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Introduction génerale

En France, environ 80% de I'électricité produite est isseidadiliere nucléaire. A I'heure
actuelle, ou I'impact de I'hnomme sur I'environnement esarfifié en termes d’émission de di-
oxyde de carbone, cette énergie peut étre qualifiée de pBiggourra donc fournir une partie
de la solution au probleme du développement durable damsteses a venir. La manipulation
du combustible nucléaire reste néanmoins une activitéldemisques doivent étre maitrisés au
mieux. L'Institut de Radioprotection et de SOreté NuclédiRSN) est I'expert public francais
chargé d’évaluer les risques associés a l'utilisation dte énergie. Il évalue en particulier les
risques inhérents a 'augmentation de la durée de vie debustibles nucléaires.

Dans les centrales électronucléaires actueilesde type réacteur & eau sous pression), le
combustible se présente sous la forme de pastilles cydjndsi empilées dans des tubes mé-
talliques mincesdf. FIG. 1). Dés les premiers temps de séjour en réacteur, ceslgmsi
fragmentent sous I'action des différentes sollicitatign®lles subissent : gradients thermiques
et mécaniques, réactions chimiques, irradiation, etenpigement de pastilles s’approche alors
progressivement d’'un milieu discret dont la morphologiecesplexe.

Que ce soit en fonctionnement normal ou en situations acttes, la connaissance du
comportement de ce milieu discret est essentielle aux seslge sireté. Ce comportement va
fortement dépendre de laésostructurale I'empilement (morphologie, distribution spatiale,
comportements et interactions des fragments). Ce type lg@ngise a I'étude du combustible
nucléaire a fort taux de combustion en situations accidlestétype Accident par Perte de
Réfrigérent Primaire — APRP —€f. FIG. 1). Dans le cas de 'APRP, le risque provient de la
relocalisation du combustible dans le ballon. Si la massmdeustible relocalisée dépasse une
certaine masse critique, le systéeme de contrdle de la ofaaticléaire peut étre mis en défaut.
La question en termes de silreté est donc : quelle quantitérdbustible se relocalise dans le
ballon ?
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FiG. 1-Le combustible nucléaire et sa gaine, de leur état vierge a une situatidardgetie. A gauche :
schématisation d’un empilement de pastilles de combustible confiné dans legiainbeEtape 1 : état
fragmenté du combustible aprés séjour en réacteur, d’aprés [75f Btagituation accidentelle par
rupture de la gaine, d’aprés [74] (gauche) ou par ballonnement déna ¢a droite).

L'étude expérimentale directe des ces problemes étantieedifficile par les nombreuses
précautions a prendre lors de la manipulation du combestilobjectif de ce travail de these
est de développer des outils numériques permettant de depances enjeux industriels. En
particulier on cherche a déterminer la quantité de comlessie relocalisant dans le ballon.
On se propose de développer des outils d’analyse suffisatrgéagriques pour apporter une
premiere réponse a ces questions, tout en étant capablexldpter a de nouvelles situations
(combustible a tres haut taux de combustion, combustibles/antsetc . .).

Le systéme étudié est la mésostructure constituée d’'uniemgit granulaire composé de
fragments de combustible confiné dans une conduite. Ldigtat® cette mésostructure dépend
de plusieurs facteurs : forme des fragments, présence detedésion, et des conditions aux
limites. Dans le cadre de cette modélisation, on fait I'tygse que les fragments ont atteint
une taille suffisamment petite pour ne plus pouvoir se divisedescription précise des ondes
élastiques, primordiale dans un calcul de fissuration dyaaen est ici évitée : les fragments
de combustible sont modélisés par des corps rigides, etapnilte a une échelle de temps
supérieure au temps de réponse élastique du systeme.

La taille des fragments par rapport au diametre de la gainteks que I'écoulement des
particules peut se bloqugatnming, ce qui constitue une spécificité du systeme étudié. Letud
de ce phénomene de blocage est complexe en raison de sastatirastique et demande un
grand nombre de simulations pour étre caractérisé. Ungtiatteparticuliere est portée a la
statistique des événements, sans et avec présence du gaix &@ayer est des simplifications
portant notamment sur la forme des fragments, en considéearparticules circulaires, et des
conditions aux limites, en adoptant une géométrie de silo.

Le premier chapitre est consacré a une étude bibliograplidga concepts et des méthodes
utilisés dans la suite du travail. Il présente la rhéologie thilieux granulaires, décrivant le
comportement de 'ensemble des fragments, les outils ddaiimn numérique des écoulements
de tels milieux et les méthodes existantes pour tenir codgpta présence des gaz de fission.
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Le deuxiéme chapitre propose un probléeme modéle pour laakdation, sous la forme
de I'étude de la stabilité d’'un milieu granulaire sec dans géométrie de silo. Les deux pre-
mieres sections présentent une étude globale du compaortehoe tel systeme, s’intéressant
aux phases d’écoulement et au mécanisme du blocage. Létatesie cette étude sont appli-
gués au cas concret de la relocalisation dans la troisiéatiese

Le troisieme chapitre présente I'élaboration d’'une ndevekthode de couplage gaz-grains,
adaptée aux spécificités du systéme étudié dans le deuxtaapére, qui sont la polydisper-
sité et la géomeétrie complexe du domaine. Trois méthodegesasur deux modéles pour le
fluide, sont détaillées depuis les équations du modele jadguplémentation. Une méthode
est ensuite dégageée et validée sur un test de sédimentation.

Le quatrieme et dernier chapitre propose de reprendrelysmalu deuxiéme chapitre, en
tenant compte de la présence du gaz, d’abord de fagcon agergehis en utilisant la méthode
développée dans le troisieme chapitre : analyse de blocageésence d’un effet moteur dd a
un gradient de pression fluide. La pertinence des conclsslardeuxieme chapitre concernant
la relocalisation est alors discutée.
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1.1 Introduction

Ce premier chapitre propose une étude bibliographique desepts et méthodes interve-
nant dans les études réalisées dans les chapitres suivants.

L'ensemble des fragments constitue un milieu granulaire p@sentera dans un premier
temps quelques caractéristiques fondamentales de cesixilin objectif de ce travail étant de
fournir des outils numériques d’analyse, on présentera dardeuxieme temps les méthodes
numeriques utilisées pour simuler les écoulements de ié&m

La prise en compte de I'influence d’'un fluide — les gaz de fisdems le cas présent — sur
I'écoulement de particules est un probleme qui couvre urgelgamme d’applications, allant
du transport pneumatique au sablier intermittent en pagsana fluidisation. De nombreuses
méthodes numériques de couplage fluide-grains ont don@eedaghpées depuis une vingtaine
d’années et seront présentées dans un troisieme temps.

1.2 Comportement des milieux granulaires secs

1.2.1 Contact et frottement

Un milieu granulaire sec est constitué d’'une collection d@rng, ou de particules, qui in-
teragissent via des lois de contact. Le contact entre detixylas se traduit par une répulsion
élastique et une surface de contact, caractérisée par onaague a une déformation élastique
ou plastique. La courbure au contact conduit a une relationliméaire entre la force normale
et le déplacement relatif (loi de Hertz) [69]. Mais, dansitaite de faibles déformations au
contact, c’est a dire lorsqui: < d, ou d est le diametre des particules, le contact peut étre
modélisé comme un point d’application de la force de réaatiatre les deux particules. Cette
limite de particules parfaitement rigides correspond &oitn module d’YoungF trés élevé
des particules, soit a une pressipde confinement faible. En d’autres termes, le modele de
particules parfaitement rigides est valable dans la lipite < 1.

Un trait caractéristique générique des matériaux gramadast I'action du frottement entre
les particules. La tribologie du contact frottant met engetnombreux phénomenes (plasticité,
endommagement, ...) a I'échelle des aspérités de surfadefdre du micron). Mais en gé-
néral, pour décrire les matériaux granulaires les forcdsotiement sont modélisées par la loi
de frottement de Coulomb. Cette loi définit le seuil que la cosapte tangentielle de la force
de contact entre deux particules doit atteindre pour quparécule glisse sur l'autre. Ce seuil
est proportionnel a la force normale, avec un coefficientrgudépend que de la nature des
matériaux des deux particules. On verra dans la sectiorétrtlire de ces lois de contact dans
la limite de particules rigides.

En raison de I'action des forces de frottement entre lesqudes, les milieux granulaires
sont des systemes dissipatifs. Mais le frottement n’esligosesule source de dissipation. Lors de
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chocs entre particules une partie de I'énergie cinétigugribme a la plastification du contact.
Cette dissipation due aux chocs inélastiques est génénalel@erite par le coefficient de resti-
tution de Newtore,,, défini comme le rapport entre les vitesses relatives apr@gat le choc
lors d’une collision binaire Uy, = —e,Uy,. La fraction d’énergie restituée pendant la colli-
sion est égale & . Un coefficient de restitution tangentielpeut également étre introduit pour
rendre compte de la restitution de I'énergie élastique ataposante tangentielle de la vitesse.

1.2.2 Frottement interne et dilatance

Bien que les matériaux granulaires aient un caractére disocneme les systémes molécu-
laires, leur comportement est fondamentalement diffégamison de leur caractere dissipatif
mais aussi en raison de la taille des particules qui ne leungtgas de présenter un mouvement
brownien et donc d’étre décrites dans le cadre classiqueettietmodynamique. Par ailleurs, en
'absence d’interactions longue portée, les matériaurgeares sont génériguement désordon-
nés et leur comportement plastique est régi essentiellepagrdes réarrangements collectifs
des particules.

Etant donné le caractere coulombien des interactions deaohes déformations quasi-
statigues des matériaux granulaires sont bien décriteasyg@mportement élasto-plastique. Les
modules élastiques globaux du matériau dépendent nomsentdeles modules des particules
mais aussi de I'arrangement géométrique qui peut étre tgable suivant sa préparation ou
I'histoire du chargement [2, 57]. Le déviatepest une fonction non-linéaire de la déformation
de cisaillement plastique cumulégqui dépend aussi de la compacité (fraction volumique de
particules) initialecy. Dans un matériau avec une compacité initiale inférieuneeacompacité
critiquec*, ¢ augmente de fagon monotone avget tend vers un palier. Dans le cas contraire
(co > ¢*), g passe par un pig™ avant de redescendre vers le méme patierct. Fic. 1.1.

Pour un matériau dense, le seuil plastique peut étre casgcgarg™, ou bien par*. Une
propriété fondamentale des matériaux granulaires résids b fait que;* est proportionnel
a la contrainte hydrostatique,,. Cette propriété, qui traduit a I'échelle macroscopiquenla |
de frottement de Coulomb entre les particules, implique queelil plastique des matériaux
granulaires est caractérisé par un rapport de contraififes,. Elle correspond au critére de
Mohr-Coulomb trés souvent utilisé en mécanique des solspgine& en termes d’un angle de
frottement interneo* [44]. Dans le cas bidimensionnel, on a

*

sin " = q , (1.2)

Om

avecq* = (o] — 03)/2 eto,, = (0] + 03)/2, ol o] et o} sont les contraintes principales
macroscopiques dans I'état stationnaire.

En ce qui concerne le comportement volumétrique, pour uesysinitialement lache{ <
c*) la compacité augmente avec la deformation de cisaillemgat sature précisément a sa
valeur critiquec*. Au contraire, dans un systéme initialement dengex{ ¢*) la compacité
diminue aveg, et tend vers*. Cette variation de la compacité avec le cisaillement estwen
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Fic. 1.1- Evolution du déviateugy normalisé par la contrainte hydrostatigug (notéep sur la figure)
(a) et de la compacit€(b) en fonction de la déformation plastique cumulgéors d’un essai de cisaille-
ment bidimensionnel (simulation numérique), pour des échantillons initialemesé diigne continue)
et lache (ligne en pointillée) ; d’aprés [46].

sous le nom dilatance de Reynolds [94]. Cette propriété deadida des matériaux granulaires
résulte des réarrangements collectifs des particules gbttament qui implique le roulement
des particules les unes par rapport aux autres. Un écoulgriastique stationnaire a lieu sans
changement de compacité. Cet état d’écoulement est pappeégétat critiqueet caractérisé
par 'angle de frottement interng* et la compacité critique®.

L'angle de frottement interne et la compacité critique sgpénéralement définis pour les
faibles vitesses de sollicitation. Les études récentepermnis de montrer que I'état critique
existe aussi dans le cas des écoulements denses rapidesd3rametre pertinent pour la
description de I'état de ces écoulements est le nombraehdanné, dans le cas tridimension-

nel, par
. | Ps
I =¢,(d) o (1.2)

ou p, est la masse volumique des particules®test le diamétre moyen des particules. Typi-
quement, poud < 1073 la pression cinétique est négligeable devant la pressatiyse (de
confinement) et le comportement peut étre considéré commsi-gtatique. Lorsqué aug-
mente,p* augmente et* diminue.

1.2.3 Texture et transmission des forces

Les forces dans un milieu granulaire se transmettent semigpar le biais des contacts entre
particules. Cette particularité conduit a la formation derams privilégiés de transmission des
forces au sein du milieu, appelés chaines de forced-(G. 1.2). Le milieu granulaire peut
étre plus ou moins ordonné, selon le type de particules déréssj.e. spheres ou polyedres
[9], ou selon les défauts des particules, écart a la sphéricité, rugosité, distribution des tailles
[113]. Ce désordre se répercute sur le réseau des forces retdsé par son hétérogénéité
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FiG. 1.2- Chaines de forces dans une géométrie de silo, d'aprés [26].

[90, 92]. Un empilement de particules rigides, lisses etfmottantes, peut-étre isostatique.
une seule solution d’équilibre, ou hyperstatigue,plusieurs solutions d’équilibre, en fonction
du nombre moyen de voisins de chaque particule [82, 96]. [@acas de particules frottantes,
'indétermination des lois de contactf(section 1.3) implique I'existence d’une multitude de
solutions d’équilibre. Dans ce cas, une perturbation ité#inale peut transformer le réseau de
forces sans changer le réseau des contacts. Cela a été éexgp@timentalement par Bonamy
et al.[14], qui ont montré qu’une variation de température de quet degrés modifie le réseau
des forces.

1.2.4 Effet Janssen

La pression mesurée a la base d’'une colonne verticale rechpparticules n'augmente pas
linéairement avec la hauteur de remplissage, contraireaneme colonne de fluide, mais sature
rapidement a une valeur maximum. C’est la raison pour laguledl sabliers s’écoulent a débit
constant [62]. Le poids des couches supérieures de padiest entierement “supporté” par les
parois latérales. Cette particularité, initialement neidd’écrantage de la masse pesée au fond

d’'un silo a grains, est appeléffet Janssefb1l].

On propose ici une dérivation détaillée du modéle de Janslses le cas d’un silo cylin-
drique, de rayorR,. La profondeur est représentée par un @xe), orienté vers le bas, de sorte
gue la surface supérieure du matériau ensilé soit situee-er) (cf. FIG. 1.3) et on se place
dans le repeére cylindriqu@, ¢’,, €4, € .). Dans le modéle de Janssen, le milieu granulaire
est dans un état quasi-statique. Il peut alors étre modsisen milieu continu. L'idée est alors
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FiG. 1.3— Schéma du silo considéré dans la dérivation du modele de Janssen.

de calculer un tenseur des contraintes moyen. Les hypatkasantes sont formulées :
1. la composante verticale du tenseur des contraintese dépend que de la profondeyr
2. il existe un rapport constant; entre les composantes horizontale et verticale du tenseur
des contraintes,e.o,, = \jo..,

3. le frottement est complétement mobilisé aux pai@sg,.(r = Rs) = pwo.(r = Ry),
ou 1, est le coefficient de frottement avec les parois,

4. la surface supérieure du matériau ensilé est litger..(» = 0) = 0.
On écrit alors I'équilibre statique d’'une couche de patésude hauteur\z (cf. FIG. 1.3),

soumise a la gravité, soit :
= = —
- V.0 =pscq, (1.3)

ol p, est la masse volumique des particulesa compacité efg’ I'accélération de gravité.
Notez que le matériau étant supposé homogene, la compagstéconstante dans tout le silo.
En intégrant (1.3) sur le volum@, de la tranche considérée et en appliquant le théoréme de
flux-divergence, on obtient :

=
- [ Fwas= [ pegav =y, (1.4)
agz Qt

ou 092, et || sont respectivement la frontiere et la mesurefxleOn scinde l'intégrale de
surface suif), en trois contributions : les intégrales sur les sectiongsepre ¢ = z),
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inférieure ¢ = 2y + Az) et périphériquer(= R,). On a alors :
27 RS — 2w Rs RN
/ / o (r,0,2) - (=€, )rdrdd + / / T (r,0,20 + Az) - € rdrdf+
0 0 0 0
2 20+Az
/ / 7 (Rs,0,2) €,Rydzdd = TR2Azp,cg. (1.5)
0 20
On projette ensuite (1.5) sur 'ax@©z) et on utilise I'hypothése 1, pour aboutir a
21 Rs 21 Rs
— / / 0..(20)rdrdd + / / 0..(20 + Az)rdrdf+
0 0 0 0
27 20+Az
/ / 0r-(Rs,0, 2)Redzdf = nR*Azp,cg. (1.6)
0 20
L'utilisation conjointe des hypotheses 2 et 3 puis de I'nyygse 1 donne :
0r2(Rs, 0, 2) = A0, (Rs, 0, 2) = Ajpi0.,(2). a.7)
On injecte (1.7) dans (1.6), pour obtenir :
20+Az
— TR0, (%) + TR0 (2 + Az) + 27TRS)\J,uw/ 0..(2)dz = TR*Azp,cg, (1.8)
20
soit : ( ) (o) A
0..(20 + Az) — 0..(2 2A 7y 1 /ZO z
A 2z dz = sCg. 1.9
A, oy 0::(2)dz = pscg (1.9)
Soit F, la primitive deco .. qui s’annule erx,. On a alors, par définition :
z0+Az
/ 0..(2)dz = Fy(z0 + Az) — F,(20). (1.10)
20
L'équation (1.9) devient donc :
Uzz(ZO + AZ) - Uzz(ZO) 2/\J/~Lw FO'(ZO + Az) - Fcr('ZO)
= : 1.11
AZ _'_ Rs AZ pscg ( )
On a par définition :
Jzz(ZO + AZ) - Ozz(ZO) o do—zz
Alirilo Az C dz (20), (1.12)
. Fo(a+Az) = Fo(n)  dF, B
Jlim < = —7(z0) = 0:a(=). (1.13)
Donc, en faisant tendrAz vers0 dans (1.11), on obtient :
do,, 27 oy
7 (z0) + éf 0..(20) = pscg. (1.14)
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On a donc montré que la contrainte verticale est solution de I'équation différentielle :

daw +_2AJMw

P R 0., = pPsCq. (1.15)

La condition a la limite donnée par I'hypothése 4 permettdgner (1.15). On a finalement :

Oy = 0o [1 — exp <—§)} , (1.16)

ou on a poseé :

» Pschisg. (1.17)
2AJﬂw
R,
= _ 1.18
: 2>\J/1Jw ( )

On remarque que quand la profondeutend vers zéroi.e. prés de la surface du tas, la
contrainte dépend linéairement de la profondeat.: ~ 0.,2/zs = pscgz. Au contraire, la
contrainte sature a partir de la profondeyet tend vers ., quandz tend vers l'infini.

Ce résultat se traduit en termesrdasse apparent&/,, i.e. masse de la colonne de grains
mesurée au fond du silo, par :

M, = M., {1 —exp (-i)l , (1.19)
Zs

ou M, est la masse apparente limite, quand la hauteur du silo tersdl'infini, i.e. quandz
tend vers l'infini, définie par :

_ mpscR?
_'QAJNw.
En notant que la masse totale des particules introduitesldalonne, pour la remplir jusqu’a
la profondeurz, s’écrit

(1.20)

o

M; = mpscR?z, (1.22)

I'équation (1.19) devient une relation donnant la massegte)/, en fonction de la masse
totale des grains dans le sild; :

M, = M4 [1 — exp (—%)} . (1.22)

La FIG. 1.4 présente une comparaison entre des données exp@iesarcueillies dans le cas
d’un silo rempli de billes de verre et la prédiction du modaéeJanssen correspondante. On
constate que ce dernier fournit une bonne approximation.

L'indépendance de la pression par rapport a la profondens da milieu granulaire confiné
explique le fait bien connu que, contrairement aux liqujdesiébit des grains dans un sablier
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Fic. 1.4— Evolution de la masse effective, mesurée au fond du silo, en fonction de la masse totale
de particules verseed; (notéeM ;; sur la figure, d’apres [83]). La prédiction fournie par le modele de
Janssen (ligne pointillée) approche correctement les données expétandnarrés).

est constant. Cet effet a été parfois attribué a la préserscehdénes de forces en argumentant
gue les chaines dirigent les forces vers les parois. Maiotete de Janssen et sa vérification
expérimentale indiquent que I'origine physique de la sdton des contraintes est la mobilisa-
tion de la force de frottement aux parois. Un argument suaslue I'équilibre des contraintes
permet ainsi d’expliquer 'effet de saturation sans faéfrence aux forces. Néanmoins, il y
a des effets fins que des arguments macroscopiques de ceetyyggmettent pas d’expliquer.
En particulier, I'existence des régimes métastables eédaglements intermittents est liée a la
nature discrete du milieu et la présence des chaines desforce

1.2.5 Etats métastables et le blocage d’écoulement

Un empilement de grains peut se trouver dans divers étatslbiéité. Par exemple, un talus
granulaire n’est stable que si son inclinaison a I'horiateteste inférieure a un anghe (angle
maximum de stabilité ou angle d’avalanche). Au-dela de ngtea le talus n’est plus stable :
méme un faible dépassement entraine une avalanche graresgaentiellement localisée a la
surface du talus [49, 23, 98]. Lorsque I'avalanche s’arrigtdalus redevient stable avec un
angleO, (I'angle de repos) dont la valeur est Iégerement inféri@ue. Par définition, un état
instable est tel que le systéme s’éloigne rapidement detabméial en réponse a une faible
perturbation. Lorsque la pente granulaeest inférieure &, mais supérieure &,., I'ajout
d'un seul grain a la surface de la pente peut suffire pour débkr une grande avalanche.
Mais, ce processus est essentiellement stochastique ensgue le déclenchement a lieu avec
une probabilité inférieure a I'unité. Celle-ci augmenteageet tend vers un poup = O,.
Ces états, caractérisés par une probabilité non-nulletdbiigé avec une amplitude (la taille
de I'avalanche) variable, sont des étatStastablesDe méme, un écoulement granulaire avec
une probabilité non-nulle de s’arréter est métastable.lbealge d’un écoulement dans un état
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d’équilibre statique est appg@mming(blocage) en anglais.

Le probleme de blocage ou la réactivation des écoulemeatsut@ires fournit un cadre
général pour I'étude des propriétés rhéologiques des fiudidmplexes [81]. Par exemple, les
fluides & seuil (de Bingham) présentent un seuil en contrdigvetorique en dessous duquel
le liquide ne peut s’écouler. Deux parameétres sont paidi@rhent importants pour les mi-
lieux granulaires : la contrainte de confinement et la cont@abDans les milieux granulaires
denses, chaque particule est soumise a des contraintesatigaes liées a ses contacts avec
ses voisins. Le nombre de degrés de liberté restant le mémanhbre de contraintes ciné-
matiques augmente avec le nombre de particules qui estnégiai@ine fonction croissante de
la compacité. Pour cette raison, un matériau dont la cortgpast supérieure a une compacité
critiqgue (la méme que la compacité critique des sols) ne pasis’écouler sans dilatation. En
ce qui concerne la contrainte de confinement, son effet e jiEment inclus dans le critére de
Mohr-Coulomb : la contrainte déviatorique au seuil d’écmgat est linéaire en contrainte de
confinement. C’est un effet “plastique”, mais le confinementtggalement influencer I'écou-
lement par son effet sur la compaction du matériau.

Un autre exemple dmmming qui nous intéresse plus particulierement dans cette gtude
est I'écoulement des grains dans un silo ou a travers unarifiécoulement n’est continu
gue lorsque le diamétre de l'orifice est supérieur a un disr@ttique [118, 102]. Pour des
diamétres plus petits, I'écoulement s’arréte en un tempd.farrét de I'écoulement se traduit
par la formation d’une voUte locale au-dessus de l'orificee ldnalogie peut étre tirée entre
I'écoulement de silo et les avalanches de surface. Le diardet’orifice joue le méme réle pour
I'écoulement de silo que I'angle d’inclinaison pour les éeonents de surface. La probabilité de
blocage peut étre quantifiee par I'étude du nombre de pleticui s’écoulent avant le blocage.
On reviendra plus en détail sur le blocage de silos dans bei&lme chapitre.

1.2.6 \ers la simulation numérique

L'exposé rapide des différents mécanismes intervenard acomportement des milieux
granulaires secs souligne leur complexité de modélisaRonr I'essentiel il ressort que leur
comportement global ne peut étre étudié, compris et prétiugravers d’'unelynamique d’en-
semble Cette conclusion est particulierement claire notammeeegui concerne les effets de
dilatance, d’évolution de compacité et de réseaux d'effole comportement apparent résulte
de mécanismes collectifs qui ne sont pas inhérents a I'iecéiémentairei.e. celle de la parti-
cule ou d’'un couple de particules en interaction.

La compréhension de cette dynamique d’ensemble nécessitastes campagnes expéri-
mentales permettant, d’'une part d’exhiber une statistigpgésentative, et d’autre part de sépa-
rer les effets de chaque mécanisme et de leur combinaisooutipuissant pour I'étude de ces
mécanismes et de la phénoménologie riche des milieux grmesilest I'approche discréte. Elle
consiste a intégrer les équations de Newton-Euler pourushdeggré de liberté associé aux par-
ticules, celles-ci étant considérées comme indéformabkes approches numériques fondées
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sur cette approximation sont connues sous le nom commun ttedeepar éléments discrets
(Discrete Element Methoou DEM en anglais) [22]. Ainsi, on présente a la section su&ées
choix de modélisation et de mise en ceuvre numeérique retenudgs milieux granulaires secs,
mais aussi pour les milieux granulaires saturés.

1.3 Méthodes aux éléments discrets

Il n’existe pas un cadre unifié pour la rhéologie des mat&rgranulaires qui soit adapté
a toutes les compositions (forme, taille) et tous les étassiples (solide, liquide, gaz). L'ap-
proche classique en mécanique des structures, consigtaiteale matériau comme un milieu
continu caractérisé par une loi de comportement et a utibsméthode des éléments finis est
inadaptée pour la simulation numérique de milieux granedaibien que des modeéles aient été
développés [79]df. section 1.4.5 pour la modélisation d’'un milieu granulaimencne un fluide
complexe).

Les méthodes aux éléments discrets ont été congues poysamnal comportement collectif
d’objets eninteraction [22, 3, 76]. Elles consistent a vélse indépendamment le comportement
de chaque corps, en tenant compte des interactions entrpagug biais d’'une formulation
adaptée. On présente plus en détail ces différents condapssla suite. Deux sous-sections
sont consacrées a deux méthodes prototypiques des dewchppiassiques : I'explicite, avec
la SmoothDEM et I'implicite, avecNon Smooth Contact Dynami¢dSCD) ouNon Smooth
DEM.

Dans le cas des milieux granulaires secs, les corps sonatéisyes et ils interagissent
via du contact-frottant. Considérons une collection de oigides. Les équations décrivant la
dynamique de chaque corps sont les équations de Newton-El&s peuvent s’écrire, dans
un repere dont I'origine coincide avec le centre d’inertieredécomposant les mouvements de
translations et de rotations :

d ) . )
ml 2T = Fi 47, (1.23)
Po@ = —DIATT)+ M, + M, (1.24)

olum’ est la masse du corgsJ’ la matrice d’inertie,v’? la vitesse du centre de masse’ la
vitesse angulaire?ixt et J\_ﬁm sont la résultante et le moment des forces extérieure¥ et
J\7{; la résultante et le moment des forces de contact. Saiegttc’ les vecteurs q_u)i conc_a}énent
les vitesses, respectivement, de translation et de rotdéd'ensemble des corps,..; et M.,
respectivement, la résultante et le moment des forcesextés efr” et J\_ir, respectivement, la

résultante et le moment des forces de contact.]ﬁo[;; le vecteur concaténant les termes issus
des dérivées entrainéesy’ A (J7'w7), pour I'ensemble des corgg1 < j < N,, ouN, estle
nombre de corps). Saitl la matrice de masse de I'ensemble du systeme, diagonaléguat b
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et définie par :

M = : (1.25)

ou I est la matrice unité de dimension deux dans le cas bidimensicet trois dans le cas
tridimensionnel. Soifl la matrice d’inertie de I'ensemble du systéme, diagonafebfs, et
définie par :
Jl
J= . (1.26)
JNv

Avec les notations précédentes, la dynamique de I'ensedesleorps s’écrit sous la forme :

MZ7 = Fow+ 7, (1.27)
d
=% = Mot + Moy + M,. (1.28)

La résolution des équations de la dynamique (1.27) et (h@&ssite
— une stratégie globale,

— un intégrateur en temps,

— une stratégie de résolution d'un contact.

1.3.1 Reésolution multi-contact

Un probleme multi-contact est composé d’une collectiona@pg en interaction. On peut
considérer qu’'un contact est défini entre deux objets, edagéra I'esprit qu’'un objet peut
étre en contact avec plusieurs autres, et qu'il peut doeci@fpliqué simultanément dans plu-
sieurs contacts binaires. On doit donc étre capable de dfirs les contacts potentiels. Cette
étape de détection des contacts pose principalement delemes techniques, liés notamment
a la diminution de son codt en termes de temps de calcul. Sdrey eans les détails, I'idée
pour simplifier et optimiser cette détection est de procélddacon hiérarchisée, dont voici les
grandes étapes :

— construction d’une table de voisinage (méthode des hgitemges), afin d’éliminer les

contacts potentiels entre particules trop lointaines,

— détection grossieraj(adtreéoctree shadow overlapplan séparateur), visant a €limi-
ner dans chaque ensemble, défini a la suite de I'étape préecdes paires d’'objets ne
pouvant pas étre en contact, a moindre coétgans calcul géométrique onéreux),

— détection fine (intersections, projections), pour stasue les paires d'objets restantes.

Aprés I'étape de détection, chaque contact binaire entne clerps est formulé. Considérons
deux corps: etb, potentiellement en contaatf( FIG. 1.5). On se place dans un cas simplifié ou
on considére deux objets convexes, dans une configuratiemuéée ; on s’affranchit ainsi des
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b candidat

antagoniste

d

FiG. 1.5— Contact binaire entre deux particules.

problémes (techniques, ou d’existence) inhérents a lauvtation du contact entre deux corps
dans le cas général (objets non-convexes, repere de cargade). On peut alors définir deux
points A et C' les plus proches, portés respectivement par les cogps. Soit7" le plan, en 3D
ou la droite en 2D, passant par tangent & la surface du corpset 7' la normale a ce plan,
dirigée vers I'extérieur.

Avec ces notations, la distance algébriguentre les corps etb est définie par

§=AC 7. (1.29)

. . — PP e s .
La vitesse relative entre les deux corjgsest définie par la différence de vitesse entre les
points A et C, notées respectivement 4, et v’ ¢

—

U=7¢c—7a (1.30)

. —>
On peut décomposer la vitesse relativeen une composante normdlg et une composante
. —
tangentielleU . On a alors

7 =
Uv = U-n, (1.31)
— — N
Ur = U—-Unn, (1.32)

et
U=Ux7 +Ur. (1.33)
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o Ry

~Ur

=0

FiG. 1.6— Graphes de la condition de Signorini (gauche) et de la loi frottemenbde@b (droite).

- - - Ve
Soit R la force de contact entre les deux corps. On peut aussi lajgager, en une com-

posante normal&, portée par le vecteur , et une composante tangentie?&p, dans le plan
tangent! :

B —
Ry = R-n, (1.34)
— — -
Rr = R—Ry1, (1.35)
et
— - =
R =Ryn+ Rrp. (1.36)

L'unilatéralité du contact entre les corpgtb se traduit par le fait que le point appartenant
au corp9, appelé le candidat, ne peut traverser le filatangent a la surface du corpsappelé
'antagoniste. La force de contad est alors définie comme la force empéchant le cors
pénétrer le corps et donc dirigée de versb.

La condition d’unilatéralité du contact (non-interpéaéitité, condition de Signorini), s’écrit
avec les notations précédentes :

{5>O:>RN:O (1.37)

La premiere ligne de I'équation (1.37) indique que si lepsare sont pas en contact, la force de
contact est nulle. La deuxieme ligne de cette équation radettistence d’'une force de contact,
si les corps sont en contact, mais ne suffit pas a la définirffEn ke graphe représentatif de la
condition de Signorini, présenté sur leck 1.6, montre qu’il s’agit d’'une fonction multivaluée.

La loi de frottement de Coulomb s’écrit avec les notations@déntes :

[T 4l > 0= R = —pcBy=Tr (1.38)
T

— —
{ |Ur|| =0= | Rr|| < ucRy
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oU ¢ est le coefficient de frottement. La premiere ligne de I'digung(1.38) montre que la partie
tangentielle de la force de contact peut prendre n'impauntdlg valeur, tant que sa norme est
inférieure quc Ry, Si le contact est statique. La deuxieme ligne de cette éouetontre que la
norme de la partie tangentielle de la force de contact est éga Ry Si le contact glisse. Soit

" un vecteur unitaire colinéaireﬁ)T, T représente alors la direction, mais pas le sens, de la
vitesse de glissement. Soidit et R respectivement les projections sur I'axe portéFade

la composante tangentielle de la vitesse relafi\qeet de la force de conta@t}. On a alors

Upr=Urp- ¢, (1.39)
[N N
Rr=TRr- 1. (1.40)

La loi de Coulomb est représentée sur l& F1.6 : il s'agit aussi d’'une fonction multivaluée.
Cette loi ne permet pas de calculer directement la compotargentielle de la force de contact,
connaissant la vitesse tangentielle.

La résolution d’'un contact binaire dépend du type de moalitis du contact et sera présen-
tée dans les sections suivantes. On admet donc, pour Hinspae I'on sait résoudre un contact

- - Ve Ve - - -_> yd -
binaire Qotea. La résolution du contaet nous donne la vitesse relative® et la reactlogde
contactR®. Soit 7 * la contribution du contact & la résultante des forces de contacet M

sa contribution au moment des forces de conﬁpIOn a ainsi

=37 (1.41)
M, =Y Mo, (1.42)

— — . e SN , .
" et M¢ sont obtenus a partir dB* a I'aide d’'une matrice de passagé :

( ]\Lﬁ ) _ He R (1.43)

. . 7 7 - b T4
L'équivalence entre la puissance développée par les fdeeesntacti* et M@, a I'échelle des

corps, etﬁ“, a I'échelle du contact, permet de montrer que la vitesse relative s'obtient a
partir des vitesses des translation et de rotation par :

~
Ue = HeT ( = ) 7 (1.44)

oUH>T est la transposée d&".

La résolution du probleme multi-contact se réalise donc@a étapes :

— détection des contacts binaires potentiels,

— résolution de chaque contact binaire, dans le repere daatpn

— sommation des contributions de tous les contacts binpaescalculer la résultante et le
moment des forces de contact.
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1.3.2 Marche en temps

La résolution des équations de la dynamique (1.27) et (1e#8présence d’interactions,
nécessite un schéma en temps adapté. Deux approches ssiblgsos I'event-drivenou la
discrétisation temporelle est basée sur les instants de ehle time-steppingou le pas de
temps est fixé a I'avance.

La méthodeevent-drive{87] consiste a résoudre les équations de la dynamique penda
le “vol libre”, i.e. en absence de contact, et d’activer la résolution d’un conb@aucoup plus
colteuse en temps de calcul, au moment ou il apparait. Cetteodatest avantageuse dans
le cas d’'un milieu dilué ou les particules sont tres dispeEssélans lequel les étapes de vol
libre sont longues et les interactions entre particulesstétlle devient inadaptée dans le cas de
systemes denses ou les interactions de contact sont ftégué&m effet, d’'une part le temps de
calcul s’accroit considérablement a cause du nombre étegérttacts a résoudre et d’autre part
la méthode n’est pas prévue pour gérer plusieurs contactdtanés (accumulation d'impacts).

Dans le cas dtime-steppingl’intervalle de temps physique considéré est découpé edpa
temps de longueur fixAt. L'approche utilisée peut étre un prédicteur-correct®arconnait les
positions et les vitesses au début du pas de temps. On calwijgrédiction des vitesses et des
positions, en intégrant les équations de la dynamique |sagisne de contact. On résout ensuite
le probléme multi-contact, dans la configuration préditerpabtenir les forces de contact. On
corrige les positions et vitesses prédites en tenant codgstéorces de contact pour obtenir les
positions et vitesses a la fin du pas de temps. On met a jouosisoms et les vitesses au début
du pas de temps pour passer au pas de temps suivant.

On vient de présenter, dans les sections 1.3.1 et 1.3.2ileggas fondamentaux des mé-
thodes aux éléments discrets. On présentera donc dansifesettions suivantes, détaillant les
méthodesSmootlDEM et NSCD, les deux seuls éléments qui varient d’'une méthdadeitre :

— la résolution d’un contact binaire, dans le repere de conta

— le schéma d’intégration des équations de la dynamique

On note que dans le cas de particules sphériques, et ind@apemeht de la forme des parti-
cules dans le cas bidimensionnel, le terme’ A (J7W7) apparaissant dans I'équation (1.24)
est nul. Dans le cas général ou ce terme est non nul I'équtidd) devient non-linéaire. Dif-
férentes stratégies, dépendant de la vitesse de rotatidred@e corps, peuvent étre envisagees.
Si les vitesses de rotation sont assez faibles, on peutictieile négliger. Dans le cas contraire,

il faut choisir une facon de discrétiser ce terme, pour powdarire les schémas numériques as-
sociés. Dans le cas de I'utilisation d’'un schéma d’intégreén temps implicite, le calcul exact
de ce terme non-linéaire nécessite le recours a une métkoktsed.g.la méthode de Newton-
Raphson. Afin d’alléger I'écriture des schémas numeériquésgmtés dans la suite, on choisit
de I'expliciter et de négliger I'erreur induite.
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Fic. 1.7— Graphes de la condition de Signorini régularisée (gauche) et de la fodtlement de Cou-
lomb régularisée (droite).

1.3.3 Smooth DEM

La méthode aux éléments discrets la plus classique est lrod&@DEM SmoothDEM),
signifiantDiscrete Element Methofinéthode des éléments discrets), proposée par Cundall et
Strack [22]. Elle propose de résoudre le probleme de noraggude la condition de Signorini
et de la loi de Coulomb, en utilisant une régularisation eitdijrer les équations de la dyna-
mique par une méthode explicite. On détaille dans la sudadeex techniques, en présentant
une approche typique : la régularisation linéaire.

La condition de Signorini est remplacée par :

{5>0:>RN:0 (1.45)

0<0=Ry=—-Kyno '’

ou Ky est une raideur. La premiere ligne de I'équation (1.45)dentique a celle de la forme
standard de la condition de Signorini (équation (1.37))dkeaxieme ligne de cette équation
montre que l'interpénétration du contact est autoriséés genére une force de répulsion, ten-
dant a s’y opposer. La composante normale de la réactiondaaté y; est donc définie comme
une fonction de la distanee(cf. FIG. 1.7).

De la méme facon, la loi de Coulomb est régularisée en intsadiiune raideuf(r. La
H
composante tangentielle de la force de contdgt est alors obtenue par un processus incré-
_)
mental. A un incrément de déplacement tangenkél - est associé un incrément de force
_)
ARy, par:
— —
ARp=—KrAXr. (1.46)

L'incrément de déplacement tangenmef()T, sur un intervalle de tempAt, s’obtient a partir
- - —)
de la vitesse tangentiellg  :

— —
AX 7 =AU . (1.47)
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On obtient ainsi une relation linéaire entre la composantgéntielle de la vitesse et I'incrément
de la composante tangentielle de la force de contact :

ARy = —KrAtUr. (1.48)

En imposant la contrainte seuil de la loi de Coulomb a la ndewelleur de la composante
— — —
tangentielle de la force de contaBtl” = Ry + ARy :

ﬁ
Tr

le graphe de la forme régularisée de la loi de Coulomb est olsierla FG. 1.7. La composante
tangentielle de la force de contaEt)T est donc définie comme une fonction de la composante
tangentielle de la vitesse relati‘féT. A chacune des deux lois régularisées précédentes, on doit
ajouter un terme de viscosité, qui permet d’'atténuer legsithstiques se propageant dans la
structure, afin de traiter des cas quasi-statiqgues ou denses

Les équations de la dynamique sont intégrées a I'aide d’'nérsa en temps explicite. Un
schéma souvent utilisé egelocity Verlef3]. Les données au début d’'un pas de temps sont les
positionsz’(t), les vitesses de translatiari(t), et de rotationw (¢) ainsi que les accélérations
47 (t) et L7 (¢). Dans I'étape de prédiction, on intégre les positions spatede temps entier
et les vitesses sur un demi-pas de temps, soit

At? d _,

T(t+At) = T(t)+AtV(t) + - 7" v (t), (1.50)
N N At d_,

v (t + > = v(t)+ > 7Y (1), (1.51)
— At d _,

(t + 7) = W (t) + 7@ w (t) (152)

On résout ensuite le probleme multi-contact dans la cordtgur prédite, a la fin du pas de
_>

temps, pour obtenir les forces de conta@?(t + At), M,.(t + At)). On peut alors calculer

les accélérations a la fin du pas de temps :

ST+ A = M7 [?m@ LAY+ T+ A (1.53)
d_, _
ST+ A = T [ﬁm(t) 4 Moa(t + AL + Mo (t + At)] , (1.54)

ou le termeﬁmt a eté explicité. On peut ainsi calculer les vitesses a la fipatude temps, a
partir des vitesses obtenues aprés I'étape de prédicton, p

A A
v (t+ At) :7(t+7t) +7t%v(t+m) (1.55)

N At At d _,
W (t+ At) = (t + 7) + 7@ (t + At). (1.56)
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Finalement, les positions corrigées a la fin du pas de tengps,abtenues en intégrant les
vitesses a la fin du pas de temps :

T(t+ At) =T (t) + AtV (t + At). (1.57)

Le schéma en temps proposé initialement par Cundall et Stratkit pasvelocity Verlet
mais un schéma aux différences finies centrées en temps.nMdaitau début du pas de temps
les positions 7’ (¢), et les vitesses au demi-pas précédefit, — £!) et w (¢t — £t). On résout le
probléme multi-contact dans la configuration du début dudeatemps pour obtenir les forces
de contact au début du pas de terip§t), Mr(t)). On peut alors calculer les accélérations au
début du pas :

%7@) = M [?m(t)+7(t)], (1.58)
%w = T [ Moor(t) + Mew(t) + Mo(2)] (1.59)

Les vitesses au demi-pas suivant s’obtiennent en intéguaudé pas de temps les accélérations
au début du pas :

(AN A d_,

v (t + 7) = U(t 5 ) + Atdt v (1), (1.60)
(AN A d_,

W (t+ 7) = w(t— 5 )+Atdtw(t). (1.61)

Les positions a la fin du pas de temps sont calculées en intégrale pas de temps les vitesses
au demi-pas suivant :

T(t+ At) =T (t) + AtV (t + %) : (1.62)

Ce schéma n’est pas écrit comme un prédicteur-correcteus, iest identique au schéma
Velocity Verletdécalé d’un demi-pas de temps.

Les schémas en temps utilisés en DEM étant explicites, tabiligé est conditionnelle.
Le comportement normal de chaque contagteut étre vu comme un oscillateur harmonique
auqguel sont associées une masse effemjg/ﬁ ~» laraideurKy et une viscositéy. La masse
effectivemg; ; \ est définie a partir des masses des deux corps impliquéseleosthcty, m¢

etmg, par

1 1 1
o - —a + - (163)
Meren My My

La viscosité critique/$ est définie par

vy = \/2m yEn. (1.64)

La viscositévy doit étre choisie dans l'intervall@, v¢].
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La condition assurant la stabilité du schéma pour le contast la plus forte en I'absence
d’ammortissement, elle s’écrit dans ce cas :

ma
At < ,/%’N. (1.65)

Le comportement tangentiel de chaque contapeut aussi étre vu comme un oscillateur har-
monique auquel sont associees une masse effeetlye,, la raideurKr et la viscositér.

On définit de la méme fagon que pour le comportement normaligoesité critiques$ et
une borne sur le pas de temps assurant la stabilité du schéncandition assurant la stabi-
lité du schéma, en tenant compte de tous les contacts,ts¥éere, toujours dans le cas sans

ammortissement ;
At<m1n \/eff’ \/effT , (1.66)

ou le minimum est pris sur tous les contaets

Le choix du pas de temps est donc conditionné par les paresn@iatériaus v, Kr, vy
etvr. On peut les déterminer a partir de considérations physjglens le cadre du modéle de
Hertz-Mindlin [71] par exemple, les raideufsy et K'r dépendent de la rigidité du matériau
constitutif des grains et, entre autres, de son module diydu, et la raideurK est reliée a
la raideurK y par I'intermédiaire du coefficient de Poisson du matériaustitutif des grains.
L'application de ce type de modéle aboutit a des pas de terdppetits.

L'objectif de ce travail est d’étudier la stabilité d’un eilgment granulaire confiné, sous
gravité. La pression exercée sur un contact par la colonpadieules située au-dessus de lui
dépend de sa hauteur, dans la mesure ou l'effet Janssema%sictif. Les contacts les plus
profonds subissent donc les pressions les plus importa@tesloit donc choisir une raideur
Ky trés grande, et donc un pas de temps trés petit, pour gacamices contacts ne seront
pas interpénétrés. De plus, on souhaite réaliser cette étuthe échelle au-dessus de celle
des ondes. Finalement, cette méthode propose une écheidenges trop fine par rapport a
I'application souhaitée et son utilisation nécessitdi@ihploi de pas de temps trés faibles ; elle
semble donc inadaptée.

1.3.4 Non-smooth contact dynamics

La méthode NSCD, signifiatNon-smooth Contact Dynamifdynamique des contacts non
réguliere), développée par Moreau [76] et Jean [54, 52hqgse d’adapter la formulation des
éguations de la dynamique, pour tenir compte des événement®guliers, comme les chocs
ou les sauts de vitesse de glissement. Cette méthode est aésgue que la précédente.
On présente donc, dans une premiére sous-section le fesm&li'intégration en temps et la
méthode de résolution multi-contact utilisés, de facomitlée. La méthode NSCD permet de
traiter diverses lois de contact, pouvant sortir du cadreatuact-frottant¢f. [53] pour le cas
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des lois cohésives). On consacre donc deux sous-sectiasxdails de contact adaptées aux
chocs : la loi de choc avec coefficient de restitution et lallichoc quasi-inélastique, afin de
déterminer la loi de contact la plus adaptée a cette étude.

1.3.4.1 Présentation détaillée de la méthode

Les équations de la dynamique (1.27) et (1.28), sont réSceih termes de mesures diffé-
rentielles :
MdT = Fopdt+d7, (1.67)
N — — —
Jdw = (Mo + Mey)dt + dM,, (1.68)

oudv etdw sont les mesures différentielles dé et &, respectivementjt est la mesure
— . N
de Lebesgue suR etd 7 etdM, sont, respectivement, les mesures de la résulfants du

momentﬁr des forces de contact. Les mesuies et d]\_ir contiennent les impulsions prove-
nant des chocs (instantanés), et une partie corresponahafiraes exercées durant le contact.
Lintégration des equations en mesures (1.67) et (1.68)simtervalle de tempg;,¢¢] donne

— — . - —
M(v'y =) = Feadt + 7, (1.69)
t;
ty
JWy—wi) = / (Mot + Mgyt + My, (1.70)
ti

_
ol (v, w;) et (v, ;) sont les vitesses aux instartset ¢ ¢, respectivement, ep et M,
sont des impulsions intégrant les percussions provenantluecs et du chargement régulier
durant le contact. On est ainsi passé d’équations décii&atynamique, a tout instant ((1.27)
et (1.28)) a des équations décrivant la conservation dedatigé de mouvement sur l'intervalle
de tempst;, t¢] ((1.69) et (1.70)).

La méthode NSCD propose de condenser la dynamique aux caraéintde gérer la non-
régularité de la condition de Signorini et de la loi de Couloids équations (1.69) et (1.70)
peuvent se réécrire :

Vi o= Ve + M, (1.71)
Uy o= Ulibre"f—e]]_l]—w)pa (1.72)

ol ¥ ;e €1 Wb SONt les vitesses libres obtenues en intégrant les égeatora dynamique
sur l'intervalle de temp$¥;, ¢¢], sans tenir compte du contace.

— — -1 b
Vigre = Ui+ M / Fextdt7 (173)
t.

iy
w)libre - w)z + v]]’il / (Mrot + M@xt)dt- (174)
t;
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Considérons un contaat L'application de la matrice de passafé” aux équations (1.71) et
(1.72) et 'utilisation de I'équation (1.44) donne

ve=u¢, . +H>T : ﬂ_—>1 b (1.75)
= . ’ . .
f Libre J'M,

Soit M la matrice de masse prenant en compte la masse et l'inertmutiée systeme, définie

par blocs, par :
M:(g/ﬂ 3) (1.76)

On peut alors réécrire I'équation (1.75) sous la forme :

Tia Tia a,Trr—1 ?
p
. , . . — . e —
Finalement, en décomposant les impulsignet M, suivant les contributiongy? et M{;’, ve-
nant de chaque contagtet en introduisant les matrices de passddgepar le biais de I'équation
(1.43), I'équation (1.77) devient

—

— —
U$=Ullpe + Y _ WP, (1.78)
B

ou P¥ est I'impulsion du contags dans le repére local du contatet W** est 'opérateur de
Delassus défini par : N
Wb = HTM~1HP. (1.79)

Moreau [76] a démontré que la condition de Signorini (1.3X)vait s’écrire de facon équi-
valente en termes de vitesse normidje On obtient alors I'expression suivante :

Uv>0=Ry=0

(1.80)

La moyenne des réactions de contact sur 'intervalle de $empy|, notée<1_%>>, est définie
par

1 ts
(R) = / d7. (1.81)
.
On peut donc relier les impulsions de cont&taux réactions de contact, par
— —
P = (t; —t;)(R). (1.82)

La prise de moyenne des réactions de contact sur le pas de temgerve leur signe. Les lois
du contact frottant peuvent donc se réécrire en termes digigm. On obtient, pour la condition
de Signorini :

Uy >0=Py=0

Uv=0=Py>0" (183)

5§0:{
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Py PT

po Py

~Ur

(ﬁ;;b'r(’ + Zﬁ#rz W”ﬂ?ﬂ> ' ?

Un

— —
(U;lz'brp + Z‘,’#Q Wud PJ) . W

Fic. 1.8— Représentation de I'équation de la dynamique (trait pointillé) sur les gsajghka condition
de Signorini (gauche) et de la loi de frottement de Coulomb (droite).

et pour la loi de Coulomb :

1Trl =0 = I Prll < pP
=0=
) Lyrh=feinv (1.84)
U] > 0= PTZ—MCPNmUT
L'équation de la dynamique, condensée dans le repere daat@ssocié au contaat (1.78)
peut se réécrire :
— —
Us=Uj

ibre

+ Y WS BO  wee pe (1.85)
Ba

L'équation (1.85) traduit le lien entre la vitesse relatl_x@ et 'impulsion de contacP® imposé

par 'équation de la dynamique. Si tous les autres contactsfgés, la résolution du contact

a revient donc a chercher le coumﬁ?, 1_50‘), qui vérifie a la fois I'équation de la dynamique

(1.85), la condition de Signorini (1.83) et la loi de Couloni8d). Dans le cas bidimension-

nel, cela se traduit graphiqguement par la recherche deldattion de la droite représentant

'équation de la dynamique (1.85) avec les les graphes derlditton de Signorini et de la loi
de Coulomb ¢f. FIG. 1.8).

On résout le probleme multi-contact par une méthode it@rate type Gauss-Seidel. On
suppose connues toutes les impulsions de contact, saeificetbntacty considéré : les contacts
[ < «a ont déja été résolus et les réactions de contact pour leaasmt > « sont fixées
arbitrairement. On cherche le coupll?o‘, ]_3‘1), qui vérifie a la fois I'équation de la dynamique,
la condition de Signorini et la loi de Coulomb. On procede denmévec tous les contacts. Une
fois tous les contacts parcourus, un test de convergenmpmdi on a trouvé une solution du
probléme multi-contact ou si on doit réitérer le proces&d3.|

Le schéma d'intégration en temps esfiméthode. On connait au début du pas de temps, a
l'instantt;, les positionsz’;, et les vitesses'; et w ;. Dans I'étape de prédiction, on calcule les
positions dans la configuration correspondant a l'instalieuav,,, = t;+ (1 —60)At en intégrant
les vitesses de translation :

T =7+ (1-0)AtV, (1.86)
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et les vitesses libres en intégrant les impulsions provetes forces extérieures sur le pas de
temps :

Ve = Ui+ AtM! [(1 ) F oui(t) + Q?em(tf)} : (1.87)

Tire = Wi+ AT [Myg(t) + (1= 0)Men(ts) + 00Moaelty)] . (1.88)

ou le terme]\_jmt a éte explicité et; est l'instant correspondant a la fin du pas de temps. On
résout ensuite le probléme multi-contact dans la configurgirédite, a I'instant milieu,,,,
pour obtenir les impulsions de contdgt J\7p). On peut alors corriger les vitesses a la fin du
pas de temps :

7f = Ve +t M, (1.89)
Uf = w)libre—i_a]]ilﬁp- (190)

Finalement, on obtient les positions a la fin du pas de temjpségrant les vitesses :

Ti=Tm+ AT . (1.91)

Le schéma est inconditionnellement stable pbur 1/2 et conservatif poué = 1/2. La
formulation en vitesse de la condition de Signorini (1.88)mke une condition qui ne s’active
qgue dans le cas ou la distance entre deux objets devientiveégatnulle. Afin de garantir que
la solution obtenue corresponde réellement a notre modétsEque du probléme, l'interpéné-
tration doit rester suffisamment faible. Le pas de tempsaimitc étre d’autant plus faible que
la dynamique du systeme étudié est rapide [91].

On a d’abord présenté la formulation en vitesse de la camdite Signorini, afin d’expliquer
comment la méthode NSCD permettait de traiter la non-régéiide la condition de Signorini et
de la loi Coulomb, en condensant I'équation de la dynamiguecantacts. On peut cependant
traiter d'autres lois de contact, en adaptant leur écrawréormalisme de la méthode NSCD.

1.3.4.2 Loi de choc avec coefficient de restitution

La loi de choc avec coefficient de restitution de Newton $écr
Uv™ = —e,Ux", (1.92)

ou Uy~ est la vitesse avant le chddy ™ est la vitesse aprés le chocegtest le coefficient de

restitution normal. On pose
—_

“ = UG+ e, Uty T, (1.93)

ol 77 est la normale au contaatet U2y est la partie normale le la condensation au contact
o des vitesses au début du pas de temps L'équation de la dynamique, dérivée de (1.85),
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=
vérifiée parU § est

=
U5 = Ulie  eali T+ 3 WP £ We P, (1.94)
Ba

—
La résolution du contact revient donc a chercher le coup(lgf?, ]_50‘), qui verifie a la fois
I'équation de la dynamique (1.94), la condition de Signigiim83) et la loi de Coulomb (1.84).
La loi n’est activee que si la distance entre les deux corpadat le contacty est négative.
Dans le cas d’'un contact binaire, la résolution aboutit dang; = 0, soitUy = —e, Uy

et Py > 0. Il y a donc eu un choc durant le pas de temps et a la fin du pashgesten
obtient une réaction de contact positive correspondanedit@sse relative compatible avec la
loi de choc. De méme que dans le cas de la formulation en gités$a condition de Signorini,
I'utilisation de cette loi en restitution nécessite de pirenun pas de temps d’autant plus faible
gue la dynamique du systeme étudié est rapide.

1.3.4.3 Loide quasi-choc inélastique

D’un point vue numérique, la formulation en vitesse de laditton de Signorini ne per-
met pas d’'assurer que la distance entre deux objets en toesée positive tout au long de la
simulation, si le pas de temps est trop grand. Jean [52] & altwoduit la loi de quasi-choc
inélastique, qui garantit que les distances entre objet®etact sont positives dans la configu-
ration de I'instant milieu,,,, pour chaque pas de temps. Cette loi étant moins classiqui@ que
précédente, on présente en détail sa dérivation.

Considérons un pas de temps. &-mnéthode fournit les positions a la fin du pas de temps,
instantt,, en fonction des positions a I'instant milie :

?f = ?m + GAth, (1.95)

ainsi que les positions a l'instant milieu du pas d’aptgs; en fonction des positions a la fin
du pas de temps courant :
T =T p+ (1= 0)AtVy. (1.96)

On peut alors écrire les positions a I'instant milieu du paps en fonction des positions a
I'instant milieu du pas courant :

T i1 = T+ AtV . (1.97)

L'équation (1.97) condensée dans le repere de contact daatenet projetée sur la normale
au contacty donne :
Oma1 = O, + AtUZ y, (1.98)

oudy, etdy, ., sont les distances entre les deux corps formant le contdans la configuration

m

de linstant milieu, respectivement, du pas de temps cawtatu pas de temps suivant(ét
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est la partie normale de la condensation au contates vitesses a la fin du pas de temps.
L'équation (1.98), écrite en termes de distances, peutésgiré en termes de vitesses relatives

comme suit :
S _ 0

==+ Ufy. 1.99
At~ Ar Uiy (1.99)
L'équation locale de la dynamique (1.85) s’écrit alors :
:)a TTa 5% e} 85 aa DBa
Uf=Ulipre + 1270+ ) WP W pe, (1.100)
BFa
ou on a poseé :
=N C O
Ug=U%+-5n" 1.101
PVt A (1.101)

et la condition de Signorini (1.37) sdf, ., est réécrite en termes de vitesses relatives et d'im-
pulsions :

{ gN>O:>PN:0 (1.102)

Ut=0=Pg>0

.
La résolution du contact revient donc a chercher le coumévfﬁ, ?“), qui vérifie a la fois
I'équation de la dynamique (1.100), la condition de Sigmo¢i.102) et la loi de Coulomb
(1.84). Lactivation de cette loi doit se faire tant que latdnces?, est positive. On introduit
donc une distance d’alerte autour des corps. De cette fgoand les enveloppes corespondant
aux distances d’alerte de deux corps s'intersectent, cesgnt potentiellement en contact,
sans étre interpénétrés. On peut alors choisir un pas destaogsi grand que I'on veut si
on lui associe une distance d’alerte suffisamment grande queeila dynamique ne crée pas
d’interpénétration entre les corps.

D’un point de vue numérique, il est toujours possible de devaiter des distances’,
négatives. Afin d’éviter d’injecter de I'énergie en utiidda condition de Signorini dans le cas
_>

ou % devient négatif, I'équation (1.101) définissdﬁ; est remplacée par :

= — 50‘ N
(03 — (03 m (63 11
U$ Uf—i—max<—At,0> ne, (1.103)
et I'équation de la dynamique (1.100) par :
= 77 67?:1 o o8 ac Da
U$ = Uy, + max (E’O) w4y W PP wee pe (1.104)

B#a
On a alors obtenu la forme discrétisée de la loi de quasi-tt@astique.

1.3.4.4 Discussion des lois de contacts

Le choix de la loi de contact (loi en restitution ou loi de guasoc inélastique) dépend du
systeme étudié. La loi en restitution est la seule indiguée geut représenter un choc élastique.
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Dans le cas d’'un choc inélastique, deux choix peuvent étrisayeés : la loi en restitution avec

un coefficient nul ou la loi de quasi-choc inélastique. Siist&me est peu dynamique ou si la
compacité est assez faible, la loi en restitution conduit aambre de contacts actifs plus petit,
mais nécessite un pas de temps plus petit pour diminuegifighétration. La loi de quasi-choc
inélastique peut utiliser un pas de temps arbitraire sanérgé d’interpénétration, mais plus

le systéme sera dynamique, plus la distance d'alerte deéreagéande et plus le nombre de
contacts actifs sera grand.

On a vu dans la sous-section 1.3.3 que dans le cadre de aatte &is pression exercées
sur les contacts les plus profonds peuvent étre importadtegisation de la loi en restitution
nécessiterait donc des pas de temps trés petits, pour némpaegd’interpénétration. On a aussi
rappelé dans cette sous-section que I'on souhaite réakser étude a une échelle au-dessus
de celle des ondes. Lutilisation de la méthode NSCD, aveoildd quasi-choc inélastique,
permettant de choisir I'échelle de temps, a condition de biwisir la distance d’alerte, semble
donc appropriée.

1.4 Meéthodes de couplage fluide-grains

On présente dans cette section une sélection de différem@edes numériques dévelop-
pées pour simuler les écoulements fluide-grains. Parmesolels méthodes existantes, on a
extrait un sous-ensemble représentatif des différentategtes utilisées. On les a classées se-
lon deux criteres : la description, eulérienne ou lagramgge choisie pour chacune des phases
et I'échelle a laguelle le couplage entre les phases fluideliete est opéré.

On présente dans une premiere sous-section les modelésersilet lagrangiens, utilisés
pour décrire la phase fluide. Les sous-sections suivanésepient les différentes méthodes
selon le type de représentation choisie pour chaque phaggahge-Lagrange, Euler-Lagrange
et Euler-Euler. Au sein de chaque sous-section les méttsmieprésentées par ordre croissant
de taille de systeme. Enfin, une derniére sous-section peopoe discussion des méthodes
permettant de choisir la plus adaptée a ce travail.

1.4.1 Modeéles eulériens pour la phase fluide

On présente ici deux modeéles pour la phase fluide : les éqsadi® Navier-Stokes (échelle
mésoscopique) et I'équation de Boltzmann (échelle micqgisioe), ainsi que les méthodes de
résolution adaptées. On présente aussi la méthode uplie@amposer la condition a la limite
de non-glissement, qui est utilisée par la suite dans lesadés de couplage fluide-grains pour
modéliser le comportement a l'interface entre le fluide gplarticules.
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1.4.1.1 Equations de Navier-Stokes

Dans les modéles eulériens, la phase fluide est un milieuncocaractérisé par sa masse
volumique localen; (7', t) et sa densité de quantité de mouvement Ioaajﬁ?, t). La masse
volumique du fluide dépend de la position, excepté dans lel'casfluide incompressible. La
vitesse locale d’écoulement est donc définie par= 1/pf7f. Les equations de conservation
de la masse et de la quantité de mouvement s’écrivent [78, 99]

0 — N

%+V-(pfuf) = 0, (1.105)
0 — = — — . = = = —
S (0 W)+ Y (p @) = —Vp+ VT 4o, (1.106)

_>
ol p est la pression hydrostatique, est le tenseur des contraintes visqueuseg st I'ac-
célération de gravité. La forme générale du tenseur desaiotes visqueuses pour un fluide
newtonien est :

—

?_A(Vm)?Jru[?Uﬁ(?ﬁfﬂ, (1.107)

ou u est le coefficient de viscosité dynamique du fluidest le deuxiéme coefficient de visco-
ﬁ

sité eﬁ> est le tenseur unité du second ordre. Le coefficient de \itécde volume est défini
par

K=\ gu, (1.108)

et s’annule lorsqu’on néglige les variations de volume didéule tenseur des contraintes dans
_>
le fluide & s’écrit :
= ==
o=—-pl + 1. (1.109)
Les méthodes de CFDBComputationnal Fluid Dynami¢sconsistent a résoudre par Elé-
ments Finis, Différences Finies ou Volumes Finis ces éqoatsur une grille eulérienne. On se

référera a [33, 34] pour une revue des nombreux schémasaétdiation développés dans la
littérature.

Pour modéliser la présence d’une paroi, on utilise la candé la limite de non glissement.
On impose que la vitesse du fluide doit étre égale a la vitegsolile sur la paroi,.e. une
vitesse nulle pour une paroi fixe.

1.4.1.2 Méthode Lattice Boltzmann

Les méthodes deattice Boltzmann (LBM) ont été développées pour simuler des écoule-
ments de gaz a I'échelle des particules (échelle microgoepi Dans ces méthodes [18, 100],
on substitue aux équations de Navier-Stokes (1.105) edg),.Iéquation de Boltzmann avec
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un terme collisionnel linéaire en écart par rapport a I'éfgguilibre local, dont la validité
s'étend a I'échelle d’une collection de particules deeaitiodérée :

0

a_{(?a 77 t) + ? ' $>f(5>7 77 t) = _T_[f(?a 77 t) - feq(pfv ﬂ)fv Tf)]v (1110)
ol f est la fonction de distribution d’'une seule particufé!(p;, ', T;) est la fonction de
distribution de I'equilibre local a la températufe et 7, est le temps de relaxatiofireprésente
la densité de particules dans I'espace des vitesses et detooées :

(Tt = /fd?, (1.111)
i (T T H(Tot) = / [T, (1.112)

ou l'intégrale est prise sur 'ensemble des vitesses plassib

On peut montrer que les champs obtenus par la méthotattiee Boltzmann sont équiva-
lents a ceux obtenus par la résolution de I'équation de M&tiekes, ou la viscosité dépend de
Tr.

Le schéma numérique de résolution de I'équation (1.110plet&nu classiquement en la
discrétisant par la méthode des différences finies. Laqudatité de ce modele est de travailler
dans I'espace vitesses-coordonnées plutdt que dansdespel. Cet espace spécifique est dis-
crétisé en utilisant un réseau ou chaque nceud représeresitien possible pour les particules
et chaque élément représente une vitesse possible.

On définit les noeuds frontiéres par les centres des élémenéseau traversant la frontiere
d’une particule. Pour imposer la condition a la limite deqghissement sur une paroi, on laisse
les distributions “rebondir” aux nceuds frontieres [60gst’a dire que la distribution revient par
la direction dont elle est venue.

1.4.2 Un modéle lagrangien pour la phase fluide

Smoothed Particle Hydrodynami¢SPH) est une méthode sans maillage pour résoudre les
équations de I'hydrodynamique, ou le fluide est représeat@ip ensemble de particules. Elles
suivent I'écoulement et servent de points d’interpolaponir évaluer les quantités physiques.
Elle a été développée initialement pour simuler des phénem&idimensionnels en astrophy-
sique [65, 38] et une revue est faite par Monaghan [73]. Lerctela méthode est la technique
d’interpolation utilisée qui consiste pour I'essentielangaitre la valeur d’'une fonction en un
point par une pondération (ou un lissage) de sa valeur amgadisins (modéle local).

Soit A une fonction définie en tout poinf de I'espace, on a :

A(T) = / ATV(T — TdT, (1.113)
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ou l'intégrale est prise sur I'espace entierdegst (sans confusion possible avec la distance
algébrique entre deux objets) la fonction delta de Dirac.Si@mons une fonctiol telle que :

/ W(E - TLRAT =1 et ImW(T - T =5(T - T.h).  (1114)

Onaalors:
A(T) ~ / AFYW(T - ) d7. (1.115)

Dans la méthode originale, la fonctioti utilisée est une gaussienne [38]. On a alors, dans le

cas tridimensionnel : . e
u
W(W,h) = ———exp (——) , (1.116)
(hv/27)’ h?

ou|.|| designe la norme euclidienne. Par la suite d’autres auteungtilisé des splines [77].

La masse volumique du fluide est estimée en tout point par :

) =) mW (T — T h), (1.117)
b

ou l'indice b désigne les particulesy, et 7', sont respectivement la masse et la position de la
particuleb. En approchant l'intégrale de I'équation (1.115) par un@arse sur les particules,
on peut alors estimer la quantitéen tout point :
A
AT) =Y my—2W (T — T h), (1.118)
Prb
b

ou A, est la valeur de la quantité en 7', et prp la masse volumique em’,. La fonctionW
étant différentiable, on peut estimer le gradientden tout point par :

VAT) = Zmb;VW? T, h). (1.119)
b k)

Les équations de conservation de la masse et de la quantitéueement utilisées dans la
méthode SPH sont dérivées des équations eulériennese Ertéle partir des équations origi-
nales, les multiplier par le noydll et utiliser le théoreme de Gauss, pour connaitre I'équation
gue doivent satisfaire les opérateurs d'interpolatioredaéthode SPH.

La méthode SPH a d’abord été écrite pour les fluides compiession visqueux. Elle a en-
suite été étendue aux fluides visqueux en utilisant une sitgcartificielle [77, 19] et aux fluides
incompressibles en utilisant une loi d’état assurant dfawo nombre de Mach suffisamment
faible pour que les effets de la compressibilité soientigégbles [77].

La densité du fluide est obtenue par I'équation (1.117) owntgrant I'équation de conti-
nuité, selon le modeéle utilisé pour le fluide. Lintégratide I'équation de conservation de la
guantité de mouvement fournit les vitesses des particugs positions sont alors obtenues
en les intégrant.
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1.4.3 Une méthode Lagrange-Lagrange : SPH-DEM

Potapowet al.[88] ont proposé une méthode couplant deux modéles lagmasgiin pour la
phase fluide et un pour la phase solide. L'écoulement du fligbpieux et incompressible est
résolu par la méthode SPH et celui du solide par une méthodélé@ments discrets. Les parti-
cules utilisées pour discrétiser la phase fluide sont gediégant les particules solides. La phase
fluide est donc résolue a I'échelle microscopique et la phakde a I'échelle mésoscopique.

Pour appliquer la condition a la limite de non glissementsuldace des particules solides,
on place al'intérieur des particules solides des partgcfliligdes fantdmes. Ces particules fluides
suivent le mouvement de la particule solide a laquelle slked attachées. On leur associe une
densité artificielle afin d’empécher les particules fluidggant I'écoulement de pénétrer dans
la particule solide.

La vitesse artificielle associée a chacune de ces partieatezalculée de sorte a veérifier la
condition de non glissement. La méthode utilisée, et ptéseini, a été proposeée initialement
par Morriset al. [77]. Soita une particule dans I'écoulement ietine particule fantémect.
FiG. 1.9). Le segment reliant ces deux particules fluides caufrehtiere de la particule solide
enO. SoitT le plan (en 3D, ou la droite en 2D) tangent a la frontiéredeat 7’ la normale
a la frontiére er0. On suppose que les vecteurs vitesseset v, sont colinéaires & et on
appelled, etd, respectivement la distance de la particuke’ et la distance de la particulea
T'. Le gradient de vitesse entre les particuled b s’écrit alors :

1

d + db (ﬁa - 75)7 (1120)
et la vitesse au poir® s’écrit :
d
To = y Jﬁdb(?a — )+ Vs (1.121)

La vitesse du poin© peut étre calculée a partir des vitesses de translation rettalion de la
particule solide. La vitesse artificielle a appliquer a Igtipale b est donc :

— — db — —

v v — (Vo — Va). (1.122)

+
(@] da

b:

. . . - ~ N L] H
Les vitesses artificielles des particules fantbmes seevealculer les forces visqueuses
apparaissant dans I'’équation de conservation de quastitbdvement. On calcule la résultante

F?_}S etle momentMi[_,S de la force exercée par le fluide sur une partigués» sommant les
forces visqueuses liées aux particules fantémes :

Fi, = - F, (1.123)
b

—

Ve _ _Z(?b_ TN F, (1.124)
b
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O O O O O

FiG. 1.9 lllustration de 'implémentation de la condition & la limite de non glissement & la surface
d’une particule solide.

ol 7', est la position de la particule fantdrhiet 77 la position du centre d’inertie de la particule
7.

L'implémentation de la méthode SPH-DEM est peu colteusermneas de stockage, puis-
qu’il s’agit d’'une méthode sans maillage. Cependant, letiopdes servant a discrétiser la phase
fluide étant petites devant les particules solides, le nertdial de particules mis en jeu aug-
mente rapidement avec le nombre de particules solides. fl@ation se limite donc a des
systemes de petite taille.

1.4.4 Méthodes Euler-Lagrange

On présente ici les méthodes ou on prend une représentati@rneane pour le fluide et
lagrangienne pour le solide. Parmi les méthodes existanbes réaliser ce type de couplage,
on a choisi de ne présenter que les méthodes couplant uneradétien pour le fluide avec une
meéthode aux éléments discrets pour le solide. En effetuiessaméthodes ne permettent pas de
traiter efficacement les interactions entre particulesige d’hypotheses sur la loi d’interaction
entre particules solides ou de contraintes géométriques.

Les méthodes présentées different par le modele choisirppugsenter le fluide, mais uti-
lisent toutes une méthode aux éléments discrets (DEM) palguler le comportement des

grains. Les forces s’exercant sur une particulont la gravité et la force”. _, exercée par
. , — — , . .
le fluide. La résultanteF'’ , et le moment)\/? , des forces extérieures apparaissant dans les

ext
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équations de la dynamique (1.23) et (1.24) s’écrivent donc :

Fi, = mg+F) (1.125)
]\79‘ ]\73'
ext - f—)g? (1.126)

N s o . e — . ,
ol g est 'accélération de gravité €t’, et M?_)S sont respectivement la résultante et le
moment de la force exercée par le fluide sur la partigul®n présente dans chaque cas la

T E ’ e b - 7 H ]
méthode utilisée pour modéliser la phase fluide et calcalegsultanteF’’ , et le moment
—_— . L, . [
M? ., de la force exercée par le fluide sur une partigule

1.4.4.1 Méthodes LBM-DEM

Cette méthode consiste a coupler la résolution de I'écouledela phase fluide par la mé-
thode dd_attice Boltzmann a la résolution de I'écoulement de la phase sobdeipe méthode
DEM. Les éléments du réseau sont petits devant le diamesr@aléicules solides. La phase
fluide est donc résolue a I'échelle microscopique et la phabde a I'échelle macroscopique.

La présence des particules solides dans le fluide est méd@sr une condition de non
glissement sur la paroi des particules et gérée par la réglelwbnd. La force s’appliquant sur
une particule solidg est obtenue a partir de la somme des variations de quanti®deement
AP, pour tous les noeuds frontiériestl on a appliqué la régle du rebond [60] :

— 1 N

F_, = —E;Apb, (1.127)
Y2 1 — = —

My, = —E;(a:b—aﬂ)AApb, (1.128)

ol on rappelle que&’, est la position du nceud frontiéket =7 est la position du centre d’inertie
de la particuley.

La méthode LBM-DEM est une méthode sur réseau et donc peuusgln termes de
stockage. Néanmoins, les éléments du réseau étant petitstde diamétre des particules, le
nombre d’éléments augmente rapidement avec le nombre teubes. Un algorithme fondé
sur cette méthode a été développé par Manswl. au LMGC (Laboratoire de Mécanique et
Génie Civil) pour I'étude des sols saturés [68]. Un avantageatte méthode est sa potentialité
pour la simulation des milieux granulaires non-saturésdiglide se trouve sous la forme de
ponts isolés ou potentiellement connectés entre les phasic

1.4.4.2 Méthodes CFD-DEM : fluide résolu

Les méthodes de résolutions numeériques dire@es¢t Numerical Simulationconsistent
a résoudre directement les équations de Navier-Stokes,gtenir I'écoulement du fluide.
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On présente dans cette section les méthodes qui coupleypeeal¢ résolution pour la phase
fluide, avec une méthode aux éléments discrets (DEM), pougsialution de la phase solide.
Ces méthodes utilisent un maillage pour la résolution dudluidnt les €éléments sont petits
devant la taille des particules. La phase fluide est donduésol’échelle microscopique et la
phase solide a I'’échelle mésoscopique.

La prise en compte des conditions de non glissement a lacgudia particules sphériques
peut étre réalisée efficacement par la méthode des fromii@raergées [72, 86], en combinai-
son avec la méthode de for¢age direct [107]. Dans cette métlom définit les points de force
lagrangiens, qui sont uniformément répartis a la surfacka dphére. On calcule en chaque
point de force la vitesse fluide a imposer pour que la condii® non glissement soit vérifiée,

a partir des vitesses de translation et des vitesses aregutie la sphére. On impose alors les
vitesses obtenues aux points de force. Il en résulte, eruehpgjnt de forcen, une densité
volumique de forcef,,,(2',,), que I'on sait calculer dans le cas de particules sphéridtrese
donnant une fonction de distributidn, on peut alors calculer une densité volumique de force

H -
f s, dans le cadre eulérien :

Toes(@) = ZD? T ) Fon (T ). (1.129)

Il faut alors ajouter ce terme source au second membre dedfi& de conservation de la
guantité de mouvement dans le fluide (1.106) :

0 N — — —

— — = - =
a(ﬂfuf)‘i‘v'(/)fuf@ UWg)=—=Vp+V-T+prg + fsoy (1.130)

On obtient la force exercée par le fluide sur une partigyder :

Fi = —Z?’maﬁ, (1.131)
M = —Z YA F mdl?, (1.132)

ol 7'/ est la position du centre d'inertie de la particylet §/° est le volume d’un élément du
maillage utilisé pour la résolution CFD.

Dans le cas de la méthode des domaines fictifs [39], couplée enéthode DEM, on définit
un ensemble de nceuds ou imposer une vitesse de corps rigetesnsemble est composé des
nceuds du maillage fluide situés a l'intérieur des particidesquels on ajoute de nouveaux
nceuds disposés sur leur surface. Comme dans le cas desré®smtignergées, on calcule la
vitesse aimposer en chaque nceud a partir des vitessesslaticanet de rotation des particules.
La méthode utilisée pour imposer cette contrainte peutdtridliser des multiplicateurs de
Lagrange [114] ou une méthode de pénalisation [50]. llsésgmtent des densités volumiques
de force résultant de I'application de la contrainte. Lamfmte?igs de la force exercée par
le fluide sur une particulg¢ est donc obtenue en intégrant ces densités de force suuimeale
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. ~ H y - 7
la particule. De méme, le momehf’. __ de cette force est obtenu en intégrant sur le volume de
la particule les densités de moments, calculées a partotetestés de force précédentes.

Ce type de méthode fournit un écoulement de fluide calculégdmfarécise, dans l'interface
entre le fluide et les grains. Il peut étre plus ou moins co{tselon la méthode choisie pour
résoudre les équations de Navier-Stokes. Il souffre dul@nod présenté dans la discussion des
méthodes SPH-DEM et LB-DEM : les éléments étant petits deesnparticules, le colt, en
termes de temps de calcul, de ce type de méthode devienbjiiiadniand il est appliqué a des
systemes de taille raisonnable.

1.4.4.3 Méthodes CFD-DEM : fluide non-résolu

Ce type de méthode [105, 47, 116] consiste a résoudre a lléahésoscopique des équa-
tions de Navier-Stokes modifiées tenant compte de la présdmparticules a I'échelle micro-
scopique. Le processus de prise de moyenne utilisé powedées équations a d'abord été
introduit par Anderson et Jackson [6] et consiste a appligug équations de Navier-Stokes un
opérateur d’interpolation.

On présente dans un premier temps I'opérateur d’interipolattilisé, les équations de
Navier-Stokes moyennées qui en découlent et les conséepielecla prise de moyenne sur
le calcul du tenseur des contraintes visqueuses. On peedans un second temps la mise en
ceuvre de ce type de méthode.

On définit la fonction de pondératignpar
+oo
47?/ h(r)ridr = 1. (1.133)
0

On peut ainsi définir la fraction volumique de fluide, la porosité de la matrice granulaire, au
point z par

o(T) = /V BT - TN, (1.134)

ou V; est le volume total occupé par le fluide, et 'opérateur degpdie moyenne sur la phase
fluide, (A) ; d’'une quantité4, en un pointz’, par

6(T)(A)(T) = /V AT — TV, (1.135)

On appligue ces opérateurs, et leurs dérivées, aux éqsatoNavier-Stokes (1.105) et (1.106)
pour aboutir aux équations de Navier-Stokes moyennéees8]6, 4

%(¢<Pf>f) + ¥ - (blpg) ({Ts)y) =0, (1.136)
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%(¢<pf>f<7f>f) +V - (Do) (Ws)s @ (T p)p) =

V) + V- (¢ <?>f> L olps) ;7. (1.137)

L'équation de conservation de la quantité de mouvemen8{).fit intervenir un tenseur
des contraintes visqueuses moyen sur la phase fluide daptd&sion s’écrit pour un fluide
newtonien ¢f. (1.107) et (1.135)) :

0@ (7) (7) = /Vf [A (V7)) 7+
M {ﬁm + (?m)T” h(||Z — F)dv,. (1.138)

Pour des particules rigides, les taux de déformation eviergénce du vecteur vitesse sont nuls
en tout point des particules et l'intégrale précédente géatire sur le volume total du mélange
V. Lopérateur de moyenne sur le volume total) d’'une quantité4, en un pointz’, défini par

mwwzﬁA@mw34mww (1.139)

commute avec |'opérateur de deérivation en espace [48], £3§) devient :
= _ - /= = = — =, _ T
¢<7—>f—)\(v-<uf>>I+/~L|:V<uf>+<v<Uf>> } (1.140)

De plus, les équations de Navier-Stokes moyennées s’atrive

0 — _

00+ ¥ - (GpsT) = 0, (1.141)
0 — = — — = = = —
Sop TN+ Gpr W 0 Wy) = Np+ V- (07 ) +opr T, (1142)

é
olp;,p, U ;s €tT ; sont respectivement les moyennes sur la phase fluide de & walsmique,
de la pression, du vecteur vitesse et du tenseur des cdagaisqueuses.

La résultante de la force exercée par le fluide sur une pietjcse décompose en un terme
provenant de I'intégration des efforts de pression sur téasa de la particule et un terme de
trainée :

. ) \V& )
?ﬁs — _ViVp+ 16 ¢(7f — '), (1.143)
ol V7 est le volume de la particulg 7'/ sa vitesse ef le coefficient de frottement visqueux.
La valeur deg varie avec le nombre de Reynolds et peut-étre obtenue parakién d’Ergun
[30], pour¢ < 0, 8 et 'équation de Wen et Yu [115], poyr> 0, 8. Les auteurs travaillant avec
cette méthode annulent en général arbitrairement le modedatforce exercée par le fluide sur
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une particuley, i.e. ]\7{,8 ~0.0n peut justifier ce choix dans le cas d'un gaz, en admettant
gue ce dernier ne peut transmettre de couple aux particules.

La densité volumique de force imposée au fluide par les pdgBcconsidérées ponctuelles,
s’écrit donc :

T (@ :——/ Za Fi_ v, (1.144)

ol 77 est la position de la particulget on rappelle gueé est (sans confusion possible avec la
distance algébrique entre deux objets) la fonction deltick.

Ce terme apparait comme un terme source dans les équatioreike-Stokes et (1.142)
devient :

0 — = — — = = = —
a(gbpfuf)JrV-(gbpfuf@ Uf) =—-Vp+ V. <¢Tf> —|—¢pr + fsﬂf. (1.145)

La discrétisation spatiale de ces quantités repose sufdel cliscret de la compacité de la
matrice granulaire dans un élément du maillage qui s’obttemme la somme des volumes
des particules présentes dans cet élément divisée pamulmeale I'élément. La porosité est le
complémentaire de la compacité obtenue, soit :

VI
gb =1- Z y
AV
oU AV estle volume d'un élément de la discrétisation.

(1.146)

Ce type de méthode considere la phase fluide a I'échelle n@sEgse et les particules
solides a I'échelle microscopique. Il calcule donc un éemént moyen et fait intervenir un
modéle macroscopique pour le calcul de la force exercéeeptmitle sur les particules. En
contrepartie de cette perte de précision, ce type de métiise des éléments plus grands
gue les particules et permet ainsi de traiter des systemiescphséquents, que les méthodes
considérant le fluide a I'échelle microscopique.(SPH-DEM, LBM-DEM et CFD-DEM :
fluide résolu).

1.4.4.4 Méthode FD-DEM : gaz parfait

McNamaraet al. [70, 7] ont développé une autre méthode de couplage gazli@anéso-
scopique)/grains (échelle microscopique), qui ne s’appusur les équations de Navier-Stokes,
ni sur '’équation de Boltzmann. Cette méthode se limite aupgataits dont I'écoulement dans
la matrice granulaire peut étre convenablement modéliséadai de Darcy [24] (milieu po-
reux).

Pour un tel gaz parfait (inertie négligée) les seules égustie conservation de la masse du
fluide et des grains, écrites dans une représentation eutérifournissent une équation d’évo-
lution de la pression du gaz :

dp - = — K= =
10) E—i_ us-Vp|=V- ppr —pV - Uy, (1.147)
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ol u , estla vitesse eulérienne de la phase solidsest la perméabilité de la matrice granulaire.
La loi de Kozeny-Carman [15], donnant la permeéabilité de l&ricegranulaire en fonction de
sa porosité est alors utilisée comme équation de fermeture.

La viscosité du gaz étant tres faible, la force de trainéadgigée. De méme, l'inertie du

gaz etant négligée, le moment de la force exercée par le flwidane particulg est nul,i.e.
- . . . . .. .
M?_}S 0.La resultantngc_w de la force exercée par le fluide sur une partigupFovient

uniquement de I'intégration des efforts de pression, erg’'é
m! =
Py

ou m est la masse d’'un grain, I'échantillon étant supposé maepedse, ep’ est la masse
volumique locale de la phase solide.

Fi o =-

f—os

(1.148)

Pour discrétiser I'équation (1.147), McNamataal. s’appuient sur la méthode des diffé-
rences finies a maillage régulier, dont les éléments somidgraar rapport au diametre des
particules [70]. Pour réaliser les changements d’échetigléfinit une fonction de distribution
D, qui vérifie la partition de I'unité. Considérons un élémentrdaillage etz” un point dans
cette maille,D doit vérifier :

ZD (7 — =1, (1.149)

ou on somme sur les nceuds sommethe I'élément considéré. Pour chaque particulians
cet éléement, on calcule la force résultant de la force ereqnaéle fluide sur cette particule par :

F?f_,S_Ff—»s (z7) = ZD (27— 2%) Vp(xk) (1.150)

p()

La masse volumique locajg et la vitesse de la phase solid@g, s'écrivent, avec ces nota-
tions :

1 .
pi(T) = =) _D(T-77)m, (1.151)
AV -
0 (F) T (F) = A—leD(?—?f)m?j- (1.152)

La porosité de la matrice granulaire s’écrit alors :

p=1-— %, (1.153)

ou p, est la masse volumique du matériau constitutif des grains.

Cette méthode se rapproche des méthodes de type CFD-DEM : flardeésolu, puis-
gu’elle traite aussi le fluide a I'échelle mésocopique. [plgtage ses avantages : les éléments
utilisés étant grands devant les particules, elle est adaptx systemes de taille conséquente et
ses inconvénients : I'écoulement de la phase fluide obteinpessprécis. Elle possede cepen-
dant 'avantage d’étre plus simple a mettre en ceuvre, pl@bgune nécessite pas d’utiliser un
code de CFD. De plus, c’est la seule méthode concue spécifenigrour traiter des gaz.
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1.4.5 Méthodes Euler-Euler

Les méthodes type Euler-Lagrange sont adaptées aux é@ntlemettant en jeu un nombre
raisonnable de particules (typiquement moing @§. Les systemes industriels comportent un
nombre beaucoup plus élevé de particules et nécessitemaé@isation plus macroscopique
de la phase solide. La phase solide et la phase fluide sostralgésentées par un continuum
interpénétré et gouvernées par des équations de NavieesSg@néralisées [37, 59]. La phase
fluide obéit aux équations de Navier-Stokes moyennées :

0

5 (6p1) + Y - (épy 1) =0, (1.154)

0 — =1 — — = = = — 7
(00T ) +V - (ops W @) = =Vpr+V - (671) + 6057 + [y (1.155)
ou l'indice p; est la pression de la phase fluide.

La densité volumique de forc?s_)f s’écrit dans ce cas (version moyenne de 1.143) :

e = — —
fsaf:_chf"i_ﬁ(uf_ us)a (1156)

ouc = 1 — ¢ est la fraction volumique de solide, ou la compacité de lasptslide, et on
rappelle ques est un coefficient de frottement visqueux macroscopiquéetme faisant inter-
venir la pression du fluide provient d’'une prise de moyenmdasphase solide et le terme de
trainée est défini par analogie avec I'expression de la fdedeainée pour une particule.

Les équations régissant I'évolution de la phase solideis&t de facon analogue a celles
régissant la phase fluide :

O ep) + ¥ - (epsT) = 0, (1.157)
0 — — — = — 7
a(6p5u3)+$-(0psus® us) = —?ps+$- (CTS)—i—cpsg — [ s—7,(1.158)

ol on rappelle que, est la masse volumique du matériau constitutif des grainsia vitesse
_)

d’écoulement (vitesse eulérienne de la phase soligdela pression hydrostatique &t le
tenseur des contraintes visqueuses de la phase solide.

On peut choisir de garder la forme générale du tenseur désaues visqueuses d’un fluide

newtonien (1.107) pour écrire le tense:tfg. On ne peut alors représenter les interactions entre
particules gu’indirectement, par I'intermédiaire de lagsion effective, et des coefficients de
viscosité effectifs\, et ;. Dans les premiers modéles hydrodynamiques [6, 5, 106|&b8is-
cosité est définie par une constante empirique et I'expmesi® la pression de la phase solide
en fonction de la compacité provient d’expériences. Le neodbtenu est simple mais peu re-
présentatif de la rhéologie des milieux granulaires. Ledétes dérivant de la théorie cinétique
des écoulements granulaires [55, 66, 25] expriment legiceits de viscosité et la pression en
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fonction de la compacité, du coefficient de restitution norma) et de la température granu-
laire T, = (C' - C')/3 (cas tridimensionnel), ol = @, — (7, représente les fluctuations des
vitesses des particules. L'évolution de la températureigeare est alors donnée par I'équation
de conservation de I'énergie (cas tridimensionnel) :

30 =

3 [& (cpsTg)} = —pS€ U+ €T, ?75 V. (cqs) — 380 — e, (1.159)

ol ¢, est le flux d’énergie cinétique et est la dissipation d’énergie cinétique due aux colli-
sions inélastiques entre les particules.

1.4.6 Discussion des méthodes

Les méthodes traitant la phase fluide a I'échelle microspapet la phase solide a I'échelle
mésoscopique (fluide micro et particules méso) permettebtehir le comportement macro-
scopique du mélange fluide-grains. La méthode SPH-DEM pesufllides incompressibles
permet ainsi de retrouver, a I'échelle mésoscopique, latisol analytique de Navier-Stokes
pour les écoulements de Poiseuille et de Couedt@our des écoulements a faible nombre de
Reynolds [77]. Une comparaison avec une méthode aux élérfimista permis de montrer
gu’elle fournissait des résultats satisfaisants dansdeltm écoulement autour d’un cylindre,
dans une boite périodique [77]. La méthode des domainefs fiGfD-DEM : fluide résolu) a
permis a Komiwe®t al. [56] de retrouver des lois classiques : la loi de Richardsaki-[P5]
et la loi de perte de charge d’Ergun [30]. Les méthodes fluidaaret particules méso per-
mettent aussi de fournir des fermetures pour les méthodgartr la phase fluide a I'’échelle
mésoscopique et la phase solide a I'échelle microscopifiuidd méso et particules micro).
Les méthodes LBM-DEM ont été utilisées par Htlal.[45] et Beetstraet al.[10] pour dériver
la forme du coefficient de trainée, en fonction du nombre denB®ldg et de la compacité. Les
exemples précédents d’utilisation de ces méthodes fluideoret particules méso considerent
des domaines fluides de petite taille et des conditions giéues, afin de garantir la finesse
de la discrétisation du domaine fluide nécessaire poureskur validité (plusieurs éléments
dans une particule). Ces méthodes ne sont donc adaptées ga&au on considere un faible
nombre de particules, ce qui n’est pas l'objectif envisagé i

Les méthodes traitant la phase fluide a I'échelle mésosuegitla phase solide a I'échelle
microscopique (fluide méso et particules micro) permet@issi de retrouver qualitativement
des comportements macroscopiques. La méthode FD-DEM)apdpée pour modéliser des
écoulements faisant intervenir des gaz parfaits, a permietlouver des résultats en accord
avec I'expérience dans le cas de I'effet Boycott [32] et dansak de l'instabilité de Rayleigh-
Taylor granulaire [110]. Ces méthodes se basent sur un gadecuhterpolation, sur la phase
solide, de quantités moyennes comme la porosité. La disatién du domaine fluide est donc
bien plus grossiére que dans le cas des méthodes fluide migadieules méso (plusieurs par-
ticules dans un élément de discrétisation) et elles peuwa@t traiter un plus grand nombre de
particules. Néanmoins, les équations moyennées soustgactnt dépendre le résultat de la
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condition de fermeture choisie. Bokkessal. [13] ont montré que des simulations de fluidisa-
tion réalisées avec une méthode CFD-DEM (fluide non-résaunhent des résultats en accord
avec I'expérience, mais qu’ils dépendent de la loi choisierpe coefficient de trainée.

Les méthodes traitant les phases fluide et solide a I'échelroscopique (fluide macro et
particules macro) utilisent un modele pour la phase solideagperdu la notion de particule.
Il est donc valide seulement si un élément peut contenirs darcas de la compacité maxi-
male, un nombre suffisamment représentatif de particules n@&hodes peuvent ainsi traiter
des problémes d’échelle industrielle. A cette échelle dhmanipuler des quantités moyen-
nées qui intégrent la rhéologie d’un milieu dans un modefdion et sont donc trés difficiles
a evaluer. Goldschmidt et Kuipers [41] ont montré qu’'unehudée Euler-Euler fournit des re-
sultats réalistes vis-a-vis de I'expérience pour des liigités, mais au prix d’'un ajustement de
paramétres, comme le coefficient de restitution.

On peut en conclure que le choix d’'une méthode pour simulemudanges fluide-grains
est conditionné par 'usage que I'on souhaite en faire. Léthodes fluide micro et particules
MEso sont a réserver aux petites échelles, notamment paeeharche de fermetures pour les
modéles travaillant a des échelles plus élevées. Pour dEssys de grande taille le choix entre
une méthode fluide méso et particules micro et fluide macranticples macro dépend du ni-
veau de détail que I'on souhaite pouvoir conserver, magg@pproximations du modéle. Ainsi,
I'utilisation d’'une méthode fluide macro et particules ntacta de sens que dans le cadre d’'un
probleme industriel ou on souhaite seulement obtenir upenge macroscopique moyenne.
Pour des systemes de taille intermédiaire les méthodes fhoédo et particules micro semblent
les plus adaptées. Ce propos doit toutefois étre modéré paodsidérations techniques, puis-
gu'il parait difficile de coupler deux méthodes numériques philosophies différentes, sans
coupler deux codes de calcul.

1.5 Conclusion

Les études réalisées dans le cadre de cette thése viselam@r des modeles numériques
permettant d’évaluer la stabilité d’'un empilement de fragte de combustible. Les développe-
ments réalisés doivent de plus permettre de prendre en edmptésence des gaz de fission.
On modélise les fragments par des corps rigides, et on se place échelle au-dessus du temps
de réponse élastique du matériau, car on fait I'hnypothésdagifragments ne peuvent plus étre
divisés. Les fragments constituent alors un matériau dgaeudont on a présenté quelques ca-
ractéristiques rhéologiques. La description des avaksshr un plan incliné fournit des pistes
pour I'analyse de la stabilité. En raisonnant par analogiepeut supposer I'existence d’'un
régime de blocage, dans lequel I'écoulement est stoclh@st@n doit alors chercher a le carac-
tériser avec les parametres du systeme et avoir recours @utlissstatistiques pour I'analyse
(cf. deuxiéme chapitre).

Conserver une représentation discrete des fragments esintrcfef de cette analyse. On
doit donc utiliser une méthode aux éléments discrets powulsr la phase solide. La méthode
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classique de Cundall semble inadaptée dans notre cas, danesiaie ou elle suppose de tra-
vailler avec une échelle de temps suffisamment petite powreecompte de la propagation
des ondes élastiques dans le matériau. La méthode NSCB¢eatdivec la loi de quasi-choc
inélastique, permet de choisir I'échelle de temps, et dentralailler a une échelle au-dessus
de I'échelle des ondes. Cette derniére est donc retenue gpauiteé. Pour cela on dispose de
la plate-forme logicielle LMGC90 (Logiciel de Mécanique @8t le Contact écrit en Fortran
90), développée initialement au LMGC par F. Dubois et M. J@&n64], qui implémente cette
méthode et propose cette loi.

De nombreuses méthodes numériques permettant de simalaréanges fluide-particules
ont été développées depuis les années 1990. Elles peuneeaiadisées en fonction des échelles
ou sont représentées la phase fluide et la phase solide. ltksdré traitant le fluide a I'échelle
microscopique et les particules a I'échelle mésoscopiquaétisent finement le fluide mais ne
peuvent gérer qu’un faible nombre de particules. Cellesatraies phases fluide et solide a
I'échelle macroscopique, considerent cette derniére ecoommilieu continu. Elles ne peuvent
donc pas réellement rendre compte les caractéristiquedigues des milieux granulaires. La
classe de méthodes la plus adaptée pour ce travail est ¢podatées méthodes traitant le fluide
a I'échelle mésoscopique et les particules a I'échellessmwpique. En effet, au prix d’'une re-
présentation plus grossiére du fluide, elles peuvent traitenombre raisonnable de particules
tout en conservant les caractéristiques d’'un milieu divisesein de cette classe, une seule mé-
thode est congue pour les gaz, celle développée par McNahalk®e plus, elle posséde aussi
'avantage d’étre techniquement plus abordable : le caledlécoulement du fluide requiert la
résolution d’une unique équation d’advection-diffusibne nécessite pas de recourir a un logi-
ciel de CFD. Elle n’est toutefois pas pleinement satisfaesaour cette étude. En effet, elle est
écrite pour des échantillons monodisperses et le schémdifiépences finies utilisé pour ré-
soudre I'’écoulement du fluide suppose que le domaine egjuelfilans le cas tridimensionnel,
ou rectangulaire dans le cas bidimensionnel). On se pragiasedans la suitec{. troisieme
chapitre) de développer une nouvelle méthode s’inspirariaghilosophie de celle-ci, mais
applicable aux échantillons polydisperses et aux domaleegométrie quelconque. Son im-
plémentation se basera sur un couplage avec la méthode N&ORB plate-forme LMGC90.
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2.1 Introduction

On s’intéresse dans ce chapitre a la stabilité de I'empitdrde fragments de combustible
seg i.e.en I'absence de gaz de fission.

Le probleme physique réel est celui d’'un empilement comip@itensionnel de fragments
polyédriques au sein d’un tube cylindrique. Selon le tengséjour en réacteur la distribution
en taille de ces fragments peut avoir une évolution spatigigquement, de plus gros fragments
au voisinage de I'axe du tube et de plus petits fragments ephggie. Certaines constatations
expérimentales révelent par ailleurs que l'interactiostiia-gaine en fonctionnement normal
peut conduire par des mécanismes de type physico-chimiguee aadhésion des plus petits
fragments périphériques a la paroi interne du tube. Latsituast alors celle d’'un empilement
dans un tube a parois rugueuseis|[[75] et références citées).

L'étude de la stabilité d’un tel empilement consiste ici adér son écoulement potentiel
sous gravité. La zone par laguelle cet empilement s’écatlalers une section circulaire trans-
versale du tube. En plus de la rugosité interne de cetteosectes fragments de plus grande
taille peuvent rester adhérents au tube diminuant aint settion efficace d’écoulement.

La modélisation qui est faite dans ce chapitre de cettetgtuphysique complexe consiste
en quelques éléments de simplification géométrique swvehFIG. 2.1) :
— on se limite a une situation bidimensionnelle dans un pkaad élan r-z),
— les fragments sont modélisés en premiere approximatiodgsadisques dont la polydis-
persion moyenne sera précisée,
— la rugosité des parois est représentée par une collecialisques possédant une taille
unique quel que soit I'altitude (position z) considérée,
— la section efficace d’écoulement est modélisée par unertomeecentrale sur une paroi
de fond représentée par des disques similaires a ceux des pagueuses.
Comme on s’intéresse aux grands réarrangements et déplasemette étude peut se faire
avec des grains rigides en utilisant la méthode NSCD aved tfelquasi-choc inélastiquef(
section 1.3.4).

Le probléeme modeéle que I'on considére est analogue a la géerdé silo. Zuriguekt al.
ont réalisé une étude expérimentale approfondie des éneunls granulaires dans cette géomé-
trie [118, 119]. Elle indique clairement que pour une ouveretroite par rapport aux diametres
des particules (typiquement en dessous de cingq diametrpartieule), 'écoulement s’arréte
en temps fini et qu’il s’écoule un nombre important de pakéisisuivant une distribution expo-
nentielle. On peut donc faire une analogie étroite entrie agiservation et les avalanches sur
un plan incliné ¢f. section 1.2.5).

Lors d’'un accident, la relocalisation du combustible danbdllonnement fait suite a un
écoulement de fragments et la quantité relocalisée dépendrdbre de grains écoulés avant le
blocage de I'écoulement par une arche. On a donc étudié lespiases du processus : I'écou-
lement et le blocage pour différentes tailles de fragmetraeant I'écoulement,e. différentes
tailles d’orifice au fond du silo, pour un grand nombre de d$anons. Afin d’obtenir plusieurs
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FiG. 2.1- Exemple de situation réelle d’empilement de fragments de combustible, dapf€gauche)
et représentation du systéme discret par des disques, dont la tailleerelstiun parametre d’analyse
(droite).

séquences écoulement-blocage a partir d'une méme corifayuiaitiale, un protocole de dé-
blocage simple a été mis en place.

On présente dans une premiere section le systeme étudigretdeole mis en place pour
casser les arches. La deuxieme section est consacrée del@tula phase d’écoulement, en
termes de débit. La troisieme section est dédiée a I'étudaabage, en termes de durées de
vie d’écoulement et de probabilité de blocage. La derniémti@n présente I'application des
résultats obtenus au probleme de la relocalisation.

2.2 Description du systeme

On considére un silo 2D de forme rectangulaire de largeet d’ouverture variable de
largeurd, a la base. Les parois sont faites de collections de disqgekesi de diametré,,
(cf. FIG. 2.2). Les échantillons granulaires sont préparés en issapit le silo par le haut sous
I'action de la gravité d’intensité, et sont obtenus a I'aide du programme de dép6t géométrique
2D développé par C. Voivret [112]. Afin d'éviter I'effet de stallisation 2D, les échantillons
sont polydisperses et les diamétres des particules séstdans l'intervalléd, ,;,, dmaz|, OU
dmae = dw = 3dmin, SUivant une distribution uniforme par fraction volumigMeivret et al.
ont montré que cette distribution conduit a 'arrangemerlus compact des particules avec
une compacite: ~ 0,85 [112, 113]. La compacité baisse pendant la décharge du si® v
des valeurs plus faibles dépendantes de I'ouverture (aessous). Les simulations ont été
réalisées aved ~ 10d,,.,. Le coefficient de friction entre particules et entre lestipales
et les parois estc = 0,5. Les parois rugueuses et le coefficient de frottement élavéig
prévus pour augmenter la probabilité de blocage et ausst jpgron représente par des disques
des polyédres rugueux. Les particules tombant par le trourémtroduites dans I'échantillon
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FIG. 2.2— Schéma du dispositif. La zone de détection et la procédure de recirogatibreprésentées.

par le haut avec une vitesse nulle. Le nombre total de p&ticeste donc constant durant la
décharge. On a utilisé envira?® particules, ce qui correspond a une hauteur de remplissage

deH ~ 3L.

D’un point de vue numérique, la détection d’'une arche stegtien probleme non trivial. En
effet, une arche peut étre considérée stable seulement tpuates les particules sont au repos.
Une arche métastable située juste au dessus de l'orificépreudéstabilisée a la suite du mou-
vement d’autres particules. C'est pourquoi on utilise conenitére de détection la moyenne
guadratique normalisée des vitesses des particules dardwme de controle

(2.1)

ou (d) est le diamétre moyen des particules et la somme est prisewtas les particules conte-
nues dans le volume de contrdle : le caractere non localisgedérche est alors interprété a
I'aide du second moment de la vitesse. Le volume de contid@ieporte toutes les particules
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dont la coordonnée verticale est en dessous d’'une hadétgutlonnée. On considére gu’'une
arche stable s’est formée quang est suffisamment petit (typiguemeat 10~%). La plate-
forme LMGC90 fournit une bibliotheque de fonctions permatide réaliser un calcul aux élé-
ments discrets. Le déroulement d’'une simulation est déaris un fichier de commandes, écrit
dans un langage dépendant de l'interpréteur utilisé. Ceglaiions ont été réalisées a 'aide
du superviseur Python de LMGC90, nommé ChiPly gection 3.3.5.3). L'implémentation du
protocole de recirculation des grains et des méthodes @eta#t/destruction d’une arche ont
donné lieu a I'écriture, en Python, d’une bibliotheque decfmns dediées.

Afin de redéclencher I'’écoulement, on déstabilise I'arcbstrmant I'orifice en enlevant la
particule de plus faible altitude dans un cone de détectisible sur la FG. 2.2. La particule
retirée de I'arche est remise dans le silo par le haut eegaibmme une “particule passante”
(particule quittant le silo). Neuf séries de simulations@différentes valeurs de I'ouverture
d, ont été réalisées. On note que, seuls les rapgorts d,/(d) (a ne pas confondre avec la

norme de la réaction de contaft, notée |T%)||) et L/(d) sont pertinents du fait de la rigidité

des particules. On fait varigk tout en gardant la méme distribution de tailles de partietle

la méme largeuf. pour le silo. Il est important de noter ici que des statisgjguffisantes des

evénements de blocage requierent de longues simulatiansx®mple, on a obtenu la meilleure
statistique dans le cas du rapport le plus failite<{ 2, 75), le temps physique total requis pour
avoir 10® événements est d’envirgnx 103 s.

L'écoulement dans un silo implique trois quantités natasgla savoir la taille moyenne des
particules(d), I'accélération de pesantegiet la compacité. Dans la suite, on normalise toutes
les longueurs et tous les déplacements(paret tous les temps pay (d)/g. Par conséquent,
les vitesses seront mises a I'échelle (d) et les débits (nombre de particules passantes
par unité de temps) pay/g/(d). De la méme facon, les forces sont normaliséesnp@rou
m est la masse d’'une particule de taill® (dans le cas bidimensionnel et pour des disques :
m = psm{d)?/4 ol p, est la masse volumique des particules).

2.3 Analyse des débits

Le comportement temporel de la décharge d’'un silo dans iemgéde blocagei.e. quand
I'écoulement s’arréte en temps fini, comporte des périodasodlement consécutives et des
arréts. L'écoulement s’arréte naturellement a la suiteadermation d’'une arche mais est re-
déclenché artificiellement par la déstabilisation de harcChaque période d’écoulement doit
donc étre considérée comme une expérience indépendarderéad’'une période de blocage
dépend du protocole de détectiarf. (section 2.2) et de sa précision. Ces périodes actives et
passives peuvent étre distinguées clairement en constdésaséries temporelles des particules
passant par l'orifice, les vitesses des particules et lee$ode contact. Par analogie avec les
écoulements granulaires sur plan incling, on désigne @pérode d’écoulement consécutive
a un blocage par ureevalanche
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FiG. 2.3— Une partie des séries temporelles du nombre cumulé de particules s'édmukadu silok

(a), la force exercée par les particules sur le fond du silo (b) et la meygumadratique des vitesses des
particules dans la zone fluidisée (c). Trois intervalles de temps différemespondants a des blocages
sont indiqués par des lignes pointillées.

La FIG. 2.3(a) présente la série temporelle du nombre curléde particules s’écoulant
hors du silo en fonction du tempspour R = 2, 75. La fonction réciproque(k) est l'instant
ou lak-eme particule est passée par l'orifice. Les séries de la nmeyguadratique des vitesses
des particules dans la zone de détectig() et de la force totale exercée par les particules sur
le fond du silof(¢) correspondantes sont présentées respectivement pauessfigs. 2.3(c)
et FG. 2.3(b). Les périodes d’écoulement sont caractériséetagaente) = Ak/At > 0
(débit non nul). Ces périodes d’écoulement sont interrompae des plateaux qui reflétent le
blocage avec) ~ 0 (indiqués sur la K. 2.3 par des lignes pointillées verticales). La valeur
guasi-constante d@ est remarquable puisque les particules s’écoulent pariticeoétroit et
on pourrait plutot s’attendre a un débit irrégulier. D’urtraicété, le nombre total de particules
passantesV, ou de fagon équivalente, la durée de vie de I'écoulerfient N/Q, est une
guantité hautement fluctuante qui nécessite d'étre dgmaitea distribution. L'écoulement dans
le régime de blocage doit donc étre caractérisé par (1) e @&puand I'écoulement a lieu (cette
section) et (2) les durées de Vigreflétant la probabilité de blocage (section suivante).

La moyenne quadratique de la vitesse fluctue durant I'écweé et les transitions de
I'écoulement vers le blocage et, inversement, du blocagel\é&eoulement sont généralement
bien plus courtes que la durée de vie de I'écoulement. lfaeél’écoulement est initié au
niveau de l'orifice et se propage sous la forme d’'une ondentati§ue vers le haut de la co-
lonne granulaire. Mais, comme on peut le voir sur ia.R2.3(c), la moyenne quadratique de la
vitesse ne baisse pas toujours vers zéro de fagon monoténeulement est tres souvent réac-
tivé alors qu’une arche est en train de se former et que lasatdécroit. Cependant, @shes
dynamique®nt apparemment un faible impact sur le débit, qui est revadigment constant
durant une avalanche.
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FIG. 2.4— Instantanés du réseau de force prés du fond pendant un blbeagedt pendant I'écoulement
(bas). L'épaisseur d'une ligne est proportionnelle a la force normale.

De la méme facon, la série temporelle des forces, présamtéeRG. 2.3(b), montre que la
force dynamiquegissant sur le fond du silo pendant I'écoulement est unetgé@dluctuante,
généralement bien au-dessus de la force statique pendéhbaage et due au poids des par-
ticules. De plus, le niveau de la force statique pendantdedge varie légérement pour des
blocages consécutifs du fait de I'effet Janssen. La. R.4 montre deux exemples du réseau
de force, I'un dans un état bloqué et I'autre pendant I'éemant. On note que les structures
ressemblant a des arches sont présentes autour du trolbarsgiendant I'écoulement que
lorsqu’une arche est formée. Cela signifie que la pressioremm@y/ne s’annule pas a proximité
de l'orifice et que toutes les particules ne décrivent pagmajectoire balistique.

Le débit moyen) en fonction de I'ouverture? est représenté sur lad- 2.5. Les barres
d’erreur sont les écarts-types calculés pour les fluctnatautour de la moyenne. Les points
sont bien approchés par la loi de Beverloo en 2D [11] :

Q= O Ry, @2

avecC' ~ 1,47 etR, ~ 1.

Afin de comprendre la pertinence de cette loi et d’évalueramistiguement le coefficient,
les hypothéses sous-jacentes a (2.2) sont ici discutéeletieexprimé en nombre de particules
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FiIG. 2.5— Le débit en fonction de I'ouverture normalisée. Les barres d’ersprésentent I'écart-type.

par unité de temps est donné par
Q = Nyp Vout (R - Re)a (23)

oun, estle nombre de particules par unité de volume normalisg ldazone fluidisée au-dessus
du trou (densité numérique),,; est la vitesse normalisée (composante verticale) despledi
quittant le silo (au-dessous de l'orifice) Bt— R. représente la section transversale (ici en
2D, cf. FIG. 2.9). La loi de Beverloo est basée sur 'argument que daneria fuidisée les
particules tombent balistiquement. On suppose que la iacéeactéristique de cette zone est
de I'ordre de la section transversale effective et s'égiit — R, ), ou s est le rapport d’aspect
de la zone fluidisée. On suppose également que les partiond®Ent sans vitesse initiale (la
moyenne quadratique de la vitesse est plus faiblelqué dans I'état bloqué). La composante
verticale de la vitesse des particules quittant le silori'@bors \/2gs(R — R.)(d) et sa valeur

normalisée est donc
Vout = V/28(R — R,). (2.4)

La combinaison des équations (2.4) et (2.3) méne a la lo) EéhZupposant que, est inde-
pendant der.

La densité de probabilité (pdf) des composantes verticiEssitesses des particules; est
présentée sur laig. 2.6 pour deux valeurs différentes de I'ouverture. Ces sdsgprésentent
deux modes centrés respectivement sur une faible vitesse aitesse plus élevée. Le premier
mode semble assez diffus alors que le second est assez fignagéc une forme presque
gaussienne. La présence du premier mode suggére que tesitparticules ne décrivent pas
une trajectoire balistique dans la zone fluidisée. La vteaspic du mode prédominant et la
vitesse moyenne sont tracées en fonctioRdeir la HG. 2.7. Les barres d’erreur pour la vitesse
au pic représentent la largeur a mi-hauteur du mode. Les sknips de points sont en accord
avec I'hypothése d’'une trajectoire balistique. Pour léssges au pic, on a

Vout = Cu\/S(R — R.), (2.5)
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Fic. 2.6 — Densité de probabilité de la composante verticale des vitesses normaliséesrtitailes
au-dessous de I'orifice pour deux valeurs de I'ouverture normaltsée
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FIG. 2.7 — Vitesse au pic pour le mode prédominant et vitesse moyenne en fonctioauderture
normaliséeR. Les barres d’erreur représentent la largeur a mi-hauteur du maodéddoe. La ligne
continue représente une fonction obtenue par (2.5) qui approcheilgs pour le mode. La ligne en
pointillés représente une fonction obtenue par la méme équation, avec laoe da préfacteur plus
faible qui approche les points pour la vitesse moyenadncluant les événements non balistiques.

ouCyy/s ~ 1,25.

La FiG. 2.8 montre la densité numérique des particulgavec son écart-type dans la zone
fluidisée. On peut approcher les points par une exponentietlissante, comme suggéré par
Mankocet al.[67]. On a

ny = Cn {1 _Al exp(_AQ(R_R6>>}? (26)

ouC, ~ 0,87, Ay ~ 0,5 et A, ~ 0,47. La densité numérique parait presque constante au-dela
de R = 4, en incluant le régime d’écoulement contimne, pour les deux points correspondant
aux R les plus élevés. D’un autre c6té, la grande incertituderobsesur la densité numeérique
dans la gamme des petites ouvertures (de I'ordre de la thiltee particule) est la conséquence
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FiG. 2.8— Densité numérique des particules en fonction de I'ouverture normalisédadaone fluidisée
au-dessus de l'orifice. Les barres d’erreur représentent {:éqae.

FiG. 2.9— Un instantané des particules dans la zone fluidisée. Les particules dontpasante verticale
de la vitesse normalisée est supérieufe 38 sont représentées en noir. La ligne continue délimite une
représentation de forme rectangulaire de la zone.

directe des effets de taille finie. Ce phénomeéne est renfairdé polydispersion de I'échantillon
étudié. On ne peut pas se fier aux mesures,d#ans cette limite et il semble plus raisonnable
de négliger I'accroissement exponentiel (de I'ordre2d#) dans la limite de notre précision
statistique. On pose donc simplemept= C,, ~ 0, 87.

En injectant cette valeur dg, et I'expression de,,; donnée par (2.5) dans (2.3), on obtient
Q = Can\/g(R - Re>3/27 (27)

qui donneC' = /s C,C,, selon (2.2). Pous = 1 on obtientC' = 1,07, qui est du bon ordre
de grandeur mais Iégerement au-dessous de la valétutilisée pour obtenir a partir de (2.2)
la fonction deR approchant les débits représentée par une ligne contimla §us. 2.5. On
retrouve la bonne valeur dé seulement en posant~ 1,7. Ce rapport d’aspect est en accord
avec I'observation de la zone fluidisée, dont un instantahprésenté sur laig. 2.9.

L'analyse des écoulements entre deux blocages succexmsifsdifférentes valeurs de I'ou-
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FiG. 2.10— Une série temporelle des tailles d’avalanche pout 2, 75, en fonction du pas i.

verture a permis d’étudier les débits. Les résultats olstspat en accord avec la loi de Bever-
loo, pour toutes les ouvertures considérées. On a obsee/éadlistribution des vitesses des
particules a la sortie du silo est étendue. On propose daxplitjuer la forme de la loi de
Beverloo en se basant sur le mode prépondérant de cettdulistni et pas sur sa moyenne,
comme il est d’'usage dans la théorie classique.

2.4 Blocage et statistique d'avalanche

Dans cette section, on étudie la distribution des taillavalanche. Le nombr& de parti-
cules s’écoulant entre deux blocages est la taille d’achlanLe débit est quasiment constant
pour une ouvertur& donneée, les résultats peuvent donc étre exprimés de faciratEmte en
termes de durées de vie d’écoulemént= N/Q.

La FIG. 2.10 montre une série temporellegour R = 2, 75. N fluctue considérablement
au cours du temps. Le diagramme de corrélation entre delaxabees consécutives est présenté
sur la AG. 2.11. On n’observe aucune corrélation apparente enttailes de deux avalanches
successives. Cette absence de mémoire indique que le sy$@msemble des grains dans le
silo et dans la zone fluidisée) est dans un état auto-orgarsiensité numérique de particules
dans cet état est constante en moyenne et presque indéfedddinuverture ¢f. section 2.3).

La FIG. 2.12 montre la densité de probabilftede la taille d’avalanche pour deux valeurs de
R. Les pdf sont bien approchées par une exponentielle dansdarmde la précision statistique
disponible. Pour les avalanches de grande taille, cetted@xponentielle est en accord avec
les expériences de Zuriguet al., ce qui n’est pas le cas pour les avalanches de petite taille,
malgré la précision plus importante dans cette gamme [E8fait, on n’observe quasiment
aucune avalanche d’'une ou deux particules, et les avaladebglus nombreuses entrainent
trois ou quatre particules, comme on peut le voir surita. R.12. Cette différence avec I'expé-
rience peut étre attribuée au protocole de suppressioamdé. Retirer une particule de I'arche
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Fic. 2.12 - Densité de probabilité de la taille d'avalanche pour deux ouverturefR. Des fonc-
tions exponentielles approchant les points sont représentées par ks pigintillées (échelle semi-
logarithmique).

affecte seulement le voisinage de la particule alors quetld’air utilisé dans les expériences
déstabilise I'arche entiére. En effet, la pression de Bamble affecter les statistiques des ava-
lanches de petite taille obtenues dans les expériencep {2d8nd une arche est détruite, toutes
les particules formant I'arche peuvent tomber sans généraouveau blocage si la pression de
I'air est élevée.

Les pdf pour différentes ouverturésse superposent sur une méme exponentielle obtenue
en normalisant la taille d’avalanch¥ par sa moyenné€N), comme on peut le voir sur la
FIG. 2.13. Cela signifie que seul le nombre de particules enwaidéns une avalanche varie
avecR tandis que la dynamique conduisant au blocage reste diva@iteent la méme. La forme
exponentielle de la distribution indique que des avalasdeetaille plusieurs fois supérieure a
la moyenne ont lieu avec une probabilité significative.dbst d’'une caractéristique des régimes
métastables [98].
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F1G. 2.13— Densité de probabilité des tailles d’avalanche rédui{g&V) pour trois valeurs différentes
de I'ouvertureR. Une fonction exponentielle approchant les points, en accord avemtiéq (2.13), est
représentée par une ligne pointillée.

10°

o | \\§
1072 3 5 6 7

|

4
R
FIG. 2.14— Evolution de la taille moyenne d’avalanche en fonction de I'ouverture niéea

La FIG. 2.14 présente la taille moyenne d’avalan¢he en fonction deR. La taille moyenne
d’avalanche croit rapidement avBet semble diverger a I'approche de la transition vers I'écou
lement permanent pour une ouverture normalisée critiguePuisque(N) = QT et varie
comme(R — R.)%? (cf. (2.2)), cette divergence doit étre attribuée a la durée el@eil’écou-
lementT,. En s’inspirant des résultats de Zurigwtlal. [118], on choisit cette durée de vie
proportionnelle § Ry — R)~". Une fonction de la forme suivante approche les points :

(N) = Cy(R; — R)™(R — R.)*?, (2.8)

avecy ~ 2,6, Cy ~ 140, Ry ~ 6,25 et en gardan, = 1. L'avantage de cette forme est
gu’elle approche bien les points pour toutes les valeurs éidiées, comme on peut le voir sur
la FIG. 2.14. On note que les deux derniers poifits£ 6, 43 et R = 7, 35) ne sont pas présentés
sur la AG. 2.14 puisqu’ils appartiennent au domaine du régime deroent permanent et
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donc les tailles d’avalanche sont pratiquement infinies jges pointsj.e. aucun blocage n'a
lieu. L'ouverture normalisée critiqu&; marquant la transition entre le régime de blocage et
le régime d’écoulement permanent joue le méme role pourldegsie I'angle maximund,
dans le cas de I'écoulement sur un plan incliné. De plus, ahligge que (2.8) indique que les
avalanches n'ont lieu que pour des ouvertures normaliBgeses entré?, = 1 et Ry = 6, 25,

i.e. pour une ouverturé, plus grande que le diamétre moyen des partictidest plus petit que
6,25(d). La borne inférieur@aturellepour les échantillons monodisperdeés= 1 semble étre
encore valide ici pour la classe d’échantillons polydispsrconsidérée. La borne supérieure
Ry = 6,25 est le résultat pertinent de cette étude.

On considere maintenant un modele simple inspiré encordaimelu travail de Zuriguel
et al. [118]. On suppose que durant chaque avalanche les pastipaksent par I'orifice une
par une. On note 1 les événements “passage” et 0 les évérethmtage”. Un événement
“passage” est le passage d’une particule aprés une autne bloecage, et se produit avec une
probabilitéP(1). Un événement “blocagel’e. un blocage apres le passage d’un certain nombre
de particules, se produit avec une probabiit®). En supposant que les événements succes-
sifs sont décorrélés, comme suggéré paria .10, la probabilité d’observey événements
“passage” interrompus par un événement “blocage” est

P(N) = P(0) P(1)Y = P(0) exp (N In[P(1)]). (2.9)

La condition de normalisation implique qdé€y,_, P(N) = 1. La probabilité de blocage dans le
processus entigP(0) supposant plusieurs avalanches est différente-dé>(oo), qui définit la
probabilité qu’aucune avalanche de taille infinie n'aie Jieu, en d’autres termes, la probabilité
de blocage en temps fini. Dans le régime de blocage, cettg&deraut 1, ce qui signifie que
P(o0) = 0.

On peut voir le processus entier comme une séquence d'éefmepassage” indépendants
séparés par une instance de I'événement “blocage” : 11101100. ... Soif/ le nombre total
d’événements, incluarit blocages efl/ — S passages. Par définition, on a

P(0) = = (2.10)

D’autre part, puisque chaque avalanche se termine par uadeola taille moyenne d’avalanche
est

(N) = MT_S (2.11)
En combinant les équations (2.10) et (2.11), on obtient
1
P(0) = : 2.12
0= w7 (212)

Il s’agit d’'une relation intéressante puisqu’elle montigeda probabilité de blocage varie
comme l'inverse de la taille moyenne d’avalanche. De pksdeux limites du régime de blo-
cage sont prédites correctement : pa) = 0, on aP(0) = 1 (état stable ou tout est bloqué),
et pour(N) = oo, on aP(0) = 0 (état instable ou régime d’écoulement permanent).
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A partir de I'équation (2.9), la condition de normalisatieh'expression deP(0) dans
(2.12), on obtient
PIN) = —1 e <—L> (2.13)
TN+ P\ 1) '
Cette expression est en accord avec la forme exponentiglpdiales tailles d’avalanche et la
normalisation des données par rapport a la taille moyermeltdinche. A partir de I'équation
(2.13), on peut définir la densité de probabilitgn) de la variable réduite = N/((N) + 1).
Ona
P,(n) = exp(—n). (2.14)

Il s’agit d’'une fonction simple qui approche correctemezg données normalisées et qui ne
nécessite aucun parametre d’ajustement.

L'étude des statistiques d’avalanche nous a permis de eraqie la densité de probabilité
des tailles d’avalanche, normalisées par la taille moyetiaealanche est une exponentielle
décroissante, quelle que soit 'ouverture considérée. @asai montré que la taille moyenne
d’avalanche, seule a dépendre de 'ouverture, divergeppiaehe d’'une ouverture critique.
L'utilisation d’'une divergence en loi de puissance pourdegtes de vie d’écoulement, combi-
née a la loi de Beverloo obtenue dans la section précédematra tine fonction qui approche
les données obtenues pour toutes les ouvertures considémd@, on a proposé un modele
probabiliste simple expliquant la statistique des avdiasc

2.5 Application au cas de la relocalisation

On cherche maintenant a utiliser les statistiques obtedass les sections précédentes
(équation (2.8)), de maniére a donner des estimations €@scdes taux de relocalisation, du-
rant une situation accidentelle de type APRP.

2.5.1 Hypotheses géomeétriques

L'analyse proposée ici repose sur deux hypothéses priesipa

H1 - Le ballon est supposé de forme “triangulaire&, un triangle en situation 2D axisyme-
trique. Cette hypothése pourra étre discutée par la suite.

H2 - On suppose que les statistiques obtenues dans lesnsegtécédentes sont valides dans
le cas du combustible 3D. D’une part, cette hypothése regisopposer que les résultats
de I'analyse 2D sont transposables au cas 3D. Cette tratispasst communément ad-
mise dans le cas des écoulements granulaires. D’autrecpéid,hypothése impose que
les fragments de combustible soient assimilés a des splaexs un niveau de disper-
sion granulométrique assez faibies. le diamétre maximal des particules est trois fois
plus grand que le diametre minimal. Malheureusement, defédtux de combustion les
pastilles de combustible sont fragmentées en gros fragndemnt la distribution est assez
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FiG. 2.15—- Schéma du ballonnement illustrant les paramétres géométriques introduits.

peu polydisperse mais dont la forme est assez éloignée dérespet a fort taux de com-
bustion, le combustible est fragmenté en plus petits fragsnelus assimilables a des
sphéres mais dont les tailles caractéristiques peuveteinsiée de quelques millimetres
a quelgues microns. Par conséquent, cette seconde hypgtbeésétre un facteur limi-
tant de la pertinence de I'analyse proposée ici. Une caoreet posterioripourra étre
proposée.

La FIG. 2.15 présente la configuration géométrique considéréeuhinitialement circu-
laire qui se déforme en “triangle”. Le rayon initial du tulst aotér, la hauteur du ballon et
le plus grand rayon du ballan On noted la taille des fragments potentiellement adhérents aux
parois du tube. Le diamétre de I'espace libre pour I'écoelendes fragments de combustible
estalors:

d, =2(r —9).

Le TaB. 2.1 fournit les plages typiques pour les données géomeésigans le cas d’'un
ballonnement en APRP. La plage de validité pour le rayon malxitu ballon correspond ici a
une plage de déformation de 20% a 90%, en termes de rappiongpeér déformé sur périmétre
initial. Par ailleurs, les parameétres adimensionnés atsvsont introduits :

a= p=h oo g
T T T
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a h 1) r
580 mMmm-9,3mm 60mm-200mm Omm-I1mm 4,9 mm

TAB. 2.1 — Plages typiques des données géométriques dans leiedmbionnement en APRP.

Enfin, la taille moyenne des fragments, supposés sphérigsiesotédd) et on introduit le
diametre moyen adimensionné des fragments :

2.5.2 Définition du taux de relocalisation

On définit le taux de relocalisation, naggcomme le rapport de volume de matiére reloca-
lisée dans le balloi, sur le volume disponible dans le balldn:
V.

On note qué/ est le volume initialement libre dans le ballon et que le wwduotal du ballon
est obtenu en ajoutait au volume initial du tube cylindrique sur une hautéur

Dans I'hypothese d’un ballon “triangulaire”, le volume plgible IV est le volume d’'un
tronc de cbne de révolution évidé et s’écrit :

V= hg(a2 + 7% +ar) — hrr?,

soit en introduisant les grandeurs adimensionnées :
V= %B(—2+d+é2)r3. (2.16)

On postule de plus que le volume de matiére relocalisgbtmrrespond a la quantité moyenne
(N) de particules, de diamettd), écoulée par le trou de diaméttgmultipliée par le volume
v de chaque particule. On suppose ici que les particules ssrapghéres; = %w(<d>/2)3, soit :

Vi = (N)=(d)*r®. (2.17)

En combinant, les équations (2.15), (2.16) et (2.17), orenbpour le taux de relocalisation,
apres simplifications : B
= (@)’ (N) (2.18)
Yo oh(—2+atan) '

L'analyse statistique réalisée dans les sections prét&si@enpermis de relier la quantité
écoulée( V) a la taille relative du trolR = d,,/(d). On rappelle le résultat (2.8) :

)= (1 - <CZ>) (G - Re)m ’ 19
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ouCy =~ 140, Ry = 6,25, R, = 1 ety = 2,6.
Le taux de relocalisation est ainsi obtenu comme :

=i (vi) (5 22

2.5.3 Recherche de bornes et d’estimations pour le taux de relocalisaii

Dans le cadre d'une approche de sdreté il est Iégitime delobera borner le taux de re-
localisationy. Compte tenu de la forme de I'équation (2.20), les bornesast@s peuvent étre
obtenues :

1. borne supérieurg’ : la quantité relocalisée sera maximale pawet ~ minimaux etd,
maximal.

2. borne inférieurg~ : la quantité relocalisée sera minimale pauet » maximaux etd,
minimal.

Le fait que la borne supérieung” soit obtenue pour une taille de ballon minimalle,
aveca et h minimaux, indique que la probabilité de remplir intégratéerhun ballon de petite
taille est supérieure a celle pour un ballon de plus grante tde taux de relocalisation est
plus important lorsque la taille du ballon est petitden que laguantitérelocalisée soit plus
importante lorsque la taille du ballon est grande. L'extiicn en est la suivante. Le scénario
de relocalisation envisageé ici est illustré sur l&F2.16. Dans ce scénario, quelle que soit la
taille du ballon, seule une partie de la colonne de combessibuée au-dessus du ballon peut
étre relocalisée; il s’agit de la portion inférieure de eetblonne qui ne peut étre concernée par
I'apparition d’'une arche (cette quantité correspond aakeanches de petite taille dans I'analyse
de silos). Ainsi, si le volume du ballon est inférieur au vokide cette quantité “sous arche”,
tout le ballon peut étre rempli et le taux de relocalisatientgpotentiellement atteindre 100%.

L'évolution des borneg~ ety en fonction de la taille des fragments est donnée sur la
FiG. 2.17. Comme attendu, le taux de relocalisation diminugjleeda taille des fragments
augmente. En particulier, ce taux devient quasiment nul feiorne inférieure lorsque la
taille moyenne normalisée des fragments atteint envign~ 0, 7, soit une taille moyenne de
fragments de 'ordre de 3,4 mm. Pour la borne supérieurawedevient aussi rigoureusement
nul pour(d) ~ 2, i.e. pour une taille de fragments égale au diamétre de la gaimsi,Ain peut
estimer que la relocalisation est négligeable lorsqueille @es fragments est suffisamment
grande pour étre de I'ordre du rayon de la gdieeégale a la valeur moyenne entre les deux
bornes. Inversement, lorsque cette taille est inférieutebamm, le taux de relocalisation est
voisin de 100%.

Afin d’orienter davantage ces résultats vers une utiligatioectement applicable pour les
criteres APRP, on cherche a établir dans le paragraphe suirarcorrélation entre la taille de
fragments de combustible et le taux de combustion.
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FiG. 2.16— Schématisation d’'un scénario de relocalisation. De gauche a droiteréétion du ballon,
(2) relocalisation de la partie de la colonne de combustible située dans le b3)logiptalisation de tout
ou partie de la colonne de combustible située au-dessus du ballon.
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FiG. 2.17 - Bornes inférieure;~ et supérieure;™ de la fraction relocalisée en fonction de la taille
moyenne normalisée des fragments de combustible

2.5.4 Evolution de la taille des fragments de combustible en fonction du
taux de combustion

L'étude bibliographique de [21] permet d’estimer I'évadut de |a taille moyenne des frag-
ments de combustible pour différents taux de combusti®ii)( exprimés en méga-watt jour
par tonne d’'uranium : 2500 MWj/tU, 8000 MWij/tU, 20000 MWj/tU @00 MWj/tU.

La FiGg. 2.18 montre, pour ces quatre taux de combustion, la dedsitgrobabilité non
cumulée par taille de fragments. Une répartition gaussiersh identifiée pour chaque taux de
combustion permettant de définir la taille moyenne des feads{d) comme la valeur centrée
de la distribution. Une évolution dég) avec le taux de combustion en est déduifeRIG. 2.19).
Lataille moyenne de fragments pour un taux de combustign.auk combustible vierge, notée
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Fic. 2.18 - Densités de probabilité non cumulées (en %) de la taille des fragments de stitahebu
(en mm), pour différents taux de combustion (de gauche a droite et deehéhas : 2500 MWij/tU,

8000 MWij/tU, 20000 MWij/tU et 35000 MWij/tU, d'aprés [21]). Données exmentales (points) et
identification gaussienne (lignes continues).

(d,), correspond au rayon de la sphére équivalente possédaénte wolume que la pastille
initiale. En notant’ la hauteur de la pastille cylindrique, on obtient :

%W (@)3 = nr’L.

Avec L = 13 mm et les données dwB. 2.2, on trouve {d,) ~ 12,32 mm, et I'évolution de
(d) avec le taux de combustion est convenablement approchémedonction exponentielle
décroissante :

(d) = Ay (1 + [% - 1] e]fif> , (2.21)

ou BU est en MWj/tU,(d) en mm. Les valeurs dd; et A, identifiées sur la &. 2.18 sont :

Az ~ 2,4 mm etd, ~ 2500 MWj/tU.

Dans le paragraphe suivant, cette derniére relation disegtconjointement avec la relation
(2.20) pour déterminer I'évolution du taux de relocalisatavec le taux de combustion.
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F1G. 2.19— Evolution de la taille moyenne des fragmefats(en mm) en fonction du taux de combustion
BU (en MWij/tU). Données expérimentales déduites de lla. R.18 (points) et identification d’'une
décroissance exponentielle (ligne continue).
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FiG. 2.20— Borne inférieurey— et supérieurey™ de la fraction relocalisée en fonction du taux de
combustionBU (en MWj/tU).

2.5.5 Estimation de I'évolution du taux de relocalisation avec le taux de
combustion

En utilisant la corrélation précédente entre le taux de amstidn et la taille des fragments,
I'approche par bornes pour le taux de relocalisation fauenrésultat de la 6. 2.20. Cette
figure indique que :

— le taux de relocalisation augmente avec le taux de conamysti

— au-dela de 20000 MWij/tU environ, le taux de relocalisati@volue presque plus,

— le taux de relocalisation ne dépasse pas 80% (borne sup@rie

— la borne inférieure n'est pas pertinente dans cette gitude taux de relocalisation étant

supérieur a 2%.

Avec les plages de variations fournies par k8T 2.1 et les hypotheses géometriques fortes

formulées, il s’avére que les borngs et y~ sont relativement éloignées I'une de I'autre. On
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TAB. 2.2 — Valeurs typiques des données géométriques dansdaicasallonnement en APRP.
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FiG. 2.21- Estimation du taux de relocalisatigren fonction du taux de combustid®l/ (en MWj/tU)
pour une hypothése de ballon “triangulaire” (en haut) et de ballon ‘mgataire” (en bas).

souhaite ici compléter cette approche par bornes paestimationreprésentant une situation
typique rencontrée en APRP : un ballon “moyen”. Un tel ballent@tre défini par les données
du TaB. 2.2 (d’apres [42]). Le rayon maximal du ballancorrespond & une déformation de
50%.

L'hypothése de sphéricité des fragments conduit plutét & sgus-estimation du taux de
relocalisation tandis que I'hypothése sur la forme “trialage” du ballon tend plutét a sur-
estimer le taux de relocalisation. L'objectif étant ici degposer une estimation a la fois réaliste
et plutdét majorante (approclo®nservatived’un critere de typdest-estimafe ces hypotheses
sont reconsidérées. En premier lieu, I'hypothése de sgté&monodisperse conduit a minimi-
ser le taux de relocalisation. A I'inverse, une hypothespalgdispersion extréme donnerait un
taux de compaction maximal. Dans cet esprit, remplir un adédenéme rayon que la sphéere
considéree revient a multiplier le volume relocalisabtejanc le taux de relocalisatian par
un facteur6/w. Cette hypothése est dite dempaction maximaleEn deuxiéme lieu, I'hypo-
these d’'un ballon “triangulaire”, défini par son rayon maairat sa hauteur, conduit & minorer
la taille des ballons observés expérimentalemeet hajorer le taux de relocalisation). Une
hypothése majoranté€. minorant le taux de relocalisation) revient alors a considén bal-
lon “rectangulaire’l.e. un cylindre, toujours en situation axisymétrique. Dansas te volume
disponibleV doit étre modifié et I'équation (2.16) devient: = (7/3)h(—1 + a2)r3. Cette
hypothese est dite dmallon rectangulaire

L'évolution du taux de relocalisation correspondant afibghése de compaction maximale

et aux données duAB. 2.2 est présentée sur lad: 2.21 pour les deux situations géométriques
envisagées : ballon “triangulaire” ou “rectangulaire”.
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Cette figure indique que pour un ballon “standaiid®, possédant les caractéristiques géo-
métriques du AB. 2.2, une estimation haute du taux de relocalisation adar tle combustion
est comprise entre 40% et 60% selon la forme du ballon. Cetigwsion n’est ici valable qu’en
'absence d’éjection de combustible.

2.5.6 Discussion

L'analyse proposeée ici permet, a partir de I'étude desstigties d’avalanche dans une géo-
métrie de silo, d’estimer pour un taux de combustion dontdion de combustible relocali-
sable lors d’'une situation accidentelle de type APRP.

Une approche par bornes a été proposée en vue de contritaudéfirlition d’un critere de
s(reté sur le taux de combustion admissible. Ces bornesamipss des hypotheses relative-
ment minorantes et majorantes. On s’attend donc a ce quaigpe, ces bornes soient plus
resserrées et dans cet esprit, une estimation a été proficségit d’'une estimation hautee.
plutét majorante.

Il ressort de cette analyse que :

— le taux de relocalisation est d’au maximum 80% quelles gignsles situations consi-
dérées, en I'absence d’'éjection,

— le taux de relocalisation augmente quand : (1) la taillerdgrhents diminue, (2) la taille
du ballon diminue, ou (3) le taux de combustion augmente,

— pour les combustibles a fort taux de combustion, typiqudrae-dela de
25000-30000 MWij/tU, un taux de relocalisation de 40-60% @at attendu,

— le modele proposé est tres sensible a la taille des fragndentombustible ancrés a la
gaine; cette analyse indique ainsi qu’un effort de careaton expérimentale doit étre
fait dans ce sens.

Enfin, les résultats présentés ne valent gu’en absence flaim®teur de la pression et en

I'absence d’éjection de combustible.

2.6 Conclusion

On a réalisé des simulations du processus de blocage suerdes physiques longs par
la méthode NSCD dans une configuration simplifiee représergaoulement d’un ensemble
polydisperse de particules circulaires sortant d’un &lpanalysant un grand nombre d’écoule-
ments (avalanches) entre deux blocages consécutifs psuabirirs croissantes de I'ouverture,
on a étudié les débits et les statistiques des durées deédeudément et des blocages. Les
données obtenues sont en accord avec la loi de Beverloo aéévdébit comme une fonction
de l'ouverture aussi bien dans le régime de blocage que datnarisition vers I'écoulement
continu. On a observé que la distribution des vitesses degydas a la sortie est étendue.
On propose donc d’exprimer le débit en faisant intervenmtale prépondérant plutét que la
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vitesse moyenne, comme c’est le cas dans I'analyse clasdpiplus, les résultats obtenus
suggerent que la hauteur de la zone fluidisée est plus grarede tprgeur de I'ouverture.

Concernant les statistiques d’avalanche, on a trouvé quenisitd de probabilité des tailles
d’avalanche normalisées par la taille moyenne d’avalaeshene exponentielle décroissante
indépendante de I'ouverture. Seule la taille moyenne téavdhe dépend de I'ouverture et elle
diverge a I'approche d’'une ouverture critique. En combinaroi de Berverloo et une diver-
gence en loi de puissance pour les durées de vie de I'écont@me pu proposer une fonction
qui approche les données obtenues pour I'ensemble destunegeconsidérées. On a aussi
montré qu’un modeéle simple décrivant les événements “gasSaomme un processus sans
mémoire fournit une fonction sans parameétre d’ajustemenapproche de trés pres la statis-
tique des avalanches.

Les résultats obtenus sont en accord avec les donnéesregpéales publiées par Zuriguel
et al. en ce qui concerne la forme exponentielle de la distributies tailles d’avalanche. La
nature stochastique de la décharge d’un silo dans le régintdodage est une caractéristique
générique des écoulements granulaires. On peut par exeéfileir une analogie entre le pro-
bléeme du blocage dans une géométrie de silo et le problémaveksiches sur un plan incliné.
Dans ce cadre, la taille de I'ouverture joue le méme role targle de la pente tandis que
le nombre de particules passant entre deux blocages conespla taille d’avalanche. C’est
pourquoi, on pense que les caracteéristiques remarquaddescdulements granulaires dans une
géomeétrie de silo sont communes a tous les matériaux giegsitians le régime de blocage.

On a proposé une modélisation du ballonnement permettacaldaler, pour un taux de
combustion donné, la fraction de combustible relocalsédris d’'un APRP, en absence d’éjec-
tion de combustible. Afin de contribuer a la définition d’uiténe de sdreté sur le taux de
combustion admissible, on a calculé des bornes sur ladrace combustible relocalisable.
Lintervalle obtenu étant assez large, par suite des hgseth minorantes et majorantes consi-
dérées, on a proposé une estimation haigeplutdt majorante, correspondant a une situation

typique.
Cette étude a été menée sans tenir compte de la présence d#s figgsion. Le chapitre

suivant présente les méthodes de couplage gaz-partiauilestgté développées, pour étendre
I'étude au cas saturé.
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3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, on a étudié la stabilité de ement de fragments par le
biais de I'étude des écoulements dans les silos. Cette amalgairni une premiere réponse au
probleme de la relocalisation, dans un cas drdieesans prendre en compte la présence des
gaz de fission.

On s’intéresse dans ce chapitre a I'écriture d’'une méthedmdplage gaz-particules dans
le but d’étendre I'analyse au cas saturé,en tenant compte de la présence des gaz de fission.
On avu dans le chapitre d’introduction que la méthode delegedD-DEM proposée par Mc-
Namaraet al. semble intéressante de par son modele, adapté au gaz, gipsoarae simplicité
de mise en ceuvre, mais elle n’est pas directement applizabkn effet, elle ne gére que des
échantillons monodisperses, alors qu'un échantillongisperse a été utilisé dans le cas sans
fluide. De plus, I'analyse du cas saturé, nécessite que laidefluide couvre l'intérieur du silo
et de l'orifice, alors que cette méthode ne traite que lesingtts (dans le cas bidimensionnel).

On se propose donc de développer une nouvelle méthode gappaur la philosophie de

la méthode originale, mais gérant les échantillons popaiises et les domaines de géométrie
guelconque, par le biais d’'un couplage FEM-DEM. La premg&etion propose une démons-
tration originale pour établir les équations du modélee phHésente aussi une extension au cas
des fluides incompressibles, basée sur des travaux plugtséta deuxieme section présente la
dérivation de méthodes numériques a partir des modélesusbtians la premiere section. Une
place importante est consacrée a des considérations qeelsnimenant a une discussion des
méthodes développées et au choix d’'une méthode unique @aligar 'analyse du cas saturé.
La troisieme section présente une validation de cellettisuest de sédimentation.

3.2 Les modeles

3.2.1 Equations de conservation

On considere dans un volurfleeun mélange fluide/particulesf( FiG. 3.1). Al'échelle de ce
volume le mélange est considéré comme homogene. On coasidgrius qu’en chaque point
matérielz” de( un élément de volume(t) du mélange puisse étre exhibé.

La microstructure de ce mélange est constituée d’un fluidemant un domaine®(t) et
d’une collection de phases solides (les particules) ogguworadomaines® (o = 1,..., Vy).

La masse et le volume de chaque constituat = 0, ..., N,) sont respectivement notés
m® et|lw*|.Ona:

ot = | (3.1)
a=0

On note encore pour chaque constituant
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FiG. 3.1- Volume élémentaire représentatif au point matériel F(X,¢).

— Y = ﬁ—; la masse volumique,
%

— u“ la vitesse au point’,

- = “‘;—a‘ la fraction volumique au poink’.
On indice parf (resp.s) les quantités relatives au fluide (resp. au solide) et oamlatfraction
volumique de solidei,e. la compacité de la matrice granulaire ¢ela fraction volumique de
fluide,i.e.la porosité de la matrice granulaire :

’wf’ |°‘“0’ IWS‘ ]1Vb |wa|
S e S e — = =1-—¢. 3.2
¢ |w] w] |w] |w] i (3:2)

Pour chaque domaing* («=1,...,N\,), laloi de conservation de la masse s’écrit, par appli-
cation du lemme de transport de Maxwell :

a2y / IEP) )+ F - (epewe) (7| av = 0. (3.3)
dt o ot
L'expression sous I'intégrale dans I'équation (3.3) edéjpendante de la variable d’intégration.
On a par conséquent :

d(c*p®)

L (@) T (e T () =0 (34)

Pour la phase fluidex(= 0), on a directement :

d(ppy)
ot

ol p; etu; sont respectivement la masse volumique et la vitesse defl@id retrouve I'équa-
tion de conservation de la masse du fluide des équations derf&tokes moyennées (1.141)
décrites dans le premier chapitre. On note que dans le casntréucun opérateur d’interpola-
tion continue n’a été définc{. chapitre 1) pour obtenir ce résultat.

+V - (dpsap) =0, (3.5)

Pour la phase solide, la somme su+ 1, ..., N, de I'équation (3.4), conduit a :

= —
+ V- (cpsu's) =0, (3.6)

ou on a noté :
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— ps la masse volumique de la phase solide :

Ny pa‘wa‘ Ny ma
Ps = ! = ]%[b ’ (37)
jws| 21w
— W, la vitesse de la phase solide (vitesse barycentrique désules) :
1 Ny 1 Ny
- a oo a o
U= Ut = ——— m*u®. (3.8)
. o 2
On remarque qu’avec les notations introduites dans le grechiapitre, on obtient :
N .
B Zkil mi k) 3.9
Ps = SN, vam’ (3.9
p V/i(k)
1 al
- = - J(k) =73 (k) 3.10
s e T 10

ol j(k) est I'indice de la particule correspondant a la phage mélange et2/, V7 et 7’7 sont
respectivement la masse, le volume et la vitesse de la piarfic

On consideére une collection de particules constituées anemdatériau pour assurer que la
masse volumique du solige soit constante. En utilisant la relation (3.2), on obtidots:

0 | L
— otV (- 9u) =0, (3.11)

3.2.2 Loidévolution de la pression

On a vu que I'expression de la loi de conservation de la masdkiide a I'échelle méso-
scopique est :
d(dpy)

ot
oU les quantités et¢w ; sont évaluées a I'échelle mésoscopique (rapprocher (8(5)136)).
On introduit & cette échelle la vitesse relative du fltitdg/, dans la phase fluide par rapport a
la vitesse barycentrique des particulés :

+V - (psTy) =0, (3.12)

Wy =Up— Us. (3.13)

Par définition, la quantité’ ;,, est constante dans la phase fluide et la vitesse relativéamF
lement a I'échelle de I'élément de volume vaut ainsi :

.
Ujss =0 g/s. (3.14)

En multipliant (3.13) pap;¢ et en utilisant (3.14), on obtient :

prdU § = py <¢75 + Uf/s) : (3.15)
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L'équation de conservation de la masse (3.12) s’écrit alors

Apso)
ot

+¥ - |or (67 + Tgss) | =0 (3.16)

3.2.2.1 Cas du gaz parfait

On considére que le fluide suit la loi des gaz parfaits a I'Bemeésoscopique, soit :
plogl = nyRmTy, (3.17)

ouny est la quantité de fluide dans le volumg|, R,, est la constante des gaz parfaitdgest
la température dans le fluide. En notant la masse de fluide contenue dans le volymge, et
en notantV/; la masse molaire du gaz, on obtient :

my

= (3.18)

nf

En injectant (3.18) dans (3.17), on obtient I'expressiotedaasse volumique de fluide :

_my Mf
= 3.19

Par définitionp est constante dans la phase fluide, a I'’échelle mésoscojguejectant (3.19)
dans (3.16), on trouve apres simplification pay/(R., ) :

D — —
%+v (ppus) + V - (pU 4/5) = 0. (3.20)
En notant que I'on peut réécrire I'équation de conservadi®ita masse du solide (3.11) sous la

forme :

% —V W, -V (o), (3.21)
ona:
De plus, on remarque que :
V- (¢pW,) =pV - ($T) + 6T, - V. (3.23)

On peut alors réécrire (3.20) sous la forme :

op — — = _
é (at Vp) v (pr/s) oV T, (3.24)



82 COUPLAGE GAZ-GRAINS

L'équation (3.19) montre que la masse volumique de fluideevaréairement avec la pres-
sion. Le fluide est donc barotrope et on peut ainsi utilisésilde Darcy [8], qui relie la vitesse
_>
superficielleU ¢/, au gradient de pression par :

fﬁ%ﬁ?ma, (3.25)

ou ~ est la perméabilité de la matrice granulaire. En injectattecrelation dans (3.24), on
obtient finalement :

o (L4 Tp) =7 (229) -7 7. (3.26)
ot 1

.
Uyps(@)=—

ou I'on reconnait un terme de convection, qui traduit legpaomt du fluide par la matrice granu-
laire et un terme de diffusion, qui représente la diffusiarfldide dans le milieu poreux formeé
par la matrice. Le dernier est le terme de Biot, qui traduidlétion de la pression due au
changement de taille des pores, des interstices entre les particules.

En décomposant la pression en pression moyemy)et fluctuation f) :

p(T) = po + (T, (3.27)

et en supposant que la fluctuation de presgi@st tres petite devant la pression moyepge
i.e.p < po, I'€équation (3.26) devient, d’aprés McNamataal. [70] :

oD — K — —
oF =¥ () T 7, (329

gue I'on peut réécrire, pour plus de commodité, en termeseksn totale :

6% =V (@%) eV T (3.29)
L

On introduit le temps caractéristiquedéfini par

=1, (3.30)
Po
et le temps adimensionmédéfini par
t=r.t. (3.31)

En injectant (3.31) dans (3.29), on obtient I'équation dié&tion de la pression en fonction du
temps adimensionné
0
qba—f, -V (/@((b)?p) VT (3.32)
La structure de I'équation (3.32) montre que I'évolutionldegression ne dépend pas de la
pression moyenng,. Toutefois, la valeur de, fixe I'échelle de temps au travers du temps
caractéristique...
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3.2.2.2 Cas du fluide incompressible

Dans l'article original de McNamarat al. [70], le modele du gaz parfait est le seul en-
visagé pour le fluide. Vinninglanet al. ont proposé d’étendre la méthode aux cas des fluides
incompressibles [111]. Dans cette sous-section, onaitdisouvelle démonstration pour établir
I'équation vérifiée par la pression, dans le cas d'un fluidempressible.

Dans le cas d’'un fluide incompressible, la masse volumiquiéudile o, est une constante
et '’équation de conservation de la masse (3.16) peut dlcare :
0 =

§+v-(¢m)+?-ﬁﬁszo. (3.33)

On remarque que I'on peut réécrire 'équation de consemate la masse du solide (3.11)
sous la forme :

WAV 0T =T W (3.34)
En injectant (3.34) dans (3.33), on obtient :
V. (7 + ﬁf/s) —0, (3.35)
d'ou: .
V.-u;=0. (3.36)

On retrouve donc a I'échelle mésoscopique la conditiorcdimpressibilité du fluide classique.

Ayant fait I'nypothése d’un fluide incompressible, on petiliser la loi de Darcy. On obtient
alors:

V. (U - @%) — 0, (3.37)
soit :
V. (#?@ - V-7, (3.38)

Donc, pour une cinématique des particules donnéeg(et u , donnés) a un instant donné,
la résolution de I'équation (3.38) fournit directement lkamp de pression, a I'échelle méso-
scopique.

On remarque que la solution de cette équation est la solgtationnaire de I'équation
linéarisée obtenue en considérant un gaz parfait.

3.2.3 Calcul de la perméabilité et validité de la loi de Darcy

Le milieu poreux est constitué de I'assemblage des pagsclle calcul de la perméabilité
équivalente d’un tel milieu est un point difficile des quenl’'oconsidere des matériaux poreux



84 COUPLAGE GAZ-GRAINS

complexes [43]. En I'absence d’informations complémeatila relation de Kozeny-Carman
[15] :
1 ¢

KR = 6—3,5'—12),
relie la perméabilité: du milieu a sa porosite, a son aire spécifiqus, et a sa tortuosité
7. Dans le cas présent d’'un empilement poreux de particuleérispues de diametré 'aire
spécifiques, et la tortuositér valent :

(3.39)

6(1 — o) 5
Sy=—% et T=-. 3.40
g G (3.40)
En combinant ces deux relations, on obtient :
¢3d2
=" 41
" T 180(1— ¢)? (341)

La loi de Kozeny-Carman n’est valable que pour des porositédek. La relation précédente
est ainsi bornée par(¢) = £(Pmaz) POUrd > Gpnar, OU la porosité limitep,, ... est fixée &, 75
d’apres Zick et Homsy [117]. Dans le cas polydisperse, laéoKozeny-Carman reste valable
en utilisant le diamétre moyehdéfini par(fdi”;‘:f )\3P()\)d)\> / (fd‘f;”n” )\QP(/\)d)\), ou P est

la fonction de distribution des tailles de particules].gt, etd,,... sont les bornes des diametres
de particules [28].

La loi de Darcy n’est valable que si le nombre de Reynolds I¢Ba) reste inférieur a
'unité [31] :
_ sl sl
U
oudy désigne le diamétre hydraulique des pores.

Re <1, (3.42)

Par analogie avec un réseau capillaire on peut définir unedrarhydraulique pour un milieu
guelconque :
_ 49

dy S

(3.43)

Dans le cas des spheres on obtient alors :
N —
_ 2pp0ll W pyslld _ 2p5l|U gyslld 2 Rey
3 pl—9¢) 3 pl-9¢) 3(1-9)

ou Re, estle nombre de Reynolds particulaire. On retrouve que lditon de validité proposée
par Dullien [28] : Re, /(1 — ¢) < 1 permet de garantir la validité du modéle.

Re

(3.44)

On peut évaluer la vitesse superficieﬁq /s avec la relation de Richardson-Zaki [95] :

— = n
1U g5l = [1U ]l @™, (3.45)

ou:
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- U: est la vitesse terminale atteinte par une sphere de rayj@mbant en chute libre dans
un fluide visqueux (vitesse de Stokes) :

— 27r2(ps —
U, = §M77 (3.46)
1

— nrz €st un exposant plus grand que 1 qui dépend du nombre de Reyeaotunal [95] :

U.ld
Re, = PI1UNId. (3.47)
7!
3.2.4 Action du fluide sur les particules
L'équilibre du fluide & I'échelle microscopique s’écritusoforme lagrangienne :
d
ST =V T 4T+ o (3.48)
ou ﬁf :;’ sont définis a I'échelle mlcroscoplque et désignent regmnent la vitesse du

fluide et le tenseur des contraintes dans le fdeq” et ; est la densité volumique de force
imposée au fluide par les particules. Le terme inertiel pgatr@&gligé puisqu’on considere un
faible nombre de Reynold$ < 1). De plus, le fIU|de conS|dere étant un gaz, on peut néglige

sa masse et sa viscosité. Dans ces conditions, @h a —p I ou p’ est la pression dans le

=
fluide a I'échelle microscopique €t le tenseur unité. Ainsi, I'intégrale surde (3.48) s’écrit :

/vp dV /fsﬂf dV— ZF‘LS (3.49)

On suppose que le gradient de pressﬁvf <)_(>> est constant dans I'élément de volume et égal

H H N 1L z =
au gradient de pression a I'échelle mésoscopXju¢ 2’ ). On a alors

/vp )av = /vp — W[Fp(F), (3.50)
et finalement :
i — —
Y F§ . =—lw|Vp(T). (3.51)

Sion suppose que les résultantes des forces exercées phates sont proportionnelles a leur
volume, on en déduit :

_>a
Fo ,=—""1Vp (3.52)
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On remarque qu’avec les notations introduites dans le trieagintroduction, on obtient :

J
Y 3, (3.53)

Fi
f—s 1_¢

AY > H y . Ve Ve -
ouV’ et Fﬁc_,s sont respectivement le volume et la résultante de la foreecér sur la particule
j. Linertie du fluide étant négligée, le moment de la forcerege par le fluide sur la particule

—

. . —
jestnulie. M, = 0.

La forme de la force exercée par le fluide sur les particulesmée par I'équation (3.53)
n’esta priori ni la résultante des forces de pression, ni une force deégdih section 1.4.4.3).

La forme classique de la résultante des forces de pressigrupe particule isolée esﬂ/jgp.
Dans le cas présent, on applique la formule pour la partisalée a I'élément de volume entier,
et on en déduit une force sur chaque particule dans I'élésenblume. Ce calcul “global”
explique I'apparition de la compacité= 1 — ¢ dans I'expression de I'équation (3.53).

3.3 Les méthodes numériques

3.3.1 Résolution éléments finis

Dans cette section, on utilise des notations classiquesldéittérature traitant des éléments
finis. Les matrices sont ainsi écrites entre crochets etdeturs entre accolades.

3.3.1.1 Cas du gaz parfait : équation linéarisée

Formulation variationnelle L'équation linéarisée s’écrit :

¢% = oV - (@%) oV - T, dans, (3.54)
ou:

0 —

qsa—f; V- (“Sﬁ) %) PV - W,y = 0, dansq. (3.55)
Les conditions aux limites sont :
p = pp,Surlp, (3.56)
— —

Vp = 0,surl'y, (3.57)

oul’ =TI'p UT'y estlafrontiere dé).
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SoitD(Q2) 'ensemble des fonctions testet D(S2), une fonction qui s’annule sui,. En
multipliant I'équation (3.55) pag et en I'intégrant sur tout le domaine, on obtient (formelle-

ment) :
/ ng—dV Do / qv - (@%) dV + po / ¢V - T dV = 0. (3.58)
Q K Q
En utilisant la relation :
V-(f?)=fV-T+7 VS (3.59)
on obtient :
- [v (@ep) = [ 10T Tpav+ [ 7 (q@%) V. (360
Q H Q M Q o
On a, a l'aide du théoréme de flux-divergence :
/?- <q@?p> dV = /q@ﬁ - Vpds, (3.61)
Q M r
et par définition :
/q@ﬁ VpdS = q#ﬁ VpdS + / S5 s (3.62)
r T'p I'n

La fonction testy étant par définition nulle surp, lI'intégrale surl’, apparaissant au second

membre de I'équation (3.62) est nulle. De plus, par apptinoades conditions aux Iimiteﬁp

est nul sud’y, ce qui annule la seconde intégrale au second membre deéqat&on.

Il vient :
R( )—> =1 .
g——=n -VpdS =0. (3.63)
r M
Soit :
/ V. <q@€p> dv = 0. (3.64)
Q H
D'ou :
Ko)g < . =
q¢—dV+ po [ —=Vaq-VpdV +py | ¢V - udV =D0. (3.65)
Q M Q
Discrétisation en espace On utilise la discrétisation par éléments finis :
p = [NH{p}, (3.66)
dp dp
-z _ N ZE .67
% - m{Z}. (367
.
Vp = [B{p}, (3.68)
¢ = {g"[N]", (3.69)
.
Vg = {a}'[B]", (3.70)
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ol [N ()] est la matrice d’interpolatior{p(t)} le vecteur des pressions nodale$tz’)] la
matrice des gradients ; pour aboutir a :

[ oty {2 av s [ Dy s)s)av+
po/ﬂ{q}T[N}T€ LW dV =0, (3.71)

Soit,

@ | [onrm{ L avem [ “priypav+

t

po/Q[N]Tﬁmdv} =0. (3.72)

Posons,
] = / SINTTIN]AY, (3.73)
e
K] = po / By Blav, (3.74)
{ft = —po/Q[N]Tdev, (3.75)

ou, par analogie avec la thermiqy€] est la matrice de capacitdy | la matrice conductivité et
f est le vecteur des flux externes.

On obtient finalement :
T dp
(@' (10195 [ + Ky - {3 ) =0. (3.76)
Cette derniére équation doit étre vraie pour toute fonctstyt On a alors :

{2} + 1K1} - {11 =0 377

Intégration en temps La #-méthode, appliquée a I'équation (3.77) nous donne :

O s () = ()) + [K]" (- 0" + 00} = {7, (3.78)

ou les exposants représentent I'instant ou la quantitévagiée :
— n : pour le début du pas de temps,
— n+ 1:pour lafin du pas de temps,
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— m : pour l'instant milieut™ = (1 — )™ + 9"+

Contrairement a la thermique, dans notre cas la matrice decit@pest implicitement de-
pendante du temps (par I'intermédiaire de la porositéaut tlonc choisir l'instant ou elle est
évaluée. On choisit un schéma semi-implicite en évaluamdtrice de capacité au début du
pas de temps.

On réécrit cette équation sous la forme d’'un systéme liaéair le vecteur inconnu est
I'incrément de pression entre le début et la fin du pas de temps

([C]" + 0ALK]™) ({p}™ — {p}") = At ({f}™ — [K]™{p}"). (3.79)

Pour le calcul de la matrice de conductivité, on choisitiiagr la méthode du point milieu,
i.e. calculer [K]™ & partir de{¢}™ = (1 — 0){¢}" + 0{¢}""! plutdt que la méthode des
trapezesi.e. calculer[K]™ a partir de{¢}™ et [K]|"! a partir de{¢}" ™! pour obtenifK|" =
(1—0)[K]™ + 0[K]"". En effet, il est reconnu que la méthode du point milieu ast pdaptée
pour le traitement des non-linéarités, comme celles ajgsanat dans I'expression déo).

Ce probléme ne se pose pas pour le calcul du flux extefh&, puisque I'opérateur diver-
gence est linéaire. On choisit cependant d'utiliser la wegdu point milieu (calcul déf}™ a
partir dew™ = (1 — 0)u™ + 6w ™) pour des raisons de commodité.

Implémentation La plate-forme LMGC90 dispose d’'un module de résolution adigmes
de thermique instationnaire par la méthode des élémergslifipermet de calculer la matrice de
capacitdC1], a partir d’'un champ de capacité thermique spécifique, etlaice de conductivité
[K], a partir d’'un champ de conductivité thermique, ces deuxngisaétant définis aux points
de Gauss. Il suffit donc de lui spécifier que le champ de p@asitdébut du pas de temyset

le champpor(¢™) /1 doivent étre utilisés respectivement comme champ de dépgherrmique
spécifiqgue et champ de conductivité thermique, pour quiggricalculer les matricé€’]" et
[K]™.

Il reste & résoudre le probléme du flux extefrfé. Ce module sait aussi assembler le flux
externe{ f} & partir de flux externes élémentaires. On va donc décrimmiment calculer les
flux externes élémentaires. On doit pour cela étre capabtaldaler la divergence de’, aux
points de Gauss.

Soite un élément du maillage. La matrice d'interpolation assmaiéélément est[N,. ()] =
[Nel(?), . .,NN"(G)( )] ol N!(Z') est la fonction de forme associée au nazatlV,, (e) est
le nombre de nceuds deSoit 7 un point dans I'élément. On a par définition :

7) = Z N(Z)u?, (3.80)

ol u’, est la vitesse solide au noeiidt la somme est prise sur les nceude I'élémente. On
a, en derlvant par rapport a la position :

ou; ON!

LN e (3.81)

, T
Ox; — 7 Ou;
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ouu; et u§ sont respectivement la composayiges vecteurs vitesse , et w'. D’ou

Dim

vou.=YY uﬁﬂ (3.82)

i =1

ou Dim est le nombre de dimensions spatiales. (Dim = 2 dans le cas bidimensionnel et
Dim = 3 dans le cas tridimensionnel). La matrice des gradientseiiémire est définie par :

[B] = (aNZ) =B ABYM (3.83)

&vj ji

ou{B,} = (%{Z)J On obtient alors :

Vo7, =Y W {B) (3.84)

1

Le vecteur flux externe élémentaire s'écrit :
{fe} = _pO/ [Ne]T§> : Wsd‘/& (385)
Qe

ou (), est le domaine correspondant a I'élémer®n a :

0= UQG’ (3.86)

ou I'union est prise sur tous les élémeatdu maillage. On effectue un changement de variable
pour écrire I'intégrale sur I'élément de référerige On obtient

{fe} = _pO/Q [Ne]T€ : UsJedVba (387)

ou J. est la matrice jacobienne de la transformation envoyartértiént de référencg, sur
I'élément réel(2.. On peut alors calculer le vecteur flux externe élémentgfré, en utilisant
la formule de la quadrature de Gauss. La composadte vecteur flux externe élémentaire,
associée au nceddle I'élémente s’écrit alors :

fé = —po Z <€ . 7) (?PG)Nie(?PG)Je(?PG)wPG’ (388)
PG

oll on somme sur les points de Gaiks, et 7' 7¢ etw”“ sont respectivement la position et le
poids associé au point de Gaug§.
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3.3.1.2 Cas du gaz parfait : équation compléte

Formulation variationnelle L'équation complete s’écrit :

o <% + U, ?p) ~-V. <pl€§jb> sp) - p€ - 5, dansq), (3.89)
Oou : 5
I . (p_“(j) %) +pY - T, = 0, dans. (3.90)

Les conditions aux limites sont, en conservant les notatitenla section 3.3.1.1 :

p = pDisurFD> (391)

_
Vp = 0,surl'y. (3.92)

Soitq € D(Q?), une fonction qui s’annule sui,. En multipliant I'équation (3.90) pay et
en l'intégrant sur tout le domaine, on obtient (formelletyen

0 — —
/nga—fdwr/qqﬁsﬁpdv_/qv : <p@vp) AV +
Q Q Q Hw

/ gV - WAV = 0. (3.93)
Q

En utilisant la relation :

— N = _ =
V-(fv)=fV -V +7-VFf, (3.94)
on obtient :
— / q?- ( @ep) av :/pﬁeq . ?p dv + / V. (qu%) dv. (3.95)
Q 12 o M Q 2
On a, a l'aide du théoréme de flux-divergence :
/ ? . (qp@$p> dVv = /qpﬂﬁ . $p ds, (3.96)
Q H r H
et par définition :
/qpﬁﬁ Vpas— [ ™ Vw T dS+/ "5 Tpas. (3.97)
r H I'p H I'y H

La fonction testy étant par définition nulle surp, I'intégrale surl’, apparaissant au second

membre de I'équation (3.97) est nulle. De plus, par apptioades conditions aux Iimiteﬁp
est nul suf”y, ce qui annule la seconde intégrale au second membre deégatidon.
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Il vient :
/ ™5 Fpas —o. (3.98)
r 2
Soit :
/V ( ”(@%) dv = 0. (3.99)
Q 2

/¢ —pdV+/ Sb)?q-?pd‘/—i-/q(¢ﬂ>s-€p+p€~ﬂ)s>dv:0. (3.100)
Q

Discrétisation en espace On utilise la discrétisation par éléments finis et les notegipré-
sentées dans la section 3.3.1.1, pour aboutir a :

[otarrm{ 5 bav+ [ sy s mav

/{q}T ¢us Vp+pvV - 7) dV =0, (3.101)

Soit,

W [ [ {ZYav+ [y O imppav

/ [N]T <¢75 Vp+pV - 75> dV} — 0. (3.102)
Q

Posons,
] = /Q SINTT[N]AV, (3.103)
K(P)
Kl ({p}) = / PR BT (Blav. (3.104)
UMD = [ (67 TV T v, (3.105)

ou, par analogie avec la thermiqU€] est la matrice de capacitdy] la matrice conductivité et
{f} estle vecteur des flux externes.

On obtient finalement :

0
@ (11{ %} + K1 @h ) = 113 (D) =o. (3106
Cette derniére équation doit étre vraie pour toute fonctstyt On a alors :

C1{ %} + K1 () )~ (1} (o) = . (3.107)
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Intégration en temps L'équation (3.107) est non-linéaire. Baméthode, appliquée a I'équa-
tion (3.107) nous donne, en conservant les notations detose.3.1.1 :

(€1 57 (o™ = )"+ (KT ()™ (1= )} + 64)™") =
(1 (™). (3109

Contrairement a la thermique, dans notre cas la matrice decit@pest implicitement dé-
pendante du temps (par I'intermédiaire de la porositéaut flonc choisir I'instant ou elle est
évaluée. On choisit un schéma semi-implicite en évaluamdgice de capacité au début du
pas de temps.

Cette équation est non-linéaire. On s’affranchit de ceffedité en explicitant le champ de
pression dans les termes non-linéaires. On obtient :

(€1 &7 (o™ = {0)") + (KT (5} (1= )} + 64}™") =
Y () (3109

De plus, pour arriver a la méme équation en discrétisaniodthbn temps, puis en espace, on
utilise le champ de porosité au début du pas de temps, dassdagsmembre. On a finalement :

cr = /ﬂ S INTT[N]AV, (3.110)

m n o nl{(¢m) T
R (3.111)
Uy = [N (o7 SV T e @

On réécrit cette équation sous la forme d’'un systéme liaéair le vecteur inconnu est
'incrément de pression entre le début et la fin du pas de temps

([C]" + OALKT™ ({p}™) ({p}™*! —{p}") = At ({ S} ({p}") —
(K™ ({p}") {p}"). (3.113)

Pour le calcul de la matrice de conductivité, on choisititiagr la méthode du point milieu,
i.e. calculer[K]™ a partir de{¢}™ = (1 — 0){¢}" + 60{4}""! plutdt que la méthode des
trapézesi.e. calculer[K]" a partir de{¢}" et [K]"™! a partir de{¢}" ™ pour obtenirfK|™ =
(1—0)[K]™ + 0[K]"". En effet, il est reconnu que la méthode du point milieu ast pdaptée
pour le traitement des non-linéarités, comme celles apgsanat dans I'expression dgo).

Ce probléme ne se pose pas pour le calcul du flux extefh&, puisque I'opérateur diver-
gence est linéaire. On choisit cependant d'utiliser la wegdu point milieu (calcul déf}™ a
partir dew™ = (1 — §)w™ + 0w™*') pour des raisons de commodité.
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Implémentation On a vu a la section 3.3.1.1 comment calculer, la matrice daat[C]",
la matrice de conductivitg<]™ et le terme de Biot, pour le cas de I'équation linéarisée, &vec
plate-forme LMGC90.

Dans le cas de I'équation compléte, il faut modifier le caldellla matrice de conducti-
vité [K]™({p"}), en utilisant le champ”«(¢™) /1 comme champ de conductivité thermique et
calculer le terme d’advection apparaissant au second neembr

On va maintenant décrire comment calculer le terme d’adwepour le calcul des flux ex-
ternes élémentaires. Sait un vecteur vitesse évalué aux nceuds du maillage cSmitélément
du maillage efz” un point dans I'élément. On a par définition :

V(T = Z N (Z) 7Y, (3.114)

ol la somme est prise sur les noeiids I'élément et v est la vitesse au noeugdet
Vp (@) = [B)(7) {p}. (3.115)
Onadonc:
(7-¥p) (@) = (Z N (T) *) (1B () {p}). (3.116)
Il suffit d’appliquer cette méthode au champ= ¢"u ™ défini par :

V=, (3.117)

s

pour tout nceud du maillageou ¢*" est la porosité au nceddu début du pas de temps®&t™
est la vitesse au nceudd 'instant milieu, pour obtenir le terme d’advection agpssant dans
le second membre.

On peut alors calculer le vecteur flux externe élémentgfgé. On a pour la composanie
correspondant au nceude I'élément :

—

fi=3 (07 (V- 0.) (@79 + (67, - Vp) (F76)) NI(FPO) (T 7w, (3.118)

ou on somme sur les points de GaXs etp”’“ est la pression, au point de Gau’s, obtenue
par interpolation :
p"% = [N® (Z"9)]{p}. (3.119)

3.3.1.3 Cas du fluide incompressible

Formulation variationnelle L'équation s’écrit :

-V <@%> — V.., dans). (3.120)
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Les conditions aux limites sont, en conservant les notatitmla section 3.3.1.1 :

p = pp,surlp, (3.121)
_

Vp = 0,surly. (3.122)

Soitq € D(Q2), une fonction qui s’annule sdrp. Le calcul de la formulation variation-
nelle correspondante a I'équation (3.120) est analogualaulde la formulation variationnelle
correspondante a I'équation d’évolution de la pressiorsdarcas d’un gaz parfait, linéarisée
(3.55). On abouitit a la formulation variationnelle suivant

/@?qﬁpdvz—/ﬁ-m dv. (3.123)
Q M 0

Discrétisation en espace De méme, en utilisant la discrétisation par éléments finisret
conservant les définitions du vecteur}, de la matricg K| et du vecteuf f} présentées dans
la section 3.3.1.1, on aboutit a I'équation suivante :

[K{p} ={f}. (3.124)

Discrétisation en temps La donnée d’un champ de porosité et d'un champ de vitesse bary
centrique des particules a un instant donné suffit a détemaim champ de pression au méme
instant. La discrétisation en temps de I'équation (3.13#jenc, en utilisant les notations pré-
cédentes :

(K] pyrtt = {3 (3.125)

La résolution de ce systeme d’équations linéaires dépesdataitions aux limites choi-
sies.

Conditions de Dirichlet ou Dirichlet-Neumann Dans ce cabp # @ etI'équation (3.38)
admet toujours une solution unigue. Le systéme linéaireeguiécoule admet donc lui aussi
une solution unique.

Conditions de Neumann Dans ce cag’' = I'y et I'équation (3.38) admet une infinité
de solutions. En effet, gi est une solutionp + ¢, ou ¢ est une constante est encore solution.
Le systéeme linéaire qui découle de cette équation admetdsi aine infinité de solutions. Le
champ dont on a réellement besoin est le champ des fluctasad®ia pressiorﬁp. Il suffit
donc de fixerp) la moyenne de pour retrouver une solution unique. Cela se traduit de fagon
analytique par :

ﬁ/{zpdv = (p). (3.126)
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De plus, le champr , doit satisfaire une équation de compatibilité. En intégrgguation
(3.38) sur2, on obtient :

/?- (M%) AV = / V- T.dV, (3.127)
Q 2 Q
qui donne, apres utilisation du théoreme de flux-divergence
/ MO, was = [ 7. was. (3.128)
r M r

Le gradient de pression étant nul sur tout le bord du domaime,finalement :
Uy mdS =0. (3.129)
r

Cette équation traduit le fait que pour que le champ de vitggke soit incompressible, et
donc ait un flux nul a travers la surface du domaine, sachanteguitesse du fluide par rapport
au solide a un flux nul, le champ de vitesse solide doit luiigawssr un flux nul.

Le champ™, étant obtenu par prise de moyenne, on ne peut pas assurdidiévade
I'équation de compatibilité dans le cas général. On peutrcggnt penser qu’elle sera vérifiée
dans le cas ou les conditions limites pour le granulaire Bbpériodiques.

Dans la suite, on suppose que I'équation de compatibilitl2@ est vérifiée.

Premiére implémentation : Méthode des éléments finis Imposer la valeur moyenne de la
pression revient a imposer :

/Q pdV = (9/(p). (3.130)

En utilisant la discrétisation par €éléments finis, on ofitien

/Q pdV = /Q [N[{p}dV = ( /Q [N]dV) {r}. (3.131)

Imposer cette condition revient donc a ajouter une nouVige a la matrice du systeme :

(/Q[N]d‘/> {p} = 1Q(p). (3.132)

Second membre On a, par définition :

Q] = /de. (3.133)
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Dans le cadre de la discrétisation en espace par la méthedddiaents finis, on a :

[8] :Z/Q dv,. (3.134)

En ramenant I'intégration sur chaque élément a I'intégrasiur I'élément de référenég,, on
obtient :
Q| = / JodVy, (3.135)

ou J, est la jacobienne de la transformation envoy@pnsur€).. Enfin, en utilisant la formule
de la quadrature de Gauss, ona:

Q=) (T, (3.136)

e PG

Equation La ligne supplémentaire s’obtient par assemblage de vecééémentaires :

/Q [N]dV = U /Q 6 [N]dV. (3.137)

En se ramenant a une intégration sur I'élément de référenea atilisant la formule de la
guadrature de Gauss, on a finalement :

/Q (NJaV =)D T (TP N (7). (3.138)

e PG

Seconde implémentation : Méthode probabiliste La méthode précédente consistait a dis-
crétiser par la méthode des éléments finis I'équation soppiéaire imposant la moyenne de la
pression. Une facon plus rapide de procéder est d’écrireriditon imposant la moyenne de

la pression aux nceuds :

ou N, estle nombre de nceuds du maillage.

La loi des grands nombres prédit que :

1
lim L Z pi = |— pdV. (3.140)

Cette écriture fournit directement une équation suppléaierd ajouter au systeme linéaire.
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Résolution du systeme linéaire Quelle que soit la méthode utilisée pour discrétiser la cond
tion imposant la valeur moyenne de la pression, on aboutit aystéme av,, inconnues et
N,, + 1 équations. On résout ce systeme par la méthode des moiradrés tinéaires. On peut
pour cela utiliser la fonction dédiée de la bibliotheque BAK [4, 61]. Le probléme continu
admettant une solution unique, le résidu des moindresasténul.

3.3.2 Changement d’échelle

L'équation d’évolution de la pression est écrite a une dehaus grande que celle des
particules. Il faut donc étre capable de relever les infoiona sur la cinématique des particules
a I'échelle du fluide et projeter les forces exercées par igdlsur les particules a leur échelle.

3.3.2.1 Opérateurs de relevement et de projection

On présente dans cette section des opérateurs de relevenmEnprojection inspirés des
travaux de Dureisseix et Bavestrello sur le transfert diimi@tion entre deux maillages éléments
finis incompatibles [29].

Relevement Soit { F-} un champ (scalaire ou vectoriel) défini sur un ensemble detpoi
cibles.

Soit 7 un point cible,?é sa position et(j) I'élément du maillage qui le contient, soit :

To € Qe(j), (3.141)

ou ()., estle domaine correspondant a I'élemeny.
Soit [N,;)(2")] la matrice d'interpolation élémentaire, associée a I'ééta(;).

On répartitF’, sur les nceuds de I'élémentj) comme suit : soit un nceud de I'élément
e(4), on lui associeV ; (') F5,. On construit ainsi un vecteur élémentafiE, ;) } associé a
I'élémente(y) :

{Fen} = [Nety(T)] F (3.142)

On construit le relévement du champ défini sur les pointgsibh assemblant les contribu-
tions de tous les points ciblgs

{F} = U {F.;)}. (3.143)

On définit alors I'opérateur de releveméht {Fo} — {F'}.
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Projection  Soit[F] = (F}),<.<n. 1<i<n, () OUN. €stle nombre d'éléments, un champ défini
par élément et par nceud.

Soitj un point cible,?g sa position et(j) I'élément du maillage qui le contient.

On projette le chamF] sur le point ciblej comme suit :

Nn(e(5))
C % — i
Ff = ) Ng(@HF, (3.144)
=1
On définit alors I'opérateur de projectiéh: [F] — {FC}

3.3.2.2 Passage des particules au fluide

Porosité Le calcul de la porosité passe par le calcul de la compacité=n définissant I'en-
semble des centres d’'inertie des particules comme noterdile de points cibles, on peut
utiliser les deux opérateurs définis précédemment.

On utilise I'opérateur de relevement pour répartir le vodudes particules aux nceuds du
maillage :
{Vi} =R({V}), (3.145)

ou{V} = (V7/); estun vecteur concaténant les volumes de toutes les pesticu

Pour chaque élément, on calcule une part de son volume Buattid chacun de ses nceuds.
Soit un nceud d’'un élément, la part du volume de I'élément a attribuer au nogutbtéel”
est donnée par

V= / N'aV. (3.146)
Qe

En ramenant I'intégration sur I'élément réel a I'intégration sur I'élément de référenty et
en utilisant la formule de la quadrature de Gauss, on a firelém

V=) Ni(T") (TP (3.147)
PG

On construit ainsi un vecteur élémentafii€ } = (V), associé a I'élément

En assemblant ces parts de volumes élémentaires, on almiemépartition du volume du
domaine aux nceuds :

(v} = [ J{ve} (3.148)

On peut alors calculer la compacité pour un nceud du maitlage

A

=5 3.149
v (3.149)

C;
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On en déduit la porosité au nceid

oi=1-—¢. (3.150)

Vitesse moyenne des particules On utilise I'opérateur de relevement pour répartir les guan
tités de mouvement des particules aux nceuds du maillage :

{7:} =r(mv)), (3.151)

ol le vecteu{m v’} = (mjﬁj)j concatene les quantités de mouvement des particules.

On utilise le méme opérateur pour répartir les masses désypas aux nceuds :
{ms} =R({m}), (3.152)

ou le vecteufm} = (m’), concaténe les masses des particules.

On obtient alors la vitesse moyennée pour un nceud du mailpae:

. 1 .
W= (3.153)
g

3.3.2.3 Passage du fluide aux particules

On utilise les pressions nodales pour calculer le champ adigyrt de pression défini par
_>
nceud et par élémeriitvp] :

On corrige ce champ en multipliant en chaque nceud du maillagealeur pat /(1 — ¢;),
Si ¢y < Omaz €L 1/(1 — Ppaz) SinoN. On obtient le champ défini par nceud et par élément

[1/(1 - cbﬁp}-

On le projette sur les particules pour obtenir la contritnutilu fluide a la résultante de la
force exercée par le fluide sur les particules :

{?H} —P ([1/(1 . qsﬁp]) . (3.154)

Il reste & multiplier la quantité projetée sur chaque paktipar son volume et a prendre son
opposé pour obtenir la résultante de la force exercée paiidiefh appliquer a la particule:

F :—Vj?); .

f—s

(3.155)
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3.3.2.4 Implémentation

Les calculs de champ nécessaires pour réaliser les étapeargement d’échelle : passages
du fluide aux particules et des particules au fluide, demdrdiiemplémenter les opérateurs de
projection et de relevement définis dans la section 3.3Celtravail avait déja été réalisé par
D. Dureisseix, qui nous a fourni sa bibliotheque de fonidadiées, écrite en Fortran (77 et
90).

On peut classer ces fonctions en deux catégories. Une peeniésse de fonction permet
a la fois, de détecter dans quel élément du maillage (disarétle domaine fluide) se trouve
chaque point cible (les centres d’inertie des particuledeesalculer la valeur de la fonction de
forme en chaque nceud. A partir de ces informations, la secoladse est capable de réaliser
les opérations d’interpolation et d’assemblage nécessaila programmation des opérateurs
de projection et de relevement.

3.3.3 Cas hidimensionnel

Les équations du modeéle ont été écrites dans un cadre tridiovel. De méme, la réso-
lution de I'équation d’évolution de la pression et le changat d’échelle sona priori écrits
dans un cadre tridimensionnel. On va maintenant voir conhagapter le modele et la méthode
numérigue au cas bidimensionnel.

Dans le cas bidimensionnel, les équations du modele resédés si on remplace les vo-
lumes, utilisés dans le cas tridimensionnel, par les sesfadilisées dans le cas bidimensionnel,
multipliées par une longueur unitaire. Le seul réel proldgmovient de I'étape de changement
d’échelle permettant de calculer le champ de porosité @ pkes volumes des particules. La
regle précédente, garantissant la validité des équatmssdu passage au cas bidimension-
nel, revient a considérer un empilement de disques, comraecanpe d’'un empilement de
cylindres, dans le cas tridimensionnel. Dans le cadre deadeln, le gaz est piégé entre les
particules dans le cas d’'un empilement compact. On ne penst jglus considérer I'écoulement
du fluide entre les particules comme un écoulement dans ugunpibreux.

On va donc, au moins du point de vue du calcul de la porositgsidérer I'empilement
de disques, du cas bidimensionnel, comme la coupe d’'un emeiit de sphéres, dans le cas
tridimensionnel. Cette modélisation permet au gaz de conéowirtuellement les particules en
exploitant un réseau de pores qui n’a de sens que dans untaddrensionnel. Ce choix ce
traduit d’'un point de vue de la méthode numérique par uneection de la porosité obtenue
par la méthode décrite dans la section 3.3.2.2. On applineeagle qui permet de transformer
la porosité obtenue pour un disque inscrit dans un darré/4) en la porosité obtenue pour
une sphere inscrite dans un culie- 7/6) :

p=200%0

oU ¢»p est la porosité obtenue comme un rapport de surfaces, daas @dimensionnel, et

(3.156)
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est la porosité utilisée par le calcul, correspondant adrichsiensionnel.

3.3.4 Résolution du probléme couplé

Les sections précédentes ont expligué comment résoudrsedaVolution de la pression,
connaissant des champs représentant la phase solide etecoites calculer a partir des po-
sitions et des vitesses des particules. La résolution dgriandique de la phase granulaire,
connaissant la force exercée par le fluide sur chaque partigar la méthode NSCD, a été ex-
pliguée dans le chapitre d’introduction. On va voir maiat@hcomment résoudre le probleme
de couplagei.e. comment calculer la cinématique des particules et le chanforde exercé
par le fluide a la fin du pas de temps. On choisit d'utiliser urghmde de coupage faible : le
point fixe.

L'algorithme de résolution varie selon le modéle utilis&ipke fluide. Cependant, les don-
nées et la phase d’initialisation sont les méme dans tousakes

données {p}(t =0), v (t =0), 7' (t = 0), k(¢), u
initialisation de la boucle en temps = 0
— " =p(t=0), 0" =0 (t=0),7" =T (t=0)
— calcul des poids pour les interpolations\V: (?jv”))j
— calcul de la porosité initiale{¢}" = f (7'")
— calcul de la vitesse barycentrique des particules, laitifw ', }» = f (7™, 7™)
— calcul des résultantes des forces exercées par le fluitksquarticules initialesl?"ﬂ =

F@m o} {p}")

Dans cette écriture, I'exposantindique que les quantités sont évaluées au début du pas de
temps, et les vecteurs position des particulés = (77"), et vitesse des particuleg” =
(V'Im) ; concaténent respectivement les positions et les vitessesites les particules, au début
du pas de temps.

On va maintenant présenter les différentes boucles en tebitpsues pour les différents
modéles pour le fluide. Dans chaque cas on voit apparaitrbauae de point fixe, I'exposant
n+ 1, k indique les quantités évaluées la fin du pas de tempis;eamne itéré de l'algorithme de
point fixe.

3.3.4.1 Cas d’'un gaz parfait

boucle en temps
— détection du contact
— calcul des poids pour les interpolations\V: (?jv”))j
— boucle de point fixe
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— initialisation de la boucle de point fixgk = 0 : v 0k = ™
— prédiction des positions des centres d’inertie des peesca la fin du pas de temps :
Tk = T AL (1= 0) T+ 0Tk
— calcul de la porosité a la fin du pas de tempe}" ™1+ = f (7 +1F)
— calcul de la vitesse barycentrique des particules a la fipadde temps :
{ﬁs}nﬂ,k = f (?n+1,k7 7n+1,k)
— calcul de la pression a la fin du pas de temps :
— calcul des matrices élémentaires a partir :
— du champ de “capacité thermique spécifique”
— du champ de “conductivité thermique” :
pok(¢™)/ 1, dans le cas de I'équation linéarisée
p"k(¢™)/p, dans le cas de I'équation compléte
— du champ de vitesse barycentrique des particul@s
— calcul des vecteurs des flux externe élémentaires, a gagtir, ¢" et ™
— assemblage du systeme linéaire
— calcul de I'incrément de pression sur le pas de temps par inversion du systéeme
linéaire
— calcul de la pression a la fin du pas de temfgs}* 1% = {p}" + Ap
— calcul des résultantes des forces exercées par le fluidessparticules a la fin du pas

Hn+lk —

de temps :F [ " = f (TR {g}n bk {pyr k)

— calcul des nouvelles vitesses a la fin du pas de temps :
— calcul des vitesses libres :

T e = U™ 4+ AtM [9?"*17’“ T (11— 9)?;@]

ext

Diibre = T + At [J\_i;gt FOMTE 4 (1 — e)ﬁgxt]

ext

— résolution du contact : calcul des impulsioﬁset]\?p
— calcul des vitesses a la fin du pas de temps :
?n—i—l,k-l—l = F>libre + M_lﬁ
DLk = T+ T,
— calcul des positions des centres d’inertie des particulagin du pas de temps :
L = L A (1 - 0) 0 + g
— si || rtarl Lk < ¢ alors on a convergé : STOP
— sinonk «— k +1
— on a obtenu la nouvelle cinématique a la fin du pas de temps :

— —
ol — it Lkl

?n+1 — ?n+1,k+1
— en sortant du point fixe, on a obtenu le nouveau champ deifgresnouveau champ de
vitesse barycentrique des particules et les nouvellestaéses des forces exercées par le
fluide sur les particules :
¢ n+l _ ¢ n+1,k
{J n+1 _{ }_> n+1,k
{u's} ={u "

?n—‘—l _ ?n—i—l,k
f—=s 7 7 fos
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3.3.4.2 Cas d'un fluide incompressible

boucle en temps
— détection du contact
— calcul des poids pour les interpolations\: (/"))
— boucle de point fixe
— initialisation de la boucle de point fixgk = 0 : v’ +bF = "
— prédiction des positions des centres d’inertie des péesca la fin du pas de temps :
TR = AL (1 - 0) 0" 4 G TLE)
— calcul de la porosité a la fin du pas de tempg}" ™+ = f (")
— calcul de la vitesse barycentrique des particules a la fipadwde temps :
{Us}nﬂ,k = f (?n—&—l,k’ 7n+1,k)
— calcul de la pression a la fin du pas de temps :
— calcul des matrices élémentaires a partir :
— du champ de “capacité thermique spécifique*'-*
— du champ de “conductivité thermiquek (¢ %) /11
— calcul du vecteurs des flux externe élémentaires, a partir'd*
— assemblage du systeme linéaire
— calcul de la pression a la fin du pas de tempg.
linéaire
— calcul des résultantes des forces exercées par le fluidessparticules a la fin du pas
de temps :F 7L = [ (TR (g} E {phriie)
— calcul des nouvelles vitesses a la fin du pas de temps :
— calcul des vitesses Iibres_:> -
Thipre = T+ AIM [HF"“”“ +(1 - e)Fgm]

ext
Ulibre = E)n + At'ﬂil []—w)?ot + QMZJ—;I + (1 - Q)ngt]

— resolution du contact : calcul des impulsicﬁset]\_fp
— calcul des vitesses a la fin du pas de temps :
7n+1,k+1 = ?libre + M_I?
T Ean s s S J_lﬁp
— calcul des positions des centres d’inertie des particulagin du pas de temps :
T = P AL (1= )T 4 gL
— si|| Tk — itk || < ¢, alors on a convergé : STOP
— sinonk — k+1
— on a obtenu la nouvelle cinématique a la fin du pas de temps :

— —
v n+l _ v n+1,k+1

?n—‘rl — ?n—&—l,k—&—l
— en sortant du point fixe, on a obtenu le nouveau champ deifgresnouveau champ de

vitesse barycentrique des particules et les nouvelleta@ses des forces exercées par le

J

"Lk par inversion du systéme
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fluide sur les particules :
{orst = {o)met
{Us}n—&—l — {ﬂ)s}n—l—l,k

n+1 __ n+1,k
F =F
f—s f—s

3.3.4.3 Remarques sur 'écriture des algorithmes

Les algorithmes précédents sont écrits sous I’hypothédsarda : le pas de temps est suf-
fisamment petit pour que les déplacements des particuldemetes variations du repere de
contact et des poids, utilisés pour réaliser les interfmrlat négligeables, au cours du pas de
temps. La détection du contact et le calcul des poids pountegpolations (deux opérations
colteuses en termes de temps de calcul) sont alors réaliséeseule fois au début pas de
temps.

On n’a néanmoins pas fait d’hypothése sur la variation dunghde porosité au cours du
pas de temps. Il est donc recalculé au cours de chaqueotérdi point fixe, ainsi que les
matrices de capacité et de conductivité. En supposant gpaslele temps est suffisamment
petit pour que les variations du champ de porosité au coupsiside temps soient négligeables,
on pourrait calculer ces matrices une seule fois par pasndgstet ainsi économiser le temps
calcul consommeé par I'étape d’assemblage.

A la fin de la boucle de point fixe, les champs de porosité et thsse de la phase solide
sont donnés par les valeurs de I'itération de point fixe ptéote. Ce choix est justifié par le
fait que, par définition du critere d’arrét, I'écart entre imleurs obtenues a la fin de la boucle
de point fixe et a l'itération précédente est négligeable pGurrait choisir une méthode plus
précise en calculant ces champs a partir de la cinématicuéradu pas de temps. De méme,
on pourrait choisir de recalculer la pression a la fin du patedgs a partir de ces champs et
en déduire les résultantes des forces exercées par le fluidessparticules a la fin du pas de
temps.

3.3.5 Architecture du code

Dans l'architecture standard de LMGC90, la gestion de chiype=de corps et de chaque
interaction possible entre deux corps fait I'objet d’'un miedspécifique. Afin de rendre le cou-
plage possible, on a développé un nouveau module, ayarg ascgénodules traitant respective-
ment les particules et le maillage fluide. La nouvelle comfigian est présentée sur lag: 3.2.
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GGC
interpolation : localisation :

— —
¢, U s Fi_s

—

ajout de

ij—>sé Fer,t

—

projection

v | ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ‘ ‘
RBDY2  projection FEM  therMAILXx
I | 1]

therEF

Ik
therEF_iso

{°f 1 [°a1]° [°0]
! SOITRJUOUIDO S[NOTed

Fic. 3.2— Portion de l'architecture de la plate-forme LMGC90 incluant le module GG&ldppé
pour superviser le couplage gaz-grains. Les fleches noires egpeésla visibilité entre modulese. le
module d’ou part la fleche peut utiliser les fonctions du module pointé parclaeflé.es fleches bleues
représentent les transferts de données entre les modules, codasiaunx étapes préliminaires au calcul
du champ de pression a la fin du pas de temps. Les fleches rougedeméteEntransferts de données
entre les modules, correspondant aux étapes préliminaires au calcdbdeelaxercée par le fluide sur
chaque patrticule.
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3.3.5.1 Modules existants indépendamment du couplage

Le module RBDY2 gére les corps rigides, dans le cadre bidirnansi. Il stocke la masse,
l'inertie, la position et la vitesse de chaque corps, aing! lgs conditions aux limites associées
a certains corps. Il fournit les fonctions permettant dewal la nouvelle cinématique a la fin
du pas de temps et aussi des procédures d’accés pour ajoattarae extérieure et récupérer
la vitesse ou la position d’'un corps.

Les modules therMAILX, therEF et therEF _iso sont dédiés @lguls de thermique par
éléments finis. Le premier gére 'assemblage et I'inversgiosysteme linéaire a résoudre pour
calculer le champ de température a la fin du pas de temps eitfdes procédures pour déposer
un champ nodal aux points de Gauss. Les deux autres foumhlssefonctions permettant de
réaliser les calculs élémentaires. Le module therEF pedmédire un “aiguillage”, en fonction
du type d’élément utilisé et le module therEF_iso réali$ectivement les calculs, dans le cas
des éléments isoparamétriques. Les coordonnées des noaudsldge, la table de connectivité
des éléments et les valeurs aux points de Gauss sont staizkésesn module générigue, nommé
MAILX, qui n'apparait pas sur lalg. 3.2, pour des raisons de simplicité. Dans le cadre du cou-
plage, les champs de température deviennent des champsstopr De nouvelles fonctions
ont été développées permettant le calcul du gradient de@typej.e. du gradient de pression,
par élément et par nceud, pour calculer la force exercée fflaide sur chaque particule et le
calcul d’un volume par élément et par nceud, pour calculeotagité.

3.3.5.2 Modules développés pour réaliser le couplage

Le module GGC a été ajouté a I'architecture existante poumettre le couplage. Il stocke
les champs calculés lors de I'étape d’interpolation : lesabs de porosité et de vitesse solide
7, et lors de I'étape de localisation : la résultante de la fescercée par le fluide sur chaque

particule?fﬂs. Il a donc acces a certaines fonctions des modules RBDY2 éflfiex, ainsi
gu’a un autre nouveau module, nommé projection, qui faitdiiface avec la bibliotheque de
fonctions fournie par D. Dureisseix (représentée par laebiotitulée “projection FEM” sur
la FIG. 3.2). Notez que seule une petite partie des possibilitésette bibliothéque a été ex-
ploitée, puisqu’on ne considere que deux types d’élémelets triangles a trois nceuds et les
qguadrangles a quatre nceuds. Le module GGC fournit des dosgiermettant de préparer le
calcul mécanique (fleches rouges sur l&.F3.2). Il demande au module therMAILx de cal-
culer les gradients de pression, par élément et par ncewgdtrpnsmet la force exercée par le
fluide sur chaque particule au module RBDY2, aprés avoir dlisape d’interpolation. De
méme, il procure des fonctions permettant de préparer ¢ellodil nouveau champ de pression
(fleches bleues sur lai&. 3.2). Il récupere les positions et les vitesses de chaquiyde,
par le module RBDY2, afin de calculer la porosité et le champ tisse solide lors de I'étape
d’interpolation, puis demande au module therMAILx de d&pdes champs de porosité et de
conductivité thermique aux points de Gauss.
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3.3.5.3 Mise en ceuvre du couplage : module ChiPy

La plate-forme LMGC90 doit étre vue comme une bibliothequdahetions, plutdt que
comme un programme monolithique. En effet, contrairement Bbgiciel commercial destiné
a résoudre un type de probléme particulier, LMGC90 est arierts la recherche et donc
ouvert vers les couplages. Le pendant du programme prirdupagiciel commercial est donc
un script, écrit par I'utilisateur, qui appelle différeatnctions de la bibliothéque fournie par
LMGC90. Le langage de script utilisé pour ce travail est lehBgit[89], car il est déja utilisé par
d’autres codes de calcul, et permet ainsi des couplaggsvec Code_Aster [20], le logiciel
de simulation numérique en mécanique des structures gfpeelpar EDF. De plus il donne
acces a des bibliothéques de fonctions orientées calcuémgue €.9g.NumPy [80]), et dispose
d’outils permettant de générer un module Python a partimehibliothéque de fonctions écrites
dans un langage compilé.§.f2py, fourni par NumPy [80], pour le Fortran et SWIG [101]
pour le C/C++). Le module Python regroupant I'ensemble destimms de la bibliotheque
fournie par LMGC90 s’appelle ChiPy. Les modules RBDY2, therMAkt GGC fournissent
chacun, en plus des fonctions décrites ci-dessiu8.3.5.1 et 3.3.5.2), des fonctions permettant
d’initialiser un nouveau pas de temps et de passer d’'un pastad. De plus, le module GGC
fournit des fonctions pour initialiser un itéré de point fipasser d’un itéré a I'autre et estimer la
convergence de I'algorithme. Les boucles en temps et d¢ fparsont donc gérées directement
dans le script Python.

3.3.6 Discussion des méthodes

Trois méthodes de couplage gaz-grains ont été présentsgesur deux modeles diffé-
rents pour le fluide. Dans le cas d’'un gaz parfait, deux mé&tbhodt été dérivées, selon que I'on
linéarise ou non I'équation d’évolution de la pression. €&ttéarisation fait intervenir la pres-
sion moyenney, qui devient un parametre supplémentaire du modeéle fixachélle de temps.
On pourrait donc prendre une valeur arbitraire, sans querejoue sur la séquence des évé-
nements. Cependant, afin que le résultat d’'une simulatimésepte la physique du probleme,
on doit choisir la valeur de, vérifiant la loi des gaz parfaits, pour la température carsie.
La méthode utilisant I'équation d’évolution de la presssamble alors plus séduisante, puis-
gu’elle ne fait pas intervenir de parametre supplémenédinglise un échelle de temps fixée par
la valeur instantanée de la pression. Néanmoins la noarlté&e I'équation d’évolution de la
pression sous-jacente demande de prendre plus de déasiminaires lors de la discrétisation
temporelle. La méthode proposée en considérant un fluidenpessible a le double avantage
de faire disparaitre la dépendance de I'échelle de temps/aldar de la pression et d’avoir
une discrétisation temporelle naturelle. Pourtant, Ipation du temps de diffusion du gaz
nécessite de contraindre la pression moyenne afin de gdfanitité du champ de pression,
dans le cas ou on considére une boite fermée. On choisitrfieaked’utiliser la méthode qui
conserve la compressibilité du gaz et qui est basée sur sogetisation temporelle la moins
arbitraire possible : la méthode utilisant la linéarisatte I'équation d’évolution de la pres-
sion d'un gaz parfait. Ce faisant, on accepte de travailles $bypothése d’'une pression dont
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les fluctuations sont inférieures a la pression moyennelle-méme fixée par la température
constante considérée.

3.4 Test de sédimentation

La sédimentation de particules dans un gaz a été utiliséevatider la méthode choisie
(résolution de la linéarisation de loi d’évolution de lagsi®n d’'un gaz parfait) et étudier I'effet
des parametres. La sédimentation d’'un milieu granulairaretest difficile puisqu’il est le lieu
de l'instabilité de Rayleigh-Taylor. Vinninglaret al. [110] ont étudié cette instabilité expéri-
mentalement, en analysant la sédimentation de billes gstyokne dans de l'aic{. FIG. 3.4).
lIs I'ont aussi simulé numériquement a l'aide de la méthoéeetbppée par McNamat al.
[70, 7], en négligeant le frottement interparticulaire wt@les parois, la dissipation d’énergie
étant prise en compte par le coefficient de restitutign

On a simulé la sédimentation de particules circulairesdrnies a I'aide de la méthode
de couplage gaz-grains choisie. L&GF 3.3 montre un instantané de particules en train de
sédimenter. Le systéme étudié est le méme que dans lesengegide Vinninglandt al. :
une boite de Hele-Shaw de dimensions %,8,6 cm, contenant 160 000 particules de diametre
d = 140 pm dont la masse volumique correspond a celle du verre=( 2500 kg.m~3). Les
parois de la boite sontimmobiles de sorte que les condiioréimites pour le gaz sont définies
par un gradient de pression nul sur tout le bord. Le fluideraatua boite est de I'air, en
conditions normalese. a une température constante de 20°C. La pression moyennerest d
la pression atmosphériquey(= 10° Pa), la viscosité du fluidg = 1,8 x 107° Pa.s et la
masse volumique du fluide; = 1,204 kg.m™®. Le coefficient de frottement est 0,3 entre les
particules et 0,5 avec les parois. On a utilisé la méthode NSCine loi de choc avec un
coefficient de restitution normal, = 0,05 pour traiter la phase solide. Les particules sont
disposées initialement dans une configuration rectangulampilement local triangulaire) et
remplissent la partie haute de la boite. Ensuite, on lesda@mber sous I'action de leur propre
poids. La simulation a été réalisée avec un pas de telips 5 x 107 s et des éléments
quadrangles a quatre nceuds, carrés, defc¢éte€2, 5d. Elle a duré environ 60 jours en utilisant
une version parallélisée du solveur granulaire (LMGC90Bguocesseurs cadencés a 2,3 GHz
et a occupé 2,7 Go de mémaoire vive.

Quand les particules commencent a tomber, les couchesulebasses accélérent et se dé-
tachent du reste de I'échantillon. Ce processus se répétedagen proche du bas vers le haut
de I'échantillon, qui se divise alors en plusieurs couclmizbntales séparées d’étroites bandes
de fluide. Parallélement, des structures en colonne, coreties de la k. 3.3, apparaissent et
se développent. Elles génerent des bulles de gaz piégé’daharitillon granulaire et situées
au-dessus des strates de particules déja déposées au farubite. Les bulles remontent ainsi
a mesure que le dépdt s’épaissit.

L'instabilité provient du fait que la force exercée par ledisur les particules décroit quand
la porosité augmente. En effet, en combinant les équat®as), (3.14) et (3.53), et en utilisant
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Fic. 3.3— Un instantané d’'une simulation de sédimentation (gauche) : 160 0000 fesrtiombant
dans I'air. Le code couleur indique la vitesse moyenne des particules pbieicelles au repos, rouge
pour celles ayant atteint la plus grande vitesse et vert pour celles thutae vitesse intermédiaire. Un
agrandissement de la partie encadrée (droite) montre les structurdsmmeco

la perméabilité donnée par la loi de Kozeny-Carman (3.41pkdient I'expression suivante de
la force exercée par le fluide sur un élément de volume :

— _
Ff_>5 = —%V,&lqs—zas ﬂ)f/s, (3157)
ou V' est le volume de I'élément considéré. Dans le régime stadiioa (apres le transitoire),
cette force est contrebalancée par le poids de I'élémgntLa vitesse de chute terminale est
donc donnée par
_d*>mg ¢
TR0V 1 — 6

En négligeant la masse du fluide devant la masse des pastietilen remarquant que cette
derniére peut s’écrirg;cV = ps(1 — ¢)V, on obtient une expression approchée plus simple de
cette vitesse terminale :

_d? pegd?

Uy =
180 u

Cette expression implique gue augmente avec la porosité. Le processus de séparation com-
mence aux frontiéres entre I'échantillon granulaire etdal# “pur” puisque la porosité y est
légérement plus élevée que dans le reste de I'échantillstadcélere ensuite, le départ d'une
couche ayant généré une nouvelle frontiere possédant leesngropriétés que la précédente.
De la méme facon, la porosité étant plus faible a I'extrémés “doigts” les plus avanceés, les
particules situées a la frontiere la plus basse de I'édi@nte séparent les unes des autres. Ce

, (3.158)

(3.159)
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Fic. 3.4 — Instantanés de l'instabilité de Rayleigh-Taylor obtenus par I'expérjetie@rés [110]
(gauche) et la simulation numérique (droite).

phénomene est a I'origine de la digitation ou formation decstires en colonnes. On observe
sur la HG. 3.3 a la fois les colonnes et les couches qui se sont sépgarttedes colonnes.

Les structures en colonnes sont visibles quand la tailleétsents.© est petite devant la
largeur de la boitd,, ou de facon équivalente quané correspond a un faible nombre de dia-
metres de particuld. Afin d’étudier I'influence de:, on a simulé la sédimentation de 10 000
particules, avec les mémes paramétres que pour I'éclmantit 160 000 particules, dans une
boite plus petite en gardant le méme rapport d’aspect, pairejtailles d’éléments différentes
he = 1,25d ;2,5d ;5d et 10d. La FIG. 3.5 montre trois instantanés pour chaque simulation.
Dans tous les cas, on observe le phénoméne de séparationatesoles colonnes sont ab-
sentes pouh® = 10d. Elles apparaissent a partir & = 5d et deviennent plus marquées a
mesure que le rappokf /d diminue.

La vitesse de sédimentation est la vitesse de chute de laedaplus haute de I'échantillon
granulaire. On a utilisé la hauted de la particule la plus haute pour suivre la trajectoire de
cette couche. La IE. 3.6 montre les variations dH en fonction du temps pour les quatre
simulations avec I'échantillon de 10 000 particules. Dauns es cas, aprés un transitoire initial,
la hauteur diminue linéairement avec le temps pendant |étd#gs particules. La vitesse de
sédimentatiom, est constante pendant cette phase et pratiguement indégentt la taille des
élémentsi©. Elle diminue jusgu’a s’annuler quand le gaz piégé dans lssmatteint la couche
supérieure. Les différences entre les quatre simulatiefietent I'effet de taille finie. La courbe
obtenue pouh® = 2, 5d est assez proche de celle obtenue goue 1,25d. Cela signifie que
I'effet de taille finie est négligeable poaf < 2, 5d. D’un autre coté, la taille d’élément doit
étre prise suffisamment grande pour que la porosité soitieéfia. I'élément doit fournir un
volume élémentaire suffisant pour considérer un fluide @&l régi par une loi de type Darcy
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he=1.25d he=25d he=5d he=10d

t=0.02s

0.1s

t=0.3s

Fic. 3.5— Des instantanés des particules en cours de sédimentation pour trois idiftérests de
I’évolution des quatre simulations, chacune réalisée avec une taille d’élémdiffiérente.

cf. section 3.3.2.2). La taille de maill¢ = 2, 5d suggérée par Vinningland [109] semble donc
étre un choix raisonnable que la présente analyse confirme.

L'équation (3.159) fournit une valeur approchée de la gitede sédimentation de I'échan-
tillon entierv,, i.e. obtenue en prenant sa porosité moyeanke fait quev, soit indépendant
de la taille d’élémenke signifie que la couche la plus haute n’est pas instable. Afiérdnce
de I'analyse numérique initiale de Vinninglaatal,, basée sur la méthode de McNameral.,
la présente analyse pourrait étre conduite pour des éltbastpolydisperses, des particules
polyedriques et pour un domaine dont les frontieres setrdeeforme quelconque.

3.5 Conclusion

On a proposé trois nouvelles méthodes numérigues pouresiheglécoulements gaz-grains,
basées sur deux modélisations du fluide : gaz parfait ou fln@enpressible. Chacune couple
un code aux éléments discrets, pour calculer la cinématgagarticules, a un code aux élé-
ments finis, pour résoudre I'équation d’évolution de la pi@s. Dans le cas d’'un gaz par-
fait, cette derniére est non-linéaire. On peut dans ce cagedéleux méthodes selon qu’elle
est résolue directement ou linéarisée. L'évolution du ghal pression du gaz est calculée a
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FiG. 3.6— Evolution de la hauteulf (en cm) de la particule la plus haute en fonction du temps t (en s),
pour les quatre simulations montrées suria.rR3.5.

I'échelle mésoscopique, et le mouvement des particuleschdlle microscopique. On a établi
les équations du modeéle, dans le cas d'un gaz parfait, paapmeche originale, qui a per-
mis I'extension aux cas d’échantillons polydisperses dad#éhode initialement proposée par
McNamaraet al. [70, 7]. Cette nouvelle approche a aussi permis de dériveragefa adapté
aux cas de fluides incompressibles. Lutilisation d’'unehnde aux éléments finis permet de
traiter des domaines fluide de géométrie quelconque. Ldsauiés développées font dialoguer
deux échelles et deux discrétisations spatiales, et ort déoessité la définition rigoureuse
d’opérateurs d’interpolation et de localisation. L'impléntation de ces méthodes au sein de la
plate-forme LMGC90 a aussi été discutée.

Le choix d’'une méthode modélisant la compressibilité duegdoasée sur une discrétisation
temporelle la moins arbitraire possible, a permis de dégage seule méthode pour réaliser
les études ultérieures. Elle a été validée sur un test densétition bidimensionnel, mettant
en jeu un grand nombre de particules, dans une boite fermé&esCa aussi permis d'étudier
l'influence de la taille des éléments sur la qualité de la &tan. Il a ainsi été établi que
les effets de taille finie impactent la finesse de I'écoulenobitenu, bien que le résultat reste
qualitativement correct. Il a toutefois été confirmé quecigle empirique, consistant a choisir
une taille d’élément

h¢ =2,5d, (3.160)

dans le cas d’éléments quadrangles a quatre nceuds catm@ss@snable. Cette taille est a la
fois suffisamment petite, pour assurer la convergence dfagmiet suffisamment grande pour
garantir la validité de la notion de fluide homogéne équivalik s’agit ici d’un résultat poten-
tiellement significatif de cette étude : le volume élémertedprésentatif permettant de traduire
par la loi de Darcy la rhéologie équivalente d’un écoulentEnStokes dans une matrice gra-
nulaire contiena minima6 a 7 particules (2,% 2,5). Ce résultat nécessiterait d’étre confirmé
dans le cas tridimensionnel et pour des géométries de partcitres que circulaires. Dans le
chapitre suivant, on utilise cette méthode pour étendrealiese du chapitre précédent au cas
saturéj.e. en présence des gaz de fission.
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4.1 Introduction

On a proposeé dans le deuxiéme chapitre un probléme modgtesaet sur I'étude des écou-
lements dans une géométrie de silo, pour étudier la rekatadn. Cette approche a fourni une
premiere réponse, sous la forme d’'une estimation du taueldealisation, mais ne tient pas
compte de la présence des gaz de fission. Une méthode deg®(ipide-grains a ensuite été
développée dans le troisieme chapitre. Ce chapitre promosediétendre I'analyse précédente
au cas de particules immergées dans un gaz.

On présente dans une premiéere partie une méthode pour ebiirihéence de la présence
du gaz, a partir d’'une simulation réalisée dans le cas sand gaseconde partie présente une
comparaison avec un calcul, réalisé en utilisant la métinoadeérique de couplage gaz-grains
développée précédemment.

4.2 Premiéere estimation de I'influence du gaz

On considere une colonne de grains, de hauteur suffisamaibtg pour que I'effet Jans-
sen n’intervienne pas. Dans le cadre d’une approximatiompanilieu continu, on peut alors
exprimer la massé/ des grains au fond de la colonne :

M (z) = pscSz, (4.1)

ou p, est la masse volumique des graingst la compacité$ est la section de la colonne et
sa hauteur. La pression exercée par les grains sur le fond du silo s’écrit

S == ) 4.2
ps(2) 5 (4.2)
ou g est l'intensité de I'accélération de gravité. On a donc :

ps(z) = pscgz. (4.3)
Une estimation du gradient de la pression exercée par lesgrar le fond du silo est donc :

Aps . ps(z> B ps(o) .
A, = 0 = psCg. (4.4)

Cette derniere relation montre que la pression de confinethégeind linéairement de I'intensité

de l'accélération de gravité. En interprétant ce gradiemmrssion comme la manifestation de
la présence du fluide de gradient de presgign/Az, on se rend compte que I'on peut simuler
le cas saturé en modifiant I'intensité de I'accélérationmdeitg, par une décomposition additive
(effet de la gravité auquel s’ajoute I'effet du gradient degsion dans le fluide) :

1 Apy

g*=g+pcAZ. (4.5)
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FIG. 4.1- Evolution de la taille moyenne d’avalanche en fonction de I'ouverture ricm@eadans le cas
de I'estimation de I'influence de la présence du gaz par un calcul sec.

La pression des gaz de fission est estimée a 80 bars en haatydn cilu combustible. Lors
d’'un APRP, la mise a I'équilibre avec la pression régnant ¢aneeur du réacteur, la fait chuter
a 1 bar a hauteur du ballonnement, si celui-ci est fissuréallerimement apparait en général a
mi-hauteur du crayon, soit a 2 m de la zone ou la pression esinée On peut donc s’attendre
a un gradient de pression d’environ 40 bar'mNéanmoins, on ne connait pas la répartition
de la pression dans le crayon. La structure de I'empilemestfthgments peut donc ne pas
autoriser la percolation des fissures, mettant cette esbimen échec.

On choisit donc de travailler avec un gradient de pressibitraire Ap;/Az = 9p,cg, cor-
respondant a une intensité de I'accélération de grgvité 10g, dans le cadre de I'estimation
précédentedf. équation (4.5)). De nouvelles simulations d’écoulemenisdame géométrie de
silo, détaillées dans le deuxiéme chapitre, ont été eestuen utilisant I'intensité de I'accé-
Iération de gravitg*, et en conservant les autres parametres inchangésid.adR. présente
I'évolution de la taille moyenne d’avalanche en fonctionldeverture normalisée obtenue.
L'estimation proposée dans le deuxiéme chapitfedquation (2.8)) est représentée, en gardant
les mémes valeurs des coefficients, par une ligne continuladuG. 4.1. On constate que
cette estimation approche convenablement les points adbien Cette concordance montre la
pertinence de laormalisationutilisée dans le deuxieme chapitre.

4.3 Simulation couplant gaz et particules

On a réalisé quelques simulations d’écoulement dans unadée de silo, en tenant ef-
fectivement compte de la présence du gaz par la méthode giageifluide-grains développée
dans le troisieme chapitre. On a conserve les mémes paesmp&twr le fluide que dans I'étape
de validation de la méthode numériguie, on continue a travailler avec de l'air. Afin de rester
dans le domaine de validité de la méthode, la masse volundigsi@articules est la méme que
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FIG. 4.2— Maillage utilisé pour la résolution de I'équation d’évolution de la pressionadu g

dans I'étape de validatiomg. on continue a travailler avec des billes de verre. La distidin
des rayons des particules utilisée dans le deuxieme chapété conservée, mais le diamétre
maximum a été fixeé d,,,, = 140um, pour les mémes raisons que précédemment.

Le domaine occupé par le fluide est composé de l'intérieuildesde I'orifice. On a choisi
de travailler avec un gradient de pressidbp/Az = 9p,cg. La différence de pression entre le
haut et le bas du domaine fluide est donc donnée par

Ap = 9pscgHy, (4.6)

ou Hy est la hauteur du domaine fluide. On a donc numériquedygrt 1000 Pa. Les condi-
tions aux limites pour la phase fluide sont un gradient despashul le long des parois du
silo, et une pression imposéepa= py etp = py + Ap, respectivement en bas et en haut du
domaine. On considéere quep est négligeable devapt, puisqu’il représente 1% de celui-ci.
Les conditions aux limites choisies sont donc en accord Bwggothése que les fluctuations
de pression sont trés petites devant la pression moygnr@n peut ainsi utiliser la méthode
basée sur la linéarisation de I'équation d’évolution derkspion d’un gaz parfait. Le domaine
fluide est discrétisé par un maillage en triangles a troisdspggénéré a I'aide du mailleur Gmsh
[36, 40]. Un exemple de maillage est présenis.H.2.
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FIG. 4.3— Evolution de la taille moyenne d’avalanche en fonction de I'ouverture ricm@eadans le cas
des simulations réalisées en utilisant la méthode de couplage fluide-grains.

La FIG. 4.3 présente |'évolution de la taille moyenne d’avalanehdonction de I'ouver-
ture normalisée obtenue a partir des simulations utilisamtéthode de couplage fluide-grains.
L'estimation proposée dans le deuxieme chapitfedgquation (2.8)) est représentée, en gardant
les mémes valeurs des coefficients, par une ligne contimla BiG. 4.3. On constate que cette
estimation approche encore bien les points obtenus.

Afin d’expliquer cette concordan@epriori surprenante, on a cherché la corrélation entre la
composante verticale des vitesses normalisées des pesticia sortie du silo,,; et I'ouverture
normaliséeR. On rappelle qu’elle est a I'origine de la loi de Beverloo sudébit, expliquant
la forme de la corrélation entre la taille moyenne d’avahencV) et R. La FIG. 4.4 présente la
moyenne de,,; en fonction deR, pour les ouvertures considérées. On note qu’ici les \atess
sont normalisées pay (d)g*, puisque l'accélération de gravigé donne, par construction, I'in-
tensité de la somme du poids des grains et des forces exgraeksfluide sur les grains. La
ligne continue sur la 6. 4.4 représente la fonction obtenue par (2.5) qui approde Ibs
points, que I'on rappelle ici :

Vout = Cyr/5(R — R.). 4.7)

La valeur de la constantg, /s, dans ce cas est environ 1,45. Cette valeur est plus impertant
que dans le cas sec (rappel’;y/s ~ 1,25). Ce résultat montre que dans le cas saturé la loi
de Beverloo reste valide et la distribution des durées de "@gieodlement est sensiblement la
méme, mais que les particules sortent du silo avec une eipdss grande que dans le cas drainé.

On en conclut qu’il existe bien un effet moteur des gaz, maise modifie pas la statistique
d’avalanche, il accélére seulement la vitesse de rel@talis
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FiG. 4.4— Moyenne de la composante verticale des vitesses normalisées des sdtiadertie du silo
en fonction de I'ouverture normalisée. La ligne continue représenteamutidn obtenue par (2.5) qui
approche bien les points.

4.4 Conclusion

On a présenté deux méthodes pour prendre en compte la peédesnigaz de fission dans
I'étude de stabilité réalisée dans le deuxieme chapitregpreaiere méthode se base sur une
relation linéaire entre le gradient de pression exercé gmpérticules sur le fond du silo, et
l'intensité de I'accélération de gravité. Elle consiste @difier cette derniére pour représenter
un gradient de pression fluide constant, renforgant la gral/iévolution de la taille moyenne
d’avalanche, en fonction de I'ouverture normalisée, olepar cette méthode est bien appro-
chée par I'estimation proposée dans le deuxieme chapitre2stétat découle de la pertinence
de la normalisation utilisée dans ce chapitre.

La deuxieme méthode consiste a utiliser la méthode de cgeiflaide-grains développée
dans le troisieme chapitre pour prendre en compte effentw la présence du gaz. Elle a
été utilisée dans un cas comparable au cas précédent eti doamssdes résultats en accord
avec l'estimation proposée dans le deuxiéme chapitre. €ettende étude permet une analyse
plus fine de la cinétique de relocalisation. En particuliere étude des vitesses a la sortie du
silo a permis de montrer que la loi de Beverloo est encore gérdans le cas saturé et que la
distribution des durées de vie d’écoulement est inchangées que les vitesses des particules
a la sortie du silo sont plus élevées.

La conclusion pour I'application au probleme de la rela&ztion, est que I'estimation de la
guantité de combustible relocalisée donnée dans le deexibapitre, reste valide dans le cas
saturé. Elle renforce méme sa validité. L'estimation ps#gopour le taux de relocalisation en
'absence de gaz supposait que toute la quantité moyenndéécdurant I'avalanche avait le
temps de se relocaliser dans le ballon. Cette suppositiaamets compte de la durée réelle de
la situation accidentelle et s’appuie donc sur une relsatbninstantanéel’étude conduite ici
montre qu’en présence des gaz de fission la vitesse de liskiaai est plus élevée et renforce
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donc I'hypothése d’instantanéité.
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Bilan

On a réalisé une étude numérique et physique du problémdamlisation du combus-
tible dans le cas d’'un accident de type APRP, dans le cadrdisérge la géométrie de silo.
On a proposé une procédure permettant de redéclencheulbdéoent suite a des blocages et
ainsi pu étudier un grand nombre de phases d’écoulement @edlyse a permis de décrire
le débit d’écoulement comme une fonction de I'ouverture ecoed avec la loi de Beverloo,
aussi bien dans le régime de blocage que dans la transitisn’@eoulement continu. On a
proposé une nouvelle explication de la forme de cette l@ipsEk a la gamme d’ouvertures étu-
diée, basée sur I'analyse des vitesses des particules gindw silo. Les données collectées
montrent que la densité de probabilité des tailles d’avdamormalisées par la taille moyenne
d’avalanche est une exponentielle indépendante de I'twreeila taille moyenne d’avalanche
diverge a I'approche d’une ouverture critique. La comtsoaide la loi de Beverloo et d’'une
divergence en loi de puissance pour les durées de vie d&meult a permis de proposer une
fonction qui approche correctement les données obtenweplus, on a montré qu’'un modele
statistique décrivant le passage des particules commeagegsus sans mémoire fournit une
fonction intrinseque qui approche de pres la statistigaealanche. Ces résultats issus de simu-
lations numériques sont en accord avec les résultats expétaux de Zuriguedt al.[118]. On
a proposé une modélisation simplifi€e du ballonnement péaintede borner puis d’estimer la
fraction de combustible relocalisable lors d’'un accidpoyr un taux de combustion donné. Le
résultat concret de cette étude appliquée est en trés bordaaeec les connaissances expéri-
mentales dans le domaine de la relocalisation du combestildiéaire en situation accidentelle
de type APRP.

L'analyse précédente a été réalisée sans tenir compte dédarnee des gaz de fission. On
a donc proposé trois nouvelles méthodes numériques poumidagion des écoulements gaz-
grains, basées sur deux modélisations du fluide : gaz patfditiide incompressible. Chacune
couple une résolution par éléments discrets, pour la pludisie sa une résolution par éléments
finis, pour la phase fluide. On a proposé une nouvelle dévivate I'équation d’évolution de
la pression, seule variable caractérisant le fluide, quirmised’étendre la méthode de McNa-
maraet al.[70, 7] aux systemes polydisperses et aux fluides incompiessLe choix d’'une
méthode aux éléments finis permet de plus de traiter des demde géométrie quelconque.
La volonté d’utiliser une méthode modélisant la comprelsltu gaz et basée sur une discré-
tisation temporelle la moins arbitraire possible a permislégager une seule méthode pour les
analyses ultérieures : la méthode utilisant une linéaoisate la loi d’évolution de la pression
obtenue pour un gaz parfait. Elle a été validée sur un tegtdiengntation bidimensionnel met-
tant en jeu un grand nombre de particules. Ce test a aussigp@’étudier I'influence de la taille
des éléments sur la qualité du résultat. On a ainsi obsee/teqeffets de taille finie controlent
la finesse de I'écoulement obtenu, bien que le résultat ppetbtativement correct. On a ce-
pendant pu établir que la régle consistant a choisir desefitnte taille égale a cing rayons
de particules, dans le cas d’éléments quadrangles a quatrdsicarrés, constitue un choix rai-
sonnable. Bien que ce résultat nécessite d’étre confirmélgssituations tridimensionnelles,
on peut envisager qu’il constitue une bonne estimation daille du volume élémentaire re-
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présentatif permettant de modéliser un écoulement de géatmans un réseau granulaire par
une loi de Darcy.

L'analyse de stabilité réalisée sans fluide, a été repriseeeant compte de la présence
des gaz de fission. Pour ce faire, deux méthodes ont été géeisd_a premiére se base sur une
relation linéaire entre le gradient de pression exercékepaarticules sur le fond du silo et I'in-
tensité de l'accélération de gravité. Elle consiste a mexddette derniére pour représenter un
gradient de pression fluide constant, renforcant la gravitéleuxieme méthode consiste a uti-
liser directement la méthode de couplage gaz-grains péepga®cédemment. L'évolution de la
taille moyenne d’avalanche, en fonction de I'ouverturenmalisée, obtenue est bien approchée
par I'estimation proposée précédemment, dans les dewbDeas. le cadre de I'utilisation de
la méthode a accélération de gravité équivalente, ce atsldtoule de la pertinence de la nor-
malisation. Dans le cadre de la méthode directe de couplEmgmgins, une étude des vitesses
des particules a la sortie du silo a permis de montrer que tiel®everloo est encore vérifiée
dans le cas avec fluide et que la distribution des durées d#&deulement reste inchangée,
alors que les vitesses a la sortie du silo sont plus éleveetdD#at montre que I'estimation
du taux de combustible relocalisable reste valide en poésdas gaz de fission. L'estimation
obtenue dans le cas sans gaz ne tenait pas compte de la ceil@eed accident et s’appuyait
donc sur une hypothése d’instantanéité. Le fait que la poesdes gaz de fission augmente les
vitesses d’écoulement des particules renforce cette hgpetet augmente donc la pertinence
de I'estimation. L'effet moteur des gaz ne joue pas sur lassigue d’écoulement mais sur la
vitesse de relocalisation. La conclusion appliquée des astide indique que le taux de relo-
calisation durant un accident de type APRP n’évolue plusea-dfun taux de combustion de
20000 MWij/tU et gqu’il se situe aux alentours de 50%.

Perspectives

Une perspective a cours terme est de renforcer I'analysefait® dans le cadre de la géo-
métrie de silo, en réalisant de nouvelles simulations. ditehintervalle des ouvertures étudiées
permettrait de confirmer les tendances observées. Represdsgnulations déja réalisées sur
des durées plus longues pourrait permettre de confirmasténce de I'ouverture critique.

Une perspective a moyen terme est d’étendre les développemialisés dans le cadre de
'analyse de stabilité et des méthodes de couplage gamsgsiccessivement aux polygones,
au cas tridimensionnel et enfin aux polyedres. Les méthoéesappées ont été congues dans
le but d’étre suffisamment génériques pour ne dépendre iai gédmeétrie des particules, ni du
nombre de dimensions spatiales. L'implémentation de censions sera facilitée par I'évo-
lution de I'architecture de la plate-forme LMGC90 vers plues généricité, actuellement en
cours. En ce qui concerne la méthode de couplage gaz-gda@sgroblémes de modélisation
s’ajoutent au problemes techniques. On peut utiliser undifioation de la loi de Kozeny-
Carman pour I'étendre aux polyedres, en introduisant lt&ckx sphéricité [28], mais il est plus
difficile de proposer une méthode pour calculer les momesssfarces exercées par le fluide
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sur les particules.

Enfin, une perspective a plus long terme consiste a reprdiégtinde de stabilité avec un
échantillon de fragments réalistes. Le point clé réside tmmorphologie du milieu granulaire
généré par fragmentation des pastilles de combustibléaditsd’un milieu & compacité tres
grande. L'extraction d’une bibliotheque de fragments aipde radiographies de crayons réels
peut constituer une premiere étape. Mais elle ne fournihanguinformation tronquée. On a
aussi besoin des conditions initiales en termes de forcesmtact. Ce type d’information ne
peut étre obtenue que par le biais de la simulation numérlgudéveloppement de méthodes
et d’outils numériques permettant de modéliser la tramsit’'un milieu continu vers un mi-
lieu discret devient alors nécessaire. L'objectif estrd’@n mesure de faire évoluer un milieu
continu maillé (approche éléments finis classique) vers ilieurfracturé (approche éléments
finis avec discontinuités géométriques) puis vers un miisaret (approche éléments discrets
avec grains déformables).

Pour modéliser la fissuration, deux approches sont classigat distinguées : les approches
globales et les approches locales. Parmi les approchealginlon peut citer la mécanique de la
rupture, qui permet d’aborder le probleme d’une facon aitplg, mais qui repose sur un cer-
tain nombre d’hypothéses parfois peu compatibles avecabigme concret [63]. Les méthodes
locales permettent de traiter la propagation de la fissueetdiment au travers de la discrétisa-
tion spatiale. On peut ainsi enrichir la dicrétisation désnents finis pour rendre compte de la
fissure, soit directement dans I'élément : méthode X-FEMténded Finite Element Methpd
[93], soit & I'interface entre les malilles, alors consiégréomme des corps indépendants, en
introduisant des modéles de zone cohésive (CZM) : méthodéléeents finis volumique co-
hésifs. Dans ce dernier cas la fissure se propage entre essdam maillage, endommageant
progressivement les liens de cohésion [84]. Récemment utiedeappartenant a cette classe
a été développée par Topat al, la méthode LEM I(attice Element Methgd qui propose de
discrétiser la matiere par un nuage de points, reliés enkrpar des éléments unidimensionnels
endommageables [104]. Elle est congue pour simuler desdeditacturation complexes (test de
Nooru-Mohamed) [103], son atout principal résidant dansapalité. Elle présente cependant
des difficultés pour remonter, a partir des grandeurs viedies manipulées a I'échelle locale,
les grandeurs tensorielles nécessaires a I'écriture daime comportement macroscopique.

Les difficultés posées par I'application des méthodes dgatace problemes(g.la néces-
sité d’'un critere d’'amorcage) ed, contrario, la pertinence des approches locales dans le cas
une physique complexe aux plus petites échelles [1], fortedederniéres des méthodes per-
formantes pour la modélisation “continu-discret”. En fmautfer, des travaux antérieurs menés
conjointement par 'IRSN et le LMGC, ont montré que la méthodrimique-cohésive était
extrémement prometteuse dans le cas de I'étude fine de leatissudes matériaux constituant
les crayons combustibles [84]. Un avantage supplémertail® méthode volumique-cohésive,
dans le cadre de ce probleme, vient de ce que sa mise en cepuse I=ur un formalisme
identique a celui des €léments discrets. Il suffit alorsrd’éapable de considérer un fragment
connexe du matériau fissuré comme une structure discraie pptenir la mésostructure sou-
haitée. En marge de ce travail de thése, un premier pas aafig&r@ans cette direction dont les
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FiG. 4.5— Exemple d'utilisation de I'ébauche de I'outil de reconnaissance de fraigm@n part d’'un
cylindre, représentant une pastille de combustible, coupé en deux,qugrpdeession des éléments situés
dans le plan médian (gauche). L'algorithme a été capable de différentfead@sents restants (droite).

grands traits sont rapidement évoqués.

L'ébauche d'un outil permettant la reconnaissance de feagsnd’'un corps maillé fissuré
a éeteé réalisée. Cet outil été concu dans I'optique de pastitian calcul de type LEM. Dans
le cadre de cette méthode, la matiere est condensée aux wloevéseau, mais on conserve
la notion de volume pour sa représentation graphique, eérggnune triangulation dont ils
sont les sommets. En supprimant les volumes portant desdessés, on parvient a représen-
ter graphiguement les fissures comme l'absence de matiesefragments issus d’un calcul
LEM peuvent donc étre vus comme les composantes connexegiphe ; typiguement, les
sommets sont les tétraédres et les arétes sont les faceputaaes. L'ébauche développée re-
pose donc sur un algorithme d’inondation de composanteseses et a été réalisée a l'aide
de la bibliotheque CGALGomputational Geometry Algorithms Librarfd 7], fournissant les
structures de données et les fonctions nécessaires awpadss différents éléments d’une tri-
angulation (nceuds, faces triangulaires ou tétraedrek)Jt2exemple d’utilisation de cet outil
est présenté sur lai&. 4.5 (images réalisées a I'aide du module de post-traiteneiGmsh
[36, 40]).

Ce probléme recouvre un certain nombre de points durs doierets indiqués ci-dessous.

— Les caractéristiques intrinséques du matériau (nonrité¢arésence de pores pressuri-
Sés, etc.), ainsi que les phénoménes physiques en jeu (sttEnipmpérature, rayonne-
ment, etc.) nécessitent des lois de comportement nonilesa@dont les parametres doivent
étre identifiés afin d’obtenir un comportement réaliste. @omant le traitement du com-
portement multi-physique, on pourra s’appuyer sur I'appeovariationnelle développée
par L. Stainier et disponible dans la bibliotheque MatLi][@insi que les modeles po-
roélastoplastiques pour le combustible obtenus par Vineeal. [108]. La mécanique
fortement non linéaire multi-physique pose en elle-ménsgeblemes de temps de cal-
cul.
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— Les spécificités de la structure (3D, multicontact, etégassitent une stratégie de mo-

délisation numérique adaptée. En particulier, la tramsithilieu fracturé-milieu discret
requiert des modeéles de dilatance associés a un traiteroemégularisé ni pénalisé du
contact frottant entre blocs afin de substituer a des gramaatphologie complexe des
corps polyédriques de comportement similaire.

La présence d’une multitude de fissures de tailles tretepetevant la taille de la structure
et dont on cherche a modéliser I'apparition et la propagatiécessite des discrétisations
spatiales et temporelles fines. Pour cette partie on poamréférer aux développements
théoriques issus de la collaboration LMGC-IRSN présentéeéplgmment [85]. La fi-
nesse de la discrétisation temporelle nécessaire peutergnohibitive I'utilisation des
schémas implicites habituellement utilisés dans la m&MNECD. Ceci est d0 au temps
de calcul consommé par le traitement spécifique de la né@adité de la loi de com-
portement (boucle de Newton-Raphson). On pourra alors sedouwers des schémas
explicites, dans I'esprit des travaux de Carpertal. [16].

La génération d’ondes (compression, cisaillement, Rgly)dors de la fissuration, et leur
propagation en milieu fissuré et discret avec une forte béééité de maillage est un
probléme délicat. Il s’agit notamment de maitriser I'effet’hétérogénéité de la discréti-
sation spatiale sur ces ondes de maniere a quantifier laédalrésultat de la simulation.
La transition “continu-discret” nécessite la définitionatitéres pertinents permettant de
déterminer : (1) 'occurrence d’une fissuration saturéer poucorps maillé, et (2) les
modalités de passage a une description simplifiée.
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Titre : Ecoulement confiné d’un matériau granulaire en interaction avec un gaz, application a
la relocalisation du combustible nucléaire.

Résumé :Ce travail de thése est consacré a I'étude des écoulements biphasajoesygz dans un
régime de blocagggmming. Ce régime — caractérisé par un écoulement interrompu en temps fini et
fréquemment rencontré dans la nature ou les applications industriellessenfgéin caractére stochas-
tique. Sa compréhension nécessite la mesure de son débit, de ses flusiadieta probabilité d'arrét
liée a la géométrie de confinement, a la microstructure granulaire et au gattieletJne approche nu-
mérique discréte couplant la méthode de la dynamique des contacts nbares@ion Smooth Contact
Dynamic$ pour la dynamique des particules et une méthode mésoscopique de typgemendguiva-
lente pour le gaz est développée. La statistique d’écoulement obtermngbest accord avec des résultats
expérimentaux de la littérature : le débit vérifie une loi de puissance antéssa fonction de I'ouverture
avec un débit moyen affecté par la présence du gaz. Ces résultats sigigintitatifs sont appliqués a
I'estimation du taux de relocalisation du combustible nucléaire fragmenté etéatadns son tube-gaine
présentant un ballonnement local suite a une situation accidentelle de type®Réfrigérant Primaire.

Mots clefs : matériaux granulaires, blocage, éléments discrets, couplage fluide;gtéments finis,
relocalisation.

Title : Confined dense particle-gas flow, application to nuclear fuel elocation.

Summary : In this work, we investigate particle-gas two-phase flows in the jamming regireeawh
the flow stops in finite time. In this regime, which occurs quite often in nature aluirial applications,
the flow is stochastic and needs therefore to be characterized by the jamrmuoliaipitity as well as the
flow rate and its fluctuations that depend on the confining geometry, gramideostructure and gas
properties. We developped a numerical approach based on the coapling Non Smooth Contact
Dynamics for the solid phase and a mesoscopic method for the gas phaBed\at the flow rate as
a function of the opening is well fit by a power law in agreement with repagigetrimental data. The
presence of a gas affects only the mean flow rate, the flow statistics beisiplgehe same as in the
absence of the gas. We apply our quantitative statistical results in ordstintate the relocation rate
of fragmented nuclear fuel inside its cladding tube as a result of a lolabhacaused by an accident
(loss-of-coolant accident).

Keywords : granular materials, jamming, discrete element method, simulation of particulate flows,
finite element method, relocation.
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