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Introduction générale

Les récentes avancées technologiques en termes de procédés d’acquisition, de
transmission et de stockage génerent actuellement une profusion de données de
tous types et de toutes natures. Celles-ci proviennent de différents domaines comme
I'imagerie numérique, la bioinformatique, l'informatique graphique ou encore les
réseaux complexes (sociaux, biologiques ou informatiques).

Cette grande quantité d’information produite, loin d’étre volatile, est désormais
stockée dans des bases de données et les défis actuels que posent ces données
consistent a les traiter, les classer, les analyser ou encore a en extraire des connais-
sances.

Ces données sont, d'une maniere générale, de grandes dimensions en terme de
volume et de description. Ces aspects constituent un obstacle majeur pour leurs
traitements et leurs analyses. Une autre de leurs caractéristiques est qu’elles peu-
vent étre complexes et de différents types rendant le choix d'une représentation
commune difficile. Néanmoins, ces données sont discretes : elles le sont par nature
ou par la nécessité de discrétisation d’un phénomene initialement continu.

Ainsi, une structure naturellement adaptée a la représentation de données dis-
cretes réside dans 1'utilisation des graphes. Les sommets d’un graphe permettent de
représenter un ensemble de données et les arétes rendent compte de leur proximité
(la figure 1.1 montre des exemples de graphes permettant de représenter différents
types de données et de domaines). Nous retrouvons cette structure dans différents
domaines d’applications tels que l'étude des réseaux complexes [Newman et al.,
2006], 'apprentissage des bases de données [Chapelle et al., 2006] ou encore le trai-
tement des images et la vision par ordinateur [Jolion et Rosenfeld, 1994].

Il existe différentes méthodes de traitement et d’analyse dépendantes du type
de données et de leur représentation. Nous nous intéressons dans ce manuscrit a
deux familles de méthodes : d'une part, celles basées sur la théorie des graphes et
l'analyse spectrale et d’autre part, celles basées sur les modéles variationnels et les
équations aux dérivées partielles définis dans le domaine continu et appliqués au
traitement et a I'analyse des images. La premiere famille de ces méthodes integre
directement la nature discrete des données alors que la seconde la modélise dans le
domaine continu.

Les travaux présentés dans ce manuscrit se situent entre ces deux familles de
méthodes et nous proposons de transcrire, d’adapter et d'unifier les modeles définis
dans le domaine continu vers des modeles discrets par 'utilisation des graphes.
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F1G. 1.1: Exemples de graphes représentant des données organisées ou non. Parmi
les exemples, nous pouvons trouver des graphes représentant des réseaux sociaux,
des nuages de points, des maillages, des bases de données et des images (graphe
grille, graphe des composantes connexes).

Méthodes basées sur la théorie des graphes

Dans le domaine de l'analyse, du traitement, de la classification et de I'appren-
tissage de données, de nombreuses méthodes basées sur des graphes ont été propo-
sées. Elles sont basées sur des concepts et des méthodes provenant de la théorie des
graphes et de 1’analyse spectrale et exploitent les propriétés spectrales du Laplacien
ainsi que les modeles de diffusion associés.

Ces méthodes sont devenues trés populaires pour de nombreuses applications
telles que la réduction de dimension, le regroupement de données similaires ou
la classification. Le lecteur intéressé par plus de détails sur ces méthodes pourra
se référer, par exemple [Belkin et Niyogi, 2003, Lafon et Lee, 2006, Shi et Malik,
2000, Belkin et al., 2006, von Luxburg, 2007, Bithler et Hein, 2009] et aux références
associées.



Méthodes variationnelles et basées sur les équations aux dérivées partielles

Initialement développées par des physiciens et des mécaniciens, les méthodes
basées sur les équations aux dérivées partielles trouvent de plus en plus de champs
d’application tels que la biologie, la finance, le traitement des images et la vision
par ordinateur.

Dans ces deux derniers domaines, ces approches constituent une part impor-
tante des méthodes existantes et sont utilisées dans de nombreuses applications
telles que la restauration, le débruitage, la segmentation, le flot optique ou encore
le suivi d’objets dans des séquences vidéos. Le lecteur intéressé par ces méthodes
pourra se référer par exemple a [Alvarez et al., 1993, Chan et Shen, 2005, Tsai et
Osher, 2005, Aubert et Kornprobst, 2006] et aux références associées.

Les modeles définis dans le domaine continu possedent de nombreux avantages
tels qu'une théorie bien établie et des outils mathématiques sophistiqués. Leurs
solutions sont obtenues par discrétisation d’opérateurs différentiels afin de pouvoir
disposer de schémas numériques applicables.

Cette discrétisation constitue un obstacle non négligeable lorsque les données a
traiter sont discretes et de grande dimension. En effet, les opérateurs différentiels
sont difficilement discrétisables lorsque les données sont définies sur des domaines
non uniformes ou possedent une grande dimensionnalité. Ce probleme ne permet
pas d’utiliser facilement ces modeles dans des domaines de recherche traitant avec
ce type de données.

Motivations et contributions principales

Partant de la nécessité de traiter et d’analyser les données discretes de grande
dimension et du constat que les méthodes définies dans le domaine continu sont
difficilement applicables pour ce type de données, les travaux présentés dans ce
manuscrit proposent de transcrire et d’adapter certains de ces modeles (issus du
traitement des images) dans un cadre discret en utilisant les graphes. Ces travaux
se situent dans la continuité de ceux récemment proposés par [Bougleux et al., 2007,
Elmoataz ef al., 2008a].

Notre approche exploite : le formalisme des équations aux différences partielles,
le bénéfice des méthodes basées sur les graphes et les outils mathématiques définis
dans le domaine continu. Elle permet ainsi de proposer de nouvelles formulations
de modeéles variationnels et de modeles basés sur des équations aux dérivées par-
tielles issus du traitement des images.

Les modeles abordés dans ce manuscrit sont les suivants : des modeéles variation-
nels de régularisation, des équations aux dérivées partielles pour la morphologie
mathématique et 1'équation eikonale. Leur adaptation sur des graphes se fait par
transcription directe des équations aux dérivées partielles vers des équations aux
différences partielles ou en utilisant de nouveaux opérateurs de dérivation définis
sur des graphes.

Les principales contributions de notre approche sont les suivantes.

— Contrairement aux équations aux dérivées partielles, nos modeles ne néces-

sitent pas de discrétisation spatiale grace a leurs définitions discrétes sur des
graphes.
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— Nos modeéles étendent les modeles définis dans le domaine continu pour le
traitement de n’importe quel type de données y compris celles définies sur
des domaines irréguliers ou de grande dimension.

— Notre approche permet d’appliquer des méthodes issues du domaine du trai-
tement des images (filtrage, simplification, restauration, segmentation et clas-
sification) a des domaines tels que ceux de l’apprentissage ou de l'analyse de
données arbitraires (collections d’images, base de données, nuages de points,
...). Ce point permet d’ouvrir de nouvelles perspectives et d’offrir de nou-
veaux modeles pour ces domaines de recherche.

— Dans le domaine du traitement des images, les schémas non locaux [Buades
et al., 2008,Gilboa et Osher, 2007a,Elmoataz et al., 2008a] ont montré la supério-
rité de ces configurations par rapport aux schémas locaux. Nous montrerons
que notre approche unifie (dans une méme formulation) ces deux types de
schémas (locaux et non locaux) et que les notions de localité et de non localité
disparaissent dans le contexte des graphes.

— L'unification des configurations locales et non locales permet d’introduire de
nouveaux outils pour le traitement des images tels que des opérations non lo-
cales de morphologie mathématique et la segmentation non locale avec I'équa-
tion eikonale.

— Finalement, ces transcriptions et ces adaptations sont rendues possibles par
l'introduction de nouvelles familles d’opérateurs différentiels définis sur des
graphes tels que les différences et les gradients directionnels ou encore une
classe de p-Laplacien dont notamment le p-Laplacien anisotrope. Ces opéra-
teurs peuvent étre vus comme des extensions de ceux proposés dans [Bou-
gleux et al., 2007, Elmoataz et al., 2008a].

Plan du manuscrit

Ce manuscrit est divisé en quatre chapitres. Au début de chaque chapitre, le
lecteur trouvera : son résumé, ses mots clés, un descriptif de son contenu et les
publications associées. Hormis le premier chapitre qui donne les définitions, les
notions et les notations essentielles a la bonne compréhension de 'ensemble du
manuscrit, chaque chapitre peut se lire de maniére indépendante, méme si certains
résultats d’un chapitre peuvent étre réutilisés dans un autre.

Dans chacun de ses chapitres, des expérimentations montrerons le potentiel de
notre méthodologie basée sur des graphes pour le traitement, la segmentation et la
classification d’'images et plus généralement de données arbitraires.

Chapitre 1: Graphes et opérateurs

Dans ce premier chapitre, nous introduisons les notions et les définitions néces-
saires a la bonne compréhension de la suite de ce manuscrit.

Dans une premiere partie, nous rappelons de maniere breve les notations et les
définitions de la théorie des graphes. Dans une seconde partie, a partir des défini-
tions d’opérateurs définis sur des graphes proposés par [Bougleux et al., 2007, El-
moataz et al., 2008a], nous introduisons et étudions une nouvelle famille d’opéra-
teurs différentiels tels que les différences et les gradients directionnels et une classe



de Laplaciens. Ces opérateurs, basés sur des équations aux différences partielles,
sont les constituants principaux des différentes approches et themes que nous abor-
derons tout au long de ce manuscrit.

Chapitre 2 : Fonctionnelles discretes de régularisation

Dans ce chapitre, nous introduisons un cadre formel permettant d’exprimer des
fonctionnelles de régularisation définies sur des graphes. Elles sont basées sur les
opérateurs différentiels discrets de premier et second ordre présentés dans le cha-
pitre 2.

Les approches que nous proposons dans ce chapitre considerent la régulari-
sation comme un probleme variationnel et plusieurs classes seront présentées et
étudiées. Ces classes de modéles basées sur les fonctionnelles discretes de régulari-
sation permettent de considérer différentes problématiques.

— Les problemes de filtrage et de simplification de données discrétes arbitraires.

— Les problémes d’interpolation basés sur la régularisation tels que la colorisa-

tion d’images en monochromes ou les méthodes semi supervisées de segmen-
tation, de classification et d’apprentissage.

— Les problemes d’optimisation globale de fonctionnelles non convexes pour la

segmentation d’images et le partitionnement de données arbitraires.

Chapitre 3 : Morphologie mathématique

La morphologie mathématique offre un large choix d’opérateurs permettant de
résoudre de nombreuses applications dans les domaines du traitement des images
et de la vision par ordinateur. Les opérations morphologiques peuvent étre formu-
lées en terme d’opérations algébriques (discréetes) sur des ensembles ou en terme
d’équations aux dérivées partielles.

Dans ce chapitre, nous introduisons une nouvelle formulation de la morphologie
mathématique formalisée a partir des équations aux différences partielles et des
opérateurs discrets directionnels introduits dans le premier chapitre.

Cette nouvelle formulation est une transcription de modeles définis a partir
d’équations aux dérivées partielles vers des équations aux différences partielles.
Notre nouvelle approche de la morphologie mathématique permet de retrouver les
modeles discrets (algébriques) et ceux définis dans le domaine continu. Nous intro-
duisons également une nouvelle classe d’opérateurs morphologiques pour le trai-
tement des images en considérant des configurations non locales. Nous étendons
également la morphologie basée sur les équations aux dérivées partielles et intro-
duisons de nouveaux outils pour le traitement de données discrétes arbitraires.

Chapitre 4 : Equation eikonale

Dans ce chapitre, nous présentons une adaptation de I'équation eikonale en
considérant cette équation sur des graphes pondérés. Cette nouvelle approche de la
résolution de I'équation eikonale est basée sur une famille de gradients direction-
nels définis par des équations aux différences partielles. Notre approche étend les
approches connues de résolution de cette équation pour le traitement de données



6 1 — INTRODUCTION GENERALE

non organisées définies sur des domaines irréguliers, sans étape de discrétisation
préalable.

L’équation eikonale permet de résoudre de nombreuses applications en traite-
ment des images, en vision par ordinateur ou en informatique graphique. Parmi
toutes ces applications, nous nous intéressons dans ce chapitre aux calculs de dis-
tances et introduisons des schémas non locaux permettant de segmenter des ima-
ges. Nous introduisons également de nouvelles applications de cette équation dans
des domaines inhabituels tels que le regroupement ou la classification de bases de
données.



Chapitre

Graphes et opérateurs

Sommaire
2.1 Infroduction . ... .. ... 9
22 Définitionsetnotations . . . . ... 9
2.3 Structure ettopologie . . . . . . . . e 10
24 Opérateurs définissurdes graphes . . . . . . . . e 17
2.5 Unenouvelle famille de differences . . ... ... ... ... .. .. 22
2.6 Unenouvelle famille de gradients . . . . . . . . 23
2.7 Propriétés etrelationsdesgradients . . . . . . . .. 24
2.8 Formulation générale du p-Laplacien . . . . . . .. L 29
2.9 Propriétésetrelationsdu p-Laplacien . . . .. ... 30
200 Conclusion . . . . . .. 31
Résumé
Ce premier chapitre introduit les notions nécessaires a la bonne compréhension
de la suite de ce manuscrit. Nous rappellerons tout d’abord quelques définitions et
notations sur les graphes, leur structure et leur construction. Ensuite, nous présen-
terons une nouvelle famille d’opérateurs définis sur des graphes et basés sur des
équations aux différences partielles. Leurs propriétés seront également étudiées.
Ces opérateurs sont utilisés dans les approches qui seront présentées dans la suite
de ce manuscrit, pour réaliser des traitements des images et des données arbitraires
de grande dimension.
Mots clés

Graphes pondérés, structure et topologie, construction des graphes, opérateurs
discrets définis sur des graphes, gradients, p-Laplaciens.



8 2 — GRAPHES ET OPERATEURS

Contenu du chapitre

— La section 2.2 rappelle des définitions et des notations essentielles de la théorie
des graphes.

— La section 2.3 décrit la construction des graphes et présente leur intérét dans
la représentation des domaines discrets pour le traitement d’images et de
données.

— La section 2.4 introduit des opérateurs sur graphes basés sur des équations
aux différences partielles telles que le gradient ou le p-Laplacien.

— La section 2.10 conclut ce chapitre.
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2.1 Introduction 9

Intfroduction

Dans ce premier chapitre, nous introduisons les notions et les définitions néces-
saire a la bonne compréhension de la suite de ce manuscrit.

Dans une premiere partie, nous rappelons de maniere bréve les notations et
les définitions de la théorie des graphes. Ensuite, nous montrons que la structure
de graphe est adaptée pour représenter des données discretes définies sur des do-
maines organisés ou non. Nous expliquons également comment nous pouvons ob-
tenir un graphe de voisinage a partir d'un ensemble de données.

Dans une seconde partie, a partir des définitions d’opérateurs définis sur des
graphes proposés par [Bougleux et al., 2007, Elmoataz ef al., 2008a], nous introdui-
sons et étudions une nouvelle famille d’opérateurs différentiels tels que les diffé-
rences et gradients directionnels et une classe de Laplaciens.

Nous montrerons également les propriétés de cette nouvelle famille d’opéra-
teurs différentiels et les liens existants avec ceux déja connus. Ces opérateurs, basés
sur des équations aux différences partielles, sont les constituants principaux des
différentes approches et themes que nous aborderons tout au long de ce manuscrit.

2.2 Définitions et notations

D’une maniere générale, nous pouvons considérer que toutes données définies
sur un domaine discret peuvent étre représentées par un graphe pondéré G =
(V,E,w). Dans ce manuscrit, nous ne considérons que des graphes simples (sans
arétes multiples et sans boucles) non-orientés et pondérés [Diestel, 2005].

Un graphe non-orienté G est un couple (V,E). L'ensemble fini V est composé
d’éléments appelés sommets et E est un ensemble de paires non-ordonnées d’élé-
ments ol chaque élément est appelé aréte. L'ensemble des arétes E est un sous-
ensemble de V' x V défini par

E={uwvCVxVavecu#vetuveV} (2.1)

avec uv désignant une aréte appartenant a 'ensemble E. Si uv est une aréte du
graphe non-orienté G alors

— l'aréte uv est incidente aux sommets u et v;

— l'aréte uv relie les sommets 1 et v;

— les sommets u et v sont adjacents ou voisins.
Par la définition de I’ensemble des arétes E, il ne peut y avoir d’aréte qui relie un
sommet a lui-méme. Le graphe G est donc considéré sans boucle.

Le voisinage N (u), d'un sommet u, désigne 1'ensemble des voisins de ce som-
met. Il est défini par

N(wu)={veV\{u}:uveE} (2.2)

Dans ce manuscrit, nous considérons des graphes pondérés G = (V,E,w) ou
w: E — R" désigne la fonction de poids du graphe. Cette fonction de pondération
est appliquée a I’ensemble des arétes E. Pour une aréte uv € E, la notation wy;
désigne alors la pondération que nous appliquons a l'aréte uv qui satisfait entre
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autres
>0 siveN(u)
Wyp s =0 sivd N(M) . (2.3)
= Woyy

Le degré deg, : V — R" d’un sommet u est la somme des poids des arétes
incidentes a ce sommet :

degv(”) = Z Wyo (2-4)

o~u
ol la notation v ~ u signifie que les sommets u et v sont adjacents (ce qui revient
a considérer 'ensemble des sommets voisins a u, c’est-a-dire Vo € AN (u)). Nous
pouvons remarquer que dans le cas ol le graphe G n’est pas pondéré, alors le
degré d’un sommet correspond au nombre d’arétes incidentes a ce sommet.
A partir de la définition du degré d'un sommet, le volume d’un ensemble de
sommets A C V, vol: V — R se défini par

vol(A) = Y deg,(u) =Y ) wu (2.5)

ue A ueAv~u

ot deg 4 correspond au degré des sommets relativement a 'ensemble A.

2.3 Structure et topologie

La structure de graphe est naturellement adaptée pour représenter n’importe
quel domaine discret. Ainsi, chaque donnée (ou point) de ce domaine est repré-
sentée par un sommet u# du graphe. Le domaine considéré peut étre organisé ou
non organisé (c’est-a-dire avec ou sans a priori sur leur topologie) et les fonctions
f:V CR™ — IR™ définies sur les sommets du graphe représentent les données a
traiter.

2.3.1 Domaines non organisés

Considérons le cas général d'un domaine non organisé. Dans cette situation,
I'ensemble des points V' C IR™ de ce domaine peut étre vu comme une fonction
définie par f : V C R™ — R™. Chaque sommet du graphe est associé a un vecteur
d’attributs (ou de caractéristiques) de IR™.

Construire un graphe G = (V, E, w) a partir des données de ce domaine consiste
donc a définir I'ensemble des arétes E en modélisant le voisinage de chaque sommet
du graphe. Cette modélisation est basée sur des relations de similarité entre les
vecteurs caractéristiques des données considérées.

La similarité entre deux sommets du graphe dépend généralement d’une mesure
de distance y : E — R". Dans le cas des domaines non organisés, la mesure de
distance usuelle est généralement la distance Euclidienne :

u(uv) = i(ﬁ(u) —f,-(v))2 avec f: VCR™ — R™ . (2.6)

D’autres mesures de distances peuvent étre également considérées. Le choix de
cette mesure dépend de l'application et des données considérées. Elle peut, par
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exemple, étre robuste aux transformations géométriques ou prendre en compte les
variations des données a traiter. De plus, il n’y a pas de regle générale qui définisse
la structure de graphe la plus adaptée a un domaine donné. Cette décision dépend
de l'application considérée et des données a traiter [Hein et al., 2008].

Dans ce manuscrit, sauf mention contraire, nous utilisons deux familles de gra-
phes de voisinage :

— le graphe de v-voisinage (aussi appelé graphe de e-voisinage), noté G, .

— le graphe des k plus proches voisins, noté k-NNG,*
Pour une revue des graphes de voisinage, le lecteur intéressé pourra se référer
a [Jaromczyk et Toussaint, 1992]

Graphe de v-voisinage

Le graphe de v-voisinage, noté G, = (V,E,w), est un graphe pondéré dont le
voisinage pour un sommet donné u est défini comme étant I’ensemble des voisins
dont la mesure de distance y est inférieure ou égale au parametre de seuillage v. Le
voisinage N, (1) pour un sommet u est alors

Ny(u) ={veV\{u}:u(uv) <v} . (2.7)

Lorsque le parametre de seuillage v = oo, nous obtenons alors un graphe com-
plet, que nous noterons Ge. Le voisinage d'un sommet u € V se définit alors par

Ny(u) ={veVv\{u}} . (2.8)

Graphe des k plus proches voisins

Le graphe des k-plus proches voisins, noté k-NNG, = (V,E,w), est un graphe
pondéré ot un sommet u est connecté a un sommet v si celui-ci v fait parti des k
plus proches voisins au sens de la distance y# dans un voisinage N,. Cette défini-
tion produit un graphe dirigé. Dans ce manuscrit, nous utiliserons une version non
dirigée de ce graphe. Nous considérons 'ensemble des arétes défini tel que

E={uv:ueN,(v)ouveN,(u)} . (2.9)

Dans le cas particulier ot1 le parametre de seuillage v = oo, le k-NNG est calculé en
prenant en compte 1’ensemble des sommets V \ {u} pour tous les sommets u € V.
Pour des raisons de simplicité de notations, nous noterons ce graphe par k-NNG au
lieu de k-NNGeo.

Remarque. La détermination du nombre k de voisins pour un sommet donné est dépen-
dante de I'application considéré et aucune regle générale ne peut étre donnée [Maier et al.,
2009].

La figure 2.1 présente deux exemples de k-NNG sur un ensemble de données
discretes définies dans IR?, pour deux valeurs différentes du paramétre k.

*de l'anglais k-Nearest Neighbors Graph.
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F1G. 2.1: Exemples de graphes des k plus proches voisins. (a) : données initiales dans
IR?, (b) : 3-NNG, (c) : 15-NNG.

2.3.2 Domaines organisés

Considérons maintenant le cas des domaines organisés. Nous appelons do-
maines organisés, des données de type signal ou images (2D ou 3D) pour lesquelles
l'organisation spatiale est connue a priori. Ainsi, ces domaines peuvent étre vus
comme des fonctions f : V C Z7 — R™ out g = 1, 2 ou 3, correspondant aux
différents cas mentionnés.

Dans le cas des domaines organisés, la mesure de distance u utilisée pour
construire un graphe de voisinage correspond généralement a une distance mesu-
rée entre les coordonnées spatiales associées a chaque sommet. Nous pouvons par
exemple citer la distance de « city block » (aussi appelée la distance de Manhattan)
ou encore celle de Chebychev.

Cas des images Prenons le cas des images 2D. Si chaque sommet u € V est
associé a un pixel de I'image (avec les coordonnées spatiales), alors les distances de
« city-block » et de Chebychev entre deux sommets u = (x,,y,) et v = (Xp,y,) de
V sont respectivement

w(uv) =[xy — x| = [Yu — Yol , (2.10)
p(uv) = max(|xy — xol, [yu — yol) - (2.11)

Avec ces définitions et la famille des graphes de v-voisinage, non retrouvons les
tesselations réguliéres permettant de former des grilles 2D représentant les images :
— avec la distance de «city block » et v < 1, le graphe grille en 4-voisinage
(connexité), noté Gy ;
— avec la distance de Chebychev et v < 1, le graphe grille en 8-voisinage, noté
Gi.
La figure 2.2 montre deux exemples de graphe grille en 4 et en 8-voisinage.

De maniere plus générale, les graphes grilles en ((2s + 1)% — 1)-voisinage sont
obtenus a partir de la distance de Chebychev avec v < s et s > 1. Cela correspond a
ajouter des arétes entre le pixel (sommet) central et les autres pixels contenus dans
une fenétre de taille (25 +1) x (25 +1).

Remarque. Les constructions précédemment décrites peuvent étre appliquées aux cas des
images 3D ot chaque sommet du graphe représente un voxel de l'image.
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F1G. 2.2: Graphes grille représentant les images. (a) : un graphe grille en 4-voisinage,
(b) : un graphe grille en 8-voisinage.

Une autre tesselation possible, permettant la représentation des images par un
graphe, est la tesselation de Voronoi qui permet de trouver une partition (ensemble
de régions connexes) pour une image donnée. A partir de cette partition, nous
pouvons associer un graphe de voisinage : le graphe de Delaunay qui peut éga-
lement étre vu comme un graphe d’adjacence des régions (noté RaG*) ou chaque
sommet correspond a une région de la partition. Le calcul d"une partition a partir
d’une image peut se faire avec différentes méthodes. Parmi toutes celles existantes,
nous pouvons par exemple citer la ligne de partage des eaux [Vincent et Soille,
1991, Cousty et al., 2009a] ou encore les partitions d’énergie [Arbeldez et Cohen,
2004].

Finalement, un RAG peut étre défini comme étant un graphe de v-voisinage (avec
v = 1) ott 'ensemble des arétes E est défini avec la distance p(uv) = 1 si les régions
u et v sont adjacente et par p(uv) = oo si elles ne le sont pas.

La figure 2.3 montre un exemple de graphe d’adjacence de régions associé a une
partition d’une image initiale. La figure 2.3b montre une partition o1 les contours
de chaque région sont superposés en blanc. Chaque région de la partition est ca-
ractérisée par la couleur moyenne des pixels de I'image initiale qui la compose. La
figure 2.3c montre le RAG associé a la partition. Les arétes représentent les relations
d’adjacences et les sommets sont caractérisés par la couleur de la région qui lui est
associée.

Remarque. Dans la suite de ce manuscrit, nous proposerons plusieurs expérimentations
basées sur cette représentation des images. Ce type de graphe permet de réduire la complexité
des algorithmes (par rapport a un graphe construit a partir des pixels de I'image) et offre des
solutions alternatives intéressantes en terme de temps de calcul.

2de 'anglais Region Adjacency Graph.
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(a) Image initiale
F1G. 2.3: Exemple de graphe d’adjacence des régions associé a une partition d'une
image. (a) : image initiale. La partition (b) est représentée avec les contours de ses
régions (en blanc) et chaque région est caractérisée par la couleur moyenne des
pixels de I'image initiale qui la compose. Chaque sommet du graphe (c) correspond
a une région de la partition et est représenté par sa couleur.

2.3.3 Similarités entre les sommets

Les similarités entre les sommets d'un graphe G = (V, E,w) peuvent étre in-
corporées dans la fonction de poids w des arétes E par le biais d'une fonction de
similarité ¢ : E — R™ de telle maniére que w(uv) = g(uv) pour une aréte uv € E.

Vecteurs d’aftributs

Les similarités entre les sommets du graphe reposent sur une comparaison des
attributs associés a chacun de ses sommets. Ces attributs dépendent généralement
d’une fonction initiale f0 : V C R™ — IR™ définie en chaque sommet. Ainsi, nous
définissons le vecteur d’attributs F(f°,u) € R™ en chaque sommet u € V du
graphe dépendant de la fonction initiale f°.

Il existe différents choix possibles pour définir le vecteur d’attributs initial. La
définition la plus simple étant de considérer la fonction initiale f° elle méme et de
définir F(£°,.) = f°. D’autres définitions ont été proposées notamment dans le cas
particulier des images 2D.

Cas particulier des images 2D Dans le contexte du traitement des images, une
grande famille de vecteurs d’attributs est définie par les patchs de I'image. Dans ce
cas, le vecteur d’attributs F est défini en un sommet u € V a l'aide du voisinage
N, tel que

Folfou) = (f(v) € Vv e Ny(u) U {u})” (2.12)

Dans le cas d’une image en niveaux de gris, le vecteur dattributs JF, (f°,u) est de
taille (2v + 1)? et correspond aux valeurs de la fonction f° contenues dans une
fenétre de taille (2v + 1) x (2v + 1) centrée sur le sommet u. Dans le cas d'une
image multi variée dans R™ alors le vecteur d’attributs associé aux sommets du
graphe sera de taille m x (2v 4 1) [Tschumperlé, 2009].

La figure 2.4 illustre la définition des vecteurs d’attributs par des patchs pour
une image en niveaux de gris. Le pixel central (entouré en rouge), au lieu d’étre
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F1G. 2.4: Quatre exemples de patchs comme vecteur d’attributs caractérisant les som-
mets du graphes. Ici, le pixel central (en rouge) est caractérisé par un vecteur de
niveaux de gris défini grace a un patch de taille 13x13.

uniquement défini par sa valeur de niveau gris, est caractérisé par un vecteur défini
par un patch de I'image. Dans le cas de la figure 2.4, les patchs sont définis comme
des fenétres symétriques de taille 13 x13. Cette figure présente quatre patchs diffé-
rents de I'image. Avec cette nouvelle représentation, 1’espace des patchs est alors un
espace de grande dimension (R'®%).

Afin de pouvoir calculer les poids entre les sommets du graphe qui sont définis
par des patchs de I'image, la fonction de distance p : R™*P x R™*P — R™ avec p
la taille du vecteur d’attributs F, (0, .). peut étre utilisée

v v
P(F ), F(f0) = ¥ Gal(ny)
X=—Vy=—v
A w4 %, yu +y) = (%o + 3,90 +y) 13
(2.13)
avec G, un noyau Gaussien de variance a; F,(f,u) et F,(f°,v) correspondent aux
patchs centrés sur les deux sommets (pixels) u = (xy, yu) et v = (xo, Yo).

Ces vecteurs d’attributs ont été initialement proposés dans le cadre de la syn-
these de texture [Efros et Leung, 1999] et repris récemment pour le filtrage et la
restauration d’image et de maillage [Gilboa et Osher, 2007a, Buades et al., 2008, El-
moataz et al., 2008a, Bougleux et al., 2009].

Dans le contexte du traitement des images, ces méthodes sont dites « non lo-
cales ». Ces derniers travaux ont mis en évidence 1'efficacité et la supériorité des
méthodes non locales basées sur des patchs par rapport aux traitement locaux, en
particulier pour capturer les structures fines et répétitives de 1'image. Nous voyons
ici que la notion de non localité inclut deux notions :

— le voisinage de recherche des candidats les plus similaires par rapport au pixel

considéré;
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— le vecteur d’attributs pour comparer ces candidats.

Tel que l'introduisent Buades et al. [Buades et al., 2008], la non localité consiste a
comparer un pixel a 'ensemble des patchs existants dans 1'image. Du fait de 1'évi-
dente complexité spatiale et temporelle d"une telle méthode pour le traitement des
images, la notion de non localité est usuellement remplacée en pratique par celle de
semi localité. Cette derniere consiste & comparer, non plus I'ensemble des patchs de
I'image pour un pixel donné, mais uniquement ceux se trouvant dans une fenétre
de recherche centrée sur ce dernier. Des travaux permettant de déterminer, par mé-
thodes statistiques et de maniere optimale et automatique, la taille des fenétres de
recherche et la taille des patchs ont été proposés. Nous pouvons également citer de
récentes méthodes et algorithmes, basés sur des structures de données particulieres,
cherchant a réduire la complexité des traitements non locaux des images. Le lecteur
intéressé par ces travaux pourra par exemple se référer aux articles suivants ainsi
qu’a leurs références associées [Kervrann et Boulanger, 2008, Darbon et al., 2008, Brox
et al., 2008].

Comme nous ’avons mentionné, les méthodes non locales ont montré leur effi-
cacité pour le filtrage et la restauration des images. Néanmoins, du fait de la défi-
nition des patchs, ces méthodes possedent des limites, en particulier leur sensibilité
aux transformations géométriques.

Finalement, nous pouvons voir que les configurations non locales (comme le
définit Buades) n’existent plus des lors que 'on considére des graphes. En effet, ces
notions disparaissent et s’expriment uniquement en terme de topologie du graphe
(le voisinage des sommets) et de poids des arétes (distances entre les attributs des
sommets). Les traitements non locaux des images deviennent alors simplement des
traitements locaux sur un graphe.

Fonctions de poids

L'utilisation d"une fonction de poids rend compte des similarités entre les don-
nées. Cela dépend de l'application considérée et des données elles-méme. Ainsi,
nous ne pouvons donner de regles générales permettant de déterminer si une fonc-
tion de poids est plus pertinente qu’une autre Le lecteur intéressé peut se référer
a [Grady et Jolly, 2008] pour une étude des fonctions de poids et de la topologie des
graphes intervenant dans la segmentation des images.

Avec la définition des vecteurs d’attributs en chaque sommet d’un graphe, nous
pouvons utiliser les définitions des fonctions de poids suivantes (le lecteur remar-
quera que cette liste n’est pas exhaustive, elle ne reflete que les différentes fonctions
qui seront utilisées dans la suite de ce manuscrit).

Soient un graphe pondéré G = (V,E,w), la mesure de distance p permettant
de comparer les vecteurs d’attributs F(f°,u) et F(f°,v) des sommets u,v € V et
f9:V C R® — R™ une fonction initiale. Pour une aréte uv € E donnée, nous
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considérons les fonctions de poids suivantes :

¢1(uv) = 1 (poids constant) , (2.14)
g200) = (p(F (), F(£0,0) +¢) .13
ga(u0) = 1= (p(F(f0,u), F(£,0))/ max(F (£, F(f,))) . (216)
ga(uv) = exp(—p(F(f,u), F(£°,0))* /) . (2.17)

Remarque. En utilisant la distance (2.13) dans la fonction de pondération g4 nous retrou-
vons 'expression de la fonction de poids utilisée par le filtre @ moyennes non locales pour les
images (le NL Means3) [Buades et al., 2008].

La figure 2.5 montre des exemples de distributions de poids et I'influence de
l'utilisation des patchs dans le contexte des images. Les distributions de poids sont
estimées relativement au pixel central de chaque image (représenté par un point
blanc). Ce dernier est connecté a tous les autres pixels. Les résultats sont obtenus
avec la fonction de poids g4. Lors de l'utilisation de patchs, les comparaisons sont
effectuées avec la mesure de distance (2.13).

Les résultats montrent que 1'utilisation d’une fonction de poids (avec ou sans
patchs) permet de capturer les détails des images et de rendre compte des similari-
tés et des interactions entre les pixels.

L'utilisation des patchs permet un filtrage implicite de I'image et capture mieux
les similarités et certains détails (par rapport aux cas sans patchs). Dans les zones
quasi constantes (la premiere ligne de la figure 2.5), la distribution des poids ob-
tenue avec des patchs se comporte comme une convolution par une Gaussienne
(résultant de la fonction de poids et de la mesure de distance). Dans I'image com-
portant un contour (la deuxiéme ligne de la figure 2.5), la distribution de poids tend
a suivre ce dernier. Finalement, dans I'image comportant des motifs répétitifs et os-
cillants (la derniére ligne de la figure 2.5), les patchs permettent de mieux capturer
les similarités entre les éléments comportant des textures fines.

2.4 Opérateurs définis sur des graphes

Dans cette section, nous rappelons les définitions des opérateurs différentiels sur
graphes introduites par [Bougleux et al., 2007, Elmoataz et al., 2008a]. Ces définitions
peuvent étre vues comme étant les versions sur graphes pondérés des opérateurs de
géométrie différentielle classiques définis dans le domaine continu. Des démarches
similaires ont été proposées en apprentissage, en segmentation d’images, en analyse
fonctionnelle sur graphe ou encore en théorie spectrale des graphes. Le lecteur inté-
ressé pourra se référer, par exemple, aux articles suivants [Chung, 1997, Bensoussan
et Menaldi, 2003, Grady, 2006, Zhou et Scholkopf, 2006] et aux références associées.

3de 'anglais Non Local Means.
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Image initiale Sans patchs Avec patchs

F1G. 2.5: Exemples de distribution des poids sur des images et influence de 1'utilisa-
tion des patchs comme vecteurs d’attributs. Les distributions sont estimées pour le
pixel central (représenté par le pixel blanc) de I'image initiale. Le graphe considéré
est un graphe reliant le pixel central & tous les autres pixels.

2.4.1 Fonctions définies sur des graphes

Soit f : V — IR une fonction scalaire qui associe a chaque sommet u € V
une valeur réelle f(u). Pour un graphe G = (V, E,w), cette fonction peut étre vue
i T . ,
comme un vecteur colonne défini comme f = (f(u)) ey Par analogie avec I'espace
des fonctions continues, l'intégrale discrete de la fonction f sur G est définie par

[NEDWIOR (2.18)

ueVv

Nous définissons 'espace des fonctions sur des graphes. Soit H(V') I'espace de
Hilbert des fonctions a valeurs réelles définies sur les sommets V du graphe G.



2.4 Opérateurs définis sur des graphes 19

L'espace de Hilbert H (V) est muni du produit scalaire
(fWww) = Z f(u)h(u) avec f,h:V —- R (2.19)

ueV

et la norme Ly, ||f]2 = ,/(f,f)H(V).

De la méme maniere, soit H(E) l'espace des fonctions F : E — R™ définies sur
les arétes et également muni du produit scalaire

(F,H)pv)y =Y, Y, F(uv)H(uo) avec F,H:E — R (2.20)
ueVo~V

et la norme Ly, |[Fll2 = /(F, F)E)-

Remarque. Dans ce chapitre, nous ne considérons que des fonctions scalaires f : V. — R
afin de simplifier les notations et la compréhension de ce chapitre. Néanmoins, I'extension
des approches proposées par la suite est valable pour le cas des fonctions vectorielles f : V —
R™.

2.4.2 Opérateur de différence et son adjoint

L'opérateur de différence pondérée d,, d'une fonction f € H(V) est une applica-
tion de H(V) — H(E). Elle se définit en un sommet u selon une aréte uv € E [Bou-
gleux et al., 2007, Elmoataz et al., 2008a] :

(dw f)(uv) = fi(v)h fu) (2.21)
uv
ol hy, un pas d’échantillonnage entre f(u) et f(v) dépendant du poids w entre les
sommets u et v de V. Ce pas peut étre vu comme la version discrete sur graphe du
taux d’accroissement d’une fonction continue.

Par la suite, nous utilisons un pas h,;, faisant intervenir le poids w,, d"une aréte
uv telle que hyy = 1//wyp, donnant ainsi la définition suivante de 'opérateur (2.21)
pour une aréte uv € E et une fonction f € H(V)

(dw )(u0) = Vo (f(v) = f(u)) - (2.22)

Ce choix permet de retrouver les versions discretes et pondérés des opérateurs
gradients et Laplace définis sur des graphes et d'intégrer les interactions non locales
dans le contexte des images.

Par analogie avec le calcul différentiel en continu, nous pouvons voir la diffé-
rence pondérée comme la version discrete définie sur un graphe de 1’'opérateur de
dérivée appliquée a une aréte uv € E :

1 5 f () = (do f) (o) - (2.23)

ouv |,

Cette définition est consistante avec la définition de la dérivée d’'une fonction conti-
nue définie dans 1’espace Euclidien et elle possede également les propriétés sui-
vantes
—0uf(v)
df(u) =<0 siv=u : (2.24)

0 sif(v)=f(u)
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Remarque. Avec un graphe représentant une grille réguliére et une fonction de poids
constante (g1), la différence pondérée correspond a la définition de la différence classique
en analyse numérique.

De plus, il existe d’autres expressions possibles de la différence, par exemple pour une
aréte uv € E [Zhou et Scholkopf, 2004],

(du f)(10) = Vg —L0 _ Jiy L)

deg(v) deg(u) (2.25)

Cette derniere définition ne posséde pas les mémes propriétés que la définition (2.22) : elle
n’est pas nulle quand la fonction f est localement constante [Hein et al., 2007].

Opérateur adjoint

L'opérateur adjoint d}, : H(E) — H(V) de l'opérateur de différence pondérée
dy, est défini par
(dw f, H)p(e) = (f, di H)wv) (2.26)

pour toutes les fonctions f € H(V) et H € H(E). En utilisant les produits scalaires
définis dans (2.19) et (2.20), I'expression de 1'opérateur adjoint d"une fonction F €
H(E) est [Bougleux et al., 2007, Elmoataz et al., 2008a]

(d}, F)(u) = Z VWuo (F(vut) — F(uv)) (2.27)
o~u
ot la notation v ~ u signifie que v est voisin de u, c’est-a-dire v € N (u).
Par analogie avec les opérateurs différentiels continus, I'opérateur de divergence
d’une fonction F € H(E) est
divF=—d},F . (2.28)

2.4.3 Opérateur gradient

L'opérateur gradient pondéré V,, : H(V) — R™ d’une fonction f € H(V) en
un sommet u € V est défini comme étant le vecteur de toutes les différences pour
I'ensemble des arétes de E

(Vaf) () = (A f)(10)) e (2:29)
La définition de ce gradient ne dépend pas de la structure du graphe. Par consé-
quent, le gradient aura toujours la méme expression quelles que soient les données
qui seront représentées par le graphe considéré. Cet opérateur est de premier ordre,
défini localement en un sommet u € V et dépend de son voisinage N (u). Afin de
mesurer la variation locale en un sommet u € V, différentes normes peuvent étre
utilisées telles que les normes L. Ainsi pour 0 < g < +0o,

(V) @)y = [ wli?I£(o) - f)lr]

v~uU

(2:30)

et pour g = o0

(V) (1)l = max (vl f(0) — f10)]) (231)
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Remarque. Le gradient pondéré défini sur un graphe integre naturellement les interactions
non locales dans sa formulation. Avec la définition de la fonction de poids w (pour u € V,
Wy = 0 pour tout v # N '(u)) les normes (2.30) et (2.31) peuvent se réécrire

(TNl = | X wle’If(0) — ] (2:32)
|(Vaof ) () = max v/aus | £ (0) = F(u)] - (233)

oit la notation v ~ u est remplacée par v € V.

24.4 p-Laplacien isofrope

Une expression du p-Laplacien pondéré isotrope peut étre obtenue [Elmoataz
et al., 2008a, Bougleux et al., 2009] & partir de 1'opérateur de différence (2.22) et de
son adjoint (2.26).

Soit p un nombre réel tel que 0 < p < +o0. Le p-Laplacien pondéré isotrope
Aéylp : H(V) — H(V) d’une fonction f € H(V) est défini par

Ay f = (IVaflh 2 do f) - (2.34)

L'expression de cet opérateur en un sommet u € V, pour la fonction f est

; B (dw f) (vu) (dw f) (u0) )

A, u) = Wyo — — — (2.35)

(Bpf)00 = 2 s <||<vwf><v>||§" 1(Vaf) () [ ?
B f(u) — f(v) f() = f(u) )
- uo — — (6)
Y <||<vwf><v>||§P (Vo) )27 2

= ¥ 0 (V@52 + (Va5 (F) ~ (2)) - (237)

o~u

Propriétés du p-Laplacien isotrope

Le p-Laplacien isotrope (2.34) est relié a différentes formulations de 1'opérateur
de Laplace [Elmoataz et al., 2008a, Bougleux et al., 2009].

Dans le cas ol le parametre p = 2, le p-Laplacien isotrope (2.34) se réduit a
I'expression suivante

Aiu,Zf = d:u(dw f) = %Awf (2.38)

définissant ainsi le Laplacien pondéré d'une fonction f € H (V) sur graphe. En un
sommet u € V son expression est

(Bwf)(u) =2 Z Wuy (f(”) - f(v)) (2.39)

v~uU

Ce Laplacien est linéaire et correspond au Laplacien combinatoire [Chung, 1997].
Dans le cas ol le parametre p = 1, le p-Laplacien isotrope (2.34) se réduit a
I'expression suivante

Agu,lf = d;‘u(||waH’1 dw f) = Kuf (2.40)
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définissant ainsi l'opérateur de courbure pondéré d'une fonction f € H(V) sur
graphe. En un sommet 1 € V son expression est

1 1
(o f) (1 Z“’””<| Vo O ||(wa)(u)|2)(f W=f@) . @4

o~uU

L’opérateur de courbure sur graphe peut étre vu comme étant la version discrete
de l'opérateur de courbure d'une fonction continue f : O C IR™ — IR définie

comme
o =4(o7m) =~ (o7 (242

Dans le cas d’un graphe non pondéré, 1’expression de la courbure peut étre consi-
dérée comme étant la version discrete de 1'opérateur de courbure utilisé dans le
contexte du traitement des images [Osher et Shen, 2000, Chan et al., 2001].

Finalement, le p-Laplacien isotrope peut étre vu comme étant une généralisation
du Laplacien combinatoire et de l'opérateur de courbure

i . \Y
Aw,pf = —div <va”f§_p> (2.43)

2.5 Une nouvelle famille de différences

Dans cette section, une nouvelle famille de différences pondérées définies sur
des graphes est proposée.

A partir de la définition de la différence pondérée sur graphe (2.22) nous défi-
nissons deux nouvelles différences : les différences directionnelles pondérées.

Soit dj, : H(V) — H(E) la différence pondérée externe basée sur l'opérateur
max et d, : H(V) — H(E) la différence pondérée interne basée sur 1'opérateur
min. Elles se définissent en un sommet u € V selon une aréte uv € E telle que

(df £) (w0) = v max(f(0), f(u)) = f(u) (2.44)
(dy )(40) = v/ug (£ (u) = min(F(u), f(0))) - (2.45)

Remarque. Ces deux nouveaux opérateurs constituent la base de nos approches de la mor-
phologie mathématique et de la résolution de I'équation eikonale basées sur des graphes
développées dans les chapitres 4 et 5.

Propriété 2.5.1. Ces deux différences directionnelles pondérées posseédent les propriétés sui-
vantes et sont notamment reliées a la définition générale de la différence pondérée (2.22).

(df £)(10) = max(0, (dy £)(u0) (2.46)
(dy f)(10) = —min(0, (dy £)(u0) (2.47)
(dg £)(w0) = (& £)(ou) . (2.48)

Démonstration. La propriété (2.46) s’obtient avec l'identité suivante

max(a,b) —b = max(0,a —b) . (2.49)
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En effet,
(A5 1) (0) = o max (£(0), F(u)) — (u) (2.50)
= max (0, /s (f(0) — f()) (2.51)
= max(0, (dw f)(uv)) . (2.52)

De maniere similaire, la propriété (2.47) s’obtient avec 'identité suivante
a—min(a,b) = —min(0,b —a) . (2.53)

En effet,

(dy £)(u0) = v/uo (f(u) = min(f (), £(2))) (2:54)

= —min(0, vwuo (f(v) — f(u))) (2.55)
= —min(0, (dw f) (uv)) . (2.56)

Finalement, avec 1'identité
—min(0,b — a) = max(0,a — b) (2.57)
nous obtenons la propriété (2.48)
(dy f)(u0) = —min(0, v/wuo (f (1) = f(0))) (2.58)

= max (0, v/wuo (f(0) — f(1))) (2.59)
= (dg f)(ou) . (2.60)

O

Comme pour la différence pondérée, nous avons également les opérateurs de
dérivées directionnelles suivants appliqués a une aréte uv € E

9, f(u) = (dg, f)(uv) (2.61)
9y f(u) = (dy f)(uo) . (2.62)

2.6 Une nouvelle famille de gradients

Dans cette section, une nouvelle famille de gradients pondérés définis sur des
graphes est proposée. Ces gradients sont basés sur les différences directionnelles
(2.44) et (2.45) : les gradients directionnels pondérés .

Les opérateurs gradient pondéré externe (noté V) et gradient pondéré interne
(noté V) d’une fonction f € H (V') sont respectivement définis par

(Vi f)(w) = ((dh o))" . (263)
(Vo)) = ((dy wf) (u0)) .y - (2.64)

Ces définitions sont consistantes avec les définitions des gradients d"une fonction
continue et peuvent étre vus comme leurs versions discretes définis sur des graphes.
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Comme pour le gradient pondéré symétrique (2.29), ces définitions ne dépendent
pas de la structure du graphe et auront donc toujours les mémes expressions quelles
que soient les données a traiter.

Afin de mesurer les variations locales en un sommet u € V, les normes L,
suivantes sont utilisées. Ainsi, pour des valeurs de 0 < g < 40,

(VA )l = [ L il max(0,£) — ) 1] (265)
(Vah) @)ly = [£ allmino,£0) - )] " @eo)

Lorsque g = oo,

(Vo £) (1) o = max \/wyo max (0, f(v) — f(u))] (2.67)
(Voo f)()lleo = max v/wyo| min (0, f(v) — f(u))] . (2.68)

Comme pour le cas du gradient pondéré symétrique, les définitions des gra-
dients pondérés directionnels prennent directement en compte les interactions non
locales entre les données traitées. Ainsi, les normes précédentes en un sommet
u € V peuvent se réécrire de maniére non locale par

VLN @y = [ X ol max(0, ) - f) ] (2:69)
1/q

(V) = | X e’ min(0, £ (o) = F) ] (2:70)

(V3 £) (1)lloo = max y/z] max (0, £(0) = £ ()] (271)

(V) (1)lloo = max y/ys| min (0, £(0) — £ ()] (272)

avec Wy, = 0 pour tout v # N (u),Vu € V et ot la notation v ~ u est remplacée par
veV.

2.7 Propriétés et relations des gradients

Nous présentons dans cette section des propriétés des gradients pondérés défi-
nis dans les sections précédentes. Nous montrons également les liens existants entre
ces gradients et les bords d’un graphe. Pour cela, nous utilisons les définitions des
bords d’un graphe, une fonction indicatrice et la décomposition en ensembles de
niveaux d’une fonction f € H(V).

Soit A C V un ensemble de sommets d'un graphe pondéré G = (V, E,w). Pour
tous sommets u € A, il existe un sommet v € A et une aréte uv € E. Avec cette
définition, nous notons respectivement 9" A le bord externe et 9~ A le bord interne
de I'ensemble de sommets 4. Ces bords sont respectivement définis par

0" A={u¢ A:3v e Aavec une aréte uv € E} (2.73)
0" A={ueA:3v ¢ Aavecune aréte uv € E} . (2.74)
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La figure 2.6 montre les bords externe et interne (représentés par les symboles « + »
et « — ») d’'un ensemble de sommets (sommets représentés en bleu) sur deux gra-
phes différents : un graphe grille en 4-voisinage et un graphe non orienté quel-
conque.

Remarque. A partir des définitions des bords externe et interne, les bords de V (I'ensemble
des sommets d’un graphe) ne peuvent étre définis. Dans ce cas, nous considérons qu’ils sont
donnés ou connus.

(b)

F1G. 2.6: Illustrations des bords d'un graphe sur deux graphes différents. (a) : un
graphe grille en 4-voisinage; (b) : un graphe non orienté quelconque. Les sommets
en bleu correspondent a ’ensemble .A. Les sommets marqués par le signe « — » cor-
respondent au bord interne 0~ A et ceux marqués par le signe « 4 » correspondent
au bord externe 97 A.

Soit x(s) : V — {0,1} une fonction indicatrice (caractéristique). Pour un sommet
ueV
0 siuégs
u) = 2.
X(s)(u) {1 Gues (2.75)
En utilisant la fonction indicatrice, une fonction f € H (V') peut étre décomposée
en ses ensembles de niveaux, notés f! avec f! = X(F-1)-

Propriété 2.7.1. Quelque soit le niveau f' considéré, nous pouvons obtenir un ensemble de
sommets Al C V tel que les normes L, des gradients externe (2.65) et interne (2.66) en un
sommet u € V soient définies pour 0 < q < 400 par

A

IVl =] ¥ ol

v,
ueaJrA’

1/
IVafYwlly = [ T o] xo-ay() (2.77)
uea_;‘l’

X(o+an (1) (2.76)

Démonstration. En posant fl = X(ai et avec les définitions (2.65) et (2.66), nous
obtenons
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(Vo) llg = 1V x ) (@)llg

1/q
= [Z ZUZ{)2| max(O,X(Az)(v) —)((AZ)(u))H}

o~U

(V@) g = 1(Vax an)@)lg
= [Z w]y? | min (0, x4t (0) = x(a1) ()|

o~U

"

(2.78)
(2.79)
(2.80)

(2.81)

En étudiant les différentes configurations possibles selon que u appartienne
ou non a A’ et de méme avec son voisinage N (1), nous étudions I'influence de
ces configurations sur la quantité x4 (v) — X (Al (u). Nous avons, pour 1'équation

(2.79),
0 =max(0,0—1) siuec Aletog A
(0) - (1) = 0 =max(0,1—1) siuc Aetve Al
X(A) Xantt) = 0 =max(0,0—0) siu¢g Aetv¢ Al
1 =max(0,1-0) siu¢g Aetve A

—1 =min(0,0—1) siue Aletov¢ A
0 =min(0,1—-1) siuec Aetvec A
X @ =X =94 _ min(0,0—0) siu¢ Aletog Al
0 =min(0,1-0) siu¢g Aetvec A

(2.82)

(2.83)

Les seules configurations possibles pour lesquelles les normes des gradients externe
et interne sont non nulles (quand x4y (v) = x (a1 (1) > 0 et x( 41y (0) = x( a1y (1) <0)

sontlescasotiu ¢ Al etv e A pour le bord externe et u € Aletv ¢ A pour
le bord interne. Ces configurations correspondent aux définitions exactes des bords

externe (2.73) 0+ A! et interne (2.74) 0~ .A! de I'ensemble A!. Finalement,

1V )l = [ 5 e max (0, () — xay () 7]

o~u

1/q
R G

v,
ueot Al

1V fw)llg = | X @il min (0, x ) () = x () 7

o~U

:{ Z w%z}l/q?((ayﬂ)(”) :

v~
ueo~ Al

ce qui correspond aux équations (2.76) et (2.77).

Comme pour la propriété 2.7.1, nous obtenons la propriété suivante.

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)
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Propriété 2.7.2. Quelque soit le niveau f' considéré, nous pouvons obtenir un ensemble de
sommets Al C V telles que les normes L des gradients externe (2.67) et interne (2.68) en
un sommet u € V soient définies par

”(vztfl)(u)”w = ( Ivnwaui( vV wuv)X(a+A1)(M) (2.88)
ucat Al

”(V;fl)(u)”w = ( I;JnNaX vV wuv)X(afAl)(u) (2.89)
ucd~ Al

Propriété 2.7.3. Quelque soit le niveau f' considéré, la norme du gradient pondéré (2.29)
peut s’exprimer en un sommet u € V i l'aide des gradients pondérés directionnels (2.63) et
(2.64) par

1(Vaf) @G = 1V @G+ 11 (Ve fH )3 (2.90)

avec 0 < g < +o0.
Démonstration. En utilisant la propriété 2.7.1, les définitions des bords externe (2.73)

et interne (2.74) et la définition de la norme L;, avec 0 < q < +oo, du gradient
pondéré (2.30) nous avons en un sommet u € V

(Vo f) ) (2.91)

- L i’ () (2) = Xy (1) (2.92)

= v;[ wl? O an (@) = xan ()" + v;[ Wl (xany (@) = Xy ()T (2.93)
ueat Al wea Al

= IV @G+ 1V w1 (2.94)

ce qui correspond bien a la propriété 2.7.3. O

De maniere similaire a la propriété 2.7.3 et en utilisant la propriété 2.7.2, nous
avons la propriété suivante.

Propriété 2.7.4. Quelque soit le niveau f' considéré, la norme Lo, du gradient pondéré
(2.31) peut s’exprimer en un sommet u € V a 'aide des gradients directionnels (2.63) et
(2.64) par

1(Vaf ) @)l = 1V @) oo + 1 (Vi fH) (1) oo - (2.95)

Propriété 2.7.5. Selon la position d'un sommet u € V relativement aux bords externe
ot Al et interne 9~ A!, la norme Ly pour 0 < q < +oo du gradient pondéré d’un niveau
de la fonction f' peut se simplifier de la maniére suivante

IV fH)llg  siueot Al

(Vo fYwlly siuedAl (296

(Ve f')(w)llg = {

Démonstration. De la propriété 2.7.3, nous avons

(Ve @)llg = 1V ) 1G4+ 1 (Vo 1) ()17 (2.97)

Siu e ot Al alors (Vg f1)(u)||T = 0. De méme, si u € 9~ Al alors ||(V 1) (u) |1 =
0. O
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De la méme maniere, en utilisant la propriété 2.7.4, nous avons la propriété
suivante.

Propriété 2.7.6. Selon la position d'un sommet u € V relativement aux bords externe
ot Al et interne 9~ A!, la norme Loo du gradient pondéré d'un niveau de la fonction f' peut
se simplifier de la maniére suivante

VS W)l siuedt A

[(Vof)()|e siueo A (2.98)

(Ve f') (1) oo = {

Propriété 2.7.7. Pour une fonction f € H(V), la norme Ly, avec 0 < g < +oo, du
gradient pondéré de f en un sommet u € V s’exprime en fonction des gradients pondérés
directionnels

(Ve f)@)llg = 1V ) llg + 1 (Ve ) @)g - (2.99)

Démonstration. En étendant la propriété 2.7.3 a tous les niveaux de la fonction f
nous obtenons la propriété 2.7.7.
Cette propriété peut également étre obtenue en utilisant 1'identité suivante

|a — b| = |max(0,a — b)| + | min(0,a — b)| . (2.100)
En effet,
(V) )] = Y whe () — f(u)]f (2.101)
- v uﬂ”(|max (0, £(2) = f())| + | min(0, £ (o) — f(w))])"
(2.102)

Nous pouvons remarquer que

o [Imax(0,f() = Fw)| sif(o) = f(u) >0 )

e =l {min(O,ﬂv) Sfw)l sifo-fw <o T
alors

¥l (|max(0, (2) — £(u))| + [ min(0, £(2) - £(1)])’ (2109)
= 3 wle? (Imax(0,£(2) = f(u) | + | min(0,f(2) = f())") (2.105)
= ; wl) |max(0 flo) = f(u) |7+ ; wl}?| min(0, f(v) — f(u))|7 (2.106)
= (Ve f) )] + II(V;f)(u)HZ . (2.107)
O

Propriété 2.7.8. Pour toute fonction f € H(V), la norme Lo du gradient pondéré de
la fonction f en un sommet u € V se décompose selon la norme des gradients pondérés
directionnels de la maniére suivante

(Vo f) (w)lleo = max([| (Ve £) (1) lloo, (Vo f) (1) |eo) - (2.108)
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Démonstration. En utilisant I'identité suivante

la —b| = |max(0,a — b)| + | min(0,a — b)| , (2.109)

nous avons
(Ve f) (1) lleo (2.110)
= maxy Wuo| f(0) = f(u)] (2.111)

= 1}}35\/“’700 max (0, f(v) — f(u))| + | min(0, f(v) — f(u)) \) (2.112)
= max | max(0, £(2) — )|+ max | min(0, £2) — )| (2113
(Vo)) lleo + (Vo ) (1) [leo - (2.114)

Si la quantité (f(v) — f(u)) > 0 alors |[(V f)(u)||eo = 0 et inversement, si (f(v) —
f(u)) < 0alors ||(V4f) (1)l = 0. Nous avons donc

1(Vaf))lleo = (Vi f) @) lleo + (Vo f) (1) o (2.115)
= max([| (Ve f) (@) leo, [|(Vo f) ()| o) (2.116)
0

2.8 Formulation générale du p-Laplacien

2.8.1 p-Laplacien anisofrope

A partir du p-Laplacien isotrope (2.34), une extension possible est le p-Laplacien
pondéré anisotrope Af, ,, : H(V) — H(V) appliqué a une fonction f € H(V) pour
toutes valeurs réelles 0 < p < +oc0. Il se définit par

AZ},pf =dy(|dw f|p_2 dw f) (2.117)

avec |.| désignant la valeur absolue.

Comme pour le p-Laplacien isotrope (2.34), nous pouvons déduire 1’expression
de l'opérateur de p-Laplace anisotrope en un sommet u € V a l'aide la définition
de la différence pondérée et de son adjoint.

. (dof)ow) (i f))
(o)) = vg,m<|<dzuf><vu>|2—P I(dwf)(uv)lz"“> -

e o (W -f@)  (f) - fw)
= L e (f(u)—f(wl“ If(v)—f(u>|2”> (2119
= Y Wl (f(u) — f(0))|f(u) — fF(0)[P72 . (2.120)

v~U

Propriété 2.8.1. Lorsque le parametre p = 2, les p-Laplacien isotrope et anisotrope ont la
méme expression.

(Ao f)(u) = (Aéyzf)(”) =Y wu(f(u) — f(v)) (2.121)

o~u
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Remarque. Lorsque p = 1, l'opérateur de p-Laplace anisotrope peut se réécrire de la
manieére suivante

(A% f)(u) = Z Vs sign(f(u) — f(v)) (2.122)

o~u

ol sign désigne la fonction signe avec l'identité suivante sign(a) = a/|al.

2.8.2 p-Laplacien

Nous pouvons constater que les p-Laplaciens isotrope et anisotrope peuvent
étre obtenus a partir d’'une formulation générale. Soit A ,, : H(V) — H(V) le
p-Laplacien pondéré d'une fonction f € H(V) pour tout réel 0 < p < +oo et

0 < g < +o00. Il se définit comme
Doppaf = A (Ve flly | do fl172dy f) (2.123)

Avec les définitions de la différence et de 1’adjoint, nous pouvons donner 1'expres-
sion du p-Laplacien généralisé. En un sommet u € V

(A:U,p,qf)(u) (2.124)
= ; Vaouo (1 (Ve f) () 15 (dw ) (010) [(dew f) (v12) (2.125)
~ (Ve f)()ll5™"|(dw £) (10)| (dw ) (u0)) (2.126)

= L a2 (17N @I () = F@)If ) = F@)P (2127)
~(Vaf) @)y ™" (f(v) = f(u))|f(v) —f(u)\H) (2.128)

= ¥ ol (17N @I + 1 (Ve 1) (2.120)
(f() = f(@)1f () = f(0) P72 (2.130)

2.9 Propriétés et relations du p-Laplacien

Dans cette section, nous montrons certaines propriétés du p-Laplacien et les
relations avec les gradients pondérés présentés dans les sections précédentes.

Propriété 2.9.1. Lorsque le parametre q = 2, I'expression du p-Laplacien d'une fonction
f € H(V) équivaut a celle du p-Laplacien isotrope (2.34)
w P, 2f d* (HVZUfH ) Agu,p (2'131)

Propriété 2.9.2. Lorsque le parametre g = p, l'expression du p-Laplacien d'une fonction
f € H(V) équivaut a celle du p-Laplacien anisotrope (2.117)

A;,p,pf = d;;(| dw f|}7*2 dw f) = AZ},p (2-132)

Propriété 2.9.3. Lorsque les paramétres q = p = 2, le p-Laplacien et les p-Laplaciens
isotrope et anisotrope d’une fonction f € H(V') ont la méme expression et correspondent au
Laplacien combinatoire (2.39)

Nooof =Nl of =A% f = Awf (2.133)
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Démonstration. En un sommet u € V

(A%22f) () = ) Vwuo ((dw f)(vu) — (dw ) (u0)) (2.134)

= Y Vtw (Vi (F() = f2)) = Vo (f() - f())  (139)
=2 ; Wuo (f(0) — f(u)) (2.136)
= (8,2 ) () = (Ao f) () = S (Buf) () - (2137)

O

Propriété 2.9.4. Lorsque les parameétres q = 2 et p = 1, le p-Laplacien d’une fonction
f € H(V) correspond a la définition de la courbure pondérée sur graphes (2.41).

A;,Z,lf =fKof = Aémf . (2.138)

Tas. 2.1: Cas particuliers du p-Laplacien

p q Opérateurs

p 2 A:{),p,Z — Aéu,p (p-Laplacien isotrope)
pop :u,p,Z =A% ) (p-Laplacien anisotrope)
) A?u,p,Z = % Ay (Laplacien combinatoire)
1 2

Ay p2 = Kuw (courbure)

Le tableau 2.1 résume les différentes relations entre le p-Laplacien et les autres
opérateurs de Laplace pour différentes valeurs des parametres p et 4.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les notations, notions et définitions né-
cessaires pour la compréhension de la suite de ce manuscrit. Nous avons rappelé
des définitions sur la structure de graphe et les opérateurs différentiels qui lui sont
associé.

Nous avons proposé de nouvelles familles d’opérateurs de premier et second
ordre tels que les différences et gradients directionnelles et une classe de Lapla-
ciens telle que le Laplacien anisotrope. Les problemes que nous aborderons dans la
suite de ce manuscrit utilisent les opérateurs différentiels et la structure de graphe
présentés dans ce chapitre.

Finalement, a partir des opérateurs différentiels discrets définis dans ce cha-
pitre, nous pouvons envisager de reformuler a partir des équations aux différences
partielles d’autres opérateurs définis dans le domaine continu, par exemple le La-
placien infini.
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Résumé

Dans ce chapitre, nous introduisons un cadre formel permettant d’exprimer des
fonctionnelles de régularisation définies sur des graphes. Elles sont basées sur les
opérateurs différentiels discrets du premier et second ordre présentés dans le cha-
pitre 2.

Les approches que nous proposons dans ce chapitre considerent la régularisa-
tion comme un probléme variationnel qui consiste & minimiser une énergie. Plu-
sieurs énergies discretes sont étudiées et des algorithmes linéaires et non linéaires
sont proposés afin d’approximer leurs solutions.

Nous présentons deux classes de modeles variationnels basées sur ces fonction-
nelles. Elles nous permettent de considérer différentes problématiques liées a la
régularisation :

— les problemes de filtrage et de simplification de données discretes. Nous ap-
pliquons ces traitements sur des données multi-variées de grande dimension
et montrons qu’ils peuvent étre utilisés comme étape de pré-traitement a des
méthodes de regroupement, de classification ou d’apprentissage ;

— les problémes d’interpolation basés sur la régularisation tels que la colorisa-
tion d’images en niveau de gris ou les méthodes semi supervisées de segmen-
tation, de classification et d’apprentissage. Nous montrons également com-
ment notre formalisme, basé sur les graphes, peut étre utile et appliqué aux
problématiques liées a la segmentation des images cellulaires issues de micro-
scopie;

33
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— les problemes d’optimisation globale de fonctionnelles non convexes. A partir
d’une méthode de relaxation, nous proposons des modeles généraux discrets
permettant de trouver les minima globaux de ces énergies non convexes. Nous
appliquons ces modeéles pour la segmentation d’images et le partitionnement
de données arbitraires en utilisant, par exemple, les modeles de Rudin, Osher
et Fatemi ou de Chan et Vese.

A travers différentes expérimentations, nous illustrons le potentiel de nos méthodes.

Mots clés

Modeles discrets de régularisation, graphes de topologie arbitraire, modeles va-
riationnels, minimisation d’énergie, optimisation globale, méthodes semi supervi-
sées, contours actifs globaux, filtrage, restauration, segmentation, traitements non
locaux d’images, traitements de données de grande dimension, imagerie cellulaire.

Contenu du chapitre

— La section 3.1 définit nos familles de fonctionnelles discretes de régularisation
et présente certaines de leurs propriétés. Cette section introduit également nos
classes de modeles variationnels définis sur des graphes.

— La section 3.2 présente des modeles de régularisation basés sur les fonction-
nelles définies dans la section 3.1. En particulier, nous présentons deux mo-
deles de régularisation : les modeles isotrope et anisotrope. Ces deux modéles
sont appliqués au filtrage et a la simplification de données arbitraires. Nous
présentons le comportement de nos modeles pour la simplification de varié-
tés, le débruitage de collections d’images et de bases de données. Finalement,
nous montrons que ces méthodes de filtrage peuvent étre utilisées comme
étape de pré-traitement afin d’améliorer les résultats de méthodes de classifi-
cation de données.

— La section 3.3 présente des problemes d’interpolation qui peuvent se formuler
a partir de nos modéles de régularisation. Nous nous intéressons plus parti-
culierement aux problémes de la colorisation des images monochromes et de
la classification semi supervisée (en introduisant notamment des schémas non
locaux pour le traitement des images). Dans cette section, nous appliquerons
nos modeles (filtrage et classification) pour le traitement d’images cellulaires
provenant de microscopie conventionnelle et d'un dispositif d’acquisition de
lames entieres.

— La section 3.4 présente une autre classe de modeles variationnels décrivant
des problemes d’optimisation globale. Nous proposons une résolution basée
sur une méthode de relaxation permettant de trouver une solution a ces pro-
blemes non convexes. Cette classe générale sera appliquée pour la segmenta-
tion de données a travers des modeles tels que celui de Rudin, Osher et Fatemi
ou celui de Chan et Vese.
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3.1 Fonctionnelles de régularisation

3.1.1 Introduction

Dans cette section, nous présentons une famille de fonctionnelles de régulari-
sation définies sur des graphes. Cette famille de fonctionnelles est basée sur les
normes des gradients présentés dans le chapitre 2.

Bougleux et Elmoataz [Bougleux et Elmoataz, 2005, Elmoataz et al., 2008a] ont
proposé une famille de fonctionnelles isotropes de régularisation définies sur des
graphes et basées sur la variation totale (Tv"). Ces fonctionnelles peuvent étre vues
comme des versions discretes et des extensions de celles définies dans le domaine
continu et proposées par Osher ou Chan [Osher et Shen, 2000, Chan et al., 2001].

Soit f : V — IR une fonction a valeurs réelles définie sur les sommets d'un
graphe pondéré G = (V,E,w). La famille de fonctionnelles isotropes s’exprime a
l'aide de la norme £; du gradient symétrique pondéré :

=) I(Vaof)(u )y = Y [Z Wyo (f () — f(u))

ueV ueV o~u

/2
N CEY
pour 0 < p < +oo.

A partir de ces idées, nous proposons deux nouvelles familles de fonctionnelles
de régularisation définies sur des graphes. Elles sont basées sur les normes des
gradients pondérés symétriques (Vy) et directionnels (V, et V). Dans la suite
de cette section, nous présentons leurs définitions ainsi que les propriétés qui les
relient a leurs versions définies dans le domaine continu et & la notion de périmetre
d’un sous graphe.

3.1.2 Une premiéere famille de fonctionnelles

Une premiere famille de fonctionnelles discretes de régularisation définie sur
des graphes s’exprime a l'aide de la norme £, des gradients pondérés symétriques
et directionnels. Pour 0 < g < +00,0 < p < 400 et g = p et une fonction f € H(V),
nous définissons

Ruop(f) = L (V@b = ¥ Y wht?|f(0) = Fw)|? (3-2)

ueV ueV o~u
Rap( Z‘;II (Vi f)(u ZV ; why? | max (0, f(0) = f))|”,  (33)
Z‘;jll Vo f)(u X‘;/ ; wh?| min(0, f(o) = F@W)|P . (3.4)

Nous pouvons remarquer que la fonctionnelle de régularisation (3.2) correspond a
la version discrete de la fonctionnelle de régularisation anisotrope définie dans le
domaine continu.

Propriété 3.1.1. Dans le cas ot p = 2, la famille de fonctionnelles isotropes (3.1) et ani-
sotropes (3.2) ont les mémes expressions. Pour une fonction f € H(V) et a partir des

*de l'anglais Total Variation.



38 3 — FONCTIONNELLES DISCRETES DE REGULARISATION

équations (3.1) et (3.2), nous avons

Rua(f) = Ripp(f) = L 1(Va)@) 3= ¥ ¥ ww(f(0) = f)* . (35)

uevVv ueVo~u

3.1.3 Une seconde famille de fonctionnelles

Une seconde famille de fonctionnelles discrétes de régularisation définies sur
graphes s’exprime a 'aide de la norme L et 'opérateur max. Elle est également
basée sur les gradients pondérés symétriques et directionnels. Pour une fonction
f € H(V), nous définissons

Rupeo ) = max (Vo) () oo = maxmax /il f (2) — F(u)| 66)
Raeo(f) = max|(Vg, f) (u) oo = maxmax /wio| max (0, f(0) = f())| ,  (3:7)
Rueo(f) = max||(Ve f) (u) oo = maxmax y/wo| min((0, f(0) = f(w))] - (38)

3.1.4 Formulation générale

Nous pouvons définir une formulation générale permettant de retrouver les
deux familles précédentes de fonctionnelles de régularisation.
Soit R}, , 4(f) une famille de fonctionnelles de régularisation, pour un graphe
pondéré G = (V,E, w) et une fonction f € H(V), définie par

Rivgo() = O(¢(IVafly)) (9)

N

ou
— Oy est un opérateur s’appliquant sur 'ensemble des sommets V du graphe;
— ¢ est un noyau de régularisation permettant de pénaliser les variations de la
fonction f;
- Vi = {Vuw, Vi,V } désigne un des opérateurs gradients pondérés définis
sur des graphes.
Afin de retrouver les fonctionnelles de régularisation présentées dans le début
de cette section, nous utilisons les fonctions ¢ suivantes

Pp1(s) =sP avec 0 < p < +oo0 (3.10)
p(s) =5 . (11)

Le tableau 3.1 récapitule et montre les différentes valeurs des parameétres de la
formulation générale permettant de retrouver la premiere et la seconde famille de
fonctionnelles.

3.1.5 Propriétés des deux familles de fonctionnelles

Dans cette section, nous présentons des relations et des propriétés des diffé-
rentes fonctionnelles de régularisation proposées précédemment. En particulier,
nous montrons les liens existant entre ces fonctionnelles et, d'une part, la notion
des périmetres discrets d'un sous graphe et, d’autre part, leurs versions locales et
non locales définies dans le domaine continu.
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Tas. 3.1: Cas particuliers de la formulation générale des fonctionnelles de régulari-
sation discretes définies sur des graphes

Oy ¢ Vi q fonctionnelles de régularisation
Y ¢ Vu 2 02 = Ri, p (isotrope)
Y ¢ Vo P Rype = Rup (anitrope)
Y ¢ Vo p=2 Risy =Rir=Rup
L ¢ Voo P Ripg =Ry
)y 1 Vg p R:{;,p,(pl = Rz_u,p
max ¢» Vuw o) ,RZU,OO,@ Rw,oo
max ¢ Vg 1) ,R/;ku,oo,q)z R$,oo
max ¢ Vy 00 ,R’;ku,oo,(pz R oo

Relations entre les fonctionnelles de régularisation

Les propriétés suivantes montrent les relations entre les fonctionnelles basées
sur le gradient symétrique (V) et celles basées sur les gradients directionnels (V}
et V).

Propriété 3.1.2. Pour toute fonction f € H(V), nous avons la relation suivante entre
les fonctionnelles de régularisation basées sur le gradient symétrique et celles basées sur les
gradients directionnels :

RW/P (f) = ,R’z-;,p(f) + Rz_u,p(f) . (3'12)

Cette derniére propriété s’obtient en utilisant la propriété 2.7.7 page 28. En un
sommet u € V, nous avons

(Vo) @l = (VS @IE + 1 (Ve @l - (3.13)

Avec cette derniére relation, nous obtenons

Rup(f) = X;/H(wa)(u)ﬂg (3-14)
= Z‘/||(V$f)(”)|\5+ ZVH(VU)(”)Hz (3.15)
= Rz;,p (f) + ,R'z;,p(f) : (3.16)

Propriété 3.1.3. Pour toute fonction f € H(V), nous avons la relation suivante entre les
fonctionnelles de régularisation basées sur les normes infini du gradient symétrique et celles
basées sur les gradients directionnels :

Ruw,co (f) = max ('R’jt;,oo (f)/R;,oo (f)) . (3.17)

Cette relation s’obtient en utilisant la propriété 2.7.8 page 28. En un sommet
u € V, nous avons

(Vo f)(w)lleo = max([|(Ve f) (1) lloo, (Vo f) (1) |eo) - (3.18)
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En utilisant cette relation, nous obtenons

max (R o (), oy () (319)
= max(max || (V5 /) (1) oo, max [| (V5 £) (1) o) (3:20)
= max(max([| (Vs f) () s, (V2o f) (1)) ) (3:21)
= max (max ([[(V5 ) (1) oo | (Vo f) (1) | ) ) (322)
= max||(Viuf) (1) (323)
= Rueo(f) - (3-24)

Relations avec les périmetres discrets d’un graphe

Les propriétés suivantes montrent les relations entre les fonctionnelles de régula-
risation basées sur la norme L, avec 0 < g < oo, et les périmetres discrets d"un sous
graphe. Pour cela, nous utilisons d'une part la fonction indicatrice x(g) : V — {0,1}
telle que pour un sommet u € V

0 siué¢gs
X(S)(M)—{l Gues (3-25)

et d’autre part les définitions des bords d'un graphe G = (V, E,w).

Rappelons les définitions des bords interne et externe d'un sous graphe. Soit
A C V un sous graphe de G. Les définitions des bords externe 9% A et interne 9~ A
de I'ensemble .4 sont respectivement

0" A={u¢ A:3v e Aavec une aréte uv € E} (3.26)
0" A={ueA:3Jv¢ Aavecunearéte uv € E} . (3.27)
A partir de ces définitions, nous obtenons la définition du bord de 1’ensemble A,

noté 0.A
0A={uv € E: avecuetved  Aoud A} . (3.28)

Propriété 3.1.4. La fonctionnelle de régularisation Rj,),p basée sur le gradient directionnel
externe de la fonction indicatrice x correspond au périmetre discret du bord d'un sous graphe
ACV.

1
Rabp(X(04)) = 5 Vol(9A) . (3-29)

Démonstration. En posant f = x(4) et en utilisant la propriété 2.7.1 page 25 appli-
quée sur I'ensemble A, nous avons

Rébp(xa) = L 1(Vaxa)ly, =Y ¥ wh!?x (@+.4) (1) (330)
ueV uevV o~
ueat A
=y Yl =Y ¥ ol (3-31)
ueot Av~u ueot Aveo— A
1
=Y Y w, =) dega_A(u)zivol(aA). (3-32)
ucdt Aveo— A ucot A

2
avec W), = w% . O
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De maniere duale, nous avons la propriété suivante.

Propriété 3.1.5. La fonctionnelle de régularisation R, , basée sur le gradient directionnel
externe de la fonction indicatrice x correspond au périmetre discret du bord d'un sous graphe
ACV.

1
Rup(X(a)) = 5 vol(0A) . (333)

-\ T - /2
De maniére similaire a la propriété 3.1.4, nous avons, avec wj, = wh;,

_ _ 1
Rw,p(X(.A)) = Z ”(VwX(A))(u)Hg Z Z w;v = EVOl(aA) . (3-34)
uev uco~ Aveot A

A partir de ces deux dernieres propriétés, nous en déduisons immédiatement la
propriété suivante.

Propriété 3.1.6. La fonctionnelle de régularisation R, basée sur le gradient symétrique
de la fonction indicatrice x s’exprime a partir des gradients directionnels et correspond au
périmetre discret du bord d’un sous graphe A C V.

Rap(X(a)) = Rip(X(a)) + Rap(X(a)) = vol(9A) . (3-35)

Démonstration. Cette propriété s’obtient a partir des propriétés précédentes (3.1.4 et
3.1.5) et de la propriété 2.7.7 page 28 appliquée a 'ensemble A.

1(Vwxa) @ = 1(V5x ) @l + 1(Vaxa) @l - (3:36)

A partir de cette relation, nous obtenons

Rw,p (X(.A) ) (3-37)
= Y 1(Vaxa) @l = X 1(Vax) @+ Y 1(Vaxa) @l (338)
uev uev uev
1 1
= R p(X(a) + Rap(X(a) = EVOl(a.A) + EVOI(B.A) =vol(dA) . (3.39)
O]

Remarque. La propriété 3.1.6 peut également s’écrire de la manieére suivante

Rap(X(a)) = 2Rgp(X(4)) = 2R p(X(4)) = vol(9A) . (3-40)

Finalement, les fonctionnelles basées sur les gradients symétriques R, et di-
rectionnels R;p et Ry, , de la fonction indicatrice appliquée a . A C V peuvent étre
considérées comme étant les versions discrétes pondérées du périmetre d'un sous
graphe [Boykov et Kolmogorov, 2003, Darbon, 2007]. Elle peuvent se réécrire sous
la forme suivante

Rw,p(X(A)) = Pery,p(A); R:l;,p(X(A)) = Per:u_,p(A)/. Rep (X(A)) = Perz_u,p(A) .
(3.41)

Ces derniers périmétres sont paramétrés par la fonction de poids w et le parametre
p,avec 0 < p < +o0.
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Relations avec les fonctionnelles continues locales et non locales

Nous montrons ici que dans le domaine du traitement des images, nos familles
de fonctionnelles permettent d’exprimer dans une méme formulation les configura-
tions locales ou non locales. De plus, nous montrons que nos fonctionnelles peuvent
étre vues comme étant les versions discretes des fonctionnelles de régularisation lo-
cales et non locales définies dans le domaine continu et proposées par Gilboa et
Osher [Gilboa et Osher, 2007a, Gilboa et Osher, 2007b].

A partir de la définition de la fonction de poids associés aux arétes (lorsque deux
sommets de V ne sont pas connectés w,;, = 0), nous obtenons la propriété suivante.

Propriété 3.1.7. Soit f : V — IR et un graphe complet Goo = (V,E,w). Toutes nos
fonctionnelles de régularisation prennent en compte les interactions non locales entre les
sommets V du graphe Geo.

Pour simplifier, prenons par exemple les fonctionnelles Ry,p (3.2) et Ru,eo (3.6) (la
propriété présentée ici reste néanmoins valable pour I'ensemble des fonctionnelles proposées).
Avec le graphe Geo, nous obtenons

Rup(f) = L (Vo) @)llh = Y ¥ wll?|f(0) = fw)l?” (3-42)

uev ueVoeV
Ruww(f) = max [(Vaf) ()]l = max max VWuo|f(0) = f(u)| . (3.43)

Comme le montre cette propriété, les formulations des fonctionnelles de régu-
larisation sont identiques a leurs expressions initiales ((3.2) et (3.6)). L'opérateur de
sommation ) ., a été remplacé par I'expression ),y . Cette propriété montre bien
que les schémas locaux et non locaux (dans le contexte du traitement des images)
sont naturellement intégrés dans nos formulations. En effet, nous pouvons constater
que les notions de localité et de non localité disparaissent, dans le cas des graphes,
au profit de la notion de voisinage des sommets.

Elmoataz et al. [Elmoataz et al., 2008a] ont montré que la fonctionnelle de régu-
larisation isotrope

Rip(f) = L 1(Vaf) )} (3-44)

ueV

était 'extension discrete pondérée des fonctionnelles basées sur la variation totale
isotrope :

T = [ IV A5 (545)

pour une fonction f : ) C R™ — IR, avec (2 un domaine borné de R™.
De la méme maniere, nous pouvons remarquer que la fonctionnelle de régulari-
sation

Rup(f) = 3 1(Vaf) @)} (3.46)

ueV

peut étre considérée comme une extension discréete et pondérée de celle définie dans
le domaine continu

T(F) = [ VSl dx . (647)
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En utilisant la propriété 3.1.7 page 42, cette fonctionnelle de régularisation discrete
se réécrit

Rup(f) = Y Y whl?|f(0) — f(u)|? (3.48)

ueVoeVv

et sa version continue est donnée par

Fop(f) = [, @hPIf) = f@x) P dydx . (49)

Dans le cas particulier ot p = 1, I'équation (3.49) se réécrit

Foal) = [ Vlf) - fx)|dydx (5:50)

et correspond a la fonctionnelle non locale anisotrope proposée par Gilboa et Osher
[Gilboa et Osher, 2007b]. Lorsque le parametre p = 2, (3.49) se réécrit

Taa(F) = [ wa(fly) ~ () dydx . (51
QxO

Cette derniére équation correspond aux fonctionnelles isotropes proposées dans le
domaine continu dans le contexte du traitement non local des images [Kindermann
et al., 2005, Gilboa et Osher, 2007a, Gilboa et Osher, 2007b]. Cette fonctionnelle est
une interprétation variationnelle d’une famille de filtres de voisinages (le filtre a
moyennes non locales [Buades et al., 2008]).

Finalement, nous pouvons remarquer que lorsque le parametre p = 2, les fonc-
tionnelles de régularisation isotrope et anisotrope ont les mémes expressions aussi
bien dans le cas discret défini sur des graphes que dans le domaine continu.

Remarque. Nos fonctionnelles de régularisation ont I'avantage d'étre définies sur des gra-
phes. Ce point permet de traiter par régularisation n’importe quelle fonction définie sur
les sommets d’un graphe méme si les domaines considérés sont irréguliers. De plus, notre
approche étend la notion de réqularité avec le parametre p.

3.1.6 Modeles variationnels discrets

Dans la suite de ce chapitre, nous allons utiliser ces familles de fonctionnelles
discretes de régularisation définies sur des graphes pour définir des modeles varia-
tionnels discrets.

Dans le contexte du traitement des images, les modeles variationnels fournissent
un cadre formel bien adapté pour résoudre une large variété de problemes liés a la
vision par ordinateur tels que le filtrage, la restauration, l'interpolation ou encore
la segmentation.

La solution de ces modéles peut étre obtenue en minimisant une énergie adap-
tée au probleme a résoudre. Cette minimisation est couramment formulée en terme
d’équations aux dérivées partielles définies dans le domaine continu. Ces équations
aux dérivées partielles sont alors discrétisées dans le domaine de I'image pour ob-
tenir une solution numérique au probleme de minimisation. Pour avoir un pano-
rama complet sur ces méthodes, le lecteur intéressé peut se référer a [Alvarez et al.,
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1993, Chan et Shen, 2005, Tsai et Osher, 2005, Aubert et Kornprobst, 2006] et aux
références associées.

Inspirés par ces modéles définis dans le domaine continu, nous présentons des
modeles variationnels discrets basés sur nos fonctionnelles de régularisation. Nos
modeles sont généraux et permettent de régulariser n'importe quelle fonction défi-
nie sur les sommets d'un graphe. Ce point permet de traiter par la régularisation
n’importe quelles données arbitraires (définies sur un domaine régulier ou irrégu-
lier et de dimension quelconque).

D’une maniére générale, soit f* € H(V) une fonction définie sur les sommets
d’un graphe pondéré G = (V,E,w). Dans un contexte donné, la fonction f° peut
étre vue comme une observation d’une fonction dégradée h € H(V) par un bruit
additif n € H(V) telle que

fo=h+n. (3.52)

Le bruit 7 est considéré comme étant de moyenne nulle et de variance o ce qui cor-

respond aux erreurs d’observations résultant du dispositif ayant permis d’observer
£.

Ce probléme, qui est un probleme mal posé [Bakushinsky et Goncharsky, 1994],
consiste alors a retrouver la fonction non dégradée h a partir de la fonction f en
supprimant le bruit . Pour retrouver la fonction /, une méthode usuelle est de
chercher une fonction f € H(V) qui soit assez réguliere par rapport au graphe
G mais également proche de la fonction initiale f*. Ce probléme inverse peut étre
formulé en terme de minimisation d’énergie. Pour des raisons de clarté dans les no-
tations, mais sans perte de généralisation, nous considérons des fonctions scalaires
a valeurs réelles telles que fO: V — Ret f: V — R.

Initialement formulé par Tikhonov [Tikhonov et Arsenin, 1977], le probléeme de
minimisation d’énergie peut prendre la forme générale suivante,

~ min L8/, %) = Ex(f) + A6(f, £)} (353)

ott I'énergie £(f, f°, A) est la somme des deux énergies Er(f) et Ep(f, f). L'énergie
Er(f) est un terme de régularisation qui mesure la régularité de la fonction régula-
risée f. L'énergie Ep(f) est un terme d’attache aux données qui mesure la proximité
de la fonction régularisée f par rapport a la fonction initiale f0. Cette énergie est
pondérée par le parametre A € IR avec A > 0 qui contrdle la proportion entre 1’éner-
gie de régularisation et cette d’attache aux données. Ce parametre est également
appelé multiplicateur de Lagrange [Aubert et Kornprobst, 2006]. Habituellement
choisi comme étant constant, le parametre A peut néanmoins étre adaptatif [Kang et
Katsaggelos, 1995] et déterminé de maniére automatique [Lézoray et al., 2007, Chan
et al., 2001].

Finalement, nous pouvons également citer des travaux récents, basés sur des mo-
deles variationnels et des énergies discretes définis sur des graphes dans le contexte
du traitement des images. Ces méthodes utilisent des opérateurs et des algorithmes
d’optimisation combinatoire afin de solutionner les modeles. Le lecteur intéressé
pourra se référer aux articles suivants [Grady, 2006, Couprie et al., 2009, Grady et
Alvino, 2009] et aux références associées.
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Deux classes de modéles variationnels

Nous proposons ici deux classes de modéles variationnels définis sur des gra-

phes.

— La premiére classe permet de considérer, d"une part, le filtrage et la simplifi-
cation de données arbitraires et, d’autre part, des problemes d’interpolation
basés sur la régularisation tels que la colorisation d’images monochromes ou
les méthodes semi supervisées de segmentation, de classification ou d’appren-
tissage.

— Les problémes d’optimisation globale de fonctionnelles non convexes. A partir
d’une méthode de relaxation, nous proposons des modeles généraux discrets
permettant de trouver les minima globaux de ces énergies non convexes. Nous
appliquons cette seconde classe de modeles pour la segmentation non locale
d’images et le regroupement de données discrétes.

La premiere classe de modeles est formulée de la maniére suivante :

A
. 5 ; O’/\ — R* e 40 2 '
Jmin (€1, £,0) = Risgy () + L5l -f ()13} (3.54)
ot le terme de régularisation utilise I'opérateur de sommation et le gradient symé-
trique V, tel que

Rigp(f) = L o(I(Vuf)@)l,) - (3.55)
uev
La seconde classe de modeles variationnels considérée s’exprime par

min (&0, /°0) = Rigg + L MOS0} (56

f:v—{01} v
ou le terme de régularisation prendra les deux formes suivantes : avec ¢(s) = s et
q9="p
Ripe(f) = L 1(Vaf) @l (357)

ueV

puis avec ¢(s) =setg = o0
w09 (f) = max||(Vof)(u)]eo - (3:58)

Dans cette seconde famille de modele, la fonction recherchée est une fonction bi-
naire définie dans {0,1}.

Dans la suite, nous étudierons ces deux classes de modeles et proposerons des
algorithmes permettant d’approximer les solutions pour des valeurs particulieres
du parametre g et de la fonction ¢. L'ensemble des modéles que nous allons décrire
dans la suite peuvent étre considérés comme étant des versions discretes et des
extensions sur graphes de celles définies dans le domaine continu.

3.1.7 Conclusion

Dans cette section, nous avons présenté deux familles de fonctionnelles discretes
de régularisation définies sur des graphes. Nous avons montré les relations entre
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ces différentes fonctionnelles et en particulier les liens existants avec leurs versions
définies dans le domaine continu et avec la notion de périmétre d"un sous graphe.

Ces familles de fonctionnelles nous permettent de considérer deux classes de
modeles variationnels liées a la régularisation. Ces modeles sont étudiés dans les
sections suivantes de ce chapitre.
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3.2 Modeles de régularisation, filtrage et simplification

3.2.1 Introduction

Dans cette section, nous étudions et proposons des solutions pour la premiere
famille de modeles de régularisation définie sur un graphe pondéré G = (V,E, w) :

min (610,10 = Riga(1)+ T 510~ P01} - 659

f:V—=R

ou le terme de régularisation R, , , utilise I'opérateur de sommation et le gradient
symétrique V, tel que

wa(f) = Y o(I1(Vauf)w)lg) - (3.60)

ueV

Cette fonctionnelle est basée sur la norme £; du gradient de la fonction f € H(V)
et fait intervenir la fonction ¢(.) (noyau de régularisation) permettant de pénaliser
les larges variations de la fonction f dans le voisinage de chaque sommet.

A partir des solutions de cette premiére famille, nous présentons, dans cette
section, deux modéles faisant intervenir des noyaux de régularisation particuliers
et permettant d'une part, de retrouver un modele de régularisation discrete iso-
trope [Elmoataz et al., 2008a] et d’autre part, de proposer un modele discret de
régularisation anisotrope.

Remarque. Différentes expressions du noyau ¢(.) ont été proposées dans la littérature.
Nous pouvons par exemple citer les cas suivants.

Nous obtenons la fonctionnelle de régularisation de Tikhonov [Tikhonov et Arsenin,
19771

Y (Vof)W)l7  avec (s) = s> . (3.61)

ueV

Nous avons la fonctionnelle de régularisation basée sur la variation totale

Y I(Vof) ()l avec p(s) =s (3.62)

ueV

et sa version régularisée [Rudin et al., 1992, Osher et Shen, 2000]

(Ve +e  avec g(s) = V2 + ¢, (3.63)

ueV

oit le parametre € > 0 et € — 0. Finalement, nous pouvons également obtenir la fonction-
nelle intervenant dans la diffusion non linéaire anisotrope proposée par Perona et Mailk [Per-
ona et Malik, 1990]

; n W avec ¢(s) = l n i
L 3 Gl (“ K2 ) 9(s) = 5.1 (1+K2) , 364)

oit K est une constante.
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Les versions définies dans le domaine continu de cette famille de modéles sont
bien connus dans le domaine du filtrage, de la simplification et de la restauration
des images (voir par exemple [Alvarez ef al., 1993, Chan et Shen, 2005, Tsai et Osher,
2005, Aubert et Kornprobst, 2006]).

Un des avantages de nos modeles de régularisation est leur définition sur des
graphes. Cela permet de traiter par régularisation des images, mais également n’im-
porte quel type de données définies sur des domaines uniformes ou non.

A travers différentes expérimentations, nous montrerons dans cette section, le
comportement des modeles isotrope et anisotrope pour le filtrage et la simplifi-
cation de données arbitraires (bases de données et d’images, nuages de points).
Finalement, nous montrerons également que ces nouvelles approches de traitement
de données peuvent étre utilisées en tant qu’étapes de pré-traitement pour des mé-
thodes de regroupement, de classification ou d’apprentissage.

3.2.2 Solutions de la premiére classe de modéles variationnels

En supposant qu’il existe une solution globale et unique du probleme (3.59),
nous pouvons l'obtenir en calculant le passage par zéro de la dérivée partielle de
I'énergie &1 (f, f°,\) par rapport a la fonction f en un sommet u € V.

w1 f0N) _

Cette derniére équation peut se réécrire sous la forme suivante. Pour tout sommet
ueVv
] A
W (X 2N 0lle) + 510 = L WIE) = (5.66)
ue
af $(Z e((TuN @) +A(F0) = L) =0 667
ue

Propriété 3.2.1. Pour un sommet u € V donné et toute fonction ¢, la dérivée partielle du
terme de régularisation (3.60) d'une fonction f € H(V) a pour expression

$(Z oIVl = (368)

af( ueV
wq/z (H(wa “) q) +¢/(||(wa)(v)||q)>
L e ( (VNI 1(Vaf) @)
(Fu) = F()1f(0) = flu)]i~2 (3.70)

oit ¢’ correspond a la dérivée de la fonction ¢.
En posant

(3-69)

L wq/2< |’|(||(wa)( lla) ’(II(wa)(v)IIq)> , (3.71)

" (Vo)W [(Vauf) @)

l’équation précédente se réécrit

af( $(Z ol (VuN @) = T ol (F) — f@)|f@) = Fl1 2 . 672

ueV o~U
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Démonstration. Rappelons tout d’abord que la norme L;, avec 0 < g < oo, du
gradient symétrique V, d’une fonction f € H(V) sur un graphe pondéré G =
(V,E,w) en un sommet u € V est

[(Vaf))lly = [ X wlf2ife) - fa] " 67

o~U

La dérivée partielle en un sommet particulier # € V dépend d’une part, de la
variation de la fonction f en ce sommet, et d’autre part, des variations des sommets
voisins. Nous avons alors la décomposition suivante.

Z‘:/‘P || vwjr ( )”q) (3.74)
(1)) 2 ((Vaf)(©)]l,)
=T aw . T&T oW 5-75)

OVl , 5 1 (01 T2

= ‘PI(H(wa)(”)Hq)W ). of ()

(3.76)

Etudions tout d’abord, les variations du premier terme de la décomposition

o (17ap))1,) L 677

En utilisant I'expression de la norme L, avec 0 < g < +0o,

¢ (17 ) 9) 5755 [;wq/z v) f(u)‘qr/q (3.78)
1-q

- <|| Vo) {;uﬂ/z —fr] T 679

RHORSOK (5.80)

o~u

(||(wa)( o) 2
:ql(wa)(u)IIZ_ql 57 D wkIf©) -~ fwl . 68y

En se positionnant en un sommet particulier u; € V, la dérivée ne dépend que des
arétes incidentes a u;, donc des sommets vy, ...,7; qui sont connectés au sommet
u1. En utilisant également la dérivée usuelle suivante, |a|" = a/|a|, nous obtenons
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pour la derniere dérivée restante

%) /2
W; a0 = S0l (582)
1 L w3 (f(2) ~ f(m))|f(0) — Fla)|' (383)
+ qulis, (f(m) - f( ))\f(ul) Chlthe (389
oo g5 (F(n) = F(00) £ (1) = f(R)]72 (3.85)
1 Y @l (f2) f( 1))|f( )= f)|7? (3.86)
4 L wlla (fm) = £(2))If(n) — f@)2 587)
=q L wlio(f0m) = f@)If(0) = f)l* . (5.88)

En utilisant cette derniere expression dans (3.81), nous avons finalement

| E'va{ >§H)” D ¥ ol () - FE)IFE -~ F@IE . 69

Etudions maintenant les variations du second terme de la décomposition (3.74).
De maniére similaire au premier terme, nous avons

9[(Vaf)(@)llg

(3.81) =

v; ¢/(||(wa)(v)||q)w (3.90)
= L (an)@ ) 5707 [ w17 — ] G
¢ (I(Vuf)@)llg) o

= 172 .
= qll(Vaf) )11 e mPIEUORS (O (3.62)

Le sommet v € V ne possede qu'un seul voisin qui correspond au sommet u : le
sommet u lui méme. De 13, I’'expression (3.92) devient

Z(P/(H(wa)(v)nq) 9
o ql|(Veof) (@)]IF " 9 ()
a ; |Eiv;;f)(|3”1) Wl (F(u) = f(0)[f(u) = f(0)|72 . (3.94)

Finalement, en utilisant les expressions (3.89) et (3.94) dans 1’équation initiale
nous avons pour un sommet u € V

af( 5(Z oIVan)wll) = (3.95)

Hgvfz;f >§”3“1> ¥ wle’ (1) = £(2) f (0) = F(a)|7~ (3.96)

(||(wa)(v)||q) q/2 -2
+ 5wy (f(u) — f(0))|f(u) — f(0)|7 (3-97)

(3.92) = wlb?|f(u) — f(0)|7 (3.93)
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ce qui permet de retrouver la propriété 3.2.1

af (L pUTanwll) = T el (F) ~ FOIF0) - Fal 2 Go®
avec
v _ q>’<||<vwf><u>||q>+4>’<||<vwf><v>||q))
Ny’ = Wyy — — . (3-99)
(II(wa)(u)llgl (TP @1 %
O

En utilisant la propriété 3.2.1 dans I'équation (3.65), nous obtenons le systeme
d’équations suivant en un sommet u € V

aglg?(f;)'/\) - (3.100)
3 a7 (F(u) = F@)[f(0) = Fa)T 2+ A(f(u) = f(u)) =0 . (3.101)

Cette équation peut étre considérée comme étant la version discrete de 1'équation
d’Euler-Lagrange.

Remarque. Nous pouvons constater que le gradient et la valeur absolue peuvent étre nuls.
Afin d’éviter des dénominateurs nuls pour des valeurs de q < 2, nous utilisons des versions
réqularisées de la norme du gradient et de la valeur absolue. Pour deux sommets uetv € V

I(Vaf)()llg = [[(Vaf)(u)llge = \/H )| +€? (3.102)
[f(u) = f@)] = |f(u) = f(v)]e = |f(u )—f( )|+€ (3.103)

avec € un parametre positif et € — 0.
Dans la suite, pour des raisons de clarté, nous continuerons a noter la norme du gradient
et la valeur absolue dans leur version non régularisée.

3.2.3 Algorithme discret d’approximation

Nous présentons ici une approche permettant d’approximer la solution du sys-
teme (3.100).
Le systeme d’équations (3.100) peut se réécrire sous la forme suivante.

fy = MO0+ B el 1 (0) = FOOI 2 0)
At o 67 1£ (0) = f(0) 12

En utilisant 1’algorithme itératif de Gauss Jacobi, nous obtenons l’algorithme suivant
permettant d’approximer la solution du systéeme d’équations (3.104).

iy = M+ Buodl71(0) — f1 (012 (0)

A Dol [f1(0) = fr(wli=2 -, YuEV . (3105)
fO@w) = fu)
L’algorithme 1 résume 'approximation du systeme (3.105). La convergence est

obtenue pour un nombre d’itérations N donné ou en calculant a chaque itération le
critére d’arrét suivant || "1 — ||, < 7, avec T > 0 et T — 0.

(3.104)
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Données : une fonction initiale f': V — R
Résultat : une fonction f : V — IR approximant le systéme (3.106)
Entrées : un graphe pondéré G = (V,E, w)
1 pour tous les sommets u € V faire
| fOw) =)
tant que 1 # N ou [|[f"™1 — f7||, < 7 faire
pour tous les sommets u € V faire
BT = L a1 (@)~ )2
o~u
_ A () + o B £ (0)
A o B

N

- W

ol

fn+1(u)

(=2}

Algorithme 1 : Algorithme discret approximant le systéme (3.104).

Remarque. Une autre maniere de résoudre le systéme d’équations (3.100) est (comme dans
le domaine continu) d’utiliser une méthode basée sur une descente a pas infinitésimal

WD ¥l (F(u) — £0))If(0) — F12 + A (F(w) — £O(u)) =0

o~U
f(u,0) = fO(u)
(3.106)
Ce systeme décrit alors une famille de processus de diffusion discrets qui, contrairement aux
équations aux dérivées partielles, n’a pas besoin d’étape de discrétisation spatiale.

Remarque. Le systeme (3.105) décrit une famille de filtres de voisinage. En effet, a chaque
itération, la nouvelle valeur de la fonction f en un sommet u € V ne dépend que de deux
quantités : sa valeur initiale fO et la moyenne pondérée des valeurs filtrées de la fonction f
dans son voisinage N (u).

Dans la suite de cette section, nous appliquons cette famille de filtres pour le filtrage
et la simplification de données avec différentes fonctions de régqularisation ¢ et valeurs du
parametre q.

3.2.4 Cas des données vectorielles

Pour des raisons de clarté, les modeles que nous avons précédemment proposés
ont été formulés pour des fonctions scalaires f : V — IR.

Dans le cas des données multi variées, c’est-a-dire des fonctions vectorielles
f:V — R™, f(u) est alors représentée par le vecteur f(u) = (fz(“))szlm pour
un sommet u € V donné. Dans ces conditions, la régularisation de ce type de
fonction est réalisée sur chacune des composantes f; du vecteur f (composante par
composante). Le calcul de la variation locale du gradient de f; est différent pour
chacune des composantes, ce qui revient a appliquer m processus de régularisation
en paralléle.

L’avantage de cette approche est de permettre la parallélisation des algorithmes.
L’'inconvénient est de ne pas prendre en compte (pour des applications particulieres)
'aspect initialement vectoriel de la fonction initiale.
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Pour palier ce probleme et pour prendre en compte la corrélation entre les diffé-
rentes composantes du vecteur, nous remplagons la norme £, du gradient pondéré
en un sommet u par une version multi dimensionnelle

||(wa)(”)||q = ||(wa)( qu = \/Z || Vsz )”q . (3.107)

De plus, la fonction de poids w sert également de terme de couplage permettant
ainsi de prendre en compte 1’aspect vectoriel des données a traiter.

Dans la suite, nous nous intéressons a deux cas particuliers du modele varia-
tionnel (3.59) : les modeles de régularisation isotrope et anisotrope définis sur des
graphes.

3.2.5 Modéle p-Tv isofrope

Nous présentons ici un cas particulier du modele variationnel (3.59) correspon-
dant au modele p-Tv isotrope défini sur des graphes et proposé par Bougleux et
Elmoataz [Bougleux et ElImoataz, 2005, Elmoataz et al., 2008a, Bougleux et al., 2009].

En effet, lorsque le noyau de régularisation ¢(s) = %sp et que g = 2, nous
obtenons le modele p-Tv isotrope

min L607,5,0 = 5 T Iuf)@IE+ L 51700 - PWIBf  Gaod
fiv= Puev ucv 2
qui se réécrit sous la forme

min {a-<f,f°, ) = ;R;up + ¥ i <u>|%} (5.109)

fVoR MEV

avec la fonctionnelle de régularisation Réu,p (3.1)

21P/2
Réup Z II( vwf Z Z {wuv< *f(u)) } . (3.110)
uev ucvo~u
Propriété 3.2.2. La dérivée partielle de la fonctionnelle de régularisation R;,,p d’une fonc-
tion f € H(V') correspond a I'opérateur de p-Laplace isotrope (2.34) a la page 21
1R, (f)
p of(u)

Avec la fonction ¢(s) = %sp, sa dérivée ¢'(s) = sP~! et le parametre ¢ = 2, la

= (Mpf)(u) - (3.111)

fonction af} &t (3.99) s’écrit

s (P ThHWI) ¢ (I(Vah)(©)])
w( N G G112)
— 0 ((Tuf) WL 2+ (VP @) (113

a partir de I'équation (3.98), la dérivée partielle en un sommet u € V de cette
fonctionnelle est alors
1R, ,

p of(u) 8f( v;,w””(” Vaf) W52+ [(Vaf) @157 (F(1) — £(0))  (3.114)
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Remarque. Nous pouvons remarquer que lorsque le parametre p < 1, le probleme d’opti-
misation n’est pas convexe, ce qui ne garantit pas d’obtenir le minimum global de la mini-
misation. Cependant, dans la suite, nous montrerons des expérimentations oir le parametre
p — 0 afin d’illustrer le comportement de ce type de filtres dans ce cas particulier.

La solution du probléme (3.108) en un sommet u € V, s’obtient en utilisant la
propriété 3.2.2 page 53

E(f, 0N _ 9 1. A
L = s R + 31700 = PGB) G

= (Bl pf) () + A(f(u) = fO(uw)) =0 . (3.116)

En utilisant ’expression du p-Laplacien isotrope nous obtenons 1'équation d"Euler-
Lagrange suivante

Y wuo ([(Vaf)(@)15 72+ 11(Vaf) )52 (F(1) = f(0)) + A(f(u) — fO(u)) =0

o~u

(3-117)

ce qui est équivalent au systeme suivant

_ APW) + T 0o (| (VD) @)1 + 1 (Va5 ) f(0)

7 A+ Zow 0o ([ (Vaf ) @) + 1(Vaf) (w)1577)

(3.118)

Afin d’approximer la solution du systéme (3.118), nous pouvons utiliser 1’algo-
rithme discret (3.105). Pour tout u € V, nous obtenons le processus itératif suivant

_A) + Zo @ ([ (Vo @115 + [(Vaof ) ()157) ()

fn+1 (Lt) 3 3
At Yo o ([(Va @574+ (Ve f") (w)]l5 )
FO(u) = £Ou)

(3-119)

Remarque. Dans le cas oii le parametre p = 1, la version dans le domaine continu de
I'énergie ainsi formulé peut également étre vésolu a partir de I'algorithme de projection de
Chambolle [Chambolle, 2004].

Remarque. En utilisant les processus de diffusion décrits par le systéme (3.106) pour
approximer la solution de (3.118), nous obtenons une famille de diffusions isotropes qui
inclut et étend des processus bien connus dans les domaines du traitement des images ou de
Uinformatique graphique.

Ces processus de diffusion sont généralement formulés sans terme d’attache aux donnés,
c’est-a-dire que A = 0, et ont été analysés par Weickert dans [Weickert, 1998] dans le
contexte du traitement des images.

Liens avec des filtres de voisinage

L'algorithme (3.119) décrit une famille de filtres de voisinage. Bougleux et El-
moataz [Bougleux, 2007, Elmoataz et al., 2008a, Bougleux et al., 2009] font le lien
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entre cette famille de filtres et un certain nombre de filtres connus pour le traite-
ment des images dans le domaine spatial ou spectral.

Soit G = (V, E,w) un graphe pondéré associé a une image en 2D définie comme
une fontion f0 € H(V).

Lorsqu’il n'y a pas d’attache aux données (A = 0) et quand le parametre p = 2,
le systeme (3.119) se réécrit

n+1 _ vau wuvfn(v)
frw) Y omu Wup ) (3.120)
FO(u) = fO(u)

A la convergence de l'algorithme, la fonction f obtenue est alors la solution de
I'équation de la chaleur

(Ao f)(u) = (Duf)(u) =0, VueV . (3.121)

La fonction f est également la solution de la fonctionnelle de régularisation

w2(f) = 1 I(Vef) )3 (3-122)

ueV

correspondant a la solution de la minimisation du probléme de Dirichlet.

De maniere non exhaustive, une itération de 1’algorithme (3.120) correspond aux
filtres suivants pour le traitement des images (les sommets u et v sont associés aux
coordonnées spatiales des pixels de 'image).

— Le filtre Gaussien si la fonction de poids associée a une aréte uv est de la

forme

u—vl?
Wyp = exp('z(fz”2> . (3-123)

— Le filtre o [Yaroslavsky, 1985, Lee, 1983] avec

0 _ £0 2
e = exp (L £(0EY

— Le filtre bilatéral [Tomasi et Manduchi, 1998, Barash, 2002] avec

|u—v|§)exp(|f°<u>—f°<v>|§> |

Wy = exp| —=——=
" p( 202 o2

(3.124)

(3-125)

— Le filtre a moyennes non locales [Buades et al., 2008] avec

2

PP, FR)

o2

Wyy = exp(— (3.126)
Ce poids correspond a la fonction de poids g4 (2.17) page 17 décrite dans
le chapitre 2. Le lecteur intéressé pourra également se référer a [Szlam et al.,
2008, Peyré, 2009] pour d’autres méthodes utilisant le filtrage non local avec
des variétés de patchs issus d'une image.
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Quand le parametre A # 0 et que la fonction de poids w est constante, alors le
systéme (3.119) correspond a la version discrete de filtres définis dans le domaine
continu et basés sur des équations aux dérivées partielles. Quand p = 1, il s’agit
de la régularisation basée sur la variation totale [Osher et Shen, 2000, Chan et al.,
2001]. Quand p = 2, le systeme (3.119) correspond a la régularisation de Tikhonov
[Tikhonov et Arsenin, 1977].

Finalement, en réécrivant le systeme (3.119) sous forme matricielle, nous obte-
nons un filtrage par diffusion sur des graphes (basé sur des matrices de Markov)
et qui correspond a un filtrage dans le domaine spectral. On notera que 'étude des
propriétés des Laplaciens matriciels trouvent de nombreuses applications en ana-
lyse de données discretes telles que la segmentation d’images, la réduction de di-
mensions, ou encore la 'apprentissage semi supervisé. Le lecteur intéressé pourra,
par exemple, se référer a [Chung, 1997,Shi et Malik, 2000, Coifman et al., 2005, Lafon
et Lee, 2006, Belkin et al., 2006, Szlam et al., 2008, Bougleux et al., 2007] ainsi qu’aux
références associées.

3.2.6 Modéle p-Tv isotrope, filtrage et simplification de données

Comme nous l’avons déja mentionné, un des avantages de notre approche est
que nos modeles sont définis sur des graphes. Ceci nous permet de traiter n’im-
porte quel type de données pouvant étre représentées par un graphe sans étape
de discrétisation spatiale, contrairement aux méthodes basées sur les équations aux
dérivées partielles.

Nous proposons ici une série d’expérimentations montrant le comportement du
modele isotrope pour le filtrage et la simplification de données arbitraires. Nous
montrons, d'une part, que nos méthodes permettent de débruiter des variétés dans
le domaine spatial sans avoir recours a une projection dans le domaine spectral ou a
une réduction de dimension préalable. D’autre part, nous montrons que le filtrage et
le débruitage de données peuvent servir de pré-traitement dans 1’amélioration des
performances des méthodes de regroupement, de classification ou d’apprentissage.

Les expérimentations suivantes n’ont pas pour but de résoudre une probléma-
tique particuliere dans le domaine de l'apprentissage ou du traitement de données.
Elles permettent uniquement d’illustrer les comportements des filtres basés sur le
modele isotrope et de montrer le potentiel de notre méthodologie dans le domaine
du traitement de données.

Remarque. Dans les expérimentations suivantes, nous illustrons le comportement des
filtres pour des valeurs de p < 1. Dans ce cas, seul un minimum local est obtenu et les
différents résultats doivent étre comparés a ce titre.

Débruitage de collections d’'images

La figure 3.2 montre un exemple de débruitage de variété d’images. Les données
initiales proviennent de la base de données de 1'Usps (United States Postal Service
handwritten digits data set) contenant des images de chiffres manuscrits allant du
chiffre « 0 » au chiffre « g ». Chaque image de la base est de taille 16 x 16.

Nous utilisons un échantillon de test de 100 images provenant des chiffres « o »
et « 1 » choisis de maniére aléatoire. Ces données sont ensuite bruitées par un bruit
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(a) Données initiales (b) Données bruitées (c) 10-NNG associé a (b)
Fic. 3.1: Echantillon de tests pour le débruitage des données de la base Usps par
filtrage isotrope (figure 3.2) et anisotrope (figure 3.9 page 67). (b) : données bruitées
a partir de (a) par un bruit Gaussien de variance égale a 40. (c) : 10-NNG pondéré

par la fonction g3, card(V') = 100 et chaque sommet est caractérisé par une fonction
initiale fO: V — IR16%16,

Gaussien de variance de 40 et de moyenne nulle. Les figures 3.1a et 3.1b montrent les
données initiales et celles bruitées. Afin de traiter cette variété, un 10-NNG pondéré
par la fonction de poids g3 est construit a partir des données bruitées. Chaque
sommet est caractérisé par une fonction initiale 0 : V — R16*16 correspondant aux
niveaux de gris des pixels des images.

La figure 3.2 montre les résultats du filtrage a partir du modele p-Tv isotrope
pour différentes valeurs des parametres p et A. Chaque résultat présenté est com-
posé

— du résultat du filtrage (la fonction finale f);

— de la différence entre le filtrage et la fonction initiale (| f* — f]);

— d’une valeur de rapport signal sur bruit en créte : PsNR*. Les trois meilleures

valeurs sont mises en gras.

Nous pouvons constater que les résultats, pour les parametres p = 2 (n’importe
quelle valeur de A) et A = 0 (n'importe quelle valeur de p), donnent approxima-
tivement les mémes effets de filtrage. Le traitement a tendance a uniformiser les
données pour obtenir de nouveaux modeles moyens. Ce type de traitement peut
étre intéressant dans le cadre d’une méthode de classification dans le sens ot les
deux classes de chiffres deviennent visuellement distinctes.

Les deux meilleurs valeurs de PsNR sont obtenues pour les cas ot les parametres
p et A sont faibles. Malgré cela, nous pouvons voir que lorsque les parametres p et
A sont proches ou égaux a 1, nous obtenons une bonne valeur du PsNRr et le filtrage
tend & mieux respecter la structure des données (au vue des images de différence).

Ce type de traitement peut étre considéré comme une alternative intéressante
aux méthodes utilisées pour résoudre les problemes liés a la reconstruction de va-
riétés ou les problemes de la pré-image dans le domaine de 'apprentissage. Ces
méthodes utilisent usuellement une projection dans le domaine spectral ou une ré-
duction de dimension comme étape préalable a la reconstruction (pour obtenir la

2de 'anglais Peak Signal to Noise Ration
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Psnr=11,98

{aTs]
OO ¢

Psnr=18, 49

F1G. 3.2: Filtrage isotrope d'une variété d’image (base Usrs) avec différentes valeurs
des parametres p et A. Les données filtrées sont celles de la figure 3.1. Chaque
résultat présente le résultat du filtrage (la fonction finale f), la différence avec les
données initiales (| f* — f]) et une valeur de Psnr.

variété considérée). Notre approche a I'avantage de permettre le débruitage de la
variété directement dans le domaine spatial sans étape préalable (contrairement aux
méthodes proposées par [Coifman et al., 2005, Szlam et al., 2008]). Le lecteur inté-
ressé par ces méthodes de filtrage dans le domaine spectral pourra, par exemple,
se référer aux articles suivants [Park ef al., 2007, Thorstensen et al., 2009] ainsi qu’a
leurs références associées.

Simplification de variétés

Les figures 3.4 et 3.5 montrent les effets du filtrage et du débruitage basés sur la
régularisation isotrope sur une variété bruitée représentant une hélice toroidale.
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(a) Données initiales (b) Données bruitées

F1G. 3.3: Hélice toroidale bruitée pour illustrer la simplification de variétés par fil-
trage isotrope (figures 3.4 et 3.5) et anisotrope (figures 3.10 page 68 et 3.11 page 69).
(b) : données bruitées a partir de (1) avec un bruit Gaussien de variance égale a 10.

La figure 3.3 montre les données initiales et les données bruitées par un bruit
Gaussien de variance égale a 10. Afin de régulariser ces données, un 15-NNG pon-
déré par la fonction de poids g3 est construit a partir des données bruitées. Chaque
sommet du graphe (représentant un point de 1’hélice) est associé aux coordonnées
spatiales de celui-ci (f°: V — RR3).

Les figures 3.4 et 3.5 montrent les effets et 1’évolution du filtrage sur les données
pour différentes itérations n et différentes valeurs des parametres p et A.

La figure 3.4 présente des résultats pour une valeur de A = 1 et, pour la fi-
gure 3.5, une valeur de A =0

Nous pouvons constater que lorsque le parametre A = 1 (figure 3.4), le filtrage
a tendance a respecter la topologie initiale de la variété tout en la débruitant. Nous
pouvons également remarquer que, en fonction du parametre de régularité p, les
courbures de 1'hélice initiale sont plus ou moins respectées. Quand le parametre
p = 2, le filtrage lisse 'ensemble des données y compris dans les zones de fortes
courbures. Quand le parametre p = 1, les courbures initiales sont mieux préservées.
Quand le parametre p tend vers zéro, la topologie de 1'hélice (représentée par la
fonction f) tend a devenir constante par morceaux.

La figure 3.5 montre l'effet du filtrage isotrope lorsque il n'y a pas de terme
d’attache aux données (A = 0). Cette expérimentation illustre également le compor-
tement du filtrage pour différentes valeurs du parametre p. D'une maniere générale,
quand A = 0, le filtrage a pour effet de déplier complétement la variété initiale, en
particulier pour les cas ot p = 2 et p = 1. Lorsque le parameétre p tend vers zéro,
nous pouvons observer le méme effet, mais le filtrage a tendance a préserver les
points ot les courbures sont fortes.

Finalement, nous pouvons voir que le filtrage de ce type de données a partir
du modele de régularisation isotrope peut étre considéré comme un processus de
projection ou de réduction de dimension de la variété. En effet, notre approche
du filtrage par le p-Laplacien isotrope peut étre considéré comme une générali-
sation des méthodes d’apprentissage de variétés basées sur le 2-Laplacien [Belkin
et Niyogi, 2003]. Notre approche possede 1'avantage de permettre de réaliser cette
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F1G. 3.4: Evolution (en fonction du nombre d’itérations 1) du filtrage isotrope d’une
variété avec différentes valeurs des parametres p et A = 1. Les données traitées
correspondent a celles représentées par la figure 3.3 page 59.

simplification des données directement dans le domaine spatial.

Filtrage et simplification comme pré-tfraitement

Dans le contexte du traitement des images, le filtrage et la simplification per-
mettent souvent de faciliter une méthode donnée de segmentation.

Dans le méme esprit, nous proposons d’utiliser la famille de filtres basée sur le
modele isotrope, pour filtrer et simplifier des données avant une étape de regrou-
pement ou de classification.

La figure 3.6 montre deux exemples de bases de données réelles servant a illus-
trer I'intérét du filtrage et de la simplification comme étape de pré-traitement. Ces
bases proviennent du dép6t de l'université de Californie, Irvine (Ucr) [Asuncion et
Newman, 2007] et sont bien connues dans la communauté de 'apprentissage.

La figure 3.6a montre un premier exemple de base de données (les données
« iris »). Cette base contient des données décrivant 3 classes de fleurs. Elle contient
150 instances (50 par classes) et chaque entrée est décrite par 4 attributs. La fi-
gure 3.6b montre un second exemple de base de données (les données « wine »).
Cette base contient des données décrivant les composés chimiques du vin et est
composée de 3 classes. Chaque instance de cette base est décrite par 13 attributs.

La figure 3.6 montre des projections des données initiales par paires d’attributs.
Pour la base « wine », pour des raisons de clarté, seuls les 4 premiers attributs sur
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F1G. 3.5: Evolution (en fonction du nombre d’itérations 7) du filtrage isotrope d’une
variété avec différentes valeurs des parametres p et A = 0. Les données traitées
correspondent a celles représentées par la figure 3.3. Les figures de la derniere ligne
correspondent a un zoom pour l'itération n = 500.

les 13 sont représentés. Chacune des classes des bases de données est représentée
par une couleur différente.

Afin de traiter ces bases de données, des 30-NNG pondérés par la fonction de
poids g3 sont construits a partir des données initiales. Pour les données « iris », le
graphe contient 150 sommets et chaque sommet est décrit par une fonction f0 :
V — R*. Pour la base « wine », le graphe contient 178 sommets et chaque sommet
est décrit par une fonction f0: V — R3.

Les figures 3.7 et 3.8 montrent les résultats du filtrage par le modele de régula-
risation isotrope pour différentes valeurs des parametres p et A des bases « iris » et
«wine ». Ces résultats montrent 1’effet du filtrage sur les données qui ont tendance
a se regrouper (par classe) dans des parties distinctes de I'espace des attributs (no-
tamment pour une des classe de la base «iris »). Comme dans le cas du débruitage
de I'hélice toroidale (figures 3.4 et 3.5), les filtrages peuvent étre vus comme une
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(a) Iris : card(V)=150, f*: V — R*  (b) Wine : card(V)=178, f0: V — R3
F1G. 3.6: Bases de données provenant du dépdt de 1'Uct pour illustrer le filtrage et
la simplification de données (isotrope : figures 3.7 et 3.8, anisotrope : figures 3.12
page 7o et 3.13 page 70) comme pré-traitement a une étape de regroupement ou de
classification. Les figures représentent des projections par paires selon les attributs
de chaque base. Pour la base « wine », la projection est faite sur les 4 premiers
attributs des 13 contenus dans la base initiale.
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F1G. 3.7: Filtrage isotrope de la base de données « iris » avec différentes valeurs des
parametres p et A. La premiere ligne montre les résultats pour A = 1 et la seconde
avec A = 0.

réduction de dimension calculée dans le domaine spatial.
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F1c. 3.8: Filtrage isotrope de la base de données « wine » avec différentes valeurs des
parametres p et A. La premiere ligne montre les résultats pour A = 1 et la seconde
avec A = 0.

TaB. 3.2: Taux de classification de la base de données « iris » et « wine » pour dif-
férentes valeurs des parametres p et A (comparaison entre les données initiales et
les données filtrées avec le modéle isotrope). Les meilleurs taux sont présentés en
gras. La classification est obtenue avec 'algorithme des k moyennes ot le nombre
d’attributs utilisés est spécifié dans la deuxiéme colonne.

Base Attributs  Données Données filtrées
utilisés  initiales p=2 p=1 p=0,0001
W 4 s [N, 0L 7L s
] o A=1 ,4% ,9% ,9%
wine 13 9616 7o A=0 Zij% 313% 21,3%
wine 4 mpn (D0 TR T o

Le tableau 3.2 montre et compare des résultats de classification entre les données
initiales et les données filtrées pour les bases « iris » et « wine ». La classification est
obtenue a partir de 1’algorithme des k moyennes. La deuxiéme colonne de ce tableau
spécifie le nombre d’attributs utilisés dans l'algorithme. Les résultats présentés cor-
respondent a la valeur maximale des taux de classification obtenus sur 200 tours de
tests (I'algorithme de k moyennes utilise une initialisation aléatoire).

Pour la base «iris », nous pouvons constater le bénéfice du filtrage. Chaque
résultat de classification, a partir des données filtrées, est meilleur que celui obtenu
a partir des données non filtrées. En ce qui concerne la base « wine », nous pouvons
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constater (a la deuxieme ligne du tableau 3.2) que le filtrage n’a pas amélioré le
taux de classification lorsque nous utilisons 1’ensemble des attributs de la base.
Cela provient du fait que certains attributs de la base initiale sont suffisamment
discriminants pour séparer les différentes classes. Par contre, nous pouvons noter
que lorsque nous utilisons moins d’attributs (4 au lieu des 13, a la derniere ligne du
tableau 3.2), nous obtenons de meilleurs résultats dans le cas des données filtrées
que dans le cas des données non filtrées. Les attributs utilisés dans 1’algorithme
des k moyennes sont ceux présentés dans la figure 3.8. Nous pouvons remarquer
que ces derniers résultats sont également meilleurs que ceux obtenus en utilisant
I'ensemble des attributs.

Remarque. La sélection des attributs pour la classification des bases de données est un
probleme dépendant des données et de I'application considérée. Dans cet exemple, nous avons
sélectionné les 4 attributs de maniére empirique dans le seul but de montrer la potentialité
de notre méthodologie.

Finalement, nous pouvons conclure sur l'intérét et le bénéfice du filtrage et de la
simplification de données qui permettent d’améliorer les résultats de classification.
Des travaux connexes [Hein et Maier, 2007a, Hein et Maier, 2007b], basés sur le
filtrage de variétés avec le 2-Laplacien matriciel, ont également montré l'intérét de
ce type traitement dans les méthodes de classification. Nous pouvons considérer
que nos approches sont une extension de ces travaux (avec le terme général de
régularité p).

3.2.7 Modele p-Tv anisotrope

Nous présentons ici un autre cas particulier du modele variationnel (3.59) cor-
respondant au modele variationnel p-Tv anisotrope défini sur des graphes.

Avec le noyau de régularisation ¢(s) = ﬁsp et pour p = g, nous obtenons le
modele p-Tv anisotrope suivant

. 1
min {£.07,£00) = 5

E: L I(Taf)Wlf+ 51000 - PWIE} Gz

ueV ueV

qui peut se réécrire de la maniéere suivante

min {6(7,%0) = 2 Rup() + X 51000 - LB} Gz

f:V—=R eV
ot la fonctionnelle de régularisation Ry, correspond a celle définie par 1'équation
(3-2) page 37
/2
Rup(f) =1 1(Vu )@l = 1 3 win"|f(0) = fFu)]P . (3.129)

ueV uevV o~u
Propriété 3.2.3. La dérivée partielle de la fonctionnelle de régularisation Ry, p d’une fonc-
tion f € H(V') correspond a I'opérateur de p-Laplace anisotrope (2.117) en page 29 et défini
sur des graphes

1 0Rw,p(f) .
ET{;) = (Aw,pf)(u) . (3-130)
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Avec la fonction ¢(s) = 5-sP, sa dérivée ¢/(s) = sP~! et le parametre g = p, la

fonction ocqtpf s’écrit '
vt o2 ¢ U(Vwf)(w)llp) +<P’(||(wa)(v)||p)>
Ky = = Wyo — — (3.131)
! ( VI I @I o
—prp/z . (3.132)

La dérivée partielle en un sommet # € V de cette fonctionnelle est

LReplD) _ & g0 - )0 - FOP a3

= (8%,pf)(u) . (3.134)

La solution du probleme (3.127) en un sommet u € V s’obtient en utilisant la
propriété 3.2.3 page 64

& (f, 0 a8 1 A
afw)  of(u )( Rwrf(f)+5||f—f0|\§) (3.135)
= (A w,pf)( u) + A(f(”)_fo(”)) =0. (3.136)

En utilisant I'expression du p-Laplacien anisotrope, nous obtenons I'équation d’Eu-
ler-Lagrange suivante

Y wht 2 (F(u) — £(0))[f () = F@) P2+ A(f(u) — () =0, (3.137)

o~u
ce qui est équivalent au systéme suivant

APO(u) + Lo 0o (f(0) = £(0)) |f () = @) 2f(0)
At Toma ol (£() = £(0))|F () = f(0)|72

fu) = (3.138)

Afin d’approximer la solution du systeme (3.138), nous pouvons utiliser 1'algo-
rithme discret (3.105). Pour tout # € V, nous obtenons le processus itératif suivant.

AFO (1) 4 g wha (F (1) — F1(0)) " (u) — f(0) P72 (0)
At Yoo who? (1 (u) — f1(0)) [ f7 (1) — f1(0)|P=2

4 ) =

FO(u) = fOu)
(3-139)

Remarque. Nous pouvons remarquer que lorsque le paramétre q = 2, les modéles p-Tv
isotrope et anisotrope ont la méme expression, ainsi que leurs solutions et leurs algorithmes.

De plus, comme pour le modéle isotrope, dans le cas des données vectorielles, la fonction
de poids w sert de terme de couplage. Il est également possible d’intégrer le caractere vectoriel
des données en considérant la version vectorielle de la valeur absolue dans le systéme (3.138)
[Bougleux, 2007].



66 3 — FONCTIONNELLES DISCRETES DE REGULARISATION

3.2.8 Modéle p-Tv anisotrope, filtrage et simplification de données

Comme pour le modéle p-Tv isotrope, notre formalisme basé sur les graphes
permet de régulariser n'importe quel type de données discrétes.

Nous proposons ici une série d’expérimentations montrant le comportement du
modele anisotrope pour le filtrage et la simplification de données arbitraires. Les
expérimentations suivantes sont effectuées avec les mémes données que pour le cas
isotrope afin de pouvoir comparer le comportement des deux modeles.

Comme pour le modele isotrope, ces expérimentations n’ont pas pour but de
résoudre une problématique particuliére dans le domaine de l'apprentissage ou du
traitement de données. Elles permettent uniquement d’illustrer les comportements
des filtres basés sur le modele anisotrope et de montrer le potentiel de notre métho-
dologie.

Remarque. Dans les expérimentations suivantes, comme pour le modele isotrope, nous
illustrons le comportement des filtres pour des valeurs de p < 1. Dans ce cas, seul un
minimum local est obtenu et les différents résultats doivent étre comparés a ce titre.

Débruitage de collections d’images

La figure 3.9 montre un exemple de débruitage de variété d’images avec le mo-
dele anisotrope. Afin de pouvoir comparer les effets du filtrage avec le modele
isotrope, nous utilisons les mémes données que celles présentées par la figure 3.1
page 57. Nous utilisons également les mémes parametres et les mémes graphes que
pour les résultas obtenus avec la figure 3.2 page 58.

La figure 3.9 montre les résultats du filtrage a partir du modele p-Tv aniso-
trope pour différentes valeurs des parametres p et A. Chaque résultat présenté est
composé

— du résultat du filtrage (la fonction finale f);

— de la différence entre le filtrage et la fonction initiale (| f* — f]);

— d’une valeur PsNR ot les trois meilleures valeurs sont mises en gras.

Nous pouvons constater que les résultats du filtrage par le modele anisotrope
sont meilleurs que ceux obtenus par le modeéle isotrope, du point de vue des valeurs
de PsNR; excepté pour les résultats obtenus avec le parametre p = 2 ot les deux
modeles coincident.

A partir des images de différences, nous pouvons voir que le filtrage anisotrope
tend a mieux préserver la structure initiale de la variété tout en filtrant le bruit.
Le comportement du traitement de ce type de variété par le modele anisotrope est
supérieur au modele isotrope.

Simplification de variétés

Les figures 3.10 et 3.11 montrent les effets du filtrage par un débruitage basé sur
la régularisation anisotrope.

Afin de pouvoir comparer les effets du filtrage avec le modéle isotrope, nous
utilisons les mémes données, celles de I'hélice toroidale présentée par la figure 3.3
page 59. Nous utilisons également les mémes parametres et les mémes graphes que
pour les résultas obtenus avec les figures 3.4 page 60 et 3.5 page 61.
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F1G. 3.9: Filtrage anisotrope d’"une variété d’images (base Usps). Les données filtrées
sont celles de la figure 3.1 page 57 avec différentes valeurs des parametres p et A.
Chaque résultat présente le résultat du filtrage (la fonction finale f), la différence
avec les données initiales (| f* — f|) et une valeur de Psnr.

Les figures 3.10 et 3.11 montrent les effets et 1’évolution du filtrage sur les don-
nées pour différentes itérations n et différentes valeurs des parametres p et A.

La figure 3.10 présente des résultats pour une valeur de A = 1 et la figure 3.11
ceux pour une valeur de A = 0.

Nous pouvons constater que l'ensemble des résultats du filtrage par le modele
anisotrope sont différents de ceux obtenus avec le modele isotrope hormis quand le
parametre p = 2 ol les deux modeles coincident. Comme pour le débruitage de la
variété d’images présenté dans figure 3.9, le modele anisotrope (pour des valeurs
du parametre p # 2) tend a préserver la structure initiale de la variété et filtre moins
les données que le modéle isotrope.
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Fic. 3.10: Evolution (en fonction du nombre d’itérations 1) du filtrage anisotrope de
la variété avec différentes valeurs des parameétres p et A = 1. Les données traitées
correspondent a celles représentées par la figure 3.3 page 59.

Filtrage et simplification comme pré-traitement

Les figures 3.12 et 3.13 montrent les effets du filtrage du modéle anisotrope sur
des bases de données.

Afin de pouvoir comparer les effets du filtrage avec le modele isotrope, nous
utilisons les mémes données, celles représentant les bases de données « iris » et
« wine » provenant du dépot de I'Uct. Nous utilisons également les mémes pa-
rametres et les mémes graphes que pour les résultas obtenus avec les figures 3.7
page 62 et 3.8 page 63.

Les figures 3.12 et 3.13 montrent les résultats du filtrage des bases «iris » et
«wine » par le modéle de régularisation anisotrope pour différentes valeurs des
parametres p et A.

Contrairement au modeéle isotrope, I'effet de regroupement semble visuellement
moins prononcé. Les points se regroupent moins dans 1’espace des attributs. Nous
pouvons constater que ces résultats sont similaires a ceux obtenus dans le cas du
débruitage de la variété représentée par 1'hélice toroidale (figures 3.10 et 3.11), ott le
filtrage anisotrope tend a mieux préserver la topologie initiale des données initiales
tout en les filtrant.

Comme pour le cas isotrope, le tableau 3.3 montre et compare des résultats de
classification entre les données initiales et les données filtrées. La classification est
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Fic. 3.11: Evolution (en fonction du nombre d’itérations 1) du filtrage anisotrope de
la variété avec différentes valeurs des parameétres p et A = 0. Les données traitées
correspondent a celles représentées par la figure 3.3 page 59.

également obtenue a partir de l'algorithme des k moyennes ot le nombre d’attributs
utilisé est spécifié dans la deuxieme colonne de ce tableau. Les résultats affichés
correspondent a la valeur maximale des taux de classification obtenus sur 200 tours
de tests.

Pour la base «iris », nous pouvons constater que le bénéfice du filtrage est moins
important que pour le cas isotrope. Cependant, les taux de classification (a partir
des données filtrées) restent meilleurs (ou égaux) a ceux obtenus sans 1’étape de fil-
trage. En ce qui concerne la base « wine », nous pouvons remarquer que le taux de
classification est amélioré en utilisant 1’ensemble des attributs de la base (a la deu-
xiéme ligne du tableau 3.3), contrairement au filtrage basé sur le modele isotrope.
Lorsque nous utilisons un nombre d’attributs réduit, les taux de classification sont
meilleurs (ou égaux) avec les données filtrées que ceux obtenus sans l’étape de
filtrage, mais restent moins élevés que les résultats obtenus avec ’ensemble des at-
tributs. Les taux de classification sont proches, mais restent moins élevés que dans
le cas isotrope.

3.2.9 Conclusion

Dans cette section, nous avons présenté les solutions d’une premiere classe de
modeles variationnels définis sur des graphes. Afin d’approximer ces solutions,



70 3 — FONCTIONNELLES DISCRETES DE REGULARISATION

p=2 p=1 p = 0,0001
vi / /
A/ v2 /
Eal’d
—.[ A7 1 7
Il
< e -
4 /|
A/ v2 /
4
o 74 /
Il

FiG. 3.12: Filtrage anisotrope de la base de données « iris » avec différentes valeurs
des parametres p et A. La premiere ligne montre les résultats pour A = 1 et la
seconde pour A = 0.

F1c. 3.13: Filtrage anisotrope de la base de données « wine » avec différentes valeurs
des parametres p et A. La premiere ligne montre les résultats pour A = 1 et la
seconde pour A = 0.
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Tas. 3.3: Taux de classification de la base de données « iris » et « wine » pour dif-
férentes valeurs des parametres p et A (comparaison entre les données initiales et
les données filtrées avec le modéle anisotrope). Les meilleurs taux sont présentés en
gras. La classification est obtenue avec 1’algorithme des k moyennes oti le nombre
d’attributs utilisés est spécifié dans la deuxiéme colonne.

Base Attributs  Données Données filtrées
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nous avons proposé des algorithmes discrets. Nos algorithmes ne nécessitent pas
d’étape de discrétisation contrairement aux modeles basés sur les équations aux dé-
rivées partielles. Nos modeles permettent le traitement par régularisation de n’im-
porte quel type de données arbitraires pouvant étre représentées par un graphe.

Nous avons présenté deux cas particuliers de la classe de modeles variationnels :
les modeles isotrope et anisotrope conduisant a deux familles de filtres linéaires et
non linéaires. A partir de ces modeles, nous avons montré l'intérét de ce type de
traitement pour le filtrage et la simplification de données discretes telles que des
bases de données, des variétés d’images ou des nuages de points.

Nous avons également montré que les modeles isotrope et anisotrope se com-
portaient de maniere différente. Chacun d’entre eux peut apporter une solution
particuliére a une application donnée.

Finalement, les deux modeles de régularisation peuvent s’exprimer dans un mo-
dele variationnel général en utilisant la formule du p-Laplacien défini sur des gra-
phes A;, , ; par I'équation (2.124) page 30.

Dans la section suivante, nous montrerons comment les modeles isotrope et
anisotrope peuvent étre utilisés pour considérer des problémes d’interpolation.
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3.3 Problemes d’interpolation basés sur la régularisation

3.3.1 Introduction

Dans cette section, nous abordons certains problémes d’interpolation qui peu-
vent étre exprimés et résolus a 'aide de nos modeles de régularisation définis sur
des graphes. Dans le domaine du traitement des images, différents problemes tels
que la retouche des images, la super résolution, la colorisation ou encore la seg-
mentation semi supervisée peuvent étre interprétés comme étant des problemes
d’interpolation.

Le probleme d’interpolation consiste a prédire des données manquantes (dans
un ensemble) a partir de celles existantes. Le lecteur intéressé par plus de détails
sur ces problemes pourra se référer, par exemple, aux articles suivants [Boykov
et Jolly, 2001, Levin et al., 2004, Tschumperlé et Deriche, 2005, Grady, 2006, Peyré
et al., 2008, Roussos et Maragos, 2009] et a leurs références associées. Ces problemes
peuvent étre modélisés a partir de notre formalisme basé sur des graphes.

Soient G = (V,E,w) un graphe pondéré et f0 € H(Vj) une fonction initiale
définie sur un ensemble de sommets V; tel que V) C V. Le probleme d’interpolation
consiste a calculer une fonction f définie sur V' \ Vj a partir de f°. A l'aide de la
premieére classe de modéles variationnels discrets, ce probleme se formalise par

Au)

min  Riyeo(f) + L 5 (Fw) = /() (3.140)

fFV—=H(V) uev

oll le terme de régularisation utilise I'opérateur de sommation et le gradient symé-
trique Vy, tel que

wap(H) =1 o(I(Vuf)(u)lg) (3-141)

ueV

avec 0 < g < +o0. La fonction A : V — R est définie, pour un sommet u € V, par

M) = {Au siu eV (3.142)

0 sinon

Dans la suite de cette section, nous présentons deux exemples de problemes
d’interpolation : la colorisation des images monochromes et la classification semi
supervisée. Dans le contexte du traitement des images, nous montrons les bénéfices
des configurations non locales avec des patchs par rapport aux schémas locaux.
Nous illustrons également la généricité de nos approches par l'utilisation de diffé-
rentes topologies de graphes et 'application a différentes données.

Nous montrons également que nos modeles de régularisation forment un en-
semble d’outils adaptatifs (filtrage, simplification et classification) pouvant étre uti-
lisés dans le cadre du traitement des images cellulaires.

3.3.2 Colorisation d‘images

La colorisation consiste a coloriser (colorier, ajouter des couleurs) & des ima-
ges monochromes. Dans la majorité des cas, ce traitement est réalisé manuellement
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par des experts du domaine rendant la tache répétitive et fastidieuse. Récemment,
plusieurs méthodes de colorisation semi automatiques ont été proposées afin de
faciliter ce travail [Levin ef al., 2004, Yatziv et Sapiro, 2006]. Elles sont basées sur
des marqueurs initiaux placés par l'utilisateur et utilisent des processus de diffu-
sion pour réaliser la colorisation. Ces processus de diffusion ne considérent géné-
ralement, que les interactions locales entre les pixels ne permettant pas de rendre
compte des structures plus complexes contenues dans les images. Afin de palier
ce probleme, nous proposons d’utiliser notre formalisme basé sur des graphes et
d’incorporer les schémas non locaux dans le processus de colorisation des images.

Le probleme de colorisation peut se formaliser a I'aide de la minimisation (3.140)
et du modele p-Tv isotrope présenté dans les sections précédentes. Nous avons alors

min LY [(Vop) @)l + Y A ( ~ fOw)? (3.143)

fV=H(V) p ucv ucv

ott fO correspond a la fonction initiale. Cette derniére utilise 'image monochrome
initiale ¢° : V — R a coloriser et des marqueurs couleurs initiaux m : Vo C V — R3
(avec V), 'ensemble des sommets initialement marqués). La fonction m est définie
comme une application des sommets V vers un vecteur de couleurs défini dans

'espace RGB. Pour un sommet u € V, m(u) = (mi(u))l.T:{RGB}

oum; :V —- R
représente une des trois composantes de ’espace couleur.
A partir des marqueurs initiaux, la fonction initiale f° est définie comme une

application des sommets vers un vecteur de chrominance telle que

mi(u)\ " :
) ). siueV
8 i={R,G,B} : (3-144)
(0,0,0)T siueV\V

fO(u) =

La minimisation du probleme lié a la colorisation s’obtient de la méme maniere
que pour le modele p-Tv isotrope. La solution peut étre approximée en utilisant
l'algorithme discret suivant. Pour tout u € V,

M) £ (1) + Lo Wi (| (Vo -”)(?J)II”_2 +[|(Vaf?) ()11 %) £ (0)

finJrl(u) — —
A1) + Lo Wao (| (Vo f1) (0)]15 7t (Vo fM) w5 7)

fO ) = fOu)

(3-145)

A la convergence de l’algorithme, nous obtenons la fonction interpolée f : V —
IR3. Les couleurs finales a appliquer a I'image monochrome sont obtenues par

g0(u) - (A7), /572 w), ff7%(u), YueV . (3.146)

La figure 3.14 montre un exemple d’application de notre approche de la colo-
risation. Notre modéle integre les configurations locales et non locales dans une
méme formulation. Cette figure montre une comparaison entre ces deux types de
schémas. La figure 3.14 montre deux exemples otli, de gauche a droite, sont pré-
sentées les images initiales a coloriser (provenant d’images couleurs converties en
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Image monochrome Marqueurs Local Non local et patchs

Psnr=31,64 db Psnr=31,95 db
F1G. 3.14: Exemples de colorisation d’images a partir du modele de régularisation
p-Tv isotrope. De gauche a droite et a chaque ligne : 1'image monochrome a coloriser
(provenant d’une image couleur convertie en niveaux de gris), les marqueurs cou-
leurs initiaux, les résultats obtenus avec des schémas locaux et non locaux. Pour
chaque résultat une valeur de PsNR est donnée (valeur calculée sur I'image initiale

couleur avant la conversion en niveaux de gris).

niveaux de gris), les marqueurs couleurs initiaux et les résultats obtenus avec des
schémas locaux et non locaux. Les résultats utilisant les configurations locales sont
obtenus avec un graphe grille en 8-voisinage pondéré par la fonction de poids g
avec F = g'. Pour les configurations non locales, le graphe associé est un graphe
grille Gs (99-voisinage) pondéré par la fonction de poids g4 avec comme vecteur
d’attributs (g%, .) (des patchs de taille 5x5). L'ensemble des résultats est obtenu
avec une valeur de p = 1 pour l'algorithme (3.145) et une valeur de A, = 0,01 pour
la définition de la fonction (3.142). Cette valeur faible du terme d’attache aux don-
nées permet de garantir que les marqueurs initiaux puissent étre modifiés durant
le processus de colorisation afin d’obtenir un résultat final plus lisse et homogeéne
avec le reste de I'image.

Nous pouvons voir que, avec les schémas non locaux, nous avons des valeurs
de PsNR plus élevées (ces valeurs ont été calculées a partir des images initiales en
couleurs avant leur conversion en niveaux de gris) et des résultats visuellement plus
satisfaisants comparativement aux configurations locales. Dans le premier exemple,
nous pouvons voir qu’avec les schémas locaux, les couleurs dans certaines zones ont
été trop diffusées (notamment autour des yeux). Avec les configurations non locales
avec des patchs, la colorisation de ces zones est satisfaisante grace aux patchs qui
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(a) Schémas locaux (b) Schémas non locaux et patchs

F1G. 3.15: Zoom sur certains détails de la colorisation de 1'image de la fille. Com-
paraison avec les schémas locaux (a) et non locaux avec des patchs (b). Les confi-
gurations non locales permettent de mieux stopper la diffusion des couleurs : par
exemple au niveaux des cheveux ou du col.

permettent de mieux capturer les structures fines et similaires contenues dans les
images.

Afin d’apprécier visuellement les différences entre la colorisation locale et non
locale avec des patchs, la figure 3.15 montre des zooms de certains détails du second
exemple. Nous pouvons remarquer que méme avec des marqueurs initiaux préci-
sément placés, les schémas locaux ont tendance a diffuser davantage la couleur (au
niveau du col et des cheveux). Avec les configurations non locales, nous n’obtenons
pas ces effets rendant la colorisation plus satisfaisante.

Dans cette section, nous avons présenté un premier probleme d’interpolation
formulé a partir de nos modeles de régularisation basés sur les graphes : la colo-
risation d’image monochrome. Nous avons montré que notre modele pouvait inté-
grer les schémas non locaux avec des patchs dans le processus de colorisation. Ces
derniéres configurations permettent d’obtenir de meilleurs résultats qualitatifs et
quantitatifs par rapport aux schémas locaux.

Dans la section suivante, nous nous intéressons a un autre probleme d’interpo-
lation : la segmentation et la classification semi supervisée d’images et de données.

3.3.3 Segmentation et classification semi supervisées

La classification semi supervisée consiste a prédire les labels (marqueurs) man-
quants a partir d'un ensemble de données initialement et partiellement labélisé.
Nous proposons ici de considérer ce probleme d’interpolation a partir de nos mo-
deles de régularisation définis sur des graphes : en particulier, d"utiliser les modéles
variationnels p-Tv isotrope et anisotrope.
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Comme nous 1’avons mentionné dans les sections précédentes, nos modeles de
régularisation sont reliés a des méthodes de diffusion basées sur le p-Laplacien
isotrope et anisotrope définies sur des graphes. Des travaux récents ont montré 1'ef-
ficacité de ce type d’approche (notamment le p-Laplacien isotrope) pour résoudre
les problemes de classification et d’apprentissage de données ou de variétés [Zhou
et Scholkopf, 2004, Belkin et al., 2006]. Le lecteur intéressé par plus de détails sur
ces approches peut se référer a [Zhu, 2008] pour une revue complete des différentes
méthodes existantes.

Dans le domaine du traitement des images, la classification (segmentation) semi
supervisée consiste a extraire des objets d’intéréts a partir de labels initiaux placés
par l'utilisateur. La segmentation est alors réalisée par propagation de ces mar-
queurs. Différentes méthodes ont été utilisées pour résoudre ce probleme dans la
littérature. Nous pouvons, par exemple, citer les méthodes de coupe de graphes, les
méthodes variationnelles incluant des configurations non locales, celles utilisant des
méthodes d’optimisation combinatoire ou la théorie spectrale. Le lecteur intéressé
par ces méthodes pourra se référer aux articles suivants [Boykov et Jolly, 2001, Yu
et Shi, 2004, Grady, 2006, Gilboa et Osher, 2007a, Sinop et Grady, 2007, Szlam et al.,
2008, Couprie et al., 2009, Houhou et al., 2009] et a leurs références associées.

Approches basées sur les modéles p-Tv isotfrope et anisotrope

Le probleme d’interpolation que représente la classification semi supervisée
peut se formaliser a l'aide des graphes de la maniére suivante.

Soit G = (V,E,w) un graphe pondéré qui représente des données a traiter. La
classification semi supervisée des sommets V consiste a regrouper et a classer cet
ensemble en c classes, oll le nombre c est connu a priori. L'ensemble des sommets
V est composé initialement de sommets labélisés et non labélisés. L’ objectif est alors
d’estimer les sommets non marqués a partir de ceux qui le sont.

Soit C;, avec i = 1,...,c, 'ensemble des sommets de V qui sont labélisés et
appartenant a la /™€ classe. Soit Vj = {Ci}i=1, . I'ensemble des sommets qui sont
initialement marqués et V' \ V) 'ensemble des sommets qui ne le sont pas. Chaque
sommet u de V est alors décrit par un vecteur de labels f0: V. C R™ — IR€ tel que

o) = (fw)_, . (3-147)
et initialisé de la maniere suivante
1 siueC;, aveci=1,...,c
f2(u)=40  sinon : (3.148)
0 Yu e V\Vy

Pour résoudre ce probleme d’interpolation, nous utilisons la minimisation for-
mulée par I’équation (3.140) et nos modeles variationnels : les modeles p-Tv isotrope

min (V + 0 (3.149)
feER(V) PugvH il u;V R ))
et anisotrope

min = Y (V) )lh+ ¥ 28 (fu) - POw))? (3-150)

fEH(V) 219 v uev
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avec 0 < p < +o0.

En utilisant les algorithmes discrets approximant les solutions de ces deux mo-
deles, nous obtenons, dans le cas de la classification semi supervisée, les algorithmes
suivants. Pour tout u € Veti = {1,...,c}, le modele isotrope donne

M) (1) 4+ Lo Wi ([ (Veo fE) @52 4+ 1 (Vo f) () [152) £1(0)
A1) + L o (|| (Vo f2) @) 572 4+ 1 (Ve f) ()15 7%)

finJrl (u) _
£ () = £ (u)
(3-151)
et le modele anisotrope donne
A1) f(1) + Lo who (f11(10) = f11(0)|F (1) = F(0) P72 £ (0)
) + o w0l (£ () = f2(0)) | £ () — £ (0) [P~

finH (u) =

FOu) = £O(u)
(3.152)

En partant des sommets labélisés de V), la classification semi supervisée (iso-
trope et anisotrope) consiste a calculer ¢ régularisations. A convergence de ces pro-
cessus, nous affectons a un sommet u la classe i la plus plausible en calculant une
probabilité d’appartenance

argmax f’i(u) aveci={1,...,c} . (3.153)

i ;ﬁﬂﬂw

Remarque. Nous pouvons remarquer I'importance de la fonction de poids et de la topo-
logie du graphe dans ce type de probléme. En effet, ce sont eux qui permettent d'intégrer
les informations provenant des données initiales dans le processus de classification ou de
segmentation étant donné que la fonction f estimée est la fonction label.

La figure 3.16 illustre un exemple de classification semi supervisée sur un en-
semble de données par propagation de labels. Elle montre également 1’évolution de
la labélisation en fonction du nombre d’itérations n. Le graphe associé (figure 3.16b)
aux données initiales est un 20-NNG pondéré par la fonction de poids gj.

Expérimentations

Nous présentons ici une série d’expérimentations montrant 1’application de nos
modeles de classification semi supervisée définis sur des graphes.

Nous nous intéressons tout d’abord a la segmentation des images avec des confi-
gurations non locales avec des patchs et basée sur des graphes grilles. Ensuite,
nous présentons des expérimentations sur des graphes de régions construits a par-
tir d’une partition d’une image. Nous verrons que ce type de graphes associés aux
images offrent des avantages tels que la segmentation des objets non connexes, un
nombre de marqueurs réduit ou encore la réduction du nombre de sommets entrai-
nant une diminution de la complexité des algorithmes. Finalement, nous présentons
des applications de la classification semi supervisée pour traiter des données dis-
cretes telles que des bases de données ou des variétés.
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F1G. 3.16: Exemple de propagation de labels sur un nuage de points pour la clas-
sification semi supervisée de données. (1) : données initiales avec les marqueurs
initiaux et (b) : le graphe associé. A la derniére ligne : évolution de la classification en
fonction du nombre d’itérations .

F1G. 3.17: Image initiale avec marqueurs initiaux servant d’image de test pour la
segmentation semi supervisée non locale isotrope et anisotrope présentée dans la
figure 3.18.

Nos modeles isotrope et anisotrope de la classification semi supervisée sont défi-
nis avec des graphes et unifient configurations locales et non locales dans le contexte
du traitement des images. Nous pouvons remarquer que la segmentation non lo-
cale avec des patchs est peu étudiée et utilisée dans la littérature. Nous pouvons
citer quelques travaux récents définis dans le domaine continu [Gilboa et Osher,
2007a, Houhou ef al., 2009].

La figure 3.18 illustre ce type de segmentation des images et compare les mo-
deles isotrope et anisotrope avec différents graphes et différentes valeurs du para-
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F1G. 3.18: Segmentation non locale d’images. Les graphes associés sont construits
a partir de I'image initiale g° : V' — R de la figure 3.17. Les segmentations sont
obtenues avec les marqueurs initiaux présentés dans la figure 3.17. Chaque résultat
correspond a une structure de graphe différente et a une valeur du parametre p
différent. Les contours des régions obtenus sont superposés en noir sur l'image
initiale (volontairement blanchie afin d’avoir une meilleure visualisation).

metre p (dans le cas ot le parametre p = 2, les modéles isotrope et anisotrope sont
équivalents).

Les résultats de la figure 3.18 sont obtenus avec différentes topologies de graphes
calculées a partir de I'image initiale (figure 3.17) définie comme une fonction g :
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V — IR. Les résultats de la figure 3.18 montrent les segmentations finales (obtenues
a partir des marqueurs initiaux de la figure 3.17) ot les contours des régions sont
superposés a 1'image initiale.

La premieére colonne de la figure 3.18 présente les résultats des segmentations
obtenues a partir d'un graphe grille en 4-voisinage pondéré par la fonction de poids
g4 associée aux vecteurs F(g°,.) = ¢%(.). Cette configuration correspond aux sché-
mas locaux usuels employés pour ce type de méthode de segmentation. Nous pou-
vons remarquer que dans les cas isotrope et anisotrope, plus la valeur du parametre
p diminue et plus le contour final se rapproche de l'objet désiré. L'aspect du contour
final reste néanmoins peu lisse.

La seconde colonne de la figure 3.18 présente les résultats des segmentations ob-
tenues a partir d’une configuration non locale avec des patchs. Il s’agit d'un graphe
grille en 49-voisinage (G3) pondéré par la fonction de poids g4 associée a des vec-
teurs d’attributs F»(g°,.) définis par des patchs de taille 5x5. Comme pour le cas
de la configuration locale, plus la valeur du parametre p diminue et plus le contour
final tend a se rapprocher de 1'objet désiré. Contrairement au cas local, l'utilisation
d’une grande fenétre de recherche (ici 7x7) associée a des patchs comme vecteur
d’attributs permet d’obtenir des contours plus lisses et plus réguliers grace a la
capacité des schémas non locaux a mieux capturer les similarités et a lisser impli-
citement les informations contenues dans les images. Avec cette topologie de gra-
phe, nous pouvons constater que le cas isotrope tend a légerement sous segmenter
I'image alors que le modele anisotrope permet au contour de mieux correspondre
a l’objet.

Finalement, la derniere colonne de la figure 3.18 présente également des ré-
sultats de segmentation obtenus a partir d'une configuration non locale avec des
patchs. Un des inconvénients des méthodes non locales est la grande complexité
des algorithmes résultant de la connexité du graphe, et plus particulierement du
degré élevé de chaque sommet u € V. Afin de palier ce probléme, nous proposons
d’utiliser une autre topologie de graphe permettant de réduire le nombre de voi-
sins de chaque sommet. Les résultats de la derniére colonne de la figure 3.18 sont
obtenus a partir d’'un graphe grille en 4-voisinage Gy couplé avec un graphe des
4-NNG3 et pondéré par la fonction de poids g4. Chaque sommet est connecté a ses
quatre voisins spatialement connexes et a ses quatre plus proches voisins dans une
fenétre de recherche de taille 7x7. Le calcul des distances permettant de pondérer
le graphe et de déterminer les plus proches voisins est basé sur des vecteurs d’attri-
buts F»(gY .). Les résultats de segmentation montrent un comportement similaire
a ceux obtenus avec le graphe Gs, mais avec cette configuration, la complexité des
algorithmes de traitement est diminuée grace a la réduction du nombre de voisins
de chaque sommet du graphe.

La plupart des méthodes de segmentation semi supervisées sont basées sur les
pixels de I'image. Si nous considérons que les pixels de l'image ne sont pas les
seuls éléments représentatifs, alors nous pouvons utiliser des structures de plus
haut niveau telles que les régions d’une partition de I'image également appelées
« super pixels » [Ren et Malik, 2003].

La figure 3.19 montre des exemples de segmentation semi supervisée basée sur
des graphes de régions. La premiere colonne de la figure 3.19 montre les images
initiales avec les marqueurs initiaux servant a la segmentation.
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F1G. 3.19: Segmentation semi supervisée avec des graphes de régions. Les résul-
tats sont obtenus avec des graphes complets pondérés et construits a partir des
partitions (deuxiéme colonne). Les pourcentages entre parenthéses représentent le
pourcentage de réduction en terme de sommets du graphe de régions par rapport
au nombre de sommets d'un graphe qui aurait été construit a partir des pixels de
I'image.

A partir des images initiales, des partitions sont calculées. Différentes méthodes
efficaces permettant d’obtenir une partition sont disponibles dans la littérature
[Meila et Shi, 2000, Meyer, 2001, Arbeldez et Cohen, 2004, Cousty et al., 2009a]. Des
exemples de partitions obtenues avec la méthode de [Arbeldez et Cohen, 2004] sont
présentés dans la seconde colonne de la figure 3.19 ot chaque région de la partition
est remplacée par la couleur moyenne des pixels qui la composent et son contour
est superposé en blanc. Cette colonne présente également les pourcentages de ré-
duction (en terme de sommets) entre un graphe construit a partir des régions des
partitions et un graphe qui aurait été construit a partir des pixels de I'image. Nous
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pouvons remarquer que cette réduction est de I'ordre de 97% sur les trois exemples
présentés.

La derniére colonne de la figure 3.19 montre les résultats de segmentation obte-
nus a partir des marqueurs de la premiere colonne. Pour obtenir ces résultats, des
graphes complets ont été construits a partir des régions des partitions et la fonc-
tion de poids associée (g4) utilise les moyennes couleurs (dans 1’espace RGB) des
régions comme attributs des sommets du graphe (chaque sommet étant associé a
une région de la partition). L'utilisation d'une telle structure n’est pas envisageable
si les sommets du graphe sont associés aux pixels de I'image. Par contre, dans le
cas de 'utilisation des régions d'une partition, cette topologie permet d’obtenir les
propriétés suivantes.

— L'utilisation d’un graphe complet pondéré permet d’intégrer toutes les infor-
mations de I'image (approche complétement non locale), ce qui a pour consé-
quence d’avoir une convergence rapide de l’algorithme en peu d’itérations.

— Peu de marqueurs initiaux sont nécessaires pour obtenir une segmentation
satisfaisante.

— La possibilité de segmenter des objets non spatialement connexes ou adja-
cents. Par exemple, dans I'image des cellules, seulement une cellule a été mar-
quée et la méthode de segmentation a réussi a délimiter toutes les autres.

— Finalement, en considérant une version simplifiée de l'image, le nombre de
sommets du graphe se trouve réduit permettant de diminuer la complexité
des algorithmes et les temps de calcul.

La figure 3.20 montre un exemple de classification semi supervisée appliquée a
la recherche par le contenu dans des bases de données. Les données initiales sont
celles de 1'Usps. La base de test labélisée comporte 8oo instances de chaque chiffre
allant de «o0» a « g », tirés de maniere aléatoire, représentant un total de 8ooo
chiffres. Chaque chiffre est labélisé avec sa classe correspondante. La figure 3.20a
montre une partie de la base de test. Les données non labélisées (figures 3.20b, 3.20c,
3.20d et 3.20e) sont sélectionnées aléatoirement parmi les chiffres allant de «o0» a
« 3 » des données restantes non utilisées pour constituer la base de test.

La classification semi supervisée appliquée a la recherche par le contenu consiste
alors a estimer et a ordonner les instances de la base les plus similaires par rapport
aux données non marquées initiales. Les figures 3.20f, 3.20g, 3.20h et 3.20i montrent
les 50 résultats les plus proches obtenus a partir de la requéte correspondante. Le
graphe utilisé ici est un graphe complet ot1 chaque sommet correspond a une image
et est décrit par un vecteur d’attributs de IR1®*1® correspondant aux niveaux de gris
de 'image qui lui est associée. Nous pouvons constater la pertinence des réponses
obtenues pour chacune des requétes test.

3.3.4 QOutils pour le traitement d’images cellulaires

Dans cette section, nous montrons que nos modeles de régularisation forment
un ensemble d’outils adaptatifs (filtrage, simplification et classification) pouvant
étre utilisés dans le cadre du traitement des images cellulaires.

L’objectif des traitements présentés ici consiste a extraire des objets tissulaires ou
cellulaires. Cette extraction a pour but de faciliter le travail d’analyse de médecins
anatomo-pathologistes. Les sous domaines médicaux concernés sont la cytologie
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F1G. 3.20: Exemple d’ apphcatlon de la classification semi supervisée pour la re-
cherche par le contenu. Les résultats présentés dans les figures (f), (g), (h) et (i)
correspondent au 50 premiers exemples les plus proches en accord avec les requétes
initiales correspondantes (figure (b), (c), (d) et (e)).

et I'histologie pathologiques. Le traitement et la segmentation de telles images est
un probléme complexe du fait de la grande variété de contenus. Néanmoins, diffé-
rentes approches existent pour traiter et segmenter des images médicales dont, par
exemple, celles basées sur : I’analyse des histogrammes, la classification de pixels,
les opérations morphologiques ou bien les méthodes basées sur les équations aux
dérivées partielles. Le lecteur intéressé par plus de détails pourra se référer par
exemple aux articles suivants [Malladi et Sethian, 1996, Schiipp et al., 2001, Lézoray
et Cardot, 2002, Lézoray et al., 2009b] et aux références associées.

Dans cette section, nous abordons le probleme de la segmentation des images
microscopiques en utilisant nos modeles définis sur des graphes. Nous ne propo-
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sons pas une méthode directe permettant de segmenter une classe d’images par-
ticulieres, mais plutdt un ensemble d’outils et de schémas flexibles permettant de
s’adapter a un probleme donné. Ces outils sont basés sur les filtres et les schémas
de segmentation semi supervisée proposés dans les sections 3.2 et 3.3.

Des schémas de segmentation automatique et semi automatique pour des ima-
ges de cytologie et d’histologie seront présentés ainsi qu'une comparaison avec des
approches proposées dans la littérature [Lézoray et Cardot, 2002, Dumont et al.,
2007].

Images cellulaires

De manieére simple, nous pouvons dire que le domaine de pathologie se divise
en deux parties : la cytologie et I'histologie. Dans ces deux parties, 'imagerie micro-
scopique joue un role important car les différents prélevements (issus de fluides ou
de tissus humains) sont déposés sur une lame afin d’étre analysés et diagnostiqués
par un expert a l'aide d’un microscope.

— La cytologie consiste a étudier la morphologie des cellules a travers les mo-
difications des noyaux ou des cytoplasmes contenues dans des prélevements
de fluides humains. Ces modifications peuvent s’exprimer en terme de taille,
couleur, texture ou forme. Les figures 3.21a et 3.21b montrent des exemples
d’images de cytologie.

— L’histologie consiste a étudier ’organisation et I’arrangement des cellules (pro-
venant de prélevements tissulaires humains) regroupées en amas et formant
des structures complexes. Les figures 3.21c et 3.21d montrent des exemples
d’images d’histologie.

F1G. 3.21: Exemples d’images de cytologie et d’histologie. (a) : gynécologie, (b) :
hématologie, (c) : tissu mammaire et (d) : colon.

Du fait du grand nombre d’objets cellulaires pouvant étre contenus dans les
lames, I'analyse visuelle par I'expert est une tache fastidieuse et consommatrice en
terme de temps. Nous pouvons ainsi voir l'intérét du traitement des images qui
peut permettre d’apporter une aide aux médecins par l'extraction et I’analyse auto-
matique ou semi automatique des différentes structures cellulaires ou tissulaires.

Extraction d’objets cellulaires

Le traitement des images cellulaires doit respecter au mieux la maniére dont 'ex-
pert analyse. Pour cela, les images sont acquises en couleur et l’extraction consiste
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a séparer le fond du reste de 'image considérée. Le reste représente les objets a
extraire (noyaux, cytoplasme ou tissus).

En terme de traitement des images, l'extraction des objets contenus dans ces
images peut se décomposer en deux niveaux : le niveau cellulaire et le niveau tissu-
laire. Au niveau cellulaire, nous pouvons avoir des cellules isolées, qui se touchent
ou qui se chevauchent. Au niveau tissulaire, nous pouvons trouver des groupes
de cellules ou des regroupements (groupes de groupes). Cette hiérarchie peut se
formaliser de la maniére suivante : cellules C groupes C regroupements. Nous
pouvons voir que la structure de graphe est adaptée a la représentation de cette
hiérarchie ot1 les sommets peuvent aisément représenter chaque niveau. Ainsi, nos
modeles basés sur des graphes permettent d’unifier dans une méme formulation
les différents traitements applicables aux différents niveaux de la représentation
des images.

Dans la suite, nous proposons d’utiliser nos modeles de régularisation comme
un ensemble d’outils adaptatifs (filtrage, simplification et classification) permettant
de traiter et de segmenter ce type d’images. Ces outils peuvent étre combinés entre
eux pour former des schémas de traitement et de segmentation automatiques ou
semi automatiques. Le filtrage, la simplification et la segmentation sont basées sur
les familles de filtres (section 3.2) et la classification semi supervisée (section 3.3)
décrites dans les sections précédentes.

Comme nous l'avons dit dans la section 3.3, les modeles de segmentation d'ima-
ges semi supervisée basés sur la propagation de labels utilisent habituellement une
représentation basée sur les pixels pour effectuer la classification. Cette représen-
tation devient inefficace, en terme de temps de calcul, lorsque les images sont de
grande taille a cause de la grande quantité de données a traiter. Pour palier ce pro-
bléme, nous proposons d’utiliser la méthode de segmentation basée sur des graphes
de régions décrite dans la section 3.3 et faisant intervenir une version simplifiée de
I'image a traiter (une partition).

La figure 3.22 illustre cette méthode pour la segmentation en trois classes d'une
image cytologique (fond, noyaux et cytoplasme). Cette expérimentation compare
également, les temps de calcul? et les résultats obtenus avec différentes structures
de graphes (basés sur les pixels de 'image ou les régions d'une partition). Ces
temps incluent le calcul de la partition 3.22b et la construction du graphe associé.

La premiére colonne (3.22c) montre le résultat obtenu a partir d'un graphe grille
en 8-voisinage associé aux pixels de I'image. Nous pouvons remarquer la nécessité
de positionner des marqueurs entre les deux cellules afin de pouvoir les séparer.
La deuxiéme colonne (3.22d) montre le résultat obtenu a partir d’'un RaG pondéré
calculé a partir de la partition 3.22b ot la fonction de poids utilise avec la couleur
moyenne des régions. Le résultat est obtenu a partir des méme marqueurs que ceux
utilisés dans le cas du graphe grille (colonne 3.22c). Nous pouvons constater que
nous avons des résultats similaires tout en réduisant, dans le cas du RAG, le nombre
d’itérations et les temps de calcul.

Les deux derniéres colonnes de la figure 3.22 montrent des résultats avec des
graphes complets calculés a partir des régions de la partition. Comme pour le cas

3Temps obtenus a partir un ordinateur équipé d'un processeur Intel Xeon quatre cceurs avec 16 GB
de mémoire vive.
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(a) Image initiale, card(V) (b) Partition, card(V) = 639
27512 (97,7% de réduction)

Marqueurs initiaux et résultats (en colonne) avec le nombre d’itérations n
et le temps d’exécution
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(c) n=50 (11 sec.) (d) n=5(<1sec.) (e)n=2(<1sec.) (f)n=2 (<1 sec.)

F1G. 3.22: Segmentation semi supervisée et comparaison avec différentes structures
de graphes. De gauche i droite : les structures de graphes sont les suivantes. (c) :
graphe grille en 8-voisinage; (d) : RAG calculé a partir de la partition (b); (e) et (f) :
graphes complets calculés a partir de la partition (b).

des expérimentations présentées dans la section 3.3 qui utilisaient le méme type de
graphe, nous obtenons les mémes propriétés. (i) Peu de marqueurs sont nécessaires
pour obtenir une segmentation totale des objets non connexes, rendant la méthode
semi automatique moins fastidieuse pour l'utilisateur. (ii) Une convergence rapide
de l'algorithme et une diminution du temps d’exécution sont obtenues du fait de
la réduction du nombre de données a traiter (avec la partition nous réduisons le
nombre de sommets a traiter de 97,7%). (iii) Les deux derniers résultats montrent
également la robustesse de la méthode vis a vis de la position initiale des mar-
queurs.

Dans les sections suivantes, nous présentons l'utilisation de nos modeles de ré-
gularisation comme outils permettant de traiter et de segmenter des images cellu-
laires. Ces outils sont combinés entre eux (ou avec d’autres méthodes) pour obtenir
des schémas de segmentation automatique ou semi automatique d’images couleurs
de cytologie ou d’histologie. Dans la suite, nous présentons des schémas pour illus-
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trer le potentiel de la méthodologie et une comparaison avec des méthodes propo-
sées dans la littérature. Nous ouvrons également des pistes en proposant un schéma
permettant de segmenter des images de lames entieres issues d’un scanner a lames.

Schéma de segmentation interactive

La figure 3.23 montre un exemple de segmentation interactive (semi automa-
tique) d’image couleur d’histologie et illustre les avantages d'une approche guidée
par l'utilisateur. Lorsque les images a traiter deviennent plus complexes, les mé-
thodes de segmentation automatiques ne sont parfois pas assez précises et une
correction de l'utilisateur devient nécessaire.

La méthodologie utilisée dans cet exemple est la suivante.

— Simplification de I'image initiale par filtrage.

— Construction d"une partition.

— Segmentation par propagation de labels guidée par 'utilisateur.

Dans 'exemple de la figure 3.23, la premiere étape consiste a filtrer I'image ini-
tiale par régularisation discrete isotrope avec un graphe pondéré en 8-voisinage afin
d’obtenir une image filtrée et trés simplifiée (figure 3.23b) par rapport a I'image
initiale (figure 3.23a). A partir de cette nouvelle image filtrée, une partition (fi-
gure 3.23c) est calculée afin d’obtenir une version trés réduite de I'image initiale.
Un RAG est ensuite associé a cette partition ott chaque sommet correspond a une
région caractérisée par sa couleur moyenne. La segmentation est calculée a partir
de ce graphe.

La figure 3.23d montre les marqueurs initiaux déposés par 'utilisateur ainsi que
la segmentation obtenue. Nous pouvons constater que le résultat obtenu n’est pas
satisfaisant. Les structures tissulaires ont été mal extraites car les marqueurs initiaux
n‘ont pas été précisément placés pour séparer les regroupements de cellules. La
figure 3.23e montre les marqueurs additionnels déposés par 'utilisateur afin de
corriger la segmentation. Finalement, grace a ces nouveaux labels, la segmentation
désirée a pu étre obtenue.

Comparaisons avec d’autres méthodes

Nous comparons ici notre schéma de segmentation interactive et rapide basée

sur des graphes de régions avec d’autres méthodes proposées dans la littérature.

— Deux approches basées sur : l'algorithme des k moyennes d’une part, et une
classification Bayésienne d’autre part [Lézoray et Cardot, 2002].

— Deux approches basées sur : la classification de pixels d’une part, et l'utilisa-
tion d’arbres avec fenétres de recherches aléatoires d’autre part [Dumont et al.,
2007].

Pour plus de détails sur ces méthodes, le lecteur intéressé pourra se référer aux
articles cités ci-dessus.

La comparaison est effectuée a partir d’une base d’images de tests composée de

10 images de cytologie des séreuses [Lézoray et Cardot, 2002]. Les cellules sont co-
lorées avec la coloration standard internationale de Papanicolaou et la classification
effectuée est constituée de deux classes : les pixels correspondant aux noyaux des
cellules et les autres pixels de 'image.
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(a) Image initiale, card (V) (b) Image filtrée (c) Partition, card(V) =
= 405150 2068 (99,5% de réduction)

(d) Marqueurs originaux et segmentation obtenue

(e) Marqueurs additionnels et segmentation obtenue

2]

F1G. 3.23: Segmentation interactive d’image d’histologie couleur. La partition (c) est
calculée a partir de (b) obtenue par filtrage de I'image initiale (a).

La figure 3.24 montre trois exemples de la base d’images de tests utilisées dans
notre comparaison. La premiere ligne de cette figure présente les images initiales.
La deuxiéme ligne de cette figure montre les vérités terrain réalisées manuellement
par les experts du domaine. La derniére ligne montre, quant a elles, les segmen-
tations obtenues a partir de notre méthode basée sur la segmentation guidée par
l'utilisateur.

Afin de comparer les différentes approches, nous utilisons quatre mesures de
taux de classification basées sur la proportions des pixels bien classés.

Les tableaux 3.4 et 3.5 montrent les taux de classification et comparent les résul-
tats obtenus entre notre schéma de segmentation et deux autres approches [Lézoray
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F1G. 3.24: Trois exemples de la base de tests utilisée. De la premieére a la derniére ligne :
les images initiales, les vérités terrain, et les segmentations obtenues a partir de
notre méthode semi automatique.

Tas. 3.4: Taux de classification et comparaison avec les approches de Dumont et
al. [Dumont et al., 2007].

Basée pixel Basé fenétre aléatoire Notre approche
Ro 95.93% 96.39% 98.41%

TaB. 3.5: Taux de classification et comparaison avec les approches de Lézoray et
al. [Lézoray et Cardot, 2002].

Basée k moyennes Basée Bayes Notre approche

Ry 88.7% 97.53% 92.31%
Ry 98.65% 95.40% 99.15%
R3 93.67% 96.47% 95.73%

et Cardot, 2002, Dumont et al., 2007].
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Les meilleurs taux de classification sont mis en gras. Les mesures de taux de
classification Ry, Ry, R et R3 sont définies par

nombre de pixels bien classés

Ry = .
0™ nombre total de pixels de l'image (3-154)

nombre de pixels de la classe noyau bien classés

Ry = .
'™ nombre total de pixels de la classe noyau de I'image (3.155)

nombre de pixels de la classe fond bien classés

Ry = 156

2™ nombre total de pixels de la classe fond de I'image (3.156)
R;+R

Ry = ——5— (3-157)

Les résultats présentés par le tableau 3.4 montrent que notre schéma a le meilleur
taux de classification en comparaison aux approches proposées par Dumont et al.

Les résultats présentés par le tableau 3.5 montrent les taux de classification par
classe pour les différentes approches considérées. Notre approche permet d’obte-
nir de meilleurs résultats que ceux obtenus par 'algorithme des k moyennes, mais
des résultats moins bons que ceux obtenus par la classification Bayésienne pour les
pixels classés comme étant de la classe noyau. Ces résultats peuvent étre interprétés
de la maniére suivante. Un des avantages de notre approche est que 'utilisateur
peut revenir et corriger les marqueurs initiaux jusqu’a obtenir les résultats de seg-
mentation désirés. La conséquence est que nous pouvons obtenir de meilleurs taux
de classification comparativement & une méthode automatique. En ce qui concerne
les taux de classification des pixels de la classe fond ou de la classe noyau, nous
pouvons noter que I'approche Bayésienne a tendance a sur-segmenter les noyaux et
que notre schéma tend a les sous-segmenter.

Schéma de segmentation automatique de lames entiéres

Les images cellulaires que nous avons présentées jusqu’a maintenant provien-
nent d’'une caméra embarquée sur un microscope et correspondent uniquement a
un champ (sous partie) de la lame entiére. Cette méthode d’acquisition permet d’ob-
tenir des images de champs qui, une fois recalées, permet de reconstituer I'image
de la lame entiere.

Récemment, les avancées technologiques de l'acquisition dans le domaine de
la pathologie et de la biologie ont fait émerger de nouvelles stations d’imagerie.
Ce nouveau type de matériel permet de disposer d’interfaces pour la microscopie
virtuelle par I'imagerie d’une lame entiére (ILE). Ces ILE permettent de scanner des
prélevements dans leur totalité et de disposer de différentes résolutions de I'image
scannée. La figure 3.25 montre un exemple de lame scannée a partir d'un dispositif
d’ILE et 'image obtenue a différentes résolutions.

Les images obtenues sont représentées par un seul fichier contenant 1'image
a pleine résolution et par une séquence codant différentes résolutions de 1'image
de base. Ce type d’images a donc la particularité de faire apparaitre différentes
structures a différentes résolutions.

Le fichier contenant les images peut atteindre la taille de 30Go pour une unique
lame scannée. La gestion de telles masses de données représente un réel défi de cette
nouvelle ére de la microscopie numérique. Les images contenues dans les fichiers
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F1G. 3.25: Exemple de lame acquise & partir un scanner avec des zooms a différentes
résolutions

représentant les lames entiéres sont en fait des pyramides régulieres. La figure 3.26
montre un schéma illustrant la pyramide représentant les différentes résolutions de
I'image de la lame entiére.

Des travaux récents montrent différentes approches afin de traiter ces images de
lame entiére. Nous pouvons par exemple citer une méthode basée sur la décompo-
sition en ondelettes [Signolle et al., 2009] ou encore celle basée sur 1’apprentissage
et une sélection d’attributs a chaque niveau de la pyramide [Sertel et al., 2009].
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F1G. 3.26: Schéma de la pyramide représentant les images d"une lame entiere acquise
par un dispositif d'ILE.

Dans cette section, nous proposons d’utiliser la pyramide et un schéma de seg-
mentation automatique multi échelles des images de lames entieres basé sur nos
modeles de régularisation définis sur des graphes. Les figures 3.28 et 3.29 montrent
un exemple de segmentation multi échelles d’une lame entiére pour les deux pre-
miers niveaux de la pyramide. L'image a traiter (figure 3.27) correspond & un préle-
vement de cancer du sein coloré par immuno-histochimie. Le but est d’extraire les
tissus malins et de localiser les cellules malignes afin de pouvoir calculer un taux
de prolifération du cancer.

La méthodologie utilisée pour la segmentation d’un niveau donné de la pyra-
mide est la suivante.

— Filtrage de I'image par régularisation isotrope.

— Classification par k moyennes robuste de I'image [Kanungo et al., 2002].
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F1G. 3.27: Prélevement original intervenant pour la segmentation multi échelles pré-
sentée dans les figures 3.28 et 3.29.

— Détection et construction d"une bande étroite autour des contours des régions
obtenues.

— Classification semi supervisée dans la bande étroite autour des contours afin
de les affiner.

La figure 3.28 montre la segmentation du premier niveau de la pyramide en utili-
sant la méthodologie décrite précédemment. La figure 3.28a montre le résultat du
filtrage par régularisation isotrope. La figure 3.28b montre le résultat de la clas-
sification par l’algorithme robuste des k moyennes. A partir du résultat de cette
classification, une détection des contours est réalisée et une bande étroite (de taille
relative au facteur d’agrandissement) est construite autour de ce contour. Un graphe
grille en 8-voisinage est alors construit a partir des pixels de la bande étroite et les
labels initiaux sont initialisés & partir de la classification obtenue par I'algorithme
des k moyennes. La figure 3.28c montre la carte de régions obtenue apres la classifi-
cation semi supervisée (avec le parametre A = 0) permettant de modifier et d’affiner
les contours précédemment calculés. La figure 3.28d montre la segmentation finale
superposée a I'image initiale.

La figure 3.29 montre la segmentation du deuxiéme niveau de la pyramide repré-
sentant la figure 3.27. Cette segmentation est réalisée a partir du niveau précédent
et utilise la méme méthodologie. La figure 3.29a montre le résultat de la premiere
étape : le filtrage sur le deuxiéme niveau de la pyramide. Afin d’appliquer l'étape
de classification par 1’algorithme des k moyennes, nous utilisons une étape prélimi-
naire de super résolution permettant de passer de la carte de régions du premier
niveau vers une image de la taille du deuxiéme niveau. A partir de cette nouvelle



94 3 — FONCTIONNELLES DISCRETES DE REGULARISATION

(© (d)

F1G. 3.28: Segmentation du premier niveau de la pyramide représentant la lame en-
tiere 3.27. (a) : filtrage par régularisation isotrope, (b) : classification par k moyennes
(k=2), (c) : classification semi supervisée pour affiner les contours, (d) : segmentation
finale superposée sur l'image initiale.

carte de régions, I'algorithme des k moyennes (avec k = 2) est appliqué uniquement
dans la zone précédemment détectée comme étant du tissu (zone vert clair de la
figure 3.28c¢). La figure 3.29b montre le résultat de cette premiere classification. La
figure 3.29c montre le résultat de la segmentation semi supervisée (afin d’affiner
les contours) obtenue avec une bande étroite calculée a partir du résultat de la fi-
gure 3.29b. La figure 3.29d montre la segmentation finale superposée sur 'image
initiale.

Finalement, la méme méthodologie peut étre appliquée a 'ensemble des ni-
veaux de la pyramide pour obtenir une segmentation des structures tissulaires et
cellulaires contenues dans la lame entiere.

3.3.5 Conclusion

Dans cette section, nous avons présenté des problémes d’interpolation formali-
sés a partir de nos modeles de régularisation définis sur des graphes. Nous nous
sommes intéressés plus particulierement aux problemes de la colorisation des ima-
ges monochromes et de la classification semi supervisée.

Dans le cadre du traitement des images, nous avons montré que les configu-
rations non locales avec des patchs permettaient d’obtenir de meilleurs résultats
que les schémas locaux. Nous avons également illustré les bénéfices de 1'utilisation
des graphes de régions pour la segmentation des images. Nos modeles étant défi-
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(d)

F1G. 3.29: Segmentation du deuxiéme niveau de la pyramide représentant la lame
entiere 3.27. (a) : filtrage par régularisation isotrope, (b) : classification par k
moyennes (k=2), (c) : classification semi supervisée pour affiner les contours et
(d) : segmentation finale superposée sur I'image initiale.

nis avec des graphes, 'extension naturelle de ces méthodes permet d’envisager le
traitement de tout type de données pouvant étre représenté par un graphe.

A partir de nos modeles, une perspective intéressante serait d’adapter, avec les
équations aux différences partielles définies sur des graphes, d’autres problemes
d’interpolation tels que la retouche d’image ou encore la super résolution. Dans
le domaine du traitement des images, cette adaptation permettrait d’intégrer les
schémas non locaux avec des patchs dans la résolution de ces problématiques. Dans
le domaine de 'apprentissage, elle permettrait d’envisager de nouvelles pistes telles
que l'interpolation des valeurs manquantes ou encore le traitement multi échelles
des bases de données.

De plus, nous avons présenté des schémas de segmentation d’images microsco-
piques de cellules. Ces schémas utilisent nos modeles de régularisation comme des
outils adaptatifs pouvant étre combinés entre eux ou avec d’autres méthodes.

Nous avons montré des expérimentations permettant de traiter et de segmenter
des images biomédicales de maniere automatique ou semi automatique. Nous nous
sommes également intéressés a une nouvelle génération d’images cellulaires : les
images de lame entiere. Ces images constituent un nouveau défi dans le domaine
du traitement des images du fait de la trés grande masse de données a traiter. Nous
avons considéré cette problématique et avons proposé un schéma de segmentation
multi échelles permettant de les traiter.

Enfin, une perspective intéressante, serait d’utiliser ces mémes outils pour ana-
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3.4 Optimisation globale pour la segmentation de données

3.4.1 Introduction

En segmentation d’images, les méthodes variationnelles basées sur la régulari-
sation et les équations aux dérivées partielles sont tres utilisées. Cependant, comme
nous l’avons déja mentionné, peu de travaux intégrant les configurations non locales
dans les modeles de segmentation existent dans la littérature. Les travaux qui ont
tout de méme abordé ceci reposent principalement sur une extension de la variation
totale vers des schémas non locaux. Nous pouvons citer des méthodes semi super-
visées définies dans le domaine continu [Gilboa et Osher, 2007a] ou discret [Szlam
et al., 2008, Houhou et al., 2009], notre approche présentée dans les sections précé-
dentes et les modeles de contours actifs globaux [Bresson et Chan, 2008].

Cette derniére approche de segmentation repose sur une minimisation globale
continue [Chan et al., 2006] et sur la formule de la co-aire [Chambolle, 2005] pour
rendre convexe ce probleme initialement non convexe et trouver un minimum glo-
bal. L’obtention d'un minimum global est important pour obtenir des algorithmes
de segmentation robustes et indépendants de la position des contours initiaux,
comme cela est fait dans les méthodes de contours actifs [Chan et Vese, 2001].

Cette classe d’optimisation globale peut s’exprimer par la seconde classe de
modeles variationnels que nous avons précédemment proposée :

min L& (F, 1) = Rigo(F)+ ¥ O} Gss)

f:v—{01} eV

ott la fonction g € H(V) est une fonction dépendant de la fonction initiale 0 €
H(V). Le terme de régularisation prendra les deux formes suivantes : avec ¢(s) =
%s” etg=p

o) = 21;7 L IVl = zlpve;;,,pm , (3.159)

etp(s) =setq=o0
Raeop(f) = max|[(Vef) (1)lleo = R0 (f) - (3.160)

Les fonctionnelles de régularisation R}, ,(f) et Rj, o (f) désignent les différentes
fonctionnelles que nous avons proposées dans les sections précédentes. Pour une
fonction f € H(V)

R;(o,p (f) = {Rw,lﬂ(f)rth,p(f)rRz_u,p(f)} (3'161)
Riveo(f) = {Ruweo(f)s Ripoo(f): Reeo(f)} - (3-162)

Cette classe de modéles peut étre considérée comme la version discrete des modeles
similaires définis dans le domaine continu.

Dans cette section, nous proposons des solutions et des algorithmes itératifs
permettant de résoudre ce probleme non convexe et obtenir un minimum global.
Ces solutions sont basées sur 'utilisation de la formule de la co-aire définie sur des
graphes et une méthode discrete de relaxation.
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Notre approche unificatrice permet de segmenter des images en intégrant des
schémas non locaux mais également de traiter tout type de données méme celles
définies sur des domaines irréguliers et de grande dimension.

Remarque. Dans cette section, les algorithmes utilisés pour résoudre le probleme de mini-
misation sont itératifs ce qui permet d’obtenir une implantation facilitée. Cependant, des mé-
thodes d’optimisation combinatoire permettant de minimiser des énergies binaires existent,
nous pouvons par exemple citer les travaux suivants [Boykov et Kolmogorov, 2004, Grady
et Alvino, 2009].

3.4.2 Solutions de la deuxiéme classe de modéles variationnels

Le probleme de minimisation (3.158) est non convexe tout comme sa version
définie dans le domaine continu [Chan et Esedoglu, 2005, Burger et Hintermidiller,
2005, Chan et al., 2006]. Afin de pouvoir trouver un minimum global a ce probleme,
nous pouvons reformuler 1'énergie discréte en une version relaxée convexe

min ]{Ez(f,fO,A): wgo(F)+ L A ) f(u)} (3.163)

f:v—[oa =

ot la fonction f recherchée est maintenant définie dans l'intervalle [0, 1].

Dans cette section, nous allons montrer que pour les cas particuliers ou1 g = 1 et
g = oo des fonctionnelles (3.161) et (3.162), nous pouvons obtenir la solution pour
le probleme (3.158) en utilisant le probleme discret relaxé (3.163) et la formule de la
co-aire discrete définie sur des graphes.

Formule de la co-aire sur des graphes

Nous montrons ici que les fonctionnelles de régularisation R, , avec p = 1
satisfont la formule de la co-aire.

Propriété 3.4.1. Pour toute fonction f : V — IR, les fonctionnelles de régularisation
Ri,p(f), avec p = 1 satisfont la formule de la co-aire

o) = [ Riabxgn) dt (5.164)
(3.165)

avec x la fonction indicatrice et t > 0.
Démonstration. Soit f une fonction définie par f : V — IR. Pour tout t > 0, la

fonction indicatrice X(f>t) V — {0,1} se définit, en un sommet u € V, par

X(f>t) (1) = {(1) z;gg ; Z : (3.166)

Par définition de la fonction de poids w, nous avons pour n'importe quelle aréte
uv € E: wyy > 0.
Prenons tout d’abord le cas suivant oit

Ria =Ruwr =}, ) Vouwlf(0) = f(u)| (3.167)

ueVo~u
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en utilisant I'identité suivante

+o0
la—b| = Lw |X(a>t) - X(b>t)| dt (3.168)
nous avons
Y Y vl - S0l = [T Y @l (©) - x|t G169)
ueV o~u ucV o~u

ce qui permet d’obtenir la propriété 3.164

—+o00
7?/w,l (f) = - Rw,l(X(f>t))dt . (3.170)

Prenons maintenant les deux cas ot

w1 =Ry =2 Y Viue|max(0, f(v) — f(u))] (3-171)

ueV o~u
w1 = Ry = ZVZ Vo min(0, f(v) — f(u))] - (3-172)
ucV o~u

En utilisant les identités suivantes

+o0
max (0,4 — b) = [m max(O,X(Dt) - X(b>t)) |dt (3.173)
+o00
min(0,a — b) = 1 _ min(0, Xgsp — xsp)ld (3-174)
min(0,a — b) = max(0,b —a) , (3.175)

nous obtenons la propriété 3.164 pour les fonctionnelles directionnelles

/ Ra1(X(s>p) dt (3.176)

—+o00
Roa(f) = | Rua(x(rsn)dt (3-177)
O

Basé sur une approche similaire, nous pouvons déduire les mémes propriétés
pour les fonctionnelles basées sur la norme Lo

—+o00
Riyeo = Rio = maxmax ol f(0) = ()] = [~ Ruwliron)dt  Ga78)

uecV ov~u

—+00
Riyoo = Ry o = Maxmax /Wyo| max (0, f(v) — f(u))] :/_w R;oo()((f>t))dt

ueV ov~u
(3-179)
R0 = Rapo = maxmax /wyy| min(0, f(v) — f(u N=/ 3 Rwoo( (f>)dt .
(3.180)

Les fonctionnelles R;, ;| et R;, ., satisfaisant la propriété de la co-aire, ont alors
les propriétés suivantes.
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— Convexité. Pour toutes fonctions f et h définies dans H(V), nous avons les
relations

w1 (tf +(1—=1) <tRL 1 (f) + (1= 1Ry, (h) (3.181)
Rio(tf +(1—1) <tRE () + (1 =R o (h) - (3.182)

— Semi continuité inférieure.
— Positivité et homogénéité de degré 1. Pour toute fonction f € H(V) ett >0

w1 (tf) = 1Ry (f) (3.183)
Riveo(tf) = 1Ry 0 (f) (3-184)

Méthode discréte de relaxation

A partir de la propriété de la co-aire et du probléeme de minimisation relaxé
(3.163) nous pouvons trouver le minimum global satisfaisant le probleme (3.158)
pour les fonctionnelles de régularisation basées sur les normes £ (3.161) et Lo
(3.162). En suivant une approche similaire a la résolution de la version définie dans
le domaine continu des problémes (3.158) et (3.163) [Burger et Hintermidiller, 2005,
Chan et al., 2006], nous pouvons montrer que chaque ensemble de niveaux de la
solution du probleme relaxé (3.163) est une solution du probléeme d’optimisation
original (3.158).

Propriété 3.4.2. Avec une fonction ¢(s) = %sp, et pour q = p = 1 la solution du probleme
convexe suivant
& 1
i g ’ 0/ A) = 7R* A 0 18
i ABELD = R0+ D as(wsw) 68

est également une solution du probléme original suivant

(607,20 = JRou () + L (M @fw)}  Gase

min
f:v—{01} uev

ol
w1 (f) = {Rw1(f), Ry 1 (f) Ry i ()} - (3-187)

Démonstration. Supposons que fsoit la solution du probleéme initial (3.186) et que f
soit la solution du probleme relaxé (3.185). Avec I'identité suivante pour un sommet
ucV

. f(u) 1
flu) = /0 dt = /0 X(f>t)(u)dt (3.188)
et un changement de variable, nous obtenons pour le terme d’attache aux données
0 ~ fu) 0
MY g f =2 Y ([T s @at (3189)
ueV uev \/0

[ (S ) ar Gaso)
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A partir de la propriété de la co-aire pour des fonctions a variations bornées, nous
avons la relation suivante

/ Ry, f>t )dt . (3.191)
En utilisant ces deux derniéres relations, nous avons
-~ 1 ~ ~
E(f, 0N = R (F) + Y Ag(fO) (u)f(u) (3.192)
uev
= / w1 (X (Fop) T Z AV (Fopy (1 ))dt (3.193)
_ & 0
= /0 53(X(f>t)/f ,A)dt . (3.194)
Puisque )(( Fob) € {0,1}, pour tout ¢, nous avons
E(X(fory f5 1) 2 &(F, £, 0) . (3.195)
De plus, résultant du probleme relaxé, nous avons l'inégalité suivante
E(F 0.0 = &(F.F0) (3.196)
donnant ainsi
o ~ 1 _
EF LN = [ Gl N At (3.197)
1 ~ o~ - ~
> [[&F LA =EELNZERLN) Gass)

A partir de cette derniére relation, nous obtenons finalement
E(f, 1) = & 20 = & oy 1) - (3.199)

Nous pouvons ainsi dire que pour chaque solution f minimisant le probleme re-
laxé, (3.185) nous pouvons calculer une solution pour le probleme original (3.186)
en considérant les ensembles de niveaux X(F>1) de la fonction f La convexité du
probleme relaxé garantit que chaque solution du probléme relaxé soit un minimum
global correspondant aussi a un minimum global du probléme non convexe ini-
tial. O

De la méme maniére que pour la propriété 3.4.2, nous pouvons déduire la pro-
priété suivante.

Propriété 3.4.3. Avec une fonction ¢(s) = s, et pour q = oo la solution du probleme
convexe suivant

min {&(f, 1) = Rie(f) + L AW} (3:200)

f:v=[01] ueV

est également une solution du probléme initial

min {&(f, 1) = Riw(f) + L A2UM@fw)} G201

f:v—101} uev

ol

Rivoo(f) = {Ruweo(f): Ripeo () Rvoo ()} - (3.202)



102 3 — FONCTIONNELLES DISCRETES DE REGULARISATION

Algorithme itératif d’approximation

Les seuls cas olt nous pouvons trouver une solution au probleme (3.158) sont
ceux qui satisfont la propriété de la co-aire, c’est-a-dire les fonctionnelles R; ; et
R co-

Dans cette section, nous résolvons le probleme de minimisation (3.158) en ne
considérant que le cas de la fonctionnelle R} ;. Pour approximer la solution de
cette minimisation, nous utilisons un algorithme itératif discret.

Remarque. Dans ce manuscrit, nous ne considérons pas le cas de la fonctionnelle Ry, .
Pour résoudre ce probleme de minimisation, une méthode possible est de considérer le pro-
bleme de maniére duale et d’utiliser des techniques d’optimisation combinatoire. Le lecteur
intéressé pourra se référer par exemple a article suivant [Sinop et Grady, 2007] et aux
références associées.

Propriété 3.4.4. Les fonctionnelles de régularisation directionnelles R} | et R | peuvent
s’exprimer en fonction de la fonctionnelle Ry, 1. Pour une fonction f € H(V'), nous avons

1
th,p (f) = R;,p(f) = ERw,p(f) . (3-203)
Démonstration. En utilisant les identités suivantes
| max(0,a — b)| = W (3.204)
| min(0,a — b)| = W (3.205)
nous avons pour la fonctionnelle R;j,l (f)
Roa(f) = L 1 vl max(0,£(0) = f(w)] (3.206)
ueV o~u
1 1
) Z;:/ Z Vol f(0) = f(u)] + 2 Z;,/ Z vV wuv(f(v) —f(u)) (3.207)
ueV o~u ucVo~u
1 1
= 5Rai(N 5 & T vau(f©) - f(w) (5:208)
ueV o~u
= %Rwl(f) (3.209)

du fait que le terme
1
2 Z Z unv(f(v) _f(”)) =0. (3.210)
ueVo~u
De la méme maniére, nous avons pour la fonctionnelle R ;

Reor(f) =3 Y} Vu|min(0, f(v) — f(u))] (3-211)

ueVo~u

LY T V@)~ fw) - ¥ Vaw(fe) - fw)  Ga)

ueVo~u ueVo~u

= 3Rer() =3 & T va(f®) - £) (213
= 2 Rualf) (214
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Finalement, nous retrouvons bien la relation

RiA(f) = Ry (F) = 3R (f) (3.215)

O

A partir de la propriété 3.2.3 (page 64) qui montre le lien entre la dérivée de la
fonctionnelle de régularisation R, et le p-Laplacien anisotrope :

1 0Rw,p(f) .
ET{;) = (8%,pf) () (3.216)

et de la propriété 3.4.4, nous avons immédiatement la propriété suivante.

Propriété 3.4.5. Les dérivées partielles des fonctionnelles de régularisation R} | corres-
pondent a la définition du 1-Laplacien anisotrope (2.117) présenté dans le chapitre 2

oR; R,
1Rulf) _ Roglf) _ Ra ) _ (Mg f)(u) - (3-217)
2 9f(u) of (u) of (u)
La solution du probleme (3.185) pour p = 1 en un sommet u € V, s’obtient en
utilisant cette derniére propriété

PSS D (SRaa() + A5)) G.218)
_ af?u) (2RE4(F) +A8()f) (3.219)
= 507 (Raalh +25(7°)5) (3.220)
= (8%,0£) () + Ag(f) () = 0. (3221

En utilisant 1’expression du 1-Laplacien anisotrope, nous obtenons 'équation d’Eu-
ler-Lagrange suivante

¢ Y Vo (f(u) = f(0)|f () = f(0)| 7" + Ag(f) () =0, (3-222)

o~u

ce qui est équivalent au systeme suivant

Yo VUl f (1) — f(0)| 71 f(0) — Ag(f°) (1)
B Y on Wuo| (1) — f(0)] 1 (3-223)

oll ¢ est une constante. Avec ¢ = 1 (3.223) correspond a l'approximation du mo-
dele basé sur la fonctionnelle R, 1. Quand ¢ = 2, le systeme (3.223) correspond a
I'approximation du modéle basé sur les fonctionnelles R;l et R,

L’'approximation de la solution du systeme (3.223) en un sommet u € V se fait
par l'algorithme discret

_ o Vo () — f" (0) 71" (0) — Ag(f) ()
¢ Yo V/Wuo " (u) = " (0)| (3-224)

f(u)

fn+l (u)
FO (1) = m(u)
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otum:V — {0,1} est une fonction binaire représentant un marqueur initial.
Afin d’éviter une division par zéro du dénominateur, nous utilisons une version
régularisée de la valeur absolue telle que pour deux sommets u et v

F(0) = f@)]e =/ (F(u) — f(0))> + €2 (3.225)

avece > 0Oete — 0.
Du fait de la relaxation du probleme, a chaque itération, nous projetons la solu-
tion en un sommet u € V la solution f"(u) sur l'intervalle [0, 1] telle que

0 si f"(u) <0
ffu) =41 sif"(u)>1 . (3.226)
™ (u) sinon

L’algorithme 2 résume l'approximation de la solution du systeme (3.223). La
convergence de 'algorithme est obtenue pour un nombre N d’itérations ou quand

It =l <t

Données : une fonction initiale f*: V — [0,1]
Résultat : une fonction f : V — {0, 1} approximant le systeme (3.223)
Entrées : un graphe pondéré G = (V,E, w), un marqueur initial
m:V — {0,1}

1 pour tous les sommets u € V faire

2 | fO ) = mu)

3 boucle principale :

4 tant que n # N ou || "1 — ||, < 7 faire

5 pour tous les sommets u € V faire

6 Blo = c\/@w | f" (u) — f(0)|

w1 — o soi (S Bliof " (0) = A(F%) (u)
e ( < Yo Blo '1>’0>

Algorithme 2 : Algorithme discret approximant le systéme (3.223).

Dans les sections suivantes, nous appliquons nos modeles généraux définis sur
des graphes pour la segmentation non locale des images ou le regroupement de
nuages de points ou de bases de données. Ces applications sont obtenues en utili-
sant deux modéles particuliers issus du traitement des images : le modéle de Rudin
Osher et Fatemi (RoF¥) [Rudin et al., 1992] et celui de Chan et Vese (Cv) [Chan et
Vese, 2001].

3.4.3 Modéle discret de Rudin, Osher et Fatemi

Le modele de Rudin, Osher et Fatemi (Ro¥) [Rudin ef al., 1992] (basé sur des
équations aux dérivées partielles et la variation totale) est un des modéles les plus
connus pour débruiter les images.
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Soit 7 : O3 C R™ — [0,1] une fonction initiale. La minimisation du modeéle de
Ror défini dans le domaine continu s’exprime alors de la maniere suivante

Feorl £, M) = [IVF+A [ (£ =) dx . G2z

Une application intéressante de ce modéle consiste a considérer des images binaires,
c’est-a-dire f0 € {0,1}. Dans ce cas, le terme d’attache aux données se réécrit

(F=fO2 =2 —2ff0+ f2 = f—2ff+ f = (1 —2f°)f (3.228)

et I'énergie Jror s'exprime alors

Teor( £, 1) = [ IV A+ [ s (322

avec la fonction

g(f) =1-2/) . (3-230)

La fonction f recherchée est une fonction binaire f € {0,1}.

Nous pouvons remarquer que ce modele correspond a un cas particulier défini
dans le domaine continu du modele variationnel discret (3.186). Nous pouvons donc
naturellement considérer la version discrete définie sur des graphes du modele de
Ror. Pour une fonction initiale f°: V — {0,1}

smin | {Eran (S0 0) = Ripa () + M1 =277 (3231)

Ce modele généralise le modele de RoF pour des graphes arbitraires. Cela per-
met de traiter nimporte quel type de données pouvant étre représentées par un
graphe (images ou des données de grande dimension). Notre approche étend éga-
lement ce modele pour des schémas de traitements non locaux des images et pour
des fonctionnelles de régularisation basées sur des gradients directionnels.

A partir de 'équation d’Euler-Lagrange (3.222) et du systeme (3.223), nous ob-
tenons, pour le modéle discret de RoF défini sur des graphes, le systéme suivant

_ 1 _n¢0
o) = Lo VORI O 10) 1210 259

oll ¢ est une constante. ¢ = 1 correspond a l’approximation du modele basé sur la
fonctionnelle R, 1, quand ¢ = 2, cela correspond a l’approximation du modele de
RoF basé sur les fonctionnelles Rw 1 et R, ;- L'approximation de la solution se fait
alors par l'algorithme suivant. Pour un sommet u € V

CvauM|fn(u)_fn( )| 1fn ( _2f0 )
¢ Yomu VWuolf" (1) — f”( )I ! . (3.233)

() =
£ () = m(u)

L’algorithme 3 résume l'approximation de la solution du modele discret de Ror
défini sur des graphes.

La figure 3.31 présente une application du modele discret de Ror Dans cet
exemple, nous traitons une image en niveaux de gris définie par la fonction f0 :
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Entrées : un graphe pondéré G = (V, E, w), un contour initial m : V. — {0,1},
une fonction initiale f°: V — [0, 1]
Données : une fonction [°: V — RR.
Résultat : une fonction f : V. — {0,1} approximant le systeme (3.223)
1 pour tous les sommets u € V faire
2 | fOu) = m(u)
5 | Pu) =A(1-2f0(u))
4 tant que n # N ou ||[f"*! — f*|, < 7 faire
5 pour tous les sommets u € V faire

6 Blio = c\/Wu|f" (u) — f ()|

n+1 — max | min Zuw?};BZan(v)_lO(u)
frt < ( Tumo Bl ’1>’0>

pour tous les sommets u € V faire
L si f(u) > 1 alors f(u) = 1sinon f(u) =0

R=Ie ]

Algorithme 3 : Algorithme discret approximant le modele de Ror (3.231).

@nboo () n=1200

F1G. 3.31: Modeéle de Ror discret défini sur des graphes appliqué a une image bruitée
par un bruit Gaussien de moyenne nulle et de variance égale a 60. Les images (b),
(c) et (d) présentent I'évolution du marqueur initial représenté en rouge pour un
nombre n d’itérations de 1’algorithme 3.

V — RR. L'image initiale est bruitée par un bruit Gaussien de moyenne nulle et
de variance ¢ = 60. La figure 3.31a présente I'image initiale avec le contour initial
représenté en rouge. Afin de traiter cette image, nous utilisons un graphe grille
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non pondéré en 4-voisinage Gop = (V,E, g1). Les images suivantes présentées a la
figure 3.31 montrent 1’évolution de la fonction binaire f € {0,1} pour un nombre
d’itérations n donné avec A = 1. Nous pouvons remarquer que le modele de dé-
bruitage de RoF permet d’obtenir les contours des objets désirés.

3.4.4 Modele discret de Chan et Vese

Un autre modele trés populaire permettant de réaliser une segmentation d’ima-
ge est le modele proposé par Chan et Vese (Cv) [Chan et Vese, 2001] basé sur la
fonctionnelle de Mumford et Shah [Mumford et Shah, 1989].

Soit f: O C R™ — [0,1] une fonction initiale, le modeéle de Cv défini dans le
domaine continu s’exprime alors avec la fonctionnelle suivante

Tex(£, 120 = [ 19f1h (3234
—l—)\/ﬂ(f(x)(cl —fo(x))2 + (1= f(x))(c2 —fo(x))z) dx
(3-235)

ou la fonction f recherchée est définie par f : O C R™ — {0,1} et ¢1,c2 € R.
Ces deux derniéres variables peuvent étre calculées de maniére explicite durant la
minimisation. Dans ce cas, la fonctionnelle Jc, peut se réécrire sous la forme

Telfof,0) = [IVFlh+A [ g (f(x)dx (5.236)
avec la fonction
() = (1= )= (2= f°)* . (3-237)

Nous pouvons remarquer que ce modele correspond a un cas particulier défini
dans le domaine continu du modele variationnel discret (3.186). Nous pouvons donc
naturellement considérer la version discrete définie sur des graphes du modele de
Cv, pour une fonction initiale 0 : V — [0, 1]

min L& (f, 0,0 = Ri(f) +M((e1 = 2 = (2= D) f}  (.239)
fv—{01}

Comme pour le modéle de RoF, ce modele discret de Cv est défini pour des gra-
phes de topologie arbitraire permettant de traiter n‘importe quel type de données
pouvant étre représenté par un graphe. Notre approche étend également ce modele
pour des schémas de traitements non locaux des images et pour des fonctionnelles
de régularisation basées sur des gradients directionnels.

La résolution du modele discret de Cv se base a nouveau sur notre approche
pour la recherche de minimum global avec le probleme relaxé (3.185).

Nous obtenons pour le modele discret de Cv défini sur des graphes, le systeme
suivant en un sommet u

T VBl f ) = F(0) 7 f(0) = A (o1 = ) — (e2 = () )
- ¢ Comu VO f () = f(0)] T

fu)
(3-239)



108 3 — FONCTIONNELLES DISCRETES DE REGULARISATION

oll ¢ est une constante. ¢ = 1 correspond a I’approximation du modele basé sur la
fonctionnelle R, 1. ¢ = 2 correspond a l'approximation du modele de Cv basé sur
les fonctionnelles Rw 1 €t R, ;. L'approximation de la solution du modele discret
de Cv se fait alors par l’algorlthme suivant. En un sommet u € V, nous avons

€ Tomu JwTwlf”(u)—f”(v)I‘lf”(v)—)\((cl—f‘)(u))z— (c2=f0(w)?)
¢ T VVOual f* ()= (@)1

Fr () =

£O) () = m(u)
(3:240)

Entrées : un graphe pondéré G = (V, E,w), un contour initial m : V. — {0,1},
une fonction initiale f*: V — [0,1]
Données : une fonction [°: V — R
Résultat : une fonction f : V — {0, 1} approximant le systeme (3.223)
1 pour tous les sommets u € V faire f©(u) = m(u)
c1 = moyenne(f°) si m = 1; c; = moyenne(f?) si m =0
tant que 1 # N ou ||f"! — f"||, < 7 faire

N

w

4 pour tous les sommets u € V faire
5 uv = oW f" (1) — f(v) [
6 v (u) =

T Bhof" (@) = A (c1= (1))~ (ca—fO ()
( <le Blo >’1)'0>

max (min

7 f”H( ):7fn( )

s | a= moyenne(f°) si v/" < 0.5); c; = moyenne(f?) si 4/" > 0.5)
9 pour tous les sommet u € V faire
L si f(u) >} alors f(u) = 1 sinon f(u) =0
Algorithme 4 : Algorithme discret approximant le modeéle de Cv (3.238).

=
(=]

L’algorithme 4 résume l’approximation de la solution du modele discret Cv. Afin
d’améliorer les performances de l’algorithme, une alternative possible a la mise a
jour (a chaque itération) des variables c; et c; est de la considérer uniquement au
bout de quelques itérations.

Dans la suite, nous présentons des applications du modéle de Cv défini sur des
graphes pour de la segmentation d’images (locale et non locales) et du partition-
nement de données (nuages de points et bases de données). Les expérimentations
suivantes montrent les potentialités de notre méthodologie, en particulier pour le
traitement des données de grande dimension définies dans des espaces non uni-
formes et la segmentation non locale des images.

Segmentation d'images

Les figures 3.32 et 3.33 montrent deux exemples de segmentation d’images uti-
lisant le modele de Cv défini sur des graphes.
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(c) n=1000 (d) n=2500

F1G. 3.32: Modele discret de Cv défini sur des graphes appliqué a la segmentation
d’images. Les images (b), (c) et (d) présentent I’évolution de la courbe initiale repré-
sentée en rouge pour un nombre 1 d’itérations de l'algorithme 4.

Les images initiales de ces deux figures sont définies comme des fonction f0 :
V — R et les marqueurs initiaux sont représentés en rouge. Ces deux figures
montrent les évolutions des contours en fonction du nombre d’itérations n de 1al-
gorithme 4, ot les contours sont obtenus par seuillage de la fonction f : 9{f > 0.5}.

La figure 3.32 présente un exemple de segmentation basé sur un graphe grille
en 4-voisinage non pondéré Gy = (V,E,g1). Les autres images de la figure 3.32
montrent 1’évolution de la segmentation. Notre algorithme permet d’obtenir un
résultat satisfaisant en un nombre faible d’itérations.

La figure 3.33 montre deux segmentations d’une image texturée et bruitée par
un bruit Gaussien de variance égale a 30. Cette figure compare les résultats obtenus
avec des configurations locales (premiére ligne) et des configurations non locales
avec des patchs. Les résultats de la premiere ligne sont obtenus avec un graphe grille
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(a) Image initiale et
contour initial

1

M A
| i Ml

(e) n=960 (f) n=1800

Local

Non local et patchs

F1G. 3.33: Modele de Cv discret défini sur des graphes appliqué a la segmentation
non locale d’images. () : Image initiale et marqueur initial. A la premiere ligne :
résultats avec une configuration locale. A la seconde ligne : résultats avec une confi-
guration non locale et patchs. De gauche a droite évolution de la segmentation en
fonction du nombre n d’itérations.

en 4-voisinage non pondéré alors que ceux de la seconde ligne sont obtenus avec
un graphe G3 pondéré par la fonction de poids g4 utilisant des vecteurs d’attributs
définis par des patchs de taille 5x5 (F2(f?,.)).

Cette expérimentation montre clairement le bénéfice des configurations non lo-
cales pour détecter les motifs répétitifs contenus dans I'image. Cela permet de seg-
menter la sous région alors que la segmentation obtenue avec les schémas locaux
n’est pas correcte. Nous constatons que le nombre d’itérations, dans le cas de la seg-
mentation non locale est plus élevé que dans le cas local. Cela provient simplement
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du degré plus élevé des sommets.

Partitionnement de données

Un des apports de nos approches est que nos modeles sont basés sur des gra-
phes. Cet avantage permet de traiter n'importe quel type de données méme celles
définies sur des domaines irréguliers ou de grande dimension.

Les figures 3.34 et 3.35 illustrent cet avantage et montrent des applications in-
habituelles du modéle de segmentation de Cv : le partitionnement de nuages de
points de base de données.

La figure 3.34 montrent un partitionnement réalisé a partir d"'un nuage de points
(deux Gaussiennes). Afin de traiter ces données un 20-NNG pondéré par la fonc-
tion g, (figure 3.34b) est construit a partir des données initiales. Les marqueurs
(figure 3.34c) sont initialisés de maniére aléatoire (en rouge et en noir).

Les figures (d) et (e) montrent ’évolution du partitionnement en fonction du
nombre n d’itérations de 'algorithme 4. Enfin, la partition finale (figure (f)) est obte-
nue a convergence de 1'algorithme. Nous pouvons remarquer finalement le résultat
satisfaisant de la partition finale.

La figure 3.35 montre un second exemple de partitionnement mais cette fois sur
une base de données d’images. Les données proviennent de la base de 'Usps et ont
été sélectionnées de maniere aléatoire parmi les chiffres « 0 » et « 1 » (figure 3.35a).
Un 20-NNG pondéré par la fonction de poids g est construit a partir des données
initiales (figure 3.35b).

L'initialisation des marqueurs est faite de maniere aléatoire. La figure 3.35¢
montre cette initialisation ott m(.) = 0 et m(.) = 1 correspondent aux partitions ini-
tiales. Les figures 3.35d et 3.35e montrent 1’évolution du partitionnement en fonction
du nombre n d’itérations de l'algorithme approximant la solution. La figure 3.35f
montre le partitionnement final ot f(.) = 0 et f(.) = 1 correspondent aux partitions
trouvées.

Nous pouvons remarquer que les résultats sont satisfaisants malgré 1'utilisation
d’une simple distance Euclidienne pour comparer les sommets du graphe.

3.4.5 Conclusion

Dans cette section, nous nous sommes intéressés a une seconde classe de mo-
déles variationnels discrets basés sur la régularisation proposée au début de ce
chapitre.

Cette classe de modéles correspond a une classe de problemes d’optimisation
globale de fonctionnelles de régularisation non convexes. Ces fonctionnelles sont a
la base de nombreuses applications telles que la segmentation par contours actifs
globaux.

Notre approche de I'optimisation globale peut étre considérée comme la version
discrete des approches définies dans le domaine continu, mais également comme
une extension sur des graphes de ces modéles.

Pour trouver un minimum global a ces problémes qui ne sont pas convexes,
nous avons utilisé les propriétés de la formule de la co-aire définie sur des graphes
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F1G. 3.34: Partitionnement de nuages de points (deux Gaussiennes) avec le modéle
discret de Cv défini sur des graphes. (a) : les données initiales (f* : V — RR?). (b) :
10-NNG associé aux données initiales. (c) : initialisation aléatoire des marqueurs.
(d) et (e) évolution du partitionnement en fonction du nombre n d’itérations (f) :
partitionnement final.

et une méthode discréte de relaxation afin de les rendre convexes. A partir de la for-
mulation du p-Laplacien anisotrope, nous avons proposé un algorithme permettant
d’approximer la solution de ces problemes d’optimisation globale.

Notre formulation générale nous a permis de transcrire des modeles continus
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(a) Données ini-
tiales

(¢) Initialisation

F1G. 3.35: Partitionnement de base de données (base de 1'Usrs) avec le modele de
Cv discret défini sur des graphes. (a) : données initiales (f : V — R%). (b) :
20-NNG associé aux données initiales. (c) : initialisation ott m(.) = 0 et m(.) = 1
représentent les partitions initiales. (d) et (e) : évolution du partitionnement. en
fonction du nombre n d’itérations. (f) : partitionnement final.

(issus du traitement des images) vers des schémas discrets tels que le modéle de
ROF ou celui de Cv. A partir de ces modeles, nous avons montré les potentialités de
notre méthodologie pour réaliser de la segmentation non locale d’images ou encore
du partitionnement de données. Ce dernier point ouvre des pistes intéressantes
pour des domaines tels que 'apprentissage ou la fouille de données. Nous pouvons
envisager de proposer de nouveaux algorithmes de classification. En effet, nous
pouvons constater que le modele discret de Cv que nous avons proposé correspond
a l’algorithme des k moyennes dans sa version régularisée.
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Résumé

La morphologie mathématique offre un large choix d’opérateurs permettant de
résoudre de nombreuses applications dans les domaines du traitement des images
et de la vision par ordinateur. Les opérations morphologiques peuvent étre formu-
lées en terme d’opérations sur des ensembles ou en terme d’équations aux dérivées
partielles.

Dans ce chapitre, nous introduisons une nouvelle formulation inspirée de la
morphologie mathématique formalisée a partir d’équations aux différences par-
tielles définies sur des graphes et des opérateurs discrets directionnels introduits
dans le premier chapitre.

Cette nouvelle formulation est une transcription des modeles définis a partir
d’équations aux dérivées partielles vers des équations aux différences partielles.
Notre nouvelle approche de la morphologie mathématique permet de retrouver,
sous certaines conditions, les modeles définis dans le domaine discret et ceux dé-
finis dans le domaine continu. Nous introduisons également une nouvelle classe
d’opérateurs morphologiques adaptatifs pour le traitement des images en considé-
rant des configurations non locales. Nous étendons également la morphologie basée
sur les équations aux dérivées partielles et introduisons de nouveaux outils pour le
traitement de données discretes arbitraires.

Mots clés

Morphologie mathématique, graphes pondérés arbitraires, traitements morpho-
logiques non locaux des images, traitements morphologiques de données de grande
dimension, données discretes.
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Contenu du chapitre

La section 4.1 introduit ce chapitre en rappelant brievement les grands con-
cepts de la morphologie mathématique classique et celle formulée par les
équations aux dérivées partielles. Cette section décrit également comment
notre approche se place vis-a-vis de ces deux formulations et explicite nos
principales contributions.

La section 4.2 rappelle les approches morphologiques classiques et celles ba-
sées sur les équations aux dérivées partielles qui permettent de définir les
opérations fondamentales de la morphologie mathématique que sont la dila-
tation et 1’érosion

La section 4.3 présente notre approche basée sur les équations aux différences
partielles et montre les liens entre notre formulation et les approches de la
morphologie mathématique définies sur des graphes et celles définies dans le
domaine continu.

La section 4.4 présente des expérimentions et l'application de notre forma-
lisme inspiré de la morphologie mathématique pour des traitements non lo-
caux des images et de données arbitraires.

La section 4.5 conclut ce chapitre et donne des perspectives par rapport a
I'approche proposée.
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2008.
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4.1 Introduction

La morphologie mathématique est une approche non linéaire du traitement
d’image qui est beaucoup utilisée dans de nombreuses applications, par exemple
I'analyse de formes et de textures, le traitement d’images biomédicales, la recon-
naissance de documents ou encore les méthodes d’analyse multi échelles [Serra,
1982, Soille, 2002, Najman et Talbot, 2008].

La morphologie mathématique a été initialement développée par Matheron [Ma-
theron, 1967] et Serra [Serra, 1967]. Elle repose sur la structure fondamentale de
treillis complet. Un treillis complet L est défini de la maniére suivante [Ronse, 1990] :

— ’est un ensemble non vide;

— qui possede une relation d’ordre;

— pour tout sous ensemble fini K de L, il existe un supremum et un infimum.
Dans ce contexte, les images sont modélisées comme étant des applications de leur
domaine de définition () vers le treillis complet L. Cela permet ainsi de définir des
opérations morphologiques pour n’importe quel type d’'image a condition de défi-
nir une relation d’ordre consistante. Avec cette approche, les opérations morpholo-
giques sont représentées comme des applications entre treillis complets combinées
avec des motifs de références définis dans () et appelés éléments structurants.

Les deux opérations fondamentales en morphologie mathématique sont la dila-
tation et 1’érosion. Elles constituent une base permettant de former de nombreuses
autres opérations morphologiques telles que I'ouverture ou la fermeture, les filtres
par reconstruction ou encore les nivellements [Heijmans, 1994, Soille, 2002]. Une
des conséquences de la notion de treillis complet pour la définition des opérations
morphologiques est que leurs implantations se font généralement directement dans
le domaine discret.

Une alternative a ces dernieres formulations repose sur l'utilisation d’équations
aux dérivées partielles non linéaires. C’est ainsi que des travaux ont transposé les
opérations de dilatation et d’érosion dans un cadre formel utilisant la théorie espace
échelle (scale space theory). Ces deux opérations sont alors définies comme étant des
opérations multi échelles élémentaires définis dans le domaine continu [van den
Boomgaard et Smeulders, 1994, Brockett et Maragos, 1994, Alvarez et al., 1993].

Méme si ce cadre théorique basé sur les équations aux dérivées partielles ne per-
met pas de retrouver 'ensemble des propriétés morphologiques, il possede néan-
moins plusieurs avantages.

— Il permet une meilleure modélisation mathématique et montre des liens avec

des phénomeénes physiques.

— De meilleurs résultats sont obtenus pour des éléments structurants qui sont
difficilement représentables sur une grille discrete.

— Ces approches permettent une précision sous pixellaire.

— Elles peuvent étre adaptatives en introduisant un terme local qui controle
la vitesse d’évolution du processus morphologique ou alors définies comme
étant des opérateurs visqueux [Breufs ef al., 2007, Maragos et Vachier, 2008].

Pour étre applicables aux images, les approches basées sur les équations aux déri-
vées partielles sont généralement discrétisées et de nombreux schémas numériques
ont été développés pour approximer leurs solutions.

Nous pouvons mentionner des schémas numériques trés utilisés dans la réso-
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lution des équations aux dérivées partielles liées aux processus de dilatation et
d’érosion : les schémas de Osher et Sethian, le schéma de Rouy et Tourin, des sché-
mas d’ordre supérieur ou encore des méthodes de transport. Le lecteur intéressé
pourra se référer aux articles suivants ainsi qu’a leurs références associés [Osher
et Sethian, 1988, Sethian, 1999b, Rouy et Tourin, 1992, Siddiqi et al., 1997, Breufs et
Weickert, 2006, Pizarro et al., 2009]

La morphologie mathématique est bien définie pour le traitement des images
binaires et en niveaux de gris, mais, quelque soit la formulation choisie, I’extension
pour le traitement de données multi variées n’est pas évidente. En effet, la morpho-
logie mathématique classique requiert la définition d"un treillis complet et il n’existe
pas d’ordre naturel pour les données vectorielles. Plusieurs ordres ont été proposés
dans la littérature (le lecteur intéressé pourra se référer a [Aptoula et Lefebre, 2007]
pour une revue complete). Nous pouvons noter que ces ordres sont généralement
créés pour résoudre des problemes liés a des types d'images particulieres telles que
les images de couleurs [Angulo, 2005, Angulo, 2009] ou des images de tenseurs de
diffusion d’imagerie par résonance magnétique [Burgeth ef al., 2007]. Le traitement
de données multi variées de grande dimension n’est également pas évidente avec
les approches basées sur les équations aux dérivées partielles car la discrétisation
spatiale de domaine non uniforme peut étre difficile.

Le traitement de données discretes de grande dimension par morphologie ma-
thématique est peu étudié et peu de travaux s’intéressent a ce probleme. Nous pou-
vons néanmoins évoquer des travaux récents basés sur une méthode de réduction
de dimension non linéaire permettant de traiter morphologiquement des données
multi variées arbitraires [Lézoray et al., 2009a].

Dans le cadre du traitement des images, nous pouvons également remarquer
que ces deux formulations (discrete et continue) ne considerent que les interactions
locales des images alors que les schémas non locaux deviennent de plus en plus
populaires dans la communauté du traitement des images. En effet, comme nous
I’avons montré dans le chapitre précédent, le traitement d’images basé sur des sché-
mas non locaux permet de mieux capturer des structures complexes telles que les
structures fines et répétitives.

L'utilisation de telles méthodes pour le traitement morphologique des images
n’a jamais été, a notre connaissance, étudié.

Finalement, la morphologie mathématique a déja été définie avec des graphes.
Le lecteur intéressé pourra, par exemple, se référer aux articles suivants [Heijmans
et al., 1992, Postaire et al., 1993, Falcdo et al., 2004, Meyer et Lerallut, 200y, Cousty
et al., 2009b] et aux références associées.

Dans ce chapitre, a partir des opérateurs définis dans le chapitre 2 et en se basant
sur les mémes idées que pour la transcription de modeles variationnels continus,
nous proposons d’adapter les opérations morphologiques basée sur les équations
aux dérivées partielles dans un cadre discret en exploitant le formalisme des équa-
tions aux différences partielles définies sur des graphes.

Contributions du chapitre

Pour transcrire les opérations de dilatation et d’érosion définies par des équa-
tions aux dérivées partielles, nous utilisons les opérateurs différentiels directionnels
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introduits dans le premier chapitre. Cela nous permet de définir une nouvelle for-
mulation de ces opérateurs basées sur des équations aux différences partielles. La
formulation que nous proposons peut étre considéré comme de la morphologie
mathématique adaptative utilisant des processus de diffusion. De ce fait, comme
pour le cas des équations aux dérivées partielles, notre formulation ne permet pas
de retrouver 'ensemble des propriétés de la morphologie classique mais permet
d’introduire de nouveaux concepts dans le cadre du traitement des images et de
données discrétes de grande dimension.

Les contributions de notre approche sont les suivantes.

— Notre approche est générale. En effet, dans certains cas particuliers, les sché-
mas numériques que nous proposons permettent de retrouver des schémas
connus de la littérature tels que le schéma numérique de Osher et Sethian
mais également la formulation de la morphologie mathématique définie sur
des graphes.

— Notre approche unifie schémas locaux et non locaux dans une méme for-
mulation. Cette unification permet, dans le cadre du traitement des images,
d’introduire une nouvelle classe opérations morphologiques basées sur les
configurations non locales.

4.2 Dilatation et érosion

Nous rappelons ici la définition des opérations de dilatation et d’érosion du
point de vue de la morphologie mathématique algébrique et celui basé sur les équa-
tions aux dérivées partielles.

Pour plus de détails sur ces approches, le lecteur intéressé pourra se référer aux
ouvrages et articles suivants [Serra, 1982, Serra, 1988, Sapiro et al., 1993, Heijmans,
1994, Brockett et Maragos, 1994, Soille, 2002, Guichard et al., 2007, Sapiro, 2001] ainsi
qu’a leurs références associées.

En considérant la morphologie fonctionnelle, c’est-a-dire en utilisant un élément
structurant non planaire ou « fonction structurante », une dilatation ¢ : R™ — IR™
et une érosion ¢ : R™ — IR™ sont généralement formulées de la maniére suivante
[Serra, 1988]

55(f)(x) = (f@s)(x) =sup{f(x—y) +s(y) :y € B}, x€R™  (41)
es(f)(x) = (fos)(x) =inf{f(x+y) —s(y) :y € B}, xe€R™.  (42)

La fonction traitée f : R™ — IR™ représente un signal m dimensionnel avec
m = 1,2,3,... et la fonction s : B — IR est une fonction structurante avec un
support B C R™.

Pour des raisons de clarté dans les formules, nous noterons également 1'opéra-
tion de dilatation 6 par @ et I'opération d’érosion ¢ par ©.

Lorsque le support de la fonction structurante s est un ensemble compact, sy-
métrique, convexe et défini comme constant et égal & zéro tel que s : B — {0}

avec
0 six €B
s(x) = .
(x) {_Oo GixdB (4.3)
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alors, la fonction structurante est dite « planaire » (et est appelé élément structurant).
Nous obtenons la définition de la morphologie mathématique planaire. Ainsi, la
dilatation et I’érosion de la fonction f par 1’élément structurant B sont définies par

dp(f)(x) = (f ®s)(x) =sup{f(x—y) :y € B}, x€R" (4-4)
ep(f)(x) = (f©5)(x) =inf{f(x+y):y € B}, x€R™. (4-5)

Dans ce chapitre, nous nous restreignons a considérer uniquement les opérations
de dilatation et d’érosion planaires.

4.2.1 Approche basée sur les équations aux dérivées partielles

L’idée de la morphologie mathématique définie par des équations aux dérivées
partielles est de voir les opérations de dilatation et d’érosion d’un point de vue
multi échelle [Brockett et Maragos, 1992,?,Brockett et Maragos, 1994, Guichard et al.,
2007]. Afin de simplifier les notations, nous prendrons le cas d"une fonction en deux
dimensions définie comme f : R?> — R.

Soit K une fonction structurante de IR? unitaire utilisée comme noyau pour gé-
nérer des dilatations et des érosions. Mettre & 1’échelle les valeurs et le support de
la fonction structurante K par un parameétre d’échelle ¢t > 0 correspond a produire
une famille de fonctions structurantes multi échelles définies comme

Ki(x,y) = {tK(x/t), pour ¢ > 0 / (4.6)

—00, sinon

avec la condition initiale a + = 0, Ky(0,0) = 0.

Le remplacement de la fonction structurante s dans les équations (4.1) et (4.2)
par le noyau K; amene a la définition de la dilatation et de 1’érosion multi échelles
de la fonction f par K; comme étant

ox(f)(x,y,t) = f & Ke(x,y) (4.7)
ex(f)(x,y,t) = fO Ki(x,y) (4.8)

avec comme conditions initiales, a t = 0, dx(f)(x,y,0) = ex(f)(x,y,0) = f(x,y).
Si la famille des fonctions K correspond a des fonctions structurantes planaires

0, si(x,y) €B

—o00, sinon

K(x,y) = { (4.9)

et que le support B est défini comme étant des boules unitaires B; = {(x,y) :
|(x,y)|lg < 1} induites par la norme L4, avec ¢ = 1, 2, ..., oo, alors les équations
aux dérivées partielles permettant de générer la dilatation et 1’érosion planaires
multi échelles de la fonction f par B, sont

200
P 4 1velly = +1v £l (410
d

) 9elly = 197, (411

ot
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ot V désigne 1'opérateur nabla de la fonction f. Les conditions initiales de ces
équations d’évolution sont 6(f)(x,y,0) = e(f)(x,y,0) = f(x,y).

Pour des valeurs spéciales de g, nous retrouvons les éléments structurants sui-
vants pour la cas de la dilatation (les mémes équations sont applicables pour le cas
de 1’érosion)

of

g=1, T =||Vflh = ay B = un carré (4.12)
_ 9%(f) _ of N L

=2, = V£l = \/(E)x) + (ay , B = undisque (4.13)
_ 9(f) _ of _

g = oo, T V£l = max{ 3 oy }, B = un losange . (4.14)

Les équations d’évolution de la dilatation et de 1’érosion peuvent créer des dis-
continuités dans les dérivées. Afin de palier les problemes de « chocs » (shocks)
engendrés par ces équations de type hyperbolique, les schémas numériques utili-
sés pour approximer la solution de ces équations aux dérivées partielles utilisent la
notion de solution de viscosité. Le lecteur intéressé par ce type de solution peut se
référer a [Crandall ef al., 1992, Osher et Sethian, 1988].

4.3 Morphologie mathématique par équations aux diffé-
rences partielles

Dans cette section, nous introduisons notre approche de la dilatation et de 1’éro-
sion basée sur les équations aux différences partielles définies sur des graphes. Nous
nous intéressons également a une classe particuliere de filtre morphologique : les
nivellements.

A partir des équations d’évolution des opérations de dilatation et d’érosion dé-
finies par les équations aux dérivées partielles (4.10) et (4.11), notre but et de définir
les versions discrétes de ces définitions. Pour cela, nous utilisons les définitions des
opérateurs différentiels directionnels présentés dans le chapitre 2.

Dans cette section, nous allons montrer que la version définie sur des graphes
basée sur les équations d’évolution (4.10) et (4.11), peuvent s’exprimer de la maniere
suivante avec des équations aux différences partielles.

Soit G = (V,E,w) un graphe pondéré et fO une fonction initiale définie dans
l'espace H(V). Alors, la dilatation et 1’érosion de la fonction £ sont

R _ 3 _ V£l

o of (4.15)
9¢(f) _of _
% T —[IVaufllg - (4.16)

Les conditions initiales sont, a t = 0, f = fO. f est une version modifiée de la
fonction initiale f0. Les opérateurs V3, et V correspondent aux gradients externe
et interne pondérés (équations (2.63) et (2.64) a la page 23). Enfin, ||.|[; désigne la
norme L, pour des valeursde g =1, 2, ..., co.
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Les équations (4.15) et (4.16) représentent des équations de diffusion permettant
de retrouver, sous certaines conditions, les équations de dilatation et d’érosion ba-
sées sur les équations aux dérivées partielles. L'utilisation des gradients externe et
interne pondérés permettent d’'introduire de 1’adaptabilité dans nos processus de
traitement. Les opérations que nous proposons peuvent étre considéré comme des
opérations morphologiques adaptatives. De ce fait, les opérations de dilatation et
d’érosion que nous proposons dans le cadre de notre formalisme perdent certaines
propriétés morphologiques et deviennent donc par conséquence des pseudo dilata-
tion et érosion. Par abus de langage et pour des raisons de clarté, nous continuerons
a appeler opérations morphologiques (dilatation, érosion, etc) les opérations que
Nnous proposons.

Afin de clarifier et de faciliter la lecture de la suite de ce chapitre, des définitions
et des propriétés du chapitre 2 sont rappelées.

4.3.1 Différences et gradients morphologiques
Afin d’établir les équations d’évolution de la dilatation et de l'érosion (4.15)
et (4.16) définies sur des graphes, nous utilisons les définitions des différences et

gradients directionnels pondérés présentées dans le chapitre 2. Nous rappelons ici
leurs définitions.

Différences directionnelles pondérées morphologiques

Les différences pondérées externe et interne ont été définies, respectivement,

comme
(& f)(up) = max(f(v),}i(vu)) — f(u) _ max(O,f}(li)Z — f(u)) (4.17)
5 ) = TOZTRIOI) __min0I O =f)

pour un graphe pondéré G = (V,E,w) et une fonction f € H(V).
Avec le choix du pas d’échantillonnage h,, = 1//wy, que nous avons fait, nous
obtenons

(df £)(40) = v/Tug max (0, £(0) — f(u)) (4.19)
(dy )(40) = — /s min(0, £ (2) — £ (1)) . (4.20)

Remarque. Ces définitions des différences directionnelles correspondent a des différences
directionnelles morphologiques. En effet, dans le cas d’un graphe non pondéré (fonction de
poids g1), nous retrouvons les définitions des différences morphologiques. Dans notre cas,
nous les étendons a des graphes pondérés permettant plus d’adaptation dans le calcul des
différences.
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Gradients directionnels pondérés morphologiques
Les gradients directionnels externe et interne pondérés ont été respectivement
définis en un sommet u € V, comme

T

(VEA) = (A5 H)@0)) e (4.21)

— — T
(wa)(u) = ((dw f)(uv))uve]g . (4.22)
pour un graphe pondéré G = (V, E,w) et une fonction f € H(V). Ces définitions
des gradients directionnels correspondent a des gradients directionnels morpholo-
giques. Ces gradients peuvent étre utilisés sur des graphes arbitraires. Nous allons
montrer dans la suite que, avec une fonction de poids et une structure de graphe

particuliére, nos formulations des gradients directionnels permettent de retrouver
des formulations connues de la littérature.

Propriété 4.3.1. Avec la norme infini du gradient externe morphologique (4.21) et dans le
cas particulier d'un graphe non pondéré G = (V,E, g1), nous retrouvons I'expression du
gradient externe morphologique pour un sommet u € V donné, c’est-a-dire 5(f)(u) — f(u).

Cette propriété s’obtient de la maniére suivante. Pour un sommet u € V,

(V3 £) (1) = max( Wi max (0, f(0) = f(1)) )
(max 0, f(v f(u))) avec w = g1
= rnax(max u), f(v)) —f(u)) (4.23)

o~u

= max(f(u), f(2)) — f(u)
(u

=6(f)(u) = f(u) -

Propriété 4.3.2. Avec la norme infini du gradient interne morphologique (4.22) et dans le
cas particulier d'un graphe non pondéré G = (V,E, g1), nous retrouvons l'expression du
gradient morphologique pour un sommet u € V donné, c’est-a-dire f(u) —e(f)(u).

Cette propriété s’obtient de la maniere similaire a la propriété précédente. Pour
un sommet u € V,

[V f) (@)oo = max( y/ava| min(0, f(2) — f(u))])
_ %f(\mm (0, f(v f(u))) avec w = g1
= pa(mex(0£0) ~f@)])
= max(0, f(u) — f (v)) (424)
= —min(0, f(0) —f(u))
= f(u) —min(f(u), ()

= fu) —e(f)(u) -

Avec ces deux derniéres propriétés, nous pouvons facilement remarquer que nos
gradients directionnels pondérés permettent de retrouver les opérateurs gradient et
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Laplacien morphologiques [Rivest et al., 1993]. Ainsi, le gradient morphologique en
un sommet u € V, 6(f)(u) —e(f)(u) s’exprime par

(Ve £)@)lleo + 11V f)(w)lleo = 6(f) () — &(f) (u) - (4.25)

De la méme maniere, le Laplacien morphologique en un sommet u € V, §(f)(u) +
e(f)(u) —2f(u) s’exprime par

(Vo ) (@)l = (Ve /)W) o = 5(F) (u) +&(F) (u) = 2f () . (4.26)

Nous pouvons remarquer que nos gradients externe et interne peuvent étre éga-
lement considérés, comme étant les versions discretes des dérivées morphologiques
sup et inf (sup-derivative et inf-derivative) d’une fonction continue f [Brockett et Ma-
ragos, 1992, Brockett et Maragos, 1994]. La dérivée sup M ™ (f) d’une fonction conti-
nue f : R™ — IR en un point x est définie comme

supyy () ()

r—0 r

M (f)(x) =

(4-27)

En appliquant M a —f, et avec la dualité entre la dilatation et 1’érosion, nous obte-
nons la dérivée morphologique inf en un point x

M () ) = tim L~ D G+ Y)

r—0 r

(4.28)

4.3.2 Processus de dilatation et d’érosion

Dans cette section, nous allons présenter comment nous établissons les équations
d’évolution de nos opérations inspirés par la dilatation et I'érosion définies par des
équations aux différences partielles.

Soit f une fonction de H (V). Nous décomposons la fonction en ses ensembles
de niveaux. Pour un niveau donné I, la fonction f s’écrit f! = X(f-1) avec x(s) :
V' — {0,1}, une fonction indicatrice telle que x(g)(u) = 1siu € S et x(5)(u) =0
sinon. Nous rappelons les définitions des bords externe 9" A et interne 0~ A (équa-
tions (2.73) et (2.74) page 24) d'un ensemble A C V.

0" A= {u¢ A:3v e Aavec une aréte uv € E} (4.29)
0" A={uecA:3Jv ¢ Aavecune aréte uv € E} . (4.30)

De maniére intuitive, nous pouvons constater qu'une opération de dilatation sur
I'ensemble A peut étre interprétée comme un processus d’expansion qui va venir
ajouter des sommets du bord externe 0" A vers A. Par dualité, une opération d’éro-
sion peut étre vue comme étant une opération de contraction qui va retirer des
sommets du bord interne de 1’ensemble A.

Comme pour les modeles définis dans le domaine continu, une simple définition
variationnelle d’une dilatation appliquée a un niveau f' d’une fonction f peut étre
interprétée comme étant la maximisation d’un gain de surface proportionnellement
a la norme de son gradient +|Vf'||;. De la méme maniére, une érosion du niveau
f! peut étre vue comme étant la minimisation d’un gain de surface proportionnel-
lement 4 la norme de son gradient — ||V /| ;.
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Rappelons la propriété (2.7.5) page 27 du chapitre 2. En fonction de la position
d’un sommet u € V relativement aux bords externe et interne 9+ A! et 9~ A/, la
norme L, du gradient de la fonction f ! (pour 0 < g < +o0 et g = o) se simplifie de
la maniere suivante

1(VEfY W)l siueat Al

(VY Wlly,  siuea A (431

1(Vaf) )llg = {

En utilisant cette propriété, nous pouvons constater qu'une dilatation de la fonc-
tion f! sur I'ensemble A’ correspond uniquement a considérer les sommets du bord
externe 97 A. De 13, 'équation d’évolution de I'opération de dilatation peut s’écrire
35(f1) /0t = +[|V |4 ott la norme du gradient ||V f||; se réduit a celle du gra-
dient externe ||V f|,.

De la méme maniere, I'équation d’évolution de 1’opération d’érosion de la fonc-
tion f' sur I'ensemble A peut s’écrire de(f!) /ot = —|Vf![|; oit la norme du
gradient ||V f||; se réduit a celle du gradient interne ||V, f||5.

Finalement, en généralisant ces équations a tous les niveaux de la fonction f,
nous obtenons les équations d’évolution des opérations de dilatation et d’érosion
d’une fonction f sur un graphe G = (V,E, w) telles que pour un sommet u € V,
nous obtenons une famille de processus de diffusion paramétrée par g et la fonction

de poids w
PO _ A _ 4 ywspwlly 4:32)
e (\ OIS 43)

Ces deux équations peuvent s’exprimer sous une équation générale d’évolution.
Pour un sommet u

# = max (0, 1) [|(Ve f) () llq + min(0, 1) [ (Vo £) ()l (4-34)

ou y est une valeur constante. Quand p > 0, nous utilisons le gradient externe et
le processus d’évolution correspond a une pseudo-dilatation. Quand y < 0, nous
utilisons le gradient interne et le processus d’évolution correspond a une pseudo-
érosion.

4.3.3 Schémas numériques pour la dilatation et |'érosion

Les expressions de nos gradients externe et interne permettent d’obtenir des
schémas numériques résolvant les équations d’évolution de la dilatation et de 1’éro-
sion définies sur des graphes.

Contrairement aux méthodes basées sur les équations aux dérivées partielles,
aucune étape de discrétisation spatiale n’est nécessaire aux expressions discretes de
nos opérateurs différentiels.

En utilisant une discrétisation temporelle et avec la notation conventionnelle
f"(u) ~ f(u,nAt), les solutions des équations d’évolution (4.32) et (4.33) sont res-
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pectivement, pour un sommet u € V

n+1 u) = f*(u
L Ol i C) BT YR

o u)llq (4-35)
n+1 _ fn
PO apl (436)

La condition initiale est f = f0 et fO € H(V) correspond a la fonction initiale
définie sur les sommets d'un graphe pondéré G = (V,E, w).

Avec les expressions des normes des gradients, nous obtenons pour le processus
de dilatation les algorithmes suivants pour les cas particuliers de g =1, 2, et o0

n+1 u) = f*(u
f +7( ) f ( ) ::”(‘7$ n

Wl =) vwuomax(0, " (v) — f"(u)) (4-37)

At v~
n—+1 u) — f*(u
. )At ) _ (V") w2 = ;wuvmax 0,f1(v) — fr(u))*  (438)
£ ) -

L (V7)) o = (] max(0,£7(0) = 7)) (439

A chaque étape des algorithmes, nous pouvons voir que la nouvelle valeur en un
sommet # € V ne dépend uniquement que de son ancienne valeur au temps 7 et
des valeurs des fonctions des ses voisins contenus dans son voisinage N (u).

Les mémes algorithmes peuvent étre écrits pour le cas de 1'opération d’érosion.

Il est important de noter que les schémas numériques que nous proposons sont
définis sur des graphes arbitraires permettant ainsi de de traiter n'importe quel
type de données définies sur des domaines réguliers ou irréguliers pouvant étre
représentés par un graphe.

De plus, la structure de graphe unifie naturellement les schémas locaux et non
locaux permettant de définir de nouveaux opérateurs morphologiques basés sur ce
type de configurations.

4.3.4 Relations avec la morphologie mathématique continue

Nous montrons ici qu’avec une fonction de poids particuliére et une structure
de graphe adaptée, nos schémas numériques sont reliés a des approches morpho-
logiques connues de la littérature telles que le schéma numérique de Osher et Se-
thian [Osher et Sethian, 1988].

Schéma numérique de Osher et Sethian

Soit G = (V,E,w) un graphe pondéré. Dans le cas ot g = 2, le schéma numé-
rique de 'opération de dilatation (4.38) est

n+1y) — iy 2
P i) @) = | [E waomax(0.57(@) - @) - 440
o~u
Sile graphe G représente une grille dans R™ de dimensions m alors ce schéma
numérique correspond aux modeles de discrétisation de Osher et Sethian pour une
grille de dimension m [Osher et Sethian, 1988, Sethian, 1999b].
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Dans ce cas, soit # € V un sommet du graphe G définissant un vecteur de
coordonnées spatiales de dimensions m tel que u = (i1hy,..., imhm)T ot les h; re-
présentent 'espacement de la grille et les i; € N avecj=1,...,m.

Le voisinage N (1) de u peut alors étre défini comme
N(u) ={v[v =uxhjejavecj=1,...,m} (4.41)

ol ej = (ﬂk)zle,...,m est un vecteur de R™ tel que g = 1si j = k et g = 0 sinon. En
remplacant dans le schéma numérique les sommets par leurs nouvelles coordon-
nées, et en posant que wy,; = 1/h; pour tout v; € N (u), nous pouvons écrire

At h;

n ) — f(uy 2
f +1(u) —f (M) _ $ Zmax (O,f (uih]ej) f ( )> . (442)
j=1

En utilisant les notations suivantes pour un sommet u € V

fu+hjej) — f(u)

hj

fu) = f(u — hjej)

D flu) = ,

et D f(u) = (4-43)

]

et la propriété que min(0,a — b)?> = max(0,b — a)?, nous avons le schéma de dis-
crétisation de premier ordre avant (upwind first order) de Osher et Sethian sur une
grille de dimension m

At

]

n+1 _ fn UL
S () = £ (u) :J min (0, D7 () + max(0,Df f1(w))®  (4.44)
=1

Remarque. La méme propriété peut étre obtenue avec I'équation décrivant I'opération
d’érosion.

Cas particulier d’une grille réguliere 2D

Soit Go = (V,E,g1) un graphe grille en 4-voisinage non pondéré (fonction de
poids g1, implique que le pas h; = 1) associé a une image 2D en niveaux de gris
définie comme une fonction f : V C Z? — R, I'équation (4.44) devient

n+1 u) — f'(u 2
e J 5 min(0, (1) £ )+ max(0 £+ )~ (0)

(4.45)




4.3 Morphologie mathématique par équations aux différences partielles 129

Si nous remplagons les sommets 1 € V et leurs voisinages N (u) par leurs coordon-
nées spatiales (x,y) nous obtenons

T Gy) = 1 (y)

At
[mm(O,f (x—1,y)) )2+
2
max (0, f((x+1,y)) ) + (4-46)
min|( 0 (x, —1 ’
(0.5( v )
1/2

max(o,f(<x,y+ 1)) —f((x,y)))z

Ce schéma numérique correspond aux schémas utilisés par la morphologie mathé-
matique basée sur les équations aux dérivées partielles pour traiter les images en
niveaux de gris [Guichard ef al., 2007].

4.3.5 Relations avec la morphologie mathématique définie sur des
graphes

Notre formulation basée sur les équations aux différences partielles est reliée a
la formulation de la morphologie mathématique définie sur des graphes [Heijmans
et al., 1992, Heijmans et Vincent, 1992].

En effet, si nous prenons le cas de la dilatation avec le parametre g4 = o (cas de
la norme Lo du gradient) alors nous avons

n+1 __ fn
P I (7 7)) = max(y el max(©, £ (0) = f(w)]) -

(4.47)
Si nous considérons une discrétisation temporelle constante (At = 1), alors le sché-

ma numérique devient, pour un graphe non pondéré G = (V,E, 1),

17 w) = () + max(max(0, () - f"(w)) )

(4.48)
£ () = £ () + max (" (0)) — £ ()
Ainsi, la valeur de la fonction f en un sommet # au temps n + 1 vaut
) — {%X(f”(v)) APE-rwe
™ (u) sinon

Ce qui permet de déduire, dans tous les cas, 'expression d’une dilatation définie
sur un graphe

" (f)(u) = fH (1) = max(f" (v), " (u)) . (4-50)

v~uU
Remarque. Dans ce cas, I'élément structurant est exprimé par la topologie du graphe et
le voisinage des sommets. Par exemple, si nous considérons un graphe grille en 8-voisinage
associé a une image alors, I'élément structurant correspond a un carré de taille 3x3.
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De maniere similaire, nous pouvons montrer que, dans les mémes conditions,
nous obtenons la formulation d’une érosion définie sur un graphe
n _ n+1 _ : n n
e"(f)(u) = f"(u) = min(f"(v), f"(u)) (4-51)
Quand n = 1, nous obtenons une dilatation et une érosion élémentaires ce qui

correspond aux opérations (f) et ¢(f). Comme en morphologie mathématique
classique et avec un graphe non pondéré, nous avons les propriétés suivantes

§"(f) =6(f)od(f)o---0b(f) (4-52)
n fois

e"(f) =e(f)oe(f)o---oe(f) . (4-53)
n fois

4.3.6 Filtrage par nivellements

De maniere similaire a la méthodologie que nous avons utilisée pour adapter
les opérations de dilatation et d’érosion définis par des équations aux dérivées par-
tielles, nous présentons ici une transcription des filtres par nivellements (levelings)
définis dans le domaine continu.

Nivellements basés sur les égquations aux dérivées partielles

Dans le contexte du traitement des images, les filtres par reconstruction (re-
construction par ouverture ou fermeture) sont capables de reconstruire les objets
présents dans les images, tout en respectant exactement les contours de ces objets
(voir par exemple [Salembier et Serra, 1995] et les références associées). Les objets
sont reconstruits a partir d'une image appelée fonction marqueur qui est produite
a partir d’une image initiale (fonction de référence). Durant le processus de recons-
truction, ces filtres simplifient les objets & reconstruire en éliminant les parties ot le
marqueur ne peut accéder.

Afin de palier les probléemes d’asymétrie de ces filtres, Maragos et Meyer ont
proposé une classe générale de filtres morphologiques que sont les filtres par ni-
vellements [Maragos et Meyer, 1999, Meyer et Maragos, 2000, Maragos, 2003]. La
formulation par équations aux dérivées partielles permettant d’obtenir les nivelle-
ments d’une image de référence définie comme une fonction f0: Q € Z* — R a
partir d’une fonction marqueur m : QO C Z? — R et d’un disque infinitésimal est

I =sign(f - NIVFI

(4-54)
f =m, a t=0
ousign: R — {—1,0,1} est la fonction signe définie comme
-1 six <0
sign(x) < 0 six=0 . (4.55)

six>0
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Au temps t — oo, nous obtenons une fonction f qui correspond au nivellement de
la fonction f° en accord avec la fonction marqueur .

Si fO et m ne posséde pas d’ordre spécifique alors (4.54) décrit un processus
dont le signe varie dans le temps permettant ainsi de controler la croissance ou la
décroissance de la fonction m (dilatation-érosion conditionnelle).

Reconstruction par ouverture et fermeture Si la fonction marqueur m < fO
sur 'ensemble de son domaine de définition, alors (4.54) décrit une succession de
dilatations planaires par un disque infinitésimal et la fonction marqueur va itéra-
tivement croitre. Dans cette situation, a f — co nous obtenons avec la fonction f
une reconstruction par ouverture de la fonction de référence f° en accord avec le
marqueur 1.

Si maintenant la fonction marqueur m > f°, alors (4.54) décrit une succession
d’érosions planaires, la fonction marqueur va itérativement décroitre. Finalement,
a t — oo nous obtenons avec la fonction f une reconstruction par fermeture de la
fonction de référence f en accord avec le marqueur .

Adaptation des filtres par nivellements

Comme pour les cas de la dilatation et 1’érosion, nous transcrivons les filtres
par nivellements sur des graphes en exploitant le formalisme des équations aux
différences partielles.

Considérons une fonction de référence f0 € H(V) et sa fonction marqueur m €
H(V). Le nivellement f € H(V) de la fonction f* en accord avec le marqueur m
s’exprime, en un sommet u € V d’un graphe G = (V, E, w) par

) max (0, sign(/°(u) ~ £(0)) ) (V1))

+min (0, sign(£°(u) — £(u)) )| (Ve f) ()l (4:50)
) =m(), a t=0

L’équation d’évolution (4.56) décrit une famille de nivellements définie sur des gra-
phes paramétrée par la valeur de g et la fonction de poids w.

Lorsque la quantité sign(f° — f) > 0, le schéma (4.56) agit comme une dilatation
et nous utilisons le schéma numérique (4.35). De méme, lorsque sign(f° — f) < 0,
le schéma (4.56) agit comme une opération d’érosion et nous utilisons la résolution
(4.36).

De maniéere similaire aux opérations de dilatation et d’érosion, notre formulation
des filtres par nivellements integre naturellement les configurations locales et non
locales pour le traitement des images. Notre approche permet également d’utiliser
ce type de filtre pour traiter tout type de données arbitraires.

Finalement, dans le cas d’un graphe grille non pondéré associé a une image en
niveaux de gris et avec 4 = 2, le schéma numérique permettant de résoudre I'équa-
tion (4.56) correspond exactement aux schémas utilisés par les méthodes basées sur
les équations aux dérivées partielles pour résoudre 1'équation d’évolution des filtres
par nivellements [Maragos et Meyer, 1999, Meyer et Maragos, 2000].
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4.4 Expérimentations

Dans cette section, nous appliquons notre nouveau formalisme basée sur les
équations aux différences partielles pour le traitement d’images et de données non
organisées de grande dimension. Nous présentons des expérimentations pour mon-
trer le comportement de nos opérations inspirées de la morphologie mathématique.
L'objectif des résultats présentés dans cette section n’est pas de résoudre un pro-
bleme particulier ou une application particuliere mais de montrer les potentialités
de notre approche pour traiter des données discréetes arbitraires.

Nous nous intéressons tout d’abord aux cas des images en utilisant différents
type de graphes : graphes de pixels et de régions. Ensuite, nous présenterons des
expérimentations de traitement de données telles que des nuages de points ou des
bases de données.

4.4.1 Cas des données vectorielles

Notre approche permet de traiter les données multi variées c’est-a-dire vecto-
rielles f : V — R™. Pour un sommet # € V d’un graphe G = (V,E,w), sa fonction
représentative f(u) est alors le vecteur f(u) = (fl(u))lT:lm

Le traitement de ce type de fonction est réalisé sur chacune des composantes
fi du vecteur f (composante par composante). Cela revient donc a avoir m trai-
tements morphologiques en parallele. Appliquer les traitements composante par
composante a I'avantage de permettre la parallélisation des algorithmes. Pour des
applications particuliéres, ce type de traitements peut avoir des inconvénients par
rapport aux solutions purement vectorielles. En effet, contrairement a la morpho-
logie classique, ce type de traitement introduit une modification des données ini-
tiales. Par exemple dans le cadre du du traitement des images couleurs, les opéra-
tions morphologiques ainsi réalisées introduisent de « fausses couleurs ». Afin de
s’affranchir de ce probleme, les traitements morphologiques des fonctions multi va-
riées doivent prendre en compte la corrélation entre les différentes composantes du
vecteur. Dans notre cas, nous utilisons la fonction de poids w (calculée de maniére
vectorielle) comme terme de couplage permettant ainsi de prendre en compte les
différentes composantes du vecteur a traiter.

Finalement, ce type de traitement permet, d’'une maniere simple, de traiter des
données de grande dimension non organisées sans avoir a définir d’ordre sur les
données vectorielles.

4.4.2 Traitements morphologiques des images

Dans cette section, nous illustrons notre formulation basée sur les graphes a
travers des opérations morphologiques simples sur des images en niveaux de gris :
dilatation, érosion, ouverture ou fermeture.

Remarque. L'ouverture et la fermeture sont des opérations morphologiques réalisées a par-
tir des opérations élémentaires de dilatation et d’érosion. La maniere la plus simple de générer
les opérations d’ouverture et de fermeture est de composée en série les opérations de dilata-
tion et d’érosion. Ainsi, pour une fonction f € H(V), l'opération d’ouverture est 5(e(f))
et la fermeture de f correspond a e(5(f)).
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L e

F1G. 4.1: Images tests initiales servant pour les figures 4.2 (figure (a)) et 4.3 (fi-
gure (b)).

Nous faisons également remarquer au lecteur que dans le cas des opérations de dilatation
et d’érosion pondérées, les poids du graphe sont calculé a partir de I'image initial et ne sont
pas recalculé au cours des itérations. Dans le cas de la fermeture (resp. ouverture) les poids
sont recalculés lorsque nous appliquons la dilatation (resp. érosion).

Une image en niveaux de gris est considéré comme une fonction f*: V C Z? —
R qui définit une application des sommets d’'un graphe G = (V,E,w) vers les
valeurs de niveaux de gris des pixels de I'image.

La figure 4.1 montre les deux images de tests en niveaux de gris servant d'images
initiales pour les traitements morphologiques des figures 4.2 et 4.3.

Les figures 4.2 a la page 134 et 4.3 a la page 135 illustrent la flexibilité et 1’adap-
tabilité de notre approche des opérations morphologiques. En effet, les résultats
présentés dans ces figures ont été obtenus pour différentes valeurs du parametre g,
fonctions de poids w et topologies du graphe G.

La figure 4.2 montre des résultats pour une dilatation et une fermeture pour
le cas particulier ot ¢ = 2. La premiére ligne de cette derniére figure montre le
résultat obtenu avec une discrétisation temporelle At = 1, une valeur de g = oo. Cela
correspond a une dilatation et une fermeture algébrique sur des graphes. Dans ce
cas, le graphe utilisé est un graphe G, avec la distance de « city block ». Le voisinage
des sommets permet d’obtenir un élément structurant de type disque de rayon égale
az.

La figure 4.3 montre des résultats pour une dilatation et une érosion et l'in-
fluence des valeurs particuliéres du parametre p = oo, 1 et 2. La premiére colonne
de cette figure et la deuxiéme ligne de la figure 4.2 montrent les résultats obtenus
avec un graphe grille en 4-voisinage Go non pondéré w = g;. Ce cas correspond
au cas obtenu par les méthodes basées sur les équations aux dérivées partielles.
Nous pouvons constater dans la figure 4.3 l'influence du parametre g permettant
de générer les éléments structurants que sont le losange, le carré et le disque. Nous
pouvons aussi voir que les méthodes basées sur les équations aux dérivées partielles
ont tendance a introduire un effet de flou notamment au niveau des contours.

La deuxiéme colonne de la figure 4.3 et la troisiéme ligne de la figure 4.2
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Dilatation Fermeture

1

ue
t =
4t

9.
$es
e
< O K

éré
= g4
0

2

Pond:
g=2

G(), w
F

2

Non local + patch

F1G. 4.2: Dilatation et fermeture avec différentes valeurs de g, de fonctions de poids
w et de topologies du graphe G. A la premiére et seconde colonne, respectivement :
dilatation et fermeture. Algébrique (premiere ligne). Local non pondéré (deuxiéme
ligne). Local pondéré (troisieme ligne). Non local avec patchs (derniére ligne).

montrent des résultats avec un graphe grille en 4-voisinage Gy pondéré w = gu.
Dans ces cas, l'utilisation d’une fonction de poids permet de mieux préserver les
informations de contours en comparaison avec les résultats montrant des cas non
pondérés.
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g =00 g=1
Dilatation

Non local
G3/ w = 84/

Erosion

= 81,
0

&%
f

Pondéré
Go, w S 8

= 84,

n local

F1G. 4.3: Dilatation et érosion avec différentes valeurs de g, de fonctions de poids w
et de topologies de graphe G. Pour chaque opération : local non pondéré (premiere
ligne) ; local pondéré (deuxiéme ligne) ; non local avec des patchs (derniere ligne). En
colonne, de gauche a droite : g = oo, g =1etgq = 2.

La derniére colonne de la figure 4.3 et la derniére ligne de la figure 4.2 montrent
des opérations morphologiques avec des schémas non locaux et des patchs. Dans
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le cas de la figure 4.3, le graphe utilisé est un graphe en 48-voisinage Gz avec des
patchs de taille 3x3. Dans le cas de la figure 4.2, le graphe utilisé est un graphe
en 25-voisinage G avec des patchs de taille 5x5. Ces deux graphes sont obtenus a
l'aide de la distance de Chebychev et pondérés par la fonction g4 o1 les distances
sont calculées en utilisant les patchs comme vecteur d’attributs.

Ces résultats montrent clairement le bénéfice des schémas non locaux dans les
opérations morphologiques. Ces traitements permettent de mieux préserver les in-
formations de contours et les structures fines et répétitives telles que les textures.
On peut également remarquer 1'effet filtrant de ce type de traitement, notamment
dans les zones quasi homogenes.

Local Non local
Images initiales Images bruitées Go, w = g1, 10-NNGyg, w = g1,
F=/° F3(f°,.)

F1G. 4.4: Comparaison entre fermetures locales et non locales avec des patchs. Ima-
ges initiales (premiére colonne). Images bruitées (Gaussien de variance égale a 20)
(deuxieme colonne). Local (troisieme colonne). Non Local avec des patchs (derniére co-
lonne).

La figure 4.4 compare les schémas locaux et non locaux avec une opération de
fermeture pour des images bruitées comportant des éléments fins et répétitifs.

Cette figure montre des résultats pour trois images de tests (une par ligne).
La premiére colonne montre les images initiales. La deuxiéme colonne montre les
images corrompues auxquelles nous avons ajouté un bruit Gaussien de variance
o = 20. La troisieme colonne présente les résultats d'une fermeture locale, corres-
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pondant aux méthodes basées sur les équations aux dérivées partielles. La derniere
colonne présente les résultats d’'une fermeture basée sur des schémas non locaux.
Pour obtenir ces résultats, nous avons utilisé un graphe des 10-NNGjo non pondéré
(fonction g1). Chaque pixel est connecté a ses 10 plus proches voisins sélectionnés
dans une fenétre de recherche de taille 21 x21 (centrée sur le pixel étudié). Afin de
calculer la distance entre les voisins, nous utilisons des patchs de taille 7x7 comme
vecteur d’attributs (F3(f?,.)). Ces résultats montrent une fois de plus la supério-
rité des schémas non locaux dans les opérations morphologiques par rapport aux
schémas locaux qui détruisent tous les éléments fins et répétitifs.

4.4.3 Nivellements des images

Notre approche de la morphologie mathématique permet l'intégration des sché-
mas non locaux dans le traitement morphologique des images. Dans cette section,
nous montrons les avantages de ce type de schémas dans les filtres morphologiques
par nivellements.

La figure 4.5 présente des résultats de filtrage par nivellements obtenus a partir
de I'équation (4.56) sur trois images de test. La premiére colonne de la figure 4.5
montre les images initiales servant d’images de référence dans le processus de ni-
vellement. Elles sont définies comme des fonctions f: V C Z? — R. La deuxiéme
colonne montre les images marqueurs a partir desquelles les nivellements sont ob-
tenus. Les marqueurs sont obtenus simplement par filtrage Gaussien.

La troisieme colonne montre les résultats des nivellements obtenus a partir des
équations aux dérivées partielles locales classiques. Nous avons utilisé dans ce cas
un graphe grille en 4-voisinage Gp non pondéré (w = g1) avec comme vecteur
d’attributs F = f°.

La derniere colonne montre les résultats des nivellements obtenus avec nos
équations aux différences partielles qui integrent des schémas non locaux basés
sur des patchs. Pour obtenir ces résultats, nous utilisons des graphes basés sur le
k-NNG o1 les distances entre les voisins sont calculées avec des vecteurs d’attributs
de taille 7x7 (F = F3(f°,.)). Pour les résultats de la premiere ligne, nous utilisons
un 10-NNGjp non pondéré et pour les deux autres résultats nous utilisons respecti-
vement un 2-NNG et un 4-NNG;. Ces deux derniers graphes sont pondérés par la
fonction de poids g4 couplés avec un graphe grille en 4-voisinage Gy formant ainsi
les deux graphes de voisinage GoU2-NNG; et GoU4-NNG,.

Les résultats montrent clairement la supériorité des nos schémas non locaux
dans la reconstruction des éléments fins et répétitifs par rapport aux méthodes
classiques. Dans les cas ol les méthodes locales ne parviennent pas a reconstruire
I'image de référence, notre approche non locale basée sur les patchs des filtres par
nivellements permet d’obtenir un résultat satisfaisant.

4.4.4 Traitements morphologiques & partir de graphes de régions

Comme dans le chapitre 3 pour le cas de la segmentation semi supervisée des
images, nous proposons d’utiliser des graphes de régions a la place des graphes de
pixels dans les processus morphologiques. La figure 4.6 montre 1'utilisation d"une

N

partition de l'image et de ses régions associées a un graphe pour effectuer des
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Images initiales Marqueurs Local Non local
G(]rw:glr]::fo

10-NNG10,
w = g1, F3(f°,.)

Go U 2- NNGz,
w = g4, F3(f

Go U4-NNGy,
w = g4,75(f°,)
F1G. 4.5: Comparaisons entre nivellements locaux et non locaux. Premiere colonne :
images initiales; deuxiéme colonne : images de marqueur; tfroisieme colonne : local;
derniere colonne : non local avec patchs.

opérations morphologiques. Cette partition a été calculée a partir de la méthode
des partitions d’énergies proposée par [Arbeldez et Cohen, 2004].

La figure 4.6b montre une partition calculée a partir de I'image initiale 4.6a dé-
finie comme une fonction f0 : V C Z? — IR. A cette partition, nous associons un
Rac. Chaque sommet du RAG représente une région de la partition et est décrite
par la valeur moyenne des pixels qui la composent. La figure 4.6c montre I'image
reconstruite a partir des régions correspondantes. Nous pouvons constater la réduc-
tion non négligeable en terme de nombre de sommets de la partition par rapport
a I'image initiale. Cette réduction de sommets permet de réduire la complexité des
traitements a effectuer.

La figure 4.6 montre des exemples d’opérations morphologiques (dilatation, éro-
sion et fermeture) et compare les résultats entre un graphe pondéré Gy de pixels et
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: A
(a) Image initiale (b) Partition (c) Image recolorisée

Dilatation Erosion Fermeture

..

F1G. 4.6: Extension de la dilatation, de l'érosion et de la fermeture sur graphe de
régions. (a) : image initiale (65536 pixels). (b) : partition calculée a partir de (a)
(11 853 régions soit 82% de réduction). (c) : image reconstruite a partir de la partition

et de la valeur moyenne des régions. Deuxiéme ligne : résultats avec un graphe grille
en 4-voisinage (Go). Derniére ligne : résultats avec un Rag.

:g4

Go, w

Rag, w

un RaG pondéré. Nous pouvons constater que nous obtenons dans les deux cas des
résultats similaires tout en réduisant, dans le cas du Rag, le nombre de données a
considérer et a traiter.

4.4.5 Traitements morphologiques de données arbitraires

Notre formulation permet de traiter n'importe quel type de données pouvant
étre représentées par un graphe.
Dans les expérimentations qui vont suivre, nous montrons la généricité et les
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potentialités de notre méthodologie pour le traitement morphologique de données
de grande dimension (bases de données, nuages de points, collections d’images).

Dilatation et érosion de base de données

La figure 4.7 montre un exemple de traitements morphologiques de base de
données. Comme dans le chapitre 3 (filtrage par régularisation de base de données),
nous utilisons les données « iris ».

Dilatation

02
L

Erosion

FiG. 4.7: Evolution des opérations de dilatation et d’érosion sur la base « iris ».
La fonction fO associée aux données est définie (et traitée) comme une fonction
f0:V — R*. Les résultats présentent uniquement une projection sur deux attributs.
(a) : données initiales; (b) : 30-NNG. La premiere ligne : évolution d'une dilatation; la
deuxieme ligne : évolution d'une érosion.

La figure 4.7 montre une projection sur deux des quatre attributs de la base
initiale o1 chaque classe est représentée par une couleur et un symbole différent.
Les données sont définies et sont traitées comme des fonctions f0 : V — R%. Afin
d’appliquer des traitements morphologiques sur ces données, nous construisons
un 30-NNG pondéré par la fonction de poids g,. La figure 4.7b présente le gra-
phe associé aux données. La fonction de poids utilisée joue donc le role de terme de
couplage permettant de prendre en compte I’aspect vectoriel des données. Les deux
lignes suivantes de la figure 4.7 montrent I'évolution d"une dilatation et d"une éro-
sion en fonction du nombre d’itérations n. Nous pouvons constater que la dilatation
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et I'érosion ont un effet de regroupement sur les données. Les données sont pro-
jetées dans des parties différentes de I'espace des attributs et se déplacent vers un
maximum ou un minimum de cet espace. Cela correspond bien aux comportements
attendus pour une dilatation ou une érosion.

Filtrage par nivellements de nuages de points

La figure 4.8 montre des traitements morphologiques sur quatre nuages de
points différents. Chaque nuage de points est considéré comme une fonction f° :
V — IR?, (4.8a) ot chaque sommet du graphe est associé aux coordonnées spatiales
de chaque point. Le graphe associé a chaque ensemble de données est un 8-NNG
pondéré par la fonction de poids g4 (4.8b).
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F1G. 4.8: Filtrage par reconstruction de nuages de points. Les quatre nuages de
points sont définies comme quatre fonctions f* : V — IR? associées aux données.
(a) : données initiales. (b) : les 8-NNG. Les deux dernieres lignes, de gauche a droite : re-
construction par ouverture, fermeture et nivellements. Les marqueurs sont obtenus
(de gauche a droite) par ouverture, fermeture et régularisation discrete isotrope.

La deuxieme partie de la figure 4.8 montre des opérations de filtrage par recons-
truction. La premiere ligne de cette partie, présente les données marqueurs a partir
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Données initiales

0.8
1
0.8
1

0.4

0.2
0.2

0.0
0.0

(b)

1.0
1.0

0.8
1
Py

0.8

0.6
0.6

0.4
0.4

0.2
1
0.2
1

0.0
0.0

() (d)
FIG. 4.9: Filtrage par nivellements de deux Gaussiennes. La fonction f° associée aux
données est définie et traitée comme une fonction f° : V — R2. (a) : les données
initiales. (b) : 8-NNG associée aux données. (c) : marqueur obtenu par régularisation
discrete isotrope. (d) : résultat du filtrage par nivellements.

desquelles les reconstructions sont réalisées. Ces marqueurs ont été obtenus a par-
tir de nos formulations définies sur des graphes de la morphologie mathématique
et de la régularisation discrete. Ils correspondent a une ouverture, une fermeture
et le dernier marqueur a été obtenu par un filtrage basée sur la régularisation iso-
trope présentée dans le chapitre 3. Les reconstructions obtenues sont présentées a
la derniere ligne de la figure 4.8 qui montre respectivement, de gauche a droite, une
reconstruction par ouverture, par fermeture et un nivellement.

La figure 4.9 présente également le résultat d'un nivellement sur un nuage de
points représentant deux Gaussiennes (figure 4.9a). Le graphe associé (voir la fi-
gure 4.9b) est un 8-NNG pondéré. Le marqueur (figure 4.9c) est obtenu par un fil-
trage basé sur la régularisation discrete définie sur des graphes (chapitre 3). Le
résultat du nivellement, en accord avec le marqueur, est présenté a la figure 4.9d.

Nous pouvons constater que cela soit pour la figure 4.8 ou pour la figure 4.9,
'effet filtrant et simplificateur des filtres par reconstruction sur les données. Les
structures principales de chaque jeu de données ont bien été reconstruites et les
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données aux extrémités ont été filtrées. Ce type de traitement présente un intérét
pour la suppression et la détection des outliers dans des bases de données.

Traitements morphologiques de collections d'images

La figure 4.10 présente I'application des traitements morphologiques pour des
données de grande dimension non organisées : des bases de données d’images qui
peuvent étre considérées comme des variétés d’images.

Afin de traiter ces données, des k-NNG pondérés par la fonction de poids g,
sont construits a partir des données initiales. La premiere ligne de la figure 4.10
montre une représentation de ces graphes. Les trois dernieres lignes de cette figure
présentent de gauche a droite, les données initiales et les opérations de dilatation,
d’érosion et d’ouverture sur ces variétés d’images.

Les images de chiffres proviennent de la base de chiffres manuscrits de 1'Usps
(déja utilisée dans le chapitre précédent).

La figure 4.10 montre deux exemples de test de 100 échantillons chacun, o1
les échantillons ont été tirés de maniere aléatoire. Le premier exemple provient
de la base du chiffre « o0 » et le deuxieme exemple provient des bases des chiffres
«3» et «1». Quant aux images de visages (derniere ligne de la figure 4.10), elles
proviennent d’une base contenant 133 images en niveaux de gris d’une personne
avec différentes postures de téte [Sherrah et Gong, 2001]. Chaque image de cette
base est de taille 29x29. La derniere ligne de la figure 4.10 montre un exemple de
test de 100 échantillons tirés au hasard dans la base initiale.

Les graphes associés a ces trois exemples sont respectivement un 30-NNG et
un 15-NNG pour les images de chiffres et un 30-NNG pour les images de visages.
Chaque sommet du graphe est associé a une image (card(V) = 100) et est décrit
par un vecteur d’attributs de 256 dimensions (R'®*1¢) dans le cas des chiffres, et un
vecteur de 841 dimensions (IR?*??) pour les images de visages (chaque attribut du
vecteur correspond a un niveau de gris d’une imagette).

Les résultats présentés montrent les opérations de dilatation, d’érosion et d’ou-
verture sur ces variétés d’images. Nous pouvons constater I'effet simplificateur et
filtrant de l'opération d’ouverture sur les données. En effet, cette opération tend
a réduire les données et a créer de nouveaux modeles moyens simplifiant ainsi les
données. Nous pouvons remarquer que ces résultats sont comparables aux résultats
présentés dans le filtrage de données avec une régularisation discrete sur graphes
présentés dans le chapitre 3 (figures 3.2 a la page 58 et 3.9 a la page 67). Finale-
ment, les traitements morphologiques sur les variétés et bases de données peuvent
étre appliqués comme des étapes de pré-traitements et peuvent étre utiles pour
des méthodes de fouille de données telles que la classification, le regroupement ou
l'apprentissage de variétés.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une nouvelle approche inspirée des opé-
rations de dilatation et d’érosion basée sur des équations aux différences partielles
définies sur des graphes. Notre formulation étend les approches basées sur les équa-
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k-NNG (w=g3) associés aux données initiales

Données initiales Dilatation Erosion Ouverture

CoOM000080080 . . _._I'LL.L‘L"u

00(9& 'de"é)dd e

F1G. 4.10: Traitements morphologiques de données de grande dimension non or-
ganisées. A la premiére ligne : les k-NNG pondérés associés aux données initiales :
30-NNG pour les chiffres « 0 »; 15-NNG pour les chiffres « 3-1 » et 30-NNG pour les
visages. Au trois derniéres lignes et de gauche i droite : les données initiales et les résul-
tats d’une dilatation, d’une érosion et d’une ouverture. Les données initiales sont
définies comme des fonctions 0 : V — IR?® pour les images de chiffres et comme
f9:V — R pour les images de visages.

tions aux dérivées partielles vers des schémas discrets locaux et non locaux. Basée
sur des graphes, notre approche permet de traiter nimporte quelles données dis-
cretes et notamment des données de grande dimension définies sur des domaines
réguliers ou irréguliers.

Notre formalisme unifie les schémas locaux et non locaux et nous permet d’in-
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troduire une nouvelle classe d’opérateurs morphologiques pour le traitement des
images en considérant des configurations non locales. Nous avons montré que ces
nouveaux opérateurs permettent de mieux capturer et préserver les structures fines
et répétitives dans les images.

Notre formulation constitue un cadre simple et unificateur permettant de re-
trouver des schémas numériques employés dans les approches de la morphologie
mathématique définie par des équations aux dérivées partielles mais également par
la morphologie mathématique définie sur des graphes.

A travers différentes expérimentations, nous avons présenté les potentialités et
I'adaptabilité de notre méthodologie pour résoudre certains problemes liés aux trai-
tements des images. Nous avons également montré que 1'utilisation de graphes ba-
sés sur les régions de 'image permet de réduire la complexité des algorithmes ren-
dant le traitement morphologique des images plus rapide. Finalement, nous avons
présenté le traitement morphologique de données arbitraires telles que des bases
de données ou des variétés. Ce type de traitement peut étre utile et étre appliqué
comme une étape de pré-traitement a des méthodes de classification ou de regrou-
pement.

Ce dernier point permet d’ouvrir de nouvelles perspectives intéressantes pour
la morphologie mathématique : 1’application d’opérateurs morphologiques dans
des communautés telles 'apprentissage ou la fouille de données. L'avantage de
notre approche est de pouvoir appliquer ces méthodes a d’autres domaines que
celui du traitement des images et d’ouvrir d’autres applications a la morphologie
mathématique.

De plus, notre formalisme général et simple permet de revisiter d’autres opéra-
teurs ou formulations de la morphologie mathématique que ceux que nous avons
présenté dans ce chapitre tels que la morphologie mathématique visqueuse ou la
morphologie fonctionnelle.

Finalement, une autre extension de ces travaux serait de considérer une nou-
velle classe d’opérateurs morphologiques algébriques intégrant la notion de non
localité, au travers de la fonction de poids ou de la configuration des graphes pour
le traitement des images. Cette notion de pondération des arétes du graphe permet
également d’envisager une formulation simple pour la généralisation de la notion
d’élément structurant rendant les opérations de morphologie mathématique natu-
rellement adaptatives.

Dans le chapitre suivant, nous montrons comment a partir de notre approche des
opérations de dilatation et d’érosion, nous pouvons résoudre 1’équation eikonale en
exploitant le formalisme des équations aux différences partielles définies sur des
graphes.
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Résumé

Dans ce chapitre, nous présentons une adaptation de I'équation eikonale en
considérant cette équation sur des graphes pondérés. Cette nouvelle approche de
la résolution de 1’équation eikonale est basée sur la famille de gradients direction-
nels définis par des équations aux différences partielles. Notre approche étend les
approches de résolution connues de cette équation pour le traitement de données
non organisées définies sur des domaines irréguliers sans étape de discrétisation
préalable.

L'équation eikonale permet de résoudre de nombreuses applications en traite-
ment des images, en vision par ordinateur ou en informatique graphique. Parmi
toutes ces applications, nous nous intéressons dans ce chapitre aux calculs de dis-
tances et introduisons les schémas non locaux permettant de segmenter des images.
Nous introduisons également de nouvelles applications de cette équation dans des
domaines inhabituels tels que le regroupement ou la classification de bases de don-
nées.

Mots clés

Equation eikonale, graphes pondérés, calculs de distances généralisées, segmen-
tations non locales des images, traitements de données non organisées de grande
dimension.
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Contenu du chapitre

— La section 5.1 introduit ce chapitre en rappelant des définitions sur les équa-
tions d"Hamilton-Jacobi et replace 1'équation eikonale vis-a-vis d’elles. Cette
section rappelle également les principales méthodes de la littérature permet-
tant de résoudre "équation eikonale.

— La section 5.2 présente notre adaptation de I'équation eikonale sur des gra-
phes et fait le lien avec les processus morphologiques. Ces liens nous per-
mettent d’exploiter nos résultats sur la morphologie mathématique pour trans-
crire I'équation eikonale vers des équations aux différences partielles.

— La section 5.3 présente nos schémas numériques permettant d’approximer
la solution de I'équation eikonale. Cette section présente également les liens
entre nos schémas et certaines approches de la littérature.

— La section 5.4 présente 'application de notre résolution de I'équation eikonale
a travers différentes expérimentations. Nous exploitons notre formalisme basé
sur les graphes pour traiter différents type de données. Nous présentons des
exemples de calculs de distances et des segmentations non locales pour des
images. Nous montrons également 1’extension de ces méthodes pour le trai-
tement de données non organisées de grande dimension et notamment pour
des applications telles que 1'ordonnancement, ou la classification de bases de
données.

— La section 5.5 conclut ce chapitre et donne des perspectives par rapport a
I'approche proposée.

Publications associées & ce chapitre
Conférences intfernationales avec comités de lecture et actes

[1] Vinh-Thong Ta, Abderrahim ErLMoATAZ et Olivier LEzorAY : Adaptation of
eikonal equation over weighted graphs. Dans Proceedings of 2nd International
Conference on Scale Space and Variational Methods in Computer Vision (SsvM),
LNCS, pages 187 — 199. Springer, 2009.

Conférences nationales avec comités de lecture et actes

[1] Vinh-Thong Ta, Abderrahim ELmoATAZ et Olivier LEzoray : Morphologie
mathématique sur graphes pondérés de topologie arbitraire — traitements
non locaux d’images et de données multi-variées. Dans Actes du groupe de
recherche et d’études du traitement du signal et des images (GRETSI), 2009.

Rapports technigques et articles soumis

[1] Vinh-Thong Ta, Abderrahim ErMoAaTAZ et Olivier LEZORAY : Mathematical
morphology and eikonal equations on graphs for nonlocal image and data
processing. Rapport technique, GREYC CNRS UMR 6072 - Université de
Caen Basse-Normandie — ENSICAEN - hal-00365431, mars 2009. Soumis a
IEEE Transactions on Image Processing.
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5.1 Infroduction

La résolution de l'équation eikonale a de nombreuses applications dans des
domaines variés tels I'optique géométrique, 1’analyse des images, la vision par or-
dinateur, ou encore l'informatique graphique.

Plus particulierement, en vision par ordinateur, nous pouvons citer des applica-
tions telles que I'extraction de 'axe médian ou de squelettes, la reconstruction de
formes a partir des ombres (shape from shading) ou l’extraction de structures tubu-
laires et de chemins minimaux dans des images 2D ou 3D [Siddiqi et al., 1999, Rouy
et Tourin, 1992, Verbeek et Verwer, 1990, Benmansour et Cohen, 2009, Deschamps et
Cohen, 2001]. En informatique graphique, la résolution de 1’équation eikonale per-
met le calcul des distances géodésiques sur des surfaces paramétriques et discretes
a partir de maillages structurés ou non définis dans des domaines Cartésiens ou
non [Bronstein ef al., 2007,Sethian et Vladimirsky, 2003, Abgrall, 1996,5hu et Zhang,
2003].

L’équation eikonale est un cas particulier des équations d’Hamilton-Jabcobi sta-
tiques [Zhang et al., 2006] définies par

H(x,f,Vf)=0 xe€Q\T )
F(x) = (%) YeTCQ >

ot () est un domaine défini dans IR™, I est un sous ensemble de (2 et ¢ une fonc-
tion permettant initialisation des points appartenant a I'. L'Hamiltonien H est une
fonction Lipschitz continue non linéaire.

Une autre maniére de voir la famille d’équations d’Hamilton-Jacobi (5.1) est de
considérer une version temporelle de ces équations (time marching approach) :

af(a?t) +H( f,Vf)=0 xcO\T
flx,t) = ¢(x) xeTcQ (5.2)
f(x,0) = ¢o(x) x€

et de faire évoluer ce systeme jusqu’a la convergence (c’est-a-dire que quand t — oo,
le systeme (5.2) satisfait 1’équation statique (5.1)). La fonction ¢ est une fonction
permettant d’initialiser I’ensemble des points du domaine (). La fonction ¢ est une
fonction permettant de maintenir les valeurs des points de I' durant 1’évolution.

L’équation eikonale est un cas particulier de cette famille d’équations statiques
d’'Hamilton-Jacobi. La version isotrope de 1’équation eikonale peut se définir en
utilisant 'Hamiltonien suivant

H(x, f,Vf) = [[Vf(x)|la — P(x) (5.3)

oil P est une fonction strictement positive (ou négative), V correspond a I'opérateur
gradient et ||.||> est la norme £, usuelle. En remplagant cet Hamiltonien dans les
systémes (5.1) et (5.2), la version isotrope stationnaire de 1’équation eikonale est

{IIVf(X)Hz =P(x) x€Q\T

fx) = ¢(x) xeTcQ (5-4)
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et sa version isotrope temporelle est

WD _ pay | Vf()e  xeQ\T
f(x,t) = ¢(x) xeT CcO (5-5)

Ces systemes sont des équations différentielles partielles de premier ordre non
linéaires. Les notions de solutions de viscosité ont été introduites afin de résoudre
ce type d’équations [Crandall et Lions, 1983, Osher et Sethian, 1988, Crandall ef al.,
1992].

De plus, en utilisant la méthode des ensembles de niveaux (level sets) et en consi-
dérant le probleme avec une dimension plus élevée, [Osher, 1993] a montré les liens
entre les équations d’Hamilton-Jacobi statiques et leur version temporelles. En ef-
fet, 'équation eikonale traduit la propagation d'un front pouvant étre modélisé par
I’évolution d’une courbe initiale I';—y C ) partant du temps t = 0 dans la direc-
tion de la normale sous l'influence d’une force (également appelée vélocité) égale
a 1/P(x) > 0. La solution f(x) de I'équation eikonale peut alors étre interprétée
comme le temps nécessaire a la courbe I'; pour évoluer et atteindre le point x pour
la premiere fois.

En modélisant 1’évolution de la courbe I't par les ensembles de niveaux, nous
pouvons considérer que I'; est I’ensemble de niveau zéro d’une fonction (t). Cette
fonction ¥ est initialisée, a t = 0, comme étant négative a l'intérieur et positive a
I'extérieur de la courbe initiale I';_y. L’évolution isotrope de la fonction 1 est donnée
par l'équation aux dérivées partielles suivante

e N 66
En résolvant cette équation aux dérivées partielles, la solution f(x) peut étre trouvée
comme étant le temps minimal auquel le niveau zéro de la courbe ¥ passe par le
point x. f(x) peut également étre interprété comme étant la distance par rapport a
la courbe initiale T'.

Remarque. Dans ce chapitre, nous ne considérons que le cas oit la fonction P est stricte-
ment positive (ou négative) ce qui implique que le front se propage avec une vélocité qui ne
change pas de signe. Le lecteur intéressé par le cas oit la vélocité peut changer de signe, peut
se référer a [Carlini et al., 2008].

De nombreux schémas numériques monotones basés sur des différences finies
ont été développés afin de calculer de maniere stable les solutions de viscosité des
équations d’Hamilton-Jacobi statiques et temporelles. Il y a principalement deux
classes de méthodes pour résoudre les équations d"Hamilton-Jacobi (5.1).

La premiére considere la version temporelle (5.2). De nombreux schémas numé-
riques ont été développés basés pour des maillages structurées ou non. Le lecteur in-
téressé pourra se référer a une revue de Shu ( [Shu, 2007] et les références associées)
sur les méthodes numériques d’ordre supérieur pour résoudre les versions tempo-
relles des équations d’Hamilton-Jacobi. Nous pouvons également citer un schéma
numérique basé sur un semi Lagrangien et la programmation dynamique [Falcone
et Ferretti, 2002].
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Le second type de méthode de résolution des équations statiques d’Hamilton-
Jacobi considere une version stationnaire en discrétisant le probleme (5.1) en un
systéme d’équations non linéaires et construit un algorithme permettant de le ré-
soudre. Afin de construire un schéma numérique dans une direction upwind et une
approximation correcte de la solution de viscosité des équations d’"Hamilton-Jacobi,
il est nécessaire d’avoir une bonne approximation des dérivées. Nous pouvons men-
tionner des approximations telles que celle de Godunov ou celle de Lax-Freidrich
utilisé par [Osher et Sethian, 1988, Sethian, 1999b].

En considérant pour simplifier un domaine Q C IR?, I'équation eikonale (5.4) se
réécrit

fP2+fy)? =Plxy) . (5.7)

Les notations standards utilisées dans les différences finies sont

,Dijjxf(xi/yj) _ f(l/]) _Afx(l — 1,j) ,Di—f—jxf(xi/yj) _ f(l + 1,i)x— f(l,])

SN i . Y (5.8)
D;jyf(xiz]/j) — f(l']) Afy(Z'] 1) D:_jyf(xi/yj) — f(l,] +1A)y f(l,])

avec f(i,j) = f(xi,yj) et (x;,y;) = (iAx, jAy) ott Ax et Ay correspondent au pas de
discrétisation spatiale dans les directions x et y.

Avec ces notations, 1’équation eikonale (5.7) s’écrit, en utilisant ’approximation
de Godunov

_ 2 - 1y 42112 .
{max(O, D, f,—D;f)” +max(0, Di,jyf, —Di,],yf) } = P(i,j) (5.9)
et avec 'approximation de Osher et Sethian, (5.7) s’écrit

[max(O,D;j"f)2 +min(0,D;,rjx )2+
g2 _ by 2 1/2 o (5.10)
maX(O,DiJ f) —|—m1n(0,Di/]. f) ] = P(i, )

A partir de ces approximations, de nombreux algorithmes ont été proposés pour
résoudre de maniere efficace le systéme d’équations non linéaires décrit par I'équa-
tion eikonale. Parmi ces méthodes nous pouvons citer les suivantes.

Une méthode a point fixe résolvant I'équation quadratique de la version iso-
trope de I'équation eikonale [Rouy et Tourin, 1992, Jeong et Whitaker, 2008]. Cette
méthode met a jour tous les points du domaine de maniere itérative jusqu’a conver-
gence.

Une méthode appelée le fast sweeping [Zhao, 2005, Tsai et al., 2004] permettant
de résoudre 1’'équation eikonale sur une grille de m-dimensions. Elle utilise des
itérations de type Gauss-Seidel dans le schéma numérique pour mettre a jour la
carte de distance. Le point clé de cette méthode est 1'alternance des directions de
balayage des points. Cette idée a été initialement proposée pour calculer la distance
euclidienne sur des images binaires [Danielsson, 1980].

Basée sur un algorithme optimal [Tsitsiklis, 1995], la méthode du fast marching
[Sethian, 1999a, Sethian et Vladimirsky, 2003] est a I’heure actuelle 1’algorithme le
plus utilisé pour résoudre 1’équation eikonale. Cette méthode met a jour les points
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du domaine de maniére séquentielle et toujours vers une solution strictement crois-
sante (ou décroissante). La mise en ceuvre de cette méthode nécessite, d"une part,
une structure de données de type tas avec un algorithme de tri permettant d’obte-
nir un minimum de maniére efficace et d’autre part, un schéma numérique de type
upwind.

Remarque. Nous pouvons remarquer que des modeles digitaux issus de la morphologie
mathématique peuvent étre considérés comme étant des versions discretes de I'équation ei-
konale. En particulier, la ligne de partage des eaux peut étre interprétée comme étant une
version digitale de I'équation eikonale [Najman et Schmitt, 1994].

Contributions du chapitre

Comme pour les modéles variationnels (chapitre 3) et la morphologie mathéma-
tique (chapitre 4), nous proposons dans ce chapitre de transcrire I’équation eikonale
définie par des équations aux dérivées partielles vers des schémas discrets en utili-
sant le formalisme des équations aux différences partielles définies sur des graphes.
Nous nous intéressons ici uniquement a la version temporelle de I’équation eikonale
(5.5)-

A partir des liens existants avec la morphologie mathématique, 1’adaptation de
la version temporelle de 1’équation eikonale sur un graphe pondéré G = (V,E, w)
peut s’écrire

% =P(u) = [[(Vu )W)l uwe VAV

flut) = ¢(u) ueVopcv - (5.11)
f(u,0) = ¢o(u)

ou V correspond a l'ensemble des sommets du graphe G, Vj est l'ensemble des
sommets source, V,, est le gradient directionnel interne pondéré défini dans le
chapitre 2 et ||.||; correspond a la norme L.

Cette transcription de 'équation eikonale possede les mémes avantages que les
différents modeles (régularisation et morphologie mathématique) que nous avons
adaptés sur des graphes et abordés dans les chapitres précédents.

Les principales contributions de ce chapitre sont les suivantes.

— Notre formulation fournit un cadre simple et unifié pour traiter n’importe

quelle type de données discretes.

— Notre approche, contrairement aux équations aux dérivées partielles, ne né-
cessite pas d’étape préalable de discrétisation spatiale ou de triangulation.
Cette discrétisation est complexe lorsque les données a traiter sont de grande
dimension ou définies sur un domaine non uniforme. Cette difficulté rend
difficile I’application de 1’équation eikonale a ce type de données pour les
méthodes définies dans le domaine continu.

— Comme pour les modeles de régularisation et de la morphologie mathéma-
tique, notre approche de I'équation eikonale unifie les configurations locales et
non locales. Dans le contexte du traitement des images, cette unification per-
met d’introduire par exemple des schémas non locaux dans la segmentation
des images.
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— Finalement, notre approche permet d’appliquer 1'équation eikonale pour le
traitement de données ouvrant ainsi de nouvelles applications de 1'équation
dans les domaines de l'apprentissage ou de la fouille de données telles que
I'ordonnancement ou la classification de bases de données ou de variétés
d’images.

5.2 Adaptation de I'’équation eikonale

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions permettant d’arriver a
I'adaptation de I'équation eikonale. Cette adaptation est basée sur les opérateurs
directionnels définis dans le chapitre 2. Nous rappelons également les liens existants
entre I'équation eikonale, I'évolution d"une courbe et les processus morphologiques
de dilatation et d’érosion.

La version isotrope de 1’équation eikonale définie par les équations aux dérivées
partielles est

{P(x) —IVfx)2=0 xe€Q\T (5.12)

f(x) =¢(x) xel'CcQ

Cette équation traduit I’évolution d"une courbe (ou d'une surface) en utilisant la mé-
thode des ensembles de niveaux [Osher et Sethian, 1988,Sethian, 1999b]. La fonction
f calculée peut étre interprétée comme la distance a la courbe initiale.

L’évolution de la courbe peut étre interprétée comme étant des processus mor-
phologiques [Arehart et al., 1993]. En effet, les contours obtenus par des dilata-
tions ou des érosions planaires multi échelles par des disques unitaires peuvent
étre considérés comme la propagation d’un front dépendante d'une force et diri-
gée dans la direction de la normale. La dilatation (§) et I'érosion (e) définies par
des équations aux dérivées partielles, d'une fonction f par des disques unitaires
B = {x: ||x|[> < 1} induites par la norme £, sont

8(587([) =+|Vfl2 et aga({) = —||IVfl2 - (5.13)

ol V désigne l'opérateur gradient de la fonction f. Les conditions initiales de ces
équations d’évolution sont 6(f)(x,0) = (f)(x,0) = f(x).

En utilisant la méthode des ensembles de niveaux, I'évolution de la courbe peut
s’exprimer par 1'équation aux dérivées partielles suivante :

P) 1
aflf = —ﬁ\IVIPIIz (5.14)

ot P correspond a la fonction de niveau et iy peut étre considérée comme étant
la fonction distance a la courbe initiale. La solution f représente alors le temps
minimal auquel le niveaux zéro de la courbe de ¥(x,t) passe par x.

Nous pouvons voir que si P = 1 ou —1 alors 1’équation d’évolution (5.14) cor-
respond aux équations aux dérivées partielles d’évolution permettant d’obtenir la
dilatation et I’érosion planaires (5.13). Cela revient a dilater ou a éroder la courbe
avec un disque de taille ¢B et de considérer le bord extérieur de la nouvelle courbe
au temps f.
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Dans le chapitre 4, nous avons vu que les versions des équations d’évolution

(5.13) définies sur un graphe pondéré G = (V,E,w) étaient

90(f) _of d(f) _ of

7:*=+V+ et :—:-Vﬁ . 1
ott ¥ est une fonction initiale (définie dans 1’espace H(V')) et les conditions initiales
sontat =0, f = fO |.||; désigne la norme L, avec 0 < q < 0.

A la lumiére des liens existants entre les processus morphologiques, 1'évolution
des courbes et 1’équation eikonale, nous pouvons transcrire directement 1’équation
eikonale basée sur les équations aux dérivées partielles en utilisant les équations aux
différences partielles définies sur des graphes grace aux processus morphologiques
associés.

Ainsi, pour n'importe quelle norme £, nous avons pour un graphe G = (V,E, w)
et une fonction f € H(V)

of (u,t)

= P) = I(Vu)lly  ueVive

flut) = (u) ueVycv - (5.16)
f(u,0) = do(u)

ott Vp correspond a I'ensemble des sommets source. A convergence de ce processus
(t — oo) la solution de cette équation satisfait I’équation eikonale. Nous pouvons
constater que lorsque la fonction potentielle P est constante, cette équation d’évolu-
tion correspond au processus d’érosion défini sur des graphes (chapitre 4).

Remarque. L’équation eikonale peut également s’exprimer a I'aide de I’Hamiltonien sui-
vant

H(x, f,Vf) = P(x) = [Vf(x)llg - (5.17)
Dans ce cas, la version temporelle de I'équation eikonale définie sur des graphes est similaire i

un processus morphologique de dilatation et I'opérateur gradient est remplacé par le gradient
morphologique externe V. Le systéme se réécrit de la maniere suivante

LD VRl - P weV\G

flut) = ¢(u) ueVycv - (5.18)
f(u,0) = do(u)

La solution (a convergence) de cette équation satisfait également I'équation eikonale.
Néanmoins, dans ce cas, la solution obtenue est une fonction monotone strictement décrois-
sante. Comme nous désirons obtenir une fonction monotone strictement croissante qui est
plus consistante avec la notion de distance, nous privilégions et utilisons I’Hamiltonien de
la forme

H(u, £,V f) = [IVf(u)llqg = P(u) . (5.19)

5.3 Schémas numériques et algorithmes associés

Dans cette section, nous nous intéressons a la résolution de la version temporelle
de l’'équation eikonale définie sur des graphes et présentons les schémas numé-
riques et les algorithmes permettant approximer la solution de I’équation eikonale.
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Nous montrons également qu’avec une structure de graphe et une fonction de
poids adaptées, nos schémas de résolution permettent de retrouver des schémas
connus de la littérature tels que le schémas de Osher et Sethian sur une grille de m
dimensions et les algorithmes de plus court chemins de type Dikjstra.

Avec I'expression discrete du gradient directionnel pondéré interne, nous obte-
nons directement le schéma numérique permettant d’approximer 1’équation eiko-
nale sans étape de discrétisation spatiale.

En utilisant une discrétisation temporelle et avec la notation conventionnelle
telle que f"(u) ~ f(u,nAt) pour un sommet donné u € V, I'approximation de la
solution de 1’équation eikonale, pour un graphe pondéré G = (V,E, w), est obtenue
avec l’algorithme suivant

n+1 __ fn
PE T by — 9 4wl (5.20
Avec les normes L, correspondantes du gradient directionnel interne, nous obte-
nons pour les valeurs particuliéres de g = 1, 2 et oo les expressions suivantes. Pour

p=1

n+1 _fn
frt (M)At f"(u) = P(u) — Z V| min (0, f(v) — f1(w))] , (5.21)

u~v

pour p =2

n+1 u) — f(y
Fr( )At f"(u) — P(u) — \/2 Wy min (0, £7(v) — f1(u))2 (5.22)

u~v

et pour p = oo

n+1 n
! (”)At LG — max v/ | min(0, £(0) = f'(w)|) . (5.23)
La convergence de ces processus itératifs satisfait la solution de 1'équation eiko-
nale. La convergence est obtenue soit avec un nombre fixé de n itérations ou en
considérant un critere d’arrét tel que |f"*! — | < e avece > Oete — 0.

Notre approche de la résolution de 1'équation eikonale permet de considérer
tous types de données. Dans la section 5.4, nous montrerons l'application de ces
schémas sur différents types de données tels que des images, des nuages de points,
des maillages ou encore des bases de données.

5.3.1 Relations avec le schéma de Osher et Sethian

Comme pour le cas de la morphologie mathématique (chapitre 4), nos schémas
numériques permettent de retrouver le schéma d’approximation de proposé par
Osher et Sethian sur une grille a m-dimensions [Osher et Sethian, 1988].

Soit G = (V,E,w) un graphe pondéré. Dans le cas ol 4 = 2, le schéma numé-
rique permettant de résoudre 1’équation eikonale est

n+1 u) — 1
£ )At P10 _ by — 1(Va )l

= P(u) ~ [ X wiol min(0, () — £ (u)) 7]

u~v

(5.24)



156 5 — EQUATION EIKONALE

Si le graphe G est associé a une grille dans IR™ recouvrant le domaine, alors ce
schéma correspond a la discrétisation de Osher et Sethian [Osher et Sethian, 1988]
permettant de résoudre I'équation eikonale sur une grille de dimension m. Soit
u € V un sommet du graphe G. u peut étre défini comme étant un vecteur de
coordonnées spatiales vecteur de coordonnées spatiales de dimension m tel que
u = (ithy,...,imhm)" ol les hy représentent ’'espacement de la grille et les iy € N
aveck=1,...,m.
Le schéma (5.24) peut alors se réécrire (voir le chapitre 4 pour plus de détails)

nlu_nu
P P

lZmax( - fn(uhkek)>2+min(0,f”(u+hk6k)f"(u)y]

1/2

hy hy
(5-25)
ce qui correspond au schéma de Osher et Sethian pour une grille de dimension
m, avec Wyy, = 1/hy pour tous les sommets du graphe et ¢, = (q;);=1._», est un
vecteur de R™ tel que q; = 1si k = [ et g; = 0 sinon.

5.3.2 Algorithme du type Dikjstra

Dans cette section, nous montrons que pour le cas particulier oit p = oo, nos
schémas numériques correspondent a des algorithmes de recherches du plus court
chemin dans un graphe du type algorithme de Dikjstra.

Dans le cas particulier ot p = oo, le schéma numérique permettant de résoudre
I’équation eikonale est

nlu_ n(y
) = ) py 9

) oo

At wf) . (5.26)
= P(u) = max (/@i min (0, f(0) — f(u))])

Si nous considérons une discrétisation temporelle constante (At = 1) et un graphe
G = (V,E,g1) non pondéré pouvant représenter des données dans R™ alors le
schéma précédent se réécrit

1 w) = f(u) = max(|min(0, " (0) = f'()|) +P(w) . (5.27)

Avec |min(0,a — b)| = |max(0,b — a)| et max(0,a —b) = —min(0,b — a) , nous
avons
1 (u) = ' (u) nvlwazl((max (0, f"(u f”(v))) + P(u)
= (1) = max(0, " () — £*(0)) + P(u)
= f"(u) + min(0, f*(0) — f"(u)) + P(u)

y Z)
U~U

(5.28)

Finalement, avec min(0,a — b) = min(b, a) — 4, nous avons

£ ) = £ () + min( (), £ (0)) ~ F () + () (5:29)
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En considérant que le voisinage d’un sommet u est défini comme N (1) U u, I'algo-
rithme devient

f1H () = min(f"(v)) + P(u) . (5.30)

o~u

Cet algorithme correspond a un algorithme de type Dikjstra de recherche de
plus court chemin dans un graphe de topologie arbitraire. En effet, a chaque étape
de l'algorithme, la distance f(u) en un sommet u correspond a la distance minimale
d’un de ses voisins.

5.4 Expérimentations

Dans cette section, nous appliquons notre adaptation de I'équation eikonale
pour le traitement de données arbitraires représentables par des graphes.

Dans la suite, différentes expérimentations utilisant 1’équation eikonale seront
proposées notamment pour le calcul de distance et la segmentation d’image et de
données. Nous proposerons également des applications de I’équation eikonale dans
des domaines tels que l'apprentissage ou la fouille de données pour réaliser de
l'ordonnancement ou la classification de bases de données.

L’objectif des expérimentations qui vont suivre n’est pas de résoudre une appli-
cation particuliére mais uniquement de montrer le comportement et les potentialités
de notre méthodologie.

5.4.1 Calcul de distances généralisées

Dans les expérimentations de cette section, nous montrons 1’adaptabilité de
notre méthodologie en terme de structures de graphes, de fonctions de poids pour
la propagation de fronts et le calcul de distances généralisées pour les images et
leurs extensions a des graphes arbitraires. Tous les résultats présentés dans cette
section sont obtenus avec un potentiel P = 1.

Calculs de distances pour les images

La figure 5.1 montre un exemple de calcul de distances sur une image en ni-
veaux de gris définie comme une fonction f* : V C Z? — R (figure 5.1a). Cette
expérimentation montre 1’adaptabilité de notre méthodologie en terme de valeur
du parametre g, structures de graphes et de fonctions de poids.

Le marqueur initial est situé dans le coin en haut a gauche de I'image initiale.
Les trois lignes de la figure 5.1 montrent respectivement les résultats pour les cas
particuliers de la norme £, avec g = 2, 1 et co. Tous les résultats correspondent a
des cartes de distances ot1 pour chaque image la couleur rouge illustre une distance
faible et la couleur bleue illustre une distance élevée du pixel par rapport au mar-
queur initial. Pour une meilleure visualisation, nous avons également superposé en
blanc certaines lignes d’iso-contours. Le deux premiéres colonnes de la figure 5.1
montrent des résultats obtenus a partir de graphes non pondérés (w = g1). La pre-
miere colonne utilise un graphe grille en 4-voisinage Gg ce qui correspond aux cas
pouvant étre obtenus a partir des méthodes de Ia littérature.



158 5 — EQUATION EIKONALE

(a) Image initiale
ff:vcz?—-R

Non pondéré Pondéré Non local+patchs
Go, w = &1 Go, w = g4 Go, w = g4
F = fO ]:5 fO

PEE
) ﬁ ,,'

.:...d

//

F1c. 5.1: Calculs de distances adaptatifs avec différentes valeurs de g, de fonctions de
poids w et de topologies de graphe G. (a) : I'image initiale. A la premiere, la deuxieme
et la derniére ligne respectivement : cas olt ¢ = 2, q = 1 et g = oo. Chaque colonne
présente des résultats obtenus avec des structures de graphes et des fonctions de
poids différents calculée a partir de (a). Chaque résultat correspond a une carte de
distances ot les iso-contours sont superposés. Le marqueur initial correspond a un
pixel qui est situé dans le coin en haut et a gauche de I'image initiale.

Les deux dernieres colonnes de la figure 5.1 montrent 'utilisation de graphes
pondérés ot la fonction de poids associées aux arétes est calculée a partir de I'image
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initiale 5.1a.

La deuxieme colonne montre les résultats avec un graphe grille en 4-voisinage
Go pondéré par la fonction de poids g4. Nous pouvons voir que l'utilisation d'un
poids permet de modifier la propagation du front et plus particuliérement dans la
sous région comportant de la texture. La dernieére colonne présente des résultats
avec des schémas non locaux. Le graphe utilisé est un graphe en 25-voisinage pon-
déré (G,) avec la fonction de poids (g4) et utilisant comme vecteur d’attributs, en
chaque sommet, un patch de taille 11 x11 (F5(f?,.)) centré sur le sommet considéré.
Ces résultats montrent clairement que l'intégration de schémas non locaux dans la
résolution de 1’équation eikonale permet d’obtenir des distances prenant en compte
les structures répétitives contenues dans les images. Cela a pour effet de stopper la
propagation du front autour de la sous région texturée rendant les pixels contenus
dans cette partie de 1'image initiale tres éloignés par rapport au marqueur initial.
Nous pouvons également remarquer qu'un simple seuillage de la carte de distances
ainsi obtenue permet de réaliser une segmentation de la sous région.

Finalement, nous pouvons constater que l'utilisation d"une fonction de poids
non constante permet d’intégrer automatiquement les informations provenant de
I'image dans le calcul des distances sans 1'utilisation de potentiel. Nous rappelons
que le potentiel P utilisé pour obtenir I'ensemble des résultats de la figure 5.1 est
égalal.

Calculs de distances pour des données organisées

Notre méthodologie permet d’appliquer ’équation eikonale sur n’importe quel

type de graphes.

La figure 5.2 montre un exemple de calculs de distances sur des graphes repré-
sentant des données organisées 2D et 3D. Les graphes utilisés sont un graphe de
Delaunay et un maillage 3D.

Le graphe de Delaunay (figure 5.2a) est obtenu avec un diagramme de Voronoi
sur le nuage de points 2D. Dans le cas des données 3D (figure 5.2b), nous utilisons
la représentation naturelle en graphe du maillage, c’est-a-dire que les sommets et
les arétes du graphe correspondent a ceux du maillage. Afin de tenir compte de la
position spatiale des sommets, ces deux graphes sont pondérés avec la fonction de
poids g».

Les deux premieres lignes de la figure 5.2 montrent, de gauche a droite, I'évolu-
tion du front sur les graphes. Chaque résultat montre la carte de distance obtenue
a partir de notre résolution de 1'équation eikonale ou1 la couleur rouge représente
des distances proches et la couleur bleu, des distances éloignées par rapport aux
marqueurs initiaux (disque noir sur les graphes originaux figures 5.2a et 5.2b). La
derniere colonne de cette figure montre les cartes de distances finales obtenues a
convergence.

Finalement, cette expérimentation illustre bien que notre méthodologie pour
résoudre I’équation eikonale peut étre facilement utilisée pour calculer des distances
sur n'importe quel type de graphe.
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(a) Graphe de Delaunay (b) Maillage 3D

De gauche a droite : évolution du front

Fic. 5.2: Propagation et évolution de fronts sur un graphe de Delaunay et un
maillage 3D. (a) et (b) : graphes originaux. Sur chaque ligne et de gauche a droite :
évolution du front pour Les marqueurs initiaux sont représentés par un disque noir
sur les graphes originaux. Chaque résultat correspond a une carte de distance. La
derniere colonne correspond a la carte de distance finale.

Calculs de distances pour des bases de données

Les expérimentations suivantes illustrent 1’application de I'équation eikonale sur
des bases de données d’images. Le but est de montrer comment, a I'aide de I'équa-
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tion eikonale, nous pouvons calculer des distances sur ces variétés permettant ainsi
d’envisager des applications telles que I’ordonnancement de données (data ranking)
ou l'indexation.

Données initiales

'~

i
WO

b

OO
NG

*

Marqueurs initiaux (a gauche) et les résultats obtenus (a droite) présentant
les 10 images plus proches (la ligne du haut) et
les 10 images plus éloignées (la ligne du bas)

F1G. 5.3: Calcul de distance avec 1’équation eikonale sur des bases de données
d’images — application a 1’ordonnancement de variétés d’images. Dans la premiére
partie : les données initiales définies comme des fonctions de f*: V C R™ — R?¢
pour la base des chiffres et 0 : V ¢ R™ — R3! pour la base des visages. Dans la
seconde partie : les marqueurs initiaux, les 10 images les plus proches et les 10 images
les plus éloignés.

Les figures 5.3 et 5.4 montrent un exemple d’application du calcul de distance
sur des données de grande dimension non organisées : 'ordonnancement de bases
de données. Le but est ici de partir d'un élément (la requéte) de la base de données
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Résultats obtenus avec l’algorithme des k plus proches voisins

Résultats obtenus avec notre approche et I'équation eikonale (en haut) et
les cartes de distance associées (en bas)
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B 0 S B
o %- ([ THONTN .

DNNDNISER,
NN M

F1G. 5.4: Calcul de distance avec 1’équation eikonale sur des bases de données
d’images — application a l'ordonnancement de variétés d’images. Comparaison
avec les résultats obtenus avec 1’algorithme des k plus proches voisins utilisant la
distance Euclidienne. Chaque résultat présenté est ordonné du plus proche (en haut
a gauche) au plus éloigné (en bas a droite) en terme de distance et en accord avec
les marqueurs présentés a la figure 5.3. Dans la premiére partie : les résultats obtenus
avec l'algorithme des k plus proches voisins. Dans la seconde partie : les résultats ob-
tenus avec notre approche (la premiere ligne) et les cartes de distances obtenues avec
I'équation eikonale (la seconde ligne).

et de trouver dans la base les éléments qui lui sont le plus proches. Pour réaliser cet
ordonnancement, nous utilisons notre approche de ’équation eikonale.

La premiére partie de la figure 5.3 présente les bases de données de test (qui ont
déja été utilisées dans les chapitres précédents). Les images de chiffres proviennent
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de la base de I'Usps. Nous utilisons respectivement 100 et go échantillons tirés de
maniére aléatoire parmi les bases de chiffres « 0 » et « 1 » pour la premiére base de
test et les bases de « 0», « 1» et «2» pour la seconde. Quant aux images de visages
(troisieme cas de la figure 5.3), nous utilisons 100 échantillons tirés au hasard dans
la base initiale. Les graphes associés a ces trois exemples sont respectivement un
20-NNG et un 5-NNG pour les images de chiffres et un 3-NNG pour les images de
visages. Ces trois graphes sont pondérés par la fonction de poids g3. Chaque som-
met des graphes est associé & une image et est décrit par un vecteur d’attributs de
256 dimensions (IR'°*1) dans le cas des chiffres, et un vecteur de 841 dimensions
(R¥*2%) pour les images de visages (chaque attribut du vecteur correspond a un
niveau de gris).

La seconde partie de la figure 5.3 montre les marqueurs initiaux (les images re-
quétes) ainsi que les résultats obtenus. Pour chaque marqueur, les résultats montrent
les 10 images les plus proches (a la ligne du haut) et les 10 images les plus éloignées
(a la ligne du bas) en accord avec I'image requéte. Ces images résultats proviennent
de l'ordonnancement réalisé a 1’aide des cartes de distances calculées a partir de
I'équation eikonale. Les cartes de distances et les ordonnancements associés sont
présentés dans la seconde partie de la figure 5.4.

La figure 5.4 présente également une comparaison entre I’'ordonnancement réa-
lisé a partir de notre approche de 1’équation eikonale et celui obtenu avec 1’algo-
rithme des k plus proches voisins pour une distance Euclidienne.

Pour chaque image requéte (marqueur) de la figure 5.3, les résultats présentés
sont ordonnées de la maniere suivante : 'image résultat la plus proche se trouve en
haut a gauche et celle la plus éloignée se trouve en bas a droite. Nous pouvons re-
marquer que notre approche permet d’obtenir de meilleurs résultats (visuellement
plus cohérent) que celui obtenue par 1’algorithme des k-plus proches voisins. Cette
exemple montre que notre approche constitue une méthode permettant d’utiliser
I’équation eikonale afin de calculer des distances géodésiques dans des variétés.

Les ordres obtenus par notre approche sont réalisés simplement en triant les
cartes de distances calculées a partir de 1’équation eikonale.

Nous pouvons voir, dans les cas des images de visages, que 1'ordre obtenu per-
met quasiment de retrouver la rotation compléte du visage de la personne c’est-
a-dire en partant d'un coté du visage a 1’autre en passant par les images de faces
(méme si les images plus contrastées semblent influencer sur l'ordre final). Cet
effet provient de la méthode et de la distance que nous utilisons pour comparer
deux images. En effet, pour construire les graphes associés a chacune des bases
de données, la distance utilisée dans le calcul des similarités entre les images est
simplement la distance Euclidienne. La comparaison entre deux images se fait alors
pixel a pixel.

Nous pouvons remarquer que, malgré 1'utilisation de cette simple méthode (dis-
tance Euclidienne pixel a pixel), les résultats que nous obtenons sont visuellement
satisfaisants. L'utilisation d"une distance permettant de prendre en compte les diffé-
rences d’illumination ou les transformations géométriques permettraient une amé-
lioration globale des résultats.

Ces expérimentions montrent les potentialités de notre méthodologie basée sur
des graphes pour calculer de maniere simple des distances géodésiques dans des
variétés.
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Finalement, I'application de 1’équation eikonale sur des bases de données ou des
variétés d’'images permet d’envisager de nouvelles applications de cette équation
dans des domaines tels que I'apprentissage ou la fouille de données.

5.4.2 Segmentation

La segmentation d’image est un probleme fondamental en vision par ordinateur
et en traitement des images. L'objectif de la segmentation d’image est de diviser
I'image en régions d’intéréts ou d’extraire un ou plusieurs objets dans l'image a
traiter. Parmi toutes les nombreuses méthodes de segmentation existantes dans la
littérature (voir par exemple dans [Russ, 2007] et les références associées), les mé-
thodes variationnelles et en particulier les approches basées sur les contours actifs
sont tres populaires (voir par exemple dans [Aubert et Kornprobst, 2006]).

Il est intéressant de noter que Cohen et Kimmel dans [Cohen et Kimmel, 1997]
ont montré que les fonctionnelles mises en jeu dans les méthodes de contours actifs
sont liées a 1’équation eikonale et notamment a la recherche de chemins minimaux.
Ceci replace donc nos travaux dans le cadre de la segmentation des images.

De plus, nous pouvons également remarquer que les méthodes de segmentation
basées sur des schémas non locaux sont encore trés peu étudiées dans la littéra-
ture [Gilboa et Osher, 2007a, Bresson et Chan, 2008, Houhou et al., 2009] alors que
ces approches ont montré leur efficacité dans les domaines du filtrage et de la res-
tauration des images, des maillages ou de données [Buades et al., 2008, Gilboa et
Osher, 2007a, Elmoataz et al., 2008a]

Dans cette section, nous abordons la segmentation d’image basée sur notre ré-
solution de l'équation eikonale. Notre approche a l'avantage d’intégrer grace a la
structure de graphe les schémas locaux et non locaux dans une méme formulation.
Cela nous permet d’obtenir une méthode de segmentation basée sur des schémas
non locaux avec 1’équation eikonale. Dans la suite, nous allons montrer le bénéfice
de ce type de schéma pour la segmentation d’image et plus particulierement les
images contenant des structures fines et répétitives ou du bruit.

Dans les expérimentations précédentes, nous avons montré les potentialités de
nos schémas numériques pour résoudre 1’équation eikonale et pour calculer des dis-
tances pondérées généralisées. En particulier, la figure 5.1 a montré le bénéfice des
schémas non locaux dans le calcul des distances. Dans cette derniere expérimenta-
tion, nous avons également pu remarquer qu'une maniere simple de segmenter la
sous région texturée est de procéder a un simple seuillage de la carte de distances
ainsi calculée.

Pour des images plus complexes nécessitant plus d’informations a priori, nous
proposons d’utiliser I'équation eikonale avec une méthode de labélisation. Pour réa-
liser cette segmentation, nous utilisons I'équation eikonale afin de calculer ¢ cartes
de distance, ot ¢ correspond au nombre de classes (de type) d’objets a extraire. Une
valeur usuelle du nombre de classes est ¢ = 2, une classe désignant l’arriére-plan
et une autre I'objet a extraire. La segmentation finale est alors obtenue en utilisant
les distances calculées. Ce type de segmentation peut étre considéré comme un
probleme d’apprentissage, de regroupement semi supervisé sur graphe.

Soit G = (V, E,w) un graphe pondéré représentant des données qui doivent étre
segmentées. L'apprentissage semi supervisé des sommets V du graphe consiste a
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regrouper et a classer 'ensemble V' de sommets en c classes, oli le nombre ¢ est
connu. L'ensemble des sommets V est composé initialement de sommets labélisés
et non labélisés. L'objectif de I'apprentissage semi supervisé est alors d’estimer les
sommets non labélisés a partir de ceux qui le sont. Nous pouvons remarquer que
ce probleme peut étre vu comme un probleme d’interpolation (voir chapitre 3).
Soit C;, avec i = 1,...,c, I'ensemble des sommets de V qui sont labélisés et
appartenant a la ieme clagse. Soit V) = {Ci}i=1,  I'ensemble des sommets qui sont
initialement labélisés et V '\ Vj I'ensemble des sommets qui ne le sont pas. Chaque
sommet u de V est alors décrit par un vecteur de labels f : V C IR™ — IR tel que

T
fu)=(filw) ;. - (5.31)
En partant des sommets labélisés, I’apprentissage semi supervisé consiste a cal-
culer ¢ cartes de distances. Avec I'équation eikonale et pour tout sommet u € V,
nous avons

) (AN _
) puy — |V fitwll (552)
fi(u,t)  =¢(u) siueC;, aveci=1,...,c

Chaque f;, avec i = 1,...,c, correspond a une classe donnée. A convergence de
chacun de ces processus, c’est-a-dire a 1’obtention des cartes de distances résultante
fi, nous affectons a un sommet u la classe 7 ayant le distance minimale :

argmin(f;(u)) aveci=1,...,c . (5-33)

1

Notre approche est comparable au calcul d’un diagramme de Voroni.

Segmentation non locale d’images

La figure 5.5 présente un exemple d’application de la segmentation basée sur
I’équation eikonale pour des images. Elle montre également le comportement et le
bénéfice que peuvent apporter les schémas non locaux basés sur des patchs dans
I'extraction des objets contenus dans les images.

La premiere colonne de la figure 5.5 montre trois images initiales sur lesquelles
nous avons superposé les labels initiaux. Ces images en niveaux de gris sont dé-
finies comme des fonctions f* : V C Z? — IR. Les marqueurs ayant la couleur
verte représentent l’arriére-plan et ceux ayant la couleur rouge les objets que nous
souhaitons extraire. Chaque couleur représente une classe différente. La deuxiéme
colonne montre les images de gradient calculées a partir des images initiales. Ces
gradients sont utilisés comme potentiel P. Les trois colonnes suivantes montrent
les résultats de la segmentation obtenue a partir des cartes de distances calculées a
convergence des processus (5.32). Sur ces résultats, nous avons superposé les fron-
tieres des régions trouvées a l'issue de la segmentation. Ces résultats sont obtenus
avec le parametre g = 2.

Les résultats de la troisieme colonne de la figure 5.5 sont obtenus a partir d'un
graphe grille en 4-voisinage Go non pondéré (fonction de poids g1). Ces résultats
correspondent & ceux que nous pourrions obtenir avec les méthodes usuelles de la



166 5 — EQUATION EIKONALE

Initiales Potentiel Local Pondéré Non local
et marqueurs (gradient) et patchs
Go Go Gs

w=g, F=w=g, F=f w=gs, F(f)

Go Go Gs
7 w=g1, F=f w=g4, F=f w=gy F(f)

Go Go GoU4-NNGy
w = 8117‘"| 0w |g4’j:|. fOw= 84/7:3(f )
| . . H .

F1G. 5.5: Segmentatlon d’images avec 1’équation eikonale avec différentes structures
de graphes. A chaque ligne et de gauche & droite : 'image initiale avec les marqueurs
superposés (la couleur verte représente l'arriére plan et la couleur rouge l'objet
a extraire) ; I'image de gradient utilisée comme potentiel P; les résultats obtenus
(avec les différents graphes spécifiés) o1 les contours des régions trouvées sont
superposées en blanc. Les images initiales sont définies comme des fonctions fY :
VCcZ*— R

littérature. Nous pouvons constater que les résultats sont satisfaisants méme si I'oi-
seau n’est pas totalement segmenté et que pour l'image de texture bruitée (troisieme
ligne de la figure 5.5) la segmentation n’est pas correcte.

Les résultats de la quatrieme colonne sont également obtenus a partir d’un gra-
phe grille en 4-voisinage Gy mais cette fois pondéré par la fonction de poids gs.
Nous pouvons constater des similitudes avec le cas non pondéré méme si les résul-
tats sont meilleurs : 1'oiseau est completement segmenté et les contours sont plus
proches des objets pour les deux derniéres images contenant de la texture.
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La derniere colonne de la figure 5.5 montre une segmentation basée sur des sché-
mas non locaux avec patchs. Les graphes associés sont pondérés avec la fonction de
poids g4. Pour les deux premiéres images de test, nous avons construit des graphes
grilles en 49-voisinage et utilisé, en chaque sommet, un patch de taille 5x5 comme
vecteur d’attributs (F5(f?,.)). Ces deux premiers résultats montrent visuellement
de meilleures segmentations par rapport aux deux cas précédents (local non pon-
déré et local pondéré) : le contour de l'oiseau est plus lisse et celui de la deuxiéme
image vient coller aux bords de la sous région texturée. Dans le cas de la derniére
image comportant de la texture bruitée, nous pouvons constater que les schémas
non locaux avec des patchs ont permis d’obtenir un résultat satisfaisant. Le graphe
utilisé ici est un GopU4-NNG4 ol les 4 plus proches voisins sont sélectionnés dans
une fenétre de taille 9x9 et pondérés par la fonction de poids (g4) associée a des
patchs de taille 7x7.

Finalement, les résultats proposés dans la figure 5.5 montrent le potentiel de
notre approche de 1’équation eikonale pour réaliser de la segmentation d’image et,
en particulier, ils illustrent les bénéfices des schémas non locaux notamment pour
des images bruitées ou comportant des structures fines et répétitifs. Nous remar-
quons que ces derniers schémas, grace a une configuration particuliére de graphe
et une fonction de poids adaptée, induisent un filtrage sous-jacent des images per-
mettant une meilleure extraction des objets.

Segmentation avec des graphes de régions

Comme dans les chapitres précédents, nous utilisons des graphes de régions
afin de traiter et segmenter les images.

Les figures 5.6, 5.7 et 5.8 montrent des exemples de segmentation avec ce type
de graphe.

Tous les résultats présentées dans cette section sont obtenus en utilisant un po-
tentiel P = 1. Ce sont les fonctions de poids associées aux graphes utilisés qui
permettent de rendre compte des interactions entre les régions et de capturer les
informations contenues dans les images a traiter.

Les premieres parties des figures 5.6, 5.7 et 5.8 montrent les partitions calculées
a partir des images initiales. Ces figures présentent également les images recons-
truites a partir des partitions correspondantes et ot chaque pixel de l'image est
remplacé par la couleur moyenne de la région lui correspondant.

La figure 5.6 compare les résultats obtenus a partir d’un graphe grille de pixels
en 4-voisinage et un RAG pondéré par la fonction de poids g4.

La seconde partie de figure 5.6 montre les résultats obtenus avec le graphe Gy (a
la premiere ligne) et le RaG (& la seconde ligne). Dans chaque cas, nous présentons
les cartes de distances calculées en accord avec les marqueurs initiaux et la seg-
mentation finale obtenue par seuillage de ces cartes. Les marqueurs initiaux sont
symbolisés par des points en blanc sur I'image initiale 5.6a. Cette expérimentation
montre des comportements et des résultats similaires tant au niveau des cartes de
distance que des segmentations finales tout en réduisant le nombre de sommets a
traiter.

La figure 5.7 compare 1'utilisation d'un RAG et d"un RAG non local pour réaliser
la segmentation.
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F1G. 5.6: Segmentation d'image avec graphes basés pixels et basés régions. (2) : image
initiale (32250 pixels) et les marqueurs initiaux en blanc. (b) : partition calculée a
partir de (a) (999 régions soit 97% de réduction). (c) : image reconstruite a partir
de la partition et de la valeur moyenne des régions. Dans la seconde partie de cette
figure : a la premiere ligne, résultats avec un graphe grille de pixels et a la seconde
ligne, résultats un RacG. A la premiere colonne : les cartes de distances @ la seconde
colonne : les segmentations obtenues par seuillage.

Les deux graphes sont construits a partir de la partition (figure 5.7b) et sont
pondérés par la fonction de poids g4.

A chaque ligne de la seconde partie de la figure 5.7, nous présentons la carte de
distance, la segmentation finale obtenue par seuillage de la carte et les contours des
objets segmentés superposés en blanc sur I'image initiale.

La premiere ligne de la figure 5.7 montre le cas de l'utilisation d'un RaG. Le
triangle marqué a été segmenté, ce qui correspond bien aux courtes distances (de
couleur rouge) décrites par la carte de distance. Les autres objets ont été détectés
comme éloignés (de couleur bleue) ce qui aboutit a la segmentation du triangle mar-
qué uniquement. La seconde ligne de la figure 5.7 montre le cas de l'utilisation d'un
RAG non local. Comme pour le cas précédent, les distances a I'intérieur du triangle
marqué sont calculées comme proches des marqueurs initiaux. Les distances aux
autres triangles contenus dans l'image ont également été calculées comme proches
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(@) Image initiale (b) Partition (c) Image recolorisée
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F1G. 5.7: Segmentation non locale d’image avec graphes basés régions. (a) : image
initiale (65536 pixels) et marqueurs originaux en blanc. (b) : partition calculée a
partir de (a) (1 324 régions soit 98% de réduction). (c) : image reconstruite a partir
de la partition et la valeur moyenne des régions. Dans la seconde partie de cette figure :
a la premiere ligne, résultats obtenus avec un RAG a la seconde ligne, résultats obtenus
avec un RAG U 5-NNG. Les deux graphes sont construits a partir de la partition et
de I'image recolorisée. Pour chaque cas, de gauche a droite : la carte de distance, la
segmentation calculée par seuillage et les contours des régions obtenues superposés
en blanc sur I'image initiale.

des marqueurs initiaux. Finalement, par seuillage de cette nouvelle carte de dis-
tance, nous obtenons une segmentation complete de I’ensemble des objets contenus
dans la scéne. Pour obtenir ce résultat, nous utilisons un graphe de régions non
local. A partir d’un RAG calculé avec la partition de I'image initiale, nous ajoutons
a chaque sommet ses 5 plus proches voisins (régions) parmi l'ensemble des régions
dans la partition. Le graphe ainsi construit correspond a un RaG U 5-NnG. Cette
expérimentation montre que 1'utilisation d"une telle structure, permet d’obtenir des
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schémas rapides de segmentation non locaux, c’est-a-dire 1’extraction d’éléments
non adjacents ou non connexes, avec un minimum de marqueurs initiaux.

Image initiale Partition et image reconstruite

rlm

A A

Segmentations finales avec contours des régions en blanc
et différents marqueurs

Eﬂﬁi

F1G. 5.8: Segmentation non locale d’image avec graphes basés régions. Dans la pre-
miere partie, pour chaque ligne et de gauche a droite : 1'image initiale et l'image re-
construite avec la couleur moyenne. Les régions de la partition sont également su-
perposées en blanc. La premiére image contient 154 401 pixels et la seconde 49 ooo
pixels. Les partitions contiennent respectivement 2 391 régions et 741 régions (98%
de réduction pour les deux cas). Dans la seconde partie, pour chaque ligne et de gauche
a droite : les segmentations obtenues ot les contours des régions segmentées sont
superposés en blanc sur 'image initiale. Les marqueurs originaux sont également
représentés, de couleur rouge pour les objets & segmenter et de couleur verte pour
l'arriére-plan.

RAG U 1-NNG

RaG U 4-NNG
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La figure 5.8 montre deux autres exemples de segmentation d’image avec des
graphes de régions. Elle illustre également la robustesse de la notre approche vis-a-
vis de la localisation des marqueurs initiaux. Les graphes utilisées dans la figure 5.8
sont des RaG U k-NNG ot k = 1 pour le premier exemple et k = 4 pour le second.
Les voisins sont sélectionnés parmi toutes les régions des partitions des images
initiales en utilisant la moyenne couleur pour calculer les distances. Ces graphes
sont pondérés par la fonction de poids g4. Dans la seconde partie de la figure 5.8,
nous présentons pour chaque exemple deux résultats de segmentation. Nous avons
superposé en blanc, les contours des régions finales obtenues. Sont également sym-
bolisés avec des carrés colorés les marqueurs initiaux ayant servi a obtenir les ré-
sultats présentés. Les carrés rouges représentent les objets a extraire et les carrés
blancs l'arriére-plan des images. Comme pour la figure 5.7, nous pouvons constater
que notre approche permet d’obtenir une segmentation satisfaisante de 1’ensemble
des objets avec un nombre minimal de marqueurs. Nous pouvons également ap-
précier la sensibilité et la robustesse de notre approche vis-a-vis du positionnement
des marqueurs initiaux (peu de différences entre les résultats obtenus avec deux
initialisations différentes).

Dans cette section, nous avons montré les potentialités de notre méthode basée
sur 1’équation eikonale et les graphes de régions pour réaliser de la segmentation
d’images. Comme pour le cas de la segmentation semi supervisée (voir chapitre 3),
l'utilisation de graphes de régions comporte plusieurs avantages : des schémas de
segmentation rapides grace a la réduction du nombre de sommets a traiter, une ex-
traction des objets non connexes et un minimum de marqueurs initiaux nécessaires.

Classification de bases de données

La figure 5.9 montre une nouvelle (a notre connaissance) utilisation de I'équa-
tion eikonale pour la classification de données de grande dimension non organisées.
Les données initiales (la premiére partie de la figure 5.9) proviennent de la méme
base que celle utilisée dans les figures 5.3 et 5.4 pour réaliser de I'ordonnancement :
la base de 'Usps. Ces données initiales représentent des variétés d’images. La fi-
gure 5.9 présente deux exemples de 100 et 9o échantillons provenant de la base
initiale.

Les graphes associés a ces deux exemples sont respectivement un 20-NNG pour
le premier exemple et un 5-NNG pour le second pondérés par la fonction de poids
g3. Chaque sommet des graphes est associé a une image et est décrit par un vecteur
d’attributs de 256 dimensions (IR'6*1) correspondant a la taille des images (16 x 16).

La seconde partie de la figure 5.9 montre les marqueurs utilisés ainsi que les
résultats de la classification obtenus en accord avec les marqueurs. La classification
est réalisée de manieére similaire a la segmentation multi labels des images, c’est-a-
dire que nous calculons une carte de distance par classe (probleme a deux classes
pour le premier exemple et a trois classes pour le second) et la classification finale
est réalisée par l'utilisation de la fonction de décision définie par 1'équation (5.33).
Nous pouvons constater que nous obtenons des résultats de classification satisfai-
sants : le taux de bonne classification est de 100% dans le premier cas et de 93,1%
dans le second. Il est également important de noter que ces taux de classification
et ces résultats sont obtenus en utilisant une méthode simple pour calculer les si-
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Données initiales

F1G. 5.9: Classification de variétés d'images avec I'équation eikonale. Chaque colonne
présente deux exemples différents. Dans la premiére partie : les données initiales
définies comme des fonctions f* : V. C R™ — R?°. Dans la seconde partie, pour
chaque exemple : les marqueurs (@ gauche) et les résultats de la classification (4 droite)
en accord avec le marqueur initial.

milarités entre les images et construire les graphes associés aux données (distance
Euclidienne pixel a pixel). Comme nous 1’avons déja précisé, cette distance ne prend
pas en compte les transformations géométriques et n’est pas robuste aux différences
d’illumination des images.

Cette expérimentation montre les potentialités de notre méthodologie basée sur
des graphes pour segmenter, a I'aide de 1’équation eikonale, des données de grande
dimension définies sur des domaines non uniformes. Nous montrons également
une nouvelle application de I’équation eikonale qui peut étre utile pour l’apprentis-
sage ou la fouille de données : la classification de données arbitraires.
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5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une nouvelle formulation pour résoudre
I'équation eikonale sur des graphes. Cette résolution est basée sur des gradients
définis par des équations aux différences partielles. Ces derniers gradients inter-
viennent également dans notre approche de la morphologie mathématique présen-
tée dans le chapitre 4.

Notre approche permet d’utiliser I'équation eikonale sur tout type de données
y compris celles définies sur des domaines non uniformes ou de grande dimension
sans étape de discrétisation spatiale.

Notre approche pour résoudre équation eikonale constitue un cadre simple,
adaptatif permettant de retrouver des approches connues de la littérature. De plus,
notre formalisme unifie les traitements locaux et non locaux dans le cadre du trai-
tement des images. L'intégration des schémas non locaux basés sur des patchs dans
le calcul des distances et la segmentation permet d’obtenir des résultats supérieurs
au schémas locaux, notamment pour des images comportant des structures fines
et répétitives. Nous avons également montré que l'utilisation de graphes basés sur
les régions permet d’une part, de réduire la complexité des algorithmes rendant
la segmentation des images plus rapide et d’autre part, d’extraire des objets non
adjacents avec un minimum de marqueurs initiaux.

Finalement, nous avons utilisé I’équation eikonale pour traiter des données ar-
bitraires telles que les bases de données et pour calculer (de maniére simple) des
distances géodésiques dans des variétés. Ce type de traitement peut étre utile et étre
appliqué pour réaliser de l'indexation par le contenu ou encore de la classification
dans des bases de données. Ce dernier point permet d’ouvrir de nouvelles perspec-
tives intéressantes pour appliquer 1'équation eikonale dans des domaines tels que
ceux de l'apprentissage ou de la fouille de données.

Ce travail initial sur I'équation eikonale ouvre de nombreuses pistes. Nous pou-
vons, par exemple, envisager de résoudre par la méme formalisme la version sta-
tionnaire de I'équation eikonale. Une autre piste serait d’utiliser notre formalisme
pour résoudre des applications liées aux probléemes des chemins minimaux dans
des domaines tels que la robotique ou la planification de chemins. Finalement, dans
le domaine de l’apprentissage ou de la fouille de données, nous pouvons également
envisager d’utiliser notre méthodologie pour proposer de nouveaux algorithmes de
classification : un k moyennes ou un k plus proches voisins géodésiques.






Conclusion générale

Dans cette conclusion générale, nous présentons une synthése des principales
contributions de ce manuscrit ainsi que les perspectives de nos travaux.

Synthése, contributions et perspectives

L’idée maitresse qui a guidé les travaux présentés dans ce manuscrit est la trans-
cription de certains modéles issus du traitement des images définis dans le domaine
continu vers des schémas discrets en exploitant le formalisme des équations aux
différences partielles définies sur des graphes arbitraires. Cette adaptation permet
d’étendre ces modeles pour d'une part, le traitement de données de grande dimen-
sion définies sur des domaines irréguliers (sans étape de discrétisation spatiale),
et d’autre part, pour le traitement des images, d'unifier dans une méme formula-
tion les schémas locaux et non locaux. Ces transcriptions permettent d’envisager de
nouvelles applications de ces modéles dans des domaines tels que 'apprentissage
ou la fouille de données.

Nous nous sommes intéressés a certains modeles variationnels et basés sur les
équations aux dérivées partielles connues de la littérature : les modeles variation-
nels basés sur la régularisation, les équations aux dérivées partielles définissant la
morphologie mathématique et 'équation eikonale. Dans le contexte du traitement
des images, ces approches ont été utilisées avec succes dans des applications telles
que la segmentation, le filtrage, la restauration ou encore la simplification.

Opérateurs différentiels discrets

Dans le chapitre 2, nous avons proposé de nouvelles familles d’opérateurs de
premier et second ordre définis sur des graphes tels que les différences et gradients
directionnels et une classe de Laplaciens telle que le Laplacien anisotrope. Ces opé-
rateurs différentiels sont les constituants principaux qui nous ont permis de trans-
crire et d’adapter les modeles précédemment cités vers des schémas discrets définis
sur des graphes en utilisant le formalisme des équations aux différences partielles.

Finalement, & partir des opérateurs différentiels discrets définis dans le cha-
pitre 2, nous pouvons envisager de reformuler d’autres opérateurs définis dans le
domaine continu, par exemple le Laplacien infini.

175
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Fonctionnelles de régularisation

Dans le chapitre 3, nous avons abordé des modeles variationnels basés sur la
régularisation pour le filtrage et la simplification mais également pour la segmen-
tation semi et non supervisée.

Modeéles variationnels Dans un premier temps, nous avons défini deux familles
de fonctionnelles discretes de régularisation basées sur des graphes a partir des-
quelles nous avons défini deux classes de modeles variationnels discrets.

A partir de la premiére classe de modeéles variationnels, nous nous sommes inté-
ressés a deux cas particuliers : les modeles de régularisation isotrope et anisotrope.
Nous avons proposé des algorithmes discrets permettant d’approximer les solu-
tions de ces modeles et conduisant a des familles de filtres linéaires et non linéaires.
Nous avons présenté l'intérét de ces filtres pour la simplification et le filtrage de
données discretes (des bases de données, des variétés d'images ou des nuages de
points). Nous avons montré que ces traitements pouvaient améliorer les résultats
des méthodes de classification et de regroupement de données. Nous avons égale-
ment montré que le débruitage de variétés a partir de nos modeles de régularisation
se comportaient comme une réduction de dimension dans le domaine spatial.

Interpolation  Dans un second temps, nous avons utilisé nos modeles de régula-
risation pour formuler des problémes d’interpolation tels que la colorisation des
images monochromes et la segmentation et classification semi supervisées.

Dans le contexte du traitement des images, nous avons introduit les configu-
rations non locales basées sur des patchs pour la colorisation et la segmentation.
L'utilisation des schémas non locaux est peu étudiée pour ces domaines d’applica-
tion alors qu’ils ont montré leur supériorité par rapport aux schémas locaux dans
la prise en compte des éléments fins et répétitifs contenus dans les images.

Nous avons également illustré les bénéfices de l'utilisation des graphes de ré-
gions pour la segmentation des images : la réduction de la complexité des algo-
rithmes ou la segmentation semi supervisée d’objets non connexes ou adjacents.

Nous avons également présenté 1’application de ces méthodes pour le traite-
ment des images cellulaires issues de microscopie conventionnelle ou de dispositifs
d’acquisition de lames entieres.

A partir de nos modeles, une perspective intéressante serait d’adapter, avec les
équations aux différences partielles définies sur des graphes, d’autres problemes
d’interpolation tels que la retouche d’images ou encore la super résolution et d'in-
tégrer les schémas non locaux dans la résolution de ces problématiques.

Une autre perspective serait d’ouvrir de nouvelles pistes dans le domaine de
I'apprentissage telles que l'interpolation des valeurs manquantes ou encore le trai-
tement multi échelles des bases de données.

Finalement, les schémas de segmentation que nous avons proposés utilisent des
graphes et permettent d’unifier les traitements pour tout type de données. Une
perspective intéressante, serait d"utiliser ces mémes outils pour analyser, catégoriser
et classer les objets dans des grandes bases de données.
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Optimisation globale  Finalement, dans le chapitre 3, nous nous sommes intéres-
sés a une seconde classe de modéles variationnels discrets basés sur la régularisa-
tion. Cette classe de modéles correspond a une classe de problémes d’optimisation
globale de fonctionnelles de régularisation non convexes. Notre approche de 'op-
timisation globale peut étre considérée comme la version discréte des approches
définies dans le domaine continu, mais également comme une extension sur des
graphes de ces modeles.

Pour trouver un minimum global & ces problemes nous avons utilisé les proprié-
tés de la formule de la co-aire définie sur des graphes et une méthode discrete de
relaxation afin de les rendre convexes. A partir de la formulation du p-Laplacien
anisotrope, nous avons proposé un algorithme permettant d’approximer la solution
de ces problemes d’optimisation globale.

Notre formulation générale nous a permis de transcrire des modeles continus
(issus du traitement des images) vers des schémas discrets tels que le modele de
RoF ou celui de Cv. A partir de ces modeles, nous avons montré les potentialités
de notre méthodologie pour réaliser de la segmentation non locale des images ou
encore du partitionnement de bases de données.

Une perspective intéressante, dans le domaine de 1’apprentissage ou celui de la
fouille de données, serait de proposer de nouveaux algorithmes de classification. En
effet, nous pouvons constater que le modele discret de Cv que nous avons proposé
correspond a l'algorithme des k moyennes dans sa version régularisée.

Morphologie mathématique

Dans le chapitre 4, nous avons présenté une nouvelle approche de la morpholo-
gie mathématique basée sur des équations aux différences partielles définies sur des
graphes. Notre formulation de la morphologie mathématique étend les approches
basées sur les équations aux dérivées partielles vers des schémas discrets locaux et
non locaux et les généralise pour le traitement de tout type de données discretes.

Notre approche unifie les schémas locaux et non locaux et nous permet d’in-
troduire une nouvelle classe d’opérateurs morphologiques pour le traitement des
images en considérant les configurations non locales. Nous avons montré que ces
nouveaux opérateurs permettent de mieux capturer et préserver les structures fines
et répétitives dans les images.

Notre approche de la morphologie mathématique constitue un cadre simple et
unificateur permettant de retrouver des schémas numériques employés dans les
approches définies par les équations aux dérivées partielles, mais également en
morphologie mathématique algébrique définie sur des graphes.

Notre formalisme général et simple permet de revisiter d’autres opérateurs ou
formulations de la morphologie mathématique que ceux que nous avons présentés
dans ce chapitre tels que la morphologie mathématique visqueuse ou la morpholo-
gie fonctionnelle.

Une autre perspective serait l'extension de ces travaux vers une nouvelle classe
d’opérateurs morphologiques algébriques intégrant la notion de non localité, a tra-
vers la fonction de poids, pour le traitement des images. Cette notion de pondé-
ration des arétes du graphe permet également d’envisager une formulation simple
pour la généralisation de la notion d’élément structurant rendant les opérations de
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morphologie mathématique naturellement adaptatives.

Finalement, une des perspectives de ce travail sur la morphologie mathématique
est 'application d’opérateurs morphologiques dans des communautés telles que
I'apprentissage ou la fouille de données.

Equation eikonale

Dans le chapitre 5, nous avons exploité les résultats obtenus dans le chapitre 4
pour transcrire sur des graphes 1’équation eikonale et proposer une nouvelle for-
mulation de la résolution de cette équation.

Notre approche permet d’utiliser I'équation eikonale sur tout type de données
y compris celles définies sur des domaines non uniformes ou de grande dimension
sans étape de discrétisation spatiale.

Notre approche pour résoudre 1'équation eikonale constitue un cadre simple
et adaptatif permettant de retrouver des approches connues de la littérature. De
plus, notre formalisme unifie les traitements locaux et non locaux dans le cadre du
traitement des images.

Nous avons utilisé 1’équation eikonale pour traiter des données arbitraires telles
que les bases de données et pour calculer (de maniére simple) des distances géodé-
siques dans des variétés. Ce type de traitement peut étre utile et étre appliqué pour
réaliser de I'indexation par le contenu ou encore de la classification dans des bases
de données.

Ce travail initial sur I'équation eikonale ouvre de nombreuses pistes. Nous pou-
vons, par exemple, envisager de résoudre dans le méme formalisme la version sta-
tionnaire de I'équation eikonale. Une autre piste serait d’utiliser notre formalisme
pour résoudre des applications liées aux problémes des chemins minimaux dans
des domaines tels que la robotique ou la planification de chemins. Finalement, dans
le domaine de 'apprentissage ou de la fouille de données, nous pouvons également
envisager d’utiliser notre méthodologie pour proposer de nouveaux algorithmes de
classification : k moyennes ou k plus proches voisins géodésiques.

Perspectives générales

Nous présentons ici des perspectives moins spécifiques a chaque chapitre, mais
plus générales sur 'ensemble des travaux de ce manuscrit.

Tout d’abord, nous pouvons envisager un étude théorique pour montrer les liens
entre les opérateurs tels que le p-Laplacien et les opérateurs morphologiques que
nous avons introduits, permettant de résoudre par notre formalisme de la morpho-
logie mathématique certains traitements utilisant ces opérateurs.

Nous pouvons également considérer des problémes de décomposition spectrale
d’un point de vue variationnel et utiliser notre formalisme basé sur les graphes afin
de proposer des algorithmes simples de résolution.

Dans le domaine du traitements des images, nous avons vu l'efficacité des sché-
mas non locaux. Malheureusement, ces méthodes ont une grande complexité. Une
perspective possible serait de réduire cette complexité en utilisant des méthodes
issues de l'apprentissage telles que les représentations parcimonieuses ou des ré-
ductions de dimensions afin de sélectionner uniquement les voisins pertinents. Ces
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méthodes utilisent des patchs habituellement carrés. Une des limitations est leur
sensibilité aux transformations géométriques. Il serait possible d’envisager d’uti-
liser une autre représentation, une transformation de l'information contenue dans
les patchs afin de palier ces limitations. D’une maniére plus générale, nous pouvons
également envisager I'étude de la définition de patchs sur des graphes arbitraires
et de comparer (comme pour le cas du traitement des images) ces méthodes aux
méthodes usuelles dans le cadre du traitement de données.

Nous avons évoqué les problemes d’interpolation et de I'extension possible de
ces méthodes (retouche, super résolution) sur des graphes. Cette extension pose des
problémes intéressant & étudier, a savoir comment interpoler une information sur
un domaine non uniforme et plus généralement sur un graphe arbitraire.

L’'avantage de notre approche est de pouvoir appliquer les méthodes que nous
avons définies sur des graphes a d’autres domaines que celui du traitement des
images et ainsi d’ouvrir d’autres applications pour ces modeles. Par exemple, nous
pouvons envisager d’appliquer I’'ensemble de nos modeles et algorithmes pour le
traitement de données dans le domaine de l’apprentissage, de la classification ou
de la fouille de données.

Finalement, les travaux présentés dans ce manuscrit ouvrent de nombreuses
pistes et permettent de fournir un cadre général et simple qui unifie les modeles
définis dans le domaine continu et ceux définis dans le domaine discret.
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Résumé Cette these s’intéresse aux traitements d’images et de données non uniformes en utilisant le formalisme
des équations aux différences partielles définies sur des graphes pondérés. Nous exploitons ce formalisme afin de
transcrire et d’adapter des modeles définis dans le domaine continu vers des formulations discretes. Les modeles
continus considérés dans ce manuscrit proviennent du domaine du traitement des images et sont définis comme des
modeles variationnels ou des approches basées sur des équations aux dérivées partielles. Nous nous sommes inté-
ressés a des modeles de régularisation, a la morphologie mathématique et a 1’équation eikonale. Afin de transcrire
ces modeles définis dans le domaine continu vers des formulations discrétes, nous avons introduit une large famille
de nouveaux opérateurs différentiels discrets définis sur des graphes pondérés : différences pondérées, gradients
discrets, p-Laplacien. Ces opérateurs permettent de redéfinir les modeles continus considérés dans un cadre discret
mais également de proposer un formalisme général permettant de considérer de nombreux problémes liées aux
traitements des images et, plus généralement, de données arbitraires.

A partir des modeles discrets de régularisation, de morphologie mathématique et de 1’équation eikonale, nous
montrons dans ce manuscrit les potentialités de notre formalisme pour des applications telles que le filtrage, la
simplification, la segmentation, le regroupement et la classification d’images et de données. Notre formalisme
unifie également les traitements locaux et non locaux basés sur des patchs. Nous avons généralisé 1'utilisation de ce
type de configuration dans les problématiques considérées et montré la supériorité de ces schémas dans le contexte
du traitement des images. Notre formalisme est basé sur des graphes pondérés. Cela nous permet d’étendre les
modeles définis dans le domaine continu aux traitements de n'importe quel type de donnée pouvant étre représenté
par cette structure (par exemple des images, des collections d’images, des nuages de points, des variétés, des bases
de données, etc.). Finalement, ces travaux de thése permettent d’envisager de nombreuses pistes de recherche tant
dans le domaine du traitement des images que dans des domaines tels que celui de I'apprentissage ou de la fouille
de données.

Mots-clés Indexation RAMEAU : Equations aux différences / Traitement d’images — Techniques numériques /
Morphologie mathématique / Calculs des variations

Indexation libre : Graphes pondérés / Données arbitraires / Régularisation et équation eikonale / Filtrage et seg-
mentation

Title Partial difference equations on graphs for image and data processing.

Abstract This works deals with images and non uniform data processing by partial difference equations (PdE)
over weighted graphs. Transcription and adaption of continuous models to discrete formulations are considered
within this PdEs-based framework. The considered continuous models (from image processing domain) are defined
as variational models or approaches based on partial differential equations. The continuous models considered in
this work are: regularization models, mathematical morphology, and the eikonal equation. To adapt these latter
models within a discrete setting, we introduce a large family of discrete differential operators defined on weighted
graphs: weighted differences, discrete gradients and p-Laplacian. These operators enable the transcription and the
adaption of continuous models and provide a general formulation for considering numerous applications for images
and arbitrary data.

Potentialities of our discrete regularization, mathematical morphology and eikonal equation models are shown
in applications such as image and data filtering, simplification, segmentation, clustering and classification. Our for-
mulation also unifies local and non local patch-based processing. We have intensively used this latter configuration
and shown the superiority of such a scheme in the context of image processing. Our approach is based on weighted
graphs. This point provides a natural extension of continuous models for the processing of arbitrary data that can
be represented by a weighted graph (for instance: images, manifolds, data sets, data bases, etc.). Finally, this work
opens new insights for image processing and new possible applications in machine learning.
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