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Introduction

Motivation

Nous allons commencer par faire de brefs rappels sur les applications har-
moniques. Soient (M, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes de dimension
n et m, dans toute la suite, on considérera que ces variétés sont compactes
et de classe C. On appelle énergie des applications de classe C* de (M, g)
dans (N, h), la fonctionnelle £, définie de la maniére suivante :

1
Byfe) = [ Mol dvol,

ou Ty désigne 'application tangente de ¢, qui est une section du fibré des
1-formes & valeurs dans les champs de vecteurs de T'N tirés—en—arriére par
¢, qu’on note Q'(M) ® p*TN.

Définition. Une application est dite harmonique de (M, g) dans (N, h) si et
seulement si, elle est un point critique de [’énergie.

On munit le fibré des champs de vecteurs tirés—en—arriére p*T' N, de la
connexion de Levi-Civita de T'N tirée—en-arriére par ¢, ce qui nous permet
de définir §9 comme étant la divergence canonique du fibré Q'(M) @ *T' N
qui dépend de l'application ¢ et des métriques g et h. On montre facilement
la proposition suivante :

Proposition. L’application ¢ est harmonique de (M,g) dans (N,h) si et
seulement si 69Ty = 0.

Dans le cas des applications d’une surface a valeurs dans une variété
riemannienne quelconque, il est bien connu que I’énergie ne dépend que de
la classe conforme de la métrique de départ (et bien sur de la métrique
d’arrivée), c’est-a—dire que pour deux métriques conformes g et g := e*'g
sur une variété de dimension 2, on a



E;(p) = Ey(p) et 69T = e* 69T .

Il faut remarquer que le laplacien pour les applications est en général non—
linéaire, ainsi quand la variété de départ M est une surface, alors étre har-
monique signifie que 'application en question est solution d’une équation
non-linéaire d’ordre 2 qui est invariante par changement conforme de mé-
trique sur la surface.

Par contre quand M est de dimension strictement supérieure a 2, I’énergie
n’est plus un invariant conforme, en effet on obtient alors pour le laplacien :

T =™ (8T — (n — 2)(dw, Tp)).

Dans ce cas la, la notion d’harmonicité n’est plus une propriété géométrique
de la classe conforme de g, mais bien de la métrique g.

On peut trouver dans la littérature (voir [4], [16] et les références citées)
une généralisation des applications harmoniques qui est non conforme, ce
sont les applications biharmoniques, qui sont définies comme étant les points
critiques de la biénergie :

1
E;(gp) = §/M |59Tg0|3 dvol,,.

En effet, on obtient facilement qu’une application harmonique est biharmo-
nique. L’étude de cette classe d’applications donnent de nombreux résultats,
comme par exemple dans [15], ou Lamm donne une nouvelle démonstra-
tion du théoréme d’Eells—Sampson sur 'existence d’applications harmoniques
dans les classes d’homotopie. Mais les applications harmoniques n’existent
pas toujours (voir l'article |7] d’Eells et Wood pour des exemples d’obs-
tructions topologiques), et un des principaux objectifs de cette théorie est
de vouloir prouver I'existence d’applications biharmoniques dans ces cas la,
pour combler le manque laissé par 1’absence des applications harmoniques.
On peut citer encore les travaux de Baird et de Kamissoko dans [2], qui uti-
lisent justement le fait que I’harmonicité ne soit pas une notion invariante
conforme en dimension supérieure a 2, pour exhiber des applications bihar-
moniques qui ne sont pas harmoniques. Nous nous poserons le méme type de
question et nous obtiendrons aussi un résultat d’existence non trivial.

Le but de cette thése est de définir une nouvelle notion d’harmonicité
pour les applications sur les variétés de dimension paire qui soit invariante
conforme, c’est—a—dire définir une fonctionnelle invariante conforme qui va



jouer le role de I'énergie et déterminer I’équation de ses points critiques qui
va remplacer la condition non—linéaire d’annulation du laplacien.

Si on se restreint aux fonctions sur les variétés de dimension paire, Gra-
ham, Jenne, Mason et Sparling, ont démontré en 1987 dans [12], I'existence
d’un opérateur différentiel invariant conforme de terme principal A™? sur les
fonctions C*° de M. En dimension 4, il s’agit de 'opérateur de Paneitz Pj,

2
Py = A+ ‘5<§ Scal —2 Ric) d.

Nous proposons de généraliser I'équation du noyau de cet opérateur sur
des fonctions, en une équation aux dérivées partielles elliptique non—linéaire
d’ordre n sur les applications C* de (M, g) dans (N, h) qui soit invariante
conforme par rapport & ¢g. De plus, nous construisons une fonctionnelle in-
variante conforme par rapport a g, dont les points critiques sont exactement
les solutions de cette EDP. Bien que la démonstration de I'existence de cette
EDP suit les idées de Graham, Jenne, Mason et Sparling en résolvant un
probléme de Cauchy, la fonctionnelle s’obtient en renormalisant ’énergie de
la solution de ce probléme & bord, en suivant I'idée de Graham dans [10]
quand il définit son volume renormalisé.

Principaux résultats

Existence de la fonctionnelle et de ’équation de ses points
critiques

Nous avons le théoréme suivant qui résume les théorémes 3.1.1 et 4.1.1 :

Théoréme. Soit (M",g) et (N, h) deuz variétés riemanniennes, on suppose
que n est pair, alors il existe une fonctionnelle sur les applications de classe
C* de (M,g) dans (N,h) qui est invariante conforme par rapport a g. De
plus, I’équation de ses points critiques est une équation aux dérivées partielles
elliptique non—linéaire d’ordre n, qui est invariante conforme elle aussi par
rapport a g.

Définition. On note £ la fonctionnelle du théoréeme précédent et on appelle
ses points critiques, les applications conformes—harmoniques, qu’on abrége en
C-harmoniques.



On regarde la variété (M", g) comme étant 'infini conforme d’une variété
(X" g,) particuliére qu'on appelle métrique de Poincaré, cette notion gé-
néralise le modeéle du disque de Poincaré, quand on considére la sphére S™
munie de sa métrique canonique, comme le bord & I'infini de la boule unité de
R munie de la métrique hyperbolique. L’équation des points critiques est
obtenue comme une obstruction a résoudre un probléme de Cauchy dégénéré
sur la métrique de Poincaré de (M, g).

On se donne une application ¢ de M dans N, notre probléme & bord
est de déterminer @, une application C* de X dans N qui soit égale a
¢ sur M et qui soit harmonique de (X, g, ) dans (N, h). Sur les fonctions,
Graham, Jenne, Mason et Sparling ont montré qu’il n’était pas toujours
possible de résoudre ce probléme localement. En effet, quand la variété de
départ est de dimension paire, il existe un terme logarithmique non-trivial
dans le développement formel de la solution prés du bord, ce qui obstrue la
régularité de la résolution. L’opérateur GJMS d’ordre maximal est ensuite
défini comme étant la valeur du terme logarithmique, qui ne dépend que de la
classe conforme de g, de la métrique h et de ¢. On va suivre la méme idée pour
les applications, a la différence prés qu’on va identifier localement la variété
d’arrivée avec son espace tangent, de maniére a calculer le développement
asymptotique non pas de ¢ (ce qui n’a pas de sens, puisque @ est a valeurs
dans une variété quelconque), mais de la composée de ¢ avec I’exponentielle.
Dans le cas général, il y a toujours un terme logarithmique, quand la variété
de départ est de dimension paire, qui ne dépend que de 'application de départ
et de la classe conforme de g (et de la métrique h), notre EDP est simplement
la condition sur ¢ que ce terme logarithmique soit nul.

Le développement asymptotique est entiérement déterminé jusque—la par
© et des termes de courbures des variétés de départ et d’arrivée, ce qui est
équivalent & la donnée de la valeur sur le bord des n premiéres dérivées
de la solution ¢ par rapport a la coordonnée radiale. Cela nous permet de
calculer le développement asymptotique de I’énergie dans un ruban M X [p; €]
quand p tend vers 0. Robin Graham défini le volume renormalisé de (M, [g])
comme étant le terme constant dans le développement asymptotique dans
un voisinage du bord du volume de la métrique de Poincaré (qui est juste un
développement asymptotique d’une métrique qui est solution & un probléme a
bord), ici notre développement admet aussi un terme constant qui ne dépend
que de ¢ et de la classe conforme de g (et de la métrique h), il s’agit de la
valeur de notre fonctionnelle invariante conforme en ¢. On montre ensuite,
par une intégration par parties, que le gradient de cette fonctionnelle est bien



notre terme logarithmique précédent.

Formules explicites

En dimension 2, la fonctionnelle 592 est évidemment 1’énergie des applica-
tions de (M2, g) dans (N, h) et les applications C-harmoniques sont exacte-
ment les applications harmoniques.

En dimension 4, le théoréme 5.1.1 nous donne une expression explicite de
la fonctionnelle 5;1 en terme de courbures de g et de I’équation de ses points
critiques en termes de courbures de g et de h :

Théoréme. Quand M est de dimension 4, notre fonctionnelle s’écrit :
2 .
Eﬁ(go) = /M (]6Tg0|i + 3 Scal |T<p\3’h — 2 Ric(Tp, Tgo)) dvol,

ot Scal et Ric désignent respectivement la courbure scalaire et le tenseur de
Ricci de g et dvol la forme volume de g. Notons S l’endomorphisme de p*T' N
défini de la maniére suivante :

S(X) = Z R})L(’ To(e;) To(e:),

ot (eq,...,eq) est une base orthonormée de T M par rapport & g et R" est le
tenseur de courbure de (N, h), alors l’équation de ses points critiques s’écrit :

ddéTo + 5((; Scal =2 Ric) T) — S(6T¢) = 0.

Obtenir des écritures explicites de la condition de C—harmonicité devient
rapidement trés compliqué quand la dimension de M augmente, en dimension
6 on est alors amené a faire des hypothéses sur la courbure de (M, g) et de
(N,h) :

Théoréme. Soient (M, g) une variété d’Einstein de dimension 6 avec Ric? =
20\ g et (N, h) une variété riemannienne symétrique, alors on obtient pour
notre fonctionnelle :

55(90) = /M (|d5T90|§7h —(S(8T ), 0T )y +40 X |6T |7 + 384 \* ]Tgp];h) dvol



ot S est l’endomorphisme de p*IT'N défini de maniére analogue a la dimen-
sion 4 :

X) = Zl RBQ To(e;) To(ei),

ot (eq,...,eq) est une base orthonormée de T'M par rapport a g.
De plus, on obtient pour I’équation de C—harmonicité :

0d —S+16\)(6d —S+24\) 6T — 2 h 0T ) = 0.
(9 =S +16A)(0d = S +240) 0T = 2Rip, o) (Vg () T) =0

o § et d se rapportent a g, et V" est la connexion de h.

Toutefois, quand la variété (M, g) est seulement riemannienne, on peut
encore calculer la condition de C-harmonicité et la valeur de notre fonc-
tionnelle pour l'identité de (M, [g]) dans (M, g), c’est Pobjet du théoréme
suivant :

Théoréme. Soit (M, g) une variété de dimension 6, alors on obtient pour
[identité de M :

56 id) = / Scal?® dvol,

ot Scal est la courbure scalaire de (M, g).
De plus l'identité est C-harmonique de (M, [g]) dans (M,g) si et seule-
ment st :

9 5 15 5
(A + 20 Scal g — 1 Ric) d Scal Y tr(VRje Ric) +206 B + d(| Ric |*) =
ot Ric et B désignent respectivement le tenseur de Ricci et le tenseur de Bach
de g.

Le cas des variétés d’Einstein

Si la variété de départ est une variété d’Einstein, I'expression de sa mé-
trique de Poincaré est plus simple, ce qui nous permet d’obtenir la proposition
suivante :

Proposition. Soient (M, g) et (N, h) deuz variétés riemanniennes, on sup-
pose de plus que (M, g) est une variété d’Einstein de dimension paire, alors
les applications harmoniques de (M, g) dans (N, h) sont aussi C~harmoniques

de (M, |g]) dans (N,h).



Néanmoins, le calcul explicite de la fonctionnelle et de la condition de C—
harmonicité reste compliqué. Toutefois, si I’on travaille avec les applications
harmoniques de (M, g) dans (N, h), on obtient la proposition suivante :

Proposition. Soient (M™, g) une variété d’Einstein de dimension paire avec
Ric! =4A(n—1)g,

une variété riemannienne (N, h) et une application ¢ qui est harmonique de
(M, g) dans (N, h), alors notre fonctionnelle invariante conforme prise en ¢
est égale a :

&) = (N0 =21 [ Tl duol,
M
Dans le cas particulier de 'identité de (M, g), on obtient ainsi :
E,(idpr) = (AN~ (n — 2)! nvol, (M),

ot vol,(M) désigne le volume de M par rapport a g.

Le cas de la dimension 4

Il est facile de voir que I'identité est toujours une application harmonique
de (M, g) dans (M, g), cela traduit juste le fait que la métrique g est paralléle.
Ainsi en dimension 2, ¢’est aussi une application C-harmonique, en revanche
I'identité n’est pas toujours C-harmonique en dimension supérieure & 2. En
utilisant I'identité de Bianchi, on obtient une condition nécessaire et suffisante
en dimension 4, c’est I'objet du corollaire suivant, qui nous servira de point
de départ pour construire une application conforme—harmonique qui ne soit
pas trivialement harmonique.

Corollaire. Soit (M*, g) une variété riemannienne de dimension 4, l’identité
de M est C-harmonique de (M, [g]) dans (M, g) si et seulement si la courbure
scalaire de g est constante.

Nous avons vu, si la variété de départ est d’Einstein, que les applications
harmoniques sont aussi C-harmoniques, la proposition suivante nous donne
des conditions sur les courbures de nos deux variétés, pour lesquelles les appli-
cations C-harmoniques sont alors exactement les applications harmoniques.



Proposition. Soient (M*, g) une variété d’Einstein de dimension 4 a cour-
bure scalaire positive ou nulle et (N, h) une variété riemannienne de cour-
bure sectionnelle négative ou nulle, alors les applications C-harmoniques de
(M, [g]) dans (N, h) sont exactement les applications harmoniques.

Ces conditions sur les courbures ne sont pas sans nous rappeler celles,
plus générales, de la proposition suivante due a Eells et Sampson dans [6] :

Proposition (Eells—Sampson). Soient (M*, g) une variété riemannienne
de tenseur de Ricci positif ou nul et (N,h) une variété riemannienne de
courbure sectionnelle négative ou nulle, on se donne une application p qui
est harmonique de (M, g) dans (N, h), alors

1. ¢ est totalement géodésique (c’est—a—dire que VT =0),

2. si la courbure scalaire de (M, g) est strictement positive en un point,
alors ¢ est constante,

3. si la courbure sectionnelle de (N, h) est strictement négative, alors ¢
est constante ou a une géodésique comme image.

Ainsi on obtient directement la proposition suivante comme corollaire a
la proposition précédente :

Proposition. Soient (M*, g) une variété d’Einstein de courbure scalaire po-
sitive ou nulle et (N, h) une variété riemannienne de courbure sectionnelle

négative ou nulle, on se donne une application ¢ qui est C-harmonique de
(M,[g]) dans (N, h), alors

1. ¢ est totalement géodésique (c’est—a—dire que VT =0),

2. si le tenseur Ric de (M, g) est strictement positif en un point, alors ¢
est constante,

3. st la courbure sectionnelle de (N,h) est strictement négative, alors ¢
est constante ou a une géodésique comme image.

Rigidité
Si n est pair, on a la proposition suivante :

Proposition. Soit n un nombre pair, on munit la boule unité ouverte B de
R™ de la métrique hyperbolique gny, et on se donne ¢ une application C™
de B dans une variété riemannienne (N, h) qui est harmonique de (B, gny,p)
dans (N, h), alors sa restriction & OB est C-harmonique.

10



Dans le cas général, la construction de notre variété X admet une obs-
truction qui n’intervient pas dans la construction de la fonctionnelle et de ses
points critiques, et qui est mesurée par le tenseur d’obstruction (voir [11]).
Par exemple en dimension 2, le tenseur d’obstruction est nul et en dimension
4 il s’agit du tenseur de Bach. On peut généraliser la proposition précédente

en travaillant avec des variétés asymptotiquement hyperboliques a la place
de la boule B.

Exemple d’application conforme—harmonique non trivial

On désire prouver ’existence d’une application qui soit C-harmonique de
(M, [g]) dans (N, h), mais qui ne soit pas harmonique de (M,q) dans (N, h),
et ce pour n'importe quelle métrique g dans la classe conforme de g. Nous
allons nous concentrer sur les variétés de dimension 4. Notre angle d’attaque
est le suivant ; nous savons que l'identité d’une variété riemannienne (M, h)
a courbure scalaire constante strictement négative est C-harmonique et har-
monique (corollaire 5.1.4), on suppose que h est « proche » d’une métrique
d’Einstein, on va montrer que fixer la métrique h dans la variété d’arrivée
et déformer judicieusement la métrique de la variété de départ, permet de
construire une application proche de I'identité qui conserve la C—harmonicité,
mais qui n’est plus harmonique, pour n’importe quel changement conforme
de métrique par rapport a la variété de départ.

On obtient le théoréme suivant (on pourra consulter le théoréme 6.2.1
pour avoir un énoncé plus précis) :

Théoréme. Soit (M, g.) une variété d’Einstein de dimension 4 & courbure
scalaire négative, alors pour toute métrique h suffisamment proche de g. il
existe une application ¢ de M dans M et deux métriques g et h « proches »
de g. telles que :

1. ¢ est C~harmonique de (M, [g]) dans (M, h),

2. ¢ est non-harmonique de (M,g) dans (M,h), quelque soit g dans la
classe conforme de g.

11



Nous rappellerons des résultats connus sur les applications harmoniques
au premier chapitre et nous regarderons plus en détail le cas ou la variété
de départ est de dimension 2, ainsi que les propriétés d’invariance conforme
bien connus qui en découlent. C’est cet exemple précis que 1'on généralisera
en dimension paire supérieure, notamment par le biais de la métrique de
Poincaré, que nous étudierons dans le deuxiéme chapitre. Nous en donnerons
quelques exemples en dimensions 2, 4 et 6, ainsi que pour les variétés d’Ein-
stein. Quand la variété de départ est de dimension paire, nous définirons alors
nos applications C—harmoniques avec le théoréme 3.1.1 dans le troisiéme cha-
pitre et I'énergie renormalisée qui leur est associée grace au théoréme 4.1.1
dans le quatriéme chapitre. Le cinquiéme chapitre est consacré a ’étude des
applications C-harmoniques en basses dimensions, on pourra y trouver une
équation explicite de conforme—harmonicité en dimension 4, et en dimension
6 sous certaines conditions. Dans le sixiéme et dernier chapitre, nous démon-
trerons un résultat non trivial d’existence d’application C-harmonique. On
trouvera dans 'annexe le détail de certains résultats techniques.

12



Chapitre 1

Les applications harmoniques

1.1 Définitions

Soient (M, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes et ¢ une application
C> de M dans N, on note T'p son application tangente, qui est une section du
fibré des 1-formes sur M & valeurs dans les champs de vecteurs de N tirés—
en—arriére par o, qu'on note Q'(M) ® ¢*TN. On appelle premiére forme
fondamentale de ¢, le tiré-en—arriére de h par ¢, c’est—a—dire le 2-tenseur
symétrique ¢*h, défini de la fagon suivante :

P*h(X,Y) == h(Tp(X), Te(Y)), Y(X,Y) € TM.

On munit le fibré p*T'N des champs de vecteurs de N tiré—en—arriére par
© de la connexion de Levi-Civita de N tirée—en—arriére par ¢, qu’on note
V¢ Cest-a-dire que pour tout X dans T'M et tout U dans ¢*T'N, on a :

©*hrr _ wh
VX U_ngp(X)U‘

On définit la norme de ’application tangente de ¢ par rapport a g et h, en
prenant la trace par rapport & g de sa premiére forme fondamentale :

Tpl|2), = tr?(p*h).

Définition 1.1.1. On appelle énergie des applications ¢ de classe C*> de
(M, g) dans (N, h), la fonctionnelle suivante :

1
Byo) =5 [ [Telssdvol,

13



Le fibré Q' (M) ® ¢*T'N des 1-formes a valeurs dans o*T'M dans lequel
vit I’application tangente de ¢ est munit canoniquement de la connexion
suivante :

Vg,h =V'® 1<p*TN + 1Q(M) ® V“O*h,
ce qui donne pour « une section de Q' (M) @ ¢*T'N et X,Y dans T'(TM) :
(VR a)Y) = Vi) (a(Y) = al(T4 ),

On peut alors définir la seconde forme fondamentale de ¢ comme étant la
forme bilinéaire symétrique V9"T'p, en effet pour tout X et Y dans T'M,

(V&' To)(Y) — (V§"T)(X)
- v%go(X) (Te(Y)) - V%ﬂgﬁ(y) (To(X)) —Te(V4Y) + T(VYX)
= Te([X,Y]) - Te([X,Y])
= 0.

Définition 1.1.2. Soit ¢ une application C* de (M,g) dans (N,h), on dit
que @ est totalement géodésique, si sa seconde forme fondamentale est nulle,
c’est-a—dire si VIVT'p = 0.

On définit la divergence 69" sur Q' (M) ® p*T'N de la fagon suivante :
69" a = —(Vgl'a)(es),

ol a est une section du fibré Q' (M) @ p*T'N et (ey,...,e,) est une base
orthonormée de T'M. On abrégera les notations en omettant de mentionner
la métrique h s’il n’y a pas d’ambiguité sur 'identité du fibré en question.

Définition 1.1.3. Soit ¢ une application C* entre deux variétés rieman-
niennes (M, g) et (N, h), on appelle laplacien de ¢ entre (M, g) et (N, h), le
champ de vecteurs 09T p, qui est une section de @*T'N.

On dit que ¢ est une application harmonique de (M, g) dans (N, h) si son
laplacien est nul, c¢’est—a—dire st elle est solution de [’équation aux dérivées
partielles non—linéaire suivante :

09Ty = 0.
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Remarque 1. L’appellation « laplacien d’une application ¢ », ne doit pas nous
faire oublier que nous avons affaire a un opérateur non—linéaire en général
sur les applications de M dans N.

Remarque 2. La divergence 69 (et donc a fortiori le laplacien de ¢) dépend
aussi de la métrique *h, mais nous ne mettons pas h en indice, pour la simple
raison que la métrique de 'espace d’arrivée sera toujours fixée et que ¢ sera
implicitement donnée par le fibré sur lequel on prendra la divergence. Ainsi la
notion d’harmonicité pour des applications entre deux variétés riemanniennes
dépend a la fois de la métrique de I'espace de départ, mais aussi de la métrique
de I'espace d’arrivée.

1.2 Etude de ’énergie au premier ordre

La proposition suivante caractérise les applications harmoniques grace a
I’étude au premier ordre de I’énergie :

Proposition 1.2.1. Une application C*> de (M, g) dans (N,h) est harmo-
nique de (M, g) dans (N,h) si et seulement si elle est un point critique de
l’énergie E.

Démonstration. On se donne ¢ une application C* de (M, g) dans (N, h)
et ¢ une section quelconque de *T'N qui s’interpréte comme un champ de
vecteur le long de ¢, on va différencier I’énergie a partir des déformations de
v le long de .

Soit (¢¢)tefo, 1] une famille & un paramétre d’applications C* de M dans
N qui vérifie le systéme suivant

{ %o =@
[atgot]tzo =,
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alors la dérivée de I'énergie de ¢; par rapport a ¢ est égale a :
aB) = 50 /M Til2, dvol, )
— /M <(Vga’thT90t)(ei), Ti(e;)), dvoly
N /M <v%¢t(ei)at‘pth90t<€i)>h dvol,,
T /M (0ot Vipg, (o) (Tp1(€0)) )y, dvol,

+/ €; - <at90t7T90t(ei)>h dvoly.
M

On obtient pour ¢t = 0 et avec le théoréeme de Green :

[@E(got)LZO = /M<<,b,5ngo>h dvolg—/M(59(<gb,Tg0>h) dvol.

= /M<gb,5ngp>h dvol,.

Ainsi les applications harmoniques sont les points critiques de 1’énergie et
I’équation 69T p = 0 est I’équation d’Euler-Lagrange de la fonctionnelle éner-
gie. O

Soient (z;) un systéme de coordonnées locales de M et (y,) un systéme de
coordonnées locales de IV, on note g;; et F;k les coordonnées de la métrique
et des symboles de Christoffel de la connexion de (M, g), et hq 5 et I'G les
coordonnées de la métrique et des symboles de Christoffel de la connexion
de (N, h). La proposition suivante énonce la condition d’harmonicité en co-
ordonnées.

Proposition 1.2.2. Soit ¢ une application de M dans N, on la note (p®)
dans notre systéme de coordonnées, alors ¢ est harmonique de (M, g) dans
(N, h) si et seulement si, pour tout v :

Ap® —Tg 9] p]g" =

Démonstration. En coordonnées, on obtient pour le laplacien de ¢ :

0
Virde = V) (go?‘da:l®7)

: o Oy
Ozt oz

opF, 0 . 0 , 0

= —) dr' @ — *(VY, do’ — & dyd h

(5.5) de @ g T (Vaii a:)®aya+<,0] x ®V%aya
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En utilisant les deux identités suivantes :

VY, da? = -T,
ox®
) )
vhy — = T —,
8(21' Qyo‘ Pi Ba 8y7

on obtient pour la seconde forme fondamentale de ¢ :
«a o k « «a
(Vd90>ij = Pij; — Fz‘j@k + I‘chpfgo;’,

ce qui donne bien pour le laplacien de ¢ en coordonnées :

(0Tp)™ = Ap™ — T,/ 0l g".

1.3 Etude de I’énergie au second ordre

Sur une variété riemannienne (M, g), on note respectivement

Rxy = VxVy -VyVx -Vix y)
K(X,Y) = gRx yY, X),
Ric(X,Y) = tr(Z - Ry xY),
Scal := trRic,

le tenseur de courbure, la courbure sectionnelle du plan (X, Y'), le tenseur de
Ricci et la courbure scalaire de (M, g). On dit que la courbure sectionnelle
de (M, g) est négative ou nulle si pour tout couple (X,Y) de champs de
vecteurs,

K(X,Y)<0.

Eells et Sampson ont démontré la proposition suivante dans ([6]), en étu-
diant I’énergie au second ordre :

Proposition 1.3.1 (Eells—Sampson). Soient (M, g) une variété rieman-
nienne de tenseur de Ricci positif ou nul et (N, h) une variété riemannienne
de courbure sectionnelle négative ou nulle, on se donne une application ¢ qui
est harmonique de (M, g) dans (N, h), alors
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1. ¢ est totalement géodésique,

2. si le tenseur Ric de (M, g) est strictement positif en un point, alors
est constante,

3. si la courbure sectionnelle de (N, h) est strictement négative, alors ¢

est constante ou a une géodésique fermée comme image.

Démonstration. Soit ¢ une application C* de (M, g) dans (N, h), pour sim-
plifier les notations, nous indicerons les connections, les divergences et les
normes du fibré Q'(M) par g et celles de p*T'N par h, mais pas celles du
fibre Q'(M) ® p*T'N. On obtient pour le laplacien de la norme de Ty :

_% N(Tel?) = [VTel* + > ((Ve, Ve, To)(es), Tple;)),

i,j=1

ou (ey,...,e,) est une base orthonormée paralléle de (M, g). Regardons le
premier terme, comme ¢ est harmonique, on obtient :

> Ve, Ve, To)(es), Tole;)),

i,j=1

_ Z<(V€iV6jT90)(ei),TSO<€j)>h

ij=1

= > {(Ve,VeTo)(e), Toles)), + (Rey,e; To)(ei), Toley)),

ij=1

= =) E"Tw(e). Te(e;) + Y (Te(Ric!(¢;)), Tp(e;)),,»

ij=1 j=1

ainsi on obtient la formule de Weitzenbock :

_% A(|Tel?) = |VTel” - Z E*(Tp(e:), Tp(e;))
+Z (Te(Ric?(e;)), Teole;)),,-

Comme on a supposé que notre variété de départ M était compacte, on
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obtient en intégrant cette derniére égalité :

1
0 = 5 | AUl dval,
2 Ju '

= /M\VTQQIZ dvol, —/M Z K"(Tp(e;), To(e;)) dvol,

4,j=1

= [ (TR e). Tee), duol,

ce qui implique, a cause des signes des termes de courbure de (M, g) et (N, h),
que ¢ soit totalement géodésique.

Si le tenseur de Ricci de (M, g) est strictement positif en un point p,
alors en ce point, T,¢p = 0 et par principe du maximum, "application ¢ est
constante.

Supposons que la courbure sectionnelle de (IV, h) soit strictement néga-
tive, alors il existe au plus un vecteur e; tel que T,p(e;) # 0. Ainsi, soit
T,o(T,M) est de dimension nulle et ¢ est donc constante, soit T, (1,M) est
de dimension 1, et comme @ est totalement géodésique, I'image de ¢ est une
géodésique fermée de N. O]

1.4 Propriétés conformes des applications har-
moniques

Proposition 1.4.1. Soient (M™,g) et (N, h) deux variétés riemanniennes,
© une application C* de M dans N et g = e**g une métrique conforme a g,
alors le laplacien de @ par rapport a g s’écrit en terme de métrique g :

T = e (09T — (n — 2)(Tp, dw),).

Démonstration. On se donne ¢ une application C*° de (M", g) dans (N, h)
et § = e?**¢ une métrique conforme a g, notons (X;) une base orthonormée
de (M,7), alors les vecteurs (X;) := (e X;) forment une base orthonormée
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de (M, g). On obtient pour le laplacien de ¢ de (M,g) dans (N, h) :
Ty = —(V5Tp)(X))

L (To(X3)) + T w(V%K)

= (Vg (T(X0) + do(X0) X )
(T (V% To(X0)) + do(X5) Tp( X))

R R )

mais d’aprés la formule de changement conforme pour la connexion (voir le
théoréeme 7.1.3) :

Vi To(Xi) = Vi X +2dw(X;) X; = g(X;, X;) dw

ce qui donne bien
Ty = —e 2 (v%90<Xi) (To(Xy)) — T@(V?XiXi) + (n— 2)(Ty, dw)Q)
= e *(68Tp — (n—2)(Tp,dw),).
O

Comme corollaire de la proposition précédente, on obtient en dimension
2, la propriété trés importante suivante, qui va nous guider dans toute la
suite :

Corollaire 1.4.2. Soient (M, g) et (N, h) deuz variétés riemanniennes et ¢
une application C* de M dans N, on suppose que M est de dimension 2,
alors U’énergie et le laplacien de ¢ sont des invariants conforme de (M, g) :

Eg(p) = E4(p)
8Ty = e 29T,

quelque soit la métrique § = e**g conforme a g.
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Démonstration. Nous avons juste besoin de regarder I'énergie de ¢ par rap-
port & g, ce qui donne avec le théoréme 7.1.3 :

1
Byle) = 5 | [Tl dool

1.5 Exemples d’applications harmoniques

Exemple 1. Si on travaille avec les fonctions réelles, c¢’est—a—dire que notre
variété d’arrivée (IV, h) est simplement R™ munie de la métrique euclidienne,
on retombe bien sur la notion classique d’harmonicité. Une fonction f est
harmonique si et seulement si chacune de ces coordonnées est une fonction
harmonique de (M, g) dans R.

Ezemple 2. Sila variété de départ M est U'intervalle [0, 1], on retrouve I’équa-
tion des géodésiques de la variété (N, h).

Ezemple 3. Soit ¢ une immersion riemannienne de (M, ¢g) dans (N, h) (c’est—
a—dire que p*h = g), alors ¢ est harmonique de (M,g) dans (IN,h) si et
seulement si c¢’est une immersion minimale. En effet, la connexion de Lévi—
Civita de (M, g) est induite par celle de (N,h) via 'immersion ¢, de la
maniére suivante :

Tp(V%Y) = (thSO( X)TQD(Y))T, V(X,Y) e D(TM)

ot (...)T désigne la projection des champs de vecteurs le long de ¢ sur
Tp(TM). On obtient donc pour la seconde forme fondamentale de ¢ :

(VHTe)(Y) = v’,}gp( X) (Te(Y)) = Tp(VY) = (X, Y),

c’est—a—dire la seconde forme fondamentale de (M, g) vue comme une sous
variété de (IV, h). Ainsi ¢ est harmonique si et seulement si trf 1Y = 0, ce qui
revient a dire que ¢ est une immersion minimale.
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Exemple 4. Si M et N sont des variétés kiahleriennes et ¢ est une application
holomorphe de M dans NV, alors ¢ est harmonique.
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Chapitre 2

La métrique de Poincaré

2.1 Définition

Dans toute la suite, X désignera une variété différentielle compacte a bord
de dimension n 4 1, on note X son intérieur et M = 90X son bord.

Définition 2.1.1. Soient g4 une métrique définie sur X et r une fonction
C> de X vérifiant :

r>0surX,r=0sur M etdr+#0 sur M,

si le changement conforme r* g, se prolonge de maniére continue en une
métrique g sur X, on dit que v compactifie (X, g.) sur le bord en (M,G|ar)
et que g, est une métrique conformément compacte.

On appelle infini conforme de (X, gy ), la classe conforme de G restreinte
aux champs de vecteurs T M .

Remarquons que la notion d’infini conforme est indépendante du choix
de la fonction compactifiante r, de plus la fonction |d7“|72“2ng se prolonge sur

X et sa restriction & M est aussi un invariant conforme de (X, g4).

Définition 2.1.2. Une variété asymptotiquement hyperbolique est une variété
(X, g4) conformément compacte qui a sa courbure sectionnelle qui tend vers
—1 dans un voisinage de M.

Lemme 2.1.3. Soit (X, g;) une variété conformément compacte, on note g
la métrique qui prolonge r?q, sur X, alors les deux propositions sont équiva-
lentes :
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1. (X, g1) est une variété asymptotiquement hyperbolique.
2. |dr|2 =1 sur M.

Démonstration. Avec (7.1.5), on montre facilement I’équivalence. [

Chaque fonction compactifiante » donne une métrique qui est dans 'infini
conforme de (X, g, ), inversement si (X, g4) est asymptotiquement hyperbo-
lique et qu’on se donne un représentant g de son infini conforme, alors on peut
déterminer la fonction compactifiante r modulo O(r?). Cependant, on peut
améliorer la précision en rajoutant une certaine condition de normalisation.
Dans ce cas—la, dans un voisinage du bord, on peut identifier chaque élément
de l'infini conforme de g, & une unique fonction compactifiante. C’est I'objet
du lemme suivant di & Graham dans [10] :

Lemme 2.1.4 (Graham). Soient (X, g.) une variété asymptotiquement
hyperbolique et g une métrique dans son infini conforme, alors il existe une
unique fonction r dans un voisinage du bord M qui compactifie (X, g;) sur le
bord en (M, g) et qui vérifie |d7‘|§ = 1 sur ce voisinage, ot g est la métrique
qui prolonge r’g, sur X.

Démonstration. Soit g une métrique dans l'infini conforme de (X, gy), il
existe alors une fonction ry qui compactifie (X, g,) sur le bord en (M, g)
et on note g, la métrique qui prolonge rZ g, sur X. On se donne w une fonc-
tion C* de X, il est clair que la fonction r = e“ry compactifie aussi (X, g)

sur le bord en (M, g) et on note g la métrique qui prolonge r?g, sur X.
Comme g = €7, on obtient :

2 = ldro -+ rodul?, = lrf?, + 2o do(Vre) + 7l

ce qui entraine que la condition de normalisation |dr|§ = 1 sur X est équiva-
lente & :
_ 9 1-— |d7”0|§
QdW(vgo’l“o) + 79 |dw|§ = 90
0 /,nO
Il s’agit d'une équation aux dérivées partielles de premier ordre en w, qui
admet une unique solution dans un voisinage de M dans X. O]

Définition 2.1.5. Soient (X, g+) une variété asymptotiquement hyperbolique
et g une métrique dans son infini conforme, on appelle fonction compacti-
fiante normalisée associée a g, la fonction r du lemme 2.1.4.
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D’aprés ce lemme, pour chaque métrique g dans l'infini conforme de
(X, g+), on a une identification d’un voisinage de M dans X avec M x [0, ¢|
pour un certain £ (qui dépend de g). Dans ces coordonnées, g, s’écrit :

_drt+g,

R (2.1.1)

9+
ol g, est une famille & un parameétre de métriques sur M avec gy = g.

Regardons les choses sous un angle différent, on se donne une variété
riemannienne (X" g, ) de bord M™ et [g] une structure conforme sur M,
on peut se poser la question suivante :

Quelle conditions mettre sur la métrique g, pour que (M, [g]) soit l'infini
conforme de (X, g,) ?

Quand M est une variété riemannienne de dimension paire, Fefferman et
Graham [8] ont apporté une réponse locale a ce probléme, en demandant en
plus que g, soit une métrique d’Einstein, ils ont obtenu le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.6 (Fefferman—Graham). Soit X une variété différentielle
de dimension n + 1 et de bord 0X = M, on se donne [g] une structure
conforme sur M et g un de ses représentants, alors il existe une métrique g
définie sur un voisinage de M dans X et une fonction r de X qui compactifie
(X, g+) surle bord en (M, g), telles que

1. Ric%* +n gy = O™ tlogr) par rapport a g, sin est pair,

2. Ric%* +n gy = O(r*™) par rapport a g, sin est impair.

De plus, g, est unique modulo O(r"2) et auz difféomorphismes de X
pres, qui se restreignent en Uidentité sur M. Sur M x]0, e[, la métrique g,
s’écrit :

_drt+g,

gi = , (2.1.2)

r2
ou g, est une famille a un paramétre de métriques sur M. Si n est pair, g,
admet le développement asymptotique en r = 0 suivant :

G =9+ 9o+ + g2y 2+ hrlogr 4 gyr" + O™, (2.1.3)

ot les points désignent des termes en puissance paires de v* & r" 2. Les
termes g, - - ., 9m-2), I et la trace de gu,) par rapport a g sont uniquement
déterminés par des termes de courbure de g et h est sans trace par rapport
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a g. Sin est impair, alors g, admet le développement asymptotique en r =0
suivant : :

g =g+ 9@+ g g gy + O, (2.1.4)

ot les points désignent des termes en puissance paires de v* & r" 1. Les
termes gz, - - - ,g(”_l) sont uniquement déterminés par des termes de cour-
bure de g, de plus la trace de g(,) par rapport a g est nulle.

En outre, h est invariant conforme par rapport a g, c’est—a—dire qu’avec
le changement de métrique § = e**g, on obtient :

h=e?™wp, (2.1.5)
ot h est le terme logarithmique correspondant a g.

Définition 2.1.7. On appelle métrique de Poincaré de (M, |g]), la métrique
g+ du théoréme 2.1.6.

Remarque 3. Le terme h dans le développement asymptotique de g, est, & un
coefficient multiplicatif prés, le tenseur d’obstruction de Graham et Hirachi
[11].

Remarque 4. Le fait de déterminer la métrique de Poincaré de (M, [g]) est
équivalent a un autre probléme a bord ; celui de déterminer la métrique am-
biante de (M, [g]). On pourra consulter a ce sujet [13] et [8].

Pour la démonstration de ce théoréme, on va d’abord rappeler la défini-
tion de la seconde forme fondamentale, avant de démontrer deux résultats
techniques qui vont nous servir par la suite :

Définition 2.1.8. Soit (X,dr? + g,) une variété riemannienne a bord de
dimension n + 1, on note M son bord et on suppose que g, est une famille
a un paramétre de métriques sur M. On note V la connexion de Levi-Civita
de dr*+ g, et V9 celle de g,, on définit la seconde forme fondamentale 1 des
tranches M x {r} par :

(Z,T)=V,T — VT,
ou Z etT sont deux champs de vecteurs de T M.

Le premier point technique de la démonstration du théoréme (2.1.6) est
le lemme suivant, qui nous donne la décomposition du tenseur Ric/*+n g,
sur M x [0,¢] :
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Lemme 2.1.9. Soit (X, g;) une variété riemannienne, on note
E =Ric*+ngy

et on suppose que g, = r*(dr* + g,), avec g, une famille & un paramétre de
métriques sur M. On se donne Z,T deux vecteurs de T'M, alors on a :

E(Z,T) = (Ricg’“ +(20+0, — 1T —r " (n— 1) T

(40T gr> (Z.T), (2.1.6)
E(Z,0,) = (dtr"I1+6"1)(Z), (2.1.7)
E(0,,0,) = O trT—~|T|2 —r " (tr%1), (2.1.8)

ou I est la seconde forme fondamentale des tranches M x {r} par rapport a
dr? + g, tr9 désigne la trace par rapport & g, et I? est le carré de l'endo-
morphisme symétrique associé a la seconde forme fondamentale via g,.

Démonstration. On pose g = r?gy = dr® + g,, d’apreés (7.1.3) on a :

S Ar
Ric% = Ric + — Vd?" — (— + —|dr| )
r
Soit (ey,...,e,) une base orthonormée de T'M par rapport & g,, alors les
vecteurs ey, . .., e,, 0, forment une base orthonormée de T'X par rapport a g.

On obtient ainsi :
Ar = —Vardr Zvekdr ex) Z]I (e, ex) = tro I,

ce qui donne pour le tenseur F en fonction de la métrique g :

_ — 1 _ t gr]I
E =TRic+ ——Vdr - ——73. (2.1.9)
r T

On rappelle les formules de Gauss pour la seconde forme fondamentale avec
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7 et T deux vecteurs de T'M :

n

Y IRz e T) = (Rie” —(teo I) - T+ 1%)(Z,7), (2.1.10)

k=1
J(Rz 9,0T) = (0, 1+1%)(2,T), (2.1.11)
Y IRz e r ) = (e T4+57T)(2), (2.1.12)
k=1
G(Rg, ¢,k 0r) = O (tr"I) —[I[7 . (2.1.13)
k=1 ’
Comme Vdr(Z,T) = —dr(V,T) = —1(Z,T), on obtient pour E res-

treint & TM x T'M avec (2.1.9) et les formules de Gauss (2.1.10) et (2.1.11) :

E(Z,T) = Ric(Z,T)—r*(n—1)I(Z,T)—r(tr*1)g.(Z,T)

n

= 2 IRz eenT) +3(Rz 5,0, 7)

—_(r_l(n — 1) T+~ (tro ) gr) (Z,T)
= (Ric" +(20+ 0, — tr" D —r"(n — 1)) I—r~(tr9 1) g,) (Z, T).

D’autre part, on a :
= = 1
Vdr(Z,0,) = —dr(V z0,) = -3 Z-|drz =0,

ainsi avec (2.1.9) et la formule de Gauss (2.1.12), I'égalité (2.1.7) est facile-
ment démontrée.
L’égalité (2.1.8) vient directement de (2.1.13). O

Lemme 2.1.10. Avec les notations du lemme précédent on a les deux égalités
susvantes :

tr90,E = —207E(9,) + (0, — 2te% 1 —2(n — 1)r ") E(D,,9,), (2.1.14)

ei - (E(0;,0,) + tr7 E) + 209E(e;) = 2(0, — tr L —(n — 1)r~ ") E(e;, 0,).
(2.1.15)
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Démonstration. On va démontrer ces deux égalités en appliquant l'identité
de Bianchi 09+F + %dtrngE = 0 aux vecteurs 0, et e;. On obtient donc les
deux égalités suivantes :

1
V*E(0,) + 3 O (tr'*E) = 0 (2.1.16)
1
§9*E(e;) + S6 (tr’*E) = 0 (2.1.17)
D’apres I’égalité (7.1.1), on obtient pour le changement conforme de métrique

gy =177g :

dr(U) v dr(V)

r r

U +3(U. V), (2.1.18)

ViV =V -

ou U et V sont deux vecteurs de T'X et VT est la connexion de Levi-Civita
de g;4.
Ainsi pour le premier terme de (2.1.16) on obtient :

SHE(0,) = —r*(t! VTE)(0,)
= —7"2(2 ekE(ek; ar) - E<ngek’ 87") - E<€k’ Vérk&)
k=1
+ arE(ara 87”) - QE(vé ar’ 8T))

_ _TQ((ar — 1T =Y (n — 2)) E(,,8,) + 6“E(d,)
— trlloF — ril(trgrE)),
et pour le deuxiéme terme de I'égalité 2.1.16 :
Oy 19 E = (619 0,FE + 241" LoE + 0,E(9,,0,)) + 2r(tt" E + E(9,,0,)),

ce qui donne directement (2.1.14).
Calculons maintenant le premier terme de (2.1.17) :

69 E(e;) = —r2<Zek - Eley, e;) — E(V¢, ex, e) — Elex, ngei))
k=1

o) o)
= —r*(0, —tr"L—r~'(n—1))E(0,, ;) + r*67E(e;),

—1*(0,E(0,,e;) — E(V} 0,,e;) — E(0,,V} €;))
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et le deuxiéme terme de (2.1.17)
ei- (1t E) =r*(e; - E(0,,0,) + €; - (1" E)),
ce qui donne bien (2.1.15). O

Nous allons maintenant démontrer le théoréme 2.1.6.

Démonstration. On va étudier la résolution en série formelle de 1’équation
d’Einstein £ = O(r*). On désigne par une apostrophe la dérivée par rapport
ar, d’apres (2.1.6) et en utilisant 'égalité I = —3g/, on a I'égalité suivante :

/=1 /

—2r By = rg/+(L=n)g,— (07 g,) 9, — 79,9, 9,
r
+3 (tr9" ¢/) g, — 2r Ric?" .

Soit g, une famille & un parameétre de métriques sur M qui vérifie I’égalité
Eirym =0, clest—a—dire :

r

5 (tr?g)) g.—2r Ric? =0, (2.1.19)

rg;+(1=n) g, —(trg;) g-—7 9, 97 ' 9, +
on va déterminer par récurrence son développement en série formelle en r =
0 en regardant les dérivées successives de I’équation (2.1.19) restreinte au
bord. On utilise la convention suivante; on omettra le r pour les dérivées
de g, qui sont prises sur M (par exemple, ¢’ := g;|r:0). On commence en
regardant 1’équation (2.1.19) sur le bord, c¢’est-a—dire pour r = 0, ce qui
donne I’équation en ¢’ suivante :

(I1—=n)g — (tr%') g =0.

Ainsi le premier terme g/ = ¢’ du développement asymptotique de g, est
nul. Dérivons maintenant I’équation (2.1.19) par rapport & r en r = 0, on
obtient :

(2—n)g" — (tr9¢") g — 2Ric? = 0,

ce qui donne

Scal?
trig” = 2.1.2

g' = —2P, (2.1.21)
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ou P, désigne le tenseur de Schouten de g :

1 1
P, = i — 19 g. 2.1.22
i R T T (2.1.22)

Soit k un entier inférieur a n, alors I'équation (2.1.19) dérivée (k — 1) fois
est de la forme suivante :

0= (k—n)g® — (tr9%") g + des termes en g avec 1<k (2.1.23)

Pour k # n, Uopérateur n — (k — n)n — (tr9n) g est inversible sur les 2—
tenseurs symétriques, ainsi on calcule g®) par récurrence avec les termes g
préalablement déterminés par des termes de courbures de (M, g) tant que k
est strictement inférieur a n. Si n > 3 et sachant que g/ = 0, I'équation
(2.1.23) pour r = 0 et k = 3 implique que ¢© = 0. Par des arguments de
parité, on montre alors par récurrence, que les dérivées impaires par rapport
a r de g, et d’ordre inférieur a n s’annulent sur le bord. La différence entre
la dimension paire et la dimension impaire apparait quand on dérive n —
1 I'équation (2.1.19). Quand n est impair, on obtient que la trace de g
est nulle, car les autres termes s’écrivent comme une somme de produit de
dérivées impaires de g,, par contre on ne peut déterminer sa partie sans trace,
mais on peut continuer la résolution de maniére C'*°. Si maintenant n est pair,
on peut encore déterminer trfg,), mais il se peut que le terme en dérivées
d’ordre inférieur contienne un terme sans trace. Ce qui donne un terme sans
trace h en r"logr dans le développement de g, qui est lui aussi déterminé
par des termes de courbures de (M, g).

Pour résumer, on vient de montrer que g, est entiérement définie par des
termes en courbures de g modulo O(r™) et qu’elle posséde bien le développe-
ment asymptotique décrit dans le théoréme 2.1.6. Cela implique que g, est
unique modulo O(r"~2) et que g, vérifie :

[Ric?* +ngi]jrm = O(r"logr).

Pour compléter la démonstration, on va montrer par récurrence que le dé-
veloppement asymptotique de g, qu’on vient de déterminer donne des termes
négligeables dans les autres directions pour E, c¢’est—a—dire que

E(0,,0,) = 0™ ") et E(e;,d,) = O(r"2).

On montre facilement avec (2.1.7) et (2.1.8), que E(9,,0,) = O(r7!) et
E(e;,d,) = O(1). Supposons que F(d,,0,) = O(r*™!) et E(e;,d,) = O(r?)
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pour 0 < s < n — 1, on écrit alors E(0,,0,) = Ar*™! et FE(e;,d,) = wr®.
Comme E(e;,d;) = O(r"™?), on a trd,E = O(r"*) = O(r* '), de plus
6 E(0,) = O(r®) et tr9"1 = O(r), ainsi I'égalité (2.1.14) mod O(r*~1) de-
vient (s — 2n + 1)Ar*72 = O(r*71) et Pégalité (2.1.15) mod O(r*) devient
(s + 1 —mn)ur*"t = O(r®), ce qui donne A = O(r) et p; = O(r). O

Ezemple 5. Pour 'espace hyperbolique (H"™! g, ), on utilise le modele du
disque de Poincaré, alors en notant p = Y z?, la métrique g, s’écrit :

_ 4>2(dx')?  4dp* +4p% gse

T T ey
Soit d(x) = log %Z la distance hyperbolique de z & 0, on pose 7(z) = e~
ce qui donne p = f: et dp = %, ainsi en fonction de r, la métrique
hyperbolique s’écrit de la fagon suivante :
dr? + (1 —r?)% go gsn
9+ = 2 ; avect go = I

Il est facile de voir que r compactifie (H"™!, g, ) sur le bord en (S",1/4 gsn),
et avec les notations du théoréme (2.1.6) on obtient :

(1 —1r?)?

. 92.1.24
9 ( )

Ir =
Exemple 6. Soit (M", g) une variété d’Einstein avec Ric? = 4\(n —1)g, alors
la métrique

_drr+(1-Xr?)yg

g = > (2.1.25)

satisfait ’équation Ric?* +n g, = 0. On prouve ce résultat, en montrant que
gr = (1 — A1?)? est une solution exacte de (2.1.19).
2.2 La métrique de Poincaré en dimension 2

Proposition 2.2.1. En dimension 2, la métrique de Poincaré g, admet le
développement asymptotique suivant :

g = g+ gy’ + 0, (2.2.1)

avec 1r gigy = —5 DCal”, ou Ur aesigne La trace par rapport a ¢g.
tr g(2) 1 Scal?, ou tr désigne la t tag
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Démonstration. Quand n = 2, ’équation (2.1.19) devient :

r

5 (tr¢g.) g. — 2rRic? = 0.  (2.2.2)

rgl —g.— (ttg.) g — 7 9.9, g, +

D’aprés le théoréme (2.1.6), g = 0 et en dérivant (2.2.2) par rapport a r
sur M, on obtient :
(trg") g+ 2Ric? =0,

ce qui donne en prenant la trace :
__1 9
trgo) = 3 Scal? .

De plus en dimension 2, le tenseur de Ricci est proportionnel a la métrique,
ainsi il n’y a pas de terme en r?logr, ce qui conclut la preuve. O

2.3 La métrique de Poincaré en dimension 4

Nous allons montrer que le terme logarithmique dans le développement
de la métrique de Poincaré de (M, g) en dimension 4 est égale & un tenseur
particulier, le tenseur de Bach de (M, g) (voir [11]), que l'on définit ici en
toute dimension :

Définition 2.3.1. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n, on
définit le tenseur de Bach de la maniére suivante :

B(X,Y) = (Ve, Ve, P)(X,Y) = (Ve,Vy P)(X, ex) — P<Wek,X Y, ex).
(2.3.1)
ou W désigne le tenseur de Weyl de g, P le tenseur de Schouten de g en
dimension 4 (2.1.22) et (e1,...,e,) une base orthonormée de T M.

On obtient pour le développement de la métrique de Poincaré :

Proposition 2.3.2. En dimension 4, la métrique de Poincaré g, admet le
développement asymptotique suivant :

1
gr=¢g—Pr*— gBr4logT+g(4) r*+O(r), (2.3.2)
avec tr gy = 1/4 (tr PoP), ou tr désigne la trace par rapport a g.
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Remarque 5. Soient g et § = €**g deux métriques conformes sur M*, grace
au théoréeme 2.1.6, on retrouve le fait que le tenseur de Bach est invariant
conforme en dimension 4 :

B =e¢%B,
ol B est le tenseur de Bach de ¢ et B celui de §.

Démonstration. Quand M est de dimension 4, I’équation (2.1.19) devient :

rg; —3g,— (t1"g)) gr — 7 9,9, 9 + g (tr”g;) g, — 2r Ric™ = 0. (2.3.3)

D’aprés le théoréme 2.1.6 avec (2.1.21), g, admet le développement asymp-
totique en 7 suivant :

g =g+ gar* + hrilogr +O(r),
avec
1
2
ou Scal et Ric désignent respectivement la courbure scalaire et le tenseur de
Ricci de g.
Dérivons trois fois par rapport a r I’équation (2.3.3) en r = 0, on obtient :

. 1
g =—P= Ric +E Scal,

3h+4(trgu) g — 2 (tr PoP) g + 4 PoP —2d, Ric(P) = 0,

ou d, Ric(P) désigne la différentielle du tenseur de Ricci en g dans la direction
P. On détermine alors facilement le terme h :

h = —%tf(PoP) + gtf(dg Ric(P)),

ou tf désigne la partie sans trace par rapport a g.

Lemme 2.3.3. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n, alors
la différentielle du tenseur de Ricci en g dans la direction du tenseur de
Schouten P est égale a :

1
d, Ric(P) = —§B+gtf(PoP). (2.3.4)

ou B est le tenseur de Bach de g et PoP est considéré comme un 2—tenseur
Symétrique via g.
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Comme le tenseur de Bach est un tenseur sans trace, h = —1/3B et on
obtient

1
tr gy = Z(tr PoP),
ce qui conclut la démonstration de la proposition. O]
Il nous reste a démontrer le lemme ci-dessus.

Démonstration. D’aprés [3, 1.116] le tenseur de courbure R de g se décompose
de la maniére suivante :

Scal 1 Scal
R=_—"" ——  (Ric-22 W
2n(n—1)g®g+n—2( ic 4g)@g+ ,
on obtient facilement que :
R=Pog+W. (2.3.5)

D’aprés 1’égalité de Bianchi, le tenseur de Schouten vérifie I’égalité suivante
39 P +d(tr P) = 0, on obtient ainsi I’égalité suivante :

—(Vx Ve, P)(Y,er) + (VxVy P)ler, ex) = 0. (2.3.6)
En intervertissant les dérivées, on obtient :
(Ve,Vx P)(Y,e) =
(Vx Ve, P)(Y,ep) — P(Rek, x Y.er) + (PoRic)(X,Y) (2.3.7)
Calculons la différentielle du tenseur de Ricci de la métrique g dans la direc-
tion h, d’aprés [3, 1.174] on a
d, Ric(h)(X,Y) = %((vekv xh) (Y, er) + (Ve, Vyh)(X, ex)
—(Ve, Ve, h)(X,Y) — (V x Vyh)(ex, ex)),
avec (2.3.7), (2.3.1) et (2.3.6), 2.3.5 on obtient
2d, Ric(P)(X,Y)
= (Ve,Vx P)(Y,er) + (Ve, Vy P)(X, ex)
—(Ve, Ve, P)(X,Y) = (Vx Vy P)(er, ex)
= (VxVe,P)(Y,er) — P(Rek, x Y, er) + (PoRic)(X,Y)
—B(X,)Y) -P(W,, xY,er) = (VxVy P)ler )
(P®g)(er, X,Y, ) P(e, er) + (PoRic)(X,Y) — B(X,Y)
2(PoP)(X,Y) = (trPoP)g(X,Y) — (trP) P(X,Y)
+(PoRic)(X,Y) — B(X,Y).
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Comme Ric = (n — 2) P +tr P, on arrive bien au résultat voulu :

2d, Ric(P) =n(tf PoP) — B.

2.4 La métrique de Poincaré en dimension 6

On obtient pour le développement de la métrique de Poincaré :

Proposition 2.4.1. En dimension 6, la métrique de Poincaré g, admet le
développement asymptotique suivant :

2

1 1 ..
g = g+ (%Scalg— §RIC) 51
3 3 3 4
+(% Scal* g — 0 Scal Ric —|—§ RicoRic -3 B ) %
+hr%logr + g + O(r"). (2.4.1)

Démonstration. Quand M est de dimension 6, I’équation (2.1.19) devient :

rgl —5g.— (tt7g.) g, — r g9, g, + g (tr9g) ¢\ — 2r Ric% = 0. (2.4.2)

D’aprés le théoréme 2.1.6 avec (2.1.21), g, admet le développement asymp-
totique en 7 suivant :

gr =g+ g(Q)rQ + g(4)r4 +hrS log r + g(6)7’6 + O(r7),

avec 1 1
9go) = — P = 1 Ric +E Scal,

ou Scal et Ric désignent respectivement la courbure scalaire et le tenseur de
Ricci de g.
Dérivons trois fois par rapport a r I’équation (2.3.3) en r = 0, on obtient :

—2¢"" — (tr ¢"") g + 12 (tr PoP) g — 24 PoP +12d, Ric(P) = 0,
d’aprés le lemme 2.3.3, on a ;

_29//// . (tl" g////) g+6 (tl" POP) g+ 12 PoP -6B = 0.
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En prenant la trace par rapport a g, on détermine le tenseur ¢"”” :

trg™ = 6(trPoP)
¢" = 6PoP —-3B,
ainsi on obtient bien :
trg” 1 21 s 3. 1
trg(4) = A1 = Z(—MSCaI +g|RlC |g)
1 1,3 3 3
gy = 1 J" = il (@ Scal® g — 0 Scal Ric +§ RicoRic —3 B )

]

Pour plus de détails sur la métrique de Poincaré et les applications qui
en découlent, on pourra consulter l'excellent livre [5].
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Chapitre 3

Les applications
conformes—harmoniques

3.1 Un probléme a bord

On munit notre variété compacte M™ d’une structure conforme [g] et on
note gy = r~2(dr? + g,) sa métrique de Poincaré¢ définie sur X = M x]0, ¢[. Tl
convient de remarquer que g, explose pour r = 0, cependant on peut quand
méme définir le laplacien de (X, g ) sur (N, h).

On se donne ¢ une application C*° de M dans N, notre probléme a
bord est de prolonger ¢ en une application ¢ de X dans N qui soit C®
et harmonique de (X, g,) dans (N,h). On cherche donc a déterminer les
obstructions a résoudre le systéme suivant :

()5|7":0 =@
09+To =0.
Notons py, la projection de M x [0, 1] sur M, grace a ’exponentielle, on
va identifier localement notre variété d’arrivée N, avec le fibré (@ o pp)*T'N,

de maniére & faire un développement asymptotique sur ce fibré.
Quand la dimension de M est paire, on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.1. Supposons que n soit un entier pair, on se donne (M™, g)
et (N,h) deux variétés riemanniennes et on note (X,gy) la métrique de
Poincaré de (M, g). On écrit g, sous la forme (2.1.1) et on se donne ¢ une
application C* de (M, g) dans (N, h), alors il existe une unique section U
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de (p o par)*T'N modulo O(r™), telle que Uapplication ¢ := (exXpyo,,,) © U
vérifie le systeme suivant :

S5|r:0 =@
§9+Tp = O(r"*tlogr).
De plus U admet le développement asymptotique en r suivant :
U(p,7) = Us(p) r*+ - AU, _o(p) r" 2+H(p) r" log r+U,(p) r"+. .., (3.1.1)

ou les premiers points désignent des termes en puissances de r paires qui
sont entierement déterminés par ¢ et des termes de courbures de g et de
h. Le terme HY ne dépend que de @ et de |g] et ’équation H(p) = 0 est
une équation aux dérivées partielles elliptique non—linéaire d’ordre n sur des
applications de (M™, g) dans (N, h), qui est invariante conforme par rapport
ag.

En outre, notre terme H9(p) est de la forme suivante :

H9(p) = ay, (69%d)"*7 69T + des dérivées de ¢ d’ordre inférieurs,

ot 09 désigne la divergence sur le fibré Q(M) @ o*T N et a,, est un coefficient
qui est donné par la formule :

I Vi
= ot (n2)l(n/2 — I’

Nous avons le théoréme suivant quand la dimension de M est impaire :

Théoréme 3.1.2. Supposons que n soit impair, on se donne (M", g) et
(N, h) deuzx variétés riemanniennes et on note (X, g, ) la métrique de Poin-
caré de (M,g). On écrit g, sous la forme (2.1.1) et on se donne ¢ une
application C* de (M, g) dans (N, h), alors il existe une unique section U
de (¢ o pu)*TN modulo O(r™), telle que lapplication ¢ 1= (exp,,,,,) o U
vérifie le systeme suivant :

¢|r=0 =
89Ty = O(r"tl),
De plus U admet le développement asymptotique en r swivant :

Up,r) = Us(p)r? + -+ Un(p) 1" + Upr 7+ (3.1.2)

ou les premiers points désignent des termes en puissances de r paires qui
sont entierement déterminés par o et des termes de courbures de g et de h.
Le terme U, est indéterminé.
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Nous pouvons a présent définir les applications conforme—harmoniques.

Définition 3.1.3. Soit n un nombre pair, on dit qu’une application ¢ entre
deuz variétés riemanniennes (M™, g) et (N,h) est conforme—harmonique de
(M™[g]) dans (N, h), si @ est solution de l’équation aux dérivées partielles
H9(p) =0 du théoreme 3.1.1. Afin d’alléger le texte, on parlera alors d’ap-
plication C-harmonique.

Remarque 6. Nous aurions pu nous contenter de déterminer la valeur sur le
bord des (n — 1) premiéres dérivées par rapport a r de notre solution @ et
de notre terme H quand n est pair. Il est facile de voir que c’est équivalent
a la donnée du développement asymptotique de U, mais il nous semble plus
naturel de procéder comme nous avons fait, en particulier pour faire le lien
avec le théoréme de Graham-Zworski sur les fonctions (voir ci-dessous).

Un exemple simple d’applications C—harmoniques est de regarder quand
notre variété d’arrivée N est égale a R™, cela revient a travailler avec les
fonctions C* de (X, g, ). On retrouve quand n est pair, la construction de
Graham et Zworski ([14]) des opérateurs GIMS de Graham, Jenne, Mason
et Sparling ([12]) en calculant directement le développement asymptotique
de ¢. C’est pourquoi dans le cas général, comme on ne peut pas faire de
développement asymptotique sur ¢, on identifie notre variété N d’arrivée
avec le fibré *T'N, pour pouvoir calculer le développement asymptotique de
U. Sur les fonctions, notre théoréme 3.1.1 devient :

Théoréme 3.1.4 (Graham-Zworski). Soit f une fonction C* de M,
alors il existe une unique fonction f mod O(r™) de X wvérifiant le systéme
suwvant :

f|r:0~ = f

Ay, f =0 logr).

De plus, le développement asymptotique de f est pair jusqu’au terme n — 1
et il contient un terme en r"logr qui ne dépend que de f et de [g]. Ce
terme logarithmique définit un opérateur différentiel invariant conforme sur
les fonctions de (M, g) qui a pour terme principal AZ/Q. 1l s’agit de l’opérateur
GJMS de rang maximal.

Ezemple 7. Supposons que (M, g) soit une variété d’Einstein de dimension
paire, alors on a une écriture explicite de la condition de C-harmonicité, la
fonction f est une fonction C-harmonique sur (M, [g]) si et seulement si :

(Ag — Cl) e (Ag - Cn/g)f =0
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avec . _
(n+2j —2)(n—2j)

c; =

! dn(n—1)
Ceci découle d’une formule due & Graham, qui a été redémontré par Gover
(voir théoréme 1.2 dans [9]).

Scal? .

3.2 Démonstration du théoréme 3.1.1

3.2.1 Quand M est de dimension paire

Soit ¢ une application de (X, g,) dans (N, h), on note ¢ sa restriction
sur M, on va montrer que si 6T = O(r"™logr), alors application U :=
(exp¢opM)_1 o ¢ admet le développement asymptotique annoncé.

Soit g le prolongement de r2g, sur X, on note respectivement V et V"
les connexions de Levi-Civita de (M, g) et (N, h). Par changement conforme
de métrique (7.1.4), on obtient pour laplacien de ¢ :

STy = 1268Tp+r(n—1)0,¢
= (V) (T8(e0) = T6(Vesei) + V) 50,9)
+r(n—1)0,¢
= (09 T¢+ (tr 1) 9,¢ — Vg (ﬁ&«@) +r(n—1)0,p,

ou (eq,...,e,) est une base orthonormée de T'M par rapport a g, et I est la
seconde forme fondamentale des tranches {r} x M par rapport a g. Comme
I= —% g.., alors le laplacien de ¢ s’écrit finalement :

trér g,
2

39+ Tp = r* (87 Tp — 0rp — V4 (ﬁa,@ +r(n—1)0,¢,  (3.2.1)
et on obtient directement que §9+T¢ = O(r) par rapport a la métrique g.
Pour simplifier les notations, on pose ¥} comme étant égale a la valeur au
bord de la k—iéme dérivée de ¢ par rapport a r, c’est—a—dire

(k) — ( )kfl

® ool .
r=0

h
V&. %
On a facilement les équivalences suivantes

§9 TP = O(r?) <= [Vg @59+T95]r:o — 0 — oM =0,
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Comme la dérivation Vg 3 sur @*T'N restreinte au bord ne dépend que de
I

la métrique h, de lapplication ¢ et de ¢) qui est nul, on peut déterminer
©®) en fonction des conditions initiales, c’est-a-dire notre application ¢ et
des termes de courbures de (M, g) et de (IV,h). On procéde par récurrence
sur k tant que k est strictement plus petit que n. Supposons que @*~1
soit déterminé par les conditions initiales, on détermine ¢®*) en résolvant
I'équation 69+T% = O(r*1) qui est équivalente a [(Vgﬂﬁ)ké“T@} o = 0.

On obtient alors

trd g,
2

67«95)] L (3.2.2)

r=0

(k=) = (k= 1) (V4 5)" 20" T -

Comme on connait les dérivées d’ordre inférieur de ¢ par hypothése de ré-
currence et le développement asymptotique de g, pour r = 0 jusqu'au terme
en r"logr, alors le terme de droite de (3.2.2) est entiérement explicité par
les conditions initiales, tant que k est strictement inférieur a n.

Par exemple si k = 2 et n # 2, on obtient :

(2 — L g
P =g 0T, (3.2.3)
car la dérivée de g, par rapport & r s’annule pour r = 0 (voir théoréme
2.1.6). Si k est impair, on montre facilement par récurrence, en utilisant le
fait que g, admet un développement asymptotique pair en r = 0 jusqu’'au
terme n — 1, que le terme de droite de (3.2.2) est nul, ainsi pour tout entier
impair s compris entre 1 et n — 1, on a :

©® = 0. (3.2.4)

On verra que pour n strictement plus grand que 2, il apparait des termes de
courbures de (M, g) et de (N,h) dés le terme ™), (on pourra consulter les
exemples explicites du cinquiéme chapitre).

Nous allons faire maintenant notre identification entre notre section U
et notre application ¢. Pour cela, on prend p un point de M, I'application
exponentielle en ¢(p) détermine un isomorphisme entre une petite boule B,
de N centrée en o(p) et un ouvert de T, N. On pose €, = sup({ar | V3 <
a, ¢(p, ) € By }) et on définit

U(p,r) = (expyy)(2(p,7)), pour r < &,
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Remarquons ici que U(p, 0) est nul, puisque par définition de ’exponentielle,

U(p,0) = (expy,) ' (@(p) = 0. (3.2.5)

Comme la dérivée de ¢ par rapport a r est nulle sur le bord, il en est de méme
pour la dérivée de U par rapport a r. On montre ainsi par récurrence, que
les dérivées impaires d’ordre inférieur a n de U s’annulent sur le bord. Ainsi
les termes impairs du développement asymptotique de U sont nuls jusqu’a
I'ordre n et les termes pairs sont donnés jusqu’a 'ordre n — 2 par les dérivées
de ¢ par rapport & r en r = 0, qui sont eux-mémes entiérement déterminés
par les conditions initiales. En résumé, le développement asymptotique de U
en 7 = 0 est de la forme suivante :

U(p7 T) = UQ(p) T2 + e+ Un—Q(p) Tn_2 + ... )

Supposons que le terme suivant du développement asymptotique soit le
terme U, (p) 7™ et non le terme en r" logr, alors la dérivée par rapport a r de
@ admet le développement asymptotique en r = 0 suivant :

87‘95 = ar(expspopM(U))

1
= ¢<2)r+§¢<4)r3+...+Qr"*1+...,

ou le terme () est déterminé par le développement de U. On obtient alors
facilement que

r? (Vé‘r@@r@) —r(n—1)0,¢ =0("),

ce qui montre qu’avec (3.2.1), 'égalité 69+ T = O(r"*logr) implique que

trér g,

2

Cette équation n’a aucune chance d’étre vraie en général, c’est pourquoi on
introduit notre terme en 7"~ ! logr. Le développement asymptotique en r = 0
de la dérivée de ¢ est ainsi la forme :

1
o3 = oPr+ §¢(4)T3+--.-I—an((,o)T”_llogr—i-QT"_l +...,

[(V(%r S5)’“*"'(5“!@@ — 87«;3)] = 0. (3.2.6)

r=0

et on obtient dans ce cas la

r? (V(}i@ar@) —r(n—1)0,¢p=nH(p)r" +O(r"logr),
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ce qui montre qu’avec (3.2.1), I'équation §9%+T¢ = O(r"tlogr) est équiva-
lente a I’égalité suivante :

n—1

trf g, .
0rp)

h B n—2(Sgr,5 __
(V)20 T — =

H(p) = 0,5 (3.2.7)

n!
ce qui détermine HY(¢p) par les conditions initiales. Il faut remarquer ici, que
notre équation de récurrence ne nous permet pas d’expliciter le terme U, ce
qui nous empéche de prolonger notre unicité au dela de ce rang.

Regardons le coefficient devant le terme de plus haut degré par rapport
a , on obtient facilement

-1
H(p) = n ' 69dp ™ 4+ des termes d’ordres inférieurs
n!
(n=1) 1 =3) o m
- _ S92 ...
_ (_1)71/2—1 (TL _ 1) (n _ 3)(” _ 5) o1 ((Sgd)n/QilégT@ 4.

nl 2---(n—4)(n—2)

= (—1)"/2_1 g J\n/2—1¢g
= w0 e

Montrons maintenant l'invariance conforme, soit § = €?*¢ une métrique
sur M conforme a g, on va montrer que H9(p) = " H(p), ou HI(p) se
rapporte a g. Soit 7 la fonction compactifiante normalisée associée a g, alors
la section U associée & § admet le développement asymptotique en 7 = 0
suivant :

U(p,7) = Ug(p) + -+ Uno(p) T2+ H(p) T logr + O(F").  (3.2.8)

Comme 7 = e“r, on remarque facilement que le seul terme qui va donner
r™logr est €™ HY, ainsi on obtient :

HY = "™ HY.

3.2.2 Quand M est de dimension impaire
Supposons maintenant que n est impair, 1’égalité suivante est encore vraie

trirg,

89+ Tp =12 (89T — 5 0 v§r¢ar¢) +r(n—1)0,¢,  (3.2.9)
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ainsi, en procédant de la méme facon qu’avant, on montre que les dérivées
impaires de ¢ par rapport a r d’ordre inférieur & n — 1 s’annulent sur le
bord. Par contre, pour des raisons de parité, on remarque que le terme de
droite de I’égalité ci-dessus ne contient pas de terme en 7", contrairement au
cas précédent. Il n’y a donc pas de terme en r" logr dans le développement
asymptotique de U et le terme en r" est indéterminé.

On vient de montrer que si ¢ est une application C*' de X dans N
et qui est harmonique de (X, gy) dans (NV,h), alors son « développement
asymptotique » (en fait celui de U) est déterminé jusqu’au terme r"~! par
les métriques g et h, et la valeur de ¢ sur le bord.

3.3 Exemples

Proposition 3.3.1. Soient (M™,g) une variété d’Einstein de dimension
paire et (N, h) une variété riemannienne, alors les applications harmoniques
de (M, g) dans (N, h) sont C-harmoniques.

Démonstration. Supposons que g soit une métrique d’Einstein avec Ric? =
4\(n — 1) g, nous avons vu dans (2.1.25) que la métrique de Poincaré de g
s’écrit :
_drr+ (1= Xr?)yg

r2 '

g+

Soit ¢ une application harmonique de (M, g) dans (N, h), nous allons montrer
que H9(p) = 0. La métrique g étant d’Einstein, on obtient avec (3.2.2) pour
k=1 :

@ _ -1 09T P n 2 nr ] _0
n—2L(1—-AM2?)?2 1—-Ar2l=0

¥

Par récurrence, on montre ainsi que les dérivées paires de ¢ sont nulles en
r =0 et donc que H%(p) = 0. O

Comme 'application identité d’une variété riemannienne est harmonique,
on vient donc de montrer que si la variété est Einstein, alors elle est C—
harmonique. On montrera qu’il existe des hypothéses plus faibles qu’étre
Einstein pour que identité soit harmonique (voir le corollaire 5.1.4 pour la
dimension 4 et le théoréme 5.2.2 pour la dimension 6).
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3.4 Obstruction au remplissage harmonique

On obtient facilement du théoréme 3.1.1, pour les variétés asymptotique-
ment hyperboliques, le corollaire suivant :

Corollaire 3.4.1. Soient (X" g.) une variété asymptotiquement hyperbo-
lique de dimension impaire et une variété riemannienne (N, h), on se donne
¢ une application qui est C™ de X dans N et harmonique de (X,g,) dans
(N, h), alors @z est C~harmonique de (M, [g]) dans (N, h).

Démonstration. D’aprés le théoréme 3.1.1, 'application
U(p,r) := (exPyp0) ¢ (0:7)
admet comme développement asymptotique pour r =0 :
U(p,r) = Us(p) + -+ Un_a(p)r" 2+ H(p)r"logr + O(r™),  (3.4.1)

or ¢ est C™ sur X, donc H? = 0 et @m est bien C-harmonique. O]
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Chapitre 4

L’énergie renormalisée

4.1 Quand M est de dimension paire

Soient ¢ une application de (M, g) dans (N, h) et ¢ son prolongement
construit par le théoréme 3.1.1 (les termes indéterminés de ¢ n’auront aucune
incidence dans la suite), on note

. 1 L
E(p,p) := —/ I T@|2, dvoly,
2 Mx[pse]

I'énergie de ¢ dans le ruban M x [p; €| qui dépend donc de 'identification au
bord via la métrique g. En renormalisant cette énergie, on obtient le théoreme
suivant :

Théoréme 4.1.1. Le développement asymptotique de E(p,p) en p = 0 est
de la forme suivante :

N . - 1
E(SDHO) :E(an) ,02 ++E(72)P 2+F10g;‘|‘0(1),

ou les points désignent des termes en puissances paires de p de 2 —n a —2
qui sont entierement déterminés par ¢ et des termes de courbures de g et de
h.

Le terme F' ne dépend que de ¢ et de la classe conforme de g et de la
métrique h, ainsi la fonctionnelle

Egp) = . F(p,9)

na,
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est invariante conforme, c’est—a—dire que pour toute métrique g dans la classe
conforme de g, on a :

E(p) = &(p),
et elle s’écrit

1
E,(p) = 5 /M <(59d)"/2*259T<p,59T<p>g dvol, + .. ., (4.1.1)

ou les points de suspension désignent des intégrales sur M de termes en
dérivées de ¢ d’ordre inférieur.

De plus, le gradient de notre fonctionnelle £, associé¢ a g est égale a
a, ' H9, c’est—a—dire que quelque soit o € T(p*TN), on a

d,8,(¢) = — / (¢, HY dvol,.
An J M

L’étude du développement asymptotique de 1’énergie est a mettre en pa-
rallele avec celle du développement asymptotique du volume d’une variété
asymptotique hyperbolique, calculé par Graham dans [10]. En effet, celui—ci
est similaire au niveau de sa structure a celui de notre théoréme : un dévelop-
pement en puissances paires de r, suivie d’un terme logarithmique L qui est
invariant conforme et qui joue le réle de notre terme H dans notre théoréme.
Pour le gradient de notre énergie, on retrouve les mémes idées pour 1’étude
de la variation du terme L, dans le théoréme suivant du & Graham et Hirachi
dans [11].

Théoréme (Graham—Hirachi). Soient (X, g1) une variété asymptotique-
ment hyperbolique et g une métrique dans son infini conforme, on se donne
g: une famille a 1-parametre de métriques sur M vérifiant go = g et on note
g = [0Y]i=0- La variation du terme L dans la direction ¢ est égale

. 1 .
AL6) = =1 [ (i dvol,

ou h est le terme en r™ logr dans le développement asymptotique de g, du
théoreme 2.1.6.

On remarquera que Graham et Hirachi ont énoncé ce théoréme en terme
de Q—courbure et de tenseur d’obstruction. En effet, a un facteur multiplica-
tif, I'intégrale de la Q—courbure est égale & L (voir Graham et Zworski dans
[14]) et le tenseur d’obstruction est égale & h. On pourra également consulter
les travaux de Pierre Albin ([1]) sur le sujet.
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Démonstration. On va commencer par montrer que le développement asymp-
totique de I’énergie E est bien de ce type, remarquons déja que :

. 1 ) 1 T332,
E(g,p) =5 / T3|2, dvoly, = / —— 2% 4 dvol, .
2 M X [pse] 2 M X [pse] r

D’aprés les théorémes 2.1.6 et 3.1.1, les dérivées impaires d’ordre inférieur a
n de g, et de ¢ s’annule pour r = 0, alors [T'¢|2 ., dvol, admet le dévelop-
pement asymptotique suivant :

2+g7'

’T@ﬁlr?—i—grdelgr =(eo+ear®+--+e,ar™ 2+ 0(r"logr)) dvoly,

ce qui donne :

1
E(g,p) == / (eo P e T e, 7“_1) dr dvol, + O(1).
2 Ju x[pse]
(4.1.2)
On obtient ainsi le développement asymptotique annoncé :
E(@,p) = Eo-mp” "+ Eunyp' "+ -+ E_yp?
1
+F log; + Eo) + o(1),
et la formule suivante bien utile pour la suite :
1 n—2 ~|2
gg((p) — m /Jw a,r. |:|T(p|d7,2+g’r d/UOlg’r:|r,«:0' (4.1.3)

En effet, on a pour le terme de gauche :

nay na,

2 1
Ep) = F = / €n—2 dvoly,
M
et pour le terme sous l'intégrale a droite :

2T @52, dvoly, | _ = (n—2)!en_s duvoly.

r=0

La fonctionnelle £, : ¢ — [ est bien définie, car F' dépend seulement des
(n—2) premiers termes des développements asymptotiques de g, et de @, qui
sont déterminés par les conditions initiales.

Montrons maintenant que cette fonctionnelle est invariante conforme par
rapport & g. Soient r et 7 deux fonctions compactifiantes normalisées associées
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a deux choix de métriques conformes g et g, d’aprés Graham ([10]), il existe
une fonction b de M x [0,¢] qui admet un développement asymptotique en
7 = 0 pair jusqu'au terme 7! qui vérifie r = 7b(z,7). Posons p(z, p) =
pb(x,p), alors T > p est équivalent & r > p(x, p). La différence entre ces deux
choix de métriques conformes donne au niveau de I’énergie :

n/2—1

L . 1 Y
E(@,p) — E(p,p) = 5 /M - ( Z e’ +27)dr dvol, + O(1)
x[pip

J=0

et apres intégration sur la tranche,

1 p27n+2j / e )(b(l’ p)Q—n—i-Qj i 1)) dvol
2 pr 2—n+2j ! ’ g
1
+-= / e(n—2)logb(x, p) dvoly + O(1).
2 Ju

Il n’y a pas de terme en log p dans la premiére intégrale et comme b(z, p)
admet un développement pair en p jusqu’au terme p”, il n’y en a pas non
plus dans la deuxiéme, ainsi F'(®) est indépendant du choix de g dans sa
classe conforme :

D’aprés la formule 4.1.3, on a :

1
- - - (n=2)
Ey(p) N =2l /M (dp™?), g0>g dvoly + . ..

= / ((09d)"27269Tp, 69T'p)  dvoly + ...
M

On va montrer que le gradient de notre fonctionnelle &, est égal a un
terme de bord dans une intégration par parties, pour cela on différencie notre
fonctionnelle en ¢ dans la direction ¢ € I'(@*T'N). Soit (¢¢)sc(o,1) une famille a
un paramétre d’applications C'* de M dans N qui vérifie le systéme suivant :

{ ¥o =@
[atgot]tzo :Qba

alors d’aprés le théoréme 3.1.1, quelque soit ¢ € [0, 1], il existe une application
¢t de X dans N qui vérifie le systéme suivant :
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S5t|r=o = Pt
89T, = O(r"*logr).

On munit X x [0,1] de la métrique v = g, + dt* et on note @ I'application
de X x [0,1] dans N définie de la maniére suivante :

D(p,t) = ¢i(p),V(p,t) € X x [0,1].

Son application tangente T'® est une section du fibré Q(X) ® &*T'N, sur
lequel on définit la connexion V7 comme précédemment.
La différentielle de &, en ¢ dans la direction ¢ est égale a

1

dsog((vb) = [atF<90t)]t:07

n

c’est—a-dire le terme en log p de (na,) *[0.E(Py, p)li=o. Comme
|T95t|§+,h = |T¢|'2y,h - |at¢|%n
on obtient en utilisant le fait que V*"T'® soit symétrique :

HE (b, p)
1 -
— 5@(/ |T<,0t|§+7hdvolg+>
Mx[p,e]

_ /M " (V3 T9.79) , — (V} 5(09),08), ) dvol,,
D,E
- /M o (<Vths(8t¢),T¢>%h - <VhT¢(at¢),Tq5>dt2’h) dvol,,
PsE
- /Mx[p,s] <thq§(at€15),T§l5>g+7hdvolg+
- / (Vs 01), Té), dvoly,,
Mxp] Pt 9+
ce qui donne pour t =0 :

VI

Aprés une intégration par parties, on obtient que la différentielle de & est
égale au terme en log p de 'expression suivante,

/ ([0es 59 T, — / 59 (040 T3, dvol,,
Mx[p,e] Mx[p,e]

<V%ﬂ@ [3,5(,525],5:0, Tg5>g+,hdvolg+ .

x[p.e]
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Comme 0+ T¢ = O(r"tlogr), [0:ft)i=0 = O(1) et dvol,, = O(r~"1), il n’y
a pas de terme en log p dans le premier terme. La deuxiéme intégrale nous
donne :

/ 5g+<[aﬂ5t}t:07 Tg5>hdvolg+
M x[pel

= — /J;4 p*nfl <dp7 <[(9t95t]t:0, T@>h>g+dv0l9p
= - / P_nH <[at95t]t:07 ap@>hdU0lgp,
M

ainsi le terme en log p recherché est le terme en p" ! log p de 9,p, qui est
exactement le terme n HY9. De plus [0;@t]i—0,—0 = ¢, ce qui montre bien que :

. 1 .
dy,Ey(¢) = —/M<<p, HY), dvol,.

Qn
[l

Remarque 7. On peut trouver dans la littérature (voir [4], [16] et les références
citées) une autre généralisation des applications harmoniques qui est non—
conforme. Ce sont les applications biharmoniques, qui sont définies comme
étant les points critiques de la biénergie :

1
EZ(p) = 5 /M |69T |3, dvol,,.

Quand (M, g) est conformément plate, les applications C-harmoniques sont
biharmoniques pour le bon changement conforme de métrique.

4.2 Quand M est de dimension impaire

Soient (X" g,) une varié¢t¢ d’Einstein conformément compacte et g
une métrique dans son infini conforme munie de sa fonction définissante r,
on identifie un voisinage de M dans X avec M x [0,¢]. Dans ces nouvelles
coordonnées, g4 s’écrit g = r~%(dr? + g,) ou g, est une métrique sur M.
Soient ¢ une application de X dans N on note

1

E(p,p) = 5/M T3|2, jdvoly, (4.2.1)
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I'énergie de ¢ dans M, = X\ (M x]0;p[), ot p est un réel dans |0,¢]. En
renormalisant cette énergie, on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.1. Soit ¢ une application harmonique de (X, gy) dans une

variété riemannienne (N, h) qui est C* de X dans N, alors le développement
asymptotique de E(p,p) en p =0 est de la forme suivante :

E($,p) = Egn) p> " + -+ By p '+ F +o(1),

ot les points désignent des termes en puissances impaires de p de 2—n a —1
qui sont entierement déterminés par ¢ et des termes de courbures de g et de

h.

De plus F' est un invariant conforme :

F(g,¢) = F(g,9),Vg € [g]-

Remarque 8. Pour définir notre invariant conforme quand n était pair, on
avait seulement besoin d’une partie du développement limité de g, et de ¢,
qui dépendaient exclusivement de termes de courbure de g et de la valeur
de ¢ sur M, ainsi on avait une fonctionnelle parfaitement définie sur les
applications de M dans N. Alors que si n est impair on a besoin de toute la
métrique g, et de toute 'application ¢ pour avoir notre invariant conforme,
ce qui fait apparaitre des termes qui sont indépendants du bord rendant
impossible la construction d’une fonctionnelle analogue a celle du théoréme
4.1.1.

Démonstration. On va commencer par montrer que le développement asymp-
totique de I’énergie E est bien de ce type, remarquons déja que :

. . 1 .
E(@,p) = E(¢,¢) + 5 / T, pdvoly, ,
Mx[pse]

avec les théorémes 2.1.6 et 3.1.2, on obtient :
’T¢’3+,hd1}0l9+
= rl_"|T¢|§T2+gT’hdvolgr dr
= (e(o) LS e(2) LB en—1) T €m) T+ ... ) dvoly dr,

ainsi on a bien le développement suivant de I’énergie :

E(@,p) = Eonp” "+ Eunp" ™"+ -+ E_yp!
+ F +o(1).
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Montrons maintenant l'invariance conforme du terme constant dans ce
développement asymptotique. Soient r et 7 deux fonctions compactifiantes
normalisées associées a deux choix de métriques conformes ¢ et g, d’apreés
Graham ([10]), il existe une fonction b de M x [0, £] qui admet un développe-
ment asymptotique en 7 = 0 pair jusqu’au terme 7! qui vérifie r = 7 b(z, 7).
Posons p(x, p) = pb(z,p), alors T > p est équivalent a r > p(z, p). La dif-
férence entre ces deux choix de métriques conformes donne au niveau de
I’énergie :

E(¢,p) = E(#;p)
X (n-1)/2 |
= 3 / ( €2, 7’1”+2’) dr dvol, + o(1)
M x[ps;p] i

A /M (ey) (b(x, p)*> " — 1)) dvol, + o(1)

DO | —

Comme b(x, p) admet un développement pair en p jusqu’au terme p", il n’y a
pas de terme constant dans la différence E(p, p) — E(@, p), ce qui démontre
I'invariance conforme. O

4.3 Exemple

La proposition suivante nous donne la valeur de notre fonctionnelle pour
des applications harmoniques d’une variété (M, g) d’Einstein de dimension
paire dans une variété riemannienne (N, h) quelconque.

Proposition 4.3.1. Soit (M", g) une variété d’Einstein de dimension paire
avec

Ric! =4A\(n—1)g, (4.3.1)

(N, h) une variété riemannienne et ¢ une application harmonique de (M, g)
dans (N, h), alors notre fonctionnelle invariante conforme prise en @ est
égale a :

/() = ("> n = 2) [ [Tl dvol,
Dans le cas particulier de l'identité de (M, g]; on obtient ainsi :
E,(idar) = (4N)™*7 (n — 2)! nwol, (M),
ow voly (M) désigne le volume de M par rapport a g.
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Démonstration. D’apres les égalités (4.1.3) et (2.1.25), on a

1 _
Eglp) = —/ [af_2(|T90|3r2+gr dvolgr)]
M

Wl 2a
1 ~
— —/M [af—2<(1 — /\7“2)"|T90|?zr2+gr)]r:0 dvoly,

n(n—2)!a,

r=0

avec (3.3.1), on sait que les dérivées de ¢ par rapport a r s’annulent quand
r =0, ainsi

(e T e (e A N L 7
(

(n—2))* 7

)\ n/2—1 ’
=3 ((n/2 - 1))’ Plas
ce qui donne bien pour la fonctionnelle en ¢ :
(=21 ((n—2)! /
= dvol
Sg(¢) n(n—2)'an n/2—1 | 90| UOQ
= @ =2t [ [Tl oo,
m
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Chapitre 5

Les applications
conformes—harmoniques en basses
dimensions.

5.1 La dimension 4.

5.1.1 Ecriture explicite

En dimension 4, on peut expliciter facilement la fonctionnelle du théoréme
4.1.1 et ’équation de ses points critiques, c¢’est 'objet du théoréme suivant :

Théoréme 5.1.1. Soient (M*,g) et (N,h) deuzx variétés riemanniennes, la
fonctionnelle invariante conforme du théoreme 4.1.1 s’écrit alors :

2 .
E(p) = /M <|5Tg0|,21 + 3 Scal |T¢|% ), — 2 (Ric ®h)(Tg0,Tgp)>dvol, (5.1.1)

ot § désigne la divergence sur le fibré Q(M) x o*T'N. L’équation de ses points
critiques est :

ddoTp + 5(; Scal —2 Ric)Tp — S(0Tp) = 0,

ot Ric, Scal et dvol se rapportent a g et S est ’'endomorphisme de ©*T N
défini de la maniére suivante :

S(X) = Z R’jX’ T(en) TP, (5.1.2)
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ot (eq,...,eq4) est une base orthonormée de T M par rapport a g et R" est le
tenseur de courbure de (N, h).

Nous démontrerons ce théoréme dans la section 1.4.2.

Remarque 9. Quand on travaille avec des fonctions, I’équation des points
critiques de 53 est tout simplement 1’équation du noyau de 'opérateur de
Paneitz Py :

2
Py =A%+ (5(5 Scal —2 Ric) d,

ou A désigne le laplacien de g.

5.1.2 Rigidité

Proposition 5.1.2. Soient (M*, g) une variété d’Einstein & courbure posi-
tive ou nulle et (N, h) une variété riemannienne de courbure sectionnelle né-
gative ou nulle, alors les applications C-harmoniques de (M, [g]) dans (N, h)
sont exactement les applications harmoniques.

Démonstration. Soit ¢ une application de (M, g) dans (N, h), g étant une
métrique d’Einstein, I’équation de C—harmonicité s’écrit :

1
0doTo + 6 Scal 6T'p — S(6T'¢) =0 (5.1.3)

Nous avons déja vu dans le corollaire (3.3.1), que si ¢ est harmonique de
(M, g) dans (N, h), alors ¢ est C-harmonique. Supposons que ¢ soit une
application C-harmonique de (M, [g]) dans (N,h), en prenant le produit
scalaire de (5.1.3) contre 6T'¢ par rapport & g et h, on obtient avec une
intégration par parties :

1
/ (|d(5T<p|§,h + 6 Scal [6T'¢[; — (S(6Tp), 5Tgo>h> dvol = 0.
M

Si la courbure scalaire de g est strictement positive, alors 67w = 0 et I'ap-
plication ¢ est harmonique de (M, g) dans (N, h). Maintenant si la courbure
scalaire de ¢ est nulle, alors dédT'¢ = 0 et dans ces conditions, le produit
scalaire de ddT'¢ contre Ty par rapport a g et h donne avec une intégration
par parties :

O:/ (6T, T) hdvol:/ |6T |2 dvol.
M & M
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Ce qui montre que ¢ est encore une application harmonique de (M, g) dans
(N, h). O

Des propositions 1.3.1 et 5.1.2, on obtient directement la proposition sui-
vante :

Proposition 5.1.3. Soient (M*, g) une variété d’Einstein de courbure sca-
laire positive ou nulle et (N, h) une variété riemannienne de courbure section-
nelle négative ou nulle, on se donne une application ¢ qui est C-harmonique

de (M,[g]) dans (N, h), alors
1. ¢ est totalement géodésique,

2. si la courbure scalaire de (M, g) est strictement positive en un point,
alors ¢ est constante,

3. si la courbure sectionnelle de (N, h) est strictement négative, alors ¢
est constante ou a une géodésique comme image.

D’aprés le théoréme 3.3.1, on sait que I'identité sur une variété d’Einstein
de dimension paire est C—harmonique, ’objet du corollaire ci—dessous est de
donner une condition plus faible sur les variétés de dimension 4 pour que
I'identité reste C—harmonique.

Corollaire 5.1.4. Soit (M*, g) une variété riemannienne, l’application iden-
tité de M est C-harmonique de (M,[g]) dans (M,g) si et seulement si la
courbure scalaire de g est constante.

Démonstration. D’aprés le théoreme 5.1.3, 'application identité de M est
C-harmonique de (M, [g]) dans (M, g) si et seulement si

2
En utilisant I'identité de Bianchi on obtient :
2 2 1
§5(Scalz’dTM) — 20(Ricidry) = ~3 dScal —2 §(Ric) = 3 d Scal,

ce qui montre que l'identité est C-harmonique si et seulement si la courbure
scalaire de g est constante. O]
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5.1.3 Démonstration du théoréme 5.1.1
L’équation de C—harmonicité en dimension 4

Soient (M*, g) une variété conforme et g, = r=2(dr? + g,) sa métrique de
Poincaré, d’aprés (2.3.2), g, admet le développement asymptotique en r = 0
suivant :

1 1.
gr =g+ (E Scal g — 3 Rlc)r2 + O(r*logr). (5.1.4)

On se donne ¢ une application C*° de M dans une variété riemannienne
(N, h) et ¢ I'application du théoréme 3.1.1, d’aprés (3.2.2), (3.2.4) et (3.2.7),
on obtient :

o= 0,

1
o = - 0Ty,
(10(3) - 0

et en notant ¢” = [0,.g],—0, on obtient pour le terme HY(¢p) :

1 - trgrg/ 5
g - h o N\2(sgr . r
o) = S[(Vh T - T 08)]
1 D "
N §<[(v5r¢>2(5w)}r:o - [(V&@)Q(W’"T@]r:o ~ (trg") o).
On obtient pour le premier terme avec (7.3.4) :
1 1
boY(OTQ — (6d—S) @ = _= 1
[(VGTSO) (5T<p)] r=0 <5d S) ¥ 2 0doTp + 9 S((STSD)-

Pour les deuxiéme et troisiéme termes de H9(y), on obtient avec les formules

(7.3.6) et (5.1.4) :

r=

1

(V4 220" Te)| _ —(trg")

= —0(¢"(T9)) — 5 {dtrg". Tp) + % (trg") oT¢
= —5((" 5 rd)(Te)

= —% d(Scal Tp) + §(RicTp).
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ou la divergence ¢, le produit scalaire et la trace sont pris par rapport a g.
Finalement on obtient bien le résultat annoncé,

H9(p) = _% (35T — S(T¢) + 5(§ Scal 2 Ric) 7).

La fonctionnelle invariante conforme en dimension 4

D’aprés la formule 4.1.3, notre fonctionnelle 5;1 est égale a :

1 .
Eip) = — / 83[|T<p\3r2+gnhdvolgr]
M r=0

8@4

2 ~12 trg” 2
= -2 (ar |:|T¢‘dr2+gr7h] —0 + 9 |T30|g,h> dvol.
M r=

Regardons le premier terme sous l'intégrale, cela donne avec (5.1.4) :

O Te ]
= 2([(Vh ) TF), o T¥)y — Tolonn + 21V 2P TEE],

1 1 .
= BT Te),, = g Seal [Tl + Ric(Te, 7).

Comme tr g” = —% Scal, on obtient en faisant une intégration par partie :

2 .
E(p) = /M <](5T<p|i + 3 Scal [T|? , — 2Ric(Tp, Tcp))d’uol.

5.2 La dimension 6

5.2.1 Ecriture explicite

Obtenir des écritures explicites de la condition de C—harmonicité devient
rapidement trés compliqué quand la dimension de M augmente, mis & part le
cas des fonctions d’une variété d’Einstein traité dans 'exemple 3, les calculs
deviennent rapidement pharaoniques. Toutefois en supposant que la variété
de départ M soit de dimension 6 et que la variété d’arrivée N soit symétrique,
on a le résultat suivant :
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Théoréme 5.2.1. Soient (M, g) une variété d’Finstein de dimension 6 avec
Ric? = 20\ g et (N,h) une variété riemannienne symétrique, on se donne
une application ¢ qui est C* de M dans N. Alors ¢ est C-harmonique de
(M,[g]) dans (N, h) si et seulement si

h h _
(60— S +160)(3d — S+24X) 6T — 2Ry 1o (Vi (o) 0T0) = 0.
(5.2.1)

o V" est la connexion de h sur o*TN, & et d se rapportent & g, et S est
l’endomorphisme de ¢*T'N défini de maniére analogue a la dimension 4 :

S(X) = R’}Q Toole;) Tp(es), (5.2.2)
ot (e1,...,eq) est une base orthonormée de (M,g) et R" est le tenseur de

courbure de (N, h).
De plus, la fonctionnelle invariante conforme associée aux applications
C-harmoniques s’écrit :

E)(p) = / (|doT |2, — (S(0Tp), 6T ), +40 X [6Tpl}; +384 N |T'pl? ;) dvol.
M

Toutefois, quand la variété (M, g) est seulement riemannienne, on peut
encore calculer la condition de C-harmonicité et la valeur de notre fonc-
tionnelle pour l'identité de (M, [g]) dans (M, g), c’est objet du théoréme
suivant :

Théoréme 5.2.2. Soit (M, g) une variété de dimension 6, alors l'identité
est une application C-harmonique de (M, [g]) dans (M,g) si et seulement
Si

9 5. 15 . 5 .12
(A + 20 Scal g — 2 Ric) d Scal -5 tr(VRje Ric) +206 B +é_1 d(|Ric|*) =0,
ot Scal, Ric et B désignent respectivement la courbure scalaire, le tenseur de

Ricci et le tenseur de Bach de g.
De plus, notre fonctionnelle en l’identité est égale a :

4
6(; 2
&, (id) = o /MScal dvol.
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5.2.2 Démonstration du théoréme 5.2.1
L’équation de C-harmonicité en dimension 6

Avec 'égalité (3.2.3), on détermine la valeur de la dérivée seconde de ¢
sur le bord qu’on note U :

1
U=—7dTy (5.2.3)

et avec 'égalité (3.2.2) pour k = 4, on obtient la valeur de la dérivée qua-
triéme qu’on note V' :

3T o 1 I UV
g —_—— ~ _— T _—
v 2{(%1«0) ((1—)\7"2)25 gy 8’”)}”
3 on 2sms
= [(V&@) mp]rzo 6 10T — 36 AU
3
= 5 (60— S+8X) 0T, (5.2.4)
en utilisant ’égalité suivante qui vient directement de la formule (7.3.4) :
[(vh ~)26T<ﬁ] S (6d — S) 6Tp. (5.2.5)
aTSO r=0 4

Calculons notre terme H, d’aprés (3.2.7) en utilisant les égalités (5.2.4) et
(5.2.5), on obtient :

1 12\r
g — h NA(___ =  s97 % >
144 H () [(Vé‘rso) ((1 Ep v Rl . v a””*")]
= [V} 50T 3], +24) [(V5, 50T,
+ T2X20Tp + 48 NV + 288 \2U
= [(ng ¢)45T¢} o —6(6d—S)8T.
+ 12(6d — S+8)\) 6T
= [(V&@)%T@} o+ 12(6d —S+12X) 0T (5.2.6)

r=0

Soit (ey,...,eg) une base orthonormée de (M, g), remarquons qu’en interver-
tissant les dérivées par rapport a ¢ et r, on obtient 1’égalité suivante qui va
nous servir par la suite :

(V3,7 Teed], g = (Ve 8 = R 5 7ip(er) T o
vk U
Tp(e;)
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Intéressons nous au premier terme de (5.2.6), on a de suite :
(V5,5)0T6 = =(V§ 5) (Ve T(e)
= _V:]F¢(ei)(vgr¢)4(T<ﬁ(€i))
(V5,6 (Ro, 5, 7 (e;) TP(e)
+(V5rs5)2<RI5T<Z), To(e:) (V&@T@(ei)))
Wg‘rsb(R]ér@,T@(ei) ((Vh,2)°Té(e:))
+RY 5 () (Vo) o))
ainsi que
(V&@)“(T@(ei))
= Ve (V507 0:0) + (V) P RY 5 750 0:9))
T V0,6 (Rd,6,75(e) (V8,00) + By 5 15(c,) (V,5)°0:)-

Comme (N, h) est symétrique et que la dérivée premiére et la dérivée troi-
siéme de @ par rapport a r s’annulent sur le bord, on obtient avec (5.2.7) :

[(V&@)%T@] r=0

o o o h h o h h
= (0d-8)V 3VT¢(6¢)(RU, To(e;) U) ORYy, Ts@(ei)(vTcp(ei)U)
—3R" To(e;)
U,vh U i
To(e;)
= (6d—S)V —9R" h U
(0d =5) U, T(e:) VTip(en)V)
—3R~E U—-3R" To(e;).
v U, Tole; U, vh SRS
T‘P(ez’) go(e ) T@(ei)
Avec l'identité de Bianchi, cela donne :
h NAso _ . . h h
(Vh,p)0T6| = (6d=8)V —12RYy; 1 (V) U)

ce qui fait avec les égalités (5.2.3) et (5.2.4) :
3
ho \A s~ 3 B
[(V3,2)'0T¢],_, = $(0d—8)(dd —S+8X)dTp
3 .n N
17T, Tp(er) V(e 1)
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Ainsi on obtient

384 H9(p) = (6d—S—+16A)(6d —S+24X) 6T
_92R" h 6T
5T, Top(e:) VT ip(e;) 0 T#):

qui est la condition de C-harmonicité énoncée.

La fonctionnelle invariante conforme en dimension 6

Nous allons calculer maintenant la fonctionnelle invariante conforme. La
variété (M, g) satisfait la condition d’Einstein, alors on a g, = (1 — Ar?)?g
et avec la formule (4.1.3) et les notations du théoréme 3.1.1, on obtient

1
6(,y — 4 216 |22
E,(p) = o /M [87, (1—=xr?) |T90|dr2+gr,h)L:0 dvol,,.

Regardons le terme sous l'intégrale :

(= A TRl )|
=[O = AT + (1= A )]

= [0:(IT2l5,) — 48 A0 (IT @ 1)],_ + 144 X% [T0l g,
+8(V,U), — 144 X|U;,

d’aprés lexpression de U et V' (voir 5.2.3 et 5.2.4), on a d’une part :

- 1
02(1Te2,)] _ =2(aU.Te),, = —5(diTe, T, .
et d’autre part :
0HTe)] = 2([(Va,p) TE], g T, + 6 [V, ) T ] g
= 2(dV +3Ry p, UT), , +6]dU[,

= 2 (d(6d —S+8X) 6T, Tp)

g;h

g;h>

3 3
——{(S(6Ty), 6T = |déTp?
< (8(0T¢),0Tp), + ¢ |d0Te|
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ce qui fait finalement, pour le terme sous l'intégrale :

Op [(L=Ar*)* T[40 g, 0],

3 3
= 1 (d(6d — S+8X) 6T, Tgo>g’h ~3 (S(6T¢),6Tp),

3
+3 (dSTpl; ), + 24X\ (d6Tp, Tp) , + 144X T3,
3
—1 ((6d —S+8X) 6T, 0Tp), —IN|6T ;.
Cela donne bien en intégrant par partie :

Sg(ap) = /M (|d5T90|§7h— < S(0Tp), (5T<,0>h+40)\ |6T |7 4384 \? ]T@]Z’h) dvol.

5.2.3 Démonstration du théoréme 5.2.2
L’équation de C—harmonicité en dimension 6 pour l’identité

Soit ¢ = idy;, on va calculer les dérivées ¢ et o et le terme logarith-
mique H. Le terme ¢ est nul d’aprés (3.2.3) et avec I'égalité (3.2.2) pour

n = 6, on obtient pour ™ :
3 . trigl
(4):__[ h V259 TG — r }
¥ 5|(Vo,p) (07 Te = —=0:9)|
3 9 . 3 2 g
= —3|(Vo,p"Te| = 5[(Vo,p" T _
Le premier terme est nul, en effet :
(Vg p?0Tg| = (& —Ric) (¢) =0,
ainsi on obtient pour ¢® :
3 1 3 3
) — Z(85q" 1+ = N =_= "= __ l. 2.
® 2(59 +2dtrg ) 4dtrg 2OclScau (5.2.7)

D’aprés (3.2.7), le terme logarithmique H est égale & :

. trIrgl
144 H = [(Var¢)4(5g’Tg0— 5 &QO)L:O
_ )4 ~ Nesgr . my o (4)
_ [(v&w) 5T<p]r:0+ [(V&W 59 TQO]TZO 2 (tr g") ¥,
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On obtient facilement pour le premier terme avec (5.2.7) :

3
[(V@T¢)459T¢} 0 (A — Ric) o = %(A — Ric) dScal . (5.2.8)
Pour le deuxiéme terme, sachant que ¢”" = % g"0g"—3 B et que @ est I'identité

de M, on obtient avec (7.3.6) :

(Vo,5)2 (20" (g10 91 (T)) + 5 g} (T, dtx® g7) = 5% (¢(T0)) ) |

L [(Var@)?’(gr(Tso,dtrgrgl))}

r=0

2 r=0
9 3
= 55(9”0 g +34¢"(dtrg") + 35B+Z d(trg”o g").
Comme ¢" = —% Ric +2—10 Scal g, alors
(Vv ~)4(59TT30] _ ) d(RicoRic) + (i Scal g + 2 Ric)(d Scal)
0 =0 8 400 40
3
B +— d|Ric|’
+36 +16 d| Ric |

Soit (e, ..., eg) une base orthonormée de (M, g), on obtient alors pour I'avant

dernier terme,
d(RicoRic) = RicodRic—(Ve, Ric)(Ric(e;))
1 . .
= 3 dScal o Ric _<VRic(ei) Ric)(e;)

1 . .
= —3 dScal o Ric — tr(VR;.. Ric),

ce qui donne :

3 3 9 .
(V3T¢)459TT90 o (@ Scal g — 20 Ric)(d Scal) — 3 tr(Vgj Ric)
3
+30B + d| Ric 2. (5.2.9)
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Finalement, avec (5.2.8) et (5.2.9), on obtient :

3 9 5.
144H = 2—O(A+%Scalg—ZRlc)dScal

9 3
-3 tr(VR; Ric) + 36 B +16 d(| Ric|?),

ce qui donne bien que H est nul si et seulement si

1
(A + % Scal g — ZRic) dScal—?5 tr(VRje Ric) + 205B+Z d(|Ric|*) =0

La fonctionnelle invariante conforme en dimension 6 en l’identité

D’aprés 1'égalité (4.1.3), on obtient en dimension 6 :

. 8 5
Sg(ld) = g/]\; [a;l(‘T(pler-&—gr,g deZQT)}TzO'

Comme les dérivées premieéres et troisiémes de g, et ¢ par rapport a r s’an-
nulent pour » = 0, on obtient pour le terme sous l'intégrale :

[0:(1T @5, )], dvoly + 6 [0 (|G, )07 (dvoly, )], _, + 6 [07 (dvol, )]

r=0"

Regardons le dernier terme :

nr §tr g//o gl/ _'_ §(t1‘ gII)Z’

1 1
4 _ 3 r ! _
[@(dvolgr)]rzo = [@(5 tr? gr)L:o = §trg 5 1
ainsi, comme tr ¢"" = —% trg”o ¢”, le terme sous l'intégrale est égale &

3 3

A4 (1 2

[0} (IT @152y, o dvoly, )] _, = i(tr g")? dvol = = Scal® dvol,
ce qui donne bien :

4
6/ — 12 )
&, (id) 25/MS(:a dvol
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Chapitre 6

Un exemple d’application
conforme—harmonique non trivial

6.1 Situation

Nous avons défini dans le troisiéme chapitre une nouvelle famille d’ap-
plications entre deux variétés riemanniennes, la question qui se pose ici est
de comparer cette nouvelle « notion d’harmonicité » avec celle, déja pré—
existante en dimension supérieure.

Nous avons déja vu, avec la proposition 3.3.1, que si la variété de départ
est une variété d’Einstein de dimension paire, alors les applications harmo-
niques sont C-harmoniques. D’autre part, il existe aussi des applications
harmoniques qui ne sont pas C-harmoniques, il suffit de prendre 'identité
d’une variété riemannienne de dimension 4 munie d’'une métrique a cour-
bure scalaire non constante (voir le corollaire 5.1.4). Comme ’harmonicité
n’est pas une notion qui est invariante conforme en dimension plus grande
que 2, contrairement a la C-harmonicité, il existe beaucoup d’applications
C—harmoniques, qui ne soient pas harmoniques.

La question naturelle qui se pose, est donc ’existence d’une application C—
harmonique, qui ne soit pas simplement non-harmonique pour une métrique
particuliére, mais qui ne soit pas harmonique pour toute la classe conforme
considérée pour la C-harmonicité.
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6.2 Enoncé

Notre stratégie est de partir d’une variété (M, h) de dimension 4 a cour-
bure scalaire constante strictement négative, on a vu que dans ce cas la,
'identité est une application harmonique et C-harmonique (corollaire 5.1.4).
On suppose que h est « proche » d’une métrique d’Einstein, on va montrer
que fixer la métrique h dans la variété d’arrivée et déformer judicieusement
la métrique de la variété de départ, permet de construire une application
proche de l'identité qui conserve la C-harmonicité, mais qui n’est plus har-
monique, pour n’importe quel changement conforme « petit » ou « grand »
de métrique, par rapport a la variété de départ.

On note M*® T'espace des métriques riemanniennes C* de M, A*F
I'espace des applications C*® de M dans M et ' lespace des sections
C* de ¢*T'M, ce sont des espaces de Banach.

On peut maintenant énoncer notre résultat d’existence d’une application
C-harmonique non triviale :

Théoréme 6.2.1. Soit (M, g.) une variété d’Einstein de dimension 4 a cour-
bure scalaire strictement négative, alors il existe € > 0 tel que, pour toute
métrique lisse h vérifiant ||h — gellk+a.0 < €, il existe @ une application C*
de M dans M et g une métrique C*°, telles que :

1. Hg - ge”k+4,a < €,
2. ¢ est C~harmonique de (M, [g]) dans (M, h),

3. quelque soit w dans C*T o n’est pas harmonique de (M, e* g) dans

(M, h).

La démonstration du théoréme se fait en quatre étapes.

1. On prouve grace au théoréeme des fonctions implicites, que pour n’im-
porte quelle métrique ¢ suffisamment « proche » de h, il existe une
unique application ¢(g) qui soit a la fois « proche » de l'identité et
C-harmonique de (M, [g]) dans (M, h) (lemme 6.3.1).

2. Grace encore au théoréme des fonctions implicites, on montre que pour
n’importe quelle métrique ¢ suffisamment « proche » de h, il existe un
unique changement conforme w(g) qui soit a la fois « petit » et qui
soit solution d’une équation plus faible que 'harmonicité de ¢(g) de
(M, e*g) dans (M, h) (lemme 6.3.2).
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3. On construit une telle métrique g de fagon a ce que l'application ¢(g)
ne soit pas harmonique de (M,e*g) dans (M, h), pour de « petits »
changements conforme w.

4. On montre finalement avec le lemme 6.3.3, que cette application ¢(g)
n’est pas non plus harmonique de (M,e?*g) dans (M, h), pour de
« grands » changements conforme w.

6.3 Démonstration du théoréme 6.2.1

6.3.1 Déformation de I’équation de C—harmonicité

Nous allons montrer comment obtenir des applications C-harmoniques
proches de 'identité, quand on se place suffisamment « proche » d’'une mé-
trique d’Einstein a courbure scalaire négative.

Pour cela, prenons g et h deux métriques dans M*3< et ¢ dans A2,
on note :

2
P*(p,g,h) := 6d6Tp + ‘5<§ Scal? —2Ric?)Tp — S"(6Tp),

c’est-a-dire que P*(p, g, h) = 0 est la condition de C-harmonicité de (M, [g])
dans (M, h) de ¢. L’opérateur P* s’interpréte comme l'opérateur de Paneitz
généralisé aux applications en dimension 4.

On veut construire des applications C-harmoniques proches de 'identité
en faisant varier la métrique g. Le lemme suivant nous donne l'existence
d’un opérateur qui permet d’associer a chaque métrique g « proche » d’une
métrique h particuliére, 'unique application qui va étre a la fois « proche »
de l'identité et C—harmonique. Pour alléger les notations, on notera ¢ cet
opérateur.

Lemme 6.3.1. Soit g. une métrique d’Einstein a courbure scalaire stricte-
ment négative, alors le probleme implicite

P'(¢(9),9.h) =0

admet une unique solution locale, c’est—a—dire qu’il existe un voisinage V, de
ge dans M*+39 tel que pour toute métrique h dans V,, il existe un voisinage
Vig de Uidentité de M dans M dans A4 et un opérateur ¢ continue qui
dépend de h, qui est inversible de V, dans Viq et qui vérifie P*(¢(g),g,h) = 0.
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Démonstration. Nous allons appliquer le théoréme des fonctions implicites.

L’opérateur P* est continue de M*+3(M) x A¥ (M) dans T'**(M) et

s’annule en (id, g., g.), nous allons donc calculer la différentielle de P*, par

rapport aux applications et montrer qu’elle est inversible au point (id, ge, ge).
Soit ¢ une section de ¢*T'M, on obtient dans cette direction :

oP* Scal® Scal®. .
8_80(90)‘(id,ge,ge) _<5d_ 12 )(5d_ 4 )Soa (6.3.1)

ou Scal® est la courbure scalaire de g.. Supposons que la différentielle de
I'opérateur P* par rapport aux applications et dans la direction ¢ s’annule
au point (id, g., g.), alors en intégrant par parties et en utilisant le signe de
la courbure scalaire de g., on montre alors que ¢ = 0. En effet,

oP*
0 = / (—— (), @) dvol,
Mg(agp(w)so)

Scal® Scal®. . .
M

le le 2
— / |Aegb|§dvole — SC; / |dgb|§dvole—i— %/ |<p|3 dvol,,
M M M

ce qui permet bien de conclure que 'opérateur % est inversible au point
(d, ge, g.). La fin de la démonstration est une application directe du théoréme

des fonctions implicites. O]

6.3.2 Controle local du changement conforme

Nous allons montrer comment controler le seul changement conforme lo-
cal, qui puisse rendre harmonique notre application C-harmonique précé-
demment construite.

Soient ¢ une application A**4® et w une fonction C*+32 on désigne par
P?(w, ¢, g, h) lelaplacien de ¢ de (M, e**g) dans (M, h), on obtient facilement
avec 'égalité de Bianchi :

2
P4(§07gu h) = (6d+ g Scal? _Sh) P2(07907g7 h)
1
+§(d Scal?, Ty), + 2(Ric?, VTp),.

Pour controler localement le changement conforme, on va utiliser encore une
fois le théoréme des fonctions implicites. Si on I'applique directement a P*,
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on a besoin de conditions sur la courbure de M qui vont étre contradictoires
avec les hypothéses du lemme 6.3.1. C’est pourquoi, on va ajouter un terme
correctif & P?, ce sera notre terme Q. Cette correction au second ordre nous
permet d’appliquer le théoréme des fonctions implicites sous des conditions
de courbures satisfaisantes.

Soit g = €?*¢, on pose :

Qw, ¢, g,h) == P*(¢,g,h) — (6% — S")P*(w, ¢, g, h),

ce qui donne :
2 - 1 _ _
QW ,9,h) = 5 Scal? P*(w, ¢, 9,h) + S (dScal’, Tg)g + 2(Ric?, VITp)g,

ainsi () est un opérateur de degré 3 en w, d’ordre 2 en ¢, d’ordre 3 en g
et d’ordre 1 en h. Le fait qu'une application ¢ soit harmonique de (M, 7q)
dans (M, h) et C-harmonique de (M, [g]) dans (M, h) est donc équivalent au
systéme suivant :

Qw,p,9,h) =0,
PZ(w,go,g, h) = 0.

Soit g et h deux métriques dans V., on va s’intéresser aux changements
conformes w qui vérifient la sous—condition d’harmonicité suivante, qui va
nous permettre de controler le changement conforme localement :

§P*(w,¢(g),9,h) =0, (6.3.2)

ou ¢ désigne la divergence par rapport a g. Le lemme suivant nous donne
I'existence d’un opérateur qui permet d’associer pour chaque métrique g
« proche » de h, 'unique changement conforme qui va étre a la fois « proche »
de 0 et solution de (6.3.2). On peut remarquer que I'on aurait pu travailler
avec la condition 0Q(w,¢(g),g,h) = 0, qui est toute aussi naturelle et qui
donne les mémes résultats. On note w cet opérateur, qui controle donc lo-
calement le changement conforme, dans le sens ou si 'application ¢(g) est
harmonique pour un petit changement conforme de g, alors nécessairement
ce changement conforme sera égale a w(g).

Lemme 6.3.2. Soit g. une métrique d’Einstein a courbure scalaire stricte-
ment négative, alors le probleme implicite

5P*(w(g),¢(9),9,h) =0
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admet une unique solution locale, c’est—a—dire qu’il existe un voisinage V. C
V. de g. dans M*4 tel que pour toute métrique h dans V!, il existe un
voisinage Vy de la fonction nulle dans C*T et un opérateur w continue et
inversible de V. dans Vy qui vérifie 5P*(w(g), ¢(g), 9, h) = 0.

Démonstration. On remarque facilement que
SP? (w + cste,p,g,h) =0 <~ 5Q(w, ©,g,h) =0,

ainsi le controle du changement conforme se fait donc a une constante prés,
qu’on fixe de la maniére suivante ; on impose que les changement conformes
soient d’intégrale nulle sur M par rapport a g, c¢’est—a—dire

/ w dvol, = 0.
M

On note C*+4 Iensemble des fonctions C¥+4 qui sont d’intégrale nulle sur
M par rapport a g. Comme l'opérateur § P? s’annule au point (0, id, ge, ge),
on va lui appliquer le théoréme des fonctions implicites. Pour cela nous al-
lons calculer sa différentielle par rapport aux changement conformes CFt4e
et montrer qu’elle est inversible au point (0, id, g, g.). Soit w une fonction
Ck+4a on obtient pour la divergence de P? au point (0,4d, g., g.), dans la
direction w :

2
agp @) = —2A.0.
W

Supposons que la différentielle de opérateur 6 P? par rapport aux change-
ments conformes s’annule au point (0,id, g, g.) dans la direction w, alors
avec une intégration par parties, on obtient facilement que la fonction w est
constante sur M. Mais elle est aussi d’intégrale nulle sur M, c’est donc la
fonction nulle. Ainsi la différentielle de §P? par rapport aux changements
conformes est inversible au point (0, id, g, g.) de M*+4® dans Ck+da Ta fin
de la démonstration est une application directe du théoréme des fonctions
implicites.

O

Le seul changement conforme local qui puisse rendre notre application
©(g) harmonique est maintenant controlé par notre application w.
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6.3.3 Construction de notre contre—exemple

Nous savons maintenant comment controler 'unique « petit » change-
ment conforme qui pourrait rendre harmonique (voir notre condition (6.3.2))
notre application C-harmonique précédemment construite en déformant la
métrique de départ. On va montrer ici que les équations sont trop rigides,
c’est—a—dire qu’il existe au moins une déformation pour laquelle 'application
et le changement conforme qui lui sont associés ne vérifient pas la condition
d’harmonicité.

Soit ) Vopérateur défini de M4 dans T*1 de la facon suivante,

Q(g) = Qw(g), ¢(9). g, h), (6.3.3)

ot g est une métrique de V., on se donne ¢ dans S?TM et (gt)te[()’l] une
famille de métriques de W vérifiant le systéme suivant :

{ 9o =h
[atgt}t:(] :gv

nous allons montrer que si I'on choisit bien ¢, il existe s dans [0, 1] tel que
la métrique g, n’annule pas Q. Pour cela, on va calculer la différentielle
extérieure de la variation infinitésimale de @ dans la direction g au point
(0,14d, h, h) et montrer que celle—ci est non nulle. Commengons par calculer la
variation infinitésimale de @) au point (0, id, h, h), on obtient dans la direction
w

g—g(w) = 2dAd — 4Ricdo,

dans la direction ¢ avec les formules (7.3.4) et (7.3.3) :

g—g(go) = ; Scal(dd — Ric) ¢ + 2 (Ric, Vdy + R . D,
et dans la direction ¢ avec les formules (7.3.6), (7.3.5) et [3, 1.174.¢)] :
1 1
%(g) = -3 Scal(20g + dtrg) + 3 (dA(tr g) + dodg — d(Ric, )
—(Ric,26"g — Vg),

ou les termes Scal, Ric, 9, A ainsi que les traces et les produits scalaires sont
donnés par rapport a h, et 6* désigne I'adjoint de la divergence  par rapport
a h, définie de la maniére suivante :

S (X, Y)(Z) = %(v (Y, Z) + Yy (X, 2).
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Ce qui donne pour la variation infinitésimale de l'opérateur Q au point h
dans la direction ¢ :

TQ(g) =
2
2dATw(g) —4RicdTw(g) + 3 Scal (0d — S) T'p(g)
1
+2 (Ric, VdTp(g) + RTgo(g), ) - 3 Scal (209 + dtrg)

1
+3 (dA(tr g) + dddg — d(Ric, g)) — (Ric,26*§ — V§),

Comme g — w(g) est d’ordre 0 et ¢ — ©(g) est d’ordre —1, alors ¢ —
TQ(g) est d’ordre 3. On va prendre la différentielle extérieure de la variation
infinitésimale de Q au point h dans la direction ¢; cela va faire disparaitre
les termes d’ordre 2 et 3 et il ne restera que les termes d’ordre 1 de TQ(g)
(qui seront des termes d’ordre 2 dans la différentielle extérieure). On la note
dTQ(g), c’est une section des 2-forme & valeur dans @*T'M :

~ 2
dTQ(g) = —4d(RicdTw(g)) + 3 Scald(0d T (g) — 69)
+ d(Ric,2VdTe(g) —25" g+ Vg)
+ des termes d’ordre inférieurs. (6.3.4)

Par un calcul de symbole, on cherche une condition sur ¢ pour que dTQ(g)
ne soit pas nul. Pour cela, nous allons calculer le symbole de T'¢ au point
(¢d, h, h). D une part, on a

OP*\ 1 /OP!
To(g) = —(— (¢
2e) (55) ( 5 (4))
et d’autre part, on obtient avec les formules (7.3.7) et (7.3.8) :
P4
((()a_gﬂ(w) = dddp + des termes d’ordre inférieurs a 2 en ¢,
oP*. . | . 1 _ ,
(a_g>(9> = —0d(dg +5V(trg)) + 5 (dAltr g) + ddog)

+ des termes d’ordre 1 en g,

ce qui donne au niveau des symboles au point (id, h, h) :

rps(X) = X6,

X[ trg (X, X
pope(X) = —IxPgx) + LIS o SR
g

I0)



et donc pour le symbole de Ty

1 trg 9(X,X)
X)=——=¢g(X)— X — X. 3.

Calculons maintenant le symbole de Tw, on a déja au point (0,id, h, h) :

2
8gp @) = 240,
w
doP?% Dy
o6P? . o1 .

cela donne pour les symboles au point (0,id, h, h) avec (6.3.5) :
Tupr(X) = 2|XP0,
ow

. 2, 2
pups (X) = [XPg(x.9) = 29X, X) ~ Bl g,
2
pups(X) = —(x,X)+ Bl g
ainsi, on obtient pour le symbole de Tw :
oro(X) = —(0asr2) " ((0030)(X) + 0052 (X)) (6.3.6)
w 9 g

1(X, X
= —é(trg—g(‘X‘2 ))

(6.3.7)

Calculons maintenant les symboles des trois premiers termes de droite de
(6.3.4). On obtient pour le premier symbole avec (6.3.6) :

2 (X, X
—(tr.—g( ) )
3 | X2

) X A Ric(X).

Le deuxiéme terme est d’ordre inférieure, il suffit de remarquer que

Odre—6)(X) =

6 3| X2
Pour le symbole du troisiéme terme, on obtient
2 Ric(X, X
% X A §(X) —2X A §(Ric(X)).
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La somme de ces trois symboles est ainsi égale a

2 (X, X 2 Ric(X, X
—(trg——g( : ))X/\RiC(X)—i-—Rllc)((’Z’ )

3 X2 X A g(X)—2X A g(Ric(X)).

On remarque que si h était une métrique d’Einstein, la somme des sym-
boles des trois premiers termes de (6.3.4) serait nul, ce qui nous empécherait
de conclure. On va montrer que si h n’est pas une métrique d’Einstein et
que si on choisit bien g, alors cette somme n’est pas nulle, et qu’elle est donc
égale au symbole de dT@. Il existe donc un champ de vecteurs Y de norme
1 tel que Ric(Y) et Y ne soient pas colinéaires, c’est—a—dire qu’il existe un
champ de vecteurs Z orthogonal a Y tels que Ric(Y) = aY + Z. On obtient
donc pour ce qui sera le symbole de dTQ pour Y :

2
g(trg—g(Y,Y))YAZ—QYAg(Z),

qui est non nul si I'on choisis ¢ de la maniére suivante :

trg =0,
i) =Y,
9(z) =2

En effet, on obtient que 0,,5(Y) = -5V A Z.

On vient donc de montrer que T'Q n’est pas nul dans la direction g, or
Q(g0) = Q(h) = 0, ainsi il existe g, telle que Q(gs) ne soit pas nul, ce qui
prouve que ¢(gs) n'est pas harmonique pour aucun « petit » changement
conforme a g;.

6.3.4 Le changement conforme est local

Supposons que ¢(g) est harmonique de (M, e**g) dans (M, h), alors on
va montrer que si g est « suffisamment proche » de h, alors on peut supposer
que w est « petit ».

Lemme 6.3.3. Quelque soit A\ > 0, il existe un réel u strictement positif
qui vérifie la propriété suivante; quelque soit la métrique g vérifiant ||g —
hllktaa < p, alors s’il existe une fonction f de classe C* qui satisfait

P(p(g),e* g, h) =0,

alors il existe une fonction w de classe C**** qui satisfait
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P2(¢(9)762w97 h) =0el ||wHk+4,Oé <A

Démonstration. Soient A un réel strictement positif et f une fonction C*+4e,
comme l'application ¢ est continue de M*+4* dans A*+> alors 'application

g — (df, To(g))g

est bien définie et continue de M*+4* dans I'*. De plus, le laplacien est
continu de A+ x MF+4e dans TF32 Ainsi, quelque soit A > 0, il existe
un réel i tel que pour toute métrique g vérifiant ||g — h|pia.0 < p, alors

éel 1 tel que pour toute métrique g vérifiant [|g — hllxraa < p, al

| 11{df. To(h))nllrsa = [df. To())glliran | < A/4
| 1P (p(h), b B)llssa = [1P2((9), 9 W) lktsa | < A/2,

comme l'application ¢(h) est simplement 'identité, on obtient

df |k430 < M4+ |(df, To(g9))gllk+3,a (6.3.8)
1P*(¢(9), 9, h)|lkssa < A/2. 6.3.9

Supposons maintenant que ¢(g) est harmonique de (M, e?/) dans (M, h),
d’apres la formule de changement conforme pour le laplacien, c’est équivalent
a I'égalité suivante :

P*(¢(9), 9. h) = 2 (df. Tep(9))g,
ce qui permet d’obtenir avec (6.3.8) et (6.3.9) :
df k13,0 < A4+ [(df, T(9))glli+s,a < A/2.
Or d’apres le lemme 7.2.2, il existe une constante C' telle que

|f = Cllitae < 2||df||k+3.0;

il suffit donc de poser w := f — C. [

6.3.5 Conclusion

Soit € un nombre réel strictement positif, on reprend les notations du
lemme 6.3.2, on a un voisinage V! de g, dans M**42 un voisinage V; de la
fonction nulle dans C*™* et on fixe la métrique h dans V/ de la maniére
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suivante ; on suppose que sa courbure scalaire est constante et égale a celle
de g., et qu’en plus :
€

||h - ge||k+4,a < 9

Il existe deux nombres réels A et R strictement positifs tels que la boule B)
dans C***2 de centre la fonction nulle et de rayon A et la boule By dans
MF+4a de centre g, et de rayon R vérifient

By C VW,
W(BR) C B(].

On se donne une métrique g qui vérifie ||g—hl|x+4.0 < min(p, R, €/2), ot u est
défini par le lemme 6.3.3 et on suppose qu’il existe un changement conforme
f tel que I'application ¢(g) est harmonique de (M,e?/g) dans (N, h). La
métrique g vérifie

19 = gelliraa < llg = hllksaa + 1h = gellkraa <€

et comme ||g — h[j+4,0 < g, alors le changement conforme w du lemme 6.3.3
est dans B). De plus la métrique g est dans Bpg, alors w = w(g) d’aprés le
lemme 6.3.2. On vient donc de montrer que pour de telles métriques g, le
probléme global se résume au probléme local.
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Chapitre 7

Annexe

7.1 Formules de changement conforme

Définition 7.1.1. Soient h et k des 2-tenseurs symétriques, on définit le
produit de Kulkarni-Nomizu de h et k par le 4—tenseur suivant :

(h@k)(.ﬁl}, Y,z t) = h(.ﬁC, t)k(yv Z>+h(y7 Z)k(ﬂf, t)_h(‘rv Z)k<y7 t)_h(ya t)k(!l?, Z)'
D’aprés Besse ([3], 1.159), on a le théoréme suivant :

Théoréme 7.1.2. Soient (M",g) une variété riemannienne et f une fonc-
tion sur M, alors la métrique conforme g = e*! g posséde les invariants sui-
vants :

1. La connexion de Levi-Civita
VxY =VyY +df(X)Y +df(Y)X — g(X,Y)Df

ou X etY sont deux champs de vecteurs de TM et Df le gradient de
f par rapport a g
2. Le (4,0) tenseur de courbure

R = e/ (R—g & (Vdf — dfods + + |df29))

3. Le tenseur de Ricci

Ric = Ric —(n — 2)(Vdf — dfodf) + (Af — (n — 2)|df?) g
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4. Le laplacien sur les fonctions de M
Au=e(Au—(n—2)ipsdu)
5. La forme volume de (M, g)

dvol = ™ dvol

ou V,Df R,Ric, A, dvol se rapportent & g et V, R, Ric, A, dvol se rapportent
ag.
On obtient facilement 1’analogue de ce théoréme pour les changements

conformes g, = r~2g :

Théoréme 7.1.3. Soient (X", g;) une variété riemannienne et r une fonc-
tion sur M, alors la métrique conforme g, = r—2g posséde les invariants
suivants :

1. La connezxion de Levi-Civita
dr(X)

r

dr(Y)

VY =VyY - Y + X + g(X,Y)Dr (7.1.1)

ou X etY sont deur champs de vecteurs de TM et Df le gradient de
T par rapport a g

2. Le (4,0) tenseur de courbure

1
RT = ﬁ(RJrg W ( Vdr — — |dr|2 9)) (7.1.2)

3. Le tenseur de Ricct

Ar

Ric*™ = Ric + . Vd?“ — (— + 3 |d7’| )g (7.1.3)
4. Le laplacien sur les fonctions de M
Atu=r*Au+r(n—2)ip.du (7.1.4)

ou V,Df R, A se rapportent a g et V,R, A se rapportent a .

Avec les notations du théoréme précédent, on a la proposition suivante :
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Proposition 7.1.4. Soient X et Y deux vecteurs de T'M orthogonaux par
rapport a gy, on note K9 la courbure sectionnelle de g, et K la courbure
sectionnelle de g, alors on a :

K% (X,Y)=rK(X,Y)+

—=Vdr(X, X)+ = Vdr(Y,Y)—|dr[2. (7.1.5)

|X|2 IYI2

Démonstration. D’aprés (7.1.2) on obtient a :

K% (X,Y)
R+ (X,Y,Y, X)
XT3, Y15,
_ RV Y X) Y 2Vdr(X, X) .\ [X[2Vdr(Y,Y) ar?
XY Y RIXE  rXEL YR I
= P2K(X,Y)+ |X|2Vdr(X X)+WVdr(YY) dr |2,

7.2 Les espaces de Holder

Les espaces de Holder ont 'avantage par rapport aux espaces de fonctions
de classe C*, de bien se comporter avec les opérateurs elliptiques. On se donne
k un entier et o un réel strictement compris entre 0 et 1.

Définition 7.2.1. Soit f une fonction C° de R™ dans R™, on dit que f est
0% g
[f(x) = ()l

sup —————— < +00

ary T =yl
et on définit la norme C%* de la maniére suivante :
[f(y) — f(2)]

|y — 2|

[fllo.a = [[fllo + sup
zAY

Soit f une fonction C*, on dit que f est C** si les dérivées k—ieme de f
sont C% et on défini la norme C*® de la maniére suivante :

0P f(x) —0°
1flea =S 10%flloe + 3 sup 07f () = ()|

\8l<k 81—k °7 3 ’x —yl°
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On obtient facilement le lemme suivant :

Lemme 7.2.2. Soit f une fonction C**, alors il existe une constante C telle
que

If = Clika < 2|df llk-1.0-

Démonstration. Soient g une fonction C** et (z,) une suite de points de
R™ telle que |g(x,)] — ||g]|co, alors il existe un entier N et un compact K
de diamétre inférieur a 1 tels qu’a partir du rang N, tous les points de la
suite soient dans K. On fixe xg un point de K, d’aprés les inégalités des
accroissements finis, pour tout z de K, on a :

l9(z)| < |g(z0)| + [|dgll o,

ce qui donne
19]lc < lg(@o)[ + ldgllr—1,a-

D’autre part, on a facilement que

191lk0 = [1glloc + ldglls-1.a;

ainsi avec ce qui précéde, on obtient

191lka < lg(z0)] + 2[|dgl[k-1.0-

Il suffit ensuite de poser C' := f(x9) et g := f — C pour obtenir I'inégalité
désirée. O

La notion d’espace de Holder s’étend aux fibrés vectoriels au dessus d’une
variété M de la maniére suivante :

Définition 7.2.3. Soit E un fibré vectoriel au dessus de M, on définit [’espace
" des sections de E dont les coefficients dans n'importe quelles trivialisa-
tions et n’importe quels systémes de coordonnées sont de classe O™,

On se donne (U;);er un recouvrement de M par des ouverts correspondant
a un atlas maximal, E|y, se trivialise au moyen d’'une base (€;4)q=1,. » de
sections de F et on note (y;) une partition de l'unité subordonnée a (U;),
ainsi une section u de E s’écrit u = ) XiU;q€;q OU X;iU;, €St une fonction a
support compact dans U;, de plus dans cette trivialisation, on note :

||u||k,a = Sllp HXiui,aHk,a-

7,0
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7.3 Formules de variations au premier ordre

On se donne deux variétés riemanniennes (M, g), (N, h) et ¢ une appli-
cation C* de M dans N, on utilise la convention suivante : on va indicer
par h les termes qui se référent a (NN, h) et ne rien mettre pour ceux qui se
réferent a (M, g). On note P?(w, ¢, g, h) le laplacien de ¢ de (M, e**g) dans
(M, h) et P*(p,g,h) Vopérateur suivant

P*p,g,h) = 8doTy + 5((§ Scal —2 Ric) T'p) — S(0T¢).
Avec l'identité de Bianchi, on obtient
Phogh) = (6d+ ; Scal — §") P2(0, . g, h) (7.3.1)
+%(d Scal, Ty)qn + 2(Ric, VT'p),. (7.3.2)

Proposition 7.3.1. Avec les notations précédentes, on obtient pour les dé-
formations infinitésimales par rapport auz applications au point (0,¢, g, h) :

OVT , | .
W(s&) = Vdo =Ry, 7, Te (7.3.3)
opP?
—(¢) = (6d—S")(¢ 7.3.4
5, #) = (a5, (7.3.4)
et par rapport a la métrique de départ au point (0,¢,g,h) :
VT . N
= —(Ty,0"g—5 7.3.5
99 (9) (Tp. "9 = 5 V3) (7.3.5)
oP? . _ 1 .
oy @) = —0(9(Te) — 5 (dirg,T), (7.3.6)

ou 0*g est défini de la maniére suivante :
. 1 . .

Démonstration. On note ()¢, une famille & 1-parameétre d’applications
de (M, g) dans (N, h), vérifiant le systéme suivant :

{ Yo =@
[at%pt]tzo = .
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On munit M x [0, 1] de la métrique v = g+ dt* et on note @ 'application de
M x [0,1] dans N définie de la maniére suivante :

D(p,t) = ¢i(p),¥(p, 1) € M x [0,1].

Son application tangente T'® est une section du fibré Q(M) ® ¢*T'N, sur
lequel on définit la connexion V7" comme d’habitude. On se donne deux
vecteurs X et Y de T'M, alors :

h ~,h
vat()ot (<VTg0 (X)Tgot) Y)
h
TSDt ( Va 90 T% ) Rat%a T@t(X) T%(Y)
h
TSOt ( T%)a ) Rat@t, T (X) ToY)

ce qui donne bien au point (gp, g,h) :

(9VT

ot R" désigne le tenseur de courbure de (N,h). Cela donne directement
I'égalité (7.3.4).

D’aprés la définition de la seconde forme fondamentale de ¢, on obtient
au point (0,id, h, h) avec la formule [3, 1.174.a)| :

oVTyp
dg

(DXY) = =Tp(dV(9)(X,Y))

— _% (Te,Vxg(Y,.)+Vyi(X,.) = Vi(X,Y))

= —(Tp,6"3(X,Y,.) — %VQ(X, V).

Sachant que P?*(0,p,g,h) = —tr9 VT, alors dans la direction ¢, on
obtient pour le laplacien :

oP?

. ovT
a_g(g)|(0,id,h,h) = g(g,VTy) —tr9< (g ))

dg
) o1 )
= g(g9,VTy) —(dg + 5 dtrg, Tp)

= ~3(9(T)) — 5 (dirj. To).
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Proposition 7.3.2. Avec les notations précédentes et en supposant que la
courbure scalaire de h est constante, on obtient en regardant localement au-

tour de lidentité de (M, h) dans (M,h) :

Ly 2 . N
%(@Hid,h,h = (0d+ 3 Scal — Ric) (6d — Ric) ¢
+2 (Ric, Vdgp + Rgb, T Tp) (7.3.7)
opP* 2 1 1
a—g(g)hd,h,h = —(5d+§Sca1—Ric)(5g+ §dtrg) —I—g(dAtrngdé(Sg)
—(Ric,26*G — Vg). (7.3.8)

Démonstration. D’aprés (7.3.1), on obtient bien pour P* avec les égalités
(7.3.4) et (7.3.3) dans la direction ¢ :

oP* 2 ., 0P? .
——(D)ignn = (0d+ 3 Scal — Ric) (%(goﬂo,id,h,h)

dyp
. ovVT .
+2 (Ric, i (@)loia.nn)

2
= (6d+ 3 Scal — Ric) (6d — Ric) ¢
+2 (Ric, Vdp + R(,b, Ty Tp).

Toujours d’aprés (7.3.1), on obtient bien pour P* avec les égalités (7.3.6),
(|3, 1.174.e)]) et (7.3.5) dans la direction ¢ :

oP* . 2 .. 0P?
%(g)‘id,h,h = ((Sd + § Scal — RIC) (%(Qﬂo,id,h,h)
1 o _ OVTy
"’g d(Scal,(g)) + 2 (Ric, Wfp(g)!o,id,h,ﬁ

= —(0d+ ; Scal — Ric)(dg + %dtrg) + é (dAtrg+dédg)
~(Ric, 28" — V§).
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