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Différents phénomeénes physiques sont modélisés par des systémes de lois de conservation de
la forme

ou u est un champ vectoriel & valeurs dans R™ ([4],[9]). Par exemple, dans le cas d'une seule di-

mension, on peut définir la densité d’une certaine quantité physique p(x,t) par unité de longueur

et un flux f(z,t) associé. La vitesse du fluide est alors v(x,t) = ﬁgg

(si p # 0) et I’équation
peut s’écrire
Ohp + Ou(v(z,t)p(z,t)) = 0.

Pour pouvoir résoudre une telle équation, il est alors nécessaire de connaitre d’autres relations
pour "fermer" le systéme : par exemple, une expression donnant v explicitement en fonction de
p ou bien une équation aux dérivées partielles faisant intervenir I'inconnue v.

Une fois le phénoméne physique modélisé par un systéme de lois de conservation, on peut utiliser
les équations aux dérivées partielles pour prévoir le comportement du systéme et éventuellement
agir sur des paramétres pour le controler. Il s’agit alors d’optimiser ces paramétres afin d’obtenir
la solution souhaitée. Il faut évidemment savoir calculer numériquement les solutions du systéme
de lois de conservation. Nous distinguons donc trois étapes : la modélisation du phénomeéne,
le calcul des solutions numériques et ’optimisation. Dans cette thése, nous nous intéressons
a ces trois étapes. Nous considérons plusieurs problémes d’optimisation faisant intervenir des
systéme de lois de conservation. Le premier probléme concerne les flux d’informations. Nous
nous concentrons ensuite sur un modeéle de trafic routier. Enfin, nous proposons un nouveau type
de schémas numériques hybrides dépendant d’un parameétre.

Flux d’informations. En premier lieu, nous nous intéressons aux problémes de flux d’infor-
mations. Par exemple, nous voulons connaitre la quantité moyenne de requétes de types différents
que vont traiter un ou plusieurs serveurs informatiques en fonction de la quantité de requétes
fournies par les utilisateurs et des capacités de traitement disponibles du ou des serveurs.
Florian De Vuyst [5, 6, 7] a proposé une modélisation de ces problémes par des équations de lois
de conservation & une dimension. Depuis, d’autres auteurs ont considéré des modéles continus
aux équations aux dérivées partielles pour traiter le trafic d’information [1]. Pour simplifier, les
équations peuvent s’écrire sous la forme

Orp + Ozvp = 0.

La variable p(z,t) désigne la quantité de requétes dont le niveau de traitement est compris entre
x% et x + dx % et v est la vitesse de traitement qui s’exprime en fonction de z, t et p. Nous
avons alors cherché & calculer par des équations différentielles les temps de traitement pour
chaque type de requétes dans différents problémes que nous nous sommes posés. Un des objectifs
est par exemple d’optimiser ’allocation des capacités des différents serveurs suivant le type de
requétes afin de satisfaire des critéres de qualité de service. Par exemple, nous devrons minimiser
les temps d’attente des utilisateurs, en optimisant une fonctionnelle correctement choisie, qui
dépendra du probléme considéré.

Trafic routier. Ensuite, nous nous intéressons & un systéme de lois de conservation pour le
trafic routier. Le modéle choisi est un modéle du second ordre introduit par Aw-Rascle [2, 3].

xiii



Par exemple dans le cas homogeéne, le systéme s’écrit sous forme non conservative :

p + Ox(pv) =0,
O(v+ P(p)) +vdy(v+ P(p)) =0

(1)

ol p désigne la densité des véhicules, v la vitesse des véhicules et P est un terme qui rend compte
du comportement des conducteurs face aux conditions de la route devant eux. Le systéme peut
g’écrire sous forme conservative avec les variables p et pw ot w = v — P, voir [3]. Nous nous
intéressons dans cette partie & un probléme d’assimilation de données. Nous désirons en effet
retrouver une solution (p,v) sur une portion de route et un intervalle de temps donné (notre
domaine) en connaissant uniquement quelques valeurs mesurées sur ce domaine. Une fois cette
solution (p,v) calculée en tout (z,t) du domaine, il est possible d’utiliser les valeurs calculées
(p(z,T),v(z,T)) comme "nouvelle" donnée initiale pour prévoir les conditions du trafic routier
aprés le temps T. Le calcul de (p,v) sur le domaine nécessite donc d’assimiler ces données
observées & notre probléme. Il s’agit 1a encore d’un probléme d’optimisation : il faut minimiser
I’erreur entre les valeurs observées en certains points et la solution du systéme de Aw-Rascle
calculée en ces mémes points.

Schémas numeériques Nous nous sommes alors naturellement intéressés a l’étude des
schémas numériques des lois de conservation sous la forme générale :

afin d’approcher numériquement les solutions entropiques c’est-a-dire les solutions qui vérifient
de plus une inégalité d’entropie
S (u) + 0, F(u) <0

ou (S, F) est une paire entropie-flux d’entropie. Sous certaines conditions, cette inégalité permet
d’éliminer les solutions non physiques et d’assurer 'unicité de la solution [8, 9]. Nous avons
alors introduit un nouveau schéma hybride dont ’expression dépend d’un parameétre 6. Il s’agit
d’optimiser ce paramétre 6 afin d’obtenir un schéma a la fois qui fournit des solutions entropiques
mais qui permet aussi de capturer correctement les chocs tout en restant TVD, c’est-a-dire en
éliminant les oscillations parasites qui apparaissent par exemple avec le schéma de Lax-Wendroff.

Le plan de la thése est le suivant.

Flux d’informations. Dans une premiére partie, nous nous intéressons au probléme d’op-
timisation pour le flux d’information. Nous rappelons les différents modéles aux équations aux
dérivées partielles proposés par De Vuyst. Ensuite, nous cherchons les équations différentielles
concernant les temps de traitement des requétes (ou temps de service) ainsi qu’une méthode
numérique permettant de calculer ces temps. Enfin nous présentons et traitons divers problémes
d’optimisation de ’allocation des capacités de traitement des différents serveurs. Nous considé-
rons notamment plusieurs critéres de qualité de service & satisfaire. Nous traitons ces différents
problémes d’optimisation & I’aide d’un algorithme génétique.
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Trafic routier. Dans la deuxiéme partie, nous nous intéressons au probléme d’assimilation de
données et d’optimisation pour le trafic routier. Aprés un bref historique des différents modéles,
nous présentons le modeéle de Aw-Rascle et certaines de ses propriétés. Nous donnons la matrice
de Roe du systéme que nous avons calculée et différentes validations numériques. Ensuite, nous
considérons en détail le probléme d’optimisation et les deux stratégies que nous avons mises en
oeuvre. Cette fois-ci, nous avons choisi une méthode de région de confiance comme algorithme
d’optimisation. Nous avons alors calculé le gradient de la fonctionnelle & optimiser par une
méthode adjointe. Une attention particuliére a été donnée au traitement des conditions aux
bords car elles interviennent directement dans le calcul du gradient.

Schémas numeériques. Dans la troisiéme partie, nous introduisons et étudions les schémas
hybrides dépendant d’'un paramétre 6. Le but est de trouver un paramétre qui rend le schéma
entropique. Nous expliquons la construction de ces nouveaux types de schémas dans le cas scalaire
puis dans le cas des systémes. Ensuite, nous déterminons les conditions sur # pour obtenir des
schémas du second ordre en espace possédant la propriété TVD. Nous validons ces schémas
par des expériences numériques dans le cas scalaire et le cas des systémes, en une ou plusieurs
dimensions. Cependant, les schémas avec les conditions trouvées sur 6 ne sont pas des schémas
entropiques et certains tests font apparaitre des solutions numériques non entropiques. Nous
avons alors greffé & cette phase prédictrice une phase correctrice pour @ afin de rendre le schéma
entropique. Nous expliquons en détail la méthode et 'algorithme utilisés.
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Premiére partie

Optimisation des ressources pour les
systémes d’informations






Introduction

Les systémes d’information et de communication sont de nature complexe et difficile a ana-
lyser. Les utilisateurs de ces systémes sont exigeants sur la qualité des réponses fournies par les
serveurs concernant par exemple le temps de traitement d’une requéte de service. Il est ainsi
nécessaire de connaitre ces temps de traitement en fonction d’une part de la capacité disponible
du serveur et d’autre part du nombre de requétes que ce serveur doit traiter. Il est possible
d’estimer & l’avance le nombre de requétes qui devront étre traitées (par exemple, voir [5]). Cela
permet d’envisager des stratégies pour répartir au mieux les capacités en fonction des demandes.

Le probléme que nous allons traiter concerne ainsi le cas de deux types différents de requétes
dont les temps de traitement pour chacun de ces types de requétes ne doivent pas étre dépassés
dans la mesure du possible. Il s’agit d’un probléme d’allocation optimale de capacité de serveurs.

La premiére difficulté concerne la modélisation des flux d’informations. Il faut prendre en
compte un trés grand nombre de requétes, ce qui conduit rapidement a des tailles et des com-
plexités trés importantes du probléme. Les modélisations mathématiques standards reposent sur
la théorie probabiliste des files d’attentes [3], [4]. Afin de traiter ici un grand volume de re-
quétes et pouvoir traiter des régimes quasi-continues de requétes, nous nous intéressons & une
modélisation fluide.

L’approche "fluide" classique pour traiter un tel probléme conduit & 'utilisation d’équations
différentielles ordinaires couplées ou non a des équations stochastiques [9], [12], [13]. Seulement
certaines quantités macroscopiques sont prises en considération (taille d’une file d’attente pour
une requéte avant d’étre traitée, & un instant donné par exemple), mais cela permet de rendre
compte des principales propriétés du comportement macroscopique. De Vuyst a proposé une
modélisation innovante de tels systémes par des équations aux dérivées partielles. Cette modé-
lisation s’appuie sur des principes de Mécanique des fluides [6], [7], [8]. Une variable d’espace
est alors introduite pour modéliser ’état d’avancement du traitement d’une requéte particuliére.
Cela permet de prendre en compte des effets de mémoire et de délai de traitement en utilisant
un processus de transport avec une vitesse de propagation de l'information. De Vuyst a pro-
posé de telles modélisations pour des files d’attentes a régle FIFO (first in-first out, c’est-a-dire
premier entré-premier sorti), FILO (first in-last out, c’est-a-dire premier entré-dernier sorti), et
des serveurs a taches partagées pour des réseaux devant traiter un type de requétes ou plusieurs
types de requétes (version multi-fluide) avec des connexions possibles entre différents serveurs.
La modélisation fait intervenir des équations de nature hyperbolique

Orp + Ozpv = 0, (1)

la principale différence entre les trois exemples cités étant I’expression de la vitesse. Citons le



Introduction

travail de D. Armbruster, P. Degond et C. Ringhofer [2] qui présente une modélisation continue
par une loi de conservation du flux d’information en considérant les temps mis par une requéte
pour aller d’un état de traitement a 1’état suivant.

Nous étendons dans cette thése les travaux de De Vuyst notamment en ce qui concerne le
calcul des temps de service. Nous appliquons ensuite ce principe de calcul des temps de service
& un probléme d’optimisation dynamique des ressources d’un systéme composé de deux serveurs
afin de minimiser le temps d’attente des utilisateurs. Cette partie est organisée comme suit.

Dans le chapitre 1, nous expliquons comment calculer de maniére efficace les temps de service
moyens par un systéme d’EDP et d’EDO couplées. A cette occasion, nous rappelons la construc-
tion du systéme d’EDP pour un systéme multi-taches. De plus, nous proposons une méthode
appropriée pour la discrétisation des équations intervenant dans le calcul des temps de service.
Nous proposons dans les deux chapitres suivants de tester la modélisation sur des problémes d’op-
timisation en vue d’assurer une certaine qualité de service. Dans le deuxiéme chapitre, le premier
probléme d’optimisation proposé concerne le cas de deux types de requétes dont les temps de
traitement doivent rester inférieurs & une durée imposée. Dans le troisiéme chapitre, la qualité
de service concerne essentiellement le premier type de requétes, le critére pour le deuxiéme type
de requétes étant considéré comme moins important.

Cette partie a été présentée oralement lors de la conférence IFIP & Sophia Antipolis, en juillet
2003 [10] et a fait Pobjet d’un article accepté pour publication dans IJFV [11].

Mots-clés : flux d’information, loi de conservation, systéme & tiches partagées, modélisation
fluide, controle optimal.



Calcul des temps de service pour un
serveur a taches partagées via un

modéle aux EDP

1.1 Modéle continu

Considérons un systéme capable d’effectuer des taches (satisfaire a des requétes d’utilisateurs
par exemple) avec une capacité limitée. Nous notons ¢, (I'indice o signifie output pour sortie)
le flux de sortie, c’est-a-dire le taux de requétes que le systéme peut traiter par unité de temps.
Il est équivalent de considérer un temps de service moyen D = (¢,)~ ! pour une classe donnée
de requétes. Le temps D représente ainsi le temps moyen que met une requéte pour étre traitée
entierement par le systéme. Nous supposerons que la capacité du systéme considéré peut étre
partagée pour traiter en méme temps des requétes a différents niveaux de traitements. Pour fixer
les idées, notons N le nombre de niveaux de traitement du systéme et numérotons %, k=1,...N
ces niveaux de traitement. Par exemple, dire que la requéte est au niveau de traitement 1/N,
(k = 1), signifie qu’elle vient d’arriver dans le systéme et qu’elle commence & étre traitée. De
méme, dire que la requéte est au niveau de traitement N/N, (k = N), signifie que la requéte
est complétement traitée et que le service est rendu. Supposons qu’au niveau de traitement
k/N, le nombre de requétes est Mj. Lorsque le serveur divise sa capacité de facon homogéne
(les capacités allouées a chaque niveau de traitement sont égales), le flux instantané de requétes
entre les niveaux k/N et (k+ 1)/N est

My,
St M

de sorte que nous retrouvons la capacité totale lorsque nous considérons tous les flux partiels :

bo, (1.1)

Ok k1 =

2

-1

Ok k+1 = Po-

1

o~
Il

Nous supposons maintenant que le nombre de niveaux de traitements N et le nombre total de
requétes M = ZfiIl M (la "masse" de requétes) sont grands. Nous allons réécrire les équations
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Chapitre 1. Calcul des temps de service pour un serveur a tdches partagées via un modéle auxz EDP

d’équilibre dans le cas limite quand N et M tendent tous les deux vers I'infini. Nous introduisons
alors une densité de masse p(x,t) (nous empruntons volontairement le langage de la mécanique
des fluides). Les variables x et t sont respectivement les variables d’espace et de temps. La variable
T peut étre interprétée ainsi.

Soit w =]wy, w,[ un intervalle de ]0,1[. La quantité

/ plx,t)dz
wy

représente la quantité de requétes dont le niveau de traitement est entre les niveaux w; et w,. Le
systéme étant conservatif, nous pouvons écrire une équation d’équilibre sur la masse totale des
requétes entre les niveaux w; et w,. Cette équation s’écrit

%/ Tp(:r,t)dx = (flux en w;) — (flux en w;). (1.2)
wy

L’équivalent continu de (1.1) est clairement

pz,1)

fol p(y t)d

Nous définissons ainsi un flux local entre les niveaux x et  +dx. Par conséquent, ’équation (1.2)

Po-
Y

est plus précisément
Wr

at plx,t)de = (p(wl:[t) (WT’ ))¢o 13)
wy 0P

Cette équation étant vraie pour tout intervalle w contenant un = donné, nous pouvons faire tendre
mes(w) vers zéro et nous trouvons ainsi ’Equation aux Dérivées Partielles suivante (EDP) :

PPo
f()l p(y7 t d

Nous rappelons que x est une variable d’espace représentant le niveau de traitement d'une requéte

op + az< ) =0, z€]0,1], ¢t > 0. (1.4)

courante. Cette équation peut étre lue comme une équation de transport
Op + Owpu(t) = 0, (1.5)

avec une vitesse dépendant du temps v(t) égale a

P

vlt) = fo x,t) dr

(1.6)

Cette équation une fois écrite peut étre généralisée au sens faible.

1.2 Domaine de validité du modéle continu et limite stochastique

L’utilisation de ce modéle continu est justifiée lorsqu’il y a suffisamment de requétes traitées
par le systéme (puisque la construction du modeéle implique que le nombre de requétes tende vers
I'infini). De plus, dans ce modele continu, si la masse totale de requétes

1
m(t) = /0 p(x,t)dx



1.2. Domaine de validité du modéle continu et limite stochastique

tend vers zéro, alors la vitesse de propagation de U'information v(t) tend vers U'infini. Nous nous
attendrions plutot dans ce cas a une vitesse de propagation égale & ¢,. Le domaine de validité
de ce modéle continu est précisément le domaine pour lequel le nombre de requétes est grand
par rapport a 1 et les effets stochastiques sont peu importants. D’un autre coté, il est naturel de
penser que si le flux de requétes en entrée est bruité, alors les effets stochastiques ne sont plus
négligeables lorsque m est de l'ordre de 1. Nous aimerions que notre modéle soit encore valable
(du moins grossiérement) lorsque le probléme considéré se situe a la limite entre le domaine
stochastique et le domaine déterministe, car cette configuration apparait souvent en pratique.
Pour éviter la possibilité d'une vitesse de transport infinie, nous donnons une expression plus
générale & la vitesse définie par (1.6). Nous introduisons alors dans I'expression de la vitesse une
fonction continue croissante ¢ telle que p(z) > 1 et p(x) ~ x pour les grandes valeurs de z :

e
© (fol p(x,t) dm)

Ainsi, nous pouvons par exemple utiliser la fonction ¢(z) = max(1,z). Dans le cas ot m devient

u(t) (1.7)

plus petit que 1, la vitesse v est exactement ¢, et le temps de service ¢, !. Parmi les choix
possibles de fonctions pour ¢, la famille de fonctions & un parameétre e,

(z4+1)+ e+ (z—1)2

5 , e€RT, >0, (1.8)

(z) =

pour des “petits” ¢, fournit de bons candidats qui ont 'avantage d’étre C*°. Il s’agit d’une régu-

larisation de la fonction ¢(x) = max(1,x). Le paramétre e doit étre calibré et optimisé a partir
de données réelles et experimentales. Nous nous attendons & trouver une loi qui relie € & des
invariants du processus stochastique (par exemple, € pourrait dépendre de la variance du bruit
Gaussien du flux d’arrivée). Cependant, nous n’en parlerons pas dans cette theése et cela pourrait
faire 'objet d’un travail futur. Dans ce qui suit, nous considérons donc I’équation suivante comme

8 8, Po — 0, ], . .
o+ (max(l,folp(x,t)dm)> 0, z €]0,1[, t > 0 (1.9)

modéle :

Nous revenons maintenant sur le calcul de la masse totale m(t) du fluide dans le systéme. Nous
recherchons une équation différentielle d’équilibre concernant cette variable. En intégrant 1’équa-
tion (1.5) sur l'intervalle |0, 1[, nous obtenons I’équation différentielle sur m

T = 6i0) — plLo(0), (1.10)

qui correspond & un équilibre entre les flux d’entrée et de sortie. Nous pouvons aussi résumer le
modeéle continu par le systéme d’équations suivantes :

bo

u(t) = max (L, m(®)’ (1.11)
Op + Ogpv(t) = 0, z €]0,1[, t >0, (1.12)
M~ ot — (1, 0000) (113)
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Pour ce probléme avec conditions initiales, nous ajoutons les conditions : m(0) = m°® > 0,
et p(z,0) = p'(z) avec la relation fol P2(x)de = m°, p° € BV(0,1). L’équation différentielle
étant hyperbolique avec une vitesse de transport v(t) positive, nous devons aussi imposer une
condition aux bords en amont qui traduit la compatibilité du flux d’entrée ¢;(t) avec le flux de
Péquation (1.12). Il est équivalent de définir des conditions de Dirichlet en amont sur p avec

p(0,t)u(t) = ¢i(t). (1.14)

1.3 Extension du modéle & un systéme multi-source

Nous pouvons étendre naturellement ce formalisme lorsque le méme serveur a taches parta-
gées doit traiter en méme temps plusieurs sources d’information. Un cas typique d’applications
concerne les serveurs web devant traiter plusieurs types de requétes et de services (consultation
de pages web statiques, transactions, commandes...). Dans ce cas, nous considérons K flux d’en-
trée ®;.1, k = 1,..., K ('indice 7 désigne ici I'entrée ou input en anglais). Nous noterons le flux

K
b = Y ik
k=1

Ainsi, en suivant le méme procédé que précédemment, nous trouvons un systéme d’équations

d’entrée total

aux dérivées partielles d’évolution pour chaque densité partielle pg pour le type de requétes k :

atpk ‘I’ ax pk¢0 — 0

max(1, Zfil fol pi(z,t) dx)

Les équations sont couplées entre elles par un terme non local qui est la masse totale m(t) en

cours de traitement dans le serveur. Cette masse totale est maintenant définie par

K m
m(t) = lz_;/o pi(x,t)de.

Les conditions de compatibilité concernant la continuité du flux en x = 0 donnent les conditions
aux bords en amont suivantes

bin(t) = M

’ max(1, m(t))

Ces conditions peuvent étre interprétées comme des conditions de Dirichlet non homogénes sur
chaque densité p; en amont. La vitesse de propagation est la méme pour chaque source k; elle
est & nouveau donnée par l’expression (1.11). Nous pouvons aussi reformuler le probléme et
I’écrire sous la forme d’un systéme non linéaire couplé A’EDO et d’EDP, de la méme maniére
que (1.11)-(1.13) :

o(t) = m (1.15)

Opre + Opprv(t) = 0, 2 €]0,1[,t >0, k=1,.... K, (1.16)

dm K

W i) - (Z m(l,t)) o0 (117
I=1

avec les conditions initiales m(0) = m® > 0 et p(z,0) = pY(z) telles que Z{il 01 p(z) dx = mP.
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1.4. Commentaires a propos de l’extension a un réseau de serveurs multi-tdches

1.4 Commentaires & propos de ’extension a un réseau de serveurs
multi-taches

Jusqu’a présent, nous avons modélisé le comportement d’un seul serveur multi-taches avec sa

propre gestion de ressources. Mais en général, plusieurs serveurs multi-taches sont interconnectés
et peuvent échanger des informations pour former un réseau d’information. Ainsi, nous avons
besoin de prendre en compte les flux aux interfaces & travers tous les couples de noeuds, c’est-
a-dire entre deux serveurs donnés. Nous devons alors ajouter des conditions sur la compatibilité
des flux d’entrée et de sortie effectifs entre les différents serveurs interconnectés. Les équations
étant hyperboliques avec une vitesse de transport positive, nous devons imposer des conditions
aux bords en amont pour chaque noeud (chaque serveur). Cela signifie que le flux d’entrée de
chaque noeud est donné. D’un autre c6té, le flux de sortie (le taux de départ) est une conséquence
de létat interne du noeud. Si un noeud (1) envoie de 'information vers le noeud (2), alors nous
pouvons seulement dire que le taux d’arrivée de (2) est le taux de départ de (1), qui dépend de
Pétat interne de (1).
Pour résumer, nous dirons que les modéles de continuité donnent pour chaque noeud du réseau
des EDP ou des systémes d’EDP (modeéle comportemental), tels que nous les avons décrits
précédemment alors que la communication entre les noeuds est modélisée par des conditions sur
les flux d’entrée.

1.5 Calcul des temps de service

Il est important pour les concepteurs de connaitre le temps mis par le serveur pour traiter les
requétes & chaque instant. Nous utiliserons dans la suite la connaissance de ce temps de service
pour optimiser un probléme de partage des ressources du serveur afin de minimiser le temps
d’attente des utilisateurs lorsque par exemple, il y a plusieurs types de requétes formulées. 11
est équivalent de chercher le temps de passage que met chaque "particule" d’information pour
aller de z = 0 (requéte non traitée) & x = 1 (requéte entiérement traitée). D'un point de vue
différentiel (intégration sur les caractéristiques), ce temps dépend a la fois du passé et du futur :
quand une requéte entre dans le systéme, ’état du systéme qui permet de calculer le temps de
passage de cette requéte dépend du passé a cause des effets de mémoire (les requétes entrées
avant et qui sont encore dans le systéme utilisent une certaine capacité du systéme). Ensuite,
lorsque cette requéte est entrée, sa trajectoire effective dépend des flux d’arrivée futurs. Par
exemple, dans un cas extréme, si les requétes entrent en trop grand nombre, le systéme peut
devenir congestionné et se bloquer (cas de particules stagnantes). Cette dépendance vis-a-vis du
passé et du futur est traduite dans le systéme d’EDP par la présence de la masse totale m(t).
Notons par d(z, tg, xo) le temps de trajet d’une requéte actuellement a la position x alors qu’elle
était a la position zg €]0, 1] au temps to. En utilisant la représentation lagrangienne, nous devons
résoudre le probléme différentiel

D

—d =1

Dt ’
d(07t0>0) = 07
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ol % désigne la dérivée particulaire. Or nous savons aussi que la vitesse de la particule au temps
t est donnée par v(t). La représentation eulérienne du probléme est alors donnée par le probléme
d’EDP suivant :

Od + v(t)0yd = 1, x€0,1], t>0, (1.18)
d(z =0,t) = 0. (1.19)

Nous voulons connaitre le temps de passage total de la particule dans le systéme. La variable qui
nous intéresse est alors le temps de service D(t) donné par

D(t) = d(1,1). (1.20)

Le probléme (1.18),(1.19) est un probléme de transport avec un terme source constant. Nous
pouvons remarquer qu’'un simple changement de variable © = t — d permet de reformuler le
probléme initialement inhomogéne en un probléme homogeéne (sans terme source) :

Ou + v(t)Ou = 0, z€]0,1], t >0, (1.21)
u(z =0,t) =t, (1.22)
D(t) =t —u(1,t). (1.23)

Dans ce qui suit, nous appellerons les équations (1.21)-(1.23), "équations du temps de service"
(ETS).

1.6 Discrétisation numérique des équations

Nous considérons une discrétisation uniforme du domaine spatial ]0, 1] avec un pas d’espace
h = % Notons z; = (j — %)h, j =1,...,N, les points du maillage et TiyL = jh,j =0,...,N.
Nous considérons alors un pas de temps variable 7" & l'instant t” et nous définissons l'instant
suivant t"*1 par t"*! =" + 7™ Notons enfin par

Tn

Wa

le quotient des pas de discrétisation spatiale et temporelle a I'instant ¢". Les équations de trans-

A" =

port considérées sont hyperboliques avec une vitesse de transport positive. Nous considérons

alors un schéma upwind pour des raisons de stabilité. Nous souhaitons approcher la densité p

par une fonction constante et égale a p} sur chaque cellule I} = [xjfl,xﬁ;] x [t "] La
2 2

donnée initiale p° est approchée par

Nous choisissons un schéma implicite :
+1 n+1
Py = piT)e
Pl = ; i1)% (1.24)

max(1, h Zl]il p?)
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Nous obtenons alors un schéma inconditionnellement stable (voir [3]). Du point de vue du calcul,
nous devons résoudre un systéme linéaire triangulaire a deux diagonales pour chaque pas de
temps. Ce systéme peut étre résolu explicitement si bien que la complexité numérique est de
I'ordre de la complexité d'un schéma explicite.

Dans l'expression (1.24), nous avons discrétisé m(t™) par une série de Riemann tronquée m™ =
h Zz]\i 1 pi'- Nous pouvons nous demander si cette formule quadratique n’est pas trop grossiére ou
inadaptée. Au contraire, ce choix nous permet d’obtenir un relation de consistance avec I’équation
d’équilibre (1.10) au niveau discret. En effet, puisque le schéma est conservatif, nous pouvons
sommer sur tous les indices j dans (1.24) pour obtenir I'expression suivante

N N pn+1
n+l _ no_ A" N o _ A4ntl
Zp] Zpﬁ max(l,m”) ¢)z
7j=1 7=1
c’est-a-dire

1
mn+1 = m" 4 ¢n+1_ Pﬁfr o
E max(1, m")

qui est consistante avec '’équation différentielle de bilan de masse (1.10).
Pour résumer, nous programmons la méthode numérique de la fagon suivante :

bo

Tt (1.25)
,0?+1 - )\n(pgw—l v — 1), (1.26)
oyt = = NN = ) G =2N, (1.27)
mt = mt e (e - ) (1.28)

Nous rappelons que le cotit en calcul de ce schéma est de ’ordre de celui d’un schéma explicite
(aux divisions scalaires pres), bien que les équations (1.27) soient implicites, puisque le systéme
linéaire résultant est triangulaire & deux diagonales.

Enfin, la discrétisation numérique des ETS est simple et la résolution numérique rapide. Nous
utilisons la formulation homogene (1.21)-(1.23) et proposons le schéma numérique implicite

uptt = gt (1.29)
Wt = g\ (u;?“ - uyf}) o, j=2,N, (1.30)
DTL+1 — tYLJrl _ u?\[“rl. (131)

Remarquons que les temps de service sont calculés correctement, méme lorsqu’ils sont trés petits
par rapport au pas de temps courant. Cela rend cette méthode numérique trés puissante pour
le calcul sur une grande échelle des systémes dynamiques avec un trafic intense. Dans nos expé-
riences numériques, nous observons que nous pouvons utiliser des nombres CFL plus grands que
10% tout en gardant une trés bonne estimation des temps de service pour des flux réguliers.
Dans les chapitres suivants, nous appliquons ces schémas numériques & deux exemples de pro-
blémes d’optimisation.
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Optimisation de la capacité partagée
entre deux sources

2.1 Présentation du probléme d’optimisation

Nous considérons ici un serveur dont la capacité totale ¢, (homogene & un flux) a été partagée
suivant les taches a traiter. Deux sources de requétes différentes (1) et (2) doivent étre traitées
séparément par le serveur et peuvent étre traitées en paralléle. Nous modélisons cette situation
par un réseau de deux serveurs virtuels numeérotés (1) et (2). Ces deux serveurs traitent chacun
de leur coteé les taches (1) et (2) respectivement.

Cependant, la capacité totale ¢, du serveur doit étre partagée entre ces deux serveurs virtuels.
Nous introduisons une fonction dépendante du temps a(t) € [0, 1] et les capacités locales a(t) g,
et (1 —a(t))¢, allouées respectivement aux taches (1) et (2). Les équations résultantes sont alors

orp1 + 61;p1111(t) = 0, (2.1)
thg + 81/)2’1}2(75) = 0, (2.2)
avec des vitesses de transport et des masses respectives
_ a(t)¢o B / !
Ul(t) = nax (l,ml(t))’ ml(t) = 0 pl(xvt) dz, (23)
_ (A —at)d _ /1
va(t) = max (1, ma (1)) ma(t) = | po(x,t) dx. (2.4)

Pour que le probléme soit bien posé, il faut chercher une fonction « appartenant a l’espace
fonctionnel BV (0,T) a valeurs dans [0, 1].

Les temps de service Dj(t) et Da(t) pour les serveurs virtuels (1) et (2) calculés par les ETS
correspondantes sont donnés respectivement par

Odp +vp0pdp =1, x E]O, 1[, dg(o,t) =0, D@(t) = dg(l,t) (2.5)

pour £ = 1,2. La vitesse vy, dépend de la fonction «. Ainsi, il est clair que chaque temps de
service Dy dépend aussi de a. Dans la suite, nous soulignerons cette dépendance en utilisant la

13
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notation Dy = Dy(t; ), £ = 1,2.

Nous aimerions pouvoir partager la capacité ¢, entre les deux serveurs virtuels afin de satisfaire
une certaine exigence de qualité de service et minimiser le temps de traitement des requétes
du type (1) et du type (2). Plus précisément, nous nous intéressons & un probléme de controle
optimal sur un intervalle de temps [0;7] (U'intervalle de notre expérience). Nous introduisons
deux parameétres constants traduisant la qualité de service du systéme Dypaz:1 €t Dpag:2. Ce sont
les temps de service prescrits (temps de traitement) & ne pas dépasser. Nous cherchons alors la
fonction o € BV (0,7;]0,1[) qui minimise une fonction de cotit J définie par

e 2 2
Ta) = 7 / {(D1(t:0) ~ Dina1)* + (Da(t:0) — D) } . (2.6)
0
Le probléme d’optimisation est formulé ici dans un espace de dimension infinie. Pour le traiter
numériquement, il est nécessaire de I’approcher par un probléme dont le controle appartient a
un espace de dimension finie. La fonction « est alors remplacée par le vecteur d’optimisation de

dimension finie o,

o = (ol a?, ... aM),

ou a", n = 1, M est une approximation de a(tM?”) avec tMm = % Nous introduisons un
operateur J qui permet de reconstruire des fonctions dépendant du temps a partir de o €
RM . Cet opérateur a par exemple pour ensemble d’arrivée I'espace des fonctions constantes par

morceaux et il est tel que pour tout n,
jOZHtJ\/I;n7tM;n+1[ - an, n = 1,M - 1.
La fonctionnelle résultante discréte est alors donnée par JM

T
M) = 7 /0 {(D1(t:70) ~ Dmaaa* + (Dat:.70) ~ Dpaw)? } dt (27)

et le probléme de controle optimal est alors

Probléme d’optimisation 1 Trouver le vecteur a € [0; 1M qui réalise

min JM ().
a = (al,a?,...,aM)

2.2 Présentation de l'algorithme génétique d’optimisation

Pour résoudre le probléme d’optimisation 1, nous décidons d’utiliser un Algorithme Génétique
(AG). Nous décrivons ici les principes généraux de I’algorithme génétique.
Il s’agit d’un algorithme probabiliste qui s’inspire du principe biologique de la sélection naturelle.
L’initialisation se fait en choisissant une population initiale, formée d’individus. Cette population
initiale représente la premiére génération. Chaque vecteur d’optimisation est un individu et
chaque individu est représenté par ses chromosomes. Les composantes d’un vecteur d’optimisation
donné représentent les génes de I'individu correspondant. A chaque itération, différents processus
sont mis en oeuvre pour créer une nouvelle génération que ’on espére mieux adaptée a la situation
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2.8. Ezpérience et résultats numériques

(ici, nous voulons des individus qui rendent la fonctionnelle minimale). Ces processus sont la
sélection, les mutations des chromosomes d’un individu et le croisement entre les chromosomes
de deux individus.

— Le processus de sélection permet de garder sans aucun changement certains individus
pour la nouvelle génération. La probabilité de les garder est d’autant plus grande que ces
individus sont mieux adaptés.

— Lors d’'une mutation d’un individu choisi au hasard, un de ses génes subit un changement
qui dépend de ’algorithme génétique. Dans notre cas, il s’agira de remplacer un élément
de [0;1] par un nombre sélectionné aléatoirement par une loi uniforme sur [0;1].

— Lors d’un croisement, deux parents s’échangent certains de leurs genes pour donner deux
nouveaux individus.

L’algorithme génétique est un algorithme d’optimisation globale.
Nous avons utilisé la boite GAOT (voir [1]) qui est disponible sur le web.

2.3 Expérience et résultats numériques

Pour notre expérience numérique, nous choisissons a € R*® comme vecteurs d’optimisation.
Dans ce cas, les valeurs de «(t) sont rafraichies toutes les 30 minutes pour une période de 24
heures. La population initiale est composée de 20 individus.Tous les individus de la population
initiale (candidats pour le vecteur optimal «) sont choisis aléatoirement. Leurs composantes
appartiennent a U'intervalle [0;1]. Nous choisissons

®, = 120 req/sec (D = &,71 = 8.3 1073 sec), (2.8)
Doz = 4 sec
Dypaz2 = 3 sec. (2.10)

La figure 2.1 représente les deux profils de flux d’entrée pour une journée entiére d’observation
(de 0 heures & 24 heures). Nous avons choisi que le flux d’entrée de la source (1) serait important
le matin tandis que celui de la source (2) serait important pendant 1’aprés-midi.

Le deuxiéme tracé compare la capacité du serveur par rapport a la somme des deux flux d’entrée.
Nous remarquons qu’il existe deux périodes pendant lesquelles le systéme est congestionné (de
10h & 12h30 et de 17h30 & 19h). Enfin, le troisiéme tracé est le profil du taux optimal o obtenu par
I’algorithme d’optimisation. Seulement 60 itérations de ’algorithme génétique ont été nécessaires
pour calculer un vecteur trés proche du minimum global. Le temps d’optimisation reste ainsi trés
raisonnable.

Les quatriéme et cinquiéme tracés de la figure 2.1 représentent le profil des temps de service
pour les sources (1) et (2) respectivement. Pour la configuration que nous nous sommes donnée,
nous pouvons voir que les contraintes concernant la qualité de service sont respectées méme
si le systéme est congestionné deux fois dans la journée. Bien entendu, une configuration plus
surchargée violerait la qualité de service désirée. Cependant, le procédé d’optimisation trouverait
alors une solution qui s’approcherait au mieux de cette qualité.

Il est intéressant de noter que notre modeéle peut capturer une solution optimale aussi bien dans le
cas d’un flux non congestionné que dans le cas d’un flux congestionné sans probléme de transition.
En particulier, la simulation calcule des temps de service de I’ordre de D = 8.3 1073 seconde (cas
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Chapitre 2. Optimisation de la capacité partagée entre deux sources

non congestionné) jusqu’a des temps de réponse de l'ordre de 4 secondes (cas congestionné), ce qui
représente un rapport de presque 500 entre les deux bornes extrémes. Le probléme d’optimisation
peut avoir plusieurs minima et différentes initialisations peuvent conduire a différents minima
numériques. Cependant, nous pouvons observer que tous les minima restent proches les uns des
autres. Plus précisément, ces minima sont tous proches de la fonction dépendant du temps :

D4 (t)

O = T+ 60

Cette fonction «, correspond au rapport du flux d’entrée de la source (1) sur le flux total
au temps t. Par conséquent, cette fonction que nous pouvons considérer comme approchant
correctement la solution optimale peut étre utilisée pour le contréle en temps réel de la capacité
& allouer a chaque serveur virtuel.
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2.8. Ezpérience et résultats numériques
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F1G. 2.1 — Optimisation de la capacité partagée entre deux sources. La somme des flux d’entrée

comparée au flux de sortie (capacité totale du serveur) montre les deux régions de saturation.

Nous avons représenté les profils correspondants de « et les temps de service optimisés pour les

sources (1) et (2) pendant une journée.
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Optimisation de la capacité partagée
entre deux sources avec garantie de
qualité de service pour la premiére

source

Dans 'exemple du chapitre précédant, nous nous sommes intéressés a ’allocation optimale de
la capacité d’un serveur entre deux types de requétes différentes. Nous devions trouver le partage
optimal de la capacité d’un serveur afin de garantir une certaine qualité de service pour les deux
types de requétes. Dans ce chapitre, nous considérons le cas ou seule la qualité de service du
premier type de requétes est imposée. La qualité de service du deuxiéme type de requéte n’est
ici pas prioritaire.

3.1 Présentation du probléme d’optimisation

Nous considérons maintenant le cas ot il existe deux sources (1) et (2) telles que la source (1)
soit minoritaire par rapport a la source (2). Ainsi les flux ¢; 1 et ¢; 2 sont tels que ¢; 1 << ¢,. Nous
n’excluons pas le cas d’un régime générateur de systéme congestionné : la somme des flux d’entrée
(¢in + ¢i2) peut étre plus grande que la capacité totale ¢,. La premiére source (1) doit satisfaire
la qualité de service exprimant le fait que le temps de service ne doit pas dépasser la constante
Diyaz:1. De la méme maniére que dans le probleme précédent, nous partageons la capacité du
systéme réel entre deux serveurs virtuels de capacité respective a(t)®, et (1 — a(t))®,. Les
requétes de la premiére source sont traitées par le premier serveur virtuel tandis que les requétes
de la seconde source peuvent étre traitées a la fois par le premier serveur et le deuxiéme serveur
avec des flux d’entrée valant 3(t)¢; 2(t) pour le premier serveur et (1—3(¢))¢; 2(t) pour le second.
Le probléme est schématisé dans la figure 3.1.

La question est ici de garantir la qualité de service sur la premiére source en donnant une
contrainte sur le serveur (1)

Dl(t) < Dmaz;l Vit E]O,T[,
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Chapitre 8. Optimisation de la capacité partagée entre deux sources avec garantie de qualité de service pour la premié

tout en acceptant que la capacité du serveur (1), si la contrainte est satisfaite, soit redistribuée
au mieux pour la source (2) afin de rendre le temps de service du second serveur le plus petit
possible.

> [ D

P [t
Q \
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1 4 > thmmJ

1: QoS : delay<4s

FiG. 3.1 — Description de ’architecture du deuxiéme probléme

Nous décidons ainsi d’introduire la fonctionnelle suivante :

T
Jo(@8) = o max (Dy(t:, 8) — D), + l/ (Da(t: 0, B))2 dt, (3.1)
te[0,77] T Jo
ol o est une constante (suffisamment grande) qui permet au premier terme de la fonctionnelle
d’avoir plus d’importance que le second terme. Nous avons relaxé la contrainte de qualité de
service en considérant un terme de pénalité important dans la fonctionnelle (3.1). Le second terme
de la fonctionnelle a été introduit pour diminuer au mieux le temps de service du serveur (2).
Une grande valeur de o donne la priorité au premier terme de la fonctionnelle et permet ainsi que
la qualité de service pour le type de requétes (1) soit presque surement garantie. L’expression
de la fonctionnelle fait intervenir les normes L>(0,T) et L?(0,T). La fonctionnelle .J, est trés
peu réguliére & cause de la présence de la norme L*°. Cela nous dissuade ainsi d’utiliser des
méthodes de gradient et nous invite plutot a utiliser & nouveau un algorithme génétique pour le
calcul de la solution optimale. Nous avons utilisé la méme boite a outil matlab GAOT [1] pour
nos expériences numériques.

3.2 Expérience et résulats numériques

Les vecteurs d’optimisation sont maintenant des vecteurs o, 8 € R?4. Ainsi, les valeurs de
a(t) et 5(t) sont mises a jour toutes les heures. Nous utilisons & nouveau une population initiale
de 20 individus. Le flux de sortie est &, = 120 req/sec et la contrainte sur le temps de traitement
pour la source (1) est Dpax;1 = 4 sec. Les résultats sont représentés dans la figure 3.2.

Les profils imposés des sources (1) et (2) rendent le systéme congestionné entre 15h00 et 17h00
(premier et deuxiéme tracés).

Les troisiéme et quatriéme tracés montrent les profils optimaux des fonctions constantes par
morceaux « et (. Les cinquiéme et sixiéme tracés représentent les profils des temps de service
optimaux pour les serveurs (1) et (2). Nous pouvons remarquer que le temps de traitement des
requétes de la source (1) atteint effectivement la contrainte sur le temps de service de 4 secondes
(il est atteint lors d’une période de congestion). D’un autre coté, le temps de service du serveur
(2) croit jusqu’a 550 secondes (9 minutes) pendant cette période de congestion du systéme.
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3.2. FExpérience et résulats numériques

Bien que les conditions de ce test ne soient pas apparemment trop difficiles, des tentatives
humaines pour choisir des profils raisonnables des fonctions « et # conduisent souvent a des
temps de service de ordre de 10000 secondes avec une violation de la qualité de service sur la
source (1)! Cela justifie le besoin de contrdle par des procédés numeériques de ces systémes.
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FiG. 3.2 — Optimisation du partage de la capacité d’un systéme dans le cas de deux sources et de
deux serveurs virtuels avec une garantie de service pour la premiére source. La somme des flux
d’entrée comparée au flux de sortie (capacité totale du serveur) montre la région de saturation.
Nous avons représenté les profils correspondants de « et 3 et les temps de service optimisés pour
les sources (1) et (2) pendant une journée.
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Deuxiéme partie

Assimilation de données pour des
modéles de trafic routier et algorithmes
d’optimisation associés
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Introduction

La prévision du trafic routier & plus ou moins long terme est indispensable aujourd’hui pour
la gestion des conditions de circulation urbaine ou extra-urbaine. Pour cela, il est nécessaire de
pouvoir modéliser correctement le flux routier. Depuis plus de cinquante, de nombreux modéles
ont été développés [14]. Ces modeéles peuvent prendre en compte le comportement de chaque
véhicule et ses intéractions avec les véhicules voisins (modeéles microscopiques, par exemple [4]).
D’autres modeles prennent en compte les comportements probabilistes des véhicules (modéles
mésoscopiques, par exemple [20], [21]). Enfin, certains modéles sont dérivés de 'analogie entre le
flux des véhicules et le flux d'un gaz ou d’un fluide; ils décrivent le trafic en utilisant des quantités
macroscopiques comme la densité et la vitesse (modéles macroscopiques, par exemple [3], [17],
[22]). Le modele de trafic routier choisi va permettre de calculer les conditions de circulation
sur une certaine portion de route pendant un certain temps. Mais cela nécessite la connaissance
d’un maximum d’observations sur le terrain, par exemple pour fournir des conditions initiales
de circulation avant la prévision. Malheureusement, la quantité disponible d’observations est
souvent limitée. Il s’agit alors d’'un probléme d’assimilation de données.

Les procédés d’assimilation de données sont fréquemment utilisés en météorologie et en océa-
nographie. Les méthodes utilisées sont soit séquentielles soit variationnelles. Dans le premier
cas, elles reposent sur des estimations statistiques et des modeéles probabilistes. On cherche &
trouver ’état du systéme le plus vraisemblable connaissant la dynamique du systéme, un en-
semble d’observations et les lois de probabilité des erreurs portant sur la loi d’évolution ainsi
que sur les observations [8]. La deuxiéme méthode consiste & trouver par controdle optimal la
solution du modéle considéré qui minimise une fonction de cotit connue dépendant des obser-
vations. En particulier nous citons la méthode adjointe utilisée en météorologie [10], [9] et en
océanographie [18].

Dans cette partie, nous nous restreignons aux modéles macroscopiques pour le trafic routier et
nous nous intéressons uniquement a la méthode d’assimilation de données variationnelle et plus
particuliérement au procédé d’optimisation de la fonction de cotit. Nous avons choisi d’utiliser
une méthode adjointe.

Il est possible de prévoir les états macroscopiques du trafic routier sur une section de route
a 'aide de modéles continus aux EDP qui font ’analogie entre le langage de la physique des
fluides et celui du trafic routier. Nous décidons en particulier d’utiliser le modéle hyperbolique
du second ordre de Aw-Rascle [3]. Ce modele fournit de bons résultats qualitatifs et quantitatifs
[7], [14] par rapport aux autres modeéles antérieurs de Ligthill-Whitham-Richards [17], [22], de
Payne-Whitham [19] ou d’autres modéles [16].
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Introduction

Nous désirons ainsi prévoir la densité et la vitesse des véhicules sur une section de route en utili-
sant le modéle de Aw-Rascle. Nous devons en particulier définir des données initiales adéquates
qui serviront au calcul de la solution du systéme de Aw-Rascle et qui permettront de simuler les
conditions de circulation futures. En pratique, les informations concernant les données initiales
sont seulement partiellement connues (échantillon de données), voire totalement inconnues. Par
exemple, les capteurs ne sont pas installés sur la route de maniére continue tandis que des pho-
tographies de I’état de la route ne sont prises qu’a des instants particuliers. Il est ainsi possible
de ne pas disposer des données voulues & l'instant ot nous désirons débuter notre prévision.
Dans ce contexte, nous avons besoin de mettre en oeuvre un procédé complexe d’interpolation et
d’extrapolation. De plus, méme si nous disposons de suffisamment de données & l'instant voulu,
il est en général nécessaire de procéder & des vérifications sur ces données. Ainsi, 'utilisation de
données antérieures permet de construire la donnée initiale avec plus de streté. Nous devons donc
assimiler ces données sur un domaine spatio-temporel intégrant la section de route et 'intervalle
de temps ou sont connues les données observées. De plus, nous devons prendre en compte la
dynamique de notre systéme.

Pour résoudre ce probléme d’assimilation de données, nous cherchons la solution du systéme de
Aw-Rascle qui est la plus proche (dans un certain sens que nous définirons) des observations
passées et connues. Nous pouvons alors connaitre la condition initiale utilisée pour la prévision
en calculant les valeurs de la solution précédente & l'instant correspondant au début de la pré-
vision. Ainsi, le probléme qui nous intéresse ici est de résoudre un probléme de controéle optimal
en utilisant le modeéle aux EDP de Aw-Rascle.

La solution du probléme hyperbolique de Aw-Rascle est une fonction réguliére de la condition
initiale et des conditions aux bords. Il semble donc naturel de considérer les conditions initiales
et les conditions aux bords comme paramétres de contrdéle pour le probléme d’optimisation. Il
est nécessaire de faire attention aux nombres de variables de controle utilisant les conditions aux
bords et au nombre d’informations sortant du domaine. Nous introduisons une fonction de cott
qui dépend des conditions initiales et aux bords. Elle prendra en compte I’écart entre les données
observées et les valeurs calculées. Ensuite, un algorithme d’optimisation utilisant le gradient mi-
nimisera cette fonctionnelle afin de donner les conditions initiales et aux bords optimales. Une
fois que nous aurons trouvé des conditions correctes, nous pourrons calculer la densité et la vi-
tesse jusqu’au temps initial de notre prévision.

Nous explorerons deux stratégies différentes. La premiére stratégie est la plus naturelle. Les pa-
rameétres d’optimisation seront les conditions initiales et les conditions aux bords en amont. Dans
la seconde stratégie, notre algorithme d’optimisation utilisera uniquement les conditions initiales
comme parameétres. Cependant, nous devrons considérer une section de route plus longue (en
amont) que la portion sur laquelle nous voulons connaitre la condition initiale nécessaire a la
prévision. Notre analyse montrera quelle longueur de route est suffisante pour obtenir assez d’in-
formations et rendre le probléme bien posé.

Nous utiliserons la méthode adjointe pour calculer le gradient de la fonctionnelle nécessaire pour
I’algorithme d’optimisation. Lors du calcul numérique du gradient, nous rencontrerons un pro-
bléme récurrent : le calcul des conditions aux bords semble trés important pour avoir une bonne
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optimisation. Nous avons donc porté une attention particuliére au calcul des conditions aux li-
mites.

Cette partie est organisée comme suit. Dans le premier chapitre, nous expliquons briévement
le contexte de notre probléme d’assimilation de données. Nous présentons dans le second chapitre
différents modeéles de trafic routier avec une attention particuliére pour le modéle de Aw-Rascle et
son traitement numérique. Dans le troisiéme chapitre, nous expliquons les deux stratégies utilisées
pour notre probléme d’optimisation. Dans le chapitre 4, nous utilisons la premiére stratégie et
nous décrivons 'algorithme d’optimisation ainsi que le calcul du gradient de la fonctionnelle par
la méthode adjointe. Le cinquiéme chapitre est relatif & la seconde stratégie. Enfin, le dernier
chapitre donne la preuve des résultats utilisés pour le calcul du gradient de la fonctionnelle.

Cette deuxiéme partie a été présentée oralement lors du congrés IFIP, & Turin en juillet 2005
[15] et fait l'objet d’un article qui est en cours de rédaction.

Mots-clés : trafic routier, assimilation de données, modéle de Aw-Rascle, loi de conservation,
controle optimal, schéma de Roe.
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Présentation du contexte

La figure 1.1 présente le probléme de prévision et d’assimilation de données que nous nous
sommes imposé. Nous désirons prévoir la vitesse et la densité des voitures aprés un certain
temps T sur une portion de route [0; L] (zone 1 de la figure). Pour y parvenir, nous disposons
de différentes mesures collectées & des temps et des endroits fixés. Nous imposons une condition
aux limites en aval (a droite sur le schéma) : la vitesse a la fin de la portion de route considérée
est égale & une fonction supposée connue dépendant du temps. Cette situation peut modéliser
par exemple la présence d’un feu tricolore en © = L. La donnée d’une fonction déterminant le
flux au début de la portion de route (z = 0) nous donne une condition aux limites en amont.
Cette fonction n’est pas connue et devra étre calculée. Nous verrons dans la suite que la donnée
de ces deux conditions aux bords ainsi que la donnée des conditions initiales (¢ = 0) suffisent
pour calculer la densité et la vitesse des voitures sur le domaine @ = [0; L] x [0; 7.
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Chapitre 1. Présentation du contexte
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F1G. 1.1 — Probléme d’assimilation de données : les symboles "o" représentent les points de me-

sures en (xj,t"). Les quantités observables en trafic routier sont le débit et le taux d’occupation

A partir du taux d’occupation, on peut déduire une densité moyenne des véhicules.
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Quelques exemples de modéles de trafic
routier

2.1 Modéles du premier ordre

Les premiers modéles de trafic routier sont des modéles du premier ordre. Ils ne font intervenir
qu'une seule équation & une inconnue p qui représente la densité du trafic routier (nombre de
véhicules par unité de longueur). Cette équation est une loi de conservation scalaire sur les
véhicules. Des expériences ont montré que, sous certaines conditions, le comportement global des
conducteurs pouvait étre décrit par une vitesse moyenne connue. La vitesse des voitures V est
alors donnée par une fonction arbitraire de p :

ou @ désigne le débit. Le modele de Lighthill-Whitham-Richards (modele LWR, [17], [22], [24])
est apparu dans les années 50 (1955 et 1956). L’équation de continuité intervenant dans ce modeéle
peut s’écrire

Op + 0x(pV(p)) = 0. (2.1)

Dans la réalité, plus le trafic se densifie, plus la vitesse des véhicules diminue. La vitesse V est
donc une fonction positive et décroissante de p. Lorsque la densité est faible (p = 0), la vitesse
est maximale. Inversement, lorsque la densité maximale est atteinte (p = pemp) lors d’un embou-
teillage ou les voitures sont pare-chocs contre pare-chocs, la vitesse est nulle. Ainsi la fonction @
vaut zéro lorsque p = 0 et p = pemp. On a représenté allure typique du débit dans la figure 2.1.
Dans ce modéle, la vitesse de propagation des ondes, c’est-a-dire de l'information percue par les
conducteurs, est égale & Q'(p) = V(p) + pV'(p). La vitesse V étant décroissante, I'information
voyage moins vite que les véhicules.

Cependant, ce modéle présente certains inconvénients majeurs [7], [L4]. Par exemple, il ne rend
pas compte correctement du comportement des conducteurs dans certaines conditions de circu-
lation, comme la présence de feux tricolores ou une circulation peu dense. De plus, lorsque la
densité des véhicules change instantanément (onde de choc due & un embouteillage) le modeéle
LWR prévoit que la vitesse change aussi instantanément ; cela n’est pas en accord avec la réalité.
Les modéles de second ordre ont alors été introduits pour tenter d’éliminer ces inconvénients.
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Chapitre 2. Quelques ezemples de modéles de trafic routier

m Pemb 3

F1G. 2.1 — Débit en fonction de la densité dans le modéle LWR.

2.2 Les "anciens" modéles du second ordre

Les modéles du second ordre font intervenir deux équations différentielles et deux inconnues :
la vitesse n’est plus une fonction connue de p mais devient dans ces modéles une inconnue. Les
variables primitives sont alors la densité p et la vitesse v. Nous présentons ici le modeéle de Payne
[19] et Whitham [24] apparu dans les années soixante-dix :

Op + Ox(pv) =0,

2.2
O + v0,v + %&CP = %(V(p) —v) + vd2v. (2.2)

Le terme P est une fonction de p, les quantités 7 et v sont des constantes. Pour reprendre le voca-
bulaire issu de la mécanique, ces équations sont respectivement appelées équation de continuité
et équation de conservation du moment. Cependant, les systémes du second ordre présentent en-
core des inconvénients importants pour la modélisation du trafic routier. Par exemple, I'analyse
de certains problémes montre que leurs résolutions conduisent parfois & des vitesses négatives.
De plus, on peut montrer que I'information se propage a des vitesses valant respectivement v — ¢
et v+c, ol ¢ est une constante positive. Ainsi, la vitesse de propagation de 'information pourrait
étre plus élevée que celle des véhicules. Or il est clair que le comportement des conducteurs est
essentiellement influencé par ce qui se passe devant eux (par exemple, un embouteillage qui se
créerait aprés le passage d’un véhicule ne doit pas avoir d’influence sur lui). Daganzo [7] décrit
en détails les inconvénients des systémes du second ordre. Ces inconvénients seraient tels que les
modeles du second ordre antérieurs a son article n’améliorent pas véritablement les modeéles du
premier ordre.

C’est pourquoi, Aw et Rascle [3] ont récemment proposé un nouveau modéle du second ordre
qui permet d’éviter ces inconvénients.
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2.3 Présentation du modéle de Aw et Rascle

Le systeme de deux équations différentielles aux deux inconnues p et v s’écrit dans leur

modéle :
Op + 02(pv) = 0,

Oy(v+ P(p)) + v0z(v+ P(p)) = C£(V(p) —v)

ou C est une constante qui vaut 0 dans le cas homogeéne. Ici le terme P est une fonction de

(2.3)

la densité p. Aw et Rascle ont montré que leur modéle était qualitativement plus acceptable
que les modéles du second ordre précédents. En particulier, la vitesse et la densité restent bien
positives au cours du temps. De plus, I'information se propage & une vitesse inférieure a celle des
véhicules. Aw et Rascle ont montré une autre propriété interessante de leur modéle : leur modele
macroscopique est la limite d'un modéle microscopique "Follow The Leader" |[2].

Le systéme hyperbolique non homogéne de Aw-Rascle

Le modeéle de Aw-Rascle non homogéne peut s’écrire sous la forme d’un systéme hyperbolique

conservatif avec un terme source [3] :
Ip + 0x(pv) =0,

@@w»+mwmw:cggvmy—m7

ol p désigne la densité et v la vitesse des véhicules. Les variables conservatives sont p et pw avec

(2.4)

w = v+ P(p). Dans ce qui suit, nous considérerons les fonctions P définies sur |0; 400 par

Uref 14 7
P(p) = — | pour v > 0, modéle M, (2.5)
gl Pm
et
P(p) = vrerln <p> pour v = 0, modele Mp. (2.6)
m

La loi P traduit 'anticipation des conducteurs par rapport a ce qui se passe sur la route devant
leurs véhicules. Sil’on s’intéresse & la dérivée de P par rapport & p, nous remarquons que le modéle
My est la limite du modeéle M., lorsque v tend vers 0. Le parameétre vy est une constante dépendant
du modele choisie. La densité maximale p,, correspond a la densité d’'un embouteillage (ou les
voitures seraient "pare-chocs contre pare-chocs"). La vitesse v, est une vitesse de référence
donnée.

Nous introduisons le vecteur U composé des variables conservatives

U = (p, pw)*
ou l'exposant t signifie transposé. Le systéme (2. eut s’écrire sous la forme vectorielle :
u l'exp t t signifie t posé. Le systeé 2.4) peut s’écri la fi toriell

U + 0, f(U) = o(U), (2.7)

T
ot f(U) = (vp;vpw)t est le flux et o(U) = (0, CTﬁ(V(p) - v)) est le second membre.
L’espace des états admissibles Q% est ici

Qd = {(p.pw) ER?/0< p < pm, 0<v < vy 0l v =w— P(p)} (2.8)
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ol vy, est la vitesse maximale des véhicules. Nous notons A(U) = 9y f(U) la matrice jacobienne
de f par rapport aux variables conservatives p et pw. Nous obtenons aprés un rapide calcul

A) = < —pl;”(p) - If(p) 1 ) . 29)
—w* — pwP'(p) 2w — P(p)

Le systéme de Aw-Rascle est strictement hyperbolique sauf pour p = 0 et v = 0. En effet, les
valeurs propres de A(U) sont :

M =v—pP'(p) =w— P(p) — pP'(p), (2.10)

Yo =v=w— P(p). (2.11)

Aw et Rascle ont montré dans leur article [3] que la vitesse v restait dans U'intervalle [0; v,,] tandis
que la densité p restait positive dés que p(x,0) > 0 et que la donnée initiale v(x,0) appartenait a
[0; v ] et & [0; v, — P(p(x,0))]. Cette derniére condition est automatiquement vérifiée ici puisque
P est une fonction positive. En particulier, la valeur propre o est toujours positive et y; < o
d’apreés les choix possibles pour la fonction P. Les vecteurs propres associés respectivement a 7y,

1 1
1_ tr2 = .
(e (L

Dans la suite, nous décidons d’écrire les valeurs propres sous la forme

et 2 sont

Y1 =0V — ¢, Y2 =0,

avec ¢ = pP’(p) > 0. Nous appellerons ¢ la vitesse du son du fluide. Il n’y a pas de raison phy-
sique particuliére de nommer cette quantité ainsi, ce vocabulaire est uniquement une référence
a la dynamique des gaz. De méme, nous dirons que le flux est supersonique lorsque ~; > 0
et nous dirons que le fluide est subsonique lorsque v; < 0. Enfin, nous dirons qu'un état est
sonique lorsque y; = 0. Il est facile de montrer qu’il existe des configurations qui permettent au
flux de rester subsonique. La proposition qui suit nous sera utile pour traiter le probléme d’assi-
milation de données. La proposition 1 donne un exemple de choix possible pour le parameétre v;.q.

Proposition 1 Considérons le modéle Mg, (2.6). Si la vitesse de référence vyor est telle que

Upef = [bUm, pM> 1.
alors le flux reste subsonique (y1 < 0).

Preuve. Pour le modeéle My, (2.6), pP'(p) = vpep. Ainsi 71 = v — Upes < 0 car v < vy, < VUpey-

2.4 Approximation numérique

Dans cette section, nous désirons construire une approximation discrete U” de la solution U
pour le systéme (2.4). Nous considérons un maillage en espace et en temps constitué de cellules

36



2.4. Approzimation numérique

I7,n :}szfé ) xi+% [X]tnﬂ tn+1[7 Li

1 = ih, t"T1 =" + At" et de points (z;,t"). Nous approchons
2
une fonction intégrable f sur chaque cellule I} par sa valeur moyenne sur cette cellule :

1
o= —n/ F(o,t) da dt.
) Jm

La notation |I]'| désigne la mesure de Lebesgue de la cellule I". Le pas d’espace h est supposé
constant ; le pas de temps At" = ¢"T1 — " peut étre variable. Nous notons

At
A=
h )

le quotient du pas d’espace et du pas de temps. Nous avons décidé d’utiliser le schéma de Roe [23]

.....

Schéma de Roe

Le schéma de Roe s’écrit sous sa forme conservative :

Ut =up - an ( il ¢§Z%> : (2.12)

Son flux numérique est alors
‘ _ n n
¢i+% - d)(Uz ) iJrl)

e FU) + F(V)
2

ot |A| est définie par |A| = Rdiag(|y;|) R~! lorsque A se diagonalise sous la forme I = R~ A R.

S(U V) = _ %M(U, V)V - ) (2.13)

Dans la suite, nous utiliserons les notations

AZF% =AU UL, fi = fO7).
La matrice linéarisée de Roe A(U, V) est une matrice qui remplit les trois conditions données par
Roe 23] : une conditon de consistance, une condition d’hyperbolicité et une condition permettant

d’obtenir un schéma de type Godunov :

YU € Q¥ A(U,U) = A(U), (2.14)
Y(U,U") € (%)%, A(U,U’) est diagonalisable, (2.15)
Y(U,U") € (Q)?, AU, U YU —U) = f(U") - f(U). (2.16)

En particulier, la condition (2.16) permet de réinterpréter le schéma de Roe comme un schéma
de Godunov. En effet, en notant At (respectivement A~) la partie positive (respectivement la
partie négative) de A, alors le schéma de Roe peut s’écrire :

U7+ =07 - v (A5 O - U + A 07 - ). (217)

Le schéma de Roe est ainsi un schéma "upwind". La condition de stabilité pour ce schéma est
contrdlée par une condition classique de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL). La proposition suivante
fournit un candidat pour la matrice de Roe.
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Proposition 2 La matrice suivante satisfait auz trois conditions (2.14)-(2.16) :

__pPP(p)—p'P(p’) 1
AU U = o ) / our , 513
( ) —ww' — pw+2p w P(Pl)):fl(/’) w4 w — P(p)+2P(p ) pour p # p (2.18)
et
. —oP'(p) ~ P(p) |
AUU") = P / — /. 2.19
( ) ) ( —ww — pngw P’(p) w+ W — P(p) pour p p ( )

Preuve. Remarquons d’abord que

Jim AU,U) = A(UU) = A(U).

Nous prouvons a présent que A(U, V') est diagonalisable. Notons A le discriminant du polynome
caractéristique pour la matrice A(U, V) avec U # V. Nous ’écrivons aprés calculs sous la forme
d’une somme de deux carrés dans le cas p # p’ :

[(P(p) — P(p)? [ P(p)—P(pf A\
A:pp( (/()Z}_pég)) +( (9)2 (p)_(w_w)> .

Ainsi le discriminant est strictement positif si p et p’ sont tous les deux différents de zéro. Nous

(2.20)

en déduisons que A a deux valeurs propres distinctes qui s’écrivent

m=3 _pP(pL:/;’,P(p/) w4 — P(p)gP(p’) ~VA), o)
v =1 _%W+w+w/_l’(p)+2p(p’)+\/§ ‘ :
De la méme maniére, nous obtenons dans le cas p = p/,w # w' :
A= p*P(p)* + (w — w')? (2.22)

qui est encore différent de zéro.

Remarque 1 Nous pouvons aussi calculer |A(U,V)| explicitement. Nous obtenons en effet fa-
cilement les vecteurs propres r1 et ro de A(U, V) associés auz valeurs propres 1 et 7y

1 1
() ()

ot a = —%’:,P(p/) sip#£p eta=—pP(p)— P(p) si p=p'. Nous trouvons alors apres
calculs
_ 1 ai; a2
|A(U,V)| = (2.24)
T2\ a1 az
avec

a1 = Inl(2 — a) + [r2[(-=m +a),

a1z = || — |l

az1 = [n|(n —a)(y2 — a) + [72[(v2 — a)(=n + a),
aze = —|nl(m —a) + |2|(y2 — a).

Nous présentons ici un autre schéma numérique conservatif.
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Schéma a volumes finis & flux caractéristique (VFFC)

Le schéma VFFC (volumes finis a flux caractéristique) a été introduit par Ghidaglia, Kumbaro
et Le Coq [12] pour des calculs complexes & volumes finis. En particulier, ce schéma évite le
calcul des matrices linéarisées de Roe. Pour ce schéma, le flux numérique s’écrit

TOHIV) L an(Aw. V) (V) — F0) (2.25)

o(U.V) = = ;

ou sgn(A) est la fonction signe étendue aux matrices. Elle est définie par
sign(A) = Rdiag(sgn(v;)) R™*

lorsque A se diagonalise sous la forme I'= R AR, ou sgn(a) est la fonction signe usuelle
définie pour un réel a. Dans ce cas, la matrice A(U, V) est une matrice diagonalisable qui vérifie
la seule condition de consistance A(U,U) = A(U). Nous considérerons la matrice VFFC suivante

A(U,V)_A<U;V>.

Le calcul de la matrice A est alors plus simple.

2.5 Traitement numérique des conditions aux bords

Dans cette partie, nous nous restreignons au cas intéressant des conditions aux bords subso-
niques. Dans ce cas, il existe une caractéristique entrante qui apporte de 'information venant de
I’extérieur et une caractéristique sortante qui fournit de I'information venant de I'intérieur.

Conditions aux bords en amont v =0

Nous introduisons une cellule "fantéome" fictive contenant un état virtuel. Cet état nous
permet de calculer un flux & la frontiére & ’aide de la formule du flux numérique. L’avantage de
cette approche est d’obtenir un flux numeérique régulier 4 la frontiére. Notons U7* I’état U dans la

premiére cellule du domaine [z_1,z1], ot #_1 = 0. Nous devons trouver un état fantome Ug a
2 2

n

g). Pour un flux subsonique, nous imposons

gauche de I'état U7', que nous notons Ug' = (pg, pgw

un débit en amont ¢", de sorte que
7

PgVy = 4"

La seconde condition qui permet de définir complétement Ug' doit étre compatible avec le fait
qu’une caractéristique doit sortir du domaine. Dans ce contexte, des conditions aux bords forte-
ment non linéaires peuvent étre traitées en utilisant les demi-problémes de Riemann (Dubois et
Le Floch [11]). Le probléme de Riemann ayant pour données initiales

Uy pour x < 0

2.26
Ul pour z >0 (2.26)

U(z,0) z{

doit avoir une l-onde sortante et une 2-onde entrante. En général, I'analyse de tels demi-
problémes de Riemann montre qu’il existe une famille de solutions dépendant d’un paramétre.
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Pour notre probléme, nous utiliserons plutot une approche simplifiée utilisant une linéarisation
locale du systéme. La compatibilité concernant le nombre d’ondes sortantes est ainsi plus simple
& exprimer : les valeurs propres 7;(A) et 2(A4) pour la matrice calculée a la frontiere A(Uy, Uy)
doivent étre négative et positive respectivement. Nous considérons ici une linéarisation locale de
A sous la forme A(U’) o U’ = (p/, p'w’) est I'état a la frontiere dépendant de Uy et Uy avec

§o BB p), - A

Ainsi nous cherchons I’état fantome U, tel que

Vg + P1U1

(") =L >0 (2.27)
g
qg+p1v1 pg+p1 pg + p1
U = - P’( g ><0. 2.28
71( ) P + p1 B ) ( )

Nous obtenons ainsi le résultat suivant :

Proposition 3 Pour le modéle My, (2.6), une densité possible permettant d’avoir un flux sub-
sonique a la frontiére est

atpor ,,1) _ (2.20)

Pg = Max </717
Uref

Preuve. La premiére condition (2.27) est toujours vérifiée. La condition (2.28) est obtenue deés

que :
v

q+p1v1 ey <0

Pg + p1
Ainsi N

101
g > LA (2.30)
Uref

Conditions aux bords en aval x = L

Nous recherchons maintenant un état fantome U’ en fonction de I'¢tat Ur. La condition
en aval imposée est la vitesse du fluide. Nous procédons de la méme fagon que précédemment.
Nous cherchons une linéarisation de la matrice jacobienne locale sous la forme A(U’). L’état a
la frontiére U’ tel que

p = 7/)9;01’ w =v' —P(p), p = ngg;rp]v[’

doit vérifier les conditions de compatibilité sur le signe des valeurs propres

n(U') = PO s, (2.31)
g

1 (U") = ”9;9 :[Zj”f . pg;mP’ (pg;’”> <. (2.32)
g

Nous obtenons la proposition suivante.
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Proposition 4 Pour le modéle Mg, (2.6), si Vref > pUny, i > 1 alors une densité possible
permettant d’avoir un flur subsonique & la frontiére est

o= p}. (2.33)
Preuve. La condition (2.31) est toujours vérifiée. La seconde condition est vérifice dés que

Pglg + PIVI

— Upet < 0. 2.34
,09+P] ref ( )

Or vy < Vpey €t v1 < vpep. Ainsi cette condition est toujours vérifiée.

2.6 Expérimentation numérique

Nous désirons valider les schémas numériques que nous avons programmeés avant de les utiliser
pour le probléme d’optimisation. Nous considérons les cas test proposés dans [2]. Il s’agit d’un
probléme de Riemann avec une condition initiale (¢ = 0) constituée de deux états constants. Les
simulations concerneront le cas homogéne C' = 0 puis le cas non homogéne C' = 1. Les états
constants Uy, (& gauche, x < 0) et Ug (a droite, > 0) sont définis par la donnée des valeurs des
variables primitives :

pr = 0.05, prog, = 0.0025, vz = 0.05
(2.35)

PR = 0.05, PRUVR = 0.025, VR = 0.5.

Le pas d’espace est h = % et le pas de temps est choisi afin de satisfaire la condition CFL avec
un nombre de Courant inférieur & 1. Nous considérons tout d’abord le modéle Mg, (2.6) avec
v =0et P(p) =2In(:L), puis le modeéle M, (2.5) avec v = 1 et P(p) = 6.2 Dans le cas non
homogene, nous prenons C' =1, T'(p) = 20 et

7/2 + arctan(112-%22)

0.
V(p) = vm it S
(p) =v 7/2 + arctan(11 - 0.22)

(2.36)

Reésultats numériques sans le terme de relaxation

Les figures 2.2 (schéma de Roe) et 2.3 (schéma VFFC) d’'une part et les figures 2.4 (schéma
de Roe) et 2.5 (schéma VFFC) d’autre part montrent les solutions au temps final ¢ = 100 dans
les cas v = 0 et v = 1 respectivement. Dans ce test, nous pouvons observer la présence d’un choc
entropique qui rend compte d'une solution discréte non physique. Cela montre que le schéma
de Roe et le schéma VFFC ne sont pas des schémas entropiques. Pour la méthode de Roe, on
peut suivre les arguments de Harten [13] en échangeant la matrice |A| par Rdiag(t(y:)) R™*
ot e (x) = Va2 + €2. Tout se passe comme si nous remplacions les valeurs absolues |y1] et |2
par ¥e(y1) et ¥e(y2) dans (2.24). Nous devons choisir € assez petit, € << ~; afin d’obtenir une
bonne approximation de la valeur absolue des valeurs propres. Or les valeurs propres sont du

méme ordre de grandeur que la vitesse des véhicules. Ainsi nous pouvons choisir € = %2, La
solution numérique présentée dans la figure (2.6) ne fait plus apparaitre de choc d’entropie. Les
résultats sont satisfaisants.
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F1G. 2.2 — Schéma de Roe, v = 0, systéme homogéne sans relaxation.
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FiG. 2.3 — Schéma VFFC, v = 0, systéme homogéne sans relaxation.

Résultats numériques avec un terme de relaxation

Enfin, les figures (2.7) et (2.8) représentent les cas v = 0 et v = 1 respectivement avec
un terme de relaxation pour le schéma de Roe. Les résultats sont 14 encore trés satisfaisants.
Dans les paragraphes suivants, nous utiliserons essentiellement le modele My, (2.6) pour plus de
simplicité.
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FiG. 2.4 — Schéma de Roe, v = 1, systéme homogéne sans relaxation. Un choc d’entropie apparait.
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Fi1G. 2.5 — Schéma VFFC, v = 1, systéme homogéne sans relaxation. Un choc d’entropie apparait.
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FiG. 2.6 — Schéma de Roe, 7 = 1, systéme homogene sans relaxation, avec la régularisation de
la valeur absolue.
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F1c. 2.8 Schéma de Roe, v = 1, systéme non homogéne avec relaxation.



3

Données observables en trafic routier,
probléme d’assimilation de données

3.1 Données observables en trafic routier

Nous présentons dans ce paragraphe les différentes variables de trafic macroscopiques. Les
variables utiles pour les modéles de trafic routier sont la vitesse et la densité. Cependant les
données observables en réalité sont le débit et le taux d’occupation.

3.1.1 Le débit

Le débit moyen ¢(z,t1,t2) au point d’abscisse z et entre les instants ¢ et ¢o est défini par

n(xv tl; t?)

3.1
P— (3.1)

q(xa tlv t?) =
ou n(x,ty,ts) désigne le nombre de véhicules passés en x entre les instants ¢ et ¢s.
En pratique, le débit peut étre déterminé par des comptages sur la route.
Il est nécessaire de connaitre le débit g(x,t) en tout point d’abscisse x et en tout instant ¢ pour
les modeéles "fluide" de trafic routier. On définit alors

At At

t) = i t——,t+—). 3.2
q(z,t) = lim qg(z,t——t+—) (3.2)
En pratique, pour ne pas avoir de débit infini, on pose

At At

pour de petites valeurs de At.

3.1.2 La densité

La densité moyenne des véhicules p(z1,x2,t) entre les points d’abscisses respectives x1 et o

et & l'instant ¢ est définie par

t
oy, w9, ) = TEL T2 (3.4)
X9 — I
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ou n(x1,2,t) est le nombre de véhicules présents sur la section de route entre les points d’abs-
cisses respectives x1 et xo et a 'instant ¢. La densité moyenne peut étre obtenue par photographie
aérienne ou par caméra vidéo. Comme pour le débit, il est nécessaire pour les modéles continus
de trafic routier de définir la densité p(z,t) en tout point d’abscisse x et & tout instant ¢. On
définit alors :

Ax Ax
= li - — —, t). .
plz,t) = lim plz——= o+ —-,1) (3.5)
En fait, on pose
A A
pla,t) = ple — S x+ 5o 8), (3.6)

pour de petites valeurs de Ax.

3.1.3 Taux d’occupation

Le taux d’occupation 7 est une grandeur sans dimension. Le taux d’occupation est mesuré
a laide de capteurs (boucles magnétiques) enfouis dans la chaussée et sensibles aux variations
du champ magnétique produites par le passage des masses métalliques des véhicules. Il est défini
par le rapport du temps durant lequel la boucle est occupée divisé par une durée de référence.
Lorsque la durée de référence est At, c’est-a-dire la durée utilisée pour le calcul du débit g(x,t) =
qx,t — %,t + %), on obtient la relation

r=(L+1)p (3.7)

ou L est la longueur moyenne des véhicules et [ est la longueur de la boucle. Cette variable est
souvent utilisée car les procédés de mesure du taux d’occupation sont moins complexes et moins
cotiteux que les procédés de mesure de la densité.

3.1.4 Vitesse du flot

La vitesse du flot est alors obtenue par la relation :

v(z,t) = (3.8)

Ainsi, les données expérimentales observées sont le débit et le taux d’occupation. On obtient
ensuite par les relations (3.7) et (3.8) la densité p et la vitesse v.

3.2 Probléme d’assimilation de données

Dans cette partie, nous nous intéressons plus particuliérement & la mise en place du probléme
d’assimilation de données : nous supposerons connaitre des valeurs de densité et de vitesse en
des points particuliers de la portion de route et a des instants donnés. Ces valeurs peuvent étre
le résultat de mesures réelles observées. Nous voulons trouver les meilleures données initiales et
les meilleures conditions aux bords permettant de calculer une solution continue du systéme de
Aw-Rascle qui serait le plus en accord avec les valeurs observées de densité et de vitesse. Nous
rappelons 'objectif sous-jacent : nous désirons obtenir des valeurs pour la densité et la vitesse &
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3.2. Probleme d’assimilation de données

chaque point du maillage du domaine spatial [0; L] au temps final T'. Ces valeurs calculées pour-
raient alors servir comme données initiales pour des simulations dans le but de prévoir I’évolution
du trafic aprés 'instant 1" par exemple.

La densité et la vitesse des véhicules sont calculées & I'aide du systéme de Aw et Rascle. Nous
faisons I’hypothése qu’une condition aux bords a la fin de la section de route est donnée et
connue précisément. Nous supposons ainsi que la condition aux bords en aval est donnée par la
connaissance d’une fonction dépendant du temps représentant la vitesse a la fin de la route. Cela
peut modéliser par exemple le fait que la vitesse des véhicules est imposée par la présence d’un
feu tricolore.

Le probléme est alors le suivant :

Probléme d’optimisation 2 (Assimilation de données).
Etant donné un ensemble d’observations (p},v});n en des points (x;,1");, du domaine [0; L] x
[0;T), trouver les conditions initiales (p*,v*) (Iindice i signifie "initial"), et éventuellement la
condition auz bords en amont t— q(t) telles que la solution U(z,t) = (p, pw)t du systéeme de
Aw-Rascle

Orp + 0z (vp) = 0,

I (pw) + O0z(vpw) =0,

(pv)(07t) = q(t)a U(L7t) = vd(t)v

p(x,0) = pi(x), v(z,0) = vi(x).
minimise une certaine fonction de coit J, qui mesure la différence entre les valeurs calculées de

la densité et de la vitesse en (x;,t");n de cette solution et les valeurs observées (p?bs

(3.9)

, vqbs

92%); en

ces mémes points.
Nous expliquerons plus tard comment ce probléme peut étre bien posé.

Nous avons mis en oeuvre deux stratégies différentes pour assimiler ces données observées afin
de rechercher des conditions initiales et des conditions aux bords dans le cas d’un systéme hy-
perbolique.

La premiére stratégie est sans doute la plus naturelle. Nous considérons & la fois les conditions
initiales (p?,v") définies sur [0; L] et la condition aux bords dépendant du temps g définie sur
[0; 7] comme variables de contrdle. Le champ calculé (p,v) au temps final ¢ = T doit étre une
fonction continue de (p?,v?) et de q.

Dans la deuxiéme stratégie, nous décidons de considérer uniquement les conditions initiales
(p’,v") comme variables de controle. Il est évident que nous devons remplacer la condition en
amont par une autre information pour espérer avoir & nouveau un probléme bien posé. Ainsi
nous étendons le domaine spatial en amont de notre section de route représentée par [0, L] &
un domaine [—L', L]. La longueur L’ doit étre assez grande pour fournir suffisamment d’infor-
mations. Dans cette stratégie, nous avons uniquement besoin de retrouver la condition initale
(étendue) puisque la condition aux bords & x = 0 est intégrée dans la condition initiale. Cette
seconde stratégie est applicable grace a la nature hyperbolique du modéle EDP sous-jacent.

La figure 3.1 a) correspond & la premiére stratégie. Elle représente 'information provenant des
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conditions initiales et des conditions en amont. La figure 3.1 b) correspond a la deuxiéme straté-
gie. Elle représente I'information qui provient uniquement de la condition initiale. La condition

en amont devient inutile.
Chaque approche conduit & une mise en oeuvre numeérique spécifique. Dans les deux parties qui

t t
T T
X X X
X X X
X X X
X X X
X X X
X X X
0 L X L 0 L X

F1G. 3.1 — Les symboles "x" désignent les points de mesures en (x;,t"). a) Premiére stratégie :
information provenant & la fois des conditions initiales sur |0, L[ et des conditions en amont sur
[0;T]; b) Deuxiéme stratégie : information provenant uniquement des conditions initiales sur
|- L', L[

suivent nous présentons successivement les deux stratégies ainsi que des expériences numériques.
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4

Procédé d’optimisation sur les
conditions 1nitiales et aux bords

Nous considérons le systéme homogéne de Aw-Rascle sur le domaine [0; L] x [0; 7] avec des
conditions limites aux bords (CL) & chaque frontiére :

Op + Oz (vp) =0,
Ou(pw) + s (vpw) = 0
+CL: (pv)(0,1) = q(t), v(L, 1) = v4(2),
+CTI: p(z,0) = pi(x), v(z,0) = v;(z).

Le systéeme de Aw-Rascle est hyperbolique avec deux valeurs propres 73 = v — ¢ et y3 = v. Ainsi

Y

(4.1)

les conditions aux bords en amont données dans (4.1) imposent au flux d’étre subsonique. Dans
le cas contraire, une deuxiéme condition en amont serait nécessaire. De méme, les conditions aux
bords en aval imposent au flux d’étre subsonique. Sinon, il n’y aurait pas de conditions en aval.
Nous rappelons qu’avec le choix de la fonction P selon le modele My, (2.6) du chapitre 2, il
suffit de choisir vyef = vy, > 1 pour que le flux reste subsonique (proposition 1). Nous nous
placerons désormais dans ce cas. Ainsi, le probléme (4.1) est bien posé.

4.1 Choix d’une fonctionnelle de coit

Nous désirons mesurer la différence entre les valeurs calculées par la résolution du systéme
de Aw-Rascle et les valeurs observées. Nous introduisons ainsi la fonctionnelle de cotit suivante

w_llg <w>2+lii<w>2, (4.2)

2N = pe 2N i Ve

Les densités p}’-bs

domaine spatio-temporel. Les termes p. et v. sont des densités et des vitesses de référence choisies

et les vitesses v}’bs désignent les quantités observées en N points ((x,t);) du

pour rendre les quantités sans dimension. Par exemple, nous pouvons prendre la moyenne des
densités observées pour p. et la moyenne des vitesses observées pour v.. Nous voulons minimiser
JY en considérant que cette fonctionnelle dépend de variables d’optimisation qui sont d’une part
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les données initiales (p?, v') et d’autre part les conditions aux bords en aval q.

Nous désirons prendre en compte les contraintes sur le signe des variables d’optimisation : les
quantités p’, v’ et ¢ sont des fonctions positives. Nous écrivons alors ces fonctions comme les
images des fonctions «, § et v définies par

pi = Pec ¢E(O‘)v Ui = V¢ ¢e(ﬁ)a q=dc ¢e(7)' (43)

ol p¢, v et g, sont des quantités caractéristiques que nous prenons égales aux quantités de
références utilisées dans ’expression de la fonctionnelle. La fonction ¢, est un C'-diffeomorphisme
de R dans ]0;+oo[. La valeur de ¢.(z) doit étre pratiquement égale a x lorsque z > 0 pour
permettre & la contrainte de positivité d’étre relaxée. Pour x < 0, ¢(x) doit étre proche de zéro.
Comme exemple de telles fonctions, nous pouvons donner les fonctions appartenant a la famille

b (a) = T4 Ve fa” Vj*'x?

Il s’agit en fait d’une régularisation de la fonction z — max(0,z). Pour des raisons mathé-

a un parametre

(4.4)

matiques, il est intéressant et parfois plus simple de travailler avec une version continue de la
fonctionnelle. Une fois la méthode d’interpolation choisie (qui serait & deéfinir), nous pouvons

écrire la fonctionnelle sous la forme d’une intégrale sur le domaine @ =)0, L[x]0, T'[. Ainsi nous

obs obs

interpolons les vecteurs d’observation p®° et v°*® afin d’obtenir deux fonctions d’observation

Tp° et Tv°bs définies sur Q. La version continue de la fonctionnelle est ainsi :

2
J(o, B,7) = 11 pla, B,y;m,t) — Tpobs o
B, 21Ql Jq I 2 .
11 ; t) =T obs )
b (v(a,ﬁm,aj, ) — Tw ) .
21Ql Jg "

En notant X = («, 3,7) le vecteur des variables d’optimisation, le probléme de minimisation que
nous devons résoudre s’écrit :

Probléme d’optimisation 3 Trouver X tel que

J(X) = ) min ) J(X). (4.6)
(e,3)€C([0,L]), v€C*([0,T7]),
(a.8,v) donné par (4.3),u=(p,pw) solution de (a.1)

4.2 Calcul du gradient de J

D’un point de vue numérique, le probléme 3 de minimisation peut étre résolu en utilisant
des méthodes de gradient (gradient & pas optimal, gradient conjugué), des méthodes de quasi-
Newton ou encore des méthodes de région de confiance ([1], [5] ou [6]). Il n’y a pas a priori de
raison pour que la fonctionnelle (4.5) soit convexe par rapport a (o, 3,7). Ainsi J peut admettre
éventuellement plusieurs minima locaux. Les méthodes numeériques que nous utiliserons doivent
étre capables de repérer le minimum global parmi les minima locaux. Une recherche linéaire peut
alors étre greffée aux méthodes de gradient ou de quasi-Newton. Dans le cas des méthodes de
régions de confiance, nous parlerons de recherche curviligne (voir [5] ou [6]). Nous présenterons
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4.2. Calcul du gradient de J

briévement ces différentes méthodes dans la suite.

Dans tous les cas, il est nécessaire de calculer le gradient de la fonctionnelle J ou du moins une
bonne représentation locale de VJ. Dans les deux prochains paragraphes, nous expliquons la
méthode d’état adjoint et d’équation adjointe que nous avons utilisée pour approcher le gradient
de J ([10]).

Equation adjointe

Nous rappelons que p;, v; et ¢ sont des fonctions des variables «, et «y respectivement. La
solution U est alors une fonction de ces trois variables. Nous notons U(«, 3,7) la solution du
probléme primal (PP)

U + 0:(f(U)) =0,

(PP) pU(O,t) = Q(t)a U(Lat) = Ud(t)7 (47)
U(x,0) = U;(z),
ou f(U) = vU est le flux du fluide. Pour une perturbation donnée des variables de controle, la

variation U = U(a+ da, B4 8,7+ 6v) — U(a, B,7) de la solution U par rapport a la variation
des paramétres est solution au premier ordre du probléme primal linéarisé (PPL)

0:0U + 0, (A(U)0U) =
(PPL) ¢ (pv)(0,t) = dq(t), 51}( t) =0, (4.8)
0U (x,0) = 6U;(x).

Précisons que dv(L,-) = 0 puisque v(L,-) ne dépend pas de «, [ et . En effet, v4(t) est, par
hypothese, indépendant de U. La perturbation (dc, 63, 07) conduit a une perturbation 6J de J :

1 p_pobs> 1 <’U—U0bs>
J=— | (Z=L Vspdadt+ — [ [ ZT=2_) svdzat. 4,
|Q|/Q< ) drdraty Q|/Q ) o drdt (49)

Etant donné que

S0 = 6(5 = P(p) = -5(pw) + (55 = P (0))é,

nous obtenons le lemme suivant.

Lemme 1 La variation dJ est égale a

_ obs v — Uobs W
J 1 p(/)c[;Q * (ve)? <_[/))2 - P’(p)) SU dz d 4.10
_@/Q U—UObsl : (l‘,t) x dt. ( )
(v)? p
D’autre part, nous avons
6J = (Vad,6a)r20,0) + (Vs 08)2(0,0) + (Vo J, %) £2(0,1)- (4.11)

Nous désirons identifier (4.10) et (4.11), ainsi nous avons besoin d’exprimer §U en fonction
de 0X. Dans ce but, nous introduisons un probléme adjoint, dérivé du probléme primal linéa-
risé (4.8). La proposition que nous donnons ci-dessous donne le probléme adjoint a considérer et
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Chapitre 4. Procédé d’optimisation sur les conditions initiales et auz bords

montre le lien entre ’expression de VxJ et la solution A du probléme adjoint.

Proposition 5 Soit A la solution du probléme adjoint suivant

_ obs v — ,Uobs w
I+ AU) O = — p(ff/;2 BNCE <_/;_2 - Pl(ﬂ))
A+ (U)ax)\—@ b oS ,
()2 p
Condition finale : M\(z,T) =0, (4.12)

1
CL1 : (L, t) - < (D 8) - P ()Lt ) =0,

CL2 : A2(0,t) = 0.

Alors,

1. la variation de J par rapport a 0U; et dq est donnée par

L T
§J = —/O A(z,0) - 6U;(x) dx—/o A0, t) - ( o0 _1P(p) >5q(t) dt. (4.13)

2. En notant A\ (x,t) et My(x,t) les deur composantes de A(x,t), le gradient de J par rapport
a X = («a, 8,7) est donné par la formule suivante :

VaJ ==L (A(-,0) + A2(, 0)(v + P(p) + pP'(p)) (-, 0))dc(ev),
Vg ==L Xa(-,0)p(-, 0)¢c (B), (4.14)
Vo = =T X (0, )¢ (7).

La preuve est technique. Le lecteur interessé pourra se rapporter au chapitre 6.

4.3 Calcul numérique du gradient

D’un point de vue numérique, il est nécessaire de discrétiser a la fois la solution du probléme
adjoint et d’approcher I'intégrale de la fonctionnelle par des sommes finies. Nous expliquons dans
la section suivante comment les équations du systéme adjoint sont discrétisées.

Approximation de la solution de I’équation adjointe

Tout d’abord, nous effectuons un changement de variable en temps dans (4.12) pour revenir
a un probléme avec condition initiale. Posons p(x,t) = A(z, T — t). Nous obtenons & partir de
(4.12)
615/1(1', t) - A(U)t(:l?, T - t)am:u(l'a t) - 8(x> T - t)a

pu(z,0) =0,

, B (4.15)
n(L,t) - ( w(L, T —t)+ pP'(p)(L, T —t) ) -0
,UJQ(Ovt) =0
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avec

obs obs
p—p v—v pw
+ op
(e ()
‘Q| v — ’UObsl

(v)% p

Le systéme étant hyperbolique, nous allons utiliser de nouveau un schéma décentré. De plus, le

s(x,t) = — (4.16)

systéme adjoint fait intervenir des équations linéaires. Nous choisissons alors un schéma linéaire
implicite. Le fait que le schéma soit implicite permet d’obtenir un schéma numérique incondi-
tionnellement stable pour le systéme adjoint. Ainsi, nous pouvons rendre les pas de temps plus
grands pour un calcul plus rapide de I’état adjoint. Nous introduisons les notations suivantes :

Uk + U
B(U)=-A(U), B*, =B <7+1 .
i+3 2
Pour la matrice B, les valeurs propres k1 et ko sont les opposées des valeurs propres de A. Nous
considérons le schéma suivant pour 1 <n< Net2<i<T—1:

lﬂle i L N +1 +1

3 [ —n s n n
Atn + E (BH_% ( i+1 Ky ) (417)

N—n+1, —

+B, T = ) = s

2
Nous rappelons que ce schéma est linéaire puisque les matrices B, 1 ne dépendent pas de ()i
2

L’initialisation de p est ,uzl = 0 pour tout .

Comme nous l'avons vu, les conditions aux bords jouent un réle majeur dans le calcul du gradient
(équation (4.12)). Ainsi le traitement numérique des conditions aux bords doit-il faire I'objet
d’une étude particuliére.

Traitement numérique des conditions aux frontiéres
Conditions en amont pour z =0

La connaissance de A(0,t) pour tout t > 0 est nécessaire pour calculer V.J d’aprés la
proposition 5. Le but de cette partie est de calculer précisément A1(0,¢). Il est équivalent de
calculer u1(0,T —t). Il s’agit ainsi d’exhiber une information sur les valeurs aux frontiéres qui
n’est pas donnée par les conditions aux bords. Nous introduisons un état fantdéme

n+1
K2 )

n+1
2 1

sur [z_1,x1], x_1 = 0. Le systéme (4.15) impose p2(0,t) = 0. Nous devons donc poser (pu2)
2 2 2

a gauche de 'état

n+1l __
o=

0. Le fluide est subsonique : il y a une valeur propre négative et une valeur propre positive. Ainsi

33



Chapitre 4. Procédé d’optimisation sur les conditions initiales et auz bords

nous pouvons calculer (ul)gfr1 a l’aide des informations provenant de la droite (aval). Considérons
maintenant le systeéme
Oy, t) + BY 0z, t) = s(z, T —t) (4.18)
2

ot B¥, est la matrice fixée et connue B(%, t =T — t"*1). Les vecteurs propres & droite de
2

B* | sont
2

et ont pour valeurs propres associées

(fil)li% = _vliév (ﬁz)’i% = —oF

(4.19)

k

avec (k1)* ; < 0 et (x2)", > 0. Nous n’écrirons plus I'indice k dans la suite. Ainsi nous pouvons

1
2 2
écrire p(x,t) = (p1, u2)” dans la base ((7‘1)_%7 (7'2)_%)

( f ) = (7“1)_% + ao (7“2)_5 (4.20)

2

Nous diagonalisons ensuite ’équation (4.18) pour obtenir une équation ou ay serait 'incon-
nue (I’équation concernant ag ne nous intéresse pas). Nous obtenons un systéme bien posé sur
[tn, tn+1}

Oraq (z,t) + (m)_%(%al(x, t)=s1(z, T — 1)

aj(z,t=1t") = (a)gsiz <0et ay(z,t =t") = ()} siz >0 (4.21)

ai(x =w1,t) = (a1)t
2 2

ou s(z, T —t)=s1(x,T—1t) (rl)_% +s9(z, T —t) (r?)_1. La discrétisation du systéme (4.21) par

un schéma explicite permet de calculer (aq)g.

_ 1.
2

A Taide de la condition (u2)e = 0, nous obtenons finalement (,ul)gJrl :

(u)E = g™ (o)t

< nt+l . nt+lpmtl
oucsy =ps Pg.

Nous traitons maintenant du probléme des conditions en aval x = L (i = I).
Conditions en aval pour x = L
Le systéme (4.15) impose

1
H0: ( w(L, T —t) + pP'(p)(L, T — 1) ) -

Comme précédemment, nous introduisons un état fantome

n+1
( p )
H2 G
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4.4. Algorithmes d’optimisation

& droite de I’état
n+1
2 I
pour [xlfl,a:H;], x;_1 = L. Considérons maintenant le systéme
2 2 2

Oz, t) + Bﬁ% p(z,t) = s(x, T —t) (4.22)

2
précédemment, nous écrivons u(z,t) = (i1, u2)? dans la base ((7“1)[7%, (r?), %)

ou Bf , est la matrice fixée et connue B(%,t =T — t"1). Avec les mémes notations que

( H ) = (7’1)1_1 + a2 (7"2)1_1- (4.23)
2 2 2

Nous diagonalisons I’équation (4.22). Dans le cas des conditions en aval, nous voulons avoir une
équation oil g serait 'inconnue. Nous obtenons sur [t7, "]

Orag(x,t) + (ng)l_%(?wag(x, t) = so(x, T —t)

az(xz,t =1t") = ()} six < Let ag(x,t =t") = ()gsiz > L (4.24)
ag(z = xjfg,t) = Ckg)?_%

La discrétisation du systéme (4.24) par un schéma explicite permet de calculer (as)f'. Nous
pouvons vérifier que la condition aval dans (4.15) impose (aq)g = 0.

Finalement, nous obtenouns :
()&t = ()™

4.4 Algorithmes d’optimisation

Nous présentons briévement dans cette partie plusieurs algorithmes d’optimisation que nous
avons testés. Il s’agit des méthodes de gradient conjugué dans les cas quadratique et non qua-
dratique, des méthodes de couplage dans ce dernier cas avec des méthodes de recherche linéaire,
des méthodes de quasi-Newton et enfin de la méthode de région de confiance couplée avec la
méthode de BFGS. Pour plus de détails, on pourra lire les livres [1], [6] et [5]. Le but de ces
algorithmes est de minimiser une fonction de cott & valeurs réelles J de X, ot X est un vecteur
de RN .

Meéthodes de gradient conjugué.

Rappelons 'algorithme de gradient conjugué dans le cas d’'une fonctionnelle quadratique
définie pour X € RN par J(X) = a + b'X + %XTAX, oil a et b sont des vecteurs fixés de RV
et A est une matrice carrée de taille n.

Algorithme 1 (Gradient conjugué) :
— Initialisation : on se donne Xy et on pose dg = VJ(Xp).
— Itération (k) :

95



Chapitre 4. Procédé d’optimisation sur les conditions initiales et auz bords

dI'VJ(Xy)

- Xp+1 = Xp — tedy avee ty, = 7’“(1?4% ,
dT AV J(Xjq1)
— dpy1 = VI (Xpy1) — Bedy avec B = W-

Il existe plusieurs variantes pour I’expression de . Le coefficient (i pour la variante de Fletcher-

Reeves s’écrit )
AIVI(Xes) |l

= NI

et pour la variante de Polak-Ribiére,

(VJ(Xpy1) — VJ(Xk))TVJ(XkJrl)'

O = NCOIE

La variante de Fletcher-Reeves ou celle de Polak-Ribiére peuvent étre appliquées lorsque la
fonctionnelle n’est pas quadratique. Le seul changement par rapport & l’algorithme utilisé dans
le cas quadratique est le calcul du terme t; par une recherche linéaire et non plus par la formule
précédente. En pratique, la méthode de Polak-Ribiére est considérée comme meilleure que celle
de Fletcher-Reeves.

Méthode de quasi-Newton

Avant de présenter les méthodes de quasi-Newton, nous rappelons ’algorithme de Newton.
Lorsque J n’est pas quadratique, il s’agit avant tout d’approcher J prés d’'un point X} par une
fonction quadratique

J(Xp+0) = J(Xp) + VI(Xp) -6 + %6TJ”(XO)6 (4.25)

et de minimiser cette fonction en résolvant 'équation d’inconnue &, V.J(Xj 4 6) = 0.
L’algorithme de Newton s’écrit :

Algorithme 2 (Newton) :
— Initialisation : on se donne X.
— Itération k :
- 0 = —J”(Xk)*1VJ(Xk),
= X1 = Xg + 0.

En pratique, on ne cherche pas I'inverse de J”(X}) mais on calcule d en résolvant le systéme
linéaire J"(X)dr = —VJ(X).

Il est tout de méme nécessaire de calculer le hessien de J. Les méthodes de quasi-Newton
permettent d’éviter ce calcul. On remplace en effet le calcul 6 = —J"(Xp) 'VJ(Xg) par
Sk = tpMpVJ(Xy) ou My est une matrice symétrique définie positive approchant J”(X;)~!
et calculée itérativement. Le coefficient positif ¢; est calculé par une recherche linéaire.

Nous donnons ici la méthode B.F.G.S. (Broyden-Fletcher-Godfarb-Shanno) :

Algorithme 3 (calcul de la matrice hessienne de J par B.F.G.S.) :
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4.4. Algorithmes d’optimisation

— Initialisation : soit M° une matrice symétrique définie positive.
— Itération (k) : X*+1 et X* sont supposés connus.

— Soit vF = VJ(XF1) — VJ(XF),

— Soit 6F = Xk _ Xk,

— On calcule

MEFL <1 N (’Yk)TSk’yk> oF ()T SR (F)TSH + Sy ()T

(6F)Tyk ) (0F)T~k (6F)T~k

Il existe d’autres formules pour approcher le hessien de J que nous ne citerons pas ici.
Nous allons présenter maintenant quelques méthodes de recherche linéaire.

Méthode de recherche linéaire

Nous avons vu que les méthodes de gradient conjugué pour une fonctionnelle non quadratique
ou les méthodes de quasi Newton nécessitaient le calcul d’'un parameétre t;. Ce parameétre est
obtenu par recherche linéaire le long de la direction de descente. Nous présentons essentiellement
trois méthodes : la méthode d’Armijo, la méthode de Goldstein et Price et la méthode de Wolfe.
Nous supposons qu’a l'itération k, la direction de descente dj est calculée (par exemple par un
des algorithmes précédents). Nous noterons ¢(t) = J(X} + tdy). Nous rappelons que nous savons
calculer une approximation numérique de ¢(t) et de ¢/(t) = V.J(X}, + tdy)T dy, pour chaque ¢, ces
calculs pouvant étre couteux. Il s’agit alors de trouver ¢ qui minimise ¢ (on minimise J dans la
direction dj) ou du moins un ¢ convenable. Une recherche linéaire consiste alors a tester ¢ pour
savoir s’il est trop grand ou trop petit. Le schéma général d’une recherche linéaire est donné par
P’algorithme 4.

Algorithme 4 (Recherche linéaire) :
— Initialisation : soit t donné. On pose ty =0 et tg =0 (par exemple)
— On teste t.
— Si t satisfait le test, alors on garde t. L’algorithme est fini.
— Sit est trop grand, on pose tg =t.
— Sit est trop petit, on pose ty =t.
— Sitqg =0 alors on calcule un nouveau t >ty (extrapolation),
— sinon on calcule un nouveau t €lty; tql.

Les méthodes de recherche linéaire différent entre elles par les tests utilisés. Aprés avoir choisi
0 < my1 < mg < 1, la recherche linéaire de Wolfe peut s’écrire :

— Si q(t) < q(0) + mitd’(0) et ¢'(t) > maq'(0) alors t satisfait le test.
- Si q(t) > q(0) + m1tq’(0) alors t est trop grand (tg = t).
— Si g(t) < q(0) + mitq'(0) et ¢/(t) < maq'(0) alors t est trop petit (t5 =t).

Nous avons représenté un exemple de fonction ¢ ainsi que les différents cas sur la figure 4.1 : les

ensembles G et Go désignent les ¢ trop grands, les ensembles Py et P, désignent les ¢ trop petits
et les ensembles S et Sy désignent les ¢ satisfaisant la régle de Wolfe. La régle de Wolfe nécessite
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F1c. 4.1 — Reégle de Wolfe : les ensembles GG; et G5 désignent les ¢ trop grands, les ensembles P;
et P» désignent les ¢ trop petits et les ensembles S et Sy désignent les ¢ satisfaisant la régle de
Wolfe.

la connaissance de ¢'(t) c’est-a-dire la connaissance du gradient de J au point X + tdj. Afin

d’éviter ce calcul, on peut utiliser la régle de Goldstein et Price ou la régle d’Armijo.
R . . . . a(t)—q(0)

La régle de Goldstein et Price remplace le test impliquant ¢'(¢) par un test concernant B

- Si q(t) < q(0) + mytq'(0) et M > moq'(0) alors t satisfait le test.

— Si q(t) > q(0) + m1tq’(0) alors ¢ est trop grand (tg = t).

- Si Q(t);iq(o) < maq'(0) alors ¢ est trop petit (t5 =t).

La régle d’Armijo teste uniquement le fait que ¢ est trop grand mais jamais que ¢ est trop petit :

- Si q(t) < q(0) +m1tq’(0) alors ¢ satisfait le test.

— Si q(t) > q(0) + m1tq’(0) alors ¢ est trop grand (tg = t).
Ainsi cette régle est simple & programmer mais ne permet pas d’extrapoler ¢ dans le cas o ce
parameétre serait trop petit.

Méthode de région de confiance

Comme dans les méthodes de quasi-Newton, on approche J prés d’un point X par une
fonction quadratique.
Ju(6) = J(Xg) + VJ(Xp) - 6 4 6T M. (4.26)

La matrice M est une approximation du hessien de J. On peut 'obtenir par exemple par la
formule de BFGS.
Ainsi nous voulons minimiser J prés de X en minimisant J. Cependant, I'approximation de
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4.5. Résumé de l'algorithme d’optimisation

J(X} + 0) par Jj est a priori valable uniquement pour ||§|| < p (prés de X}). Le paramétre p est
appelé rayon de confiance. Il détermine la région dite région de confiance ot 'on considére que
le modéle quadratique est convenable.

Nous avons alors & résoudre le probléme d’optimisation avec contrainte :

trouver

min J;(5). 4.27
in, Je(0) (4.27)

On recherche ensuite les solutions de (4.27) sous la forme
0(p) = —(M + pI) ™'V (Xp)

(I désigne la matrice identité) ot g > 0 doit vérifier [6(p)| < p et p(]d(n)| — p) = 0. Voici
I’algorithme de région de confiance a l'itération k.

Algorithme 5 (Région de confiance) :
— Initialisation : 1 =0, on donne py, on calcule My, par la formule de BFGS (par exemple)
— Iteration (1) :
— On calcule py en résolvant par la méthode de Newton

(Mg + pI) 'V JI(X3)| = pr

On calcule 6 = 6(y)

~ Si J(Xp 4+ 8) < J(Xp) — m(J(Xp) — Ji(8)), alors Xpp1 = Xp + 6. Lalgorithme de
région de confiance est terminé. On passe a [’itération k + 1.

- Sinon, pi41 = %pl. On passe a litération [ + 1.

Le test sur §; utilise la régle d’Armijo appliquée a la fonction Jh (cependant, on ne peut plus
parler de recherche linéaire, il s’agit plutot de recherche curviligne sur la trajectoire { Xy +0}5>0).

4.5 Reésumé de 'algorithme d’optimisation

A Tl’aide de la connaissance du gradient, nous pouvons calculer de maniére itérative les pa-
rameétres X = (o, 3,7) par une des méthodes rappelées précédemment (gradient conjugué, mé-
thode de quasi-Newton, méthode par région de confiance). Actuellement, la méthode de région
de confiance fait partie des algorithmes de minimisation les plus performants. Nous résumons
I’algorithme complet de minimisation utilisé pour le probléme de trafic routier :

Algorithme 6 (Algorithme de minimisation) :
— Initialisation : o, 3°,7° ;
— Itération (k) : soient a®) 3E) et ~B) donnés,
— On calcule (p")®), (v1)F), ¢ ;
— On calcule la solution approchée U du probleme de Aw-Rascle (2.4) en wutilisant le
schéma (2.12) ;
~ On calcule J®) ¢ Uaide de la formule (4.5) ;
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FiG. 4.2 — Vitesse choisie comme condition en aval

— On calcule la solution approchée AE) probléeme adjoint 4.12 en utilisant le schéma
numérique 4.17;
~ On caleule VJ* 4 Uaide de la formule (4.14) ;

— On calcule finalement o1, BEFL k1 par Dalgorithme 5 de région de confiance couplé
avec lalgorithme 3 de BFGS.

4.6 Validation numérique et expérience

Pour notre expérience numérique, nous choisissons comme condition en amont en z = L
une vitesse en créneau pour les véhicules. Cette vitesse est représentée sur la figure 4.2. Dans la
figure 4.3, nous avons représenté les conditions initiales et les conditions aux bords observées,
ainsi que celles choisies pour l'initialisation de Poptimisation (itération 1) et celles calculées
(itération 75).

Nous observons quelques différences entre d'une part les conditions aux bords et les conditions
initiales observées et d’autre part les conditions initiales et les conditions aux bords calculées, mais
globalement, nous pouvons dire que les conditions Uy et ¢ sont calculées de maniére satisfaisante,
d’autant plus que ce qui nous intéresse dans un tel probléme est davantage la valeur de U au temps
final. En effet, nous rappelons que nous voulons utiliser ces valeurs pour faire des prévisions sur U
aprés le temps T'. Or les valeurs calculées de U au temps t = T et celles observées sont identiques
a l'oeil nu. Enfin, nous représentons sur la figure 4.4 les valeurs de log;, J et de log,q ||V J|| au
fil des itérations. La norme choisie pour le gradient est la norme L2(0, L) x L?(0, L) x L?(0,T).
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0.16

<0.12
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— k=75
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0.05 -10
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F1a. 4.3 — En haut : conditions initiales et conditions aux bords; en bas : valeurs finales de p
et pw & T = 180. Nous avons représenté les valeurs observées (données), les valeurs initialisant
Palgorithme d’optimisation (k = 0) et les valeurs calculées a l'itération k = 75 (k = 75).
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60 70

log,, I1IDJII

0 10 20 30 40 50 60 70

iteration

F1G. 4.4 — Valeurs de log; J et de logyq ||V J]|.

62



Optimisation sur les conditions initiales
uniquement.

5.1 Présentation de la seconde stratégie.

Nous considérons une nouvelle situation. Les observations sont données dans [0; L] x [0; T et
la vitesse en x = L est encore connue. Cependant, nous ne voulons plus rechercher les conditions
aux bords en x = 0. La recherche simultanée des conditions initiales sur la section de route
[0; L] et de la condition en amont est maintenant remplacée par une recherche des conditions
initiales sur une section plus étendue [—L'; L]. La valeur de L’ est choisie pour que la condition

!

en amont en x = —L’ n’ait pas d’influence sur la solution sur [0; L] x [0;T]. En effet, pour le

systéme de Aw-Rascle, nous avons vu que I'information qui va de la gauche vers la droite (dans
le sens de circulation des voitures) ne peut pas voyager plus rapidement que les véhicules eux-
mémes. Si nous étudions le systéme sur une durée de T secondes, nous devons prendre L’ telle
que L' > T X Vg O Upgz est la vitesse maximale des véhicules. Le probléme d’optimisation
concerne maintenant le systéme suivant sur [—L’; L] x [0; T :

O + Oz(vp) =0,

i (pw) + Oz (vpw) =0,
(pv)(=L',t) = q(t),v(L,t) = va(t),
p(z,0) = pi(x),v(x,0) = vi(x)

ol q est une fonction positive fixée dont la valeur n’a pas d’'importance. Par exemple, nous posons

(5.1)

q = 0. Nous voulons trouver les bonnes conditions initiales sur [—L’; L] & partir des observations
obtenues uniquement sur [0; L]. Par conséquent, la fonctionnelle est définie par la méme formule
que dans le paragraphe précédent, mais elle ne dépend plus que des deux fonctions « et 3 définies
sur [-L'; L] :

T _ ,obs T 2 olz _,Uobs T 2
J(a,ﬁ)zéml?' Q(’O( 1) pf ( ’t)> +< (&) e ( ’t)> dzdt (5.2)

Les variables d’optimisation sont maintenant X = («a, ) et le probléme de minimisation que

nous devons résoudre s’écrit :
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Probléme d’optimisation 4 Trouver U solution de (5.1) telle que

T0) = ' J(p(X),v(X)). 5.3
) (a,ﬂ)eé{l(l[riy,m), (p(X),v(X)) (5.3)
(a.8) dOMNES Par (4.3),U=(p,pw) S0lution de (1.1)

L’ensemble @ est a nouveau [0, L] x [0, T]. Nous expliquons dans la suite uniquement les points
qui différent de la premiére stratégie.

5.2 Deétermination du gradient de J.

Nous obtenons un systéme adjoint pour A de la méme facon que dans le cas précédent. La seule
différence est que nous intégrons cette équation sur[—L’; L] x [0; 7] et non plus sur [0; L] x [0; 7).
Cependant, la fonctionnnelle définie par (5.2) est toujours obtenue en intégrant sur [0; L] x [0; T7.
Nous obtenons alors comme nouveau probléme adjoint :

O+ AT O\ = s(z, 1),
Nz, T) =0,
1 (5.4)
AL, 1) - —0,
0 ( WL 1)+ pP () (L. 1) )
Xo(—=L',t) =0,
ou )
o 4 2 (2 ()
I O L CO RS : I
s(x,t) = |Q< vl size[0;L), (5.5)
0 sinon.
Nous rappelons que |Q| = L x T. Le gradient de J est donné par
Vol ==(L+ L") (A(,0) + (v + P(p) + pP'(p)) (-, 0)) ¢ (ev), 5.6)

Vg] = _(L + LI) >‘2('7 O)p('7 0)¢:5 (ﬁ)

5.3 Reésultats numériques.

Nous désirons déduire les conditions initiales & partir des observations. La figure 5.1 représente
la condition initiale pour la solution observée, les conditions initiales que nous avons choisies pour
initialiser I’algorithme d’optimisation et les conditions initiales que nous avons calculées au bout
de 100 itérations.

Nous remarquons que les conditions initiales sont calculées précisément sur [0; L] mais ne
le sont pas sur tout lintervalle [—L’; L]. En effet, les informations qui sont trop éloignées de
la zone d’observations (section [0; L]) n’ont pas forcément le temps d’arriver et d’influencer les
quantités intervenant dans J (souvenons-nous que nous avons choisi I = vmaxT 00l Umayx est la
vitesse maximale des voitures, or tous les véhicules ne roulent pas forcément a cette allure). De
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5.3. Résultats numériques.

28
Q
-10

0.1 - 0

-2000 -1000 O 1000 -2000 -1000 O 1000 -2000 -1000 O 1000
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04— —
N — k=100
N — - donnees
N — - k=0
=0.3 .
0.2
0.1 -

1
500 1000 0 500 1000

F1a. 5.1 — En haut : conditions initiales ; en bas : valeurs finales de p et pw a T' = 180. Nous avons
représenté les valeurs observées (données), les valeurs initialisant 1'algorithme d’optimisation
(k =0) et les valeurs calculées a l'itération k£ = 100 (k = 100).
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iteration

FIG. 5.2 — Valeurs de .J et norme L?*(—L', L) x L?>(—L', L) du gradient de .J.

plus, la densité et la vitesse au temps final ¢ = T' (début de la prévision) sont trés légérement
différentes des observations. Enfin, nous donnons avec la figure 5.2 les courbes représentant
logyo J et logy, ||V J]| en fonction du nombre d’itérations.
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6

Preuve de la proposition 5

Nous donnons ici la preuve de la proposition 5. Elle permet d’expliquer la construction du

probléme adjoint.

Obtention du probléme adjoint

Soit A une fonction de classe C! définie sur @ & valeurs dans R?. Nous notons (A1, A2) les

deux composantes de A. En multipliant le systéme linéarisé d’EDP (4.8) par A, nous obtenons

/ N 08U + A - B, (AU)SU) dardlt = 0.
Q

(6.1)

Nous intégrons par partie le membre de gauche pour obtenir une expression uniquement en

fonction des variables primitives d’optimisation dU; et dq :

L T
/atA-5U+azA-A(U)5dedt_/ [A-&U]{dx+/ [\ - A(U)SUE dt.
Q 0 0

Ainsi

/ O\ - U 4+ A(U)T 9\ - 6U dadt
Q

= /L)\(m,T) -0U (z,T) — XMz, 0) - 0U;(z) da
0

T
+ / AL, t) - ASU(L, t) — M0, t) - ASU(0, 1) dt.
0

Puisque nous avons au premier ordre
sw(L,t) = Su(L,t) + 6P(p(L.1)) = P'(p(L,£))3p(L, 1),

nous pouvons écrire U (L,T') en fonction de dp(L,t) :

B op(L,t) B 1
0= ( Slpu(L.1) ) ) ( WL 1) + pP () (L. )‘W’t)‘
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Chapitre 6. Preuve de la proposition 5

De méme, nous obtenons dU(0,¢) en fonction de dp(0,t) et de dq(t) :

3(pw)(0,t) = d(pv + pP)(0,t) = dq(t) + (P + pP'(p))dp(0,1).

Ainsi

1 0
U (0,t) = ( P(o) + pP'(p) ) 0p(0,t) + ( 1 ) dq(t).

Nous écrivons maintenant (6.3) sous la forme
/ N - SU+AU) 9\ - 6U dadt
Q

= /L/\(x,T) -0U(x,T) — A(z,0) - 0U;(z) dz
0

T/\Lt A 1 op(L,t
) ARLCUEEY AP L0

_A0,1) - A << ) :pp, » >5p(0,t) + < ‘1) ) 5q(t)> dt.

(6.5)

(6.6)

Nous allons chercher A comme solution d’une équation aux dérivées partielles avec des conditions

finales et des conditions aux bords. Nous avons pour objectif de remplacer le membre de gauche

de (6.7) par §J a l'aide du lemme 1 et d’écrire le membre de droite uniquement en fonction de

0U; et dq. Les conditions finales et les conditions aux bords du probléme adjoint seront ainsi

choisies pour éliminer les termes indésirables. Avec ces contraintes, le systéme que nous devons

résoudre s’écrit donc

O+ AT\ = ﬁ

(v°)?

(%)
o1 5
2p
Az, T) =0,
1
AL, t) - A =0,
) <w<L,t>+pP'<p><L,t>>

1
A0,8)-4 ( P(p) + pP'(p) ) -0

1
( w(L,t) + pP'(p)(L,1) )

est un vecteur propre de A. De plus, nous trouvons que

1 0
A( P(o) + pP'(p) ) - ( 1 )"’”2'
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(Nous rappelons que +; sont les valeurs propres de A). Finalement le systéme (6.8) devient

P—CPO + vfcv" _pw _ pr
O\ + A(U)T A = ( LT )f_(vo {’2 (p)) ) 7
(v)Z p
et (6.11)
1
AL, t) - 0,
e ( w(L,t) + pP'(p)(L,1) )
A2(0,t) =0,

qui est le systéme adjoint du probléme primal.

Détermination du gradient de J

Ainsi nous pouvons écrire grace & (4.10), (6.7) et (6.11) 'expression de ¢.J en fonction de dU;
et de dq :

L T
5] = —/O A, 0) - Ui () dx—/o O, 1) - ( ” _lp(p) >5q(t) at. (6.12)

A présent, nous allons déterminer le gradient de J par rapport aux variables de controle X. A
partir de (4.13), nous obtenons

_( o ) _ op B 1 05,
v ( Opw) ) - ( d(pv + pP(p)) ) a ( w + pP'(p) >5f’+ ( p ) a2 (6.13)

Ainsi nous pouvons écrire dU; et dq en fonction de o, 65 et d :

_ 1 "(a)da 0 :
s ( w + pP'(p) ) pelapat ( P ) P (6.14)
0q = ¢e(7)ov.

Finalement nous obtenons :

" 1 / 0y ,
o= _/0 Az, 0)- << v+ P(p) + pP'(p) ) dc(@)dar+ ( P ) ¢e(ﬁ)5ﬁ> dx

T 1 /
- [ a0 ( o P ) H ()5 de.

Nous rappelons que
0J =< Vo, da >r2(o,z]) + < VJ, 603 >r2([0,L])
(6.15)
+ < V,YJ, oy >L2([0,1])

(< > est le produit scalaire) et A est solution de (4.12). Ainsi nous avons

< Vo, bo >= — fOL()\l(:v,O) + Xa(z,0)(v + P(p) + pP'(p))(z,0))¢L()dcx dex,

< V.80 >= — [ Aal,0)p(,0)6(8)35 da,

< Vo 87 >=— [T A (0,8)¢L(v)dy dt

(souvenons-nous que A2(0,t) = 0). Nous venons de trouver la formule attendue.
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Troisiéme partie

Schéma hybride
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Introduction

Dans les deux parties précédentes, nous avons vu que la modélisation du flux d’informations
et la modélisation du trafic routier font intervenir des systémes de lois de conservation pouvant
s’écrire sous la forme

Ou+ 0pf(u) =0,z €1,t>0,

u(z,0) = u°(x),
ou I est un intervalle de R (nous ne parlons pas ici des conditions aux bords). Nous avons alors
utilisé le schéma numérique de Roe [15] pour obtenir une solution approchée. Cependant, nous
nous sommes heurtés a une difficulté récurrente dans la résolution de ces problémes en exhibant
une solution non physique.
Dans cette partie, nous cherchons un nouveau type de schémas hybrides avec paramétre. L’ajus-
tement de ce paramétre doit permettre d’éviter ’apparition de solutions non physiques tout en
assurant un degré de précision acceptable.

Ainsi, nous nous intéressons aux systémes de loi de conservation de fagon générale :
Ou+ 0xf(u) =0,z € R, t >0, W
u(z,0) = u®(x).

Nous supposons que u appartient & un ouvert 2 de RP. Le flux physique f :  — RP est supposé
étre localement lipschitzien. Afin d’obtenir un probléme bien posé, nous supposons que le systéme
est hyperbolique, ce qui signifie que pour tout état u dans €2, la matrice jacobienne A(u) du flux :

est diagonalisable dans R. Par souci de simplicité, nous supposons de plus que le systéeme est
strictement hyperbolique, c’est-a-dire que pour tout u € 2, chaque valeur propre ay(u) est de
multiplicité un [6]. Dans toute la suite, nous écrirons les valeurs propres dans l'ordre croissant

ai(u) < az(u) < ... < ap(u).

Nous désirons trouver un schéma numérique qui permette d’obtenir la solution physique. Nous
désirons de plus que ce schéma conserve la propriété TVD et ne soit pas trop diffusif.

La notion de solution physique est la suivante. Dans toute la suite, nous supposons que le systéme
hyperbolique posséde une paire entropie-flux (S(u), F'(u)) telle que Uentropie S : Q@ — R soit une
fonction strictement convexe. Nous supposons de plus que S est de classe C? et F de classe C'.
Ce couple doit satisfaire la relation de compatibilité [6], [17]

8S (1) Dy f (1) = D F (). 2)

(0]



Introduction

D’aprés cette relation, les solutions réguliéres de (1) satisfont la loi de conservation scalaire
supplémentaire

85 (1) + 9, F(u) = 0. (3)

De maniére générale, on demande que les solutions faibles de (1) satisfassent l'inégalité au sens
des distributions
0¢S(u) + 0, F(u) < 0. (4)

pour toute paire entropie-flux d’entropie. Sous certaines hypothéses, cette condition permet d’ob-
tenir I'unicité de la solution de (1.1) voir par exemple [17],[6] . Cela permet de plus de sélectionner
la solution faible physique parmi toutes les solutions faibles possibles. Cette solution est alors
appelée solution entropique. Parmi les nombreux articles s’intéressant au sujet des solutions en-
tropiques, citons les travaux de Jin et Xin qui proposent un schéma de relaxation [9], les travaux
de LeFloch et Rohde [14], LeFloch, Mercier et Rohde [13] ou encore de Tadmor [21], [22].

Nous proposons le schéma suivant :
W = = ) (¢(uy,u;+1, A0 1) = Gy, ul, X, 93._%)) (5)

ou le flux numérique dépend d’un parameétre réel 0 :

(w0, \,0) = M - %/\0|A(u,v)|1+9(v _— (6)
Le parameétre 6 est déterminé en deux étapes. La premiére étape est une phase prédictrice ou nous
cherchons le paramétre 6 permettant d’obtenir un schéma TVD qui soit le moins diffusif possible.
La deuxiéme étape est une phase correctrice : dans les cellules ou la dissipation d’entropie est
positive, nous déterminons € afin de rendre la dissipation négative. Le choix de I"approximation
numérique de 9;S(u) + 9, F(u) est important pour la qualité des résultats.

Le plan de cette partie est le suivant. Dans le premier chapitre, nous présentons le schéma
hybride : définition du flux numérique hybride et équation équivalente. Dans le deuxiéme chapitre,
nous déterminons les conditions sur 6 pour obtenir un schéma TVD, d’ordre 2 en espace et 1 en
temps dans le cas de loi de conservation scalaire non linéaire, puis nous étendons heuristiquement
le schéma au cas des systémes. Dans le troisiéme chapitre, nous présentons des expériences
numériques afin de valider notre schéma. Enfin, dans le quatriéme chapitre, nous expliquons
comment corriger le paramétre 6 afin de rendre le schéma entropique.

Un article sur cette partie est en cours de rédaction [3].

Mots-clés : lois de conservation, schémas numériques, entropie.
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Présentation et analyse numérique du
schéma hybride

1.1 Construction du schéma hybride

Nous allons d’abord rappeler les flux numériques classiques de Lax-Wendroff, Lax-Friedrichs,
Lax-Friedrichs modifié, Roe et Rusanov. Puis nous allons mettre en évidence qu’il est possible
d’interpoler trois de ces cinq flux numériques par le biais d’un seul paramétre réel 6, ce qui
définira notre famille de flux hybrides.

1.1.1 Définition du flux numérique hybride

Nous nous intéressons & des schémas numériques pour l'approximation de solutions du sys-
téme hyperbolique
Ou+ 0, f(u) =0,z € R, t>0. (1.1)

Nous considérons un maillage spatial uniforme avec un pas d’espace constant égal & h et notons
par x; = jh les points du maillage. Nous posons Tjpl = (j + %)h Le pas de temps At™ est
variable et nous posons t"T! = " + At". Au temps discret ", les suites (u”]), J € Z fournissent
une approximation de la solution continue w :

1 [Ttz
uj & —/ u(z, t™) dz.
€T

i=1/2

Dans la suite, A désigne le quotient du pas de temps par le pas d’espace, la dépendance de A par
rapport a n étant sous-entendue :

_ar
_an

Les solutions de (1.1) sont approchées a 'aide de schémas numériques conservatifs :

A

u;'LJrl = u;l - A ((b(u?a ’LL;L+1, )‘) - qb(u?fl)u?a )‘)) (12)

ou le flux numérique ¢ : 2 x 2 — RP est une fonction lipschitzienne sur €2 x €. Pour certains
flux numériques, il est possible d’avoir des inégalités d’entropie discrétes ot apparaissent des flux

7



Chapitre 1. Présentation et analyse numérique du schéma hybride

d’entropie numériques :

S(ulth) = S(ul) + A ( Tija— ap;.tw) <0. (1.3)
Le flux d’entropie numérique o7, = Y(ul,uj, ;) est supposé étre régulier et satisfaire la

propriété de consistance ¥(u,u) = F(u) [11]. Les schémas numériques qui satisfont une telle
inégalité sont appelé schémas entropiques.

Différents schémas numériques conservatifs ont été proposés.

Schéma de Lax-Wendroff

Citons le schéma de Lax-Wendroff [12] dont le flux numérique s’écrit

fw) + f(v)

1
S = M ()~ (W) (14)

P(u,v,A) =
ou A(u,v) est une matrice continue en (u,v) qui a la propriété de consistance A(u,u) = A(u).
Le schéma de Lax-wendroff est le seul schéma & trois points du second ordre en temps et en
espace. Il est stable pour des solutions réguliéres sous la condition de Courant-Friedrichs-Lewy
(condition CFL) avec un nombre de Courant inférieur & un demi. Malheureusement, ce schéma
est dispersif et produit de fortes oscillations pour les ondes de chocs. De plus ce schéma viole
la propriété d’entropie au niveau discret et peut ainsi capturer des discontinuités non physiques
telles que des chocs de raréfaction.

Schéma de Lax-Friedrichs

Le schéma de Lax-Friedrichs [4],[10] a un flux numérique qui s’écrit

flw) + flv) 1
U,V \) = ——"—2 — —(v—u). 1.5
o, N) = R o) (15)
On peut montrer que le schéma de Lax-Friedrichs est stable sous une condition CFL avec un
nombre de Courant inférieur & un. Malheureusement, il est uniquement du premier ordre et pré-
sente un caractére fortement dissipatif qui le rend peu approprié pour des simulations numériques

pratiques.

Schéma de Lax-Friedrichs modifié

Le flux numérique du schéma de Lax-Friedrichs modifié [20] est

flw)+flv) 1
N (] (16)
On peut montrer que le schéma de Lax-Friedrichs modifié satisfait une inégalité d’entropie dis-
créte pour toutes les paires entropie-flux. Cependant, ce schéma a le méme inconvénient que le

schéma de Lax-Friedrichs car il est trés dissipatif.
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1.1. Construction du schéma hybride

Schéma de Roe

Un autre schéma couramment utilisé est le schéma de Roe [15] dont le flux numérique s’écrit

o) = TEIO i3 o)) - ), (17)

Nous rappelons que la matrice de Roe A(u,v) doit satisfaire trois conditions

Yu € Q, A(u,u) = 0y f(u),
V(u,v) € Q%, A(u,v) est diagonalisable,
V(U,U) € Q27 A(uvv)(v - u) = f(’U) - f(u)

Une telle linéarisation de Roe existe si le systéme hyperbolique posséde une paire entropie-flux
d’entropie [8]. Le schéma de Roe est stable sous la condition d'un nombre de Courant inférieur
a un. Ce schéma est relativement précis en particulier pour les discontinuités se déplacant lente-
ment. Mais ce schéma viole aussi la propriété d’entropie. En particulier, les chocs stationnaires
non physiques sont stables et des chocs de raréfactions peuvent apparaitre a travers des détentes
soniques. Harten a proposé une modification dans le calcul du flux qui permet d’obtenir un
schéma entropique & partir du schéma de Roe [7].

Schéma de Rusanov

Enfin, nous présentons le schéma de Rusanov [16] dont le flux numeérique s’écrit

d(u,v,\) = M - %amaz(v —u). (1.8)

Ol Qnaz est le rayon spectral de la matrice A(u,v).

Ces schémas ont & la fois leurs avantages et leurs inconvénients. Nous introduisons un schéma
numérique hybride qui permet de passer de 'un & I’autre des schémas suivant les cas. Tout d’abord
remarquons que le schéma de Lax-Wendroff, le schéma de Roe et le schéma de Lax-Friedrichs
peuvent s’écrire sous la forme générale :

U’;LJrl = U;L - A (d)(u;la u?—}—la >‘7 0) - dj(u?—lv U?, /\7 6)) (19)

ou le flux numérique dépend d’un parameétre réel 6 :
u) + f(v 1
o(u,v,2,8) = LHIO 30400+ ). (1.10)
Lorsque la matrice A(u,v) est une matrice de Roe, nous retrouvons le flux de Lax-Wendroff
pour # = 1, le flux de Roe pour § = 0 et le flux de Lax-Friedrichs pour § = —1. Nous pouvons
interpréter # comme un parameétre de viscosité numérique. Lorsque 6 = 1, la viscosité numérique
est faible et lorsque 8 = —1, la viscosité est la plus grande.
Nous voulons tirer partie des avantages complémentaires de ces schémas en utilisant une variable
adaptative 6, a priori dans [—1,1]. Ainsi dans toute la suite, 6 est une fonction de 1’état u. Au
niveau discret, nous indicerons la variable 8 comme une fonction classique de ’espace et du temps
n
par Gj "

1-
2
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Chapitre 1. Présentation et analyse numérique du schéma hybride

Schéma hybride

Nous considérons ainsi le schéma conservatif suivant :
n+l _ . n n o n n n n n
uitt = — A <¢(uj,uj+1,)\,9j+%) — ¢(uj_y,uf, )\,0].7%)) (1.11)

avec le flux numeérique

1
o(u,0.0,0) = LI 50 gy p+o(0 - ) (112)
07,y = Oyl 0) € R (1.13)

Le schéma n’est donc plus un schéma & trois points puisque le flux numérique dépend de
(uj_y,uj, ufyq,uf o) par le biais de 6 . L'intérét d’introduire la variable § est clair : nous pouvons
espérer trouver un algorithme qui donne la valeur 1 & 8 dans les régions ot la solution est réguliére
afin d’obtenir une précision au second ordre. D’un autre c6té, dans une région oul la solution est
discontinue ou bien lorsque le gradient est trés important, 1’algorithme doit utiliser un schéma
stable du premier ordre faiblement diffusif, ¢’est-a-dire utiliser une valeur de 6 proche de zéro.
Si cela est nécessaire, ’algorithme peut produire une diffusion numérique importante avec des
valeurs de 6 proche de —1. La possibilité pour 8 de devenir inférieur & zéro peut étre exploitée
pour produire plus de dissipation numérique que le schéma de Roe, en particulier pour des ondes
de raréfaction aux points soniques, lorsque le schéma de Roe créé en général des chocs d’entropie
non physiques. En d’autres termes, nous pouvons espérer obtenir un schéma entropique.

1.1.2 Variantes du schéma hybride

Nous pouvons choisir différentes variantes du schéma hybride présenté dans le paragraphe
précédent. Nous en citons quelques exemples.

Schéma hybride LW-upwind-LF

Remarquons que notre schéma ne nécessite pas forcément le calcul d’une matrice de Roe. Par

u+v
2

hybride pour 8 = 0 n’est plus le schéma de Roe. L’avantage est que le schéma est plus facilement

exemple, nous pouvons utiliser la matrice A(u,v) = 9, f(

). Dans ce cas, bien sir, le schéma

utilisable, seule une diagonalisation de 0, f(u) étant nécessaire.

Schéma hybride LW-VFFC-LF

Une autre fagon d’éviter le calcul d’'une matrice de Roe est d’écrire le schéma hybride sous
la forme d’un schéma VFFC ([5]). En effet, nous pouvons remarquer que le flux s’écrit

T L sign ()3 A, o) (£ (0) ~ Fu)

pour # > 0 dans le cas out A est une matrice de Roe. Ainsi nous pouvons écrire

fuw) + fv)
2

o(u,v, A, 0) =
Hlu,v.1,0) = ~ 3V BU©) - f(w)

ott B = sign(A) |A(u,v)|?, ott A peut étre une matrice différente d’une matrice de Roe, telle que
A(u,u) = 0y f(u). Précisons que ces schémas ne sont pas entropiques.
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1.1. Construction du schéma hybride

LW-Roe-Rusanov

Nous pouvons introduire avec cette méthode plusieurs types de schémas hybrides. Par exemple,
nous pouvons prendre dans le schéma (1.11) le flux numeérique

o(u,v,,0) = LI %Ae* oL A o) (0 — w) (1.14)

max
2 amam

ot 7 = max(0, #). Pour ce schéma hybride, nous obtenons toujours les schémas de Lax-Wendroff
et de Roe pour § =1 et 0 = 0 respectivement et le schéma de Rusanov pour § = —1.

LW-Roe-LFM ou LW-upwind-LFM

De méme, nous pouvons obtenir un schéma hybride pour lequel le cas § = 1 correspond au
schéma de Lax-Wendroff et le cas § = —1 au schéma de Lax-Friedrichs modifié :

d(u,v, A, 0) = M - %)\029‘ |A(u, U)|1+0(U —u)

ou #_ = min(0, #). Ce type de schéma hybride permet d’obtenir le schéma de Lax-Friedrichs
modifié pour § = —1 qui est entropique. Nous utiliserons ce type de schéma dans nos applications
numériques.

1.1.3 Forme vectorielle du schéma hybride

La technique d’hybridation présentée ci-dessus introduit un parameétre scalaire. Il est naturel
d’introduire une technique d’hybridation plus sophistiquée en introduisant un paramétre a valeurs
vectorielles § = (0k)k=1,... p- Pour cela, nous supposons que la matrice A(u,v) se diagonalise sous
la forme D(u,v) = diag(ak(u,v)) suivant la matrice de vecteurs propres a droite R(u,v) :

A(u,v) = R(u,v)D(u,v)R(u,v)"".

Dans ce qui suit, nous utiliserons la notation suivante pour un exposant "vectoriel" de matrice
défini par :

|A(u, v)|? = R(u,v) diag(|ag (u, v)|%)R(u,v) L. (1.15)

Dans ce cas, le flux numérique s’écrit

B, v, \, 6) = M _ % 0D | Au, o) (0 — u) (1.16)

avec € = (1,...,1); la matrice I est la matrice identité dans RP.

Bien siir, nous pouvons étendre les variantes du schéma hybride présentées ci-dessus au cas
vectoriel.

1.1.4 Equations équivalentes pour les formes scalaire et vectorielle

Nous voulons étudier I'influence de 6 sur le schéma numérique, en particulier en ce qui
concerne la diffusion numérique. Nous donnons dans ce paragraphe les équations équivalentes
associées respectivement a la forme scalaire et a la forme vectorielle du schéma hybride.
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Chapitre 1. Présentation et analyse numérique du schéma hybride

Nous écrivons ainsi le développement de Taylor au voisinage du point (z;,t") au second ordre
dans (1.11), (1.12). Nous obtenons le systéme d’EDP que le schéma numérique résout avec une
précision du second ordre en temps et en espace. Pour simplifier les calculs, nous supposons
que 6§ est une fonction localement constante prés du point (x;,¢™). Un calcul simple montre que
I’équation équivalente de la forme scalaire de I’hybridation est

Opu + Do f (1) + ATtax [A2(u) 0] — %(Atn)"hlff’@z 1A 0, =0, (117)
Nous pouvons écrire de facon équivalente
NG B
Oru+ 0, f (w) = == | (W 7A@W)" ! = 42(w)) O,u] = 0.

La condition pour avoir une matrice de diffusion positive est exprimée & l'aide des valeurs
propres oy de A(u)

AMap))?™t —=1>0 Vke {1,...,p}.
Pour € < 1, nous retrouvons les conditions classiques de Courant-Friedrichs-Lewy concernant le

pas de temps At" :
Mog| <1 Vk. (1.18)

Nous pouvons remarquer que pour # = 1, la matrice de diffusion est exactement zéro ; le schéma
numérique correspondant est en effet le schéma de Lax-Wendroff. Dans le cas contraire, I'intensité
de la matrice de diffusion est gouvernée par ses valeurs propres. Ces valeurs propres sont

(()\|ak|)9_1 - 1) (o)? si ay # 0 et 0 sinon.
Pour A|a®| > 0, la fonction
q:0 — () (M)’ — 1)

est de classe C* sur [—1,400]. De plus,
¢'(8) = (ca)* In(Aewg[) (Aew )1 < 0

pour tout 8, sous la condition CFL (1.18). Cela signifie en particulier que I'intensité de la matrice
de diffusion est une fonction décroissante du parameétre 6. De plus, nous passons du schéma de
Lax-Wendroff au schéma de Lax-Friedrichs de fagon trés réguliere.

Remarque 2 Pour 6 > 1, la fonction f est négative et la limite de f lorsque 0 tend vers 4+oo
vaut —(ay)?. Ainsi pour des valeurs de 0 supérieures a 1 la matrice \?|A(u)|?T" — A%(u) est une
matrice d’antidiffusion dont l'intensité reste bornée lorsque 0 tend vers +oo.

Les calculs effectués pour la forme scalaire de ’hybridation peuvent étre étendus sans difficulté

a la forme vectorielle avec des conclusions analogues. L’équation équivalente est alors :

S a0 [ )~ 22(w)) d,u] = 0

O+ 9 f (u) = =5

avec les conventions précisées ci-dessus.
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Détermination des fonctions 6

2.1 Cas de I’équation de transport linéaire scalaire

Avant de nous attaquer au probléme plus général et plus difficile d’'une équation de loi de
conservation scalaire non linéaire, nous nous intéressons au cas du transport linéaire. Nous dé-
sirons trouver les fonctions 6 qui permettent d’obtenir un schéma TVD. Nous considérons donc
I’équation

Ot + a0zu = 0, (2.1)

ol a est une constante. Pour fixer les idées, nous pouvons supposer par exemple que a > 0. Notre
schéma hybride dans le cas scalaire s’écrit simplement :

1
i :uy—x(@% —¢j7%), (2.2)
avec le flux numérique

(O o T T BN

¢j+§ =a——p - 5)\ Hra Itz (ufyy —ul). (2.3)

2.1.1 Analyse TVD par le critére d’Harten et stabilité du schéma hybride
Nous rappelons les définitions suivantes (avec les notations précédentes).
Définition 1 Un schéma
W = =A@y = 0y )
est dit TVD (Total Variation Diminishing) lorsque
vul, TV (ut) < TV (u®)
ot TV (u) = ez luj+1 — ujl.

Définition 2 Un schéma
1
uith = uf - Myt = b5-1)

est dit L°°-stable lorsqu’il existe une constante K indépendante de At et h telle que

vul, ¥n, max |u?| < K max [u?|.
jez 7 jez 7
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Posons

v =al, Auj+% =ujiq —uj.
En suivant les idées d’Harten [7] et de Sweby [19], nous écrivons le schéma numérique sous la
forme
ntl _  n v 9?—%—1 9;—1
u; —uj—g(l—u 2>Auj+%+<1+u 2>Auj_;. (2.4)
Nous voulons déterminer les fonctions 6 telles que le schéma hybride posséde la propriété TVD.
Nous posons

Ainsi le schéma numeérique peut s'écrire (dans le cas a > 0)

n

n+1 n v 1-v j+% 9;_1 A
Al T R (25)
ce qui donne la forme incrémentale
n+l _ n n n
it = uj —|—Cj+%Auj+%—Dj7%Auj_% (2.6)
de coefficients
n
Cj+§ 0,
v[l—vitz or
D", =< +(14v73)
Iz 2 T
La proposition suivante donne une condition suffisante pour avoir un schéma TVD [7].
Proposition 6 Un schéma écrit sous une forme incrémentale
n+l _ ,n n n
it = uj +Cj+%Auj+%—Dj7%Auj_% (2.7)
est TVD sous la condition suffisante : pour tout n et j,
mn n
Cj+% >0, Dj+% >0
et
n n
Cj+% +Dj+% <1.
A Taide de la forme incrémentale, nous pouvons montrer qu'un schéma est L°-stable :
Proposition 7 Un schéma écrit sous une forme incrémentale
n+l _ n n n
"t = uj +Cj+%Auj+%—Dj7%Auj7% (2.8)

est L°°-stable sous la condition suffisante : pour tout n et j,

mn n
Cj+% = 0, Dj+§ =0

et

n n
Cla+ D)y <1

84



2.1. Cas de l’équation de transport linéaire scalaire

Dans notre cas, les critéres pour montrer qu’un schéma posséde la propriété TVD et la stabilité
L°° deviennent simplement 0 < D;L+ 1 < 1. Nous cherchons donc G;LJF L qui permet de satisfaire
ces inégalités.

Nous supposons dans toute la suite que la condition CFL v < 1 est satisfaite. Nous cherchons
alors les fonctions 6§ telles que pour tous 7, 77,

1 — fw) ,
0< g <+ 41400 71/)> <1, (2.9)
c’est-a-dire 6r0)
1 o Vv , 2
1< v + 90"v) <Z—1vVnr. (2.10)
r v

Considérons en premier l'inégalité gauche de (2.10).

G(r v)

Inégalité —1 < 1= 4 0("v)

Nous considérons un parametre intermédiaire o dans [0; 1]. Nous cherchons alors les conditions

a< O w)
9(T V) (2.11)

sur 6 telles que

_1_a<1 v

N . 2’ . 2, / ’ . " . .
La premiére inégalité o < O070) est verifide si et seulement si O(r',v) < ﬁ—‘; Pour la seconde

., A _ 00y ..
inégalitée —1 —a < 1”#”, nous distinguons les deux cas r > 0 et r < 0.

> In(14+(140)r)

I . Pour le
nv

Pour le premier cas r > 0, l’inégalité est vérifiée si et seulement si 0(r,v)

second cas r < 0,sir < I'inégalité est toujours vérifice. Si —- < r < 0, I'inégalité est vérifiée

1+ ) 1+a
In(1+(1+a)r) —lta 1n(1+(1+a)T) Ina
ssi 0(r,v) < ——5———. Nous remarquons que si r € [1+a’ T, alors T > 2. Ces
conditions sont résumées dans le tableau ci-dessous.
r —00 SE 0 +00
s na In(1+(I+a)r) In(1+({I+a)r) Ina
Conditions sur 6 0 < ﬁ 0 < — o R

Pour le cas o« = 0, nous obtenons les mémes résultats en remplagant In o« par —oo.
Nous considérons maintenant 'inégalité de droite dans (2.10).

4 100000 o', 2
Inégalité Vi—i—y(r “)§;—1

Nous considérons un réel 3 dans [0; 1]. Nous cherchons alors les conditions sur 6 telles que
00r'v) < B(2 —1)
v < B ,
{ 1 8(rw) (2.12)

InB(2-1)
Inv
la seconde inégalité de (2.12), nous distinguons les deux cas r > 0 et » < 0. Pour le premier

In(1—(2-1)(1-F)r)

Ty . Pour le second cas r > 0, si

RlZGo00-00) g, ks, alors

La premiére inégalite 190" v) < B(2 — 1) est vérifiée si et seulement si 6(r,v) > . Pour

cas r < 0, 'inégalité est verifiee ssi O(r,v) >

0<r<< W alors la condition est (r,v) <
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Chapitre 2. Détermination des fonctions 0

I'inégalité est automatiquement vérifiée.

Revenons au cas r € [0; |. Pour 7" = r, ’équation (2.12) entraine que [ doit satisfaire

1
E=D(-5)
B2 —1) In(1— (2 -1)(1-p)r)

< <
Inv <0(r,v)

Inv

Cette condition est équivalente a

1
B2 T (2.13)
2_
Dans ce cas, les deux conditions : 6(r,v) > (-(G-DA-H)r) ;13(1_5)T) et O(r,v) > 7111[3; D) peuvent
2 2 2
étre résumeées par 6(r,v) > lnﬁl(n%l) sur | — oo; %] et O(r,v) > =E-DA=Ar) o (_l_nly)(l A cur
_B3(2_
[%; 0]. Ces résultats sont résumés dans le tableau ci-dessous :
1-B(2-1)
i B (1=5)(Z-1) 0
9 0> 1n51(n;1) 0> ln(lf(%l;l/)(lfﬂ)r
1
" I () +oo
mA(Z-1) In(1-(Z2-1)(1-B)r) nB(2-1)
0 " Inv <6< - Tnv 0= o

2.1.2 Zone TVD et dissipation numérique minimale

Comme nous l'indique notre étude précédente, plusieurs types de régions TVD existent. Elles
dépendent a la fois des deux parameétres « et 3. Nous désirons identifier une région qui permet
d’avoir un schéma TVD avec une dissipation minimale. Nous devons ainsi trouver une région
TVD ou 0 prend les valeurs les plus grandes possibles. Les conditions sur « ne permettent pas
la détermination d’une région TVD que nous pourrions qualifier de meilleure qu’une autre. Par

souci de simplification des conditions sur 6, nous choisissons a = 0.
In(1-(2-1)(1-8)r)

Inv
soit la plus grande possible en fonction de 8. Or cette fonction de 8 (a r fixé) est décroissante,

Pour choisir £, nous fixons un réel » > 0. Nous voulons que la borne supérieure

ainsi il est suffisant de poser § = 2 . Dans ce cas, les nouvelles conditions provenant de (3 pour
0 sont :

1

r| —00 0 20D +00

In(1-2(L—1)r) ‘
Inv

0 6>0 0<6< 6>0

En regroupant les conditions provenant de « et 3, nous obtenons finalement les conditions sui-
vantes sur 6 que nous résumons dans la proposition ci-dessous.

Proposition 8 Soit une fonction 6 satisfaisant les conditions

1

r| —o0 -1 0 2T

In(1—2(L-1)r)
Inv

0 0>0 0< g < nltr) 0<6<

Inv
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2.2. Cas de Uéquation scalaire non linéaire

—1

FIG. 2.1 — Région TVD (zone hachurée) dans le cas o = 0 et f = 41—, avec en abscisse 7. La

2_1»
condition CFL est ici v = 0.5.

alors le schéma hybride (2.2)-(2.3) dans le cas linéaire scalaire posséde la propriété TVD et la
stabilité L*>°.

Remarquons que la proposition 8 donne un exemple parmi d’autres de conditions suffisantes sur
la fonction 6. La zone ou doit se situer le paramétre 6 en fonction de r est représentée sur la
figure 2.1

2.2 Cas de I’équation scalaire non linéaire

Nous considérons maintenant 1’équation de loi de conservation scalaire non linéaire :

Ou+ Oy f(u) = 0. (2.14)
Nous avons le schéma suivant :
with =i = (¢, — ¢ 1) (2.15)
ou
bre1 = f(“?+1)2+ fuy) _ %)\6;% |aj+%|1+9?+% (ullyy —ul) (2.16)

est le flux numérique et ou aj 1= a(u},uj, ) et (u,v) — a(u,v) est la fonction définie par
fl(u)siu=wv

a(w:0) =3 ) s

sinon.

Nous rappelons que Auj+l = ujyy — uj. Nous considérons qu’il existe une constante (ne
2

dépendant ni de j ni de n) telle que la condition | f/(u)| < p est satisfaite. Afin de trouver la
zone TVD, nous nous inspirons de 'étude des schémas avec limiteurs de flux ([19],[6]). Comme
dans le cas linéaire, nous allons écrire le schéma sous une forme incrémentale.
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2.2.1 Forme incrémentale du schéma

Ainsi le schéma (2.15)-(2.16) peut s’écrire :

n n n
o+ 1 1.6 1 1+6m 4
W = A (TN 2\ g ) A
J 2 J+3 Jjts3

J ; .17
2.17
I+ 10, 146
_ (% _ 5)\ i—3 |a]7%| JijAu;‘lf% .
Or n n n n n n n n
j+1+fj _f] +fj71: j+1 7 Jj +fj_ Jj—1
2 2 2 2 ’
et nous avons supposé que a(u,v)(v —u) = f(v) — f(u). Ainsi,
A 0. 1407
1 1 1
u;H— = u? -3 ((aﬁ; — )\ it3 ‘aj+%| J+§)Au?+%
iy Lo (2.18)
+
Ha;_+ AT ay | %)Auy_%>
Nous réécrivons I'expression précédente sous la forme :
1 1467
1 1
u}” —u?—§(()\aj+%—|)\aj+%| ]+2)Au§‘+%

4 A
+()\aj7%+|)\a- %| z) uj_1 ).

Nous définissons a™ la partie positive de a et a~ la partie négative de a. Ainsi a = a™ +a~ et

+

la] = a* —a~. Nous avons alors

1 6"
ntl — gy —( NaT —Na. 1|3 Au™
uj uji = 3 )\aj_i_%(l |)\a1+%| )Auj+%

_ 0
+ )\aj+%(1 + |)\aj+%\ ith )Au?+%
en
i

)7 h)Aur

en
j—

+
+ )\a]; (14 [Aa;_

NI
B

1
2

[N

)

+ )\aj__ (1 —[Aa;_

1
2

n
)Au!_

)

%0 ou a;,:_l = 0) c’est-a-dire qu'il n’est pas possible d’avoir
2

=
N|=

a-‘*_ 1

i=3

a la fois : (a;r_l =0et a;,:l # 0). Cette hypothése est en particulier vérifiée si le cellule j ne
2 2

Nous supposons désormais que (

se trouve pas au voisinage d’un point sonique. Pour simplifier, nous supposons donc que nous ne
sommes pas au voisinage d’un point sonique.

Comme dans le cas linéaire, nous posons v; = Aa;, I/;r = )\a;r et v, = )\a;. Dans ce cas,
1 = oL VS .
n+l _ ' n 3 i+ & 2 2 i— n
ul Tt =l — 1—lv,_ 1| 772 + A+ |v,_1]|772) | Au” .
== |l ST (el ) | Au
J—3 J—3
Vit " o VAU
+ 2l A+ v 1|?T2) +(Q—|v, 1| 772))—2 2 | Au" 4
5| Q) )
Jjt+3z Jj+3
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2.2. Cas de Uéquation scalaire non linéaire

+ —
Vo1 v
. +3 -1 X .
avec les conventions -2 = () et —2 = 0 dés que le numérateur s’annule. Nous obtenons alors
v v
i=3 Jit+5

la proposition :

Proposition 9 En absence de point sonique, le schéma (2.15) peut s’écrire sous la forme incré-

mentale
nt+l _  n n . n
ui™t =g —l—C'jJr%AuH_% D];%Auj_%, (2.19)
avec comme coefficients
I/;r_ 1 " 1/;_ Au;'LJrl n
D. 1= 2 1—|v. 1|72 2 24+ (14|, 1|72
iy =gt | FE R ey P )
J—3 J—3
_VJ;- "1 ” VJ—lAu?—l
Cror = 22 [l 8) 4 (U= ) 72 I
A 2 v Au"
J+3 J+3
ou z/j+% :)\aﬁ% et l/jf% :)\a];%
Nous posons alors
V;:;Au?,;
rto= 2 -2 (2.20)
J V+ Au” ’
18U
Y- 1A
r;, = —2 -2 (2.21)
J v Au?
I3 J=3
Nous décidons de définir 'exposant 0, 1 par
2
O(rT v, 1 si v.,.1>0
0,+1_{ CRLEEY AR (2.22)
41 _ .
2 Q(Tj+1,|yj+%|) S1 Vj-l—% <0

ou # est une fonction sur laquelle nous allons imposer des conditions pour que le schéma soit
TVD et L*-stable par les critéres rappelés dans les propositions 6 et 7. Nous avons alors

+ 9(1"'." )
vV, 1 1-— |I/, 3| J+1
+3 +3 +
D1 = ]2 2 2 + 14 a1 ] (2.23)
Tj+1
-V, - 1—|v,_ . ‘9(T])
_ Jt3 6(r,,) J—3

Cj-i-% = 5 1+ |Vj+%| i+ = (2.24)

J

2.2.2 Détermination de la région TVD et L°°-stable

Nous voulons trouver une fonction 6(r, v) telle que C; 1 et D; 1 satisfassent les conditions :
2 2

D1 >0, (2.25)
Cip1 20, (2.26)
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Chapitre 2. Détermination des fonctions 0

pour la région TVD et la condition supplémentaire

Ci1+ Dy 1 <1 (2.28)

=

pour que le schéma soit L°°—stable.

Suffisamment loin d’un point sonique (il suffit juste d’avoir le méme signe pour ajy 1, G 1,

. . . . 2 2
aj+%), nous avons en particulier soit (Dj+% =0et Dj_% = 0) soit (Cj+% = 0). Nous donnons
dans la proposition suivante un exemple de conditions suffisantes pour que le schéma posséde la

propriété TVD et soit L*°-stable.

Proposition 10 Soit u le nombre CFL. Soit une fonction 0(r,v) satisfaisant les conditions
sutvantes :

—00 —1 0
0<6 ‘ Ogegln(l-i-r)

Iny

1
r|0 m —+00

111(1*2(&*1)7‘
Inv

0 0<6< 0<6

alors le schéma hybride (2.15)-(2.16) avec les notations (2.20)-(2.21) et la définition de 9j+%
donnée par (2.22) posséde la propriété TVD et la L*>-stabilité.

Preuve. Nous cherchons des conditions suffisantes sur la fonction € pour obtenir un schéma TVD
et L*-stable :

Conditions provenant de I’inégalité (2.25)

Nous supposons que aj 1> 0 et donc a;_1> 0 et ajys > 0. Ainsi loin d’un point sonique,
2 2

1
2

C’jJr% = 0. Pour simplifier I’écriture, posons v/ = V]_,:_% et v/ = |Vj+§ |. Ainsi
v I 1— V//G(T”,l/”)
Dj+%_5<1+y ). (2.29)
L’inégalité (2.25) devient
/ w1 - aa
V(14 + i ) > 0. (2.30)

/ . . L . : . L .
Comme 1'% > 0, il est suffisant (mais non nécessaire, voir I’étude du cas linéaire en fonction du
paramétre «) d’avoir
1
1— V//G
— > -1 (2.31)
71//

Cette inégalité est équivalente &

(2.32)

(si " < —1, l'inégalité est toujours vérifiée).
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2.2. Cas de Uéquation scalaire non linéaire

Conditions provenant de I’inégalité (2.26)

De méme en considérant que a

jod < 0, nous avons loin d’un point sonique, D 41 = 0. Posons
2

v=Ilv, 1|letv =—-v ;.
|J*§‘ i+
Ainsi

Ciy

/ , 17 0
:%(1+V'6 +—7 > (2.33)

r

N|—=

Nous n’obtenons aucune condition supplémentaire sur la fonction 6.

Conditions provenant de I’inégalité (2.27)

Par exemple, nous supposons que a’, ; = 0. Ainsi 'inégalité (2.27) est équivalente a

it3
Dj+% <1 (2.34)
c’est-a-dire
r (1 //0(7“” V')
(i) .
d’ou
1— //0(7"” V') , 2
T + V/Q(T‘ ’V) S 7 —1. (236)

Comme dans le cas linéaire, nous considérons un paramétre réel intermédiaire 3 dans [0; 1]. Nous
cherchons alors les conditions sur 6 telles que

V)< B - 1),

1_1///0(7*”,1/")

(2.37)
T < (1=-8)(Z - 1.

In 3(%

. . . r ot . -1
La premiére inégalité 10"+ < B(2 —1) est équivalente a 6(r',1') > ) Pour la seconde

lnl/
inégalité # <(1- ﬂ)(% — 1) : nous avons supposé que ' < p ainsi 7 —-1> % - 1.1
est alors suffisant que

1— /l@(r” V') )

- <(1- B)(; —1). (2.38)

,r.ll

Nous distinguons les deux cas "’ > 0 et 7/ < 0.

In(1—(2-1)(1-6)r")

Inv”

— Premier cas " < 0 : nous obtenons §(r",v") >

In(1—(2-1)(1-A)r")

— Second casr > 0:510 <r < —27, alors la condition est 0(r”, V") < 7

(-1D(1-8)
Sir” > ﬁ alors I'inégalité est vérifice.
2
Si nous supposons maintenant que Vj++ , = 0, alors nous pouvons facilement prouver qu’il n’y
2
a pas de nouvelles conditions. Comme dans le cas linéaire, nous déterminons quelles conditions

sont redondantes.
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Chapitre 2. Détermination des fonctions 0

Résumé des conditions sur 6

Apreés calculs, nous pouvons résumer les résultats dans les tableaux suivants. Le premier
tableau donne les conditions sur la borne inférieure de 6.

_ 1-B(2-1)
i /(2D ] 0
2 n(1—(=— —-B)r
9 0 2 hlﬁlEl;V_l) 9 Z 1 (1 (ulni)(l 5)
r|0 B(2-1)-1 +o0
0| 0> 0> 0ol

Le tableau suivant donne les conditions sur la borne supérieure de 6. Nous remarquons que
- . 1-B(2-1)

la pOSlthH relative de W(%fl)

définition de 6.

et —1 dépend de v et p, mais n’a pas d’importance pour la

—00 -1 0
In(1+r
6 < B
1
r |0 20 (1) 400
n(1—(2— —B)r
o] < MG D0y

Afin que de telles fonctions 6 existent, le paramétre § doit satisfaire

Inp(2—1) _ 6, 1) < In(1—(2 - 1)1 - B)r)
Inv -

2.39
Inv ’ (2.39)
. . N . 1

si r appartient a [0; 7(%71)(17@] et

m+n) g (1 — (2 =1)(1 = p)r)
lny — V77—

lnv ’

(2.40)
si r appartient & [—1;0]. La seconde condition est toujours vérifiée. La premiére condition est
équivalente &

1
> .
b= -1

(2.41)
Mais cette condition doit étre satisfaite pour tout v tel que 0 < v < p. Ainsi cette condition
devient

NI\

1
B> : (2.42)
-1
Comme dans le cas linéaire, nous pouvons prendre 3

=N

_ 1
sition 10.

P Nous avons ainsi prouvé la propo-
In
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2.8. Conditions sur 6 pour un schéma d’ordre deux en espace (cas scalaire non linéaire)

2.3 Conditions sur ¢ pour un schéma d’ordre deux en espace (cas
scalaire non linéaire)

Dans ce paragraphe, (u,v) — a(u,v) est une fonction telle que a(u,u) = f/(u). Nous avons
ainsi (Oya)(u,u) = (Oya)(u,u) = %f”(u) Nous désirons déterminer les conditions sur 6 pour
obtenir un schéma d’ordre le plus élévé possible. Nous considérons alors une solution wu suffi-
samment réguliére de I’équation (1.1). Nous effectuons un développement de Taylor au voisinage
d’un point (z;,t").

Notations. Nous utilisons les notations habituelles, u} ~ u(x;,t") et u;-”rl ~ u(x;,t"1). Les
dérivées de 6 par rapport a v et & r sont notées respectivement 6,, et 6,.. Pour simplifier ’écriture,
nous omettons I’exposant n lorsque nous considérons l'instant ¢t" ainsi que 'indice j lorsque nous
considérons les valeurs prises en x;. Par exemple, nous notons f(u}) par f et f'(u}) par fu.
Nous posons

1
R} =ulth —uj + A@jp1 — &j_1). (2.43)
Nous rappelons que le flux numérique de notre schéma est donné par :
i)+ fwf) 1 em, o7 )

Pour fixer les idées, nous supposons que a, i+l et a, 1 sont des valeurs positives. Nous verrons

J—
que le raisonnement est le méme si I'une ou les deux quantltes sont négatives. Ainsi,

( ;_71/]‘4_%)7
+

041
0 (ri1v_

0
0
et

Nous avons la proposition suivante.

Proposition 11 Soit 0 une fonction sur R x [0; 1] vérifiant pour tout réel v, les conditions

0(1,v) =1,
0-(1,v) =0,
6,(1,v) =0.

Alors le schéma hybride (2.15)-(2.16) avec les notations (2.20)-(2.21) et la définition de 0j+%
donnée par (2.22) est du second ordre en espace et du second ordre en temps.

Preuve : L’erreur de troncature est

Jm+ - fiv
R n+1 Jj+1 Jj—1
;L_U‘j _u;l—i_/\(f

1 0. 1 146 1 9._1 1
—5()\ 9+2\a?+%| J+2Au?+%—)\9 2|a2‘7%| i 2Au;;)>
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Nous avons
ut T — =y dt + %dtQ + 0(dt2),
AU?JF% =ujy —uf = ugde 4+ dx + o(dz?),
Au;”_% =uj —uf_y = uydr — Tda: + o(dz?),
et
a;% =a;1=a+ ayuzdr + o(dx),
ajt% =a; 1 =a- ayuzde + o(dx).

Donc aprés calculs, nous obtenons :

7*; =1- <M + 2—u$> dx + o(dx),

Uy
d’ou
u
9j+% =0(1, a) + (—6.(1, )\a)(uiz + 2—uz) +0,(1, Aa) Aayuy )dx + o(dx) (2.45)
et

Nk = A0 (1 In(ha) (0 (1, Aa) (22 + 2%y,)

Uy

—0,(1, Aa) Aayu, + (1 + 6(1, )\a))zux)daz) + o(dx).

Nous pouvons calculer de méme 9]-

1
2

rh=1- (%% + 2—ur)d:v + o(dz),
d’ou
0,y = 0(L.2a) + (~6, (1, )\a)(%% 2% 0g) — 6,1, Aa)Aayu)dr + o{d) (2.46)
et
-4 |aj_%|1+0j7% — A020) 1+00.20) (1 _ 1 (\a) (6, (1, )\a)(%% + 2_%)

+0, (1, Aa)Aayu,) — (1 +6(1, )\a))—um)dx) + o(dx).
Nous avons
1
Jn-&-l = [+ auzdr + 2(auazx + @y Uy, )dw + (d$2)
1
= [ —augdr + Z(aum + ay,u )dm + o(dz?)
d’ou
no_
J+1

n
% = augdzx + o(dz?).
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En regroupant tous les résultats, nous obtenons

—Ugzy

1

R = wydt + %dtz + augdt — 5dtema)“dx*“W)aH@(W) (In(\a)(0,(1, \a) + 20, (1, \a) Aayug)

_%dte(l)\a)Jrldmlfﬁ(l,)\a)a1+6(l,)\a)(2a_uug(l + 9(17 /\a)) + uxz)
a

+o(dz?) + o(dt?).

(2.47)
Or si u est une solution réguliére de
O+ Oy f(u) =0 (2.48)
alors on a
{ Uy + " (W)l + [ (U)tze =0 (2.49)
u + " (w)wgug + f'(w)ug = 0.

En multipliant la premiére équation par —f’(u) et en additionnant les deux équations membre
a membre, nous obtenons, grace a la relation u; = —f(u)uy :

uge — (f (1) uge — 2" (u) f'(u)u2 = 0. (2.50)
Nous avons par hypothése a = f'(u) et a, = & f”(u) d’oit
U — AUy — 4auaug =0. (2.51)

D’oti, en imposant pour tout réel v,

(1l,v) =1, (2.52)
0.(1,v) =0, (2.53)
6,(1,v) =0, (2.54)
nous obtenons
R = o(dz?) + o(dt?). (2.55)

solent positifs intervient uniquement dans le développement

Enfin, le fait que iyl et a; 1
limité a lordre 1 de €. Si nous imposons 6,(1,Aa) = 0 et 6,(1,Aa) = 0, les signes de aj,1 et
a;_1 n'interviennent pas dans le raisonnement. Ainsi, le schéma est du second ordre en espace
et du second ordre en temps.

Nous avons prouvé la proposition 11.

Remarque 3 Nous verrons dans le paragraphe suivant que le fait que les conditions (2.52)-
(2.54) soient requises pour tout v n’apportent pas réellement de difficultés pour trouver de "bonnes
fonctions" 0.

95



Chapitre 2. Détermination des fonctions 0

fonction 0

al

3.5 - —

a3 -

2.5 —

F1a. 2.2 — Fonction 6 représentée dans le cas u = 0.5, p =4, n = 4.

2.4 Exemples de fonctions ¢

Nous donnons une famille & deux parameétres de fonctions 6 qui permettent d’obtenir un
schéma hybride TVD, du second ordre en espace et du second ordre en temps. Remarquons que, a
v fixé, la courbe représentative de la fonction 6 doit passer par le point de coordonnées (1,1) pour
obtenir le second ordre en espace. Ce point doit appartenir a la zone TVD. Si nous considérons
la zone TVD donnée par les conditions de la proposition 10, la famille de fonctions données

ci-dessous convient pour un nombre CFL p inférieur & % :

0sir<D0,

S s 0 <r < 85,
Opn(r,v) = (1) . (2.56)

p—1 _1\n S (1= _ 1w
r—1"+1si S Sr<2 -

Co

i >9_ 1=vP
psir>2 -

ol 7y = 2(% — 1). Nous remarquons que les conditions (2.52)-(2.54) sont vérifiées. Nous avons
représenté sur la figure 2.2 la courbe représentative de 044 danslecasp =4, n =4, p =v = 0.5.

2.5 Extension heuristique au cas du systéme

Nous avons ici un approche heuristique pour étendre I’étude du cas scalaire au cas des sys-
témes. Nous rappelons les notations vectorielles du paragraphe 1.1.3. Nous supposons que la
matrice A(u,v) se diagonalise sous la forme A(u,v) = diag(ag(u,v)) suivant la matrice des
vecteurs propres a droite R(u,v) :

A(u,v) = R(u,v)D(u,v)R(u,v)" .

La notation pour un exposant "vectoriel" de matrice est définie par :

|A(u,v)|? = R(u,v) diag(|og (u, v)|%)R(u,v) L. (2.57)

Le schéma est alors
1 —
= 2SN T ) - o A T (2:59)

96



2.5. FExtension heuristique au cas du systéme

avec

$(u,v, 7, 0) = M 7%

et e = (1,...,1); la matrice I est la matrice identité dans R?P. Le paramétre 6§ est alors déterminé
par

D7 |A(u, v)[*H (0 — ), (2.59)

9(7"%, |1/j+%|) si Vijil 2 0,

Op ip1 = B . (2.60)
Jta 0(rk7j+1,\vj+%|) st Vg1 <0,
ou
dt
Viit+d = gp Mhitd (2.61)
et
+ -1
— ak’j,%(R (u? - “?71»1@
LN -1 ’
! O‘k’j+%(R (U?H - U?)M
— a;j+%(R_1(u?+1 - U?))k
B e (RN =)

Nous décidons de conserver la fonction 8 déterminée dans le cas scalaire.
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3

Expériences numériques

Nous désirons valider le schéma hybride par différentes expériences numériques. Nous utilisons
la fonction 6,4 4 représentée dans la figure 2.2. Cette fonction est définie par
0sir <0,

In(1—r)
In(v)
3

1—v4 4
y—1
4

: 1—v
4sir>2— 5

4
sio<r§“*—j)

Y

0474(7", V) = (31)

_1)4 )] _1-t
(r—1)*+1si T~ <r<2 S

)

Nous rappelons que v = 2(% —1) et u est le nombre CFL.

3.1 Cas scalaire

3.1.1 Equation de transport linéaire pour la fonction sinus

Nous considérons ici I’équation de transport linéaire avec une condition initiale réguliére :
Oru~+ Oyu =0, z €]0; 1], t > 0, (3.2)

avec comme condition initiale

) T

u(z,0) = sin(rz + Z), x €]0; 1],

et comme condition aux bords

) T

u(0,t) = sin(—nt + Z), t>0.
La solution exacte de ce probléme est :
. m
u(z,t) = sin(m(x — t) + Z)

Nous désirons comparer la précision et ’ordre en espace du schéma hybride & deux autres schémas,
le schéma de Roe qui est TVD mais diffusif et le schéma de Lax-Wendroff qui n’est pas TVD
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F1c. 3.1 — Condition initiale pour I’équation de transport linéaire avec donnée initiale réguliére.

mais est du second ordre.

Le maillage utilisé pour la simulation est un maillage uniforme en espace. Le nombre de Courant
choisi est = 0.5. Nous considérons des maillages de tailles différentes pour observer ’ordre des
trois schémas. Le nombre de points du maillage varie de 200 & 1600 points. La donnée initiale est
représentée dans la figure 3.1. Les figures 3.2, 3.3 et 3.4 représentent les courbes de la solution
calculée au temps final par les schémas de Roe, Lax-Wendroff et hybride respectivement. Enfin,
la figure 3.5 représente sur un méme graphique les trois courbes d’erreur relative (en norme L!)
en fonction du pas d’espace en échelle logarithmique. La pente de la courbe représentative de
log,q err en fonction de log;y h est 1.00 pour le schéma de Roe. Elle est de 1.99 pour le schéma
de Lax-Wendroff. Enfin, la pente est de 2.01 pour le schéma hybride. Nous vérifions ainsi que le
schéma, hybride est d’ordre 2 dans le cas linéaire.

3.1.2 Equation de transport linéaire pour une fonction continue en chapeau

Nous considérons ici I’équation de transport linéaire avec une condition initiale continue :

0sixelo; 1]
z—1sixelbd
—z+3si x€ld;d
0 siz €31

uo(x) =

La solution exacte est
u(x,t) = uo(x — t).

La donnée initiale est représentée sur la figure 3.6. Le schéma de Roe reste 1a encore diffusif (voir
figure 3.7) : la pointe n’est pas bien capturée par le schéma et les raréfactions sont lissées. La
pente de la courbe d’erreur en norme L' en échelle logarithmique est 0.88. Le schéma de Lax-
Wendroff présente des oscillations (faibles) au pied de la raréfaction. La pointe est mieux capturée
(figure 3.8). La pente de la courbe d’erreur est 1.16. Le schéma hybride permet de calculer une
solution qui se superpose presque a la solution exacte. La pente de la courbe d’erreur est 1.38
environ. L’erreur pour le schéma hybride est inférieure a 'erreur commise par le schéma de
Lax-Wendroff (figure 3.10 et figure 3.11).
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3.1.

Cas scalaire

o.8

o.e

o.a

0.2

—=— Roe
—+— solution exacte

F1G. 3.2 — Schéma de Roe pour I'équation de transport linéaire avec donnée initiale réguliere;
pw=20.5;T=0.375; 200 points.

o.8

o.e

0.4

0.2

—=— Lw
—+— solution exacte

0.1 0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

o.8

0.9

F1G. 3.3 — Schéma de Lax-Wendroff pour ’équation de transport linéaire avec donnée initiale

réguliere; 4 =0.5;T =

1

o.8

o.e

0.4

0.2

0.375; 200 points.

—S— hybride
—+— solution exacte

0.1 0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

o.8

0.9

F1a. 3.4 — Schéma hybride pour 1’équation de transport linéaire avec donnée initiale réguliére;
w=0.5;T =0.375; 200 points.
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-25- |
3 4
-3.5- —
T 4r 7
s
< %
> —
> —
S -—a5f e -
_ A+
e o
5 T e -
T o
e o
-5.51 I e 8
T A —& Roe
6L e —— LW i
e —<— hybride
A
—
65 0 I I I I I I I I I
-3.2 -3.1 -3 -2.9 -2.8 -2.7 -2.6 -2.5 2.4 -2.3

F1G. 3.5 — Comparaison de I'erreur pour les schémas de Roe, de Lax-Wendroff et hybride pour
I’équation de transport linéaire avec donnée initiale réguliére; p = 0.5; T = 0.375 : courbe
log,y err en fonction de logy( k. Pentes : 1.00 pour le schéma de Roe, 1.99 pour le schéma de Lax
Wendroff, 2.01 pour le schéma hybride.

o.5

0.45 |- —

0.4 - : B -

0.35 - : . -

o.3 . N -

F1G. 3.6  Condition initiale pour ’équation de transport linéaire avec donnée continue.
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0.8 0.9 1

F1G. 3.7 — Schéma de Roe pour I’équation de transport linéaire avec une donnée initiale continue :
v=20.5;T =0.4; 200 points.

0.5 : B -

0.4

0.3 -

0.2 -

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 o.8 0.9 1

F1G. 3.8 — Schéma de Lax Wendroff pour ’équation de transport linéaire avec une donnée initiale
continue : ¥ = 0.5; T'= 0.4; 200 points.

0.5 .
—&— hybride
o.45 - —+— solution exacte

0.4 -

0.35 |-

0.3 -

0.25 |-

0.2

0.7 0.8 0.9 1

Fi1G. 3.9 — Schéma hybride pour I’équation de transport linéaire avec une donnée initiale continue :
v =0.5;T =0.4; 200 points.
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i“:’, -
S -1.51 e — -
3 -
55 _— -
° — —
o -
A L
+ -
2 G 4
— - Roe
L ¢ 4
2.5 e e
e —<— hybride
e
e
o
-3 ! I
-3.2 -3.1 -3 -2.9 -2.8 -2.7 -2.6 -2.5 -2.4 -2.3

F1G. 3.10 — Comparaison de ’erreur pour les schémas de Roe, de Lax-Wendroff et hybride pour
I’équation de transport linéaire avec donnée initiale continue; i = 0.5; 7' = 0.4 : courbe logq err
en fonction de logy, h(norme L'). Pentes : 0.88 pour le schéma de Roe, 1.16 pour le schéma de
Lax Wendroff, 1.38 pour le schéma hybride.

-2 i3 7/7 |

_— —— Roe
e —— LW
25k R - i B
2.5 R hybride
-3 i
3.2 -3.1 -3 2.9 2.8 27 2.6 25 —2.4 2.3

FiG. 3.11 — Comparaison de l'erreur pour les schémas de Roe, de Lax-Wendroff et hybride pour
I’équation de transport linéaire avec donnée initiale continue; p = 0.5; 7' = 0.4 : courbe log, err
en fonction de logyoh (norme L?). Pentes : 0.71 pour le schéma de Roe, 0.93 pour le schéma de
Lax Wendroff, 1.08 le schéma hybride.
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3.1. Cas scalaire

F1a. 3.12 — Condition initiale pour I’équation de transport linéaire avec donnée initiale constante
par morceaux.

3.1.3 Equation de transport linéaire pour une fonction constante par mor-
ceaux

Nous considérons a nouveau I’équation (3.2). La donnée initiale est maintenant discontinue :

La solution exacte est alors

u(z,t) = u(z —t,0).

La donnée intiale est représentée sur la figure 3.12. Nous comparons la précision des schémas de
Roe, de Lax-Wendroff et hybride pour une donnée initiale en forme de créneau. La fonction 6 est
la fonction déja utilisée précédemment. Les résultats sont présentés dans les figures 3.13, 3.14 et
3.15. Le choc est bien capturé avec le schéma hybride, tandis que nous observons qu’il ne l'est
pas du tout avec le schéma de Roe. De plus, le schéma hybride est bien TVD ce qui n’est pas le
cas du schéma de Lax-Wendroff, qui présente de fortes oscillations. La pente d’erreur en norme
L' du schéma de Roe est 0.50, celle du schéma de Lax-Wendroff est 0.60 et celle du schéma
hybride est 0.96 (figure 3.16). En norme L2, figure 3.17, nous retrouvons que la pente d’erreur
du schéma de Roe est 0.25 (convergence en h%), celle du schéma de Lax-Wendroff est 0.32 et
celle du schéma hybride est 0.43 (pente de la droite des moindres carrés).
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1 T T T T T

= R

ce
— i
0.0 solution exacte

F1G. 3.13 — Schéma de Roe pour I’équation de transport linéaire avec donnée initiale discontinue,

constante par morceaux; u = 0.5; T = 0.4; 200 points.

—=— Lw
120 —+— solution exacte

1k
o.8 -
0.6 -
0.4

0.2 -

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

0.9 1

F1G. 3.14 — Schéma de Lax-Wendroff pour I’équation de transport linéaire avec donnée initiale

discontinue, constante par morceaux; p = 0.5; T = 0.4; 200 points.

1 T T T T T

—S— Hybrid
oo f
o.8 -
0.7 -
0.6 -

0.5 -

0.4 -

0.3 -

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

o.8

FiG. 3.15 — Schéma hybride pour I’équation de transport linéaire avec donnée initiale discontinue,

constante par morceaux; p = 0.5; T'= 0.4; 200 points.
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3.1. Cas scalaire

log10 (err)

2+ e 4

-3

F1G. 3.16 — Comparaison de l’erreur pour les schémas de Roe, de Lax-Wendroff et hybride pour
léquation de transport linéaire avec donnée initiale discontinue, constante par morceaux (normes
LY); u=0.5;T =04 : courbe logy err en fonction de logq h. Pentes : 0.50 pour le schéma de
Roe, 0.60 pour le schéma de Lax Wendroff, 0.96 pour le schéma hybride.

-0.4

el . /\ /

—— Roe
— LW
—<— hybride 4

F1G. 3.17 — Comparaison de l’erreur pour les schémas de Roe, de Lax-Wendroff et hybride pour
I’équation de transport linéaire avec donnée initiale discontinue, constante par morceaux (normes
L?); = 0.5; T = 0.4 : courbe logqerr en fonction de log;y h. Pentes : 0.25 pour le schéma
de Roe, 0.32 pour le schéma de Lax Wendroff, 0.43 pour le schéma hybride (on peut noter les
fluctuations d’erreurs dans le cas hybride dues au faible nombre de points dans la discontinuité
et a ses fluctuations).
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i i i i i i i i i
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 o.8 0.9 1

F1G. 3.18 — Donnée initiale pour ’équation de transport linéaire avec raréfaction, choc et per-

turbations, © = 0.5.

3.1.4 Equation de transport linéaire avec raréfaction, choc et perturbations
Nous étudions maintenant ’équation (3.2) avec comme donnée initiale :

0 si z €]0;0.05],

2(z —0.05)/(0.15 — 0.1) si z €]0.05;0.075],

1 si z €]0.075;0.2],

0 si z €]0.2;0.25],

sin(57m(x — 0.25)/(0.35 — 0.25)) si x €]0.25;0.35],

0 si z €]0.35;1].
et comme condition aux bords
u(0,t) =0, t > 0.

Ainsi la donnée initiale présente une onde de raréfaction suivie d’un choc puis de perturbations
(voir figure 3.18). La solution exacte est

u(z,t) = u(z —t,0).

Le schéma de Roe est trés diffusif. Le choc n’apparait plus et le profil des perturbations a été
grandement modifié (figure 3.19). Le schéma de Lax-Wendroff conserve le profil des perturbations,
mais des oscillations apparaissent (figure 3.20). Nous observons par contre que la solution calculée
par le schéma hybride se superpose parfaitement a la solution exacte. Ce schéma conserve le choc
et le profil des perturbations (figure 3.21). Les tests présentés sont effectués avec 1600 points mais
le schéma hybride donne déja de trés bons résultats avec un maillage de 400 points (figure 3.25),
ce qui n’est pas du tout le cas des autres schémas (figure 3.23, figure 3.24).

3.1.5 Equation de Burgers avec une donnée initiale réguliére

Nous considérons dans ce paragraphe 1’équation de Burgers :

Opu+ 0,(%) =0, z €]0;1], £ > 0,
u(z,0) = ug(x).
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3.1. Cas scalaire

1 T T
—=— Roe
osl —+— solution exacte
0.6 -
0.4 —

0.2 -

ol v #ﬁ
: : : ; : :

F1G. 3.19 — Schéma de Roe pour I'équation de transport linéaire avec raréfaction, choc et per-
turbations; g = 0.5; T = 0.4; 1600 points.

—=— Lw
—+— solution exacte
1 -
0.5 —
o
—0.5 -
1k -
1.5 i
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 o.8 0.9 1

F1G. 3.20 — Schéma de Lax-Wendroff pour I’équation de transport linéaire avec raréfaction, choc
et perturbations; = 0.5; T = 0.4; 1600 points.

T
—=— hybride
o8 —+— solution exacte

0.6 -

0.4 -

0.2 -

F1G. 3.21 — Schéma hybride pour I’équation de transport linéaire avec raréfaction, choc et per-
turbations; g = 0.5; T = 0.4; 1600 points.
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-0.4F

-14r S _— : |
N _ _

e o e

i ’ —< hybride 4

F1G. 3.22 — Comparaison des erreurs pour les schémas de Roe, Lax-Wendroff et hybride pour
I’équation de transport linéaire avec raréfaction, choc et perturbations : log;, err en fonction de
logyy h (norme LY); = 0.5; T = 0.4. Pentes : 0.29 pour le schéma de Roe, 1.33 pour le schéma
de Lax Wendroff, 0.34 pour le schéma hybride (nous n’avons pas considéré l’erreur obtenue pour
200 points).

Dans notre premier test, la donnée initiale est une fonction réguliére :
m
u(z,0) = sin(mz + 1)7 x €]0;1].

et la condition aux bords est

u(0,t) = sin(—nt + %), t>0

Le maillage est uniforme avec 200 points et le nombre de Courant est 0.5. Les schémas de Roe
et hybride (figure 3.26 et 3.28 respectivement) donnent les mémes résultats sauf pour le début
de la raréfaction qui est plus nette pour le schéma hybride. Le schéma de Lax-Wendroff présente
une nouvelle fois des oscillations (figure 3.27).

3.1.6 Equation de Burgers avec une donnée initiale en créneau.

Nous nous intéressons une nouvelle fois & 1’équation de Burgers. Dans ce second test, la
donnée initiale est maintenant :

0 si z €]0;
w(z,0) =< 1size€ld;
1

0 si z€ly;

[,
B
i

Le maillage est uniforme avec 200 points et le nombre de Courant est 0.5. Le schéma de Lax-

i

[ i L

Wendroff ne convient pas du tout (figure 3.30). Les schémas de Roe et hybride sont représentés
figures 3.29 et 3.31 respectivement. Le schéma hybride capture mieux le choc.

3.1.7 Comparaison de différentes fonctions ¢, , dans le cas linéaire

Nous pouvons choisir des fonctions pour le parameétre 8, , différentes de celle utilisée dans
les tests numeériques. Nous testons dans cette partie plusieurs fonctions € pour voir comment le
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o8 —+— solution exacte
0.6 -
o.4 —
0.2
-
—0.8 —
o 0.1 0.2 0.3

F1G. 3.23 — Schéma de Roe pour I'équation de transport linéaire avec raréfaction, choc et per-
turbations : log;q err en fonction de loggh; = 0.5; T = 0.4;; 400 points.

1.5 T T T T
—— w
—+— solution exacte

0.5

—0.5

F1G. 3.24 — Schéma de Lax-Wendroff pour I’équation de transport linéaire avec raréfaction, choc
et perturbations; p =0.5; T = 0.4;; 400 points.

osl —— _solution exacte B
0.6 - —
0.4 —
0.2 - —
:
—1 L L L L L L L
o O.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.8 0.9 1

F1G. 3.25 — Schéma hybride pour I’équation de transport linéaire avec raréfaction, choc et per-
turbations; p = 0.5; T = 0.4; 400 points.
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o.8

o.e

0.4

0.2

0.3

0.4

0.5

o.e

0.7

F1aG. 3.26 — Schéma de Roe pour I’équation de Burgers avec une donnée initiale réguliére; y = 0.5;

T =07

o.s

o.e

0.4

o.2

0.2

0.3

0.4

o.6

0.7

o
o.8

0.9 1

F1G. 3.27 — Schéma de Lax Wendroff pour ’équation de Burgers avec une donnée initiale régu-
liere; p =0.5; T =0.7.

Fig. 3.28
0.5; T=0.7.
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o.8

o.e

0.4

0.2

0.2

0.3

0.4

0.5

o.6

Schéma hybride pour I’équation de Burgers avec une donnée initiale réguliére; u =



3.1.

Cas scalaire

0.9

o.8 -

0.7 -

0.6 -

0.5

0.4

0.3

0.2

FiG. 3.29 — Schéma de Roe pour ’équation de Burger avec une donnée initiale

pw=05;T=0.7.

o.s
o.e

0.4

—0.2

—0.4

0.2

0.9

—o0.6

F1G. 3.30 — Schéma de Lax-Wendroff pour I'équation de Burger avec
créneau; p=0.5; T =

1

0.7.

en créneau;

une donnée initiale en

0.9 -

0.8 -

0.7 -

0.6 -

0.5 -

0.4 -

0.3 -

0.9

F1a. 3.31 — Schéma hybride pour 1’équation de Burger avec une donnée initiale en créneau;

p=05;T=0.7.
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schéma, se comporte dans le cas de ’équation de transport linéaire avec une donnée initiale en
créneau.

D’aprés notre étude, la courbe doit se situer dans la zone TVD pour éliminer les oscillations.
Dans un premier test, nous prenons une fonction dont la courbe se situe juste au-dessus des
courbes limitant la zone TVD (nous avons multiplié¢ par 1.001 puis 1.01 la fonction 6,4 définie
par (2.56) avec p =4 et n = 4). Le test de la figure 3.32 montre que la variation totale (VT) au
cours du temps augmente. De plus, de légéres oscillations parasites sont visibles. Cela confirme
I’analyse numérique concernant la zone TVD.

Le second test concerne les fonctions 6(r,v) définie par (2.56) mais avec différents p. Nous avons
représenté sur la figure 3.33 les cas p = 1, p = 4 et p = 16. Les erreurs relatives en normes L'
sont 0.23 pour p =1, 0.04 pour p = 4 et 0.11 pour p = 16. Le cas p = 4 semble donner le meilleur
résultat. Le comportement du schéma varie peu lorsque p > 16. Cela s’explique par ’étude de
Péquation équivalente (voir la remarque 2 du paragraphe 1.1.4)

Le troisiéme test concerne la puissance n de la fonction qui intervient au voisinage de 1 dans
lexpression (2.56) de 6 en gardant p = 4. Nous avons représenté sur la figure 3.34 les cas n = 2,
n =4 et n = 8. Les erreurs relatives en normes L' sont 0.13 pour n = 2, 0.04 pour n = 4 et 0.08
pour n = 8. Le cas n = 4 semble donner le meilleur résultat.

Enfin, nous désirons tester les fonctions € qui sont différentes de 0 pour r < 0. La fonction testée
ici est définie par

8sir<uv®—1,
Msiys—lgrﬁQ

In(v)
In(1—r) (1—v%)

om(r,v) =4 ) S0<rsto— o ) (3.3)
—Lf<1j4> (r—1r1si 2 <pcg 2
~y—1

. _ .4
4sir>2— 1=,
¥

Cette fonction modifiée 8™ satisfait les conditions suffisantes pour avoir un schéma TVD (voir
la preuve de la proposition 10). La différence n’est visible que lors d’un changement de pente
(r < 0). Nous testons donc cette fonction pour une condition initiale en chapeau. La différence
est faible mais visible en zoomant prés du sommet comme nous l’avons fait sur la figure 3.35.
L’erreur relative en norme L' est 0.009 pour la fonction 044 et 0.018 pour la fonction " qui ne
s’annule pas pour r < 0.

Ainsi la fonction 84 4 utilisée dans les tests numériques semble la plus satisfaisante.
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0 01 02 03 04 0 01 02 03 04

F1G. 3.32 — Fonction 6, solution du schéma hybride avec une donnée initiale en créneau dans
le cas linéaire et variation totale (VT) en fonction du temps; v = 0.5; T = 0.4; 200 points :
a) cas 0 = 0.001 X f44; b) cas 044 = 0.01 X §y. Nous remarquons que le schéma hybride n’est
pas TVD pour ces fonction #. Dans le deuxiéme cas, on peut voir de faibles oscillations parasites
(qui existent dans le premier cas, mais qui ne sont pas visibles a l'oeil nu).
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1 ] ,, 77 ] '
— 0 pour p=1
05
0 T R _yL_| o~ hybride 10
3 02 4 0 1 2 3 0 [t exacte 06 08 1
4 1
3 0.5 N
2 5
N ] -6~ hybride | : :
1 05| - exacte | i
|| —RE RS y : : : :
-3 -2 0 1 2 3 0 0.2 04 0.6 0.8 1
15 - o
— 6 pour p=16
of
5 - hybride I
05 —+ exacte 104
/Y | = {
-3 -2 -1 0 1 2 3 0 0.2 04 0.6 0.8 1

F1c. 3.33 — Fonction 6, solution du schéma hybride avec une donnée initiale avec raréfaction,
choc et perturbations dans le cas linéaire; u = 0.5; T'= 0.4; 400 points. A gauche : fonction 6
dans lescas p =1, p = 4 et p = 16; a droite : solution exacte et solution numérique obtenue
par le schéma hybride correspondantes. Le cas p = 1 n’est pas satisfaisant. Le cas p = 16 parait
mieux capturer les sommets des oscillations mais ’erreur entre la solution exacte et la solution
numeérique est plus grande que pour le cas p = 4.
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4 : _— 1
3 R 05
2
o - -O- hybride | 7
1 ~0.5 —— exacte ﬁ
0 i i - R -1 i i -
-3 -2 - 0 1 2 3 0 02 04 06 08 1
1
05 DY
)
_ -©- hybride | ,
05 — exacte iﬁﬁf
-1

0 02 04 06 08 1

1
05
_o.5| | & hybride |
~| |+ exacte
-1

0 02 04 06 08 1

F1G. 3.34 — Fonction 6, solution du schéma hybride avec une donnée initiale avec raréfaction,
choc et perturbations dans le cas linéaire; u = 0.5; T = 0.4; 400 points. A gauche : fonction 6
dans les cas n =2, n =4, n = 8 (et p = 4); a droite : solution exacte et solution numérique
obtenue par le schéma hybride correspondantes. Le cas n = 2 parait mieux capturer les sommets
des oscillations mais ne donne pas une bonne approximation de la raréfaction. Le cas n = 4
semble étre un bon compromis.
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0.5
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0.48
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0.44
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0.4

0.5

0.65

-~ hybride
—— exacte

0.5

-©- hybride

, ﬁ\ - |+ exacte
5 0.6
S 0.6

0.65

Fi1G. 3.35 — Fonction 6, solution du schéma hybride avec une donnée initiale en chapeau dans le

cas linéaire; p = 0.5; T = 0.4; 400 points. A gauche :

fonction 6 (n = 4 et p = 4); a droite :

solutions "zoomées" exacte et calculée par le schéma hybride correspondantes.
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3.2 Cas des systémes en 1D

3.2.1 Probléme du tube a choc pour les équations d’Euler compressibles

Nous considérons maintenant les équations d’Euler compressibles en une dimension d’espace.
Ces équations s’écrivent sous la forme conservative

Ou+ 0, f(u) =0, z €]0;1], t > 0, (3.4)

oit u = (p, pv, pE) est le vecteur des variables conservatives, f(u) = (pv, pv? + p, (pE + p)v) est
le flux, p est la densité, v la vitesse, p la pression, pE ’énergie volumique. L’hypothése des gaz
parfaits fournit I’équation d’état

p=(H-1 <pE — %pv2> : (3.5)

Nous choisissons pour nos tests numeériques la valeur 1.4 pour . Dans le premier test, nous
considérons le cas test de Sod [18]. Il s’agit d’une donnée initiale constante par morceaux avec un
état a droite ug = (pgr, prVR, prRER) €t un état & gauche uy, = (pr, prvr, pr.Er) d’une interface
située au point d’abscisse x = 0.5 :

pr =1, pr=0.125,
v, =0, vg=0, (3.6)
pr=1, pr=0.1

La solution exacte est constituée d’une 1-raréfaction, d’'une 2-discontinuité de contact et d’un 3-
choc. Nous comparons les schémas de Roe et hybride (figure 3.36 et figure 3.37) avec un maillage
uniforme de 200 points et un nombre de Courant de 0.5. Le choc est bien mieux capturé pour le
schéma hybride. Remarquons que le schéma de Lax-Wendroff n’aboutit pas (explosion du calcul).

3.2.2 Onde de raréfaction pour les équations d’Euler compressibles

Nous considérons toujours les équations d’Fuler. Les conditions initiales sont maintenant
ur, = (pr, prvr, prEL) et ug = (pr, pRVR, pRER) avec une interface a x = 0.5 :

pr =9, pr=0.125,
v = 0, VR = 07 (37)
pr, =5, pr=0.1.

Le maillage est uniforme avec 200 points, le nombre de Courant est v = 0.45. Les solutions
calculées par le schéma de Roe et le schéma hybride sont représentées au temps T = 0.18 dans
les figures 3.38 et 3.39. Le schéma hybride capture mieux le choc. Cependant le schéma de Roe
et le schéma hybride présentent tous les deux un choc entropique. Nous savons que le schéma de
Roe n’est pas un schéma entropique. Le schéma hybride ne I’est pas non plus. Cette apparition
d’un choc va motiver une analyse pour tenter de rendre le schéma entropique dans la partie
suivante. Avant de nous intéresser a la dissipation d’entropie, nous terminons par ’extension du
schéma hybride aux systémes en 2D.
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a choc, 200 points v = 0.5; T = 0.23.
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FiG. 3.37 — Schéma hybride pour les équations d’Euler
T =0.23.
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Fi1G. 3.38 — Schéma de Roe pour les équations d'Euler avec
v=045;T =0.18.

a5

Fi1G. 3.39 — Schéma hybride pour les équations d’Euler avec une onde de raréfaction ; 200 points
v=045;T =0.18.
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3.3 Cas des systémes en 2d pour les équations d’Euler

3.3.1 Probléme d’un choc par réflexion
Nous considérons les équations d’Euler compressibles en deux dimensions d’espace :
Ou+ Oy f (u) + Oyg(u) =0, z €]0;4.12829], y €]0;1[¢t > 0, (3.8)

ot u = (p, pv, pw, pE) est le vecteur des variables conservatives, f(u) = (pv, pv? + p, pvw, (pE +
p)v) et g(u) = (pw, pvw, pw? + p, (pE + p)w) sont les flux, v et w sont les composantes de la
vitesse en x et en y respectivement. L’hypothése des gaz parfaits fournit I’équation d’état

p= =1 (pB - o2 +0). 3.9)

avec v = 1.4. Nous considérons le probléme de la réflexion d’un choc oblique sur le co6té inférieur
d’un domaine rectangulaire défini par 0 < z < 4.12829 et 0 < y < 1 [1]. La donnée initiale est
ug donnée par

1

e (3.10)

p=1Lu=29 v=0etp=

Les conditions aux bords sont :
— pour z = 0 (coté gauche du domaine), toutes les variables sont fixées et prennent la méme
valeur qu’au temps initial ;
— pour z = 4.12829 (coté droit du domaine), aucune variable n’est imposée ;
— pour y = 1 (bord supérieur), les variables sont fixées par

p=17 v=2619, w=—0.506, p=1.528; (3.11)

- pour y = 0, les conditions sont celles d’une réflexion. Numériquement, nous rajoutons
une ligne d’états fantomes sous le bord inférieur. Dans chaque cellule, la densité p, la
composante v de la vitesse en x et la pression p sont identiques aux quantités des cellules
directement au-dessus tandis que la composante w de la vitesse en y est l'opposé de la
quantité des cellules directement au-dessus.

La solution exacte est representée sur la figure 3.40. Le maillage utilisé est un maillage rectan-
gulaire uniforme avec 80 x 25 = 2000 cellules. Nous avons représenté les lignes de niveaux pour
la densité, la pression, les composantes v puis w de la vitesse. Le schéma de Roe est tres diffusif
(figure 3.41). La solution du schéma de Lax-Wendroff est trés éloignée de la solution exacte et
présente de fortes oscillations (figure 3.42). Le schéma hybride par contre donne des résultats
satisfaisants (figure 3.43).

3.3.2 Probléme de la marche ascendante

Dans ce cas test, les équations sont toujours les équations d’Euler compressibles en 2D. 11
s’agit d’'un écoulement dans un domaine rectangulaire. Nous considérons maintenant le probléme
de la marche ascendante.Le domaine est rectangulaire : 0 < x < 3 et 0 < y < 1. La marche est
un rectangle défini par : 0.6 <z <3 et 0 <y < 0.2. La condition initiale est ug donnée par

p=14,v=3, w=0etp=1. (3.12)

Les conditions aux bords sont :
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0.8 — p=1.7, u=2.619, v=—0.506, p=1.528 N

<7D
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(oY
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I
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o

L L L L L L L L
o 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 a a.5

F1G. 3.40 — Solution exacte pour le probléme d’un choc avec réflexion en 2D.

— pour z = 0 (coté gauche du domaine), toutes les variables sont fixées et prennent la méme
valeur qu’au temps initial ;
— pour z = 3 (coté droit du domaine), aucune variable n’est imposée (nous ne considérons
pas le domaine défini par la marche) ;
— pour z = 0.6 et 0 < y < 0.2, les conditions sont celles d’une réflexion par rapport & une
paroi verticale ;
— pour y = 1 (bord supérieur), les conditions sont celles d’une réflexion par rapport a une
paroi horizontale ;
—pour y = 0,0 < x < 0.6 ainsi que pour y = 0.2, 0.6 < x < 3, les conditions sont celles
d’une réflexion par rapport & une paroi horizontale.
Les réflexions sont traitées comme dans le cas test précédent. Le maillage utilisé est un maillage
rectangulaire uniforme avec 120 x 40 = 4800 cellules. Nous avons représenté les lignes de niveaux
pour la densité, la composante v puis w de la vitesse en x et en y respectivement et la pression.La
solution du schéma hybride rend compte de la structure de la solution (figure 3.44). Cependant,

nous voyons apparaitre un choc entropique au-dessus de la marche.
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FiG. 3.41 -

F1G. 3.42 Schéma de Lax-Wendroff pour le probléme d’un choc avec reflexion en 2D ; v = 0.4;
T=1.5.

F1G. 3.43 Schéma hybride pour le probléme d’un choc avec reflexion en 2D ; v = 0.4; T = 1.5.
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F1a. 3.44 Schéma hybride pour la marche ascendante; u = 0.45; T = 4.
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4

Optimisation du parameétre 6 de
diffusion par approximation de la
dissipation d’entropie numérique

4.1 Présentation du probléme

Nous avons vu dans le chapitre précédent que le schéma hybride proposé permet d’obtenir
de bons résultats notamment en ce qui concerne la capture des chocs. Cependant, dans certains
cas (cas test des équations d’Euler en une dimension d’espace), notre schéma peut capturer des
solutions non physiques et faire apparaitre un choc d’entropie. Il est alors nécessaire de corriger
le paramétre 0 afin d’augmenter l'intensité de la matrice de diffusion. Le critére retenu pour
la correction du paramétre 6 concerne la production/dissipation d’entropie. Nous voulons en
effet qu’au niveau discret, la solution calculée par le schéma satisfasse une inégalité d’entropie.
Ainsi, dans chaque cellule ou cette inégalité n’est pas vérifiée, le parameétre 6 sera ajusté afin
d’augmenter l'intensité de la matrice de diffusion, qui est une fonction décroissante de 6 d’apreés
notre analyse, jusqu’a ce que 'inégalité soit satisfaite. En premier lieu, il est nécessaire d’obtenir
une bonne approximation de la production/dissipation d’entropie. Nous avons choisi d’utiliser
la formule de Tadmor [20],[21],[22]. Ensuite, nous devons garantir l’existence d’une valeur de 6
pour laquelle la solution numérique satisfait 'inégalité discréte d’entropie. Enfin, nous présentons
un algorithme de type prédicteur/correcteur a partir du schéma hybride permettant de ne pas
capturer les solutions non physiques.

4.2 Expression de la dissipation numérique
Nous considérons le systéme de lois de conservation
Ou+ 0, f(u)=0,x €R, t > 0. (4.1)
Nous supposons qu'’il existe une paire entropie-flux d’entropie (S, F’) au sens donné par Lax.
Ainsi

S'(u)f'(u) = F'(u), (4.2)
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et S est supposé strictement convexe. La solution faible entropique (ou physique) de (4.1) doit
satisfaire I'inéquation aux dérivées partielles

hS(u) + 0, F(u) <0,z €eR, t >0, (4.3)

au sens des distributions.

11 s’agit alors de trouver un schéma qui permette de satisfaire I'inéquation (4.3) numériquement
dans chaque cellule. 11 faut alors connaitre numériquement la quantité 0;S(u) + 9, F (u). Nous
choisissons de considérer la formulation de la dissipation d’entropie numérique introduite par
Tadmor que nous présentons ci-dessous (pour plus de détails, voir les articles de Tadmor |20,
21, 22]). Gréce a la stricte convexité de S, nous pouvons introduire les variables entropiques du
systéme & = ¢£(u) = (S'(u))T. La dissipation d’entropie

n = 0:S(u) + 0. F(u), (4.4)
est calculée a la multiplication par At™ preés, a I’aide de la formule suivante :

= St = S(uf) + AW (U}, ulfyg, A 0) = p(uf_y,uf, A, 0)). (4.5)

Le flux numérique d’entropie proposé par Tadmor est donné par

Y(u,v, X, 0) =< w,(l)(u,v,/\,ﬁ) >
5 (< €@ Fw) > ~F(w) (46)

+<€(v), f(v) > —F(v))

ot <, > désigne le produit scalaire dans R? et ¢ est le flux numérique du schéma hybride.
Nous pouvons vérifier facilement que le flux d’entropie numérique v est consistant avec le flux
d’entropie F'. Nous remarquons que la dépendance du flux d’entropie numeérique ¢ en 6 provient
de celle du flux numérique ¢.

4.3 Existence d’un paramétre 6 permettant d’obtenir une dissi-
pation d’entropie négative

Dans ce paragraphe, nous présentons les travaux de Tadmor ([20, 21, 22]) sur la dissipation
d’entropie. Le but est de montrer que la dissipation d’entropie numérique du schéma de Lax-
Friedrichs modifi¢ (LFm) est toujours négative.

4.3.1 Cas des systémes semi-discrets

On pose
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Ainsi

On s’intéresse dans un premier temps au schéma semi-discret (en espace) :

Qo (1) = ~ 3= (D541 — 051) (47)
On a alors 1
#S(uj(t)) =< &(t), dpuj(t) >=< (1), —A—x(¢j+% — <Z>j_%) > . (4.8)

Ainsi, avec la définition (4.6) du flux d’entropie numérique et les notations A¢; 1 = &y — &
- 2
et Ay 1 =7(&f1) — (&), on obtient

1 1
deS(us(t) + - (Ws = ¥5-1) = ga (<A1, 0501 > —Av;,0)

1
toag (S AG_1 b1 > —Ay;_1).

(4.9)

On obtient alors le théoréme suivant [22].

Théoréme 1 Le schéma semi-discret (4.7) est entropiquement stable (respectivement conserva-
tif) si < A£j+%,A'yj+% > < A'yﬂ_% (respectivement < Aﬁﬁ_%,Awﬁ_% >= A'yj+%).

On considére les schémas pouvant s’écrire sous la forme visqueuse

1 1

Qo (1) = = 53— (F () = F(4-0)) + 3= (@3 A1 — QpAg ). (410)

ce qui est le cas de notre schéma hybride. La matrice Qj+; est la matrice de viscosité. Ainsi
2
Qi A& 1 = flujpn) + Flu) — 26,1 (4.11)

On cherche un flux numérique ¢ pour lequel le schéma (4.7) est entropiquement conservatif. On
a alors le théoréme suivant [22].

Théoréme 2 Le schéma (4.7) est entropiquement conservatif pour le flur numérique (par rap-

port auz variables entropiques)

51 = [ o6y )ds (412)

_ &+
ot e 1(s) = T—i—sAfﬂ_%
La matmce de viscosité associée est alors
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Démonstration. Dans ce cas, on a

1
2
<AL > :[ <AL 1,9 1(s) > ds

[

<dg, g(§) >

|
J\
N
Nl

< d&,dev(§) >

Il
J:N
s
- NI o

~l2>

|
[
¥ (%]

Aprés une intégration par partie,

. :fw»+ﬂwﬂ>_/%

550 ; SB(Gj, () ds DG,

N

Donc d’aprés I'expression de la matrice de viscosité ¢, on obtient
1
@,y = [ 2Bl (o) s
2
ce qui termine la démonstration.

On obtient donc un critére pour montrer qu’un schéma est entropiquement stable :

Théoréme 3 Pour le schéma semi-discret (4.7), la dissipation d’entropie est

1 1
+S(&5(t)) + Ax An (i1 — wﬂ'*%)ziﬁk AL 1, Dyt A >+ < AG 1, Dy 1AL

ot D =Q — Q.

Ainsi le schéma (4.7) est entropiquement stable si < A§]+1 ,D; +1 AE.

Démonstration. D’apres (4.11),
<AL b1 > AL =<AG L6 -
Or par définition de ¢*,
< A£j+%’¢;+% — A1 =0
Donc
<AL 1851 > AY = - <AG L oD AL

On conclue par (4.9).

4.3.2 Cas des schémas totalement discrétisés
Dissipation d’entropie numérique

Nous présentons le calcul de la dissipation d’entropie numérique pour un schéma totalement
discrétisé présenté dans 'article [22]. On considére le schéma totalement discret (explicite)

uith =i = A8 = 0 ).

J j+l B
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On désire calculer
n =Syt — ST+ A, I — .

On a alors le théoréme [22]

Théoréme 4 La dissipation d’entropie ) est égale a
- esp temps
= —)\Sj + Sj

ol
1 1
esp _
5]» 7Z<A§j+%’Dj+%A€j+%>+Z<A§j*%’Djf%

et
1
3 1
g — [ G+ < AT HEG  0)ag " > s

J

[V

ol H(E) = u(€) et €717 = ¢n 4 (s + HAE! ™

Démonstration On calcule de deux maniéres différentes la quantité
n+1 n
<& u —uj >.

D’une part,

<G T —df >=< GG — 0 >= 0 v T

exactement comme dans le cas semi-discret. D’autre part, puisque

on obtient
1 1
syt - sp= [ st e ds = [ < HETHE)AG TG T ) > ds
car H = ug. D’ott
.
St gy = / L H(ET ()AL s > £,

Enfin,
% n+l n+ +1
/ < H(E *(s)Ag ? f”ds >=< L ul —uy >

(SIS

On obtient alors
<&t —up >=Spt— gr  gleme,

On termine la démonstration en égalant les deux expressions trouvées de < 53”‘ ut — u? >.
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Dissipation d’entropie numérique pour le schéma de Lax-Friedrichs modifié

A notre connaissance, il n’existe pas de démonstration correcte permettant de dire que le
schéma de Lax-Friedrichs modifié est entropique pour le flux de Tadmor, dans le cas général ou
méme linéaire scalaire. Nous donnons ici une démonstration dans le cas particulier d’une équation
linéaire scalaire. Nous considérons ’équation d’advection linéaire :

Oru 4+ ad,u =0, a € R,

dont nous voulons approcher la solution par le schéma de Lax-Friedrichs modifié :
+1 _

ou

_ f]+f]+1 —iAu 1.

9j+ 2 4\ Jj+3

(SIS

1
.. . L. - n+3
Ainsi en réarrangeant les termes, nous pouvons écrire la quantité Auj 2 sous la forme :

ny_ AL 1
Ay " = 2<(a oAy +(at gR)Auy ).

Dans ce qui suit, nous noterons A, = Au" ; et A_ = Au}l

{ pour simplifier les expressions.
2

[V

D’apreés le théoréme 4, nous avons

1 ntt
temps __ 2
5]‘ = §|Auj 2|
1 1
= (8 AP - (4 - %)@ + j(ae - A ),
et, puisque D = Q — Q* = % pour le schéma de Lax-Friedrichs modifié dans le cas linéaire, nous

obtenons
gor_ L

P = SA(Ai + A2), (4.13)

Ainsi
£ =& - N\
1

=2 <(A+ +A)2(aN)? — (A% — A%)(aN)

3 1
- Z(Ai +A2) - 2A+A_).

Si Ay +A_ =0, alors & < 0. Dans le cas contraire, nous obtenons un trinéme du second degré
d’inconnue aX de discriminant :

§=4(A, + A (A2 4 A%) >0.

Les solutions sont alors

_ 2 2
o (Ay —AL) +2,/A2 + A2 "

2(A4+AD) ’

Ay —A ) —2,/A2 4+ A?
(a/\)2:( ’ U e (4.15)

2(A, +AD)
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—©— max(0,n)

0.5 i

F1G. 4.1 — Schéma de Lax-Friedrichs pour I’équation de transport linéaire scalaire avec une
condition initiale en chapeau; 100 points, © = 0.5; T'= 0.3. Il y a production d’entropie.

En passant aux coordonnées polaires A} = rcosf et A_ = rsin 6, nous obtenons deux fonctions
de 0 :
cos(f+Z)+ 2
M1 = 4 4.1
() 2sin(0 + ) (4.16)
0+ %) —+2
(aX)z = cos0 1 1) \/_, (4.17)

2sin(0 + )

et nous pouvons facilement montrer en étudiant ces fonctions que 'une des solutions du trinéme
est inférieure ou égale a —% et l'autre solution est supérieure ou égale a % Ainsi nous avons
démontré que (au moins) sur Uintervalle [—3; 3], le trinome du second degré d’inconnue (aX) est
négatif. Nous avons donc démontré la proposition suivante.

Proposition 12 Le schéma de Laz-Friedrichs modifié dans le cas d’une équation scalaire linéaire
satisfait linégalité d’entropie discréte avec le flur d’entropie de Tadmor sous la condition CFL
la| < 3.

Remarque 4 La méme étude pour le schéma de Laz-Friedrichs montre que mous me pouvons
pas obtenir un principe d’entropie pour ce schéma avec le flux de Tadmor : la borne inférieure
(supérieure respectivement) de la solution positive (respectivement négative) est égale a 0. Ainsi
lorsque Ay + A_ tend vers 0 (par ezemple, lorsque la solution numérique présente un "chapeau"
symétrique), |aX|, et donc j—; doit tendre aussi vers 0 pour satisfaire l’inégalité d’entropie. La
situation est illustrée dans la figure 4.1. La figure 4.2 permet au contraire de voir que la dissipation

d’entropie est bien négative dans ce cas pour le schéma de Lazx-Friedrichs modifié.
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[0] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

F1G. 4.2 — Schéma de Lax-Friedrichs modifié¢ pour I’équation de transport linéaire scalaire avec
une condition initiale en chapeau; 100 points, 4 = 0.5; T = 0.3. Il n’y a pas de production

d’entropie.

Nous avons ainsi une approximation numérique de 9,5 (u) + 0, F (u) grace au flux de Tadmor.
Nous allons maintenant utiliser ce flux d’entropie numérique pour corriger le parameétre 8 du
schéma hybide.

4.4 Détermination de ¢ dans chaque cellule

4.4.1 Méthode itérative
Nous présentons ici une détermination de Qj 41 par un procédé itératif basé sur le principe
2
exposé par De Vuyst (voir [2]). Dans chaque cellule [z; 1,2, 1] X [t",¢"F1], nous considérons
2 2

u;“rl = uj — Md(uj, ufyq, A 9j+%) — ¢(uj_y,uf, )\,9]._;)). (4.18)

Pour la premiere étape, nous décidons de prendre la méme valeur 6; pour les deux parametres

0. 1 et Hj 1. Ensuite nous cherchons 6; qui rend la dissipation d’entropie numérique négative
2 2
dans cette cellule par un procédé itératif. Dans chaque cellule, I'algorithme est ainsi :

Algorithme 7 Algorithme itératif dans la cellule [z; 1,2, 1] x [t e L.
2 2
— Soit A0 > 0 un pas fizé. Soit ¢ =0, Oy’q =1 (Laz Wendroff).
~ Tant que 77?“(9;“1) > 4§ et 077 > —1 faire
g+l _ gn.g
-0 =01 —Af
—qg=q+1
+1 7,9
Calcul de 0™ (6;)

134



4.4. Détermination de 0 dans chaque cellule

— fin Tant que.
— Poser 9;‘ = Hy’q.

Ainsi nous avons a la fin de la premiére étape 0;7‘ dans chaque cellule. Mais dans ce cas, le
schéma hybride n’est pas conservatif puisque nous avons a chaque interface j + % deux flux dis-
tincts ¢(uj, ujq1,0;) et ¢(uj, uj1,60;-1). Nous décidons alors dans la deuxiéme étape de prendre
0;‘_’_% = mln(ej s HJ ) pour prendre en compte le fait que la diffusion dans le schéma hybride est
une fonction décroissante de 6. A la fin de la deuxiéme étape, nous avons donc calculé le flux

numérique hybride ¢(uf, u7, 1, A, 9 ) pour tout j.

4.4.2 Procédé itératif avec prédicteur

Nous désirons greffer ce procédé itératif a la prédiction de 0 effectuée a 1’aide de la fonction

0(r,v) déterminée dans le paragraphe 2. Nous considérons alors avoir un prédicteur 6" red.j+ L
2

pour 9" déterminé a l'aide de la fonction é(r,v) (ou par tout autre procédé). Cependant, les
2

n
ed,j— 1 et epred j+3

la cellule j. Nous nous plagons alors dans la cellule [z - L T

parametres 9" 1 ne rendent pas forcément la dissipation d’entropie négative dans

n

L] x [t", t"+1]. Nous considérons dans
ity ’
2

R? le segment [A;B;] oit A; a pour coordonnées (0” ) et Bj a pour coordonnées

o
d]—l’ predj-l-1

(—1,—1). Nous cherchons alors (0" +1 , 0"’ 1) qui rend la dissipation d’entropie 77”“(0" ! 0"’ 1)
2

négative. Dans chaque cellule, I’ algorlthrne est :

Algorithme 8 Algorithme itératif aprés une phase prédictrice

B . . - _ n, + ,q n yHd
Soit As > 0 un pas fixé. Soit g =0, s = As, 6’ fﬂredj 15 9]+1 pred]+2'
~ Tant que 77’””1(97+ 1 9 ’ ’q) >0ets<l1 fmre
Gn +at+l 9” + q + s( enﬂr,q)
i3 i—3
_ nmq+1 nmq g
«9+1 79 +s( 1 6’j+%)
fq—q+1
- s=s54+As
o n+1 — n-—+1 n,+,q n,—,q
calcul de ;™" (s) = 1] (Hj 1 ,Hﬁ_z )
— fin Tant que.
— Poser 0™, = ™09 et 9™, = 0™
J—3 32 Jt3 +2
Lorsque les deux valeurs 6™ +1 et OJJ’FI ont été calculées dans chaque cellule j, nous posons
2 2
; +
9;1+% m1n(0”+1,0"+1) (4.19)

et nous calculons ¢(uf, uj , A, Q?Jr%)'

Cet algorithme est directement applicable aux cas des systémes sous sa forme vectorielle en
remplacant 6 par g. Cependant cette approche itérative peut étre trés cotiteuse en temps de
calcul. Comme le fait remarquer De Vuyst dans [2], nous pouvons utiliser une méthode de Newton
pour trouver le parameétre s tel que 77"+1( ) = 0 (il faut s’assurer tout de méme que du fait des
approximations, nous obtenions de fagon certaine une valeur approchée de s tel que 77"“( ) <0).
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4.5 Récapitulatif de ’algorithme
L’algorithme complet peut s’écrire ainsi

Algorithme 9 Algorithme complet.
Tant que t < T

— Pour chaque j, calculer 0" 1 et "

pred,j+1 . Fin pour.

ed,j—
— Pour chaque j,
poser s =0,

_ n,+ n n gn n,— no,mn n
calculer gbj_% = ¢(uj_y,uf, epred,j—%) et ¢j+% = P(uj, ul g, 0pr6d7j+%),
1
~ calculer "t
J

— calculer n = n(u nH)
— Tant que n > 9,
- s=s+ds,
n,+
- calcul de 9 (s) pred,g—— predyj—1
- calcul de 9 7 (s) predg+; +s(— egred)ﬁ;);

1
+3
7,4 t+ = )
— calcul de¢ f = ¢(uf_y, j79;,l%) et <j>;1+% = ¢(uf, jH,Qn )

+1

= 1 Fs(=1=-6" ),
1-—

- calcul de u]
calcul de n = 77( ”+1)
— fin tant que.
— Fin pour.
Pour chaque j,
— calcul de 0" = (0”’ 1,9n+ ),
2
n
Uj—

— calcul de <j>” = qu( 1,u] ,9” %) et ¢;“+% = qﬁ(u;b,ugbﬂ,@;zr%),

— calcul de u?“

fin pour.
Fin tant que.

En réalité, il n’est pas nécessaire de recalculer u ! pour tous les indices j apres le calibrage des
parameétres 6 avec Pentropie. En effet, seules les valeurs de la solution dans les cellules j ou la
dissipation d’entropie était strictement positive et leurs voisines directes j+1 et j —1 doivent étre
modifiées & cause de ’étape mm(@"’ 1 9” o+ ) Les flux qui interviennent dans les autres cellules

ne sont en effet pas modifiés.

4.6 Expériences numériques

4.6.1 Equation de Burger

Nous testons notre algorithme sur I’équation de Burger :

2
By + 895(%) =0,z €]0,1[, >0
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avec comme condition initiale

0si0<z<0.2
1si02<2<04
1-5(r—04)si04<z<0.6
0 sinon,

u(z,0) =

et comme condition aux bords
u(0,t) =0, ¢t > 0.

Nous représentons & gauche sur la figure 4.3 la solution numérique obtenue avec le schéma hybride
sans correction d’entropie et a droite celle obtenue avec correction d’entropie & différents instants.
Nous voyons que ’algorithme permet de rendre la dissipation d’entropie numérique négative, sans
altérer la précision du résultat au niveau du choc.

4.6.2 Equation d’Euler 1d

Nous reprenons le test du paragraphe 3.2.2 pour lequel le schéma hybride fournissait une
solution non entropique. Nous considérons les équations d’Euler. Nous rappelons les conditions
initiales : ur, = (pr, prvr, prEL) et ur = (pr, prVR, prRER) avec une interface & © = 0.5 :

PL = 2, PR = 0.125,
v, =0, vgp=0, (4.20)
L = 5, PR = 0.1.

Nous avons vu 'apparition d’un choc d’entropie & l'interface pour la solution numérique du
schéma hybride (figure 3.39). En utilisant la méthode prédicteur-correcteur, nous arrivons a faire
disparaitre le choc d’entropie tout en gardant une bonne capture des chocs. La figure 4.4 montre
les résultats pour un maillage de 200 points. Le flux d’entropie numérique utilisé est le flux de
Tadmor, le schéma hybride est le schéma avec Lax-Friedrichs modifié pour § = —1, le nombre
CFL est égal & 0.45.
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F1G. 4.3 — Schéma hybride pour I’équation de Burgers, v = 0.5, 200 points a) A gauche : schéma
hybride sans correction d’entropie, t = 0.05, ¢t = 0.15, t = 0.7; b) A droite : schéma hybride avec
correction d’entropie (Lax-Friedrichs modifié avec flux d’entropie de Tadmor) ¢ = 0.05, ¢t = 0.15,
t=0.7.
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F1G. 4.4 — Schéma hybride (Lax-Friedrichs modifi¢ avec flux d’entropie de Tadmor) pour les
équations d'Euler avec une onde de raréfaction ; 200 points v = 0.45; T = 0.18.
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Nous nous sommes intéressés dans cette thése a différents problémes d’optimisation faisant
intervenir des systémes hyperboliques d’"EDP.

Flux d’informations. Nous avons modélisé les flux d’information pour des systémes a taches
partagées & I’aide d’un modéle fluide I’EDP introduit par De Vuyst. Nous avons alors trouvé une
méthode avec EDO pour calculer les temps de service des systémes. Cela permettra de mieux
comprendre le comportement des systémes a taches partagées comme certains serveurs web. Afin
d’éprouver le modeéle, nous avons proposé deux tests numériques sur la qualité de service et nous
avons montré l'utilité du modéle.

Le calcul du temps de réponse est surtout important lorsque le systéme est congestionné. C’est
justement dans ce cadre que la modélisation fluide par un systéme d’EDP-EDO est valable. Néan-
moins, il serait intéressant dans un travail futur de prendre en compte les effets stochastiques et
d’analyser la transition entre le domaine ot la modélisation fluide est pertinente et le domaine
ou les effets stochastiques sont prépondérants.

Trafic routier. Ensuite, nous nous sommes intéressés au cas du trafic routier. Nous avons choisi
le modéle du second ordre de Aw-Rascle. Il s’agissait d’utiliser ce modéle avec un procédé d’assi-
milation de données afin de prévoir les conditions de circulation futures. Le procédé d’assimilation
de données est basé sur 'optimisation : nous avons retrouvé la solution numérique du systéme
de Aw-Rascle qui minimise l'erreur par rapport aux observations. Nous avons présenté deux
stratégies différentes afin de trouver cette solution minimisante. Dans la premiére stratégie, nous
avons choisi comme variables d’optimisation les conditions initiales et les conditions aux bords.
Dans la deuxiéme stratégie, nous avons uniquement recherché les conditions initiales, mais sur
une portion de route plus étendue. Nous avons utilis¢ une méthode adjointe pour résoudre le
probléme d’optimisation.

Dans un travail futur, nous désirons utiliser cette méthode avec des données réelles. Notamment,
il faudrait réfléchir & la méthode d’interpolation des données discrétes afin d’obtenir des données
définies sur tout le domaine. Enfin, nous pourrions appliquer notre travail & des extensions du
modeéle de Aw-Rascle.

Schémas hybrides. Lors des tests numériques concernant le trafic routier, nous avons rencon-
tré des solutions numériques non physiques. Nous nous sommes alors naturellement intéressés a
I'analyse des schémas numériques permettant d’approcher les solutions physiques des systémes
hyperboliques d’EDP. Nous avons exhibé un schéma hybride dépendant d’'un paramétre 6. Ce
parameétre est ajusté afin d’obtenir un schéma possédant la propriété TVD (phase prédictrice de
Palgorithme). Ensuite le calcul de la dissipation/production numérique d’entropie dans chaque
cellule permet de corriger le paramétre afin d’augmenter 'intensité de la matrice de diffusion
(phase correctrice de ’algorithme). Nous avons obtenu des résultats numériques convaincants.

Trois pistes de recherche future semblent prometteuses. Premiérement, nous avons utilisé le flux
de Tadmor pour le calcul de la dissipation/production d’entropie. L’analyse compléte permet-
tant de montrer qu’un schéma donné (par exemple, le schéma de Lax-Friedrichs modifié) fournit
une solution entropique est difficile. Il serait intéressant de trouver une expression numeérique
différente de la dissipation/production d’entropie plus adaptée & notre schéma. Deuxiémement,
nous avons remarqué qu’au voisinage d'un point sonique, l'intensité de la matrice de diffusion
était identique a celle du schéma de Roe (& Pexception de la valeur donnant le schéma de Lax-
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Friedrichs modifié). Ainsi, nous ne pouvons pas espérer obtenir 'utilisation par notre algorithme
d’un schéma moins diffusif que le schéma de Lax-Friedrichs modifié, au voisinage d’un point
sonique. Il est donc nécessaire de trouver une autre méthode pour la phase correctrice de notre
algorithme. Enfin, il serait trés intéressant d’éviter une méthode itérative de la phase correc-
trice. La solution apportée a ces trois problémes devrait permettre de rendre plus performant

I’algorithme prédicteur-correcteur.
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Résumé

Cette thése concerne la modélisation par des EDP et la résolution numérique de problémes
d’optimisation pour les flux d’informations et pour le trafic routier. Nous proposons un nou-
veau schéma hybride. En premier, nous nous intéressons & une modélisation fluide proposée par
De Vuyst, d’un systéme multi-taches devant traiter plusieurs types de requétes. Nous exhibons
un systeme d’EDO permettant de calculer les temps de service. Nous résolvons numériquement
deux problémes de controle optimal pour garantir une qualité de service. Ensuite, nous traitons
un probléme d’assimilation de données en trafic routier et nous donnons un algorithme capable
de prévoir les conditions futures de circulation sur une section de route. Le flux routier est mo-
délisé par le systéme hyperbolique de Aw-Rascle. Nous devons minimiser une fonctionnelle dont
les variables d’optimisation sont les conditions initiales et/ou les conditions aux bords. Nous ob-
tenons la solution du systéme de Aw-Rascle par la méthode de Roe et nous calculons le gradient
de la fonctionnelle par une méthode adjointe. Enfin, nous présentons un nouveau schéma hybride
& un parameétre qui permet de calculer numériquement les solutions des systémes hyperboliques.
Ce schéma posséde la propriété TVD. Il est du second ordre en espace et en temps. Aprés une
premiére phase prédictrice, nous pouvons corriger le paramétre dans les cellules ou il y a pro-
duction d’entropie numérique. Nous obtenons ainsi un schéma qui capture la solution physique.

Mots-clés : EDP, flux d’information, loi de conservation, systéme & taches partagées, trafic rou-
tier, assimilation de données, modéle de Aw-Rascle, schémas numeériques, entropie, modélisation
fluide.

Abstract

This thesis deals with PDE modeling and numerical resolution of optimisation problems
for multithread system and traffic flow. We propose a new hybrid scheme. First, we are interesting
by fluid models of a multithread /multitask system proposed by De Vuyst. We find 0DEs which
are used for the computation of the service times. We numerically solve two problem of optimal
control of quality of service (QoS) management. Then we deal with traffic data assimilation and
algorithms able to predict the traffic flow on a road section. The traffic flow is modelized by the
Aw-Rascle hyperbolic system. We have to minimize a functional whose optimization variables
are initial condition and/or upstream boundary conditions. We use the Roe method to compute
the solution of the traffic flow modelling system. Then we compute the gradient of the functional
by an adjoint method. This gradient will be used to optimize the functional. Last, we propose
a new hybrid scheme with one parameter which permit the scheme to have the TVD property
and the space and time second order accuracy. After a first predictor step, we can correct the
parameter in the cells where the entropy production is positive. Thus, the scheme can capture
the physical solution.

Key-words : PDE, conservation law, multithread system, traffic flow, data assimilation, Aw-
Rascle model, numerical scheme, entropy, fluid models.
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