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Résumé

Les processus ponctuels spatiaux forment une branche de la statistique spa-
tiale utilisée dans des domaines d’application variés (foresterie, géo-marketing,
sismologie, épidémiologie,...) et développée par de récents travaux théo-
riques. Nous nous intéressons principalement dans cette thése a ’apport
de la théorie des processus ponctuels spatiaux pour des problémes de po-
sitionnement optimal, ainsi que pour la définition de nouveaux indices de
concentration basés sur les distances en économétrie.

Le probléme de positionnement optimal s’écrit souvent comme un pro-
bléme d’optimisation prenant en compte des données geo-référencées aux-
quelles peuvent étre associées des caractéristiques. Pour prendre en compte
I’aléa, nous considérons ces données issues d’un processus ponctuel spa-
tial pour résoudre un probléme de positionnement stochastique plus réa-
liste qu'un modéle déterministe. A travers 1’étude du positionnement opti-
mal d’une nouvelle caserne de pompiers dans la région toulousaine, nous
développons une méthode de résolution stochastique permettant de juger
de la variabilité de la solution optimale et de traiter des bases de données
volumineuses. L’approche implémentée est validée par des premiers résul-
tats théoriques sur le comportement asymptotique des solutions optimales
empiriques. La convergence presque sure des solutions optimales empiriques
de I’étude de cas précédente est obtenue dans un cadre i.i.d. en utilisant la
théorie de Vapnik-Cervonenkis. Nous obtenons aussi la convergence presque
sure des solutions optimales empiriques, dans un cadre plus général, pour
un probléme de positionnement dérivé du probléme de transport de Monge-
Kantorovich.

Nous nous intéressons ensuite a des indices de concentration basés sur
des distances en économétrie. Ces indices de concentration peuvent s’écrire
comme des estimateurs de caractéristiques du second ordre de processus
ponctuels marqués. Nous définissons ensuite un estimateur non-paramétrique
d’une nouvelle caractéristique d’un processus ponctuel spatial marqué définis-
sant ainsi un nouvel indice de concentration améliorant ceux déja existants.
Dans un cadre asymptotique avec fenétre d’observation bornée, notre esti-
mateur est asymptotiquement sans biais.

Mots clés : Processus ponctuels spatiaux marqués, probléme de localisation-
allocation, caractéristiques du second ordre, non et semi-paramétrique, pro-
bléme de transport, M-estimation, Vapnik-Cervonenkis, indices de concen-
tration, asymptotique sur domaine borné.
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Abstract

Spatial point processes form a branch of spatial statistic used in various
application areas (forestry, geo-marketing, seismology, epidemiology,...) and
developed by recent theoretical results. We are interested primarily in this
thesis to the use of spatial point processes theory for solving optimal positio-
ning problems and for defining new concentration indices based on distances
in econometrics.

The optimal positioning problem is often written as an optimization pro-
blem taking into account geo-referenced data with associated characteristics.
We consider that the inputs of the problem are a realization of a spatial
point process and solve a stochastic positioning problem more realistic than
the deterministic model. Through the study of optimal positioning of a new
fire station in the Toulouse area, we introduce a new stochastic approach
that gives an indication of the spatial variability of the optimal solution and
allows to solve larger problems. The implemented approach is validated by
preliminary theoretical results on the asymptotic behavior of empirical so-
lutions. The almost sure convergence of empirical optimal solutions of the
case study is obtained in an i.i.d. framework using the Vapnik-Cervonenkis
theory. We also obtain the almost sure convergence of empirical optimal so-
lutions, in a more general framework, for a positioning problem derived from
the Monge-Kantorovich transport problem.

Then we turn attention to concentration indices based on distances in
econometrics. These concentration indices can be written as estimators of
second order characteristics of marked point processes. We then define a
nonparametric estimator of a new characteristic of a spatial marked point
process defining a new concentration index improving existing ones. In an
infill asymptotic framework, our estimator is asymptotically unbiased.

Key words : Marked spatial point processes, location-allocation problem,
second-order characteristics, non and semi-parametric, transport problem,
M-estimation, Vapnik-Cervonenkis, concentration indices, Infill asymptotics.






Chapitre 0

Introduction

0.1 Motivations

Pendant ma thése, je me suis tout d’abord intéressé a ’apport de la théorie
des processus ponctuels spatiaux pour I’étude de la solution optimale d’un
probléme de positionnement. La détermination d’une localisation optimale
est un probléme fréquent dans de nombreux domaines, malheureusement
cette problématique est souvent traitée d’un point de vue déterministe, alors
que la nature des données est en général aléatoire.

La partie I de ce mémoire concerne une étude de cas relative au positionne-
ment optimal d'une nouvelle caserne de pompiers dans la région toulousaine.
L’originalité de I’étude est de considérer les données du probléme d’optimi-
sation comme aléatoires et issues d'un processus ponctuel spatial. [’étape
préliminaire d’analyse exploratoire de la base de données des sinistres et la
modélisation par un processus ponctuel marqué est réalisée dans le chapitre
1 (Bonneu, 2007). La méthode “SPP location-allocation” introduite et im-
plémentée dans le chapitre 2 (Bonneu et Thomas-Agnan, 2008) fournit une
représentation de la variabilité de la position optimale.

La partie IT de ce mémoire étudie le comportement asymptotique des
solutions de problémes de localisation-allocation empiriques vers la solution
du probléme de positionnement théorique. Ces résultats théoriques sont im-
portants car ils permettent de justifier en pratique ’approximation d’une
solution théorique inconnue par la solution d’un probléme d’optimisation
empirique. Dans un probléme de localisation-allocation dérivé du probléme
de transport de Monge-Kantorovich, le chapitre 3 (Bonneu et Daouia, 2008)
établit la convergence forte de ’estimateur de la position optimale dans un
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cadre général ou les données peuvent étre corrélées ou indépendantes. La
technique de preuve est basée sur les propriétés des distances de probabili-
tés dans les problémes de transport optimal. Dans le cadre du probléme de
localisation d’une nouvelle caserne de pompiers, des résultats asymptotiques
sont obtenus pour les solutions de problémes d’optimisation empiriques dans
le chapitre 4. Pour des données indépendantes et identiquement distribuées
(i.i.d.), la convergence forte des solutions optimales empiriques est démontrée
en s’appuyant sur la théorie de Vapnik-Chervonenkis.

Enfin, la partie ITI de ce mémoire présente des propriétés asymptotiques
de caractéristiques du second ordre pour des processus ponctuels spatiaux
marqués. Ces caractéristiques du second ordre sont directement liées a la dé-
finition d'un nouvel indice de concentration basé sur les distances améliorant
ceux déja existants en économétrie. Ces indices de concentration permettent
par exemple d’analyser les déterminants de la localisation des entreprises.
La recherche des facteurs influant sur la concentration des entreprises peut
aboutir & la définition des orientations d’une politique générale d’aménage-
ment du territoire. Méme si ce n’est pas le cas aujourd’hui, leur utilisation
pourrait, ainsi s’étendre aux problémes de positionnement optimal.

Cette introduction rappelle de facon concise quelques notions essentielles
a la lecture des chapitres de ce mémoire et présente les contributions de la
theése dans les domaines considérés.

0.2 Processus ponctuels spatiaux

0.2.1 Présentation

Les processus ponctuels spatiaux représentent une branche de la statistique
spatiale o ’on étudie des collections d’événements localisés par leur coordon-
nées géographiques, appelées semis de points. Grace aux moyens technolo-
giques actuels, ces jeux de données apparaissent dans de nombreux domaines
d’application (foresterie, géo-marketing, sismologie, épidémiologie,. . .) et sont
de plus en plus volumineux. On peut ainsi étre amené a étudier la disposi-
tion des arbres dans une forét, la localisation d’entreprises, les épicentres de
secousses sismiques, des adresses de patients atteints d’une maladie,...Des
variables de différents types (réelles, entiéres, booléennes,. . .) peuvent étre as-
sociées & chaque événement et seront appelées “marques”. A titre d’exemple,
la position d’une entreprise est souvent plus intéressante lorsque 'on a des
informations sur son secteur d’activité, son nombre d’employés, son chiffre
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d’affaire,...Une marque un peu particuliére est la marque temporelle dont
la connaissance permet d’ajouter une composante dynamique a I’étude du
semis de points. Les ouvrages de références traitant de processus ponctuels
spatiaux sont les monographies de Moller et Waagepetersen (2004), Cressie
(1993), Stoyan et Stoyan (1994) ou Diggle (2003).

Un semis de point est la réalisation d’un processus ponctuel sur un espace
polonais (A, d) et se définit comme une collection non ordonnée de points x;
de A, pour tout i = 1,...,n; notée {z;;i = 1,...,n}. Un processus ponctuel
spatial représente donc une configuration aléatoire de positions dans A notée
{&;i = 1,...,N} ou le nombre total d’événements N est aussi aléatoire.
Bien qu’envisageable, la répétition de points & = &; pour ¢ # j est exclue
dans diverses définitions ou propriétés des processus ponctuels spatiaux. Sans
répétition de points le processus est dit simple. De plus, toute configuration
d’un processus ponctuel spatial doit étre localement finie, c’est a dire qu’elle
ne doit pas avoir de points d’accumulation.

0.2.2 Caractéristiques du ler et 2nd ordre

Les processus ponctuels spatiaux possédent des caractéristiques définies a
partir des moments de leur mesure de comptage aléatoire ® (Cressie, 1993).
Ces caractéristiques jouent le méme role que les moments définis pour une
variable aléatoire. Ainsi, la connaissance de quelques unes de ces statistiques
élémentaires ne permet pas d’identifier complétement un processus ponctuel
spatial. Cependant, 'utilisation d’estimateurs de ces statistiques est abon-
dante en analyse exploratoire ou en modélisation lors de ’ajustement et la
validation d’'un modéle. De maniére générale, nous rappelons les mesures de
moments d’ordre p € N* et présentons plus précisément les caractéristiques
du second ordre pour des processus ponctuels inhomogenes.

Caractéristiques théoriques

Nous commencons par rappeler la définition de la caractéristique du premier
ordre.

DEFINITION 0.1. La mesure d’intensité p se définit pour tout borélien D
de A par

u(D)=EY 1f¢ € D]

feX
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Si la mesure intensité peut s’écrire sous la forme

u(D) = /D A(E)de.

avec X une fonction positive, alors A est appelée fonction intensité.

Lorsque A est constante le processus est dit homogéne ou stationnaire du
premier ordre. Dans ce cas, 'intensité A représente ’espérance du nombre
de points par unité de volume. Si A n’est pas constante, le processus est dit
inhomogeéne et de facon heuristique, on dit que A(£)d¢ est la probabilité d’oc-
curence d’un point dans une boule infinitésimale de centre £ et de volume d¢.

Nous rappelons maintenant les mesures moments d’ordre p de la mesure
aléatoire = = dex ﬁég, avec A(£) > 0 presque sirement pour tout £ € X.
Ces mesures introduites dans Baddeley et al. (2000) sont une extension des
mesures jP) et aP) définies & partir de la mesure de comptage ® (voir par
exemple Moller et Waagepetersen, 2004).

DEFINITION 0.2. Pour un processus ponctuel X d’intensité A dans A et
tout p € N*, on définit la mesure de moment d’ordre p de Z, v?) sur AP par

-~ (.- &) € D)
MPIZE DL NG )

ot D est un borélien de AP, et la mesure factorielle de moment d’ordre p de
2, P sur AP par

ﬂ(éla' ’p) D]
o %:X NE) - AE)

1,

ot D est un borélien de AP. La notation Zz o pEX indique que les &y, -+, &
sont distincts.

Par la suite, on s’intéressera plus particuliérement & la mesure factorielle
8@ pour définir des caractéristiques théoriques du second ordre d’un proces-
sus ponctuel.

DEFINITION 0.3. Le processus ponctuel X est stationnaire du second ordre
avec pondération par l'intensité (“second-order intensity-reweighted stationa-
ry”) si B3P (Dy x Dy) = BA((Dy + x) x (Dy + ) pour tout Dy, Dy boréliens
de A et x un veteur de A, ot Dy + x désigne la translation de Dy par le
vecteur x.
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Des exemples de processus ponctuels stationnaires du second ordre avec
pondération par l'intensité sont les processus ponctuels de Poisson inhomo-
genes, certains processus Log Gaussiens inhomogénes et tous les processus
ponctuels obtenus par éclaircissement (“thinning”) d’un processus station-
naire par un champ aléatoire indépendant.

La fonction K introduite par Ripley (1976) pour des processus ponctuels
stationnaires se généralise a des processus ponctuels stationnaires du second
ordre avec pondération par l'intensité (Baddeley et al., 2000).

DEFINITION 0.4. Soit X un processus ponctuel stationnaire du second ordre
avec pondération par l’intensité X. La fonction Kipom de X est définie par

Kinhom E Z Z Hfz fj” = T), r > 0.

&eX gjeX )

ot |A| désigne laire de A (mesure de Lebesque).

Nous présentons des conditions nécessaires pour assurer ’existence d’une
fonction Ki,pom pour des processus ponctuels inhomogénes et montrons le
lien avec la fonction de corrélation des paires. Si les mesures p et 3
définissent respectivement & partir de fonctions positives notées \ et p®?
alors on a

(2
5(2 (D1 x Dy) = / / p dudv —/ / (u, v)dudv
D1 Dg Dy D2

oil g(u,v) = p® (u,v)/(AMu)A(v)) pour tout u,v € A est la fonction de cor-
rélation des paires de X.

Si g est invariant par translation, c’est a dire g(x,z + h) = go(h) pour
une fonction gy : A — [0, 4+00), alors X est stationnaire du second ordre avec
pondération par l'intensité et la fonction K, €st donnée par

Kinhom(r) :/ go(h)dh
B(0,r)

D’autres fonctions dérivées de K;,nom peuvent étre définies comme dans
le cas stationnaire, comme par exemple la fonction Linhom = (Kinhom/T)Y2.
Dans le cas Poissonien, K, pom () = 772 et donc Liypom (1) = 7. Les valeurs de
ces caractéristiques obtenues pour des processus ponctuels de Poisson servent
de référence pour tester 'hypothése Poissonienne d’un processus ponctuel.
La section suivante présente quelques estimateurs de ces caractéristiques et
les difficultés rencontrées.
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Estimation

Pour simplifier la présentation on considérera dans cette section que A est
un sous-ensemble borné de R2.

[’estimation de I'intensité est la premiére étape dans ’analyse d’un semis
de point. Compte tenu de la définition de la mesure intensité, un estima-
teur naturel et sans biais dans le cas homogéne s’écrit n/|A|. Dans le cadre
inhomogéne, les estimateurs de l'intensité dérivent des méthodes d’estima-
tions non paramétriques de la densité multidimensionnelle (Silverman, 1986),
ot I'on tient compte du fait que 'intégrale de I'intensité sur le domaine est
égale a l'espérance du nombre de points. Malheureusement, des problémes
de sous-estimation apparaissent aux bords du domaine, ce qui nous conduit
a considérer 'estimateur de l'intensité dans A proposé par Diggle (1985)

h=2w(h Y (x — 2;))

éA’h(l')

n

Az) = 2iz1 (0.1)
oll ¢4 5, () est un estimateur du facteur de correction de bord [, h=*w(h™!(z—
u))du. Si le choix du noyau w n’est pas essentiel en revanche celui de la fe-
nétre de lissage h s’avére souvent primordial. Berman et al. (1989) proposent
de choisir h a partir de la minimisation d’une estimation de la moyenne des
erreurs au carré, mais cette méthode contribue a fournir une valeur de h
proche de zéro quand les variations de A sont trop fortes, comme dans le
chapitre 1 ou Diggle et al. (2007). Les méthodes paramétriques d’estima-
tion sont possibles mais finalement peu répandues a l'inverse de méthodes
semi-paramétriques utilisant des covariables connues ou estimées. Il est ainsi
fréquent d’estimer \ par

J
Az) = exp(a ZBC’

ou les C’j sont estimés lors d’une étape préliminaire si elles sont inconnues
et ou les paramétres «, 31, --,[; peuvent étre estimés par maximum de
pseudo-vraisemblance. Les covariables estimées C’j peuvent étre par exemple,
la densité d’espéces d’arbres, la densité de population ou tout autre densité
d’une variable pouvant expliquer I'inhomogénéité de la réalisation. Dans le
chapitre 1, on considére comme covariable une estimation de la densité de
population.

D’autres estimations de I'intensité existent dans des cas particuliers. Pour
des données bruitées, Cucala (2008) introduit un estimateur prenant en
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compte 'erreur de positionnement. Baddeley et al. (2000) introduisent un
nouvel estimateur A pour minimiser le biais de I'estimateur de K;,nom par
rapport & celui construit avec l'estimateur classique (0.1).

Lorsque A est connue, un estimateur sans biais de K;,om S écrit

+
5 1 Wy, iy (|| 2 — 2] <)
K‘ — (2R ) < *'
o) =1 2 2 T gy ST

r; €X ijX

Oil Wy, o, » €st un terme de correction de bord et r* := max{d(z,0A);r € A},
avec 0A désignant le bord du domaine A. Un terme de correction de bord
proposé par Ripley (1977) s’écrit wy, o » = |(W + ;) N (W + ;). Dans la
grande majorité des cas \ est inconnue et doit étre estimée. Avec I’estimateur
(0.1), Pestimateur de Kjppom qui en résulte est biaisé. Une diminution du biais
est obtenue en prenant I'estimateur A présenté dans Baddeley et al. (2000).

0.2.3 Quelques processus ponctuels
Les processus de Poisson

Le modéle de processus ponctuels le plus élémentaire est le processus ponctuel
de Poisson. Dans le cadre homogéne, ce processus correspond a ’hypothése
nulle du test de répartition spatiale totalement aléatoire (“Complete Spatial
Randomness”). Les processus ponctuels de Poisson inhomogénes sont entiére-
ment caractérisés par leur fonction intensité d’apreés le théoréme de Slivnyak-
Mecke (voir par exemple Moller et Waagepetersen, 2004). Ces processus
servent a modéliser une répartition inhomogéne de points dans ’espace répar-
tis de facon indépendante. Les processus de Poisson sont tels que les variables
aléatoires ®(By),...,®(B,,) pour tout Bi,..., B, dans A sont indépen-
dantes et de loi de Poisson de paramétre respectif [, A(z)dz, ..., [ A(z)dz.
De plus, conditionnellement au nombre de points dans A les positions &1, ..., &,
sont indépendamment distribuées selon la densité bidimensionnelle ﬁ%dﬁ
Au chapitre 1, ces modéles de processus sont utilisés pour tester le caractére
Poissonien du processus sous-jacent a notre réalisation.

Les processus de Cox

Les processus de Cox sont des modeéles pour des réalisations de processus
présentant des agrégats causés par une hétérogénéité environnementale aléa-
toire. Le processus de Cox est une extension naturelle d’un processus de
Poisson, obtenu en considérant la fonction intensité d’un processus de Pois-
son comme la réalisation d’'un champ aléatoire A. C’est pour cette raison
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qu’ils ont été introduits par Cox (1955) sous le nom de “processus de Poisson
doublement stochastiques”. Certains processus de Cox sont obtenus en re-
groupant les points autour de ceux d’un autre processus ponctuel comme les
processus d’agrégats de Matern ou de Thomas qui appartiennent a la famille
des processus de Neyman-Scott (voir par exemple, Moller et Waagepetersen,
2004). Dans les applications, & moins de connaissances a priori, il n’est pas
possible de distinguer un processus de Cox X d’intensité A du processus de
Poisson correspondant X |A quand seulement une réalisation du processus
est disponible. Les processus de Cox Log Gaussiens X (Moller et al. (1998))
sont tels que Y = log A est un champ Gaussien, c¢’est a dire que pour tout
entier n > 0, toutes positions &1,...,§, € A, et tous nombres aq,...,a, € R,
Yora;Y (&) suit une loi normale. Le caractére agrégatif des processus de
Cox nous a conduit a envisager un certain nombre de modéles au chapitre 1.

Les processus de Markov

Cette famille de processus sert le plus souvent & modéliser un comportement
répulsif entre les points, cependant des possibilités existent pour modéliser
aussi de l'attraction. Ces modéles sont construits en spécifiant pour le pro-
cessus ponctuel une densité par rapport & un processus de Poisson et en
imposant des conditions pour satisfaire une propriété de Markov. Le lecteur
pourra se référer a la monographie de Van Lieshout (2000) pour un état de
I’art récent sur les processus ponctuels Markoviens. Au chapitre 1, ’aspect
agrégatif de notre semis de points nous a conduit & ne pas considérer de
modéles de processus ponctuels de Markov.

0.2.4 Processus ponctuels marqués

Nous présentons dans cette section la définition de processus ponctuel mar-
qué de Poisson, une introduction aux tests de corrélation des positions et une
présentation succinte de 1’étude de la corrélation des marques.

Processus ponctuels marqués de Poisson

DEFINITION 0.5. Un processus Y = {(&,m¢) : £ € X} est un processus
ponctuel marqué de Poisson si X est un processus ponctuel de Poisson et si

les marques {m¢ : £ € X'} sont indépendantes entre elles, conditionnellement
a X.

Par cette définition, on a que tout processus ponctuel de Poisson Y dans
un espace produit 7" x U est un processus ponctuel de Poisson marqué avec
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positions dans 7' et marques dans U. L’inverse est faux en général. La Pro-
position 3.9 dans Moller et Waagepetersen (2004, p.26) fournit une condition
sous laquelle I'équivalence est vérifiée. Ainsi, si un processus ponctuel marqué
de Poisson est tel que, conditionnellement a X, chaque marque m¢ a une den-
sité ne dépendant pas de X\ alors Y est un processus ponctuel de Poisson
dans 'espace produit et sous une condition d’intégrabilité {m, : £ € X est
un processus ponctuel de Poisson dans l'espace des marques.

Corrélation des positions

La nature des marques associées a des positions est souvent de deux sortes :
discréte ou continue. Dans le cas de marques discrétes prenant k valeurs dis-
tinctes, on considére le processus multivarié X = (X1,..., X}). La structure
de corrélation entre les points de X; et X, pour ¢,7 = 1,--- ,k avec ¢ # j,
est étudiée en utilisant des caractéristiques croisées du second ordre (“cross
summary statistics”). Ces caractéristiques sont définies a partir des carac-
téristiques du second ordre comme les fonctions K,L ou g. Tout d’abord
introduites dans un cadre stationnaire, la généralisation a certains proces-
sus inhomogeénes (“cross second order intensity reweighted”) se trouve dans
Baddeley et al. (2000) et se déduit de la section précédente. Le lecteur peut
se référer a Moller et Waagepetersen (2004) pour une présentation plus ap-
profondie des caractéristiques croisées. Dans le cas de processus ponctuels
bivariés, Bar-Hen et Picard (2006) réalisent une comparaison entre 9 indices
de dissimilarité.

Dans le cas de marques continues, nous présentons deux approches pos-
sibles pour étudier la corrélation des positions en tenant compte de la marque.
La premiére consiste a discrétiser la marque et a appliquer les caractéris-
tiques présentées dans le paragraphe précédent. La seconde méthode consiste
a analyser le caractére séparable de l'intensité du processus ponctuel mar-
qué (X, M) par les méthodes présentées dans Schoenberg (2004). En effet, si
I'intensité du processus ponctuel marqué peut s’écrire comme le produit de
I'intensité du processus ponctuel des positions par la densité de la variable
aléatoire des marques alors les processus marginaux sont indépendants. Nous
appliquons cette méthode au chapitre 1 pour tester la dépendance deux a
deux entre les positions, les marques et le temps.

Corrélation des marques

L’analyse de la corrélation des marques s’appuie sur les caractéristiques du
second ordre de processus ponctuels marqués et s’appuie sur les méthodes
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employées en géostatistique. On étudie ainsi I'espérance de fonctions des
marques conditionnelement aux positions. Le variogramme empirique condi-
tionnel est ainsi une adaptation au cadre des processus ponctuels du vario-
gramme défini en géostatistique. Le lecteur peut se référer a Stoyan et Stoyan
(1994), Schlather (2001), Mateu (2000) ou au chapitre 5 pour une présenta-
tion plus détaillée. Nous rappelons maintenant briévement quelques notions
d’indépendance. L’hypothése dite de “random labelling” consiste a supposer
que les marques sont indépendantes entre elles et indépendantes des positions
alors que I'hypothése dite de “geostatistical marking” suppose seulement que
les marques sont indépendantes des positions.

0.2.5 Analyse exploratoire et modélisation de sinistres
par processus ponctuels spatiaux marqués

Le chapitre 1 réalise I'analyse exploratoire et la modélisation de sinistres
contenus dans une base de données fournie par le Service Départemental
d’Incendies et de Secours de Haute-Garonne (SDIS31). Cette base contient
les positions et les caractéristiques (temps, durée, nombre de pompiers en
intervention) de 20820 sinistres survenus au cours de I’année 2004 dans les
environs de Toulouse. Chaque sinistre i sera identifié par sa position X; et une
marque D; mesurant une charge de travail (durée X nombre de pompiers).
L’analyse exploratoire de ce jeu de données et I’ajustement d’un modéle de
processus ponctuel spatial marqué constituent une étape préliminaire impor-
tante pour la méthodologie employée au chapitre 2.

Une étude des dépendances entre positions et temps, marques et positions
ainsi que marques et temps a été réalisée par des méthodes graphiques et/ou
des tests de séparabilité présentés par Schoenberg (2004). Cette analyse des
dépendances deux a deux a permis de supposer raisonnablement que le mo-
déle de processus ponctuel spatial marqué pouvait étre obtenu en modélisant
séparément les réalisations marginales.

Sous I’hypothése de séparabilité, il est possible de modéliser séparément,
les charges de travail et ’ensemble des positions des sinistres. Un probléme
majeur dans la modélisation d’un semis de point est toujours de séparer I'in-
homogénéité expliquée par l'intensité A et les intéractions mesurées par la
fonction Linpom. La répartition des sinistres étant bien évidemment liée &
la répartition hétérogéne de la population, nous devons considérer des mo-
déles de processus ponctuels spatiaux d’intensité A\ non constante. Le choix
du modéle adéquat se fera grace a un test d’interaction calculé par méthode
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Monte-Carlo pour obtenir une enveloppe de la fonction L;,n0m. Une atten-
tion particuliére a aussi été prétée a l'intensité estimée et a la répartition des
points d’une réalisation simulée issue du modéle ajusté.

L’inefficacité des méthodes paramétriques, dans notre étude de cas, nous
conduit a étudier Iestimation de I'intensité par des méthodes non-paramétriques.
Les estimations non-paramétriques Aet A proposées respectivement par Diggle
(1985) et Baddeley et al. (2000) ne permettent pas d’aboutir a des modéles
satisfaisants du point de vue de la représentation de la fonction L;,pom. Le fait
d’estimer A\ et Li,pom sSur un méme jeu de données apparait problématique.
C’est, pour cette raison que nous introduisons deux méthodes d’estimation de
A semi-paramétriques basées sur la covariable densité de population, estimée
a partir du nombre d’habitants par unité administrative (IRIS). Les meilleurs
résultats sont obtenus pour une intensité calculée & partir de la densité de
population estimée par la méthode des k-plus proches voisins.

R 1 296 P
OQ(S)ZNP - ZNk;( - )
op'ts i1 S

ou s; est le centre de I'IRIS ¢, N; son nombre d’habitants, Np,, = 2296 N;,
ke(s) = 3(1 — ||s]|?) et hy = ||s — £]|(5) est la cinquiéme statistique d’ ordre
des distances entre s et le centre des IRIS.

Plusieurs modéles de processus de Cox sont testés (Matern, Thomas, Log
Gaussien). L’inhomogénéité est incorporée par la méthode d’éclaircissement
comme dans Waagepetersen (2006). Cette méthode permet de connaitre 1'ex-
pression de la fonction K inhomogéne théorique en fonction de paramétres k
et w pour les modéles explorés. Ces paramétres sont ensuite estimés grace a
la minimisation du contraste

/ (Rimpom ()7 — K (£ 5, w0))2dt
0

ou K est une fonction connue pour les modéles considérés et ou ¢ = 1/4
et a = 4000 sont choisies selon les recommandations dans Diggle (2003).
Les modéles de processus ponctuels de Poisson et Log Gaussien apparaissent,
satisfaisants dans notre étude de cas.

0.3 Problémes de localisation-allocation

Dans cette section, nous introduisons de facon générale le probléme de posi-
tionnement optimal et quelques méthodes de résolution. L’approche stochas-
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tique des problémes de localisaton-allocation est peu répandue alors que les
données sont souvent les réalisations de processus aléatoires. La section 0.3.3
présente la méthodologie développée au chapitre 2 pour le positionnement
d’une nouvelle caserne de pompiers dans la région toulousaine. La section
0.3.2 présente le probléme probabiliste de transport optimal et établit le lien
avec le probléme de positionnement optimal. La formulation du probléme
de transport sera ensuite reprise dans la section 0.4.4 et au chapitre 3 pour
démontrer la convergence de solutions optimales empiriques d’un probléme
de positionnement particulier.

0.3.1 Positionnement optimal

Les problémes de positionnement optimal sont nombreux et divers : ou placer
une nouvelle caserne de pompiers, une nouvelle formation d’enseignement, un
point de stockage de bois, un silo agricole,...En recherche opérationnelle, ce
probléme est souvent traité d’un point de vue déterministe. En effet, la posi-
tion optimale résulte souvent d’'un probléme d’optimisation construit sur un
unique semis de points obtenu par exemple au cours d’une seule année. Les
problémes de positionnement sont souvent appelés problémes de localisation-
allocation car la recherche d’une position optimale est indissociable de 1’ob-
tention d’une fonction d’affectation. La difficulté de ce probléme est que la
recherche du couple (position,affectation) optimal se trouve dans un espace
de grande dimension et que position et affectation sont corrélées.

Le probléme de positionnement optimal d’une nouvelle caserne de pom-
piers appartient a la famille des problémes de localisation-allocation condi-
tionnels. Le mot conditionnel indique que le positionnement d’une nouvelle
caserne de pompiers doit tenir compte des casernes existantes. Notre pro-
bléme de positionnement ne consiste pas a redistribuer ’ensemble des ca-
sernes sur le domaine d’étude. Le lecteur peut se référer & ReVelle et Eiselt
(2005) pour une présentation compléte sur les problémes de localisation-
allocation.

Méme si une grande partie de la littérature est axée sur I'approche de
résolution déterministe, certains papiers introduisent la dimension aléatoire
du probléme (positions, temps de trajet,. ..). Cependant, 'approche par pro-
cessus ponctuels spatiaux semble n’avoir jamais été envisagée. Snyder (2006)
fournit un état de l'art sur la prise en compte de 1’aléa des problémes de
positionnement et sur les modéles probabilistes développés pour la localisa-
tion robuste. Cooper (1974) a considéré I'extension du probléme de Weber
(ou la fonction de cotit s’écrit comme la distance Euclidienne) au cas ou les
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positions sont indépendantes et issues de variables aléatoires Gaussiennes.
Drezner (1985) analyse la robustesse de la position optimale d’un probléme
de Weber lors de petites fluctuations des positions des clients. Le caractére
aléatoire des demandes de clients est considéré dans Logendran et Terrel
(1988).

Le cas du positionnement optimal d’une nouvelle caserne de pompiers est
traité dans Serra et Marianov (1998) pour la ville de Barcelone mais sans
prendre en compte 1’aléa. Les problémes de positionnement optimal d’un
service d’urgence (caserne, hopital,. ..) sont parfois traités sous I’aspect d'un
probléme de couverture ou le temps d’accés d’un service d’urgence ne doit pas
dépasser un certain seuil et ol on prend en compte une éventuelle indisponi-

bilité temporaire (Daskin (1982), Goldberg et Paz (1991), ReVelle (1991)).

Du point de vue de la résolution de ces problémes, Cooper (1964) introduit
les algorithmes heuristiques qui fournissent des solutions approchées au pro-
bléme en alternant des phases de positionnement et d’affectation optimale.
Brimberg et al. (1997) fournissent un résumé intéressant sur les algorithmes
heuristiques utilisés pour des problémes de localisation-allocation. Parmi les
méthodes récentes, on peut citer la recherche Tabou (Brimberg et Mlade-
novic, 1996), les algorithmes génétiques (Houck et al., 1996), les colonies de
fourmis (Bischoff et Dachert, 2007),. ..

Nous présentons dans la section suivante le probléme de transport de
Monge-Kantorovich qui nous permet ensuite de définir un probléme de posi-
tionnement optimal a partir de ce probléme probabiliste.

0.3.2 Transport optimal

Le lecteur pourra se référer aux monographies de Villani (2003), Rachev
(1991), Rachev et Riischendorf (1998) pour davantage de détails.

Le probléme de transport optimal a été introduit par Monge (1781) lors
de I'étude d'un probléme de déblais et de remblais. Le probléme consistait
a transporter une pile de sable X dans un trou Y de méme volume en un
cotit minimal. Ce probléme se modélise par le transfert optimal de la mesure
it de I'espace mesuré X vers la mesure v de ’espace mesuré Y. On doit né-
cessairement avoir p(X) = v(Y). Le transport du sable nécessite un certain
effort, modélisé par une fonction de cotit mesurable et positive ¢ définie sur
X x Y telle que c(x,y) représente le cott de transport de la particule en x
vers la localisation y. Dans le cas de ’affectation de sinistres aux casernes
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de pompiers, si les positions des sinistres et des casernes sont connues alors
I’allocation optimale est la solution d’un probléme de transport. Cependant,
dans le cas du positionnement optimal d’une nouvelle caserne de pompiers,
on a évidemment la mesure cible v qui dépend de la position de la nouvelle
caserne et n’est donc pas déterminée.

Parce que le probléme de Monge est non-linéaire et parfois difficile a ré-
soudre (ou n’admet pas de solution), Kantorovich (1942, 1948) a défini le
probléme de transport relaxé portant son nom. Dans le probléeme de Kan-
torovich on appelle plans de transfert les mesures m sur l’espace produit
X x Y. dn(x,y) mesure la quantité de masse transférée de z vers y. La pos-
siblité d’avoir une ou plusieurs solutions pour le probléme de Kantorovich et
aucune pour le probléme de Monge réside essentiellement sur une différence
majeure. En effet, dans le probléme de Kantorovich la masse en un point z
peut étre découpée et affectée a plusieurs localisations y. Cette possibilité ne
semble pas incongru en pratique si I’on considére ’affectation de clients a des
magasins ol les clients peuvent choisir d’aller & plusieurs magasins qui leur
sont proches.

Le probléme de Kantorovich consiste a minimiser le colt de transport
total

I[n] = /X y c(x,y)dn(x,y) pour w € I(p,v)

ou IT(u,v) est 'ensemble des mesures sur X X Y de marginales u et v. Le
cout de transport optimal entre p et v est donc la valeur

A(p,v) = inf I[7]

m€ll(p,v)

Les 7w correspondant a la minimisation de ce cott de transport sont appe-
lés plans de transfert optimaux. Le lecteur peut se référer a Villani (2003)
pour une écriture probabiliste du probléme de transport avec des paires de
variables aléatoires.

Dans le probléme de Monge, parce que chaque position se voit affectée a
une seule destination y, les plans de transfert 7 s’écrivent sous la forme

dr(z,y) = drr(z,y) = du(z)ly = T(x)],

ou T est une application mesurable de X — Y. La condition pour 7 d’ap-
partenir & IT(u, v) se réécrit v = T qui signifie que

v(B) = u(T~*(B)), pour tout ensemble mesurable B C Y.
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Le probléme de Monge s’écrit donc comme le probléme de minimisation
du cott total

1) = | e T@)du(o)
X
sur I’ensemble des applications mesurables T' telles que Ty = v.

La littérature dans le domaine du probléme de transport de Monge-
Kantorovich est trés abondante en ce qui concerne les questions d’existence
et d’unicité des solutions (voir par exemple, Rachev 1985, Gangbo and Mc-
Cann 1996). La convergence des plans de transfert (ou des fonctions d’af-
fectation) occupe aussi une place importante lorsque 1’on considére des pro-
blémes de transport oul les mesures sources p et cibles v convergent (voir par
exemple, Villani 2003). Nous présentons ci-dessous un théoréme énoncé dans
Villani (2003, p.207) sur les distances de Wasserstein et employé au chapitre
3. Pour cela, on considére (X, d) un espace polonais et des fonctions de coiut
c(z,y) = d(x,y)?, avec p > 0. On prend pour convention que d(z,y)? = L,,.
Les mesures u et v sont des mesures de probabilité définies sur X.

THEOREME 0.1. (Distances de Wasserstein).
(i) Pour tout p € [1,00), W, = AP définit une métrique sur P,(X).
(ii) Pour tout p € [0,1), W, = A, définit une métrique sur Py(X).

ot P,(X) est l’ensemble des mesures de probabilité avec des moments d’ordre
p finis.

Le chapitre 3 présente les résultats de convergence des solutions de pro-
blémes de localisation dérivés du probléme de transport de Monge-Kantorovich.

0.3.3 Processus ponctuels spatiaux et problémes de
localisation-allocation

Cette section traite I’étude de cas relative au positionnement d’une nouvelle
caserne de pompiers. L’approche théorique de ce probléme est présentée au
chapitre 2.

[’étude du probléme de positionnement d’une nouvelle caserne de pom-
piers est réalisée au chapitre 2. La méthodologie utilisée se généralise aisément,
a tout probléme de localisation-allocation. Dans une approche d’optimisation
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multicritére ol I'on souhaite a la fois minimiser la distance totale d’interven-
tion et les charges de travail des pompiers, nous considérons le probléme
empirique mono-objectif suivant

N
(5" a%) = argmin A 3" || X; = sugy I

s, -
’ =1

+ (1 - )‘)(I)N(Oéa {(le Dl)a T (XNaDN)})'

ou s est la position de la nouvelle caserne, « la fonction d’affectation des
sinistres aux casernes et ® une fonction mesurant le déséquilibre dans la ré-
partition des charges de travail des casernes (fonction entropie, indice de Gini
ou écart maximum entre les marques). Le choix du paramétre de régularisa-
tion \ est lié au compromis acceptable pour les pompiers entre détérioration
d’un objectif et amélioration de I'autre. La solution a ce probléme n’a pas de
formule explicite mathématique et nécessite ['utilisation d’algorithmes pour
approximer cette solution. De plus, nous souhaitons disposer d’une représen-
tation de la variation de cette solution optimale.

La méthode proposée au chapitre 2, appelée “SPP location-allocation”, se
décompose selon les étapes suivantes :

e [’ensemble des localisations des sinistres et leurs marques est consi-
déré comme la réalisation d’un processus ponctuel spatial marqué pour
laquelle la recherche du modéle sous-jacent a été réalisée au chapitre 1.

e Plusieurs réalisations simulées issues du modéle ajusté sont générées. A
cette étape, il est possible de générer des échantillons plus petits que le
jeu de données réel pour des questions de performance de ’algorithme
d’optimisation employé a l'étape suivante.

e Sur chaque réalisation simulée, le probléme de positionnement optimal
est résolu par un algorithme d’optimisation.

Trois algorithmes d’optimisations sont introduits et comparés : naif, géné-
tique et heuristique. La méthode naive est une méthode d’évaluation de la
fonction objective lorsque la position de la nouvelle caserne peut se trouver
sur un noeud d’une grille réguliére fixé par I'utilisateur. Suivant les techniques
de résolution héritées de Cooper (1964), nous avons développé un algorithme
heuristique adapté a notre problématique. Enfin, ’algorithme génétique est
une méthode évolutionniste intéressante pour résoudre notre probléme de
grande dimension qui n’a pas de solution explicite.
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Cette technique permet d’obtenir un ensemble de positions optimales se-
lon différents scénarios. On peut ainsi juger de la variabilité de cette position
optimale, des foyers de localisation éventuels et permettre aux décisionnaires
de proposer une position optimale robuste et envisageable en pratique.

0.4 Processus empiriques et M-estimation

Dans la partie II, la convergence forte de solutions optimales de problémes
de positionnement empiriques vers la solution du probléme théorique a été
obtenue en s’appuyant sur les méthodes de M-estimation. Nous rappelons
quelques définitions et résultats importants de la théorie des processus em-
piriques en M-estimation. Pour une présentation plus approfondie, le lecteur
peut se reporter aux monographies de Pollard (1984), van der Vaart et Well-
ner (1996), van der Vaart (1998) ou van de Geer (2000).

0.4.1 Convergence de M-estimateurs

Pour illustrer la méthode de M-estimation, nous considérons (X;);>; une
suite de variables aléatoires indépendantes et identiquemment distribuées is-
sues d’une variable aléatoire X a valeurs dans un espace mesurable (X, A) et
de loi P. Nous verrons par la suite que le théoréme classique de M-estimation
ne suppose pas que les données sont i.i.d. Supposons qu’un paramétre 6y, réel
ou fonctionnel, appartenant & un espace métrique (0, d), est rattaché a la loi
P. Alors, nous nous intéressons a l'estimation de ce paramétre 6y € ©. La mé-
thode de M-estimation consiste & prendre un estimateur 6,, = én(X 1oy Xn)
qui maximise une fonction objective du type 6 € © — M,,(6). Sous certaines
hypothéses relatives & la convergence de la fonction M,, vers une fonction M,
on obtient la convergence de 0 vers 6 le maximum de la fonction 6 — M (6).
La méthode des moments généralisée est une méthode populaire en économé-
trie ou la fonction objective M,, s’écrit comme un moment empirique. Pour
présenter cette méthode, nous définissons d’abord la mesure empirique qui
met un poids 1/n a chaque observation X.

DEFINITION 0.6. La mesure empirique P, associée a X, ..., X, estla me-
sure définie par B, = n~'>°"  dx,, o 8, désigne la mesure de Dirac au
point a.

Soit F I’ensemble des fonctions mesurables f : X — R et P-intégrables, alors
la mesure empirique permet de définir une application de F dans R donnée
par f — P,f == n"'>"" | f(X;). Dans le cas de la méthode des moments
généralisée, la fonction critére s’écrit donc M, () = P,myg, ot mp : X — R



18 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

est une fonction connue. Si Pespérance M(0) = Pmg = [ mgadP existe, alors

la loi des grands nombres indique que M, (#) £ M(#) quand n tend vers
Iinfini. Par conséquent, il semble raisonnable d’espérer la convergence de

0, := argmax P,my
0cO

vers
0y := argmax Pmy.
0co

Cependant, cette convergence fonctionnelle de M, vers M est trop faible.
Nous rappelons ci-dessous un théoréme classique de convergence en probabi-
lité de quasi-maximums 6,, vers 6, présenté dans van der Vaart (1998, p.45).
Ce théoréme requiert la convergence uniforme des fonctions M,, vers M. Il
est aussi demandé a 0y d’étre un maximum “bien séparé” de la fonction M.
Il faut noter que ce théoréme est général et ne suppose rien sur la facon dont
les fonctions M, et M sont définies, en particulier, ce théoréeme s’applique
aussi a des données dépendantes.

THEOREME 0.2. Soient M, des fonctions aléatoires réelles et soit M une
fonction de 0 telles que pour tout € > 0,

sup |M,(8) — M(0)] £ 0
0cO

sup M (0) < M(6,).
9:d(0,00)><

Alors toute suite d’estimateurs 0, avec M,(6,) > M, (6,) —0,(1) converge en
probabilité vers 0.

La condition de convergence uniforme de M,, vers M est parfois trop forte en
pratique et difficile a vérifier. Cependant, des résultats utiles existent dans le
cadre de la méthode des moments généralisée. En effet, lorsque M, = P,my
et M = Pmy alors cette condition s’écrit comme une loi des grands nombres
uniforme.

Dans la partie II, nous nous sommes intéressés a la version presque siire
du théoréme 0.2. Au chapitre 3, la condition de convergence uniforme a été
obtenue grace au théoréme 0.1. En revanche, dans le chapitre 4, nous avons
da étudier des conditions nécessaires pour satisfaire une loi forte des grands
nombres uniforme, méme si notre fonction objective ne s’écrit pas comme un
moment ou une fonction classique en M-estimation.
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0.4.2 Loi forte des grands nombres uniforme

On s’intéresse donc a la convergence uniforme des processus P, f sur des
classes de fonction. Le théoréeme de Glivenko-Cantelli étend la loi des grands
nombres & la convergence uniforme sur la classe de fonctions F := {f : ¢t €
R +— 7 s 4}. On note la distance uniforme ||P,,f — Pf|lz = sup ez [Pnf —
Pf]|. Lorsque F est défini comme précédemment, P, f représente une valeur
prise par la fonction de répartion empirique pour tout f € F et ||P,f —
Pfllr = supyp |Fn(t) — F(t)| est connue comme étant la statistique de
Kolmogorov-Smirnov (avec F, et F désignant respectivement les fonctions
de répartition empirique et théorique).

THEOREME 0.3. (Glivenko-Cantelli). Soit (X;);>1 une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées issues d’une méme va-
riable aléatoire X de fonction de répartition F alors

sup |F,,(t) — F(t)] £ 0.

teR
Nous rappelons maintenant la définition d’une P-classe de Glivenko-Cantelli.

DEFINITION 0.7. Une classe F de fonctions f : X — R est appelée une
P-classe de Glivenko-Cantelli si elle vérifie

IP.f — Pfllr £ 0 quand n — co.

La propriété d’étre une P-classe de Glivenko-Cantelli dépend de la “taille”
de la classe. Ainsi, un ensemble fini de fonctions intégrables est toujours
Glivenko-Cantelli. Une fagon de mesurer la taille d’une classe s’exprime en
terme d’entropie. Des théoréemes avec des conditions suffisantes basées sur
I'entropie avec crochets (“entropy with bracketing”) existent, mais le calcul
du nombre minimum Np(e, F, Li(P)) de e-crochets dans L;(P) pour recou-
vrir F s’avére compliqué a calculer en général. Ces conditions ne sont pas
nécessaires, cependant les exemples couverts sont nombreux. Il est possible
d’utiliser d’autres conditions suffisantes plus simples basées sur I'entropie dé-
finie par le nombre uniforme de recouvrement (“uniform covering numbers”).
On appelle nombre de recouvrement N(e, F,|| - ||) le nombre minimal de
boules de la forme {g € F : ||g— f|| < e : f € F} de rayon ¢ nécessaires pour
recouvrir 'ensemble F. Le théoréme qui suit nécessite une condition sur la
fonction envelope F' définie par x +— sup .z | f(z)].

THEOREME 0.4. (Glivenko-Cantelli). Soit F une classe de fonctions mesu-
rables avec supg N(g||F|lq1, F, L1(Q)) < oo pour tout € > 0. Si PF < oo,
alors F est une P-classe de Glivenko-Cantelli.



20 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Une famille importante de classes de fonctions ot le nombre de recou-
vrement est borné correspond aux classes de Vapnik-Chervonenkis (appelées
VC-classes). Les VC classes se définissent au travers de propriétés combina-
toires et comprennent de nombreux exemples.

0.4.3 Théorie de Vapnik-Chervonenkis

Une classe de fonctions F := {fp : D € D}, ou D est une collection d’en-
sembles dans X, est définie comme étant une VC-classe de fonctions si D est
une VC-classe d’ensembles. Nous rappelons ici la définition d’'une VC-classe
d’ensembles (Vapnik et Chervonenkis, 1971).

DEFINITION 0.8. Soit D une collection d’ensembles dans X .
Pour xy,...,x, € X, définissons

AP(xy,...,2,) = card{DN{xy,...,2,} : D € D},

tel que AP(xy,...,1,) est le nombre d’ensembles différents de la forme D N
{.Tl,...,.%'n}, D eD.

On définit mP(n) = sup{AP(xy,...,2,) 1 21,..., 2, € X} et Uindice V(D)
de la classe D par

V(D) = inf {mP(n) < 2"}.

n>1

Une collection d’ensembles D est une VC-classe si V(D) < oo.

En d’autre termes, une VC-classe d’ensembles D est une collection d’en-
sembles telle que, si le nombre de points n d’'une configuration {z1,...,x,}
est suffisamment grand alors on ne peut pas écrire tous les 2" sous-ensembles
comme DN{zy, -+ ,x,}. On généralise la notion de VC-classe a des ensembles
de fonctions F par la définition suivante.

DEFINITION 0.9. On appelle sous-graphe d’une fonction f : X — R l’en-
semble

subgraph(f) := {(z,y) € X xR : f(z) < y}.

Une classe de fonctions F est une VC-classe si
{subgraph(f) : f € F}
est une VC-classe d’ensembles.

Pour une VC-classe de fonctions van der Vaart et Wellner (1996, Théo-
réme 2.6.7, p.141) démontre que supg N(e||F||g,r, F, L»(Q)) est borné pour
tout r > 1 et 0 < € < 1. Par conséquent, la condition suffisante est vérifiée
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dans le Théoréme 0.4 et si PF' < oo alors F est P-Glivenko-Cantelli. Ainsi,
toute VC-classe de fonctions est P-Glivenko-Cantelli, mais une collection
de fonctions P-Glivenko-Cantelli n’est pas nécessairement une VC-classe de
fonctions.

La propriété de VC-classe est préservée par de multiples opérations en-
semblistes comme l'intersection, I'union, le complémentaire, le passage a 1’en-
velope convexe,...Les espaces vectoriels de dimension finie sont aussi des
VC-classes. Les classes définies par des fonctions s’écrivant comme la somme
ou le produit de fonctions appartenant respectivement a des VC-classes sont
aussi des VC-classes. Le lecteur peut se référer aux monographies de van
der Vaart et Wellner (1996), van der Vaart (1998) ou van de Geer (2000)
pour d’autres exemples de VC-classes. Certaines propriétés de stabilité de la
notion de VC-classe se retrouvent aussi lorsque I'on étudie le fait d’étre une
classe de Donsker (ou une classe de Glivenko-Cantelli).

La monographie de Peskir (2000) traite de fagcon compléte les approches
utilisées pour montrer la loi forte des grands nombres uniforme. Le théo-
réme di a Vapnik et Chervonenkis (1981) présentant une condition néces-
saire et suffisante pour satisfaire la loi forte des grands nombres uniforme y
est présenté (Theorem 3.11, p.82) dans le cadre de données indépendantes et
identiquement distribuées. On définit le nombre aléatoire de recouvrement
N, (e, F) associé a (X;);>1 comme étant le plus petit nombre de boules de
rayon € > 0 (pour la métrique sup de R™) nécessaire pour recouvrir I’ensemble

Fo ={f(X1),..., [(Xp)|f € F} avec n > 1.

THEOREME 0.5. (Vapnik-Chervonenkis, 1981). Soit (X;);>1 une suite de
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Alors la loi
forte des grands nombres uniforme est valide :

?ug‘nfl Zf(Xz> — Pf] 2250 quand n — oo,
€ i=1

si et seulement si la condition suivante est satisfaite :
E(log N, (e, F
L E(log N (e, F))

n—oo n

=0
pour tout € > 0.

Cette condition est satisfaite pour des VC-classes de fonctions. Peskir
(2000) présente une généralisation de ce théoréme au cas de séries station-
naires (J-mélangeantes. Des résultats similaires existent pour des structures
de dépendance différentes, notamment pour des données a-mélangeantes (Yu,
1994).
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0.4.4 Convergence des solutions aux problémes de
localisation-allocation empiriques

Problémes de positionnement dérivés du probléme de transport de
Monge-Kantorovich

Dans le chapitre 3, nous étudions le comportement asymptotique des solu-
tions d’un probléme de localisation-allocation empirique dérivé du probléme
probabiliste de transport de Monge-Kantorovich. Nous considérons le pro-
bléme du positionnement d'un nouvel établissement conditionnellement &
des établissements existants, par exemple des magasins, en fonction des po-
sitions des clients. Le cadre asymptotique correspond au cas ou la taille de
I’échantillon des positions des clients, supposées identiquement distribuées,
dépendantes ou non, tend vers l'infini. Nous nous intéressons au transfert op-
timal de la mesure source i de la population des clients vers la mesure cible
v des établissements. Cependant, le support de la mesure cible dépend de la
position du nouvel établissement ;.1 ¢’est pourquoi elle est notée v(ysi1).
Dans ce cadre, la politique d’affectation est spécifiée par le choix d’une dis-
tribution jointe Q dans la classe P**¥/+1) des lois sur U x U de marginales y
et v(yy4+1)- Sic(z,y) est une fonction continue positive sur U x U, interprétée
comme le cotit de transport du client positionnée en x vers I'établissement
localisé en y, alors le cotit total minimal de I’allocation de la population de
clients vers ’ensemble des établissements est donné par

Al v(yss) = inf / (2, 9)Qdz, dy) (0.2)
Qept i) Juxu

qui existe sous certaines conditions sur u et ¢ (Gangbo et McCann, 1996).

La position optimale théorique y%,; du nouvel établissement est choisie telle

que la fonctionnelle (0.2) soit minimale parmi I’ensemble des positions pos-

sibles ;41 de U pour I'implantation du nouvel établissement. La solution au

probléme théorique s’écrit alors

y§+1 = argmin A.(p, v(ys41))

yj+1€U

et la solution au probléme empirique

@§+1 = argmin A (fin, V(ys+1))
ys+1€U

Remplacer p par p, dans A.(u,v(ys+1)) donne la version discréte du pro-
bléme de Monge-Kantorovich. Sous la condition classique en M-estimation
de “minimum bien séparé” de la fonction y;.1 — A.(p, v(ys41)) qui s’écrit

inf{Ac(pt, v(ys41)) © Yss1 €U, d(yss1,95,1) > €} > Aclp, v(y741)),
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pour tout £ > 0, et pour une fonction de cott ¢ dans la classe des fonctions

c(+,-) =d(-,-)? telle que p > 0 et / c(z,a)dp(r) < oo pour tout point a € U,
U
nous démontrons que d(4/%, 1, y%, ;) — 0 quand n — oo.
Nous avons aussi obtenu la convergence en probabilité pour des quasi-minimums
Uy, c’est a dire vérifiant
Ay v(§30)) € inE Ay (i, v(gs1)) + 0p(1) (0.3)

ys+1€U

avec A, (-, ) = [A.(, -)]mL1/P) ¢tant la distance de Wasserstein.

Une étude numérique du résultat de convergence précédent est réalisée
sous R en utilisant ’algorithme semiLAPJV d’assignement de Volgenant
(1996) sur des échantillons simulés.

Problémes de positionnement avec contraintes

Dans le chapitre 4, on étudie la convergence asymptotique des solutions de
problémes de positionnement optimal empiriques vers la solution du probléme
théorique dans le cadre de la localisation d’une nouvelle caserne de pompiers.
Les problémes d’optimisation théorique et empirique s’expriment alors de la
maniére suivante

Y74 = argmininf M(y;4q, ) (0.4)
yJj+1€Q A€

Ujt1n = argmin inf M, (y 41, @), (0.5)
ys1€Q Q€A

ot, dans le cas de données iid., M(ys41,a) == E(|X — ya)|]?) + AP(r)
et My(ysi1, ) == + 30 | Xi — yaxn I* + APy (). Les fonctions @, et P,
définies au chapitre 2, sont des fonctions empirique et théorique mesurant les
inégalités de répartition des charges de travail. La fonction objective équi-
libre ainsi le cott de transport et les charges de travail. Le paramétre de
régularisation A dont le choix est discuté au chapitre 2 est supposé fixé.
Notre approche est différente des procédures de M-estimation standard utili-
sées en économétrie car la fonction empirique inf,ep M, (Y41, @) & minimiser
ne s’écrit ni sous la forme d’'une moyenne empirique, ni sous la forme d’une
fonction dépendant d’un paramétre fonctionnel estimé M, (y 41, &), comme
dans Chen et al. (2008) en Z-estimation.

Hors cadre des processus ponctuels, lorsque les couples positions et marques
(X1, M), ..., (Xn, M,) sont supposés indépendants et issus d’'une méme va-
riable aléatoire (X, M) alors la convergence presque stire de la solution empi-
rique vers la solution théorique est démontrée sous des conditions naturelles
en pratique.
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H1 inf inf E[M -1 (X _
(H1) | inf b BIM Ao (X)) > 0

(H2) y.d(yiﬁf . érel/f\ M(y, o) > élellf\ M(y544, ), pour tout € > 0.
Y Y5q)2

(H3) {a7'(j);a € A} est une classe d’ensembles de Vapnik-Chervonenkis,
pour tout j =1,---,J 4+ 1.

Une généralisation de la théorie de Vapnik-Chervonenkis & des séries
(X;)i>1 (-mélangeantes est présentée dans Peskir (2000). Compte tenu de
ces résultats de loi forte des grands nombres uniformes, les perspectives d’ex-
tension de notre théoréme de convergence au cas dépendant existent.

0.5 Indices de concentration et processus ponc-
tuels marqués

L’étude de la localisation d’activités économiques s’appuie sur la mesure de
I'inégalité de leurs répartitions dans l’espace et surtout sur leurs concen-
trations en certains points. De nombreux indices de concentration ont été
introduits en économétrie pour mesurer des inégalités géographiques a par-
tir de données agrégées (masse salariale, taux d’emploi,...) dans des zones
fixées. Nous en présentons quelques exemples au chapitre 5.

Cependant, ce découpage en zones présente plusieurs désavantages, no-
tamment celui d’étre biaisé par rapport au choix de l'échelle géographique.
Cet inconvénient majeur est a ’origine de nouveaux indices de concentration
basés sur les distances comme les indices de Duranton et Overman (2005) et
Marcon et Puech (2007). Malheureusement, il n’apparait pas rigoureusement
quelles sont les quantités théoriques estimées par ces indices de concentra-
tion. C’est pour cette raison que nous avons cherché a exprimer ces indices
sous la forme d’estimateurs de caractéristiques de processus ponctuels mar-
qués. Nous rappelons au chapitre 5 les notations et définitions nécessaires
pour présenter des caractéristiques du second ordre d’un processus ponctuel
spatial marqué. Ensuite, nous définissons I'indice Ipo de Duranton et Over-
man (2005) et l'indice I p de Marcon et Puech (2007), et les écrivons en
fonction d’estimateurs de caractéristiques de processus ponctuels marqués.

Compte tenu de I’écriture des indices Ipo et Ip/p, nous introduisons un
nouvel indice de concentration basé sur la définition d’une nouvelle caracté-
ristique générale du second ordre d'un processus ponctuel marqué. Le premier



0.5. INDICES DE CONCENTRATION ET PROCESSUS
PONCTUELS MARQUES 25

avantage de notre indice de concentration est d’étre présenté comme l’estima-
teur d’une quantité théorique du processus ponctuel sous jacent. Le second
avantage est de pouvoir considérer des processus ponctuels des positions in-
homogénes, a I'inverse des indices Ipo et Iy/p.

Dans la derniére partie du chapitre 5, nous définissons un cadre asymp-
totique avec domaine d’observation borné, dans lequel nous étudions le com-
portement asymptotique de notre indice de concentration.
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Positionnement optimal par
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Chapitre 1

Analyse exploratoire et
modélisation de sinistres par
processus ponctuels spatiaux
marqueés
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Abstract :

We examine a database of firemen emergencies in the surroundings of the
city of Toulouse during the year 2004, using methods of statistical analysis
for spatial point patterns. Firemen emergencies are characterized by their
positions and different features (time, duration, type, ...) that one can mo-
del as a spatio-temporal marked point process. For our study, we consider
the following characteristics for firemen emergencies : positions, time of oc-
curences and marks which take into account the duration and the number of
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firemen involved. We use graphical methods to explore the structure of the
underlying spatial point process with a final objective of choosing a suitable
model for future work. We first review the basic concepts and methods used
in the paper. Considering the marginal spatio-temporal point pattern, we
propose to evaluate the importance of the variation of intensity over time
in comparison with spatial variation and to test the dependence between
positions and time. Afterwards, we conduct an exploratory analysis of the
marks to test their dependence with positions as well as their dependence
with time. Our resulting framework of independence allows us to explore the
dependence between categories in order to test the random labeling hypo-
thesis. Then, under the hypothesis of random labeling and invariance in time
which have been established in the first two parts, we fit a spatial point pro-
cess model to the unmarked spatial point pattern aggregated over the whole
year. Finally, we analyze the goodness-of-fit of our models by exploring the
first and second order characteristics of simulations from the fitted model.
Throughout this article, the exploratory analysis is made using mainly the
R package spatstat.

1.1 Introduction

The database of firemen emergencies, provided to us by the fire department
SDIS 31, contains the locations and characteristics (time, duration, num-
ber of firemen, ...) of emergencies which have required an intervention of
firemen in the surroundings of the city of Toulouse, the largest town of the
Midi-Pyrénées region in France, during the year 2004. Examples of emer-
gencies include fires but also car accidents, assistance to injured people, .. ..
After removing outliers and emergencies with missing values, we have the
locations of 20820 emergencies with 5433 distinct points in an area of 620
km?. The important number of duplications for this spatial point pattern is
caused by a positional error. The location of emergencies has not been recor-
ded exactly but approximated by a nearby location which can be the centroid
of the street for example. No information is available for this positional er-
ror even if we can think that it is closely linked with the level of urbanization.

This problem arises quite frequently in practice, for instance in econometrics
or epidemiology (Benes et al., 2005). For each emergency, we have in this
dataset the location in the Lambert II extended coordinate system, the time
of occurence (in seconds since 1970) and the corresponding month. The mark
we consider is the product of the duration of emergency by the number of
firemen allocated to each emergency (number of man-hours) which thus re-
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presents a measure of total workload. Therefore, for us, an emergency with a
low duration time and a high number of firemen will be considered as impor-
tant as an emergency with a high duration time and a low number of firemen.

The exploratory analysis of this dataset is a preliminary step in the study of
the following problem : find the optimal position of a new fire station in this
area. The aim of the present paper is to analyze the point pattern in order
to guide the choice of a well-founded spatio-temporal marked point process
model to be used in Bonneu & Thomas-Agnan (2008).

The exploratory analysis for spatial point patterns often uses nonparametric
estimates of various summary statistics based on first and second order pro-
perties of point processes. First of all, these characteristics are useful to test
the hypothesis of Complete Spatial Randomness (CSR), which consists in
determining whether the point pattern derives from a homogeneous Poisson
process. Indeed, Poisson point processes model the absence of interaction bet-
ween points. The intensity function is an important first order property which
can be interpreted for homogeneous point processes as the mean number of
points per unit area. Various functional summary statistics measure aggre-
gation/clustering or regularity at distances less than different thresholds. In
particular, we will introduce the L function derived from the so-called K
function introduced by Ripley (1976) for stationary processes and extended
to a more general class by Baddeley et al. (2000).

The generalization of these statistics to spatio-temporal marked point pro-
cesses is theoretically feasible but is not yet implemented in software due
to the large dimensions which does not allow straightforward graphics. Ho-
wever, for spatial point processes with categorical marks (multitype point
processes), there is a generalization of these statistics which allows one to
judge whether the point patterns corresponding to the different categories
are generated by the same point process model (Stoyan & Stoyan, 1994 and
Schlather, 2001). The hypothesis of Complete Spatiotemporal Randomness
(CSTR), which corresponds to a spatio-temporal point process where there
is an absence of structure in time as well as in space, can be tested by ge-
neralizing the summary statistics to the temporal case (Cressie, 1993). In
practice one often ignores the variation in time and the dependence between
marks and positions in order to analyze the point pattern aggregated over
time and to separately fit a spatial point process model for positions.

We suggest two different methods illustrated by graphics to evaluate the im-
portance of the variation in time of the intensity in comparison with the
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variation in space. The first one consists in computing the intensity function
for the point patterns associated with each month, for example, and compa-
ring the graphs of their estimates. In the second one, we introduce estimates
of a measure of the variation in time and variation in space and we com-
pute the resulting ratio. This ratio enables us to understand if the temporal
variation can be viewed as negligible compared to the spatial variation. For
testing the dependence between positions and time, we present the results of
separability tests of the marginal spatio-temporal point process introduced
in Schoenberg (2004) which involve a comparison of the intensity and the
product of marginal conditional intensities.

We then test the hypothesis of random labeling, i.e. whether the marks are
i.i.d. and independent on the positions and time. The dependence between
marks and positions can be explained by several aspects : intrinsic heteroge-
neity of the domain space, concurrence effects, etc. (Schlather et al., 2004).
We can use geostatistical methods to test this dependence if the hypothesis
that the point pattern is a realization of a stationary and isotropic spatial
point process is reasonable. In our case, we have a high heterogeneity in the
population density. Consequently, we discretize the marks into different ca-
tegories and graphically compare the intensity estimates. We also use the
method in Schoenberg (2004) for testing the dependence between marks and
positions, and settle with the same separability tests the matter of the de-
pendence between marks and time. Our framework of independence between
marks and positions, and also between marks and time, allows us to test the
dependence between the workload categories by computing a function de-
noted by L...ss- The absence of correlation between the workload categories
suggests the random labeling of the marks. Thid leads us to the search for
an adequate model for the marginal distribution of the marks.

The results thus obtained suggest that it is reasonable to aggregate the spatial
point pattern over time. But, because of the high number of emergencies
and duplicated locations, the modelling of the whole point pattern is very
difficult. Consequently, we choose to analyze the emergencies of a particular
month, for example, June. In this analysis, the major difficulty in choosing
a suitable model consists primarily in adjusting the intensity function as
well as possible. We present three methods of estimation of the intensity :
parametric, nonparametric and semiparametric. For each different estimate
of the background intensity, we test the absence of interaction for this point
pattern by plotting an estimate of the L summary statistic and the pointwise
envelope from simulations of an inhomogeneous Poisson process. Finally, we
choose a fitted model which presents approximately the same first and second
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order properties as those of the spatial point pattern.
In this paper, we mainly use the R package spatstat for analyzing the spatial
point process (Baddeley & Turner, 2005 and Baddeley & Turner, 2006).

1.2 Background on summary statistics

By definition, a spatial point process X is a random countable subset of a
space S. As in our example, we focus on point processes X whose realiza-
tions are finite subsets of a compact set W C S. A spatio-temporal marked
point process Y = {(x, my, tx) : x € X} with points x € S, marks my, € M
and times t, € T is defined to be a spatial point process on the product
space S x M x T'. In the sequel, the definitions are given for a spatial point
process X in W C R? but can be generalized to higher dimensions. For
convenience, we number the points of a realization x = {z1,--- ,z,} even if
we must keep in mind that a point pattern is unordered. For a spatial point
pattern with duplicated points, we often plot the distinct points with their
number of duplications. However, due to the high proportion of duplicated
points in our case, we choose to plot perturbed locations for a better rea-
dability. For the perturbation of locations, we use Gaussian noise with zero
mean and standard deviation equal to 50 in each coordinate. Our choice for
the standard deviation follows from the empirical distribution study of the
inter-events distances. Figure 1.1 (Left) plots the perturbed locations of 2007
emergencies in June, suggesting a high inhomogeneity in the distribution of
emergencies due to the density of population. In the sequel, we always consi-
der the perturbed locations of emergencies obtained from the same Gaussian
noise. This choice is justified later by the difficulty in using methods based on
the K function for a point pattern with a high number of duplicated points
(envelope, minimum contrast estimation, ...).

Estimation of the intensity \

The process first-order characteristic is its intensity function A defined as

) = g 2

where d¢ is the elementary area around s and N(dd) the number of events
in this area.

If X\ is constant, then X is said to be homogeneous with intensity A, otherwise
it is inhomogeneous. The estimation of A is the first step in any exploratory
analysis of a point pattern and aims to evaluate the homogeneity of the
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process. In our case, it is inappropriate to assume homogeneity because of
the spatial correlation of emergencies with the human settlement pattern
which is not stationary. Due to the presence of inhomogeneity, we use a
kernel method to estimate the intensity function. Our absence of information
about the positional error of emergencies does not allow us to use the new
kernel estimators introduced in Cucala (2008). Consequently, we choose to
estimate the intensity function on the locations perturbed by the Gaussian
noise defined before. The chosen estimate is presented in its anisotropic form
with a border effects correction (Diggle, 1985) :

;\(s) _ Z?:l Kp(s — ;)

éW’H(S)

where Ky is the kernel with covariance matrix H defined by Kpy(s) =
|H|ky(H 2 5), ks is the density function of a standard bi-dimensional Gaus-
sian variable and ¢y, () is an estimate of the edge correction factor ey g (s) =
Jow K (s—u)du. In its isotropic form Kj, is the kernel with standard deviation
h defined by Kj,(s) = h2k(h™1ts).

The choice of a good bandwidth A is difficult in practice, notably with very
wide variations in A as mentioned in Diggle et al. (2007). Indeed, the method
proposed in Berman et al. (1989) of minimizing an estimation of the mean
square error of A produces in our case a value of h close to zero. For selecting
an optimal diagonal matrix H we can use a plug-in method implemented
in the R package ks with binned pilot estimation (Wand & Jones, 1994).
The diagonal terms of the bandwidth matrix obtained are sufficiently small
to capture changes in population density between urban and rural environ-
ments and to avoid problems of under-smoothing. For the point pattern of
emergencies in June, the smoothing parameter is between 700 and 900 meters
for both coordinates. We subsequently use the isotropic form with bandwidth
h = 800. Figure 1.1 (Right) represents the logarithm transformation of the
intensity estimate of emergencies in June. This transformation achieves an
enhancement of variations of intensity around cities smaller than Toulouse.

Estimation of the K-function

To study the spatial dependence over a wide range of scales, we can use
summary statistics based on a number of known second order properties.
Here, we only consider the L function derived from the K function intro-
duced by Ripley (1976) for stationary processes and extended to the class
of second order intensity-reweighted stationary processes by Baddeley et al.
(2000). The theoretical K function for a stationary spatial point process is
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FIGURE 1.1 — Left : Perturbed locations of the 2007 emergencies in June.
Right : Logarithm transformation of the intensity of emergencies in June.

the expectation of the number of extra events within distance » > 0 of a
randomly chosen event, divided by the intensity A\. The L function is defined
by L(r) = /K(r)/m for all r > 0. At least for small values of r, L(r) —r > 0
indicates aggregation /clustering at distances less than r, and L(r) —r < 0
indicates regularity. More precisely, because K is a cumulative function, a
significant peak of L above 0 shows the maximum range of aggregation and
should be interpreted with care beyond this point. For second order intensity-
reweighted stationary point processes X, we use the following estimate of the
inhomogeneous K function introduced in Baddeley et al. (2000) :

: 1 G W Kl — 3] < 1)
KinomT:— e < y r>0
o) = T 2 2 R A

where 10,, .. » is a boundary correction factor and [W| the area of W. The
more common boundary correction factor is the translation correction factor
W, z, = |W N Wy,—y,| 7!, where Wy, = {{+ 2 —a; - £ € W}, but is
computationally expensive for large point patterns. So, in our case, we prefer
the border correction factor implemented in spatstat,

_ ﬂ(d(l’l, 8W) > T’)
iy (i, ow) > 1)/A(w))

where OW is the boundary of the observation window.
Afterwards, in order to study the correlation structure in multivariate point

processes such as X = (Y, Z), cross summary statistics K7 (Y, Z) have

been introduced for the non-stationary case in the same way as the K func-

tion. The definition of K75 (Y, Z) concerns cross second order intensity

reweighted stationary processes; an estimate is given by

.
Wa;xj,r
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The L§¢°"  function is the extension to the multivariate case of the L;,nom
function for the univariate case. For convenience and where there is no pos-
sible confusion, we use the notations K, L and L., respectively for K;,nom,

Linhom and L§ 9% .

Envelope

In general, let us consider a statistic L(r) and a given hypothesis Hy. Ty-
pically, the null hypothesis can be the absence of interaction, the random
labelling hypothesis or the goodness-of-fit of a given model. Critical intervals
are necessary to judge the deviance from the null hypothesis of a nonpara-
metric estimate of a summary statistic. Let ﬁ(r) be the estimate computed
from the observed point process X in W, and Ly(r),--- , Ly, (r) those ob-
tained from i.i.d. simulations X1, -- -, X,, under H,. For each value of r, we
can estimate any quantile for the distribution of L(r) under Hy from the em-
pirical distribution of I:l(r), e ,f/m(r), if m is large enough. The quantiles
Li(r) and L, (r) used to construct the critical interval are called respectively
the lower and the upper envelope. We obtain a pointwise envelope because
we have a critical interval for each value of r. Throughout this paper, the en-
velope is computed from 39 simulations with pointwise minima and maxima
in order to have for each r a 5% probability that the estimate of L(r) falls
outside the interval.

1.3 Time variation and spatial variation

In this section, we focus on comparing the relative importance of time va-
riation and spatial variation in the intensity of the spatio-temporal point
process. In practical situations, unless the importance of time is well-known
and predominant (earthquakes,...), the dependence on time is often ignored
by aggregating the spatial point process over time. Even so, there does exist
some literature on spatio-temporal point processes models (Diggle (2006)).
We would like to make sure this aggregation is justified in our case. Because
it will be impracticable to simultaneously model space, time and marks, we
choose to ignore here the possible dependence between marks and time. We
thus perform this investigation by aggregating the marked process into a
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single unmarked one. Diggle et al. (2005) propose a Monte Carlo test to in-
vestigate temporal changes. We propose to decompose the spatio-temporal
process into 12 monthly realizations. A first approach is to compare the loga-
rithm transformation of estimates of the intensities for each month (Figure
1.2). At first sight, the estimates of intensities do not show important mo-
difications in shape and seem to present a temporal trend with a low rate
of change. Indeed, we note a slight trend in the total number of emergencies
through the year.
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FIGURE 1.2 — Logarithm transformation of intensity by month.

A second approach consists in computing the ratio between an estimate
of the time variation and an estimate of the spatial variation of intensity. To
measure the time variation at a location s, we introduce

12
1 5 Y(e))\2
TMSE(s) = = > (M(s) = A(s))
k=1
where A, is the intensity estimate of the month k and X\ = 1—12 le A is

the mean intensity. This measure is computed on a regular grid of m points
s = {s1," -+, Sn} in the domain space. We denote TMSFE the pixel image
giving the value at each point of the grid.

To measure the spatial variation, we introduce
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SMSE = %i (i(si) - %)2

The image ratio TMSE/SMSE indicates that the time variation is negli-
gible in comparison with the spatial variation. Indeed, the time variation
represents 0.5 percent of the spatial variation at most. Figure 1.3 shows the
logarithm of this ratio which reflects well the high spatial inhomogeneity in
this domain.

FIGURE 1.3 — Logarithm of the image ratio between the time variation and
the spatial variation of intensity.

Finally, we investigate the separability of the intensity function of the
spatio-temporal point process (X, D) as in Schoenberg (2004), i.e. we test
whether we have

Ax.p(s,t) =Ax(s)fp(t), seWandteT.

where Ax p and Ax are respectively the intensities functions of (X, D) and X,
and fp the density function of D. We denote by A the estimate of Ax,p and
by A that of Ay fp. We want to judge the difference between the two. The fact
that s € W C R? and t € T' C R do not allow us to present straigthforward
graphics as in section 1.4 where we discuss dependence between marks and
time. To compare the two estimates, we compute four statistics defined in the
Schoenberg’s article on a regular grid of m points (s,t) = {(s;,t;) € W xT":
i=1,- mej=1,--- ,m}.
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Sio= sup{|A(si, 1) = Msis 1)1/ Alsis ) (i, 15) € (5,8)}

Sy = nf{IAGsnt5) — Mo )1/ Mo ) (50 1) € (550))
o= S (st~ Al 1))

(Sz, (s5t)

)€
S6 = Sup{( (si,t5) = Asi )% (s0,1) € (5,8)}

Abnormally large value of these tests statistic indicate a departure from the
separability hypothesis. The intensities and the probability density are com-
puted with the kde function in the R package ks, initially programmed for
density estimation. This function allows computing of the density/intensity
for three dimensional point pattern. So, in order to obtain intensity esti-
mates, we multiply the result by the number of points. These estimates are
not adjusted by a correction factor for border effects. To judge the signifi-
cance of these statistics, we construct one-sided Monte-Carlo tests from 19
simulations of a Poisson point process under the null hypothesis of separabi-
lity. If the statistic test S is lower than the maximum value obtained from the
simulations then we accept the separability assumption at level 5%. For com-
putational reasons, we limit our study to a subsample of 2000 emergencies
randomly chosen. Here, the four tests conclude to the separability assump-
tion. Note that this Monte-Carlo inference is based on simulations from the
Poisson model, an assumption that we will discuss later in the paper.

The different approaches show that the variation in time is negligible in com-
parison with the variation in space and that there is independence between
positions and time. We therefore consider that we can aggregate the point
pattern over time without loosing important information.

1.4 Analysis of the workload mark

Dependence between marks and positions

Marks and positions are often assumed to be independent but this may not
hold in practice. For instance, in forestry, the diameters of trees can be de-
pendent on the nature of the soil and of the presence of others trees nearby.
In the case of firemen emergencies, it is possible that the frequency of large
workloads emergencies is higher in some areas. Another type of dependence
arises from the fact that an occurence may have an influence on the marks of
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future emergencies around it. The first type of dependence seems more likely
here.

Summary statistics for marked point processes are introduced in Stoyan &
Stoyan (1994) and Schlather (2001) to test the dependence between conti-
nuous marks and positions. However, these statistics are just defined for sta-
tionary and isotropic marked point processses. In these articles, the marks
process is modeled as a random field and the authors can apply geostatistical
methods. In Schlather (2004), the test of dependence is valid for any random
field model where the marks are given by a strictly monotone transformation
of a Gaussian random field. This last assumption on the marks is not neces-
sary for the test based on the conditional expectation of marks developed in
Guan (2006). Guan’s method allows the treatement of examples with bimo-
dal distribution of marks. However, to our knowledge, tests of dependence
between continuous marks and positions in the case of inhomogeneous point
processes are not available.

We next use two empirical approaches to test the validity of the inde-
pendence. We first use the same method developed for testing the temporal
trend. We discretize the logarithm of workloads, to mitigate the influence of
outliers, into three categories : Low, Medium, and High. This discretization is
performed by applying the k-means method minimizing the within category
variance. Figure 1.4 represents the logarithm transformation of the estima-
ted intensity for the different categories of the multitype point patterns. The
patterns of estimates are close together across categories but different in total
mass. This suggests that the point patterns could be generated by the same
point process model with a different expectation of the number of points.

g g g
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FIGURE 1.4 — Logarithm transformation of intensity by category.Left : Small
workloads. Middle : Medium workloads. Right : High workloads.

To confirm the conclusion of independence between marks and positions
given by the previous approach we now investigate the Schoenberg’s method.
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The statistic tests based on S; and S, accept the separability assumption
whereas those based on S5 and Sg reject this hypothesis. This situation is
not clear-cut and allows us to consider one of the two cases. However, taking
into account this dependence implies looking for a more complicated model.
One can find some reasons to believe in dependence between marks and
positions for some categories of emergencies (fires, car accidents, ...) but we
think that this dependence is not very important when considering all types
of emergencies simultaneously.

Finally, taking into account the different methods used, the hypothesis of
independence between the occurences of emergencies and the workload marks
is not as clearly established as in the case of time and location. Nevertheless,
we maintain this hypothesis of independence in order to avoid an intractable
model.

Dependence between marks and time

We investigate the dependence between marks and time through the sepa-
rability method. In this case, the bidimensional framework allows to present
straightforward plots of the estimates of A and X for the marginal marked
temporal process (Figure 1.5).
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FIGURE 1.5 — Left : Intensity estimate A. Right : Intensity estimate A

The graph supports the separability assumption. This conclusion is emphasi-
zed by the Monte-Carlo separability tests which do not reject the separability
assumption.

Dependence between mark categories

Next, we test the dependence between the emergencies of different categories
of marks by estimating the functions L., for all pairs of categories. These
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functions measure the dependence between the points of types ¢« and j at
distances r > 0. The calculation of L.,.ss requires a great deal of memory, so,
we restrict our study to the June emergencies. We estimate the overall inten-
sity of all the emergencies by a semiparametric method using a model with a
single covariate (population) as is done in section 1.5. As in Moller & Waa-
gepetersen (2004), the estimated intensity for each category is chosen to be
proportional to the overall intensity estimate in order to have an expectation
of the number of points equal to the number of emergencies in each category.
The 39 simulations for the envelope calculation are obtained by taking the
same positions of the multitype point pattern but with a random permutation
of categories. Figure 1.6 presents the estimates and envelopes of L.,..ss cor-
responding to the three pairs of categories : (Low,Medium), (Low,High) and
(Medium,High). For the three pairs of categories the estimated Le,.oss(r) — 7
lies within the envelope even though it appears to track the upper envelope
boundary and sometimes exceed it in a few instances. So, we can consider
that the emergencies of different categories of marks are independent. The
independence is not a surprising hypothesis in this practical example and is
verified under the assumption of independence between marks and locations
(proportional intensities).

FIGURE 1.6 — Estimated L.,,ss(r) —7r for the three pairs of categories on emer-
gencies in June (solid line), average and envelope from 39 multitype point

patterns with same locations but categories given by a random permutation
(dashed lines).

Marginal distribution

The previous sections have concluded that we can model the marginal point
pattern of positions and marks separately in order to avoid a more com-
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plicated model. This is the reason why now we analyse now the marginal
distribution of marks. Figure 1.7 (Left) presents the histogram of the loga-
rithm of workloads. At first sight, one may think that a log-normal model
is acceptable considering the empirical marginal distribution of marks. Ho-
wever, the Normal Q-Q plot of the logarithm of marks in Figure 1.7 (Right)
show that it is not a reasonable choice. The kurtosis value is far away from
the kurtosis value of the adjusted normal model. Many others transformation
with the aim to obtain a normal distribution as well as different models were
attempted but none of these were satisfactory. The transformations conside-
red include the Box-Cox transformation with an optimal parameter chosen
by bozcoz.fit (package geoR), inverse transformation,. ... Moreover, we have
tried in vain to fit several models from the logarithm of marks (Cauchy,
Gaussian Mixture, ...) or directly from the marks (Exponential, Generalized
Pareto, Generalized Extreme Values, ...). This difficulty in obtaining a sa-
tisfactory model for the workload marks suggests that we should consider a
bootstrap procedure for generating “simulated” samples.
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FIGURE 1.7 — Left : Histogram of the logarithm of workloads. Right : Normal
Q-Q plot of the logarithm of workloads (xaxis : Theoretical Quantiles, yaxis :
Sample Quantiles).

1.5 Model

On the basis of the previous analysis, we decide to consider in this section the
marginal spatial point pattern of positions aggregated over the year for fitting
a spatial point process model ignoring the marks. But, due to the high number
of locations, we take a subsample of this point pattern corresponding to
emergencies of a particular month, for example, June. For testing the absence
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of interaction, we choose to apply a Monte-Carlo test by computing simulated
envelopes of the inhomogeneous L function under an inhomogeneous Poisson
process model. The first step in order to estimate the L function and to
simulate realizations of an inhomogeneous Poisson process is to estimate the
intensity function. We investigate three methods for estimating the intensity :
parametric, nonparametric and semiparametric with one covariate.

Parametric and Nonparametric estimation

The parametric method consists in estimating the logarithm of the intensity
with a polynomial in the coordinates. We estimate the polynomial coeffi-
cients by the method of maximum pseudo-likelihood (Moller & Waagepeter-
sen (2004)). However, parametric models with a reasonable degree (< 5) are
often unsatisfactory in the presence of high inhomogeneity of the locations
of points in the domain. The resulting intensity is a rough estimate and the
coefficients are difficult to compute for higher degrees.

An alternative is to use nonparametric methods that are more adaptable. A
major problem is always to separate inhomogeneity explained by the intensity
A and interactions measured by the L function. Figure 1.8 (Left-Middlel)
shows that our choice of h = 800 yields an intensity estimate and a simulated
point pattern close to the point pattern of emergencies in June. So, from
the point of view of the first order characteristic, an inhomogeneous Poisson
point process seems to be an appropriate model. The choice of the bandwidth
for the kernel estimation is of primary importance. As in Diggle (2003), the
estimated L(r)—r in Figure 1.8 (Middle2) shows that the selected bandwidth
is too small and involves an over-fitting problem. Figure 1.8 (Right) also
displays the estimated L(r) — r and envelope when we use the leave-one-out
estimate A of the intensity function introduced in Baddeley et al. (2000) to
correct the bias in the estimate of L(r) — r. Its formula is given by

A(s) ZK’L I(x; # s)

CWh

If A and )\ are approximated by their values evaluated at a fixed grid of
points, the two estimators of the intensity surface agree with probability 1.
The difference with the usual estimator consists in not taking into account in
the summation the point of the pattern at which we estimate the intensity.
The use of this estimate in the estimation of K gives a better bias in the
simulation example of Baddeley et al. than the classical one. The bandwidth
h = 800 with the leave-one-out estimator gives here an envelope which is
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difficult to interpret due to the surprising form of the mean curve under the
null hypothesis of a Poisson process (Figure 1.8 (Right)).

FIGURE 1.8 — Left : Nonparametric density estimation with bandwidth
h = 800 (June emergencies). Middlel : A simulation from an inhomoge-
neous Poisson process model. Middle2 : Estimated L(r) — r on emergencies
in June (solid line), average and envelope from 39 simulations of an inhomo-
geneous Poisson process (dashed lines) with A. Right : As previously with
the leave-one-out estimation \ of the intensity.

Moreover we think that the use of the same data to estimate nonparame-
trically both A and L is problematic. Indeed, we obtain better results by
using the emergencies in May for the estimation of A, which is then used
in the estimate of the L function for the point pattern in June. Figure 1.9
shows that this method allows to fit a Poisson process model with a similar
first order characteristic, a good simulated process and a better graph for
L(r) —r. Finally, the envelope of L(r)—r implies that we conclude to neither
aggregation nor repulsion in the point pattern; neither do we conclude to an
over-fitted model. However, in this case, the envelope is highly dependent on
the choice of the subsample for the estimation of \. For instance, the choice
of the month of July for the estimation of A would involve “artifact” on the
envelope estimate. This is a reason why we did not pursue this direction
further.

Semiparametric estimation with one covariate

In many cases, the intensity of the spatial point pattern depends on cova-
riates. For instance, our spatial point pattern is influenced by environmental
and economic covariates : population, presence of woods,.... In our study,
we have a population covariate which allows us to estimate the intensity of
emergencies from an estimate of the population density. Our population cova-
riate is the number of inhabitants in 296 INSEE administrative units named
IRIS. We know the total population and the centroid of each IRIS. Figure
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FIGURE 1.9 — Left : Nonparametric intensity estimation with bandwidth
h = 800 (May emergencies). Middle : A simulation from an inhomogeneous
Poisson process model. Right : Estimated L(r) — r on emergencies in June
(solid line), average and envelope from 39 simulations of an inhomogeneous
Poisson process (dashed lines).

1.10 represents these units with a circle centered at those centroids with ra-
dius proportional to the number of inhabitants. We denote by &, , a9
the centroids of the administrative units and by Nip,---, Nogg their num-
ber of inhabitants. It is necessary to know the values of this covariate at
every point in the window in order to estimate the background intensity.
Consequently, we predict the covariate on a regular grid with a nonparame-
tric predictor and then estimate the coefficient o and ( in the expression
A(s) = exp(a + Blog(C(s))) by maximum pseudo-likelihood, where C(s) is
the estimate of the covariate.

Two density estimates

We present two nonparametric methods to estimate the population density.
The first one C’l(s) is a classical nonparametric kernel method with a selected
global bandwidth A = 900 and a border correction factor. The second kernel
method uses an adaptive choice of bandwidth based on the k-nearest neigh-
bors. At each point of a regular grid, we estimate the population density by
applying an Epanechnikov kernel k. with its support adapted in order to take
into account only k centroids. We arbitrarly choose & = 5. The expression of
this estimator is

. 1 296 5 — g
Cals) = 7o ZNike( - )
op'hs 1 s

where Npo, = S22 N, ke(s) = 2(1 — ||s]%) and hy = ||s — €||s) is the fifth

=1
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order statistic of distances between s and the IRIS centroids. We do not use
here any correction factor for border effects.

Figure 1.10 displays the logarithm transformation of these two density es-
timates. We note that the second approach has the advantage of clearly
identifying the biggest cities in this region. Infortunately, the intensity is
under-estimated near the boundary of the observation region.
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FIGURE 1.10 — Left : Proportionnal symbol map of number of inhabitants
per IRIS. Middle & Right : Logarithm transformation of the population den-
sity estimated by a nonparametric kernel method with a global bandwidth
(Middle) and a local bandwidth obtained by k-nearest neighbors (Right).

Models based on density estimate C’l

First of all, we focus on models constructed from the density estimate c
obtained by the first method. By maximum pseudo-likelihood, we obtain &
and (3 and write A (s) = exp(@ + $log(Ci(s))) for all s in the regular grid.
Figure 1.11 shows a simulation of a Poisson point process with intensity M
and an envelope which lead us to reject the hypothesis of no interaction, and
suggests aggregation for r < 1500.

We tested three inhomogeneous point processes models of clustering : the
Matern cluster process and the Thomas cluster process which belong to the
class of Neyman-Scott processes and the Log Gaussian Cox Process (Moller
et al. (1998)). Neyman-Scott processes and Log Gaussian Cox processes are
cluster processes in the class of Cox processes. A Cox process is obtained
by considering the intensity function of the Poisson process as a realisa-
tion of a random field. Neyman-Scott processes are obtained by clustering
points around a homogeneous Poisson point process with intensity x (“mo-
ther” process). A realization of a Neyman-Scott process is obtained by all the
realizations of independent Poisson processes at each “mother” point. This
daughter point process has an intensity function which depend on a kernel
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FIGURE 1.11 — Left : A simulation from an inhomogeneous Poisson process
model with intensity A;. Right : Estimated L(r) — r on emergencies in June
(solid line), average and envelope from 39 simulations of an inhomogeneous
Poisson process (dashed lines).

function. The two point process models considered here are given by a speci-
fic kernel (Moller & Waagepetersen (2004)). For a Log Gaussian Cox process,
the intensity function is the exponential transformation of a Gaussian field
(Moller et al. (1998)).

The inhomogeneity can be incorporated by different methods (Jonsdottir
(2004)). But, for the class of Neyman-Scott processes, it is necessary to incor-
porate this inhomogeneity by thinning as in Waagepetersen (2006). Indeed,
this method is the only one that allows to get an inhomogeneous Neyman-
Scott process which is second-order intensity reweighted and for which the
inhomogeneous K function is well defined. Thinning is an easy method by
which to simulate inhomogeneous point processes : we simulate a realiza-
tion of a stationary point process X and afterwards apply an independent
thinning method by the field defined from A1 to obtain a realization of an in-
homogeneous point process Y. The advantage is also that the inhomogeneous
K function of Y coincides with the K function of X. This fact allows us to
estimate the parameters x and w of the point process model by minimizing
the contrast

/ Romnom(1)7 — K (t: 1, 0)7)2dt
0

where K (t;k,w) is known for the class of point process models presented
before. For the choice of a and ¢, Diggle (2003) recommends to choose a
considerably smaller than the dimension of the observation plot and ¢ = 1/4.
We take a = 4000 meters.

The thinning method modifies the structure of the point process model. For
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example, Figure 1.12 (Left) displays a simulation of the fitted inhomogeneous
Thomas cluster process which shows that the expected number of points per
cluster is different. If we incorporate the inhomogeneity by considering an
inhomogeneous Poisson point process for the “mother” points, then the usual
structure is maintained in comparison with the stationary case. Indeed, the
expected number of points per cluster is constant in this case. Figure 1.12
presents a simulation of the fitted Thomas point process which looks quite
different from the emergencies in June. The minimum contrast estimation
yields an expected number of “mother” points and a scale parameter which
are too small. By construction, the second order characteristic of this fitted
point process model is close to that of the point pattern (Figure 1.12 (Right)).

FIGURE 1.12 — Left : A simulation from an inhomogeneous Thomas point
process model obtained by thinning. Right : Estimated L(r) — r on emer-
gencies in June (solid line), average and envelope from 39 simulations of an
inhomogeneous Thomas point process model obtained by thinning (dashed
lines).

We now generalize to the case of Log Gaussian Cox processes (LGCP) the
method proposed in Waagepetersen (2006) for Neyman-Scott processes.
The simulation of the fitted LGCP in Figure 1.13 (Left) features aggregation
areas as in our point pattern. However, these areas are wider and mainly
concentrated around the city of Toulouse. Moreover, several areas exhibit
no points or very few points in the simulation whereas they are important
areas of emergencies in the point pattern. This is the case of the area in
the bottom-left of the region which corresponds to the large city of Muret.
We also note that the boundary of the region has generally few points in
the simulation. The envelope of L(r) — r is large due to the fact that the
variability of the expected number of points in the simulations is relatively
important. The envelope suggests that the goodness-of-fit of this model is
satisfactory.
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FIGURE 1.13 — Left : A simulation from an inhomogeneous LGCP model
obtained by thinning. Right : Estimated L(r) — r on emergencies in June
(solid line), average and envelope from 39 simulations of an inhomogeneous
LGCP model obtained by thinning (dashed lines).

Models based on density estimate C’Q

We consider the case where the background intensity estimate Ao is derived
from the density estimate Cs. Compared to the simulation of a Poisson point
process with estimated intensity 5\1, the simulation in Figure 1.14 (Left) now
features more aggregated areas and reveals the area of the city of Muret
in the bottom-left of the region. From the first order characteristic point of
view, this point process is a good model of the emergencies. The Monte-Carlo
test of no interaction in Figure 1.14 concludes that our point pattern is more
aggregated for approximately » < 1500 and more regular for large r than the
Poisson model. We reject the hypothesis of no interaction and fit a LGCP
model next.

The parameters of the LGCP are estimated as previously by the minimum
contrast method and the inhomogeneity is incorporated by thinning. The ob-
tained simulation shows that this point process model is interesting because
the distribution of the aggregated areas is close to those of our point pattern
(Figure 1.15 (Left). There is no void large area except near the boundary of
the region. Therefore, the inhomogeneous LGCP model obtained from the
thinning by the field Ao yields a satisfactory model of the point pattern of
emergencies in June. We only add that the estimate s should be improved
by considering an edge correction factor in the density estimate Cs.
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FIGURE 1.14 — Left : A simulation from an inhomogeneous Poisson process
model with intensity A,. Right : Estimated L(r) — r on emergencies in June
(solid line), average and envelope from 39 simulations of an inhomogeneous
Poisson process (dashed lines).

FIGURE 1.15 — Left : A simulation from an inhomogeneous LGCP model
obtained by thinning. Right : Estimated L(r) — r on emergencies in June
(solid line), average and envelope from 39 simulations of an inhomogeneous
LGCP model obtained by thinning (dashed lines).

1.6 Conclusions

The study of this spatio-temporal marked point pattern of emergencies du-
ring one year underlines the numerous difficulties faced when analyzing com-
plex and large data sets. First of all, the high inhomogeneity and the many
duplicated points are a major problem in the estimation of the background
intensity of the emergencies. These difficulties result in problems in finding
a good bandwidth h which does not lead to over-fitting.

In the case of inhomogeneity of the positions, the global test of indepen-
dence between positions, time and continuous marks is intricate. So, we have
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tested this dependence two by two on different subsamples for computational
reasons. It seems hard to make a definite choice between the different point
process models considered here. Indeed, the Poisson point process with in-
tensity estimated nonparametrically yields a simulation with localizations of
events close to that of our point pattern, but the estimate of the L function
presents some over-fitting. It is difficult to decide whether this phenomenon
is due or not to an “artifact” in the estimate of L.

With the semiparametric approach, we observe that the adaptive kernel
estimation of the population density yields better point process models than
the classical kernel estimation with a global bandwidth. So, we retain as ac-
ceptable models for our data set, the Poisson point process with intensity Ao
and the LGCP with inhomogeneity obtained with the thinning by Xo. The
goodness-of-fit is satisfactory for the first order characteristic for the Pois-
son model while it is good for the first and second order characteristics for
the LGCP model. In spite of the boundary errors generated by the adaptive
kernel estimation and the variability of the number of points per simulation,
the LGCP appears to us as a good enough model of the June emergencies.

The generalization to the other months is made by considering intensi-
ties proportional to Ao according to the expected number of points for each
month. The marks realizations are obtained by a bootstrap procedure and
are affected independently to the point pattern of positions.
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Abstract :

The problem of finding an optimal location frequently occurs in geomar-
keting, economics and other fields : positioning a new branch of a bank, a
supermarket, a fire station, a plant, designing a traffic network, etc. The
optimal location of the source facility is the argument-minimum of an opti-
mization problem parameterized by some characteristics of the clients. The
random nature of some of these characteristics has already been recognized,
but few stochastic models for location allocation problems address the issue of
uncertainty of the locations of the clients, and even then they do it with very
naive tools. It is proposed to recognize uncertainty in the spatial positions
of the clients, and possible spatial autocorrelation as well, by considering
the random inputs of the optimization as one realization of a spatial marked
point process. The method, called SPP location-allocation, involves fitting
a point process model, simulating from the adjusted process, and solving a
family of optimization problems for each simulated set of observations. The
advantage of this approach over the deterministic one is twofold : it gives an
indication of the spatial variability of the optimal solution, and it allows one
to solve larger problems. Finally an application to the optimal positioning
of a new fire station in the Toulouse area (France)is presented with some
heuristic algorithms.

Key words : Spatial point processes, conditionally multisource location-
allocation problem, optimal location.

2.1 Introduction

We consider the general problem of finding the optimal location of a set of
a given number of source facilities for clients so as to minimize a given cost
function and balance the workload of facilities. Classical examples of such
problems include locating a new store so as to minimize the transportation
cost of supplies to stores in order to satisfy customers’ demand, or locating a
new plant so as to minimize the transportation cost of workers to plants. We
use a practical case to illustrate our method, which is locating one or possibly
several new fire stations in order to minimize the total access time of firemen
to emergencies, and reach a relative equilibrium of firemen workload.

As one can tell from the above examples, the different inputs into the pro-
blem are random quantities. However this random nature is often ignored by
the classical operational research algorithms. Where random approaches to
such problems (see random or stochastic or uncertain programming models)
have been used, they usually ignore uncertainty about location, or assume
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independent random inputs, or even sometimes identically distributed ran-
dom inputs. The problem with these assumptions is that they ignore the
facts that the locations of the clients (customers, workers, emergencies) may
be unevenly distributed across space, and there may be some spatial corre-
lations between locations and/or characteristics of the clients. To take this
into account, we propose modeling these inputs as realizations of a spatial
point process (possibly marked). The purpose of this paper is to illustrate
the advantages of this novel perspective through a case study, which is pre-
sented in the next section, about locating a new fire station, using standard
optimization tools and standard statistical techniques.

2.2 Literature on location-allocation problems

The fire station optimization problem we consider in the next section consists
of locating a new fire station, given the locations and characteristics of past
emergencies, and given the locations of existing fire stations. This problem
belongs to the location-allocation family and is a conditional multisource
Weber problem ; this field is very active in the operations research community.
The word conditional refers to the fact that only new fire stations have to
be located. We refer the reader to ReVelle and Eiselt (2005) for a survey on
location-allocation problems and to Brimberg et al. (1997) for a survey on
heuristic algorithms for the multisource Weber problem.

Although most of this literature deals with deterministic formulations, some
papers consider that the environment may change, and introduce a random
dimension to the problem. Snyder (2005) offers a good review of stochas-
tic and robust facility location models. Cooper (1974) considers a stochastic
extension of the Weber unconditional problem with independent Gaussian
random locations but minimizing the expected cost. Stochastic demand is
considered in Logendran and Terrell (1988), who treat the case of an un-
capacitated transportation plant location-allocation problem, and in Zhou
and Liu (2003), who introduce a hybrid intelligent system for a capacitated
location-allocation problem. Drezner (1985) analyses the sensitivity of the
optimal location in a Weber problem to small fluctuations in the demand
locations.

A number of papers focus more specifically on the siting of fire station or
emergency services, but with different viewpoints. Daskin (1982), Goldberg
and Paz (1991) and ReVelle (1991) address the problem of adjusting the
number of emergency medical service vehicles to obtain a given coverage
rate in a given time period. Serra and Marianov (1998) treat the case of
locating a fire station in the region of Barcelona but their approach does
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not take into account uncertainty on the locations of emergencies. Daskin
(1982) develops an expected covering location model for emergency services,
accounting for the possibility of a vehicle being busy.

From the algorithmic point of view, these are difficult problems because of
their high dimensionality and the existence of many near-maximal solutions.
Cooper(1964) introduced heuristic algorithms for these problems, alternating
between a location step and an allocation step. Even today, they are useful to
get, satisfying local solutions in a reasonable computing time, and are often
combined with other methods. Among recent methods let us mention D.C.
programming (Chen et al., 1998), tabu search (Brimberg et al., 1996), genetic
algorithms (Houck et al., 1996), ant colony algorithms (Bischoff and Déchert
(2007) and Huang, Liu and Chandramouli (2006)) and swarm optimization.
We have restricted attention to techniques that were already or could easily
be implemented in the R software in order to be able to couple it easily with
the modeling phase, which is most easily done with R.

2.3 The case of the fire stations location pro-
blem

2.3.1 The data set

The data set has been provided to us by the SDIS 31, “Service Départe-
mental d’Incendie et de Secours de la Haute-Garonne” (Haute-Garonne is
the “département” in which Toulouse is the main city). It consists of the lo-
cations and characteristics of about 20,000 emergencies in and around the
city of Toulouse during 2004 (this area will be denoted by ). We define
an emergency as any event resulting in a call to a fire station : it includes
fires but also accidents, and all sorts of incidents. Let N be the total number
of emergencies, X, ---, Xy in R? be the locations of the emergencies, and
Dy, -+, Dy be their associated workload (duration in minutes from first arri-
val of firemen on site until last departure, times number of firemen involved).
N, Xy,---, Xy and Dy, -, Dy will be modelled as random in section 2.4.1.
We are given the locations of J = 6 existing fire stations (s;,7 = 1,---,J)
and their respective number of firemen z; (Z = )" z;) : J and the z; are
naturally considered as non random quantities. The median number of fire-
men per fire station is around 64 and the median workload is around 174
minutes in this base. The data base also contains some other characteristics
of the emergencies such as the number of vehicles involved, and the type of
emergency (fire, accident, and so on). The two most frequent emergencies
are accidents and sicknesses in the street or the road. We have deliberately
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ignored these other characteristics of the emergencies in order to first tackle
a simpler problem. The SDIS 31 would like to create one (or several) new fire
stations in order to reduce the overall travel time to the emergency locations
and to relieve the overload of some of the existing ones. The emergencies
locations and durations are intrinsically random : they vary over time and
the data base is just a particular picture of the situation at a given time
upon which we base the long term decision of building a new fire station.
We will restrict attention to the case of positioning one new fire station al-
though most of the presentation can be adapted to the case of positioning
several new fire stations. An equivalent problem is that of relocating a site
(for satisfying administrative constraints) and it is in fact this one that the
SDIS 31 was concerned with in the first place. We assume that the number
of firemen in the new fire station (numbered J + 1) is given (equal to 60 in
the application).

To evaluate the relevance of a location for the new fire station we need to
re-allocate the emergencies to the set of stations including the new one : let
a(i) denote the index of the fire station allocated to emergency i. Let A;
denote the mean workload in minutes of a fireman in fire station j

D
A = ZZ-Ot(Z)—J Z’

<j

and p; = % denote the fraction of total workload supported by an average
fireman in fire station j, where D = Zf;l D; is the overall workload. Note
that given the definition of the durations D;, this workload does not include
travel time.

2.3.2 The optimization problem

The first objective we want to minimize in that problem is related to the total
travel time to the emergency sites. Given the location of an emergency, the
travel time could also be considered as being random, because conditions of
traffic vary according to the time of the day. However, modeling this random-
ness would increase the degree of complexity of the optimization algorithm
and obscure our purpose so we ignore it in a first stage. A good proxy for
the travel time would then be the Euclidian distance between an emergency
and the closest fire station. Indeed for firemen, it is important to penalize
large distances because a large travel time may have disastrous consequences,
which is why we decided to use the square of the Euclidian distance to proxy
the cost of travel time. We are fully aware that this choice may induce a
large influence of outliers if any. However a careful inspection of large dis-
tances in the data set should be able to discriminate between outliers due to
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reporting errors (which should be eliminated) and true large distances (they
represent a small fraction of the total and occur in rural areas). An alterna-
tive choice would be to use the maximum distance objective as a proxy for
an upper bound on access to a fire but it would induce the same problems
with respect to outliers. In addition, the choice of squared distance turns out
to simplify the optimization problem further as we will see below.

Our second objective is to achieve a relative equilibrium in the workload
of firemen across facilities. To measure this objective, we need to choose a
criterion @y (o, {(X1, D1), -+, (Xn, Dn)}) which is minimal when the mean
workloads of fire stations are equal. A simple choice is to use the maximum
difference of workloads

¢y = max A;— min A, (2.1)

This criterion is minimal and equal to zero when all mean workloads are
equal. However it ignores the behaviour of the intermediate workloads. More
elaborate choices that take into account the whole of the distribution would
be the Gini index or the entropy criterion, but the first one has the advantage
that its value is directly interpretable and this is the reason why we use for
parameter selection it in the sequel. Recall the definition of the Gini index

i J+1 J+1
YA =AY 2 3 A =AY

v =73 EIV I 27D ‘ (2.2)
We then have
Py =0 A;=D/Z Vj=1,---,J+1. (2.3)
For the entropy criterion, we have
VA J+1
Py = ij(k) logpjm) = szpj log pj, (2.4)
k=1 j=1

where j(k) is the index of the station to which fireman k belongs. This
criterion is minimal when p; = -+ = p;; = % and in that case &5 =
—log(2).

As mentioned above, when locating a new facility, we need to re-allocate the
entire set of clients to the set of facilities including the new one. Therefore the
problem of finding the optimal location cannot be separated from the problem
of finding an optimal allocation map « : Q@ — {1, .-+, J4+1}. Of course, this
optimal allocation has limited practical use, since it allocates emergencies of
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the past in a situation of the future : it is just a tool in the model. Even if
we were considering a dynamic version of the allocation problem, a dynamic
optimal allocation would have no sense for the firemen, who consider that an
emergency has to be assigned in real time to the closest-available fire station,
the equality of workloads being just a long run goal. Finally the position
of the new fire station s;;; = s and the allocation « of emergencies to fire
stations must be optimized simultaneously, but the optimal allocation is a
nuisance parameter in our framework.

To keep the computations manageable, some other constraints have been
deliberately ignored in our first pass at the problem, such as bounds on the
total workload of a station, but these would be easy to include. Using a mul-
ticriteria optimization approach (Ehrgott, 2005), we consider the following
mono-objective problem

N
(s*,a*) = argmin&a)\z | Xi—sa@) I +(1=N)@n(a, {(X1,D1), -, (Xn, Dn)}).
i=1
(2.5)
We later discuss the choice of the respective weights assigned to each part
of the objective function.

2.4 SPP location-allocation

The method we propose here consists of several steps. In the first step, we
consider that the locations of the emergencies X, -+, Xy in R?, and their
durations D1, ---, Dy, constitute a realization of a marked point process
(X, D). The statistical theory of marked point processes is well established
and they can be readily simulated ; see for example Moller and Waagepe-
tersen (2004). For the parameter estimation as well as the simulations, the
implementation can be done with the R package “spatstat” of Baddeley and
Turner '(2005 and 2006). Model fitting is discussed in section 2.4.1.

The aim of the second step is to obtain small-size replications of the phe-
nomenon under study. We argue in section 2.4.2 that the smooth bootstrap
is a good solution for this. The size of the data set for each of the opti-
mization problems is controlled by the user, so the first advantage of this
approach is that, even though one has to repeat the optimization, each of
the optimization problems is small.

A common approach in stochastic location is to minimize the expected
value of the objective function. This leads to a unique final optimal location

thttp ://cran.r-project.org/src/contrib/Descriptions/spatstat.html
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and this is why we argue that it is preferable to apply an optimization algo-
rithm (see section 2.4.3) to each replication, find a set of optimal locations for
the new fire station and then analyze its statistical properties. From the set
of optimal locations thus obtained, one can produce contour plots of optimal
locations, as we will see in section 2.4.4, associated with levels of confidence.
This conveys a sense of the spatial variability of the solution, and is the se-
cond advantage of this method. A decision maker can use the contour plots
to determine an optimal zone corresponding to a given confidence, and then
use other arguments (land availability for example) to select a location in
this zone.

2.4.1 Fitting the point process model

In Bonneu (2007), several models are explored for modeling this data set.
Difficulties arise from the fact that there is a strong lack of homogeneity, and
from the presence of duplicated points (positions of emergencies are approxi-
mated by the nearest point of a given network). It is found that variation
in space is more important than variation in time, and that temporal statio-
narity is justified so we can aggregate over time. Separability issues between
time and space, space and workload, workload and time are also considered
concluding to pairwise independence. Three methods are tested to fit the in-
tensity : a parametric approach with polynomials in the coordinates, a purely
non-parametric method by kernel smoothing, and a semi-parametric estimate
involving a non-parametric density estimation of the population with adap-
tive bandwidth. In the parametric and semi-parametric case, the intensity
is fitted by maximum pseudo likelihood (Moller and Waagepetersen, 2004).
The semi-parametric estimate A including population density as a covariate
turns out to yield the best results. The second order properties of the model
(presence of interaction) is then explored with three models : the Matern
cluster process, the Thomas cluster process and the Log Gaussian Cox pro-
cess (LGCP). Finally, two models are considered as acceptable : a Poisson
point process model and an LGCP model. The marginal distribution of the
duration proved difficult to approximate in a parametric family so we used
simple bootstrap in the simulations of the workloads.

2.4.2 Bootstrapping the spatial locations

A basic bootstrap consists of sampling from the empirical distribution func-
tion of the data, whereas a smooth bootstrap consists of sampling from some
estimated d.f. obtained by fitting some model to the data, or by smoothing
the e.d.f. The difficulty for bootstrapping dependent data such as point pro-
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cesses is to find a procedure that retains the dependence structure of the data.
For spatial data, Hall (1985) appears to have been the first to use some kind
of block resampling procedure. Davison and Hinkley (1997) give a brief over-
view of methods for spatial bootstrap. In the case of stationary and isotropic
point processes, Loh and Stein (2004) introduce a nonparametric method
where marks are computed and assigned to observed points before perfor-
ming bootstrap. Cowling, Hall and Phillips (1996) describe the resampling
methods for an inhomogeneous Poisson process, including the smooth boots-
trap, for constructing confidence regions for the intensity function. Guan and
Loh (2007) use a thinned block bootstrap procedure on a stationary point
process derived from a second-order reweighted stationary point process in
order to make inferences on the regression parameters. The problems en-
countered with the resampling methods and the block bootstrap procedure
are, for example, that too many events coincide in the bootstrapped samples
compared to the original one, or that events are abnormally close or far away
from one another. Moreover these bootstrap methods give poor results for
the class of non-stationary point processes. Snethlage (1999) criticizes the
bootstrap approaches and proposes alternatives for variance estimation of
the pair correlation function and confidence regions for the intensity of an
inhomogeneous Poisson process. Finally, the smooth bootstrap seems to us
to be the best alternative.

2.4.3 Optimization strategy

Although the emphasis in this paper is not on discussing optimization algo-
rithms for this type of problem, we present in this paragraph the particular
choices we have made in our case study. We have selected three types of
algorithms : a naive algorithm consisting in evaluating on a finite grid, a
so called heuristic algorithm, and a genetic algorithm. In order to select an
appropriate method for our specific case, we have tested these algorithms on
a simulated toy example.

Selecting the compromise between distance and equilibrium impro-
vement

In the objective function (2.5), one has to select the parameter A that regu-
lates the balance between the distance term and the need to equalize work-
loads (equilibrium term). It is clear that this decision has to be made by
experts (in our case : the firemen). In order to guide them for this choice,
we use a slightly different way of writing the objective function. We divide
the distance part of this objective function )7 by the value of the sum of



CHAPITRE 2. PROCESSUS PONCTUELS SPATIAUX ET
62 PROBLEMES DE LOCALISATION-ALLOCATION

squared distances between the emergencies and the closest fire stations in the
initial situation Qg (with 6 fire stations) and call it the distance improvement
rate. Similarly, we divide the equilibrium part C; by its value in the initial
situation C and call it the equilibrium improvement rate. In this way, the
two contributions can be interpreted as rates of change from the initial to
the final situation. We found that criterion (2.1) was easier to work with for
interpretation purposes.

The objective function (2.5) can then be written M = )\% + (1 — )\)g—ﬁ
Two sets of location-allocation outcomes corresponding respectively to

Q3}, Cl and Q2, C? yielding the same value of the objective must satisfy

A Gy 2ol
- =L 2.6
30, OI= Q2 (26)

The parameter 7 = ﬁ% can then be interpreted as follows. In the
initial situation, the mean distance of an emergency to its nearest fire station
is 3,600 meters and the maximum difference of workload (2.1) is 8.57 hours.
If the firemen are ready to improve the mean distance by 500 meters with
the price of increasing the maximum difference of workload by 1 hour, this
choice corresponds to a value of A, given by (2.6), equal to 0.86. We apply
the same principle in the toy example, which results in a different value of

the parameter for each draw.

The naive method

Our naive method consists of searching for an optimal location for the new
fire station out of a finite set of locations. This set of locations can be the
locations of the observed emergencies, or nodes on a rectangular grid. We
adopt this second option, which allows us to control the amount of calcula-
tion required by selecting the number of evaluation points. For each position
in this finite set, we compute the objective function (2.5) by allocating the
emergencies automatically to their nearest fire station, and then derive the
corresponding optimal location. The accuracy of the optimal location de-
pends on the dimension of the grid chosen by the user. Graphs of each term
of the objective at the grid points can bring information about their respec-
tive behaviors. The drawback of this method is that in the case of several fire
stations the problem dimensionality of the naive algorithm (size of the grid)
becomes rapidly intractable. The following method improves on that point.
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The genetic algorithm

Genetic algorithms attempt to construct improved solutions from predeces-
sors, in an evolutionary type process (Holland, 1975), like the idea of “natural
selection” in biology introduced by Darwin. In location-allocation problems,
this type of stochastic algorithm has already been developed for the resolu-
tion of a multisource Weber problem by Houck et al (1996).

The general scheme is as follows : the first step is to introduce a po-
pulation of feasible solutions, called individuals. These individual solutions
are composed of one or several chromosomes which can also be composed of
one or several genes. A fitness function is chosen to evaluate the quality of
the solutions. A proportion of the existing population is selected through a
fitness-based process, to breed a new generation. There are several tools for
obtaining new individuals like the crossover operator, the mutation rate, and
so on. We repeat the generation of this new population until a termination
occurs using a criterion chosen by the user. Several formulations of genetic
algorithms are possible for our problem and we need to make a careful choice
in order to converge in a reasonable amount of time.

The dimensionality of the location-allocation variable is very large and ge-
netic algorithms with a large feasible domain of individuals are greedy, so we
have two options : optimize on the variable allocation, using the fact that the
optimization on the variable location, knowing allocation, is straightforward
in some cases, or optimize on location, using allocation to the nearest fire
station. These two alternatives involve individuals made of one chromosome
with several genes (N or 2 respectively).

The first method consists of considering a chromosome of N genes, where
gene ¢ is the index of the fire station to which the emergency z; is alloca-
ted. At the initialization step, this index is randomly chosen among all fire
stations {1,...,J + 1}. A faster version is to restrict the set of indices for
each emergency to a few stations like the nearest fire station and the new
one : J + 1. This last option allows the problem to converge to a solution in
a reasonable time for larger data sets.

In the second alternative, a chromosome is composed of 2 genes. The first
gene represents the x-coordinate and the second one the y-coordinate of the
position of the new fire station. Given the dimensionality of our problem, we
consider this approach in our problem. We describe below the different steps
and the parametrization of our genetic algorithm, which we implemented
with R.

e Step 1 : Generate uniformly 100 different initial locations.

e Step 2 : For each position, compute the fitness function which consists
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of the objective function with allocation to the nearest fire station.

e Step 3:
Repeat (1) through (5)

1. Draw, with replacement, 50 couples of positions from the initial
population and retain one position per couple with the tournament
method. This method consists of selecting the location that yields
the minimum fitness criterion.

2. Mix pairs of selected locations with a crossing operator of rate
0.8 to create new locations. For a couple of locations (x1,y;)
and (z9,y2), new locations are : (1/3)(z1,vy1) + (2/3)(x2,y2) and
(2/3)(x1,91) + (1/3) (22, 2).

3. Modify the new solutions with a mutation operator of rate 0.01.
The mutation of a location consists of changing a randomly chosen
coordinate by another value uniformly drawn in the observation
window.

4. Insert the solutions into the initial population.

5. Retain 100 positions corresponding to the best 100 evaluations of
the fitness.

Until number of generations equals to 15.

At the end of the genetic algorithm, we obtain a population of 100 feasible
positions. Our optimal position for the new fire station is the solution that
minimizes among these 100 positions the objective function computed with
an allocation to nearest fire station.

Compared to the naive method, the genetic algorithm is easily adaptable
to the case of several fire stations and can treat larger size problems. Ho-
wever, these two methods present the drawback of searching in the subset
of allocations to the nearest fire station. The following method improves on
that point.

The stochastic heuristic algorithm

We propose a heuristic algorithm for this problem based on the fact that,
given the allocation function, we know the analytic solution to the optimi-
zation problem because of the simple form of the cost function : it is simply
the centroid of the emergencies allocated to the new station. The procedure
is as follows :
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e Step 1 : initialize the position and the allocation of emergencies for the
new fire station by the optimal solutions obtained by the naive method.
Then compute the resulting workloads A, for 5 =1,...,J + 1.

e Step i — Step i+1 : ma = %szill A; is the mean of the work-

loads A;. For each fire station, compute a selection probability sp; =
Aj—ma
zjlifJ\Arlm
each fire station to the workload unbalance. Randomly select a fire
station d using these selection probabilities. Search for the nearest fire
station j to the fire station d. If Ay < A; then search for the emergency
allocated to j which is nearest to fire station d, and re-allocate it to d.
Otherwise, search for the emergency allocated to d which is nearest to

the fire station j, and re-allocate it to j.

. These selection probabilities reflect the contribution of

e Compute the new A; for j =1,...,J + 1 and the position of the new
fire station corresponding to the centroid of the emergencies allocated
to it.

e Repeat this procedure until the objective cannot be improved upon
during 50 iterations.

Note that this heuristic is only valid for locating a single new fire station but
could be adapted to the case of several.

Toy example

In order to test the methods on different situations, we adopt the following
two models to simulate the emergencies. The observation window is the unit
square and there are initially four stations with 15 firemen each, the new
station having 20 of them. We simulate 100 independent realizations of each
model and keep the points falling in the observation window. Since the pur-
pose here is just to test the optimization, we restrict attention to simple
models without interaction. In the first scenario, the locations of the fire
stations are the points (0.2,0.2), (0.5,0.6), (0.7,0.8), and (0.8,0.6), and the
emergencies are obtained by drawing 20 i.i.d. points from 3 Gaussian distri-
butions whose means are located at the points (0.2,0.3), (0.4,0.5), (0.7,0.6),
and whose standard deviations are respectively 0.07, 0.08 and 0.12. Figure
2.1 represents the positions of the fire stations (in red) and their workload
(size of the corresponding bubble) and for one draw the positions of the
emergencies and their duration (size of the bubble).

For the naive algorithm, Figures 2.2 (for the first scenario) and 2.5 (for
the second) represent at the grid points, from left to right
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FIGURE 2.1 — Left : Initial locations of fire stations (red triangle) and emer-
gencies (black circle) with workload (proportional size), right : initial alloca-
tions to nearest fire station.

e the distance improvement rate (%),
e the Gini improvement rate (g—g for C defined by Gini),

e the maximum difference of workload improvement rate (g—g for C defi-
ned by the maximum difference criterion) and

e the objective function based on criterion (2.1).

There is little difference between the graphs of Gini and maximum diffe-
rence improvement rates on Figure 2.2 which means that one does not loose
much by considering only the end points of the distribution of workloads
(with a better interpretability). The comparison of the distance criterion
and the objective function on Figure 2.3 shows that, for this choice of A, the
objective is mainly driven by the first term.

Table 1 shows the simulation results with, for each of the naive, heuristic
and genetic methods, the mean computing time, the mean distance improve-
ment rate, the mean Gini improvement rate, the mean maximum difference
of workload improvement rate, and the objective function with standard de-
viations in parenthesis. The first line of the table shows, for reference, the
results of the optimization of the distance alone without the equilibrium part
of the objective.

In the second scenario, the locations of the fire stations are the points
(0.6,0.63), (0.48,0.08), (0.71,0.25) and (0.24,0.62), and the emergencies are
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FIGURE 2.2 — Left to right : Gini and maximum difference improvement rates.
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distance and objective function.

Table 1
Method Time Distance  Gini  Maxdiff Objective
(in seconds) rate rate rate function
Distance alone 0.495 0.923 0.756
(0.055)  (0.161) (0.139)
Naive 8.569 0.497 0.895 0.732 0.53
(0.107) (0.055)  (0.17)  (0.147) (0.048)
Heuristic 11.012 0.504 0.825 0.661 0.526
(0.799) (0.058)  (0.169) (0.157) (0.049)
Genetic 15.587 0.493 0.884 0.714 0.524
(0.349) (0.055)  (0.164) (0.149) (0.049)
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obtained by drawing 100 i.i.d. points uniformly in the square. The number
of firemen per station is 15 for the old ones and 20 for the new one.

Figure 2.4 represents the positions of the fire stations (in red) and their
workload (size of the corresponding bubble) and for one draw the positions
of the emergencies and their duration (size of the bubble).

FIGURE 2.4 — Left : Initial locations of fire stations (red triangle) and emer-
gencies (black circle) with workload (proportional size), right : initial alloca-
tions to nearest fire station.

Figure 2.5 shows that in the second scenario and for this choice of A, there
is a better equilibrium between the two parts of the objective function.

FIGURE 2.5 — Left to right : distance, maximum difference improvement rates
and objective function.

Table 2 contains the simulation results for scenario 2 presented as in Table

Overall from Tables 1 and 2, the heuristic method yields the best im-
provement in the balance of workloads between the facilities, whereas the
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Table 2
Method Time Distance  Gini  Maxdiff Objective
(in seconds) rate rate rate function
Distance alone 0.755 1.371 1.113
(0.036)  (0.62)  (0.459)
Naive 8.681 0.775 1.053 0.845 0.785
(0.113) (0.053)  (0.489) (0.361) (0.065)
Heuristic 11.353 0.796 0.713 0.554 0.762
(0.628) (0.061)  (0.435) (0.326) (0.056)
Genetic 15.809 0.775 1.019 0.816 0.781
(0.491) (0.054)  (0.464) (0.35) (0.065)

naive and genetic methods focus on the minimization of the distance rate.
Globally, we can say that the heuristic and genetic methods outperform the
naive method from the point of view of minimizing the objective function.
In the sequel, we test the performance of our methods on our real data set.

2.4.4 Analyzing the results on the firemen data

Figure 2.6 represents the same results as in Figure 2.5 but for the firemen
data.

8 Tss000  s00  s2s000  s0000  sas000 540000 545000

FIGURE 2.6 — Left to right : distance, maximum difference rates and objective
function.

Figures 2.7 and 2.8 represent, as in Figure 2.1, the results of the heuristic
and genetic methods respectively for the set of emergencies in June. On this
example, the optimal locations of the new fire station are nearly identical
for the naive and the heuristic method, compared to the location obtained
with the genetic method so we omitted the naive method in the figures. On
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the other hand, the allocation of emergencies in the heuristic method differs
from the other two, particularly near the boundary of the allocation map,
notably between the green region and the red one. This discrepancy is also
clear in Table 3, and is due to the importance given by the heuristic method
to the workloads equilibrium criterion.

FIGURE 2.7 — Left : Final positions (existing fire station in red triangle, opti-
mal position in green solid triangle), right : final allocations for the heuristic
method.

Table 3 shows the results of the optimization methods defined previously
on the firemen data set during the month of June. The first line of the table
exhibits the results of the optimization of the distance alone without the equi-
librium part of the objective. The naive method is the fastest method and
achieves the smallest distance improvement rate here. The heuristic method
is the only one to search the whole set of allocations without being restricted
to the nearest neighbors, which is why it achieves the lowest rate of the dif-
ference of workloads criterion (0.583). However, the Gini improvement rates
are similar for the heuristic method and the genetic algorithm. Finally, the
lowest objective value is obtained with the heuristic method. Consequently,
we keep this algorithm for our SPP location-allocation method.

Assuming time stationarity, one could slice the data base into twelve
months and consider them as independent repetitions of a same process,
thus obtaining 12 repetitions of around 2000 emergencies each. Figure 2.9
shows the density of optimal locations that one can construct by solving the
optimization problem for each month separately with the heuristic method.
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FIGURE 2.8 — Left : Final positions (existing fire station in red triangle,
optimal position in green solid triangle), right : final allocations for the genetic
method.

Table 3
Method Time Distance Gini Maxdiff Objective
(in seconds) rate rate rate function
Distance alone 0.707 1.087  0.963
Naive 222.42 0.708  1.103  0.845 0.727
Heuristic 413.06 0.727  0.808 0.583 0.707
Genetic 505.36 0.712 1.04  0.803 0.725
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This number of repetitions is quite low and induces an unreliable density
estimation but seems to indicate a unimodal behavior of the distribution of
the optimal location.

FIGURE 2.9 — Contour plot of the estimated density of optimal locations
based on 12 months of data. Existing fire station (red triangle), optimal
position (green circle).

Finally, after fitting the two models presented in section 2.4.1, the density
of optimal positions obtained with 100 simulations of the fitted inhomoge-
neous Poisson point process and the fitted LGCP process and optimized
with the heuristic method are presented in Figure 2.10. The execution time
for the simulation step are respectively 45.95 seconds for the Poisson model
and 13, 203 seconds for the LGCP model, whereas the execution time for the
optimization step are respectively 11,560 for the Poisson model and 13, 187
for the LGCP model.

Figure 2.10 clearly shows that the LGCP model implies a high variability
in the distribution of the optimal location of the new fire station in compari-
son with the results obtained with the Poisson model. The variability of the
optimal solutions seems to be too large with an LGCP model, in comparison
with the results obtained in Figure 10. The representation of the optimal
solutions from different simulated realizations from the fitted Poisson model
is more informative than the single optimal position in Figure 8. This me-
thod allows one to obtain optimal regions, which can be useful when there
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FIGURE 2.10 — Contour plots of the estimated density of optimal locations
based on 100 simulations of the Poisson model (left) and LGCP model (right).
Existing fire station (red triangle), optimal position (green circle).

are several nearly-optimal solutions. Note that multi-modality may arise as
is the case in the right panel of Figure 2.10.

2.5 Conclusions

By fitting a spatial point process to the data we take into account the en-
tire dimension of the natural randomness of this problem. Moreover, this
approach allows one to solve larger problems : the statistician summarizes
the large data set in a small number of parameters and then controls the
sample size when simulating the replications, thus applying the optimization
algorithms to smaller-size problems. In addition, the method allows one to
capture the spatial variability of the phenomenon and to possibly identify
several areas for possible optimal location. The decision maker has to take
into account other considerations (quantifiable or not) in the final decision
and thus needs the extra information contained in maps like Figure 2.10.
From a theoretical point of view, statistical convergence of estimates of the
optimal position in such a problem is currently under study. The case of iden-
tically distributed positions is treated in Bonneu and Daouia (2008) using a
link between optimal position problems and mass transference in the case of
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fixed capacity contraints.



Deuxiéme partie

Propriétés asymptotiques de
positions optimales empiriques

75






Chapitre 3

Consistance de positions
empiriques conditionnelles

Sommaire

3.1 Imntroduction . ... .................. 79
3.2 Optimal policy specification . . ... ... ..... 81
3.3 Consistency . . . . v v v v v v vttt 82
3.4 A numerical illustration. . . . . ... ... ..... 83

3.4.1 Optimization procedure . . . .. ... .. ..... 84

3.4.2 Simulated samples . . ... ... ... ... 84
3.5 Appendix:Proofs.. .. ... ............. 87

Abstract : We consider the problem of finding the optimal locations of
new facilities given the locations of existing facilities and clients. We analyze
the general situation where the locations of existing facilities are determi-
nistic while the locations of clients are stochastic with the same unknown
marginal distribution. We show how this conditional location-allocation pro-
blem can be modeled as a variation of the standard Monge-Kantorovich mass
transference problem. We provide a probabilistic formulation of the optimal
locations of the new facilities and derive consistent estimators of these theo-
retical locations from a sample of identically distributed random clients.

3.1 Introduction

In location theory, the standard problem is to find optimal locations of a set
of facilities in such a way as to minimize the global cost involved by the allo-

7
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cation of clients to the facilities with prescribed capacity constraints. This is
a frequent problem in regional science and economics, which can be modeled
as a mass transport problem. In the literature on location research, while
the source distribution p of the population of clients is often assumed to be
known, the target distribution v of facilities is supported on a finite number
points to be determined simultaneously with the transport plan so that the
cost is minimal (see McAsey and Mou 1998, and the references therein for
examples). In probability theory, this problem of finding the location of the
support of v with the optimal allocation map corresponds to optimal cou-
pling of random variables (see e.g. Cuesta-Albertos, Matran and Tuero-Diaz
1997, Rachev 1985).

The range of applications where the source measure y is unknown being
wider, we focus in this paper on the estimation of the optimal support of
the target measure v from a sample of random clients drawn from the unk-
nown measure . We consider the following general situation : the locations
of facilities and clients are supposed to belong to (U,d), a complete sepa-
rable metric space. We denote by P(U) the set of all probability measures

on U and by Xi,...,X, € U a sequence of random locations of n clients
which can be dependent or independent. Let yq,...,y; € U be the deter-
ministic locations of J existing facilities and let ¢q,...,q; € [0,1] be their

respective capacity constraints. Our aim is to handle an optimal policy of
the location y;.1 € U of a new facility with known capacity constraint ¢ .
For example, the location of a new branch of a management, or public fa-
cility, can be searched in a city in order to minimize the transportation of
clients under the condition that each branch has a given number of clients.
Such a problem of best location policy should be realized in such a way as
to minimize the total cost involved by the allocation of clients to the whole
set Y1 = {y1,...,yse1} of facilities with the prescribed positive masses

q1; - - -, qs+1 such that Z}]j g; = 1.

In Section 2, we show how this conditional location-allocation problem
can be modeled as a variation of the standard Monge-Kantorovich mass trans-
ference problem. We introduce empirical versions of the resulting theoretical
optimal location based on the sample {Xj, ..., X,,}. Here the optimal loca-
tion of the new facility is obtained conditionally to the existing ones. When
all the facilities positions are unknown, this probabilistic formulation can be
found in McAsey and Mou (1998) where the authors show in Theorem 2 the
existence of an optimal support for v. However, in their procedure the source
measure /. is assumed to be known, which is not the case in our approach.

In Section 3, we establish the consistency of the constructed estimators
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under quite general conditions. To our knowledge, the consistency of empi-
rical optimal locations derived from a Monge-Kantorovich formulation has
never been studied. Only the convergence of the total transportation cost
has been analyzed in several contexts (see e.g. Villani 2003, Rachev and
Riischendorf 1998, Bouchitté, Jimenez and Rajesh 2002). We also extend
our approach to the more general setting of finding the optimal locations of
k > 1 new facilities relative to the locations of existing ones. In Section 4, we
present a heuristic algorithm to solve the empirical location-allocation pro-
blem and we illustrate our procedure through a simulation study to confront
theoretical results with empirical behavior. The proofs are reported in the
appendix.

3.2 Optimal policy specification

In this section, we deal with the simple case of finding the optimal location
ys+1 of a new facility (kK = 1) given the locations of existing facilities and
clients. Assuming that y;,; has been found, the problem of optimal alloca-
tion of the clients to the fixed set Y, of facilities can be modeled by the
standard Monge-Kantorovich mass transference problem. Let d,; be the point
mass concentrated at y; for j = 1,...,J+1. Then the source measure p and
the target measure v(y 1) = Zjill qj0,, describe respectively the mass dis-
tribution of the population of clients and that of the set Y ; of facilities,
with equal total weight given by 1. The initial distribution of mass p is to be
transported from the population of clients to the set Y;,; so that the result
is the final distribution of mass v(y,41). An allocation policy is specified by
the choice of a joint distribution @ in the class P**®s+1) of all laws on U x U
with marginals p and v(y;.1). If ¢(x,y) is a given continuous non-negative
function on U x U, interpreted as the cost of transferring the mass from x to
y, then the minimal total cost of the allocation of the population of clients
to the set Y, of facilities is given by the minimum

Ay v(yss)) = inf / e Qs dy), (3.1)

eru,u(yJH)

which exists under general conditions on p and ¢ (see e.g. Rachev 1985,
Gangbo and McCann 1996). Therefore, the desired optimal conditional loca-
tion y5,, of the new facility can be chosen such that the functional (3.1) is
minimal among all possible points y;,1 in U , i.e.,

Y71 = argmin Ac(p, v(ys41))- (3.2)
ys+1€U
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The existence of (3.2) could be derived under fairly general conditions on p
and ¢ by adapting for example Theorem 2 of McAsey and Mou (1998) to our
conditional setup.

The statistical problem is now to estimate the theoretical optimal location
Y51 from the sample of random locations of clients X;,..., X,. A natural
estimator is given by replacing the unknown source distribution of mass u in
(3.2) with the empirical measure p, = (1/n) > | 0x,, that is

g:;+1 = argmin AC(ﬁLna V(yJ—f—l))' (3-3)
ys+1€U
Replacing p with p, in A.(u,v(ys41)) yields the discrete version of the
Monge-Kantorovich problem (see e.g. Rachev and Riischendorf 1998 ; Cuesta-
Albertos et al. 1996, and the references therein). We will not explicit here
the technical conditions which ensure the existence of the estimate (3.3). In
what follows, we assume that both values (3.2) and (3.3) exist.

3.3 Consistency

We first prove that the estimator g7, is strongly consistent under the stan-
dard condition in M-estimation that 7, should be a well-separated point
of minimum of the map : y;41 — A.(i, v(ys41)), that is

inf{Ac(pt, v(ys41)) + Yo €U, d(ygs1, Y1) >t > Ac(p, v(y741))  (3.4)

for every ¢ > 0. We also need the cost function ¢ to be in the class of
functions :

c(+,-) = d(-,-)? such that p > 0 and / c(x,a)dp(x) < oo for any point a € U.
U
(3.5)

THEOREM 3.1. Let the conditions (3.4) and (3.5) hold. Then for any se-
quence of estimators 5., satisfying (3.3), we have
d(G7115Y711) =% 0 as n — 0.

Condition (3.5) is only needed to guaranty the uniform almost sure conver-
gence of A.(pn, v(+)) to A.(p, v(+)). Theorem 3.1 can then be extended to any
class of cost functions ¢(-, -) for which this uniform convergence holds.

We also obtain the weak consistency for estimators ¢7,, that nearly mi-
nimize A, (p,, v(+)), i.e.,

Ap(pin, ¥(G511)) < inf Ay (pin; v(y41)) + 0p(1) (3.6)

yj+1€U

with A, (-, ) = [A.(+, -)]™L1/P) being the Wasserstein distance.
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THEOREM 3.2. Under the conditions of Theorem 3.1, we have d(§5, 1, Y741) i
0 as n — oo, for any sequence of estimators §5,, satisfying (3.6).

A general problem can be stated as follows. Given J existing facilities with
deterministic locations ¥y, ...,y in U, a population of clients drawn from a
probability measure p € P(U), prescribed positive masses ¢, ..., qs1x with
¢1+ -+ qyr = 1, find locations yy.1,...,ysek € U of £ > 1 new facilities
such that the minimal total cost of allocation of the population of clients to
the set of J + k facilities {y1, ...,y 1k}, given by

Adp v rsssee o syri)] = inf / o(x,)Q(dr, dy),
vr+k) Juxu

QEPM»V(ZJJ+1 »»»»»

is minimal among all locations 11, ..., Yy, in U, where v(yji1, ..., yjx) =
Zj;k q;0y, is the target measure and Prvsti-yrik) is the class of all pro-
bability measures on U x U with marginals p and v(ysy1,...,%s4%). The
resulting theoretical optimal locations

(y;Jrl’ T y:;Jrk) - argmin AC[M? V(yJJrla s 7yJ+k)]7
(Yg41se-Yg+k)EUE

can be estimated from a random sample of locations of n clients { X7, ..., X,,}
drawn from the unknown source measure p, by

Grsrs- -0 05) = argmin Acfun, (Y41, - Yak)]-
(yJ+17"'7yJ+k)eUk

Then the consistency of each estimate y7j,, with £ =1,...,k, can be easily
derived by modifying the condition (3.4) and adapting the proofs of Theorems
3.1-3.2. Indeed, if (3.5) holds with

inf{Ac[:ua V(yJJrla cee 7yJ+k)] S Yg+1s - YT+k € U7 d(yJJr@? y}-‘,—é) > 6}
> Aclp, VY54, - y5s)]  for every e >0,

then it is easy to see that d(§%_ ., vy7,,) — 0. Likewise d(4%. 4, v5.,) 50
when (954, ..,95,,) nearly minimizes A, (p,, v(+)), i.e.,

Ap[ﬂna’/(g;-f—lv””g;—i—k)] < inf kAp[Nna’/(yJ—i—lv”wa-i-k)] +op(1).

Ya415YI4+8)EU

3.4 A numerical illustration

Our simulation experiments illustrate how the convergence results work out
in practice.
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3.4.1 Optimization procedure

The determination of the optimal location (3.2) cannot be separated from
the determination of an optimal allocation (3.1). Our optimization method
is based on an assignment algorithm introduced by Jonker and Volgenant
(1987) named LAPJV, that we have implemented in the R software. This
augmenting path algorithm has a good and stable average performance from
the point of view of computational time as it is shown in the state of the art of
algorithms for assignment problems by Dell’Amico and Toth (2000). In order
to use it, we transform our semi-assignment problem into an assignment pro-
blem by “duplicating” the columns of the initial cost matrix of size n x (J+1)
into a matrix of size n X n, taking into account the capacity constraints. This
transformation induces an important computational time in the resolution
step. Many possibilities exist to reduce this computational time by using the
semiLAPJV algorithm or a version for sparse matrix named semiLAPMod
(Volgenant 1996), which are specifically built for semi-assignment problems,
and by making the implementation in the C++ language.

Our 2-step procedure to compute ¢, , : In the first step, we introduce
a regular grid whose nodes represent a set of feasible locations for the new
facility. For each considered node, we search the optimal allocation with the
LAPJV algorithm and compute the resulting optimal total cost. At this step,
the best location for the new facility, among the evaluated nodes, corresponds
to the position associated with the minimal total cost. The accuracy of the
optimal location at this stage depends on the size of the grid but we do
not know whether this dependence is linear, exponential... As often, the user
have to make a compromise between the accuracy of the solution and the
computational time. The second step is optional because it depends on the
considered cost function. Since we know the clients allocated to the new
facility, we can compute for certain cost functions an optimal location for
the new facility. For example, in the case of a cost function derived from
the Euclidean distance, the optimal location corresponds to the centroid of
the locations of clients which are allocated to it. But in the case of a cost
function derived from the ¢; distance, the optimal location of the new facility,
when we know the clients allocated to it, is the solution to the Fermat-Weber
problem which is not easy to approximate by algorithms.

3.4.2 Simulated samples

Our toy example derives from a set of optimal configurations of 2 to 11 cen-
ters of production, in a unit square domain in R?, with uniformly distributed
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consumers, introduced in Bolton & Morgan (2002). In their paper, the aim is
to locate simultaneously several facilities. Our framework is different in the
sense that we want to locate a new facility conditionally to the existing ones.

We consider in Figure 3.1 (Left) the configuration with 4 centers with
the location y%., = (0.75,0.75) being the one to be estimated. Here, the
fixed J = 3 existing facilities are represented by the triangles and the known
theoretical location of the new facility is given by the green circle. We choose
the cost function c(+, ) := d(, -)?, with d being the Euclidean distance, and we
use equal capacity constraints (0.25,0.25,0.25,0.25). For a simulated sample
of small size, n = 40 clients, the obtained empirical optimal location 7, is
displayed in Figure 3.2 (blue circle). Here we use the same color to indicate
the clients allocated to each facility. Figure 3.1 (Right) shows the value of
the objective function at each node when it is chosen as the location of the
new facility.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

FIGURE 3.1 — Left — existing facilities (triangles) and theoretical new one
(green circle), with Voronoi tessellation, under a uniform distribution of
clients. Right — values of the optimal total cost with the new facility lo-
cated at a node of a regular grid of points (20 x 20).

In Table 3.1, we compute the sample mean and standard deviation of the
distance between the estimated optimal locations and the theoretical one,
with different values of n = 40, 100, 200, for 100 iterations of each configura-
tion. As expected, the empirical optimal location of the new facility is all the
more closer to the true theoretical optimal location as the number of clients
increases.

Figure 3.3 represents the contour lines of the density estimates of the
optimal location, with different numbers of clients in the upper-right square
of the initial domain. It is difficult in this particular case to judge whether
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FIGURE 3.2 — Estimated optimal location (blue circle) and its corresponding
allocations (blue data points) with 40 i.i.d. simulated clients.

‘ n ‘ 40 clients ‘ 100 clients ‘ 200 clients ‘
| mean | 0.018 | 0.004 | 0.002 |
| std | 0051 | 0.004 | 0.002 |

TABLE 3.1 — Accuracy of the empirical optimal location evaluated with 100
simulations, with different numbers of clients, represented by the sample
mean and standard deviation.
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the asymptotic law of the empirical optimal location is normal. It would be
then interesting to investigate the precise asymptotic distribution of 77,,.
Another important topic of interest for future research is the study of the
case where the random locations of clients Xy,..., X,, are not identically
distributed. The range of applications in this case is wider.

FIGURE 3.3 — Contour lines of the estimated densities of the optimal location
for the configurations corresponding respectively to n = 40, 100, 200 clients
considered in the square (0.5,1) x (0.5, 1).

3.5 Appendix : Proofs.

Proof of Theorem 3.1 Let A,(Q1, Q2) = infoepere: [, d(@,y)PQ(dx, dy)]”
with p’ = min(1, 1/p). Then we have

Yoo = argmin Ay(n, v(ysi1))  and g, = avgmin Ay (i, v(ys11)).
ys+1€U ysj+1€U
Moreover A,(-,-) is a metric on the space P,(U) of probability measures
on U with finite moment of order p according to Villani (2003, Theorem
7.3, p.207). Since p,u, € P,(U) and v(ysi1) € Po(U) for all y;q € U,

we obtain sup,, ey [ Ap (1, v(Yr41)) = Ap(pns v(Yr41))] < Ap(pn, ) by the
triangle inequality. On the other hand, by the generalized Glivenko-Cantelli-

Varadarajan Theorem (see Rachev 1991, Corollary 11.1.2, p.215), we have
Ap(pins 1) = [Ac(pn, )P =0 as n — oo,
Whence

sup | Ay (110 (y541)) = A, V(Y1) == 0 as m—oo. (A1)
Yj+1€
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It follows that

W = Ap(pin, vy 1)) — Ap(p, vlyh]) =0 as n— oo. (A.2)

From now on let g%, (n) :== g5, in (3-.3). Since Ay (fin, V(751 (n)]) < Ap(pin, V[Y541]))
by definition (3.3) of g%, (n), we obtain A, (n, v[751(n)]) < Ap(, v[yhq])+
W,,. Whence

0 < Ay, V[5741()]) = Ap(p, V[Y5141)
< Ap(p v[g700()]) = Ap(pin, v[5741 (0)]) + W
< sup A (p v (Y1) = Ap(pns V(ys42)) | + W

ys+1€U

It follows from (A.1) and (A.2) that A,(u, v[5,1(n)]) — Ap(p, v[yi,]) == 0
as n — 00, which is equivalent to say that

Tim Pl A, (1, v[g70(m)]) = Ap(p vlysa)l <, Vm =] =1 (A3)
for each n > 0 (see, e.g., Serfling 1980, p. 6, for this equivalent condition of
the almost sure convergence). Now in order to prove d(§5,(n),y5,,) — 0
as n — 00, it suffices to show

lim Pld(§},,(m), y5,,) < =, ¥ > n] = 1, (A4)

n—oo

for each £ > 0. Let € > 0. By (3.4) there exists 7 > 0 such that

inf{A, (1, v (Y1) + Yr1 €U, d(Yrs1,¥i41) > et — Ap(p, v(y)14)) >(X )
)

Then, for each m > 1, the event {d(95,,(m),y5,,) > €} implies
{ A (V[ (m)]) > Ap(p, vybiq)) —I— n}. This is equivalent to say that
[y 713502 (m)]) — Ay /g5 )] < 1} i contained in the event
{d(951(m),y5,,) < € for all m > 1. Therefore, for all n (large enough),
the event {|A,(u, v[y f}+1( m)]) — A, (1, v[y5,4])] < n, Ym > n} is contained
in {d(g5,,(m),y5,1) < e, Vm > n}. Thus (A.4) follows immediately from

(A3). O

Proof of Theorem 3.2 Since A, (tn, v[97,1]) < Ap(pin, v[y744]) + op(1) by
definition (3.6) of g%, we have A,(u,, v[75,4]) < A ( vlysal) + Wa +
op(1). Whence

0 < A,(u, V[@jh-l]) — Ay (1, V[y§+1])
< sup [ Ap(p, v(yse1)) — Ap(ttn, V(Y1) + W + 0op(1).

ys+1€U
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Then A, (11, V[5751]) — Ap(t, v[y5,1]) —— 0 by (A.1) and (A.2). Tt follows
from (A.5) that

Tim Pld(§7.1,y741) > €] < Tim P[LA, (, v[5714]) = Ap(ps v [y > 1] = 0

for every £ > 0, which ends the proof. [



CHAPITRE 3. CONSISTANCE DE POSITIONS EMPIRIQUES
88 CONDITIONNELLES




Chapitre 4

Estimation de positions optimales
avec contraintes

Sommaire
4.1 Imntroduction . ... ............ ..., 91
4.2 Mainresult . . ... ... ... 000000 94
4.3 Appendix : Lemmas and proof. . .. ... ... .. 95

Abstract : The search of the optimal localization of a new facility often
depends on the existing ones and an optimal allocation map of clients to
them. We consider this location-allocation problem when characteristics of
the population of clients are available. The criterion function to minimize is
then the combination of a transportation cost and an equilibrium measure
of workloads between the facilities, and it is natural to try to incorporate
this information into the estimation procedure. We provide quite general
and natural sufficient conditions for the strong consistency of nonparametric
estimators of this class of optimal locations where the criterion function to
minimize is unsmooth and depends on an infinite dimensional parameter.
We investigate in this paper the setting where the pairs of clients and their
workload marks are supposed independent and identically distributed.

Key words : Location-allocation, Strong consistency, Vapnik-Cervonenkis
classes.

4.1 Introduction

The search of the optimal localization of a new facility often depends on the
existing ones and an optimal allocation map of clients to them. The optimal

89
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location represents the parameter to estimate whereas the allocation map of
clients to facilities is a tool parameter in our setup. The optimal location of
the source facility can be written as the argument-minimum of a criterion
function based on an econometric model with an unknown distribution of
positions and characteristics of clients. However, because the theoretical op-
timization problem is intractable or difficult to evaluate, we search optimal
location estimators which are solutions of empirical optimization problems.

We can distinguish between two somewhat related estimation procedures
to our approach : M- and Z-estimation. In M-estimation problems, the solu-
tion parameter is the argument-minimum (or argument-maximum) of a crite-
ron function, whereas in Z-estimation, the solution parameter is the unique
solution where the criterion function is null. A particular case of M- and
Z-estimation closely related to our approach is the Generalized Method of
Moments (GGM), a popular method in econometrics. In GGM the crite-
rion functions have the form of a theoretical moment and a sample moment,
whereas the objective function in our formulation is expressed as the opti-
mum over a functional space of a function of moments. The existing theories
allow either for unsmooth criterion functions of finite dimensional parame-
ters (e.g., Pakes and Pollard 1989) or smooth objective functions of both
finite and infinite dimensional parameters (e.g., Bickel, Klaassen, Ritov and
Wellner 1993) or unsmooth criterion functions with simultaneously finite and
infinite dimensional parameters (e.g., Chen, Linton and Van Keilegom 2003).
To our knowledge, there exists no M-estimation formulation where the ob-
jective function of a finite parameter is written as an infinimum function
taken over a functional space. We explore this estimation problem through
the case study presented in Bonneu and Thomas-Agnan (2008) and follow
very closely their notations.

We consider the location-allocation problem which consists in locating a
new fire station, conditionally to the existing ones, by minimizing the total
access time of firemen emergencies, and reaching a relative equilibrium of
firemen workload. The originality in Bonneu and Thomas-Agnan (2008) is
to take into account the random nature of the characteristics through the
modeling of a spatial point process and to solve a family of optimization
problems for several simulated observations from the fitted model. Despite
an elegant statistical formulation of their location-allocation problem is avai-
lable, no attention however was devoted to theoretical bases. In this paper,
we investigate the asymptotic properties of this new statistical technique in
order to establish the integrity of the optimal location estimators, in the
sense that when a large sample is available the method should not be grossly



4.1. INTRODUCTION 91

inefficient.

Let n be the total number of emergencies, { X1, ..., X,,} be their locations
in a bounded subset! Q C R? endowed by a metric d, and {Wy,..., W,}
be their associated workload marks. Suppose the locations yq,...,y; of J
existing fire stations and their number of firemen 21, ..., z; are available. We
denote by y;41 and z;,; the unknown location of the new fire station and
its fixed number of firemen. The optimal location of the new fire station is
linked to an optimal allocation of emergencies to fire stations. Consequently,
the search of a location minimizing the cost function is done over a set A of
measurable allocations a from €2 to the set of fire stations’ indexes {1,..., J+
1}. The theoretical optimal location can be expressed as

N ..
yJ+1 = argmln lnf M(yj+17 OZ),
yJ+1€Q aEA

and its empirical counterpart as

Uj+1,n = argmin in£ M (Y1, @), (A.1)

Yj+1€Q &

where M (y41, o) = E(|| X —ya(x) 12)+A®(a) and M, (y 41, ) = % S X—
Ya(xo |2 + AP, (), with

J+1

E(hj,a(X’ W)) E(hj,oc(Xa W))

o) = 2 TRy % LEgn)
J+1 n n . . .
Ba(a) = ZZZ OO T o it ST,

and hj,(z,w) = wil,-1;)(x). The objective function balances a transporta-
tion cost and an equilibrium measure of workloads to find an optimal loca-
tion of the new fire station. The regularization parameter A is used to give
more or less importance at each term of the objective function and is fixed
in advance. See Bonneu and Thomas-Agnan (2008) for a discussion on the
choice of this regularization parameter. The equilibrium criteria @, (a) and
®(a), based on the entropy function, are minima when all fire stations have
identical workloads. In this difficult context, we focus in Section 4.2 on the
particular setting where the positions and marks are independent and iden-
ticaly distributed, showing that the built estimator g, converges to the
optimal location y%, , with probability one.

LOur convergence results are also valid if we consider a bounded subset Q in any
complete separable metric space (X, d).
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4.2 Main result

We suppose here that the pairs of locations and workload marks (X, Wy), .. .,
(X,, W,) are independent copies sampled from (X, W) with positive distri-
bution measure 7 on X ¥, where ¥ is a bounded subset of (0, 00). We denote
by p the marginal distribution of X and by v the marginal distribution of
W. We use the notations pu, and v, respectively for the empirical measures
of (Xi,...,X,) and (Wy,...,W,). The following conditions will be needed
to prove the almost sure convergence of 7,1, to yj, ;.

(H1)  inf  inf E[W Z, 1 (X)] > 0.

ke{l,...,J+1} €l

(H2) inf  inf M(y,«a) > in/f\ M(y35,4, o), for all € > 0.
ae

y:d(y,y5 ) >e a€A

(H3) {a'(j);a € A} is a Vapnik-Chervonenkis class of sets, for each j =
1., J+1.

Assumption (H1) is quite natural since it supposes that in expectancy the
minimum workload fire station is positive. (H2) is a standard condition in
M-estimation which assumes that 7, is a well-separated point of minimum
of the functional Olérelg M(-, ). Assumption (H3) gives a quite natural and ge-

neral condition to prove the almost sure convergence infaep M, (ys11, o) =2
infoen M(ys11, @), uniformly in y;; € Q. In Appendix we assume that the
reader is familiar with the theory of empirical processes in M-estimation in-
volving VC classes (see, e.g., van der Vaart (1998, Section 19) or van de Geer
(2000, Section 3)). The following examples present two well-known methods
in location-allocation literature which satisfy (H3), but there exist many
other examples.

Ezample 1. The set A of allocations a such that {a~!(1),...,a " (J + 1)}
forms a Voronoi partition satisfies the condition (H3).

Ezample 2. Let {Aq,..., Ay} be a partition of the population of clients €2,
where the number £ of allocation zones is at least equal to the number J + 1
of facilities. Consider the mode of allocation for which each zone A; in
should be allocated to a unique facility y;, and each facility should have at
least one allocation, that is the set of allocation maps o € A such that

Vi=1,.. .k =1, J+1 st A Ca'(j)

with a }(j) #0Vj=1,...,J+ 1.
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This zoning system which allows to view the location-allocaton problem
as a matter of allocating building blocks, satisfies Assumption (H3). This
method is well-known in location theory where the blocks are often delimited
by a grid with a finite number of nodes. However, every kind of partition of
the domain can be considered and the number of blocks can be as large as
desired.

THEOREM 4.1. For any sequence of estimators 4,41, satisfying (A.1), we
have

a.s.

A *
Yi+in — Yjp1 G5 T — 00

provided the conditions (H1)-(H3) hold.

4.3 Appendix : Lemmas and proof.

We need the following lemma which extends the weak consistency of M-
estimators (see e.g. van der Vaart 1998, Theorem 5.7) to the almost sure
sense.

LEMMA 4.1. Let © be a metric space and §* = argming g M (), where M is
a nonrandom real-valued function defined on ©. Let 6,, = argming g M, (),
where M, is a real-valued function depending on a random sample of size n.

1f,

sup |[M,(0) — M(0)| =0 as n — oo, (A1)
0cO
ezd((lagg)zs M(0) > M(67), for all € > 0. (A.2)

then 6, converges almost surely to 60* as n — oo.
Proof: By Condition (A.1), we have
Zp = M, (0") — M(0*) =50 as n — oo. (A.3)

Since M, (0,) < M,(6*) by definition of 0,,, we obtain M, (6,) < M(0*)+ Z,.
Whence

0 < M(0,) = M(07) < M(6y) = My(0,) + Zo < sup [ My (8) — M(6)] + Z,.
00
It follows from (A.1) and (A.3) that M (6,)—M(6*) == 0, which is equivalent
to say that

lim P[|M () — M(0%)| < n,Vk >n] =1 (A.4)

n—oo
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for any n > 0 (see, e.g., Serfling 1980, p.6, for this equivalent condition on the
almost sure convergence). In order to prove that d(6,,0*) == 0 as n — oo,
it suffices to show

lim Pld(0y,0") <e,Vk>n]=1 (A.5)

n—oo

for any € > 0. Let ¢ > 0. By Condition (A.2) there exists 7 > 0 such that

ezd((lagg)zs M(O) — M) >

Then, for each k > 1, the event {d(6y,0%) > ¢} implies {M(0;,) > M(0*)+n}.
This is equivalent to say that {|M(6),)— M (6*)| < n} is contained in the event
{d(0;,0%) < e}, for all k > 1. Therefore, for all n (large enough), the event
{|M(0),) — M(0%)] < n,Vk > n} is contained in {d(6;,0*) < ¢,Vk > n}. Thus
(A.5) follows immediately from (A.4). O

We also need to prove the almost sure convergence to zero of the following
quantities :

A, = sup

Z 1X; — g2 Ee / = 12 Lo ) (2)dpa()|

avec 1§3§J—|—1,

B, = sup Ajiin
Yj+1€0Q
Ck,n = sup | — Z hka Xza Wz) E[hk,a(Xa W)] ) k= 17 te J + 1.
a€A
LEMMA 4.2. If (H3) holds, then
(i) Aj,, =50 asn — oo, for each j=1,...,J.
(ii) B, =250 as n — oo.
(iii) Cyn —> 0 as n — oo, for each k =1,...,J + 1.
Proof: (i) For each j = 1,...,J, we denote F; := {f;o : @ € A} the set

of functions f;, : v € Q — ||x — ;P Loy (= ) S1nce a collection of sets
is a VO class of sets if and only if the collection of corresponding indicator
functions is a VC class of functions (see e.g. van der Vaart 1998, p.275), we
obtain by Assumption (H3) that F := {f, : a € A}, the set of functions
fa i@ € Qi I1()(x), is a VC class of functions with envelope 1 (an enve-
lope for a class of functions F is any function F' € L'(u) such that |f| < F
for all f € F). On the other hand, it is obvious that {f : z € Q — ||z —y;|*}
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is a VC class of functions because it is a set of a single function. Then, by
Lemma 2.14 in Pakes and Pollard (1989), F; is also a VC class of func-
tions with envelope given by the function f which belongs to L'(u) in view
of the boundedness of 2. Therefore, it follows from Corollary 3.12 in van de
Geer (2000) that sup ez, | [ fdpn— [ fdpl 2%, 0, which completes the proof.

(ii) Here also, it suffices to show that F1 == {fy,, 1.0 1 Y41 € Q, a0 € A},
the set of functions fy, o : @ € Q— ||z =y 41|* Lo—1(s41)(2), is a VC class of
functions with an envelope in L (11). To do this, we first need to prove that the
set Grp1 = {gy,.1 : Yo € Q} of functions g, , 12 € Q — |z —ys4a]* is a
VC class of functions. Following van der Vaart (1998, p.275), for the collection
Gsi1 to be a VC class of functions, it suffices to show that the collection of
all subgraphs {(z,t) € Q xR : g, ., (x) <t} =: subgraph(g,,,,) forms a VC
class of sets in £ x R. By definition, to show that D := {subgraph(g,,,,) :
ys+1 € 2} is a VC class of sets it suffices to prove that its corresponding VC
index denoted by V(D) is finite (for the description of this index, see e.g. van
de Geer 2000, Definition 3.3, p.40). Let G on © x R be the 5-dimensional
vector space spanned by the following basis functions linearly independent
to each other

(I)l(xat> = H.%'HQ, (I)Q(l',t) = Z(1); (I)g(l',t) = Z(2); @4($,t) =1 (I)5(x7t> =1,
where x = (x(1), 2(2)), and let pos(G) be the collection of sets
pos(g) := {(z,t) € A xR : g(z,t) >0}, ¢ge€G.

According to Dudley (1978, Theorem 7.2, p.920), we have V(pos(G)) = 6. It
is easy to see that, for any y;11 € €, we have subgraph(g,,,,) = {(z,t) €
QxR :t—gy, (r) >0} = pos(g), where g(x,t) :=t — g,,,,(x) belongs
to the vector space G. Hence, D is contained in pos(G). It follows that
V(D) < V(pos(G)) = 6 and thus D is a VC class of sets. Therefore, G;,1 is a
VC class of funcions with envelope given by the constant diam(Q)% € L' ().
Finally, since F = {1,y : « € A} is a VC class of functions with envelope
1, we conclude by Lemma 2.14 in Pakes and Pollard (1989) that F;,; is a
VC class of functions with envelope given by the constant diam(Q)?.

(iii) Following the same lines of the proof of (i), for each j =1,..., J+1,
it is not hard to verify that the set H; = {h;, : o € A} of functions
hjo : (z,w) € @ X ¥ = wil,-14;(x) is a VO class of functions with an
envelope in L!(7), given by the function (z,w) € Q x ¥ +— w. The desired
conclusion follows immediately from Corollary 3.12 in van de Geer (2000).
U
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Finally, we need to show the following result.

LEMMA 4.3. Under Conditions (H1) and (H3), sup |®,(a) — ®(a)] == 0
as n — oo. et

Proof: Putting 7, () : %w, ri(a) = %"W for each j =

1,...,J+1,and W, := (1/n) Y7, W;, we have
> ic1 Pia(Xi, Wi)) — E(hja(X, W))

sup |rjp\) — 1ilQ)| = Su ) —
s I ) = ()] = sup | = s
1 -
< Elh; (X, W)]||W,, — E[W]| + E[W]C, ).
< ET (SR Bl (X, W)W, — EIW]) + EIVIC,)

Since, sup E[h; (X, W)] < E[W] < oo, |W,, — E[W]| == 0 by the strong law

aeA

of large numbers and C;,, == 0 by Lemma 4.2 (iii), we have sup |rj,(a) —
a€cl

ri(a)| == 0 for each j. Now, putting v(z) = xlog(z) for x > 0, we get

J+1
rin(c ri(a
sup | P, () — ®(a)| = sup Z rin(a)log rinl@) r;(a)log rila)
acl a€A =1 Zj Zj
J+1
< 3 (18() + 00 sarsale) + (1= Dy (@)1 ) suplrsafe) = 1)
j=1 ac ac

where \;,(a) €]0,1]. To end the proof it is enough to show that
sup [V'(Ajarjn(a) + (1 — Ajo)rj(@))| is bounded, for all n sufficiently large,
a€cl

with probability 1. Since inf,ey 7j(a)) > 0 by (H1) and

| f [Ajarsn(@) + (1 = Aja)ri(@)] — inf 7j(a)] < sup |rjn(e) —rj(a)] 220,

acl
we have for all n large enough
inf [Ajarjn(@) + (1= Aja)rj(a)] > nfr;(a)/2 (A.6)

with probability 1. On the other hand, we have
Sup [V (Njarjn(a) + (1= Aja)ri(a))]
< 1—log{ mf [Ajarjn(@) + (1 = Ajarj (@)}

<1-— inf
< 1~ log{inf r;(a)/2}.
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The last inequality follows from (A.6) and holds for all n large enough with
probability 1. The upper bound is finite and strictly larger than 1 since
0 < inf,ep 7j(e) < 1. This completes the proof. [

Proof of Theorem 4.1 According to Lemma 4.1, it suffices to show that

sup | inf M, (ysi1, @) —inf M(y .1, a)] == 0as n — oo. This is immediate
Y141€Q aEA aEA
by applying the fact that

J
sup | inf M, (yss1,0)—inf M(ysi1,0)| < Y Ajut Bt Asup | @,(a)—(a)]

yi1€Q Q€ = €A

in conjunction with Lemmas 4.2-4.3. [
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Dans ce chapitre, nous présentons de facon non exhaustive une revue
bibliographiques des indices de concentration introduits en économétrie. Du-
ranton et Overman (2005) définissent les propriétés fondamentales requises
pour étre un “bon” indice de concentration. Pour s’affranchir d’un décou-
page du domaine d’observation en zones, de nouveaux indices basés sur les
distances ont été introduits. Ensuite, nous rappelons quelques caractéris-
tiques du second ordre d’un processus ponctuel spatial marqué et définissons
de nouvelles caractéristiques lorsque le processus ponctuel des positions est
stationnaire du second ordre avec pondération par l'intensité \. Puis, nous
présentons les indices basés sur les distances introduits par Duranton et Over-
man (2005) puis Marcon et Puech (2007), et les écrivons en fonction d’estima-
teurs de caractéristiques théoriques de processus ponctuels spatiaux marqués.
Nous obtenons ainsi clairement quelle quantité théorique est estimée par ces
indices. Enfin, nous présentons un nouvel indice de concentration issu de
I’estimation d’une caractéristique du second ordre d’un processus ponctuel
marqué.

5.1 Indices de concentration

Pendant des années, I’é¢tude de la concentration géographique s’est limitée a
considérer des mesures d’inégalités de données agrégées dans des zones dé-
terminées (départements, cantons, IRIS, ...). Le lecteur pourra se reporter a
Curry et George (1983) pour une présentation détaillée des indices de concen-
tration suivant : concentration ratio, Rosenbluth index (1961), Comprehen-
sive concentration index (1970), Pareto slope (1971), Linda index (1976),
Hannak-Kay index (1977), U index (1980) et les mesures basées sur I'en-
tropie. Beaucoup d’autres indices ont été définis plus récemment mais en
I’absence d’un article de référence établissant un état de l'art il est diffi-
cile d’établir une liste exhaustive. Nous rajouterons malgré tout a la liste
d’indices précédents l'indice de Theil (1967), l'indice d’Atkinson (1996) et
'indice de Krugman (1991). D’autres références présentent une introduction
aux questions de la mesure de la concentration géographique comme les ar-
ticles de Valeyre (1993) et Houdebine (1999). Les indices d’Herfindahl (1950),
de Gini (1991) et d’Ellison-Glaeser (1997) sont d’ailleurs présentés dans Hou-
debine (1999) comme les plus utilisés en pratique. L’indice d’Ellison-Glaeser
est fondé sur une description probabiliste du comportement des entreprises.
Cet indice présente 'avantage d’améliorer les indices de Herfindahl et de Gini
du point de vue des propriétés fondamentales requises pour étre un “bon” in-
dice de concentration. Ces propriétés fondamentales énoncés par Duranton et
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Overman (2005) sont présentés par la suite. Pour des unités géographiques,

notées Ry, .-, Ry et des industries positionnées en xzq,--- ,xxn avec des ef-
fectifs respectifs mq,-- -, my, 'indice d’Ellison-Glaeser s’écrit
M 2
;oo Gee—H o 2w =)
EG — 1-H EG — 1—ZM 02 )
i=1Y

ol uj := le\il m; I(z; € R;)/ Zf;l mi; vy = Zf;l m;/N et

H = Zj\il mjz/(Z:]]\i1 m;)? est 'indice d’Herfindahl. Maurel et Sédillot (1999)
proposent un indice de concentration construit dans les mémes lignes que ce-
lui d’Ellison-Glaeser mais avec des estimateurs quelque peu différents. L’in-
dice de Maurel et Sédillot (1999) présenté comme plus naturel dans sa construc-
tion que celui d’Ellison-Glaeser s’écrit

M M

Iys = Gaz avec G4 = L~ 2

MS = A= :
1-H 1=355

Cependant, ’agrégation de données relatives a des établissements au ni-
veau de zones spatiales fixées introduit de fausses corrélations entre les va-
riables agrégées. Ce probléme est connu sous le nom MAUP (“Modifiable
Areal Unit Problem”). De plus, ce découpage souvent arbitraire peut scinder
un regroupement, d’établissements d’un secteur d’activité dans deux zones
géographiques et ainsi perdre la structure réelle de la répartition. Ceci est
d’autant plus préjudiciable que la majorité des indices de concentration
traitent des unités spatiales proches de la méme facon que si elles étaient
d’un bout a l'autre du territoire considéré. Pour corriger ce dernier désan-
vantage, Dawkins (2004) a introduit un indice de Gini spatial pour tenir
compte de la notion de régions voisines. Il est a noter que des indices d’au-
torrélation spatiale comme l'indice de Moran ou de Geary (voir par exemple,
Cliff et Ord, 1981) ne sont pas convenables pour mesurer de la concentration
spatiale. C’est pour cette raison qu’Arbia et Piras (2009) définissent un test
statistique dérivé de ces indices pour mesurer la concentration spatiale.

Ainsi, depuis les années 70, les économistes ont amélioré la mesure des
indices de concentration géographique pour évaluer plus précisément 1’ag-
glomération de secteurs d’activités, et permettre de répondre aux questions
d’aménagement économique du territoire. Cette amélioration s’est faite grace
a la détermination de propriétés fondamentales demandées pour un “bon” in-
dice de concentration. Duranton et Overman (2005) suggérent qu’un “bon”
indice de concentration doit :

(i) étre comparable entre les différents secteurs d’activiteé,
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(ii) controler la tendance globale d’agrégation,

(iii) controler la concentration productive de chaque secteur d’activité au
travers de leur taille,

(iv) étre non biaisé par rapport au choix de 1’échelle géographique,
(v) permettre de tester la significativité des résultats.

La propriété (ii) consiste a prendre en compte les facteurs entrainant né-
cessairement une agrégation des secteurs d’activité. Par exemple, on peut
logiquement s’attendre a ce qu'un secteur d’activité ait un taux d’emploi
important dans des zones ou la densité de population est forte. Cette pro-
priété naturelle est a distinguer de la propriété (iii) qui consiste a prendre
en compte la structure productive de chacun des secteurs d’activité consi-
dérés. En effet, des secteurs avec peu d’établissements auront une structure
de production concentrée les empéchant de se répartir de facon homogeéne
sur le territoire. Ainsi, la concentration géographique des secteurs dont 1’ac-
tivité est, par nature, trés dispersée (par exemple les services de proximité)
ne peut pas étre directement comparée a celle de secteurs ot la concentration
productive est plus importante (par exemple I'industrie automobile). Il est
ainsi nécessaire d’utiliser la connaissance de la taille des établissements, par
exemple en nombre d’employés, pour corriger cette concentration inhérente a
chaque secteur. Ces propriétés, classées dans ’ordre chronologique d’appari-
tion, ont permis d’affiner la détermination de “bons” indices de concentration.

Grace aux moyens actuels, il est de plus en plus fréquent de bénéficier
des informations sur le positionnement exact des établissements. Ainsi, il
est dommageable de perdre de I'information en agrégeant les données sur
les établissements dans des zones administratives souvent économiquement
arbitraires. Les développements concernant la mesure d’indices de concen-
tration a partir de données ponctuelles dans un espace continu sont relati-
vement récents en économie. Les articles de Duranton et Overman (2005),
puis Marcon et Puech (2007), ouvrent la voie a de nouveaux indices basés
sur les distances, qui s’affranchissent ainsi d’un découpage en zones a l'in-
térieur desquelles des données ponctuelles sont agrégées. Malheureusement,
les liens entre ces indices et les quantités théoriques qu’ils estiment ne sont
pas clairement établis en 'abscence d'un cadre mathématique adapté. Par la
suite, nous uniformisons I’écriture de ces indices dans le cadre de la théorie
des processus ponctuels spatiaux marqués. Pour cela, nous rappelons et in-
troduisons des définitions de caractéristiques théoriques du second ordre.
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5.2 Caractéristiques du second-ordre pour des
processus ponctuels marqués

Dans cette section, nous revenons tout d’abord sur les définitions de carac-
téristiques du second-ordre dans le cadre stationnaire, pour des processus
ponctuels marqués. Ensuite, nous introduisons une généralisation dans le
cadre non-stationnaire, mais stationnaire du second-ordre avec pondération
par l'intensité (“second-order intensity reweighted”).

5.1 Processus ponctuels spatiaux marqués stationnaires

Des caractéristiques du second ordre de processus ponctuels marqués dans le
cadre stationnaire ont été définies et employées notamment dans Stoyan et
Stoyan (1994), Schlather (2001) ou Mateu (2000).

Soit (X, M) = {(§,m¢) : £ € X} un processus ponctuel marqué station-
naire simple sur un espace borné A C R? avec marques positives, et notons
la o-algébre de A par A. Pour simplifier les notations, on notera le processus
ponctuel marqué {(&, m;)>1) : & € X }. Une caractéristique du second ordre
d’un processus ponctuel marqué anisotrope (resp. isotrope) est une quantité
conditionnelle sachant que les points sont éloignés d’une direction ¢ (resp.
distance r). Parce que la probabilité de trouver une paire de points éloignés
d’une direction t (resp. distance r) est nulle pour des processus ponctuels
simples dans un domaine borné, nous considérons la mesure de moment ré-
duit du second ordre d’une fonction f, notée ozgcz).

DEFINITION 5.1. Pour toute fonction mesurable positive f sur R, la me-

sure 04;2) sur A? est définie par

)(Bl X BQ Z Z f mip, My ﬂBl(gl)ﬂBg(gé) avec Bl, BQ € A.
§1€X §2€X
Si agcz) est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue alors il

) Dans le but d’ analyser les marques, on

(2)

existe une fonction densité notée p;

introduit une version normalisée de p ;o en d1v1sant par la caractéristique du

second ordre du processus non marque p?). Sous I’hypothése d’anisotropie
(resp. isotropie), on note r(t) = p ( )/p 2)( ) (resp. ks(r) = ,053)( )/ p P (r))
ou K¢(t) (resp. r¢(r)) correspond a l'espérance conditionnelle de f(m;, m;)
sachant qu’il existe deux points &; et & de X tels que & — & = ¢ (resp.
& — &ll = t) de marques respectives m; et m;. Le choix de la fonction f



CHAPITRE 5. INDICES DE CONCENTRATION ET
106 PROPRIETES ASYMPTOTIQUES

dépend de la nature des marques et du contexte d’étude. On peut citer par
exemple :

(ii) f(ms;,m;) = L(m; = m;) quand les marques sont discrétes,
(ii) f(m;, m;) = m;m;, quand les marques représentent des tailles d’objet,

(iii) f(ms;,m;) = min{|m; — m;|,m — |m; — m;|}, quand les marques sont
des angles compris entre 0 et .

Dans le cadre de marques continues, de nombreuses caractéristiques du se-
cond ordre ont été construites a partir de x; pour des fonctions f particu-
lieres. Une caractéristique trés connue est le variogramme des marques (Cres-
sie, 1993) pour laquelle f(my, my) = (m; — mg)?. Nous renvoyons le lecteur
a Schlather (2001) et aux références qu’il contient pour d’autres exemples.

5.2 Processus ponctuels spatiaux marqués non-stationnaires

Dans cette section, nous définissons la mesure aléatoire B}Z) a partir de 5@,

en suivant le méme schéma permettant de définir a?) a partir de o®. Nous

reprenons les notations et hypothéses de la section précédente avec (X, M) =
{(&,m¢) : £ € X} un processus ponctuel marqué simple dont le processus
marginal des positions X est stationnaire du second ordre avec pondération
par l'intensité \.

On considére que f(my, mg) s’écrit comme le produit k(m;)g(mz). Nous
verrons par la suite que les fonctions f prises par Duranton et Overman
(2005) et Marcon et Puech (2007) appartiennent a cette famille de fonctions.
Nous pouvons définir la caractéristique du premier ordre A\, a partir de la
mesure aléatoire .

DEFINITION 5.2. Pour toute fonction mesurable k sur R, la mesure py
sur A est définie par

un(B) = E

> k(m) sz(g)] avec B € A.

£eX

Si py et p, sont absolument continues par rapport a la mesure de Le-
besgue alors on note respectivement A\, et A\, leur densité. Nous introduisons

. L . a2
maintenant une mesure aléatoire d’ordre 2, notée B} ).
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DEFINITION 5.3. Pour toute fonction mesumble positive f sur R2 <, s’écri-

vant f(my,mg) = k(mq)q(ms), la mesure Bf sur A? est définie par

8P(BixBy) =E | Y Z f ml’mQ e T ) (&) wvee By B € A

§1E€X & GX

si Ag(x) > 0 et \y(x) > 0 presque sirement pour tout x € A.

Sous I'hypothése d’absolue continuité de ﬁ}(?) par rapport a la mesure de
Lebesgue, on note g; la densité associée. Nous obtenons sans difficulté que
gy s’écrit sous la forme

grlay, xs) = '05‘2)(5’31’9”2) _ Efk(mi)g(m;)|& = 21,§ = 25 P (1, )
7 A(m)Ag(w2)  E[k(m)[§; = 21]E[g(m;)[§; = 2] M@1)A(z2)
E [k(m;)q(m))[§; = 21, = 27

~ Elk(m)|& = 21]Elg(m))|; = 2

]g(l‘lalé)'

On rappelle que la fonction de corrélation des paires g est égale a 1 pour
un processus ponctuel de Poisson d’aprés le théoréme de Slivnyak-Mecke.
Si l'on considére un processus ponctuel marqué de Poisson Yp = (Xp, Mp)
pour lequel conditionnellement & Xp, chaque marque m¢ a une densité ne
dépendant exclusivement que de & alors on obtient

ngz) (z1,22) = E[k(m)[§ = 21,§ = 2] E [q(my)|& = 71, & = 2] /)(2) (71,22)
= E[k(m;)[§ = 21 AM21)E [q(my)[&; = 22] M)
= )\k(xl )\q(l'g).

Par conséquent, g; est égale a 1 pour des processus ponctuels de la méme
famille que Yp. On pourrait ainsi définir un test nous permettant d’indiquer
si une configuration de points peut étre une réalisation d’un processus ponc-
tuel marqué de Poisson ou en chaque point § la densité de m¢ ne dépend
pas de X'\&, bien que ce ne soit certainement pas une condition nécessaire et
suffisante.

La caractéristique du second ordre g; que nous introduisons pour des
processus ponctuels marqués, dont le processus ponctuel des positions est
stationnaire du second ordre avec pondération par l'intensité, va permettre
de définir notre nouvel indice de concentration.
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5.3 Indices de concentration basés sur les dis-
tances

Nous présentons dans cette section deux indices de concentration basés sur
les distances, I'un introduit par Duranton et Overman (2005) et 'autre par
Marcon et Puech (2007). Nous utilisons les notations (x;,m;) pour définir
respectivement la position et la marque associée, correspondant au nombre
d’employés, de I’établissement .

5.1 Indice de Duranton et Overman (2005)

La mesure de la concentration de ’emploi définie par Duranton et Overman
(2005) est donnée par I'indice suivant :

Ipo(r) > Zj>i h™lw <T7”z/i;xj”> mimn;
Dol\T) =
> Zj>i m;m;

ot h est une fenétre de lissage et w est une fonction noyau. Cet estimateur
non-parameétrique consiste a calculer la densité des distances entre toutes les
paires d’établissements d’un secteur, pondérées par une fonction du nombre
d’employés. Cette fonction f est telle que f(m;, m;) = m;m;. Dans le cas d'un

processus stationnaire isotrope, un estimateur non paramétrique de p?)(r)
est défini dans Stoyan et Stoyan (1994) sans correction de bord par

@y 1 (1l —
py(r) = 2] Z#th w (T m;m;, Vr > 0.

Etant donné qu’un estimateur de A\? dans la cas stationnaire est donné par
n(n—1)/|A]? on a

Iolr) = =2t Y (=tt) mm,
pol\Tr) =

ZZZ-#mimj
27Tr,6§c2)(7“)
|AB[m]2 3>

Un lien est ainsi établi entre la définition de I'indice de concentration Ipo et
les estimations de caractéristiques de processus ponctuel marqué. On entre-
voit ainsi la quantité théorique qui est estimée et pouvons nous demander si
cet indice est légitime compte tenu du facteur multiplicatif 277 /| A|. 11 serait
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préférable de choisir comme indice pf ( )/E[ ]2/\2 qui est un estimateur de
gy dans le cadre d’un processus ponctuel marqué stationnaire isotrope sous
I'hypothése de “random labelling” (c’est a dire, marques indépendantes des
positions et indépendantes entre elles). De plus, cet indice ne présente pas de
correction de bord ce qui peut certainement aboutir & une sous estimation
de la quantité théorique.

5.2 Indice de Marcon et Puech (2007)

Marcon et Puech (2007) soulignent que l'indice de Duranton et Overman
(2005) ne permet pas une interprétation des résultats bien qu’il satisfasse
les propriétés fondamentales pour étre un “bon” indice de concentration. Cet
inconvénient les pousse a définir un nouvel indice de concentration que nous
noterons Iy;p. En effet, Marcon et Puech (2007) reprochent a I'indice de
concentration Ipo de ne pas permettre de quantifier les différences en terme
de nombre d’employés ou de nombre d’établissements. Cet inconvénient ne
parait cependant pas rédhibitoire étant donné qu’il apparait aussi pour des
indices largement utilisés comme par exemple l'indice de Gini. L’indice de
Marcon et Puech (2007) consiste a regarder pour chaque établissement d’un
secteur s, localisé en z;,, le ratio entre le nombre d’employés des établis-
sements voisins appartenant au secteur s et le nombre d’employés de tous
les établissements voisins. Tous ces indices locaux sont ensuite additionés,
puis une normalisation est effectuée en divisant par le ratio entre le nombre
d’employés total du secteur s et le nombre total d’employés. L’indice I;p est
ainsi défini par

N, N.
5 ° m; Tis — T < 7“ N
IMP(T) _ Z Zj 1,574 """ (H 2,8 JSH /Z j 1,;;@ Vr > 0’

N
i—1 Zj:l,j;éi ml(||zis — 4] <) j 1,J¢zm

ou N, est le nombre d’établissements du secteur s, N le nombre total
d’établissements et z; s la position d’un établissement d’indice 7 appartenant
au secteur s. Pour simplifier, on constate que l'indice Iy;p(r) peut s’écrire

sous la forme id(r)/id(c0) o

s N

id(r) = i D i My I wis — 6]l < 1)
a N

i gt M A(lis — i)l <)

Ce type de normalisation d’une fonction par sa valeur en l'infini n’est pas
surprenante et apparait aussi quand on considére les caractéristiques du se-
cond ordre de processus ponctuels marqués (voir par exemple, Mateu (2000)).
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Nous établissons maintenant I’écriture de 'indice id(r) en fonction de carac-
téristiques estimées d’un processus ponctuel marqué.

N N

. |:L‘zs xs” S T)
i D3 :
A —1 s m; L(||z; o —a;||<r
\ | - U#Nl%l SN, milleesisn
N Ng
_ Z 3 jA(|is — x5l <)
|Al N 1) 4 MEm (Hfzs &l < 7)€y = i)

Cet indice id(r) est proportionnel & I'estimateur d’une version pondérée
de la fonction K prenant en compte les marques. On constate que les pro-
cessus ponctuels marqués considérés sont tels que, pour chacun d’entre eux,
le processus ponctuel des positions est stationnaire et isotrope. Cependant,
Marcon et Puech (2007) prennent en compte la dépendance des marques avec
les positions voisines. La prise en compte de ’ensemble des secteurs pour le
calcul de leur indice de concentration sur un secteur ne permet pas de corri-
ger I'inhomogénéité des positions, ni d’apporter une correction de bord mais
de prendre en compte la dépendance des marques avec les positions voisines.

5.3 Nouvel indice de concentration

Nous choisissons d’introduire dans cette section un indice de concentration
basé sur la méme forme que l'estimation de densité dans l'indice Ipp et
non pas sous une forme cumulative comme l’'indice id défini dans I;p. Ce
choix est simplement di & la plus grande facilité d’interprétation de notre
indice par rapport a I'indice cumulatif associé que nous aurions pu construire.
La formulation des indices précédents qui ne prennent pas en compte la
répartition hétérogéne des points nous conduit a introduire un estimateur
de gy pour définir un nouvel indice de concentration. Si gs est invariant par
translation ’estimateur proposé s’écrit

N N h—2w <t_§i+§]') k(mi)q(mj)
Vt,

:Z 2 AN (A= &+ E)IM(E)A(E)

i=1 j=1,j#

ol \p(z) peut étre choisi comme égal a | [k(m¢)|€ = z] A(z), avec A estima-
teur de l'intensité défini par Diggle (1985).
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Si gy est aussi invariant par rotation alors on peut définir

Vr > 0,

. N N h—lw <T'*||£i*£j”> k(ml)q(m])
" 2 2 AR (A6 e

Il est & noter que nous aurions pu aussi définir un indice de concentration
cumulatif comme le font Marcon et Puech (2007).

5.4 Comportement asymptotique de notre in-
dice de concentration

Dans cette section, nous nous intéressons aux propriétés asymptotiques de
I'estimateur gy, (t) d'un processus ponctuel marqué (X, M,) dans un cadre
asymptotique spécifique.

5.1 Notations

Nous notons A C R?, un ouvert borné, la région ou les réalisations des pro-
cessus ponctuels marqués sont observées. Soit |A| laire de A, h une constante
positive et w un noyau produit symétrique et borné de support C x C' C R?
défini par

w(z) = wo(z))wo(z), Vo= (zq),ze) € R?

ol le noyau wy satisfait donc

/Czwo( 2)dz =0 et /zwo( )dz < oo.

C

Pour alléger les notations, nous introduisons wy, (+) = h, 2w(7).

5.2 Cadre asymptotique

En estimation de densité dans R?, le cadre asymptotique consiste a faire
tendre la taille de I’échantillon n vers I'infini alors que la fenétre de lissage h
tend vers 0 de telle sorte que nh? tend vers l'infini.

En théorie des processus ponctuels, plusieurs cadres asymptotiques sont
possibles. Tout d’abord, on peut choisir d’augmenter I’espérance du nombre
de points du processus par I’accroissement de la région d’observation A (Cres-
sie, 1993). Guan et al. (2007) établissent ainsi la consistance et la normalité
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asymptotique du variogramme empirique des marques i s(t) sachant les po-
sitions, pour un processus ponctuel marqué stationnaire et anisotrope. Dans
le cadre géostatistique, Garcia-Soidan et al. (2004) introduisent un estima-
teur de Nadaraya-Watson du variogramme et démontre la consistance pour
un champ stationnaire isotrope. Un autre cadre asymptotique adoptée par
Diggle et Marron (1988) consiste a accroitre I'intensité du processus ponctuel.
Nous verrons que notre cadre asymptotique est trés proche de ce dernier. Un
cadre mixte ou intensité et fenétre d’observation augmentent a aussi était
considéré. Enfin, un cadre plus proche de celui de ’estimation de densité
serait de considérer plusieurs réalisations d’'un méme processus et de faire
tendre n vers U'infini (Kutoyants, 1998).

En statistique spatiale, le cadre asymptotique avec domaine borné appa-
rait impopulaire, cependant il ne semble pas incongru en pratique. En géo-
statistique, Stein (1999) souligne I'importance de considérer I'interpolation
en des points non observés (krigeage) lorsque le nombre de points a proximité
augmente et non lorsque le nombre de points éloignés augmente par le biais
de ’agrandissement du domaine. Dans le cadre des processus ponctuels, nous
sommes souvent confrontés en pratique & des domaines d’observation fixés
pour des raisons techniques ou réelles dont le nombre de points d’une réali-
sation augmente. Nous avons donc décidé d’étudier la convergence de notre
estimateur vers la caractéristique théorique pour des processus hétérogénes
lorsque l'intensité du processus augmente dans un domaine fixé.

Nous allons maintenant définir notre cadre asymptotique avec la région
A fixée. Considérons une séquence de processus ponctuels (X, M, ) dont
les caractéristiques associées sont notées \,, pg), Gn €t grn. On consideére
une séquence de fenétre de lissage h,. On définit par A\, p@, ¢ et gy les
caractéristiques associées a (X, Mp). On suppose que gy est une fonction au
moins différentiable jusqu’a I'ordre 2 et de dérivées partielles jusqu’a 1’ordre
2 bornées. Notre cadre asymptotique est bati sur les hypothéses suivantes :

(H1) A =n) et pi?) (21, 22) = n2p® (21, 2,),

(H2) E[k(m;)|& € Xp] = E[k(m;)|& € Xo] Ak = Ak
E[g(m;)|¢; € X,] = E[g(m;)[§; € Xo] [Aan = Aq]

(H3) E[k(m;)q(my)[&, & € Xp] = E [k(mi)g(m;)|&, & € Xo
pour tout n € N,

(H4) h,, = O(n=?) avec 3 €0, 1].



5.4. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE NOTRE
INDICE DE CONCENTRATION 113

L’hypothése (H1) est une hypothése vérifiée lorsque 'on considére que
Xp est "amincissement”(thinning) de X,, avec une probabilité de rétention
constante égale a 1/n (Proposition 4.2 p.31, Moller et Waagepetersen 2004).
Cette hypothése est naturelle dans notre cadre asymptotique ou 'on sou-
haite que X, soit une “intensification” de X,. Les hypothéses (H2) et (H3)
consistent a dire que les espérances de fonction des marques, conditionnelle-
ment aux positions, ne dépendent pas des paramétres du processus ponctuel
des positions mais de la famille & laquelle il appartient. Cependant, lorsque
n augmente, ’espérance du nombre de points et I’espérance de la somme
des marques augmentent. Ces hypothéses sont naturelles si ’on considére
que le nombre d’industries et le nombre d’employés dans toute une région A
augmentent mais que la dépendance spatiale du nombre d’employés d'un éta-
blissement dépend uniquement de sa position et pas des caractéristiques du
processus ponctuel sous jacent. Enfin, les hypothéses (H1), (H2) et (H3) im-
pliquent que gy, (21, 22) = gs(1, z2). Quand n tend vers l'infini, 'hypothése
(H4) implique que h,, — 0 et nh, — cc.

5.3 Biais asymptotique

Dans cette section, le théoréme présenté montre que notre estimateur de gy
est asymptotiquement sans biais. Pour cela, nous avons besoin des hypothéses
suivantes :

(H5) g(z1,22) = g(z1 — 12),

(H6)

(E [k(mi)q(m;)[&i, & € Xo]) IR
(E [k‘(mzﬂ& S X()])(E [q(m]”é’j c XO]) k,q\L1 2).

Les hypothéses (H5) et (H6) correspondent a des hypothéses d’invariance
par translation et permettent d’obtenir 'invariance par translation de gy,
c’est a dire que gg(x1,22) = gp(z1 — 22).

THEOREME 5.1. Sous les hypothéses (H1) — (H6), nous avons

N o ]%21 82gf 82gf 2 3
Elgya(t)] = 9¢(8) + -2 ( et O+ G () | Funtzyaz+ o)
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Preuve

N

ho2w((t — & + &)k k(my)g(my)
;] 1ZJ;£Z ‘A N A & + g])‘)‘k,n(fz))\q,n(§]>]

o et =&+ G B [k(m)g(my)|6 & € X
; 12 [ AN (A =& 4 &) M (&) Agn (&) ]

gfn

D’aprés la Proposition 4.1 dans Moller et Waagepetersen (2004, p.31), cette
espérance est égale a

(2)
t— n\T1, T
// |whn 21 + ) Py, (21, 72) dz1dzs

— 21 + Z2)| Mg (1) Agn(T2)

w t—x +x
//‘ hn ! 2))‘gf7n(:p1—x2)dx1dx2

—.’L'l—i—l'

Puis par les changements de variables u = x1 — x5 et v = 25, on a

_wn,(t =) u) gr(u)dvdu = w,, (t —u)gy(u)du
YA L
— [ ot = ho)io

hn,

D’apres le développement de Taylor-Lagrange

05t = hv) = g,(6) — (U(l) 991 (1) 1 vq) 2% <t>)

Oz () Ox(2)
hy [ 5 O 995 ) O 995 gy 3
+ 5 ('U 912, (t) + vy 5 o7, (t) + v 1)’02)W() + O(h;,),

et en introduisant I(h,) := [i2a-a w(v)dv, Pexpression de E[g,(t)] devient
hn

&c 1) ox (2)

h2 9, h2 9g; ,
PO [, s g gt [ e

0 0
s O1(0) = g™ (0) [ oo~ b P00 [ v

7(2)(?5) ﬁﬂfn vew(v)dv + O(hn)I(hy)
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Pour n assez grand, C' x C' C (t + A — A)h;', et puisque w est un noyau
produit symétrique, on a

1) 1) = [ wnl)dz =1,

(2) / vyw(v)dv —/ vyw(v)dv = 0,
t+A A t+A—A

hn

(3) / U(zl)w(v)dv:/ v?z)w(v)dv:/zzwo(z)dz,
t+;l4n—A tEA—A c

hn,

M)(KMAwnzw(Mv—<émmwma2=Q

hn

Par conséquent, on obtient

. he [ gy P gy 3
Elgr,(t)] = gr(t) + = 5 () + 5 (1 z*wo(2)dz + O(h
970(0)] = 9(1) + &m@” aﬁ2m>1; (=)= + O(})

n

Si 'on étudie cet estimateur dans le cas ou f(my, my) = myma, on a une
version de l'indice Ipo convenablement normalisée qui s’applique a certains
processus ponctuels marqués hétérogénes. Le résultat du théoréme montre
que notre estimateur est asymptotiquement sans biais et que la correction
de bord joue un role primordial. En effet, sans correction de bord on obtient
que 'estimateur noté gy, s est asymptotiquement biaisé.

wp, (¢ ) AN (A—1)
A—A J AN(A—u)

Ce résultat asymptotique est une premiére étape dans 1’étude des pro-
priétés asymptotiques de notre indice de concentration.

5.5 Conclusion et perspectives

Le cadre mathématique de la théorie des processus ponctuels a permis de
présenter les indices de concentration basés sur les distances, introduits par
Duranton et Overman (2005) et Marcon et Puech (2007) en économétrie,
comme des estimateurs de caractéristiques du second ordre de processus
ponctuels spatiaux marqués. Nous avons défini un nouvel indice de concentra-
tion construit comme 'estimateur d’une nouvelle caractéristique du second
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ordre pour certains processus ponctuels marqués inhomogénes, en considé-
rant une fonction des marques de la forme f(m,ms) = k(mq)g(ms).

Nous avons prouvé que notre nouvel indice de concentration est asymp-
totiquement sans biais et une perspective de travail intéressante serait d’étu-
dier le comportement asymptotique de la covariance entre gGy,,(t1) et G, (2).
Ceci permettrait d’avoir un résultat de convergence en probabilité de notre
estimateur. Une autre perspective d’extension serait d’étudier les propriétés
asymptotiques de notre estimateur défini lorsque gy est invariant par rota-
tion. D’un point de vue numérique, nous envisageons une étude basée sur des
simulations pour illuster les résultats théoriques de convergence.

Enfin, dans une approche comparative, des exemples simulés de répar-
tition de secteurs d’activités permettraient de juger de la qualité de notre
indice de concentration, par rapport aux indices de concentration agrégés et
ceux existants basés sur les distances.
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Conclusion

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a l'apport de la théorie des
processus ponctuels spatiaux pour des problémes de positionnement optimal,
ainsi que pour la définition de nouveaux indices de concentration basés sur
les distances en économétrie.

Dans un premier temps, ’étude de cas relative au positionnement opti-
mal d’'une nouvelle caserne de pompiers a permis de proposer une nouvelle
méthode de résolution prenant en compte la nature aléatoire des positions
et de leurs caractéristiques. Découpée en une phase de modélisation et d’op-
timisation, cette méthode a permis de juger de la variabilité de la solution
optimale et de permettre de traiter des bases de données volumineuses. La
prise en compte de I’aléa est souvent limitée en recherche opérationnelle et
I'utilisation de la théorie des processus ponctuels spatiaux permet d’intro-
duire une méthode d’optimisation stochastique innovante pouvant prendre
en compte d’éventuelles intéractions des positions. [L’analyse exploratoire de
la base de donnée des sinistres demande un travail considérable et on peut
encore se poser quelques questions pour améliorer I’étude qui en est faite.
Ainsi, il peut étre intéressant de chercher a étudier globalement 'indépen-
dance ou a éviter le découpage en classes de la marque pour tester la dépen-
dance entre marques et positions. Ces perspectives d’amélioration montrent,
le degré de complexité de notre jeu de données et semblent non triviales a
mettre en ceuvre. De plus, la phase de modélisation est rendue difficile dans
notre étude de cas par I'erreur de positionnement et la forte inhomogénéité
de la répartition des positions. Dans ce cas, une perspective d’amélioration
serait de considérer un modele hiérarchique ou les positions des sinistres se-
raient issues d'un processus ponctuel latent et ensuite agrégées a leur noeud le
plus proche sur la grille prédéfinie par les pompiers. La correction de I'erreur
d’agrégation par la prise en compte du modéle de processus ponctuel latent
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est une possibilité d’amélioration de la phase d’analyse pour notre étude de
cas. A ma connaissance, ce probléme d’erreur d’agrégation a été considéré en
économétrie spatiale mais pas en théorie des processus ponctuels et repré-
sente une perspective de recherche intéressante, notamment pour l'étude de
caractéristiques du premier et second-ordre d’un processus ponctuel.

Dans un second temps, des résultats de convergence forte ont été démon-
trés pour les solutions optimales de problémes de positionnement optimaux.
Dans le cadre de notre étude de cas, la convergence presque sure des solu-
tions optimales empiriques a été prouvée sous I'’hypothése i.i.d. des couples
formés par les positions et les marques, ainsi que sous d’autres hypothéses
naturelles. Il parait raisonnable de penser généraliser ce théoréme a un pro-
cessus de Poisson. Limité au cadre i.i.d. par la théorie de Vapnik-Cervonenkis
sur la loi des grands nombres uniforme, la perspective de recherche immé-
diate est de travailler sur la monographie de Peskir (2000) afin de généraliser
notre résultat & des données dépendantes. Cette étape pourrait constituer un
grand pas vers I’écriture d’un théoréme de convergence pour des processus
ponctuels spatiaux dans le cadre asymptotique avec domaine d’observation
borné. Enfin, dans le cas d’un probléme de positionnement optimal dérivé du
probléme transport de Monge-Kantorovich, nous avons démontré la conver-
gence presque sure des positions optimales empiriques.

La théorie des processus ponctuels spatiaux est utilisée depuis peu en
économétrie ot de nouveaux indices de concentration basés sur les distances
ont été introduits. Nous avons présenté un indice de concentration s’écrivant
comme ’estimateur d’une nouvelle caractéristique du second ordre d’un pro-
cessus ponctuel marqué. L’avantage de cet indice est de prendre en compte
I'inhomogénéité du premier ordre, la dépendance entre marques et positions
et une correction de bord, de fagon & pouvoir comparer les indices de concen-
tration du second ordre entre les différents secteurs d’activité. Dans un cadre
asymptotique avec fenétre d’observation bornée, nous avons prouvé que notre
estimateur est asymptotiquement sans biais dans une forme anisotrope. Une
perspective de recherche serait d’étudier le comportement asymptotique du
terme de covariance afin d’en déduire une éventuelle convergence en proba-
bilité. Ensuite, ’extension au cadre isotrope permettrait d’établir la conver-
gence de notre indice de concentration vers la caractéristique du second ordre
du processus ponctuel marqué. Enfin, une étude approfondie sur des données
simulées permettrait de souligner la pertinence de cet indice et de 'utiliser
ensuite sur des données réelles. L’'introduction de ces indices de concentration
permet aussi d’envisager leur utilisation pour la détection d’agrégats lorsque
I’on considére des réalisations de processus ponctuels marqués.
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