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Notations

1. Constantes

1N : vecteur unité de dimension N : (1i)i=1 à N = 1
Id : opérateur identité (ou matrice identit’e associée)

g : vecteur représentant un champ constant de pesanteur : g = −|g| iz
cste : constante générique

δij : symbole de Kronecker (égal à 1 si i = j, 0 sinon)

2. Ensembles

R : Corps des nombres réels

Cm : Espace vectoriel des fonctions m fois continûment dérivables sur R

L2(Ω) : Espace des fonctions de carré sommable sur l’ouvert Ω. Espace de Hilbert pour le produit
scalaire

∫
Ω ϕ ψ dΩ

H1(Ω) : Espace de Sobolev d’ordre 1 sur l’ouvert Ω pour le produit scalaire
∫
Ω (ϕ ψ +∇ϕ.∇ψ) dΩ,

défini par : H1(Ω) = {ϕ ∈ L2(Ω), ∂ϕ/∂x ∈ L2(Ω)}

3. Domaines

Ω : domaine volumique

∂Ω : frontière du domaine Ω
Σ ou Γ : domaine surfacique

4. Variables

M(x) : vecteur défini par les coordonnées x

u ou U : champ vectoriel de déplacement

γ : champ vectoriel d’accélération

ϕ : champ scalaire de potentiel de déplacement

P : champ scalaire de pression

p : champ scalaire de variation de pression

f : force surfacique externe

ρ : champ scalaire de masse volumique

σ : champ tensoriel des contraintes de Cauchy

Π : champ tensoriel des contraintes de Piola-Kirchhoff I ou tenseur non symétrique de Boussinesq

S : champ tensoriel des contraintes de Piola-Kirchhoff II ou tenseur symétrique de Piola-Lagrange
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Notations

E : champ tensoriel de déformation de Green-Lagrange
εL ou ε : partie linéaire du tenseur de déformation E ou champ tensoriel des déformations linéa-

risées
εQ : partie quadratique du tenseur de déformation E
T : énergie interne élastique
T : densité d’énergie potentielle élastique de déformation

5. Exposants

vF : variable v relative au fluide interne
vS : variable v relative à la structure
vG : variable v relative au gaz interne
A| : transposée d’une matrice ou d’un vecteur A

6. Indices

v00 : variable v relative à l’état naturel
v0 : variable v relative à l’état initial
v : variable v relative à l’état actuel

7. Operateurs

det(A) : déterminant d’une matrice A
Tr(A) : trace d’une matrice A
∇f : gradient d’une fonction scalaire f (vecteur ligne)
div(v) : divergence d’un vecteur v
Div(A) : divergence d’un tenseur A
rot(v) : rotationnel d’un vecteur v
D v : matrice jacobienne des dérivées partielles d’une fonction vectorielle v
|a| : valeur absolue du scalaire a ou norme euclidienne du vecteur a
‖Ω‖ : mesure d’une sous-variété Ω de l’espace euclidien physique (aire, volume, longueur, etc.)
∇2f : matrice Hessienne d’une fonction scalaire f (matrice des dérivées partielles du 2nd ordre)
u.v : produit scalaire de 2 vecteurs u et v, notation équivalente à u| v
u ∧ v : produit vectoriel de 2 vecteurs u et v
(u, v,w) : produit mixte de 3 vecteurs u,v et w, équivalent à u.(v ∧ w)
A v : produit entre la matrice A et le vecteur v
A : B : produit scalaire entre 2 tenseurs d’ordre 2 A et B, défini par Tr (AB|)

8. Dérivation temporelle

ẋ : simple dérivation partielle par rapport au temps de la variable x, équivalent à ∂x
∂t

ẍ : double dérivation partielle par rapport au temps de la variable x, équivalent à ∂2x
∂t2

9. Abréviations

H.P.P. : hypothèse des petites perturbations
d.d.l. : degré de liberté
E.F. : éléments finis

xii



Introduction générale

Le couplage fluide-structure, domaine de la mécanique aux multiples finalités, regroupe deux grands
types de problèmes : ceux où le fluide est en écoulement par rapport à la structure et ceux où fluide et
structure évoluent autour d’une configuration statique initiale.

Dans la première catégorie, on retrouve principalement les problèmes d’aéroélasticité et les problèmes
d’écoulement à l’intérieur ou autour de structures tubulaires. Dans le premier cas, on s’attache à repré-
senter la stabilité des oscillations couplées entre un fluide infini en écoulement, stationnaire ou instation-
naire, et une structure déformable [82]. Cette problématique est par exemple adaptée à l’étude des profils
d’aile d’avion en vol ou des aubes de turbomachine. La deuxième configuration concerne principalement
le domaine nucléaire en vue d’étudier les écoulements dans les canalisations [37, 38] ou dans le coeur
du réacteur autour des crayons combustibles [42].

La deuxième catégorie regroupe l’étude de phénomènes aussi divers que :

le ballottement qui décrit les mouvements de vagues de la surface libre d’un liquide contenu dans une
structure,

l’hydroélasticité qui modélise les vibrations de la structure couplées à celles d’un fluide incompressible
interne (réservoir) ou externe (barrage),

la vibroacoustique qui traite des vibrations d’une structure contenant un fluide compressible (confort
acoustique) ou du rayonnement d’une structure dans un fluide extérieur (bruit rayonné).

Ces trois phénomènes apparaissent en règle générale sur des plages de fréquence relativement distinctes :

– Le ballottement apparaît à des fréquences suffisamment faibles (de l’ordre du dixième de Hertz ou
du Hertz) que les modes de déformation élastique de la structure ne sont pas, en général, excités.
Pour ce phénomène, la structure se comporte donc comme un corps rigide. Le ballottement est
intimement lié à la présence d’un champ de gravité puisque les transferts d’énergie qui régissent
ce phénomène se font entre l’énergie cinétique du liquide et son énergie potentielle de pesanteur 1.
Les ondulations de la surface libre peuvent être interprétées comme des ondes stationnaires de
gravité (combinaisons linéaires des ondes directes et des ondes réfléchies par les parois rigides de
la structure).

– Les déformations hydroélastiques du système apparaissent à des fréquences plus élevées, lorsque
les modes de la structure commencent à intervenir et à se coupler aux mouvements du liquide.
L’énergie potentielle élastique de la structure s’ajoute donc à l’énergie potentielle de pesanteur
du fluide. Cependant, quand la fréquence augmente, les ondulations de la surface libre ont des

1. On considère en effet que dans cette gamme de fréquence, l’énergie potentielle de compressibilité du fluide est négligeable
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Introduction générale

longueurs d’onde et des amplitudes de plus en plus faibles : l’énergie de déformation de surface
libre liée à la gravité devient négligeable en regard des autres énergies mises en jeu.

– Les phénomènes vibroacoustiques apparaissent à des fréquences encore plus élevées en faisant
intervenir l’énergie due à la compressibilité du fluide.

L’étude de ces phénomènes et de leurs couplages a enrichi considérablement la littérature scientifique
et technique depuis plus d’un demi-siècle et ce parallèlement au développement et à l’élaboration des
grands défis technologiques qui ont marqué cette période (conquête de l’espace, développement des
moyens de transport aériens ...). Puisque le présent exposé est concerné par les deux premiers phéno-
mènes, nous ne citerons que quelques ouvrages en rapport avec le domaine de la vibroacoustique ([68],
[88], [53], [81] chapitre 8 et 9, [57], [89]).

Depuis la fin des années 50, le phénomène de ballottement dans les réservoirs des engins spatiaux et aé-
riens préoccupe le National Advisory Committee for Aeronautics (NACA) américain qui dès 1958 effec-
tue des campagnes d’essais pour évaluer l’importance de ce phénomène sur la stabilité en vol des avions
[106]. En 1962, Abramson, qui fait figure de pionnier dans l’étude du ballottement, met en évidence
l’importance du ballottement des ergols à l’intérieur des réservoirs de lanceurs spaciaux [1]. Parallèle-
ment, les russes Rapoport, Moiseyev & Rumyantsev effectuent des travaux, traduits et publiés en 1968,
concernant la stabilité des structures contenant un fluide [93, 77]. Des nombreuses études analytiques ou
expérimentales visant à déterminer les fréquences propres de ballottement de réservoirs aux géométries
simples ont également été menées : citons par exemple celles de Bauer en 1963 [9] et Mac Iver en 1989
[56].

Parmi les précurseurs de l’analyse des phénomènes hydroélastiques, citons, par exemple, Zienkiewicz et
al., en 1968, pour ses études concernant les barrages avec l’une des premières introductions au concept de
matrice de masse ajoutée [112], Belytschko pour ses travaux relatifs au domaine nucléaire dès 1977 [13,
14] et Bishop pour son ouvrage sur l’hydroélasticité des navires publié en 1979 [20]. Citons également
les méthodes numériques developpées par Coppolino en 1976 dans le logiciel MSC/NASTRAN pour le
calcul hydroélastique par éléments finis des lanceurs axisymétriques [34].

Ces différents phénomènes sont de nos jours bien maîtrisés isolément, mais les effets de couplage et leurs
influences sur la stabilité du système mécanique concerné fait encore l’objet de nombreuses études. Un
exemple très connu et particulièrement critique dans le domaine spatial est l’effet Pogo qui fait intervenir
un couplage entre déformations hydroélastiques du réservoir et écoulement compressible dans la ligne
d’alimentation 2 [110, 73]. Dans ce mémoire, on s’intéressera plus particulièrement aux couplages entre
déformations hydroélastiques et mouvements de ballottement de la surface libre. La conception d’engins
de plus en plus élancés et légers amène, en effet, à modéliser des structures de plus en plus souples
aux premières fréquences propres très faibles (typiquement entre 1 et 2 Hertz pour un lanceur Ariane).
Pour de tels systèmes, les domaines de fréquences hydroélastiques et de fréquences de ballottement
peuvent se superposer et les deux phénomènes peuvent être couplés. L’importance de ce couplage sur les
fréquences propres du système a été confirmé par les études de Miles en 1958 [74]. Le premier modèle
visant à représenter ce couplage utilise une analogie pendulaire avec les modes de ballottement [49].
Sous une forme révisée par Ding & Zeng [41], ce modèle est encore parfois utilisé de nos jours.

En 1966, Tong propose une première formulation variationnelle symétrique, adaptée aux méthodes élé-
ments finis, comportant cependant certaines approximations [108]. Les travaux de Tong et les hypothèses
simplificatrices qu’il a formulées inspirent un certain nombre de modèles dont celui que proposent Ber-

2. Une partie de la puissance propulsive est détournée de son rôle initial pour entretenir un couplage avec les vibrations de
la structure qui peut mener à une rupture d’alimentation des moteurs.
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ger, Boujot & Ohayon en 1975 [16]. Certaines autres formulations proposant une représentation unifiée
des couplages entre hydroélasticité, ballottement et vibroacoustique voient le jour [71], mais très peu
d’entre elles prennent en compte l’ensemble des effets liés aux forces de gravité qui sont à l’origine du
ballottement. En 1986, Debongnie montre les avantages, pour ce genre de problème, d’utiliser un for-
malisme lagrangien pour le fluide comme pour la structure et parvient à exhiber une formulation exacte
des termes simplifiés par Tong [40]. Finalement, en 1992, Morand & Ohayon proposent une formula-
tion variationnelle symétrique complète, capable de représenter, sans aucune hypothèse simplificatrice,
le ballottement, les déformations hydroélastiques et leurs éventuels couplages ([80], chapitre 6).

Parmi les études menées récemment dans ce domaine, il faut noter les travaux analytiques, ainsi qu’expé-
rimentaux, réalisés sur un modèle bidimensionnel par Chai & Genevaux en 1998, qui mettent en évidence
des couplages forts entre déformations hydroélastiques et ballottement [25, 26]. Parallèlement aux efforts
menés sur le plan de la modélisation, citons également les travaux d’ordre mathématique menés depuis
quelques années sur ces problèmes par Bermúdez & Rodríguez [18] ainsi que Ryan [97], dans le but
d’établir la convergence des solutions éléments finis exhibées et de construire des estimateurs d’erreur
adaptés.

Les travaux présentés ici se situent dans la continuité de ceux de Morand et Ohayon. Leur originalité
consiste d’une part en une réécriture plus systématique de la formulation proposée en 1992, qui la rende
synthétique et généralisable à d’autres phénomènes, tels que la pressurisation, et d’autre part, en une
validation de ce modèle. Son adaptation et son application au cas des systèmes libres a également été
menée.

Les systèmes fluide-structure étant présents dans de nombreux domaines industriels, les applications de
ces travaux sont très diversifiées :

– dans le domaine aéronautique, les applications concernent principalement les réservoirs de lan-
ceurs spatiaux à kérosène liquide ou les réservoirs embarqués sur les avions militaires ou civils
(réservoirs auxiliaires sous voilure ou en bout d’aile, réservoirs intégrés dans les ailes, etc.)

– dans le secteur des transports, la modélisation proposée pourrait avoir certaines retombées sur le
dimensionnement et la conception des camions citernes et des bateaux super-tankers,

– dans le domaine nucléaire, des modélisations de cet ordre sont utilisées pour l’étude du compor-
tement vibratoire et sismique des structures internes de réacteurs à refroidissement par eau ou
sodium liquide, des faisceaux tubulaires des échangeurs et des piscines de stockage [33].

Ce document est constitué d’une partie théorique et d’un partie numérique. Dans la première partie sont
établies successivement l’équation de la structure sous l’action du fluide (chapitre 1) et celle du fluide
sous l’action de la structure (chapitre 2). Le troisième chapitre, où sont données les équations couplées
du problème fluide-structure, présente un nouvel opérateur, dit d’élastogravité, et ses caractéristiques. Le
chapitre 4 montre comment retrouver, par la démarche générale qui est proposée, l’ensemble des effets
de pressurisation dus à un éventuel gas en pression au dessus du liquide. Au chapitre 5, les équations du
système couplé sont adaptées au cas d’un système fluide-structure libre en vibration autour d’une trajec-
toire. Le chapitre 6 est consacré à la discrétisation par éléments finis des équations continues obtenues
aux chapitres 3 et 4. Le chapitre 7 propose quelques exemples de modèles réduits pouvant être obtenus
par réduction modale sur des bases de modes ad-hoc. La deuxième partie du document présente tout
d’abord rapidement les divers développements réalisés pour effectuer l’implémentation informatique du
système discret (chapitre 8). Le chapitre 9 regroupe une ensemble de tests effectués sur des modèles
simples afin de valider chaque aspect de notre modélisation. Finalement, le chapitre 10 proposera un
résumé d’une étude effectuée à partir de notre modèle sur un cas semi-industriel.
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Introduction

Selon les propriétés géométriques et physiques du système fluide-structure, ballottement et déformations
hydroélastiques peuvent apparaître dans des domaines fréquentiels parfaitement distincts ou au contraire
être couplés.

S’il y a découplage, l’étude des interactions hydroélastiques peut être menée en supposant que l’énergie
potentielle de pesanteur du liquide (associée aux mouvements de ballottement) est négligeable face à
l’énergie potentielle élastique de la structure. Dans un calcul hydroélastique classique, la gravité est par
conséquent éliminée de la modélisation. Le liquide agit sur la structure uniquement par effet d’inertie
puisque seule son énergie cinétique est prise en compte 3. Au niveau de l’équation de la structure, la
présence du fluide se traduit donc par un opérateur de masse ajouté ([81], chapitre 5) :

KS(uS, δuS) +MS(üS, δuS) +MF
A(ü

S
N , δu

S
N ) = f(δuS) (1)

oùMS etKS sont les opérateurs de masse et de raideur de la structure, MF
A l’opérateur de masse ajoutée

du fluide, uS le champ de déplacement de la structure, uS
N le champ de déplacement normal à la paroi de

la structure en contact avec le fluide et δuS un champ de déplacement virtuel cinématiquement admissible
pour la structure.

Dans le cas où les modes hydroélastiques du système sont suffisamment bas pour interagir avec les modes
de ballottement (par exemple pour une structure souple 4 et/ou un liquide dense), négliger la gravité
n’est plus légitime. Certains modèles proposent de réintégrer l’énergie de ballottement du fluide dans
l’expression de l’énergie potentielle du système [62, 2]. Cependant, les effets de raideur additionnelle
dus à la pression hydrostatique sur l’interface fluide-structure sont rarement pris en compte. En 1966,
Tong propose un modèle les intégrant mais au travers de quelques approximations destinées à assurer le
caractère conservatif du modèle [108]. En effet, l’opérateur de raideur Kg , associé à l’énergie potentielle
de pesanteur due à la gravité g, qui apparaît lorsque l’on considère la fluctuation hydrostatique de pression
dans le fluide pF

g = −ρF g.uF , n’est pas symétrique. Une expression approchée de pF
g proposée par Tong

permet de symétriser cet opérateur :

pF
g � −ρF (g.n)(uF .n) =⇒ Kg

Tong(u
S
N , δu

S
N ) =

∫
Σi

ρF (g.n) uS
N δuS

N dΣ (2)

où Σi est l’interface fluide-structure (de normale n) et ρF la masse volumique du fluide.

L’expression approchée proposée par Tong introduit une erreur proportionnelle à g.t (uF .t) (où t est
tangent à la surface Σi) puisque :

3. On remarque que l’énergie potentielle de pesanteur du fluide n’est réellement nulle qu’à fréquence infinie. La modélisation
du fluide utilisée dans le modèle hydroélastique sans gravité correspond donc à un comportement extrapolé à l’infini.

4. Par exemple, les premières fréquences propres de flexion d’un lanceur spatial sont autour de 1. Hertz.
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Introduction

g.uF = g.n (uF .n) + g.t (uF .t)
= g.n (uS.n) + g.t (uF .t)

F

Σ i

u

g

t n

L’approximation de Tong de l’opérateur Kg est donc exacte sur les portions de l’interface fluide-structure
Σi horizontales (g.t = 0) ou sur lesquelles le glissement du fluide est nul (uF .t = 0). Cependant, l’erreur
sur le reste de l’interface Σi n’est pas négligeable.

Dans le modèle que nous allons développer ici, on désire s’affranchir de cette approximation. Pour cela,
nous montrerons qu’il est nécessaire de considérer l’ensemble des effets de la gravité sur le système et
non pas uniquement sa contribution à l’énergie potentielle du liquide. En effet, nous mettrons en évidence
l’importance de la prise en compte des termes de précontrainte associés à la gravité pour assurer la
conservativité du modèle 5.

Alors que certaines études actuelles s’intéressent aux non linéarités associées aux mouvements de fluide
de grande amplitude ([83], impact du liquide sur les parois [96, 44], etc.), le modèle présenté ici est un
modèle linéaire destiné à l’analyse vibratoire (libre ou en réponse forcée) et se place donc dans le cadre
des petites déformations autour d’une configuration d’équilibre.

D’autre part, la dissipation d’énergie dans ces systèmes est, en pratique, représentée par des amortisse-
ments modaux, déterminés à partir d’estimations empiriques et de mesures expérimentales. C’est pour-
quoi, nous nous intéresserons au modèle conservatif (non dissipatif) associé en supposant la structure
parfaitement élastique.

Pour la même raison, le fluide considéré est non visqueux. D’autre part, dans le domaine de fréquence
considéré, on suppose que les phénomènes acoustiques dans le fluide sont négligeables et qu’il peut être
considéré comme incompressible. En présence de la gravité, cette hypothèse est nécessaire pour que le
fluide soit homogène. Cette hypothèse est valable tant que :

ω � c

L
(3)

où ω est la pulsation propre considérée, c la célérité du son dans le fluide et L une dimension caratéris-
tique du domaine fluide. Actuellement, Andrianarison développe une formulation qui vise à s’affranchir
de cette hypothèse [4, 5, 3] de façon à pouvoir traiter les couplages entre compressibilité et effets de
gravité.

Pour finir, les effets de tension superficielle, ou effets de capillarité, seront négligés par rapport aux effets
de gravité. On montre que cette hypothèse est vérifiée tant que :(α

L

)2
� 1 (4)

où α est la longueur de capillarité et L une dimension caractéristique des variations spatiales de la surface
libre. Dans le cas d’une interface eau/air, les effets de la capillarité sont négligeables par rapport à ceux de
la gravité dès que L est supérieur à quelques millimètres [6]. En l’absence de gravité, ou en état de micro-
gravité, les effets de tension superficielle redeviennent par contre essentiels [45]. Leur modélisation est
discutée dans l’article de Morand & Ohayon [86].

5. C’est en effet l’omission des effets de précontrainte liés à la gravité qui a obligé Tong à introduire des approximations
pour symétriser sa formulation.
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Chapitre 1

Équations linéarisées d’une structure
précontrainte
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Chapitre 1. Équations linéarisées d’une structure précontrainte

1.1 Problématique et notations

Le système fluide-structure sera modélisé par 2 équations couplées obtenues en considérant :

1. l’équilibre dynamique de la structure sous l’action des forces extérieures, dont la pression du fluide,
2. l’équilibre dynamique du fluide sous l’action des contraintes extérieures, dont le mouvement de la

structure.

Dans ce chapitre, on adoptera le point de vue de la structure. L’action de la gravité et de la pression
hydrostatique du fluide nous amène à considérer la structure comme un système précontraint. L’équation
variationnelle linéarisée décrivant les petits mouvements d’un tel système est établie ici.

1.1.1 Le système

L’objectif de ce chapitre est donc d’établir les équations linéaires d’une structure précontrainte S sché-
matisée par la figure 1.1.

�S�S

�u�u

f �f�f
g

n

n

FIG. 1.1 – La structure seule en présence de la gravité

Légende :

g : champ de pesanteur constant en espace et en temps
f : forces extérieures surfaciques (suiveuses ou non suiveuses)
ΩS : domaine volumique occupé par la structure, délimité par la surface fermée ∂ΩS = Σf ∪ Σu

Σu : surface où sont appliquées des conditions aux limites en déplacement
Σf : surface où sont appliquées les forces extérieures f
n : vecteur normal extérieur à la surface ∂ΩS

1.1.2 Mouvements autour d’un état précontraint

Même dans le cadre de l’hypothèse des petites perturbations (H.P.P.), l’étude des mouvements autour
d’un état précontraint ne peut être menée avec les mêmes approximations qu’une analyse autour d’un état
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1.1. Problématique et notations

naturel. En effet, lorsque l’état de référence est un état naturel, l’hypothèse H.P.P. permet de confondre
géométrie initiale et actuelle ainsi que coordonnées lagrangiennes et eulériennes, mais cette approxima-
tion n’est plus valable si la configuration initiale est précontrainte (pour quelques explications complé-
mentaires, consulter l’annexe A). Dans la mise en équations du problème, il faut donc travailler en tenant
compte des différents états de référence de la structure. On distingue alors 3 configurations :

00

M  (X)00

M (x )0 0

Ω 0

00Ω

u0

t

t

t

0

M(x)

Ω

U

u

FIG. 1.2 – Les 3 configurations de la structure : naturelle, initiale et actuelle

configuration naturelle : c’est l’état dans lequel la structure n’est soumise à aucun chargement, pas
même au champ de pesanteur g. Seules sont appliquées les conditions aux limites en déplacement 1

sur Σu00. Les grandeurs relatives à la configuration naturelle seront indicées par 00.

configuration initiale : c’est l’état d’équilibre autour duquel on désire étudier les déformations de la
structure. Dans cette configuration, la structure subit une déformation statique sous l’action d’une
part des forces de pesanteur liées à g et d’autre part de forces surfaciques extérieures constantes
f0. Cet état est donc un état de référence précontraint. Les grandeurs relatives à la configuration
initiale seront indicées par 0.

configuration actuelle : c’est l’état de la structure à tout instant de l’analyse dynamique. La structure
est soumise d’une part aux forces de pesanteur et d’autre part à des forces surfaciques extérieures
f . Les grandeurs se rapportant à la configuration actuelle seront sans indice.

Les équations du mouvement de la structure autour de l’état précontraint peuvent être obtenues, dans
certains cas, par le principe d’Hamilton (cf. ouvrage de Géradin & Rixen [46]). Cependant, si les énergies
potentielles mises en jeux ne sont pas simples à exprimer, une méthode basée sur le principe des travaux
virtuels peut être utilisée de façon plus systématique. En effet, le déplacement de la structure dans la
configuration actuelle par rapport à sa configuration initiale peut être exprimée comme son déplacement
dans l’état actuel par rapport à l’état naturel moins son déplacement dans l’état initial par rapport à l’état
naturel. Ce que l’on peut exprimer par : U = u− u0 .

Cette méthode nous amène donc à appliquer le principe des travaux virtuels d’une part à l’état actuel et
d’autre part à l’état initial. Ils peuvent tous deux être écrits en coordonnées eulériennes puisqu’ils ont tous
deux comme référence l’état naturel. Cependant, pour pouvoir les comparer (et calculer leur différence),
il faudra les exprimer sur une géométrie commune : la configuration naturelle.

1. On remarquera que la nature de la condition imposée à la surface Σu00 fait que Σu00 ≡ Σu0 ≡ Σ
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Chapitre 1. Équations linéarisées d’une structure précontrainte

La formulation variationnelle qui régit les petits mouvements de la structure autour de l’état initial pré-
contraint sera donc obtenu en 3 étapes :

1. expression du principe des travaux virtuels pour les états initial et actuel en coordonnées eulé-
riennes.

2. transfert sur la configuration naturelle

3. linéarisation de la différence entre ces 2 formulations variationnelles

1.2 Principe des travaux virtuels en coordonnées eulériennes

1.2.1 Configuration actuelle

Les déformations en tout point M(x) de la structure sont décrites à tout instant t par le champ de dépla-
cement u(x, t). Ce champ vectoriel vérifie les équations du problème aux limites suivant :

Divx σ (u(x)) + ρ(x) g = ρ(x) γ(x) dans ΩS (1.1a)

σ (u(x)) n = f sur Σf (1.1b)

u(x) = 0 sur Σu (1.1c)

Le principe des travaux virtuels est ensuite appliqué en faisant "travailler" l’équation (1.1a) dans un
champ de déplacement virtuel δu(M), défini sur ΩS, suffisamment régulier et cinématiquement admis-
sible (δu ≡ 0 sur Σu). En utilisant la formule de Green (D.7) et les équations (1.1b) et (1.1c), on trouve :∫

ΩS

Tr [σ (u(x)) Dxδu(x)
|] dΩ︸ ︷︷ ︸

(1)

+
∫

ΩS

ρ(x) γ(x).δu(x) dΩ︸ ︷︷ ︸
(2)

= · · ·

∫
ΩS

ρ(x) g.δu(x) dΩ︸ ︷︷ ︸
(3)

+
∫

Σf

f(x).δu(x) dΣ︸ ︷︷ ︸
(4)

(1.2)

1.2.2 Configuration initiale

Dans la configuration initiale, les déformations de la structure, supposée à l’équilibre, sont données en
tout point M0(x0) par le champ de déplacement u0(x0). Les équations d’équilibre du problème aux
limites s’écrivent donc pour cette configuration :

Divx0
σ (u0(x0)) + ρ0(x0) g = 0 dans ΩS

0 (1.3a)

σ (u0) n0 = f0 sur Σf0 (1.3b)

u0 = 0 sur Σu0 (1.3c)
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1.3. Transport lagrangien sur la configuration naturelle

On écrit de la même façon le principe des travaux virtuels vérifié par le champ de déplacement u0(x0)
pour tout champ de déplacement virtuel suffisamment régulier et cinématiquement admissible δu0(M0)
défini sur ΩS

0 :∫
ΩS

0

Tr
[
σ (u0(x0)) Dx0

δu0(x0)
|

]
dΩ0︸ ︷︷ ︸

(1)

=
∫

ΩS
0

ρ0(x0) g.δu0(x0) dΩ0︸ ︷︷ ︸
(2)

+
∫

Σf0

f0(x0).δu0(x0) dΣ0︸ ︷︷ ︸
(3)

(1.4)

1.3 Transport lagrangien sur la configuration naturelle

Pour transposer les équations (1.2) et (1.4) sur la configuration naturelle, il est nécessaire d’introduire
les applications bijectives différentiables Φ0 et Φ qui décrivent les états initial et actuel à partir de l’état
naturel. Ces deux bijections sont définies par (cf. chapitre 1, tome 1 de Salençon [98]) :

Φ0 : ΩS
00 −→ ΩS

0

M00 �−→ M0 =M00 + u0(M00)
X �−→ x0 = X + u0(X)

Φ : ΩS
00 −→ ΩS

M00 �−→ M =M00 + u(M00)
X �−→ x = X + u(X)

On associe respectivement à Φ0 et Φ les applications linéaires tangentes F0 et F qui vérifient les rela-
tions :

F0 = DXM0(x0) = Id+ DXu0(X)
F = DXM(x) = Id+ DXu(X)

Pour effectuer le changement de variable entre x (respectivement x0) et X, on associe à une fonction
G(x) (respectivement G0(x0)), définie sur ΩS (respectivement ΩS

0), une fonctionG∗(X) (respectivement
G∗

0(X)), définie sur ΩS
00 par :

G0(x0) = G0 ◦ Φ0(X) = G∗
0(X)

G(x) = G ◦Φ(X) = G∗(X)

ΩS
0 G0(Ω

S)

ΩS
00

G0

Φ0
G∗

0

ΩS G(ΩS)

ΩS
00

G

Φ
G∗

Cependant, pour simplifier les notations, on utilisera la notation u(X) et u0(X) (plutôt que u∗(X) et
u∗0(X)) pour désigner les images réciproques de u(x) et u0(x).
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Chapitre 1. Équations linéarisées d’une structure précontrainte

1.3.1 Configuration actuelle

Les formules de changement de variable (D.11) permettent de transposer chaque terme de l’équation
(1.2) sur la géométrie de la configuration naturelle :

le terme (1) devient :∫
ΩS

Tr [σ (u(x)) Dxδu(x)
|] dΩ =

∫
ΩS

00

Tr
[
σ∗ (u(X))

(
DXδu

∗(X) F−1
)|]

det(F ) dΩ00

=
∫

ΩS
00

Tr [Π (u(X)) (DXδu
∗(X))|] dΩ00 (1.7a)

où Π est le premier tenseur de Piola-Kirchhoff ou tenseur non-symétrique de Boussinesq, défini par :

Π = det(F ) σ∗F−| (1.7b)

En utilisant de plus la relation : ρ∗(X) det(F ) dΩ00 = ρ00(X) dΩ00, qui traduit la conservation de la
masse de la structure, le terme (2) devient :∫

ΩS

ρ(x) γ(x).δu(x) dΩ =
∫

ΩS
00

ρ∗(X)
∂2 u(X, t)

∂t2
.δu∗(X) det(F ) dΩ00

=
∫

ΩS
00

ρ00(X) ü(X, t).δu∗(X) dΩ00 (1.7c)

le terme (3) devient :∫
ΩS

ρ(x) g.δu(x) dΩ =
∫

ΩS
00

ρ∗(X) g.δu∗(X) det(F ) dΩ00

=
∫

ΩS
00

ρ00(X) g.δu∗(X) dΩ00 (1.7d)

le terme (4) devient : ∫
Σf

f(x).δu(x) dΣ =
∫

Σf00

(f dΣ)∗.δu∗(X) (1.7e)

où (f dΣ)∗ représente l’expression des forces surfaciques f dΣ tranposées sur la configuration naturelle.

1.3.2 Configuration initiale

D’une façon similaire, le terme (1) de l’équation (1.4) devient :∫
ΩS

0

Tr
[
σ (u0(x0)) Dx0

δu0(x0)
|

]
dΩ0 =

∫
ΩS

00

Tr
[
σ∗ (u0(X))

(
DXδu

∗
0(X) F−1

0

)|]
det(F0) dΩ00

=
∫

ΩS
00

Tr [Π (u0(X)) DXδu
∗
0(X)|] dΩ00 (1.8a)
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1.4. Étude des petites déformations autour de l’état initial

le terme (2) devient :∫
ΩS

0

ρ0(x0) g.δu0(x0) dΩ0 =
∫

ΩS
00

ρ∗0(X) g.δu∗0(X) det(F0) dΩ00

=
∫

ΩS
00

ρ00(X) g.δu∗0(X) dΩ00 (1.8b)

le terme (3) devient : ∫
Σf0

f0(x0).δu0(x0) dΣ0 =
∫

Σf00

(f0 dΣ0)∗.δu∗0(X) (1.8c)

où (f0 dΣ0)∗ représente l’expression des forces surfaciques f0 dΣ0 tranposées sur la configuration natu-
relle.

1.4 Étude des petites déformations autour de l’état initial

Dans cette étue, on supposera que u, u0, et par conséquent U , sont des déplacements infinitésimaux.
Cependant, le lecteur trouvera dans ce chapitre, une brève disgression au cas plus général où u0 serait un
grand déplacement.

1.4.1 Notation utilisée pour le développement limité de Taylor

Rappelons ici la formule de Taylor généralisée sur les espaces de Banach [24] :

Soit une application f : U → F , n fois différentiable, où U est un ouvert sur un espace de Banach E et
F un espace de Banach. Le développement à l’ordre n de f au voisinage de a ∈ U s’écrit :

‖f(a+ h)− f(a)− f ′(a).h · · · − 1
n!
f (n)(a).hn‖ = o(‖h‖n) (1.9)

Pour simplifier les notations, cette relation sera notée par la suite :

f(a+ h) � f(a) + f ′(a).h · · · + 1
n!
f (n)(a).hn au nème ordre en h (1.10)

1.4.2 Équation non-linéaire

Les équations (1.7) et (1.8) sont écrites pour des déplacements virtuels δu∗ et δu∗0 quelconques, défi-
nis sur le même domaine ΩS

00. Il est donc possible de les choisir égaux et de les noter δU . En notant
Cu l’espace des champs de déplacements 2 définis sur ΩS

00, suffisamment réguliers et cinématiquement
admissibles (u ≡ 0 sur Σu00), la différence entre ces deux équations donne :

Pour tout champ de déplacement virtuel δU appartenant à Cu,

2. Cu = {u ∈ (H1(ΩS
00))

3, tel que u ≡ 0 sur Σu00}.
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Chapitre 1. Équations linéarisées d’une structure précontrainte

∫
ΩS

00

Tr
[(
Π(u)−Π(u0)

)
DXδU

|

]
dΩ00︸ ︷︷ ︸

(1)

+
∫

ΩS
00

ρ00

∂2 u

∂t2
.δU dΩ00︸ ︷︷ ︸

(2)

= · · ·

∫
Σf00

(
(f dΣ)∗ − (f0 dΣ0)∗

)
.δU︸ ︷︷ ︸

(3)

(1.11)

1.4.3 Linéarisation du terme d’énergie potentielle

La linéarisation du terme (1) de l’équation (1.11) nécessite de rappeler quelques définitions relatives aux
tenseurs Π et Π0. Pour cela, considérons :

T : la densité d’énergie potentielle élastique (par unité de volume de l’état naturel),
S : le deuxième tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff ou tenseur symétrique de Piola-Lagrange,

qui vérifie :

Π(u) = F S = (Id+ DXu) S(u) (1.12)

E : le tenseur des déformations de Green-Lagrange définit par :

E(u) =
1
2
(F |F − Id) =

1
2
(DXu+ DXu

| + DXu
| DXu) (1.13)

La partie linéaire de E sera notée εL, ou plus simplement ε, et sa partie quadratique sera notée εQ :

εL
X(u) =

1
2
(DXu+ DXu

|) (1.14a)

εQ
X(u, u) =

1
2

DXu
| DXu (1.14b)

La théorie générale de l’hyperélasticité montre qu’il existe une relation entre les 3 grandeurs T , S et E
[31] :

Sij =
∂ T
∂ Eij

(1.15)

L’hypothèse d’un comportement élastique linéarisé pour la structure nous permet de prendre un dévelop-
pement au 2ème ordre en E de T autour de l’état d’équilibre. L’équation (1.15) devient :

Sij �
∂ T (1)

∂ Eij
+
∂ T (2)

∂ Eij

Le premier terme est nul si le développement a été fait autour d’un état sans précontrainte tel que l’état
naturel. S est donc une fonction linéaire en E et l’on peut écrire :

S(u) = C E(u) (1.16)

soit S(u) = S0 + C (E(u)−E(u0)) = S0 + C
(
εL
X(U) + εQ

X(u, u)− εQ
X(u0, u0)

)
(1.17)
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1.4. Étude des petites déformations autour de l’état initial

où S0 = S(u0) est le tenseur des contraintes dans l’état initial et C = dψ
dE est le tenseur constant d’ordre

4 des coefficients élastiques caractérisant la loi de comportement 3.

La différence Π(u)−Π(u0) extraite du terme (1) de l’équation (1.11) se récrit :

Π(u)−Π(u0) = (Id+ DXu0 + DXU) S(u)− (Id+ DXu0) S0 (1.18)

En utilisant (1.17), cette relation devient :

Π(u)−Π(u0) = (Id+ DXu0 + DXU) C
(
εL
X(U) + εQ

X(u, u)− εQ
X(u0, u0)

)
+ DXU S0 (1.19)

Linéarisation par rapport à U

Le développement au 1er ordre en U de cette expression donne :

Π(u)−Π(u0) � (Id+ DXu0)C
(
εL
X(U) + εQ

X(u0, U) + εQ
X(U, u0)

)
+ DXU S0

� C εL
X(U) + DXU S0 + DXu0 C εL

X(U) · · ·

+ C
(
εQ
X(u0, U) + εQ

X(U, u0)
)
+ DXu0 C

(
εQ
X(u0, U) + εQ

X(U, u0)
) (1.20)

En utilisant les propriétés de l’opérateur Trace (D.1) ainsi que la symétrie de C εL et de C
(
εQ +

(εQ)|
)
, des simplifications apparaissent quand on introduit cette relation dans l’expression du terme

(1) de l’équation (1.11) :∫
ΩS

00

Tr
[(
Π(u)−Π(u0)

)
DXδU

|

]
dΩ00 �

∫
ΩS

00

Tr
[
C εL

X(U) εL
X(δU) + DXU S0 DXδU

| · · ·

+ C εL
X(δU)

(
εQ
X(u0, U) + εQ

X(U, u0)
)
+C εL

X(U)
(
εQ
X(u0, δU) + εQ

X(δU, u0)
)
· · ·

+ C
(
εQ
X(u0, U) + εQ

X(U, u0)
) (

εQ
X(u0, δU) + εQ

X(δU, u0)
)]

dΩ00 (1.21)

Le développement au 1er ordre en U du terme (1) de l’équation (1.11) donne donc :∫
ΩS

00

Tr
[(
Π(u)−Π(u0)

)
DXδU

|

]
dΩ00 �

∫
ΩS

00

Tr
[
C εL

X(U) εL
X(δU)

]
dΩ00 · · ·

+ k
u0
G (U, δU) + k

u0
L (U, δU) + k

u0
Q (U, δU) (1.22)

avec

k
u0
G (U, δU) =

∫
ΩS

00

Tr [DXU S0 DXδU
|] dΩ00 (1.23)

k
u0
L (U, δU) =

∫
ΩS

00

2 Tr
[
C εL

X(δU) ε
Q
X(u0, U) + C εL

X(U) ε
Q
X(u0, δU)

]
dΩ00 (1.24)

k
u0
Q (U, δU) =

∫
ΩS

00

4 Tr
[
C εQ

X(u0, U) ε
Q
X(u0, δU)

]
dΩ00 (1.25)

3. Le tenseur C est symétrique et défini positif dès que T est strictement convexe en E.
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Chapitre 1. Équations linéarisées d’une structure précontrainte

k
u0
G : traduit la rigidité géométrique due aux précontraintes S0 (dépendantes de u0) présentes dans la

structure à l’instant initial,
k
u0
L et k

u0
Q : sont des opérateurs symétriques, respectivement linéaires et quadratiques en u0, qui tra-

duisent le changement de raideur associé à la modification de la géométrie de la structure dans
l’état initial.

Le terme (1.22) représente l’énergie de déformation associée aux petites vibrations U de la structure
autour d’une configuration initiale déformée par le champ de déplacement u0 quelconque ("grand" dé-
placement). Les termes de raideur géométrique additionnels k

u0
L et k

u0
Q sont particulièrement utilisés pour

la prédiction du flambage non linéaire [32].

Linéarisation par rapport à U et u0

Dans la suite, nous supposerons que la déformation initiale est infinitésimale et que les états naturel et
initial ne différent que par la présence de précontraintes. Dans ce cas, la relation (1.22) peut être linéarisée
en u0 également.

Le développement au 1er ordre en U et u0, ou de façon équivalente en u et u0, amène à éliminer l’en-
semble des termes à l’origine des opérateurs k

u0
L et k

u0
Q de l’expression (1.19). En considérant, de plus,

que dans S0 = det(F0) F
−1
0 σ(u0) F

−|
0 , on peut approcher F0 par Id, on obtient :

Π(u)−Π(u0) � C εL
X(U) + DXU σ0 au 1er ordre en u et u0 (1.26)

où σ0 = σ(u0) est le tenseur des contraintes de Cauchy dans l’état initial.

1.4.4 Linéarisation du travail des efforts extérieurs

La linéarisation du terme (3) de l’équation (1.11) nécessite de distinguer les forces surfaciques suiveuses
fF ("follower forces") qui dépendent du déplacement u, des forces surfaciques constantes en direction
fD ("dead loads") qui s’appliquent sur la surface Σf :

f = fF + fD sur Σf (1.27)

Forces suiveuses

On ne traitera ici que les forces suiveuses dont la direction d’application est portée par la normale n à la
surface. Introduisons |̃fF |, la variation d’amplitude (supposée connue) des forces suiveuses définie par :

|̃fF |(M00) = |f∗F (M00)| − |f∗F0(M00)| (1.28)

ainsi que τ00, fonction linéaire de U , le vecteur représentant la rotation de normale n entre les instants
initial et actuel :

τ00(U) dΣ00 � n dΣ− n0 dΣ0 au 1er ordre en u et u0 (1.29)

Une forme explicite de τ00 en fonction de U sera donnée en §3.4.1.
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1.4. Étude des petites déformations autour de l’état initial

L’expression linéarisée par rapport à u et u0 du terme fF dΣ− fF0 dΣ0 donne :

|fF | n dΣ− |fF0| n0 dΣ0 = |fF | n dΣ− |fF0| n dΣ + |fF0| n dΣ− |fF0| n0 dΣ0

= (|fF | − |fF0|) n dΣ+ |fF0| (n dΣ− n0 dΣ0)

� |̃fF | n00 dΣ00 + |fF0| τ00(U) dΣ00 (1.30a)

Forces non suiveuses

Le cas des forces non suiveuses est classique. Leur variation (supposée connue) f̃D est définie par la
relation suivante :

f̃D(M00) dΣ00 =
(
fD dΣ

)∗
−
(
fD0 dΣ0

)∗
(1.30b)

Finalement, on notera :

f̃(M00) = f̃D(M00) + |̃fF |(M00) n00 (1.31)

Le développement au 1er ordre en u et u0 du terme (3) de l’équation (1.11) donne finalement :∫
Σf00

(
(f dΣ)∗ − (f0 dΣ0)∗

)
.δU �

∫
Σf00

f̃ .δU dΣ00 +
∫

Σf00

|f∗F0| τ00(U).δU dΣ00 (1.32)

1.4.5 Équation variationnelle linéarisée de la structure

En introduisant (1.26) et (1.32) dans l’équation (1.11) et en utilisant le fait que ü0 = 0, on obtient la
formulation variationnelle, linéarisée en u et u0, qui régit les petites déformations U autour de l’état
initial précontraint :

∃ U ∈ Cu tel que ∀ δU ∈ Cu,

kE(U, δU) + kG(U, δU) + kF (U, δU) +M(Ü , δU) =
∫

Σf00

f̃ .δU dΣ00

(1.33)

avec

kE(U, δU) =
∫

ΩS
00

Tr [C εX(U) εX(δU)] dΩ00 (1.34)

kG(U, δU) =
∫

ΩS
00

Tr [DXU σ0 DXδU
|] dΩ00 (1.35)

kF (U, δU) = −
∫

Σf00

|f∗F0| τ00(U).δU dΣ00 (1.36)

M(Ü , δU) =
∫

ΩS
00

ρ00 Ü .δU dΩ00 (1.37)

kE : est associé à la raideur élastique de la structure,
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Chapitre 1. Équations linéarisées d’une structure précontrainte

kG : traduit la rigidité géométrique due aux précontraintes présentes dans la structure à l’instant initial,

kF : est une raideur générée par la présence de forces suiveuses fF ,

M : représente l’inertie de la structure.

La méthode lagrangienne utilisée ici, qui peut au départ sembler inutilement complexe dans notre cas
(puisqu’on se place en H.P.P. in fine), a l’avantage de faire apparaître les termes liés à la précontrainte et
aux forces suiveuses de façon naturelle lors de la phase de linéarisation. D’autre part, cette méthode est
assez générale et on a montré par l’équation (1.22) qu’elle peut être adaptée au cas où u0 serait un grand
déplacement 4 (structures gonflées, etc.).

1.5 Approche énergétique

Le terme (1) de l’équation (1.11) peut également être obtenu par des considérations énergétiques.

Notons T(u0) et T(u) les énergies internes élastiques emmagasinées lors des déformations qui abou-
tissent respectivement à la configuration initiale et à la configuration actuelle :

T(ΩS) =
∫

ΩS
00

T (u) dΩ00 =
1
2

∫
ΩS

00

Tr [S(u) E(u)] dΩ00 (1.38a)

T(ΩS
0) =

∫
ΩS

00

T (u0) dΩ00 =
∫

ΩS
00

Tr [S(u0) E(u0)] dΩ00 (1.38b)

Le terme (1) de l’équation (1.11) peut alors s’exprimer comme la différence des variations de ces énergies
pour des perturbations δu0 et δu des champs de déplacement u0 et u (cf. §C.1) :∫

ΩS
00

Tr
[
S(u) δE(u, δu) − S(u0) δE(u0, δu0)

]
dΩ00 (1.39)

Le taux de déformation, noté δE, s’exprime comme suit en utilisant les notations (1.14) :

δE(u, δu) =
1
2

(
DXδu+ DXδu

| + DXu
| DXδu+ DXδu

| DXu
)

= εL
X(δu) + εQ

X(u, δu) + εQ
X(δu, u) (1.40)

En utilisant de plus la relation (1.17), on obtient :

S(u)δE(u, δu)−S(u0)δE(u0, δu0) =
(
S0+C (E(u)−E(u0))

)(
εL
X(δu)+εQ

X(u, δu)+εQ
X(δu, u)

)
· · · − S0

(
εL
X(δu0) + εQ

X(u0, δu0) + εQ
X(δu0, u0)

)
(1.41)

Comme δu et δu0 sont deux champs de déplacements quelconques, cinématiquement admissibles et
définis sur ΩS

00, on peut décider de les choisir égaux et de les noter δU . En utilisant d’autre part u =

4. Les termes intégraux de l’équation variationnelle peuvent être simplifiés s’ils sont transposés sur la configuration initiale
(plutôt que naturelle) que l’on détermine par un calcul statique non linéaire [32].
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1.5. Approche énergétique

u0 + U , on obtient après simplifications :

S(u) δE(u, δu) − S(u0) δE(u0, δu0) = S0

(
εQ
X(U, δU) + εQ

X(δU,U)
)
+ · · ·

C
(
εL
X(U) + εQ

X(u, u)− εQ
X(u0, u0)

)(
εL
X(δU) + εQ

X(u, δU) + εQ
X(δU, u)

)
(1.42)

Linéarisation par rapport à U

Le développement au 1er ordre en U de cette expression donne :

S(u) δE(u, δu) − S(u0) δE(u0, δu0) � S0

(
εQ
X(U, δU) + εQ

X(δU,U)
)
+ · · ·

C
(
εL
X(U)+εQ

X(u0, U)+εQ
X(U, u0)

)(
εL
X(δU)+εQ

X(u0, δU)+εQ
X(U, δU)+εQ

X(δU, u0)+εQ
X(δU,U)

)
(1.43)

Après simplifications, cette expression devient :

S(u) δE(u, δu) − S(u0) δE(u0, δu0) � S0

(
εQ
X(U, δU) + εQ

X(δU,U)
)
+ C εL

X(U) εL
X(δU) · · ·

+ C εL
X(U)

(
εQ
X(u0, δU) + εQ

X(δU, u0)
)
+ C

(
εQ
X(u0, U) + εQ

X(U, u0)
)
εL
X(δU) · · ·

+ C
(
εQ
X(U, u0) + εQ

X(u0, U)
) (

εQ
X(u0, δU) + εQ

X(δU, u0)
)

(1.44)

En utilisant les propriétés de l’opérateur Trace (D.1) ainsi que la symétrie de C εL et de C
(
εQ +

(εQ)|
)
, des simplifications apparaissent quand on introduit cette relation dans (1.39). On obtient ainsi

une expression linéarisée en U de ce terme identique à (1.22) :∫
ΩS

00

Tr
[
S(u) δE(u, δu) − S(u0) δE(u0, δu0)

]
dΩ00 � · · ·

kE(U, δU) + k
u0
G (U, δU) + k

u0
L (U, δU) + k

u0
Q (U, δU) (1.45)

avec

k
u0
G (U, δU) =

∫
ΩS

00

Tr
[
S0 εQ

X(U, δU)
]
dΩ00 =

∫
ΩS

00

Tr [DXU S0 DXδU
|] dΩ00 (1.46)

Linéarisation par rapport à U et u0

Faisons désormais l’hypothèse que les géométries des configurations naturelle et initiale sont quasiment
identiques (u0 infinitésimal).

Le développement au 1er ordre en U et u0, ou de façon équivalente en u et u0, de l’expression (1.44)
donne :

S(u) δE(u, δu) − S(u0) δE(u0, δu0) � · · ·

C εL
X(U) εL

X(δU) +σ0

(
εQ
X(U, δU) + εQ

X(δU,U)
)

au 1er ordre en u et u0 (1.47)
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Chapitre 1. Équations linéarisées d’une structure précontrainte

En utilisant les relations (D.1), on vérifie qu’on retrouve par cette approche des expressions identiques
pour kE et kG.
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& Rixen [46], Salençon [98], Le Tallec [107] et Combescure [32].
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Chapitre 2

Équations linéarisées d’un fluide parfait
incompressible
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Chapitre 2. Équations linéarisées d’un fluide parfait incompressible

2.1 Problématique et notations

Dans ce chapitre, c’est le point de vue du liquide qui est adopté. La formulation variationnelle linéarisée
décrivant les petits mouvements d’un liquide parfait incompressible en présence d’un champ de pesanteur
est établie ici.

2.1.1 Le système

On s’intéresse désormais aux petits mouvements d’un fluide incompressible non visqueux F en présence
d’un champ de pesanteur constant g. Un tel système peut être schématisé par la figure 2.1.

�F�F

�

�i�i
g

n

uNuN

FIG. 2.1 – Le fluide seul en présence de la gravité

Légende :

g : champ de pesanteur constant en espace et en temps

uN : déplacement normal imposé à la paroi Σi

ΩF : domaine volumique occupé par le fluide, délimité par la surface fermée ∂ΩF = Σi + Γ
Γ : surface libre du fluide

Σi : surface où est imposé le déplacement normal uN
n : vecteur normal intérieur à la surface ∂ΩF

2.1.2 Fluide en présence de la gravité

Fluctuation de pression eulérienne et lagrangienne

Il faut tout d’abord rappeler qu’en présence de la gravité, les fluctuations de pression eulérienne pE et
lagrangienne pL d’un fluide ne sont pas équivalentes, et ceci même dans le cas de l’H.P.P. En effet,
pL(M) est défini pour tout point M0 de la configuration d’origine en suivant la particule de fluide entre
les deux instants :

pL(M0) = P (M)− P0(M0) avec M =M0 + uF (M0) (2.1a)
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2.1. Problématique et notations

alors que pE(M0) est défini au point géométrique M0 par :

pE(M0) = P (M0)− P0(M0) (2.1b)

En calculant la différence entre ces 2 expressions, on obtient, au 1er ordre en uF :

pL(M0)− pE(M0) � ∇P (M0).u
F (M0)

En présence de la gravité g et en supposant que ∇P � ∇P0 = ρF g|, l’expression précédente devient :

pL(M0)− pE(M0) � ρF g.uF (M0) (2.2)

0

Γ0
u  (M  )F

0 0

M

P
η atm

M

Γ

FIG. 2.2 – La surface libre du fluide

La figure 2.2 donne une illustration simple de la formule (2.2) : en effet, pour un point M0 de la surface
Γ0 du fluide au repos, les fluctuations de pression lagrangienne et eulérienne valent :

pL(M0) = P (M)− P0(M0) = Patm. − Patm. = 0
pE(M0) = P (M0)− P0(M0) = Patm. + ρF |g| η − Patm. = ρF |g| η

où η est la hauteur de la colonne de fluide au dessus du point M0 . En supposant l’hypothèse des petites
perturbations, η peut être confondu, au premier ordre, avec la composante verticale du déplacement
uF (M0). On vérifie alors que les valeurs de fluctuation de pression obtenues sont en accord avec la
formule (2.2). Pour plus de détails sur ce point, le lecteur pourra se référer au chapitre 2 de l’ouvrage de
Morand & Ohayon [81].

De la même façon que dans le cas de la structure, la présence d’un champ de pesanteur agit donc comme
une précontrainte sur le fluide et empêche de confondre les points de vue lagrangien et eulérien. De
nouveau, pour la mise en équations du problème, il nous faut donc travailler en distinguant les différents
états de référence du fluide :

configuration naturelle : c’est une configuration virtuelle dans laquel le fluide n’est soumis à aucune
action extérieure, pas même à la gravité. Le volume qu’il occupe est délimité par les parois du
recipient qui le contient, à l’état naturel, et par une surface libre que l’on suppose horizontale. Les
grandeurs relatives à la configuration naturelle seront indicées par 00.

configuration initiale : c’est l’état d’équilibre autour duquel on désire étudier les mouvements du fluide.
Cette configuration statique est déterminée d’une part par l’action des forces de pesanteur liées à
g et d’autre part par un déplacement statique u0N imposé à la paroi Σi. La présence de g en fait
un état de référence précontraint. Les grandeurs relatives à la configuration initiale seront indicées
par 0.
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00

t0

M  (X)00

M (x )0 0

Ω 0

Ω 00
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Γ
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i0
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n

t00
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FIG. 2.3 – Les 3 configurations du fluide : naturelle, initiale et actuelle

configuration actuelle : c’est l’état du fluide à tout instant de l’analyse dynamique. Le fluide est soumis
d’une part aux forces de pesanteur et d’autre part aux déplacements imposés uN . Les grandeurs se
rapportant à la configuration actuelle seront sans indice.

La méthode utilisée pour déterminer les équations des petits mouvements du fluide autour de l’état initial
précontraint sera similaire à celle qui a été utilisée pour la structure. Cependant, on établira tout d’abord
les équations locales du problème desquelles on déduira ensuite une formulation variationnelle.

2.2 Équations locales

2.2.1 Équations du fluide parfait incompressible

Rappelons tout d’abord que pour un fluide parfait (non visqueux), soumis au champ de pesanteur g,
l’équation d’Euler s’écrit en tout point M de ΩF :

∇xP (M) = ρF (M) (g − γ(M)F )| (2.3)

Une deuxième relation est obtenue en traduisant l’incompressibilité du fluide : traditionnellement, on
écrit divxv

F (M) = 0 dans ΩF . Cependant, ici on utilisera la relation linéarisée qui fait intervenir la
déformation 1 uF plutôt que la vitesse vF :

divXu
F (M00) = 0 dans ΩF

00 (2.4)

Cette relation peut être obtenue directement en considérant la loi de conservation de la masse en coor-
données lagrangiennes, qui s’écrit :

ρF det(F ) = ρF
00

1. La même simplification de notation qu’au §1.3 nous amènera à noter uF (M00) et uF
0 (M00) les images réciproques de

uF (M) et uF
0 (M0).
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2.2. Équations locales

où F est l’application linéaire tangente associée à l’application bijective différentiable Φ : ΩF
00 −→ ΩF .

Pour un fluide incompressible, ρF = ρF
00 donc det(F ) = 1. Comme det(F ) � 1 + divXu

F (M00) au 1er

ordre en uF , on obtient bien la relation (2.4).

On montre également la propriété suivante :

Proposition 1. Les petits mouvements harmoniques d’un fluide parfait incompressible, à fréquence non
nulle, sont irrotationnels.

Pour démontrer cette proposition, prenons le rotationnel de l’équation (2.3), en tenant compte du fait que
ρF = cste :

ρF (M) ω2 rotX (uF (M00)) = 0

Pour ω �= 0, rotX (uF (M00)) doit s’annuler.

2.2.2 Représentation du fluide

Il y a plusieurs choix de variable d’état possibles pour écrire les équations du fluide :

– soit son champ de déplacement uF [58, 18, 91] : la compatibilité des déplacements à l’interface
avec la structure est ainsi facilement satisfaite, mais l’apparition de "modes de circulation" non
physiques apporte des problèmes numériques. Bien que des méthodes aient été développées pour
faire disparaître ces modes indésirables (soit par ajout d’un terme de pénalité proportionnel à
rot UF [28], soit par l’utilisation d’éléments finis de type Raviart-Thomas en imposant la relation
div UF [19, 17, 18]), ces méthodes restent exigeantes en terme de capacité de calcul, vue la taille
des modèles qu’elles engendrent 2.

– soit la pression P dans le fluide : cependant, l’introduction d’une variable duale dans la formulation
rend le système obtenu non symétrique et moins facilement implémentable dans des codes de
calcul standards [70]. La symétrisation nécessite alors une projection modale [84].

– soit, grâce à la proposition 1, un potentiel 3 de déplacement ϕ(M00), défini par la relation uF | =
∇Xϕ. En introduisant ce potentiel, on élimine les solutions stationnaires irrotationnelles parasites
qui peuvent exister dans le cas de domaines non simplement connexes 4, ainsi que les mouvements
rotationnels permanents (qui ne sont pas le sujet de l’analyse vibratoire qu’on désire faire ici).

C’est cette dernière possibilité qui sera utilisée par la suite.

2. Si la viscosité du fluide devait être prise en compte, une formulation en déplacement pour le fluide serait certainement le
seul choix possible.

3. Dans le cas de domaines fluides multiples, il faut définir des potentiels ϕi pour chaque domaine.
4. Rappelons que, d’un point de vue mathématique, le lemme de Poincaré "global" n’assure l’existence du potentiel ϕ que

sous certaines hypothèses restrictives sur le domaine Ω (cf. Dautray & Lions [36], tome 5, §IX A). Ces hypothèses sont en
particulier vérifiées pour des domaines Ω réguliers et simplement connexes, ou de plus généralement "étoilés par rapport à un
point".
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Chapitre 2. Équations linéarisées d’un fluide parfait incompressible

2.2.3 Configuration actuelle

A tout instant t, l’état du fluide est décrit en tout point M(x) par les champs de déplacement uF (x, t) et
de pression P (x, t) qui vérifient les équations du problème aux limites suivant :

∇xP (M) = ρF (g − γF (M))| dans ΩF (2.5a)

divXu
F (M00) = 0 dans ΩF

00 (2.5b)

uF (M00).n00 = uN sur Σi00 (2.5c)

P (M) = 0 sur Γ (2.5d)

2.2.4 Configuration initiale

Dans la configuration initiale, l’état du fluide, supposé à l’équilibre, est décrit en tout point M0(x0)
par les champs de déplacement uF

0 (x0) et de pression P0(x0) qui vérifient les équations d’équilibre du
problème aux limites suivant :

∇x0
P0(M0) = ρF g| dans ΩF

0 (2.6a)

divXu
F
0 (M00) = 0 dans ΩF

00 (2.6b)

uF
0 (M00).n00 = u0N sur Σi00 (2.6c)

P0(M0) = 0 sur Γ0 (2.6d)

2.3 Étude des petites déformations autour de l’état initial

2.3.1 Équations locales en pL et UF

On introduit ensuite le champ de déplacement UF (M00) = uF (M00)− uF
0 (M00) qui représente les dé-

formations autour de l’état initial en tout point M00 de la configuration naturelle. En conservant ce point
de vue lagrangien, on est amené à définir la fluctuation de pression lagrangienne entre les configurations
initiales et actuelle, pL, par (cf. chapitre 2 de l’ouvrage [81]) :

pL(M00) = P ∗(M00)− P ∗
0 (M00) dans ΩF

00 (2.7)

La première équation locale qui relie UF et pL est obtenue en calculant le gradient de pL grâce à (2.5a)
et (2.6a) :

∇XpL(M00) = ∇XP ∗(M00)−∇XP ∗
0 (M00)

= ∇xP (M) F −∇x0
P0(M0) F0

= ρF (g − γF (M))| F − ρF g| F0

en tenant compte du fait que F = Id+ DXu
F et F0 = Id+ DXu

F
0 , et en développement au 1er ordre en

uF et uF
0 , on obtient :

∇X pL � ρF g| DXU
F − ρF ∂2UF (X, t)|

∂t2
dans ΩF

00 (2.8)
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2.3. Étude des petites déformations autour de l’état initial

Les 3 autres équations locales sont obtenues directement par différence entre (2.5b) et (2.6b), (2.5c) et
(2.6c), et (2.5d) et (2.6d). Finalement, les équations locales du problème linéarisé autour de la configu-
ration initiale s’écrivent, en coordonnées lagrangiennes relatives à la configuration naturelle :

∇X pL = ρF g| DXU
F − ρF ÜF| dans ΩF

00 (2.9a)

divXU
F = 0 dans ΩF

00 (2.9b)

UF .n00 = UN sur Σi00 (2.9c)

pL = 0 sur Γ00 (2.9d)

2.3.2 Équations locales en pL et ϕ

En introduisant le champ de potentiel de déplacement ϕ, défini par l’équation :

UF (M00)
| = ∇X ϕ(M00) (2.10)

les équations locales (2.9) deviennent :

∇X pL = ρF g| ∇2
X ϕ− ρF ∇X ϕ̈ dans ΩF

00 (2.11a)

∆Xϕ = 0 dans ΩF
00 (2.11b)

∇X ϕ.n00 = UN sur Σi00 (2.11c)

pL = 0 sur Γ00 (2.11d)

où la notation∇2
X ϕ représente la matrice Hessienne de ϕ (matrice des dérivées partielles du second ordre

par rapport aux coordonnées Xi).

2.3.3 Expression de pL en fonction de ϕ

Une intégration en X de l’équation (2.11a) nous donne une relation entre pL et ϕ :

pL = ρF g.∇ϕ− ρF ϕ̈+ π dans ΩF
00 (2.12)

où π est une constante sur ΩF
00 que l’on détermine par le choix d’une condition d’unicité 5 sur ϕ que l’on

note 
(ϕ) = 0 avec 
(1) �= 0 (cf. [85] et le chapitre 3 de [81]).

Pour déterminer une valeur de la constante π, on intègre la relation (2.11b) sur le domaine ΩF
00 :

0 =
∫

ΩF
00

∆ϕ dΩ00

0 =
∫

Σi00+Γ00

∇ϕ.(− n00) dΣ00

0 =
∫

Σi00

UN dΣ00 −
∫

Γ00

∇ϕ.iz dΓ00 (2.13)

car on a supposé que la surface libre Γ00 est telle que le vecteur normal n00 soit colinéaire au vecteur
gravité g et donc au vecteur iz . Sur la surface libre, l’expression (2.12) s’écrit donc :

pL = −ρF |g| ∇ϕ.iz − ρF ϕ̈+ π = 0 sur Γ00 (2.14)

5. En effet, ϕ est déterminé à une constante près par la relation (2.10)
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Chapitre 2. Équations linéarisées d’un fluide parfait incompressible

En utilisant (2.11d), on déduit que :

∇ϕ.iz = − ϕ̈

|g| +
π

ρF |g| sur Γ00 (2.15)

En substituant (2.15) dans (2.13), on obtient :∫
Σi00

UN dΣ00 +
1
|g|

∂2

∂t2

(∫
Γ00

ϕ dΓ00

)
− π

ρF |g|‖Γ00‖ = 0

On choisit alors la condition d’unicité 
(ϕ) telle que 6 :


(ϕ) =
∫

Γ00

ϕ dΓ00 = 0 (2.16)

Ainsi π vaut :

π =
ρF |g|
‖Γ00‖

∫
Σi00

UN dΣ00 (2.17)

Finalement, l’expression explicite de pL devient :

pL = ρF g.∇ϕ− ρF ϕ̈+
ρF |g|
‖Γ00‖

∫
Σi00

UN dΣ00 dans ΩF
00 avec

∫
Γ00

ϕ dΓ00 = 0 (2.18)

2.3.4 Principe des travaux virtuels

On appelle Cϕ l’ensemble des fonctions scalaires ϕ(M00) définies sur ΩF
00 suffisamment régulières 7, et

C∗
ϕ le sous-ensemble de Cϕ restreint aux fonctions ϕ qui vérifient la condition (2.16).

La solution ϕ recherchée appartient à C∗
ϕ et vérifie les équations locales suivantes :

∆ϕ = 0 dans ΩF
00 (2.19a)

∇ϕ.n00 = UN sur Σi00 (2.19b)

∇ϕ.iz = − ϕ̈

|g| +
1

‖Γ00‖

∫
Σi00

UN dΣ00 sur Γ00 (2.19c)

Le principe des travaux virtuels associé à ces équations s’obtient en multipliant (2.19a) par un champ
scalaire virtuel δϕ appartenant à Cϕ et en intégrant sur le volume ΩF

00 :

∀ δϕ ∈ Cϕ,

∫
ΩF

00

∆ϕ δϕ dΩ00 = 0

6. On vérifie que si le liquide possède une surface libre
Z

Γ00

dΓ00 = ‖Γ00‖ �= 0

7. Cϕ = {ϕ ∈ H1(ΩF
00)} et C∗

ϕ = {ϕ ∈ H1(ΩF
00), tel que

R
Γ00

ϕ dΓ00 = 0}
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2.3. Étude des petites déformations autour de l’état initial

En utilisant la formule de Green (D.7), ainsi que les relations (2.19b) et (2.19c), l’équation précédente
devient :∫

ΩF
00

∇ϕ.∇δϕ dΩ00 +
1
|g|

∫
Γ00

ϕ̈ δϕ dΓ00 −
1

‖Γ00‖

(∫
Σi00

UN dΣ00

)(∫
Γ00

δϕ dΓ00

)
= · · ·

−
∫

Σi00

UN δϕ dΣ00

En choisissant les fonctions test δϕ dans C∗
ϕ plutôt que Cϕ, la relation précédente se simplifie en :

∃ ϕ ∈ C∗
ϕ tel que ∀ δϕ ∈ C∗

ϕ,

∫
ΩF

00

∇ϕ.∇δϕ dΩ00 +
1
|g|

∫
Γ00

ϕ̈ δϕ dΓ00 = −
∫

Σi00

UN δϕ dΣ00

(2.20)
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Chapitre 3. Équations couplées linéarisées d’une structure et d’un fluide interne incompressible

3.1 Problématique et notations

Les équations relatives d’une part à la structure (chapitre 1) et d’autre part au fluide (chapitre 2) sont
adaptées de façon à mettre en évidence les termes de couplage. Les équations du système fluide-structure
en découlent directement.

3.1.1 Le système

Nous sommes à présent intéressés par le problème linéarisé relatif aux déformations couplées d’une
structure S avec un fluide F en présence d’un champ de force gravitationnel constant g. Un tel système
peut être schématisé par la figure 3.1.

�F�F

�S�S

� �u�u

�i�i

f �f�f g

n

FIG. 3.1 – Structure et fluide interne en présence de la gravité

3.1.2 L’interface fluide/structure

La surface de contact entre le fluide et la structure sera notée Σi. En tout point géométrique M00 de
cette interface coïncident, dans la configuration naturelle, un point matériel fluide (indicé F ) et un point
matériel structure (indicé S) qui, au cours de la déformation, vont avoir deux trajectoires différentes, du
fait du déplacement relatif du liquide par rapport à la structure, comme le montre la figure 3.2.

3.2 Influence de la présence de la structure sur les équations du fluide

Lorsque la structure se déforme, elle impose une déformation au contour Σi du fluide. Le terme de
couplage provient donc de la relation qui existe entre les déplacements uS et uF au niveau de l’interface
fluide/structure.
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3.2. Influence de la présence de la structure sur les équations du fluide
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FIG. 3.2 – Déplacement du point fluide et du point structure
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FIG. 3.3 – Condition de contact

3.2.1 Conditions de contact sur l’interface fluide/structure

La condition de contact classique d’un fluide parfait (non visqueux) sur une paroi traduit la continuité de
la composante normale des vitesses aux points de l’interface et s’écrit :

vF (M ′).n′(M ′) = vS(M ′).n′(M ′) (3.1)

Quelques transformations sont nécessaires pour écrire une relation linéarisée équivalente sur les dépla-
cements, plutôt que sur les vitesses. Tout d’abord, remarquons que :

vF (M ′) =
∂uF

∂t
(MF )

vS(M ′) =
∂uS

∂t
(MS)

En utilisant le fait que uS(MS) � uS(MF ) et n′(M ′) � n(MF ) au 1er ordre en u, la relation (3.1) peut
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Chapitre 3. Équations couplées linéarisées d’une structure et d’un fluide interne incompressible

être linéarisée et on obtient ainsi une condition de contact sur les déplacements :

vF (M ′).n′(M ′) = vS(M ′).n′(M ′) ⇒ ∂uF

∂t
(MF ).n(MF ) � ∂uS

∂t
(MF ).n(MF ) au 1er ordre en u

⇒ uF (MF ).n(MF ) � uS(MF ).n(MF ) (3.2)

3.2.2 Équation variationnelle couplée du fluide

La condition de contact (3.2) nous permet d’écrire le déplacement imposé UN sur la surface Σi00 du
domaine liquide ΩF

00, en fonction de US :

UN ≡ UF .n00 � US.n00 (3.3)

En remplaçant UN par US.n00 dans la formulation variationnelle (2.20), on traduit donc l’effet de la
présence de la structure sur les équations du fluide. Cette relation s’écrit alors 1 :

∃ ϕ ∈ C∗
ϕ tel que ∀ δϕ ∈ C∗

ϕ, F(ϕ, δϕ) + S(ϕ̈, δϕ) + C(US, δϕ) = 0 (3.4)

avec

F(ϕ, δϕ) = ρF

∫
ΩF

00

∇ϕ.∇δϕ dΩ00 (3.5)

S(ϕ̈, δϕ) =
ρF

|g|

∫
Γ00

ϕ̈ δϕ dΓ00 (3.6)

C(US, δϕ) = ρF

∫
Σi00

US.n00 δϕ dΣ00 (3.7)

F : est la forme bilinéaire associée à l’énergie cinétique de ballottement du fluide,

S : est la forme bilinéaire associée à l’énergie potentielle de ballottement du fluide,

C : représente le terme de couplage à l’interface fluide/structure.

3.2.3 Équations locales associées

Pour mémoire, récrivons les équations locales du fluide (2.19) couplées à la structure :

∆ϕ = 0 dans ΩF
00 (3.8a)

∇ϕ.n00 = US.n00 sur Σi00 (3.8b)

∇ϕ.iz = − ϕ̈

|g| +
1

‖Γ00‖

∫
Σi00

US.n00 dΣ00 sur Γ00 (3.8c)∫
Γ00

ϕ dΓ00 = 0 (3.8d)

1. On rappelle que C∗
ϕ = {ϕ ∈ H1(ΩF

00), tel que
R
Γ00

ϕ dΓ00 = 0}.
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3.3. Influence de la présence du fluide sur les équations de la structure

3.3 Influence de la présence du fluide sur les équations de la structure

Le fluide agit sur la structure par l’intermédiaire de forces de pression P situées sur l’interface Σi. Ces
forces sont des forces suiveuses extérieures à la structure et sont donc incluses dans fF . Cependant, pour
pouvoir les exprimer en fonction des paramètres du fluide, on les distinguera des autres forces fF . La
partie de la frontière Σf qui est au contact du fluide sera donc renommée Σi.

3.3.1 Configuration actuelle

Pour tenir compte des forces de pression qui agissent sur la surface Σi, on ajoute une relation aux équa-
tions locales (1.1) :

Divx σ (u(x)) + ρ(x) g = ρ(x) γ(x) dans ΩS (3.9a)

σ (u(x))n = f sur Σf (3.9b)

σ (u(x))n = −P (x) n sur Σi (3.9c)

u(x) = 0 sur Σu (3.9d)

Dans le principe des travaux virtuels sur la configuration actuelle (1.2), un terme supplémentaire apparaît
donc au second membre : ∫

Σi

−P (x) n.δu(x) dΣ (3.10)

Dans le principe des travaux virtuels transposé sur la configuration naturelle (1.7), ce terme devient :∫
Σi

−P (MS) n.δu(x) dΣ =
∫

Σi00

−P ∗(M00) δu
∗(X).(n dΣ)∗

3.3.2 Configuration initiale

De même, dans le principe des travaux virtuels sur la configuration initiale (1.4), le terme supplémentaire
qui apparaît au second membre s’écrit :∫

Σi0

−P0(x0) n0.δu0(x0) dΣ0 (3.11)

Dans le principe des travaux virtuels transposé sur la configuration naturelle (1.8), ce terme devient :∫
Σi0

−P0(M
S
0 ) n0.δu0 dΣ0 =

∫
Σi00

−P ∗
0 (M00) δu

∗
0.(n0 dΣ0)∗ (3.12)
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Chapitre 3. Équations couplées linéarisées d’une structure et d’un fluide interne incompressible

3.3.3 Équation couplée des déformations de la structure autour de l’état initial

En prenant δu∗ = δu∗0 = δU , le terme supplémentaire qui apparaît dans l’équation (1.11) s’écrit donc :

−
∫

Σi00

(
P ∗(M00) (n dΣ)

∗ − P ∗
0 (M00) (n0 dΣ0)∗

)
.δU (3.13)

Pour faire intervenir la fluctuation lagrangienne de pression définie par (cf. équation (2.7)) :

pL(M00) = P ∗(MF
00)− P ∗

0 (M
F
00) dans Ω00, (3.14)

on introduit les points MF et MF
0 :

P ∗(M00) = P (MS)
= P (MF ) +∇xP (M

F ).(uS − uF )
� P (MF ) +∇x0

P0(M
F
0 ).(u

S − uF ) au 1er ordre en u

� P ∗(MF
00) + ρFg.(uS − uF ) au 1er ordre en u

et P ∗
0 (M00) = P0(M

S
0 )

= P0(M
F
0 ) +∇x0

P0(M
F
0 ).(u

S
0 − uF

0 )

= P ∗
0 (M

F
00) + ρFg.(uS

0 − uF
0 )

On obtient ainsi une approximation au 1er ordre 2 en u et u0 du termeP ∗(M00)(ndΣ)
∗−P ∗

0 (M00)(n0dΣ0)∗

qui intervient dans (3.13) :

P ∗(M00) (n dΣ)
∗ − P ∗

0 (M00) (n0 dΣ0)∗

= P ∗(M00) (n dΣ)
∗ − P ∗

0 (M00) (n dΣ)
∗ + P ∗

0 (M00) (n dΣ)
∗ − P ∗

0 (M00) (n0 dΣ0)∗

�
(
P ∗

00(M
F ) + ρFg.(uS − uF )− P ∗

00(M
F
0 )− ρFg.(uS

0 − uF
0 )
)
(n dΣ)∗ · · ·

+ P ∗
0 (M00)

(
(n dΣ)∗ − (n0 dΣ0)∗

)
�
(
pL(M00) + ρFg.(US − UF )

)
n00 dΣ00 + P ∗

0 (M00) τ00(U
S) dΣ00

(3.15)

où τ00 est le vecteur, linéairement dépendant de US , représentant la rotation de la normale n et défini par
la relation 1.29.

La valeur de P ∗
0 (M00) = P0(M

S
0 ) peut être calculée grâce à (2.6a) et (2.6d) :

P0(M0) = −ρF |g|z0 (3.16)

où z0 est l’altitude du point M0 par rapport à Γ0 dans la configuration initiale. Puisqu’on suppose que,
dans l’état initial, la déformation de la géométrie du système est infinitésimale, z0 peut être approché, au
1er ordre en u0, par z00, sa valeur dans la configuration naturelle.

D’autre part l’expression (2.18) de pL peut s’écrire ici :

pL = ρF g.UF − ρF ϕ̈+
ρF |g|
‖Γ00‖

∫
Σi00

US.n00 dΣ00 (3.17)

2. on suppose que si u et u0 sont des infiniment petits, alors pL l’est également.
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3.4. Propriétés des différents opérateurs

En utilisant (3.15), (3.16) et (3.17), on obtient l’expression linéarisée du terme supplémentaire (3.13) :

−
∫

Σi00

(
P ∗(M00) (n dΣ)

∗ − P ∗
0 (M00) (n0 dΣ0)∗

)
.δU = · · ·∫

Σi00

ρF ϕ̈ n00.δU dΣ00 −
ρF |g|
‖Γ00‖

(∫
Σi00

US.n00 dΣ00

)(∫
Σi00

n00.δU dΣ00

)
· · ·

− ρF

∫
Σi00

(g.US)(δU.n00) dΣ00 + ρF |g|
∫

Σi00

z00 δU.τ00 dΣ00 (3.18)

Finalement, l’expression complète de la formulation variationnelle qui régit les petites déformations US

de la structure autour de l’état initial précontraint 3 est donnée par :

∃ US ∈ Cu tel que ∀ δU ∈ Cu, K(US, δU) +M(ÜS, δU) − C(ϕ̈, δU) =
∫

Σf00

f̃ .δU dΣ00 (3.19)

avec

K(US, δU) = kE(U
S, δU) + kG(U

S, δU) + kF (U
S, δU) + kB(U

S, δU) + kΣ(U
S, δU) (3.20)

et

kB(U
S, δU) =

ρF |g|
‖Γ00‖

(∫
Σi00

US.n00 dΣ00

)(∫
Σi00

δU.n00 dΣ00

)
(3.21)

kΣ(U
S, δU) = −ρF |g|

∫
Σi00

(
(iz .U

S)(δU.n00) + z00 δU.τ00(U
S)
)
dΣ00 (3.22)

C(ϕ, δU) = ρF

∫
Σi00

ϕ δU.n00 dΣ00 (3.23)

kB : est une rigidité associé à la variation de pression quasi-statique du fluide due à l’élévation du niveau
moyen de la surface libre,

kΣ : est lié à la présence de forces suiveuses sur l’interface fluide/structure (comme la pression du fluide
due à la gravité),

K : est un nouvel opérateur de raideur, appelé "opérateur d’élastogravité" (cf. Morand & Ohayon
[81]) 4.

Remarquons que la prise en compte de la gravité n’introduit aucun amortissement dans le modèle,
contrairement au cas d’un domaine fluide non borné (phénomène de radiation et dissipation à l’infini)
[111].

3.4 Propriétés des différents opérateurs

F : est symétrique, semi-définie positive (pour ϕ = cste, F(ϕ,ϕ) = 0),

S : est symétrique, semi-définie positive (pour ϕ = 0 sur Γ00 et �= 0 sur ΩF
00/Γ00, S(ϕ,ϕ) = 0),

3. Rappelons que Cu = {u ∈ (H1(ΩS
00))

3, tel que u ≡ 0 sur Σu00}.
4. L’opérateur d’élastogravité a également été utilisé en géophysique pour l’étude des vibrations de la terre avec prise en

compte de l’inertie des fluides internes et des précontraintes dues à la gravité [109].
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Chapitre 3. Équations couplées linéarisées d’une structure et d’un fluide interne incompressible

kE : est symétrique, semi-définie positive dans le cas d’une structure libre ou définie positive sinon,

kG : est symétrique et sans signature (par exemple : positif dans le cas d’une barre précontrainte en
traction et négatif dans le cas d’une barre en compression),

kB : est symétrique, semi-définie positive (il existe des déformations US qui ne font pas monter le
niveau du liquide :

∫
Σi00

US.n dΣ00 = 0; US = 0),

kΣ : est symétrique (cf. §3.4.1) et sans signature,

kF : n’est en règle générale pas symétrique (cf. annexes C.3). Hibbitt propose alors d’utiliser une ver-
sion symétrisée kSF = 1/2(kF + k|F ) pour garder le caractère conservatif du système [52]. Cette
technique est reprise par Mohan [76]. Dans la suite, on postulera donc que kF est symétrique.

Finalement, K est un opérateur symétrique mais sans signature et le système fluide-structure peut donc
avoir des valeurs propres négatives et présenter des instabilités.

3.4.1 Étude de la forme bilinéaire kΣ

Expression de τ00 en fonction de US

L’expression en fonction de US du vecteur τ00 définit par la relation (1.29), peut être obtenue grâce à la
formule de transformation d’une surface orientée (D.12) :

(n dΣ)∗ = det(F ) F−| n00 dΣ00 et (n0 dΣ0)∗ = det(F0) F
−|
0 n00 dΣ00 (3.24)

En utilisant de plus, le fait que, au 1er ordre en u et u0 :

det(F ) F−1 − det(F0) F
−1
0 � (1 + divXu) (Id+ DXu)

−1 − (1 + divXu0) (Id+ DXu0)
−1

� (1 + divXu) (Id− DXu)− (1 + divXu0) (Id− DXu0)
� (1 + divXu) Id− DXu− (1 + divXu0) Id+ DXu0

� (divXU
S) Id− DXU

S (3.25)

on peut écrire que :

τ00(U
S) = (divXU

S)n00 − (DXU
S)| n00 (3.26)

Ce qui nous permet d’écrire une première expression de kΣ(U
S, δU) où apparaît explicitement US :

kΣ(U
S, δU) = −ρF |g|

∫
Σi00

(
(iz.U

S)(δU.n00) + z00

(
(divXU

S) Id− DXU
S

)
δU.n00

)
dΣ00 (3.27)

La formule (3.26) a l’inconvénient de faire intervenir les dérivées cartésiennes (volumiques) de US,
or, dans certains cas, il peut être utile d’avoir une expression qui ne fasse intervenir que ses dérivées
curvilignes (surfaciques) (cf. §8.2.2).

Supposons alors que l’équation de la surface Σi00 soit donnée par une fonction φ de 2 paramètres indé-
pendants ξ et η, appelés coordonnées curvilignes, selon la relation M00 = φ(ξ, η). ξ et η varient alors
sur un sous-domaine de R2 , noté ΣR, image réciproque de Σi00 par φ−1.
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FIG. 3.4 – Repères locaux dans les configurations naturelle, initiale et actuelle

Les vecteurs de la base locale 5, appelée aussi repère mobile, a1
00 et a2

00 sont obtenus par les relations :

a1
00 =

∂M00

∂ξ
=
∂φ

∂ξ
(3.28a)

a2
00 =

∂M00

∂η
=
∂φ

∂η
(3.28b)

L’élément de surface orientée n00 dΣ00 peut alors être obtenu par la relation :

n00 dΣ00 = (a1
00 ∧ a2

00) dξdη (3.29)

Les équations des surfaces Σi0 et Σi étant données par :

M0 = M00 + u0 = φ(ξ, η) + u0(ξ, η) (3.30)

M = M00 + u = φ(ξ, η) + u(ξ, η) (3.31)

on obtient de même les élements de surface orientée n0 dΣ0 et n dΣ par :

(n0 dΣ0)∗ = (a1
0 ∧ a2

0) dξdη =
(
a1

00 +
∂u0

∂ξ

)
∧
(
a2

00 +
∂u0

∂η

)
dξdη (3.32)

(n dΣ)∗ = (a1 ∧ a2) dξdη =
(
a1

00 +
∂u

∂ξ

)
∧
(
a2

00 +
∂u

∂η

)
dξdη (3.33)

On obtient alors une nouvelle expression linéarisée de (n dΣ)∗− (n0 dΣ0)∗ en développant au 1er ordre
en u et u0 l’expression suivante :

(n dΣ)∗ − (n0 dΣ0)∗ �
(
a1

00 ∧
∂US

∂η
+
∂US

∂ξ
∧ a2

00

)
dξdη (3.34)

5. Par définition, les vecteurs a1
00 et a2

00 sont tangents aux lignes coordonnées et donc à la surface Σi00, par contre, ils ne
sont ni normés, ni orthogonaux (sauf si ξ et η sont des coordonnées principales).
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Cette dernière relation permet d’écrire une deuxième expression de kΣ(U
S, δU) où n’apparaît que les

dérivées surfaciques de US :

kΣ(U
S, δU) = −ρF |g|

(∫
Σi00

(iz .U
S)(δU.n00) dΣ00 +

∫
ΣR

z00

(
a1

00 ∧
∂US

∂η
+
∂US

∂ξ
∧ a2

00

)
.δU dξdη

)
(3.35)

Symétrie de la forme bilinéaire

Dans l’équation 3.19, seul le terme kΣ n’est pas d’évidence symétrique. Pour démontrer la symétrie
de la forme bilinéaire kΣ, il faut montrer que, pour tout couple de vecteurs (U, V ) définis sur Σ00,
kΣ(U, V ) = kΣ(V,U) . Pour cela, on utilise l’expression de kΣ donnée en (3.27) :

kΣ(U, V )− kΣ(V,U) = −ρF |g|


∫

Σi00

(
(iz.U)V − (iz .V )U

)
.n00 dΣ00︸ ︷︷ ︸

(1)

· · ·

+
∫

Σi00

z00

(
V divXU − (DXU)V − U divXV + (DXV )U

)
.n00 dΣ00︸ ︷︷ ︸

(2)

 (3.36)

Le terme (1) de l’équation (3.36) est transformé grâce à l’identité classique sur le double produit vectoriel
(D.3) :

(1) =
∫

Σi00

(
iz ∧ (V ∧ U)

)
.n00 dΣ00

En remarquant que la notation (DXA)B est équivalente à la notation "nabla" (B.∇X)A, on reconnaît,
dans le terme (2) de l’équation (3.36), l’identité de l’analyse vectorielle (D.5a). (2) se récrit donc :

(2) =
∫

Σi00

z00 rot(V ∧ U).n00 dΣ00

En utilisant l’identité de l’analyse vectorielle (D.5b), on effectue la transformation suivante :

(2) =
∫

Σi00

rot(z00 V ∧ U).n00 dΣ00 −
∫

Σi00

(
∇z00 ∧ (V ∧ U)

)
.n00 dΣ00

On fait ensuite intervenir la formule de Stokes (D.10). Tous les points appartenant au contour de Σ00

sont sur Γ00. Ils ont donc une altitude z00 = 0, ce qui nous permet d’effectuer la simplification suivante :

(2) =
∫
∂Σi00

z00 (V ∧ U).dl −
∫

Σi00

(
∇z00 ∧ (V ∧ U)

)
.n00 dΣ00

= −
∫

Σi00

(
iz ∧ (V ∧ U)

)
.n00 dΣ00
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On constate alors que (2) = −(1), donc kΣ(U, V )−kΣ(V,U) = 0. Ceci démontre que kΣ est une forme
bilinéaire symétrique.

3.5 Retour aux équations locales

A partir du principe variationnel (3.19), on désire établir les équations locales de la structure en présence
du fluide.

Tout d’abord, définissons en tout point M00 de la zone de la structure Σi00 en contact avec le fluide, une
variation lagrangienne de pression pS

L par :

pS
L(M00) = P (M)− P0(M0) = pL(M00) + ρF g.(US − UF ) (3.37)

La formulation variationnelle (3.19) se récrit :

∃ US ∈ Cu tel que ∀ δU ∈ Cu,∫
ΩS

00

Tr [C εX(U
S) DXδU

| + DXU
S σini DXδU

|] dΩ00 +
∫

ΩS
00

ρ00 Ü
S.δU dΩ00 = · · ·∫

Σf00

f̃ .δU dΣ00 −
∫

Σi00

(
pS
L(M00) n00 + P ∗

0 (M00) τ00
)
.δU dΣ00

Grâce aux relations (D.1) et à la formule de Green (D.6), on obtient :

∃ US ∈ Cu tel que ∀ δU ∈ Cu,

∫
ΩS

00

(
DivX(σPC)− ρ00 Ü

S
)
.δU dΩ00 = · · ·∫

Σf00

(
σPC n00 − f̃

)
.δU dΣ00 +

∫
Σi00

(
σPC n00 + pS

L n00 + P ∗
0 τ00

)
.δU dΣ00

où l’on a posé :

σPC(U
S) = C εX(U

S) + DXU
S σini (3.38)

En prenant successivement δU = 0 sur Σi00 + Σf00 puis sur Σf00 et finalement sur Σi00, on établit les
équations locales du problème :

DivX σPC = ρ00 Ü
S dans ΩS

00 (3.39a)

σPC n00 = f sur Σf00 (3.39b)

σPC n00 = −pS
L n00 − P0 τ00 sur Σi00 (3.39c)

US = 0 sur Σu00 (3.39d)

Pour obtenir une expression des termes supplémentaires dus à la viscosité, on pourra se référer à Ryan qui
s’est intéressé au cas d’un fluide visqueux rotationnel [97] (dans un contexte où les effets de précontrainte
et de rotation de normale sont négligés).
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Chapitre 4. Effets de Pressurisation

4.1 Problématique et notations

Une extension de la méthode utilisée dans les chapitres précédents, pour établir les équations du système
fluide-structure, permet une généralisation au cas d’un réservoir pressurisé.

4.1.1 Le système

Supposons désormais que le fluide soit enfermé dans une cavité interne de la structure et que le volume
restant soit occupé par un gaz. Un tel système peut être schématisé par la figure 4.1.

�F�F

�S�S

� �u�u

�g�g

�i�i

f

�f�f

�G�G

g

n

FIG. 4.1 – Configuration avec gaz en pression, en présence de la gravité

Légende :

ΩG : domaine volumique occupé par le gaz, délimité par la surface fermée ∂ΩG = Σg + Γ
Σg : zone de la surface de la structure en contact avec le gaz interne
n : vecteur normal extérieur à la surface ∂ΩS

On note la pression du gaz PG int
00 dans l’état naturel et la pression ambiante extérieure au système PG ext

00

(égale à la pression atmosphérique ou à 0 si le système est dans le vide). C’est la différence de pression
PG

00 = PG int
00 −PG ext

00 qui est pertinente pour la modélisation du problème. On remarque que PG
00 peut être

aussi bien positive, dans le cas d’une surpression du réservoir, que négative, dans le cas d’une dépression
dans le réservoir.

4.1.2 Hypothèses sur le gaz

Dans cette étude, la prise en compte du gaz sera envisagée au travers de l’hypothèse des déformations
quasi-statiques : cette hypothèse est valable tant que le critère suivant est satisfait :

ω L� c

où ω est la pulsation du mouvement harmonique, L la longueur caractéristique du domaine occupé par
le gaz, et c la célérité du son dans le gaz.
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4.2. Influence du gaz sur les équations du liquide

Cette approximation permet de négliger les gradients de pression dans le gaz : la répartition exacte du
champ acoustique dans le gaz ne sera donc pas prise en compte. La pression du gaz sera approchée par
une valeur uniforme dans tout le domaine ΩG.

Les transformations que subira le gaz seront supposées vérifier la loi de transformation isentropique d’un
gaz parfait :

P V γ = cste (4.1)

4.2 Influence du gaz sur les équations du liquide

4.2.1 Modification des équations locales

La présence d’un gaz en pression au dessus de la surface libre du fluide introduit quelques modifications
dans les équations locales (2.5d) et (2.6d) :

(2.5d) =⇒ P (M) = PG sur Γ
(2.6d) =⇒ P0(M0) = PG

0 sur Γ0

La variation lagrangienne de pression pL n’est donc plus nulle sur la surface libre Γ00 (2.9d) mais égale
à la variation de pression dans le gaz :

(2.9d) =⇒ pL(M00) = PG∗(M00)− PG∗
0 (M00) sur Γ00

En utilisant la loi de transformation isentropique des gaz parfaits (4.1) et en posant ∆V = ‖ΩG‖−‖ΩG
00‖

et ∆V0 = ‖ΩG
0 ‖ − ‖ΩG

00‖, on obtient les relations suivantes :

PG = PG
00

(
‖ΩG

00‖
‖ΩG‖

)γ

= PG
00

1(
1 + ∆V

‖ΩG
00‖

)γ (4.2a)

PG
0 = PG

00

(
‖ΩG

00‖
‖ΩG

0 ‖

)γ

= PG
00

1(
1 + ∆V0

‖ΩG
00‖

)γ (4.2b)

Dans le cadre de l’étude des petites déformations, on peut supposer que les variations de volume ∆V et
∆V0 seront infiniment petites et les expressions précédentes peuvent donc être linéarisées au 1er ordre.
En posant δV = ∆V −∆V0 = ‖ΩG‖ − ‖ΩG

0 ‖, l’équation (2.9d) se récrit finalement :

(2.9d) =⇒ pL(M00) � −PG
00 γ

δV (1)

‖ΩG
00‖

sur Γ00 (4.3)

où δV (1) est l’expression, linéarisée au 1er ordre en U de δV .
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4.2.2 Formulation explicite de δV (1)

En rappelant qu’au 1er ordre en u et u0, det(F ) � 1 + divXu et det(F0) � 1 + divXu0, l’expression de
δV se linéarise comme suit :

δV =
∫

ΩG

dΩ−
∫

ΩG
0

dΩ0

=
∫

ΩG
00

det(F ) dΩ00 −
∫

ΩG
00

det(F0) dΩ00

donc δV (1) =
∫

ΩG
00

divXU dΩ00

= −
∫

Σg00

US.n00 dΣ00 −
∫

Γ00

UF .iz dΓ00

D’autre part, rappelons que le fluide est incompressible. En intégrant (2.9b) sur le volume ΩF
00 et en

utilisant la condition de contact (3.2), on obtient la relation :∫
Σi00

US.n00 dΣ00 =
∫

Γ00

UF .iz dΓ00 (4.4)

Finalement, la variation linéarisée δV (1) du volume ΩG s’écrit :

δV (1) = −
∫

Σi00+Σg00

US.n00 dΣ00 (4.5)

du fait de l’incompressibilité du fluide, elle est en fait égale à la variation de volume de la cavité de la
structure.

Remarquons que l’équation (4.3) en M00, faisant intervenir la valeur de la déformée de la structure en
d’autres points, traduit une condition aux limites non locale [31].

4.2.3 Prise en compte de la pressurisation dans l’expression de pL

Sur la surface libre Γ00, la relation (2.14) s’écrit donc :

(2.14) =⇒ −ρF |g| ∇ϕ.iz − ρF ϕ̈+ π =
PG

00 γ

‖ΩG
00‖

∫
Σi00+Σg00

US.n00 dΣ00 sur Γ00

En prenant la condition d’unicité (2.16) pour ϕ, la valeur de la constante π devient :

π =
PG

00 γ

‖ΩG
00‖

∫
Σi00+Σg00

US.n00 dΣ00 +
ρF |g|
‖Γ00‖

∫
Σi00

US.n00 dΣ00 (4.6)

Finalement, l’expression (2.18) de pL se récrit :

pL = ρF g.∇ϕ − ρF ϕ̈+
ρF |g|
‖Γ00‖

∫
Σi00

US.n00 dΣ00 +
PG

00 γ

‖ΩG
00‖

∫
Σi00+Σg00

US.n00 dΣ00 dans ΩF
00

(4.7)
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4.3. Influence du gaz sur les équations de la structure

Par contre, les équations locales en ϕ (2.19) ne sont pas modifiées et la formulation variationnelle du
fluide couplé à la structure reste donc identique à (3.4) :

∃ ϕ ∈ C∗
ϕ tel que ∀ δϕ ∈ C∗

ϕ, F(ϕ, δϕ) + S(ϕ̈, δϕ) + C(US, δϕ) = 0 (4.8)

La pressurisation n’ayant pas d’effet sur les équations du mouvement du fluide interne, le phénomène de
ballottement n’est pas modifié par la présence du gaz en pression au niveau de la surface libre. Le seul
effet de la pressurisation sur le fluide est d’augmenter sa pression interne d’une constante (cf. 4.7).

4.3 Influence du gaz sur les équations de la structure

4.3.1 Effet direct

Le gaz agit directement sur la structure par l’intermédiaire de forces de pression situées sur l’interface
Σg. L’influence de la présence du gaz sur les équations de la structure s’apparente donc à celle du fluide :
l’effet du gaz se traduit, dans la formulation variationnelle (1.11), par un terme supplémentaire similaire
au terme (3.13) :

−
∫

Σg00

(
PG∗(M00) (n dΣ)

∗ − PG∗
0 (M00) (n0 dΣ0)∗

)
.δU (4.9)

La pression dans le gaz étant supposée uniforme (constante en espace) à tout instant, le terme précédent
peut se récrire :

−(PG − PG
0 )

∫
Σg00

(n dΣ)∗.δU − PG
0

∫
Σg00

(
(n dΣ)∗ − (n0 dΣ0)∗

)
.δU

En utilisant les expressions (4.2), (4.3) et (4.5), la linéarisation au 1er ordre en u et u0 du terme supplé-
mentaire (4.9) donne :

(4.9) � PG
00 γ

δV

‖ΩG
00‖

∫
Σg00

(n dΣ)∗.δU − PG
0

∫
Σg00

(
(n dΣ)∗ − (n0 dΣ0)∗

)
.δU

� − PG
00 γ

‖ΩG
00‖

(∫
Σi00+Σg00

US.n00 dΣ00

)(∫
Σg00

δU.n00 dΣ00

)
− PG

0

∫
Σg00

τ00.δU dΣ00 (4.10)

4.3.2 Effet indirect

D’autre part, la présence du gaz introduit quelques modifications au terme supplémentaire dû au fluide
(3.13). En effet, la pressurisation du gaz transmet par l’intermédiaire du fluide (cf. modification de
l’expression de la variation de pression pL (4.7)) un effort de pression supplémentaire à l’interface
fluide/structure Σi :

(3.13) = C(ϕ̈, δU)− kB(U
S, δU) − PG

00 γ

‖ΩG
00‖

(∫
Σi00+Σg00

US.n00 dΣ00

)(∫
Σi00

n00.δU dΣ00

)
· · ·

+ ρF |g|
∫

Σi00

(iz .U
S)(δU.n00) dΣ00 −

∫
Σi00

P ∗
0 δU.τ00 dΣ00
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La valeur de P0 est modifiée également par la pressurisation et vaut :

P0(M0) = −ρF |g|z0(M0) + PG
0 (4.11)

de ce fait, après linéarisation, le terme supplémentaire dû au fluide s’écrit :

(3.13) = C(ϕ̈, δU) − kB(U
S, δU) − kΣ(U

S, δU) · · ·

− PG
00 γ

‖ΩG
00‖

(∫
Σi00+Σg00

US.n00 dΣ00

)(∫
Σi00

n00.δU dΣ00

)
− PG

0

∫
Σi00

τ00.δU dΣ00 (4.12)

4.3.3 Termes supplémentaires dans la formulation variationnelle

Finalement, après ajout des termes de pressurisation, la formulation variationnelle (3.19) se récrit :

∃ US ∈ Cu tel que ∀ δU ∈ Cu, K(US , δU) +M(ÜS, δU)− C(ϕ̈, δU) =
∫

Σf00

f̃ .δU dΣ00 (4.13)

avec

K(US , δU) = kE(U
S, δU) + kG(U

S, δU) + kB(U
S, δU) · · ·

+ kΣ(U
S, δU) + kC(U

S, δU) + kP (U
S, δU) (4.14)

et

kC(U
S, δU) =

PG
00 γ

‖ΩG
00‖

(∫
Σi00+Σg00

US.n00 dΣ00

)(∫
Σi00+Σg00

δU.n00 dΣ00

)
(4.15)

kP (U
S, δU) =PG

0

∫
Σi00+Σg00

τ00.δU dΣ00 (4.16)

kC : est appelé terme de rigidité de compressibilité (ou "tank ullage gaz contribution" en anglais.),

kP : est lié à la présence des forces suiveuses de pression sur l’interface gaz/structure 1.

Sur les deux opérateurs de raideur ainsi exhibés, on peut faire les remarques suivantes :

1. Dans l’expression de kP , la pression PG
0 sera approchée par sa valeur PG

00 dans l’état naturel (cf.
approximation identique sur P0 pour kΣ au §3.3.3).

2. La forme bilinéaire kC(U
S, δU) est symétrique et non définie (car il existe des déformations US

qui laissent le volume de gaz invariant). Par une méthode analogue à celle que l’on a employée
pour kΣ, on montre que kP (U

S, δU) est symétrique également (cf. annexes §C.3) et non défini
(dans le cas d’une structure libre par exemple). Leur signature dépend essentiellement du signe de
PG

00 (surpression ou dépression).
3. Le terme de raideur kC s’annule si le volume de la cavité n’est pas modifié dans la déformation du

système. D’autre part, le facteur en 1/‖ΩG
00‖ montre que plus le réservoir est rempli et plus l’effet

de kC est important.
4. Les effets de précontrainte dus à la pressurisation du réservoir sont pris en compte dans kG avec

l’ensemble des autres effets de précontrainte.

1. L’origine du terme de rigidité kP est identique à celle du terme kΣ.
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4.4 Approche énergétique

Les opérateurs de raideur liés à la pressurisation peuvent également être obtenus par une méthode éner-
gétique en considérant le travail W des forces de pression lors de la déformation US [79, 21] :

W =
∫ ‖ΩG‖

‖ΩG
0 ‖

PG dΩG (4.17)

En remarquant qu’au premier ordre en US :

PG = PG
0

1(
1 + δV

‖ΩG
0 ‖

)γ � PG
0 − PG

0

γ δV

‖ΩG
0 ‖

(4.18)

l’équation (4.17) devient :

W � PG
0 δV − PG

0

γ (δV )2

2 ‖ΩG
0 ‖

(4.19)

On utilise un développement de δV au 2ème ordre en US : δV � δV (1) + δV (2), pour ne garder dans
l’expression de W que les termes quadratiques 2 :

W (2) = PG
0 δV (2) − PG

00

γ (δV (1))2

2 ‖ΩG
00‖

(4.20)

L’équation (4.5) permet d’exprimer δV (1). D’autre part, δV (2) est donné par (C.5b) (cf. annexe C.2) :

δV (2) = − 1/2
∫

Σi00+Σg00

τ00(U
S).US dΣ00 (4.21)

Finalement, l’expression de W donne deux termes quadratiques en US :

WP = − PG
0

2

∫
Σi00+Σg00

τ00(U
S).US dΣ00 (4.22)

WC = − γ PG
00

2 ‖ΩG
00‖

(∫
Σi00+Σg00

US.n00 dΣ00

)2

(4.23)

Du fait que l’expression variationnelle de ces deux termes pour un petit déplacement virtuel δU , notés
δWP et δWC , correspond à une diminution de l’énergie potentielle interne du système, on retrouve
l’expression des opérateurs de raideur kC et kP :

kC(US, δU) = − δWC(δU) =
γ PG

00

‖ΩG
00‖

(∫
Σi00+Σg00

US.n00 dΣ00

)(∫
Σi00+Σg00

δU.n00 dΣ00

)
(4.24)

kP (US, δU) = − δWP (δU) = − PG
0

∫
Σi00+Σg00

τ00(U
S).δU dΣ00 (4.25)

en utilisant la propriété de symétrie démontrée §C.3.

2. Les termes d’ordre supérieur sont négligés et les termes linéaires en US n’interviennent que dans l’équilibre statique du
système pressurisé et ne nous intéressent pas ici
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Chapitre 5. Systèmes libres

5.1 Problématique et notations

La méthodologie mise en oeuvre pour établir les équations couplées d’un système fluide-structure en pré-
sence de la gravité fait l’hypothèse qu’il est possible de définir un état initial statique précontraint autour
duquel se déforme le système (§1.1.2). Si le système n’est pas suffisamment supporté, une telle confi-
guration statique peut ne pas exister et le système se déforme alors autour d’un mouvement d’ensemble
(trajectoire). Il s’agit de vérifier dans ce chapitre, qu’il est possible d’étudier les vibrations libres du
système dans un repère accéléré en séparant la composante rigide (mouvement d’ensemble) de la com-
posante élastique. Pour cela, la méthode d’autoéquilibrage présentée en annexe B sera mise en oeuvre et
adaptée au cas d’un système fluide-structure.

La configuration libre ainsi définie permettra d’étudier les mouvements de corps rigide du nouvel opé-
rateur d’élastogravité K défini par la relation (3.19) et de répondre à la question suivante : Ce nouvel
opérateur génère-t’il ou non une énergie de déformation vis à vis des mouvements d’ensemble selon les
6 degrés de liberté d’un corps libre (3 translations selon les 3 axes (ix, iy, iz) et 3 rotations autour de ces
même axes)?

Pour présenter cette démarche, nous nous placerons dans le cas d’un système totalement libre (Σu = ?),
mais celle-ci sera facilement transposable à un système partiellement supporté.

5.2 Étude des vibrations d’un système libre structure-fluide interne

Appliquons la méthode d’autoéquilibrage de §B.3 au cas d’une structure contenant un liquide. Parmi les
forces f0 et f exercées sur la structure, on distinguera les "forces suiveuse" fF des "charges mortes" fD.
Par soucis de clarté, la présence d’un gas en pression n’est pas prise en compte, mais l’exposé s’adapte
facilement à ce cas.

Dans un premier temps, l’état initial précontraint sera redéfini pour un système libre.

5.2.1 Définition de l’état naturel

Rappelons que dans l’état naturel, aucun effort extérieur n’est appliqué ni à la structure ni au fluide. La
position de la surface libre du fluide peut donc être choisie arbitrairement. Dans le cas où la structure est
fixée, nous avions choisi de positionner la surface libre de l’état naturel orthogonale à la direction de la
gravité afin que les mouvement du fluide uF

0 et uF soient petits et que la linéarisation des équations du
fluide soit possible.

Dans le cas d’une structure libre en mouvement autour d’une trajectoire, nous verrons que le champ
d’accélération qui agit sur le fluide n’est pas la gravité g mais une gravité apparente qui dépend de l’ac-
célération du système. Dans l’état naturel, la surface libre Γ00 du fluide sera donc choisie, par convention,
orthogonale à l’axe iz porté par la valeur moyenne de cette gravité apparente définie ultérieurement.
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5.2.2 Équations de l’état initial précontraint

Dans l’état initial, le système est soumis au champ de pesanteur g et des efforts f0 s’appliquent sur la
structure. Nous considérons le cas général où l’ensemble de ces forces n’est pas équilibré. Rappelons
que, dans ce cas, l’état initial n’est pas un état statique.

Équations du fluide

Dans l’équation d’Euler, il faut tenir compte de l’accélération du fluide. Les équations locales s’écrivent
donc :

∇x0
P0(M0) = ρF (g − γ0(M0))

| dans ΩF
0 (5.1a)

divXu
F
0 (M00) = 0 dans ΩF

00 (5.1b)

uF
0 (M00).n00 = uS

0 .n00 sur Σi00 (5.1c)

P0(M0) = 0 sur Γ0 (5.1d)

La fluctuation de pression lagrangienne pL0
entre l’état naturel de référence et l’état initial vaut donc :

pL0
(M00) = P ∗

0 (M00)− P ∗
00(M00)︸ ︷︷ ︸

0

= P ∗
0 (M00) (5.2)

L’équations (5.1a) permet de calculer le gradient de cette fluctuation de pression lagrangienne :

∇XpL0
(M00) = ∇x0

P0(M0) F0 = ρF
(
g − γ0(M0)

)
| (Id+ DXu0)

= ρF
(
g − γ0(M0)

)
| + ρF

(
g − γ0(M0)

)
|
DXu0 (5.3)

En introduisant un champ de potentiel en déplacement ϕ0 tel que :

u0(M00) = ∇Xϕ0(M00) avec 
0(ϕ0) = 0 et 
0(1) �= 0 (5.4)

L’accélération des particules de fluide γ0 peut donc s’exprimer en fonction de ϕ0 par γ0(M0) = ∇Xϕ̈0

mais pourra être approchée, dans le cadre d’une approximation au premier ordre en uF
0 , par un champ

moyen constant γ̄0. On parvient ainsi à une expression linéarisée de pL0
en intégrant (5.3) :

pL0
� ρF g.OM00 − ρF ϕ̈0 + ρF (g − γ̄0).∇Xϕ0 + π0 (5.5)

la constante π0 sera déterminée en choisissant la condition d’unicité l0 sur ϕ0.

La relation pL0
= 0 sur Γ00, déduite de (5.1d), s’exprime en fonction de ϕ0 :

iz.(g − γ̄0)(iz .∇Xϕ0) = ϕ̈0 − g.OM00 −
π0

ρF
sur Γ00 (5.6)

Remarquons que pour exprimer le déplacement iz.∇Xϕ0 du fluide au niveau de la surface libre Γ00, il faut
supposer g − γ̄0 �= 0. En effet, dans le cas d’une chute libre (g = γ̄0), du fait de l’absence de pesanteur
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apparente, toute configuration du fluide qui ne modifie pas son volume est admissible (puisqu’elle laisse
invariante l’énergie du système) [6]. La surface libre du fluide n’est donc pas définie et nous écarterons
ce cas qui nécessite un traitement spécial 1 (cf études en microgravité [51])

Les équation locales en ϕ0 qui définissent l’état initial s’écrivent donc :

pL0
� ρF g.OM00 − ρF ϕ̈0 + ρF (g − γ̄0).∇Xϕ0 + π0 dans ΩF

00 (5.7a)

∆Xϕ0 = 0 dans ΩF
00 (5.7b)

∇X ϕ0.n00 = uS
0 .n00 sur Σi00 (5.7c)

∇X ϕ0.iz =
ϕ̈0 − g.OM00

(g − γ̄0).iz
− π0

ρF (g − γ̄0).iz
sur Γ00 (5.7d)

Pour déterminer π0, on intègre (5.7b) sur ΩF
00 avec (5.7c) et (5.7d). En choisissant le point O au centre

C de la surface libre défini par : ∫
Γ00

CM00 = 0 (5.8)

et en choisissant la condition 
(ϕ0) telle que :


(ϕ0) =
∫

Γ00

ϕ0 dΓ00 = 0 =⇒ ϕ0 ∈ C∗
ϕ =

{
ϕ /

∫
Γ00

ϕ dΓ00 = 0
}

(5.9)

on déduit la valeur de π0 associée :

π0 = −ρ
F (g − γ̄0).iz
‖Γ00‖

∫
Σi00

uS
0 .n00 dΣ00 (5.10)

Finalement, l’expression de pL0
devient, avec ϕ0 ∈ C∗

ϕ :

pL0
= ρF g.CM00 − ρF ϕ̈+ ρF (g − γ̄0).∇Xϕ0 −

ρF (g − γ̄0).iz
‖Γ00‖

∫
Σi00

uS
0 .n00 dΣ00 dans ΩF

00

(5.11)

Pour déteminer l’équation variationnelle du fluide dans l’état initial, on remplace l’équation locale (5.7d)
par une version approchée :

(5.7d) =⇒ ∇X ϕ0.iz � −
(g − γ̄0).CM00

(g − γ̄0).iz
+

1
‖Γ00‖

∫
Σi00

uS
0 .n00 dΣ00 sur Γ00 (5.12)

En appliquant le principe des travaux virtuels, on obtient alors :

∃ ϕ0 ∈ C∗
ϕ tel que ∀ δϕ ∈ Cϕ,

∫
ΩF

00

∇ϕ0.∇δϕ dΩ00 +
∫

Γ00

CM00.iz δϕ dΣ00 · · ·

− 1
‖Γ00‖

(∫
Σi00

uS
0 .n00 dΣ00

)(∫
Γ00

δϕ dΣ00

)
+
∫

Σi00

uS
0 .n00 δϕ dΣ00 = 0 (5.13)

1. Dans le cadre de la microgravité, c’est la tension superficielle du fluide qui régit la position de la surface libre.
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En prenant δϕ ∈ C∗
ϕ et en tenant compte du fait que la surface libre Γ00 est par définition orthogonale au

vecteur iz dans l’état naturel, la relation précédente se simplifie :

∃ ϕ0 ∈ C∗
ϕ tel que ∀ δϕ ∈ C∗

ϕ,

∫
ΩF

00

∇ϕ0.∇δϕ dΩ00 +
∫

Σi00

uS
0 .n00 δϕ dΣ00 = 0 (5.14)

Ce qui se récrit en prenant les notations habituelles :

∃ ϕ0 ∈ C∗
ϕ tel que ∀ δϕ ∈ C∗

ϕ, F(ϕ0, δϕ) + C(uS
0 , δϕ) = 0 (5.15)

Équations de la structure

Désormais, sauf précision contraire, u0 désigne uS
0 . Les équations locales de la structure libre sont

données par :

Divx0
Π(u0(x0)) + ρ0(x0) g = ρ0(x0) γ0(x0) dans ΩS

0 (5.16a)

σ (u0) .n0 = f0 sur Σf0 (5.16b)

σ (u0) .n0 = −P0(x0) n0 sur Σi0 (5.16c)

L’équation variationnelle associée s’écrit :

∃ u0 ∈ Cu tel que ∀ δu ∈ Cu,

∫
ΩS

00

σ(u0) : DXδu dΩ00 +
∫

ΩS
00

ρ00

∂2 u0

∂t2
.δu dΩ00 = · · ·∫

ΩS
00

ρ00 g.δu dΩ00 +
∫

Σf00

f∗0 (dΣ0)∗.δu−
∫

Σi00

P ∗
0 (n0 dΣ0)∗.δu (5.17)

Comme P0(M
S
0 ) = P0(M

F
0 ) + ρF (g − γ̄0).(u

S
0 − uF

0 ) au 1er ordre en u0, et que P0(M
F
0 ) = pL0

,
l’expression de P0(M

S
0 ) devient :

P0 = ρF g.OM00 − ρF ϕ̈0 + ρF (g − γ̄0).u
S
0 −

ρF (g − γ̄0).iz
‖Γ00‖

∫
Σi00

uS
0 .n00 dΣ00 dans ΩF

00

(5.18)

D’autre part, au 1er ordre en u0, on a :

P0 n0 dΣ0 � P0 n00 dΣ00 + P0 τ00(u0) dΣ00

|fF0| n0 dΣ0 � |fF0| n00 dΣ00 + |fF0| τ00(u0) dΣ00

où τ00 est défini par : τ00(u0) dΣ00 � n0 dΣ0 − n00 dΣ00

57



Chapitre 5. Systèmes libres

Avec les notations habituelles, l’équation variationnelle de la structure se récrit donc :

∃ u0 ∈ Cu tel que ∀ δu ∈ Cu,

kE(u0, δu) + ρF

∫
Σi00

(
(u0.(g − γ̄0))(δu.n00) + (g − γ̄0).OM00 τ00(u0).δu

)
dΣ00 · · ·

−ρ
F iz.(g − γ̄0)
‖Γ00‖

(∫
Σi00

u0.n00 dΣ00

)(∫
Σi00

δu.n00 dΣ00

)
−
∫

Σf00

|f∗F0|τ00(u0).δudΣ00+M(ü0, δu) = · · ·∫
ΩS

00

ρ00 g.δu dΩ00 +
∫

Σf00

f00.δu dΣ00−
∫

Σi00

ρF g.OM00 n00.δu dΣ00 +
∫

Σi00

ρF ϕ̈0 n00.δu dΣ00

(5.19)

où f00 = |fF0| n00 + fD0.

Ce qui se récrit avec des notations étendues au cas où g est remplacé par g − γ̄0 :

∃ u0 ∈ Cu tel que ∀ δu ∈ Cu,

kE(u0, δu) + kF (u0, δu) + k
(g−γ̄0)
B (u0, δu) + k

(g−γ̄0)
Σ (u0, δu) +M(ü0, δu)− C(ϕ̈0, δu) = Q0(δu)

(5.20)

et

Q0(δu) =
∫

ΩS
00

ρ00 g.δu dΩ00 −
∫

Σi00

ρF g.OM00 n00.δu dΣ00 +
∫

Σf00

f00.δu dΣ00 (5.21)

5.2.3 Autoéquilibrage du système

Pour résoudre le système d’équations couplées (5.15),(5.20) en (u0, ϕ0) et déterminer les composantes
rigide et élastique de u0, il faut équilibrer le système.

Détermination du mouvement rigide

Les modes rigides du système fluide structure (ur0, ϕ
r
0) sont définis par :

kE(u
r
0, δu) + kF (u

r
0, δu) + k

(g−γ̄0)
B (ur0, δu) + k

(g−γ̄0)
Σ (ur0, δu) = 0 (5.22a)

F(ϕr
0, δϕ) + C(ur0, δϕ) = 0 (5.22b)

L’équation (5.22a) a pour solution les 3 mouvements de translation ur0 = r, avec r = ix, iy ou iz . On
vérifie alors que ϕr

0 = ur0.CM00 est solution de (5.22b), c’est à dire des équations locales suivantes :

ϕr
0 ∈ C

∗
ϕ (5.23a)

∆Xϕ
r
0 = ∆X(u

r
0.CM00) = 0 dans ΩF

00 (5.23b)

∇X ϕr
0.n00 = ur0.n00 sur Σi00 (5.23c)

∇X ϕr
0.iz = ur0.iz sur Γ00 (5.23d)
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5.2. Étude des vibrations d’un système libre structure-fluide interne

On partitionne la solution du problème (u0, ϕ0) en une partie rigide décomposée sur les modes (ur0, ϕ
r
0)

et une partie élastique (ue0, ϕ
e
0) :

u0 =
3∑

r=1

λr u
r
0 + ue0 (5.24a)

ϕ0 =
3∑

r=1

λr ϕ
r
0 + ϕe

0 (5.24b)

On fait alors l’hypothèse que la partie élastique de la solution est statique dans l’état initial :

üe0 = 0 (5.25a)

ϕ̈e
0 = 0 (5.25b)

En introduisant la décomposition de (u0, ϕ0) dans les équations du système et en utilisant les relations
(5.22) et (5.25), on obtient le système suivant, ∀(δu, δϕ) ∈ Cu × C∗

ϕ :

F (ϕe
0, δϕ) = − C(ue0, δϕ) (5.26a)

(kE + kF + k
(g−γ̄0)
Σ + k

(g−γ̄0)
B )(ue0, δu) +

3∑
r=1

λ̈r M(ur0, δu) = Q0(δu) +
3∑

r=1

λ̈r C(ϕr
0, δu) (5.26b)

Si (δu, δϕ) = (ur0, ϕ
r
0), le système précédent se simplifie grâce à (5.22). La deuxième équation permet

alors de déterminer λ̈r :

λ̈r =
Q0(u

r
0)

M(ur0, u
r
0) + F(ϕr

0, ϕ
r
0)

(5.27)

Équation autoéquilibrée en ue0

La partie rigide du mouvement étant déterminée, il reste à évaluer la déformation élastique initiale ue0 .

La première équation du système autoéquilibré est donnée par (5.26a), alors qu’avec l’expression (5.27)
de λ̈r, l’équation (5.26b) devient, ∀δu ∈ Cu :

(kE+kF+k
(g−γ̄0)
Σ +k(g−γ̄0)

B )(ue0, δu) =
∫

ΩS
00

ρS
00

(
g −

3∑
r=1

Q0(u
r
0)

M(ur0, u
r
0) + F(ϕr

0, ϕ
r
0)
ur0

)
.δudΩ00 · · ·

−
∫

Σi00

ρF

(
g.OM00 −

3∑
r=1

Q0(u
r
0)

M(ur0, u
r
0) + F(ϕr

0, ϕ
r
0)
ϕr

0

)
n00.δu dΣ00 +

∫
Σf00

f00.δu dΣ00 (5.28)

Posons

géq. = g −
3∑

r=1

Q0(u
r
0)

M(ur0, u
r
0) + F(ϕr

0, ϕ
r
0)
ur0 = g −

3∑
r=1

λ̈r u
r
0 (5.29)
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Chapitre 5. Systèmes libres

On remarque que géq. peut s’écrire géq. = g− γr0 avec γr0 = cste = γ̄0, donc cette gravité autoéquilibrée
n’est autre que la gravité apparente annoncée au §5.2.1.

Puisque ϕr
0 = ur0.CM00, l’équation autoéquilibrée de la structure permettant de calculer ue0 se récrit :

∃ ue0 ∈ Cu tel que ∀δu ∈ Cu, (kE + kF + kg
éq.

Σ + kg
éq.

B )(ue0, δu) = · · ·∫
ΩS

00

ρS
00 g

éq..δu dΩ00 −
∫

Σi00

ρF géq..CM00 n00.δu dΣ00 +
∫

Σf00

f00.δu dΣ0

(5.30)

Les équations locales du problème autoéquilibré peuvent s’écrire :

Divx0
σ0 + ρ0 g

éq. = 0 dans ΩS
0 (5.31a)

σ0 n0 = f0 sur Σf0 (5.31b)

σ0 n0 = −P éq.
0 n0 sur Σi0 (5.31c)

Calcul de géq.

Pour ur0 = r et ϕ0 = r.CM00 : ∫
ΩS

00

ρS
00 r

2 dΩ00 =
∫

ΩS
00

ρS
00 dΩ00 =mS (5.32)∫

ΩF
00

ρF
(
∇(r.CM00)

)2 dΩ00 =
∫

ΩF
00

ρF dΩ00 = mF (5.33)∫
ΩS

00

ρ00 g.r dΩ00 = mS g.r (5.34)∫
Σf00

f00.r dΣ00 = F0.r (5.35)

D’autre part, la définition du point C permet d’affirmer que :∫
Σi00

ρF (g.CM00) n00.r dΣ00 =
∫

Σ00

ρF (g.CM00) n00.r dΣ00 (5.36)

= −
∫

ΩF
00

div ((g.CM00) r) (5.37)

= −mF g.r (5.38)

Ces différents calculs permettent d’exprimer géq. :

géq. = g − g − F0

mS +mF
= − F0

mS +mF
(5.39)

La surface libre du liquide dans l’état naturel est donc orthogonale à la direction définie par F0 =∫
Σf00

f00 dΣ00.

60



5.2. Étude des vibrations d’un système libre structure-fluide interne

5.2.4 Vibrations libres autour de la configuration initiale en mouvement

On s’intéresse aux vibrations libres du système autour du mouvement en translation à accélération
constante γr0 définie précédemment. On suppose donc que les efforts extérieurs appliqués au système dans
l’état actuel sont tels que le mouvement rigide du système n’est pas modifié, c’est à dire que γr = γr0 .
Cette condition sera explicitée par la suite.

Équations du fluide

Dans l’état actuel, les équations locales du fluide s’écrivent :

∇xP (M) = ρF (g − γ(M)) dans ΩF (5.40a)

divXu
F (M00) = 0 dans ΩF

00 (5.40b)

uF (M00).n00 = uS.n00 sur Σi00 (5.40c)

P (M) = 0 sur Γ (5.40d)

Les équations (5.1a) et (5.40a) permettent de donner une expression linéarisée au premier ordre en U de
∇XpL :

∇XpL(M00) = ∇xP (M) F −∇x0
P0(M0) F0

= ρF
(
g − γ

)
(Id+ DXu

F )− ρF
(
g − γ0

)
(Id+ DXu

F
0 )

� ρF (géq.)|DXU
F − ρF γ(UF ) (5.41)

En posant UF = ∇Xϕ avec ϕ ∈ C∗
ϕ, on retrouve l’expression habituelle de pL où g est remplacé par

géq. = g − γ̄0 :

pL = ρF géq..∇Xϕ− ρF ϕ̈− ρF géq..iz
‖Γ00‖

∫
Σi00

US.n00 dΣ00 (5.42)

La condition pL = 0 sur Γ00 se traduit par :

iz.∇Xϕ =
ϕ̈

géq..iz
+

1
‖Γ00‖

∫
Σi00

U.nS
00 dΣ00 sur Γ00 (5.43)

Finalement, l’équation variationnelle du fluide s’écrit :

∃ ϕ ∈ C∗
ϕ tel que ∀ δϕ ∈ C∗

ϕ,∫
ΩF

00

∇ϕ.∇δϕ dΩ00 −
1

géq..iz

∫
Γ00

ϕ̈ δϕ dΓ00 = −
∫

Σi00

US.n00 δϕ dΣ00 (5.44)
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Chapitre 5. Systèmes libres

Équations de la structure

L’équation variationnelle de la structure dans l’état actuel s’écrit en variable lagrangienne par rapport à
l’état naturel :

∃ u ∈ Cu tel que ∀ δu ∈ Cu,

∫
ΩS

00

Π(u) : DXδu dΩ00 +
∫

ΩS
00

ρ00

∂2 u

∂t2
.δu dΩ00 = · · ·∫

ΩS
00

ρ00 g.δu dΩ00 +
∫

Σf00

f∗ (dΣ)∗.δu−
∫

Σi00

P ∗ (n dΣ)∗.δu (5.45)

Le terme P (M00) n dΣ− P0(M00) n0 dΣ0, qui apparaît quand on soustrait à cette équation la relation
analogue (5.17) caractérisant l’état initial, s’écrit :

P (M00) n dΣ− P0(M00) n0 dΣ0

�
(
pL(M00) + ρFgéq..(US − UF )

)
n00 dΣ00 + P0(M00) τ00(U

S) dΣ00

�
(
pL(M00) + ρFgéq..(US − UF )

)
n00 dΣ00 + ρF géq..OM00 τ00(U

S) dΣ00

(5.46)

D’autre part, la condition de vibrations libres, qui s’écrit f̃ = 0, c’est à dire f̃D = 0 et |̃fF | = 0,
permet d’affirmer que le mouvement de corps rigide du système dans l’état actuel est égal à celui du
système dans l’état initial : γr = γr0 . Le déplacement de la structure par rapport à l’état initial, défini par
U = u− u0 = ue − ue0 ne contient donc qu’une composante élastique. L’équation variationnelle pour la
structure s’écrit donc, après linéarisation :

∃ U ∈ Cu tel que ∀ δU ∈ Cu,

(kE + k
ue
0

G + kF + kg
éq.

B + kg
éq.

Σ︸ ︷︷ ︸
K

)(U, δU) +M(Ü , δU)− C(ϕ̈, δU) = 0 (5.47)

5.2.5 Conclusion

Pour un système fluide structure libre dans l’espace :

– L’accélération en translation du système est définie par la formule classique :

γr =
∑

r=ix, iy , iz

Q0(r)
M(r, r) + F(r.CM00, r.CM00)

r = g +
F0

mS +mF
(5.48)

L’accélération en rotation n’est pas représentée par ce modèle. L’étude des réservoirs en rotation
autour d’un axe tels que ceux des satellites spinnés nécessitent une analyse particulière (prise en
compte des forces de Coriolis ...) [77, 50, 105, 75].

– Bien que la notion de trajectoire ait été introduite, la théorie présentée ici reste linéaire et limitée
aux petites perturbations. On ne détermine pas la trajectoire du système au sens propre, mais
juste l’accélération instantanée associée aux mouvements de corps rigide participant au champ de
déplacement global du système.
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5.3. Modes de corps rigide de l’opérateur K

– Les précontraintes dans l’état initial sont obtenues par résolution du système autoéquilibré (5.26a)-
(5.30) en appliquant la méthode des liaisons temporaires.

– Les vibrations libres du système autour de sa trajectoire sont données par les équations classiques
des systèmes fluide structure avec gravité (5.44)-(5.47), mais où g est remplacé par une gravité
apparente géq. définie par (5.39).

5.3 Modes de corps rigide de l’opérateur K

A partir de l’opérateur K défini par l’équation (5.47), une étude de l’énergie de déformation engendrée
par les différents mouvements d’ensemble du système est menée. Dans ce qui suit, la gravité apparente
géq. sera notée plus simplement g pour ne pas alourdir les notations.

5.3.1 Energie de déformation

Pour un mouvement de corps rigide UR(M00) de la structure autour de la configuration initiale, l’énergie
de déformation associée à l’opérateur K se compose des termes suivants :

EkE
(UR) =

1
2

∫
ΩS

00

Tr [C εX(UR) εX(UR)] dΩ00 (5.49)

EkG
(UR) =

1
2

∫
ΩS

00

Tr
[
DXUR σini DXU

|

R

]
dΩ00 (5.50)

EkF
(UR) =

1
2

∫
Σf00

|f∗F0| τ00(UR).UR dΣ00 (5.51)

EkB
(UR) =

ρF |g|
2 ‖Γ00‖

(∫
Σi00

UR.n00 dΣ00

)2

(5.52)

Ek1
Σ
(UR) = −ρ

F |g|
2

∫
Σi00

(iz.UR)(UR.n00) dΣ00 (5.53)

Ek2
Σ
(UR) = −ρ

F |g|
2

∫
Σi00

z00 τ00(UR).UR dΣ00 (5.54)

5.3.2 Mouvements rigides de translation

Pour un mouvement de translation : UR = cste :
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EkE
(UR) = 0 (5.55)

EkG
(UR) = 0 (5.56)

EkF
(UR) = 0 (5.57)

EkB
(UR) =

ρF |g|
2 ‖Γ00‖

(
UR.

∫
Σi00

n00 dΣ00

)2

(5.58)

Ek1
Σ
(UR) = −ρ

F |g|
2

(iz .UR)
(
UR.

∫
Σi00

n00 dΣ00

)
(5.59)

Ek2
Σ
(UR) = 0 (5.60)

En considérant de plus le fait que :

∫
Σi00

n00 dΣ00 − ‖Γ00‖ iz =
∫

Σi00

n00 dΣ00 −
∫

Γ00

iz dΓ00 (5.61)

=
∫

Σ00

n00 dΣ00 =
∫

ΩF
00

div(1) dΩ00 = 0 (5.62)

on démontre que EK(UR) = EkE
(UR)+EkF

(UR)+EkG
(UR)+EkB

(UR)+Ek1
Σ
(UR)+Ek2

Σ
(UR) = 0.

Les mouvements de corps rigide en translation ne génèrent donc aucune énergie de déformation.

5.3.3 Mouvements rigides de rotation

Un mouvement d’ensemble en rotation est défini par un vecteur rotation θ et un centre de rotation O.
Le champ U représentant la déformation de la structure autour de l’état initial, on écrira le champ de
déplacement relatif à la rotation de vecteur θ par rapport à la géométrie initiale :

UR = θ ∧OM0 = θ ∧OM00 + θ ∧ u0 (5.63)

La déformation initiale u0 étant supposée de faible amplitude 2, on décide, en première approximation,
de négliger les termes en u0.

D’autre part, au vecteur de rotation θ, on associe la matrice antisymétrique Θ = spin(θ) (cf annexe
§D.2.1) telle que :

UR = θ ∧OM0 = ΘOM0 (5.64)

2. Il est utile de rappeler que les déformations u0 considérées ici sont en fait les déformations élastiques ue
0.
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Étude du terme EkE
(UR)

Rappelons que les termes en u0 sont négligés dans ce calcul :

EkE
(UR) =

1
2

∫
ΩS

00

Tr
[
C εX(θ ∧OM∗

0 ) εX(θ ∧OM∗
0 )
]
dΩ00

� 1
2

∫
ΩS

00

Tr
[
C εX(θ ∧OM00) εX(θ ∧OM00)

]
dΩ00

� 1
2

∫
ΩS

00

Tr
[
C εX(ΘOM00) εX(ΘOM00)

]
dΩ00

En considérant le fait que :

εX(ΘOM00) =
1
2

(
DX(ΘOM00) + DX(Θ OM00)

|

)
=

1
2
(Θ +ΘT ) = 0

l’équation précédente se simplifie en :

EkE
(UR) � 0 (5.65)

Étude du terme EkG
(UR)

EkG
(UR) =

1
2

∫
ΩS

00

Tr
[
DXUR σini DXU

|

R

]
dΩ00 =

1
2

∫
ΩS

00

Tr [(DXUR σini)
| DXUR] dΩ00

Pour effectuer une intégration de cette expression, la formule de Green (D.6) est utilisée. On obtient
alors :

EkG
(UR) =

1
2

∫
ΩS

00

div ((DXUR σini)
| UR) dΩ00 −

1
2

∫
ΩS

00

DivX (DXUR σini) .UR dΩ00

=
1
2

∫
Σ00

DXUR σini n00.UR dΣ00 −
1
2

∫
ΩS

00

DivX (DXUR σini) .UR dΩ00

Dans cette formule, on rappelle que σini est une approximation de S0 = det(F0) F
−1
0 σ∗

0 F
−|
0 . De plus,

en dérivant la formule (5.64), on obtient la relation suivante :

DXUR = Θ F0 (5.66)

Ces deux remarques permettent de simplifier notre expression :

EkG
(UR) =

1
2

∫
Σ00

det(F0) Θσ∗
0 F

−|
0 n00.UR dΣ00 −

1
2

∫
ΩS

00

DivX
(

det(F0)Θσ∗
0 F

−|
0

)
.UR dΩ00

(5.67)
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En coordonnées lagrangiennes, l’équation (5.31a) décrivant l’état initial libre autoéquilibré se récrit :

DivX
(

det(F0) σ
∗
0 F

−|
0

)
= −ρS

00 g dans Ω00 (5.68)

Θ étant une matrice constante, on peut modifier l’équation (5.68) comme suit :

DivX
(

det(F0) Θσ∗
0 F

−|
0

)
= −ρS

00 Θ g dans Ω00 (5.69)

En utilisant cette relation ainsi que (5.31b) et (5.31c), l’expression de EkG
(UR) devient :

EkG
(UR) =

1
2

∫
Σ0

Θσ0 n00.UR dΣ0 +
1
2

∫
ΩS

00

ρS
00 (Θ g).UR dΩ00

= −1
2

∫
Σi0

P0 (Θ n0).UR dΣ0 +
1
2

∫
Σf0

(Θ f0).UR dΣ0 +
1
2

∫
ΩS

00

ρS
00 (Θ g).UR dΩ00

=
1
2

∫
Σi0

P0 n0.(Θ UR) dΣ0 −
1
2

∫
Σf0

f0.(Θ UR) dΣ0 −
1
2

∫
ΩS

00

ρS
00 g.(Θ UR) dΩ00

En introduisant le point GS , centre de gravité de la structure dans la configuration naturelle :

GS défini par : mS OGS =
∫

ΩS
00

ρS
00 OM00 dΩ00 (5.70)

où mS est la masse de la structure seule (sans liquide). L’expression précédente devient alors :

2EkG
(UR) =

∫
Σi0

P0 n0.(θ ∧ (θ ∧OM0)) dΣ0 −
∫

Σf0

f0.(θ ∧ (θ ∧OM0)) dΣ0 −mS g.(θ ∧ (θ ∧OGS)

(5.71)

L’énergie de déformation relative au terme de raideur géométrique kG que l’on vient d’exprimer, peut
s’interpréter de façon physique (cf Morand & Ohayon [79]) : En effet, considérons la rotation finie UR
associée à la rotation infinitésimale UR de vecteur θ. Un développement à l’ordre 2 du champ de dépla-
cement induit par cette rotation finie UR s’écrit (cf figure 5.1) :

UR = U (1) + U (2) avec

{
U (1) = θ ∧OM0 = UR

U (2) = θ ∧ (θ ∧OM0)
(5.72)

Cette remarque nous permet donc d’écrire EkG
(UR) comme l’opposé du travail effectué par les forces

extérieures de précontrainte P0, f0 et mS g, quand on les considère comme figées en direction et en
intensité ("dead loads"), durant une rotation finie 3 autour de O.

3. En effet, la nullité du travail correspondant à U (1) résulte de l’équilibre de la structure dans l’état initial.
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U (2)

M0

0(M  )

R(M  )

U
0

θ

(1)

FIG. 5.1 – Rotation infinitésimale et rotation finie

R

Étude du terme E
k2
Σ
(UR)

On utilise ici une expression de k2
Σ avant la linéarisation de (n dΣ)∗ − (n0 dΣ0)∗ :

Ek2
Σ
(UR) =

1
2

∫
Σi00

P ∗
0 ((n dΣ)∗ − (n0 dΣ0)∗) .UR =

1
2

∫
Σi0

P0 ((n dΣ)∗ − n0 dΣ0) .UR (5.73)

Pour simplifier cette expression, il faut exprimer n dΣ − n0 dΣ0 en fonction de θ. En se référant aux
notations de la figure 3.4, on a :

a1 =
∂M

∂ξ
=
∂M0

∂ξ
+
∂U

∂ξ
= a1

0 + θ ∧ a1
0 (5.74a)

a2 =
∂M

∂η
=
∂M0

∂η
+
∂U

∂η
= a2

0 + θ ∧ a2
0 (5.74b)

n dΣ = (a1 ∧ a2) dξdη
=

(
a1

0 ∧ a2
0 + a1

0 ∧ (θ ∧ a2
0) + (θ ∧ a1

0) ∧ a2
0 + (θ ∧ a1

0) ∧ (θ ∧ a2
0)
)
dξdη

= n0 dΣ0 +
(
θ(a1

0.a
2
0)− a2

0(a
1
0.θ)− θ(a1

0.a
2
0) + a1

0(θ.a
2
0) + θ

(
(θ ∧ a1

0).a
2
0

)
− a2

0((θ ∧ a1
0).θ︸ ︷︷ ︸

0

)
)
dξdη

= n0 dΣ0 + θ ∧ n0 dΣ0 + θ
(
(a1

0 ∧ a2
0).θ

)
dξdη

Ce qui nous permet d’écrire que, dans le cas d’une rotation de vecteur θ :

n dΣ− n0 dΣ0 = θ ∧ n0 dΣ0 + θ(θ.n0) dΣ0 (5.75)

En introduisant cette relation dans l’expression de E
k2
Σ
(UR) :

Ek2
Σ
(UR) =

1
2

∫
Σi0

P0 (θ ∧ n0).(θ ∧OM0) dΣ0 +
1
2

∫
Σi0

P0 (θ.n0)
(
θ.(θ ∧OM0)︸ ︷︷ ︸

0

)
dΣ0

= − 1
2

∫
Σi0

P0 n0.(θ ∧ (θ ∧OM0)) dΣ0 (5.76)
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On remarque que l’énergie de déformation associée à k2
Σ compense parfaitement la composante de l’éner-

gie associée à kG relative aux forces de pression hydrostatique. Ceci paraît satisfaisant d’un point de vue
physique puisque E

k2
Σ
(UR) représente l’opposé du complément d’énergie qui apparait quand on consi-

dère les forces de pression comme suiveuses plutôt que figées.

Étude du terme EkF
(UR)

Une démonstration analogue à la précédente permet d’affirmer que :

EkF
(UR) =

1
2

∫
Σf0

|fF0| n0.(θ ∧ (θ ∧OM0)) dΣ0 (5.77)

Étude du terme EkB
(UR)

Rappelons que les termes en u0 sont négligés dans ce calcul :

EkB
(UR) =

ρF |g|
2 ‖Γ00‖

(∫
Σi00

(θ ∧OM∗
0 ).n00 dΣ00

)2

� ρF |g|
2 ‖Γ00‖

(∫
Σi00

(θ ∧OM00).n00 dΣ00︸ ︷︷ ︸
(A)

)2

Grâce à l’identité d’analyse vectorielle (D.5c), on effectue quelques simplifications sur le terme (A) :

(A) = −
∫

Σ00

(θ ∧OM00).(−n00) dΣ00 +
∫

Γ00

(θ ∧OM00).iz dΓ00

= −
∫

ΩF
00

divX(θ ∧OM00) dΩ00 + (iz ∧ θ).
(∫

Γ00

OM00 dΓ00

)

= θ.

(∫
ΩF

00

rotX(OM00) dΩ00

)
+ (iz ∧ θ).

(∫
Γ00

OM00 dΓ00

)

En considérant le fait que rotX(OM00) = 0, le terme (A) se simplifie en :

(A) = (iz ∧ θ).
(∫

Γ00

OM00 dΓ00

)

On introduit ensuite le point C, barycentre de la surface libre Γ00 :

C défini par : ‖Γ00‖OC =
∫

Γ00

OM00 dΓ00 (5.78)

Finalement, l’énergie EkB
(UR) s’écrit :

EkB
(UR) �

ρF |g|
2 ‖Γ00‖

(
‖Γ00‖ (iz ∧ θ).OC

)2
(5.79)
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Étude du terme E
k1
Σ
(UR)

Ek1
Σ
(UR) = −ρ

F |g|
2

∫
Σi00

(
iz.(θ ∧OM∗

0 )
)(

(θ ∧OM∗
0 ).n00

)
dΣ00

= −ρ
F |g|
2

∫
Σi00

(
OM∗

0 .(iz ∧ θ)
)(

(n00 ∧ θ).OM∗
0

)
dΣ00

Tout d’abord, on remarque que si le vecteur rotation θ est colinéaire à iz , alors E
k1
Σ
(UR) = 0

Sinon, on effectue les simplifications suivantes, en négligeant les termes en u0 :

Ek1
Σ
(UR) � −ρ

F |g|
2

∫
Σi00

(
OM00.(iz ∧ θ)

)(
(n00 ∧ θ).OM00

)
dΣ00

� −ρ
F |g|
2

∫
Σi00

(
OM00.(iz ∧ θ)

)(
(n00 ∧ θ).OM00

)
dΣ00︸ ︷︷ ︸

(α)

Le terme (α) est ensuite simplifié :

(α) =
∫

Σ00

(
OM00.(θ ∧ iz)

)(
(θ ∧OM00).(−n00)

)
dΣ00 +

∫
Γ00

(
OM00.(iz ∧ θ)

)(
(iz ∧ θ).OM00

)
dΓ00

=
∫

ΩF
00

div

((
OM00.(θ ∧ iz)

)
(θ ∧OM00)

)
dΩ00︸ ︷︷ ︸

(A)

+
∫

Γ00

(
OM00.(iz ∧ θ)

)2
dΓ00︸ ︷︷ ︸

(B)

Grâce aux identités d’analyse vectorielle (D.5c), (D.5d) et (D.5e), le terme (A) se simplifie en :

(A) =
∫

ΩF
00

(
OM00.(θ ∧ iz)

)
div(θ ∧OM00) dΩ00 +

∫
ΩF

00

(θ ∧OM00).grad
(
OM00.(θ ∧ iz)

)
dΩ00

=
∫

ΩF
00

(
OM00.(θ ∧ iz)

)(
− θ. rotX(OM00)︸ ︷︷ ︸

0

)
dΩ00 +

∫
ΩF

00

(θ ∧OM00).grad
(
OM00.(θ ∧ iz)

)
dΩ00

=
∫

ΩF
00

(θ ∧OM00).
(

DX(OM00)︸ ︷︷ ︸
Id

(θ ∧ iz)
)
dΩ00 +

∫
ΩF

00

(θ ∧OM00).
(
(θ ∧ iz) ∧ rotX(OM00)︸ ︷︷ ︸

0

)
dΩ00

= (θ ∧ iz).
(
θ ∧

∫
ΩF

00

OM00 dΩ00

)

On introduit alors le point GF
00, centre de gravité du liquide dans l’état naturel :

GF
00 défini par : ρF ‖ΩF

00‖OGF
00 = ρF

∫
ΩF

00

OM00 dΩ00 (5.80)

ce qui nous permet d’effectuer la simplification suivante :

(A) = − iz.
(
θ ∧ (θ ∧ ‖ΩF

00‖OGF
00)

)
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En introduisant le point C barycentre de Γ00, défini par (5.78), le terme (B) se simplifie comme suit :

(B) =
∫

Γ00

(
(OC +CM00).(iz ∧ θ)

)2
dΓ00

=
∫

Γ00

(
OC.(iz ∧ θ)

)2
+ 2

(
OC.(iz ∧ θ)

)(
CM00.(iz ∧ θ)

)
+
(
CM00.(iz ∧ θ)

)2
dΓ00

= ‖Γ00‖
(
OC.(iz ∧ θ)

)2 + 2
(
OC.(iz ∧ θ)

)
(iz ∧ θ).

(∫
Γ00

CM00 dΓ00︸ ︷︷ ︸
0

)
+ (iz ∧ θ)|  C

Γ00
(iz ∧ θ)

où  C
Γ00

représente le tenseur des moments d’inertie par rapport au point C de la surface Γ00, défini par :

 C
Γ00

=
∫

Γ00

CM00 (CM00)
| dΓ00 (5.81)

Finalement, l’énergie E
k1
Σ
(UR) s’écrit :

Ek1
Σ
(UR) � − mF

2
g.
(
θ ∧ (θ ∧OGF

00)
)
− ρF |g|

2

(
‖Γ00‖

(
OC.(iz ∧ θ)

)2 + (iz ∧ θ)|  C
Γ00

(iz ∧ θ)
)

(5.82)

Résumé

Finalement, pour un mouvement de corps rigide en rotation UR = θ ∧ OM0, l’énergie de déformation
EK(UR) associée à l’opérateur K s’écrit :

EK(UR) = EkE
(UR) +EkG

(UR) +EkF
(UR) +EkB

(UR) +Ek1
Σ
(UR) +Ek2

Σ
(UR)

� − 1
2

∫
Σf0

f0.(θ ∧ (θ ∧OM0)) dΣ0 +
1
2

∫
Σf0

|fF0| n0.(θ ∧ (θ ∧OM0)) dΣ0 · · ·

− mF

2
g.
(
θ ∧ (θ ∧OGF

00)
)
− ρF |g|

2
(iz ∧ θ)|  C

Γ00
(iz ∧ θ)−

mS

2
g.
(
θ ∧ (θ ∧OGS)

)
� − m

2
g.
(
θ ∧ (θ ∧OG)

)
− ρF |g|

2
(iz ∧ θ)|  C

Γ00
(iz ∧ θ)−

1
2

∫
Σf0

fD0.(θ ∧ (θ ∧OM0)) dΣ0

(5.83)

où G est le centre de gravité du système "fluide-structure dans l’état naturel", et m sa masse globale.

En utilisant (5.39), le premier terme de cette expression peut se récrire :

mS +mF

2
géq..(θ ∧ (θ ∧OG)) = − 1

2

(∫
Σf0

fD0 dΣ0 +
∫

Σf0

|fF0| n0 dΣ0

)
.(θ ∧ (θ ∧OG))

(5.84)

On constate que l’énergie générée par les forces suiveuses est nulle si fF0 vérifie la condition de symétrie
de l’opérateur kF (|fF0| constant et Σf0 surface fermée, cf. annexes C.3). Sinon, en positionnant le centre
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de rotation O au centre de gravité G du système, le travail des forces suiveuses fF0 peut être éliminé.
Par contre, le terme qui dépend des forces mortes fD0 reste. Finalement, l’expression de EK(UR) (5.83)
devient :

EK(UR) � − ρF |g|
2

(iz ∧ θ)|  C
Γ00

(iz ∧ θ)−
1
2

∫
Σf0

fD0.(θ ∧ (θ ∧GM0)) dΣ0 (5.85)

5.3.4 Influence de la pressurisation

Supposons maintenant que la configuration du système fluide structure soit celui de la figure 4.1 et que
le gaz qui occupe le volume ΩG soit pressurisé.

Dans le cas de mouvements de corps rigide, les deux opérateurs kC et kP qui apparaissent dans la
formulation variationnelle (4.13) génèrent des énergies de déformation :

EkC
(UR) =

PG
00 γ

2 V00

(∫
Σi00+Σg00

UR.n00 dΣ00

)2

(5.86)

EkP
(UR) =

PG
0

2

∫
Σi00+Σg00

τ00(UR).UR dΣ00 (5.87)

Mouvements de corps rigide en translation

Pour les trois mouvements d’ensemble en translation UR = cste donc :

EkC
(UR) =

PG
00 γ

2 ‖ΩG
00‖

(
UR.

∫
Σi00+Σg00

n00 dΣ00

)2

=
PG

00 γ

2 ‖ΩG
00‖

UR.

∫
ΩF

00

div(1)︸ ︷︷ ︸
0

dΩ00

2

= 0

et EkP
(UR) =

PG
0

2

∫
Σi00+Σg00

τ00(UR)︸ ︷︷ ︸
0

.UR dΣ00 = 0

Mouvements de corps rigide en rotation

Pour les 3 mouvements d’ensemble en rotation, UR = θ∧OM0. En utilisant la formule de Stokes (D.10)
et en négligeant les termes en u0, on obtient pour EkC

(UR) :

EkC
(UR) �

PG
00 γ

2 ‖ΩG
00‖

(
θ.

∫
Σi00+Σg00

OM00 ∧ n00 dΣ00

)2

� PG
00 γ

2 ‖ΩG
00‖

θ.∫
ΩF

00

rot(OM00)︸ ︷︷ ︸
0

dΩ00

2

� 0

En utilisant la formule de rotation de l’élément de surface orientée (5.75), on obtient pour EkP
(UR) une

relation équivalente à (5.76) :

EkP
(UR) = −P

G
0

2

∫
Σi0+Σg0

n0.(θ ∧ (θ ∧OM0)) dΣ00
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Cependant, les équations locales (5.31) sont modifiées par la présence de la pressurisation : d’une part, à
la pression P0 sur Σi0, il faut ajouter la pression dans le gaz PG

0 et d’autre part, il faut ajouter la relation
σ0 n0 = −PG

0 n0 sur Σg0. L’énergie EkG
(UR) comprend alors deux termes supplémentaires par rapport

à (5.71) qui s’annulent exactement avec EkP
(UR) :

EkG
(UR) = · · · +

PG
0

2

∫
Σi0

n0.(θ ∧ (θ ∧OM0)) dΣ00 +
PG

0

2

∫
Σg0

n0.(θ ∧ (θ ∧OM0)) dΣ00 (5.88)

5.3.5 Conclusion

Pour conclure sur ce point, on peut affirmer que :

– Les mouvements de translation de corps rigide ne génèrent pas d’énergie de déformation vis à vis
de l’opérateur K.

– Si les forces extérieures f0 ne sont pas suiveuse ("forces mortes"), les mouvements d’ensemble en
rotation ne sont plus, en règle générale, des modes rigides du système. Comme le montre l’équation
(5.85), le signe de l’énergie générée par les forces extérieure est positif (effet stabilisant) ou négatif
(effet destabilisant) suivant leur répartition par rapport au centre de gravité du système. On retrouve
un résultat énoncé par Kreis & Klein [63].

– Pour que la précontrainte ne perturbe pas le système libre, il faut qu’elle soit assurée exclusivement
par des forces suiveuses symétriques 4. Dans ce cas, un terme de rotation de normale (terme kF ou
kP dans le cas des pressions) vient annuler l’énergie de déformation qui apparaît au niveau de la
raideur géométrique kG.

En supposant que le système est précontraint uniquement par des forces suiveuses symétriques :

– Pour des déformations élastiques initiales ue0 faibles, le mouvement de corps rigide en rotation
autour de l’axe z ne génère pas d’énergie de déformation vis à vis de l’opérateur K.

– Les mouvements de corps rigide en rotation autour des deux autres axes x et y génèrent, en
général, une énergie de déformation non nulle. Ceci peut s’expliquer par le fait que le système
précontraint fluide/structure n’est pas invariant dans une rotation autour de ces deux axes. En effet,
si la structure tourne, le fluide, lui, par action des forces de pesanteur, garde une surface horizontale.
Dans ce type de mouvement, le champ de précontrainte génère donc un travail. D’autre part, on
remarque que, suivant la géométrie du système fluide-structure, le terme (5.85) peut être négatif et
l’opérateur K peut possèder une ou plusieurs valeurs propres négatives. Le système peut donc être
instable.

Le tableau 5.1 récapitule dans ce cas les contributions de chaque terme de l’opérateur de raideur d’élas-
togravité K à l’énergie de déformation associée aux différents mouvements d’ensemble en translation et
rotation. On constate le rôle important des opérateurs kΣ, kP et kF pour assurer l’existence des modes
rigides en annulant l’énergie générée par les termes de précontrainte. D’autre part, l’operateur kB s’avère
indispensable pour la même raison à partir du moment où kΣ est pris en compte. Les différents termes
de raideur de l’opérateur d’élastogravité forment donc un ensemble cohérent qui permet de conserver les
modes rigides d’un système fluide-structure libre et les théories qui ne prendraient pas l’ensemble de ces
termes en compte perdraient forcément certains modes rigides.

4. On appelera "forces suiveuses symétriques" des forces qui vérifient les conditions de symétrie de l’opérateur kF énoncée
en §C.3.
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EkE
+ E

kg
G

+ E
k

P00
G

+ E
k

f
F0

G

+ EkF
+ EkP

+ EkC
+ EkB

+ E
k1
Σ

+ E
k2
Σ

= EK

Tx ou y 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 0
Tz 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + ➀ + (-➀) + 0 = 0
Rz 0 + ➁ + ➂ + ➃ + (-➃) + (-➂) + 0 + 0 + 0 + (-➁) = 0

Rx ou y 0 + ➁ + ➂ + ➃ + (-➃) + (-➂) + 0 + ➀ + ➄ - ➀ + (-➁) = ➄

TAB. 5.1 – Récapitulatif des différentes contributions à l’énergie de déformation associée aux mouve-
ments d’ensemble.
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6.1 Problématique et notations

La résolution directe des différents systèmes d’équations obtenus dans les chapitres précédents n’est pas
envisageable. Il existe, par contre, des méthodes approchées adaptées aux formulations variationnelles
établies. Parmi ces méthodes, la méthode de Ritz-Galerkin est la plus simple et la plus utilisée. Elle
consiste à rechercher une approximation X̃ de X dans un sous-espace Ch

X de dimension finie N de CX .
Si (ej)j=1,···,N est une base du sous-espace vectoriel Ch

X , un élément Xh ∈ Ch
X peut s’écrire sous la

forme :

Xh =
N∑
j=1

χj ej (6.1)

La recherche de la solution continue X est ainsi remplacée par celle d’un nombre fini d’inconnues
(χj)j=1,···,N .

Cette discrétisation des inconnues du problème entraîne une discrétisation des équations du système en
transformant les équations variationnelles intégrales en un système matriciel symétrique. De nombreux
ouvrages détaillent cette méthode : citons entre autre ceux de Ciarlet [30], Raviart & Thomas [94] et
Hughes [54].

Dans ce qui suit, les inconnues U et ϕ seront des vecteurs de dimension respectivement NU et Nϕ

appartenant aux sous-espaces de dimension finie Ch
u et C∗h

ϕ , denses respectivement dans Cu et C∗
ϕ.

On s’intéresse désormais aux solutions stationnaires (vibrations à fréquence constante) du système. Les
forces d’excitation du système f̃ sont donc supposées harmoniques, de la forme : f̃(t) = f̃ cos(ωt), et
les inconnues du problème US et ϕ sont recherchées sous la forme : US(M00, t) = US(M00) cos(ωt) et
ϕ(M00, t) = ϕ(M00) cos(ωt).

De plus, puisque la variable de déplacement relative au fluide UF a disparu de la formulation et qu’il n’y
a ainsi plus de confusion possible, nous noterons simplement U le déplacement des points de la structure,
noté auparavant US . D’autre part, dans la suite, la variable de dérivation est systématiquement X et pour
alléger les notations, on se dispensera de le préciser.

6.2 Formulation non symétrique en (U, ϕ)

Le problème couplé général est constitué à partir des équations (4.13) et (3.19) :

∃ (U,ϕ) ∈ Cu × C∗
ϕ tels que ∀ (δU, δϕ) ∈ Cu × C∗

ϕ

K(U, δU) − ω2 M(U, δU) + ω2 C(ϕ, δU) =
∫

Σf00

f̃ .δU dΣ00 (6.2a)

F(ϕ, δϕ) − ω2 S(ϕ, δϕ) + C(U, δϕ) = 0 (6.2b)

avec

K(U, δU) = kE(U, δU) + kF (U, δU) + kG(U, δU) + kΣ(U, δU) + kB(U, δU)
(· · · + kC(U, δU) + kP (U, δU) si pressurisation) (6.2c)
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La discrétisation des inconnues entraîne une discrétisation des formes linéaires et bilinéaires intervenant
dans ces équations :

F(ϕ, δϕ) =⇒ δϕ| F ϕ (6.3a)

S(ϕ, δϕ) =⇒ δϕ| S ϕ (6.3b)

K(U, δU) =⇒ δU| K U (6.3c)

M(U, δU) =⇒ δU| M U (6.3d)∫
Σf00

f̃ .δU dΣ00 =⇒ δU|.f̃ (6.3e)

C(U, δϕ) =⇒ δϕ| C| U C(ϕ, δU) =⇒ δU| C ϕ (6.3f)

où K et M sont des matrices NU ×NU , C est une matrice NU ×Nϕ, F et S sont des matrices Nϕ×Nϕ

et f̃ est un vecteur NU × 1.

Aprés discrétisation, le problème (6.2) se récrit :[
K 0
C| F

] [
U
ϕ

]
− ω2

[
M −C
0 S

] [
U
ϕ

]
=
[
f̃
0

]
(6.4)

sans oublier la contrainte (2.16) sur ϕ :


(ϕ) =
∫

Γ00

ϕ dΓ00 = 0

On constate que le système obtenu n’est pas symétrique alors qu’en théorie des milieux continus, la
propriété de symétrie du système est assurée par l’existence, pour tout système linéaire conservatif,
d’opérateurs quadratiques associés à des concepts énergétiques. Cependant, dans le cas présent, le choix
d’une variable primale (le déplacement U ) pour la structure, associée à une variable duale (le potentiel
ϕ que l’on peut apparenter à une pression) pour le fluide rend le problème de la recherche d’une formu-
lation symétrique non standard d’un point de vue théorique et aboutit naturellement à des formulations
non symétriques [90]. Les nombreuses formulations non symétriques exhibées, pour des problèmes li-
néaires conservatifs en couplage fluide-structure, sont dues à un choix inapproprié des variables d’état
pour décrire le système. Le choix de variables de déplacement primales pour la structure (US) et pour le
fluide (UF ) peut sembler plus intéressant de ce point de vue, mais la discrétisation de l’espace des fonc-
tions admissibles est alors plus complexe 1. On préfèrera plutôt rechercher une méthode de symétrisation
des équations qui nous permettra ensuite d’utiliser les algorithmes de résolution standards réservés aux
systèmes symétriques (méthode de Lanczos etc.).

6.3 Formulation symétrique en (U, η, π) du cas sans pressurisation

La première méthode de symétrisation consiste à introduire une ou plusieurs nouvelles inconnues dans
le problème. Dans l’article [78], Morand a proposé d’introduire la variable η décrivant le déplacement

1. Des problèmes numériques apparaissent, qui sont liés à l’existence d’un sous-espace de dimension infinie associé à la
valeur propre 0 [58].
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Chapitre 6. Discrétisation et Symétrisation

normal à sa surface libre du fluide :

η =
∂ϕ

∂Z
= UF

Z sur Γ00 (6.5)

C’est cette méthode que nous présentons ici, tout d’abord dans le cas non pressurisé.

6.3.1 Modification des équations du fluide

Introduisons la variable η dans les équations locales (2.11) et (2.12) :

pL = ρF g.∇ϕ − ρF ϕ̈+ π dans ΩF
00 (6.6a)

∆ϕ = 0 dans ΩF
00 (6.6b)

∇ϕ.n00 = UN = U.n00 sur Σi00 (6.6c)

∇ϕ.iz = η sur Γ00 (6.6d)

ρF |g| η = −ρF ϕ̈+ π sur Γ00 (6.6e)


(ϕ) = 0 avec 
(1) �= 0 (6.6f)

Nous décidons ici de conserver la constante π comme inconnue et de garder la condition d’unicité 
(ϕ)
arbitraire.

Soit l’ensemble Cη des fonctions admissibles η. Pour tout δη appartenant à Cη, l’équation (6.6e) intégrée
sur la surface libre Γ00 donne le formulation variationnelle suivante :

∃ η ∈ Cη tel que ∀ δη ∈ Cη,

∫
Γ00

ρF |g| η δη dΓ00 − π

∫
Γ00

δη dΓ00 +
∫

Γ00

ρF ϕ̈ δη dΓ00 = 0 (6.7)

On note désormais C�
ϕ = {ϕ ∈ Cϕ tel que 
(ϕ) = 0} où 
(ϕ) est une condition d’unicité non déterminée

pour l’instant. La formule de Green appliquée aux équations (6.6b), (6.6c) et (6.6d), donne le principe
variationnel suivant :

∃ ϕ ∈ C�
ϕ tel que ∀ δϕ ∈ Cϕ,

∫
ΩF

00

∇ϕ.∇δϕ dΩ00 −
∫

Γ00

η δϕ dΓ00 +
∫

Σi00

U.n00 δϕ dΣ00 = 0

(6.8)

Afin que la relation précédente soit symétrique, il faudrait que ϕ et δϕ appartiennent au même espace C�
ϕ.

En remarquant que Cϕ = C�
ϕ ⊕ R, on remplace dans cette équation δϕ, appartenant à Cϕ, par δϕ + δπ

appartenant respectivement à C�
ϕ et R [81]. L’équation (6.8) est alors remplacée par les 2 équations

suivantes :

∃ ϕ ∈ C�
ϕ tel que ∀ δϕ ∈ C�

ϕ,

∫
ΩF

00

∇ϕ.∇δϕ dΩ00 −
∫

Γ00

η δϕ dΓ00 +
∫

Σi00

U.n00 δϕ dΣ00 = 0

(6.9a)

∀ δπ ∈ R, δπ

∫
Σi00

U.n00 dΣ00 − δπ

∫
Γ00

η dΓ00 = 0 (6.9b)
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6.3. Formulation symétrique en (U, η, π) du cas sans pressurisation

6.3.2 Modification des équations de la structure

En remplaçant pL par son expression (6.6a) dans (3.15), la formulation variationnelle (3.19) relative à la
structure se récrit :

(6.10)

∃ U ∈ Cu tel que ∀ δU ∈ Cu,

K̂(U, δU) +M(Ü , δU) − C(ϕ̈, δU) + π

∫
Σi00

δU.n00 dΣ00 =
∫

Σf00

f̃ .δU dΣ00 (6.11)

avec

K̂(U, δU) = kE(U, δU) + kF (U, δU) + kG(U, δU) + kΣ(U, δU) (6.12)

On remarque qu’en conservant la contante π dans la modélisation, on fait disparaître le terme de rigidité
kB de l’expression de l’opérateur K̂.

Dans [19], Bermúdez et al. retrouvent un système d’équations variationnelles équivalent à (6.7)(6.9)(6.10)
à ceci près qu’il ne prend pas en compte les effets de gravité représentés par les termes de raideur kG et
kΣ.

6.3.3 Discrétisation du problème couplé

L’inconnue η est discrétisée en un vecteur de dimension Nη. En plus des matrices déjà définies, nous
introduisons Kη, la matrice de dimension Nη ×Nη définie par :

kη(η, δη) =
∫

Γ00

ρF |g| η δη dΓ00 =⇒ δη| Kη η (6.13)

ainsi que les matrices et vecteurs de couplage :

π

∫
Σi00

δU.n00 dΣ00 =⇒ δU| c π δπ

∫
Σi00

U.n00 dΣ00 =⇒ δπ c| U (6.14a)∫
Γ00

ρF ϕ̈ δη dΓ00 =⇒ −ω2 δη| B ϕ

∫
Γ00

ρF η δϕ dΓ00 =⇒ δϕ| B| η (6.14b)

π

∫
Γ00

δη dΓ00 =⇒ δη| b π δπ

∫
Γ00

η dΓ00 =⇒ δπ b| η (6.14c)

où c est de dimension Nu × 1, b de dimension Nη × 1 et B de dimension Nη ×Nϕ.

Avec (U, η, ϕ, π) ∈ Ch
u × Ch

η × C�h
ϕ × R, la discrétisation des équations précédentes donne :

(6.10) =⇒ K̂ U − ω2 M U + ω2 C ϕ+ c π = f̃ (6.15a)

(6.7) =⇒ Kη η − b π − ω2 B ϕ = 0 (6.15b)

(6.9a) =⇒ F ϕ−B| η + C| U = 0 (6.15c)

(6.9b) =⇒ c| U − b|η = 0 (6.15d)
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Chapitre 6. Discrétisation et Symétrisation

6.3.4 Choix pratique de la condition d’unicité �(ϕ)

Rappelons que jusqu’alors, le vecteur ϕ est soumis à une condition d’unicité arbitraire 
(ϕ) qui n’a
pas encore été choisie : supposons que l’on décide que 
(ϕ) soit telle que ϕ soit nul en un point de
discrétisation du volume ΩF

00 correspondant à la valeur nodale ϕ1. On supprime alors les lignes et/ou les
colonnes correspondant à ϕ1 dans les différentes matrices comme suit :[

F11 F12

F |

12 F22

] [
ϕ1

ϕ2

]
,

[
B1 B2

] [ ϕ1

ϕ2

]
,

[
C1 C2

] [ ϕ1

ϕ2

]

La matrice F22 est inversible 2 ce qui permet d’exprimer ϕ en fonction des autres inconnues (U, η, π) et
de l’éliminer du système d’équations :

ϕ =
[

0
F−1

22 B|

2 η − F−1
22 C|

2 U

]
(6.16)

 K̂ 0 c
0 Kη −b
c| −b| 0

 U
η
π

− ω2

 M + C2 F
−1
22 C|

2 −C2 F
−1
22 B|

2 0
−B2 F

−1
22 C|

2 B2 F
−1
22 B|

2 0
0 0 0

 U
η
π

 =

 f̃
0
0

 (6.17)

L’introduction d’une variable primale η pour le fluide et l’élimination de la variable duale ϕ de la formu-
lation a permis de rétablir la symétrie du système. Cette formulation met également en évidence que la
constante π peut être interprétée comme un multiplicateur de Lagrange pour la contrainte d’invariance
de volume du fluide (6.15d).

D’autre part, dans le chapitre 6 de leur ouvrage [81], Morand & Ohayon démontrent que la matrice de
masse obtenue est positive et donnent une méthode efficace pour la calculer.

6.4 Formulation symétrique en (U, η, π) du cas avec pressurisation

La méthode précédente est étendue dans le cas d’un système pressurisé.

6.4.1 Modification des équations du fluide

L’effet de pressurisation apparaît au niveau de l’équation locale (6.6e) qui se récrit :

(6.6e) =⇒ ρF |g| η = −ρF ϕ̈+ π +
PG

00 γ δV
(1)

‖ΩG
00‖

sur Γ00 (6.18)

Avec l’expression de δV (1) suivante :

δV (1) = −
∫

Σg00

U.n00 dΣ00 −
∫

Γ00

η dΓ00 (6.19)

2. contrairement à F dont le noyau est l’espace vectoriel de dimension 1 généré par 1ϕ.
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6.4. Formulation symétrique en (U, η, π) du cas avec pressurisation

le principe variationnel (6.7) devient :

∃ η ∈ Cη tel que ∀ δη ∈ Cη,

kη(η, δη) + kΓ(η, δη) − π

∫
Γ00

δη dΓ00 +
∫

Γ00

ρF ϕ̈ δη dΓ00 +D(U, δη) = 0 (6.20)

avec

kΓ(η, δη) =
PG

00 γ

‖ΩG
00‖

(∫
Γ00

η dΓ00

)(∫
Γ00

δη dΓ00

)
(6.21)

D(U, δη) = PG
00 γ

‖ΩG
00‖

(∫
Σg00

U.n00 dΣ00

)(∫
Γ00

δη dΓ00

)
(6.22)

Les autres équations locales ne sont pas modifiées, et par conséquent les relations (6.9) restent identiques.

6.4.2 Modification des équations de la structure

En utilisant plutôt l’expression de δV (1) (6.19), le terme supplémentaire direct dû à la pressurisation
(4.10) s’exprime :

(4.10) =⇒ − PG
00 γ

‖ΩG
00‖

(∫
Σg00

U.n00 dΣ00

)(∫
Σg00

δU.n00 dΣ00

)
· · ·

− PG
00 γ

‖ΩG
00‖

(∫
Γ00

η dΓ00

)(∫
Σg00

δU.n00 dΣ00

)
− PG

00

∫
Σg00

τ00.δU dΣ00 (6.23)

L’expression de pL (6.6a) fait que le terme supplémentaire indirect dû à la pressurisation (4.12) s’écrit :

(4.12) =⇒ C(ϕ̈, δU) − kΣ(U, δU) − π

∫
Σi00

n00.δU dΣ00 − PG
00

∫
Σi00

τ00.δU dΣ00 (6.24)

En additionnant ces deux effets, la formulation variationnelle de la structure (6.10) devient :

∃ U ∈ Cu tel que ∀ δU ∈ Cu,

K̃(U, δU) +M(Ü , δU) − C(ϕ̈, δU) + π

∫
Σi00

δU.n00 dΣ00 +D(η, δU) =
∫

Σf00

f̃ .δU dΣ00 (6.25)

avec

K̃(U, δU) = kE(U, δU) + kF (U, δU) + kG(U, δU) + kΣ(U, δU) + kP (U, δU) + kCg
(U, δU)

(6.26)

où

kCg
(U, δU) =

PG
00 γ

‖ΩG
00‖

(∫
Σg00

U.n00 dΣ00

)(∫
Σg00

δU.n00 dΣ00

)
(6.27)

On remarque que le terme de rigidité kB n’apparaît plus dans l’expression de l’opérateur K̃ et que le
terme kC est remplacé par un terme similaire mais restreint à Σg00, noté kCg

.
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Chapitre 6. Discrétisation et Symétrisation

6.4.3 Discrétisation du problème couplé

La discrétisation des formes bilinéaires introduites précédemment fait intervenir les matrices suivantes :

kΓ(η, δη) =⇒ δη| KΓ η (6.28a)

kCg
(U, δU) =⇒ δU| KCg

U (6.28b)

où KΓ est une matrice de dimension Nη ×Nη et KCg
est de dimension NU ×NU .

ainsi que la matrice de couplage D de dimension NU ×Nη :

D(U, δη) =⇒ δη| D| U D(η, δU) =⇒ δU| D η (6.28c)

Avec (U, η, ϕ, π) ∈ Ch
u × Ch

η × C�h
ϕ × R, la discrétisation du problème couplé donne :

(6.25) =⇒ K̃ U − ω2 M U + ω2 C ϕ+ c π +D η = f̃ (6.29a)

(6.20) =⇒
(
Kη +KΓ

)
η − b π − ω2 B ϕ+D| U = 0 (6.29b)

(6.9a) =⇒ F ϕ−B| η + C| U = 0 (6.29c)

(6.9b) =⇒ c| U − b|η = 0 (6.29d)

En faisant le choix d’une condition d’unicité 
(ϕ) telle que ϕ1 = 0, les équations discrétisées du système
fluide structure couplé avec gaz pressurisé s’écrivent sous la forme matricielle symétrique suivante :

 K̃ D c
D| Kη +KΓ −b
c| −b| 0

 U
η
π

− ω2

 M + C2 F
−1
22 C|

2 −C2 F
−1
22 B|

2 0
−B2 F

−1
22 C|

2 B2 F
−1
22 B|

2 0
0 0 0

 U
η
π

 =

 f̃
0
0


(6.30)

La prise en compte de la pressurisation fait donc apparaître quelques termes supplémentaires mais ne
modifie pas la symétrie du problème posé en (U, η, π). De plus, on remarque qu’en prenant PG

00 = 0
dans l’équation (6.30), on retrouve l’équation (6.17). Le cas sans pressurisation peut donc être traité
comme un cas particuliers du cas général avec pressurisation.

6.5 Formulation symétrique en (U, η, π, λ)

On remarque que la discrétisation des formes bilinéaires variationnelles kCg
, kΓ et D introduites précé-

demment conduit à des matrices pleines. En effet, à partir du vecteur b, défini par (6.14c), et du vecteur
cg de dimension NU × 1 défini par :

π

∫
Σg00

δU.n00 dΣ00 =⇒ δU| cg π δπ

∫
Σg00

U.n00 dΣ00 =⇒ δπ c|g U (6.31)
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on peut exprimer les matrices KCg
, KΓ et D comme suit :

kCg
(U, δU) =

PG
00 γ

‖ΩG
00‖

(∫
Σg00

U.n00 dΣ00

)(∫
Σg00

δU.n00 dΣ00

)
=⇒ KCg

=
PG

00 γ

‖ΩG
00‖

cg c
|

g (6.32)

kΓ(η, δη) =
PG

00 γ

‖ΩG
00‖

(∫
Γ00

η dΓ00

)(∫
Γ00

δη dΓ00

)
=⇒ KΓ =

PG
00 γ

‖ΩG
00‖

b b| (6.33)

D(η, δU) = PG
00 γ

‖ΩG
00‖

(∫
Σg00

U.n00 dΣ00

)(∫
Γ00

δη dΓ00

)
=⇒ D =

PG
00 γ

‖ΩG
00‖

cg b
| (6.34)

La forme pleine de ces matrices met en évidence le caractère non local de la condition aux limites (6.18)
que l’on récrit ici :

ρF |g| η = −ρF ϕ̈+ π − PG
00 γ

‖ΩG
00‖

(∫
Σg00

U.n00 dΣ00 +
∫

Γ00

η dΓ00

)
sur Γ00 (6.35)

On propose d’établir une formulation équivalente dans laquelle n’apparaissent pas explicitement ces
matrices pleines. Pour cela, on introduit une inconnue supplémentaire λ telle que :

λ = − δV (1) =
∫

Σg00

U.n00 dΣ00 +
∫

Γ00

η dΓ00 (6.36)

6.5.1 Modifications des équations du fluide

Les équations locales du fluide sont identiques aux équations (6.6) où (6.6e) est remplacée par les deux
équations suivantes :

ρF |g| η + ρF ϕ̈− π +
PG

00 γ

‖ΩG
00‖

λ = 0 sur Γ00 (6.37a)

λ−
∫

Σg00

U.n00 dΣ00 −
∫

Γ00

η dΓ00 = 0 (6.37b)

On remplace donc (6.20) par deux formulations variationnelles associées aux équations locales précé-
dentes :

∃ η ∈ Cη tel que ∀ δη ∈ Cη, kη(η, δη) +
∫

Γ00

ρF ϕ̈ δη dΓ00 − π

∫
Γ00

δη dΓ00 + β λ

∫
Γ00

δη dΓ00 = 0

(6.38a)

∃ λ ∈ R tel que ∀ δλ ∈ R, λδλ− δλ

∫
Σg00

U.n00 dΣ00 − δλ

∫
Γ00

η dΓ00 = 0 (6.38b)

avec

β =
PG

00 γ

‖ΩG
00‖

(6.39)

Les équations (6.9) ne sont pas modifiées par l’introduction de λ et sont donc conservées.

83



Chapitre 6. Discrétisation et Symétrisation

6.5.2 Modifications des équations de la structure

La formulation variationnelle de la structure (6.25) se récrit en fonction de λ :

∃ U ∈ Cu tel que ∀ δU ∈ Cu,

K̄(U, δU) +M(Ü , δU) − C(ϕ̈, δU) + π

∫
Σi00

δU.n00 dΣ00 + λ

∫
Σg00

δU.n00 dΣ00 =
∫

Σf00

f̃ .δU dΣ00

(6.40)

avec K̄(U, δU) = kE(U, δU) + kF (U, δU) + kG(U, δU) + kΣ(U, δU) + kP (U, δU) (6.41)

6.5.3 Discrétisation du problème couplé

En faisant le choix d’une condition d’unicité 
(ϕ) telle que ϕ1 = 0, les équations discrétisées du système
s’écrivent sous la forme matricielle symétrique suivante, où (U, η, π, λ) ∈ Ch

u × Ch
η × R × R :


K̄ 0 c β cg
0 Kη −b β b
c| −b| 0 0
β c|g β b| 0 − β



U
η
π
λ

− ω2


M + C2 F

−1
22 C|

2 −C2 F
−1
22 B|

2 0 0
−B2 F

−1
22 C|

2 B2 F
−1
22 B|

2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



U
η
π
λ

 =


f̃
0
0
0


(6.42)

ϕ ∈ C�h
ϕ est obtenu à partir de U et η par l’intermédiaire de l’équation (6.16).

6.6 Formulation symétrique par projection modale

La deuxième méthode de symétrisation a été proposée par Morand & Ohayon au chapitre 9 de leur
ouvrage [81]. Elle consiste à projeter les équations du problème non symétrique (6.2) sur des bases de
modes propres des solutions (U,ϕ). Comme nous le verrons dans le chapitre 7, les formulations reduites
ainsi obtenues sont symétriques.

Références bibliographiques

Cette partie résume les idées présentées dans l’article de Morand [78] et dans les chapitres 6 et 9 de l’ou-
vrage de Morand & Ohayon [81]. Citons également la possibilité, évoquée par Kim, Lee & Kabe dans
[59], de condenser sur leur diagonale les matrices de fluide F et S afin d’augmenter les performances de
calcul. D’autre part, le lecteur se réfèrera à Bermùdez et al. [19] et Ryan [97] pour l’analyse de l’exis-
tence des solutions et la caractérisation mathématique précise du spectre des opérateurs d’un problème
simplifié mais proche de la formulation présente, ainsi que pour l’étude de convergence de la solution
E. F. et la construction d’estimateurs a priori de l’erreur.
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Réduction modale
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Chapitre 7. Réduction modale

7.1 Problématique et notations

L’application des méthodes de synthèse modale dans le cadre des interactions fluide structure a deux
objectifs. Avant tout, il s’agit bien sûr de réduire la taille du modèle en cherchant à exprimer l’ensemble,
ou une partie, des inconnues physiques du système à partir d’une combinaison linéaire de certains modes
propres de ce système. Cependant, il s’agit aussi, comme nous l’avons évoqué en §6.6, de présenter
une méthode permettant d’aboutir naturellement à un système symétrique, sans passer par l’introduction
artificielle de variables auxiliaires telles que η et π.

7.2 Projection du fluide sur ses modes de ballottement

La première méthode de réduction modale présentée ici a été proposée par Morand & Ohayon au chapitre
9 de leur ouvrage [81]. Elle consiste à conserver comme inconnue physique le champ de déplacement
U de la structure, et à représenter le comportement du fluide, selon une méthode de synthèse modale de
type Craig & Bampton [35, 88], à partir d’une solution statique 1 ϕ◦ et d’une combinaison linéaire des
modes de ballottement ϕα :

ϕ = ϕ◦ +
∑
α∈N

κα ϕα (7.1)

U U

FIG. 7.1 – Décomposition modale du fluide

7.2.1 Modes de ballottement (ϕα, ω
F
α)

Les modes de ballottement sont les modes propres du fluide dans un réservoir indéformable en présence
de la gravité. Ils présentent des ondulations de la surface libre, interprétées comme des ondes station-
naires de gravité en domaine borné, combinaisons linéaires des ondes directes et des ondes réfléchies par
les parois rigides de la structure [6]. Les équations locales vérifées par les modes de ballottements ϕα

1. D’un point de vue plus général, ϕ◦ doit être non-résonant, c’est à dire indépendant de ω. Morand & Ohayon proposent
également, au chapitre 9 de [81], d’utiliser ϕ∞ la solution du problème hydroélastique sans gravité.
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7.2. Projection du fluide sur ses modes de ballottement

sont obtenues à partir des équations (2.19) dans lesquelles UN = 0 :

∆ϕα = 0 dans ΩF
00 (7.2a)

∇ϕα.n00 = 0 sur Σi00 (7.2b)

∇ϕα.iz =
ωF2

α

|g| ϕα sur Γ00 (7.2c)

ϕα ∈ C∗
ϕ où C∗

ϕ =
{
ϕ /

∫
Γ00

ϕ dΓ00 = 0
}

(7.2d)

Les modes propres de ballottement sont donc obtenus à partir du problème aux valeurs propres associé à
la formulation variationnelle (3.4) dans laquelle U.n00 = 0 :

∃ (ϕα, ω
F
α) ∈ C∗

ϕ × R, tels que ∀ δϕ ∈ C∗
ϕ, F(ϕα, δϕ) − ωF2

α S(ϕα, δϕ) = 0 (7.3)

On remarque que ω = 0 n’est pas une valeur propre de ce problème 2. En effet, pour ω = 0, la seule
solution serait ϕ = cste, mais la condition (7.2d) imposerait alors ϕ = 0.

Les formes bilinéaires intervenant dans ce problème aux valeurs propres généralisé étant symétriques et
positives, il existe une famille infinie de solutions (ϕα, ω

F
α ≥ 0)α∈N constituant une base de l’espace C∗

ϕ.

Ces solutions, une fois normées, vérifient les relations d’orthogonalité suivantes 3 :

F(ϕα, ϕβ) = ρF

∫
ΩF

00

∇ϕα.∇ϕβ dΩ00 = δαβ (7.4a)

S(ϕα, ϕβ) =
ρF

|g|

∫
Γ00

ϕα ϕβ dΓ00 =
δαβ

ωF2

α

(7.4b)

7.2.2 Solution statique ϕ◦

La solution ϕ◦ représente la déformée statique du fluide soumis au déplacement U de l’interface fluide
structure. Les équations locales vérifiées par cette solution sont obtenues à partir des équations (2.19)
dans lesquelles ω = 0 :

∆ϕ◦ = 0 dans ΩF
00 (7.5a)

∇ϕ◦.n00 = U.n00 sur Σi00 (7.5b)

∇ϕ◦.iz =
1

‖Γ00‖

∫
Σi00

U.n00 dΣ00 sur Γ00 (7.5c)

ϕ◦ ∈ C∗
ϕ (7.5d)

La formulation variationnelle associée à ces équations locales se récrit donc à partir de (3.4) :

∃ ϕ◦ ∈ C∗
ϕ tel que ∀ δϕ ∈ C∗

ϕ, F(ϕ◦, δϕ) = − C(U, δϕ) (7.6)

2. D’un point de vue pratique, Morand & Ohayon ont remarqué au §3.3 de [81], que la recherche des modes propres ϕα peut
s’effectuer dansCϕ plutôt que dansC∗

ϕ, à condition d’éliminer ensuite la valeur propre 0 de l’ensemble des valeurs propres ωα

obtenues. En effet, la condition
R
Γ00

ϕ dΓ00 = 0 étant trivialement vérifiée par les ϕα associés à des ωα �= 0, la seule utilité
de cette condition est d’assurer que ωα = 0 ne soit pas valeur propre de ce problème.

3. La normalisation des ϕα n’est pas classique : elle est effectuée "par rapport à la raideur" et non pas "par rapport à la
masse".
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Chapitre 7. Réduction modale

Cette relation montre qu’il existe une application linéaire qui définit ϕ◦ en fonction de U , que l’on notera
ϕ◦

(U).

7.2.3 Relations de conjugaison entre ϕ◦ et ϕα

La première relation de conjugaison est obtenue à partir de la formule de Green (D.9) appliquée à ϕ◦ et
ϕα : ∫

ΩF
00

(
ϕ◦ ∆ϕα − ϕα ∆ϕ

◦
)
dΩ00 =

∫
∂ΩF

00

(
ϕ◦(∇ϕα.n00)− ϕα(∇ϕ◦.n00)

)
dΣ00 (7.7)

En utilisant les propriétés de ϕ◦ (7.5) et de ϕα (7.2), l’équation précédente se simplifie :

0 =
∫

Γ00

(
ϕ◦(∇ϕα.iz)− ϕα(∇ϕ◦.iz)

)
dΓ00 −

∫
Σi00

(
ϕ◦(∇ϕα.n00)− ϕα(∇ϕ◦.n00)

)
dΣ00

0 =
∫

Γ00

ϕ◦ω
F2

α

|g| ϕα dΓ00 −
1

‖Γ00‖

(∫
Γ00

ϕα dΓ00︸ ︷︷ ︸
0

)(∫
Σi00

U.n00 dΣ00

)
+
∫

Σi00

ϕα U.n00 dΣ00

On obtient alors :

pour ϕ◦ et ϕα ∈ C∗
ϕ, S(ϕ◦, ϕα) = − 1

ωF2

α

C(U,ϕα) (7.8a)

La deuxième relation de conjugaison est obtenue grâce à (7.6) avec δϕ = ϕα ∈ C∗
ϕ :

pour ϕ◦ et ϕα ∈ C∗
ϕ, F(ϕ◦, ϕα) = − C(U,ϕα) (7.8b)

7.2.4 Équations réduites

Puisque ϕ◦ et ϕα appartiennent à C∗
ϕ, ϕ appartient également à C∗

ϕ. Son expression (7.1) peut donc être
reportée dans les équations du système couplé (6.2).

La relation (6.2b) devient :

∀ δϕ ∈ C∗
ϕ,

F(ϕ◦, δϕ) +
∑
α∈N

κα F(ϕα, δϕ) − ω2 S(ϕ◦, δϕ) − ω2
∑
α∈N

κα S(ϕα, δϕ) + C(U, δϕ) = 0 (7.9)

En prenant δϕ = ϕβ pour tout β ∈ N, on obtient une famille d’équations. L’utilisation des conditions
d’orthogonalité (7.4) et des relations de conjugaison (7.8) permet d’obtenir :

∀β ∈ N, − C(U,ϕβ) + κβ +
ω2

ωF2

β

C(U,ϕβ)−
ω2

ωF2

β

κβ + C(U,ϕβ) = 0

88



7.2. Projection du fluide sur ses modes de ballottement

Finalement, une première famille d’équations réduites du système fluide structure s’écrit :

∀β ∈ N, (ωF2

β − ω2)κβ + ω2 C(U,ϕβ) = 0 (7.10a)

D’autre part, à partir de la relation (6.2a) on obtient la seconde équation réduite du système :

∀ δU ∈ Cu, K(U, δU) − ω2 M(U, δU) − ω2 M◦
F (U, δU) + ω2

∑
α∈N

κα C(ϕα, δU) =
∫

Σf00

f̃ .δU dΣ00

(7.10b)

avec K(U, δU) = (kE + kF + kG + kΣ + kB + kC + kP )(U, δU)

et M◦
F (U, δU) = − C(ϕ◦

(U), δU) = − ρF

∫
Σi00

ϕ◦
(U) (δU.n00) dΣ00 (7.11)

M◦
F : est appelé opérateur de masse hydrostatique du fluide

7.2.5 Discrétisation des équations

La recherche d’une solution approchée aux équations réduites (7.10) s’effectue dans des sous-espaces
de dimension finie Ch

U et Cn∗
ϕ , appartenant à des familles denses respectivement dans CU et C∗

ϕ. Alors
que le sous-espace Ch

U de dimension NU est construit par la méthode des éléments finis, on définit ici
Cn∗ϕ comme le sous-espace de C∗

ϕ, de dimension n, généré par les n premières fonctions propres de la
base (ϕα)α∈N . De plus, les fonctions propres ϕα sont elles mêmes obtenues de façon approchée par la
méthode des éléments finis et appartiennent donc à un sous-espace Ch∗

ϕ de C∗
ϕ, de dimension finie Nϕ.

Le système aux valeurs propres matriciel associé à (7.3) s’écrit :

∀ α ∈ [1, n], F ϕα = ωF2

α S ϕα (7.12)

Dans ce qui suit, les inconnues U et ϕ sont donc des vecteurs de dimension respective NU et Nϕ. En
plus des notations et des matrices déjà définies au chapitre 6, on introduit le vecteur κ de dimension n, la
matrice Φ de dimension Nϕ × n constituée des vecteurs approximant les n premières fonctions propres

de la base ϕα, la matrice diagonale Ω2
F de dimension n × n dont les termes sont les ωF2

α , ainsi que la
matrice M◦

F de dimension NU ×NU qui sera explicitée au §7.2.6 et qui est définie par :

M◦
F (U, δU) =⇒ δU| M◦

F U (7.13)

Les équations reduites (7.10) discrétisées deviennent :

K U − ω2 (M +M◦
F ) U + ω2 C Φ κ = f̃ (7.14a)

(Ω2
F − ω2 Id) κ+ ω2 Φ| C| U = 0 (7.14b)

avec ϕ = ϕ◦ +Φ κ (7.14c)

Le système matriciel associé s’écrit donc :[
K 0
0 Ω2

F

] [
U
κ

]
− ω2

[
M +M◦

F − C Φ
− Φ| C| Id

] [
U
κ

]
=
[
f̃
0

]
(7.15)
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Chapitre 7. Réduction modale

On constate que la projection sur la base ϕα de l’inconnue ϕ a transformé le système non symétrique
(6.2) en système symétrique.

Cependant, d’un point de vue pratique, le système matriciel obtenu présente l’inconvénient de faire
intervenir les matrices pleines KB et KC . L’introduction de deux inconnues supplémentaires λ et µ
permet de ne pas faire apparaître explicitement ces deux matrices dans la formulation 4 :

λ =
∫

Σi00+Σg00

U.n00 dΣ00 = − δV (1) (7.16)

µ =
∫

Σi00

U.n00 dΣ00 (7.17)

En notant K̄ = KE +KF +KG +KΣ +KP , le système matriciel (7.15) se récrit finalement :
K̄ 0 β(c+ cg) β′c
0 Ω2

F 0 0
β(c| + c|g) 0 −β 0

β′c| 0 0 −β′



U
κ
λ
µ

− ω2


M +M◦

F − C Φ 0 0
− Φ| C| Id 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0



U
κ
λ
µ

 =


f̃
0
0
0


(7.18)

avec

β =
PG

00 γ

‖ΩG
00‖

et β′ =
ρF |g|
‖Γ00‖

(7.19)

7.2.6 Expression de M◦
F

Plusieurs méthodes permettant de donner une formule explicite de M◦
F (U, δU) sont données aux cha-

pitres 3 et 9 de [81]. Une de ces méthodes est exposée ici à titre d’exemple.

Tout d’abord, il faut expliciter la fonction linéaire ϕ◦
(U) introduite en §7.2.2. Pour cela, résolvons le

système matriciel associé à la formulation variationnelle (7.6). La condition ϕ◦ ∈ Ch∗
ϕ peut être traduite

de façon matricielle par b.ϕ◦ = 0. En associant un multiplicateur de lagrange χ à cette contrainte, on
obtient le système à résoudre pour déterminer ϕ◦ :[

F b
b| 0

] [
ϕ◦

χ

]
=
[
− C| U

0

]
(7.20)

L’expression de la contrainte intégrale sur ϕ◦ présente l’inconvénient de rendre l’expression de ϕ◦
(U) im-

plicite et donc inutilisable pour exprimer M◦
F (U, δU). Une solution consiste à transformer l’expression

de M◦
F de façon à s’affranchir de cette condition sur ϕ◦. Pour cela, intéressons nous à la solution, notée

ϕ◦
(δU), des équations (7.5) où le déplacement imposé U est remplacé par le déplacement virtuel δU . Le

champ ϕ◦
(δU) est alors défini par :

∃ ϕ◦
(δU) ∈ C∗

ϕ tel que ∀ δϕ ∈ C∗
ϕ, F(ϕ◦

(δU), δϕ) = − C(δU, δϕ) (7.21)

4. Pour plus de détails sur les modifications introduites dans la formulation, se reporter à §6.5.
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7.2. Projection du fluide sur ses modes de ballottement

En choisissant le champ δϕ = ϕ◦
(U) ∈ C∗

ϕ, la relation précédente donne une nouvelle expression de
M◦

F :

M◦
F (U, δU) = F(ϕ◦

(U), ϕ
◦
(δU)) = ρF

∫
ΩF

00

∇ϕ◦
(U).∇ϕ◦

(δU) dΩ00 (7.22)

Cette relation montre tout d’abord que la forme bilinéaire M◦
F est symétrique et positive. D’autre part,

le fait que ϕ◦ n’apparaisse dans cette expression que par son gradient, montre que la valeur de M◦
F est

en fait indépendante du choix de la condition d’unicité sur ϕ◦. La recherche d’une expression explicite
de ϕ◦

(U) à introduire dans cette relation peut donc se faire dans le cadre plus général où ϕ◦ appartient à
C�
ϕ = {ϕ ∈ Cϕ tel que 
(ϕ) = 0}, avec 
(1) �= 0. Le champ ϕ◦ vérifie alors les équations locales (7.5)

où l’équation (7.5d) est remplacée par : ϕ◦ ∈ C�
ϕ. La formulation variationnelle associée est obtenue

classiquement en utilisant la formule de Green (D.8) :

∃ ϕ◦
(U) ∈ C�

ϕ tel que ∀ δϕ ∈ Cϕ, F(ϕ◦
(U), δϕ) = R(U, δϕ) − C(U, δϕ) (7.23)

avec

R(U, δϕ) = ρF

‖Γ00‖

(∫
Σi00

U.n00 dΣ00

)(∫
Γ00

δϕ dΣ00

)
(7.24)

En notant R la matrice de dimension NU ×Nϕ définie par :

R(U, δϕ) =⇒ δϕ| R| U R(ϕ, δU) =⇒ δU| R ϕ (7.25)

la forme discrétisée de l’équation (7.23) s’écrit :

F ϕ◦
(U) = (R| − C|) U avec (U,ϕ◦) ∈ Ch

U × C�h
ϕ (7.26)

En choisissant la condition 
(ϕ) telle que ϕ1 = 0, et en notant par un indice 2 les matrices dans lesquelles
les lignes et les colonnes correspondant à ϕ1 ont été supprimées, on obtient l’expression du vecteur ϕ◦

(U)
en fonction du vecteur U :

ϕ◦
(U) =

[
0

F−1
22 (R|

2 − C|

2 ) U

]
avec (U,ϕ◦) ∈ Ch

U × C�h
ϕ (7.27)

Il peut être intéressant de chercher la relation qui existe entre le champ ϕ◦ appartenant à C∗
ϕ et intervenant

dans la relation (7.1), et le champ ϕ◦ appartenant à C�
ϕ qui vient d’être déterminé. Ces deux champs sont

par définition égaux à une constante près :

ϕ◦
∗ = ϕ◦

� −
1

‖Γ00‖

∫
Γ00

ϕ◦
� dΣ00 (7.28)

Finalement, en utilisant (7.27) et la relation similaire qui existe entre ϕ◦
(δU) et δU , ainsi que l’expression

(7.22) de M◦
F , on déduit une expression de la matrice M◦

F :

M◦
F = (R2 − C2) F

−1
22 (R|

2 − C|

2 ) (7.29)
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7.3 Réduction modale complète

Cette deuxième méthode, présentée également par Morand & Ohayon au chapitre 9 de [81], prolonge la
méthode précédente. En effet, elle propose de projeter non seulement le fluide sur ses modes de ballotte-
ment comme précédemment, mais aussi, d’exprimer le champ de déplacement U de la structure sur une
base de modes appropriée :

ϕ = ϕ◦ +
∑
α∈N

κα ϕα et U =
∑
α∈N

qα Uα (7.30)

7.3.1 Choix de la base modale (Uα, ω
S
α)

La base modale utilisée pour décomposer le champ de déplacement U de la structure peut être choisie,
par exemple 5, de façon à diagonaliser les matrices qui interviennent dans l’expression (7.15) ou dans
l’expression (7.18). Les modes propres de cette base modale sont donc solutions du système aux valeurs
propres suivant :

∃ (Uα, ω
S
α) ∈ CU × R, tels que ∀ δU ∈ CU , K(Uα, δU)− ωS2

α

(
M(Uα, δU) +M◦

F (Uα, δU)
)
= 0

(7.31)

avec

K = kE + kF + kG + kΣ + kB + kC + kP

Les formes bilinéaires intervenant dans ce problème aux valeurs propres généralisé étant symétriques, il
existe une famille infinie de solutions (Uα, ω

S
α)α∈N constituant une base de l’espace CU . Ces solutions,

une fois normées vérifient les relations d’orthogonalité suivantes :

K(Uα, Uβ) = ωS2

α δαβ (7.32a)

M(Uα, Uβ) +M◦
F (Uα, Uβ) = δαβ (7.32b)

7.3.2 Équations réduites

Le report de l’expression de U (7.30) dans l’équation (7.10b) donne :

∀ δU ∈ Cu,∑
α∈N

qαK(Uα, δU)−ω2
∑
α∈N

qα

(
M(Uα, δU)+M◦

F (Uα, δU)
)
+ω2

∑
α∈N

καC(ϕα, δU) =
∫

Σf00

f̃ .δUdΣ00

(7.33)

En prenant δU = Uβ pour tout β ∈ N, on obtient une famille d’équations. L’utilisation des relations
d’orthogonalité (7.32) permet d’obtenir une première famille d’équations réduites :

∀β ∈ N, (ωS2

β − ω2) qβ + ω2
∑
α∈N

κα C(ϕα, Uβ) =
∫

Σf00

f̃ .Uβ dΣ00 (7.34a)

5. D’autres choix de base modale ont été proposés par Morand & Ohayon au chapitre 9 de [81].
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Une deuxième famille d’équations réduites est obtenue à partir de (7.10a)

∀β ∈ N, (ωF2

β − ω2)κβ + ω2
∑
α∈N

qα C(Uα, ϕβ) = 0 (7.34b)

7.3.3 Discrétisation des équations

La recherche d’une solution approchée aux équations réduites (7.34) s’effectue dans des sous-espaces
de dimension finie Cm

U et Cn∗
ϕ denses respectivement dans CU et C∗

ϕ. Ces sous-espaces, de dimension
respective m et n, sont générés respectivement par lesm premières fonctions propres de la base (Uα)α∈N ,
et par les n premières fonctions propres de la base (ϕα)α∈N .

D’autre part, les fonctions propres Uα et ϕα sont elles mêmes obtenues de façon approchée par la mé-
thode des éléments finis et appartiennent donc respectivement aux sous-espaces Ch

U de CU et Ch∗
ϕ de

C∗
ϕ, de dimension finie respective NU et Nϕ. Le système aux valeurs propres matriciel associé à (7.31)

s’écrit :

∀ α ∈ [1,m], K Uα = ωS2

α (M +M◦
F ) Uα (7.35)

soit, en introduisant deux variables supplémentaires λ et µ : K̄ c+ cg c

c| + c|g −1 0
c| 0 −1

 Uα

λα
µα

 = ω2

 M +M◦
F 0 0

0 0 0
0 0 0

 Uα

λα
µα

 (7.36)

En notant q le vecteur de dimension m, f la matrice de dimension NU × m constituée des vecteurs
approximant les m premières fonctions propres de la base Uα, ainsi que Ω2

S la matrice diagonale des ωS2

α

de dimension m×m, la forme discrétisée des équations réduites (7.34) s’écrit :

(Ω2
S − ω2 Id) q + ω2

f
| C Φ κ = f

| f̃ (7.37a)

(Ω2
F − ω2 Id) κ+ ω2 Φ| C|

f q = 0 (7.37b)

avec ϕ = ϕ◦ +Φ κ (7.37c)

et U = f q (7.37d)

auquel est associé le système matriciel :[
Ω2

S 0
0 Ω2

F

] [
q
κ

]
− ω2

[
Id − f| C Φ

− Φ| C|
f Id

] [
q
κ

]
=
[
f
| f̃
0

]
(7.38)
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Introduction

La deuxième partie de ce document est consacrée majoritairement à la validation numérique de la modé-
lisation hydroélastique avec gravité développée en première partie 6. Il faut d’une part montrer la capacité
de ce modèle à traiter le ballottement et les déformations hydroélastiques, sur toute la gamme basse fré-
quence, en tenant compte des éventuels couplages, puisque c’est cette spécificité qui fait l’originalité de
cette méthode. D’autre part, il faut s’assurer de la cohérence et de la précision des résultats par com-
paraison avec des solutions de référence obtenues sur des cas tests. Finalement, il faut s’assurer que la
méthode développée est "industrialisable" et efficace en la testant sur des modèles de taille industrielle.

6. Seul l’aspect "forces suiveuses" (opérateur kF ) n’a pas fait l’objet d’une implémentation et d’une validation complète (si
ce n’est par le biais de la pressurisation). Des études ultérieures seront dédiées à cet aspect.
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Chapitre 8

Implémentation
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Chapitre 8. Implémentation

8.1 Problématique et notations

Pour numériser les opérateurs matriciels des chapitres 6 et 7, il faut choisir les fonctions de base (ej)j=1,···,N
introduites par la méthode de Galerkin, équation (6.1). Nous avons choisi ici d’utiliser la méthode des
Éléments-Finis (E. F.) et les bases d’interpolation associées. De nombreux ouvrages détaillent cette mé-
thode : citons entre autre ceux de Zienkiewicz & Taylor [112], Ciarlet [30] et Bathe [8].

Bien que le système étudié ici soit à géométrie finie, certains auteurs discrétisent le fluide par des élé-
ments de frontière [69, 43], habituellement réservés au traitement des fluides externes infinis (pour
l’étude du rayonnement acoustique par exemple). Cette méthode s’affranchit de la construction d’un
maillage volumique du fluide et peut donc être avantageuse dans le cas où plusieurs configurations de
remplissage doivent être étudiées. Notons que des méthodes ont également été développées pour cou-
pler les deux techniques [61]. Pour des facilités d’implémentation dans les codes standards, nous avons
malgré tout opté pour une discrétisation E. F. classique.

8.1.1 Discrétisation spatiale

La discrétisation spatiale du domaine d’intégration s’effectue par le biais d’un maillage définissant k
sous-domaines de forme géométrique simple, appelés éléments finis, que l’on notera (Ei)i ∈ [1..k]. Les
variables U et ϕ qui apparaissent dans les différentes formes bilinéaires à discrétiser appartiennent à
des espaces de Sobolev de type H1(Ω) ce qui nous conduit à choisir des éléments finis conformes 1 H1

tels que les éléments isoparamétriques P1 et Q1. Pour de tels éléments, l’interpolation géométrique et
l’interpolation du champ inconnu sont définies à l’aide de fonctions de forme polynomiales de degré 1
(fonctions linéaires), notées Ni. Nous rappelons que dans ce cas, les inconnues χj coïncident avec les
valeurs des variables continues aux noeuds du maillage.

La numérisation de l’ensemble des opérateurs passe par celle des cinq formes bilinéaires suivantes, où ϕ
et δϕ sont des champs scalaires de H1(Ω), et u et δu sont des champs vectoriels de [H1(Ω)]3 :

F(ϕ, δϕ) =
∫

Ω
∇ϕ.∇δϕ dΩ

S(ϕ, δϕ) =
∫

Σ
ϕ δϕ dΣ

C(U, δϕ) =
∫

Σ
(U.n) δϕ dΣ

P(U, δU) =
∫

Σ
τ(U).δU dΣ

Z(U, δU) =
∫

Σ
z τ(U).δU dΣ

La recherche d’une approximation Ũ et ϕ̃ des champs U et ϕ sur chaque élément fini nous amène à

1. Pour assurer une approximation globalement conforme H1, il suffit d’avoir une régularité élémentaire H1 (élément par
élément) et une continuité aux interfaces des éléments.

100



8.1. Problématique et notations

décomposer ces formes bilinéaires en une somme sur chaque sous domaine. Par exemple pour F :

F(ϕ, δϕ) �
k∑

i=1

FEi
(ϕ̃, δϕ) avec FEi

(ϕ̃, δϕ) =
∫

ΩE
i

∇ϕ̃.∇δϕ dΩE (8.1)

8.1.2 Interpolation géométrique

A chaque élément fini E est associé un élément de référence ER de géométrie simple sans dimension.
La bijection T qui associe à un point du domaine de référence m de coordonnées Ξ, un point du domaine
physique M de coordonnées X s’écrit :

X = T (Ξ) =
n∑

i=1

Ni(Ξ)Xi =Md N (8.2)

où N est le vecteur colonne de dimension n (nombre de noeuds de l’élément fini considéré) constitué
par les n fonctions de base Ni exprimées dans les coordonnées intrinsèques de l’élément, et (Xi)i ∈ [1..n]
sont les coordonnées des n sommets de l’élément constituant les colonnes de la matrice Md.

M = T(m)

iM (X )

+1

+1

R

0

M(X)

Ξm(    )

E

i

E

FIG. 8.1 – Elément de référence et interpolation géométrique

8.1.3 Interpolation du champ inconnu

L’expression du champ scalaire approché ϕ̃ en tout point M de l’élément, à partir des valeurs ϕi aux
noeuds, s’écrit directement en coordonnées intrinsèques :

ϕ̃(X) =
n∑
i=1

Ni(Ξ) ϕi = N| ϕd (8.3)

où ϕd est le vecteur colonne des valeurs discrètes ϕi.

Dans le cas du champ vectoriel approché Ũ , on obtient une relation équivalente à l’expression précé-
dente :

Ũ(X) =
n∑
i=1

Ni(Ξ) Ui = N | Ud (8.4)

où Ud est le vecteur colonne constitué des vecteurs déplacement Ui au noeud Mi comme suit :

U|

d = {U1
x , U

2
x , U

3
x , · · · , U1

y , U
2
y , U

3
y , · · · , U1

z , U
2
z , U

3
z , · · · } (8.5)
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et N est la matrice de dimension 3 n × 3 (où n est le nombre de noeuds de l’élément fini considéré)
constitué comme suit :

N =

 N 0 0
0 N 0
0 0 N

 (8.6)

8.1.4 Expression du gradient

La formule de dérivation des fonctions composées permet d’exprimer le gradient d’un champ scalaire ϕ̃
(ou vectoriel Ũ ) par rapport aux coordonnées physiques X en fonction de son gradient par rapport aux
coordonnées intrinsèques et de la matrice des dérivées partielles de la transformation T que l’on notera
DΞT (T étant une bijection, cette matrice est inversible) :

∇X ϕ̃(X) = ∇Ξϕ̃(Ξ) [DΞT ]
−1 (8.7a)

∇X Ũ(X) = ∇ΞŨ(Ξ) [DΞT ]
−1 (8.7b)

où DΞT et ∇Ξϕ̃ peuvent être exprimés en fonction des valeurs aux noeuds Md et ϕd grâce à (8.2) et
(8.3) :

DΞT = Md ∇ΞN (8.8a)

∇Ξϕ̃(Ξ) = ϕ|d ∇ΞN (8.8b)

Une expression matricielle de ∇ΞŨ(Ξ) en fonction de Ud nécessiterait de faire intervenir la matrice à
trois dimensions ∇ΞN . Afin de ne pas compliquer les notations en introduisant des produits matriciels à
trois dimensions, nous exprimerons plutot ∇Ξi

Ũ(Ξ) où Ξi décrit les coordonnées intrinsèques (ξ, η) de
l’élément :

∇Ξi
Ũ(Ξ) = ∇Ξi

N | Ud (8.9)

8.1.5 Choix des fonctions tests

La méthode de Galerkin consiste à utiliser comme fonction test les fonctions de base Ni. Le nombre
de fonctions test (et donc le nombre d’équations scalaires) est ainsi automatiquement égal au nombre
d’inconnues aux noeuds. De plus, la forme des fonctions de base simplifie le calcul de la plupart des
intégrales.

Dans la suite, on notera :

δϕ(X) =
n∑

i=1

Ni(Ξ) δϕi = N| δϕd (8.10a)

δU(X) =
n∑

i=1

Ni(Ξ) δUi = N | δUd (8.10b)
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8.2 Numérisation des opérateurs

8.2.1 Opérateurs intégraux tridimensionnels

Dans cette section, les coordonnées intrinsèques seront notées Ξ = (ξ, η, ζ) et les coordonnées physiques
X = (x, y, z).

Voici deux exemples d’élément finis volumiques les plus utilisés :

L’élément tétraédrique P1

η

ξ

ζ

+1

+1

m2
+1

m3

m4

0 m1

Le vecteur N des fonctions de base de cet élément s’écrit :

N =


1− (ξ + η + ζ)

ξ
η
ζ

 (8.11)

∇ΞN =


−1 −1 −1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (8.12)

L’élément hexaédrique Q1

m1

m3

m7

m8m5

m4

+1

-1

-1

+1-1

ξ

ζ

η

+1

m6

m2

Le vecteur N des fonctions de base de cet élément s’écrit :

N =



1/8 (1− ξ)(1− η)(1 − ζ)
1/8 (1 + ξ)(1− η)(1 − ζ)
1/8 (1 + ξ)(1 + η)(1 − ζ)
1/8 (1− ξ)(1 + η)(1 − ζ)
1/8 (1− ξ)(1− η)(1 + ζ)
1/8 (1 + ξ)(1− η)(1 + ζ)
1/8 (1 + ξ)(1 + η)(1 + ζ)
1/8 (1− ξ)(1 + η)(1 + ζ)


(8.13)
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∇ΞN =



−1/8 (1− η)(1 − ζ) −1/8 (1− ξ)(1− ζ) −1/8 (1− ξ)(1− η)
1/8 (1− η)(1 − ζ) −1/8 (1 + ξ)(1− ζ) −1/8 (1 + ξ)(1− η)
1/8 (1 + η)(1 − ζ) 1/8 (1 + ξ)(1 − ζ) −1/8 (1 + ξ)(1 + η)
−1/8 (1 + η)(1 − ζ) 1/8 (1− ξ)(1 − ζ) −1/8 (1− ξ)(1 + η)
−1/8 (1− η)(1 + ζ) −1/8 (1− ξ)(1 + ζ) 1/8 (1− ξ)(1− η)
1/8 (1− η)(1 + ζ) −1/8 (1 + ξ)(1 + ζ) 1/8 (1 + ξ)(1− η)
1/8 (1 + η)(1 + ζ) 1/8 (1 + ξ)(1 + ζ) 1/8 (1 + ξ)(1 + η)
−1/8 (1 + η)(1 + ζ) 1/8 (1− ξ)(1 + ζ) 1/8 (1− ξ)(1 + η)


(8.14)

Discrétisation de FE

La formule de changement de variable D.11 permet de transporter 2 l’expression de FE sur l’élément de
référence ER :

FE(ϕ̃, δϕ) =
∫

ΩE

∇Xϕ̃.∇δϕ dΩX

=
∫

ΩE
R

∇Ξδϕ(Ξ) [DΞT ]
−1 [DΞT ]

−| [∇Ξϕ̃(Ξ)]
| det(DΞT ) dΩΞ (8.15)

En utilisant (8.8) et (8.10), on obtient la matrice élémentaire FE associée à la forme bilinéaire FE :

FE(ϕ̃, δϕ) → δϕ|d FE ϕd avec FE =
∫

ΩE
R

∇ΞN [DΞT ]
−1 [DΞT ]

−| [∇ΞN ]| det(DΞT ) dΩΞ (8.16)

– dans le cas d’éléments finis tétraédriques P1 : ∇ΞN , det(DΞT ) et DΞT sont constants (indépen-
dants de Ξ) :

DΞT =

 x2 − x1 x3 − x1 x4 − x1

y2 − y1 y3 − y1 y4 − y1

z2 − z1 z3 − z1 z4 − z1

 (8.17)

donc, le calcul effectif de FE ne nécessite pas d’intégration numérique. On obtient directement :

FE =
1
6
∇ΞN [DΞT ]

−1 [DΞT ]
−| [∇ΞN ]| det(DΞT ) (8.18)

– dans le cas d’éléments finis hexaédriques Q1 :∇ΞN , det(DΞT ) et DΞT dépendent des coordonnées
Ξ. Du fait de la présence des deux termes DΞT , la fonction à intégrer est une fraction rationnelle
de dénominateur égal à det(DΞT ). Une intégration numérique par les méthodes de Newton-Cotes
ou de Gauss 3 est donc nécessaire [8].

2. Remarquons que le jacobien det(DΞT ) est strictement positif si T est une transformation bijective directe.
3. Rappellons que ces méthodes intègrent exactement des pôlynomes de degré 2k − 1 avec k points d’intégration.
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8.2. Numérisation des opérateurs

8.2.2 Opérateurs intégraux bidimensionnels

Repère local

Bien que la transformation T entre les deux variétés (de dimension 2) ΣR et Σ soit définie dans l’espace
physique de dimension 3, l’interpolation des déplacements n’a de sens que sur la surface Σ. De ce fait, les
dérivées de T par rapport aux coordonnées X n’ont pas de sens et il faut introduire la notion de "dérivée
surfacique". Pour cela, un changement de variable est nécessaire pour se placer dans les coordonnées
intrinsèques de la surface 4 que l’on notera X loc = (xloc, yloc).

X

O

M1

loc

M

M 2

3

X

a = ‖M1M2‖
c = M1M2.M1M3

d = ‖M1M2 ∧M1M3‖

n =
M1M2 ∧M1M3

d

M loc
1 = (0, 0)

M loc
2 = (a, 0)

M loc
3 = (d/a, v/a)

=⇒ M loc
d =

[
0 a d/a
0 0 v/a

]

1M

O’

locX

M

M3

M4

2

X

O

a1 = ‖O′M1‖ d1 = ‖O′M1 ∧O′M2‖
a2 = ‖O′M3‖ d2 = ‖O′M1 ∧O′M4‖

c1 = O′M1.O
′M2 n =

M1M2 ∧M3M4

‖M1M2 ∧M3M4‖
c2 = O′M1.O

′M4

M loc
1 = (a1, 0)

M loc
2 = (c1/a, d1/a)

M loc
3 = (−a2, 0)

M loc
4 = (c2/a,−d2/a)

=⇒ M loc
d =

[
a1 c1/a −a2 c2/a
0 d1/a 0 −d2/a

]

Les formules (8.2) et (8.8a) sont alors remplacées par :

X loc = T (Ξ) =
n∑

i=1

Ni(Ξ)X
loc
i =M loc

d N (8.19)

DΞT = M loc
d ∇ΞN (8.20)

4. Dans le cas d’éléments surfaciques pas tout à fait plans, une projection des sommets de l’élément sur son plan moyen
permet de se ramener à un élément 2D.
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Voici les fonctions d’interpolation pour les deux élément finis surfaciques les plus utilisés :

L’élément triangulaire P1

0

m1

+1

+1

m2

m3

Le vecteur N des fonctions de base de cet élément s’écrit :

N =


1− (ξ + η)

ξ
η

 (8.21)

∇ΞN =


−1 −1
1 0
0 1

 (8.22)

L’élément quadrangulaire Q1

+1

+1

-1 m2

m3

m1

m4

0-1

Le vecteur N des fonctions de base de cet élément s’écrit :

N =


1/4 (1− ξ)(1− η)
1/4 (1 + ξ)(1− η)
1/4 (1 + ξ)(1 + η)
1/4 (1− ξ)(1 + η)

 (8.23)

∇ΞN =


−1/4 (1− η) −1/4 (1− ξ)
1/4 (1− η) −1/4 (1 + ξ)
1/4 (1 + η) 1/4 (1 + ξ)
−1/4 (1 + η) 1/4 (1− ξ)

 (8.24)

Discrétisation de SE

La formule de changement de variable permet de transporter l’expression de SE sur l’élément de réfé-
rence ER :

SE(ϕ̃, δϕ) =
∫

ΣE

ϕ̃ δϕ dΣX =
∫

ΣE
R

δϕ(Ξ)| ϕ̃(Ξ) det(DΞT ) dΣΞ (8.25)

La matrice élémentaire SE associée à la forme bilinéaire SE est définie par :

SE(ϕ̃, δϕ) → δϕ|d SE ϕd avec SE =
∫

ΣE
R

N N| det(DΞT ) dΣΞ (8.26)

– dans le cas d’éléments finis triangulaires P1 : det(DΞT ) est constant (indépendant de Ξ) et le
calcul effectif de SE ne nécessite pas d’intégration numérique. D’autre part, dans le cas particulier
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du calcul de SE, la surface libre du liquide, sur laquelle s’effectue l’intégration, étant par définition
orthogonale à l’axe z, le changement de repère vers le repère local des éléments est immédiat : il
suffit de supprimer la coordonnée en z des points. On obtient alors directement :

SE =
[(x1 − x3)(y2 − y3)− (y1 − y3)(x2 − x3)]

24

 2 1 1
1 2 1
1 1 2

 (8.27)

– dans le cas d’éléments finis quadrangulaires Q1 : det(DΞT ) dépend des coordonnées Ξ. Une inté-
gration numérique est donc nécessaire.

Discrétisation de CE

Cas d’une interpolation linéaire des déplacements U de la structure :

Plaçons nous tout d’abord dans le cas où les éléments finis utilisés pour discrétiser la structure sont des
éléments linéaires 5 P1 ou Q1.

La formule de changement de variable permet de transporter l’expression de CE sur l’élément de réfé-
rence ER :

CE(Ũ , δϕ) =
∫

ΣE

δϕ Ũ.n dΣX =
∫

ΣE
R

δϕ(Ξ) Ũ(Ξ).n det(DΞT ) dΣΞ (8.28)

La matrice élémentaire CE associée à la forme bilinéaire CE est définie par :

CE(Ũ , δϕ)→ δϕ|d CE Ud avec CE =
∫

ΣE
R

N n|N | det(DΞT ) dΣΞ (8.29)

Remarquons que, comme le vecteur normal n est constant sur tout l’élément (puisque que l’interpolation
des déplacements de la structure est linéaire), il peut être sorti de l’intégrale.

– dans le cas d’éléments finis triangulaires P1 : det(DΞT ) est constant (indépendant de Ξ) et vaut

DΞT =
[
xloc

2 − xloc
1 xloc

3 − xloc
1

yloc
2 − yloc

1 yloc
3 − yloc

1

]
=
[
a c/a
0 d/a

]
(8.30)

Le calcul effectif de CE donne directement :

CE =
d

24

 2 nx nx nx 2 ny ny ny 2 nz nz nz
nx 2 nx nx ny 2 ny ny nz 2 nz nz
nx nx 2 nx ny ny 2 ny nz nz 2 nz

 (8.31)

– dans le cas d’éléments finis quadrangulaires Q1 : det(DΞT ) dépend des coordonnées Ξ. Une inté-
gration numérique est donc nécessaire.

5. La matrice Ud ne contient donc que des d.d.l. de translation.
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Cas d’une interpolation d’ordre supérieur des déplacements U de la structure :

Dans le cas particulier des structures élancées (plaques, coques), la discrétisation du terme d’énergie po-
tentielle de déformation introduit une interpolation cubique du déplacement normal de la structure (du
fait de la prise en compte de degrés de liberté en rotation, pour représenter la flexion, dans la formu-
lation des éléments). La même interpolation doit donc, a priori, être utilisée pour discrétiser les autres
opérateurs qui font intervenir Ũ , dont C qui nous intéresse ici. Cependant, en faisant intervenir, pour la
discrétisation de C, les degrés de liberté en rotation dans l’interpolation de Ũ , on génère des matrices de
masse ajoutée pleines pour le fluide 6 qui couplent tous les degrés de liberté des noeuds sur l’interface
fluide-structure (d.d.l. de translation et de rotation). Pour éviter cela, nous avons négligé la participation
des termes de rotation dans le déplacement Ũ , ce qui correspond à considérer, pour l’estimation de cet
opérateur, que la surface des éléments reste plane lors de leur déformation. Nous avons vérifié, en hy-
droélasticité sans gravité, sur quelques exemples que cette approximation donne des résultats corrects
(cf. §9.1.2).

Une solution exacte à ce problème consisterait à développer un élément de plaque qui considère les trans-
lations et les rotations comme des degrés de liberté totalement découplés et interpolés indépendamment
par des fonctions linéaires. Un élément de plaque de révolution ayant cette propriété a été développé par
Ohayon & Nicolas-Vullierme [87] et est actuellement utilisé dans le logiciel ASTRAL.

Discrétisation de PE

Comme dans la section précédente, on suppose que la contribution des d.d.l. de rotation est négligeable.
Christensen a observé numériquement, pour le calcul de KP , que cette hypothèse est valide [27].

Pour numériser PE , on utilise la relation (3.34) donnée en §3.4.1. Cette expression permet d’écrire
directement PE sur l’élément de référence ER :

PE(Ũ , δU) =
∫

ΣE

τ(U).δU dΩX =
∫

ΣE
R

(
a1

00 ∧∇ηU − a2
00 ∧∇ξU

)
.δU dξdη (8.32)

Les expressions de a1
00 et a2

00 données par (3.28) permettent d’écrire que :

a1
00 = M loc

d ∇ξN (8.33a)

a2
00 = M loc

d ∇ηN (8.33b)

Pour exprimer les produits vectoriels sous une forme matricielle, on utilise la matrice antisymétrique
associée que l’on note spin (cf. annexe §D.2.1). L’expression de la matrice élémentaire PE associée à la
forme bilinéaire PE est donc :

PE(Ũ , δU)→ δU|

d PE Ud

avec PE =
∫

ΣE
R

N
[
spin(M loc

d ∇ξN)∇ηN | − spin(M loc
d ∇ηN)∇ξN |

]
dξdη (8.34)

6. Par exemple, la matrice de masse hydrostatique du fluide dont l’expression matricielle est donnée par l’équation (7.29).
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– dans le cas d’éléments finis triangulaires P1 : ∇ΞN et ∇ΞN sont constants (indépendants de Ξ).
Le calcul effectif de PE ne nécessite donc pas d’intégration numérique, on obtient directement :

PE =



1/6 0 0
1/6 0 0
1/6 0 0
0 1/6 0
0 1/6 0
0 1/6 0
0 0 1/6
0 0 1/6
0 0 1/6


[
spin(M loc

d ∇ξN)∇ηN | − spin(M loc
d ∇ηN)∇ξN |

]
(8.35)

– dans le cas d’éléments finis quadrangulaires Q1 : ∇ΞN et ∇ΞN dépendent des coordonnées Ξ.
Une intégration numérique est donc nécessaire.

Discrétisation de ZE

La méthode de numérisation de ZE est très proche de celle que l’on a utilisé pour PE . L’expression de
la matrice élémentaire ZE associée à la forme bilinéaire ZE est donc :

ZE(Ũ , δU)→ δU|

d ZE Ud

avec ZE =
∫

ΣE
R

N Mz
d N

[
spin(M loc

d ∇ξN)∇ηN | − spin(M loc
d ∇ηN)∇ξN |

]
dξdη (8.36)

où Mz
d est la ligne de la matrice Md correspondant aux cotes (par rapport à la surface libre) des noeuds

de l’élément dans le repère absolu.

– dans le cas d’éléments finis triangulaires P1 : ∇ΞN et ∇ΞN sont constants (indépendants de Ξ).
Le calcul effectif de ZE ne nécessite donc pas d’intégration numérique, on obtient directement :

ZE =
1
24


z1



2 0 0
1 0 0
1 0 0
0 2 0
0 1 0
0 1 0
0 0 2
0 0 1
0 0 1


+ z2



1 0 0
2 0 0
1 0 0
0 1 0
0 2 0
0 1 0
0 0 1
0 0 2
0 0 1


+ z3



1 0 0
1 0 0
2 0 0
0 1 0
0 1 0
0 2 0
0 0 1
0 0 1
0 0 2




· · ·

×
[
spin(M loc

d ∇ξN)∇ηN | − spin(M loc
d ∇ηN)∇ξN |

]
(8.37)

où z1, z2 et z3 sont les cotes (par rapport à la surface libre) des 3 noeuds de l’élément triangulaire
dans le repère absolu.

– dans le cas d’éléments finis quadrangulaires Q1 : ∇ΞN et ∇ΞN dépendent des coordonnées Ξ.
Une intégration numérique est donc nécessaire.
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Chapitre 8. Implémentation

8.3 Implémentation du logiciel FSI3D

Le logiciel développé a été batisé FSI3D pour Fluid-Structure Interactions en 3D.

8.3.1 Stratégie

Un ensemble de programmes de résolution fluide-structure a été écrit autour du logiciel MSC/NASTRAN 7.
L’ensemble des fonctionnalités éléments finis spécifiques à la structure, ainsi que les algorithmes de ré-
solution numérique et l’architecture en base de données de ce logiciel ont ainsi pu être directement
exploités pour la résolution de notre problème. Cependant, l’assemblage dans NASTRAN des matrices
dépendant du fluide ou de la gravité auraient nécessité la création de nouveaux éléments finis de volume
et de surface spécifiques. Bien que NASTRAN offre la possiblité aux utilisateurs expérimentés de défi-
nir de nouveaux éléments, appelés "dummy elements", par l’intermédiaire du module "user modifiable",
nous avons préféré nous orienter vers une solution plus simple qui consiste à importer dans NASTRAN
ces matrices assemblées à l’extérieur par un programme externe. De même, par soucis de commodité,
nous avons développé une interface de visualisation en MatLab qui permet une grande liberté dans le
post-traitement des résultats.

8.3.2 Interface MatLab

L’interface MatLab, représentée figure 8.2, sert à la fois au pré- et au post-traitement.

Le pré-traitement des données

La relecture des fichiers de géométrie au format NASTRAN donne la description des maillages E. F. du
volume fluide et des interfaces fluide-structure, fluide-gaz et gaz-structure. Les matrices F , S, C, P et Z
sont assemblées à partir des matrices élémentaires FE (8.16), SE (8.26), CE(8.29), PE(8.34) et ZE(8.36)
par des fonctions MatLab 8. Toutes les matrices relatives au fluide (F , S, C), aux effets de gravité ou
de pressurisation (KB,KΣ,KC ,KP ), ainsi que certaines matrices ou vecteurs qui apparaissent dans les
formulations symétriques du chapitre 6 (Kη , c, cg, b, B, D . . . ) sont générées dans Nastran à partir de
ces 5 matrices de base.

Des programmes mexfiles Fortran d’écriture (et de relecture) ont été développés pour exporter des ma-
trices (en stockage creux, plein ou skyline) de MatLab vers NASTRAN (ou pour importer des résultats
de NASTRAN vers MatLab) en utilisant le format binaire NASTRAN output4.

L’ensemble des données nécessaires au calcul NASTRAN peut également être préparé via l’interface
MatLab (création des d.d.l. supplémentaires pour le fluide, génération des chargements statiques dus au
fluide et à la pressurisation, calcul du volume du gaz en pression 9 . . . ).

7. Ce logiciel possédait déjà quelques fonctionnalités en calcul couplé fluide-structure standard, mais la philosophie utilisée
ne permettait pas une introduction aisée des effets de gravité présentés ici.

8. L’utilisation de mexfiles Fortran ou C pourrait diminuer les temps de calcul mais les matrices n’étant assemblées qu’un
fois, le gain serait relativement limité. De plus, les formulations matricielles que nous avons utilisées sont relativement optimi-
sées et l’assemblage de toutes les matrices prend seulement quelques dizaines de minutes pour les plus gros modèles étudiés

9. La méthode utilisée pour calcul V g
00 est exposée en annexe C.4.
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8.3. Implémentation du logiciel FSI3D

FIG. 8.2 – Interface MatLab de pré- et post-traitement pour FSI3D

le post-traitement des résultats

Les résultats obtenus par NASTRAN sont importés dans MatLab (par l’intermédiaire des programmes
mexfiles cités précédemments) pour le post-traitement et la visualisation.

A partir de la valeur du potentiel scalaire de déplacement ϕ en tout point du fluide, le déplacement
UF = ∇ϕ est reconstitué en utilisant la valeur du gradient 10 ∇Ni des fonctions de forme aux noeuds
du maillage selon la relation suivante, obtenue à partir de (8.7a) et (8.8b) :

UF
d = ∇X ϕ̃(X) = ϕ|d ∇ΞN [DΞT ]

−1 (8.38)

En plus des déplacements du fluide et de la structure, les fluctuations de pression eulérienne ainsi que les
participations modales des modes de ballottement (dans le cas d’une réduction sur la base modale des
modes de ballottement, cf. chapitre 7) peuvent être visualisés et animés.

8.3.3 Modules NASTRAN

Des modules de calcul de modes propres associées aux différentes modélisations fluide-structure (ballot-
tement, hydroélasticité avec ou sans gravité, avec ou sans réduction modale, pour systèmes libres ou non)

10. Les fonctions de forme de degré 1 que nous utilisons assurent la continuité C0 de ϕ d’un élément fini à l’autre, mais pas sa
continuité C1. Pour obtenir une valeur unique de ∇ϕ en chaque point du maillage fluide, nous prenons la moyenne des valeurs
obtenues sur chaque élément ayant ce noeud pour sommet.
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Chapitre 8. Implémentation

ont été programmés en langage DMAP à partir de la solution d’extraction modale standard de NASTRAN
(SOL 103). Pour cela, il suffit de construire les matrices globales de raideur et de masse du système cou-
plé à partir des matrices de raideur et de masse de la structure (assemblées par NASTRAN 11) ainsi que
des matrices dépendant du fluide, de la gravité et de la pressurisation, générées à partir des matrices F ,
S, C, P et Z qui ont été importées depuis MatLab.

D’autre part, pour représenter la valeur des variables ϕ ou η aux noeuds du fluide, un d.d.l. supplémen-
taire est créé en chaque point du maillage.

Après la résolution du problème aux valeurs propres, le vecteur solution ϕ est recomposé, si besoin est,
dans NASTRAN à partir de US , η ou ϕα (selon la formulation utilisée).

Références bibliographiques

L’ouvrage théorique principalement utilisé pour rédiger cette partie est celui de Bathe [8]. Concernant
l’implémentation dans MSC/Nastran, on notera les travaux de développement d’un module DMAP d’hy-
droélasticité , avec prise en compte de l’énergie de ballottement (mais sans effets de précontrainte), menés
par Kim & Lee [60, 66].

11. La matrice de raideur géométrique KG est obtenue par un calcul NASTRAN statique préliminaire
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Chapitre 9. Validations

La validation de la formulation présentée dans la partie théorique a été effectuée sur des cas tests de
réservoirs à géométrie très simple par comparaison

– soit avec une solution analytique connue et référencée dans la littérature,

– soit avec des résultats numériques obtenus avec d’autres logiciels commerciaux ou industriels,
parfois dans le cadre d’un benchmark,

– soit avec des mesures expérimentales.

Chaque cas test est dimensionné ou étudié de façon à mettre en évidence un phénomène particuliers
afin de valider indépendamment chaque aspect de la modélisation. Ensuite, quelques exemples mettant
en évidence des couplages entre les phénomènes peuvent être testés mais cette initiative est limitée
par la rareté des solutions de références (analytique, numériques ou expérimentales) présentes dans la
littérature.

9.1 Validation analytique et numérique

9.1.1 Ballottement

Le calcul des modes de ballottement est disponible dans de nombreux logiciels éléments finis possédant
quelques fonctionnalités de calcul d’interactions fluide-structure (Nastran, Astral ...) et de nombreuses
comparaisons numériques ont pu être réalisées.

L’exemple présenté ici, pour une cuve parallélépipédique (figure 9.1), a l’avantage d’avoir une solution
analytique simple que l’on peut trouver dans la litterature [1] et dont la démonstration complète est
donnée en annexe C.5 :

FIG. 9.1 – Cuve parallélépipédique

a = 10 m

b = 7 m

h = 5 m

ω2
m,n = g k tanh(k h) avec k2 = π2

(
m2

a2
+
n2

b2

)
(9.1a)

ϕm,n(x, y, z) = cos
(m π

a

(
x+

a

2

))
cos

(
n π

b

(
y +

b

2

))
cosh

(
k

(
z +

h

2

))
(9.1b)

où m et n sont des entiers appartenant à N et ϕ(x, y, z) est le potentiel de déplacement dans le liquide.
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9.1. Validation analytique et numérique

Le déplacement de la surface libre uz = ∂ϕ/∂z donne la forme de la déformée de la surface libre :

um,n
z (x, y) ∝ cos

(m π

a

(
x+

a

2

))
cos

(
n π

b

(
y +

b

2

))
(9.1c)

Le maillage du volume de fluide (figure 9.2) est un maillage réglé en hexaèdres et celui de la surface libre
est un maillage réglé en quadrangles. Les phénomènes de ballottement étant des phénomènes de surface,
le maillage du fluide est raffiné dans la zone proche de la surface libre.

4095 noeuds
3360 hexaèdres
280 quadrangles

FIG. 9.2 – Maillage de la cuve parallélépipédique

Les fréquences propres de ballottement obtenues avec notre modèle sont comparées à leur valeur analy-
tique dans le tableau 9.1. Quelques exemples de déformées modales de la surface libre sont représentées
par les figures 9.3.

mode valeur analytique calcul
fréq. (Hz) fréq. (Hz) erreur (%)

m = 1 , n = 0 0.268 0.268 0.
m = 0 , n = 1 0.330 0.331 0.
m = 1 , n = 1 0.367 0.368 0.
m = 2 , n = 0 0.394 0.395 0.
m = 2 , n = 1 0.438 0.439 0.
m = 0 , n = 2 0.472 0.475 0.5
m = 3 , n = 0 0.484 0.487 0.5
m = 1 , n = 2 0.486 0.488 0.5
m = 3 , n = 1 0.509 0.512 0.5
m = 2 , n = 2 0.522 0.524 0.5
m = 4 , n = 0 0.559 0.564 1.

TAB. 9.1 – Comparaison des 12 premières fréquences propres de ballottement avec leur valeur analy-
tique

Un test similaire a également été réalisé avec un maillage tétraédrique et les résultats obtenus ont été
comparables. Ces bons résultats ont permis d’affirmer que la discrétisation des opérateurs F et S, qui
interviennent dans le calcul des modes de ballottement, est correcte.

D’autre part, l’existence d’une solution analytique nous a permis d’effectuer quelques tests sur la pré-
cision du calcul en fonction du maillage éléments finis. En effet, le phénomène de ballottement a la
particularité d’être un phénomène très basse fréquence dont les premières fréquences propres sont de
l’ordre de la fraction de Hertz. Cette spécificité amène à se poser le problème du raffinement de maillage
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Chapitre 9. Validations

(a) mode m=2, n=1 (b) mode m=3, n=0

FIG. 9.3 – Exemples de modes de ballottement pour la cuve parallélépipédique

nécessaire pour obtenir les modes de ballottement du liquide à des fréquences qui peuvent paraître peu
élevées, mais qui sont en fait, pour le phénomène de ballottement, déjà des moyennes fréquences.

En effet, pour obtenir une erreur acceptable sur le calcul des fréquences propres, il faut s’assurer que
l’interpolation imposée par les fonctions de forme linéaires associées aux E.F., peut représenter correcte-
ment la solution exacte (9.1b). La forme sinusoïdale de cette solution dans les directions x et y nécessite
au moins 4 éléments par longueur d’onde λ (figure 4(a)). Pour représenter un mode de fréquence f , la
taille de maillage dx,y nécessaire selon ce critère est donc égale à :

dx,y =
λ

4
avec λ =

2 π
k

⇒ dx,y �
g

8 πf2
(9.2a)

Dans la direction z, la forme exponentielle de la solution nécessite une taille de maillage dz égale à 1/k
selon le schéma représenté figure 4(b) :

dz =
1
k
� g

4 π2f2
(9.2b)

Les valeurs obtenues pour dx,y et dz sont toutes deux en 1/f2, ce qui signifie que pour monter en
fréquence, il faut raffiner de la même façon la surface libre et le volume de fluide à sa proximité.

Les deux graphiques 9.5 permettent d’apprécier l’effet du raffinement de maillage dans les direction
x et y de la surface libre du fluide (de 0.5 m à 0.25 m) ainsi que celui d’un raffinement de maillage
dans la direction z (de 0.15 m à 0.05 m) à proximité de la surface libre. Ces courbes montrent que pour
notre exemple concret, l’erreur obtenue sur les fréquences de ballottement croît très rapidement : avec
les maillages proposés, la précision se dégrade fortement dès 1 Hz.

Ce défaut de précision peut paraître gênant pour le problème qui nous intéresse in fine. En effet, dans
l’optique où l’on désire étudier les couplages entre les modes de ballottement et des modes hydroélas-
tiques ayant des fréquences plus élevées, il paraît essentiel d’être capable de représenter correctement
les modes de ballottement jusqu’à ces fréquences (que l’on peut considérer comme élevées du point
de vue de ce phénomène). Pour cela, il faudrait des maillages fluides très raffinés en surface et l’utli-
sation de techniques particulières (meshless ...) pour éviter les problèmes de "pollution" que Ihlenburg
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FIG. 9.4 – Approximation par des fonctions lineaires continues par morceaux
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FIG. 9.5 – Effet du raffinement de maillage sur la prédiction des fréquences propres de ballottement

& Babus̆ka ont mis en évidence pour les solutions de l’équation d’Helmoltz [55, 7]. Cependant, la fi-
gure 9.6 montre que l’énergie potentielle des modes de ballottement est décroissante en 1/ω2 (à énergie
cinétique constante), ce qui signifie que les modes de ballottement de "haute fréquence" deviennent rapi-
dement négligeables en terme d’énergie potentielle apportée au système. Cette remarque incite à penser
que l’on peut se contenter des premiers modes de ballottement dans l’étude du couplage avec le système
hydroélastique, mais, à notre connaissance, aucune démonstration rigoureuse n’a encore été proposée
pour répondre à cette question, et ce point fera l’objet de développements futurs.
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FIG. 9.6 – Décroissance de l’énergie potentielle des modes de ballottement

9.1.2 Couplage hydroélastique (sans gravité)

Le calcul des modes hydroélastiques standards par la méthode de la masse ajoutée (cf. chapitre 5 de [81])
est validé par comparaison avec des résultats numériques obtenus par ASTRAL et MSC/NASTRAN.
ASTRAL étant limité au traitement des systèmes axisymétriques, le modèle test utilisé est une cuve
cylindrique à fond plat encastré (figure 9.7).

FIG. 9.7 – Cuve cylindrique à fond plat encastrée

R = 2. m

L = 2. m

h = 2. m

ρF = 1000. kg/m3

e = 10 cm

ρS = 8000. kg/m3

E = 2.e+ 11 S.I.

ν = 0.25

La figure 9.8 représente le quart du maillage structure utilisé dans NASTRAN. Le maillage du volume
fluide est axisymétrique et s’appuie sur les noeuds du maillage structure. La figure 9.9 montre la pro-
jection sur un plan de symétrie du maillage axisymétrique utilisé dans ASTRAL. Quant à la figure 9.10,
elle représente un huitième du maillage tétraédrique utilisé pour un calcul tridimensionnel avec notre
modélisation.

Les fréquences propres hydroélastiques obtenues d’une part avec notre modèle et d’autre part avec NAS-
TRAN et ASTRAL sont reportées dans le tableau 9.2. Les erreurs sont calculées en prenant pour réfé-
rence le calcul ASTRAL. Quelques exemples de déformées modales obtenues sont représentées par les
figures 9.11 et 9.12. Les bons résultats obtenus ont permis d’affirmer que la discrétisation de l’opérateur
de couplage fluide-structure C est correcte.
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561 noeuds, 528 éléments

FIG. 9.8 – Maillage de la cuve cylindrique pour le calcul
NASTRAN

FIG. 9.9 – Maillage de la cuve cylindrique
pour le calcul ASTRAL

456 noeuds
1790 tétraèdres
324 triangles

FIG. 9.10 – Maillage de la cuve cylindrique pour le calcul FSI3D
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FIG. 9.11 – Exemple de mode hydroélastique (n=6, mode 1) obtenu avec Nastran en axi.
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Description ASTRAL NASTRAN Axi. FSI3D
fréq. (Hz) fréq. (Hz) diff. (%) fréq. (Hz) diff. (%)

n = 3, mode 1 95.03 94.00 -1. 96.19 1.
n = 4, mode 1 103.19 102.43 -1. 104.10 1.
n = 2, mode 1 122.80 121.41 -1. 124.35 1.
n = 5, mode 1 140.15 140.65 0.5 142.20 1.
n = 1, mode 1 184.99 183.08 -1. 186.34 1.
n = 6, mode 1 195.22 198.79 2. 198.95 2.
n = 0, mode 1 240.60 238.43 -1. 241.35 0.5
n = 4, mode 2 266.07 254.06 -5. 263.82 -1.
n = 3, mode 2 274.32 262.75 -4. 275.30 0.5
n = 5, mode 2 284.56 269.58 -5. 280.29 -2.
n = 7, mode 1 264.08 272.92 3. 270.70 2.
n = 2, mode 2 303.26 287.98 -5. 306.98 1.

TAB. 9.2 – Comparaison Astral / Nastran Axi. / FSI3D sur les 12 premières fréquences propres hydroé-
lastiques
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Hydroelastic eigenmode 3, freq. = 104.7192 Hz

FIG. 9.12 – Exemple de mode hydroélastique sans gravité (n=4, mode 1) obtenu avec FSI3D

9.1.3 Effets de pressurisation

La validation des effets de pressurisation a été réalisée par comparaison avec les résultats obtenus par
différents logiciels utilisés dans le domaine aérospatial (ASTRAL et DYNOST). Le modèle utilisé a
été proposé dans le cadre d’un benchmark dont le but était d’évaluer l’influence de la pressurisation
dans un réservoir sphérique (figure 9.13). Les maillages utilisés dans DYNOST et FSI3D sont identiques
(figure 9.14). Le maillage utilisé dans ASTRAL est bidimensionnel mais comporte autant d’élements
sur la circonférence (36). Deux configurations de remplissage sont envisagées : vide et demi-pleine. Les
conditions aux limites sont "libre-libre".

Il est vérifé au préalable que les résultats obtenus par les différents logiciels dans un cas sans pres-
surisation sont équivalents à moins de 1%. Ceci nous permet d’affirmer que les différences constatées
ultérieurement sont bien dues à la prise en compte de la pressurisation.
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R = 0.5 m

h = 0.5 m

ρF = 1000. kg/m3

e = 1. mm

ρS = 2800. kg/m3

E = 7.2 1010 S.I.

ν = 0.3

FIG. 9.13 – Réservoir sphérique

(a) maillage structure (b) maillage fluide

FIG. 9.14 – Maillages du réservoir sphérique (10459 noeuds, 2844 quadrangles, 8532 hexaèdres)

mode sans pression Astral 2D FSI3D
fréq. théorique (Hz) fréq. (Hz) fréq. (Hz) diff. (%)

trans. X,Y 0. 3.97 0.
trans. Z 0. 3.8 i (ω2 < 0) 0.
rot. X,Y 0. 3.2 i (ω2 < 0) ∼ 0.

rot. Z 0. 4.48 ∼ 0.
1186. 1201. 1201. 0.
1407. 1437. 1437. 0.
1410. 1441. 1441. 0.

TAB. 9.3 – Fréquences propres du réservoir sphérique vide avec pressurisation (10 bars)

Le tableau 9.3 résume les fréquences propres obtenues avec les différents logiciels pour une pression
interne du réservoir de 10 bars, dans la configuration vide. Le tableau 9.4 présente les résultats obtenus
pour la configuration demi-pleine et une pression interne toujours égale à 10 bars. Les valeurs données
par ASTRAL sont prises comme référence.
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mode ASTRAL 2D DYNOST FSI3D
fréq. (Hz) fréq. (Hz) diff. (%) fréq. (Hz) diff. (%)

trans. X,Y 1.07 ? 0.
trans. Z 0.69 ? 0.
rot. X,Y 3.97 ? 0.71

rot. Z 4.48 ? ∼ 0.
ovalisation 195.4 195.3 ∼ 0. 194.7 ∼ 0.
longitudinal 200.1 200.3 ∼ 0. 199.5 ∼ 0.

flexion 224.7 225.1 ∼ 0. 224.2 ∼ 0.
274.6 ? 273.6 ∼ 0.
276.2 ? 276. ∼ 0.

TAB. 9.4 – Fréquences propres du réservoir sphérique demi-plein avec pressurisation (10 bars) (les ?
désignent des valeurs non disponibles)

L’analyse de ces deux tableaux amène les remarques suivantes :

– La comparaison des fréquences propres des modes élastiques pour les deux configurations montre
une très bonne cohérence entre les différents logiciels et permet de valider la prise en compte des
effets de précontrainte dus à la pressurisation dans notre modèle.

– La prédiction des modes rigides en rotation à des fréquences quasi nulles (pour la configuration
vide) permet de valider la prise en compte des effets de rotation de normale intégrés dans l’opé-
rateur KP ainsi que la discrétisation de cet opérateur (le tableau 9.5 présente les différences de
fréquences propres obtenues pour les modes rigides du système avec et sans prise en compte de
l’opérateur KP .).

– On constate que notre modélisation donne une meilleure prédiction des modes rigides qu’ASTRAL
car, bien que les 2 formulations prennent en compte l’opérateur KP , ce dernier utilise des formules
analytiques approchées pour estimer l’état de précontrainte dans la structure 1.

– On constate que la fréquence propre de rotation autour de X et Y n’est pas nulle dans le cas du
réservoir demi-plein. Cette remarque sera discutée au §9.1.4.

– Les fréquences obtenues pour les mouvement de rotation autour de Z (et de rotation autour de X et
Y dans le cas du réservoir vide), bien qu’assez faibles (de l’ordre de 10−2 à 10−1), ne sont pas tout
à fait nulles car la compensation des énergies de déformation associées aux opérateurs KP et KG

n’est pas parfaite du point de vue numérique (cf. tableau 9.6). De plus, les opérateurs concernés
étant proportionnels à la valeur de la pressurisation, cet imprécision numérique est amplifiée quand
la valeur de PG

00 augmente.

– Pour finir, on a pu constater dans cet exemple, que la prise en compte ou non de KC a peu d’in-
fluence sur les résultats. Ceci confirme que l’opérateur KC a une raideur négligeable tant que le
réservoir n’est pas presque plein.

9.1.4 Couplage entre mouvements d’ensemble et ballottement pour un système libre

Le chapitre 5 sur l’étude des systèmes fluide-structure libres a mis en évidence, grâce à l’équation (5.85),
l’apparition d’une énergie de déformation non nulle pour des mouvements de rotation du système autour

1. Dans le cas où la structure a un contour non C1, ces différences sont encore plus significatives.
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mode sans KP avec KP

fréq. (Hz) fréq. (Hz)
trans. X,Y ∼ 0. ∼ 0.

trans. Z ∼ 0. ∼ 0.
rot. X,Y 134.5 ∼ 0.

rot. Z 134.5 ∼ 0.

TAB. 9.5 – Effet de KP sur les fréquences
propres des mouvements d’ensemble du
réservoir sphérique vide avec pressurisa-
tion (10 bars)

X| K X rot. X et Y rot. Z
KG +0.1046118e+7 +0.1046367e+7
KP -0.1045205e+7 -0.1045205e+7

KG +KP 0.9126007e+3 1.1620530e+3

TAB. 9.6 – Valeurs comparatives des énergies associées
aux mouvements de corps rigide en rotation (configura-
tion vide)

d’un axe horizontal quand les effets de la gravité sont pris en compte. Les modes propres associés à ces
mouvements de rotation ont donc des fréquences non nulles, contrairement à ce que prédit le modèle
hydroélastique classique (sans prise en compte de la gravité).

Observations sur un cas test

Afin d’observer ce résultat sur une simulation numérique, nous avons fait l’étude d’un cas test de réser-
voir libre illustré par la figure 9.15. La géométrie de ce réservoir a été choisie assez proche de celle d’un
réservoir à oxygène liquide de type Ariane V mais dans le but de simplifier le modèle éléments finis,
les propriétés mécaniques des plaques ont été uniformisées sur l’ensemble de la structure (épaisseur,
matériau ...) 2.

R = 2.7 m

L = 6.7 m

h = 4.5 m

ρF = 1138.7 kg/m3

e = 5. mm

ρS = 4450. kg/m3

E = 8.14 1010 S.I.

ν = 0.33

FIG. 9.15 – Maillage du réservoir type LOX (17150 noeuds, 3720 quadrangles, 14120 hexaèdres)

Les fréquences des premiers modes propres obtenus par notre modélisation avec gravité sont reportées

2. Ce qui bien sûr ne correspond pas à la réalité puisque des surépaisseurs localisées sur certaines tranches servent à former
des cadres de rigidification pour le réservoir. Toute interprétation quantitative des résultats est donc à proscrire.
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dans le tableau 9.7. L’étude de ces résultats amène les remarques suivantes :

– Les modes de translation selon X et Y sont obtenus, comme le prévoit la théorie, à des fréquences
quasi nulles (de l’ordre de 10−5).

– Les modes de rotation et de translation selon l’axe vertical Z sont obtenus à des fréquences pas
tout à fait nulles (de l’ordre de 10−3 à 10−2), ceci à cause d’un problème de compensation nu-
mériquement imparfaite entre les énergies de déformations associées aux différents opérateurs. Ce
problème est équivalent à celui qui a été évoqué en §9.1.3 mais concerne cette fois les opérateurs
KG, KB et KΣ (cf. chapitre 5 pour plus d’informations quant à l’effet de chaque opérateur sur les
différents modes de corps rigide). Il est certainement dû à des différences existant entre la formu-
lation des éléments de plaque utilisés dans MSC/NASTRAN et celle que nous avons utilisée pour
discrétiser les matrices KΣ (et KP ). On remarque cependant que ce problème se limite aux seuls
modes mettant en jeu un mouvement de rotation du système et n’affecte pas la précision sur les
autres modes.

– Comme prévu, les 2 mouvements de rotation autour des axes horizontaux X et Y apparaissent à
des fréquences non nulles et mettent en évidence un couplage avec certains modes de ballottement
antisymétriques (les fréquences des premiers modes de ballottement sont répertoriées dans le ta-
bleau 9.8). Une réduction modale par projection sur les modes de ballottement (cf. §7.2) permet
de mettre en évidence les participations modales des 48 premiers modes de ballottement. Cette
décomposition est illustrée dans le cas du mode 9 (à 0.59 Hz) par la figure 9.16.

– Les autres modes obtenus, ne faisant intervenir aucune déformation de la structure (dans cette
gamme de fréquences 3) s’apparentent donc à des modes de ballottement et leurs fréquences propres
sont obtenues avec une bonne précision (par comparaison avec le tableau 9.8).

mode fréq. (Hz)
1 et 2 trans. X et Y 0.
3 et 4 trans. Z et rot. Z ∼ 0.

5 rot. X + ballottement 1 0.395
6 rot. Y + ballottement 2 0.395

7 et 8 ballottement 3 ou 4 0.53
9 rot. X + ballottement 1 et 10 0.59
10 rot. Y + ballottement 2 et 11 0.59
11 ballottement 5 0.595

12 et 13 ballottement 6 ou 7 0.62
· · · · · ·

TAB. 9.7 – Premiers modes couplés du réservoir type LOX en pré-
sence de la gravité

mode fréq. (Hz)
1 et 2 0.41
3 et 4 0.53

5 0.595
6 et 7 0.62
8 et 9 0.70

10 et 11 0.705
12 et 13 0.77
· · · · · ·

TAB. 9.8 – Fréquences des pre-
miers modes de ballottement du
réservoir LOX

Ces quelques observations nous permettent de valider, au moins d’un point de vue qualititatif, l’aspect
prise en compte des couplages entre modes rigides et modes de ballottement de notre modélisation.
Cependant, on peut penser que l’erreur numérique observée sur les modes en rotation autour de Z se
répercute sur les autres modes de rotation et la précision sur les fréquences des modes de rotation autour
de X et Y est certainement assez mauvaise.

3. Ce modèle est tel que le couplage entre modes hydroélastiques et modes de ballottement, observé au §9.2.2, n’intervient
qu’à des fréquences plus élevées.
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= + +

0.59 Hz 0. Hz 0.41 Hz 0.70 Hz

FIG. 9.16 – Décomposition du mode 9 couplant mode rigide et modes de ballottement

Benchmark de Kreis et Klein

L’étude du couplage entre mouvements d’ensemble et modes de ballottement est, à notre connaissance,
assez peu traité dans la littérature. Un benchmark a cependant été proposé par Kreis & Klein en 1991
pour valider certains développements du logiciel FABE2D/ASKA, mais aucune confrontation avec des
résultats obtenus dans d’autres logiciels, ou avec des mesures expérimentales, n’est présentée dans cet
article [63]. Nous avons cependant utilisé ce benchmark comme modèle de test afin de comparer les
résultats obtenus avec notre modélisation à ceux qu’ont obtenu Kreis et Klein.

Le modèle utilisé pour cette étude est représenté figure 9.17. Les cotés du réservoir (notés b) sont rigides,
seul le fond (noté A) est flexible 4. Le système est attaché par des élements rigides à une charnière (liaison
pivot, notée C) de façon à ce que le seul mode rigide du système soit la rotation autour de l’axe horizontal.

d

A = 1. m

b = 0.5 m

d = 1. m

ρF = 1000. kg/m3

e = 5. cm

ρS = 3000. kg/m3

E = 1010 S.I.

ν = 0.3

FIG. 9.17 – Modèle du benchmark de Kreis et Klein

La méthode employée par Kreis & Klein est très différente de la nôtre. Elle consiste à introduire dans le
modèle éléments-finis des degrés de libertés supplémentaires pour représenter les mouvements de corps
rigide du système qu’il faut donc connaître a priori. Un changement de repère permet ensuite d’étudier
les déformations dans un système d’axes lié à l’objet dans lequel les modes rigides sont filtrés et les
forces suiveuses invariantes [63, 64]. Le fluide est representé comme un sous systeme couplé par un
mouvement pendulaire à la structure.

4. Comme seul le couplage entre les modes de ballottement et les modes rigides de ce système nous intéresse ici, la structure
peut-être considérée comme entièrement rigide.
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Les premiers modes propres obtenus avec notre modélisation sur un modèle éléments-finis 3D du système
proposé sont comparés dans le tableau 9.9 aux premiers modes propres obtenus par Kreis et Klein.
L’analyse de ces résultats amène les remarques suivantes :

– Le premier mode obtenu avec la formulation de Kreis et Klein est un mode rigide pur à fréquence
nulle. Selon nous, ce mode n’est pas physique puisque la rotation du réservoir entraîne un mou-
vement du liquide et un travail des forces de pesanteur. La fréquence d’un tel mode, qui ne laisse
pas l’énergie du système invariante, ne peut être nulle. Le mode que nous obtenons avec notre
modélisation (représenté figure 9.18) est différent de zéro et l’on voit nettement que le liquide se
déplace dans le réservoir de façon à garder une surface libre horizontale. L’étude des coefficients
de participation des différents modes de ballottement nous indique que ce mode est légèrement
couplé avec le premier mode de ballottement mais le déplacement du liquide est représenté ici en
majeur partie par la solution statique ϕ0 de l’équation (7.1).

– Sur le second mode, les deux formulations s’accordent assez bien, au moins sur la déformée mo-
dale obtenue 5 (cf. figures 9.19). L’erreur sur la fréquence propre est cependant de presque 10%.
Une partie de cette erreur s’explique certainement par les problèmes d’imprécision numérique de
notre modèle, évoqués plus haut.

– Les modes de ballottement pur du liquide sont retrouvés par les 2 modélisations et à des fréquences
identiques aux fréquences théoriques (cf. tableau 9.10).

– Kreis & Klein mettent en évidence un mode qu’ils appellent "mode de pendule" [63], couplant le
mouvement de rotation du réservoir et le mode de ballottement 4 (cf. figure 20(a)). Notre modé-
lisation ne donne aucun mode correspondant : le mode de ballottement 4 est obtenu mais, étant
symétrique, il n’induit aucun couplage avec le mouvement de rotation de la structure (cf. figure
20(b)).

mode Kreis et Klein FSI3D diff.
fréq. (Hz) fréq. (Hz) (%)

rotation 0. 0.19 -
rot. + ballottement 1 0.99 0.91 8.

ballottement 2 1.25 1.25 0.
ballottement 3 1.54 1.54 0.

rot. + ballottement 4 1.76 - -
ballottement 4 1.77 1.77 0.

· · · · · · · · ·

TAB. 9.9 – Comparaison des premières fréquences propres du modèle de Kreis et Klein

Bien que les résultats obtenus par notre modélisation ne correspondent pas parfaitement aux résultats
publiés par Kreis et Klein, il existe certaines similitudes qui tendent à montrer que notre modélisation,
sans être spécifiquement prévue pour prendre en compte les couplages entre modes de ballottement
et mouvements de corps rigide, parvient à appréhender ce phénomène. Cependant, comme on l’avait
pressenti au paragraphe 9.1.4, une erreur de presque 10% entre nos résultats et les résultats de Kreis et

5. La déformée modale que nous obtenons figure 19(b) semble ne pas vérifier l’hypothèse d’incompressibilité du liquide. Il
s’agit en fait d’un problème de visualisation : en effet, la relation linéaire assurant la condition d’incompressibilité du liquide
(4.4) ne fait intervenir que les déplacements normaux des contours du domaine fluide puisque, dans le cas de petites perturba-
tions, l’effet des déplacements tangentiels sur la variation de volume est négligeable. Cependant, la représentation du mode à
une échelle permettant la visualisation du mouvement de rotation accentue les déplacements horizontaux de la surface libre du
liquide et donne cette impression que le volume du liquide n’est pas conservé.
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mode fréq. (Hz)
1 0.85
2 1.25
3 1.53
4 1.77
· · · · · ·

TAB. 9.10 – Fréquences analytiques des
premiers modes propres de ballottement

FIG. 9.18 – Mode de rotation du modèle de Kreis et
Klein obtenu par notre modélisation (0.19 Hz)

(a) mode obtenu par Kreis et Klein (0.99 Hz)

(b) mode obtenu par notre modélisation (0.91 Hz)

FIG. 9.19 – Mode du modèle de Kreis et Klein couplant mouvement de rotation et premier mode de
ballottement

(a) mode obtenu par Kreis et Klein (1.76 Hz)

(b) mode obtenu par notre modélisation (1.77 Hz)

FIG. 9.20 – Mode du modèle de Kreis et Klein impliquant le 4ème mode de ballottement

Klein (cf. figures 9.19) confirme que les problèmes d’imprécision numérique relevés sur les modes de
rotation autour de l’axe z sont généralisés aux autres modes en rotation.
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9.1.5 Modèles réduits

La méthode de réduction modale par projection sur les modes de ballottement, proposée au chapitre I.7,
est validée sur un modèle de cuve parallélépipédique libre, représenté figure 9.21. Le maillage utilisé est
identique à celui de la figure 9.2.

a = 10. m

b = 7. m

h = 5. m

ρF = 1000. kg/m3

e = 3 cm

ρS = 8000. kg/m3

E = 2.e+ 11 S.I.

ν = 0.25

FIG. 9.21 – Cuve parallélépipédique

La force extérieure destinée à équilibrer le système est une force volumique appliquée à toute la structure,
de densité f0 égale à :

f0 = −
(
1 +

mF

mS

)
ρS
00 g ⇒ géq. = −

∫
ΩS

00
f0 dΩ00

mS +mF
= g (9.3)

de façon à ce que la gravité apparente, définie par l’équation (5.39) soit égale à la gravité g.

La convergence des modes propres du système réduit est étudiée en fonction de l’indice n de troncature
de la base des modes de ballottement, défini tel que :

(7.1) −→ ϕ̃ = ϕ◦ +
n∑

α=1

κα ϕα (9.4)

Le graphe de la figure 9.22 représente l’évolution des fréquences propres hydroélastiques du modèle
réduit (avec gravité) de la bande fréquentielle [0. 4.] Hz quand n augmente, tandis que le graphe de la
figure 9.23 représente l’erreur relative par rapport à la fréquence propre du système complet (n infini).
L’analyse de ces courbes amène les commentaires suivants :

– sur le graphe 9.22, on constate que les fréquences propres se stabilisent assez rapidement à partir
du moment où les modes de ballottement qui interviennent principalement dans chacun des modes
sont présents dans la base modale de projection (l’introduction de chacun de ces modes correspond
aux sauts qui apparaissent au début de chaque courbe).

– Le graphe 9.23 confirme cette constatation : avec une projection sur les 20 premiers modes de
ballottement du fluide, l’erreur relative sur les fréquences propres considérée est inférieure à 5 %
et avec 60 modes, l’erreur maximale sur cette bande de fréquence est d’environ 2%. Il semblerait
sur cet exemple que l’erreur relative maximale décroisse en 1/N mais des études plus approfondies
seraient nécessaires pour généraliser ce résultat.

La comparaison entre les déformées modales obtenues avec le modèle réduit et celles du modèle com-
plet (cf. figure 9.24) permet d’apprécier la légère perturbation apportée par la réduction de modèle à la
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FIG. 9.22 – Evolution des fréquences propres hydroélastiques avec gravité en fonction du nombre de
modes de ballottement considérés

représentation de la surface libre du liquide :

– La convergence du premier mode hydroélastique illustré est rapide car les modes de ballottement
qu’il fait intervenir sont principalement contenus dans la base des 20 premiers modes. On constate
en effet sur la représentation des facteurs de participations des modes de la base de réduction
(coordonnées généralisées) que les 40 modes de ballottement supplémentaires n’ont pratiquement
pas d’utilité pour représenter ce mode. Les déformées de surface libre et les fréquences propres
des modèles réduits sont d’ailleurs très proches de celles du modèle complet.

– Le deuxième mode représenté figure 9.24 fait intervenir des modes de ballottement de plus haute
fréquence (la participation des modes au delà du vingtième n’est pas négligeable). Même avec
60 modes, la représentation de la surface libre n’est pas encore fidèle à celle du modèle com-
plet, cependant, l’erreur en fréquence reste inférieure à 2% car l’énergie associée aux modes de
ballottement manquants est très faible.
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FIG. 9.23 – Evolution de l’erreur sur la fréquence propre des modes hydroélastiques avec gravité en
fonction du nombre de modes de ballottement considérés

– Sur les troisième et quatrième modes présentés, on constate que les oscillations de la surface libre
diminuent quand la fréquence augmente. Certains modes de ballottement de fréquence élevée sont
nécéssaires pour que la surface libre des modèles réduits converge vers celle de la solution com-
plète, mais l’erreur en fréquence reste faible.

Les résultats présentés montrent des taux de convergence corrects qui permettent de valider cette méthode
de réduction modale. L’erreur observée sur les premiers modes est très faible. En effet, d’après l’équation
7.10a, quand ω tend vers 0, κα tend vers 0 et la solution approchée du modèle réduit ϕ̃ tend vers la
solution exacte ϕ◦. À plus haute fréquence, l’erreur inhérente à la troncature modale, bien que faible,
n’est par contre pas nulle. Si l’intérêt est porté sur la représentation du comportement à fréquence élevée,
d’autres méthodes de réduction peuvent être employées qui donnent un comportement limite du modèle
réduit à fréquence infini sans biais par rapport au modèle non réduit. On citera principalement la méthode
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réduction sur 20 modes réduction sur 60 modes modèle complet

0.67 Hz 0.67 Hz 0.67 Hz

0.86 Hz 0.93 Hz 0.92 Hz

1.37 Hz 1.39 Hz 1.42 Hz

2.22 Hz 2.26 Hz 2.28 Hz

FIG. 9.24 – Evolution de certains modes hydroélastiques avec gravité en fonction du nombre de modes
de ballottement dans la base de réduction
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proposée par Morand & Ohayon au chapitre 9 de leur ouvrage [81] qui consiste à utiliser comme solution
statique non pas ϕ◦ mais la solution hydroélastique 6 sans gravité ϕ∞ dans la projection de ϕ.

9.2 Validation expérimentale

9.2.1 Couplage entre mouvements d’ensemble et ballottement pour un système libre

Les confrontations entre résultats de simulation numérique et mesures expérimentales pour des systèmes
fluide-structure libres sont très rares dans la littérature et nous ne sommes pas parvenus à en obtenir.
Ceci s’explique certainement par la relative complexité de mise en place d’un tel système expérimental.
En effet, aux difficultés inhérentes à la représentation des conditions aux limites libres en laboratoire,
s’ajoutent celles de la mesure des déplacement d’un liquide faiblement amorti.

Le modèle du benchmark présenté en §9.1.4 a l’avantage de mettre en évidence certains couplages entre
modes rigides et ballottement du liquide tout en simplifiant grandement le problème de support du mon-
tage. Dans le soucis de valider le modèle que nous proposons, une analyse expérimentale d’un tel système
pourrait être mené par l’ONERA à court terme.

9.2.2 Couplage entre déformations hydroélastiques et ballottement

La prise en compte de la gravité dans notre modèle intervient sur le calcul des modes hydroélastiques du
système, d’une part, par un effet de précontrainte dans la structure et, d’autre part, par un couplage avec
le ballottement du liquide. Ces deux aspects sont validés indépendamment :

1. La prise en compte des effets de précontrainte se fait par l’intermédiaire de l’opérateur de raideur
géométrique KG qui est calculé par le logiciel éléments finis à partir des chargements dans l’état
initial. Cet aspect ne nécessite donc pas de validation spécifique.

2. La validation de la prise en compte des effets du couplage avec le ballottement sera effectuée
par comparaison avec les résultats d’une expérience menée à l’Institut National Polytechnique de
Lorraine par X.-J. Chai en 1996 [25].

Le dispositif expérimental est constitué d’une cuve parallélépipédique fixe en plexiglass (considérée
comme rigide). Une plaque métallique encastrée à sa base sur le fond du réservoir est la seule partie
déformable de la structure (cf. figure 9.25). Elle sépare la cavité en deux compartiments 7 remplis d’eau.
La plaque est excitée par un électro-aimant selon un balayage en fréquence afin d’observer les résonances
du système couplé (pour plus de détails sur le dispositif expérimental, se référer à [26]). La rigidité de la
plaque a été choisie de manière à mettre en évidence des couplages entre les modes hydroélastiques du
réservoir et les modes de ballottement du liquide.

Les premiers modes couplés antisymétriques obtenus avec notre modélisation sont comparés aux trois
modes mesurés expérimentalement. Les fréquences propres obtenues par le calcul sont très proches des

6. La solution hydroélastique est notée ϕ∞ car elle correspond au comportement limite du fluide à fréquence infinie [81].
7. L’interstice entre la plaque et le réservoir est tellement faible que l’on peut considérer qu’il n’y a aucun échange de liquide

entre les deux domaines fluides.
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l

L

h

h

p

eau

L

L = 0.231m
l = 0.099m
hp = 0.266m
e = 0.57mm
ρS = 7800. kg/m3

E = 2.1 1011 N/m2

heau = 0.21m
ρF = 1000. kg/m3

FIG. 9.25 – Schéma expérimental

fréquences mesurées (cf. tableau 9.11). Quant aux déformées modales, elles sont qualitativement iden-
tiques aux déformées observées et représentées par Chai [25] (cf. figures 9.26, 9.27 et 9.28). Le schéma
9.29 montre que ces 3 modes sont le résultat du couplage entre le premier mode hydroélastique de flexion
de la plaque et les 3 premiers modes de ballottement du liquide. On constate que l’effet de la prise en
compte de la gravité sur les fréquences hydroélastiques et la fluctuation de pression dans le fluide est
significatif.

Du fait de la présence du liquide sur les deux faces de la plaque, les forces de pression s’équilibrent et ne
génèrent aucune précontrainte dans la structure. L’influence de la gravité sur les modes propres se réduit
donc purement à l’effet de ballottement de la surface libre. Cette validation expérimentale permet donc
d’affirmer que cet effet est correctement représenté par notre modélisation.

Cependant, remarquons que la position verticale de la plaque implique que l’opérateur KΣ est identique-
ment nul. Cette configuration ne permet donc pas de tester l’effet de cet opérateur.
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expérience calcul erreur
1.56 Hz 1.58 Hz 1.5 %
2.39 Hz 2.42 Hz 1. %
2.95 Hz 2.98 Hz 1. %

TAB. 9.11 – Comparaison entre fréquences
propres de la cuve expérimentale mesurées et cal-
culées

FIG. 9.26 – 1er mode avec gravité de la cuve ex-
périmentale

FIG. 9.27 – 2ème mode avec gravité de la cuve ex-
périmentale

FIG. 9.28 – 3ème mode avec gravité de la cuve ex-
périmentale
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mode hydroélastique mode de ballottement mode hydroélastique
avec gravité

+ =

2.19 Hz 1.83 Hz 1.58 Hz

+ =

2.19 Hz 2.61 Hz 2.42 Hz

+ =

2.19 Hz 3.20 Hz 2.98 Hz

FIG. 9.29 – Effet du ballottement sur le premier mode hydroélastique
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Chapitre 10. Exemple d’application

10.1 Introduction

Dans le passé, l’effet du ballottement des liquides contenus dans les réservoirs des avions était relative-
ment peu important car le poids du carburant était généralement assez faible par rapport au poids total
de l’engin et même quand une grande quantité de kérosène était emportée, c’était souvent dans plusieurs
réservoirs séparés et de tailles réduites. Cependant, avec la recherche constante de gains sur la masse
de la structure, le poids du kérosène devient de plus en plus comparable au poids à vide de l’engin, et
comme le transport du carburant est de plus en plus souvent assuré par un ou deux grands réservoirs,
l’effet du ballottement devient de plus en plus problématique. En 1948, une des premières études du
NACA menée par C. C. Smith [106] a démontré l’importance de ce problème et depuis, les entreprises
du secteur aéronautique s’intéressent de près à l’influence que peut avoir le mouvement du kérosène sur
la stabilité en vol de leurs engins et en particuliers sur la prédiction du phénomène de flottement. C’est
dans ce cadre que Dassault-Aviation nous a proposé d’étudier les couplages fluide-structure à l’intérieur
d’un réservoir de type bidon auxiliaire sous voilure d’avion militaire (cf. figure 10.1).

Les modèles utilisés actuellement par les industriels représentent le kérosène par un ensemble de masses
ponctuelles réparties en divers points du modèle de réservoir. La première phase fut donc de montrer
que la prise en compte des couplages hydroélastiques modifie suffisamment la base modale de la voilure
pour avoir un effet non négligeable sur la prédiction du phénomène de flottement. Cette étude nous
a également donné l’opportunité, dans un deuxième temps, d’estimer sur ce cas concret les effets du
ballottement et de la précontrainte liés à la gravité, afin de tirer certaines conclusions quant au domaine
de pertinence de la modélisation que nous présentons ici.

La configuration étudiée, illustrée figure 10.2, est composée d’un modèle grossier de voilure, à laquelle
sont suspendus deux réservoirs auxiliaires par l’intermédiaires de mâts d’attache. Le bidon de 2000
litres est maillé grossièrement et le kérosène qu’il contient est réprésenté par des masses ponctuelles.
Un modèle fin du bidon de 1200 litres a été réalisé 1 et la modélisation du carburant est assurée par
une repésentation volumique (cf. figure 10.3). Ce sont les couplages hydroélastiques à l’intérieur de ce
réservoir qui nous intéressent ici.

FIG. 10.1 – Avion militaire avec bidon auxiliaire
sous voilure

FIG. 10.2 – Modèle de voilure avec 2 bidons auxi-
liaires

1. Le modèle éléments finis tridimensionnel à été réalisé à partir des dimensions extérieures, de la répartition de masse et
des fréquences des premiers modes de flexion/torsion.
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FIG. 10.3 – Maillage du réservoir

longueur L = 4.78 m

rayon max. Rmax. = 0.62 m

volume complet V = 1.0205 m3

volume liquide V F = 0.6465 m3

volume gaz V G = 0.374 m3

ρF = 800. kg/m3

mF = 517.2 kg

e = 2.38 mm

ρS = 7800. kg/m3

E = 6.8 109 S.I.

ν = 0.3
mS = 140. kg

noeuds 8626
tétraèdres fluide 33966

triangles sur la surface libre 1752
triangles sur l’interface fluide/structure 3160
triangles sur l’interface gaz/structure 2565
nombre total de triangles structure 5722

10.2 Étude du bidon 1200 L

On s’intéresse tout d’abord au bidon 1200 litres libre, isolé de la voilure, sans son mât d’attache, ni sa
cage de renfort.

10.2.1 Prise en compte du mouvement du fluide

Le modèle utilisé par Dassault-Aviation pour le calcul de flottement ne tient compte d’aucun mouvement
interne du fluide : celui-ci est considéré comme "gelé" et ses masses et inerties sont représentées par
l’intermédiaire de masses ponctuelles réparties sur un modèle poutre équivalent au bidon (cf. figures
10.4).

La modélisation hydroélastique (sans gravité) permet de donner une première représentation des petits
mouvements irrotationnels du carburant à l’intérieurs du réservoir. Ces déplacements internes au fluide
ont un effet important sur l’inertie globale en rotation du carburant que l’on peut évaluer en calculant
l’énergie cinétique du fluide pour des mouvements de rotation unitaires à partir des matrices de masse
ajoutée MF

A pour le modèle hydroélastique (cf. équation 1 ou (5.14) et (5.15) de [81]) et M◦
F pour le

modèle hydroélastique avec gravité (cf. équation (7.15)). Les valeurs obtenues sont répertoriées dans le
tableau 10.1. On constate que pour une même masse de fluide et une répartition à peu près équivalente,
les énergies cinétiques en rotation obtenues avec le modèle hydroélastique sont bien inférieures aux
énergies cinétiques obtenues pour un fluide considéré comme gelé : environ 50% de différence pour un
mouvement de lacet (rotation autour de z) ou tangage (rotation autour de y). Quant au mouvement de
roulis (rotation autour de x), l’énergie cinétique obtenue avec le modèle hydroélastique est nulle. En effet,
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X
Y

Z

X
Y

Z

(a) modèle équivalent poutre d’un bidon seul (� =
masses ponctuelles structure et fluide)

X
Y

Z

X
Y

Z

(b) modèles bidon poutre avec cages de renfort, mâts et
voilure

FIG. 10.4 – Modèle Dassault simplifié d’une aile avec 2 bidons auxiliaires

le fluide étant considéré comme non visqueux, une rotation du réservoir autour de son axe de révolution
laisse le fluide invariant. Des résultats équivalents furent démontrés de manière analytique par Fraeijs de
Veubeke pour des réservoirs entièrement remplis de liquide [39].

inerties du fluide fluide "gelé" hydroélasticité
en rotation (N.m) (sans gravité)

roulis 15.8 0.
tangage 616. 342.

lacet 622. 288.

TAB. 10.1 – Représentation par le modèle hydroélastique
des inerties en rotation du fluide

masse du fluide hydroélasticité
(kg) (sans gravité)

mx = 21.9
517.2 my = 255.7

mz = 517.2

TAB. 10.2 – Représentation par le modèle
hydroélastique de la masse de fluide en
mouvement

Cependant, si on s’intéresse aux mouvements de translation du système, on constate que le modèle
hydroélastique classique (sans prise en compte des effets de gravité) donne une représentation imparfaite
des mouvements du fluide pour des mouvements de translation horizontaux du système. Le calcul de
l’énergie cinétique du fluide associée à des translations unitaires du système donne une idee de la masse
de liquide mise en mouvement (cf. tableau 10.2). On constate que cette masse est inférieure à la masse
globale du fluide pour les deux mouvements de translation horizontaux. En effet, l’hypothèse du modèle
hydroélastique ϕ = 0 sur Γ (cf. chapitre 5 de [81]) empêche de représenter les mouvements horizontaux
de translation de la surface libre du liquide puisque UF = grad ϕ = 0 sur Γ. Si la surface libre du
fluide est importante, cette contrainte peut immobiliser une fraction importante de la masse du liquide
(cf. figure 10.5). Le déplacement vertical de la surface libre du liquide n’est par contre assujetti à aucune
contrainte de ce type et la représentation de l’inertie en translation verticale du fluide est correcte.
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10.2. Étude du bidon 1200 L

FIG. 10.5 – Représentation par le modèle hydroélastique du déplacement du fluide dans un mouvement
de translation horizontal

10.2.2 Effets de la gravité

En prenant en compte les effets de la gravité, notre modélisation donne une représentation complète du
mouvement de la surface libre du liquide et corrige le problème précédent. Puisque l’énergie potentielle
de pesanteur sur la surface libre est restituée : ϕ �= 0 sur Γ, le déplacement de la surface libre du liquide
n’est soumis à aucune restriction et, comme le montre le tableau 10.3, la représentation de la masse du
fluide en mouvement dans les trois translations est correcte.

On remarque également que la prise en compte de la gravité dans le modèle hydroélastique modifie
de façon importante la valeur de l’énergie cinétique du fluide en rotation (appelée par abus de langage
"inertie en rotation" du fluide dans le tableau 10.3). En effet, alors qu’avec un modèle hydroélastique
sans gravité, le fluide tourne en bloc en suivant le mouvement de rotation du réservoir (figure 6(a)), dans
notre modélisation, la présence de la gravité impose à la surface libre de rester horizontale (figure 6(b)).
Une telle différence de comportement du fluide explique que l’effet de la gravité sur la valeur obtenue en
tangage soit si important.

masses (kg) et fluide "gelé" hydroélasticité hydroélasticité
inerties (kg.m2) (sans gravité) avec gravité

mx 517.2 21.9 571.2
my 517.2 255.7 571.2
mz 517.2 517.2 571.2

Iroulis 15.8 0. 0.
Itangage 616. 342. 1670.
Ilacet 622. 288. 578.

TAB. 10.3 – Représentation de la masse et des inerties du fluide par les différentes modélisations

Le tableau 10.4 permet de constater l’effet de la prise en compte de la gravité sur les fréquences propres
hydroélastiques du bidon isolé. Pour pouvoir distinguer dans l’effet de rigidification (ou d’assouplisse-
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(a) modélisation hydroélastique sans gravité (b) modélisation hydroélastique avec gravité

FIG. 10.6 – Déplacement du liquide pour un mouvement de rotation du réservoir

ment) du système, les contributions dues à la précontrainte hydrostatique ou au couplage avec le bal-
lottement, les résultats d’un calcul ne prenant en compte que l’effet de précontrainte sont également
présentés. L’analyse de ces résultats amène les remarques suivantes :

– la prise en compte de la gravité peut modifier les fréquences propres hydroélastiques du système
de presque 10%, mais l’effet semble diminuer quand la fréquence augmente.

– dans ce cas précis, la précontrainte hydrostatique explique en grande partie la rigidification appor-
tée au modèle par la prise en compte de la gravité (cf. colonnes (1) et (2)).

– l’effet de couplage entre le ballottement et les déformations hydroélastiques sur les fréquences des
modes propres est quant à lui inférieur à 3%. Mis à part pour le premier mode élastique, sa prise
en compte assouplit la structure (cf. colonnes (2) et (3)).

– des modes couplant mouvement de rotation en tangage du réservoir et ballottement de la surface
libre du fluide sont mis en évidence. La figure 10.7 représente l’un de ces modes.

participation des modes de ballottement

FIG. 10.7 – Mode couplant le mouvement de rotation en tangage du bidon et les 3 premiers modes de
ballottement du liquide (fréq. = 0.48 Hz)

Les figures 10.8 illustrent, pour l’un des modes obtenus, l’effet de la gravité sur le déplacement du fluide
et sur sa fluctuation de pression eulérienne. Pour ces deux aspects, on note une nette amélioration de
la représentation de la surface libre quand les effets de la gravité (et donc le ballottement) sont pris en
compte.
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10.2. Étude du bidon 1200 L

(1) (2) (3)
modélisation hydroélasticité hydroélasticité hydroélasticité diff. (1)/(3)

(sans gravité) avec précontrainte avec gravité (%)
trans. X, Y, Z 0. 0. 0.

rot. X 0. 2.15 —
rot. Y 0. 0.257 —
rot. Z 0. 0.281 ∼ 0.

modes couplant — — 0.385
rotation et — — 0.48

ballottement — — 0.624
— — ...
— — 1.1

modes de — — 1.19
ballottement pur — — 1.27

— — ...
4.91 5.34 5.35 8.5
5.36 5.84 5.73 6.5
7.78 8.35 8.24 5.5
8.37 8.99 8.8 5.

modes 12.2 12.7 12.7 4.
hydroélastiques 12.5 13.1 12.8 2.5

13.3 14.2 14.1 6.
13.9 14.8 14.4 3.5
15.7 16.4 16 2.
16.4 16.8 16.6 1.

... ... ...

TAB. 10.4 – Comparaison des fréquences propres du bidon isolé pour les différentes modélisations du
fluide

(a) sans gravité

participation des modes de ballottement

(b) avec gravité

FIG. 10.8 – Fluctuation de pression eulérienne dans le liquide en présence ou non de la gravité
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10.3 Étude du bidon sous voilure

Le bidon est désormais attaché à son pylône par une cage de renfort (cf. figure 10.2). L’ensemble est
suspendu à la voilure encastrée à l’emplanture en trois points. Le second bidon de 2000 litres conserve
la modélisation simplifiée d’origine.

L’étude préliminaire sur le bidon isolé a permis de mieux appréhender les avantages que pouvait présenter
la modélisation hydroélastique avec gravité pour la représentation des inerties de l’ensemble bidon +
carburant. Il s’agit ici de se rendre compte du véritable impact de cette modélisation sur les modes de
l’ensemble voilure + bidon afin de déterminer si le coût de calcul supplémentaire est justifié, dans le cas
présent, par rapport à un modèle sans gravité voire sans mouvement interne de fluide (fluide "gelé").

Le tableau 10.5 compare les fréquences des premiers modes obtenus avec les différentes modélisations 2.
Les différences inhérentes entre les deux modélisations du bidon ainsi que les nombreux phénomènes
qui interviennent (couplage hydroélastique, ballottement, précontrainte ...) rendent l’interprétation de ces
résultats assez délicate. On peut cependant remarquer que :

– Le modèle hydroélastique (sans gravité) apporte une amélioration non négligeable par rapport
au modèle de fluide gelé même si les différences sont bien inférieures aux différences observées
sur le bidon isolé (cf. colonnes (1) et (2)). Un calcul de flottement à partir de cette base modale
hydroélastique a montré que ces différences ont un effet sensible sur la prédiction des vitesses de
flottement (cf. figure 10.9).

– Par contre, les effets de gravité ne semblent pas apporter d’amélioration significative au modèle
hydroélastique (cf. colonnes (2) et (4)). En effet, le modèle étant relativement rigide, les effets
de précontrainte hydrostatique sont négligeables (cf. colonne (3)). D’autre part, les corrections de
masse et d’inertie apportées par la modélisation avec gravité ne modifient pas sensiblement les
résultats. En effet, les modes considérés faisant intervenir essentiellement la flexion de la voilure,
c’est l’inertie du liquide en translation verticale qui intervient principalement et les corrections
apportées sur les inerties en translation horizontale n’interviennent qu’au deuxième ordre.

– La plupart des modes faisant intervenir simultanément des mouvements de lacet, roulis et tangage
du bidon, il est difficile de discerner les effets liés aux modifications des inerties en rotation du
liquide par la présence de la gravité. Cependant, le quatrième mode (cf. figures 10.10) qui met
en évidence un mouvement de lacet du bidon de 1200 L presque pur, permet, puisque l’effet de
précontrainte hydrostatique est négligeable (cf. colonnes (3) et (4)), d’observer l’effet, même très
faible (1%), du ballottement du liquide sur un tel mode.

10.4 Conclusion

Malgré des effets notables lors de l’étude du bidon seul, la prise en compte de la gravité a un effet né-
gligeable sur le système complet bidons sur aile encastré. Ceci s’explique essentiellement par la relative
rigidité du modèle : cette aile d’avion militaire est relativement courte et rigide et le bidon est de plus
raidi par une cage de renfort. La modélisation hydroélastique sans gravité suffit donc pour rendre compte
du couplage fluide structure pour de tels systèmes où mouvements de ballottement et déformations hy-

2. Seuls les six premiers modes sont présentés car l’appariage des modes suivants, obtenus avec les différentes modélisations,
est plus difficile à réaliser.
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10.4. Conclusion

(1) (2) (1)/(2) (3) (4) (2)/(4)
modélisation fluide gelé hydroélasticité diff. hydroélasticité hydroélasticité diff.

sans gravité (%) avec précontrainte avec gravité (%)
4.01 4.14 3. 4.16 4.16 0.5
4.47 4.74 6. 4.75 4.74 0.

fréquences 5.44 5.50 1. 5.50 5.50 0.
propres 6.81 6.72 -1.5 6.73 6.64 -1.

7.15 7.08 -1. 7.09 7.08 0.
7.91 7.94 0.5 7.94 7.94 0.

TAB. 10.5 – Comparaison des fréquences propres de l’aile pour les différentes modélisations du fluide

0 0.5 1 1.5 2 2.5
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

Aile + 2 Mats + 2 Bidons mid 0
Mach 0.85 REELC

fr
eq

. (
H

z.
)

0 0.5 1 1.5 2 2.5
−0.02

−0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

am
or

tis
se

m
en

t

Pi (bars) 

4.007 Hz − mode souple  1 
4.474 Hz − mode souple  2 
5.436 Hz − mode souple  3 
6.800 Hz − mode souple  4 
7.138 Hz − mode souple  5 
7.890 Hz − mode souple  6 
8.701 Hz − mode souple  7 
13.62 Hz − mode souple  8 
15.67 Hz − mode souple  9 
17.55 Hz − mode souple  10

(a) modèle de fluide gelé
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(b) modèle hydroélastique

FIG. 10.9 – Comparaison des diagrammes de flottement obtenus selon la modélisation du fluide

droélastiques ont des domaines de fréquences assez éloignés. De futures études portant sur des modèles
plus sensibles aux effets de gravité (ailes de grand allongement sur gros porteur, drone etc.) devraient
permettre de préciser le "domaine de pertinence" de la formulation hydroélastique avec gravité.
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Chapitre 10. Exemple d’application

FIG. 10.10 – Mode hydroélastique avec gravité caractérisé par un mouvement de lacet du bidon 1200 L
(fréq. = 6.64 Hz)

FIG. 10.11 – Mode hydroélastique avec gravité couplant une flexion de la voilure et un mouvement
pendulaire du bidon 1200 L (fréq. = 10.0 Hz)
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La modélisation hydroélastique avec effets de gravité que nous avons établie et validée dans ce document
a montré de nombreux avantages sur les modélisations hydroélastiques antérieures (hydroélasticité sans
gravité et modèle de Tong). Elle permet avant tout de tenir compte des couplages avec le phénomène de
ballottement qui, en fonction des propriétés géométriques et mécaniques du système, peuvent avoir une
influence non négligeable sur ses fréquences propres et modes propres. D’autre part, ce modèle a prouvé
sa capacité à représenter le couplage entre le ballottement du liquide et les modes rigides de la structure,
phénomène jusque-là mal modélisé.

Le formalisme lagrangien utilisé a permis de retrouver les équations établies par Morand et Ohayon en
1992, tout en évitant d’éventuelles confusions entre aspects lagrangien et eulérien dans les différents
principes mis en jeu. De plus, cette méthode s’est avérée facilement généralisable à la prise en compte
de phénomènes tels que les effets de forces suiveuses ou de pressurisation initiale du réservoir. D’autre
part, la formulation tridimensionnelle établie permet d’appliquer ce modèle à des systèmes de géomé-
trie quelconque quelque soit la configuration du liquide 3 et peut-être implémentée dans n’importe quel
solveur éléments-finis standard.

Certains développements restent cependant à faire, principalement pour résoudre les problèmes d’impré-
cision numérique sur les fréquences des modes rigides (cf. §9.1.4). L’erreur est certainement introduite
par une incompatibilité entre la formulation des éléments de plaque structure du logiciel éléments-finis et
celle que nous avons utilisée pour discrétiser les opérateurs fluides surfaciques. Ce peut être dû à l’omis-
sion des termes de rotation dans notre discrétisation (cf. §8.2.2 et 8.2.2) ou à celle des "termes en ν2"
dans les formulations de plaques classiques comme l’avaient fait remarqué Morand & Ohayon dans leur
article [79]. Comme ce problème de précision ne concerne que quelques modes, nous ne nous sommes
pas encore attardés sur sa résolution, mais des études futures pourront y être consacrées.

D’autre part, les temps de calcul sont relativement longs du fait que la matrice de masse fluide est pleine.
Dans le soucis de diminuer la taille des problèmes, il pourrait être intéressant d’adapter des techniques de
maillage incompatible à l’interface fluide-structure afin que les raffinements de maillage dans le domaine
fluide n’induisent pas une augmentation artificielle du nombre de d.d.l. dans la structure et réciproque-
ment. Park et al. proposent dans cette optique une méthode par multiplicateurs de Lagrange "localisés"
qui permet, d’une part, de résoudre les problèmes fluide et structure sur des maillages indépendants
(voire dans deux solveurs distincts), mais aussi, d’éviter les problèmes numériques dus aux différences
de raideur des deux milieux dans le cas d’un fluide compressible [92].

Sur le plan théorique, une analyse plus approfondie relative à l’influence des modes de ballottement

3. Alors que les premières formulations avaient été développées pour des problèmes fluide-structure uniquement à géométrie
axisymétrique (dans Astral ou Nastran par exemple).
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d’ordre élevé doit également être menée (cf. §9.1.1). La difficulté réside dans le calcul de ces modes : en
effet, même si les fréquences peuvent paraître faibles dans l’absolu (parfois seulement quelques Hertz),
vis à vis du phénomène de ballottement, il s’agit de hautes fréquences et les méthodes basse fréquence
ne sont pas adaptées. S’il s’avérait que, dans certains cas, il était nécessaire de prendre en compte ces
modes, leur calcul nécessiterait de développer des méthodes spécifiques telles que celles que proposent
Ihlenburg et Babus̆ka pour l’équation d’Helmoltz [55, 7].

D’un point de vue mathématique, la question de l’existence ou de la convergence des solutions de la
formulation présentée ici n’a pas encore été examinée. Le modèle simplifié de Tong a fait l’objet d’une
analyse approfondie [18, 97], mais l’opérateur d’élastogravité de l’équation 3.19 n’a jamais été étudié de
façon aussi détaillée et ce sujet devra être l’objet d’études futures.

Des extensions aux travaux présentés ici peuvent également être envisagées : à court terme, il est prévu,
dans le cadre du projet "Sciences et Technologies pour le Transport Supersonique", d’adapter cette for-
mulation au calcul transitoire pour l’étude de chocs, nécessitant, entre autre, une investigation des effets
de dissipation (effets visqueux [11, 10], etc.). D’autres concepts d’amortissement pourraient également
être étudiés, que ce soit au travers de méthodes passives (recouvrement de la surface libre du fluide par
une paroi [12], chicanes anti-ballottement [23], dissipateur constitué de couches viscoélastiques précon-
traintes CLD [99], etc.) ou de contrôle actif [48].

La prise en compte simultanée des effets de gravité et de compressibilité pourrait être un thème de
recherche intéressant. Certaines études ont montré récemment que la compressibilité de l’hydrogène
liquide (LH2) avait une influence non négligeable sur la prédiction des modes vibratoires de l’étage
ESC d’Ariane V [95]. La difficulté essentielle à surmonter viendra de la non-homogénéité du fluide
compressible en présence de la gravité 4. Dans cette situation, la condition d’irrotationalité du fluide
n’est plus vérifiée dans l’intégralité de son volume, mais uniquement dans tout plan perpendiculaire à la
direction de la gravité. Des études menées par Andrianarison & Ohayon sont en cours actuellement sur
ce thème [4, 5, 3].

4. Le milieu fluide est stratifié par la présence du champ de pesanteur.
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Annexe A. Hypothèse des petites perturbations et état précontraint

Soit un système décrit dans sa configuration initiale Ω0 par la variable lagrangienne X et soit x la variable
eulérienne associée à l’état actuel Ω de ce systeme. Notons Φ la transformation définie par :

x = Φ(X, t) = X + U(X, t) (A.1)

où U est le déplacement du système entre l’instant initial et l’instant actuel.

A.1 Hypothèse des petites perturbations

A.1.1 Définition

L’hypothèse des petites perturbations (H.P.P.) suppose que le module des vecteurs du champ U reste
"petit". Pour donner un sens précis à cette affirmation, on doit imaginer que le mouvement considéré
appartient à une famille de mouvements dépendant d’un paramètre positif η pour lesquels le déplacement
est de la forme :

U(X, t; η) = η Ū(X, t) +O(η2) (A.2)

On suppose alors que le mouvement étudié correspond à une valeur particulière de η [47]. L’hypothèse
des petites perturbations suppose alors que η est suffisamment petit devant une longueur caractéristique
du système pour que, dans le calcul des différentes grandeurs géométriques ou cinématiques, l’on puisse
ne garder que les termes du développement en η, qui peuvent être explicitement calculés à l’aide du seul
terme η Ū dans l’expression (A.2).

A.1.2 Passage en H.P.P. des variables lagrangiennes aux variables eulériennes

Soit fL(X, t) et fE(x, t) les expressions d’une même grandeur f en variables lagrangienne et eulérienne.

Proposition 2. Dans le cadre de l’H.P.P., si f et ses dérivées premières sont O(η), alors leurs expres-
sions sont les mêmes en variables lagrangiennes et eulériennes à un O(η2) près, si bien qu’on peut
supprimer les indices L et E . De même, pour ces grandeurs, il y a identité entre leurs dérivées particu-
laires et dérivées partielles par rapport au temps (en variables eulériennes). On peut alors écrire :

fE(x, t) � fL(x, t) et fE(X, t) � fL(X, t) (A.3)

∂fE
∂x

(x, t) � ∂fL
∂X

(X, t) � ∂fL
∂X

(x, t) (A.4)

∂fL
∂t

(X, t) =
dfE
∂t

(x, t) � ∂fE
∂t

(x, t) (A.5)

On établit immédiatement cette proposition en remarquant que :

fL(X, t) = fE(X + U(X, t), t)

et en négligeant les termes en O(η2) dans les développements limités en η.
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A.1.3 Petites perturbations autour d’un état naturel

Un état naturel est par définition une configuration dans laquelle les forces extérieures et le champ des
tenseurs de contrainte sont identiquement nuls. Dans le cadre de l’H.P.P., les forces extérieures volu-
miques et surfaciques ainsi que les tenseurs de contraintes dans l’état actuel sont donc des O(η). La
Proposition 2 s’applique et on déduit alors que, à un O(η2) près :

– les forces volumiques et surfaciques sont les mêmes, qu’elles soient définies dans la configuration
actuelle ou dans la configuration de référence ;

– les matrices de Cauchy σ et de Piola-Kirchhoff Π et S représentant le tenseur des contraintes ont
des expressions identiques ;

– toutes ces grandeurs ont même expression en variables lagrangiennes et en variables eulériennes,
et la distinction devient superflue.

L’avantage considérable que représente le cas des petites perturbations autour d’un état naturel sur le
cas général est que, d’une part, on peut travailler sur le domaine initial qui est fixe et connu (c’est
l’avantage de toute formulation lagrangienne), et que, d’autre part, les grandeurs qui interviennent ont
une signification directe dans la configuration actuelle (c’est l’avantage de toute formulation eulérienne).
C’est donc une situation privilégíee qui cumule les avantages des 2 formulations.

A.2 État précontraint

A.2.1 Petites perturbations autour d’un état précontraint

Si la configuration de référence autour de laquelle s’effectue le mouvement est un état précontraint alors,
même en H.P.P., les propriétés énoncées précédemment au §A.1.3 sont mises en défaut. En effet, les
efforts extérieurs ainsi que les contraintes ne sont plus des O(η). En H.P.P., ces grandeurs s’écrivent :

fL(X, t) = f0
L(X, t) + η f1

L(X, t) +O(η
2)

On montrera alors que :

fE(x, t) = fL(x, t)−
∂f0

L
∂Xi

Ui(x, t) +O(η
2) (A.6)

L’hypothèse des petites perturbations apporte certes d’importantes simplifications par rapport au cas
général, mais dans cette situation, il convient, d’une part, de travailler avec les équations écrites en
variables de Lagrange (qui devront être distinguées des variables d’Euler) et, d’autre part, de considérer
les différences entre les différentes matrices de contraintes [47]. En effet, on montre par exemple que, si
S0 désigne la matrice symétrique des contraintes dans l’état initial, et Π et S les matrices de contraintes
non symétrique et symétriques de Piola-Kirchhoff dans l’état actuel, on a la relation :

Π = S +∇U S0
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A.2.2 Application à un exemple simple

L’exemple simple de l’étude des vibrations d’une masse centrée sur un cable tendu entre 2 points (tension
T0), illustré figure A.1, permet de mettre en évidence l’importance de la distinction entre formulation
lagrangienne et eulérienne pour la prise en compte des effets de précontrainte.

M

y,v

x,u

l/2

FIG. A.1 – Câble avec masse centrale

Si, malgré les remarques du §A.2.1, une formulation linéarisée classique est utilisée pour traiter ce pro-
blème, on obtient :

M v̈ δv +
∫ l

0
Tr[σ δε|] dl = 0 (A.7)

Comme σxx = E A εxx est le seul terme a priori non nul du tenseur σ mais que εxx = ∂u/∂x = 0,
l’énergie potentielle de ce système est nulle et aucun mouvement vibratoire ne semble possible !

Par contre, si on utilise la formulation lagrangienne linéarisée en H.P.P. (1.26), l’équation du mouvement
de notre problème s’écrit :

M v̈ δv +
∫ l

0
Tr [σ δε| + DU σ0 (DδU)

|] dl = 0 (A.8)

Le tenseur σ0 représente la précontrainte due à la tension du câble dans l’état initial. Seul le terme
(σ0)xx = T0 de ce tenseur est non nul. Le terme d’énergie de déformation de l’équation précédente se
simplifie donc en :

Tr [σ δε| + DU σ0 (DδU)
|] = T0

∂v

∂x

∂δv

∂x
=

4 T0

l2
v δv (A.9)

Cette formulation permet donc de rendre compte de l’importance de la prise en compte de la précontrainte

pour l’étude des vibrations de ce système. La pulsation propre obtenue est finalement égale à
√

4 T0
M l .

A.2.3 Effets du second ordre

On peut proposer une présentation des effets de précontrainte un peu différente qui mette en évidence
leur relation avec les termes du second ordre du tenseur des déformations 1 [46]. Pour cela, utilisons la
formulation lagrangienne de l’énergie interne T suivante :

T =
1
2

∫
Tr [S(u) E(u)] (A.10)

1. Ce qui explique que les effets de précontrainte soient considérés comme des effets non-linéaires.
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où E(u) est le tenseur des déformations de Green-Lagrange définit par (1.13).

Dans le cadre de l’H.P.P., on peut écrire que 2 E = E0 +E∗ où E0 représente la déformation dans l’état
initial et E∗ la déformation additionnelle dans l’état actuel. La relation S = C E, qui fait intervenir le
tenseur du 4ème ordre C des coefficients matériels, permet d’écrire :

T =
1
2

∫
Tr [C (E0 +E∗) (E0 +E∗)] = T0 +

∫
Tr

[
C E0 E∗ +

1
2
C E∗ E∗

]
(A.11)

où T0, l’énergie initiale de déformation, est une constante. Ce terme n’engendre donc pas de contribution
et peut être oublié par la suite. Dans la déformation additionnelle E∗, séparons les termes linéaires εL

∗ ,
noté aussi ε∗, et quadratiques εQ

∗ :

E∗ =
1
2

DXU + DXU
|︸ ︷︷ ︸

εL∗

+DXU
| DXU︸ ︷︷ ︸
εQ

∗

 (A.12)

L’énergie de déformation s’écrit, en se limitant aux termes du second ordre en U :

T =
∫

Tr[σ0 εL
∗︸ ︷︷ ︸

W0

+σ0 εQ
∗ ] +

1
2

∫
Tr
[
C εL

∗ εL
∗
]

(A.13)

On montre facilement que W0 s’annule avec le travail des forces de précontrainte qu’elles soient inté-
rieures ou extérieures [46]. On vérifie que la variation des deux termes restants permet de retrouver une
expression identique à celle qui apparaît dans l’équation (A.8). Cette formulation montre que le terme
énergétique associé à la précontrainte σ0 dépend directement de la prise en compte de la partie non
linéaire εQ

∗ du tenseur de déformation.

Références bibliographiques

Cette partie est grandement inspirée de l’ouvrage de Germain [47] §VI.3 et VI.4, ainsi que de celui de
Géradin & Rixen [46] §4. Citons également l’ouvrage de Le Tallec [107] et l’annexe XIV du tome 2 de
Mandel [72].

2. En grandes déformations, les déformations ne sont pas directement cumulatives comme en petites déformations : E =
E0 + F |

0 E∗ F0 .
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Annexe B

Système libre et autoéquilibrage
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Annexe B. Système libre et autoéquilibrage

B.1 Théorie

Soit une structure non amortie libre-libre soumise à des forces F (ω). La forme matricielle du principe
général de la dynamique s’écrit pour cette structure :

K u− ω2 M u = F (ω) avec det(K) = 0 (B.1)

B.1.1 Cas statique

Traitons tout d’abord le cas ω = 0 qui nous ramène à un problème statique. L’équation (B.1) devient
alors :

K u = F avec det(K) = 0 (B.2)

Le théorème d’algèbre linéaire suivant permet d’affirmer que, la matrice de rigidité K étant singulière,
le problème (B.2) n’a pas de solution dans le cas général où F est quelconque :
Théorème 1. Le système linéaire D x = y avec det(D) = 0 admet une solution si et seulement si le
second membre y est orthogonal aux solutions v du système linéaire homogène adjoint D| v = 0, soit
v|y = 0.

D’un point de vue mécanique, c’est la présence de modes de corps rigide qui explique l’indétermination
sur u. On propose alors d’étudier séparément la composante rigide des déplacements de la structure,
notée ur, de la partie élastique ue. Pour cela, il est nécessaire de décomposer les efforts F en forces
d’inertie associées aux modes rigides Ur et en forces d’inertie associées aux modes 1 élastiques Ue :

F =M Ur α+M Ue β (B.3)

L’équation (B.2) se décompose donc en deux relations :

K ue = M Ue β = F ∗ (B.4a)

K ur = M Ur α = Fi (B.4b)

Le coefficient α peut être déterminé en prémultipliant la relation (B.3) par U|

r :

U|

r F = U|

r M Ur α+ U|

r M Ue︸ ︷︷ ︸
0

β = U|

r M Ur α =⇒ α = [U|

r M Ur]−1 U|

r F (B.5)

Ceci permet d’obtenir l’expression de F ∗ :

F ∗ = F −M Ur [U
|

r M Ur]
−1 U|

r F = A| F avec A = Id− Ur [U
|

r M Ur]
−1 U|

r M (B.6)

– Le chargement F ∗ ainsi défini respecte la condition nécessaire et suffisante du théorème précédent
(U|

r F ∗ = 0) et l’équation Kue = F ∗ a donc des solutions. Le chargement F ∗ est dit autoéquilibré.
– Cette condition appliquée au chargement Fi s’écrit U|

r Fi = U|

r F �= 0. L’indétermination du
problème se retrouve donc intégralement dans la deuxième équation et ur ne pourra pas être dé-
terminé.

1. La détermination de ces modes propres nécessite de connaître la répartition de masse M .
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La matriceK étant toujours singulière, ue ne peut pas être déterminé directement en inversant le système :

K ue = F ∗ (B.7)

Il faut passer par une méthode dite "des liaisons temporaires" [46] qui consiste à rendre le système isosta-
tique en fixant arbitrairement certains d.d.l. du système de manière à bloquer l’ensemble des mouvements
de corps rigide. La matrice de raideur du système isostatique, notée K iso, obtenue en éliminant les lignes
et les colonnes correspondant à ces d.d.l., est désormais inversible. La solution du système élastique
isostatique est notée uiso

e :

uiso
e = [K iso]−1 F ∗iso (B.8)

La prise en compte de ces liaisons temporaires a uniquement permit de fixer la position géométrique du
système en levant l’indétermination sur l’amplitude des mouvements rigides 2. La solution ue du système
(B.7) sera donc obtenue en ajoutant à uiso

e une combinaison linéaire des mouvements de corps rigide qui
ont été bloqués par les liaisons temporaires. Cette composante rigide pouvant être exprimée à partir des
modes Ur, on l’écrira sous la forme Ur µ, où µ sera déterminé grâce à la relation d’orthogonalité qui
existe entre Ur et ue :

U|

r M ue = 0 = U|

r M uiso
e + U|

r M Ur µ =⇒ µ = − [U|

r M Ur]
−1 U|

r M uiso
e (B.9)

Finalement :

ue = uiso
e + Ur µ = (Id− Ur [U

|

r M Ur]
−1 U|

r M) uiso
e = A uiso

e (B.10)

Pour obtenir le champ de déplacement u complet, solution du problème de départ (B.2), il faudrait ensuite
ajouter une composante rigide aux déformations élastiques ue obtenues :

u = ue + Ur λ (B.11)

mais, comme on l’a fait remarqué plus haut, dans le cas statique, une indétermination existe sur la valeur
de λ.

Remarque 1

On peut montrer que la matriceA est indépendante du choix des modes rigides Ur, et que par conséquent,
la construction de F ∗ et ue est unique. En effet, soit U ′

r une autre expression des mouvements de corps
rigide de la structure. Il existe une relation linéaire entre Ur et U ′

r que l’ on note U ′
r = Ur D. Le calcul

de A′, matrice d’autoéquilibrage construite avec U ′
r, donne une expression équivalente à A :

A′ = Id− U ′
r [U

′
r
|
M U ′

r]
−1 U ′

r
|
M

= Id− Ur D [D| U|

r M Ur D]
−1 D| U|

r M

= Id− Ur DD−1 [U|

r M Ur]
−1 D−| D| U|

r M

= A

2. On pourrait démontrer qu’une force autoéquilibrée ne génère aucune force de réaction au niveau des liaisons ajoutées.
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Remarque 2

Dans le cas où le chargement F est autoéquilibré, c’est à dire si U|

r F = 0, le théorème nous assure de
l’existence d’au moins une solution u. Cependant, si u est solution, alors u+Ur λ est également solution
∀ λ ∈ Rr . Le système (B.2) a donc une infinité de solutions.

La matrice K étant singulière, une solution particulière u ne peut pas être déterminée directement par
inversion du système Ku = F . Il faut utiliser la méthode des liaisons temporaires et résoudre le système
inversible K iso uiso = F iso. L’ensemble des solutions s’écrit donc uiso + Ur λ, ∀ λ ∈ Rr .

Remarque 3

Le passage de l’équation (B.2) à l’équation (B.7) peut être vu comme un changement d’origine du repère,
l’origine du nouveau repère dans lequel est défini ue étant lié au centre de gravité de la structure.

B.1.2 Cas dynamique

On suppose désormais que ω �= 0.

La résolution du système dynamique (B.1) passe par l’inversion de la matrice K−ω2M . Si ω2 n’est pas
valeur propre du système (det(K − ω2 M) �= 0), cette matrice est inversible et on obtient :

u = [K − ω2 M ]−1 F (B.12)

Le champ de déplacement u ainsi obtenu contient à la fois la composante en mouvement de corps rigide
et la partie déformation élastique. Pour isoler séparemment ces deux composantes, on pourrait projeter
u respectivement sur les modes rigides Ur ou sur les modes élastiques Ue de la structure :

u = ur + ue avec ur = Ur [U
|

r M Ur]
−1 U|

r M u et ue = Ue [U
|

e M Ue]
−1 U|

e M u (B.13)

Cependant, en appliquant au cas dynamique la méthode d’autoéquilibrage mise en oeuvre dans le cas sta-
tique, on obtient directement une expression explicite des composantes rigide et élastique du déplacement
u. Pour cela, décomposons à nouveau u en un déplacement élastique ue et un mouvement d’ensemble
exprimé sur la base des modes rigides Ur (cf. équation B.11).

Contrairement au cas statique, il n’y a pas d’indétermination sur le mouvement de corps rigide, et le
coefficient λ peut être calculé en introduisant l’expression (B.11) dans (B.1) et en prémultipliant par U|

r :

U|

r K︸ ︷︷ ︸
0

ue + U|

r K Ur︸ ︷︷ ︸
0

λ− ω2 U|

r M ue︸ ︷︷ ︸
0

−ω2 U|

r M Ur λ = U|

r F ⇒ λ = −[U|

r M Ur]
−1 U

|

r F

ω2

(B.14)

L’introduction des expressions de u et de λ dans la relation (B.1) permet d’écrire directement l’équation
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en ue du système autoéquilibré :

K ue +K Ur︸ ︷︷ ︸
0

λ− ω2 M ue +M Ur [U
|

r M Ur]
−1 U|

r F = F ⇒ K ue − ω2 M ue = A| F

(B.15)

Si ω n’est pas valeur propre de K − ω2 M , on obtient les expressions des parties élastique ue et rigide
ur du déplacement u solution du problème initial (B.1) :

ur = −Ur [U
|

r M Ur]
−1 U

|

r F

ω2
(B.16a)

ue = [K − ω2 M ]−1 A| F (B.16b)

Remarquons que lorsque w tend vers 0 et que l’on se rapproche du cas statique, la composante rigide ur
devient infinie.

Remarque 4

La méthode exposée ci-dessus permet d’obtenir rapidement l’équation du système autoéquilibré (B.15).
Cependant, on aurait pu suivre une démarche beaucoup plus proche de la méthode développée dans le
cas statique comme le propose Géradin & Rixen dans [46]. Pour cela, récrivons le système (B.1) sous
une forme qui nous rapproche de l’équation statique en notant Q l’ensemble des efforts appliqués à la
structure (chargements extérieurs et forces d’inerties) :

K u = Q avec Q = F + ω2 M u et det(K) = 0 (B.17)

Pour justifier l’existence d’une solution à cette équation, on vérifie que U|

r Q = 0 :

U|

r Q = U|

r F + ω2 U|

r M u = U|

r F + U|

r (K︸ ︷︷ ︸
0

u− F ) = 0 (B.18)

Comme dans le cas statique, on cherche à décomposer u en une déformation élastique et un déplacement
de corps rigide. L’ensemble des efforts Q est décomposé en forces d’inertie associées aux modes rigides
Ur et en forces d’inertie associées aux modes élastiques Ue :

Q =M Ur α+M Ue β (B.19)

De la même façon, l’équation (B.17) se décompose en deux relations (cf équations B.4) :

K ue = M Ue β = Q∗ (B.20a)

K ur = M Ur α (B.20b)

Par analogie avec le cas statique, Q∗ est obtenu en filtrant les efforts Q par une matrice d’autoéquilibrage
A (cf équation B.6) :

Q∗ = A| Q = A| F + ω2 A| M ue + ω2 A|M Ur︸ ︷︷ ︸
0

λ

= A| F + ω2 M ue − ω2 M Ur [U
|

r M Ur]
−1 U|

r M ue︸ ︷︷ ︸
0

= A| F + ω2 M ue (B.21)
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L’équation (B.20a) permet donc de retrouver l’équation dynamique autoéquilibrée (B.15).

D’autre part, la valeur de α est obtenue en prémultipliant (B.19) par U|

r :

α = [U|

r M Ur]
−1 U|

r Q = [U|

r M Ur]
−1 U|

r F + ω2 [U|

r M Ur]
−1 U|

r M u (B.22)

En reportant cette expression dans (B.20b), on retrouve l’équation vérifée par ur :

K Ur︸ ︷︷ ︸
0

λ︸︷︷︸
�=∞

= M Ur [U
|

r M Ur]
−1 U|

r F + ω2M Ur [U|

r M Ur]
−1 U|

r M (ue︸ ︷︷ ︸
0

+Ur λ)

0 = M Ur [U
|

r M Ur]
−1 U|

r F + ω2M ur

La matrice M étant inversible, on retrouve l’expression de ur (B.16a) :

ur = −Ur [U
|

r M Ur]
−1 U

|

r F

ω2
(B.23)

Remarque 5

Dans le cas où la structure est excitée à une fréquence correspondant à l’un de ses modes propres
(det(K − ω2 M) = 0), elle entre en résonance et ses déformations élastiques ue sont théoriquement
infinies (en l’absence d’amortissement). Cette indétermination ne permet pas de calculer le déplacement
total u, mais sa partie rigide ur peut cependant être déterminée en appliquant une méthode inspirée de la
méthode précédente.

En effet, récrivons (B.1) sous la forme :

Kdyn u = F (ω) avec Kdyn = K − ω2 M et det(Kdyn) = 0 (B.24)

Le théorème 1 permet d’exprimer l’alternative suivante (connue sous le nom d’alternative de Fredholm) :

– si le second membre F est orthogonal aux solutions v du système (K − ω2 M)|v = 0, il existe
une solution (non unique) au problème,

– sinon, il n’y a pas de solution.

On vérifie que, les modes propres élastiques Ue étant les solutions du problème adjoint KdynUe = 0 ,
l’équation (B.24) n’admet pas de solution dans le cas général où U|

e F �= 0. En effet, c’est l’indéter-
mination sur les déformations élastiques qui empêche de calculer u. Il faut dans ce cas séparer la partie
élastique du reste du déplacement pour déterminer le mouvement rigide.

Comme précédemment, F est décomposé en forces d’inertie associées aux modes rigides Ur et en forces
d’inertie associées aux modes élastiques Ue :

F =M Ur α+M Ue β (B.25)

F � est donc obtenu en filtrant des efforts F par une matrice d’autoéquilibrage B :

F � = B| F avec B = Id− Ue [U
|

e M Ue]
−1 U|

e M (B.26)
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Le phénomène de déformation élastique ayant été filtré, la solution rigide ur est donc solution de l’équa-
tion :

Kdyn ur = B| F (ω) (B.27)

Comme K ur = 0 et que ω �= 0, cette relation donne directement :

ur = − M−1 B| F

ω2
(B.28)

B.2 Exemple d’un système à deux d.d.l.

F

mkm

FIG. B.1 – Système libre à 2 d.d.l.

Considérons le système libre à deux d.d.l. illustré figure B.1 et appliquons à la masse 1 une force F . Le
système dynamique s’écrit :[

k −k
−k k

](
u1

u2

)
− ω2

[
m 0
0 m

](
u1

u2

)
=
(
F
0

)
(B.29)

B.2.1 Cas statique

Intéressons nous tout d’abord au problème statique (ω = 0).

Le problème devient : [
k −k
−k k

](
u1

u2

)
=
(
F
0

)
(B.30)

Le système étant libre, la matrice K n’est pas inversible et possède un mode rigide (1, 1). Le chargement
(F, 0) n’est pas équilibré puisque (1, 1).(F, 0) �= 0, le système n’a donc pas de solution. Cependant,
comme la théorie l’a montré, l’indétermination sur le déplacement de la structure est contenue dans la
partie rigide, et les déformations élastiques peuvent par contre être calculées si la répartition de masse
(matrice M ) de la structure est connue.

En effet, en développant (F, 0) en termes de force d’inertie associée au mode rigide (1, 1) et force
d’inertie associée au mode élastique (− 1, 1), on construit un vecteur d’efforts autoéquilibrés F ∗ :(

F
0

)
= α

(
m
m

)
+ β

(
−m
m

)
=⇒ α =

F

2m
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F ∗ =
(
F
0

)
−
(
F/2
F/2

)
=
(

F/2
−F/2

)
= A| F avec A =

[
1/2 −1/2
−1/2 1/2

]

L’équation en ue (B.4a) s’écrit donc :[
k −k
−k k

](
ue1
ue2

)
=
(

F/2
− F/2

)
(B.31)

Puisque (F/2, − F/2).(1, 1) = 0, cette équation a une solution ue. Pour la déterminer, appliquons
la méthode des liaisons temporaires : comme K a un mode rigide, on place une liaison temporaire sur
ue iso

1 = 0 et on calcule ue iso
2 :

k ue iso
2 = − F/2 =⇒ ue iso

2 = − F

2 k
(B.32)

Pour reconstituer la solution élastique sans liaison temporaire ue à partir de uiso
e , il faut ajouter une

contribution proportionnelle au mode rigide qui a été supprimé :(
ue1
ue2

)
=
(

0
− F

2 k

)
+ β

(
1
1

)
(B.33)

En utilisant la propriété d’orthogonalité de ue et du mode rigide (1, 1) par rapport à la masse, β peut-être
déterminé :(

1
1

)| [
m 0
0 m

](
β

β − F
2 k

)
= 0 =⇒ β =

F

4 k
=⇒ ue =

(
F
4 k

− F
4 k

)
(B.34)

La partie rigide du déplacement du système reste indéterminée car l’équation (B.4b) n’a pas de solution :

(B.4b) =⇒
[

k −k
−k k

](
ur1
ur2

)
=
(
F/2
F/2

)
(B.35)

Remarque 6

Si le chargement du système est équilibré au départ, par exemple si on applique des forces F/2 et −F/2
sur les masses 1 et 2 : [

k −k
−k k

](
u1

u2

)
=
(

F/2
− F/2

)
(B.36)

La condition d’existence des solutions est vérifiée, et le système a une infinité de solutions que l’on peut
écrire sous la forme u = up + λ (1, 1) si up est une solution particulière.

En appliquant la méthode des liaisons temporaires à l’équation (B.36), on détermine une solution parti-
culière uiso :

k uiso
2 = − F

2
=⇒ uiso =

(
0

− F
2 k

)
=⇒ u =

(
0

− F
2 k

)
+ λ

(
1
1

)
∀ λ ∈ R

(B.37)
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B.2.2 Cas dynamique

Désormais, on suppose que ω �= 0 et l’on considère à nouveau l’équation (B.29) :[
k − ω2 m −k
−k k − ω2 m

](
u1

u2

)
=
(
F
0

)
(B.38)

La résolution directe s’effectue par inversion du système, ce qui nécessite que ω �=
√

k
2 m . On obtient :(

u1

u2

)
=

F

ω2 m (ω2 m− 2 k)

(
(k − ω2 m)

k

)
(B.39)

Cette solution contient une partie élastique ue et une partie rigide ur que l’on peut extraire par projection
sur les modes rigide (1, 1) et élastique (1, − 1) :(

ue1
ue2

)
=

F

2 (2 k − ω2 m)

(
1
− 1

)
(B.40)(

ur1
ur2

)
= − F

2mω2

(
1
1

)
(B.41)

Remarquons que lorsque ω tend vers 0, on retrouve la déformée élastique statique, mais la déformée
rigide devient infinie.

On vérifie également facilement que les deux démarches d’autoéquilibrage redonnent exactement les
mêmes expressions de ue et ur.

B.3 Application à l’étude des vibrations d’une structure libre précon-
trainte

Dans le cas d’une structure libre, la configuration initiale précontrainte n’est pas un état statique (contrai-
rement au cas d’une structure encastrée) : La structure vibre autour d’une trajectoire. La théorie précé-
dente permet de décomposer le mouvement de la structure en un mouvement de corps rigide (trajectoire
moyenne) et une déformation élastique autour de celle-ci, et d’établir les équations qui régissent ces deux
mouvements.

Les forces extérieures f0 et f sont décomposées en forces suiveuses fF dépendantes de u ou u0, et
charges mortes fD .

B.3.1 Étude de l’état initial précontraint

Dans l’état initial, la structure est précontrainte par des forces surfaciques f0 et un champ de pesanteur
g. L’équation variationnelle associée s’écrit :

∀ δu c.a.,
∫

Ω0

σ(u0) : ε(δu) dΩ0 +
∫

Ω0

ρ0 ü0.δu dΩ0 =
∫

Ω0

ρ0 g.δu dΩ0 +
∫

Σ0

f0.δu dΣ0 (B.42)
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La structure étant libre, son déplacement u est décomposé (par analogie avec la méthode exposée au
§B.1.2) en une déformation élastique ue0 et un mouvement d’ensemble exprimé sur les modes rigides Ur,
avec les propriétés suivantes :

u0 = ue0 +
∑
r

λr0 Ur (B.43a)

avec Ur tel que
∫

Ω0

ρ0 Ur.Ur′ dΩ0 = µr δr r′ et
∫

Ω0

σ(Ur) : ε(δu) dΩ0 = 0 (B.43b)

et ue0 tel que
∫

Ω0

ρ0 u
e
0.Ur dΩ0 = 0 et

∫
Ω0

σ(ue0) : ε(Ur) dΩ0 = 0 (B.43c)

En utilisant la décomposition de u0 et les propriétés précédentes, on obtient la relation suivante :

∀ δu c.a.,
∫

Ω0

σ(ue0) : ε(δu) dΩ0 +
∑
r′

λ̈r
′

0

∫
Ω0

ρ0 Ur′ .δu dΩ0 +
∫

Ω0

ρ0 ü
e
0.δu dΩ0 = · · ·

· · ·
∫

Ω0

ρ0 g.δu dΩ0 +
∫

Σ0

f0.δu dΣ0 (B.44)

En prenant δu = Ur, il est possible de déterminer les coefficients λr0 et d’exprimer ür0 :

λ̈r0

∫
Ω0

ρ0 Ur.Ur dΩ0 =
∫

Ω0

ρ0 g.Ur dΩ0 +
∫

Σ0

f0 n0.Ur dΣ0

=⇒ ür0 =
∑
r

(∫
Ω0
ρ0 g.Ur dΩ0 +

∫
Σ0
f0.Ur dΣ0∫

Ω0
ρ0 Ur.Ur dΩ0

)
Ur (B.45)

En réintroduisant l’expression de ür0 dans (B.44), on obtient l’équation autoéquilibrée en ue0 :

∀ δu c.a.,
∫

Ω0

σ(ue0) : ε(δu) dΩ0 +
∫

Ω0

ρ0 ü
e
0.δu dΩ0 + · · ·

· · ·
∑
r

(∫
Ω0
ρ0 g.Ur dΩ0 +

∫
Σ0
f0.Ur dΣ0∫

Ω0
ρ0 Ur.Ur dΩ0

)∫
Ω0

ρ0Ur.δudΩ0 =
∫

Ω0

ρ0 g.δudΩ0+
∫

Σ0

f0.δudΣ0

(B.46)

∀ δu c.a.,
∫

Ω0

σ(ue0) : ε(δu) dΩ0 +
∫

Ω0

ρ0 ü
e
0.δu dΩ0 = · · ·

· · ·
∫

Σ0

f0.δu dΣ0 +
∫

Ω0

ρ0

(
g −

∑
r

(∫
Ω0
ρ0 g.Ur dΩ0 +

∫
Σ0
f0.Ur dΣ0∫

Ω0
ρ0 Ur.Ur dΩ0

)
Ur

)
︸ ︷︷ ︸

géq.

.δu dΩ0 (B.47)

Si on fait l’hypothèse que, dans l’état initial, les déformations élastiques sont statiques, üe0 = 0 :

∀ δu c.a.,
∫

Ω0

σ(ue0) : ε(δu) dΩ0 =
∫

Ω0

ρ0 g
éq..δu dΩ0 +

∫
Σ0

f0.δu dΣ0 (B.48)
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La discrétisation par éléments finis de cette équation ramène à (B.2). Le champ géq. est tel que les efforts
qui génèrent la déformation élastique de la structure soient équilibrés. On vérifie en effet que :∑

r

∫
Σ0

f0.Ur dΣ0 +
∑
r

∫
Ω0

ρ0 g
éq..Ur dΩ0 = U|

r .F
éq. = 0 (B.49)

B.3.2 Vibrations libres autour de la configuration initiale précontrainte

Dans l’état actuel, la structure est soumise à des forces surfaciques f et au même champ de pesanteur g.
L’équation variationnelle associée s’écrit :

∀ δu c.a.,
∫

Ω
σ(u) : ε(δu) dΩ +

∫
Ω
ρ ü.δu dΩ =

∫
Ω
ρ g.δu dΩ+

∫
Σ
f.δu dΣ (B.50)

Comme précédemment, la structure étant libre, son déplacement u peut être décomposé en une déforma-
tion élastique ue et un mouvement d’ensemble

∑
r λ

r Ur déterminé par le même raisonnement :

ür =
∑
r

(∫
Ω ρ g.Ur dΩ +

∫
Σ f.Ur dΣ∫

Ω ρ Ur.Ur dΩ

)
Ur (B.51)

que l’on peut récrire sur la configuration initiale par transport lagrangien :

ür =
∑
r

(∫
Ω0
ρ0 g.Ur dΩ+

∫
Σ0
f∗ dΣ∗.Ur∫

Ω0
ρ0 Ur.Ur dΩ

)
Ur (B.52)

Dans ce cas, en utilisant les relations (1.30), on écrit :

ür − ür0 =
∑
r

∫
Σ0

(
f∗ dΣ∗ − f0 dΣ0

)
.Ur∫

Ω0
ρ0 Ur.Ur dΩ

Ur

=
∑
r


∫
Σ00

f̃ .Ur dΣ00 +

0︷ ︸︸ ︷
kF (U,Ur)∫

Ω0
ρ0 Ur.Ur dΩ

Ur (B.53)

puisque que, dans le cas où kF est symétrique, kF (U,Ur) = kF (Ur, U) = 0.

Les vibrations sont dites "libres" si f̃ = 0, c’est à dire si f̃D = 0 et |̃fF | = 0. Dans ce cas, le mouvement
de corps rigide ur du système dans l’état actuel est égal à celui du système dans l’état initial : ür = ür0. Le
déplacement de la structure par rapport à l’état initial, défini par U = u−u0 = ue−ue0 ne contient donc
qu’une composante élastique. L’équation variationnelle vérifiée par U est obtenue par différence entre
(B.50) et (B.42). On retrouve la même équation que dans le cas des vibrations d’une structure encastrée
précontrainte, à la différence que l’état initial autour duquel la structure vibre, n’est pas un état statique,
mais un état en mouvement :

kE(U, δU) + kG(U, δU) + kF (U, δU) +M(U, δU) = 0 (B.54)
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B.3.3 Calcul de géq.

Rappelons que :

géq. = g −
∑
r

(∫
Ω0
ρ0 g.Ur dΩ0 +

∫
Σ0
f0.Ur dΣ0∫

Ω0
ρ0 Ur.Ur dΩ0

)
Ur (B.55)

Dans le calcul qui suit, l’hypothèse des petites perturbations permet d’assimiler état naturel et état initial
(notés 0).

Les six modes rigides Ur peuvent être divisés en deux catégories : les mouvements d’ensemble en transla-
tion, notés Ur = r (avec r = ix, iy ou iz) et les mouvements d’ensemble en rotation, notés Ur = r∧OM0

(avec r = x, y ou z).

pour Ur = r :

∫
Ω0
ρ0 g.r dΩ0∫

Ω0
ρ0 r

2 dΩ0
r =

(g.r)
∫
Ω0
ρ0∫

Ω0
ρ0 dΩ0

r = (g.r)r∫
Σ0
f0.r dΣ0∫

Ω0
ρ0 r

2 dΩ0
r =

r.
∫
Σ0
f0 dΣ0∫

Ω0
ρ0 dΩ0

r =
F tot..r

mS
r

avec F tot. =
∫
Σ0
f0 dΣ0 et mS =

∫
Ω0
ρ0 dΩ0

pour Ur = r ∧OM0 :

∫
Ω0
ρ0 g.(r ∧OM0) dΩ0∫

Ω0
ρ0 (r ∧OM0)2 dΩ0

r ∧OM0 =
(g ∧ r).

∫
Ω0
ρ0 OM0 dΩ0

r.
∫
Ω0
ρ0 OM0 ∧ (r ∧OM0) dΩ0

r ∧OM0

=
mS r.(OGS ∧ g)

r.IO(r)
(r ∧OM0)∫

Σ0
f0.(r ∧OM0) dΣ0∫

Ω0
ρ0 (r ∧OM0)2

r ∧OM0 =
r.
∫
Σ0
OM0 ∧ f0 dΣ0

r.
∫
Ω0
ρ0 OM0 ∧ (r ∧OM0) dΩ0

r ∧OM0

=
r.CO

r.IO(r)
(r ∧OM0)

avec CO =
∫
Σ0
OM0 ∧ f0 dΣ0 le moment des efforts f0 par rapport à O, IO(v) =

∫
Ω0
ρ0OM0 ∧ (v ∧

OM0)) dΩ0 l’opérateur d’inertie de la structure et mS OGS =
∫
Ω0
ρ0 OM0 dΩ0 son centre de gravité.

Finalement, en choisissant O en GS , on obtient l’expression de géq. :

géq.(M) = −F
tot.

mS
−
∑
r

r.C
GS

r.I
GS (r)

(r ∧GSM) (B.56)
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Remarque 7

On constate donc que le champ de pesanteur ainsi défini n’est pas constant en espace, sauf si C
GS = 0,

c’est à dire si le moment des efforts extérieurs par rapport au centre de gravité est nul 3 :

CGS = 0 =⇒ géq.(M) = −F
tot.

mS
(B.57)

B.4 Exemple d’application

B.4.1 Sphère sous pression libre dans un champ de pesanteur

La seule force extérieure est la force suiveuse de pression P0 (figure B.2).

0

g

P

FIG. B.2 – Sphère sous pression libre dans un champ de pesanteur

État initial

L’équation variationelle (B.42) du système s’écrit dans ce cas :

∀ δu c.a.,
∫

Ω0

σ(u0) : ε(δu) dΩ0 +
∫

Ω0

ρ0 ü0.δu dΩ0 =
∫

Ω0

ρ0 g.δu dΩ0 −
∫

Σ0

P0 n0.δu dΣ0

(B.58)

La décomposition u0 = ue0+
∑6

r=1 λ
r
0Ur permet de calculer la partie rigide du déplacement, décomposée

sur les six modes de corps rigide Ur de la sphère libre soumise à aucun effort :

ür0 =
6∑

r=1

(∫
Ω0
ρ0 g.Ur dΩ0 −

∫
Σ0
P0 n0.Ur dΣ0∫

Ω0
ρ0 Ur.Ur dΩ0

)
Ur = γr0 (B.59)

3. Dans ce cas, la trajectoire est un mouvement de translation pur.
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Le calcul effectif de γr0 donne :

– Pour Ur = r, avec r = ix, iy ou iz :∫
Ω0
ρ0 g.r dΩ0∫

Ω0
ρ0 r

2 dΩ0
r =

(g.r)
∫
Ω0
ρ0∫

Ω0
ρ0 dΩ0

r = (g.r)r

−
∫
Σ0
P0 n0.r dΣ0∫

Ω0
ρ0 r

2 dΩ0
r =

− P0 r.
∫
Σ0
n0 dΣ0∫

Ω0
ρ0 dΩ0

r =
− P0 r.

∫
Ω0

div1 dΩ0

mS
r = 0

– Pour Ur = r ∧GM0 avec G, centre de gravité de la sphère :∫
Ω0
ρ0 g.(r ∧GM0) dΩ0∫

Ω0
ρ0 (r ∧GM0)2 dΩ0

r ∧GM0 =
(g ∧ r).

∫
Ω0
ρ0 GM0 dΩ0

r.IG(r)
r ∧GM0 = 0

−
∫
Σ0
P0 n0.(r ∧GM0) dΣ0∫

Ω0
ρ0 (r ∧GM0)2

r ∧GM0 =
− P0 r.

∫
Σ0
GM0 ∧ n0 dΣ0

r.IG(r)
r ∧GM0 = 0

Finalement, on obtient : γr0 = g. On retrouve bien que le corps est en chute libre dans un champ de
pesanteur. En intégrant dans le temps et en tenant compte des conditions initiales, la trajectoire moyenne
du système peut être déterminée ur0(t) = 1/2 g t2 + u̇r0(0) t+ ur0(0).

L’équation (B.47) qui régit la déformation élastique autour de cette trajectoire s’écrit en fonction de
géq. = g − γr0 = 0, donc après simplification :

∀ δu c.a.,
∫

Ω0

σ(ue0) : ε(δu) dΩ0 = −
∫

Σ0

P0 n0.δu dΣ0 (B.60)

On vérifie que le chargement uniforme en pression P0 est bien autoéquilibré et on constate qu’il est seul
à l’origine de la déformation élastique initiale de la sphère.

État actuel

L’équation variationnelle (B.50) caractérisant l’état actuel s’écrit :

∀ δu c.a.,
∫

Ω
σ(u) : ε(δu) dΩ +

∫
Ω
ρ ü.δu dΩ =

∫
Ω
ρ g.δu dΩ−

∫
Σ
P n.δu dΣ (B.61)

La partie rigide ur du déplacement se décompose sur les modes rigides Ur :

ür =
∑
r

(∫
Ω ρ g.Ur dΩ−

∫
Σ P n.Ur dΣ∫

Ω ρ Ur.Ur dΩ

)
Ur = g = ür0 (B.62)

La déformation entre l’état initial et l’état actuel U = u − u0 = ue − ue0 est donc purement élastique.
L’équation linéarisée vérifiée par U s’écrit, ∀ δU c.a. :∫

Ω00

(
Π(ue)−σ(ue0)

)
: ε(δU) dΩ00 +

∫
Ω00

ρ00 Ü .δU dΩ00 · · ·

· · · = −
∫

Σ00

(
(P n dΣ)∗ − (P0 n0 dΣ0)∗

)
.δU

· · · = −(P − P0)
∫

Σ00

n00.δU dΣ00 − P0

∫
Σ00

τ00(U).δU dΣ00

174



B.4. Exemple d’application

La condition de vibrations libres F̃F = 0 se traduisant ici par P = P0, l’équation précédente devient :

∃ U ∈ Cu tel que ∀ δU ∈ Cu, (kE + kG + kP )(U, δU) +M(Ü , δU) = 0 (B.63)

On démontrera au §5.3 que la sphère libre pressurisée décrite par cette équation possède bien trois modes
de corps rigides en translation et trois en rotation, entre autre grâce à la prise en compte du terme de
rotation de normale kP qui assure que la pression qui précontraint la structure est bien considérée comme
une force suiveuse.

Références bibliographiques

Pour plus de détails sur la méthode d’autoéquilibrage des forces, on pourra se référer à l’ouvrage de
Géradin & Rixen [46] ainsi qu’à l’article de Christophe & Piet-Lahanier [29].
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Annexe C. Quelques développements

C.1 Équivalence entre les différentes expressions de la variation d’énergie
interne de déformation

On démontre ici que l’on peut exprimer la variation d’énergie interne de déformation δT de différentes
façons équivalentes suivant que l’on adopte le point de vue lagrangien ou eulérien.

Le principe des travaux virtuels exprimé sur la configuration déformée (point de vue eulérien) donne
pour expression de δT :

δT =
∫

ΩS

Tr
[
σ (u(x)) Dxδu(x)

|

]
dΩ ≡

∫
ΩS

Tr
[
σ (u(x)) εx (δu(x))

]
dΩ (C.1)

Comme nous l’avons vu au §1.3, le transport lagrangien de cette expression sur la configuration naturelle
fait apparaître le premier tenseur de Piola-Kirchhoff Π :

δT =
∫

ΩS
00

Tr
[
Π(u(X)) DXδU(X)|

]
dΩ00 (C.2)

Il nous reste à montrer le lien entre ces deux expressions et la formulation lagrangienne que nous avons
utilisé au §1.5, qui fait intervenir le deuxième tenseur de Piola-Kirchhoff S :

δT =
∫

ΩS
00

Tr
[
S(u) δE(u)

]
dΩ00 (C.3)

Pour cela, démontrons tout d’abord la relation suivante 1 :

εx (δu(x)) = F−| δE (u(X)) F−1 (C.4)

Démonstration :

εx(δu) =
1
2
(Dxδu + Dxδu

|)

= F−| 1
2
(F | Dxδu F + F | Dxδu

| F )F−1

= F−| 1
2
(F |DXδu+ DXδu

|F )F−1

= F−| 1
2
((Id+ DXu

|)DXδu+ DXδu
| (Id+ DXu))F

−1

= F−| 1
2
(DXδu+ DXδu

| + DXu
| DXδu + DXδu

| DXu)F
−1

= F−| 1
2
(DXδu+ DXδu

| + δ (DXu
| DXu))F

−1

= F−| δE(u) F−1

1. Cette relation n’est valable qu’entre les variations ε(δu) et δE(u) et non pas entre ε(u) et E(u)
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C.2. Variation de volume au second ordre

On démontre maintenant l’équivalence entre les formulations eulérienne (C.1) et lagrangienne (C.3) de
δT :

δT =
∫

ΩS

Tr
[
σ (u(x)) εx (δu(x))

]
dΩ

=
∫

ΩS
00

Tr
[
σ (u(X)) F−| δE (u(X)) F−1

]
det(F ) dΩ00

=
∫

ΩS
00

Tr
[
S(u) δE(u)

]
dΩ00

C.2 Variation de volume au second ordre

On désire calculer la variation de volume δV , au 2ème ordre en U , d’un domaine fermé Ω0 de frontière
∂Ω0 = Σ0 entre les instants initial et actuel : δV = ‖Ω‖ − ‖Ω0‖ .

C.2.1 Première méthode

La méthode qui suit est extraite de [79].

Tout d’abord, supposons que l’équation de la surface Σ0 soit donnée par une fonction φ de deux para-
mètres ξ et η selon la relation M0 = φ(ξ, η). ξ et η varient alors sur le sous-domaine de R2 , noté ΣR,
image réciproque de Σ0 par φ−1 (cf. figure 3.4).

Chaque point M du volume δV peut être repéré par 3 coordonnées (ξ, η, ζ) selon le paramétrage suivant :

M(ξ, η, ζ) =M0(ξ, η) + ζ U(ξ, η) avec (ξ, η, ζ) ∈ ΣR × [0, 1]

Dans ces conditions :

δV =
∫
δΩ

dΩ =
∫

ΣR×[0,1]

(
∂M

∂ξ
,
∂M

∂η
,
∂M

∂ζ

)
dξdηdζ

=
∫

ΣR×[0,1]

(
∂M0

∂ξ
+ ζ

∂U

∂ξ
,
∂M0

∂η
+ ζ

∂U

∂η
,U

)
dξdηdζ

au 2ème ordre en U , cette expression se simplifie en :

δV �
∫

ΣR×[0,1]

(
∂M0

∂ξ
,
∂M0

∂η
,U

)
+ ζ

(
∂M0

∂ξ
,
∂U

∂η
,U

)
+ ζ

(
∂U

∂ξ
,
∂M0

∂η
,U

)
dξdηdζ

�
∫

ΣR

(
∂M0

∂ξ
,
∂M0

∂η
,U

)∫ 1

0
dζ︸ ︷︷ ︸

1

+
∫

ΣR

(
a1

0,
∂U

∂η
,U

)
+
(
∂U

∂ξ
, a2

0, U

)∫ 1

0
ζ dζ︸ ︷︷ ︸

1/2

Le terme linéaire en U est appelé δV (1). Transposé sur la géométrie de la configuration initiale, il s’écrit :

δV (1) =
∫

Σ0

n0.U dΣ0 (C.5a)
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Annexe C. Quelques développements

Le terme du 2ème ordre en U est appelé δV (2). En utilisant la relation (3.34), ce terme peut se récrire :

δV (2) = − 1/2
∫

Σ0

τ00(U).U dΣ0 (C.5b)

C.2.2 Deuxième méthode

Cette méthode est plus directe mais nécessite une certaine aisance avec les notations indicielles (la nota-
tion d’Einstein de sommation sur les indices répétés est utilisée) :

δV = ‖ΩG‖ − ‖ΩG
0 ‖

=
∫

Ω
dΩ−

∫
Ω0

dΩ0

=
∫

Ω0

(
det(Id+ DU)− 1

)
dΩ0

Le développement de det(Id + DU) au 2ème ordre en U nous est donné par la formule du polynôme
caractéristique en dimension 3 (D.4) dans laquelle λ est remplacé par −1 :

det(Id+ DU) � 1 + div(U) + 1/2
((

div(U)
)2 − Tr

[
(DU)2

])
(C.6)

d’où

δV =
∫

Ω0

div(U) + 1/2
((

div(U)
)2 − Tr

[
(DU)2

])
dΩ0 (C.7)

Le premier terme de cette expression donne directement la partie linéaire de δV :

δV (1) =
∫

Ω0

div(U) dΩ0 =
∫

Σ0

n0.U dΣ0 (C.8)

Après intégration par partie, et sans oublier que, dans nos notations, n est le vecteur normal entrant, on
retrouve l’expression de δV (2) :

2 δV (2) =
∫

Ω0

(
div(U)

)2 − Tr
[
(DU)2

]
dΩ0

=
∫

Ω0

∂Ui

∂Xi

∂Uj

∂Xj

− ∂Ui

∂Xj

∂Uj

∂Xi

dΩ0

= −
∫

Ω0

∂2Ui

∂Xi ∂Xj

Uj −
∂2Ui

∂Xj ∂Xi

Uj︸ ︷︷ ︸
0

dΩ0 +
∫

Σ0

∂Ui

∂Xi

Uj (− n0j)−
∂Ui

∂Xj

Uj (− n0i)︸ ︷︷ ︸
≡−

∂U
j

∂Xi
Ui n0j

dΣ0

= −
∫

Σ0

(divXU)U.n0 − (DXU)U.n0 dΣ0

= −
∫

Σ0

τ00(U).U dΣ0 (C.9)
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C.3. Symétrie des formes bilinéaires kF et kP

C.3 Symétrie des formes bilinéaires kF et kP

Les formes bilinéaires kF et kP , définies par les expressions (1.36) et (4.15), ont une forme identique
que l’on note :

kα(U, V ) =
∫

Σα00

α(M00) τ00(U).V dΣ00

=
∫

Σα00

α(M00)
(
V divXU − (DXU)V

)
.n00 dΣ00

où α = − |fF0| et Σα00 = Σf00 dans le cas de kF , ou bien α = PG
00 et Σα00 = Σi00 +Σg00 dans le cas

de kP .

Pour démontrer la symétrie de la forme bilinéaire kα, il faut montrer que kα(U, V ) = kα(V,U), pour
tout couple de vecteurs (U, V ) définis sur Σα00.

Grâce aux formules d’analyse vectorielle (D.5a) et (D.5b), et à la formule de Stokes (D.10), cette relation
se transforme en :

kα(U, V )− kα(V,U) =
∫

Σα00

α
(
V divXU − (DXU)V − U divXV + (DXV )U

)
.n00 dΣ00

=
∫

Σα00

α rot(V ∧ U).n00 dΣ00

=
∫

Σα00

rot(α V ∧ U).n00 dΣ00 −
∫

Σα00

(
∇α ∧ (V ∧ U)

)
.n00 dΣ00

=
∫
∂Σα00

α (V ∧ U).dl −
∫

Σα00

(
∇α ∧ (V ∧ U)

)
.n00 dΣ00

Pour que cette expression soit identiquement nulle quelques soient (U, V ) ∈ C2
u, il faut :

1. d’une part, que α soit constant sur Σα00 (∇α ≡ 0),
2. d’autre part, soit que Σα00 soit une surface fermée (∂Σα00 = ∅), soit que les déplacements sur la

frontière ∂Σα00 soient connus c’est à dire que ∂Σα00 ⊂ Σu00 (dans ce cas, la fonction test vérifie
la condition d’admissibilité cinématique : V = δU ≡ 0 sur Σu00).

Dans le cas de kP , la pression PG
00 est supposée uniforme et appliquée sur la surface fermée Σi00 +

Σg00 donc ces deux hypothèses sont vérifiées et l’opérateur est symétrique. Par contre, pour que kF soit
symétrique, il faudra que les forces suiveuses extérieures soient constantes en norme et appliquée sur une
surface Σf00 telle que ∂Σf00 ⊂ Σu00.

Une démonstration équivalente qui mène à la même analyse est donnée par Bonet & Wood dans leur
ouvrage [21].

C.4 Calcul d’un volume englobé par une surface discrétisée en éléments
finis

Les notations éléments finis utilisées dans cette section sont celles du chapitre 8.
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Annexe C. Quelques développements

En remarquant que div(OM) = 3 en dimension 3 et en utilisant le théorème d’Ostrogradski, on peut
ramener le calcul d’un volume V = ‖Ω‖ à celui d’une intégrale sur la surface frontière ∂Ω = Σ :

‖Ω‖ =
∫

Ω
1 dΩ =

∫
Ω

1
3

div(OM) dΩ =
∫

Σ
− 1
3
OM.n dΣ (C.10)

où n est le vecteur normal entrant.

La discrétisation en éléments finis de la surface ∂Ω permet d’obtenir une valeur approchée Ṽ de cette
intégrale :

Ṽ =
m∑
i=1

ṼEi
avec ṼEi

=
∫

ΣE
i

−1
3
OM.n dΣ (C.11)

Après transport sur l’élément de référence, cette expression devient :

ṼEi
= −n|Md

∫
ΣE

R

N det(DΞT ) dΣΞ (C.12)

– dans le cas d’éléments finis triangulaires P1 : det(DΞT ) est constant (indépendant de Ξ) et le calcul
effectif de ṼEi

ne nécessite pas d’intégration numérique. On obtient alors directement :

ṼEi
= −d n|Md

 1/6
1/6
1/6

 (C.13)

– dans le cas d’éléments finis quadrangulaires Q1 : det(DΞT ) dépend des coordonnées Ξ. Une inté-
gration numérique est donc nécessaire.

C.5 Modes de ballottement analytiques pour une cuve parallélépipédique

Rappelons les équations locales de ballottement (7.2) :

∆ϕ = 0 dans ΩF

∇ϕ.n = 0 sur Σi

∇ϕ.iz =
ω2

|g| ϕ sur Γ∫
Γ
ϕ dΓ = 0
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C.5. Modes de ballottement analytiques pour une cuve parallélépipédique

Sur un domaine ΩF parallélépipédique, ces équations se récrivent :

∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
+
∂2ϕ

∂z2
= 0 ∀ (x, y, z) ∈

[
−a
2
,
a

2

]
×
[
− b
2
,
b

2

]
×
[
−h
2
,
h

2

]
(C.14a)

∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
±a

2

= 0 (C.14b)

∂ϕ

∂y

∣∣∣∣
± b

2

= 0 (C.14c)

∂ϕ

∂z

∣∣∣∣
−h

2

= 0 (C.14d)

∂ϕ

∂z

∣∣∣∣
h
2

=
ω2

|g| ϕ(x, y, h/2) (C.14e)∫
(x,y)∈[−a

2
, a
2 ]×[− b

2
, b
2 ]
ϕ(x, y, h/2) dxdy = 0 (C.14f)

La résolution sera faite par séparation des variables :

ϕ(x, y, z) = α(x)β(y)γ(z) (C.15)

Les équations (C.14a) à (C.14e) deviennent :

α′′(x)
α(x)

+
β′′(y)
β(y)

+
γ′′(z)
γ(z)

= 0 (C.16a)

α′(±a/2) = 0 (C.16b)

β′(±b/2) = 0 (C.16c)

γ′(− h/2) = 0 (C.16d)

γ′(h/2) =
ω2

|g| γ(h/2) (C.16e)

L’équation (C.16a) étant vérifiée pour tout (x, y, z) du domaine fluide, elle impose que chaque terme soit
constant de façon à ce que la somme des constantes soit nulle :

(C.16a) ⇒


α′′ = A α
β′′ = B β
γ′′ = − (A+B) γ

(C.17)

On cherche des solutions sous forme exponentielles réelles ou complexes suivant le signe des constantes
A et B. En utilisant les conditions aux limites (C.16b) à (C.16e), on montre que pour A ou B négatif,
le système n’admet pas de solution non nulle. Dans le cas A et B positifs, on cherche une solution de la
forme :

α(x) = α1 cos
(√

A (x+ α2)
)

(C.18a)

β(y) = β1 cos
(√

B (y + β2)
)

(C.18b)

γ(x) = γ1 cosh
(√

A+B (z + γ2)
)

(C.18c)
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Les conditions aux limites (C.16b) à (C.16e) permettent de déterminer certaines constantes :

A =
n2 π2

a2
avec m ∈ N (C.19a)

α2 =
a

2
(C.19b)

B =
m2 π2

b2
avec n ∈ N (C.19c)

β2 =
b

2
(C.19d)(√

A+B
)
tanh

(
h
√
A+B

)
=
ω2

|g| (C.19e)

γ2 =
h

2
(C.19f)

Finalement, si on note :

k2 = π2

(
m2

a2
+
n2

b2

)
∀ (m,n) ∈ N2 (C.20a)

Les pulsations propres et modes propres de ballottement s’écrivent :

ω2
m,n = |g| k tanh(k h) (C.20b)

ϕ(x, y, z) = C cos
(m π

a
(x+ a/2)

)
cos

(n π
b
(y + b/2)

)
cosh

(
k (z + h/2)

)
(C.20c)

On vérifie que la solution ϕ vérifie bien la relation (C.14f).

Remarquons d’une part que, dès que k >> 1/h, les pulsation propres sont données de façon approchée
par la relation :

ω2
m,n � |g| π

√
m2

a2
+
n2

b2
(C.21)

D’autre part, on constate sur cet exemple que les mouvements de ballottement font intervenir essentielle-
ment la surface libre du liquide puisque la solution présente une décroissance exponentielle en k à partir
de la surface.
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Quelques formules utiles
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Annexe D. Quelques formules utiles

D.1 Propriétes de l’opérateur Trace

Soit 3 matrices carrées A, B, C et une matrice symétrique S :

Tr[AB] = Tr[B A] = Tr[B| A|] = Tr[A| B|] (D.1a)

Tr[S A] = Tr[S A|] = Tr

[
1
2
S(A+A|)

]
(D.1b)

Tr[AB C] = Tr[C|B|A|] = Tr[C A B] = Tr[B C A] = Tr[B|A|C|] = Tr[A|C|B|] (D.1c)

D.2 Formules d’analyse vectorielle

D.2.1 Equivalent matriciel du produit vectoriel : matrice spin

Soit 2 vecteurs u et v de R3 :

u ∧ v = spin(u) v avec spin(u) =

 0 − u3 u2

u3 0 − u1

− u2 u1 0

 (D.2)

D.2.2 Double produit vectoriel

Soit 3 vecteurs u, v et w de R3 :

u ∧ (v ∧ w) = (u.w)v − (u.v)w (D.3)

D.2.3 Polynôme caractéristique en dimension 3

Soit A une matrice de dimension 3 et λ un scalaire :

det(A− λ Id) = −λ3 + I1(A) λ
2 − I2(A) λ+ I3(A) (D.4a)

où Ii=1..3 sont les invariants principaux du tenseur A :

I1(A) = Tr[A] (D.4b)

I2(A) = 1/2 (Tr[A])2 − 1/2 Tr[A2] (D.4c)

I3(A) = det(A) (D.4d)
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D.2. Formules d’analyse vectorielle

D.2.4 Relations vectorielles

Soit 2 vecteurs u et v de R3 et un scalaire α :

∇∧ (u ∧ v) = (v.∇)u− (u.∇)v + (∇.v)u − (∇.u)v (D.5a)

∇∧ (αu) = α∇ ∧ u+ (∇α) ∧ u (D.5b)

div(u ∧ v) = v.rot(u)− u.rot(v) (D.5c)

div(α u) = α div(u) + u.grad(α) (D.5d)

∇(u.v) = (v.∇)u+ (u.∇)v + v ∧∇ ∧ u+ u ∧∇ ∧ v (D.5e)

D.2.5 Formule de Green

Soit un tenseur A et un champ vectoriel w :

Forme locale :

div(A| w) = Div(A).w + Tr[A| Dw] (D.6)

Forme intégrale tensorielle :∫
Ω

Div(A).w dΩ =
∫
∂Ω
(A.n).w dΣ−

∫
Ω

Tr[A| Dw] dΩ (D.7)

Pour des champs scalaires :

Soit ϕ et ψ, deux fonctions scalaires :∫
Ω
ψ ∆ϕ dΩ =

∫
∂Ω
ψ∇(ϕ.n) dΣ−

∫
Ω
∇ϕ.∇ψ dΩ (D.8)

d’où on déduit : ∫
Ω
ϕ∆ψ − ψ∆ϕ dΩ =

∫
∂Ω
ϕ(∇ψ.n)− ψ(∇ϕ.n) dΣ (D.9)

D.2.6 Formule de Stokes intégrale

Soit un champ vectoriel u : ∫∫
S

rot(u).n dS =
∮
∂S
u.dl (D.10)
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D.3 Changements de variable

D.3.1 Dans les intégrales de volume

Soit une application vectorielle bijective régulière Φ différentiable et de dérivée F , alors les intégrales sur
les domaines Ω et Φ(Ω) se déduisent l’une de l’autre par la formule de changement de variable suivante :

∫
x ∈ Φ(Ω)

f(x) dΩx =
∫
X ∈ Ω

f (Φ(X)) det(F ) dΩX (D.11a)

D.3.2 Dans les intégrales de surface

Soit une application vectorielle bijective régulière Φ différentiable et de dérivée F . Soit ∂Ω, la frontière
du domaine Ω, nx et nX les normales extérieures aux domaines respectivement Φ(Ω) et Ω. Alors les
intégrales sur les frontières ∂Ω et Φ(∂Ω) se déduisent l’une de l’autre par la formule de changement de
variable suivante :∫

x ∈ Φ(∂Ω)
f(x) nx dΣx =

∫
X ∈ ∂Ω

f (Φ(X)) det(F ) F−| nX dΩX (D.11b)

D.3.3 Formulations locales

Des formulations locales de changement de variable peuvent être déduites des relations intégrales précé-
dentes :

Transport par changement de variable d’un élement de volume :

dΩx = det(F ) dΩX (D.12a)

Transport par changement de variable d’un élement de surface orienté :

nx dΣx = det(F ) F−| nX dΣX (D.12b)
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Résumé

L’étude présentée dans ce document a pour objet l’analyse vibratoire basse fréquence des interactions
fluide-structure dans un réservoir déformable partiellement rempli par un liquide incompressible non
visqueux. L’originalité de ce travail est de conserver l’intégralité des effets de la gravité dans la modé-
lisation afin de tenir compte du couplage fort entre le ballottement de la surface libre du liquide et les
déformations hydroélastiques du réservoir, alors que les méthodes traditionnelles appréhendent ces deux
phénomènes sur des plages de fréquence supposées distinctes et sous certaines hypothèses réductrices.
La gravité agissant comme une précontrainte dans la structure et dans le fluide, le formalisme "grands
déplacements" en coordonnée lagrangiennes est utilisé. La linéarisation des termes non linéaires obtenus
dans la formulation variationnelle symétrique du problème fait apparaître un opérateur de rigidité dé-
pendant de la gravité, appelé opérateur d’élastogravité. L’étude de cet opérateur et de ses modes rigides
a montré que la prise en compte de la gravité dans la modélisation hydroélastique permet d’obtenir des
résultats cohérents dans le calcul des mouvements d’ensemble d’un système fluide-structure libre dans
l’espace, ce qui n’était pas le cas avec les méthodes classiques. Après discrétisation par éléments finis, la
méthode est validée sur différents cas tests et appliquée sur un modèle semi-industriel.

Mots-clés: interactions fluide-structure, hydroélasticité, ballottement, gravité, précontrainte hydrosta-
tique

Abstract

The present study deals with the low frequency vibrational analysis of the fluid-structure interactions
in an elastic tank partially filled with an incompressible inviscid liquid. The originality of this work is
to keep the contribution of all terms depending on gravity in the modelling, in order to represent the
strong coupling between the sloshing of the liquid and the hydroelastic deformations of the structure,
whereas the classical models study this two phenomena on two distinct frequency domains using some
simplifying assumptions. Since gravity effects can be considered as prestresses in structure and fluid, we
use a "large displacement" formalism in lagrangian coordinates. The non linear terms of the symmetric
variational formulation are linearized to exhibit a stiffness operator depending on the gravity, named
elastogravity operator. The study of this operator and its rigid body modes shows that taking the gravity
into account in the hydroelastic model allows to correctly predict the body motions of a free-free fluid-
structure system, in opposition to the classical modelling. After finite element discretization, this method
is validated with some test cases and applied to a semi-industrial problem.
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