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Résumé

A la frontiere des systemes non linéaires continus et discrets, la classe des systemes non
linéaires a commande échantillonnée est une classe de systemes a part entiere qui a stimulé
et stimule toujours de nombreuses recherches. Le sujet est d’autant plus important qu’il a
été trop souvent sous estimé au profit de la recherche sur les commandes continues alors
que paradoxalement les commandes sont principalement implémentées numériquement sur
les applications industrielles actuelles. S’appuyant sur les dernieres recherches du domaine,
cette these se veut a la fois une contribution a I’étude et a la synthese de lois de commande
échantillonnées pour certaines classes de systemes non linéaires.
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Chapitre 1

Introduction générale

Ces dernieres décennies ont été marquées par un tres grand développement de 1’auto-
matique non linéaire dans la cadre des systemes continus ou la dynamique est non linéaire
mais suffisamment différentiable. Nous pouvons raisonnablement affirmer que le sujet a été
largement traité tant dans le domaine de la commande que de I'observation en présence
de bruits et de parametres inconnus ([55, 60, 64, 100, 101, 104, 109] pour n’en citer que
quelques uns ). De nos jours, c’est I’étude de phénomenes plus complexes (saturation,
hystérésis, retard, dynamiques discontinues, controle des EDP etc...) qui occupe princi-
palement la communauté scientifique qui fait de la recherche théorique dans le cadre de
I’automatique non linéaire continue.

Parallelement, de nombreux travaux ont été menés sur les systémes non linéaires discrets :
il a été mis en exergue que bien souvent les idées empruntées au cadre continu sont plus
difficiles a mettre en oeuvre mais la encore la recherche a permis de résoudre beaucoup de
problemes [23, 24, 56, 75, 79, 114].

A la frontiere du continu et du discret, les systémes non linéaires a commande échantillonnée
ont paradoxalement suscité moins de recherche. En effet, depuis plusieurs années, de nom-
breux chercheurs ont souligné que I'étude massive des systemes non linéaires continus
a d’abord été lancée alors que les moyens de commandes et d’asservissements anciens
étaient analogiques. Cependant, depuis I’explosion industrielle des outils numériques, les
commandes sont presque toujours implémentées numériquement dans la pratique et il est
regrettable que la synthese de la commande numérique de systemes continus ne soit pas
encore un sujet completement mature. En effet, pendant tres longtemps, I’émulation qui
consiste a bloquer sur chaque période d’échantillonnage la commande synthétisée dans le
cadre continu a été quasiment la seule technique utilisée. La technique d’émulation est
intuitive et donne des résultats acceptables sous certaines conditions pour des fréquences
d’échantillonnage tres élevées [65]. Cependant, en pratique, les fréquences d’échantillonnage
requises pour garantir les performances de la synthese continue sont trop élevées et dépassent
les capacités matérielles. Il était ainsi nécessaire que les systemes a commande échantillonnée
soient davantage étudiés.

Dans le cadre des systemes linéaires, la synthese de commandes échantillonnées est un sujet
qui a été largement traité [29] et qui ne présente pas de complication majeure par rapport
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1.1. PRESENTATION DES THEMES DES TRAVAUX DE LA THESE

a I’étude des systemes linéaires discrets et continus. En effet, pour cette classe de systemes
le discrétisé exact, qui correspond a I’équation aux différences qui donne la loi suivie par
la solution du systeme a chaque instants d’échantillonnage, peut étre aisément déterminé.
L’étude de la classe de systemes linéaires a commande échantillonnée (notamment par
I'usage de la transformée en z) a permis de montrer que la différence principale par rapport
au cadre continu est I'apparition de zéros supplémentaires [116] lors de ’échantillonnage.
De plus, le comportement du systeme a commande échantillonnée entre deux instants
d’échantillonnage a pu étre étudié [29]. Ainsi, 'analyse linéaire montre que ’échantillonnage
change la structure d’un systeme et qu’il requiert des études supplémentaires par rapport
au cas continu, c’est a dire par rapport a une simple émulation.

C’est d’ailleurs le changement de structure des systemes par I’échantillonnage de la com-
mande qui a fait l'objet des premiers travaux dans le domaine non linéaire. Depuis la fin des
années 80, de nombreux chercheurs se sont intéressés aux principales notions rencontrées
dans 1’étude des systémes non linéaires (commandabilité, linéarisation exacte, forme nor-
male, degré relatif et dynamique des zéros) lorsque la commande est échantillonnée [7, 11,
14, 13, 43, 58, 80, 116]. A noter que ces notions sont aussi liées a I'ordre de I'approximation
lorsque nous ne pouvons obtenir qu'une approximation du discrétisé exact.

Parallelement, les premier travaux de synthese de commande ont eu lieu pour des classes
particulieres de systémes non linéaires & commande échantillonnée [10, 12, 26, 47, 49, 61,
87, 110, 111, 112]. Outre les techniques basées sur I’émulation (CTD : continuous-time de-
sign), la deuxiéme classe de méthodes qui prend véritablement en compte ’échantillonnage
cherche dans un premier temps a déterminer ou a approximer le discrétisé-exact (DTD :
Discrete Time Design). Dans un second temps, la synthese de la commande est effectuée
a partir des méthodes de synthese de commandes de systemes non linéaires discrets. La
détermination du discrétisé exact se fera dans la majeure partie des cas via des approxi-
mations en supposant a nouveau la fréquence d’échantillonnage assez élevée pour que
I’approximation soit bonne.

Ces dernieres années, de nombreux travaux ont été effectués pour montrer sous quelles
conditions une commande synthétisée sur une approximation du discrétisé exact garde ses
propriétés une fois qu’elle est appliquée sur le systeme a commande échantillonnée : un
nouveau cadre mathématique a d’ailleurs été instauré [85, 90]. Il permet de donner des
conditions sur 'approximation du discrétisé exact et sur la commande utilisée pour conser-
ver une propriété de stabilisation semi-globale pratique. De nombreuses études traitant
différents problemes de commande ont suivies [65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 84, 87, 88, 91].
C’est dans ce cadre mathématique que nous avons établi beaucoup de nos résultats dans
la suite logique de ceux de [91].

1.1 Présentation des themes des travaux de la these

Dans cette these, nous nous sommes intéressés a plusieurs themes relatifs a la com-
mande échantillonnée de systemes non linéaires.




Introduction générale

Le premier theme que nous avons abordé est celui de I’échantillonnage d’une commande
dynamique d’un systeme non linéaire. Nous avons alors affaire a un systeme hybride dans
la mesure ou la commande dynamique discrétisée est régie par une équation aux différences
et ou la dynamique du systeme pilotée par la commande échantillonnée est régie par
une équation différentielle non linéaire. La classe de systemes a commande dynamique
échantillonnée est décrite dans [112] comme une sous-classe des systemes impulsionnels et
un théoreme de convergence locale asymptotique pour les systemes non linéaires est donné.
Parallelement, une autre équipe [49] s’est intéressée a la commande statique échantillonnée
de systemes non linéaires et a démontré que I’émulation d’une commande globalement
asymptotiquement stabilisante garde sa propriété sous réserve d’hypotheses assez fortes.
Nous avons alors travaillé sur 'unification de ces deux résultats et nous avons obtenu un
théoreme garantissant la convergence globale asymptotique au moyen d’une commande dy-
namique dont la dynamique est remplacée par une équation aux différences, la commande
apparaissant alors comme une commande échantillonnée dans le systeme initial. L’équation
aux différences choisie fut obtenue par un schéma de discrétisation d’Euler mais ceci est
un choix préliminaire et d’autres types de schéma pourraient étre appliqués par la suite.
Ici, notre contribution est d’unifier les deux résultats de [112] et [49] ainsi que d’utiliser
le formalisme des systemes hybrides pour démontrer des résultats relatifs aux systemes a
commande échantillonnée.

Le second theme auquel nous nous sommes intéressés et qui a été beaucoup plus étoffé
que le premier est celui de la synthese de commandes échantillonnées a partir d’approxima-
tions de Taylor-Lie d’ordres supérieurs du discrétisé exact. Nous utilisons aussi la structure
spécifique suivante pour déterminer une commande d’ordre r :

ul(z) = uo(x) + ZTiui(:c)

u. est la commande que nous synthétiserions dans un cadre continu et T est la période
d’échantillonnage. Le choix d’utiliser des approximations de Taylor-Lie d’ordres supérieurs
pour le discrétisé exact d'un systeme a commande échantillonnée ainsi qu'une structure
de commande sous forme de séries de la période d’échantillonnage basée sur la commande
continue se justifie par le nouveau cadre mathématique introduit par [85, 90]. Ce cadre
donne des théoremes tres puissants qui permettent de conserver les propriétés d'une com-
mande synthétisée sur une approximation du discrétisé exact (souvent incalculable) une
fois qu’elle est appliquée sur le discrétisé exact. C’est notamment la propriété finale de
stabilisation semi globale pratique asymptotique qui est visée pour le systeme a commande
échantillonnée. Remarquons aussi qu’'une méthode basée sur des approximations a base de
séries de Taylor aux coefficients exprimés sous formes de dérivées de Lie est préférable [58]
aux méthodes basées sur les séries de Volterra [39] et de Fliess [55], ou sur la linéarisation
de Carleman [100, 108]. En effet, [58] montre qu’elle généralise I'exponentielle de matrice
utilisée pour traiter le cas linéaire et qu’elle est simple d’usage pour étudier les discrétisés
exacts associés a des systemes non linéaires a commande échantillonnée.

7



1.1. PRESENTATION DES THEMES DES TRAVAUX DE LA THESE

Il s’agit aussi d’'une méthodologie de synthese de commande qui ajoute a la commande
émulée des termes dépendants de la période d’échantillonnage afin de contrer la perte de
performance occasionnée par 1’échantillonnage d’'une commande synthétisée en continu.
Cette méthodologie a été introduite dans [91] et nous a inspiré des extensions.

Tout d’abord nous avons contribué a mettre en place les outils permettant d’apprécier le
gain en précision et en vitesse de convergence lorsque nous augmentons 'ordre de la com-
mande. Ensuite, nous avons élaboré de nouveaux algorithmes permettant de synthétiser des
commandes d’ordre supérieur pour des classes de systemes non linéaires bien spécifiques
(strict-feedback et strict-feedforward). Alors que les approximations d’ordre supérieur mo-
difient la structure des systémes non linéaires (qui deviennent notamment non affines en
la commande), nos travaux ont permis de s’affranchir de cette difficulté par la synthese
récursive des termes de la loi de commande. Nous avons alors notamment pu étendre le
résultat de [87] qui s’était limité a 'approximation d’Euler afin de conserver la structure
de la classe de systemes non linéaires.

Enfin, le troisieme theme auquel nous nous sommes intéressés est celui de la commande
adaptative directe des systémes non linéaires (mais linéairement paramétrés) a commande
échantillonnée. La loi d’adaptation paramétrique étant régie par une équation aux différences
nous sommes a nouveau dans le cadre du premier theme, mais cette fois-ci nous n’avons pas
cherché a préserver une propriété de stabilisation globale asymptotique par échantillonnage ;
cette fois, nous avons utilisé les outils développés dans le second theme pour synthétiser
des commandes adaptatives afin de stabiliser semi globalement pratiquement asymptoti-
quement des systemes non linéaires a parametres inconnus et a commande échantillonnée.
Partant d’une loi de commande synthétisable en continu et de la forme : u.(x, ) avec

pour loi d’adaptation paramétrique 0 = e(x, 5), nous avons montré que nous pouvions
synthétiser des commandes de la forme :

=1
ou la loi d’adaptation s’écrit pour i € {0,...,r},
r4+1—1
Ofy =0+ > Tigi (z.0))
j=1
sachant que le vecteur (:)j = (51, 52, ce @)T a été introduit par une sur-paramétrisation

et que la loi d’adaptation continue discrétisée par un schéma d’Euler est retrouvée lorsque
r=1,ie ¢11(x,01) = p(x,0h).

Notre contribution est ainsi d’étendre les résultats relatifs a la commande adaptative basée
sur approximation d’Euler [110, 111] et de généraliser les résultats de [47]. Par rapport
a [47], la contribution réside dans le fait que la loi d’adaptation est bien synthétisée sur
la base d’outils relatifs a une loi d’adaptation continue (et non discrete), notre méthode

8



Introduction générale

ne s’applique pas seulement a des systemes non linéaires linéarisables par bouclage et les
controleurs sont d’ordre supérieur a 2.

1.2 Présentation du mémoire
Le mémoire de these est présenté comme suit :

— Dans le troisieme chapitre, nous traitons le premier theme de nos travaux, a sa-
voir celui de I’échantillonnage d’'une commande dynamique. Nous commencgons par
rappeler un résultat portant sur le stabilisation asymptotique globale de systemes
non linéaires par retour statique de 'état émulé [49], puis nous introduisons le cadre
mathématique des systemes hybrides impulsionnels qui va étre utilisé dans le cas
ou ’échantillonnage se fait sur une commande dynamique. Nous donnons ensuite le
résultat principal de ce premier theme qui concerne la stabilisation asymptotique glo-
bale d'un systeme non linéaire par un retour d’état dynamique échantillonné. Deux
exemples numériques sont enfin étudiés pour illustrer les conditions de notre résultat.
Ce résultat a d’ailleurs été présenté a la conférence NOLCOS 0/, Stuttgart 2004 [17]
et un article a été publié dans la revue ” Journal of Nonlinear Analysis” [18].

— Dans le quatriéme chapitre, nous traitons le second theme de nos travaux, a savoir

la synthese de commandes échantillonnées a partir d’approximations de Taylor-Lie
du discrétisé exact. Ce theme va s’étendre jusqu’au sixieme chapitre inclus. Dans ce
chapitre nous donnons le cadre mathématique et les quelques outils préliminaires qui
vont servir a la synthese de commandes échantillonnées des deux classes de systemes
non linéaires étudiées dans les deux chapitres suivants.
Nous commengons donc par rappeler le nouveau cadre mathématique développé dans
[84] qui permet de donner de maniere rigoureuse un lien entre la synthese d’une loi
de commande échantillonnée sur une approximation du discrétisé exact et son appli-
cation sur le discrétisé exact. Puis nous présentons les commandes d’ordre supérieurs
synthétisées sur la base de la commande du systeme continu associé au systeme
a commande échantillonnée et nous rappelons les principaux résultats de [91]. En-
fin, nous donnons quelques propriétés qui permettent de montrer I'impact de l'ordre
de la commande sur la précision et sur la vitesse de convergence. Deux exemples
numériques sont ensuite traités.

— Dans le cinquieme chapitre, nous nous intéressons a I’étude de la classe des systemes
non linéaires sous la forme ”feedback” a commande échantillonnée. Nous commencons
par donner un théoreme général sur la synthese de commandes échantillonnées pour
cette classe de systeme : ce résultat a d’abord été présenté a la conférence ” IMACS
World Congress” [3], puis a été largement étoffé et a été récemment publié dans
la revue 7 International Journal of Control” [19]. Un exemple numérique illustre le
résultat. Ensuite, nous nous intéressons a la sous-classe des systemes ”strict-feedback”
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et nous donnons deux nouveaux algorithmes constructifs de synthese de la commande
échantillonnée : le premier algorithme permet de gagner en précision lorsque 'ordre
de la commande augmente alors que le second permet en plus d’avoir une meilleure
vitesse de convergence. Un exemple numérique illustre le seconde algorithme.

— Dans le sixiéme chapitre, nous nous intéressons a la synthese de commande échantil-
lonnée des systemes non linéaires sous la forme ”strict-feedforward”. Apres un bref
rappel de la synthese de commande continue, nous présentons un nouvel algorithme
de synthese de la commande lorsque cette derniere est échantillonnée. Ce nouvel
algorithme est déduit de la synthese continue et de l'utilisation des approxima-
tions d’ordres supérieurs du discrétisé exact ; il permet un gain en précision lorsque
I'ordre de la commande augmente. Un exemple numérique illustre notre démarche.
Ce résultat récent n’a pas encore été publié.

— Dans le septieéme chapitre, nous traitons le troisieme et dernier theme de nos travaux,
a savoir la synthese de commandes adaptatives échantillonnées a partir d’approxima-
tions de Taylor-Lie du discrétisé exact lorsque le systeme initial a un parametre borné
et inconnu. Nous commencons par donner deux résultats assez techniques qui seront
utilisés dans notre théoreme principal et qui déja montrent I'intérét d’utiliser une
loi de commande dont les ordres supérieurs seront obtenus de maniere récursive et
qui montrent aussi qu’'une sur-paramétrisation sera nécessaire, le parametre inconnu
n’apparaissant plus linéairement dans les ordres supérieurs de la série de Taylor-Lie
approximant le discrétisé exact. Nous démontrons ensuite notre résultat principal
qui donne une technique de synthese de loi de commande adaptative basée a la fois
sur la méthode de synthese utilisée en continue et sur une approche récursive. Cette
méthode est générale et pourra faire I'objet d’application a des classes particulieres
de systemes non linéaires dans de futurs travaux. Deux exemples numériques sont
donnés pour illustrer le théoreme principal. Le second exemple montre comment la
synthese de commande pour des systemes de la classe strict-feedback pourrait étre
obtenue dans de futurs travaux.

Les premiers résultats [21] de ce dernier theme vont étre présentés prochainement a
la conférence ECC' 2007.

— Dans le huitiéme chapitre, nous présentons brievement la synthese du travail réalisé,
puis nous parlons des perspectives immédiates des travaux, et enfin nous présentons
les problemes ouverts qui pourraient faire I'objet de travaux de recherche et/ou sus-
citer de nouvelles theses.

A noter que le second chapitre donne un résumé des quelques notations utilisées fréquemment
dans le rapport et que les courbes des simulations numériques associées aux différents
exemples des chapitres trois a sept se situent dans le neuvieme chapitre.
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Introduction générale

1.3 Publications

Plusieurs résultats présentés dans le rapport n’ont pas encore été publiés et de nou-
veaux articles sont en cours d’écriture. Cependant, nos premiers résultats ont fait 1’objet
d’articles de revues et de conférence :

Articles de revue :
— L. Burlion, T. Ahmed-Ali et F. Lamnabhi-Lagarrigue, “ On the Stabilization of
Sampled-Data Nonlinear Systems by using Backstepping on the higher order approxi-
mate models 7, International Journal of Control, vol. 79, n0.9, Septembre, pp. 1087-
1095, 2006.
— L. Burlion, T. Ahmed-Ali et F. Lamnabhi-Lagarrigue, “ On the Stability of a class
of nonlinear hybrid systems ”, Journal of Nonlinear Analysis, Décembre, 2006.

Articles de conférence :

— L. Burlion, T. Ahmed-Ali et F. Lamnabhi-Lagarrigue, “ On the Stability of a Class
of NonLinear Hybrid Systems ”, in Proc. of NOLCOS 04, Stuttgart, 2004.

— T. Ahmed-Ali, L. Burlion et F. Lamnabhi-Lagarrigue, “ On the stabilization of
sampled-data systems by using higher order approximations of the exact discreti-
zed systems 7, in Proc. of IMACS World Congress, Juillet, 2005.

— L. Burlion, T. Ahmed-Ali et F. Lamnabhi-Lagarrigue, “ On the adaptive control of
Nonlinear Sampled-Data Systems 7, accepté a la conférence ECC 2007.

— L. Burlion, T. Ahmed-Ali et F. Lamnabhi-Lagarrigue, “ Adaptive control redesign
for some Nonlinear Sampled-Data Systems ”, accepté a la conférence NOLCOS 07.

Articles soumis :
— L. Burlion, T. Ahmed-Ali et F. Lamnabhi-Lagarrigue, “ Adaptive control of Nonlinear
Sampled-Data Systems ”, en processus de révision apres une premiere soumission a

Automatica.
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Chapitre 2

Table des notations

Nous utiliserons les notations (parfois spécifiques) suivantes qui seront pour la plupart
définies puis utilisées tout au long de ce rapport de these :

R=0 . ensemble des nombres réels positifs ou nuls
R>0 . ensemble des nombres réels strictement positifs
IEl . toute norme par exemple euclidienne d’un élément z d’'un espace

vectoriel normé de dimension finie

at . signifie x((k + 1)T") lorsque x désigne z(kT")
av . abbréviation de W pour une fonction V(z) donnée
F7 : notation du discrétisé exact associé a un systéme a commande
échantillonnée
( ot ) . coefficient multinémial égal a ( n!/ | []¢; !
0% ... 1 §=0
Lih(z) . dérivée de Lie exprimée en = de h selon le champ de vecteur f
ie {h(x(t))} =% f(z)
i=f()
u” commande d’ordre r de la forme > T"u;
i=0
o(Tm) : R(T,y) = O(T") quantité semi-globalement bornée par T"~(y),

~ étant de classe K.

13



Sign

Sat?

KL

fonction signe. (Sign(s > 0) =1 et Sign(s < 0) = —1)

fonction spécifique définie dans le chapitre 4 comme étant la fonc-
tion signe a T" pres et qui est p fois différentiable.

classe des fonctions de R=% dans R=° continues, nulles en 0 et
strictement croissantes.

sous-classe des fonctions de classe K et non bornées.

B R0 x R20 — R=29 est de classe KL si 3(.,t) est de classe K
pour tout t > 0 et si 3(s,.) est décroissante vers 0 pour tout s > 0.

14



Table des notations

15



Chapitre 3

Schéma d’ Euler sur un retour
dynamique de I’état

3.1 Introduction

L’émulation consiste a synthétiser une loi de commande continue qui est ensuite bloquée
a chaque instant d’échantillonnage lorsqu’elle est appliquée a un systéeme a commande
échantillonnée. Cette méthode est tres simple a mettre en oeuvre car elle se sert de la
littérature abondante existant sur la commande continue des systemes non linéaires et ne
prend aucunement en compte I’échantillonnage.
Dans ce chapitre, nous proposons de généraliser un résultat [49] portant sur I’émulation
d'un retour d’état statique stabilisant un systeme non linéaire au cas ou la commande est
un retour d’état dynamique. Il ne s’agit alors plus d’une simple émulation : en effet, la
commande étant dynamique, il faut pouvoir exprimer en terme d’équation aux différences
le comportement de la commande et nous devons alors utiliser le fomalisme des systemes
hybrides impulsionnels pour modéliser ce probleme. En effet, nous sommes alors en présence
d'un systeme hybride car la dynamique du systeme bouclé est composée d'une équation
différentielle qui régit I’état du systeme et d’une équation aux différences qui régit la partie
commande.

3.1.1 Exemple introductif et motivation

Plusieurs résultats portent sur la commande de systemes non linéaires par des com-
mandes échantillonnées. Cependant, le probleme de la stabilisation par retour d’état dy-
namique a été peu abordé pour le moment : & notre connaissance, seul [112] a établi un
résultat de stabilisation globale dans le cas linéaire et un résultat seulement de stabilisation
locale en non linéaire.

Ce probleme est de plus motivé par le fait que 'utilisation de commandes dynamiques est
assez répandue et permet souvent de résoudre simplement des problemes de synthese de
commande.

Par exemple, un retour d’état statique est difficilement envisageable dans le cas suivant

16
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car une commande statique ne serait obtenue qu’implicitement :
i = 2 + 2u + sin(u)

Or, un retour d’état dynamique simplifie considérablement la synthese de la loi de com-
mande. En effet, si nous posons : z; = x et zp = 22 + 2u + sin(u). Nous avons :

{ =2 (3.1)

29 = 221(2] + 2u + sin(u)) + (2 + cos(u))u
Ainsi, la commande sera alors :

1

= m(_clzl — 220 — 22127 + 2u + sin(u)))

Et finalement, le systeme bouclé est asymptotiquement stable :

&= 2%+ 2u+ sin(u) .
U= 72+c;s(u) (—c1x — co(2? + 2u + sin(u)) — 2x(2? + 2u + sin(u))) (3:2)
Un tel systeme est de la forme suivante :
&= a2 + g(x, u)u (3.3)
U =0 ’

ou g(x,u) # 0 lorsque u # 0. Ainsi, comme nous ’avons annoncé, lorsque la commande
est échantillonnée, il est intéressant d’étudier des systemes bouclés de la forme ”hybride”
suivante :

{ &= f(x) + gz, u)uy (3.4)

Uk41 = h(um ZEk)

ce qui differe de la forme usuelle des systemes a commande échantillonnée : & = f(x) +
g(x)uy, étudiés dans [49, 65]. De plus, il est a noter qu'un résultat postérieur a celui présenté
dans ce chapitre a aussi utilisé ’échantillonnage de commandes dynamiques dans le cas ou
la synthese de la loi de commande continue aboutit & une équation implicite [42].

Finalement, ce premier chapitre est organisé de la maniere suivante : apres avoir rap-
pelé la motivation de ce theme de recherche, nous allons présenter un résultat portant sur
la commande statique échantillonnée de systemes non linéaires, puis nous allons introduire
le formalisme des systemes hybrides que nous allons utiliser pour démontrer notre nouveau
résultat qui consiste a donner des conditions pour garantir la stabilité asymptotique globale
par bouclage dynamique de I'état apres échantillonnage de la commande. Nous conclurons
ensuite par deux exemples numériques.
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3.2. ECHANTILLONNAGE DE COMMANDES DYNAMIQUES

3.2 Echantillonnage de commandes dynamiques

3.2.1 Emulation d’un retour statique de I’état

Nous rappellons brievement un résultat antérieur sur I’émulation d’un retour statique
de I'état.

Nous considérons la classe de systéemes non linéaires suivantes

&= f(z)+g(x)u (3.5)

ouxz € R" et u € R™. Nous supposons que les hypotheses suivantes sont vérifiées :

A1 : 1l existe une fonction V : R* x R™ — R* et un controleur u = u®(x), K-
Lipschitzien qui satisfait Vo € R™ :

allz|* < V(z) < oof|z|f?

T [7@) + glah ()] < ~esllel?

A2 : f est fi-Lipschitzienne.
A3 : il existe g; > 0 tel que ||g]] < g1.
A4 | < callo]] -

ou ¢y, C9, 3, ¢4 sont des constantes strictement positives.
Dans ce cas, = tend asymptotiquement vers 0 (en vertu du principe de La Salle).

Considérons maintenant une commande émulée (i.e bloquée sur des intervalles de temps) :
Vk €N, Vt€ [m, ], ult)=uv>m)=u(n), m==Fkr, 7>0

Théoréme 3.2.1 (Herrmann, Spurgeon et Edwards [49])
Sous les hypotheéses (A1-A4), il existe T suffisamment petit tel que pour tout T, T < T le
systeme (3.5) est (asymptotiquement) stable lorsque la commande est émulée.

3.2.2 Cadre mathématique utilisé

A présent, nous présentons le cadre mathématique des systemes hybrides que nous al-
lons employer pour démontrer notre résultat.
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Schéma d’ Euler sur un retour dynamique de I'état

L’état x appartient a X = R"”, et la commande appartient a U = R.

Nous considérons donc la classe de systemes a commande dynamique échantillonnée sui-

vante :
{ o(t) = f(z(t)) + g(x(t), up)up T € [T, Tha|
Ukt = h(uk, S(Z(Tk)) =Tk, keN
ou :
A,k €eN;7p =0< 7 < ... <7k < Tpy1 < ...} est un sous-ensemble non borné

et fermé (7, converge vers +o0o sans point d’accumulation fini) de R tel que 7 =

sup(Tpe1 — Ti) existe.
keN
— f: X — X est Lipschitzienne sur X, et f(0) =

— g: X xU — XY est bornée.

— h:U x X — U est Lipschitzienne vis a vis de sa composante en x et h(.,0) = 0.
Dans ce cas, la solution z existe, est unique pour une condition initiale donnée et est
différentiable presque partout. Nous remarquons aussi que la fonction u : t — wu(t) =
Ug, t € [Tk, Tkr1], & € N est constante par morceaux et donc mesurable au sens de Le-
besgue.

Nous considérons maintenant la classe de systeme impulsionnel suivante avec des impul-
sions a des instants fixés

{f’v()z (z(t) L tF T
Ax(t) = 2(t) — a(t7) = falx(t™)) t=m, keN

ou :
~—{m,keN;y7p=0< 7 < ... <7 < Tgye1 < ...} est un sous-ensemble non borné
et fermé (7, converge vers +o0o sans point d’accumulation fini) de R tel que 7 =

sup(Tg41 — k) existe.
keN
— fe: X — X est Lipschitzienne sur X, et f(0) =

— fa: X — X et f3(0)=0
Szt 2 lim (s)
et

Puisque f,. est Lipschitzienne, la solution x existe, est unique pour une condition initiale
donnée ; de plus, les solutions sont continues a droite avec des limites a gauche qui existent
pour chaque 7 et sont différentiables presque partout.
Nous remarquons aussi que 0 est un équilibre vu que f.(0) = 0 et fz(0) = 0 : afin de
prouver qu’il est asymptotiquement stable, nous pouvons utiliser le théoreme suivant :

Théoréme 3.2.2 (Ye, Michel et Hou [112])
Considérons la classe de systeme impulsionnel décrite précédemment.
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3.2. ECHANTILLONNAGE DE COMMANDES DYNAMIQUES

Supposons qu’il existe h € CO(RT,RT) tel que h(0) =0, ¢ € K,¢1, 02 € Koo, et V : R" —
R* tels que Vo € R™, Vk € N :

P1([lzl)) < V(z) < o[l
V() < h(V(x(mh))), Yt E [Tk Thpa|

et qu’en plus :

DV (z(m)) < =o(llz(m)])

ou :
1

Te+1 — Tk

[I>

DV (a(7)) V(@ (7i41)) = V(z(7e))

alors I'équilibre x = 0 est uniformément asymptotiquement stable.

Ce théoreme est aisément étendu pour démontrer la stabilité asymptotique globale en
rajoutant ’hypothese lim,|— 100 ¢5(2) = +00, i € {1,2} (voir par exemple [60]).
Notons qu’il est seulement nécessaire que V' n’augmente pas aux instants de sauts 75 et
qu’entre deux instants 7 et 7x,1, V soit seulement bornée par une fonction continue de
V(z(7)) (Par exemple, h peut étre croissante!).

Remarque :
La classe des systemes a commande dynamique échantillonnée est incluse dans la classe
des systemes hybrides, une fois qu’on ajoute la commande a 1’état. Alors, 1’état devient
(z,u) ou la composante u est déterminée par :

u(t) = wugp ,t€ [mh_1, k], k €N
u(t) =0 ,t?éTk

Cette remarque permet d’appliquer aux systemes a commande dynamique échantillonnée
le théoreme sur les systemes impulsionnels énoncé précédemment :

Théoreme 3.2.3

Considérons le classe de systémes non linéaires a commande dynamique échantillonnée
décrites précédemment.

Supposons qu’il existe h € C[RT,RT| tel que h(0) = 0, ¢ € K, ¢1,¢0 € K, et V :
R™ x R — R* tel que Vo € R", Vk € N, Vu, € R :

Grllll; lJunll) < V(w, un) < da(ll]], [lul])

V(x(t),ur) < h(V(x(1g),ug)), Vt€E [T, Th]

et qu’en plus :
DV (x(7k), ur) < = (||z(7)]], [Jurl])
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1

Tk+1 — Tk

>

DV (w(7i), u) V{(@(Thia), tna) = V(@ (), ur)

alors Iéquilibre (x,ux) = 0 est (globalement) uniformément asymptotiquement stable.

Preuve :
Elle est triviale en utilisant le théoreme sur les systemes impulsionnels et la remarque
précédente. []

3.2.3 Notre résultat principal

Nous allons maintenant généraliser le théoreme 3.2.1 en utilisant les outils développés
précédemment.

Supposons que la période d’échantillonnage est variante dans le temps mais majorée.
Nous considérons la classe de systeme suivante :

U= a(r,u)
oux € R", et u € R. Nous effectuons les hypotheses suivantes :

B1 : Il existe une fonction V : R* x R — R qui satisfait

Vo, u, ezl +ellull® < V(z,u) < esllzl* + eallul®

B2 : f est fi-Lipschitzienne.

B3 : 1l existe g; > 0 tel que ||g|| < 1.

B4 :Vx,y,u,v :
oV ov
- _ < _ _
Hﬁu(%U) 5, W) = eslllz =yl + flu—oll)
oV
5y 0 =0

B5 : La fonction a(x,u) joue le role d'un retour d’état dynamique tel que

V() € X x U, SL[7() + gl wpal + S la(e,w)] < -5l + ) (37
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De plus :
Vo, y,u,v ez, u) — oy, )| < au(llz =yl + [lu—v])

a(0,0) =0

ou 3, ¢y, ¢a, C3, ¢4, C5, (ipr sONt des constantes strictement positives.
Dans ce cas, (z,u) tend asymptotiquement vers 0.

Nous lui associons le systeme a commande dynamique échantillonnée suivant :

(1) = £(2(0) + 9(a(0) w1 € [ .
U1 = Uk + (Thar — To)a(ug, (k) t =74, kEN
ou A,k e Nip =0 <7 < ... <7, < Tpe1 < ...} est un sous-ensemble non borné et
fermé (7, converge vers 400 sans point d’accumulation fini) de R™ tel que 7 = sup(7pc1—7%)

keN
existe.

Les deux systemes (3.6),(3.8) ont la méme condition initiale a ¢t = 0.
Ceci revient aussi lorsque 7 est petit a approximer le retour d’état continu u(.) par un
schéma d’Euler qui donne wuy(.).

Théoreme 3.2.4
Sous les hypotheses (B1-B5), il existe Ty suffisament petit tel que VT < Tyr, le systeme
(3.8) est globalement asymptotiquement stable.

Preuve :

Nous avons :

V(:)s,uk) = aa—‘;[f(:)s) + g(z, ug)ug] + 0 V€T, Tra |

Grace a I’ hypothese B5,

ov

View) < =Bl + lugl?) - 5,

[a(Ivuk)] , Vi G]TkaTk—H[ (3'9)

Nous employons une fonction W continue a droite telle que :

1%

% ‘x(Tk+1),a(x(Tk),uk)s+uk ds Oé(!lﬁ'(’Tk), Uk)

Wt € [ 7ol tww=Wﬂme[A

Remarque :
VEeN,  W(n)=V(x(n),u) = V()
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Bien que V est seulement continue a droite aux instants 73, nous avons choisi la fonction
W de fagon a ce qu’elle soit continue partout. En effet,

Win) = VI %‘x("’k)va(x(ﬂcfl)7uk71)5+uk71
Vi(z(me), up—1) + V(x(m), ux) — V(x(1s), up_1)
= V(z(n), ur)
= W(r") =Wi(m) (3.10)

Tk —Tk—1 8V
2(Tk), wp—1) + [/ ds| a(x(Tk—1), up_1)
0

W existe presque partout V¢ €Tk, Tht1],

wi(t) < —ﬁ(||$||2+||uk||2)—88—‘5\ (i, ug)]

ov

ou ‘$(7k+1)7a($(7k)7“k)(t—7k)+“ka(x(7—k>’ k)

Z,Uk

ov
< =Bl + el = 5=, @, w) = @ (me), )]
ov ov
+ %‘x(7’k+1),a(x(7'k),uk)(t—Tk)—l—uk o %‘xuk a(@(Tk), ug)
< =Bzl + lurl®) + es(furll + llzlDllz — a(m)l| + resad; (Ja(m)ll + lluel)®

+esan||2(Than) — 2l ([ ()| + llul])

Cependant, YVt € |7k, Tk+1]

£(t) — () = / F((s)) + 9(e(s), up)urds

= / f(a(s) — a(m)) + [f(2(s)) — fa(s) — x())] + g(@(s), up)urds
D’ou,
[2(t) = (7) | < (Tesr — 7) (frllz (7o) 4 g llual]) + / fillz(s) = x(m)l|ds

D’apres l'inégalité de Gronwall :

() = z(m)ll < (Trar — ) (fllz(m) | + ga [l )
< r(fillz(m)ll + g1 lluxle”” (3.11)

Nous avons donc : (||z(t) — 2(m)|| = [[«(®)]| = [l=(7x[])

le@Il < lle@@)ll + T(flle(@)ll + gilluel)e"”
< A+ 7hielT) Ja(m)ll + (rgieT) ] (3.12)
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Nous utilisons aussi le fait que,

() = x(me) | = [la(t) = (7o) + 2(7) — 2(7)]
< () = a(m)|| + [Je(7i4a) — z(m)
< 2r(fille(m)ll + g1 lluel)e™* (3.13)

Finalement, en utilisant (3.11),(3.12) et (3.13),nous obtenons :

W) < =Bl + lurll®) + es(llurll + lzlDlle = 2(m)ll + Tesal, ()] + luxl)?

+esan[|(Tia) — | ([ ()| + llul])

< MmOl + Ao () [kl * + A (7) [ (7) [ [
< () + 2t (2t + 2572 ) (3.14)
ou :
M(T) = —B(L+T1fielT)? +7e5 ((1 +7f1el7) freT + a3, + 2aMflef”) (3.15)
Ao(7) = —B(1+12¢%e*NT) 4 7¢5 ((1 + 2ap) g1 + o, + Tg%ezf”) (3.16)
As(1) = —287(1 +7fie" ) g1el + 1es (204%4 + (2000 + 1)(f1 + g1)e!T + 2Tflgle2f”)
(3.17)
Ainsi, si :
Xs(r)
(e

(remarque : ces deux inégalités prouvent l'existence de 7, et donnent une borne inférieure
de 7y en pratique)

Il existe un nombre réel 7 tel que 0 < v < —max ()\1(7') + ABQ(T) , (7)) + A3T(T)) et :

W () < =y(llwn 1 + lluxll?) (3.19)

Ainsi, par intégration et en utilisant le fait que W () = V(1) = V(7%) nous déduisons
que

DV (x()) = %[V(x(ﬂm)) = V(@(n))] < =v(ln I* + luxl*) (3.20)
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De plus, étant donné que : Vt €|y, Tiy1],

: : ov
V(t) Wi(t) + u ‘ZB(’Tk+1),C|l(ZE(’Tk),Uk)(t-Tk)—‘rUka<x(Tk>’ uy)

< 0+ esanlluplle ()l + el + eso (el + ¢ — )

< csonrll (el + sl + esod ()l + ]

< coonal (1+angr) P 4+ (1 + 2aaer) o)+ anr ()l
3

< cso 5+ 2007 et} + )

<

1 3
WC5QM (5 + QQMT) Vi(x(mg), ug)

D’ou, par intégration :

Vi€ [t e, V@), w) <AV (2(7),ur))

avec :
hV)=V+4—" 5 1 vt |V
= ——csay| = T
min{cy,cot 0 T\ 2 M
Nous terminons la preuve en invoquant le résultat du théoreme 3.2.3. U

Les hypotheses de ce théoreme sont assez fortes mais il faut garder en téte que le résultat
lui méme est tres fort car nous obtenons une convergence asymptotique globale. Nous pou-
vons cependant relaxer certaines hypotheses du théoreme 3.2.4 et obtenir le résultat moins
fort suivant :

Théoreme 3.2.5 Sous les hypothéses du Théoreme 3.2.4 mais prises dans les cas plus
généraux o :

ov
ool :=a0 eR H%(0,0)H =dyeR

il existe Tyy suffisament petit tel que YT < Ty, le systeme (3.8) converge globalement asymp-
totiquement vers un voisinage de [’origine.

Preuve :

La preuve est quasiment identique a la preuve précédente mais cette fois-ci I'expression
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de W prend la forme suivante : W existe presque partout et vaut V¢ €Tk, Thr],

: ov
W) < =Blzl® + llwel®) = 55—, [, )]
ov

du ‘$(7k+1)7a($(7k)7“k)(t—7k)+“ka(x(7k>’ k)

ov
< =Bl + el = 5=, 0@, w) = a@(m), we)]
ov ov
+ %‘:E(Tk+1),a(x(7k),uk)(t—7k)—l—uk o %‘xuk a(@(Tk), ug)
< =Bl + lukl*) + (eslluell + esllzll + do)llw — (7|

+7es (|2 (i) | + onlluxll + o)

+osl[e(Tiia) = zll(anlle(m)ll + cnrllux]] + ao)

Nous pouvons utiliser & nouveau (3.11),(3.12) et (3.13), et les expressions des \.s de la
preuve précédente et obtenir :

)\3(’7‘)
2

)\3(7’)
2

) < (nr+ 252 el (ralr) +

s (7) || ug || + Tc5a§

) el + A7) ()]

ou :
>\4(7') = (20504(] + do)TfleflT + 21csap00 > 0
As(T) = (2500 + do)Tglef” + 27csap00 > 0

Comme précédemment la négativité de W sera assurée lorsque : <>\1(7') + )‘ST(T)) < 0et

()\2(7') + A3T(T)) < 0 mais a la différence qu’il faudra aussi étre suffisamment loin de 1'origine

pour que W soit négatif ce qui donnera seulement une convergence vers un domaine défini
par : (W > 0)

3.2.3.1 Remarque sur le cas linéaire

Si nous considérons le systeme linéaire a commande dynamique échantillonnée suivant
(la période d’échantillonnage est constante),

LL’(T,) = Al’(t) + Buy ,t€ [Tk77—k+1[ (3 21)
g1 = up +7((C' = Lp)ug + Dx(rg)) ,t=1,=kr, k€N '

En intégrant la premiere équation, nous obtenons :

Vk eN, x(mp41) = eATx(Tk)—l—(/ eA(T_s)Bds) uy,
0
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()= ()

B eAT f()T eA(T—s)BdS
H(7) = ( (1 =7)1, +71C D

Ainsi, le systeme est uniformément asymptotiquement stable si et seulement si la matrice
H(7) est de Schur (i.e toutes ses valeurs propres sont dans le cercle unité). Cela signifie
que 7 doit étre suffisamment petit pour que les valeurs propres H(7) restent a l'intérieur
du cercle unité. Nous remarquons que le Lemme 5.1 de [112] est un cas particulier de ce
résultat quand 7 =1 .

Dans le cadre non linéaire, nous remarquons que DV (z(7;)) = 1 f;f“ W joue le role de

Ainsi,

ou :

H(7) et ainsi notre résultat généralise le cas linéaire.

3.3 Simulations et résultats numériques

Nous illustrons maintenant nos hypotheses et ainsi notre résultat par deux exemples
numériques. A noter que pour nous placer dans les hypotheses relativement fortes de notre
résultat, nous avons du nous restreindre a une étude semi-globale dans les exemples (méme
si notre résultat est global).

3.3.1 Exemple 1

&= 2%+ 2u + sin(u)

En continu, 'utilisation d'un feedback dynamique sur le systéeme non linéaire a permis
d’obtenir le systeme bouclé globalement asymptotiquement stable (GAS) suivant :

= 2%+ 2u + sin(u)
U= 72+cis(u) (— 32— 3(a% + 2u + sin(u)) — 2z(2? 4 2u + sin(u)))

Nous utilisons la fonction de Lyapunov suivante :
V(z,u) =22 + (2 + 21)? := 2* + (v + 2% + 2u + sin(u))?
Nous nous intéressons a l’ensemble :
Ko := {z(0),u(0)/Vt, z(t)* < K}
Ainsi apres quelques majorations,

54+ 3K 15
v +u? < V(ru) < %xz + ?uz
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Nous avons : ‘
V=2z(2n)(ntn)l=—2-2=-V< -2

Numériquement, pour K = 10, nous approximons tres grossierement Ky par le polygone
passant par les points ((—2,2); (—3.1,—3.1); (2.7, —2.7); (1.1, 1.1)). Sur ce domaine les va-
leurs du temps d’échantillonnage maximal dépendent du point initial et le pire cas a lieu
pres de (—2,2) ou 7 < 0.4 environ (voir les courbes 9.1-9.3).

De plus les hypotheéses (B1-B5) du théoreme 3.2.4 sont vérifiées pour

Lo=c=10c=2K¢=25
2. i=K

3. g1=3

4. c5 = max{6;8K + 4}

5. B=1cet aM:max{%+%K+3K2;%

Dans cet exemple, les inégalités suivantes (3.18) de notre Théoreme 3.2.4 :

sont satisfaites lorsque 7 < 3.107% ce qui est tres inférieur & ce que donne de maniére plus
empirique les simulations numériques. Cette valeur est tres faible car c5 et ay, sont tres
élevés.

3.3.2 Exemple 2

Nous considérons le systeme suivant :
i’l =u-+ [L’%

i’g =T — Klilfg +u (322)
u:—2u—x1—x2—x§
ou K, > 0.

Il n’est pas aisé de trouver une commande statique stabilisante mais nous allons montrer
que la commande dynamique que nous avons choisie I’est et que le systeme bouclé satisfait
les conditions de notre résultat. Nous utilisons ainsi la fonction de Lyapunov candidate V :

1 1
V(zy, e, u) = §:B§ + 5(:)31 +u)® + 2}
V o= K22 — (z1 +u)? + 2z 1u + 22122
—(Ky — 2x1)75 — 23 — u? (3.23)
Nous utiliserons comme norme la norme suivante : ||z|| = |z1| + |22].

Cet exemple satisfait les différentes hypotheses de notre théoreme lorsque :
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— nous nous intéressons a ’ensemble
Ko = {2(0), 22(0), u(0) V1, |22 ()] < K + By et [oa(0)] < Ko}

ou K, 1 > 0.

Dans ce cas :
‘ 2 2 2 . ) 2 2 2
V < —firs — 2] —u < —min{l; 5 Hxs + x7) —u

— S min{1; B} (o] + o) -

5 min{l;gﬁl}

ay = max{2; Ky + 1}
parce que : (V |xa|, |y2| < Ky et ¥V 1, y1,u, v,
a(z,u) = aly,v)| < 20u—ov|+ |21 —y1| + (K2 + 1)|z2 — y2] )
— fi=maz{l; Ki + Ks} ; g1 =2

mw%mvua<K¢vxbw<n—H(m

oo ()<

— nous utilisons : = 2 s e3=2;c=1;c=1

Numériquement : le systeme non hnealre bouclé est stable lorsque 7 < 0.8. (voir les courbes
9.4-9.9) ; ce résultat a été obtenu apres quelques simulations ot nous avons choisi pour
K, =10,0 < 4 <9.6, Ky = 0,4 d’approximer Ky par [—0.4,0.4] x [—0.4,0.4] x [-0.4, 0.4].
Puis sur Ky nous avons pu constater que, pour cet exemple, le valeur maximale de la
période d’échantillonnage ne dépendait pas du point considéré et nos courbes ont donc été
réalisées avec pour conditions initiales z1(0) = 0.4, 22(0) = 0.4 et uy = 0.4.

Dans cet exemple, les inégalités suivantes (3.18) de notre théoréeme 3.2.4 :

{ A7) + 240 < 0

IN

2
)

K1x2 ) H S (K2+K1)|{L’2| + |{L’1| et

o(7) + 242 < 0

sont satisfaites lorsque 7 < 0.01. Notre théoreme 3.2.4 donne donc une limite inférieure
pour 7); mais, & coup sur (et ce pour les deux exemples) ne donne pas la plus haute valeur
possible étant donné les différentes majorations effectuées dans la preuve.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthodologie et une technique de preuve de
convergence asymptotique globale bien différente des techniques utilisées dans la suite de ce
rapport de these. Nous nous appuyons sur des hypotheses tres fortes qui nous permettent
de nous contenter d'un schéma d’ordre 1 de discrétisation de la commande dynamique pour
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conserver apres échantillonnage sa propriété de convergence GAS.

Les méthodes basées sur des séries de Taylor-Lie adoptées dans les chapitres suivants pour-
raient aussi étre utilisées pour synthétiser ’équation aux différences de la dynamique de
la commande échantillonnée mais nous n’avons pas suivi ici cette démarche car nous nous
sommes basés sur une méthodologie différente qui vise a garantir des résultats plus forts
(stabilisation asymptotique globale (GAS) au lieu d’une stabilisation semi-globale pratique
(SPA)). Ceci se fait aux prix d’hypotheses trop fortes comme l'ont montré les exemples
numériques et notre résultat nécessite bien des extensions : il faudrait relaxer davantage
les hypotheses utilisées tout en maintenant le type de stabilisation souhaitée (GAS).
Notre démarche a aussi le mérite d’utiliser un cadre hybride qui pourrait permettre d’étudier
de plus pres le comportement des systemes non linéaires entre deux instants d’échantillonna-
ge, ce probleme n’étant pas abordable (par définition) par les méthodes basées sur le
discrétisé exact : cette problématique n’a pas encore été étudiée en commande échantillonnée
de systemes non linéaires.
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Chapitre 4

Introduction aux approximations
d’ordres supérieurs

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous changeons désormais d’outils mathématiques et nous nous
plagons dans le cadre récemment mis en place par [85, 90]. Ce cadre mathématique donne
des conditions (que nous allons rappeler) sur I'approximation du discrétisé exact et sur
la structure de la commande a utiliser pour conserver une propriété de stabilisation semi-
globale pratique. De nombreuses études traitant différents problemes de commande ont
suivies [65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 84, 87, 88, 91| et c’est dans ce cadre mathématique et
dans la suite logique de ceux de [91] que nous allons établir tous les résultats des chapitres
qui suivent.

[91] introduit une nouvelle méthode de synthese de commande échantillonnée construite
sur la synthese de commande continue ; la commande recherchée est de la forme suivante :

T
u = u,+ E T u;
i=1

il s’agit d'un ’redesign’ de la commande continue qui unifie les méthodes basées sur les
approximations d’ordre supérieur et sur ’émulation des commandes continues. En effet,
la loi de commande a pour terme dominant la commande émulée u. lorsque la période
d’échantillonnage est suffisamment petite et possede des termes correctifs qui prennent en
compte les approximations d’ordre supérieurs du discrétisé exact du systeme a commande
échantillonnée.

Apres avoir rappelé le cadre mathématique, nous allons donner quelques résultats qui
permettront de montrer I'impact de l'ordre de la commande sur les performances d'un
systeme non liénaire bouclé par une commande échantillonnée de ce type. Ces résultats
motiveront les nouveaux algorithmes de synthese de commande échantillonnée de systemes
non linéaires qui seront étudiés dans les chapitres suivants.
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4.2 A propos de 'approximation de systemes a com-
mande échantillonnée

Etant donné un systéme non linéaire a commande échantillonnée de la forme :

{ #(t) = f(x(t), u) € kT, (k+ 1)T[ k € N
.CL’(O) = X

Nous supposons que f est telle qu'une unique solution z(t) := x(zy,t) existe sur un inter-
valle de temps I:= [0, 7[ pour une condition initiale z, donnée.
Cette solution vérifie :

vt e I, x(t) = xo + /Otf(x(s),uk) ds

Pour k£ € N, nous notons : xy := x(kT) et z341 = x((k + 1)T') et nous observons le lien
suivant entre eux :

z((k+1)T) = x(kT) + /0 fx(ET + s),uy) ds == Fp(xy, ug)

Nous appelons discrétisé exact du systeme a commande échantillonnée le systeme discret
suivant :

Tk4+1 = F]e"(xkv Uk), o = LE(O)

Par souci de simplicité, nous noterons a présent cette équation aux différences sous la
forme :
x" = Fi(z,u)

Mis a part le cas des systemes linéaires ou les "cas d’école” de systemes non linéaires
intégrables "a la main”, il est en général impossible de déterminer F7, et il existe de
nombreux schémas de discrétisation bien connus en analyse numérique qui permettent
d’approximer Ff pour T suffisamment petit. Par exemple, nous avons recours au schéma
d’Euler :

e (@, u) = o+ Tf (2, u)

ou a tout autre type de schémas numériques (Taylor,Runge Kutta,transformation bilinéaire
etc)... D’une maniére générale, notons ainsi I’équation aux différences obtenue en utilisant
une approximation du discrétisé exact :

T = Fi(z,u)

Pour ce systeme totalement connu, nous pouvons alors synthétiser des controleurs en em-
pruntant les techniques existantes sur la stabilisation des systemes non linéaires discrets.
Cependant, comme nous allons le voir dans ’exemple suivant (exemple simple pour lequel
le discrétisé exact peut étre déterminé), il n’est pas certain qu'une commande stabilisante
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ECHANTILLONNEE

synthétisée sur I'approximation du discrétisé exact garde ses propriétés lorsque nous 'ap-
pliquons directement au discrétisé exact.

Exemple :
Lt‘l = X9 Lt‘g = T3 Lt'g = UL (41)

Notons z = [z1 , @2, w3]T, le discrétisé exact du systéme s’écrit :

2 T3
17 = 5

et =Fi(ru)=10 1 T Jz+| T |u
0 0 1 T

Supposons que nous ne soyons pas capables de déterminer de maniere explicite le discrétisé
exact et que nous 'approximions par un schéma d’Euler du premier ordre :

o)
T =Firu) =2+ T | w3

Si nous appliquons le controleur suivant :

up(x) = ——5 — — — —
="~ ~ 7
alors :
> T 0 1 7T 0
Fi(zur(z) = | &+ 5 = et Fi(z,ur(x)) = o 1 T
=1 =3 _9 =1 =3 _9
T T T T
Les polynomes caractéristiques associés aux 2 systemes bouclés sont : XF;O\) = -\ et

Xre(A) = =X — 227 + IN-2
Ainsi les poles de I'approximation du discrétisé exact bouclé sont tous nuls : le systeme
pourrait donc étre asymptotiquement stable quelque soit T > 0 d’apres notre approxi-
mation. Cependant, en réalité, I'un des poles du discrétisé exact bouclé est de I'ordre de
grandeur de —2.644 et est donc instable.
La question qui se pose alors est la suivante : pouvait-on a partir de 'approximé (qui une
fois bouclé est asymptotiquement stable) se douter que 'on pourrait avoir des problemes
sur le discrétisé exact en appliquant le méme controleur ?
Il est vrai que plusieurs indices peuvent nous aider a deviner que quelque chose pourrait
mal se passer :
— la commande n’est pas uniformément bornée vis a vis de la période d’échantillonnnage :
en effet, quand 7" tend vers 0, la valeur du controleur |uz(z)| devient infinie pour x # 0
— nous pouvons montrer que la solution du systeme approximé bouclé :

k-1 compositions

x(kT):(F;f(.,uT(.)) 5.0 F;(.,UT(.))> (z0) := (20, KT)
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a un dépassement au départ qui devient infini quand 7" tend vers 0. (le couple (¢, ur)
n’est pas SPA stable au sens que nous définirons dans le paragraphe suivant)

— meéme sans connaitre le discrétisé exact, nous pourrions montrer a partir de considérati-
ons sur le schéma d’Euler que si x appartient a un compact et que 7' €]0, T, il existe

M > 0 tel que :
1
|F (@ ur () = Fi(e, ur()|| < M
nous avons donc un schéma d’approximation qui une fois bouclé n’est plus consistent
(au sens classique de I'analyse numérique) a cause de la forme de la loi de commande

et qui d’ailleurs explose quand 7" tend vers 0.

Apres avoir soulevé ces différents problemes, Nesic, Teel et Kokotovic [84] (ces outils ont
été généralisés depuis dans [90]) ont introduit un cadre mathématique tres rigoureux qui
permet de synthétiser des lois de commande pour des systemes a commande échantillonnée
a partir de I’étude de leurs approximés moyennant des hypotheses a faire sur les lois de
commande et les schémas d’approximation. Nous présentons ces travaux dans le paragraphe
suivant.

4.3 Cadre mathématique des systemes SPA stables

4.3.1 Quelques définitions et résultats issus de la littérature

Nous rappelons ici quelques définitions et résultats principalement inspirés de [85, 68] :

Définition 4.3.1.1 Une fonction v : R=% — R=9 est dite de classe K si elle est continue,
s’annule en 0 et est strictement croissante. Elle est de classe Ko si de plus elle est non
bornée.

Une fonction (3 : RZ0 x R2% — R20 est de classe KL si 3(.,t) est de classe K pour tout
t >0 et 5(s,.) est décroissante vers O pour tout s > 0.

Nous considérons un systeme discret de la forme :
r" = Fp(z,u) (4.2)

Définition 4.3.1.2 : (Stabilité Semi-globale, Pratique et Asymptotique (SPA)) Nous di-
sons que la paire (Fr,ur) est (Semi-globalement Pratiquement et Asymptotiquement) SPA
stable si il existe § € KL telle que pour tout couple de réels strictement positifs (Ag, d) il
existe T* > 0 tel que pour toute période d’échantillonnage T' €0, T*[ et pour toute condition
initiale x(0) = xo ot ||zo|| < Ag, les solutions de (4.2) ot u = ur(x) vérifient :

vEeN,  zk)l < B(loll, KT) + 0 (4.3)
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Il est possible de caractériser ce type de stabilité a 'aide de I'utilisation de fonctions de
Lyapunov.

Théoreme 4.3.1 : Soit T >0 fixé et soient deux fonctions continues et définies sur R"
lorsque T €]0,T[, Vp : R" — R et up : R" — R telles qu’il existe vy, apr de classe Koo,
ag de classe IKC telles que pour tout couple de réels stritement positifs (A, v) il existe T* > 0
avec T < T telle que pour toute période d’échantillonnage T €]0,T*| et pour tout x € R"
tel que ||z]| < A, nous avons :

am((lz]) < Vi(z) < an(|l=]])
VT(FT([L’,UT(ZL')) — VT([L’)
T

alors la paire (Fr,ur) est SPA stable.

Remarque : c’est le théoreme de La Salle qui permet de faire le lien entre ag,v et . En
effet, 6 := ag ' (v).

Maintenant, une fois que la paire (F,ur(x)) est SPA stable, nous allons voir qu’il faut
imposer quelques hypotheses pour démontrer que (FZ,ur) l'est aussi. Nous avons recours
aux définitions suivantes :

Définition 4.3.1.3 : (Fonction de Lyapunov SPA Stabilisante). Soit T>0 fixé et soient
deux fonctions continues et définies sur R™ lorsque T G]O,f[, Vip : R" — R et up :
R™ — R telles qu’ il existe trois fonctions ag, au, an de classe Ky telles que pour tout
couple de réels strictement positifs (A, v) il existe L > 0 et T* €]0,T' | tels que pour toute

période d’échantillonnage T €]0,T*[ et pour tous couples de vecteurs réels (x,y) tels que
max(||z||, ||ly]|) < A, les solutions de (4.2) vérifient :

anfllal) < Vi(e) < a(lel) (1.4
Vel or@) = Vel <)) + v (1.5
Va(@) = Vel)l < Llw—yl (1.6)

Nous disons alors que Vi est une fonction de Lyapunov SPA Stabilisante (SPAS) pour Fr.

Définition 4.3.1.4 : (Consistence de l'approzimation). F% est dite consistente avec F5. si
il existe p, ¢1, oo de classe Ko, telles que pour tout couple de réels strictement positifs A, A
il existe T* > 0 telle que pour toute période d’échantillonnage T €]0,T*[, pour tous les
couples (x,u) € R" x R™ avec ||z]| < A et ||u]] < A nous avons :

17 (2, u) = Fp(z, u)|| < Tp(T)(@1(l]]) + da(llul)) (4.7)
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Définition 4.3.1.5 : (Contréleur uniformément borné pour de faibles valeurs de T). Soit
T >0 fixé et T E]O,f[. Un controleur ur est dit uniformément borné pour de faibles
valeurs de T si pour tout réel stritement positif A il existe r de classe Koy €t T* > 0 avec
T* <T tels que pour tout x € R" avec ||z|| < A et T €]0,T*[, nous avons :

lur ()] < w(llz]]) (4.8)

Théoreme 4.3.2 Supposons que F. soit consistente avec Fy., qu’il existe une fonction de
Lyapunov Vi SPAS pour Ff et que ur soit uniformément bornée pour de faibles valeurs
de T', alors (ur, ) est SPA stable.

Ce sont les propriétés (4.6), (4.7) et(4.8) qui permettent de faire recoller la propriété
de stabilité (SPA) de F¢ a Ff. Elles permettent simplement de majorer la différence
\V(FT(z,ur(z)) — V(FT(z,ur(z))| dans la preuve de maniere pratique car il n’y a pas
besoin de connaitre FT (z,urp(z) : la seule chose & connaitre est un schéma d’approxima-
tion consistent au sens de la définition ci-dessus.

Ce cadre Mathématique est tres puissant : il permet d’utiliser des structures de commandes
ur et des schémas d’approximation numériques consistents qui n’ont pas de forme imposée
au préablable et donne un théoreme qui permet alors de revenir au discrétisé exact tout
en évitant les situations désastreuses décrites dans les exemples précédents.

Citons quelques propriétés :

Proposition 4.3.3 Etant donné un systeme continu : & = f(z,u) tel qu’il existe un
controleur u.(x), une fonction V : R™ — R différentiable, oy de classe K, ay, s de
classe Ko, tels que Vx,

A
=
=
A
S

El

(2]
V() = YD (@) < —ao(l2])

Oz
alors si nous considérons le systéme associé émulé & = f(x,u.(kT)),Vt € [kT, (k+1)T[, k €
N et son discrétisé exact F(x,uc(x)), la paire (Ff,u.) est SPA stable. Nous disons que
I’émulation est 'SPA’.

Proposition 4.3.4 Considérons l’approxvimation d’Euler FgUe de F%. Si nous pouvons
trouver ur telle que (F$U°" ur) est SPA stable, alors (F%, ur) est SPA stable.

4.3.2 Conséquence sur la structure des commandes d’ordre supérieur

Dans le cadre de nos travaux, nous nous intéressons aux schémas a un pas de discrétisation
d’ordre supérieur et nous utilisons des lois de commande de la forme suivante :
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up =+ » Ty (4.9)
i=1

En effet, une telle structure de loi de commande répond parfaitement aux criteres qui per-
mettront de stabiliser (au sens de la stabilité SPA) un systeme a commande échantillonnée.
Désormais, nous considérons une approximation d’ordre supérieur de la forme suivante :

Fr(z,u) = Fi(z,u) + R(r, T, z,u)
ou :
R(r, T,z u) < T2 (n(ll2) + v2([[ul)) (4.10)
ol 71, 72 sont de classe K.

Définition 4.3.2.1 : (Stabilité Semi-globale, Pratique et Asymptotique (SPA) a ['ordre
r+2) Le systéme (4.2) est dit "SPA stable a lordre r+2” lorsqu’il existe € KL telle
que tous réels strictement positifs (Ao) et n il existe T* > 0 tel que pour toute période
d’échantillonnage T €]0,T*[ et pour toute condition initiale x(0) = xo ot ||zo| < Ao, les
solutions de (4.2) vérifient :

vkeN,  z®)] < Blzoll, kT) + T (4.11)

Théoréme 4.3.5 Supposons qu’il existe A, T* > 0, a,,, ay, 7y de classe Ko, «, de classe
K, Vi : R" — R pour T €]0,T"[ tel que Vo € R™ avec ||z|| < A, VT €]0, T*[, nous avons :

am(llzl]) < Vr(z) < an([]) (4.12)

Vi (Fp(z, wp(z)) — Vr(z)
T

\Vr(z) — Vr(y)|

IN

—a([lzl)) + T (|| [1) (4.13)
L[l ]l = llylD (4.14)

VAN

alors (ul, F&) est SPA stable a Uordre &, ou T = o YT + O(T¢ 1),

preuve : ce théoreme est une conséquence directe du théoreme 4.3.2 une fois que nous
utilisons la structure de commande employée. En effet, une telle commande est toujours
uniformément bornée pour de faibles valeurs de T et tout schéma de discrétisation a base de
séries de Taylor-Lie est évidemment consistent (4.10). Enfin, nous concluons en invoquant
le principe de La Salle.
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4.4 Utilisation des approximations a base de séries de
Taylor-Lie

Le probleme de la discrétisation exacte (i.e de I'intégration de la trajectoire entre deux
instants d’échantillonnage) dans le cadre d’un retour d’état peut étre abordé par différentes
méthodes basées sur les séries de Volterra [39], de Fliess [55], ou sur la linéarisation de
Carleman [100, 108] mais I'utilisation de séries de Taylor avec des coefficients exprimés sous
forme de dérivées de Lie est plus naturelle et plus simple quand la commande est constante
entre deux instants d’échantillonnnage. C’est méme 'extension directe de 'exponentielle
matricielle que nous utiliserions pour étudier les systemes linéaires [40].

4.4.1 Notations

Nous utilisons les notations suivantes d’indices multiples :

- Ik = (20,,Zk)

- |[k‘ :ZO++Zk
k

— Ml =200
7=0

Nous notons ainsi les coefficients multinomiaux :

n o n!
Qo i i ) gl i

Nous rappelons la formule du multinome de Newton :

r n |
( E CLZ'> = E ﬁaf)o...aﬁ
10+« - Uy
i=0 Iefo,1yr+1 0 r

[Ir| = n

Nous rappelons la notation usuelle pour les dérivées de Lie (i.e dérivée d’une fonction le
long d’un champ de vecteurs ) :

- Lyh(e) i= & | HGal0)] R
— LyLh(z) := Lg(th(ZE»

Définition 4.4.1.1 Nous disons qu’une fonction R(T,x) a valeurs réelles est de l’ordre
de T" et nous écrivons alors R(T,x) = O(T") si lorsque R est définie, il existe T', A >
0,v € K> telles que :

VT.x tels que T€[0,T] 2] <A, = [R(T,2)| < T™(||z])
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Définition 4.4.1.2 Nous utilisons des commandes sous forme de séries de la période
d’échantillonnage de la forme suivante :

+oo
u= Z T'u, (4.15)
=0

Nous disons qu’une commande u de le forme précédente est d’ordre r et nous la notons u”
lorsque : u, # 0 presque partout et u;>,+1 = 0 partout.

4.4.2 Quelques résultats sur la comparaison de controleurs

Nous commencons par rappeler le résultat suivant :

Théoréme 4.4.1 (Nesic et Grine [91]) : Etant donné un systéme de dimension n a com-
mande échantillonnée de la forme :

T = go(z) + g1(x)ug (4.16)

Tiu; est d’ordre r. Pour
0

ol gy et g1 sont analytiques et ou le controleur u, = u" =

s

j
toute fonction V suffisamment différentiable, nous avons :

V(e") - V(z)
T

= Ly, V(1) + Ly, V(2) ug+ Y T* [Lg, V() us+ps(w, Us1)] + G(r, T, 2, u")

s=1

ol

Us—1:= (ug,...,us_1)
G(r,T,z,u"(2)) :== R(T,z) = O(T"™)

»

m=1 r
Ly, - Lg, V(2) || .
. U) = Rl IO JIT
. - (k+1)! WDy N0 T )
IN|=s—k

Remarque : en utilisant u,, = 0 dans «”, nous obtenons la relation suivante : T"p,.(z, U,_1)+
G(r,T,z,u" ' (z)) = G(r—1,T,z,u"*(z)) (il était donc nécessaire de faire dépendre G de
r ce qui n'était pas fait dans les notations de [91]).

Preuve : nous jugeons utile de rappeler ici les grandes lignes de la preuve originale ([91]).
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Par un développement en série de la période d’échantillonnage, nous avons :

V(zh) = V(Fa(z,u)) )+ Z Z ngo B glkv(z)%ulk

k=0 10=0,...,i=

(Remarquons que dans le cas ou V n’est pas forcément de classe C°>° nous pourrons nous
contenter de pouvoir la dériver au plus r fois, moyennant un léger changement dans la
preuve originale. Nous partirons alors de la série de Taylor-Lagrange :

V(a®) = V(Fp(, U))
Tk—l—l ;
= )+ Z Z Ly, - glkv(x)r n 1)!U‘ H

k=0 10=0,...,7,=0

m=1

Tr+2 1 . T
_ T r+2
=] /0 (1—3s) Ly, ...LgirHV(x(sT))u +2l(ds

i0=0,...,ir42=0

Nous utilisons & présent un controleur de la forme suivante : ug := Y T7u;. En utilisant
J=0
la formule du multinome de Newton, nous avons :

r IIkI r
' _ | x| A n
() = X ()T

J= =

|NI=|1k|

Puis nous obtenons le résultat, en regroupant les termes selon les puissances similaires de
T et en mettant dans le "reste” les termes d’ordre supérieur (i.e termes en 7%="2) .[]

Par exemple, lorsque » = 1, nous obtenons :

AV
T

Et, nous pouvons calculer I’expression explicite de p; :

Lgo‘/(x) + (Lg1 LQOV(x) + LgoLglv(x))UO + Lﬁlv(v@) “(2)
pi(x; uo) = 5

= Ly, V() + Ly, V(2)ug + T(Ly, V(2)uy + p1(w,up)) + O(T?)

Remarque : plus l'ordre r augmente et plus les calculs vont étre importants : il est alors
nécessaire d’utiliser un outil de calcul formel type Maple par exemple.

Hypotheéses sur la commande continue

Dans les propositions qui suivent, nous supposons qu’il existe une commande u, stabi-
lisant le systeme continu associé a (4.16) telle qu’ il existe une fonction de Lyapunov
V i R" — R=Y et trois fonctions oy, tum, aar de classe Ko telles que Vo € R™ :
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= (1) am(llz]) < V(z) < an(]]])

(i) V = LyyV + Ly, Vo < —ao(])

— (iil) la solution x du systeme bouclé satisfait des spécifications en termes de régime
transitoire, de bassin d’attraction et de vitesse de convergence qui font qu’elle converge
asymptotiquement vers 0 d’autant plus vite , sans effet de peaking et sur un plus
grand domaine que g prend des grandes valeurs quelque soit x.

Proposition 4.4.2 (CNS) Sous les hypotheéses (i)-(iii), une commande u” d’ordre r est

"meilleure” (au sens de la vitesse de convergence) qu’une commande d’ordre r — 1, u™™' =

u" —T"u, ssi Vo #0 :

1
oG
Uy <Lg1V+/ - ds) <0
0 du (r,Tyx,u=u"+s(=T"uy,))
Preuve :

Etant donné un correcteur u” d’ordre r tel que :

V(e®) = V(z)
T

= 67«_1(25') + TT(LglvuT + pr(xu Ur—l)) + G(Tv T7 €, ur)

Le méme correcteur tronqué a l'ordre r — 1 aurait donné :

V(e™) = V()
T

=Gr1(x) + T (pr(x,Up21)) + G(r, T, x,u” — T u,)
Cette égalité peut aussi se réécrire ainsi :

V(z™) = V(x)

T ds

(r, T,z u=u"+s(—T"u,))

r r r ' oG
= ﬂr—l(x>+T (pr(@", Ur—l))_'_G(,ru Tv T, u )_T Uy

o Ou

Vi) -V (

Ainsi, le controleur d’ordre r, rend la quantité = 2) plus petite que le controleur

d’ordre r — 1 lorsque :
1
oG
Lg1 Vur < —UTA %
(@)-V(z)
T

Ce qui correspond au résultat annoncé. A noter que plus la quantité v
faible et plus la vitesse de convergence est élevée.

ds

(r, T,z u=u"+s(—T"ur,))

est rendue

G étant difficilement calculable, nous utiliserons généralement le résultat suivant :
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Proposition 4.4.3 Sous les hypotheses (i)-(1ii), supposons que la commande u” d’un ordre
r fizé donne :
V(a*) = V(z)
T

ot Go(T,z) = O(T™Y). Alors, il existe A >0 et T >0 tel que pour tout ||z]] < A et
pour toute période d’échantillonnage T €0, T, il existe v de classe K tel que la commande
d’ordre r fait décroitre davantage la quantité V(z™) —V(x) que la commande d’ordre r — 1
des que :

= —a,(T,z) + G,(T, z)

ar(T,2) > ayr(T,2) + T T'N(A) + T7| Pz, U, )|

En ce sens, nous disons a nouveau que la commande d’ordre r est "meilleure” que la com-
mande d’ordre r — 1.

Si de plus, toujours a lintérieur du domaine ||z|| < A, nous avons :

a(T,x) > a,_1(T,x) >0 (4.17)

alors V() tend vers 0+ O(T"2) avec la commande d’ordre r et vers 0+ O(T" 1) avec la
commande d’ordre r — 1. La précision sera alors d’autant meilleure que [’ordre r augmen-
tera.

preuve :

Reprenons les calculs de la Proposition (4.4.2), étant donné que G(r, T, z,u"(z)) = O(T" 1),
les E)nctions considérées étant analytiques, nous pouvons raisonnablement écrire qu’il existe
AT > 0 tels que pour |[z|| < Aet T € [0,7], il existe v, de classe K

\G(r,T,x,u") — G(r,T,x,u" — T u,)| < T 174 (A)

Il existera donc v de classe K telle que :

/ oG
Uy a0
0 8U
Remarquons que les notations se correspondent i.e nous avons un lien entre les 2 proposi-
tions moyennant 1'utilisation du terme wu, qui a permis de passer de «,_1 a a;. :

ds

(r, T,z u=u"+s(—T"ur,))

< Ty (A)

a(T,z) — o, (T,x) =T Ly, Vu, + T"Po(x, U, 1)

a— dS—TTPT(ZZ}', Ufr‘_l)

u (r, T,z u=u"+s(—T"u,))

la conclusion s’impose puisque I'inégalité de la proposition est satisfaite lorsque la différence
a, — a,_1 est suffisamment grande. Quant a la deuxieme partie de la proposition, il s’agit

simplement d’appliquer la version discrete du théoreme de La Salle.

1
G.(T,x) — G, 1(T,z) = Trur/ oG
0
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Proposition 4.4.4 (inspirée de [91] : "high gain controller redesign”)
Sous les hypotheses (i)-(iii), en considérant ug comme premier terme de la commande u”
d’ordre r du systéeme a commande échantillonnée et ou :

uigj<r(2) = =7 (V(2))(Lg, V (2))

ot les 7; sont de classe KC. Nous obtenons :

V(I+)Cf_ AL ) ZT =7 (V (@) (L, V(@) 4ps(, Usmr (2))]+G(T, 2, 0" (x)

Ainsi, en vertu de la Proposition 4.4.3, lorsque la quantité Z T vs(V(2))(Ly, V(2))? est

suffisamment grande, cette commande u" d’ordre r sous certames conditions est meilleure
(au sens de la de la vitesse de convergence) que la commande ug sur un certain domaine et
pour une période d’échantillonnage suffisamment petite. Cette commande est la commande
continue "redesignée” par Nesic et Grine.

Remarque : des termes négatifs sont rajoutés dans les ordres supérieurs mais ne compensent
pas forcément ces termes.

preuve : aisée en s’inspirant de la Proposition 4.4.3.

Proposition 4.4.5 Sous les hypotheéses (i)-(iii), supposons maintenant que go et g, soient
telles que les conditions (tres particuliéres) suivantes soient satisfaites Vs € {1,r} :

ps(x,Us—1) = Ly, V() . py(x,Us_1) (4.18)
et qu’il existe une commande ug d’ordre 0 et une fonction ag de classe K telles que :
Lg,V + Lg, Viug < —av([|]])

Alors, léquation (4.17) est satisfaite Vo > 0+ O(T™) lorsque nous utilisons la commande

suivante : .
Upssx1(2) = = |Dy(2, Us—1(2))] sign(Lg, V(2))
Uisry1(z) =0

avec v > 1.

preuve : il suffit de remarquer que nous avons alors :

V(IJ’_)TY_ V( ) = —qg ||§(3H +Z Ts f}/‘ps x, Us_ 1( ))| —|—ps(x7 Us—l(x))] "‘G(T,SL’,UT(QE‘))

cela signifie que :

ar([lll) = ao(llell) + D T° Wps(a, Us—1(2))] = py (2, Uy ()]
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est bien de classe K et que :

CYT»(HZL'H) - O47“—1(||':E||) = 7|ps(zv Us—l(z))| _ps(x> Us—l(x)) 2 0

d’ott le résultat de la proposition.

Remarque 1 :

L’usage de la fonction signe peut étre intéressant mais celle-ci a la particularité de ne pas
étre dérivable autour de 0. Aussi pour notre étude, nous verrons que nous aurons besoin
de commandes suffisamment dérivables (exemple du Backstepping) et nous serons amenés
a utiliser la commande modifiée suivante :

{ Up>s>1 = —7 ]_DS(SL’, Us—l) Satf(ps(:c, Us—l))

Uisry1 = 0

(4.19)

avec vy > 1 et ou Sat? est définie comme toute fonction de T et de r satisfaisant : Vo € R
Ll > 17,
Satl(x) = sign(z) + O(T")
{ LSatr(z) =.. = L Sat(z) =0+ O(T")

~ dzxp

Par exemple, pour T,r et p donnés, il suffit de choisir la fonction suivante :

vy | sign(z), Vx tq |x[>T"
S“tr@)—{Pp(x), Ve tq || <T" (4.20)

ou P, est un polynome tel que :

d dp

enz=-—T"et z=1T".

Exemple : calculons P (x).

Si nous le choisissons impaire, il ne doit plus satisfaire que 2 conditions tout en étant
toujours de degré supérieur ou égal & 3. Nous cherchons : Py(z) = azx® + a;x. Les 2
conditions a satisfaire s’écrivent :

ag(T’")?’ + al(T’") =1
3as(T7)? + ay = 0

En inversant la matrice nous obtenons finalement :
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—y=PlX)
1k ——y=sat')
0.5}
0 [
_0.5 -
-1
-15}
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

FIGURE 4.1 — tracé de Sat! si nous multiplions 1’échelle des abscisses par T

De meme, apres quelques calculs nous aurions :

mo-3(E) S G2 7
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15
—Y=P,(
_ e
1k —y= Satr x)
0.5
O L
-0.5F
1 %
=15
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

FIGURE 4.2 — tracé de Sat? si nous multiplions 1’échelle des abcisses par 1"

Remarque 2 :

Si nous nous servons des fonctions Sat? pour construire des fonctions de Lyapunov Lip-
schitziennes, il faudra imposer la condition supplémentaire suivante dans la recherche des
P; impaires : P,(T" > x > 0) > 0. D’ailleurs, cette condition est vérifiée pour les fonctions
P, et P, que nous avons entierement déterminées.

Remarque 3 :
Nous pouvons aussi rechercher une fonction non analytique mais vérifiant les propriétés
demandées. Si nous considérons,

2 v —1
S(x)=—-1+ / exrp <7) dy
f_ll exp ( —1 ) dy _1 1 — y2

1—y?

La fonction z — S(7%) est de classe C*, croissante, nulle en 0, vaut —1 en 2 < =77, vaut
1 pour x > T" et a toutes ses dérivées nulles en —7T" et T". Ainsi, si nous considérons :

sign(x) , ailleurs

la fonction Sat vérifie toutes les conditions requises (quelque soit p) mais son expression
sous forme d’intégrale reste difficile a utiliser.
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Remarque 4 :

L’hypothese (4.18) est tres forte mais nous allons voir déja comment nous pouvons ’obtenir
pour une classe de systemes de dimension 1 et pour des fonctions de Lyapunov candidates
bien choisies.

Nous considérons les systemes monodimensionnels de la forme :

= fi(x) + ug (4.21)
ou fi est analytique.

Proposition 4.4.6 St nous considérons le discrétisé exact associé au systeme monodi-
mensionnel (4.21) et la fonction de Lyapunov candidate :

V(z) = Sat/t3(z) . x

Alors, le développement de V (x™) —V(x) selon la formule du Théoréme 4.4.1 conduit bien
a mettre chaque p; sous la forme : p; = Ly, Vp;.

preuve : En appliquant le théoreme de Nesic et Griine, V' étant l'identité sur R, nous
pouvons écrire x™ sous la forme suivante :

T=a 4 T(fi(x) +uo) + > T (u; + B2, Uiny)) + O(T"F?)

ou: U1 := (ug,...,u;_1) et ou go := f1 et g1 := Idg.
Si nous utilisons la fonction de Lyapunov candidate : V(z) = Sat/3(z) . x alors, les calculs
des dérivées successives de V' (z) sont largement simplifiés. En effet,

V(@) = (£ (Sat;33(e) + Sty (@)
V0) = (o (Satl 20 + 22 (Satr30)+) 8+ (Sutr3e) + A(Sati h(0).0))

VO (2) = o (Sat15(2)2(@)™ + .+ (Sati (@) + g(Sati(@).a)) 20+

Par une formule de Taylor-Lagrange, nous avons alors :

V(zt) = V(x) - T 1 pr+l
_ "o / R ) KT))d
= ; V@ |y e TV (el + KT ds
Or, par définition, L (Sat!13(z)) = ... = L2 (Sat!13(z)) = 0+ O(T"+?) .

Nous aurons donc la forme factorisée suivante : Va

V(e™) = V(z)
T

i=1
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(Sinous avions choisi par exemple, V' (x) = Sat]_ ,(r) nous aurions pu avoir d”ir —(Sat]_ 4(z))
discontinue en —7"+2et T7+? et ainsi V"+2 non bornée).

Finalement, il est évident qu’en utilisant cette fonction V, chaque p; se met bien ici sous
la forme : p; = Ly, V.p;. .

Proposition 4.4.7 Supposons que ug est au moins de classe C™™' et que uy, = u” est une
commande d’ordre r vérifiant (4.19) alors considérant le discrétisé exact associé au systéme
monodimensionnel (4.21) et la fonction de Lyapunov candidate :

1
V(z) = §x2
le développement de V(zT) — V(x) selon la formule du Théoréme 4.4.1 conduit bien a
mettre chaque p; sous la forme : p; = Ly, VD;.

preuve : D’apres le théoreme 4.4.1 nous pouvons écrire :

2 ehi@) + o wla +ZT5xus )+ pale, Uea (2))] + G(r. T, (2))

ou

go(x) = fi(z) et  g(x):=1
Us_1(x) := (up(x), ..., us_1(x))
G(r,T,x,u" (7)) == R(T,z) = O(T"")

s m=1 T
Ly, Ly, V(@) " .
pala Usr) = S > ( ) I1CS
i (k+ 1)! Mo ng Ny ... Ny o
IV l=s—k

Nous remarquons alors que :

s Ly ...Ly V() | 1| T
. g0 " \7) 9io ik k "
ps(w,Us_1) 1= s+1 +Z Z (/{;—i—l). Z ( ng Ny ... Ny ) Y

k=1 i9p=0,...,i,=0 |N|=|11]|
T[> INll=s—k

Or, nous pouvons écrire LS V() sous la forme :

LV = (5t V) Ao

Dongc, finalement pg(z, Us_1) peut se mettre sous la forme :

s—1

ps(ﬂf, Us—l) = pOs(x)fl(x) + ZZ%‘s(% Us—1>ui($)

1=0
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Nous aurons donc :

s—1
Pos (@) 28+ S (1, Ua (0)) 242 si0 Ly, V(@) =2 # 0
ps(zv Us—l(I)) = i=0

0 si Ly, V() =2=0

— . . u
Les p,’ sont continus et existent : en effet, £ 19(696), “ et les ====% sont bornés sur tout
voisinage fermé borné de 'origine. L.

Proposition 4.4.8 (Comparaison de la commande d’ordre r avec toute commande d’ordre
inférieur) Sous les hypothéses (i)-(iii), supposons que l’hypothese (4.18) soit vérifiée et qu’il
existe une commande ug d’ordre 0, et une fonction aq de classe K telles que :

LV + Lg, Viug < —ao(|]])

Alors, la commande d’ordre r est ‘'meilleure’ que toutes ses troncatures d’ordre inférieur
Vo > 0+ O(T™1) lorsque nous utilisons la commande suivante :

s—1
Ur>s31(2) == —ysign(Lg, V(z)) [\ﬁs(% uo(x))| + Elui(fv) Psi(@, Us(z))]
Uisr11(z) =0
ou l'expression des ps et des Py, est donnée dans la preuve et oty > 1.

preuve : Nous avons :

V(:L’JF)T— V() = —op(||z]]) + Z T% Ly, V() [us(z) + Dy(, Us_1(2))] + G(T, z,u" ()

Etant donnée ’expression de p, donnée dans le théoreme 4.4.1, nous pouvons décomposer
ps et donc p, de la fagon suivante :

Ps(z, Usa(2)) == ps(z, uo(x)) + iui(x) Psilz, Ui(z))
Nous posons :
us(z) = —ysign(Lg, V(x)) |[ps(z, uo(x \+Z\uz Psi(w, Ui(x))]

avec 7 > 1. Nous notons

AV (x) = V(Ff(z,u’(x)) — V(x)
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Si nous appliquons la commande d’ordre r, nous avons :

AV ()
T

= —ao(llz[}) ZTS [ | L,V (2)ps (2, uo ()| = Lg, V(2)ps(, uo(x))

+Zv|Lg1V($) ui(x) Poi(2, Ui(x))| = Lo, V(2)ui(z) Py i(, Us(2))
+O(Tr+1)
= —a(|lz]) +O(T™)
Si nous appliquons la commande d’ordre 0 < ¢ < 7, nous avons :

AV (z)

7 = —oolll=ll) Z Ts {WnglV( ) Ps(, u0(2))] = L,V (2)ps (2, uo ()

s=1

+27|Lglv<a:> ) . U] = LV (Do) B, Ui o)

+ Z T° [ZLglv r)ui(r) P, (x, Ui(w ))} +0 4+ O(T™ )

s=q+1

Ainsi, Vg € {0,...,r — 1}

AV(e) AV Y ST L V@) B U + Y T

T
s=q+1 i=1 s=q+1

Y [ S ALV (@)ui(a) T Vi)

i=q+1

—Lg, V(2)ui(2) Py, Ui(x)) | +O(T™)
< 0+0(T

En ce sens, u” est bien meilleure que toutes ses troncatures. Signalons de plus que «,. est
de classe IC. Bien entendu a nouveau la fonction signe utilisée dans le controleur pourra
étre remplacée par nos fonctions Sat? s’il faut dériver le controleur.

4.4.3 Quelques exemples illustratifs

Nous présentons a présent quelques exemples afin d’illustrer nos résultats. Ces exemples
sont volontairement monodimensionnels afin d’alléger les calculs et de vérifier a coup sur
I'hypothese (4.18). Des classes de systemes de plus grandes dimensions seront présentées
dans les chapitres suivants.
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4.4. UTILISATION DES APPROXIMATIONS A BASE DE SERIES DE TAYLOR-LIE

4.4.3.1 Exemple 1

T = 1’2 + uy,
Nous utilisons la fonction de Lyapunov : V(x) = 2. Nous avons :
V(e™) = V()
T

Nous choisissons :

= 2x(2® + ug) + Tw(2uy + 22° + 2wup) + T(2* + 22%up + ud) + O(T?)

ug = —x — x’sign(x)
Nous avons alors :
V(") = V(z)

7 = =227 —2(|z]x® — 2°) + Tw(2u; + 22° — 22% — 22°%sign(x))

+Tx(2? — 22* — 22°sign(x) + x + 22°sign(x) + 2*) + O(T?)
= 227 — 2(|z]2® — 2*) + Tw(2u; + 42° — 4a3sign(z) — 42?
+2x%sign(z) + x) + O(T?)

Nous choisissons alors : 5
wr =~ 2[plsign()

avec Py := 4a3 — da3sign(z) — 42 + 22%sign(z) + x et v > 1.
Comparaison des contréleurs :

Avec le controleur d’ordre 0 (i.e un controleur continu émulé/bloqué), nous avons :

Vizt) -V
(z )T @) _ 92— o(ala? — #) + Tap, + O(T?)
Et avec le controleur d’ordre 1, nous avons :
V(z") —V(x)

= —22" = 2(|z[a* — 2°) + T (2P, —7|2p, ) + O(T*)

T

A un 7O(T?)” pres, le controleur d’ordre 1 fait décroitre davantage V en un pas de temps
pour une méme condition initiale que le controleur d’ordre 0. Si la commande continue
vérifie les hypotheses (i)-(iii), le controleur d’ordre 1 est donc plus performant que le
controleur d’ordre 0 dans un voisinage de 'origine pour T suffisamment petit.

Résultats numériques : (Courbes 9.10-9.13)
Cet exemple a été simulé dans le dernier chapitre pour les données suivantes : T'= 0.1,y =
2.
Pour différentes conditions initiales, nous avons tracé la solution du systeme dynamique
bouclé :

— en noir, lorsque la commande est continue u := u,
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— en pointillés bleus lorsque le systeme est commandé par la commande échantillonnée
d’ordre 0, ug = u°
— en croix rouges lorsque le systeme est commandé par la commande échantillonnée
d’ordre 1, uy, = u'
Les résultats sont en accord avec la théorie mise en oeuvre dans ce chapitre : la commande
d’ordre 1 est 'meilleure’ que la commande d’ordre 0, au sens défini précédemment et elle re-
produit davantage le comportement de la commande continue. Etant donnés les résultats, il
semblerait que le domaine d’attraction soit élargi lorsque 1'ordre de la commande augmente
pour cette période d’échantillonnage.

4.4.3.2 Exemple 2

& = sin(z) + ug
Nous utilisons la fonction de Lyapunov : V(z) = z*. On a :

av

= 2x(sin(z) + ug) + Tr(2uy + sin(z) cos(x) + cos(z)ug) + T(sin(x) + ug)? + O(T*)

Nous choisissons :
uy = —x — | sin(z)|sign(x)

Nous avons alors :

av

T = —22% — 2(|z sin(z)| — zsin(x)) + T2 (2u; + sin(z) cos(z) — x cos(z)

—| sin(z)| cos(x)sign(z)) + T(sin(z) — sign(z)|sin(z)| — z)* + O(T?)

Nous choisissons alors : y
Uy = —5‘]_91‘3i9n(55)

Pi(r #0):= (1 - sign(zsin(z)))sin(z) cos(z) — z cos(x) + Sini(x) (1 — sign(xsin(x)))?
+z — 2(1 — sign(xsin(x))) sin(z)
p1(0):==0
et v > 1.

Comparaison des contréleurs :

Avec le controleur d’ordre 0 (i.e un controleur continu émulé/bloqué), nous avons :

V(z") - V(z)
T

= —22° — 2(|zsin(z)| — wsin(x)) + Txp, + O(T?)
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Et avec le controleur d’ordre 1, nous avons :

V(e™) = V()
T

= 227 — 2(|xsin(x)| — xsin(x)) + T(2p, — v|2p,|) + O(T?)

A un 7O(T?)” pres, le controleur d’ordre 1 fait décroitre davantage V en un pas de temps
pour une méme condition initiale que le controleur d’ordre 0. Si la commande continue
vérifie les hypotheses (i)-(iii), le controleur d’ordre 1 est donc plus performant que le
controleur d’ordre 0 dans un voisinage de 'origine pour T suffisamment petit.

Résultats numériques : (courbes 9.14-9.16)
Cet exemple a été simulé dans le dernier chapitre pour les données suivantes : T'= 0.1,y =
2.
Pour différentes conditions initiales, nous avons tracé la solution du systeme dynamique
bouclé :

— en continu, lorsque la commande est continue u := u,.

— en pointillés lorsque le systeme est commandé par la commande échantillonnée d’ordre

0, up, == u°
— en croix, lorsque le systeme est commandé par la commande échantillonnée d’ordre
1, up := ut

Les résultats confirment la théorie mise en oeuvre dans ce chapitre : la commande d’ordre 1
est ‘meilleure’ que la commande d’ordre 0 au sens défini précédemment et reproduit davan-
tage le comportement de la commande continue. Etant donnés les résultats, il semblerait
que le domaine d’attraction soit élargi lorsque 1'ordre de la commande augmente pour cette
période d’échantillonnage.
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Chapitre 5

Procédure de Backstepping et
échantillonnage

5.1 Introduction

L’approximation par séries de Taylor-Lie du discrétisé exact pour un systeme sous forme
triangulaire présente un inconvénient majeur : nous perdons la forme triangulaire (si utile a
la synthese de la commande continue) des que le schéma est d’ordre r supérieur a 1 comme
'ont souligné Nesic et Teel dans [87] qui se sont alors restreints & un schéma d’Euler. Ceci
pose un réel souci a premiere vue mais en utilisant une commande d’ordre r déterminée
récursivement, nous allons montrer qu’il est tout de méme possible de réaliser une procédure
similaire au Backstepping pour un développement en série d’ordre r supérieur a 1.

L’idée générale des algorithmes consiste a changer la structure des pseudo-controleurs uti-
lisés par la commande synthétisée en continu en les exprimant sous forme de séries de la
période d’échantillonnage.

Dans ce chapitre c’est a partir de cette idée de base que nous avons pu obtenir un théoreme
général mais non constructif pour une classe de systemes de la forme ”feedback” (résultat
publié dans [19]) et nous avons ensuite donné deux nouveaux algorithmes constructifs pour
la synthese de lois de commande d’ordre donné de systemes de la classe strict-feedback :
le premier algorithme est une généralisation classique du cas continu avec la démarche
présentée dans [19] alors que le deuxieme algorithme utilise les nouveaux concepts de fonc-
tions Sat;, et de comparaisons de lois de commande introduits dans le chapitre précédent.
Ce dernier algorithme offre une meilleure précision et permet sous certaines conditions de
démontrer que la commande est d’autant meilleure que son ordre est élevé.

A noter que dans le cas strict-feedback, I’échantillonnage ne conserve pas le difféomorphisme
utilisé par la commande continue et que nous pourrons seulement montrer que la premiere
composante de 'état suit une consigne donnée avec une précision voulue exprimée en
O(TM) : nous pouvons dire qu'une fois de plus I’échantillonnage a introduit une dyna-
mique de zéros supplémentaire.
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5.2 Un résultat général

Nous considérons la classe suivante de systéeme non linéaire continu :

{ = fn)+9m)¢ (5.1)

E=u
ouneR" £ eR,ueR, et f,gsont des fonctions analytiques.
Nous supposons qu’il existe W définie positive et suffisamment différentiable, oy de classe
Koo, ¢ > 0 et un pseudo controleur &, tels que :

ow -
W) = —ao(n) + S g(n)(E ~ )
n
Alors, posant u, = —c(& — &) + EC avec ¢ > 0, nous avons aussi :

d _ _
(6 =€) = —e(e %)

Ainsi, ¢ tend exponentiellement vers £, et donc 7 vers 0.
Soit r € N* fixé et soit T' > 0 la période d’échantillonnage de la commande échantillonnée

du méme systeme. Nous considérons donc a présent le systeme a commande échantillonnée
suivant : Vk € N, Vt € [kT, (k+ 1)T

n=fn)+90)¢ (5.2)
£ = up
Le discrétisé exact associé au systeme précédent s’écrit :
r+1
" =0+ T ) +9me) + V(D) + Glr +1.T.0.) (5.3)
Et=¢+Tu
ou: G(r+1,T,n,§) := ::flz fo (1 —s)+inr+2(sT)ds = O(T+?).

Le calcul des dérivées successives de 7 i.e le calcul explicite des n()’s montre que ces
dérivées peuvent s’exprimer en fonction de (1, &, u). Nous notons : n® (kT := Ty(n, &, u).
Le discrétisé exact se réécrit alors sous la forme suivante :

7’+1

nt = n+T(f(n) +Z i(n,& 1) +O(T"?) (5.4)
& = 4+ Tu (5.5)
Théoréme 5.2.1 : Considérons le sous-systeme (5.4) et T vém’ﬁant 0<T< 1 et tel que

quel que soit T €]0,T| et pour toute fonction u™* : (n,&) — ZTZuZ(n €) suffisamment

différentiable ot ug = u, il existe € () = ST &,(n) (00 &, est un opérateur différentiel
=0

de (ug, ... ui1,&,---,&;1)) tel quen effectuant la substitution &€ := € dans (5.4), les

propriétés suivantes sont vérifiées :
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1. il existe des fonctions aq, ..., .41 € K™ telles que Vi € {1,...,r + 1},
i—1

W(77+(€ T)) — W(n) < _ai(n) _'_O(Ti—l—l)

v, a;(n) > ai-1(n)
2. il ewiste My, M¢, Ay > 0 tels que V), § tels que si

{ V(n) < M, +O(T™*?)
€ —€"(n)] < Mg +O(T"?)

alors nous avons :
|7 © = n*@")| < Torle — €711+ 1 = N+ V(m) + 0T+
ot V(n) :=In(1+ W(n)).

Alors, quel que soit T €]0, T/, il existe un contréleur u™ = > T u; ( ot u; est un opérateur
i=0

différentiel de (ug, ..., ui—1,&g,..., &1 ) et My > 0 tels que pour le systéme complet

(5.4),(5.5) dont les conditions initiales vérifient

me{n, Vi) < My} et & e {e, |€—E€ (no)] < M¢}, nous avons alors :

1. VE e N

Vn((k+1DT)) = V(n(kT))
T

< —a, ((ET))+Np Mo(1+Mp) (1+M,) (1—cT)*+O(T™ 1)

limsup [¢(kT) — & "(y(kT))| = O(T"*?)

k—+o0

O

Quelques remarques :
— la derniere inégalité revient simplement a dire que V' (n(kT")) P 0+ O(T"2)
— 400

— toutes les notations indexées par T (type : cr) représentent des grandeurs qui s’ex-
priment en puissance de T (type : ¢y := > %cz) et ne deviennent donc pas infinies
lorsque T' tend vers 0.

— dans I'hypothese de ce théoréme, &; est un opérateur différentiel de (uo, ..., u;i_1,
€0y, 1), ce qui & premiere vue pourrait sembler inextricable. Cependant, il est
tout a fait possible de synthétiser un controleur pour lequel les u; sont des opérateurs
différentiels de (ug, ..., u;_1,&, ..., §&;). En effet, étant donné £, on commencera par
calculer ug, puis il sera possible de calculer &, puis u; sera ensuite déterminé et ainsi
de suite : tout est calculé de maniere récursive.

— les inégalités Vn, o; > o1 signifient que V' (n(kT')) décroit plus rapidement lorsque r
augmente donc que la commande d’ordre r est meilleure que celles d’ordres inférieures
au sens de la Proposition 4.4.3 lorsque les hypotheses (i)-(iii) du chapitre précédent
sont vérifiées pour la commande continue.
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Procédure de Backstepping et échantillonnage

Preuve : Nous commencons par fixer T €0, T7.

— Etape 1. Synthése du controéleur

Nous considérons le sous systeme :
r+1

e = n+T(f(n)+g(n)£)+ZjF (n.€.) + O™

r+1

SRR AR UMD D QTNSI)
T E e E ’">>) +o(172)

= EN TN {Tgm)

r—i—l /

_I_O(Tr+2

ds]
Y la=(ng "+s(c—8)umg "+s(¢-E "))

T

En utilisant une décomposition en puissance de T du controleur up = > T u;, & ZT’ &,
=0

et 77 (), nous obtenons une expression de la forme suivante :

nt(€) = n*( r) +Tgm)(E—¢")

r—i—l
+Z . (n,g,uo(n,ﬁ),..-,ui—z(ﬁag))

r—i—l

+Z . (77 507 ce agz’—la UO(Uan)a 8u0(7], 50)7 s ,8i_2u0(7), 50)7 )

ui—3(777 50)7 aui—?)(na EO)? ui—2(777 EO)) +O(TT+2)

ou H;, G;’s sont suffisamment réguliers et obtenus par calcul. De plus, les mémes types de
décomposition donneront pour & ' (1) expression suivante :

€ = ET(W(&))

— +Z ‘ (n &, uo(n, ), - >uz~—z(n7§))

r—i—l

+Z | <77 50) s agi—la u0(77750)> auO(nng)> R ai—2u0(77’ 60)? )

ui—3(7, Eo)a Ju;_3(n, Eo)) +O(Tr+2)
= &' () +TAL +0(1T+?) (5.6)
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ou M;, N;’s sont suffisamment réguliers et aussi déduits des calculs.
Nous appliquons ainsi un controleur de la forme :

u=—c(—-&")+ AL’ (5.7)

ou ¢ > 0 et est choisi tel que ¢T" < 1.
Remarquons au passage que la décomposition en série de la commande donne :

U - _C(S - EO) + M1(777 6) + N1(77>EO) = _C(g - EO) + EO = Uc
U; ' = CEZ' + Mz (7]7 é-v UO(nv g)v RS ui—2(n7 5))

+N; <777507 cee agz’—la uO(nfo)a 8“0(77750)7 S 8Z'_2110(777 §o)s e

u;—3(n, Eo)a Oui_3(n, Eo)a w2 (1, fo))

ainsi, partant de £, = £, up = u, nous devons ensuite calculer &, puis nous calculons u;,
puis nous en déduisons &, et nous obtenons ainsi chaque terme par récursivité.

— Etape 2. Preuve de la convergence

Considérons dans un premier temps : { — e
En calculant la différence £ — (£ T,)Jr et en appliquant le controleur obtenu précédemment
(5.7), nous obtenons :

T (€N =1 =eD)(E=E () +O(T?)
Ainsi, puisque 0 < T < T < 1,
ERT) =€ (n(kT)) = (1= cT)H(E =€ (o)) + O(T™) — 04+ 0(T")  (5.8)

k—+00
Considérons maintenant 7).
Nous choisissons de considérer la fonction de Lyapunov candidate suivante :

Vi(n):=In(1+W(n))

Ce choix n’est pas anodin : nous utilisons cette fonction car elle présente la propriété
intéressante d’étre a dérivée bornée. En effet : |%—‘;\ <1

_ Vt(E€) ~V(n)
T
LoV (" (&) —n*(E"))
+ —-— dr
(/0 00 |yt @ ")t (©)-n* @ ) ) r
+O(T™)

—a,(n) + A€ = ET[(L+ €=M+ V(n) +O(T)
(5.9)

IN
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La derniere inégalité a été obtenue en supposant que :
V(n) < M, +O(T"?) (5.10)
€ =& ()] < Me +O(T"?) (5.11)

L’hypothese (5.11) est d’ailleurs vérifiée en considérant a la fois (5.8) et I'hypothese selon

laquelle & € {¢ , € =€ ()| < Me}-
En utilisant (5.9) et (5.8), nous définissons v € K, de la fagon suivante :

Yr(1€ — &) = Arl&o — &0l (1 + &0 — &)

En particulier, Vk € N

V(n((k+1)T)) = V(n(kT)) < (1 = T)" Tyr(|€ — &N (L + V((kT))) + O(T™*?)
d’ou,

Vin((k+1)T))+1

Vn(T) + 1 <1+ (1= D) Tyr(|€ — &) + O(T7?)

In(V(n((k+1)T))+1) < W(V(n)+1)+ Z In(1+ Tyr(|€ — &) (1 — cT))
+O(Tr+2)
< (V) +1) + DTl — G} (L = T + O™
< In(Vm) + 1)+ 3Ty (0 = &)1 = TP + O(17?)

IN

In(V(m) + 1) + 22 (IE — Eol) + O(T™)

d'ou, Vk € N

VD) +1 < (Vow) + Desp ( Sr(l6s - &) ) +O(7)

Ainsi, si nous choisissons la constante M, telle que :

(Mo e Tra(060— &) ) < M

I'hypothese (5.10) sera toujours vérifiée i.e en prenant 79 dans ’ensemble défini par V (ng) <
My, V(n) satisfera toujours I'inégalité V' (n) < M,,.

De plus, en utilisant cette derniere inégalité ainsi que I'inégalité (5.9), nous obtenons fina-
lement le résultat souhaité i.e :

Vn((k+1DT)) = V(n(kT))

= < —a,((KT)) + A Mo (1 + Mo) (1 + M,))(1 — T)* +O(T")

.
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5.2.1 Exemple 1

Nous considérons I’exemple suivant :
n=n"+¢
£=u

Une procédure de Backstepping classique donne la loi de commande suivante :

uc(n, &) = —2n—n* —&— 20+ 1)(E+ 1)

Quand le controleur est émulé, [87] a utilisé un schéma d’Euler pour démontrer que les
performances (en terme de rapidité et de bassin d’attraction notamment) de la loi de
commande suivante étaient meilleures que celle de la commande continue émulée.

(5.12)

WU (1,) = ue(1,) = STOP + € =+ 26 + 7))

Grace a cette loi de commande, le systeme est (SPA) stabilisé sur une boule de rayon fixé
(independant de T). Grace a notre méthode, nous pouvons le stabiliser sur une boule d’un
rayon dépendant de 'ordre de la commande et de T. Dans cette exemple, nous stabilisons
le systeme sur 0 + O(T3) :

Proposition 5.2.2 En appliquant le Théoreme 5.2.1, il existe 0 < T < 1 tel que pour tout
T € 10,T), il est possible de stabiliser semi-globalement le systéme (5.12) sur 0+ O(T®) en
appliquant la loi de commande suivante :

3 1
ul=—2n3—2n2—2n£—n—2£+T(—n4+2n3—2£n2+§n2+2n£—£2+§£)

— Preuve :

Le discrétisé exact de (5.12) s’écrit :

{ 0t =n+Tn?>+ &) + 20 + 2n& +u) + O(T?)

e Tu (5.13)

notons : & = &, + T & and u(n,&) = ue(n, &) + Tuy(n, £). Considérons le sous-systeme
suivant :
—T?
o= T+ + o
2 7 % 3 y p
= n+T(n" +&)+ 7(251 + 21" + 208, + uo(n, &)

+0O(T?)

{

2n° + 2n€ + u(n, €)) + O(T?)

Nous choisissons :

o=-m-n _ _ _
& = =27 — 2n&; —uo(n, &) = 27° — uo(n, &(n))
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Nous avons donc :

nt =

D’ou :

EOZ_

51:

D’ou :

Uy =

2

(1= Ty +T(€ = &) + 5 (2n(¢ = &) + uo(n, €) = uo(n, §)) +O(T*)

—(E—¢&) + i;)( n+&—&)

—20° =20 = 2m¢ —n — 2

2n* — uo(n, &o(n))
20" +2n° + 20° + 2n(—n* — n) + n + 2(—n* — )

-0

%, - gOsl+2 50 n(e - 5o>+%<uo<n,f>—uo<n,zo>>
2 _ a _

+a—€20(—77+§—50) - a%(—n%—&)

26, — (2n+1)(— 26, —2(6 —&))—2(—n+E—&) ~(—n+E—F)
=20+ 1) (n—2(€ +n+17)=2(E+0?) (€ +7?)
—2nt - An® — 4En? + 30 FAnE — 262 + ¢

Nous en déduisons la loi de commande :

3 1
ut = ug+Tu; = —21°—2n*—2n&E—n—26+T (—7]4 +2n0° = 260" + =P 4+ 20 — & + 55)

2
0

Nous avons déterminé une loi de commande d’ordre 1 et ceci nous a demandé des calculs
assez lourds. Plus l'ordre augmente et plus les calculs vont étre lourds; aussi en utilisant le
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logiciel Maple nous avons implémenté cet algorithme et obtenu la loi de commande d’ordre
2

3 1
u? = —2773—2772—277€—n—2€+T(—n4+2n3—2§n2+§n2+2n§—§2+§§)

1 13 2 3 1 1 11 5 1
ofl o0 9o 2.3 94 L5 14 1l o O 19
+ T (3n§+6§+3§7} +2n +3n +2n+3£n +6n£+6n)

Résultats numériques : (courbes 9.17-9.21)
Cet exemple a été simulé dans le dernier chapitre pour les données suivantes : T' = 0.5,c = 1.
Pour différentes conditions initiales, nous avons tracé la solution du systeme dynamique
bouclé :
— en noir, lorsque la commande est continue u := wu,
— en pointillés bleus lorsque le systeme est commandé par la commande synthétisée par
I’algorithme de Nesic/Teel [87] i.e uy := ukZuler
— en croix rouges lorsque le systeme est commandé par la commande échantillonnée
d’ordre 1, uy = u'
Les résultats confirment la théorie mise en oeuvre dans ce chapitre : notre commande
d’ordre 1 est 'meilleure’ que la commande u£“*" qui s’appuie sur un schéma d’Euler, au
sens défini dans le chapitre précédent et elle reproduit davantage le comportement de
la commande continue. De plus, pour la condition initiale de la derniere courbe, notre
commande fonctionne toujours alors que la commande uZ*¢" n’est plus stabilisante; il

semblerait donc que nous ayons élargi le domaine d’attraction.
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5.3 Cas des systemes sous forme strict-feedback

Le résultat précédent donne un résultat général mais n’est pas constructif car 'obten-
tion de la fonctionnelle € ' (u"~1(.)) est une hypothése. Nous avons pu décliner un exemple
pour appliquer notre résultat pour la simple raison que I'exemple était un systeme de di-
mension 2. Nous allons a présent donner des algorithmes construtifs pour une classe de
systemes plus restreinte mais applicables quelque soit la dimension des systemes.

Nous adoptons les notations suivantes :
~ X;i=(21,...,7) ERipour 1 <i<n
— (XD = (28,25, ..., (25)D) pour tout i € N
— U; :==(ug,...,u;) pour 0 <i<r
- UiZT’ = Ur, XiZ" = Xn, UZ'<() =0

Nous considérons la classe suivante des systemes sous forme strict-feedback avec une com-
mande échantillonnée a la fréquence 1/7 : Vk € NVt € [kT, (k+ 1)T7,

(i1 = fi(X1) + 22
Lt‘g = f2(X2) + T3
: (5.14)
itn—l = fn—l(Xn—l) + Ty

\

ou les champs de vecteurs fi, ..., f, sont analytiques.
Le but est de faire suivre a z;(t) la consigne z5(t). Nous allons proposer deux algorithmes
pour résoudre ce probleme de poursuite.

5.3.1 Algorithme basé sur la commande continue classique

Considérons le systeme non linéaire continu suivant :
(i = f1(X1) + 25

By = fo(X2) + 3

: (5.15)

Bno1 = fo1(Xno1) + 20
| 0 = (X)) +u

Nous souhaitons que x;(t) suive asymptotiquement la consigne z§(¢). Une procédure clas-
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sique de Backstepping conduit a utiliser des pseudo-controleurs déterminés récursivement :

Tg — _fl(Xl) - K151 + Iij )
Ty = — fo(X2) — 01 — K202 + T

T = —fu-1(Xn-1) = 6n—2 — Kp_10p-1 + oy

ou : d := 21 — x{ et da<i<p—1 := x; — T;. Nous obtenons ensuite le controleur continu
suivant :
Ue = _fn(Xn) - 571—1 - Knén +

ou K; >0,...,K, > 0 en utilisant la fonction de Lyapunov V = 52522 En effet, 'appli-
i=1

cation du controleur donne :
n
i=1
Ainsi, les §;’s tendent asymptotiquement vers 0.

Si maintenant nous considérons le méme systeme muni d’une loi de commande u := wuy

T
échantillonnée a la fréquence 1/7, en utilisant un contréleur d’ordre 7, uy 1= u" = Y T y;

=0
, le discrétisé exact sera de la forme suivante :
( r+1
af = o1+ T(fi(X1) + 22) + 2T fi{(Xigr, Uimn) + O(T72)
i=2
r+1
[L';_ = Ty + T(fQ(XQ) + 113'3) + ZTZfQZ(Xi+2, Ui—n—i—l) + O(Tr+2)
i=2
T+1 . .
§ 2 = + T(f3(X;) + 2541) + ;T’f;.(XHj, Uitjon-1) + O(T""?) (5.16)
r+1
z:—l = Tp-1+ T(fn—l(Xn—l) + zn) + ZTZ ;L—I(Xi-i-n—la Ui—2) + O(Tr+2)
i=2
r+1 )
= @n + T(fu(Xn) + uo) + 3T (tio1 + f1(Xn, Uin2)) + O(T7F2)
\ i=2

Théoréme 5.3.1 Considérons le systéme de la classe strict-feedback décrite précédemment
et considérons x(t) une consigne temporelle de la variable réelle x, suffisamment régulicre
(de dérivées successives (25) D (t)). Pour r donné, il existe Ay > 0,T > 0 tels que pour tous

les || Xo|| < Ag et T < T, nous pouvons concevoir un contréleur d’ordre r avec uy = u,. tel

que :
r+1

lim sup|xy (kT) — z{(kT)| = O(T =

k— 00

)
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Preuve :

Etape 1 :

Notons : 55 = (52,0 + ZTifgi + O(TT-H)

=1

7!

r+1 e\ ()
-.C == i = z
0f = 01+ T0y+T(fi(X1) — 3]+ Top) + ZT <$2,1—1 )

i=2
(X, Vi) )+ O
r+1 .
e (i-1) (xi)(l)
= (L=TK(T)6 + T8+ > T Ty + Ky = i
i=2 ’
(X, Uie) )+ O
Nous choisissons les Ty ; tels que
Too = —fl(X.l) — Kl(O())éil + &5
To i1 = —Kfl_l) + % — (X1, Uisn) i€ {2,r +1}

Nous obtenons :
67 = (1 —TK(T))6, + T8 + O(T"?)

Nous considérons maintenant la fonction suivante : Vi(d;) := 162. Nous notons S :=

- 2 T
Vi(57)—Va(81)
T

Nous avons alors :

= (e SR ot (- TR+ 25) 8+ 0

Nous donnerons l'expression de K;(T') a 'étape n.

Etape 2 :
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Notons : 0% := 039 + > 1TT3,; + O(T")
i=1

r41 _ ()
. . :L’
) = O+ T+ T(f(Xa) — oo+ Tao) + 3 T (f - T
=2 :
r r4+l—i

. T i+J
+fo(Xito, Uimpa ) Z Z féjl +O(T"?)
=1 j=1 :
= (1-TK5(T))o; —T(1— TK1,2( )01 + 16y
r—+1

+ZTi (fs,i—1 + P2 (X)), X, [Ui—n—l—l]o)) +O(T"*?)

=2

Nous choisissons les T3 ; tels que

{ T30 = —fa(Xa) — 01 — K»(0 )524-1520
$3,z—1 - _p2,z((XC)(Z+1) Xz+2a [Uz—n—i-l]o) ai S {2a r+ ]-}

La présence du crochet [U;_,41]°(X,,) signifie que py; est un opérateur de U;_,11(x). Plus
généralement, nous notons :

U6 o= (s (@), fuya ] (@), . o] )
| ] (2) = (s(2), (), ., ()
(remarque : [U;_,1]%(x) = ([ti—ni1]’(@), [wisn) (2), . .., [ue) " (2)).
Du coup, nous avons :

(05)" = (1 = TKy(T)) 6y — T(1 — TK,5(T))6, + T+ O(T™)

Nous considérons la fonction suivante : Va(dy,05) := Vi (6;) + 5(05)%.

AVQ . V2(51+7(5§)+)—V2(51 ,05)

Nous notons s

Nous avons alors

T

Ta- TK1,2<T>>2) (6.

AV T

22 = (—K(T)+ =KXT

0 ( (1) + S KT + 5
_'_

() + AT + 5 ) @3+ 50
#(( 0= TR 0 - T - TR )3
#(1= TRAT) — (L= THRAT)( = TRa(T) )8 + O

Nous déterminerons K»(7T') et K;5(7") a I'étape n de ce cet algorithme.
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Etape i = 3..n-1

Pour simplifier les notations nous notons : 67 := d;. Notons : ;,; := d;410 + ST T +

i=1
O(Tr+1)

r+1 ()
Z;
G0 = O+ T+ T(HX) — g+ Foprg) + 3T (a: - e

j=2 ’

r r+1—j

, Titk ,
+fiJ(Xi+j, Uj—n—l+i)) —Z Z o (,j) —+ O(T +2)
j=1 k=1 '

= (1-TK(T 5"+Z T) (1 - TK;(T))8 + To7,,

r+1

+ZTj (E’Jrl,j—l + pi,j((ch)(j+i_l)> Xiti, [Uj—n—l-i-i]o)) +O(T")

=2
Nous choisissons les T;;1 ; tels que
{ Tivo = —fi(Xi) — 0y — Ki(0)d; + Tio
Tit1j1 = =i (XD, X, [Ujnia®) g€ {27 +1}

Du coup, nous avons :
(0Nt = (1-TK(T 5T+Z )1 — TK;(T))8} + Tl + O(T"H)

Nous considérons la fonction suivante : V;(01,5,...,07) :== Vi1 (67,85, ..., 6/_) + 2(67)*
AV Vi(0{,(05) "o (7)) = Vi(91,05,...0F)
= T

Nous notons
Nous avons alors
AV, : T d
= Z( - K(T) + 5 (1 + K} (T)+ >
j=1 s=j+1
i p—1 p—1
I ONTN T (FE I T (L= T, (T))(1 = TK,,(T))850]

p=1j=1s=j5+1

2(s—j)—1
B0

i p—1
D > (1P TP = TR(T))(1 = TK,,(T))6;6,
p=1j=1
i i p—l
+> (L=TE ()50, + Y > (=T) (1= TK;,(T)5;8,
_ p=1j=1

T T T T T
—5(51)2 + 5(61'—1—1)2 +0(T")
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Nous déterminerons K;(7T') et les Ko<j<;;(T) a I'étape n de ce cet algorithme.

Etape n

Notons : u" :=ug + > T'u; + O(T"1)

i=1

. o (T, 0)(]')
(52)—1_ = 52 + T(fn(Xn) — ETMO -+ Uo) + ZT] <Uj_1 — ’

Jj=2 7!
r r+1—j
) Tj—i—k_k .
+f£L(Xn,Uj_2)> S 3 T s o
j=1 k=1 '

= (1 -=TK,(T 5T+Z TV (1 = TK,;(T))d"

J

r+1
By's (u Ty (X)), X, [Uj_2]°>) Lo

j=2
Nous choisissons les u; tels que
{ = —far(Xo1) = 65—y — K1 (0)8)_y + T 10
xng 1 — _pnj((X1>(]+1 y “Any [Uj 2]0> 7j € {27T+ 1}

Du coup, nous avons :

[y

(6,)" = (1-TEKu(T))d;, + 5 (=T)" 7 (1 = TK;n(T))35 + O(T")

1

<.
Il

Nous considérons la fonction suivante : V,,(61,65,...,65) :== Vo1 (67,65, ...,0n_1) + 5(dn)%.
Vi 6+7 )t 617’; ) =Valé 76T 7777 g4
Nous notons Aj‘{n — 1 (677,(03) ( % )=V (81,05,..,65)

Nous avons alors :
AV, i T2(s—=5)-1 .
( (= TR ) 5

— K;(T) + gu + KX(T)) + i

s=j+1

T

j=1
n p—1 p—1
YN N (FE I T (L= T (T)) (1 = T, (T))850]

p=1j=1s=j5+1

n p—1
D > (1P TP = TR,(T))(1 = TK;,(T))d6,
p=1j=1
n—1 n—lp—1
P T+ 3OS (L T T (1),
p=1j=1
T
Lo+ o
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Nous déterminons récursivement tous les K;(T') := K; + ZTSKZ-(S) et les Ko<jeii(T) =

s=1
r—i+j (s)
> T°K;7 pouri € {1,n} tels que :
s=0
AV, -
D= N KL (002 4+ O(TH 5.17
TR S RCUSE ey (5.17)

Ainsi, par application de la version discrete du théoreme de La Salle nous obtenons le
résultat escompté i.e tous les d7 (k) tendent "asymptotiquement’ vers 0+ O(T TTH) et en par-
ticulier 6; ! La commande s’obtient de maniere récursive, nous commencons par déterminer
les 0, puis nous obtenons ug qui ne dépend que de X,,, 5 (et ses dérivées) et des T, (et
qui au passage correspond bien a la commande continue prise aux instants k7'), puis nous
pouvons déterminer les T; ; qui dépendent de wug, puis nous déduisons u; qui ne dépend que
de X,,, z{ (et ses dérivées) et des T; o, T; 1, et ainsi de suite récursivement jusqu’a obtenir
tous les termes de la commande. A noter que 1’énoncé de ce théoreme porte sur T borné et
des conditions initiales dans un compact, ce qui est requis par les définitions de O(T"2).
Davantage de détails pourraient étre donnés sur la fagon d’obtenir A, en fonction de la
dynamique du systeme bouclé mais nous ne le faisons pas ici (c’est tres similaire a la fin
de la preuve du théoreme 5.2.1 et aux arguments classiques de [60]). O
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Nous montrons sur un exemple la procédure récursive a suivre pour déterminer les
K;(T), et les K;,;(T).

Fixons r = 2,n = 3; nous avons :

=\é: ( K(T) + SRAT) + 5 (0~ TRy o(T)) (1 - TK1,3<T>>2) (5,

(= Kal) 4 G0+ BHD) + 50 - TR ) 33
+< — K5(T') + g(l + KX(T)) + g) (63)

#(1- THR(T) — (1= TRA(T)(1 = THo(T) - 750 - TRaa) (1~ THa)
Joudi+ (1 TRAT) - (1= THAU(T)(1 - THaa(T)) )32

+< —T(1—TK2(T))+ T —TK3(T))(1 — TKl,g(T)))él(sg +O(T?)

T T2
_ < _ K+ 5(—21{}” +(K)2+1)+ 7(—2}(?’ +2rk K — 2K, + 1)

T T2
)(51)2+< — Ky + 5(—2[(51) + (K2)* +2) + 7(—2K§2) + 2K2K§1)

T T2
—2K2,3)) (53)%( — K+ (207 + (K) 4 2) + (20
+2K3K§1))) (62)%+ (T(—K1 + Ko+ Kio) + THKY — KV — KoK15— 1)
)515§+ (T(—K2 + Ky + Kog) + T2 (K — KV — K3K273)) 5262

+T7? <K1,2 — K3 — KL?,) 0105 + O(T?)

Or, nous souhaitons obtenir :
= Ky (62— Ky . (02)? — K3 . (63)* + O(T?)

Ainsi, en comparant les termes facteurs de T, nous en déduisons :

1+ (K;)?

Ki(l): i€{1,2,3} ,Kia=K —Ky ,Ky3=1K;—Kj
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Puis, en comparant les termes facteurs de 72, nous en déduisons :

[ KP = KK — K2+ —w
KD = Kl Iy = M

K = K3K§1> _ ik

Kflz) = K£ + KoKy 0+ 1= K%—2K§J;2K1K2+3
Kél?z KV + K3Ky 3 = K§_2K§”;2K2K3+1
Kiz=Kiy— Ks=K, — Ky — Kj

5.3.2 Algorithme basé sur un nouveau type de fonction de Lya-
punov

Considérons a nouveau le systeme non linéaire continu suivant :

i = f1(X1) + 22

To = f2(X2) -+ T3

: (5.18)
itn—l = fn—l(Xn—l) + Ty
Tn = fu(Xp) +u

Nous souhaitons que z;(t) suive asymptotiquement la consigne z(¢) mais nous tolérons
une convergence semi-globale pratique (I’état du systeme continu part d’un compact donné
et l'erreur finale est de 'ordre de O(T"*!)) dans la synthese de la commande continue.

Cette fois nous utilisons la fonction de Lyapunov candidate suivante :

V= ZSatTH (5.19)

Une procédure de Backstepping condult alors a utiliser des pseudo-controleurs déterminés
récursivement, :

EQ — —fl(X1> - K151 + l’i )
fg — —fg(X2> — (K2 + 1 )52 +f2

T, = _fn—l(Xn—l) - (Kn—l + ]-) 571—1 +fn—l
ol : 0y := 21 — 2§ et da<i<p_1 1= x; — T; et qui permettent d’obtenir le controleur continu
suivant :

Ue = _fn(Xn) - 571—1 - Knén + En

ou K; >0,...,K, > 0. En effet, I'application du controleur u. donne alors :
Vo= —ZK Sat}1(6:)(5:) = Y _(16:] — Sign(6;-1)d;) + O(T")
=2

_ —ZK 16;] — Z 16:] — Sign(8i-1)8;) + O(T"™")
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Ainsi, les §; tendent vers 0 + O(T"1). En particulier :

limsup |6, (kT)| = limsup|z, (kT) — 25 (kT)| = O(T")

k—+00 k—+o00
Si maintenant nous considérons le méme systeme mais avec une commande u = uy
échantillonnée a la fréquence 1/T', en utilisant un controleur d’ordre 7, uy := u” = > T'u;
i=0
, le discrétisé exact sera a nouveau de la forme (5.16), i.e :
( r+1
zf =z + T(fi(X1) + @2) + 2T f{(Xi1, Uip) + O(T72)
i=2
r+1
x3 =22+ T(fo(X2) + 23) + DT f3(Xit2, Uinsr) + O(T72)
i=2
r+1
§ 2 =2 + T(f5(X;) + 2541) + ;T’f;(){iﬂ, Uitjn1) + O(T"*?)
r+1
z:—l = Tp-1+ T(.fn—l(Xn—l) + xn) + ZTZ ;L—I(Xi-i-n—la Ui—2) + O(TT+2)
i=2
r+1 )
2 = @n + T(fu(Xn) + uo) + 3T (tio1 + f1(Xn, Uin2)) + O(T7F2)
0 i=2

Le théoreme suivant améliore le théoreme vu précédemment et permet de comparer les
commandes selon leur ordre :

Théoreme 5.3.2 Considérons le systeme de la classe strict-feedback décrite précédemment
et considérons x§(t) une consigne temporelle de la variable réelle x1 suffisamment réguliére
(de dérivées successives (25) D (t)). Pour r donné, il existe Ay > 0,T > 0 tels que pour tous
les || Xo|| < Ag et T < T, nous pouvons concevoir un contréleur d’ordre v avec ug = u. tel
que :

lim sup|z, (kT) — 25 (kT)| = O(T")

k—+o00
De plus, la commande u” d’ordre r construite dans notre preuve est meilleure (au sens des
Propositions 4.4.3 et 4.4.8) quand l'ordre r augmente lorsque les hypothéses (i)-(iii) du
chapitre précédent sont vérifices pour la commande continue.

Preuve :
Fixons v € R tel que v > 1.

Etape 1 :
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Notons : 0% := da 0 + Y TTa; + O(T")
i=1

r+1 c\(7)
P i = r
6f = 6+ T8+ T(f1(Xy) — 35 + Tap) + ZT (I27’i—1 — ( 1')

+f1(Xita, Ui—n)) +O(1"+?)

r+1
= (1-TK(T))6 + T8+ ZT" (@,i_l + KD

1=2

(zf)®
i

+f1(Xit, Ui—n)) +O(T"*?)

Nous notouns :

()"

P1i = pl,i((l'f)(i), Xi+1> Ui—n) = Kfi_l) - + fli(Xz'+1, Ui—n)

Nous décomposons ce terme ainsi :

pl,iizﬁ,i((fb’f)() Xiy1, Uo(x +Zus fls i+1, Us(2))

Nous choisissons les Ty ; tels que
Top = —f1(X1) — K16 + Ty

f2,1’—1 = -7 Sa't:}l-_;((sl) ZO Sa't:}l-;(plzs)plzs >'é € {2>T + 1}

ol ry sera déterminé a la derniere étape et ou :

{ Piio = Pri((zf)? XmUo( )
Plis = s(2) f1 (Xiga, Us(x))

Nous obtenons :
r—+1

6o =0 - KT +T52+ZT (plz v Sat'5' () Z Sat]’y (pF i )P ) + O(T™?)

=2

Nous considérons maintenant la fonction de Lyapunov candidate suivante :
Vi = Sat; 5(61)8

AV1 . V1(51+)—V1(51)

Nous notons T

Nous avons alors

AV r—+1 i—n
Tl = —K1|6] + 6250t ) 5(61) +ZTZ ' <p125zgn (61) =7 Z|plzs) +O(T")
i=2 s=0
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Etape 2 :

Notons Ty ; = Ta; + ZT _(Z Lo

Notons aussi : 05 := d30 + ZT%g,i + O(T™ )

i=1

SR = )00
. | .
(@)t = 0 + T8+ T(fo(Xa) — Tao +T0) + Y _T" (f&i_l _ (@20)

7!
=2
' r r+l— ZTH_] G ,
+f2Z(Xi+2a 1— n+1 ) Z Z f2jz + O TT+ )
=1 j=1 :
= (1 -TKy(T))oy —T(1 - TK1,2(T))51 + 7164
r+1
+> T (‘ + p2a(XD) D, X, [Ui_n+1]°<Xn>>) +O(17*)
=2

La présence du crochet [U;_,,41]°(X,,) signifie que py; est un opérateur de U;_,1(x). Plus
généralement, nous notons :

UF(X) = () (2), [y ] (@), o) ()
| (@) = (u3(2), By (@) ..., 1y (x))

(remarque : [Ui—p1]°(2) = ([wien1]° (@), [wi-n]' (2), . ., [uo] 7" (2)).
Nous notons :

P2 (X)X, [Uinia] (X))

Nous décomposons le terme po; ainsi :

D2i = pzz((Xl)(ZH Xi+2a[U0]i_n+1(Xn))

i—n—+1

) (T Lo (XD Y, X, [U) T 75(X,0))

Nous choisissons les 73 ; tels que

T30 = —fo(Xo) — (K2 4+ 1)85 + Tay
i—n+1
f3vi—1 = =7 Sat:i—;(dr) Z Sa't:3—2z(p2 7 s)p2 11,8 >'é € {2a r + 1}
s=0

ou 1y sera déterminé a la derniere étape et ou :

{ D0 = 52,i(<X16)(i+1)7 Xz"+27 [Uo]i'_nJrl(Xn)) '
Phis = (Jus] 77T f5 (X9, X, [U] 77 7(X,)
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De facon a obtenir :

B0 = (1—TK)8 — TS, + T3,

r—+1 i—n—+1
+ZTZ (pli -7 Sat:i—; 62 Z Sa't:i-; p2 K s)p2 1,8 ) + O(TT+2)
=2

Cette fois nous considérons : Vo := Satl ,(6:1)(01) + Satl ,(65)(65) = ZSatTH( ().

Nous aurons :

AV r+1 2 i—n414j

2 s ‘s T T 11— *

= _ZK |07] + Sati ' (55)65 +ZZT 1 <p”Szgn(5) Y Z ij,i75|>
Jj=1 =2 j=1 s=0

—T(|03] — Sat, 5(01)05) + O(T"*)

Etape i = 3..n-1

Pour simplifier les notations nous notons : 47 := 0.

Notons aussi T ; = Ty, ; + ZTZ_(Z +O(T" )

et : 5;4_1 = (51'4_170 + ZTZEH_LJ' + O(TT—H)
j=1

r41 ()
X
G0 = O+ T8+ T(H(X) — g+ Foprg) + 3T (a: - e
j=2 ’

- r T+1—jTj+k N
+ij (Xi+j> Uj—n—l—i—i)) —Z Z I fz(,j) + O(TT—i—Z)
j=1 k=1
r+1
+y T (— + i (X)) X, [Uj_n_HiP(Xn))) +O(T™2)

Jj=2

Nous décomposons le terme p; ; ainsi :

iy = Pag((XD) Y, Xy, [Do ™" H(X0)
Jj—n—1+41i

+ Z ST X)) LX) Y, Xy, [UTT (X))

Nous choisissons les T;;1 ; tels que

Ei-l-l,(] == _fz(Xz) - (K + 1)(5T + fl ,0
j—n—141

§i+1,j—1 =7 Sat::—; (5T> Z Satr+2 (plj S)plj s 7.j < {27 T+ 1}
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ol r; sera déterminé a la derniere étape et ou :

p;'k,j70 = ﬁi,j(('ch)(ifj_l)v Xi+j7 [UO]j_n_l-H(Xn)) ' '
p;‘k,jvs = ([us]]—n—l—i-z—s(Xn))T ij,s((ch)(z—i_]_l)v Xi+j7 [Us]]_n_l—ﬂ_s(Xn))

De facon a obtenir :

(61" = (1—=TK;)o —T6] + 196,

r41 ] n—1+41
_'_ZTJ (pi,j - Sat:1+2] Z Satrl-‘r; (pz s s)pz JJsS ) + O(TT+2>
j=2 s=0
Nous considérons la fonction suivante : V;(8y, 85, ..., 07) := Vi1 (67,85, ..., 01 )+Satl i (67)0r.

\7A Vi(67 ,(65)™,...,(65)™)=V;(67,0%,...,0F

R p—

Nous notons aVi . (001 (05) T, (07) ) V07,0507
T -

T
Nous avons alors :
AV, r+1 1 k—n—1+j
TZ — —ZK |67 ] + Sat!T1(67)67, + ZZTk ! (pj pSign(d;) — vy Z |p;ks|>
Jj=1 k=2 j=1 s=0

—TZ (165 — Sat),5(6;-1)85) + O(T™)

Etape n

Notons : u” := ugy + ;TZUZ + O(T™1) ,ainsi que : T;) ; = Tp j + ZTZ_(Z + O(T™)

. o )
@) = O+ T(fa(Xe) = Fug+ o) + 3T <u —
i=2 ‘

‘ r r+l1 ]Tj+k (k)
+f£L(Xn,Uj_2))—ZZ T wl+O(T?)

jlkl

= (1 -TK,(T 5T+Z TV (1 = TK,(T))d"

J

r+1

By's (u Ty (XD)6D, X, [UH]O)) Lo

J=2
Nous décomposons le terme p,, ; ainsi :

Pnj = ﬁn,_j((Xc)(”"l X, [U0) (X))

+Z([us]j‘2‘s(Xn))T 2 (XD X, (U272 (X))
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Nous choisissons les 7,41 ; tels que
up = — fn(Xn) — (Kn 4+ 1)0], + T

) Jj—2 )
wj1 = —v Saty {5 () ZO Sat; 5 (04, I0h, s €427}

{p;,j,ozﬁn,jaxcw“ ) |
g = (a2 (X)) FL((XDOD, X, [U275(X,)

Nous avons donc requis que u, ne soit pas forcément différentiable, que u,_; le soit 2 fois
(car u, dépend de Qu,_; et ce qui arrive dans le O(T"!) dépend de 9%u,_1). Ainsi, u;
(pour (5 € {0,...,7 —1}) est dérivable r + 1 — j fois. D’ou :

ri=T +1 —]
u” a aussi été obtenu de facon a avoir :

(0" = (1-TK,)o, —T9,

r+1 Jj—2-s
+y T (pn,j — v Sat; 157 Z Saty 3 (D55 )P s ) +O(T"*?)
=2

Nous considérons la fonction suivante :
Vn((Sla 57 sy 5;) = n—l( I? 57 ceey :L—l) + Satr+2(52)52

Vi (67 ,(85)F 1., (87)H) =V (61,685 ,...,67,
Nous notons 212 := GGG )T) (01,05 - :00)

Nous avons alors :

41l n k—n—1+j
— _ZK |5T|+ZZT’“ ! (pijzgn(é) Z Ip;ik,s|>
k=2 j=1 s=0

—TZ (167 = Sat),5(6;-1)87) + O(T"™1)

—ZKW +O(T™)

Jj=1

Conclusion : la derniere inégalité résulte du fait que v > 1; nous en déduisons que :

lim sup|d; (k)| = limsup|d5 (k)| = ... = limsupl|d} (k)| = ... = limsup|d’ (k)| = O(T"*")

k—s 400 k—s 400 k—s 400 k—s 400

A nouveau, le choix de A résulte d’arguments basés sur les fonctions de Lyapunov [60].
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Comparaison des commandes selon leur ordre :

Nous avons utilisé une fonction de Lyapunov qui dépendait de l'ordre de la commande
dans la preuve précédente (les T; étant d’ordre r) mais pour pouvoir comparer la commande
T
d’ordre u? (ou g € {0,...,r—1}) avec la commande d’ordre r associée (u" = ui+ > T7u;),
Jj=q+1

il faut utiliser la méme fonction de Lyapunov et nous choississons donc celle qui fait ap-
paraitre les termes d’ordre r i.e celle qui est associée a la commande d’ordre r.

Nous utilisons donc :

V Zsa’tr+2 )

Si nous appliquons la commande ", nous avons :

r+1 n k—n—14j
- o (st -1 3 i)
k=2 j=1 s=0
—TZ<|6;| = Saty5(0;-1)07) + O(T")
Si nous appliquons la commande u? (cette fois, ug+1 = ... = u, = 0), nous avons :
r+1 n min{q,k—n—1+j}
- —ZK 514D D T | piwSign() =7 3 i
k=2 j=1 s=0
—TZ(W'\ — Sat;,5(8;-1)0;) + O(T")
Ainsi,
AV, AV, K e L .
= > > T ps | +O(T)
k=2 j=1 s=14min{q,k—n—1+j}

Conformément aux résultats du chapitre précédent, u” est * meilleure’ que u? (au sens des
propositions 4.4.3 et 4.4.8) quand l'ordre r augmente lorsque les hypotheses (i)-(iii) du
chapitre précédent sont vérifiées pour la commande continue.

5.3.3 Exemple 2

Nous nous intéressons a nouveau a ’exemple précédent :

{ﬁzn“r&
E=u
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Le discrétisé exact s’écrit :

nt =0+ TP +€) + 5 (20° + 206 + u) + O(T?)
Et =&+ Tu

Cette fois nous allons appliquer le théoreme 5.3.2 et obtenir un résultat qui permet a coup

sur (si 7 est suffisamment petit et si xy est correctement choisi) de garantir une meilleure

précision quand l'ordre de la commande augmente (tout comme dans 'exemple 1) mais

aussi de garantir que toute commande d'un ordre donné est meilleure que les commandes
associées d’ordres inférieurs (i.e est meilleure que ses troncatures d’ordres inférieures).

Etape 1 : (V; = Sat?(n)n)
Posons : £ = & + T¢&;
AV; T
= Siontn) (18 €4 G2 2640 ) + O(T?)

= —cVi+ Sign(n)(§ — &) +
+0(T?)

T
5(52971(77)(2773 + 20€ + o) — |20° + 20 + uol)

avec :
1. & = —cn —n?
2. & = —1Sati(n®:1) Py
3. @y =203 + 2n€ + g
avec vy > 1

Etape 2 :

2
7" = (L= ¢TI+ 7€~ 8) + (28, + 2% 4 206 + ug) + O(T)

Ainsi :
& = & —Tle+2m)(—n+£-7)
1 (—en+§ =+ (c+2n) (& +n' + 76+ 3 ) ) + O(T?)

((I)i‘_; (bl) + O(T2)

& =6&6- gSat}(nCIn)
D’ou :
E—9" = €=+ Tug+T(c+2n)(—n+E&—&) + T
+1* ((—en+€ =%+ (c+2n) (& +7° +nE+ 3) )
(d7 — @)

7 + O(T?)

T2
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5.3. CAS DES SYSTEMES SOUS FORME STRICT-FEEDBACK

Nous choisissons alors :
ug = —(c+1)(€—&) = (c+2m)(—n+&—§&)
= —(c+D)E+en+n) = (c+20)(E+7?) (5.20)
D’ou :
P = —(2c+1)(E+n?) —clc+ 1)y

(Py — ®1)

T = (3 +4 + )+ (8¢® +6¢+ 1)n® + (4¢® + de + 1)E + (de + 2)né

+(4c+2)n° — (20 +4en+c+ A (E—E) +O(T)

Nous avons donc :

(-8 = (1—cT)(£—§>—T(£—§)+T2[u1—(1+2c+2n)£1

(e +E =8+ (c+2n) (G +n' +nE+ 3

@%ﬁﬁkﬂﬁ%

= (1= (c+1DT)(E — &)+ T*(up + y) + O(T?)

1

En choisissant :

uy = —| 2| Sign(§ — €) (5.21)

et en considérant V, = Sat?(n) + Sat?(¢ — £). Nous obtenons finalement :

A _ —
S = et Sign(n)(€ — €) — € — € + 5 (Sign(u)(@1) — |1

+T(Sign(& — )Py — 7| Pa]) + O(T?)

Résultats numériques : (courbes 9.22-9.27)
Cet exemple a été simulé dans le dernier chapitre pour les données suivantes : T'= 0.2,c =
1.1y=1.2.
Pour différentes conditions initiales, nous avons tracé la solution du systeme dynamique
bouclé :
— en continu, lorsque la commande est continue u := wu,.
— en pointillés, lorsque le systéeme est commandé par la commande échantillonnée
d’ordre 0, uy, = u°
— en croix, lorsque le systeme est commandé par la commande échantillonnée d’ordre
1, up = ut
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Procédure de Backstepping et échantillonnage

Les résultats confirment la théorie mise en oeuvre dans ce chapitre : la commande d’ordre
1 est 'meilleure’ que la commande d’ordre 0, au sens défini dans le chapitre précédent
et elle reproduit davantage le comportement de la commande continue. Etant donnés les
résultats, il semblerait que, pour cette période d’échantillonnage, le domaine d’attraction
soit élargi lorsque 'ordre de la commande augmente.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, par I’étude d'une classe particuliere de systemes non linéaires, nous
avons illustré les propriétés qui ont démontrées dans le chapitre précédent pour comparer
les commandes selon leur ordre.

La procédure classique de Backstepping a été généralisée mais I’échantillonnage a introduit
des dynamiques de zéros supplémentaires qui nous obligent a nous satisfaire d’un résultat
de stabilisation ou de poursuite portant finalement que sur la premiere composante de
I’état : nous disons que le changement de coordonnées utilisé lors de la synthese de la
commande n’est plus un difféomorphisme.

Dans le chapitre suivant, nous allons étudier une autre classe de systemes non linéaires
pour laquelle le difféomorphisme est conservé.
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Chapitre 6

Procédure de Forwarding et
échantillonnage

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions les systéemes non linéaires de la forme strict-feedforward
a commande échantillonnée. Les systemes strict-feedforward a commande continue appar-
tiennent a la classe particuliere des systemes non linéaires sous forme feedforward pour
lesquels il est possible de construire des lois de commande ainsi qu’une fonction de Lya-
punov par un algorithme récursif [101, 102]. La mise en oeuvre de la commande demande
cependant la résolution explicite de I’équation différentielle des sous-systemes permettant
de donner l'expression des difféomorphismes utilisés a chaque étape de la synthese de la
commande et c¢’est un obstacle majeur a 'utilisation de ce type de commande ; cependant
des applications utilisant la procédure de Forwarding sont parfois possibles [76].
Dans ce chapitre, nous présentons un algorithme généralisant 1’algorithme donnant la com-
mande continue [102] pour stabiliser semi-globalement pratiquement asymptotiquement les
systemes de la forme strict-feedforward a commande échantillonnée.
Une fois de plus, nous synthétisons une loi de commande de la forme (4.9) dans la me-
sure ol notre algorithme se sert véritablement de la commande continue comme premiere
composante de la commande et non d'une technique de synthese empruntée aux systemes
discrets [2].
Pour cette classe de systeme, le difféomorphisme a bien lieu sur tout I’état du systeme
malgré I’échantillonnage (ce qui n’était pas toujours le cas pour les systémes de la forme
strict-feedback) et nous pouvons donc stabiliser 1’état complet sur 0 + (’)(T%) avec une
commande d’odre r.
La principale hypothese utilisée est de supposer que les approximations d’ordre supérieurs
r du discrétisé exact sont localement commandables. Sinon, la difficulté algorithmique
rencontrée par la synthese de la commande continue trouve ici son équivalent dans la
détermination des fonctions H; ;.
Dans ce chapitre, nous commencons par rappeler la méthode de synthese de la com-
mande continue puis nous donnons notre nouvel algorithme de synthese de commande
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6.2. SYNTHESE DE LA COMMANDE CONTINUE

échantillonnée d’ordre r. Enfin, nous illustrons ce nouveau résultat par un exemple.

6.2 Synthese de la commande continue

Nous considérons la classe des systemes strict-feedforward :

(

i = fi(X2) + g1 (X2)v
By = fo(X3) + g2(X3)v

N : (6.1)
in—l - fn—l(xn) + gn—l(xn)v
\ Ty, =V
ou X; := (24, Tis1,...,%,), o les champs de vecteurs sont analytiques et ou la commande

v = v}, est échantillonnée.
Nous commencons par rappeler la procédure de forwarding qui permet de stabiliser globa-
lement ce systeme par une commande continue v..

Procédure de Forwarding pour une commande continue [101],[102]

La procédure de Forwarding est une procédure récursive qui a chaque étape ajoute un
nouveau terme a la fonction de Lyapunov et a la commande. Nous rappelons ici les deux
premieres étapes de la procédure et plus brievement les étapes suivantes.

Etape 1 :

Nous nous intéressons au sous-systeme :

Ty = Up
Tn

1422
maximum de |v,| & 1, nous pourrions évidemment prendre une autre valeur et pour cela il

suffirait de changer le sous-systeme en 7, = (1/5)v,). La fonction de Lyapunov de départ

La commande sera v, := F,(z,) == —f oul > 3 > 0. (Nous avons homogénéisé le

est la suivante : V,(z,) = 3272
. 2
Nous avons alors : V,, = —f3 117;2
n

Ainsi, x, converge asymptotiquement vers 0 et converge méme localement exponentielle-
ment vers 0 (autrement dit la convergence vers 0 est exponentielle aprés un temps fini)

Etape 2 :
Nous nous intéressons au sous-systeme :

j:n—l = fn—l(In) + gn—l(In)(Un + 'Un—l) = hn—l(In) + gn—l(In)Un—l
Ty = Fn(In) + Up—1

Nous définissons le difféomorphisme (global) suivant : ¢, : (X,,—1) — (2,1, ;) ou :

Zn—l(Xn—l) =Tp_1+ Hn—l(zn)
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ou H, 1(x,) = fooo hn—1(Z,(s))ds et ou T, est la solution de :

Tn=0n(Tn)  Tn(0) = z,(t)

pour t € R0 fixé.
La propriété de difféomorphisme global (I'inverse est évidente & calculer) est obtenue car
M%ff") existe et est continue pour tous les z,. En effet, x,, converge asymptotiquement

vers () et méme exponentiellement vers 0 apres un temps fini.

Une autre propriété intéressante a observer est que H,,_; vérifie :

8Hn_1 (l’n)

hn—l(xn> + 01'”

Up(2,) =0

(ce qui veut dire que nous pouvons déterminer H,,_; soit en résolvant une équation
différentielle et en faisant une intégration, soit en résolvant une équation aux dérivées
partielles).

Nous obtenons alors :

Zn 1 — 0 + (M + In— l(xn>> Up—1
Ty = _/Gxn + Un-1

Utilisant alors : V,,_1(X,_1) = Vi(2n)+ 222 = Vil(xn) + (201 + Hn_l(xn))z. Nous avons :

. . OH, {(x, .
Vn—l = Vn + (LUn + Zn_1 (% + gn—l(xn))) Up—1 = Vn + Fn—l(zn—lu xn)vn—l
L . Tpoa Zn 1(Xn 1) ) .
Choisissant alors : vp_1(Xn—1) = =B F E & Daa Nous aurons :

. . (Fn_1)2
Vo =V, —p3—"U <y
! 9 + (Tpy)?

La partie droite s’annule ssi :

0H,,_1(0
Ty = 0 et Fn_l(zn_l, O) = T{L’l()zn_l =0 (62)

Etant donné que le linéarizé-tangent du systeme original est commandable et que cette
propriété se conserve par difféomorphisme, nous avons I%’Tl(o # 0. D’ou, I’équation (6.2)
est satisfaite seulement lorsque (z,-1,z,) = (0,0). Ainsi, I'équilibre (z,-1,x,) = (0,0) est
globalement asymptotiquement stable et méme localement exponentiellement stable.
Nous notons désormais : F,,_1(X,_1) := v,(x,) + v,—1(Xp_1).

Etape j=n+1—i € {3,...,n}:
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Nous réitérons le procédure précédente en considérant le sous-systeme :

i = [i(Xig1) + gi(Xiz)v

j;n—l = fn—l(xn) + gn—l(xn)v
Ty =V

que nous réécrivons ainsi lorsque v = v (Xip1) + vi(xs, Xivq) -

{ i = hi(Xiy1) + gi(Xipa)vi
Xiv1 = Fin1(Xig1) + bigrv;

Nous montrons que la fonction suivante est un difféomorphisme (global) :

Gi : (Tiy o Tp1, Tn) — (20, Tig1, -+ -, Tn)
ou :
zi(wi, Xig1) = 2 + Hy(Xig)
ou Hy(X;q1) :== fooo hi()?iﬂ(s))ds et oll XHI est la solution de :

Tp = i+1(Xi+1) 7Xi+1(0) = Xin1
A nouveau, H; a été concu pour satisfaire la propriété suivante :

0H;(Xi11) o

hi(Xig1) + D Fit1(Xit1) =0

De sorte que nous obtenons :
{ 4 =0+ (Mlg)l(iiffmbiﬂ + gi(Xi-i-l)) Ui
Xit1 = Fip1 (Xig1) + biavs

utilisant la fonction de Lyapunov candidate :

1
Vi(Xi) = Vigr (Xig1) + =27 =

5% Vier(Xig1) + (@ + Hi(Xin1))?

Nous avons :
: : Vi1 OH;1(Xig1)
Vi = Vi [paribi + 2 | al
“+[8Xi+l + ( O
= Vz‘+1+rz’(zz‘,Xi+1)Ui

bit1+ gz’(Xi+1)>] vj

T (2 (X3), Xi41)
1+(Tn—1(2:(X3),Xi41))

(T:)?
Ty =

Choisissant alors : v;(X;) = =03

3, 110US aurons :

Vi = Vi — 3
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La partie droite s’annule ssi :

0H;(0)

Xi+1 =0 et PZ(ZZ,O) = E3%
i+1

% =0 (6.3)

Etant donné que le linéarizé-tangent du systeme original est commandable et que cette
propriété se conserve par difféomorphisme, nous avons gl){(—iiol) # 0. D’ou, I"équation (6.3)
est satisfaite seulement lorsque (z;, X;11) = (0,0). Ainsi, I'équilibre (z;, X;11) = (0,0) est

globalement asymptotiquement stable et méme localement exponentiellement stable.

n
Conclusion : a I’étape n, nous obtenons la loi de commande v, := > v; qui stabilise glo-
i=1

balement asymptotiquement le systeme en 0 et qui est méme localement exponentiellement
stable.

6.3 Synthese de la commande échantillonnée

Intéressons nous maintenant au méme systeme (6.1) lorsque la commande est échantillon

née. Nous notons : = z((k + 1)7T"), z := x(kT), v := vy
Le discrétisé exact du systeme (6.1) est sous la forme d’une série de puissances de la période
d’échantillonnage et lorsqu’il est tronqué a un ordre r 4+ 1 donné, il s’écrit :

p

r+1 .
vl =1+ T(fi(X2) + 91(X2)v) + X 7 fi(Xa,0) + O(T7+2)

r+l, .
LU;_ = T + T(fg(Xg) + gz(Xg)’U) + 2§277'1_'f2l(X3’ ’U) + O(TT’-‘:-Q)

(6.4)
‘ r—l—lTi . 9
lj;—l = Tp-1+ T(fn—l(l’n) + gn—l(xn)v) + z§27 72—1($Na U) + O(TH— )
L 2t =2, +Tv+0
ou X; := (x4, Tis1,...,%,) et ou les fonctions f;f sont de la forme suivante :
f;(XjHaU) = kgo,u;,k(XjH)Uk (6.5)

Théoreme 6.3.1 Supposons que la linéarisation du discrétisé exact tronqué a l'ordre r+ 1
soit commandable & 'origine, alors il existe T > 0,q > 0 et une commande d’ordre r
dont le premier terme est la commande continue précédente tels que pour toute période
d’échantillonnage T < T et pour tout état initial | X (0)] < A Uétat du systéme (6.4) tend

7“+1).

vers 0+ O(T >

preuve : Soit 3 €]0,1[, T > 0 donnés et T € [0, T].

FEtape 1

89
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Nous appliquons la commande suivante : v = v, (T, x,,).

vt =x, + T, (T, z,)
Nous utilisons alors la fonction de Lyapunov candidate : V,, = %(xn)2 et nous obtenons :
T ’ T
r 2
= 20 (T, ) + E(Un(Ta Tn))

Nous choisissons :

-5 @y,
o) =TT
Et nous obtenons :
AVi(zn) 3 x2 (_1+ T3 )
T 14721+ a2 20+ 7% (1 +22)
g
= _(1_5)1+T21+x%
= —ay (%) (6.6)

Donc, z, tend globalement asymptotiquement vers 0. De plus, a partir d'un nombre K
de pas fini |z,| devient inférieur & M > 0 et nous pouvons déterminer N > 0 tel que :
Vk > K, M < =NV, (z,(k)) et nous obtenons une convergence exponentielle vers 0.

Si maintenant, nous développons en série de T notre controleur et que nous le tronquons
a l'ordre r, nous notons :

(T, ) = 07 (T, ) + O(T™ 1)

avec : )
(T, 20) = Y Tion(an)
i=0
(remarque : vy, o(7,) = —B17% est la premicre composante de notre controleur en continu).
En appliquant non pas v = v, (7, x,) au systeme mais v = v (T, z,,), nous obtenons :
AV, (x,
Nous notons : F,(T, z,,) = v, (T, x,,) et FI (T, x,) = v (T, z,)
FEtape 2

Nous considérons le sous systeme suivant :

r+2 .
{a¢4=%4+Tuammwwwm%wwgg%;A@mw+0a“%

bt =x,+Tv
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Nous posons :

r+2 i—1
T
hn 1(T xn) = .fn 1(xn) +gn 1(xn)vn(T xn + Z TZL 1($n,Un(T, zn))

Nous développons h,_1(T,x,) en série de la période d’échantillonnage T et nous notons
" (T, x,) sa troncature a l'ordre r+1, i.e nous avons :

Bt (T, 2,) := (T, 2,) + O(T"2)

Nous allons chercher a stabiliser ce sous systeme avec v de la forme v = v, (T, z,) +
Un—l(Tu Xn—l)-

Nous utilisons le changement de variable suivant ¢,—1 7 : (X,,—1) — (2 r+l

“p— 17']:“) O\

Zrtll(k) = Tp- 1(k)+Hn 1(T $N(k))

[

T ( +ZTM+1 T, %.(5))

ou Z,(j) est la solution de I’équation aux différences suivante :

{ Tn(j+1) =Tn(j) + TF(T,2,(5))
7,(0) = 2, (k)

Nous remarquons que ¢,,_1 7 est un difféomorphisme global : I'inverse est triviale a déterminer
et 8¢’5;1’T =[[1 8¢gx L]0 [10]] existe et est continue. En effet, 2t} est une somme de fonc-
tions analytiques et d’apres I’étape précédente x,, converge exponentiellement vers 0 apres
un nombre fini de pas.

Par construction, notons que H,,_; satisfait la propriété suivante :

ThIH (T, 2,) + Hy (T, 7 + TE(T, 2,)) — Hy 1 (T, 1) = 0 (6.7)

Ceci signifie que si nous écrivons H,,_; sous la forme :

Hn—l(Taxn) - n 1,0 xn ZTZ n—1,1 zn

7’+1
= Hn—l,O(xn) + ZTZ'H”_LZ'(LE}L) + O(Tr+1)
i=1

= HTU(T,x,)+O(T"?) (6.8)
et si nous utilisons le fait que A"t} est de la forme suivante :

r+1

hr—i_l(T xn) —hn IO(xna v, xn _'_ZTZ n— lz(xna 2(5(%) 7U:L(xn))

=1
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H,_; étant suffissamment différentiable, la propriété (6.7) étant vraie VT E]O,f [, alors les
r+2 premieres composantes de H,_; (soit les composantes de H'*}) vérifient :

a n— n
hin—1,0(Tn, Vn,0(2n)) + H*s(m)vn,o(l"n) =0
OHy—1,1(zn)

82 n— n
1,1 (T, U0 (), V1 (00)) + 2O o (@) 4 § 100 (3, (2,))% = 0

. n— T '7 6T+2 n—
hn—l,r-‘,—l(xna o >'Un,r+1(xn)) + 8H51)7f:1(96L)UTL,O(In) +...+ (Ti?)! ];x:fl;(xn) (Un,l(xn))r+2 - 0

Nous remarquons au passage que H,_; ;(x,) ne dépend que des i+1 premieres composantes
de la commande.

Hn—l,i(xn) = Hn—l,i(Ina 'Un,O(xn)a cee >'Un,z'(xn)) (69)

Nous remarquons aussi que H,_;(x,) correspond a H,_;(z,) utilisé par la commande
continue.
Nous avons donc :

()" = ag_y + Hoo(T27)

n—1
T’+1Ti ; n
4 Tt () + gaa(0) + B (@00) + (D)
+O(T"?)
= Xp—1+ Hn—l(Ta xn) - Hn—l(xn + TFn(Ta xn)) + Tgn—l(In)Un—l

rEL e .
+.§2F(f;z—1(xna Up—1 + Un) - :L—1($n’ Un)) + Hn—l(T> [L’:L_) + O(TT+2)

= 2 HWT 2, +TFN(T, 2,)) + H T, 2, + TFE (T, 2,,) + Tvp_1)
7“+1Ti . .
+Tgn1(xn)Vp_1 + Ezj(f,i_l(zn, Vp1 +00) — fr (2, 00)) + O(T"2)

= zfill + TG (T, 2n, Vp_1)0p_1 + (’)(TT+2)

C’est pourquoi, nous obtenons :

(zp )T =2 + TG, ((T, &, Upe1 )0y + O(T72) (6.10)
v =x, +TF,(T,2,) +Tvp1 = 2, + TF' (T, 2,) + Tvp_1 + O(TT?) '
avec :
A r41i=1 /1 afi_l
; T ny Un— = n— n )Y ; < d
r (T, vp1) In—1(xn) + =T IR S
1 aHT—l—l
nol ds + O(T™) (6.11)
0 dax (Tya=xn+TF5(zn)+Tvn—15)

(en indexant par r, nous entendons par la que G’ _, désigne la partie tronquée a lordre r
de la série en T du terme de droite de (6.11). Remarque : le premier terme de GJ,_; est :

aI—[n—l,o ($n)
+ ox,,

Gn—l,(](xnu Un—l) - gn—l(xn)
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ce qui correspond a la composante utilisée par la commande continue.

La linéarisation du sous-systeme initial était commandable a I'origine et cette propriété est
conservée par difféomorphisme. Par conséquent :

G (T,0,0) # 0

Nous utilisons a présent la fonction de Lyapunov candidate suivante :

1
Vr:,jll(xn—la Tn) = Volxn) + 5('2::11)2

Si nous considérons le sous-systeme suivant :

n—1

(Zrt1>+ = T+1 + TG (T7 Ln, Un_l)Un_l
=z, + TFn(T, SL’n) +Tv,_4

Nous aurons :

AV
Tn_l - _an,T(xn)+F:L (T Tny Zp— 11’U" 1)U" 1
avec :
1 [tov,
AT ) = 5/ ; ds
0 Q a:(En+TFn(T7"En)+TU7L715

T
9 [G:L—l(Tv T, Un—l)]2vn—1

Si nous développons I'7 _; en série de T, nous remarquons que le premier terme est le
suivant :

+2 G (T, Ty V1) +

n—1,0(Zn; 2 Un1) = ST+ 2,1Gh n=1,0(Tn, Un_1)

2

ce qui correspond au terme utilisé par la commande continue.
Nous pouvons alors écrire :

AV
Tl = _Ofn,T(xn)_'_F:L (T Ly Zpy— 117Un I)Un 1
= _an,T(xn) + Fr (T Ly By 11a O)'Un—l
+TR!, (T, @, 257 vy 102

(Remarque : I, (2, 2,71, vo—1) ne dépendant pas de v,_1, c’est donc en facteur de T
qu’apparait Rn_l).

avec : g

FT
R (T Tn, 2 n— 17Un 1) n_—l dS

0 v (Tmn,zn 1,sTvn 1)
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Ainsi, inspirés par les travaux [72], nous choisissons la commande suivante :

1 E (T, n, 2,53, 0)
Un-1(Tn, 2,51) = — r+1 r+1 X r+1
L+ T2, (T an, 2,70))2 0 14 (I, (T 2, 2,71, 0))?

o0 < B<letpt (T x,,2T) : R® — R* est une fonction C*(k > 0) telle que

n—1

s R (T, 2155, o) | < A (T, 21)
n—1

Remarque : par construction, notre controleur satisfait : |v,_;| < 2 5 <0

Nous avons alors :
r+1
T

= _an,T(zn) + F (T Ty 2 1>0)Un—1 + TR (T Ty Zgy 1>'Un 1)'Ur2L—1

B (Chi (T, 20" 0))
L+ (0 (T, 2,50))% 14 (T (T 20, 2777, 0))2
BT p, (T, 0, 27)
(1 + T2 (T, 23 50))2) (14 (T (T 20, 2,75, 0))2)
(FZ—I(Tvxm ::1170))2

1 + ( :z—l(Tu T, Z::iv O))2

IN

_an,T (zn) +

X |=1+

< _an,T(xn> - (1 - B)Tn—l

= —a, (T, zn+11, Tp)
ou :
154
L+ T2(pp P (T, w2 10))?

n—1

Th—1 =

Par application de la version discrete du principe de La Salle nous déduisons la conver-
gence globale asymptotique de (2, (k), z2-7} (k)) vers I'ensemble invariant formé des couples
Ty, 2711 tels que

n(zn) + (1= B) 70 i (T7 (T, 20, 275,0))2 = 0

Ceci implique que z,(k) — 0 et que I'"_ (T, z, = 0,2"11,0) = 0. Cependant,

n—1

I (T,0,2/10) = 2TG"_(T,0,0)z ] et puisque 2/} = 2, 1 + H' (2, = 0) = 2,

n—1 n—1
et que G, _,(7,0,0) # 0, nous avons donc aussi z,,_1 — 0.

Nous notons désormais : F,(T, ) + vp_1(2n, 2277) = Fpo1(T, Xp_1)

De plus, si nous revenons au discrétisé exact du systeme initial (6.10), a partir des cal-
culs précédents et en appliquant simplement le méme controleur tronqué a 'ordre r i.e en
appliquant :

Un— 1(17”,2;“1) Uy (T, ;Hl)‘l'O(TTH)
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sur la méme fonction de Lyapunov candidate, nous obtenons :

A r+1
2L < (T 24 20) + O(T)

Par application de la version discrete du principe de La Salle nous déduisons la convergence
asymptotique de z,(k), z,_1(k) vers I'ensemble invariant formé des couples x,, z,_1 tels
que :

() + (1= B) 1 (T (T w0, 2,71, 0))% = 0+ O(T"H)
Ceci implique que z,(k) — 0+ O(T" 5 ) et que I"._ (T, 2z, = 0+ O(T"5), 2"+, 0)
04 O(T"). Cependant, I"_(T,0+ O(T"2), 2,_1,0) =" _(T,0, 271 0) + O(T"%") =

2TG"_(T,0,0)2,_1 + O(T™*) et puisque 2t} = 2,1 + H' (2, = 0+ O(TF)) =

n—1
Tn1 4+ H 2 =0)+O(T" 2 ) = 2y + O(T"2) et que G”_,(0,0) # 0, nous avons donc
aussi ,_1 — 0+ O(T").

Etape i € {n—2,...,1} :

L’étape précédente se généralise aisément pour des sous-systemes de dimension croissante.
Nous considérerons le sous-systeme suivant :

p

gt

r+1_ . .
zi = x; + T(fi(Xi1) + 9:(Xi1)v) + .%ﬂf? (Xiy1,v) +O(T"?)
‘]:

r+l .
£d 1 = B+ T () gua (0)0) + 52 (2, 0) + O(T742)

+
xy =x, +Tv

\

Nous poserons :

r+1Tj—1 .
hi(T, Xiv1) = [i(Xig1) + 9i(Xig1)vig1 (T, X)) + j§2 i [ (X1, viga (T, Xiga))

et hi™! sera sa troncature a l'ordre r + 1. Nous utiliserons le changement de variable
suivant et montrerons comme précédemment qu’il est correctement défini et qu’il s’agit
d’un difféomorphisme global :

A7 k) = wi(k) + Hi(T, Xin (k)
zi(k) + Y Th (T, Xipa () (6.12)

J=0

[

ou X;11(j) est la solution de I'équation aux différences suivante :

{ Xﬁl(j +1) =

X i#1(7) + TFa (T, Xia ()
Xi11(0) = Xipa (k)
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Par construction, notons que H; satisfait la propriété suivante :
Thi*™N(T, Xit1) + Hi(T, X1 + TFia(T, Xip)) — Hi(T, Xi11) = 0

Nous obtiendrons :

(ZZ+1)+ = Z;—i__ll + TG:(T, Xi—l—l; Ui)vi =+ O<TT+2)
ri = Xip1 + TF (T, Xi1) 4+ Thigavi = Xy + TF/ (T, Xip1) + Thipyv; + O(T7F?)

avec b = [0,...,0,1]T e R et :
A ra1 71 /1 of!
0

ds

(Xi41 Q=07 +v;s)

Gi(T, Xiy1,v; i (X )Y
z(> +1U) g( +1)+ oo

i=2 !

LoH!
* /0 Oa

(en indexant par r, nous entendons par la G7 désigne la partie tronquée a l'ordre r de la
série en T du terme de droite. Remarque : le premier terme de G} est :
OH;o(Xit1)

0Xin

ds+ O(T™)

(Tyo=X; 1+ TF]  (Xit1)+Tbit1v;5)

Gio(Xig1,vi) = 9i(Xig1) +
ce qui correspond a la composante utilisée par la commande continue.

La linéarisation du sous-systeme initial était commandable a I'origine et cette propriété est
conservée par difféomorphisme. Par conséquent :

G(T,0,0) #0
Nous utiliserons la fonction de Lyapunov candidate suivante :
1

Vit (@1, Xig1) = Vigr(Xig1) + 5(22“1)2

Si nous considérons le sous-systeme suivant :
(zf™)F = 2T + TGHT, Xig, vi)vi
X;Srl = Xip1 + TEF (T, Xip1) + Thigav;
Nous aurons :
AVr—i-l
T

—ir1r(Xie1) + THT, Xig, 27 0w

7

avec

1 Loy,
(T Xi r—i—l : _ / i+1
o(T X, 27, i) 2(0 Oa

T
+Z:+1G2(Ta Xiy1,v5) + §[G3(Ta Xit, Ui)]zvi

T
ds bit1
a=X;1+TF;1(T,Xi41)+Tbiy1vis
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Si nous développons I'] en série de T, nous remarquons que le premier terme est le suivant :

1 /0Vi (X, T
I (X, 20 o) = & (DX Yoy g X 0)
2 0Xip '

ce qui correspond au terme utilisé par la commande continue a I’étape i.
Nous pourrons alors écrire :
r+1
AV,
T

IN

_ai+1,T(Xz+l) + 7 (T Xz+1> Z; 'Uz)vz

—aip17(Xiv1) + TH(T, Xy, 207, 0);
"‘TR (T X2+17 :—H,UZ')’UZZ

IN

' v;) ne dépendant pas de v;, c’est donc en facteur de T qu’ap-

(Remarque : I} (X1, 2] "
parait RY).
avec : 1
ary
1
R (T Xz+1> ZT+ avi) :A 81):

i +1
a=(T,Xi11,2] T ,sTv;)

ds

Ainsi, inspirés par les travaux [72], nous choisirons la commande suivante :

g LT, Xig1, 2,7, 0)

(X, 5 = - .
vi(Xi1,27) 1+ T2(pi (T, X, 2F1))2 1+ (D5(T, Xiy1, 2041, 0))?

o0 < B <letpi™(T, X1, 21" : R® — RT est une fonction C¥(k > 0) telle que

‘Inf]aX‘RT—i— (T Xz—l—lu :+17 )‘ < pT+1(T XZ+17 zr+1>
v;|<1

Remarque : par construction, notre controleur satisfait : |v;| < g <p

Nous aurons alors :

AVT—!—I
,_ZZ = _ai+1,T(Xi+1) + F:(T, XZ'+1,ZZ+1,O)’UZ‘ + TR:(T, X2+17 :—H UZ')’U-2
ﬁ (FT(T>XZ+1a i O))2
< - Xit1) + ; &
< Tt ¥ TR X SR T (6T X, 7 O
y 1+ ﬁTpr-i-l(T Xz—i—la Z?“—I—l)
(14 T2(p; ™M (T, Xiga, 2 7))2) (1 + (T} (T, Xigr, 2711, 0))2)
(T, Xit1, 20, 0))?
< _ai+1,T(Xi+1) (1 _/6) ( ( = )>

1+ (TN(T, Xi41, 2, 0))2
= —ay(T, ZZ+1aXi+1)
ol :
54
L+ T2(p (T, X, 2071))2

T —
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Par application de la version discrete du principe de La Salle nous déduirons la convergence
globale asymptotique de (X;;1(k), 2" (k)) vers 'ensemble invariant formé des couples

Xiy1, 27 tels que
i1 (Xi1) + (1= B)m(TN(T, Xiga, 27, 0))* =0

D’apres les étapes précédentes X; (k) — 0 et de plus I'/(T, X;41 = 0,277, 0) = 0. Ce-
pendant, (7,0, 2/, 0) = 2T°G7(T,0,0)z ™ et puisque 2] 7' = 2; + H/ P (X, = 0) = 25
et que G7(T,0,0) # 0, nous aurons donc aussi x; — 0.
Nous noterons désormais : Fyy1(T, Xs1) + v;(Xip1, 2071 = Fy(T, X;)
De plus, si nous revenons au discrétisé exact du systeme initial (6.10), a partir des calculs
précédents et en appliquant simplement le méme controleur tronqué a l'ordre r , i.e en
appliquant :

0i(Xig1, 7Y = 0] (Xiq, 271 + O(T7F)

sur la méme fonction de Lyapunov candidate, nous obtiendrons :

AVT’-i—l

T < —ay(T, ZZ+1> Xit1) + O(TTH)

Par application de la version discrete du principe de La Salle, nous déduisons la convergence
asymptotique de X; 1 (k), z;(k) vers ’ensemble invariant formé des couples X, 1, z; tels que :

042‘+1(Xi+1) + (1 - 6)Ti(F§<T7 Xiy1, Z:Jrla O))2 =0+ O(TTH)

D’apres les étapes précédentes, ceci implique que X, 1(k) — 0+ (’)(T%l) et de plus
I7(T, Xip1 =0+ O(T"2), 211 0) = 04+ O(T"% ). Cependant, I7(T,0+ O(T"% ), z,0) =
r+1

[7(T,0, 2, 0)+O(T=) = 2TG(T,0,0)2;+O(T™) et puisque 2/ ! = x4+ HI (X, =
0+O(T %)) =2+ H T (Xip1 = 0)+ O(T ) = 2 + O(T%) et que G7(0,0) # 0, nous

. r£1
aurons donc aussi x; — 0+ O(T 2 ).

Conclusion de la preuve : a la derniere étape, nous obtenons la commande d’ordre
r qui stabilise 1’état complet sur O(T %1) et nous pouvons vérifier que la premiere compo-
sante de la commande est bien la commande continue.

Quant a Ay, il s’obtient par des arguments classiques [60].

6.4 Exemple
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6.4.1 Synthese de la commande continue

Soit le systeme suivant a commande continue :
T = x9 + T3

iy — (6.13)
Etape 1 :
l"g = VU9
__pg_ T2
Vo = 51 ‘l‘ l’%
Etape 2 :
T1 =Ty + ZL’%
i’g = Uy + Uy
hl(l’g) = T2 + ZL’%
Nous avons : OH, (1)
€2
h 2, =0
1($2) + Dy U

D’ou :
1229 + 623 + 423 + 323
123

Hl(Iz) =

remarque : 2, = x; + H;(z3). Nous avons :

8H1 (LUQ)

8:52 (122 + ’Ul) = Gl (1’2)1)1

1=+

avec : . ) 5
+ 2o+ T5+ X
Gl(x2):: = 6 2 2

Considérons maintenant V;(X5) = 123 + 127 ; Nous avons :

2
. x2
Vi = —61 e + (z2 + Gi(x2)21) vy
2
)
= - r
/61 + a3 i
Nous utilisons ainsi la commande :
Iy
=y
Et nous obtenons : ) 2
. T
v — 2 o 1
1= 077 a2 S 1?2

Au final, nous avons déterminé la loi de commande continue :

Ue = Vg + V1
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6.4.2 Synthese de la commande échantillonnée

Soit le systeme suivant sous forme strict-feedforward dont la commande est échantillonnée.
i’l = X9 + ZL’%

by = 11 (6.14)
Etape 1 :
Ty = x5+ Ty
vy D T2
2T 141?142
et son développement en séries a ’ordre 2 donne :
2 L2 2, T2 3
2 61+x§+ 51+x§ vz + O(T")
Considérant V5 := 33, nous avons (lorsque v := vy) :
AV, B 7
2 _(1-—f3)— "2
T — ( 5)1+T21+x§
Etape 2 :
+ _ 2 2 4
) =y + T (22 + 23) + 5 (222 + 1) (v20 + 0+ v1) + O(T)
13 = x9 + Tvy + Ty = x5 + Twd + Ty + O(T?)
2 o T
hl = Ty + Lo + 5(21’2 + 1)1)20 +0
Nous avons :
Th% + Hl(T, i) + T’Ug) — Hl(l’g) =0
Terme a terme, ceci s’écrit :
0H x
2 1,0 T2
— ’ =0 6.15
T2 F T /68552 1+ a3 (6.15)
—f3 22 OH 10°H ?
_ﬂ 552"‘?2 B 1,1 T2 . 21,0 3 T ) =0 (6.16)
2 1+ux3 Oy 1+2x5 2 Ox; 1+ 3
8H12 i) 102H11 i) 2 8H10 i)
0— ’ — ’ ’ =0 6.17
Ory 1423 2 013 61—|—$% ﬁ@xg 1+ a3 (6.17)

La résolution de (6.15) donne : Hy g(xq) = % (:cg + ? + %g + %)

Puis, la résolution de (6.16) donne : H; 1(x2) = 296%% — +In(1 4+ 23) — arctan(zs)

100



Procédure de Forwarding et échantillonnage

Puis, la résolution de (6.17) donne :

Hio(x2) = 21n(1 + 23) + £ arctan(zs) + Hio(22) + f(zfjx Doy f((llJr 2) Dot

H12(T, 1'2) = HL()([L’Q) + TH1271(£L'2) + T2H172(£L'2)
Nous posons :

z% =1 + H12(T, To)

T H? Tv? 4+ Tv,) — H? Tv?
CH T, 23 00) 1= (2, +1) 4 D2t T00 HT00) = Wi 4+ T)
2 T,
l+z+ai+a2° l+az, 1 1 3,
— T - -4 2
3 + 5 +/6 x2+2+2x2 U1

(422 + 2:23 + 3x§)}+O(T2)
1+ x5

= Gl,O —|— TG171 —|— O(T2)

Nous obtenons donc :

()T = 22 + TGH(T, z3,v1)v1 + O(T?)
T3 = a9+ Tvy + Tvy = 19 + TE) (x9) + Tvy + O(T?)

Considérons alors : V(X)) = Va(mg) + 3(22)?

3 z , 1ous avons :

VE(XT) — V(X)) Va(wg) — Va(xa)

T = T + (LUQ + ZlGi(T, T, ’(Jl))’Ul

%(1 b GMT, 2, 00))2) (01)? + Tl oy + O(T?)
Va(z3) — Va(z)

— T + DT, a1, 9, v1)v1 + O(T?)
Vo(zy) — V.

— 2(362)T 2(za) + DY(T, @1, 22,0)v1 + TR{(T, 21, w2, v1)(v1)”
+0O(T?)

avec

F%(T, X1, T, O) To + ZlGi (T, T2, 0) +Tvy = 29 + ZlGl,o + T(ZlGLl + 1)2,0)

= FL(] + TFl,l + O(T2)

(6.18)
5] F%(Tu 5517%270)
v = —
' 1+T2p% 1+(F%(T,I‘1,.§L’2,O)>2
D’ou :
T T (—1 + (F )2)
9 1,0 1,1 1,0 2 3
- _ — +T =v; +O(T
(8 ﬁ 1+ (F1,0)2 (1 T (F1,0)2)2 V1,2 U1 ( )
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Ainsi, au final nous avons déterminé :

up = u? = vg +vf = u, + Tuy + T?us

Résultats numériques : (courbes 9.28-9.32)
Cet exemple a été simulé dans le dernier chapitre pour g = 2.
Pour différentes conditions initiales et périodes d’échantillonnage, nous avons tracé la so-
lution du systeme dynamique bouclé :
— en continu, lorsque la commande est continue u := wu,.
— en pointillés, lorsque le systéeme est commandé par la commande échantillonnée
d’ordre 0, uy, = u°
— en croix, lorsque le systeme est commandé par la commande échantillonnée d’ordre
1, up, = u?
Les résultats confirment la théorie mise en oeuvre dans ce chapitre : la commande d’ordre
1 est 'meilleure’ que la commande d’ordre 0, au sens défini dans les chapitres précédents,
elle supprime de fagon tres notable les ”broutements” occasionnés par I’émulation et elle
reproduit davantage le comportement de la commande continue.
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Chapitre 7

Commande adaptative et
échantillonnage

7.1 Introduction

Nous nous intéressons maintenant au probleme de la commande adaptative des systemes

non linéaires a commande échantillonnée. C’est un probleme qui n’a pas été beaucoup
abordé dans la littérature. Nous pouvons trouver quelques algorithmes qui utilisent le
schéma d’Euler pour approximer le discrétisé exact associé au systeme a commande échantil-
lonnée [110, 111] et sinon ’étude la plus approfondie a notre connaissance est celle de
[47] dont nous proposons de généraliser les résultats : I'idée de base qui consiste a obte-
nir une bonne approximation par séries de Taylor-Lie du discrétisé exact et a introduire
une sur-paramétrisation pour prendre en compte le changement de structure du systeme
non linéaire a parametres inconnus est similaire a la notre. Cependant, a la différence de
[47], nous donnons un algorithme qui n’est pas seulement valable pour des systémes non
linéaires linéarizables par bouclage et nous construisons notre loi d’adaptation a partir
d’outils empruntés a la commande adaptative de systemes continus (et non discrets). Ce
point est d’autant plus appréciable que pour beaucoup de classes de systemes non linéaires,
le probleme de la commande adaptative est plus complexe en discret qu’en continu : c’est
par exemple le cas des systemes sous la forme strict-feedback [79].
A noter aussi, que plus récemment, tout en traitant un probleme d’identification pa-
ramétrique dans [116], une sur-paramétrisation est utilisée pour prendre en compte la
dynamique supplémentaire des zéros introduite par ’échantillonnage : 1'idée de base est
donc aussi la méme.

Etant donnée une période d’échantillonnage fixée et connue 1" > 0, nous nous intéressons
dans ce chapitre a la classe suivante de systemes non linéaires a commande échantillonnée :

Vk e N, Vt € [kT, (k+ 1)T7, x(t) = fo(z(t)) + Fo(x(t))0 + g1 (x(t))ug (7.1)
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oux € R", 6 € R est un parametre constant inconnu et borné, u, € R, et les champs de
vecteurs fo,Fp et g sont analytiques.

(Remarque : c’est par souci de simplification que nous avons choisi de nous restreindre aux
cas ou : 0 € R, et up € R. Cependant, nos résultats peuvent étre directement généralisés
pour des classes de systemes ou 0 € RP, v € R™ au prix de davantage de calcul et de
notations plus ”lourdes”).

Pour une condition initiale xg, la solution ¢ —— z(xg,t) coincide avec la solution du
discrétisé exact a chaque instant d’échantillonnage de la commande ¢t = k7', k£ € N. Notons
la solution zy = x(x¢, kT). Le discrétisé exact associé au systeme (7.1) s’écrit :

(k+1)T
Tpy1 = Tp + /kT fo(z(s)) + Fo(x(5))0 + g1(x(s))ur ds := Fp g(xk, up) (7.2)

Dans ce chapitre, nous utilisons un développement en séries de Taylor-Lie pour approximer
le discrétisé exact du systeme jusqu’a un ordre donné et nous donnons une nouvelle méthode
de synthese de commande adaptative sous forme de série de la période d’échantillonnage
dont la loi d’adaptation est elle aussi définie par une équation aux différences. R
En effet, partant d'une loi de commande synthétisable en continu et de la forme : u.(z, 0)

avec pour loi d’adaptation paramétrique 6 = 1.(z,#), nous montrons que nous pouvons
synthétiser sous certaines conditions une commande de la forme :

Up(2,0r41) = ue(w, 00) + > Thui(w, Oi41)
i=1

ou la loi d’adaptation s’écrit pour i € {0,...,r},
r+1—i
0f 1 =i + Z T ¢it1,(x, ©;))
j=1
sachant que le vecteur (:)j = (51, 52, e ,GAj)T a été introduit par une sur-paramétrisation et

que la loi d’adaptation continue discrétisée par un schéma d’Euler est retrouvée lorsque r =
1,i.e ¢11(x,01) = Y(z,61). A noter que les termes facteurs de la période d’échantillonnage
et de ses puissances sont obtenus par une méthode récursive que nous allons expliciter.

7.2 Prérequis Mathématiques

7.2.1 Notations
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Dans les chapitre précédents, nous avons dit qu’ une fonction réelle R(T,x) est de
l'ordre de T"! et nous avons écrit R(T,x) = O(T™) lorsqu’il existait T, A > 0,7 € K
tels que :

VIx tqTel0T]lz] <A = |R(T,2)]<T (2]

Dans le cadre de systeme adaptatif, le reste dépendra du terme inconnu 6 mais nous le
supposerons borné et nous disons qu'une fonction réelle R(7,z,0) est de 'ordre de T' r+l
(et nous notons alors R(T,z,0) = O(T"1)) lorsqu’il existe T, A > 0,7, € K tels que :

VIe tqT e[0Tzl <A, = |R(T,z0)]<T ()

Lorsque le systeme sera bouclé, le reste dépendra aussi de ©, 1 défini par la suite (mais
qui restera borné) et nous écrirons a nouveau :

VTo tqT e[0Tz <A, = [R(T,2,0,6,41) < T n(|l])

7.2.2 Quelques outils Mathématiques préliminaires

Proposition 7.2.1 Etant donné un entier naturel r fixé, nous considérons le systéeme (7.2)
et un controleur de la forme (4.15). Alors, étant donné une fonction V : R — R, il existe
des fonctions pi.s suffisamment régulieres telles que pour T suffisamment petit nous avons :

V(z™) = V(x)
T

L V(x)+ Lr, V()0 + Ly, V(x)ug + Z T° (LglV(a:)uS
s=1
s k+1

—I—Z Z Piks OV ]* (2, Us—1) 6”) +G(T,2,0,u") (7.3)

k=1 =0
ot G(T,z,0,u"(z,0)) :== R(T,z,0) = O(T™)
ot Us_1 = (ug, ..., Us_1)
ot lezpression des p;s[0V]® est donnée dans la preuve. (la notation entre crochets signifie
que pis est un opérateur différentiel de V, composé des [0V := (OV, 0%V, ..., 0°TV))

preuve : Etant donné une fonction analytique V' : R — R, nous pouvons ’écrire de la
fagon suivante en la décomposant en série de Taylor-Lie (cf le Théoreme 3.1.5 de [55])
sachant que les calculs et les intégrales a calculer sont simplifiées par le simple fait que
u := uy est constant sur les intervalles séparant deux temps d’échantillonnage.

Pour T suffisamment petit :

V(zt) = V(Frg(x,u) +Z Z ngo N gsz(:L')(kTTJrl)!u“’“'

ou
~ L Q(foﬁ_l + F(]) ,Si ‘9 7A 0
90'_990'_{ 0 s 0=0
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et g1 := ¢g1. En regroupant les termes selon les puissances de ¢, nous obtenons :

k+1

V)=V +Y. Y Y L, ...L, V() : g;l)!@ium_,-

k=0 =0 (io,....ix) €Tk

ot Jii := {(ig, ..., ix) € {0, 1}F || ==k +1—1i}.

T
Nous utilisons & présent le controleur : uy := u”" = > T7u;. D’apres la formule du mul-
J=0
tinome de Newton :

r k+1—1
(s > k+1—i
uk+1—l :< Tjuj ) — < o 7;'; N Zn ) ugo . 'U,?TT“NII
j=0 "

|N|=k+1—i
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D’ot, V(a™)

Vie)+ T <¢9LQOV(SL’) + L91V(x)]i:0 Tﬂ'uj)

oo k+1 1 k+1—34 r n;
+3 > Lgy o Ly, V(@) gamy? X ( nT)T”N”H“j

k=1 =0 (iO ,,,,, Zk)eij ‘N|:‘1k| n() nl N

=V(x)+T (HLQOV(SC) + Lglv(x);Tj uj)

Ly, ..Lg. V(x) k+1—1 ) L
o k+1l r—k i iy, u,’ .
o2 2 Tet uov...vz'zk)exk - \Ngm ( Mo M- Ty jl;[o ’ )‘92

k=1 =0 s=
INl=s

_I_O(Tr+2)
=V(x)+ T(eLgoV(as) + Ly V(x) i:Tjuj)

Ly, ..Lg, V() k+1—14 L
r o k+l r . 2 Jig "~ 9iy, Z ( ) HU'J ;
208 L T e O g N om0

.....

k=1 =0 s= IN|=s—k
LO(T™)
=V(z) + T(HLQOV(:L") - LglV(z)ZTjuj)

=0

r s k+1 Lgio"'LgikV(m) ( k+1—1 ) r n '
+2 > T+ (io,...%:)ejik (Lt |N\Z::|Ik\ o Ny ... Ny jl;[ou” 0’

s=1 k=1 11=0 N =5k
+O(TT+?

V) + T (L V) + LV

r s k+1 '
+ T 5“<Lg1V(:v)us+Z > pus[OV] (2, Us1) 9’)+O(TT’+2)

s=1 k=1 1i=0

Ainsi,
+ _ T
M) Vi) = QLgoV($)+L91V(ZE)U0+Z TS(Lg1V(:17)uS
T s=1
s k+1 '
3 ploVie, Uy el)w(T’"*l)
k=1 =0
ou :

D D AP Y (AR | G
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V(ah)-V(x)

Par exemple, lorsque nous développons a l'ordre r = 1 la différence =

V(e") = V(z)
T

, nous obte-

= 0L,V () + Ly, V(2)up + g 2Ly, V (z)uy + L2V (x)ug
+Lgy L,V (2)ugl + Lg, Lg,V (x)uef + L2V (2)6?|+O(T?)

= Ly V() + Le,V(2)0+ L, V(z)ug + = L [2L V(x)uy + L V(x)ug
+ Ly Ly, V(2)ug + Ly Ly, V(2)ueh + LglLfOV( )ug
+Lg, L,V (x)ugl + L}V (x) + L, Lg,V(x)0 + Ly, Ly, V(2)0
+L3, V(2)6*]+O(T?)

Ainsi, notre proposition donne a l'ordre » = 1 'expression explicite suivante

V(ﬁ)T_ Vie) _ LiV(x)+ L V(2)0 + Ly, V(2)ug + T(Lg, V(x)us + pon [0V]*
+p111[OV]'0 + par1 [OV]'0?) + O(T?)
avec
pon[OV]t = §L§1V( T)ug + %(LfOLmV(:c) + Ly L,V (2))ug + %L%V(I)
p[oV]t = %(LFOLmV(x) + Ly L,V (%))ug + %(LfOLFOV(x) + Lg, L, V()
puloV]' = SI3 V()

Remarque : plus l'ordre augmente et plus les calculs vont étre importants : il est alors
nécessaire d’utiliser un outil de calcul formel type Maple par exemple.

7.3 Syntheése de la commande adaptative

Avant de donner l'algorithme de synthese de la commande adaptative, nous devons
changer la structure de la différence des fonctions de Lyapunov donnée par le théoreme
7.2.1 afin d’obtenir une écriture utilisable en commande adaptative : ceci revient a intro-
duire des termes en 70" a la place des termes inconnus en # et d’extraire I’erreur 0=0-10
dont 'effet sera borné voir annulé par une loi de commande adaptative. 6 apparaissant sous
forme de puissance, une sur-paramétrisation est nécessaire. Finalement, nous commencons
par prouver le résultat intermédiaire suivant :

Nous utilisons les notations suivantes de vecteurs lignes : Uy, := (uq, . .., ux),
@k = (9,92,...,9k), @k = (91,92,...,9k), et @k = @k _@k .
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Proposition 7.3.1 Soit un entier naturel r € N fizé. Supposons que nous appliquons au
systeme (7.1) un contréleur de la forme

SC @r+1 = ZT Uz €, @2+1

ot les u; sont différentiables au moins r+1—1i fois et ou Vi € {0,...,7r},0; est de la forme
récurrente suivante :

r+1—:

9211 =01 + Z Tj¢z‘+1,j (z,0;) (7.5)
=1
ot les ;41 ; sont continues. Notons de maniére équivalente : (@H-l) = @;;H +TV,(x, 0541

Alors, pour toute fonction V' : R" x R" — R de la forme :

(z,0,41) ZTZ (2,0,11)

ot chaque V; est différentiable r + 2 — 1 fois et ou chaque u; est différentiable r + 1 — 1
fois, il existe des opérateurs Py et ®,. suffisamment réquliers tels que pour toute période
d’échantillonnage T suffisamment petite nous avons :

~

v > (Lo i) Buca) + P00, [0} 0,8

~

+ (q)f([UT’—l]O? [aHT]O’ [\Dr—l])(xa @r-i-l))T DT(T)(:)Z;I + E(T> x, 97 éT’-ﬁ-l)

0l G(T,2,0,0,4,) = O(TT+1)

ou [0H,]° == [[0V,]°, ..., [0V4]"] et D.(T) = diag(1,T,T?, ...,T")

ol AV" = V(2" (6,51)7) = V"(2,0,41)

ot la maniere d’obtenir chaque Py ainsi que ®, est donnée dans la preuve.

preuve :

Notons :
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Soit i € {0,...,r}, en appliquant la proposition 7.2.1 et nos hypotheses, nous obtenons :
I'— = T\ Lqoo) Vi + Liroo)Vi'0 + Ligr0)Vi g

r—1i S k41
DIES (D S TR OINT) ]
s=1

k=1 ;=0

= T [L(f(),O)%* + L(Fo,o)‘/i*é\l + L(QLO)‘/Z'*US}

s k+1
IR (ETES S SEIR YT

s=1 k=1 3=0
_ r—1 S k+1
“‘TZL(FO,O)Vi*Hl_I_Z s+ (Z Z p]ks aV :L' US* 1) 9j>
s=1
V=V
+TZ< ZT )+O(T"+1) (7.6)

Nous notons : (®’l+1> = §F+1 + 3TV, (x, (:)g)
j=1

Toute fonction & valeurs réelles de la forme g(z, (©,41)") s’écrit comme un opérateur
différentiel de g en (z,0;11) (Q) désigne le produit tensoriel apparaissant dans la série
de Taylor d’une fonction multivariable)

g = g(z, (éi+l)+) =49 (13 @Hl + ZTj\I]i’j(x’ éj))
j=1

= g(2,051) + %t,Ous1)" ZT (. 6))
a(9z-i-l j=1

M ZTJ\IIU Y Zm”'vﬂ'(‘T’ 6)
a<@2+1 '
o[22 00 @ (S, 0,6)) | + o)
I(Oip)" k=1 \j=1
= g(=, z+l + ZTJQJ dgl’ ( (:) i)+ O(TTH) (1)
7j=1
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Ainsi, en utilisant expression des pjs, (7.6) et (7.7), chaque % se met sous la forme :

Ti% - Ti‘{L(fo,OiH)Vi + L(FO70i+l)‘/i§1 + L(91,0i+1)Viu0 + L(071i+1)Vi\Pi+171
+Z_:1 T%Lg, 0,0)Vitts + Zl T°M; {[3‘@]5, Us1]%, Wsi11, Uso, ..oy \Ill,s+1:| (z, (:)s+1)

+>, T ( T7Ni s j {[(Wi]j, [Uj 1] Wj410, Yo, - ‘1’1,j+1} (z, @i-‘rj—i-l)) §s+1}
s=1

i=0

+L(py0,,) Vil + O(TTH)

ot 041 = (0,...,0) € R 1,,, = (1,...,1) € R et ot comme dans le chapitre portant
sur le Backstepping, nous notons :

[U° = ([w]®, [wia]', - [uo]”)

avec :

]k = (Ui, 0ui, ceey 8kul)

[wi

et ou de méme :

01" = ([oVi]", [0Via]', ..., [OVA]')

avec

Vi) = (0V;, Vi, ... 0"V))
En sommant, nous obtenons finalement une expression de la forme

~

AV Ligy00Vo + L(FO,O)VOé\l + L(gl,o)Vouo(l'> 51) + LonyVo¥i1 + > TSL(gl,O)VoUs(% Os41)
T

- s=1

LS oM [[aHs]O, OV, W1, W, \11178@ (2,6,11)
s=1

+> TS( TIN; ; |:[8Hj]07 [OU; 1%, W10, Wa, . \Ijl,j—l—l} (z, @j+1)) 01
= i

s=1 j=

+Ligy0)Voby + O(TT1)
= Z 1 (LQLO‘/O(:E? é\1)u8(x> @8-1-1) + PS([U8—1]0> [0H8]0> [\I/S])([L’, és—i-l))

s=0

+ (q)r([UT—l]o’ [aHT]O> [\Dr—l])(za @r—i-l))T DT’(T)éZ-i-l + O(TT—H)

(remarque : connaitre Wy et ses composantes issues d’une décomposition en série est
équivalent ; d’ou I'usage de la notation [W,] ala place de Weiy1, Wso,. .., ¥y o41.)
NB : Remarquons au passage que ®, € R™™! est de la forme suivante :

o11(x, (:)1) + Ty 9(x, @2) + T3¢1,3(I7 (:)3) +. .+ T701 4 (x, @r—l—l)

P, = (7.8)

~

¢r,1($ @

’ 12 + Ty 0(x, éz)
¢r+1,1(93> @1)

112



Commande adaptative et échantillonnage

Exemple : pour r =1

Vi(z,8,) = Vo(z,0,) + TVi(z,0y)

HAIF = 51 + T11(2,01) + Ty o(x, O,)
«92 = 92 + Ty 1 (2,01)

Apres quelques calculs, nous obtenons :

@) CD)

Aj‘fl = L(00)Vo(,01) + Ligy0) Vo, ©1)01 + Ligy.o)Vo(z, ©1)uo(x, ©1)
%ﬁlm<¢l,l<x,@l>+T¢1,2<x,@2>> Z%(M 6,
a”f;;l@?’wu( 81)) + a”g;f”wlg(x,@l))
+T (a ‘g;@f ) ) + 0. F(@) + g1 (0)uol, 61))

oVo(z, @ a
(5 ()

[nglovo( O1)u (z, 92)+L Vo(x,(:)l)ug(x,(:)l)

(91,0)

+L (g0 Ligr.0)Vo(, ©1)uo (2, 01) + Lz, 0) Ligr.o) Vo,
_'_L(gl O)L(fo 0 V( © )UO(I S} ) + L(g1 0) L VO( ) (
+LE o V(2,01) + Lisy0 Liroy Vo(, ©1)8 +LF0 VL g,0)Vo(,01)6,

®> CD)
@) g))

~

+L?F070)‘/E](l’, @1)92

—_

~

+T [L(fo,o)vl(x, O2) + Liry.0)Vi(x,02)01 + Ligy 0yVa(, O)ug (2, O5)
+®: Vo, VIJ(T, 2, 65, uo(w, 1)) Dy(T)03 + O(T?)
o : §p := [Py, Poy] avec :
bu = Lo Vi(o8) + g (%) Foe) 1.(z, 1)
+2L 5,0 Vi (2, 02) + (Liry.0) Ligr.0) + Ligr.0y Liz.0))Vo(, ©1) uo(, O1)
+(Lgo0 Liro.0) + Lro.0) Ligo0) Vo, © )}

= P10+ T2

1 ~
Oy = §L?FO,O)VO($,@1) = ¢2,1
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Considérons le systeme (7.1) bouclé par une commande adaptative continue :

~

T = folx) + Fo(x)0 + g1(x)uc(z,0)

~

ot : O(t) = 20 By (2) := (2, 8), 6(0) € R.
Nous supposons que u. et 1. sont telles qu’il existe ¢ > 0 ainsi que deux fonctions a

~ ~

valeurs réelles : Vy(x, ) définie positive vis a vis de = (quelque soit la valeur de ) et

o~

Wo(z,0) := Vo(z,0) + %52 tels que :
WO S _C‘/O(xvé\)

Autrement dit, la commande adaptative continue est globalement asymptotiquement sta-
bilisante.

Théoréme 7.3.2 (synthese de la commande adaptative)
Considérons le systéme (7.1) bouclé par une commande adaptative échantillonnée. Suppo-
sons qu’il existe v fonctions Vi(x,©;11) différentiables r + 2 — i fois pour 1 € {1,...,1}

ainsi qu'une loi de commande de la forme u™(x,0,.1,T) = > Tu;(z,0,4+1) déterminée
J=0

récursivement a partir de ug = u.(x,01) tels que :

1.

S (Lol Burr) 4 PV AL, 0.2 1r))

T Lo
+ §<I>f_1Dr_1cI>r_1 < =Y T'Vi(x,0i41) (7.9)
i=1

2. la fonction suivante est positive et définie vis a vis de x (ou au moins vis a vis d’'une
de ses composantes (x1,...,x,)) quelque soit O, :

~

V' (2,0,41) = Vo(z,01) + Y _T'Vi(z,0i11) (7.10)
=1

3. la lot d’adaptation est elle aussi déterminée récursivement par :

{ (BT, )t =87, si V'(z,8,,1) < O(T"*)

= = ~ 7.11
(BT} = L., + T0,(T, [Uy )%, 0B, [0} (2, B,41) sinon 1D

avec ®y = ..

Alors il existe Ay > 0 et T > 0 tels que si |zo]| < Ao et T < T alors V'(x,0,,1) tend
asymptotiquement vers 0 + O(T" ).

Remarques : I'hypothese (7.9) est la généralisation au cas adaptatif de 'hypothese
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(4.18) assez forte que nous avions déja rencontrée dans le cas non adaptatif des cha-
pitres précédents. Dans le cas le plus simple, elle pourra étre aisément vérifiée pour des
systeémes monodimensionnels (pour lesquels il suffira d’ailleurs de considérer V" = V0 i.e
Vi =...=V, =0 comme dans l'exemple 1 de ce chapitre) et elle ne sera vérifiée que pour
certaines classes de systemes de plus grandes dimensions comme la classe des systemes
strict-feedback a parametres inconnus : l'usage des V;>; est une anticipation du fait que
pour ces systemes la fonction de V" dépendra de (:)r+1 et le fait que nous ayons écrit que
la fonction V" sera définie positive vis a vis de x ou de certaines composantes de = quelque
soit ©,,1 est a nouveau une anticipation de ce que nous avions observé dans le cas non
adaptatif ot seul z; — z§ tend vers O(T"™') (les |§;| tendant tous vers O(T"™') mais pas
forcément les x;>¢ le difféomorphisme n’étant plus assuré). L’exemple 2 de ce chapitre est
une introduction au cas d’étude des systemes strict-feedback a un parametre inconnu.

preuve : Tout d’abord, nous remarquons que si la loi d’adaptation est de la forme

O, =05, + To.(T,[U,_1]° [0H,]°, [®,1])(x,6,41)

ou ®, est telle que tous les 50, - ,HATH vérifient (7.5) alors nous pouvons écrire :
Vk e {1,r}
@;:+1Dk(T)(éli—+1)T - @k+le(T)@g+1 _ A

2T

T N
+§‘1>k—1(T,93,9k>Uk—2(93> k—l))TDk—l(T)
X Dp_q (T7 x, @k, Ug—a(z, (:)k—1))+0(Tk+1)

(7.12)

(ot par convention u_; = 0). Ainsi, les termes facteurs de T9=%*! (qui comprennent les
termes en O, 41>;-41) rentrent dans O(T*+1).
Ensuite, nous procédons par étapes pour démontrer notre résultat :

Etape O :
Considérons :
~ ~ 1~ -
WOo(xz,0,) :=Vz,0,) + 5@1DO(T)@1
Utilisant la propriété que satisfait uy en continu et le fait que ®; = ¢11 = %, nous
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montrons que l'utilisation de la proposition 7.3.1 donne lorsque r = 0,

% = Lgho%(l', Ql)uo(x, @1) + Po(@l, ZL’)—I—@O (T, xZ, @1)TD0(T)@1 + O(T)
< —cVolz, ©1) + Bo(z,01)6; + O(T)
D’ou :
AW?O ~ ~ o~ ~ =
< —cVo(z, ©1)+Po(z, ©1)01 — Do(z,01)0, + O(T)
=0
Etape 1 :

Nous considérons : .
Wl(ZL’, @2) = Vl(l’, @2) + 5@2D1(T)@g

Utilisant la proposition 7.3.1, nous calculons :

1

AVY(z,0 5 5 € 6
% -y Ts(Lgl,owx,el)us(x,@sH)+Ps(@s+l=x’Us—1<x’@s)))
s=0

+®, (T, 2,03, uo(x, @1))TD1(T)(:);F +0(T?)

A ce stade, Py est exprimé formellement en fonction de [ug]', @21 := (¢1.1, P21) et de P12
i.e de ®; et n’est donc pas encore connu. Cependant, ®; peut étre entierement déterminé
car il s’exprime en fonction de [uo]' et de @y = ¢1;. Nous en déduisons ®; ce qui nous
donne ¢; 2 et @9 et ainsi ;. Puis nous montrons que :

AW!
<
7 <

—C‘/E)(SL’, @1) + T<Lgl,0%($7 HAl)ul(x, @2) + P1 ((/"‘52,217, UO(LU, @1)))

~ ~ T ~
£210; — 105 + o (Qo(w, 61))° + O(T7)

=0

< —cViz,0,) + O(T?) (7.13)

La derniere inégalité (7.14) étant obtenue grace a I'’hypothese (7.9) vérifiée pour r=1 et qui
permet alors de déterminer u; :

. . . . 1 . .
Ly, oVo(x,01)ui(x,02) + Py (@S,x, uo(z, @1))+§(®0(a¢, 01))* < —cVi(z,05) + O(T)

Etape k€ {2,...,r}:
Nous considérons :

. . 1~ _
W (2, Op41) = V*(2,0841) + §@k+1Dk(T)@g+1
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Utilisant la proposition 7.3.1, nous calculons :

k

AVH(z,0 7y (2. 6 6 6
% = Z TS (Lgl,o‘/b(% ‘91>u5(x7 @3+1) + Ps (@s—l—lv * Us_l(m7 GS)))
s=0

+®4 (T, 2, Op41, Up_1(,04)) Dy(T)OF,, + O(TH)

A ce stade, P est exprimé formellement en fonction de [Ug|®\{uy} et ®; qui n’est pas encore
completement connu. Cependant, ®, peut étre entierement déterminé car il s’exprime en
fonction de [U]°\{ux} et de ®;_;. Nous en déduisons @, ce qui nous donne ainsi Py. Puis
nous montrons que :

AWFE AVE S 5
7 = 7+ T* (Lgl,oVo(ﬂf, 01 )ur(x, Opg1) + Pr(x, @k+1))

~ ~ T
+0,07 , — ®k®{+£+ 5@{_1Dk_1<1>k_1 +O(Tk)

~
=0

< —cVF(a, (:)1) + O(TH) (7.14)

La derniere inégalité (7.14) étant obtenue grace a I'hypothese (7.9) vérifiée pour r=k et
qui permet alors de déterminer u;, connaissant ug, ..., Ug_1.

Conclusion : a la derniere étape ou k=r, nous obtenons enfin :

o~

W (2%, (©01)%) = W' (2, 0,41)

= < =V (x,0,41) + O(T")

ce qui prouve que :

limsup V"(z(kT), (©,41)x) = 0+ O(T"+)

k—+00

De plus, Ag est obtenu par des outils classiques [60]. O

Exemple : pour r = 1 Nous avons :
Vi(2,0,) = Vo(x,0,) + TVi(z, Os)

et :
~ ~ 1 ~ T ~
Wl(l’, @2) = Vl(l’, @2) + 5(‘91)2 -+ 5(92)2

la loi d’adaptation est la suivante (lorsque x est suffisamment grand sinon la loi d’adapta-
tion est constante) :

z, (E)l) + T?¢1 2(x, (:)2)
ZI}', 91)

é{r = gl + T 4(
‘9; == 92 + T¢2’1(
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Apres quelques calculs, nous obtenons :

A;Vl Liso.0)Vo(,01) + Ligy0)Vola, 01)01 + Lig, 0)Vo (2, ©1)uo(x, ©1)
%{91@)(@71(%@1)+T¢172(9:,C:)2)) Z%(M 6,)
a‘/lg;@”< (2, 81)) + avlg;f”<¢1,z<x,@l>>
+T (5’2@@/233@ ) 1) + BiFo(2) + ga(@)u(z, 61)

(8% z,01) ) ( )gl(l')} $1.1(x,61)

~

+— {QL(glo Vo(z,01)us(z, O) —I—L(glo Vo(x,© Dud(x ,01)

+Li(f0.0) Ligr.0)Vo(, O )ug(z,0,) + L (F0.0) L(gr.0 Vo (2, O, )uo(z, 6,
+Lig.0) L g0 Vo, ©1)ug (2, 01) + Ligy 0y Lry 0y Vo, ©1)ug(z, ©
+L2 o)V (2,01) + Lgo.0 Liro.0) Vol ©1)01 + Liry 0)Ls,0)Volz, ©1)0;

+L(Fg ‘/Q(ZL’, é1)§2:|

+T [L(fo,o)vl(x, O2) + Liry.0)Vi(x, 02)01 + Lig, 0V, O)ug(x, ©5)
+®1[vo,v1]< 7,02, ug(z, 1)) D1<T>éT
—61,1(2,01)01 — T 5(2,6,)0; + = (<Z>1 1(2,6,))?
Ty (z,0,)07 + O(T?)
oil : By 1= [By;, Doy ] avec :

2 ~
Bu = LTl 80+ |2 (%) Fil) 1.1, 61)

+2L (5, ) Vi (2, ©2) + (L0 Ligr.0) + Ligr,0) Liro.0) Vo, ©1) uo(z, ©1)

+(L(f0,0)L(Fo,0) + L7o,0) Lo.0 )Vo(x@)]
1

Le choix de la loi d’adaptation qui a fixé : ®1; = @11 +T'¢12 et Py = P21 permet donc de
supprimer tous les termes en 6y, 05. De plus, la condition (7.9) équivaut ici a I'existence de
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uy(z,0,) telle que :

5.) 1 M=, 6,)

0 > cVi(z, (:)2) + Lg,0)Vol(, (:)1)U1($, O2) + V1 9(x, @2)
1

18Vo(z,61) 5.2 4 Mi(z,62) < (6
2 gy O T e T

+{<M) (o) + BuFoa) + g1 (@)l B1))

(¢1,2($7 (:)1))

Oyox

(50 (o
O1) +

L(50)L(gr.0)Vo(, ©1)uo(w, ©1)

1 ~
3 |Vl B

+L(5y.0) Ligr oy Volz, (:)1)u (,01)01 + Lg, 0)Lfo.0)Vo(, ©1)uo(, ©,)
S) 2,00)0, + L? o0V (@ 2,01) + Ligo.0) Lz Vo(x, ©1)6

~

+L.0) Lgo0) Vo(z, ©1)01 + L, 0, Vo(@, © )92} +Lg0.0)Vi (2, O2)

+L(F0,0)V1($, é2)51 + L(g1,0)V1($, é2)u0($, @2) + 5(%,1(% @1))2
Et finalement, vu que par hypothese la commande continue vérifie :
W = L(fo ‘/O(SC @ ) _'_L(Fo,O)‘/E](x? é\)l)é\l +L(g170)%<x7 é\)l)U,O(,ﬁU, (:51)

(9Vo(93 0,) ~
7@91 (¢1.1(7,01)

= _C‘/E] (IZ', 01)
nous obtenons bien :

1 o~
AV < —cVi(z,0,) + O(T?)

d'oi : ~
limsup V! (2(kT), (©:)) = O(T?)

k—s 00
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7.4 Exemples et résultats numériques

7.4.1 Exemple 1

Nous considérons le systeme suivant ou € est un parametre inconnu et ou la commande
est échantillonnée i.e u := wuy, :
T = 1’29 + ug

En continu, nous choisirions la fonction de Lyapunov candidate suivante

W0 = %:52 + %(9 —9)
qui nous permettrait alors de synthétiser la loi de commande suivante :
uo(z,0) = —ca — 62
ou ¢ > 0 et avec pour loi d’adaptation :
0 =a°

En effet, nous aurions alors :

~ ~

WO = (2?0 4 up) — 0(0 — 0) = —ca?
Nous notons : Oy = 6 — 0,: 602 — @]T.
Si maintenant nous considérons le méme systeme commandé par une commande échantillonnée
a la fréquence 1/T avec 1 > T > 0, en appliquant notre théoréme 7.3.2, nous obtenons
alors :

— pour r = 0, u’ = uo(:)s,gl) avec pour loi d’adaptation (lorsque z est suffisamment
grand sinon la loi d’adaptation est constante) :

é\f_ = 51 + TLL’?’
Nous obtenons :
Wp(z*) — Wi(x)
T
ce qui prouve que : limsup|z(k)| = O(VT)

k— 400

= —cz® + O(T)

— pour r = 1, u! = wyy(z, 51) + Tuy (z, (:)2) et la loi d’adaptation est la suivante (lorsque
x est suffisamment grand sinon la loi d’adaptation est constante) :
gf =0, +Ta®+ T?¢1 2
93_ - 92 + T¢2,1

120



Commande adaptative et échantillonnage

Considérant : Wj := W0 + Z(6, — 52)2, nous obtenons

Wi (a*) = Wi(x)
T

T . .

= zug+ 230, + 5(2“1 + ud + 4r*ugh, + 310,)
~ 3T .~ ~

+(:)53 + 2Tz2u0)91 + 7x492 — (:)33 +T¢12)6,

~ T
—T¢27192 + 55(76 + O(T2)
Appliquant notre théoreme 7.3.2, nous choisissons ainsi la loi d’adaptation suivante
(lorsque z est suffisamment grand sinon la loi d’adaptation est constante) : :

0 = 6, + Ta3 + 2T222u,
9; = 92 + %1’4
ainsi que u; tel que :

ul(x, éz) = _% (u%(:p, é\l) + 4$2§1U0($7 é)\1) + 31’452 + l’6>

= % (uO(SL’, 51) — 3x/9\1u0(x, é\l) — 33:352 _ :L’5>

mais pour étre certain que ’ordre améliore la convergence nous robustifions le contro-
leur ainsi afin de mieux montrer ’apport de I'ordre lors de simulations numériques :

. 1 - - - N
ui(x,0y) = —iSign(x) ‘uo(x, 0,) — 3x0,uo(z, 0,) — 3230, — 935‘

De facon a obtenir finalement :
Wr(z™) — Wi(z)
T
ce qui prouve que : limsup|z(k)| = O(T)

k—s~+00

= —ca® + O(T?)

Résultats numériques : (courbes 9.33-9.37)
Cet exemple a été simulé dans le dernier chapitre pour les données suivantes : 51(0) =
0.5,05(0) = 0.25,60 = 0.6,c = 1,T = 0.5.
Pour différentes conditions initiales, nous avons tracé la solution du systéeme dynamique
bouclé :
— en continu, lorsque la commande est continue u := wu,.
— en pointillés, lorsque le systeme est commandé par la commande échantillonnée
d’ordre 0, uy, = u°
— en croix, lorsque le systeme est commandé par la commande échantillonnée d’ordre
1, up := ut
Les résultats confirment la théorie mise en oeuvre dans ce chapitre : la commande d’ordre
1 est 'meilleure’ que la commande d’ordre 0, au sens défini dans les chapitres précédents
et elle reproduit davantage le comportement de la commande continue.
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7.4.2 Exemple 2

Nous considérons le systeme suivant ou # est un parametre inconnu

i’l = T2+ LL’%G
{ Zifg = U

Lorsque la commande est continue, nous utilisons I'algorithme de Backstepping a base de

fonctions de lissages (”tuning function based Backstepping design” [64]) qui permet de

faire du backstepping adaptatif sans avoir recours a une sur-paramétrisation. Cet algo-

rithme consiste notamment a ne chercher a annuler le terme résiduel de la fonction de

lyapunov en 0:=0—10 qu’a la derniere étape de I'algorithme.

Commande continue :

Etape 1 :

1 1~
W1 = 51’% + 5‘9 2

Apres quelques calculs, nous obtenons :

le—x§+x1z2+§<xi’+é~)

o~

Oleg 2:$2—§2(9)21’2+$1+$%/¢9\

Etape 2 :
1 1 1~
W2 = 511}'% -+ 523 + 59 2
Nous obtenons :
Wy = —22+x2+ 2(u+ (1+ 2x19)(1’2 + 220) + :)3%9) 0 ([Ei’ + HN)

= a2 aiz ot (ut (14 2010)(wy + 220) + 226) + 6

~ N

23 4 2o(a? + 2450) + 5)

En choisissant :
U= —29 —T1 — (1 + 21’19)(%‘2 + %’%0) — x1«9
0 = a3 + 2 (22 + 2230)

Nous avons alors :

i 2 2
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Nous en déduisons que z7, zo(et ainsi z5) tendent globalement asymptotiquement vers 0.

Syntheése de la commande échantillonnée : si la commande est émulée, en utilisant :

Uy = —29 — L1 — (1 -+ 25(3151)(5(32 -+ LE’%é\l) — l’%(ﬂ?? + ZQ(LIZ'% + 2213'%51))
911— = 91 + T(l’? + ZQLIZ'% + 2225(3%91)
. _ 27 1,2 1.2 192 .
avec : 2o = xy + x1 + 1 01 et Wy := 527 + 525 + 50,7, nous obtenons :

AW,
T

=~ — 22 + O(T)

Si maintenant , nous utilisons une commande d’ordre 1, nous obtenons :

Etape 1 :
T~
WET) =W, + 593
AW? T
= L = oy(w +2%0) + 5((56’2 + 230)* + x1ug + 227720 + 2276°)

(0)% = (1) N (05)% = (62)?
2T 2
T . -
= zxy + 230, + E(xg + 4a2290; + 32705 + 21u0)
()% = (1) N (05)% = (62)?
2T 2

_|_

+ O(T?)

_|_

~ 3~

Nous utilisons la loi d’adaptation suivante (lorsque x; et x5 sont suffisamment grands sinon
la loi d’adaptation est constante) :

é\f_ = é\l + T(IL’% + 2270.]7% + 222,01’%51) + T2¢172
9; - 92 + T¢271
ol : 2y 1= Ty + 1 + :)3%51 Ceci donne :

AW
T

T . -
= mmy + 230, + 5(:63 + 423200 + 32702 + 1110)

T ~ ~ T
+§SL’£11(LL’1 + 22,0 + 222’()5(3191)2 — (22,033% + 222’021551591 — 2T$%LL’2 + §¢1,2) 91

3 ~
-T <¢2,1 — 5%) 0y + O(T?)
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Inspirés par le premier algorithme que nous avons obtenu dans un chapitre antérieur pour
la classe des systemes strict-feedback, nous posons alors :

T ~ ~ —~
Zo 1= 220 + TLL’l + 5 ( — %?(91)2 + 25(71LL’2¢91 + 31’?92 + UO)
T 3 D2 T 20\2/0 72
+§LL’1(SL’1 -+ 2270 -+ 222’01’191) — 51’1(5{31 + 21’191) (92 — (91) )
et nous obtenons :
AW?

T T
= ([~ +D)+ =0+ )i+ (1 -Tx1 + =20 | 2
T 2 2
2 3y 2 T ry 3 14\
— 22’01’1 + 222701’191 — 2TSL’1SL’2 + 5(?172 ‘91 — T ¢2,1 — 55(71 92
T ~ o~ ~
—5(93% +22360,)% (6, — (61)%) + O(T?)

~ T?
vf = (1 =T+ Tz + Tz +T(230)) + 7(uo + 2230 + 221290

T? ~ ~ ~
5 ( — 23(01)? + 221220, + 32305 + uo)
T 3 7\2 T 20 \2(0 n\2 3
—71’1(5{31 + 22,0 -+ 222701’191) -+ 75(31(1’1 -+ 21’191) (‘92 — (91) ) + O(T )
Ainsi, en remplagant ug par sa valeur et en remarquant aussi que (6,)% = (0 — 51) =
92 + 6’2 (91) — 2916’1, nous pourrons choisir u; de facon a obtenir une expression de la
J’_

forme suivante pour z; :
= (1—T+T2)ZQ—T(1—T)LL’1—T($%+2$?§1)§1+T2’}/1(X2, @2)51+T2”}/2(X2, @1)§2+O(T3)

Etape 2 : R
Nous considérons alors : V2 = %zf + %z%(Xg, O) et W2 =W32+ 22 Nous avons :

AW2 T n n 0
T 2 = a2 5(55% +22161)% (62 — (61)%)

o~ ~ ~ T L~
+T 271 (X2, O2)01 + T2p72( X5, 01)02 + 5(95% + 2270)%(6,)?
2 1 3 n 2
+7T | 2zixe — —gz5172 91 +T — 21 ) 02+ O(T7)
= —[L’l 22 -+ TZQ’}/l (Xg, @2)91 + TZQ’}/Q(XQ, @2)92
3 1 ~
+T (21’%1’2 — 91 (.CL’% + 25(7?‘91)2 — 5(251’2) 91 + T(ix‘f + 5(2[‘% + 225':1391)2

—qsg,l) by + O(T?)
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En choisissant :

{ d12(x (E) ) = 220071 (2, ©2) + 4a2xs — 20, (22 + 2236, )2
)

$2,1(2, ©1) = 22072(<, @1) + %x% + %(:c% + 23:?51)2
Nous obtenons finalement,
AW?2 A
= = =t = 2+ O(T%) = —2Vi(2,6y) + O(T?)

Ainsi, |71| et |z»| tendent vers 0 + O(T"+1).
NB : Expression plus explicite de la commande adaptative

Dans cet exemple, nous n’avons pas donné explicitement les expressions uj,p12 et ¢a 1.
En effet, les calculs sont tres lourds et nous avons alors recours a un calculateur formel
type Maple ; nous obtenons :

~ ~ 93 ~
bro = 10225(0))* + 830,25 + 5 222050, + 422522(0,)% + 5dzyxl®(6))* — 12270,

+4SL’592 55(7(1;9192 - 145(71 (91)392 + 105(711’2(91) + 31’21’492 - 241’;(91)2/9\2

317 ~
o207 + 8uoa 0P + 722T22(0))? + 422220, — 24% + 84woally + 5 a1} (0h)?

~ 97 37 251
—|—144:L'2£L'?(91)3 —1’191 + 80z 11(91) 71'21’(13 + 1061’?(91) + T 10(91)

—920, + 102227 — 1425(0,)? + 2427 (6,)* + 22212(6,)° + 1423(6,)°
-~ 3 -
— 102925 (0, )20 — 829250,0 + §xi‘a:§’ + 2175 + 2927 + 25(61)% + 1027

o1 = 6230, + 525(0,)% + 3wl 120, + 23wy + 307}

w = —5922200; — 2405322(61)? + 16(6,)%250, — 3227023 — 912025 (6,)?
—13221922(6,)? — 162923 (0,)% — 1123525 (61)* — 43221 25(6,)* — 80x323(6,)?
+222(0,) 2wy — 2292760; — 202323 (61) + 8020(0,)%0; — 201521 (61)* + 4421°(6,)%0,
—6:1:;%%6’3 — 1659351;1'351 - 16$?91$2 + 16x2x§(§1)2 2761"1)1'251 + 12x2x?(§1)3
— 225250, — 1682227 (0,)% + 20(6; )220 — 362525(6,)? + 38230105 — 602522(6;)?
—1251:)3‘1152 — 22:521'?51 — 4973:%01'2(51) — 156:)3}2:52(91)4 + 4:511'291 + 207! (91)
—16829(0,)* + 1629250, 05 + 3225270105 + 202522 (61205 + 362925 ()20,
+2220, — 2250, — 22925 — 8021°(6;)° 7:51:52 - 224:5}3(91) — 60214(6,)°
—38z722 — 63282, — 318211(6,)2 — 16(6,) 2% — 20(6,)°28 — 9zoz? + 623(6;)?
—14232% + 45250, + 20931(91) — 99286, )® — 151210, — 363212(6;)? + 2629 (6;)?
+44210(6,)° + 1022(6,)® — 32223 — 20,22 — 329 — 221 — 2y + 1220 — 627
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Résultats numériques : (courbes 9.38-9.41)
Cet exemple a été simulé dans le dernier chapitre pour les données suivantes : 51(0) =
0.4,05(0) = 0.16,0 = 0.3,T = 0.05.
Pour différentes conditions initiales, nous avons tracé la solution du systéme dynamique
bouclé :
— en noir, lorsque la commande est continue u := u,
— en pointillés bleus lorsque le systeme est commandé par la commande échantillonnée
d’ordre 0, uy, = u’
— en croix rouges lorsque le systeme est commandé par la commande échantillonnée
d’ordre 1, uy = u'
Les résultats confirment la théorie mise en oeuvre dans ce chapitre : la commande d’ordre
1 est 'meilleure’ que la commande d’ordre 0, au sens défini dans les chapitres précédents
et elle reproduit davantage le comportement de la commande continue.

7.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une nouvelle méthode de synthese de commande

adaptative pour des systemes non linéaires a commande échantillonnée. La méthode utilisée
est basée sur les outils introduits par les chapitres précédents et sur une sur-paramétrisation
qui permet de pallier au changement de structure du systeme occasionné par les approxi-
mations d’ordre supérieur du discrétisé exact.
L’hypothese (7.9) de notre théoreme est particulierement forte et peut étre satisfaite pour
certaines classes de systemes non linéaires comme par exemple les systemes sous la forme
strict-feedback. L’exemple 2 illustre bien ce point mais I’étude plus détaillée de ces systemes
fera I'objet de travaux futurs. A noter que I’élimination de la sur-paramétrisation pourrait
aussi etre étudiée dans le cadre de ces futurs travaux.
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Chapitre 8

Conclusion générale et perspectives

En conclusion, nous donnons une synthese des principales contributions de la these,
puis nous présentons les perspectives immédiates de la these a plus ou moins long terme
et enfin nous présentons les problemes connexes a cette these qui sont encore ouverts et
qui a notre avis méritent d’étre étudier.

8.1 Synthese du travail réalisé

Ce travail de these présente des contributions dans plusieurs domaines et donne notam-
ment :

— un nouveau résultat utilisant le formalisme des systemes hybrides afin de traiter le
probleme stabilisation globale d’un systeme non linéaire par une commande dyna-
mique implémentée numériquement.

— une nouvelle méthodologie pour améliorer les performances d’une commande échantil-
lonnée lorsque 'ordre de 'approximation de Taylor-Lie augmente.

— de nouvelles méthodes de synthese de commande échantillonnée lorsque le systeme
est sous une forme strict-feedback.

— un nouvel algorithme de synthese de commande échantillonnée lorsque le systeme est
sous une forme strict-feedforward.

— une extension de résultats existants sur la synthese de commande adaptative pour
des systemes non linéaires a commande échantillonnée.

8.2 Perspectives immédiates

Parmi les perspectives immédiates de la these, nous pouvons envisager dans nos pro-
chains travaux de :

— généraliser les outils du premier chapitre a d’autres types de schéma de discrétisation
de la commande dynamique et aussi de généraliser nos résultats au retour dynamique
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de sortie.

— développer des outils formels pour implémenter nos nouveaux algorithmes et réaliser
davantage d’applications pour montrer 'impact de l'ordre de la commande sur les
résultats.

— utiliser les toutes nouvelles méthodes algébriques de [81] pour développer le discrétisé
exact en séries de la période d’échantillonnage.

— écrire le théoreme de synthese de commande adaptative pour les systemes non linéaires
a parametres inconnus sous la forme strict-feedback.

8.3 Problemes ouverts et themes de recherches fu-
tures

Plusieurs problemes abordés de pres ou de loin dans le cadre de cette these pourraient
étre a l'origine de bon nombre de travaux de recherche :

— le probleme de I'élimination de la sur-paramétrisation dans la synthese de la com-
mande adaptative de systemes non linéaires a commande échantillonnée.

— le probleme de commande échantillonnée par retour de sortie basé sur les approxi-
mations d’ordres supérieurs du discrétisé exact. En effet, le probleme de commande
par retour de sortie de systemes a commande échantillonnée a fait 'objet de quelques
travaux (citons par exemple [6, 8, 31, 61, 62]) mais aucune méthode n’utilise a ce
jour les approximations d’ordre supérieur.

— le probleme de la commande robuste des systemes a commande échantillonnée de-
mande a notre avis bien des développements et est donc largement ouvert.
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Chapitre 9

Résultats numériques

9.1 Echantillonnage d’un retour dynamique de I’état :
exemple 1

(2(0),u0) = (=2,2)

(o] 2 4 6 8 10 12
a - - -
2
O -
= _2 -
_4 -
_6 L 1 1 1 1
(@] 2 4 6 8 10 12

t

FIGURE 9.1 — commande continue
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Résultats numériques
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9.2. ECHANTILLONNAGE D’UN RETOUR DYNAMIQUE DE L’ETAT : EXEMPLE 2

9.2 Echantillonnage d’un retour dynamique de I’état :
exemple 2

.1'1(0) == 04,1’2(0) = 04, Uy = 0.4

0.6
0.4 4

><‘_' 0.2 -

—0.2t ! ! ! ! ! ! ! ! ! 3

FIGURE 9.4 — commande continue
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Résultats

numériques
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9.2. ECHANTILLONNAGE D’UN RETOUR DYNAMIQUE DE L’ETAT : EXEMPLE 2
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FIGURE 9.7 -7 =0.7
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FIGURE 9.8 — 7 =0.79
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Résultats numériques
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9.3. INTRODUCTION AUX ORDRES SUPERIEURS : EXEMPLE 1

9.3 Introduction aux ordres supérieurs : exemple 1

T=01,y=2

FIGURE 9.10 — z(0) = —2
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Résultats numériques
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9.3. INTRODUCTION AUX ORDRES SUPERIEURS : EXEMPLE 1

FIGURE 9.13 — 2(0) =6
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Résultats numériques

9.4 Introduction aux ordres supérieurs : exemple 2
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FIGURE 9.14 — z(0) = —0.04

139



9.4. INTRODUCTION AUX ORDRES SUPERIEURS :

EXEMPLE 2
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Résultats numériques

9.5 Backstepping : exemple 1
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FIGURE 9.17 — n(0) = £(0) = —2
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9.5. BACKSTEPPING : EXEMPLE 1
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Résultats numériques
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9.6. CAS STRICT-FEEDBACK : EXEMPLE 2

9.6 Cas Strict-Feedback : exemple 2
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Résultats numériques
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9.6. CAS STRICT-FEEDBACK : EXEMPLE 2
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Résultats numériques
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9.7. FORWARDING : EXEMPLE 1

9.7 Forwarding : exemple 1

B = 2 (les mémes phénomenes s’observent dans chaque quadrant vis a vis des signes
des valeurs des conditions initiales)
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FIGURE 9.28 — 21(0) = 22(0) = 0.3,7 = 0.2
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Résultats numériques
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9.7. FORWARDING : EXEMPLE 1
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Résultats numériques

9.8 Commande adaptative : exemple 1

Données : 61 (0) = 0.5,0(0) = 0.25,0 = 0.6,c = 1,7 = 0.5
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FIGURE 9.33 — z(0) = 1.5
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9.8. COMMANDE ADAPTATIVE : EXEMPLE 1
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Résultats numériques
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9.9. COMMANDE ADAPTATIVE : EXEMPLE 2

9.9 Commande adaptative : exemple 2

Données : 61(0) = 0.4,0,(0) = 0.16,0 = 0.3, T = 0.05
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Résultats numériques
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9.9. COMMANDE ADAPTATIVE : EXEMPLE 2

FIGURE 9.41 — 2,(0) = —1,25(0) = —1
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