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Résumé

Cette thèse s’inscrit dans le cadre de la modélisation des interactions entre hôtes et
auxiliaires de lutte biologique. L’objectif principal est de faire l’analyse mathématique et
la simulation numérique des modèles spatiotemporels construits. Il s’agit de déterminer la
typologie et la catégorisation des structures spatiales émergentes en fonction des paramètres
de contrôle. Nous considérons dans la première partie de la thèse, une chaîne alimentaire
de deux espèces, c’est à dire une population de proies et une population de prédateurs
modélisées par un système de réaction-diffusion. Nous étudions l’analyse qualitatives des
solutions, les bifurcations globales et locales, et déterminons les conditions de variation
spatiales et temporales des motifs. Nous démontrons l’existence de "Travelling waves" par
les outils d’analyse fonctionnelle en généralisant la méthode développée par S. Ahmad. Une
étude mathématique similaire est menée dans le cadre d’une chaîne alimentaire de trois
espèces constituée d’une proie, d’un prédateur et d’un super-prédateur. Le dernier chapitre
de cette thèse est consacré à la construction et l’étude d’un modèle mathématique de type
réaction-diffusion de la thérapie génétique du cancer. Le modèle prend en considération à
la fois la dynamique de la population des cellules cancéreuses, des virus réplicatifs et de la
réponse immunitaire qui reconnait les antigènes viraux dans les cellules cancéreuses. Nous
établissons les conditions de stabilité de l’état d’équilibre endémique et celui correspon-
dant à l’élimination de la tumeur. Si la tumeur ne peut pas être complétement guérie, nous
déterminons les conditions d’une thérapie optimale et estimons par simulation le temps de
survie du patient.

Mots clés : Proie-prédateur, modèle de compétition, modélisation du cancer, théra-
pie génique, analyse qualitative, bifurcations locales, travelling waves, instabilité de Hopf,
Instabilité de Turing, simulation numérique.





Abstract

This thesis is part of the modeling of interactions between hosts and biological pest
control. The main objective is to present a rigorous mathematical analysis and numerical
simulation of these spatiotemporal models. We describe the classification and categoriza-
tion of the emergence spatial structures based on control parameters. In the first part of the
thesis, we consider a two species food chain, i.e. a prey and predator populations modeled
by a system of reaction-diffusion. We study the qualitative analysis of solutions, global and
local bifurcations, and determine the spatiotemporal patterns formation. We demonstrate
the existence of "Traveling Waves" by the tools of functional analysis by generalizing the
method developed by S. Ahmad. A similar mathematical study is conducted within a three
food chain species consisting of prey, a predator and a super-predator. In the last chapter,
we formulate and analyse a mathematical model of cancer gene therapy. The model takes
into account both the population dynamics of cancer cells, virus replication and immune
response that recognizes viral antigens in cancer cells. We establish sufficient conditions
under which the endemic and trivial equilibria are asymptotically stable. If the tumor
cannot be completely removed, we determine the conditions for optimal therapy and or
estimate the simulation time of patient survival.

Key words : Prey-predator, model competition, modeling cancer therapy gene, qua-
litative analysis, local bifurcations, traveling waves, Hopf instability, Turing instability,
numerical simulation.
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Introduction générale

Les systèmes complexes sont constitués par un ensemble d’entités élémentaires en in-
teraction locale suivant chacun un processus simple connu, dont le "feedback" amplifie
les petites perturbations initiales et conduit à une émergence de structures globales éloi-
gnées de la perturbation initiale. De tels systèmes transforment des simples dynamiques
locales en un ensemble de variations globales complexes. La modélisation mathématique
tente d’expliquer le comportement des systèmes. Elle permet l’identification, la caracté-
risation, et la comparaison de la structure dynamique de nombreux types de systèmes
naturels et artificiels, et elle est largement appliquée en biologie et en écologie. Certains
modèles simples ignorent la variation des individus, ne prennent pas en compte l’environ-
nement et négligent les interactions entre les espèces et les dynamiques transitoires, pour
ne capturer que les généralités des systèmes. Ces modèles en questions offrent beaucoup de
souplesse mais ne sont souvent pas suffisants pour prédire une évolution temporelle ou une
formation de structures spatiales réalistes. Dès lors, le défi majeur dans la modélisation
est le choix des niveaux de détails et l’identification des paramètres clefs, au sens où ces
paramètres sont des variables qui en modifiant les états internes du système, peuvent le
conduire d’un niveau d’organisation à un autre. Une pléthore de détails peut aussi donner
lieu à un modèle compliqué avec lequel on ne peut tirer aucune information. Une autre
question fondamentale dans la modélisation est de savoir la relation entre les structures et
les motifs obtenus à partir du modèle et le processus d’évolution du système modélisé.

Les modèles mathématiques sont définis sous forme de systèmes d’équations. Nous nous
intéressons particulièrement dans cette thèse, aux systèmes de réaction-diffusion. Ces sys-
tèmes d’équations sont des cas particuliers des systèmes d’équations aux dérivées partielles
paraboliques. Ces systèmes d’équations de réaction-diffusion décrivent la manière dont la
concentration ou la densité distribuée dans l’espace varie sous l’influence de deux proces-
sus : les interactions locales des espèces, et la diffusion qui provoque la propagation des
espèces dans l’espace. Ces systèmes d’équations peuvent décrire les processus dynamiques
en chimie, en biologie, en géologie, en physique ou en écologie.
Les interactions locales dans les systèmes d’équations de réaction-diffusion, peuvent être de
plusieurs types selon que les problèmes modélisés soient d’origines biologiques, physiques
ou écologiques. Rappelons brièvement quelques types d’interactions d’espèces en biologie
ou en écologie. La symbiose est une association intime et durable entre deux organismes
ou d’espèces différentes, parfois plus. Les organismes sont qualifiés de symbiotes. Le plus
gros peut être nommé hôte. On peut citer comme exemple de symbiose le lichen. Le lichen
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est une union entre une algue unicellulaire et un champignon : l’algue tire de la relation,
un apport important en eau et en sels minéraux ainsi qu’un gîte. Le champignon tire le
glucose nécessaire à sa croissance que produit l’algue par la photosynthèse. Le mutualisme
est une interaction entre deux ou plusieurs espèces, de laquelle le symbiote et l’hôte tirent
tous les deux profit. Contrairement à la symbiose, cette association est facultative car les
deux partenaires peuvent vivre l’un sans l’autre ; il y a adaptations chez les deux espèces
associées, car la modification de l’une peut influer sur la survie et la reproduction de l’autre.
Beaucoup d’interactions entre populations impliquent la consommation de ressources. Les
interactions compétitives impliquent plusieurs populations de consommateurs qui rivalisent
pour une ou plusieurs ressources. Généralement, l’interaction entre les individus en compé-
tition est indirecte et passe par la diminution de la ressource commune. Il arrive également,
bien que ce soit moins fréquent, que la ressource soit défendue par l’un des compétiteurs
et dans ce cas, les compétiteurs peuvent alors entrer en conflit direct pour la ressource
convoitée, à travers de comportements antagonistes.
La compétition est l’utilisation ou la défense d’une ressource par un individu, qui réduit
la disponibilité de cette ressource pour les autres individus. La compétition est l’une des
voies principales par laquelle les activités des individus affectent le bien-être des autres. La
compétition qui a lieu pour les ressources entre les individus d’une même espèce est appelée
compétition intraspécifique. Au sein d’une population, la compétition réduit les niveaux
de ressources de manière "densité-dépendante", et affecte de cette manière la fécondité et
la survie. En général, plus une population est peuplée, plus forte sera la compétition entre
les individus qui la composent. La compétition intraspécifique sous-tend donc la régulation
des populations.
Lorsque ce sont des individus de différentes espèces qui entrent en compétition pour les
ressources, l’interaction est appelée compétition interspécifique. La compétition entre indi-
vidus d’espèces différentes provoque un effet négatif mutuel sur les deux espèces. Chaque
espèce contribue dans ces conditions à sa propre régulation, ainsi qu’à celle de l’espèce
compétitrice. Dans ces conditions de compétition interspécifique intense, une des popula-
tion peut être éliminée du système. Du fait de cette possibilité, la compétition contribue
à déterminer la structure des communautés écologiques. La compétition par interférence a
lieu lorsqu’un individu interfère activement avec les autres individus pour l’accès à la res-
source. La prédation diffère de la compétition en ce qu’elle est toujours nuisible au niveau
de l’individu impliqué et par le fait que la ressource impliquée dans l’interaction est l’un
des participants à la relation. Suite à cela, les effets de l’interaction proie-prédateur sur les
populations peuvent être représentés de manière assez claire par des modèles mathéma-
tiques basés sur les pertes et les gains d’individus.
Nicholson et Bailey ont critiqué le modèle de Lotka-Volterra parce que la relation linéaire
entre les taux d’attaque et l’effectif du prédateur semblait irréaliste. L’entomologiste ca-
nadien C. S. Holling (1959) a soulevé une critique équivalente à propos de la relation
linéaire entre le nombre de proies consommées par prédateur et l’effectif des proies. Dans
le modèle de Lotka-Volterra, le taux auquel les proies sont éliminées de leur population
est décrit par le terme pHP : pour un effectif donné de prédateurs (P ), le taux d’exploi-
tation augmente en proportion directe (p)du nombre de proie (H). Beaucoup de facteurs
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biologiques sont susceptibles de modifier la forme de cette relation et peut-être d’altérer la
dynamique des populations de proies et de prédateurs.
La relation entre l’effectif des proies et le taux de consommation de la nourriture pour un
individu prédateur a été appelé réponse fonctionnelle par Holling (1959). La réponse
de type I est la relation linéaire du modèle de Lotka-Volterra, dans laquelle le nombre de
proies capturées augmente linéairement avec l’accroissement de ces dernières. La réponse
linéaire de type I prédit qu’il n’y a pas de limite supérieure au taux de consommation
du prédateur, une prédiction qui est trop simple pour refléter la nature. Les prédateurs
peuvent cependant répondre de manière linéaire sur certaines gammes de valeur des effec-
tifs de la proie (voir par exemple, [53]). Pour certains organismes filtrants, cette relation
linéaire peut se révéler assez représentative de la relation entre le taux de consommation
et l’effectif des proies. Deux facteurs indiquent que la réponse fonctionnelle doit atteindre
un palteau. Tout d’abord, les prédateurs peuvent arriver à satiété, au point que leur taux
d’alimentation est limité par la vitesse à laquelle ils peuvent digérer et assimiler la nourri-
ture plutôt que par la vitesse à laquelle ils peuvent attraper leurs proies. Deuxièmement,
lorsqu’un prédateur capture plus de proies, le temps qu’il passe à manipuler et à man-
ger ses proies limite son temps de recherche. Ces deux facteurs atteignent finalement un
équilibre, et le taux de capture diminue. La réponse fonctionnelle de type II décrit une
situation au cours de laquelle le nombre de proies consommées par le prédateur augmente
d’abord rapidement lorsque l’effectif de la proie augmente, mais diminue ensuite pour des
augmentations ultérieures du nombre de proies. La dynamique de la réponse de type II
a été étudiée par Holling (1959), qui a considéré que le temps passé par le prédateur à
chercher ses proies et à les manipuler affectait le taux de consommation.
Les courbes représentant les réponses fonctionnelles de type II et de type III montrent
toutes les deux que la consommation augmente plus doucement lorsque l’effectif des proies
s’accroît. La courbe de type III se comporte cependant différemment de la courbe de type
II à faible effectif de la population de proies. Lorsque l’effectif des proies est très faible, les
prédateurs qui suivent une réponse fonctionnelle de type III en consomment très peu. La
consommation la plus élevée de tels prédateurs se manifeste lorsque l’effectif des proies est
intermédiaire. Il y a une série de conséquence à une telle réponse fonctionnelle. Une des plus
importante est que lorsque leurs effectifs sont faibles, les proies subissent un relâchement
de la pression de prédation.
On rencontre la réponse fonctionnelle de type I en prédation passive comme chez les arai-
gnées. En effet, le nombre de mouches capturées dans le filet est proportionnelle à la densité
des mouches. Le taux de mortalité de la proie dû à la prédation est constant (voir figure
1). La réponse fonctionnelle de type II est la plus typique. Le temps que met le prédateur
pour chercher sa proie est constant. Le plateau représente la saturation du prédateur. La
mortalité de la proie diminue avec la densité des proies (voir figure 2). En fait, le prédateur
cause un minimum de mortalité quand la densité de proies est faible. On peut citer comme
exemple la relation entre les petites mammifères et les pupes de spongieuses. La pupe est le
stade intermédiaire entre l’état de larve et celui de spongieuse. Toutefois, en haute densité
de ces défoliateurs (pupes), les petits mammifères tuent une proportion négligeable des
pupes.
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La réponse fonctionnelle de Type III survient lorsque le des prédateur qui augmentent
son activité de recherche avec l’augmentation de la densité des proies (voir figure 3). Par
exemple, beaucoup de prédateurs répondent et accroissent leurs activités avec les kairo-
mones, médiateurs chimiques entre différentes espèces émis par la proie. D’un autre côté, la
pression sélective exercée par les prédateurs sur leurs proies doit conduire à une limitation
de l’émission de ce type de message. Ainsi la mortalité de la proie augmente avec sa densité
puis elle diminue. Cette liste de réponses fonctionnelles de type Holling ci-dessus n’est
pas exhaustive. Nous nous en tiendrons qu’à ces trois types dans cette thèse.
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Fig. 1 – La courbe (A) représente l’évolution de la réponse fonctionnelle en fonction de la densité de
la proie, La courbe (B) représente celle du taux de mortalité.

En 1948, Leslie a introduit un modèle proie-prédateur dont la capacité de soutien que l’en-
vironnement offre aux prédateurs est proportionnelle au nombre de proies. Leslie avance le
fait que le taux de croissance des prédateurs ainsi que celui des proies, admet une limite su-
périeure. Cette limite supérieure peut être approchée sous certaines conditions favorables :

– pour le prédateur lorsque le nombre de proies est élevé,
– pour la proie, lorsque le nombre des prédateurs ( et peut-être le nombre de proies

également) est faible.
Cette assertion n’est pas reconnue dans le cas des systèmes de type Lotka- Volterra. Dans
le cas où le temps est continu, les considérations évoquées plus haut se traduisent par le
modèle suivant :


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
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(
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dv

dt
= s

(

1 − kv

u

)

v
(0.0.1)

Ce système est connu sous le nom du second modèle de Leslie-Gower.
Ces dernières décennies, les systèmes de réaction-diffusion avec des interactions locales
proie-prédateur, ont beaucoup été étudié. Ces systèmes d’équations aux dérivées par-
tielles peuvent donner différentes structures spatiales telles que les spirales, labyrinthes,
des bandes ou des empreintes digitales. Les auteurs de [1, 64, 81] ont alors essayé de ré-
pondre à la question suivante : de tels systèmes permettent-ils de comprendre et de prédire



vii

 0

 5

 10

 15

 20

 25

 30

 35

 40

 0  100  200  300  400  500
 0

 5

 10

 15

 20

 25

 30

 35

 40

 0  100  200  300  400  500

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  100  200  300  400  500
Densité de proie

ra
pp

or
t d

e 
la

 r
ép

on
se

 fo
nc

tio
nn

el
le

 s
ur

 la
 d

en
si

té
 d

e 
pr

oi
e

Fig. 2 – La courbe (A) représente l’évolution de la réponse fonctionnelle en fonction de la densité de
la proie, La courbe (B) celle du taux de mortalité.
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Fig. 3 – La courbe (A) représente l’évolution de la réponse fonctionnelle en fonction de la densité de
la proie, La courbe (B) celle du taux de mortalité.

Fig. 4 – La prolifération d’algues dans la mer Noire (Credit : NASA Goddard Space Flight Center),
pour plus de détails voir [81]

Fig. 5 – Motifs spatiaux de Paspalum vaginatum, sous forme de labyrinthe, observé dans le nord du
Nuev (200mm pluviomérie moyenne annuelle).
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la formation des motifs naturels des figures 4, 5.

Le cancer est un ensemble d’irrégularités qui se manifestent dans les gènes et aboutis-
sant à une prolifération non contrôlée des cellules. La plupart des tissus du corps conduisent
à des cancers qui peuvent être de plusieurs types. Cependant chaque cancer a sa propre ca-
ractéristique. Les cellules cancéreuses échappent au contrôle usuel de croissance des cellules
saines et prolifèrent de façon excessive à partir d’une organisation structurale en coordina-
tion fonctionnelle faible voire nulle avec le tissu environnant : c’est la néoplasie. Au départ
les tumeurs solides n’ont pas leur propre réseau de vaisseaux sanguins pour acheminer
la nourriture et l’oxygène dont elles ont besoin. La meilleure stratégie de traitement du
cancer, en ce moment, est la chirurgie ou la radiation. Dès que la tumeur est au stade
début des métastases, on combine la chimiothérapie aux stratégies de traitement précé-
dentes. Cependant, ces thérapies n’éradiquent pas toujours le cancer de façon complète.
Il devient alors une nécessité de développer de nouvelles thérapies plus efficaces contre la
tumeur maligne. La thérapie génique du cancer a suscité de nombreux espoirs. Les pro-
grèrs de la connaissance de la biologie des virus ont permis d’envisager des vecteurs se
répliquant préférentiellement dans les tumeurs capables d’amplifier considérablement l’ex-
pression d’un gène thérapeutique [35]. Certains parmi ces virus ont subi dans leur génome,
une mutation ou une délétion qui affectent leur réplication dans les cellules saines et non
pas dans les cellules cancéreuses. La perte de ces protéines, par mutation ou délétion, peut
être compensée à l’intérieur des cellules cancéreuses par le processus même de formation
de la tumeur. Il a été démontré que les virus oncolytiques ont une grande activité anti-
tumorale, ce sont des virus spécifiques qui peuvent infecter et tuer les cellules cancéreuses
sans un endommagement ou une lyse des cellules normales [43, 46, 51, 75, 61, 63]. Au
même moment, l’introduction de ces virus conduit à un nouveau degré de complexité. Bien
que des progrès soient accomplis à la fois sur le plan de la théorie et en étude clinique
[25, 36, 85, 96, 97, 95, 94, 101], des questions demeurent quant à l’interaction des ces virus
avec le système immunitaire, leur réplication et leur diffusion ou encore l’efficacité de ces
infections.

Dans cette thèse, nous considérons des modèles de type proie-prédateur avec diffusion
utilisé comme stratégie de contrôle de la dynamique de populations. Notre objectif est de
déterminer la typologie et la caractérisation des structures spatiales émergentes en fonction
des paramètres de contrôle. Nous étudions un modèle qui résulte d’une combinaison du
modèle de Leslie et Gower avec une réponse fonctionnelle de Holling type II. Dans le
système (0.0.1), la formulation donnée par Leslie et discutée par Leslie et Gower en 1960
et par Pielou en 1969 est

dv

dt
= s

(

1 − kv

u

)

v.

Dans cette équation, la croissance du prédateur est logistique avec C la constante conven-
tionnelle, qui mesure le niveau d’équilibre dû aux ressources de l’environnement, est pro-
portionnelle aux ressources disponibles, c.à.d, à l’abondance des proies, C = αu. Le facteur
α représente la conversion des proies en prédateurs. La quantité

v

αu
de cette équation est
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appelée le terme de Leslie-Gower. Il mesure la perte dans la population des prédateurs
due à une pénurie (rapporté à la quantité

v

u
) de sa nourriture préférée. En cas de pénurie

grave et sévère, y peut s’orienter vers d’autres ressources (changer d’alimentation). Ceci
affectera sa croissance qui sera très limitée par le fait que sa nourriture préférée ou de base
la proie u, n’est pas disponible en abondance. Cette situation peut être prise en compte en
ajoutant une constante positive au dénominateur, ainsi cette équation devient,

dv

dt
= s

(

1 − v

αu+ d

)

v.

Les caractéristiques principales de ce modèle résident premièrement dans la modification
du modèle de Leslie en remplaçant la réponse fonctionnelle de l’équation de la proie par
celle de Holling type II et en modifiant le terme de Leslie-Gower de façon à permettre
au prédateur de survivre en absence de la proie qui constitue sa nourriture préférée.

Cette thèse se divise en quatre chapitres. Dans le premier chapitre, nous présentons
quelques outils classiques nécessaires à l’étude du problème. En fait, nous rappelons le
théorème d’existence locale de solutions et la notion de sous-solutions et sur-solutions,
notions qui seront utilisées dans l’étude des solutions stationnaires. Nous introduisons aussi
les solutions "ondes progressives" en donnant les théorèmes d’existence de telles solutions
dans le cas d’une équation scalaire et dans le cas d’un système de réaction-diffusion dont
les interactions locales entre les espèces sont modélisées par des polynômes.
Dans le second chapitre, nous considérons une chaîne alimentaire de deux espèces, c’est à
dire une population de proies et une population de prédateurs dont la dynamique locale
est de type Leslie-Gower modifié et la dynamique spatiale est représentée par des termes
de diffusion. Nous étudions l’analyse qualitatives des solutions, les bifurcations locales et
globales. Nous déterminons aussi les conditions sous lesquelles les motifs spatiaux obtenus
sont stationnaires dans le temps ou varient de façon spatio-temporelle.
Le chapitre 3 est consacré à l’étude d’une chaîne alimentaire de trois espèces : une proie,
un prédateur et un super-prédateur. Comme dans le chapitre 2, la dynamique locale est de
type Leslie-Gower modifié et la dynamique spatiale est représentée les termes de diffusion.
Nous faisons l’analyse qualitative et l’étude de la formation de structures spatiales ou
spatio-temporelles. Dans ce chapitre, les simulations sont faites avec des conditions initiales
aléatoires.
Notre objectif dans le chapitre 4 est de construire un modèle mathématique spatio-temporel
qui capture l’essentiel des éléments en interaction. Ce modèle est une version modifiée du
modèle de Wordaz, qui prend en compte deux choses : la première est que la tumeur ne
peut croître indéfiniment et la deuxième est que les cellules cancéreuses peuvent diffuser.
Avec ce modèle spatio-temporel, nous déterminons les conditions de stabilité optimale dans
le cas où le cancer ne peut être totalement guéri. Nous déterminons aussi par simulation
numérique en 3D, les motifs qui se forment dans le cas où l’évolution de la maladie devient
incontrôlable.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Le principe de comparaison

Le principe de comparaison, applelé aussi méthode des sous-solutions et sur-solutions,
est une méthode très utile et largement utilisée dans la recherche des solutions de pro-
blèmes de réaction-diffusion. Cette méthode permet d’étudier l’existence, l’unicité, la sta-
bilité, l’explosion en temps fini et le comportement asymptotique des solutions. On l’utilise
en général sur une classe spécifique de systèmes de réaction-diffusion quasimonotone. Ce
principe utilise en grande partie les résultats du principe du maximum fort, qui dit que si
u et v sont deux solutions telles que u ≤ v sur le bord du domaine ∂Ω, alors u ≤ v dans Ω.
Considérons l’équation parabolique suivante :

{

Pu = f(x, t, u), (x, t) ∈ D, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ri, i = 1, 2, 3.
(1.1.1)

où D = Ω × (0, T ) est un domaine borné de Rn × R+, avec ∂Ω assez régulier. L’opérateur
P est défini comme suit :

Pu =
∂u

∂t
− Au

=
∂u

∂t
−

n
∑

i,j=1

∂

∂xj

(

aij(x, t)
∂u

∂xi

)

. (1.1.2)

La matrice (aij)1≤i,j≤n est symétrique telles que chaque coefficient aij soit borné dans D.
De plus, on suppose que l’opérateur P est uniformément borné dans D, au sens où il existe
une constante µ telle que

n
∑

i,j=1

aij(x, t) ξiξj ≥ µ|ξ|2, ∀ ξ ∈ Rn, (x, t) ∈ D,

et que f est une fonction de classe C1 en u et Hölder continue en (x, t).
Soient u et v deux fonctions de classe C2 en x et de classe C1 en t sur [0, T ]. Sous les
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hypothès suivantes











Pu− f(x, t, u) ≤ Pv − f(x, t, v), (x, t) ∈ D,
u(x, 0) ≥ v(x, 0), x ∈ Ω,
∂u

∂ν
+ βu ≥ ∂v

∂ν
+ βv, (x, t) ∈ ∂Ω × [0, T ],

(1.1.3)

où β(x, t) ≥ 0 sur ∂Ω × [0, T ] et ν est la direction normale sortante, on a le théorème de
comparaison suivant :

Théorème 1.1.1 Si la condition (1.1.3) est satisfaite alors u(x, t) ≥ v(x, t), ∀ (x, t) ∈ D.
De plus si u(x, 0) > v(x, 0), ∀x ∈ Ω1 ouvert contenu dans Ω, alors u(x, t) > v(x, t) dans
Ω1 × [0, T ].

Démonstration. Posons W (x, t) = u(x, t) − v(x, t). D’après les deux dernières inégalités
de (1.1.3), on a

W (x, 0) ≥ 0, ∀x ∈ Ω,

∂W

∂ν
+ βW ≥ 0 sur ∂Ω × [0, T ].

De la première inégalité de (1.1.3), on obtient

PW − fu(x, t, ξ) ≤ 0, ∀ (x, t) ∈ D,

où ξ = tu + (1 − θ)v, 0 < θ < 1. Supposons que W < 0 en un point de D. Il existe une
constante assez grande k de telle sorte que −fu − k < 0 dans D pour lequel e−ktW < 0.
Soit h(x, t) ≡ e−ktW (x, t), alors

∂W

∂t
= k ekt h+ ekt ∂h

∂t
et AW = ektAh.

D’autre part, on a
PW − fu(x, t, ξ) = ekt(Ph− kh− fuh) ≤ 0.

Ainsi, on obtient











Ph+ (−k − fu(x, t, ξ)) ≤ 0 dans D,
h(x, 0) ≥ 0 x ∈ Ω,
∂h

∂ν
+ βh ≥ 0 sur ∂Ω × [0, T ].

(1.1.4)

Comme h < 0 en un certain point de D, alors m ≡ min
D
h(x, t) < 0.

Notons qu’il existe (x̄, t̄) ∈ D tel que h(x̄, t̄) = m. Nous allons considérer trois cas :

i) Si (x̄, t̄) ∈ int(D) ou t̄ = T en x̄, alors le lemme 9.11 de [73] permet de conclure que
h(x̄, t̄) = m < 0.
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ii) Le deuxième cas consiste à considérer la fonction h(x, T ) comme une fonction en

x. Cette fonction admet un minimum en x̄, donc
∂h

∂xi
(x̄, T ) = 0. Comme la ma-

trice Hessienne
∂2h

∂xi∂xj
(x̄, T ) est définie positive et que A est fortement parabolique,

alors Ah(x̄, T ) > 0. D’autre part, comme pour tout t < T , h(x̄, t) ≥ h(x̄, T ), alors
∂h

∂t
(x̄, T ) ≤ 0. On ainsi obtient la contradiction suivante,

Ph(x̄, T ) − (k + fu)h(x̄, T ) > 0.

iii) Enfin, dans le cas où (x̄, t̄) = p ∈ ∂Ω × ]0, T [, on a d’aprés le théorème 9.12 de [73],
∂h(p)

∂ν
< 0. Si ν = (ν1, ..., νn−1, 0) est une direction perpendiculaire à l’axe t, alors

∂h(p)

∂ν
= e−kt∂W (p)

∂ν
.

Comme βh(p) ≤ 0, on obtient la contradiction suivante

0 ≤ e−kt
(∂W (p)

∂ν
+ βW (p)

)

=
∂h(p)

∂ν
+ βh(p) < 0,

Donc W ≥ 0 dans D et par suite u ≥ v dans D.

La preuve de la seconde assertion du théorème est similaire. �

De la même façon, on peut considérer l’équation uniformément elliptique suivante :

Au = f(x, u), x ∈ Ω, (1.1.5)

où Ω et A sont définis au début de ce paragraphe. Les coefficients aij et ai sont des fonctions
de x et f est fonction de classe C1 en x et en u.

Supposons que f(x, u) = α(x)u+ g(x, u) où
∂g

∂u
(x, 0) = 0, ∀x ∈ Ω et α(x) ≥ 0 dans Ω.

On a alors le théorème suivant :

Théorème 1.1.2 Si u et v deux solutions de (1.1.5) vérifiant

∂u

∂ν
+ βu ≥ ∂v

∂ν
+ βv sur ∂Ω,

où β = β(x), alors u ≥ v dans Ω si g(x, u) ≤ g(x, v) pour tout x ∈ Ω.

Démonstration. Posons W = u− v, alors

Au− αu = g(x, u) ≤ g(x, v) = Av − αv dans Ω,

et
∂W

∂ν
+ βW ≥ 0 sur ∂Ω.

Donc AW − αW ≤ 0 dans Ω. D’après les théorèmes 8.1 et 8.6 de [83] et du fait que α ≥ 0
dans Ω, on déduit que W ≥ 0 dans Ω. �
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1.2 Existence locale

Les systèmes d’équations de réaction-diffusion ont reçu beaucoup d’attention, motivés
par leurs utilisation fréquente dans les modèles chimiques et les phénomènes biologiques,
et par la richesse des motifs spatio-temporels des solutions. D’une façon simplifiée, ils
s’écrivent en général sous la forme

∂u

∂t
= D∆u+ f(u), t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ri, i = 1, 2, 3. (1.2.6)

où u = (u1, . . . , un), D = diag(d1, . . . , dn) avec dj ≥ 0, ∀j = 1, 2, . . . , n.
Soient B un espace de Banach muni de la norme ‖.‖B.

Définition 1.2.1 On dit que B est admissible si les conditions suivantes sont vérifiées :

i) B est l’ensemble de fonctions continues et bornées sur R. De plus si w ∈ B, alors
‖w‖B ≥ ‖w‖∞.

ii) B est invariant par translation, c’est à dire pour toute application de translation τ :
R → R et pour tout w ∈ B, on a w ◦ τ ∈ B et ‖w ◦ τ‖B = ‖w‖B.

iii) Si f : Rn → Rn telle que f(0) = 0 est de classe C∞, alors f(w) ∈ B pour tout w ∈ B
et pour tout M > 0, il existe une constante k(M) telle que

‖f(w) − f(w′)‖B ≤ ‖w − w′‖B, (1.2.7)

pour touts w,w′ ∈ B avec ‖w‖∞, ‖w‖∞ ≤ M .

iv) On note par τh : R → R la translation par rapport à h, alors on a pour tout w ∈ B,

‖w ◦ τh‖B → 0, quand h→ 0.

v) Soit
S = {f ∈ C∞(Rn) : lim

|x|→∞
|xαDβf(x)| = 0}

pour tout multi-indice α et β, et considérona une fonction g ∈ S telles que g ≥ 0 et
∫

Rn g = 1. Posons gε(x) = ε−1g(ε−1x), alors on a pour tout w ∈ B, ‖gε ∗ w − w‖B →
0, quand ε→ 0.

On définit par C([0, T ], B) l’espace de Banach des fonctions continues sur [0, T ] à valeurs
dans B muni de la norme

‖w‖ = sup
0≤t≤T

‖w(t)‖B.

La fonction u ∈ C([0, T ], B) satisfait le système (1.2.6), si est seulement si,

u(x, t) =

∫

R

G(x− y, t)u0(y) dy +

∫ t

0

∫

R

G(x− y, t− s)f(u(y, s)) dyds

= G(t) ∗ u0 +

∫ t

0

G(t− s) ∗ f(u(s)) ds, (1.2.8)
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où

G(t) = diag(g1(t), . . . , gn(t)),

gi(t) = (4πdit)
− 1

2 exp
[−x2

4dit

]

, i = 1, . . . , n. (1.2.9)

Théorème 1.2.2 Supposons que f(0) = 0 et u0 ∈ B. Il existe t0 > 0 où t0 dépend
uniquement de f et de ‖u0‖∞, telle que l’expression (1.2.8) admet une solution unique
dans C([0, t0], B). De plus, on a ‖u‖ ≤ 2‖u0‖B.

Démonstration. Pour t0 > 0, on note par

Γ = {u ∈ C([0, t0], B); ‖u(t)−G(t)∗u0‖ ≤ ‖u0‖B, ‖u(t)−G(t)∗u0‖∞ ≤ ‖u0‖∞, 0 ≤ t ≤ t0}.

Alors Γ 6= ∅ car 0 ∈ Γ, et Γ est un ensemble fermé. Soii u ∈ Γ. Comme ‖G(t)∗u0‖B ≤ ‖u0‖,
alors ‖u(t)‖B ≤ 2‖u0‖B.
De plus, comme B est admissible alors, il existe une constante k(M) qui dépend uniquement
de ‖u0‖∞ telles que si u, v ∈ Γ et 0 ≤ t ≤ t0, on a

‖f(u(t)) − f(v(t))‖B ≤ k‖u(t) − v(t)‖B ≤ k‖u− v‖, (1.2.10)

par suite,
‖f(u) − f(v)‖ ≤ k‖u− v‖. (1.2.11)

Prenons t0 =
1

2k
, t0 dépend uniquement de f et de ‖u0‖∞. Soit Φ l’application définie sur

C([0, t0], B) par

Φu(t) = G(t) ∗ u0 +

∫ t

0

G(t− s) ∗ f(u(s)) ds.

Soit u ∈ Γ. Comme gi(t), t ≥ 0, est une mesure positive dont la masse totale est égale à 1,
alors on a pour tout 0 ≤ t ≤ t0,

‖Φu(t) −G(t) ∗ u0‖B ≤ ‖
∫ t

0

G(t− s) ∗ f(u(s))‖B ds.

En posant v = 0 dans l’inéquation (1.2.10), on a,

‖f(u(t))‖B ≤ ‖u(t)‖B ≤ 2k‖u0‖B, 0 ≤ t ≤ t0.

Par suite,

‖Φu(t) −G(t) ∗ u0‖B ≤ 2k

∫ t

0

‖u0‖B dt

≤ 2kt0‖u0‖B = ‖u0‖B.

De même on a
‖Φu(t) −G(t) ∗ u0‖∞ ≤ ‖u0‖∞.
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Ainsi, Φ est une application de Γ dans Γ.
D’autre part, on a pour u, v ∈ Γ,

‖Φu(t) − Φv(t)‖B ≤
∫ t

0

‖G(t− s) ∗ [f(u(s)) − f(v(s))]‖B ds

≤
∫ t

0

‖f(u(s)) − f(v(s))‖B ds

≤
∫ t

0

‖u(s) − v(s)‖B ds

≤ kt0‖u− v‖ =
1

2
‖u− v‖.

D’où Φ est lipschitzienne sur Γ. En appliquant la théorie du point fixe sur un espace de
Banach, on en déduit que Φ admet un unique point fixe dans Γ qui est solution de (1.2.8).
�

On va montrer dans la suite qu’il n’y a pas de solutions en dehors de Γ.

Lemme 1.2.3 Soient u, v ∈ C([0, T ], B) deux solutions de (1.2.6) sur 0 ≤ t ≤ T , vérifiant
‖u‖∞, ‖v‖∞ ≤M . Alors il existe une constante k = k(M) telle que

‖u(t) − v(t)‖B ≤ ekt‖u(0) − v(0)‖B. (1.2.12)

Démonstration. Pour t ∈ [0, T ], on a

u(t) − v(t) = G(t) ∗ [u(0) − v(0)] +

∫ t

0

‖G(t− s) ∗ [f(u(s)) − f(v(s))] ds.

Comme B est admissible, il existe k = k(M) telle que

‖f(u(s)) − f(v(s))‖B ≤ k‖u(s) − v(s)‖B.

Alors,

‖u(t) − v(t)‖B ≤ ‖u(0) − v(0)‖B + k

∫ t

0

‖u(s) − v(s)‖B ds.

En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient le résultat voulu. Ce qui achève la preuve
du théorème. �

Remarque 1.2.4 Si f est linéaire sous la forme f = Au où A est une matrice d’ordre n,
alors la solution u du système (1.2.6) existe pour tout t > 0. Elle est à priori bornée, s’il
existe une constante c > 0 qui dépend uniquement de ‖u0‖∞ telle que

‖u(., t)‖∞ ≤ c, t ∈ [0, T ].

Théorème 1.2.5 Soit B un espace de Banach admissible et soit u0 ∈ B. Si u est une
solution à priori bornée par rapport à la norme L∞ sur 0 ≤ t ≤ T ≤ ∞, alors la solution
du système (1.2.6) existe pour tout 0 ≤ t ≤ T . De plus, u(., t) ∈ B, 0 ≤ t ≤ T .
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1.3 Sous-solutions et Sur-solutions du problème ellip-
tique associé

Les solutions elliptiques représentent les solutions d’équilibre qui ne dépendent pas
du temps. Elles sont souvent décrites comme des états asymptotiques atteints par des
solutions de problèmes paraboliques dépendant du temps. Ces solutions de problèmes el-
liptiques obéissent au principe du maximum, voir [83]. Dans ce paragraphe, nous allons
décrire la méthode itérative de sous-solutions et sur-solutions qui nous permettra dans la
suite d’étudier l’existence et la stabilité des solutions issues de problèmes elliptiques. Nous
considérons alors le problème elliptique suivant :

{

−Au = f(x, u), x ∈ Ω
Bu = h(x), x ∈ ∂Ω.

(1.3.13)

où A est défini dans (1.1.2) et Bu ≡ ∂u

∂ν
+ β0u. On suppose que ∂Ω est assez régulier et

que f est au moins Hölder continue en (x, u). Le choix de la condition initiale détermine
la convergence de la méthode. C’est en fait, ce choix qui nous amène à définir les notions
de sur-solutions et de sous-solutions.

Définition 1.3.1 On dit qu’une fonction ǔ ∈ Cα
(

Ω
)

∩ C2 (Ω) est une sur-solution de
(1.3.13) si elle vérifie le système suivante :

{

−Aǔ ≥ f(x, ǔ)
Bǔ ≥ h(x) x ∈ ∂Ω.

(1.3.14)

De la même façon, û ∈ Cα
(

Ω
)

∩ C2 (Ω) est une sous-solution si elle satisfait les inégalités
inverses de (1.3.14).

Il est clair que d’après cette définition toute solution de (1.3.13) est à la fois une sous-
solution et une sur-solution. Une paire de sur-solution et sous-solution est dite ordonnée si
ǔ ≥ û dans Ω. Pour toute paire ordonnée de sur-solution et sous-solution, notons 〈û, ǔ〉 le
secteur défini par l’ensemble des fonctions u ∈ C

(

Ω̄
)

telles que û ≤ u ≤ ǔ dans Ω.
Supposons que f satisfait la condition suivante

f(x, u1) − f(x, u2) ≥ c(x) (u1 − u2) dès que û ≤ u2 ≤ u1 ≤ ǔ, (1.3.15)

où c(x) est une fonction bornée positive ou nulle définie dans Ω. Alors en ajoutant u c dans
les deux termes de l’équation (1.3.13) et en posant

F (x, u) = u c(x) + f(x, u), (1.3.16)

le problème (1.3.13) s’écrit

−Au+ u c(x) = F (x, u) x ∈ Ω

Bu = h(x) x ∈ ∂Ω. (1.3.17)
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D’après la condition (1.3.15), F (x, u) est une fonction monotone non décroissante en
u ∈ 〈û, ǔ〉. Si on suppose dans la suite que c(x) ∈ Cα

(

Ω
)

, alors F (x, u) est Hölder continue
dans Ω × 〈û, ǔ〉. Soient u0 ∈ Cα(Ω) une fonction donnée et (uk)k la suite définie par

−Auk + ukc(x) = F (x, uk−1) x ∈ Ω

Buk = h(x) x ∈ ∂Ω. (1.3.18)

Soient
(

uk
)

k
et

(

uk
)

k
les suites de fonctions de premier terme respectif la sur-solution

u0 = ǔ et la sous-solution u0 = û. (ūk)k est souvent appelé suite de sur-solution et (uk)k

est une suite de sous-solution.
Le lemme suivant montre que ces deux suites sont bien définies.

Lemme 1.3.2 On suppose que f satisfait la condition (1.3.15) et soit c ≥ 0 tel que c 6= 0
quand β ≡ 0. Alors les sur-suites et les sous-suites (uk)k et (uk)k sont bien définies.

Démonstration. Supposons que (uk)k est la suite de sous-solution ou de sur-solution,
d’après le théorème 1.3 de [73], cette suite est bien définie si

qk(x) ≡ F (x, uk(x)) = c(x)uk(x) + f(x, uk(x))

appartient à Cµ(Ω̄) pour µ ∈ (0, 1).
Grâce à l’hypothèse c ∈ Cα(Ω̄), il suffit de montrer que f(x, uk(x)) ∈ Cµ(Ω) pour µ ≤ α.
Soient x, ξ ∈ Ω. La continuité hölderienne de f et u0 nous assure que

|f(x, u0(x)) − f(ξ, u0(ξ))| ≤ H0|x− ξ|α + |u0(x) − u0(ξ)|α,

où H0 est une constante hölderienne de f . Comme u0 ∈ Cα(Ω), alors il existe une constante
H1 telle que

|f(x, u0(x)) − f(ξ, u0(ξ))| ≤ H1|x− ξ|α + |x− ξ|µ,
où µ = α2. Ce qui implique que f(x, u0(x)) ∈ Cµ(Ω) et f(ξ, u0(ξ)) ∈ Cα(Ω̄). En effet, si
u0 ∈ C1(Ω) alors pour une constante K0, on a

|u0(x) − u0(ξ)| ≤ K0|x− ξ|

Dans tous les cas, le théorème 1.3 de [73] assure l’existence de l’unique solution u1 de
(1.3.18) et que u1 ∈ C2+µ(Ω̄). En remplaçant u0 par u1 et avec le même argument, on
montre que u2 existe et u2 ∈ C2+µ(Ω̄) pour la même valeur de µ. Si on répète le même
argument pour chaque suite, on en déduit le lemme. �

On exige dans le lemme 1.3.2 que c 6= 0 quand β ≡ 0, cette condition est pour assurer
l’existence pour chaque k, d’une solution unique du problème linéaire (1.3.18). La condi-
tion (1.3.15) du lemme 1.3.2 est vraie pour tout c ≥ c. En fait, il est toujours possible de
trouver une fonction non triviale c dans (1.3.18).

Le lemme suivant donne surtout la propriété de monotonie pour les sous-suites et les
sur-suites



1.3 Sous-solutions et Sur-solutions du problème elliptique associé 9

Lemme 1.3.3 Supposons que les hypothèses du lemme 1.3.2 soient satisfaites, alors les
suites de sous-solutions et sur-solutions vérifient la propriété de monotonie :

ǔ ≤ uk ≤ uk+1 ≤ uk+1 ≤ uk ≤ ū dans Ω̄, ∀ k. (1.3.19)

De plus pour chaque k, ūk et uk sont des sur-solutions et sous-solutions ordonées.

Démonstration. Posons w = ū0− ū1 = ǔ− ū1. A partir des équations (1.3.14) et (1.3.18),
on tire

−Lw + cw = (−Lǔ + cǔ) − F (x, u0) = −Lǔ− f(x, ǔ) ≥ 0

Bw = Bǔ− h(x) ≥ 0.

Grâce au lemme 1.4 de [73], on a w ≥ 0 dans Ω̄ et par suite ū1 ≤ ū0. En utilisant le même
argument, on obtient la propriété de la sous-solution, u1 ≥ u0.
Posons w1 = ū1 − u1. De l’équation (1.3.18) et la propriété de monotonie de F , on obtient

−Aw1 + cw1 = F (x, ū0) − F (x, u0) ≥ 0.

Comme Bw1 = h− h = 0, le lemme 1.4 de [73], assure que w1 ≥ 0.
Ainsi on a u0 ≤ u1 ≤ ū1 ≤ ū0 dans Ω̄. Supposons par induction que

uk−1 ≤ uk ≤ ūk ≤ ūk−1 dans Ω̄,

alors en utilisant la condition (1.3.15) de semi-Lipschitzienne de f et à partir de l’équation
(1.3.18), la fonction wk = ūk − ūk+1 satisfait la relation

−Awk + cwk = F (x, uk−1) − F (x, uk) ≥ 0,

Bwk = 0.

Alors d’après [73, lemme 1.4 ], on a wk ≥ 0, ce qui implique que ūk+1 ≤ ūk. Le même
argument nous donne que uk+1 ≥ uk et uk+1 ≤ uk+1. La propriété de monotonie (1.3.3) se
déduit à partir du principe d’induction.
Pour montrer que uk et uk sont des sous-solutions et sur-solutions ordonnées, on observe à
partir du processus d’itération (1.3.18) que

−Aūk = −cūk + [cūk−1 + f(x, ūk−1)] + f(x, ūk). (1.3.20)

Ainsi d’après l’inégalité (1.3.19), on a ūk−1 ≥ ūk, et d’après la condition semi-lipschitzienne
(1.3.15), on a

−Aūk ≥ f(x, ūk).

De plus, ūk est une sur-solution, d’après l’hypothése Būk = h(x).
En utilisant le même argument, on en déduit que uk est une sous solution. Ceci prouve que
ūk et uk sont des sous solutions et sur-solutions ordonnées. �



10 Chapitre 1. Préliminaires

Le résultat du lemme 1.3.3 implique que

lim
k→∞

ūk(x) = ū(x) et lim
k→∞

uk(x) = u(x) (1.3.21)

existent et satisfassent la relation û ≤ u ≤ ū ≤ ǔ dans Ω̄.
Le théorème suivant montre que ces limites sont des solutions du problème (1.3.13).

Théorème 1.3.4 Soient ǔ et û des sur-solutions et sous solutions ordonnées du problème
(1.3.13) et f est semi-lipschitzienne au sens de (1.3.15). Alors, la suite (ūk)k est monotone
et converge vers ū ∈ C2+α(Ω̄) et (uk)k est une suite monotone et converge vers u ∈ C2+α(Ω̄).
De plus, û ≤ u ≤ ū ≤ ǔ dans Ω̄, et s’il existe une autre solution u∗ dans 〈û, ǔ〉 alors
u ≤ u∗ ≤ ū.

Démonstration. La suite (uk)k est soit une suite de sous solution ou une suite de sur-
solution et u sa limite correspondante. D’après la convergence de la suite (uk)k et la pro-
priété de continuité de F (x, u), la suite de fonctions (F (x, uk)) converge vers F (x, u) quand
k → ∞. Ce qui implique que la suite (F (x, uk)) est uniformément bornée dans Lp(Ω) pour
tout p ≥ 1. En appliquant le lemme 1.1 de [73] dans le procéssus d’itération (1.3.18), on
obtient

‖uk‖W 2,p(Ω) ≤ K‖F (uk−1)‖Lp(Ω) + ‖h‖m−1

p
,

où m = 2 quand α0 = 0 et m = 1 quand α0 > 0. Le fait que la suite (F (uk−1)) est bornée
dans Lp(Ω), nous assure que la suite (uk) est uniformément bornée dans W 2,p(Ω).

Choisissons p > n de sorte que α ≡ 1 − 1

p
> 0, alors d’après le résultat d’inclusion dans

le lemme 1.2 (avec m = 2), la suite (uk) est uniformément bornée dans C1+α(Ω̄). Cet
argument et le fait que F est Hölder continue impliquent que (F (x, uk)) est uniformément
bornée dans Cα(Ω̄). D’aprés l’estimation de Schauder( voir l’équation (1.16) dans [73] pour
q = F (x, uk−1(x))), la suite (uk) est uniformément bornée dans C2+α(Ω̄).
Alors d’après le théorème d’Azela-Ascoli, il existe une sous suite qui converge dans C2(Ω)
vers v. De plus v ∈ C2+α(Ω). Comme (uk) converge vers u point par point, alors u = v.
De plus, la suite (uk) converge vers u dans C2(Ω), ce qui implique que

Auk → Au, Cuk → Cu et Buk → Bu quand k → ∞.

D’autre part, comme F (uk) → F (u), k → ∞, on en dédcuit que u est solution de (1.3.17)
et par suite une solution du problème (1.3.13). Si u∗ est une autre solution du problème
(1.3.13) dans 〈û, ǔ〉, alors en considérant les couples (ǔ, u∗) et (u∗, û) de sur-solutions et de
sous solutions ordonnées, on en déduit alors que ǔ ≥ ū ≥ u∗ et u∗ ≥ u ≥ û, ce qui implique
u ≤ u∗ ≤ ū. �

D’après la relation u ≤ u∗ ≤ ū, les fonctions ū et u sont appelées respectivement,
solutions maximales et minimales. Pour les conditions au bord de Neumann, il est souvent
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nécéssaire de considérer le problème au bord sous la forme

−Au+ cu = f(x, u) dans Ω,

∂u

∂ν
= h(x) sur ∂Ω, (1.3.22)

où c ∈ Cα(Ω̄) et c ≥ 0. Comme dans le système (1.3.14), la sur-solution ǔ doit satisfaire

−Aǔ+ cǔ ≥ f(x, ǔ) dans Ω,

∂ǔ

∂ν
≥ h(x) sur ∂Ω, (1.3.23)

et la sous-solution û doit satisfaire l’inégalité inverse du problème (1.3.23).
En utilisant le processus itérative suivant,

−Auk + (c+ c)uk = f(x, uk) dans Ω, (1.3.24)

∂uk

∂ν
= h(x) sur ∂Ω, (1.3.25)

et les mêmes arguments que ceux de la démonstration du théorème 1.3.4, on obtient le
théorème suivant, qui donne plus de propriétés aux solutions quand on s’intéresse aux
solutions positives sous la condition de Neumann.

Théorème 1.3.5 Soient ǔ et û des sur-solutions et sous solutions ordonnées du problème
(1.3.22), c une fonction positive définie dans Ω et f est semi-lipschitzienne au sens de
(1.3.15). Alors, le problème (1.3.22) admet une solution maximal ū et une solution minimal
u telles que û ≤ u ≤ ū ≤ ǔ dans Ω̄. Ces solutions sont les limites des suites de solutions
données dans le problème (1.3.24) avec pour premier terme respectif u0 = ǔ et u0 = û.

1.4 Généralité sur les ondes progressives

En 1937, Kolmogorov et al [52], ont émis l’idée que les ondes progressives peuvent
être décrite non seulement par les équations hyperboliques mais aussi par des équations
paraboliques non linéaires. Dans les années soixante-dix, sous l’influence d’un grand nombre
des problèmes les plus divers de physique, chimie et biologie, un développement intensif
de ce thème a commencé. Le nombre considérable de problèmes sciences mentionnés ci-
dessus, conduisent à des solutions de type onde progressive et sont modélisé par un système
d’équations paraboliques de la forme,

∂u

∂t
= D∆u+ F (u), (1.4.26)
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où u = (u1, ..., um) est une fonction à valeur vectorielle qui représente la dynamiques des
espèce en temps et en l’espace, D est une matrice symétrique définie positive représentant
les coefficient de diffusion, ∆ est l’opérateur de Laplace, et F (u) une fontion vectorielle à
valeur vectorielle décrivant l’interaction locale entre les espèces. Les solution du système
(1.4.26) sont définies dans un domaine Ω de l’espace Rn dont la frontière ne coïncide pas
celle de Rn et leurs conditions aux limites sont spécifiées suivant le l’origine du problème.
Nous allons d’abord donner des exemples d’ondes progressives. Ensuite, suivant la forme
de la fonction F (u) nous presentons des méthodes classiques pour prouver le théorème
d’existence.

1.4.1 Quelques exemples d’ondes progressives

Les ondes progressives décrites par des systèmes paraboliques peuvent être divisés en
plusieurs classes. L’exemple le plus classique est celui des ondes dites stationnaire qui sont
les solutions du système (1.4.26) u(x, t) = w(x1 − ct, x′), où w(x) est une fonction de n
variables, x = (x1, ..., xn), x = (x2, ..., xn), et c est une constante qui représente la vitesse
d’onde. Nous supposons ici que Ω est un cylindre, et que le système de coordonnés est
choisi de manière que l’axe x1 est dirigée dans l’axe du cylindre.

Au cours des dernières années un vaste ensemble un certain nombre de modèles ma-
thématiques ont été étudiés dans laquelle non seulement des ondes stationnaires peuvent
être observées, mais aussi des périodiques. En particulier, nous pouvons observer des ondes
périodiques, définies comme des solutions u(x, t) du système (1.4.26) de la forme,

u(x, t) = w(x1 − ct, x′, t)

où w(x, t) est une fonction péridique du temps t . Supposons que n = 1 et que les conditions

aux bords sont de types Neumann, c’est à dire,
∂u

∂ν
= 0 où ν est la surface normale. Nous

ne considérons que les ondes dites stationnaires,

u(x, t) = w(x1 − ct)

La fonction w de la variable ξ = x1−ct est une solution de l’équation différentielle ordinaire
suivant,

Dw′′ + cw′ + F (w) = 0, (1.4.27)

De toute évidence, l’équation (1.4.27) peut être réduit au système de premier ordre suivant,
{

w′ = p
Dp′ = −cp− F (w),

(1.4.28)

Ainsi, la classification des ondes planes peut être réduit à l’étude de les trajectoires du
système (1.4.28). Les solutions de (1.4.26) sous forme d’ondes progressives sont aussi ap-
pellées fronts. Les solutions du système (1.4.27) sont des solutions stationnaires du système
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(1.4.26). Elles s’écrivent en fonction de la vitesse du front c ∈ R à déterminer. Si w(ξ) est
solution du système (1.4.27) pour un certain c, alors w(ξ + ξ0) est également solution
de (1.4.27) pour la même vitesse c, pour tout ξ0 ∈ R. Ceci résulte de l’invariance par
translation de l’équation (1.4.26).

Dans le cas où n = 1 et m = 1, les fronts sont en translation uniforme, reliant deux
états d’équilibres w− et w+, c’est dire,

lim
ξ→±∞

(w(ξ)) = w±, w− 6= w+

On rencontre de telles ondes progressives dans les réactions chimiques de polymérisation,
les fronts de combutions, les flammes froides, etc. Un exemple de ces fronts est illustré à la
figure 1.1. Si w(ξ) ∈ C2(R) est une solution de l’équation différentielle (1.4.27) telle que sa

c

ξ

w

Fig. 1.1 – Exemple de front monotone

dérivée première soit bornée alors, en utilisant le lemme de Barbalat [59], on montre que

lim
ξ→±∞

(w
′

(ξ)) = 0, lim
ξ→±∞

(w
′′

(ξ)) = 0

Ainsi nous avons, F (w−) = F (w+) = 0. Par conséquent w− et w+ sont des états d’équi-
libre du système,

du

dt
= F (u). (1.4.29)

Dans l’étude des fronts connectant w− et w+ (les front du système (1.4.26) ), il est important
d’avoir des informations sur la stabilitlé de w− et w+ par rapport au système (1.4.29). Il y
a en fait trois cas possible,

i) w− et w+ sont des états d’équilibre stable stables du système (1.4.29). On parle alors
de bistabilité.

ii) L’un des états d’équilibre w− ou w+ est stable, l’autre est instable. On parle alors de
monostabilité.

iii) Les deux états d’équilibre w− et w+ sont instables.
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Comme nous allons le voir, les réponses aux questions concernant l’existence d’ondes pro-
gressives, leur unicité et un certain nombre d’autres questions, dépendent de la fonction
F (u). Différents types de fonction F (u) sont representés dans les figures 1.2 ,1.3, 1.4 et
1.5 dans le cas où l’équation (1.4.26) est scalaire. Les figures 1.2 et 1.3 correspondent aux
fonctions F (u) de types i) alors que les figures 1.4 et 1.5 représentent respectivement, des
fonctions de type ii) et iii).

. .

F

uw−w+

Fig. 1.2 – Type de fonction de réaction condisant à une non-linéarité bistable

.

F

uw−.w+

Fig. 1.3 – Type de fonction de réaction condisant à une non-linéarité bistable
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. .

F

w+ w−
u

Fig. 1.4 – Type de fonction de réaction condisant à une non-linéarité mono-stable

. .w w+ −

F

u

Fig. 1.5 – Type de fonction de réaction condisant à une non-linéarité instable

1.5 Solutions exactes de fronts avec une réaction poly-
nomiale

1.5.1 Méthode de factorisation

La méthode de factorisation est une technique bien connue utilisée pour trouver des
solutions d’ODE. Cela remonte aux travaux de Schrödinger dans les quelles il a résolu
certains exemples de l’équation portant son nom [79], et elle a été ensuite développé par
Infeld et Hull [45] pour trouver des solutions analytiques de certaines classes d’équations
différentielles de second ordre. Dans un contexte plus général, la factorisation a déjà été
introduite dans [78, 16] pour des équations différentielles ordinaires de la forme

u′′ + g(u)u′ + f(u) = 0. (1.5.30)

Dans la suite, on présente une téchnique de factorisation pour un système d’équations
différentielles [31, 32],

{

u′′ + g1(u, v)u
′ + f1(u, v) = 0

v′′ + g2(u, v)v
′ + f2(u, v) = 0,

(1.5.31)



16 Chapitre 1. Préliminaires

où u′ est la dérivation Du =
du

dz
. Les fonctions gi et fi, i = 1, 2, sont des fonctions

polynomiales en u et v. Ce système peut s’écrit











[

D2 + g1(u, v)D +
f1(u, v)

u

]

u = 0
[

D2 + g2(u, v)D +
f2(u, v)

v

]

v = 0.
(1.5.32)

Pour factoriser le système (1.5.32), les fonctions f1 et f2 doivent se mettre sous la forme
suivante,

f1(u, v) = uh1(u, v) et f2(u, v) = vh2(u, v). (1.5.33)

On obtient ainsi,














[

D − Ψ12(u, v)
][

D − Ψ11(u, v)
]

u = 0

[

D − Ψ21(u, v)
][

D − Ψ22(u, v)
]

v = 0,

(1.5.34)

ce qui conduit au système d’équations suivant,











u′′ −
(

Ψ12 + Ψ11 +
∂Ψ11

∂u
u
)

u′ + Ψ12Ψ11u = 0

v′′ −
(

Ψ21 + Ψ22 +
∂Ψ22

∂v
v
)

v′ + Ψ21Ψ22v = 0.
(1.5.35)

En comparant les systèmes (1.5.31) et (1.5.35), on obtient

g1(u, v) = −
(

Ψ12 + Ψ11 +
∂Ψ11

∂u
u
)

, g2(u, v) = −
(

Ψ21 + Ψ22 +
∂Ψ22

∂v
v
)

, (1.5.36)

f1(u, v) = Ψ12Ψ11u, f2(u, v) = Ψ21Ψ22v. (1.5.37)

Le système (1.5.31) se transforme alors en quatre systèmes d’équations différentielles
de premier ordre :















u′ − Ψ11(u, v) = 0, v′ + Ψ22(u, v)v = 0,
u′ − Ψ12(u, v) = 0, v′ + Ψ22(u, v)v = 0,
u′ − Ψ12(u, v) = 0, v′ + Ψ21(u, v)v = 0,
u′ − Ψ11(u, v) = 0, v′ + Ψ21(u, v)v = 0,

(1.5.38)

et pour un certain choix de fonctions Ψ11 et Ψ22, on peut obtenir des solutions particulières
pour le système (1.5.31).

Dans la suite, on présente quelques exemples d’application de la méthode de factori-
saion.
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Modèle de réaction-diffusion

On considère le modèle suivant de réaction-diffusion,










∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ f1(u, v), f1(u, v) = u(1 − u)(1 − v),

∂v

∂t
=
∂2v

∂x2
+ f2(u, v), f2(u, v) = v(1 − v)(1 − u).

(1.5.39)

En utilisant la transformation z = x − ct où c est la vitesse de propagation, le système
(1.5.39) s’écrit,

{

u′′ + g1(u, v)u
′ + f1(u, v) = 0

v′′ + g2(u, v)v
′ + f2(u, v) = 0,

(1.5.40)

avec
{

g1(u, v) = c, f1(u, v) = u(1 − u)(1 − v),
g2(u, v) = c, f2(u, v) = v(1 − v)(1 − u).

(1.5.41)

La factorisation du système (1.5.39) conduit à














[

D − Ψ12(u, v)
][

D − Ψ11(u, v)
]

u = 0

[

D − Ψ21(u, v)
][

D − Ψ22(u, v)
]

v = 0,

(1.5.42)

En posant dans le système (1.5.42),











Ψ12(u, v) =
1

k1
(1 − v), Ψ11(u, v) = k1(1 − u),

Ψ21(u, v) =
1

k2
(1 − u), Ψ22(u, v) = k2(1 − v),

(1.5.43)

où k1 et k2 sont des constantes bien déterminées, on obtient les équations différentielles de
premier ordre suivantes,

u′ + k1u(1 − u) = 0, v′ + k2v(1 − v) = 0. (1.5.44)

Pour déterminer k1 et k2, on utilise les conditions dans (1.5.38), et on trouve

k1 = k2 =
1

2
(−c±

√
c2 + 4).

Les solutions s’écrivent alors

u(z) =
1

2

(

1 + tanh(
k1(z − z0)

2
)
)

, ou u(z) =
1

2

(

1 − coth(
k1(z − z0)

2
)
)

,

v(z) =
1

2

(

1 − tanh(
k2(z − z0)

2
)
)

, ou v(z) =
1

2

(

1 − coth(
k2(z − z0)

2
)
)

.
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Modèle de proie-prédateur

On condifére le modèle de proie-prédateur suivant,


















τ
∂2u

∂t2
+ (1 − τ

∂f

∂u
)
∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ f1(u, v), f1(u, v) = u(a1 − b1v),

τ
∂2v

∂t2
+ (1 − τ

∂f

∂v
)
∂v

∂t
=
∂2v

∂x2
+ f2(u, v), f1(u, v) = v(a2 − b2u),

(1.5.45)

En utilisant la transformation z = x− ct, le système (1.5.45) s’écrit,
{

u′′ + g1(u, v)u
′ + f1(u, v) = 0

v′′ + g2(u, v)v
′ + f2(u, v) = 0,

(1.5.46)

avec






g1(u, v) = cβ
(

(1 + τa1) + b1v
)

, f1(u, v) = βu(a1 − b1v),

g2(u, v) = cβ
(

(1 + τa2) + b2u
)

, f2(u, v) = βv(a2 − b2u).
(1.5.47)

La factorisation du système (1.5.46) conduit à














[

D − Ψ12(u, v)
][

D − Ψ11(u, v)
]

u = 0

[

D − Ψ21(u, v)
][

D − Ψ22(u, v)
]

v = 0,

(1.5.48)

En posant dans le système (1.5.48),











Ψ12(u, v) =
1

k1

√

β(a1 − b1v), Ψ11(u, v) =
√
βk1,

Ψ21(u, v) =
1

k2

√

β(a2 − b2u), Ψ22(u, v) =
√
βk2,

(1.5.49)

où

k1 =
1

2

(

− c
√

β(1 + τa1) ±
√

c2β(1 + τa1)2 − 4a1

)

,

k2 =
1

2

(

− c
√

β(1 + τa2) ±
√

c2β(1 + τa2)2 − 4a2

)

.

on obtient les équations différentielles de premier ordre suivantes,

u′ −
√

βk1u = 0, v′ −
√

βk2v = 0. (1.5.50)



Chapitre 2

Étude du modèle proie-prédateur avec
diffusion

La biologie et l’écologie sont de fait, des sciences descriptives. La description est un
premier pas vers la compréhension d’un système. Cependant, une telle première étape doit
être accompagnée par le développement d’un cadre théorique en vue de parvenir à une réelle
idée et de pouvoir faire un prédiction chaque fois que cela est possible. Les écologistes
ou biologistes sont de plus en plus confrontés aux défis de prévoir les conséquences des
changements des systèmes qu’ils observent. Par exemple, nous devons mieux comprendre
comment la biodiversité marine diminue à mesure qu’une espèce de poisson est pêchée au
delà, ou comment traiter une tumeur à un stade avancé de façon à minimiser les effets
secondaires des médicaments. C’est à cette fin que la théorie vient se greffer à ces champs
expérimentaux.
Ce chapitre décrit une étude théorique d’un modèle proie-prédateur. Cette étude peut
être appliquée à la prédiction de la dynamique d’espèces d’un écosystème. Il s’agit de
déterminer comment il s’auto-organise pour produire des structures spatiales complexes.
L’auto-organisation de ces structures ou ”patterns” spatio-temporels est un des fascinants
résultats qui a été découvert ces dernières années. Ce sont par exemple les structures de
Turing, les Spiral waves, le chaos spatio-temporel ou encore les ”finger prints”, voir [100].
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2.1 Introduction

En ne tenant pas en compte la dimension spatiale, le modèle que nous considérons est de
type proie-prédateur. Les interactions locales sont définies de façon à ce que la population
de proie suit une croissance logistique tandis que la réponse fonctionnelle du prédateur à
la proie est de la forme Holling type II. Le modèle qui découle de ces interactions locales
est le suivant :































dH

dT
=

(

a1 − b1H − c1P

H + k1

)

H

dP

dT
=

(

a2 −
c2P

H + k2

)

P

avec, H(0) ≥ 0 , P (0) ≥ 0.

(2.1.1)

H et P représentent respectivement la densité de proies et de prédateurs à l’instant T.
le terme a1 (respect. a2) est le taux de croissance de la proie H (respect. du prédateur P ),
b1 mesure la mortalité due à la compétition entre les individus de l’espèce H , c1 (respect.
c2) est la valeur maximale que le taux de réduction par individu H (respect. P ) peut at-
teindre et k1 (respect. k2) mesure la protection dont la proie X (respect. du prédateur P )
bénéficie grâce à l’environnement.
L’origine et les applications de ce modèle sont expliquées en détail dans [10, 27, 71, 72, 26].
Le probème (2.1.1) a été étudié dans [10, 27, 26]. Les versions avec retard et terme impulsif
ont été étudiées respectivement dans [71, 72, 84].
Dans cette thèse, nous prenons en compte la dimension spatiale en supposant que la popula-
tion de proie et celle des prédateurs peuvent mouvoir dans un espace dont nous définirons
les limites. Nous représentons alors le modèle par un système d’équations de réaction-
diffusion qui exprime la conservation des densités de proies et de prédateurs. C’est un type
de modèle spatio-temporel couramment utilisé en écologie ou en biologie. Le modèle sécit
alors :























∂H

∂T
= D1∆H +

(

a1 − b1H − c1P

H + k1

)

H

∂P

∂T
= D2∆P +

(

a2 −
c2P

H + k2

)

P

(2.1.2)

H = H(T,X) et P = P (T,X) représentent respectivement la densités de proies et des
prédateurs à l’instant T et à la position X, ∆ étant l’opérateur Laplacien. D1 and D2 sont
respectivement les coefficients de diffusion des proies et des prédateurs. Les termes r1, a1,
b1, k1, r2, a2, et k2 sont des paramètres du modèle (2.1.2). Ils jouent le même rôle décrit
dans le modèle (2.1.1) et ils sont supposés positifs.
Dans la suite, on s’intéressera à l’aspect qualitatif des solutions, sous-entendues positives,
du problème (2.1.2).
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Ce chapitre s’organise comme suit : Nous allons établir dans la section 2.3, l’existence
globale des solutions, l’existence des états d’équilibres et le bornage des solutions. La section
2.4 est consacrée à l’étude de la stabilité des états équilibres. On étudiera au niveau de la
section 2.5, l’existence de "travelling wave solutions ". La dernière section est destinée à
l’étude de dynamiques complexes et à la formation de patterns spatio-temporels.

2.2 Existence globale et bornage des solutions

Afin d’étudier le problème (2.1.2), nous réduisons le nombre de paramètres en intro-
duisant ce changement de variables :

t = a1T, x = X
( a1

D1

)
1

2

, y = Y
( a1

D1

)
1

2

, u(t) =
b1
a1

H(T ), v(t) =
c2b1
a1a2

P (T )

a =
a2c1
a1c2

, b =
a2

a1

, e1 =
b1k1

a1

, e2 =
b1k2

r1
, δ =

D2

D1

.

Le problème (2.1.1) s’écrit alors,














dE1

dt
= E1

(

1 − E1 −
aE2

E1 + e1

)

= f(E1, E2)

dE2

dt
= bE2

(

1 − E2

E1 + e2

)

= g(E1, E2)
(2.2.3)

et à la place du système (2.1.2), on a le système spatio-temporel suivant :














∂u(t, x)

∂t
= ∆u+ u

(

1 − u− av

u+ e1

)

= ∆u+ f(u, v) x ∈ Ω, t > 0

∂v(t, x)

∂t
= δ∆v + bv

(

1 − v

u+ e2

)

= δ∆v + g(u, v) x ∈ Ω, t > 0
(2.2.4)

où Ω est le domaine spatial dans lequel se trouve les populations de proies et de prédateurs.
On suppose que Ω est borné et que les conditions au bord de Ω sont de type Neumann :

∂u

∂ν
=
∂v

∂ν
= 0,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω,

v(0, x) = v0(x), x ∈ Ω ⊂ Rn, n = 1, 2.

Les données initiales u0, v0 sont des fonctions positives.
Dans ce paragraphe, nous allons étudier l’existence des solutions en utilisant la notion de
région invariante.
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2.2.1 Existence et bornage des solutions

La notion de région invariante fournit un fondement théorique et un cadre pour l’étude
du comportement asymptotique des solutions.

Définition 2.2.1 Un ensemble EI ⊂ R2 est une région positivement invariante pour les
solutions du problème 2.2.4, si toute solution u(x, t), v(x, t) dont la condition initiale est
dans EI, satisfait

(u(t, x), v(t, x)) ∈ EI, ∀ x ∈ Ω, ∀ t > 0.

Grâce à la théorie standard d’existence de solutions [3, 4, 5, 83], on établit aisement
l’existence locale et l’unicité de la solution (u(t, .), v(t, .)) du système (2.2.4) sous la condi-
tion 0 ≤ t < Tmax, où Tmax dépends de u0(x) et v0(x). Nous allons maintenant établir l’exis-
tence globale des solutions pour tout temps fini T fixé, tels que ‖u(t, .)‖L∞ et ‖v(t, .)‖L∞

sont bornées, pour tout t ∈ [0, T ).

Théorème 2.2.2 Pour toutes fonctions positives u0(x) et v0(x) telle que u0(x) ≤ 1, le
système (2.2.4) admet une solution régulière. De plus, cette solution est globale.

Démonstration. Comme (0, 0) est une sous-solution du problème (2.2.4), on a u(t, x) ≥ 0,
et v(t, x) ≥ 0, dès que u0(x) ≥ 0 et v0(x) ≥ 0.
Donc les solutions sont positives et R+ ×R+ est une région invariante. Dans la suite, notre
but est de montrer que ces solutions n’explosent pas en temps fini. Considérons d’abord la
première équation du problème (2.2.4), on a























∂u(t, x)

∂t
≤ ∆u+ u (1 − u)

∂u

∂ν
= 0, t > 0,

u(x, 0) = u0(x) ≤ u01 ≡ max
Ω̄

u0(x).

(2.2.5)

Par le principe de comparaison, on a u(x, t) ≤ u1(t) ≤ 1.

u1(t) =
u01

u01 + (1 − u01)e−t
est la solution du problème suivant :

{

du1

dt
= u1(1 − u1)

u1(0) = u01 ≤ 1.
(2.2.6)

En appliquant le principe de comparaison à la deuxième équation du problème (2.2.4),

∂v

∂t
= δ∆v + bv

(

1 − v

u+ e2

)

,

on obtient l’inégalité suivante :
∂v

∂t
≤ dE2

dt
,
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où E2 est la solution de la seconde équation du système (2.2.3), dont la condition initiale
est donnée par E2(0) = max

Ω̄
v0(x).

Ainsi, on obtient à partir de [10, 27] que

∂v

∂t
≤ dE2

dt
+
dE1

dt
.

En posant σ = E2 + E1, on déduit que

∂v

∂t
≤ dσ

dt
≤ 5

4
+

(1 + b)2(1 + e2)

4b
− σ.

En utilisant le lemme de Gronwall [38], on en déduit que v ≤ 5

4
+

(1 + b)2(1 + e2)

4b
. Ainsi,

les solutions u et v sont bornées. �

Théorème 2.2.3

i) Pour toutes fonctions positives u0(x) et v0(x) données, le système (2.2.4) admet une
solution globale et régulière.

ii) Le domaine R+ × R+ est positivement invariant.

iii) Toute solution du problème (2.2.4) dont la condition initiale est dans R+×R+, converge
vers l’ensemble défini par

A ≡ [0, 1] ×
[

0,
5

4
+

(1 + b)2(1 + e2)

4b

]

.

Démonstration. En utilisant le même raisonnement que dans le théorème 2.2.2, on a
pour toute condition initiale (u0(x), v0(x)) du système (2.2.4),

0 ≤ u ≤ E1, avec E1(0) = max
Ω̄

u0(x)

0 ≤ v ≤ E2, avec E2(0) = max
Ω̄

v0(x).

Donc on peut dire d’une part que le domaine R+ × R+ est positivement invariant et les
solutions du système (2.2.4) sont finies même si u0(x) > 1 .
D’autre part d’après [10, 27] on a,

¯limt→+∞E1(t) ≤ 1,

¯limt→+∞

(

E1(t) + E2(t)
)

≤ 5

4
+

(1 + b)2(1 + e2)

4b
.

Ce qui complète la preuve. �



24 Chapitre 2. Étude du modèle proie-prédateur avec diffusion

2.2.2 Existence d’états d’équilibre

Dans cette partie nous étudions l’existence ou non d’états d’équilibre positifs du sys-
tème (2.2.4). On dit que (u(x), v(x)) est un état d’équilibre positif du système (2.2.4), s’il
satisfait l’équation suivante :



























∆u+ u

(

1 − u− av

u+ e1

)

= 0, x ∈ Ω

δ∆v + bv

(

1 − v

u+ e2

)

= 0, x ∈ Ω

∂u

∂ν
=
∂v

∂ν
= 0

(2.2.7)

Théorème 2.2.4 Considérons les conditions suivantes

a < 1, e1 − a+ 1 −M > 0, (2.2.8)

où M est une sur-solution de la seconde équation du système (2.2.7). Si les conditions
(2.2.8) sont satisfaites alors le système (2.2.7) admet au moins une solution positive
(u(x), v(x)).

Démonstration. Par commodité, nous écrivons le système (2.2.7) de la façon suivante :


























−∆u = u

(

1 − u− av

u+ e1

)

= f(u, v)

−δ∆v = bv

(

1 − v

u+ e2

)

= g(u, v)

∂u

∂ν
=
∂v

∂ν
= 0.

(2.2.9)

Si u ≥ 0 et v ≥ 0 alors, de simples calculs permettent d’obtenir,

∂f

∂v
=

−au
u+ e1

6 0

∂g

∂v
=

bv2

(u+ e2)2
> 0.

Cela signifie que la fonction f est quasi-monotone décroissante, et la fonction g est quasi-
monotone croissante. Le système (2.2.7) est alors appelé système quasi-monotone mixte.
Nous allons maintenant construire une paire de sur-solution et de sous-solution du système
(2.2.7) que nous notons respectivement U(x) = (u(x), v(x)) et V (x) = (u(x), v(x)).
Par définition (voir [73]), U(x) est une sur-solution et V (x) une sous-solution du système
(2.2.7), si on a

u

∂ν
> 0 >

∂u

∂ν
sur ∂Ω,

v

∂ν
> 0 >

∂v

∂ν
sur ∂Ω,
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et

−∆u− u

(

1 − u− av

u+ e1

)

> 0 > −∆u − u

(

1 − u− av

u+ e2

)

, (2.2.10)

−∆v − bv

(

1 − v

u+ e2

)

> 0 > −∆v − bv

(

1 − v

u+ e2

)

. (2.2.11)

Posons u(x) = 1. Alors pour tout v(x) ≥ 0, la première inégalité de (2.2.10) est satisfaite.

Fixons M telle que M ≥ 5

4
+

(1 + b)2(1 + e2)

4b
et posons v(x) = M . Alors la première

inégalité de (2.2.11) est satisfaite. Remarquons qu’avec v(x) = M , la seconde inégalité de
(2.2.10) devient alors

−∆u− u

(

1 − u− aM

u+ e2

)

≤ 0.

Soit u(x) > 0 une solution strictement positive du problème suivant :











−∆u − u

(

1 − u− aM

u+ e2

)

= 0

∂u

∂ν
= 0.

(2.2.12)

Nous allons montrer que si les conditions a < 1 et e1 − a + 1 −M > 0 sont satisfaitent,
alors l’équation (2.2.12) admet une solution positive.
Si on a a < 1 et e1 − a+ 1 −M > 0, alors on peut vérifier aisément que (1; 1 − a) est une
paire de sur-solution et sous-solution de l’équation (2.2.12). Ainsi cette équation admet
une solution positive u(x) qui vérifie 1 − a ≤ u(x) ≤ 1. On a évidemment,

u(x) ≥ u(x).

Soient u(x), u(x) et v(x) donnés. Si e2 −a+1−M > 0, alors on peut choisir v(x) constant
positif et assez petit de telle sorte que l’inégalité suivante soit satisfaite :

−∆v − bv

(

1 − v

u+ e2

)

≤ 0

Notons que cette inégalité est satisfaite dès que 0 < v < 1 − a − e2. Ainsi nous avons
construit une paire de sur-solution et sous-solutions (u(x), v(x)) et (u(x), v(x)) du système
(2.2.7). Donc le système (2.2.7) admet au moins une solution (u(x), v(x)) qui satisfait

u(x) ≤ u(x) ≤ u(x)

v(x) ≤ v(x) ≤ v(x).

�



26 Chapitre 2. Étude du modèle proie-prédateur avec diffusion

Nous allons donner maintenant les conditions sous les quelles le système (2.2.4) n’admet
pas d’état d’équilibre.

Théorème 2.2.5 Supposons que δ ≤ 1. Si b ≥ 1, a e2 ≥ e1 et a ≥ 1 alors le système
(2.2.7) n’admet aucune solution positive.

Afin de démontrer ce théorème, on a besoin d’énoncer le lemme suivant, ( pour plus de
détail voir [28]),

Lemme 2.2.6 Considérons le problème de valeurs propres suivant :
{

d∆ϕ+ q(x)ϕ = λϕ, dans Ω,
∂ϕ

∂ν
= 0 sur ∂Ω,

(2.2.13)

où d > 0, q(x) ∈ C2+ε(Ω̄) avec ε > 0.
Soit λ0 = λ(q, d) l’unique valeur propre principale. Alors λ(q, d) est une fonction continue
non croissante en d, et strictement décroissante si q(x) n’est pas constante. De plus on a :

i) λ(q, d) ↑ Q = max
Ω̄

q(x), quand d→ 0,

ii) λ(q, d) ↓ w =
1

| Ω |

∫

Ω

q(x) dx, quand d→ +∞,

iii) q1(x) ≥ q2(x) pour x ∈ Ω, alors λ(q1, d) ≥ λ(q2, d).
Cette inégalité devient stricte si q1(x) 6= q2(x).

Démonstration du théorème 2.2.5. Supposons que le système (2.2.7) admet une solu-
tion positive (u(x), v(x)) avec u(x) > 0 et v(x) > 0. Posons











F1(x) = 1 − u− v

u+ e1
, x ∈ Ω,

F2(x) = b

(

1 − v

u+ e2

)

, x ∈ Ω.
(2.2.14)

Alors u(x) et v(x) sont les fonctions principales des problèmes de valeurs propres suivants :
{

∆ϕ+ F1(x)ϕ = λϕ dans Ω,
∂ϕ

∂ν
= 0 sur ∂Ω,

(2.2.15)

et
{

δ∆ϕ+ F2(x)ϕ = λϕ dans Ω,
∂ϕ

∂ν
= 0 sur ∂Ω,

(2.2.16)

λ = 0 est la valeur propre associée à ces deux problèmes.
Sous les conditions du théorème 2.2.5, on a par un calcul direct :

F2(x) − F1(x) = b− 1 + u+ v
(a− 1)u+ ae2 − e1

(u+ e1)(u+ e2)

≥ 0.
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D’autre part, on a d’après le lemme 2.2.6,

λ(F2, δ) ≤ λ(F1, δ) < λ(F1, 1),

ceci contredit le fait que λ(F2, δ) = λ(F1, 1) = 0. Donc le système (2.2.4) n’admet pas
d’état d’équilibre.

2.3 Stabilité des états équilibres

Dans ce paragraphe nous étudions la stabilité des états d’équilibres du système (2.2.4),
c’est à dire la stabilité des solutions du système (2.2.7). D’après le paragraphe précédent
et en utilisant [10, 26, 27], on établit aisément que les solutions du système (2.2.7) sont :

S0 = (0, 0), S1 = (1, 0), S2 = (0, e2),

S3 = (u∗, v∗), où (u∗, v∗) est la solution positive du système











1 − u∗ − v∗

u∗ + e1
= 0

1 − v∗

u∗ + e2
= 0

(2.3.17)

S4 = (u(x), v(x)), où u(x) et v(x) sont des fonctions positives définies sur Ω. Leurs exis-
tences ont été démontrées dans le paragraphe pécédent.

2.3.1 Stabilité locale des états d’équilibres

Ce paragraphe est destiné à l’étude de la stabilité locale des solutions {Si}, i = 1, 2, 3, 4
du système (2.2.7) données en début de paragraphe. La question de la stabilité locale au
voisinage de Si se résoud en considérant le problème de valeur propre de l’opérateur linéarisé
correspondant, (voir [49] pour plus de détail). Soit (u(x, t), v(x, t)) une solution du système
(2.2.4), on peut l’écrire sous la forme suivante :

(u(x, t), v(x, t)) = Si +W (x, t) = Si + (w1(x, t), w2(x, t)) .

En utilisant cette dernière expression dans le système (2.2.4), on obtient

∂W

∂t
= D∆W + L(Si)W, (2.3.18)

où
D = diag(1, δ),



28 Chapitre 2. Étude du modèle proie-prédateur avec diffusion

L(u, v) =







1 − 2u− ae1v

(u+ e1)2
− au

u+ e1
bv2

(u+ e2)2
b− 2bv

u+ e2






. (2.3.19)

Proposition 2.3.1 L’équilibre uniforme S0 = (0, 0) est instable.

Démonstration. D’après l’équation (2.3.18), le système linéarisé du problème (2.2.4) au
voisinage de S0 s’écrit



























∂w1

∂t
= ∆w1 + w1 x ∈ Ω,

∂w2

∂t
= δ∆w2 + bw2 x ∈ Ω,

∂w1

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

=
∂w2

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= 0.

(2.3.20)

Afin de déterminer la stabilité de l’équilibre S0, il suffit de connaître le signe des valeurs
propres du problème suivant :















∆w1 + w1 = ηw1 x ∈ Ω,
δ∆w2 + bw2 = ηw2 x ∈ Ω,
∂w1

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

=
∂w2

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= 0.
(2.3.21)

Nous allons montrer que la plus grande valeur propre du problème (2.3.21) est positive. La
première étape consiste à montrer que toutes les valeurs propres sont réelles : soit η une
valeur propre du problème (2.3.21) dont la fonction propre associée est (w1, w2). Si w1 6≡ 0,
alors η est une valeur propre du problème dont l’opérateur associé est ∆ + 1 et dont la
condition au bord est de type Neumann homogène. Donc, η doit être réel.
Par un raisonnement similaire, on montre que si w2 6≡ 0 alors η est ausi un nombre réel.
Par conséquent toutes les valeurs propres du problème (2.3.21) sont réelles.
Soit η1 la plus grande valeur propre du problème (2.3.21). Le problème suivant







∆w1 + w1 = λw1 x ∈ Ω
∂w1

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= 0,
(2.3.22)

admet une valeur propre principale λ1 positive dont la fonction propre associée w̃1 > 0. On
veut montrer que λ1 est aussi une valeur propre du problème (2.3.21).
En fait, si w2 ≡ 0 alors (w1, w2) = (w̃1, 0) est une solution du système (2.3.21) avec η = λ1.
Donc λ1 est une valeur propre strictement positive du système (2.3.21). Par conséquent η1

est strictement positif puisque η1 ≥ λ1 > 0. On conclut donc que le point d’équilibre S0

est instable. �
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Proposition 2.3.2 L’équilibre homogène S1 = (1, 0) est instable.

Démonstration. D’après l’équation (2.3.18), le système linéarisé du problème (2.2.4) au
voisinage de S1 s’écrit



























∂w1

∂t
= ∆w1 − w1 −

a

1 + e1
w2 x ∈ Ω,

∂w2

∂t
= δ∆w2 + bw2 x ∈ Ω,

∂w1

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

=
∂w2

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= 0.

(2.3.23)

Afin de déterminer la stabilité de l’équilibre S1, il suffit de trouver le signe des valeurs
propres du problème suivant :



















∆w1 − w1 −
a

1 + e1
w2 = ηw1 x ∈ Ω,

δ∆w2 + bw2 = ηw2 x ∈ Ω,
∂w1

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

=
∂w2

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= 0.

(2.3.24)

Nous allons montrer que la plus grande valeur propre du problème (2.3.24) est positive.
Par le même raisonnement que dans la proposition 2.3.1, on démontre aisément que toutes
les valeurs propres du problème (2.3.24) sont réelles.
Soit η1 la plus grande valeur propre du problème (2.3.24). Puisque b > 0, La valeur propre
principale λ1 du problème







δ∆w2 + bw2 = λw2 x ∈ Ω
∂w2

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= 0
(2.3.25)

est positive et sa fonction propre associée w̃2 > 0. λ1 est aussi une valeur propre du
problème (2.3.24) : si on prend w̃1 comme solution du problème linéaire suivant











∆w1 − (1 + λ1)w1 =
a

1 + e1
w̃2 x ∈ Ω

∂w1

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= 0,
(2.3.26)

alors (w1, w2) = (w̃1, w̃2) est une solution du problème (2.3.24) avec pour valeur propre
η = λ1. Donc λ1 est une valeur propre positive du problème (2.3.24). Par conséquent η1

est strictement positif puisque η1 ≥ λ1 > 0. Donc S1 est instable. �

Proposition 2.3.3 Si e1 > a e2 alors S2 = (0, e2) est un équilibre homogène instable.
Si e1 < a e2 alors S2 = (0, e2) est un équilibre homogène stable.
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Démonstration. D’après l’équation (2.3.18), le système linéarisé du problème (2.2.4) au
voisinage de S2 est



























∂w1

∂t
= ∆w1 + (1 − ae2

e1
)w1 x ∈ Ω

∂w2

∂t
= δ∆w2 + bw1 − bw2 x ∈ Ω

∂w1

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

=
∂w2

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= 0.

(2.3.27)

Pour déterminer la stabilité de l’équilibre S2, il suffit le signe des valeurs propres du pro-
blème suivant :



















∆w1 + (1 − ae2
e1

)w1 = ηw1 x ∈ Ω

δ∆w2 + bw1 − bw2 = ηw2 x ∈ Ω
∂w1

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

=
∂w2

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= 0.

(2.3.28)

En effet nous devont démontrer que la plus grande valeur propre du problème (2.3.28) est
positive si e1 > a e2. Comme à la proposition 2.3.1, on démontre aisément que toutes les
valeurs propres du problème (2.3.28) sont réelles. Soit η1 la plus grande valeur propre du
problème (2.3.28). Puisque e1 > a e2, La valeur propre principale λ1 du problème











∆w1 + (1 − ae2
e1

)w1 = λw1 x ∈ Ω

∂w1

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= 0
(2.3.29)

est positive et sa fonction propre associée w̃1 > 0. Démontrons que λ1 est aussi une va-
leur propre du problème (2.3.28). En fait, si nous choisissons w̃2 > 0 comme solution du
problème linéaire suivant







δ∆w2 − (b+ λ1)w2 = −bw̃1 x ∈ Ω
∂w2

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= 0
(2.3.30)

alors (w1, w2) = (w̃1, w̃2) est une solution du problème (2.3.28) avec η = λ1. Donc λ1 est une
valeur propre strictement positive du problème (2.3.28). Par conséquent η1 est strictement
positve puisque η1 ≥ λ1. Donc S2 est instable.
Nous allons montrer maintenant que si e1 < a e2 alors S2 est stable.
Soit (w̃1, w̃2) la fonction principale du problème (2.3.28) dont la plus grande valeur propre
correspondante est η1. Si w̃1 6≡ 0, alors η1 est aussi une valeur propre du problème (2.3.29).
Si e1 < a e2 alors η1 < 0 car sous cette condition la plus grande valeur propre du problème
(2.3.29) est λ1 = 1 − ae2

e1
< 0.
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Si w̃1 ≡ 0, alors nous avons w̃2 6≡ 0. Par conséquent η1 est une valeur propre du problème
suivant







δ∆w2 − bw2 = λw2 x ∈ Ω
∂w2

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= 0
(2.3.31)

Evidemment la plus grande valeur propre du problème (2.3.31) est −b < 0. Par conséquent

nous avons aussi η1 < 0. Ainsi S2 = (0, e2) est stable si λ1 = 1 − ae2
e1

< 0. �

Proposition 2.3.4 On suppose que

a ≥ 1

2
et 0 < e1 < ē1 (2.3.32)

avec ē1 = −(a+ 1) +
√
ǫ, ǫ = (a+ 1)2 + 2a(1 + 2a) − 1.

Si la condition (2.3.32) est satisfaite alors (u∗, v∗) est stable.

Démonstration. Soit φj la jième fonction propre définie sur Ω, du problème dont l’opé-
rateur associé est −∆ et dont la condition au bord est de type Neumann homogène. En
d’autre terme le problème considéré est,

{ −∆φj = λjφj, dans Ω
∂φj

∂ν
= 0, sur ∂Ω,

(2.3.33)

où les λj sont des scalaires vérifiant 0 = λ0 < λ1 < λ2 < . . .
D’après l’équation (2.3.18), le système linéarisé du problème (2.2.4) au voisinage de (u∗, v∗)
est

∂W

∂t
= D∆W + ΣW, (2.3.34)

avec D = diag(d1, d2), et

Σ =

(

A B
Q R

)

=





1 − 2u∗ − e1(1 − u∗)

u∗ + e1
− au∗

u∗ + e1
b −b



 . (2.3.35)

L’expression développée de la solution W de (2.3.34) est la suivante

W =
∞

∑

j=0

zj(t)φj(x), (2.3.36)

où chaque zj(t) ∈ R2. En substituant l’expression (2.3.36) dans l’équation (2.3.34) puis en
égalisant les coefficients de chaque φj , nous obtenons

dzj

dt
= Cjzj , où Cj = LΣ − λjD.
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Ainsi l’équilibre homogène (u∗, v∗) est stable si et seulement si chaque zj(t) décroît vers
zéro. Ce qui revient à dire que toutes les valeurs propres de chaque Cj sont de partie réelle
négative. Les valeurs propres η1,2 de Cj sont déterminées en résolvant l’équation suivante

η2 − ρ
(

A+R − λj(d1 + d2)
)

+ λ2
jd1d2 − λj(d1R+ d2A) + AR− BQ = 0.

Par conséquent, la partie réelle de chaque valeur propre de Cj est négative si on a

A+ R− λj(d1 + d2) < 0, et λ2
jd1d2 − λj(d1R + d2A) + AR −BQ > 0. (2.3.37)

Remarquons que R = −b < 0, λj ≥ 0 et B < 0. Par conséquent la condition (2.3.37) est
satisfaite si

A ≤ 0, et Q > 0.

Donc pour que A ≤ 0, il suffit que

2u∗ − 1 − e1 ≥ 0

1 − a− e1 +
√

∆ − 1 + e1 ≥ 0.

Ce qui implique, ∆ ≥ a, et par suite

(a+ e1 − 1)2 − 4(ae2 − e1) − a2 ≥ a

e21 + (2a+ 2)e1 − 2a(1 + 2e2) + 1 ≥ 0.

Or ces deux inégalités sont vérifiées d’après les hypothèses de la proposition 2.3.4, donc
A ≤ 0. D’autre part, on a Q > 0. Par conséquent (u∗, v∗) est stable. �

2.3.2 Stabilité globale de l’équilibre homogène non trivial

Dans cette partie nous étudions la stabilité globale du l’équilibre homogène non triviale
du système (2.2.4), c’est à dire de (u∗, v∗).

Théorème 2.3.5 Supposons que l’hypothèse suivante soit satisfaite,

1 ≤ e1 ≤ e2 (2.3.38)

alors l’équilibre (u∗, v∗) du problème (2.2.4) est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration. La preuve du théorème est basée sur la construction d’une fonction de
Lyapunov. Pour cela considèrons les fonctions l et L définies par

l(u, v) =

∫ u

u∗

(η − u∗) (η + e1)

aη (η + e2)
dη +

u∗ + e2
bv∗

∫ v

v∗

η − v∗

η
dη

et

L(u, v) =

∫

Ω

l(u, v) dx

=

∫

Ω

(
∫ u

u∗

(η − u∗) (η + e1)

aη (η + e2)
dη +

u∗ + e2
bv∗

∫ v

v∗

η − v∗

η
dη

)

dx.
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Ω est le domaine défini dans 2.2.4. Notons que l est une fonction de Lyapunov du système
(2.2.3), voir [27] pour plus de details.
Notre objectif est de montrer que L est une fonction Lyapunov, avec une dérivée orbitale
négative. Pour toute solution (u, v) de (2.2.4) dont la condition initiale (u0(x), v0(x)) est
dans le quadrant positif alors L(u, v) est positive. De plus L(u, v) = 0 si et seulement si
(u, v) = (u∗, v∗).

Il ne nous reste qu’à prouver l’inégalité suivante
dL

dt
< 0.

En effet,

dL

dt
=

∫

Ω

(

(u− u∗) (u+ e1)

au (u+ e2)

) (

∆u+ u (1 − u) − auv

u+ e1

)

dx

+

∫

Ω

u∗ + e2
bv∗

v − v∗

v

(

δ∆v + b

(

1 − v

u+ e2

)

v

)

dx

=

∫

Ω

(

(u− u∗)(u+ e1)

au(u+ e2)

(

u(1 − u) − auv

u+ e1

))

dx

+

∫

Ω

u∗ + e2
bv∗

v − v∗

v
bv

(

1 − v

u+ e2

)

dx

+

∫

Ω

(

∆u
(u− u∗)(u+ e1)

au(u+ e2)
+ δ∆v

u∗ + e2
bv∗

v − v∗

v

)

dx (2.3.39)

Notons par T1 les deux premiers termes de droite de l’égalité (2.3.39) et par T2 le dernier
terme de droite.
Après un calcul simple suivi d’une réduction, T1 devient

T1 = −
∫

Ω

(

(u+ u∗ + e1 − 1)
(u− u∗)2

a(u+ e2)
+

(v − v∗)2

u+ e2

)

dx (2.3.40)

Pour calculer T2 on utilise la formule de Green et le fait que le flux soit nul au bord de Ω.
On obtient alors,

T2 = −
∫

Ω

(

|∇u|2 d
du

(

(u− u∗)(u+ e1)

au(u+ e2)

)

+ δ
u∗ + e2
bv∗

|∇v|2 d
dv

(

v − v∗

v

))

dx

= −
∫

Ω

(

|∇u|2
(

e2 − e1 + 1 + u∗

a(u+ e2)2
+
u∗e1(2u+ e2)

a(u2 + e2u)2

)

+ δ
u∗ + e2
bv∗

|∇v|2v
∗

v2

)

dx (2.3.41)

D’après les expressions finales de T1 et T2, on a
dL

dt
(u, v) < 0. Par conséquent d’après le

théorème de La Salle’s [48], (u∗, v∗) est globalement asymptotiquement stable. �
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2.4 Existence de travelling wave solutions

Les ”travelling waves” ou ondes vogageuses sont des bifurcations globales que l’on
peut observer dans la nature ou de façon expérimentale, ou même encore dans certains
modèles de problèmes d’évolution. Ce sont en fait des solutions du problème considéré qui
connectent deux états d’équilibre. L’existence de ces solutions a été conjecturée par Fisher
dans [34] et Kolmogorov dans [52] a donné la preuve de leur existence. Dans sa thèse en
1980, pour construire ces travelling waves, Dunbar dans [29] a développé une méthode
assez générale et applicable sur les modèles proie-prédateur avec diffusion. En 2007, les
auteurs de [2] ont donné une méthode applicable sur des modèles qui ne sont pas de type
proie-prédateur. Cette méthode n’utilise que les outils de l’analyse fonctionnelle. En fait
dans ce paragaphe nous allons développer les mêmes arguments que les auteurs de l’article
[2] pour construire une telle solution qui va connecter deux équilibres homogènes. Donc la
méthode que l’on va utiliser est uniquement basée sur la théorie de l’analyse fonctionnelle
et elle peut être appliquée à des modèles proie-prédateur en général.

2.4.1 Préliminaires

Comme on l’a vu plus haut, le système (2.2.4) admet quatre états d’équilibre homogènes
qui sont S0 = (0, 0), S1 = (1, 0), S2 = (0, e2), S3 = (u∗, v∗) (voir [10, 27] pour plus de
détails). L’objectif dans ce paragraphe est de donner la preuve d’existence d’une solution
de type onde voyageuse qui connecte les équilibres homogènes S1 = (1, 0) et S3 = (u∗, v∗).
Cela consiste à démontrer que le système (2.2.4) admet une solution de la forme suivante :

(h(x− ct), p(x− ct)) = (u(x, t), v(x, t))

(h(−∞), p(−∞)) = S3, (h(+∞), p(+∞)) = S1, (2.4.42)

où c est "the wave spread". Posons (u(x, t), v(x, t)) = (h(x− ct), p(x− ct))
et introduisons cette nouvelle expression de (u(x, t), v(x, t)) dans l’équation (2.2.4). Nous
obtenons alors,

ḧ+ cḣ + hM(h, p) = 0

δp̈+ cṗ+ pN(h, p) = 0 (2.4.43)

où M(u, v) et N(u, v) sont définis de la manière suivante

f(u, v) = uM(u, v) g(u, v) = vN(u, v)

C’est à dire,














M(u, v) =

(

1 − u− av

u+ e1

)

N(u, v) = b

(

1 − v

u+ e2

) (2.4.44)
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.

La figure 2.4.1 est un exemple de solution onde voyageuse du système (2.2.4. Notons par
Σ le domaine invariant défini dans le paragraphe 2,

Σ = [0, 1] ×
[

0,
5

4
+

(1 + b)2(1 + e2)

4b

]

Les courbes M(u, v) = 0 et N(u, v) = 0 divisent le domaine Σ en quatre parties, (voir figure
2.1). L’existence de la solution ”travelling waves” dépend du choix d’une de ces quatre
parties de Σ comme du domaine dans lequel va appartenir (h(0), p(0)). Cela s’explique
simplement par le changement de signe de M(u, v) = 0 et N(u, v) = 0 selon qu’on soit
dans une de ces parties. Nous allons ainsi montrer que les solutions vont satisfaire l’inégalité
suivante

u∗ < h < 1, 0 < p < v∗, ḣ > 0, ṗ < 0 (2.4.45)

La seule hypothèse que l’on fera est la suivante,

c2 > 4rs, où r = max(1, δ), s = max
Σ

(f(u, v), g(u, v)). (2.4.46)

Soit D le domaine défini par,

D = {(u, v) ∈ Σ, M(u, v) < 0, N(u, v) > 0, v < v∗}

Théorème 2.4.1 Si la condition (2.4.46) est satisfaite, alors le système d’équations dif-
férentielles (2.4.43) admet une solution (h(t), p(t)) définie sur R. De plus, cette solution
vérifie les conditions (2.4.45).

Avant de démontrer le théorème 2.4.1, rappelons le lemme de Barbalat que nous utili-
serons dans la suite (voir [59] pour plus de détail sur ce lemme).

Lemme 2.4.2 Soit f :]0,+∞[→ R une fonction intégrable et uniformément continue.
Alors nous avons lim

t→+∞
f(t) = 0.
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Fig. 2.1 – Représentation des isoclines et des équibres du système (2.2.3) pour illustrer le domaine
D.

2.4.2 Construction de la solution travelling wave

La construction de la solution se fait en deux phases. La première consiste à démontrer
que pour toute solution de l’équation (2.4.43) dont la condition initiale est dans D, tend
vers S1 en +∞. Ce qui permet de construire une partie de la solution sur [0, +∞[. La
deuxième phase consiste à construire l’autre partie de la solution sur ] −∞, 0[ en prenant
une suite de conditions initiales dans D qui tend vers S3.
Considérons d’abord l’équation différentielle suivante :

rÿ + cḣ+ sy = 0 (2.4.47)

où r, c, s sont des nombres réels positifs qui satisfont la condition (2.4.46). Le polynôme
caractéristique de l’équation différentielle ordinaire (2.4.47) admet alor deux racines réelles
négatives distinctes, λ1 et λ2. Nous supposons que 0 > λ1 > λ2. Ainsi, si z(t) est une
solution de l’éqution (2.4.47) telle que ż(t0) = 0, alors z(t) > 0 pour tout t > t0. Cela
signifie que l’équation (2.4.47) est disfocale (voir [2] pour plus de détails ).

Lemme 2.4.3 Soit (h(t), p(t)) une solution du système d’équations différentielles (2.4.43)
satisfaisant les conditions initiales (h(0), p(0)) = (c01, c02) ∈ D et (ḣ(0), ṗ(0)) = (0, 0).
Si la condition (2.4.46) est satisfaite, alors la solution (h(t), p(t)) vérifie les inégalités
(2.4.45) pour tout t > 0. De plus, on a

i) lim
x→+∞

h(t) = 1,
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ii) lim
x→+∞

p(t) = 0,

iii) ḣ(t) et ṗ(t) sont uniformément bornés.

Démonstration. D’après le théorème 2.2.3, on a h(t) ≥ 0 et p(t) ≥ 0 pour tout t > t0.
Nous allons montrer que ḣ(t) > 0 et ṗ(t) < 0 pour t > 0. Notons qu’à t = 0,







ḧ = −hM(h, p) > 0

p̈ = −pN(h, p)

δ
< 0

(2.4.48)

Donc au voisinage de t = 0, ḧ(t) > 0 et p̈(t) < 0. Par suite, au voisinage de t = 0, on a
ḣ(t) > 0 et ṗ(t) < 0. Supposons qu’il existe un nombre t̄ > 0 telles que

ḣ(t̄) = 0 et ḣ(t) > 0, ∀t ∈]0, t̄[. (2.4.49)

Supposons que t̄ est le premier point qui vérifie (2.4.49). Soit z(t) = λ2e
λ1t − λ1e

λ2t la
solution de l’équation

z̈ + c ż + s z = 0, (2.4.50)

dont les conditions initiales z(0) = λ2 − λ1 et ż(0) = 0, où λ1 et λ2 sont les racines du
polynôme caractéristique de l’équation differentielle ordinaire (2.4.50, s et c sont choisis
sous les conditions de l’inégalité (2.4.46).
Posons γ(t) = ect. En multipliant la première équation du système (2.4.43) par z γ et
l’équation (2.4.50) par h γ, puis en soustrayant (2.4.43) de (2.4.50), on obtient

d
(

γ(hż − ḣz)
)

dt
+ (s−M(h, p)) γhz = 0. (2.4.51)

D’autre part, en intégrant l’équation (2.4.51) de 0 à t̄, on trouve

γ(t̄)h(t̄)ż(t̄) +

∫ t̄

0

(s−M(h, p)) γhz dt = 0. (2.4.52)

Or on a,
ż(t̄) > 0, h(t̄) > 0, γ(t̄) > 0, et (s−M(h, p)) > 0. (2.4.53)

Donc il est impossibe d’avoir (2.4.52) dans ces conditions. Cette contradiction permet de
conclure que ḣ(t) > 0 pour tout t > 0 . Avec un raisonnement similaire, on démontre que
ṗ(t) < 0. D’après le théorème 2.2.3 et d’après ce qui précède, on a

{

ḣ(t) > 0, u∗ ≤ h(0) ≤ 1, h(t) ≤ 1, t > 0
ṗ(t) < 0, 0 ≤ p(0) ≤ v∗, 0 ≤ p(t) ≤ v∗, t > 0

(2.4.54)

Il s’en suit que (h(t), p(t)) vérifie les conditions (2.4.45) pour tout t > 0. En utilisant
l’équation (2.4.43) et l’expréssion de (hM(h, p), pN(h, p)), on obtient











ḧ+ cḣ ≤ ahp

h+ e1

δp̈+ cṗ ≤ bp2

h + e2

(2.4.55)
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Comme h(t) et p(t) sont uniformément bornées, alors

{

ḧ+ cḣ ≤ k1

δp̈+ cṗ ≤ k2
(2.4.56)

où k1 et k2 sont des constantes positives. Ainsi grâce aux inéquations (2.4.56) et au lemme
de Gronwall [38], on peut conclure que ḣ(t) et ṗ(t) sont uniformément bornées et grâce
à l’équation (2.4.43), on en déduit que (ḧ(t), p̈(t)) l’est aussi. En appliquant le lemme de
Barbalat 2.4.2, on conclut que (ḣ(t), ṗ(t)) et (ḧ(t), p̈(t)) tendent vers zéro quand t→ +∞.
D’autre part, la fonction h(t) est croissante et majorée et la fonction p(t) est décroissante
et minorée. Donc,

lim
t→+∞

(h(t), p(t)) = (l1, l2)

En faisant tendre t vers +∞ dans l’équation (2.4.43), on a

f(l1, l2) = g(l1, l2) = 0

et par suite (l1, l2) = (1, 0). On conclut alors,

lim
t→+∞

h(t) = 1, lim
t→+∞

p(t) = 0.

Maintenant, nous allons établir la deuxième phase de la construction : pour tout entier
naturel n, notons par (hn(t), pn(t)) la solution de l’équation (2.4.43) satisfaisant la condition
initiale suivante

(hn(0), pn(0)) = cn = (cn1 , c
n
2 ) ∈ D et (ḣn(0), ṗn(0)) = (0, 0),

où lim
n→+∞

cn = (u∗, v∗). Or d’après ce qui précède, on a

d

dt
(hn) (t) > 0,

d

dt
(pn) (t) < 0, t > 0

(hn (t) , pn (t)) ∈ D, t > 0

lim
t→+∞

hn(t) = 1, lim
t→+∞

pn(t) = 0,

et par conséquent, il existe une sous suite de nombres (τn
i )n∈N, τn

i > 0, i = 1, 2, telle que

(hn(τn
i ), pn(τn

i )) = (
u∗

2
,
v∗

2
). �

Lemme 2.4.4
lim

n→+∞
τn
i = +∞, ∀i.

La démonstration de ce lemme se trouve dans l’article [2].
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Démonstration du théorème 2.4.1
Soit la suite (zn

1 (t), zn
2 (t)) définie pour tout n ∈ N par

(zn
1 (t), zn

2 (t)) = (hn(t+ τn
1 ), pn(t+ τn

2 )) sur [−τn
1 ,+∞[×[−τn

2 ,+∞[ (2.4.57)

D’après le lemme 2.4.3, la suite de fonctions

(

d hn

dt
(t),

d pn

dt
(t)

)

est uniformément bornée

pour t > 0, alors on en déduit que

(

d

dt
(zn

1 )(0),
d

dt
(zn

2 )(0)

)

l’est aussi. Considérons une

sous suite (znk

1 (t), znk

2 (t)) telle que
(

d

dt
(znk

1 ) (0),
d

dt
(znk

2 ) (0)

)

=

(

d hnk

dt
(τnk

1 ),
d pnk

dt
(τnk

2 )

)

−→ (α1, α2) = α.

Notons que d’après le lemme 2.4.3, α1 ≥ 0 et α2 ≤ 0.
Soit w = (w1, w2) la solution l’équation suivante

{

ẅ1 + cẇ1 + w1M(w1, w2) = 0
δẅ2 + cẇ2 + w2N(w1, w2) = 0,

(2.4.58)

dont les conditions initiales w(0) =

(

u∗

2
,
v∗

2

)

et ẇ(0) = α.

Alors, (znk(t)) converge uniformément vers w(t) sur tout intervalle borné de R2. Par consé-
quent, on a

w(t) ∈ D , ẇ1(t) ≥ 0, ẇ2(t) ≤ 0, ∀t ∈ R.

On en déduit que
ẇ1(t) > 0 , ẇ2(t) < 0, ∀t ∈ R.

Si on a ẇ1(t0) = 0 pour un certain t0, alors

0 = ẅ1(t0) = −M(w(t0))w1(t0),

Nous aurons donc, w(t0) = (u∗, v∗). Par conséquent, w1 atteint son maximum à t0.
Si ẇ2(t0) = 0, alors par un argument similaire w2 atteint son maximum à t0.
Par conséquent, ẇi(t0) = 0, ∀i = 1, 2. C’est à dire, w(t0) = (u∗, v∗) et ẇ(t0) = 0. Grâce à
l’unicité des solutions, on a w = (u∗, v∗), f(u∗, v∗) = 0. Ceci contredit le fait que

w(0) =

(

u∗

2
,
v∗

2

)

. Rapelons que nous avons déjà

lim
t→+∞

w(t) = (1, 0), lim
t→+∞

ẇ(t) = (0, 0).

Démontrons maintenant que lim
t→+∞

w(t) = (u∗, v∗) :

Nous savons que lim
t→+∞

w(t) = k pour
a

2
≤ k ≤ a, alors d’après le lemme de Barbalat 2.4.2,

on a

ẇ(t) → (0, 0), (w ẅ)(t) → (0, 0) quand t→ +∞.

Donc, k1M(k) = 0 et k2N(k) = 0. D’où k = (u∗, v∗).
Ceci complète la preuve du théorème 2.4.1.
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Remarque 2.4.5 La méthode développée par l’auteur de [29] pour déterminer les solu-
tions travelling wave est basée sur la détermination des variétés satables et instables des
équilibres homogènes. La solution travelling wave est en effet l’intersection de deux va-
riétés stable et instable. Avec cette méthode la solution trouvée peut présenter plusieurs
oscillations en quittant un équilibre pour aller vers un autre. La difficulté que l’on peut
renconter avec cette méthode est la détermination des variétés et la construcion d’une
fonction de Lyapunov. Cela arrive souvent quand les fonctions utilisées pour modéliser les
interactions de la dynamique des populations deviennent un peu complexes. Par contre la
méthode que nous venons d’exposer n’utilise que les outils de l’analyse et nous n’avons pas
besoin de la fonction de Lyapunov. Cependant elle ne garantit pas l’unicité de la solution
et elle impose que la solution ne présente pas d’oscillation entre les deux équilibres.

2.5 Dynamiques complexes et la formation de patterns
spatio-temporels

Afin de mieux appréhender les aspects des solutions, nous allons dans ce paragraphe,
résoudre numériquement le problème (2.2.4) en utilisant la méthode des différences finies.
Dans le premier sous paragraphe, on suppose que la dimension spatiale est égale à un, c’est
à dire que Ω est un segment de droite dans les sous paragraphes 2 et 3.

2.5.1 Étude de bifurcations locales en dimension spatiale
égale à un

Dans ce sous paragraphe, on suppose que les deux populations diffusent en line droite
et on considère que Ω est un segment de droite, Ω ⊂ R. Les conditions au bord sont de
type de type Neumann : le flux est nul au bord. Nous allons étudier à la fois l’évolution des
densités de chaque espèce et celle de la quatité totale de chaque population dans le temps.
Nous considérons la condition initiale suivante :

u(0, x) = u0 pour L1u < x < L2u, u(0, x) = 0 sur le reste du domaine

v(0, x) = v0 pour L1v < x < L2v, v(0, x) = 0 sur le reste du domaine. (2.5.59)

On suppose qu’au début de l’observation, les espèces se regroupent sur une partie du
domaine avec une forte concentration alors qu’elle est nulle sur le reste du domaine.
Afin de réduire au minimum les effets numériques non désirés causés par l’impact de la
condition initiale sur le le bord, nous choisssons L assez grand et nous supposons que

0 < L1u ≤ L1v < L2v ≤ L2u < L

Remarque 2.5.1 Les paramètres sont fixés de telle sorte qu’on ne peut pas avoir une
extinction des espèces au bout d’un temps fini. En fait ce phénomène est plus connu sous
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le nom d’effect d′Allee, qui se traduit par une extinction des espèces quand la densité
initiale des espèces est faible et/ou l’espace dans lequel elles sont confinées est petit.
Dans le modèle uniquement temporel, on ne peut pas observer d’effect d′Allee au niveau
de l’équation (2.2.3), car la dimension spatiale n’intervient pas dans l’équation et l’équilibre
(0, 0) est instable.

Pour les besoins de la simulation, les paramètres sont fixés comme suit,

L = 100, L1u = 40, L1v = 48, L2v = 56, L2u = 60, u0 = 1.0, v0 = 0.1 (2.5.60)

e1 = 0.08, e2 = 0.01, a = 3.0, δ = 1. (2.5.61)
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Fig. 2.2 – Distrubution spatiale des populations du système (2.2.4). b = 0.256, les autres paramètres
et les conditions initiales sont donnés dans (2.5.60) et (2.5.61)

La figure 2.2 est un exemple de distributions spatiales des espèces observées aux instants
(a) t = 250, (b) t = 750 et (c) t = 1200 pour b = 0.256. Ainsi avec la condition intiale dans
(2.5.60) et les paramètres fixés dans (2.5.61), on observe deux pics aux deux extrémités
du domaine. Entre les deux piques, les densités sont constantes. En observant l’évolution
des densités au cours du temps, on a l’impression qu’elles n’évoluent plus après un certain
temps. Dans le cas présent, les courbes des densités ne donnent pas assez d’informations
sur la dynamique des espèces. C’est pourquoi nous allons étudier l’évolution des quantités
totales des populations.
Afin de mieux examiner les propriétés de la dynamique des populations, nous considérons
le système suivant estimant la quantité totale de chaque espèce,

U(t) =

∫ L

0

u(t, x) dx et V (t) =

∫ L

0

v(t, x) dx (2.5.62)

L’objectif est d’étudier les propriétés des oscillations de la dynamique des populations
quand le paramètre de contrôle varie. Le choix de ce paramètre est important car les chan-
gements qualitatifs de la dynamique des populations sont moins influencés avec certains
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Fig. 2.3 – Cascade de bifurcations conduisant à des oscillations chaotiques sur le plan de phase (U, V )
quand b varie : (a) b = 0.197, (b) b = 0.203, (c) b = 0.23, (d) b = 0.26. Les autres paramètres et la
condition initiale sont donnés dans (2.5.60) et (2.5.61)

paramètres qu’avec d’autres. Dans ce problème, nous choisissons b comme paramètre de
contrôle car il définit le rapport des taux de natalité de la proie et du prédateur. Ainsi
nous faisons varier b entre 0.195 et 0.26. Les autres paramètres et la condition initiale sont
donnés dans (2.5.61) et (2.5.60) respectivement. Pour chaque valeur de b, on résoud le
système (2.2.4) avec la condition initiale (2.5.60) et les valeurs de paramètre dans (2.5.61).
Nous laissons un temps transitoire assez grand de façon à ce que les quantités U et V
entrent dans le domaine d’attraction. On commence par prendre b = 0.26 puis on décroît
les valeurs de b. Pour b = 0.26, la solution du système (2.5.62) est un foyer, voir figure 2.3
(d). Nous obtenons le même plan de phase (un foyer) tant que la valeur de b est stricte-
ment supérieure à 0.255. On observe la première bifurcation quand b = 0.255. Pour des
valeurs de b appartenant à l’intervalle ]0.208 , 0.255[, le système (2.5.62) exhibe attracteur
périodique, les solutions sont périodiques sur le plan de phase (U, V ) voir figure 2.3 (c).
Une seconde bifurcation pour b = 0.208 produit un attracteur quasi-périodique. Ainsi pour
b entre 0.208 et 0.199, les solutions de (2.5.62) sont quasi-périodiques. Enfin pour b entre
0.199 et 0.195, les solutions de (2.5.62) deviennent chaotiques, voir figure 2.3 (a). Ces
résultats se résument dans le diagramme de bifurcation de la figure 2.4.

2.5.2 Les instabilités de Turing et de Hopf

Les systèmes de réaction-diffusion conduisent à deux types de bifurcations classiques
brisant la symétrie et qui conduisent à la formation de motifs spatio-temporels. La bifurca-
tion de Hopf brise la symétrie temporelle du système et conduit à des oscillations uniformes
en espace et périodiques en temps. La bifurcation de Turing (stationnaire) brise la symé-
trie spatiale et conduit à la formation de motifs stationnaires en temps et oscillatoires en
espace, voir [23, 69, 70, 98, 100] pour plus de détails. Cette instabilité produit des motifs
stationnaires spontanés.
L’instabilité de Turing dépend uniquement de l’intéraction locale et de la diffusion des



2.5 Dynamiques complexes et la formation de patterns spatio-temporels 43

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 12

 14

 16

 18

 20

 0.19  0.2  0.21  0.22  0.23  0.24  0.25  0.26

Fig. 2.4 – Diagramme de bifurcations en fonction du paramètre b.

populations. Elle ne dépend pas du tout de la géométrie du système. De plus, il n’y a pas
d’instabilité de Turing en absence de diffusion. Elle peut se produire seulement si la proie
diffuse plus lentement que la population prédateur. Donc le principal facteur induisant
l’instabilité de Turing est la diffusion. C’est pourquoi cette instabilité est souvent appelée
diffusion − driven instability. Un trait remarquable par rapport à d’autres instabilités
est que les caractéristiques du motif résultant ne sont pas déterminées par des contraintes
extérieures.

Rappelons quelques résultats qui nous permettent de choisir les paramètres appropriés.
D’après [18, 19], l’existence et la stabilité de l’équilibre positif (u∗, v∗) du système (2.2.3)
sont données par la relation suivante :

Lemme 2.5.2 Si a e2 < e1, alors le système (2.2.3) admet un unique équilibre positif
(u∗, v∗). Notons par,

α1,2 =
1 − (b− e1) ±

√
ρ

4
où ρ = (1 − (b+ e1))

2 − 8b e1

Le point d’équilibre (u∗, v∗) est asymptotiquement stable pour le système (2.2.3) si b+e1 > 1
ou 0 < u∗ < α1 ou α2 < u∗ et instable si α1 < u∗ < α2.

Pour effectuer l’analyse de stabilité locale, nous linéarisons le système (2.2.4) au voisi-
nage de l’équilibre (u∗, v∗), puis nous développons l’expression dans l’espace de Fourier,

u(x, t) = u∗eλt ei
−→
k .−→x , v(x, t) = v∗eλt ei

−→
k .−→x .

−→
k est un vecteur d’onde. Nous obtenons alors l’équation caractéristique |Ak − λI| = 0 où

Ak = A− k2D, D = diag(1, δ),

A =







∂f

∂u

∂f

∂v
∂g

∂u

∂g

∂v






=

(

fu fv

gu gv

)

=





1 − 2u∗ − e1(1 − u∗)

u∗ + e1
− au∗

u∗ + e1
b −b



 (2.5.63)
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Nous pouvons maintenant résoudre l’équation (2.5.63) qui permet d’obtenir le polynôme
caractéristique du problème (2.2.4),

λ2 − tr(Ak)λ+ det(Ak) = 0 (2.5.64)

tr(Ak) = fu + gv − k2(1 + δ) = tr(A) − k2(1 + δ), (2.5.65)

det(Ak) = fugv − fvgu − k2(δfu + gv) + δk4 = det(A) − k2(δfu + gv) + δk4. (2.5.66)

Les racines de l’équation (2.5.64) sont de la forme

λ1,2(k) =
1

2
(tr(Ak) ±

√

(tr(Ak))2 − 4det(Ak)). (2.5.67)

Théorème 2.5.3 Si b + e1 > 1 ou 0 < u∗ < α1 ou α2 < u∗ ; α1, α2 sont définis dans le
lemme 2.5.2. Alors (u∗, v∗) est un équilibre asymptotiquement stable pour le système (2.2.3).
Sous ces conditions, (u∗, v∗) devient un équilibre homogène instable pour le système (2.2.4)
si on a

δ > 2bfu + 4det(A) + 2
√

bfudet(A) + (det(A))2. (2.5.68)

Démonstration. D’après le lemme 2.5.2, la trace de A (tr(A)) est négative. Ainsi, tr(Ak)
est négative par la définition donnée dans (2.5.65). Par conséquent, (u∗, v∗) devient un
équililibre homogène instable pour le système (2.2.4) s’il existe un k0 tel que det(Ak0

) < 0.
Considérons le déterminant de Ak (det(Ak)) comme un polynôme de k2.
Son discriminant s’écrit

Θ = (δu + gv)
2 − 4det(A). (2.5.69)

Après simplification nous remarquons que Θ est positif si la condition (2.5.68) est satisfaite.
Sous cette condition, il existe au moins un k∗ positif entre k0 et k1 telle que l’inégalité
suivante soit satisfaite : det(Ak∗) < 0. De plus k0 et k1 satisfaient det(Ak1,2

) = 0. �

Une analyse linéaire montre que les conditions nécessaires pour donner les motifs de
Turing sont

tr(A) = fu + gv < 0, (2.5.70)

det(A) = fugv − fvgu > 0, (2.5.71)

δfu + gv > 0, (2.5.72)

(δfu + gv)
2 > 4δ(fu gv − fv gu). (2.5.73)

En effet, les conditions (2.5.70) et (2.5.71) asssurent que l’équilibre (u∗, v∗) est stable pour
le système (2.2.3). L’équilibre (u∗, v∗) devient instable pour le système (2.2.4) si Re(λ1,2(k))
passe d’une valeur négative à une valeur positive.
De l’équation (2.5.64), une condition nécessaire pour avoir Re(λ1,2(k)) > 0 est que tr(Ak) >
0. Par conséquent à partir d’un simple calcul, on a les inégalités (2.5.72) et( 2.5.73).
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Remarque 2.5.4 Comme nous considérons ici un modèle proie-prédateur, fu doit être
positive, voir [44] pour plus de détails. Par un calcul simple nous avons fu > 0 si

a >
4e1

2 − 2e1 + 4e2
. Rappelons aussi que nous avons d’après (2.5.70) et (2.5.71), fu +gv < 0

et δfu + gv > 0 .
Ainsi, pour un modèle proie-prédateur, une condition nécessaire pour observer l’instabilité
de Turing est que le prédateur doit diffuser plus rapidement que la proie, c’est à dire δ > 1.

De façon mathématique, comme δ > 1 alors on a à la bifurcation de Turing,

Im(λ(k)) = 0 et Re(λ(k)) = 0 à k = kT 6= 0,

où kT est la longueur d’onde critique. La valeur critique du paramètre de bifurcation b est
égale à

bT =
−B ±

√
B2 − 4RC

2 ∗R , (2.5.74)

où,

R =
−1

(1 + δ)2
, C = − (δfu)

2

(1 + δ)2
,

B =
((fu(1 + δ2))

(1 + δ)2
+
u∗(2u∗ + a + e1 − 1)

u∗ + e1
.

Au seuil bT de la bifurcation de Turing, la symétrie spatiale du système est brisée et les
motifs sont stationnaires en temps et oscillatoires en espace (voir [44]), avec une longueur
d’onde donnée par

λT =
2π

kT

= 2π

√

δ(u∗ + e1)

u∗(2u∗ + a+ e1 − 1)
. (2.5.75)

À la bifurcation de Hopf, nous avons

Im(λ(k)) 6= 0 et Re(λ(k)) = 0 à k = 0.

D’après l’équation des valeurs propres (2.5.67), la valeur critique du paramètre b conduisant
à la bifurcation de Hopf est égale à

bH = 1 − 2u∗ − e1(1 − u∗)

u∗ + e1
. (2.5.76)

Au seuil de la bifurcation de Hopf, la symétrie temporelle du système est brisée et
conduit à des oscillations uniformes en espace et périodiques en temps et avec la fréquence

wH = Im(λ(k)) =
√

det(A) =

√

bu∗

u∗ + e1
(2u∗ + a+ e1 − 1). (2.5.77)
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A est définie dans l’équation (2.5.66) et la longueur d’onde correspondante est égale à

λH =
2π

wH

= 2π

√

u∗ + e1
bu∗(2u∗ + a + e1 − 1)

. (2.5.78)

Les valeurs de ces paramètres sont utiles et seront utilisées pour les simulations numériques.
Résultats numériques :

L’analyse de stabilité du système (2.2.4) conduit à ces courbes de bifurcations où les pa-
ramètres sont fixés comme suit

a = 1.1, e1 = 0.3, e2 = 0.2 et δ ∈ ]100, 130[.

La figure 2.5 (b) représente la valeur critique de b permet d’observer l’instabilité de Hopf
quand δ varie. Les courbes (a) et (c) de la figure 2.5 sont les valeurs minimales et maximales
de b (c-à-d bT ) permettant d’avoir l’instabilité de Turing. La courbe 2.5 (b) donne la valeur
critique de b (c-à-d bH) conduisant à la bifurcation de Hopf.
Les courbes de bifurcation de Turing et de Hopf séparent l’espace des paramètres en do-
maines distincts, voir la figure 2.5 :

 0.008545

 0.00855

 0.008555

 0.00856

 0.008565

 0.00857

 0.008575

 0.00858

 0.008585

 100  105  110  115  120  125  130

diffusion coefficient

no Turing
intability

instability
Turing

(a)

M
in

iim
a

l v
a

lu
e

 o
f 
b

 f
o

r 
T

u
ri
n

g
 in

st
a

b
ili

ty

 0.0672

 0.0674

 0.0676

 0.0678

 0.068

 0.0682

 0.0684

 0.0686

 0.0688

 100  105  110  115  120  125  130

cr
iti

ca
l v

al
ue

 g
ro

w
th

 ra
te

 b

Hopf instability

no Hopf instability

diffusion coefficient

(b)

 5000

 5500

 6000

 6500

 7000

 7500

 8000

 8500

 9000

 9500

 100  105  110  115  120  125  130

(c)

no Turing
intability

Turing
instability

diffusion coefficient

M
ax

im
al

 v
al

ue
 o

f b
 fo

r T
ur

in
g 

in
st

ab
ili

ty

Fig. 2.5 – la courbe de valeur critique b conduisant à la bifurcation de Hopf ou de Turing dans le
système (2.2.4). Le coefficient de diffusion varie entre 100 et 130. Les autres paramètres sont fixés
comme suit : e1 = 0.3, e2 = 0.2, a = 1.1.

a = 1.1, e1 = 0.3, e2 = 0.2, b = 0.06. (2.5.79)

La figure 2.6 est un exemple d’instabilité de Turing. Les paramètres sont fixés comme dans
(2.5.79) et δ = 120.1. La figure (2.7) est un exemple d’instabilité de Turing et de Hopf.
On observe au dessus de la valeur critique de la courbe 2.5 (b) que les motifs présentent
une certaine symétrie spatiale. Avec un autre espace de paramètre, on observe seulement
l’instabilité de Hopf. La figure 2.8 en est l’exemple. Les paramètres sont fixés comme suit,

e1 = 0.3, e2 = 0.1, b = 0.1781, a = 1.1, δ = 120.1
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Fig. 2.6 – Labyrinthe est stable pour le système (2.2.4) dans le domaine de parmètre où on a que
l’instabilité de Turing. Les autre paramètres sont donnés dans (2.5.79) et δ = 120.1.

Fig. 2.7 – Labyrinthe est stable pour le système (2.2.4) dans le domaine de parmètre où on a que
l’instabilité de Turing et de Hopf. Les autres paramètres sont donnés dans (2.5.79) et δ = 120.1.

Fig. 2.8 – Instabilité de Hopf sous les paramètres suivant, e1 = 0.3, e2 = 0.1, b = 0.1781, a = 1.1,
δ = 120.1 donne des black − eye



48 Chapitre 2. Étude du modèle proie-prédateur avec diffusion

2.5.3 Chaos spatio-temporel

Les systèmes biologiques sont en général hors d’état d’équilibre. Les systèmes s’auto-
organisent en brisant la symétrie des instabilités. Ainsi des structures telles que les
spiral waves, les black eyes ou encore d’autres motifs spatiaux sont observés dans un large
éventail de systèmes chimiques et biologiques, voir [62, 64, 70, 98, 100] pour plus de détails.
Ces motifs sont les fluctuations de la distribution spatiale et sont une découverte majeure
de ces deux dernières décennies. Cependant un défi sera de comprendre et de prédire leur
formation sachant qu’ils sont étroitement liés aux interactions non linéaires et complexes du
système étudié. On observe une distribution spatiale de type onde spirale pour le système
(2.2.4), voir figure 2.9. Le chaos spatio-temporel est un autre type de motif dans lequel les
densités changent de façon apériodique en espace et en temps, comme dans la turbulence.
Ces structures et ces phénomènes spatio-temporels sont émergents et résultent de causes
très simples, dans le sens où ce sont des motifs macroscopiques obtenus à partir d’un simple
couplage d’interaction et la régle de diffusion locale. En d’autres termes, ils ne sont pas
programmés dans les équations, voir [11, 47, 69, 70].
Dans ce sous-paragraphe, nous étudions le problème (2.2.4) dans le domaine Ω = [0, 900]×
[0, 900] de R2, le flux est nul sur le bord de Ω. Nous nous intéressons aux structures
émergentes pour le système (2.2.4). Remarquons que si (u∗, v∗) est un équilibre instable
pour le système (2.2.3) alors il l’est aussi pour le système (2.2.4) dès que les deux espèces ont
le même coefficient de diffusion. Ainsi les paramètres sont fixés de telle sorte que (u∗, v∗)
est instable pour (2.2.3). On suppose aussi que les deux espèces diffusent de la même
façon, c’est à dire δ = 1. La condition initiale est une légère perturbation au voisinage de

Fig. 2.9 – La distribution spatiale de proie et de prédateur à t = 1200 correspond à un motif de type
onde spatiale. La condition initiale est donnée dans (2.5.81). Les paramètres sont b = 0.042, e2 = 0.2,
les autres sont donnés dans (2.5.82).

l’équilibre (u∗, v∗) ayant une faible disparité de la répartition spatiale. Elle s’écrit comme
suit,

u(0, x, y) = u∗ − 2 10−7(x− 0.1y − 231)(x− 0.1y − 632) (2.5.80)

v(0, x, y) = v∗ − 3 10−5(x− 450) − 1.2 10−4(y − 150) (2.5.81)

Les valeurs des paramètres sont les suivantes :

e1 = 0.3, e2 = 0.1, b = 0.02, a = 1.1, δ = 1. (2.5.82)
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Nous observons l’évolution suivante de la distribution spatiale des espèces. Les figures de
gauche représentent la distribution spatiale de la population de proie et celles de droite
concernent la population des prédateurs. La couleur bleu correspond à une faible densité
de population et la rouge à une forte densité.

Distribution spatiale des espèces à t = 100

Distribution spatiale des espèces à t = 200

Distribution spatiale des espèces à t = 400
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t = 500

t = 610

t = 800
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t = 1000

t = 1200

t = 1500
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t = 1800

t = 2000

t = 2400
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t = 3000

t = 4000

t = 8000

Nous observons dans un premier temps deux ondes en forme de spirale qui se forment.
Puis ces spirales s’éclatent conduisant à une distribution spatiale apériodique sur une partie
du domaine. Ensuite cette appériodicité se propage sur tout le domaine et demeure dans le
temps. On obtient alors du chaos spatio-temporel car l’écart moyen entre l’équilibre (u∗, v∗)
et la solution de (2.2.4) vérifiant (2.5.81) et (2.5.82), temps vers l’infini.
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Chapitre 3

Analyse qualitative de la dynamique
d’une chaîne alimentaire de trois espèces

3.1 Introduction

Une des méthodes généralement utilisée en biologie ou en écologie dans le processus de
conservation et du contrôle de la dynamique des espèces, est l’introduction d’une population
supplémentaire appelée “super-prédateur”. Cependant l’impacte de cette introduction doit,
au préalable, faire l’objet d’une étude afin de réduire au minimum les effets indésirables.
La modélisation mathématique apporte une solution raisonnable à cette étape. Alors, nous
considérons un modèle de réaction-diffusion avec trois espèces. Le terme de diffusion décrit
la capacité à mouvoir dans un domaine Ω de Rn, n = 1, 2, 3, que nous supposons fermé. Le
flux au bord de ce domaine est supposé nul. La première population notée U1 est l’unique
source de nourriture de la deuxième U2. De même le prédateur U2 (espèce intermédiaire )
est l’unique proie du super-prédateur U3. Les interactions locales entre les espèces U1 et U2

sont modélisées par un schéma de type Lotka-Volterra, alors que celles entre U2 et U3 sont
de type Holling type II. En absence de diffusion le modèle s’écrit de la façon suivante :







































dU1

dT
=

(

a0 − b0U1 −
v0U2

U1 + d0

)

U1, T > 0,

dU2

dT
=

(

−a1 +
v1U1

U1 + d0
− v2U3

U2 + d2

)

U2, T > 0,

dU3

dT
=

(

c3 −
v3U3

U2 + d3

)

U3, T > 0,

U1(0) = U01 ≥ 0, U2(0) = U02 ≥ 0, U3(0) = U03 ≥ 0

(3.1.1)

U1, U2, U3 représentent les quantités de chaque espèce au temps T . a0, b0, v0, d0, a1, v1,
v2, d2, c3, v3 et d3 sont les paramètres du modèle supposés strictement positifs.
Ces paramètres sont définis de la manière suivante :
a0 est le taux de croissance de la proie U1, b0 mesure la mortalité due à la compétition
entre les individus de l’espèce U1, v0 est la mesure maximale que le taux de réduction
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par individu U1 peut atteindre, d0 mesure la protection dont la proie U1 et le prédateur
intermédiaire U2 bénéficient grâce à l’environnement, a1 représente le taux de mortalité de
U2 en l’absence de U1, v1 est la valeur maximale que le taux de réduction par l’individu
U1 peut atteindre, v2 est la valeur maximale que le taux de réduction par l’individu U2

peut atteindre, v3 est la valeur maximale que le taux de réduction par l’individu U3 peut
atteindre, d2 est la valeur de U2 pour laquelle le taux d’élimination par individu U2 devient
v2

2
, c3 décrit le taux de croissance de U3, en supposant qu’il y ait le même nombre de mâles

et de femelles, et d3 représente la perte résiduelle, causée par une forte rareté de la proie
U2 des individus de l’espèce U3. En prenant en compte la diffusion des populations dans le
domaine le modèle s’écrit :















































∂U1

∂T
=

(

a0 − b0U1 −
v0U2

U1 + d0

)

U1 + δ1∆U1,

∂U2

∂T
=

(

−a1 +
v1U1

U1 + d0

− v2U3

U2 + d2

)

U2 + δ2∆U2,

∂U3

∂T
=

(

c3 −
v3U3

U2 + d3

)

U3 + δ3∆U3.

(3.1.2)

Nous étudions l’existence et la permanence des solutions. Nous établissons la condition
d’existence et de non-existence d’équilibres et en dernier paragraphe nous étudions l’émer-
gence de motifs spatiaux et spatio-temporels.

3.2 Existence globale des solutions

La méthode décrite au premier paragraphe du premier chapitre permet d’établir l’exis-
tence locale et l’unicité des solutions du problème (3.1.2), (W1(., t),W2(., t),W3(., t)) pour
0 ≤ t < Tmax, où Tmax est déterminé par les conditions initiales W01(x), W02(x) et W03(x).
Cette méthode est aussi développée dans [3, 4, 5].
Pour établir l’existence globale de la solution, il suffit de montrer pour 0 ≤ t < T , T <∞
que ‖W1(., t)‖L∞, ‖W2(., t)‖L∞ et ‖W3(., t)‖L∞ sont bornées.

Théorème 3.2.1 Pour toutes fonctions positives régulières W01(x) ≤ 1, W02(x) et W03(x),
le problème (3.1.2) admet une solution globale pour t > 0.

Démonstration. Premièrement, on a W1(x, t) ≥ 0, W2(x, t) ≥ 0 et W3(x, t) ≥ 0, car 0 est
sous-solution de chaque équation du système (3.1.2).
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D’autre part W1 satisfait le problème suivant :






















∂W1

∂t
≤ W1(1 −W1) + ε1∆W1 dans Ω × [0,+∞[,

∂W1

∂ν
= 0, sur ∂Ω × [0,+∞[,

W1(x, 0) = W01(x) ≤ W01 ≡ max
Ω̄
W01(x), x ∈ Ω.

(3.2.3)

D’après le principe de comparison, on a W1(x, t) ≤W (t) ≤ 1, où

W (t) =
W01 e

t

1 −W01 + et

est solution du problème
{

dW

dt
= W (1 −W )

W (0) = W01 ≤ 1.
(3.2.4)

D’autre part, W2 satisfait

∂W2

∂t
=
cW1W2

W1 + a
− bW2 −

W2W3

W2 + d
+ ε2 ∆W2,

Alors d’après le principe de comparison, on a

1

c

∂W2

∂t
≤ 1

c

dE2

dt

où E2 est solution du système (3.1.1) avec condition initiale E2(0) = max
Ω̄

W02(x).

De [10, 27], on a
1

c

∂W2

∂t
≤ 1

c

dE2

dt
+
dE1

dt
.

Notons par σ =
1

c
E2 + E1,

1

c

∂W2

∂t
≤ dσ

dt

≤ 1

4
+ b− bσ

Par conséquent,

W2(x, t) ≤ c+
c

4b
, 0 ≤ t < T.

De la troisième équation du système (3.1.2), on trouve

α
∂W3

∂t
= αpW3 −

αqW 2
3

W2 + r
+ αε3 ∆W3,
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avec α =
4b

(b+ p)2(4bc+ c+ 4br)
. On déduit grâce au principe de comparaison, que

α
∂W3

∂t
≤ α

dE3

dt
,

où E3 est solution du système (3.1.1) avec condition initiale E3(0) = max
Ω̄

W3(x).

Par suite,

α
∂W3

∂t
≤ α

dE3

dt
+

1

c

dE2

dt
+
dE1

dt

≤ E1(1 − E1) −
b

c
E2 −

1

c

E2E3

E2 + d
+ α(p− qE3

E2 + r
)E3

≤ 1

4
+ b− αbW3 + αbE3 + α(p− qE3

E2 + r
)E3.

Alors,

α
∂W3

∂t
+ αbW3 ≤

1

4
+ b+M, M =

1

4q
.

Par conséquent,

W3(x, t) ≤
1

α
+

1

4αb
+
M

αb
, 0 ≤ t < T.

�

Ainsi, on peut énoncer le théorème suivant,

Théorème 3.2.2 L’ensemble défini par

A ≡ [0, 1] ×
[

0, c+
c

4b

]

×
[

0,
1

α
+

1

4αb
+
M

αb

]

,

où α =
4b

(b+ p)2(4bc + c+ 4br)
, est positivement invariant pour les solutions globales du

système (3.1.2).

Démonstration. Comme on a vu précédemment , on a

W1 ≤ E1, W2 ≤ E2, W3 ≤ E3,

et d’après [10, 27], on en déduit que

limt→+∞E1(t) ≤ 1,

limt→+∞

(

E1(t) +
1

c
E2(t)

)

≤ 1 +
1

4b
,

limt→+∞

(

E1(t) +
1

c
E2(t) + αE3

)

≤ 1 +
1

4b
+
M

αb
.

D’où le résultat. �
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3.3 Analyse des solutions stationnaires

Dans ce paragraphe, nous déterminons les conditions d’existence de solutions station-
naires.

3.3.1 Existence de solutions stationnaires

Les équilibres positifs sont les solutions (W1(x),W2(x),W3(x)) du problème (3.1.2) tels
que W1(x) ≥ 0, W2(x) ≥ 0 et W3(x) ≥ 0. De point de vue biologique, si W1(x) = 0 ou
W2(x) = 0, l’introduction des super-prédateurs n’est pas nécessaire.
Par conséquent, on s’intéresse dans cette partie, à la possibilité de l’existence de solutions
(W1(x),W2(x),W3(x)) avec W3(x) > 0 sous l’hypothèse qu’ils existent deux constantes
positives m1 < 1 et m2 tels que W1(x) ≥ m1 > 0 et W2(x) ≥ m2 > 0.
Nous allons établir l’existence ou non de telles solutions suivant le domaine de paramètres
considéré. Rappelons que les équilibres du système (3.1.2) satisfont



















−ε1∆W1 = F (W1,W2,W3),
−ε2∆W2 = G(W1,W2,W3),
−ε3∆W3 = H(W1,W2,W3),
∂W1

∂ν
=

∂W2

∂ν
=
∂W3

∂ν
= 0 sur ∂Ω,

(3.3.5)

où


























F (W1,W2,W3) = W1(1 −W1) −
W1W2

W1 + a
,

G(W1,W2,W3) =
cW1W2

W1 + a
− bW2 −

W2W3

W2 + d
,

H(W1,W2,W3) = pW3 −
qW 2

3

W2 + r
.

(3.3.6)

Théorème 3.3.1 Sous les hypothèses suivantes,

(H1) c+
c

4b
≤ m1 + a

m1

[ m2

1 + a
+m1(1 −m1)

]

, (3.3.7)

(H2) b ≥ c

1 + a
,

1

α
+

c

4bα
+
M

α
≤ cm1

m1 + a
− b− W 3

m2 + d
, (3.3.8)

(H3)
p

q
(m2 + r) ≤ 1

α
+

c

4bα
+
M

α
avec α =

4b

(b+ p)2(4bc + c+ 4br)
, (3.3.9)

le problème (3.3.5) admet au moins une solution positive.
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Démonstration. On va construire une paire de sous-solution et sur-solution du problème
(3.3.5)

(W 1(x),W 2(x),W 3(x)) > (W 1(x),W 2(x),W 3(x))

qui vérifient






































































































































































−ε1∆W 1 −W 1(1 −W 1) −
W 1W 2

W 1 + a
≥ 0

≥ −ε1∆W 1 −W 1(1 −W 1) −
W 1W 2

W 1 + a
,

−ε2∆W 2 −
cW 1W 2

W 1 + a
+ bW 2 +

W 2W 3

W 2 + d
≥ 0

≥ −ε2∆W 1 −
cW 1W 2

W 1 + a
+ bW 2 +

W 2W 3

W 2 + d
,

−ε3∆W 3 − pW 3 −
qW

2

3

W 2 + r
≥ 0

≥ −ε3∆W 1 − pW 3 −
qW 2

3

W 2 + r
,

∂W 1

∂ν
≥ 0 ≥ ∂W 1

∂ν
,
∂W 2

∂ν
≥ 0 ≥ ∂W 2

∂ν
,

∂W 3

∂ν
≥ 0 ≥ ∂W 3

∂ν
sur ∂Ω.

(3.3.10)

Nous fixons W 1 = 1 > W 1 = m1 et W 2 = m2. Grâce à la proposition (3.2.2) et à
l’hypothèse (H1), on a

W 2 ≤ c+
c

4b
,

et
c+

c

4b
≤ m1 + a

m1

[ m2

1 + a
+m1(1 −m1)

]

.

Ce qui implique que

W 2 ≤
m1 + a

m1

[ m2

1 + a
+m1(1 −m1)

]

,

ainsi, le terme de droite de la première inégalité de (3.3.10) est satisfait.
Fixons W 1 = 1, pour satisfaire le terme de gauche de la deuxième inégalité du système
(3.3.10), on a besoin que W 3 vérifie l’équation suivante :

c

1 + a
− b− W 3

W 2 + d
≤ 0.
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Fixons W 1 = m1 et W 2 = m2. Grâce à la proposition (3.2.2) et à l’hypothèse (H2),
on a

0 ≤W 3 ≤
1

α
+

c

4bα
+
M

α
et

1

α
+

c

4bα
+
M

α
≤ cm1

m1 + a
− b− W 3

m2 + d
.

Par conséquent,
cm1

m1 + a
− b− W 3

m2 + d
≥ 0.

Ainsi, le terme de droite de la deuxième inégalité du système (3.3.10) est satisfait.

Fixons W 1 = m1 et W 2 = m2. Pour satisfaire le terme droit de la troisième inégalité

du système (3.3.10), on a besoin que W 3 ≤
p

q
(m2 + r). Or d’après la proposition (3.2.2) et

l’hypothèse (H3), cette dernière condition est satisfaite. �

3.3.2 Non existence de solutions stationnaires

Nous allons montrer que sous certains paramètres, le problème (3.1.2) n’admet aucun
équilibre positif. Ceci implique que les populations de proie, de prédateurs et de super-
prédateurs ne peuvent exister que sous ces conditions. Nous avons besoin au préalable
d’énoncer le lemme suivant de [28] que nous utiliserons dans la suite.

Lemme 3.3.2 Considérons le problème suivant,

{

d∆ϕ+ q(x)ϕ = λϕ dans Ω,
∂ϕ

∂ν
= 0 sur ∂Ω,

(3.3.11)

où d > 0, q(x) ∈ C2+ε(Ω̄) pour ε > 0. Soit λ0 = λ(q, d) l’unique valeur propre principale de
l’opérateur −∆. Alors λ(q, d) est une fonction continue non croissante en d, et strictement
décroissante si q(x) n’est pas constante. De plus on a

i) λ(q, d) ↑ Q = max
Ω̄

q(x), quand d→ 0,

ii) λ(q, d) ↓ w =
1

|Ω|

∫

Ω

q(x) dx quand d→ ∞,

iii) q1(x) ≥ q2(x) pour x ∈ Ω, alors λ(q1, d) ≥ λ(q2, d).
Cette inégalité devient stricte si q1(x) 6= q2(x).

Théorème 3.3.3 Le système (3.3.5) n’admet pas de solution positive si l’une des trois
conditions suivantes est vérifiée :

i) ε1 < ε2 et a ≥ b
(

2c+
c

4b

)

,
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ii) ε1 > ε3 , p > 4 , b <
1

(1 + p)2
, c <

4br

(b+ p)2(4b+ 1)(q + 4bq + b)
,

iii) ε2 > ε3, a ≥ c

b
, p > 3 , b <

1

(1 + p)2
, c <

4br

(b+ p)2(4b+ 1)(q + 4bq + b)
.

Démonstration. Supposons que la condition i) du théorème 3.3.3 est satisfaite et que
le système (3.3.5) admet une solution positive (W1(x),W2(x),W3(x)) avec W1(x) > 0,
W2(x) > 0 et W3(x) > 0, ceci se traduit par :































































ε1∆W1 +W1(1 −W1) −
W1W2

W1 + a
= 0,

ε2∆W2 +
cW1W2

W1 + a
− bW2 −

W2W3

W2 + d
= 0,

ε3∆W3 + pW3 −
qW 2

3

W2 + r
= 0,

∂W1

∂ν
=
∂W2

∂ν
=
∂W3

∂ν
= 0 sur ∂Ω,

(3.3.12)

Notons par,















































F1(x) = 1 −W1(x) −
W2(x)

W1(x) + a
, x ∈ Ω

F2(x) =
cW1(x)

W1(x) + a
− b− W3(x)

W2(x) + d
, x ∈ Ω

F3(x) = p− qW3(x)

W2(x) + r
, x ∈ Ω.

(3.3.13)

Comme W1(x) et W2(x) sont positives, on peut prendre respectivement F1(x) et F2(x)
comme fonctions propores des problèmes suivants,







ε1∆ϕ+ F1(x)ϕ = λϕ, x ∈ Ω,
∂ϕ

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= 0,
(3.3.14)

et






ε2∆ϕ+ F2(x)ϕ = λϕ, x ∈ Ω,
∂ϕ

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= 0,
(3.3.15)
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associées à la valeur propore principale λ0 = 0.
Nous allons montrer que F1(x) ≥ F2(x),

F1(x) − F2(x) = 1 −W1 −
W2

W1 + a
− cW1

W1 + a
+ b+

W3

W2 + d

≥ 1 −W1 −
c+

c

4b
a

− c

a
+ b+

W3

W2 + d
≥ 0,

car 0 < W1 ≤ 1 et −
c +

c

4b
a

− c

a
+ b ≥ 0, si la condition suivante a ≥ b

(

2c+
c

4b

)

est

satisfaite. Ceci implique que F1(x) ≥ F2(x), et grâce au lemme 3.3.2, on a

λ(F2, ε2) ≤ λ(F1, ε2) < λ(F1, ε1).

Ce qui contredit le fait que
λ(F1, ε1) = λ(F2, ε2) = 0.

Ainsi, le système (3.3.5) n’admet pas de solution positive sous la condition i) du théorème
3.3.3. �

Supposons que sous la condition ii) du théorème 3.3.3, que le système (3.3.5) admet
une solution positive (W1(x),W2(x),W3(x)) avec W1(x) > 0, W2(x) > 0, et W3(x) > 0.
On peut prendre respectivement W1(x) et W2(x), comme fonctions propres des problèmes
suivants,







ε1∆ϕ+ F1(x)ϕ = λϕ, x ∈ Ω,
∂ϕ

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= 0,
(3.3.16)

et






ε3∆ϕ+ F3(x)ϕ = λϕ, x ∈ Ω,
∂ϕ

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= 0,
(3.3.17)

On obtient alors,

F3(x) − F1(x) = p− qW3

W2 + r
− 1 +W1 +

W2

W1 + a

≥ p− qW3

r
− 1

Rappelons aussi que nous avons,

W3 ≤
(

(b+ p)2(4bc+ c+ 4br)
)

(

1

4b
+ 1 +

1

q

)

,
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alors, on a

qW3

r
≤ q ((b+ p)2(4bc+ c+ 4br))

r

(

1

4b
+ 1 +

1

q

)

≤ qc

r
(4b+ 1)

(

1

4b
+ 1 +

1

q

)

+ b (b+ p)2 + bq (b+ p)2

(

1

4b
+ 1

)

≤ 3

Par conséquent F3(x) ≥ F1(x), et grâce au lemme 3.3.2, on obtient

λ(F1, ε1) < λ(F3, ε3),

ce qui contredit le fait que
λ(F1, ε1) = λ(F3, ε3) = 0.

Ainsi sous la condition ii) du théorème 3.3.3, le système (3.3.5) n’admet pas de solution
positive. De la même façon, on démontre que sous la condition iii) du théorème 3.3.3, le
système (3.3.5) n’admet pas de solution positive. En effet, il suffit de voir que

F3(x) − F2(x) ≥ b− c

a
+ p− qW3

r

≥ b− c

a
+ p− q ((b+ p)2(4bc+ c+ 4br))

r

(

1

4b
+ 1 +

1

q

)

≥ 0.

3.3.3 Stabilité locale des solutions stationnaires homogènes

On s’intéresse dans cette partie dans la stabilité de la solution positive Ws(x) =
(W1s(x),W2s(x),W3s(x)) du système (3.3.5) dont l’existence a été montrée dans le pa-
ragraphe précédant. La stabilité de Ws a été traitée en considérant le problème spectral de
l’opérateur linéarisé en Ws (voir [49]). Considérons une solution W (x, t) du système (3.1.2)
sous la forme suivante,

W (x, t) =(W1(x, t),W2(x, t),W3(x, t))

=Ws(x) + Z(x, t) = Ws + (Z1(x, t), Z2(x, t), Z3(x, t)) (3.3.18)

Substituons W (x, t) du (3.3.18) dans le système (3.1.2) et identifions tous les termes qui
sont linéarisés en Z :

∂Z

∂t
= D∆Z + L(Ws)Z, (3.3.19)

où
D = diag(ε1, ε2, ε3),

L(Ws) =





FW1
FW2

FW3

GW1
GW2

GW3

HW1
HW2

HW3



 , (3.3.20)
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avec

FW1
= 1 − 2W1 −

aW2

(W1 + a)2
, FW2

= − W1

W1 + a
, FW3

= 0,

GW1
=

acW2

(W1 + a)2
, GW2

=
cW1

W1 + a
− b− dW3

(W2 + d)2
, GW2

= − W2

W2 + d
,

HW1
= 0, HW2

=
qW 2

3

(W2 + d)2
, HW3

= p− 2qW3

W2 + d
.

Théorème 3.3.4 Une condition nécessaire pour que Ws soit locallement stable est que au
point Ws, on a

FW1
+GW2

+HW3
< 0,

FW1
GW2

+ FW1
HW3

+GW2
HW3

− FW2
GW1

− FW3
HW1

−GW3
HW2

> 0,

FW1
GW3

HW2
+FW2

GW1
HW3

+FW3
GW2

HW1
−FW1

GW2
HW3

−FW2
GW3

HW1
−FW3

GW1
HW2

> 0.

Démonstration. Notons par φj la j-ième fonction propre de −∆ dans Ω,







−∆φj = λjφj dans Ω
∂φj

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= 0,
(3.3.21)

avec λj satisfaisant 0 < λ0 < . . . < λj < . . .
On écrit la solution Z de l’équation (3.3.19) sous la forme

Z =
∞

∑

j=0

zj(t)φj(x, y), (3.3.22)

tel que chaque zj(t) ∈ Rn. Substituons l’équation (3.3.22) dans l’équation (3.3.19) et iden-
tifions les coefficients de chaque φj , on aura donc,

dzj

dt
= Cjzj ,

où Cj est la matrice définie par,

Cj = L(Ws) − λjD.

Par suite, la solution Ws est stable si et seulement si chaque zj(t) décroît vers zéro.
Ceci est équivalent à dire que chaque Cj admet trois valeurs propres avec parties réelles
négatives ρk, k = 1, 2, 3, telle que

ρ3 + aρ2 + bρ+ c = 0,
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avec

a = λj(ε1 + ε2 + ε3) − (FW1
+GW2

+HW3
),

b = λ2
j(ε1ε2 + ε1ε3 + ε2ε3) − λj(ε1GW2

+ ε1HW3
+ ε2FW1

+ ε2HW3
+ ε3FW1

+ ε3GW2
)

+ FW1
GW2

+ FW1
HW3

+GW2
HW3

− FW2
GW1

− FW3
HW1

+GW3
HW2

,

c = λ3
jε1ε2ε3 − λ2

j(ε1ε2HW3
+ ε1ε3GW2

+ ε2ε3FW1
)

+ λj(ε1GW2
HW3

+ ε2FW1
HW3

+ ε3FW1
GW2

− ε1GW3
HW2

− ε2FW3
HW1

− ε3FW2
GW1

)

+ FW1
GW3

HW2
+ FW2

GW1
HW3

+ FW3
GW2

HW1

− FW1
GW2

HW3
− FW2

GW3
HW1

− FW3
GW1

HW2
. (3.3.23)

Pour que les trois valeurs propres admettent une partie réelle négative, il faut que

FW1
+GW2

+HW3
− λj(ε1 + ε2 + ε3) < 0 (3.3.24)

FW1
GW2

+ FW1
HW3

+GW2
HW3

− FW2
GW1

− FW3
HW1

+GW3
HW2

− λj(ε1GW2

+ ε1HW3
+ ε2FW1

+ ε2HW3
+ ε3FW1

+ ε3GW2
) + λ2

j (ε1ε2 + ε1ε3 + ε2ε3) > 0 (3.3.25)

FW1
GW3

HW2
+ FW2

GW1
HW3

+ FW3
GW2

HW1
− FW1

GW2
HW3

− FW2
GW3

HW1
− FW3

GW1
HW2

+ λj(ε1GW2
HW3

+ ε2FW1
HW3

+ ε3FW1
GW2

− ε1GW3
HW2

− ε2FW3
HW1

− ε3FW2
GW1

)

− λ2
j (ε1ε2HW3

+ ε1ε3GW2
+ ε2ε3FW1

) + λ3
jε1ε2ε3 > 0. (3.3.26)

En particulier, pour j = 0, on obtient les conditions réduites suivantes :

FW1
+GW2

+HW3
< 0, (3.3.27)

FW1
GW2

+ FW1
HW3

+GW2
HW3

− FW2
GW1

− FW3
HW1

+GW3
HW2

> 0, (3.3.28)

FW1
GW3

HW2
+ FW2

GW1
HW3

+ FW3
GW2

HW1
− FW1

GW2
HW3

− FW2
GW3

HW1
− FW3

GW1
HW2

> 0. (3.3.29)

�

Rappelons les hypothèses qui nous permettent d’établir l’existence de solutions station-
naires :

FW2
≤ 0, FW3

≤ 0, GW1
≥ 0, GW3

≤ 0, HW1
≥ 0, HW2

≥ 0.

En utilisant le critère de Routh-Hurwitz (voir [33, 42]), on peut obtenir des conditions
suffisantes pour la stabilité des solutions stationnaires positives mais ceci n’est pas évident
dans le cas général. Notons par (W ∗

1 ,W
∗
2 ,W

∗
3 ) la solution stationnaire homogène positive

est constante. Alors on peut énoncer le théorème suivant,

Théorème 3.3.5 Supposons que les hypothèses (H1) - (H3) du théorème 3.3.1 sont véri-
fiées et que

p < 2, b >
c

a
et a ∈

]

7 − 4
√

3, 7 + 4
√

3
[

.

Alors l’équilibre positif constant Ws = (W ∗
1 ,W

∗
2 ,W

∗
3 ) du système (3.3.5) est locallement

stable.
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Démonstration. En utilisant la démonstration du théorème 3.3.4, il suffit de montrer que
les solutions de l’équation ρ3 + aρ2 + bρ + c = 0 admettent une partie réelle négative où
a, b, c sont donnés dans (3.3.23). D’après le critère de Routh-Hurwitz, il faut montrer que

a > 0, ab− c > 0, abc− c2 > 0.

Nous allons démontrer que a > 0, ab > c > 0 : De (3.3.23), il nous suffit d’obtenir les
inégalités suivantes pour tout j ≥ 0,

λj(ε1 + ε2 + ε3) − (FW1
+GW2

+HW3
) > 0, (3.3.30)

λ3
j (2ε1ε2ε3 + ε2

1ε2 + ε2
1ε3 + ε1ε

2
2 + ε1ε

2
3 + ε3ε

2
2 + ε2ε

2
3)

− λ2
j(ε

2
1GW2

+ ε2
1HW3

+ ε2
2FW1

+ ε2
2HW3

+ ε2
3FW1

+ ε2
3GW2

+ 2ε1ε2FW1
)

− λ2
j(2ε1ε2HW3

+ 2ε1ε3FW1
+ 2ε1ε3GW2

+ 2ε1ε2GW2
)

− λ2
j(2ε1ε3HW3

+ 2ε2ε3FW1
+ 2ε2ε3GW2

+ 2ε2ε3HW3
)

+ λj(ε1G
2
W2

+ ε1H
2
W3

+ ε2F
2
W1

+ ε2H
2
W3

+ ε3F
2
W1

+ ε3G
2
W2

+ 2ε1FW1
GW2

+ 2ε1FW1
HW3

+ 2ε1GW2
HW3

− ε1FW2
GW1

− ε1FW3
HW1

+ 2ε2FW1
GW2

+ 2ε2FW1
HW3

+ 2ε2GW2
HW3

− ε2FW2
GW1

− ε3GW3
HW2

+ 2ε3FW2
uGW2

v + 2ε3FW1
HW3

w + 2ε3GW2
HW3

− ε3FW3
HW1

− ε3GW3
HW2

)

− F 2
W1
GW2

− F 2
W1
HW3

− 2FW1
GW2

HW3
+ FW1

FW2
GW1

+ FW1
FW3

HW1
− FW1

G2
W2

−G2
W2
HW3

+ FW2
GW1

GW2
+GW2

GW3
HW2

+ FW2
GW3

HW1
+ FW3

GW1
HW2

− FW1
H2

W3

−GW2
H2

W3
+ FW3

HW1
HW3

+GW3
HW2

HW3
> 0 (3.3.31)

et

λ3
jε1ε2ε3 − λ2

j (ε1ε2HW3
+ ε1ε3GW2

+ ε2ε3FW1
)

+ λj(ε1GW2
HW3

+ ε2FW1
HW3

+ ε3FW1
GW2

− ε1GW3
HW2

− ε3FW2
GW1

− ε2FW3
HW1

)

+ FW1
GW3

HW2
+ FW2

GW1
HW3

+ FW3
GW2

HW1

− FW1
GW2

HW3
− FW2

GW3
HW1

− FW3
GW1

HW2
> 0. (3.3.32)

Comme les λj ≥ 0, on a seulement besoin que les inégalités suivantes soient satisfaites :

FW1
+GW2

+HW3
< 0, (3.3.33)
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λ2
j(ε

2
1GW2

+ ε2
1HW3

+ ε2
2FW1

+ ε2
2HW3

+ ε2
3FW1

+ ε2
3GW2

+ 2ε1ε2FW1
+ 2ε1ε2HW3

+ 2ε1ε3FW1
+ 2ε1ε3GW2

+ 2ε1ε2GW2
+ 2ε1ε3HW3

+ 2ε2ε3FW1

+ 2ε2ε3GW2
+ 2ε2ε3HW3

) − λj(ε1G
2
W2

+ ε1H
2
W3

+ ε2F
2
W1

+ ε2H
2
W3

+ ε3F
2
W1

+ ε3G
2
W2

+ 2ε1FW1
GW2

+ 2ε1FW1
HW3

+ 2ε1GW2
HW3

− ε1FW2
GW1

− ε1FW3
HW1

+ 2ε2FW1
GW2

+ 2ε2FW1
HW3

+ 2ε2GW2
HW3

− ε2FW2
GW1

− ε3GW3
HW2

+ 2ε3FW2
uGW2

v + 2ε3FW1
HW3

w (3.3.34)

+ 2ε3GW2
HW3

− ε3FW3
HW1

− ε3GW3
HW2

) + F 2
W1
GW2

− F 2
W1
HW3

− 2FW1
GW2

HW3
+ FW1

FW2
GW1

+ FW1
FW3

HW1
− FW1

G2
W2

−G2
W2
HW3

+ FW2
GW1

GW2

+GW2
GW3

HW2
+ FW2

GW3
HW1

+ FW3
GW1

HW2
− FW1

H2
W3

−GW2
H2

W3
+ FW3

HW1
HW3

+GW3
HW2

HW3
< 0,

et

λ2
j(ε1ε2HW3

+ ε1ε3GW2
+ ε2ε3FW1

)

− λj(ε1GW2
HW3

+ ε2FW1
HW3

+ ε3FW1
GW2

− ε1GW3
HW2

(3.3.35)

− ε3FW2
GW1

− ε2FW3
HW1

) − FW1
GW3

HW2
− FW2

GW1
HW3

− FW3
GW2

HW1

+ FW1
GW2

HW3
+ FW2

GW3
HW1

+ FW3
GW1

HW2
< 0.

Notons que l’équilibre stationnaire (W ∗
1 ,W

∗
2 ,W

∗
3 ) est tels que

W ∗
1 =

a(bq + p)

qc− bq − p
,

W ∗
2 = (1 −W ∗

1 )(W ∗
1 + a),

W ∗
3 =

p(W ∗
2 + r)

q
.

Grâce aux hypothèses du théorème 3.3.5, nous avons

HW3
= p− 2 < 0,

GW2
=

cW ∗
1

W ∗
1 + a

− b− d

W ∗
2 + d

=
(c− b)W ∗

1 − ab

W ∗
1 + a

− d

W ∗
2 + d

< 0,

et

FW1
= 1 − 2W ∗

1 − a(1 −W ∗
1 )

W ∗
1 + a

=
−2(W ∗

1 )2 + (a+ 1)W ∗
1 − 2a

W ∗
1 + a

< 0.
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La deuxième et la troisième inégalité (3.3.34) et (3.3.35) sont satisfaites car on a

FW1
< 0, FW2

< 0, FW3
= 0, GW1

≥ 1, GW2
< 0, GW3

< 0, HW1
= 0, HW2

> 0, HW3
< 0.

Ce qui achève la démonstration du théorème. �

3.3.4 Stabilité globale de l’équilibre endémique homogène

Dans ce paragraphe nous allons établir la stabilité de l’équilibre endémique homogène
(W ∗

1 ,W
∗
2 ,W

∗
3 ) sous certaines conditions.

Théorème 3.3.6 Supposons que les hypothèses (H1)-(H3) dans le théorème 3.3.1 sont
satisfaites et que

b < c, 1 − a < W ∗
1 <

ab

c− b
, W ∗

2 < d(c− b). (3.3.36)

Alors, la solution homogène stationnaire (W ∗
1 ,W

∗
2 ,W

∗
3 ) du système (3.3.5) est globalement

asymptotiquement stable.

Démonstration. Notons par

φ(W1,W2,W3) =

∫ W1

W ∗

1

η −W ∗
1

η
dη +

∫ W2

W ∗

2

(η −W ∗
2 )(η + d)

η
dη +

∫ W3

W ∗

3

η −W ∗
3

η
dη,

Φ(W1,W2,W3) =

∫

Ω

φ(W1,W2,W3) dx. (3.3.37)

Pour montrer que Φ est une fonction de Lyapunov, il suffit de montrer que
dΦ

dt
< 0 :

dΦ

dt
=

∫

Ω

dφ(W1,W2,W3)

dt
dx

= I1 + I2. (3.3.38)
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On a

I1 =

∫

Ω

[W1 −W ∗
1

W1

(

W1(1 −W1) −
W1W2

W1 + a

)

+
(W2 −W ∗

2 )(W2 + d)

W2

(cW1W2

W1 + a
− bW2 −

W2W3

W2 + d

)

+
W3 −W ∗

3

W3

(

pW3 −
qW 2

3

W2 + r

)]

dx

=

∫

Ω

[W1 −W ∗
1

W1 + a

(

(1 −W1)(W1 + a) −W2 +W ∗
2 − (1 −W ∗

1 )(W ∗
1 + a)

)

+
(W2 −W ∗

2 )(W2 + d)

W2

(

cW1(W2 + d) − b(W1 + a)(W2 + d) −W3(W1 + a)

− cW ∗
1 (W ∗

2 + d) − b(W ∗
1 + a)(W ∗

2 + d) −W ∗
3 (W ∗

1 + a)
)

+ (W2 −W ∗
2 )

( qW ∗
3

W ∗
2 + r

− qW3

W2 + r

)]

dx

= −
∫

Ω

(W1 −W ∗
1 ,W2 −W ∗

2 ,W3 −W ∗
3 )B(W1 −W ∗

1 ,W2 −W ∗
2 ,W3 −W ∗

3 )T dx,

(3.3.39)

où

B =















W1 +W ∗
1 + a− 1

W1 + a

W ∗
3 − (c− b)(W ∗

2 + d)

W1 + a
0

1

W1 + a

ab− (c− b)W ∗
1

W1 + a
− p

W2 + r

0 1
q

W2 + r
.















. (3.3.40)

Grâce aux hypothèses (3.3.36), la matrice B est positive, et par conséquent I1 < 0.
D’autre part, on a

I2 =

∫

Ω

[

ε1
W1 −W ∗

1

W1

∆W1 + ε2
(W2 −W ∗

2 )(W2 + d)

W2

∆W2 + ε3
W3 −W ∗

3

W3

∆W3

]

dx

= −ε1

∫

Ω

|∇W1|2
W ∗

1

W1
dx− ε2

∫

Ω

|∇W2|2
W2 + dW ∗

2

W2
dx

− ε3

∫

Ω

|∇W3|2
W ∗

3

W3
dx < 0. (3.3.41)

Ce qui achève la démonstration du théorème 3.3.6. �
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3.4 Formation des motifs

Les hétérogénéités spatiales ou spatio-temporelles sont une des caractéristiques de nom-
breux systèmes écologiques et épidémiologiques et ont de profonds effets sur la dynamique
d’invasion, la croissance et la persistance des populations (voir [56]). Ces hétérogénéités
sont des facteurs déterminant de l’auto-organisation du système étudié. L’identification des
facteurs et paramètres permettant de passer de l’état homogène stable à l’émergence de
motifs spatiaux ou spatio-temporel est une question d’une grande importance dans l’étude
des processus biologiques ou dans la compréhension de l’évolution des écosystèmes. Dans
ce paragraphe nous allons donner pour ce modèle de trois espèces, les conditions permet-
tant la formation de structures non-homogènes puis nous allons illustrer par la simulation
numérique ces prédictions mathématiques.

3.4.1 Étude théorique de l’"instabilité de diffusion"

On considère le système de trois espèces décrit par l’équation de réaction-diffusion
suivante,

∂U

∂t
= F (U, V,W ) +DU∆U,

∂V

∂t
= G(U, V,W ) +DV ∆V, (3.4.42)

∂W

∂t
= H(U, V,W ) +DW∆W,

où F , G et H reprèsentent la dynamique intra et inter-spécifique de chaque espèce. DU ,
DV et DW sont les coefficients de diffusion et ∆ est le laplacien sur Rn, n = 1, 2, 3.

On s’intéresse à l’étude de la formation des motifs induits par la diffusion. Pour cela
on suppose que (U∗, V ∗,W ∗) est un équilibre stable du système (3.4.42). Donc on a

F (U∗, V ∗,W ∗) = G(U∗, V ∗,W ∗) = H(U∗, V ∗,W ∗) =
1

2
.

Pour linéariser le système (3.4.42), on pose

U(x, t) = U∗ + u(x, t),

V (x, t) = V ∗ + v(x, t), (3.4.43)

W (x, t) = W ∗ + w(x, t),

tels que |u(x, t)| << U∗, |v(x, t)| << V ∗ et |w(x, t)| << W ∗.
Grâce à l’analyse de Fourier, on peut écrire

u(x, t) = u0 e
σt+ikx, v(x, t) = v0 e

σt+ikx, w(x, t) = w0 e
σt+ikx, (3.4.44)
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où u0, v0 et w0 sont des constantes, la fonction eikx est périodique et bornée, et k est le
vecteur d’onde qui indique la longueur d’onde d’émergence du motif spatial [92, 69].
Dans le cas où le paramètre σ est réel, les motifs spatiales sont stables dans le temps et
dans le cas où σ est complexe, les motifs spatiales varient dans le temps.
Dans les deux cas, le signe de la partie réelle de σ détermine la croissance des motifs : si
Re(σ) > 0, le système linéarisé (3.4.44) croît car |eσt| > 1 et il y a formation des motifs.
Par contre si Re(σ) < 0, la perturbation linéaire décroît dans le temps car |eσt| > 1, et
la solution du système perturbé tend vers l’équilibre homogène initial (U∗, V ∗,W ∗). Pour
plus de détails, voir [92, 69].

En substituons (3.4.44) dans (3.4.42) et en éliminant tous les termes non linéaires
(parce qu’ils sont négligeables), on obtient le système algébrique suivant,





σ − FU +DUk
2 −FV −FW

−GU σ −GV +DV k
2 −GW

−HU −HV σ −HW +DWk
2









u0

v0

w0



 = 0, (3.4.45)

où FU =
∂F

∂U
(U∗, V ∗,W ∗), FV =

∂F

∂V
(U∗, V ∗,W ∗), etc.

Le système (3.4.45) admet une solution pour tout (u0, v0, w0) > 0. On a alors,
∣

∣

∣

∣

∣

∣

σ − FU +DUk
2 −FV −FW

−GU σ −GV +DV k
2 −GW

−HU −HV σ −HW +DWk
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, (3.4.46)

et le polynôme caractéristique associé s’écrit :

σ3 + a1(k
2)σ2 + a2(k

2)σ + a3(k
2) = 0, (3.4.47)

où

a1(k
2) = −FU −GV −HW + (DU +DV +DW )k2, (3.4.48)

a2(k
2) = FUHW + FUGV +GVHW −HVGW − FVGU − FWHU

− k2
(

DWGV +DVHW +DUHW +DUGV +DV FU +DWFU

)

+ k4
(

DVDW +DUDV +DUDW

)

, (3.4.49)

a3(k
2) = −FUGVHW + FUHVGW + FVGUHW − FVHUGW − FWGUHV

+HUGV FW + k2
(

−DWFVGU −DVHUFW −DWHUGW +DUGVHW

+DVHWFU +DWGV FU

)

− k4
(

DUDVHW +DUDWGV +DVDWFU

)

+ k6DUDVDW . (3.4.50)

D’après le critère de Routh-Hurwitz [69], pour que Re(σ) < 0, il faut que

a1(k
2) > 0, (3.4.51)

a2(k
2) > 0, (3.4.52)

a1(k
2)a2(k

2) − a3(k
2) > 0. (3.4.53)
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Ces conditions déterminent la stabilité du point d’équilibre. L’instabilité de diffusion re-
quière que l’équation homogène stable devient instable à cause de l’interaction et de la
diffusion des espèces. Par conséquent, d’après ce qui précède, on s’intéresse à établir les
conditions sur le système sans diffusion et avec diffusion :

Re(σ(k2 = 0)) < 0, Re(σ(k2 > 0)) > 0, pour un certain k2 > 0. (3.4.54)

Dans le système de réaction diffusion modélisant deux espèces, l’instabilité de diffusion,
appelée aussi "instabilité de Turing", se manifeste à partir d’un nombre fini de vecteurs
d’onde en produisant des motifs spatiales stables dépendant essentiellement de la condition
initiale. Ceci a été traité dans le premier chapitre. En ajoutant une troisième espèce, Hoth-
mer et Scriven (1969) ont remarqué la formation de motifs plus complexes. Pour un système
de trois équations, on utilise l’inégalité (3.4.54) pour déterminer sous quelles conditions,
elles peuvent changer de signe. Des motifs spatiales peuvent émerger si une des inégalité
(3.4.54) devient négatives.

On se restreint dans la suite, au cas où k2 est un réel. Notons que si k2 est complexe,
on peut observer des structures spatiales complexes. On montrera que le changement de
signe de a3(k

2) produit des motifs spatiales fixes dans le temps, alors que le changement
de signe de (a1a2 − a3)(k

2) produit des motifs spatio-temporels.
On va étudier les changements de signe des conditions (3.4.51), (3.4.52) et (3.4.53) :
On a a1(0) > 0 si au moins FU , GV ou HW est négatif. Biologiquement, ceci se traduit
par le fait qu’une des espèces admet une dynamique stable quand les deux autres ont une
densité constante. Ainsi, a1(k

2) = α+ βk2, avec

α = −FU −GV −HW ,

β = DU +DV +DW .

Par suite, a1(k
2) > 0 si α > 0, et par conséquent, il ne se produit pas d’instabilité de

diffusion. Les conditions (3.4.52), et (3.4.53) sont des fonctions cubiques de k2 de la forme

f(k2) = b(k2)3 + c(k2)2 + dk2 + h,

avec b ≥ 0 et h > 0.

Si f admet un minimum, on trouve par simple calcul que,
df

d(k2)
= 0 et

d2f

d2(k2)
> 0.

Ce minimum est atteint pour la valeur suivante de k2,

k2
inf =

−c + (c2 − 3bd)
1

2

3b
. (3.4.55)

k2
inf est un réel positif si

d < 0 ou c < 0 et c2 > 3bd, (3.4.56)

et f(k2
inf) < 0 si

2c3 − 9bcd− 2(c2 − 3bdk
3

2 ) + 27bh2 < 0. (3.4.57)
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La combinaison de (3.4.56) et (3.4.57) fournit les conditions nécessaires pour avoir l’insta-
bilité dite de diffusion. Les valeurs des coefficients b, c, d et h de f(k2) sont données dans
le tableau 3.4.1. En substituant ces coefficients dans (3.4.57), on obtient une expression
dans laquelle, on ne peut pas tirer un grand profit. C’est pourquoi, on se concentre sur les
conditions c < 0, d < 0 de (3.4.57). Elles seront nécessaires pour la formation de motifs.
En utilisant les conditions d’équilibre stable homogène sur le système sans diffusion
(a1(0) > 0, a3(0) > 0, (a1(0)a2(0) − a3(0)) > 0) et la condition nécessaire sur le système
avec diffusion ( c’est-à-dire, au moins une des conditions suivantes, a1(k

2) < 0, a3(k
2) <

0, [a1a2 − a3](k
2) < 0, pour un certain k2 6= 0 ), on obtient une condition générale né-

cessaire pour avoir une instabilité pour le système de réaction-diffusion avec trois espèces.
Ces conditions sont résumées dans le tableau 3.4.1 et sont en cohérence avec les résultats
obtenus dans le cas de deux espèces (voir [69]). En particulier, le coefficient du diffusion
d’au moins une des populations doit être diffèrent des autres.

Sous la condition que toutes les espèces diffusent, il existe un nombre fini de vecteurs
d’onde qui sont la source de cette instabilité, cela signifie que la longueur d’onde de ces
motifs émergeant peut être estimer et essentiellement indépendamment de la petite per-
turbation initiale au voisinage de l’équation homogène. Si une des espèces ne diffusent pas,
alors ba3 = 0 et il est possible d’obtenir une infinité de vecteurs d’onde conduisant à une
instabilité. L’étude analytique précédente, nous fournit des conditions nécessaires sous les
quelles l’équilibre stable homogène devient instable par diffusion des espèces, cependant,
elle ne fournit pas une description temporelle de la nature de l’instabilité. C’est pourquoi,
nous devons déterminer si σ est réel (ce qui implique la formation des motifs spatiaux
fixes temporellement), ou σ est complexe (ce qui implique la formation des motifs spatio-
temporels).
Posons σ = p+ iq et substituons le dans l’équation (3.4.47). En séparant la partie réelle et
imaginaire, on obtient les deux équations suivantes,

p3 − 3pq2 + a1(p
2 − q2) + a2p+ a3 = 0 (3.4.58)

−q3 + 3p2q + 2a1pq + a2q = 0. (3.4.59)

Dans le cas où σ est réel , on a

q = 0 ou q2 = 3p2 + 2a1p+ a2.

En substituant cette expréssion de q2 dans (3.4.58), on obtient

Θ(p) ≡ 8p3 + 8a1p
2 + 2p(a2

1 + a2) + a1a2 − a3 = 0. (3.4.60)

L’équation (3.4.60) peut admettre une solution réelle positive de deux manières : en effet,

1. si (a1a2 − a3)(k
2) < 0 alors Θ(0) < 0. Comme Θ(p) → +∞ quand p→ +∞, il existe

alors au moins une racine positive.

2. si Θ(p) admette un extremum en

p = p̃ =
−2a1 + (a2

1 − 3a2)
1

2

6
> 0,
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telle que Θ(p̃) < 0. Cette alternative nécessite que a2
1 + a2 < 0 pour que p̃ > 0.

Si a2(k
2) > 0, alors il existe toujours une valeur réelle positive q correspondant à une

valeur positive de p. Ainsi, il y a formation de motifs spatio-temporelles. Cependant il
n’y a plus de restriction si a2(k

2) < 0, car les solutions deviennent spatio-temporelles
si

p > pc ≡
−a1 + (a2

1 − 3a2)
1

2

3
> p̃,

sinon, les motifs spatiaux sont stables car q est imaginaire. Ces résultats sont résumés
dans le tableau 3.4.1.

height a3 a1a2 − a3

b DHDPDQ (DP +DQ)(D2
H +DPDQ +DHDP +DHDQ)

c −(DPDHCQ +DHDQBP +DPDQAH) −AH(DP +DQ)(2DH +DP +DQ)
−BP (DH +DQ)(DH + 2DP +DQ)
−CQ(DH +DP )(DH +DP + 2DQ)

d DH(BPCQ − CPBQ) DH(2AHCQ + 2AHBP + 2BPCQ

+DP (AHCQ − CHAQ) +C2
Q +B2

P −APBH −AQCH)
+DQ(AHBP − APBH) +DP (2BPAH + 2BPCQ + 2CQAH

+A2
H + C2

Q − BHAP − BQCP )
+DQ(2BPAH + 2BPCQ + 2CQAH

+A2
H +B2

P −AQCH − BQCP )
h a3(0) a1(0)a2(0) − a3(0)

Tab. 3.1 – Les valeurs des coefficients b, c, d et h en fonction de a3(k
2) et de (a1a2 − a3)(k

2)

height a3 a1a2 − a3

c < 0 parmi ces trois termes AH , BP et CQ, idem
au moins deux sont de signes différents

au moins un des coefficients est différent des autres idem
d < 0 au moins un des coefficients est différent des autres (2DQ +DH +DP )BHAP

+(2DP +DH +DQ)AQCH

+(2DH +DP +DQ)BQCP < 0
au moins un de ces termes est négatif :

BPCQ − CPBQ

AhCQ − CHAQ

AHBP − APBH

Tab. 3.2 – Les conditions nécessaires et non suffisantes pour avoir une instabilité de diffusion pour
un modèle de 3 espèces en utilisant la condition (3.4.55).
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heighta3 a1a2 − a3 a2 conditions motifs
+ + + pas de conditions pas de formation de motifs
+ - + pas de conditions motifs spatio-temporels
- + + pas de conditions motifs temporellement stables
- - - p > pc motifs spatio-temporels
- - - p < pc motifs temporellement stables
+ - - p > pc motifs spatio-temporels
+ - - p < pc motifs temporellement stables
- + - a2

1 + a2 > 0 motifs temporellement stables
- + - a2

1 + a2 > 0, Ω(p̄) > 0 motifs temporellement stables
- + - a2

1 + a2 > 0, Ω(p̄) < 0 motifs temporellement stables
p̄ ≤ p < pc

- + - a2
1 + a2 > 0, Ω(p̄) < 0 motifs spatio-temporels

p > pc

Tab. 3.3 – Résumé de l’effet de la variation des coeficients sur la dispersion et la nature de la
distribution spatiale.

3.4.2 Applications

Nous allons appliquer l’étude faite au paragraphe précédant au système de réaction-
diffusion suivant,















































∂U

∂t
=

(

a0 − b0U − v0V

U + d0

)

U + δ1∆U,

∂V

∂t
=

(

−a1 +
v1U

U + d0

− v2W

V + d2

)

V + δ2∆V,

∂W

∂t
=

(

c3 −
v3W

V + d2

)

W + δ3∆W,

(3.4.61)

Le système (3.4.61) admet alors une unique solution stationnaire homogène (U∗, V ∗,W ∗)
stictement positif qui est donnée par,



























U∗ =
(a1v3 + v2c3)d0

v3(v1 − a1) − v2c3
,

V ∗ =
(a0 − b0U

∗)(U∗ + d0)

v0

,

W ∗ =
c3(V

∗ + d2)

v3
,

(3.4.62)
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La matrice Jacobienne associée J(U∗, V ∗,W ∗) est la suivante,

J(U∗, V ∗,W ∗) =





FU FV FW

GU GV GW

HU HV HW





=















a0 − 2b0U
∗ − d0(a0 − b0U

∗)

U∗ + d0

−v0U
∗

U∗ + d0
0

v1d0(a0 − b0U
∗)

v0d0 + v0U∗
−a1 +

v1U
∗

U∗ + d0

− v2c3
v3V ∗ + d2v3

−v2V
∗

V ∗ + d2

0
c23
v3

−c3















Dans le paragraphe précédent nous avons établi les conditions pour la formations de motifs
spatiaux ou spatio-temporels. Nous allons utiliser ici ces conditions afin de déterminer
numériquement des espaces de paramètres dans lesquels on observe ces motifs.
Pour obtenir des motifs spatiaux stables, on fixe les paramètres de la façon suivante,






v3 = 0.6 , v2 = 0.4 , v1 = 0.8 , a1 = 0.4 , c3 = 0.2 , d0 = 0.5 , a0 = 0.7 , v0 = 0.6,

d2 = 0.4 , b0 = 0.25 , δ1 = 0.03 , δ2 = 0.02 , δ3 = 0.05
(3.4.63)

Si on fait varier le taux de mortalité naturelle de la proie b0 ∈ (0.25, 0.6), a3(k) devient
négatif pour certaines valeurs de k. Ainsi pour k = 5.0, on obtient en fonction de b0, les
courbes d’évolution des coefficients de dispersion a1(k), a3(k) et (a1(k)a2(k) − a3(k)) à la
figure 3.1. La figure 3.2 représente les courbes d’évolution des coefficients de dispersion en
fonction de k. Nous remarquons que a3(k) devient négatif pour certaines valeurs de k, cela
signifie que la structure spatiale qui se formera est stable temporellement car la valeur de la
dispersion σ est réelle (voir Tableau 3.4.1). Pour illustrer cela nous simulons les évolutions
de la distributions spatiales des trois populations dans le domaine borné [0, 50] × [0, 50].
La condition aux bords est de type Neumann, c’est à dire qu’il n’y a ni émigration ni
immigration de populations. La condition initiale est une faible perturbation, aléatoire de
l’équilibre homogène (U∗, V ∗,W ∗). Notons que même si nous fixons la condition initiale
autrement, nous obtiendrons des motifs stables en temps car la longueur d’onde est le
facteur déterminant à la formation de telles structures. Ces structures spatiales stables
sont illustrées à la figure 3.3.

Pour obtenir des motifs spatio-temporels, nous allons considérer une autre plage de
paramètres en posant la condition suivante :






v3 = 0.8 , v2 = 0.4 , v1 = 0.75 , a1 = 0.3 , c3 = 0.2 , d0 = 0.7 , a0 = 0.5 , b0 = 0.122,

d2 = 0.9 , b0 = 0.25 , δ1 = 0.03 , δ2 = 0.01 , δ3 = 0.05
(3.4.64)

Nous faisons alors varier entre 0.6 et 1.0, le taux de prédation v0 de la population V sur
l’espèce U . Pour k = 1.1, nous obtenons à la figure 3.4 l’évolution des coefficients de la
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Fig. 3.1 – Courbes d’évolution des coefficients de la dispersion pour le système (3.4.61), en fonction
du paramètre b0 ; les autres paramètres sont donnès dans (3.4.63) et k = 5.0.

-0.02

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 0.16

 0.6  0.65  0.7  0.75  0.8  0.85  0.9  0.95  1

v

A1

A3

A A −A1 2 3

0

Fig. 3.2 – Courbes d’évolution des coefficients de la dispersion pour le système (3.4.61), en fonction
du paramètre k ; les autres paramètres sont donnès dans (3.4.63) et b0 = 0.4025.

dispersion σ en fonction de v0. Nous remarquons que a1(k) et a3(k) sont positifs alors que
a1(k)a2(k)− a3(k) est négatif. Pour confirmer cette tendance, nous traçons a1(k), a3(k) et
a1(k)a2(k) − a3(k) en fonction de k, les paramètres sont fixés dans (3.4.64) et v0 = 0.633.
Ainsi d’après ces courbes (figures 3.4 et 3.5), (a1(k)a2(k)−a3(k)) est négatif. Cela signifie,
d’après le tableau 3.3, que σ est complexe, ainsi La distribution spatiale qui se forme est
hétérogène et varie temporellement, voir les figures 3.6, 3.9.
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Fig. 3.3 – Formation de sturtures spatiales stables pour le système (3.4.61) ; les paramètres sont
donnés dans (3.4.63) et b0 = 0.4025.
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Fig. 3.4 – Courbes d’évolution des coefficients de la dispersion pour le système (3.4.61), en fonction
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Fig. 3.6 – Distribution initiale des populations pour le système (3.4.61) ; les paramètres sont donnés
dans (3.4.64) et b0 = 0.633.
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Fig. 3.7 – Auto-organisation du système et formation de structures spatio-temporelles à t = 100 pour
le système (3.4.61) ; les paramètres sont donnés dans (3.4.64) et b0 = 0.633.
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Fig. 3.8 – Auto-organisation du système et formation de structures spatio-temporelles à t = 500 pour
le système (3.4.61) ; les paramètres sont donnés dans (3.4.64) et b0 = 0.633.
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Fig. 3.9 – Auto-organisation du système et formation de structures spatio-temporelles à t = 800 pour
le système (3.4.61) ; les paramètres sont donnés dans (3.4.64) et b0 = 0.633.
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Chapitre 4

Approche combinée utilisant les
adénovirus réplicatifs pour la thérapie
génique du cancer

4.1 Introduction

Près de trente années de recherches intensives et plus de 1,2 million de publications
traitant du cancer ont permis l’accumulation d’une grande quantité d’informations quant
à la genèse de cette maladie. Des résultats tant sur l’analyse d’altérations génomiques chez
l’humain que sur l’expérimentation en culture cellulaire et chez l’animal ont clairement
établi que le développement du cancer est le résultat d’une combinaison entre, d’une part,
l’activation de voies favorisant la prolifération cellulaire et, d’autre part, l’inhibition de
signaux restreignant le potentiel prolifératif des cellules. Hanahan et Weinberg [41] ont ré-
cemment proposé de classifier ces différentes modifications en six catégories, qui semblent
généralement retrouvées dans chaque type de cancer : autosuffisance en signaux de crois-
sance, insensibilité aux signaux d’inhibition de croissance, résistance à l’apoptose, potentiel
réplicatif infini, potentiel de néovascularisation et capacité d’invasion tissulaire.
Nous allons présenter un état des lieux des nouveaux outils de thérapie en cours de déve-
loppement qui tirent directement leurs bases stratégiques des découvertes moléculaires de
la transformation cellulaire. Les traitements traditionnels du cancer, telles la chimiothéra-
pie et la radiothérapie, ont pour principal défaut une absence de sélectivité entre cellules
saines et cellules transformées. Une thérapie qui ciblerait sélectivement les cellules cancé-
reuses sans affecter les tissus sains avoisinants serait évidemment un grand progrès. La mise
en évidence des enchaînements moléculaires pouvant entraîner un cancer a parallèlement
offert autant de nouvelles cibles potentielles pour espérer bloquer la maladie.

L’activité antitumorale est le fait de l’action simultanée du cycle viral lytique et d’un
ou de plusieurs gènes thérapeutiques. La connaissance de la biologie des virus et de leurs
interactions avec les protéines du cycle cellulaire ont permis de développer des virus onco-
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lytiques ayant un meilleur ratio efficacité/toxicité. Ces virus sont appelés virus réplicatifs
conditionnels ou sélectifs car à cause de leurs modifications génomiques et structurelles, ils
se répliquent préférentiellement dans les cellules tumorales. Cette propriété peut être in-
trinsèque au virus lui même, comme par exemple la transformation cellulaire par activation
du proto-oncogène "Ras", ce qui permet la réplication virale et entraîne la destruction des
cellules infectées. Les études réalisées in vivo dans différents modèles murins de tumorige-
nèses, ont révélé que l’infection locale par les réovirus entraîne la régression des tumeurs.
De tels virus oncolytiques pourraient donc représenter une voie thérapeutique de certains
cancers, voir [93].

Ce chapitre traite d’une procédure de thérapies combinées contre le cancer en utilisant
les virus oncolytiques et les inhibiteurs. Les adénovirus sont des virus icosaédriques non
enveloppés à ADN double brin. Ils sont très étudiés dans le but d’une application possible
en thérapie génique ou en thérapie anticancéreuse. La réplication des adénovirus généti-
quement modifiés infectent les cellules cancéreuses, se reproduisent à l’intérieur d’eux et
éventuellement, causent leur mort. Quand les cellules infectées meurent, les virus à l’inté-
rieur d’eux sont libérés et infectent ensuite d’autres cellules tumorales.
Il est connu depuis 1976 que les adénovirus humains du sous-groupe C et les coxsackievirus
du groupe B ont un récepteur en commun, voir [60]. En 1997, la nature de ce récepteur a été
déterminée , il est appelé CAR (coxsackie-adenovirus receptor) [15]. La protéine CAR est
une protéine transmembranaire de type 1 appartenant à la famille des immunoglobulines
(Ig). Cette protéine de 46 kDa est ubiquitaire à la surface des tissus cellulaires humains
et elle est constituée d’un domaine intracellulaire et d’un domaine extracellulaire séparés
par un domaine transmembranaire. Le succès de la prolifération du virus dans les cellules
cancéreuses est lié à la présence du récepteur CAR.

Nous allons introduire des terminologies de biologistes que nous utiliseront dans ce
chapitre et qui ne sont pas familières à un mathématicien.
ONYX-015 est un adénovirus génétiquement modifié, conçu sélectivement pour se répli-
quer et se lyser dans des cellules cancéreuses tout en épargnant les cellules normales.
Les voies de signalisation : Les cellules perçoivent les changements de leur environ-
nement par l’intermédiaire de récepteurs, le plus souvent membranaires. Ces récepteurs
vont transmettre un signal extracellulaire à l’intérieur de la cellule en activant une série
de modifications protéiques ou une cascade de signalisation qui va permettre à la cellule
de réagir. Les voies de signalisation des inhibiteurs MEK (Mitogen Activated Protein Ki-
nase), permettent l’engagement rapide d’un programme d’expression génique en réponse
à un stimulus. Ces voies de signalisation ont été extrêmement bien conservées au cours
de l’évolution et sont constituées de protéines kinases qui s’activent en cascade et trans-
mettent le signal par une suite d’interaction entre protéines. Les voies de signalisation des
MEK, comme celles de p38 ( voir [93]), jouent un rôle important dans le contrôle de la
mort cellulaire. Toutefois, les inhibiteurs MEK temporaires peuvent provoquer l’arrêt du
cycle cellulaire qui inhibe le cycle de vie de ONYX-015 (voir [99, 101]).
Le cycle cellulaire est généralement considéré comme composé de quatre phases de croissance-
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division : la phase (G1), première phase de croissance, la phase (S) durant laquelle l’ADN
est répliquée, la phase (G2), qui est la seconde phase de croissance cellulaire et, la phase
(M), celle de la mitose. Il existe une phase dite de quiescence qui correspond à la sortie du
cycle, phase de repos (G0).
L’adénovirus ONYX-015 a besoin de verrouiller les cellules en phase (S) pour se repro-
duire et pour provoquer la lyse cellulaire. Ainsi, les inhibiteurs de MEK peuvent limiter
la réplication du virus. Pour concevoir une thérapie synergique efficace, la promotion de
l’infection par le virus doit être mieux équilibrée avec l’inhibition de la production de virus.

Fig. 4.1 – Comportement des Adénovirus dans une cellule cancéreuse.

4.2 Modélisation du problème

La représentation de la structure spatiale d’une tumeur solide requière l’utilisation
explicite d’un modèle décrit sous forme d’équations aux dérivées partielles (EDP). On prend
en considération les changements spécifiques provoqués par l’expression du gène CAR
modulé par l’inhibiteur MEK. Ce modèle est une expansion classique des travaux de [95,
94, 99, 101]. Il décrit les dynamiques spatio-temporelles des populations et leurs interactions
locales. La dynamique spatiale des population est représentée par terme de diffusion dans
un domaine Ω de dimension 3. Les interactions locales prennent en considération à la fois la
dynamique de la population des cellules cancéreuses, des virus réplicatifs et de la réponse
immunitaire qui reconnaît les antigènes viraux dans les cellules cancéreuses.
Le modèle mathématique que nous étudions, utilise les variables suivantes :
V1 est la densité de cellules cancéreuses susceptible mais non infectées,
V2 est la densité de cellules cancéreuses infectées,
V3 est la densité de virus dans le tissu extra-cellulaire.
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Pour simplifier le modèle, nous supposons que le gène CAR s’exprime en moyenne à la
surface cellulaire avec une densité constante r. Cela signifie que r devient un paramètre du
modèle et qu’il faudra déterminer sa valeur optimale pour obtenir un traitement efficace.
Le modèle que nous allons étudier est un système d’EDP spatio-temporel de type réaction-
diffusion. Il s’écrit ainsi,



























∂V1(t, x)

∂t
= ε1∆V1 + ρ(1 − u)V1 (1 − V1) − dV1 −

βrV1V3

1 + εV3
, t > 0, x ∈ Ω

∂V2(t, x)

∂t
= ε2∆V2 +

βrV1V3

1 + εV3
− dV2 − a(1 − u)V2, t > 0, x ∈ Ω

∂V3(t, x)

∂t
= ε3∆V3 + k(1 − u)V2 − bV3, t > 0, x ∈ Ω.

(4.2.1)

Le système d’équations (4.2.1) s’explique de la façon suivante :
L’intensité de l’application de l’inhibiteur MEK est capturée par le paramètre u qui varie
entre 0 et 1. Si u = 0, toute cellule en phase (G1) poursuit normalement ses quatre phases
et il n’y pas de production de molécules CAR. Si u = 1, les cellules en phase (G1) arrêtent
leurs cycles et la production de molécules CAR est en théorie maximale. La population
de cellules tumorales non infectées prolifère à un taux ρ et meurent naturellement à un
taux égal à d. On suppose qu’elles croissent de façon logistique et cette croissance peut être
ralentie par l’inhibiteur grâce à l’expression 1− u. Quand les virus rencontrent les cellules
tumorales susceptibles, une infection peut se produire. Cela exige que l’interaction des virus
libres avec des récepteurs CAR à la surface d’une cellule tumorale susceptible, se produit
avec un taux égal à βrV1V3. Le taux d’infection est donc proportionnel à la moyenne r
du nombre de récepteurs sur la surface de la cellule, à la densité V3 de virus libres, et
à la densité V1 de cellules tumorales susceptibles. Comme la population du virus devient
hyper-abondante par rapport à celle des cellules non infectées, des infections multiples
des cellules déjà infectées deviennent plus probables, de sorte que le taux d’infection se

sature par le terme
1

1 + εV3

. Les cellules tumorales infectées peuvent mourir par mortalité

naturelle avec un taux égal à d et par mortalité provoquée par le virus dont le taux est égal
à a. Ce taux de mortalité a induit par les virus est proportionnel à 1−u. Cela signifie que la
croissance de l’activité de l’inhibiteur correspond à une diminution du nombre de cellules
cancéreuses tuées par le virus. La raison en est qu’il faut une production de virus pour
que le nombre de cellules tumorales tuées par les virus augmente, ce qui ne se produit pas
en présence de l’inhibiteur, car le cycle des cellules s’arrêtent en phase (G1). Les cellules
infectées produisent de nouveaux virus avec un taux k qui est de nouveau diminué par la
présence de l’inhibiteur à cause du terme 1−u. La densité des virus libres diminue suivant
un taux b.
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4.3 Étude mathématique du modèle

Dans cette section, on étudie la stabilité des équilibres homogènes du système (4.2.1).
Pour cela, on utilise la méthode développée dans l’article [90], basée sur les condition
des mineurs principaux. Soit P une matrice carré d’ordre 3 dont les valeurs propre sont
négatives et D = (d1, d2, d3) une matrice diagonale telle que di ≥ 0, i = 1, 2, 3.

P =





p11 p12 p13

p21 p22 p23

p31 p32 p33



 (4.3.2)

Définition 4.3.1 P satisfait les condition des mineurs principaux si

p11 ≤ 0, p22 ≤ 0, p33 ≤ 0, det(P) ≤ 0, (4.3.3)

det

(

p11 p12

p21 p22

)

≥ 0, det

(

p11 p13

p31 p33

)

≥ 0, et det

(

p22 p23

p32 p33

)

≥ 0. (4.3.4)

On considère le système suivant,















∂tv(t, x) = D∆v + Pv dans Ω × (0,∞),
∂v

∂η
= 0 sur ∂Ω × (0,∞),

v(0, x) = v0(x), dans Ω.

(4.3.5)

Théorème 4.3.2 L’équilibre homogène v = 0 du système (4.3.5) est stable si et seulement
si P satisfait les condition des mineurs principaux (4.3.3) et (4.3.4).

Le système (4.2.1) adamet deux états d’équilibres homogènes S0 = (0, 0, 0) et S∗ =
(S1, S2, S3) avec,



































S1 =
1

2
(1 − βr

k
− d

ρ(1 − u)
+
√
δ),

S2 =
b

k(1 − u)
S3,

S3 = ε−1
( βrk(1 − u)S1

b(d+ a(1 − u))
− 1

)

,

(4.3.6)

où,

δ =
(βr

k
+

d

ρ(1 − u)
− 1

)2

+
4b(d+ a(1 − u))

ρεk(1 − u)
. (4.3.7)

Théorème 4.3.3 Supposons que u > 1 et d > a(u − 1). Alors, pour tout coefficient de
diffusion εi (i=1,2,3), l’équilibre S0 est asymptotiquement stable.
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Démonstration. Soit JS0 la matrice jacobienne associée à S0,

JS0 =





ρ(1 − u) − d 0 0
0 −d− a(1 − u) 0
0 k(1 − u) −b



 (4.3.8)

D’après le théorème 4.3.2, il suffit de vérifier que la matrice jacobienne JS0 satisfait
les conditions des mineurs principaux. En effet, sous les hypothèses du théorème 4.3.3, on
vérifie aisément que les éléments diagonaux de JS0 sont négatifs et que JS0 satisfait les
conditions (4.3.3) et 4.3.4). �

L’équilibre S0 est asymptotiquement stable implique que la tumeur pourrait être éradiquée
avec une assez forte dose d’inhibiteur MEK, mais il est peu probable que la dose tolérable
de l’inhibiteur MEK pourrait arrêter de manière efficace la cellule tumorale en phase de
division (G1). Remarquons que pour u < 1, l’équilibre S0 est instable pour des valeurs de
εi ≥ 0, i = 1, 2, 3, car il existe au moins un mineur principal d’ordre 1 qui est strictement
positif. Nous supposons dans la suite qu’on ne peut pas avoir une dose suffisante d’inhibiteur
MEK pour l’éradication du cancer, en terme mathématique, nous supposons que u < 1.
Puisque qu’on ne peut pas éradiquer totalement les cellules cancéreuses, la stratégie consiste
à minimiser l’équilibre homogène S∗ et à le stabiliser.
Notons par

S1(r) ≡
1

2
(1 − βr

k
− d

ρ(1 − u)
+
√
δ). (4.3.9)

Alors on déduit de (4.3.7) que

dS1(r)

dr
=

1

2

(

− β

k
+
β

k
(
βr

k
+

d

ρ(1 − u)
− 1)

1√
δ

)

=
β

2k

(

− 1 + (
βr

k
+

d

ρ(1 − u)
− 1)

1√
δ

)

< 0.

S1(r) est une fonction décroissante vérifiant lim
r→+∞

S1(r) = 0. Il existe alors un certain seuil

maximal rmax pour lequel S1(r) est minimal. Une manière de réduire la taille des cellules
cancéreuses est de déterminer la densité maximale des molécules CAR. Cependant dans
la réalité, la densité de la protéine CAR à la surface cellulaire, ne peut excéder un certain
seuil maximal rmax. Ainsi, une manière de réduire la densité des cellules cancéreuses non
infectées, est d’obtenir une densité de la protéine CAR égale à rmax. A partir de cette
densité, on détermine la densité minimale des cellules cancéreuses non infectées à l’équilibre
homogène, puis on détermine les conditions de stabilité de cet équilibre.
L’étude de la stabilité de S∗ est plus complexe car elle dépend de plusieurs paramètres.
En fait, nous allons déterminer les valeurs propres associées à la matrice jacobienne du
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système linéarisé au voisinage de S∗. La matrice jacobienne s’écrit

JS∗ ≡











ρ(1 − u)(1 − 2V1) − d− βrV3

1 + εV3
0 − βrV1

(1 + εV3)2

βrV3

1 + εV3
−d− a(1 − u)

βrV1

1 + εV3

0 k(1 − u) −b











(4.3.10)

Théorème 4.3.4 Supposons que d > ρ(1 − u) et u < 1. Alors, pour tout coefficient de
diffusion εi (i = 1, 2, 3), l’équilibre endémique S∗ est asymptotiquement stable.

Démonstration. Vérifions que la matrice jacobienne JS∗ satisfait la condition des mineurs
principaux donné dans la définition (4.3.1). Sous les hypothèses du théorème 4.3.4 nous
avons,

ρ(1 − u)(1 − 2V1) − d < 0.

Ainsi, tous les élément diagonaux de JS∗ , c’est à dire les mineurs principaux d’ordre 1, sont
négatifs. De plus, on a

trace(JS∗) = ρ(1 − u)(1 − 2V1) − d− βrV3

1 + εV3
− d− a(1 − u) − b < 0.

les mineurs principaux d’ordre 2 et 3 sont,

det(M2
12) ≡ det







ρ(1 − u)(1 − 2V1) − d− βrV3

1 + εV3
0

βrV3

1 + εV3
−d− a(1 − u)







= (d+ a(1 − u))

(

ρ(1 − u)(−1 + 2V1) + d+
βrV3

1 + εV3

)

≥ 0,

det(M2
13) ≡ det





ρ(1 − u)(1 − 2V1) − d− βrV3

1 + εV3

− βrV1

(1 + εV3)2

0 −b





= b

(

ρ(1 − u)(−1 + 2V1) + d+
βrV3

1 + εV3

)

≥ 0,

det(M2
23) ≡ det





−d− a(1 − u)
βrV1

1 + εV3

k(1 − u) −b



 = 0,

= − βrV3

1 + εV3

βrk(1 − u)V1

(1 + εV3)2
≤ 0.

Ainsi, l’équilibre endémique est stable. �

Remarque 4.3.5 Nous avons montré que si l’intensité u de l’application de l’inhibiteur
MEK est supérieur à 1, alors le cancer est théoriquement curable par l’approche des virus
génétiquement modifiés. Dans la réalité u est compris entre 0 et 1, c’est pourquoi, face une
impossibilité d’éradiquer complétement le cancer, il convient de le stabiliser.
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Dans le paragraphe suivant nous allons donner des exemples d’évolution de la maladie
dans le cas où les conditions de stabilisation ne sont pas réunies.
Sous la condition d < ρ(1−u), nous allons déterminer les valeurs des coefficients de diffusion
pour que S∗ soit instable.

4.4 Simulation numérique

Dans ce paragraphe, nous déterminons numériquement les motifs spatio-temporels dans
le cas ou l’équilibre endémique S∗ est instable. En fait, dans le cas où d < ρ(1−u), S∗ peut
être instable pour certains valeurs des coefficients de diffusion. Nous fixons les paramètres
comme suit, ρ = 5, d = 0.01, r = 0.75, β = 20, ε = 0.5, a = 5, k = 0.5, b = 5.
On suppose que les populations diffusent de la même façon, avec le même coefficient de
diffusion ε1 = ε2 = ε3 = 0.001. Les conditions aux bords sont de type Neumann, c’est à dire
le flux aux bord est nul. Nous supposons qu’initialement, les populations ont une densité
voisine de l’équilibre endémique dans des sphères et qu’à l’extérieur de ces sphères, leurs
densité est nulle. Toutes ces sphères sont contenus dans Ω = [0; 100] × [0; 100] × [0; 100]
domaine, dans lequel le problème est étudié.
Pour chaque figure, la première courbe représente la densité de la population V1, la seconde
correspond à celle de V2 et la troisième est pour la population V3.

t = 100

t = 150



Annexe A

A.1 Espaces de Sobolev

A.1.1 Définition et propriétés

Soient Ω ⊂ RN un ouvert, k ∈ N et 1 ≤ p ≤ ∞. L’espaces de Sobolev W k,p(Ω) est
défini par

W k,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); Dαu ∈ Lp(Ω) ∀ |α| ≤ k}.
On le munissant de la norme

‖u‖W k,p =
(

∑

|α|≤k

‖Dαu‖Lp

) 1

p

,

W k,p(Ω) est un espace de Banach.
W k,p

0 (Ω) est la fermeture de D(Ω) dans W k,p(Ω) par rapport à cette norme.

Proposition A.1.1 Si 1 ≤ p ≤ ∞ et Ω 6= RN , alors W k,p
0 (Ω) ( W k,p(Ω).

Par contre, W k,p
0 (RN) = W k,p(RN ).

Définition A.1.2 On note par H1(Ω) = W 1,2(Ω). L’espace H1(Ω) muni du produit sca-
laire

(u, v)H1 = (u, v)L2 +

N
∑

i=1

( ∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)

L2

,

est un espace de Hilbert.

A.1.2 Inégalités de Sobolev

Théorème A.1.3 Soient 1 ≤ p < N et p∗ tel que
1

p∗
=

1

p
− 1

N
. Alors l’inclusion

W 1,p(RN) → Lp∗(RN) est continue.
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Corollaire A.1.4 Si 1 ≤ p < N , alors l’injection W 1,p(RN) → Lq(RN)
est continue pour p ≤ q ≤ p∗.
Si p = N , alors l’injection W 1,N(RN) → Lq(RN) est continue pour q ∈ [N,+∞[.

On a le théorème suivant (voir Morrey [67]) :

Théorème A.1.5 Si p > N , alors l’injection

W 1,p(RN) → L∞(RN),

est continue. De plus, on a pour tout u ∈W 1,p(RN),

|u(x) − v(y)| ≤ C|x− y|1−N
p ‖∇u‖Lp.

Corollaire A.1.6 (Inégalité de Poincaré)
Si Ω est un ouvert borné de RN et 1 ≤ p <∞, alors ona l’inégalité suivante,

‖u‖Lp(Ω) ≤ CΩ,p ‖∇u‖Lp(Ω), ∀u ∈W 1,p
0 (Ω).

A.2 Les espaces de Hölder

Définition A.2.1 Soient Ω un ouvert de RN et α ∈]0, 1].
On désigne par C0,α(Ω) (noté parfois Lipα(Ω)) l’espace vectoriel des fonctions continues
f : Ω → C, vérifiant pour une certaine constante C > 0, ∀x, y ∈ Ω,

|f(x) − f(y)| ≤ C |x− y|α.

L’espace C0,α est muni de la norme

‖f‖α = sup
x∈Ω

|f(x)| + sup
x 6=y

|f(x) − f(y)|
|x− y|α .

Définition A.2.2 Soient Ω un ouvert de RN , k ∈ N et α ∈]0, 1].
Les espaces de Hölder Ck,α sont définis par récurrence sur k en posant pour k ≥ 1 :

f ∈ Ck,α ⇐⇒ f,
∂f

∂xi
∈ Ck−1,α, i = 1, . . . , n.

On munit cet espace par la norme suivante

‖f‖k,α =
∑

|β|≤k

‖∂βf‖L∞(Ω) +
∑

|β|=k

sup
x 6=y

|∂βf(x) − ∂βf(y)|
|x− y|α .
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Proposition A.2.3

i) Si f ∈ Ck,α, les dérivées d’ordre au plus k se prolongent en des fonctions continues
bornées sur Ω qui vérifient des conditions de Hölder d’exposant α.

ii) Muni de la norme ‖.‖k,α, Ck,α(Ω) est un espace de Banach.

iii) Si k + α ≥ k′ + α′, l’inclusion Ck,α(Ω) dans Ck′,α′

(Ω) est continue.

iv) Si Ω est un ouvert borné et si k+α > k′ +α′, alors l’inclusion Ck,α(Ω) dans Ck′,α′

(Ω)
est compacte.

A.3 Le critère de Routh-Hurwitz

Le critère de Routh-Hurwitz donne une condition nécessaire et suffisante pour que les
racines d’un polynôme

P (x) = xn + a1x
n−1 + a2x

n−2 + · · · + an

à coefficients réels soient de parties réelles strictement négatives.
Pour cela, il faut que les mineurs principaux di, i = 1, . . . , n de la matrice d’Hurwitz asso-
ciée à P (x) soient strictement positifs.

La matrice d’Hurwitz H est la matrice d’ordre n dont la i-ième colonne est de la forme

a2−i, a4−i, a6−i, · · · , a2n−i,

où ak = 0 ⇐⇒ k < 0, k > n.

Critère de Routh-Hurwitz en dimension 3

P (x) = x3 + a1x
2 + a2x+ a3.

La matrice d’Hurwitz s’écrit :




a1 1 0
a3 a2 a1

0 0 a3



 , (A.3.1)

dont le critère de Routh-Hurwitz donne les conditions suivantes :

a1a2a3 − a2
3 > 0, a2a3 > 0, a1a3 > 0, a1a2 − a3 > 0, a1 > 0, a2 > 0, a3 > 0.

Proposition A.3.1 En dimension 3, si les coefficients du polynôme P (x) = x3 + a1x
2 +

a2x+ a3, vérifient la condition suivante :

a1 > 0, a3 > 0, a1a2 − a3 > 0,

alors les racines de P sont à parties réelles négatives.
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Annexe B

Dans cet annexe, on expose, les méthodes (pseudo)-spectrales, en tant qu’outil pour la
résolution numérique d’équations aux dérivées partielles. Cette méthode consiste à transfor-
mer un problème à celui du calcul des valeurs propres et fonctions propres d’un opérateur,
ce que l’on appelle déterminer le spectre de l’opérateur en question. Et la raison pour-
quoi ceci est une chose intéressante est que, si l’opérateur est linéaire, la fonction, dont
on cherche à calculer les valeurs, peut être exprimée comme une combinaison linéaire des
fonctions, sur lesquelles l’opérateur agit de façon "facilment" calculable.
Commençons, par un exemple concret, qui illustre comment on utilse la méthode spectrale
pour calculer explicitement les valeurs d’une fonction, solution d’une équation aux dérivées
partielles.

B.1 Méthode Spectrale : Exemple simple

On commence par un problème "classique" : la résolution de l’équation de Schrödinger
dépendante du temps,

ih
∂ψ(x, t)

∂t
= Hψ(x, t) = − h2

2m

∂2ψ(x, t)

∂x2
+V (x)ψ(x, t) = H0ψ(x, t)+V (x)ψ(x, t). (B.1.1)

sur un intervalle fini 0 ≤ x ≤ L. On se donne la condition initiale, ψ(x, 0) = Ψ(x) pour
0 < x < L et ψ(x, 0) = 0 pour x < 0 ou x > L et les conditions aux bords, ψ(0, t) ≡ f(t)
et ψ(L, t) ≡ g(t).
On commence en choisissant les unités de façon à pouvoir poser h = 1 et m = 1/2, ce qui
élimine les constantes apparentes. On se limite, par la suite, au problème simplifié de la
particule libre, c.à.d. on pose V (x) = 0 et l’on traitera, tout d’abord, le cas des conditions
aux bords de type Dirichlet, f(t) ≡ 0 et g(t) ≡ 0. Les complications qui seront introduites
par la levée de ces simplifications nous occuperont une fois que l’on a compris comment
résoudre déjà ce problème simplifié. La méthode spectrale que l’on va employer est définie
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par la recherche des fonctions propres et valeurs propres de l’opérateur

H0 ≡ − d2

dx2

qui agit sur les fonctions définies sur l’intervalle [0, L] et qui sont carré-sommables. Elles
sont solutions de l’équation

H0φ(x) = λφ(x),

avec conditions aux bords φ(0) = 0, φ(L) = 0. Il est facile de les trouver : C’est la famille

φn(x) =

√

2

L
sin(

nπ

L
x),

avec n = 0, 1, . . .. Les valeurs propres, λn sont données par

λn =
n2π2

L2
.

On écrit, maintenant, la solution, ψ(x, t) de l’équation originale comme combinaison li-
néaire des fonctions φn(x) avec coefficients cn(t). A ce point on ne sait pas si cette série,
effectivement, représente la solution numériquement on ne pourra calculer que les sommes
partielles. On écrit, alors,

ψN (x, t) =
N−1
∑

n=0

cn(t)φn(x).

C’est ici que l’on introduit l’approximation principale, à savoir que l’on ne retient qu’un
nombre fini, N de termes. Si la série converge suffisamment rapidement et l’on emploie une
méthode appropriée d’évaluation, on pourra calculer ψN (x, t) de façon à ce que ses valeurs
ne dépendent que faiblement (à la précision à laquelle l’on travaille) sur N . Il nous reste à
déterminer les fonctions cn(t) et de proposer une méthode efficace pour l’évaluation de la
somme.
Si l’on remplace cette expression dans l’équation de Schrödinger, on obtient

N−1
∑

n=0

φn(x)
(

i
dcn(t)

dt
− λncn(t)

)

= 0.

Sous l’hypothèse que les fonctions propres deH0 forment une base dans l’espace de fonctions
qui nous intéressent, cette égalité implique que

i
dcn(t)

dt
− λncn(t) = 0,

dont la solution est
cn(t) = cn(0)e−iλnt.
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Les constantes cn(0) sont déterminées par la représentation de la condition initiale comme
une combinaison linéaire des fonctions propres

cn(0) =

∫ L

0

φn(x)Ψ(x) dx.

Puisque la coordonnée spatiale x appartient à l’intervalle [0, L], on peut introduire une
partition en M points, xj = (L/M)j, j = 0, 1, . . . ,M − 1. On peut, également, introduire
une partition de l’intervalle temporel en K points, tl = (T/K)l,, l = 0, 1, . . . , K − 1.
L’intégrale, qui donne les coefficients cn(0) prend, alors, la forme

cn(0) =

√

2

L

∫ L

0

Ψ(x) sin(
nπ

L
x) ≈ L

M

√

2

L

M
∑

j=0

Ψj sin(
nπj

L
),

et l’on se rend compte qu’il ne s’agit de rien d’autre que d’une transformée de Fourier
discrète, plus exactement d’une transformée de sinus discrète si l’on choisit M = 2m, on
peut employer la technique de la transformée de sinus rapide pour déterminer les cn(0) qui
ne sont rien d’autre, alors, que les coefficients de Fourier du vecteur de la condition initiale,
Ψj.
Par suite, la fonction ψN(j, l), calculée sur les points xj , correspond exactement à la trans-
formée de sinus de cn(0)e−iλntl :

ψN(j, l) =

N−1
∑

n=0

{( L

M

√

2

L

M
∑

k=0

Ψk sin(
nπk

M
)
)

e−iλntl
}

√

2

L
sin(

nπj

M
).

Il faut, ici, noter que l’on doit prendre M = N si l’on veut pouvoir inverser ces relations.
La quantité que l’on cherche, surtout, à déterminer, est |ψN(x, t)|2, puisque l’on sait que son
intégrale est une quantité conservée par l’évolution temporelle de l’équation de Schrödinger.
Par ailleurs, le calcul de cette intégrale fournit un bon moyen de contrôle de la fiabilité de
la méthode de solution, puisque la grande majorité des calculs peut être réalisée par des
transformées discrets rapides.
A partir de cette quantité une autre quantité intéressante est la largeur de la fonction
d’onde, définie comme le deuxième moment (centré) de la distribution :

〈x〉 =

∫ L

0
x|ψN (x, t)|2 dx

∫ L

0
|ψN (x, t)|2 dx

, σ(t)2 ≡ 〈(x− 〈x〉)2〉.

B.2 La méthode Pseudo-Spectrale

L’approche présenté ci-dessus est fondée sur l’hypothque l’on peut résoudre le problème
spectral de l’opérateur spatial avec une meilleure précision que celle, avec laquelle on vou-
drait résoudre l’équation du départ. Dans beaucoup de situations cette hypothèse n’est pas
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vérifiée, ne serait-ce que parce que le problème spectral, déjà du point de vue analytique,
n’est pas abordable. Dans ce cas, on cherche, parmi les ensembles de fonctions orthogo-
nales, ceux, où l’opérateur spatial agit, quand même, de façon "simple", typiquement, de
manière à ce que les résultats puissent être obtenus ł’aide de transformées rapides. On
parle, alors, de méthodes pseudo-spectrales.

B.2.1 L’équation de Schrödinger avec potentiel

On reprend, maintenant, l’équation de Schrödinger, mais, cette fois-ci, on ajoute un
terme d’énergie potentiel. La méthode spectrale exige quez l’on trouve les fonctions propres
et valeurs propres de H ≡ H0 + V (x). Généralement ceci n’est pas possible et, même dans
les cas oc̆’est possible, ce n’est pas, nécessairement, le cas que les expressions analytiques
obtenues soient les plus appropriées pour le calcul numérique.
Ainsi l’on va utiliser une méthode pseudo-spectrale, dans le sens que l’on va développer
ψ(x, t) dans la base des fonctions propres de la particule libre :

ψN (x, t) =
N−1
∑

n=0

cn(t)φn(x).

On d’une part et d’autre,

i

N−1
∑

n=0

d

dt
cn(t)φn(x) = HψN(x, t) =

N−1
∑

n=0

cn(t)
[n2π2

L2
+ V (x)

]

φn(x).

En formant le produit scalaire avec φm(x), on trouve

i
d

dt
cm(t) =

N−1
∑

n=0

cn(t)
[

δn,m
n2π2

L2
+

∫ L

0

φm(x)V (x)φn(x) dx
]

≡ (λnδn,m + vm,n)cn(t) ≡Wm,ncn(t). (B.2.2)

La matriceWm,n n’est plus diagonale, mais elle est toujours symétrique, puisque le potentiel
est un opérateur auto-adjoint, donc on peut la diagonaliser par la méthode de Jacobi, par
exemple, puisque l’on a besoin aussi bien des valeurs propres que des vecteurs propres.
Comme le potentiel ne dépend pas du temps, cette diagonalisation doit être faite seulement
au début, pour exprimer cn(0) dans la base des vecteurs propres de v, puisque

cn(t) = e−iWt cn(0) =
N−1
∑

p=0

an,p e
−iλptVp,

et l’expression finale prend la forme

ψN (x, t) =

N−1
∑

n=0

φn(x)
(

N−1
∑

p=0

an,p e
−iλptVp

)

.
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B.3 Transformées rapides et équations non-linéaires

La transformée de Fourier et ses variantes est une transformation linéaire, elle trans-
forme une équation différentielle lináire en un système d’équations algébriques linéaires
pour les coefficients dans la base de fonctions choisie. On s’attend, alors, à ce qu’elle trans-
forme une équation différentielle non-linéaire en un système d’équations non-linéaires pour
les coefiicients.
Dans le cas des méthodes pseudo-spectrales, on transforme l’équation différentielle d’ori-
gine en un système d’équations différentielles ordinaires linéaires pour les coefficients, qui
contiennent la dépendance temporelle, comme on vient de voir. L’avantage numérique des
méthodes (pseudo)-spectrales réside dans le fait qu’elles ne remplacent pas les dérivées par
des différences finies ; elles remplacent le nombre infini des termes de la série par un nombre
fini. Ceci permet une réduction de l’erreur qui est significative par rapport aux méthodes
de différences finies, dans lesquelles on remplace les dérivées par des différences finies.

B.3.1 La Transformée de Fourier Rapide

Commençons avec la transformée de Fourier discrète. Soit un vecteur à N -composantes
complexes, fn et la matrice

wk,n ≡ e2πik.n/N

√
N

,

avec k, n = 0, 1, . . . , N − 1. Il est facile de se rendre compte que

N−1
∑

n=0

w∗
k,n′ wn′,n = δk,n,

c’est une matrice unitaire. Par conséquent, si l’on définit Fk =

N−1
∑

n=0

wk,nfn, alors

fn =
N−1
∑

n=0

w∗
n,kFk.

On note que ces opérations réalisent la multiplication d’un vecteur à N -composantes par
une matrice pleine, de taille N ×N . La qualification "rapide" implique que l’on peut faire
beaucoup mieux, dans le cas où la matrice n’est pas quelconque, mais est wk,n, avec N = 2p.
Pour saisir l’idée, prenons un exemple concret, N = 8 = 23. Formellement on doit calculer
(on écrit wN = e2πi/N )

Fk ×
√

8 = f0 + wk
8 f1 + w2k

8 f2 + w3k
8 f3 + w4k

8 f4 + w5k
8 f5 + w6k

8 f6 + w7k
8 f7,

donc, huit multiplications, pour chaque valeur de k, qui prend, également, huit valeurs,
pour un total de 64 multiplications. Comment peut-on faire mieux ? On note que cette
expression se laisse écrire comme

Fk ×
√

8 = f0 + w2k
8 f2 + w4k

8 f4 + w6k
8 f6 + wk

8( f1 + w2k
8 f3 + w4k

8 f5 + w6k
8 f7),
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et l’on note que chaque expression entre parenthèses correspond à la réalisation d’une
transformée de Fourier discréte d’ordre 4 = N/2, puisque w2k

8 = wk
4 . Ainsi l’on déduit que

Fk ×
√

8 = f0 + wk
4 f2 + w2k

4 f4 + w3k
4 f6 + wk

8( f1 + wk
4 f3 + w2k

4 f5 + w3k
4 f7),

et l’on peut continuer cette procédure de réduction encore plus loin :

Fk ×
√

8 = (f0 + wk
2 f4 + wk

4(f2 + wk
2 f6)) + wk

8 [( f1 + wk
2 f5) + wk

4( f3 + wk
2 f7)].

Cette expression nous renseigne, premièrement, que la représentation naturelle du vecteur
fn n’est pas la suite (f0, f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7) mais celle, apparemment contre-intuitive,
(f0, f4, f2, f6, f1, f5, f3, f7).
Ensuite, elle indique que le calcul possède une structure hiérarchique, en arbre, qui possède
log28 = 3 niveaux, que l’on peut exploiter de façon à calculer les huit composantes du
vecteur Fk aux mêmes places de mémoire occupées par les composantes du vecteur fn.
Pour ceci on note que, au niveau le plus bas, on est appelé(e)s à calculer f0 + f4, f0 −
f4, f2 + f6, f2 − f6, f1 + f5, f1 − f5, f3 + f7 et f3 − f7.
Finalement, elle nous confirme que, pour une valeur donnée de l’indice k, on doit effectuer
trois multiplications, pour un total de 24 multiplications-au lieu de 64.

B.4 Les méthodes (pseudo)-spectrales et le calcul des
dérivées d’une fonction

Dans la section précédente, on a exposé la technique, par laquelle on peut calculer
rapidement les valeurs de la transformée de Fourier d’une fonction à une variable, si l’on
connaît les valeurs de la fonction sur un ensemble de points donné.
Pour la résolution numérique d’équations différentielles, on a besoin de calculer les coef-
ficients de Fourier des dérivées d’une fonction c.à.d., si l’on connaît {fn ≡ f(xn)}, n =
0, 1, 2, . . . , N − 1, comment calculer {f ′(xn)} ?.
Si l’on écrit f(x) sur la base d’un ensemble de fonctions, φn(x) et ψn(x),

f(x) =
N−1
∑

n=0

[an φn(x) + bn ψn(x)]

de façon à ce que l’on ait le droit de représenter la dérivée par différentiation terme par
terme de la série, on note que

f ′(x) =

N−1
∑

n=0

[an φ
′
n(x) + bn ψ

′
n(x)],
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et le problème devient, dans quelle mesure on peut exprimer de manière "simple" (c.à.d.
rapide et efficace), φ′

n(x) comme combinaison linéaire des φn(x).
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