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Résumé

Cette theése s’inscrit dans le cadre de la modélisation des interactions entre hotes et
auxiliaires de lutte biologique. L’objectif principal est de faire 'analyse mathématique et
la simulation numérique des modéles spatiotemporels construits. Il s’agit de déterminer la
typologie et la catégorisation des structures spatiales émergentes en fonction des parameétres
de controle. Nous considérons dans la premiére partie de la thése, une chaine alimentaire
de deux espéces, c’est a dire une population de proies et une population de prédateurs
modélisées par un systéme de réaction-diffusion. Nous étudions I'analyse qualitatives des
solutions, les bifurcations globales et locales, et déterminons les conditions de variation
spatiales et temporales des motifs. Nous démontrons 'existence de "Travelling waves" par
les outils d’analyse fonctionnelle en généralisant la méthode développée par S. Ahmad. Une
étude mathématique similaire est menée dans le cadre d'une chaine alimentaire de trois
espéces constituée d’une proie, d’un prédateur et d’un super-prédateur. Le dernier chapitre
de cette these est consacré a la construction et I’étude d’'un modéle mathématique de type
réaction-diffusion de la thérapie génétique du cancer. Le modéle prend en considération a
la fois la dynamique de la population des cellules cancéreuses, des virus réplicatifs et de la
réponse immunitaire qui reconnait les antigénes viraux dans les cellules cancéreuses. Nous
établissons les conditions de stabilité de 1’état d’équilibre endémique et celui correspon-
dant & ’élimination de la tumeur. Si la tumeur ne peut pas étre complétement guérie, nous
déterminons les conditions d'une thérapie optimale et estimons par simulation le temps de
survie du patient.

Mots clés : Proie-prédateur, modeéle de compétition, modélisation du cancer, théra-
pie génique, analyse qualitative, bifurcations locales, travelling waves, instabilité de Hopf,
Instabilité de Turing, simulation numérique.






Abstract

This thesis is part of the modeling of interactions between hosts and biological pest
control. The main objective is to present a rigorous mathematical analysis and numerical
simulation of these spatiotemporal models. We describe the classification and categoriza-
tion of the emergence spatial structures based on control parameters. In the first part of the
thesis, we consider a two species food chain, i.e. a prey and predator populations modeled
by a system of reaction-diffusion. We study the qualitative analysis of solutions, global and
local bifurcations, and determine the spatiotemporal patterns formation. We demonstrate
the existence of "Traveling Waves" by the tools of functional analysis by generalizing the
method developed by S. Ahmad. A similar mathematical study is conducted within a three
food chain species consisting of prey, a predator and a super-predator. In the last chapter,
we formulate and analyse a mathematical model of cancer gene therapy. The model takes
into account both the population dynamics of cancer cells, virus replication and immune
response that recognizes viral antigens in cancer cells. We establish sufficient conditions
under which the endemic and trivial equilibria are asymptotically stable. If the tumor
cannot be completely removed, we determine the conditions for optimal therapy and or
estimate the simulation time of patient survival.

Key words : Prey-predator, model competition, modeling cancer therapy gene, qua-
litative analysis, local bifurcations, traveling waves, Hopf instability, Turing instability,
numerical simulation.
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Introduction générale

Les systémes complexes sont constitués par un ensemble d’entités élémentaires en in-
teraction locale suivant chacun un processus simple connu, dont le "feedback" amplifie
les petites perturbations initiales et conduit & une émergence de structures globales éloi-
gnées de la perturbation initiale. De tels systémes transforment des simples dynamiques
locales en un ensemble de variations globales complexes. La modélisation mathématique
tente d’expliquer le comportement des systémes. Elle permet l'identification, la caracté-
risation, et la comparaison de la structure dynamique de nombreux types de systémes
naturels et artificiels, et elle est largement appliquée en biologie et en écologie. Certains
modeéles simples ignorent la variation des individus, ne prennent pas en compte l'environ-
nement et négligent les interactions entre les espéces et les dynamiques transitoires, pour
ne capturer que les généralités des systémes. Ces modéles en questions offrent beaucoup de
souplesse mais ne sont souvent pas suffisants pour prédire une évolution temporelle ou une
formation de structures spatiales réalistes. Dés lors, le défi majeur dans la modélisation
est le choix des niveaux de détails et l'identification des parameétres clefs, au sens ou ces
parameétres sont des variables qui en modifiant les états internes du systéme, peuvent le
conduire d'un niveau d’organisation a un autre. Une pléthore de détails peut aussi donner
lieu & un modeéle compliqué avec lequel on ne peut tirer aucune information. Une autre
question fondamentale dans la modélisation est de savoir la relation entre les structures et
les motifs obtenus a partir du modéle et le processus d’évolution du systéme modélisé.

Les modéles mathématiques sont définis sous forme de systémes d’équations. Nous nous
intéressons particuliérement dans cette thése, aux systémes de réaction-diffusion. Ces sys-
témes d’équations sont des cas particuliers des systéemes d’équations aux dérivées partielles
paraboliques. Ces systémes d’équations de réaction-diffusion décrivent la maniére dont la
concentration ou la densité distribuée dans I’espace varie sous I'influence de deux proces-
sus : les interactions locales des espéces, et la diffusion qui provoque la propagation des
especes dans 'espace. Ces systémes d’équations peuvent décrire les processus dynamiques
en chimie, en biologie, en géologie, en physique ou en écologie.

Les interactions locales dans les systémes d’équations de réaction-diffusion, peuvent étre de
plusieurs types selon que les problémes modélisés soient d’origines biologiques, physiques
ou écologiques. Rappelons briévement quelques types d’interactions d’espéces en biologie
ou en écologie. La symbiose est une association intime et durable entre deux organismes
ou d’espéces différentes, parfois plus. Les organismes sont qualifiés de symbiotes. Le plus
gros peut étre nommé hote. On peut citer comme exemple de symbiose le lichen. Le lichen



iv Introduction générale

est une union entre une algue unicellulaire et un champignon : 'algue tire de la relation,
un apport important en eau et en sels minéraux ainsi qu'un gite. Le champignon tire le
glucose nécessaire a sa croissance que produit 1'algue par la photosynthése. Le mutualisme
est une interaction entre deux ou plusieurs espéces, de laquelle le symbiote et ’hote tirent
tous les deux profit. Contrairement a la symbiose, cette association est facultative car les
deux partenaires peuvent vivre I'un sans 'autre; il y a adaptations chez les deux espéces
associées, car la modification de I'une peut influer sur la survie et la reproduction de I'autre.
Beaucoup d’interactions entre populations impliquent la consommation de ressources. Les
interactions compétitives impliquent plusieurs populations de consommateurs qui rivalisent
pour une ou plusieurs ressources. Généralement, 'interaction entre les individus en compé-
tition est indirecte et passe par la diminution de la ressource commune. Il arrive également,
bien que ce soit moins fréquent, que la ressource soit défendue par I'un des compétiteurs
et dans ce cas, les compétiteurs peuvent alors entrer en conflit direct pour la ressource
convoitée, a travers de comportements antagonistes.

La compétition est 'utilisation ou la défense d’une ressource par un individu, qui réduit
la disponibilité de cette ressource pour les autres individus. La compétition est 1'une des
voies principales par laquelle les activités des individus affectent le bien-étre des autres. La
compétition qui a lieu pour les ressources entre les individus d'une méme espéce est appelée
compétition intraspécifique. Au sein d’une population, la compétition réduit les niveaux
de ressources de maniére "densité-dépendante", et affecte de cette maniére la fécondité et
la survie. En général, plus une population est peuplée, plus forte sera la compétition entre
les individus qui la composent. La compétition intraspécifique sous-tend donc la régulation
des populations.

Lorsque ce sont des individus de différentes espéces qui entrent en compétition pour les
ressources, l'interaction est appelée compétition interspécifique. La compétition entre indi-
vidus d’espéces différentes provoque un effet négatif mutuel sur les deux espéces. Chaque
espéce contribue dans ces conditions a sa propre régulation, ainsi qu’a celle de 'espéece
compétitrice. Dans ces conditions de compétition interspécifique intense, une des popula-
tion peut étre éliminée du systéme. Du fait de cette possibilité, la compétition contribue
a déterminer la structure des communautés écologiques. La compétition par interférence a
lieu lorsqu’un individu interfére activement avec les autres individus pour 'accés a la res-
source. La prédation différe de la compétition en ce qu’elle est toujours nuisible au niveau
de l'individu impliqué et par le fait que la ressource impliquée dans l'interaction est 1'un
des participants a la relation. Suite a cela, les effets de I'interaction proie-prédateur sur les
populations peuvent étre représentés de maniére assez claire par des modéles mathéma-
tiques basés sur les pertes et les gains d’individus.

Nicholson et Bailey ont critiqué le modéle de Lotka-Volterra parce que la relation linéaire
entre les taux d’attaque et l'effectif du prédateur semblait irréaliste. L’entomologiste ca-
nadien C. S. Holling (1959) a soulevé une critique équivalente a propos de la relation
linéaire entre le nombre de proies consommeées par prédateur et 'effectif des proies. Dans
le modéle de Lotka-Volterra, le taux auquel les proies sont éliminées de leur population
est décrit par le terme pH P : pour un effectif donné de prédateurs (P), le taux d’exploi-
tation augmente en proportion directe (p)du nombre de proie (H). Beaucoup de facteurs



biologiques sont susceptibles de modifier la forme de cette relation et peut-étre d’altérer la
dynamique des populations de proies et de prédateurs.

La relation entre I'effectif des proies et le taux de consommation de la nourriture pour un
individu prédateur a été appelé réponse fonctionnelle par Holling (1959). La réponse
de type I est la relation linéaire du modéle de Lotka-Volterra, dans laquelle le nombre de
proies capturées augmente linéairement avec l'accroissement de ces derniéres. La réponse
linéaire de type I prédit qu’il n'y a pas de limite supérieure au taux de consommation
du prédateur, une prédiction qui est trop simple pour refléter la nature. Les prédateurs
peuvent cependant répondre de maniére linéaire sur certaines gammes de valeur des effec-
tifs de la proie (voir par exemple, [53]). Pour certains organismes filtrants, cette relation
linéaire peut se révéler assez représentative de la relation entre le taux de consommation
et Deffectif des proies. Deux facteurs indiquent que la réponse fonctionnelle doit atteindre
un palteau. Tout d’abord, les prédateurs peuvent arriver a satiété, au point que leur taux
d’alimentation est limité par la vitesse a laquelle ils peuvent digérer et assimiler la nourri-
ture plutdt que par la vitesse a laquelle ils peuvent attraper leurs proies. Deuxiémement,
lorsqu'un prédateur capture plus de proies, le temps qu’il passe a manipuler et & man-
ger ses proies limite son temps de recherche. Ces deux facteurs atteignent finalement un
équilibre, et le taux de capture diminue. La réponse fonctionnelle de type II décrit une
situation au cours de laquelle le nombre de proies consommeées par le prédateur augmente
d’abord rapidement lorsque l'effectif de la proie augmente, mais diminue ensuite pour des
augmentations ultérieures du nombre de proies. La dynamique de la réponse de type II
a été étudiée par Holling (1959), qui a considéré que le temps passé par le prédateur a
chercher ses proies et a les manipuler affectait le taux de consommation.

Les courbes représentant les réponses fonctionnelles de type II et de type III montrent
toutes les deux que la consommation augmente plus doucement lorsque 1'effectif des proies
s’accroit. La courbe de type III se comporte cependant différemment de la courbe de type
IT a faible effectif de la population de proies. Lorsque I'effectif des proies est trés faible, les
prédateurs qui suivent une réponse fonctionnelle de type III en consomment trés peu. La
consommation la plus élevée de tels prédateurs se manifeste lorsque 'effectif des proies est
intermédiaire. Il y a une série de conséquence a une telle réponse fonctionnelle. Une des plus
importante est que lorsque leurs effectifs sont faibles, les proies subissent un relachement
de la pression de prédation.

On rencontre la réponse fonctionnelle de type I en prédation passive comme chez les arai-
gnées. En effet, le nombre de mouches capturées dans le filet est proportionnelle a la densité
des mouches. Le taux de mortalité de la proie di a la prédation est constant (voir figure
1). La réponse fonctionnelle de type II est la plus typique. Le temps que met le prédateur
pour chercher sa proie est constant. Le plateau représente la saturation du prédateur. La
mortalité de la proie diminue avec la densité des proies (voir figure 2). En fait, le prédateur
cause un minimum de mortalité quand la densité de proies est faible. On peut citer comme
exemple la relation entre les petites mammiféres et les pupes de spongieuses. La pupe est le
stade intermédiaire entre 1’état de larve et celui de spongieuse. Toutefois, en haute densité
de ces défoliateurs (pupes), les petits mammiféres tuent une proportion négligeable des

pupes.
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La réponse fonctionnelle de Type III survient lorsque le des prédateur qui augmentent
son activité de recherche avec I'augmentation de la densité des proies (voir figure 3). Par
exemple, beaucoup de prédateurs répondent et accroissent leurs activités avec les kairo-
mones, médiateurs chimiques entre différentes espéces émis par la proie. D’un autre coté, la
pression sélective exercée par les prédateurs sur leurs proies doit conduire a une limitation
de I’émission de ce type de message. Ainsi la mortalité de la proie augmente avec sa densité
puis elle diminue. Cette liste de réponses fonctionnelles de type Holling ci-dessus n’est
pas exhaustive. Nous nous en tiendrons qu’a ces trois types dans cette thése.

&

pr

Taux de proies consommé par le predateur

0 L
0 100 200 300 400 500 h o

. 200 300 00 500
densité de Proie Densité de proie

F1G. 1 — La courbe (A) représente I'évolution de la réponse fonctionnelle en fonction de la densité de
la proie, La courbe (B) représente celle du taux de mortalité.

En 1948, Leslie a introduit un modéle proie-prédateur dont la capacité de soutien que 1’en-
vironnement offre aux prédateurs est proportionnelle au nombre de proies. Leslie avance le
fait que le taux de croissance des prédateurs ainsi que celui des proies, admet une limite su-
périeure. Cette limite supérieure peut étre approchée sous certaines conditions favorables :
— pour le prédateur lorsque le nombre de proies est élevé,
— pour la proie, lorsque le nombre des prédateurs ( et peut-étre le nombre de proies
¢galement) est faible.
Cette assertion n’est pas reconnue dans le cas des systémes de type Lotka- Volterra. Dans
le cas ou le temps est continu, les considérations évoquées plus haut se traduisent par le
modele suivant :

du _ (1_£>_
dt = Tu auv

dv ! kv
L)
Ce systéme est connu sous le nom du second modéle de Leslie-Gower.
Ces derniéres décennies, les systémes de réaction-diffusion avec des interactions locales
proie-prédateur, ont beaucoup été étudié. Ces systémes d’équations aux dérivées par-
tielles peuvent donner différentes structures spatiales telles que les spirales, labyrinthes,

des bandes ou des empreintes digitales. Les auteurs de [1, 64, 81] ont alors essayé de ré-
pondre a la question suivante : de tels systémes permettent-ils de comprendre et de prédire

(0.0.1)
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F1G. 2 — La courbe (A) représente I'évolution de la

la proie, La courbe (B) celle du taux de mortalité.
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F1G. 3 — La courbe (A) représente 'évolution de la

la proie, La courbe (B) celle du taux de mortalité.
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F1G. 4 — La prolifération d'algues dans la mer Noire (Credit : NASA Goddard Space Flight Center),

pour plus de détails voir [81]

F1G. 5 — Motifs spatiaux de Paspalum vaginatum, sous forme de labyrinthe, observé dans le nord du

Nuev (200mm pluviomérie moyenne annuelle).
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la formation des motifs naturels des figures 4, 5.

Le cancer est un ensemble d’irrégularités qui se manifestent dans les génes et aboutis-
sant & une prolifération non controlée des cellules. La plupart des tissus du corps conduisent
a des cancers qui peuvent étre de plusieurs types. Cependant chaque cancer a sa propre ca-
ractéristique. Les cellules cancéreuses échappent au controéle usuel de croissance des cellules
saines et proliférent de fagon excessive a partir d’'une organisation structurale en coordina-
tion fonctionnelle faible voire nulle avec le tissu environnant : c’est la néoplasie. Au départ
les tumeurs solides n’ont pas leur propre réseau de vaisseaux sanguins pour acheminer
la nourriture et 'oxygéne dont elles ont besoin. La meilleure stratégie de traitement du
cancer, en ce moment, est la chirurgie ou la radiation. Dés que la tumeur est au stade
début des métastases, on combine la chimiothérapie aux stratégies de traitement précé-
dentes. Cependant, ces thérapies n’éradiquent pas toujours le cancer de fagon compléte.
Il devient alors une nécessité de développer de nouvelles thérapies plus efficaces contre la
tumeur maligne. La thérapie génique du cancer a suscité de nombreux espoirs. Les pro-
grérs de la connaissance de la biologie des virus ont permis d’envisager des vecteurs se
répliquant préférentiellement dans les tumeurs capables d’amplifier considérablement 1’ex-
pression d’un géne thérapeutique [35]. Certains parmi ces virus ont subi dans leur génome,
une mutation ou une délétion qui affectent leur réplication dans les cellules saines et non
pas dans les cellules cancéreuses. La perte de ces protéines, par mutation ou délétion, peut
étre compensée a l'intérieur des cellules cancéreuses par le processus méme de formation
de la tumeur. Il a été démontré que les virus oncolytiques ont une grande activité anti-
tumorale, ce sont des virus spécifiques qui peuvent infecter et tuer les cellules cancéreuses
sans un endommagement ou une lyse des cellules normales [43, 46, 51, 75, 61, 63|. Au
méme moment, I'introduction de ces virus conduit & un nouveau degré de complexité. Bien
que des progrés soient accomplis & la fois sur le plan de la théorie et en étude clinique
[25, 36, 85, 96, 97, 95, 94, 101], des questions demeurent quant a I'interaction des ces virus
avec le systéme immunitaire, leur réplication et leur diffusion ou encore l'efficacité de ces
infections.

Dans cette thése, nous considérons des modeéles de type proie-prédateur avec diffusion
utilisé comme stratégie de controle de la dynamique de populations. Notre objectif est de
déterminer la typologie et la caractérisation des structures spatiales émergentes en fonction
des parameétres de controle. Nous étudions un modéle qui résulte d'une combinaison du
modéle de Leslie et Gower avec une réponse fonctionnelle de Holling type II. Dans le
systéme (0.0.1), la formulation donnée par Leslie et discutée par Leslie et Gower en 1960

et par Pielou en 1969 est
dv ! kv
—=s({1l——)w.
dt u

Dans cette équation, la croissance du prédateur est logistique avec C' la constante conven-
tionnelle, qui mesure le niveau d’équilibre dii aux ressources de ’environnement, est pro-
portionnelle aux ressources disponibles, c.a.d, & 'abondance des proies, C' = au. Le facteur

a représente la conversion des proies en prédateurs. La quantité — de cette équation est
au
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appelée le terme de Leslie-Gower. Il mesure la perte dans la population des prédateurs

. R .., U . LCr s , .
due & une pénurie (rapporté a la quantité — ) de sa nourriture préférée. En cas de pénurie
u

grave et sévére, y peut s’orienter vers d’autres ressources (changer d’alimentation). Ceci
affectera sa croissance qui sera trés limitée par le fait que sa nourriture préférée ou de base
la proie u, n’est pas disponible en abondance. Cette situation peut étre prise en compte en
ajoutant une constante positive au dénominateur, ainsi cette équation devient,

dv ] v

—=s|1- v.

dt au+d
Les caractéristiques principales de ce modéle résident premiérement dans la modification
du modéle de Leslie en remplagant la réponse fonctionnelle de I'équation de la proie par

celle de Holling type II et en modifiant le terme de Leslie-Gower de fagon a permettre
au prédateur de survivre en absence de la proie qui constitue sa nourriture préférée.

Cette thése se divise en quatre chapitres. Dans le premier chapitre, nous présentons
quelques outils classiques nécessaires a 1’étude du probléme. En fait, nous rappelons le
théoréme d’existence locale de solutions et la notion de sous-solutions et sur-solutions,
notions qui seront utilisées dans ’étude des solutions stationnaires. Nous introduisons aussi
les solutions "ondes progressives" en donnant les théorémes d’existence de telles solutions
dans le cas d'une équation scalaire et dans le cas d’un systéme de réaction-diffusion dont
les interactions locales entre les espéces sont modélisées par des polynomes.

Dans le second chapitre, nous considérons une chaine alimentaire de deux espéces, c’est a
dire une population de proies et une population de prédateurs dont la dynamique locale
est de type Leslie-Gower modifié et la dynamique spatiale est représentée par des termes
de diffusion. Nous étudions I'analyse qualitatives des solutions, les bifurcations locales et
globales. Nous déterminons aussi les conditions sous lesquelles les motifs spatiaux obtenus
sont stationnaires dans le temps ou varient de fagon spatio-temporelle.

Le chapitre 3 est consacré a 1’étude d’une chaine alimentaire de trois espéces : une proie,
un prédateur et un super-prédateur. Comme dans le chapitre 2, la dynamique locale est de
type Leslie-Gower modifié et la dynamique spatiale est représentée les termes de diffusion.
Nous faisons l'analyse qualitative et 1'étude de la formation de structures spatiales ou
spatio-temporelles. Dans ce chapitre, les simulations sont faites avec des conditions initiales
aléatoires.

Notre objectif dans le chapitre 4 est de construire un modeéle mathématique spatio-temporel
qui capture l’essentiel des éléments en interaction. Ce modéle est une version modifiée du
modéle de Wordaz, qui prend en compte deux choses : la premiére est que la tumeur ne
peut croitre indéfiniment et la deuxiéme est que les cellules cancéreuses peuvent diffuser.
Avec ce modéle spatio-temporel, nous déterminons les conditions de stabilité optimale dans
le cas ou le cancer ne peut étre totalement guéri. Nous déterminons aussi par simulation
numeérique en 3D, les motifs qui se forment dans le cas ou I’évolution de la maladie devient
incontrolable.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Le principe de comparaison

Le principe de comparaison, applelé aussi méthode des sous-solutions et sur-solutions,
est une méthode tres utile et largement utilisée dans la recherche des solutions de pro-
blémes de réaction-diffusion. Cette méthode permet d’étudier 'existence, I'unicité, la sta-
bilité, I’explosion en temps fini et le comportement asymptotique des solutions. On 1'utilise
en général sur une classe spécifique de systémes de réaction-diffusion quasimonotone. Ce
principe utilise en grande partie les résultats du principe du maximum fort, qui dit que si
u et v sont deux solutions telles que u < v sur le bord du domaine 052, alors u < v dans €.
Considérons 1'équation parabolique suivante :

Pu = f(x,t,u), (z,t) €D, t>0,
. (1.1.1)
u(z,0) = w(x), z€eR, 1=1,2,3.

o D =Q x (0,7) est un domaine borné de R" x R, avec 0f2 assez régulier. L’opérateur
P est défini comme suit :

ou
u "0 du
=2 Z: 8_xj(aij(;g,15)8—%). (1.1.2)

,

La matrice (a;;)1<ij<n est symétrique telles que chaque coefficient a;; soit borné dans D.
De plus, on suppose que 'opérateur P est uniformément borné dans D, au sens ot il existe
une constante p telle que

n

Z aij(x>t) 625] 2 ,[L|€|2, VS € Rn> (Zlf,t) € Da

1,7=1

et que f est une fonction de classe C* en u et Holder continue en (z,t).
Soient u et v deux fonctions de classe C* en x et de classe C' en t sur [0,7]. Sous les
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hypothés suivantes

Pu—f(x,t,u) < PU—f(LU,t,’U), (m,t)ED,
U(I,O) > U(iU,O), T e Qv (]_ 1 3)
@‘Fﬁ > @jtﬁ (x,t) € 09 x [0,T] a
ov ! = v 70 Y

ot f(z,t) > 0 sur 92 x [0,7] et v est la direction normale sortante, on a le théoréme de
comparaison suivant :

Théoréme 1.1.1 Si la condition (1.1.3) est satisfaite alors u(x,t) > v(x,t), V(x,t) € D.
De plus si u(z,0) > v(z,0), Yo € Q ouvert contenu dans 2, alors u(x,t) > v(z,t) dans
0 x [0,7].

Démonstration. Posons W (z,t) = u(x,t) — v(z,t). D’aprés les deux derniéres inégalités
de (1.1.3), on a

W(z,0) >0, VzeQ,
ow

— + W >0 sur 99 x [0,T7].
v

De la premiére inégalité de (1.1.3), on obtient
PW — fu(z,t,&) <0, V(x,t) €D,

oun & =tu+ (1 —0)v, 0 < < 1. Supposons que W < 0 en un point de D. 1l existe une
constante assez grande k de telle sorte que —f, — k < 0 dans D pour lequel e ¥ W < 0.
Soit h(z,t) = e~ W (x,t), alors

ow

h
W:kekthjLekt% et AW = e Ah.

D’autre part, on a
PW — fu(zvtag) = 6kt(Ph — kh — fuh) <0.

Ainsi, on obtient

Ph+(_k_fu(x>ta§)) < 0 dans D>
h(x,0) > 0 x €,
o (1.1.4)
Em + Bh > 0 sur 09 x [0,7].

Comme h < 0 en un certain point de D, alors m = min h(z,t) < 0.
D

Notons qu'il existe (7,%) € D tel que h(Z,f) = m. Nous allons considérer trois cas :

i) Si (z,t) € int(D) out =T en T, alors le lemme 9.11 de [73]| permet de conclure que
h(Z,t) =m < 0.
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ii) Le deuxiéme cas consiste a considérer la fonction h(z,7T") comme une fonction en

x. Cette fonction admet un minimum en z, donc

(z,T) = 0. Comme la ma-

03:,-

(z,T) est définie positive et que A est fortement parabolique,

2
trice Hessienne

[L’ial'j

alors Ah(z,T) > 0. D’autre part, comme pour tout ¢ < T, h(Z,t) > h(z,T), alors
oh

E(j’ T') < 0. On ainsi obtient la contradiction suivante,
Ph(z,T) — (k+ fu)h(z,T) > 0.

iii) Enfin, dans le cas ou (Z,t) = p € 9 x ]0,T|, on a d’aprés le théoréme 9.12 de 73],
Oh(p)

oy <0.Siv=(v,...,p_1,0) est une direction perpendiculaire a 'axe ¢, alors
v

Oh(p) _ kO (P)
ov ov
Comme (h(p) < 0, on obtient la contradiction suivante

et (OW (D) Oh(p)
< ke (217 \FJ - 7
0<e ( 5 + W (p)) £ + Bh(p) <0,
Donc W > 0 dans D et par suite u > v dans D.

La preuve de la seconde assertion du théoréme est similaire. O

De la méme facon, on peut considérer ’équation uniformément elliptique suivante :
Au = f(z,u), © €Q, (1.1.5)

ot € et A sont définis au début de ce paragraphe. Les coefficients a;; et a; sont des fonctions
de x et f est fonction de classe C! en x et en u.

0
Supposons que f(x,u) = a(x)u + g(x,u) on a—g(x, 0)=0, Vz € Qet a(zr) >0 dans Q.
u
On a alors le théoréme suivant :
Théoréme 1.1.2 Siu et v deux solutions de (1.1.5) vérifiant

a_u+/6 >@
ov u_&/

ot 3= B(x), alors u > v dans Q si g(x,u) < g(z,v) pour tout x € €.

+ Bv sur 052,

Démonstration. Posons W = u — v, alors

Au — au = g(z,u) < g(z,v) = Av —av dans €,

et a—W+6WZO sur 0f2.
v
Donc AW — aW < 0 dans Q. D’apreés les théorémes 8.1 et 8.6 de [83] et du fait que o > 0

dans €2, on déduit que W > 0 dans €. U
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1.2 Existence locale

Les systémes d’équations de réaction-diffusion ont regu beaucoup d’attention, motivés
par leurs utilisation fréquente dans les modéles chimiques et les phénomeénes biologiques,
et par la richesse des motifs spatio-temporels des solutions. D’une fagon simplifiée, ils
s’écrivent en général sous la forme

ou
E—DAuij(u), t>0,

u(z,0) = ug(z), v €R", i=1,2,3. (1.2.6)
ouu=(uy,...,uy), D=diag(ds,...,d,) avecd; >0, Vj=1,2,...,n
Soient B un espace de Banach muni de la norme ||.||5.

Définition 1.2.1 On dit que B est admissible si les conditions suivantes sont vérifiées :
i) B est l’ensemble de fonctions continues et bornées sur R. De plus st w € B, alors
[w]|s = [Jw]|oo-
it) B est invariant par translation, c’est a dire pour toute application de translation T :
R — R et pour tout w € B, on awoTt € B et |lworT|p=|wl|z.

iii) Si f : R™ — R™ telle que f(0) =0 est de classe C*, alors f(w) € B pour tout w € B
et pour tout M > 0, il existe une constante k(M) telle que

1f (w) = f(w)lls < [lw — w5, (1.2.7)

pour touts w,w’ € B avec |[w]so, ||W]e < M.

iv) On note par 1, : R — R la translation par rapport & h, alors on a pour tout w € B,
|lwot|lp — 0, quand h — 0.
v) Soit
S={feC®R"): |llim lz*DP f(x)| = 0}

pour tout multi-indice o et (3, et considérona une fonction g € S telles que g > 0 et

Jan g = 1. Posons g-(x) = e 'g(e"x), alors on a pour tout w € B, |g- ¥ w — w|p —

0, quand € — 0.

On définit par C([0, T'], B) 'espace de Banach des fonctions continues sur [0, 7] & valeurs
dans B muni de la norme

lwlf = sup [lw®)]s.
0<t<T

La fonction u € C([0, 7], B) satisfait le systéme (1.2.6), si est seulement si,

u(z, t) /Gm—y, uo(y dy—l—//Gx—y,t—s)f((,5))dyds
—G()*uo+/0 G(t —s) * f(u(s)) ds, (1.2.8)
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ou

G(t) = diag(gi(t), - .., ga(t)),

gi(t) = (47rdit)_% exp [m}, i=1,...,n. (1.2.9)

Théoréme 1.2.2 Supposons que f(0) = 0 et ug € B. Il existe to > 0 ou ty dépend
uniquement de [ et de ||ug|loo, telle que lexpression (1.2.8) admet une solution unique
dans C([0,t0], B). De plus, on a ||u|| < 2||uo||s-

Démonstration. Pour ¢, > 0, on note par
I'={u € C([0, to], B); |[u(t) = G (&) xuo|| < [[uol|s, [|u(t) = G(t) *uolloc < [Jollo, 0 < ¢ <o}

AlorsT" # () car 0 € T', et I est un ensemble fermé. Soii u € I'. Comme ||G(t)*uo||p < |Juo]|,
alors [lu(t)|ls < 2]|uol 5-

De plus, comme B est admissible alors, il existe une constante k(M) qui dépend uniquement
de [Jug||o telles que si u,v € et 0 <t <1, on a

1 () = flo@)lls < Ellut) —v(®)lls < kllu = o], (1.2.10)

par suite,

1f(w) = f)| < Ellu— o], (1.2.11)

1
Prenons ty = —, to dépend uniquement de f et de ||ug||o. Soit ® I'application définie sur
C([0,t0], B) par

Qu(t) = G(t) * ug +/0 G(t — s) = f(u(s)) ds.

Soit u € I". Comme g;(t), t > 0, est une mesure positive dont la masse totale est égale a 1,
alors on a pour tout 0 <t < t,

t
[Pu(t) — G(t) * uol[ s < ||/ G(t = s) = f(u(s))]s ds.
0
En posant v = 0 dans 'inéquation (1.2.10), on a,

1f (@)l < [[u(®)ls < 2k[luollz, 0 <t <t.

Par suite,

t
|u(t) — G(t) * uol 5 < Qk/ ol 5 dt
0
< 2kto|[uollz = [uol|5-

De méme on a
[Pu(t) — G(t) * uolloo < |to]|oo-
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Ainsi, ® est une application de I' dans I.
D’autre part, on a pour u,v € I,

!@Mﬂ—@ﬁwBSAHG@—ﬁ*waD—ﬂdﬁmB%
slnmw»—mmmmw
SAHM@—M@MdS

1
< Ktollu —v] = Sllu — .

D’out @ est lipschitzienne sur I'. En appliquant la théorie du point fixe sur un espace de

Banach, on en déduit que ® admet un unique point fixe dans I" qui est solution de (1.2.8).
(]

On va montrer dans la suite qu’il n’y a pas de solutions en dehors de I'.

Lemme 1.2.3 Soient u,v € C([0,T], B) deux solutions de (1.2.6) sur 0 <t < T, vérifiant
U] sos ||V]| oo < M. Alors il existe une constante k = k(M) telle que

lu(t) = v@®)ll5 < €"[[u(0) — v(0)]|5. (1.2.12)

Démonstration. Pour ¢ € [0,77], on a

u(t) —v(t) = G(t) * [u(0) = v(0)] + /0 IG(t =) * [f(u(s)) = f(v(s))] ds.
Comme B est admissible, il existe k = k(M) telle que

1f (u(s)) = f(v(s))ll < Kllu(s) — v(s)|5-
Alors,

[u(t) = o@)]5 < [[u(0) = v(0)]5 + k/o [u(s) = v(s)| s ds.

En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient le résultat voulu. Ce qui achéve la preuve
du théoréme. 0

Remarque 1.2.4 Si f est linéaire sous la forme f = Au oli A est une matrice d’ordre n,
alors la solution u du systéme (1.2.6) existe pour tout ¢t > 0. Elle est & priori bornée, s’il
existe une constante ¢ > 0 qui dépend uniquement de [Jug||~ telle que

[u(., t)lle < ¢, t€[0,T].

Théoréme 1.2.5 Soit B un espace de Banach admissible et soit ug € B. Si u est une
solution a priori bornée par rapport a la norme L™ sur 0 <t < T < oo, alors la solution
du systéeme (1.2.6) existe pour tout 0 <t <T. De plus, u(.,t) € B, 0 <t <T.
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1.3 Sous-solutions et Sur-solutions du probléme ellip-
tique associé

Les solutions elliptiques représentent les solutions d’équilibre qui ne dépendent pas
du temps. Elles sont souvent décrites comme des états asymptotiques atteints par des
solutions de problémes paraboliques dépendant du temps. Ces solutions de probléemes el-
liptiques obéissent au principe du maximum, voir [83]|. Dans ce paragraphe, nous allons
décrire la méthode itérative de sous-solutions et sur-solutions qui nous permettra dans la
suite d’étudier 'existence et la stabilité des solutions issues de problémes elliptiques. Nous
considérons alors le probléme elliptique suivant :

—Au :f(l',U), x €

{ Bu =h(z), x €. (1.3.13)

N P . au , |

ol A est defini dans (1.1.2) et Bu = By + Bou. On suppose que 0f) est assez régulier et
v

que f est au moins Holder continue en (x,u). Le choix de la condition initiale détermine
la convergence de la méthode. C’est en fait, ce choix qui nous améne a définir les notions
de sur-solutions et de sous-solutions.

Définition 1.3.1 On dit quune fonction uw € C* (1) N C*(Q) est une sur-solution de
(1.3.13) si elle vérifie le systéme suivante :

—Au > f(z,u)
{ Bu > h(z) €00 (1.3.14)

De la méme fagon, 4 € C* (Q) N C*(Q) est une sous-solution si elle satisfait les inégalités
inverses de (1.3.14).

Il est clair que d’aprés cette définition toute solution de (1.3.13) est a la fois une sous-
solution et une sur-solution. Une paire de sur-solution et sous-solution est dite ordonnée si
@ > @ dans Q. Pour toute paire ordonnée de sur-solution et sous-solution, notons (i, ) le
secteur défini par 'ensemble des fonctions u € C (Q) telles que @ < v < @ dans €.
Supposons que f satisfait la condition suivante

flxyuy) — f(z,ug) > c(x) (ug —ug)  dés que 0 < up <uy <1, (1.3.15)

ot ¢(z) est une fonction bornée positive ou nulle définie dans 2. Alors en ajoutant u ¢ dans
les deux termes de 'équation (1.3.13) et en posant

Fla,u) = uc(z) + f(z,u), (1.3.16)
le probléme (1.3.13) s’écrit

—Au+uc(r) = F(z,u) =€
Bu = h(z) z € 0. (1.3.17)
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D’aprés la condition (1.3.15), F'(x, u) est une fonction monotone non décroissante en
u € (@, ). Si on suppose dans la suite que ¢(z) € C* (Q), alors F(z, u) est Holder continue
dans Q x (@, 0). Soient u° € C*(Q) une fonction donnée et (u*), la suite définie par

—AuF +uFe(z) = F(o,u* ™) 2€Q
Bu* = h(x) z € oN. (1.3.18)

Soient (ﬂk)k et (gk) , les suites de fonctions de premier terme respectif la sur-solution
u’ = @ et la sous-solution u® = . (@*), est souvent appelé suite de sur-solution et (u*)y
est une suite de sous-solution.

Le lemme suivant montre que ces deux suites sont bien définies.

Lemme 1.3.2 On suppose que f satisfait la condition (1.3.15) et soit ¢ > 0 tel que ¢ # 0
quand 3 = 0. Alors les sur-suites et les sous-suites (u®);, et (u¥), sont bien définies.

Démonstration. Supposons que (u¥), est la suite de sous-solution ou de sur-solution,
d’apres le théoreme 1.3 de [73], cette suite est bien définie si

¢"(x) = F(z,u"(2)) = c(x)u"(2) + f(z,u"(2))

appartient a C*(€2) pour p € (0, 1).

Grace a hypothése ¢ € C%(Q), il suffit de montrer que f(z,u*(x)) € C*(Q) pour u < a.
Soient x, ¢ € Q. La continuité holderienne de f et u’ nous assure que

[f (2, u’(2)) = (&, u’(€))] < Holr — €]* + [u’(2) — u"(€)]7,

ot Hy est une constante holderienne de f. Comme u° € C*(12), alors il existe une constante
H; telle que

|f (2, u’(2)) = (&, u°(§))] < Hilz — €|* + |z — €],

ot u = a?. Ce qui implique que f(z,u’(x)) € C*(Q) et f(&,u’(&)) € C*(). En effet, si
u® € C*(Q) alors pour une constante Ky, on a

[u”(z) — u’(§)] < Kol — ¢

Dans tous les cas, le théoréme 1.3 de |73] assure I'existence de I'unique solution u' de
(1.3.18) et que u' € C?>*#(Q). En remplacant u” par u' et avec le méme argument, on
montre que u? existe et u? € C*#(Q) pour la méme valeur de p. Si on répéte le méme
argument pour chaque suite, on en déduit le lemme. O]

On exige dans le lemme 1.3.2 que ¢ # 0 quand § = 0, cette condition est pour assurer
I'existence pour chaque k, d’une solution unique du probléme linéaire (1.3.18). La condi-
tion (1.3.15) du lemme 1.3.2 est vraie pour tout ¢ > ¢. En fait, il est toujours possible de
trouver une fonction non triviale ¢ dans (1.3.18).

Le lemme suivant donne surtout la propriété de monotonie pour les sous-suites et les
sur-suites
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Lemme 1.3.3 Supposons que les hypotheses du lemme 1.3.2 soient satisfaites, alors les
suites de sous-solutions et sur-solutions vérifient la propriété de monotonie :

u < uf <o <T <TF < a dans Q, VE. (1.3.19)
De plus pour chaque k, @* et u* sont des sur-solutions et sous-solutions ordonées.

—u' = u—wu'. A partir des équations (1.3.14) et (1.3.18),

O

Démonstration. Posons w = @
on tire

—Lw + cw = (=L + cit) — F(x,u’) = —Lu — f(z,4) >0
Bw = Bu — h(z) > 0.

Grace au lemme 1.4 de [73], on a w > 0 dans © et par suite @' < @°. En utilisant le méme

argument, on obtient la propriété de la sous-solution, u' > u’.

Posons w! = u' — u!. De 'équation (1.3.18) et la propriété de monotonie de F, on obtient
—Aw' + cw' = F(z,a°) — F(z,u") > 0.

Comme Bw

=h—h =0, le lemme 1.4 de [73], assure que w' > 0.
Ainsi on a v’ < u!

< ' < @° dans Q. Supposons par induction que

Tt <uf < @b <@t dans Q,
alors en utilisant la condition (1.3.15) de semi-Lipschitzienne de f et a partir de I’équation
(1.3.18), la fonction w* = @* — u**+! satisfait la relation

—Aw* + cw® = F(z, ") — F(x,u") >0,
Buw* = 0.

Alors d’aprés [73, lemme 1.4 |, on a w* > 0, ce qui implique que @**! < @*. Le méme
argument nous donne que u**! > u* et uF*! <. La propriété de monotonie (1.3.3) se
déduit a partir du principe d’induction.

Pour montrer que 7" et u* sont des sous-solutions et sur-solutions ordonnées, on observe &
partir du processus d’itération (1.3.18) que

— A = —cu + [cu" ™ + fla, @] + floab). (1.3.20)

Ainsi d’aprés I'inégalité (1.3.19), on a @*~! > ¥, et d’aprés la condition semi-lipschitzienne
(1.3.15), on a
—Aa" > f(x,ab).

De plus, @* est une sur-solution, d’aprés ’hypothése Bu* = h(z).
En utilisant le méme argument, on en déduit que ©* est une sous solution. Ceci prouve que
u* et u* sont des sous solutions et sur-solutions ordonnées. O
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Le résultat du lemme 1.3.3 implique que

lim @*(z) = a(z) et lim u"(x) = u(x) (1.3.21)

k—o00 k—o0

existent et satisfassent la relation 4@ < u < 7 < @ dans ).
Le théoréme suivant montre que ces limites sont des solutions du probléme (1.3.13).

Théoréme 1.3.4 Soient u et u des sur-solutions et sous solutions ordonnées du probleme
(1.3.13) et f est semi-lipschitzienne au sens de (1.8.15). Alors, la suite (@), est monotone
et converge vers i € C***(Q) et (u*)y est une suite monotone et converge vers u € C***(Q).

De plus, & < u < u < @ dans ), et sl existe une autre solution u* dans (,u) alors
u<u" <u.

Démonstration. La suite (u*); est soit une suite de sous solution ou une suite de sur-
solution et u sa limite correspondante. D’aprés la convergence de la suite (u*), et la pro-
priété de continuité de F(z,u), la suite de fonctions (F(z,u*)) converge vers F(z,u) quand
k — oo. Ce qui implique que la suite (F(z,u*)) est uniformément bornée dans LP(£2) pour
tout p > 1. En appliquant le lemme 1.1 de |73] dans le procéssus d’itération (1.3.18), on
obtient

[ lwari@) < KNEF @) + 1l s,

ot m = 2 quand oy = 0 et m = 1 quand ag > 0. Le fait que la suite (F(u*"!)) est bornée
dans LP(2), nous assure que la suite (u*) est uniformément bornée dans W2P().
Choisissons p > n de sorte que a = 1 — — > 0, alors d’aprés le résultat d’inclusion dans

le lemme 1.2 (avec m = 2), la suite (ug)) est uniformément bornée dans C*+(Q). Cet
argument et le fait que I’ est Holder continue impliquent que (F(x,u*)) est uniformément
bornée dans C*(€2). D’aprés I'estimation de Schauder( voir 'équation (1.16) dans [73] pour
q = F(z,u*"1(z))), la suite (u*) est uniformément bornée dans C*t*().

Alors d’aprés le théoréme d’Azela-Ascoli, il existe une sous suite qui converge dans C?(Q)
vers v. De plus v € C*7*(Q). Comme (u*) converge vers u point par point, alors u = v.

De plus, la suite (u*) converge vers u dans C?(€), ce qui implique que
Auf — Au, CuF — Cu et Bu* — Bu quand k — oco.

D’autre part, comme F(u*) — F(u), k — oo, on en dédcuit que u est solution de (1.3.17)
et par suite une solution du probléme (1.3.13). Si u* est une autre solution du probléme
(1.3.13) dans (4, @), alors en considérant les couples (@, u*) et (u*, @) de sur-solutions et de
sous solutions ordonnées, on en déduit alors que @ > u > u* et u* > u > u, ce qui implique
u < u* <. ]

D’aprés la relation v < u* < u, les fonctions @ et u sont appelées respectivement,
solutions maximales et minimales. Pour les conditions au bord de Neumann, il est souvent
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nécéssaire de considérer le probléme au bord sous la forme

—Au+ cu = f(z,u) dans €,
ou

i h(x) sur 052, (1.3.22)

ot ¢ € C*(Q) et ¢ > 0. Comme dans le systéme (1.3.14), la sur-solution @ doit satisfaire

—At+ci > f(z,u) dans Q,
av
a—z > h(x) sur 01, (1.3.23)
et la sous-solution @ doit satisfaire l'inégalité inverse du probléme (1.3.23).
En utilisant le processus itérative suivant,

—AuF + (c+ c)uF = f(x,u") dans Q, (1.3.24)
ou*
— = h(z) sur 01, (1.3.25)
v

et les mémes arguments que ceux de la démonstration du théoréme 1.3.4, on obtient le
théoréme suivant, qui donne plus de propriétés aux solutions quand on s’intéresse aux
solutions positives sous la condition de Neumann.

Théoréme 1.3.5 Soient u et u des sur-solutions et sous solutions ordonnées du probleme
(1.3.22), ¢ une fonction positive définie dans €2 et f est semi-lipschitzienne au sens de
(1.3.15). Alors, le probléme (1.3.22) admet une solution maximal @ et une solution minimal
u telles que 1 < u < u < U dans Q. Ces solutions sont les limites des suites de solutions
données dans le probleme (1.3.24) avec pour premier terme respectif u® = u et u® = 1.

1.4 Généralité sur les ondes progressives

En 1937, Kolmogorov et al [52], ont émis I'idée que les ondes progressives peuvent
étre décrite non seulement par les équations hyperboliques mais aussi par des équations
paraboliques non linéaires. Dans les années soixante-dix, sous I'influence d'un grand nombre
des problémes les plus divers de physique, chimie et biologie, un développement intensif
de ce théme a commencé. Le nombre considérable de problémes sciences mentionnés ci-
dessus, conduisent a des solutions de type onde progressive et sont modélisé par un systéme
d’équations paraboliques de la forme,

% = DAu + F(u), (1.4.26)
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ot u = (uy, ..., Uy) est une fonction & valeur vectorielle qui représente la dynamiques des
espéce en temps et en I'espace, D est une matrice symétrique définie positive représentant
les coefficient de diffusion, A est 'opérateur de Laplace, et F'(u) une fontion vectorielle a
valeur vectorielle décrivant l'interaction locale entre les espéces. Les solution du systéme
(1.4.26) sont définies dans un domaine 2 de l'espace R"™ dont la frontiére ne coincide pas
celle de R" et leurs conditions aux limites sont spécifiées suivant le l'origine du probléme.
Nous allons d’abord donner des exemples d’ondes progressives. Ensuite, suivant la forme
de la fonction F'(u) nous presentons des méthodes classiques pour prouver le théoréme
d’existence.

1.4.1 Quelques exemples d’ondes progressives

Les ondes progressives décrites par des systémes paraboliques peuvent étre divisés en
plusieurs classes. L’exemple le plus classique est celui des ondes dites stationnaire qui sont
les solutions du systéme (1.4.26) u(x,t) = w(xy — ct,2’), ot w(x) est une fonction de n
variables, © = (1, ...,2,), © = (22,...,x,), et ¢ est une constante qui représente la vitesse
d’onde. Nous supposons ici que €2 est un cylindre, et que le systéme de coordonnés est
choisi de maniére que I'axe z; est dirigée dans I’axe du cylindre.

Au cours des derniéres années un vaste ensemble un certain nombre de modéles ma-
thématiques ont été étudiés dans laquelle non seulement des ondes stationnaires peuvent
étre observées, mais aussi des périodiques. En particulier, nous pouvons observer des ondes
périodiques, définies comme des solutions u(z,t) du systéme (1.4.26) de la forme,

w(z,t) = w(xy —ct, ', t)

ot w(x,t) est une fonction péridique du temps ¢ . Supposons que n = 1 et que les conditions

. U N
aux bords sont de types Neumann, c’est a dire, - 0 ot v est la surface normale. Nous
v

ne considérons que les ondes dites stationnaires,
u(z,t) = w(x; — ct)

La fonction w de la variable £ = x1 —ct est une solution de 1’équation différentielle ordinaire
suivant,

Duw" 4+ cw' + F(w) = 0, (1.4.27)

De toute évidence, I'équation (1.4.27) peut étre réduit au systéme de premier ordre suivant,

w’ =p
{ Dy = —ep— Plw) (1.4.28)

Ainsi, la classification des ondes planes peut étre réduit a I’étude de les trajectoires du
systéme (1.4.28). Les solutions de (1.4.26) sous forme d’ondes progressives sont aussi ap-
pellées fronts. Les solutions du systéme (1.4.27) sont des solutions stationnaires du systéme
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(1.4.26). Elles s’écrivent en fonction de la vitesse du front ¢ € R a déterminer. Si w(§) est
solution du systéme (1.4.27) pour un certain ¢, alors w(& + &) est également solution
de (1.4.27) pour la méme vitesse ¢, pour tout £ € R. Ceci résulte de I'invariance par
translation de I’équation (1.4.26).
Dans le cas ou n = 1 et m = 1, les fronts sont en translation uniforme, reliant deux
états d’équilibres w_ et w,y, c’est dire,
lim (w(f)) =ws, w-Fwy
§—+oo
On rencontre de telles ondes progressives dans les réactions chimiques de polymérisation,

les fronts de combutions, les flammes froides, etc. Un exemple de ces fronts est illustré a la
figure 1.1. Si w(¢) € C?(R) est une solution de 'équation différentielle (1.4.27) telle que sa

w

S~

g

F1G. 1.1 — Exemple de front monotone

dérivée premicre soit bornée alors, en utilisant le lemme de Barbalat [59], on montre que

i 1

li = li =
Jim (@) =0, lim (w(€) =0
Ainsi nous avons, F(w_) = F(wy) = 0. Par conséquent w_ et w, sont des états d’équi-
libre du systéme,
du
— = F(u). 1.4.29
W~ P (1429
Dans I’étude des fronts connectant w_ et w (les front du systéme (1.4.26) ), il est important
d’avoir des informations sur la stabilitlé de w_ et w, par rapport au systéme (1.4.29). Il y
a en fait trois cas possible,

i) w_ et wy sont des états d’équilibre stable stables du systéme (1.4.29). On parle alors
de bistabilité.

ii) L’'un des états d’équilibre w_ ou w, est stable, 'autre est instable. On parle alors de
monostabilité.

iii) Les deux états d’équilibre w_ et w,y sont instables.
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Comme nous allons le voir, les réponses aux questions concernant ’existence d’ondes pro-
gressives, leur unicité et un certain nombre d’autres questions, dépendent de la fonction
F(u). Différents types de fonction F(u) sont representés dans les figures 1.2 1.3, 1.4 et
1.5 dans le cas ou 'équation (1.4.26) est scalaire. Les figures 1.2 et 1.3 correspondent aux
fonctions F'(u) de types i) alors que les figures 1.4 et 1.5 représentent respectivement, des
fonctions de type i) et iii).

F1G. 1.2 = Type de fonction de réaction condisant a une non-linéarité bistable

w+ W

F1G. 1.3 = Type de fonction de réaction condisant a une non-linéarité bistable
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F1G. 1.4 - Type de fonction de réaction condisant a une non-linéarité mono-stable

F

F1G. 1.5 = Type de fonction de réaction condisant a une non-linéarité instable

1.5 Solutions exactes de fronts avec une réaction poly-
nomiale

1.5.1 Meéthode de factorisation

La méthode de factorisation est une technique bien connue utilisée pour trouver des
solutions d’ODE. Cela remonte aux travaux de Schrédinger dans les quelles il a résolu
certains exemples de 1'équation portant son nom [79], et elle a été ensuite développé par
Infeld et Hull [45] pour trouver des solutions analytiques de certaines classes d’équations
différentielles de second ordre. Dans un contexte plus général, la factorisation a déja été
introduite dans |78, 16] pour des équations différentielles ordinaires de la forme

" + gu)u' + f(u) = 0. (1.5.30)

Dans la suite, on présente une téchnique de factorisation pour un systéme d’équations
différentielles 31, 32],
' + gi(u,0)u + fi(u,v) = 0
{ 0"+ golu, 00 + folu,v) = 0, (1.5.31)
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L du . : .
ou u’ est la dérivation Du = —. Les fonctions ¢; et f;, i = 1,2, sont des fonctions

z
polynomiales en u et v. Ce systéme peut s’écrit

[D2+gl(u,v)D+M u = 0
Al (1.5.32)
[D2 + go(u,v) D + T’}v = 0.

Pour factoriser le systéme (1.5.32), les fonctions f; et fo doivent se mettre sous la forme
suivante,

fi(u,v) = uhy(u,v) et folu,v) = vhy(u,v). (1.5.33)

On obtient ainsi,

[D — Wio(u, v)] [D — Wy (u, U)]u = 0

(1.5.34)
[D — Wo (u, v)} [D — Wos(u, v)}v = 0,
ce qui conduit au systéme d’équations suivant,
ov
U// — (\I/12 + \1’11 + 1 u)u/ + \Iflg\Ifllu = 0
Qu (1.5.35)
U” — <\I/21 + \1122 + B 2 'U) U/ + \1’21\1122’11 = 0.
v
En comparant les systémes (1.5.31) et (1.5.35), on obtient
ov ov
g1(u,v) = —<\1112 + Wy + Wnu), g2(u,v) = —<\1121 + Way + ﬁv), (1.5.36)
fl(u, U) = \Iflglllllu, fg(u, U) = \1121\11221). (1537)

Le systéme (1.5.31) se transforme alors en quatre systémes d’équations différentielles
de premier ordre :

w = Uy (u,v) =0, v 4+ Wy(u,v)v =0,
u = Wis(u,v) =0, v+ Wy(u,v)v =0,
u = Vis(u,v) =0, v+ Wy (u,v)v =0, (1.5.38)
u =Wy (u,v) =0, v+ Wy (u,v)v =0,

et pour un certain choix de fonctions Wq; et Wy, on peut obtenir des solutions particuliéres
pour le systéme (1.5.31).

Dans la suite, on présente quelques exemples d’application de la méthode de factori-
saion.
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Modéle de réaction-diffusion

On considére le modéle suivant de réaction-diffusion,

ou  O*u
g ), ) = u(l —u)(1 —v),
gt dy tAlY), Al =ull —u)l =) (1.5.39)

a—@_"fﬂ'l%v)a fQ(U,U):U(l—'U)(l—U).

En utilisant la transformation z = x — ¢t ou ¢ est la vitesse de propagation, le systéme
(1.5.39) s’écrit,

u” + gr(u, ) + fi(u,v) = 0
{ V" + go(u,0)0 + folu,v) = 0, (1.5.40)
avec
g1(u,v) = ¢, filu,v) = u(l —u)(1 —v),
{ g2(u,v) = ¢, fo(u,v) = v(1 —v)(1 — u). (1.5.41)
La factorisation du systéme (1.5.39) conduit a
st [o-wate -
(1.5.42)

[D — Wo (u, v)} [D — Wos(u, v)}v = 0,
En posant dans le systéme (1.5.42),

Uy (u, 0) = %(1 S0 (o) = ki (1— u),
b (1.5.43)

Wop (u,v) = k—z(l—u), Woo(u,v) = ko(1l — ),

ou ki et ko sont des constantes bien déterminées, on obtient les équations différentielles de
premier ordre suivantes,

v+ ku(l—u)=0, v +kw(l—0v)=0. (1.5.44)

Pour déterminer k; et ks, on utilise les conditions dans (1.5.38), et on trouve
1
]{31 = ]{72 = §<—C:|: V02+4).

Les solutions s’écrivent alors

]{71<Z — Zo>
2
]{72<Z - Zo)
2

u(z) = %(1 + tanh( )), ou u(z)=

v(z) = %(1 — tanh( )), ou v(z)=
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Modéle de proie-prédateur

On condifére le modéle de proie-prédateur suivant,

824 Of ou 0%

o+ (L= To) 2 = o fwe), fiw ) = ula ),
5% of ov 0%

o+ (L= T5) 5 = S falww), file ) = v(a = bu),

En utilisant la transformation z = x — ct, le systéme (1.5.45) s’écrit,

u + g1 (u,v)u + fi(u,v) = 0
V" + go(u, v) + fo(u,v) = 0,

avec
gi(u,v) =cB{ (1 +7ar) +bv),  fi(u,v) = Bu(a — bv),

go(u,v) = cB( (L +7az) +bau),  fo(u,v) = Bv(ag — bou).

La factorisation du systéme (1.5.46) conduit &

[D — Wio(u, v)] [D — Wy (u, U)]u = 0

[D — Wo (u, v)} [D — Wos(u, v)}v = 0,

En posant dans le systéme (1.5.48),

\Iflg(u,v) = k‘il\/ﬁ(al — blv), \Ifll(u,v) = \/Bk’l,
\Ifgl(u,’(]) = %\/B(GQ — bQU), \IIQQ(U,’U) = \/Bkg,

2

ou

ki = %( — c\/B(l +7a;) + \/CQﬂ(l + 7a1)? — 4a1>,

ky = 5( — /B + 1ay) £ /261 + Tay)? — 4a2>.

on obtient les équations différentielles de premier ordre suivantes,

u —/Bhkiu=0, v —+/Bkyw =0.

(1.5.45)

(1.5.46)

(1.5.47)

(1.5.48)

(1.5.49)

(1.5.50)



Chapitre 2

Etude du modéle proie-prédateur avec
diffusion

La biologie et 1’écologie sont de fait, des sciences descriptives. La description est un
premier pas vers la compréhension d’un systéme. Cependant, une telle premiére étape doit
étre accompagnée par le développement d’un cadre théorique en vue de parvenir a une réelle
idée et de pouvoir faire un prédiction chaque fois que cela est possible. Les écologistes
ou biologistes sont de plus en plus confrontés aux défis de prévoir les conséquences des
changements des systémes qu’ils observent. Par exemple, nous devons mieux comprendre
comment la biodiversité marine diminue & mesure qu’'une espéce de poisson est péchée au
dela, ou comment traiter une tumeur a un stade avancé de fagon a minimiser les effets
secondaires des médicaments. C’est a cette fin que la théorie vient se greffer a ces champs
expérimentaux.

Ce chapitre décrit une étude théorique d’un modéle proie-prédateur. Cette étude peut
étre appliquée a la prédiction de la dynamique d’espéces d'un écosysteéme. Il s’agit de
déterminer comment il s’auto-organise pour produire des structures spatiales complexes.
L’auto-organisation de ces structures ou ”patterns” spatio-temporels est un des fascinants
résultats qui a été découvert ces derniéres années. Ce sont par exemple les structures de
Turing, les Spiral waves, le chaos spatio-temporel ou encore les ” finger prints”, voir [100].
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2.1 Introduction

En ne tenant pas en compte la dimension spatiale, le modéle que nous considérons est de
type proie-prédateur. Les interactions locales sont définies de facon a ce que la population
de proie suit une croissance logistique tandis que la réponse fonctionnelle du prédateur a
la proie est de la forme Holling type II. Le modéle qui découle de ces interactions locales
est le suivant :

( dH Clp
i (al_blH_HJrkl)H
wr ey, (2.1.1)
ar T H+ ky
avec, H(0) >0, P(0)>0.

\

H et P représentent respectivement la densité de proies et de prédateurs a 'instant T.

le terme a; (respect. ag) est le taux de croissance de la proie H (respect. du prédateur P),
by mesure la mortalité due a la compétition entre les individus de I'espéce H, ¢; (respect.
¢2) est la valeur maximale que le taux de réduction par individu H (respect. P) peut at-
teindre et ky (respect. ky) mesure la protection dont la proie X (respect. du prédateur P)
bénéficie grace a l'environnement.

L’origine et les applications de ce modéle sont expliquées en détail dans [10, 27, 71, 72, 26].
Le probéme (2.1.1) a été étudié dans [10, 27, 26]. Les versions avec retard et terme impulsif
ont été étudiées respectivement dans [71, 72, 84].

Dans cette thése, nous prenons en compte la dimension spatiale en supposant que la popula-
tion de proie et celle des prédateurs peuvent mouvoir dans un espace dont nous définirons
les limites. Nous représentons alors le modéle par un systéme d’équations de réaction-
diffusion qui exprime la conservation des densités de proies et de prédateurs. C’est un type
de modéle spatio-temporel couramment utilisé en écologie ou en biologie. Le modéle sécit
alors :

OH aP
L _— D,AH — b H — H
T 1 + <a1 1 o k‘l)
(2.1.2)
8P CQP
ar —  DArd (“2‘m)P

H = H(T,X) et P = P(T,X) représentent respectivement la densités de proies et des
prédateurs a 'instant T et & la position X, A étant 'opérateur Laplacien. Dy and D, sont
respectivement les coefficients de diffusion des proies et des prédateurs. Les termes rq, aq,
by, ki, 72, as, et ky sont des paramétres du modeéle (2.1.2). Ils jouent le méme role décrit
dans le modéle (2.1.1) et ils sont supposés positifs.

Dans la suite, on s’intéressera a l'aspect qualitatif des solutions, sous-entendues positives,
du probléme (2.1.2).
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Ce chapitre s’organise comme suit : Nous allons établir dans la section 2.3, 'existence
globale des solutions, I'existence des états d’équilibres et le bornage des solutions. La section
2.4 est consacrée a 1’étude de la stabilité des états équilibres. On étudiera au niveau de la
section 2.5, l'existence de "travelling wave solutions ". La derniére section est destinée a
I’étude de dynamiques complexes et a la formation de patterns spatio-temporels.

2.2 Existence globale et bornage des solutions

Afin d’étudier le probléme (2.1.2), nous réduisons le nombre de paramétres en intro-
duisant ce changement de variables :

3 3 b b
t=al, o= X(5 )" y=Y (5 )" ult) = 2H(T), vft) = 2L P(T)
D1 D1 ay a1 G2
a9Cq ag blk’l blk’g D2
a=——,b=—" e =—), eg=——, § = —.
ai1C2 ai ay 1 D,
Le probléme (2.1.1) s’écrit alors,
dE E
— = E1<1—E1— = ):f(E1>E2)
dt E1 + €1 (2 2 3)
L N e Br ) (Ey, E») -
dt N 2 El + €9 —9 b2
et a la place du systéme (2.1.2), on a le systéme spatio-temporel suivant :
ou(t
ut, @) = Au+u<1—u— @ ):Au+f(u,v)x€§2, t>0
+ 2.
dult,x) 5Av+bv<1— Y ):(sAu+g(u,u)er, t>0
ot U+ €9

ol (2 est le domaine spatial dans lequel se trouve les populations de proies et de prédateurs.
On suppose que §2 est borné et que les conditions au bord de €2 sont de type Neumann :

ou v 0
o v
U(O,[L’) = Uo(l'), z €4,
v(0,2) =vo(z), € QCR", n=1,2.
Les données initiales ug, vy sont des fonctions positives.

Dans ce paragraphe, nous allons étudier 'existence des solutions en utilisant la notion de
région invariante.
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2.2.1 Existence et bornage des solutions

La notion de région invariante fournit un fondement théorique et un cadre pour I’étude
du comportement asymptotique des solutions.

Définition 2.2.1 Un ensemble EI C R? est une région positivement invariante pour les
solutions du probleme 2.2.4, si toute solution u(z,t),v(x,t) dont la condition initiale est
dans E1, satisfait

(u(t,z),v(t,z)) e EI, Vx €Q, Vt>D0.

Gréce a la théorie standard d’existence de solutions |3, 4, 5, 83|, on établit aisement
'existence locale et 1'unicité de la solution (u(t,.),v(t,.)) du systéme (2.2.4) sous la condi-
tion 0 < t < Thnae, OU Thnae dépends de ug(x) et vo(x). Nous allons maintenant établir I'exis-
tence globale des solutions pour tout temps fini 7" fixé, tels que ||u(t,.)||r~ et ||v(t,.)| L=
sont bornées, pour tout t € [0,7).

Théoréme 2.2.2 Pour toutes fonctions positives ug(x) et vo(x) telle que ug(z) < 1, le
systéeme (2.2.4) admet une solution réguliére. De plus, cette solution est globale.

Démonstration. Comme (0, 0) est une sous-solution du probléme (2.2.4), on a u(t, x) > 0,
et v(t,x) > 0, dés que up(z) > 0 et vo(x) > 0.

Donc les solutions sont positives et RT x Rt est une région invariante. Dans la suite, notre
but est de montrer que ces solutions n’explosent pas en temps fini. Considérons d’abord la
premiére équation du probléme (2.2.4), on a

% < Au+tu(l—u)
gu _ (2.2.5)
ey 0, t >0,

u(z,0) = up(x) < wer = max ug(x).
s

Par le principe de comparaison, on a u(x,t) < uy(t) < 1.
Uo1

ui(t) = e = est la solution du probléme suivant :
Uo1 — Upr)e
du1
o = ml-wm) (2.2.6)
Ul(O) = Up1 S 1.

En appliquant le principe de comparaison a la deuxiéme équation du probléme (2.2.4),

@:5A0+bv<1— Y )

ot U+ ey

on obtient 'inégalité suivante :

ov dE2
<« =
ot = dt’
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ol E est la solution de la seconde équation du systéme (2.2.3), dont la condition initiale
est donnée par Fy(0) = max vg(x).
Q

Ainsi, on obtient a partir de [10, 27| que
ov dEQ dEl
<241
ot — dt dt
En posant ¢ = F5 4+ Ey, on déduit que

2
v _ do <5 (1+D0)%(1 +e3) s
ot — dt — 4 4b
1+0)%(1
En utilisant le lemme de Gronwall [38], on en déduit que v < Z + (1+0) 42 i 62). Ainsi,
les solutions u et v sont bornées. O

Théoréme 2.2.3

i) Pour toutes fonctions positives ug(x) et vo(x) données, le systéme (2.2.4) admet une
solution globale et réguliére.

ii) Le domaine R* x RT est positivement invariant.

iii) Toute solution du probleme (2.2.4) dont la condition initiale est dans RT™xR™ | converge
vers ’ensemble défini par

_ 5 (14b)*(1+e)
A:[O,l]x O,Z‘i‘ 1b

Démonstration. En utilisant le méme raisonnement que dans le théoréme 2.2.2, on a
pour toute condition initiale (ug(z),vo(x)) du systéme (2.2.4),

0 <u< Ey, avec FEi(0) = max ug(z)
Q
0 <wv < Ey, avec F3(0) = max vp(x).
Q
Donc on peut dire d'une part que le domaine R™ x R est positivement invariant et les

solutions du systéme (2.2.4) sont finies méme si ug(x) > 1 .
D’autre part d’apres [10, 27| on a,

limy oo B4 (1) < 1,

1111, 4 o0 (E1 (1) + E2(t)) <

Ce qui compléte la preuve. O
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2.2.2 Existence d’états d’équilibre

Dans cette partie nous étudions l'existence ou non d’états d’équilibre positifs du sys-
téme (2.2.4). On dit que (u(x),v(x)) est un état d’équilibre positif du systéme (2.2.4), s'il
satisfait 1’équation suivante :

Au—l—u(l—u— @ ):0, x e
U+ €1
5Av+bv<1— Y ):O,xGQ (2.2.7)
U+ eg
ou o0
\ o Oov

Théoréme 2.2.4 Considérons les conditions suivantes
a<l, eg—a+1—M>0, (2.2.8)

ot M est une sur-solution de la seconde équation du systéme (2.2.7). Si les conditions
(2.2.8) sont satisfaites alors le systéme (2.2.7) admet au moins une solution positive

(u(x), v(z)).

Démonstration. Par commodité, nous écrivons le systéme (2.2.7) de la fagon suivante :

( av
u u( u u+61) f(u,v)
—0Aw = bv (1 - ) = g(u,v) (2.2.9)
U+ €9
o o,
v v
Siu>0etv>0 alors, de simples calculs permettent d’obtenir,
g _ _—au <0
v u+e
2
L Y
ov  (u+ey)?

Cela signifie que la fonction f est quasi-monotone décroissante, et la fonction g est quasi-
monotone croissante. Le systéme (2.2.7) est alors appelé systéme quasi-monotone mixte.
Nous allons maintenant construire une paire de sur-solution et de sous-solution du systéme
(2.2.7) que nous notons respectivement U(x) = (u(z),v(z)) et V(x) = (u(z),v(x)).

Par définition (voir [73|), U(z) est une sur-solution et V'(x) une sous-solution du systéme
(2.2.7), si on a

u ou
81//0/81/ sur oS,
T gy 0

sur OS2,
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et
_Aﬂ—ﬂ(l—ﬂ—_ay )202—Ag—g(1—g— aw ) (2.2.10)
U+ e U+ e
_M—bv<1—_“ )202—@—@(1— = ) (2.2.11)
U+ es U+ e

Posons %(x) = 1. Alors pour tout (x) > 0, la premiére inégalité de (2.2.10) est satisfaite.
1+b)2(1
Fixons M telle que M > Z + (1+06)*(1 + es)

inégalité de (2.2.11) est satisfaite. Remarquons qu’avec v(z) = M, la seconde inégalité de

(2.2.10) devient alors
—Aﬂ—ﬂ<1 —u— oM ) <0.

U+ €

et posons T(x) = M. Alors la premiére

Soit u(z) > 0 une solution strictement positive du probléme suivant :

—Ag—g(l—g— alM ):0
U+ €
ou_

o =

(2.2.12)

Nous allons montrer que si les conditions a < 1 et e; —a+ 1 — M > 0 sont satisfaitent,
alors I’équation (2.2.12) admet une solution positive.

Sionaa<lete —a+1— M >0, alors on peut vérifier aisément que (1;1 — a) est une
paire de sur-solution et sous-solution de I’équation (2.2.12). Ainsi cette équation admet
une solution positive u(x) qui vérifie 1 —a < u(z) < 1. On a évidemment,

Soient T(z), u(x) et T(x) donnés. Si ey —a+1—M > 0, alors on peut choisir v(z) constant
positif et assez petit de telle sorte que I'inégalité suivante soit satisfaite :

—AQ—bQ(l— = )§0

U+ €9

Notons que cette inégalité est satisfaite dés que 0 < v < 1 — a — es. Ainsi nous avons
construit une paire de sur-solution et sous-solutions (u(x),v(x)) et (u(z),v(x)) du systéme
(2.2.7). Donc le systéme (2.2.7) admet au moins une solution (u(z),v(x)) qui satisfait

u(z) < ufzr) <u(x)
<w(r) <v(x).
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Nous allons donner maintenant les conditions sous les quelles le systéme (2.2.4) n’admet
pas d’état d’équilibre.

Théoréme 2.2.5 Supposons que 6 < 1. S1b > 1, aes > e; et a > 1 alors le systéme
(2.2.7) n’admet aucune solution positive.

Afin de démontrer ce théoréme, on a besoin d’énoncer le lemme suivant, ( pour plus de
détail voir [28]),

Lemme 2.2.6 Considérons le probléeme de valeurs propres suivant :

{ dAp + q(x)p = A, dans(Q,

0

ad = 0 sur o,

v
ot d >0, q(x) € C**(Q) avec ¢ > 0.
Soit \g = A(q, d) Uunique valeur propre principale. Alors \(q, d) est une fonction continue
non croissante en d, et strictement décroissante si q(x) n’est pas constante. De plus on a :

(2.2.13)

i) Mg, d) TQ = mgx q(z), quand d — 0,

it) Mq,d) | w= ﬁ / q(x) dx, quand d — 400,
Q

iii) q1(x) > qa(x) pour x € Q, alors A(q1,d) > Nge,d).
Cette inégalité devient stricte si q1(x) # qa(x).

Démonstration du théoréme 2.2.5. Supposons que le systéme (2.2.7) admet une solu-
tion positive (u(z),v(x)) avec u(x) > 0 et v(x) > 0. Posons

Fi(x) = 1—u-— fr] , x €,

v (2.2.14)
Fy(z) = b(l— ), x € €.

U+ €9

Alors u(x) et v(x) sont les fonctions principales des problémes de valeurs propres suivants :

Ap+ Fi(z)p = Ap dans €,
ad 0 sur 052, (22.15)
%
et
0Ap + Fy(z)p = Ap dans
ad = 0 sur 09, (22.16)
v

A = 0 est la valeur propre associée a ces deux problémes.
Sous les conditions du théoréme 2.2.5, on a par un calcul direct :

(a —1)u+aey — e
(u+ep)(u+es)

Fy(z)—Fi(x)=b—14u+wv

> 0.
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D’autre part, on a d’aprés le lemme 2.2.6,
)\(F276) S )\(Fla(s) < )\(Fla 1)a

ceci contredit le fait que \(Fy,d) = A(Fi,1) = 0. Donc le systéme (2.2.4) n’admet pas
d’état d’équilibre.

2.3 Stabilité des états équilibres

Dans ce paragraphe nous étudions la stabilité des états d’équilibres du systéme (2.2.4),
c’est a dire la stabilité des solutions du systéme (2.2.7). D’aprés le paragraphe précédent
et en utilisant [10, 26, 27|, on établit aisément que les solutions du systéme (2.2.7) sont :

SO = (07())7 Sl = (17())7 S2 = (0762)7

Sy = (u*,v*), ou (u*,v*) est la solution positive du systéme

*

v
1 —u* —

=0

u*+e
v* 1 (2.3.17)

1— =0
u* + e9

Sy = (u(x),v(x)), ot u(x) et v(z) sont des fonctions positives définies sur ). Leurs exis-
tences ont été démontrées dans le paragraphe pécédent.

2.3.1 Stabilité locale des états d’équilibres

Ce paragraphe est destiné a I’étude de la stabilité locale des solutions {S;}, i = 1,2,3,4
du systéme (2.2.7) données en début de paragraphe. La question de la stabilité locale au
voisinage de .S; se résoud en considérant le probléme de valeur propre de 'opérateur linéarisé
correspondant, (voir [49] pour plus de détail). Soit (u(z,t), v(x,t)) une solution du systéme
(2.2.4), on peut I'écrire sous la forme suivante :

(U(l’,t), U([L’, t)) - SZ + W(Z’,t) = SZ + (wl(x7t)a wg(l', t)) :
En utilisant cette derniére expression dans le systéme (2.2.4), on obtient

%—Vt‘/ _ DAW + L(S)W, (2.3.18)

ou

D = diag(1,9),
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1 gy e _au
u+eq)? u+ e
L(u,v) = bvg ; 2bv . (2319)
(u+ e3)? u+ ey

Proposition 2.3.1 L’équilibre uniforme Sy = (0,0) est instable.

Démonstration. D’aprés I’équation (2.3.18), le systéme linéarisé du probléme (2.2.4) au
voisinage de Sy s’écrit

(
% = Aw1+w1 CL’GQ,
)
% = §Awy +bwy 1 EQ, (2.3.20)
Qo) Qwel
[ OV o W o

Afin de déterminer la stabilité de I’équilibre Sy, il suffit de connaitre le signe des valeurs
propres du probléme suivant :

Aw1 + wq = nuwy ¢ Qv
0Awy +bwy = nwy x€Q, (2.3.21)
Owy Ows
o |0 AP

Nous allons montrer que la plus grande valeur propre du probléme (2.3.21) est positive. La
premiére étape consiste & montrer que toutes les valeurs propres sont réelles : soit 1 une
valeur propre du probléme (2.3.21) dont la fonction propre associée est (wq, ws). Si wy # 0,
alors 1 est une valeur propre du probléme dont l'opérateur associé est A + 1 et dont la
condition au bord est de type Neumann homogéne. Donc, 7 doit étre réel.

Par un raisonnement similaire, on montre que si wy # 0 alors n est ausi un nombre réel.
Par conséquent toutes les valeurs propres du probléme (2.3.21) sont réelles.

Soit 7; la plus grande valeur propre du probléme (2.3.21). Le probléme suivant

Aw1 +w; = )\wl T € Q
oy B . (2.3.22)
o |pg ’

admet une valeur propre principale A\; positive dont la fonction propre associée w; > 0. On
veut montrer que A\; est aussi une valeur propre du probléme (2.3.21).

En fait, si we = 0 alors (wy, we) = (01, 0) est une solution du systéme (2.3.21) avec n = ;.
Donc \; est une valeur propre strictement positive du systéme (2.3.21). Par conséquent 7,
est strictement positif puisque 71 > A; > 0. On conclut donc que le point d’équilibre S
est instable. U
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Proposition 2.3.2 L’équilibre homogéne S; = (1,0) est instable.

Démonstration. D’aprés I’équation (2.3.18), le systéme linéarisé du probléme (2.2.4) au
voisinage de Sy s’écrit

% = Awl—w1—1+elw2 xr € €,
% = 0Awy + bwy x € 9, (2.3.23)
Qun dual - _,
OV o W oo

Afin de déterminer la stabilité de 1’équilibre Si, il suffit de trouver le signe des valeurs
propres du probléme suivant :

a

Aw1 — W1 — wy = Nw; T E Q,
1+ €1
SAw, + bw, = nwy €, (2.3.24)
Owy _ dw
P o o0 o

Nous allons montrer que la plus grande valeur propre du probléme (2.3.24) est positive.
Par le méme raisonnement que dans la proposition 2.3.1, on démontre aisément que toutes
les valeurs propres du probléme (2.3.24) sont réelles.

Soit 7; la plus grande valeur propre du probléme (2.3.24). Puisque b > 0, La valeur propre
principale A\; du probléme

OAwy +bwy = Iwy x €€
8w2
Wy

(2.3.25)

o0

est positive et sa fonction propre associée we > 0. Ay est aussi une valeur propre du
probléme (2.3.24) : si on prend w; comme solution du probléme linéaire suivant

Awl—(1+)\1)w1 :1j TIJQ LIZ‘EQ
9w, “ (2.3.26)
1 =0,
(9,78 PN

alors (wy,ws) = (w1, W) est une solution du probléme (2.3.24) avec pour valeur propre
n = A1. Donc Ay est une valeur propre positive du probléme (2.3.24). Par conséquent 1,
est strictement positif puisque 17, > A; > 0. Donc S est instable. O

Proposition 2.3.3 Sie; > aey alors Sy = (0, e3) est un équilibre homogéne instable.
Si ey < aey alors Sy = (0, es) est un équilibre homogéne stable.
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Démonstration. D’aprés I'équation (2.3.18), le systéme linéarisé du probléme (2.2.4) au
voisinage de Sy est

( % = Awl—l—(l—ae—ef)wl x €}
% = 0Awy +bw; —bwy x €0 (2.3.27)
gl dual - _,
WP W {pq

Pour déterminer la stabilité de I'équilibre S5, il suffit le signe des valeurs propres du pro-
bléme suivant :

aeo

Aw1 + (1 - e—)wl = nw; ¢ Q
1
AWy +bwy —bwy = nwy €N (2.3.28)
Owy _ Ow)
O g v o0 o

En effet nous devont démontrer que la plus grande valeur propre du probléme (2.3.28) est
positive si e; > aey. Comme & la proposition 2.3.1, on démontre aisément que toutes les
valeurs propres du probléme (2.3.28) sont réelles. Soit 7; la plus grande valeur propre du
probléme (2.3.28). Puisque e; > a ey, La valeur propre principale A; du probléme

Awy + (1 — a_62>w1 = \w; z€RQ
ow | (2.3.29)
— = 0
o |0

est positive et sa fonction propre associée w; > 0. Démontrons que A; est aussi une va-
leur propre du probléme (2.3.28). En fait, si nous choisissons wy > 0 comme solution du
probléme linéaire suivant

5Aw2 — (b + )\1)1112 = —b’(Ijl T € Q
Ows _ 0
v B

(2.3.30)

o0

alors (wy,wy) = (wq, We) est une solution du probléme (2.3.28) avec n = A;. Donc A; est une
valeur propre strictement positive du probléme (2.3.28). Par conséquent 7 est strictement
positve puisque 71 > ;. Donc Ss est instable.

Nous allons montrer maintenant que si e; < a ey alors Sy est stable.

Soit (w1, ws) la fonction principale du probléme (2.3.28) dont la plus grande valeur propre
correspondante est ;. Si w; # 0, alors 7; est aussi une valeur propre du probléme (2.3.29).
Sie; < aeg alors 1; < 0 car sous cette condition la plus grande valeur propre du probléme

(2.3.20) est A, = 1 — °22 < .

€1
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Si w; = 0, alors nous avons wy # 0. Par conséquent 7; est une valeur propre du probléme
suivant

OAwy —bwy = Awy x €
Ows (2.3.31)
o2 - 0
[0/ 78 PN

Evidemment la plus grande valeur propre du probléme (2.3.31) est —b < 0. Par conséquent
aeo

nous avons aussi 7; < 0. Ainsi Sy = (0, e3) est stable si Ay =1 — — < 0. O
€1
Proposition 2.3.4 On suppose que
1
a> 3 et 0<e <eé (2.3.32)

avec & = —(a+1)+ e, €= (a+1)*+2a(l+2a) — 1.
Si la condition (2.3.32) est satisfaite alors (u*,v*) est stable.

Démonstration. Soit ¢; la %™ fonction propre définie sur €2, du probléme dont I'opé-
rateur associé est —A et dont la condition au bord est de type Neumann homogéne. En
d’autre terme le probléme considéré est,

{ —A¢] = >\j¢j7 dans €

% = 0, sur 09,
v
ott les \; sont des scalaires vérifiant 0 = Ay < A\ < A < ...
D’aprés I'équation (2.3.18), le systéme linéarisé du probléme (2.2.4) au voisinage de (u*, v*)
est

(2.3.33)

88—‘1/ = DAW + XW, (2.3.34)
avec D = diag(dy, ds), et
er(1 —u*) au’*
(A B\ _ [ 1-2u"—— ——
X = < Q R ) = ; u* + e u_—b|— €1 . (2335)

L’expression développée de la solution W de (2.3.34) est la suivante
W =2 2(t)e;(), (2.3.36)
=0

ou chaque z;(t) € R?. En substituant expression (2.3.36) dans 1’équation (2.3.34) puis en
¢galisant les coefficients de chaque ¢;, nous obtenons

dzj

dt = Cij, ou Cj =LY — )\jD
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Ainsi I'équilibre homogeéne (u*, v*) est stable si et seulement si chaque z;(t) décroit vers
zéro. Ce qui revient a dire que toutes les valeurs propres de chaque C; sont de partie réelle
négative. Les valeurs propres 1,2 de C; sont déterminées en résolvant 1'équation suivante

7 p(A + R \(dy + d2)> + Ndydy — A\j(di R + dyA) + AR — BQ = 0.
Par conséquent, la partie réelle de chaque valeur propre de C; est négative si on a
A+ R—\(dy+dy) <0, et )\idldg — Nj(dhR+ d2A) + AR — BQ > 0. (2.3.37)

Remarquons que R = —b < 0, A\; > 0 et B < 0. Par conséquent la condition (2.3.37) est
satisfaite si
A<O0, et Q>0.

Donc pour que A < 0, il suffit que
2u*—1—6120
1—&—61+\/K—1+6120.

Ce qui implique, A > a, et par suite
(a+e —1)* —4(aeg —e;) —a* > a
e? 4+ (2a + 2)e; — 2a(1 + 2ey) +1 > 0.

Or ces deux inégalités sont vérifiées d’aprés les hypotheéses de la proposition 2.3.4, donc
A < 0. D’autre part, on a () > 0. Par conséquent (u*, v*) est stable. U

2.3.2 Stabilité globale de I’équilibre homogéne non trivial

Dans cette partie nous étudions la stabilité globale du I’équilibre homogéne non triviale
du systéme (2.2.4), c’est a dire de (u*, v*).
Théoréme 2.3.5 Supposons que ’hypothése suivante soit satisfaite,
I1<er <e (2.3.38)
alors Uéquilibre (u*,v*) du probleme (2.2.4) est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration. La preuve du théoréme est basée sur la construction d’une fonction de
Lyapunov. Pour cela considérons les fonctions [ et L définies par

“(n—u*)(n+e) u*+62/”7)—v*
l = d d
(u,) /u* an (n+ eq) mt bu* N "

et

L(u,v) = /Ql(u,v) dx

:/</ n=w)nte), v +€2/ nov dn) d.
o \Jur an(n+ez) b J m
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Q) est le domaine défini dans 2.2.4. Notons que [ est une fonction de Lyapunov du systéme
(2.2.3), voir [27] pour plus de details.

Notre objectif est de montrer que L est une fonction Lyapunov, avec une dérivée orbitale
négative. Pour toute solution (u,v) de (2.2.4) dont la condition initiale (ug(z),vo(x)) est
dans le quadrant positif alors L(u,v) est positive. De plus L(u,v) = 0 si et seulement si

(u,v) = (u*,v"). ]
Il ne nous reste qu’a prouver l'inégalité suivante L < 0.

En effet,

@:/ (u—u*) (u+ep) At (1— ) — aw \
dt 0 au (u+ e) u+ e
+/U—|—62U—’U (5Av+b<1— ! )U) dx
o bu* v u—+ e
(u—u")(u+e) auv
= u(l—u) — dx
Q au(u + eg) u+ e
+/u +egv—vbv<1_ v )dm
o bu* v U+ e

+/ aglizlute) s W tev-vy (2.3.39)
Q au(u + ez) bu* v

Notons par 7T} les deux premiers termes de droite de 1'égalité (2.3.39) et par T le dernier
terme de droite.
Aprés un calcul simple suivi d’une réduction, 7 devient

T = — /Q ((u Fut e — 1) E:(Lu_fe; + (1;122) dz (2.3.40)

Pour calculer T5 on utilise la formule de Green et le fait que le flux soit nul au bord de €.
On obtient alors,

d ((u—u*)(u+e) u* + ey d (v—v*
Ty = — 2 2
? /Q <|VU| du ( au(u + ez) o bu* Vel dv v de

_ _/ (sz (62 atltu  u er( U+€2)) st bt@‘w‘ﬂ—z) d (2.3.41)
9 v v

a(u + ez)? a(u? + equ)?

. dL
D’apreés les expressions finales de T} et 15, on a E(u, v) < 0. Par conséquent d’apreés le

théoréme de La Salle’s [48], (u*, v*) est globalement asymptotiquement stable. O



34 Chapitre 2. Etude du modéle proie-prédateur avec diffusion

2.4 Existence de travelling wave solutions

Les "travelling waves” ou ondes vogageuses sont des bifurcations globales que 'on
peut observer dans la nature ou de fagon expérimentale, ou méme encore dans certains
modeéles de problémes d’évolution. Ce sont en fait des solutions du probléme considéré qui
connectent deux états d’équilibre. L’existence de ces solutions a été conjecturée par Fisher
dans [34] et Kolmogorov dans [52] a donné la preuve de leur existence. Dans sa thése en
1980, pour construire ces travelling waves, Dunbar dans [29] a développé une méthode
assez générale et applicable sur les modéles proie-prédateur avec diffusion. En 2007, les
auteurs de [2| ont donné une méthode applicable sur des modéles qui ne sont pas de type
proie-prédateur. Cette méthode n’utilise que les outils de I'analyse fonctionnelle. En fait
dans ce paragaphe nous allons développer les mémes arguments que les auteurs de 'article
[2] pour construire une telle solution qui va connecter deux équilibres homogénes. Donc la
méthode que 'on va utiliser est uniquement basée sur la théorie de ’analyse fonctionnelle
et elle peut étre appliquée a des modéles proie-prédateur en général.

2.4.1 Préliminaires

Comme on I’a vu plus haut, le systéme (2.2.4) admet quatre états d’équilibre homogénes
qui sont Sy = (0,0), S; = (1,0), Sy = (0,e3), S5 = (u*,v*) (voir [10, 27| pour plus de
détails). L’objectif dans ce paragraphe est de donner la preuve d’existence d’une solution
de type onde voyageuse qui connecte les équilibres homogenes S; = (1,0) et S5 = (u*, v*).
Cela consiste a démontrer que le systéme (2.2.4) admet une solution de la forme suivante :

(h(z = ct), p(x — ct)) = (u(z, ), v(z,1))
(h(=00),p(—0)) = S5, (h(+00),p(+00)) = Si, (2.4.42)
ot ¢ est "the wave spread". Posons (u(z,t),v(x,t)) = (h(x — ct), p(x — ct))
et introduisons cette nouvelle expression de (u(z,t), v(z,t)) dans 'équation (2.2.4). Nous

obtenons alors,

h+ ch + hM(h,p) =0
dp+ cp+pN(h,p) =0 (2.4.43)

ot M(u,v) et N(u,v) sont définis de la maniére suivante
F,0) = uM(u,0) g(u,0) = N (u,0)

C’est a dire,

M(u,v) = (l—u— @ )

uter (2.4.44)
N(u,v) = b (1 -

v
U + €9
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densities

o 05 15 2

Splnace

Ezemple de solution onde voyageuse du systéeme (2.2.4. Les valeurs des paramétres sont :

el=03,e2=0.1,a=1.1,b=0.2, c=4.7, 6 = 2.5. La densité de proie est en bleu, celle
de prédateur en vert green.

La figure 2.4.1 est un exemple de solution onde voyageuse du systéme (2.2.4. Notons par
Y le domaine invariant défini dans le paragraphe 2,

B 5 (14b)2(1+e)
¥ =1[0,1] x 0,7+ m

Les courbes M (u,v) = 0 et N(u,v) = 0 divisent le domaine ¥ en quatre parties, (voir figure
2.1). L’existence de la solution "travelling waves” dépend du choix d’une de ces quatre
parties de ¥ comme du domaine dans lequel va appartenir (h(0),p(0)). Cela s’explique
simplement par le changement de signe de M (u,v) = 0 et N(u,v) = 0 selon qu’on soit
dans une de ces parties. Nous allons ainsi montrer que les solutions vont satisfaire I'inégalité
suivante

w<h<l1l 0<p<uv, h>0, p<0 (2.4.45)

La seule hypothése que l'on fera est la suivante,

¢ > 4rs, onr =max(1,6), s = mgx(f(u, v), g(u,v)). (2.4.46)

Soit D le domaine défini par,
D ={(u,v) € X, M(u,v) <0, N(u,v) >0, v < v}

Théoréme 2.4.1 Si la condition (2.4.46) est satisfaite, alors le systéme d’équations dif-
férentielles (2.4.43) admet une solution (h(t),p(t)) définie sur R. De plus, cette solution
vérifie les conditions (2.4.45).

Avant de démontrer le théoréme 2.4.1, rappelons le lemme de Barbalat que nous utili-
serons dans la suite (voir [59] pour plus de détail sur ce lemme).

Lemme 2.4.2 Soit f :]0,+o0o[— R une fonction intégrable et uniformément continue.
Alors nous avons tliin f(t)=0.
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F1G. 2.1 — Représentation des isoclines et des équibres du systéme (2.2.3) pour illustrer le domaine
D.

2.4.2 Construction de la solution travelling wave

La construction de la solution se fait en deux phases. La premiére consiste & démontrer
que pour toute solution de I’équation (2.4.43) dont la condition initiale est dans D, tend
vers S7 en +oo. Ce qui permet de construire une partie de la solution sur [0, +00[. La
deuxiéme phase consiste a construire I'autre partie de la solution sur | — oo, 0] en prenant
une suite de conditions initiales dans D qui tend vers Ss.

Considérons d’abord I’équation différentielle suivante :

i+ ch 4+ sy = 0 (2.4.47)

ou r, ¢, s sont des nombres réels positifs qui satisfont la condition (2.4.46). Le polynome
caractéristique de 'équation différentielle ordinaire (2.4.47) admet alor deux racines réelles
négatives distinctes, A\; et Ay. Nous supposons que 0 > A; > A,. Ainsi, si z(¢) est une
solution de ’éqution (2.4.47) telle que 2(¢y) = 0, alors z(¢) > 0 pour tout t > t;. Cela
signifie que I’équation (2.4.47) est disfocale (voir [2] pour plus de détails ).

Lemme 2.4.3 Soit (h(t), p(t)) une solution du systeme d’équations différentielles (2.4.43)
satisfaisant les conditions initiales (h(0),p(0)) = (co1, co2) € D et (h(0),p(0)) = (0,0).
Si la condition (2.4.46) est satisfaite, alors la solution (h(t),p(t)) vérifie les inégalités
(2.4.45) pour tout t > 0. De plus, on a

i) lim h(t) =1,

r——+00
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i) lm p(t) =0,
iii) h(t) et p(t) sont uniformément bornés.

Démonstration. D’aprés le théoréme 2.2.3, on a h(t) > 0 et p(t) > 0 pour tout ¢ > to.
Nous allons montrer que h(t) > 0 et p(t) < 0 pour ¢t > 0. Notons qu’a t = 0,

h=—hM(h,p) >0
2.4.48
p.:_pN(;,p) _0 (2.4.48)

Donc au voisinage de t = 0, h(t) > 0 et j(t) < 0. Par suite, au voisinage de t = 0, on a

h(t) > 0 et p(t) < 0. Supposons qu’il existe un nombre ¢ > 0 telles que
h(t) =0 et h(t) >0, Vt €]0,1[. (2.4.49)

Supposons que t est le premier point qui vérifie (2.4.49). Soit z(t) = e’ — A\je??t la
solution de I'équation
Z4+ci+sz=0, (2.4.50)

dont les conditions initiales z(0) = Ay — Ay et 2(0) = 0, ot A\; et Ay sont les racines du
polynéme caractéristique de I’équation differentielle ordinaire (2.4.50, s et ¢ sont choisis
sous les conditions de 'inégalité (2.4.46).

Posons 7(t) = e“. En multipliant la premiére équation du systéme (2.4.43) par zv et
I'équation (2.4.50) par h-y, puis en soustrayant (2.4.43) de (2.4.50), on obtient

d (fy(hz‘ - hz))
dt
D’autre part, en intégrant ’équation (2.4.51) de 0 & ¢, on trouve

+ (s = M(h,p))vhz = 0. (2.4.51)

y(@&)R(t)2(t) + /Ot (s — M(h,p))vhzdt = 0. (2.4.52)
Or on a,
2(t) >0, h(t)>0, ~({) >0, et (s—M(h,p))>0. (2.4.53)

Donc il est impossibe d’avoir (2.4.52) dans ces conditions. Cette contradiction permet de
conclure que h(t) > 0 pour tout ¢ > 0 . Avec un raisonnement similaire, on démontre que
p(t) < 0. D’aprés le théoréme 2.2.3 et d’aprés ce qui précéde, on a

{ h(t) >0, u*<h(0)<1, h(t) <1, t>0
p(

2.4.54
£) <0, 0<p(0)<v" 0<pt) <) t>0 (2.4.54)

Il s’en suit que (h(t),p(t)) vérifie les conditions (2.4.45) pour tout ¢ > 0. En utilisant
I'équation (2.4.43) et Pexpréssion de (hM (h,p), pN(h,p)), on obtient

ahp

h+ch < 3
S5 (2.4.55)

5+ e <
b Cp_h+62
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Comme h(t) et p(t) sont uniformément bornées, alors

{ h+ch < ky (2.4.56)

ol ky et ko sont des constantes positives. Ainsi grace aux inéquations (2.4.56) et au lemme
de Gronwall [38], on peut conclure que A(t) et p(t) sont uniformément bornées et grace
a I'équation (2.4.43), on en déduit que (h(t), j(t)) est aussi. En appliquant le lemme de
Barbalat 2.4.2, on conclut que (h(t),p(t)) et (h(t), (1)) tendent vers zéro quand t — +oo.
D’autre part, la fonction h(t) est croissante et majorée et la fonction p(t) est décroissante

et minorée. Donc,

En faisant tendre ¢ vers +oo dans 'équation (2.4.43), on a

flli o) = g(li,12) = 0
et par suite (I1,l2) = (1,0). On conclut alors,

Jip 1) =1, i ) =0
Maintenant, nous allons établir la deuxiéme phase de la construction : pour tout entier
naturel n, notons par (h"(t), p"(t)) la solution de I’équation (2.4.43) satisfaisant la condition
initiale suivante

(h"(0),p"(0)) = ¢" = (¢}, §) € D et (A"(0),5"(0)) = (0,0),

o lim ¢" = (u*,v*). Or d’aprés ce qui précede, on a
n—-—+o0o

%(hn) (1) >0, %(p") (1) <0, t>0

(h"(t),p"(t)) € D, t >0
lim A"(t) =1, lim p"(t) =0,

t——+o0 t——+o0

et par conséquent, il existe une sous suite de nombres (77"
* *
u* v

(W (r7), () = (5, ) a

Jnen, T >0, i = 1,2, telle que

Lemme 2.4.4

lim 7" = +o0, Vi.
n—-+00

La démonstration de ce lemme se trouve dans 'article [2].
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Démonstration du théoréme 2.4.1
Soit la suite (2}'(t), 25 (t)) définie pour tout n € N par

(21 (), 25 (1) = (R"(t+1"), p"(t + 73)) sur [—77", +00[x[—Ty, +oo] (2.4.57)

dh™ dp"™

t -

dt ®), dt

d

pour t > 0, alors on en déduit que (%(z?)(O), pm

D’aprés le lemme 2.4.3, la suite de fonctions (t)) est uniformément bornée

(z’ﬁ)(O)) 'est aussi. Considérons une
sous suite (2% (¢), z5*(t)) telle que
d  n d  » dnt . dp™ .
(50, e ) = (T B ) — e —a

Notons que d’aprés le lemme 2.4.3, a1 > 0 et ay < 0.
Soit w = (wy, ws) la solution I’équation suivante

(2.4.58)

’djl + cu')1 + wlM(wl, wg) =0
(5'&]-2 + ng + ng(wl, wg) = 0,

35) et w(0) = o

Alors, (2"(t)) converge uniformément vers w(t) sur tout intervalle borné de R?. Par consé-
quent, on a

dont les conditions initiales w(0) = (

w(t) € D, wi(t) >0, we(t) <0, Vit € R.
On en déduit que
wy(t) >0, wy(t) <0, Vt € R.
Si on a wi(ty) = 0 pour un certain ty, alors

0 =11 (to) = —M(w(to)) wi(to),

Nous aurons donc, w(tyg) = (u*,v*). Par conséquent, w; atteint son maximum & .
Si wsy(ty) = 0, alors par un argument similaire wy atteint son maximum a .
Par conséquent, w;(tg) = 0, Vi = 1,2. C'est a dire, w(ty) = (u*,v*) et w(ty) = 0. Grace a
I'unicité des solutions, on a w = (u*,v*), f(u*,v*) = 0. Ceci contredit le fait que
ut v .
w(0) = (?, 5) Rapelons que nous avons déja
lim w(t) = (1,0), lim w(t) = (0,0).

t——+00 t——+00

Démontrons maintenant que tliin w(t) = (u*,v*) :
— 400

Nous savons que lim w(t) = k pour — < k < a, alors d’aprés le lemme de Barbalat 2.4.2,

a
t——4o0 2
on a

w(t) — (0,0), (ww)(t) — (0,0) quand t — +o0.
Donc, k1M (k) =0 et koN(k) = 0. D’ou k = (u*, v*).

Ceci compléte la preuve du théoréme 2.4.1.
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Remarque 2.4.5 La méthode développée par 'auteur de [29] pour déterminer les solu-
tions travelling wave est basée sur la détermination des variétés satables et instables des
équilibres homogeénes. La solution travelling wave est en effet I'intersection de deux va-
riétés stable et instable. Avec cette méthode la solution trouvée peut présenter plusieurs
oscillations en quittant un équilibre pour aller vers un autre. La difficulté que 'on peut
renconter avec cette méthode est la détermination des variétés et la construcion d’une
fonction de Lyapunov. Cela arrive souvent quand les fonctions utilisées pour modéliser les
interactions de la dynamique des populations deviennent un peu complexes. Par contre la
méthode que nous venons d’exposer n’utilise que les outils de I’analyse et nous n’avons pas
besoin de la fonction de Lyapunov. Cependant elle ne garantit pas l'unicité de la solution
et elle impose que la solution ne présente pas d’oscillation entre les deux équilibres.

2.5 Dynamiques complexes et la formation de patterns
spatio-temporels

Afin de mieux appréhender les aspects des solutions, nous allons dans ce paragraphe,
résoudre numériquement le probléme (2.2.4) en utilisant la méthode des différences finies.
Dans le premier sous paragraphe, on suppose que la dimension spatiale est égale & un, c’est
a dire que {2 est un segment de droite dans les sous paragraphes 2 et 3.

2.5.1 Etude de bifurcations locales en dimension spatiale
égale 4 un

Dans ce sous paragraphe, on suppose que les deux populations diffusent en line droite
et on considére que 2 est un segment de droite, {2 C R. Les conditions au bord sont de
type de type Neumann : le flux est nul au bord. Nous allons étudier a la fois I’évolution des
densités de chaque espéce et celle de la quatité totale de chaque population dans le temps.
Nous considérons la condition initiale suivante :

u(0,z) = ug pour Ly, < x < Loy, u(0,z) =0 sur le reste du domaine

v(0,2) = vy pour Ly, < x < Lg,, v(0,2) = 0 sur le reste du domaine. (2.5.59)
On suppose qu’au début de l'observation, les espéces se regroupent sur une partie du
domaine avec une forte concentration alors qu’elle est nulle sur le reste du domaine.

Afin de réduire au minimum les effets numériques non désirés causés par I'impact de la
condition initiale sur le le bord, nous choisssons L assez grand et nous supposons que

0<Llu§L1v<L2v§L2u<L

Remarque 2.5.1 Les parameétres sont fixés de telle sorte qu'on ne peut pas avoir une
extinction des espéces au bout d'un temps fini. En fait ce phénomeéne est plus connu sous
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le nom d’ef fect d Allee, qui se traduit par une extinction des espéces quand la densité
initiale des espéces est faible et/ou I'espace dans lequel elles sont confinées est petit.
Dans le modéle uniquement temporel, on ne peut pas observer d’ef fect d'Allee au niveau
de I’équation (2.2.3), car la dimension spatiale n’intervient pas dans I’équation et ’équilibre
(0,0) est instable.

Pour les besoins de la simulation, les paramétres sont fixés comme suit,

L =100, Ly, = 40, Ly, = 48, Ly, = 56, Ly, = 60, ug = 1.0, vy = 0.1 (2.5.60)
er = 0.08, e; = 0.01, a =3.0, 6 = 1. (2.5.61)

Densité de poie et de prédateur
Densité de poie et de prédateur
Densité de poie et de prédateur

e | ~

0
0 10 20 30 4 50 6 70 80 9% 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 4 50 6 70 80 90 100

Espace Espace Espace

F1G. 2.2 - Distrubution spatiale des populations du systéme (2.2.4). b = 0.256, les autres paramétres
et les conditions initiales sont donnés dans (2.5.60) et (2.5.61)

La figure 2.2 est un exemple de distributions spatiales des espéces observées aux instants
(a) t =250, (b) t =750 et (c) t = 1200 pour b = 0.256. Ainsi avec la condition intiale dans
(2.5.60) et les parameétres fixés dans (2.5.61), on observe deux pics aux deux extrémités
du domaine. Entre les deux piques, les densités sont constantes. En observant 1’évolution
des densités au cours du temps, on a 'impression qu’elles n’évoluent plus aprés un certain
temps. Dans le cas présent, les courbes des densités ne donnent pas assez d’informations
sur la dynamique des espéces. C’est pourquoi nous allons étudier ’évolution des quantités
totales des populations.
Afin de mieux examiner les propriétés de la dynamique des populations, nous considérons
le systéme suivant estimant la quantité totale de chaque espéce,

U(t) = /OLu(t,a:) dr et V(t) = /OLv(t,x) dx (2.5.62)

L’objectif est d’étudier les propriétés des oscillations de la dynamique des populations
quand le parameétre de controle varie. Le choix de ce parameétre est important car les chan-
gements qualitatifs de la dynamique des populations sont moins influencés avec certains
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(a) (b) ©) (d)

predator size
p:re(flator ?iz?
predatctr size
predator size

prey size

prey size

ey size prey size

F1G. 2.3 — Cascade de bifurcations conduisant a des oscillations chaotiques sur le plan de phase (U, V')
quand b varie : (a) b =0.197, (b) b =0.203, (c) b = 0.23, (d) b = 0.26. Les autres paramétres et la
condition initiale sont donnés dans (2.5.60) et (2.5.61)

parameétres qu’avec d’autres. Dans ce probléme, nous choisissons b comme paramétre de
controle car il définit le rapport des taux de natalité de la proie et du prédateur. Ainsi
nous faisons varier b entre 0.195 et 0.26. Les autres paramétres et la condition initiale sont
donnés dans (2.5.61) et (2.5.60) respectivement. Pour chaque valeur de b, on résoud le
systéme (2.2.4) avec la condition initiale (2.5.60) et les valeurs de paramétre dans (2.5.61).
Nous laissons un temps transitoire assez grand de fagon a ce que les quantités U et V
entrent dans le domaine d’attraction. On commence par prendre b = 0.26 puis on décroit
les valeurs de b. Pour b = 0.26, la solution du systéme (2.5.62) est un foyer, voir figure 2.3
(d). Nous obtenons le méme plan de phase (un foyer) tant que la valeur de b est stricte-
ment supérieure & 0.255. On observe la premiére bifurcation quand b = 0.255. Pour des
valeurs de b appartenant a I'intervalle ]0.208 , 0.255][, le systéme (2.5.62) exhibe attracteur
périodique, les solutions sont périodiques sur le plan de phase (U, V') voir figure 2.3 (¢).
Une seconde bifurcation pour b = 0.208 produit un attracteur quasi-périodique. Ainsi pour
b entre 0.208 et 0.199, les solutions de (2.5.62) sont quasi-périodiques. Enfin pour b entre
0.199 et 0.195, les solutions de (2.5.62) deviennent chaotiques, voir figure 2.3 (a). Ces
résultats se résument dans le diagramme de bifurcation de la figure 2.4.

2.5.2 Les instabilités de Turing et de Hopf

Les systémes de réaction-diffusion conduisent a deux types de bifurcations classiques
brisant la symétrie et qui conduisent a la formation de motifs spatio-temporels. La bifurca-
tion de Hopf brise la symétrie temporelle du systéme et conduit & des oscillations uniformes
en espace et périodiques en temps. La bifurcation de Turing (stationnaire) brise la symé-
trie spatiale et conduit a la formation de motifs stationnaires en temps et oscillatoires en
espace, voir |23, 69, 70, 98, 100] pour plus de détails. Cette instabilité produit des motifs
stationnaires spontanés.

L’instabilité de Turing dépend uniquement de l'intéraction locale et de la diffusion des
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F1G. 2.4 — Diagramme de bifurcations en fonction du paramétre b.

populations. Elle ne dépend pas du tout de la géométrie du systéme. De plus, il n'y a pas
d’instabilité de Turing en absence de diffusion. Elle peut se produire seulement si la proie
diffuse plus lentement que la population prédateur. Donc le principal facteur induisant
I'instabilité de Turing est la diffusion. C’est pourquoi cette instabilité est souvent appelée
di f fusion — driveninstability. Un trait remarquable par rapport a d’autres instabilités
est que les caractéristiques du motif résultant ne sont pas déterminées par des contraintes
extérieures.

Rappelons quelques résultats qui nous permettent de choisir les paramétres appropriés.
D’apres |18, 19|, lexistence et la stabilité de 1'équilibre positif (u*, v*) du systéme (2.2.3)
sont données par la relation suivante :

Lemme 2.5.2 Si aey < ey, alors le systeme (2.2.3) admet un unique équilibre positif
(u*,v*). Notons par,

1—(6—61):‘:\/?
4

Le point d’équilibre (u*,v*) est asymptotiquement stable pour le systéeme (2.2.3) sib+e; > 1
ou 0 < u* < ay ou ag < u* et instable si oy < u* < ap.

ot p=(1—(b+e))?*—8be

Q19 =

Pour effectuer 'analyse de stabilité locale, nous linéarisons le systéme (2.2.4) au voisi-
nage de I’équilibre (u*,v*), puis nous développons 'expression dans I'espace de Fourier,

T = T
u(z,t) = we e’k'x,v(x,t) —preM etk T

ﬁ
k est un vecteur d’onde. Nous obtenons alors I’équation caractéristique | Ay — M| = 0 ol

A, =A—k*D, D = diag(1,9),

g g £t 1_2*_61(1—u*) _au’
A=\ % % =( . ”)= T e wra | (2563
du

Ju o b ~b
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Nous pouvons maintenant résoudre 1’équation (2.5.63) qui permet d’obtenir le polynéme
caractéristique du probléme (2.2.4),

AN — tr(Ap) A + det(A) =0 (2.5.64)

tr(Ag) = fu+ go — K*(1+0) = tr(A) — k*(1 +6), (2.5.65)
det(Ar) = fugo — fogu — K2 (0fu + g0) + 0k* = det(A) — K*(0f, + go) + 6k*.  (2.5.66)

Les racines de ’équation (2.5.64) sont de la forme

Aa(k) = %(tr(Ak) + /(tr(Ap))2 — ddet(Ay). (2.5.67)

Théoréme 2.5.3 Sib+e; > 1 oul < u* <oy ou ag < u*; ay, ao sont définis dans le
lemme 2.5.2. Alors (u*,v*) est un équilibre asymptotiquement stable pour le systéme (2.2.3).
Sous ces conditions, (u*,v*) devient un équilibre homogéne instable pour le systeme (2.2.4)
s on a

6 > 2bf, + 4det(A) + 2/bf.det(A) + (det(A))2. (2.5.68)

Démonstration. D’apreés le lemme 2.5.2; la trace de A (tr(A)) est négative. Ainsi, tr(Ay)
est négative par la définition donnée dans (2.5.65). Par conséquent, (u*,v*) devient un
équililibre homogeéne instable pour le systéme (2.2.4) sil existe un kg tel que det(Ay,) < 0.
Considérons le déterminant de Aj, (det(Ay)) comme un polynéme de k2.

Son discriminant s’écrit

O = (64 + g0)* — 4det(A). (2.5.69)

Apreés simplification nous remarquons que O est positif si la condition (2.5.68) est satisfaite.
Sous cette condition, il existe au moins un £* positif entre ky et ky telle que I'inégalité
suivante soit satisfaite : det(Ag+) < 0. De plus kg et k satisfaient det(Ay,,) = 0. O

Une analyse linéaire montre que les conditions nécessaires pour donner les motifs de
Turing sont

tr(A) = fu+g, <0, (2.5.70)
det(A) = fugy — fogu >0, (2.5.71)
Ofu+gu >0, (2.5.72)
(0fu + 90)* > 40(fu go — fo gu)- (2.5.73)

En effet, les conditions (2.5.70) et (2.5.71) asssurent que ’équilibre (u*, v*) est stable pour
le systéme (2.2.3). L'équilibre (u*, v*) devient instable pour le systéme (2.2.4) si Re(A12(k))
passe d'une valeur négative a une valeur positive.

De 'équation (2.5.64), une condition nécessaire pour avoir Re(A; o(k)) > 0 est que tr(A;) >
0. Par conséquent a partir d'un simple calcul, on a les inégalités (2.5.72) et( 2.5.73).
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Remarque 2.5.4 Comme nous considérons ici un modéle proie-prédateur, f, doit étre
positive, voir 44| pour plus de détails. Par un calcul simple nous avons f, > 0 si
> “

a —_—
2 — 261 + 462

et 0fy + g, >0.

Ainsi, pour un modéle proie-prédateur, une condition nécessaire pour observer I'instabilité

de Turing est que le prédateur doit diffuser plus rapidement que la proie, ¢’est a dire 6 > 1.

. Rappelons aussi que nous avons d’aprés (2.5.70) et (2.5.71), fu+g, <0

De fagon mathématique, comme § > 1 alors on a a la bifurcation de Turing,
Im(A(k)) =0 et Re(A(k)) =0a k=Fkr#0,

ol kp est la longueur d’onde critique. La valeur critique du paramétre de bifurcation b est

égale a
—B++VB?—-4RC
= 2.5.74
br 2% R ’ (25.74)
ou,
—1 (5fU)2

(1+5)2’ ¢= (1+5)2a
po ull+ ) w@uwtate 1)
(1+0)? e .

Au seuil by de la bifurcation de Turing, la symétrie spatiale du systéme est brisée et les
motifs sont stationnaires en temps et oscillatoires en espace (voir [44]), avec une longueur
d’onde donnée par

27 d(u* +eq)
Ap=—=2 . 2.5.75
T ]{ZT W\/u*(Qu*—l—ajLel — 1) ( )

A la bifurcation de Hopf, nous avons
Im(A(k)) # 0 et Re(A(k)) =0ak=0.

D’aprés 'équation des valeurs propres (2.5.67), la valeur critique du parameétre b conduisant
a la bifurcation de Hopf est égale a

er(1— u*)

bgp=1-—2u" —
H “ u* + e

(2.5.76)

Au seuil de la bifurcation de Hopf, la symétrie temporelle du systéme est brisée et
conduit a des oscillations uniformes en espace et périodiques en temps et avec la fréquence

wy = Im(\(k)) = /det(A) = \/ bu” (Qu*+a+e —1). (2.5.77)

u* + e
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A est définie dans I'équation (2.5.66) et la longueur d’onde correspondante est égale a

2 u* 4 e
Ag=—=2 . 2.5.78
T wy 7T\/bu*(Zu* +a+e —1) ( )

Les valeurs de ces paramétres sont utiles et seront utilisées pour les simulations numériques.
Résultats numériques :

L’analyse de stabilité du systéme (2.2.4) conduit a ces courbes de bifurcations ou les pa-

rameétres sont fixés comme suit

a=11,e =03, e =02 et § €]100, 130].

La figure 2.5 (b) représente la valeur critique de b permet d’observer l'instabilité de Hopf
quand ¢ varie. Les courbes (a) et (¢) de la figure 2.5 sont les valeurs minimales et maximales
de b (c-a-d br) permettant d’avoir l'instabilité de Turing. La courbe 2.5 (b) donne la valeur
critique de b (c-a-d by) conduisant a la bifurcation de Hopf.

Les courbes de bifurcation de Turing et de Hopf séparent 'espace des paramétres en do-
maines distincts, voir la figure 2.5 :

% 0008585 ———@ (b) = ©
8 o 0.0688 T T T % 9500 . \
2 00 L 00686 5 900 )
2 0008575 Turing o £ no Turing
o uri . - > 8500 intabilit
S instabil £ Hopf instability £ Y
5 instability = S
= 000857 2 ERTY
5 e =
8 > 5 70
0.008565 2
- Turi g 2 0
©  noosss ?r?tat?ilrilt?/g = 006n 5 '_I'urting_l_t
2 s = no Hopf instability = & Instability
g & 00676 M
g oosss S oo £
H— >
S omssts b 7 —— Sl
100 105 10 15 120 125 130 100105 10 15120 125 130 100105 10 15120 15 130
diffusion coefficient diffusion coefficient diffusion coefficient

F1G. 2.5 - la courbe de valeur critique b conduisant a la bifurcation de Hopf ou de Turing dans le
systéme (2.2.4). Le coefficient de diffusion varie entre 100 et 130. Les autres paramétres sont fixés
comme suit : el =0.3, e2=0.2, a =1.1.

a=1.1, e =03, e =0.2, b=0.06. (2.5.79)
La figure 2.6 est un exemple d’instabilité de Turing. Les parameétres sont fixés comme dans
(2.5.79) et 6 = 120.1. La figure (2.7) est un exemple d’instabilité de Turing et de Hopf.
On observe au dessus de la valeur critique de la courbe 2.5 (b) que les motifs présentent
une certaine symétrie spatiale. Avec un autre espace de paramétre, on observe seulement
I'instabilité de Hopf. La figure 2.8 en est I’exemple. Les paramétres sont fixés comme suit,

er =03, ea=0.1, b=0.1781, a = 1.1, § = 120.1
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F1G. 2.6 — Labyrinthe est stable pour le systéme (2.2.4) dans le domaine de parmétre oi on a que
I'instabilité de Turing. Les autre paramétres sont donnés dans (2.5.79) et 6 = 120.1.

038
0375
037
0365
036
0355

0.35

F1G. 2.7 — Labyrinthe est stable pour le systéme (2.2.4) dans le domaine de parmétre od on a que
l'instabilité de Turing et de Hopf. Les autres paramétres sont donnés dans (2.5.79) et § = 120.1.
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F1G. 2.8 — Instabilité de Hopf sous les paramétres suivant, e; = 0.3, e = 0.1, b = 0.1781, a = 1.1,
0 = 120.1 donne des black — eye
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2.5.3 Chaos spatio-temporel

Les systémes biologiques sont en général hors d’état d’équilibre. Les systémes s’auto-
organisent en brisant la symétrie des instabilités. Ainsi des structures telles que les
spiral waves, les black eyes ou encore d’autres motifs spatiaux sont observés dans un large
éventail de systémes chimiques et biologiques, voir [62, 64, 70, 98, 100] pour plus de détails.
Ces motifs sont les fluctuations de la distribution spatiale et sont une découverte majeure
de ces deux derniéres décennies. Cependant un défi sera de comprendre et de prédire leur
formation sachant qu’ils sont étroitement liés aux interactions non linéaires et complexes du
systéme étudié. On observe une distribution spatiale de type onde spirale pour le systéme
(2.2.4), voir figure 2.9. Le chaos spatio-temporel est un autre type de motif dans lequel les
densités changent de facon apériodique en espace et en temps, comme dans la turbulence.
Ces structures et ces phénoménes spatio-temporels sont émergents et résultent de causes
trés simples, dans le sens ot ce sont des motifs macroscopiques obtenus & partir d’un simple
couplage d’interaction et la régle de diffusion locale. En d’autres termes, ils ne sont pas
programmés dans les équations, voir [11, 47, 69, 70].
Dans ce sous-paragraphe, nous étudions le probléme (2.2.4) dans le domaine €2 = [0, 900] x
[0, 900] de R2, le flux est nul sur le bord de 2. Nous nous intéressons aux structures
émergentes pour le systéme (2.2.4). Remarquons que si (u*,v*) est un équilibre instable
pour le systéme (2.2.3) alors il I'est aussi pour le systéme (2.2.4) dés que les deux espéces ont
le méme coefficient de diffusion. Ainsi les parameétres sont fixés de telle sorte que (u*, v*)
est instable pour (2.2.3). On suppose aussi que les deux espéces diffusent de la méme
facon, c’est a dire 0 = 1. La condition initiale est une légére perturbation au voisinage de

F1G. 2.9 — La distribution spatiale de proie et de prédateur a t = 1200 correspond a un motif de type
onde spatiale. La condition initiale est donnée dans (2.5.81). Les paramétres sont b = 0.042, e5 = 0.2,
les autres sont donnés dans (2.5.82).

I'équilibre (u*,v*) ayant une faible disparité de la répartition spatiale. Elle s’écrit comme
suit,

u(0,2,y) =u* —2 10" (x — 0.1y — 231)(z — 0.1y — 632) (2.5.80)
v(0,2,y) =v* — 3 107°(z — 450) — 1.2 10~*(y — 150) (2.5.81)

Les valeurs des paramétres sont les suivantes :

e1=03,6=01,0=002a=116=1. (2.5.82)
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Nous observons I’évolution suivante de la distribution spatiale des espéces. Les figures de
gauche représentent la distribution spatiale de la population de proie et celles de droite
concernent la population des prédateurs. La couleur bleu correspond & une faible densité
de population et la rouge & une forte densité.
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Nous observons dans un premier temps deux ondes en forme de spirale qui se forment.
Puis ces spirales s’éclatent conduisant a une distribution spatiale apériodique sur une partie
du domaine. Ensuite cette appériodicité se propage sur tout le domaine et demeure dans le
temps. On obtient alors du chaos spatio-temporel car I’écart moyen entre I’équilibre (u*, v*)
et la solution de (2.2.4) vérifiant (2.5.81) et (2.5.82), temps vers I'infini.
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Chapitre 3

Analyse qualitative de la dynamique
d’une chaine alimentaire de trois espéces

3.1 Introduction

Une des méthodes généralement utilisée en biologie ou en écologie dans le processus de
conservation et du controle de la dynamique des espéces, est I'introduction d’'une population
supplémentaire appelée “super-prédateur”. Cependant 'impacte de cette introduction doit,
au préalable, faire I'objet d’une étude afin de réduire au minimum les effets indésirables.
La modélisation mathématique apporte une solution raisonnable & cette étape. Alors, nous
considérons un modéle de réaction-diffusion avec trois espéces. Le terme de diffusion décrit
la capacité a mouvoir dans un domaine €2 de R”, n = 1, 2, 3, que nous supposons fermé. Le
flux au bord de ce domaine est supposé nul. La premiére population notée U; est 'unique
source de nourriture de la deuxiéme Us. De méme le prédateur U, (espéce intermédiaire )
est 'unique proie du super-prédateur Us. Les interactions locales entre les espéces U; et Us
sont modélisées par un schéma de type Lotka-Volterra, alors que celles entre Uy et Uz sont
de type Holling type II. En absence de diffusion le modéle s’écrit de la fagon suivante :

( dUl ’U()U2
-t _ _ _ T
qT (ao b()Ul U + do) Ul, > 0,
dU, v Uy voUs
- — — T
dTl’ ( it Uy +dy U2+d2> Ve T >0, (3.1.1)
dUg U3U3
p: S _ T
qT (Cg U +d3) Us, T'> 0,
| U1(0) = Un >0, Uz(0)=Up >0, Us(0) =Up3 >0

Uy, Us, Us représentent les quantités de chaque espéce au temps 1. ag, by, vg, do, a1, v1,
Va, do, c3, V3 et dz sont les paramétres du modéle supposés strictement positifs.

Ces paramétres sont définis de la maniére suivante :

ag est le taux de croissance de la proie U;, by mesure la mortalité due a la compétition
entre les individus de l'espéce Uj, vy est la mesure maximale que le taux de réduction
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par individu U; peut atteindre, dy mesure la protection dont la proie U; et le prédateur
intermédiaire Us bénéficient grace a I'environnement, a; représente le taux de mortalité de
Uy en 'absence de Uy, vy est la valeur maximale que le taux de réduction par I'individu
U, peut atteindre, vy est la valeur maximale que le taux de réduction par l'individu U,
peut atteindre, vz est la valeur maximale que le taux de réduction par l'individu Us peut
atteindre, dy est la valeur de U; pour laquelle le taux d’élimination par individu U, devient

U2 L. . . . N o
—, c3 décrit le taux de croissance de Us, en supposant qu’il y ait le méme nombre de méales

et de femelles, et ds représente la perte résiduelle, causée par une forte rareté de la proie
U, des individus de 'espéce Us. En prenant en compte la diffusion des populations dans le
domaine le modele s’écrit :

( OU voU.
a—’fl = (ao—b0U1 - U10—|—2do) U1—|—(51AU1,
oU, v Uq vaUs
— = — — U. 0o AU. 3.1.2
T ( a1+U1+d0 U2+d2) 2 + 09AUs, ( )
ous v3U3

\ T = (c;; A dg) Us + 035AUs.

Nous étudions l'existence et la permanence des solutions. Nous établissons la condition
d’existence et de non-existence d’équilibres et en dernier paragraphe nous étudions 1’émer-
gence de motifs spatiaux et spatio-temporels.

3.2 Existence globale des solutions

La méthode décrite au premier paragraphe du premier chapitre permet d’établir I'exis-
tence locale et I'unicité des solutions du probléme (3.1.2), (W (.,t), Wa(.,t), W3(.,t)) pour
0 <t < Thaz, OU Tay est déterminé par les conditions initiales Wy (), Woa(z) et Woz(x).
Cette méthode est aussi développée dans [3, 4, 5].

Pour établir I'existence globale de la solution, il suffit de montrer pour 0 <t <7, T < o0
que |[Wi(.,t)||pe, [Wal.,t)||r= et |[W3(., )]~ sont bornées.

Théoréme 3.2.1 Pour toutes fonctions positives réqulicres Woy(x) < 1, Woa(z) et Wos(z),
le probléeme (3.1.2) admet une solution globale pourt > 0.

, Wa(z,t) > 0 et Ws(x,t) >0, car 0 est
).

Démonstration. Premiérement, on a Wi(x,t) >0
sous-solution de chaque équation du systéme (3.1.2
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D’autre part W satisfait le probléme suivant :

oW,

ot S Wl(l — Wl) -+ €1AW1 dans 2 x [O, —I—OO[,
ag[:l = 0, sur 99 x [0, +o0], (3.2.3)
Wl(ﬂ?, O) = W()l(ﬂ?) < W01 = Il’lélXWOl(x), x € Q.

D’aprés le principe de comparison, on a Wy(z,t) < W(t) <1, ou

W()l et

t) = —————
W() 1—W()1—|-6t

est solution du probléme

dt

(3.2.4)
W) = Wu<l

{ W wa—w)

D’autre part, W, satisfait

8W2 . CW1W2 bV, — W2W3

- — A
ot Wi+a 2 W2+d+€2 W,

Alors d’aprés le principe de comparison, on a

LWy _1dE,
c Ot ~ ¢ dt

ol Ey est solution du systéme (3.1.1) avec condition initiale E5(0) = max Woa(z).
Q

De [10, 27|, on a

1 8W2 1 dE2 dEl
- <241
c Ot — ¢ dt dt

1
Notons par 0 = —FEs 4+ Ej,
c

LW, _ do

c Ot t

1
Sz‘l'b—bd

Par conséquent,

De la troisiéme équation du systéme (3.1.2), on trouve

2
oWs —apWs — aqWs

A
@ 8t W2+T+a€3 W37
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4b On déduit era eine d .
avec o = . n daedul race au principe de comparalson ue
(b+ p)2(dbe + ¢ + 4br) & PHIED P ’q

Q8W3 < a@
ot — dt’
ou Ej est solution du systéme (3.1.1) avec condition initiale E3(0) = max Ws(x).
s

Par suite,

oWs  dE; 1dBE, dE,
< -
“or S Tea Ta
b 1 E,E;
< Bi(l—E) —-F -
( ) 2 By td

—_

qEs
E2 +7r

—+b—abWs + abEs + a(p — )Es3.

S

Alors,
OWs3 1 1
— W3 < —-+4+b+M, M=—
«Q ot + « 3 1 + 0+ 4C_I
Par conséquent,

1 1 M
<4 — 4% 0<t<T
Wia,t) < —+ o+, 0t <

Ainsi, on peut énoncer le théoréme suivant,

Théoréme 3.2.2 L’ensemble défini par

1 1 M
=i es s o o]

4b
ol o = O F (e et i)’ est positivement invariant pour les solutions globales du

systéeme (3.1.2).

Démonstration. Comme on a vu précédemment , on a
Wi < By, Wa < By, W3 < Ej,
et d’aprés [10, 27|, on en déduit que
limy_ oo 1 (1)

- 1 1
Ty o (El(t) + EEg(t)> <14 —

IN

L,

— 1

D’ou le résultat. ]
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3.3 Analyse des solutions stationnaires

Dans ce paragraphe, nous déterminons les conditions d’existence de solutions station-
naires.

3.3.1 Existence de solutions stationnaires

Les équilibres positifs sont les solutions (Wy(z), Wy (z), Ws(x)) du probléme (3.1.2) tels
que Wi(z) > 0, Wa(z) > 0 et W5(z) > 0. De point de vue biologique, si Wi(z) = 0 ou
Ws(x) = 0, P'introduction des super-prédateurs n’est pas nécessaire.

Par conséquent, on s’intéresse dans cette partie, a la possibilité de 'existence de solutions
(Wi(x), Wa(x), Ws(z)) avec W3(z) > 0 sous 'hypothése qu'ils existent deux constantes
positives my < 1 et my tels que Wi(x) > my > 0 et Wa(x) > ms > 0.

Nous allons établir ’existence ou non de telles solutions suivant le domaine de parameétres
considéré. Rappelons que les équilibres du systéme (3.1.2) satisfont

—51AW1 = F(Wl, Wg, Wg),
—€2AW2 = G(W1> W?v W3)>
—esAW; = H(Wy, Wy, Ws), (3.3.5)
oW, oW, oW
£ = 2 " - 0 sur 051,
ou
( Wi W-
PWy, W, W) = Wi(1= W) = g
WL W, Wl
GWy, Wy, Wy) = L2 W, — —2 3.
(Wr, Wy, W) Wit a 2 2VV2+d’ (3.3.6)
qws
HWy, Wy, W3) = W5 — .
\ ( 1 25 3) pvs W2+T
Théoréme 3.3.1 Sous les hypothéses suivantes,
c mi+al moy
— < — ..
() et g < s [ ml)], (3.3.7)
Hs) b>
(H>) b2 14+a’
1 c M cmy W
I —h— 3.
oz+4boz a " m+a mo +d’ (3.3.8)
P 1 c M 4b
H.) & < 4 4= = 3.3.9
(Ho) S (matr) s TH ot avee o= s ey O3

le probleme (3.3.5) admet au moins une solution positive.
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Démonstration. On va construire une paire de sous-solution et sur-solution du probléme
(3.3.5)

(Wi(z), Wa(x), Ws()) > (W, (2), W,(x), W())

qui vérifient

W,
— AW, —Wi(1=W,) — = >0
€1 1 1( 1) W, +a =
wW. W
> —e1A — 1— — 12
el &1 wl wl( w) Wl—i—a’
—eo AWy — C—M/1W2 bW, + _2W3 >0
1T a 9+ d
W
> oA RS S) W olV 3
€2 El . a EZ + EZ + d’
(3.3.10)
—9
qW
—e3 AW — pWa — — >0
€3 3 —PWs3 Wy + 1
W3
> e AW, — - =
esAW, — pW, W, 47
8W1 > 0 8&1’ 8W2 0 > 8&2’
ov — — Oov’ ov T T v
8W3 8W3
> (0> — .
\ 5 = 0> 5 sur 0f

Nous fixons W, = 1 > W, = my et W, = my. Grace a la proposition (3.2.2) et a
I'hypothése (H;), on a

— c
WQSC—F@,
et [ mi + m
1T a 2
£ < 1— }
BT [1+a+m1( m1)
Ce qui implique que
— m1+a[ Mo }
< 1—
Wa < my 1+a+m1( mi)|,

ainsi, le terme de droite de la premicre inégalité de (3.3.10) est satisfait.
Fixons W, = 1, pour satisfaire le terme de gauche de la deuxiéme inégalité du systéme
(3.3.10), on a besoin que W vérifie I'équation suivante :

¢, W
1+a W2+d
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Fixons W, = my et W, = my. Gréace a la proposition (3.2.2) et a I'hypothése (Hy),
on a

— 1 M
0<Ws< —+——+—
«Q ba «
et _
1 c M cmy W
a  4dba « my+a my +d

Par conséquent,
cm w
L > >0.
my +a meo + d

Ainsi, le terme de droite de la deuxiéme inégalité du systéme (3.3.10) est satisfait.

Fixons W, = my et W, = my. Pour satisfaire le terme droit de la troisiéme inégalité
du systéme (3.3.10), on a besoin que W, < Z—Q(mQ + 7). Or d’aprés la proposition (3.2.2) et
q
I'hypothése (Hj), cette derniére condition est satisfaite. O

3.3.2 Non existence de solutions stationnaires

Nous allons montrer que sous certains paramétres, le probléme (3.1.2) n’admet aucun
équilibre positif. Ceci implique que les populations de proie, de prédateurs et de super-
prédateurs ne peuvent exister que sous ces conditions. Nous avons besoin au préalable
d’énoncer le lemme suivant de [28] que nous utiliserons dans la suite.

Lemme 3.3.2 Considérons le probléme suivant,

dAp +q(x)p = Ao dans
0 3.3.11
gs = 0 sur 09, ( )
%

oud >0, q(x) € C?**2(Q) pour e > 0. Soit \g = \q,d) l'unique valeur propre principale de
Uopérateur —A. Alors X(q,d) est une fonction continue non croissante en d, et strictement
décroissante si q(x) n'est pas constante. De plus on a

i) Mqg,d) TQ = max q(z), quand d — 0,

i) Mg, d) | w= |1§| /Qq(x) dz quand d — oo,

iii) q1(x) > qa(x) pour x € , alors A(q1,d) > Nge,d).
Cette inégalité devient stricte si q1(x) # qa(x).

Théoréme 3.3.3 Le systeme (3.3.5) n’admet pas de solution positive si l'une des trois
conditions suivantes est vérifiée :

c
' < t >b<2 —),
i) 61 <eg eta> C+4b
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j 1 4br
i) €1 >3, p>4, b<m7 C<(b+p)2(4b+1)(q+4bq+b)’
. 1 4br
iii) & > €5, 0> 7, p>3, b< 12 "~ W+pPEb+1)(q+4bg+0)

Démonstration. Supposons que la condition i) du théoréme 3.3.3 est satisfaite et que
le systéme (3.3.5) admet une solution positive (Wy(z), Wa(z), Ws(x)) avec Wi(z) > 0,
Wy(z) > 0 et W3(z) > 0, ceci se traduit par :

Wi W-
€1AW1 + Wl(l - Wl) — W1—|—2CL = 0,
1
Wi W- WoW.
EQAWQ + ?/Vll—l-; - ng - W;—l—il = 0,
(3.3.12)
W2
e3AWs + pWs — V[er =0,
oW, oWy oWs
pr— pr— pr— Q
\ ov ov ov 0 sur 0,
Notons par,
( Wo(x
Fi(z) = I_Wl(x)_Wl(;gj)La’ x €
CWl(ZL') Wg(l’)
F: = b cQ 3.3.13
2(113') Wl(l’) +a WQ(ZL’) + d ot ( )
qWs(z)
F: = - Q

Comme Wi(x) et Wa(x) sont positives, on peut prendre respectivement Fj(x) et Fy(x)
comme fonctions propores des problémes suivants,

€1AQ0+F1(ZE')Q0 = )\907 er)

9y _ 0 (3.3.14)
o |50 ’
et
eoAp + Fy(z)p = Ap, = € Q,
Oy - 0 (3.3.15)
o | g, ’
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associées a la valeur propore principale \y = 0.
Nous allons montrer que Fi(z) > Fy(z),

W2 CWl W3
F — F: =1-W;— — b
1) = Fa() T Wita Whita TWhtd
c
c+ —
4b C Wg
>1-Wy——= =40 >0
- ! a a+ +W2—|—d_ '
c
C"—@ c c
car 0 <W; <1 et — —* — —+40b >0, sila condition suivanteazb(Qc—l—@) est

a a
satisfaite. Ceci implique que Fi(x) > Fy(x), et grace au lemme 3.3.2, on a
)\(FQ,EQ) < >\(F1,82) < )\(Fl,é’:‘l).

Ce qui contredit le fait que
A(F1,e1) = A(F2, 82) = 0.

Ainsi, le systéme (3.3.5) n’admet pas de solution positive sous la condition i) du théoréme

3.3.3. 0J

Supposons que sous la condition i) du théoréeme 3.3.3, que le systéme (3.3.5) admet
une solution positive (Wy(x), Wa(x), Ws(x)) avec Wy(z) > 0, Wa(z) > 0, et W5(z) > 0.
On peut prendre respectivement Wi (x) et Wy(x), comme fonctions propres des problémes
suivants,

e1lAp + Fi(z)p = Ao, = € Q,

dp _ 0 (3.3.16)
W |0 ’
et
€3AS0 + Fg(l’)@ - )\907 YIS Q7
Jyp 0 (3.3.17)
o |50 N ’
On obtient alors,
qW3 W2
F. — F =p— -1+ W
3(7) ir) = Wy +r * 1+W1+a
W

r

Rappelons aussi que nous avons,

1 1
W3 < ((b+ p)*(4be + ¢ + 4br)) (4_6 +1+ 5) 7
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alors, on a

2
qwggq((b—l—p) (4bc + ¢ + 4br)) i+1+1
r r 4b q

1 1 1
<L) (= +14+=) 400+ +bgb+p)?(—+1
r 4b q 4b

<3
Par conséquent Fj(z) > Fi(z), et grace au lemme 3.3.2, on obtient
)\(Fl, 51) < )\(F3,€3),

ce qui contredit le fait que
A(F1,e1) = A(F3,e3) = 0.

Ainsi sous la condition éi) du théoréme 3.3.3, le systéme (3.3.5) n’admet pas de solution
positive. De la méme fagon, on démontre que sous la condition i7i) du théoréme 3.3.3, le
systéme (3.3.5) n’admet pas de solution positive. En effet, il suffit de voir que

W
Fy(a) = Fa(a) 2 b= = + —%ﬁ
2(4 4 1 1
>b_g+p_q((b+p) (4bc + ¢ + 4br)) 14,1
a r 4b q
>0

3.3.3 Stabilité locale des solutions stationnaires homogénes

On s’intéresse dans cette partie dans la stabilité de la solution positive W(z) =
(Wis(z), Was(x), Was(z)) du systéme (3.3.5) dont 'existence a été montrée dans le pa-
ragraphe précédant. La stabilité de Wy a été traitée en considérant le probléme spectral de
l'opérateur linéarisé en W (voir [49]). Considérons une solution W (z,t) du systeéme (3.1.2)
sous la forme suivante,

Wiz, t) =(Wi(x,t), Wa(x,t), Ws(x,t))
=Ws(x) + Z(z,t) = W+ (Z1(x, 1), Zo(x, 1), Z3(x, 1)) (3.3.18)

Substituons W (xz,t) du (3.3.18) dans le systéme (3.1.2) et identifions tous les termes qui
sont linéarisés en Z :

%—f _ DAZ 4 L(W,)Z, (3.3.19)

ou
D = diag(ey, 9, €3),

Fw,  Fw, Fw,
LW, = | Gw, Gw, Gw, |. (3.3.20)
Hy, Hw, Hy,
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avec

GWQ ”1

Fop =1—-92W) — ——2%  Fpy =——11 . —

" W tar T T e e =0

G = W2 _ W, AW Wa

W2 T T W ta Wa+d? "™ Wyt d
q 32 2qW3

Huy =0, Hyy = —5 1y — p - .

e =0t = g M =P g

Théoréme 3.3.4 Une condition nécessaire pour que W soit locallement stable est que au
point W, on a

le + GW2 + HW3 < O,
FW1GW2 + ij/l[{{/[/(3 + GV[/QIJV[/(3 — FWQGW1 — FWJle — GW3HW2 > O,
FW1GW3HW2+FW2GW1HW3+FW3GW2HW1_FW1GW2HW3_FW2GW3HW1_FW3GW1HW2 > 0.

Démonstration. Notons par ¢; la j-ieme fonction propre de —A dans (2,

—A¢] = A]¢] dans Q

09, _ 0 (3.3.21)
P 7
avec \; satisfaisant 0 < Ao < ... < \; < ...
On écrit la solution Z de I’équation (3.3.19) sous la forme
7= z(t)e;(z.y), (3.3.22)

tel que chaque z;(t) € R™. Substituons I’équation (3.3.22) dans I’équation (3.3.19) et iden-
tifions les coefficients de chaque ¢; , on aura donc,

ou C; est la matrice définie par,

Par suite, la solution Wj est stable si et seulement si chaque z;(t) décroit vers zéro.
Ceci est équivalent a dire que chaque C; admet trois valeurs propres avec parties réelles
négatives pr, k = 1,2, 3, telle que

P +ap’ +bp+c=0,
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avec

a=\(e1 +e2+¢e3) — (Fw, + Gw, + Hws,),
b= N(e162 + €163 + €283) — Nj(e1Gw, + e1Hwy, + e2Fw, + e2Hw, + e3Fyw, + e3Gws,)
+ Fw,Gw, + Fw, Hw, + Gw, Hw, — Fw,Gw, — Fw,Hw, + Gw, Hw,,
c= )\?515253 — A?(&@HWS + e183Gw, + e2e3Fw,)
+ N\ (e1Gw, Hwy + e2Fw, Hwy + esFw, Gw, — e1Gwy Hw, — e2Fwy Hw, — e3Fw,Gwy)
+ Fw,Gw,Hw, + Fw,Gw, Hw, + Fw,Gw, Hw,
— Fy, Gw, Hwy — Fiw, Gy Hwy — Fu, Gy, Hyy,. (3.3.23)

Pour que les trois valeurs propres admettent une partie réelle négative, il faut que

Fw, + Gw, + Hw, — \j(e1 +e2+¢3) <0 (3.3.24)
Fw,Gw, + Fw, Hw, + Gw,Hw, — Fw,Gw, — Fw,Hw, + Gw,Hw, — X\j(e1Gw,

+ e1Hw, + eoFw, + eoHw, + e3Fw, + e3Gw,) + )\?(5152 +e183+E083) >0 (3.3.25)
Fw,Gw,Hw, + Fw,Gw, Hw, + Fw,Gw,Hw, — Fw, Gw, Hw,

— Fw,Gw, Hw, — Fw,Gw, Hw, + \;(e1Gw, Hw, + e2Fw, Hw, + e3Fw, Gw,

—e1Gw, Hw, — exFw, Hw, — e3Fw,Gw,)

— N (e182Hw,, + 163G, + €263Fw,) 4+ Neqeaes > 0. (3.3.26)

En particulier, pour 7 = 0, on obtient les conditions réduites suivantes :

Fw, + Gw, + Hw, <0, (3.3.27)

Fw,Gw, + Fw,Hw, + Gw, Hw, — Fw,Gw, — Fw,Hw, + Gw,Hw, > 0, (3.3.28)

Fyw, Gw, Hyw, + Fy,Gw, Hyw, + Fyw,Gw, Hw, — Fyw, Gw, Hw,

— Fw,Gw, Hw, — Fw,Gw, Hw, > 0. (3.3.29)
U

Rappelons les hypothéses qui nous permettent d’établir ’existence de solutions station-
naires :
Fw, <0, Fy, <0, Gw, >0, Gw, <0, Hy, >0, Hy, > 0.

En utilisant le critére de Routh-Hurwitz (voir [33, 42]), on peut obtenir des conditions
suffisantes pour la stabilité des solutions stationnaires positives mais ceci n’est pas évident
dans le cas général. Notons par (W5, W5, W5) la solution stationnaire homogéne positive
est constante. Alors on peut énoncer le théoréme suivant,

Théoréme 3.3.5 Supposons que les hypotheéses (H1) - (H3) du théoréme 3.3.1 sont véri-
fiées et que

p<2.b> S etac 7—4%5,7+4\/§[.
a

Alors Uéquilibre positif constant Wy = (Wi, Wy, W5) du systeme (3.3.5) est locallement
stable.
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Démonstration. En utilisant la démonstration du théoréme 3.3.4, il suffit de montrer que
les solutions de I'équation p® + ap® + bp + ¢ = 0 admettent une partie réelle négative ol
a, b, c sont donnés dans (3.3.23). D’apreés le critére de Routh-Hurwitz, il faut montrer que

a>0, ab—c>0, abc—c* > 0.

Nous allons démontrer que a > 0, ab > ¢ > 0 : De (3.3.23), il nous suffit d’obtenir les
inégalités suivantes pour tout 7 > 0,

Nj(e1+ e +¢e3) — (Fw, + Gw, + Hw,) > 0, (3.3.30)

A} (2e16965 + eTea + les + €165 + €163 + €365 + €263)

— N(&3Gw, + €T Hw, + €5 Fw, + e3Hw, + e3Fw, + €3Gw, + 2e162Fy,)

— )\5(25152HW3 + 2e1e3Fw, + 26163Gw, + 26162Gws,)

— N(2e183Hyy, + 22983 F, + 26263Gw, + 26063 Hyy,)

+ X\ (e1Gy, + e1Hyy, + e2Fyy + eaHyy, + e3F,

+ &3GYy, + 261 Fw, Gw, + 261 Fw, Hw, + 261Gw, Hw, — e1Fw, Gw, — &1Fw, Hw,

+ 2e9Fw, Gw, + 2eoFw, Hw, + 2e2Gw, Hw, — coFw,Gw, — e3Gw, Hyy,

+ 2e3 Fyw,uGw,v + 2e3Fyw, Hw,w + 2e3Gw, Hw, — e3Fw, Hw, — e3Gw, Hw,)

— F.Gw, — Fyy, Hw, — 2Fw,Gw, Hw, + Fw, Fw,Gw, + Fw, Fw, Hw, — Fw, G}y,

— G, Hw, + Fw,Gw,Gw, + Gw,Gw, Hw, + Fu,Gw, Hw, + Fy,Gw, Hw, — Fw, Hyy,
— Gw, Hyy, + Fw, Hw, Hw, + Gw, Hw, Hw, > 0 (3.3.31)

et
>\?€182€3 — )\?(8182HW3 + €1€3GW2 + €2€3FW1)
+ )\j(€1GW2HW3 + EgFWlHW3 + 53FW1GW2 — ElGW3HW2 — €3FW2GW1 — EQFWBle)

+ Fw, Gw, Hw, + Fw,Gw, Hw, + Fw,Gw, Hw,
— FW1GW2HW3 — FW2GW3HW1 — FWSGleW2 > 0. (3332)

Comme les A; > 0, on a seulement besoin que les inégalités suivantes soient satisfaites :
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NA(e1Gw, + e1Hw, + e5Fw, + e5Hw, + e3Fw, + €3Gw, + 2e169Fw, + 26160 Hyy,

+ 2e1e5Fw, + 26163Gw, + 26162Gw, + 28165 Hy, + 26963 Fyy,

+ 26063Gw, + 26063 Hw,) — Nj(e1Ghy, + e1Hiyy, + €2y, + e2Hyy,

+ e3 By, + e3Giy, + 261 Fw, Gw, + 21 Fw, Hyy,y + 261G, Hw,

— e1Fw,Gw, — e1Fw,Hw, + 2eoFw, Gw, + 2eoFyw, Hy, + 2e9Gw, Hy,

— eoFw, Gw, — e3Gw, Hw, + 2e3Fw,uGw,v + 2e3 Ly, Hy,w (3.3.34)
+ 2e3Gw, Hw, — e3Fw, Hw, — e3Gw, Hw,) + Fyy, Gw, — Fyy, Hy,

— 2Fw, Gw, Hw, + Fw, Fw,Gw, + Fw, Fw,Hw, — Fw, Gy, — Gy, Hw, + Fw,Gw, Gw,

+ Gw,Gw, Hw, + Fw,Gw, Hw, + Fw,Gw, Hw, — Fw, Hy,,

— Gw, Hyy, + Fw, Hw, Hw, + Gw, Hw, Hyw, < 0,

et

A?(elngwg + e183Gw, + €283 Fw,)

— Ni(e1Gw, Hwy + e2Fw, Hwy + e3Fw, Gw, — €1Gw, Huw, (3.3.35)
— e3Fw, G — e2Fw, Hu) — oy Gy Hywy — Fun, G, Hyr, — Fiv, Gy Hur,

+ Fyy, G, Hywy + Fiv, Gy Hyy, + i, Gy, Hy, < 0.

Notons que 'équilibre stationnaire (W7, W5, W) est tels que

b
wr = abatp)
qgc—bg—p
Wy = (1 - W)Wy + a),
W?T:p(Wg’;er).

Grace aux hypothéses du théoréme 3.3.5, nous avons

Hy, =p—2<0,

cWy b d

Gw, = —b—
V2T W ta Wi +d
_(c—b)Wl—ab_ d <0,
W +a W; +d
et
a(l —WY)
Fy, =1— 2wy — S — 1)
" ! Wi +a

—2(W{)2+ (a+ )W — 2a _

0.
Wi +a
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La deuxiéme et la troisiéme inégalité (3.3.34) et (3.3.35) sont satisfaites car on a
le < 0, FW2 < O, 171/{/3 = 0, GW1 > 1, GW2 < 0, GJV[/3 < O,le = 0, HW2 > 0, [’IV[/3 < 0.

Ce qui achéve la démonstration du théoréme. O

3.3.4 Stabilité globale de ’équilibre endémique homogéne

Dans ce paragraphe nous allons établir la stabilité de 1’équilibre endémique homogéne
(W, W3, Wy) sous certaines conditions.

Théoréme 3.3.6 Supposons que les hypothéses (H1)-(H3) dans le théoreme 3.3.1 sont
satisfaites et que

b
b<e, l—a<W< “—b Wy < d(c—b). (3.3.36)

Alors, la solution homogéne stationnaire (W7, Wy, W3') du systéme (3.3.5) est globalement
asymptotiquement stable.

Démonstration. Notons par

Wi o W* Wao o W* + d Ws o W*
Wi Ui 1% Ui 1% Ui

(I)(Wl, WQ, Wg) = / ¢(W1, WQ, Wg) dx. (3337)
Q

dd
Pour montrer que ® est une fonction de Lyapunov, il suffit de montrer que r <0:

dx

@ o / d¢<Wl7 W27 W3)
dt — Jo dt
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On a
(W =Wy Wi,
he /Q[ Wi (Wi —w) Wi o)
(W2 — W;)(Wg + d) CW1W2 W2W3
— bWy — — =2
+ Wo <W1—|—a W W2+d>
Wy — Wi g3
+ W, (pW3 W +r)] dx
Wy — Wy * * *
=5 (w0 15 — 1 075 +0)
Wy — W3 (Wy +d
W2 WD) (i, (1, 4 ) — bW+ @)W + ) — W(Wh +0)
2

— W} (W5 +d) = bW} + ) (W5 +d) — W3 (W] +a))

o (]

:—/(W1—Wf,W2—W§,W3—W§)B(W1—Wf,Wg—WJ,Wg—Wg)T dz,
Q

(3.3.39)
ou
Wi+Wi+a—1 Wi—(c—0b)(W5+d)
0
Wi+a Wi+a i}

B— 1 ab—(c—bWy  __p |, (3.3.40)

Wi+a Wi+a W& +r

0 1 )

W2 +7r

Gréce aux hypotheéses (3.3.36), la matrice B est positive, et par conséquent I; < 0.
D’autre part, on a

W wp (W — W) (W + d) Wy — Wy
IQ = [)[nglAW1 + &9 W2 AWQ + EgTAWi}] dx

‘17* ‘17 _'_d|17*
= Wi =L de — / Wy 22— 2 ¢
51/Q|V 1| : T — &9 Q|V 2| 3 T
W3
Q Wi

Ce qui achéve la démonstration du théoréme 3.3.6. O]
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3.4 Formation des motifs

Les hétérogénéités spatiales ou spatio-temporelles sont une des caractéristiques de nom-
breux systémes écologiques et épidémiologiques et ont de profonds effets sur la dynamique
d’invasion, la croissance et la persistance des populations (voir [56]). Ces hétérogénéités
sont des facteurs déterminant de I'auto-organisation du systéme étudié. L’identification des
facteurs et paramétres permettant de passer de 1’état homogéne stable a I’émergence de
motifs spatiaux ou spatio-temporel est une question d’une grande importance dans 1’étude
des processus biologiques ou dans la compréhension de I’évolution des écosystémes. Dans
ce paragraphe nous allons donner pour ce modeéle de trois espéces, les conditions permet-
tant la formation de structures non-homogénes puis nous allons illustrer par la simulation
numérique ces prédictions mathématiques.

3.4.1 Etude théorique de I’"instabilité de diffusion"

On considére le systéme de trois especes décrit par l'équation de réaction-diffusion
suivante,

%—g = F(U,V,W) + Dy AU,

)%

= = GUV.W) + DyAV, (3.4.42)
%—Iﬁ/ = H(U,V,W) + Dy AW,

ou F', G et H représentent la dynamique intra et inter-spécifique de chaque espéce. Dy,
Dy et Dy sont les coefficients de diffusion et A est le laplacien sur R", n = 1,2, 3.

On s’intéresse a l'étude de la formation des motifs induits par la diffusion. Pour cela
on suppose que (U*, V* W*) est un équilibre stable du systéme (3.4.42). Donc on a

1
PU" VW) = GU" VW) = H(U, V" W) = 2.

Pour linéariser le systéme (3.4.42), on pose

Uz, t) =U" 4 u(z,t),
V(z,t) =V*+o(z,t), (3.4.43)
Wiz, t) =W" 4+ w(z,t),

tels que |u(x, t)| << U*, |v(z,t)] << V* et |w(z,t)] << W*.
Grace a I'analyse de Fourier, on peut écrire

u(z,t) = ug e p(x,t) = vy e TR w(x,t) = wy e (3.4.44)
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ol ug, vy et wy sont des constantes, la fonction e** est périodique et bornée, et k est le

vecteur d’onde qui indique la longueur d’onde d’émergence du motif spatial [92, 69].
Dans le cas ou le parameétre o est réel, les motifs spatiales sont stables dans le temps et
dans le cas ou o est complexe, les motifs spatiales varient dans le temps.
Dans les deux cas, le signe de la partie réelle de o détermine la croissance des motifs : si
Re(o) > 0, le systéme linéarisé (3.4.44) croit car |e?"| > 1 et il y a formation des motifs.
Par contre si Re(o) < 0, la perturbation linéaire décroit dans le temps car |e"| > 1, et
la solution du systéme perturbé tend vers I’équilibre homogeéne initial (U*, V*, W*). Pour
plus de détails, voir [92, 69].

En substituons (3.4.44) dans (3.4.42) et en éliminant tous les termes non linéaires
(parce qu'ils sont négligeables), on obtient le systéme algébrique suivant,

g — FU + DU]{Zz —FV —FW Uo
—Gy oc— Gy + Dvl{?2 —Gw (%) =0, (3445)
—HU —HV U—Hw+Dwk2 Wo

OF OF

ou Fy = %(U*,V*,W*), Fy = W(U*,V*,W*), etc.

Le systéme (3.4.45) admet une solution pour tout (ug, vy, wp) > 0. On a alors,

o — Fy + Dyk? —Fy —Fy
—Guy o — Gy + Dyk? —Gw =0, (3.4.46)
—Hy —Hy o — Hy + Dy k?
et le polynéme caractéristique associé s’écrit :
o + a1 (k*)o? + ax(k*)o + az(k*) = 0, (3.4.47)
ou
a1(k*) = —Fy — Gy — Hy + (Dy + Dy + Dy )k?, (3.4.48)
az(k*) = FyHw + FyGy + Gy Hy — HyGw — FyGy — FiwHy
— K (DWGV + Dy Hw + DyHw + DyGy + Dy Fy + DWFU>
+ k:4(DVDW + DyDy + DUDW), (3.4.49)
a3(k*) = —FyGvHw + FyHyGw + FyGuHw — FyHyGw — FywGyHy
+ HyGy Fyy + k*(~Dyw Fy Gy — Dy Hy Fiv — Dy HyGu + DuGy Hyy
+ Dy Hw Fy + DwGy Fyy ) = k*(DuDy Hy + Dy Dw Gy + Dy Dy Fy )
+ kSDy Dy Dy (3.4.50)
D’apreés le critére de Routh-Hurwitz [69], pour que Re(o) < 0, il faut que
a (k%) >0, (3.4.51)
as(k*) > 0, (3.4.52)

al(k’2)a2(k’2) — ag(k‘2) > 0. (3453)
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Ces conditions déterminent la stabilité du point d’équilibre. L’instabilité de diffusion re-
quiére que l'équation homogéne stable devient instable a cause de l'interaction et de la
diffusion des espéces. Par conséquent, d’apres ce qui précéde, on s’intéresse a établir les
conditions sur le systéme sans diffusion et avec diffusion :

Re(o(k* = 0)) < 0, Re(o(k* > 0)) > 0, pour un certain k? > 0. (3.4.54)

Dans le systéeme de réaction diffusion modélisant deux espéces, 'instabilité de diffusion,
appelée aussi "instabilité de Turing", se manifeste a partir d'un nombre fini de vecteurs
d’onde en produisant des motifs spatiales stables dépendant essentiellement de la condition
initiale. Ceci a été traité dans le premier chapitre. En ajoutant une troisiéme espéce, Hoth-
mer et Scriven (1969) ont remarqué la formation de motifs plus complexes. Pour un systéme
de trois équations, on utilise I'inégalité (3.4.54) pour déterminer sous quelles conditions,
elles peuvent changer de signe. Des motifs spatiales peuvent émerger si une des inégalité
(3.4.54) devient négatives.

On se restreint dans la suite, au cas ot k% est un réel. Notons que si k% est complexe,
on peut observer des structures spatiales complexes. On montrera que le changement de
signe de as(k?) produit des motifs spatiales fixes dans le temps, alors que le changement
de signe de (ajay — as)(k?) produit des motifs spatio-temporels.

On va étudier les changements de signe des conditions (3.4.51), (3.4.52) et (3.4.53) :

On a a1(0) > 0 si au moins Fy, Gy ou Hy est négatif. Biologiquement, ceci se traduit
par le fait qu'une des espéces admet une dynamique stable quand les deux autres ont une
densité constante. Ainsi, a;(k?) = a + Bk?, avec

a=—Fy — Gy — Hw,
8= Dy + Dy + Dy

Par suite, a;(k?) > 0 si @ > 0, et par conséquent, il ne se produit pas d’instabilité de
diffusion. Les conditions (3.4.52), et (3.4.53) sont des fonctions cubiques de k* de la forme

f(E*) = b(k*)? + c(k*)? + dk* + h,

avec b >0et h > 0.

d d?
Si f admet un minimum, on trouve par simple calcul que, i ]‘:2) =0et 7 Z;) > 0.
Ce minimum est atteint pour la valeur suivante de k2,
—c+ (2 — 3bd)2
) — ) 3.4.55
k2 7 est un réel positif si
d<0ouc<0etc® > 3bd, (3.4.56)

et f(k7,;) <O0si
2¢% — 9bed — 2(c® — 3bdk?) + 27bh% < 0. (3.4.57)
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La combinaison de (3.4.56) et (3.4.57) fournit les conditions nécessaires pour avoir 'insta-
bilité dite de diffusion. Les valeurs des coefficients b, ¢, d et h de f(k*) sont données dans
le tableau 3.4.1. En substituant ces coefficients dans (3.4.57), on obtient une expression
dans laquelle, on ne peut pas tirer un grand profit. C’est pourquoi, on se concentre sur les
conditions ¢ < 0, d < 0 de (3.4.57). Elles seront nécessaires pour la formation de motifs.
En utilisant les conditions d’équilibre stable homogéne sur le systéme sans diffusion
(a1(0) > 0, a3(0) > 0, (ai(0)az(0) —as(0)) > 0) et la condition nécessaire sur le systéme
avec diffusion ( c’est-a-dire, au moins une des conditions suivantes, a;(k*) < 0, az(k?) <
0, [aias — az](k*) < 0, pour un certain k& # 0 ), on obtient une condition générale né-
cessaire pour avoir une instabilité pour le systéme de réaction-diffusion avec trois espéces.
Ces conditions sont résumées dans le tableau 3.4.1 et sont en cohérence avec les résultats
obtenus dans le cas de deux espéces (voir [69]). En particulier, le coefficient du diffusion
d’au moins une des populations doit étre difféerent des autres.

Sous la condition que toutes les espéces diffusent, il existe un nombre fini de vecteurs
d’onde qui sont la source de cette instabilité, cela signifie que la longueur d’onde de ces
motifs émergeant peut étre estimer et essentiellement indépendamment de la petite per-
turbation initiale au voisinage de I’équation homogéne. Si une des espéces ne diffusent pas,
alors bas = 0 et il est possible d’obtenir une infinité de vecteurs d’onde conduisant a une
instabilité. L’étude analytique précédente, nous fournit des conditions nécessaires sous les
quelles I’équilibre stable homogéne devient instable par diffusion des espéces, cependant,
elle ne fournit pas une description temporelle de la nature de l'instabilité. C’est pourquoi,
nous devons déterminer si o est réel (ce qui implique la formation des motifs spatiaux
fixes temporellement), ou o est complexe (ce qui implique la formation des motifs spatio-
temporels).

Posons o = p+iq et substituons le dans I’équation (3.4.47). En séparant la partie réelle et
imaginaire, on obtient les deux équations suivantes,

P’ =3p¢° + a1(p® — ¢*) + asp + a3 = 0 (3.4.58)
—q* + 3p%q + 2a1pq + azq = 0. (3.4.59)

Dans le cas ot o est réel , on a
¢ =0ou ¢’ =3p’ +2a,p + az.
En substituant cette expréssion de ¢* dans (3.4.58), on obtient
O(p) = 8p* + 8ap® + 2p(a? + ay) + aray — as = 0. (3.4.60)

L’équation (3.4.60) peut admettre une solution réelle positive de deux maniéres : en effet,

1. si (a1az — az)(k?) < 0 alors ©(0) < 0. Comme O(p) — +o0o quand p — +o0, il existe
alors au moins une racine positive.

2. si O(p) admette un extremum en

—2a1 + (a2 — 3ay)?
6

p=p= > 0,
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telle que ©(p) < 0. Cette alternative nécessite que a? 4+ ay < 0 pour que p > 0.
Si ay(k?) > 0, alors il existe toujours une valeur réelle positive ¢ correspondant & une
valeur positive de p. Ainsi, il y a formation de motifs spatio-temporelles. Cependant il

n’y a plus de restriction si ay(k?) < 0, car les solutions deviennent spatio-temporelles
si

N

—ay + (a? — 3ay) 5
p>pe = 5 > P,

sinon, les motifs spatiaux sont stables car ¢ est imaginaire. Ces résultats sont résumés

dans le tableau 3.4.1.

height

as 109 — a3
b Dy DpDq (Dp + Do) (D% + DpDg + Dy Dp + Dy D)
C —(DPDHCQ+DHDQBP—|—DPDQAH) —AH(DP+DQ)(2DH+DP+DQ)
—Bp(Dy + Do)(Dy + 2Dp + D)
—CQ(DH + DP)(DH + Dp + QDQ)
d D (BrCq — CpBg) Dy (241Cqo + 2A5Bp + 2BpC
+Dp(AgCq — CyAg) +C% + By — ApBy — AgCh)
—|—DQ(AHBP - APBH) +DP(QBPAH + QBPCQ + 2CQAH
—|—A%{ + C% - BHAP - BQCP)
+Dqo(2BpAy + 2BpCo + 2Co A
+A%, + B} — AgCy — BoChp)
h ag(O) aq (0)&2(0) - 0,3(0)

TAB. 3.1 — Les valeurs des coefficients b, ¢, d et h en fonction de az(k?) et de (a1az — a3)(k?)

height

as a1a9 — a3
c<0 parmi ces trois termes Ay, Bp et Cp, idem
au moins deux sont de signes différents
au moins un des coefficients est différent des autres idem
d < 0 | au moins un des coefficients est différent des autres (2Dg + Dy + Dp)ByAp

+(2Dp + Dy + Dg) AgCly
—|—(2DH + Dp + DQ)BQCP <0

au moins un de ces termes est négatif :

BpCqy — CpBg
ACo — CrAg
AHBP — APBH

TAB. 3.2 — Les conditions nécessaires et non suffisantes pour avoir une instabilité de diffusion pour

un modéle de 3 espéces en utilisant la condition (3.4.55).
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heightas | ajas — as | as conditions motifs

+ + + pas de conditions pas de formation de motifs
+ - + pas de conditions motifs spatio-temporels

- + + pas de conditions motifs temporellement stables
- - - D> Pe motifs spatio-temporels

- - - P < Pe motifs temporellement stables
+ - - D> Pe motifs spatio-temporels

+ - - P < Pe motifs temporellement stables
- + - ai +ay >0 motifs temporellement stables
- + - | a?+ay >0, Q(p) >0 | motifs temporellement stables
- + - | a?+ay >0, Q(p) <0 | motifs temporellement stables

PP <P
- + - lat+ay>0,9(p) <0 motifs spatio-temporels
D > Pe

TAB. 3.3 — Résumé de I'effet de la variation des coeficients sur la dispersion et la nature de la

distribution spatiale.

3.4.2 Applications

Nous allons appliquer 1'étude faite au paragraphe précédant au systéme de réaction-

diffusion suivant,

( oUu ’U()V
[ _ _ A
8t (ao boU U+dO)U+51 U,
aV UlU 'U2W
— = | - — 02 AV, 4.61
ot ( “T T4 V+d2>v+ S (3.4.61)
ow ’U3W
— = — W + 63AW,
| o (3 V+d2) sl

Le systéme (3.4.61) admet alors une unique solution stationnaire homogene (U*, V* W*)

stictement positif qui est donnée par,

us =

( (aﬂ)g + UgCg)dO

U3(U1 - Cll) - U203’
(ao - boU*)(U* + do)

vro=

w* =

\

(3.4.62)

Y

Vo
03(V* -+ dg)

)

U3
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La matrice Jacobienne associée J(U*, V* W*) est la suivante,

Fy Fy Fwy
JUS VW= Gy Gy Gw
Hy Hy Hy
do(ao — boU*) —’U()[]>’<
—20U" — ————= —_— 0
o= = U + dy U+ dy
_ 'UldQ(CLQ — bOU*) a4+ ’UlU* _ VaC3 _UQV*
vodo + voU* Uy uV vy Vo d
0 % —C3
U3

Dans le paragraphe précédent nous avons établi les conditions pour la formations de motifs
spatiaux ou spatio-temporels. Nous allons utiliser ici ces conditions afin de déterminer
numériquement des espaces de paramétres dans lesquels on observe ces motifs.

Pour obtenir des motifs spatiaux stables, on fixe les parameétres de la fagon suivante,

U3:0.6, '112:0.4, U1:0.8, a1:0.4, 03:0.2, d0:0.5, a0:0.7, U0:0.6,

dy =04, bp=0.25, 6 =0.03, 9o =0.02, 93 =0.05
(3.4.63)
Si on fait varier le taux de mortalité naturelle de la proie by € (0.25, 0.6), az(k) devient
négatif pour certaines valeurs de k. Ainsi pour k£ = 5.0, on obtient en fonction de by, les
courbes d’évolution des coefficients de dispersion a;(k), as(k) et (a1(k)az(k) — as(k)) a la
figure 3.1. La figure 3.2 représente les courbes d’évolution des coefficients de dispersion en
fonction de k. Nous remarquons que ag(k) devient négatif pour certaines valeurs de k, cela
signifie que la structure spatiale qui se formera est stable temporellement car la valeur de la
dispersion o est réelle (voir Tableau 3.4.1). Pour illustrer cela nous simulons les évolutions
de la distributions spatiales des trois populations dans le domaine borné [0, 50] x [0, 50].
La condition aux bords est de type Neumann, c’est a dire qu’il n’y a ni émigration ni
immigration de populations. La condition initiale est une faible perturbation, aléatoire de
I'équilibre homogene (U*, V* W*). Notons que méme si nous fixons la condition initiale
autrement, nous obtiendrons des motifs stables en temps car la longueur d’onde est le
facteur déterminant & la formation de telles structures. Ces structures spatiales stables
sont illustrées a la figure 3.3.
Pour obtenir des motifs spatio-temporels, nous allons considérer une autre plage de
parameétres en posant la condition suivante :

U3:0.8, U2:0.4, U1:0.75, a1:0.3, 03:0.2, d0:0.7, a0:0.5, 60:0122,

dy=0.9, bp =025, 6y =0.03, 9, =0.01, 95 =0.05
(3.4.64)
Nous faisons alors varier entre 0.6 et 1.0, le taux de prédation vy de la population V' sur
I'espéce U. Pour k£ = 1.1, nous obtenons a la figure 3.4 I'évolution des coefficients de la
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-0.05

F1G. 3.1 — Courbes d’évolution des coefficients de la dispersion pour le systéme (3.4.61), en fonction
du paramétre by ; les autres paramétres sont donnés dans (3.4.63) et k = 5.0.
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F1G. 3.2 — Courbes d’évolution des coefficients de la dispersion pour le systéme (3.4.61), en fonction
du paramétre k ; les autres paramétres sont donnés dans (3.4.63) et by = 0.4025.

dispersion o en fonction de vg. Nous remarquons que a;(k) et az(k) sont positifs alors que
ai(k)as(k) — az(k) est négatif. Pour confirmer cette tendance, nous tragons a,(k), as(k) et
ai(k)az(k) — az(k) en fonction de k, les paramétres sont fixés dans (3.4.64) et vy = 0.633.
Ainsi d’aprés ces courbes (figures 3.4 et 3.5), (a1 (k)az(k) —as(k)) est négatif. Cela signifie,
d’apres le tableau 3.3, que o est complexe, ainsi La distribution spatiale qui se forme est
hétérogéne et varie temporellement, voir les figures 3.6, 3.9.
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1485

0.3486
148 0.275

0.3484

1475
0.3482

w o1 0348

1465 0.3478

146 0.265 0.3476

1455 0.3474
03472
145 026

0347
1445 0.3468
0.255
0.3466

F1G. 3.3 — Formation de sturtures spatiales stables pour le systéme (3.4.61); les paramétres sont
donnés dans (3.4.63) et by = 0.4025.
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F1G. 3.4 — Courbes d'évolution des coefficients de la dispersion pour le systéme (3.4.61), en fonction
du paramétre by ; les autres paramétres sont donnés dans (3.4.63) et k = 5.0.
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F1G. 3.5 — Courbes d'évolution des coefficients de la dispersion pour le systéme (3.4.61), en fonction
du paramétre k ; les autres paramétres sont donnés dans (3.4.63) et by = 0.633.



Chapitre 3. Analyse qualitative de la dynamique d’une chaine alimentaire de

80

trois espéces

0.801

0.8005

08

0.7995

0.799

0.7985

0.798

0.96

0.959

0.958

0.957

0.956

0.955

0.466

0.465

0.464

0.463

0.462

0.461

F1G. 3.6 — Distribution initiale des populations pour le systéme (3.4.61); les paramétres sont donnés

dans (3.4.64) et by = 0.633.
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F1G. 3.7 — Auto-organisation du systéme et formation de structures spatio-temporelles a t = 100 pour

le systéme (3.4.61); les paramétres sont donnés dans (3.4.64) et by = 0.633.
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F1G. 3.8 — Auto-organisation du systéme et formation de structures spatio-temporelles a t = 500 pour
le systéme (3.4.61); les paramétres sont donnés dans (3.4.64) et by = 0.633.
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F1G. 3.9 — Auto-organisation du systéme et formation de structures spatio-temporelles a t = 800 pour
le systéme (3.4.61); les paramétres sont donnés dans (3.4.64) et by = 0.633.
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Chapitre 4

Approche combinée utilisant les
adénovirus réplicatifs pour la thérapie
génique du cancer

4.1 Introduction

Pres de trente années de recherches intensives et plus de 1,2 million de publications

traitant du cancer ont permis 'accumulation d’une grande quantité d’informations quant
a la genése de cette maladie. Des résultats tant sur 'analyse d’altérations génomiques chez
I’humain que sur l'expérimentation en culture cellulaire et chez ’animal ont clairement
établi que le développement du cancer est le résultat d'une combinaison entre, d’une part,
I’activation de voies favorisant la prolifération cellulaire et, d’autre part, I'inhibition de
signaux restreignant le potentiel prolifératif des cellules. Hanahan et Weinberg [41] ont ré-
cemment proposé de classifier ces différentes modifications en six catégories, qui semblent
généralement retrouvées dans chaque type de cancer : autosuffisance en signaux de crois-
sance, insensibilité aux signaux d’inhibition de croissance, résistance a ’apoptose, potentiel
réplicatif infini, potentiel de néovascularisation et capacité d’invasion tissulaire.
Nous allons présenter un état des lieux des nouveaux outils de thérapie en cours de déve-
loppement qui tirent directement leurs bases stratégiques des découvertes moléculaires de
la transformation cellulaire. Les traitements traditionnels du cancer, telles la chimiothéra-
pie et la radiothérapie, ont pour principal défaut une absence de sélectivité entre cellules
saines et cellules transformées. Une thérapie qui ciblerait sélectivement les cellules cancé-
reuses sans affecter les tissus sains avoisinants serait évidemment un grand progres. La mise
en évidence des enchainements moléculaires pouvant entrainer un cancer a parallélement
offert autant de nouvelles cibles potentielles pour espérer bloquer la maladie.

L’activité antitumorale est le fait de ’action simultanée du cycle viral lytique et d'un
ou de plusieurs génes thérapeutiques. La connaissance de la biologie des virus et de leurs
interactions avec les protéines du cycle cellulaire ont permis de développer des virus onco-
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lytiques ayant un meilleur ratio efficacité/toxicité. Ces virus sont appelés virus réplicatifs
conditionnels ou sélectifs car a cause de leurs modifications génomiques et structurelles, ils
se répliquent préférentiellement dans les cellules tumorales. Cette propriété peut étre in-
trinséque au virus lui méme, comme par exemple la transformation cellulaire par activation
du proto-oncogéene "Ras", ce qui permet la réplication virale et entraine la destruction des
cellules infectées. Les études réalisées in vivo dans différents modeéles murins de tumorige-
néses, ont révélé que l'infection locale par les réovirus entraine la régression des tumeurs.
De tels virus oncolytiques pourraient donc représenter une voie thérapeutique de certains
cancers, voir [93].

Ce chapitre traite d'une procédure de thérapies combinées contre le cancer en utilisant

les virus oncolytiques et les inhibiteurs. Les adénovirus sont des virus icosaédriques non
enveloppés & ADN double brin. Ils sont trés étudiés dans le but d’'une application possible
en thérapie génique ou en thérapie anticancéreuse. La réplication des adénovirus généti-
quement modifiés infectent les cellules cancéreuses, se reproduisent a l'intérieur d’eux et
éventuellement, causent leur mort. Quand les cellules infectées meurent, les virus a 'inté-
rieur d’eux sont libérés et infectent ensuite d’autres cellules tumorales.
Il est connu depuis 1976 que les adénovirus humains du sous-groupe C et les coxsackievirus
du groupe B ont un récepteur en commun, voir [60]. En 1997, la nature de ce récepteur a été
déterminée | il est appelé CAR (coxsackie-adenovirus receptor) [15]. La protéine CAR est
une protéine transmembranaire de type 1 appartenant a la famille des immunoglobulines
(Ig). Cette protéine de 46 kDa est ubiquitaire a la surface des tissus cellulaires humains
et elle est constituée d'un domaine intracellulaire et d’'un domaine extracellulaire séparés
par un domaine transmembranaire. Le succés de la prolifération du virus dans les cellules
cancéreuses est lié a la présence du récepteur CAR.

Nous allons introduire des terminologies de biologistes que nous utiliseront dans ce
chapitre et qui ne sont pas familiéres a un mathématicien.
ONY X-015 est un adénovirus génétiquement modifié, congu sélectivement pour se répli-
quer et se lyser dans des cellules cancéreuses tout en épargnant les cellules normales.
Les voies de signalisation : Les cellules pergoivent les changements de leur environ-
nement par l'intermédiaire de récepteurs, le plus souvent membranaires. Ces récepteurs
vont transmettre un signal extracellulaire a l'intérieur de la cellule en activant une série
de modifications protéiques ou une cascade de signalisation qui va permettre a la cellule
de réagir. Les voies de signalisation des inhibiteurs MEK (Mitogen Activated Protein Ki-
nase), permettent I’engagement rapide d’un programme d’expression génique en réponse
a un stimulus. Ces voies de signalisation ont été extrémement bien conservées au cours
de I’évolution et sont constituées de protéines kinases qui s’activent en cascade et trans-
mettent le signal par une suite d’interaction entre protéines. Les voies de signalisation des
MEK, comme celles de p38 ( voir [93]), jouent un rdle important dans le controle de la
mort cellulaire. Toutefois, les inhibiteurs MEK temporaires peuvent provoquer l'arrét du
cycle cellulaire qui inhibe le cycle de vie de ONYX-015 (voir [99, 101]).
Le cycle cellulaire est généralement considéré comme composé de quatre phases de croissance-
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division : la phase (G1), premiére phase de croissance, la phase (S) durant laquelle ’ADN
est répliquée, la phase (G2), qui est la seconde phase de croissance cellulaire et, la phase
(M), celle de la mitose. Il existe une phase dite de quiescence qui correspond a la sortie du
cycle, phase de repos (GO).

L’adénovirus ONYX-015 a besoin de verrouiller les cellules en phase (S) pour se repro-
duire et pour provoquer la lyse cellulaire. Ainsi, les inhibiteurs de MEK peuvent limiter
la réplication du virus. Pour concevoir une thérapie synergique efficace, la promotion de
I'infection par le virus doit étre mieux équilibrée avec I'inhibition de la production de virus.

EdEd
| Nuclear

cytoplasm j

=4 Plasma
membrane

F1G. 4.1 — Comportement des Adénovirus dans une cellule cancéreuse.

4.2 Modélisation du probléme

La représentation de la structure spatiale d’une tumeur solide requiére 1'utilisation
explicite d’un modéle décrit sous forme d’équations aux dérivées partielles (EDP). On prend
en considération les changements spécifiques provoqués par l'expression du géne CAR
modulé par U'inhibiteur MEK. Ce modéle est une expansion classique des travaux de |95,
94,99, 101]. 11 décrit les dynamiques spatio-temporelles des populations et leurs interactions
locales. La dynamique spatiale des population est représentée par terme de diffusion dans
un domaine €2 de dimension 3. Les interactions locales prennent en considération a la fois la
dynamique de la population des cellules cancéreuses, des virus réplicatifs et de la réponse
immunitaire qui reconnait les antigénes viraux dans les cellules cancéreuses.

Le modéle mathématique que nous étudions, utilise les variables suivantes :
V) est la densité de cellules cancéreuses susceptible mais non infectées,

V5 est la densité de cellules cancéreuses infectées,

V3 est la densité de virus dans le tissu extra-cellulaire.
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Pour simplifier le modéle, nous supposons que le géne CAR s’exprime en moyenne a la
surface cellulaire avec une densité constante r. Cela signifie que r devient un parameétre du
modéle et qu’il faudra déterminer sa valeur optimale pour obtenir un traitement efficace.

Le modéle que nous allons étudier est un systéeme d’EDP spatio-temporel de type réaction-
diffusion. Il s’écrit ainsi,

( OVi(t, @ ViV
a‘:%tz alAm+p(1—ﬂu‘)/v€/(1—m)—dm—fT;‘%, t>0, z€0Q

gtl’ rViVs
A Nl R/ A — —a(l— ) 4.2.1
} o €2 V2+1+5V3 dVy—a(l —u)Vy, t>0, z€ (4.2.1)
% = esAV3 + k(1 —u)Vy —bV3, t>0, x €.

Le systéme d’équations (4.2.1) s’explique de la fagon suivante :

L’intensité de I'application de I'inhibiteur MEK est capturée par le paramétre u qui varie
entre 0 et 1. Si u = 0, toute cellule en phase (G1) poursuit normalement ses quatre phases
et il n’y pas de production de molécules CAR. Si u = 1, les cellules en phase (G1) arrétent
leurs cycles et la production de molécules CAR est en théorie maximale. La population
de cellules tumorales non infectées prolifére & un taux p et meurent naturellement a un
taux égal a d. On suppose qu’elles croissent de facon logistique et cette croissance peut étre
ralentie par I'inhibiteur grace a I'expression 1 — u. Quand les virus rencontrent les cellules
tumorales susceptibles, une infection peut se produire. Cela exige que I'interaction des virus
libres avec des récepteurs CAR . a la surface d’une cellule tumorale susceptible, se produit
avec un taux égal a GrVVi. Le taux d’infection est donc proportionnel a la moyenne r
du nombre de récepteurs sur la surface de la cellule, a la densité V3 de virus libres, et
a la densité V) de cellules tumorales susceptibles. Comme la population du virus devient
hyper-abondante par rapport a celle des cellules non infectées, des infections multiples
des cellules déja infectées deviennent plus probables, de sorte que le taux d’infection se

sature par le terme . Les cellules tumorales infectées peuvent mourir par mortalité

1+¢eVs
naturelle avec un taux égal a d et par mortalité provoquée par le virus dont le taux est égal

a a. Ce taux de mortalité a induit par les virus est proportionnel a 1 —wu. Cela signifie que la
croissance de 'activité de 'inhibiteur correspond a une diminution du nombre de cellules
cancéreuses tuées par le virus. La raison en est qu’il faut une production de virus pour
que le nombre de cellules tumorales tuées par les virus augmente, ce qui ne se produit pas
en présence de I'inhibiteur, car le cycle des cellules s’arrétent en phase (G1). Les cellules
infectées produisent de nouveaux virus avec un taux k qui est de nouveau diminué par la
présence de U'inhibiteur a cause du terme 1 —w. La densité des virus libres diminue suivant
un taux b.
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4.3 Etude mathématique du modéle

Dans cette section, on étudie la stabilité des équilibres homogénes du systéme (4.2.1).
Pour cela, on utilise la méthode développée dans larticle [90], basée sur les condition
des mineurs principaux. Soit P une matrice carré d’ordre 3 dont les valeurs propre sont
négatives et D = (dy, dy, d3) une matrice diagonale telle que d; >0, 7= 1,2,3.

P11 P12 P13
P=1| pa p2 p23 (4.3.2)
P31 P32 P33

Définition 4.3.1 P satisfait les condition des mineurs principaux si

P11 <0, paa < 0,p33 <0, det(P) <0, (4.3.3)
det( b b ) > 0, det( P b1 ) >0, et det( P22 P2 ) > 0. (4.3.4)
P21 P22 P31 P33 P32 P33

On considére le systéme suivant,

Ow(t,x) = DAv+ Pv dans Q x (0, 00),

g—z = 0 sur 992 x (0, 00), (4.3.5)
v(0,2) = vo(z), dans €.

Théoréme 4.3.2 L’équilibre homogéne v = 0 du systéme (4.3.5) est stable si et seulement
si P satisfait les condition des mineurs principauz (4.3.3) et (4.3.4).

Le systéme (4.2.1) adamet deux états d’équilibres homogenes S° = (0,0,0) et S* =
(51,52, S3) avec,

( 1 Or d
Sl = 5(1—?—bp<17_u>+\/5),
2 = ﬁké%—u;g;’ (4.3.6)
1 rk(l —u 1
% = € (b(d+a(1—u))_1)’
’ Br d > 4b(d+ a(l — u))
5:(?+7p(1_u)—1)+ Pt (4.3.7)

Théoréme 4.3.3 Supposons que u > 1 et d > a(u — 1). Alors, pour tout coefficient de
diffusion g; (i=1,2,3), équilibre S° est asymptotiquement stable.
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Démonstration. Soit Jgo la matrice jacobienne associée a S°,

p(l —u)—d 0 0
Jg0 = 0 —d—a(l—u) 0 (4.3.8)
0 K1—u) b

D’apreés le théoreme 4.3.2, il suffit de vérifier que la matrice jacobienne Jgo satisfait
les conditions des mineurs principaux. En effet, sous les hypothéses du théoréme 4.3.3, on
vérifie aisément que les éléments diagonaux de Jgo sont négatifs et que Jgo satisfait les
conditions (4.3.3) et 4.3.4). O

L’équilibre S° est asymptotiquement stable implique que la tumeur pourrait étre éradiquée
avec une assez forte dose d’inhibiteur MEK, mais il est peu probable que la dose tolérable
de I'inhibiteur MEK pourrait arréter de maniére efficace la cellule tumorale en phase de
division (G1). Remarquons que pour u < 1, I'équilibre S est instable pour des valeurs de
g; >0, 1=1,2,3, car il existe au moins un mineur principal d’ordre 1 qui est strictement
positif. Nous supposons dans la suite qu’on ne peut pas avoir une dose suffisante d’inhibiteur
MEK pour I'éradication du cancer, en terme mathématique, nous supposons que u < 1.
Puisque qu’on ne peut pas éradiquer totalement les cellules cancéreuses, la stratégie consiste
a minimiser ’équilibre homogéne S* et a le stabiliser.

Notons par

(1— pr__d V). (4.3.9)

PR toama Y

:ﬁ(_1+(%+ﬁ—l)i> <0.

Or d 1)

S1(r) est une fonction décroissante vérifiant lim S (r) = 0. Il existe alors un certain seuil
r—-+00

maximal 7. pour lequel Si(r) est minimal. Une maniére de réduire la taille des cellules
cancéreuses est de déterminer la densité maximale des molécules CAR. Cependant dans
la réalité, la densité de la protéine CAR a la surface cellulaire, ne peut excéder un certain
seuil maximal r,.. Ainsi, une maniére de réduire la densité des cellules cancéreuses non
infectées, est d’obtenir une densité de la protéine CAR égale & ry.. A partir de cette
densité, on détermine la densité minimale des cellules cancéreuses non infectées a I’équilibre
homogeéne, puis on détermine les conditions de stabilité de cet équilibre.

L’étude de la stabilité de S* est plus complexe car elle dépend de plusieurs parameétres.
En fait, nous allons déterminer les valeurs propres associées a la matrice jacobienne du
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systéme linéarisé au voisinage de S*. La matrice jacobienne s’écrit

prVs prv;
1—u)(1—2V3) —d— A
A=l ;ﬁ, I+ eVs ’ (L ey
Jg« = Vs Vi (4.3.10)
—d—a(l —
1+ Vs all—w) T,
0 k(1 —u) —b

Théoréme 4.3.4 Supposons que d > p(1 —u) et u < 1. Alors, pour tout coefficient de
diffusion €; (i =1,2,3), l’équilibre endémique S* est asymptotiquement stable.

Démonstration. Vérifions que la matrice jacobienne Jg- satisfait la condition des mineurs
principaux donné dans la définition (4.3.1). Sous les hypothéses du théoréme 4.3.4 nous
avons,

p(1 —u)(1—-2V;) —d<0.
Ainsi, tous les élément diagonaux de Jg«, c’est a dire les mineurs principaux d’ordre 1, sont
négatifs. De plus, on a

prvsy
t Js<) =p(1 —u)(1 —2V}) —d — —d—a(l—u)—>b<0.
race(Js-) = p(1 —u)( 1) = a(l —wu)
les mineurs principaux d’ordre 2 et 3 sont,
\%
o1 —u)(1—2V) —d— L 0
det(M3,) = det BV 1+eVs
TV3
1oV —d—a(l —u)
Brvs
= (d 1-— 1-— —1+ 2V d >
(@ a1 =) (o1 = wi-14 2%+ d ) 20
prvsy prvi
1—u)(1—2Vi) —d— .
det(M2) = det | P 2 1+eVs  (1+eV3)?
0 —b
Brvs
=b 1 —u)(—1+ 2V, d >0
(o=t 2w a0 ) 20
Brvi
det(M3) = det —d—a(l —u) 1+evs | =0,
k(1 —u) —b
BV prk(-wVi _
o 14eVy (1+eVa)2 T
Ainsi, ’équilibre endémique est stable. O]

Remarque 4.3.5 Nous avons montré que si l'intensité v de 'application de I'inhibiteur
MEK est supérieur a 1, alors le cancer est théoriquement curable par I’approche des virus
génétiquement modifiés. Dans la réalité u est compris entre 0 et 1, ¢’est pourquoi, face une
impossibilité d’éradiquer complétement le cancer, il convient de le stabiliser.
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Dans le paragraphe suivant nous allons donner des exemples d’évolution de la maladie
dans le cas ou les conditions de stabilisation ne sont pas réunies.
Sous la condition d < p(1—u), nous allons déterminer les valeurs des coefficients de diffusion
pour que S* soit instable.

4.4 Simulation numérique

Dans ce paragraphe, nous déterminons numériquement les motifs spatio-temporels dans
le cas ou I’équilibre endémique S* est instable. En fait, dans le cas ou d < p(1 —u), S* peut
étre instable pour certains valeurs des coefficients de diffusion. Nous fixons les parameétres
comme suit, p = 5, d = 0.01, »r = 0.75, § = 20, ¢ = 05, a =5, k = 0.5, b = 5.
On suppose que les populations diffusent de la méme fagon, avec le méme coefficient de
diffusion €; = €9 = e3 = 0.001. Les conditions aux bords sont de type Neumann, c¢’est a dire
le flux aux bord est nul. Nous supposons qu’initialement, les populations ont une densité
voisine de I'équilibre endémique dans des sphéres et qu’a l'extérieur de ces sphéres, leurs
densité est nulle. Toutes ces sphéres sont contenus dans © = [0;100] x [0; 100] x [0; 100]
domaine, dans lequel le probléme est étudié.

Pour chaque figure, la premiére courbe représente la densité de la population V7, la seconde
correspond & celle de V5 et la troisiéme est pour la population V3.

t =150



Annexe A

A.1 Espaces de Sobolev

A.1.1 Définition et propriétés

Soient 2 C RY un ouvert, k € N et 1 < p < oo. L’espaces de Sobolev W*P(Q2) est
défini par
WkEP(Q) = {u € LP(Q); D% € LP(Q) Y|a| < k}.

On le munissant de la norme

1
uller = (D2 1D%ull20) "

o<k

WHP(Q) est un espace de Banach.
WP (Q) est la fermeture de D(Q) dans WHP(Q) par rapport & cette norme.

Proposition A.1.1 Si1l <p<oo et Q#RY, alors Wok’p(Q) C WhP(Q).
Par contre, Wy (RN) = Whe(RN).

Définition A.1.2 On note par H'(Q) = W2(Q). L’espace H*(Q2) muni du produit sca-
laire

N ou o
(0 = 00+ 32 (G )
i=1 ¢ ¢

est un espace de Hilbert.

A.1.2 Inégalités de Sobolev

1 1 1
Théoréme A.1.3 Soient 1 < p < N et p* tel que — = - — N Alors Uinclusion
p

p

WEP(RY) — LP"(RY) est continue.
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Corollaire A.1.4 Si 1 <p < N, alors linjection W"P(RY) — LI(RY)
est continue pour p < q < p*.
Sip= N, alors Uinjection W N (RY) — LYRY) est continue pour q € [N, 4o0].

On a le théoréme suivant (voir Morrey [67]) :
Théoréme A.1.5 Sip > N, alors l'injection
W RY) - L7(RY),
est continue. De plus, on a pour tout u € WHP(RY),
[ule) = v(y)] < Cla =y || Vull .

Corollaire A.1.6 (Inégalité de Poincaré)
Si Q0 est un ouvert borné de RN et 1 < p < oo, alors ona l'inégalité suivante,

[ul| o) < Coayp |VullLeg), Yu € Wy ().

A.2 Les espaces de Holder

Définition A.2.1 Soient Q un ouvert de RN et o €]0, 1].
On désigne par C**(Q) (noté parfois Lip,(Q)) U'espace vectoriel des fonctions continues
f:Q — C, vérifiant pour une certaine constante C' > 0, Vx,y € €,

[f(@) = fy)l < Clz -yl
L’espace C%* est muni de la norme

/@)~ )l

[ fllo = sup | f(x)] + sup -
zEQN rFy |$ - y|

Définition A.2.2 Soient Q un ouvert de RN, k € N et a €0, 1].
Les espaces de Hélder C*® sont définis par récurrence sur k en posant pour k > 1 :

af

felCh — f, 5
€y

eCchbte =1, n

On munit cet espace par la norme suivante

P f(x)—0°
1l =D 10° fllwiey + Y sup 1271 (@) — P F(y)].

181<k 18l=k T7Y v =yl
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Proposition A.2.3

i) Si f € C*, les dérivées d’ordre au plus k se prolongent en des fonctions continues
bornées sur ) qui vérifient des conditions de Holder d’exposant «.

i) Muni de la norme ||.||g.o, C**(Q) est un espace de Banach.

iii) Sik+a >k +do, Uinclusion C**(Q) dans CF(Q) est continue.

i) Si Q) est un ouvert borné et si k+a > kK +a', alors Uinclusion C**(Q) dans C*' ()
est compacte.

A.3 Le critére de Routh-Hurwitz

Le critére de Routh-Hurwitz donne une condition nécessaire et suffisante pour que les
racines d’un polynoéme

P(z) =2"+ a2" '+ az" ? + -+ a,
a coefficients réels soient de parties réelles strictement négatives.
Pour cela, il faut que les mineurs principaux d;, ¢+ = 1,...,n de la matrice d’"Hurwitz asso-
ciée & P(x) soient strictement positifs.

La matrice I’Hurwitz H est la matrice d’ordre n dont la i-idme colonne est de la forme

A2—jy A4—iy A—jy * * * 5 A2n—i,

ota,=0<«= k<0, k>n.
Critére de Routh-Hurwitz en dimension 3

P(z) = 2% + a12% + asx + as.

La matrice d’'Hurwitz s’écrit :

aq 1 0
a3 ag ap 5 (A?)l)
0 0 as

dont le critére de Routh-Hurwitz donne les conditions suivantes :
a1aoa3 — ag > 0, asaz > 0, ajaz > 0, ajas —ag >0, a; >0, ay > 0, ag > 0.

Proposition A.3.1 En dimension 3, si les coefficients du polynéme P(x) = 23 + a12? +
asx + asz, vérifient la condition suivante :

a1>0,a3>0,a1a2—a3>0,

alors les racines de P sont a parties réelles négatives.
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Annexe B

Dans cet annexe, on expose, les méthodes (pseudo)-spectrales, en tant qu’outil pour la
résolution numérique d’équations aux dérivées partielles. Cette méthode consiste a transfor-
mer un probléme & celui du calcul des valeurs propres et fonctions propres d’un opérateur,
ce que 'on appelle déterminer le spectre de l'opérateur en question. Et la raison pour-
quoi ceci est une chose intéressante est que, si 'opérateur est linéaire, la fonction, dont
on cherche a calculer les valeurs, peut étre exprimée comme une combinaison linéaire des
fonctions, sur lesquelles 'opérateur agit de facon "facilment" calculable.

Commencons, par un exemple concret, qui illustre comment on utilse la méthode spectrale
pour calculer explicitement les valeurs d’une fonction, solution d’une équation aux dérivées
partielles.

B.1 Meéthode Spectrale : Exemple simple

On commence par un probléme "classique" : la résolution de 1’équation de Schrodinger
dépendante du temps,

ihw = Hiy(x,t) =

2 92
I PV Ly )t t) = Hobe )4V (@)l 1), (BLY
sur un intervalle fini 0 < z < L. On se donne la condition initiale, ¢ (x,0) = W(z) pour
0<xz<Lety(x,0)=0pour z <0ouzx > L et les conditions aux bords, ¥(0,t) = f(t)
et Y(L,t) = g(t).

On commence en choisissant les unités de fagon a pouvoir poser h = 1 et m = 1/2, ce qui
élimine les constantes apparentes. On se limite, par la suite, au probléme simplifié de la
particule libre, c.a.d. on pose V(z) = 0 et 'on traitera, tout d’abord, le cas des conditions
aux bords de type Dirichlet, f(t) =0 et g(t) = 0. Les complications qui seront introduites
par la levée de ces simplifications nous occuperont une fois que l'on a compris comment
résoudre déja ce probléme simplifié. La méthode spectrale que ’'on va employer est définie
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par la recherche des fonctions propres et valeurs propres de 'opérateur

d2
Ho=—4m

qui agit sur les fonctions définies sur I'intervalle [0, L] et qui sont carré-sommables. Elles
sont solutions de 1’équation

Hog(z) = Ap(z),

avec conditions aux bords ¢(0) = 0, ¢(L) = 0. Il est facile de les trouver : C’est la famille

dulr) = \/% sin(—x),

avec n = 0,1,.... Les valeurs propres, A, sont données par
\ n?n?
n T L2 .

On écrit, maintenant, la solution, ¥ (x,t) de I’équation originale comme combinaison li-
néaire des fonctions ¢, (x) avec coefficients ¢, (t). A ce point on ne sait pas si cette série,
effectivement, représente la solution numériquement on ne pourra calculer que les sommes
partielles. On écrit, alors,

P

Yy(x,t) = Cn(t)Pn().

3
i
o

C’est ici que l'on introduit 'approximation principale, & savoir que ’on ne retient qu'un
nombre fini, N de termes. Si la série converge suffisamment rapidement et I’on emploie une
méthode appropriée d’évaluation, on pourra calculer ¥y (x,t) de fagon a ce que ses valeurs
ne dépendent que faiblement (a la précision a laquelle 1'on travaille) sur N. Il nous reste a
déterminer les fonctions ¢, (t) et de proposer une méthode efficace pour I’évaluation de la
somme.

Si 'on remplace cette expression dans I’équation de Schrodinger, on obtient

Ni 60 () (idcgt“) ~Auealt)) =0.

Sous I’hypothése que les fonctions propres de Hy forment une base dans l’espace de fonctions
qui nous intéressent, cette égalité implique que

z,dcn (t)
dt

- )\ncn(t) = 0>

dont la solution est
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Les constantes ¢, (0) sont déterminées par la représentation de la condition initiale comme
une combinaison linéaire des fonctions propres

cn(O):/O On(2)¥ () da.

Puisque la coordonnée spatiale x appartient & l'intervalle [0, L], on peut introduire une
partition en M points, x; = (L/M)j, j =0,1,...,M — 1. On peut, également, introduire
une partition de l'intervalle temporel en K points, ¢, = (T'/K)l, | = 0,1,..., K — 1.
L’intégrale, qui donne les coefficients ¢, (0) prend, alors, la forme

e (0) = \/%/OL W) sin("r) %\@ ﬁqu sin(%j),

et I'on se rend compte qu’il ne s’agit de rien d’autre que d’une transformée de Fourier
discréte, plus exactement d’une transformée de sinus discréte si 'on choisit M = 2™, on
peut employer la technique de la transformée de sinus rapide pour déterminer les ¢, (0) qui
ne sont rien d’autre, alors, que les coefficients de Fourier du vecteur de la condition initiale,
;.

Par suite, la fonction ¢ (7, 1), calculée sur les points x;, correspond exactement a la trans-
formée de sinus de ¢, (0)e"»

=L 2E nrk 2 . nmj

(g, 1) = ; {(M\/; ;\I/k Sln(w))e Mntz} - Sm(ﬁ)'
Il faut, ici, noter que 'on doit prendre M = N si I'on veut pouvoir inverser ces relations.
La quantité que I'on cherche, surtout, a déterminer, est [¢n(z,t)|?, puisque I'on sait que son
intégrale est une quantité conservée par 1’évolution temporelle de I’équation de Schrédinger.
Par ailleurs, le calcul de cette intégrale fournit un bon moyen de controle de la fiabilité de
la méthode de solution, puisque la grande majorité des calculs peut étre réalisée par des
transformées discrets rapides.
A partir de cette quantité une autre quantité intéressante est la largeur de la fonction
d’onde, définie comme le deuxiéme moment (centré) de la distribution :

S ey @) de
Ji on (et de

(z)

B.2 La méthode Pseudo-Spectrale

L’approche présenté ci-dessus est fondée sur I’hypothque ’on peut résoudre le probléme
spectral de 'opérateur spatial avec une meilleure précision que celle, avec laquelle on vou-
drait résoudre I’équation du départ. Dans beaucoup de situations cette hypothése n’est pas
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vérifiée, ne serait-ce que parce que le probléme spectral, déja du point de vue analytique,
n’est pas abordable. Dans ce cas, on cherche, parmi les ensembles de fonctions orthogo-
nales, ceux, ol 'opérateur spatial agit, quand méme, de fagon "simple", typiquement, de
maniére a ce que les résultats puissent étre obtenus t’aide de transformées rapides. On
parle, alors, de méthodes pseudo-spectrales.

B.2.1 L’équation de Schrodinger avec potentiel

On reprend, maintenant, 1’équation de Schrodinger, mais, cette fois-ci, on ajoute un
terme d’énergie potentiel. La méthode spectrale exige quez 1’on trouve les fonctions propres
et valeurs propres de H = Hy+ V (z). Généralement ceci n’est pas possible et, méme dans
les cas oc’est possible, ce n’est pas, nécessairement, le cas que les expressions analytiques
obtenues soient les plus appropriées pour le calcul numérique.

Ainsi 'on va utiliser une méthode pseudo-spectrale, dans le sens que I'on va développer
¥ (x,t) dans la base des fonctions propres de la particule libre :

N—1
v t) = 3 ealt)n()
n=0
On d’une part et d’autre,
N-1 22
ZZ n = Hun(e.t) = 3 cult) V@) énla).

En formant le produit scalaire avec ¢,,(z), on trouve

d = n?m?

i nlt) = Z cn(t) S ¢m on() dx]

-0
()\ Snm + Um n)cn(t) = T/Vm nCn(t). (B.2.2)

La matrice W, , n’est plus diagonale, mais elle est toujours symétrique, puisque le potentiel
est un opérateur auto-adjoint, donc on peut la diagonaliser par la méthode de Jacobi, par
exemple, puisque 1'on a besoin aussi bien des valeurs propres que des vecteurs propres.
Comme le potentiel ne dépend pas du temps, cette diagonalisation doit étre faite seulement
au début, pour exprimer ¢,(0) dans la base des vecteurs propres de v, puisque

cn(t) = e e, (0) = Z Gn,p 6_i>\ptv;7>

et I’expression finale prend la forme

N-1 N-1

Pn(at) =S dule) ( >y e—iAptvp).

n=0 p=0
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B.3 Transformées rapides et équations non-linéaires

La transformée de Fourier et ses variantes est une transformation linéaire, elle trans-

forme une équation différentielle lindire en un systéme d’équations algébriques linéaires
pour les coefficients dans la base de fonctions choisie. On s’attend, alors, & ce qu’elle trans-
forme une équation différentielle non-linéaire en un systéme d’équations non-linéaires pour
les coefiicients.
Dans le cas des méthodes pseudo-spectrales, on transforme ’équation différentielle d’ori-
gine en un systéme d’équations différentielles ordinaires linéaires pour les coefficients, qui
contiennent la dépendance temporelle, comme on vient de voir. L.’avantage numérique des
méthodes (pseudo)-spectrales réside dans le fait qu’elles ne remplacent pas les dérivées par
des différences finies ; elles remplacent le nombre infini des termes de la série par un nombre
fini. Ceci permet une réduction de I'erreur qui est significative par rapport aux méthodes
de différences finies, dans lesquelles on remplace les dérivées par des différences finies.

B.3.1 La Transformée de Fourier Rapide

Commencons avec la transformée de Fourier discréte. Soit un vecteur a N-composantes
complexes, f, et la matrice

e27rik.n/N
Wy = ——i,
B VN
avec k,n=20,1,..., N — 1. Il est facile de se rendre compte que

N—-1

*
E Wi Wi/ in = 5k,n7
n=0

N-1
c’est une matrice unitaire. Par conséquent, si 'on définit Fj, = g Wi [, alors

n=0

N-1
z *

fn - wnJ{;Fk)'
n=0

On note que ces opérations réalisent la multiplication d’un vecteur a N-composantes par
une matrice pleine, de taille N x N. La qualification "rapide" implique que I'on peut faire
beaucoup mieux, dans le cas o1 la matrice n’est pas quelconque, mais est wy, ,,, avec N = 2P,
Pour saisir Iidée, prenons un exemple concret, N = 8 = 23. Formellement on doit calculer
(on écrit wy = 2™/N)

Fy, % \/§=fo+w’§f1+w§kf2+w§kfs+w§kf4+w§kf5+w§kf6+w§kf7,

donc, huit multiplications, pour chaque valeur de k, qui prend, également, huit valeurs,
pour un total de 64 multiplications. Comment peut-on faire mieux? On note que cette
expression se laisse écrire comme

F x V8= fo+wi fo+wi® fu +wl* fo +wk( fr + w2 fs + wik fs +wl fr),
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et 'on note que chaque expression entre parenthéses correspond a la réalisation d'une

transformée de Fourier discréte d’ordre 4 = N/2, puisque w2* = w}. Ainsi 'on déduit que

i x V8= fo+wh fo+wi® fi +wi fo +wk( fi +wk fz + wit fs +wiF f7),

et 'on peut continuer cette procédure de réduction encore plus loin :

Fio x V8 = (fo + wh fu+ wf(fo+wh fo)) + wh[( fr + wh f5) + wh( f5 + wh f7)].

Cette expression nous renseigne, premiérement, que la représentation naturelle du vecteur
fn n'est pas la suite (fo, f1, fo, f3, f1, f5, f6, fz) mais celle, apparemment contre-intuitive,
(fos fas fos fos f1s fo, f3, f2).

Ensuite, elle indique que le calcul posséde une structure hiérarchique, en arbre, qui posséde
logs8 = 3 niveaux, que l'on peut exploiter de fagon a calculer les huit composantes du
vecteur Fj aux mémes places de mémoire occupées par les composantes du vecteur f,.
Pour ceci on note que, au niveau le plus bas, on est appelé(e)s a calculer fo + fi, fo —
Ja, ot Jo, fo— Jo, 1+ [5s J1— [, fa+ fr et f3— fr.

Finalement, elle nous confirme que, pour une valeur donnée de 'indice k, on doit effectuer
trois multiplications, pour un total de 24 multiplications-au lieu de 64.

B.4 Les méthodes (pseudo)-spectrales et le calcul des
dérivées d’une fonction

Dans la section précédente, on a exposé la technique, par laquelle on peut calculer
rapidement les valeurs de la transformée de Fourier d’une fonction & une variable, si 'on
connait les valeurs de la fonction sur un ensemble de points donné.

Pour la résolution numérique d’équations différentielles, on a besoin de calculer les coef-
ficients de Fourier des dérivées d’une fonction c.a.d., si 'on connait {f, = f(x,)}, n =
0,1,2,..., N — 1, comment calculer {f'(z,)}?.

Si l'on écrit f(x) sur la base d’un ensemble de fonctions, ¢, (x) et ¥, (z),

2

n

Il
o

de facon a ce que l'on ait le droit de représenter la dérivée par différentiation terme par
terme de la série, on note que

fl@) =) lan dp(x) + bo ¥y, ()],



B.4 Les méthodes (pseudo)-spectrales et le calcul des dérivées d’une fonctib@l

et le probléme devient, dans quelle mesure on peut exprimer de maniére "simple" (c.a.d.
rapide et efficace), ¢! () comme combinaison linéaire des ¢, ().
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