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Résumé

L’objectif principal de cette thése consiste a étudier plusieurs thématiques : I’étude de
I’observation et la commande d’un systéme de structure flexible et 1’étude de la stabilité
asymptotique d’un systéme d’échangeurs thermiques. Ce travail s’inscrit dans le domaine
du controle des systémes décrits par des équations aux dérivées partielles (EDP).

On s’intéresse au systéme du corps-poutre en rotation dont la dynamique est physi-
quement non mesurable. On présente un observateur du type Luenberger de dimension
infinie exponentiellement convergent afin d’estimer les variables d’état. L’observateur est
valable pour une vitesse angulaire en temps variant autour d’'une constante. La vitesse de
convergence de 'observateur peut étre accélérée en tenant compte d’une seconde étape de
conception. La contribution principale de ce travail consiste & construire un simulateur
fiable basé sur la méthode des éléments finis. Une étude numérique est effectuée pour le
systéme avec la vitesse angulaire constante ou variante en fonction du temps. L’influence
du choix de gain est examinée sur la vitesse de convergence de 'observateur. La robus-
tesse de l'observateur est testée face a la mesure corrompue par du bruit. En mettant
en cascade notre observateur et une loi de commande stabilisante par retour d’état, on
souhaite obtenir une stabilisation globale du systéme. Des résultats numériques pertinents
permettent de conjecturer la stabilité asymptotique du systéme en boucle fermée.

Dans la seconde partie, ’étude est effectuée sur la stabilité exponentielle des systémes
d’échangeurs thermiques avec diffusion et sans diffusion. On établit la stabilité exponen-
tielle du modéle avec diffusion dans un espace de Banach. Le taux de décroissance optimal
du systéme est calculé pour le modéle avec diffusion. On prouve la stabilité exponentielle
dans 'espace LP pour le modeéle sans diffusion. Le taux de décroissance n’est pas encore

explicité dans ce dernier cas.

Mots-Clés : systémes a parameétres distribués, systémes hybrides, équations aux
dérivées partielles, systémes de vibration, équation de la poutre, observabilité exacte, C
semi-groupes, opérateurs anti-adjoints, observateurs, stabilité exponentielle, méthode des
éléments finis, principe de séparation, méthode directe de Lyapunov, systéme d’échangeurs

thermiques, semi-groupes analytiques.






Abstract

The main objective of this thesis consists to investigate the following themes : ob-
servation and control of a flexible structure system and asymptotic stability of a heat
exchangers system. This work is placed in the field of the control of systems described by
partial differential equations (PDEs).

We consider a rotating body-beam system whose dynamics are not physically measu-
rable. An infinite-dimensional exponentially convergent Luenberger-like observer is pre-
sented in order to estimate the state variables. The observer is also valid for a time-varying
angular velocity around some constant. We can accelerate the decay rate of the observer
by a second step design. The main contribution of this work consists in building a nu-
merical simulator based on the finite element method (FEM). A numerical investigation
is carried out for the system with constant or time-varying angular velocity. We examine
the influence of the gain choice on the decay rate of the observer. The robustness of the
observer is tested with the measurement corrupted by noise. By cascading our observer
and a feedback control law, we wish to obtain a global stabilization of the rotating body-
beam system. The relevant numerical results make it possible for us to conjecture that
the closed-loop system is locally asymptotically stable.

We investigate the exponential stability of the heat exchangers systems with diffusion
or without diffusion. We establish the exponential stability of the model with diffusion in
a Banach space. Moreover, the optimal decay rate of the system is computed for the model
with diffusion. We prove exponential stability in (C[0, 1])* space for the model without

diffusion. The optimal decay rate in the latter case is not yet found.

Keywords . distributed parameter systems, hybrid systems, partial differential equa-
tions, vibrating systems, beam equation, exact observability, Cy-semigroups, skew-adjoint
operators, observers, exponential stability, finite element method, separation principle,

Lyapunov’s direct method, heat exchangers system, analytic semigroups.






Introduction

L’objectif principal de cette thése consiste a étudier plusieurs thématiques :

- étude de 'observation et la commande d’un systéme de structure flexible ;

- étude de la stabilité asymptotique d’un systéme d’échangeurs thermiques.

Ce travail s’inscrit, d’un point de vue théorique, dans le domaine du controéle des systémes
décrits par des équations aux dérivées partielles (EDP).

Ce travail est composé de 4 parties.

La premiére partie est consacrée a la motivation du travail et ’état de 'art des ob-
jets d’étude. En ingénierie ou dans 1’aérospatiale, le mouvement des systémes mécaniques
comme robots a bras flexibles controlées ou vaisseaux spatiaux avec antennes peut étre
décrit par un ensemble d’EDP linéaires ou non linéaires couplés avec des EDO, dit sys-
témes hybrides. Le probléme de la modélisation ainsi que 1’étude sur les comportements
dynamiques et la commande des systémes hybrides sont devenus un domaine de recherche
trés actif depuis des décennies. Dans l'industrie de la transformation, 1’étude des sys-
témes a parameétres distribués prend aussi une importance croissante, en cohérence avec
la description de plus en plus fine des phénoménes physiques au sein des procédés.

Dans la deuxiéme partie de cette thése, on s’intéresse a un systéme du corps-poutre en
rotation dont la dynamique du systéme est physiquement non mesurable. Il est constitué
d’un corps rigide couplé avec une structure élastique. Le modéle représente le mouvement
d’un engin aérospatial simplifié. On présente dans le Chapitre 2, sous la forme expli-
cite d’EDP, un observateur du type Luenberger de dimension infinie exponentiellement
convergent, afin d’estimer les variables d’état. L’observateur construit est valable pour
une vitesse angulaire en temps variant autour d’une vitesse angulaire constante. On peut
accélérer la vitesse de convergence de l'observateur aussi vite que 1'on veut en tenant
compte d’'une seconde étape de conception dans la construction. Les principaux outils
mathématiques utilisés proviennent de la théorie des semi-groupes et la théorie spectrale.

Le Chapitre 3 est dédié a une étude numérique. Cette étude est effectuée dans le
but de développer un simulateur fiable, efficace, robuste et performant. La contribution
principale de ce travail consiste a construire un simulateur numérique basé sur la méthode
des éléments finis et I'interpolation hermitienne. Plusieurs simulations sont illustrées dans
le cas ou la vitesse angulaire est constante ou variante en fonction du temps. L’influence
du choix de gain de correction est examinée sur la vitesse de convergence de 'observateur.

La robustesse de I'observateur est testé face a la mesure corrompue par du bruit.
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Le chapitre 5 traite le systéme en boucle fermée. En mettant en cascade notre ob-
servateur et la loi de commande stabilisante par retour d’état proposée par J.-M. Coron
et B.d’Andréa-Novel, on souhaite obtenir une stabilisation globale du systéme de corps-
poutre en rotation. Aprés avoir effectué de nombreuses expérimentations numériques,
cette approche aboutit & des résultats numériques pertinents. Ceci permet de mettre en
valeur la conjecture sur la stabilité asymptotique du systéme en boucle fermée.

La troisiéme partie aborde une étude, dans un cadre d’espaces de Banach, sur la sta-
bilité exponentielle des systémes d’échangeurs thermiques avec diffusion et sans diffusion.
Les systemes sont régis par un systeme d’EDP du type parabolique et un systéme hyper-
bolique, respectivement.

On établit la stabilité exponentielle du modéle avec diffusion dans un espace de Banach
en utilisant la LP stabilité exponentielle du systéme considéré et la théorie des opérateurs
sectoriels. De plus, le taux de décroissance optimal du systéme est calculé pour le modéle
avec diffusion. A I'aide de la théorie de perturbation, on prouve la stabilité exponentielle
dans ’espace LP pour le modeéle sans diffusion. En revanche, le taux de décroissance n’est
pas encore explicité dans ce dernier cas car le semi-groupe associé n’est pas analytique.

Ce travail finit par une conclusion générale et quelques perspectives qui permettent
d’ouvre un autre horizon de ma poursuite de recherche aprés la thése.
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Introduction Générale






Chapitre 1

Motivation du travail, état de ’art et
objets d’étude

La curiosité nest que vanité le plus souvent; on
ne veut savoir que pour en parler.

Blaise Pascal, Pensées (1670).
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1.1 Introduction

1.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif d’expliquer la motivation de notre travail et I'importance
de I'étude des systemes a parameétres distribués dans le domaine de I'automatique et du
controle.

Un bref rappel dans le domaine du controle en dimension infinie permet de situer
cette thése dans son contexte scientifique qui est le controle des équations aux dérivées
partielles (EDP en abrégé) en général, et dans le cadre particulier qui est le contrdle d’'un
systéme de structures flexibles.

Ce travail se classe parmi les méthodes directes aux espaces fonctionnels des EDP et
se situe dans le cadre des approches temporelles par la représentation d’état. La théorie
de perturbation des opérateurs, la théorie spectrale et des semi-groupes aux espaces de
Banach ou Hilbert sont des outils mathématiques principaux de I’étude.

On présente d’abord la motivation du travail, ensuite I’état de I'art du domaine
concerné et enfin les objets d’étude de la thése, plus précisément, 1) la commande d’un
systéme mécanique de structure flexible et la construction d’observateur et 2) la stabilité

des échangeurs thermiques.

1.2 Motivation

Depuis plusieurs décennies, la recherche dans le domaine du controle des systémes a
parameétres distribués représente un champ d’investigation trés important. Les systémes
a paramétres distribués sont des systémes décrits essentiellement par des EDP linéaires
ou non linéaires, éventuellement couplé avec des équations différentielles ordinaires (EDO
en abrégé), des équations intégrales ou intégro-différentielles et des équations algébriques.
Des systémes d’EDP sont représentés dans des espaces fonctionnels de dimension infinie.
Les variables indépendantes sont le temps et I'espace, les variables spatiales pouvant étre
mono- ou multi-dimensionnels.

Grace aux progrés modernes dans la fabrication des instruments de mesure, des gran-
deurs physiques sont mesurées de maniére de plus en plus précise. De ce fait, on a besoin
d’employer le gradient pour décrire la variation quantitative des grandeurs non seulement
en fonction du temps mais aussi par rapport a l’espace. Des systémes complexes décrivant
une grande finesse d’échelle microscopique sont souvent gouvernés par des EDP car cela
permet de tenir compte des phénomeénes répartis dans les variables d’état. Ces derniéres
années, beaucoup de classes d’EDP étudiées concernent ce genre de problémes. Paralléle-
ment, le développement de la théorie du contréle en dimension infinie, dans des espaces
fonctionnels de Banach ou Hilbert, entre autre, permet d’appréhender beaucoup plus de
problémes en gardant cette description relativement fine que constitue la représentation
d’état par des EDP.

D’autre part, depuis une quinzaine d’années, la technologie des ordinateurs a grande
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mémoire et a grande vitesse ne cesse d’évoluer a tel point qu’il devient accessible de
développer des simulateurs de grands systémes complexes issus de la mécanique des fluides,

de la mécanique des structures et du génie des procédés :

- mécanique des structures flexibles : en particulier, des systémes hybrides font partie de
cette classe de systémes dynamiques complexes. D’un point de vue mathématique, ce sont
des systémes gouvernés par un ensemble d’EDP linéaires ou non linéaires couplés avec des
EDO. Les systémes hybrides sont souvent appelés pour décrire le mouvement des systémes
mécaniques constitués des corps rigides couplés avec des structures élastiques, qui sont
largement utilisés dans la pratique en ingénierie comme robots a bras flexibles controlées
ou dans l'aérospatiale comme vaisseaux spatiaux avec antennes, panneaux solaires, etc.
Le probléme de la modélisation ainsi que I’étude sur les comportements dynamiques et la
commande des systémes hybrides sont devenus un domaine de recherche tres actif depuis
des décennies. Ces systémes ont favorisé 1’émergence d’autres théories mathématiques

généralisant celles obtenues en controle des équations d’évolution en dimension infinie.

- génie des procédés : 1) dans 'industrie de la transformation, I’étude des systémes
a parameétres distribués prend en effet une importance croissante, en cohérence avec la
description de plus en plus fine des phénoménes physiques au sein des procédés. Par
exemple, un procédé courant dans le domaine énergétique se déroule au travers d'un dis-
positif d’échange de chaleur constitué de deux cylindres coaxiaux séparés entre eux par
la paroi du milieu et isolés de 'extérieur par la seconde paroi. Deux fluides de caractéris-
tiques différentes circulent a contre-courant dans les cylindres. Ces fluides échangent de la
chaleur a travers la paroi du milieu. Dans ce modéle le phénoméne de transfert se modélise
par des EDP. Le systéme d’EDP est du type parabolique lorsque le modéle tient compte
de la diffusion de la chaleur dans les différents corps, et il est du type hyperbolique dans le
cas ol le phénomeéne de la diffusion de la chaleur est négligé par rapport a la convection.

2) D’autre exemples sont constitués des modeéles des procédés de polymérisation et de
cristallisation. Ils sont décrits par des EDP ayant des non-linéarités structurelles et des
termes de couplages non locaux. Dans un premier temps, il s’agit de reprendre 1’étude
de l'existence et de I'unicité des solutions et leurs continuités vis a vis des perturbations.
Puis on s’intéresse aux problémes comme celui de la controlabilité, de la stabilisation et
de T'observabilité (observateurs) pour les systémes issus du génie des procédés. Certains
modéles provenant des bilans de populations pour les procédés de cristallisation et de
polymeérisation développés dans la littérature (en génie des procédés) se modélisent parfois
par des équations mathématiques trés complexes. Par exemple les conditions aux limites
sont parfois fortement non linéaires.

Dans ces cas une étude qualitative et numérique suivie d’une simplification des modéles
s’avere tout a fait indispensable afin de pouvoir représenter le principe physico-chimique
inhérent et afin de pouvoir servir de ces modéles dans la prédiction. Avant toute implé-
mentation d’algorithme de commande, une étape de faisabilité est nécessaire. Cette étape

consiste a analyser I'atteignabilité (controlabilité) de 'objectif ciblé. Cela revient a étudier
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I'existence des commandes en boucle ouverte qui permettent de faire passer le systéme
d’un état & un autre, tout en respectant les contraintes sur la commande et I'état. En
pratique, la commande en boucle ouverte n’est pas souhaitable du fait qu’elle ne garantie
pas la stabilité et la robustesse du systéme controlé. La rétroaction en boucle fermée est
une méthode de conception pour réaliser une stabilité robuste. Comme pour la commande,
I’analyse de 1'observabilité est nécessaire pour étudier la faisabilité de ’estimation. Cela
consiste a étudier la sensibilité de la mesure (dite sortie) par rapport aux variables a
estimer. Ces variables regroupent les variables d’état et les paramétres inconnus et non
mesurés. Aprés cette étude, la construction des observateurs (estimateurs) consiste a dé-
velopper un algorithme pouvant estimer en temps réel ces variables non mesurées. Ces
algorithmes sont congus a partir d'un modele du procédé et certaines mesures issues de
I'instrumentation. Les algorithmes de commande et d’estimation d’état seront validés en

simulation sur des modéles considérés et ultérieurement sur des procédés expérimentaux.

Ce genre de travaux permet de mener une collaboration entre des chercheurs en diffé-
rentes disciplines avec des compétences complémentaires : 'automatique d’un coté et les
mathématiques appliquées de 'autre, en tenant compte aussi de la mécanique et du génie

des procédés, afin de réaliser des projets.

3) La commande par modéle interne (CMI) introduite dans les années 70, est étendue
au cas des systémes décrits par des EDP dans le cas des méthodes directes et ceci depuis
les années 90, d’abord en linéaire (cf. Josserand [57]), puis en non linéaire (cf. Dufour
[35]). Encore une fois, 'observateur en dimension infinie s’avére utilisé dans le schéma
de la commande frontiére par modéle interne. L’observateur est le module d’adaptation
qui agit sur le modéle pour le faire tendre vers le processus et les variables estimées sont
ensuite utilisées par le module de controle.

Dans cette approche, pour le cas linéaire, la théorie de perturbation des opérateurs
et des semi-groupes a été utilisée, que ce soit au niveau de la synthése de commande ou
au niveau de I’étude de stabilité. Cette théorie est établie de maniére générale depuis les

travaux de Kato [61] dans les années 60.

1.3 Etat de Part et objets d’étude

1.3.1 Généralité : controle de systémes décrits par des EDP

Dans I'analyse et la commande des systémes gouvernés par EDP, il existe plusieurs
approches, que ce soit au niveau méthodologique, ou au niveau synthése de controle (au
sens large du terme, i.e., identification, synthése de la commande, synthése d’observateurs,
étude de stabilité, etc.)

L’intéressé peut se rapporter a Russell [97] par exemple pour une rétrospective. Il est

juste rappelé ici pour une classification succincte afin de situer ce travail.
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1.3.1.1 Classification méthodologique

Selon la démarche méthodologique, 1’étude des systémes a parameétres distribués, en
termes de théorie du controle, peut étre classifiée en deux catégories différentes :

- les méthodes indirectes : le systéeme des EDP évoluant dans un espace fonctionnel
de dimension infinie est d’abord approché par un systéme des EDO dans un espace de
dimension finie (R™ dans la plupart des cas), soit par une approximation des équations au
travers d’une discrétisation des opérateurs de dérivation/différentiation (des schémas de
différences finies sont couramment pratiqués), soit par une approximation des solutions
du systéme (par des fonctions orthogonales des variables spatiales ou par la méthode des
éléments finis essentiellement).

Comme dans tous les cas, le systéme ainsi obtenu est représenté dans R”, I’avantage
des méthodes indirectes consiste en 1’accés & de nombreux outils bien développés dans
la théorie du controle en dimension finie (au sens large). En revanche, certains résultats
théoriques pour le systéme seront fortement subordonnés a la méthode d’approximation
et il n’est pas évident de pouvoir prouver la convergence de ces propriétés pour le systéme
en dimension finie vers les propriétés intrinséques du systéme en dimension infinie.

- les méthodes directes : dans toute la phase d’étude théorique et de syntheése, le systéeme
des EDP est représenté dans les espaces fonctionnels appropriés, donc de dimension infinie.
Bien que les outils mathématiques que 1'on emploie pour étudier le systéme soient plus
délicats & maitriser, ’approche directe nous permet de préserver toutes les informations
du systéme. Les méthodes d’approximation ne sont appliquées que dans la simulation ou
lors de I'implémentation finale, de ce fait de résolution numérique.

Le travail que nous allons présenter dans cette thése s’inscrit dans le cadre des mé-
thodes directes d’étude des systéemes EDP.

1.3.1.2 Classification des approches

Bien que I'espace d’état soit de dimension infinie quant & un systéme dynamique décrit
par des EDP, I'espace du controle et ’espace de I'observation sont souvent de dimension
finie.

Dan ce cas on peut calculer, par la transformée de Laplace, la fonction de trans-
fert entrée-sortie (cf. Weiss [112] et Xu & Sallet [123]). La fonction de transfert obtenue
n’est pas rationnelle mais transcendante. Il existe des méthodes du type H* permettant
de concevoir des correcteurs stabilisants par I'approche fréquentielle. On peut citer par
exemple le travail de Xu [115] et les travaux de Lenz et al. [69]. Dans le domaine fréquentiel
on dispose aussi du théoréme de Huang (voir [56]) pour déterminer si un Cj semi-groupe
est exponentiellement stable ou non a partir de la résolvante de son générateur.

En méme temps il existe une théorie trés développée dans ’approche temporelle qui
permet de généraliser en dimension infinie des notions telles la représentation d’état, la

commandabilité, I'observabilité, la boucle ouverte, la boucle fermée, la stabilisation par
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retour d’état (cf. Luo et al.[80] ou Curtain & Zwart [28]).

Au début des années 90, notamment a 'initiative de Fliess et ses collaborateurs (cf.
[39]), une approche de 'algébre différentielle a été introduite dans le domaine de I’auto-
matique, initialement pour étudier la notion de systéme plat dans le cadre des systémes
non-linéaires de dimension finie, puis étendue aux systémes de dimension infinie (systémes
linéaires a retards ou décrits par des EDP, voir Fliess & Mounier [40], Mounier & Fliess
[41] et Laroche et al. [65]). Cette approche consiste & exprimer explicitement 1'état et la
commande en fonction de la sortie et ses dérivées successives sans calcul d’intégration du
systéme différentiel. Les systémes plats sont trés nombreux dans des modéles mécaniques
ou du génie chimique, voir Martin & Rouchon [81]. En dimension infinie, un rapport entre
équations différentielles et équations algébriques peut étre établi au travers d’un module
sur un anneau différentiel, ce qui permet d’étendre 'application des critéres de Kalman
d’observabilité et de controlabilité & une classe de systémes de dimension infinie [41]. Le
controle basé sur la platitude, qui dépend de la sortie plate mais pas des variables d’état,
est aussi congus pour la poursuite de trajectoires, voir Rudolph [96]. Des reconstructeurs
d’état basés sur la platitude sont également proposés pour des systémes linéaires et non-
linéaires, cf. Fliess & Sira-Raminez [43], [44].

Cette thése se situe du coté de 'approche temporelle par la représentation d’état.

1.3.2 Objets d’étude 1 : systéme du corps-poutre en rotation :

Historiquement, il existait de nombreux exemples de missions spatiales qui n’arrivaient
pas atteindre leurs objectifs initiaux car certains effets mécaniques a long terme n’étaient
jamais pris en compte dans le planning des missions. Par exemple, Explorer I, le premier
satellite lancé avec succés par les Etats-Unis était supposé a tourner autour de son axe
principal d’inertie une fois son orbite atteinte. Néanmoins, les signaux radio indiquaient
qu’un mouvement non désiré se produisait avec une croissance en amplitude.

Parmi des variétés des structures flexibles aérospatiales de grandes échelles, un modéle
prototype est celui de NASA spacecraft control laboratory experiment (SCOLE en abrégé,
cf. Chen et al. [20]). Le modéle SCOLE est constitué d’un long méat flexible ou d’une
poutre élastique qui relie deux corps rigides dont 1'un représente la sonde orbitale du
vaisseau spatial et 'autre 'antenne a réflecteur, chacun ayant des propriétés d’inertie
prescrites et étant controlé a travers des EDO. La poutre élastique satisfait une EDP avec
des conditions frontiéres imposées aux deux extrémités par les forces et les couples qui
agissent sur la sonde orbitale et I'antenne. En pratique, les mesures sont prises par des
capteurs piézoélectriques alors que le controle est réalisé par des jets de gaz.

A la fin des années 80, Baillieul et Levi ont proposé (cf. [6]) une méthode systématique
pour écrire les équations dynamiques de ces systémes avec la formulation lagrangienne. De
plus, cette méthode permet d’incorporer l'effet de dissipation énergétique dans la formu-
lation lagrangienne. Une analyse qualitative et quantitative de ces systémes mécaniques

a été effectuée dans le travail pour tenter d’expliquer des comportements dynamiques
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imprévus dans le satellite Explorer I. En méme temps un modeéle de structure mécanique
du corps-poutre en rotation a été proposé dans ce travail pour illustrer des phénomeénes
de bifurcation et de sélection des vitesses angulaires, qui sont propres a un tel systéme.
On peut constater que ce modéle refléte aussi certaines propriétés dynamiques des mo-
deles simplifiés de bras souples et de vaisseaux spatiaux rencontré dans la littérature (voir
Biswas & Ahmed [10]|, Balakrishnan [7]). Ainsi les résultats que 'on peut obtenir sur
la stabilisabilité et 1’observabilité seront indicatifs pour les contréles du mouvement des
engins aérospatiaux ou d’autres modéles mécaniques. L'une de nos motivations consiste a
étudier la stabilisabilité et la stabilisation de ces systémes hybrides. Les techniques comme
la fonction de Lyapunov et le principe d’ensemble invariant de LaSalle utilisées en dimen-
sion finie se sont relevés utiles dans le contexte de dimension infinie avec des adaptations
nécessaires.

En particulier, le modeéle a étudier qui représente la source de nos motivations est le

systéme du corps-poutre en rotation (simplifié), gouverné par les EDP suivantes :

Wit (2, 1) + Wagae (2, 1) = wlw(z, t) V (x,t) €]0, 1[xR],
w(0,t) = w,(0,t) =0, wye(1,t) = Were(1,t) =0,

w(z,0) = wo(z), wi(z,0) = w(z).

avec la mesure y(t) = w,,(0,1).

Le probleme de stabilisation de ce systéme a été beaucoup étudié dans la littérature :

1) avec frottements

Baillieul et Levi ont montré dans leur travail qu’en présence d’un frottement du type
structurel et en absence du controéle, le systéme posséde un nombre fini d’états d’équilibre
en rotation. Dans un cas du frottement visqueux (et sans controle), Bloch et Titi ont
prouvé (cf. [11]) I'existence d’une variété inertielle pour le systéme.

En prenant en compte l'effet de frottement visqueux ou structurel, Xu et Baillieul
ont montré (cf. [118]) que pour toute vitesse angulaire constante inférieure & une valeur
critique (déterminée uniquement a partir des parameétres physique de la poutre), le sys-
téme est exponentiellement et fortement (au sens topologique) stabilisable par une seule

commande du couple & I'aide du retour d’état (vitesse angulaire).

2) sans frottement et avec controles frontiéres

Au cours de ces derniéres années il s’est posé le probléme de la stabilisation du systéme
dans un cadre ou les sorties (mesures) et les entrées (controles) sont situées a la frontiére
(bord du domaine spatial ou une partie du bord). La raison fondamentale d’utiliser la
commande frontiére est la facilité d’agir (controler) au systéme et d’accéder aux mesures
par la frontiére.

Le probléme de la stabilisation frontiére a ’extrémité libre de la poutre a été largement
étudié. Dans un travail de Laousy et al. [64], via le principe de LaSalle, la stabilisation

exponentielle du systéme sans frottement a été établie en appliquant deux controles fron-
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tiéres linéaires a 'extrémité libre de la poutre et un controle du type moment. Chentouf &
Couchouron [21] ont étendu ces résultats a une classe de controles frontiéres non linéaires
en proposant une loi de commande constituée d’un controle du couple exercé sur le disque

et un controéle de la force/moment appliqué a 'extrémité libre de la poutre.

3) sans frottement et sans controle frontiére

Deés lors que la stabilisation du systéme est possible pour des mesures et des lois de
commande par retour d’état a 'extrémité libre de la poutre (x = 1), il se pose tout
naturellement la stabilisabilité du systéme avec des mesures recueillies a ’extrémité d’en-
castrement de la poutre (z = 0).

Dans le travail de Coron & d’Andrea-Novel [25], une loi de commande du couple par
retour d’état a été construite qui permet de stabiliser asymptotiquement et globalement

le systeme autour d’'un point d’équilibre dans un espace de Hilbert.

Notre étude est motivée par la constatation que leur variable de commande est en
effet le couple appliqué sur la partie du corps rigide. Par conséquent la loi de commande
proposée est simple a réaliser en pratique, a condition que l'on ait acceés a toutes les
variables d’état. Or ces variables d’état sont définies dans un espace de dimension infinie, ce
qui nous empéche d’y accéder directement. Afin de pouvoir appliquer la loi de commande
en temps réel, nous proposons d’estimer ces variables par un observateur. On applique
ensuite la commande par retour d’état basée sur les variables d’état estimées.

Sous I'hypothése de 1'observabilité exacte pour le systéme considéré, nous proposons
un observateur du type Luenberger qui converge exponentiellement, ce qui constitue une
ameélioration des résultats antérieurs dans la construction des observateurs (cf. Conrad &
Pierre [26], Celle et al. [18], Xu et al. [121] et Gauthier et al. [48]). Cette amélioration
s’obtient & I’aide des opérateurs d’observation non-bornés (ils sont typiquement des ob-
servations frontiéres). Ensuite nous menons une étude sur la robustesse de I'observateur
vis & vis de la perturbation et de la variation des constantes.

En appliquant au systéme les résultats théoriques développés dans Deguenon et al.
[30], on présente un observateur sous la forme explicite d’EDP pour le systéme du corps-
poutre en rotation. En utilisant la méthode des éléments finis nous entreprenons une étude
numérique sur la dynamique du systéme de vibration et celle de 'observateur. Cela nous
permet de mieux comprendre I'obstacle a la mise en oeuvre pratique de I'observateur. En
particulier, nous présentons ici quelques résultats numériques sur la distribution spectrale
et I’évolution dynamique des systémes simulés. Cette analyse numérique nous permet de
vérifier le résultat théorique obtenu et de choisir un schéma numérique mieux adapté.

Ces démarches sont instructives pour 'application réelle de 'observateur. La contri-
bution ici consiste a exploiter les potentiels d’applications de 'observateur a travers des
études numériques a partir de 'exemple d’'un modéle de poutre élastique. En consta-
tant que 'observateur converge bien avec la vitesse angulaire variant dans le temps, nous
sommes amenés a envisager dans les travaux futurs I'extension de 'observateur a d’autres

systémes de vibration et une démonstration de la stabilité en boucle fermée observateur-loi
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de commande.

Dans un cadre général de systéme de vibration en dimension infinie, on prouve que
I'observateur proposé est exponentiellement convergent si le gain de correction est petit.
Afin de montrer 'application potentielle de notre observateur, nous travaillons sur un
systéme de poutre élastique en rotation comme un exemple. Dans cet exemple, nous
expliquons comment obtenir une vitesse de convergence arbitraire de l'observateur en
utilisant une seconde étape de conception. L’observateur proposé posséde une structure
du type capteur-actionneur colocalisé relativement simple telle que I'extension a d’autres
systémes de vibration est praticable, tels les systémes étudiés dans Guo & Shao [53] et
Guo & Zhang [52].

1.3.3 Objets d’étude 2 : systémes d’échangeurs thermiques :

Les systéemes d’échangeurs thermiques sont des modéles trés classiques et souvent
rencontrés dans le génie des procédés (cf. Friedly [45]). Nous faisons les hypothéses usuelles
suivantes :

1) les débits de fluides sont indépendants de la variable spatiale x ;

2) les parameétres tels que la densité, la capacité calorifique et les coefficients d’échange
sont constants. Suivant le principe du bilan d’énergie thermique, on obtient les EDP qui
décrivent la dynamique des températures pour le modeéle avec diffusion :

( Otul = amul — Fl 8xu1 + hl(UQ — Ul) A (l',t) G]O, 1[><]Ri—,

GtuQ = (9 &mug + hz(ul — UQ) + h3(U3 — Ug),
atU;g = (/3 6303;’&3 + FQ aquO, + h4(u2 — U3) + h5(U4 — u3),

Oy = vy Opztty + he(us — uy)

\

avec les conditions frontiéres

(

u1(0,t) =0, Opus(1,1)
0,us(0,t) =0, Oyus(1,t)
0,u3(0,t) = 0,u3(1,t) =0,

0,ug(0,t) =0, Opug(1l,t) =0,

0,

0,

et la condition initiale
u(z,0) = u’(z), ¥z €)0,1].

et les EDP pour le modéle sans diffusion :

( Opuy = —Fy Opuy + hy(ugy —uy) ¥V (2,t) €]0, 1[xR}
Oyug = ho(ug — ug) + hs(ug — us),

Oyuz = F» Oyus + ha(ug — ug) + hs(ug — ug),

Oy = he(us — ua),

u1(0,t) =0, ug(1,t) =0,

u(x,0) =u’(z), z€(0,1).
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1.3 Etat de I’art et objets d’étude

On remarque que le modeéle avec diffusion est régi par un systéme d’EDP du type para-
bolique et celui sans diffusion (avec convection) est décrit par un systéme hyperbolique
dégénéré du premier ordre.

D’un point de vue de 'automatique, ce genre de systémes ont été étudiés comme
exemple de systémes linéaire de dimension infinie afin de tester des méthodes de synthéses
de controleurs. Dans Gauthier & Xu [47], la synthése du controleur H*-optimal a été
effectuée dans le domaine fréquentiel. Des contréleurs robustes ont été proposés pour un
échangeur thermique avec diffusion par Prohjolainen & Létti [88]. Dans Xu & Gauthier
[119], en utilisant les techniques de Lyapunov, ils ont établi pour le modéle linéarisé avec
diffusion la stabilité exponentielle et la stabilité forte et faible selon la capacité calorifique
des parois. En méme temps, la stabilité en boucle fermée est montrée pour une loi de
commande simple.

En appliquant la méthode de Lyapunov directe, Xu [117] a montré la stabilité ex-
ponentielle d'un systéme d’échangeur thermique avec et sans diffusion dans l'espace de
Hilbert (L?(0,1))*.

L’objectif de cette partie de thése consiste & étudier la stabilité exponentielle de
ces deux systémes dans un contexte d’espaces de Banach, plus précisément, dans ’es-
pace (C[0,1])%. La stabilité exponentielle du modéle de diffusion dans I’espace de Banach
(C[0,1])* (muni de la norme uniforme) est démontrée par établir d’abord la LP stabilité
exponentielle du systéme. De plus, le taux de décroissance optimal du systéme est aussi
caractérisé pour le modéle de diffusion en utilisant la théorie des opérateurs sectoriels.
Par la théorie de perturbation, on prouve aussi la stabilité exponentielle dans ’espace
(C[0,1])* pour le modeéle de convection. Par contre, on n’a pas trouvé une méthode ef-
ficace pour calculer le taux de décroissance optimal du modéle de convection puisque le
semi-groupe associé n’est pas analytique.

La premiére étape consiste a étudier la stabilité du systéme dans 1’espace de Banach
réel (LP(0,1))* muni de la norme LP, 1 < p < oo. En passant a la limite p — oo on peut
étendre quelques résultats de stabilité exponentielle de (LP(0,1))* a Pespace (C[0,1])*.
En effet, la dissipativité du systéme considéré dans tous les espaces LP(0,1) implique la
dissipativité dans CJ0, 1].

Les outils principaux que 1’on utilise dans 1’étude sont des notions de dissipativité dans
I'espace de Banach (I’espace de Lebesgue LP en particulier) et la théorie des opérateurs
sectoriels. Ce travail présente une extension de la méthode de Lyapunov directe dans
le contexte d’espaces de Banach. Ceci compléte les résultats antérieurs obtenus dans un

contexte des espaces de Hilbert.
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Deuxiéme partie

Observation et commande d’une

structure flexible
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Chapitre 2

Observabilité et observateurs

D ans la mesure ou chaque chose a son lieu, son
moment et sa durée, il n'y a jamais deuxr choses
semblables.

Martin Heidegger, Qu’est-ce qu’une chose (1935-1936).
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2.1 Introduction

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre consiste a construire, sous la forme explicite d’EDP, un ob-
servateur du type Luenberger exponentiellement convergent pour un systéme mécanique
de structure flexible, plus précisément, un systéme hybride du corps-poutre en rotation.
Cet observateur permet de reconstituer I’état du systéme d’observation en temps réel,
qui n’est pas toujours physiquement mesurable. L’état estimé sert a appliquer une loi de
commande stabilisante par retour d’état dans le chapitre 4.

La premiére partie de ce chapitre est consacrée a rappeler quelques notions essentielles
de la théorie du controle, notamment ’observabilité, la contrélabilité et la régularité d’un
systéme linéaire, qui sont utiles dans la construction d’observateur. Dans la deuxiéme
partie, en passant par une courte révision sur I’observateur de dimension finie, on explique
la difficulté de la synthése d’un observateur dans le cas de la dimension infinie. Enfin,
dans ce cas particulier, on prouve la convergence exponentielle de I'observateur régi par
des EDP. La démonstration est différente de celle de Deguenon [29]. On donne également
une seconde conception d’observateur pour rendre sa vitesse de convergence aussi vite que

l'on veut.

2.2 Observabilité et controlabilité

L’observabilité et la controlabilité font parties des notions fondamentales et essentielles
dans la théorie de controle. Elles sont introduites par Kalman (cf. [59]) dans les années
60 dans le cadre de systémes en dimension finie. Les notions analogues pour le cas de la
dimension infinie existent aussi dans la littérature depuis des décennies. Dans les para-
graphes suivants, nous rappellerons briévement les définitions inhérentes & ces notions qui

sont indispensables pour la construction de notre observateur.

2.2.1 Observabilité et observabilité exacte

2.2.1.1 Observabilité

Considérons une classe de systémes dynamiques s’écrit sous la forme suivante :

{ x':f(x,u),

y = g(z)

ou I'état x(t) évolue dans une variété analytique, & désigne la dérivée de = par rapport
at, 'entrée u € U = RP et la sortie y € R? sont de dimension finie. Ce genre de
systémes constitue dans beaucoup de cas la représentation du comportement dynamique
des modéles physiques ou chimiques. Etant donné une entrée u, I’évolution des trajectoires

des variables d’états dépendent des conditions initiales.
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Chapitre 2. Observabilité et observateurs

L’observabilité, en résumé, est une propriété a partir laquelle on peut déterminer
de fagon exacte ou approchée I'état du systéme considéré, tout en connaissant quelques
mesures (sorties) et controles (entrées).

La notion d’observabilité est basée sur la possibilité de distinguer deux conditions ini-

tiales différentes. On parlera ainsi de la distinguabilité d’un couple de conditions initiales
(cf. Bornard et al. [12]).

Définition 2.2.1 Deux états initiauz xg, x1 € V tels que xo # x1 sont dits distinguables
dans V s’il existe un instant to > 0 et une entrée admissible u : [0,ty] — U tels que les
trajectoires des sorties issues respectivement de xy et x1 restent dans V pendant la durée
[0,t0] et vérifient que y(xo,u(to)) # y(z1,u(ty)). Dans ce cas, on dit que u distingue xq et

x1 dans V. Au cas contraire, xq et x1 sont dits indistinguables.

Définition 2.2.2 Un systéme est observable en xy € V si tout autre état x1 # xy est
distinguable de xy dans V. Un systeme est observable s’il est observable en tout point
To € V.

Pour les systémes linéaires, ’observabilité ne dépend pas de I'entrée appliquée u. Si
un systéme est observable pour l'entrée nulle u(t) = 0,V > 0, alors il est observable
pour toute entrée. Il faut indiquer également que pour un systéme linéaire observable,
une entrée distingue toujours deux états distincts. En revanche, ceci n’est pas le cas pour
des systémes non-linéaires. Méme si le systéme est observable, il existe certaines entrées

qui n’arrivent pas a distinguer des états différents (cf. Celle et al. [18]).

2.2.1.2 Observabilité exacte

S’agissant d’un systéme a paramétre distribué dont ’état est de dimension infinie, son
état ne peut pas toujours étre physiquement mesuré d’une maniére directe. Cependant,
il est parfois possible de recueillir certaines informations sur le systéme et de suivre son
évolution pendant une période finie.

En ignorant ’entrée u, considérons le systéme linéaire en dimension infinie suivant :

o(t) = Ad(t),

ou l’état ¢ évolue dans un espace fonctionnel X et A est un opérateur. En particulier,
si A est le générateur d'un Cy semi-groupe noté (7;);>0, alors la solution généralisée du

systéme s’écrit sous la forme suivante :

(b(t) = Tigo.

Il s’agit donc de connaitre la valeur de la condition initiale ¢y pour déterminer I'état ¢ a
chaque instant ¢.

Supposons que 1’on recueille ¢ mesures

y(t) = Co(t) = (1), - -, yq(t))
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2.2 Observabilité et controlabilité

sur le systéme, out C' est un opérateur non-borné et son domaine D(C') est supposé invariant

sous I'action du C° semi-groupe (T})s>o et y € L*(0,T;R?). Alors on a

y = CTigy = Vehy.
Le probléme de I'observabilité revient a l’existence d’un opérateur T défini par

T:L*0,T;RY) — X
y — Ty=do

Si W est inversible, il est clair qu’on peut observer tous les états en posant ¥ = ¥~!. Ceci
n’est pas le cas en général, on ne peut pas observer n’importe quel état ¢g lorsque W n’est
pas inversible. En revanche, on peut observer des états aussi proches qu’on le souhaite.
Notons ¥* I'adjoint de ¥ et posons G = ¥*W. On constate que l'opérateur G est
normal donc auto-adjoint. S’il est de plus défini positif, alors il est inversible. Or y = W¢,
implique que U*y = U*ygy, de sorte que ¢9 = G~ 1U*y. Dans ce cas, le systéme est dit
exactement observable et G est le Grammaien d’observabilité. Remarquons que ces notions
sont analogues a celles qui sont déja bien connues dans le cas de la dimension finie.
Dans le cadre d’espaces normés, il se trouve également dans la littérature (cf. Curtain
& Zwart 28] par exemple) une autre définition équivalente de I'observabilité exacte, qui
est parfois pratique a utiliser grace aux formes analytiques. Soient X et Y deux espaces
de Banach munis des normes || - ||x et || - ||y respectivement. Soient A : D(A) — X le
générateur d’'un Cj semi-groupe sur X noté (7;);>0 et C' € L(D(A),Y) un opérateur d’ob-
servation (borné ou pas). Considérons dans un contexte général des systémes d’observation

gouvernés par des équations suivantes :
2(t) = Az(t), 2(0) = zo, (2.2.1)

y(t) = Cz(t), (2.2.2)

dans lesquelles on désigne par 2 la dérivée de z par rapport au temps ¢, z désigne 1’état a
I'intant ¢, zp € X est 1’état initial et y est la sortie observée.

En particulier, lorsque A est un opérateur anti-adjoint, i.e., A* = —A, on sait que,
d’apreés le théoréme de Stone, 'opérateur A génére un C semi-groupe d’isométrie sur X.
La raison pour laquelle on va s’intéresser particuliérement a ce cas, est que ce genre de
systémes couvrent une grande partie des modéles physiques des vibrations, entre autre,
I’équation des ondes, de la poutre ou des plaques dans le cadre de systémes mécaniques,
I’équation de Maxwell dans la théorie d’électromagnétisme, ou ’équation de Schrédinger
dans la mécanique quantique, etc. Bien entendu, notre modeéle du corps-poutre en rotation
a étudier plus tard entre dans ce cadre-la.

Il est clair que z(t) = T;zo est une solution généralisée de (2.2.1). Afin de donner un
sens a I’équation (2.2.2), on suppose que C' est un opérateur d’observation admissible (voir

Weiss [110] par exemple).
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Chapitre 2. Observabilité et observateurs

Définition 2.2.3 L’opérateur dans le systéme (2.2.1)-(2.2.2) est un opérateur d’ob-

servation admissible si pour chaque 7 > 0 il existe une constante K, > 0 telle que
| NcTald < K ol YaeD(a), (223)
0
On dit parfois que le couple (A,C') est admissible.

En particulier, si C est borné, i.e., C' € L(X,Y), alors il est clair que C' est un opérateur

d’observation admissible.

Définition 2.2.4 Le systéme (2.2.1)-(2.2.2) avec l'opérateur d’observation C' admissible

est dit exactement observable en temps T s’il existe constante k, > 0 telle que
kellall < [ lCTill- (2.2.4)
0

Le systeme (2.2.1)-(2.2.2) est exactement observable s’il est exactement observable en un

certain temps ty > 0.

La notion d’observabilité exacte sert en effet & la construction de l'observateur en

dimension infinie.

2.2.2 Controélabilité exacte et principe de dualité

Etant donné un systéme dynamique, supposons que la variable d’état x évolue dans
I'espace d’état X (qui est un espace vectoriel pour le cas de la dimension finie et un espace
fonctionnel pour le cas de la dimension infinie). On dit que le systéme est contrélable, ou
commandable, si on peut joindre deux points distincts quelconques de l'espace d’état,
c’est-a-dire, si quelques soient deux points xg, 1 € X il existe deux instants ¢y, t; avec
to < t; et une commande u, définie sur Uintervalle [to, 1], telle que z(t;) = x4, i = 0,1
(voir Fliess [42]). La controlabilité, avec 'observabilité, est due aussi & Kalman [59], un
concept clé pour la compréhension des propriétés structurelles et qualitatives, comme la
stabilisation.

La controlabilité exacte est une propriété duale a ’observabilité exacte, voir Dolecki
& Russell [33]. En tenant compte de cette dualité, le probléme de la controlabilité exacte
d’un systéme gouverné par des EDP revient a l'estimation d’observabilité (sous le nom
‘inégalité inverse’ dans l'ouvrage de Lions [76]). Dans la littérature courante, la plupart
des études traitant de la controlabilité exacte et de l'observabilité exacte des systémes
décrits par des EDP sont basées sur ’approche temporelle. Autrement dit, on considére
directement la solution d’un systéme d’EDP ou son dual, qui est investiguée au travers
des différentes méthodes : I'analyse non-harmonique des séries de Fourier (cf. Avdonin
& Ivanov [5]), la méthode de multiplicateurs (cf. Komornik [62], Lions [76]) ou 'analyse

microlocale (cf. Bardos et al. [8]).
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2.2 Observabilité et controlabilité

Il existe aussi une autre approche dite fréquentielle, liée au test du rang de Popov-
Belevitch-Hautus (PBH) dans la théorie de systémes en dimension finie (voir Hautus [55]).
Cette approche fréquentielle pour 'observabilité du systéme d’observation est formulée
uniquement en termes d’opérateurs A, C' et d’un paramétre (la fréquence). Ceci signifie
que la variable temporelle ¢ n’apparait pas dans le calcul. Donc la résolution de 1’équation
d’évolution peut étre contournée. Les cas ot 'opérateur d’observation C' est borné et
non-borné sont étudiés, respectivement, par Liu et al. [77] et Burq & Zworski [16].

Dans [90], Ramdani et al. ont donné une caractérisation de 'observabilité exacte for-
mulée en termes de C' et des éléments spectraux d’un opérateur A anti-adjoint ayant la
résolvante compacte. En particulier, pour les équations des plaques et de Schédinger, le

systéme est exactement observable avec une observation frontiére arbitrairement petite.

2.2.3 Reégularité : systéme bien-posé

Soient U, X et Y des espaces de Hilbert. Considérons dans 'espace d’état X le systéme

linéaire temps invariant avec 'entrée wu :

&(t) = Az(t) + Bu(t),
x(0) = o, (2.2.5)
y(t) = Cx(t),

avec l'espace d’entrée U et lespace de sortie Y. Le trajectoire d’état = € C(R™, X), la
fonction d’entrée u € L2 (RT,U) et la fonction de sortie y € L} (RT,Y). L’opérateur
A : D(A) — X est le générateur infinitésimal d'un Cj semi-groupe (7})i>o sur X, B
est l'opérateur de controle (éventuellement non borné) et C' : D(A) — Y l'opérateur

d’observation.

Définition 2.2.5 Un couple (A, B) est dit admissible si V1>0,
/ T, Bu(t)dt € X, YuelL] (R*;U).
0
Alors l'opérateur de controle B est dit admissible pour T.

Définition 2.2.6 Le systéme linéaire (2.2.5) ou le triple (A, B,C) est dit régqulier si

i) (A, B) et (A,C) sont admissibles et

i1) le systéme (2.2.5) est un systéme bien-posé tel qu’il existe un D € L(U;Y) vérifiant les
propriétés sutvantes :

lim G(s)u L Du+ Cy(sI — A)"'Bu

S$—+400 S$—+400

= Du, VYuel,

ot la fonction de transfert G du systéme (2.2.5) appartient ¢ H*(C,, L(U;Y)), (i.e. G

est analytique et bornée dans un demi-plan complexe droit C,={s€ C| R(s) > a}, avec
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Chapitre 2. Observabilité et observateurs

a€RT) et Cy une A-extension de C définie par

Car & lim CAM — A) 'z, 2 € D(Cy),
A—+o00

ot D(Cy) contient tous les x € X dont la limite existe.

Ces notions sont connues depuis plus d’une dizaine d’années, voir Weiss [111], Staffans
& Weiss [101] et Curtain & Weiss [27], pour plus de détails.

Soit (2.2.5) un systéme bien posé avec B admissible. On impose deux hypothéses

suivantes, qui sont vérifiées pour beaucoup de modéles de structures flexibles controlés :

Hypothése (H;) : L’opérateur A est essentiellement anti-adjoint et dissipative, c.-a-d.,
D(A) = D(A") et il existe un Q € L(X) avec @) > 0 tel que

Az + A'x = —Qx, Vx € D(A).

Remarque 2.2.7 Cette hypothése implique que Ty est un semi-groupe de contractions.
En particulier, lorsque Q@ = 0, on retrouve que A est anti-adjoint et T, est unitaire. On
s’y intéresse particulierement car ce genre d’opérateur sert souvent a décrire les compor-
tements dynamiques des systemes de vibration, par exemple, les équations des ondes, des

poutres, des plaques ou d’autres structures mécaniques flexibles.
Hypothése (Hs) : Y =U et C = B*.

Remarque 2.2.8 Dans le cadre du contréle des systémes de vibration, afin de stabiliser
des structures, on se sert souvent d’une implémentation des capteurs et actionneurs dont
leurs positionnements sont colocalisés, c.-a-d., le capteur et 'actionneur agissent sur la
méme position physique. Une approche colocalisée est relativement simple, et ses propriétés
de robustesse vis-a-vis des incertitudes paramétriques et des dynamiques non modélisées
ont été démontrées. Cette colocalisation capteur/actionneur vérifie souvent [’hypothése

(Hs) avec lespace d’entrée U de dimension finie.

Sous ces deux hypothéses, Curtain & Weiss [27] ont montré un résultat important

concernant la stabilisation des systémes anti-adjoints et dissipatifs :

Théoréme 2.2.9 Supposons que (2.2.5) est un systéme linéaire bien posé exactement
controlable, exactement observable et vérifiant les hypothéses (Hy), (Hs). Alors il existe
un ko > 0 (éventuellement kg = o0) tel que pour tout k €|0, ko[, le systéme en boucle
fermée avec la commande par retour de sortie statique u = —ky + v (o v est une autre

fonction d’entrée) est bien posé et exponentiellement stable.

Rappelons que dans le cas de la dimension finie, quand A est une matrice réelle diss-
pative, alors quelque soit B une matrice réelle, la fonction de transfert G(s) est réelle
positive et analytique sur le demi-plan droit Cy. Il est prouvé que dans le cas de la di-
mension infinie, avec A disspatif et B borné (B € L(U, X)), G(s) est une fonction de
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transfert positive a valeur dans L£(U). Lorsque B est non borné, il n’appartient pas a
L(U, X) mais & L(U, X_1), ot X_; désigne la complétude de X munie de la norme in-
duite ||z||_1 = ||[(BI + A)~'z||. Son espace dual, noté par X;, est le domaine D(A) muni
de la norme du graphe ||z||; = |[(8] — A)x||. En plus, les injections X; C X C X _; sont

continues et denses.

Proposition 2.2.10 Soient A : D(A) — X un opérateur a domaine dense et avec l'en-
semble de résolvant p(A) = @& et f € p(A). Alors on a A € L(X1,X) et A posséde une

extension unique dans L(X, X_1), noté aussi par A. De plus, on a
(BI - A)€ LIX, X)),  (BI+A)" € L(X 1, X)
et ils sont des isomorphismes isométriques.

Remarque 2.2.11 1[I faut indiquer que méme si certaines hypothéses sur le systéme en
boucle ouverte ne sont pas vérifiées, par exemple, le systéme n’est pas bien posé, on peut

également obtenir la stabilité exponentielle du systéme en boucle fermée.

2.3 Observateurs

Etant donné un systéme dynamique (en dimension finie ou infinie) observable, un
observateur est un systéme auxiliaire qui produit une estimation d’état courant tout en
utilisant des observations enregistrées et disponibles.

Il existe une multitude de raisons pour lesquelles la reconstitution d’état est souhai-
tée, y compris des raisons techniques (construction et positionnement des capteurs) ou
économiques (coiit des capteurs). L’utilisation d’un observateur en automatique est sol-
licitée principalement dans trois situations : la supervision des procédés, la détection de
défaillances et la synthése de commande.

- supervision des procédés : dans certains processus, I'intérét d’une estimation de 1’état
consiste a entreprendre une action appropriée. Prenons 'exemple de pilotage d’avion,
I’aviateur ou la sonde doit surveiller 'angle de tangage de l'appareil pour atteindre le
bon angle de décrochage. Un autre exemple est constitué de 'opérateur dans un procédé
qui a besoin de I'estimation de ’état afin de déterminer le moment d’arrét. L’observateur
fournit une estimation de I’état du processus a partir de ses entrées et sorties. Dans ce
cas, I’état estimé en temps réel ne sert qu’aux utilisateurs en boucle ouverte.

- détection de défaillance : la détection de défaillance dans des processus est fort im-
portante car une défaillance peut provoquer des conséquences sérieuses comme une perte
de production ou un accident. Un détecteur permet de comparer I'état estimé par 1’obser-
vateur avec ’état réel du procédé pour détecter I'occurrence de défaillance, localiser son
emplacement et déterminer I’amplitude du défaut. En effet, si 'observateur est convergent,
I’écart entre I’état réel et ’état estimé doit converger vers zéro. Si ce n’était pas le cas, il

existerait certainement des anomalies (défaillances) dans le processus.
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FIGURE 2.1 — Principe de I'observateur.

- synthése de commande : en dimension finie, la synthése d’une loi de commande par
retour d’état suppose en général que touts les variables d’état du systéme sont connues.
Néanmoins, des raisons techniques nous empéchent parfois d’y accéder directement. Cette
absence d’information incite a estimer l’état courant en vue de réaliser I'implantation
des lois de commande par retour d’état. En dimension infinie, ’estimation de 1’état est
toujours exigée en raison de la dimension infinie de 'espace d’état. En effet, la dimension
des mesures physiques est toujours finie et limitée dans la pratique. Si 'on veut accéder
aux variables d’état, construire un observateur est tout a fait raisonnable. Dans ce cas,
I’état estimé en temps réel sert aux contrbéleurs en boucle fermée.

Le probléme d’approximation d’état d’un systéme linéaire en dimension finie est résolu
par l'observateur du type Luenberger (cf. [79]) tant que le systéme est observable ou
détectable. En restant dans le méme esprit avec des adaptations nécessaires, on peut
construire un observateur analogue du type Luenberger en dimension infinie. Dans le cas
de systémes non-linéaires, une extension du filtre de Kalman se prétre a ’étude. Dans
cette thése, on s’intéresse a la construction des observateurs essentiellement dans le cas

linéaire.

2.3.1 Observateur du type Luenberger en dimension finie

Avant d’aborder une étude sur notre systéme a paramétres distribués, on commence

par une courte révision d’un systéme linéaire en dimension finie.

1) Observateur du type Luenberger

Considérons le systéme linéaire anti-symétrique dans ’espace d’état X = R", s’écri-

T = Ax,
y=Cxr

avec AT = —A. Supposons que le couple (A, C') est observable.

vant :

Dans ce cas, un observateur du type Luenberger classique est gouverné par 1’équation

différentielle linéaire :
z = Ai — kCT(y(t) — CZ), Yk >0.
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Autrement dit, il est constitué d’une copie du systéme d’observation et un terme de
correction basé sur la sortie avec un gain de correction positif (voir la figure Fig.2.1).
On s’intéresse naturellement a la convergence de 'observateur, ceci est équivalent a la

stabilité du systéme d’erreur.

2) Quelques rappels sur la stabilité
Introduisons d’abord quelques notions sur les principaux types de stabilité. Soit un

systéme autonome (linéaire ou non linéaire)

&= [flz(),  2(0) =0

avec f une application continue et localement lipschitzienne définie sur le domaine qui
contient 'origine. Il existe des différents types de stabilités pour caractériser 1’évolution
d’un point vers son état stable. Sans perte de généralité, on peut supposer que 1’origine
x = 0 est un point d’équilibre du systéme qui satisfait f(z) = 0 = = = 0. Ce point
d’équilibre du systéme est dit :
- stable (au sens large de Lyapunov) si Ve > 0,35(e) > 0 / ||lx(0)]| < § = ||z(t)| < e, Vi >
0. Autrement dit, les solutions qui démarrent suffisamment preés du point d’équilibre 0
(avec une distance §) restent toujours suffisamment proche de 0 (avec une distance ).
Remarquons que cela doit étre vrai pour tout € > 0. Il est instable s’il n’est pas stable.
- asymptotiquement stable s'il est stable et ||z(0)|] < 6 = z(f) — 0, quand ¢t — oo.
Cela signifie que non seulement les solutions qui démarrent suffisamment prés du point
d’équilibre 0 restent toujours proche de 0, mais aussi qu’elles convergent vers le point
d’équilibre.
- exponentiellement stable s'il est stable et 3o, 8 > 0 / ||z(t)|| < aflz(0)]|e PVt > 0.
Dans ce cas-1a, les solutions sont non seulement convergentes, mais aussi convergent plus
vite qu’une fonction exponentielle.

On appelle fonction de Lyapunov au voisinage d’un point d’équilibre zy une fonction
V' définie au voisinage de ce point telle que 1) V(x) > 0 est définie positive; 2) la fonction
V et sa dérivée sont continues et V(z) < 0.

L’existence d'une fonction de Lyapunov autour d’un point d’équilibre permet d’établir
directement la stabilité de ce point. Toute la difficulté consiste a trouver une fonction de

Lyapunov dans le cas général.

Théoréme 2.3.1 (Lyapunov) S’il existe une fonction V(x) dite de Lyapunov telle que
1) 3V, Vi non décroissantes telles que Vi(||z]|) < V(z) < Va(||z]]),
2) V(z) > 0 est définie positive, et V(a:) < 0 est définie négative.

Alors le systéme est asymptotiquement stable.

D’un point de vue physique, cette méthode est liée a I’énergie du systéme. Si le systéme
perd I’énergie au fil du temps et s’il n'y a pas d’énergie récupérée, alors forcément le

systéme s’arrétera et atteindra une phase finale. Cet état final est appelé attracteur.
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3) Probléme de stabilité du systéme d’erreur
En faisant la différence entre le systéme d’observation et 1’observateur, on obtient le
systéme d’erreur :

¢ =(A-rCTC)e,

ou 'erreur € =z — 7.
Prenons la forme quadratique V (g) = e comme la fonction de Lyapunov. En dérivant

V(e(t)) suivant la trajectoire du systéme d’erreur, on obtient

Vie) = 27¢
= 2¢7(A - kCTC)e
= 2kre’CTCe
= —2x||C¢|* <.

Du fait que la matrice A est anti-symétrique, on peut déduire que £ Ae = 0.

Puisque V (g) > V(0) et V est semi-définie négative, on souhaite appliquer le principe
d’ensemble invariant de LaSalle afin de montrer la stabilité asymptotique du systéme au
point d’équilibre 0. Il est clair que toute trajectoire de € est bornée car V(e) = ele est

bornée. En fait, V(e) = —2x||Ce||? implique que

V(e(t) = V(e(0) — 26 / |C(r)|? dr.

Donc ¢ est bornée et converge vers I’ensemble w-limite non vide
W(eo)={e* € X| I(tn)nen € RY telle que ¢, — oo et e(t,) — " quand n — oo},

En plus, comme ¢ est bornée et V est semi-définie négative, d’apres le principe d’invariant
de LaSalle, on conclut que W(ey) C M ou M est le plus grand ensemble invariant contenu
dans A

A={ceX|V=0}={ce X|Ce=0}.

(M est donc 'union de tous les ensembles invariants contenu dans I’ensemble A).

Pour montrer la stabilité asymptotique du systéme au point d’équilibre 0, il suffit
de montrer que W(gg) = {0}. Par l'invariance de M sous l'action e!4” et le fait que
Are = (A — kOTCO)e = Ae, Ve € A, on a l'invariance de M sous e', c.-a-d., pour un
élément e* € W(eg), on a ele* € W(ey) C A. Par conséquent, on trouve Ce!de* = 0. En

dérivant successivement Ce!4e* par rapport au temps, on obtient

Cette* =0,
CAette* =0,

CAletAer = 0.
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2.3 Observateurs

Or (A, C) est observable par 'hypothése. En faisant ¢ = 0 dans les derniéres équations
et par le critére de Kalman, on a €* = 0. Donc l'ensemble w-limite W (gy) = {0}. Par le
principe de LaSalle, on conclut que {0} est asymptotiquement stable.

Comme on est en dimension finie, la variable d’état estimée Z(t) converge exponentiel-

lement vers la variable d’état réel z(t) en fonction du temps et cela quelque soit k > 0.

2.3.2 Observateur en dimension infinie

La synthése d’'un observateur est une tache particuliérement importante et difficile
dans le contexte de systémes dynamiques en dimension infinie. En effet, la dimension
de l'espace des observations physiques a notre disposition est toujours finie et limitée
dans la pratique, alors que l'espace d’état du systéme est de dimension infinie. Parfois
dans 'application il est besoin de reconstituer un nombre infini de variables d’état afin
d’appliquer des lois de commande par retour d’état en temps réel. Par exemple, une loi de
commande stabilisante a été proposée dans Coron & d’Andréa-Novel [25] pour controler
un systéme du corps-poutre en rotation. Cette loi de commande est trés intéressante car
le controle est le couple appliqué sur le corps rigide, et par conséquent, sa réalisation
pratique serait relativement simple si toutes les variables d’état étaient accessibles. Or ces
variables d’état sont définies dans un espace de dimension infinie, ce qui nous empéche
d’y accéder directement. Afin de rendre possible I'application pratique de cette loi de
commande, nous proposons d’estimer ces variables d’état en utilisant un observateur. La
loi de commande peut donc étre réalisée basée sur ces variables d’état estimées.

Dans le contexte de systémes non-linéaires en dimension finie, un observateur du type
Luenberger en dimension infinie a été proposé dans Celle et al. [18]|. La construction d’ob-
servateur a été généralisée pour des systémes bilinéaires dissipatifs en dimension infinie
avec des entrées réguliérement persistantes (voir Xu et al. [121] et Gauthier et al. [48]).
En revanche, seule la stabilité au sens faible a été obtenue pour l'observateur, qui est le
meilleur résultat que I'on puisse espérer acquérir. En effet, sous 'hypothése imposée sur
la continuité et la dimension finie de 'opérateur d’observation, la stabilité exponentielle,
souhaitée pour les applications, n’était pas réalisable.

Au point de vue d’application, des systémes de vibration sont souvent décrits par des
EDP du second ordre. Dans [31] Demetriou a proposé de construire des observateurs di-
rectement a partir des systémes & parameétres distribués du second ordre, tout en utilisant
des fonctions de Lyapunov qui dépendent de parameétres. L’avantage de I'observateur na-
turel du second ordre est de garantir que la dérivée du composant déplacement estimé
est en effet le composant vitesse estimée quelque soit le temps ¢ positif, ce qui n’est pas
toujours vrai si le systéme est placé sous la forme du premier ordre. L’autre bénéfice d’un
observateur du second ordre consiste en l'effort réduit dans le calcul du gain d’observa-
teur. Cependant, seule la convergence forte (au sens topologique) du systéme d’erreur
a été garantie. L’observateur du type Luenberger que nous avons proposé ici a pour la

convergence d’erreur un taux de décroissance exponentiel vers zéro par rapport au temps.
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Ceci est en fait une propriété désirable que nous cherchons & obtenir pour 'observateur
en vue de son application. En plus, 'observateur naturel du second ordre proposé dans
[31] ainsi que dans le travail récent de [32] ne peut pas étre appliqué dans notre cas. En
effet, dans leur conception le terme du frottement visqueux lié au composant de vitesse a
été introduit afin de rendre 'observateur convergent, or notre systéme d’observation est
un systéme de vibration conservatif sans frottement et sans aucune mesure en vitesse.

En ce qui concerne la conception récente d’observateurs, nous citons les résultats obte-
nus par Nguyen et Egeland dans [83] et [84]. Ils ont considéré plusieurs systémes hybrides
consistent de 1’équation de la poutre ou I’équation des ondes couplés avec des EDO par
frontiére. Plus précisément, dans [83] un observateur a été proposé pour un systéme moto-
risé avec la poutre d’Euler-Bernoulli, et la convergence exponentielle a été prouvée. Néan-
moins, la vitesse de convergence n’a pas été donnée. Dans [84]| 'observateur proposé est
globalement asymptotiquement convergent et localement exponentiellement convergent
pour le systéme des cables sismiques en remorque, en tenant compte de certaines non-
linéarités. Pourtant aucune indication a été fournie concernant la vitesse de convergence
de l'observateur. On remarque aussi que dans [83] et [84], les observations multi-sorties
ont été requises pour garantir la convergence asymptotique de I'observateur congu.

Sous 'hypothése de la régularité et de I’'observabilité exacte pour le systéme considéré,
notre observateur du type Luenberger est exponentiellement convergent, ce qui constitue
une amélioration des résultats précédents (voir Celle et al. [18], Gauthier et al. [48] et Xu
et al. [121]) dans le domaine de construction d’observateur. Cette amélioration est obtenue
a l'aide des opérateurs d’observation non-bornés (ils sont typiquement des observations
frontiéres). En ce sens-1a, notre travail est la continuité et le prolongement des travaux
précédents sur la construction d’observateurs. L’idée de la construction d’observateur est
proche de celles de la stabilisation des systémes de vibration avec controle et observation
colocalisées. La convergence exponentielle d'un tel observateur est bien connue en dimen-
sion finie comme démontrée dans la section précédente. Par contre, le méme observateur
ne fonctionne pas toujours en dimension infinie. Par exemple, en dimension infinie une
grande valeur de gain de correction peut provoquer l'instabilité exponentielle de I’erreur de
I’observateur. Pour cette raison, nous avons besoin d’effectuer une étude plus précise sur
I’'observateur. En méme temps nous menons une étude sur la robustesse de I’observateur

vis & vis de la perturbation et de la variation des constantes.

2.4 Observateur du systéme du corps-poutre en rota-
tion

Nous proposerons ici un observateur du type Luenberger pour un systéme de vibra-
tion en dimension infinie dit systéme du corps-poutre en rotation. Le systéme est décrit
par une équation d’EDP, de plus, son dynamique est gouverné par un groupe unitaire.

L’observateur proposé est capable de reconstituer 1’évolution dynamique du profile de la
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poutre, en mesurant seulement le moment de force a la frontiére.
Dans la suite, nous allons étudier le modéle simplifié du corps-poutre en rotation et
montrer la convergence de I'observateur, ou la stabilité du systéme d’erreur de maniere

équivalente.

2.4.1 Description du modéle

Le modéle hybride du corps-poutre en rotation que nous considérons est un systéeme
mécanique constitué d’un disque tournant avec comme appendice une poutre du type
Euler-Bernoulli encastrée au centre du disque. Le disque tourne librement autour de son
axe fixé avec une vitesse angulaire w(t) (en particulier, elle peut étre une constante positive
ou nulle). La poutre est supposée non extensible et contrainte a se déplacer dans un plan
qui est perpendiculaire au plan du disque.

Le lagrangien L et I’énergie totale £ du systéme sont, respectivement :

1 e 1!
L= §[dw2(t) + 5/ [pw? ()u?(z,t) + pul(z,t)] dox — 5 / EIu? (z,t)d,
0 0
Lo I . 2 e 2
&= §[dw () + 3 [pw(t)u”(x,t) + puy(x,t)| de + 5 Elui,(z,t)dx.
0 0

D’aprés Baillieul & Levi [6], la formulation lagrangienne permet d’écrire les équations
dynamiques du déplacement wu(t) de la poutre et de la vitesse angulaire w(t) du disque

telles que :
[ puy(z,t) + Elugeee(2,t) + pBuy(z,t) = pw?()u(z,t) x €[0,L], t >0
w(0,t) = ug(0,1) = Upe (L, t) = Uge(L,t) =0,

[(t) — 2w(t)/0 pu(x, t)uy(z, t)dx

L
Id—ir/ pu®(z,t)dx
0

(2.4.6)
wi(t) =

3

\
dans laquelle

L est la longueur de la poutre (qui a pour unité [m]);

p, la densité massique de la poutre ([kg/m));

E, le module élastique de Young ([N/m?]);

I, le moment quadratique (on dit aussi parfois ET est la rigidité élastique) ([m?]);
I, le moment d’inertie du disque ([kg - m?]);

I', le controle du couple;

et 'opérateur B caractérise le frottement du systéme, (voir Fig.2.2).

Remarque 2.4.1 L’un des avantages principauz de l’approche lagrangienne consiste a
[tnvariance des équations lagrangiennes par rapport aux changements de variables. On
dique ici qu’il existe aussi d’autres approches, par exemple, 'approche hamiltonienne
(méthode d’énergie-Casimir), voir Krishnaprasad € Marsden [63].

33



Chapitre 2. Observabilité et observateurs
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FIGURE 2.2 — Modéle du corps-poutre en rotation.

2.4.2 Observateur du type Luenberger pour le modéle

Comme nous avons indiqué au premier chapitre, de nombreux auteurs ont travaillé sur
des lois de commande par retour d’état pour ce systéme. En particulier, la loi de commande
par retour d’état considérée dans Coron & d’Andréa-Novel [25] est non-locale, dans le sens
que la loi de commande demande la connaissance en temps réel de toutes les variables
d’état sur tout le domaine spatial. Par conséquent, pour les applications, on est obligé
de mesurer toutes les variables d’état qui sont de dimension infinie et donc physiquement
non réalisables. Cependant, le moment de force et la force latérale sur 'extrémité de
I’encastrement sont physiquement mesurables tout comme la vitesse angulaire du disque.
Alors nous proposons de construire un observateur pour estimer les variables d’état & partir
de ces mesures et puis en appliquant le principe de séparation, proposé dans Gauthier &
Kupka [46], & mettre en cascade notre observateur et la loi de commande par retour d’état
dans [25], afin de réaliser la stabilisation.

On commence par étudier le modéle du corps-poutre en rotation que ’on a simplifié en
supposant la vitesse angulaire constante dans un premier temps. Sans perte de généralité,
on normalise & 1'unité les paramétres physiques comme la raideur élastique, la longueur
et la masse volumique de la poutre. Le comportement dynamique du systéme du corps-

poutre en rotation avec une vitesse angulaire constante est décrit par les EDP suivantes :

;

Wit (T, 1) + Wagee (T, 1) = W2w(z, 1), V (v,t) € QT,
w(0,t) = w,(0,t) =0, wep(1,t) = wee(1,8) =0,
(2.4.7)

w(x,0) = wo(x), w(x,0) =w(x),

Y(t) = wea(0,1),

\

ou 27=|0, 1 xR}, la vitesse angulaire w, est une constante réelle (éventuellement nulle).
Il est important d’indiquer que la mesure de sortie y(t) est le moment de force frontiére
de la poutre & l'extrémité encastrée, qui est de dimension finie. Pour la construction

des observateurs on suppose que |w,| < v/l1, ou [; est la plus petite valeur propre de
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I'opérateur différentiel P défini par
D(P) = {f € H'(0,1)[f(0) = [(0) = 0; fuur(1) = fuua(1) = O};
Pf = froze Vf e D(P).

Remarque 2.4.2 [l est clair que P ainsi défini est un opérateur linéaire non borné,

(2.4.8)

positif et auto-adjoint avec la résolvante compacte. Par conséquent, son spectre o(P) est
discret, c.-a-d., il ne contient que des valeurs propres réelles strictement positives avec la
multiplicité algébrique simple. On les note par (I,)nen. De plus, elles forment une suite
tendant vers l'infini et ses vecteurs propres associés, notés par (e, )nen, forment une base

orthonormée dans L*(0,1).

Remarque 2.4.3 En fait, Xu € Baillieul [118] ont proposé une loi de commande par
retour d’état qui stabilise le systeme d’observation globalement et asymptotiquement autour
du point d’équilibre (w,w) = (0,0), |©] < we, 0 w, = /11 est une vitesse angulaire
critique. Ils ont aussi montré qu’au dela de la vitesse critique il n’existe pas de loi de

commande stabilisante par retour d’état.

L’observateur du type Luenberger que 'on propose est gouverné par des EDP sui-

vantes :
( wlt(mat) = w2<$7t) - RF('T) [wlxm“)at) - y(t):|7 v (.%,t) € Q+7
'UA]Qt(.fC, t) = _wla:xmc<x> t) + wal (.T, t)a
(2.4.9)
wl(oat) = wlx(oat) = Oa wlxw(lat) = wlzmc(la t) = 07
L 1[}(1‘,0) - ’Lz}o(:)j), ’LZJt(ZL“,O) - wl(x)’

ol k>0 est une constante positive et F'(z) est la solution unique de I’équation différentielle

suivante :
Fpze— wiF =0,
F(0) = Fra(1) = Frni(1) =0, (2.4.10)
F.(0)=1.
Désignons par H™(0,1) I'espace de Sobolev usuel (I’espace de Hilbert en particulier)

pour chaque indice entier positive n et on définit 'espace H? par

H} ={f € H*(0,1)| f(0) = f.(0) = 0} (2.4.11)
En effet, H? est un sous-espace de H? dont ses éléments s’annulent & z = 0 ainsi que leurs

dérivées premiéres. L’espace d’état pour le systéme d’observation (2.4.7) est le méme

X = H? x L?(0,1) que pour I'observateur (2.4.9) . En munissant X d’un produit scalaire

1
<f7g>X:/[f1;tzglacm+f292_ Wfflgl]dxa (2412)
0

on peut prouver que X est un espace de Hilbert (cf. Xu & Baillieul [118] pour une
preuve). En revanche, on remarque que si |wi| > +/ (1, la forme bilinéaire ci-dessus ne sera

pas forcément un produit scalaire pour X.
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2.4.3 Convergence de ’observateur

Une fois que nous avons 'observateur, on s’intéresse naturellement au probléme fon-
damental : est-ce que 'observateur ainsi construit peut bien estimer les variables d’état
du systéme dynamique d’origine? A quelle vitesse peut-il rapprocher la dynamique du
systéme d’observation? Ceci nous raméne au probléme de la convergence pour l'obser-
vateur. En fait, en notant par e(t) = w(t) — w(t) l'erreur entre les trajectoires de ’état
estimé et de I'état réel, la convergence de 1’observateur n’est rien d’autre que la stabilité

du systéme d’erreur régi par les EDP suivantes :

[ cn(a,t) = eo(2,t) — K F(2) 1000, 1),
£9t(,1) = —E1ggaa(, ) + wieq,
e1(0,t) = €1,(0,t) = 0,

| €1aa(1, 1) = €100a(1,8) = 0.

Montrons d’abord la stabilité du systéme en appliquant la méthode de Lyapunov.

(2.4.13)

Prenons la norme de X (avec |w,| < v/I;) comme la fonction de Lyapunov :
1
V) = lelf = [ b+ —uietan

En faisant I'intégration par partie et en tenant compte des conditions frontiéres, la dérivée

de V par rapport a t nous donne

d

1
V= E||5||§< = 2/ (51a:a:€1xa:t + E€2€9 — w3€151t) dx
0

1
- 2/ [(glt + KF('I)€11$(07 t))(_glrx:px + Wféj)
0
+(€1l‘xmc - Wigl)glt] dx

1
= _255111(0775)/ (glxm:a: —wffl)F(if) dx.
0

1"

Or la fonction F doit vérifier F®) = w2F et les conditions frontiéres F(0) = F"(1) =
F"(1) =0, F'(1) = 1, alors on a

1 1
/ E1zaze F(2) do = / 1w F(2) dx + £1,4(0,1).
0 0
Ceci implique que
: d
V = Slell = ~2neh.(0,1) <0

Ainsi on prouve que le systéme d’erreur est stable au sens de Lyapunov.

En plus, on a
t
ndm&:mmi—%/e@wwmm
0

Comme expliqué précédemment, on souhaite la stabilité exponentielle pour les ap-
plications. Dans le cas de la dimension infinie, on a la notion analogue sur la stabilité

exponentielle :
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Définition 2.4.4 L’observateur (2.4.9) est dit convergent si ¢ converge vers zéro dans
l’espace d’état X lorsque le tempst tend vers l'infinie. Il est exponentiellement convergent
sl existe certaines constantes M >0 et w>0 telles que

le@®llx < Me™[le(0)x ¥t =0.

La borne supérieure de w > 0 telle que ["inégalité précédente a lieu est appelée taux de

décroissance ou vitesse de convergence de ['observateur.

Le reste de ce paragraphe est consacré a la démonstration de la convergence exponen-

tielle de 'observateur dans le cadre du systéme du corps-poutre en rotation.

Théoréme 2.4.5 Supposons que la constante |w.| < \/I;. Alors le systéme d’observa-
tion (2.4.7) et Uobservateur (2.4.9) ont une solution unique dans C(R™; X?) pour chaque
condition initiale (wo, wy, Wo, W) € X2. De plus l'observateur (2.4.9) est exponentiellement
convergent pour tous les gains de correction positifs : étant donné un k>0, il existe des

constantes positives M et « telles que l’erreur de [’observateur converge exponentiellement
vers zéro quand t — oo :

Gl =G -G ) () e
12)2(', t) — U)t(',t) UA)l w1 P% 1I)1 w1

Munissons l'espace de sortie Y=R du produit scalaire euclidien usuel. Définissons

< Me™

X

lopérateur A" par
D(A%) = {(fi f)T €(HY0,1) N H}) x H?(0,1)[f2(0) = 0;
f2$(0) - "iflma:(o); fla:a:(l) - 0; fla:a::n(l) - 0}

et pour tous (uv)T € D(A"),

[ —kF(z)¥ [ u
v ) —dr+w? 0 v )

ou ¥ deésigne la forme linéaire définie par W f = f,.(0) et F' est la solution unique de

(2.4.14)

I'équation différentielle (2.4.10). Le systéme d’observateur (2.4.9) a pour la représentation

d’état sous forme de 1’équation d’évolution :

(2.4.15)

~

ot ¢1(t) = wi(+,t), Paot) = wa(+,t) et y(t) est la sortie mesurée.

Proposition 2.4.6 Soit k une constante positive fizée quelconque (éventuellement zéro).

L’opérateur A® est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contractions sur X .
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Preuve : 1l suffit d’appliquer le théoréme de Lumer-Phillips (Theorem 4.3, p.14 Pazy

[86]). Montrons que A" est dissipative. En effet, en intégrant (2.4.15) par parties on obtient

1
<Anf7 f>X = /0 {[fox + HF$xf1zx(O)]f1x$ + [_fl;tzx:v + Wffl]fQ

—w?[fo + KF f15:(0)] f1} do
= ~[frzzafollo + froefoello
= —f122(0) f2:(0)
= —kf1(0) <0, Vf=(fi f2)" € D(A").

D’aprés le Lemme 2.4.6, Im(I — A") est 'espace X tout entier. En fait, étant donné un

g € X, 'équation diftférentielle suivante admet une solution unique :

fi + 6F(2) f122(0) — f2 = g1,
fo+ freaee —Wifi = 9o
avec les conditions frontiéres
f1(0) = f12(0) =0,
fiz2(1) = fizaz(1) =0,

)
f2(0) - 07 anc(O) - /{flac;r(o)

Ainsi on a Im(l — A*) = X, autrement dit, A* est maximal. D’aprés le théoréme de

Lumer-Phillips, A" est le générateur infinitésimal d’un Cj semi-groupe de contractions. l

Lemme 2.4.7 L’opérateur A® est maximal.

Preuve : Voir Annexe A.

Définissons 'opérateur A par

D(A) = {(fi f2)" € (H*(0,1) N H}) x HE| fia0(1) = 05 fraaa(1) = 0}

et pour tous (u v)” € D(A),

Al ") = S ()
v —0s+w? 0 v
Remarquons que A" = A quand k = 0. Lorsque x # 0, on peut écrire

A”:A—/-a(F(')\I/ O)ZA—K(F('))C,
0 0 0

ot C' est un opérateur d’observation linéaire de D(A) a R tel que
Cf=f1z2(0) V[ €D(A).
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2.4 Observateur du systéme du corps-poutre en rotation

Remarque 2.4.8 [l est clair que 1 € p(A), la résolvante (I — A)~! est compacte sur X et
A" = —A, i.e., Uopérateur A est anti-adjoint a résolvante compacte. Ce genre d’opérateur
posseéde certaines propriétés similaires que celles d’opérateur auto-adjoint. En effet, A est
anti-adjoint implique que 1A est auto-adjoint. Lorsque la vitesse angulaire w, est mon
nulle, l'opérateur A" est anti-adjoint si et seulement si la valeur absolue |w.| est plus
petite qu’une certaine valeur (qui vaut en fait la plus petite valeur propre de ['opérateur

auto-adjoint correspondant).

Remarque 2.4.9 On peut considérer A% comme une perturbation de [’opérateur A. En
appliquant le théoreme de perturbation bornée mnous prouvons que l’opérateur non borné
A"k > 0, est aussi le générateur d’un Cy semi-groupe de contractions non seulement

pour chaque constante |w,| < V1, mais aussi pour une w, constante quelconque.

Le systéme d’observation (2.4.7) a pour la représentation d’état 1'équation d’évolution

suivante
P(t) = Ap(t),
0(0) = ¢’ (2.4.19)
y(t) = Co(t),

ol p1(t) = w(-,t) et pao(t) = wy(-, t).

Proposition 2.4.10 Pour toute vitesse angulaire w, constante, le systeme d’observation
(2.4.7) ou (2.4.19) est exactement observable, i.e., il existe des constantes positives T > 0

et K >0 telles que

T
Klle"% < / r)dr <K Ve € X, (2.4.20)
0

Preuve : Soit m le plus petit nombre entier tel que w? < I,,, o l,,, € o(P), le spectre
de Popérateur P défini par 2.4.8 (dont ses éléments ne sont que des valeurs propres dans
ce cas). D’aprés un résultat de Xu & Baillieul [118], il existe un ensemble des vecteurs
propres généralisés de A qui forment une base de Riesz dans X. Soient H!"' le sous-
espace vectoriel linéaire engendré par les premiers 2(m — 1) vecteurs propres généralisés,
correspondant aux 2(m — 1) valeurs propres %iy/l, k = 1,...m — 1, et H® le sous-
espace vectoriel linéaire engendré par le reste des vecteurs propres. Nous avons donc la
décomposition en somme directe X = H" '@ H°. L’observabilité exacte du systéme
sur H"! peut étre prouvée par le fait que la matrice d’observabilité de Kalman est de
rang maximal. Pour montrer I'observabilité exacte du systéme sur H;7, nous employons
la méthode de multiplicateur avec (z — 1)w, comme multiplicateur appliqué a I’équation
(2.4.7). Soient A,, et A, les parties de A sur H]" ' et H>, respectivement, et soit P,
le projecteur de X sur H" ' suivant H°. Considérons deux sous-systémes (A,,, CP,,)
et (Ao, C(1 — Py,)). Puisque A, et Ay ne possédent aucune valeur propre en commun,

suite & un résultat de Tucsnak et Weiss (voir p.190 dans [107]), les deux sous-systémes ont
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Chapitre 2. Observabilité et observateurs

I'observabilité exacte simultanée, et donc le systéme (2.4.19) est exactement observable.

[ |
Considérons le systéme d’observation suivant avec un controle u
: F
a1
£(0) =0, (2.4.21)
y =Ck¢,

ou A, F et C sont définis comme dans (2.4.17), (2.4.10) et (2.4.19), respectivement. Les
lemmes suivants sont un peu techniques mais utiles pour prouver le Théoréme 2.4.5.

Pour chaque T' > 0, a partir du systéme (2.4.21) on définit une application linéaire
Ly : L*(0,T) — L*(0,7), (2.4.22)
qui associe la sortie § a chaque entrée u € L?(0,T) dans (2.4.21).

Lemme 2.4.11 Quelque soit w, € R et quelque soit T' > 0 constant, ’application linéaire
Lt est continue de L*(0,T) a L*(0,T).

Preuve :  Lorsque la condition initiale est nulle et le controle u € C2°(0,T"), 'équation
admet une solution unique £ € C*([0,T); X) et I'équation (2.4.21) a bien lieu dans X. La

manieére la plus facile pour montrer ce lemme est de revenir & ’EDP correspondante :
(= s + F(z)u,

Yot = —Vlagae + Wi,

$1(0,1) = ¥1:(0,1) = 0, Y122(1,8) = Y1202(1,2) = 0,

Ua(0,8) =0, ¥2(0,1) = —u(?),

U1 (z,0) = 1ha(z,0) =0,
[ 9(t) = ¥122(0, ),

(2.4.23)

ot (-, t) = &(1).
Penons

BOC) = 5 [ Whalent) + (e 0) — vt dr

(Remarquons ici que w, € R et E(-) est pas forcément une norme). En faisant différentier
E(3(-,t)) suivant le trajectoire de (2.4.23) et en I'intégrant sur 'intervalle [0, 7] on obtient

/O J(u(t)dt = B((-, T)). (2.4.24)

D’aprés la Proposition 2.4.10, application linéaire ¢ — ®7¢%(t) = Cet4y est conti-

nue de X a L*(0,7). Soit
F
B ( ) |
0
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2.4 Observateur du systéme du corps-poutre en rotation

Puisque B = C*, par le principe de dualité ’application linéaire
T
ur— Upu = / eT=ABu(T)dr
0

est aussi continue de L?(0,T) a X, puisque 'application de I'observation est continue par

la Proposition 2.4.10. Il existe une constante positive K > 0 telle que

/0 z?(t)U(t)dt‘ = [EW(,T))| < KllullZ2.m)- (2.4.25)

Comme 'inégalité ci dessus est vraie pour tout u € C°(0,7T) qui est dense dans L*(0,T),

nous avons
N5 z20,m) < KJullz2(0,7)- (2.4.26)

Ainsi I'application linéaire L est continue. |
Considérons la dynamique d’erreur de I'observateur e(t) = ¢(t) — p(t) qui est décrit

par
£(t) = Are(t),
(2.4.27)
e(0) =g =¢" — .
Afin de montrer le Théoréme 2.4.5, on considére pour le systéme (2.4.27) la sortie d’ob-

servation suivante

z(t) = Ce(t)

avec C défini comme ci-dessus.

Remarque 2.4.12 En termes de la physique, ["inégalité d’observabilité exacte 2.4.20 si-

gnifie que l’énergie de la sortie est limitée par celle de [’entrée.

Lemme 2.4.13 Soient w? € R et k > 0 deux constantes. Alors le systéme d’observation
(2.4.27) avec z comme sortie est exactement observable, autrement dit, 'inégalité suivante

a lieu pour certaines constantes positives T et K

T
K|leol|% < / g2 (0,t)dt < K '|eo||%  Veo € X. (2.4.28)
0
Preuve :  En considérant (2.4.18) on peut écrire le systéme (2.4.27) sous la forme
suivante
O I PR R
e(t) = Ae(t) — Kk elr), € =&,
0 (2.4.29)
z(t) = Ce(t).

Par la formule de variation de constantes, on obtient la solution généralisée de (2.4.29)

e(t) = etley — /Ot ATy ( Fé> > z(1) dr
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et on en déduit que
2(t) = ®pe®(t) — kLrz(t), (2.4.30)

ou l'application d’état-observation ®; et 'application entrée-sortie L ont été définies
dans le Lemme 2.4.11 et sa preuve. Par la Proposition 2.4.11 et de (2.4.30), il existe une

certaine constante K (qui est indépendant de €° et z) telle que
||Z||L2(0,T) > ||q)T50||L2(O,T) - KKT||Z||L2(0,T)-
Or le Lemme 2.4.10 implique que
Izllz20m) > (1 + &)~ K€% x.

L’inégalité au sens opposé est plus facile a prouver et la preuve est admise. [

On peut prouver alternativement I'observabilité exacte du systéme en boucle fermée

a travers de 'admissibilité de l'opérateur de feedback K = —kI.

Lemme 2.4.14 Quelque soit k une constante positive, l’opérateur de feedback K = —kI

est admissible.

Preuve: On désire appliquer quelques résultats de Curtain & Weiss [27]. Il est clair que
notre opérateur de controle B = (F(-) 0)7 est admissible et non borné (car il n’appartient
pas & L(R, X) mais & £L(R, X_;)). On introduit ici la notion de degré de non bornitude
de B désigné par «(B), c’est-a-dire, la borne inférieure de tous les o > 0 pour lesquels il

existe des constantes positives ¢, w telles que

(M — A) 7' Bl c@x) <

e A€ (w,00).

D’aprés Rebarber & Weiss [94], pour chaque B € L£(RR, X') admissible, nous avons «(B) <
o
a(B) = 0). Alors le systéme est régulier. Soit £ = —1(D* + D). Il est facile & vérifier que

dans le cas ou w, = 0, la fonction de transfert du systéme en boucle ouverte

cela signifie que B n’est pas ‘trop non borné’ (en particulier, si B est borné on a

1 —e V2 _ je(mim Vs je(im1)V2s 4

G — — 0
(5) 425 4e=V25 4 e=2V2s 4 o(—im)V2s 4 e(i—1)V2s 4 ]

lorsque s — +00, ceci implique que D = lim G(s) = 0 est un opérateur feedthrough et

que E = 0. Ainsi nous avons ¢ = ||[ET|| = 0 ou E* désigne la partie positive de E et

Ko = % = 00. En plus, dans notre cas nous avons 1) 'opérateur A est anti-adjoint et

dissipatif, 2) Vopérateur B = (F(-) 0)7 est en effet 'adjoint de I'opérateur d’observation
C défini par C(u v)T = u,,(0). Ainsi d’aprés Théoréme 5.8 dans Curtain & Weiss [27],

pour chaque k € (0, kg) = R}, K = —kI est un opérateur de feedback admissible pour le
systéme en boucle ouverte. [ |
Comme le systéme en boucle ouverte est exactement observable et K = —k/ est un

opérateur de feedback admissible, on conclut que le systéme en boucle fermée est aussi

exactement observable.
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Preuve du Théoréme 2.4.5 : Il est équivalent a prouver que le systéme d’erreur de
I'observateur (2.4.27) est exponentiellement stable. Il est clair que le systéme d’erreur est

stable au sens de Lyapunov. Prenons la fonction suivante comme la fonction Lyapunov

1
V() = % = / R
0

En faisant différentier V' (e(t)) suivant le trajectoire de (2.4.27), on obtient

av de .
o= 2<%,5>X = 2(A%,e)x = —2re],,(0,t) < 0.
Ainsi

t
le@1% = llzoll% — 2+ / 2 (0,7)dr. (2.4.31)

Par le Lemme 2.4.13 le systéme d’erreur est exactement observable. Alors il existe des

constantes positives 1" et K telles que
T
| o) ir = Kl 2432
0

En substituant (2.4.32) dans (2.4.31) ceci nous donne ||e(T)|% < (1 — M)|leo]|% avec
M = 2xK. On peut écrire t = nT + v, ou n = [t/T] est la partie entiére de t/T et
v € [0, T] est le reste. Comme A* est le générateur infinitésimal d’un Cj semi-groupe,

I'inégalité suivante a lieu
le@)I% < ™12 - [l - lleollk < (1 — M) K2l
o K = sup, co.rf [€747(|. Un calcul simple nous permet de trouver que
le®)llx < Me™'||eo]x,

ot M=K(1—M)"'etw=T"In((1—M)™"). Ceci achéve la preuve du Théoréme 2.4.5.
|

2.4.4 Observateur avec une vitesse de convergence voulue

Dans un premier temps, on se restreint dans le cas ott w* = 0. Nous souhaitons accélérer
la vitesse de convergence de l'observateur. Ceci nous raméne a étudier la distribution
spectrale de l'opérateur A", qui détermine la stabilité du systéme d’erreur. Rappelons
d’abord un résultat de Deguenon et al. [30] concernant I'estimation de la borne spectrale
de A”. Voir Guo [51] pour plus de détails.

Théoréme 2.4.15 Les valeurs propres (A\n)n>0 de Uopérateur A" sont algébriquement
simples a partir d’un certain rang et leurs parties réelles tendent vers —2k lorsque n — oo.
Leurs vecteurs propres généralisés forment une base de Riesz sur X. De plus, le taux de
décroissance exponentielle du Cy semi-groupe est déterminé par le spectre de son généra-
teur.
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Comme en dimension finie, on souhaite effectuer cette accélération a l’aide du place-
ment de poles. En s’inspirant d’un travail de Triggiani [106], on partitionne l'espace X en
un sous-espace de dimension finie et un autre de dimension infinie qui sont invariants par
rapport a l'action de A”.

L’idée essentielle consiste & introduire une projection P, telle que

P, X = X,,

I—P,: X — X,
et X = X, @ X. Sans perte de généralité, supposons que les valeurs propres \;, i €
J ={1,...,m} sont algébriquement simples. Alors a chaque )\;, il existe un vecteur propre

associé, noté par e;, tel que X,,, = Vect{er,...,en}.
Comme le systéme est exactement observable sur le sous-espace X,, de dimension
finie, les poles simples peuvent étre arbitrairement placés. Il est donc possible d’accélérer la

vitesse de convergence de 1’observateur par une seconde étape de conception en appliquant

une méthode de placement de poles (cf. Deguenon et al. [30]).

Théoréme 2.4.16 L’observateur (2.4.9) est exponentiellement convergent pour tous les
gains de correction k>0. En plus, la vitesse de convergence exponentielle est déterminée
par les bornes spectrales du générateur A®. D’ailleurs, la vitesse de convergence peut étre

rendue aussi grande que Uon veut, en remplagant r [z 0] par k [z 0]+ B(z) avec des k

et B(x) appropriées.
Supposons que B € X,,. Dans ce cas, le systéme d’erreur s’écrit
¢ = A = A" — Bey,,(0). (2.4.33)
En appliquant respectivement les projections P, et I — P, au systéme (2.4.33), on obtient
(I — Py)é=A"(I—-P,)e,
Pné= AP, e — P,Be1,.(0).

En effet, A" est commutatif avec I — P,, et B € X,,.
Commencons par placer une seule valeur propre, celle la plus proche de l'origine, notée

par A;. Désignons par e; = (u; v1)7 son vecteur associé et \; la valeur désirée. Ainsi on a
Afe; = ey,
Afe; = Afep — Buyg,(0) = Aey.

En soustrayant les deux équations, on trouve B = Me; avec

S
Ulmx(o)
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2.4 Observateur du systéme du corps-poutre en rotation

Il reste & calculer la forme explicite du vecteur propre e; = (u; v;)? pour déterminer
M et B. On cherche la valeur propre A\; et son vecteur propre associé, i.e., trouver un

nombre complexe A et un couple (u; v1)? non nul tels que
( V1 = >\1U1 + H$U1xx(0),

—Ulggzr = )\lvla

(2.4.34)
u1(0) = u1,(0) =0,
L ulxw“—) - ulmxw(l) =0.

En substituant la premiére équation dans la deuxiéme, on obtient une équation différen-

tielle d’ordre 4 non homogeéne :

On pose \; = iu?. Cette équation admet une solution

wi () = %[Cosh(u(l — @) — cos(p(1 — )] + %[smhw —2)) — sin(u(1 - x))
+ %x(smh(u) — sin(u)) + %Sﬂ(cosh(ﬂ) + cos(u))

— %(cosh(u) + cos(p)) — %(sinh(u) — sin(u))),
(2.4.36)

ol ¢; et ¢y des constantes réelles vérifient

_ cosh(p) + cos(p) .
sinh(p) + sin(u)

et u est la solution de I’équation caractéristique

1 + cosh(p)cos(u) + ig(cosh(u)sin(u) — cos(p)sinh(p)) = 0.

Remarque 2.4.17 Comme nous avons indiqué avant, la vitesse de convergence de la

solution €(t) du systéme d’erreur est déterminée par la borne spectrale. Supposons que

Re(A\) = sup Re(\) <0
A€o (AR)

et que Re(\1) < Re(\;). L'observateur ayant la meilleure vitesse de convergence s’écrit :

( Wiz, t) = wo(x,t) — KF () [wlxac(o?t) - y(t)] - 2;;(3)1

vy () [wlxw(()? t) — y(t)} )

Uy (.T) [wlxx(()? t) - y(t)} ;

A — M\
ulmﬁ(o)
wl(oyt) = wlx(()?t) = 07 wlxm(Lt) = wlzx:p(Lt) = 07

UA]Qt(wy t) = _wlxmmx (ZE, t) + wfwl(l‘a t) -

L w(x,0) = wo(x), wi(x,0)=w(x),

ou I a été définie par (3.3.7) et uy, vy sont définies dans (2.4.36) et (2.4.34).
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Chapitre 3

Etudes numériques de l’observateur et

simulations

Althaugh this may seem a paradox, all exact
science is dominated by the idea of approxima-
tion.

Bertrand Russell, The scientific outlook (1951).
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3.1 Introduction

3.1 Introduction

Etant donné un systéme a parameétres distribués, il existe, en principe, deux approches
différentes sur la construction d’observateur. La premiére consiste a discrétiser d’abord
le systéme d’observation en dimension infinie et obtenir un systéme en dimension finie,
puis construire un observateur basé sur le systéme en dimension finie obtenu. Quant
a la deuxiéme, il s’agit de construit un observateur a partir du systéme a parameétres
distribués avant la discrétisation du systeme. Il est clair qu'on est plus a 'aise avec la
premiére approche. En effet, il existe des outils et théories relativement bien développés
pour la conception des observateurs en dimension finie. En revanche, dans un contexte
général, on ne peut pas montrer que la construction d’observateur est indépendante du
schéma de discrétisation. Autrement dit, on ne sait pas si le méme observateur construit
en dimension finie, qui dépend du nombre de point de discrétisation, reste encore valable
lorsque ce nombre varie et vers quoi converge 'observateur quand le nombre tend vers
I'infini.

Dans ce chapitre, basé sur la méthode des éléments finis, un schéma numérique fiable
est proposé pour simuler le systéme d’observation et 1’observateur. L’intérét de la simu-
lation numérique est multiple :

1) la simulation numérique permet de valider certains résultats théoriques. Elle permet
aussi d’étudier des différences entre des résultats théoriques et numériques. Surtout dans
ce travail ou on traite des systémes d’EDP en dimension infinie tandis que des systémes
discrétisés sont toujours de dimension finie, elle donne des idées ou conjectures heuristiques
avant qu’on fournisse une preuve mathématique rigoureuse ;

2) d’un point de vue technique, il est aussi trés important de construire un simulateur
fiable, efficace et applicable aux autres systémes similaires ou plus généraux, car finalement
des observateurs ou des lois de commandes proposés ont pour objectif finalisé la mise en
oeuvre pratique a travers des outils informatiques. Pour cette raison, il est nécessaire de
tester plusieurs schémas différents et pouvoir choisir un algorithme d’implémentation en

faisant un compromis entre la précision et l'efficacité.

3.2 Schéma des éléments finis : espace de discrétisation

Comme les erreurs d’arrondis se cumulent a cause des termes de dérivées partielles
d’ordre trés élevé (les dérivées spatiales ici sont d’ordre 4) dans l’équation de poutre.
En outre, la continuité sur la dérivée spatiale d’ordre 1 de la solution (la pente de la
courbe) entre les intervalles adjacents doit étre garantie car la solution devrait évoluer
dans H%(0,1).

Afin de surmonter la premiére difficulté, nous proposons un schéma des éléments finis
semi-discrétisé en espace (cf. Le Pourhiet [68]). En effet, une approche variationnelle nous

permet de diminuer le degré de dérivées a travers de l'intégration par partie. Quant a la
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deuxiéme difficulté, nous avons besoin d’introduire I'interpolation dite hermitienne avec

une classe de fonctions polynomiales spécifiques qui vérifient la contrainte sur la continuité.

3.2.1 Fonctions polynomiales hermitiennes

Le premier but du travail numérique consiste a construire un espace approprié de
fonctions de la classe C! par morceaux sur l'intervalle £ = [0, 1]. Supposons que E est
subdivisé¢ en N sous-intervalles F; = [z;,x;41],0 = 0,...,N — 1, i.e. E = Ui]i_olEi. En
particulier, si la subdivision est uniforme, désignons la longueur de pas par h = 1/N et le
i-niéme élément par E; = [ih, (i + 1)h].

Cherchons alors les fonctions polynomiales H}, 1=0,...N—1,7=1,2,3,4, de degré 3,
qui vérifient les conditions suivantes :

( i i i i
Hi(z;) =1, Hj (7)) = Hi(241) = Hi,(zi11
Hj, (z;) = 1, Hy(z;) = Hy(xi1) = H (3:2.1)
Hi(zip1) = 1, Hi(z;) = Hj,(2;) = Hj

Hix(l’i-ﬁ-l) = 1, HZL(ZL'Z) = Hix<l’,) = Héll Titr1 s \V/ZE < Ez

\

Faisons une transformation affine composée d’une translation et d’'une homothétie :

20 — x; — X ,
&: : ! , \V/I'G[Zti,il'i_,_l], Vi= 0,...,N—1,
Tit1 — T4

permettant de manipuler toutes les opérations sur I'unique élément canonique [—1,1].
Il est avantageux d’effectuer ces transformations puisque le calcul matriciel du systéme
global sera simplifié en concaténant les sous-matrices de bloc obtenues sur chaque élément
canonique. Les variables intermédiaires & sont appelées coordonnées locales. Alors sous
ces coordonnées, les fonctions cherchées H (&), V& e [-1,1], 7 =1,2,3,4 doivent vérifier
les conditions suivantes :

;

)
Hoe(—1) =1, Hy(—1) = Hy(1) = Hy(1
Hs(1) =1, Hs(—1) = Hse(—1) = Ha

Hye(1) =1, Hy(—1) = Hye(—1) = Hy(1

\

Il est facile d’obtenir les expressions explicites de ces fonctions :

H1(6) = (6 ~ 36 +2),
() = (€~ €~ £+ 1),

Ay(€) = 1(~€ +36 1 2),

A6 = J(E+ € —£-1).
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Hermitian polynomial functions
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FIGURE 3.1 — Fonctions hermitiennes.

En faisant le prolongement par zéro sur E \ E;, on peut définir les fonctions hermi-

tiennes sur E tout entier comme suivant :

Hi(x) = Hy(&)| 9y — g, — g, 1=13,

i=

i h 7 .
H](IE):gH](&) 27— — migy j =24,

&
H}|E\Ei:07 1=0,...,N—1, j=1,2,3,4.

En concaténant les fonctions hermitiennes ainsi obtenues, nous pouvons définir sur £

les fonctions de base :

avec le support Ey,

avec les supports F;_ UFE;,i=1,.... N — 1,

avec le support Ey.
L’ensemble B = {¢f, k = 0,..., N,I = 1,2} forme une base, qui engendre un sous-

espace de H? de dimension 2N + 2 noté par Vj,.

3.2.2 Quelques propriétés des fonctions (bf“

Donnons ici quelques propriétés élémentaires des fonctions ¢F :
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(@) | (@) | Haal®) | Hlrre()
x=0 1 0 —% llz_z
r=nh 0 0 % 2—3

2(7) | 05(7) | D2ea(®) | Dopaa(®)
x=10 0 1 —% %
Y A B A

1) | o) | Ola(®) | Olea(?)

6 12
6 12
r=Nh=1 1 0 _ﬁ —F

2 () | 02(7) | O2a(®) | G2aa(®)

2 6
4 6

3.2.3 Espace de discrétisation

Avec la séparation des variables, la solution approchée w, € V;, que nous cherchons
peut s’écrire comme
N

wa(t,x) =Y [wi(t) ¢t (x) + @f(t) g5 ()] (3.2.2)

k=0
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Ainsi les conditions aux limites w(0,t) = w,(0,t) = 0 impliquent que
who(0) + @h65(0) + w1 (0) + @, 65(0) = 0,
w61, (0) + @65, (0) + wh1,(0) + Wy, (0) = 0.

De sorte que nous avons
w) = ) = 0. (3.2.3)

Nous pouvons alors choisir espace Vj, = Vect(p1, ¢k, ..., oY, ¢Y) (qui est de dimension

2N) comme notre espace de discrétisation contenu dans H2.

3.3 Cas ou w, est une constante

Dans ce paragraphe, nous menons une étude numérique sur les comportements dyna-
miques de I'observateur appliqué au systéme du corps-poutre en rotation avec une vitesse

angulaire constante quelconque.

3.3.1 Formulation variationnelle et régularité

Considérons le systéme d’observation sous la forme de la représentation d’état :

e

wlt(xat) = w2($at>7 t> 07 LS (07 1)7
w2t(x7 t) - _wlxxa::c($a t) + wfwl(l", t)a
wl(O,t) = wlx(O,t) = 0, (334)

wlz:v(]-vt) - wlzxm(17t> = Oa

[ wi(z,0) = wi(x), wa(z,0)=wy(x)

avec w; = w, wy = Wy et w, une constante quelconque (éventuellement nulle).
Soient H? = {f € H?(0,1) | f(0) = f,(0) = 0} défini comme dans le chapitre précé-
dent et X = H? x L*(0,1), muni du produit scalaire défini par

<<:2>’ <Z>>X :/Olflxxglxx+fzgz dz.

Choisissons et (¢ 0)7 et (0 ¢/)*, k=1,...,N; | = 1,2 comme fonctions de test pour
le systéme (3.3.4). Nous avons

S = )y,

et

) G = ) Gy
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En tenant compte des conditions frontiéres, I'intégrale par parties nous donne les formu-

lations variationnelles associées a (3.3.4) :

1 1
/ Witz Pra dr = / WorsPrx dl’,
0 0

1 1 1
/ Wopp dr = — / W1grPrr AT + wf / wipdr.
0 0 0

De méme facon, a partir des équations d’observateur du type Luenberger

(3.3.5)

(

Wz, t) = oz, t) — KF(2){12:(0,t) — w1,4(0,1)},

w2t(x; t) = _'L(A]l:c:r;xx(xa t) + Wfﬁ)l ($7 t)a
(3.3.6)
1(0,1) = w1s(0, 1) = 0,

wlma}(lat> = wlxww(lvt) =0

\

avec F' la solution unique de I’équation différentielle

Frpee(7) — wW2F () = 0,
F(0) = Fra(1) = Fraa(1) = (337
R0 =1,

on trouve ses formulations variationnelles associées

1 1 1
/ wltmm@xw d(L’ - / wZJ:xQOZ’a: dl’ - /{{wlxa:(oa t) - wlxa:(oa t)} / an:<m)90x:c dl’,
0 0 0

1 1 1
/ Wopp dr = — / W1gr Pz AT + wf / wypdr.
0 0 0

Définition 3.3.1 La fonction vectorielle w(z,t) = (wi(x,t), we(z,t))T est une solution

(3.3.8)

classique de (3.3.4) si elle est suffisamment réguliére telle que toutes les équations sont

satisfaisantes y comprises les conditions frontiéres et la condition initiale.

Définition 3.3.2 La fonction w(x,t) est une solution de ’équation variationnelle (3.3.5)
(ou bien solution faible) si elle est réguliére par rapport o x et t, de telle sorte que les

équations dans (3.3.5) sont satisfaites pour toutes les fonctions de test ¢ € H?.

Proposition 3.3.3 (1). Une solution classique w de (3.3.4) est une solution de (3.3.5).
(2). Réciproquement, une solution w de (3.3.5) est une solution de (5.5.4) siw € HZ x Hz.

Preuve :  L’assertion (1) est évidente. La formulation variationnelle est en particulier
vérifiée par les solutions classiques, en intégrant par parties les équations aprés les avoir
multipliées par les fonctions ¢ € H?. Réciproquement, supposons que w € Hz x H? vérifie
'équation (3.3.5). Puisque l'opérateur différentiel 9,, : H?> — L? est un isomorphisme

(isométrique), alors de la premiére équation de (3.3.5) on déduit que wiypy — Woze = 0
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(presque partout). Ceci implique que wyy, —wsy, = C; avec C} une constante a déterminer.
En tenant compte que wy, wy € H et de la régularité, on a w4 (0,¢) = 0. On déduit que
C7 = 0. De méme, en intégrant encore une fois aux deux membres de 1’équation, on
obtient w; — wy = Cs. Encore une fois, en vertu du fait w € Hz x H? et de la régularité,
on a wy(0,t) = 0 et finalement Cy = 0. Ainsi on retrouve wy; = we qui est exactement
la premiére équation de (3.3.4). Ensuite, partons de la solution de la deuxiéme équation
variationnelle de (3.3.5). Prenons ¢ € C2°(0, 1), de I'équation (3.3.5), on a (wa, ©)prxp =
—(Wiggzz, P)Drxp + W2{wy, P)prxp et on en déduit que woy = —Wiggee + W2W au sens
des distributions. Comme w; et wy sont des fonctions réguliéres, 1'égalité au sens des
distributions devient une égalité au sens des fonctions. D’out la deuxiéme équation de
(3.3.5) est satisfaite. De ce fait, w; est suffisamment réguliéres par rapport a x. Il reste
a vérifier que wy4(1,t) = Wigee(1,t) = 0. En multipliant la deuxiéme équation de (3.3.5)

par ¢ € H? et en faisant 'intégration par parties, on obtient

1 1 1
/ Warp = —/ wm%ﬁwf/ W1 — [WizzaP)|o + [Wizepe]]o-
0 0 0

Par (3.3.5), on obtient [wy,.,¢]|§ — [wize@:]|§ = 0. Or, ¢ € H? signifie que p(0) = ¢, (0) =
0. De sorte que wypp (1, 1) (1) — wia(1,8) (1) = 0, VE > 0,V € H?. Ceci implique que
Wigez(1,1) = Wiz, (1,4) = 0 (en prenant par exemple ¢ € H? tel que p(1) =1, (1) =0
et p(1) = 0, (1) = 1, respectivement). Ainsi la preuve de la Proposition 3.3.3 est
compléte. [ |

Proposition 3.3.4 (1). Une solution classique w de (3.3.6) est une solution de (3.3.8).
(2). Réciproquement, une solution w de (3.3.8) est aussi une solution de (3.3.6) si W €
H? x H*(0,1) avec i9(0,t) = 0 et 2,(0,t) = r(t122(0, 1) — w12(0,1)).

Preuve : La démonstration de la proposition est analogue & celle de la proposition
précédente. Le seul point différent consiste a prouver que la solution de la premiére équa-
tion de (3.3.8) est aussi une solution de (3.3.6). Supposons que w € Hz x H?*(0,1)
avec W(0,t) = 0 et W (0,1) = K[Wi42(0,t) — w14:(0,¢)], Puisque l'opérateur différen-
tiel 0, : H*> — L? est un isomorphisme, alors de la premiére équation de (3.3.8) on
déduit que Wipe — Wopy + K{W122(0,1) — W142(0,)} Fry = 0 (presque partout). Ceci im-
plique que Wy — Woy + K{W142(0,t) — w142 (0,¢)} F, = Cy avec C; une constante a dé-
terminer. Comme w1,4(0,t) = 0, Wy, (0,t) = K(W144(0,t) — w14.(0,¢)) et F,(0) = 0, on
conclut que C; = 0. En intégrant deux membres de I’équation par rapport a z, on obtient
Wy — Wa + K{W142(0,1) — w14(0,8) } ' = Cy. Or wy,(0,t) = 0, wy(0,¢) =0 et F(0) =0, on

a Cy = 0. Ainsi on prouve que @ est une solution de la premiére équation de (3.3.6). W
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3.3.2 Structure et distribution spectrale

Rappelons que d’aprés (3.2.2) et (3.2.3), la solution approchée (wp 1, wpa) € V2

s’écrivent comme une combinaison linéaire des fonctions de base :

wia(t,w) =Y [wh(t) o (z) + 0" (¢) ()],
Pt (3.3.9)

[wy () 61 () + wy (¢) 5 ()]

WE

wp2(t, x) =

o~
Il

1

En substituant (3.3.9) dans (3.3.4) on obtient le systéme d’observation de dimension

infinie approximé par un systéme de dimension finie, ayant la forme suivante :

RN 0 147%] 0 RN Wi
0 SN Wy )\ —RY +w2SN 0 W, )’
ou

et
WQ(t) = [wtl(t)v wtl(t)’ S 7wiv(t)v ’J}iv(t)] )
SN et RN désignent, respectivement, la matrice de masse et la matrice de rigidité données

par
1
SN = / o () 08 (2)de,

1
RY, = / O (2) @ (o) da

avec les indices p =2k +1—2et ¢ =2k +1'— 2, pour k. k' =1,...,N, [,l' =1,2.
Afin de déterminer les éléments de J et K, on commence par calculer sur F; la matrice

de masse
Sy = / Y'Y dx
E;

et la matrice de rigidité

RY = / ZY7 dz,
K3 EZ

ou

Y(z) = [Hi(zr) Ha(x) Hs(x) Hi(r)].

Comme tout élément E; peut étre transformé en un intervalle canonique [—1, 1], nous
faisons le calcul en coordonnées locales ¢ directement.

Avec la notation

Y(€) = [Hi(&) SHE) Hs(&) SHi©)]
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nous avons

4
66 6E—2 —6¢ 6E+2
- [ﬁ 2h h2 2h )

Ainsi nous obtenons les sous-matrices de bloc

1
S; = /YTde:/ YTYﬁdf
B - 2

1

S Sy S5 Sa
Sy Sy =81 S
Sy =S4 S1 =5
Sy Se —S2 Ss

1
R, = /ZTde:/ ZTZﬁdg
E, - 2

1
Ry, Ry —Ri Ry
Ry 2R3 —Ry Rs

R, —Ry R —Ry
Ry, Rs3 —Ry Rs

définie sur chaque sous-intervalle E;, ou

13 11 9

—_ —_ 2 —_ —
51_35?:’)) 52 2%0}“ 53 70}1’

_ - 2 - 3 — = 3
& 151201“ 55 1g5h’ S6 2140h’
Rlzﬁ, Rzzﬁ, Rgzz

Par la concaténation diagonale, nous obtenons les matrices correspondantes sur l'in-
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tervalle entier F

S Sy Si Si 0 e e e e 0
Sy S5 =S Sg 0

Sy =S, 28 0 S; Sy

Sy Sg 0 255 -8, S

0 0 S35 -5 29

g Sy Se 7
' ’ Sz Sy
255 =Sy Se 0 0
Sy =S5y 25 0 Ss Sy
Sy S 0 255 =S, Se
0 Sy =Sy S1 =5
0 -0 e e e e 0 Sy Se —Sy Sk
et
R, Ry, —R, R, O v e e el 0
Ry 2R3 —Ry; Rs 0
—Ry —Ry 2R 0 —-Ri Ry
Ry  Rj 0 4R3 —Ry Rj
0 0 —R —Ry 2R
R Ry  Rs
‘ ‘ —Ri R
4R; —Rs Rj 0 0
-k —Ry 2Ry 0 —R; Ry
Ry  Rs 0 4Rs —Ry R3
0 R —Ry R —Ry
0 0 R, Rs —Ry; 2Rj3

Or, les conditions frontiéres du systéme d’observateur w;(0) = w1 (0) = 0 et 5(0) = 0

se traduisent comme 1Y = @) = 0 et WY = 0, respectivement. De ce fait, la solution
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approchée (wp, 1, Wp,2) s’écrit comme suivant

N
Wy o= Y[} + wies], (3.3.10)
i=1
~ N ~
Whe = WIS+ Y[l + whes]. (3.3.11)
i=1

On remarque que cette derniére expression signifie que wy appartient a un sous-espace
vectoriel affine de espace HZ (0, 1; R™") tandis que wy € H7(0,1;R™) (en effet, de wy; = wo
et wy(0,t) = wy,(0,t) = 0, on déduit que wy(0,t) = wy,(0,t) = 0).

Afin que les résultats de simulation sur I'implémentation pratique de 1’observateur
soit plus significatif, prenons moins d’échantillons pour I'observateur que pour le systéme
dynamique, soi-disant N’ éléments au lieu de N avec N’ << N.

Prenons les fonctions hermitiennes (¢F 0)7 et (0 ¢F)T, k=1,..., N', 1 = 1,2 (définies

sur [0, 1] discrétisée en N’ éléments) comme fonctions de test. En prenant

Uh = Vect (1/}%777/};7 SR {Vlan l)

comme espace discrétisé pour le systéme d’observateur.

En combinant les formulations variationnelles (3.3.5) and (3.3.8) correspondant au
systéme d’observation et a l’observateur, on peut récrire le probléme discrétisé comme
suivant :

Trouver W = (W, Wy, Wy, Wo)T € (V3,)2 x (U,)? telles que

MW = M, W, (3.3.12)
ou
RN 0 0 0 0 RN 0 0
0o S 0 0 —RN +wISN 0 0 0
Ml - ’ ) M'r - ’ ’ ’
0 0 RM 0 P — M, 0 M, — P RN
~M;, 0 M, SV 0 0 —RM +w2SN 0

Les éléments des matrices M7, M5 et P sont donnés par
/ 1 3 1
(O8),g =nl, ) [ obubdn. (), =réh,0) [ et
0 0
/ 1 3 1
(Mé)p, q/ = ’%wll;x(o)/ wg:ca:wlkxx dl’, <M2)p,q = "i¢;§xx(0)/ wga}xwlkxx dﬂ?,
0 0

/ 1 5 1
(P), ; =Kk (0) /0 oy, dx, (P)pq =r¢r (0) /0 oy, dv

D,

avecp=2k+1—2,¢ =2k +1—2¢ct q=2k+1—2, pour k,k' =1,...,N', k=1,...,N,

[ [ = 1,2. On donne également leurs représentations matricielles :
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et

ay X

n2

avec a; une combinaison linéaire des fonctions trigonométriques qu’on va préciser dans

I’Annexe B.

Les matrices M; et M, sont issues de la condition imposée dans D(A"). On remarque

que pour tous les ¢ > 3, on a (M), , =0, (M), , =0 et P, , = 0. En effet, ceci est du

au fait que

Wiaa (0, ) = W' () $1x (0) + 0 () P40(0)

et

W1a0(0,1) = @ (1) $1,5(0) + @' (1) 33 (0),

-2
N
ay; X —

h

60
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qui signifie que la sortie est de dimension finie.

Pour déterminer les produits scalaires P, , avec ¢ = 1 ou 2, qui correspondent au
terme de correction dans la formulation variationnelle, nous avons besoin de la solution
explicite F'(z) de I'équation différentielle (3.3.7).

Remarque 3.3.5 Le choiwx du produit scalaire n’est pas unique, si [’on prend le produit

scalaire de X )
< f,g>x= / (frz29120 + f2g2 — wfflgl) dz,
0

alors les formulations variationnelles deviennent

1 1
/ (wlt:z::(:¢;€xx - w3w1t¢é€) dr = / (w2xa:¢;€xx - WEHA}2¢;€> dl’,
0 0

) ) (3.3.12)
0 0
et
1 1
/ (wltmz(bfxx - Wf’@ltﬁﬁf) d.ﬁU = / [waz - KV<UAJ1:E:B(O; t) - wl:m:(oa t))lev](bfxx
0 0
— Wlwyf — WAFQ du, (3.3.12)

1 1
/ ot do = / (—rmel, + w2ior ) dor
0 0

Ainsi la forme matricielle du systéme discrétisé devient

R—w?S 0 0 0 1471
o S 0 0 Wy
0 0 R-uw?S 0 || W
M, 0 M, S Wy
0 R—w?S 0 0 W
R+ w?S 0 0 0 W
T Powo-M, 0 My+wQ-P R—w?S || Wy
0 0 —R+w?s 0 W,

On constate plus loin que dans la simulation numérique, méme avec des produits scalaires

équivalents, les résultats numériques peuvent étre différents.

3.3.3 Convergence de ’approche conception-approximation

Dans les paragraphes précédents, on a proposé un schéma numérique basé sur la mé-
thode des éléments finis, dans 'optique de simuler la dynamique du systéme d’obser-

vation et de l'observateur. Nous adaptons alors une approche conception-approximation
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afin d’articuler la convergence de notre schéma numérique proposé. Autrement dit, nous
concevons d’abord un observateur sous forme d’EDP pour notre systéme d’observation
d’EDP, et puis nous approximons numériquement le comportement dynamique de 1'ob-
servateur congu au travers de la méthode des éléments finis. De ce fait, nous obtenons le
comportement dynamique de I'observateur numériquement approximé (que nous appelons
observateur numérique). On se pose alors la question suivante : comment peut-on expli-
quer que l'observateur est capable de rattraper la trajectoire du systéme observé aprés un
certain temps transitoire ?

D’abord la trajectoire de 1'observateur d’EDP conc¢u converge vers celle du systéme
observé aprés un certain temps transitoire. Puis la trajectoire de I'observateur numérique
converge vers celle de 'observateur d’EDP congu, quand le diamétre de 1’élément tend
vers zéro (grace a la méthode des éléments finis). D’aprés un raisonnement successif nous
pouvons conclure que la trajectoire de 1’observateur numérique converge vers celle du
systéme observé, lorsque le diameétre de 1’élément tend vers zéro.

Notons par W (t) = (w(-,t), w(-,t)) I'état du systéme d’observé et désignons I’état de

I’'observateur numérique par

() = (Y[t (et +ar 0], Sk + afeel]),

ot w(t), wh(t), wy(t) et wi(t), k = 1,..., N’ sont la solution du (3.3.12). Introduisons
le projecteur orthogonal II;, de 'espace d’état X sur le sous-espace de dimension finie

engendré par les fonctions de base. Il est clair que 1’égalité suivante a lieu :
W () =W" ()]l x < [[W () =W (&) ||+ W () =TLW (8) | x+ [T W (8) =W (8) ]| x. (3.3.13)

Par la convergence exponentielle de I’'observateur, le premier terme au deuxiéme membre
dans (3.3.13) tend vers zéro exponentiellement lorsque le temps tend vers I'infini. Grace
a la méthode des éléments finis, le deuxiéme ainsi que le troisiéme terme tendent vers
zéro sur chaque horizon du temps fini quand le diamétre h de 1’élément tend vers zéro
(voir [22] pour d’autres exemples). Par conséquent, la représentation en dimension finie
de T'observateur ou l’observateur numérique converge vers 1’état du systéme original de

dimension infinie.

3.3.4 Choix des conditions initiales
3.3.4.1 Fonctions propres et solution exacte

Afin de juger la qualité de notre simulation, on souhaite faire comparer les solutions
simulées avec une certaine solution exacte. L'un des choix les plus simples est de prendre

des fonctions propres associées aux valeurs propres de I'opérateur A. En effet, on sait que
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3.3 Cas ou w, est une constante

le probléme de Cauchy
p = Ap,
v(0) = w0

admet une solution ¢(t) = e4*p,. Notons A € o(A) une valeur propre de A et (f ¢)7 sa

fonction propre associée, alors en prenant (f ¢)7 comme condition initiale, on aura
Xt
o(t) = eMpo. (3.3.14)

Pour calculer ces fonctions, il s’agit de résoudre le probléme spectral associé a I’équa-
tion de poutre. On va appliquer la méthode de séparation des variables. Supposons que

la solution peut s’écrire sous la forme :
w(z,t) = X(x)T'(t),

alors la premiére équation devient XT" + X""T = 0, ou encore

n "
X7 _ T

X_ T_p7

avec p une constante strictement positive. On a donc

T" 4 piT =0,
(3.3.15)
X _ p4X =0.
La deuxiéme équation de (3.3.15) admet une solution générale
X (z) = Acosh(px) + Bsinh(px) + C cos(pz) + D sin(pz). (3.3.16)

Ainsi ses dérivées s’écrivent comme suivant
X'(z) = p[Asinh(pz) 4+ B cosh(pz) — C'sin(px) + D cos(pz)],
X"(z) = p*[Acosh(pz) + Bsinh(px) — C cos(px) — Dsin(pz)],
X" (z) = p*[Asinh(pz) + B cosh(pz) + Csin(px) — D cos(pz)].
En considérant les conditions aux limites et le fait que T'(t) # 0, on a
X(0) =0, X'(0) =0, X"(1) =0, X"(1)=0.
D’aprés les conditions X (0) = X'(0) = 0, on obtient
X(0)=A+C=0,
X'(0) =p(B+ D) =0,
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d’ou A= —C et B=—D, et la solution s’écrit comme
X () = Alcosh(pz) — cos(pz)) + B(sinh(pz) — sin(pz)]. (3.3.17)
Pareillement, les conditions X”(1) = X" (1) = 0 impliquent que

p?[A(cosh(p) + cos(p)) + B(sinh(p) + sin(p))] = 0,

p*[A(sinh(p) — sin(p)) + B(cosh(p) + cos(p))] = 0.

En prenant (A B)T comme variables, on peut récrire les deux équations (3.3.17) sous la

forme matricielle

v A _ cosh(p) + cos(p) sinh(p) + sin(p) A _
B sinh(p) —sin(p) cosh(p) + cos(p) B .

Pour que la solution soit non triviale, il faut et il suffit que le déterminant det M = 0.

Ceci nous donne I'équation caractéristique :
1 4 cosh(p) - cos(p) = 0. (3.3.18)

Or cette équation algébrique est transcendante, il est difficile de trouver une solution
explicite. Cependant, en tragant les courbes des fonction y = cos(z) et y = —1/ cosh(z),
on peut quand méme avoir une idée indicative sur la localisation des solutions a travers
des points d’intersection des deux courbes. On constate bien que I’équation admet des

racines complexes. On les note par p,, n € N. Les coefficients A et B sont donnés par

__ sinh(p,) +sin(pn) B_ _ cosh(py) + cos(pn)

= B
cosh(p,,) + cos(p,) sinh(p,,) — sin(p,)

et les fonctions propres s’écrivent comme suivant

a¢f  sinh(p,) + sin(pn)
cosh(p,,) + cos(p,)

[cosh(p,z) — cos(ppz) ] + [sinh(p,z) — sin(p,x) ].

Avec les notations précédentes, de I’équation

A<f>:A<f>, (3.3.19)
g g

g=Af,
_f//// — )\g‘

on déduit que

Ceci signifie que

"

f+Xf=0 (3.3.20)
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3.3 Cas ou w, est une constante

FIGURE 3.2 — Localisation des paramétres p,, vérifiant I’équation caractéristique cosh(p) -
cos(p) +1=0; courbes Cy : y = —1/ cosh(z); Cy : y = cos(x).

et que la fonction propre associée a A peut s’écrire comme (f Af)?. En identifiant (3.3.20)
— pX =0, on obtient

"

avec la deuxiéme équation de (3.3.15) X
A = +ip?. (3.3.21)

En revanche, si 'on prenait f(z) = X, (z), de (3.3.21) on aurait g(x) = AX,(x) =
+ip*X,(z) qui serait purement imaginaire. Ceci produirait des inconvénients dans le

calcul numérique. Alors pour cette raison, au lieu de (f ¢)7 on prend la somme

_ 2 X, (x)

Po() = tn(x) + Yu(z) = . (3.3.22)

comme condition initiale, ou

Xn(x)
() = (3.3.23)
An Xn(2)
et son conjugué
X, X,

Un(z) = | _ @) ) . (3.3.24)

Ainsi on obtient une solution exacte
eMpo(x) = My () + e M, (x)
2 cosh(\,t) X, (2)
2\, sinh(A\,t) X, (2)

2 cos (p2 t) X (z)

27 sin (92 1) X(x)

Avec cette condition initiale, le systéme d’observation comporte comme une oscillation

harmonique simple.
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Chapitre 3. Etudes numériques et simulations

3.3.4.2 (!-conditions de compatibilité

Pour que la solution w et sa dérivée temporelle w; soient bien dans ’espace d’état
X = H? x L?, les conditions initiales doivent vérifier certaines conditions de compatibilité.
D’apreés les conditions limites imposées sur x = 0, il est clair que w € X est automatique-
ment vérifiée. Il reste a chercher des conditions telles que w; € X. La premiére équation

de 'observateur ainsi que sa dérivée spatiale nous donnent, respectivement,

Wy(x,t) = wa(x,t) — KF(2)[142(0,t) — w1, (0,¢)] V(x,t) € QF, (3:3.26)
Wit (2, 1) = Wop(,t) — KFL(2) [W122(0,1) — w144(0,1)].

En évaluant (3.3.26) en = = 0, on obtient

'UAJU(O, t) — ?IJQ(O, t),
wltx(()? t) = w2x<07 t) - K'[wlx:c(oa t) - wlx:c(oa t)}

en tenant compte que F(0) =0 et F,(0) = 1. Or la condition limite a I'extrémité gauche
w1(0,t) = 11,(0,¢) = 0 implique que wq4(0,t) = wq4,(0,¢) = 0, alors on en déduit que
wo(0,t) = 0 et oy (0,1) = K[t142(0, 1) — w1,.(0,t)], V& > 0. D’ot en particulier, a I'instant

t=0,ona

ws(0,0) =0,
Wz (0,0) = K[W122(0,0) — wi,.(0,0)].

D’ailleurs, il faut tenir compte des deux autres conditions frontiéres de w; évaluées a t = 0,

c.-a-d.,

wlxz’(LO) = 07
wlxm(l,()) — O

D’ou les conditions qu’on doit vérifier dans le calcul numérique. Il faut faire attention a
ne pas confondre cette condition avec celle qu’on trouve dans la définition du domaine de
I'opérateur A" car les solutions du systéme (donc les conditions initiales) doivent apparte-
nir a 'espace d’état X. (Si l'on veut augmenter la régularité de solution, on peut obtenir
aisément d’autres conditions de compatibilité, par exemple, Wa,,(1,0) = Wz (1,0) = 0,
d’une maniére pareille. En effet, d’une part, on trouve wisz:(1,0) = Witz22(1,0) = 0 &
partir des conditions initiales de wy, et d’autre part, on constate bien dans le raisonne-
ment ci-dessus que les conditions de compatibilité sont liées a la nature de la fonction F
vérifiant F,, (1) = Fp(1) = 0).

Le choix le plus simple consiste a prendre une fonction polynomiale

4 4563

i (z,0) = 5(“% =+ 22,
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ol § est une constante. Avec les conditions initiales du systéme d’observation précédem-

ment imposées dont
wy(x,0) = 2X,, = 2y[ch(pz) — cos(px)] — 2[sh(px) — sin(pz)],

on obtient w.;(0,0) = 4p?*y. Comme pour 'observateur la variable d’état s n’est plus
la dérivée temporelle de w, alors pour imposer une condition initiale bien posée pour ws-,
il s’agit de trouver une fonction satisfaisant les conditions de compatibilité. En revanche,
on constate que wa,(0,0) = K[144(0,0) — w14,(0,0)] est une constante qui dépend de la
valeur du gain  si le deuxiéme membre ne s’annule pas. Par conséquent, s va intervenir
dans le temps de rattrapage a la trajectoire du systéme. Ceci est génant car le gain optimal
doit étre indépendant du choix des conditions initiales. Alors il nous oblige & identifier
la valeur de w(0,0) & w;(0,0), de sorte que 'on a § = vp*. Le choix de wy(x,0) ne
dépend qu’alors la condition ws(0,0) = ws,(0,0) = 0. On peut prendre donc par exemple

wWo(x,0) = 2% f(x) avec f une fonction quelconque.

3.3.5 Simulations numériques

Prenons dans un premier temps le maillage avec le nombre de points de discrétisation
N = N’ =16, le gain k = 1 et la vitesse angulaire w, = 3rad/s dans le cas ot w, # 0.

Pour le systéme d’observation, on impose la condition initiale suivante :

wi(x,0) = 2y[ch(px) — cos(pz)] — 2[sh(px) — sin(px)],

ou v = (sh(p) + sin(p))/(ch(p) + cos(p)) avec p ~ 1.8751 (qui vérifie I’équation caracté-

ristique ch(p)cos(p) + 1 = 0). Pour 'observateur, prenons

comme condition initiale, qui est différente de celle du systéme d’observation mais respecte
les C!-conditions de compatibilité.

On emploie la subroutine ode23 de Matlab® Version 7.2.0.232 pour résoudre le systéme
dynamique avec les conditions initiales précédentes.

Les profiles désignés par wy(z,t) et wi(x,t) représentent, respectivement, le déplace-
ment du systéme d’observation et le déplacement estimé par ’observateur du type Luen-
berger, et leurs vitesses sont désignées par ws(x,t) et ws(x,t), respectivement. Comme
illustré dans la figure Fig.3.3, dans les deux cas w, = 0 et w, = 3, le profile w; converge
rapidement vers wy, méme si leurs profiles initiaux sont assez différents. En particulier, la
figure Fig.3.4 (respectivement, la figure Fig.3.5) donne la comparaison des dynamiques de

déplacement entre le systéme d’observation et ’observateur au 2-éme (respectivement au
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The beam: w, =0 The observer: w, =0

wi(z,t)
iy (x,t)

The beam: w, =3

wy (x,t)
wy (,t)

FIGURE 3.3 — Vecteurs des déplacements du systéme d’observation et de 1’observateur ou
w, = 0 (en haut) et w, = 3 (en bas), respectivement. Nombre de points N = 16. Gain

k = 1. Temps de simulation T" = 4s.

displacement at x=2*h (w,=0)

0.2 T T T T T T
— — = ds
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time

displacement at x=2*h (w,=3)

FIGURE 3.4 — Evolution des déplacements au 2-éme point pour le systéme d’observation
(en tiret) et de l'observateur(en solide) ot w, = 0 et w, = 3, respectivement. Nombre de

points N = 16. Gain k = 1. Temps de simulation T" = 4s.

N-iéme) point de Uintervalle [0, 1] pour w, = 0 et w, = 3. Parallélement, les dynamiques
de vitesses wq(z,t) et we(x,t), dans les deux cas w, = 0 et w, = 3, sont présentés dans

la figure Fig.3.6. La comparaison des vitesses aux points particuliers est donnée dans les
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displacement at x=N*h=1 (w,=0)
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time

displacement at x=N*h=1 (w0, =3)

FIGURE 3.5 — Evolution des déplacements au N-iéme point pour le systéme d’observation
(en tiret) et de I'observateur (en solide) ou w, = 0 et w, = 3, respectivement. Nombre de
points N = 16. Gain k = 1. Temps de simulation T" = 4s.

The beam: w, =0 The observer: w, =0

The beam: w, =3 The observer: w. =3
50 50
30 PEE N : ‘ 30 PEOE. :
= 10 = = 10 5 :

200

FIGURE 3.6 — Vecteurs des vitesses du systéme d’observation et de ’observateur ot w, = 0
(en haut) et w, = 3 (en bas), respectivement. Nombre de points N = 16. Gain x = 1.

Temps de simulation 7" = 4s.

figures Fig.3.7 et Fig.3.8. On constate ici que la convergence de la vitesse est moins rapide
que celle du déplacement. Afin de mieux visualiser la dynamique d’erreur de 1’observation,

I'évolution de l'erreur des déplacements et des vitesses a chaque point de I'intervalle [0, 1]

69



Chapitre 3. Etudes numériques et simulations

velocity at x=2*h (w,=0)

time
velocity at x=2*h (w,=3)

FIGURE 3.7 — Evolution des vitesses au 2-éme point pour le systéme d’observation (en
tiret) et de l'observateur(en solide) ot w, = 0 et w, = 3, respectivement. Nombre de

points N = 16. Gain k = 1. Temps de simulation T" = 4s.

vilocity at x=N*h=1 (w,=0)
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FIGURE 3.8 — Evolution des vitesses au N-iéme point pour le systéme d’observation (en
tiret) et de l'observateur (en solide) ot w, = 0 et w, = 3, respectivement. Nombre de

points N = 16. Gain x = 1. Temps de simulation 7" = 4s.

(pour les deux cas w, = 0 et w, = 3) est présentée dans la figure Fig.3.9.

Pour quantifier la performance de ’observer, dans le tableau Tab.3.1 est donné le bilan
de durées nécessaires (en seconds et en période ratio) pour que I'observateur rattrape la
trajectoire du systéme de corps-poutre en rotation au point d’extrémité libre x = 1, en
fonction de différents gains de correction pour w, = 0 et w, = 3. Remarquons que le
comportement dynamique de 'observateur dépend de la valeur du paramétre de gain k.
En effet, la vitesse de convergence de I'erreur d’observateur est dominée par la distribution
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The displacement error: w, =0 The displacement error: w, =3

Wy —wy

Wy — wy
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FIGURE 3.9 — Evolution de I'erreur des déplacements (en haut) et de erreur des vitesses
(en bas) ot w, = 0 et w, = 3, respectivement. Nombre de points N = 16. Gain k = 1.

Temps de simulation 7" = 4s.

spectrale de A" et le gain optimal (au sens ol le temps de rattrapage est minimal) pour
chaque w, est indépendant des conditions initiales. Par exemple, le gain optimal pour la
vitesse de convergence d’erreur se trouve aupres de k = 5 quand w, = 0, et le gain optimal
pour w, = 3 est alentour de x = 2, voir Tab.3.1. Nous pouvons améliorer la vitesse de

convergence en mieux choisissant des paramétres de gain, qui fait partie de notre tache

en cours.
gain
. 10 S 3 2 1 0.5 0.1
time
0 (seconds) | 2.35s|1.15s|145s| 1.5s | 1.95s| 3.7s | 18s
Wy =
(periods) 1.32 | 0.64 | 0.81 0.84 1.09 2.07 | 10.07
5 (seconds) | 5.75s| 3s | 21s |155s|215s|3.05s|585s
Wy = ]
(periods) 1.68 | 0.88 | 061 | 045 | 0.63 | 0.89 | 1.71

TABLE 3.1 — Temps nécessaire (en seconds et période ratio) pour que l'observateur rat-

trape la trajectoire du systéme d’observation en x = 1 avec une précision de 5%.

On présente, dans la figure Fig.3.12, la distribution des valeurs propres de 1'opéra-
teur A" (correspondant au systéme d’erreur) pour w, = 0. On remarque que les valeurs

propres tendent vers l'axe imaginaire en haute fréquence. Ceci est différent avec le ré-
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displacement at x=2*h (,=0)

0.15~ \ 4 - . ; , —

time

displacement at x=2*h (,=3)

FIGURE 3.10 — Evolution des déplacements au 2-éme point pour le systéme d’observation
(en tiret) et de 'observateur(en solide) ot w, = 0 et w, = 3, respectivement. Nombre de

points N = 16. Gain x = 100. Temps de simulation 7" = 16s.

displacement at x=N*h=1 (,=0)

time

displacement at x=N*h=1 (w,=3)

FIGURE 3.11 — Evolution des déplacements au /N-iéme point pour le systéme d’observation
(en tiret) et de 'observateur (en solide) ot w, = 0 et w, = 3, respectivement. Nombre de
points N = 16. Gain x = 100. Temps de simulation 7" = 16s.

sultat que 'on prouve théoriquement, qui montre que les valeurs propres tendent vers
—2k comme 'asymptote verticale (cf. le Théoréme 2.4.15). Ceci est une situation typique
que nous pouvons rencontrer dans la résolution d’un probléme d’EDP par un schéma
numérique. En fait, on approxime le comportement dynamique d’un systéme intrinse-
quement de dimension infinie par celui d'un systéme en dimension finie. Etant donnée
une donnée initiale & un systéme, les composants en haute fréquence de la solution sont

relativement négligeables par rapport aux composants en basse fréquence. De ce fait, a
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3.4 Cas ou w(t) varie en fonction du temps

partir d’un certain rang, les valeurs propres présentées dans la figure Fig.3.12 ne sont
pas signifiantes aux dynamiques du systéme étudié ainsi qu’aux résultats numériques. Par
exemple, en augmentant la taille de maillage de N = 20 & N = 50, on constate que les
résultats numériques sont similaires. En revanche, en passant de N = 20 & N = 50, on
peut obtenir beaucoup plus de valeurs propres qui approchent & 'axe imaginaire (voir
le tableau Tab.3.2). On a comparé la distribution spectrale du systéme approximé dans
la figure Fig.3.12 avec le spectre théorique de 'opérateur A” et on trouve que leurs pre-
miéres valeurs propres (de petit module) sont proche I'une avec I'autre. Spécifiquement
les valeurs propres proche de 'origine sont exactement les méme. On a mené une seconde
étape de conception pour déplacer ces valeurs propres vers gauche sur le plan complexe,

afin d’accélérer la vitesse de convergence de ’observateur.

eig distribution AX (w*=0) eig distribution AX (w*<=0)
2000 - 2000

7000 - 7000

5000 5000 |
3000 3000 |
1000 1000 -
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FIGURE 3.12 — Distribution des valeurs propres du systéme d’erreur dans le cas ol w, = 0

et w, = 3, respectivement. Nombre de point N = 20.

3.4 Cas ou w(t) varie en fonction du temps

Une fois on obtient les expressions pour le cas ol w, est une constante non nulle, on
peut s’étendre au cas ol w(t) est variante. Etant donné un |w.| < /I1, nous pouvons
trouver une constante positive 6 > 0 telle que I'observateur converge exponentiellement
avec w, ¢tant remplagant par une fonction w(t) vérifiant |w(t) — w,| < 0, for ¢ > 0. En
prenant w(t) = w, - sin?(¢), les trajectoires du systéme d’observation et de I’observateur
sont présentées dans les figures Fig.3.13 et Fig.3.14 pour donner une idée sur comment

I’observateur marche encore avec quelque vitesse angulaire en temps variant.

11 s’agit de remplacer notre constant o = /w, par une fonction du temps a(t) = y/w(t).
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théorique numérique (N=20) | numérique (N=50)
A1 -0.3022 -0.3022 -0.3022
A2 -1.4711+15.59541 -1.4710+15.59641 -1.4711+15.59551
A3 -4.8376+51.48791 -4.8324-+51.49871 -4.8372+51.48861
Mg | -8.9598+-109.07361 -8.9252+-109.10981 -8.9574+4-109.07551
As | -12.5599+4188.28231 | -12.4576+4188.35231 | -12.5528+-188.2848i
X | -14.99434-288.08951 | -14.8016+288.2192i | -14.9813+-288.0914i
A7 | -16.4969+407.74061 | -16.2021+408.02711 | -16.4778+-407.7433i
Ag | -17.4333+4546.98281 | -17.0205+4547.63571 | -17.4079+546.99111
Ag | -18.0425+705.78271 | -17.4877+707.17161 | -18.0102+705.8063i
Ao | -18.4577+884.16491 | -17.72944-886.88261 | -18.4172+4-884.2201i
A1 | -18.7526-+1082.16091 | -17.8129+1087.1011i | -18.7023+1082.27321
A2 | -18.9694+4-1299.79771 | -17.7758+1308.24261 | -18,9075+1300.00531
A1z | -19.1336+-1537.0965i1 | -17.6391+4-1550.8078i | -19.0576+1537.45391
A1g | -19.2610+-1794.07301 | -17.4149+-1815.37451 | -19.1681+4-1794.65611
A15 | -19.3619+4-2070.7394i | -17.1087+2102.56041 | -19.2491+2071.65041
A6 | -19.4433+-2367.10471 | -16.7175+2412.91501 | -19.3068+-2368.47931
A17 | -19.5098+-2683.17621 | -16.2158+2746.60481 | -19.3459-+2685.18981

TABLE 3.2 — La distribution spectrale de A* avec k = 10 dans le cas w, = 0.

Par conséquent, le systéme s’écrit

R 0 0 0 i

0 S 0 o0 Wa

0 0 R 0[] W

M, 0 M, S W
0 R 0 0 W
“R+w?(t)S 0 0 0 W,

| —Mt+PE) 0 My—P@) R—w?®)S || Win |

0 0 —R 0 W,

Dans le cas ou w(t) est temps-variante, le comportement de vitesse estimée est aussi
trés important car on a besoin de tous les deux composants du vecteur d’état pour réaliser
la loi de commande par retour d’état. On constate ici que 1'observateur reste exponen-
tiellement convergent (pour le déplacement et la vitesse) lorsque la vitesse angulaire w(t)

varie en fonction du temps autour d’une constante ws.
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3.5 Robustesse

displacement at x=2*h
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FI1GURE 3.13 — Evolution des déplacements au 2-éme et au N-niéme point pour le systéme
d’observation (en tiret) et 'observateur (en solide) avec w(t) =w,-sin?(t). Nombre de points

N = 16. Gain k = 1. Temps de simulation T" = 4s.

velocity of x=2*h
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FIGURE 3.14 — Evolution des vitesses au 2-éme et au N-niéme point pour le systéme
d’observation (en tiret) et I'observateur (en solide) avec w(t) = w, - sin®(t). Nombre de

points N = 16. Gain x = 1. Temps de simulation 7" = 4s.

3.5 Robustesse

Un probléme important dans la théorie du controle est de fournir une robustesse aux
systémes qui sont exposés a la perte de qualité (dégradation des paramétres, incertitude
de types structurels, perturbations de types stochastiques), & des perturbations ou bruits
polluant les mesures ou bien I'état du systéeme. La construction d’observateurs doit tenir

compte de ces incertitudes.
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Chapitre 3. Etudes numériques et simulations

Dans la suite, on s’intéresse a la robustesse de I’observateur en considérant des mesures
bruitées. L’objectif consiste a déterminer les conditions telles que I'observateur reste effi-
cace pour estimer les dynamiques du systéme. Au lieu de prendre la mesure y = w,,(0, t),

prenons § = Wi, (0, ) + b(t), ou b(t) désigne le bruit (simulé par une variable aléatoire).

2)

D’aprés 'expression de w,;~ associée a y qu’on a obtenue précédemment, on retrouve

Wy~ assoclee a y -

X 6 . X 6 2
a7 (8) = (it () = " (0) = i) + a0 - b)),

Alors le systéme avec mesure bruitée devient

R 0 0 0 W, 0
0 S 0 0 W, . 0
0 0 R 0 || W 0
—M1 0 M1 S W2 B1
0 R 0 0 W, 0
| —R+w?s 0 0 0 W,y 0
| -My+P 0 My—P R-uw?S e By |’
0 0 —-R 0 W, 0
ou
13 —6
120" 5
_—1h3 2
B =& 148 X b(t) et By=r 8 X b(t).
0 0

On teste la robustesse du systéme en ajoutant a la mesure un bruit b(¢) (via la fonction
rand) avec l'amplitude égale a 4 (soit 20% de I'amplitude du profil de la mesure) et
la valeur moyenne égale a zéro, voir la figure Fig.3.15. L’évolution du N-iéme point et
I’évolution de ’erreur sont illustrées sans la figure Fig.3.16 et Fig.3.17, respectivement.

On constate ici que 'observateur est robuste vis a vis d’un bruit blanc.
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3.5 Robustesse

output with noise ¥y = w14, (0,¢t) + b(t)
25 T T

o 50 100 150

FIGURE 3.15 — La mesure (sortie) corrompue par un bruit aléatoire.

displacement at x=N%*h
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FIGURE 3.16 — Evolution des déplacements au N-iéme point pour le systéme d’observation
(en tiret) et 'observateur (en solide) avec w, = 0 et le bruit. Nombre de points N = 16.

Gain k = 1. Temps de simulation 7' = 4s.
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Chapitre 3. Etudes numériques et simulations

The displacement error

15

10

150

FIGURE 3.17 — Evolution de erreur de 'obsevateur w —w avec w, = 0 et le bruit. Nombre

de points N = 16. Gain x = 1. Temps de simulation 7" = 4s.
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Chapitre 4

Etudes de la boucle fermée

Le faux est susceptible d’une infinité de combi-
naisons, mais la vérité n’a qu’une maniere d’étre.

Jean-Jacques Rousseau, Discours sur les sciences et les
arts (1750).
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4.1 Introduction

4.1 Introduction

Ce chapitre consiste en I’étude du systéme en boucle fermée en se servant des lois
de commandes stabilisantes par retour d’état proposées dans Coron & d’Andréa-Novel
[25] et en appliquant notre observateur développé. On effectue d’abord des simulations
numériques pour le systéme commandé directement par retour d’état et, par la suite, le
systéme couplé de la loi de commande et 1’observateur. Basé sur les résultats numériques
obtenus, on conjecture sur la stabilité asymptotique locale du systéme couplé. On souhaite
appliquer le principe de LaSalle pour construire une preuve mathématique de la stabilité,

ceci fait partie de nos travaux en cours.

4.2 Mise en cascade de 'observateur et la lo1 de com-

mande

Dans [25], Coron et d’Andréa-Novel ont construit une loi de commande du couple
par retour d’état non linéaire, qui stabilise asymptotiquement le systéme du corps-poutre
en rotation sans amortissement et sans commande a l'extrémité libre autour du point
d’équilibre (w,w) = (0,@) avec |©] < w, = /I;. Sans perte de la généralité, on ne

considére que w > 0 dans la suite.

4.2.1 Casouw=#0

Commencons par le cas ou le point d’équilibre (w,w) = (0,w) avec @ # 0. En effet,
il est plus facile & simuler le systéme en boucle fermée dans ce cas puisque la loi de
commande proposée dans |25] pour ce cas est relativement plus simple.

Sous la représentation d’état, le systéme commandé s’écrit comme suit

%( Zt )+ A( ;Ut ) =) ( S) ). (4.2.1)

1
o ['(w, wy, w) — Qw/o wwy dz

— = 4.2.2
dt 1 ) ( )
I+ w* dx
0
Dans ce cas, la loi de commande stabilisante par retour d’état proposée est de la forme
suivante :
of  dw
Y (w, wy, w) X il —(w+w—0(s))s — Ca(w —w+0(s))
1 (4.2.3)
—a'(s) / (w? — w2, + w*w?) de,
0
ou

1
3:/ wwy dx
0
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Chapitre 4. Etudes de la boucle fermée

et 0 € C*(R,R) est une fonction spécifique qui vérifie les conditions suivantes :

(20 —o(s))so(s) >0, Vse R\{0}, (4.2.4)
L 0(s) _
3C5 > 0 telle que S_l}ggéo — = Cs. (4.2.5)

Une loi de commande ainsi définie stabilise asymptotiquement et fortement le point d’équi-

libre (0,w) du systéme de controle (4.2.1)-(4.2.2) au sens suivant :

1) quelque soit la solution de (4.2.1)-(4.2.2),
1tlim lw(t)|x + |w(t) — @] = 0; (4.2.6)
—00

2) quelque soit € > 0, il existe un n > 0 telle que

(Jw(0)|x + [w(0) — @] < n) = (Jwt)|x + [w(t) — @] <e, ¥t > 0). (4.2.7)

Remarque 4.2.1 D’un point de vue physique, la vraie commande dans la pratique est en
fait le couple T' appliqué au corps rigide, mais mathématiquement, on peut se contenter
de trowver une loi de commande stabilisante y(w,wy,w) sous la forme (4.2.3), car on

retrouve facilement I'(w, w;,w) en tenant compte de Uexpression (4.2.2).

Cette loi de commande stabilisante applicable au modéle hybride du corps-poutre
en rotation est particuliérement intéressante car elle est facile & mettre en oeuvre dans
la pratique a condition que 'on ait 'accés a toutes les informations sur I'état qui est
de dimension infinie. Comme nous avons indiqué précédemment, I'un des notre objectifs
principaux consiste & mettre en cascade I’observateur et la loi de commande en utilisant le
principe de séparation. En d’autres termes, on remplace dans (4.2.2) le couple I'(w, wy, w)
par le couple I'(w, Wy, w) qui est basé sur I’état estimé. On donne 'expression explicite du

couple appliqué au corps rigide :

1 1

D(w, Wy, w) = Zw/ wwy dr — [Id—l—/ w? d:z:] : {(w—i—@ —o(s))s

0 © (4.2.8)

+Co(w —w+o(s)) +0'(s) / (0F — w2, + w?) dx},
0

ou
1
5= / wwy d (4.2.9)
0
est une fonction dépend des variables d’état estimées w et w;.
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4.2 Mise en cascade de 'observateur et la loi de commande

Le systéme couplé du systéme commandé et de 'observateur s’écrit comme

;

( ) = wt(xat)a

(2,1) = —Weaa(z,t) + W (H)w(z, 1),

B t) = in(w,t) — K@) [thae(0, 1) — wea(0,1)],
(z,1)

Wy(x,1) = —Wage(®, 1) + W2(L)0(x, 1),
) X (4.2.10)
2w/ (wy — wwy) dx ]d—l—/ w? dx
O = (R - 0 {(w+@—o(s))s
Id+/ w? dx Iy + w? dx
0 0

\

1
+Cy(w — @+ o(s)) + o' (s) / (@02 — 02, + wid?) da:},
0

ou s est défini par (4.2.9). On constate que cette fois-ci, le systéme n’est plus linéaire.
Choisissons une fonction o sous la forme explicite. Etant donné un w > 0, la condition

(4.2.4) implique que o(s) €]0,2w] si s > 0 et que o(s) €] — 00, 0[U]2w, 00| si s < 0. De la

condition (4.2.5) on déduit que lim,_, 520 0(s) = 0 et qu’il existe une constante C5 > 0

telle que limg_,0 520 0'(s) = C5. On propose donc une fonction comme suit :
o(s) =w(l—e?), (4.2.11)

qui est infiniment dérivable. Il est facile de vérifier que (2w—0(s))so(s) = w(1+e~*)sw(1—
e™*) = @*(1 — e7?%)s est toujours positif. D’ailleurs, on a
o(s w(l—e*
im T gy STy
s—0,s#40 S s—0,57#0 S

Par contre, on constate dans la simulation que la vitesse de convergence du systéme
couplé vers le point d’équilibre est relativement lente avec ce choix de fonction. En effet,
ceci est a cause de la régularité de o (elle est de classe C* au lieu de C?). On peut donc

choisir la fonction suivante comme candidat :

@( s = 50)° SO) sur | — o0, S,
o(s) = 350 (4.2.12)
w § sur [sg, 00,

ou 0 < sp < 6. Il est facile de vérifier les conditions imposées sur o : 1) lim, oo (s)/s =
limg (s — s9)?/s3 > 0; 2) sur [sg,o0[, comme 2 — 50/3 > 0, il est évident que (2 —
S0/3)s(s0/3) > 0; sur | — oo, 5[, par la monotonie croissante de o, on a 2 — o(s) >
2 —50/3 > 0. Or s-o(s) est de méme signe que o(s)/s, qui est toujours positif sur

'intervalle, ceci implique que (2w — o(s))sa(s) > 0.
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Chapitre 4. Etudes de la boucle fermée

4.2.2 Casouw=0

Dans ce cas, la construction de la loi de commande est un peu plus compliquée que le

cas précédent. Rappelons que X est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

((2(2)), = [z

Au point d’équilibre, la loi de commande ~y(w, w;,w) que 'on cherche doit satisfaire la
condition

~(0,0,0) = 0. (4.2.14)

Pour tous les couples (w,w) € X x R\{(0,0)}, la loi de commande stabilisante autour du

point d’équilibre (0,0) est donnée par
D

D = ~y(w, wy, W) = —(w —P3) — : 4.2.15
w = y(w, wy,w) (w—13) w2+¢%w+¢% ( )
ou
. 1 1
D= —¢+K(w+w3)/ ww; dr,
0
1 3
=<K F(lw —5/wwda: 2,
CEIRRERey )
K=1- F’(|w|X)/ w? dx
0
avec F € C3(RT;R™) vérifiant
by 2
sup F(s) < = = &, (4.2.16)
s>0 2 2
0< F'(s)s< A\ — F(s) =w?—F(s), VseR", (4.2.17)
F
90,50 telleque T ) ¢ (4.2.18)
s—0,s>0 S
et & € C*(R,R) vérifiant
sa(s) >0, VseR\{0}, (4.2.19)
3C5 >0 telle que  lim o(s) = Cs, (4.2.20)
s—0,s>0 8
7(s) < F(2v/A18) = F(2w,s). (4.2.21)

De (4.2.16) et (4.2.17), on déduit que F est une fonction bornée et croissante sur R
avec (F(s)s)) < w?. On peut prendre une fois encore la fonction positive qu'on trouve
pour le cas ot w # 0 :

F(s) = Cy(1 —e7) (4.2.22)
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4.2 Mise en cascade de 'observateur et la loi de commande

2

C

avec Cy < % En effet, on a (Cy(1—e~*)) = Cy(1—s)e™* < —. Alors on peut également
e

prendre

7(s) = Cs(1 — e~ 245 (4.2.23)

avec C5 < (.
L’expression explicite de @D est également donnée. Elle est utile a la fois dans 1’aspect

théorique et 'application numérique. En tenant compte que
1
(1) = K (F(uls) (wlx)) [ u?do = 25F (ulx)),
0
1
(Jw|x) = 2w2/ ww, dr = 2w?s,
0

1
s = / (wj — w2, + w*w?) dz,
0

on obtient
1 1
= 3@/1_}; [2F’(|w|X)w25 —o'(s) / (wf — w2, + &*w?) dx}
23w .o (4.2.24)
+?s<w2F”(|w|X)/0 w? dx+F’(|w|X)>.

Avec la loi de commande définie par (4.2.15), la stabilité du systéme en boucle fermée
a été établie :

Théoréme 4.2.2 La loi de commande par retour d’état définie par (4.2.15) stabilise

asymptotiquement et globalement le point d’équilibre (0,0) pour le systéme commandé

(4.2.1) et (4.2.15).

- I . .
Comme dans le cas précédent, on s’intéresse a mettre en cascade notre observateur et
le systéme commandé. En bref, dans ce cas 14, le systéme couplé du systéme commandé

et de I'observateur s’écrit comme :

((x,t) = wiz,t),

) = —Wapee(T, 1) + W (H)w(x, t),

w(z,t) = yx,t) — kF(z) [0, ) — Wy (0, )],
(1)

Wi(2,t) = —Wapee(w,t) + W ()0 (2, 1),
: X (4.2.25)
2w/ (i — wwy) dx Id—i-/ w2 dx
) 1
PR -— S {w-vhw.a)
Id—i-/ w? dx Id—l—/ w? dx
0 0
4 D(ﬁ),ﬁ)t,w) }
\ W2 3 (i, 1) - w + 5 (i, 1) )

Dans le dernier chapitre, on a déja prouvé la robustesse de notre observateur avec une
vitesse angulaire w(t) variante. La fonction bornée w(t) était arbitrairement choisie. Basé
sur ce modeéle, on va simuler le systéme commandé dont w(t) variante est déterminée par

la loi de commande par retour d’état.
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Chapitre 4. Etudes de la boucle fermée

4.3 Simulation du systéme en boucle fermée

Puisque la loi de commande est non linéaire dans tous les deux cas, on va donc utiliser
la subroutine odel5s sous Matlab pour simuler le systéme. La simulation est constituée de
deux étapes. Dans un premier temps, on simule le systéme commandé sans observateur.
Cette approche nous permet d’avoir une idée sur la fagon a laquelle la commande agit sur
le systéme. Ensuite on simule le systéme couplé de l'observateur et la loi de commande.

Commengons par le cas ot le point d’équilibre (w,w;,w) = (0,0,2). Afin d’alléger le
temps de calcul, prenons le maillage avec le nombre de point de discrétisation N = 6.
Le gain est fixé par k = 1. Choisissons Cy = 1000 et o(s) définie par (4.2.12) comme
la fonction C? pour la loi de commande. Prenons la vitesse angulaire initiale wy = 1, 8.
Comme dans la simulation du systéme en boucle ouverte, pour le systéme d’observation,

on impose la condition initiale suivante :

w(z,0) = 0,2y[ch(pz) — cos(px)] — 2[sh(pzx) — sin(px)],
wy(x,0) =0,

ou v = (sh(p) + sin(p))/(ch(p) + cos(p)) avec p ~ 1.8751. Pour 'observateur, prenons

4 3

. 4w
'lU(l',O) =0, 1(7102(? - ? + 2332)),

wy(r,0) =0, 1(2® — 227)

comme condition initiale. Ces données initiales sont prises assez proches de 'origine car

la loi de commande proposée stabilise localement le systéme.
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FIGURE 4.1 — Evolution des déplacements du systéme commandé avec I’état réel. Nombre
de points N = 6. Gain xk = 1. Point d’équilibre (0, 2). Vitesse angulaire initiale wy = 1.8.

Temps de simulation T" = 20s.
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4.3 Simulation du systéme en boucle fermée

velocity at x=2*h

FIGURE 4.2 — Evolution des vitesses du systéme commandé avec 1’état réel. Nombre de
points N = 6. Gain k = 1. Point d’équilibre (0,2). Vitesse angulaire initiale wy = 1.8.

Temps de simulation T" = 20s.

evolution of w(t)

FIGURE 4.3 — Evolution de la vitesse angulaire du systéme commandé avec 1'état réel.
Nombre de points N = 6. Gain x = 1. Point d’équilibre (0,2). Vitesse angulaire initiale

wo = 1.8. Temps de simulation 7" = 20s.

Pour le systéme commandé sans observateur, les dynamiques de déplacements (respec-
tivement de vitesses) du 2-éme et N-niéme point de 'intervalle [0, 1] sont présentées dans
la figure Fig.4.1 (respectivement Fig.4.2). L’évolution de la vitesse angulaire w(t) en fonc-
tion du temps est illustrée dans la figure Fig.4.3. On constate que les profiles (w, w;, w)
convergent bien vers le point d’équilibre (0, 0,2), ceci coincide avec le résultat théorique.
En revanche, la vitesse de convergence est bien lente (il reste environs 50% de résidus

par rapport a 'amplitude maximale aprés 20 secondes de simulation). En effet, la loi de
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Chapitre 4. Etudes de la boucle fermée

displacement at x=2*h
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displacement at x=N*h=1

FIGURE 4.4 — Evolution des déplacements du systéme couplé avec I’état estimé. Nombre
de points N = 6. Gain xk = 1. Point d’équilibre (0, 2). Vitesse angulaire initiale wy = 1.8.

Temps de simulation T" = 20s.
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FIGURE 4.5 — Evolution des vitesses du systéme couplé avec ’état estimé. Nombre de
points N = 6. Gain x = 1. Point d’équilibre (0,2). Vitesse angulaire initiale wy = 1.8.

Temps de simulation T" = 20s.

commande proposée stabilise asymptotiquement le systéme.

Ensuite on simule le systéme couplé de I'observateur et la loi de commande. On pré-
sente, dans les figures Fig.4.4, Fig.4.5 et Fig.4.6, respectivement, 1’évolution des profiles
W, Wy (du 2-éme et N-niéme point de U'intervalle [0, 1]) et w. Puisque notre observateur est
exponentiellement convergent, 1’état estimé rattrape rapidement 1’état réel. Par contre,
comme la loi de commande stabilisante est asymptotique, les dynamiques de 1’état es-

timé, qui coincident avec celles de 1'état réel a partir d’'un certain moment, convergent
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4.3 Simulation du systéme en boucle fermée

evolution of w(?)
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FIGURE 4.6 — Evolution de la vitesse angulaire du systéme couplé avec I'état estimé.
Nombre de points N = 6. Gain x = 1. Point d’équilibre (0,2). Vitesse angulaire initiale

wo = 1.8. Temps de simulation 7" = 20s.

trés lentement vers le point d’équilibre (0,0, 2).

displacement at x=2*h
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FIGURE 4.7 — Evolution des déplacements du systéme commandé avec l'état estimé.
Nombre de points N = 6. Gain x = 1. Point d’équilibre (0,0). Vitesse angulaire ini-
tiale wy = 0.05. Temps de simulation 7" = 2000s.

Dans le cas ou le point d’équilibre (w,w;,@) = (0,0,0), prenons la vitesse angulaire
initiale wy = 0, 05. L’évolution des profiles w, w; (du 2-éme et N-niéme point de l'intervalle
[0,1]) et w est également illustrée dans les figures Fig.4.7, Fig.4.8 et Fig.4.9, respective-
ment. On observe le ralentissement de la dynamique du systéme en boucle fermée et au

niveau du temps de calcul numérique (20414 secondes pour 2000 secondes de simulation).
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velocity at x=2*h

o 500 1000 1500 2000

FIGURE 4.8 — Evolution des vitesses du systéme commandé avec 1’état estimé. Nombre
de points N = 6. Gain k = 1. Point d’équilibre (0, 0). Vitesse angulaire initiale wy = 0.05.
Temps de simulation 7" = 2000s.

evolution of w
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FIGURE 4.9 — Evolution de la vitesse angulaire du systéme commandé avec 1'état estimé.
Nombre de points N = 6. Gain x = 1. Point d’équilibre (0,0). Vitesse angulaire initiale
wo = 0.05. Temps de simulation 7" = 2000s.

En effet, la commande est fortement non linéaire et elle posséde une forme assez com-
pliquée. On se pose ensuite la question sur l'intérét réel de cette loi de commande. D’un
coté, la loi de commande stabilisante est simple a réaliser car il s’agit du couple appliqué
au corps rigide, et de 'autre, seule la stabilité asymptotique et locale est garantie. On
s’interroge sur l'influence du choix des fonctions o, F' et ¢ sur la vitesse de convergence

du systéme couplé vers le point d’équilibre. Cela fait partie de notre travail en cours.
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4.4 Stabilité en boucle fermée

Dans la derniére section plusieurs expérimentations numériques ont effectuées, cette
approche aboutit a des résultats numériques pertinents. Ceci permet de mettre en valeur
la conjecture sur la stabilité asymptotique locale du systéme en boucle fermée avec le

couplage observateur-loi de commande.

4.4.1 Rappel sur le théoréme d’ensemble invariant de LaSalle

On considére le systéme dynamique de la forme & = f(x). Il est parfois difficile de
trouver une fonction de Lyapunov dont la dérivée est définie négative (mais elle est semi-
deéfinie négative). Par conséquent, on ne peut pas aboutir a la stabilité asymptotique en
utilisant le théoreme de Lyapunov. Ceci est génant parce que la stabilité asymptotique est
une propriété importante. En revanche, il est encore possible, dans ce cas-la, de conclure

la stabilité asymptotique par le théoréme d’ensemble invariant de LaSalle.

Définition 4.4.1 Un ensemble S est dit invariant si tous les trajectoires x(t) issues de

S restent toujours dans S.

Théoréme 4.4.2 (Théoreme d’ensemble invariant local) Considérons le systéme auto-
nome © = f(x) dans Uespace d’état X avec f continue. Soit V : X — R une fonc-
tion scalaire de la classe C' et Q = {x € X : V(z) < I} pour certain | > 0. Posons
R={zxeQy: V(z) = 0} et M le plus grand ensemble invariant contenu dans R. Sup-
posons que 1)  est borné, 2) V(z) <0, Vo € Q. Alors toutes les solutions x(t) partant

d’un point dans ) tendent vers M lorsque t — oo.

Remarque 4.4.3 L’ensemble M est le plus grand ensemble invariant contenu dans R

signifie que M est ['union de tous les ensembles invariants dans R.

Théoréme 4.4.4 (Principe de LaSalle) Soit V : X — R une fonction C telle que sur
Vensemble O = {z € X : V(z) <1}, on a V(z) <0. Soit R={z € X :V(z) =0}. Si R

ne contient que le trajectoire x = 0, alors origine 0 est asymptotiquement stable.

Remarque 4.4.5 Si l'on peut étendre la conclusion ci-dessus de € a l'espace X tout

entier, on obtient la stabilité asymptotique globale.

4.4.2 Principe de séparation

Notre objectif de départ consiste & démontrer la stabilisation globale du systéme en
boucle fermée au travers d’'un observateur exponentiellement convergent. Autrement dit,
on souhaite appliquer le principe de séparation (voir Curtain & Pritchard [26], Sontag

[100] et Gauthier & Kupka [46]) pour un systéme de dimension infinie.
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Chapitre 4. Etudes de la boucle fermée

Dans Bounit & Hammouri [13], ils ont montré le principe de séparation globale pour
une classe d’EDP en utilisant le retour d’état borné dans le cas ot 'opérateur de controle
et d’observation sont bornés. En revanche, peu de résultats existent concernant le cas
ou l'opérateur de controle et d’observation sont non-bornés. Ici nous travaillons sur un
systéme hybride non-linéaire décrit par une EDP couplé avec une EDO. Dans notre cas,

I'opérateur d’observation est en effet non-borné et la commande est localisée.

v

Systéme

v

Observateur

»

Loi de commande

FIGURE 4.10 — Principe de la mise en cascade de la loi de commande et 1’observateur.

Nous avons une loi de commande stabilisante par retour d’état F' et un observateur by
exponentiellement convergent. Dans ce cas, le principe de séparation consiste a dire que
le systéme en boucle fermée obtenu par I'observateur et la loi de commande par retour
d’état en cascade reste stabilisé (indiqué dans la figure Fig.4.10).

4.4.3 Une conjecture sur la stabilité du systéme couplé

Conjecture 4.4.6 Soit & €] — /11, vVI;[\{0}. Le point (0,0,&) est un point d’équilibre
localement asymptotiquement stable dans X x X x R pour le systéme (4.2.10), i.e., il
existe une boule centrée a (0,0,) et de rayon d, notée par B((0,0,©),9) telle que

1) la solution (w,w,w) de (4.2.10) issue de B((0,0,w),d) vérifie

Tim [u(t)]x + [(0)|x + (1) — @] = 0 (4.4.26)
2) quelque soit € > 0, il existe un n €0, 9] tel que
(lw(0)|x+[@(0)] x +|w(0) @] < n) = (jw(t)[x+|w(t)|x+w(t) -0 <&, Vi >0). (4.4.27)

De méme, le point (0,0,0) est un point d’équilibre localement asymptotiquement stable
dans X x X x R pour le systeme (4.2.25).
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Troisiéme partie

Stabilité d’'un systéme d’échangeurs

thermiques
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Chapitre 5

Stabilité LP exponentielle d’un systéme

d’échangeurs thermiques

‘S tability,” insisted the Controller, ‘stability.
The primal and the ultimate need. Stability.
Hence all this.’

Aldous Huxley, Brave new world (1932).
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5.1 Introduction

5.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’étudier la stabilité exponentielle des systémes d’échan-
geurs thermiques, respectivement, avec diffusion et sans diffusion, dans le cadre de 'espace
de Banach réel X = (C[0,1])* muni de la norme uniforme. La stabilité exponentielle de
ces deux modéles dans I'espace de Hilbert Xy = (L%*(0,1))* a été établie dans Xu [117] en
utilisant la méthode de Lyapunov directe.

La démarche entreprise ici consiste a étudier le probléme de la stabilité dans les espaces
de Banach réels X, = (L?(0,1))* muni de la norme L? avec 1 < p < oo. Par passage a la
limite p — +o00, on peut dans certains cas étendre les résultats de stabilité exponentielle
de X, a l'espace X. En effet, la dissipativité du systéme étudié dans tous les espaces X,
1 < p < oo, entraine la dissipativité dans X (voir le Lemme 5.4.1).

La deuxiéme section est consacrée au rappel des modéles des échangeurs. Le processus
avec diffusion se modélise par un systéme d’EDP du type parabolique, tandis que le
processus sans diffusion est un systéme hyperbolique d’ordre un du type dégénéré.

La troisiéme section traite de la stabilité exponentielle du systéme parabolique dans le
cadre des espaces LP(0,1), 1 < p < oo. La stabilité exponentielle est obtenue a 1'aide de la
dissipativité des opérateurs et la théorie de perturbation. On en déduit des résultats pour
I’espace X. Néanmoins cette étude ne permet pas de déduire la stabilité exponentielle du
systéme dans X.

Les résultats de stabilité exponentielle dans X pour le modéle avec diffusion sont
établis dans la quatriéme section en utilisant la théorie des opérateurs sectoriels. Mieux,
cette théorie permet de prouver la stabilité exponentielle dans 1’espace (C[0, 1])%.

Dans la cinquiéme section, en utilisant un résultat de perturbation on démontre la
stabilité exponentielle pour le modele sans diffusion dans tous les espaces X,, 1 < p <
0o. On utilise alors le passage a la limite évoquée plus haut pour déduire la stabilité
exponentielle du systéme dans I’espace X.

Dans la suite on appelle modéle de diffusion le modéle d’échangeurs thermiques avec
diffusion et, de méme, modéle de convection le modéle d’échangeurs thermiques sans dif-
fusion. Nous nous servirons de ’analyticité du semi-groupe associé au modéle de diffusion
pour estimer son taux de décroissance exponentielle. Pourtant le semi-groupe associé au
modeéle de convection n’est pas analytique. Pour ce dernier cas nous n’avons pas encore
trouvé de méthode efficace permettant de déterminer exactement le taux de décroissance
exponentielle.

Les principaux outils que 'on utilise pour cette étude sont la notion de dissipativité
dans les espaces de Banach, plus particulierement dans les espaces LP, et la théorie des
opérateurs sectoriels.

Dans la suite on notera par Ay, l'opérateur associé¢ au modéle de diffusion, et par
A, , celui de convection, respectivement. L’indice p indique 'espace LP(0, 1) dans lequel le
systéme évolue et 'opérateur Ay, est étudié. Ainsi Ay, (resp. A.p) désignera 'opérateur

diffusif (resp. convectif) dans 'espace X,.
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Chapitre 5. Stabilité LP exponentielle d’un systéme d’échangeurs thermiques

5.2 Présentation des modéles

Le dispositif du réseau d’échangeurs thermiques que l'on étudie est présenté par la

Figure 5.1,
N NN
«— —— T
£ NN
—_— T, ——
(N N
- —— T,
N N
0 L x
FIGURE 5.1 — Réseau d’échangeurs thermiques.
ou

T désigne la température du fluide a chauffer,
T, désigne la température du fluide chauffant,
T, désigne la température de la paroi isolatrice,

T, désigne la température de la paroi séparatrice.

Il s’agit d’'un dispositif d’échange de chaleur constitué de deux cylindres coaxiaux
séparés entre eux par la paroi du milieu et isolés de l'extérieur par la seconde paroi.
Deux fluides de caractéristiques différentes circulent & contre-courant dans les cylindres.
Ces fluides échangent de la chaleur & travers la paroi du milieu. Il existe deux modéles
permettant de décrire ce phénomeéne :

- Le premier modeéle qui tient compte de la diffusion de la chaleur dans les différents corps,
i.e., le modele avec diffusion. Dans ce cas le modéle est du type parabolique (modéle de
diffusion).

- Le second modéle dans lequel la diffusion de la chaleur est négligée par rapport au
phénomeéne du transport (de la convection). On obtient le modeéle sans diffusion (modéle
de convection). Dans ce dernier cas le modéle est décrit par des équations aux dérivées
partielles du type hyperbolique d’ordre un, mais dégénéré. Pour plus de détails sur la
modélisation des échangeurs thermiques, on peut se rapporter a Xu [117] et a la littérature
citée dans [117].

Posons w; = Th,us = Ts,us = Th,uy = T,. Le systéme d’échangeurs diffusifs se
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modélise comme suit :

Oyuy = g Opptn — Fy Opug + hy(ug — uy) V (2,t) €]0, 1[xR}
Opug = g Oppuig + ho(ur — ug) + ha(uz — ug),

Oruz = a3 Oppuz + Fo Opus + ha(ug — us) + hs(ug — ug),

Oputy = 0uy Opztiy + he(us — uyg),

(3q) - u1(0,t) =0, dyuq(1,t) =0,

O0,uz(0,t) =0, Oyus(1,t) =0,

0,u3(0,t) = 0,u3(1,t) =0,

0,uy(0,t) =0, Opug(1l,t) =0,

u(z,0) =u’(z), Vxe(01),

\

ou oy, 1t = 1,...,4, hj, 7 = 1,...,6, et F, k = 1,2, sont des constantes positives. Les
EDP dans (3;) permettent de décrire la dynamique des variations de températures par
rapport au point d’équilibre défini par les températures constantes d’entrée a 1’échangeur
des fluides. Les gradients nuls a la frontiére expriment le fait que le flux de chaleur vers

lextérieur est nul.

Le modéle de convection est gouverné par les EDP hyperboliques suivantes :

p

Opuy = —Fy Opur + ha(ug —w1) v (2,1) €]0, 1[xRF
Opug = ho(ur — ug) + hs(uz — us),

Oyuz = Fy Opug + hy(ug — uz) + hs(ug — ug),

Oyug = h6(“3 - U4),

u1(0,t) =0, wug(l,t) =0,

[ u(z,0) =u’(z), z€(0,1).

De méme que dans le modeéle de diffusion, les constantes sont réelles et positives.

5.3 Stabilité du modéle avec diffusion dans (L*(0,1))?

5.3.1 Rappels de la dissipativité dans les espaces L”

Considérons 'espace de Banach réel LP(0,1), avec 1 < p < 4o00. Les propriétés sui-
vantes sont classiques :

(1) L*(0,1) est un espace réflexif et séparable.

(2) Le dual de LP(0, 1) est identifiable (isomorphisme de Banach) a L9(0,1),
p
avec ¢ = —— €1, +o0.
p—1

(3) Le produit < -,- >, de la dualité sur LP x L9 s’écrit :

W DO P0.0; <08 = [ o)/
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Chapitre 5. Stabilité LP exponentielle d’un systéme d’échangeurs thermiques

Pour les espaces produits X, = (LP(0,1))", 1 < p < 400 et n > 1, les propriétés similaires
sont vraies :

(1’) X, est un espace de Banach pour la norme suivante :

vfE X [Ifll = IIAIR), (5.3.1)

1
oullfills = (| 5P

(2’) X, est un esp%ce Banach réflexif et séparable.

(3”) Le dual topologique de (LP(0,1))™ est identifiable (isomorphisme de Banach) a
(L7(0,1))™ avec ¢ = Ll €|l, +o0l.

(4’) Le produit de la dualljité sur X, x X, s’écrit :

1 n 1
Vi€ Xy g€ Xy < g f Bapm / 6@) - f@)dr =3 / 4:(x) fi(z)d.
=1

La notion de la dissipativité d'un opérateur linéaire A dans un espace de Hilbert H est
bien connue. A est dissipatif si et seulement si Vf € D(A), < Af, f >u< 0. Par contre,
dans un espace de Banach il faut avoir recours & la notion d’ensemble de dualité pour

définir la dissipativité.

Définition 5.3.1 Soit X un espace de Banach et soit X* son dual topologique. Pour
f € X, U'ensemble de dualité de f, noté J(f), est défini par :

J(f) ={g € X" lgllx- = Ifllx, < g.f >x-x=IfIX}-

Un opérateur linéaire A sur X est dit dissipatif si
VfeD(A), FgeJ(f)/ <g,Af >x-x=<0.
On a aussi la caractérisation suivante des opérateurs dissipatifs.

Proposition 5.3.2 Un opérateur linéaire A sur un Banach X est dissipatif si et seule-
ment St

VfeD(A), YA>0, [[((M—=A)fllx = A|fllx-

Preuve : Voir Pazy [86] Théoréme 1.4.2. |
Revenons aux espaces LP(0,1) et X, = (LP(0,1))", 1 < p < 400 et n > 1. Dans

LP(0,1), on caractérise complétement ’ensemble de dualité.

Lemme 5.3.3 Soit f € LP(0,1), l’ensemble de dualité de f dans LP(0,1) est le singleton

liaeqy
111

5 ={r
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Pour le Banach X, = (L?(0,1))", I'ensemble de dualité pour chaque élément est aussi

un singleton.

Lemme 5.3.4 Soit f € X, 'ensemble de dualité J(f) de f dans X, est constitué d’un

seul élément g = (g1, ..., g,)" défini par

_ |fi|p_2fz’.
- —2
1£llp~2

i Z:L...,n.

. ; _ _D
Preuve : Evidemment, g € X, avec ¢ = p—T car

1 ! P ijl
lolls = s | [ A7) 7 = Nl < +oc.
1B Ly
et .
lally = (3 a2 = 1171l
=1
Enfin, on a

n 1 n 1
<9 f >qp= Z / gi(x) fi(x)de = / fi(@)Pda/ || £l = (111
i= 1=1

Donc, g € J(f). D’autre part, puisque X, = X, est strictement convexe, J(f) est réduit

a un seul élément (voir p.3 dans Brézis [15]). |

5.3.2 Stabilité exponentielle du modéle avec diffusion dans X,

Considérons le systéme (¥3;) d’échangeurs thermiques avec diffusion. On se place dans
'espace de Banach X, = (L*(0,1))* 1 < p < +oo, muni de la norme définie par (5.3.1).

Associons a ce systéme 'opérateur A,, dans X, défini par
P p

f1(0) =0, f5(0) =0, f3(0)=0, fi(0)=0
D(Ag,) = W2r(0,1))* ,
(Aar) {f WO 0 —0, gay=0, sm =0, f1)=0
(5.3.2)
arfi' = Fufi + ha(fa = f1)
Agyf = s fy + ha(fi — f2) + ha(fs = fa) (5.3.3)

asfs + Fofs + ha(fa — f3) + hs(fs— f3)
ayfi + he(fs — fa)

avec les espaces de Sobolev W?2P, 1 < p < 400, définis par
W2r(0,1) = {f1 € L*(0,1) | fi, fi' € L"(0,1)}.
Effectuons la transformation suivante sur 'opérateur A, :
A, =TAy,T™!
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avec T une matrice diagonale d’ordre 4 sous la forme

. ha hohy \/h2h4h6
T =d 1 — 3.4
mg( ’\/hlvhlhg h1h3h5 (5.3.4)

Définissons 'opérateur A, par
D(A,) = D(Aup), (5.3.5)

arfi = Fifi = hifi + Vhihaf
Af— s fy + Vhihafi — (ha + ha) fa + Vhshafs
f= | 2TV . (5.3.6)
asfy + Fofs + Vhshafo — (ha + hs) fs + V/hshe fa
asfy + Vhshefs — he fa

Remarquons que 'opérateur A, peut se décomposer en une somme d’un opérateur diffé-
P

rentiel et d'une application bornée de la facon suivante :

A, =B+C
avec
D(B) = D(Ay,), (5.3.7)
[ o fi = Fifi +01h
%
Bf = a£«+&g+%h (5.3.8)
L aufy

[ —(h1+61)  Vhihy 0
| Ve —(ha + ha) \/h3h4 0
S I Y i SR IV = R

0 0 Vhshe —hg

ou 6, et 0, sont des constantes positives que nous préciserons par la suite.

Proposition 5.3.5 [ existe des constantes 01 > 0, 05 > 0 telles que l'opérateur B défini
par (5.8.7) et (5.3.8) soit le générateur d’un Cy semi-groupe de contractions sur X,,.

Preuve : (i) En tenant compte de (5.3.2) et de (5.3.7), le domaine D(B) est dense
dans X, = (L*(0,1))*. En effet il contient I'ensemble (C§°(0,1))* des fonctions infiniment
différentiables et a support compact dans (0, 1).

(ii) Prouvons que l'on peut choisir #; > 0, 65 > 0 tels que 'opérateur B soit dissipatif.

Notons d’abord que
Bf = (Bifi, Bafo, Bafs, Bafa)", Vf = (f1, [ f5. f2)T € Xp,

ou les B; sont des opérateurs sur LP(0, 1) définis par :
D(Bi) = {fi e W?P| f1(0) =0, fi(1) =0}, Bifi=auf{ = Fifi +0:fi;
D(By) = {fo € W?*?| 5(0) =0, f3(1) =0}, Bafo = aafy;
D(Bs) = {fs € W*P| f5(0) =0, fs(1) =0}, Bsfs = asfs + Fofs+ 0afs;
D(By) = {fs € W*?| f4(0) =0, fy(1) =0}, Bufs=auf].
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Il est clair que la dissipativité de tous les opérateurs B; sur LP(0,1) entraine celle de
I'opérateur B dans X,,.

Montrons la dissipativité de 'opérateur B;. Soit f; € D(Bj). Sans perte de généralité on
suppose que || f1]|, = 1. Par la Définition 5.3.1 et le Lemme 5.3.4, on passe par les calculs

suivants :

1
B, = /0 A2 fuanf! — B+ 0ufy) de

1
= —ay(p - 1)/0 | AP de — —\fllp + 91/ |f1]P d. (5.3.10)

Rappelons I'inégalité du type Poincaré suivante :

1 1 1
/ lg|? dx < 5/ |g'|>dz, Yge€ W2 g(0)=0.
0 0

En prenant ¢ = | f1|Z, on obtient l'inégalité

1 8 1
—/0 A2 P de < _?/o | f1lP . (5.3.11)

En tenant compte de (5.3.10) et de (5.3.11), on déduit que

(T, Bif1)gp < — (8a1 )/ | f1]? d. (5.3.12)

Ainsi le choix
_ 8ay(p—1)

donne la dissipativité de I'opérateur Bj.
Des calculs similaires conduisent & la dissipativité des opérateurs By, By et B3 en choisis-

sant
8as(p — 1)

2
p
(iii) Pour i = 1,2,3,4, 'image de 'opérateur (I — B;) est en fait 1’espace LP tout entier.

0 = 92(19) =

Il s’agit de résoudre, pour tout ¢ € LP(0, 1), I'équation différentielle linéaire avec second

membre
aguf — Fluy —up = ¢
u1(0) = 0, (5.3.13)
uy (1) = 0.

Cette équation admet une unique solution u; € WP, Donc R((6;+1)I — By) est surjectif.
Ce qui implique que R(I—By) = L?(0, 1) (voir Théoréme 1.4.5 dans Pazy [86]). On conclut
que B vérifie la condition d’image et qu’il est le générateur infinitésimal d’'un Cj semi-

groupe de contractions sur X,, V1 < p < oo. |

Proposition 5.3.6 [l existe une constante o, > 0 telle que U'opérateur C + a1, C' étant
défini par ’équation (5.8.9), soit dissipatif dans X,,.
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Preuve : Soit f € X,. On note g = (g1,...,94)" tel que
_ |filP 2 fi

9i = Ty =1,...,4.

1Al

Il s’agit de prouver qu’il existe une constante a > 0 tel que
(9, (C+al)f),, <0, VfeX,

On effectue les calculs successifs suivants :

@.(C+ang),, = 3 [ (C+ani@a)

_ /01 [(=hy — 01 + @) fr + /Tuha fo] g1 dz
+/01 [Vhihafy + (=ha = by + ) fo + V/hsha f3] go dx
+/01 [V Bshafo + (—ha — hs — 03 + ) fs + \/hshe f1) gs da
+/01 [V shs fs + (—hs + ) fi] ga de. (5.3.14)

On poursuit les calculs en utilisant 'inégalité de Holder,

(9,(C+aD)f),, < (=hi—0+a)|lAll;+ (=he = hs+a)||foll;
+(—hy = hs = 02 + )| | fal|5 + (=he + )| fal[;
+2/Tuhal| il f2llp + 23/ hahal | fol ] f51,
+2v/hshl|fallpl | fall- (5.3.15)

On remarque a ce niveau que si la matrice symétrique C + ol est définie négative, 'opé-
rateur C' + o dans X, est dissipatif. Puisque la matrice C' est définie négative, il suffit
de prendre «, égal a la plus petite valeur propre de la matrice définie positive (—C') telle

que (C' + al) devienne semi-définie négative. |

Corollaire 5.3.7 L’opérateur A, défini par (5.5.5)-(5.5.6) est le générateur d’un Cj
semi-groupe de contractions S, sur X,, 1 < p < 400. De plus il existe une constante
positive «, telle que

15|, < e ', Vit >0,

c’est-a-dire, le semi-groupe Sy (ou Uopérateur A, ) est exponentiellement stable sur X,,.

Preuve : D’aprés les Propositions 5.3.5 et 5.3.6, 'opérateur B est le générateur d’'un C
semi-groupe de contractions sur X, et 'opérateur C'+ o, I est borné et dissipatif dans X,.
En vertu d’un résultat de perturbation (voir Corollaire 3.3, p.82, Pazy [86]) on conclut
que A, + o] = B+ (C+ a,1) est le générateur d'un C semi-groupe de contractions sur
X,. En utilisant et = etrtarDe=tar on compléte la preuve du Corollaire 5.3.7. |
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Corollaire 5.3.8 Pour chaque p €]1,+00|, l'opérateur Ay, associé au systéme d’échan-
geurs thermiques avec diffusion est le générateur d’un Cy semi-groupe (noté Z;) sur X,.

De plus il existe une constante M > 0 telle que
|| Z:]], < Me™%*, Vit >0,

i.e., le semi-groupe Z; (ou lopérateur Aq,) est exponentiellement stable sur X,.

Preuve : On remarque que si A4, est le générateur d'un Cj semi-groupe Sy, alors Ay, =

T~1A,T est aussi le générateur d’'un Cj semi-groupe Z; défini par
Zt - TﬁlstT.

Par conséquent,

NZl < NTH] - 1T 11Sel-

Le résultat cherché découle du Corollaire 5.3.7. [ |

5.4 Stabilité du modéle avec diffusion dans (C[0, 1])*

5.4.1 Générateur infinitésimal

On considére le systéme (3,) d’échangeurs thermiques dans le Banach X = (C[0, 1])*

muni de la norme de la convergence uniforme sur chaque composante, plus précisément :

4 3
vieX, |lfllx =/l = [ZHLH@] : (5.4.16)
=1

L’espace d’état que 'on choisit pour (3;) est le sous-espace fermé X, dans X défini par
L’opérateur associé sur X, est défini par

arf{'(0) = F1f1(0) + ha f2(0) = 0,
agfy (1) + Faf3(1) + hafo(1) + hs fa(1
f2(0) =0, f3(0) =0, f(0)
fi(1) =0, f5(1) =0, fi(1)

D(Ay) = {f € (C?0,1))* N X

) =0,
(0)=0
=0

(5.4.17)
arfi — Fufi + hi(fa = f1)
aafy +ha(fi — fo) + hs(fz — fo)
asfy + Fofy + ha(fo — f3) + hs(fa — f3)
ayfy + he(fs — fa)

Agoof = (5.4.18)
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De méme, définissons 'opérateur A, sur X, par
A =T Ay T

avec T la matrice diagonale donnée par (5.3.4). On remarque facilement que, pour 1 <
p<q<-4oo,ona

D(As) C D(A,) C D(A,) (5.4.19)

et A, prolonge A, qui lui méme prolonge A..

Lemme 5.4.1 Les propriétés suivantes ont lieu :

1) L'opérateur Ay, est dissipatif dans X .

2) L’image R(I — Ax) de Uopérateur I — Ay est X .
Preuve : 1) Soit f € D(Aw), alors f € D(A,) pour tout 1 < p < +oo. D’aprés le

Corollaire 5.3.7, I'opérateur A, est dissipatif dans X,,. La Proposition 5.3.2 entraine que

I = A fllp = Allfllpe ¥A> 0, ¥p > L, (5.4.20)

Or les normes |[|fi||, tendent vers ||fil|oo, Vi = 1,2,3,4, lorsque p tend vers +oo. En

passant a la limite l'inégalité (5.4.20), on obtient

A = Ase) fllse = M[f oo, YA > 0. (5.4.21)
Donc A, est dissipatif dans X.
2) On écrit Ao, = Boo + C, 0 By, et C, sont des opérateurs de X définis par
D(By) = D(A), (5.4.22)
Oé1f{, - Flf{
o f//
Buf=| 7 , (5.4.23)
asfs + Fafy
| Oé4fzi, ]
—hy Vhihs 0 0
Vhihy —(hg + h3) v hshy 0
Coof = (5.4.24)
0 Vhshy —(hg + hs) /hshg
0 0 Vhshe —hg

On montre que

p(Boo) 2 (0, +00),
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5.4 Stabilité du modéle avec diffusion dans (C|0,1])*

Or le domaine D(B,) est dense, par le Théoréme de Hille-Yosida, p.8, Pazy [86], on a
B, est le générateur d'un Cj semi-groupe de contractions sur X...
Comme l'opérateur C,, est borné dans X, en utilisant un résultat de perturbation

(voir Théoréme 1.1, p.76, Pazy [86]), on établit que
P(Bs + Cx0) O ([|Cusl], +00).

En particulier, il existe A\g > 0 tel que R(Agl — As) = Xoo. D’aprés le Théoréme 4.5, p.15,
Pazy [86], R(I — Ax) = Xwo. |

Nous avons donc démontré le résultat suivant.

Proposition 5.4.2 Les opérateurs A et Agqoo sont tous les deux le générateur d’un Cy

semi-groupe uniformément borné sur X..

5.4.2 Stabilité exponentielle du modéle avec diffusion dans X,

Dans cette section, on montre que le Cjy semi-groupe engendré par 'opérateur A,
est exponentiellement stable dans X, et dans Y = (C'[0,1])*. Ensuite on propose de
caractériser le taux de décroissance exponentielle pour le semi-groupe.

Pour cela nous allons utiliser la théorie des opérateurs sectoriels (voir Pazy [86]).

Définition 5.4.3 Un opérateur linéaire A : D(A) — X est dit sectoriel si
1) A est fermé et D(A) est dense dans X ;
2) il existe w € R, M >0 et 0 €]0, [ tels que le secteur

Sow = {A € C, largA —w)| < 5 +6} U {w}

est inclus dans l’ensemble résolvant p(A) et
M

A—A)! <
It ) e < 5

VA € Sy

Remarque 5.4.4 Si A est le générateur d’un Cy semi-groupe Ty, et w € p(A), alors
d’apres le Théoréme 5.2, p.62, Pazy [86], il existe un prolongement analytique de T, sur
le domaine sectoriel Ng,, = {\ € C, |arg(A —w)| < 8}. De plus, ||T3|| est uniformément

borné dans chaque sous-domaine sectoriel fermé de ANg,,.

On montre d’abord que l'opérateur A, est un opérateur sectoriel sur X, et sur Y,

avec Y, un sous-espace fermé dans Y défini par

(

710) = (1) =0
v ey | AO=Rm=0
75(0) = fa(1) = 0

\ 710 = fi() =0 |

Proposition 5.4.5 L’opérateur Ay~ est un opérateur sectoriel sur X, et sur Y.
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Preuve : 1) Par la preuve du Lemme 5.4.1, I'opérateur By, est le générateur d'un Cj
semi-groupe de contractions sur X,,. Pour montrer que Ad,oo est un opérateur sectoriel,
il suffit de prouver que chaque opérateur composant B, ; de By, est sectoriel sur le sous-
espace correspondant de C|0, 1]. Pour atteindre cet objectif il suffit de prouver qu’il existe

des constantes w € R, M > 0 et 0 €]7, 7| telles que, pour tout i = 1,2,3 ou 4, on ait

P(Booi) D Spw ={A € C, |[Arg(A —w)| < 6} U{w},

M
A —wl’

|(A = Booi) 71| < YA € Sy

Ceci se réalise par un calcul direct de l'opérateur de résolvante en résolvant 1’équation
différentielle, cf. Chapitre 4, Tchousso [103]. On en déduit, par le théoréme 5.2, p.61,
Pazy [86], que l'opérateur By, est sectoriel sur X,. Comme Ay, est une perturbation
bornée de By, le résultat découle du Théoréme 2.1, p.80, Pazy [86].

2) Pour l'opérateur A,y défini sur le sous-espace correspondant dans Y = (C'[0,1])%, le
raisonnement est similaire mais avec un calcul plus élaboré. On commence par prouver
que chaque opérateur composant est sectoriel. On laisse au lecteur le soin de la preuve
compléte pour A,y dans Y. [ |

Dans la suite, on propose de caractériser les ensembles spectraux pour 'opérateur

Ao et pour Agy.

Proposition 5.4.6 Les opérateurs définis sur les espaces de Banach différents Aqy, Adco

et Ag, ont le méme ensemble des valeurs propres :
op(Aay) = 0p(Ad0) = 0p(Adg)
et

O'(Adjy) C U(Ad,oo) C O'(Ad’q), V1< q < 00.

Preuve : Rappelons que
D(Agy) = {f € Yoo N (C*[0,1])* | Adoof € Yoo } -

(1) Montrons d’abord l’égalité des spectres ponctuels 0,(Ajo) = 0p(Aay). Soit A €
op(Agy). Alors il existe f € D(Agy) non nul tel que (A — Agy)f = 0. Puisque Ay
prolonge Agy, alors f € D(Agjo) et (M — Aygoo)f = 0. Donc A € 0,(Ag). On en déduit

que

Up(Ad,oo) D O'p(Ad’y).
Réciproquement, soit f € D(Ag) et soit (A — Agso) f = 0. Par définition, 1'équation
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différentielle ci-dessous admet une solution non triviale f € D(Ag o) :

a1 f{ (2) —Fi fi(z) + h(fo(z) — fi(2))

axf;(x) | _ M) — hao(fi = fo) + ha(f3(z) — fa(2))

a3 fy (z) E> fi(@) + ha(fa(@) — f3(@)) + hs(fa(z) — f3(2))
ay ff (z) | he(f3(x) — falz)), |

Par conséquent, la solution f € (C3[0,1])? et Agoof € Yoo. Donc f € D(Agy). On vient
de montrer que
Up(Ad,oo) C O'p(Ad’y).

On a ainsi prouvé 1’égalité des spectres ponctuels.

(2) Le raisonnement similaire a celui du point (1) permet d’établir que

Up(Ad7<>0> = Up(Adﬂ)'

(3) Il est évident que p(Aay) D p(Adeo) D p(Ady), ce qui permet d’écrire
o(Aay) C o(Auaee) C o(Adg)- (5.4.25)

|
Nous sommes en mesure d’établir le théoréme de stabilité dans le cadre des espaces
de Banach X et Y.

Théoréme 5.4.7 Les taux de décroissance exponentielle des semi-groupes engendrés par

Ajoso et Agy, respectivement, sur Xo, et Yy, sont identiques :

Wo(Adeo) =wo(Agy) =S(Ag.) = sup Re(\) <0.

)\GO'p (Ad,oo)

Par conséquent, le semi-groupe associé au systeme d’échangeurs thermiques avec diffusion

est exponentiellement stable sur X, et Y.

Preuve : D’aprés le Corollaire 5.3.8, l'opérateur A,- est le générateur d'un Cy semi-
groupe exponentiellement stable sur Y, = (LZ(O, 1))4. De plus, on montre que le semi-

groupe engendré est analytique. Donc,

wo(Ag2) = S(Ag2) = sup  Re(\) <0. (5.4.26)
/\EO'p(Adyg)

Puisque Ay et Agy sont sectoriels sur X, et Yo, respectivement, alors on a aussi
wolAdoe) = S(Agse), wo(Aay) = S(Aay). (5.4.27)
A T’aide de la Proposition 5.4.6, on obtient de (5.4.26)-(5.4.27) :
wo(Aay) = wo(Adeo) = wo(Agz) <O. (5.4.28)

D’ou le résultat cherché. [ |
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5.5 Stabilité du modéle sans diffusion dans (C[0,1])" et
(£7(0,1))"

On considere le systéme (3.) d’échangeurs thermiques sans diffusion (i.e., avec convec-
tion). On note par A.., et A.,, respectivement, les opérateurs sur X = (C[0,1])* et

Y, = (L*(0,1))* associés au systeme (X,.). Ils sont définis par :

D(Aun) = {f € (C1(0,1))*| £1(0) = 0, fo(1) =0} (5.5.20)
D(A.p) = {f € (W(0,1))" | f1(0) =0, fy(1) = 0} (5.5.30)

[ —Fifi +hi(fo = f1)
Auyf = Aunf = ho(fi = f2) + hs(fs — f2) (5.5.31)
Fy f3 + ha(f2 — f3) + hs(fa — f3)

| he(fs — fa)

Rappelons que
WhP(0,1) = {f1 € LP(0,1) | f; € L*(0,1)}.

On effectue la méme transformation que précédemment sur les opérateurs :
E.=TA. T, E,=TA.,T"

ot T est la matrice diagonale d’ordre 4 donnée par (5.3.4).
On décompose E, comme la somme d'un opérateur différentiel et d’'une application ma-

tricielle bornée :

E,=G+A
avec
D(G) = D(A.,) (5.5.32)
[ R ]
0
Gf = (5.5.33)
Fyf}
e 0 -
[ N 0 0 |
Vil —(ha+ h Vhsha 0
A= thy —(ha+hy) 3T (5.5.34)

0 Vhshy — —(hy+hs) Vhshe
0 0 Vhishs — —hg

Nous pouvons démontrer le résultat suivant.
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Théoréme 5.5.1 (i) L'opérateur E, est le générateur d’un Cy semi-groupe de contrac-
tions sur'Y,.

(i1) L'opérateur A., est le générateur d’un Cy semi-groupe S,(t) borné surY,.

(ii1) La trace de l'opérateur A, sur Uespace Xo = {f € X | f1(0) = f3(0) = 0} est le

générateur d’un Cy semi-groupe Wy(t) borné sur Xj.

Preuve : Pour prouver (i), on montre d’abord que l'opérateur G précédent engendre

un Cj semi-groupe de contractions sur Y,,. Soit f € Y, notons g = (g1, ...,94)7 tel que
p—2
S S
1fillp™

<0.Gf >y = Y / (GPi(a)gi(a)da

- / A@P2f (@) fi () da

||f1H
T s [ 1B e )

= s AP + s AP

= TR~ O <

D’oti la dissipativité de 'opérateur G sur Y,. On montre que G vérifie la condition d’image
en utilisant la méme démarche qu’a la preuve de la Proposition 5.3.5. Donc G engendre
un Cj semi-groupe de contractions sur Y, puisque Y, est un Banach réflexif.

On voit clairement que la matrice A est dissipative dans Y, (voir la preuve de la Proposition
5.3.6). On déduit, par un résultat de perturbations, que A., = G + A est le générateur
d’un Cj semi-groupe de contractions sur Y.

On établit (ii) exactement comme & la preuve du Corollaire 5.3.8.

Enfin pour (iii), on établit que 'opérateur E, est dissipatif et vérifie la condition d’image
sur X par le méme raisonnement qu’au Lemme 5.4.1. Puis par le méme raisonnement
qu’a la Proposition 5.4.2 on montre que la trace de E, sur X, est dissipative, vérifie la
condition d’image et est de domaine dense dans Xy. D’otu le résultat voulu. [

Pour la suite, donnons la définition suivante.

Définition 5.5.2 Le Cy semi-groupe sur Y, (resp. Xo) engendré par lopérateur A.,
(resp. trace de A.oo sur Xo) est appelé le semi-groupe associé au modéle de convection
sur'Y, (resp. Xo).

Pour étudier la stabilité du semi-groupe engendré par A, sur X (ou plutot sa trace

sur Xj), nous allons passer par changement d’opérateur.
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On effectue dans le systéme (X.) le changement de fonction inconnue de la fagon

suivante :
w=v e’ i=1,23,4,

ol § est un réel arbitraire. Alors v = (v, v, v3,v4)7 est la solution du systéme suivant :

4

Oy = —F 0pv1 — 0F 1 + hy(vy —v1), x€(0,1), t>0
Oy = ho(vy — v2) + hs(vs — vg),

=\ Orvg = F5 Opvg + 0F5v3 + hy(ve — v3) + hs(vs — v3),

. Oy = hg(vs — vy),

v1(0,t) =0, wv3(1,¢t) =0,

v(z,0) =%x), wz€(0,1).

\

On introduit les opérateurs A.g et A,y sur Xy et Y, respectivement ;

D(Aco) = {f € (C(0,1)" | f1(0) =0, f5(1) = 0} (5.5.35)
D(Ape) = {f € (W(0,1))* | f1(0) =0, f5(1) = 0} (5.5.36)

[ —Fifi = 0F fi + hi(f2 = f1)
Ayof = Auyf = ho(f1 — f2) + ha(fs — fo) . (5537)
Fofs +0F, fs 4 ha(fo — f3) + hs(fs — f5)

L he(fs — fa)

On effectue la méme transformation que précédemment :

E.g=T 'ApT, E,g=T 'A,,T.

On fait la décomposition de £,y comme la somme d'un opérateur différentiel et d’une

application matricielle bornée : £,y = G 4 Ay avec

D(G) = D(A,) (5.5.38)
[ R f ]
Gr—|"’ (5.5.39)
By f}
. O -

[ (i +0F) Vi 0 0

Vhih —(hy+ Vhsh 0
Ap = . (ha + hs) o (5.5.40)

0 Vishs  —(hy + hs — 0F) /hsh
0 0 Vhshg —hg

On établit le résultat important suivant.
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Proposition 5.5.3 [l existe des constantes 6 > 0 et i > 0 indépendantes de p telles que

Vopérateur Ey, g + pl soit le générateur d’un semi-groupe de contractions sur Y.
Pour prouver cette proposition, nous aurons besoin des lemmes qui suivent.

Lemme 5.5.4 [ existe des constantes 8 > 0 et u > 0 indépendantes de p telles que
Vopérateur Ng + pl soit dissipatif dans Y.

Preuve : Soit f € D(G), notons g = (g1,...,94)T tel que
|P=2 £,
Z:|fl| p_'];.l’ :1,,4
[1fillp

On effectue les mémes calculs qu’a la preuve de la Proposition 5.3.6. A I'aide des inégalités

de Holder et de Cauchy, on peut écrire

<g,(Ng+pl)f >v,y,
o | | [—h1 = 0Fy + pl fi + Vhiho fo
_ < 92 Vhihafi + [=ha = hs + p fa + Vhsha f3 >
- gs | | Vhshafo+ [~ha — s+ 0Fs + pl fs + Vhsho s
L 94 | | Vhshefs — hefs+ pfa 1
= < g1, (=h1 = OF + p) f1 + Vhihafo >,

+ < g2, Vhihafi + (—ho — ha + p) fo + Vhshafs >qp

+ < g3, Vhshafo + (—hy — hs + 0F + 1) f3 + Vhshe f1 >4

+ < ga, Vhshefz + (—he + (1) fa >qp

_ -7 _ _
£l 1 fullp
|1 | Gy [ 1] 55,01
£l £l
L fally ] L fallp ]
ou ) )
—(hy + 0FY) v hihe 0 0
% vV hihs —(hg + h3) vV hshy 0
9 p—
0 vV hsha —(hg + hs — 0F) ~/hshg
i 0 0 v hshe —hg ]

On peut trouver une constante ¢ > 0 telle que la matrice (—Kg) soit définie positive, il

suffit de prendre sa plus petite valeur propre pour u :
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Cela permet d’obtenir 'inégalité suivante :

_ 4T _ -
/1l 1f1llp
1 £l < 1 £l
<9 (Ag + ’uI)f ZYeYp S T g (_AG - /jlj) : <0.
IREY S 1 /3l
L allp L [ fallp
On compléte ainsi la preuve du Lemme 5.5.4. H

Remarque 5.5.5 On peut aussi choisir une constante § < 0 telle que (—Kg) soit définie
positive. Par conséquent il existe des constantes 6 < 0 et u > 0 telles que (Ag + p1) soit
dissipatif.

Lemme 5.5.6 L’opérateur G défini par (5.5.38)-(5.5.39) est le générateur d’un Cy semi-

groupe de contractions sur Y.

Preuve : La preuve de ce lemme est donnée au début de la preuve du Théoréeme 5.5.1.

Preuve de la Proposition 5.5.3 : D’aprés le Lemme 5.5.4, il existe 8 > 0 et u > 0
telles que (Ag+pf) soit dissipatif. Par le Lemme 5.5.6, 'opérateur E, g+ pl = G+Ag+pl
est aussi dissipatif et donc le générateur d'un Cj semi-groupe de contractions sur Y,. W

Maintenant, nous énoncons le résultat de stabilisation.

Théoréme 5.5.7 (i) Pour tout 1 < p < +oo, le semi-groupe Wy(t) sur Y, = (L*(0,1))*
associé au modeéle de diffusion est exponentiellement stable.

(ii) Le semi-groupe Wy(t) sur Xy associé au modeéle de convection est exponentiellement
stable.

Preuve : (i) La Proposition 5.5.3 assure 'existence de i > 0 et 6 € R tels que 'opérateur
E, o+ pl soit générateur d'un Cj semi-groupe de contractions sur Y,. En notant par 7, 4(t)

le Cj semi-groupe sur Y, engendré par £, on établit que
Yw €Y, W,y(t)w(x)=e"T,q(t) (e w) (2). (5.5.42)
Le semi-groupe 7}, ¢ est exponentiellement stable :
T,9 = et oEpotul)t
Par conséquent, il existe une constante M > 0 dépendant de 0 telle que
[W,(t)]| < M e, V¥t >0.

114



5.5 Stabilité du modéle sans diffusion dans (C[0,1))" et (L?(0,1))"

(ii) En vertu de la Proposition 5.5.3, il existe ;1 > 0 et # € R (indépendants de p) tels que
I'opérateur sur Y), E, »+ pl soit dissipatif. En passant en limite, on prouve que 'opérateur
E.g+ pl est dissipatif (similaire & la preuve de la Proposition 5.5.1 (iii)) sur X et vérifie
la condition d’'image. Par conséquent, l'opérateur E.y sur X, engendre un semi-groupe
uniformément borné sur X, que nous notons Ty(t). En notant Wy(t) le semi-groupe sur
Xo engendré par E., on établit une relation similaire a (5.5.41) entre Wy(t) et Ty(t). Par

conséquent, il existe une constante M > 0 dépendant de @ telle que
[Wo()|| < M e, vt >0.

Ainsi on achéve la preuve du Théoréme 5.5.7. H
Enfin nous indiquons que le semi-groupe associé au modeéle de convection n’est pas

analytique.

Proposition 5.5.8 le semi-groupe (surY, ou X,) associé au modéle de convection n’est

pas analytique.

Preuve Proposition 5.5.8 : 1l suffit de prouver que l'opérateur de transport 7 sur
C[0, 1] suivant
D(T)={feC0,1]: f(0)=0}; Tf=—fa

n’est pas sectoriel. En effet 'opérateur de résolvante s’écrit

RONT)f (z) = u(z) = / A () de, YV fe X, VaeC. (5.5.43)

0

Supposons que T est sectoriel. Puisque son semi-groupe engendré est borné, son en-
semble de résolvante p(7T) contient I'ensemble 3 des A = n + im tels que n < 0 et |%{

soit suffisamment petit. De plus, il existe une constante M > 0 telle que
AR TSI < MAfIl, VA€ 5, Vfeclo,1]. (5.5.44)

Soit f =1 et soit A = n + im. La relation (5.5.42) entraine

ju(z)| =

1— e—(n—i—im)x
n—+wm

Cela permet d’écrire I'inégalité suivante pour n grand :

1 1/p 1 1 1/p 1 1 1/p
ullp = / u(x pdm) > — (/ e ™ —1 pdm) > (/ e‘p”””dx)
full > ( [ uta) SLURGREE (),

1 e —emmw/2\P
L (emeemy -

Comme la fonction exponentielle emporte sur le polynéme, a partir de (5.5.44) on obtient

AR, T = AL lull = 400
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lorsque n — —oo. Ceci est en contradiction avec (5.5.43). Donc le semi-groupe n’est pas

analytique dans Y.

Maintenant, soit f(z) = e® — 1. Soit A € 3. Par (5.5.42), on trouve u(z) :

()_ e’ 1+ e~ AT
CENTL AT A
Alors,
RO T e = N flulloe > -1 — |2 (5.5.46)
b) oo T OO_‘)\+1| )\+1 . J.

La fonction exponentielle emportant sur le polynéme, le membre de la extréme droite de
(5.5.45) tend vers +o0o quand n — —oo. Or, cela est en contradiction avec (5.5.43). Par

conséquent le semi-groupe n’est pas analytique dans Xy, non plus. H
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

Le savant nétudie pas la nature parce que cela
est utile ; il ['étudie parce qu’il y prend plaisir et
il y prend plaisir parce qu’elle est belle.

Henri Poincaré, Science et méthode (1908).
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6.1 Conclusions générales

6.1 Conclusions générales

Les objectifs principaux de cette thése ont été : 1) 'étude de 'observation et la com-
mande d’un systéme de structure flexible et 2) I’étude de la stabilité asymptotique d’un
systéme d’échangeurs thermiques en génie de procédés. Tous les deux modéles sont régis
par des EDP.

Dans la deuxiéme partie de cette thése, nous avons présenté un observateur du type
Luenberger en dimension infinie, sous la forme explicite d’EDP, pour un systéme de corps-
poutre en rotation. Nous avons montré la convergence exponentielle de 'observateur.
L’observateur construit est prouvé valable pour une vitesse angulaire temps-variant qui est
proche d’une vitesse constante dans I’espace L>°(0,00). Autrement dit, 'observateur est
exponentiellement convergent quelque soit la vitesse angulaire w(t) restreinte a 'intérieur
d’une petite boule de L™ centrée a une certaine constante w,. Nous pouvons accélérer la
vitesse de convergence aussi vite que l'on veut en tenant compte d’'une seconde étape de
conception dans la construction. L’idée essentielle a été illustrée en effectuant le placement

de pole dans le cas d’une valeur propre.

Une étude numérique a été effectuée dans le but de développer un simulateur fiable, ef-
ficace, robuste et performant. La contribution principale de ce travail consiste & construire
un simulateur numérique basé sur la méthode des éléments finis. Plusieurs simulations ont
été effectuées pour le cas ou la vitesse angulaire est constante ou variante en fonction du
temps. Nous avons examiné 'influence du choix de gain de correction sur la vitesse de
convergence de I'observateur. La robustesse de 'observateur a été testée face a la mesure

corrompue par du bruit.

Dans le dernier chapitre de cette partie, nous avons mis en cascade notre observateur
et la loi de commande par retour d’état proposée dans Coron et d’Andréa-Novel [25] afin
d’obtenir une stabilisation globale du systéme de corps-poutre en rotation. Aprés avoir
effectué de nombreuses expérimentations numériques, les résultats numériques pertinents
ont été obtenus. Ceci permet de mettre en valeur la conjecture sur la stabilité asymptotique
du systéme en boucle fermée.

Dans la troisiéme partie, dans un cadre d’espaces de Banach, nous avons mené une
étude sur la stabilité exponentielle des systémes d’échangeurs thermiques avec diffusion
et sans diffusion, régis par un systéme d’EDP du type parabolique et un systéme hyper-

bolique, respectivement.

La stabilité exponentielle du modeéle avec diffusion dans I'espace de Banach (C[0, 1])*
(muni de la norme uniforme) a été établie en utilisant la LP stabilité exponentielle du
systéme considéré et la théorie des opérateurs sectoriels. De plus, le taux de décroissance
optimal du systéme a été aussi calculé pour le modéle avec diffusion. A 'aide de la théorie
de perturbation, on a aussi prouvé la stabilité exponentielle dans 'espace (C0, 1])* pour
le modéle sans diffusion. En revanche, on n’a pas encore trouvé le taux de décroissance

du modéle sans diffusion car le semi-groupe associé n’est pas analytique.

121



Chapitre 6. Conclusion et perspectives

6.2 Perspectives

6.2.1 Objectifs a court terme

L’objectif a court terme consiste & donner une preuve mathématique sur la stabilité
asymptotique locale du systéme en boucle fermée avec le couplage observateur-loi de
commande. En d’autre terme, on veut montrer que le principe de séparation reste valable
au moins localement pour le systéme en question. Un autre objectif est destiné a étendre
la construction d’observateur a d’autres systémes de vibration en dimension infinie, par
exemple des systémes étudiés dans Guo & Shao [53], Guo & Zhang [52] et Lasiecka [66].
La construction d’observateur va étre poursuivie dans un contexte plus général contenant
des cas non-linéaires (voir Lasiecka [66]).

Quant au systéme d’échangeurs thermiques, nous avons pour le futur objectif de mener

une étude numérique et une étude sur la stabilité en boucle fermée.

6.2.2 Futurs objectifs : observateur du retournement temporel

Notre objectif dans un futur proche est d’appliquer les techniques des observateurs
pour résoudre le probléme dit du retournement temporel.

(1) Dans de différents domaines scientifiques, il est important d’estimer I’état initial
(ou final) d’un systéme a paramétres distribués & partir des entrées et sorties mesurées
sur un intervalle temporel fini. Ce probléme porte le nom d’assimilation de données dans
les domaines comme la géophysique, I'océanologie ou encore la météorologie (voir Auroux
[4]). Dans ces cas, on a besoin d’estimer rapidement et avec une grande précision I’état
d’un systéme turbulent. Autrement dit, il s’agit de fournir une estimation de la condition
initiale du systéme tout en connaissant une observation du systéme a d’autres instants.
Le probléme est également posé en traitement d’images médicales par la tomographie
d’impédance acoustique (cf. Gebauer & Scherzer [49]). Pour cette raison, on lui attribue
le nom retournement temporel. 11 s’agit donc de reconstruire une image dans une zone ou
elle n’était pas connue (inpaiting), restaurer et débruiter I'image (restauration), classifier
I'image en différentes classes selon couleurs et luminosités (classification) et détecter au-
tomatiquement de différentes composantes de I'image (segmentation) (cf. Auroux [4]). On
souligne ici que dans ce genre de probléme, seul I’état initial (ou final) est intéressé par
I'utilisateur, ce qui est différent du cas de I'implémentation de la loi de commande par
retour d’état discuté dans la deuxiéme partie de cette thése. En effet, dans ce dernier cas,
I'état réel (a4 chaque instant) est demandé par la loi de commande.

(2) D’autre application consiste a la résolution des problémes inverses de sources (cf.
Alves et al [2]). Admettons qu'un probléme direct de la physique mathématique est bien
posé. Autrement dit, dés que l'on connait les informations complétes sur les paramétres
(par exemple, les coefficients, le terme de source ou les données initiales, etc) d’'un mo-

déle physique, on obtient une description totale sur 'existence, I'unicité et la stabilité
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d’une solution du probléme mathématique associé au modeéle. Néanmoins, certains de
ces parameétres qui décrivent le modéle restent parfois inconnus ou expérimentalement
non mesurables. Le motif des problémes inverses consiste a déterminer les valeurs de ces
parameétres & partir des données connues.

On considére le probléme de sources de systémes en dimension infinie avec des opé-
rateurs d’observation appropriés. Ce genre de problémes est étroitement lié a la notion
de la controlabilité (voir Fliess [42]) et I'observabilité. Par exemple, Alves et al. [2] ont
donné une relation entre I'observabilité exacte (qui est dual & la controlabilité exacte) et
Iidentifiabilité du terme de sources.

Soient X, Y des espaces de Hilbert et D(A), D(C) € X. Soit A : D(A) — X le
générateur d'un Cy-groupe en X et C': D(C) — Y Popérateur d’observation. On considére

le systéme suivant :
#(t) = Ax(t) + g(t),
x(0) = xo,

y(t) = Cx(t)
avec T > 0, g € X données et g : [0,7] — X est (partiellement) connue.
On considére le probléme de la détermination de g a partir d’une mesure y appropriée.
Les propriétés typiques liées au probléme a étudier sont :

* identifiabilité : Papplication g — y est-elle bijective ?

* (2

stabilité : sachant qu’on a deux termes de sources g, ¢(® et les observations corres-

pondantes y(), y) existe-il une constante positive K telle que
lg® = g®|| < Ky —y@|

avec les normes bien choisies ?
* reconstitution : est -il possible de reconstituer la source g a partir d'une observation
(partielle) y 7

Dans les problématiques (1) et (2) énumérés ci-dessus, la construction d’observateur
permet d’apporter une solution aussi précise que I’on veut au probléme de la reconstitution
de D’état initial. En effet, dans le passé on faisait l'inversion de l'opérateur grammien
d’observabilité pour obtenir I’état initial & partir de la sortie mesurée sur un horizon fini
du temps. L’un des inconvénients de cette méthode est le manque de la robustesse, au
sens qu’une telle solution est trés sensible a des erreurs dans les mesures.

Néanmoins, le mécanisme d’'un observateur permet d’introduire une correction des
erreurs issues des mesures bruitées par la rétroaction. Dans I'étude effectuée dans cette
these, on utilise I'observateur pour estimer 1’état lorsque I'information que ’on recueille sur
I'état (la mesure) se limite par rapport a I'espace. Si de plus, elle est limitée en temps, i.e.,
la sortie est mesurée sur un horizon fini du temps [0, T, alors il est prouvé que I’'observateur
reste utile pour restaurer I’état initial. Plus précisément, sur un intervalle temporel fini, on

emploie alternativement et itérativement I'observateur progressif et rétrograde en temps.
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Par exemple, pour le probléme d’assimilation de données, I’algorithme alternatif consiste

a appliquer 'observateur rétrograde

dans le sens de T" a 0, et appliquer I'observateur progressif

At
dz;

el Azl — kC*(y — Czf), k> 1,

&7 (0) = 234, (0)

dans le sens de 0 & 7'. L’estimation 2, (0) ainsi obtenue a I'instant 0 n’est rien d’autre que
I’estimation de la condition initiale Z.

Cette technique est appelée méthode du nudging ou du retournement temporel. Dans
cette direction, on peut citer des travaux de Auroux [4] ou des travaux en cours de
Ramdani et al. [91].

Cela ouvre un autre horizon dans les perspectives de ma poursuite de recherche aprés

ma thése.
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Appendice

Rappels sur la théorie des semi-groupes

C" Semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés

Cette partie est consacrée a un bref rappel sur semi-groupes continus dans un espace

de Banach X et quelques propriétés importantes.

Définition 6.2.1 Une famille (T})i>o est un semi-groupe fortement continu (ou Cy
semi-groupe) d’opérateur linéaire borné sur X si

1) Ty = I (1 désigne l'identité dans X ),

2) T, Ts = Tyys, Vt,s > 0 (propriété de semi-groupe ),

3) limy o+ Thx = x,Vo € X.

Définition 6.2.2 Un opérateur A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
T, st

T —
D(A) = {z € X; lim i existe}
t—0t
et T
Ar = lim “2 "% vi e D(A).
t—0F t

Théoréme 6.2.3 Soit T; un Cy semi-groupe, alors le générateur infinitésimal A est un
unique opérateur linéaire borné tel que T, = . Il existe des constantes w >0 et M > 1
telles que ||Ti|| < Me**, ¥t > 0. De plus,

1) siw =0, T; est uniformément borné;

2) si de plus M =1, Ty est un Cy semi-groupe de contractions.
Dans la pratique, on s’intéresse au minimum de la constante w.

Définition 6.2.4 La constante définie par
wo(A) = inf{w; IM telle que | T(t)|| < Me*"'}

est appelé le taux de décroissance exponentielle (ou la vitesse de convergence) de T;.

On dit que le semi-groupe Ty est exponentiellement stable quand wy < 0.
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Cette constante peut également étre caractérisée par

T
wo(A) = lim ln”

¢l
t——+o00 t

Définition 6.2.5 Soit A un opérateur linéaire (borné ou non), l’ensemble résolvant
p(A) est I’ensemble des complexes \ tels que N — A est inversible et (A — A)~! est un
opérateur linéaire borné sur X. La famille des opérateurs linéaires bornés R(\; A) = {(A—
A1 N € p(A)} est appelée la résolvante de A.

Le théoréme de Hille-Yosida donne une condition nécessaire et suffisante sur la résol-

vante de A pour que A soit le générateur d’un Cj semi-groupe de contractions.

Théoréme 6.2.6 (Hille-Yosida) Un opérateur linéaire (non borné) A est le générateur
d’un Cy semi-groupe de contractions Ty, t > 0 si et seulement si

1) A est fermé et de domaine dense, i.e., D(A) = X,
2) Uensemble résolvant p(A) D RY, et YA >0, [[(A — A)7}| <

> =

Semi-groupes dissipatifs

Définition 6.2.7 Un opérateur linéaire A dans X est dit dissipatif si (Az,x) < 0,
Va € X. 1l est m-dissipatif s’il est dissipatif et Im(A\ — A) = X, VA > 0.

On donne une caractérisation des opérateurs dissipatifs.

Théoréme 6.2.8 Un opérateur linéaire est dissipatif si et seulement si
Vo € D(A), YA > 0, | (A — A > Azl

Théoréme 6.2.9 (Lumer-Phillips) Soit A un opérateur linéaire de domaine dense
sur X.

1) Si A est dissipatif, et il existe Ao > 0 tel que l'image Im(A\g — A) = X, alors A est le
générateur d’un Cy semi-groupe de contractions.

2) Réciproquement, si A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe, alors A est
m-dissipatif. De plus, Vo € D(A) et Va* € F(x), on a Re (Az,z*) < 0.

Corollaire 6.2.10 Soit A un opérateur de domaine dense sur X. Si A et son adjoint A*

sont dissipatifs, alors A est le générateur d’un Cy semi-groupe de contractions.

Définition 6.2.11 Un opéarteur A est dit fermé si son graphe G(A) est fermé. Un
opérateur Ay est une extension si son graphe G(A) C G(A;), autrement dit, (D)(A) C
D(Ay) et Az = Ay, Vo € D(A). L'opérateur A est dit fermable s’il existe une extension
fermée de A.

Théoréme 6.2.12 Soit A un opérateur dissipatif sur X.
1) Siil exist \g > 0, Im(A\g — A) = X, alors YA >0, on a Im(A — A) = X.

2) Si A est fermable, alors la fermeture A est aussi dissipatif.

3) Si D(A) = X, alors A est fermable.
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Groupes d’opérateurs bornés

Définition 6.2.13 Si dans la Définition 6.2.1, la propriété de semi-groupe (2) est valable

pour tous t,s € R, alors on dit que T; est un Cy groupe d’opérateurs bornés.

Théoréme 6.2.14 (Stone) A est le générateur d’un groupe d’opérateur unitaire sur X

si et seulement si A est anti-adjoint, i.e. A* = —A.

Semi-groupes analytiques

Théoréme 6.2.15 Soit A le générateur d’un Cy semi-groupe uniformément borné T;.
Supponsons que 0 € p(A), alors on a 'équivalence entre les assertions suivantes :

1) T; peut se prolonger en un semi-groupe analytique sur un domaine sectoriel
Ay ={z; |arg(z)] < 0}

et il est uniformément borné dans chaque sous-domaine sectoriel fermé de Ay.

2) Il existe une constante C' telle que pour chaque § > 0, T # 0
C

o+ir— A7 < —.
I s

3) 1l existe 0 < § < g et M > 0 telles que

p(A) D Sy = {\; larg(\)| < g +8}U {0}

et

M
— A< =
I =47 < 5

A€ Sy, AF#0.
4) Ty est différentiable par rapport a t > 0 et il existe une constante C' telle que

C
t

Théorie de perturbation des semi-groupes
- perturbation des opérateurs linéaires bornés

Théoréme 6.2.16 Soient X un espace de Banach, A le générateur d’un Cy semi-groupe
T, sur X vérifiant ||T3|| < Me*'. Si B est un opérateur linéaire borné sur X, alors A+ B

est le générateur d’un Cy semi-groupe Sy sur X vérifiant ||S,|| < Me&+MIBIE,
- perturbation des semi-groupes analytiques

Théoréme 6.2.17 Soient A le générateur d’un semi-groupe analytique, B un opérateur
linéaire fermé vérifiant D(B) D D(A) et

|Bz| < al|Azl| + llzll, Vz € D(A).

Alors il existe une constante 0 > 0 telle que quand 0 < a < §, A+ B est le générateur

d’un semi-groupe analytique.
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Corollaire 6.2.18 (perturbation bornée) Soit A le générateur d’un semi-groupe analy-
tique. St B est un opérateur linéaire borné, alors A+ B est le générateur d’un semi-groupe

analytique.

Corollaire 6.2.19 (perturbation de Kato) Soient A le générateur d’un semi-groupe ana-
lytique, B un opérateur fermé vérifiant D(B) D D(A) et

|Bx| < of|Az|, Vx € D(A).

Alors il existe une constante 0 > 0 telle que quand 0 < a < §, A+ B est le générateur

d’un semi-groupe analytique.
- perturbation des semi-groupes de contractions

Théoréme 6.2.20 Soit A le générateur d’un Cy semi-groupe de contractions. Soit B un
opérateur dissipatif vérifiant D(B) D D(A) et

|Bz|| < of|Az]| + Bllzll, Ve € D(A)

pour certains 0 < a <1 et > 0. Alors A+ B est le générateur d’un Cy semi-groupe de

contractions.

Corollaire 6.2.21 (perturbation bornée) Soit A le générateur d’un Cy semi-groupe de

contractions. Si B est un opérateur dissipatif et borné (||Bz|| < B|z||), alors A+ B est le

générateur d’un Cy semi-groupe de contractions.

Equations d’évolution linéaires

Considérons le probléme de Cauchy suivant

¢=Ap, t>0,

Le théoréme suivant permet d’établir un rapport entre l’existence de solution du probléme

de Cauchy et la dissipativité de I'opérateur A.

Théoréme 6.2.22 (Hille- Yosida-Phillips) Supposons que A est m-dissipatif sur un
espace de Banach X, de domaine dense m = X. Alors il existe un unique semi-groupe
de contractions T; tel que

1) Pour tout ¢g € D(A), ¢(t) = Tipo est une solution forte du probleme de Cauchy ().
De plus,

¢ € C([0,00); D(A)) N C'([0,00); X).

2) Pour tout ¢g € X, ¢(t) = Typo est une solution faible du probléme de Cauchy (X). De
plus,
¢ € C([0,00); X).
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Soit A le générateur d'un C semi-groupe T;. Dans un espace de Banach de dimension
finie, il est clair que si la condition spectrale sup{Re(A); A € 0(A)} = o < 0 est vérifice,
alors ||T;|| décroit exponentiellement. En effet, le spectre d'un opérateur linéaire dans
un espace de Banach de dimension finie n’est qu'un spectre ponctuel. Dans un espace
de Banach de dimension infinie, seule la condition spectrale ne suffit pas de garantir la
décroissance exponentielle. En prolongeant T'— ¢ dans un domaine sectoriel complexe, on

a

Théoréme 6.2.23 Soit A le générateur d’un semi-groupe analytique Ty. Si la condition
spectrale

sup Re(A) =0 <0
A€o (A)

est vérifice, alors il existe des constantes M > 1 et p > 0 telles que | T;|| < Me #.
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Annexe A

Preuve du Lemme 2.4.7 : Il s’agit de montrer que Im(I — A*) = X. On commence
par le cas ott w, = 0. Pour un élément g € X, on cherche a résoudre 1’équation différentielle

suivante

g1 = f1 + K2 fiz2(0) — fo,

9o = f2 + flxzx:ﬁ

(6.2.1)

vérifiant
4

f1(0) = f1.(0) =0,
f122(1) = frzea(1) =0,
f2(0) =0,

| f22(0) = Kf120(0).

On remarque que les deux derniéres conditions frontiéres ne sont pas nécessaires d’étre

imposées, comme elles sont satisfaites automatiquement au travers de la premiére équation
de (6.2.1). En effet, supposons que f est la solution de cette équation, alors en évaluant la
premiére équation en x = 0, on aura f»(0) = f1(0) — ¢1(0), or f1(0) =0 et g € X implique
que ¢1(0) = 0, on retrouve f5(0) = 0. De méme, en faisant dériver la premiére équation,
on obtient fo,(0) = f1.(0) + £ f122(0) — ¢1.(0), et on en déduit que fo,(0) = K f122(0).

En remplacant la deuxiéme équation dans la premiére, on obtient

flxmz:t + fl =01t 92 — /'i.l’flx:p(o)

On peut écrire I’équation sous la forme suivante

(ax - )\1)(81 - )\2)<ax - )\3>(a:r - )\4)f1 = ga

2 2
ol A\ = %(1 + i), Ay = %(1 —i), A3 = é(_l i), Ay =
91 + go — KT f1,:(0). En effet,

= f1(4) — ()\1 + Ao+ A3+ )\4)]{“
(Mg 4 Az + Mg 4 dods + Aody + Ashy) fr

—(AMA2A3 + A Aoy + A A Ay + )\2)\3/\4)f1 + M A As Ay fi

[\]

(=1 —d) et § =

|

135



Annexe A. Preuve du Lemme 2.4.6

Remarquons que

Mt+X+ A3+ = 0,

Mg+ A A3+ M A+ XA + g+ A3y = 0,
AA2 A3 + A Ao s + A ds Ay + Aodshy = 0
Aoz, = 1

b

)

d’out on retrouve (0 — A1)(0r — A2)(0r — A3)(0x — M) f1 = f1(4) + f1.
En posant ¢ = (0, — A2)(02 — A3)(0r — M) f1, Y2 = (0x — A3)(0x — M) f1 et 3 =
(0r — A4) f1, on obtient

(

Yi(x) = M1 (0) + / S M) dr,
0

Ya(w) = %p(0) + [ ey (1) dr

xT

Ys(x) = g (0) + [ @ Ty(7) dr,

S— S—

T

eMET) )y (1)dr

filw) = e f1(0) +

S—

\

En tenant compte de la condition f;(0) =0, on a

/ (=) T)dT.
0

Comme fi1, = \fi(z) + ¢¥3(x) et f1.(0) = 0, on en déduit que ¥3(0) = 0. Ceci implique

que
_ )\3(17 T) dr.
Y3(x) /O Yo() dr

De ¥3 = fiz — A f1 on a Y3, = fiee — Aaf1z, d'00 00 &
Yy = V3p — A3U3 = froe — (A3 + M) frz + Az fi.

En plus on a
¥2(0) = f122(0)
et .
Vo) = e f1.(0) + / 2@y, (7) dr.
0

De méme, on a

Y1 = oy — Mathe
= freee — A2 + A3 + A1) frze + (AaAs + Ashg + M) fie — AedsAafi.

et
wl (O) - fla:a:x(o) - (/\2 + )\3 + )\4)flaca:(0)
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Annexe A. Preuve du Lemme 2.4.6

Finalement,

Yi(x) = M Py (0) + /x M=) <91 + 92 — HTflxx(0)> dr
0
= )+ [

eM @) (91 + 92)d7T — K f12:(0) / e~ M@= dr.
0 0

wm»:eMM®+/@Mﬂmmm
0
— BAQI@bQ(O) +€>\2I/ e()\l_)\Q)T .

0

{1/)1(0) + / e~ M2 (91 + g2)d7o — K f122(0) / e~ M2, dTQ} dr.
0 0

v3(z) = e’\?’”wg(O) +/ e)‘S(x_T)z/Q(T) dr
0
= €A3x¢3(0) —i—e)‘”/ eP2=da)T {%(0) +/ eA1=A2)7
[%(0) + / e M (g1 4 g2)dTs — F f1e0(0 )/ e M1, d73i| dTQ} dr.
0 0

filx) = eMy(0) +/$ My (7) dr
0

_ e/\uwg(o) + 6)‘496 /9C e()\3—)\4)7'/ (A2—A3)T: {w2< ) /7'2 e(/\1—)\2)7'3 .
0 0 0
T3 T3
[wl(O) + / e~ M (91 + g2)d7y — K f12:(0) / e M, du} dTg} dry dr.
0 0

En résumé, fi(x) = Ci(2)11(0) + Co(2)1)2(0) + C5(2) f122(0) + C4(x) avec C; indépen-
dant de f;. Ainsi les conditions frontiéres a droite fi,.(1) = fizzz(1) = 0 se traduisent
comme suivant

Cy (D¥1(0) + €5 (1)¢h2(0) + C5 (1) f124(0) + C1 (1) = 0

CY (1)1(0) 4+ Gy (1)1h2(0) + Cy (1) frz2(0) + C3 (1) = 0
Or ¥1(0) = f1222(0) — (A2 + A3 + \y) f122(0) et 12(0) = f1,.(0), on a alors

[Cy (1) + C5(1) = (A2 + A3+ Xa)CY (D] fraa(0) + CF (1) frawa(0) = —C5 (1)

111

[Cy' (1) + Cy (1) = (Mo + Ag + A)C] (D] fraw(0) + €)' (1) frawa(0) = —C4 (1),

Pour que le systéme ci-dessus admette au moins une paire de solutions (f1,:(0), fizzz(0))
non triviale, il suffit que le déterminant

1

Cy (1) +C5 (1) — A+ X3+ M) CL (1) CY (1)
det

Cy (1) 4+ Cy (1) — (a4 As + A) C (1) C(1)

= C(1)Cy (1) + C5()CY (1) = Gy (1)CY (1) = C5 (1)CY (1) # 0.
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Annexe A. Preuve du Lemme 2.4.6

(D’apres des calculs, on peut donner ici les expressions explicites de chaque terme.

02(3;') — e)xu /x e(/\sf)\4)7- _ </T e()\Qf)\g)‘rz dTg) dr
0 0

1 |:6/\2x _ e)\4z 6)\33: _ e)\4:p:|

PYED Y B VD VD VD Y
i) = 1 [Age’\Q — \2eM B et — )\iek‘*]
CARCAS VS U S Vs Az — M\
Cul(l) 1 [)\ge’\z — AJeM B et — )\ie/\‘l}
EEN O VN W Ay — M\ A3 — My

Cl(:p) _ 6)\4:13 /“3 €(>\3—>\4)r ‘ [/T €(>\2—>\3)m ) </72 6(/\1_>\2)73 d7'3> dTg] dr
0 0 0

B 1 [ 6)\190 o 6/\4ac B 6/\3z o e)\4x
A=A LA = A) (A = A1) (A = Ag)(As — \y)
6)\2:5 _ e)\43: 6)\393 _ €>\4x
= +
(A2 = A3)(A2 — A1) (A2 — A3) (A3 — >\4)}
C’f(l) _ 1 Neh — \2eM B Mers — \2eM
A=A LA = A3) (A = A1) (A= A3)(As — A\4g)
L AgeM = AeM N Aets — \2eM ]
(A2 = A3) (A2 = Ag) (A2 = A3)(As — Ag)
cl() = 1 [ Ale = MeM Afed — MM
VISV 5 VS VA Y5 VS WY Rl VS W Y W W
A3erz — \deh Adets — \deM

(A2 = A3) (A2 — \y) " (A2 = A3) (A3 — \g)

Cg(x) — 6)\4$ /33 6()\37)\4)7' . { /T e()\27)\3)7'2 . |:/7-2 e(}\lf)\z)TS .
0 0 0
T3
</ e My du) dTg} dTg} dr.
0

6)\196 6)\21
= -
A= X)A = A3) (A — A1) A2(Aa — A1) (Ao — A3)(Aa — \y)
6)\31 6)\4:10

+>\§(>\3 = A)(As = A2)(As — Ag) i AT(As = M) (Mg = A2) (Mg — Ag)

Lo L1 (1+1+1+1>
ST VRS VS VS VS VA VLS VLS VRS
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e [ V¢ Fey W R vy T WP s PRy W
s — )08 = A) s — M) Oa = A0 — )0 — Ag)

" et Aot
R G VS v 5 VS W15 VS V5 RS WO W5 T W W 15 WS Wy

)\36)‘3 + )\4€>\4
Az = A) (A3 = A2)(As — A) (A — M) (A — A2)(Aa — A3)

1

Cy(x) = et /w ePa=A)T {/T e(P2=A3)72 [/72 eA1=A2)s
0 0 0
T3
(/ e M (gy + go) d7'4> dT3:| dTQ} dr.
0

1 111 11

et on vérifie que Cy (1)C (1) + Cy (1)C, (1) — Cy (1)C{ (1) — C5 (1)C{ (1) #0.) [
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L 7analyse est parfois un moyen de se dégouter en détail de ce
qui était supportable dans son ensemble.

Paul Valéry, Mauvaises pensées et autres (1942).






Annexe B

Calcul des matrices M;, M,, P et Q)
De 'expression

N

by = 07 (1) 05(x) + Y [0 (1) ¢ () + 07 (1) ()]

i=1
on déduit que

w21<07 t) = U:}l()2)

car on a ¢9,(0) = 1 et ¢},(0) = 0,Vj = 1,2, 4 = 1,...,N d’aprés la construction
de fonctions hermitiennes (prolongement par zéro). De méme, en tenant compte que

6 —2
Vi=1,2,9=1,...,N,ona

wiea(0,) = 3 wV(t) 6 (w) + " (1) di(w)

=1
6 @ 2.4
el o
et 6 5
N ~(1 (1

Ainsi la condition frontiére o, (0,t) = K(W14:(0,t) — wi42(0,%)) se traduit comme

2t
~ 6 . 2 6 2
a7 (1) = w (i () — 2 (0) = i) + o 0).

Or on sait que

! 104
[ totar=joen [ olde=-on
0
! —8
[ dhar=n [ b=
0

1
/¢8¢§d:c=0, /<Z>2m edr=0 Vi=2...,Nj=12
0

Ceci donne les expressions de My et M.
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Annexe B. Calcul des matrices My, My, P et )

1
Il reste a calculer le produit scalaire / E.. gb;mdx. Lorsque w, = 0, il est clair que

F(z) = z et F,.(x) = 0. Considérons le cas ou la vitesse angulaire w, est non nulle.
Commencons par le cas ol w, est une constante. D’apres le calcul, la solution de I’équation
différentielle (3.3.7) :

Frpee(7) — W2F () = 0,

F(0) = F,.(1) = Fouu(1) = 0,

F.(0)=1
est de la forme
F(z) = Alch(azx) — cos(ax)] + Blsh(ax) — sin(ax)] + ész’n(am),
A 1 ch(a) sin(a)) — sh(a) cos(w)

" 2a [1+ ch(a)cos(a)]

B ch(a) cos(a) — sh(a) sin(a) 4+ 1

aveC @ = /Wy.

Ainsi la dérivée seconde de F' s’écrit comme

1
Foo(7) = o { Alch(azx) + cos(ax)] + Blsh(ax) + sin(az)] — asz’n(a:v) }.
Rappelons les fonctions hermitiennes
3 L s 3 L s .o
Hy(§) = (€7 =3¢ +2), Hy(§) = (€ =& =&+ 1),
~ 1 ~ 1
Hy() = (=€ +3¢+2),  Hi§) = (& +&—¢—1).
20 — (20 + 1)h 2
En tenant compte du changement de variables &; = v hz +1) = % — (20 + 1) avec
2 , & 2 .
B = 7o Y= —(20+1) et o = 7 on obtient
; —6 ; 3 1

Ainsi on a

1(x) = Hy (),
¢ (x) = Hy(x)
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Annexe B. Calcul des matrices My, My, P et Q

avec le support supp (¢%,,) = Eo,

jxx

1o () = Higy () + Hi,o (),

lzx 3xz lzx
bea(1) = Higy () + Hp (1)

avec le support supp (¢, ) =E;_UE;, i=1,... N—1et

jxx

1oa(?) = Hypy' (2),

lzx 3z
O2ea() = Hizy' ()
avec le support supp (¢%,,) = E.

En résumé, pour 1 < i < N on a

1 1 1
ai = / F,. gbilm dr = / F,. H{m(x) dxr + / F,. H;;;;; dx
0 0 0

6 a2 . , ) . . . . . 1 . .
= h—O; {A(cht + cost — chi™t — cost™") 4 B(sh} 4 sin} — sh'™' — sin'™') — —(sint — sin’™ ') }
«

et
. 1 . 1 . 1 .
ay = / Fop &5, de = / F,. H;  (x)dx —I—/ Fo. Hi L dx
0 0 0
30’ i i i1 i—1 i i i1 iy L i1
= 7 {A(ch] + cos] + chi " 4 cosy ") + B(sh] + sin] + shi"" + sin] ) — a(sml —siny ) }
2
—% {A(chl + coshy — chi ™' — cosiy ') + B(shy + siny — shiy ™' — sinf ') — —(sing — sin§ ') },
«
ou
) Tit1 1 B
ch] = / ch(ox)(fr + ;) = [sh(azit) + sh(axi)]a — [eh(axii1) — ch(azi)]g,

B — / o = 1 :
sht = | sh(ax)(Bz + i) = [ch(axiy1) + Ch((mi)]a — [sh(aziy1) — Sh(axi)]ﬁ’
shi = /%ZH sh(ax) = [ch(axi1) — ch(ami)]é,

cost = /rm cos(ax)(fr + ;) = [sin(axi1) + sm(azi)]é + [cos(awiv1) — cos(ax;)]—

. a2’
. Ti+1 1
cosy = / cos(ax) = [sin(ax;11) — sin(ax;)]—,
) LTi4+1 1
sinj = / sin(ax)(Br + i) = —[cos(awiy1) + cos(ax;)|— + [sin(axi1) — sin(az;)]—,
2 o o

Ti41 1
sing = / sin(ax) = —[cos(aw;q) — cos(ax;)|—.
. a
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Annexe B. Calcul des matrices My, My, P et )

Notons ici que comme ¢} sont de support compact, il suffit de calculer le produit scalaire

sur le support.

En conclusion, on a

6 —2
G%Xﬁ G&XT 0 0
6 -2
CL%Xﬁ CL;XT 0 0
. §) . -2
ay X — ayx— 0 0
P=k h? h
GQXﬁ a2><7 0 0
6 —2
ajl\[Xﬁ aiVXTO 0
6 —2
aéVXﬁ aéVXTO 0

Dans le cas w, variante, il s’agit de remplacer w, par w(t) pour obtenir I'expression de
P. I’expression de la matrice () est aussi facile a déterminer. En effet, d’aprés la définition

de F on a Fj,,, = w?F, ceci implique que

1 1
/ Fmgbzm dr = w? / F(b; dz.
0 0

Ainsi on obtient Q = w2P.

Il reste & déterminer les éléments de () lorsque w, = 0, c.-a-d., du produit scalaire
1 .
/ T Pidr.
0
Onapourl<i<N
b

1 1 1
:/ x¢§dx:/ a:H;'(;c)dx+/ r Hi ' dw
0 0 0

— - (d;‘ —3d" +2d° — &3, +3d"_, + 2d§_1>

—_ e

1 1 1

béz/ xgzﬁédx:/ .I‘H;(I)dl’—i-/ v Hy  dx
0 0 0

(= d? =i 4y iy 4 Ly — Ly — ),
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Annexe B. Calcul des matrices My, My, P et Q

ol

5 5
() o
x3 x3 x?
o5t -5) (-
xi,  a?
2 2

4
Tiq

3

3

2
T

3)

2

€x:

— ) 32 (

3

3)
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Ilfaut se méfier des ingénieurs, ¢a commence par la machine a
coudre, ¢a finit par la bombe atomique.

Marcel Pagnol, Critique des critiques (1949).
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