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Resumo

Nesta tese, obtemos condicoes suficientes para terminalidade de varieda-
des toricas de dimensao arbitraria generalizando resultados conhecidos em
dimensao 3 e 4. Classificamos as variedades toricas Q-fatoriais, terminais,
Gorenstein de dimensao 4 que admitem G-dessingularizagao. Uma variedade
algébrica X obtida pela explosao ponderada de um ponto regular invariante
de uma variedade de Fano toérica de dimensao n e ntimero de Picard igual a
1 é descrita por dois vetores em Z". Em termos destes vetores descrevemos o
cone nef e classificamos as contragoes elementares de X, no sentido de Mori.
No caso em que a variedade de Fano é o um espago projetivo, apresentamos

algumas familias de exemplos onde X ¢ terminal.

Résumé

Dans cette these on obtient des conditions suffisantes pour la termina-
lité des variétés toriques de dimension arbitraire, généralisant des résultats
connus en dimension 3 et 4. On classifie les variétés toriques Q-factorielles,
terminales, Gorenstein de dimension 4 qui admettent un G-désingularisation.
Une variété torique X obtenue par 1’éclatement a poids d’un point régulier
invariant d’une variété de Fano torique avec nombre de Picard égal a 1 est
décrit par deux vecteurs en Z". En termes de ces vecteurs on décrit le cone
nef et on classifie les contractions élémentaires de X au sens de Mori. Dans le
cas ol la variété de Fano est un espace projectif, on donne quelques familles

d’exemples ou les variétés éclatées sont terminales.



Abstract

In this thesis, we obtain sufficient conditions for terminality of toric vari-
eties of arbitrary dimension generalizing known results in dimension 3 and 4.
We classify the Q-factorial, terminal, Gorenstein toric varieties of dimension
4 which admit G-desingularization. An algebraic variety X obtained by the
weighted blowing-up of a regular invariant point of a toric Fano variety of
dimension n and Picard’s number equal to 1 is described by two vectors in
Z™. In terms of these vectors we describe the nef cone and classify the ele-
mentary contractions of X in the Mori’s sense. In the case where the Fano
variety is a projective space, we present some families of examples where X

is terminal.
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Introducao

No final do século XX o estudo da geometria birracional teve importantes
avangos vinculados ao chamado Programa do Modelo Minimal, introduzido
por S. Mori no inicio dos anos 80. Nesse ambito, uma classe de singulari-
dades que aparece com importancia crucial sao as chamadas singularidades
terminais . Em dimensao 3 estas singularidades foram classificadas, primei-
ramente no caso de variedades quociente, nos trabalhos independentes de
diversos autores como em [Da2], [Fr] e [MS]. O caso geral em dimensao 3 foi
obtido por Mori, Kollar, Shepherd-Barron em [Mo] e [KS]. As idéias centrais
para a obtencao desta classificagao se encontram nos trabalhos de M. Reid

[Rel], [Re3].

Em dimensao 4, a classificagao das singularidades terminais nao é total-

mente conhecida, contudo existem alguns resultados parciais no caso torico
e com singularidade isolada (ver [MS], [MMM]).

Por outro lado, na teoria de singularidades toricas, sao de especial inte-
resse aquelas que admitem uma dessingularizacao essencial em algum sentido.
Mais precisamente, dada uma variedade térica afim X, y associada a um reti-
culado N (i.é, um Z-médulo livre) de posto finito e um cone poliedral racional
0 C Ng = N ®z R, é bem conhecido que uma dessingularizacao térica (i.é,
equivariante pela agao do toro) corresponde a uma subdivisao regular 3 de
o. Em [BG1] e [BG2] C. Bouvier e G. Gonzalez-Sprinberg provam que, dada
uma subdivisao regular ¥ de o, o conjunto sk'Y, formado pelos vetores pri-
mitivos de N que geram algum cone unidimensional de X2, contém o sistema
minimal gerador G, do semigrupo o N N. Quando, sk'Y = G, dizemos que

> é uma G-subdivisao regular e a dessingularizagao térica associada é dita
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G-dessingularizagao .

Num contexto diferente da geometria torica, a existéncia de G-subdivisoes
regulares de um poliedral, racional e fortemente convexo também foi uma das
conjecturas, apresentadas por A. Sebé em [Se], motivado por consideragoes
em otimizagao combinatéria. Ele apresenta uma demonstracao desta conjec-

tura no caso de dimensao 3.

De maneira independente C. Bouvier e G. Gonzalez-Sprinberg também
provam a existéncia de G-subdivisoes regulares em dimensao 3 e fornecem
o primeiro contra exemplo de cone em dimensao 4 que nao admite uma tal
subdivisao. Dado um cone tridimensional o, eles mostram ainda que: se o
tem indice maior que 1 entao ele tem uma tnica G-subdivisao regular ; se o
tem indice igual a 1 entao duas G-subdivisoes regulares sao obtidas uma da

outra por um numero finito de transformacoes elementares .

Em nosso trabalho, estamos interessados essencialmente nos problemas
de classificacao, por um lado das variedades toricas terminais e por outro
lado, das variedades téricas que admitem G-dessingularizagoes . Neste sen-
tido, obteremos critérios de terminalidade pra variedades téricas de dimensao
arbitraria e singularidade nao necessariamente isolada, que generalizam re-
sultados conhecidos em dimensao 3 e 4. Também classificamos as variedades
toricas Q-fatoriais, terminais, Gorensntein de dimensao 4 que admitem G-
dessingularizacao . Como aplicagao, descrevemos o cone nef de variedades
obtidas pela explosao ponderada de um ponto regular invariante de uma va-
riedade de Fano toérica com numero de Picard igual a 1. No caso em que a
variedade de Fano é o um espago projetivo, apresentamos algumas familias

de exemplos onde variedades explodidas sao terminais.
O texto serd desenvolvido da seguinte maneira:

O capitulo 1 tem como objetivo principal fixar notacgoes e introduzir os

conceitos minimos para as préximas segoes. Nele a maior parte dos resultados
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é cidata sem demonstragao.

Comecaremos com uma rapida exposicao das nogoes e algumas propri-
edades de variedades algébricas e divisores. Em seguida, introduzimos os
conceitos de cone (poliedral racional) e leque, a partir dos quais, na segao
subsequénte, descreveremos a construcao das variedades téricas e seus di-
visores e morfismos invariantes pela acao do toro. A ultima secao deste
capitulo contém uma apresentacao um pouco mais detalhada das variedades
quociente, onde damos uma demonstragao da bem conhecida caracterizacao
das variedades toricas afins Q-fatoriais como quocientes abelianos [Teorema
1.20]. O capitulo termina com um primeiro resultado [Proposigao 1.28] o

qual caracteriza os quocientes ciclicos em termos do cone associado.

No capitulo 2 apresentamos um apanhado de resultados relativos a co-
nes e objetos relacionados. Comecgaremos descrevendo algumas propriedades
dos cones de indice 1. Na secao seguinte, apresentaremos uma prova de
que dados, um reticulado de posto finito N e um cone fortemente convexo
o C Ng = N ®z R, todo subsemigrupo S C ¢ N N possui um tnico con-
junto minimal de geradores [Proposi¢ao 2.9]. Veremos em particular, que tal
conjunto minimal de geradores se caracteriza como os elementos minimais
em S\ {0} de uma ordem parcial induzida em o N N pela operacao de N.
Finalizaremos o capitulo com o estudo dos cones que possuem pelo menos
um muro (i.é, uma face de codimensao 1) regular, os quais serdo chamados de
cones standards. Fixado um muro regular de um cone standard ¢ e uma base
que contenha os geradores extremais deste muro, o cone o ¢é representado por
o=s(ay,...,a,), onde os a;’s sdo as coordenadas do vetor extremal que nao
pertencente ao muro regular. Veremos, em particular [Proposi¢ao 2.14], que
a variedade térica correspondente ao cone standard o é um quociente ciclico

de tipo i(al, ceyQpg, —1).
No capitulo 3 abordaremos o problema de terminalidade de variedades

toricas, sobretudo no caso afim. Na primeira secao apresentamos alguns re-

sultados conhecidos em dimensao 3 e 4. Em seguida mostraremos que a clas-
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sificagao das variedades téricas terminais de dimensao n pode ser reduzido
ao caso Gorenstein. Mais precisamente, mostraremos que todo cone terminal
de dimensao n corresponde a um cone terminal de dimensao n + 1 e indice 1
[Proposicao 3.6]. Além disso, veremos que sob certas condigoes, a termina-
lidade de um cone de indice 1 corresponde a terminalidade de duas de suas
faces [Proposigao 3.7]. A aplicagao destes resultados aos quocientes ciclicos
e em particular aos cones standards, nos permitira obter algumas familias de
variedades téricas terminais em qualquer dimensao [Teorema 3.12], as quais
generalizam alguns casos importantes de dimensao 3 e 4 apresentados no
inicio. Para finalizar, veremos [Proposi¢ao 3.14] que a terminalidade de um
leque obtido pela subdivisao elementar de um cone regular corresponde a
terminalidade de um 1nico cone standard ou equivalentemente de um tinico

quociente ciclico.

O capitulo 4 é dedicado ao estudo de dessingularizacoes e “divisores es-
senciais”sobre variedades toricas. Daremos uma descricao de parte dos tra-
balhos de Bouvier e Gonzalez-Sprinberg [BG1],[BG2] e de S.Ishii e J. Kollar
[IK]. Dada uma familia F de morfismos préprios e birracionais sobre uma
variedade X, introduzimos os conceitos de divisor F-essencial e componente
F-essencial, dos quais os diferentes tipos de divisores essenciais estudados
em [BG1],[BG2] e [IK] s@o casos particulares.

Resulta dos trabalhos supracitados que se ¢ C Ng é um cone fortemente
convexo e F ¢é a familia das dessingularizagoes toricas de X,, entao o con-
junto de divisores F-essenciais corresponde ao sistema minimal gerador G,
do semigrupo o N N e o conjunto de componentes F-essenciais corresponde
ao sistema minimal gerador S do subsemigrupo de o N N formado pelos
elementos que estao no interior de uma face singular de . Motivados por
isto dedicamos a segao 4.3 ao estudo de propriedades de S? e sua relacao
com G,. Na tltima secao deste capitulo, nos concentraremos na questao da
existéncia de G-dessingularizagoes, ou seja, a existéncia subdivisoes regula-
res de um cone o que contenha como vetores extremais apenas os elemen-

tos de G, no caso de variedades téricas Gorenstein, Q-fatoriais e terminais



de dimensao 4. Mais precisamente, inspirados num importante exemplo de
Bouvier-G-Sprinberg, mostraremos [Teorema 4.16] que a menos de isomor-
fismos os tinicos cones cuja a variedade térica tem as propriedades acima e
admite uma G-dessingularizagao sao os da forma o = s(1,1,7 — 1,r) e neste

caso a G-subdivisdo serd unica.

Por fim, o capitulo 5 termina com uma aplicagao de alguns resultados an-
teriores no estudo de transformagoes elementares. Comecamos fazendo uma
breve exposi¢ao sobre contracgoes elementares no sentido de Mori. Mais espe-
cificamente, enunciamos sem demonstragao, os Teorema do Cone e Teorema
da Contracao para o caso térico, os quais descrevem os tipos de contracoes
como fibrada, divisorial e tipo flip. Em seguida, dada uma variedade de
Fano térica F, com numero de Picar p(F) = 1 e dada uma explosao elemen-
tar £ — F' de um ponto T-invariante x € F', descreveremos o cone fechado
de curvas ou cone nef associado a Ef bem como as contracoes extremais desta
variedade em termos de relcoes lineares entre os elementos do esqueleto de E
(ver [Proposigao 5.8]): isto consciste em fazer uma analise das transformagcoes
elementares obtidas a partir de F' pela composicao da inverca da explosao

ponderada com uma contracao elementar.

Para terminar, analisaremos a terminalidade de E no caso em que a

variedade de Fano considerada é o espago projetivo P".
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Introduction

A la fin du XX®™€ giscle, Tétude de la géométrie birationnelle fait des
progres importants qui ont été en rapport avec ce qu’on appelle le Pro-
gramme du Modele Minimal, introduit par S. Mori dans les années 80. Dans
ce cadre, une classe de singularités dont I'importance est cruciale est celle
des singularités terminales. En dimension 3 ces singularités ont été clas-
sifiées, premierement dans le cas des variétés quotient, dans des travaux
indépendants de divers auteurs comme [Da2], [Wh] et [MS]. Les idées cen-
trales pour 'obtention de cette classification se trouvent dans les travaux de
M. Reid [Rel] et [Re3].

En dimension 4 la classification des singularités terminales n’est pas con-
nue entierement, pourtant il existe quelques résultats partiels dans le cas

torique et avec singularité isolée (voir [MS], [MMM]).

Par ailleurs, dans la théorie des singularités toriques, ce qui suscite un
intérét particulier sont celles qui admettent une désingularisation essentielle
dans un certain sens. Plus précisément, étant donné une variété torique af-
fine X, n associée avec un réseau N (c’est-a-dire, un Z-module libre) de rang
fini et a un cone polyedral rationnel ¢ C Ng = N ®z R, il est bien connu
qu’une désingularisation torique (c’est-a-dire, équivariante par 1’'opération du
tore) correspond a une subdivision réguliere ¥ de o. Dans [BG1] et [BG2]
C. Bouvier et G. Gonzalez-Sprinberg démontrent que pour toute subdivi-
sion ¥ de o, I'ensemble sk'Y, constitué par les vecteurs primitifs de N qui
engendrent un cone de dimension 1 de X, contient un systéme minimal de
générateurs G, du semi-groupe o N N. Lorsque sk'Y = G, on dit que X est

une G-subdivision réguliere et la désingularisation torique associée est dite
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une G-désingularisation.

Dans un contexte différent de celui de la géométrie torique, l'existence
d’une G-subdivision réguliere d’'un cone polyedral, rationnel et fortement
convexe a été 'objet de I'une des conjectures de A. Sebo dans [Se], motivé par
des considérations d’optimisation combinatoire. Il donne une démonstration

de cette conjecture dans le cas de dimension 3.

Indépendamment, C. Bouvier et G. Gonzalez-Sprinberg donnent aussi une
preuve de 'existence de G-subdivision réguliere en dimension 3 et fournissent
un premier contre-exemple de cone de dimension 4 qui n’admet pas de tel
subdivision. De plus, ils démontrent aussi que pour un cone o de dimension
3 on a: si ¢ a indice plus grand que 1, alors la G-subdivision réguliere est
unique; si ¢ a indice égal a 1, alors deux telles G-subdivisions sont obtenue

['une de 'autre en effectuant un nombre fini de transformations élémentaires.

Dans notre travail, on est intéressé essentiellement aux problemes de clas-
sification, d'un coté des variétés toriques terminales, d’'un autre coté aux
variétés toriques qui admettent des G-désingularisations. Dans ce sens, on
obtient des criteres de terminalité pour des variétés toriques de dimension
arbitraire et avec des singularités non nécessairement isolées, qui généralisent
des résultats connus en dimension 3 et 4. On classifie aussi les variétés tori-
ques Q-factorielles, terminales, Gorenstein de dimension 4 qui admettent un
G-desingularisation. Comme application, on décrit le cone nef des variétés
obtennues par ’éclatement a poids d’un point régulier invariant d’une variété
de Fano torique avec nombre de Picard égal a 1. Dans le cas ou la variété de
Fano est un espace projectif, on donne quellques familles d’exemples ou les

variétés éclatées sont términales.
Le texte est structuré de la maniere suivante:

Dans le chapitre 1 on fixe des notations et on introduit un minimum de

préliminaires dont on aura besoin dans la suite. La plupart des résultats sont

xiil



énoncés sans démonstration.

On commence avec un exposé rapide sur les variétés algébriques et les
diviseurs définis sur celles-ci. Ensuite on introduit les notions de cone (polye-
dral rationnel) et d’éventail a partir desquelles, dans les prochaines sections,
on décrira la construction des variétés toriques et leurs diviseurs équivariants
aussi bien que les morphismes équivariants entre de telles variétés. La derniere
section contient un exposé détaillé des variétés quotient ol on donne une
preuve du fait bien connu qu’une variété torique affine Q-factorielle est ca-
racterisée par la propriété d’étre un quotient abélien. [Teorema 1.20]. Le
chapitre se termine avec un premier résultat [Proposigao 1.28] qui caractérise

les quotients cycliques en termes du cone associé.

Dans le chapitre 2 on fait un rappel des résultats relatifs aux cones et
des objets liés a ceux-ci. Pour commencer on décrit certaines des propriétés
des cones d’indice 1. Dans la section suivante, on montre qu’étant donné
un résau de rang fini N et un cone fortement convexe 0 C Ng = N ®z R,
tout sous-semigroupe S C o N N possede un unique ensemble minimal de
générateurs [Proposigao 2.9]. On voit, en particulier, qu’un tel ensemble mi-
nimal de générateurs est caractérisé comme étant l’ensemble minimal dans
S\ {0} par rapport a un certain ordre partiel de ¢ N N induit par 'opération
de N. Pour finir ce chapitre on étudie les cones qui possedent au moins un
mur (c’est-a-dire, une face de codimension 1) réguliere, qui seront appelés
cones standards. Apres avoir fixé un mur régulier d’'un cone standard o et
une base qui contienne les générateurs extrémaux de ce mur, le cone o est
représenté par o = s(aq,...,a,) ou les a;’s sont les coordonnées du vecteur
extrémal qui n’appartient pas au mur régulier. On montre, en particulier,
que la variété torique qui correspond au cone standard o est un quotient

cyclique de type i(al, .y an_1,—1) (voir [Proposigao 2.14]).

Dans le chapitre 3 on aborde le probleme de la terminalité de variétés tori-
ques, surtout dans le cas affine. Dans la premiere section on rappelle quelques
résultats connus en dimension 3 et 4. Ensuite on montre que la classification

des variétés toriques terminales en dimension n peut étre réduite au cas Go-
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renstein. Plus précisément, on montre que tout cone terminal de dimension
n correspond a un cone terminal de dimension n+1 et d’indice 1 [Proposigao
3.6]. En plus, on verra que sous certaines conditions, la terminalité d’un cone
d’indice 1 correspond a la terminalité de deux de ses faces [Proposigao 3.7].
En appliquant ces résultats au cas des quotients cycliques, et en particu-
lier aux cones standards, on obtiendra quelques familles de variétés toriques
terminales en toute dimension [Teorema 3.12]; ceci généralise quelques cas
importants parmi ceux en dimension 3 et 4 qui ont été donnés au début.
Pour finir, dans [Proposi¢ao 3.14] on montre que la terminalité d'un éventail
obtenu par subdivision élémentaire d'un cone régulier, correspond a la ter-
minalité d’un unique cone standard ou, de maniere équivalente, d’'un unique

quotient cyclique.

Le chapitre 4 est dédié a 1’étude des désingularisations et ”diviseurs es-
sentiels”sur des variétés toriques. On donne une description d’une partie
des travaux de Bouvier et Gonzalez-Sprinberg [BG1],[BG2] ainsi que ceux de
Ishii et Kollar [IK]. Etant donnée une famille F de morphismes propres et
birationnels sur une variété X on définit les notions de diviseur F-essentiel et
composante F-essentielle qui incluent, comme cas particuliers, les différents
types de diviseurs essentiels considérés dans [BG1],[BG2| et [IK].

Il résulte des travaux cités ci-dessus que si ¢ C N est un cone for-
tement convexe et F est la famille des désingularisations toriques de X,
alors ’ensemble des diviseurs F-essentiels correspond au systeme minimal
de générateurs G, du semigroupe o N N et 'ensemble des composantes F-
essentielles au systeme minimal de générateurs S? du sous-semigroupe de
o N N constitué par les éléments qui sont a l'intérieur d'une face singuliere
de 0. Motivés par ceci, on dédie la section 4.3 a I’étude des propriétés de S°

et son rapport avec G,.

Dans la derniere section du chapitre on se concentre sur la question de
I'existence, c¢’est-a-dire, I'existence de subdivisions régulieres d'un cone o qui
ne contient, en tant que vecteurs extrémaux, que les éléments de G,. On

s'intéresse au cas des variétés toriques Gorenstein, Q-factorielles et termina-
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les de dimension 4. Plus precisément, inspiré d'un exemple important donné
dans [BG2], on montre [Teorema 4.16] qu’a isomorphismes pres, les seuls
cones dont la variété torique associée satisfait les propriétés ci-dessus et ad-
met une G-désingularisation, sont ceux de la forme o = s(1,1,7 — 1,r), de

plus, cette désingularisation est unique.

Finalement, dans le chapitre 5 on donne une application des résultats
précédents a 1’étude des transformations élémentaires. Pour commencer on
donne brievement une description des contractions extrémales dans le sens
de Mori. Plus précisément, on énonce sans démonstration les Théoremes
du Cone et de la Contraction dans le cas torique; ce dernier classifie les
contractions dans les trois types fibrée, divisorielle et type flip. Ensuite,
étant donné une variété de Fano torique F' avec nombre de Picard p(F) =1
et un éclatement élémentaire £ — F' de un point x € F' fixe par I'opération
du tore, on décrirons le cone fermé de courbes ou cone nef associé a E aussi
bien que les contraction extrémales de cette variété, en termes de relations
lineaires entre les elements de le squelette associée a E. (voir [Proposigao
5.8]); ceci constitue une analyse des transformations élémentaires obtenues a
partir de F' par composition de 'inverse de ’éclatement élémentaire composé

avec la contraction élémentaire.

Pour finir, on analyse la terminalité de E dans le cas particulier ou la

variété de Fano est l'espace projectif P".
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Capitulo 1

Conceitos e Definicoes

Preliminares

1.1 Generalidades de Geometria Algébrica

Esta secao tem por objetivo introduzir a terminologia associada as nogoes
bésicas de geometria algébrica que utilizaremos ao longo do texto, assim

como fixar algumas notagoes. Nossas referéncias principais sao [Har], [Ful].

Uma variedade algébrica, ou simplesmente variedade, ¢ um esquema in-
tegral X que é separado e de tipo finito sobre C. Salvo mengao explicita X
serd uma variedade normal, isto é, para todo x € X o anel local Ox , de x ¢
integramente fechado; além disso, se x é um ponto de codimensao 1, entao o

anel local Ox, ¢ um anel de valorizagao discreta.

Uma subvariedade de X é um subesquema fechado de X, que é integral

separado e de tipo finito, mas nao necessariamente normal.

Denotamos por Sing X ao conjunto singular de X , ou seja, ao conjunto
formado pelos z € X tais que o anel local Ox, nao ¢é regular. X ¢ dita lisa

ou nao singular se Sing X ¢é vazio.



Um divisor de Weil em X é uma combinacao linear formal

D = ZS: a; Vi,
i=1

onde a; é um ndimero inteiro e V; é uma subvariedade (irredutivel) de co-
dimensao 1 em X, para todo ¢ = 1,...,s. Denotamos Div(X) o grupo de

todos os divisores de Weil em X.

O divisor de zeros e polos de uma funcao racional nao nula f : X --» C
¢ o divisor
div(f) := Z ordy (f)V,
vex
onde o somatoério é tomado sobre todas as subvariedades irredutiveis V' C X
de codimensao 1 e ordy(f) é calculado em termos da valorizagdo associada
ao anel de valorizagdo discreta Oy . Todo divisor da forma div(f) é dito

divisor principal .

Um divisor D € Div(X) é dito divisor de Cartier ou divisor localmente
principal se existe uma cobertura finita por abertos X = [JU; tal que a
restrigao D|y, de D a U; é um divisor principal. Denotamos CDiv(X) o

subgrupo formado pelos divisores que sao de Cartier.

Dois divisores D e D' em Div(X) sao linearmente equivalentes , e escre-

vemos D ~ D', se D — D’ é principal.

O grupo de classe C1(X) e o grupo de Picard Pic(X), podem ser respecti-
vamente definidos como os quocientes de Div(X) e de CDiv(X), pela relacao

de equivaléncia linear.

Seja C' uma curva em X, isto é, uma subvariedade de dimensao 1. Se D €
CDiv(X) é um divisor de Cartier com D|y, = div(f;) para uma cobertura
finita de abertos X = UU; e f; : X --+ C é uma funcao racional cuja restricao

filc a C' é uma fungao racional bem definida e nao nula em C, para todo i.



Entao D define um divisor de Cartier em C
Dlc =) n;P.

Neste caso, o numero de intersecao de D com C' é definido como

D-C::Zni.

Se D’ é outro divisor em X com D' ~ D e D’ - C bem definido, entao
D.-C=D"-C. Por fim, se [D] € Pic(X) podemos escolher D' na classe, de
[D] para o qual D" - C' bem definido, com efeito, basta somar a D um divisor

principal adequado. O nimero de interse¢ao de [D] com C pode ser definido

como [D]-C=D"-C.

Um divisor de Weil D é dito Q-Cartier se existe um inteiro » € N tal
que rD é um divisor de Cartier . Uma variedade algébrica (normal) X ¢ dita

Q-fatorial se qualquer divisor de Weil em X é Q-Cartier.

Um divisor de Cartier D em X é muito amplo se o conjunto de secoes
globais do feixe invertivel O(D) associado a D, define um mergulho de X
num espago projetivo. Mais precisamente, se I'(X,O(D)) = {fo,..., fn} é 0

conjunto de segdes globais de O(D), a aplicagao racional

(fo:- -t fn): X ——» PN

¢ uma imersao fechada. Diz-se que D é amplo se existe um inteiro positivo

m tal que mD ¢é muito amplo.

Seja X uma variedade de dimensao n. Se x € X é um ponto fechado, Ox ,
¢ regular de dimensao n se e somente se 0 Ox -moédulo 2x , de diferenciais

de Kaelher é livre de posto n; neste caso, o produto exterior

n
WXz = /\ QX,x = OX,:vwx

=1



é livre de posto 1, onde w, é uma n-forma definida numa vizinhanca U, de
z. Se z,y € X sao pontos fechados tais que U, N U, # 0 temos w, = fw,
onde f = ;—z : X --» C ¢ uma funcao racional bem definida em U, N U,,
isto é, fiw, = fyw,. A familia (U,, f,) define um divisor de Cartier em
X \ Sing X, chamado um divisor canonico em X \ Sing X. Por abuso de
linguagem, qualquer divisor linearmente equivalente a um divisor canonico
chama-se o divisor canonico em X \ Sing X, que denotaremos por K x\ging x -
Finalmente o fecho de Zariski em X deste divisor é o divisor candnico Kx

de X, que nao é necessariamente de Cartier.

No caso em que o divisor canonico Kx é Q-Cartier dizemos que a varie-
dade X é Q-Gorenstein e o menor inteiro j para o qual j Ky é um divisor de
Cartier é dito indice de X. Quando o indice de X é igual a 1 dizemos que

a variedade X é Gorenstein .

Seja f : Y — X um morfismo birracional entre variedades normais. O
conjunto formado pelos y € Y onde f nao é um isomorfismo local é dito con-
junto excepcional de f e serd denotado por Exc(f). Dizemos que o morfismo
f € divisorial se todas as componentes irredutiveis do conjunto exepcional de
f tiverem codimensao 1, ou seja, se Exc(f) é o suporte de um divisor em Y.

Em particular, se X é Q-fatorial entao f é sempre divisorial.

Seja X uma variedade singular. Um morfismo proprio e birracional
f Y — X é dito uma resolucio de singularidades ou uma dessingula-

rizacao de X se Y é uma variedade algébrica nao singular e a restrigao

Y\ f71(Sing X) — X \ Sing X é um isomorfismo.

Definicao 1.1. Uma variedade algébrica Q-Gorensntein X ¢ dita terminal
(resp. candnica) se existe uma dessingularizagdo f : Y — X tal que a

formula da ramificagao associada
Ky = f"(Kx) + Z%’Ei

satisfaz a; > 0 (resp. a; > 0 ), onde {E;} é o conjunto dos divisores excepci-

onais primos de f.



1.2 Geometria Convexa

Nesta secao apresentaremos alguns conceitos e resultados basicos de ge-
ometria convexa, que de certo modo formam os alicerces da teoria de varie-

dades téricas. As principais referéncias desta secao e da secao subesquente

sao: [Da3|, [Ew], [Fu2], [GLMS] e [KKMD].

No que segue, N denotarda um reticulado, ou seja, um Z-mdédulo livre de
posto n > 2 e M denotara seu reticulado dual Homgz(N,Z). Dado um corpo
k as extensoes M ®z k e N ®z k serao denotadas respectivamente por M}, e
Ni. Em particular, a aplicagdo canoénica (,) : M X N — Z, (u,v) := u(v)

se estende naturalmente a (,) : Ny x My — k.

1.2.1 Cones

Um cone (poliedral racional) é um conjunto o C N formado pelas com-
binagoes lineares nao negativas de um nimero finito de vetores vy, ...,v, € N
e escrevemos o := (vy,...,v,). Fixados, um reticulado N como acima e um
cone poliedral racional ¢ € Ng, faremos um abuso de linguagem dizendo
que o é um cone em N para destacar que o conjunto de geradores de o é
tomado em N. Além disso, salvo mencao explicita do contrario, quando nos

referirmos a um cone estaremos supondo que ele é poliedral e racional.

Um cone o em N é dito simplicial se ele admite um conjunto R-linearmente
independente de geradores. Se além disso, um conjunto de geradores de o
for parte de uma base de N entao o sera dito regular. Um cone nao regular

¢é também chamado de cone singular.

Dado um cone o C Ny definimos a dimensao dim o (resp. codimensao
codim o) de o como sendo a dimensao (resp. codimensao) do espago vetorial
Ro C Ny gerado por o. Além disso, definimos o interior relativo into e a
fronteira relativa por do como sendo, respectivamente o interior e a fronteira

de o no espago vetorial Ro.



Dado um cone ¢ € Ny denotaremos por ¢ ao conjunto formado pelos
vetores u € My tais que (u,v) > 0 para todo v € 0. Verifica-se que ¢ é um

cone em Mg, o qual chamaremos de cone dual de o.

Uma face de um cone o é um conjunto do tipo 7 = ¢ Nu*, onde u € o’ e
ut = {v € Ng : (u,v) = 0}. Neste caso, denotamos 7 < 0. Claramente o é
face dele mesmo e é dita face impropria de o, as demais faces de o sao ditas
faces proprias. Verifica-se que toda face também ¢é um cone e que toda face

de uma face também é uma face.

Um cone 0 C Ny é dito fortemente convexo se para todo v € ¢, nao nulo,
temos —v ¢ 0. Verifica-se que o é fortemente convexo se, e somente se, Ro”

gera Mpg.

Dado um reticulado N, um elemento v € N ¢é dito vetor primitivo se
av ¢ N para todo a € (0,1). Se o é um cone fortemente convexo em N,
diremos que um elemento primitivo v € ¢ N N é um vetor extremal de o se
v gera uma face de dimensao 1 de . O esqueleto de o é o conjunto sk'o
formado pelos vetores extremais de o. Claramente sk'c é o menor conjunto

de geradores em N de o.

Se 0 é um cone fortemente convexo em N, definimos a multiplicidade
mult(o) de o como sendo o indice do subgrupo gerado por sk'o no reticulado
N, := N NRo. Definimos também o paralelepipedo fundamental de o como

sendo o conjunto

Par, :={ve Ng:v = Z ayw, 0<a, <1}

wesklo

Por simplicidade denotaremos o conjunto Par, NN \ {0}, dos pontos inteiros

nao nulos de Par, por P,.

Um semigrupo é um conjunto S, munido de uma operacao binaria, co-

mutativa e com elemento neutro.

Proposicao 1.2. Seja um cone o em N. Com as notagoes acima temos:



i) (Lema de Gordan) O conjunto cNN € um semigrupo finitamente gerado

com a operacao induzida por N;

i) Se o € fortemente convexo, entao existe um unico conjunto gerador G,
do semigrupo o N N que esta contido em qualquer outro conjunto de

geradores de 0 N N. Mais ainda, G, pode ser descrito como
Gy, ={v € oNN\{0} : v = v1+vy com vy,v3 € oNN = v; =0 ou vy = 0}

e vale
sklc ¢ G, C P,Usklo:

11) Se o € simplicial entdo
mult(o) = card(P,) + 1 = |det(col(vr, ..., v,)) |-
Em particular temos que

o ¢ reqular & mult(oc) =1 < P, =) & sk'o = G,.

Demonstragao: Para os itens 1) e 4ii) ver, por exemplo, [Fu2, pag. 12,
Prop 1] e [GLMS, pdg.19, Lemme 1.37], respectivamente. O item ) serd

provado com maior generalidade na secao 2.2. |

O conjunto G, definido na proposicao acima é chamado de sistema mi-

nimal gerador ou base de Hilbert do semigrupo o N N.

Dois cones 0 C N e 7 C N’ sao isomorfos se existe um morfismo de
reticulados ¢ : N — N’ tal que a extensdo pg satisfaz pg(c) = 7 e cuja

restricao ¢, . : Ro NN — R7 N N’ é um isomorfismo de reticulados.

Se 0 C Nr é um cone fortemente convexo de dimensao n = dimNg
diremos que o tem indice finito quando existem: um elemento m € o N M

e um inteiro positivo r de modo que (m,v) = r para todo v € sk'oc. O



menor inteiro positivo r batizando esta condicao é dito indice de o e neste
caso definimos ¢, := %m € 0N Mg.

Definigao 1.3. Um cone o C Ny de indice finito é dito terminal (resp.
canonico) se ({,,v) > 1 (resp. ({,,v) > 1) paratodov € cNN\(sk'cU{0}).

Para verificar que um dado cone de indice finito é terminal (resp. canonico)
basta verificar que (¢,,v) > 1 ou (resp. > 1) para todo v € C'\ sk'c onde C
¢ qualquer conjunto de geradores do semigrupo o N N. Isto decorre dirreta-
mente de que /¢, é nao negativa em o N N. Normalmente um bom candidato
é o conjunto P, pois, em geral, P, U sk'c é um dos conjuntos geradores de

o N N mais simples de se calcular.

Um politopo em N é o fecho convexo de um conjunto finito em Ng.
Dizemos que um politopo K C N é elementar se K = conv(vy,...,vs) e
KNN={v,...,vs}.

Uma caracterizacao de cone terminal é dada pelo lema abaixo.

Lema 1.4. Seja o um cone de indice finito, com esqueleto sk'c = {vy, ..., vs}.
Entao o € terminal se, e somente se, o politopo conv(0,vq,...,vs) € elemen-
tar.

1.2.2 Leques

Dado N um reticulado de posto finito, um leque em N (ou em Ng) é
uma familia finita > de cones fortemente convexos em Ny com as seguintes

propriedades:
i) sec €Y eT <o0entdoT €
1) se 0,07 € ¥ entdo o No’ é face de o e de 0.

Dado um leque ¥ em N, denotaremos por X* (resp. ™) ao subconjunto
de X formado pelos cones de dimensao k (resp. maxima) e denotaremos por

Sing ¥ ao conjunto dos cones singulares de .



O suporte |X| e o esqueleto sk'S de X sdo os conjuntos formados respec-
tivamente, pela reuniao dos cones e pela reuniao dos esqueletos dos cones, de
3, 1.6

|X| = U o e sk'Y= U sklo.

oeY gEY

Um elemento v € sk'Y é dito um vetor extremal de X .

Um leque ¥ sera dito simplicial, regular, canonico, ou terminal se to-
dos seu cones tiverem a respectiva propriedade. Diremos também que X é

completo se |X| = Ng.

Defini¢ao 1.5. Um leque 3 é dito uma subdivisao de ¥ se |X| = |¥'| e para
cada o> € ¥/ existe um cone o € X tal que o> C 0. Neste caso escrevemos
¥ < Y. Uma subdivisao de um cone o é uma subdivisdo do leque formado

pelas faces de o. Dizemos que X/ é subdivisao elementar de ¥ se
rYxY<Y = Y=Y ou ¥=Y.

Se além disso, sk'Y = sk'Y U {v}, com v ¢ sk'¥, entdao ¥’ é dita sub-
divisao elementar centrada em v e denotamos ¥’ = Y,. Por simplicidade

escreveremos Y, ., = (2,)y. Note que podemos ter X, ,, # Xy .

1.3 Variedades Toricas

Nesta se¢ao, apresentaremos a definicao de variedade torica a partir de
cones ou leques. Também descreveremos algumas propriedades das varieda-
des toéricas e de objetos relacionados a estas em termos dos objetos convexo

combinatoérios associados.

1.3.1 Construcao de Variedades Todricas Via Cones e

Leques

O conceito de variedade torica é definido a partir das nogoes de cones, no

caso afim e de leques no caso geral. Comegaremos pelo caso afim.



Dados, um reticulado N e um cone o C Ng, considere a C-algebra C[S,],

gerada como C-espaco vetorial pelo conjunto de simbolos
{X":me S, =cnM},

de modo que a multiplicacao em C[S,] é induzida pela adi¢do em M através
da relacao x™.x™ = x"™*™. Como S, é um semigrupo de tipo finito, pelo
lema de Gordan, segue que C[S,] é uma C-élgebra de tipo finito e portanto
define uma variedade algébrica afim X, y := Spec C[S,], chamada variedade
torica afim associada ao cone o e ao reticulado N. Quando nao houver
ambigiiidade com relagao ao reticulado N denotaremos a variedade acima

simplesmente por X,.

A principio, poderiamos definir a variedade térica associada ao cone o
como o espectro de C[cNN], o que na defini¢ao precedente corresponde a X,
porém verifica-se uma melhor correlagao entre as propriedades de Spec C[o'N

M] e aquelas de o.

Como é feito usualmente, chamaremos de pontos de X, apenas aos pontos
fechados de Spec C[S,], ou seja, aos elementos de M spec C[S,]. Isso se justi-
fica, pois, como C ¢ algebricamente fechado, podemos recuperar a estrutura
de esquema de X, a partir do conjunto de seus pontos fechados (ver [Har]
prop 4.10.). Em funcao disso, frequentemente faremos um abuso de notagao
escrevendo X, = M specC[S,].

Pela Nullstellensatz, verifica-se também que o conjunto de pontos de X,

se identifica com
M specC[S,] = Homeg_ay(C[S,], C) = Homg, (Sy, C),

onde Homsgy,(S,, C) é entendido como sendo o conjunto dos homomorfismos
de semigrupo que levam 0 em 1. Em particular, dado u € M, o elemento
X" € C[S,] é, por definicdo, uma funcao regular em X, = Homg, (S5, C),

cuja imagem em z € X, é x*(z) = x(u).
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Quando o cone ¢ = W C Ng é um subespaco vetorial a variedade térica
afim associada ¢ chamada de toro algébrico e serd denotada por Ty, n ou Ty .

No caso em que W = {0} denotaremos Tjoy,y simplesmente por T ou 7.

Se 0 = W é um subespaco vetorial de Ni temos as seguintes identificagoes
Tw = Homg,(W-N M,C*) = (N/wnn) @z C* = (C*)4,

onde d = dimW= e o ltimo isomorfismo é obtido a partir de um isomorfismo

entre N/wnn e Z%. Se dim Ng = n temos
T = Homgy,(M,C*) = N ® C* = (C")".

Se 7 é uma face de o entao existe u € o'tal que 7 = cNut. Logo FNM =
0N M + Zu e temos C[S;] = C[S,]y«. Donde segue que X, é um aberto
principal de X,. Em termos de homomorfismo de semigrupo, a inclusao
de X; em X, ¢ obtida através da restricao x|, de cada homomorfismo de
semigrupo x : S; — C. Em particular, o toro algébrico T,~(_,) ¢ um aberto
denso de X, e portanto temos dimX, = dimo. Ainda, x*, u € M sao

funcoes regulares em T,n(_,) e portanto, fungoes racionais em X,.

Se o é um cone nao fortemente convexo em N entao podemos escrever
oc=0+W,onde W =0N(—0) e o’ éum cone fortemente convexo. Neste
caso temos o = (0°)’ N W=, Por outro lado, o reticulado N se decompoem
da seguinte forma N = N’ & N” de modo que 0y C Ny e W = N"g. Pondo
M' = Hom(N',Z) temos M{, = W+, assim, considerando agora o cone dual
de 00 em My temos 0 = (o), donde segue que X,y = X,. nv. Com isso,
sempre podemos reduzir o estudo das variedades toricas afins ao caso onde

0 cone associado ¢é fortemente convexo.

Dado um leque ¥ em N, definimos a variedade torica associada Xy, como
sendo a variedade algébrica obtida a partir da colagem de todos os X,, com
o € X, em suas faces comuns. Mais precisamente, se o,7 € X, identificamos
X, N X, com X,~;. Em particular, uma variedade toérica afim X, coincide

com a variedade térica Xy, onde X é o leque formado pelas faces do cone
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0. O Lema de separagao [Fu2, §1.4] mostra que o esquema definido por esta

colagem ¢é separado.

1.3.2 Acédo do Toro e Suas Orbitas

Abaixo descreveremos como a acao natural do toro algébrico se estende
a uma acao na variedade toérica que o contém como aberto denso. Também
apresentaremos algumas propriedades das drbitas associadas a esta acao.
Para isso, utilizaremos a interpretacao dos pontos de uma variedade torica

como homomorfismo de semigrupo.

O toro algébrico T' = Hom,, (M, C*) tem uma estrutura natural de grupo
com a operacao definida da seguinte maneira: Se t,t' € T entao t.t' é o

elemento de Hom,, (M, C*) que satisfaz
t.t'(m) :=t(m).t'(m) paratodo m € M.

Se ¢ é um cone fortemente convexo, entao a acao de T' em T definida
pela operacao acima se entende de maneira tnica a uma acao de T em X,

através da aplicacao
TxX, — X,, (t,x)— tux,

onde para cada t € T e z € X,, o elemento t.x € Homg,, (S,,C) é definido
por
t.x(m) :=t(m).x(m) paratodo m € a'N M.

Mais geralmente, se Xy é uma variedade térica associada a um leque X
qualquer, entao a acao de T' em cada aberto X, é compativel com a colagem
nas faces comuns e portanto a operacao de 7' como grupo se estende de

maneira Unica a uma agao de 7" em Xy.

Com isso temos a seguinte caracterizagao de variedade térica ( ver [Sul).

Proposicao 1.6. Seja X ¢ uma variedade algébrica separada e normal
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sobre C que contém um toro algébrico T como aberto denso e tal que a a¢ao
natural de T em si mesmo se estende a uma a¢ao de T em X. FEntao X €

uma variedade torica.

Passaremos a descricao de algumas propriedades de alguns conjuntos 7-

invariantes de uma variedade térica, notadamente as T-Orbitas.

Dado um cone fortemente convexo em N, considere o elemento de X, =

Homyg, (S5, C) dado por

To(u) :=

1 se ue€otnNM
0 caso contrario.

O elemento z, é chamado de ponto distinto de X,.

Proposicao 1.7. Seja X um leque em N.

i) Para cada cone o € X a T-drbita orb(o) = orb(z,) := {t.x, : t € T} do
ponto distinto x, esta contida em X, e se identifica com o toro algébrico
Tre = Hom (ot N M,C). Em particular, temos dim orb(c) = dim o*;

i) orb(o) nao contém nenhum outro ponto distinto x, diferente de x, e

portanto existe uma bijecdo entre ¥ e o conjunto das T-orbitas de Xx;

411) Para 0 € X, o aberto X, de Xy, € formado pela unido disjunta das

orbitas orb(t) tais que T < o;

tv) Para o, € ¥ temos que T € face de o se, e somente se, a drbita orb(o)
estd contida no fecho Zariski V(7) := orb(r) da drbita orb(t). Em

particular, a unica T-orbita relativamente fechada em X, é orb(o);

A proposicao abaixo caracteriza o conjunto de pontos singulares de uma

variedade térica.

Proposicao 1.8. Seja 0 um cone em N, entdo a variedade torica afim X,

¢ singular se, e somente se, o € um cone singular. Neste caso, o conjunto
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singular de X, € formado pela unidao das drbitas orb(T) tais que T € face

singular de o, ou seja,

Sing X, = U orb(r).

T singular, T<o

Mais geralmente, se Y2 é um leque em N, entao o conjunto dos pontos singu-

lares de Xx, € dado por

Sing Xy, = U orb(T).

T singular, TEX

Em particular, uma variedade torica afim X, € reqular se, e somente se, o €

reqular. Neste caso X, € isomorfa a C? x C*"~%, onde d = dimo.

Corolario 1.9. Sejam o um cone fortemente convexo em N e X, a varie-

dade torica afim associada.

i) X, € reqular se, e somente se, o € reqular. Neste caso X, € isomorfa

a Cx C*"? onde d = dimo.

i) X, tem singularidade isolada se, e somente se, o € singular e todos 0s

muros de o sao requlares.

O {tem 4¢) do corolario acima motiva a seguinte

Definicao 1.10. Um cone singular ¢ é de singularidade isolada se todo

muro de ¢ é um cone regular .

1.3.3 Divisores

Dada uma variedade torica Xy, associada a um leque > em N, denotare-
mos por Divy Xy (resp. CDivyXy) ao conjunto dos divisores de Weil (resp.
Cartier) em DivXy que sdo T-invariantes. Fixado um elemento v € sk'Y,

denotaremos por D, ao fecho Zariski V ((v)) em Xy, da drbita orb((v)).
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Segue da Proposicao 1.7 acima que D é um divisor primo T-invariante de
Xy, se, e somente se, D = D, para algum v € sk'Y. Disso concluimos que

Divy Xy é um Z-médulo livre, de posto card (sk'Y), dado por

Divp Xy = @ 7Z.D,.

veEsklY

Além disso, temos a decomposicao

Xs\T= |J D.

vEskly

Dado v € M, x* é uma fungao regular em 7', e portanto, uma funcao
racional em Xy. Verifica-se (ver, [Fu2, §3.3]) que o divisor de zeros de polos
de x* é dado por

div(x*) = Z u(v)D,.
vesklS
Se ¢ nao é maximal, entdo div(x*) e div(x*) coincidem em X, se, e somente

se, u —u' € o N M =: M(c). Disso segue que todo divisor de Cartier em

X, corresponda a elementos de % e portanto, temos a identificacao
M
CDivr Xy, = lim——.

Na proposicao abaixo descrevemos o divisor canonico associado a uma
variedade torica e caracterizamos algumas propriedades destas em termos

das propriedades dos leques associados.

Proposicao 1.11. Seja ¥ um leque em Ng e seja X = Xx a variedade

torica associada. O divisor canonico de X € dado por

Ky =— Z D,.

veEskly

E temos as sequintes equivaléncias:

i) X é uma variedade completa < o leque X2 € completo ;
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1) X € uma variedade Q-fatorial < todo cone o € ¥ € simplicial ;
411) X € uma variedade Q-Gorenstein < todo cone o € X tem indice finito;
) X € uma variedade Gorenstein < todo cone o € ¥ tem indice 1;

v) X € uma variedade terminal (resp. candnica) < todo cone o € ¥ €

um cone terminal (resp. canénico).

Demonstragao: Ver por exemplo, [Oda, Thm. 1.11] para o item i) e [Mat,

Prop. 14-3-1] para os demais {tens. |

1.3.4 Morfismos e Aplicagoes Birracionais Téricas

Sejam X e X' duas variedades téricas contendo respectivamente os to-
ros T e T' como abertos densos. Dizemos que um morfismo f: X — X' é
equivariante (com respeito a T' e T") se f(tz) = f(t)f(x) para todo t € T e
todo x € X. Um morfismo equivariante entre variedades téricas é também

chamado de morfismo torico.

Sejam o e 0’ cones em N e N’ respectivamente. Entao existe um morfismo
torico f : X,, — X, se, e somente se, existe um morfismo de reticulados
¢ : N'"— N tal que pr(0) C 0. Neste caso, f e ¢ sao obtidos um do outro

através da seqiiéncia de aplicacoes induzidas:

o NN L 6NN ew oNME e &AM
o C[Sa} - C[SU’]
X, Lox,

Em particular temos:

1) f é um morfismo térico birracional se, e somente se, ¢ induz um iso-

morfismo entre os reticulados Ro> N N’ e Ro N N;
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i) f é uma imersao fechada se, e somente se, ¢ induz um isomorfismo

entre os reticulados Ro> NN’ e Ro N N e pgr(0’) é face de o.
Mais geralmente temos

Proposigao 1.12. Sejam X e X/ leques em N e N' respectivamente, satis-
fazendo R|X| = Ng e R|Y!| = N§. Existe um morfismo torico f: Xs» — Xy
se, e somente se, existe um morfismo de reticulados ¢ : N' — N tal que para

todo o € ¥/ existe 0 € ¥ satisfazendo pr(0’) C . Neste caso:
i) f € um morfismo birracional se, e somente se, p € um isomorfismo;

ii) f ¢ um morfismo préprio se, e somente se, wg'(|¥']) == ||

Pela Proposicao acima, nao ha perda de generalidade em restringir o
estudo dos morfismos birracionais entre variedades toricas ao caso em que
os reticulados coincidem. No que segue apenas consideraremos leques num
mesmo reticulado N. Neste caso, a menos de mencao explicita do contrario,

o morfismo ¢ da Proposicao acima ¢é a indentidade.

A seguinte Proposigao, descreve o conjunto excepcional de um morfismo

torico associado a uma subdivisdo.

Proposigao 1.13. Seja X um leque em N e seja X' uma subdivisao de 3.
Entao o conjunto excepcional Exc(f) do morfismo associado f : Xy — Xx

¢ formado pela uniao das drbitas orb(o”) tal que o> € X'\ X, ou seja,

Exc(f) = U orb(o’).

o eX\X

Definicao 1.14. Uma desingularizagao f : X — Y é dita dessingularizacao

torica se f é um morfismo térico.

Como sabemos, uma desingularizagao f : X — Y é um morfismo proéprio
e birracional com X regular e tal que o conjunto excepcional Fxzc(f) de f

coincide com a imagem inversa f~!(SingY") do conjunto singular de Y. Deste
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modo, como consequéncia das Proposicoes 1.8, 1.12 e 1.13 temos a seguinte:

Proposigao 1.15. Seja ¥/ € uma subdivisao de ¥. Entao o morfismo torico
associado f : Xsy — Xx € um morfismo proprio e birracional. Além disso,
' € uma subdivisao reqular de 3 se, e somente se, o morfismo [ é uma

dessingulariza¢ao torica de Xx.

Definicao 1.16. Um morfismo torico f : Xsy — Xy é dito elementar se
37 é uma subdivisao elementar de ¥. Quando X' = ¥, é uma subdivisao
centrada em v, também dizemos que f é uma explosao elementar ou uma
explosao ponderada. Mais geralmente, uma aplicagao birracional entre vari-
edades toricas ¢ : X --» Y é dita uma transformacao elementar entre X
e Y se 1 é um morfismo elementar ou a aplicacao inversa de um morfismo

elementar.

1.4 Variedades Quociente

1.4.1 Generalidades

E bem conhecido que as variedades toricas Q-fatoriais afins correspondem
as variedades obtidas como quociente de C" por um grupo abeliano finito
que age linearmente em C". Em [Fu2, section 2.2] se trata o caso ciclico
com algumas indicac¢oes para o caso geral. Nesta secao faremos uma apre-
sentacdo detalhada deste resultado (Teorema 1.20) e estudaremos algumas

propriedades relacionadas.

Como estamos interessados em grupos que agem linearmente em C", po-
demos naturalmente supor que o grupo em questao ¢ um subgrupo do grupo
geral linear GL(n,C) com a acdo induzida por este. SL(n,C) C GL(n,C)
denota o grupo especial linear, formado pelas matrizes com determinante

igual a 1. Consideramos o Tg ou Tf ao toro real
Tr =Tg ={(21,...,22) : 2| =1, i=1,...,n} C (C")" C GL(n,C).
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Seja G um subgrupo finito de GL(n,C). A acao natural de GL(n,C) em
C™ induz uma agao de G em C". O conjunto C"/G, formado pelas érbitas

desta acao tem estrutura natural de variedade algébrica afim dada por
C"/G = SpecC[X1,. .., X,]°,

onde C[X7, ..., X,]¢ é a C-dlgebra formada pelos polinomios f € C[ X1, -, X,)]
tais que f(g.p) = f(p) para todo g € G e p € C".

Definicao 1.17. Uma variedade X é dita variedade quociente se X é iso-
morfa a C"/G onde G é um grupo finito. Dizemos que X é um quociente

abeliano (resp. ciclico) se G ¢ um grupo abeliano (resp. ciclico).

Na Proposicao 1.19 abaixo resumiremos algumas propriedades das varie-

dades quociente (ver [Pr, §3 ]). Antes precisamos de uma definicao.

Definigao 1.18. Um elemento g € GL(n,C) é dito uma pseudo-reflexdo se
o posto de g — Id for igual a 1. Um subgrupo finito G de GL(n,C) é dito

pequeno se ele nao contém pseudo-reflexoes.

Proposicao 1.19. Seja G um subgrupo finito de GL(n,C). Seja p : C* —

C"/G a aplicagao quociente. Entao
i) SingC"/G = {p(2) : g.z = z para algum g € G\ 1d};
i) C"/G € lisa & C"/G ~C" & G € gerado por pseudo-reflexdes;

#11) Se C"/G ¢€ singular entdo existe um grupo pequeno G' C GL(n,C) tal
que C"/G ~ C"/G";

w) Se G e G' sao subgrupos pequenos de GL(n,C) entio C"/G e C"/G’
sao variedades isomorfas se, e somente se, G e G' sao subgrupos con-

Jugados.
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1.4.2 Quocientes Abelianos

Seja X um quociente abeliano. E bem conhecido que todo grupo abeliano
finito de GL(n,C) é conjugado a um subgrupo de T} (ver por exemplo |,
]). Desta forma, pela Proposi¢ao 1.19, podemos supor que X = C"/G onde

G C Tg é um grupo finito sem pseudo reflexoes.

Considere o epimorfismo
. n 2rx1v—1 2T/ —1
Exp:R" - Tgr, (1,...,2,)— (V71 . e )

e defina Ng := Exp~!(G). Com isso, temos uma seqiiéncia exata de grupos
abelianos
7" — NG - G,

O grupo N¢g é um reticulado de posto n. De fato, se a ordem de G é r,
verifica-se que as coordenadas de cada elemento de Ng sao niimeros racionais
cujo denominador pode ser escolhido como sendo 7, em outras palavras, Ng
¢ um subgrupo do reticulado (%Z)”, donde segue que Ng também ¢é um

reticulado de posto n.

Teorema 1.20. Seja X uma variedade torica afim. X € Q-fatorial se, e

somente se, X € um quociente abeliano.

Demonstragao: Seja X = C"/G um quociente abeliano. Entao, como
mencionado anteriormente, podemos supor G C Ty e temos uma seqiiéncia
exata de grupos abelianos Z" — Ng — G induzida por Ezp : R" — Tg.
Sejam M = Hom(Z",Z) e Mg := Hom(Ng,Z). Sejam {ey,...,e,} e
{ei,...,e;} C M a base candnica de Z" e sua base dual respectivamente.

Defina o := (ey,...,e,) C Ngg. Vamos mostrar que C"/G = X, ...

Como o é regular em Z" temos C" = Mspec C[M N o). A agdo de G em C"
define uma agao de G em C[M N o], que no caractere x* € C[M N o] é dada
por

g.x" = ezﬂumﬁxu onde v € Exp '(g).
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De fato, suponha u = bjej +--- + bye;, € M No. Para g € G tome v =

aie; + -+ aye, € Exp~t(g). Assim se x = (xq,...,7,) € C" temos

u b bn 2ma —1 2many/—1
X“(g.x) = X{t . XD (e Y Ty, L, T T )
= eZr(arbitotanbn)y _lel X (. )

— eQW(u,v)leXu (l‘) )

Basta mostrar que C[M No]% = C[MgN o). Como Z" C Ng temos Mg C M
e portanto C[Mg N o] C C[M N o). Para a outra inclusao note que

x“ € C[MNol% & x* = 2 wuV=lyu paratodo v € Ng
< (u,v) € Z paratodo v € Ng
SueMgnNo
< x" € C[Mg N oal.

Reciprocamente, seja o um cone simplicial em N. Suponha skloc =
{v1,...,v,} e considere o reticulado N’ = Zvy; + -+ + Zv,. Em particu-

lar, N’ tem indice finito em N, dado por [N : N'| = multec = r. Logo

G := N/N' é um grupo abeliano finito de ordem r. Vamos mostrar que
X, =C"/G.
Sejam eq, ..., e, os vetores da base canonica de Z". Considere o morfismo

linear ¢ : N’ — Z™ dado por v; — e¢;, e seja pg : N — R" a extensao de .

Temos o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas

0 N’ N

isa lm |

0 7" R™ Tr Id,

onde f é definido como f(g) := Expo ¢rop'(g) para todo g € G.

Pelo ”Lema dos cinco” f é injetiva. A inclusao G — Tgr C GL(n,C) define

uma acao linear de G em C". Por construcao obtemos, usando a primeira
parte, que C"/G = X,,. [ |
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1.4.3 Quocientes Ciclicos

Neta parte apresentaremos algumas propriedades dos quocientes ciclicos.

Como anteriormente, sempre podemos supor que o grupo ciclico esta em Tg.
Dado um elemento g € Tg de ordem r, entao g se escreve como

e2m V=T 2man —1)
yo .

g=( e

onde aq, ..., a, sao numeros inteiros. De fato, se g = (21,..., 2,) e ¢; denota
o i-ésimo vetor da base canonica de C" temos e; = g"e; = 2['e;, donde segue

que z; é uma raiz r-ésima da unidade e portanto exite um inteiro a; tal que
ai /71
2= e VL

Isto motiva a seguinte

Definicao 1.21. Se G é um grupo ciclico de ordem r, gerado por

a1 /- an  /—
(GQWT\/ 1,...7627r7"\/ 1).
onde ay, ..., a, sdo nimeros inteiros. Dizemos que o quociente ciclico C"/G

¢ de tipo (ay, ..., an).

Claramente, o tipo de um quociente ciclico nao é tnico. Mais precisa-
mente, o lema abaixo mostra algumas propriedades relacionadas ao tipo de
um quociente ciclico C/G e as representacoes dos elementos de um grupo
ciclico G C Tg.

Lema 1.22. Seja G C Tg um grupo ciclico de ordem r. Temos

. 2 an /[ . ~
i) Se (2" V7l . . eV € G € um elemento de ordem s entdo

mde(ay, ..., an,s) =1;

ii) Existe um gerador (e V=1, ..., e FV=1) de G tal que mdc(ay, - - -, a,) =
1.

Y
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111) G € um grupo pequeno se, e somente se, para qualquer gerador
@/ an [/ ~
(2=l e V) de G temos mdc(ay, . . ., @, - .., an,7) = 1 para

todor=1...,n.

Demonstragao:

i) Suponha mdc(ay,...,an,s) = d e defina b; := a;/d, t:=s/d e
h:= (eQW%ﬁ, ..., e¥™ V=) Note que gt = (k%) = h® = Id. Portanto slt,
donde d = 1.

i) Seja (e 7V, .. 2™ V=T um gerador de G com mdc(ay, . . ., a,) =
d > 1. Defina b; = a;/d e h = (2"+V=1, ... e2™#V=1). Para que h seja um
gerador, basta que a ordem de h seja r. Suponha que existe s < r tal que
h® = Id, entdao ¢g° = (h?)* = Id donde s = r.

#ii) Seja g = (e27VL . e V=I) um gerador de G. Suponha que
G nao é pequeno . Logo existe uma pseudo-reflexao h = ¢° . Como o posto

de h — Id é igual a 1, existe iy € {1,...,n} tal que

H.Z'O

2™Vl 1 o o2msTVET g para todo i # 1.

Logo, existem inteiros iy, ... ,tAiO, ..., t, tais que sa; = t;r para todo i # ij.
Seja ¢ = mdc(s,r) e defina t := s/c e d :== r/c. Com isso temos ta; = t;d

para todo i # ig. Como mdc(d,t) = 1 segue que d divide a; para todo i # ig.

donde mde(ay, ..., a5,y an, ) >d > 1.
Reciprocamente, se mdc(ay, ..., @, .,a,,7) = d > 1 para algum iy, entdo,

pondo s = r/d temos e2ms V=T = 1 para todo @ # ig. Por outro lado, pelo
item i) temos mdc(a;,,d) = mde(ay, . .., an,7) = 1, donde e2™V=1 £ 1,

Logo ¢° é pseudo-reflexao e GG nao é pequeno . |

Pela Proposigao 1.19 i) e pelo Lema 1.22 4ii), dado um quociente ciclico
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de tipo %(al, ..., ay), podemos supor
mdc(ay,...,a,) =1 e mde(ay,...,a;...,a,,7r)=1 i=1,...,n. ()

No que segue, a menos de mengao explicita do contrario, quando nos re-
ferirmos ao tipo de um quociente ciclico estaremos supondo que valem as

hipéteses (x) acima.

Proposicao 1.23. Dois quocientes ciclicos de tipos %(al, coap) € %(bl, oy bp)
respectivamente, sao isomorfos se, e somente se, r = s e existem, uma per-

mutacdo 6 € S, e um numero inteiro «, tais que
mdc(a,r) =1 e ab; = asq mod r.

Demonstragao: Ver [Fuj, Lemma 2]. [ |

Proposicao 1.24. Seja X um quociente abeliano associado ao grupo G € Ty

e a ao cone 0 C Ng = Exp~'(G). Equivalem:
i) X € uma variedade Gorenstein,
i) G C SL(n,C);

#11) X € canonica de indice 1;

Além disso, se X é um quociente ciclico de tipo %(al, ..., Q) temos também

a condicao:
w) a;+---+a, =0 mod r.

Demonstragao: Ver [Re2, Thm. 3.1]. [ |

Dado um nidmero real x, denotamos por [2] ao menor inteiro maior ou
igual a z. Ainda, se a e b sao numeros inteiros com b nao nulo denotaremos

por [a], a0 menor inteiro nao negativo congruo com a médulo b.
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Proposicao 1.25. Se X € um quociente ciclico de tipo %(al, .oy ay), entao

X € candnico (resp. terminal) se, e somente se

n

Z[aikz]r >r (resp. >r) paratodok=1...,r—1.
i=1

Ou equivalentemente, se, e somente se,

n n

1
Z[%]“W——Zaik >1 (resp. >1) paratodok=1...,r—1.
.

i=1 =1

Demonstragao: Para a primeira equivaléncia ver [YPG, Thm 4.11] e para

a segunda equivaléncia basta usar o fato que

b(%}za—[a]b para a,b € Z, b+#0.

|
Corolario 1.26. Sejam ay,...,a,,r numeros inteiros, com r positivo. Se
existe uma parti¢ao {Iy,...,Is} de {1,....,n} e existem inteiros by, ..., bs,b
tais que mde(b,r) =1 e
b, = bZai mod r, para todo k=1,...,s,
i€y,
entao o quociente ciclico de tipo %(bl, ..., bs) ser candnico (resp. terminal)
implica o quociente ciclico de tipo %(al, ..., Q) ser canonico (resp. terminal).
Demonstracao: No caso que b, = Zigk a;, para todo k =1,...,s, temos
S n
SRS
j=1 i=1

Logo o resultado seque da Proposicao acima e do fato que



Com isso, o caso geral é conseqiiéncia da Proposicao 1.23. |

1.4.4 Descricao Térica dos Quocientes Ciclicos

Lema 1.27. Seja N' um reticulado com base {e1,...,e,}, seja v = aje; +
<o+ ape,, com ay, ..., a, inteiros e sejam ty, ..., t,,r numeros inteiros, com

r positivo e tais que
arty + - +aptp € {l—r,1+r,—1—r,—1+7r}
Para cada i € {1,...,n} defina

ei+4v  se aty 4 Fagt, € {1—r,—1—r}
e; — v se  ayty+-o-+apt, €{1+r,—1+1}

T

Entdo N := N' + 27 C Ny ¢ um reticulado de posto n tendo {vi,...,v,}

como base.

Demonstragao: Sem perda de generalidade podemos supor N’ = Z". Desta
forma N esta contido no reticulado (1Z)" de posto n. Como todo subgrupo
de um reticulado de posto n também é um reticulado de posto menor ou
igual a n, segue que N ¢é um reticulado de posto s < n, mas como Z" C N

devemos ter s = n.

Continuaremos a demonstragao apenas no caso em que ait;+---+ant, =
1—r, os demais casos sao andlogos. Para mostra que {vy,...,v,} é uma base
de N basta mostrar que N” = N. Claramente N” := Zv{ + - -+ + Zv, C N.
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Por outro lado, note que

1
r
+ (a1t1+"'+antn)

r

=aie; + -+ anéy v
= ai(e1 + Bv) 4+ - + aqlen + 20)

= a1V + -+ apUp.
Assim, se w € N temos

w=aie; + -+ apep, + 20, (com @, ,...,q, inteiros)

= (v — Bo) + -+ ap(v, — 2ov) + 20

v

= vy + - oy — (it - oty — )
= + -+ apu, — (gt + -+ apty — a)(avy + -+ agoy)

= [y + -+ Buvn, (com  [i,...,0, inteiros).

Portanto N ¢ N”. [ |

Proposicao 1.28. Seja X uma variedade torica Q-fatorial e seja N um

reticulado de posto n = dim X e base {vy,...,v,}. Equivalem:
i) X éisomorfa ao quociente ciclico de tipo (a1, ..., a,), commdc(as, ..., a,) =
1;
i) Existem, um vetor primitivo v = ajvy + -+ + a,v, € N e inteiros
t1,...,t, tais que

o= (v +tv,...,v, + 1), r=nultc e X ~X,n.

Nas situagio acima vale r = |14+ Y"1 | at;|.

Demonstragao:
(2 = 42): Suponha que X é isomorfa a um quociente ciclico de tipo %(al, cey Q)
com mdc(ay,...,a,) = 1. Sejam ey, ..., e, os elementos da base canoénica de
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7" e sejau = aje;+- - -+aye,. Porhipdtese, temos X ~ C"/G, onde G C Tg
é o grupo gerado por g = Exp(*). E fécil ver que Ng = Exp™'(G) = Z"+41Z.
Como vimos na demonstracao do Teorema 1.20, temos X =~ X, ., onde
o= {e1,...,en) C Ng. Como mdc(ay,...,a,) = 1 existem inteiros t; ...,1,

tais que at; + - - - + a,t, = —1 + r. Pondo

U = €; — %u para todo i€ {1,...,n},
segue do Lema 1.27 que {uy,...,u,} é uma base de Ng. Nesta base temos
V= aqug 4+ aguy,
=a1e1 + -+ apepy — (a'ltl + - +a'ntn)%
=u— @u = %u

Donde
e; = u; +tv, paratodo € {l,...,n}.

Como dety, é uma fungao multilinear alternada e v = aju; + - -+ + a,u,

temos

detn,(ur + tiv, ... u, +tov) = (1 + Z ajt;)detng (U, ... uy).
=1

Assim, como {uy,...,u,} é base de Ng segue que
mult o = |detn, (u1 + tiv, ..., u, + t,v)| = [(1 4+ Zajtjﬂ =r
j=1

Com isso, mostramos que a parte ii) do enunciado é valida no caso do reticu-
lado Ng com a base descrita acima. Para concluir que o resultado vale para
o reticulado N com a base {vy, ..., v,}, considere o isomorfismo ¢ : Ng — N

dado por u; — v;. Entao, Xo v, ~ Xyo),n € temos

skt (o) = {ur + 110/, .. u, + '},
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onde v' := p(v) = ajuq + ..., +a,u,. Claramente r = mult o = mult ¢(o).

(¢ = ©): Por hipdtese, existe um vetor primitivo v = ayv1 + - -+ + a,v, € N

e inteiros tq,...,t, tais que
o= (v +tv,...,0, + t,v)
¢ um cone de multiplicidade r e X ~ X, n. Defina
e;=v;+tv paratodo i€ {l,...,n}

e denote N’ o reticulado gerado por sk! o. Como feito na demonstracao do Te-
orema 1.20, X, é um quociente abeliano C" /G com G definido pela seqiiéncia
exata N’ — N — (. Para mostrar que X, é um quociente ciclico de tipo
%(al, ..., 0y), basta mostrar que N = N’ + “Z, com u = aie; + -+ + apey.
Como feito acima temos r := multoc = |dety(vy + tiv,...,v, + t,0)| =
(14327 a;t;)], donde concluimos que ayty +- -+ ant, € {=1+7,—1—7}.
Note que

U= ae; + -+ ape,
=a1v1 + -+ ayv, + (aty + - -+ anty,)v
= (14 (art1 + - - - + anty))v.

Portanto

e —ti se ayty+ -+ apt, = -1+,
€i+ti% se a1t1+'-~+antn:—1—7‘.

O resultado segue do lema 1.27. |
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Capitulo 2

Algumas Propriedades de

Cones e Objetos Relacionados

Neste capitulo definiremos a familia de cones standards e apresentaremos
algumas propriedades dos cones poliedrais racionais que serao utilizadas ao

longo do texto.

2.1 Cones de Indice 1

Comecaremos apresentando algumas propriedades dos cones de indice 1.

Proposigao 2.1. Seja 0 C Ng um cone racional.

i) o é reqular = o € terminal e de indice 1;

i) o € de indice 1 & M Ninto={, +0NM = o € candnico.

Demonstragao: O item ) é imediato.
1) Suponha que o é de indice 1. Provaremos apenas que M Ninto =
by + 0N M.

(C) : Por hipétese temos ¢, € o'N M e como
Mninto={meonM: (m,v)>0 Yovcsk' o},
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é imediato da definicao que ¢, € M Nint o e conseqiientemente

b,+0cNMCMnNinto.

(2) : Sejam € M Ninto e tome m' :=m —{, € M. Dado v € sk'c temos
(m,v) > 0, pois caso contrario terfamos m € o N vt C do. Assim, como
(m,v) é um inteiro positivo temos (m',v) = (m,v)—1 > 0, donde m' € oNM
em="/V,+m.

As outras afirmacoes sao imediatas. |

Lembramos que um cone o é de singularidade isolada se todo muro de
o ¢ um cone regular , ou equivalentemente, a variedade térica associada X,

tem singularidade isolada.

Lema 2.2. Seja o um cone simplicial com sk'oc = {vy,..., v}
i) o é de singularidade isolada < () # P, C into.

i1) Se v € P, entdo eziste um unico w € o NN tal que
V+w=v]+ -+ UV

Além disso, se v € P, Ninto entao w € P, Ninto

Demonstracao:
i) Se o é um cone singular segue da Proposigao 1.2.7i1), que P, # (). E
imediato da definigdes que do é o conjunto formado pela reuniao dos muros

de 0 e que P, = P, N7 para qualquer 7 < o. Desta forma temos que

o é de singualaridade isolada < 7 é regualar V7 muro de o;
& P.=( V7 murode o;
& P,Ndo = 0;

& P Cainto.
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1) Sejav € P,, entdo v = ajv; + -+ g € N, com 0 < o; < 1V 4.
Defina w = (1—ay)vy + - - - + (1—ay)vg. Por hipétese sk'o é LI e portanto w
¢ o0 unico vetor em Ng tal que v+w =vy + -+ vg. Como v e vy + -+ vy
pertencem a o N N segue que w também pertence a ¢ N N. Em particular,
sev € P,Ninto temos 0 < a; <1V 17 eportanto 0 <1 —q; <1V i, donde
w€E€ P, Ninto. |

Proposicao 2.3. Seja 0 C Ng um cone simplicial, terminal e de indice 1.

Entao toda face de o com dimensao menor ou igual a 3 é regular.

Demonstragao: Suponha que existe uma face singular 7 = (vq, v9,v3) < 0
de dimensao 3. Como o é terminal segue que 7 também é terminal. Por
outro lado, todo cone singular e terminal de dimensao 3 ¢é de singularidade
isolada, logo, pelo Lema 2.2.4), temos () # P, C int7. Seja v € Py, pelo
Lema 2.2.4i), existe w € Py tal que v +w = vy + v3 4+ v3. Como o tem indice
1 temos ¢, (u) € Z para todo u € N, desta forma, como o é terminal, temos
ly(u) > 2 para todo u € P,, donde

3="L,(v) +v9 +v3) =Lly(v) + L, (w) > 4.

Absurdo. [ |

Corolario 2.4. Seja X wuma variedade torica Gorenstein, terminal e Q-
fatorial. Se dim X = 3 entao X ¢é reqular e se dim X =4 entao X ¢ regqular

ou de singularidade isolada.

2.2 Sistema Minimal Gerador de Subsemi-

grupos de c N N

Dados, um reticulado de posto finito N e um cone ¢ C Ng, o Lema de
Gordan afirma que ¢ N N é um semigrupo finitamente gerado. Ademais, é

bem conhecido que existe um tinico conjunto “minimal” de geradores de cNN
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e somente se, o é fortemente convexo. Apresentaremos uma demonstragao
deste fato observando que quando o cone o é fortemente convexo, entao a
operacao de o N N induz uma relacao de ordem parcial em o N N, a qual
tem a propriedade que o menor conjunto de geradores de qualquer semigrupo
S C o N N se caracteriza como sendo o conjunto dos elementos de S\ {0}

que sao minimais pela dita relacao de ordem parcial.

Definicao 2.5. Seja ¢ C N um cone racional e seja S C 0 N N um sub-
semigrupo. Um conjunto G de geradores do subsemigrupo S é dito sistema
minimal gerador ou base Hilbert de S se ele esta contido em todo conjunto

gerador de S.

Esté implicito na definicao que quando existe um sistema minimal gerador
de S C o NN ele é tinico. Neste caso, o sistema minimal gerador de c N N é

denotado por G,.

Como dissemos acima, uma condi¢ao necessaria para que G, exista é que
o seja fortemente convexo . De fato, se ¢ nao é fortemente convexo podemos
escrever 0 = 7+ W, onde 7 é um cone fortemente convexo e W # {0} é um
subespaco vetorial de Ng. Se G, existisse deveriamos ter G, N W contido
em qualquer conjunto de geradores do semigrupo de W N N, o que nao é

possivel.

Definigao 2.6. Seja IV um reticulado de posto finito e seja ¢ C Nz um cone.
Definimos uma relagdo < em 0 N N da seguinte forma: Dados u,v € c N N
temos

usvESvEeEU+o.

E facil verificar que a relagao acima é reflexiva e transitiva para qualquer
cone o C N, contudo esta relagao sera antisimétrica se, e somente se, o é

um cone fortemente convexo. Com isso temos a seguinte proposigao:

Proposigao 2.7. A relagao X define uma relagdo de ordem parcial em cNN

se, e somente se, o € um cone fortemente convexo.

De agora até o final da secao todo cone o C Ny sera fortemente convexo.
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Definicao 2.8. Dado um conjunto nao vazio C' C ¢ N N, dizemos que um
elemento v € C' é um elemento minimal de C, com respeito a <, se para todo

u € C tal que u < v temos u = v.

Se existem elementos minimais em C' denotaremos por min C' ao conjunto

formado por estes elementos.

Proposicgao 2.9. Seja 0 C Ng um cone fortemente convezo e seja C' C NN

um conjunto nao vazio. Entao
i) minC € um conjunto nao vazio;
i) minC ={0} & 0 € C;

113) Se C' € um subsemigrupo de cNN\{0}, entdao min (C'\{0}) € o sistema
minimal gerador de C. Em particular, min(tr N N \ {0}) = G, para

toda face T < o;
) Se 0 ¢ C entio G,NC C minC.

Demonstracgao:

i) Pelo Lema de Zorn, basta mostrar que todo subconjunto totalmente
ordenado de C tem uma cota inferior. Seja T' C C um subconjunto to-
talmente ordenado. Seja ¢ = inf{|v| : v € T}, onde |.| denota a norma
euclidiana em Ng. Seja B = {v € Ng : |v| < ¢+ 1} a bola fechada com
centro na origem e raio ¢ + 1. Como T é discreto e B é compacto, temos
que BN T é finito, logo existe vg € BN T tal que |vg| = ¢. Agora suponha
que existe u € T tal que u < vy, logo v9 = u + w para algum w € o. Pela
desigualdade triangular temos ¢ = |vg] = |u 4+ w| < |u| 4+ |w|, donde segue
que |u| = ¢ e |w| = 0, pois todo ponto inteiro de u + o tem norma > |ul.

Portanto vy = u e vy é uma cota inferior de T

1) Suponha que 0 € C e seja v € minC. Como v = v + 0 segue que
0 < v. Do fato que v é minimal segue, da definicao, que v = 0. A reciproca

é imediata.
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i13) Como o é fortemente convexo existe m € oNM tal que cNm* = {0}.
Se u € ', entao u se escreve como uma soma de, no maximo m(u) elementos
do semigrupo C'. Se u = u; + ... + us é uma decomposi¢ao com s maximo,
entao cada u; deve pertencer a min C. Portanto min C gera C. Seja G um
outro sistema gerador de C' e seja v € minC. Entao v = g; + ... + ¢¢, com
g; € GG. Mas pela minimalidade de v devemos ter ¢ = 1, donde segue que

minC C G.

Em particular, se 7 ¢ uma face de o entdao 7NN\ {0} é um subsemigrupo
de NN\ {0} cujo sistema minimal gerador é G, logo min(rNN\{0}) = G,.

tv) Suponha que existe v € min(c NN \ {0}) N C. Seja u € C tal que
u < v, devemos mostrar que u = v. De fato, como 0 ¢ C entaou € cNN\{0}

mas pela minimalidade de v em 0 N N \ {0} temos u = v. [ |

Corolario 2.10. Seja 7 uma face de o, entio G, N7 = G,. Em particular
sklo C G,.

Demonstragao: Pelos itens i) e iv) da proposi¢ao acima temos G, N7 C
G,. Suponha que existe v € G, \ G,. Entao existem u,w € c NN \ {0} tais
que v = u + w. Porém v € 7 implica u,w € 7, donde v ¢ G,. Contradigao.

2.3 Cones Standards

Nesta secao estudaremos a familia dos cones simpliciais que possuem pelo
menos um muro regular. O motivo de se estudar este tipo de cone se deve
ao fato de que, além deles possuirem uma descricao amigavel, eles ainda
sao suficientemente gerais englobando, por exemplo, a familia dos cones de

singularidade isolada.
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Definigao 2.11. Diremos que um cone simplicial ¢ C Ny é standard se o

contiver pelo menos um muro regular.

Seja 0 um cone standard em N. Suponha que sk'c = {ej,...,e, 1, ¢}

e que {e1,...,6,-1) ¢ um muro regular de o. Entdo existe e, € N tal que

{e1,...,en} é base de N. Logo
e=aie]+ -+ ap_1n_1 + anéy,.
Neste caso, denotamos o = s(ay, ..., a,).

Note que quando denotamos um cone standard ¢ C Ng por s(ay, ..., a,)
esta implicito a escolha de uma base {ey,...,e,} do reticulado N, na qual
o= {e1,...en_1,€) € e = (ay,...,a,). Tal base serd dita base associada a
s(ay,...,a,) e, como é usual, denotaremos por {ej,...,e*} a sua base dual
em M = Hom(N,Z).

Como veremos, a tltima coordenada do vetor e tem algumas propriedades
especiais, assim, por comodidade, frequentemente escreveremos a, = r e
assumiremos r > 0. Isso nao causa perda de generalidade, pois se a, < 0,

basta substituir e,, por e;, = —e, e a,, por a;, = —a, > 0.

Na proposicao abaixo descreve algumas propriedades dos cones standards.
Lembramos que, dado um nimero real z, [x] denota o menor inteiro maior

ou igual a x.

Proposicao 2.12. Seja 0 = s(ay, ..., an—1,7) comr > 0. Defina
uc=re; —ae, i=1..n—1 e wu,=e;

wy = ([ark/r], ..., fan_1k/r] k) € Z", k € Z.
Entao:

i) A multiplicidade de o é mult(c) = r;
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i) O conjunto dos pontos inteiros nao nulos do paralelepipedo fundamental

associado a o € dado por P, = {wy, .. w,_1};
113) O cone dual de o € dado por o= (U1, ..., up);

i) Seja b, : R — R a aplicagdo linear que leva todo vetor extremal de o

em 1, entdo (o =" + ... + % = (1,...,1, M)}

v) o tem indice 1 & ay + ...+ a1 = L modr;

vi) seja {{il, e e by {1, ...,in_l}} uma particao de {1,...,n — 1} e con-

sidere a face T = (€4, ..., €;,,€) < 0; entdo existe um isomorfismo
T 2 §(gy s eey Ay, T7),

onde r = mdc(ai,, ..., @i,_,,7). Em particular, T € reqular se, e so-

mente se, 7 = 1;

vit) o € um cone de singularidade isolada < mdc(ag,r) = 1 para todo

k=1,...,n—1. Neste caso temos
W+ Wp—p =€+ €1+ ... + €1

para todo k =1,....,n — 1.

Demonstracao:

1) Imediato, mult(c) = |det(ey, ...,en_1,€)| = T.

i) Se w € P,, entdo existem ¢, q1, ..., ¢,—1 € [0, 1) tais que

w = qge+qe+ ...+ qp_16n-1
= (g1 +qa)er + ... + (o1 + qan—_1)en—1 + qren,.

Como ¢ € [0,1), temos qr € Z < q = k/r para algum k € {0,...,r — 1}.
Agora, como ¢; + a;q € Z e q; € [0,1) segue, substituindo ¢ por k/r, que
¢ + a;q = [a;k/r], donde w = wy.
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111) Observe que se o é um cone simplicial qualquer, com sk'c =

{v1, ..., v}, entdo o é gerado por vetores u; € M tais que

0 se i#j

.. vpara 4,5 €{l,...,n}
; € Lsg Se 1=

<ui7 Uj) =
Assim, se 0 = s(aq,...,a,-1,7), temos que os vetores uy, ..., u, definidos no
enunciado satisfazem as condigdes acima, para v; = ¢; se i € {1,....,n— 1} e

v, =e=(ay,...,an_1,7), donde o resultado.

Para o item (iv), basta verificar que as aplicagoes em questao coincidem

na base canonica. O item (v) é conseqiiéncia de (iv) e das definigoes.

vi) Seja T = (e, ..., €;,,e) < o. Defina

a; a;
_ r_ Mgl in—1
r = mdc(a,, ..., 0, ,,7) e € = 1 i + ...+ —

in

r
+ —e,.
T

Temos
/
€= a;€; + ..+ a;¢6, +1€.

Por outro lado, verifica-se que {e;,, ..., €;,, €'} é base do reticulado RT N N,

logo 7 = s(a;,, ..., a;,, 7).

vit) Lembre que um cone 7 é de singularidade isolada se e somente se todo
muro de 7 for regular, logo tomando ¢ = s(ay, ..., ap_1,7), cOmo (e, ..., €,_1)
é sempre regular, segue que o é um cone de singularidade isolada se e somente

se as faces

O 1= (€1, e, €521, €j415 s €n—1,€) = 5(A1, ..., Qj_1, Ajt1, ..., 1, mdc(a;j, 1))

forem regulares para todo j € {1,..,n—1}. Isso equivale a multo; =

mdc(aj, ) =1 para todo j € {1,....,n — 1}.

Suponha que ¢ é de singularidade isolada e tome w; € P,. Pelo lema 2.2
existe w; € P, tal que w, +w; = e +e; + ... + €,_1, mas como a ultimas

coordenadas de wj,wy, e de e + e; + ... + e,_1 sao respectivamente j,k e r,
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concluimos que j =r — k. |

Proposicao 2.13. Sejam o = s(ay,...,ap—1,7) € T = 5(b1,....;b,_1,5) com
r,s > 0. Entao o e T sao isomorfos se e somente se r = s e existe uma

permutacao & € S,_1 tal que vale uma das condi¢oes abaizo:
1) b; = asymodr, i€ {l,...,n—1} ou

1) existem ig, jo € {1,...,n — 1}, ndo necessariamente distintos, tais que
(5(20) = j(] €
a;,bj, = 1modr

aigb; = —asymodr, i€ {l,..,n—1}\ {Jjo}.

Demonstragao:

Suponha que existe ¢ € Aut(Z"™) tal que pr(c) = 7. Como a multiplici-
dade de um cone é invariante por isomorfismos temos que s = r. Além disso,
temos @(sk' o) = sk 7. Logo, se e = (ay,...,an_1,7) € € = (by,....,0p_1,7)

temos os seguintes casos:

Caso a: existe uma permutacao \ € S,,_; tal que
ple)=¢€ e ple) =exy Vie{l,..,n—1};

Caso b: existem iy, jo € {1,...,n — 1} e uma permutagao A € S,_; tais que

A(io) = Jo €
@(e) = €, Qp(eio) = 6/ € 90(61) = EX@4) Vie {17 cey TV — 1} \ {iO:jO}'

Em cada um dos casos acima, suponha ¢(e,) = > | o;e; com «; € Z para

todo i € {1,...,n} e considere § = A\'.
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No caso a temos:

nzi bie; +re, = HZE aiap(ei) +re(en)
=1 i=1
= ”zi i) + z”: roge;
i=1 i=1
= ”Z_f as(i)e; + z”: ro;e;
i=1 i=1
= S(%W + rage; + rage,
i=1

Logo b; = as(;) + ra; para todo i € {1,...,n — 1} e obtemos o item 4).

No caso b temos

n—1
€jo = Z aig)(ei) + re(en)
i=1
n—1
= Z aie,\(¢)> + CLZ'OQO(GZ'O) + rw(en)
i=1,iio
n—1 n—1 n
= Z a(;(i)ei) + a;, (Z b;e; + ren> +r ( aiei>
i=1,i#jo i=1 i=1
n—1
= Z (as(s) + ai,b; + 7“061')€¢> + (aiybj, + rayy)ej, + (o + aiy)en
i=1,i#jo
logo
n—1
0= ( Z (as() + ai,b; + rai)ei) + (i bjy + 1oy, — ey + 1oy, + aiy)en.
i=1,i%jo
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Deduzimos

aiobjo + rag, — 1=0
ag(s) -+ aiobi +ro; = 0 € {1, = 1} \ {Zo}

donde obtemos o item ) do enunciado.

Reciprocamente, se o e 7 satisfazem a condic¢ao %), defina A = 6! e ¢
como no caso a pondo também p(e,) = e,. Se o e T satisfazem i), entao
mdc(bj,, ) = 1, logo existem «, 3 € Z tais que b;,f+ra = 1. Defina A = 61
e ¢ como no caso b pondo também ¢(e,) = aej, +Be,. Com isso, verifica-se
que em cada um dos casos temos pg(c) = 7 e |det(p)| = 1, logo o e T sdo

isomorfos. |

Proposigao 2.14. Uma variedade torica afim X,y € um quociente ciclico

de tipo %(al, coyan_1,—1) se, e somente se, 0 = 8(ay,...,an_1,T).
Demonstracgao: Seja X um quociente ciclico de tipo %(al, ceypo,—1) €
seja N um reticulado de base {v; ..., v,}. Ponha v = ayv1+. .. ap_10,-1—0y.
Pela proposicao 1.28, existem inteiros t¢q,...,%, € um cone

o= (v +t10,...,0,+1t,0) com multoc=r=|14at;1+...a, 1tn_1—1tn]

tal que X ~ X,. Ponha
e:=v,+tww, e:=v;+tv para 1=1,....,n—1 e

v se l+aiti+--4+ap_1tp 1 —tp = —1;
€n =
—v se 1+ aty + -+ an—ltn—l — tn =T.

Com isso, verifica-se que e = a1e1 + -+ + a,_1€,_1 + re, € que

|detn(eq, ... en)| = |dety(vi,...,0,)| = 1.
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Portanto {ey,...,e,} é base de N e temos
o={(e1,...,en_1,€) =8(ay,...,a,_1,7).

Reciprocamente, suponha que o = s(aq,...,a,-1,7) tem {ey,...,e,}

como base associada e seja e = aje; + -+ + a,_1e,_1 + re,. Colocando

e,=e+(1—r)e, e v=ae1+ - +a,_16,1— €},

segue que {ey,...,e,} também é base de N e que

o={(e1,...,en1,€, + (1 —1)v).
Logo o resultado segue da proposi¢ao 1.28 tomando ¢ = --- =t,_ 1 =0 e
t,=1—r. |
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Capitulo 3

Variedades Toricas Terminais

3.1 Resultados Conhecidos

As singularidades terminais aparecem de forma importante em diversos
ramos da geometria birracional, tendo papel fundamental na Teoria de Mori.
Tais singularidades s6 aparecem a partir de dimensao 3 e sua caracterizagao
tem se mostrado muito complicada, mesmo no caso torico e em dimensao
pequena. Abaixo enunciaremos alguns resultados conhecidos para variedades

toricas QQ-fatoriais de dimensao 3 e 4.

As variedades toricas afins Q-fatoriais, terminais e de dimensao 3 estao
classificadas pelo conhecido Lema Terminal, que é conseqiiéncia de um re-
sultado de G. K. White [Wh] e pode ser enunciado da seguinte forma (ver:
[Da2, §4], [MS, Thm 2.4], [Oda, p. 36]).

Teorema 3.1. (Lema Terminal.) Seja X uma variedade torica Q-fatorial
de dimensao 3, associada a um cone o C Ng. Equivalem:
i) X € terminal;

i) o =s(a,—a,r), com mde(a,r) =1;

=3 =

#11) X € um quociente ciclico de tipo ~(a,—a,—1), com mdc(a,r) = 1.
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Trabalhando no contexto de quocientes ciclicos, D. R. Morrison e 1. Ste-
vens ([MS]) reobtém o resultado do teorema acima e também fornecem a
classificagao das variedades toricas Q-fatoriais afins de dimensao 4 que tem
a propriedade adicional de serem Gorenstein e de singularidade isolada. Seu

resultado pode ser enunciado da seguinte forma (ver: [MS, Thm 2.4]):

Teorema 3.2. Seja X um quociente ciclico Gorenstein, de dimensao 4 e
singularidade isolada, associado como variedade torica a um cone o C Ng.

Equivalem:
1) X € terminal;
i) o =s(1,a,—a,r), com mde(a,r) =1;
ii1) X € um quociente ciclico de tipo +(1,a,—a, —1), com mdc(a,r) = 1.

Como sabemos, todo quociente ciclico (afim) é um caso particular de
variedade torica Q-fatorial. Por outro lado, vimos no Corolario 2.4, que
toda variedade térica terminal, Q-fatorial, Gorenstein e de dimensao 4 deve
necessariamente ter singularidades isoladas. Logo, concluimos que o teorema
acima apresenta todas as variedades téricas Q-fatoriais afins e Gorenstein de

dimensao 4.

Para o caso nao Gorenstein de dimensao 4, S. Mori, D. R. Morrison e 1.
Morrison, em [MMM], apresentam uma familia de quintuplas associadas a
quocientes ciclicos terminais de dimensao 4 cujo indice é primo. Os autores
afirmam que para alguns ntimeros primos p entre 17 e 419 existem singula-
ridades quocientes de dimensao 4 e indice p que nao estao associadas a tais
familias de quintuplas. Porém eles conjecturam que para p > 421 primo,
todos os quocientes ciclicos de indice p estao associados a dita familia. Tal

conjectura foi provada mais tarde por G. K. Sankaran em [Sa].

Abaixo apresentaremos estes resultados mais precisamente, porém antes

daremos algumas definigoes.

A idéia em [MMM] consiste em associar a cada quociente ciclico de tipo
%(al, <ty Gp—1), cOM p primo, uma n-upla de nimeros inteiros @ = (by, ..., b,)

satisfazendo as seguintes propriedades:
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i) by + ...+ b, =0;
i) b; =a; modp parai=1,...,n— 1,
413) |bj| <pparai=1,..,n.

Dada uma n-upla (by, ..., b,) como acima, temos associados n quocientes
ciclicos

1 ~
—(b1, ..., biy..sby)  para  i=1,..,n.
p

Dado @ = (by, ..., b, ), uma n-upla de nimeros inteiros tal que by +...+b,, =
0, denotaremos Mq := max{|b;| : i = 1,...,n}. Dado um nimero primo p,
uma n-upla @ ¢é dita p-terminal se p > Mg e () for associada a um quociente
ciclico terminal de indice p.

Com as defini¢coes acima temos o seguinte teorema:

Teorema 3.3. (Mori, D. Morrison, I. Morrison, Sankaran) Seja p um

numero primo e considere as sequintes familias de quintuplas de nimeros
inleiros:

7’) Q: (av_avﬁ777_ﬂ_7>7 com 0 < |a|7|ﬁ|7|7| <p/2 66""}/#0;

i) Q= (a,=2a,0,=2F,a+ ), com 0 <lal,[f] <p/2 e a+ 5 #0;

111) Q € uma das quintuplas da tabela abaizo:

(9,1,-2,—-3,—5) (9,2,—1,—4, —6) (12,3, —4,—5,—6) (12,2, —3,—4,—7) (9,4, -2, —3, —8)
(12,1, -2,-3,—-8)  (12,3,—1,—6, —8) (15,4, -5, -6, —8) (12,2, —1,—4,—9) (10,6, —2, —5, —9)
(15,1, -2, —5,—-9) (12,5, —3,—4,—10) (15,2, —3, —4, —10) (6,4,3,—1,—12) (7,5,3,—1, —4)

(9,7,1,-3,—14) (15,7, -3, —5, —14) (8,5,3,—1,—15) (10,6,1, -2, —15)  (12,5,2, —4, —15)
(9,6,4, —1, —18) (9,6,5,—2, —18) (12,9,1, —4, —18) (10,7,4,—1,—-20)  (10,8,3, —1, —20)
(10,9,4, -3, -20) (12,10, 1, —3, —20) (12,8,5,—1,—24)  (15,10,6,—1, —30)

Se Mg < p, entao a quintupla Q) € p-terminal. Reciprocamente, se p > 421
entdo a menos de isomorfismos todo quociente ciclico de indice p, singulari-

dade isolada e dimensado 4, esta associado a alguma quintupla das familias
citadas acima.
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Em [MMM, p. 777] também é observado o seguinte resultado:

Proposicao 3.4. Se uma n-upla Q) é p-terminal, entao todo quociente ciclico
de indice p associado a Q € terminal. Além disso, se Q = (by,...,b,) e existe

uma particao nao trivial I U J = {1,...,n} tal que

D hi=0 e Y b=0,

iel ieJ
entao @) € p-terminal para todo primo p > M.

~

Proposicao 3.5. 1) p > mg e Q p-terminal = %(bl,...,bi, by €
terminal Vi,
1) 31 C {1,...,n} tal que Y, bi = 0= Q € p-terminal Vp > mg;
1) p > mg e Q p-terminal entao é(bl, -, by) € terminal.

Nas préoximas segoes deste capitulo apresentaremos algumas generalizacoes

destes resultados.

3.2 Relacao Entre Terminal de Dimensao n e

Terminal, Gorenstein de Dimensao n + 1

Os teoremas 3.1 e 3.2 apresentam uma certa correlacao entre quocientes
ciclicos terminais de dimensao 3 e quocientes ciclicos Gorenstein terminais
de dimensao 4. Mostraremos que este tipo de relagao ainda se mantem para
as variedades téricas afins de dimensao arbitraria, mesmo no caso nao Q-

fatorial.

Proposicao 3.6. Seja N um reticulado de posto n e seja 0 C Ng um cone

de indice r, nao necessariamente simplicial, com sk' o = {vy,...,vs}. Defina

g:=(0,1),(vy,1 =7r), ..., (vs,1 = 7)) C Ng ® R,
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onde 0 representa a origem de N. Seja {, : Ng — R uma aplicagao linear

tal que l,(vy) =1 para i =1,...;s, e defina
l; : Ng @R =R, l5(v,t) :=1ly(v) +t.

Entao, dados v € Ng et € R temos:
i) (vt)ecgeveoget>(1—r)l,(v);

i) lz € (6)NMDZ e ls|g15 = 1. Em particular, & tem indice 1 com
respeito a N & Z;

1) dimo = dimo + 1;
) o € terminal < & é terminal.

Demonstracgao:

Os itens (7) e (7i) sdo imediatos da definigao e o item (4ii) segue de
Ro = Ro @& R.

iv) («<): Suponha & nao terminal, como & é de indice 1 com respeito a N B Z,
existe
(v,t) €6 N (N®Z)\sk'é tal que L5(v,t) = 1.

Logo, v € 0 N N \ sk'o e usando o item 7), temos
L ="Vs5(v,t) =1ly(v) +t > 1ly(v) + (1 — 1)l (v) = £, ()

Portanto o nao é terminal.

(=): Suponha o nao terminal, entdo existe
vEoNN\sklo tal que rl,(v)=ke{l, .. r}

logo, usando novamente o item (i), segue que

(1—7»)120(1}):(1%)’{g1—k:(v,1_k)e&

47



Mas lz(v,1 — k) :=1rl,(v) + 1 — k = 1 e portando & nao é terminal. [ |

A proposicao abaixo juntamente com a proposicao 3.6 mostra que a clas-
sificagao dos cones terminais se reduz a classificacao dos cones o de indice 1

tais que 4, € G-

Proposigao 3.7. Seja 0 C Ng um cone de indice 1 e suponha que
by =u+w com u,wéeaonM\{0}.

Entdo as faces Yy = o Nut e 7 = o Nw* tem indices relativos iguais a1 e o

¢ terminal se e somente se y e T forem terminais.

Demonstracgao: Por hipdtese temos que
skly ={v € sklo: (w,v) =1} e sk't={vecsklo: (u,v) =1}
Além disso, verifica-se que
uy, =l €M, e wy =1l,€M, (%

donde segue que v e 7 tem indices relativos igual a 1.
Agora, se o é terminal entao por definicao temos v e 7 terminais.

Reciprocamente, se o nao é terminal, como indice 1 implica canénico (pro-

posigao 2.1), segue que existe v € P, tal que
(ly,v) + (ly,v) = (ly,v) = 1.

Logo, por () temos (l;,v) =1 ou (l,,v) = 1, contradizendo a hipétese de

e 7 serem ambos terminais. |

Corolario 3.8. Se g € um cone de singularidade isolada e ¢, = u+w, como

no enunciado acima, entao o € terminal.
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Na proxima secao aplicaremos estes conceitos para o caso de quocientes

ciclicos e em particular, para a familia dos cones standards.

3.3 Quocientes Ciclicos Terminais

Nesta subsecao estabelecemos condigoes suficientes para que um quociente
ciclico de qualquer dimensao e nao necessariamente de singularidade isolada
seja terminal. Comecaremos verificando como a proposicao 3.6 se traduz

neste contexto.

Proposicao 3.9. Sejam aq,...,a,_1,7r inteiros, com r > 0 e seja a, =
-1 . . . , .
— >0 a; modr. O quociente ciclico de tipo %(al, .oy Qn_1) € terminal se, e

somente se, o quociente ciclico de tipo %(al, ..., Q) € terminal.

Demonstragao: Suponha Z"~! C Z" com tltima coordenada igual a 0.
Sejam ey, ..., e, 0s vetores da base canonica de Z". Pela Proposicao 1.28, o

quociente ciclico de tipo %(al, ..., ap_1) corresponde a um cone do tipo
o= (e +tie,...,en1+1t,_16) C R™ 1,

com multo =ree=(ay,...,a, 1,0) € Z" 1. Parai=1,...,n— 1, tome

vi=e+tet+t(l—r)e, e w=e¢+(1—r1)e,.
Assim, o cone ¢ da Proposicao 3.6 é dado por
0= {(V1,...,Up_1,€,) = (ug +t1€, ..., Up_1 + t,_1€,e, + 0.€).

Note que {uy,...,uy_1,€,} é uma base de Z" e que

n—1 n—1
e= Zaiui — (Z ay)(1—r1)e,.
i=1 i=1
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Logo, pela Proposicao 1.28, temos que ¢ corresponde ao quociente ciclico de

tipo %(al, ey Qp) COM @y, = —(Z?;ll a;)(1—7). O resultado segue, novamente
da Proposigao 1.28 e da Proposicao 1.23. |

Uma conseqiiéncia da Proposicao acima é que a familia de quintuplas da-
das pelo Teorema 3.3 também correspondem a quocientes ciclicos Gorenstein
terminais de dimensao 5 cuja a ordem do grupo que o define é um ntimero
primo. Mais precisamente, se Q) = (a,b,c,d,e) pertence a alguma familia
de quintuplas dadas no Teorema 3.3, e p ¢ um numero primo com My < p,
entao o quociente ciclico de tipo %(a, b,c,d,e) é Gorenstein e terminal. Reci-
procamente, todo quociente ciclico Gorenstein, de dimensao 5 e cuja a ordem
do grupo (pequeno) que o define é um primo p > 421, é a menos de isomor-

fismos, de tipo %(a, b,c,d,e) com @ = (a,b,c,d,e) dado pelo Teorema 3.3.

No Teorema 3.12 abaixo, apresentaremos uma familia de cones standards
terminais em dimensao arbitraria. Tal familia contera como casos particu-
lares os cones dados pelos teoremas 3.1 e 3.2. Além disso, traduzindo o
resultado para quocientes ciclicos através da Proposicao 2.14, reobteremos a

familia de quintuplas do item (i) do Teorema 3.3.

A idéia consiste em escolher uma familia de cones standards que, apods
aplicacao das proposicoes 3.6 e 3.7, se reduzem a cones standards que sao

conhecidamente terminais. Precisaremos do seguintes lemas.

Lema 3.10. Seja 0 = s(aq,...,an_1,7) com r > 0. Mantendo as notagoes

da proposi¢ao 3.6, temos & ~ s(ay, ..., an_1,an, ), para todo a, € Z tal que
n—1
a, =1— Zaimodr.
i=1

Demonstracgao: Basta adaptar a demonstracao da Proposicao 3.9 ao cone

5(&1,...,an_1,7”). n.
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Lema 3.11. Sejam aq,...,an_1,7 € Z, com r > 0, e seja C = {i :

mdc(a;,r) =1}. Ser < cardC entio s(ay, ..., an—1,7) € terminal.

Demonstracao: Sejam wy e u; como na proposi¢ao 2.12. Suponha que
o = s(ay,...,ap—1,7) ndo é terminal. Entdo para algum kg € {1,...,7 — 1}

temos (¢,, wy,) < 1. Consideramos o conjunto
A ={i: (u;, wy,) > 0}

Note que n € A pois (u,, wy,) = ko. Além disso, se mdc(a;,r) = 1 entdo

r 1 a;ky donde temos

a;ko

(uj, wiy) = 1| 1 — aiko > 0.

r

Logo C'U{n} C A e portanto

cardC < card A < Z(ui,wko) < Z(ui,w;m} = (rly, wy,) <.

€A i=1

Absurdo. [ |

Teorema 3.12. Seja 0 = s(ay, ...,a,_1,7) com r > 0, um cone de indice 1.
Suponha que existe uma particio ndo trivial {{z’l, ooy U by Lk, ...,in_l}} de

{1,...,n — 1} com as sequintes propriedades:
i) a;, +...+a; =1modr;

) para s := mdc(a;, ..., a;,_,,T) temos

s < card{j : mdc(a;,,s) =1, j =1,...,k}.

Entao o ¢é terminal. Em particular,os cones s(aq, ..., Gy, ..., Gp_1,T) SG0 ter-

minais para todo i € {1,...,n — 1}.

Demonstracao: Sejam
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(ai1+...+aik71) *

r n’

% *
u=e; +..+e;, e

. (“ik+1+“'+“in71 )6*

% *
w=e +..ote - "

Tk41
Avaliando estas fungoes nos elementos de sk'c = {ey,...,e,_1, e} verifica-se

que u,w € o. Por outro lado, como ¢ é de indice 1 com
a;, + ... +a;,, =1lmodr,
pela proposicao 2.12 v) temos

+...+a;, , =0modr.

Qigyq
Logo u,w € Hom(Z",Z) N o. Consideremos as seguintes faces de o:

€

’y::aﬂuL:<eik+1,...,einfl>, Ti=0NW" = (€, .., €, €).

Claramente, v é sempre terminal. Por outro lado, pela proposigao 2.12 wi),
temos

T~ 5(ay, ..., a;,,S)

e como
s < card{j : mdc(a;,,s) =1, j =1,...,k},

segue do lema 3.11 acima que 7 também é terminal. Agora, pela proposicao
2.12 iv) temos ¢, = u + w. Com isso, segue da proposicao 3.7 que o é
terminal. Em particular, pelo lema 3.10 os cones s(ay, ..., G;, ..., @y—1,7) SA0

terminais para todo i € {1,...,n — 1}. [ |

Corolario 3.13. Seja 0 = s(ay,...,ap,_1,7) C R™ um cone de singularidade
isolada. Se existe um subcongunto proprio I = {iy,...,ix} de {1,...,n—1} tal

que

ZaiEOmodr ou Zaizlmodr

i€l il
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entao o € terminal.

E facil de verificar que todos os cones terminais dados pelos Teoremas
3.1 e 3.2 sao obtidos pelo Corolario acima. Além disso, se X é um quociente
ciclico de tipo %(a, —a,f3,7,—0 —7), com «, 3,7 e §+ 7 primos com r,
entdo a menos de isomorfismo (ver Proposigao 1.23) podemos supor o = 1
e usando a Proposicao 2.14, verifica-se que X corresponde como variedade
térica ao cone s(1,3,v,—0 — v,7), o qual é terminal pelo corolario acima.

Logo o Teorema 3.12 generaliza o item (i) do Teorema 3.3.

Contudo, a familia de quocientes ciclicos associados aos itens (ii) e (iii) do
Teorema 3.3 em geral nao sao contempladas pelo Teorema 3.12, pois existem

casos onde obtemos um cone o tal que ¢, € G-

Por exemplo, seja X o quociente ciclico de tipo ﬁ(—l, 2,3,—6,2). Entao
X corresponde ao cone §(2,3,—6,2,11), que nao satisfaz as hipdteses do
Teorema 3.12. Contudo sabemos que X é terminal, pois esta associado a

uma quintupla do Teorema 3.3-(ii), com a = —1, f =3 e p = 11.

3.4 Algumas subdivisoes terminais de cones

indice finito

Nesta secao veremos que, sobre certas hipoteses, a terminalidade de um
leque X, obtido pela subdivisao elementar de um cone de indice finito o,
equivale a terminalidade de um tnico cone o', cujo esqueleto é dado por
uma translacao do esqueleto de o (ver Proposicao 3.14). Em particular (ver
Corolario 3.15), se o é regular entdo a terminalidade de ¥ corresponde a
terminalidade de um quociente ciclico. Neste caso, obtemos uma familia de

vetores para os quais a subdivisao elementar de o é sempre terminal.

Para a proposicao abaixo, lembramos que um politopo K C N com

vértices em N é elementar se, e somente se K N N é igual ao conjunto dos
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vértices de K. Se K é um politopo elementar e v € N entao o politopo K +wv

também é elementar.

Proposicao 3.14. Seja 0 = (vq,...,v,) C Ng um cone de indice finito e
seja v € o tal que {,(v) > 1. Considere o leque 3 obtido pela subdivisio

elementar de o em v. Entao
Y éterminal < (v —v,...,v, —v) € terminal.

Neste caso, o também ¢é terminal.

Demonstragao:
Y é terminal < (vq,...,0;,...,0,,v) é terminal Vi;
< conv(0,v1,...,0;,...,0,,0) é elementar Vi,
& conv(0,vy,...,v,,v) é elementar;
& conv(vy, ..., v,,v) é elementar;
& conv(vy — ., U — v,0) é elementar;
< (v —v,...,v, —v) é terminal;
[ |
Coroléario 3.15. Sejam o = (ey,...,e,) C Ng um cone reqular, e = aye; +

-+ ane, € 0 um vetor primitivo e r := Z?:l a; — 1. Seja X a variedade

torica associada ao leque Y3, obtido pela subdivisao de o em e. Equivalem:

i) X € uma variedade terminal;

it) O quociente ciclico de tipo X(ay, ..., a,) ¢ terminal;
#11) O quociente ciclico de tipo %(al, ey Ay, —1) € terminal;
w) O cone s(ay,...,a,,r) € terminal.
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Em particular, se existe a;;, = 1 e mde(aq, ..., a;y,...,a,) = 1 entdo X é

terminal.

Demonstragao: Para a equivaléncia entre os itens (i) e (ii) note que, pela

z

Proposigao 3.14, X é terminal se, e somente se, 7 = (e; —e,...,e, —e) é

terminal. Porém, pela Proposicao 1.28, 7 é o cone associado ao quociente

ciclico (ay, ..., a,). As equivaléncias entre os itens (ii), (i) e (iv) seguem
das Proposigoes 2.14 e 3.9. Por fim, se a;, = 1 e mdc(ay, ..., a5y, ...,0,) =1
segue do Teorema 3.12 que s(ay, ..., a,,r) é terminal. [ |

Obs: Para n = 3, o Coroléario acima fornece todas as possibilidades de
vetor e € ¥ = (e, eq,e3) tais que a subdivisao de ¥ em e produza apenas
cones terminais. Ja para m > 4, podemos verificar que a subdivisao de
¥ = (e, €9, €3,64) centrada em e = (2,3,7,13) ¢é terminal, porém este caso,

nao é contemplado pela tltima afirmacao do Corolario ?7.
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Capitulo 4

Sobre Dessingularizacoes e

Divisores Essenciais

Este capitulo esta baseado nos artigos [BG1], [BG2| de C. Bouvier e
G. Gonzalez-Sprinberg e [IK], de S. Ishii e J. Kolldar. Dada uma variedade
torica X, estudaremos os conceitos de “divisores essenciais” para uma classe

de dessingularizagoes, bem como alguns tipos especiais de dessingularizagoes.

O conceito de divisor essencial sobre uma variedade X apresentado em
[BG1], [BG2] difere daquele apresentado em [IK]. Para que nao haja confusao
de idéias, o conceito de divisor essencial do ultimo artigo correspondera ao

que chamaremos de componente essencial. .

4.1 Divisores e Componentes Essenciais

Comecaremos com algumas definigoes, que sao validas para variedades

normais em geral.

Seja uma variedade singular X. Lembramos que um morfismo f : Y — X
¢ uma resolucao de singularidades ou uma dessingulariza¢ao de X se 'Y ¢é
uma variedade nao singular e f é um morfismo proprio e birracional cuja
restricaio Y\ f71(Sing X) — X \ Sing X é um isomorfismo. Uma resolugao

de singularidades f : Y — X é dita uma divisorial se todas as componentes
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irredutiveis do conjunto excepcional Exc(f) = f~!(Sing X) de f tiverem
codimensao 1. Em outras palavras, uma resolucao de singularidades f é
divisorial se e somente se o conjunto excepcional Fzc(f) de f for uma reuniao

de divisores irredutiveis de Y.

Denotaremos por Rx ao conjunto formado pelas resolucoes de singula-
ridade de X e por R4’ ao subconjunto de Rx formado pelas resolucoes de
singularidade que sao divisoriais. Ainda, se X é uma variedade torica, de-
notaremos por R% (resp. R%%Y) ao conjunto formado pelas resolugoes de

singularidade téricas (resp. resolucoes de singularidades divisoriais toricas).

Definicao 4.1. Sejam f:Y — X e g : Z — X dois morfismos proéprios e
birracionais sobre uma variedade (normal) X. Se D C Ezc(f) é um divisor
irredutivel contido no conjunto excepcional de f, entao a aplicacao birracional
g tof Y --» Z esta definida num aberto nao vazio D° do divisor D. O fecho
Zariski (g=L o f)(D°), de (g7 o f)(D°) em Z, é um conjunto irredutivel e nio
depende do aberto D°. Ele serd chamado de centro de D em Z e denotado

por centro,(D) ou simplesmente centro(D).

Se o centro D' = centroy,(D) de D em Z também é um divisor diremos que
D e D' sao divisores birracionalmente equivalentes sobre X e denotaremos
D~x D

Note que a relagdo ~x definida no conjunto dos divisores irredutiveis
D C Exc(f) tal que f:Y — X é um morfismo préprio e birracional é de

fato uma relacao de equivaléncia.

Um divisor excepcional sobre X é uma classe, E = [D]x, de equivaléncia
birracional sobre X, onde D C FExc(f), é um divisor primo contido no con-
junto excepcional de um morfismo préprio e birracional f : ¥ — X, com
Y normal. O conjunto dos divisores excepcionais sobre X sera denotado
por Ex. Ao longo do texto frequentemente faremos um abuso de linguagem

também chamando de divisor excepcional a um representante particular de

E.
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A nogao de centro se estende ao conjunto dos divisores excepcionais sobre
X da seguinte forma: Se F é um divisor excepcional sobre X e g : 7 — X
¢ um morfismo préprio e birracional entdo o centro de E em g (ouem Y), é
definido como

centrog(E) := centrog(D),

onde D é um representante da classe, de equivaléncia birracional F, isto é,
[Dlx = E.

Note que o centroy(E) pode nao ser um divisor e nem estar contido no

conjunto excepcional de g, como se pode ver no exemplo abaixo.

Exemplo 4.2. Seja f : Y — X a explosao de X em z. Considere E = [D]x
onde D C Fxc(f) é o divisor excepcional. Se g : X — X é um isomorfismo,

entdao Exc(g) =0 e centro,(E) = x.

Dada uma familia F de morfismos préprios e birracionais sobre X, vamos
considerar os divisores excepcionais sobre X que de algum modo “aparecem”
no conjunto excepcional de qualquer morfismo da familia F. Abaixo defini-

mos mais precisamente estes objetos.

Definigao 4.3. Seja X uma variedade e seja F uma familia de morfismos

préprios e birracionais sobre X. Dizemos que um divisor excepcional E sobre
X é:

1) Um divisor F-essencial se para todo f € F, centros(E) é uma com-

ponente irredutivel de Exc(f) de codimensao 1;

14) Uma componente F-essencial se para todo f € F, centros(E) é uma

componente irredutivel de Ezc(f) de codimensao menor ou igual a 1.

Os conjuntos dos divisores F-essenciais e das componentes F-essenciais serao

denotados respectivamente por D(F) e C(F).

O seguinte lema segue das definigoes.
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Lema 4.4. Seja X uma variedade e seja F uma familia de morfismos

proprios e birracionais sobre X.
i) Em geral D(F) C C(F) e se X é Q-fatorial entao D(F) = C(F);

i) Se G C F entao D(F) C D(G) e C(F) C C(G).

4.2 Componentes e Divisores Essencias So-

bre Variedades Téricas

A partir de agora vamos analisar algumas propriedades do conjunto de
divisores ou componentes F-essenciais no caso em que X é uma variedade

torica e a familia F em questao é uma das seguintes:
div T T div
RX, RX ; RX? RX .

Em [BG1],[BG2] os autores basicamente trabalham com as familias D(R x)
e D(RY), onde os elementos de cada uma delas sdo ditos respectivamente
“divisores essenciais” e “divisores essenciais equivariantes”. J& em [IK], os
autores trabalham, no caso térico, com C(Rx), C(R%) e C(RL™"), con-
tudo, embora trabalhem com componentes, eles se referem aos elementos de
cada uma dessas trés familias respectivamente por “divisores essenciciais”,
“divisores divisorialmente essenciais” e “divisores téricos divisorialmente es-
senciais”. Como um dos objetivos deste trabalho é fazer uma comparacao
entre os conceitos e resultados de [BG1], [BG2| e [IK], a noc¢ao de divisor
F-essencial e componente F-essencial foi dada para evitar confusao com a

nomenclatura usada nos artigos supracitados.

O Lema abaixo, descreve as incidéncias entre as familias de divisores e

componentes essenciais com que trabalharemos.
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Lema 4.5. Seja X uma variedade torica. Temos

D(Rx) C C(Rx) C C(RY") = D(RY)
N N N
D(RX) € C(RY) C C(RY™) = D(RLX™)

Em particular, se X € Q-fatorial entao todas as familias acima coincidem.
Demonstracao: Conseqiiéncia direta do Lema 4.4 e das definigoes. |

Seja ¢ C Nr um cone racional fortemente convexo e seja X = X, a
variedade torica associada. Como sabemos, uma dessingularizacao térica
divisorial f: Xy — X de X corresponde a uma subdivisao regular ¥ de o.
Ademais, os divisores excepcionais desta dessingularizacao correspondem aos
elementos de sk'Y \ sk'c C 0 N N. Em particular, existe um subconjunto

C C sk'S\ sk'o que corresponde aos divisores RE%"-essenciais, i.6.
D(RL™) = {[D,] : v € C}.
Pelo Lema 4.5, concluimos que existem 5 subconjuntos de C:

C, Cc C3 C (s
N N N
CQ C 04 C O,

correspondendo aos respectivos conjuntos divisores e componentes essenciais
do Lema 4.5 O teorema 4.6 abaixo, resume alguns resultados de [BG1],
[BG2], [IK] e mostra que, eventualmente com excegao de C}, tais conjuntos
sao intrinsecos a variedade X, isto é, nao dependem do morfismo f. Antes

de enuncia-lo, vamos estabelecer algumas notacoes.

Dado um cone fortemente convexo o C Ng, denotaremos por S(o) ao

conjunto formado pelos elementos de ¢ N N que pertencem ao interior de

60



alguma face singular de o, ou seja,

S(o) = U intT N N.

T<0o, T singular

Considere também o conjunto S = min S(c) (ndo confundir com S, =
o'N M) formado pelos elementos de S(o) que sdo minimais pela relagao de

ordem parcial < definida em o NN por (ver segao 7?7 para maiores detalhes):
UIVESUVEUHO.

Por fim, lembramos que G, denota o sistema minimal gerador do semigrupo

o N N. Com isso temos:

Teorema 4.6. Seja 0 um cone racional e fortemente convero em N e seja

X a variedade torica associada. Entao:
i) C(Rx) = C(RX™) ={[Du] : v € 57};
1) D(RY) ={[D,] : v € G, \ sklc};
111) Se dim X = 3 entio D(Rx) = D(R%).

Demonstracao: Para o item (7) ver [IK, Theorem 3.16 e Corollary 3.17].
Para os itens (ii) e (i) ver [BG2, Théoreme 1.10 e Théoreme 2.5] respecti-

vamente. [ |

Uma conseqiiéncia direta do teorema acima ¢é que, dentre as familias de
divisores e componentes essenciais do Lema 4.5, podemos ter no méaximo 3

delas distintas. A saber
D(Rx) C D(RY) € C(Rx) = D(REY™).

De acordo com o teorema acima, para obter uma dessingularizagao térica

(resp. dessingularizacao divisorial térica) de o, o minimo de arestas que
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devemos acrescentar na subdivisao associada, sao aquelas geradas pelos ele-

mentos de G, (resp. S7). Isto motiva a seguinte definigao.

Definicao 4.7. Seja ¢ C Ng um cone fortemente convexo. Uma subdivisao
Y de o é dita uma G-subdivisao se sk'Y = G, e o morfismo térico corres-
pondente é dito G-morfismo térico. Ainda, se a G-subdivisao X for regular

entao o morfismo térico associado é dito G-dessingularizacao.

A existéncia de G-subdivisoes regulares de um cone fortemente convexo foi
conjecturada por A. Seb6 em [Se], motivado por consideragdes em otimizagao
combinatéria. Ele apresenta uma demonstracao da existéncia no caso de
dimensao 3. De maneira independente C. Bouvier e G. Gonzalez-Sprinberg
também provam a existéncia de G-subdivisoes regulares em dimensao 3 e
fornecendo o primeiro contra exemplo de cone em dimensao 4 que nao admite
G-subdivisoes regulares, a saber, o cone standard (1, 3,4, 7). Dado um cone
tridimensional o, eles mostram ainda que: se ¢ tem indice maior que 1 entao
ele tem uma tnica G-subdivisao regular; se o tem indice igual a 1 entao duas
G-subdivisoes regulares sao obtidas uma da outra por um ntmero finito de
transformacoes elementares. Mais tarde, M. T. Firla e G. M. Ziegler, em
[FZ] apresentam um contra exemplo um pouco mais simples dado pelo cone
standard s(1,2,3,5).

Voltaremos ao conceito de G-dessingularizagao na Secao 4.4. Antes apre-

sentaremos algumas propriedades do conjunto S? e de sua relacao com G,.

4.3 Propriedades do conjunto S°

Dado um cone fortemente convexo o C Ng, denotaremos por E, o sub-
conjunto de S(o) formado pelos elementos v = vy + ... + v, € S(0) tais

que:

i) {v1,..., v} C sklo;
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i) (v1,...,v) € regular;
11) toda face prépria de (vq, ..., v;) é uma face regular de o.
Note que o item iii) é equivalente a:
14i°) v, + ... +v;, ¢ S(o) para todo subconjunto préprio {i,...,is} C

{1,..,k}.

Exemplo 4.8. Seja 0 = (g, €9, ¢e3,¢) C R3, onde ey, ey, €3 08 primeiros ve-
tores da base candnica de R® e ¢ = (—1,1,1). Note que ¢ é um cone nao

simplicial de singularidade isolada e temos
S(o)=intoNZ> Gy,NS(c)=0 e S =E,={e+e}.

Exemplo 4.9. Seja 7 = (e, €9, u,v) C R? onde ey, €5 sdo os dois primeiros
vetores da base canonica de R?, v = (—1,0,3) e v = (2,—1,3). Note que o

é um cone nao simplicial de singularidade isolada e temos
S(r)y=intTNZ G, NS(t)=8"={w,w} e FE,={e +u},
onde wy = (1,0,1) e wy = (1,0, 2).
Os exemplos 4.8 e 4.9 mostram que no caso nao Q-fatorial podemos ter
D(R%) # C(Rx) ou D(Ry)=C(Rx).

Proposigao 4.10. Seja 0 € Ng um cone fortemente convexo, nao necessa-

riamente simplicial. Entao:
i) o é reqular < S(o) € vazio;
i) o simplicial = E, vazio;
ti1) S(o) é um subsemigrupo de c N N;

w) S C E,W(G,NS(0)).
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Em particular, se o € simplicial temos S° = G, N S(o)

Demonstragao:

i) Conseqiiéncia direta da definigao.

11) Seja o simplicial. Se exite v = v1+...+v, € E,, com vy, ...,v;, € sklo e

(v1, ..., v) regular. Como este cone é face de o temos que v ¢ S(0), absurdo.

ti3) Para ver que S(o) é subsemigrupo de 0 NN devemos mostrar que
S(o) é fechado pela soma. Sejam v,w € S(o); entao existem 7 e 7 faces
singulares de o tais que v € inty e w € intT. Seja § a menor face de o
que contém ~ e 7. Portanto, ¢ é singular. Basta mostrar que v + w € intJ.
Suponha que isto ndo ocorre. Entéo existe u € 0 C 4N 7, ndo nulo, tal que

(u,v+w) = 0. Logo (u,v) =0, donde segue que v ¢ int T, absurdo.

) E claro que G, N E, = 0. Assim, pela proposicdo anterior, basta
mostrar que (minS(o) \ G,) C E,. Suponha que existe v € S7\ G, e

considere
sk'c ={v,..,v,} e G,NS(0)={w,..,w}.

Como G, = sk'o U (G, N S(c)) temos, a priori, que

n t
V= E a;v; —+ E blwz
i=1 i=1

com aq, ...Gp, by, ..., by, € NU{0} . Pela minimalidade de v devemos ter todos

os bl;s nulos, caso contrario terfamos v = wj, € G5 N S(0).

Seja 7 o cone gerado por {v; : a; > 0}. Sem perda de generalidade
podemos supor que 7 = (v, ..., Ug), 2 < k < n. Por hipétese, existe uma face

singular v < ¢ tal que v € int~y. Assim, se v = oN ut, com u € 7, segue que
k

0= (v,u) = Zai@i,u)

=1
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logo, como todos os a;’s sao positivos, temos (v;,u) = 0, para todo i €
{1,...,k}, donde 7 C ~. Além disso, como int T Ninty # 0, temos também
intT C int~y. De fato, se existe v’ € int T\ inty entdo v' = aqv; + ... + g,

com «; > 0 para todo i = 1,.... k e existe u' € 4\ {0} tal que

k
0= (u,v) = Zai<u’,vi>.
i—1

Portanto, (v, v;) = 0 para todo i = 1,..., k, o que implica 7 C 07, absurdo.

Se (v, ..., v;,) C 7 é um subcone simplicial de dimensao maxima, entao
Vi, ... 4, € int T C inty e portanto v;, +...+v;, € S(o). Pela minimalidade
de v devemos ter s = k e v = vy + ... + vx. Note também que 7 deve ser

simplicial.

"= (vyy,...,v,) < T uma face singular de

Se 7 ¢ singular, considere T
dimensao minima. Entdo v;, +...4v;, € S(0) e, novamente pela minimalidade
de v, segue que 7 = 7. Portanto 7 é um cone de singularidade isolada.
Mas entdo, pelo lema 2.2 existem w,w’ € int7T N N tais que w +w' = v
e isto contradiz a minimalidade de v. Logo 7 é regular, donde v satisfaz a
propriedade (7) da defini¢ao de E,. Note, em particular que -y é ndo simplicial,

caso contréario, 7 seria uma face prépria de v e portanto v ¢ int~y.

Para finalizar, se existe um subconjunto préprio {iy,...,is} C {1,....,k}
tal que v;, + ... + v;, € S(0) temos, mais uma vez, uma contradigdo com a

minimalidade de v. Portanto v € E,. [ |

4.4 Geometria dos Cones Simpliciais, Termi-

nais, de Dimensao 4 e Indice 1

Nesta secao descrevemos um pouco da geometria dos cones simpliciais,
terminais, de dimensao 4 e indice 1. Em particular, caracterizaremos os cones

com as propriedades acima que possuem G-subdivisao regular.
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Proposigao 4.11. Seja o C Ng um cone simplicial, nao regular, de indice

1 e de dimensao 4. Sdao equivalentes:
i) o é terminal;

i) o € de singularidade isolada e existem u,v € o N M \ {0} tais que

by = u+v;

41) Existem a,r inteiros satisfazendo 0 < a < § e mdc(a,r) = 1 tais que

o~s(l,a,r—a,r).

Demonstracao:
A equivaléncia (¢ < #7) é dada pelo Teorema 3.2 e a implicagao (it = %)

é conseqiiéncia da Proposicao 3.7.

(741 = 1%): Basta mostrar a existéncia de u e v como no enunciado. Como
na demonstragao do teorema 3.12, temos ¢, = e] + €5 + e5 — e}, logo u = €]}

e v = e; + e — e satisfazem as condicoes exigidas. |

Corolario 4.12. Seja 0 C Ng um cone terminal, simplicial, nao regular,

de indice 1 e de dimensao 4. Entao:
i) G, = sklo U P,;

it) se l, = u+v é como no item i) da proposi¢io acima, temos que P,

esta contido no plano de equacoes u = 1,v = 1.

Demonstracao:
1) Suponha que existe w € P, \ G,. Entao existem w € G, e w» €
o NN\ {0} tais que w = w* + w». Portanto,

2= (l,,w) = {ly,w) + (lyy,w) =2+ ({;,w) > 3.

Absurdo.

1) Suponha que sk'oc = {vi,ve,v3,v4} e seja w € P,. Pelo lema 2.2,

existe w’ € P, tal que w 4+ w = vy + vy + v3 + v4. Logo, Uy, w) + ({y, w?) =
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4. Como o é terminal e de indice 1, entao (¢,,w) e ({,,w’) sdo inteiros
maiores que 1. Portanto, ({,,w) = ({,,w’) = 2. Mas ¢, = u + v implica
(u, w) + (v,w) = 2. Logo, como o é de singularidade isolada temos (u,w) =

(v,w) = 1. [ |

Lema 4.13. Seja 0 = s(1,a,7r —a,r) com 0 < a < % e mdc(a,r) = 1.

2
Entao:
i) wgr1 —wy € {(0,0,1,1),(0,1,0,1)} para todo k =1,...,7 —2;
1) existe um tnico automorfismo ¢ € Aut(Z'), com o # Id, tal que
(o) = o. Em particular, ¢* = Id e temos

pler) =e, plea) =e3 e o(wy) =w,_p para todo wy € P,.

Demonstracgao:
i) Como wy, = (1, [%], ((“a)’ﬂ,k) para k=1,...,r — 1, temos

s T

wrr1 —w = (0,,6,1), para k=1,...,r —2,

onde

a= [MW —[%] ¢ p= ((r—a)(kﬂ)w _ ((r—a)k]

T T s s

Claramente «, 5 € {0,1}, logo basta provar que o« = 0 < [ = 1. De fato,

note que como 0 < a < 3 e mdc(a,r) = 1 temos que ak o =9k 156 sdo
T T

inteiros para k = 1,--- ;7 — 2. Com isso, existe t € Z tal que valem as
equivaléncias:
a=0et< % B g

o -1 < kD o ek oy

7 T

Skt < Ak o mak g op ot
PN (r—a)k < k—1t < (r—a)(k+1)
S =1
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11) Suponha que existe um automorfismo ¢ € Aut(Z?) diferente da iden-
tidade tal que p(0) = . Entao ¢(sk'c) = sk'o. Por simplicidade ponha

eo =e=(1,a,7 — a,r). Suponha que

90(61) = &4, 90(62) = €y, 30(63) = €k, 90(60) =€

com {i,j,k,1} ={0,1,2,3}. Entao

e = ¢(eo) = pler) + ap(ex) + (r — a)p(es) + ro(eq)

e portanto

1
pley) = ;(el —e; —aej + (a—r)ey) € Z.

Calculando todas as possibilidades concluimos do fato que ¢(e4) € Z* que
pler) = e, @lea) =es,  ples) = e, p(en) = ei.

As demais afirmacoes se verificam facilmente. |

Abaixo mostramos as configuracées do conjunto P, associado ao cone ¢

de acordo com o lema 4.13.

s(1,5,4,7) s(1.3.5.8)

No Teorema 4.16 abaixo caracterizaremos a familia dos cones simpliciais,
terminais, nao regulares e de indice 1, que admitem G-subdivisao regular.

Para isso precisaremos de dois lemas técnicos.

No lema abaixo, lembramos que dado um inteiro ¢ denotamos por [c] ao

elemento de {1, ...,r} que é congruo a ¢ médulo r.
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Lema 4.14. Sejam a e r inteiros relativamente primos satisfazendo 1 <
a < §. Ewiste b € {2,...,7 — 2} tal que [ab] = 1. Além disso a aplicagdo
J — kj := [=bj] define uma bije¢io do conjunto {1,...,r — 1} nele mesmo

com as sequintes propriedades:

1) kjyy = k; +kyl, 4,7 € Z. Em particular, k,_; + k;j = r;

i) r{a—kﬂ—akj:j, j=0,....,r—1;

r

1i1) Ser =2t + 1 entao {t,t + 1} N{ks, ke } = 0;
) Ser =2t entao ky € {3,...,7 — 3}.

Demonstragao:

Como mdc(a,r) = 1, existem inteiros b e ¢ tais que ab + ¢r = 1. Logo
[ab] = 1. Pelo algoritmo da divisdo podemos supor b € {1,...,r — 1}. Como
a > 1 devemos ter 1 # b # r — 1.

A bijegao e o item %) do enunciado sao imediatos das propriedades de

congrueéencia nos inteiros;

1) Sejam inteiros ¢,d com d # 0. Pelo algoritmo da divisao verifica-se
que

d(%} —c=t€{0,..,r—1}.

Substituindo ¢ por ak; e d por r temos

t:r[ W—aka—ak‘jzj mod 7.

r

donde t = j.

191) Se {t,t+1}N{ks, ki1 } # 0, segue do item 2) que ky =t ou ky = t+1.
Como 7 > 2 temos que mdc(t,r) = 1. Logo

k=t < [-bt] =t < b=r— 1, absurdo.

ky=t+ 1< [-bt] = —t < b= 1, absurdo.
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tw) Se r = 2t temos k) =2 & [-b] =2 & [-1] =24 & 2a = 2t — 1,

absurdo.ky =r —2 < [-b =r—2 & [—1] = 2a < 2a = 2t + 1, absurdo. B

No Lema 4.15 abaixo, generalizamos a técnica que em [BG2|, os auto-
res utilizam para provar que o cone o = s(1,3,4,7) ndo admite uma G,-

subdivisao regular.

Lema 4.15. Seja o = s(1,a,7 —a,r) com 1 < a < 5 emdc(a,r) =1. Se X

¢ uma G-subdivisao regular de o entao, com as notagoes acima, temos
(wj,wjy1) €X e (W, wyy,,) €L para  j=1,..,7—2.

Demonstracao: Denotando e := (1,a,7 — a,r), temos G, \ {e,e1} =
{ea, e3, w1, ..., w,_1}. Além disso, este conjunto esta contido no espago afim
de equacao xo + x3 — x4 = 1: Com efeito, v = x5 + x3 — 24 é a forma linear

da proposicao 4.11.

Se w = (x,y,z,u) € G, \ {e,e1} e k € {1,...,7 — 1} temos

11 1 T
0 a ’Vak:/r—‘ y

0r—a ’V(T—a)k/r—‘ z
0 r k u

11 1 T
= |det (Oa I_ak:/r-‘ y)‘

00 1

0r k u

= ‘r(ak/ﬂ —ak—{—au—ry‘.

|det (e, €, w, w)| = |det

—_

Para a segunda igualdade, observe que a segunda matrix é obtida substi-

tuindo a linha [3 da primeira matriz por Iy + I3 — l4.
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Substituindo k por k; na equagao acima, segue do Lema 4.14-4%, que
|det(e, e, wy,, w)| = [j + au — 1y,
Donde concluimos que

j=1lew € {es,wy,},
(e,e1,wy,,w) éregular < ¢ j=r—1ew € {es, wy, ,},

je{2,...,r=2}ew € {wy,_,, wy,,, }.
(4.1)

Como (e, e1,e3) é um muro de o temos (e, eq,e3) € 3. Por hipétese, existe
um cone regular (e, ey, ez, w) € X com w € G,, mas por 4.1 a tnica pos-
sibilidade é w = wy,. Em particular, (e, e, wy,) € X. Como wy, € into
existem dois cones maximais regulares em 3 da forma (e, ey, wy,,w’) € X,
com w' € G, \{wg, }. Novamente por 4.1, as tinicas possibilidades sdo w’ = e
ou w' = wy,. Em particular, (e, e;,wy,) € X. Repetindo este raciocinio ob-

temos a seqiiéncia de implicacoes:

(e,e1,e3) € X = (e, eq,e3, Wk, ) € X = (e,e1,Wg,) € X = (€, €1, Wy, Wky) € 2
= (e, €1, Wy, ) € X = (€, €1, Wk, Wiy) € L = -+ = (€,€1, Wk, _,, Wk, ,)E 1

donde concluimos que
(Wi;, we;,,) €Y para  j=1,..,1—2.

A outra parte se procede de maneira similar: Tomando w = (x,y, z,u) €
{e,er,wi,...,w,—1} = G, \ {e2,e3}. Para k € {1,...,7 — 1} temos

|det(eq, e3, wg, w)| = |u — xk]|
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de onde segue que

j=1lew € {e,ws},
(e2,e3,wj,w) éregular & ¢ j=r—1lew € {e,w,_»},

j S {2, ey T — 2} eweE {wj_l,wj+1}.

Assim, argumentando como anteriormente obtemos a seqiiéncia de implicagoes:

(e1,€9,e3) € X = (e, €9,63,w1) € X = (€9, €3,w1) € X = (€9, €3, W1, Ws) € X2
= <€2,€3,w2> € z = <e27€37w27w3> S b == <€2,€3,w7~,2,w7«,1> S by

donde concluimos que
(wj,wjy1) €X  para j=1,..,r—2.

Isto prova o lema. |

Teorema 4.16. Seja 0 C Nr um cone simplicial terminal nao reqular de

indice 1 e de dimensao 4. Entao as condi¢oes abaizo sao equivalentes:
1) P, =G, \ sk'o estd contido em uma reta;
i) o ~s(1,1,r —1,r) para algum r maior que 2;

11) Existe uma G-subdivisao reqular de o. Neste caso a G-subdivisao regu-

lar € unica. .

Nas hipéteses do teorema acima, as relacoes de incidéncia dos cones ma-
ximais da tnica G-subdivisao ¥, quando esta existe, pode ser representada
pelo grafo a abaixo, onde dois cones sao ligados se eles possuem um muro em

comuim.
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{e1.e0.€3,w1 } {e.ez.e3,m1 )

{er ,c:g;uuK {e.eq oy s )
{ez.eq,wy w2} {e.ez, w1 o}
(e1 .85, W Wh 41} }wk NI
(en.e3, W w0y 1}—(5-‘A132-'!1-'Trwx b1
{er.eq.0,. 2& y:r- 2, Wy 1)

(CQ-C‘-Z’H“"T' ik 1}7{0,&[1]1:,. 2. L}
{e.ez.e3.wr—1)

{e.e1.03,Wr—1)

Demonstracao:
Pela proposicao 4.11, podemos supor sem perda de generalidade que o =
s(1,a,7 —a,r), onde a,r sdo inteiros com mdc(a,r) =1 e 0 < a < 5. Note

que para r = 2 a Unica possibilidade é o = (1,1, 1,2) e neste caso,
G, \ sk'o = {(1,1,1,1)},

donde, os itens %), i) e #ii) se verificam facilmente. Suponha entdo que
r > 2.

(i < 4): Primeiramente,
_ ak (r—a)k _
wk—(l, ’77—‘,’77—‘,]{3) k‘—l,...,?“—l.
Em particular, como 0 < a < g, temos

w1 = (1?17171) € Wp_1 = (1,a,7‘—a,r—1).
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Portanto, P, = {wy,ws,...,w,_1} esta contido numa reta se, e somente se,
para todo k € {1,...,7 — 1} existe \; € R tal que

W = Wy + )\k(wr_l - wl).

Como r > 2, substituindo wy, wy € w,_1 na equacao acima, obtemos A\, = %

e segue que P, esta contido numa reta se, e somente se,

akl — (k=D(a=1) (r—a)k] _ (k—1)(r—a—1)
=1+ e [U=ah] =4 Bzl

r r—2 r r—2 ’

para todo k € {1,...,r—1}. Mas como r > 2, (tomando k = r — 2) verifica-se

que isso ocorre se, e somente se, a = 1.
(22 = 441): Se a = 1 verifica~se que
wr = (1,1,k, k) paratodo k=1,...,r—1.

Pondo e = (1,1,7 — 1,7) temos que para quais quer 4,j,k € {1,....,7 — 1}
vale:

o |det(eq, e, e3,wi)| = |det(e, eq, e2, wi)| = k;
b |d6t(€7 €1, 637wk:)| - |d6t(€, €9, €3, wk>| = 7r — k7

o |det(w, w;,wj,w)] =0 para todo w € R

o |det(e, e, w;j, wy)| = |det(e, e2, wj, wy)| = |det(eq, es, w;, wy)| =

|det(ea, e3, w;, wi)| = |k — j.

Como conseqiiéncia, os unicos cones regulares de dimensao 4 contidos em o

que contém seus geradores em G, Sao:

<617 €2, €3, w1>7 <67 €1, €2, w1>7 <67 €1, €3, w'r—l)a <6a €2, 637w7‘—1>

<€, €1, Wy, wj+1>7 <6, 627wj7wj+1>7 <617 €3, Wy, wj+1>, <€27 €3, Wy, wj+1>

para j =1,....,7 — 2.
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Seja ¥ o conjunto formado por todos os cones regulares que tem como
geradores os elementos de G, ou seja, por cada um dos cones acima junta-
mente com sua faces. Verifica-se que X satisfaz todas as condigcoes para ser
leque. Como sk'Y = G, e todos os elementos de Y sdao regulares, segue que

Y é uma G-subdivisao regular de o.

Para a unicidade, suponha que ¥’ é uma G-subdivisao regular qualquer
de 0. Como (ey,eq,e3) é face de o temos (e1,eq,e3) € Y¥/. Logo existe
w € G, tal que (e, es,e3,w) € ¥'. Como ¥’ é regular, a unica possibi-
lidade é w = w;. Em particular, (es,e3,wy) € ¥/ logo, existe w € G,
tal que (eq,e3, wy,w’) € ¥’ e novamente, como ¥’ é regular, a tinica pos-
sibilidade é w* = wy. Repetindo este raciocinio concluimos que (es, €3, w;)
e (eg, €3, w;,w;s1) pertencem a ¥’ par todo j = 1,...,r — 1. De maneira
analoga mostramos que os demais cones regulares acima citados pertencem
a X', donde ¥ C ¥'. Mas por construcao, % é a G-subdivisao regular de o

com o maior nimero de cones maximais, logo ¥’ = 3.

(it = 41): Suponhamos, por absurdo, que a > 1 e que existe uma G-
subdivisao regular ¥ de 0. Com isso estamos nas hipdteses do lema 4.15,

logo mantendo suas notagoes temos
(wj,wjy1) €Y e (wy,wy,,,) €X para j=1,..,1r—2.

Vamos analisar separadamente os casos em que r é par ou impar.

Se r é impar, escrevemos r = 2t + 1, logo
t+1=r—t e ki1=1r—Fk.
Assim, pelo item vii) da proposicao 2.12, temos
Wy + Wy = Wk, + Wk, = €+ €1+ €2+ €3.
Pelo lema 4.14-443), temos {wy, w1} N {wg,, wy,,, } = 0, donde segue que
(e4e1+ ez + e3) = int{wy, W) N (Wy,, Wg,,,) € .
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Contradicao.

Se r é par, digamos r = 2¢, um argumento similar nao funciona, pois

neste caso
(e4e1+ex + e3) = int{wy, W) N Wy, Wiy, ) = (W) € 2.

r impar T par

® wt ®Wky

O Wiy ® Wi41

r

2
que r > 8. Pela equivaléncia entre os itens i) e ii), segue que P, nao esta

Se r é par, como mdc(a,r) = 1 e 2 < a < % temos que a é impar e

contido numa tunica reta, logo existem inteiros 2 < ¢ < d < r tais que ¢ é
o maior inteiro para o qual {wy,...,w.} estd contido numa reta R; e d é o

maior inteiro d para o qual {wy,...,ws} estd contido numa reta Ry diferente
de Rl.

No que segue, denote
[w;, wj] = conv(w;,w;) e (wy,w;) = [w;,w;] \ {w;, w,}.

Temos seis casos a analisar (ver figura abaixo). Em cada um deles prova-
remos que existem dois cones distintos (w;,w;) e (wg,w;) em ¥ tais que
(wi, wy) N [wg, wy] # 0, obtendo assim uma contradigdo. Primeiramente con-

sidere j, 5,57 € {1,...,r — 1} tais que
k=1, k=2 ¢ k=3
Pelos itens ) e iv) do lema 4.14 temos
Fi+3<r, kinm=k+1, kia=k+2 e kjjz1=Fk+3.
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Em particular, pelo lema 4.15, segue que (wy, wy, 11) € (W, Wi, +2) pertencem
a 2.

Caso 1. (k1 +1 < ¢): Pelo Lema 4.14-(iv) temos k1 + 1 > 4 logo (wq,ws) N
[wy, wi, 1] # 0. Absurdo.

Caso 2. (k;+1 > d): Considere W = conv(wy, ..., wg) e W' = conv(wy, ..., w,_1).
Como wy € W e wg, 41 € W'\ W, entao o segmento (wy,wy,+1) intercepta
W NW’' = [we, wy]. Absurdo.

Caso 3. (¢ < k1 +1 < d): Tome W como acima e W" = conv(wy, ..., Wk, +1).
Como wy € W e w42 € W\ W”, entao o segmento (ws, wg,2) intercepta
W W"” em [wy, wg,+1]. Absurdo.

Caso 4. (2 < ¢ < k1 +1 = d): Com um argumento similar ao anterior

provamos que (wa, Wk, +2) N [w1, Wy, +1] # 0. Absurdo.

Caso 5. 2=c<k;+1=4d,k +3=r): Neste caso, r > 8 temos k; > 5.
Por outro lado, como kj.. = 3 temos kj..1 = kj., + ki = r donde segue que
j» =r—1. Logo 3 = k,_1 = [k,_o+ k1], e portanto k,_o+k; = r+3 = k1 +6,

donde temos k,_o = 6. Com isso temos que (wy, ws) C [ws, wg]. Absurdo.
Caso 6. (2=c< ki +1=d, ki +3 <r): Considere o quadrangulo
Q = conv(wy, Wy, Wk +1, Wiy +2)-

Pelo lema 4.14 iv) temos que ws pertence (ws,wy, 1) € portanto, como
[wa, Wi, +1] é diagonal de @, temos w3 € int Q). Por outro lado, como ky < r—3

temos que wg,+3 ¢ @, logo (w3, wy,+3) intercepta a fronteira de @), dada por

(w1, wa] U [wy, wiy 1] U [wa, Wiy 2] U [wky 11, Wiy 2]

Absurdo. [ |
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caso 1 caso 2 : caso 3

eouw; P owie ouwy ; w1 e o'd
w2 : : Wk +2
: g
w3
Wey 41
. =
Wey+1
We 5 We
Wk +1

caso 5 ® caso 6
WE=Wk ., -

- wy
® Wiy+1 ® ® w41
/.'!D;
® Wiy 42 wa ® w42
wI=wk,
e WEk1+3

(G-Subdivisoes de s(1,2,3,5)

Para finalizar este capitulo, apresentaremos todas as possiveis G-subdivisoes
do cone 0 =5(1,2,3,5) e as subdivisoes regulares minimais provenientes de-

las.

Lembramos que
1 1
sk o ={e,e1,e9,e3} e Gy ={wy,wy, w3, we} Usk o,
onde e, ey € e3 sao0 os trés primeiros vetores da base candnica de Z* e

w = (1,1,1,1), wy=(1,1,2,2), ws=(1,2,2,3)
wy = (1,2,3,4), e=(1,2,3,5).

Pelo lema 4.13, existe um unico automorfismo ¢ € Aut(Z*) diferente da
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identidade tal que (o) =0, p? = Id e
pler) =€, @les) =e3 e @(wy) =ws— paratodo wy € P,.
Se F é uma familia de cones, denote por ¢F, a familia de cones definida por
{o(1): 7€ F}.

Proposicao 4.17. Com as notacoes acima, se ¥ é uma G-subdivisao de

5(1,2,3,5) entao o conjunto X" dos cones mazimais de ¥ € dado por
Ymew=0F ou X" =pF, 1=12234,

onde Fi,Fo, F3 e Fy sao listados abaizo.

(e1,e3,e,wy),  (er,e,wo,wy), (es, e, wo,wy), (€1,es,e3,w1),
F - (€1, €3, w1, wa), (€2, e3,wi,ws), (e1,e,wi,wy), (e1,wr,ws,wy),
(€9, w1, wa, wy), (€1,e2,ws,wy), (€1,e2,e,w3), (e2,€, w3, wy),
(e1,e,ws,wy), (€2, e3,wy,wy), {e,e3,€ wy)
( (e1,e3,e,wa),  (er,e,wa,wy), (es,e,wo,wy), (€1,e3,wy,ws), )
7 - (e1, w1, wa, wy), (€3, wy,wa, wy), (e1,e, w3, wy), (e1,eq, e ws),
(€9, e, w3, wy), {e1,e,ws,wy), (e1,ey,e3,w1), (€1,es,wy,wy),
| (e2,e3,wi,wa), (€2, €3,€,wa)
(e9,e3,e,wyq), (€g,€3,w3,wy), (€9,e,wg,wy), (e1,€,e€3,W), )
£ - (e1, €9, wy,ws), (er,es, wi,ws), (e, es, wi,ws), (e1,es,e, wa),
(e1,e3,wo,w3), (e1,e,wo,wsz), (es, e, wo,wy), (€3, ws,ws,wy),
| (e, w2, w3, wa),  (eq, €2, €, w3) )
(e9,e3,e,wyq),  (e2,e3,w3,wy), (e, e,ws,wy), (€1,es,e3,w1), )
F - (e1,ea,wy,ws), (ey,es,wy,w3), (eg, es, wy,ws), (e1,es, e, ws),
(e1,e,wo,wy), (€3, e, wo,wy), (e1,e3,wy,w3), (e1,e, ws, wy),
| (€1, wa, w3, wa), (€3, w2, w3, wa), (€1, €2, €,w3) )
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Demonstracao: Note que todas as G-subdivisoes de ¢ sao da forma

(U)wi7wj,wk7wl para {27]7k7l} = {1727?)’4}

Comecaremos obtendo as G-subdivisoes de o que comecam pela subdivisao

elementar em w,. Neste caso, os cones maximais de (o), sao:
01 = (e, €3,€,Wy), 00 = (€1, €3,€,Wy4),03 = (€1, €2, €,Wy4),04 = (€1, €9, €3, W4).

Para termos uma G-subdivisao de o devemos subdividir cada cone o; acima
nos pontos {wy, we, w3} N o;. Note que mult o; = i, para i = 1,2,3,4. Em
particular, o é regular e portanto os cones em jogo nas proximas subdivisoes

SA0 0S Ccones 0y, 03 € 0y.

Veriﬁca—se que
1 1 1 1 2 1 1
Wo = 561 + 563 + 5?1)4, W3 = 561 + 562 + §U)4 + 36 €

_ 1 1 1 _ 3 1 1 1
w, = 561 + 562 + 511)2 = 161 + 562 —+ 163 —+ Zw4.

Logo,

Wy € <61,€3,U)4> =o09N0oy, wy €intoy, w3 € intos.

Note que wy,wy € 04 € que g4 € 0 Unico cone dentre oo, 03,04 que contém
mais do que um elemento de {wy,ws, w3}. Logo ele é o tnico destes cones
cuja subdivisao final varia de acordo com o fato de comegarmos a subdividir
por w; ou por wy. Por outro lado, a subdivisao em w3 interfere apenas no
cone o; e a ordem das subdivisoes em w; e wy nao interferem nos cones oy €
03. Logo a subdivisao em w3 pode ser feita em qualquer ordem sem alterar
o resultado final da subdivisao. Resumindo, temos apenas duas possiveis

G-subdivisoes de o obtidas a partir de (o), dadas por

2
22 .

<0>w4,w3,w27w1 = <0>w4,w2,w37w1 = <0>w4,w2,W17w3 €

(O-)w4,w3,w1,w2 - (O-)w4,w1,w3,w2 - (O-)w4,w1,w2,w3

Para continuar, calcularemos primeiro a subdivisao em wsz. Note que (03)y,
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tem como cones maximais

= <€17627w37w4>7 6 = <€1762767w3>) Y= <€27€7w37w4>7

com «, 3 e v regulares e ¢ de multiplicidade 2

Obtencao de 3;: Neste caso devemos subdividir primeiro em wy e depois
em wi. Os cones afetados pela subdivisao em wy sao os cones oy € 04. Com

isso temos
(02)m™ = {(e1, €3, e, wa), (€1, e, wa, wy), (€3, €, W2, wy) },
cujos cones sao todos regulares e (o4)52" formado pelos cones:
e = (e1,ea,e3,wy), (= (e, ea,wowy), 6= ey, es, wy wy),

todos de multiplicidade 2 e com w; € e N (. A subdivisao em w; fornece,

portanto
em® = {(e1, €2, €3,w1), (€1, €3, W1, Wa), (€2, €3, W1, W) },
1777'1@:0 - {<617€27w17w4>7 <617w17w27w4>7 <€27w17w27w4>},

todas formadas por cones regulares. Com isso concluimos que

Y = (og) et Uen™ U ™ U{a, 8,7, 6,0, 01} = Fi.

w

Obtencgao de X,: Neste caso devemos subdividir primeiro em w; e depois
em wy. O unico cone afetado pela subdivisao em w; é o4, fornecendo os

seguintes cones maximais

H = <€1,€2,63,U)1>, V= <617627w17w4>7 ™= <€1,€3,U]1,w4>,
K

- <627 €3, Wi, w4>7

onde p e v sao regulares, multm = 2 e multk = 3. Agora, os cones que

intervem na subdivisao em w; sao os cones o e m, fornecendo (o2)¢* como
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no caso 1 e

7.‘-3};&: == {<617 €3, w17w2>; <€1,'U]1, w27w4>7 <637 w1, Wa, w4>}7

cujos cones sao todos regulares. Assim

5 = (og)m® U U{a, 8,7, 0, u, v, ky 01} = Fo.

w2 2

Verifica-se de maneira analoga, que se comegarmos a G-subdivisao de ¢ por

w3 obteremos apenas dois leques dados por

232
242

(0)w3,w1,w27w4 - (0)w3,w2,w17w4 - <0>w3,w2,w47w1 €

(0-)w3,w17w47w2 - (0-)w3,w47w17w2 - (0)w3,w47w27w1'

onde os respectivos cones maximais sao dados por X5 = F3 e X' = Fy.

Para finalizar, aplicando o automorfismo ¢ temos

(0w wg i = (O) puws) spluw;) (i) () -

para {i,j,k, 1} = {1,2,3,4}. Portanto, as outras possiveis G-subdivisoes de

o sao dadas por

o w1,w2,Ww3,Wq g w1,w3,w2,wq g w1,w3,w4,w2

9021 =
0 )wi,wewaws =

(o) (
g = (0)u, (
plig = (U)wz,w4,ll)3,wl = (
(o) (

0 )w yW4,W2,Ww3 0)w ,W4,W3, W2

) (
Jur (
O )z ws wawr = (
) (

Py = (o

)

Jur
U)wz,wg,wl,wz; )

)

w2,W4,W1,W3 g w2,W1,Wq,W3 g w2,W, w3, wq -

Proposicao 4.18. Com as notagoes acima, cada >; possui uma unica sub-
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divisao minimal regular 3, cujo esqueleto é dado por

sk'Y) =G, U {w; + e, w3 + e3},
sk'Y, =G, U {w; + e, wy + e, w3 + e3},
sk'Yh =G, U {wy + e, wy + e, w3 + e3},
sk'Y), =G, U {w; + e, wy + e}

Em particular, cada ¢¥; possui uma unica subdivisao minimal regqular ¢33,
cujo esqueleto € p(sk'XL).

Demonstracao: Verifica-se que nas familias F; acima os tinicos cones nao

regulares sao:

5 = (e1, e, ws, wy) e 0= (e e3,wo,wy) em F,
5 = (e1, e, ws, wy) e K= (e e3w,wy em Foy
5= len e wnus) o 0= (eneusug) om
0 = (e2, €3, wi,w3) e K= (e, e, w3, wy) em Fy.

Vejamos quais subdivisoes regulares minimais podem corresponder a cada

uma das G-subdivisoes acima.

No caso de ¥; devemos subdividir os cones § = (ey,e,ws,wy) e 0 =

(€9, €3, w9, wy) em pontos de G5 e Gy respectivamente. Note que
wite=1i(e1+wstwite) €intd e wy+ey = 3(ea+ez+wr+ws) € intb.

Assim, como mult & = mult @ = 2, temos que Gs = {w;+e} e Gg = {wz+es}.
Portanto as subdivisoes 0y, e € Guyytes Sa0 regulares e seus cones maximais

sao dados respectivamente por:

{(6176,1037101 +e), (e1, e, wy, w1 +e€), (e1, w3, wy, w1 + €), (e, w3, wy, w1 + €>} e

{(627 e3, Wa, w3 + €3), (€2, €3, Wy, w3 + €3), (€2, W2, Wy, w3 + €3), (€3, W, Wy, w3 + €3>}-
Denotando esta subdivisao de ¥; por ¥/, temos que
sk'Yh = G, U {w; + e, w3 + e3}.
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Os demais resultados se verificam de maneira similar.
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Capitulo 5

Transformacoes Elementares
em Variedades de Fano com

Niuimero de Picard Igual a 1

Neste capitulo, dadas, uma variedade térica completa F' com ntumero de
Picard igual a p(F) = 1, e uma explosdo elementar ¢ : £ — F de um
ponto T-invariante x € F', classificaremos as contracoes elementares de F,
no sentido de Mori, em termos de relagoes lineares entre os elementos do

esqueleto de E.

No caso em que F' = P", caraterizamos todas as explosoes elementa-
res como acima, tais que F é terminal e toda curva contraida pela tnica
transformacao elementar diferente de ¢ interesepta o divisor candnico Kg

negativamente.

5.1 Generalidades

Fixemos uma variedade completa X. Dois divisores de Cartier D, D’ €
CDiv(X) sao numericamente equivalentes, e escrevemos D = D' se para
toda curva irredutivel C' C X temos D-C = D"-C.

De maneira dual, consideremos o grupo livre Z;(X) dos 1-ciclos, isto é,
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das combinagOes lineares (formais) finitas ), a;C;, a; € Z, onde C; é uma
curva irredutivel para todo i. Dois 1-ciclos C' e C" em X sao numericamente

equivalentes, e escrevemos C' = (', se para todo divisor de Cartier D em X

temos D-C =D .(C".

Como sabemos, equivaléncia linear implica equivaléncia numérica, entao

CDiv(X)

temos um epimorfismo natural PicX —» . Ainda, a forma de in-

CDiv(X) _ Zi(X)

tersecao X — 7 é nao degenerada e, em particular, os espacos

vetoriais

NY (X)) =) o R=LE o R e N(X) =20 g, R

tem mesma dimensao (finita), a qual chamamos de nimero de Picard de X

e denotamos por p(X), ou simplesmente p, se X esta subentendida.

No caso térico temos o seguinte resultado (ver [Fu2, §3.4]).

Proposicao 5.1. Seja X5 uma variedade torica completa. Entao o nimero

de Picard de Xx, é dado por p(Xsx) = card(sk'Y) — dim Xx.

No contexto geral, considere N!'(X) e Ny(X) munidos de sua topologia
usual. O cone de curvas, NE(X) é o cone (convexo) em N;(X) constituido
pelas classes de equivaléncia dos 1-ciclos efetivos (sobre R), isto é, pelas

combinacoes lineares formais

n

Zai[ci]a (Ci] € Ni(X),

1=1

onde o0s a;’s sao niimeros reais nao negativos e as C;’s sao curvas irredutiveis.

Em geral, o cone de curvas NE(X) nao é polihedral e nem fechado em
Ni(X). O fecho NE(X) de NE(X) em N,(X) é chamado cone fechado de

curvas, ou também cone nef, da variedade X.

Um dos teoremas fundamentais da teoria de Mori, conhecido como Teo-

rema do Cone, descreve a estrutura de NE(X) no caso em que X tem boas
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propriedades, como por exemplo, ser normal, Q-fatorial e ter singularidades
terminais. (ver [MK, Thm. 3.7,(1) e (2)]). Abaixo enunciamos o referido
teorema no caso térico, onde a hipdtese de terminalidade pode ser omitida
([Mat, Thm 14-1-4]).

Seja Xy, a variedade térica associada a um leque X C R™. Se w € ¥, de-
notamos V(w) = orb(w) C Xs. Ainda, denotaremos por ¥¥ ao subconjunto

de X formado pelos cones de dimensao k.

Teorema 5.2. (Teorema do cone, caso térico:) Seja X = Xx uma

variedade torica associada a um leque stmplicial e completo > C R™. Entao:

NE(X)=NE(X)= >  a,[V(w)].

wexn—1

Em particular, p(X) = dimNE(X).

Voltemos novamente caso geral. Seja f : X — Y um morfismo entre
variedades projetivas. Definimos o cone relativo de f, denotado por NE(f),
como sendo o subcone de NE(X) gerado pelas classe de curvas irredutiveis

contraidas por f.

Note que, como Y é projetiva, se f contrai uma curva irredutivel C' num
ponto P, entao qualquer curva C' numericamente equivalente a C' também é

contraida por f num ponto P’. Portanto f induz um homomorfismo linear

fe i N1(X) — N1(Y) e temos NE(f) = ker f. N NE(X).

O cone NE(f) é claramente um subcone convexo e fechado de NE(X)
e além disso, ele é uma face de NE(X), isto é, existe uma forma linear
h: N1(X) — R tal que h é nao negativa sobre NE(X) e

NE(f) C NE(X)Nkerh.

Mais ainda, suponhamos que f tem fibras conexas; se f' : X — Y’ é um

outro morfismo, com Y’ projetiva e NE(f) = NE(f’), entao existe um dnico
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morfismo g : Y — Y’ tal que f' = g o f. Em particular, o cone associado a
um morfismo caracteriza o morfismo no caso deste ter fibras conexas. (ver
[De, Prop. 1.14 ]).

Reciprocamente, dada uma face F' de NE(X), em geral, com certas pro-
priedades adicionais, existe um morfismo h : X — Z, onde Z é uma variedade
normal e projetiva, cujo cone associado NE(h) coincide com F. Este é um
segundo resultado fundamental da teoria de Mori, conhecido como o Teorema
da Contragdo (ver [MK, Thm. 3.7,(3) e (4)]). No caso térico, a existéncia
da contracao pode ser demonstrada sem assumir condi¢oes adicionais sobre
a face de NE(X). Enunciaremos uma versdo deste teorema no caso trico,
onde a face considerada é um raio extremal, isto é, tem dimensao 1 ([Mat,
Thm 14-1-9]).

Teorema 5.3. (Teorema da contracdo:) Seja X = Xy uma variedade
torica associada a um leque simplicial e completo ¥ C R™. Seja R C NE(X)
um rato extremal e considere a variedade torica Y associada ao leque g,
obtido a partir de 3. removendo todos 0s muros w € "1 tais que [V (w)] €
R. Entao existe um morfismo sobrejetivo, equivariante e com fibras conezxas

vr: X =Y tal que para todo w € X" vale
er(V(w)) =pt = [V(w)] €R

Além disso, se X € projetiva entao Y também € projetiva e para toda curva
C C X wale
er(C) =pt=[Cl€R

Definigao 5.4. O morfismo ¢ = ¢ do teorema acima é chamado de con-

tracao associada ao raio extremal R. Existem trés possibilidades:
o dimY < dimX e ¢ é dita de tipo fibrada;
o dimY = dimX e codimx(Fxc(p)) =1 e ¢ é dita de tipo divisorial;

o dimY = dimX e codimx(Fxc(p)) > 2 e ¢ é dita de tipo flip.
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Observe que no caso térico o conjunto Exc(p) é necessariamente inva-

riante pela acao do toro e portanto é uma subvariedade irredutivel de X.

As explosoes ponderadas sao sempre contracoes divisoriais como mostra

a proposicao abaixo.

Proposicao 5.5. Seja ¥ C R™ um leque simplicial e completo e seja >,
o leque obtido pela subdivisio elementar de ¥ em w € R"\ sk'3. Entdo a
explosao elementar ¢ : Xy, — Xx € a contracao divisorial associada ao raio
extremal gerado pelas classes de equivaléncia numérica das curvas V (T), com

reXvlewer.

Demonstragao: Note que R = NE(p) é o cone extremal gerado pelas
classes de equivaléncia numérica das curvas V(7), com 7 € X" 1 e w € 7.
Por outro lado, a aplicagao linear ¢, : Ni(Xy,) — N1(Xs) é sobrejetiva, e
como p(Xy, ) = p(Xx)+1, temos que R = ker ¢, NNE(Xy,, ) tem dimensao 1,
donde segue que R é de fato um raio extremal de NE(Xy, ). Como dim Xy, =

dim Xy, e Exc(p) = D, é um divisor temos o resultado. [ |

O seguinte resultado (ver [Mat, Cor. 14-2-2]) descreve o tipo de contragao
de uma variedade térica Q-fatorial e completa arbitraria Xy em termos de

relacoes entre alguns elementos especificos de sk'X.

Teorema 5.6. Seja X = Xy, uma variedade torica associada a um leque sim-
plicial e completo X C R™. Seja R C NE(X) um raio extremal e considere
a variedade torica Y associada ao leque Y, obtido a partir de X removendo
todos os muros w € Y"1 tais que [V(w)] € R. Seja w = (vy,..v,_1) um
muro de ¥ tal que [V(w)] € R e sejam v, v,11 dois vetores primitivos tais

que (W, V), (W, vpy1) € X. Entao existe uma combinagao linear
101 + ... + U, + V1 =0

tal que
codim(Ezc pr) = a:= card{a; <0:1<1i<n}.
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Além disso, a contracao pr tem as sequintes propriedades:

i) pr € de tipo fibrada < o = 0. Neste caso Y € Q-fatorial de dimensao
dimY = card{a; =0:1<i<n}.

i) pgr € de tipo divisorial < o = 1. Neste caso Y € Q-fatorial e

Excpr = D,,, para o unico t tal que a; < 0;

1) @gr € de tipo flip < o > 2. Neste caso Y nao é Q-fatorial.

No caso em que a contracao ¢~ =¢ : X~ = X — Y é de tipo flip, existe
outra contragao (térica) de tipo flip ¢ : X — Y tal que p* o p™ induz um
isomorfismo

X"\ Ezc(p™) — X\ Exc(p™).

Por abuso de linguagem diz-se que a composicao pt o™ : X~ --» XT é o

flip associado a R.

Finalmente, dentre as contragoes possiveis, destacam-se aquelas com a
seguinte propriedade de "negatividade”: Se C' é uma curva irredutivel C
contraida por ¢g, isto é, [C] € R, entao C' - Kx < 0, onde Kx denota
o divisor canonico de X. Neste caso, quando ¢ : X — Y é uma contracao
divisorial e X é terminal, Y também é terminal. Da mesma forma, se oo™ :
X~ --» XT éum flip e X~ é terminal, X também é terminal; além disso,
toda curva irredutivel contraida por ¢ intercepta K y+ positivamente, o que
por um resultado de Shokurov, mostra que X+ tem singularidades melhores,

em certo sentido, do que X~ (ver [Mat, Lemma 9-1-3]).

5.2 Transformacoes Obtidas a Partir de Ex-
plosoes Elementares sobre Variedades de

Fano com p =1

Lembramos que um divisor de Cartier D em X é muito amplo se o con-

junto de secoes globais do feixe invertivel O(D) associado a D, define um
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mergulho de X num espago projetivo, ou seja, se I'(X, O(D)) = {fo,..., fn}

é o conjunto de se¢oes globais de O(D), a aplicacdo racional

(foi+ f): X = P

é uma imersao fechada. Mais geralmente dizemos que D é amplo se existe

um inteiro positivo m tal que mD é muito amplo.

Definigao 5.7. Seja X uma variedade algébrica e seja Kx o seu divisor (de

Weil) canonico. Dizemos que X é uma Variedade de Fano se:
1) X é completa e Q-fatorial;

1) o divisor anti-candnico —Kx é amplo, isto é, existe um inteiro positivo

m tal que —mkyx é Cartier e muito amplo.
Em particular X é uma variedade projetiva.

Vejamos como esta defini¢ao se traduz no caso toérico. Seja X = Xy, uma
variedade de Fano térica de dimensao n e nimero de Picard p(X) = p. A
condigao i) da definigao significa que |3| = R™ e que todos seus cones sao
simpliciais. Como p(X) = card (sk'Y) — dim X para qualquer variedade
torica completa, temos que o esqueleto de X é da formado por p+ n vetores,
digamos sk' ¥ = {vy,...,v,1n} C Z". Neste caso o divisor canonico de X é
Kx = = >’ D,, (ver Proposicio 1.11) e a condigdo i) significa que para

qualquer cone maximal o € ¥ vale
ly(v;) < 1, Vu; € sk'S\ sk'o, (5.1)

onde {, € Mg ¢ a fungao linear que satisfaz ¢, (v;) = 1, Vv; € sk'c. (Colocar

Explicagao no cap.1)

Seja F' = Xy uma variedade térica completa de dimensao n e p(F) = 1.
Neste caso, a condigdo 7i) da definicdo acima é trivialmente satisfeita e

portanto F' é uma variedade de Fano. Com efeito, neste caso sk!'Y =

91



{vo,...,v,} C Z" e todo subconjunto préprio de sk'Y é linearmente inde-
pendente. Em partiuclar, vy se escreve de maneira tnica como combinagao

linear com coeficientes racionais de vy, ..., v,, digamos
vp = a1 + -+ a,v,, com a; € Q. (5.2)

Note que a; < 0, Vi, caso contrario teriamos |¥| # R", contradizendo a
completude de F. Por outro lado, se M = Hom(Z",Z) e v§,..., v € My

sao as fungoes lineares que satisfazem v}(v;) = d;; (delta de Kronecker).
temos que, para o cone maximal o; 1= (vy,...,0j,...,0,), com j =0,...,n,
vale

n
* * 1=>isiaiy & .
by =307 & Loy =Y v + (2 se j=1,...n.

=1 %

Com isso, as inequacoes de 5.1 correspondem a
ls;(v;) <1 paratodo j=0,...,n,

0 que sempre ocorre, pois a; < 0, V1.

Seja i : E — F uma explosao elementar de um ponto T-invariante x € F.
Mais especificamente, podemos supor sem perda de generalidade que x é o
ponto distinto z,, associado a um cone maximal og = (vq,...,v,) de ¥ (ver
Secao 1.7). Portanto, ¢ é o morfismo birracional associado a uma subdivisao

elementar X de ¥ centrada num elemento primitivo v, 1 € int gy. Deste

Un+1

modo
Upi1 = by + -+ byv,, com b €Q e b;>0 Vi (5.3)

Note que, fixada F', a explosao elementar ¢ : E — F fica bem determinada
pela escolha dos vetores primitivos vy e v,41. Claramente, se x = x,, € um
ponto regular de F' entao os coeficientes de vy e v,11 nas equagoes 5.2 e 5.3

sao inteiros.

Um pouco mais de notagao: Nas situagao descrita acima temos sk'%,, |, =
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{vo,v1,...,Vns1}. Se s > 2 denote por Oy, v...0s, A0 cOne gerado por sk'S,, 0\
{vi,,...,vi.}. Note que, nem todo cone da forma O, ,...v;, Dertence a IR

Mais preci-

Se vy )0, € Bvgsrs denote a curva V (o, v,0,) C E por Cy, y; 0, -

samente, como v,y € 1t oy = int Ty, ,, 0 conjunto dos muros de X, ., €

dado por

n—-1 ._ R
Un41 {O-'L)o,vi,vn+170-v0,'ui,vj) O-Ui,Uj,’Un+1 . Za] - ]-7 e 7n}‘

Portanto, as curvas T-invariantes de E sao as curvas

OUO,UZ',’UW,+17 C’Uo,’ui,vjv Cvi,vj,vn+1 ) = ]-7 sy

Pelo Teorema do Cone, o cone nef NE(E) = NE(E) é gerado pelas clas-
ses de equivaléncia numérica das curvas T-invariantes de E e tem dimensao
p(E) = 2. Portanto existem duas contracoes ¢r € ¢g associadas aos raios
extremais R e S de NE(FE), sendo que, pela Proposicao 5.5, a explosao ele-
mentar ¢ : £ — F' ¢é uma delas, digamos ¢ = g, cujo tipo é claramente
divisorial. Na Proposicao abaixo descrevemos os geradores dos raios ex-
tremais de NE(F), caracterizamos o tipo da contragdo pg e apresentamos
condigoes necessarias e suficientes para que o divisor canonico K intersepte

negativamente as curvas contraidas por ¢s.

Proposicao 5.8. Seja F' = Xy, uma variedade torica completa, ndo neces-
sariamente terminal, com sk'%,, ., = {vo,v1,...,vn41} € s€ja ¢ : E — F
a explosao elementar de F, obtida pela subdivisao de ¥ centrada num ponto

Upt1 € int (v1, ..., v,). Suponha que

vg =avy + -+ azv,, com a; €Q e a; <0 Vi
Upa1 = by + -+ byv,, com b, €Q e b >0 V.
Sejam R e S os raios extremais de NE(FE) tais que ¢ = pg e defina
)\::max{s—i:izl,...,n}<06 I::{ie{l,...,n}:Z—Z:)\}.
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Entao:

i) R ¢ gerado pela classe de equivaléncia numérica da curva Cyq o, para

quais queri,j € {1,...,n};

1) S € gerado pela classe de equivaléncia numérica da curva Cyg v, v, , Dara

qualquer i € 1;
111) A contracdo pg estd classificada da sequinte forma:

a - ¢ de tipo fibrada se b; = Aa; para todo i;

b - € de tipo divisorial se existe um unico ig tal que
bio > /\aio e bz = )\ai Vi 7£ 10;

c - € de tipo flip nos demais casos;

tw) Se C C E é uma curva irredutivel cuja classe de equivaléncia numérica

esti em S, entao Kg-C <0 se, e somente se

ato(l—th)—th(l—Zat)<0, vt()E]

t#to t#to

Demonstracao:
1) Esta ¢é a afirmacao da Proposicao 5.5. De fato, os muros acrescentados

ao leque de F' ao se fazer a explosdo sao os da forma oy, 0, -

11) Sejam, respectivamente p e v, as classes de equivaléncia numérica das
curvas Cy, | wnwnsr © Cugon1,0,- Pelo ftem anterior temos ¢ Re v € R.
Portanto u e v sao linearmente independentes e como N;(F) é bidimensional
temos Ni(E) = Ru @ Rv. Precisamos do seguinte Lema, cuja demonstragao

apresentaremos depois.

Lema 5.9. Com as notagoes acima, para quais quer i,j € {1,...,n} dis-

tintos, temos

[Cvo,vi,vj] — bnb:gjbn v, [Cvi7vj,vn+1] — Mu e [CU07’UJ'7'U”+1] — _an—lanu_bn—lbn V.

a;a; a; bj
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Voltemos a demonstracao da proposi¢ao. Note que o raio extremal S é
gerado pela classe de equivaléncia numérica das curvas T-invariantes de F,
cujo angulo com o vetor v é maximo. Pelo Lema 5.9 acima, ¢ imediato que
o angulo de [C,

wwsonsn] COM v é reto para todo i # j e que o angulo de

4 _ anan—lbi
[Croi,0ms1) cOM v é obtuso, com tangente dada por 3; = g < 0, para
todo 4. Deste modo, S ¢é gerado pelas classes das curvas Cyg 4, 0,., tais que

0; € maximo.

i11) Seja to € I. Pelo ftem i7), o cone 0y, 4, corresponde a uma curva

Un+1

contraida por ¢g. Além disso, gy, ¢ muro de Tvgv1y € Oy, Como

VtgsUn+1 Un+41-

sk‘l(avtownﬂ) = {v, V1, ..., Vg1, Vtgt1y - -, Un}

¢ linearmente independentes, existe uma combinacgao linear

0= [0 70Y% + Z a0, + Un+1 = (bto + Oé()(lto)’UtO + Z(Oél + bl + aoai)vi.
ito i#to
Donde,
Qo = —bt—o =—-)\ e Q; = —bl + )\CLi Vi ¢ {O,to}

ato

Para concluir basta aplicar o Teorema 5.6.

iv) Seja C' uma curva em F cuja classe de equivaléncia numérica estd em
S. Pelo item 13), dado to € I, existe uma constante positiva a satisfazendo

aD-C=D-C

0,Vtg,Vn+1

para qualquer divisor D em E. Em particular, temos

D, -C=0 e D, . -C>0 (5.4)

Vtq Un+1

Seja M = Hom(Z",7Z) e sejam vf,...,v: € Mgy como acima e seja k um

inteiro positivo tal que ka; v; € M para todo i, j e defina

m = kaylo, ,  =kY a,v] +k(1=Y a)v; €M.
i7#to i#to
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Como m vale kay, em sk'(0y, v,.,) = {0, 01, ., Vg, ..., Un}, temos
div(xy™) = Z kay, Dy, + kag, Dy 4+ m(vy) Dy, + m(vy 1) Dy ~ 0.
i#tg

Lembrando que Kg = -3, D,, — D, — D,,,, e usando 5.4, deduzimos
ka, Kg - C = (/{:atOKE + diU(Xm)> O = (m(vnH) — katO)Dw -C

Portanto, usando novamente 5.4 e que ka;, < 0 concluimos que K -C < 0

se e somente se m(vy41) > kag,. O resultado segue de que

m(vpe1) =k Z at,b; + k(l — Z ai)bto.

i#to i#to

Demonstracao do Lema 5.9: Sejam M e v7, ..., vy como acima e tome
inteiros positivos a, b, ¢ tais que aa; € Z , bb; € Z e cv; € M para todo .
Tomando S =V (0ug,v;,0;00s1) € M € MM (Tyg,,050m51) > O caracter x™ define

uma funcao racional em S cujo divisor de zeros e pdlos é
m<U0)Cv¢,vj,Un+1 + m(UTLJrl)Cvo,Uz‘,vj + m(vi)CUm’Uj,anrl + m(vj>CU07'Ui7’Un+1 ~s 07

onde ~g indica equivaléncia linear de divisores em S. Como equivaléncia
linear implica equivaléncia numérica, escolhendo m = cv; obtemos a seguinte
relacao

_Cvo,vj,vn+1 = aicvi,vj,vn_._l + bicvo,vi,vj; (55)

De maneira completamente analoga, considerando S = V (0, v, v,,0041) € M =

ac(arv; — ajvg) e depois S = V(04 4,0;0,) € m = be(bpv; — bjuy) obtemos

respectivamente.
— — b
Cw,vj,vn+1 - a; Cvi,vk,vn+1 € Ovo,vi,vj = b Cvo,vi,vk‘ (56)
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Aplicando sucessivamente as relagoes de 5.6 obtemos

C — an — nln-1 .
Vi, V5,Un+1 — a; Vi, Un,Un+1 — aja; Un—1,Un,Un+1) (5 7)
C = b_’ﬂC = bnbn—1
V0,V5,V; bj V0,V5,Un — bjbi V0,Vn—1,Un"*

Com isso, obtemos as duas primeiras igualdades do enunciado. Por fim,

substituindo 5.7 em 5.5 temos

-C = aicvmvjwnﬂ + bino,vmvg‘

V0,V5,Un+1

= G‘M _'_b,bnbnflc
- 1 Un—1,Un,Un+1 1 bjbi V0,Un—1,Un

aja;
— QnQn-1 + brbn_1
- a; Un—1,Un,Un+1 b] V0,Un—1,Un

Donde segue a tltima igualdade do enunciado. |

Observacao 5.10. Na Proposigao 5.8 nao assumimos a hipotese de termi-
nalidade, contudo este resultado desperta interesse, pelo menos no que diz
respeito a Teoria de Mori, quando ¢ : E — F' for um morfismo birracional

entre variedades terminais.

E conhecido (ver [Mat, Prop. 14-5-2]) que existe um nimero finito de
variedades téricas completas de dimensao n, que sao terminais e tem niimero
de Picard igual a 1, contudo, a lista completa de tais variedades nao é co-
nhecida em dimensao arbitraria. Logo, via de regra, o procidimento para se
verificar se F' é terminal consiste em verificar se cada um dos cones maximais

pertencentes ao leque associado a F' é terminal.

Se F' como acima ¢é conhecidamente terminal e ¢ : ' — F' é uma explosao
elementar de um ponto T-invariante de F', podemos eventualmente nos valer

da Proproposicao 3.14, para verificar a terminalidade de F.

5.3 Transformacoes Elementares em P"
Nesta secao vamos analisar o caso F' = P", com n > 2.
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Seja o : E — P" uma explosao elementar de um ponto T-invariante de P".
E bem conhecido que o espaco projetivo P" pode ser descrito como variedade
térica associada ao leque X de R™, cujo esqueleto é sk'¥pn = {v,ey1,...,¢e,},
onde ey, ..., e, sdo os vetores da base canénica de R" e v = —(e; + -+ +¢,).
Fazendo uma mudanca de coordenadas se necessario, podemos supor que ¢

¢é obtida pela subdivisao elementar de ¥ centrada num elemento primitivo
w="be+-+bye,, com 0<b <---<b,. (5.8)

Seja ¥ : E — Y a unica contracao extremal diferente de . Pela Pro-
posicao 5.8, toda curva contraida por ) intersepta o divisor canonico Kg

negativamente se, e somente se,

by+---+b, <nb + 1. (5.9)
Além disso, temos que
e 1 é de tipo fibrada se e somente se b; =---=1b, = 1;
e 1) é de tipo divisorial se e semente se by = --- =b,_1 < by;

e ¢ é de tipo flip se e somente se existe 1< ky <n — 1 tal que

by = oo = by < bgs1 < oo+ < by,

Vamos analisar a terminalidade de £/ em cada um dos casos separada-

mente.

1 de tipo fibrada: Neste caso, verifica-se que FE é uma variedade regular
e portanto terminal. Além disso, a condigao 5.9 é satisfeita e portanto, toda
curva contraida por v intercepta negativamente o divisor canonico. Contudo,

esta informacao nao é de grande interesse neste caso.

1) de tipo divisorial: Neste caso, F ¢ terminal < b; = 1. De fato,
se by = 1 segue que E é terminal pelo Corolario 3.15. Resiprocamente, o

leque associado a E contém o cone standard (e,,w) =~ s(b,,b;) que tem
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multiplicidade b;. Portanto, se £/ é terminal todos seus cones de dimensao 2

sao regulares e by = 1.

Por outro lado, se E é terminal, entao a condigao 5.9 se reduz a b, < 2,
mas isso nao pode acontecer, logo nenhuma curva contraida por 1) intersepta

negativamente o divisor canonico Kg.

1 de tipo flip: Neste caso nao temos uma resposta completa dos casos
em que F é terminal. No entanto, se assumirmos que toda curva contraida
por ¢ intersepta negativamente o divisor canonico Kg, entao temos uma

caracterizagao da terminalidade de E' como segue.

Suponha que vale a condicao 5.9, entao E é terminal se, e somente se,

vale

2(bi+---+b,) <nb,+2 ou (5.10)
by +---+0b, <nbn,1+1, (n—l)bn—i—l (511)

De fato, seja r = by + --- + b, — 1. Pelo Corolario 3.15, F é terminal se,
e somente se, o quociente ciclico %(bl, ..., by, —1) é terminal, o que, pela
Proposicao 1.25, equivale a

S —k>1 Ve=1,...,r—1 (5.12)

=1

Dado um inteiro positivo t, das inequacoes 5.9, 5.10 e 5.11, obtemos respec-

tivamente
b <t HnHh sy (5.13)
tnolln > ¢ e b > o9, (5.14)
L A =7 (5.15)

Note que as inequacoes de 5.13 implicam as inequagoes de 5.12 para todo
ke{t—1)n+1,...,tn—2} com t €& Zy.
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Por outro lado, as inequacgoes de 5.12 sao satisfeitas para os k’s da forma
k=1tn —1e k = tn se, e somente se, vale 5.14 ou 5.15. Com isso provamos

a seguinte:

Proposicao 5.11. Seja ¢ : E — P" = X5, uma explosao elementar de P"

obtida pela subdivisao elementar X, centrada num ponto
w =bie; + -+ bye, € int ey, ... e,).

Sejay : E'— 'Y adnica contragao extremal distinta de . Entao E é terminal
e o divisor canonico Kg intersepta negativamente toda curva contraida por

Y se, e somente se, vale
e ) ¢ de tipo fibrada e portanto b; =1, Vi ou

e Y ¢ de tipo flip comby+---+b, <nby+1e

" n nb,_1+1 e
ZQbi<nbn+2 ou Zbi< !
i=1 i=1 (n — 1)bn + 1.
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