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Introduction

La modélisation et simulation numérique de l'hydrodynamique �uviale est au coeur de nom-
breuses applications environnementales, telles que les inondations, le transport de polluants, les
phénomènes de sédimentation, etc. En outre, de nombreux projets de recherche dans la biologie
marine et les ressources aquatiques nécessitent une connaissance précise des milieux �uviaux et en
particulier leur hydrodynamique.

Cette thèse entre dans le cadre du GDR Adour entre l'Université de Pau et des Pays de l'Adour
(UPPA) et l'Institut Français de Recherche pour l'Exploitation de la MER (IFREMER). Le GDR
Adour se consacre à l'étude de l'impact des activités humaines sur le système estuarien de l'Adour
et de sa zone d'in�uence sur le littoral basco-landais. En particulier, la collaboration entre le
Laboratoire de Mathématiques Appliquées de l'UPPA et le Laboratoire Ressources Halieutiques
Aquitaine de l'IFREMER s'est e�ectuée sur l'écriture de modèles hydrodynamiques multidimen-
sionnels et la simulation numérique de l'hydrodynamique dans l'estuaire.

Un modèle réaliste doit prendre en compte, près de l'estuaire, les e�ets de la marée, la salinité,
la température de l'eau, etc. Ainsi le modèle physique est un modèle 3D à deux phases (eau
douce/eau salée). Cependant, la simulation de l'hydrodynamique �uviale nécessite la prise en
compte de domaines de tailles très importantes. Ces domaines se situent de l'embouchure même
du �euve, pour remonter sur plusieurs dizaines de kilomètres en suivant, non seulement le �euve
lui-même, mais aussi parfois certains de ses a�uents. Il est évident que dans ces conditions, il est
di�cile de modéliser tout le domaine de manière précise, car cela devient très coûteux en temps
calcul et en place mémoire. De plus, il n'est pas utile de disposer d'une modélisation �ne sur toute
l'étendue du �euve ; d'une part parce que l'on ne s'intéresse bien souvent qu'à une portion du �euve
et d'autre part, parce que les phénomènes physiques qui entrent en compte peuvent être moins
complexes selon la topographie et la bathymétrie. Pour ces zones, il est intéressant de disposer de
modèles plus simples, en 1D ou 2D, qui pourront être implémentés dans les régions adéquates du
�euve, avec un couplage qui permettra d'obtenir une solution numérique globale.

Dans la suite des premiers travaux e�ectués lors de cette collaboration, c'est à dire la mise
en place de modèles hydrodynamiques en 1D et 2D, cette thèse a pour objectif l'écriture d'un
code e�ectuant la simulation numérique de ces modèles, mais également la mise en place d'un
modèle hydrodynamique en quasi-3D (ou 2.5D), puis l'extension du code par l'implémentation de
ce dernier modèle.

Le problème physique décrivant l'écoulement d'un �euve à surface libre est décrit par les
équations 3D instationnaires de Navier-Stokes, dans un domaine à surface libre ΩF (t). A�n de
simpli�er ces équations, diverses approximations ont été proposées. On présente ici deux d'entre
elles, qui sont le plus souvent utilisées.

Dans les milieux aqueux naturels, les variations de densité sont relativement faibles. On peut
ainsi considérer l'approximation de Boussinesq [38] qui consiste à négliger ces variations sur la
masse du �uide, mais en tenant compte de leur in�uence sur la force de pesanteur appliquée au
�uide. Cette approximation permet de supposer la densité constante dans l'équation de continuité
et de considérer un écoulement incompressible.

L'approximation hydrostatique quant à elle consiste à négliger les accélérations de la vitesse
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verticale, ainsi que la di�usion et le terme source dans l'équation de quantité de mouvement sur
la troisième composante de la vitesse. La pression est alors considérée hydrostatique, c'est-à-dire
qu'elle ne varie sur la verticale qu'en fonction du poids de la colonne d'eau. Il est usuel de considérer
cette approximation lorsque le ratio entre les échelles verticale et horizontale est très petit.

Ces approximations ont permis la dérivation de modèles simpli�és, pour éviter de résoudre les
équations 3D de Navier-Stokes.

Les modèles 2D et 1D existants sont le plus souvent basés sur le système de Saint-Venant, aussi
appelé shallow water equations, de par son application aux écoulements en eaux peu profondes.
De nombreux modèles hydrodynamiques de ce type existent dans la littérature et sont utilisés
dans l'hydrodynamique �uviale (cf. par exemple [28, 41, 39]). Ces modèles sont obtenus après in-
tégration des équations 3D de Navier-Stokes sur une colonne d'eau en 2D, respectivement sur une
section transversale en 1D (cf. par exemple [1, 2]), avec hypothèse hydrostatique et approximation
de Boussinesq. Ainsi on néglige la vitesse verticale en 2D, respectivement les vitesses verticale
et transversale en 1D. Cependant, lorsqu'on veut prendre en compte un point de con�uence, la
dé�nition d'une vitesse moyenne suivant l'axe d'un cours d'eau introduit une di�culté. De plus
la vitesse moyennée entraîne une perte d'information. De même, l'hypothèse d'une pression hy-
drostatique lorsque le lit présente de fortes irrégularités peut être forte. En outre, les équations
1D de Saint-Venant sont souvent obtenues et utilisées sur des géométries simpli�ées (canaux par
exemple), sans prendre en compte la courbure du �euve. En�n, la justi�cation mathématique de
ces modèles est plutôt heuristique. En e�et, le problème de fermeture est résolu via la modéli-
sation d'un terme de friction par une formule empirique de type Manning-Strickler, Chézy, etc.
Néanmoins, la validité expérimentale et la robustesse reconnues du système de Saint-Venant, ainsi
que la grande quantité de méthodes numériques e�caces développées, en font le modèle le plus
utilisé en mécanique des �uides à surface libre.

Plusieurs travaux ont été e�ectués récemment pour dériver les équations de Saint-Venant à
partir du système de Navier-Stokes. Ils sont tous basés sur une analyse asymptotique. On peut
citer les travaux de Gerbeau et Perthame [26], qui établissent rigoureusement un modèle 1D de
Saint-Venant en y incluant frottement et viscosité, dans le cas d'une géométrie simpli�ée, notam-
ment un fond plat, et des conditions de bords simples, à l'aide d'une analyse asymptotique des
équations 2D de Navier-Stokes à surface libre, avec une approximation hydrostatique. Marche [30]
étend cette étude pour proposer un nouveau modèle 2D de Saint-Venant visqueux avec une to-
pographie irrégulière, présentant de faibles variations. Dans le même esprit, Ferrari et Saleri [20]
développent également cette approche pour un nouveau modèle 2D, en considérant les e�ets de
la pression atmosphérique et en prenant en compte de légères variations pour la topographie du
fond. On peut également citer Audusse [6], qui lui aussi étend l'étude de Gerbeau et Perthame
pour proposer une nouvelle variante d'un système de Saint-Venant multi-couche, dans le cas d'un
fond plat. Dans ce cas, l'approximation des équations de Navier-Stokes consiste en une série de
systèmes de Saint-Venant couplés. Cette approche permet d'atteindre le même niveau de précision
que le modèle hydrostatique de Navier-Stokes, tout en préservant la simplicité et l'e�cacité de
l'approche Saint-Venant classique. En�n, une étude sur les écoulements gravitaires en eaux peu
profondes, sans restriction sur la topographie, a été réalisée pour proposer de nouveaux modèles
en 1D et 2D dans [12, 13].

Par ailleurs, une alternative au calcul direct de Navier-Stokes 3D à surface libre, bien trop coû-
teux numériquement, est d'utiliser des modèles �Navier-Stokes simpli�és�, encore appelés �équa-
tions de Saint-Venant tridimensionnelles�. Dans [15, 22, 33], Quarteroni, Saleri et al. dérivent
di�érents modèles à partir d'approximations quasi-3D des équations de Navier-Stokes. En parti-
culier dans [22, 33], l'approximation est hydrostatique et l'équation de continuité est intégrée sur
la verticale, permettant d'obtenir une équation supplémentaire sur la variable surface libre. Les
problèmes sont ensuite écrits sous la forme 2D+1D à travers le choix de la discrétisation verticale.
Le domaine est divisé en plusieurs couches, puis la même approximation par éléments �nis 2D est
utilisée pour décrire la vitesse horizontale dans chaque couche. Pour la direction verticale, l'ap-
proche par di�érences �nies est choisie dans [33], tandis que les éléments �nis linéaires continus
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sont proposés dans [22]. Deux types de subdivision en couches sont fréquemment utilisés. Quarte-
roni, Saleri et al. choisissent le système de couches �xes, qui consiste en une subdivision a priori
par couches horizontales d'épaisseur �xe. Mais on trouve également une méthode de discrétisation
verticale de domaines tridimensionnels, appelée transformation sigma [19]. Il s'agit d'un système
de coordonnées verticales qui permet d'adapter la résolution verticale en fonction de la topogra-
phie. Les modèles basés sur ces �équations de Saint-Venant tridimensionnelles� sont plus riches que
les modèles 2D type Saint-Venant, puisqu'ils donnent un pro�l vertical à la vitesse et permettent
de calculer sa composante verticale approchée.

Dans cette thèse, on étend les études faites dans [3, 4] qui consistent à dériver de nouveaux
modèles hydrodynamiques multidimensionnels, dans le cadre des formulations faibles, à partir
des équations 3D de Navier-Stokes à surface libre. On obtient ainsi un modèle 1D, deux modèles
2D (2D-vertical et 2D-horizontal) ainsi qu'un modèle 2.5D. Il s'agit de modèles hiérarchiques,
puisque le problème 1D est une approximation conforme des modèles 2D-vertical, respectivement
2D-horizontal, qui sont tous deux des approximations conformes du modèle 3D. A l'aide des deux
modèles 2D, on dé�nit le modèle 2.5D qui est également une approximation conforme du modèle
3D. Grâce au cadre variationnel, on peut aisément dé�nir et justi�er des estimateurs de modèles
entre le modèle 3D et un modèle générique plus simple (2.5D, 2D ou 1D). Écrits au niveau continu,
leur rôle est d'indiquer le domaine de validité des modèles hydrodynamiques, d'un point de vue
qualitatif. En pratique, ces estimateurs sont dé�nis entre le problème 3D et chacune de ses ap-
proximations discrètes et indiquent, à chaque pas de temps, la qualité des résultats donnés par les
modèles 2.5D, 2D ou 1D dans leur zones respectives de calcul (cf. par exemple [3]). La hiérarchie
précédente des modèles permet un couplage naturel, puisque les conditions de transmission entre
les di�érents modèles sont implicitement contenues dans les formulations.

L'idée de coupler des modèles de di�érentes dimensions pour réduire les coûts de calcul dans
la simulation d'écoulements tridimensionnels n'est pas nouvelle. Récemment, cette stratégie de
couplage a été largement utilisée dans la simulation de �ux sanguins [36, 24, 23, 37, 21]. A partir
des équations incompressibles 3D de Navier-Stokes, sous certaines hypothèses, un modèle 1D
décrit par un système d'équations aux dérivées partielles hyperboliques est dérivé. Avec davantage
de simpli�cations, un modèle 0D représenté par un système d'équations di�érentielles ordinaires
est obtenu. Dans ce cadre multi-échelle, di�érents types de couplage ont été proposés dans la
littérature. En particulier, le couplage des modèles 3D et 1D est exposé dans [23], celui des modèles
3D et 0D est analysé dans [36, 37], tandis que le couplage des modèles 1D et 0D est étudié dans [21].
En�n le couplage des modèles 0D, 1D et 3D est exposé dans [24]. Puis cette stratégie de couplage
a été étendue à l'hydrodynamique à surface libre. En particulier, le couplage a été e�ectué entre
les systèmes 2D et 1D de Saint-Venant, dans le cas d'un canal à fond plat sans e�ets de friction
[31], pour une con�guration hydrodynamique relativement simple.

Le couplage de modèles est e�ectué grâce à des conditions adéquates de compatibilité entre les
modèles. Il s'agit de la di�culté la plus importante puisque des quantités de di�érentes dimensions
sont mises en jeu et qu'une technique de décomposition du domaine est utilisée pour résoudre le
problème couplé. On considère par exemple la géométrie de la �gure Fig. 1 ; Ω représente le domaine
2D, ω le domaine 1D et Γ la section transversale au niveau du point de croisement a. Concernant
le couplage 2D-1D, la réduction des informations 2D en quantités 1D est plutôt simple. On peut,
par exemple, moyenner les termes 2D le long de la section Γ. Dans l'autre sens, le couplage 1D-2D
est moins direct. L'approche la plus simple consiste à assigner la même valeur le long de la section
Γ, indépendamment de la localisation des points sur Γ. Évidemment, des choix plus sophistiqués
peuvent être faits.

Fig. 1: Couplage de modèles 2D et 1D
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On peut distinguer deux stratégies pour coupler des modèles de di�érentes dimensions. La
première est basée sur une approche a priori [24, 31]. Les régions du domaine où les di�érents
modèles doivent être appliqués, sont choisies au début de la procédure d'approximation. En général,
ce sont les caractéristiques physiques du domaine qui induisent le choix des modèles. Cependant, il
existe plusieurs con�gurations où ce choix n'est pas immédiat voire possible. La seconde stratégie
repose sur une approche a posteriori. Dans ce cas, le choix des zones du domaine où l'on doit
résoudre les modèles est réalisé à l'aide d'un outil automatique, par exemple un estimateur d'erreur
de modèles [3]. D'un point de vue réduction du coût de calcul, il s'agit de l'approche la plus
performante puisque l'estimateur d'erreur minimise, à chaque pas de temps, la portion du domaine
où le modèle le plus complexe doit être résolu.

On note que l'analyse a posteriori représente un domaine d'intérêt très récent et que l'approche
la plus étudiée est basée sur des modèles hétérogènes en caractéristiques physiques et non en
dimension (étudiée notamment dans le calcul des �uides dynamiques [7, 34]). On peut citer Miglio,
Perotto et Saleri [32] qui proposent une stratégie de couplage a posteriori entre deux modèles
hydrodynamiques 2D décrits par des équations de Saint-Venant simpli�ées.

Il n'est pas inutile de préciser qu'il existe d'autres techniques de couplage. Celles présentées
ci-dessus sont toutes basées sur une méthode de décomposition de domaines. Mais on peut éga-
lement citer la stratégie de couplage basée sur la superposition d'un modèle local de zoom à un
modèle global, proposée par Gejadze et Monnier [25] pour un modèle 2D Saint-Venant superposé
à un modèle 1D Saint-Venant.

On revient maintenant au travail e�ectué dans cette thèse.

Le chapitre 1 contient les outils mathématiques communs aux di�érents modèles hydrodyna-
miques. Il se décompose en trois parties principales. Dans la première partie, on dé�nit le problème
physique 3D, décrit par les équations incompressibles et instationnaires de Navier-Stokes, avec les
conditions de bord. On ajoute l'équation de la surface libre pour obtenir un problème 3D dont les
inconnues sont la hauteur d'eau, la vitesse et la pression. Le problème est discrétisé en temps puis
posé sous formulation faible. En utilisant notamment un résultat de Girault et Raviart [27], on
montre que ce problème admet une unique solution. Puis, la seconde partie introduit les coordon-
nées curvilignes associées à la géométrie du �euve. Le cadre géométrique et physique des modèles
écrits en coordonnées curvilignes (1D, 2D-vertical et 2.5D) est présenté, ainsi que les hypothèses
sur lesquelles seront basés les modèles. On rappelle également l'écriture des opérateurs di�éren-
tiels en coordonnées curvilignes. On clôture cette partie en écrivant l'équation de la surface libre
en coordonnées curvilignes. En�n la troisième partie présente les estimateurs d'erreur de modèles
a posteriori. On dé�nit un estimateur d'erreur entre le modèle 3D et un modèle approché plus
simple, supposé approximation conforme du modèle 3D. L'analyse est basée sur des hypothèses sur
les modèles simpli�és, qu'il faudra véri�er. Après une discrétisation en espace du modèle approché,
on s'intéresse à calculer des estimations d'erreur a priori et a posteriori entre le modèle 3D et son
approximation discrète. On peut ensuite dé�nir un indicateur de modèle générique, par résidus,
entre le modèle 3D et le modèle discret approché.

Le chapitre 2 présente le modèle 1D, écrit en coordonnées curvilignes sur la courbe médiane
de la surface libre du �euve. On dé�nit des sous-espaces qui permettent de retrouver une vitesse
tridimensionnelle et tels que le modèle 1D est une approximation conforme du modèle 3D. Une
fois l'équation de la surface libre établie, on donne la formulation faible correspondant au modèle
1D discrétisé en temps. Puis, après avoir explicité le problème aux limites, on peut comparer le
modèle 1D avec le modèle de Saint-Venant. En suivant la démonstration faite pour le problème
3D, on montre que le problème 1D admet une unique solution. On peut ensuite s'intéresser à
l'approximation par éléments �nis. Une fois l'équation de la surface libre discrétisée en espace par
une méthode de di�érences �nies, on considère la discrétisation par éléments �nis du problème
faible discrétisé en temps. On prend pour approximation une vitesse continue, a�ne localement,
une pression constante localement et on véri�e que le problème discret est bien posé. On explicite
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ensuite l'estimateur de modèles entre le modèle 3D et le modèle 1D discret. En�n on termine ce
chapitre par des tests numériques qui permettent de valider le modèle.

Le chapitre 3 présente le modèle 2D-vertical, écrit en coordonnées curvilignes sur la surface lon-
gitudinale médiane du �euve. On dé�nit des sous-espaces qui permettent de retrouver une vitesse
tridimensionnelle et tels que le modèle 2D-vertical est une approximation conforme du modèle
3D. Une fois l'équation de la surface libre établie, on donne la formulation faible correspondant
au modèle 2D-vertical discrétisé en temps. Puis, on peut expliciter le problème aux limites. On
montre que ce problème admet une unique solution, sous certaines hypothèses. On peut ensuite
s'intéresser à l'approximation par éléments �nis triangulaires de Lagrange. Une fois que l'équation
de la surface libre, calculée seulement sur les points à la surface, est discrétisée en espace par une
méthode de di�érences �nies, on considère la discrétisation par éléments �nis du problème faible
discrétisé en temps. On introduit l'espace �P1 − bulle localement, continu globalement� pour les
composantes de la vitesse et on prend une pression a�ne localement, continue globalement, ce
qui permet de véri�er que le problème discret est bien posé. On explicite ensuite l'estimateur de
modèles entre le modèle 3D et le modèle 2D-vertical discret. En�n on termine ce chapitre par des
tests numériques qui permettent de valider le modèle.

Dans le chapitre 4, on reprend l'étude faite dans [4] sur le modèle 2D-horizontal, écrit sur la
surface libre du �euve. Le choix des sous-espaces garantit à nouveau une approximation conforme
par rapport au modèle 3D. Une fois l'équation de la surface libre établie, on donne la formulation
faible correspondant au modèle 2D-horizontal discrétisé en temps, dé�ni par une hauteur d'eau
strictement positive. Puis, on explicite le problème aux limites et on montre qu'il est bien posé.
Le cas où la hauteur d'eau peut s'annuler sur les berges est étudié dans [4] ; on en donne ici les
résultats principaux. On s'intéresse ensuite à l'approximation par éléments �nis triangulaires de
Lagrange. L'équation de la surface libre est discrétisée en espace par une méthode de volumes �nis.
Puis on utilise l'espace �P1 − bulle� précédent pour la troisième composante de la vitesse, tandis
que les deux premières composantes de la vitesse et la pression sont a�nes localement, continues
globalement. Ce choix assure l'existence et l'unicité d'une solution discrète. On �nit par expliciter
l'estimateur de modèles entre les modèles 3D et 2D-horizontal discret avant de présenter des tests
numériques.

En�n le chapitre 5 présente le modèle 2.5D, dé�ni à partir des deux précédentes approches en
2D. L'idée est de chercher une approximation de la vitesse et de la pression dans la somme des
deux espaces. On obtient ainsi une approximation conforme par rapport au modèle 3D. Puis, une
fois l'équation de la surface libre établie, on donne la formulation faible du problème discrétisé
en temps. On peut ensuite expliciter le problème aux limites. On dé�nit alors les espaces discrets
pour l'approximation par éléments �nis quadrangulaires de Lagrange. On travaille ici sur deux
maillages 2D, l'un horizontal, l'autre vertical. Ainsi on e�ectue deux assemblages en 2D et non
un assemblage en 3D. L'équation de la surface libre est discrétisée en espace par une méthode de
volumes �nis, sur le maillage horizontal. Puis on choisit la vitesse et la pression a�nes localement,
continues globalement, ce qui véri�e les conditions de stabilité pour le modèle 2.5D. On note que ce
couple d'espaces n'est pas adapté pour le problème de Stokes. Il convient ici car la forme bilinéaire
du nouveau modèle est plus complexe que celle intervenant dans le problème de Stokes. Puis, après
avoir explicité les estimateurs d'erreur entre les modèles 3D et 2.5D discret, on présente des tests
numériques.

On �nit par des tests où on couple numériquement tous les modèles précédents sur une seule
géométrie.
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Chapitre 1

Outils d'analyse mathématique

communs aux modèles

1.1 Notations

On commence par introduire quelques notations. Les vecteurs sont écrits en caractères gras et
le produit vectoriel est représenté par ∧.

Les di�érents opérateurs di�érentiels intervenant dans les équations de Navier-Stokes sont
dé�nis de la façon suivante, pour une dimension N , un vecteur u = (u1, u2, u3)t ∈ RN et une
fonction scalaire f ∈ R :

∇ =
(

∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xN

)t
, (u · ∇) u =

N∑
i=1

ui
∂u
∂xi

,

∆u =
N∑
i=1

∂2u
∂x2

i

, divu =
N∑
i=1

∂ui
∂xi

.

Pour N = 3 :

curlu =


∂2u3 − ∂3u2

∂3u1 − ∂1u3

∂1u2 − ∂2u1

 ,

et pour N = 2 :

u⊥ =

(
−u2

u1

)
, curlu = ∂1u2 − ∂2u1 et curlf =

(
∂2f

−∂1f

)
.

En�n la dérivée de f (s) est notée f ′ (s).

9
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1.2 Problème physique 3D

1.2.1 Description du problème 3D

Le problème physique décrivant l'écoulement d'un �euve est décrit par les équations instation-
naires et incompressibles de Navier-Stokes, dans un domaine à surface libre ΩF (t) ⊂ R3. Les incon-
nues sont la vitesse u = u (X, t) et la pression p̃ = p̃ (X, t) de l'eau, au point X = (x, y, z) ∈ ΩF (t)
à l'instant t. La vitesse est une fonction vectorielle u = (u1, u2, u3) ∈ R3 avec ui = ui (x, y, z, t),
i = 1 à 3 et la pression p̃ est une fonction scalaire. La densité de l'eau est supposée constante et
la force de Coriolis ainsi que la force de gravitation sont prises en compte. On obtient ainsi les
équations suivantes dans ΩF (t) : divu = 0,

ρ
∂u
∂t

+ ρ (u · ∇) u− µ∆u +∇p̃− ρf ∧ u = ρg.

La première équation correspond à la conservation de la masse (équation d'incompressibilité),
tandis que la deuxième représente la conservation de la quantité de mouvement. La densité ρ > 0,
la viscosité µ > 0, la force de gravité g = (0, 0,−g) et la vitesse de rotation de la Terre f = (0 , 0 , f )
sont des constantes données.
La température et la salinité de l'eau sont négligées. On considère seulement les aspects hydrody-
namiques.

Au moyen des formules :

−∆u = curl (curlu)−∇ (divu) ,

(u · ∇) u = curlu ∧ u +
1
2
∇ |u|2 ,

l'équation de conservation de la quantité de mouvement peut s'écrire :

ρ
∂u
∂t

+ ρcurlu ∧ u + µcurl (curlu) +∇p− ρf ∧ u = ρg,

où p représente maintenant la pression dynamique dé�nie par p = p̃+
ρ

2
|u|2.

La frontière du domaine ΩF (t) est décomposée en trois parties :

∂ΩF (t) = ΓB(t) ∪ ΓS(t) ∪ ΓI(t),

où ΓB(t) représente le lit du �euve, ΓS(t) la surface libre, ΓI(t) les sections amont et aval du �euve
(cf. Fig. 1.1).

Fig. 1.1: Domaine 3D
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Le domaine ΩF (t) occupé par le �uide est plongé dans un domaine maximal Ω indépendant du
temps et dont la surface notée Σ ⊂ R2 est plane. On désigne par ZB (x, y) la côte du fond, donnée
par la bathymétrie et dé�nie sur Σ. La hauteur de Σ notée : hΣ (x, y) = ZB (x, y) + H (x, y) est
constante et donnée. On décompose la frontière de Ω en trois parties :

∂Ω = Σ ∪ ΣB ∪ ΣI ,

avec Σ =
{

(x, y, z) ∈ Ω; z = hΣ

}
, ΣB =

{
(x, y, z) ∈ Ω; z = ZB (x, y)

}
et ΣI les bords amont et

aval de Ω.
En�n, on introduit la hauteur d'eau h (x, y, t) et le domaine 2D ΣF (t) ⊂ Σ dé�ni à chaque pas de
temps par h > 0 :

ΣF (t) = {(x, y) ∈ Σ; h (x, y, t) > 0} , ΣF (t) ⊂ Σ, ∀t > 0. (1.1)

On peut interpréter ΣF (t) comme la projection horizontale de la surface libre ΓS(t) sur Σ.
Ainsi on obtient :

ΓB (t) = {(x, y, z) ; (x, y, z) ∈ ΣB , h (x, y, t) > 0},
ΓS (t) = {(x, y, z) ; (x, y) ∈ ΣF (t) , z = ZB (x, y) + h (x, y, t)},
ΓI (t) = {(x, y, z) ; (x, y, z) ∈ ΣI , ZB (x, y) < z < ZB (x, y) + h (x, y, t)},

et :
ΩF (t) = {(x, y, z) ∈ Ω; (x, y) ∈ ΣF (t) , ZB (x, y) < z < ZB (x, y) + h (x, y, t)} .

Note. La bathymétrie désigne le lit du �euve immergé dans l'eau, dé�ni par ΓB (t) ; tan-
dis que la topographie représente les zones du lit où le relief est hors de l'eau, dé�nies par
{(x, y, z) ; (x, y, z) ∈ ΣB ; h (x, y, t) = 0}.

On ajoute la condition initiale, au temps t = 0, u(0) = u0 ainsi que des conditions aux limites.
Pour celles-ci, on impose la pression et la force du vent sur la surface libre, le frottement et
l'imperméabilité au fond, tandis que sur ΓI(t) le �ux et les forces tangentielles sont supposés
connus. On obtient ainsi les conditions de bord suivantes :

u · n = 0, µcurlu ∧ n = −cBu sur ΓB(t),

p = pS , µcurlu ∧ n =w sur ΓS(t),

u · n = k, µcurlu ∧ n = w sur ΓI(t),

(1.2)

où n est la normale unitaire extérieure à ∂ΩF (t) ; pS , k, w sont des fonctions données et le coef-
�cient de frottement cB ≥ 0 est une constante donnée. La fonction w représente la force du vent
sur la surface libre du �euve, la marée en aval et peut être considérée nulle en amont ; pS est la
pression à la surface et k les �ux d'entrée et de sortie.

Remarque. La formulation rot-rot a été choisie pour pouvoir prendre en compte des conditions
de bord physiques, notamment le vent sur la surface et le frottement au fond (cf. [16, 5]).

Équation de la surface libre

Suivant Gerbeau et Perthame [26], un coe�cient de phase α est introduit dans le domaine Ω.
Il permet de dé�nir précisément la section mouillée, au temps t, de Ω. Il est dé�ni par :

α (x, y, z, t) =

{
1 dans ΩF (t)

0 dans Ω \ ΩF (t)
, (1.3)
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ou bien :

α (x, y, z, t) =

{
1 si h (x, y, t) > 0 et ZB (x, y) ≤ z ≤ ZB (x, y) + h (x, y, t)

0 sinon
.

Le mouvement de α est décrit par l'équation suivante :

dα

dt
= 0 dans ΩF (t) ,

soit :
∂α

∂t
+ u · ∇α = 0 dans ΩF (t) , (1.4)

avec la condition initiale α (0) = α0, qui correspond à la dé�nition de ΩF (0). On ajoute la condition
de bord :

α = 1 si u · n < 0 sur ΓI (t) ,

où n est la normale sortante à ΓI (t).
On suppose dans la suite que la solution α de l'équation de transport (1.4) est toujours de la forme
(1.3).

En intégrant par rapport à z l'équation de transport (1.4), on obtient l'équation de la surface
libre du �euve (cf. [26]).
Pour i = 1, 2, on a formellement :∫ ZB+H

ZB

∂iα (x, y, z, t) dz = ∂i

∫ ZB+H

ZB

α (x, y, z, t) dz

−α (x, y, ZB +H, t) ∂i (ZB +H) + α (x, y, ZB , t) ∂iZB

= ∂i

∫ ZB+h

ZB

dz + ∂iZB

= ∂i (h+ ZB) ,

et pour i = z :∫ ZB+H

ZB

∂zα (x, y, z, t) dz = α (x, y, ZB +H, t)− α (x, y, ZB , t) = −1.

En�n, de manière formelle et similaire :∫ ZB+H

ZB

∂α

∂t
dz =

∂h

∂t
.

Ainsi l'équation de la surface libre s'écrit :

∂h

∂t
+

2∑
i=1

ui∂i (h+ ZB)− u3 = 0 sur Σ, (1.5)

avec une condition initiale h (0) = h0 et une condition au bord du type h donné si u · n < 0 sur
ΣI .



Problème physique 3D 13

Problème 3D

On obtient un problème tridimensionnel aux inconnues (h,u, p), discrétisé en temps par un
schéma d'Euler implicite. L'équation de la surface libre devient :

hn+1 − hn
∆t

+
2∑
i=1

uni ∂i
(
hn+1 + ZB

)− un3 = 0, sur Σ. (1.6)

Elle permet de dé�nir le domaine ΩF
(
tn+1

)
(dé�ni par α

(
x, y, z, tn+1

)
= 1), sur lequel on résout :{

divu = 0,
ρ

∆t
(u− un) + ρcurlu ∧ u + µcurl(curlu) +∇p− ρf ∧ u = ρg. dans ΩF

(
tn+1

)
(1.7)

En�n on ajoute à ce système les conditions de bord (1.2) sur la frontière :

∂ΩF
(
tn+1

)
= ΓB

(
tn+1

) ∪ ΓS
(
tn+1

) ∪ ΓI
(
tn+1

)
.

Pour alléger l'écriture, le domaine ΩF
(
tn+1

)
occupé par le �uide à tn+1 est noté dans la suite

ΩF et sa frontière ∂ΩF = ΓB ∪ ΓS ∪ ΓI . Les données αn+1, kn+1, wn+1 et pn+1
S sont notées α, k,

w et pS .

On suppose de plus que ΩF est un domaine borné à frontière continue lipschitzienne. Plus
précisément, on supposera que ΩF est de frontière polyédrique ou su�samment régulière (par
exemple C1,1).

1.2.2 Analyse du problème semi-discrétisé

Ce paragraphe reprend l'étude faite par Amara, Capatina et Trujillo [4] pour prouver que le
problème (1.7) est bien posé à chaque pas de temps tn+1. L'idée est de poser le problème sous
formulation faible puis d'utiliser une variante du théorème de Brouwer (cf. par exemple [27]) pour
montrer l'existence d'une solution et, sous certaines hypothèses, son unicité.

On suppose que les données de bord véri�ent la régularité suivante à chaque pas de temps
tn+1 :

k ∈ L2 (ΓI) , pS ∈ H
1
2 (∂ΩF ) , w ∈ H

1
2
00 (ΓI ∪ ΓS) ,

où pS est un prolongement continu de pS sur tout le bord (i.e. pS = (pS)|ΓS
).

Espaces et normes

A�n de donner une formulation variationnelle au problème (1.7), on introduit les espaces de
Hilbert suivants :

M = L2 (ΩF ) ,

H (div, curl; ΩF ) =
{
v ∈ L2 (ΩF ) ; divv ∈ L2 (ΩF) , curlv ∈ L2 (ΩF)

}
,

X =
{
v ∈ H (div, curl; ΩF ) ; v|ΓB

∈ L2 (ΓB)
}
.

Remarque. Il est nécessaire d'imposer la condition v ∈ L2 (ΓB) pour avoir la régularité requise
pour la norme associée à X. En e�et, le manque de condition de type v · n = 0 et v ∧ n = 0 sur
ΓS entraîne que v ∈ L2

loc (ΓB ∪ ΓI) seulement (cf. [17]).
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Les espaces M et X sont alors munis des normes suivantes :

‖q‖2M = ‖q‖0,ΩF
=
∫

ΩF

q2dΩ,

‖v‖2X =
1

∆t
‖v‖20,ΩF

+ ‖divv‖20,ΩF
+ ‖curlv‖20,ΩF

+ ‖v‖20,ΓB
.

En�n on introduit les espaces X0 et X∗ dé�nis par :

X0 = {v ∈ X; v · n = 0 sur ΓB ∪ ΓI} ,
X∗ = {v ∈ X; v · n = 0 sur ΓB , v · n = k sur ΓI}.

On suppose dans la suite que l'espace X0 véri�e les conditions suivantes, à chaque pas de temps
tn+1 :

� L'injection de X0 est continue dans L4 (ΩF ) et compacte dans L2 (ΩF ) ;

� L'injection de tr
(
X0
)
est compacte dans L2 (ΓS) , où :

tr
(
X0
)

=
{

Θ ∈ H−
1
2 (ΓS) ; ∃v ∈ X0, v = Θ sur ΓS

}
.

Formulation faible

Le problème aux limites (1.7) peut maintenant s'écrire sous la formulation faible suivante :
Trouver (u, p) ∈ X∗ ×M

∀v ∈ X0, A (u; u,v) +B (p,v) = Fn (v)

∀q ∈ M, B (q,u) = 0,

(1.8)

avec :

B (p,v) = −
∫

ΩF

p divv dΩ,

A (w; u,v) = A0 (u,v) +A1 (w; u,v) ,

où :

A1 (w; u,v) =
∫

ΩF

ρ (curlu ∧w) · v dΩ,

A0 (u,v) =
∫

ΩF

ρ

∆t
u · v dΩ +

∫
ΩF

µcurlu · curlv dΩ +
∫

ΓB

cBu · v dγ −
∫

ΩF

ρ (f ∧ u) · v dΩ

+λ
∫

ΩF

divudivv dΩ, λ ≥ 0,

puis :

Fn (v) =
∫

ΩF

ρ

(
1

∆t
un + g

)
· v dΩ + 〈v ∧ n,w ∧ n〉ΓS∪ΓI

− 〈v · n, pS〉∂ΩF
,

où 〈·, ·〉 représente le produit de dualité entre H
1
2
00 (Γ) et H−

1
2 (Γ). Grâce aux hypothèses précédentes

sur X0, la forme non-linéaire A1 (·; ·, ·) est bien dé�nie puisque curlu ∈ L2 (ΩF ) et v, w ∈ L4 (ΩF ).
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Étude du problème semi-discrétisé

Concernant la continuité des formes précédentes on obtient, notamment grâce à l'inégalité de
Cauchy-Schwarz :

B (p,u) ≤ ‖u‖X ‖p‖M ,

A0 (u,v) ≤ c0 ‖u‖X ‖v‖X ,

avec c0 = max {µ, cB , ρ (1 + ‖f‖M ∆t)} .

La continuité de la forme non-linéaire A1 (·; ·, ·) est obtenue grâce à l'inégalité de Hölder et
l'injection continue de X0 dans L4 (ΩF ) :

A1 (w; u,v) ≤ ρ ‖curlu‖0,ΩF
‖w‖L4(ΩF ) ‖v‖L4(ΩF ) ≤ ρc21 ‖u‖X ‖v‖X ‖w‖X ,

où c1 est la norme de l'opérateur identité I :
(
X0, ‖·‖X

)→ (
L4 (ΩF ) , ‖·‖L4(ΩF )

)
.

Les théorèmes de trace dans H (div,ΩF ) et H (curl,ΩF ) entraînent, en supposant que ∂ΩF est
su�samment régulier :

‖v · n‖− 1
2 ,∂ΩF

≤
(
‖v‖20,ΩF

+ ‖divv‖20,ΩF

) 1
2 ≤ C ‖v‖X,

‖v ∧ n‖− 1
2 ,∂ΩF

≤
(
‖v‖20,ΩF

+ ‖curlv‖20,ΩF

) 1
2 ≤ C ‖v‖X,

où C = max {1, ∆t}.

Ainsi Fn (·) est continue avec une constante c2 (∆t) dé�nie par :

c2 (∆t) = max
{
ρ

(‖un‖M√
∆t

+
√

∆t ‖g‖M
)
,
√

∆t ‖w ∧ n‖ 1
2 ,ΓS∪ΓI

,
√

∆t ‖pS‖ 1
2 ,∂ΩF

}
.

Théorème 1.2.1. Le problème (1.8) admet au moins une solution.

Preuve . La démonstration de ce théorème est basée sur un résultat classique que l'on peut trouver
dans [27], p.280. L'idée est d'associer au problème (1.8), le problème non-linéaire suivant :{

Trouver u ∈ V∗

∀v ∈ V0, A (u; u,v) = Fn (v) ,
(1.9)

où :
V = {v ∈ X; divv = 0 dans ΩF } ,
V0 = V ∩X0 = KerB,

V∗ = V ∩X∗.

(1.10)

Puis on applique le théorème de Babuska-Brezzi, en s'appuyant sur le lemme suivant.

Lemme 1.2.1. Si la forme bilinéaire B (·, ·) véri�e la condition inf − sup :

inf
q∈M

sup
v∈X0

B (q,v, )
‖v‖X ‖q‖M

≥ β > 0, (1.11)

alors, pour chaque solution u du problème (1.9), il existe un unique p ∈ M tel que le couple
(u, p) est solution du problème mixte initial (1.8).
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D'après [27], on a le lemme suivant.

Lemme 1.2.2. Si les hypothèses suivantes sont véri�ées :

� il existe une constante c > 0 telle que

A (v; v,v) ≥ c ‖v‖2X ∀v ∈ V0,

� l'espace V0 est séparable et, pour tout v ∈ V0, l'opérateur u→ A (u; u,v) est séquentielle-
ment faiblement continu sur V0, soit :

lim
m→∞um = u faiblement dans V0

implique
lim
m→∞A (um; um,v) = A (u; u,v) ∀v ∈ V0.

Alors le problème (1.9) admet au moins une solution u ∈ V0.

Preuve . On reprend la preuve du Théorème 1.2.1.

1) Il faut montrer que les hypothèses du Lemme 1.2.2 sont bien véri�ées.
Soit v ∈ V0 =

{
v ∈ X0; B (q,v) = 0, ∀q ∈ M

}
=
{
v ∈ X0; divv = 0 sur ΩF

}
. On remarque

tout d'abord que :

A1 (v; v,v) =
∫

ΩF

ρ (curlv ∧ v) · v dΩ = 0,

puis ∫
ΩF

ρ (f ∧ v) · v dΩ = 0.

Par conséquent,

A (v; v,v) = A0 (v,v)

=
∫

ΩF

ρ

∆t
v · v dΩ +

∫
ΩF

µcurlv · curlv dΩ +
∫

ΓB

cBv · v dγ + λ

∫
ΩF

divudivv dΩ

=
ρ

∆t
‖v‖20,ΩF

+ µ ‖curlv‖20,ΩF
+ cB ‖v‖20,ΓB

+ λ ‖divv‖20,ΩF
,

avec λ ≥ 0.
Comme divv = 0, il en résulte que :

A (v; v,v) ≥ c3 ‖v‖2X ,

avec
c3 = min {ρ, µ, cB} .

De plus, l'espace V0 est séparable puisque c'est un sous-espace de L2 (ΩF ). Il reste donc à
prouver que pour tout v ∈ V0, A (·; ·,v) est séquentiellement faiblement continue sur V0.

On commence par étudier A1 (·; ·,v). Comme curlu ∧ u = u · ∇u− 1
2
∇ |u|2, il s'ensuit que :

A1 (u; u,v) =
∫

ΩF

ρ (curlu ∧ u) · v dΩ

=
∫

ΩF

ρu · ∇u · v − 1
2

∫
ΩF

ρ∇ |u|2 · v dΩ

=
3∑

i,j=1

∫
ΩF

ρuj
∂ui
∂xj

vi dΩ− 1
2

∫
ΩF

ρ∇ |u|2 · v dΩ.



Problème physique 3D 17

En appliquant la formule de Green on obtient :

A1 (u; u,v) = −
3∑

i,j=1

∫
ΩF

ρujui
∂vi
∂xj

dΩ−
3∑

i,j=1

∫
ΩF

ρ
∂uj
∂xj

uivi dΩ +
3∑

i,j=1

∫
ΓS

ρviujuini dγ

+
1
2

∫
ΩF

ρ |u|2 divv dΩ− 1
2

∫
ΓS

ρ |u|2 v · n dγ.
(1.12)

Or divv = 0, d'où :

A1 (u; u,v) = −
3∑

i,j=1

∫
ΩF

ρujui
∂vi
∂xj

dΩ +
∫

ΓS

ρv · uu · n dγ − 1
2

∫
ΓS

ρ |u|2 v · n dγ,

pour tout v ∈ V0 ∩D (Ω̄F )3 et tout u ∈ V0.

Soit (um) une suite de V0 telle que :

lim
m→∞um = u faiblement dans V0.

Les injections compactes de X0 dans L2 (ΩF ) et L2 (ΓS) impliquent :

lim
m→∞um = u fortement dans L2 (ΩF ) et L2 (ΓS) .

En�n, comme
∂vi
∂xj
∈ L∞ (ΩF ) et lim

m→∞umiumj = uiuj dans L1 (ΩF ), on obtient :

lim
m→∞A1 (um; um,v) = A1 (u; u,v) .

Puisqu'il est clair que :
lim
m→∞A0 (um,v) = A0 (u,v) ,

il en résulte que :
lim
m→∞A (um; um,v) = A (u; u,v) ,

pour tout v ∈ V0 ∩D (Ω̄F )3 et donc pour tout v ∈ V0 grâce à la densité de V0 ∩D (Ω̄F )3 dans
V0.

Ainsi le problème (1.9) admet au moins une solution u ∈ V0.

2) Il reste donc à prouver la condition inf − sup. Pour cela on utilise l'argument de Fortin, qui
consiste à construire un opérateur continu T : M→ X0 véri�ant B (q, T q) = ‖q‖2M, ∀q ∈ M. Ainsi
pour chaque q ∈ M, on associe le problème auxiliaire :

−∆w = q dans ΩF
∂nw = 0 sur ΓB ∪ ΓI
w = 0 sur Σ,

(1.13)

puis on prend T q = ∇w. D'où :

B (q, T q) = −
∫

ΩF

q div (∇w) dΩ = −
∫

ΩF

q∆w dΩ =
∫

ΩF

q2 dΩ

= ‖q‖2M .
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Grâce à la régularité supposée sur ΩF , la régularité du problème elliptique (1.13) entraîne (cf.

[29]) : w ∈ H1+a (ΩF ) avec a >
1
2
et :

‖w‖1+a,ΩF
≤ c ‖q‖M ,

où c est une constante qui dépend de ΩF . Ainsi T q ∈ L2 (ΩF ) et on peut dé�nir la trace de T q dans
L2 (∂ΩF ). Puisque div (T q) = ∆w ∈ L2 (ΩF ), curlv = curl (∇w) = 0 et T q · n = 0 sur ΓI ∪ ΓB
par construction de l'opérateur T , il s'ensuit que T q ∈ X0.

De plus, le théorème de trace donne :

‖T q‖0,ΓB
= ‖∇w‖0,ΓB

≤ c ‖w‖1+a,ΩF
≤ c ‖q‖M .

En conséquence, ‖T q‖X ≤
c√
∆t
‖q‖M et �nalement :

inf
q∈M

sup
v∈X0

B (q,v)
‖v‖X ‖q‖M

≥ c
√

∆t.

�

L'unicité de la solution du problème (1.9) est établie grâce à des hypothèses classiques de
majoration sur la norme c2 du second membre :

Théorème 1.2.2. Sous l'hypothèse

c2 <
1
2ρ

(
c3
c1

)2

, (1.14)

le problème (1.9) admet une unique solution.

Preuve. Soient u1, u2 deux solutions de (1.9) ; on montre que u1 = u2. Soit v ∈ V0 :

0 = A (u1; u1,v)−A (u2; u2,v)

= A0 (u1,v) +A1 (u1; u1,v)−A0 (u2,v)−A1 (u2; u2,v)

= A0 (u1 − u2,v) +A1 (u1; u1,v)−A1 (u2; u2,v)

= A0 (u1 − u2,v) +A1 (u1; u1 − u2,v) +A1 (u1; u2,v)−A1 (u2; u2,v)

= A0 (u1 − u2,v) +A1 (u1; u1 − u2,v) +A1 (u1 − u2; u2,v) .

On prend ensuite v = u1 − u2 :

A0 (v,v) = −A1 (u1; v,v)−A1 (v; u2,v) .

La coercivité de A0 (·, ·) entraîne :
c3 ‖v‖2X ≤ |A1 (u1; v,v)|+ |A1 (v; u2,v)| ,

puis grâce à la continuité de A1 (·; ·, ·) :

c3 ‖v‖2X ≤ ρc21 ‖u1‖X ‖v‖2X + ρc21 ‖u2‖X ‖v‖2X
≤ ρc21 ‖v‖2X (‖u1‖X + ‖u2‖X).
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Puisque A (u; u,u) ≥ c3 ‖u‖2X, chaque solution u du problème non-linéaire (1.9) véri�e :

c3 ‖u‖2X ≤ c2 ‖u‖X ⇔ ‖u‖X ≤
c2
c3
.

En reprenant u1 − u2 = v, on obtient :

‖u1 − u2‖2X ≤ 2 ρ c2
c21
c23
‖u1 − u2‖2X .

Ceci implique u1 = u2 dès que 2 ρ c2
c21
c23
< 1.

�

Remarque. Étant donné que la constante c1 dépend explicitement de ∆t, il en résulte que la
condition (1.14) est véri�ée pour ∆t su�samment petit.

Problème au sens des distributions

Concernant l'interprétation du problème (1.8) au sens des distributions, on a le résultat suivant.

Théorème 1.2.3. La solution (u, p) de (1.8) véri�e, au sens des distributions, les équations
semi-discrétisées (1.7), associées aux conditions de bord (1.2) sur ∂ΩF .

Preuve . La seconde équation variationnelle B (q,u) = 0, ∀q ∈ M, entraîne immédiatement la
condition d'incompressibilité.

Puis en prenant une fonction test v ∈ D (ΩF )3 ⊂ X0 dans la première équation, on obtient
après intégration par parties l'équation de conservation de la quantité de mouvement. On en dé-
duit également curlu ∈ H¹ (ΩF ).

En e�et le première équation variationnelle donne :
soit v ∈ D (Ω̄F )3 ∩X0,∫

ΩF

ρ

∆t
u · v dΩ +

∫
ΩF

µcurlu · curlv dΩ +
∫

ΓB

cBu · v dγ −
∫

ΩF

ρ (f ∧ u) · v dΩ

+
∫

ΩF

λ divudivvdΩ +
∫

ΩF

ρ (curlu ∧ u) · v dΩ−
∫

ΩF

p divv dΩ =

∫
ΩF

ρ

(
1

∆t
un + g

)
· v dΩ +

∫
ΓS∪ΓI

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ −
∫
∂ΩF

pSv · n dγ.

On rappelle la formule d'intégration par parties, pour tout V ∈ H (curl,D), U ∈ H¹ (D) :∫
D

U · curlVdΩ =
∫
D

curlU ·VdΩ + 〈V ∧ n, (U ∧ n) ∧ n〉∂D .



Chapitre 1. Outils d'analyse mathématique communs aux modèles 20

De plus, divu = 0. Cela entraîne :

∫
ΩF

ρ

∆t
(u− un) · v dΩ +

∫
ΩF

µcurl (curlu) · v dΩ +
∫
∂ΩF

(v ∧ n) · ((µcurlu ∧ n) ∧ n) dγ

+
∫

ΓB

cBu · v dγ −
∫

ΩF

ρ (f ∧ u) · v dΩ +
∫

ΩF

ρ (curlu ∧ u) · v dΩ

+
∫

ΩF

∇p · v dΩ−
∫
∂ΩF

pv · n dγ =

∫
ΩF

ρg · v dΩ +
∫

ΓS∪ΓI

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ −
∫
∂ΩF

pSv · n dγ.

Par conséquent les termes de bord s'écrivent :∫
ΓB

cBu · v dγ +
∫
∂ΩF

(v ∧ n) · ((µcurlu ∧ n) ∧ n) dγ −
∫
∂ΩF

pv · n dγ =

∫
ΓS∪ΓI

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ −
∫
∂ΩF

pSv · n dγ.

On rappelle que sur ΓB ∪ ΓI , v · n = 0. En outre, si v · n = 0 sur une partie de la frontière, il
s'ensuit que :

U · v = (U ∧ n) · (v ∧ n) ,

sur cette partie de la frontière, pour un champ vectoriel U su�samment régulier.

Ainsi on obtient sur ΓB :∫
ΓB

cBu · v dγ +
∫

ΓB

(v ∧ n) · ((µcurlu ∧ n) ∧ n) dγ =
∫

ΓB

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ

⇔
∫

ΓB

cBu · v dγ +
∫

ΓB

(µcurlu ∧ n) · v dγ =
∫

ΓB

w · v dγ,

puis sur ΓI : ∫
ΓI

(v ∧ n) · ((µcurlu ∧ n) ∧ n) dγ =
∫

ΓI

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ

⇔
∫

ΓI

(µcurlu ∧ n) · v dγ =
∫

ΓI

w · v dγ.

Il reste à regarder les termes sur la surface ΓS . On rappelle la formule du double produit vectoriel :

u ∧ (v ∧w) = (u ·w) v − (u · v) w.

Sachant que w et (µcurlu ∧ n) sont orthogonaux à n, il en résulte sur ΓS que :∫
ΓS

(v ∧ n) · ((µcurlu ∧ n) ∧ n) dγ −
∫

ΓS

pv · n dγ =
∫

ΓS

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ −
∫

ΓS

pSv · n dγ

⇔
∫

ΓS

(µcurlu ∧ n) · v dγ −
∫

ΓS

pv · n dγ =
∫

ΓS

w · v dγ −
∫

ΓS

pSv · n dγ.



Domaine en coordonnées curvilignes 21

Pour le détail du calcul, se référer à l'annexe A.

D'où :

−cBu + µcurlu ∧ n = 0 sur ΓB ,

µcurlu ∧ n = w sur ΓI

p = pS , µcurlu ∧ n = w sur ΓS .

�

1.3 Domaine en coordonnées curvilignes

1.3.1 Cadre géométrique et physique des modèles

Les modèles 1D, 2D-vertical et 2.5D sont écrits en coordonnées curvilignes, de manière à pou-
voir prendre en compte la géométrie du �euve. Cette partie est consacrée à la présentation générale
du cadre géométrique et physique de ces modèles.

Soit C(t) la courbe médiane de la surface libre ΓS(t). On dé�nit la frontière de ΓS(t) par (cf.
Fig. 1.2) :

∂ΓS (t) = (ΓS (t) ∩ ΓB (t))︸ ︷︷ ︸
γL(t)

∪ (ΓS (t) ∩ ΓI (t))︸ ︷︷ ︸
γI(t)

= γL (t) ∪ γI (t) .

Fig. 1.2: Surface libre

γL (t) est constituée de deux courbes γ1
L (t) et γ2

L (t). On se limite au cas où C(t) est la courbe
moyenne entre γ1

L (t) et γ2
L (t). Cette dé�nition n'est pas adaptée lorsque l'on se trouve dans le

cas d'îles ou de con�uences ; dans ce genre de situations, il faut employer un modèle sur chaque
branche du �euve.
On note C la projection de C (t) ⊂ R3 sur le domaine �xe Σ ⊂ R2. On suppose que C est une
courbe �xe, indépendante du temps. On admet que C est une courbe régulière, d'abscisse curviligne
s et décrite par la paramétrisation ϕ : I = ]s0, s1[→ C. A chaque point ϕ(s) ∈ C, on associe le
repère orthonormal de Frenet {τ (s),ν(s)} dans le plan Σ (cf. Fig. 1.3). Pour tout s ∈ I :

τ (s) = ϕ′ (s) .

Dans la suite, on utilisera le repère tridimensionnel orthonormal {τ (s) ,ν (s) , e3} et les coordon-
nées curvilignes associées au repère seront notées {s, l, z}.
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Fig. 1.3: Repère de Frenet

On introduit la courbure r = r (s) de C, ainsi que les demi-largeurs du �euve L1 (s, t) et
L2 (s, t) : I × R+ → R+ qui sont données par la bathymétrie et la topographie.

Ainsi, le domaine 3D ΩF (t) occupé par le �uide (cf. Fig. 1.1) est caractérisé par :

ΩF (t) = {(s, l, z) ; s ∈ I, −L1 (s, t) ≤ l ≤ L2 (s, t) , ZB (s, l) < z < ZB (s, l) + h (s, l, t)} . (1.15)

On dé�nit ensuite le plan vertical associé à la courbe médiane de la surface libre du �euve (cf.
Fig. 1.4) :

ωF (t) = {(s, z) ; s ∈ I, ZB (s, 0) ≤ z ≤ ZB (s, 0) + h (s, 0, t)} . (1.16)

Pour alléger l'écriture, on note ωF
(
tn+1

)
par ωF et on pose à chaque pas de temps tn+1 :

∂ωF = ΥB ∪ΥS ∪ΥI ,

où ΥB représente le fond, ΥS la surface libre et ΥI les bords d'entrée/sortie (décrits par s = s0 et
s = s1).

On introduit le domaine �xe maximal (cf. Fig. 1.4) :

ω = {(s, z) ; s ∈ I, ZB (s, 0) ≤ z ≤ hΣ} .
On a ωF (t) ⊂ ω.

Fig. 1.4: Domaine 2D vertical
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Les modèles 1D, 2D-vertical et 2.5D peuvent utiliser les hypothèses suivantes :

� (H0) Les demi-largeurs L1 et L2 sont égales : L1 (s, t) = L2 (s, t) = L (s, t).
� (H1) Les berges sont raides, soit :

h = h(s, t), ZB = ZB(s), L = L (s) . (1.17)

En fait, ZB (·) représente en ce cas une moyenne de la côte du fond. Par conséquent, le
domaine ωF (t) devient :

ωF (t) = {(s, z) ; s ∈ I, ZB (s) ≤ z ≤ ZB (s) + h (s, t)} .

� (H2) Les données r, ZB et L véri�ent :

0 < L0 ≤ L ≤ Lmax,
r ∈W 1,∞ (I) , ZB ∈W 2,∞ (I) , L ∈W 2,∞ (I) .

(1.18)

� (H2b) Pour le modèle 2D-vertical, l'hypothèse ZB ∈W 1,∞ (I) su�t.

Pour des raisons techniques, on ajoute l'hypothèse :

� (H3) Si D1(s) =
1
r

ln
|1 + Lr|
|1− Lr| − 2L est positif, alors D1 et

D1

r2
sont majorés. Cependant dans

le cas d'un canal où la courbure est nulle, cette dernière condition n'est pas nécessaire.

Pour simpli�er la présentation, on suppose également :

� (H4) Les bords ΓI sont orthogonaux à τ .

� (H5) Les données de bord pS et w sont indépendantes de la variable l.

La seule hypothèse restrictive est l'hypothèse (H1), les autres sont nécessaires pour l'étude ma-
thématique (H2), (H3) ou permettent une présentation plus simple (H0), (H4) et (H5).

1.3.2 Opérateurs di�érentiels en coordonnées curvilignes

On rappelle maintenant quelques résultats sur les opérateurs di�érentiels en coordonnées cur-
vilignes.

Soit un point quelconque M ∈ ΩF (t), de coordonnées cartésiennes {x, y, z} dans {e1, e2, e3},
respectivement de coordonnées curvilignes {s, l, z} dans {τ (s) ,ν (s) , e3} avec :

M = ϕ(s) + lν (s) + ze3.

D'après les formules de Frenet :

τ ′ (s) = rν (s) , ν′ (s) = −rτ (s) ,

où r désigne la courbure de C, on obtient dans {τ (s) ,ν (s) , e3} :
dM = ((1− lr) ds, dl, dz)t .

Or pour une fonction scalaire f = f (s, l, z), df = gradf · dM et pour une une fonction vectorielle
v = (v1, v2, v3)t, dv = (gradv) dM. Ainsi on obtient dans la base {τ (s),ν(s), e3} :

gradf =


1

1− lr ∂sf
∂lf

∂zf

 ,
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et

gradv =



∂sv1 − rv2

1− lr ∂lv1 ∂zv1

∂sv2 + rv1

1− lr ∂lv2 ∂zv2

∂sv3

1− lr ∂lv3 ∂zv3


,

puis pour la divergence :

divv = tr (gradv) =
∂sv1 − rv2

1− lr + ∂lv2 + ∂zv3.

1.3.3 Compléments sur les intégrales curvilignes intervenant dans la
formulation variationnelle

En coordonnées curvilignes, l'intégrale de volume sur ΩF s'écrit :∫
ΩF

dΩ =
∫
I

∫ L(s)

−L(s)

∫ ZB(s)+h(s)

ZB(s)

(1− lr) dz dl ds.

Sous les hypothèses (H0) et (H1), les normales aux bords et les intégrales de bord sont de la
forme :

� sur les bords ΓI , d'après l'hypothèse (H4), n = (1, 0, 0)t,

� sur le fond décrit par z = ZB (s) :

n =
1√

(1− lr)2 + (Z ′B)2
(Z ′B , 0,− (1− lr))t et

∫
ΓB

dγ =
∫
I

∫ L

−L

√
(1− lr)2 + (Z ′B)2 dlds,

(1.19)

� sur la berge l = −L (s) :

n =
1√

(1 + Lr)2 + (L′)2
(−L′,− (1 + Lr) , 0)t et

∫
ΓB

dγ =
∫
I

∫ ZB+h

ZB

√
(1 + Lr)2 + (L′)2 dzds,

(1.20)

� sur la berge l = L (s) :

n =
1√

(1− Lr)2 + (L′)2
(−L′, (1− Lr) , 0)t et

∫
ΓB

dγ =
∫
I

∫ ZB+h

ZB

√
(1− Lr)2 + (L′)2 dzds,

(1.21)
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� sur la surface z = ZB (s) + h (s, t) :

n =
1√

(1− lr)2 + (Z ′B + h′)2
(− (Z ′B + h′) , 0, (1− lr))t et

∫
ΓS
dγ =

∫
I

∫ L
−L
√

(1− lr)2 + (Z ′B + h′)2 dlds,

(1.22)

où n est la normale unitaire extérieure au bord concerné.

Pour alléger l'écriture, on introduit les coe�cients suivants :

D1 (s) =
∫ L

−L

lr

1− lr dl =
1
r

ln
∣∣∣∣1 + Lr

1− Lr
∣∣∣∣− 2L,

D2 (s) = r2L2 +
(L′)2

3
,

D3 (s) =
√

(1− Lr)2 + (L′)2 +
√

(1 + Lr)2 + (L′)2
,

D4 (s) =
(

(1− Lr)2 + (L′)2
) 3

2
+
(

(1 + Lr)2 + (L′)2
) 3

2
,

D5 (s) =
∫ L

−L

(
(1− lr)2 +

(
lL′

L

)2

+ (Z ′B)2

)√
(1− lr)2 + (Z ′B)2

dl.

Remarque. Pour une courbure nulle (r = 0), on obtient :

D1 (s) = 0, D2 (s) =
(L′)2

3
,

D3 (s) = 2
√

1 + (L′)2
, D4 (s) =

(
1 + (L′)2

) 3
2
,

et

D5 (s) = 2L

(
1 +

(L′)2

3
+ (Z ′B)2

)√
1 + (Z ′B)2

dl.

On a également lim
r→0

D1

r2
=
∫ L

−L

l2

1− lr dl =
2
3
L3. Si de plus la largeur L est constante, il s'ensuit

que :

D1 = D2 = 0, D3 = D4 = 2, D5 = 2L
(

1 + (Z ′B)2
) 3

2
. (1.23)

1.3.4 Équation de la surface libre en coordonnées curvilignes

D'après (1.5), pour une vitesse U = (U1, U2, U3)t, l'équation de la surface libre s'écrit en coor-
données curvilignes :

∂h

∂t
+

1
1− lrU1 ∂s (h+ ZB) + U2 ∂l (h+ ZB)− U3 = 0.

D'après les hypothèses (1.17), l'équation devient :

∂h

∂t
+

1
1− lrU1 (h+ ZB)′ − U3 = 0 sur Σ. (1.24)

Remarque : On n'explicite pas les équations de Navier-Stokes 3D en coordonnées curvilignes,
puisque ce n'est pas nécessaire à l'étude des chapitres suivants.
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1.4 Estimateurs de modèles a posteriori

On s'intéresse dans cette partie à la dé�nition et à la justi�cation, à chaque pas de temps tn+1,
d'estimateurs d'erreur entre le modèle 3D (1.8) et chacune de ses approximations par éléments
�nis en 1D, 2D-vertical, 2D-horizontal et 2.5D.

Le rôle de ces estimateurs est d'indiquer le domaine valide pour chaque modèle, d'un point
de vue qualitatif . Ils montrent d'une part la qualité des résultats obtenus sur les zones 1D, 2D
ou 2.5D et d'autre part, la qualité du couplage entre les modèles hydrodynamiques (cf. [3] par
exemple).

Ce type d'estimateurs de modèles n'est pas classique puisqu'il mesure aussi l'erreur entre deux
modèles di�érents et non uniquement entre un problème donné et sa discrétisation par éléments
�nis.

On étudie dans cette partie un indicateur d'erreur générique, à chaque pas de temps tn+1,
entre le modèle 3D et un modèle approché plus simple (qui représente chaque modèle 1D, 2D ou
2.5D), posé sur les espaces Xa ×Ma, et qui est une approximation conforme de la formulation 3D
initiale. On rappelle qu'à chaque pas de temps tn+1, les inconnues du modèle 3D sont p (x, y, z) et
u (x, y, z) = (u1, u2, u3)t. On note pa et ua la pression et la vitesse re-construite en 3D, données
par le modèle approché.

Hypothèses sur le problème continu

L'analyse e�ectuée dans tout cette section est basée sur les hypothèses suivantes (que l'on
véri�era pour chaque modèle dans les chapitres suivants) :

� On suppose que le modèle approché peut s'écrire sous la forme :
Trouver (ua, pa) ∈ X∗a ×Ma

∀v ∈ X0
a, A (ua;ua,v) +B (pa,v) = Fna (v)

∀q ∈ Ma, B (q,ua) = 0,

, (1.25)

où Xa ×Ma sont les sous-espaces de projection du modèle approché, X0
a = X0∩Xa, X∗a = X∗∩Xa

et Fna (·) est obtenu à partir de Fn (·) en remplaçant un par una .
� Il existe une constante c telle que la condition inf − sup suivante soit véri�ée :

inf
q∈Ma

sup
v∈X0

a

B (q,v)
‖v‖X ‖q‖M

≥ c. (1.26)

Note. On montrera que c est de la forme c′
√

∆t, où c′ est une constante indépendante du temps.

� La forme A0 (·, ·) est coercive sur le noyau de B (·, ·) du modèle approché :

A0 (v,v) ≥ C ‖v‖2X , ∀v ∈ KeraB, (1.27)

avec une constante C dépendant de λ et indépendante de ∆t.

Estimations d'erreur entre le modèle 3D et son approximation

On s'intéresse tout d'abord à établir des estimations d'erreur entre le modèle 3D et son ap-
proximation.

L'idée est d'adapter un résultat basé sur le théorème des fonctions implicites, établi dans [11].
Plusieurs variantes peuvent être trouvées dans [14] et [35]. On introduit l'espace Y = X0 ×M,
muni de la norme :

‖(v, q)‖Y ≤
(
‖v‖2X + ∆t ‖q‖2M

) 1
2
.
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On commence par écrire le problème non-linéaire initial (1.8) sous la forme :

F (u, p) = I (u, p)− L (f − G (u, p)) = 0,

où f ∈ L
4
3 (ΩF ) représente les données, G : Y → L

4
3 (ΩF ) un opérateur non-linéaire dé�ni comme

suit :
G (v, p) = ρcurlv ∧ v, ∀v ∈ X0, p ∈ M,

et L : L
4
3 (ΩF )×H 1

2 (∂ΩF )→ X0 ×M un opérateur linéaire continu qui associe à chaque terme
de droite f , l'unique solution (ū, p) du problème mixte variationnel suivant :

Trouver (ū, p̄) ∈ X∗ ×M

∀v ∈ X0, A0 (ū,v) +B (p̄,v) = Fn (v)

∀q ∈ M, B (q, ū) = 0,

, (1.28)

où pour v ∈ X0 :

Fn (v) = 〈f ,v〉
L

4
3 (ΩF ),L4(ΩF )

+〈v ∧ n,w ∧ n〉
H−

1
2 (ΓS∪ΓI),H

1
2
00(ΓS∪ΓI)

−〈v · n, pS〉H− 1
2 (∂ΩF ),H

1
2 (∂ΩF )

,

avec f = ρ

(
g +

1
∆t

ūn
)
dans le problème initial. Pour simpli�er la présentation, on considère dans

la suite de la démonstration des données de bord homogènes ps = 0, k = 0 et w = 0. Ainsi on
obtient :

Fn (v) = 〈f ,v〉
L

4
3 (ΩF ),L4(ΩF )

, ∀v ∈ X0.

Le théorème de Babuska-Brezzi (dont les hypothèses ont été véri�ées dans la preuve du Théorème
1.2.1 pour le problème initial et sont émises en (1.26) et (1.27) pour le modèle approché) entraîne
le résultat suivant :

Théorème 1.4.1. Le problème (1.28) est bien posé. Il en est de même pour toute approximation
sur les espaces X0

a ×Ma ⊂ X0 ×M, dont l'opérateur est noté La :
L

4
3 (ΩF )→ X0

a ×Ma. De plus on a les propriétés de stabilité suivantes pour tout f ∈ L
4
3 (ΩF ) :

‖L (f)‖Y ≤ c ‖f‖L 4
3 (ΩF )

, ‖La (f)‖Y ≤ c ‖f‖L 4
3 (ΩF )

. (1.29)

Si f ∈ L2 (ΩF ), il vient que :

‖L (f)‖Y ≤ c
√

∆t ‖f‖M , ‖La (f)‖Y ≤ c
√

∆t ‖f‖M . (1.30)

En suivant la démonstration classique pour les estimations d'erreur pour les problèmes varia-
tionnels mixtes (cf. par exemple [10], p 54), on peut établir l'estimation d'erreur a priori suivante :

Théorème 1.4.2. Il existe une constante c indépendante de ∆t telle que :

‖(L − La) (f)‖Y ≤ c
(

inf
v∈X0

a

(
‖ū− v‖X +

1√
∆t

sup
q∈Ma

B (q, ū− v)
‖q‖M

)
+ inf
q∈Ma

‖p̄− q‖M
)

(1.31)

Le problème approché correspondant à la formulation faible (1.25) peut maintenant être écrit
sous la forme :

Fa (ua, pa) = I (ua, pa)− La (fa − G (ua, pa)) = 0,

où fa est obtenu en remplaçant ūn par ūna dans f .
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Hypothèses sur le problème discret

La discrétisation en espace du modèle (1.25) est e�ectuée à l'aide d'éléments �nis conformes
(que l'on explicitera dans les chapitres suivants). Un modèle discret générique s'écrit comme suit :

Trouver (ud, pd) ∈ X∗d ×Md

∀v ∈ X0
d, A0 (ud; ud,v) +B (pd,v) = Fn (v)

∀q ∈ Md, B (q,ud) = 0

. (1.32)

On peut e�ectuer la même analyse que précédemment, sous les hypothèses :

X0
d ×Md ⊂ X0

a ×Ma,

A0 (v,v) ≥ c ‖v‖2X , ∀v ∈ KerdB,

inf
q∈Md

sup
v∈X0

d

B (q,v)
‖v‖X ‖q‖M

≥ c
√

∆t,
(1.33)

avec des constantes qui sont indépendantes de la discrétisation en temps et en espace. En parti-
culier les théorèmes 1.4.1 et 1.4.2 sont établis avec une constante c indépendante du paramètre
de discrétisation. Les hypothèses (1.33) seront véri�ées pour chaque modèle dans les chapitres
suivants.

On suppose dans la suite que la solution exacte (u, p) du modèle 3D discrétisé en temps (1.8)
peut être su�samment approchée dans les espaces de projection X0

d ×Md, i.e :

(A) à chaque pas de temps il existe δ > 0 indépendant de ∆t, su�samment petit, tel que :

inf
v∈X0

d

(
‖u− v‖X +

1√
∆t

sup
q∈Md

B (q,u− v)
‖q‖M

)
+ inf
q∈Md

‖p− q‖M ≤ δ.

Il s'agit d'une hypothèse assez naturelle pour dériver un modèle approché. En e�et si on n'a
pas cette relation, on ne peut pas utiliser un modèle simpli�é à la place du modèle 3D.

1.4.1 Estimations d'erreur a priori

On introduit l'erreur E entre les solutions du problème 3D continu et de son approximation, à
chaque pas de temps tn+1 :

E = ‖(u, p)− (ua, pa)‖Y ,

ainsi que l'erreur d'intégration numérique entre les deux modèles, calculée à tn :

εn =
1√
∆t
‖un − una‖M .

D'après [35] ou [14], on peut prouver le résultat suivant.

Théorème 1.4.3. On suppose que DF (u, p) est un isomorphisme de Y. Alors sous l'hypothèse
(A), Fd véri�e les conditions :

(C1) il existe une constante positive c, indépendante de ∆t, telle que pour tout (v, q) ∈ Y :

‖DFd (u, p)−DFd (v, q)‖L(Y) ≤ c ‖(u, p)− (v, q)‖Y ,

(C2) il existe une constante positive c indépendante de ∆t, telle que :

‖Fd (u, p)‖Y ≤ c (δ + εn) .
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Preuve. On note c, toute constante positive indépendante du temps. On a tout d'abord :

DFd (u, p) = I + Ld ◦DG (u, p) ,

où DG (u, p) : Y → L
4
3 (ΩF ) est donné par :

DG (u, p) (w, r) = ρcurlu ∧w + ρcurlw ∧ u ∀ (w, r) ∈ Y.

C'est un opérateur borné. Ainsi pour tout (v, q) ∈ Y, la propriété de stabilité (1.29) combinée aux
inégalités de Hölder et Cauchy-Schwarz implique :

‖DFd (u, p) (w, r)−DFd (v, q) (w, r)‖L(Y)

≤ c ‖DG (u, p) (w, r)−DG (v, q) (w, r)‖
L

4
3 (ΩF )

≤ cρ
(
‖curl (u− v)‖0,ΩF

‖w‖L4(ΩF ) + ‖curlw‖0,ΩF
‖u− v‖L4(ΩF )

)
≤ c ‖u− v‖X ‖w‖X .

Ainsi la condition (C1) est bien véri�ée.

Pour montrer la propriété de consistance (C2) on écrit (puisque F (u, p) = 0) :

‖Fd (u, p)‖Y = ‖F (u, p)−Fd (u, p)‖Y ≤ ‖(L − Ld) (f − G (u, p))‖Y + ‖Ld (f − fd)‖Y .

Grâce aux relations (1.30) et (1.31), il vient que :

‖(L − Ld) (f − G (u, p))‖Y ≤ c
(

inf
v∈X0

d

‖u− v‖X +
1√
∆t

sup
q∈Md

B (q,u− v)
‖q‖M

+ inf
q∈Md

‖p− q‖M
)
,

‖Ld (f − fd)‖Y =
ρ

∆t
‖Ld (un − und )‖Y ≤ cεn.

Ainsi l'hypothèse (A) implique (C2).

�

D'après [35], on a le résultat suivant.

Théorème 1.4.4. On suppose que (A) est véri�é et que DF (u, p) ∈ Isom (Y). Pour δ + εn

su�samment petit, on peut établir l'estimation a priori suivante :

E ≤ c ‖Fd (u, p)‖Y .

où c est une constante indépendante de ∆t.
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1.4.2 Estimations d'erreur a posteriori

On applique ici un résultat général de Verfürth ([40], p. 47).

Théorème 1.4.5. On suppose que DF (u, p) ∈ Isom (Y) et que DF est Lipschitz dans un voisi-
nage B ((u, p) , R0) de (u, p), de constante lipschitzienne γ. Soit

R := min

R0,
1

γ
∥∥∥DF (u, p)−1

∥∥∥
L(Y)

,
2 ‖DF (u, p)‖L(Y)

γ

 .

Si E ≤ R alors :

1
2 ‖DF (u, p)‖L(Y)

‖F (ud, pd)‖Y ≤ E ≤ 2
∥∥∥DF (u, p)−1

∥∥∥
L(Y)

‖F (ud, pd)‖Y .

En rassemblant les résultats précédents, on peut établir l'estimation d'erreur a posteriori suivante.

Théorème 1.4.6. On suppose que (A) est véri�ée, que DF (u, p) ∈ Isom (Y) et que u, curlu ∈
L∞ (ΩF ). Pour δ, εn et ∆t su�samment petits, on a :

1
c
‖F (ud, pd)‖Y ≤ E ≤ c ‖F (ud, pd)‖Y .

Preuve. On obtient comme dans la démonstration de (C1) que DF est Lipschitz sur Y, de
constante γ indépendante de ∆t. On utilise ensuite que DF (u, p) = I + L ◦DG (u, p) et on écrit
pour tout (w, r) ∈ Y :

‖(w, r)‖Y ≤ ‖DF (u, p) (w, r)‖Y + ‖L (ρcurlu ∧w + ρcurlw ∧ u)‖Y
≤ ‖DF (u, p) (w, r)‖Y + c

√
∆t (‖curlu ∧w‖M + ‖curlw ∧ u‖M)

≤ ‖DF (u, p) (w, r)‖Y + c
√

∆t
(√

∆t ‖curlu‖∞ + ‖u‖∞
)
‖(w, r)‖Y,

en utilisant (1.30).

Ainsi pour ∆t su�samment petit (tel que par exemple, c
√

∆t
(√

∆t ‖curlu‖∞ + ‖u‖∞
)
≤ 1

2 ), on

obtient ‖(w, r)‖Y ≤ 2 ‖DF (u, p) (w, r)‖Y ; ce qui implique que R ≥ 1
2γ

. Grâce à l'estimation a

priori du Théorème 1.4.4, il s'ensuit que les hypothèses du Théorème 1.4.6 sont véri�ées pour δ
et εn su�samment petits. Puisque ‖DF (u, p)‖L(Y) ≤ c, d'après la propriété de stabilité (1.29), le
résultat annoncé est établi.

�

1.4.3 Indicateur de modèle générique

Pour dé�nir un indicateur d'erreur générique sur un sous-domaine Θ ⊂ ΩF , on considère quatre
sections Υ de ΣF , S de I, Ξ = S× [ZB , ZB + h] de ωF et Λ = S× [−L, L]× [ZB , ZB + h] de ΩF .
Puis on construit le sous-domaine 3D Θ comme suit :

Θ = {(x, y, z) ; (x, y) ∈ Υ ⊂ ΣF , ZB ≤ z ≤ ZB + h} , (1.34)

dans le cas cartésien (cf. Fig.1.5),

Θ = {(s, l, z) ; s ∈ S ⊂ I, −L ≤ l ≤ L, ZB ≤ z ≤ ZB + h} , (1.35)
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dans le cas curviligne (cf Fig.1.6).
La frontière du domaine Θ est décomposée en trois parties : ∂Θ = ΘB∪ΘS∪ΘI , où ΘB représente
le fond, ΘS la surface libre, ΘI les sections amont et aval.

Fig. 1.5: Coordonnées cartésiennes :
Domaine 3D à partir du domaine 2D-horizontal Υ

Fig. 1.6: Coordonnées curvilignes

(a) Domaine 3D à partir du domaine 1D I (b) Domaine 3D à partir du domaine 2D-
vertical Ξ

On note Td le maillage sur Θ, construit à partir des maillages sur Υ, S, Ξ et Λ. On pose ∂Td
l'ensemble de tous les bords des cellules du maillage. En�n on note [·] le saut à travers le bord
d'un élément.

On suppose dans la suite :

X0 ⊂ H
1
2 (ΩF ) , (1.36)

et qu'il existe un opérateur de projection π : X0 → X0
a qui véri�e pour tout v ∈ X0 :∑

K∈Td

wK ‖v − πv‖0,K +
∑
γ∈∂Td

wγ ‖v − πv‖0,γ ≤ c |v| 12 ,ΩF
, (1.37)

où les poids sont obtenus par passage à l'élément de référence. On explicitera ces poids pour chaque
modèle dans les chapitres suivants.

Puis on introduit les résidus suivants sur chaque cellule K ∈ Td :
η1 = −divud,
η2 =

ρ

∆t
(ud − und ) + ρ (curlud ∧ ud) + µcurl (curlud)− ρf ∧ ud +∇pd − ρg,

et respectivement sur chaque bord (face) γ ∈ ∂Td :

ηγ =


µcurlud ∧ n− pdn si γ ⊂ ΘS ∪ΘI

µcurlud ∧ n + cBud si γ ⊂ ΘB

µ [curlud] ∧ n− [pd] n ailleurs

.



Chapitre 1. Outils d'analyse mathématique communs aux modèles 32

Ensuite on dé�nit un indicateur d'erreur sur Θ, construit à partir des résidus précédents :

I (Θ)2 =
∑
K∈Td

(
1

∆t

∫
K

η2
1dΩ +

1
w2
K

∫
K

η2
2dΩ

)
+
∑
γ∈∂Td

1
w2
γ

∫
γ

η2
γdγ. (1.38)

On peut maintenant déduire le résultat principal de cette section, sur la �abilité de l'indicateur
d'erreur I (ΩF ).

Théorème 1.4.7. Sous les hypothèses (1.36), (1.37) et en supposant que les hypothèses du Théo-
rème 1.4.6 sont véri�ées, on obtient :

E ≤ c (I (ΩF ) + εn) ,

avec c une constante indépendante de ∆t.

Preuve. D'après le Théorème 1.4.5, un indicateur d'erreur est dé�ni par une majoration par
‖F (ud, pd)‖Y. Ainsi on écrit :

E ≤ c′ sup
(v,q)∈Y

〈F (ud, pd) , (v, q)〉Y
‖(v, q)‖Y

.

Il faut donc estimer, pour tout (v, q) ∈ Y, la quantité 〈F (ud, pd) , (v, q)〉Y où 〈·, ·〉Y représente le
produit scalaire de Y.
Puisque Fd (ud, pd) = 0, on peut écrire :

〈F (ud, pd) , (v, q)〉Y = 〈F (ud, pd) , (v, q)〉Y − 〈Fd (ud, pd) , (vd, qd)〉Y ,

pour tout (vd, qd) ∈ X0
d ×Md. Par conséquent :

〈F (ud, pd) , (v, q)〉Y = A0 (ud,v − vd) +B (pd,v − vd) +B (q − qd,ud)
+A1 (ud; ud,v − vd)− Fn (v) + Fnd (vd) .

On considère ensuite des fonctions (v, q) ∈ Y su�samment régulières, on prend vd = π1v,
qd = π2q et après quelques intégrations par parties, on obtient :

〈F (ud, pd) , (v, q)〉Y =
∑
K∈Td

∫
K

η1qdΩ +
∑
K∈Td

∫
K

η2 (v − πv) dΩ

+
∑
γ∈∂Td

∫
γ

ηγ (v − πv) dγ +
∫

ΩF

αρ

∆t
(und − un) · vdΩ.

Grâce à l'inégalité de Cauchy-Schwarz, à l'injection continue (1.36) et à la relation (1.37), on
obtient :

|〈F (ud, pd) , (v, q)〉Y| ≤ c (I (ΩF ) + εn) ‖(v, q)‖Y ,

avec une constante c indépendante de ∆t. On obtient ainsi le résultat �nal.

�

Commentaire : L'erreur sur toute solution approchée calculée selon cette approche est majorée
par ces indicateurs qui donnent ainsi une très bonne estimation de l'erreur a priori.
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1.5 Programmation des modèles sous Libmesh

Tous les modèles ont été programmés sous la bibliothèque Libmesh. Il s'agit d'une librairie de
classes C++ pour les Éléments Finis, dédiée à la simulation numérique des équations aux dérivées
partielles.

La librairie Libmesh est actuellement développée à l'Université du Texas (Austin) au sein de
CFDLab et à l'Université Technique de Hamburg (Hamburg) dans le cadre de Mechanics and
Ocean Engineering.

La page web de Libmesh est à l'adresse : http ://libmesh.sourceforge.net/index.php

La bibliothèque Libmesh met à disposition de nombreux solveurs. On utilisera, pour la pro-
grammation des modèles, le solveur GMRes avec le préconditionneur ILU.
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Chapitre 2

Modèle 1D

Ce chapitre est consacré au modèle 1D (cf. [3]), écrit sur la courbe médiane de la surface libre
du �euve. Pour prendre en compte la géométrie du domaine, ce modèle est écrit en coordonnées
curvilignes. Il est basé sur les hypothèses (H0) à (H5) de la section 1.3.

2.1 Espaces de projection

Outre la vitesse et la pression, le modèle 1D présente une autre inconnue, la hauteur d'eau h
ou de manière équivalente, la section transversale σ du �euve.

σ(s, t) =
∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

dzdl = 2L(s)h(s, t).

On choisit les sous-espaces de projection suivants :

M1D =
{
q ∈ L2 (ωF ) ; q = (ZB + h− z)Q (s) , Q ∈ L2 (I)

}
,

X1D =

{
v =

(
v1 (1− lr) , lL

′

L
v1, v3

)t
∈ X; v1 = v1 (s) , v3 (s, z) = v1Z

′
B + (z − ZB)V3 (s)

}
,

X0
1D = {v ∈ X1D; v1 = 0 sur ∂I} ,

où ωF est dé�ni en (1.16).
Le modèle 1D est dérivé comme une approximation conforme du modèle 3D : X0

1D ⊂ X0 et
M1D ⊂ M.

Une importante remarque concerne la troisième composante de la vitesse, qui dépend explicite-
ment de z. Cette construction de v3 permet d'une part de satisfaire automatiquement la condition
aux limites v · n = 0 sur le fond z = ZB (s), où n est dé�ni en (1.19), et d'autre part de travailler
dans le cadre d'une approximation 3D de la vitesse. Ainsi les éléments de l'espace X1D sont dé-
terminés par le vecteur vc = (v1 (s) , V3 (s))t, contrairement aux modèles 1D usuels où la vitesse
est une fonction scalaire v1 (s).

On introduit les espaces suivants :

M∗1D =
{
q ∈ L2(ωF ); q = pS + (ZB + h− z)Q(s)

}
,

X∗1D = {v ∈ X1D; v1 = k1D sur ∂I} ,

où k1D est une approximation 1D de k (s, l, z) sur les bords amont et aval s = s0 et s = s1.

35
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On remarque que le choix des éléments de l'espace M∗1D est compatible avec une pression hydro-
statique pS + (ZB + h− z) ρg.

Équation de la surface libre

L'équation de la surface libre est déduite de l'équation (1.24) en prenant la vitesse dans X1D :

∂h

∂t
+ u1 (h+ ZB)′ − u1Z

′
B − hU3 = 0 pour z = ZB + h.

Ainsi l'équation de la surface libre s'écrit :

∂h

∂t
+ u1h

′ − hU3 = 0.

Puisque la formule de la dérivée totale entraîne dans ce cas
dh

dt
=
∂h

∂t
+ h′u1, l'équation de la

surface libre peut s'écrire sous la forme :

dh

dt
− hU3 = 0. (2.1)

En e�ectuant une discrétisation en temps, l'équation devient :

h− hn
∆t

+ h′u1 − hU3 = 0.

Formulation faible

Une fois h calculé, la formulation variationnelle correspondant au modèle hydrodynamique 1D
discrétisé en temps est donnée à chaque pas de temps tn+1 par :

Trouver (u1D, p1D) ∈ X∗1D ×M∗1D
∀v ∈ X0

1D, A(u1D; u1D,v) +B(p1D,v) = Fn1D(v)

∀q ∈ M1D, B(q,u1D) = 0,

(2.2)

où :

u1D =
(
u1 (1− lr) , lL

′

L
u1, u1Z

′
B + (z − ZB)U3

)t
, p1D = pS + (ZB + h− z)P.

Ainsi les inconnues du problème sont la vitesse uc (s) = (u1, U3) et la pression P (s) sur I.

2.2 Le problème aux limites

On explicite maintenant les formes A (·; ·, ·), B (·, ·) et Fn1D (·) sur les nouveaux espaces de
projection X0

1D et M1D. Les expressions de gradv, divv et curlv, pour v ∈ X0
1D, sont données

en annexe B.1.
Soient q ∈ M1D, u, v ∈ X0

1D. On donne ici les expressions des formes A (·; ·, ·), B (·, ·) et Fn1D (·)
après intégration par rapport à z et l. Pour le détail des calculs, se référer à l'annexe B.2. Les
coe�cients D1, D2, D3, D4 et D5 sont dé�nis au paragraphe 1.3.3.
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Forme bilinéaire B (·, ·)
On obtient pour la forme bilinéaire B (·, ·) :

B (q,v) = −
∫
I

h2Q
(
(Lv1)′ + LV3

)
ds. (2.3)

Forme linéaire A0 (·, ·)
On rappelle que la forme linéaire A0 (·, ·) s'écrit :

A0 (u,v) =
∫

ΩF

ρ

∆t
u · v dΩ +

∫
ΩF

µcurlu · curlv dΩ +
∫

ΓB

cBu · v dγ −
∫

ΩF

ρ (f ∧ u) · v dΩ

+λ
∫

ΩF

divudivv dΩ, λ ≥ 0.

On précise ci-après chaque terme de A0 (·, ·).∫
ΩF

ρ

∆t
u · vdΩ =

∫
I

ρσ

∆t

{
(1 +D2)u1v1 +

(
u1Z

′
B +

h

2
U3

)(
v1Z

′
B +

h

2
V3

)
+
h2

12
U3V3

}
ds,

puis :∫
ΩF

µcurlu · curlvdΩ =

∫
I

µh (D1 + 2L)
{(

(u1Z
′
B)′ − Z ′BU3 +

h

2
U ′3

)(
(v1Z

′
B)′ − Z ′BV3 +

h

2
V ′3

)
+
h2

12
U ′3V

′
3

}
ds

+
∫
I

µ

(
4σr2u1v1 +

hD1

r2

(
L′

L
u1

)′(
L′

L
v1

)′)
ds,

et si λ > 0 :

λ

∫
ΩF

divudivv dΩ =

λ

∫
I

2Lh
(
u′1 +

L′

L
u1 + U3

)(
v′1 +

L′

L
v1 + V3

)
ds+ λ

∫
I

hD1

(
(Lr)′

)2
(Lr)2 u1v1ds.

Pour le terme de bord
∫

ΓB

cBu · vdγ, on rappelle que ΓB est composé du fond décrit par z = ZB(s)

et des berges décrites par l = L(s) et l = −L(s).
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Il s'ensuit que :∫
ΓB

cBu · vdγ =

∫
I

cB (D5 + hD4)u1v1ds +
∫
I

hcBD3

{(
u1Z

′
B +

h

2
U3

)(
v1Z

′
B +

h

2
V3

)
+
h2

12
U3V3

}
ds.

On �nit par remarquer que :

(f ∧ u) · v = det

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 (1− lr)u1 (1− lr) v1

0
lL′

L
u1

lL′

L
v1

f u3 v3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Forme non-linéaire A1 (·; ·, ·)
En�n la forme non-linéaire s'écrit :

A1 (u; u,v) =
∫
I

ρhσ

2

(
(u1Z

′
B)′ − Z ′BU3 +

2
3
hU ′3

)
u⊥c · vc ds.

Terme de droite Fn1D(·)
Pour �nir, le terme de droite Fn1D(·) est dé�ni comme suit :∫
ΩF

ρ

(
1

∆t
un + g

)
· v dΩ =

∫
I

ρσ

∆t
(1 +D2)un1 v1 ds

+
∫
I

ρσ

∆t

((
un1Z

′
B +

h

2
Un3

)(
v1Z

′
B +

h

2
V3

)
+
h2

12
Un3 V3

)
ds

−
∫
I

ρσg

(
v1Z

′
B +

h

2
V3

)
ds.

Il reste les termes de bord intervenant dans Fn1D(·). On obtient sur la surface :∫
ΓS

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ −
∫

ΓS

pSv · n dγ =

∫
I

((W1 + Z ′BW3) v1 + hW3V3) ds−
∫
I

2LpS (−h′v1 + hV3) ds,

où l'on a posé :

WV (s) =


∫ L

−L

{
(1− lr)w1 +

lL′

L
w2

}√
(1− lr)2 + (Z ′B + h′)2 dl∫ L

−L
w3

√
(1− lr)2 + (Z ′B + h′)2 dl

 , (2.4)

WV correspondant à la force du vent sur la surface libre du �euve.
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Sur les bords ΓB ∪ ΓI , on rappelle que v · n = 0. Ainsi il ne reste plus que le terme de bord∫
ΓI

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ. Or v1 = 0 sur ∂I. Ainsi on obtient :

∫
ΓI

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ = Lh2w3V3 pour s = s0 et s = s1.

Problème au sens des distributions

On peut maintenant interpréter le problème faible (2.2) au sens des distributions. La seconde
équation variationnelle B (q,u1D) = 0, ∀q ∈ M1D, associée à (2.3) entraîne directement l'équation
de continuité sur l'intervalle I :

(Lu1)′ + LU3 = 0. (2.5)

L'équation de conservation de la quantité de mouvement est obtenue après intégration par

parties des termes B (p1D,v) et
∫

ΩF

µcurlu1D · curlvdΩ. On obtient le système d'équations au

dérivées partielles suivant :

ρσ
(

1 +D2 + (Z ′B)2
) ∂u1

∂t
+ ρσ

h

2
Z ′B

∂U3

∂t

−µZ ′B
(
h (D1 + 2L)

(
(u1Z

′
B)′ − Z ′BU3 +

h

2
U ′3

))′
+ 4µσr2u1 − µL

′

L

(
h

r2
D1

(
L′

L
u1

)′)′

+cB
(
D5 + hD4 + (Z ′B)2

hD3

)
u1 + cB

h2

2
Z ′BD3U3

−ρσh
2

(
(u1Z

′
B)′ − Z ′BU3 +

2
3
hU ′3

)
U3 + L

(
h2P

)′
= −ρσgZ ′B + (W1 + Z ′BW3) ,

(2.6)

ρσ
h

2
Z ′B

∂u1

∂t
+ ρσ

h2

3
∂U3

∂t

−µhZ ′B (D1 + 2L)
(

(u1Z
′
B)′ − Z ′BU3 +

h

2
U ′3

)
− µ

(
h (D1 + 2L)

(
h

2
(u1Z

′
B)′ − h

2
Z ′BU3 +

h2

3
U ′3

))′
+cB

h2

2
Z ′BD3u1 + cB

h3

3
D3U3

+
ρσh

2

(
(u1Z

′
B)′ − Z ′BU3 +

2
3
hU ′3

)
u1 − Lh2P

= −ρσgh
2

+ hW3.

(2.7)
Les conditions aux limites consistent à imposer u1 sur ∂I (d'après la dé�nition de X∗1D). Il faut
tenir compte des conditions aux limites qui proviennent des intégrations par parties sur les termes

B (p1D,v) et
∫

ΩF

µcurlu1D · curlvdΩ, mais aussi de celles intervenant dans le second membre

Fn1D(·). Ainsi il reste :

µh (D1 + 2L)
(
h

2
(u1Z

′
B)′ − h

2
Z ′BU3 +

h2

3
U ′3

)
= σ

h

2
w3,
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pour s = s0 et s = s1. Or u1 = k1D sur ∂I ; on obtient :

µh (D1 + 2L)
(
−1

2
Z ′BU3 +

h

3
U ′3

)
=

1
2

(
−µh (k1DZ

′
B)′ (D1 + 2L) + σw3

)
, (2.8)

pour s = s0 et s = s1.

Ainsi le modèle 1D complet est décrit par les équations (2.1), (2.5), (2.6), (2.7) et les conditions
de bord (2.8).

2.3 Comparaison avec les équations 1D du modèle Saint-

Venant

Le modèle usuel pour simuler l'écoulement d'un �euve est le modèle Saint-Venant. On compare
dans ce paragraphe les équations du modèle 1D avec les équations de Saint-Venant.

Tout d'abord on remarque qu'en combinant (2.1) et (2.5) on obtient la relation suivante :

∂σ

∂t
+ div (σu1) = 0. (2.9)

Il s'agit de l'équation de continuité classique du système de Saint-Venant, où u1 représente main-
tenant la vitesse moyenne 1D. Le détail du calcul est donné en annexe B.3.

Dans le cas particulier d'un canal (r = 0, L constant), l'équation de continuité (2.5) devient :

u′1 + U3 = 0, (2.10)

et l'équation de conservation de la quantité de mouvement se simpli�e d'après (1.23). Les conditions
aux limites (2.8) s'écrivent :

µ

(
−Z ′BU3 +

2
3
hU ′3

)
= −µ (k1DZ

′
B)′ + w3.

Si on suppose de plus que le fond est plat (i.e. ZB constant), les équations (2.6) et (2.7) deviennent :

ρσ
∂u1

∂t
+ 2cB (L+ h)u1 − ρσh

2

3
U ′3U3 + L

(
h2P

)′
= W1,

ρσ
h2

3
∂U3

∂t
− µ

(
σ
h2

3
U ′3

)′
+

2
3
cBh

3U3 + ρσ
h2

3
U ′3u1 − Lh2P = −ρσgh

2
+ hW3,

soit :

ρσ
du1

dt
− ρσ

(
u′1u1 +

h2

3
U ′3U3

)
+ 2cB (L+ h)u1 + L

(
h2P

)′
= W1,

ρσ
h2

3
dU3

dt
− µ

(
σ
h2

3
U ′3

)′
+

2
3
cBh

3U3 − σh2P = −ρσgh
2

+ hW3.

Pour comparer les deux modèles, il faut se placer dans le même cadre que Saint-Venant. Pour
cela on suppose que la pression est hydrostatique et que la vitesse verticale est déterminée par la
vitesse longitudinale, i.e. u3 = u1Z

′
B . Ceci revient à prendre P (s) = ρg, U3 = 0 et à négliger les
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équations associées aux fonctions tests Q, V3.

Ainsi le modèle 1D s'écrit sous la forme :

∂σ

∂t
+ div (σu1) = 0,

ρσ
(

1 +D2 + (Z ′B)2
) ∂u1

∂t
+ 4µσr2u1 + cB

(
D5 + hD4 + (Z ′B)2

hD3

)
u1

−µZ ′B
(

(hD1 + σ) (u1Z
′
B)′
)′
− µL

′

L

(
h

r2
D1

(
L′

L
u1

)′)′
= −ρσg (Z ′B + h′) +W,

où (σ, u1) représentent maintenant les inconnues du système et W la force du vent. Si de plus
on suppose qu'il s'agit d'un canal (r = 0, L constant) et que l'on néglige le vent, l'équation de
conservation de la quantité de mouvement devient :

σ
(

1 + (Z ′B)2
) ∂u1

∂t
+

2cB
ρ

(
L

√
1 + (Z ′B)2 + h

)(
1 + (Z ′B)2

)
u1 − µ

ρ
Z ′B
(
σ (u1Z

′
B)′
)′

= −σg (ZB + h)′ .

D'après la formule de la dérivée totale :

du1

dt
=
∂u1

∂t
+ u1u

′
1, (2.11)

l'équation de conservation de la quantité de mouvement s'écrit �nalement :

σ
(

1 + (Z ′B)2
) du1

dt
− σ

(
1 + (Z ′B)2

)
u1u
′
1 +

2cB
ρ

(
L

√
1 + (Z ′B)2 + h

)(
1 + (Z ′B)2

)
u1

−µ
ρ
Z ′B
(
σ (u1Z

′
B)′
)′

= −σg (ZB + h)′ .

(2.12)

Le coe�cient Z ′B vient du fait que la vitesse verticale n'est pas nulle mais de la forme u3 = u1Z
′
B .

Ce choix assure notamment la condition u · n = 0 au fond. Si on suppose que le fond est plat (alors
u3 = 0), l'équation précédente s'écrit :

σ
du1

dt
− σu1u

′
1 +

2cB
ρ

(L+ h)u1 = −σgh′.

On rappelle maintenant que le modèle Saint-Venant 1D est décrit par le système d'équations
suivant : 

∂σ

∂t
+ div (σum) = 0,

∂ (σu1)
∂t

+
(
σu2

1

)′
+ J = −σg (ZB + h)′ ,

(2.13)

où um (x, t) =
1
σ

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

u1 (x, y, z, t) dzdy et J est un terme de friction.
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En général J est calculé à partir de formules empiriques du style Manning-Strickler ou Chézy. De
plus, d'après la formule (2.11) et l'équation de continuité, on obtient :

∂ (σu1)
∂t

+
(
σu2

1

)′
= σ

du1

dt
.

Ainsi le modèle 1D simpli�é (2.12) et le modèle Saint-Venant classique (2.13) sont décrits par
les mêmes opérateurs, excepté pour le terme de friction.

2.4 Analyse du problème faible

2.4.1 Régularité des fonctions-test

On rappelle qu'on a choisi les fonctions-test v associées à la vitesse de la forme suivante, dans
la base locale {τ ,ν, e3} :

v (s, l, z) =
(
v1 (1− lr) , lL

′

L
v1, v1Z

′
B + (z − ZB)V3

)t
.

De plus on a imposé dans la dé�nition que l'espace X1D est un sous-espace de X. On doit
ainsi véri�er que v ∈ H (div, curl; ΩF ), i.e. v ∈ L2 (ΩF ), divv ∈ L2 (ΩF ), curlv ∈ L2 (ΩF ) et que
v ∧ n ∈ L2 (ΓB).

Proposition 2.4.1. Si vc = (v1, V3)t ∈ H1 (I), alors v ∈ X.

Preuve. Grâce aux calculs précédents, on obtient :∫
ΩF

|v|2 dΩ =
∫
I

2Lh

{
(1 +D2) v2

1 +
(
v1Z

′
B +

h

2
V3

)2

+
h2

12
V 2

3

}
ds,

∫
ΩF

|curlv|2 dΩ =
∫
I

h (2L+D1)

{(
(v1Z

′
B)′ − Z ′BV3 +

h

2
V ′3

)2

+
h2

12
(V ′3)2

}
ds

+
∫
I

8Lhr2v2
1 +

hD1

r2

((
L′

L
v1

)′)2
 ds,

(2.14)

∫
ΩF

|divv|2 dΩ =
∫
I

2Lh
(
v′1 +

L′

L
v1 + V3

)2

ds+
∫
I

hD1

(
(Lr)′

)2
(Lr)2 v2

1ds,

et sur le fond ΓB :∫
ΓB

|v ∧ n|2 dγ =
∫
I

(D5 + hD4) v2
1ds+

∫
I

hD3

{(
v1Z

′
B +

h

2
V3

)2

+
h2

12
V 2

3

}
ds.

On rappelle que d'après les hypothèses (1.18), L est borné et les coe�cients D2, D3, D4, D5

sont positifs et majorés. De plus, l'hypothèse (H3) entraîne que D1 et
D1

r2
sont majorés si D1 est

positif.

Ainsi on en déduit que si vc = (v1, V3) ∈ H1 (I)×H1 (I), alors v ∈ X0
1D.

�
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2.4.2 Existence et unicité

On montre dans ce paragraphe que le problème faible non linéaire (2.2) est bien posé. L'ana-
lyse est à nouveau basée sur les théorèmes de Brouwer et de Babuska-Brezzi pour les formulations
mixtes, en suivant la démonstration faite pour la formulation faible en 3D. On montre que les
hypothèses du Lemme 1.2.2 sont véri�ées sur V0 = Ker1DB.

Lemme 2.4.1. Soit :

Ker1DB =
{
v ∈ X0

1D; B (q,v) = 0, ∀q ∈ M1D

}
=
{
v ∈ X0

1D; (Lv1)′ + LV3 = 0 sur I
}
.

Alors la forme non linéaire A (·; ·, ·) = A1 (·; ·, ·) +A0 (·, ·) véri�e :

1. A (v; v,v) ≥ C ‖v‖2X , ∀v ∈ Ker1DB,

2. A1 (·; ·, ·) est séquentiellement faiblement continue sur Ker1DB, pour tout v ∈ Ker1DB.

Preuve. On commence par véri�er la coercivité de A (·; ·, ·), soit la coercivité de A0 (·, ·) (puisque
A1 (v; v,v) = 0). Compte tenu de l'expression de A0 (·, ·), on a pour tout v ∈ X0

1D :

A0 (v,v) ≥ c
( ρ

∆t
‖v‖20,ΩF

+ µ ‖curlv‖20,ΩF
+ cB ‖v‖20,ΓB

+ λ ‖divv‖20,ΩF

)
. (2.15)

Si λ > 0, il vient immédiatement que :

A0 (v,v) ≥ C ‖v‖2X , ∀v ∈ Ker1DB,

où C = min {ρ, µ, cB , λ}.
Si λ = 0, on doit contrôler la norme L2 (ΩF ) de divv pour avoir la coercivité de A0 (·, ·) sur

Ker1DB. Or pour v ∈ Ker1DB, on a :

divv = − l (Lr)′

L (1− lr)v1. (2.16)

m
D'où :

‖divv‖20,ΩF
≤ c ‖v1‖20,I ≤ cA0 (v,v) ,

d'après (2.14) (on peut majorer ‖v1‖20,I par ‖curlv‖20,ΩF
) avec c une constante qui dépend de L

et r.
On en déduit :

A0 (v,v) ≥ C ‖v‖2X , ∀v ∈ Ker1DB,

où C est une constante indépendante de ∆t.

On véri�e maintenant la seconde condition. Soient v ∈ Ker1DB ∩D
(
Ω̄
)3

et u ∈ Ker1DB ; on
écrit A1 (·; ·, ·) sous la forme (1.12). En utilisant (2.16), on obtient :

A1 (u; u,v) = −
3∑

i,j=1

∫
ΩF

ρujui
∂vi
∂xj

dΩ +
3∑

i,j=1

∫
ΓS

ρviujuini dγ − 1
2

∫
ΓS

ρ |u|2 v · n dγ

−
∫
I

2
3
ρhL2r (Lr)′ u2

1v1 ds,

pour tout v ∈ Ker1DB ∩D
(
Ω̄
)3

et tout u ∈ Ker1DB. Le détail du calcul est donné en annexe B.4.
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Grâce aux hypothèses de régularité sur l'espace X0, notamment les injections compactes de
X0 dans L2 (ΩF ) et L2 (ΓS), on en conclut que si (um) ⊆ Ker1DB converge faiblement vers u,
alors A (um; um,v) converge vers A (u; u,v), pour tout v ∈ Ker1DB ∩D

(
Ω̄
)3

et donc pour tout

v ∈ Ker1DB grâce à la densité de Ker1DB ∩D
(
Ω̄
)3

dans Ker1DB.

�

De plus l'espace Ker1DB est séparable puisque c'est un sous-espace de L2 (ΩF ).

Il faut montrer maintenant que la condition inf − sup est véri�ée.

Lemme 2.4.2. Il existe une constante c indépendante du temps, telle que :

inf
q∈M1D

sup
v∈X0

1D

B (q,v, )
‖v‖X ‖q‖M

≥ c
√

∆t. (2.17)

Preuve. On note c toute constante positive indépendante du temps. La forme bilinéaire B (·, ·)
s'écrit, via le changement de variables v̄c = Lvc :

B (q,v) = −
∫
I

h2Q
(
v̄′1 + V̄3

)
ds.

A tout q ∈M1D on associe la fonction v̄c =
(
v̄1, V̄3

) ∈ H1 (I) dé�nie par :

V̄3 = − 1
|I|
∫
I

hQds, v̄1 (θ) = −
∫ θ

s0

(
hQ+ V̄3

)
ds p.p sur I.

Puisque
∫
I

(
hQ+ V̄3

)
ds = 0, il s'ensuit que v̄1 (s1) = 0, et donc v̄1 ∈ H1

0 (I). De plus, v̄′1 + V̄3 = −hQ
sur I. D'où :

B (q,v) =
∫
I

h3Q2 ds.

Or ‖q‖2M =
∫
I

2
3
Lh3Q2ds. Puisque L est borné, on en conclut :

B (q,v) ≥ c‖q‖2M. (2.18)

On a également :
‖v̄c‖1,I ≤ c ‖hQ‖0,I ≤ c ‖q‖M ,

car L et h sont minorés.

En�n, en posant :

v =
1
L

(
(1− lr) v̄1,

lL′

L
v̄1, v̄1Z

′
B + (z − ZB) V̄3

)t
,

on obtient v ∈ X0
1D et :

‖v‖X ≤
c√
∆t
‖v̄c‖1,I ≤

c√
∆t
‖q‖M . (2.19)

Ainsi les relations (2.18) et (2.19) entraînent la condition inf-sup requise.

�

Les lemmes 2.4.1 et 2.4.2 entraînent le résultat suivant.

Théorème 2.4.1. Sous les hypothèses (H0) à (H5) dé�nies dans la section 1.3, le problème (2.2)
admet au moins une solution (u1D, p1D). L'unicité est assurée sous la même hypothèse que pour
le problème 3D (Théorème 1.2.2).
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2.5 Approximation par éléments �nis

Soit Td un maillage régulier du domaine, composé de segments K tels que :

Ī =
⋃
K∈Td

K.

Le maillage est construit à l'aide de la bibliothèque Libmesh (cf. section 1.5).

Calcul de la surface libre

On commence par regarder l'équation de la surface libre. On rappelle qu'après la discrétisation
en temps, l'équation est donnée par :

h− hn
∆t

+ h′u1 − hU3 = 0.

La discrétisation en espace est e�ectuée par une méthode de volumes �nis. La hauteur d'eau h est
approchée par une fonction continue a�ne sur chaque élément K de Td (h est P1 par élément).

On résout, à chaque pas de temps ∆t et sur chaque noeud i du maillage :

hi =
hni −

(
u1

)
i
h′i ∆t

1−∆t
(
U3

)
i

.

où h′i est la dérivée calculée sur chaque noeud i par di�érences �nies :

h′i =
hi+1 − hi

∆x
ou h′i =

hi − hi−1

∆x
, (2.20)

où ∆x représente le pas d'espace entre les noeuds i et i+ 1 ou entre les noeuds i− 1 et i.
En�n,

(
u1

)
i
et
(
u3

)
i
représentent les composantes de la vitesse calculées aux point i.

Calcul de la vitesse et de la pression approchées

Une fois la hauteur d'eau calculée, on s'intéresse au problème faible discrétisé en temps (2.2).
Le choix d'espaces compatibles X1D,d et M1D,d à partir du maillage Td est crucial pour la perfor-
mance de l'approximation. On doit véri�er que le problème discret est bien posé à chaque pas de
temps tn+1. Ainsi les espaces d'approximation X1D,d et M1D,d doivent assurer, à chaque pas de
temps tn+1, la condition inf − sup discrète ainsi que la coercivité de A0 (·, ·) sur le noyau discret
de B (·, ·), uniformément en d.

On choisit les espaces de dimension �nie X1D,d et M1D,d suivants :

M1D,d = {q ∈ M1D; ∀K ∈ Td, Q|K ∈ P0} ⊂ M1D,

X1D,d =
{

v ∈ X1D; vc ∈ H1 (I) , ∀K ∈ Td, (vc)|K ∈ P1

}
⊂ X1D.

Par conséquent, chaque élément K du maillage contient 5 degrés de liberté : 2 pour v1, 2 pour V3

et 1 pour Q.

On pose également :

X∗1D,d = {v ∈ X1D,d; v1 = k1D,d sur ∂I} ,
X0

1D,d = {v ∈ X1D,d; v1 = 0 sur ∂I} ⊂ X0
1D,
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où k1D,d est une approximation P1 - continue de k1D sur ∂I.

Ainsi on résout, à chaque pas de temps, le problème discret suivant :
Trouver (u1D,d, p1D,d) ∈ X∗1D,d ×M∗1D,d
∀v ∈ X0

1D,d, A(u1D,d; u1D,d,v) +B(p1D,d,v) = Fn1D,d(v)

∀q ∈ M1D,d, B(q,u1D,d) = 0,

(2.21)

où Fn1D,d (·) est obtenu à partir de Fn1D (·) en remplaçant un1D par un1D,d.

Ce choix d'espaces de dimension �nie X0
1D,d ×M1D,d permet d'établir les résultats suivants.

Lemme 2.5.1. Il existe une constante c1 indépendante de la discrétisation en temps et en espace,
telle que :

A (v; v,v) ≥ c1 ‖v‖2X ∀v ∈ Ker1D,dB. (2.22)

Preuve. Le noyau discret de B est dé�ni par :

Ker1D,dB =
{

v ∈ X0
1D,d;

∫
I

h2Q
(
v̄′1 + V̄3

)
ds = 0, ∀q ∈ M1D,d

}
,

où l'on a posé v̄c = Lvc.
Compte tenu de l'inégalité (2.15) valable sur X0

1D ⊃ X0
1D,d, on distingue deux cas selon si

λ > 0 ou λ = 0.
Si λ > 0, on a immédiatement la coercivité de A (·; ·, ·) sur Ker1D,dB.
Si λ = 0, on doit estimer la divergence de v ∈ Ker1D,dB. Or on a :∫

ΩF

|divv|2 dΩ =
∫
I

2h
L

(
v̄′1 + V̄3

)2
ds+

∫
I

hD1

(
(Lr)′

)2
L4r2

(v̄1)2
ds

≤ c

(∫
I

h
(
V̄3

)2
ds+

∫
I

h (v̄1)2
ds+

∫
I

h (v̄′1)2
ds

)
.

En prenant q = v̄′1 ∈ M1D,d, on obtient à l'aide de l'inégalité de Young : pour tout v ∈
Ker1D,dB, ∫

I

h2 (v̄′1)2
ds ≤ ε

∫
I

h2 (v̄′1)2
ds+

1
4ε

∫
I

h2
(
V̄3

)2
ds,

avec ε > 0. En �xant ε =
1
2
par exemple, il s'ensuit que :∫

I

h2 (v̄′1)2
ds ≤

∫
I

h2
(
V̄3

)2
ds.

Comme h est borné inférieurement et supérieurement, il vient :∫
I

h (v̄′1)2
ds ≤

∫
I

h
(
V̄3

)2
ds.

Par conséquent : ∫
ΩF

|divv|2 dΩ ≤ c
(∫

I

h (v̄1)2
ds+

∫
I

h
(
V̄3

)2
ds

)
≤ c ‖v̄c‖20,I ,

et la relation (2.22) est véri�ée.
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Lemme 2.5.2. Il existe une constante c2 indépendante de la discrétisation en temps et en espace,
telle que :

inf
q∈M1D,d

sup
v∈X0

1D,d

B (q,v)
‖v‖X ‖q‖M

≥ c2
√

∆t. (2.23)

Preuve. Pour établir la condition inf − sup, on reprend les idées de la démonstration dans le cas
continu. A tout q ∈M1D,h on associe la fonction v̄c =

(
v̄1, V̄3

) ∈ H1 (I) dé�nie par :

V̄3 = − 1
|I|
∫
I

hQds, v̄1 (θi) = −
∫ θi

s0

(
hQ+ V̄3

)
ds p.p sur I,

où θi sont les noeuds du maillage. Puisque
∫
I

(
hQ+ V̄3

)
ds = 0, il s'ensuit que v̄1 (s1) = 0, et donc

v̄1 ∈ H1
0 (I).

De plus (v̄′1)|K = − (h∗Q+ V̄3

)
où h∗ =

1
|K|

∫
K

hds. Ainsi :

B (q,v) = −
∫
I

h2Q
(
v̄′1 + V̄3

)
ds =

∫
I

h2h∗Q2ds.

Pour terminer la démonstration de la condition inf − sup, on établit le résultat suivant.

Lemme 2.5.3. Soit K ∈ Td et P un espace polynômial donné sur K. Alors il existe c1, c2 > 0
indépendantes de h et K, telles que :

∀v ∈ P, c1
∫
K

h |v| ds ≤
∫
K

h∗ |v| ds ≤ c2
∫
K

h |v| ds.

Preuve. On rappelle que h est linéaire et strictement positif sur K, alors que h∗ =
1
|K|

∫
K

hds

est une constante strictement positive. On dé�nit deux applications N1, N2 sur P telles que :

N1 (v) =
∫
K

h |v| ds, N2 (v) =
(∫

K

hds

)(∫
K

|v| ds
)
, ∀v ∈ P.

N1 et N2 sont deux normes équivalentes sur l'espace de dimension �nie P. En e�et, par passage
sur l'élément de référence, on déduit qu'il existe deux constantes, dépendantes a priori de h mais
indépendantes de K, telles que :

∀v ∈ P, c1 (h)
∫
K

h |v| ds ≤ 1
|K|

(∫
K

hds

)(∫
K

|v| ds
)
≤ c2 (h)

∫
K

h |v| ds.

Il reste à prouver que c1 et c2 sont indépendantes de h. Pour cela on écrit que :

h =
∑
i=1,2

h (θi)λi,

où h (θi) sont les valeurs de h aux noeuds θi de K. Puisque λi sont positifs sur K, la relation
précédente reste vraie si on remplace h par λi, pour i = 1, 2. Ainsi on obtient le résultat voulu
puisque h (ai) ≥ 0, avec c1 = min

i=1,2
c (λi) et c2 = max

i=1,2
c (λi).

�
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Preuve. On reprend la preuve du Lemme 2.5.2. Le Lemme 2.5.3 entraîne :

B (q,v) =
∫
I

h∗ (hQ)2
ds ≥ c

∫
I

h (hQ)2
ds.

Or ‖q‖2M =
∫
I

2
3
Lh3Q2ds. Puisque L est borné, on en conclut B (q,v) ≥ c‖q‖2M. La suite de la

démonstration est la même que dans le cas continu et on en déduit la condition inf-sup (2.23).

�

Ainsi, les hypothèses du théorème de Brouwer sont véri�ées et on en déduit le résultat suivant.

Théorème 2.5.1. A chaque pas de temps tn+1, le problème (2.21) admet au moins une solution
(u1D,d, p1D,d).

2.6 Estimateur de modèle 1D

Dans la section (1.4), on a dé�ni et justi�é sous certaines hypothèses, des estimateurs de mo-
dèles a posteriori entre le modèle 3D et un modèle approché, approximation conforme du modèle
3D. On véri�e dans cette partie que le modèle 1D véri�e ces hypothèses, de manière à pouvoir
justi�er les estimateurs d'erreur entre le modèle 1D discret et le modèle 3D.

Le modèle 1D est une approximation conforme du modèle 3D et il s'écrit sous la forme (2.2).
On a montré la coercivité de A0 (·, ·) sur Ker1DB avec une constante indépendante de ∆t et on
a véri�é la condition inf − sup (2.17). Ainsi les hypothèses (1.25), (1.26) et (1.27) sont véri�ées.
Concernant le problème discret, on a X0

1D,d ×M1D,d ⊂ X0
1D ×M1D. Puis grâce aux lemmes 2.5.1

et 2.5.2, les hypothèses (1.33) sont satisfaites. On peut donc appliquer l'indicateur d'erreur dé�ni
en (1.38) au modèle 1D.

On rappelle qu'on construit un domaine 3D Θ (1.35) à partir du domaine 1D et que l'indicateur
d'erreur est dé�ni comme suit :

I (Θ)2 =
∑
K∈Td

(
1

∆t

∫
K

η2
1dΩ +

1
w2
K

∫
K

η2
2dΩ

)
+
∑
γ∈∂Td

1
w2
γ

∫
γ

η2
γdγ,

où Td est le maillage 3D du domaine Θ, composé d'hexaèdres. Par conséquent les poids w|K et
w|γ s'écrivent pour le modèle 1D :

wK =

√
1

∆s
+

1
2L

+
1
h
, wγ =


√

h

∆s
+

h

2L
+ 1 si γ ⊂ (ΘB ∪ΘS) ,√

1 +
∆s
2L

+
∆s
h

ailleurs,

où ∆s représente la longueur de la maille K (ou face γ) et où 2L, respectivement h, représentent
la largeur du domaine, respectivement la hauteur d'eau, sur la maille K (ou face γ).

On peut maintenant expliciter η1, η2 et ηγ pour le modèle 1D. On obtient sur chaque cellule
K du maillage Td : ∫

K

η2
1dΩ =

∫
K

1
L2

(
(Lu1)′ + LU3 − l (Lr)′

1− lr u1

)2

dΩ.



Estimateur de modèle 1D 49

Puis il vient que :∫
K

η2
2dΩ =∫

K

( ρ

∆t
(u1D − un1D) + ρ (curlu1D ∧ u1D) + µcurl (curlu1D)− ρf ∧ u1D +∇p1D − ρg

)2

dΩ,

avec :

u1D − un1D =


(1− lr) (u1 − un1 )
lL′

L
(u1 − un1 )

Z ′B (u1 − un1 ) + (z − ZB) (U3 − Un3 )

 ,

curlu1D ∧ u1D =


− 1

1− lr u
′
3u3 − lL′

L
u1

(
l

1− lr
(
L′

L
u1

)′
+ 2ru1

)

(1− lr)u1

(
l

1− lr
(
L′

L
u1

)′
+ 2ru1

)
u1u
′
3


,

curl (curlu1D) =



1
(1− lr)2

(
L′

L
u1

)′
− 1

1− lr

(
l

1− lr
(
L′

L
u1

)′
+ 2ru1

)′
− 1

1− lr
(

1
1− lr u

′
3

)′


,

f ∧ u1D = fu1

 − lL
′

L
1− lr

0

 ,

∇p1D =


1

1− lr
(
(ZB + h)′ P + (ZB + h− z)P ′)

0

−P

 ,

où u3 = u1Z
′
B + (z − ZB)U3 et u′3 = (u1Z

′
B)′ − Z ′BU3 + (z − ZB)U ′3.

En�n sur les bords on obtient :∫
γ

η2
γdγ = (µcurlu1D ∧ n− p1Dn)2

dγ si γ ⊂ ΘS ∪ΘI ,

avec curlu1D ∧ n = 0 si γ ⊂ ΘI ,

curlu1D∧n = − 1√
(1− lr)2 + (Z ′B + h′)2


u′3

(ZB + h)′
(

l

1− lr
(
L′

L
u1

)′
+ 2ru1

)
1

1− lr (ZB + h)′ u′3

 si γ ⊂ ΘS ,
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puis : ∫
γ

η2
γdγ = (µcurlu1D ∧ n− cBu1D)2

dγ si γ ⊂ ΘB ,

avec

curlu1D ∧ n =
1√

(1− lr)2 + (Z ′B)2


u′3

Z ′B

(
l

1− lr
(
L′

L
u1

)′
+ 2ru1

)
1

1− lrZ
′
Bu
′
3

 si γ ⊂ ΘB .

Les normales sont dé�nies dans le paragraphe 1.3.3.

2.7 Résultats numériques

Pour tous les tests numériques, la viscosité est égale à µ = 10−3 et le terme de frottement au
fond est cB = 0, 1.

2.7.1 Test sur un canal à fond plat

On commence par tester le modèle 1D sur un canal à fond plat : le rayon de courbure r et le
fond ZB sont nuls et la largeur est constante (on prend L = 50 mètres ; le canal a donc une largeur
de 100 mètres). La longueur est de 8000 mètres et le maillage est régulier, décomposé en nx = 400
intervalles. Le pas de temps est ∆t = 1 s.

Pour les conditions de bord, on rappelle que la vitesse est imposée sur la frontière : u1 = k1D

sur ∂I. D'après [28], la vitesse au bord est donnée par :

u1 =
q

σ
,

où q représente le débit d'eau imposé en amont ou en aval du �euve et σ = 2Lh la section
transversale. On impose un débit positif (q = 200) en amont et un débit négatif (q = −250) en
aval pour que le canal se remplisse. La hauteur d'eau initiale (hauteur de la côte de la surface libre
hb = ZB + h) est de 10 mètres.

On obtient les résultats suivants pour la surface libre hb = h+ ZB et la vitesse u1 :

Légende :
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On véri�e que u1 =
q

σ
= 0, 2 en entrée et u1 = −0, 25 en sortie. D'un point de vue physique,

on sait que la vitesse de déplacement de l'onde est de l'ordre de u1 ±
√
gh mètres par secondes.

On peut ainsi véri�er que l'onde du modèle avance à la bonne vitesse. On obtient dans ce cas
u1 ±

√
gh ' 10, 1 m/s. Sachant que le canal mesure 8000 mètres, la hauteur d'eau doit monter au

bout de 396 secondes environ :

On véri�e cette estimation sur les courbes ci-dessus, on peut donc valider le test.
Pour �nir on peut regarder les estimateurs d'erreur :

Les estimateurs d'erreur sont faibles et suivent le front de l'onde.

2.7.2 Test sur un canal à fond irrégulier

On teste maintenant le modèle sur un canal à fond irrégulier : le rayon de courbure r est nul,
la largeur est constante (L = 40) mais le fond ZB varie comme sur la �gure 2.1.

Fig. 2.1: Fond irrégulier
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Le domaine a une longueur de 800 mètres et le maillage est régulier, décomposé en nx = 400
intervalles. On prend le pas de temps ∆t = 0, 5 s. On impose le même débit en amont et en aval,
q = 80. La hauteur d'eau initiale est de 4 mètres et la largeur de 80 mètres (L = 40).

Les résultats pour la côte de la surface libre hb et la vitesse u1 sont les suivants :

Légende :

On a bien u1 =
q

σ
= 0, 25 en entrée et sortie du canal. Par contre, on observe que des oscillations

apparaissent lorsque l'onde arrive au niveau des bosses. Une modélisation 1D n'est pas su�sam-
ment précise pour ce genre de géométrie. Par conséquent, on regarde les estimateurs d'erreur 1D
à t = 100 s :
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E�ectivement les estimateurs d'erreur sont élevés au niveau des bosses (cf. Fig. 2.1). Il faut donc
passer à un modélisation 2D dans cette zone.

2.7.3 Tests sur un méandre

On teste maintenant le modèle sur un méandre. On étudie deux cas, en faisant varier la largeur.
On prend un méandre décrivant un arc de cercle de rayon R = 100, donc de rayon de courbure
r = 1

R = 1
100 , avec x ∈ [0, 100]. Le �euve a une longueur de 157 mètres. La largeur est soit

constante, soit en forme d'entonnoir comme dans la �gure 2.2. Dans le deuxième cas, la largeur se
rétrécit entre d = 31, 4 et 62, 8 mètres puis s'élargit entre d = 94, 2 et 125, 6 mètres, où d représente
l'abscisse curviligne.

Fig. 2.2: Largeur en forme d'entonnoir

Test L constant

On commence par tester le modèle sur l'arc de cercle avec une largeur constante de 50 mètres
(L = 25). Le fond ZB est plat et le domaine est découpé en nx = 100 intervalles. On impose
un débit positif (q = 100) en amont et un débit négatif (q = −100) en aval pour que le canal se
remplisse. La hauteur d'eau initiale est de 4 mètres. On prend le pas de temps 4t = 0, 1 s.

On obtient les résultats suivants pour la côte de la surface libre hb et la vitesse u1 :

Légende :
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On véri�e que u1 = q
σ = 0, 5 aux bords. Si on regarde les estimateurs d'erreur on obtient :

Les estimateurs d'erreur sont relativement petits et suivent le front de l'onde.

Test L variable

On regarde maintenant les résultats pour ce même arc de cercle mais avec une largeur qui varie
(cf. Fig. 2.2). On prend les mêmes données que pour le cas précédent et la légende des couleurs
reste la même :

On remarque que la vitesse accélère lorsque la largeur se rétrécit. Pour les estimateurs d'erreur
on obtient :
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Dans ce cas, les estimateurs d'erreur sont assez élevés. Si on se réfère à la géométrie du méandre,
on remarque qu'ils sont élevés dans les zones où la largeur n'est pas constante. On rappelle que la
largeur se rétrécit entre d = 31, 4 et 62, 8 mètres puis s'élargit entre d = 94, 2 et 125, 6 mètres.

2.7.4 Comparaison avec le modèle Saint-Venant

Test canal

On commence par comparer les modèles dans le cas d'un canal (cf. test 2.7.1). Pour utiliser
le modèle Saint-Venant, on doit dé�nir un domaine de 8000 mètres de long avec un fond plat
et une largeur constante de 100 mètres. On impose une hauteur d'eau initiale de 10 mètres, un
débit positif en entrée (q = 200) et un débit négatif en sortie (q = −250). Le terme de friction est
considéré nul.

Le nombre de Froude est égal à Fr =
u1√
gh
' 0, 02.

On superpose, à des temps donnés, les courbes données par Saint-Venant avec les courbes du
modèle 1D. On obtient les résultats ci-dessous.

Comparaison du modèle 1D (courbe en bleu) et du modèle Saint-Venant (courbe en
pointillés rouges) :

Les courbes se superposent quasiment et confortent ainsi les résultats donnés par le modèle 1D.
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Test méandre

On compare maintenant les modèles dans le cas du méandre (cf. paragraphe 2.7.3). Étant
donné que le modèle Saint-Venant ne prend pas en compte le rayon de courbure, on doit dé�nir
un domaine rectiligne de même longueur que le méandre, c'est-à-dire de 157 mètres de long. Le
fond est plat et la largeur est constante, égale à 50 mètres. On impose un débit positif en en-
trée (q = 100) et un débit négatif en sortie (q = −100). Le terme de friction est considéré nul. Le
nombre de Froude est égal à Fr ' 0, 08.

On obtient les résultats suivants.

Comparaison du modèle 1D (courbe en bleu) et du modèle Saint-Venant (courbe en
pointillés rouges) :

Dans ce test on remarque une légère di�érence entre les deux courbes. En e�et, le nouveau
modèle prend en compte la courbure, contrairement au modèle Saint-Venant.

2.7.5 Test avec un point de con�uence

On teste maintenant le modèle sur un �euve qui présente des points de con�uence. La géométrie
est donnée sur la �gure 2.3. Le fond est plat et le maillage est divisé en nx = 345 intervalles. On
impose des débits aux bords d'entrée/sortie tels que le canal se remplit par les deux branches de
gauche et se vide par les deux branches de droite. La hauteur d'eau initiale est de 4 mètres. On
prend le pas de temps ∆t = 0, 4 s.
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Fig. 2.3: Géométrie con�uence

Vu la géométrie, si on regarde les résultats en 1D, on ne va pas distinguer l'évolution de l'onde.
On regarde par exemple ce que donnent les courbes de la surface libre hb et de la vitesse u1 à des
temps donnés :

E�ectivement, on ne voit pas comment se comportent les courbes. Il serait intéressant de
visualiser ces résultats en 2D. Pour cela, on construit un domaine 2D à partir de la géométrie 1D
puis on maille le domaine avec Bamg1. On obtient le maillage de la �gure 2.4.

Puis on reconstruit numériquement les solutions 1D en 2D.

1Le logiciel Bamg est un générateur de maillages bidimensionnels isotropes ou anisotropes. Il permet de construire
un maillage à partir d'une géométrie (une frontière) ou de construire un maillage adapté en partant d'un maillage
précédent et en se donnant une solution ou une métrique. Il permet aussi, dans ce cas, d'interpoler sur le maillage
créé les solutions, dans le cas P1, dé�nies sur le maillage précédent.
Une géométrie est dé�nie par un maillage de contours : une liste de sommets, une liste d'arêtes et des informations
sur la continuité G1 souhaitée.
http ://www.ann.jussieu.fr/~hecht/ftp/bamg/bamg.pdf
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Fig. 2.4: Re-construction du maillage 1D en 2D

On obtient les résultats suivants pour la surface libre hb.

Surface libre hb :

t = 15s t = 25s

t = 35s t = 50s
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t = 75s t = 100s

On remarque que l'onde n'évolue pas correctement au niveau du premier point de con�uence.
Ceci vient du fait que le maillage est trop grossier dans cette zone.

Puis on regarde la vitesse u1.

Vitesse u1 :

t = 15s t = 25s

t = 35s t = 50s

t = 75s t = 100s
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On peut faire un zoom sur la première con�uence pour mieux voir les vitesses :

t = 25s t = 75s

Étant donné que l'on est en 1D, on ne peut pas voir les vitesses se propager dans la branche
perpendiculaire. Une modélisation 1D, sur une telle géométrie, n'est pas su�samment précise.

Par conséquent, on regarde les estimateurs d'erreur, à t = 75 s par exemple.

Estimateurs d'erreur :

On se rend compte que les estimateurs sont élevés au niveau des deux points de con�uence (en-
viron 140 mètres et 600 mètres si on se réfère à la géométrie du �euve). On en conclut qu'un
canal présentant des intersections requiert plutôt une modélisation 2D, au moins dans les zones
de croisement.

2.7.6 Convergence de maillage et de pas de temps

On e�ectue dans ce paragraphe une convergence de maillage et de pas de temps, pour regarder
le comportement des estimateurs d'erreur. On prend la géométrie du test 2.7.2 (même fond et
même largeur). Le débit imposé et la hauteur d'eau initiale sont les mêmes que dans le test 2.7.2.
La légende des couleurs est donnée ci-dessous.

On obtient les résultats suivants.
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∆x = 10, ∆t = 1 s

∆x = 5, ∆t = 0.5 s

∆x = 2, ∆t = 0.25 s

∆x = 1, ∆t = 0.1 s

La solution se stabilise avec le ra�nement de maillage et de pas de temps. L'estimateur reste
élevé au niveau des bosses, plus précisément au niveau des cassures du fond. On en conclut qu'au
bout d'un certain ra�nement de maillage, l'estimateur de dépend plus de la discrétisation en
espace. Il indique alors l'erreur de modélisation entre le modèle 3D et le modèle 1D.
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2.7.7 Conclusion

Le modèle 1D donne de bons résultats lorsqu'on la géométrie est simple, notamment avec un
fond plat. On a pu valider ces résultats puisqu'ils sont similaires à ceux du modèle Saint-Venant.
De plus il a l'avantage de prendre en compte la courbure du �euve. Par contre sur des géométries
plus complexes, il est préférable de passer aux modèles 2D.

De plus, on a pu véri�er que l'estimateur de modèles indique également l'erreur commise entre
deux modèles et non uniquement entre un problème et sa discrétisation en espace.



Chapitre 3

Modèle 2D-vertical

Ce chapitre est consacré au modèle hydrodynamique 2D-vertical (cf. [3]), écrit sur la surface
médiane longitudinale du �euve. Il est écrit en coordonnées curvilignes, pour pouvoir prendre en
compte la géométrie du �euve. Il est basé sur les hypothèses (H0) à (H5) de la section 1.3.

3.1 Espaces de projection

On se propose d'écrire un problème approché posé sur le domaine plan ωF (t) dé�ni en (1.16).
On choisit les sous-espaces de projection suivants :

M2DV =
{
q ∈ L2 (ωF ) ; q = q (s, z)

}
,

X2DV =

{
v =

(
v1 (1− lr) , lL

′

L
v1, v3

)t
∈ X; v3 (s, ZB) = v1 (s, ZB)Z ′B (s)

}
,

où v1, v3 dépendent seulement des variables s, z. Ce choix d'espaces implique que la vitesse sur la
surface médiane, caractérisée par l = 0, est (v1, 0, v3)t.

On note dans la suite :
vV = (v1 (s, z) , v3 (s, z))t ,

la vitesse inconnue 2D-verticale. On précise que les opérateurs di�érentiels appliqués à vV sont les
opérateurs classiques (par rapport aux variables s, z) :

divvV = ∂sv1 + ∂zv3, curlvV = ∂sv3 − ∂zv1.

On note également kV (s, z) l'approximation 2D-verticale de k (s, l, z) sur ΥI .

On introduit les espaces X0
2DV et X∗2DV :

X0
2DV = {v ∈ X2DV ; v1 = 0 sur ΥI} ,

X∗2DV = {v ∈ X2DV ; v1 = kV sur ΥI} .

X0
2DV est une approximation conforme de X0.

On établit le résultat suivant.

Proposition 3.1.1. X0
2DV est un sous-espace de X0 et M2DV un sous-espace de M.

63
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Preuve. En utilisant les normales données dans le paragraphe (1.3.3), on obtient :

v · n = 0 sur ΓI ⇔ v1 = 0 sur ΥI .

Au fond, il s'ensuit que :

v · n = 0 sur ΓB ⇔ v3 = v1Z
′
B sur ΥB .

En�n sur les berges décrites par l = L (s), respectivement l = −L (s), il vient que :

v (s, L, z) · n (s, L, z) = 0 ⇔ v2 (s, L, z) = L′v1 (s, z) ,

v (s,−L, z) · n (s,−L, z) = 0 ⇔ v2 (s,−L, z) = −L′v1 (s, z)

Ces conditions sont véri�ées grâce au choix de v2, linéaire par rapport à l (v2 =
lL′

L
v1).

Ainsi on a bien X0
2DV ⊂ X0.

Puisque pour tout q ∈ M2DV :∫
ΩF

q2dΩ =
∫
ωF

∫ L

−L
q2 (1− lr) dldzds = 2

∫
ωF

Lq2dzds,

on obtient M2DV ⊂ M.
�

L'inclusion suivante est également vraie :

M1D ⊂ M2DV ⊂ M, X0
1D ⊂ X0

2DV ⊂ X0.

Ainsi le modèle 1D est une approximation conforme du modèle 2D-vertical.

Équation de la surface libre

De même que pour le modèle 1D, l'équation de la surface libre est déduite de l'équation (1.24)
en prenant la vitesse U dans X2DV . Par conséquent, on obtient :

∂h

∂t
+ (h+ ZB)′ u1 − u3 = 0 pour z = ZB + h. (3.1)

Après une discrétisation en temps, on résout à chaque pas de temps tn+1 :

h− hn
∆t

+ (h+ ZB)′ u1 − u3 = 0 pour z = ZB + h.

Formulation faible

Une fois h calculé, on peut dé�nir la formulation variationnelle correspondant au modèle hydro-
dynamique 2D-vertical discrétisé en temps, à chaque pas de temps tn+1, de la manière suivante :

Trouver (u2DV , p2DV ) ∈ X∗2DV ×M2DV

∀v ∈ X0
2DV , A (u2DV ; u2DV ,v) +B (p2DV ,v) = Fn2DV (v)

∀q ∈ M2DV , B (q,u2DV ) = 0,

(3.2)
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où u2DV =
(

(1− lr)u1,
lL′

L
u1, u3

)t
et où Fn2DV (·) est obtenu à partir de Fn (·) en remplaçant

un par un2DV .

Les inconnues de (3.2) sont uV (s, z) = (u1, u3)t et p2DV (s, z) sur le domaine ωF .

3.2 Le problème aux limites

On explicite maintenant les expressions de A (·; ·, ·), B (·, ·) et Fn2DV (·) sur les nouveaux espaces
de projection X0

2DV et M2DV . Les expressions de gradv, divv et curlv, pour v ∈ X0
2DV , sont

données en annexe C.1.

Soient q ∈ M2DV , u, v ∈ X0
2DV . On donne ici les expressions des formes A (·; ·, ·), B (·, ·) et

Fn2DV (·) après intégration par rapport à l. Pour le détail des calculs, se référer à l'annexe C.2. Les
coe�cients D1, D2, D3, D4 et D5 sont dé�nis au paragraphe 1.3.3.

Forme bilinéaire B (·, ·)
On obtient pour la forme bilinéaire B (·, ·) :

B (q,v) = −2
∫
ωF

qdiv (LvV ) dzds. (3.3)

Forme linéaire A0 (·, ·)
On rappelle que la forme linéaire A0 (·, ·) s'écrit :

A0 (u,v) =
∫

ΩF

ρ

∆t
u · v dΩ +

∫
ΩF

µcurlu · curlv dΩ +
∫

ΓB

cBu · v dγ −
∫

ΩF

ρ (f ∧ u) · v dΩ

+λ
∫

ΩF

divudivv dΩ, λ ≥ 0.

On précise ci-après chaque terme de A0 (·, ·).∫
ΩF

ρ

∆t
u · vdΩ =

∫
ωF

2ρL
∆t
{(1 +D2)u1v1 + u3v3} dzds,

puis : ∫
ΩF

µcurlu · curlvdΩ =

∫
ωF

µ {2LcurluV curlvV + 2LD2∂zu1∂zv1 +D1∂su3∂sv3} dzds

+
∫
ωF

µ

{
D1

r2
∂s

(
L′

L
u1

)
∂s

(
L′

L
v1

)
+ 8Lr2u1v1

}
dzds.
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Remarque. Dans le cas particulier d'un canal (r = 0, L constant), ce dernier terme devient :∫
ΩF

µcurlu · curlvdΩ =
∫
ωF

2µLcurluV curlvV dzds.

Ensuite si λ > 0 :

λ

∫
ΩF

divudivv dΩ = λ

∫
ωF

{
2L
(
divuV +

L′

L
u1

)(
divvV +

L′

L
v1

)
+
D1

r2

(
(Lr)′

L

)2

u1v1

}
dzds.

Pour le terme de bord sur ΓB , on doit prendre en compte le fond décrit par z = ZB(s) et les
berges décrites par l = L(s) et l = −L(s). Il s'ensuit :∫

ΓB

cBu · vdγ =
∫
I

cBD5 u1v1ds+
∫
ωF

cB (D4 u1v1 +D3 u3v3) .

En�n on remarque, comme dans le modèle 1D, que (f ∧ u) · v = 0.

Forme non-linéaire A1 (·; ·, ·)
Pour la forme non-linéaire, elle s'écrit :

A1 (u; u,v) =
∫
ωF

2ρL
(− (1 +D2) ∂zu1 u⊥V · vV + ∂su3 u⊥V · vV

)
dzds

=
∫
ωF

2ρL (curluV −D2 ∂zu1) u⊥V · vV dzds.

Terme de droite Fn2DV (·)
En�n concernant le terme de droite Fn2DV (.) sur X0

2DV , il s'ensuit que :∫
ΩF

ρ

(
1

∆t
un + g

)
· v dΩ =

∫
ωF

2ρL
∆t
{(1 +D2)un1 v1 + un3 v3} dzds−

∫
ωF

2ρLgv3dzds.

Pour les termes de bord, on obtient sur la surface : soit v ∈ L2 (∂ΩF ),∫
ΓS

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ −
∫

ΓS

pSv · n dγ =
∫
I

WV · vV ds+
∫
I

2LpS
(
(ZB + h)′ v1 − v3

)
ds.

où WV est dé�ni en (2.4).

On rappelle que sur les bords ΓB ∪ ΓI , v · n = 0. Ainsi il reste seulement :∫
ΓI

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ =
∫

ΥI

2Lv3w3 dz.
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Problème au sens des distributions

On peut maintenant interpréter le problème faible (3.2) au sens des distributions. La seconde
équation variationnelle B (q,u2DV ) = 0, ∀q ∈ M2DV , associée à (3.3) entraîne directement l'équa-
tion de continuité sur ωF (t) :

div (LuV ) = 0. (3.4)

L'équation de conservation de la quantité de mouvement est obtenue après intégration par

parties des termes B (p2DV ,v) et
∫

ΩF

µcurlu2DV · curlvdΩ. On obtient le système d'équations

au dérivées partielles suivant sur ωF (t) :

ρL

 (1 +D2)
du1

dt
du3

dt

− ρLD2 u1∇u1 − µcurl (LcurluV ) + µL

(
4r2u1 −D2∂zzu1

0

)

−µ
2

 L′

L
∂s

(
D1

r2
∂s

(
L′

L
u1

))
∂s (D1∂su3)

+
cB
2

(
D4 u1

D3 u3

)
+ L∇

(
p2DV − ρ

2
|uV |2

)
= ρLg.

(3.5)

Le détail des calculs est donné en annexe C.3.

Remarque. Dans le cas particulier d'un canal (r = 0 et L constant), le modèle 2D-vertical est
décrit par le système d'équations suivant sur ωF (t) :

divuV = 0,

ρ
duV
dt

+ µcurl (curluV ) +
cB
L

uV +∇
(
p2DV − ρ

2
|uV |2

)
= ρg.

Pour �nir, on doit regarder les conditions aux limites sur ΥI , ΥB et ΥS . Les intégrations par

parties sur les termes B (p2DV ,v) et
∫

ΩF

µcurlu2DV · curlvdΩ dans (3.2), pour toute fonction-

test v ∈ X0
2DV , entraînent les termes de bord suivants :∫

∂ωF

µ

{
2LcurluV (n ∧ vV ) + 2LD2 ∂zu1 v1 n3 +D1 ∂su3 v3 n1 +

D1

r2
∂s

(
L′

L
u1

)
L′

L
v1n1

}
dγ

−
∫
∂ωF

2Lp2DV vV · ndγ,

soit :

∫
∂ωF

2µLcurluV t + µ

 2LD2 ∂zu1 n3 +
L′

L

D1

r2
∂s

(
L′

L
u1

)
n1

D1 ∂su3 n1

− 2Lp2DV n

 · vV dγ,
où t = (n3,−n1)t.

En prenant en compte tous les termes de bord, on obtient :

� sur ΥI , sachant que v1 = 0 et vV · n = 0 :

u1 = kV , d'après la dé�nition de X∗2DV ,

2µLcurluV − µD1 ∂su3 + 2Lw3 = 0,
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� sur ΥB , sachant que u3 = u1Z
′
B et vV · n = 0 :

−2LcurluV
(

1 + (Z ′B)2
)
−2LD2 ∂zu1+D1 ∂su3 (Z ′B)2+

L′

L

D1

r2
∂s

(
L′

L
u1

)
Z ′B+

cB
µ
D5u1 = 0,

� sur ΥS :

2µLcurluV t + µ

 2LD2 ∂zu1 n3 +
L′

L

D1

r2
∂s

(
L′

L
u1

)
n1

D1 ∂su3 n1

− 2Lp2DV n

=
1√

1 + (Z ′B + h′)2
WV − 2LpSn.

Ainsi le modèle 2D-vertical complet est décrit par les équations (3.1), (3.4), (3.5) et les condi-
tions aux limites précédentes.

3.3 Analyse du problème faible

3.3.1 Régularité des fonctions-test

On rappelle qu'on a choisi les fonctions-test v associées à la vitesse, de la forme suivante dans
la base locale {τ ,ν, e3} :

v (s, l, z) =
(
v1 (s, z) (1− lr) , lL

′

L
v1 (s, z) , v3 (s, z)

)t
.

Pour montrer que X2DV est un sous-espace de X, on doit véri�er que v ∈ H (div, curl; ΩF ) et
v ∧ n ∈ L2 (ΓB).

Proposition 3.3.1. Si vV ∈ H1 (ωF ), alors v ∈ X.

Preuve. Grâce aux calculs précédents, on obtient :∫
ΩF

|v|2 dΩ =
∫
ωF

2L
(
(1 +D2) v2

1 + v2
3

)
dzds,

∫
ΩF

|curlv|2 dΩ =
∫
ωF

{
2L (curlvV )2 + 2LD2 (∂zv1)2 +D1 (∂sv3)2

}
dzds

+
∫
ωF

{
D1

r2

(
∂s

(
L′

L
v1

))2

+ 8Lr2v2
1

}
dzds,

∫
ΩF

|divv|2 dΩ =
∫
ωF

{
2L
(
divvV +

L′

L
v1

)2

+
D1

r2

(
(Lr)′

L

)2

v2
1

}
dzds,

(3.6)

alors que sur le fond ΓB il vient que :∫
ΓB

|v ∧ n|2 dγ =
∫
ωF

(
D4v

2
1 +D3v

2
3

)
dzds+

∫
I

D5v
2
1 (s, ZB) ds.
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On rappelle également que, grâce aux hypothèses initiales (1.18), les quantités r, r′, L, L′, L′′

sont bornées et les coe�cients D2, D3, D4, D5 sont positifs et majorés. Ainsi on distingue deux
cas, selon si D1 est positif ou non.

� Si D1 (s) ≥ 0, alors v ∈ X si vV = (v1, v3) véri�e :

vV ∈ H (div, curl;ωF ) ∩ L2 (ΥB) ,√
D2 ∂zv1,

√
D1 ∂sv3,

√
D1

r
v1,

√
D1

r
∂sv1 ∈ L2 (ωF ) .

(3.7)

� Si D1 (s) < 0, alors v ∈ X si vV véri�e :

vV ∈ H (div, curl;ωF ) ∩ L2 (ΥB) ,√
D2 ∂zv1 ∈ L2 (ωF ) .

(3.8)

Par conséquent, d'après les relations (3.7), (3.8) et l'hypothèse (H3) dé�nie dans le paragraphe
(1.3), v ∈ X si vV ∈ H1 (ωF ).

�

Remarque. Dans le cas particulier d'une courbure nulle, v ∈ X est équivalent à :

vV ∈ H (div, curl;ωF ) ∩ L2 (ΥB) ,

L′∂zv1, L
′∂sv1 ∈ L2 (ωF ) .

Si de plus la largeur L est constante, on doit simplement supposer :

vV ∈ H (div, curl;ωF ) ∩ L2 (ΥB) .

3.3.2 Existence et unicité

On montre dans ce paragraphe que le problème faible non linéaire (3.2) est bien posé. L'ana-
lyse est à nouveau basée sur les théorèmes de Brouwer et de Babuska-Brezzi pour les formulations
mixtes, suivant la démonstration faite pour la formulation faible en 3D. On montre que les hypo-
thèses du Lemme 1.2.2 sont véri�ées sur V0 = Ker2DVB.

Lemme 3.3.1. Soit :

Ker2DVB =
{
v ∈ X0

2DV ; B (q,v) = 0, ∀q ∈ M2DV

}
=
{
v ∈ X0

2DV ; div (LvV ) = 0 sur ωF
}
.

Alors la forme non linéaire A (·; ·, ·) = A1 (·; ·, ·) +A0 (·, ·) véri�e :

1. A (v; v,v) ≥ C ‖v‖2X , ∀v ∈ Ker2DVB,

2. A1 (·; ·, ·) est séquentiellement faiblement continue sur Ker2DVB, pour tout v ∈ Ker2DVB.
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Preuve. Comme dans le modèle précédent, pour montrer la coercivité de A (·; ·, ·), on doit
montrer que A0 (·, ·) est coercive.

Si λ > 0, il vient immédiatement que :

A0 (v,v) ≥ C ‖v‖2X , ∀v ∈ Ker2DVB,

où C = min {ρ, µ, cB , λ}.
Si λ = 0, on doit contrôler la norme L2 (ΩF ) de divv. On a pour tout v ∈ Ker2DVB :

divv = − l (Lr)′

L (1− lr)v1, (3.9)

d'où :
‖divv‖0,ΩF

≤ c ‖v1‖0,ωF
≤ cA0 (v,v) ,

d'après (3.6) (on peut majorer ‖v1‖20,ωF
par ‖curlv‖20,ΩF

) avec c une constante qui dépend de L
et r. Il en résulte que :

A0 (v,v) ≥ C ‖v‖2X , ∀v ∈ Ker2DVB,

où C est une constante indépendante de ∆t.

On véri�e maintenant la seconde condition. Soient v ∈ Ker2DVB ∩D
(
Ω̄
)3

et u ∈ Ker2DVB ;
on écrit A1 (·; ·, ·) sous la forme (1.12). En utilisant (3.9), on obtient :

A1 (u; u,v) = −
3∑

i,j=1

∫
ΩF

ρujui
∂vi
∂xj

dΩ +
3∑

i,j=1

∫
ΓH

ρviujuini dγ − 1
2

∫
ΓH

ρ |u|2 v · n dγ

−
∫
ωF

2
3
ρL2r (Lr)′ u2

1v1 dzds,

pour tout v ∈ Ker2DVB ∩D
(
Ω̄
)3

et tout u ∈ Ker2DVB. Le détail du calcul est donné en annexe
C.4.

Grâce aux hypothèses de régularité sur l'espace X0, notamment les injections compactes de
X0 dans L2 (ΩF ) et L2 (ΓS), on en conclut que si (um) ⊆ Ker2DVB converge faiblement vers u,
alors A (um; um,v) converge vers A (u; u,v), pour tout v ∈ Ker2DVB ∩D

(
Ω̄
)3

et donc pour tout

v ∈ Ker2DVB grâce à la densité de Ker2DVB ∩D
(
Ω̄
)3

dans Ker2DVB.

�

De plus l'espace Ker2DVB est séparable puisque c'est un sous-espace de L2 (ΩF ).

On doit montrer maintenant que la condition inf − sup est véri�ée.

Lemme 3.3.2. On suppose que ω admet une partition de sous-domaines convexes ω = ∪Ni=1ω
i.

Alors il existe une constante c indépendante du temps, telle que :

inf
q∈M2DV

sup
v∈X0

2DV

B (q,v)
‖v‖X ‖q‖M

≥ c
√

∆t. (3.10)

Preuve. La forme bilinéaire B (·, ·) s'écrit, via le changement de variables LvV = VV :

B (q,v) = −2
∫
ωF

qdivVV dzds.
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Grâce aux hypothèses (1.18), on a l'équivalence entre vV ∈ H1 (ωF ) et VV ∈ H1 (ωF ), ainsi que
l'équivalence entre leur norme.

Pour chaque q ∈ M2DV , on note q̃ son prolongement par zéro sur tout le domaine ω. On note
également Υi

H la surface de ωi, pour tout i = 1, . . . , N . Puis pour chaque q ∈ M2DV et chaque
sous-domaine convexe ωi, on associe les problèmes auxiliaires suivants :

∆Zi = q̃ sur ωi

∂nZ
i = 0 sur ∂ωi \Υi

H

Zi = 0 sur Υi
H

et


∆

2
ψi = 0 sur ωi

∂nψ
i = −∂tZi

sur ∂ωi

ψi = 0 sur ∂ωi
.

La régularité de l'opérateur de Laplace sur le domaine convexe ωi assure que Zi ∈ H2
(
ωi
)
et∥∥Zi∥∥

2,ωi ≤ c ‖q̃‖0,ωi . On déduit automatiquement du problème biharmonique que ψi ∈ H2
(
ωi
)
et∥∥ψi∥∥

2,ωi ≤ c
∥∥∥∂tZi

∥∥∥
1
2 ,∂ω

i
≤ c ‖q̃‖0,ωi .

En posant Vi
V = ∇Zi + curlψi, on obtient :

Vi
V ∈ H1

(
ωi
)
,
∥∥Vi

V

∥∥
1,ωi ≤ c ‖q̃‖0,ωi ,

et :
divVi

V = div
(∇Zi)+ div

(
curlψi

)
= ∆Zi = q̃ sur ωi.

De plus, on rappelle que pour toute fonction scalaire f on a curlf · n = −∂tf et curlf · t = ∂nf .
D'où :

Vi
V · n = −∂tψi = 0 et Vi

V · t = 0 sur ∂ωi \Υi
H .

Ainsi on peut dé�nir VV ∈ H1 (ω) en posant (VV )|ωi = Vi
V . En�n on dé�nit v de la manière

suivante :

v =
1
L

(
(1− Lr)V1,

lL′

L
V1, V3

)t
.

Il s'ensuit que v ∈ X0
2DV .

En outre, on a pour la forme bilinéaire B (·, ·) :

B (q,v) = 2
∫
ωF

q2 dzds ≥ c ‖q‖2M ,

car L est borné.

En�n on a :

‖v‖X ≤
c′√
∆t
‖VV ‖1,ωF

≤ C√
∆t
‖q‖M .

On en déduit la condition inf − sup requise.

Les lemmes 3.3.1 et 3.3.2 entraînent le résultat suivant.

Théorème 3.3.1. Sous les hypothèses (H0) à (H5) dé�nies dans la section 1.3, le problème faible
(3.2) admet au moins une solution (u2DV , p2DV ). L'unicité est assurée sous la même hypothèse
que pour le problème 3D (Théorème 1.2.2).
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3.4 Approximation par éléments �nis

Soit Td un maillage régulier du domaine, composé de triangles K tels que :

ωF =
⋃
K∈Td

K.

Le maillage est construit à l'aide de la bibliothèque Libmesh (cf. section 1.5).

Calcul de la surface libre

Étant donné que la borne supérieure du maillage est la hauteur d'eau h, on doit re-mailler le
domaine à chaque pas de temps, en fonction de h.

On commence par regarder l'équation de la surface libre. Il faut la résoudre seulement sur les
points à la surface du �euve. La discrétisation en espace est e�ectuée par une méthode de volumes
�nis (puisque l'équation est en 1D). La hauteur d'eau h est approchée par une fonction continue
a�ne sur chaque élément K de Td (h est P1 par élément).

On rappelle qu'après la discrétisation en temps, l'équation en h est donnée par :

h− hn
∆t

+ (h+ ZB)′ u1 − u3 = 0 pour z = ZB + h

Ainsi on peut résoudre l'équation sur les points i de la surface, à chaque pas de temps ∆t, de
la manière suivante :

hi = hni −∆t
(
h+ ZB

)′
i

(
u1

)
i
+ ∆t

(
u3

)
i
,

où
(
u1

)
i
,
(
u3

)
i
sont les composantes de la vitesse calculées au point i et h′i, (Z ′B)i sont les dérivées

calculées sur chaque noeud i par di�érences �nies, comme en (2.20).

Calcul de la vitesse et de la pression approchées

Une fois la hauteur d'eau calculée, on s'intéresse au problème faible discrétisé en temps (3.2).
Le couple d'espaces en vitesse-pression (P1 − P0) choisi pour le modèle 1D n'est pas judicieux
en dimension 2 (cf. par exemple [27], p. 133). En e�et, ce couple implique la plupart du temps
V0 = 0, où V0 = KerB = {v ∈ X; B (q,v) = 0, ∀q ∈ M} (ici V0 = Ker2DVB).

Pour cela, on introduit un nouvel espace P1 − bulle, dé�ni comme la somme de l'espace P1

avec l'espace des fonctions-bulle sur K. Soient λ1, λ2, λ3 les trois coordonnées barycentriques sur
le triangle courant K. La fonction-bulle est le produit de ces trois fonctions. Elle engendre donc
un espace de dimension 1. Le nouvel espace P1 − bulle est donc de dimension 4.

P1 − bulle (K) = P1 + vect {λ1λ2λ3} .
Ainsi on a 4 degrés de liberté (et non 3) sur chaque triangle K, comme sur la �gure 3.1.

Fig. 3.1: Exemple de degrés de liberté pour l'espace P1 − bulle
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On choisit les espaces de dimension �nie X2DV,d et M2DV,d suivants :

M2DV,d =
{
q ∈ M2DV ; q ∈ H1 (ωF ) , ∀K ∈ Td, q|K ∈ P1

}
,

X2DV,d =
{

v ∈ X2DV ; vV ∈ H1 (ωF ) , ∀K ∈ Td, (vV )|K ∈ (P1 − bulle)2
}
.

Par conséquent, chaque élément K du maillage contient 11 degrés de liberté : 4 pour v1, 4 pour
v3 et 3 pour q.

On pose également :

X∗2DV,d = {v ∈ X2DV,d; v1 = k2DV,d sur ΥI} ,
X0

2DV,d = {v ∈ X2DV,d; v1 = 0 sur ΥI} ⊂ X0
2DV ,

où k2DV,d est une approximation P1−continue de kV sur ΥI .

On résout à chaque pas de temps le problème discret suivant :
Trouver (u2DV,d, p2DV,d) ∈ X∗2DV,d ×M∗2DV,d
∀v ∈ X0

2DV,d, A(u2DV,d; u2DV,d,v) +B(p2DV,d,v) = Fn2DV,d(v)

∀q ∈ M2DV,d, B(q,u2DV,d) = 0,

(3.11)

où Fn2DV,d (·) est obtenu à partir de Fn2DV (·) en remplaçant un2DV par un2DV,d.

Ce choix d'espaces de dimension �nie X0
2DV,d ×M2DV,d permet d'établir les résultats suivants.

Lemme 3.4.1. Il existe une constante c1 indépendante de la discrétisation en temps et en espace,
telle que :

inf
q∈M2DV,d

sup
v∈X0

2DV,d

B (q,v)
‖v‖X ‖q‖M

≥ c1
√

∆t.

Preuve. On s'inspire de la démonstration pour la condition inf − sup du problème de Stokes 2D
(cf. par exemple [10]). Soit q ∈ M2DV,d et soit v ∈ X0

2DV la fonction associée à q dans (3.10). Il
su�t de construire une fonction vd ∈ X0

2DV,d satisfaisant :

‖vd‖X ≤ C ‖v‖X et B (q,vd) = B (q,v) .

On e�ectue le changement de variable VV = LvV . Il su�t de construire un opérateur d'interpo-
lation 2D πd tel que : ∫

ωF

qdiv (VV − πdVV ) dzds = 0,

‖πdVV ‖1,ωF
≤ C ‖VV ‖1,ωF

.

Soit VV ∈ H1 (ωF ) avec VV · n = 0 sur ΥB ∪ΥI ; on dé�nit sur chaque triangle K :

πdVV = RdVV + γbK ,

où Rd est l'opérateur d'interpolation de Clément, bK la bulle sur K (bK = vect {λ1λ2λ3}) et la
constante γ est déterminée par la relation :

∫
K

(VV − πdVV ) dzds = 0⇔ γ =

∫
K

(VV −RdVV ) dzds∫
K

bKdzds

.
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Il s'ensuit que : ∫
K

(VV − πdVV ) · ∇q dzds = 0, ∀q ∈ M2DV,d,

puisque ∇q est constant sur chaque maille K. Ainsi,∫
ωF

qdiv (VV − πdVV ) dzds =
∑
K∈Td

∫
K

qdiv (VV − πdVV ) dzds

= −
∑
K∈Td

∫
K

(VV − πdVV ) · ∇q dzds = 0.

Ainsi la condition inf − sup est véri�ée.

�

Lemme 3.4.2. Il existe une constante c2 indépendante de la discrétisation en temps et en espace,
telle que :

A (v; v,v) ≥ c2 ‖v‖2X , ∀v ∈ Ker2DV,dB.

Preuve. Le noyau discret de B est dé�ni par :

Ker2DV,dB =
{

v ∈ X0
2DV,d;

∫
ωF

qdivVV dzds = 0, ∀q ∈ M2DV,d

}
,

où VV = LvV .
Pour montrer la coercivité de A (·; ·, ·), soit la coercivité de A0 (·, ·), on distingue deux cas selon

si λ > 0 ou λ = 0.
Si λ > 0, on a immédiatement la coercivité de A0 (·, ·) sur Ker2DV,dB.
Si λ = 0, on doit contrôler la norme L2 (ωF ) de divv Pour cela, on applique une technique de
stabilisation. On considère dans le problème discret la forme bilinéaire :

Aβ (u,v) = A0 (u,v) + β A2 (u,v) ,

où β est un paramètre de stabilisation indépendant de la discrétisation et A2 (·, ·) est donnée par :

A2 (u,v) =
∫
ωF

1
L
divUV divVV dzds.

Puisque : ∫
ΩF

|divv|2 dΩ =
∫
ωF

2
L

(divVV )2
dzds+

∫
ωF

D1

(
(Lr)′

)2
L4r2

(V1)2
dzds

≤ c
(
A2 (v,v) + ‖v‖20,ΩF

)
,

la coercivité de Aβ (·, ·) sur tout l'espace X0
2DV et par conséquent sur X0

2DV,d ⊂ X0
2DV est immé-

diate. Ainsi on a bien la coercivité de A0 (·, ·) sur Ker2DV,dB.
�

Les hypothèses du théorème de Brouwer sont véri�ées et on en déduit le résultat suivant.

Théorème 3.4.1. A chaque pas de temps tn+1, le problème (3.11) admet au moins une solution
(u2DV,d, p2DV,d).
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3.5 Estimateur de modèle 2D-vertical

De même qu'en 1D, on véri�e dans cette partie que le modèle 2D-vertical satisfait les hypo-
thèses émises pour les estimateurs d'erreur a posteriori, pour pouvoir utiliser l'indicateur d'erreur
entre le modèle 2D-vertical discret et le modèle 3D.

Tout d'abord, le modèle 2D-vertical est une approximation conforme du modèle 3D et il s'écrit
sous la forme (3.2). On a montré la coercivité de A0 (·, ·) sur Ker2DVB avec une constante indépen-
dante de ∆t et on a véri�é la condition inf − sup (3.10). Ainsi les hypothèses (1.25), (1.26) et (1.27)
sont véri�ées. Concernant le problème discret, on a X0

2DV,d ×M2DV,d ⊂ X0
2DV ×M2DV . Puis grâce

au Lemme 3.4.1 et à la coercivité de A0 (·, ·) sur le noyau discret Ker2DV,dB, les hypothèses (1.33)
sont satisfaites. On peut donc appliquer l'indicateur d'erreur dé�ni en (1.38) au modèle 2D-vertical.

On rappelle qu'on construit un domaine 3D Θ (1.35) à partir du domaine 2D-vertical et que
l'indicateur d'erreur est dé�ni comme suit :

I (Θ)2 =
∑
K∈Td

(
1

∆t

∫
K

η2
1dΩ +

1
w2
K

∫
K

η2
2dΩ

)
+
∑
γ∈∂Td

1
w2
γ

∫
γ

η2
γdγ,

où Td est le maillage 3D du domaine Θ, composé d'hexaèdres. Par conséquent les poids w|K et
w|γ s'écrivent pour le modèle 2D-vertical :

wK =

√
1

∆s
+

1
2L

+
1

∆z
, wγ =


√

∆z
∆s

+
∆z
2L

+ 1 si γ ⊂ (ΘB ∪ΘS) ,√
1 +

∆s
2L

+
∆s
∆z

ailleurs,

où ∆s, respectivement ∆z, représentent la longueur, respectivement la hauteur, de la maille K
(ou face γ) et où 2L représente la largeur du domaine, sur la maille K (ou face γ).

On peut maintenant expliciter η1, η2 et ηγ pour le modèle 2D-vertical. On obtient sur chaque
cellule K du maillage Td :∫

K

η2
1dΩ =

∫
K

1
L2

(
div (LuV )− l (Lr)

′

1− lr u1

)2

dΩ.

Puis il vient que :∫
K

η2
2dΩ =∫

K

( ρ

∆t
(u2DV − un2DV ) + ρ (curlu2DV ∧ u2DV ) + µcurl (curlu2DV )− ρf ∧ u2DV +∇p2DV − ρg

)2

dΩ,

avec :

u2DV − un2DV =


(1− lr) (u1 − un1 )
lL′

L
(u1 − un1 )

u3 − un3

 ,

curlu2DV ∧u2DV =


u3

(
(1− lr) ∂zu1 − 1

1− lr ∂su3

)
− lL′

L
u1

(
l

1− lr ∂s
(
L′

L
u1

)
+ 2ru1

)
(1− lr)u1

(
l

1− lr ∂s
(
L′

L
u1

)
+ 2ru1

)
+
lL′

L
∂zu1u3

−
(
lL′

L

)2

u1∂zu1 − (1− lr)u1

(
(1− lr) ∂zu1 − 1

1− lr ∂su3

)

,
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curl (curlu2DV ) =



1
(1− lr)2 ∂s

(
L′

L
u1

)
− (1− lr) ∂zzu1 +

1
1− lr ∂z∂su3

− lL
′

L
∂zzu1 − 1

1− lr ∂s
(

l

1− lr
(
L′

L
u1

)′
+ 2ru1

)
1

1− lr
(

(1− lr) ∂zu1 − 1
1− lr ∂su3

)′
+
L′

L
∂zu1


,

f ∧ u2DV = fu1

 − lL
′

L
1− lr

0

 et ∇p2DV =


1

1− lr ∂sp
0

∂zp

 .

En�n sur les bords on obtient :∫
γ

η2
γdγ = (µcurlu2DV ∧ n− p2DV n)2

dγ si γ ⊂ ΘS ∪ΘI ,

avec, pour γ ⊂ ΘI :

curlu2DV ∧ n =


0

l

1− lr ∂s
(
L′

L
u1

)
+ 2ru1

− (1− lr) ∂zu1 +
1

1− lr ∂su3

 ,

pour γ ⊂ ΘS :

curlu2DV ∧ n =

1√
(1− lr)2 + (Z ′B + h′)2


(1− lr)2

∂zu1 − ∂su3

− (ZB + h)′
(

l

1− lr ∂s
(
L′

L
u1

)
+ 2ru1

)
+ (1− lr) lL

′

L
∂zu1

(ZB + h)′
(

(1− lr) ∂zu1 − 1
1− lr ∂su3

)
 ,

puis : ∫
γ

η2
γdγ = (µcurlu2DV ∧ n− cBu2DV )2

dγ si γ ⊂ ΘB ,

avec dans ce cas :

curlu2DV ∧ n =
1√

(1− lr)2 + (Z ′B)2


− (1− lr)2

∂zu1 + ∂su3

Z ′B

(
l

1− lr ∂s
(
L′

L
u1

)
+ 2ru1

)
− (1− lr) lL

′

L
∂zu1

−Z ′B
(

(1− lr) ∂zu1 − 1
1− lr ∂su3

)
 .

Les normales sont dé�nies dans le paragraphe 1.3.3.



Résultats numériques 77

3.6 Résultats numériques

Pour tous les tests numériques, la viscosité est égale à µ = 10−3 et le terme de frottement au
fond est cB = 0, 1.

3.6.1 Test sur un canal à fond plat

On commence par tester le modèle 2D-vertical sur un canal rectiligne à fond plat. Le rayon de
courbure r et le fond ZB sont nuls et la largeur est constante (L = 20 mètres donc le canal a une
largeur de 40 mètres). La longueur est de 800 mètres et décomposée en nx = 200 intervalles. La
hauteur d'eau initiale est de 3 mètres et le nombre d'intervalles en hauteur est nz = 3. On obtient
le maillage de la �gure 3.2. Toutes les �gures de ce test ont une échelle dilatée en hauteur de 20.

Fig. 3.2: Maillage 2D vertical du canal

On impose le même débit en entrée et sortie du canal, q = 100. En�n on prend le pas de temps
∆t = 0, 5s.

On commence par regarder la côte de la surface libre hb. Pour bien se rendre compte de l'évo-
lution de la surface libre, on a tracé sur les �gures une ligne rouge représentant la hauteur d'eau
initiale de 3 m.

Surface libre hb :

t = 50s t = 65s

t = 80s t = 140s

On rappelle que la vitesse de déplacement de l'onde est de l'ordre de v1 ±
√
gh mètres par

secondes. Dans ce test, cette approximation donne 6, 25m/s. Or le domaine a une longueur de
800 mètres. Ainsi les ondes arrivant de gauche et droite doivent se rencontrer au bout d'environ
64 secondes. E�ectivement on observe sur les �gures qu'au bout de 65 secondes les deux ondes se
rejoignent.

On peut maintenant regarder la vitesse vV . Pour mieux se rendre compte du comportement
de la vitesse, on a�che les lignes de courant plutôt que les vecteurs vitesse :

Vitesse vV :

t = 50s t = 65s
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t = 80s t = 140s

On observe que les lignes de courant ne sont pas parallèles à la surface. Ce comportement
montre que la composante v3 de la vitesse est un paramètre important, qu'il ne faut pas négliger
si on ne veut pas perdre d'information.

On regarde ensuite les estimateurs d'erreur.

Estimateurs d'erreur :

t = 50s t = 100s

Les estimateurs d'erreur sont relativement petits et suivent le front de l'onde.

3.6.2 Tests sur un canal à fond irrégulier

Test avec un fond irrégulier sur la longueur

On teste maintenant le modèle sur un canal à fond irrégulier. Le rayon de courbure r est nul
et la largeur est constante (L = 5 mètres). Le canal a une longueur de 80 mètres, décomposée en
nx = 80 intervalles. La hauteur d'eau initiale est de 4 mètres et le nombre d'intervalles sur la
hauteur est nz = 10. Le fond ZB et le maillage sont représentés sur la �gure 3.3.

Toutes les �gures de ce test ont une échelle dilatée de 10 en hauteur.

Fig. 3.3: Maillage 2D-vertical du fond irrégulier

On impose le débit q = 100 en entrée et un débit nul en sortie. Le pas de temps est ∆t = 0, 2s.
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On commence par regarder la côte de la surface libre hb. De même que précédemment, on a
tracé une ligne rouge représentant la hauteur d'eau initiale de 4 m.

Surface libre hb :

t = 2s t = 5s

t = 9s t = 13s

Puis, on obtient pour les résultats suivants pour les vitesses.

Vitesses et lignes de courant :

t = 2s t = 5s

t = 9s t = 13s

Ce qui est intéressant dans ce test, c'est que l'on voit très nettement la zone de recirculation
en aval de la première marche. Ceci vient du fait que l'on a imposé un débit élevé en entrée par
rapport à σ pour avoir une vitesse assez grande, et que par conséquent l'écoulement n'est plus
laminaire.

On peut regarder les résultats pour la pression, à t = 10 s par exemple.

Pression :

t = 10s
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La pression est proche de la pression hydrostatique p ' ρgh.

On obtient les résultats suivants pour les estimateurs d'erreur.

Estimateurs d'erreur :

t = 2s t = 9s

Les estimateurs d'erreur suivent le front de l'onde mais sont tout de même assez élevés au
niveau des cassures du fond.

Test avec un fond irrégulier sur la largeur

On peut maintenant tester le modèle sur un canal dont le fond présente une pente, dans le sens
de la largeur. Le plan médian longitudinal a un fond plat mais c'est lorsqu'on regarde le domaine
en 3D que l'on se rend compte que dans une zone, le fond est pentu dans le sens de la largeur.
Le canal a une longueur de 1050 mètres et une largeur de 52 mètres. On impose le débit q = 100
en amont et nul en aval. Il n'est pas nécessaire de visualiser les résultats pour la surface libre et
les vitesses sur le domaine vertical puisqu'on est dans le cas d'un canal à fond plat comme dans
le test 3.6.1. Les résultats sont donc similaires. Par contre il est plus intéressant de regarder les
estimateurs d'erreur sur le domaine 3D reconstruit. On inverse la �gure sur la hauteur, pour mieux
visualiser le fond :

Estimateurs d'erreur domaine 3d

En e�et, on se rend compte que sur le plan médian les estimateur sont faibles. Par contre sur
les côtés, où le fond n'est plus symétrique par rapport à la ligne médiane, les estimateurs sont
très élevés. Ce résultat donne les limites du modèle qui est basé sur une symétrie par rapport à la
ligne médiane. On en conclut que lorsque la géométrie présente des irrégularités sur la largeur, le
modèle 2D-vertical n'est pas le mieux adapté.
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3.6.3 Test sur un méandre à largeur variable

On regarde maintenant un test présentant une courbure, une largeur variable et un fond plat.
Le �euve a la forme d'un arc de cercle de rayon R = 100, donc de rayon de courbure r = 1

R = 1
100

et une longueur de 157 mètres, avec nx = 100. La géométrie de la largeur est donnée sur la �gure
2.2

La hauteur d'eau initiale est de 4 mètres et on prend nz = 4. Le maillage est représenté sur la
�gure 3.4. Toutes les �gures de ce test ont une échelle dilatée de 4 en hauteur.

On impose le débit q = ±100 en amont et aval, pour que le canal se remplisse. Le pas de temps
est ∆t = 0, 25s.

Fig. 3.4: Maillage 2D vertical du méandre

On obtient les résultats suivants pour la côte de la surface libre hb :

Surface libre hb :

t = 1s t = 5s

t = 10s t = 15s

t = 20s t = 30s

Puis on regarde les lignes de courant.

Lignes de courant :

t = 1s t = 5s
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t = 10s t = 15s

t = 20s t = 30s

Pour les estimateurs d'erreur, on obtient les résultats suivants.

Estimateurs d'erreur :

t = 5s t = 15s

Les estimateurs d'erreur suivent le front de l'onde.

3.6.4 Conclusion

On a pu constater dans tous les tests que la vitesse n'est jamais totalement parallèle à la
surface. On peut en conclure que la composante verticale de la vitesse est un paramètre important
dans le comportement de la vitesse et qu'il n'est pas judicieux de la négliger (comme le font la
plupart des modèles existants de type Saint-Venant). De plus ce modèle permet de visualiser les
zones de recirculation lorsque le fond présente des marches, ce qui n'est pas forcément possible
avec le modèle 1D ou le modèle 2D-horizontal. Le modèle 2D-vertical est donc très bien adapté
pour des géométries à fond irrégulier.



Chapitre 4

Modèle 2D-horizontal

On s'intéresse dans ce chapitre au modèle 2D-horizontal écrit par Amara, Capatina et Trujillo
[4]. Il est écrit sur la surface libre du �euve, en coordonnées cartésiennes.

On ne considère ici que le cas où la hauteur d'eau h est strictement positive et ne s'annule pas
sur les berges. Pour le cas où la hauteur d'eau s'annule, on réfère à l'article [4].

4.1 Espaces de projection

Le problème approché 2D-horizontal est posé sur le domaine ΣF (t) dé�ni en (1.1). Il est basé
sur les hypothèses suivantes :

� (H1) la hauteur d'eau est strictement positive (elle ne s'annule pas sur les berges) :

h ≥ hmin > 0,

� (H2) les bords d'entrée/sortie ΓI sont supposés verticaux,

� (H3) ΓB est composé du fond décrit par z = ZB (x, y) pour (x, y) ∈ ΣF , ainsi que des deux
berges verticales décrites par (x, y) ∈ Σlat. De plus ZB véri�e :

ZB ∈W 2,∞ (ΣF ) ,

où ΣF représente le domaine occupé par le �uide à tn+1. On suppose que ΣF est polygonal.

La deuxième hypothèse est ni restrictive ni nécessaire, elle permet seulement une présentation plus
simple. Dans le même souci de clarté, on suppose que w = 0 sur ΓI .

On note à chaque pas de temps tn+1 : ∂ΣF = ΣI ∪ Σlat, où ΣI correspond aux bords amont et
aval tandis que Σlat représente les berges verticales.

On choisit les sous-espaces de projection suivants :

M2DH =
{
q; q (x, y, z) = (ZB + h− z)Q (x, y) ; Q ∈ L2 (ΣF )

}
,

X2DH =
{

(vH , v3)t ; vH ∈ H (div, curl; ΣF ) , vH · ∇ZB ∈ H1 (ΣF ) , V3 ∈ H1 (ΣF )
}
,

X0
2DH = {v ∈ X2DH ; vH · nH = 0 sur ∂ΣF } ,

où :
vH = (v1 (x, y) , v2 (x, y))t , v3 (x, y, z) = vH · ∇ZB + (z − ZB)V3 (x, y) ,

83
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et nH est la normale unitaire extérieure à ∂ΣF . Pour alléger l'écriture on note :

vB = vH · ∇ZB .

Ainsi les éléments de M2DH et X2DH sont entièrement déterminés par les fonctions Q, vH et
V3 qui sont toutes indépendantes de la variable z.

On introduit les espaces M∗2DH et X∗2DH suivants :

M∗2DH =
{
q; q (x, y, z) = pS + (ZB + h− z)Q(x, y); Q ∈ L2 (ΣF )

}
,

X∗2DH = {v ∈ X2DH ; vH · nH = kH sur ΣI , vH · nH = 0 sur Σlat} ,

où kH = kH (x, y) représente une approximation de k (x, y, z) sur ΣI .

Par exemple kH (x, y) =
1
h

∫ ZB+h

ZB

k (x, y, z) dz.

Ce choix de sous-espaces garantit une approximation conforme par rapport au modèle 3D ini-
tial. De plus la vitesse verticale et la pression sont reconstruites et sont a�nes en z.

Proposition 4.1.1. On a X0
2DH ⊂ X0 et M2DH ⊂ M.

Preuve . La condition v · n = 0 sur ΓB est automatiquement véri�ée par la construction de v3

et par la condition vH · nH = 0 sur ∂ΣF . En e�et, ΓB est composé du fond et des berges. Or
un vecteur normal au fond est donné par (∂1ZB , ∂2ZB ,−1)t ; par conséquent, pour z = ZB (x, y)
on obtient v · n = vH · ∇ZB − v3 = 0. Ensuite, sur les berges un vecteur normal est donné par
(nH , 0)t ; ainsi il vient que v · n = vH · nH = 0.
De plus si v ∈ X0

2DH , alors v ∈ L2 (ΓB) puisque :∫
ΓB

v2dγ =
∫

ΣF

v2

√
1 + |∇ZB |2 dxdy ≤ c

∫
ΣF

v2
Hdxdy <∞.

On remarque ensuite que la normale unitaire extérieure à ΓI est n = (nH , 0)t ; d'où pour tout
v ∈ X0

2DH , il vient que v · n = 0 sur ΓI . En�n, pour tout v ∈ X2DH , q ∈ M2DH :∫
ΩF

|v|2 dΩ =
∫

ΣF

h

(
|vH |2 +

(
vB +

h

2
V3

)2

+
h2

12
V 2

3

)
dxdy,

∫
ΩF

|curlv|2 dΩ =
∫

ΣF

h

(
(curlvH)2 +

∣∣∣∣∇vB +
h

2
∇V3

∣∣∣∣2 +
h2

12
|∇V3|2

)
dxdy,

∫
ΩF

|divv|2 dΩ =
∫

ΣF

h (divvH + V3)2
dxdy,

∫
ΩF

q2dΩ =
1
3

∫
ΣF

h3Q2dxdy,

(4.1)

et le résultat est établi.
�

Quelques précisions sur le choix de l'espace X2DH sont apportées dans [4].
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Équation de la surface libre

L'équation de la surface libre est déduite de l'équation (1.6) en prenant la vitesse du �uide U
dans X2DH . On obtient :

∂h

∂t
+∇h · uH = hU3 sur Σ,

à laquelle une condition initiale sur h est ajoutée.
Après une semi-discrétisation sur cette dernière équation, on résout à chaque pas de temps tn+1 :

h− hn
∆t

+∇h · unH − hUn3 = 0 sur Σ.

Formulation faible

Une fois h calculé, on peut dé�nir le domaine de calcul ΣF par h > 0. On introduit ensuite les
espaces X0

2DH et M2DH associés à h et ΣH et on considère l'approximation conforme de (1.8)
suivante : 

Trouver (u2DH , p2DH) ∈ X∗2DH ×M∗2DH
∀v ∈ X0

2DH , A (u2DH ; u2DH ,v) +B (p2DH ,v) = Fn2DH (v)

∀q ∈ M2DH , B (q,u2DH) = 0,

(4.2)

où :
u2DH = (uH , uB + (z − ZB)U3)t et p2DH = pS + (ZB + h− z)P.

Le membre de droite Fn2DH (·) est obtenu en remplaçant un par un2DH dans Fn (·). Ainsi les
inconnues de (4.2) sont uH , U3 et P , toutes indépendantes de z, sur ΣF .

4.2 Le problème aux limites

On explicite maintenant les formes A (·; ·, ·), B (·, ·) et Fn2DH (·) sur les espaces de projection
X0

2DH et M2DH . Soient u, v ∈ X0
2DH et q ∈M2DH .

Forme bilinéaire B (·, ·)

B (q,v) = −
∫

ΣF

h2

2
Q (divvH + V3) dxdy.

Forme linéaire A0 (·, ·)

A0 (u,v) =
∫

ΣF

ρh

∆t

(
uH · vH +

(
uB +

h

2
U3

)(
vB +

h

2
V3

)
+
h2

12
U3V3

)
dxdy

+
∫

ΣF

µh

(
h2

12
∇U3 · ∇V3 + curluHcurlvH

)
dxdy

+
∫

ΣF

µh

(
∇uB +

h

2
∇U3 − U3∇ZB

)
·
(
∇vB +

h

2
∇V3 − V3∇ZB

)
dxdy

+λ
∫

ΣF

h (divuH + U3) (divvH + V3) dxdy.

+
∫

ΣF

cB (uH · vH + uBvB)
√

1 + |∇ZB |2 dxdy −
∫

ΣF

ρhfu⊥H · vH dxdy.
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Forme non-linéaire A1 (·; ·, ·)

A1 (u; u,v) =
∫

ΣF

ρh

(
curluHu⊥H −

(
uB +

h

2
U3

)(
∇uB +

h

2
∇U3 − U3∇ZB

))
· vH dxdy

+
∫

ΣF

ρhuH ·
(
∇uB +

h

2
∇U3 − U3∇ZB

)(
vB +

h

2
V3

)
dxdy

+
∫

ΣF

ρ
h3

12
uH · ∇U3V3 dxdy −

∫
ΣF

ρ
h3

12
U3∇U3 · vH dxdy.

Terme de droite Fn2DH(·)

Fn2DH (v)
∫

ΣF

ρh

∆t

(
unH · vH +

(
unB +

h

2
Un3

)(
vB +

h

2
V3

)
+
h2

12
Un3 V3

)
dxdy

∫
ΣF

ρhg

(
vB +

h

2
V3

)
dxdy +

∫
ΣF

pH (vH · ∇h− hV3) dxdy

∫
ΣF

w · v
√

1 + |∇ (ZB + h)|2dxdy.

Problème au sens des distributions

On peut alors interpréter le problème (4.2) au sens des distributions. Le modèle 2D-horizontal
aux inconnues (h, uH , U3, P ) est décrit par l'équation suivante sur Σ :

dh

dt
− hU3 = 0, (4.3)

et le système d'équations suivant sur le domaine ΣF (t), dé�ni par h > 0 :

divuH + U3 = 0, (4.4)

h

(
∂uH
∂t

+ curluHu⊥H

)
+ h

(
duB
dt

+
h

2
dU3

dt

)
∇ZB − h

(
uB +

h

2
U3

)(
∇uB +

h

2
∇U3 − U3∇ZB

)

−h
3

12
U3∇U3 − hU3uB∇ZB +

µ

ρ
curl (hcurluH)− µ

ρ
div

(
h∇uB +

h2

2
∇U3 − hU3∇ZB

)
∇ZB

+
cB
ρ

√
1 + |∇ZB |2 (uH + uB∇ZB)− hfu⊥H +

1
ρ
∇
(
h2

2
P

)
= −gh∇ZB + W,

(4.5)

h2

2
duB
dt

+
h3

3
dU3

dt
− h2

2
U3uB − µh

ρ

(
∇uB +

h

2
∇U3 − U3∇ZB

)
· ∇ZB

−µ
ρ
div

(
h2

2
∇uB +

h3

3
∇U3 − h2

2
U3∇ZB

)
− h2

2ρ
P = −h

2

2
g +W3,

(4.6)

où :
dϕ

dt
=
∂ϕ

∂t
+ uH · ∇ϕ,
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pour la dérivée totale d'une fonction scalaire ϕ (x, y, t). Les termes W et W3 représentent le vent
et sont dé�nis de la manière suivante :

W =
1
ρ

(
(w1, w2)t + w3∇ZB

)√
1 + |∇ (ZB + h)|2,

W3 = w3h

√
1 + |∇ (ZB + h)|2 .

Il manque les conditions initiales sur h, uH et U3 ainsi que les conditions de bord. Ces dernières
sont obtenues à partir des intégrales de bord venant des intégrations pas parties :∫

∂ΣF

µh

(
curluHvH · tH + vB

(
∇uB +

h

2
∇U3 − U3∇ZB

)
· nH

)
dγ+

∫
∂ΣF

µhV3

(
h

2
∇uB +

h2

3
∇U3 − h

2
U3∇ZB

)
· nHdγ −

∫
∂ΣF

(
h2

2
P + hpS

)
vH · nHdγ = 0.

(4.7)
Ainsi sur ΣI il reste :

uH · nH = kH ,

curluH − h

6
∂nU3∂tZB = 0,

∂nuB +
2h
3
∂nU3 − U3∂nZB = 0,

tandis que sur Σlat il vient que :

uH · nH = 0,

curluH − h

6
∂nU3∂tZB = 0,

∂nuB +
2h
3
∂nU3 − U3∂nZB = 0.

4.3 Analyse du problème faible

On reprend dans ce paragraphe l'étude du problème (4.2) faite dans [4] pour montrer que le
problème faible (4.2) est bien posé.
D'après l'écriture de la forme bilinéaire B (·, ·), il s'ensuit que :

Ker2DHB =
{
v ∈ X0

2DH ; B (q,v) = 0, ∀q ∈ M2DH

}
=

{
v ∈ X0

2DH ; divvH + V3 = 0 sur ΣF
} ⊂V0,

où V0 représente le noyau de la forme B (·, ·) du problème 3D (dé�ni en (1.10)).

Cette dernière inclusion, associée àA1 (u; u,u) = 0 pour chaque u ∈ X0
2DH , entraîne la X−coercivité

de A (·; ·, ·) sur Ker2DHB, avec la même constante de coercivité que dans le modèle 3D. Puisque
Ker2DHB ⊂ V0, la forme A1 (·; ·,v) est séquentiellement faiblement continue sur Ker2DHB, pour
tout v ∈ Ker2DHB.

Ainsi il su�t de véri�er la condition inf − sup pour s'assurer de l'existence d'une solution au pro-
blème (4.2), avec le théorème de Brouwer (cf. la démonstration du Théorème 1.2.1).
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Lemme 4.3.1. On suppose que 0 < hmin ≤ h ≤ hmax et que ΣF est un domaine lipschitzien.
Alors la condition inf − sup suivante est véri�ée :

inf
q∈M2DH

sup
v∈X0

2DH

B (q,v)
‖v‖X ‖q‖M

≥ c
√

∆t.

Preuve . L'argument de Fortin est à nouveau utilisé pour la démonstration. D'après [27], pour
q = (ZB + h− z)Q ∈ M2DH donné, il existe vH ∈ H1

0 (ΣF ) tel que :

−divvH = hQ− 1
|ΣF |

∫
ΣF

hQdxdy dans ΣF .

On pose V3 = − 1
|ΣF |

∫
ΣF

hQdxdy et on dé�nit l'opérateur Rq = (vH ,vH · ∇ZB + (z − ZB)V3)t.

On véri�e que R : M2DH → X0
2DH satisfait :

B (q,Rq) =
1
2

∫
ΣF

h3Q2dxdy =
3
2
‖q‖2M ,

‖v‖0,ΩF
+ ‖divv‖0,ΩF

+ ‖curlv‖0,ΩF
+ ‖v‖0,ΓB

≤ c
√
hmax ‖hQ‖0,ΣF

≤ c
√
hmax
hmin

‖q‖M,

ce qui implique ‖Rq‖X ≤
c√
∆t
‖q‖M . Ainsi la condition inf − sup est véri�ée avec une constante

c proportionnelle à

√
hmax
hmin

et dépendant du domaine ΣF .

�

En conclusion il existe une solution pour le problème mixte non linéaire (4.2) ; l'unicité est
assurée sous la même hypothèse que pour le problème 3D (Théorème 1.2.2).

4.4 Cas où la hauteur d'eau s'annule sur les berges

On explicite rapidement dans cette partie les modi�cations du modèle 2D-horizontal dans le
cas où la hauteur d'eau s'annule sur les berges. Ceci complique l'analyse mathématique puisque
dans ce cas on travaille avec des équations dégénérées et des espaces à poids.

Pour une fonction donnée α ≥ 0 et un domaine donné $, on dé�nit l'espace de Hilbert à poids :

L2 ($,α) =
{
q;
∫
$

q2αd$ <∞
}
,

muni de la norme :

‖q‖0,$,α =
(∫

$

q2αd$

) 1
2

.

L'espace H1 ($,α) est dé�ni de manière similaire. Ainsi pour h donné, on introduit les sous-
espaces de projection suivants :

M2DH =
{
q; q (x, y, z) = (ZB + h− z)Q (x, y) ; Q ∈ L2

(
ΣF , h3

)}
,

X2DH =
{

(vH , v3)t ; vH ∈ H (div, curl; ΣF , h) ∩ L2 (ΣF ) , vH · ∇ZB ∈ H1 (ΣF , h) ,

v3 (x, y, z) = vH · ∇ZB + (z − ZB)V3 (x, y) , V3 ∈ H1
(
ΣF , h3

) ∩ L2 (ΣF , h)
}
,

X0
2DH = {v ∈ X2DH ; vH · nH = 0 sur ΣI} .
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De même les espaces M∗2DH et X∗2DH deviennent :

M∗2DH =
{
q; q (x, y, z) = pH + (ZB + h− z)Q(x, y); Q ∈ L2

(
ΣF , h3

)}
,

X∗2DH = {v ∈ X2DH ; vH · nH = kH sur ΣI} .

Pour véri�er la condition inf − sup dans ce cas où h s'annule sur les berges, Amara, Capatina et
Trujillo [4] utilisent un résultat technique de [9] concernant la régularité d'un problème elliptique
dégénéré dans des espaces de Sobolev à poids. On rappelle ce résultat.

Lemme 4.4.1. On suppose que ΣF est un domaine C3, h ∈W 1,∞ (ΣF ) et h (x, y) =
ϕ (dist ((x, y) , ∂ΣF )), où la fonction ϕ est une fonction lipschitzienne non décroissante véri�ant
les conditions ϕ (0) = 0 et :

∃c > 0 tel que ∀s > 0,
∣∣∣∣ϕ′ (s)ϕ (s)

∣∣∣∣ ≤ c

s
,

∀c1, c2 ∈ R∗+, ∃C1, C2 ∈ R∗+ tels que c1 ≤ s

τ
≤ c2 ⇒ C1 ≤ ϕ (s)

ϕ (τ)
≤ C2.

Soit
√
h f ∈ L2 (ΣF ). Alors la solution du problème :

−div ( 1
h∇w

)
= f dans ΣF

1
h∂nw = 0 sur ΣI

w = 0 sur Σlat

(4.8)

admet les régularités suivantes : w ∈ H1 (ΣF ),
1√
h
∇w ∈ L2 (ΣF ),

√
h∇
(

1
h
∇w
)
∈ L2 (ΣF ). De

plus, les normes L2 (ΣF ) de toutes ces quantités sont bornées par ‖f‖0,ΣF ,h
, avec une constante

multiplicative dépendant du domaine ΣF .

Lemme 4.4.2. On suppose que les hypothèses du Lemme 4.4.1 sont véri�ées. Alors la condition
inf − sup suivante est vraie :

inf
q∈M2DH

sup
v∈X0

2DH

B (q,v)
‖v‖X ‖q‖M

≥ c
√

∆t.

Preuve . L'argument de Fortin est à nouveau utilisé. Soit q ∈ M2DH ; on considère le problème

auxiliaire (4.8) avec f = hQ ∈ L2 (ΣF , h). On pose vH =
1
h
∇w, V3 = 0 et on considère le vecteur

tridimensionnel v = (vH ,vH · ∇ZB + (z − ZB)V3)t. Alors :

B (q,v) =
1
2

∫
ΣF

h3Q2dxdy =
3
2
‖q‖2M ,

tandis que le Lemme 4.4.1 entraîne vH ∈ H1 (ΣF , h). Grâce à la régularité de ZB , on obtient
vB ∈ H1 (ΣF , h) et �nalement v ∈ H1 (ΩF ). Sa norme est bornée comme suit :

‖v‖1,ΩF
=
(
‖vH‖21,ΣF ,h

+ ‖vH · ∇ZB‖21,ΣF ,h

) 1
2 ≤ c ‖hQ‖0,ΣF ,h

≤ c ‖q‖M .
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Par le théorème de trace, on obtient v ∈ X0
2DH et ‖v‖X ≤

c√
∆t
‖q‖M. Ainsi la condition

inf − sup est véri�ée avec une constante c dépendant de ΣF .

�

Pour �nir, une autre modi�cation par rapport au cas non dégénéré concerne les conditions de
bord satisfaites par uH et U3 sur Σlat, où cette fois-ci il n'y a plus de conditions de bord puisque
h = 0 sur Σlat.

4.5 Approximation par éléments �nis

On se replace dans le cas où h > 0 et ΣF est un domaine polygonal. On suppose que h est
borné par hmax et hmin, où hmax et hmin sont des constantes strictement positives.

Soit Td un maillage régulier du domaine, composé de triangles K tels que :

ΣF =
⋃
K∈Td

K.

Le maillage est construit avec le mailleur Bamg1.

Calcul de la surface libre

On commence par regarder l'équation de la surface libre. On rappelle que l'équation est donnée
par :

∂h

∂t
+∇h · uH − hU3 = 0.

D'après (4.4), elle peut s'écrire de la manière suivante :

∂h

∂t
+ div (huH) = 0. (4.9)

La discrétisation en espace est e�ectuée par une méthode de volumes �nis. La hauteur d'eau h est
approchée par une fonction continue a�ne sur chaque élément K de Td (h est P1 par élément).
Pour plus de clarté on note :

ΣF =
⋃
i

Ki.

Les mailles sont alors notées Ki, leur mesure de surface (ou volume) est si. La normale sortante
est ni = (nxi , n

y
i ). Deux mailles voisines ont comme interface un segment de droite noté Σij = Σji.

La normale sortante du côté Ki est notée nij = −nji. La mesure de longueur au bord est dγ.

1Le logiciel Bamg est un générateur de maillages bidimensionnels isotropes ou anisotropes. Il permet de construire
un maillage à partir d'une géométrie (une frontière) ou de construire un maillage adapté en partant d'un maillage
précédent et en se donnant une solution ou une métrique. Il permet aussi, dans ce cas, d'interpoler sur le maillage
créé les solutions, dans le cas P1, dé�nies sur le maillage précédent.
Une géométrie est dé�nie par un maillage de contours : une liste de sommets, une liste d'arêtes et des informations
sur la continuité G1 souhaitée.
http ://www.ann.jussieu.fr/~hecht/ftp/bamg/bamg.pdf
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Fig. 4.1: Notations pour les volumes �nis

On intègre l'équation (4.9) sur la maille Ki :

∂

∂t

∫
Ki

h (x, y) dxdy +
∫
Ki

div (huH) dxdy

=
∂

∂t

∫
Ki

h (x, y) dxdy +
∫
∂Ki

h (x, y) uH · ndγ d'après la formule de Stokes

=
∂

∂t

∫
Ki

h (x, y) dxdy +
∫
∂Ki

h (x, y) (u1n
x
i + u2n

y
i ) dγ = 0.

En décomposant sur tous les bords voisins, on obtient :

∂

∂t

∫
Ki

h (x, y) dxdy +
∑
j

∫
Σij

h (x, y)
(
u1n

x
ij + u2n

y
ij

)
dγ = 0.

Si la maille Kj n'est pas voisine de la maille Ki alors Σij = Ø. Une discrétisation de type Euler
explicite en temps et volumes �nis en espace donne :

si
hi − hni

∆t
+
∑
j

lij h
n
i

((
u1

)
ij
nxij +

(
u2

)
ij
nyij

)
= 0.

La quantité lij h
n
i

((
u1

)
ij
nxij +

(
u2

)
ij
nyij

)
est le �ux numérique au travers de l'interface entre les

mailles i et j. La bibliothèque Libmesh contient une fonction qui calcule ce �ux ainsi qu'une fonc-
tion qui calcule le volume d'une face.

On résout ainsi à chaque pas de temps ∆t et sur chaque noeud i du maillage :

hi = hni −
∆t
si

∑
j

lij h
n
i

((
u1

)
ij
nxij +

(
u2

)
ij
nyij

)
. (4.10)

Calcul de la vitesse et de la pression approchées

Une fois la hauteur d'eau calculée, on s'intéresse au problème faible discrétisé en temps (4.2).
On introduit les espaces de dimension �nie X2DH,d et M2DH,d suivants :

M2DH,d =
{
q ∈ M2DH ; ∀K ∈ Td, Q|K ∈ P0

}
,

X2DH,d =
{

v ∈ X2DH ; (vH , v3)t ∈ H1 (ΣF ) , ∀K ∈ Td, (vH)|K ∈ P1, (V3)|K ∈ (P1 − bulle)
}
,

où :
vH = (v1 (x, y) , v2 (x, y))t , v3 = vH · ∇ZB + (z − ZB)V3 (x, y) .



Chapitre 4. Modèle 2D-horizontal 92

Par conséquent, chaque élément K du maillage contient 11 degrés de liberté : 3 pour v1, 3 pour
v2, 4 pour V3 et 1 pour Q.

On pose également :

X∗2DH,d = {v ∈ X2DH,d; vH · nH = k2DH,d sur ΣI , vH · nH = 0 sur Σlat}
X0

2DH,d = {v ∈ X2DH,d; vH · nH = 0 sur ∂ΣF },

où k2DH,d est une approximation P1−continue de kH sur ΣI .

Ainsi on résout à chaque pas de temps le problème discret suivant :
Trouver (u2DH,d, p2DH,d) ∈ X∗2DH,d ×M2DH,d

∀v ∈ X0
2DH,d, A(u2DH,d; u2DH,d,v) +B2DH,d(p2DH,d,v) = Fn2DH,d(v)

∀q ∈ M2DH,d, B2DH,d(q,u2DH,d) = 0,

(4.11)

où Fn2DH,d (·) est obtenu à partir de Fn2DH (·) en remplaçant un2DH par un2DH,d et Bd (·, ·) est dé�ni
par :

Bd (q,v) = −1
2

∫
ΣF

(h∗)2
Q (divvH + V3) dxdy, ∀ (q,v) ∈ M2DH,d ×X0

2DH,d.

Pour montrer que le problème (4.11) est bien posé, il faut utiliser une variante du Lemme 2.5.3,
où h et h∗ sont remplacés respectivement par hα et (h∗)α, avec α ∈ N∗. Puis le résultat suivant
est établi.

Théorème 4.5.1. Sous l'hypothèse :

∃σ0, σ1 > 0; ∀K ∈ Td, σ0 ≤ h∗K
|K| 12

≤ σ1,

le problème non linéaire (4.11) admet au moins une solution. L'unicité de la solution est assurée
sous l'hypothèse classique du Théorème 1.2.2.

Pour la démonstration de ce théorème, on réfère à [4].

4.6 Estimateur de modèle 2D-horizontal

De même que pour les modèles précédents, on véri�e dans cette partie que le modèle 2D-
horizontal satisfait les hypothèses émises pour les estimateurs d'erreur a posteriori, pour pouvoir
utiliser l'indicateur d'erreur entre le modèle 2D-horizontal discret et le modèle 3D.

Tout d'abord, le modèle 2D-horizontal est une approximation conforme du modèle 3D et
il s'écrit sous la forme (4.2). La coercivité de A0 (·, ·) a été montrée sur Ker2DHB avec une
constante indépendante de ∆t et la condition inf − sup a été donnée dans le Lemme (4.3.1).
Ainsi les hypothèses (1.25), (1.26) et (1.27) sont véri�ées. Concernant le problème discret, on a
X0

2DH,d ×M2DH,d ⊂ X0
2DH ×M2DH . Puis grâce au Théorème 4.5.1, les hypothèses (1.33) sont

satisfaites. On peut donc appliquer l'indicateur d'erreur dé�ni en (1.38) au modèle 2D-horizontal.
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On rappelle qu'on construit un domaine 3D Θ (1.35) à partir du domaine 2D-horizontal et que
l'indicateur d'erreur est dé�ni comme suit :

I (Θ)2 =
∑
K∈Td

(
1

∆t

∫
K

η2
1dΩ +

1
w2
K

∫
K

η2
2dΩ

)
+
∑
γ∈∂Td

1
w2
γ

∫
γ

η2
γdγ,

où Td est le maillage 3D du domaine Θ, composé de prismes triangulaires. Par conséquent les poids
w|K et w|γ s'écrivent pour le modèle 2D-horizontal :

wK =
√

1
ρK

+
1
h
, wγ =


√

h

ρK
+ 1 si γ ⊂ (ΘB ∪ΘS) ,√

1 +
ρK
h

ailleurs,

où ρK représente le diamètre de la maille K et où h représente la hauteur d'eau sur la maille K
(ou face γ).

On peut maintenant expliciter η1, η2 et ηγ pour le modèle 2D-horizontal. On obtient sur chaque
cellule K du maillage Td : ∫

K

η2
1dΩ =

∫
K

(divvH + V3)2
dΩ.

Puis il vient que :∫
K

η2
2dΩ =∫

K

( ρ

∆t
(u2DH − un2DH) + ρ (curlu2DH ∧ u2DH) + µcurl (curlu2DH)− ρf ∧ u2DH +∇p2DH − ρg

)2

dΩ,

avec :

u2DH − un2DH =

(
uH − unH

(uB − unB) + (z − ZB) (U3 − Un3 )

)
,

curlu2DH ∧ u2DH =

(
curluHu⊥H − (uB + (z − ZB)U3) (∇uB −∇ZBU3 + (z − ZB)∇U3)

uH · (∇uB −∇ZBU3 + (z − ZB)∇U3)

)
,

curl (curlu2DH) =

 − (curluH)⊥ +∇U3

curl
(

(∇uB −∇ZBU3 + (z − ZB)∇U3)⊥
) ,

f ∧ u2DH = fu⊥H ,

∇p2DH =

(
∇ (ZB + h)P + (ZB + h− z)∇P

0

)
.

En�n sur les bords on obtient :∫
γ

η2
γdγ = (µcurlu2DH ∧ n− p2DHn)2

dγ si γ ⊂ ΘS ∪ΘI ,



Chapitre 4. Modèle 2D-horizontal 94

avec, pour γ ⊂ ΘI :

curlu2DH ∧ n =

(
curluHn⊥H

(∇uB −∇ZBU3 + (z − ZB)∇U3) · nH

)
,

pour γ ⊂ ΘS :

curlu2DH ∧ n =

1√
1 + |∇ (ZB + h)|2

(
−curluH (∇ (ZB + h))⊥ − (∇uB −∇ZBU3 + (z − ZB)∇U3)

− (∇uB −∇ZBU3 + (z − ZB)∇U3) · ∇ (ZB + h)

)
,

puis : ∫
γ

η2
γdγ = (µcurlu2DH ∧ n− cBu2DH)2

dγ si γ ⊂ ΘB ,

avec dans ce cas :

curlu2DH ∧ n =
1√

1 + |∇ZB |2

(
curluH (∇ZB)⊥ + (∇uB −∇ZBU3 + (z − ZB)∇U3)

(∇uB −∇ZBU3 + (z − ZB)∇U3) · ∇ZB

)
.

Les normales sont dé�nies dans le paragraphe 1.3.3.

4.7 Résultats numériques

Pour tous les tests numériques, la viscosité est égale à µ = 10−3 et le terme de frottement au
fond est cB = 0, 1.

4.7.1 Test sur un canal à fond plat

On commence par tester le modèle 2D-horizontal sur un canal à fond plat. On rappelle que le
rayon de courbure r et le fond ZB sont nuls et la largeur constante (on prend L = 26 mètres). Le
canal a une longueur de 500 mètres. Le domaine est maillé avec Bamg (cf. Fig. 4.2). On prend le
pas de temps ∆t = 0, 2 s.

Fig. 4.2: Maillage 2D horizontal du canal (longueur : 500 mètres, largeur : 52 mètres)

On impose le débit q = 80 en amont et aval du canal. La hauteur d'eau initiale est de 4 mètres.
On commence par regarder la surface libre hb.

Surface libre hb :

t = 20s t = 38s
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t = 70s t = 90s

On obtient les résultats suivants pour la vitesse vH .

Vitesse vH :

t = 20s t = 38s

t = 70s t = 90s

D'un point de vue physique, on rappelle que la vitesse de déplacement de l'onde est de l'ordre
de v1±

√
gh mètres par secondes. Dans ce test, cette approximation donne 6, 6m/s. Or le domaine

a une longueur de 500 mètres. Ainsi les ondes arrivant de gauche et droite doivent se rencontrer
au bout de 37, 8 secondes environ. E�ectivement, on observe sur les �gures précédentes que c'est
bien le cas. On peut donc valider le test.

On regarde pour �nir les estimateurs d'erreur.

Estimateurs d'erreur :

t = 20s t = 38s

Les estimateurs d'erreur sont faibles et suivent le front de l'onde.
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4.7.2 Test sur un canal à fond irrégulier

On regarde dans ce paragraphe les résultats donnés par le modèle 2D-horizontal sur le test
2.7.2 e�ectué pour le modèle 1D. Le fond en 2D est représenté sur la �gure Fig. 4.3. On rappelle
que la largeur du �euve est de 80 mètres (L = 40) et la longueur de 800 mètres. Le domaine est
maillé avec Bamg.
On impose le débit q = 80 en amont et aval. La hauteur d'eau initiale est de 4 mètres. Le pas de
temps est ∆t = 0, 2 s.

Fig. 4.3: Fond irrégulier 2DH

On obtient les résultats suivants pour la surface libre hb.

Surface libre hb :

t = 20s t = 40s

t = 60s t = 80s

t = 100s t = 120s
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Puis on regarde la vitesse vH .

t = 20s t = 40s

t = 60s t = 80s

t = 100s t = 120s

On observe des accélérations au niveau des bosses, comme lors de la modélisation 1D. Cepen-
dant, la surface libre présente moins d'oscillations qu'en 1D.

On a�che ainsi les estimateurs d'erreur.

Estimateurs d'erreur, t = 120 s :

On remarque que les estimateurs sont toujours un peu plus élevés au niveau des bosses.
De plus avec ce modèle, on ne peut pas voir si des zones de recirculation apparaissent derrière les
bosses.
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4.7.3 Test sur un canal à largeur irrégulière

On peux maintenant tester le modèle 2D-horizontal sur un canal ayant une largeur irrégulière.
La géométrie du canal et son maillage sont donnés dans la �gure Fig. 4.4. La largeur du canal
varie entre 30 et 50 mètres (L = 15 à 25) et sa longueur est de 500 mètres. Le fond est plat et la
courbure nulle. Le domaine est maillé avec Bamg.
On impose le débit q = 50 en amont et en aval. La hauteur d'eau initiale est de 4 mètres. Le pas
de temps est ∆t = 0, 5 s.

Fig. 4.4: Maillage canal avec largeur irrégulière

On obtient les résultats suivants pour la surface libre hb.

Surface libre hb :

t = 20s t = 40s

t = 60s t = 80s

Puis on regarde la vitesse vH .

Vitesse vH :

t = 20s t = 40s
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t = 60s t = 80s

En�n on obtient les résultats suivants pour les estimateurs d'erreur.

Estimateurs d'erreur, t = 80 s :

On observe cette fois-ci que les estimateurs sont faibles. On peut en conclure que le modèle 2D-
horizontal est bien adapté sur des géométries à largeur variable.

4.7.4 Test avec un point de con�uence

On reprend dans ce paragraphe le test 2.7.5 e�ectué pour le modèle 1D. On rappelle que le
fond est plat et la largeur variable. Le maillage est divisé en nx = 345 intervalles. Les débits aux
bords d'entrée/sortie sont les mêmes qu'en 1D, tels que le �euve se remplisse par les deux branches
de gauche et se vide par les deux branches de droite. La hauteur d'eau initiale est de 4 mètres et
le pas de temps ∆t = 0, 2. Le domaine est maillé avec Bamg. On obtient le maillage sur la �gure
4.5.

Fig. 4.5: Maillage 2D con�uence
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On obtient les résultats suivants pour la surface libre hb.

Surface libre hb :

t = 15s t = 25s

t = 35s t = 50s

t = 75s t = 100s

Contrairement à la modélisation 1D, l'onde évolue correctement au niveau du premier point
de con�uence.
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On regarde maintenant le comportement de la vitesse vH .

Vitesse vH :

t = 15s t = 25s

t = 35s t = 50s

t = 75s t = 100s

On peut faire un zoom sur le premier point de con�uence :

t = 25s t = 75s
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Les vecteurs vitesse se propagent correctement dans les di�érentes branches du canal au niveau
de l'intersection.

On a�che les estimateurs d'erreur.

Estimateurs d'erreur :

t = 15s t = 75s

Les estimateurs d'erreur sont faibles et suivent le front de l'onde. Ils ne sont plus élevés au
niveau des poins de con�uence.

On peut remarquer que sur les branches du �euve, en dehors des points de con�uence, on
obtient des résultats identiques en 1D et 2D. Une modélisation 2D n'est donc pas nécessaire sur
tout le domaine. Il serait alors intéressant de coupler numériquement les modèles 1D et 2D, de
façon à modéliser seulement les points de con�uence en 2D.

4.7.5 Couplage numérique des modèles 1D et 2D-horizontal

On présente dans ce paragraphe le couplage numérique des modèles 1D et 2D-horizontal, sur
le �euve présentant des points de con�uence. Les zones de croisement sont modélisées en 2D et le
reste du domaine en 1D. On crée deux domaines au niveau des embranchements, que l'on maille
avec Bamg (cf. Fig 4.6).

Fig. 4.6: Maillage 2D des zones de con�uence

Le reste du domaine est maillé à partir de la géométrie 1D, comme sur la �gure Fig. 2.4. On
regarde quelques résultats obtenus pour la surface libre sur chaque domaine.
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Surface libre hb - modèle 1D :

t = 20s t = 30s t = 60s

Surface libre hb - modèle 2D-horizontal :

t = 20s t = 30s t = 60s

Si on couple numériquement les deux modèles, on obtient les résultats suivants.

Couplage numérique des deux modèles :

t = 20s t = 30s t = 60s

Puis on procède de manière similaire avec les vitesses.
Ainsi une modélisation 2D seulement sur les points de con�uence, couplée à une modélisation

1D sur tout le domaine, restitue une bonne solution sur tout le domaine.

Test réaliste

Pour �nir ce paragraphe on peut regarder un deuxième test où on couple les modèles 1D
et 2D-horizontal. Il s'agit ici d'un test réalisé avec des données réelles, sur le �euve l'Adour et
particulièrement autour de l'île de Broc. Le domaine a une longueur de 3000 mètres environ et est
représenté sur la �gure Fig. 4.7.

Fig. 4.7: île de Broc
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On obtient les résultats suivants pour la surface libre hb, à di�érents pas de temps.

Surface libre hb :

Puis on regarde la vitesse vH .

Vitesse vH :

4.7.6 Conclusion

Le modèle 2D-horizontal est très bien adapté sur des géométries à largeur variable, ainsi que
sur des géométries avec des points de con�uence. Par contre lorsque le fond est irrégulier, d'après
les résultats du chapitre précédent, le modèle 2D-vertical est plus adéquat.



Chapitre 5

Modèle 2.5D

Ce chapitre est consacré au modèle hydrodynamique 2.5D, ou quasi-3D, écrit dans la somme
des espaces 2D-horizontal et 2D-vertical. Il est en coordonnées curvilignes, basé sur les hypothèses
(H0) à (H5) de la section 1.3.

5.1 Espaces de projection

On se propose d'écrire un problème approché posé sur le domaine 3D ΩF (t), dé�ni en (1.15).
On choisit les sous-espaces de projection suivants :

M2.5D =
{
q; q (s, l, z) = (ZB + h− z) qH (s, l) + qV (s, z) ; qH ∈ L2 (ΣF ) , qV ∈ L2 (ωF )

}
,

X2.5D = {v; v (s, l, z) = VH (s, l, z) + VV (s, l, z) ;

VH (s, l, z) = ((1− lr) v1H (s, l) , v2H (s, l) , Z ′Bv1H (s, l) + (z − ZB)V3H (s, l))t ,

VV (s, l, z) =
(

(1− lr) v1V (s, z) ,
lL′

L
v1V (s, z) , v3V (s, z)

)t
,

((1− lr) v1H , v2H)t ∈ H (div, curl; ΣF ) , Z ′Bv1H ∈ H1 (ΣF ) , V3H ∈ H1 (ΣF ) ,

v2H (s, L) = L′v1H (s, L) , v2H (s,−L) = −L′v1H (s,−L),

VV ∈ X, v3V (s, ZB) = Z ′Bv1V (s, ZB)} ,
X0

2.5D = {v ∈ X2.5D; v1H = 0 sur ΣI et v1V = 0 sur ΥI} ,

où ωF représente le domaine 2D-vertical dé�ni en (1.16) et ΣF le domaine 2D-horizontal dé�ni en
(1.1).

Pour assurer l'unicité de la solution, on doit ajouter les hypothèses de compatibilité suivantes :

v1V (s, ZB + h) = v1H (s, 0) , v3V (s, ZB + h) = hV3H (s, 0) et qV (s, ZB) = hqH (s, 0) .

Pour alléger l'écriture, on pose :

vH (s, l) = ((1− lr) v1H , v2H)t , vV (s, z) = (v1V , v3V )t .

105
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En�n on introduit les espaces X∗2.5D et M∗2DH suivants :

M∗2.5D =
{
q; q (s, l, z) = pS + (ZB + h− z) qH(s, l) + qV (s, z) ; qH ∈ L2 (ΣF ) , qV ∈ L2 (ωF )

}
,

X∗2.5D = {v ∈ X2.5D; v1H = kH sur ΣI et v1V = kV sur ΥI} .

où kH = kH (s, l), respectivement kV = kV (s, z), sont des approximations de k (s, l, z) sur ΣI ,
respectivement ΥI .

Ce choix de sous-espaces garantit une approximation conforme par rapport au modèle initial
3D. On a le résultat suivant.

Proposition 5.1.1. X0
2.5D est un sous-espace de X0 et M2.5D un sous-espace de M.

Preuve. Soit v ∈ X0
2.5D. Grâce à l'hypothèse τ ⊥ ΓI , il vient sur ΓI que :

v · n = (1− lr) (v1H + v1V ) = 0.

Puis un vecteur normal extérieur à la surface z = ZB(s), dans la base locale {τ ,ν, e3}, est donné
par (Z ′B , 0,−(1− lr)). On obtient au fond :

v · n = (1− lr) (v1H + v1V )Z ′B − (1− lr) (Z ′Bv1H + Z ′Bv1V ) = 0.

Sur les berges décrites par l = L (s), respectivement l = −L (s), un vecteur normal extérieur est
(−L′, 1− Lr, 0), respectivement (L′, 1 + Lr, 0). Il s'ensuit que :

v · n = −L′ (1− Lr) (v1H + v1V ) + (1− Lr) (L′v1H + L′v1V ) = 0,

respectivement :

v · n = L′ (1 + Lr) (v1H + v1V ) + (1 + Lr) (−L′v1H − L′v1V ) = 0.

On en conclut que v · n = 0 sur ΓB ∪ ΓI .

De plus, si v ∈ X2.5D alors v ∈ X. En e�et, v = VH (s, l, z) + VV (s, l, z) avec VV ∈ X. Ainsi
il su�t de prouver que VH ∈ X. Au fond, on a :∫

ΓB

V2
Hdγ =

∫
ΣF

VH (s, l, ZB)2
√

(Z ′B)2 + (1− lr)2
dlds ≤ c

∫
ΣF

(
v2
H + (Z ′Bv1H)2

)
dlds <∞,

tandis que sur les berges on obtient :∫
ΓB

V2
Hdγ =

∫
ΣF

VH (s, L, z)2
√

(L′)2 + (1− Lr)2
ds

≤ c

∫
ΣF

h

{
v2
H +

(
Z ′Bv1H +

h

2
V3H

)2

+
h2

12
V 2

3H

}
ds <∞,

respectivement :∫
ΓB

V2
Hdγ =

∫
ΣF

VH (s,−L, z)2
√

(L′)2 + (1 + Lr)2
ds

≤ c

∫
ΣF

h

{
v2
H +

(
Z ′Bv1H +

h

2
V3H

)2

+
h2

12
V 2

3H

}
ds <∞.
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En�n il s'ensuit que :∫
ΩF

|VH |2 dΩ =
∫

ΣF

h (1− lr)
{

v2
H +

(
Z ′Bv1H +

h

2
V3H

)2

+
h2

12
V 2

3H

}
dlds,∫

ΩF

|curlVH |2 dΩ =
∫

ΣF

h (1− lr)
{

(curlvH)2 +
(∇ (Z ′Bv1H) + h

2∇V3H

)2}
dlds,∫

ΩF

|divVH |2 dΩ =
∫

ΣF

h (1− lr) (divvH + V3H)2
dlds,

Par conséquent, X0
2.5D ⊂ X0.

Soit q ∈ M2.5D ; alors q = (ZB + h− z) qH + qV . On a :∫
ΩF

q2
V dΩ = 2

∫
ωF

Lq2
V dzds ≤ c

∫
ωF

q2
V dzds,∫

ΩF

(ZB + h− z)2
q2
H dΩ =

∫
ΣF

h3

3
(1− lr) q2

Hdlds ≤ c
∫

ΣF

q2
Hdlds.

D'où M2.5D ⊂ M.

�

Équation de la surface libre

De même que pour les modèles 1D et 2D-vertical, l'équation de la surface libre est déduite de
l'équation (1.24) en prenant la vitesse du �uide U dans X2.5D. On obtient :

∂h

∂t
+ (u1H + u1V ) (h+ ZB)′ − (Z ′Bu1H + hU3H + u3V ) = 0,

soit :
∂h

∂t
+ h′u1H + (h+ ZB)′ u1V = hU3H + u3V pour z = ZB + h,

avec une condition initiale. Après une discrétisation en temps, on résout à chaque pas de temps
tn+1 :

h− hn
∆t

+ h′un1H + (ZB + h)′ un1V − hUn3H − un3V = 0 pour z = ZB + h.

Formulation faible

Une fois h calculé, on peut dé�nir le domaine de calcul ΩF par h > 0. On considère la formula-
tion variationnelle correspondant au modèle hydrodynamique 2.5D discrétisé en temps, à chaque
pas de temps tn+1 :

Trouver (u2.5D, p2.5D) ∈ X∗2.5D ×M∗2.5D
∀v ∈ X0

2.5D, A (u2.5D; u2.5D,v) +B (p2.5D,v) = Fn2.5D (v)

∀q ∈ M2.5D, B (q,u2.5D) = 0

(5.1)

avec :

u2.5D =


(1− lr) (u1H + u1V )

u2H +
lL′

L
u1V

Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H + u3V

 , p2.5D = (ZB + h− z) pH + pV .
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Le terme de droite Fn2.5D (·) est obtenu en remplaçant un par un2.5D dans Fn (·). Les inconnues
de (5.1) sont u1H (s, l), u2H (s, l), U3H (s, l), pH (s, l) sur le domaine ΣF et u1V (s, z), u3V (s, z),
pV (s, z) sur le domaine ωF .

5.2 Le problème aux limites

On explicite maintenant les expressions de A (·; ·, ·), B (·, ·) et Fn2.5D (·) sur les nouveaux espaces
de projection X0

2.5D et M2.5D. Les expressions de gradv, divv et curlv, pour v ∈ X0
2.5D sont

données en annexe (D.1). Pour alléger l'écriture, on introduit la notation, pour toute fonction
f (s, l) :

∇Hf =
(

1
1− lr ∂sf, ∂lf

)t
.

Toujours dans le souci de simpli�er les notations, on pose :

u3H = Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H .

En�n, on rappelle que les coe�cients D1, D2, D3, D4 et D5 sont dé�nis au paragraphe 1.3.3.

Soient q ∈ M2.5D, u,v ∈ X0
2.5D. Le détail des calculs est donné en annexe (D.2).

Forme bilinéaire B (·, ·)

B (q,v) = −
∫
ωF

2qV div (LvV ) dzds−
∫

ΣF

h2

2
qH (1− lr) (divvH + V3H) dlds

−
∫

ΩF

(1− lr) qV (divvH + V3H) dzdlds

−
∫

ΩF

(1− lr) (ZB + h− z) qH
(

1
L

div (LvV )− l (Lr)′

L (1− lr)v1V

)
dzdlds.

Forme linéaire A0 (·, ·)
On rappelle que la forme linéaire A0 (·, ·) s'écrit :

A0 (u,v) =
∫

ΩF

ρ

∆t
u · v dΩ +

∫
ΩF

µcurlu · curlv dΩ +
∫

ΓB

cBu · v dγ −
∫

ΩF

ρ (f ∧ u) · v dΩ

+λ
∫

ΩF

divudivv dΩ, λ ≥ 0.

On précise ci-après chaque terme de A0 (·, ·).∫
ΩF

ρ

∆t
u · vdΩ =

∫
ωF

2ρL
∆t
{(1 +D2)u1V v1V + u3V v3V } dzds

+
∫

ΣF

ρh

∆t
(1− lr)

(
uH · vH +

(
Z ′Bu1H +

h

2
U3H

)(
Z ′Bv1H +

h

2
V3H

)
+
h2

12
U3HV3H

)
dlds

+
∫

ΩF

ρ

∆t
(1− lr)

{
(1− lr)2 (u1V v1H + u1Hv1V ) +

lL′

L
(u1V v2H + u2Hv1V ) + u3V v3H + u3Hv3V

}
dzdlds,
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puis :

∫
ΩF

µcurlu · curlv dΩ =

∫
ωF

µ
{

2L
(
curluV curlvV +D2∂zu1V ∂zv1V + 4r2u1V v1V

)
+ D1

(
∂su3V ∂sv3V +

1
r2
∂s

(
L′

L
u1

)
∂s

(
L′

L
v1

))}
dzds

+
∫

ΣF

µ (1− lr)h
{
h2

12
∇HU3H · ∇HV3H + curluHcurlvH

+
(
∇H (Z ′Bu1H) +

h

2
∇HU3H − U3H∇HZB

)
·
(
∇H (Z ′Bv1H) +

h

2
∇HV3H − V3H∇HZB

)}
dlds

+
∫

ΩF

µ (1− lr)
{
− lL

′

L
(∂zu1V ∂lv3H + ∂lu3H∂zv1V )

+∂su3H

(
1

(1− lr)2 ∂sv3V − ∂zv1V

)
+

(
1

(1− lr)2 ∂su3V − ∂zu1V

)
∂sv3H

+
(

l

1− lr ∂s
(
L′

L
u1V

)
+ 2ru1V

)
curlvH + curluH

(
l

1− lr ∂s
(
L′

L
v1V

)
+ 2rv1V

)}
dzdlds.

Ensuite, il vient que :

∫
ΩF

ρ (f ∧ u) · vdΩ =
∫

ΣF

ρfh (1− lr)2 u⊥H · vHdlds

+
∫

ΩF

ρf (1− lr)2

{
lL′

L
(u1Hv1V − u1V v1H) + u1V v2H − u2Hv1V

}
dzdlds,

et si λ > 0 :

λ

∫
ΩF

divudivv dΩ = λ

∫
ωF

{
2
L
div (LuV ) div (LvV ) +

D1

r2

(
(Lr)′

L

)2

u1V v1V

}
dzds

+λ
∫

ΣF

h (1− lr) (divuH + U3H) (divvH + V3H) dlds

+λ
∫

ΩF

(1− lr)
{

(divuH + U3H)
(

1
L
div (LvV )− l (Lr)′

L (1− lr)v1V

)

+
(

1
L
div (LuV )− l (Lr)′

L (1− lr)u1V

)
(divvH + V3H)

}
dzdlds.
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Pour le terme de bord sur ΓB , on obtient :

∫
ΓB

cBu · vdγ =

∫
I

cBu1V v1V

{∫ L

−L

(
(1− lr)2 +

(
lL′

L

)2

+ (Z ′B)2

)√
(1− lr)2 + (Z ′B)2 dl

}
ds

+
∫

ΣF

cB

{(
uH · vH + (Z ′B)2

u1Hv1H

)
+
(

(1− lr)2 + (Z ′B)2
)

(u1V (s, ZB) v1H + u1Hv1V (s, ZB))

+
lL′

L
(u1V (s, ZB) v2H + u2Hv1V (s, ZB))

}√
(1− lr)2 + (Z ′B)2dlds

+
∫
ωF

cB
{(

(1− Lr)2 + (L′)2
)
u1V v1V + u3V v3V

}√
(1− Lr)2 + (L′)2 dzds

+
∫
I

cBh

{(
(1− Lr)2 + (L′)2

)
u1Hv1H +

(
Z ′Bu1H +

h

2
U3H

)(
Z ′Bv1H +

h

2
V3H

)

+
h2

12
U3HV3H

}√
(1− Lr)2 + (L′)2 ds

+
∫
ωF

cB
{(

(1− Lr)2 + (L′)2
)

(u1V v1H (s, L) + u1H (s, L) v1V )

+u3V (Z ′Bv1H (s, L) + (z − ZB)V3H (s, L))

+ (Z ′Bu1H (s, L) + (z − ZB)U3H (s, L)) v3V }
√

(1− Lr)2 + (L′)2 dzds

+
∫
ωF

cB
{(

(1 + Lr)2 + (L′)2
)
u1V v1V + u3V v3V

}√
(1 + Lr)2 + (L′)2 dzds

+
∫
I

cBh

{(
(1 + Lr)2 + (L′)2

)
u1Hv1H +

(
Z ′Bu1H +

h

2
U3H

)(
Z ′Bv1H +

h

2
V3H

)

+
h2

12
U3HV3H

}√
(1− Lr)2 + (L′)2 ds

+
∫
ωF

cB
{(

(1 + Lr)2 + (L′)2
)

(u1V v1H (s,−L) + u1H (s,−L) v1V )

+u3V (Z ′Bv1H (s,−L) + (z − ZB)V3H (s,−L))

+ (Z ′Bu1H (s,−L) + (z − ZB)U3H (s,−L)) v3V }
√

(1 + Lr)2 + (L′)2 dzds.
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Forme non-linéaire A1 (·; ·, ·)
La forme non-linéaire s'écrit :

A1 (u; u,v) =∫
ωF

2ρL (curluV −D2 ∂zu1) u⊥V · vV dzds

+
∫

ΣF

ρ (1− lr)h
{(

curluHu⊥H −
(
Z ′Bu1H +

h

2
U3H

)(
∇H (Z ′Bu1H) +

h

2
∇HU3H − U3H∇HZB

))
· vH

+uH ·
(
∇H (Z ′Bu1H) +

h

2
∇HU3H − U3H∇HZB

)(
Z ′Bv1H +

h

2
V3H

)

+
h2

12
uH · ∇HU3HV3H − h2

12
U3H∇HU3H · vH

}
dlds

+
∫

ΩF

ρ (1− lr)
{(

∂su3H +
lL′

L
∂lu3H

)(
u⊥V · vV + u1V v3H − u3Hv1V

)
+ (∇Hu3H) · (uHv3V − u3V vH)

+

(
∂zu1V

(
(1− lr)2 +

(
lL′

L

)2
)
− ∂su3V

)
(u3Hv1V − u1V v3H)

+
(
∂zu1V (1− lr)2 − ∂su3V

)
(u3Hv1H − u1Hv3H) +

(
∂zu1V (1− lr)2 − ∂su3V

)
(u3V v1H − u1Hv3V )

+
lL′

L
∂zu1V (u3Hv2H − u2Hv3H) +

lL′

L
∂zu1V (u3V v2H − u2Hv3V )

−curluH (1− lr)
(
u2Hv1V − u1V v2H +

lL′

L
(u1V v1H − u1Hv1V )

)}
dzdlds.

Terme de droite Fn2.5D(·)
En�n concernant le terme de droite Fn2.5D(.) sur X0

2.5D, il s'ensuit que :∫
ΩF

ρ

(
1

∆t
un + g

)
· v dΩ =

∫
ωF

2ρL
∆t
{(1 +D2)un1V v1V + un3V v3V } dzds

+
∫

ΣF

ρh

∆t

{(
unH · vH +

(
Z ′Bu

n
1H +

h

2
Un3H

)(
Z ′Bv1H +

h

2
V3H

)
+
h2

12
Un3HV3H

)}
dlds

+
∫

ΩF

ρ

∆t
(1− lr)

{
(1− lr)2 (un1V v1H + un1Hv1V ) +

lL′

L
(un1V v2H + un2Hv1V ) + un3V v3H + un3Hv3V

}
dzdlds

−
∫
ωF

2ρLgv3V dzds−
∫

ΣF

ρhg (1− lr)
(
Z ′Bv1H +

h

2
V3H

)
dlds.
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Pour les termes de bord, on obtient sur la surface ; soit v ∈ L2 (∂ΩF ) :∫
ΓS

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ −
∫

ΓS

pSv · n dγ =

∫
ΓS

{(1− lr) v1Hw1 + v2Hw2 + (Z ′Bv1H + hV3H)w3}
√

(1− lr)2 + (Z ′B + h′)2 dlds

+
∫

ΓS

{
(1− lr) v1V w1 +

lL′

L
v1V w2 + v3V w3

}√
(1− lr)2 + (Z ′B + h′)2 dlds

−
∫

ΓS

pS (1− lr){− (ZB + h)′ (v1H + v1V ) + Z ′Bv1H + hV3H + v3V

}
dlds.

On rappelle que sur les bords ΓB ∪ ΓI , v · n = 0. Ainsi il reste seulement, pour s = s0 et s = s1 :∫
ΓI

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ =
∫

ΓI

{(1− lr) v1Hw1 + v2Hw2 + (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H)w3} dzdl

+
∫

ΓI

{
(1− lr) v1V w1 +

lL′

L
v1V w2 + v3V w3

}
dzdl

Or v1H = v1V = 0 sur ΓI , d'où :∫
ΓI

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ =
∫

ΓI

{v2Hw2 + ((z − ZB)V3H + v3V )w3} dzdl.

5.3 Analyse du problème faible

5.3.1 Régularité des fonctions-test

On rappelle qu'on a choisi les fonctions-test v associées à la vitesse de la forme suivante, dans
la base locale {τ ,ν, e3} :

v (s, l, z) =

 (1− lr) (v1H + v1V )

v2H +
lL′

L
v1V

Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H + v3V

 .

Pour montrer que X2.5D est un sous-espace de X, on doit véri�er que ∀v ∈ X2.5D, v ∈ X. Or
v = VH +VV et on a montré précédemment que VH ∈ X. Ainsi il su�t de montrer que VV ∈ X.
Ceci a été prouvé dans le paragraphe 3.3.1 du chapitre 3 sous la condition vV ∈ H1 (ωF ).

5.3.2 Existence et unicité

L'existence et l'unicité de la solution du problème faible non linéaire (5.1) est à nouveau
basée sur les théorèmes de Brouwer et de Babuska-Brezzi pour les formulations mixtes, suivant la
démonstration faite pour la formulation faible en 3D. On admet les deux lemmes suivants.
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Lemme 5.3.1. Soit :

Ker2.5DB =
{
v ∈ X0

2.5D; B (q,v) = 0, ∀q ∈ M2.5D

}
={

v ∈ X0
2.5D;

∫
ΩF

(1− lr) ((ZB + h− z) qH + qV )
(
divvH + V3H + 1

Ldiv (LvV )− l(Lr)′

L(1−lr)v1V

)
= 0 ∀q ∈ M2.5D

}
.

Alors la forme non linéaire A (·; ·, ·) = A1 (·; ·, ·) +A0 (·, ·) véri�e :

1. A (v; v,v) ≥ C ‖v‖2X , ∀v ∈ Ker2.5DB,

2. A1 (·; ·, ·) est séquentiellement faiblement continue sur Ker2.5DB, pour tout v ∈ Ker2.5DB.

Remarque. On rappelle que A (v; v,v) = 0 et que :

A0 (v,v) ≥ c
( ρ

∆t
‖v‖20,ΩF

+ µ ‖curlv‖20,ΩF
+ cB ‖v‖20,ΓB

+ λ ‖divv‖20,ΩF

)
.

Si λ > 0, la coercivité de A0 (·, ·) est immédiate :

A0 (v,v) ≥ C ‖v‖2X , ∀v ∈ Ker2DVB,

avec C = min {ρ, µ, cB , λ}.
Si λ = 0, la démonstration est plus technique.

On admet ensuite que la condition inf − sup est véri�ée.

Lemme 5.3.2. Il existe une constante c, telle que :

inf
q∈M2.5D

sup
v∈X0

2.5D

B (q,v, )
‖v‖X ‖q‖M

≥ c. (5.2)

5.4 Approximation par éléments �nis

Soit THd un maillage régulier du domaine ΣF , composé de quadrangles KH tels que :

ΣF =
⋃

KH∈THd

KH ,

et TV d un maillage régulier du domaine ωF , composé de quadrangles KV tels que :

ωF =
⋃

KV ∈TV d

KV .

Puis on construit un maillage 3D du domaine ΩF à partir de ces deux maillages. On rappelle
que le domaine 2D ΣF dé�nit la surface du domaine 3D ΩF et que le domaine 2D ωF dé�nit le
plan médian longitudinal du domaine 3D ΩF . On obtient un maillage composé d'hexaèdres. La
�gure 5.1 représente le couplage des deux maillages, à partir du domaine ΣF tracé en rouge et du
domaine ωF tracé en bleu.
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Fig. 5.1: Couplage des deux maillages 2D :
le domaine ΣF est en rouge et le domaine ωF est en bleu.

Les maillages sont construits à l'aide de la bibliothèque Libmesh. De même que pour le modèle
2D-vertical, on doit re-mailler le domaine à chaque pas de temps, en fonction de la hauteur d'eau h.

Calcul de la surface libre

On commence par regarder l'équation de la surface libre. Il faut la résoudre seulement sur
les points à la surface du domaine, c'est à dire sur ΣF . On rappelle qu'après la discrétisation en
temps, l'équation en h est donnée par :

h− hn
∆t

+ h′un1H + (ZB + h)′ un1V − hUn3H − un3V = 0 pour z = ZB + h.

La discrétisation en espace est e�ectuée par une méthode de volumes �nis. La hauteur d'eau h est
approchée par une fonction continue a�ne sur chaque élément KH de THd (h est Q1 par élément).
Par conséquent, il su�t de reprendre la méthode utilisée dans le modèle 2D-horizontal et d'injecter
la vitesse obtenue avec le modèle 2.5D dans l'équation (4.10).

Calcul de la vitesse et de la pression approchées

Une fois la hauteur d'eau calculée, on s'intéresse au problème faible discrétisé en temps (5.1).
On introduit les espaces de dimension �nie X2.5D,d et M2.5D,d suivants :

M2.5D,d =
{
q ∈ M2.5D; qV ∈ H1 (ωF ) , qH ∈ H1 (ΣF ) ;

(qV )|KV
∈ Q1 (KV ) , ∀KV ∈ TVd

, et (qH)|KH
∈ Q1 (KH) , ∀KH ∈ THd

}
.

X2.5D,d =
{

v ∈ X2.5D; (v1V , v3V )t ∈ H1 (ωF ) , (v1H , v2H , V3H)t ∈ H1 (ΣF ) ;

(v1V )|KV
, (v3V )|KV

∈ Q1 (KV ) , ∀KV ∈ TV d,
(v1H)|KH

, (v2H)|KH
, (V3H)KH

∈ Q1 (KH) , ∀KH ∈ THd
}
.

On pose également :

X0
2.5D,d = {v ∈ X2.5D,d; v1H = 0 sur ΣI et v1V = 0 sur ΥI} ⊂ X0

2.5D,

X∗2.5D,d = {v ∈ X2.5D,d; v1H = kH,d sur ΣI et v1V = kV,d sur ΥI} ,

où kH,d est une approximation Q1−continue de kH sur ΣI et kV,d une approximation Q1−continue
de kV sur ΥI .



Approximation par éléments �nis 115

On résout à chaque pas de temps le problème discret suivant :
Trouver (u2.5D,d, p2.5D,d) ∈ X∗2.5D,d ×M∗2.5D,d
∀v ∈ X0

2.5D,d, A (u2.5D,d; u2.5D,d,v) +B (p2.5D,d,v) = Fn2.5D,d (v)

∀q ∈ M2.5D,d, B (q,u2.5D,d) = 0,

(5.3)

où Fn2.5D,d (·) est obtenu à partir de Fn2.5D (·) en remplaçant un2.5D par un2.5D,d.

Assemblage du système

Il n'est pas inutile de donner quelques précisions sur l'assemblage. En e�et, on ne fait pas un
assemblage en 3D mais deux assemblages en 2D : l'un sur le maillage horizontal, le deuxième sur
le maillage vertical. Pour cela, dans l'espace discret X2.5D,d, on distingue les fonctions de base
{ϕiH}i=1,...,4, associées aux inconnues horizontales et les fonctions de base {ϕiV }i=1,...,3, associées
aux inconnues verticales. Puis on suppose que {ϕiH}i=1,...,4 sont constantes sur la hauteur z et
{ϕiV }i=1,...,3 sont constantes sur la largeur l (cf. Fig. 5.2). Par conséquent, à chaque élément KH

du maillage THd, on couple tous les degrés de liberté de la colonne verticale, tandis qu'à chaque
élément KV du maillage TV d, on couple tous les degrés de liberté de la colonne horizontale.

Fig. 5.2: Fonctions de base

(a) Fonctions de bases associées aux inconnues verticales

(b) Fonctions de bases associées aux inconnues horizontales

D'après les résultats numériques obtenus, ce choix d'espaces de dimension �nie
X0

2.5D,d ×M2.5D,d permet de véri�er la condition inf − sup discrète.

Remarque. Compte tenu de la complexité de la forme bilinéaire B (·, ·), on n'a pu obtenir de
résultat de LBB-stabilité pour les couples d'éléments �nis utilisés usuellement dans le problème
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de Stokes. Il est connu que le couple Q1/Q1 n'est pas LBB-stable pour Stokes. Toutefois, pour ce
modèle et dans les cas tests réalisés, ce couple d'éléments �nis donne des résultats corrects.

5.5 Estimateur de modèle 2.5D

De même que pour les modèles précédents, on véri�e dans cette partie que le modèle 2.5D
véri�e les hypothèses émises pour les estimateurs d'erreur a posteriori, pour pouvoir utiliser l'in-
dicateur d'erreur entre le modèle 2.5D discret et le modèle 3D.

Tout d'abord, le modèle 2.5D est une approximation conforme du modèle 3D et il s'écrit sous
la forme (5.1). On a admis la coercivité de A0 (·, ·) sur Ker2.5DB ainsi que la condition inf − sup.
Ainsi les hypothèses (1.25), (1.26) et (1.27) sont véri�ées. Concernant le problème discret, on
a X0

2.5D,d ×M2.5D,d ⊂ X0
2.5D ×M2.5D. De plus, sur les tests numériques réalisés, le modèle est

resté stable. Ainsi on admet que le problème discret est bien posé. Par conséquent les hypothèses
(1.33) sont satisfaites. On peut donc appliquer l'indicateur d'erreur dé�ni en (1.38) au modèle 2.5D.

L'indicateur d'erreur est dé�ni sur le domaine 3D Θ, comme suit :

I (Θ)2 =
∑
K∈Td

(
1

∆t

∫
K

η2
1dΩ +

1
w2
K

∫
K

η2
2dΩ

)
+
∑
γ∈∂Td

1
w2
γ

∫
γ

η2
γdγ,

où Td est le maillage 3D du domaine Θ, composé d'hexaèdres. Par conséquent les poids w|K et
w|γ s'écrivent pour le modèle 2.5D :

wK =

√
1

∆s
+

1
∆l

+
1

∆z
, wγ =


√

∆z
∆s

+
∆z
∆l

+ 1 si γ ⊂ (ΘB ∪ΘS) ,√
1 +

∆s
∆l

+
∆s
∆z

ailleurs,

où ∆s, ∆l et ∆z représentent la longueur, la largeur et la hauteur de la maille K (ou face γ).

On peut maintenant expliciter η1, η2 et ηγ pour le modèle 2.5D. Pour alléger l'écriture, on
garde la notation u3H = Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H . On obtient sur chaque cellule K du maillage Td :∫

K

η2
1dΩ =

∫
K

(
divvH + V3H +

1
L
div (LvV )− l (Lr)′

L (1− lr)v1V

)2

dΩ.

Puis il vient que :∫
K

η2
2dΩ =∫

K

( ρ

∆t
(u2.5D − un2.5D) + ρ (curlu2.5D ∧ u2.5D) + µcurl (curlu2.5D)− ρf ∧ u2.5D +∇p2.5D − ρg

)2

dΩ,

avec :

u2.5D − un2.5D =


(1− lr) (u1H − un1H + u1V − un1V )

u2H − un2H +
lL′

L
u1V − lL′

L
u1V

u3H − un3H + u3V − un3V

 ,

puis :

curlu2.5D ∧ u2.5D = curlUH ∧UH + curlUH ∧UV + curlUV ∧UH + curlUV ∧UV ,
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où :

curlUH ∧UH =


− 1

1− lr u3H∂su3H − curluHu2H

(1− lr)u1HcurluH − u3H∂lu3H

u2H∂lu3H + u1H∂su3H

 ,

curlUH ∧UV =


− 1

1− lr u3V ∂su3H − lL′

L
u1V curluH

(1− lr)u1V curluH − u3V ∂lu3H

lL′

L
u1V ∂lu3H + u1V ∂su3H

 ,

curlUV ∧UH =


u3H

(
(1− lr) ∂zu1V − 1

1− lr ∂su3V

)
− u2H

(
l

1− lr ∂s
(
L′

L
u1V

)
+ 2ru1V

)
(1− lr)u1H

(
l

1− lr ∂s
(
L′

L
u1V

)
+ 2ru1V

)
+
lL′

L
∂zu1V u3H

− lL
′

L
u2H∂zu1V − (1− lr)u1H

(
(1− lr) ∂zu1V − 1

1− lr ∂su3V

)

 ,

curlUV ∧UV =


u3V

(
(1− lr) ∂zu1V − 1

1− lr ∂su3V

)
− L′

L
u1V

(
l

1− lr ∂s
(
L′

L
u1V

)
+ 2ru1V

)
(1− lr)u1V

(
l

1− lr ∂s
(
L′

L
u1V

)
+ 2ru1V

)
+
lL′

L
∂zu1V u3V

−
(
lL′

L

)2

u1V ∂zu1V − (1− lr)u1V

(
(1− lr) ∂zu1V − 1

1− lr ∂su3V

)

 .

Puis il vient que :

curl (curlu2.5D) = curl (curlUH) + curl (curlUV ) ,

avec :

curl (curlUH) =


∂lcurluH

− 1
1− lr ∂scurluH

− 1
1− lr ∂s

(
1

1− lr ∂su3H

)
− ∂llu3H

,

curl (curlUV ) =



1
(1− lr)2 ∂s

(
L′

L
u1V

)
− (1− lr) ∂zzu1V +

1
1− lr ∂z∂su3

− lL
′

L
∂zzu1V − 1

1− lr ∂s
(

l

1− lr ∂s
(
L′

L
u1

)
+ 2ru1V

)
1

1− lr ∂s
(

(1− lr) ∂zu1 − 1
1− lr ∂su3

)
+
L′

L
∂zu1

.

En�n :

f ∧ u2.5D =


−f
(
u2H +

lL′

L
u1V

)
f (1− lr) (u1V + u1H)

0

 ,

et

∇p2.5D =


1

1− lr
(
∂spV + (ZB + h)′ pH + (ZB + h− z) ∂spH

)
(ZB + h− z) ∂lpH

∂zpV − pH

 .
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Sur les bords on obtient :∫
γ

η2
γdγ = (µcurlu2.5D ∧ n− p2.5Dn)2

dγ si γ ⊂ ΘS ∪ΘI ,

avec, pour γ ⊂ ΘI :

curlUH ∧ n =


0

curluH
1

1− lr ∂su3H

 et curlUV ∧ n =


0

l

1− lr ∂s
(
L′

L
u1V

)
+ 2ru1V

− (1− lr) ∂zu1V +
1

1− lr ∂su3V

 ,

pour γ ⊂ ΘS :

curlUH ∧ n =

1√
(1− lr)2 + (Z ′B + h′)2


−∂su3H

− (ZB + h)′ curluH − (1− lr) ∂lu3H

− 1
1− lr (ZB + h)′ ∂su3H

 ,

et

curlUV ∧ n =

1√
(1− lr)2 + (Z ′B + h′)2


(1− lr)2

∂zu1V − ∂su3V

− (ZB + h)′
(

l

1− lr ∂s
(
L′

L
u1V

)
+ 2ru1V

)
+ (1− lr) lL

′

L
∂zu1V

(ZB + h)′
(

(1− lr) ∂zu1V − 1
1− lr ∂su3V

)
 .

Puis : ∫
γ

η2
γdγ = (µcurlu2.5D ∧ n− cBu2.5D)2

dγ si γ ⊂ ΘB ,

avec dans ce cas :

curlUH ∧ n =
1√

(1− lr)2 + (Z ′B)2


∂su3H

Z ′BcurluH + (1− lr) ∂lu3H

1
1− lrZ

′
B∂su3H

 ,

et

curlUV ∧ n =
1√

(1− lr)2 + (Z ′B)2


− (1− lr)2

∂zu1V + ∂su3V

Z ′B
(

l
1−lr∂s

(
L′
L u1V

)
+ 2ru1V

)
− (1− lr) lL′L ∂zu1V

−Z ′B
(

(1− lr) ∂zu1V − 1
1− lr ∂su3V

)
 .

Les normales sont dé�nies dans le paragraphe 1.3.3.
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5.6 Résultats numériques

Pour tous les tests numériques, la viscosité est égale à µ = 10−3 et le terme de frottement au
fond est cB = 0, 1.

5.6.1 Test sur un canal à fond et largeur irréguliers

On teste dans ce paragraphe le modèle 2.5D sur un canal d'une longueur de 500 mètres avec
une largeur et un fond irréguliers. La géométrie est donnée sur la �gure Fig. 5.3. La hauteur d'eau
initiale est de 5 mètres. On impose le même débit q = 125 en amont et en aval du canal. On prend
le pas de temps ∆t = 0, 2 s et nx = 200, nl = 20 et nz = 5. On obtient ainsi un maillage composé
de 20000 éléments (cf. Fig. 5.3).

Toutes les �gures sont dilatées de 8 en hauteur et de 2 en largeur.

Fig. 5.3: Géométrie

(a) Plan horizontal (b) Plan vertical

(c) Domaine 3D

On obtient les résultats suivants pour les lignes de courant.

Lignes de courant :

t = 20s t = 40s

t = 70s t = 100s
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Puis on regarde les estimateurs d'erreur.

Estimateurs d'erreur :

t = 20s t = 40s

t = 70s t = 100s

Les estimateurs d'erreur sont élevés seulement au niveau du front de l'onde. On peut en conclure
que les résultats sont satisfaisants sur ce test.

On a�che ensuite la pression.

Pression à t = 100 s :

La pression est proche de la pression hydrostatique.
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5.6.2 Convergence du maillage et du pas de temps

On teste dans ce paragraphe la stabilité du modèle par convergence du maillage et du pas de
temps, sur la géométrie du test précédent.

On obtient les résultats suivants pour les lignes de courant.

Lignes de courant :

nx = 40, nl = 4, nz = 2, ∆t = 0.4 s nx = 80, nl = 8, nz = 4 ∆t = 0.2 s

nx = 160, nl = 16, nz = 8 ∆t = 0.1 s nx = 320, nl = 32, nz = 16, ∆t = 0.05 s

Les résultats restent stables.
On s'intéresse maintenant à l'ordre de convergence de l'erreur. D'après le Théorème 1.4.7,

l'erreur sur toute solution approchée est majorée par les indicateurs d'erreur. En se référant aux
travaux de Bergam, Bernardi et Mghazli [8], on majore dans ce paragraphe l'erreur E de la manière
suivante :

E ≤ c
 tN∑
m=t1

∆t

∑
K∈Td

(
1

∆t

∫
K

η2
1dΩ +

1
w2
K

∫
K

η2
2dΩ

)
+
∑
γ∈∂Td

1
w2
γ

∫
γ

η2
γdγ


 1

2

,

sur un intervalle de temps [t1, tN ], avec le pas de temps ∆t, et où les résidus η1, η2 et ηγ sont
dé�nis dans la section 5.5.
On obtient les résultats suivants sur l'intervalle de temps T = [5 s, 40 s] :

Nombre d'éléments (nx× nl × nz) et Pas de temps ∆t Erreur E

Nelem = 20× 2× 1 et ∆t = 0, 8 s 164,833

Nelem = 40× 4× 2 et ∆t = 0, 4 s 81,7593

Nelem = 80× 8× 4 et ∆t = 0, 2 s 35,3087

Nelem = 160× 16× 8 et ∆t = 0, 1 s 17,8182

Nelem = 320× 32× 16 et ∆t = 0, 05 s 10,2596

La convergence de l'erreur est d'ordre 1.
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5.6.3 Couplage numérique de tous les modèles

L'idée dans ce paragraphe est d'utiliser tous les modèles précédents en les couplant sur une
con�guration donnée.

5.6.3.1 Test avec courbure

La géométrie est donnée sur la �gure Fig. 5.4 (la �gure est dilatée de 8 sur la hauteur). Il s'agit
d'un méandre avec une largeur et un fond irréguliers. Le méandre a une longueur de 1257 mètres,
une largeur variant entre 20 et 60 mètres et un fond entre −10 et 2 mètres. Les géométries sur les
plans horizontal et vertical sont données sur la �gure Fig. 5.5 (la �gure sur le plan horizontal est
dilatée de 4 sur la largeur, celle sur le plan vertical de 8 sur la hauteur). La hauteur d'eau initiale
est de 4 mètres. On impose le débit q = 100 en amont et q = 50 en aval. Le pas de temps est
∆t = 0, 2 s.

Fig. 5.4: Géométrie 3D

Fig. 5.5: Géométries sur les plans horizontal et vertical

(a) Plan horizontal

(b) Plan vertical
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Modèle 1D

On commence par appliquer le modèle 1D. On obtient les résultats suivants pour la surface
libre hb.

Surface libre hb :

De nombreuses oscillations apparaissent lorsque l'onde arrive dans les zones où le fond est irrégu-
lier. On regarde ainsi les estimateurs d'erreur.

Estimateurs d'erreur :
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Les estimateurs d'erreur sont élevés dans toutes les zones où la géométrie est irrégulière. On passe
au modèle 2D-horizontal.

Modèle 2D-horizontal

On applique ensuite le modèle 2D-horizontal. On obtient les résultats suivants pour la surface libre
hb et les vitesses vH .

Surface libre hb :

t = 10s t = 30s

Vitesse vH :

t = 10s t = 30s

On observe que dans les zones où le fond est irrégulier, le modèle 2D-horizontal n'est pas adapté.
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On regarde ainsi les estimateurs d'erreur.

Estimateurs d'erreur :

t = 10s t = 30s

On a ajouté sur les �gures ci-dessus le domaine 3D, pour pouvoir visualiser la topographie. E�ec-
tivement, les estimateurs d'erreur sont élevés dans les zones où le fond est irrégulier. On passe au
modèle 2D-vertical.

Modèle 2D-vertical

Les �gures sont dilatées de 10 sur la hauteur. On obtient les résultats suivants pour les vitesses.

Vitesses (lignes de courant + vecteurs vitesse) :

t = 40s

t = 90s
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t = 100s

t = 150s

On remarque que le modèle devient instable dans la zone où le fond et la largeur sont irréguliers,
au bout de 150 secondes.

On regarde ainsi les estimateurs d'erreur.

Estimateurs d'erreur :

t = 40s t = 150s

E�ectivement, les estimateurs d'erreur deviennent élevés dans cette zone. On passe au modèle
2.5D.
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Modèle 2.5D

Les �gures sont dilatées de 2 sur la largeur et de 5 sur la hauteur. On obtient les résultats suivants
pour les vitesses.

Vitesses :

t = 40s

t = 100s

t = 200s
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t = 250s

Il n'y a pas de problème d'instabilité cette fois-ci. On regarde les estimateurs d'erreur.

Estimateurs d'erreur :

t = 40s t = 250s

L'estimateur d'erreur suit le front de l'onde. Le modèle 2.5D est bien adapté à la géométrie.
Cependant, il n'est pas nécessaire de l'utiliser sur toute le méandre. En e�et, les résultats précé-
dents montrent que les di�érents modèles sont adaptés sur des zones spéci�ques du �euve. Ainsi,
l'idée est de coupler numériquement les modèles sur les zones adéquates, pour retrouver une solu-
tion globale sur toute la géométrie.

Couplage numérique des modèles

On découpe le domaine comme sur la �gure Fig. 5.6.

Fig. 5.6: Couplage des modèles sur la géométrie
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Pour le modèle 2D-horizontal, on obtient les vitesses et les estimateurs suivants.

Vitesses modèle 2D-horizontal :

t = 20s t = 50s

Estimateurs d'erreur modèle 2D-horizontal :

t = 20s t = 50s

Les estimateurs d'erreur sont faibles et suivent le front de l'onde. Dans cette zone du �euve, le
modèle 2D-horizontal est bien adapté.

Pour le modèle 2D-vertical, on obtient les vitesses et les estimateurs suivants (les graphiques
sont dilatés de 5 sur la hauteur).

Vitesses modèle 2D-vertical :

t = 80s t = 110s
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Estimateurs d'erreur modèle 2D-vertical :

t = 80s t = 110s

Les estimateurs d'erreur sont élevés au niveau des bords amont et aval de la section. Ceci vient
du couplage entre les modèles 1D et 2D-vertical. Malgré cela, le modèle 2D-vertical est relative-
ment bien adapté sur cette partie du �euve.

En�n pour le modèle 2.5D, on obtient les vitesses suivantes (les graphiques sont dilatés de 2
sur la largeur et de 5 sur la hauteur).

Vitesses modèle 2.5D :

t = 20s t = 120s

On a vu précédemment que le modèle 2.5D est bien adapté sur toute la géométrie du �euve.
On peut quand même regarder les estimateurs d'erreur sur cette zone.

Estimateurs d'erreur modèle 2.5D :

t = 20s t = 120s

Comme précédemment, les estimateurs d'erreur sont relativement faibles et suivent le front de
l'onde.



Résultats numériques 131

Après le couplage numérique des modèles, on obtient les vitesses et les estimateurs d'erreur
suivants sur le plan horizontal.

Vitesses modèles couplés :

t = 20s t = 50s

t = 100s t = 150s

t = 200s t = 250s
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Estimateurs d'erreur modèles couplés :

t = 20s t = 250s

5.6.3.2 Test avec con�uence

Pour ce test, les plans horizontal et vertical de la géométrie sont donnés sur la �gure Fig.
5.7. Le domaine présente un point de con�uence, un fond et une largeur variables. La hauteur
d'eau initiale est de 4 mètres. On impose le débit q = 100 en amont et q = −50 dans la branche
perpendiculaire pour que le canal se remplisse par les deux branches de gauche. Le débit est nul
en aval.

Fig. 5.7: Géométrie

(a) Plan horizontal

(b) Plan vertical

D'après les tests e�ectués dans les chapitres précédents, on déduit qu'au niveau du point de
con�uence il est préférable d'utiliser le modèle 2D-horizontal, tandis qu'au niveau de la fosse il
s'agit du modèle 2D-vertical et en�n dans la zone où la largeur et le fond sont irréguliers, le modèle
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2.5D est le mieux adapté. Ailleurs, le modèle 1D est su�samment précis.

Après couplage des modèles sur les zones adéquates, on obtient les vitesses suivantes, sur le
plan horizontal. L'échelle représente l'intensité des vecteurs vitesses.

Vitesses modèles couplés :

t = 20s

t = 50s

t = 120s
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t = 200s

t = 300s

Sur le plan vertical, on représente les vitesses données par le modèle 2D-vertical. Le graphique
est dilaté de 10 sur la hauteur et l'échelle représente l'intensité des vitesses (lignes de courant).

Vitesses modèle 2D-vertical :

t = 50s t = 80s

t = 100s t = 200s
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Puis on visualise les vitesses en 3D, données par le modèle 2.5D. Le graphique est dilaté de 10
sur la hauteur et de 2 sur la largeur ; l'échelle représente l'intensité des vitesses (lignes de courant).

Vitesses modèle 2.5D :

t = 120s

t = 180s

t = 220s

t = 300s
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Pour véri�er que les modèles sont utilisés sur les zones adéquates du canal, on regarde les
estimateurs d'erreur sur chaque domaine. L'échelle représente les valeurs de l'estimateur.

Estimateurs modèle 2D-horizontal :

t = 20s t = 50s

Estimateurs modèle 2D-vertical (le graphique est dilaté de 10 sur la hauteur) :

t = 50s t = 100s

Estimateurs modèle 2.5D (le graphique est dilaté de 10 sur la hauteur et de 2 sur la lar-
geur) :

t = 120s t = 200s

Les estimateurs d'erreur sont élevés au niveau du front de l'onde et non pas en fonction de
la géométrie du canal. Ils con�rment que les di�érents modèles ont été utilisés sur les zones
appropriées.



Conclusion

On s'est intéressé dans cette thèse à la modélisation et simulation multidimensionnelle de
l'hydrodynamique �uviale, notamment près de l'estuaire. Le modèle physique de référence est le
modèle 3D, mais au vu de son important coût de calcul, il est intéressant de disposer de modèles
plus simples en 1D, 2D ou 2.5D, que l'on peut utiliser dans les zones adéquates du �euve, en
fonction de la topographie et de la bathymétrie.

Ainsi, à partir du modèle 3D basé sur les équations instationnaires et incompressibles de Navier-
Stokes, des modèles plus simples ont été dérivés par projection du problème 3D, en utilisant des
formulations faibles. On a ainsi obtenu un modèle en 1D, écrit sur la courbe médiane de la surface
libre, deux modèles en 2D, le 2D-vertical écrit sur la surface longitudinale médiane du �euve et
le 2D-horizontal écrit sur la surface libre. En�n on a dé�ni un modèle en quasi-3D, le modèle
2.5D, écrit dans la somme des espaces 2D-vertical et 2D-horizontal. Tous ces modèles prennent en
compte la géométrie du �euve et fournissent une vitesse tridimensionnelle ainsi que la pression,
qui n'est pas supposée hydrostatique mais qui est une inconnue entière du problème.

On a de plus dé�ni et justi�é un estimateur de modèles, entre le modèle 3D et chacune de
ses approximations en 1D, 2D et 2.5D. Cet estimateur calcule l'erreur entre le modèle 3D et son
approximation et donne également une indication sur la qualité des résultats, obtenus à partir de
chaque modèle 1D, 2D ou 2.5D dans leurs zones respectives de calcul.

Les tests numériques e�ectués ont montré que lorsque la géométrie est simple, comme dans le
cas d'un canal, le modèle 1D est bien adapté. Par contre, lorsque le fond est irrégulier, le modèle
2D-vertical est plus approprié, et lorsque c'est la largeur qui est variable, il est préférable d'utiliser
le modèle 2D-horizontal. En�n, lorsque le fond et la largeur sont irréguliers sur une même zone, le
modèle 2.5D restitue une meilleure solution. Les résultats ont été validés soit par des comparaisons
avec le modèle Saint-Venant (en 1D), soit grâce aux estimateurs d'erreur par rapport au modèle 3D.

Dans la suite de ces travaux, il sera intéressant d'automatiser le couplage des modèles, grâce
aux estimateurs d'erreur. A partir du modèle 1D, les estimateurs donneront les zones à recalculer
en 2D. Une fois les modèles 2D-horizontal et 2D-vertical appliqués à ces zones, les estimateurs
indiqueront les zones à recalculer en 2.5D. En�n, après avoir appliqué le modèle 2.5D sur ces
dernières zones, les estimateurs d'erreur donneront les zones à recalculer en 3D.

Il est aussi intéressant de prendre en considération l'écoulement diphasique, eau douce - eau
salée, notamment au niveau du front de marée. On peut aussi introduire la thermique, en ajoutant
une équation d'énergie, pour calculer la température de l'eau. En�n pour couvrir tous les aspects
physiques, on pourra ajouter une équation de transport, pour traiter de la turbidité.
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Annexes

A Calculs pour le problème 3D

Les termes de bords du problème 3D sur ΓS sont obtenus de la manière suivante :∫
ΓS

(v ∧ n) · ((µcurlu ∧ n) ∧ n) dγ −
∫

ΓS

pv · n dγ =

∫
ΓS

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ −
∫

ΓS

pSv · n dγ

⇔
∫

ΓS

{n ∧ ((µcurlu ∧ n) ∧ n)} · v dγ −
∫

ΓS

pv · n dγ =

∫
ΓS

{n ∧ (w ∧ n)} · v dγ −
∫

ΓS

pSv · n dγ

⇔
∫

ΓS

{(n · n) (µcurlu ∧ n)− (n · (µcurlu ∧ n)) n} · v dγ −
∫

ΓS

pv · n dγ =

∫
ΓS

{(n · n) w − (n ·w) n} · v dγ −
∫

ΓS

pSv · n dγ

⇔
∫

ΓS

(µcurlu ∧ n) · v dγ −
∫

ΓS

pv · n dγ =

∫
ΓS

w · v dγ −
∫

ΓS

pSv · n dγ.
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B Calculs pour le modèle 1D

B.1 Opérateurs di�érentiels du modèle 1D

Soit v ∈ X0
1D ; on rappelle que v =

(
u1 (1− lr) , lL

′

L
u1, u1Z

′
B + (z − ZB)U3

)t
. D'après les

opérateurs di�érentiels en coordonnées curvilignes donnés dans le paragraphe 1.3.2, on a les rela-
tions suivantes dans la base {τ ,ν, e3} :

gradv =


∂sv1 − l (Lr)′

L (1− lr)v1 −rv1 0

l

1− lr
(
L′

L
v1

)′
+ rv1

L′

L
v1 0

1
1− lr

(
(v1Z

′
B)′ − Z ′BV3 + (z − ZB)V ′3

)
0 V3


,

divv = ∂sv1 − l (Lr)′

L (1− lr)v1 +
L′

L
v1 + V3,

curlv =


0

− 1
1− lr

(
(v1Z

′
B)′ − Z ′BV3 + (z − ZB)V ′3

)
l

1− lr
(
L′

L
v1

)′
+ 2rv1


.

B.2 Calcul des formes A (·; ·, ·), B (·, ·) et F n
1D (·) pour le modèle 1D

Soient q = (ZB + h− z)Q ∈ M1D et v =
(
v1 (1− lr) , lL

′

L
v1, v1Z

′
B + (z − ZB)V3

)t
∈ X0

1D.

Forme bilinéaire B (·, ·)
La forme bilinéaire B (·, ·) s'écrit :

B (q,v) = −
∫
I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L
qdivv (1− lr) dldzds

= −
∫
I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L
(ZB + h− z)Q

{
∂sv1 − l (Lr)′

L (1− lr)v1 +
L′

L
v1 + V3

}
(1− lr) dldzds

= −
∫
I

h2Q
(
(Lv1)′ + LV3

)
ds.
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Forme linéaire A0 (·, ·)
Soient u, v ∈ X0

1D. On obtient tout d'abord :∫
ΩF

ρ

∆t
u · vdΩ =

∫
I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L

ρ

∆t
u · v (1− lr) dldzds

=
∫
I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L

ρ

∆t

(
(1− lr)2 +

(
lL′

L

)2
)
u1v1 (1− lr) dldzds+

∫
I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L

ρ

∆t
(u1Z

′
B + (z − ZB)U3) (v1Z

′
B + (z − ZB)V3) (1− lr) dldzds

soit après intégration par rapport à l et z :∫
ΩF

ρ

∆t
u · vdΩ =

∫
I

2
ρ

∆t
Lh

(
1 + L2r2 +

(L′)2

3

)
u1v1ds+

∫
I

2
ρ

∆t
Lh

(
(Z ′B)2

u1v1 +
h

2
(U3v1Z

′
B + V3u1Z

′
B) +

h2

3
U3V3

)
ds

Ainsi on obtient :∫
ΩF

ρ

∆t
u · vdΩ =

∫
I

ρσ

∆t

{(
1 + L2r2 +

(L′)2

3

)
u1v1 +

(
u1Z

′
B +

h

2
U3

)(
v1Z

′
B +

h

2
V3

)
+
h2

12
U3V3

}
ds.

En ce qui concerne le terme
∫

ΩF

µcurlu · curlvdΩ, il s'écrit :

∫
ΩF

µcurlu · curlvdΩ =
∫
I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L
µcurlu · curlv (1− lr) dldzds.

Or,

(1− lr) curlu · curlv =

1
1− lr

(
(u1Z

′
B)′ − Z ′BU3 + (z − ZB)U ′3

)(
(v1Z

′
B)′ − Z ′BV3 + (z − ZB)V ′3

)
+

l2

1− lr
(
L′

L
u1

)′(
L′

L
v1

)′
+ 4r2u1v1 + 2lr

((
L′

L
u1

)′
v1 +

(
L′

L
v1

)′
u1

)
.

D'où une intégration par rapport à l entraîne :

∫ L

−L
(1− lr) curlu · curlvdl =

1
r

ln
∣∣∣∣1 + Lr

1− Lr
∣∣∣∣ ((u1Z

′
B)′ − Z ′BU3 + (z − ZB)U ′3

)(
(v1Z

′
B)′ − Z ′BV3 + (z − ZB)V ′3

)
+

1
r2

{
1
r

ln
∣∣∣∣1 + Lr

1− Lr
∣∣∣∣− 2L

}(
L′

L
u1

)′(
L′

L
v1

)′
+ 8Lr2u1v1.
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Il s'ensuit que :∫
ΩF

µcurlu · curlvdΩ =

∫
I

µ
h

r
ln
∣∣∣∣1 + Lr

1− Lr
∣∣∣∣ {((u1Z

′
B)′ − Z ′BU3 +

h

2
U ′3

)(
(v1Z

′
B)′ − Z ′BV3 +

h

2
V ′3

)
+
h2

12
U ′3V

′
3

}
ds

+
∫
I

µ

(
4σr2u1v1 +

h

r2

{
1
r

ln
∣∣∣∣1 + Lr

1− Lr
∣∣∣∣− 2L

}(
L′

L
u1

)′(
L′

L
v1

)′)
ds.

Puis si λ > 0 :

λ

∫
ΩF

divudivv dΩ = λ

∫
I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L
divudivv (1− lr) dldzds

= λ

∫
I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L
(1− lr)

(
u′1 +

L′

L
u1 + U3

)(
v′1 +

L′

L
v1 + V3

)
dldzds−

λ

∫
I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L

l (Lr)′

L

{
u1

(
v′1 +

L′

L
v1 + V3

)
+ v1

(
u′1 +

L′

L
u1 + U3

)}
dldzds+

λ

∫
I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L

(
(Lr)′

L

)2
l2

1− lr u1v1dldzds,

soit après intégration par rapport à l et z :

λ

∫
ΩF

divudivv dΩ = λ

∫
I

2Lh
(
u′1 +

L′

L
u1 + U3

)(
v′1 +

L′

L
v1 + V3

)
ds+λ

∫
I

hD1

(
(Lr)′

Lr

)2

u1v1ds.

Pour le terme de bord
∫

ΓB

cBu · vdγ, on rappelle que ΓB est composé du fond décrit par z =

ZB(s) et des berges décrites par l = L(s) et l = −L(s). Les normales aux bords sont dé�nies
respectivement en (1.19), (1.21) et (1.20), dans la partie 1.3.3. On obtient :∫

ΓB

cBu · vdγ =

∫
I

∫ L

−L
cB

(
(1− lr)2 +

(
lL′

L

)2

+ (Z ′B)2

)
u1v1

√
(1− lr)2 + (Z ′B)2 dlds

+
∫
I

∫ ZB+h

ZB

cB

(
(1 + Lr)2 + (L′)2

)
u1v1

√
(1 + Lr)2 + (L′)2 dzds

+
∫
I

∫ ZB+h

ZB

cB (u1Z
′
B + (z − ZB)U3) (v1Z

′
B + (z − ZB)V3)

√
(1 + Lr)2 + (L′)2 dzds

+
∫
I

∫ ZB+h

ZB

cB

(
(1− Lr)2 + (L′)2

)
u1v1

√
(1− Lr)2 + (L′)2 dzds

+
∫
I

∫ ZB+h

ZB

cB (u1Z
′
B + (z − ZB)U3) (v1Z

′
B + (z − ZB)V3)

√
(1− Lr)2 + (L′)2 dzds,



Calculs pour le modèle 1D 143

soit après intégration par rapport à z :∫
ΓB

cBu · vdγ =

∫
I

cB

(∫ L

−L

(
(1− lr)2 +

(
lL′

L

)2

+ (Z ′B)2

)√
(1− lr)2 + (Z ′B)2 dl

)
u1v1 ds

+
∫
I

hcB

(
(1 + Lr)2 + (L′)2

)
u1v1

√
(1 + Lr)2 + (L′)2 ds

+
∫
I

hcB

((
u1Z

′
B +

h

2
U3

)(
v1Z

′
B +

h

2
V3

)
+
h2

12
U3V3

)√
(1 + Lr)2 + (L′)2 ds

+
∫
I

hcB

(
(1− Lr)2 + (L′)2

)
u1v1

√
(1− Lr)2 + (L′)2 ds

+
∫
I

hcB

((
u1Z

′
B +

h

2
U3

)(
v1Z

′
B +

h

2
V3

)
+
h2

12
U3V3

)√
(1− Lr)2 + (L′)2 ds.

Il en résulte en�n que :∫
ΓB

cBu · vdγ =

∫
I

cBu1v1

{∫ L

−L

(
(1− lr)2 +

(
lL′

L

)2

+ (Z ′B)2

)√
(1− lr)2 + (Z ′B)2dl

}
ds+

∫
I

hcB

{(
(1 + Lr)2 + (L′)2

) 3
2

+
(

(1− Lr)2 + (L′)2
) 3

2
}
u1v1ds+

∫
I

hcB

(√
(1 + Lr)2 + (L′)2 +

√
(1− Lr)2 + (L′)2

){(
u1Z

′
B +

h

2
U3

)(
v1Z

′
B +

h

2
V3

)
+
h2

12
U3V3

}
ds.

Forme non-linéaire A1 (·; ·, ·)
En ce qui concerne la forme non-linéaire, elle s'écrit :

A1 (u; u,v) =
∫
I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L
ρ (curlu ∧ u) · v (1− lr) dldzds.

Or :

(curlu ∧ u) · v (1− lr) =

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 (1− lr)u1 (1− lr) v1

− 1
1− lr

(
(u1Z

′
B)′ − Z ′BU3 + (z − ZB)U ′3

) lL′

L
u1

lL′

L
v1

l

1− lr
(
L′

L
u1

)′
+ 2ru1 u1Z

′
B + (z − ZB)U3 v1Z

′
B + (z − ZB)V3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(1− lr) (z − ZB) (u1V3 − v1U3)
(

(u1Z
′
B)′ − Z ′BU3 + (z − ZB)U ′3

)
.
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D'où :

A1 (u; u,v) =
∫
I

ρhσ

2

(
(u1Z

′
B)′ − Z ′BU3 +

2
3
hU ′3

)
u⊥c · vc ds.

Terme de droite Fn1D (.)

Pour �nir on regarde le terme de surface intervenant dans Fn1D (.). La normale à la surface est
donnée en (1.22), dans le paragraphe 1.3.3.

On rappelle que : ∫
ΓS

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ =
∫

ΓS

w · v dγ.

Il s'ensuit que :∫
ΓS

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ −
∫

ΓS

pSv · n dγ =

∫
I

(∫ L

−L

{
(1− lr) v1w1 +

lL′

L
v1w2 + (v1Z

′
B + hV3)w3

}√
(1− lr)2 + (Z ′B + h′)2 dl

)
ds

− ∫
I

2LpS (−h′v1 + hV3) ds.

B.3 Comparaison avec le modèle Saint-Venant

En combinant les relations (2.1) et (2.5), on obtient :

2L
(
∂h

∂t
+ u1h

′ − hU3

)
= 0 et 2h

(
(Lu1)′ + LU3

)
= 0,

soit :

2L
∂h

∂t
+ 2Lu1h

′ − 2LhU3 + 2h (Lu1)′ + 2LhU3 = 0

⇔ ∂ (2Lh)
∂t

+ (2Lhu1)′ = 0

⇔ ∂σ

∂t
+ (σu1)′ = 0.

On obtient l'équation de continuité classique du modèle Saint-Venant, où u1 désigne la vitesse
moyenne 1D.

B.4 Analyse du problème faible 1D

Soient v ∈ Ker1DB ∩D
(
Ω̄
)3

et u ∈ Ker1DB, on rappelle que divu = 0, d'où :

A1 (u; u,v) = −
3∑

i,j=1

∫
ΩF

ρujui
∂vi
∂xj

dΩ−
3∑

i,j=1

∫
ΩF

ρ
∂uj
∂xj

uivi dΩ +
3∑

i,j=1

∫
ΓS

ρviujuini dγ

+
1
2

∫
ΩF

ρ |u|2 divv dΩ− 1
2

∫
ΓS

ρ |u|2 v · n dγ.
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Or divv = − l (Lr)′

L (1− lr)v1, d'où pour tout w ∈ X0
1D :

∫
ΩF

ρu ·wdivv dΩ = −
∫
I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L
ρ

(
(1− lr)2 +

(
lL′

L

)2
)
l
(Lr)′

L
u1v1w1 dldzds

−
∫
I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L
ρl

(Lr)′

L
v1u3w3 dldzds

=
∫
I

4
3
ρhL2r (Lr)′ u1v1w1 ds.

Ainsi on obtient :

A1 (u; u,v) = −
3∑

i,j=1

∫
ΩF

ρujui
∂vi
∂xj

dΩ +
3∑

i,j=1

∫
ΓS

ρviujuini dγ − 1
2

∫
ΓS

ρ |u|2 v · n dγ

−
∫
I

2
3
ρhL2r (Lr)′ u2

1v1 ds,

pour tout v ∈ Ker1DB ∩D
(
Ω̄
)3

et tout u ∈ Ker1DB.
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C Calculs pour le modèle 2D-vertical

C.1 Opérateurs di�érentiels du modèle 2D-vertical

Soit v ∈ X0
2DV ; on rappelle que v =

(
u1 (1− lr) , lL

′

L
u1, u3

)t
. D'après les opérateurs di�éren-

tiels en coordonnées curvilignes donnés dans le paragraphe 1.3.2, on a les relations suivantes dans
la base {τ ,ν, e3} :

gradv =


∂sv1 − l (Lr)′

L (1− lr)v1 −rv1 (1− lr) ∂zv1

l

1− lr ∂s
(
L′

L
v1

)
+ rv1

L′

L
v1

lL′

L
∂zv1

1
1− lr ∂sv3 0 ∂zv3


,

divv = ∂sv1 − l (Lr)′

L (1− lr)v1 +
L′

L
v1 + ∂zv3,

curlv =


− lL

′

L
∂zv1

(1− lr) ∂zv1 − 1
1− lr ∂sv3

l

1− lr ∂s
(
L′

L
v1

)
+ 2rv1


.

C.2 Calcul des formes A (·; ·, ·), B (·, ·) et F n
2DV (·) pour le modèle 2D-

vertical

Soient q = q (s, z) ∈ M2DV et v =
(
v1 (1− lr) , lL

′

L
v1, v3

)t
∈ X0

2DV .

Forme bilinéaire B (·, ·)
La forme bilinéaire B (·, ·) s'écrit :

B (q,v) = −
∫
ωF

(∫ L

−L
qdivv (1− lr) dl

)
dzds

= −2
∫
ωF

q (L∂sv1 + L′v1 + L∂zv3) dzds

= −2
∫
ωF

qdiv (LvV ) dzds.
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Forme linéaire A0 (·, ·)

Soient u, v ∈ X0
2DV ; on obtient tout d'abord :

∫
ΩF

ρ

∆t
u · vdΩ =

∫
ωF

ρ

∆t

(∫ L

−L
u · v(1− lr)dl

)
dzds

=
∫
ωF

ρ

∆t

{∫ L

−L
(1− lr)

[(
(1− lr)2 +

(
lL′

L

)2
)
u1v1 + u3v3

]
dl

}
dzds

=
∫
ωF

2ρL
∆t
{(1 +D2)u1v1 + u3v3} dzds.

En ce qui concerne le terme
∫

ΩF

µcurlu · curlvdΩ, il s'écrit :

∫
ΩF

µcurlu · curlv dΩ =
∫
ωF

(∫ L

−L
µcurlu · curlv(1− lr)dl

)
dzds.

Puisque :

(1− lr) curlu · curlv =(
(1− lr) l2

(
L′

L

)2

+ (1− lr)3

)
∂zu1∂zv1 +

1
1− lr ∂su3∂sv3 − (1− lr) (∂zv1∂su3 + ∂sv3∂zu1)

+
l2

1− lr ∂s
(
L′

L
u1

)
∂s

(
L′

L
v1

)
+ 4r2 (1− lr)u1v1 + 2lr

(
u1∂s

(
L′

L
v1

)
+ v1∂s

(
L′

L
u1

))
,

une intégration par rapport à l entraîne :

∫
ΩF

µcurlu · curlvdΩ =

∫
ωF

µ {2L (1 +D2) ∂zu1∂zv1 + (2L+D1) ∂su3∂sv3 − 2L (∂zv1∂su3 + ∂sv3∂zu1)} dzds

+
∫
ωF

µ

{
D1

r2
∂s

(
L′

L
u1

)
∂s

(
L′

L
v1

)
+ 8Lr2u1v1

}
dzds =

∫
ωF

µ {2LcurluV curlvV + 2LD2∂zu1∂zv1 +D1∂su3∂sv3} dzds

+
∫
ωF

µ

{
D1

r2
∂s

(
L′

L
u1

)
∂s

(
L′

L
v1

)
+ 8Lr2u1v1

}
dzds.
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Puis si λ > 0 :

λ

∫
ΩF

divudivv dΩ = λ

∫
ωF

(∫ L

−L
divudivv (1− lr) dl

)
dzds

= λ

∫
ωF

(∫ L

−L
(1− lr)

(
divuV +

L′

L
u1

)(
divvV +

L′

L
v1

)
dl

)
dzds−

λ

∫
ωF

(∫ L

−L

l (Lr)′

L

{
u1

(
divvV +

L′

L
v1

)
+ v1

(
divuV +

L′

L
u1

)}
dl

)
dzds+

λ

∫
ωF

(∫ L

−L

(
(Lr)′

L

)2
l2

1− lr u1v1dl

)
dzds

soit après intégration par rapport à l :

λ

∫
ΩF

divudivv dΩ =
∫
ωF

λ

{
2L
(
divuV +

L′

L
u1

)(
divvV +

L′

L
v1

)
+
D1

r2

(
(Lr)′

L

)2

u1v1

}
dzds.

Pour le terme de bord
∫

ΓB

cBu · vdγ, on rappelle que ΓB est composé du fond décrit par z =

ZB(s) et des berges décrites par l = L(s) et l = −L(s). Les normales aux bords sont dé�nies
respectivement en (1.19), (1.21) et (1.20), dans le paragraphe 1.3.3. On obtient :

∫
ΓB

cBu · vdγ =

∫
I

cB

{∫ L

−L

[(
(1− lr)2 +

(
lL′

L

)2
)
u1v1 + u3v3

]√
(1− lr)2 + (Z ′B)2 dl

}
ds

+
∫
ωF

cB
{(

(1− Lr)2 + (L′)2
)
u1v1 + u3v3

}√
(1− Lr)2 + (L′)2 dzds

+
∫
ωF

cB
{(

(1 + Lr)2 + (L′)2
)
u1v1 + u3v3

}√
(1 + Lr)2 + (L′)2 dzds.

Or au fond, u3 = u1Z
′
B , d'où :

∫
ΓB

cBu · vdγ =
∫
I

cBD5 u1v1ds+
∫
ωF

cB (D4 u1v1 +D3 u3v3) .
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Forme non-linéaire A1 (·; ·, ·)
Pour le terme non-linéaire, quelques calculs impliquent :

A1 (u; u,v) =
∫
ωF

ρ

(∫ L

−L
(curlu ∧ u) · v(1− lr)dl

)
dzds

=
∫
ωF

ρ

(∫ L

−L

(
(1− lr)2 +

(
lL′

L

)2
)
∂zu1 (u3v1 − u1v3) dl

)
dzds

+
∫
ωF

ρ

(∫ L

−L
∂su3 (u1v3 − u3v1) dl

)
dzds

=
∫
ωF

2ρL
(− (1 +D2) ∂zu1 u⊥V · vV + ∂su3 u⊥V · vV

)
dzds

=
∫
ωF

2ρL (curluV −D2 ∂zu1) u⊥V · vV dzds.

Terme de droite Fn2DV (.)

On �nit avec le second membre Fn2DV (.). En ce qui concerne le terme de surface, la normale à la
surface est donnée en (1.22), dans le paragraphe 1.3.3. On obtient :∫

ΓS

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ −
∫

ΓS

pSv · n dγ =

∫
I

(∫ L

−L

{
(1− lr) v1w1 +

lL′

L
v1w2 + v3w3

}√
(1− lr)2 + (Z ′B + h′)2 dl

)
ds

−
∫
I

(∫ L

−L
pS
{− (ZB + h)′ (1− lr) v1 + (1− lr) v3

}
dl

)
ds =

∫
I

WV · vV ds+
∫
I

2LpS
(
(ZB + h)′ v1 − v3

)
ds.

Puis on rappelle que sur les bords ΓB ∪ ΓI , v · n = 0. Ainsi il reste seulement :

∫
ΓI

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ =
∫

ΥI

(∫ L

−L

{
(1− lr) v1w1 +

lL′

L
v1w2 + v3w3

}
dl

)
dz

=
∫

ΥI

2L (v1w1 + v3w3) dz.

Or v1 = 0 sur ΥI , d'où : ∫
ΓI

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ =
∫

ΥI

2Lv3w3 dz.
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C.3 Interprétation du problème 2D-vertical au sens des distributions

L'équation de conservation de la quantité de mouvement est obtenue après intégration par

parties des termes B (p2DV ,v) et
∫

ΩF

µcurlu2DV · curlvdΩ. On rappelle que divu = 0. On obtient

le système d'équations au dérivées partielles suivant sur ωF (t) :

ρL

 (1 +D2)
∂u1

∂t
∂u3

∂t

+ µcurl (LcurluV ) + µL

 4r2u1 −D2∂zzu1

0


−µ

2


L′

L
∂s

(
D1

r2
∂s

(
L′

L
u1

))
∂s (D1∂su3)

+
cB
2

 D4 u1

D3 u3

+ ρL (curluV −D2 ∂zu1) u⊥V + L∇p2DV

= ρLg.

Au moyen de la formule :

(curluV ) u⊥V +
1
2
∇ |uV |2 = uV · ∇uV ,

l'équation de conservation de la quantité de mouvement s'écrit :

ρL

 (1 +D2)
du1

dt
du3

dt

− ρL
 (1 +D2) uV · ∇u1

uV · ∇u3


+µcurl (LcurluV ) + µL

 4r2u1 −D2∂zzu1

0

− µ

2


L′

L
∂s

(
D1

r2
∂s

(
L′

L
u1

))
∂s (D1∂su3)


+
cB
2

 D4 u1

D3 u3

+ ρLuV · ∇uV − 1
2
ρL∇ |uV |2 − ρLD2 ∂zu1u⊥V + L∇p2DV

= ρLg,

soit :

ρL

 (1 +D2)
du1

dt
du3

dt

− ρLD2 u1∇u1 − µcurl (LcurluV ) + µL

 4r2u1 −D2∂zzu1

0


−µ

2


L′

L
∂s

(
D1

r2
∂s

(
L′

L
u1

))
∂s (D1∂su3)

+
cB
2

 D4 u1

D3 u3

+ L∇
(
p2DV − ρ

2
|uV |2

)

= ρLg.
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C.4 Analyse du problème faible 2D-vertical

Soient v ∈ Ker2DVB ∩D
(
Ω̄
)3

et u ∈ Ker2DVB ,

A1 (u; u,v) = −
3∑

i,j=1

∫
ΩF

ρujui
∂vi
∂xj

dΩ +
3∑

i,j=1

∫
ΓH

ρviujuini dγ − 1
2

∫
ΓH

ρ |u|2 v · n dγ

+
1
2

∫
ΩF

ρ |u|2 divv dΩ−
3∑

i,j=1

∫
ΩF

ρ
∂uj
∂xj

uivi dΩ.

Or divv = − l (Lr)′

L (1− lr)v1, d'où pour tout w ∈ X0
2DV :

∫
ΩF

ρu ·wdivv dΩ = −
∫
ωF

(∫ L

−L
ρ

(
(1− lr)2 +

(
lL′

L

)2
)
l
(Lr)′

L
u1v1w1 dl

)
dzds

−
∫
ωF

(∫ L

−L
ρl

(Lr)′

L
v1u3w3 dl

)
dzds

=
∫
ωF

4
3
ρL2r (Lr)′ u1v1w1 dzds.

Ainsi on obtient :

A1 (u; u,v) = −
3∑

i,j=1

∫
ΩF

ρujui
∂vi
∂xj

dΩ +
3∑

i,j=1

∫
ΓH

ρviujuini dγ − 1
2

∫
ΓH

ρ |u|2 v · n dγ

−
∫
ωF

2
3
ρL2r (Lr)′ u2

1v1 dzds,

pour tout v ∈ Ker2DVB ∩D
(
Ω̄
)3

et tout u ∈ Ker2DVB.
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D Calculs pour le modèle 2.5D

D.1 Opérateurs di�érentiels du modèle 2.5D

Soit v ∈ X0
2.5D ; on rappelle que v = VH (s, l, z) + VV (s, l, z), avec :

VH (s, l, z) = ((1− lr) v1H (s, l) , v2H (s, l) , Z ′Bv1H (s, l) + (z − ZB)V3H (s, l))t ,

VV (s, l, z) =
(

(1− lr) v1V (s, z) ,
lL′

L
v1V (s, z) , v3V (s, z)

)t
.

D'après les opérateurs di�érentiels en coordonnées curvilignes donnés dans le paragraphe 1.3.2,
on a les relations suivantes dans la base {τ ,ν, e3} :

gradv = gradVH + gradVV,

où

gradVH =


∂sv1H − 1

1− lr (lr′v1H + rv2H) −rv1H + (1− lr) ∂lv1H 0

1
1− lr ∂sv2H + rv1H ∂lv2H 0

1
1− lr ∂s (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H) ∂l (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H) V3H

 ,

et

gradVV =


∂sv1V − l (Lr)′

L (1− lr)v1V −rv1V (1− lr) ∂zv1V

l

1− lr ∂s
(
L′

L
v1V

)
+ rv1V

L′

L
v1V

lL′

L
∂zv1V

1
1− lr ∂sv3V 0 ∂zv3V

 .

Puis :

divv = divVH + divVV

= divvH + V3H +
1
L
div (LvV )− l (Lr)′

L (1− lr)v1V ,

avec

divvH = ∂sv1H − 1
1− lr (lr′v1H + rv2H) + ∂lv2H ,

div (LvV ) = L∂sv1V + L′v1V + L∂zv3V

En�n :
curlv = curlVH + curlVV ,

où

curlVH =


Z ′B∂lv1H + (z − ZB) ∂lV3H

− 1
1− lr ∂s (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H)

curlvH

 ,
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et

curlVV =


− lL

′

L
∂zv1V

(1− lr) ∂zv1V − 1
1− lr ∂sv3V

l

1− lr ∂s
(
L′

L
v1V

)
+ 2rv1V

 ,

avec

curlvH =
1

1− lr ∂sv2H + 2rv1H − (1− lr) ∂lv1H .

On note que curlvV = ∂sv3V − ∂zv1V .

D.2 Calcul des formes A (·; ·, ·), B (·, ·) et F n
2.5D (·) pour le modèle 2.5D

Soient q = (ZB + h− z) qH (s, l) + qV (s, z) ∈ M2.5D et v ∈ X0
2.5D.

Forme bilinéaire B (·, ·)
La forme bilinéaire B (·, ·) s'écrit :

B (q,v) = −
∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

q divv (1− lr) dzdlds

= −
∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

(1− lr) {(ZB + h− z) qH + qV }
{
divvH + V3H + 1

Ldiv (LvV )− l(Lr)′

L(1−lr)v1V

}
dzdlds,

soit après intégration :

B (q,v) = −
∫
ωF

2qV div (LvV ) dzds−
∫

ΣF

h2

2
qH (1− lr) (divvH + V3H) dlds

−
∫

ΩF

(1− lr)
{
qV (divvH + V3H) + (ZB + h− z) qH

(
1
L
div (LvV )− l (Lr)′

L (1− lr)v1V

)}
dzdlds.

Forme linéaire A0 (·, ·)
Concernant la forme bilinéaire A0 (·, ·), on a tout d'abord :∫

ΩF

ρ

∆t
u · vdΩ =

∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ

∆t
u · v (1− lr) dldzds =

∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ

∆t
(1− lr)

{(
(1− lr)2 +

(
lL′

L

)2
)
u1V v1V + u3V v3V

}
dzdlds

+
∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ

∆t
(1− lr) {uH · vH + (Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H) (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H)} dzdlds

+
∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ

∆t
(1− lr)

{
(1− lr)2 (u1V v1H + u1Hv1V ) +

lL′

L
(u1V v2H + u2Hv1V )

+u3V (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H) + (Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H) v3V } dzdlds,
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soit après intégration :

∫
ΩF

ρ

∆t
u · vdΩ =

∫
ωF

2ρL
∆t
{(1 +D2)u1V v1V + u3V v3V } dzds

+
∫

ΣF

ρh

∆t
(1− lr)

(
uH · vH +

(
Z ′Bu1H +

h

2
U3H

)(
Z ′Bv1H +

h

2
V3H

)
+
h2

12
U3HV3H

)
dlds

+
∫

ΩF

ρ

∆t
(1− lr)

{
(1− lr)2 (u1V v1H + u1Hv1V ) +

lL′

L
(u1V v2H + u2Hv1V )

+u3V (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H) + (Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H) v3V } dzdlds.

Puis :

∫
ΩF

µcurlu · curlv dΩ =

∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

µcurlu · curlv(1− lr)dzdlds =

∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

µ (1− lr) {∇H (Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H) · ∇H (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H) + curluHcurlvH} dzdlds

+
∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

µ (1− lr)
{
curluV curlvV +

(
(1− lr)2 +

(
lL′

L

)2

− 1

)
∂zu1V ∂zv1V

+

(
1

(1− lr)2 − 1

)
∂su3V ∂sv3V

}
dzdlds

−
∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

µ (1− lr) lL
′

L
{∂zu1V (Z ′B∂lv1H + (z − ZB) ∂lV3H)

+ (Z ′B∂lu1H + (z − ZB) ∂lU3H) ∂zv1V } dzdlds

+
∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

µ (1− lr)
{
∂s (Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H)

(
1

(1− lr)2 ∂sv3V − ∂zv1V

)

+

(
1

(1− lr)2 ∂su3V − ∂zu1V

)
∂s (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H)

}
dzdlds

+
∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

µ (1− lr)
{(

l

1− lr ∂s
(
L′

L
u1V

)
+ 2ru1V

)
curlvH

+curluH

(
l

1− lr ∂s
(
L′

L
v1V

)
+ 2rv1V

)}
dzdlds,
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soit après intégration :∫
ΩF

µcurlu · curlv dΩ =

∫
ωF

µ2L
(
curluV curlvV +D2∂zu1V ∂zv1V + 4r2u1V v1V

)
dzds

+
∫
ωF

µD1

(
∂su3V ∂sv3V +

1
r2
∂s

(
L′

L
u1

)
∂s

(
L′

L
v1

))
dzds

+
∫

ΣF

µ (1− lr)h
(
h2

12
∇HU3H · ∇HV3H + curluHcurlvH

)
dlds

+
∫

ΣF

µ (1− lr)h
(
∇H (Z ′Bu1H) +

h

2
∇HU3H − U3H∇HZB

)
·
(
∇H (Z ′Bv1H) +

h

2
∇HV3H − V3H∇HZB

)
dlds

−
∫

ΩF

µ (1− lr) lL
′

L
(∂zu1V (Z ′B∂lv1H + (z − ZB) ∂lV3H) + (Z ′B∂lu1H + (z − ZB) ∂lU3H) ∂zv1V ) dzdlds

+
∫

ΩF

µ (1− lr)
{
∂s (Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H)

(
1

(1− lr)2 ∂sv3V − ∂zv1V

)

+

(
1

(1− lr)2 ∂su3V − ∂zu1V

)
∂s (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H)

}
dzdlds

+
∫

ΩF

µ (1− lr)
{(

l

1− lr ∂s
(
L′

L
u1V

)
+ 2ru1V

)
curlvH + curluH

(
l

1− lr ∂s
(
L′

L
v1V

)
+ 2rv1V

)}
dzdlds.

Ensuite, il vient que :∫
ΩF

ρ (f ∧ u) · vdΩ =

∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (f ∧ u) · v (1− lr) dzdlds =

∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρf (1− lr)2 u⊥H · vHdzdlds

+
∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρf (1− lr)2

{
lL′

L
(u1Hv1V − u1V v1H) + u1V v2H − u2Hv1V

}
dzdlds,

soit après intégration :∫
ΩF

ρ (f ∧ u) · vdΩ =
∫

ΣF

ρfh (1− lr)2 u⊥H · vHdlds

+
∫

ΩF

ρf (1− lr)2

{
lL′

L
(u1Hv1V − u1V v1H) + u1V v2H − u2Hv1V

}
dzdlds.



Annexes 156

Concernant le terme de bord sur ΓB , on doit prendre en compte le fond décrit par z = ZB(s) et
les berges décrites par l = L(s) et l = −L(s). Cela amène aux trois contributions suivantes :∫

ΓB

cBu · vdγ =

∫
I

∫ L

−L
cB

{(
(1− lr)2 +

(
lL′

L

)2

+ (Z ′B)2

)
u1V v1V + uH · vH + (Z ′B)2

u1Hv1H

}√
(1− lr)2 + (Z ′B)2 dlds

+
∫
I

∫ L

−L
cB

(
(1− lr)2 + (Z ′B)2

)
(u1V v1H + u1Hv1V ) +

lL′

L
(u1V v2H + u2Hv1V )

}√
(1− lr)2 + (Z ′B)2 dlds

+
∫
I

∫ ZB+h

ZB

cB
{(

(1− Lr)2 + (L′)2
)

(u1V v1V + u1Hv1H) + u3V v3V

}√
(1− Lr)2 + (L′)2 dzds

+
∫
I

∫ ZB+h

ZB

cB
{(

(1− Lr)2 + (L′)2
)

(u1V v1H + u1Hv1V ) + (Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H) (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H)

+u3V (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H) + (Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H) v3V }
√

(1− Lr)2 + (L′)2 dzds

+
∫
I

∫ ZB+h

ZB

cB
{(

(1 + Lr)2 + (L′)2
)

(u1V v1V + u1Hv1H) + u3V v3V

}√
(1 + Lr)2 + (L′)2 dzds

+
∫
I

∫ ZB+h

ZB

cB
{(

(1 + Lr)2 + (L′)2
)

(u1V v1H + u1Hv1V ) + (Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H) (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H)

+u3V (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H) + (Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H) v3V }
√

(1 + Lr)2 + (L′)2 dzds,
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soit après intégration :∫
ΓB

cBu · vdγ =

∫
I

cBu1V v1V

{∫ L

−L

(
(1− lr)2 +

(
lL′

L

)2

+ (Z ′B)2

)√
(1− lr)2 + (Z ′B)2 dl

}
ds

+
∫

ΣF

cB

(
uH · vH + (Z ′B)2

u1Hv1H

)√
(1− lr)2 + (Z ′B)2 dlds

+
∫
I

∫ L

−L
cB

{(
(1− lr)2 + (Z ′B)2

)
(u1V v1H + u1Hv1V ) +

lL′

L
(u1V v2H + u2Hv1V )

}
×√

(1− lr)2 + (Z ′B)2 dlds

+
∫
ωF

cB
{(

(1− Lr)2 + (L′)2
)
u1V v1V + u3V v3V

}√
(1− Lr)2 + (L′)2 dzds

+
∫
I

cBh

{(
(1− Lr)2 + (L′)2

)
u1Hv1H +

(
Z ′Bu1H +

h

2
U3H

)(
Z ′Bv1H +

h

2
V3H

)
+
h2

12
U3HV3H

}
×√

(1− Lr)2 + (L′)2 ds

+
∫
I

∫ ZB+h

ZB

cB
{(

(1− Lr)2 + (L′)2
)

(u1V v1H + u1Hv1V ) + u3V (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H)

+ (Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H) v3V }
√

(1− Lr)2 + (L′)2 dzds

+
∫
ωF

cB
{(

(1 + Lr)2 + (L′)2
)
u1V v1V + u3V v3V

}√
(1 + Lr)2 + (L′)2 dzds

+
∫
I

cBh

{(
(1 + Lr)2 + (L′)2

)
u1Hv1H +

(
Z ′Bu1H +

h

2
U3H

)(
Z ′Bv1H +

h

2
V3H

)
+
h2

12
U3HV3H

}
×√

(1− Lr)2 + (L′)2 ds

+
∫
I

∫ ZB+h

ZB

cB
{(

(1 + Lr)2 + (L′)2
)

(u1V v1H + u1Hv1V ) + u3V (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H)

+ (Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H) v3V }
√

(1 + Lr)2 + (L′)2 dzds.
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Pour le terme non-linéaire, quelques calculs impliquent :

A1 (u; u,v) =∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (curlu ∧ u) · v(1− lr)dzdlds =

∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (1− lr)
(
∂su3V −

(
(1− lr)2 +

(
lL′

L

)2
)
∂zu1V

)
u⊥V · vV dzdlds

+
∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (1− lr) (curluHu⊥H −∇H (Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H) (Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H)
) · vH dzdlds

+
∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (1− lr) uH · ∇H (Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H) (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H) dzdlds

+
∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (1− lr)
{
∂s (Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H) +

lL′

L
(Z ′B∂lu1H + (z − ZB) ∂lU3H)

}
×

{
u⊥V · vV + u1V (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H)− (Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H) v1V

}
dzdlds

+
∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (1− lr) (∇H (Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H)) · (uHv3V − u3V vH) dzdlds

+
∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (1− lr)
{
∂zu1V

(
(1− lr)2 +

(
lL′

L

)2
)
− ∂su3V

}
×

{(Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H) v1V − u1V (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H)} dzdlds

+
∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (1− lr) (∂zu1V (1− lr)2 − ∂su3V

)×
{(Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H) v1H − u1H (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H) + u3V v1H − u1Hv3V } dzdlds

+
∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (1− lr) lL
′

L
∂zu1V {(Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H) v2H − u2H (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H)}

+u3V v2H − u2Hv3V } dzdlds

−
∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (1− lr) curluH (1− lr)
(
u2Hv1V − u1V v2H +

lL′

L
(u1V v1H − u1Hv1V )

)
dzdlds,



Calculs pour le modèle 2.5D 159

soit après intégration :

A1 (u; u,v) =∫
ωF

2ρL (curluV −D2 ∂zu1) u⊥V · vV dzds

+
∫

ΣF

ρ (1− lr)h
(
curluHu⊥H −

(
Z ′Bu1H +

h

2
U3H

)(
∇H (Z ′Bu1H) +

h

2
∇HU3H − U3H∇HZB

))
· vH dlds

+
∫

ΣF

ρ (1− lr)huH ·
(
∇H (Z ′Bu1H) +

h

2
∇HU3H − U3H∇HZB

)(
Z ′Bv1H +

h

2
V3H

)
dlds

+
∫

ΣF

ρ (1− lr)h
(
h2

12
uH · ∇HU3HV3H − h2

12
U3H∇HU3H · vH

)}
dlds

+
∫

ΩF

ρ (1− lr)
{
∂s (Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H) +

lL′

L
(Z ′B∂lu1H + (z − ZB) ∂lU3H)

}
×

{
u⊥V · vV + u1V (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H)− (Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H) v1V

}
dzdlds

+
∫

ΩF

ρ (1− lr) (∇H (Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H)) · (uHv3V − u3V vH) dzdlds

+
∫

ΩF

ρ (1− lr)
{
∂zu1V

(
(1− lr)2 +

(
lL′

L

)2
)
− ∂su3V

}
×

{(Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H) v1V − u1V (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H)} dzdlds

+
∫

ΩF

ρ (1− lr) (∂zu1V (1− lr)2 − ∂su3V

) {(Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H) v1H − u1H (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H)} dzdlds

+
∫

ΩF

ρ (1− lr) (∂zu1V (1− lr)2 − ∂su3V

)
(u3V v1H − u1Hv3V ) dzdlds

+
∫

ΩF

ρ (1− lr) lL
′

L
∂zu1V {(Z ′Bu1H + (z − ZB)U3H) v2H − u2H (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H)} dzdlds

+
∫

ΩF

ρ (1− lr) lL
′

L
∂zu1V (u3V v2H − u2Hv3V ) dzdlds

−
∫

ΩF

ρ (1− lr) curluH (1− lr)
(
u2Hv1V − u1V v2H +

lL′

L
(u1V v1H − u1Hv1V )

)
dzdlds.
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En�n concernant le terme de droite Fn2.5D(.) sur X0
2.5D, il s'ensuit que :∫

ΩF

ρ

(
1

∆t
un + g

)
· v dΩ =

∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (1− lr)
(

1
∆t

un + g
)
· vdzdlds =

∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ

∆t
(1− lr)

{(
(1− lr)2 +

(
lL′

L

)2
)
un1V v1V + un3V v3V

}
dzdlds

+
∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ

∆t
(1− lr) {unH · vH + (Z ′Bu

n
1H + (z − ZB)Un3H) (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H)} dzdlds

+
∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ

∆t
(1− lr)

{
(1− lr)2 (un1V v1H + un1Hv1V ) +

lL′

L
(un1V v2H + un2Hv1V )

+un3V (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H) + (Z ′Bu
n
1H + (z − ZB)Un3H) v3V } dzdlds

−
∫
I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρg (1− lr) (v3V + Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H) dzdlds,

soit après intégration :∫
ΩF

ρ

(
1

∆t
un + g

)
· v dΩ =

∫
ωF

2ρL
∆t
{(1 +D2)un1V v1V + un3V v3V } dzds

+
∫

ΣF

ρh

∆t

{(
unH · vH +

(
Z ′Bu

n
1H +

h

2
Un3H

)(
Z ′Bv1H +

h

2
V3H

)
+
h2

12
Un3HV3H

)}
dlds

+
∫

ΩF

ρ

∆t
(1− lr)

{
(1− lr)2 (un1V v1H + un1Hv1V ) +

lL′

L
(un1V v2H + un2Hv1V )

+un3V (Z ′Bv1H + (z − ZB)V3H) + (Z ′Bu
n
1H + (z − ZB)Un3H) v3V } dzdlds

−
∫
ωF

2ρLgv3V dzds−
∫

ΣF

ρhg (1− lr)
(
Z ′Bv1H +

h

2
V3H

)
dlds.
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Simulation numérique multidimensionnelle d'écoulements estuariens

On s'intéresse dans cette thèse à la modélisation et à la simulation multidimensionnelle de l'hydrodynamique 
fluviale, notamment près des estuaires. Le modèle physique de référence est le modèle 3D, mais au vu de son 
important coût de calcul, il est intéressant de disposer de modèles plus simples en 1D, 2D ou 2.5D, que l'on 
peut utiliser dans des zones adéquates du fleuve, en fonction de sa topographie et de sa bathymétrie. 
Ainsi, à partir du modèle 3D basé sur les équations instationnaires et incompressibles de Navier-Stokes, des 
modèles plus simples sont dérivés par projection par formulations faibles du problème 3D. On obtient ainsi 
un modèle en 1D, écrit sur la courbe médiane de la surface libre du fleuve, ainsi que deux modèles en 2D, le 
2D-vertical écrit sur la surface longitudinale médiane du fleuve et le 2D-horizontal écrit sur la surface libre. 
Enfin on définit un modèle en quasi-3D, le modèle 2.5D, écrit dans la somme des espaces 2D-vertical et 2D-
horizontal.  Tous  ces  modèles  prennent  en  compte  la  géométrie  du  fleuve  et  fournissent  une  vitesse 
tridimensionnelle  ainsi  que la  pression,  qui  n'est  pas  supposée hydrostatique mais  qui  est  une inconnue 
entière du problème. 
En  outre,  on  définit  et  justifie  un  estimateur  de  modèles,  entre  le  modèle  3D  et  chacune  de  ses 
approximations en 1D, 2D et 2.5D. Cet estimateur calcule l'erreur entre le modèle 3D et son approximation, 
et donne ainsi une indication sur la qualité des résultats obtenus à partir des modèles 1D, 2D ou 2.5D, dans 
leurs zones respectives de calcul.
Tous ces modèles hydrodynamiques sont implémentés dans des codes d'éléments finis, écrits en C++.  Enfin, 
ils sont couplés numériquement  à l'aide de l'estimateur de modèles.

Mots clés : Modélisation hydrodynamique, Simulation numérique multidimensionnelle, Couplage adaptatif, 
Estimateurs d'erreur a posteriori, Éléments finis, Mise en œuvre C++

Multidimensional numerical simulation of estuarian river flows

In  this  work,  we  are  interested  by  the  hydrodynamical  multidimensional  modeling  and  simulation  of 
estuarian river flows. The physical model to be employed is a 3D one, but due to the huge computational 
cost, it cannot be used on the whole length of the river. Therefore, it is interesting to use different lower-
dimensional models on adequate regions of the river, according to its topography and its bathymetry.
Therefore, new hydrodynamical models are proposed in 1D, 2D and 2.5D. We start from the 3D problem 
based on the instationary and incompressible Navier-Stokes equations, which is written in a weak form. Then 
simpler models are derived by means of a projection method. A 1D model is derived on the median curve of 
the river, as well as two 2D models called 2D-horizontal and 2D-vertical models, either they are written on 
the free surface or on the median longitudinal surface of the river. The 2.5D model is obtained by adding the 
2D-vertical and 2D-horizontal discrete spaces.  All these models take into account the geometry of the river 
and provide a 3D velocity and a 3D  pressure. The pressure is an unknown of the problem and it is not 
supposed to be hydrostatic. 
Moreover, model estimators between the 3D model and any of its lower-dimensional approximations in 1D, 
2D or 2.5D, are defined and justified. These model estimators compute the error between the 3D model and 
the simpler models, and then also indicate the validity domain of these simpler hydrodynamical models, from 
a qualitative point of view.
All these new hydrodynamical models are implemented in finite element codes written in C++, and coupled 
numerically with the model estimators.

Keywords:  Hydrodynamical  modeling,  Multidimensional  numerical  simulation,  Adaptative  coupling,  A 
posteriori error estimators, Finite elements, C++ implementation


