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Chapitre 0

Introduction

Résolutions minimales et D-modules

En algebre commutative, un outil souvent employé pour étudier les mo-
dules consiste en les résolutions libres. Soit A un anneau commutatif et M
un A-module, une résolution libre de M est une suite exacte

s AT A B A 0,

Si A est noethérien et M est de type fini, de telles résolutions existent.

Supposons que A est un anneau gradué, A = ®4czA4 ou Ag est un corps.
Pour n € Z", soit A"[n] le module A” muni de la graduation (A"[n]); =
@;Ad—n,- Un module gradué M admet une résolution graduée libre, c’est-a-
dire une suite exacte graduée

o A W] 2 4] 2 A — 0.

On a des méthodes explicites pour calculer des résolutions libres graduées,
par exemple l'algorithme de Schreyer dans le cas de A = Q[xy, ..., x,]. (cf.
[9], Theorem 15.10).

On peut exiger que les exposants de la résolution r; soient minimaux au
sens suivant : rg est le nombre minimal de générateurs de M, r; est le nombre
minimal de générateurs de ker¢,, et ainsi de suite. Une résolution libre dans
laquelle les exposants sont minimaux est appelée résolution minimale libre,
une telle résolution existe et est unique. Les exposants r; (appelés nombres
de Betti) et les décalages n() sont alors des invariants du module M. Cela
est valable aussi dans le cas ot A est local, ou encore mixte local-gradué (par
exemple A = C{z}[¢]).

Cette démarche est classique en géométrie algébrique, elle est par exemple
développée par D. Eisenbud dans [10] pour les C[zy, . .., x,]-modules gradués :
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soit I un idéal gradué définissant une variété projective V', les nombres de
Betti du module A/I renseignent sur la géométrie de V. Par exemple, on a un
lien entre toute résolution d’un module gradué M et sa fonction de Hilbert
Hy(d) = dimg(My). On sait que H)ys coincide avec un polynome Py, pour
d assez grand. Plus précisément, dans ce contexte M admet une résolution
libre graduée minimale finie

0 — AB0®] % A D] 2 A W] % A — 0,

ce qui permet de définir les invariants numériques dp(M) = ¢ (la dimension
projective de M) et reg(M) = maxi,j(ng-z) — 1) (la régularité de M). On a

alors Hy(d) = Py(d) pour d > reg(M) + dp(M) — (n+ 1) (Theorem 4.2).

Cette théorie a été récemment étendue au cas des D-modules algébriques
par T. Oaku et N. Takayama ([22]). Avant d’étre plus explicites, penchons-
nous sur les motivations de ces auteurs. Les D-modules représentent un outil
algorithmique important en géométrie algébrique et en théorie des équations
aux dérivées partielles. Par exemple, les mémes auteurs donnent dans [20] un
algorithme complet du calcul de la cohomologie a coefficients complexes du
complémentaire d'une hypersurface au moyen des D-modules. Cet algorithme
consiste a calculer la restriction (une image inverse) d’un certain D-module.
Par ailleurs, ’espace vectoriel des solutions d'un systeme d’équations aux
dérivées partielles linéaires est isomorphe a une restriction du D-module as-
socié (sous une condition de spécialisabilité), cf. [21], section 5. Le point de
départ de ces algorithmes est le calcul d’une résolution libre. On peut a cet
effet utiliser la méthode de Schreyer, cependant la résolution obtenue est en
général trop longue pour mener a bien les calculs ultérieurs. Les auteurs de
[22] ont alors cherché a définir et a calculer des résolutions aussi courtes que
possible, ce qui les a conduits a la notion de résolution libre minimale.

Nous présentons maintenant cette notion suivant la version adaptée aux
D-modules analytiques donnée par T. Oaku et M. Granger ([12]). Pour nous,
D désigne 'anneau des opérateurs différentiels linéaires a coefficients analy-
tiques, c’est-a-dire qu'un élément de D s’écrit comme une somme finie

a 51 8 B’n
Z g(ﬁl,-nﬁn)(mh S axn) a—xl -\ 2

(B1,.Bn)ENT

ou pour chaque (B, ..., 0,),98...3, €st une série convergente au voisinage
de lorigine dans C". Plus généralement, on parle du faisceau d’anneaux Dx
sur une variété analytique lisse X. L’anneau D est non commutatif mais
noethérien. On a donc des résolutions libres de D-modules. En revanche,



on n’a pas directement de notion de résolution libre minimale, ’anneau D
étant naturellement filtré mais non gradué. Pour y parvenir, on considere des
résolution adaptées a une filtration. Soit pour d € Z, F;(D) le sous-espace
de D des opérateurs d’ordre en 8%1, ey % inférieur & d. On a grf (D) ~
C{zy, ..., 2}, - -, &), 'est un anneau commutatif pour lequel la théorie
des résolutions minimales libres est valide. Soit M un D-module muni d’une
filtration Fy(M). Pour n = (ny,...,n,) € Z", soit D"[n] le module D" muni
de la filtration décalée du vecteur n, appelé module filtré libre. Une résolution
filtrée libre de M est une suite exacte

=D M) B Drom©®] 8 A 0
telle que pour tous d € Z, on ait une suite exacte
- — Fy(DnW]) & Fy(D ) B Fy(M) — 0.
Cette résolution est dite minimale si la suite exacte
= g (D)) % g (D)) B g (M) - 0

est une résolution minimale de gr’’(M). Si le module filtré M admet une
présentation finie et filtrée, alors il admet une résolution filtrée libre minimale.
Le but des auteurs de [22] est atteint car une telle résolution est calculable.
De plus, celle-ci est unique (& isomorphisme filtré pres). Par conséquent, et
c’est ce que nous retiendrons, les nombres de Betti et les décalages de la
résolution minimale forment des invariants numériques du module filtré M.

Plus généralement, on définit les résolutions libres minimales adaptées a
une bifiltration. Elles sont requises pour l'algorithme de restriction d’'un D-
module. Les nombres de Betti et les décalages sont alors des invariants pour
un module bifiltré.

Dans cette these, nous étudions les résolutions bifiltrées minimales de D-
modules en toute généralité d’abord, puis nous concentrons notre attention
sur des D-modules d’un intérét particulier en singularités. Cela constitue une
démarche parallele a celle adoptée par D. Eisenbud, adaptée a la théorie des
singularités.

Liens entre D-modules et singularités

Par théorie des singularités nous entendons I'étude locale des variétés
définies par des fonctions analytiques complexes dans C".

La théorie des D-modules et les singularités sont intimement liées : par
exemple, on définit pour un D-module une variété analytique, la variété ca-
ractéristique, et ses propriétés ont des répercussions importantes sur le D-
module lui-méme, ce qui montre que la géométrie analytique a son role a



jouer dans I'étude des systemes d’équations aux dérivées partielles, mais sur-
tout, on retiendra I’apport des D-modules en théorie des singularités, que
I’on met en lumiere au travers de deux D-modules particuliers, qualifiés de
géométriques.

Définissons un premier D-module géométrique. Soit X un voisinage ouvert
de 0 € C", notons Ox le faisceau des germes de fonctions analytiques sur
X et O = Op. Soit f € Ox telle que f(0) = 0. On note D[s] 'anneau
des polynomes en s a coefficients dans D. Voyons f*° comme un symbole et
considérons I'espace

@) [1,3] fe.

f

On le munit d’une structure de D[s]-module qui prolonge I'action naturelle

g .,  of1

Notre premier D-module géométrique est D[s]f*, le sous Dl[s|-module de
O[1/f,s]f* engendré par f°. Ce module contient beaucoup d’informations
sur la singularité f = 0. Par exemple, a partir de ce module est défini le
polynome de Bernstein-Sato : ¢’est le polynome minimal de I'action de s sur
(D[s]f*)/(Dl[s|f f?). Bien qu’ayant été introduit dans le but de prolonger des
fonctions méromorphes, ce polynome s’est avéré lié a la théorie des singu-
larités depuis les travaux de B. Malgrange (cf. [16]). En effet, J. Milnor a
introduit la monodromie de f (dans le cas ou f a une singularité isolée en 0),
c’est un opérateur linéaire sur la cohomologie singuliere de la fibre générique
de f, dite fibre de Milnor, qui fournit des informations sur la topologie de
la fibre singuliere (cf. [18]). B. Malgrange a montré que les valeurs propres
de la monodromie sont les €?™ ol les a sont les racines du polynéme de
Bernstein-Sato.

Définissons notre second module géométrique, extension du premier. Soit
Dx «c 'anneau des germes d’opérateurs différentiels linéaires a 1’origine dans
C™*!, bati a partir des variables z1, . . ., z,,, t et des opérateurs 8%1, cee %, %.
Sur notre espace Ox[1/f, s], on fait agir Dxc en posant

t.g(a:,s)fs = g(&?,S + 1)ffs

avec g(z,s) € Ox|[1/f,s], et

a s _ - l s
ag(xas)f - Sg(:L‘,S 1)ff

On consideére Dx ¢ f*%, le sous Dxyc-module de Ox[1/f,s|f* engendré par
f?, et notre second module géométrique est Ny = D, . f*, la fibre de Dxxc f*
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en (0,0). Pour 'utiliser, nous allons le filtrer. Sur les variables

g gt 299
1y dn, ’8$17.”’0$n7at

on met respectivement les poids (0,...,0,—1,0,...,0,1), cela fournit une
filtration (Vi (Dyt))kez, appelée V-filtration le long de ¢ = 0. On munit Ny
de la filtration Vj(Ny) = V(D) f* compatible avec la V-filtration de D, ;.
On munira aussi Ny d'une bifiltration qui raffine la V-filtration, et nous nous
intéresserons aux nombres de Betti et aux décalages issus de la résolution
libre minimale bifiltrée.

Notre motivation est ici la cohomologie locale algébrique, et en filigrane,
la cohomologie du complémentaire de 1’hypersurface f = 0. Soit M un Dx-
module. On note I'jy—o (M) le Ox-module

lim Homo, <%,M)
k

Ce module admet une structure de Dyx-module prolongeant celle de Ox-
module. On définit ainsi un foncteur I'jy_o de la catégorie des Dx-modules,
il est exact a gauche. On s’intéresse alors au foncteur dérivé RI'j;_g), et
Ry (M) est appelée cohomologie algébrique locale de M a valeurs dans
(f = 0). Notons que ce complexe n’a d'intérét qu’au voisinage d'un point
singulier de f. On considere le cas de M = Ox. C’est un cas particulier
intéressant en toplogie des singularités car le complexe RI'[;—q(Ox) est un
outil pour le calcul des espaces de cohomologie H*(X \ {f = 0},Cx) (voir
par exemple [20], Corollary 7.4). Le lien dans ce cas avec notre module Ny
est le suivant. Soit 7 : C* — C" x C l'inclusion i(x) = (z,0). D’apres [21],
Proposition 7.2, on a

H'Li*Dxxcf® ~ H'RI ;g Ox,

ou i* désigne I'image inverse spécifique a la théorie des D-modules. [21], Theo-
rem 5.3 décrit comment obtenir la restriction de Ny a partir d'une résolution
libre adaptée a la V-filtration.

On reviendra sur ’exemple de la cohomologie locale au chapitre 3, ou l'on
donnera une présentation explicite dans le cas ou f est quasi homogene a
singularité isolée.

Contenu de la thése

Cette these a deux buts : étudier les résolutions minimales de D-modules,
en précisant des méthodes de calcul effectives, d’une part, puis appliquer



ces résolutions aux modules géométriques D[s|f* et D, ,f* pour définir des
invariants géométriques et en étudier les propriétés.

Cette these est donc divisée en deux parties. Le chapitre 1 constitue la
premiere, nous y faisons des rappels sur les D-modules et les résolutions
minimales, puis nous montrons que l'on peut dans certains cas se ramener
a une situation d’algebre commutative pour calculer les nombres de Betti.
Nous y définissons aussi la notion de résolution générique pour un module
dépendant de parametres.

Dans les chapitres 2 a 4, nous appliquons cette théorie aux D-modules
géométriques. Nous définissons de nouveaux invariants analytiques pour les
germes d’espaces complexes, et nous étudions des cas particuliers : les sin-
gularités isolées quasi homogenes pour lesquelles nous avons explicitement
les nombres de Betti; les singularités isolées semi-quasi homogenes pour les-
quelles nous définissons les nombres de Betti génériques et dont nous ca-
ractérisons la quasi-homogénéité par les nombres de Betti et les décalages;
les monomes et les diviseurs libres localement quasi homogenes.

Détaillons précisément nos résultats chapitre par chapitre.
Au chapitre 1, nous rappelons les constructions de résolutions minimales
adaptées a une bifiltration. On considere un vecteur de poids

(u,v) = (U1, ..., Un,V1,...,0,) € Z*"

tel que pour tout i,u; < 0 et u; + v; > 0. Ces poids sont appliqués respec-

tivement aux variables (xi,...,x,, a%l, o, ), cela définit une filtration

> Oz
sur D que l'on note (F, k(u’v) (D))kez. La filtration classiquement utilisée (pour
définir la variété caractéristique) est celle obtenue pour u = (0,...,0) et

v=(1,...,1), notée FOV(D). Soit (u,v) # (0,1), on définit une bifiltration
sur D par
1 u,v
Fyx(D) = F"Y(D) n F“(D).

Sur un D-module M, on a la notion naturelle de bifiltration (Fyx(M)),
compatible avec la bifiltration de D. On considere alors la catégorie des D-
modules bifiltrés, c’est le cadre naturel pour définir la notion de résolution
minimale bifiltrée (en particulier, une telle résolution est adaptée a la filtra-
tion par les poids (u, v)). On rappelle aussi des méthodes effectives classiques :
les complexes de Koszul (dont nous ferons abondamment usage au chapitre
3) et les bases standard.

Dans la section 1.2, on fait 'opération suivante : soit M un D-module
bifiltré, on définit un module

Fai(M)

bigr(M) =
igr(M) g?Fd,k—1(M)+Fd—1,k(M)




sur l'anneau commutatif bigr(D) défini de la méme maniére. Le module
bigr(M) admet une résolution minimale libre bigraduée unique, donc des
nombres de Betti bien définis. Nous montrons que sous la condition

Vd, ]{?, Fd,k(M) = (Ud/Fd/’k<M)) N (Uk/Fd’k/(M)), (1)

les nombres de Betti du module bifiltré M sont les mémes que ceux du
module bigr(M) (Théoréme [1.2.1). Cela simplifie le calcul des nombres de
Betti, notamment lorsqu’on se risque a calculer de tels objets en machine.
La section 1.3 est consacrée aux résolutions génériques. Elles sont mo-
tivées par les déformations semi-quasi homogenes de fonctions quasi ho-

mogenes. Soit Aq, . .., A des parametres, D[\| 'anneau des opérateurs différentiels
a parametres, et M un D[A]-module de type fini, admettant une présentation
(D)
(P,...,P)

avec P, € D[A]". Soit K le corps des fractions de C[)], et D(K) Danneau
des opérateurs différentiels a coefficients dans K{[x1, ..., z,]]. On définit un
D(K)-module M = D(K) ®pp M, muni de la bifiltration quotient par
Pi.....P.

Pour \g € V, on définit le D-module bifiltré

DT‘
M, =
Yo <P1<)\0)77Pl(>\0)>
muni de la bifiltration quotient.
Théoréme 0.0.1 (Théoreme [1.3.1). Il existe une résolution bifiltrée mi-

nimale libre de M sur ﬁ(K) qui se spécialise pour \g générique en une
résolution bifiltrée minimale libre de My, sur D.

Au chapitre 2, on considere une application fi,..., f, : (C*,0) — (C?,0)
et le module Ny = D, fi*... f, ot t = (t,...,t,), défini de maniere ana-
logue au cas p = 1 que nous avons déja explicité, muni de la bifiltration
Fir(Ng) = Fup(Doy) fi* ... fp7, avec la V-filtration le long de t; = -+ =
t, = 0. Nous notons

By (T) = Z BT
i>0

la série dont les coefficients sont les nombres de Betti du module bifiltré
Ny. Soit J l'idéal de C{z} engendré par fi,..., f,. On considere le germe
d’espace complexe V' correspondant, c’est ’algebre locale C{z}/J. Soit ng la
dimension de plongement de V' en 0, et ry le nombre minimal de générateurs
de T'idéal définissant V' dans C{z1,...,2,,}. Soit ¢g = 19 + ng (c’est un
invariant de V).
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Proposition 0.0.1 (Proposition [2.1.4). La série

By (T)

Bv(T) = 5 Tyere

est un polynome en T et définit un invariant du germe d’espace complexe V.

On définit aussi les résolutions génériques pour une déformation F'(z, \) =
(Fi(x,A), ..., Fpy(z, ) € (C{z}[A])? de f, comme corollaire du Théoreme
3.1l

Ensuite et jusqu’a la fin de la these on suppose p = 1, c’est-a~dire qu’on
ne traite que des hypersurfaces. On donne une condition suffisante pour que
le module Ny satisfasse '’hypothese (1) : f est Euler-homogene et I'idéal J( f)
est de type linéaire (Proposition . Nous étudions enfin les nombres de
Betti du module filtré D[s] f*, cela fournit des invariants analytiques dans la
catégorie des hypersurfaces.

Au chapitre 3, on traite le cas d’'une singularité isolée quasi homogene f,
avec les poids wyq, ..., w,. On peut se ramener au commutatif, au sens de la
section 1.2. On a bigr(D, ) ~ C{z}[t,, 7] et bigr(Ny) =~ bigr(D,.)/I, ou [
est I'idéal engendré par les éléments

0 0 0
i /i i i /i<y

On calcule explicitement une résolution libre minimale bigraduée de bigr(Ny).
Schématiquement, la méthode est la suivante : on effectue plusieurs dévissages
de maniere a ne traiter que des modules qu’on sait résoudre par des complexes
de Koszul généralisés, on prend ensuite les cones successifs des résolutions
obtenues. On obtient les nombres de Betti suivants :

Théoréme 0.0.2 (Théoreme 3.1.1)). Les nombres de Betti du module bifiltré
Ny sont les suivants : By = 1,81 = 2+ @, OBo=14+n+ 2(23), PUIS pour
23,6 - (- 29(22) + 200,

Ce qui est frappant est le fait que ces nombres de Betti ne dépendent que
de n. Nous remarquons que la régularité du module bigr(Ny) au sens de la
graduation F' est nulle. On déduit des calculs effectués une présentation du
module de cohomologie locale de Ox.

On cherche ensuite a caractériser la quasi-homogénéité pour les singu-
larités isolées. On montre que f est quasi homogene si et seulement si la
régularité de Ny (au sens de la premiere filtration) est nulle (Proposition
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. Pour les courbes réduites, la donnée du premier nombre de Betti suf-
fit : si f est quasi homogene, alors 3; = 5, sinon 3; > 6 (Proposition [3.3.2)).
On cherche a généraliser ce dernier résultat aux singularités semi-quasi ho-
mogenes en toute dimension, on y parvient pour les déformations par le socle

(Proposition 3.4.1)).

Dans le dernier chapitre, on étudie des cas ol on peut encore se ramener au
commutatif : les monomes et les diviseurs libres localement quasi homogenes.
On décrit completement les nombres de Betti pour les monomes, au prix de

lourds calculs : soit f = z7'...x% avec ay,...,a, des entiers strictement
positifs.
Théoréme 0.0.3 (Théoreme [4.1.1]). - Si f est non réduite, alors 3, =

2n+1 et B; =2("T") sii> 2.
- Si f est réduite, alors By = 2n + 1, §; = 2("?1) si2>4>n-—1,
Op=2n+1, 61 =1,6=0sii>n+2.

Dans le cas des diviseurs libres localement quasi homogenes, nous notons
simplement que les résultats de [5] impliquent qu’on peut se ramener au
commutatif, ce qui permet d’envisager des calculs en machine.
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Chapitre 1

Résolutions minimales de
D-modules

1.1 Rappels

1.1.1 Anneaux d’opérateurs différentiels

Le premier anneau qui nous intéresse est D, I’anneau des germes d’opérateurs

différentiels analytiques a l'origine. Notons 0,, = % et pour g € N"

9% = 9P ...9f». Un élément P de D s’écrit de maniére unique

P=>"gs(x)d’

finie

avec gg(x) € C{z1,...,x,}. Rappelons les relations de base dans D : 0,,x; —
Zlfjaxi = 51‘7]‘.
On appelle vecteur de poids admissible un vecteur

(u,v) = (U1, ..., Un,01,...,0,) € Z*"

tel que pour tout 7, u; +v; > 0 et u; < 0. Pour P € D de la forme P =
3" a0 52°0P, on définit I'ordre selon (u,v) par

ord ) (P) = max{z i + Zviﬁi, A # 0}
On définit la filtration de D selon (u,v) par
F"N(D) = {P € D,ord((P) <k} pour k € Z.

Notation spéciale : Une filtration particulierement importante est celle
obtenue pour u = (0,...,0) et v = (1,...,1), on la notera Fy(D).

13



Suivant les idées de [§], nous allons homogénéiser les opérateurs différentiels
selon la filtration F. On définit a cet effet 'anneau de Rees naturellement
gradué

R(D) = @qFy(D)T*
avec la regle de multiplication
pPT¢. P'TY = (PP)T .
On définit d’autre part 'anneau D" comme la C-algebre engendrée par
C{z}, 04y, - -, 0r,, h quotientée par les relations

Oa

ha — ah, hOy, — Oy;h, 0y,0,; — 0,04, Op,a — a0y, —

pour tout a € C{x}. Cet anneau est gradué de la facon suivante
(D) =" apu(x)0°h*, 8] + k = d}.

On définit sur D™ une filtration selon (u,v) de la méme maniere que ci-
dessus, avec pour P € D™ de la forme P = 3" a, 5 x7*0°hF,

ord ) (P) = max{z Uit + Z V;Bi|an g r # 0 pour un certain k}

c’est-a-dire qu’on donne a la variable h le poids 0.

On a un isomorphisme d’anneaux gradués D™ ~ R(D) qui envoie a(z)0°h*
sur a(z)0°T*1Pl. Notons que la présentation de cet anneau sous la forme
R(D) sera adaptée a la manipulation de modules filtrés, tandis que I’anneau
D" sera plus commode pour effectuer des calculs, notamment de bases stan-
dard.

Via cet isomorphisme, on a
FN(DWY ~ @y(Fy(D) N V(D)) T

On considérera I'anneau gradué associé gr(®v) (DM).
Soit (u,v) un vecteur de poids admissible. On définit une bifiltration sur
D par
Fyr(D) = F"Y(D)n F“(D) pour d € N,k € Z.

On rencontrera ’anneau bigradué bigrD correspondant, défini comme suit :

Fy1(D)

bigrD = ®bigr, ., D = & .
& Slak Fiy-1(D) + Fy_14(D)

C’est un anneau commutatif.
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1.1.2 Résolution graduée (ou bigraduée) libre mini-
male

Nous allons rappeler la notion de résolution libre minimale pour des mo-
dules sur des anneaux gradués ou bigradués. Les anneaux considérés sont
commutatifs ou non commutatifs, mais possedent une propriété commune :
Iexistence d’un lemme de type Nakayama, qui joue un role clé dans les
démonstrations d’unicité de ces résolutions.

Cas classique

Commengons par le cas classique. Soit A = C|xy,...,z,] muni de la gra-
duation par le degré. A possede un unique idéal maximal gradué m engendré
par Ty,...,Tp.

Définition 1.1.1. Soit n € Z. On note Aln] le A-module gradué A muni de
la graduation A[nly = Agq_n. De méme, sin = (ny,...,n,.) € Z", on note
A"[n] le A-module gradué A” muni de la graduation

A" [l’l]d = @ Ad—ni-
i=1

Soit M un A-module gradué de type fini. Une résolution graduée libre de
M est une suite exacte graduée

avec £L; = A"[n®]. On construit une telle résolution comme suit : soit
mi, ..., My, des générateurs homogenes de M, de degrés respectifs ny, ..., n,,.
Soit n = (ny,...,n,). On a une suite exacte graduée

A" [n] XM =0

avec ¢o(e;) = m;, ol ey, ..., e, est la base canonique de A™. On continue en
prenant des générateurs homogenes de kergy.

Une résolution graduée libre minimale de M est une résolution telle que
les coefficients des matrices ¢; appartiennent a m, pour ¢ > 1. C’est équivalent
au sens plus intuitif suivant : ¢g(ey), ..., ¢o(er,) est un ensemble minimal de
générateurs de M, et pour i > 1, (¢;(e1),. .., ¢i(e,)) est un ensemble minimal
de générateurs de kerg; ;.

Les résolutions graduées libres minimales existent et sont uniques a iso-
morphisme pres (cf. [9] Theorem 20.2, & adapter au cas gradué). En conséquence,
les exposants 7; et les décalages n® sont des invariants du module gradué

M.

15



Définition 1.1.2. Les exposants r; sont appelés les nombres de Betti du
module gradué M.

Cas d’anneaux gradués ou bigradués issus de D

Nous considererons les anneaux gradués D™ et grf (D) et les anneaux
bigradués gr(®?)(D™) et bigr(D). On définit alors une résolution graduée
(ou bigraduée) libre minimale comme étant une suite exacte graduée (ou
bigraduée) du type , avec m l'idéal bilatere adéquat que nous allons
préciser.

L’anneau D™ est non commutatif, mais possede un unique idéal bilatere
gradué maximal m, engendré par xy,...,2,, 0, ..., 0z, h. Une résolution
minimale graduée d’un module a gauche est une suite exacte de modules a
gauche du type , ou les coefficients des matrices appartiennent a m.

L’anneau grf'(D) est commutatif, isomorphe & C{z}[¢y,...,&,] , avec &
la classe de 0,, dans gri (D). L’idéal m est engendré par xy, ..., 2., &1, . .., &

L’anneau gr(®?)(DM) est bigradué et non commutatif en général. Pour
définir les résolutions bigraduées on introduit le module bigradué libre A" [n][m]
avec n,m € Z" : c’est le module A" muni de la bigraduation

(A"[n][m])q = @ Ad—n; d—m;-

Une résolution bigraduée libre d’'un module a gauche est une suite exacte
bigraduée du type (L.1), ou £; est un module bigradué libre. L’idéal m
est engendré par xq,...,%,,0z,,...,0z,,h (ol on identifie x; avec sa classe
dans gr} (D), 9,, avec sa classe dans gri?) (D™) et h avec sa classe dans
gri?)(DM)). Cest I'unique idéal bilatére bigradué maximal.

Enfin, 'anneau bigrD est bigradué et commutatif. Une résolution bi-
graduée libre est constituée de modules bigradués libres. Notons &; la classe
de 0,, dans bigr( (D), et z; la classe de z; dans bigr(,,.,(D). L'idéal m est
engendré par zy,...,x,, &1, ..., &, c'est 'unique idéal bigradué maximal.

Dans tous ces cas, les résolutions minimales existent et sont uniques a
isomorphisme pres, ce que I’on démontre de fagon similaire au cas commutatif
(voir plus particulierement [I2] pour les cas non commutatifs).

Minimalisation

Dans ce paragraphe, A est I'un des anneaux considérés ci-dessus. Pour
obtenir une résolution minimale d’un A-module M, on peut partir d’une
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résolution libre graduée quelconque

'Hﬁiﬁci_lﬁ"~—>£0@>M—>0

Supposons que cette résolution ne soit pas minimale, i.e. il existe © > 1 et un
vecteur de base ey de L; tel que ¢;(eg) € mL;_;.

Le module
L
Aeg
est libre de rang r; — 1 et le module
Li
Adi(eo)

est libre de rang ;1 — 1 car on peut compléter le vecteur ¢;(eg) en une base
de L;_ 1, par le Lemme de Nakayama. Le complexe

Li ¢ Lia
— -
Aeo Agzﬁz(eo)
est une résolution libre graduée de M (cf. [10], preuve du Théoreme 1.6).

Or les rangs ont strictement diminué, on peut donc faire cette opération un
nombre fini de fois, jusqu’a obtenir une résolution minimale.

—>~~—>/L0@>MHO

Interprétation des nombres de Betti avec le foncteur Tor

On peut interpréter les nombres de Betti d’une résolution minimale d’un
A-module M au moyen du foncteur Tor. On a toujours

A
—~C
m
dans les cas A = gr¥(D™) ou A = bigrD. On voit de cette maniere C comme

un A-module a droite.

Lemme 1.1.1 ([10], Proposition 1.7). Vi,r; = dimc(Tor!*(C, M)).

1.1.3 Résolutions filtrées de D-modules et de D|[s|]-modules

Considérons maintenant 'anneau D. On ne peut pas parler directement
de résolution minimale dans la catégorie des D-modules, mais on sait le faire
via une graduation ou une homogénéisation, dans la catégorie des D-modules
munis d'une bonne filtration.

Soit M un D-module. Rappelons que Fy(D) désigne la filtration FY (D).
Une filtration de M est une collection {Fy(M)}aez de C{z}-sous-modules de
M telle que |J Fy(M) = M et pour tous d,d € Z,Fy(M) C Fy1(M) et
Fy (D)Fd(M) C Fd+d/(M).
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Définition 1.1.3. (Fy(M)) est une bonne filtration si il existe fi,..., f. €
M etny,...,n,. € Z tels que

Vd € Z) Fd(M) = Fd—nl(p)fl + -+ Fd—n7»<D)fr‘
Autrement dit, une filtration est bonne si il existe une suite exacte filtrée
D'[n] % M — 0.

On retrouve la définition en posant ¢(e;) = f;.

Par exemple, soit n € Z", on note D" [n] le D-module D" muni de la bonne
filtration Fy(D"[n]) = @, Fy_n,(D).

Supposons M muni d’une bonne filtration (F,(M)).

Définition 1.1.4. Une résolution libre filtrée de M est une résolution
C £1 ﬂ E(] ﬁ M—0

avec L; = D" [nW), telle que pour tout d € Z,

s Fy(L1) B Fy(Lo) 2 Fy(M) — 0

est une suite exacte.
Une résolution libre filtrée minimale est une résolution libre filtrée qui
induit une résolution libre graduée minimale de gr™ (M) :

-—>g7’F£1—>ng£0 g M — 0.

On va voir qu'une telle résolution existe et est unique a isomorphisme
filtré pres.
Détaillons le devenir des fleches ¢; par le passage au gradué. Soit

¢:D"'[n] — D" [n]
définie par ¢(e;) = 3_ a;je;, avec a;; € Fy, (D). Par passage au gradué on
obtient

¢ :gr" (D) [n] — g™ (D) [n']
Pour d € Z, on considere 'application “symbole de degré d” :
4 Fa(D) — gry (D)

Notons ey, ..., e, la base canonique de D" [n] et €1, . . ., &, celle de gr’ (D)"[n],
avec & de degré n;. On utilise les mémes notations pour D" [n’]. On a alors

Zawej Zanl n, (i ;)€ € gr, (D) ‘[n].
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On peut aussi définir la notion de résolution filtrée minimale via une
homogénéisation. On définit le module de Rees R(M) par :

R(M) = @Fd(M)Td.
C’est un DM-module avec Paction suivante :
a(z)0°h* - (mT?) = (a(2)0°m)THH1PIHE,

On a plus généralement un foncteur de Rees, de la catégorie des D-modules
filtrés vers la catégorie de D™ -modules. Si ¢ : M — M’ est un morphisme
de D-modules filtrés, on définit ¢ : R(M) — R(M’) par ¢p(mT%) = ¢(m)T*.
En particulier, soit
¢:D'[n] — D"[n]
définie par ¢(e;) = >_ a;je;, avec a;; € F,_ (D). Notons (¢;) la base ca-

nonique de (D™)"[n]. On a un isomorphisme (D™)"[n] ~ R(D"[n]), ot ¢;
correspond a e;T™. Considérons ’application “homogénéisation de degré d” :

Hy: Fy(D) — (DM),
ou on homogénéise au moyen de la variable h. On a
a; €T = Hy,—n (ai)-(e;T7),
alors
0(é) = dle)T™ = (Y aije)T™ =Y Hy o (aiy)(e,T")
J J
= Zan—ng (ai;)é€;-
J
On envisage maintenant une résolution filtrée
é1 o
=Ly = Ly—=> M —0 (1.2)
qui induit une résolution graduée minimale

S RL B RL, B RM — 0.

D’apres [12], Theorem 3.4, une telle résolution existe et est unique a isomor-
phisme filtré pres. Nous définirons ceci comme la résolution minimale via
I’homogénéisation.

Lemme 1.1.2. Cette définition est équivalente a la définition via la gradua-
tion.
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Preuve Soit une résolution filtrée
HﬁlgﬁoﬂMﬁo (13)

Elle est minimale via la graduation (resp. via ’homogénéisation) si les coef-
ficients des matrices ¢; (resp. qgl) sont dans I'idéal maximal approprié. Or les
coefficients de ¢; sont les Oni—n; (a;;) tandis que les coefficients de gzgZ sont les
Hp,—n;(as5). On conclut en remarquant que

On;—n; (ai,j) = Hnr”j <ai:j)\h:0

modulo un abus de notation .[J

Par conséquent, on a existence et unicité des résolutions minimales via la
graduation (i.e. satisfaisant la Définition [1.1.4).

Traitons aussi les D[s]-modules. On pose

Fy(D[s]) ={) _ P:s', Vi, ord"(P) + i < d}.

On définit comme précédemment la notion de bonne filtration pour un DJs]-
module, puis la notion de résolution libre filtrée minimale via la graduation.
Ici, m est I'idéal de gr’’(D[s]) engendré par @1, ..., 2., &1, -, &, S, avece & la
classe de 0,, dans gri'(Dls]).

1.1.4 Résolutions bifiltrées de D-modules

On a méme, pour les D-modules munis d’une bonne bifiltration, la notion
de résolution libre minimale bifiltrée. Ces résolutions bifiltrées minimales ont
éte étudiées par T. Oaku et N. Takayama dans [22] dans le cas de l'algebre
de Weyl (i.e. les coefficients sont polynomiaux), puis par M. Granger et T.
Oaku dans [12] dans le cas de D.

Précisons ces notions. Soit (my,...,m,) € Z". On définit sur D" une
filtration décalée

F{ (D7) = {(Py, .. ) € D'|Vi, ooy (P) + my < &)

Fixons un vecteur de poids admissible (u,v) # (0,1).

Notation spéciale : Nous noterons Fy(D) = Fd(O’I)(D) et Vi(D) = Fk(u’v) (D).
Cette derniere notation est motivée par la notion de V-filtration que nous
étudierons au chapitre 2.

Soit M un D-module. Une bifiltration de M est une collection

{Far(M)}arez
de C{x}-sous-modules de M telle que
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U Far(M) = M,
Vd, k € Z, Fd7k(M) C Fd—i—l,k(M) N Fd7k+1(M) et
Vd, d, kK € Z, (Fu(D) O V(D)) Far(M) C Fuvar g (M).

Définition 1.1.5. (Fy,(M)) est une bonne bifiltration si il existe f1, ..., f; €
M etny,...,n,m,...,my €7 tels que

Fyp(M) = (Fgny(D) N Vi, (D)) f1 + -+ + (Faen (D) N Vi, (D)) fi1-

Par exemple, soit n,m € Z", on note D"[n][m] le D-module D" muni de la
bonne bifiltration

(F Y m)(D) 0 B ) (D7)
Une bifiltration est donc bonne si il existe une suite exacte bifiltrée
D'[n][m] & M — 0.

On retrouve la définition en posant ¢(e;) = f;.
Soit M muni d’une bonne bifiltration. M est muni d’une bonne F-filtration :

Fy(M) = UpezFyr(M)
ainsi que d’une V-filtration :
Vk(M) — UdENFd,k(M)-

On définit aussi les filtrations décalées sur un module libre (D™).
R(M) est muni d’une bonne V-filtration

Vi(R(M)) = ©gFyu(M)T.

On peut alors définir le module
M) = v Fyp(M
)= Dert ®0N) ~ DD 7 77
k ko d

C’est un module bigradué sur I'anneau gr” (D™). Dans cette catégorie, on
peut parler de résolution libre minimale.

Définition 1.1.6. Une résolution libre bifiltrée de M est une suite exacte

=L = Ly—> M —0
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avec L; = D" [nW)[mY), telle que Vd, k € Z,
- Fup(Lh) = Far(Lo) — Fap(M) — 0

est une suite exacte.
Une résolution libre bifiltrée minimale de M est une résolution libre bi-
filtrée qui induit une résolution libre bigraduée minimale de gr¥ (R(M))

= gV (R(L2) = gV (R(Ly)) — ¥ (R(M)) — 0.

Une telle résolution existe et est unique a isomorphisme bifiltré pres ([12],
Theorem 3.7). En particulier, les exposants 7; et les décalages [n][m®] sont
des invariants du D-module bifiltré M.

Définition 1.1.7. On appelle nombres de Betti du module bifiltré (M, (Fyy))
(resp. décalages) les exposants (resp. décalages) de la résolution minimale
bifiltrée de M.

Régularité

Nous parlerons de la régularité d’'un D-module M bifiltré de type fini, au
sens de la premiere filtration. Soit une résolution minimale bifiltrée de M :

.. » D' nY)mY] - D n)m% - M —o0.
Définition 1.1.8. regpM = supi7j(n§-i) —1).

De méme, on définit la régularité d’un module bigradué de type fini sur
I’anneau bigrD, au sens de la premiere graduation.

Remarque : Résolution minimale bifiltrée et changement de coor-
données Soit ¢ : D ~ D un isomorphisme d’anneaux bifiltré, i.e.,

Vd, k, ¢(Far(D)) = Fyr(D).

Soit M un D-module muni d’une bonne bifiltration, on définit un D-module
M, comme suit : My = M en tant qu’ensemble, muni de 'action de P € D :

Pem=¢(P)m
pour m € My. On munit My de la bonne bifiltration Fyg(My) = Fyr(M).

Lemme 1.1.3. Les invariants de la résolution minimale de M et de My sont
les mémes.
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Preuve ¢ s’étend en un automorphisme gradué V-filtré de ’anneau D™ en
posant ¢(h) = h. Cet automorphisme s’étend ensuite en un automorphisme
bigradué de I’anneau gr' (D™)). Soit

une résolution minimale de M, avec ¢g(e;) = m; et pour i > 1, ¢; représentée
par la matrice (ay,)g). On a alors une résolution minimale de My qui a les
mémes nombres de Betti et décalages :

gﬁlgﬁgﬂM—)O

avec Yg(e;) = m;, et pour i > 1, 1); représentée par la matrice (gb‘l(ay,)g)).[j
On rencontrera un exemple d’application de ce lemme au chapitre 2.

1.1.5 Bases standard

Commengons par travailler dans A = C[xy, ..., z,]. Nous introduisons les
bases standard pour les A-modules, en vue de I'algorithme de Schreyer qui
permet de construire des résolutions libres. Voir les détails et les démonstrations
dans [9], chapitre 15.

Soit < un ordre monomial sur N x {1,...,r}. Ici on suppose que 'ordre
est bon. Par exemple sur N” on peut prendre l'ordre lexicographique. Soit
P =3 Agrer € A" = ®Ae. On note N(P) = {(,i),aq; # 0} le dia-
gramme de Newton de P, et Exp(P) = max N (P).

Soient P, Py, ..., P, € A". Soit A = |J(Exp(P;) + N").

Définition 1.1.9. Une division de P par Py, ..., P, est une écriture
P = Z Qb+ R

avec Q; € A,R € A", N(R)NA =10 et pour tout i, Exp(Q;P;) < Exp(P).

Les divisions existent et ne sont pas uniques (on définira plus loin des
divisions uniques). On dira que P est divisible par P, ..., P si il existe une
division de P par Py,..., P, ou le reste R est nul.

Définition 1.1.10. Soit N un sous-module de A". Des éléments Py, ..., P
de N forment une base de Gréobner de N si

\J(ExpP, + N*) = {ExpP, P € N}.
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Une base de Grobner est en fait un systeme de générateurs. Pour «, § €
N" on pose ppem(a, ) = (max(«y, 3;));. Soient Py,..., P, € A". Posons
Exp(P,) = (a®, k;). On éerit P, = \z®"ey,. + ..., avec A; € C. Si pour un
couple ¢ < j, k; = k;, on définit le S-opérateur

S(P, ;) = Az e p ) g0 = p
avec a™) = ppem(a®, al9)).

Proposition 1.1.1 (Critere de Buchberger). Py, ..., P, est une base de Grébner
du module engendré si et seulement si les S-opérateurs sont divisibles par
P,...,P.

Donnons maintenant un moyen algorithmique de construire une base de
Grobner de N a partir d'un systeme de générateurs Py, ..., P

Algorithme de Buchberger : On part de Py,..., P. On divise les S-
opérateurs éventuels par Pi,..., . Si un reste non nul apparait dans une
division, on ajoute ce reste a la liste Py, ..., P,. On recommence, le processus
s’arréte au bout d’un nombre fini d’étapes.

Algorithme de Schreyer Soit P, ..., P, une base de Grobner du module
engendré. On a des divisions S(P;, Pj) = >, Q,(j’j )Py, donc des relations

(1.3 _ (1) (i) _(3) i\
A e — Ma® e — E Q,(;’])ek
k

dans le sous-module de € Aey des relations entre P, ..., P.

Proposition 1.1.2. [] existe un ordre monomial tel que ces relations forment
une base de Grobner du module des relations entre Py, ..., P.

Cela permet de construire de proche en proche une résolution libre du

module Ar
(P, B
c’est ce qu’on appellera I'algorithme de Schreyer.

On veut passer a I'anneau D. Voir [7], section 2. L’ordre considéré n’est
plus bon. Les coefficients étant des séries, on parle alors de bases standard a
la place des bases de Grobner. On prend un ordre adapté a la F-filtration.
Par exemple, définissons un ordre convenable < sur N?. Fixons un bon ordre
<’ sur N?. Soit («, 3), (o/, 3') € N*". On pose

' - .8 < >0
(@, 0) < (a',F) ssi {ou YBi=208 et (a,8)> (7).
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On a des divisions, a condition d’ajouter des hypotheses sur les quotients.
Soit P = > anp:2%0%¢; € D". On note N(P) = {(«a,,1),a0: # 0} le
diagramme de Newton de P, et Exp(P) = max. N (P). Soient P, P, ..., P, €
D". Soit A = |J(Exp(P;) + N*"*1) et pour 1 <i <,

A = (Exp(P) + N\ |,

J=1

Théoreme 1.1.1. [l existe une unique division
P = Z QiP;+ R

telle que R € D", N(R)NA = () et pour tout i, Q; € D et N(Q;)+ Exp(P;) C
A;.

Définition 1.1.11. Soit I un idéal de D engendré par Py, ..., P.. On dit que
Py, ..., B est une base F-involutive de I si les symboles o' (Py), ..., of (P)
engendrent grt (I).

Les algorithmes de Schreyer et de Buchberger restent valables. De plus,
si Pp,..., P €D est une base standard, alors c’est une base F-involutive.

Enfin, on s’intéresse & I'anneau D™. Voir ici [2], 3. et [12], 4.1. On
considere des ordres monomiaux adaptés a la V-filtration.

Décrivons ces ordres pour les idéaux de D™ ie. sur N***1. Le vecteur
(o, 3, k) représente le monome z*9°h*. Pour (a, 3) € N?", notons L(a, 8) =
ST w4+ v, et |3] = > B;. Fixons un bon ordre <’ sur N2, On définit :

(o, B, k) < (o, 3" k') ssi

8]+ k < |f'| +F

ou |Bl+k=|0|+kK et L(a,08) <L)

ou |Bl+k=I8]+kF, Lla,B) =L, 3) et [B]<|F]

ou ’ﬁ| + k= W,‘ + k,>L<&vﬁ) = L(O/,ﬁ,), ’6’ = ‘ﬁ,‘ et (aaﬂ) > (0/75/)'

On peut diviser (de facon unique) un élément de (D™)" homogene par des
éléments homogenes, et les algorithmes de Buchberger et de Schreyer restent
valables.

Précisons que pour P = > anp55.2%0°hFe; € (DW)" on a N(P)
{(a, B, k1), a0.5k: 7 0}, et Exp(P) = max N (P). Pour Pj,..., P € (D(h))r
homogenes, A = |J(Exp(P;) + N*"+1) et A; = (Exp(P;) + N>+ \ JZ] A,

Une base standard est une base V-involutive, et ’algorithme de Schreyer
fournit une résolution libre graduée V-adaptée.
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Notons aussi ’analogue formel de ces considérations. On peut remplacer
D par D et DM par ﬁ(h), i.e. on remplace les coefficients analytiques par des
séries formelles. Les démonstrations dans ce cas sont beaucoup plus simples,
car c¢’est I’analycité des quotients et du reste dans une division qui est difficile
a établir.

1.1.6 Complexes de Koszul

Donnons deux présentations du complexe de Koszul.

Par produit extérieur

Soit A un anneau commutatif noethérien. Soient a4, ..., a, des éléments
de A. Soit ey, . .., e, la base canonique de A”. On définit a = ) ae; € /\1 A",
Le complexe de Koszul K(A;ay,...,a,) est le suivant :

0 1 r
0> AA B A B AL

Ce complexe est une résolution du module A/(a;) si ay,...,a, forment une
suite réguliere de A. (cf. [9], theorem 17.4.).

Cas classique (version duale)

Dans le cas non commutatif, ’agebre extérieure n’est pas définie. On peut
néanmoins former un complexe de Koszul K'(A;aq,...,a,) a condition que
les éléments aq,...,a, commutent deux a deux. Supposons que A est une
C-algebre. Le complexe K'(A;ay,...,a,) est le complexe de A-modules a
gauche libres suivant :

r r—1 0
0—>A®C/\C’”§>A®C/\(C’“%---%A@)C/\(Cr—m.

Soit e, ..., e, la base canonique de C". Soit I = ([y, ..., ;) un multi-indice
de longueur /. On définit §, dans la base (1 ® e;); par

511(1 ® 6]) = Z(—l)k_la[k ® eI\Ik-
k

Si A est commutatif noethérien, le complexe K'(A;ay, ..., a,) est autodual et
est isomorphe au complexe K (A;ay,...,a,) (cf. [9], Proposition 17.15.). C’est
donc une résolution du module A/(a;) si a4, ..., a, est une suite réguliere.

On s’intéresse au cas de A = gr¥ (D™). On considere la filtration F1)(A)
et pour P € A, on note ¢®V(P) le symbole de P dans gr(®!(A). Notons que
ce dernier anneau est commutatif.
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Lemme 1.1.4. Soient aq,...,a, des éléments bihomogenes de A, qui com-
mutent deus & deus, tels que o(ay), ..., o(a,) est une suite régulicre de gri®Y(A).
Alors le compleze K'(A;ay, ..., a,) est une résolution bigraduée F-filtrée du

module A/(a;).

Preuve On montre d’abord que ay,...,a, est une base involutive du mo-
dule qu’ils engendrent, par récurrence sur l'ordre en utilisant la régularité de
la suite 0%V (ay),..., 0 (a,). On utilise ensuite le complexe

K'(gr®V(A); 0OY(ay),...,0%Y(a,))

pour montrer que le complexe K'(A;ay,...,a,) est acyclique en degré négatif,
on peut le faire par récurrence sur l'ordre ou utiliser directement [12], Pro-
position 2.6. (adaptée a 'anneau A).

1.2 Passage au commutatif et h-saturation

1.2.1 Passage au commutatif
Une résolution libre bifiltrée minimale de M est une suite exacte bifiltrée
=L —Ly—M—0
avec L; = D" [n®][m@], qui induit une résolution libre minimale
= g’ (R(L1)) — gr' (R(Lo)) — gr¥ (R(M)) — 0 (1.4)

Cette derniere résolution est un complexe de modules sur 'anneau gr' (D).
C’est un anneau noethérien non commutatif. Notre objectif est d’étudier les
nombres de Betti et les décalages de la résolution minimale bifiltrée de M. On
se propose, sous certaines conditions, de se ramener a une situation d’algebre
commutative. Nous entendons par la que nous définirons un module bigr(M)
sur 'anneau commutatif bigr(D), possédant une résolution minimale dont
les invariants sont ceux du module M de départ.
Reprenons la suite exacte . On souhaite déshomogénéiser.

Lemme 1.2.1. On a un isomorphisme d’anneauz

1% ~ QTV(D(M)
gr’ (D) ~ R

Proposition 1.2.1. On a un isomorphisme de gr¥ (D)-modules gradués :

o gt (M) = g (D) ® v pooy gr¥ (R(M)).
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On a

gV (R(M)) gr} (R(M))
(h— DgrV (R(M)) — "(h — Dgr} (R(M))’

ng (D) ®ng(D(h)) ng(R(M)) =

La derniere fleche est un isomorphisme de C-espaces vectoriels. Ainsi est
définie la V-graduation.

Preuve Précisons le morphisme

Fyp(M)T?
s dgry (M V(D S
Y= gry, (M) — gr’ (D) ® Gag Fap1 (M)T4

Soit m € gry (M), m € Fyx(M). On pose ¢(m) = 1@ [mT] ot [mT?] désigne
la classe de mT? dans Fy(M)T?)Fyp_1(M)T?.

Montrons que ¢ est bien définie. Supposons m € Fy, (M) N Fy, (M) avec
dy < ds. Alors

1 ® [mT"] = h2=" @ [mTh] = 1@ [mThT2"4] = 1 @ [ImT%]

donc ¥ (m) ne dépend pas de 'entier d. D’autre part, si m € Vj_1(M), alors
il existe d tel que m € Fyy_1(M) et [mT%] = 0 donc v(m) = 0.
Montrons que 1 est gr'(D)-linéaire. Soit m € gry (M), m € F,.(M) et

g(2)0° € gr},(D). On a

U(g()0%.m) = ¢(g(x)0%m) = 1 ® [g(x)0"mT*71].
D’autre part
J@PU(m) = 1@ g@P[mT] =1 @ [ga)d*mT* ],
On définit ensuite une application
¢:gr’ (D) x g (R(M)) — gr’ (M)

comme suit : pour P € V(D) et m € Fyp(M), ¢(P,[mT9)) = Pm €
gry . (M). Montrons que cette application passe au produit tensoriel. Soit
Q = g(2)9%h' € Vi (D™), alors

o(P.Q,[mT") = Pg(x)0m € gr) (M)
et

O(P,Q.[mT7) = ¢(P, [9(x)0"mT ™| = Pg(x)0°m € gy, s (M).
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On a donc une application
¢:gr’ (D) @ gr’ (R(M)) — gr"' (M).

Il est clair que ¢ est gr'(D)-linéaire et que ¢ et ¢ sont inverses I'une de
I’autre. [J

Le membre de droite de la Proposition [1.2.1] est la déshomogénéisation du
module gr¥ (R(M)), notée p(gr” (R(M))). Sur ce module, on peut définir une
F-filtration comme suit : gr” (R(M)) est muni d’une graduation

(ax" (R(M)))a = @k%
On définit alors
Falp(gr’ (R(M))) = 1@ (gr¥ (R(M)))g = 1 & @R—Fﬁ’_ﬁ?ﬁ?—w

L’image de cette filtration par l'isomorphisme ¢~! définit une F-filtration
sur gr¥' (M) :
Fyp(M) + Vi _1(M)

Fd(ng(M)) _ w_l(Fd<p(ng(R(M)))) = Dy, kal(M)

Le terme de degré d du gradué asocié est :

gry (gr’ (M)) = kF];dfi](\ﬁ)++VXk/k1§](\;\[/>[).

Supposons maintenant que M vérifie :
Vd, k, Fyr(M) = Fy(M) N Vi (M). (1.5)

Lemme 1.2.2. Sous cette hypothése, on a

v N Fau(M)
gra0n (M) = o N R )

Définition 1.2.1. Un gr¥' (D™)-module bigradué M est dit h-saturé si l’ap-
plication h : M — M est injective.

Lemme 1.2.3. grV (R(M)) est h-saturé < Vd, k, Fy (M) = FEy(M)NVi(M).

Ce lemme exprime la h-saturation du module gr¥ (R(M)) sous une forme
particulierement simple, en termes de la bifiltration de M. Il découle des
deux lemmes suivants.

Lemme 1.2.4. gr¥' (R(M)) est h-saturé <
Vd, k, Fp(M) = Fap1,(M) N Fypy (M),
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Preuve gr'(R(M)) est h-saturé <

Fyp(M)T? Fyiq . (M)T4H
H
Fopa(M)T?  Fypq g (M)T4+!

pour tousd, k,’application h : est injective.

Cela équivaut a :
\V/d, k‘, Fd7k(M) N Fd+17k_1<M) C Fd7k_1(M)
& (Vd, k, Fap(M) = Fapax(M) 0 Fypya(M))

Lemme 1.2.5. (Vd, k), Fd,k(M) = Fd—i—l,k(M) N Fd7k+1<M)) =4
(Vd, ke, Fy (M) = Fy(M) N Vi(M))

Preuve Supposons (Vd, k, Fyp(M) = Fy (M) N Fypa(M)). Soit x €
Fy(M) N Vi(M). On sait 3i > 0,2 € Fyyipw(M) N Fyppi(M). Alors x €
Fd/J,C/(M) si

d>d

E >k

d+k=d+k+2i-1

Montrons par récurrence descendante sur j > 0 que x € Fy /(M) si

d>d
K>k
d+k=d+k+j

Le premier pas de la récurrence est donné par j = 2¢ — 1. Supposons la
propriété vraie au rang j. Soit (d', k') tel que

d>d
K>k
d+K=d+k+j—1

Onaz € Fd/+17k/<M) N Fd/7k/+1(M> C Fd’,k’- Pour j = 0 on a donc z €
Fai(M).
La réciproque est évidente.[]

On va alors énoncer un résultat analogue au théoreme 3.4 de [12], ce qui
fournira une définition des résolutions minimales bifiltrées via la bigradua-
tion.

Auparavant, on a besoin d’un résultat analogue a la Proposition 3.3
grV (DM)
(h—1)
définir un foncteur p = gr¥ (D) Qv (py — dit de déshomogénéisation, de

de [12]. L’isomorphisme d’anneaux gr' (D) ~ nous a permis de
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la catégorie des gr' (D™)-modules bigradués vers la catégorie des gr'(D)-
modules gradués F-filtrés.

Réciproquement, on a un isomorphisme d’anneaux R(gr” (D)) ~ gr¥ (D™)
qui fournit un foncteur d’homogénéisation noté encore R, de la catégorie des
gr'¥(D)-modules gradués F-filtrés vers la catégorie des gr(D™)-modules
bigradués.

Proposition 1.2.2. Les foncteurs p et R sont exacts et établissent une
équivalence de catégorie entre la catégorie des ng(D(h))—modules bigradués
h-saturés de type fini et la catégorie des gr’ (D)-modules gradués munis d’une
bonne F'-filtration.

La démonstration est analogue a celle de la Proposition 3.3 de [12].
Notation : Pour un D-module bifiltré M, notons

Far(M)
Fo1x(N)+ Fyp1 (M)

blgr(M) = @dJﬂ

C’est un module bigradué sur 'anneau bigr(D) commutatif.

Théoreme 1.2.1. Soit M un D-module muni d’une bonne bifiltration tel
que Vd, k, Fy (M) = Fy(M) N Vi(M). Alors il existe une unique résolution
bifiltrée libre

—>£1—>£0—>M—>O

qui induit une résolution bigraduée minimale libre
- — bigr(Ly) — bigr(Ly) — bigr(M) — 0.

De plus cette résolution est la résolution minimale bifiltrée de M au sens de

la Définition[1.1.4
Preuve Partons de la résolution bifiltrée minimale de M :
=Ly = Ly— M —0 (1.6)
Par définition, elle induit une résolution bigraduée libre minimale
= g’ (R(L1)) — gr’ (R(Lo)) — gt (R(M)) — 0. (1.7)

Déshomogénéisons la résolution (1.7)), i.e. appliquons le foncteur p, pour ob-
tenir un complexe

= L) = L) — gV (M) — 0 (1.8)
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olt L ~ grV(L,).

Or M vérifie 'hypothese et chaque £; également, alors les modules
gt (R(L;)) et gr¥(R(M)) sont h-saturés d’apres le Lemme [1.2.3] donc le
complexe est F-filtré par la Proposition . On peut le F-graduer
pour obtenir une suite exacte bigraduée

- — bigr(L;) — bigr(Ly) — bigr(M) — 0 (1.9)

en utilisant le Lemme [1.2.2]

Pour passer de a , dans les matrices on fait h = 0, alors la
résolution ([1.9)) est minimale. On a donc montré que la résolution bifiltrée
minimale de M satisfait 1’énoncé. De plus, le module bigradué bigr(M) et le
module bifiltré M ont les mémes nombres de Betti.

Pour montrer I'unicité, on va montrer qu’une résolution satisfaisant 1’énoncé
est une résolution minimale bifiltrée. Soit donc

=Ly = Ly— M —0 (1.10)
une résolution bifiltrée qui induit une résolution bigraduée minimale
- — bigr(L,) — bigr(Ly) — bigr(M) — 0.

La résolution ((1.10)) a donc les nombres de Betti du module bigradué gr (R(M)).
D’autre part, en appliquant a ((1.10)) le foncteur de Rees puis en graduant par
rapport a la V-filtration, on obtient une suite exacte bigraduée

- — gt (R(L1)) — gr’ (R(Lo)) — gr” (R(M)) — 0.
Cette suite exacte est donc une résolution minimale bigraduée. [J

Corollaire 1.2.1. Sous les hypothese du théoréeme, les nombres de Betti et
les décalages du module bifiltré M sont les nombres de Betti et les décalages
du module bigradué bigr(M).

Donnons un énoncé sur la remontée des suites exactes bigraduées.

Proposition 1.2.3. Soient My, My, M3 des D-modules munis de bonnes bi-
filtrations tels que Vi, d, k, Fyr(M;) = F4(M;) N Vi(M;). Soit un complexe
bifiltré
M1 — MQ — Mg.
Alors
1. La suite bigrMy — bigrMs — bigrMs est un compleze.

2. Si ce dernier est exact, alors le complexe My — My — My est bifiltré
exact.
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Preuve bigrM; — bigrM; — bigrM; est un complexe : suivre les étapes
de la démonstration du Théoréme : homogénéisation, V-graduation,
déhomogénéisation, F-graduation.

Supposons le complexe bigrM; — bigrMy; — bigrM3 exact. Alors le com-

plexe
gr’ My — gr¥' My — gr¥' M,

est exact (remontée des suites exactes F-filtrées) et V-gradué. Le complexe
gr’RM, — grVRM, — gr’RM;
est exact (homogénéisation) bigradué. Le complexe
RM, — RM; — RMj;

est exact gradué V-filtré d’apres [12], Proposition 2.5. Finalement par déhomogénéisation,
le complexe
My, — My — M

est exact bifiltré. [

1.2.2 h-saturation et bases standard

Soit W I'anneau gr' (D). Soit M un W-module bigradué de type fini,
admettant une présentation bigraduée

W’I’

M ~ .
N

On va caractériser la h-saturation de M au moyen des bases standard, pour
un ordre adéquat.

Définissons un ordre monomial <’ sur N?**!, Fixons un bon ordre <” sur
N?". Le vecteur (o, 3, k) représente le monome z*9°h* € W. On pose

(o, B, k) <" (o, 3, K') ssi

Bl + k< |5+ K
ou [Bl+k=|F[+kK et |B]<|0]
ou [Bl+k=|F[+K, 8] =17 et (a,3) >" (o, 7).
Suivant les notations de la section 1.1.6, il s’agit d’un ordre adapté a la forme

linéaire L(«, 5) = |3|. Pour les sous-modules de W7, on définit un ordre <
sur N2t x N” par

, o : (a, B, k) <" (o, B, K)
(Oé?/@:k?Z) < (Oé?ﬁ’k’l) SS1 { ou (a7ﬁ7k):(alvﬁlakl) et Z.<Z./'

33



Avec un tel ordre, on peut diviser un élément bihomogene par des éléments
bihomogenes.
Notons que si (o, 3, k,i) > (/, ', k', i) et |B|+k = ||+ K, alors k < K.

Définition 1.2.2. Pour P € W”, on note in(P) le monéme dont l’exposant
est Exp(P).

Définition 1.2.3. Une base standard Py, ..., P, de N est dite minimale si

Vi, EapP; ¢ | ) (BEapP; + N*"*1) .
J#i
Proposition 1.2.4. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. W"/N est h-saturé.

2. 1l existe une base standard Py, ..., P, bthomogene de N telle que pour
tout i, h ne divise pas P;.

3. Pour toute base standard minimale Py, ..., P bthomogéne de N, pour
tout i, h ne divise pas P;.

4. Pour toute base standard minimale Py, ..., Py bihomogene de N, pour
tout i, h ne divise pas inP;.

Preuve Montrons 1) = 2). Soit P, ..., P; une base standard. Supposons
h divise P,. Par h-saturation, £ € I. Or in(%£) = 25 donc

Exp% € U (EXij + N2n+1) 7
J#
d’ou
ExpP; € U (EXij + N2”+1) :
J#
On peut alors retirer P; de la base standard. On recommence avec les éléments
restants. Ce processus s’arréte au bout d’un nombre fini d’étapes.

Montrons 2) = 1). Soit P € W" bihomogene tel que hP € N. Montrons
que P € N. Par division, hP = > Q; P, avec ); bihomogenes, et pour tout
i, deg(Q: Py) = deg(hP), ord®V(Q, P)) < ord®V (hP).

Supposons : il existe i tel que h ne divise pas @);. Alors ord(o’l)Qi = deg();.
Par hypothése, h ne divise pas P, donc ord Y P, = degP;. Alors

ord®V(Q; P) = ordV(Q;) + ord®V(P) = degQ; + degP; = deg(hP).

Or
ord(o’l)(QiPi) < ord(o’l)(hP) < deg(hP),
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d’ott une contradiction. Donc pour tout ¢, h divise Q;. Alors P = )_ %H el
Montrons 2) < 3) < 4). On remarque que par définition de I'ordre <,
pour P € W7" on a : h divise P < h divise inP. Considérons l'escalier de
N :
E = (BxpP; + N*"*1)

obtenu a partir de n’importe quelle base standard bihomogene P, ..., P;.
Les sommets de I'escalier E sont bien définis, notons-les

(a1, B, k1), - - -, (au, By, Ka),

ot le triplet (o, 3, k) correspond au monéme x*9?h*. 1l est alors clair que les
assertions 2), 3) et 4) sont équivalentes a la condition suivante :

ky=- =k =00

On utilisera cette caractérisation de la h-saturation a la section 3.4.2.

1.3 Résolutions minimales génériques

Cette section est motivée par les déformations a p-constant d’une hyper-
surface complexe a singularité isolée. On introduit ici les résolutions géneriques
en toute généralité pour un D-module. Cela s’appliquera naturellement aux
D-modules géométriques au chapitre 2.

1.3.1 Invariants bifiltrés et structure formelle

Pour définir les résolution génériques, nous aurons besoin de remplacer
les coefficients analytiques par des séries formelles. Nous montrons ici que
ceci n’affecte en rien les invariants tirés des résolutions bifiltrées.

Soit K un corps de caractéristique nulle. L’anneau K[[z]] des séries for-
melles en z1, ..., x, est noethérien local, d’idéal maximal engendré par x4, ..., z,.
Soit D = K[[2]](d,) I'anneau des opérateurs différentiels formels & coeffi-
cients dans K[z]]. La théorie des résolutions minimales bifiltrées est valable

pour D (existence et unicité des résolutions).

Soit maintenant M un D-module muni d'une bonne bifiltration. On définit
un D-module M, le formalisé de M par

M = C[[z]] Rcfzy M

muni de la bifiltration Fy (M) = Cl[[z]] ®cfz} Far(M). C’est une bonne
bifiltration car si

Fue(M) =" Fup k-m,(D)f;
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alors

Fuu(M) =" Finh-m,(D)f:.

Proposition 1.3.1. Soit L, — M — 0 une résolution minimale bifiltrée de
M. Alors Cl[z]] @c(a) Lo — M — 0 est une résolution minimale bifiltrée de

M. En particulier, M et M ont les mémes invariants bifiltreés.

Preuve Par définition, on a pour tout (d, k) une suite exacte
Fd’k(ﬁ.) — dek(M) — 0.
Par platitude de C[[z]] sur C{x}, on a une suite exacte

Cl[=]] Ac{z} Fyr(Le) = Fyp(M) — 0,

donc R
Cl[z]] ®cizy Lo — M — 0

est une résolution bifiltrée de M. Par suite,
g R(Clla] ®cqy £a) = gt R(M) = 0
est une résolution de ngR(M ). Elle est minimale car ses matrices sont les

mémes que celles de la résolution gr’ R(L,) — gr’ R(M) — 0.

1.3.2 Cas commutatif

Soit K le corps des fractions de I'anneau C[Aq,...,\.]. L’anneau des
séries formelles K[[z]] = K[[z1,...,z,]] est local noethérien d’idéal maxi-
mal (z1,...,z,).

Définition 1.3.1. Soit g = 150 € K, écrit de maniere irréductible. On appelle
poles de g lhypersurface V(q) € C¢. Soit g =Y gi(M\)x* € K[[x]]. On appelle
poles de g l’ensemble des pdles des g;. On note cet ensemble poles(q).

A vpriori, pour g € K[[z]], 'ensemble poles(g) est algébriquement gros,

¢’est une réunion dénombrable d hypersurfaces, ce qui n’est pas nécessairement
contenu dans une hypersurface. Fixons un ordre monomial sur N".

Lemme 1.3.1. Soit
S ={g € K[[z]], 3V hypersurface stricte de C° contenant les pdles de g}.

S est un sous-anneau local de K|[[z]], avec idéal mazimal (xq,...,x,). De

plus les divisions existent dans S : soient P, Py,..., P € S, définissons une
partition de N" comme suit : A; = (exp(P;) +N")\U;;11 Aj; et A =N"\UA,;.
Alors 3(Q1,...,Q;, R) € S tels que
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- N(Qi) + exp(Fy) C A
- N(R)C A

Preuve 1l est clair que S est un sous-anneau de K[[z]]. Montrons que S
est local. Il s’agit de voir que si go € K'\ 0, g1 € > K|[[z]]x;, alors gy + g1 est
inversible dans S. Or dans K[[z]], on a

[ 1(1—2+(m>—+”>.
go+91 9o Jo 9o
Ceci est un élément de S car poles(h) C poles(g) U {go(A) = 0}.

Passons aux divisions. On sait qu’elles existent et sont uniques dans
K[[z]], il faut montrer que les quotients et le reste sont dans S. Notons
in(P,) = c(P)x>®P) avec ¢(P;) € K.

Rappelons 'algorithme de division : si P possede un monome P,z¢ tel
qu’il existe i tel que a € exp(P;) + N, alors on pose

a—exp(F;) P.

P=pP- -2 A
o(P)"

puis on repart de P’. On constate :

poles(Qx) C (U{c = O}) U poles(P) U (U péles(ﬂ)) .

De méme pour les poles de R. [J

Notons qu’on a de méme des divisions dans S”.

Proposition 1.3.2. Soit N C K[[z]]" un sous-module engendré par des
éléments de S™. Alors il existe Py, ..., P, € S" base standard de N. De plus,
il existe une hypersurface stricte V' telle que si \g ¢ V', alors les éléments

Pi(Xo), ..., Ps(Xo) forment une base standard du sous-module de C[[z]]" qu’ils
engendrent.
Preuve On construit P, ..., P, par I'algorithme de Buchberger. Comme

ceci se fait en un nombre fini d’étapes, ces éléments vivent dans S”. Ensuite
si c¢(P;)(Xo) # 0 et c(P;)(Ao) # 0, alors S(P;, P;)(Ao) = S(Pi(Ao), Pj(Xo)) et
une division S(P;, Pj) = > Qi Dy est évaluable en ) si

Ao ¢ poles(S. (U poles(Qx > U (U péles(Pk)> )
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Donc par le critere de Buchberger, Pi(\g), ..., Ps(Ao) est une base standard
dans Cl[z]]".

Etudions maintenant la spécialisation des résolutions minimales libres.

Définition 1.3.2. Une suite exacte libre
0 — K] =5 - 22 K[ =2 Kl[a])

est dite spécialisable en \g € C si A\g n’est pas un pole d’un des coefficients
des matrices M; et si le complexe

re Mi(Xo) M2 (o) Mi1(Xo)
— s .. -

0 — C[[z]] Clle]]™ Cllal)

est exact.

Proposition 1.3.3. Soit N C K][[z]]" un sous-module engendré par des
éléments de S”. Alors il existe une résolution minimale libre de K[[z]]"/N
spécialisable en dehors d’une hypersurface stricte. En particulier les nombres
de Betti du module coker(Mi(Xo)) sont génériquement constants.

Preuve On construit une résolution par ’algorithme de Schreyer : a chaque
étape on a une base standard des relations. Ces bases standard se spécialisent
en dehors d’une hypersurface, en vertu de la proposition précédente. On
minimalise ensuite la résolution obtenue, on effectue parallelement les mémes
opérations sur la résolution spécialisée, ce qui est licite pour Ay générique.
Lorsque la résolution sur K[[x]] est minimale, la résolution spécialisée 1’est
aussi.

Stratification Soit () un idéal premier de C[\]. On peut former le corps

K = Frac (%) |

On peut étudier la spécialisation des résolutions de K{[x]]-modules, comme
ci-dessus. La spécialisation a un sens pour A\g € V(Q). Soit

So = {g € K[[z]], 3V hypersurface stricte de V(@) contenant les poles de g}.

On obtient le résultat suivant.

Proposition 1.3.4. Soit N C K[[z]]" un sous-module engendré par des
éléments de Sp,. Alors il existe une résolution minimale libre de K[[z]]"/N
spécialisable en dehors d’une hypersurface stricte de V(Q).
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Proposition 1.3.5 (Stratification). Soit V' une sous-variété affine irréductible
de C°¢. Soit M un %[[m]]—module de type fini, admettant une présentation

(5 l]))”
(Pr,....R)

avec P; € (Sg)". On note, pour \g € V', M, le C|[[z]]-module

(Cll=]])"
(Pr,..., P)

Alors il existe une stratification de V' par des localement fermés telle que sur
chaque strate, les nombres de Betti de My, sont constants.

Preuve On sait que les nombres de Betti sont constants en dehors d'une
hypersurface. On décompose cette hypersurface en un nombre fini de variétés
irréductibles. On recommence sur chaque composante, ainsi que sur les in-
tersections de composantes.

1.3.3 Cas des D-modules

Les résultats précédents s’étendent aux modules sur D™ . Les ordres mo-
nomiaux seront ceux adaptés a la V-filtration.

K est défini comme dans le paragraphe sur la stratification. Soit Ll (K) =
K[[z][{Oy, - -, Ox,, h). On démontre de la méme maniere que ci-dessus la pro-
position suivante.

Proposition 1.3.6. Soit N C (D™ (K))" un sous-module engendré par des
éléments de (Sg(0x, h))". Alors il existe une résolution minimale V -adaptée
libre de (D™ (K))"/N spécialisable en dehors d'une hypersurface stricte de

V(Q).

On étend enfin ces résultats aux D-modules bifiltrés. Soit ’anneau

C[A
D[N =D ®c¢ %
OnaD[)\] C ﬁ(%) C D(K). Soit M un D[A]-module de type fini, admettant
une présentation
PG
(P,...,P)

avec P; € D[A]". On définit un D(K)-module M = D(K) ®pp M, muni de
la bifiltration quotient par P,..., F;.
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Pour )\ € V', on définit le D-module bifiltré
D'f’

My = B ) BOW)

muni de la bifiltration quotient.

Théoreme 1.3.1. [l existe une résolution bifiltrée minimale libre de M sur
D(K) qui se spécialise pour Ao générique en une résolution bifiltrée minimale
libre de M), sur D.

Preuve On commence par homogénéiser M et M A, parallelement, en pre-
nant des bases standard F-adaptées. Le processus coincide génériquement,
on obtient des présentations V-adaptées de R(M) sur D™ (K) et de R(My,)
sur D™ ZA?(h), la seconde étant la spécialisée de la premiere génériquement.

On applique ensuite la Proposition a R(M ). On en déduit une
résolution minimale V-adaptée de R(M ) spécialisable génériquement en une
résolution minimale V-adaptée de R(M,,) sur D™, en effet les coefficients
restent analytiques par unicité des divisions.

On déshomogénéise, et on conclut en remarquant que la déshomogénéisation
commute a la spécialisation.[]

On en déduit comme dans le cas commutatif I’existence d’une stratifica-
tion.

Théoreme 1.3.2. [] existe une stratification de V' par des espaces construc-
tibles telle que sur chaque strate, les invariants bifiltrés de My, sont constants.
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Chapitre 2

Résolutions de D-modules
géométriques

° o » o Sl Sp
2.1 Invariants liés a D,y o f1" - Jp
Soit f = (fi,...,fp) + (C*,0) — (CP,0) un germe d’application ho-
lomorphe avec pour tout ¢, f; # 0. Notons O = C{z} = C{xy,...,z,},
considérons l'espace

1
O{m,Sl,...7Sp:|

1
(ou de maniere abrégée, (’)[%, s|f%) ot f* est un symbole, représentant f;1 ... fp".
Soit D, 'anneau des opérateurs diférentiels sur C* x CP, a coefficients
dans C{w,t}, avec @ = (x1,...,2,), t = (t1,...,p). On munit O[4, s]f*
d’une structure de D, ;-module comme suit : I'action de O est triviale; soit
g(x,s) € (9[%, s|, on pose

que nous noterons

B of; .
am.g<l’,5)fs: 8ngs+ § Sjg('x75)a£?fj 1f7
; i

tig(x,s)f* =gz, s1,...,8i+1,...,8,)fif",

cette derniere action est bijective, et 9,, = —s;t; ' agissant sur (’)[%, s|f*.

On note D 'anneau des opérateurs différentiels sur C" a coefficients dans
C{z}. Pour p = 1, I'espace O[%, s]f* est aussi muni d’une structure de D|s]-
module prolongeant celle de D-module, par ’action triviale de s.
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On s’intéressera a partir d’ici au module

Nf - Dx,tfs == Dx,t fl . 5p

At
le sous D, ;-module module de O[%, s|f* engendré par f° et pour p =1, au

module D[s|f*, le sous D[s]-module de (’)[%, s|f* engendré par f*.
On considere la filtration donnée par le vecteur de poids

0,...,0;—1,...,—1:0,...,0;1,...,1)
correspondant aux variables (z1,...,2Znit1, ... 8300, ...,04,50k,...,0,),
appelée V-filtration le long de ¢; = --- = ¢, = 0, et la bonne bifiltration

de Ny suivante : Fyp(Ny¢) = Fyp(Dyyt).f°.

Les invariants bifiltrés de Ny et leur lien avec la singularité définie par
fi,..., fp constitue I'objet de notre étude.

Notation : On notera en particulier (5;(f)); les nombres de betti du
module bifiltré Ny.

Donnons une autre description de ce module Ny. En théorie des D-
modules, on a une notion d’image directe notée par le symbole + (cf. [17]).
Soit X C C" un voisinage ouvert de 0 sur lequel est définie f. Soit le plon-

gement par le graphe
if X —- X x(C?

défini par if(z) = (2, fi(x),..., fp(x)). Pour un Dx-module M, on a
Zf+(M) ~ M Xc C[@tl, - ,atp]

avec la structure de D, ;-module donnée par
Emeoy)=Em)ed = (fime ot

pour £ un champ de vecteurs sur X,
L. (im®9)) =fim®Jd, —vme o™
et
O, (m®d)=mead/ .

Dans le cas de M = Oy, i74(Ox)o est engendré par 1 ® 1 sur D, ,, on prend
la bifiltration associée soit Fyy(is+(Ox)o) = Fur(Dyy).(1 ® 1). On va voir
qu’on a un isomorphisme bifiltré

Nf ~ if+<0)0

qui envoie f® sur 1 ® 1. On utilisera dans la suite cet isomorphisme, de plus
cela nous fournit une définition de Ny méme lorsqu'un des f; est la fonction
nulle.
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2.1.1 Premieres propriétés des nombres de Betti

Lemme 2.1.1. annp, ,(f°) = annp, ,(1 ® 1) est engendré par les éléments
af;
(t; = f3)j» (O, + Z a—;atj)i
j (2
et ces éléments forment une base F-involutive.

Preuve On vérifie que les dits éléments annulent f* € D, f* et 1® 1 €
(if)+(O). On utilise ensuite un changement de variable présent dans [16]

¢ : (C™P0) — (C"*P)0)

défini par ¢(x;) = x; et ¢(t;) = f; —t;. Ce changement de variable s’étend
en un automorphisme ¢, de l'anneau D, ., qui est F-filtré (mais pas V-
filtré). Soit I l'idéal engendré par les éléments cités dans ’énoncé. L’idéal
¢.(I) admet pour générateurs (t;);, (0y,):, ils forment une base F-involutive
d’apres le Lemme On montre aisément que cet idéal est maximal.[]

Corollaire 2.1.1. 1.

Dz,t

Dy f* = iy (Ox)o = =

D"
((tj - fj)jv (81‘1 + Zj g_iiatj)z)

3. La résolution minimale graduée du Dg?—module R(Ny) admet pour
nombres de Betti ("jp), pouri=0,...,n+p.

R(Ny) ~

Preuve 1) et 2) découlent du Lemme [2.1.1] Pour 3), on reprend l'isomor-
phisme F-filtré ¢, de la démonstration du Lemme [2.1.1], on est alors ramené
a calculer la résolution minimale graduée du module

D)
((t:), (0))

C’est le complexe de Koszul K(D(h) (t;),(0y;)) (cf. Lemme [1.1.4).00

z,t)

Proposition 2.1.1. Vi, on a G;(f) > ("J{p).
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Preuve Une résolution minimale bifiltrée
=Ly —= Ly — Ny —0
induit une résolution graduée
.~ R(L1) — R(Lo) — R(N;) = 0

éventuellement non minimale. On peut la minimaliser, d’otu le résultat d’apres
le corollaire 2.1.1] 3).0

Notons que les nombres de Betti ( ) sont atteints, pour (fi,..., fp) =
(21,...,2p). On peut le vérifier par un calcul de bases standard, mais nous
le démontrerons comme corollaire d’énoncés plus généraux.

n-+p

2.1.2 Définition d’invariants analytiques

Les résultats suivants sont inspirés de [4].

Soit f1,..., fp € O définies sur X ouvert. On veut, dans un premier temps,
définir des invariants de l'idéal de O engendré par fi,..., f,. Supposons
G, gy € >, 0Ff;. Soit V € Z'. Pour 8 € N, notons V# la concaténation
B-fois du vecteur V, donc V? € Z!». Notons 1 € Z° le vecteur (1,...,1).

Proposition 2.1.2.

it =3 (1)

k=0

Si les décalages au cran i pour Ny sont [n@][m®), alors les décalages au
cran i pour N(ygq) sont

/

m®, (nG-V) | (n2)(2)

PRI

/
p

(m2 2.0 m©® — 1)),

/

Preuve Notons g; =) a;;f;. Considérons les plongements suivants :
ip: X — X xCP
défini par if(z) = (z, fi(x),..., fo(z)),

ifg: X x CPY
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défini par iz q(z) = (z, fi(2), ..., fo(2), 1(2), ..., gy (2)),
it X xCP— X x CP
défini par i(z,t) = (z,t,0),
$: X xCP — X x Crtv

défini par ¢(x,t) = (2,13 a1tj, ..., D ; ap t;), et le changement de va-
riables local a l'origine

Y X x CP — X x Cr

défini par ¢(z,t,u) = (z,t,u1 + Y a1 ;tj, ..., Uy + > ay ;t;). On observe que
Y préserve la variété t; = --- =t, =uy = --- = uy = 0.

On a Ny ~ i, (Ox)o, de méme Nsg) >~ (if,4)+(Ox)o. Oripy = poiy =
1 oioiy, d'ou par fonctorialité de I'image directe,

Y4 est un isomorphisme bifiltré de D, ,,, donc By(f, g) = Br(i+Ny) d’apres
le Lemme (14 et 1, coincident).

Partons d'une résolution bifiltrée minimale de Ny :
=Ly = Ly— Ny —0 (2.1)

avec £; = D& ,[n®][m®)].
On applique le foncteur exact ¢y, on obtient une suite exacte de D,y -
modules :
=i Ly — iy Lo — i Ny — 0. (2.2)

Rappelons que si M est un D, ;-module a gauche, alors

isM~ MQ)Cloy,,- .., 0u,]
C

avec la structure de D, ,-module a gauche suivante :
uem® oy =—am®o;
Oy, @M ® I =m @ 02+
P(x,0,) em ® 0% = P(x,0,)m ® 02.
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On a iy Ny ~ Pt + Nit,g) et la bifiltration qu’on obtient par transport sur
i+ Ny est la suivante :

Fui(isNyg) = Fyi(Dsy) 06 @ 1= @D Fujgimie)(Da)6 @ 05
13

ol ¢ est le générateur canonique de Ny. La suite exacte (2.2]) est alors exacte
bifiltrée en posant :

Fun(L; ® C[04]) = ®eFujenie) (L) ® 05

I
Di,,t ® Cl0,] ~ ( Dt )

<u>

Or

donc on a un isomorphisme bifiltré

li i i
Dol )lmy)

L; ® C|0,] ~
o)==
k=1
La bifiltration obtenue est une bonne bifiltration, et en notant W I’anneau
gV (D},), on a
Do\ W\
o1 (252) = (55)
<u> <u>
puis

grVR(L; ® C[0,]) ~

Maintenant, on homogénéise puis on V-gradue la suite exacte (2.2) pour
obtenir une suite exacte W -bigraduée :

1)] lo [n(O)][m(O)]
Winy k V(s
.ﬁ@ S H@Tﬁgr R(i;N;) — 0. (2.3)

La résolution minimale de W/ < u > est le complexe de Koszul
K'(Wiuy, ... up) -

2 1
-—>W®/\CT/—>W®/\CT/—>W—>O.

La résolution minimale de Win|[m]/ < u > est le méme complexe, ot le
module libre W ® A’ CP" est muni des décalages

] — (%)
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car chaque uy est de bidegré (0, —1).
On complete le complexe (2.3) en un complexe double en ajoutant en

(D1, (D)
. : . W ,
colonne les résolutions des modules @%:1% données par le complexe

de Koszul. Soit le diagramme suivant (ot on omet les décalages) :

Wlm oo Wll Wlo

Wlm®/\1Cp/4>"'4>Wll®/\1Cr/4>WlO®/\l(Cp,

Wlm ® /\p, (Cp/ ., Wl1 ® /\p/ Cp' N Wlo ® /\p/ Cp'

Le complexe simple associé est une résolution libre bigraduée de
gr”R(i; Ny). De plus les composantes des fleches horizontales sont dans
I'idéal maximal car la résolution est supposée minimale, et par fonc-
torialité du complexe de Koszul. Les composantes des fleches verticales sont
dans l'idéal maximal par définition du complexe K'(W;u4,...,uy). On ob-
tient alors les nombres de Betti et les décalages annoncés.[]

Notons §¢(T) le polynome

> B(NHT
i€Z
On peut interpréter le résultat précédent de la fagon suivante :
B (T) = (L+T) Bp(T).
Corollaire 2.1.2. Les nombres de Betti et les décalages sont des invariants

de lidéal I = (f1,..., f,) sip est minimal (i.e. p = dimc(I/mI)).

Preuve Soient fi,..., fyet gi,..., g, deux ensembles minimaux de générateurs
de I.On a Big)(T) = (1 +T)"B¢(T) et de méme By 5)(T) = (1 + 1) By(T).
Donc §¢(T) = B,(T).

Notons [n™][m®] les décalages au cran i pour f et [®][m®] les décalages
au cran ¢ pour g. Les décalages au cran ¢ pour (f, g) donnent

m®, (n0-0y, (n-0E) . (@n©@)®)]
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= [ﬁ(ﬂ) (ﬁ(i—l))r” (ﬁ(z_g))@)

PRI

et
m®, (m@™Y — 1), (m? —21)&) . (m© — 1))

= 0@, (@ — 17, (@2 —21)®) . @m©® — 1)),

On en déduit par récurrence ascendante sur i : n¥ = a et m® = m®.J

Les nombres de Betti et les décalages forment alors un invariant pour les
sous-ensembles analytiques de (C",0) (n est fixé), en associant & un ensemble
analytique V son idéal réduit 1(V').

On veut passer a la catégorie plus générale des germes d’espaces com-
plexes. Pour cela, on étudie la dépendance des nombres de Betti et des
décalages par rapport au plongement. Il s’agit de comparer Ny a N(s,), ou y
est une nouvelle variable. Rappelons que z = (z1,...,%,) et t = (t1,...,%,).

Proposition 2.1.3.
VEk, Bi(f,y) = Be(f) + 2861 (f) + Br—2(f).
Les décalages aw cran i pour N,y sont
Mm@ = n0= 41 n0-2 4 1)

m® mD mt= 41 mt? 4 1).

Preuve

Lemme 2.1.2. Soit I un idéal de D?(,h& possédant une base standard V -
adaptée Py, ..., P, telle que pour tout i, h ne divise pas ExpP;, et soit J
un 1déal de Dg(cht) Notons D™ Uanneau D" et V la V-filtration restreinte

z,y,tu’
a Dgft) et D{,’ﬁ Alors

gV (DWI +DM.J)y = gr¥ (DM gV (1) + gV (D™ gr (J).

Preuve Nous nous inspirons ici de la preuve de [14], Proposition 4.3.. Soit
n le nombre total de variables x,t,y,u. Soit Q)q,...,Q, une base standard
V-adaptée de J. Soit U € DM + DM J. Cet élément s’écrit

U=> UP+> V,Q;

Divisons V; par P, ..., P, ie. V; =3 U ;P +W;. Donc
oY S en - L e
( J
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N (U ExpP; + N%) =0.
De méme

NW,Q;)N (U ExpP; + N2"> =0

car (); € D( + et h mne divise pas ExpP;. Or Py,..., P, forment une base
standard donc

Exp Z (U; +Z P) € (| JExpP, + N*).

Ainsi

EpoU+Z P) # Exp()_W;Q;).

Alors
Uv(U):Elo'v ZU+ZUZ,]Q] —I—EQO'V ZWQJ

avec ¢; = 0 ou 1.0

On a
D)

DWW + DM J
ou [ est I'idéal de Dyhu engendré par y —u et 0, + 0u, et J est I'idéal de D(h
engendré par les éléments t; — f; et 0., + Z] By . Nous sommes dans les

R<N(f,y)> =

conditions du lemme précédent donc en notant W l’anneau gr (D(h) ), on

x?y7t7u
a

%4 N W
WerV(I) + WerV(J) — Wy+ W, + WgrV(J)
Ceci est encore isomorphe au W-module

gI”VRNf ®<C[h] (C[u, 8y, h]

gr' RN, (fy) =

Prenons une résolution minimale bigraduée de gr’ RNy :
o= Ly — Loy — grVRN; — 0
avec £; = (gr"(D},))" [n][m®)].
On applique le foncteur exact — ®cp) Clu, 9y, h] en remarquant que
l;

W[n(z)] [m(i)]
£:© Clu, 8, h) ~ ) 2T |
= <y, 0u>
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on obtient donc une suite exacte de W-modules bigradués

(D77, (1) lo (0)17,,,(0)

= <y,0.> = <y,0.>
On résoud le module % par le complexe de Koszul bigradué K'(W;y, d,) :

o Winlm]

— ﬁ ’ ﬂ)
0 = Win+1][m+1] = Wn,n+1[m, m+1] = Win][m] <y, 0, >

avec ¢1(e1) =y, g1(e2) = Oy et ¢o(1) = duer — yea.

On complete alors la suite exacte (2.4]) en un double complexe en ajoutant
en colonne les complexes de Koszul. Le complexe simple associé au complexe
double suivant est ainsi la résolution minimale de gr”RN(;,) (on omet les
décalages) :

Wlm e Wll Wlo
W2lm e W2l1 W2l0
Wlm ... Wl1 Wlo

On en déduit les nombres de Betti et les décalages annoncés.[]
Nous nous intéressons désormais seulement aux nombres de Betti. On
interprete le résultat précédent comme suit :

Biy(T) = (L+T)*B4(T).

Donnons-nous un germe d’espace complexe V', c’est-a-dire une algebre
locale C{z}/J.

Soit ng la dimension de plongement de V' en 0, et py le nombre minimal
de générateurs de l'idéal définissant V' dans C{xy, ..., xn,}. Soit fi,..., fp
un ensemble quelconque de générateurs de J. Soit ¢ = pg + ng (c’est un
invariant de V).

Proposition 2.1.4. La série

By (T)

Bv(T) = 03 Ty

est un polynome en T et définit un invariant du germe d’espace complexe V.
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Preuve La série décrite est un polynome car lorsque n = ng et p = pg, on a
By (T') = B¢(T). Pour montrer que c’est un invariant, il suffit de montrer que

% est défini pour I'idéal J et est invariant par rapport au plongement.

Dans le premier cas, soit g € J. D’apres la Proposition , Bre(T) =
(14+T)Bs(T) d’ou
Bro(T) — _ B(T)
(1 4 T)n+(p+1) (1 +T)n+p'

Dans le deuxiéme cas, d’apres la Proposition [2.1.3] 8;,(T) = (1 + T)*5;(T)

d’ou
Bry(T) _ (1)
(1 +T)(n+1)+(p+1) - (1 _I_T)n+p’

O
Remarquons que si p’ est le nombre minimal de générateurs de J, alors
P = po+ (n — ng), de plus rappelons que ny = n — rang(J(f)(0)) donc
finalement
Bs(T)

(1) = T e et on

Donnons un énoncé qui nous sera utile pour I’étude des fonctions mono-
miales. Soit f € C{x}. Notons f la fonction f vue dans C{z, y}, ot y est une
nouvelle variable. Géométriquement parlant, on compare la variété {f = 0}
a la variété {f = 0} x C.

Proposition 2.1.5. Vi, 5;(f) = Bi(f) + Bi—1(f).

Preuve On a

)
RDw,y,th = ! af; .

Soit J l'idéal de D:(ft) engendré par (¢; — f), (Ou, + 25 g—g@tj). D’apres le
Lemme 2.1.2] on a
w

ngRNf ~ o7 (1) W0,
ol W désigne I'anneau ng(D%,t)-
Donc
RN~ gr’ (R(Ny)) ®cpay Cl{z, v},
et on a

w

VI/'(X)(C{:I:}(c{xvy}2 <0 >'
Yy
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De la méme maniere que dans les démonstrations des propositions précédentes,
on considére la résolution minimale du W-module gr¥RN;, on applique
le foncteur exact — ®cqzy C{x,y} puis on résoud en colonne les modules

w \P
( <ay>> a l'aide du complexe de Koszul

0—>W@>W—>

0
<(‘9y>_>

qui est la résolution minimale du W-module W/(0,). On obtient enfin la
résolution minimale du module gr (R(N 7)) en prenant le complexe simple
associé au double complexe ainsi construit. []

On peut interpréter ce résultat en terme de produit de séries :

Bi(T) = (1 +T)B(T).

Exemple : les résultats précédents nous permettent de traiter un exemple
déja annoncé : 'application f = (z1,...,2,). Démontrons que

Bp(T) = (1+T)"*",

Pour n = 0 on a C{xy,...,2,} = C, on commence par considérer la
fonction 0 € C. On a Ny ~ D, /(t) et

h
gV (D))
(t)
dont la résolution minimale bigraduée est ’endomorphisme de multiplication
par t, donc Bo(T) =1+ T.

Ensuite on considere f = (0,21,...,2,) € C{zy,...,2,}?. D'apres la

Proposition Boas,e(T) = (1 +T)*6o(T) = (1 +T)**'. Or 0 est
dans l'idéal engendré par zy, ..., x, donc par la Proposition [2.1.2]

g’ (R(IVy)) ~

T
=(1+T)*.

Enfinsin > p, f = (21,...,2,) € C{xy,...,2,}?, on a d’apres la Proposition

Br(T) = (L + )" By, (T) = (14T,

2.1.3 Résolution générique et stratification

Soit F(x,A\) = (Fi(z, \), ..., Fy(z,\)) € (C{x}[\])P, avec A = (A1,. .., Ae),
une déformation de f(z) = (fi(x),..., fp(z)) € (C{z})?, i.e. F(2,0) = f(x).
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Pour )y € C", on note F),(x) = F(x, o). Nous supposons que pour chaque
i et Ao, aucune des fonctions F; et (F),); n'est identiquement nulle. Soit K
le corps des fractions de C[)\]. L’anneau D, ,(K) agit sur

S1 S
T S

et on s’'intéresse au module

Np =D, 4(K)F°.

Ce module admet une bonne bifiltration définie par la présentation :

- D, (K)
F — OF}; ’
((tz - E)a (812 + Z] B_xlatj))
De méme D
m,tF)i) = .

A(Fxg)j ’
((t: = (Fxo)a), (0o, + 225 =527 0,))
Par application directe des Théoremes et |1.3.2] on obtient I'existence

d’une résolution générique et d’une stratification.

Théoreme 2.1.1. Il existe une résolution bifiltrée minimale libre de Np
sur Dy +(K) qui se spécialise pour Ay générique en une résolution bifiltrée
minimale libre de D, FY, sur Dy;. Par conséquent, pour Ao générique, on a

Théoreme 2.1.2. [l existe une stratification de C° par des espaces construc-
tibles telle que sur chaque strate, Uapplication \g — ((F)\,) est constante.

2.2 Pour p = 1, description plus fine et pas-
sage au commutatif

On se restreint au cas des hypersurfaces, i.e. p = 1. Soit f € C{z} = O
non identiquement nulle. Notons pour ¢ = 1,...,n, f/ = 0f/0x; et J(f)
I'idéal de O engendré par les f/.

Dans la section 2.2.1 on va présenter le module gr¥ (R(Ny)) au moyen de
annpjy f°.

Par des méthodes similaires on obtiendra dans la section 2.2.2 une condi-
tion suffisante pour la h-saturation de ce module : f € J(f) et J(f) est de
type linéaire. Notons que d’apres [6], Remark 1.6.6 [a] , cette condition est
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équivalente a la condition suivante : I'idéal engendré par f et J(f) est de type
linéaire. Cette condition est intrinseque au sens des hypersurfaces (réduites).

On donnera aussi (section 2.2.3) une présentation du module bigr(Ny)
sous I’hypothese de h-saturation.

2.2.1 Description de gr” (RD,; f*) au moyen de annpj f*
Lemme 2.2.1. 1. Soit k > 1 et P(s) € Fy_(D[s]). Alors

()orf* e > Faui(Dls)hof*

i<k—1

$)oy € ZFd k+1(D[s)0F " f101+ Fy_i(DIs])0f f+0F Fa_p(annpiy (f°)).

2. Soit k >0 et P(s) € Fy(Dls]). Alors
P(s)t"f* € Fy(D[s]) fs ! o  P(s)th e Fd(D[s])tkf+thd(annp[s](fs)).

Preuve

1. Par récurrence sur k. Soit k& = 1. On suppose P(s)0.f* = Q(s)f*.
Comme 0,, f* = —fl0,f*, on peut supposer modulo f/0; que Q(s) €
O[s]. On a

—P(s)sf*" = Q(s)f*.
Faisant s = 0, on obtient Q(0)(1) = 0 donc Q(0) = 0 car Q(0) € O
Donc Q(s) = sQ(s). Simplifions par s :

P(s) " = =Q(s)f*.
Appliquons ¢t :
P(s+1)f* = =Q(s+ 1)/,

Donc P(s+1) = A(s)f + B(s) avec B(s)f* = 0. Multiplions a gauche
par 0 :

P(S)at = A(S — 1)8tf + atB(S)
Supposons maintenant 1’énoncé vrai au rang k. Soit

( ak—l—lf — Z Q azfs
i<k

On peut supposer Qo(s) € O[s] en reportant sur @ (s) grace a l'identité
Ou, [ = [iOuS".

Faisons s = 0. On a
Of = (—1)'s(s—1)---(s—i+1)f",
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alors Qu(0)(1) = 0 donc Qu(0) = 0 et Qo(s) = sQou(s). On a
—P(s)st'Of f* = > —Qils)st O] f7 + sQo(s) [

1<i<k

On peut simplifier par s, puis on applique  :

P(s+1)0ff = > Qi(s+1)d; " f* = Qol(s + 1) £,

1<i<k

Par hypothese de récurrence, il vient
P(s+1)0f = 0y A(s) + B(s)of f + Y _ Ci(s)d) f]
avec A(s)f® = 0. Multiplions & gauche par 0, :
P(s)0*t = Of T A(s) + B(s — DO f + ) Cils — DO ;.

On remarque que dans les opérations effectuées, 'ordre F' est conservé.
La réciproque est évidente.

2. Soit P(s)t* f* = Q(s) f***+1. Appliquons (t~1)" :

P(s—k)f* = Q(s — k)£,

Alors P(s — k) = Q(s — k) f + B(s) avec B(s)f® = 0. Multiplions par
t* & gauche :
P(s)t"F = Q(s)t* f +t"B(s).
La réciproque est évidente.[]
Soit
5= FT9 € il (R(Ny)).

Notons W = ng(D(h)) anneau bigradué. Pour P € D,;, on note H(P) son

z,t

homogénéisé dans Dgf) Pour P € Dg(c t), on note

p(P) = Pn=
son déshomogénéisé dans D, ;.
Proposition 2.2.1. annw (6) est engendré par f, f10y, ..., f10: et H(annpig(f°)).

H(annppg(f*)) est un idéal de D[s]™. C’est un sous-objet de W par
I’isomorphisme
D[s]™ =~ gry (D).
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Preuve Soit P € Wy Nanny () avec k > 1. On a p(P) € Fy_x(D[s])0F
et Po =01ie. p(P)f* € Fyr—1(D,1f*). Or, rappelons que pour k > 0,

Fuu(Ny) = Fai(D]s))0; f*.
i<k

D’apres le Lemme 2.2.]] m on a une écriture

ZA (s)OF I + B(s)OF f + 9FC(s)

avec Al(s),...,An(s),B(s),C(s) € Fy1(D[s]) et C(s)f* =0. On a P =
h'H (p(P)) et il existe des entiers positifs a1, ..., an, b, c tels que

P =Y "h"H(Ai(s))0} f] + h"H(B(s))0; f + Ofh*H(C(s)).

D’ou le résultat.
Pour £ < 0, la preuve est similaire, en utilisant

Fy_i(Ng) = Fy(Dls]) f**.
]

2.2.2 Conditions pour la h-saturation

Définition 2.2.1 (cf.[5]). Soit I un idéal de O engendré par ay,...,a,.
Définissons un morphisme de O-algebres graduées

p:Ole,....&] = P IT

d>0

par (&) = a;T. I est dit de type linéaire si kery est engendré par des
éléments homogeénes de degré 1.

Définition 2.2.2. f est dite Euler homogene si f € J(f).

Notation : Notons © = 00, le O-module des germes de champs de
vecteurs.

Soit f telle que J(f) est de type linéaire, et Si,...,S, des champs de
vecteurs engendrant anngf. Alors o(S)),...,0(S,) engendrent ker ¢, ou ¢
est le morphisme associé a l'idéal J(f).

Lemme 2.2.2. Soit f telle que J(f) est de type linéaire, et Sy, ..., S, des
champs de vecteurs engendrant anng f .

1. Sy,...,S, est une base F-involutive de annp f*.
Par conséquent, gr' (annp(f*)) = kere.

2. St de plus [ est Euler-homogéene avec E un champ de vecteurs tel que
E(f) = f, alors Sy,..., Sy, E—s est une base F-involutive de annps f°.
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Preuve

1. Soit P € D tel que Pf* = 0. Procédons par récurence sur d = ord” P.
Sid=0 alors P=0. Soit d > 1. Alors

o(P)(fi,-- s fa) =0

On a alors une écriture homogene

= ZBi(f)U(S)

car J(f) est de type linéaire. On traite alors P — ) B;S; par hypothese
de récurrence.

2. Soit P(s) € Dls| tel que P(s)f* = 0. On se ramene a 1. en considérant
le reste de la division euclidienne (suivant le degré en s) de P(s) par
s—FE. O

Proposition 2.2.2. Soit f Euler-homogéne telle que J(f) est de type linéaire.
Alors le W-module gr¥ (R(D,.f*)) est h-saturé.

Preuve Il s’agit de montrer :
\V/d, k, Fd’k(Nf) N Fd+1’k,1(Nf) C Fd,kfl(Nf)' (25)

Rappelons que si k£ > 0,

Fuu(Ny) = Fa(Dls])0} f?

<k

et
Fy—i(Ny) = Fy(Dls]) f*.

Or par Euler-homogénéité, on a sf® € Df* et alors

Fur(Np) =Y Fiu(D)9;f*

1<k

et
Fy1(Ny) = Fao(D) f*+~.

Montrons pour k < 0. Il s’agit de montrer : si Pff* = Qf* f* avec
P € Fy(D),Q € Fy;1(D),l € N, alors Pflfs = HfF fs avec H € Fy(D).
On peut supposer | = 0 (faire agir t=!) et Q ¢ Fy(D) (sinon c’est gagné).
Désignons par o le F-symbole d’un opérateur. On a (P — Qf)f* = 0, alors

0=0(P=Q)(flee-e 1) = —fo(Q)(flsr ).
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Donc
o(Q)(fi,---. fn) = 0.
D’aprés le Lemme [2.2.2] gr’’(annp(f*)) = ker ¢ donc il existe Q' € Fy;1(D)
tel que 0(Q) = o(Q') et Q' f* = 0. De méme, Q'f*t = 0. Alors Pf* =
Qfst =(Q — Q") f*t. L'opérateur H = Q — Q' convient.
Montrons pour k > 1 par récurrence sur k. Soit kK = 1. Supposons

POf*+Qf = Hf*
avec P € Fy 1(D),Q € Fy(D),H € F;:1(D). Vu dans (’)[%,s]fs, le terme
dominant en s donne
1
Sd+1w0'<H)(f{, ceey f7lz) = 0.

Donc a(H)(f{,..., f) =0 et on conclut comme dans le cas k& < 0 en abais-
sant l'ordre de H.

Supposons la relation (2.5 vraie au rang k et montrons-la au rang k + 1.
Supposons

POfT =" Qi0;f° (2.6)

i<k
avec P € Fy(D),Q; € Fyi1-i(D). En utilisant 'identité
O f* = —fiof°,

on peut supposer @y € O quitte & reporter les termes g(z)9° sur Q,0,f°.
Faisons s = 0, alors Qo(1) = 0 = Q) = 0. On peut réécrire ([2.6)) :

Pst™'off*= > Qist 0] f.

1<i<k

On simplifie par s puis on applique t :

Poty = Y QS

1<i<k

Par hypothese de récurrence, on a alors POF f* € Fy_1;_1(N;). En appliquant
9y, on obtient POfT' f* € Fy(Ny).O

Lemme 2.2.3. Soit f Euler-homogeéne telle que J(f) est de type linéaire.
Fizons un champ de vecteurs E tel que E(f) = f et notons x = o(E). Alors
Uapplication suivante est injective

g (Ds)f*) L gF (DIs] ).
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Preuve On a

F S\ ~u 0[6,8]
gr' (D[s]f*) ~ (s —x,(S)
Soit P(s) € O[¢,s] tel que P(s)f = > Pi(s)S; + Q(s)(s — x) (écriture

graduée).
Modulo s — x, on peut supposer P(s) = P € O[¢{]. On substitue alors s = f
et & = f!, alors P(f],...,f!)=0dou P e< (5;) >.00

Donnons un dernier critéere pour la h-saturation (que nous n’utiliserons
pas dans la suite).

On a gry (D,,) =~ DIs], ce qui permet d’identifier D[s] & un sous-anneau
de gr¥(D,,). Dans ce qui suit, on considere annpy f° comme sous-espace de
g’ (D).

Proposition 2.2.3. gr¥(RN;) est h-saturé si et seulement si I’ensemble
(f, (f{0p)i, annpyy f°)

est un systéme F-involutif de l'idéal engendré de gr¥ (D).

Preuve Supposons que gr' (RN;) est h-saturé. Soit (P;)i<;<, une base F-
involutive de annpy, f*. On sait (Proposition [2.2.1) que gr’ (RNy) admet la
présentation bigraduée suivante (ou on omet les vecteurs de décalage) :

1+n+r
(" @l) T B V(D) - e RNy) =0 (2.7)

ol ¢, envoie la base canonique sur les éléments f, (f/0;), (H(F;)).
On applique le foncteur de déshomogénéisation p, qui est exact sous 1’hy-
pothese de h-saturation (voir Proposition, et on obtient une présentation
F-filtrée de gr¥(Ny). Pour le morphisme ¢, la déshomogénéisation corres-
pond a faire h = 1.

Traitons la réciproque. On veut montrer :

vd, k, Fu(Ng) N Far1p—1(Ny) C Fap—1(Ny)
Soit k Z 0. Soit P € Fde(Dx’t) tel que Pfs € Fd+17k_1(Nf). On a
Pfs = Pk(S)affs + Pk,l(s)afflfs + -+ Po(S)fs

avec Pi(s) € F;_(D[s]). Donc Pi(s)0Ff* € Fyi11-1(N;) et on sait alors
(Lemme [2.2.1))

Py(s)9f € Z Fuir(DIs107 f7) + Fara(D[s|Of f) + Fara (9 annpy f°)
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On peut voir ceci dans grV(D,,), alors par involutivité on a une réécriture
Pi(s)0f € Z Fy(DIs|0 f}) + Fa(D[s]0; ) + Fa(Of annpy ).

Donc P(s)@ffs € Fd,kfl(Nf) et Pfs € Fd’k,1<Nf).
Pour £ < 0, on a un raisonnement analogue en utilisant le Lemme
O

2.2.3 Description de bigrN; dans le cas h-saturé

Proposition 2.2.4. Si gr¥' (R(Ny)) est h-saturé, alors le bigr(D,.;)-module
bigr(Ny) admet la présentation :

bigr(Dy +)
(f, (fiT), gr¥ (annpp (£4)))

bigr(Ny) ~

Preuve Soit (F;)<;<, une base F-involutive de annp, f*. On sait (Propo-
sition [2.2.1)) que gr(RN;) admet la présentation suivante (o on omet les
vecteurs de décalage) :

1+n+r )
(V@) T B e’ (DY) - ¥ (R(N) -0

ou ¢, envoie la base canonique sur les éléments f, (f/0;), (H(F;)). Sous I'hy-
pothese de h-saturation, on obtient une présentation F-filtrée de gr' (N;) en
déshomogénéisant cette présentation (i.e. en faisant h = 1 dans la matrice
de ¢1) d’apres la Proposition On gradue alors par rapport a la filtra-
tion F' (i.e. on prend les F-symboles dans la matrice ¢;), ce qui fournit une
présentation bigraduée de bigr(N;) d’apres le Lemme sous I’hypothese
de h-saturation.

2.2.4 Algorithme avec Singular dans le cas h-saturé

Soit f € Clzy,...,z,]. On peut tester avec le logiciel Singular ([13]) la
h-saturation de gr'R(N;), et calculer les nombres de Betti bifiltrés dans le
cas h-saturé.

On va donner un algorithme complet. Dans celui-ci, on calcule dans un
premier temps des générateurs de ann, (,Diht))((s). Pour ce faire, on utilise la

description donnée par la Proposition et on détermine annpp f°. On
détermine en fait anng, [y f°, ce qui suffit en vertu du lemme suivant.

Lemme 2.2.4. D[s|anna, g f° = annppy f*
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Preuve Soit [ = anny, [, f* idéal de A,[s]. On a une suite exacte
0—1— A,ls] — Anls]f® — 0,

donc par exactitude a droite du produit tensoriel par D[s] au-dessus de A, [s],
une suite exacte

D[s] @, I > D[s] — Ds] @4, An[s]f* — 0,

et im(¢) = DIs]I.
Il suffit alors d’établir : D[s| ® 4,15 An[s][* =~ D[s]f*.
Or on a D[s] ®@a,[s] An[s]f* ~ C{z} @cp) An[s]f?, et une suite exacte

0 — Au[s]f* — Cla] B s} f

d’ou par platitude de C{z} sur C[z], une suite exacte
1
0— C{ZL‘} ®(c[x] An[s]fs g (C{.I} ®C[I] (C[ZL‘] |:?’ 3:| fS.

1 est Iisomorphisme souhaité car C{z} ®cy C[[L’H%, s|f® ~ (C{:v}[%, s|f® et
im(y) = D[s| f*.0.

Plus précisément, on veut une base F-involutive de annpy,f®, il suffit
de calculer une base F-involutive de anng, [ f°, d’apres le lemme précédent
et le lemme 1.1.2 de [I]. Nous prenons comme exemple la fonction f =
ot 1yt a2yP,

LIB "dmod.lib";
ring R=0, (x,y),rp;
poly f=x"4+y~b+x"2y~3;
def A = Sannfs(f);
setring A;
ring R2=0, (x,y,Dx,Dy,s,h),wp(0,0,1,1,1,1);
matrix C[6][6]=1,1,1,1,1,1,
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ncalgebra(C,D);
ideal Il=fetch(A,LD);
ideal I2=std(I1);

R2 est 'anneau A, [s] (avec une variable h d’homogénéisation), 12 est une
base de Grobner de anng,, (4 f°.

ideal I3=homog(I2,h);

ring W = 0, (x,y,t,Dx,Dy,Dt,h) ,wp(0,0,0,1,1,1,0);
matrix

ci(7l(r]l=1,1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1;
matrix D1[7][7]=
0,0,0,h,0,0,0,
0,0,0,0,h,0,0,
0,0,0,0,0,h,0;
ncalgebra(C1,D1);

map M=R2,x,y,Dx,Dy,-Dt*t,h;
ideal I4=M(I3);

poly fO=imap(R,f);

poly f1=diff(£f0,x)*Dt;
poly f2=diff (f0,y)*Dt;
ideal I5=14,f0,f1,f2;

L’anneau W est ng(Aq(lhll) et I5 engendre l'idéal annyd.
On teste ensuite la A-saturation du module

VA
~ < f.(fl0),(B) >

avec (P;) une base F-involutive de anny, [y f°. Mais on a

M

g’ (DYNYM = oV (RD, . f*)

Si M est h-saturé, alors gr¥ (RD,,f*) l'est aussi par platitude de ng(Di{?)
sur grV (A%
gr ( n—l—l)‘
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option(prot) ;option(redSB);
ideal I6=slimgb(I5);

16 est une base de Grobner de I5. Si on essaie de calculer a ce niveau
(non commutatif) les relations entre les générateurs de I5 par la commande
syz(16);, la machine plante, d’ou l'intérét de se ramener au commutatif.

ideal I6b=lead(I6);
ideal I6b=lead(I6);
subst (I6b,h,0);

Si la liste donnée par la derniere commande ne contient aucun 0, cela signifie
que h ne figure pas dans les exposants privilégiés des éléments de la base de
Grobner, et cela implique la h-saturation de M d’apres la Proposition [1.2.4]
C’est le cas ici. On passe alors en commutatif.

ideal I7=subst(I5,h,0);

ring R3=0, (x,y,t,Dx,Dy,Dt),1s;
ideal I8=imap(W,I7);
mres(I8,0);

R3 est 'anneau bigr(D, ;) muni d'un ordre adapté au calcul des bases stan-
dard. 16 est l'idéal obtenu a partir de I5 en faisant h = 0, c’est donc
aNNpigr(p, )0 grace a la condition de h-saturation. La derniere commande
fournit instantanément les nombres de Betti 1,6, 8, 3.

Notons que la fonction f = 2* + 15 + 22y3 n’est pas Euler-homogene mais
a singularité isolée (donc telle que J(f) est de type linéaire), ¢’est un exemple
de fonction ne satisfaisant pas tout a fait les hypotheses de la Proposition

et telle que gr' (R(Ny)) est h-saturé.

2.3 Invariants liés a D[s|f*

On considere le D[s]-module D[s] f* muni de la bonne filtration Fy(D[s] f*)
Fy4(D[s]) f*. On s’intéresse a ses nombres de Betti. Ceux-ci sont en pratique
plus faciles a calculer que les nombres de Betti de Ny, en revanche on ne sait
pas comment étendre ces invariants a une variété quelconque. On ne traite
ici que le cas p = 1.

Exemple : Le cas lisse Supposons f =z € C{z1,...,z,}. Déterminons

annpg(f°). On a (210, — 5)f* = 0 et pour ¢ > 2, 0,,f* = 0. Modulo ces

éléments, si P € annpy,(f*), alors P =" g;(x)0% , avec g;(x) € C{z}. On a
0=Pf =) glx)s'f
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donc pour tout 7, g; = 0 et P = 0. Ainsi annpy(f*) est engendré par ,0,, —
Sy Opyy - -+, Oy, , ceci de maniere involutive.

Donc
Dls|

D S~
s1f (102, — 8, Opyy -+ -, 0x,,)

et

O, sl

F s )

" (Dls ~ .

& ( [ ]f> (xlgl_sagﬂy"'agn)

La résolution minimale graduée de gr’'(D[s|f*) est le complexe de Koszul
K(O[¢, s]; 2181 — 8,8, ..., &), donc les nombres de Betti sont (T;), pour i =
0,...,n.

2.3.1 Invariants analytiques pour les hypersurfaces

Soit f réduite. On dit que f et g ont le méme type analytique si il existe
un isomorphisme analytique local ¢ : (C",0) ~ (C",0) tel que p(f~1(0)) =
97'(0).

Proposition 2.3.1. Les nombres de Betti de D[s|f* sont des invariants ana-
lytiques de f.

Preuve En vertu du Nullstellensatz, il suffit de vérifier qu’effectuer un
changement de variable ou multiplier f par une unité n’affecte pas les nombres
de Betti.

1. Soit u € C{z} une unité, montrons que D[s]f* et D[s](uf)® ont les
meémes nombres de Betti.

On définit un automorphisme ¢ de 'anneau D|[s| par Iidentité sur O|s]
et

$(0y,) = O, — su~ 0y, (u).
¢! est défini par I'identité sur O[s] et ¢~ (0,,) = Oy, + su™',, (u). On
constate que ¢ est un isomorphisme filtré.
Ensuite, on a ¢(annf*) = ann(uf)®. Pour cela, on utilise les identifica-

tions
1 s 1 N L B i s
ofyJr-ofid=ofy] o[ Jus
et on affirme que pour P € Dls|, Pf* = ¢(P)(uf)*. Vérifions-le pour
P = 0,,, l'assertion étant évidente sur O[s].
$(0s,)(uf)* = (O, — su”" 0s,(u))(uf)*
= (On,(uf)s(uf)™" — su™ 0y, (u))(uf)*
= sudy, (f)(wf) " (uf)*
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que 'on identifie a d,, f°.
On a ainsi établi un isomorphisme entre D[s]f* et D[s|(uf)® au-dessus
d’un automorphisme filtré de D[s], ce qui permet de conclure.

2. Soit ¢ : (C",0) ~ (C",0) un isomorphisme analytique. Montrons que
D[s]f* et D[s|(f o p)* admettent les mémes nombres de Betti.
On étend ¢ en ¢, un automorphisme filtré de 'anneau D, puis ¢,
en un autorphisme filtré de 'anneau D]s] par ¢,(s) = s. On vérifie
o (annf®) = ann(f o ¢)* donc les modules D[s]f* et D[s](f o p)* sont
isomorphes au-dessus de I'automorphisme ¢,. [

2.3.2 Algorithme avec Singular

Les nombres de Betti de D[s]f* sont plus facilement calculables en ma-
chine, car on passe en commutatif dans tous les cas. Voici un algorithme avec
Singular pour les courbes algébriques, avec comme exemple f = x7+y%+a3y°.
On calcule d’abord anny, 4 f°.

LIB "dmod.lib";

ring R=0, (x,y),dp;

poly f=x"7+y~8+x"3*y~5;
def A = Sannfs(f);
setring A;

On définit 'anneau R2 = A,[s] muni d’un ordre adapté a la F-filtration,
avec une variable h d’homogénéisation :

ring R2=0, (x,y,Dx,Dy,s,h),wp(0,0,1,1,1,1);

matrix C[6][6]=1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1,1,1

1,1,1,1,1,1

1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1 1
]
0

b b

b

1,15

matrix D[6] [6]=
0,0,1,0,0,
0,0,0,1,0;
nc_algebra(C,D);

b

b

On calcule une base de Grobner de anny,, 4 /¢, ¢’est une base F-involutive de
annpj, f*

ideal Il=fetch(A,LD);
ideal I2=std(I1);
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On passe en commutatif et on calcule une résolution minimale :

ideal I3=subst(homog(I2,h),h,0);

ring R3=0, (x,y,Dx,Dy,s),1s;

ideal I4=imap(R2,I3);
mres(I4,0);

R3 est 'anneau gr’ (D[s]), 14 est I'idéal anng,r(p(s)0, et la derniére commande
fournit instantanément les nombres de Betti 1,5, 5, 1.
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Chapitre 3

Singularités isolées et
quasi-homogénéité

Soit f : (C",0) — (C,0) définissant une singularité isolée. On s’intéresse
au module bifiltré Ny = D, , f*. Commencons par donner une décomposition
de Ny. Notons toujours pour i = 1,...,n, f/ = g—i et J(f) I'idéal jacobien de
f dans C{z} engendré par fi,..., f/. Soit E un C-espace vectoriel de dimen-
sion finie supplémentaire de J(f) dans C{z}. D désigne toujours 'anneau
des opérateurs différentiels sur C". Pour alléger I’écriture, on notera parfois
0; 'opérateur 0,,. Notons D I'anneau des opérateurs différentiels sur C" a
coefficients constants, i.e.

D= ) Co.

BeN™

Proposition 3.0.2 ([3], A.1.4). On a une décomposition en somme directe
de C-espaces vectoriels

Ny =DJ(f)f*® (@iZODEaZfS)

et Vi > 0, l'application A
DE — DEO; f*

qui @ P € DE associe PO} f* est injective.

Explicitons la maniere dont on obtient cette décomposition. On écrit les
opérateurs de D, a droite, i.e. sous la forme

> Navsu0lofzt".
Comme t.f* = f.f* on a
Dof* =Y _ Dojf*
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Ensuite

fiOuf* = =0u, f°,

alors ‘ A

> " Doif* =DI(f)f* + Y _ DEO;f*
en divisant les coefficients analytiques par fi, ..., f/. L'unicité de la décomposition
provient de la régularité de la suite fi,..., f/.

Une propriété importante des singularités isolées est que J(f) est de type
linéaire. Reprenons le morphisme ¢ : O[¢ ..., &, — ®J(f)'T" qui envoie &;
sur fIT.

Proposition 3.0.3 ([5], Proposition 3.3). J(f) est de type linéaire et ker¢
est engendré par les éléments fi§; — [i&, pour 1 <i < j <n.

Notation : Si 1l <i < j <n, nous notons S;; = fi§; — fi&.

3.1 Singularités isolées quasi homogenes

Supposons maintenant que f est quasi homogene, i.e. il existe des poids
wi, ..., w, avec 0 < w; < 1, tels que le champ d’Euler 6 = > w;z,;0,, vérifie
0(f) =1

Nous allons calculer les nombres de Betti 5;(f). Pour cela, nous nous
ramenons au commutatif et nous utiliserons le D[s]-module filtré D[s]f*,
dont nous calculons aussi les nombres de Betti.

3.1.1 Réduction au commutatif

Proposition 3.1.1. Pour k > 0,
Vi(Ny) = DI(f)f* @ (So<i<k DED; f*),

Fur(Nyg) = Fo(D)J(f)f* & (Bo<iciFu—i(D)ED, f*).

Pour k <0,
Vi(Ny) = Df " f?,

Far(Ny) = Fy(D)f " f°.
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Preuve Donnons le schéma de la preuve. On a 0(f*) = sf® et comme
s = —04t, on en déduit
otf*=—-0fe€Df. (3.1)

Un opérateur P € Vi (D,,) s’écrit

P= 3 o)t @)
i>—k,B,l
si k <0, ou
i<k,B,l
sik >0, avec Q € Vo(D.y). En appliquant P & f*, on peut éliminer les (9;t)"
en utilisant la formule (3.1). On décompose enfin les coefficients g € C{z}
dans J(f) @ E. On en déduit les décompositions de Vj(Ny). Les assertions

sur la bifiltration en découlent, car les changements d’écriture opérés laissent
stables le F-ordre.

Proposition 3.1.2. Pourtousd, k, on a Fy(Ng)NFyr1x-1(Ny) C Far—1(Ny).

Preuve Sik > 1, c’est évident : il s’agit de 'unicité de ’écriture dans la
décomposition de N;. Supposons k < 0. Il s’agit de montrer : si Pf!fs =
QftHLfs avec P € Fy(D),Q € Fy1(D),l € N, alors Pflfs = HfLfs avec
H € Fy(D). On peut supposer | = 0 (faire agir t ') et Q ¢ Fy(D) (sinon c’est
gagné). Désignons par o le F-symbole d'un opérateur. On a (P —Qf)f* =0,
alors

0=0(P—=QfN)(fi,-- . fn) = =fo@)f1,-- fr).
Donc o(Q)(f1,-.., fl) =0 et on peut écrire

o(Q) =) Bi(©)-(Ji& — [1&)

1<J

avec B; ; € C{z}[¢] homogene en &, d’apres la Proposition [3.0.3] Soit

H=Q=> Bij(0s,..,05,)-(f0s, — f;0u,).

On a Hf* =Qf*® et H al’ordre voulu.lJ
Par passage au commutatif, on va s’intéresser au module bigr(Ny) sur
I’anneau

R = bigr(D, ;) ~ C{z}[t,&, 7).
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On a pour k£ <0,

: _ Fy(D)ff?
blgrd,k(Nf) - Fdfl(D)ffkfs + Fd(’D)fkarlfS

et pour k > 0,
bigrd,k(Nf) = grdF_k(D)Eﬁffs

avec gri_, (D) = ®p=a—rCI? qui s’'identifie & un sous-espace de F;_(D).
De plus , bigr(Ny) est engendré sur R par la classe de f° € bigrg ,(NNy)
que nous noterons 0. Notons x = > w; ;.

Proposition 3.1.3. L’annulateur de 6 dans R est l’idéal engendré par f,t7+
X fi&5 — ;&5 pour 0 <i < j <, fir pour 0 <i < n.

Preuve On sait que les éléments suivants de D, , annulent f*: ¢ — f,0,, +
[i0, f{0z; — [0n;, > w0y, + Oit. On en déduit que les éléments de R cités
dans la proposition annulent 4.

Soit P dans I'annulateur de 9, on peut le supposer bihomogene de degré
(d,k). Comme t7 + Y wixi§ € I, P =Y o 9a(r, )t + > ooha(z,§)T
modulo /. Mais P étant bihomogene, on a P = g(z,£)7* ou P = g(z, {)t°.
Si P = g(x, &)t alors

Ps=0 & g(z,0,)ff* € Far(D)f*f* + Fu(D) [T f*
& g(1,0,) = PL+ Pof + ) Aij.(f]0s, — £00,),

avec A;; € Fy_1(D), P, € Fy_1(D), P, € Fy(D). Alors P est dans l'idéal de
R engendré par f et les fj&; — fi&;.
Si P =g(z,6)r, comme fir € [,ona P =5 &Phs(x)T™ avec hg € E. Alors
P6 =0 5(0.)°hs(z)(0,)*f* = 0. Cela implique > (8,)°hs(x)(9)* = 0
(d’apres la Proposition et V3, hg = 0. Par suite P = 0 modulo /. [J
Remarquons que f étant quasi homogene et J(f) étant de type linéaire,
les Propositions et se déduisent des Propositions [2.2.2] et
et de la connaissance du noyau du morphisme O[¢] — @(J(f))!T". Nous
avons préféré donner des preuves directes, dans la mesure ou la structure de
Ny rendait plus simples les démonstrations de ces assertations. De plus, la
structure de Ny introduite nous sera utile a la section 3.3.

3.1.2 Nombres de Betti de D[s]f* et %

On considere le D[s]-module D[s]f* muni de la bonne F-filtration
Fa(Dlslf*) = Fa(D[s]) f*
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ou on rappelle que pour la filtration Fy(D[s]), les variables 0,,, ..., 0y, , s ont
le poids 1 et les variables xq, ..., x, ont le poids 0. On étudie les nombres de
Betti de D[s]f* car ce sont des objets d’intérét en soi, et ils nous serviront
au calcul des nombres de Betti de Ny. Dans notre cas, f est une singularité
isolée quasi homogene, et on a d’apres la Proposition|3.0.3|et le Lemme|2.2.2]:

gr"(Dls]) O, s
<Ss—YX, (S@j) > < S —X, (S@j) >

gt (Dls]f*) =

On va donner la résolution minimale graduée du module %
2,7

Lemme 3.1.1 (K. Saito, cf. [24]). Soit R un anneau noethérien commutatif,
et wi,...,wr € R™. Soit a l"idéal engendré par les mineurs d’ordre k de la
matrice dont les colonnes sont wy, ... ,wg. Soit | la profondeur de a. Alors si
0<p<l,ona:

p—1

VwE/I)\R",w/\wl/\'--/\wk:0:>w€Zwi/\/\R"

Soit ey, ..., e, la base canonique de O[¢]™ et notons [ = > fle;, € =
> &ie;. Considérons le double complexe suivant :

e Ol A Ol N Ol

] 7 EN
S N Ol A o
EN

e N Of

ou le terme en haut a droite est placé en degré (0,0). Soit K le complexe
simple associé.

Lemme 3.1.2. Le compleze

K L AT ol —0

est la résolution minimale bigraduée du module % Ses nombres de
Betti sont donc : 1, (g),Q(g), co.oom—1.
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Preuve Une colonne du double complexe K est tirée du complexe de Kos-
zul de &1, ...,&,. Ces élements formant une suite réguliere, cette colonne est
exacte sauf en degré 0. En considérant la suite spectrale du double complexe
associée a la premiere filtration, on obtient que K est quasi isomorphe au
complexe L suivant :

0 /O\OWQ NOE" py NOE N0
EAN O EAN O ENNTP Ol

le terme en degré 0 étant w
EAN" T OfEm

L’idéal ) O[¢]S; ; est de dimension inférieure a n + 1. En effet, il définit
la variété caractéristique du D-module D[s]f* = D f* et cette derniere est de
dimension inférieure & n+1 en tous points, d’apres [I1], Proposition 31. Donc
l'idéal > O[£]S;; est de profondeur supérieure a 2n — (n 4+ 1) = n — 1. Le
lemme de Saito implique alors que L est acyclique sauf en degré 0. En effet,
soitw e N O[¢]™, avec i > 3, telle que f'Aw = EAnR. Alors EA f'Aw =0 et
w = f'ANa+E&NG d’apres le lemme de Saito. Donc w = f'A@ dans %
Ainsi HP(K) = 0 si p < 0. Encore d’apres le lemme de Saito, I'image de
K1 — KV est égale au noyau de 'application K° iy A" O[¢]". Or 'image
de cette application est précisément I'idéal > O[¢]S; ; en identifiant O[] et
A" Ofg". O

Avant de poursuivre le calcul des nombres de Betti de D[s]f*, nous al-
lons donner explicitement la résolution du D-module F-filtré Df*. On a un
isomorphisme filtré

D
(fi0; = £i0i)i<;

ou le membre de droite est muni de la filtration quotient. On a donc

O[¢]
(Si4)

dont la résolution est donnée par le complexe K. Pour les besoins de ’algebre
non commutative, réécrivons le double complexe dont il est issu au moyen
des complexes de Koszul K'(O[¢]; &y, ..., &) et K'(O[E]; f1, - - -, f) munis des
différentielles respectives ¢ et d¢. On forme le double complexe suivant :

Df° ~

gt" (Df*) ~
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A O 2= NP O
A ofg"

ou le terme en haut a droite est placé en degré (0,0). Le complexe simple
associé¢ K’ muni de augmentation A O[¢]" — O[€] qui envoie e; Ae; sur S,
est la résolution minimale de O[¢]/(.S; ;). Nous allons relever cette résolution
au niveau des D-modules filtrés.

On a des complexes de Koszul K'(D; f1,..., f!) et K'(D; 1, . ..,0,) mu-
nis des différentielles respectives 04 et ds.

Lemme 3.1.3. On a un double complexe

[, O

T 5o 5o
DA C—L-Dg AT
)
Do A\ C"

Le compleze simple associé (avec différentielles ¢;, i > 2), muni de l'aug-
mentation ¢ : D ® /\2 C" — D qui envoie 1 @ e; A ey sur fi0; — f10;, est la
résolution minimale filtrée (avec les décalages évidents) de Df*.

Preuve Montrons qu’on a bien un complexe. Remarquons tout d’abord
que fj0; — fi0; = 0;f] — 0if;. Soit it < j < k.On a

$10pa(es Nej Nep,0) = ¢1(0i®@e; Nep, —0; ®e; Nep — O @ e; N ej)
05 (Orfj — 0 fr) — 0;(Onfi — Oifr.) + Ow(0; fi — i f})
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de méme
¢10¢2(0>€z’/\€j/\€k) = fi/(f]/'ak_fllcaj) _fjl'(fi/ak—fllﬁi)“‘f/g(fi/aj _fjl'az‘) =0

donc ¢1 0 oy = 0.

Pour avoir ¢; o ¢;11 = 0 pour ¢ > 2, il suffit de montrer qu’on est bien en
présence d'un double complexe au départ, i.e. 650 6 = —dp 0 dp. Soit I un
multiindice de longueur [. Notons I* = I\ I;. On a

5f’ ¢) 53(1 X 6[) == (Sfl (Z(—l)k_la[k X 61\1k>
I+1 l

_ Z(_l)k—l Z(_l)]—lalkfll_]k ®€[k\]]’_€

k=1 j=1
= Z(—l)k_l Z(—l)j_lalkf}j ® en\(1,.1;}
k i<k
+ D (DY (=10 f1 @ en iy

k >k

Dans la deuxiéme somme on échange les indices j et & d’ou

dpodp(l@er) = > (=1 N0y f1, — O f1,) @ enirjn-

j<k
On calcule de la méme maniere

dgodp = Z(—l)ﬂk_l(ffjalk - f}kalj) ® en(rjny = —0p 0 6a(l @ep).

i<k

On a un donc bien un double complexe. On conclut par passage au gradué
en utilisant le Lemme B.1.210]

Remarque : Dans ce lemme, f n’est pas nécessairement quasi homogene,
I’hypothese de singularité isolée suffit.

Achevons maintenant I’étude des nombres de Betti de D[s] f*.

Proposition 3.1.4. Les nombres de Betti de Dls|f* sont By = 1, /1 =
(3) + 1 et Vi > 2,8 =i(}) + (i = 1)()

Preuve On a gr’’(D[s]f*) ~ % et une suite exacte courte
’ 1,7

OK,S] s—X 0[575] N OK’S]
< (SZ'J) > < (S@j) > <Ss—X, (Si’j) >

— 0

74



Le résultat se déduit alors de la connaissance de la résolution minimale K,
4 O[¢.s]
graduée de TS
résolution minimale souhaitée.l]
Nous pouvons expliciter la résolution minimale du D[s]-module D[s]f*
(cela ne nous servira pas dans la suite). Notons 6 = > w;x;0;, de sorte que

o(f) = x. On a un isomorphisme filtré

car le cone du morphisme de complexe K, = K, est la

Dls]

<s—40, (fi,aj — fj’f)z) >
et une suite exacte courte filtrée

D, Dl D[y
< (fio; = fj0i) > < (fi0; = f;0) > < s—0,(f{0; — f;0:) >
avec p(1) = s — 0, qui est bien définie car (f;0; — fj0;)(s —0) = (s —0 -1+
w; + w;)(f;0; — fj0;). Le Lemme donne (apres tensorisation par D|s]
au-dessus de D) la résolution minimale filtrée de D[s]/(f/0; — f;0i) :

D[s]f* ~

—0

0—

- — (D@ A\ C"? % (D[s]® \C")? 2 Dls|@ \C* &
D]
(fi0; = [70i)i<;

D[s] — —0

avec
o1l ®@e; Nej) = fj0; — [0,
P2(w,n) = do(w) + 05 (n),
et pour ¢ > 3, ¢;(w,n) = (dp(w),dg(w) + 04(n)).
Pour obtenir une résolution de D[s]f*, il nous suffit de relever le mor-
phisme p en un morphisme de résolutions.

Proposition 3.1.5. Les fléeches suivantes relevent p :
po:Dls] — DIs]
1 — s—80
2 2
p1:Dls] ® /\(C” — D[s]® /\C"
l@eNej — (s—0+1—w, —wj)Re; Nej
Pour i > 2, (si I est un multiindice, notons wr =Y wr, ) :
it+1 it+1
pi: (Dl \C")? — (Dlsje \C")?
(1®er,0) — ((s—0+i—1—w;)®ey,0)
0,1®er) — (0,(s—0+i—wr) ®ey).
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Le cone du morphisme de complexes correspondant est la résolution minimale
filtrée du D[s]-module D[s]f*.

Preuve La vérification du relevement est élémentaire, en utilisant les com-
mutateurs suivants :

[0, 1;0; — f;0i] = (1 — w; —w;)(f]0; — [;0:),
[97aj] = _wjaja
[0, fi] = (1 —w;) f.

On conclut ensuite par passage au gradué, en ajoutant les décalages évidents.
O
Considérons désormais
Dls]f

C’est un D[s]-module muni de la bonne F-filtration Fy(M;) = Fy(D[s])f*.
On a M =~ gry(N;) au-dessus de lisomorphisme d’anneaux gry (D) =~
D[s|. De plus, comme le module gr¥ (R(N;)) est h-saturé, on a grh (M;) ~
bigr ,0)(Ny) De méme, soit L, — Ny — 0 une résolution libre bifiltrée de Ny.
Elle induit une résolution F-adaptée gry (L,) — M; — 0, qui a les mémes
nombres de Betti, mais pas les mémes décalages pour la filtration F. Cette
résolution n’est pas nécessairement minimale si la premiere 1’est.

D’apres la présentation obtenue de bigr(Ns) dans la Proposition , on
obtient une présentation

. 0. o
gr (M) = — fr5—x, (Si,), (fls) >
puis
gr’ (My) =~ ok,

< f,5s—=x,(S5i;) >
car fls = fl(s — x) + D . xpwiSik + f&.

Lemme 3.1.4. On a une suite exacte courte graduée

0[5, S] i} 0[57 S]
<s—x,(Si;) > <s—x, (Si;) >

— grf' (M) — 0
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Preuve Il reste a montrer que I'application de multiplication par f est
injective, c’est ce qu’affirme le Lemme [2.2.3

Proposition 3.1.6. Les nombres de Betti de My sont By =1, [y = 2+
(1), Be=20"1")+1, et Vi>3,

2
. n+ 2 n+1
5":(2_2)<z+1>+2(i+1)

Preuve La résolution minimale graduée de gr’ (M) est le cone du mor-
phisme f ci-dessus, les nombres de Betti se déduisent de la connaissance des
nombres de Betti du module grf'(D[s] f*).

3.1.3 Les nombres de Betti de Ny

Puisqu’on a la propriété de h-saturation, on cherche les nombres de Betti
du module bigradué % ~ bigrNy. Soit J I'idéal de R engendré par les f/r
et les S; ;. On a une suite exacte

anno R R
- = — 0.
J J annod
On va donner les résolutions de % puis de aana pour en déduire enfin les

nombres de Betti de ié.
ann:

La résolution de R/J

On part de la suite exacte

J R R

0 _
TSRS, SRS, J

— 0.

On connait la résolution minimale bigraduée du module R/(S;;), c’est la
résolution donnée dans le Lemme a laquelle on applique le foncteur
exact R ®ojg —. Résolvons maintenant le module ﬁ Il s’identifie au

AR ,
FINAN" T R
donc une surjection

sous-module de engendré par les n-formes f/7e; A...e,. On a

n—1
" J
¢o-/\R H—ZRSZ,]

définie par ¢p(w) = —7f" Aw.
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Soit K le complexe simple associé au complexe double suivant :

. /\n—3 Rn I'n /\n—2 Rn A /\n—l Rn

EN EN
n—3 pn fA n—2 pn
e A" R AR R
EN

.. S /\n—3 Rn

Lemme 3.1.5. Le complexe K % Zl‘{S, - — 0 est la résolution minimale
%)

bigraduée de ZRLS”

Preuve Il s’agit clairement d’un complexe. Pour voir qu’il est exact en
degré < 0, on raisonne comme dans la démonstration du Lemme [3.1.2] en
utilisant le Lemme B.1.1]

Détaillons I'exactitude en degré 0. Soit donc w € /\”_1 R" telle que 7f" A
w=E&ANf'An Faisant 7 = 0, on a { A f' A= = 0 donc 7f' ANw =
ENFANM—nr=0) € Tf’/\f/\/\"_2R” dou ffAw = f ' NEAY, ce que
lon réécrit f' A (w— & An') = 0. Mais la suite fi,..., f/ étant réguliere, le
complexe de Koszul K(R; ') est exact et on aw —&EAN € f'AN"> R, ce
qui prouve que w est dans I'image de ¢_;. [

On peut étendre le morphisme 5 ]‘{Sm — 5 11%%51',]' en un morphisme a de

résolutions :

0 0

/\n—l R™ @0 /\” R™
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avec op(w) = —7f Aw et pour i > 0, a; (w1, ..., w;) = T(wa, ..., w;) (se vérifie
par récurrence).
On obtient alors

Lemme 3.1.6. La résolution minimale du module R/J est le cone du mor-
phisme «.

La résolution de anné/J

On a une surjection ¢ : R?> — &Jn& donnée par ¢g(e1) = f, po(e2) = tT+x.

Lemme 3.1.7. Le noyau de ¢y est engendré par les éléments (=&, f!) et
(7,0).

Preuve On a

—&f + T+ wim&) = trfl+ > wi(fi& — fi&) € J
ik
et 7f — > wx;Tfl = 0 donc (=&, f) € kergy et (1,0) € kergy. Soit M le
sous-module de R? engendré par (7,0) et les (=&, f!). Soit (P, Q) € kergy

avec P et @ bihomogenes. Nécessairement, deg” (P) > 1 donc modulo M on
peut supposer P = 0. On a donc

Faisons 7 = 0 et & = f/. Alors Q—0(&1 = f1,....& = f;).f = 0, donc
Qir=0(&1 = fi,...,& = f,) = 0, cela implique Q= € > RS;; d’apres la
Proposition . Or & (=&, fj) — &(=¢&, fi) = (0, S;;) donc modulo M, on
est ramené a ()j,—o = 0.

Faisant 7 = 0 dans , on obtient alors ) R; jjr—0Si; = 0 donc
Y R, ;S;; CTY RS;; C Y Rf/T. On peut donc supposer R; ; = 0 en repor-
tant R;;S;; sur les f/7.

Maintenant posons Q = Q7 + -+ + Q7% On a Q71 = S(P)afiT =
Quart = S2(P)af! = Qar? =" P/flcar (f],..., f,,t) est une suite réguliere.
En faisant 7 = 0 on peut supposer 7 divise P/. Alors Qq7¢ € Y. Rf/7. Or
&(1,0) + 7(=&, f]) = (0,7f]) donc modulo M, on fait diminuer le degré en
7 de ). Ceci jusqu'a @ = 0.0J

Définissons ¢ : R"™ — R? par ¢1(e;) = (=&, f)sil < i < n et
$1(ent1) = (7,0) et ¢y pn le morphisme ¢ restreint & R" = ®1<;<nRe;.

Lemme 3.1.8. 1. ker¢y rn est engendré par les éléments S; jer — Sjpe; +
Sirei pour 0 <i<j<k<n.
2. ker ¢, est engendré par les éléments S; jer, — S; pej +Sjre; pour 0 < i <
J<k<mnetrtfie;—T1fle;+ Sijens1, pour 0 <i<j<n.
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Preuve
1. Soit ) Cie; € ker ¢y pn, i.e.

> Cifi =0
> Ci& =0

Comme &1, ...,&, est une suite réguliere, il existe une matrice anti-
symétrique P telle que

G &
; =Pl (3.3)
Cn Sn
Alors
&
Oz(fiamfrlz)P :Z‘PZJSI,_]
& i<j
D’apres la résolution du module R/> RS;; (Lemme 3.1.2)), on en
déduit

Z P E; = Z Aijik (§rEig — & By + &iEjx)
i<j i<j<k
+ Z tijk(frEig — FiEig + [ Ejk)

1<j<k

avec E; ; la matrice dont le seul coefficient non nul est 1 en place (i, 7).
En reportant ceci dans (3.3]), on obtient :

Z C’iei S Z R(Sfm‘ek — Si7k6j + Sj,kei)-
i<j<k

2. Soit A€n+1 + Zlgiﬁn Bie,- & kergbl ie. At — Z Bzgz =0et ZBsz/ = 0.
Posons B; = ¢; + 7d; avec ¢; = Bjj;—. On a alors > cie; € ker ®1)Rr
donc Y cie; € Zi<j<k R(S; jer — Sixe; + Sjrei) d’apres 1.

Ensuite
> difi =0
Ydi&i=A

implique Zdzez + AenJrl € Zi<j R(leej - f]lel + Si,jenJrl)' D’ou le
résultat. [J
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Pour résoudre le module annd/J ~ R?/ker ¢y, nous utilisons la suite
exacte suivante :

kerdy R R
TXRCG ) TREG ) kergy

La résolution minimale du module R?/ >~ R(—¢&;, f!) est le complexe suivant :

— 0.

n—4 " n—3 v n—1 " R2
— RV?E NR" 3 NR"2 R - — 0
NEPZ NS SRG.T)
avec Y (ep;) = (=1)4(=&, [, Yo(w) = EAf'Aw. On a im ¢hy = ker ¢h; d’apres
le Lemme [3.1.8] 1. La suite de la résolution est analogue au complexe K du
Lemme [3.1.5]
On sait aussi résoudre le module kergy/ > R(—¢&;, f!) car on a un isomor-

phisme
R kergg

ZRSZ] ZR< 5@7 )
qui envoie 1 sur (7,0), d’apres le Lemme | 2, et larésolution de R/ > RS, ;

(Lemme [3.1.2). On reléve maintenant la ﬂeche > ;?“f’o > R( gy enun

morphisme de résolutions :

A" R —= R?

aq

/\n72 R" /\nfl R"

(/\n—S Rn)2 a2 /\n—S R"

a2

(A" R —=(\N""R")?

avec ag(er) (1,0), aq(w) = 7f ANw, et pour i > 2,a;(wy,...,w;) =

—T(wa, ..., w;).

Proposition 3.1.7. La résolution minimale bigraduée de annd/J est le cone
du, morphisme précédent.

En effet les coefficients des matrices «; sont dans 'idéal maximal.
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Les nombres de Betti de R/anné

Théoreme 3.1.1. 1. Les nombres de Betti du module bifiltré N sont les
suwants : Bp =1, B =2+ n(n;l), Bo=1+n+ 2(23),
puis pour i > 3, 3; = (1 — 2)(’;‘:12) + 2(7111)
2. regpr Ny = 0.

Par exemple, pour n = 2 on obtient la liste 1,5,5,1 et pour n = 3 la liste
1,8,12,7,2, ce qui confirme un soupgon des auteurs de [12] établi a partir
d’exemples calculés en machine.

Preuve Démontrons 1. On connait les résolutions de annd/.J et R/.J. Appelons-
les respectivement L et L'. On peut relever le morphisme anné/J — R/J en

un morphisme de résolutions v : L — L'. Le cone de « est alors une résolution

de R/anné . On ne sait pas expliciter toutes les fleches «;. Néanmoins, don-
nons les deux premieres.

ap: R? — /\R"
définie par ag(e;) = fer, aples) = (¢t + > w;z;)e;.
Soit v = (xjwy,...,row,) € R™ On a un morphisme de produit intérieur
par 7y :
p p—1

L:/\Rn—>/\R"

défini par t(e;, Ao Aeg,) = D (=1) 1y e Ao Aé, Ao+ Ae;,. On peut

alors prendre
n n—1 n—1 n—2
ar: A\R"o ANrR"— AR"® \ R"

définie par oy (wy,ws) = (t(wy) + tws, —t(wz). Pour le vérifier on utilise la
formule suivante : —&.f + (7 + Y wiw&)fy, = thHim + 2, wiz;Sik —
Dok Wity k-

On a calculé une résolution bigraduée du module bigr(Ny)

. — R 22, R 2L R 2% higr(Ny) — 0

dont les nombres de Betti sont ceux du théoreme. Montrons que c’est la
résolution minimale bigraduée de bigr Ny, i.e. pour tout i > 1, im¢; C mR%-1,
Pour i = 1 et i = 2, cela résulte du calcul des fleches aq et a;.

Pour 7 > 3, procédons comme suit : supposons ime;, g mR%0o-1, avec
7o > 3. On peut alors minimaliser la résolution, on obtient une résolution
dont le ip-ieme nombre de Betti est strictement inférieur a [3;,. Mais toute
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résolution de bigr(Ny) induit une résolution de grf (M), et on sait que les
nombres de Betti du théoréme sont ceux de gr™(M;). Quitte & minimaliser
la résolution de gr’ (M) obtenue, on arrive & une contradiction.

Démontrons maintenant 2. On aregyp(annd/J) = 1. En effet, le générateur
tT + x est de degré 1, ensuite les coefficients des matrices de la résolution
construite ont pour degré 0 ou 1. De méme, on a regp(R/J) = 0 d’apres la
résolution construite. Enfin, on a vu dans la démonstration de 1. que le cone
du morphisme « est la résolution minimale de R/annd. Donc

R anno R
regp Ny = regp ng ) — max regp 7 — 1,regF7 =0.

3.1.4 Nombres de Betti de N; revus avec les complexes
de Koszul généralisés

Nous donnons une seconde démonstration de la détermination des nombres
de Betti du module bifiltré Ny pour f singularité isolée quasi homogene.
Celle-ci est tres proche de celle que nous avons donnée, la différence résidant
dans 'utilisation de complexes de Koszul généralisés au lieu du Lemme de
Saito, ce qui nous permet de conclure plus rapidement. Nous avons favorisé
les complexes batis a partir du Lemme de Saito de maniere a étre le plus
élémentaire possible, dans la mesure ou la régularité des suites f{,..., f et
&1, ..., &, permettait 'usage du Lemme de Saito. Dans ce qui suit, on utilise
le plus souvent seulement la profondeur de I'idéal engendré par les .S; ;.

Complexes de Koszul généralisés

Nous rappelons la notion de complexe de Koszul généralisé, suivant [19],
Appendix C. Soit R un anneau commutatif unitaire, et A une matrice m xn a
coefficients dans A. Notons A I'algébre extérieure du module libre )| Re;,
S Dalgebre symétrique du module libre @, RX; et a I'idéal des mineurs
d’ordre m de A. Pour 1 < i < m, on a un complexe de Koszul associé a
la suite a1, ..., @my, avec différentielle 6;. Pour 1 < j < m, on définit un
morphisme X; : S — S de multiplication par X;, et X; ' : S — S de division
par X; (nul sur un moénome non multiple de X;). Soit ¢ € Z. On définit le
complexe de Koszul généralisé K(A,t) :

dp(t)

._)Kh_>Kh_1_)...

avec
A=l S 1 sih>t
ZS h p— h .
AN® S, sih<t
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“ SNoiw)® X; a) sih>t+1
dpw®@a)=<¢ om(0m-1(...01(w))@®a sih=t+1 .
Y 0i(w) @ Xi(a) sih <t

Théoréeme 3.1.2 ([19],Appendix C, Theorem 2). Sit < n—m et 0 <
n—m—q+ 1< Grg(a), alors le compleze tronqué

0— Kypomi1(A,t) = Ky (A t) — - — K (A1)

est exact.

Nombres de Betti de D[s|f* et D[s|f*/Dl[s]f***

Construisons les complexes de Koszul généralisés associés a I'anneau O[¢]
et a la matrice
a-(h 8

Nous avons donc le complexe de Koszul associé a la suite réguliere f,..., f,
muni de la différentielle d;, et celui associé a la suite (réguliere aussi) =&, ..., =&,
muni de 5.

L’idéal a est I'idéal des S;;, de profondeur supérieure a n — 1 (ici, Gr
désigne la profondeur). Dans le Théoreme on peut prendre ¢ > n —
m+1—(n—1)=0. On notera K (t) le complexe K(A,t).

Considérons le complexe K (0) tronqué au degré 0 :

o AM®S N5 PPN 08, MY A g s,

C’est la résolution minimale de O[¢]/ < (S;;) > car d1(0)(e; Aej) = S; ;. No-
tons que ce complexe est appelé complexe d’Eagon-Northcott (cf. [9], A2.6).
On a S; = @._,OE]XFXi™" ~ O[¢]*!, donc les nombres de Betti de
O[¢]/ < (Si;) > sont 1, (5),2(%),3(}),....n— 1.

On en déduit les nombres de Betti de D]s]f* comme dans la Proposition
3.1.4] puis ceux de D[s|f*/D[s] f*** comme dans la Proposition [3.1.6]

Les nombres de Betti de N;

On utilise les mémes dévissages. Soit J 1'idéal de R engendré par les f/7
et les S; ;. On a une suite exacte

annd R R

— — — 0.
J J annd

—
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La résolution de R/J On part de la suite exacte

0— J — R —>§—>O,

< (Si,j) > < (S@j) > J

On connait la résolution minimale bigraduée du module R/ < (S; ;) >, c’est
le complexe K(0) (ou on remplace O[¢] par R). Résolvons maintenant le
module J/ < (S;;) >.

Lemme 3.1.9. On a un isomorphisme

Al J

~

01(A2%) +02(A2) < (Siy) >

défini par w — —11(w).

Preuve Soit donc w € A'R" telle que 76;(w) = d; 0 d2(n). Faisant 7 = 0,
on a 81 0 d2(n,=0) = 0 donc 761 (w) = 01 0 d2(n — Mjr=) € T 0 da(A?) d’ont
d1(w) = 1 0 8a(n'), ce que Ton rééerit d(w — da(n')) = 0. Mais la suite

fi,..., f} étant réguliere, le complexe de Koszul K(R; f') est exact et on a

w — 52(77/) € 51(A2)|:|

Or la résolution de A'/(d;(A?)+02(A?)) est donnée par le complexe K (—1)
tronqué au degré 0O :

3 2 di(=1) 4

On étend le morphisme J/ < (S;;) >— R/ < (S;;) > en un morphisme de
résolutions a : K(—1) — K(0) défini par ap(w ® 1) = —701(w) ® 1 et pour
i>1, (w®a) =Tw® X, a. Le cone de ce morphisme fournit la résolution
minimale de R//J.

La résolution de anné/J D’apres le Lemme [3.1.7) on a un isomorphisme

R? annd
¢0 : 7 -
< ( ia_gi)7<077-) > J

défini par X1 — t7 4+ x et Xy — f.
Pour résoudre le module R?/ < (f!,—&);, (0,7) >, nous utilisons la suite
exacte sulvante :

< ( z(a_fi)v(O?T) > N R2 R R2
<< i,a_gi)> <( z‘la_gi)> <( {7_£i)7<077-))>

— 0.
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La résolution minimale du module R?/ " R(f/, &) est donnée par le com-
plexe K (1) tronqué au degré 0 (valable en théorie pour n > 3 mais en réalité
aussi pour n = 2) :

MO S S ANeS, AN ®S WA S ~ R

Ce complexe est appelé dans la littérature complexze de Buchsbaum-Rim (cf.
[9], A2.6).

Lemme 3.1.10. On a un isomorphisme

R ~ << {7_§i)7(077_)>
<(Siy) > <(fii-&) >

défini par 1 — (0, 7).

Preuve Soit A € R tel que A(7,0) = > Bi(f],—&). Alors > B;f/ = 0
donc ) Bie; = >, Rij(fie; — fie:) par régularité de la suite f],..., f;.
D'ou At = — Z Bz& = — Z Ri’jSi,j et A€ ZRSZJD

On a déja donné la résolution du module R/(S; j)i<;, on a donc la résolution
minimale du module < (f/,—=&),(0,7) > / < (f!,=&) >. Pour obtenir
la résolution de R?*/ < (f!,—¢&),(0,7) >, il suffit alors de relever le mor-
phisme < (f/,=&),(0,7) > / < (fl,=&) >— R?*/ < (f,—&) > en un
morphisme de résolutions encore appelé a. On peut prendre ag : A° ® Sy —
A ® S défini par ap(1® 1) = 7@ Xy, a1 : A2® Sy — A ®@ Sp tel que
a(w®1) =70 (w)®1, et pour i > 2, a; : A ® S, | — A @ S;_» défini
par a;(w ® n) = —7w ® X;'n. Le cone de ce morphisme est la résolution
minimale de R?/((f},—&):, (0,7)) ~ annd/J.

Les nombres de Betti de R/annd On procede comme dans la preuve
du Théoreme [3.1.1] 11 s’agit de relever le morphisme annd/J — R/J en un
morphisme de résolutions. On donne les deux premieres fleches. ag : A° ®
S1 — A”® Sy définie par ap(1 @ X;) = (t7+ x) @ L et ap(1 @ X3) = f @ 1.
Ensuite,

a1 ARG BN ®S) - A ®S,dA® S,

et un bref calcul montre qu’'on peut prendre a;(1 ® 1,0) = (— > w;x;e;,0)
et (0,w®1) = (—tw,—w A Y wx;e;). On a donc bien la propriété de
minimalité pour le début de la résolution construite.
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3.2 Application : cohomologie locale, présentation
dans le cas singularité isolée quasi ho-
mogene

On continue de supposer que f est a singularité isolée et quasi homogene.
Notons X un petit voisinage de l'origine dans 1’espace ambient C". Soit M
un Dx-module. On note I'jy—q(M) le Ox-module

lim Homo, (%, M) .
k
Ce module admet une structure de Dx-module étendant celle de O x-module.
On définit ainsi un foncteur I'iy—g de la catégorie des Dy-modules, il est
exact a gauche. On s’intéresse alors au foncteur dérivé RI'(s—), et RT'[y—q (M)
est appelée cohomologie algébrique locale de M a valeurs dans (f = 0). Ce
complexe est important en théorie des singularités et en géométrie algébrique.
Notons que ce complexe n’a d’intérét qu’au voisinage d’un point singulier de
(f =0).

On considere le cas de M = Ox, on se place a l'origine. On sait ([14],
IV.2) que le complexe RI'j;—q(Ox) n’a de cohomologie qu’en degré 1, avec

Notre but est d’obtenir une présentation en tant que D-module de la fibre a
I'origine de ce module de cohomologie locale, i.e. de (9[%]/(9

Or ce module a un lien avec le module D,,f*. Soit ¢ : X — X x C
I'inclusion i(x) = (z,0). D’apres [21], Proposition 7.2, on a

HiLi*<Dxxcfs) >~ HiJrlRF[fzo] Ox.

D’apres [21], Theorem 5.3, on peut obtenir la restriction Li*(Dx ¢ f*) au
moyen d’une résolution adaptée a la V-filtration le long de ¢t = 0 de D, f~.

Lemme 3.2.1. On a une présentation adaptée a la V -filtration
D} [m] 5 Dy [0] = Dyef* = 0
our =2+ (72‘) +n,

D, =Dye1 ® Dyyea ® @Dz,tei,j D @ D, 1€

i<j 1<i<n

87



Pler) =t—f
P(eg) = Ot + > w;x;0y,,
¢( j) fjl xl_le Tj9

et m est le vecteur de décalage dont les composantes sont les V-ordres des
images par 1 des éléments de la base canonique.

Preuve Ce complexe est une présentation bifiltrée (en ajoutant des décalages
pour la F-filtration) car en prenant le complexe bigradué correspondant on
obtient la présentation de la section précédente (Proposition , et on
utilise notre proposition de remontée des résolutions bigraduées (Proposition
123).0

L’algorithme de Oaku-Takayama (i.e. [21], Theorem 5.3) nécessite aussi
la connaissance d’une b-fonction, que nous noterons b. Il ’agit d’un polynome
b(u) € Clu] tel que b(td;) annule gry (D, f*). Le polynome de Bernstein-Sato
est défini par 1’équation fonctionnelle b(s) f* € D[s]f*T'. Comme s = —yt, si
b(s) est un polynome de Bernstein-Sato, alors b(—u — 1) est satisfaisant pour
Oaku-Takayama. On sait que dans ce cas précis, les racines du polynoéme de
Bernstein-Sato sont comprises strictement entre —n et 0 ([3]). Les racines de
b sont alors comprises strictement entre —1 et n — 1. On peut donc prendre
ko = 0 et k; = n — 2 dans l'algorithme de Oaku-Takayama (ce sont les plus
petite et plus grande racines entieres possibles). On a

Dx t
th t

=~ DI[0y].

DX—»XX(C —

D’apres [21], Theorem 5.3, le D-module de cohomologie locale H'RI'[y_o) (Ox)
est isomorphe au conoyau de ’application suivante induite par v :

~2(D[0]"[m]) 3 Vn 2(D[0])
_1(D[0s]"[m]) V_1(Dloy])

Proposition 3.2.1.
k=0 DO

cokeri) ~ N

ou N est le sous-module engendré par
f, kOF™Y — fOF pour 1 <k <n —2,
(k+ 14> 2w;0,,)0F pour 0 <k <n—2,
(f;0n, — fi02;)0F pouri < j,0 <k <n—2,
Oy, OF 1 4 f1OF pour 1 <k <n —2.
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Preuve On a V_{(D[0]"[m]) =0 et V_1(D[0]) =0,
n—2 n—2 n—2 n—3
Vn,g(D[ﬁt]r[m]) = @ D@fel D @ D@fez D @ @ D@fei,j D @ @ D@fél,
k=0 k=0 i<j k=0 i k=0

c’est un D-module libre, et V,, 2(D[9)]) = "_2DaF. On calcule alors les
images par ¢ des éléments de base OFey, OFey, OFe; j, OFé;. Par exemple,

U(0fer) = 0;(t — f) = k0; " + 10 — fO; = koi ™" — fof.

3.3 Caractérisation de la quasi-homogénéité

Soit f € C{xy,...,x,} a singularité isolée en 0.

Notations : Jusqu’ala fin du chapitre, on désigne par W I’anneau gr” (Dg)

et pour i < j, Sij = fiOz; — f;0z,. On considerera aussi les champs de vec-
teurs logarithmiques Der(log D), ¢’est 'ensemble des champs de vecteurs y

tels que x(f) € Of.
Soit 'idéal de D
I ={PeD,Psf’e€Df*}.

Soit I'idéal de O
a={ue O,uf € J(f)}.

Lemme 3.3.1. [ = Da.
Preuve Soit P =3 d%uz. On décompose
ugf =ag+bze J(f)@E.
Comme sf* = —f0,f*, alors
Psf* ==Y usfo f* =—=> 0°bs0,f* modDf*.

Alors Psf® € Df*® ssiVf3, bz = 0 d’apres la décomposition de Ny (Proposition
3.0.2).00

Lemme 3.3.2. F; 1(D)sf*NDfs C FyD)f*.
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Preuve Supposons Psf® = Qf° avec P € Fy_1(D). Si ordp(Q) = d > d,
alors

o(Q)(f1--- fn) =0

Comme J(f) est de type linéaire (Proposition [3.0.3)), il existe H € F#(D) tel
que Hf* =0et o(H) =0(Q). Alors Qf°* = (Q —H)f* et ordp(Q — H) < d'.
On fait ainsi diminuer I'ordre du membre de droite autant que nécessaire.[]

Soit uq, ..., u; un ensemble de générateurs de a sur O. Soit J; un champ
de vecteurs tel que ;(f) = u; f. Alors Q; = u;s — 0; € annpyy .

Rappelons qu’il existe un bon opérateur annulant f*, c’est-a-dire un
élément Sy (s) € D[s| de degré L en s, unitaire, de la forme Sz (s) = > P;s’
avec P; € F_;(D) tel que Si(s)f* = 0. Choisissons Sy, de degré minimal en
s.

Lemme 3.3.3. Il existe un systéme F-involutif de générateurs de annpyq f*
composé de (S;;)i<j, Qs ,Qu, Ra,..., Ry, S, ot pour tout i, R; est de
degré en s supérieur a 2.

Preuve D’apres les Lemmes et 3.3.2, et le fait que les S;; forment
une base F-involutive de annp(f?), si P(s) € annpyy f* est de degré inférieur
ou égal a 1 en s alors

P(s) € Z Fordp(p(s)-1(D)Qi + ZFOTdF(P(S))_l(D)SiJ'

1<i<l i<j

Prenons un systeme F-involutif de générateurs de annpy f°. On peut rem-
placer les éléments de degré en s supérieur a L + 1 par Sy, et ceux de degré
inférieur & 1 par Q1,...,Q, (S;;) d’apres la remarque précédente.l]

Utilisons maintenant Der(log D). C’est un O-module de type fini, prenons-
en un systeme minimal de générateurs dy,...,d,. On a 6;,(f) = u, f. Posons
Vi =w;s — 0;. Alors V; f* =0 et uy, ..., u, engendrent a.

Lemme 3.3.4. I existe un systeme F-involutif de générateurs de annpyq f*
composé de Vi,...,Vy, Ry, ..., Ry, SL, ou pour tout i, R; est de degré en s
supérieur a 2.

Preuve D’apres le lemme précédent, il suffit de montrer que les S; ; sont
engendrés par les V;, de maniere adaptée a la filtration . On a S, ;(f) =0
donc S; ; € Der(log D), soit S;; = > a;0;. Alors 0 = S5, ;(f) = > a;i0:i(f) =
Y au;f done Y au; =0et S;; =—> a;V;.0

Corollaire 3.3.1. l’ensemble
(f, (fi0), (H(V2)), (H(R;)), H(SL))
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est un systeme de générateurs bihomogénes de annyd.
Cela découle de la Proposition [2.2.1]

Lemme 3.3.5. Les éléments f, {10y, H(SL) sont indispensables dans ce systéme
de générateurs.

Preuve Soit une relation bihomogene
Af+) Bifio,+ Y CiVi+ > D;H(R;)+ EH(SL) = 0. (3.4)
W est un anneau bigradué. Soit s = —0;t € W. Soit k > 0.
War = @ gi(’D(h))dfifkaf

0<i<d—k

War = @ 5(D™)it*
0<i<d
Montrons qu’on ne peut pas avoir un des coefficients A, B;, F égal a 1, dans
la relation (3.4)).
A =1 est impossible compte tenu du degré total.
Supposons B;, = 1. La relation est alors de bidegré (1, 1). Nécessairement,

Vi,(C; = D; = E = 0. On en déduit

fled ofi+0f.
J#io
Ceci ne peut pas arriver si f est a singularité isolée en 0.

Si E =1, on regarde le terme de plus haut degré en s et on obtient que
1 est dans I'idéal maximal bilatere de W, ce qui est absurde.[]

Remarque : Ce lemme montre que pour une singularité isolée, on a tou-
jours 31 > n+1. On a donc une caractérisation de la lissisté par (3, car dans
le cas lisse, B1 =n + 1.

Nous allons maintenant caractériser la quasi-homogénéité. Si f est quasi
homogene, on a un bon opérateur de la forme s — 6, et anny 0 est engendré
minimalement par f, (f{0;), (f{0; — f;0;),s — 0. Les décalages correspondant
pour la filtration F' sont respectivement 0,1, 1, 1.

Si f n’est pas quasi homogene, alors le degré en s du bon opérateur Sy, est
supérieur a 2. En effet, supposons au contraire qu’il existe un bon opérateur
s+ Pavec P=u+0,u € O et § un champ de vecteurs.

0= (s+ P)f* = (s(1 +9(f)%) Fu)f

Faisant s = 0, on obtient u = 0. Alors 6(f)
quasi homogene, une contradiction.

% = —1donc O(f) = —f et f est
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Proposition 3.3.1. f est quasi homogéne st et seulement si regp Ny = 0.

Preuve Si f n’est pas quasi homogene, alors H(Sy) est de degré en F
supérieur a 2, or H(Sy) est un générateur indispensable de anny 0, donc il
existe j tel que ngl) > 2 d’ou regp Ny > 1. Si f est quasi homogene, on a
regp Ny = 0 d’aprés le Théoreme [3.1.1}00

Nous caractérisons maintenant la quasi-homogénéité seulement par (i,
dans le cas des courbes. Si f est quasi homogene, on a 3; = 5.

Proposition 3.3.2. Supposons n =2 et f non quasi homogene. Alors (3, >

6.

Preuve On sait que Der(log D) est libre de rang 2. Donc p = 2.

Il suffit alors de montrer qu’on ne peut pas retirer de l’ensemble de
générateurs trouvé les éléments suivants : f, (f/0;), (V;), H(SL). D’apres le
Lemme [3.3.5, il reste & montrer qu’on ne peut pas avoir C; = 1 dans une
relation bihomogene du type . Supposons par exemple C; = 1. Compte
tenu du bidegré,ona D; = E=0,Cy € O, B; € Otet A € Oh®Ot0;®DO0;.
Prenant les termes dans &00; dans , on obtient

Montrons que f0; € mDer(log D). Posons

51 o 81
(%)-2(3)
avec A € M5(O). On a

t(COA)(g; ) :det(A)(g; ) =uf<gl)

avec u une unité, d’apres [25]. De plus, Vi, j, a;; € m. Sinon supposons a; 1
inversible, alors

urf =a1(f) = Zalgf;

donc f1 € Of + Of}, ce qui est impossible.
Revenant a (3.5)), on a

91 € Ody + mDer(log D)

ce qui contredit la minimalité du systeme (0;). O
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3.4 Déformations semi-quasi homogenes

3.4.1 Déformation par le socle

Prenons des poids wy, . .., w, strictement positifs. Soit g = > g,x* € O,
avec g, € C. Notons

p(g) = infy g, 0 (Z wﬂi)
ng= Y gaa®

a,p(a)=p(g)

le poids de g, et

la partie initiale de g.

Une fonction f est dite semi-quasi homogene si inf est a singularité isolée
en 0.

Fixons f semi-quasi homogene de poids 1. D’apres [23], on peut supposer
Vi, 0 < w; < 1/2. Rappelons que le socle o de l'algebre O/ J(f) est n—2> w;

(ct. [3]).

On définit une filtration sur © = ©&O0; par les poids suivants : on pose

p(99;) = p(g) — w;.

Lemme 3.4.1. Pour ce systeme de poids, [’ensemble des S; ; est un systeme
mwvolutif du module qu’ils engendrent.

Preuve Supposons l'existence de fonctions g; ; telles que

p (Z ngZ-,j) > minp(gi,;Ss,;)
et notons d = minp(g; ;5; ;). On a alors

D g ps,5)(965)in(S:5) = 0.

Or in(S;;) = infj0; — inf;0;, et comme par hypothese les inf; forment une
suite réguliere, on a d’apres le complexe de Koszul :

> inaps, ) (ig)ei; = Y, hijr(inflejs —infjei, +infiei;),

1<j<k

ceci vivant dans le O-module libre de base (e; ;)i<;. Soit

A= Zgi,jei,j - Z hijr(fiejn — fieix + freij)

1<j i<j<k
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qu’on peut réécrire A = )" A; je; ;. On a

ZAi,jSi,j = Zgi,jSi,j et IIllIl(p(AZJSZJD > d.

On peut augmenter ce poids jusqu’a atteindre p( ¢;,;5;,).0
On considere le cas particulier de la déformation par le socle d'une fonc-
tion quasi homogene a singularité isolée, i.e.

f=inf 4+ \x®

avec p(a) = o et o > 1. On supposera aussi f € m3.
On va voir que, dans ce cas, la quasi-homogénéité est encore caractérisée
par le premier nombre de Betti.

Proposition 3.4.1. Sous ces conditions, et A # 0, on a 31 > (g) +n+2.

Preuve Soit x = S wz;0; et f = f — x(f) = Ao — 1)z*. Par définition
du socle, pour tout ¢, il existe des ¢; ; € O tels que

371]; = Z Ci,jf]/'

et on peut supposer p(c;;f;) > o.
Soit §; = xix + >, ¢ ;0;. On a donc d;(f) = z;f. On en déduit que
I'ensemble ((6;);, (Si,)i<j) est un systeme de générateurs de Der(log D).

Lemme 3.4.2. Ce systeme de générateurs est minimal.

Preuve Considérons une relation (a coefficients dans O) :

Z (li(si + Z b@jSm‘ =0. (36)

Supposons a; = 1. On applique les champs de vecteurs a f dans . On
obtient Y a;x;f = 0 donc Y a;x; = 0 ce qui est absurde.

Montrons que les S; ; sont indispensables. Supposons par exemple by 5 = 1
dans I’équation . On a > a;z; = 0 donc

Zaie,- S Z O(zej — xje;)

i<j
dans le O-module libre de base ey, ..., e,. Alors
01
Z CLZ‘(SZ' = (a1 ce (ln). c Z (’)(%5] - I'J(SZ)
S, i<j
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Or
xi5j - xj(Si S Z O(xjcz‘,k - xicj,k)aka
k

donc on peut réecrire

>~ 305,
avec Vi, j, p(b; ;Si ;) > p(3_ a;d;). D’autre part,

pleip) = p(xif) — p(fi) = wi +wp +0 =1,
donc
p( ;b) > minj(w; +w;+0—1) =1+ w, +w
> n—QZwi—2+min(wi+wj)+wa+wb.

Maintenant, en supposant f € m®, on a pour tout 7, 0 < w; < 1/2. En effet,
supposons w; = 1/2. Alors les monémes de inf sont de la forme x5? ... x2"

. n

ou xywg? ... x2m avec »  «; > 2. Alors pour tout i, f/(x1,0,...,0) =0et f
n’est pas a singularité isolée.

Alors Va, b, p(b),,) > 0 d’ott b, , € m. Ainsi,

Zazﬁi S mz OSZ'J'
5172 c Z Si,j +m Z OSM.

(4,5)#(1,2)
On conclut en remarquant que (S; ;) est un systeme minimal. En effet, sup-
posons

et

Siz€ ). 08
(4,5)#(1,2)
Les termes en Jy donnent fj € » ., f}, c’est absurde. [J
Posons V; = x;s — §;. D’apres le Corollaire [3.3.1, on a un systeme de
générateurs du W-module anny ¢ :

(f; (fi0h), (Si5), (Vi), (H(R:)), H(SL))-

En fait, on peut montrer que S, est de degré 2 en s. D’apres le Lemme
les éléments f, (f/0;), H(SL) sont indispensables.

Montrons que les V; sont indispensables. Si V; est dispensable, on a une
équation bihomogene

Af+Y Bifioi+ Y CijSij+ 01+ Y D =0.
i#£1
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Les termes en t0, donnent
€Y Oxi+Y Of +0f,
i#1

c’est absurde car f € m* donc f] € m?.
Supposons les poids ordonnés : 0 < wy < wqy < -+ < w, < 1/2.

Lemme 3.4.3. f0, € mDer(log D).

Preuve Ecrivons f| = > a;x; avec a; € m, p(a;) > 1 —w; — w;. Alors

fou(f) = ffi=22a52f =% a;6;(f). On a alors

f81 - Zajéj = Z bk,lSk,l'
J

De plus, p(d;) > w; alors dans I’équation précédente on peut supposer

p(brg) > P(fal_zajéj)_p(sk,l) > (1—wi)—(1—wp—wy) > wptw,—w; > 0,

la derniere inégalité provenant de I'ordre des poids. Donc b; € m. U
Achevons la preuve de la proposition en construisant (2‘) —n—+1 éléments
du module ) OS; ;, indispensables dans annyy ().
Comme dans la démonstration de la Proposition |3.3.2] on doit considérer
une équation a coefficients dans O

a0+ S+ dPs = 0. (3.7)

En appliquant les champs de vecteurs a f, on obtient d§“) € m. D’autre part,
d’apres le Lemme [3.3.2) ¢ € m. Enfin, f0; € Der(log D). On en déduit

1,
I’existence d’une application C-linéaire

o O ~C" — eCS;,;~Cl)
a=(ar,....,a,) — 2c20)8,,.

D’apres le lemme précédent, on a ¢(1,0,...,0) = 0 donc p = rang(y) < n—1.
Soit alors

®CS;; = oCT;
avec T1,...,T, une base de imp. On peut remplacer les S; ; par les T;, et
Toti, .-, T<n) sont indispensables.
2
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3.4.2 Un exemple de semi-quasi homogene non h-saturé

Soit f = 25+ 9" + 2%y°. C’est une fonction semi-quasi homogene pour les
poids w; = 1/6,wy = 1/7. On va établir que gr' (R(Ny)) n’est pas h-saturé.
Notons W l'anneau ng(Dth)). Avec Singular, on calcule un idéal biho-
mogene [ de ng(Agﬁl) tel que W1 = annd. (cf. paragraphe 2.2.4). La base
de Grobner minimale 76 de I contient I’élément x%y20,h. Donc x*y20,h € I

tandis que z%y39; ¢ I, ce qui montre que le module algébrique

g’ (AM)
i

n’est pas h-saturé.

On veut montrer que le module analytique W/W I n’est pas h-saturé. Il
suffit de montrer que z*y*0, ¢ W1.

On sait (Corollaire que anny 0 admet un systeme de générateurs de
la forme (f, (f/0:), (Vi), (H(R;)), H(SL)). Supposons z*y*9; € WI. Compte

tenu du bidegré, on aurait
2’0, € OO f + ) Oflo;
ou de maniere équivalente,
vy € Of + ) Of].

Or on peut a 'aide de Singular montrer que c’est faux : on calcule une base
standard de I'idéal de O engendré par f, (f/), avec un ordre adapté aux séries
(par la déclaration d’anneau ring S=0, (x,y),1s; ). Le monome zy? est
sous l'escalier correspondant, il ne peut donc pas (d’apres l'algorithme de
division) appartenir a 'idéal (f, (f])).

(2
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Chapitre 4

Monomes et diviseurs libres
localement quasi homogenes

Nous présentons dans ce chapitre des exemples de singularités non isolées
statisfaisant notre critere de passage au commutatif : les monomes et les
diviseurs libres localement quasi homogenes.

4.1 MonoOmes

Considérons le cas d’une fonction monomiale

f=ai . apm

avec aq, ..., a, des entiers positifs. On peut supposer, a ’aide de la Proposi-
tion [2.1.5] que pour tout 7, a; > 0. On se propose de calculer les nombres de

Betti 3;(f).

Théoréme 4.1.1. — Si f est non réduite, alors 51(f) = 2n+1 et G;(f) =
2(") sii > 2.
— Si f est réduite, alors B1(f) =2n+1, Bi(f) = 2("?1) si2<i<n-—1,
Bu(f) =2n+1, Bna(f) =1, Bi(f) =0 sii = n+2.

La démonstration est calculatoire et longue. Pour en faciliter la lecture,
donnons-en le plan.

1. Nous commencons par montrer qu’on peut se ramener au commutatif.
Pour cela, nous établissons que J(f) est de type linéaire. Nous obtenons
une présentation du module bigradué bigr(D, .f*) sur I'anneau com-
mutatif R = bigr(D,:) ~ C{z}[t, ,&]. Précisons cette présentation.
Notons

7161

ai
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Alors bigr(D,.f*) ~ R/I avec

)

I=<f(flT),x +tr, (X—xi&) >
i>1

2. Nous déterminons ensuite explicitement une résolution bigraduée de
R/I. Ceci est réalisé par une série de dévissages. Le point le plus cal-
culatoire est la détermination de morphismes de complexes.

3. Une fois obtenue une résolution bigraduée libre

Ly— — —0,

I

on utilise le fait suivant :

L®grC correspond a substituer toutes les variables a 0 dans les matrices
de la résolution L,. On obtient un complexe de C-espaces vectoriels de
dimension finie, on en calcule I’homologie.

4.1.1 Description de Ny et passage au commutatif

Soit ¢ le morphisme canonique O[¢] — ®J(f)"T".

kerp =< <x1_§1 — zlgl) > .

Lemme 4.1.1.

a1 Q;

Preuve Nous reprenons les arguments donnés dans [15], preuve du Lemme
6.1-2.

Soit. J l'idéal de O[¢] engendré par les éléments 25 — £ De maniere
évidente, J C ker ¢. D’autre part, J est réduit et V(J) est éngl a ’adhérence
dans T*C" de I'’ensemble

s 5 .
{(z1,..., %0, @ Ja,—), s € C,Vi,x; € C*}.

1 Tn

Les éléments de ker ¢ s’annulent sur V(.J), donc ker ¢ C J.OO
D’apres le lemme précédent, J(f) est de type linéaire. De plus, f est Euler
homogene car x(f) = f et on en déduit (a I'aide du Lemme [2.2.2)) :

ndh Q) .

aq a;

annppg (f*) =< x — s, (
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D’apres la Proposition [2.2.2] il résulte qu’on peut passer au commutatif et la
Proposition donne la présentation : bigr(Ny) >~ R/I avec
! xzfz
I =< f’ (sz)ax + tT? (X - T)i>1 >

2

4.1.2 Détermination d’une résolution bigraduée libre
de R/I

Nous travaillons désormais dans la catégorie des R-modules bigradués.

Les éléments y + t7, (x — z;f")i>1, f forment une suite réguliere. En effet

la régularité de la suite x + t7, (x — xa5)2>1 est évidente, et 'application

et (D(s)f*) L g (D(s) f*)

est injective (Lemme [2.2.3). Soit 1'idéal

(2

TiGi
J:<x+t7',<x— f) >
i>1

On a une suite exacte courte

et on connait la résolution minimale de R/J : ¢’est un complexe de Koszul.

On veut maintenant résoudre I/.J. Soit I'idéal

TiGi
K:<X+t7,<x— 5) > .
i>1

)

Soit /
¢O . Rn+1 N E

définie par ¢o(eg) = f et dole;) = fir pour 1 <i<n.

Lemme 4.1.2. kergzgo est engendré par
S; =Teg — %ei, pour 1 <1 <mn,

T, = &eog+te;, 1 <i<mn,

§ij = &iej — &€, pour 1 <1 < j<n.

100



Preuve On a f] = ;2% donc 2 fj = f, d’ou S; € kergo. D’autre part,
x X x
i (—151 - —&-) = f; (—151 - w) —tfir = &f
ay a; ai
donc T} € kerggo. Enfin,

/ ! . a—e€;—ej xi L & . ﬁ _ %
§ifjm — & fiT = Tajazx (a—i& o §J> € Z R (alfl @ fk)

k

donc 57;7]' S keréo.

Soit une relation bihomogene Af+>" B; f/7 € K. On va raisonner modulo
les relations S;,T; et & ;. Nécessairement, A € (§i,...,&,,7) donc on peut
supposer A = 0 modulo (5;), (7;). Soit donc

(B8 (T Tip
ZBifiT—C(al s>+;Dl<a1§1 al@). (4.1)

Rappelons la structure bigraduée de R : pour k > 0, on a @, Ry = O[¢, s|7F
et @d Rd,fk = O[g, S]tk.

Soit k € Z le V-degré de la relation . Supposons £ > 1. On a B; =
bi(s,€)TF 1 avec b;(€,s) € O[€, s]. On a (s — x)e; € ker ¢y et

x
(s —x)ei = —(tr +x)e; = —7T; + £51 — ifl,i

(avec &1, = 0 si i = 1), donc on peut travailler modulo (s — x)e;, ainsi on
peut supposer B; = b;(£)7* 1 avec b;(€) € O[].

Avec des notations similaires, on a C = c¢(&,8)7% et D; = d;(&, s)T".
Simplifiant par 7% dans , on obtient

S = cles) (22 -5} + Cates) (L - ).

i#1

ceci ayant lieu dans O[¢, s]. Faisons £ = f/ et s = f, alors Y b;(f')f/ =0,
donc d’apres le Lemme [4.1.1],

B A AT SRIS
S

avec ¢; € O[¢] homogene en £, ce que nous réécrivons sous la forme

T €T;
<b1 - ZCiCTi) &+ Z (bi + Cia—i> & = 0.
i>2

i>2
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La suite £y, . .., &, étant régulicre, il existe des d; ; € O[] homogenes tels que

T i
<b1 - Zcia_i) e+ Z (bi + Cia_l-) € = Z di ;(&ie; — &jei)
i>2

i>2 i<j

donc

Z biei - Z C; (Z_iel - —61) + Z dzy fzej fjez)

1>2 1<J

On a el — ‘g—zei = S; — S, donc Y Bie; = 7713 bie; est engendré par les
S; et les & ;.

Supposons maintenant & < 0. Alors B; = b;(§, s)t*™! et on se ramene
en utilisant la relation (s — x)e; & B; = b;(§)tF™. On a C = ¢(&, s)t* et
D; = d;(&, s)t*. La relation devient apres simplification par t* :

=3 bi(€) fls = el )(‘”1—&—>+Zd (%&_Z_j&)'

i#1

Faisant & = f! et s = f, on obtient Y b;(f')f/f = 0 donc > b;(f')f =0 et
on conclut comme dans le cas £ > 1.0

Soit
]
¢0 R" — j

définie par ¢g(e;) = f/7. D’apres le lemme , on a:
Lemme 4.1.3. le noyau de ¢q est engendré par les éléments

areg, pour 1 <i<n,

te;, pour 1 <i <n,

§ij, pour 1 <i < j<n.

Soit
o R2n+(§) L R"

I'application qui envoie respectivement les vecteurs de base €], €/, e; ; sur les
éléments “21 ei tei, &g
Lemme 4.1.4. ker¢, est engendré par

Z—ijg— e+”el pour 1 <i<j<n,

jei — &iel +tej pour 1 <i < j <,
te — i—je;’ pour 1 < i <n,

(2

Ciejr — &€k +&peij pour 1 <i < j <k <n.
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Preuve(abrégée) On calcule une base de Grobner du sous-module de R"
engendré par (i€;);, (te;)i, (&,5)i<j, par lalgorithme de Buchberger.
Un vecteur (ay, ..., 0,0, 31, ..., B, 7, i) représentant le mondme 2t°¢P77¢;,
on utilise 'ordre lexicographique sur les coordonnées v, G, . .., 81,0, ay, - . ., 1, 0.
Lorsqu’on calcule les S-opérateurs, il apparait des nouveaux éléments :
pour ¢ < j, i—:{iej. En adjoignant ces éléments aux générateurs initiaux, on
obtient une base de Grobner. On connait alors les relations entre les éléments
de cette base de Grobner, et on en déduit les relations entre les générateurs
initiaux. On vérifie enfin que ces relations sont engendrées par celles décrites
dans I’énoncé.

Lemme 4.1.5. Le noyau de [’application

R - B
(&)
/ Z;

est engendré par les éléments

x‘ x . .
—j,fjeé - j&%» pourl << j <n.
J 7

Preuve Calcul de bases de Grobner du sous-module de R™ engendré par
(£2e;)i, (&ij)icj, analogue a celui de la preuve du Lemme M

Soit le R-module
Rn

o= Em @) ) >

On a un isomorphisme ¢y : My ~ [I/J. Pour résoudre ce module, on va
utiliser encore un dévissage : soit le R-module

R'Il
< (3tei), (&) >

M, =

On a une suite exacte courte

< ﬂei 5 \S%,9 /) tei >
yo S G 0> )
< (a_zei)v (&ij) >
Or d’apres le Lemme [4.1.4]

< (5e), (&), (1) >

< (z—jé’z’)> (&ij) >

=~ 1
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I'isomorphisme étant donné par M; > & — te;. Donc la suite exacte (4.2)
s'identifie a la suite exacte

O—>M1L>M1—>M2—>O

et pour résoudre Ms, il suffit de résoudre M. Pour ce faire, on utilise la suite
exacte courte

< (Ztei), (&ig) > R
< (&) > < (&) >

On connait la résolution minimale de R"/ < (§; ;) > : elle provient du com-
plexe de Koszul associé a la suite réguliere &1, . . ., &,. Enfin, d’apres le Lemme

E.1.5

— M; — 0.

0—

< (Grei), (&ig) > R
< (&) > < (e — ey) >
et on connait la résolution de ce dernier module, elle provient du complexe
de Koszul associé a la suite réguliere (%gi)lsl'gn.
On connait ainsi potentiellement une résolution de R/I, en prenant les
cones des morphismes de résolutions provenant des suites exactes courtes
décrites. Nous allons maintenant expliciter ces morphismes.

Résolution de M,

La résolution minimale bigraduée de M; est donnée par le cone du mor-
phisme de complexes suivant :

/\1 Rn a1> /\1 Rn

>
sl
~

/\2 R" @2 /\2 R"

>
sl
-~

/\3 R" as /\3 R"

avec ¢ le morphisme de Koszul associé a la suite &1, ..., &,,

dz¢ le morphisme de Koszul associé & la suite 24 Inén ot o; définie par
a

al,..., an

a;(er) = H %61

i Ol
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ou [ est un multiindice de longueur i.
Notons A" = A" R™. On peut expliciter la résolution de M; :

2 3 1 2 1
_H/\@/\ﬂ/\@/\ﬁ/\ﬂj\ﬁﬁo

avec

wole;) = e,

1(w,m) = ar(w) + d¢(n),

pour (w,n) € AZG9/\Z+1aSOi(W777) = (0=

o

(w), (=1)" " ai(w) + 0¢(n)).

o

Résolution de M,

La résolution minimale bigraduée de M, est donnée par le cone du mor-
phisme de complexes suivant :

/\1 tld /\1
®1 ®1
/\1 EB/\2 tld /\1 D /\2

Y2 ¥2

/\2@/\3&)/\2@/\3

D’ou la résolution minimale bigraduée de M, :

1 2 2 3 1 1 2 1
92 01 90
= (No N e (NN > Na(ANe /)= N\ = M —o.
Explicitons les morphismes 6;.
HO(W) = w,
01(w,n) = tw + ¢1(n),
pour i > 2, 0;(w,n) = (pi-1(w), (—1)"w + ¢i(n)).

105



Résolution de R/I

Une résolution bigraduée de R/I est donnée par le cone du morphisme
de complexes suivant :

/\1 £0

/\0 Rl

01 5
Ao\ @ N) ==\ B
NeN) e (N eN) =N\ '

avec po(e;) = fiT faisant commuter le diagramme

r_
T T
Po /\ Rn_H

et 0 le morphisme de Koszul associé a la suite réguliere

(91, gusr) = (17 (= 25000 £).

7

Explicitons les fleches p; pour ¢ > 1. Si I est un multiindice, notons
Ty =

[Tz, et ar =]]ay,.

Lemme 4.1.6. Les fleches suivantes rendent le diagramme ci-dessus com-
mutatif.
pi(ei, (0,0))
pi(er, (0,0))
p1(0, (€:,0)) = Tens,
)

p1(0.(0.¢1,) ;‘;zz; w(e; — o) sii A 1,
p1(0.(0, 1)) = Tt

xlz €j-

fiei + fier — ieny1 sii # 1,
—§1€n+1;

Supposons 1 > 2.

iAo N o Ao ) - AR
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Silé¢ I, pi((er,0),0) = (=1)" > (=) ensyugniry avec J=1UL.
Sil e I; pi((ela0)7g) = (_1>i+1€IU{n+l}'

Sil1¢ 1, pi((0,er),0) = (=1)" a3, (=1)*Teny  avec J=1UL
Si1el, pi((0,e1),0) = (—1)* 4Lz

Sil1 ¢ 1, pi(0,(er,0)) = 73 (=D e nyuimsy-

Si1el, pi(0,(er,0)) = Tennun+1}-

Si 1 ¢ [; pi(Q’ (Oa 61)) = T%$a Zk<_1)k_161\1k .

Si1e L, p(0,(0,e1)) = Teaten,

Preuve Vérification fastidieuse mais directe. Il s’agit de montrer que pour
tout ¢, pour tout élément e de la base canonique utilisée dans I’énoncé, on a
pibis1(e) = dp;y1(e). Montrons-le pour ¢ > 2, e = ((e7,0),0) avec 1 ¢ I, les
autres vérifications étant similaires. Notons J¥ = 1U (I \ I) et J =1UI.

pifir1((er,0),0)) = Pi((s%&(ef)v(—1)”1%(61),(—1)%170)

= pPi (Z(_l)klxlk—glkel\lka (_1)i+1nkﬂel> (_1)it617 O)
k

ar, ar,
i REIRI; _
= (-1 Z(—l)k 1# Z(‘Dl 1eJk\Jlku{nH}
k

k l
—2" Y (=1 lepg + (=Dt Y (=) ennumin
k k

= (=" (=10 ) (D' e i

k I
+(=1)'x Z(_l)k_l Z<_1)Z_16Jk\Jlku{n+1}
! I
—Int1 Z(—l)kfleJ\Jk + (=1)'tr Z(_l)kfleI\Iw{nH}
! k

On a 30 (=1 1300 (=1)" ey pugnrny = —0101(er) = 0, done

DD D emromey = ) (D e e

k >1 k

= Z<_1)k_161\1ku{n+1}

k
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donc

pifis1((er,0),0)) = (=1)"* Z<_1)k_1glk Z(_Dl_l@J’“\J{“U{nH}

k I
+(—=1)'g1 Z(—l)k_lel\lku{nﬂ} — Gn+1 Z(_l)k_leJ\Jk-
i k
(4.3)
D’autre part, notons J* = J\ JyU{n+ 1}, on a
6pir1((er,0),0) = 5((—1)i+1 Z(_l)k_leJ\Jku{n+l})
k
S ) S ) e (44)

k l

Identifions terme a terme et , que nous voyons comme des combi-
naisons linéaires des g;.
Dans le coefficient de g1 est (—1)"1 >, (1)1 (—=1)’e s, , le méme
que dans .
Le coefficient de ¢; dans est (=1)713 oo (=) tgiens,  ugmi1y, égal
a celui de (4.3).

Dans , le coefficient de gy, est

(1) (=1t Z(—l)l_ler\qu{nH}-

>1

D’autre part, comme [, = JJ si et seulement si

l=p sik<p+1
k#Ep+1 e {oul:p+1 sik>p+1,

le coefficient de g;, dans (4.4]) est

(-1 <j£:(-—1)k_1(—1)p_1?ﬂwjg-+ > (—JJk_l(—JJp6jkyg;1> :

k=1 =p+2

Pour conclure, on remarque que si k < p, alors J? \ JP U {n+ 1} = J¢\ j]f,
et si k> p, alors JP\ JPU{n+1} = JH1\ Jk.O
On en déduit une résolution bigraduée de R/I :

1 1

= (N Nae(Ne \N)e AR = (Na(N\e \) e \ R =3
A@AW“&Rﬂ§ﬁQ
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4.1.3 Calcul des nombres de Betti
Cas non réduit

On suppose f non réduite.
Notons A" = A" C".
On déduit de la résolution obtenue de R/I que le complexe }7% @ C est quasi
isomorphe au complexe suivant :

(Ao Ne(Ne Ao Ac B (Ae(N\e ) o AC %

1 1 - -
Ao /\C+ 3 c ™o (4.5)

avec P, = 51 = @, = 0. Si¢ > 3, soit e; un vecteur de la base canonique de
NZc(NPeA He (N TeN)e NCHLSi1 ¢ I, soit J =1U,

alors

i—1
Biler) =D (=1 e € AT

k

Silel, alors
i1

61'(61) = —€ru{n+1} € /\ crl.

Les autres composantes de ®; exprimée dans les bases canoniques sont nulles.
Lemme 4.1.7. Sii >3, rang(®;) = (,",).

1—2

Preuve Soit 'injection

i—2 i—1
L /\(C" — /\ crtt

définie par t(er) = eun+1y- Soit I'application C-linéaire

1—2 1—2
AA@HA@

définie par A(e;) = > (=1)"tepy, sil ¢ I, avec J =1UI, et A(e;) = —eg
silel. B
On a rang®; = rang(c o A) = rangA. Or dans la décomposition

AC" = (@ Cer) PEP Cen),

1el 1¢1
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la matrice de A est de la forme

—Id «*
0 Id
donc A est un isomorphisme et im®; = (A" C"). O
On en déduit g;.

Cas réduit

On suppose f =z ...z, et n > 2. Les nouvelles unités figurant dans les
matrices de la résolution de R/I proviennent de la fleche p,, :

Dans le complexe (4.5)), seule la fleche ®,,,; est modifiée.

n—1 n n n+1 n—2 n—1 n—1 n n
30 (NeNe(N\eps A - (Ne Ne(Ae N)eAc
®,.1(((0,€1...n),(0,0)),0) = —e;.._n, les autres composantes sont analogues

au cas non réduit. On a alors

n

im@mrl = /\ CnJrl.

On en déduit les modifications en conséquence sur les nombres de Betti (3,
et Bni1.

4.2 Diviseurs libres localement quasi homogenes

Soit f un diviseur libre localement quasi homogene. On utilise les résultats
de [5], que 'on commence par rappeler. Der(log D) admet une base sur O de
la forme

Eaélu"wénfl

ou dq,...,0,_1 est une base sur O de ’ensemble des champs de vecteurs
annulant f, et £ le champ d’Euler vérifiant E(f) = f.

D’autre part, les symboles o(d1),...,0(d,—1) forment une suite réguliere
dans OJ¢] car le diviseur f est Koszul-libre ([5], theorem 4.3). De plus, I'idéal
jacobien est de type linéaire ([5], theorem 5.6).

On connait les nombres de Betti du module filtré D[s]f*, ce sont §; =
(’Z), ils sont donc indépendants de f. En effet, d’apres [5], remarque 5.10
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b), le complexe de Spencer sur D[s| associé a (d1,...,0,-1, E — s) est une
résolution libre bifiltrée de D[s]f*. Elle est minimale car son gradué associé
est le complexe de Koszul sur O[¢, s] associé a (o(01),...,0(0n—1),0(E) — ).

Corollaire 4.2.1. Les nombres de Betti du module bifiltré D, f° sont les
nombres de Betti du module bigradué

R
</, (fz/at)ﬂ (U((Sl))’E —s5>

avec R = bigrD, ;.

En effet, on peut passer en commutatif dans le cas f Euler-homogene et
J(f) de type linéaire, et 'ensemble (4;), E — s est une base F-involutive de
annpi, f* (Lemme [2.2.2)).
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Titre : Résolutions minimales de D-modules géométriques

Résumé : Nous désignons par D I’anneau des germes a ’origine d’opérateurs
différentiels linéaires & coefficients analytiques. Nous étudions les résolutions
libres minimales de D-modules, introduites par M. Granger, T. Oaku et N.
Takayama. Plus précisément nous considérons des modules admettant une V-
filtration le long d’une hypersurface lisse, et les résolutions minimales sont
adaptées a cette filtration. Nous nous intéressons particulierement aux rangs
d’une telle résolution minimale, appelés nombres de Betti, ce sont des invariants
du module. En premier lieu, nous donnons des résultats généraux : nous rame-
nons le calcul des nombres de Betti & une situation d’algebre commutative et
nous définissons les résolutions minimales génériques. Ensuite, nous considérons
une singularité d’hypersurface complexe f = 0 et le module N = D, ; f* intro-
duit par B. Malgrange, dont la restriction le long de t=0 fournit la cohomologie
locale algébrique du faisceau des fonctions analytiques a support dans f = 0.
Le module N est naturellement muni de la V-filtration le long de ¢ = 0, nous
étudions les nombres de Betti correspondants. Ces nombres sont des invariants
analytiques pour 'hypersurface f = 0. Nous les calculons pour f une singularité
isolée quasi homogene ou un mondme. Lorsque f est & singularité isolée, nous
caractérisons la quasi-homogénéité en termes des nombres de Betti.

Mots-clé : singularité d’hypersurface complexe, D-modules, résolutions mi-
nimales.

Title : Minimal resolutions of geometric D-modules

Abstract : Let D be the ring of germs at the origin of linear differential
operators with analytic coefficients. We study minimal free resolutions of D-
modules, introduced by M. Granger, T. Oaku and N. Takayama. More precisely
we consider modules endowed with a V-filtration along a smooth hypersurface,
and the resolutions are adapted to this filtration. We focus on the ranks of such
a resolution, which we call Betti numbers, they are invariant for the module
considered. First, we give some general results : we reduce the computation of the
Betti numbers to a commutative algebra problem, and we define generic minimal
resolutions. Next, we consider a complex hypersurface singularity f = 0 and the
module N = D, ; f* introduced by B. Malgrange, whose restriction along ¢t = 0
gives the algebraic local cohomology of the sheaf of analytic functions with
support in f = 0. The module N is naturally endowed with the V-filtration
along t = 0, we study the Betti numbers associated to this data. Those numbers
are analytical invariants for the hypersurface f = 0. We compute them in the
quasi homogeneous isolated singularity case and in the monomial case. In the
isolated singularity case, we characterize the quasi-homogeneity in terms of the
Betti numbers.

Key-words : complex hypersurface singularity, D-modules, minimal resolu-
tions.
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