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géométriques



Remerciements

Je remercie tout d’abord mon directeur de thèse Michel Granger. Il a su,
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Koszul généralisés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
3.2 Application : cohomologie locale, présentation dans le cas sin-
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Chapitre 0

Introduction

Résolutions minimales et D-modules

En algèbre commutative, un outil souvent employé pour étudier les mo-
dules consiste en les résolutions libres. Soit A un anneau commutatif et M
un A-module, une résolution libre de M est une suite exacte

· · · → Ar1
φ1→ Ar0

φ0→M → 0.

Si A est noethérien et M est de type fini, de telles résolutions existent.
Supposons que A est un anneau gradué, A = ⊕d∈ZAd où A0 est un corps.

Pour n ∈ Zr, soit Ar[n] le module Ar muni de la graduation (Ar[n])d =
⊕iAd−ni . Un module gradué M admet une résolution graduée libre, c’est-à-
dire une suite exacte graduée

· · · → Ar1 [n(1)]
φ1→ Ar0 [n(0)]

φ0→M → 0.

On a des méthodes explicites pour calculer des résolutions libres graduées,
par exemple l’algorithme de Schreyer dans le cas de A = Q[x1, . . . , xn]. (cf.
[9], Theorem 15.10).

On peut exiger que les exposants de la résolution ri soient minimaux au
sens suivant : r0 est le nombre minimal de générateurs de M , r1 est le nombre
minimal de générateurs de kerφ1, et ainsi de suite. Une résolution libre dans
laquelle les exposants sont minimaux est appelée résolution minimale libre,
une telle résolution existe et est unique. Les exposants ri (appelés nombres
de Betti) et les décalages n(i) sont alors des invariants du module M . Cela
est valable aussi dans le cas où A est local, ou encore mixte local-gradué (par
exemple A = C{x}[ξ]).

Cette démarche est classique en géométrie algébrique, elle est par exemple
développée par D. Eisenbud dans [10] pour les C[x1, . . . , xn]-modules gradués :
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soit I un idéal gradué définissant une variété projective V , les nombres de
Betti du module A/I renseignent sur la géométrie de V . Par exemple, on a un
lien entre toute résolution d’un module gradué M et sa fonction de Hilbert
HM(d) = dimC(Md). On sait que HM cöıncide avec un polynôme PM pour
d assez grand. Plus précisément, dans ce contexte M admet une résolution
libre graduée minimale finie

0→ Arδ [n(δ)]
φδ→ · · · → Ar1 [n(1)]

φ1→ Ar0 [n(0)]
φ0→M → 0,

ce qui permet de définir les invariants numériques dp(M) = δ (la dimension

projective de M) et reg(M) = maxi,j(n
(i)
j − i) (la régularité de M). On a

alors HM(d) = PM(d) pour d ≥ reg(M) + dp(M)− (n+ 1) (Theorem 4.2).

Cette théorie a été récemment étendue au cas des D-modules algébriques
par T. Oaku et N. Takayama ([22]). Avant d’être plus explicites, penchons-
nous sur les motivations de ces auteurs. Les D-modules représentent un outil
algorithmique important en géométrie algébrique et en théorie des équations
aux dérivées partielles. Par exemple, les mêmes auteurs donnent dans [20] un
algorithme complet du calcul de la cohomologie à coefficients complexes du
complémentaire d’une hypersurface au moyen des D-modules. Cet algorithme
consiste à calculer la restriction (une image inverse) d’un certain D-module.
Par ailleurs, l’espace vectoriel des solutions d’un système d’équations aux
dérivées partielles linéaires est isomorphe à une restriction du D-module as-
socié (sous une condition de spécialisabilité), cf. [21], section 5. Le point de
départ de ces algorithmes est le calcul d’une résolution libre. On peut à cet
effet utiliser la méthode de Schreyer, cependant la résolution obtenue est en
général trop longue pour mener à bien les calculs ultérieurs. Les auteurs de
[22] ont alors cherché à définir et à calculer des résolutions aussi courtes que
possible, ce qui les a conduits à la notion de résolution libre minimale.

Nous présentons maintenant cette notion suivant la version adaptée aux
D-modules analytiques donnée par T. Oaku et M. Granger ([12]). Pour nous,
D désigne l’anneau des opérateurs différentiels linéaires à coefficients analy-
tiques, c’est-à-dire qu’un élément de D s’écrit comme une somme finie

∑
(β1,...,βn)∈Nn

g(β1,...,βn)(x1, . . . , xn)

(
∂

∂x1

)β1

. . .

(
∂

∂xn

)βn
où pour chaque (β1, . . . , βn),gβ1,...,βn est une série convergente au voisinage
de l’origine dans Cn. Plus généralement, on parle du faisceau d’anneaux DX
sur une variété analytique lisse X. L’anneau D est non commutatif mais
noethérien. On a donc des résolutions libres de D-modules. En revanche,
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on n’a pas directement de notion de résolution libre minimale, l’anneau D
étant naturellement filtré mais non gradué. Pour y parvenir, on considère des
résolution adaptées à une filtration. Soit pour d ∈ Z, Fd(D) le sous-espace
de D des opérateurs d’ordre en ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xn
inférieur à d. On a grF (D) '

C{x1, . . . , xn}[ξ1, . . . , ξn], c’est un anneau commutatif pour lequel la théorie
des résolutions minimales libres est valide. Soit M un D-module muni d’une
filtration Fd(M). Pour n = (n1, . . . , nr) ∈ Zr, soit Dr[n] le module Dr muni
de la filtration décalée du vecteur n, appelé module filtré libre. Une résolution
filtrée libre de M est une suite exacte

· · · → Dr1 [n(1)]
φ1→ Dr0 [n(0)]

φ0→M → 0

telle que pour tous d ∈ Z, on ait une suite exacte

· · · → Fd(Dr1 [n(1)])
φ1→ Fd(Dr0 [n(0)])

φ0→ Fd(M)→ 0.

Cette résolution est dite minimale si la suite exacte

· · · → grF (Dr1 [n(1)])
φ1→ grF (Dr0 [n(0)])

φ0→ grF (M)→ 0

est une résolution minimale de grF (M). Si le module filtré M admet une
présentation finie et filtrée, alors il admet une résolution filtrée libre minimale.
Le but des auteurs de [22] est atteint car une telle résolution est calculable.
De plus, celle-ci est unique (à isomorphisme filtré près). Par conséquent, et
c’est ce que nous retiendrons, les nombres de Betti et les décalages de la
résolution minimale forment des invariants numériques du module filtré M .

Plus généralement, on définit les résolutions libres minimales adaptées à
une bifiltration. Elles sont requises pour l’algorithme de restriction d’un D-
module. Les nombres de Betti et les décalages sont alors des invariants pour
un module bifiltré.

Dans cette thèse, nous étudions les résolutions bifiltrées minimales de D-
modules en toute généralité d’abord, puis nous concentrons notre attention
sur des D-modules d’un intérêt particulier en singularités. Cela constitue une
démarche parallèle à celle adoptée par D. Eisenbud, adaptée à la théorie des
singularités.

Liens entre D-modules et singularités

Par théorie des singularités nous entendons l’étude locale des variétés
définies par des fonctions analytiques complexes dans Cn.

La théorie des D-modules et les singularités sont intimement liées : par
exemple, on définit pour un D-module une variété analytique, la variété ca-
ractéristique, et ses propriétés ont des répercussions importantes sur le D-
module lui-même, ce qui montre que la géométrie analytique a son rôle à

6



jouer dans l’étude des systèmes d’équations aux dérivées partielles, mais sur-
tout, on retiendra l’apport des D-modules en théorie des singularités, que
l’on met en lumière au travers de deux D-modules particuliers, qualifiés de
géométriques.

Définissons un premierD-module géométrique. SoitX un voisinage ouvert
de 0 ∈ Cn, notons OX le faisceau des germes de fonctions analytiques sur
X et O = O0. Soit f ∈ OX telle que f(0) = 0. On note D[s] l’anneau
des polynômes en s à coefficients dans D. Voyons f s comme un symbole et
considérons l’espace

O
[

1

f
, s

]
f s.

On le munit d’une structure de D[s]-module qui prolonge l’action naturelle

∂

∂xi
f s = s

∂f

∂xi

1

f
f s.

Notre premier D-module géométrique est D[s]f s, le sous D[s]-module de
O[1/f, s]f s engendré par f s. Ce module contient beaucoup d’informations
sur la singularité f = 0. Par exemple, à partir de ce module est défini le
polynôme de Bernstein-Sato : c’est le polynôme minimal de l’action de s sur
(D[s]f s)/(D[s]ff s). Bien qu’ayant été introduit dans le but de prolonger des
fonctions méromorphes, ce polynôme s’est avéré lié à la théorie des singu-
larités depuis les travaux de B. Malgrange (cf. [16]). En effet, J. Milnor a
introduit la monodromie de f (dans le cas où f a une singularité isolée en 0),
c’est un opérateur linéaire sur la cohomologie singulière de la fibre générique
de f , dite fibre de Milnor, qui fournit des informations sur la topologie de
la fibre singulière (cf. [18]). B. Malgrange a montré que les valeurs propres
de la monodromie sont les e2iπα où les α sont les racines du polynôme de
Bernstein-Sato.

Définissons notre second module géométrique, extension du premier. Soit
DX×C l’anneau des germes d’opérateurs différentiels linéaires à l’origine dans
Cn+1, bâti à partir des variables x1, . . . , xn, t et des opérateurs ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xn
, ∂
∂t

.
Sur notre espace OX [1/f, s], on fait agir DX×C en posant

t.g(x, s)f s = g(x, s+ 1)ff s

avec g(x, s) ∈ OX [1/f, s], et

∂

∂t
.g(x, s)f s = −sg(x, s− 1)

1

f
f s.

On considère DX×Cf
s, le sous DX×C-module de OX [1/f, s]f s engendré par

f s, et notre second module géométrique est Nf = Dx,tf s, la fibre de DX×Cf
s
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en (0, 0). Pour l’utiliser, nous allons le filtrer. Sur les variables(
x1, . . . , xn, t,

∂

∂x1

, . . . ,
∂

∂xn
,
∂

∂t

)
on met respectivement les poids (0, . . . , 0,−1, 0, . . . , 0, 1), cela fournit une
filtration (Vk(Dx,t))k∈Z, appelée V -filtration le long de t = 0. On munit Nf

de la filtration Vk(Nf ) = Vk(Dx,t)f s compatible avec la V -filtration de Dx,t.
On munira aussi Nf d’une bifiltration qui raffine la V -filtration, et nous nous
intéresserons aux nombres de Betti et aux décalages issus de la résolution
libre minimale bifiltrée.

Notre motivation est ici la cohomologie locale algébrique, et en filigrane,
la cohomologie du complémentaire de l’hypersurface f = 0. Soit M un DX-
module. On note Γ[f=0](M) le OX-module

lim
→
k

HomOX
(
OX
fk

,M

)
Ce module admet une structure de DX-module prolongeant celle de OX-
module. On définit ainsi un foncteur Γ[f=0] de la catégorie des DX-modules,
il est exact à gauche. On s’intéresse alors au foncteur dérivé RΓ[f=0], et
RΓ[f=0](M) est appelée cohomologie algébrique locale de M à valeurs dans
(f = 0). Notons que ce complexe n’a d’intérêt qu’au voisinage d’un point
singulier de f . On considère le cas de M = OX . C’est un cas particulier
intéressant en toplogie des singularités car le complexe RΓ[f=0](OX) est un
outil pour le calcul des espaces de cohomologie H i(X \ {f = 0},CX) (voir
par exemple [20], Corollary 7.4). Le lien dans ce cas avec notre module Nf

est le suivant. Soit i : Cn → Cn × C l’inclusion i(x) = (x, 0). D’après [21],
Proposition 7.2, on a

H iLi∗DX×Cf
s ' H i+1RΓ[f=0]OX ,

où i∗ désigne l’image inverse spécifique à la théorie des D-modules. [21], Theo-
rem 5.3 décrit comment obtenir la restriction de Nf à partir d’une résolution
libre adaptée à la V -filtration.
On reviendra sur l’exemple de la cohomologie locale au chapitre 3, où l’on
donnera une présentation explicite dans le cas où f est quasi homogène à
singularité isolée.

Contenu de la thèse

Cette thèse a deux buts : étudier les résolutions minimales de D-modules,
en précisant des méthodes de calcul effectives, d’une part, puis appliquer
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ces résolutions aux modules géométriques D[s]f s et Dx,tf s pour définir des
invariants géométriques et en étudier les propriétés.

Cette thèse est donc divisée en deux parties. Le chapitre 1 constitue la
première, nous y faisons des rappels sur les D-modules et les résolutions
minimales, puis nous montrons que l’on peut dans certains cas se ramener
à une situation d’algèbre commutative pour calculer les nombres de Betti.
Nous y définissons aussi la notion de résolution générique pour un module
dépendant de paramètres.

Dans les chapitres 2 à 4, nous appliquons cette théorie aux D-modules
géométriques. Nous définissons de nouveaux invariants analytiques pour les
germes d’espaces complexes, et nous étudions des cas particuliers : les sin-
gularités isolées quasi homogènes pour lesquelles nous avons explicitement
les nombres de Betti ; les singularités isolées semi-quasi homogènes pour les-
quelles nous définissons les nombres de Betti génériques et dont nous ca-
ractérisons la quasi-homogénéité par les nombres de Betti et les décalages ;
les monômes et les diviseurs libres localement quasi homogènes.

Détaillons précisément nos résultats chapitre par chapitre.
Au chapitre 1, nous rappelons les constructions de résolutions minimales

adaptées à une bifiltration. On considère un vecteur de poids

(u, v) = (u1, . . . , un, v1, . . . , vn) ∈ Z2n

tel que pour tout i, ui ≤ 0 et ui + vi ≥ 0. Ces poids sont appliqués respec-
tivement aux variables (x1, . . . , xn,

∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xn
), cela définit une filtration

sur D que l’on note (F
(u,v)
k (D))k∈Z. La filtration classiquement utilisée (pour

définir la variété caractéristique) est celle obtenue pour u = (0, . . . , 0) et
v = (1, . . . , 1), notée F (0,1)(D). Soit (u, v) 6= (0, 1), on définit une bifiltration
sur D par

Fd,k(D) = F
(0,1)
d (D) ∩ F (u,v)

k (D).

Sur un D-module M , on a la notion naturelle de bifiltration (Fd,k(M)),
compatible avec la bifiltration de D. On considère alors la catégorie des D-
modules bifiltrés, c’est le cadre naturel pour définir la notion de résolution
minimale bifiltrée (en particulier, une telle résolution est adaptée à la filtra-
tion par les poids (u, v)). On rappelle aussi des méthodes effectives classiques :
les complexes de Koszul (dont nous ferons abondamment usage au chapitre
3) et les bases standard.

Dans la section 1.2, on fait l’opération suivante : soit M un D-module
bifiltré, on définit un module

bigr(M) =
⊕
d,k

Fd,k(M)

Fd,k−1(M) + Fd−1,k(M)

9



sur l’anneau commutatif bigr(D) défini de la même manière. Le module
bigr(M) admet une résolution minimale libre bigraduée unique, donc des
nombres de Betti bien définis. Nous montrons que sous la condition

∀d, k, Fd,k(M) = (∪d′Fd′,k(M)) ∩ (∪k′Fd,k′(M)), (1)

les nombres de Betti du module bifiltré M sont les mêmes que ceux du
module bigr(M) (Théorème 1.2.1). Cela simplifie le calcul des nombres de
Betti, notamment lorsqu’on se risque à calculer de tels objets en machine.

La section 1.3 est consacrée aux résolutions génériques. Elles sont mo-
tivées par les déformations semi-quasi homogènes de fonctions quasi ho-
mogènes. Soit λ1, . . . , λe des paramètres,D[λ] l’anneau des opérateurs différentiels
à paramètres, et M un D[λ]-module de type fini, admettant une présentation

M =
(D[λ])r

(P1, . . . , Pl)

avec Pi ∈ D[λ]r. Soit K le corps des fractions de C[λ], et D̂(K) l’anneau
des opérateurs différentiels à coefficients dans K[[x1, . . . , xn]]. On définit un
D̂(K)-module M̂ = D̂(K) ⊗D[λ] M , muni de la bifiltration quotient par
P1, . . . , Pl.
Pour λ0 ∈ V , on définit le D-module bifiltré

Mλ0 =
Dr

(P1(λ0), . . . , Pl(λ0))

muni de la bifiltration quotient.

Théorème 0.0.1 (Théorème 1.3.1). Il existe une résolution bifiltrée mi-
nimale libre de M̂ sur D̂(K) qui se spécialise pour λ0 générique en une
résolution bifiltrée minimale libre de Mλ0 sur D.

Au chapitre 2, on considère une application f1, . . . , fp : (Cn, 0)→ (Cp, 0)
et le module Nf = Dx,tf s11 . . . f

sp
p où t = (t1, . . . , tp), défini de manière ana-

logue au cas p = 1 que nous avons déjà explicité, muni de la bifiltration
Fd,k(Nf ) = Fd,k(Dx,t)f s11 . . . f

sp
p , avec la V -filtration le long de t1 = · · · =

tp = 0. Nous notons

βf (T ) =
∑
i≥0

βiT
i

la série dont les coefficients sont les nombres de Betti du module bifiltré
Nf . Soit J l’idéal de C{x} engendré par f1, . . . , fp. On considère le germe
d’espace complexe V correspondant, c’est l’algèbre locale C{x}/J . Soit n0 la
dimension de plongement de V en 0, et r0 le nombre minimal de générateurs
de l’idéal définissant V dans C{x1, . . . , xn0}. Soit c0 = r0 + n0 (c’est un
invariant de V ).
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Proposition 0.0.1 (Proposition 2.1.4). La série

βV (T ) =
βf (T )

(1 + T )n+p−c0

est un polynôme en T et définit un invariant du germe d’espace complexe V .

On définit aussi les résolutions génériques pour une déformation F (x, λ) =
(F1(x, λ), . . . , Fp(x, λ)) ∈ (C{x}[λ])p de f , comme corollaire du Théorème
1.3.1.

Ensuite et jusqu’à la fin de la thèse on suppose p = 1, c’est-à-dire qu’on
ne traite que des hypersurfaces. On donne une condition suffisante pour que
le module Nf satisfasse l’hypothèse (1) : f est Euler-homogène et l’idéal J(f)
est de type linéaire (Proposition 2.2.2). Nous étudions enfin les nombres de
Betti du module filtré D[s]f s, cela fournit des invariants analytiques dans la
catégorie des hypersurfaces.

Au chapitre 3, on traite le cas d’une singularité isolée quasi homogène f ,
avec les poids w1, . . . , wn. On peut se ramener au commutatif, au sens de la
section 1.2. On a bigr(Dx,t) ' C{x}[t, ξ, τ ] et bigr(Nf ) ' bigr(Dx,t)/I, où I
est l’idéal engendré par les éléments

f, tτ +
∑

wixiξi,

(
∂f

∂xi
τ

)
i

,

(
∂f

∂xi
ξj −

∂f

∂xj
ξi

)
i<j

.

On calcule explicitement une résolution libre minimale bigraduée de bigr(Nf ).
Schématiquement, la méthode est la suivante : on effectue plusieurs dévissages
de manière à ne traiter que des modules qu’on sait résoudre par des complexes
de Koszul généralisés, on prend ensuite les cônes successifs des résolutions
obtenues. On obtient les nombres de Betti suivants :

Théorème 0.0.2 (Théorème 3.1.1). Les nombres de Betti du module bifiltré

Nf sont les suivants : β0 = 1, β1 = 2 + n(n+1)
2

, β2 = 1 + n+ 2
(
n+1
n−2

)
, puis pour

i ≥ 3, βi = (i− 2)
(
n+2
i+1

)
+ 2
(
n+1
i+1

)
.

Ce qui est frappant est le fait que ces nombres de Betti ne dépendent que
de n. Nous remarquons que la régularité du module bigr(Nf ) au sens de la
graduation F est nulle. On déduit des calculs effectués une présentation du
module de cohomologie locale de OX .

On cherche ensuite à caractériser la quasi-homogénéité pour les singu-
larités isolées. On montre que f est quasi homogène si et seulement si la
régularité de Nf (au sens de la première filtration) est nulle (Proposition
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3.3.1). Pour les courbes réduites, la donnée du premier nombre de Betti suf-
fit : si f est quasi homogène, alors β1 = 5, sinon β1 ≥ 6 (Proposition 3.3.2).
On cherche à généraliser ce dernier résultat aux singularités semi-quasi ho-
mogènes en toute dimension, on y parvient pour les déformations par le socle
(Proposition 3.4.1).

Dans le dernier chapitre, on étudie des cas où on peut encore se ramener au
commutatif : les monômes et les diviseurs libres localement quasi homogènes.
On décrit complètement les nombres de Betti pour les monômes, au prix de
lourds calculs : soit f = xa1

1 . . . xann avec a1, . . . , an des entiers strictement
positifs.

Théorème 0.0.3 (Théorème 4.1.1). – Si f est non réduite, alors β1 =
2n+ 1 et βi = 2

(
n+1
i

)
si i ≥ 2.

– Si f est réduite, alors β1 = 2n + 1, βi = 2
(
n+1
i

)
si 2 ≥ i ≥ n − 1,

βn = 2n+ 1, βn+1 = 1, βi = 0 si i ≥ n+ 2.

Dans le cas des diviseurs libres localement quasi homogènes, nous notons
simplement que les résultats de [5] impliquent qu’on peut se ramener au
commutatif, ce qui permet d’envisager des calculs en machine.
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Chapitre 1

Résolutions minimales de
D-modules

1.1 Rappels

1.1.1 Anneaux d’opérateurs différentiels

Le premier anneau qui nous intéresse estD, l’anneau des germes d’opérateurs
différentiels analytiques à l’origine. Notons ∂xi = ∂

∂xi
et pour β ∈ Nn,

∂β = ∂β1
x1
. . . ∂βnxn . Un élément P de D s’écrit de manière unique

P =
∑
finie

gβ(x)∂β

avec gβ(x) ∈ C{x1, . . . , xn}. Rappelons les relations de base dans D : ∂xixj−
xj∂xi = δi,j.

On appelle vecteur de poids admissible un vecteur

(u, v) = (u1, . . . , un, v1, . . . , vn) ∈ Z2n

tel que pour tout i, ui + vi ≥ 0 et ui ≤ 0. Pour P ∈ D de la forme P =∑
aα,βx

α∂β, on définit l’ordre selon (u, v) par

ord(u,v)(P ) = max{
∑

uiαi +
∑

viβi, aα,β 6= 0}

On définit la filtration de D selon (u, v) par

F
(u,v)
k (D) = {P ∈ D, ord(u,v)(P ) ≤ k} pour k ∈ Z.

Notation spéciale : Une filtration particulièrement importante est celle
obtenue pour u = (0, . . . , 0) et v = (1, . . . , 1), on la notera Fd(D).
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Suivant les idées de [8], nous allons homogénéiser les opérateurs différentiels
selon la filtration F . On définit à cet effet l’anneau de Rees naturellement
gradué

R(D) = ⊕dFd(D)T d

avec la règle de multiplication

PT d · P ′T d′ = (PP ′)T d+d′ .

On définit d’autre part l’anneau D(h) comme la C-algèbre engendrée par
C{x}, ∂x1 , . . . , ∂xn , h quotientée par les relations

ha− ah, h∂xi − ∂xih, ∂xi∂xj − ∂xj∂xi , ∂xia− a∂xi −
∂a

∂xi
h

pour tout a ∈ C{x}. Cet anneau est gradué de la façon suivante

(D(h))d = {
∑

aβ,k(x)∂βhk, |β|+ k = d}.

On définit sur D(h) une filtration selon (u, v) de la même manière que ci-
dessus, avec pour P ∈ D(h) de la forme P =

∑
aα,β,kx

α∂βhk,

ord(u,v)(P ) = max{
∑

uiαi +
∑

viβi|aα,β,k 6= 0 pour un certain k}

c’est-à-dire qu’on donne à la variable h le poids 0.
On a un isomorphisme d’anneaux gradués D(h) ' R(D) qui envoie a(x)∂βhk

sur a(x)∂βT k+|β|. Notons que la présentation de cet anneau sous la forme
R(D) sera adaptée à la manipulation de modules filtrés, tandis que l’anneau
D(h) sera plus commode pour effectuer des calculs, notamment de bases stan-
dard.
Via cet isomorphisme, on a

F
(u,v)
k (D(h)) ' ⊕d(Fd(D) ∩ Vk(D))T d.

On considèrera l’anneau gradué associé gr(u,v)(D(h)).
Soit (u, v) un vecteur de poids admissible. On définit une bifiltration sur

D par
Fd,k(D) = F

(0,1)
d (D) ∩ F (u,v)

k (D) pour d ∈ N, k ∈ Z.

On rencontrera l’anneau bigradué bigrD correspondant, défini comme suit :

bigrD = ⊕bigrd,kD = ⊕ Fd,k(D)

Fd,k−1(D) + Fd−1,k(D)
.

C’est un anneau commutatif.
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1.1.2 Résolution graduée (ou bigraduée) libre mini-
male

Nous allons rappeler la notion de résolution libre minimale pour des mo-
dules sur des anneaux gradués ou bigradués. Les anneaux considérés sont
commutatifs ou non commutatifs, mais possèdent une propriété commune :
l’existence d’un lemme de type Nakayama, qui joue un rôle clé dans les
démonstrations d’unicité de ces résolutions.

Cas classique

Commençons par le cas classique. Soit A = C[x1, . . . , xn] muni de la gra-
duation par le degré. A possède un unique idéal maximal gradué m engendré
par x1, . . . , xn.

Définition 1.1.1. Soit n ∈ Z. On note A[n] le A-module gradué A muni de
la graduation A[n]d = Ad−n. De même, si n = (n1, . . . , nr) ∈ Zr, on note
Ar[n] le A-module gradué Ar muni de la graduation

Ar[n]d =
r⊕
i=1

Ad−ni .

Soit M un A-module gradué de type fini. Une résolution graduée libre de
M est une suite exacte graduée

· · · → L1
φ1→ L0

φ0→M → 0 (1.1)

avec Li = Ari [n(i)]. On construit une telle résolution comme suit : soit
m1, . . . ,mr0 des générateurs homogènes deM , de degrés respectifs n1, . . . , nr0 .
Soit n = (n1, . . . , nr0). On a une suite exacte graduée

Ar0 [n]
φ0→M → 0

avec φ0(ei) = mi, où e1, . . . , er0 est la base canonique de Ar0 . On continue en
prenant des générateurs homogènes de kerφ0.

Une résolution graduée libre minimale de M est une résolution telle que
les coefficients des matrices φi appartiennent à m, pour i ≥ 1. C’est équivalent
au sens plus intuitif suivant : φ0(e1), . . . , φ0(er0) est un ensemble minimal de
générateurs de M , et pour i ≥ 1, (φi(e1), . . . , φi(eri)) est un ensemble minimal
de générateurs de kerφi−1.

Les résolutions graduées libres minimales existent et sont uniques à iso-
morphisme près (cf. [9] Theorem 20.2, à adapter au cas gradué). En conséquence,
les exposants ri et les décalages n(i) sont des invariants du module gradué
M .
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Définition 1.1.2. Les exposants ri sont appelés les nombres de Betti du
module gradué M .

Cas d’anneaux gradués ou bigradués issus de D

Nous considèrerons les anneaux gradués D(h) et grF (D) et les anneaux
bigradués gr(u,v)(D(h)) et bigr(D). On définit alors une résolution graduée
(ou bigraduée) libre minimale comme étant une suite exacte graduée (ou
bigraduée) du type (1.1), avec m l’idéal bilatère adéquat que nous allons
préciser.

L’anneau D(h) est non commutatif, mais possède un unique idéal bilatère
gradué maximal m, engendré par x1, . . . , xn, ∂x1 , . . . , ∂xn , h. Une résolution
minimale graduée d’un module à gauche est une suite exacte de modules à
gauche du type (1.1), où les coefficients des matrices appartiennent à m.

L’anneau grF (D) est commutatif, isomorphe à C{x}[ξ1, . . . , ξn] , avec ξi
la classe de ∂xi dans grF1 (D). L’idéal m est engendré par x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn.

L’anneau gr(u,v)(D(h)) est bigradué et non commutatif en général. Pour
définir les résolutions bigraduées on introduit le module bigradué libreAr[n][m]
avec n,m ∈ Zr : c’est le module Ar muni de la bigraduation

(Ar[n][m])d =
r⊕
i=1

Ad−ni,d−mi .

Une résolution bigraduée libre d’un module à gauche est une suite exacte
bigraduée du type (1.1), où Li est un module bigradué libre. L’idéal m

est engendré par x1, . . . , xn, ∂x1 , . . . , ∂xn , h (où on identifie xi avec sa classe

dans grVui(D
(h)), ∂xi avec sa classe dans gr

(u,v)
vi (D(h)) et h avec sa classe dans

gr
(u,v)
0 (D(h))). C’est l’unique idéal bilatère bigradué maximal.

Enfin, l’anneau bigrD est bigradué et commutatif. Une résolution bi-
graduée libre est constituée de modules bigradués libres. Notons ξi la classe
de ∂xi dans bigr(1,vi)

(D), et xi la classe de xi dans bigr(0,ui)
(D). L’idéal m est

engendré par x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn, c’est l’unique idéal bigradué maximal.
Dans tous ces cas, les résolutions minimales existent et sont uniques à

isomorphisme près, ce que l’on démontre de façon similaire au cas commutatif
(voir plus particulièrement [12] pour les cas non commutatifs).

Minimalisation

Dans ce paragraphe, A est l’un des anneaux considérés ci-dessus. Pour
obtenir une résolution minimale d’un A-module M , on peut partir d’une
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résolution libre graduée quelconque

· · · → Li
φi→ Li−1 → · · · → L0

φ0→M → 0

Supposons que cette résolution ne soit pas minimale, i.e. il existe i ≥ 1 et un
vecteur de base e0 de Li tel que φi(e0) /∈ mLi−1.

Le module
Li
Ae0

est libre de rang ri − 1 et le module

Li−1

Aφi(e0)

est libre de rang ri−1− 1 car on peut compléter le vecteur φi(e0) en une base
de Li−1, par le Lemme de Nakayama. Le complexe

· · · → Li
Ae0

φi→ Li−1

Aφi(e0)
→ · · · → L0

φ0→M → 0

est une résolution libre graduée de M (cf. [10], preuve du Théorème 1.6).
Or les rangs ont strictement diminué, on peut donc faire cette opération un
nombre fini de fois, jusqu’à obtenir une résolution minimale.

Interprétation des nombres de Betti avec le foncteur Tor

On peut interpréter les nombres de Betti d’une résolution minimale d’un
A-module M au moyen du foncteur Tor. On a toujours

A

m
' C

dans les cas A = grV (D(h)) ou A = bigrD. On voit de cette manière C comme
un A-module à droite.

Lemme 1.1.1 ([10], Proposition 1.7). ∀i, ri = dimC(TorAi (C,M)).

1.1.3 Résolutions filtrées de D-modules et de D[s]-modules

Considérons maintenant l’anneau D. On ne peut pas parler directement
de résolution minimale dans la catégorie des D-modules, mais on sait le faire
via une graduation ou une homogénéisation, dans la catégorie des D-modules
munis d’une bonne filtration.

Soit M un D-module. Rappelons que Fd(D) désigne la filtration F (0,1)(D).
Une filtration de M est une collection {Fd(M)}d∈Z de C{x}-sous-modules de
M telle que

⋃
Fd(M) = M et pour tous d, d′ ∈ Z, Fd(M) ⊂ Fd+1(M) et

Fd′(D)Fd(M) ⊂ Fd+d′(M).
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Définition 1.1.3. (Fd(M)) est une bonne filtration si il existe f1, . . . , fr ∈
M et n1, . . . , nr ∈ Z tels que

∀d ∈ Z, Fd(M) = Fd−n1(D)f1 + · · ·+ Fd−nr(D)fr.

Autrement dit, une filtration est bonne si il existe une suite exacte filtrée

Dr[n]
φ→M → 0.

On retrouve la définition en posant φ(ei) = fi.
Par exemple, soit n ∈ Zr, on note Dr[n] le D-module Dr muni de la bonne

filtration Fd(Dr[n]) =
⊕

i Fd−ni(D).
Supposons M muni d’une bonne filtration (Fd(M)).

Définition 1.1.4. Une résolution libre filtrée de M est une résolution

· · · → L1
φ1→ L0

φ0→M → 0

avec Li = Dri [n(i)], telle que pour tout d ∈ Z,

· · · → Fd(L1)
φ1→ Fd(L0)

φ0→ Fd(M)→ 0

est une suite exacte.
Une résolution libre filtrée minimale est une résolution libre filtrée qui

induit une résolution libre graduée minimale de grF (M) :

· · · → grFL1
φ1→ grFL0

φ0→ grFM → 0.

On va voir qu’une telle résolution existe et est unique à isomorphisme
filtré près.

Détaillons le devenir des flèches φi par le passage au gradué. Soit

φ : Dr[n]→ Dr′ [n′]

définie par φ(ei) =
∑
ai,jej, avec ai,j ∈ Fni−n′j(D). Par passage au gradué on

obtient
φ : grF (D)r[n]→ grF (D)r

′
[n′]

Pour d ∈ Z, on considère l’application “symbôle de degré d” :

σd : Fd(D)→ grFd (D)

Notons e1, . . . , er la base canonique de Dr[n] et e1, . . . , er celle de grF (D)r[n],
avec ei de degré ni. On utilise les mêmes notations pour Dr′ [n′]. On a alors

φ(ei) =
∑
j

ai,jej =
∑
j

σni−nj(ai,j)ej ∈ grFni(D)r
′
[n′].
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On peut aussi définir la notion de résolution filtrée minimale via une
homogénéisation. On définit le module de Rees R(M) par :

R(M) = ⊕Fd(M)T d.

C’est un D(h)-module avec l’action suivante :

a(x)∂βhk · (mT d) = (a(x)∂βm)T d+|β|+k.

On a plus généralement un foncteur de Rees, de la catégorie des D-modules
filtrés vers la catégorie de D(h)-modules. Si φ : M → M ′ est un morphisme
de D-modules filtrés, on définit φ̃ : R(M)→ R(M ′) par φ̃(mT d) = φ(m)T d.

En particulier, soit
φ : Dr[n]→ Dr′ [n′]

définie par φ(ei) =
∑
ai,jej, avec ai,j ∈ Fni−n′j(D). Notons (ẽi) la base ca-

nonique de (D(h))r[n]. On a un isomorphisme (D(h))r[n] ' R(Dr[n]), où ẽi
correspond à eiT

ni . Considérons l’application “homogénéisation de degré d” :

Hd : Fd(D)→ (D(h))d

où on homogénéise au moyen de la variable h. On a

ai,jejT
ni = Hni−n′j(ai,j).(ejT

n′j),

alors

φ̃(ẽi) = φ(ei)T
ni = (

∑
j

ai,jej)T
ni =

∑
j

Hni−n′j(ai,j).(ejT
n′j)

=
∑
j

Hni−n′j(ai,j)ẽj.

On envisage maintenant une résolution filtrée

· · · → L1
φ1→ L0

φ0→M → 0 (1.2)

qui induit une résolution graduée minimale

· · · → RL1
φ1→ RL0

φ0→ RM → 0.

D’après [12], Theorem 3.4, une telle résolution existe et est unique à isomor-
phisme filtré près. Nous définirons ceci comme la résolution minimale via
l’homogénéisation.

Lemme 1.1.2. Cette définition est équivalente à la définition via la gradua-
tion.
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Preuve Soit une résolution filtrée

· · · → L1
φ1→ L0

φ0→M → 0. (1.3)

Elle est minimale via la graduation (resp. via l’homogénéisation) si les coef-
ficients des matrices φi (resp. φ̃i) sont dans l’idéal maximal approprié. Or les
coefficients de φi sont les σni−nj(ai,j) tandis que les coefficients de φ̃i sont les
Hni−nj(ai,j). On conclut en remarquant que

σni−nj(ai,j) = Hni−nj(ai,j)|h=0

modulo un abus de notation .�
Par conséquent, on a existence et unicité des résolutions minimales via la

graduation (i.e. satisfaisant la Définition 1.1.4).
Traitons aussi les D[s]-modules. On pose

Fd(D[s]) = {
∑

Pis
i,∀i, ordF (Pi) + i ≤ d}.

On définit comme précédemment la notion de bonne filtration pour un D[s]-
module, puis la notion de résolution libre filtrée minimale via la graduation.
Ici, m est l’idéal de grF (D[s]) engendré par x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn, s, avec ξi la
classe de ∂xi dans grF1 (D[s]).

1.1.4 Résolutions bifiltrées de D-modules

On a même, pour les D-modules munis d’une bonne bifiltration, la notion
de résolution libre minimale bifiltrée. Ces résolutions bifiltrées minimales ont
éte étudiées par T. Oaku et N. Takayama dans [22] dans le cas de l’algèbre
de Weyl (i.e. les coefficients sont polynomiaux), puis par M. Granger et T.
Oaku dans [12] dans le cas de D.

Précisons ces notions. Soit (m1, . . . ,mr) ∈ Zr. On définit sur Dr une
filtration décalée

F
(u,v)
k [m](Dr) = {(P1, . . . , Pr) ∈ Dr|∀i, ord(u,v)(Pi) +mi ≤ k}

Fixons un vecteur de poids admissible (u, v) 6= (0, 1).

Notation spéciale : Nous noterons Fd(D) = F
(0,1)
d (D) et Vk(D) = F

(u,v)
k (D).

Cette dernière notation est motivée par la notion de V -filtration que nous
étudierons au chapitre 2.

Soit M un D-module. Une bifiltration de M est une collection

{Fd,k(M)}d,k∈Z

de C{x}-sous-modules de M telle que
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⋃
Fd,k(M) = M ,

∀d, k ∈ Z, Fd,k(M) ⊂ Fd+1,k(M) ∩ Fd,k+1(M) et

∀d, d′, k, k′ ∈ Z, (Fd′(D) ∩ Vk′(D))Fd,k(M) ⊂ Fd+d′,k+k′(M).

Définition 1.1.5. (Fd,k(M)) est une bonne bifiltration si il existe f1, . . . , fl ∈
M et n1, . . . , nl,m1, . . . ,ml ∈ Z tels que

Fd,k(M) = (Fd−n1(D) ∩ Vk−m1(D))f1 + · · ·+ (Fd−nl(D) ∩ Vk−ml(D))fl.

Par exemple, soit n,m ∈ Zr, on note Dr[n][m] le D-module Dr muni de la
bonne bifiltration

(F
(0,1)
d [n](Dr) ∩ F (u,v)

k [m](Dr))d,k.

Une bifiltration est donc bonne si il existe une suite exacte bifiltrée

Dr[n][m]
φ→M → 0.

On retrouve la définition en posant φ(ei) = fi.
SoitM muni d’une bonne bifiltration.M est muni d’une bonne F -filtration :

Fd(M) = ∪k∈ZFd,k(M)

ainsi que d’une V -filtration :

Vk(M) = ∪d∈NFd,k(M).

On définit aussi les filtrations décalées sur un module libre (D(h))r.
R(M) est muni d’une bonne V -filtration

Vk(R(M)) = ⊕dFd,k(M)T d.

On peut alors définir le module

grV (R(M)) =
⊕
k

grVk (R(M)) '
⊕
k

⊕
d

Fd,k(M)T d

Fd,k−1(M)T d
.

C’est un module bigradué sur l’anneau grV (D(h)). Dans cette catégorie, on
peut parler de résolution libre minimale.

Définition 1.1.6. Une résolution libre bifiltrée de M est une suite exacte

· · · → L1 → L0 →M → 0
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avec Li = Dri [n(i)][m(i)], telle que ∀d, k ∈ Z,

· · · → Fd,k(L1)→ Fd,k(L0)→ Fd,k(M)→ 0

est une suite exacte.
Une résolution libre bifiltrée minimale de M est une résolution libre bi-

filtrée qui induit une résolution libre bigraduée minimale de grV (R(M))

· · · → grV (R(L1))→ grV (R(L0))→ grV (R(M))→ 0.

Une telle résolution existe et est unique à isomorphisme bifiltré près ([12],
Theorem 3.7). En particulier, les exposants ri et les décalages [n(i)][m(i)] sont
des invariants du D-module bifiltré M .

Définition 1.1.7. On appelle nombres de Betti du module bifiltré (M, (Fd,k))
(resp. décalages) les exposants (resp. décalages) de la résolution minimale
bifiltrée de M .

Régularité

Nous parlerons de la régularité d’un D-module M bifiltré de type fini, au
sens de la première filtration. Soit une résolution minimale bifiltrée de M :

· · · → Dr1 [n(1)][m(1)]→ Dr0 [n(0)][m(0)]→M → 0.

Définition 1.1.8. regFM = supi,j(n
(i)
j − i).

De même, on définit la régularité d’un module bigradué de type fini sur
l’anneau bigrD, au sens de la première graduation.

Remarque : Résolution minimale bifiltrée et changement de coor-
données Soit φ : D ' D un isomorphisme d’anneaux bifiltré, i.e.,

∀d, k, φ(Fd,k(D)) = Fd,k(D).

Soit M un D-module muni d’une bonne bifiltration, on définit un D-module
Mφ comme suit : Mφ = M en tant qu’ensemble, muni de l’action de P ∈ D :

P •m = φ(P )m

pour m ∈Mφ. On munit Mφ de la bonne bifiltration Fd,k(Mφ) = Fd,k(M).

Lemme 1.1.3. Les invariants de la résolution minimale de M et de Mφ sont
les mêmes.
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Preuve φ s’étend en un automorphisme gradué V -filtré de l’anneau D(h) en
posant φ(h) = h. Cet automorphisme s’étend ensuite en un automorphisme
bigradué de l’anneau grV (D(h)). Soit

· · · φ2→ L1
φ1→ L0

φ0→M → 0

une résolution minimale de M , avec φ0(ei) = mi et pour i ≥ 1, φi représentée

par la matrice (a
(i)
j,k). On a alors une résolution minimale de Mφ qui a les

mêmes nombres de Betti et décalages :

· · · ψ2→ L1
ψ1→ L0

ψ0→M → 0

avec ψ0(ei) = mi, et pour i ≥ 1, ψi représentée par la matrice (φ−1(a
(i)
j,k)).�

On rencontrera un exemple d’application de ce lemme au chapitre 2.

1.1.5 Bases standard

Commençons par travailler dans A = C[x1, . . . , xn]. Nous introduisons les
bases standard pour les A-modules, en vue de l’algorithme de Schreyer qui
permet de construire des résolutions libres. Voir les détails et les démonstrations
dans [9], chapitre 15.

Soit < un ordre monomial sur Nn×{1, . . . , r}. Ici on suppose que l’ordre
est bon. Par exemple sur Nn on peut prendre l’ordre lexicographique. Soit
P =

∑
λα,kx

αek ∈ Ar = ⊕Aek. On note N (P ) = {(α, i), aα,i 6= 0} le dia-
gramme de Newton de P , et Exp(P ) = max<N (P ).

Soient P, P1, . . . , Pl ∈ Ar. Soit ∆ =
⋃

(Exp(Pi) + Nn).

Définition 1.1.9. Une division de P par P1, . . . , Pl est une écriture

P =
∑

QiPi +R

avec Qi ∈ A,R ∈ Ar,N (R) ∩∆ = ∅ et pour tout i, Exp(QiPi) ≤ Exp(P ).

Les divisions existent et ne sont pas uniques (on définira plus loin des
divisions uniques). On dira que P est divisible par P1, . . . , Pl si il existe une
division de P par P1, . . . , Pl où le reste R est nul.

Définition 1.1.10. Soit N un sous-module de Ar. Des éléments P1, . . . , Pl
de N forment une base de Gröbner de N si⋃

(ExpPi + Nn) = {ExpP, P ∈ N}.
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Une base de Gröbner est en fait un système de générateurs. Pour α, β ∈
Nn, on pose ppcm(α, β) = (max(αi, βi))i. Soient P1, . . . , Pl ∈ Ar. Posons

Exp(Pi) = (α(i), ki). On écrit Pi = λix
α(i)
eki + . . . , avec λi ∈ C. Si pour un

couple i < j, ki = kj, on définit le S-opérateur

S(Pi, Pj) = λjx
α(i,j)−α(i)

Pi − λixα
(i,j)−α(j)

Pj

avec α(i,j) = ppcm(α(i), α(j)).

Proposition 1.1.1 (Critère de Buchberger). P1, . . . , Pl est une base de Gröbner
du module engendré si et seulement si les S-opérateurs sont divisibles par
P1, . . . , Pl.

Donnons maintenant un moyen algorithmique de construire une base de
Gröbner de N à partir d’un système de générateurs P1, . . . , Pl.

Algorithme de Buchberger : On part de P1, . . . , Pl. On divise les S-
opérateurs éventuels par P1, . . . , Pl. Si un reste non nul apparâıt dans une
division, on ajoute ce reste à la liste P1, . . . , Pl. On recommence, le processus
s’arrête au bout d’un nombre fini d’étapes.

Algorithme de Schreyer Soit P1, . . . , Pl une base de Gröbner du module
engendré. On a des divisions S(Pi, Pj) =

∑
kQ

(i,j)
k Pk, donc des relations

λjx
α(i,j)−α(i)

εi − λixα
(i,j)−α(j)

εj −
∑
k

Q
(i,j)
k εk

dans le sous-module de
⊕

Aεk des relations entre P1, . . . , Pl.

Proposition 1.1.2. Il existe un ordre monomial tel que ces relations forment
une base de Gröbner du module des relations entre P1, . . . , Pl.

Cela permet de construire de proche en proche une résolution libre du
module

Ar

(P1, . . . , Pl)
,

c’est ce qu’on appellera l’algorithme de Schreyer.
On veut passer à l’anneau D. Voir [7], section 2. L’ordre considéré n’est

plus bon. Les coefficients étant des séries, on parle alors de bases standard à
la place des bases de Gröbner. On prend un ordre adapté à la F -filtration.
Par exemple, définissons un ordre convenable < sur N2n. Fixons un bon ordre
<′ sur N2n. Soit (α, β), (α′, β′) ∈ N2n. On pose

(α, β) < (α′, β′) ssi

{ ∑
βi <

∑
β′i

ou
∑
βi =

∑
β′i et (α, β) >′ (α′, β′).

24



On a des divisions, à condition d’ajouter des hypothèses sur les quotients.
Soit P =

∑
aα,β,ix

α∂βei ∈ Dr. On note N (P ) = {(α, β, i), aα,β,i 6= 0} le
diagramme de Newton de P , et Exp(P ) = max<N (P ). Soient P, P1, . . . , Pl ∈
Dr. Soit ∆ =

⋃
(Exp(Pi) + N2n+1) et pour 1 ≤ i ≤ l,

∆i = (Exp(Pi) + N2n+1) \
i−1⋃
j=1

∆j.

Théorème 1.1.1. Il existe une unique division

P =
∑

QiPi +R

telle que R ∈ Dr, N (R)∩∆ = ∅ et pour tout i, Qi ∈ D et N (Qi)+Exp(Pi) ⊂
∆i.

Définition 1.1.11. Soit I un idéal de D engendré par P1, . . . , Pl. On dit que
P1, . . . , Pl est une base F -involutive de I si les symboles σF (P1), . . . , σF (Pl)
engendrent grF (I).

Les algorithmes de Schreyer et de Buchberger restent valables. De plus,
si P1, . . . , Pl ∈ D est une base standard, alors c’est une base F -involutive.

Enfin, on s’intéresse à l’anneau D(h). Voir ici [2], 3. et [12], 4.1. On
considère des ordres monomiaux adaptés à la V -filtration.

Décrivons ces ordres pour les idéaux de D(h), i.e. sur N2n+1. Le vecteur
(α, β, k) représente le monôme xα∂βhk. Pour (α, β) ∈ N2n, notons L(α, β) =∑
uiαi +

∑
viβi, et |β| =

∑
βi. Fixons un bon ordre <′ sur N2n. On définit :

(α, β, k) < (α′, β′, k′) ssi
|β|+ k < |β′|+ k′

ou |β|+ k = |β′|+ k′ et L(α, β) < L(α′, β′)
ou |β|+ k = |β′|+ k′, L(α, β) = L(α′, β′) et |β| < |β′|
ou |β|+ k = |β′|+ k′, L(α, β) = L(α′, β′), |β| = |β′| et (α, β) >′ (α′, β′).

On peut diviser (de façon unique) un élément de (D(h))r homogène par des
éléments homogènes, et les algorithmes de Buchberger et de Schreyer restent
valables.

Précisons que pour P =
∑
aα,β,k,ix

α∂βhkei ∈ (D(h))r, on a N (P ) =
{(α, β, k, i), aα,β,k,i 6= 0}, et Exp(P ) = max<N (P ). Pour P1, . . . , Pl ∈ (D(h))r

homogènes, ∆ =
⋃

(Exp(Pi) + N2n+1) et ∆i = (Exp(Pi) + N2n+1) \
⋃i−1
j=1 ∆j.

Une base standard est une base V -involutive, et l’algorithme de Schreyer
fournit une résolution libre graduée V -adaptée.
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Notons aussi l’analogue formel de ces considérations. On peut remplacer
D par D̂ et D(h) par D̂(h), i.e. on remplace les coefficients analytiques par des
séries formelles. Les démonstrations dans ce cas sont beaucoup plus simples,
car c’est l’analycité des quotients et du reste dans une division qui est difficile
à établir.

1.1.6 Complexes de Koszul

Donnons deux présentations du complexe de Koszul.

Par produit extérieur

Soit A un anneau commutatif noethérien. Soient a1, . . . , ar des éléments
de A. Soit e1, . . . , er la base canonique de Ar. On définit a =

∑
aiei ∈

∧1An.
Le complexe de Koszul K(A; a1, . . . , ar) est le suivant :

0→
0∧
Ar

∧a→
1∧
Ar

∧a→ · · · ∧a→
r∧
Ar → 0.

Ce complexe est une résolution du module A/(ai) si a1, . . . , ar forment une
suite régulière de A. (cf. [9], theorem 17.4.).

Cas classique (version duale)

Dans le cas non commutatif, l’agèbre extérieure n’est pas définie. On peut
néanmoins former un complexe de Koszul K ′(A; a1, . . . , ar) à condition que
les éléments a1, . . . , ar commutent deux à deux. Supposons que A est une
C-algèbre. Le complexe K ′(A; a1, . . . , ar) est le complexe de A-modules à
gauche libres suivant :

0→ A⊗C

r∧
Cr δa→ A⊗C

r−1∧
Cr δa→ · · · δa→ A⊗C

0∧
Cr → 0.

Soit e1, . . . , er la base canonique de Cr. Soit I = (I1, . . . , Il) un multi-indice
de longueur l. On définit δa dans la base (1⊗ eI)I par

δa(1⊗ eI) =
∑
k

(−1)k−1aIk ⊗ eI\Ik .

Si A est commutatif noethérien, le complexe K ′(A; a1, . . . , ar) est autodual et
est isomorphe au complexe K(A; a1, . . . , ar) (cf. [9], Proposition 17.15.). C’est
donc une résolution du module A/(ai) si a1, . . . , ar est une suite régulière.

On s’intéresse au cas de A = grV (D(h)). On considère la filtration F (0,1)(A)
et pour P ∈ A, on note σ(0,1)(P ) le symbole de P dans gr(0,1)(A). Notons que
ce dernier anneau est commutatif.
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Lemme 1.1.4. Soient a1, . . . , ar des éléments bihomogènes de A, qui com-
mutent deux à deux, tels que σ(a1), . . . , σ(ar) est une suite régulière de gr(0,1)(A).
Alors le complexe K ′(A; a1, . . . , ar) est une résolution bigraduée F -filtrée du
module A/(ai).

Preuve On montre d’abord que a1, . . . , ar est une base involutive du mo-
dule qu’ils engendrent, par récurrence sur l’ordre en utilisant la régularité de
la suite σ(0,1)(a1), . . . , σ(0,1)(ar). On utilise ensuite le complexe

K ′(gr(0,1)(A);σ(0,1)(a1), . . . , σ(0,1)(ar))

pour montrer que le complexe K ′(A; a1, . . . , ar) est acyclique en degré négatif,
on peut le faire par récurrence sur l’ordre ou utiliser directement [12], Pro-
position 2.6. (adaptée à l’anneau A).

1.2 Passage au commutatif et h-saturation

1.2.1 Passage au commutatif

Une résolution libre bifiltrée minimale de M est une suite exacte bifiltrée

· · · → L1 → L0 →M → 0

avec Li = Dri [n(i)][m(i)], qui induit une résolution libre minimale

· · · → grV (R(L1))→ grV (R(L0))→ grV (R(M))→ 0 (1.4)

Cette dernière résolution est un complexe de modules sur l’anneau grV (D(h)).
C’est un anneau noethérien non commutatif. Notre objectif est d’étudier les
nombres de Betti et les décalages de la résolution minimale bifiltrée de M . On
se propose, sous certaines conditions, de se ramener à une situation d’algèbre
commutative. Nous entendons par là que nous définirons un module bigr(M)
sur l’anneau commutatif bigr(D), possédant une résolution minimale dont
les invariants sont ceux du module M de départ.

Reprenons la suite exacte (1.4). On souhaite déshomogénéiser.

Lemme 1.2.1. On a un isomorphisme d’anneaux

grV (D) ' grV (D(h))

(h− 1)
.

Proposition 1.2.1. On a un isomorphisme de grV (D)-modules gradués :

ψ : grV (M) ' grV (D)⊗grV (D(h)) grV (R(M)).
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On a

grV (D)⊗grV (D(h)) grV (R(M)) ' grV (R(M))

(h− 1)grV (R(M))
' ⊕k

grVk (R(M))

(h− 1)grVk (R(M))
.

La dernière flèche est un isomorphisme de C-espaces vectoriels. Ainsi est
définie la V -graduation.

Preuve Précisons le morphisme

ψ : ⊕grVk (M)→ grV (D)⊗⊕d,k
Fd,k(M)T d

Fd,k−1(M)T d
.

Soit m̄ ∈ grVk (M),m ∈ Fd,k(M). On pose ψ(m̄) = 1⊗ [mT d] où [mT d] désigne
la classe de mT d dans Fd,k(M)T d/Fd,k−1(M)T d.
Montrons que ψ est bien définie. Supposons m ∈ Fd1,k(M) ∩ Fd2,k(M) avec
d1 < d2. Alors

1⊗ [mT d1 ] = hd2−d1 ⊗ [mT d1 ] = 1⊗ [mT d1+d2−d1 ] = 1⊗ [mT d2 ]

donc ψ(m̄) ne dépend pas de l’entier d. D’autre part, si m ∈ Vk−1(M), alors
il existe d tel que m ∈ Fd,k−1(M) et [mT d] = 0 donc ψ(m̄) = 0.
Montrons que ψ est grV (D)-linéaire. Soit m̄ ∈ grVk (M), m ∈ Fd,k(M) et

g(x)∂β ∈ grVk′(D). On a

ψ(g(x)∂β.m̄) = ψ(g(x)∂βm) = 1⊗ [g(x)∂βmT d+|β|].

D’autre part

g(x)∂βψ(m̄) = 1⊗ g(x)∂β.[mT d] = 1⊗ [g(x)∂βmT d+|β|].

On définit ensuite une application

φ : grV (D)× grV (R(M))→ grV (M)

comme suit : pour P ∈ Vk′(D) et m ∈ Fd,k(M), φ(P , [mT d]) = Pm ∈
grVk+k′(M). Montrons que cette application passe au produit tensoriel. Soit
Q = g(x)∂βhl ∈ Vk′′(D(h)), alors

φ(P .Q, [mT d]) = Pg(x)∂βm ∈ grVk+k′+k′′(M)

et

φ(P ,Q.[mT d]) = φ(P , [g(x)∂βmT d+β+l] = Pg(x)∂βm ∈ grVk+k′+k′′(M).
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On a donc une application

φ : grV (D)⊗ grV (R(M))→ grV (M).

Il est clair que φ est grV (D)-linéaire et que ψ et φ sont inverses l’une de
l’autre. �
Le membre de droite de la Proposition 1.2.1 est la déshomogénéisation du
module grV (R(M)), notée ρ(grV (R(M))). Sur ce module, on peut définir une
F -filtration comme suit : grV (R(M)) est muni d’une graduation

(grV (R(M)))d = ⊕k
Fd,k(M)T d

Fd,k−1(M)T d

On définit alors

Fd(ρ(grV (R(M))) = 1⊗ (grV (R(M)))d = 1⊗⊕k
Fd,k(M)T d

Fd,k−1(M)T d
.

L’image de cette filtration par l’isomorphisme ψ−1 définit une F -filtration
sur grV (M) :

Fd(grV (M)) = ψ−1(Fd(ρ(grV (R(M)))) = ⊕k
Fd,k(M) + Vk−1(M)

Vk−1(M)
.

Le terme de degré d du gradué asocié est :

grFd (grV (M)) = ⊕k
Fd,k(M) + Vk−1(M)

Fd−1,k(M) + Vk−1(M)
.

Supposons maintenant que M vérifie :

∀d, k, Fd,k(M) = Fd(M) ∩ Vk(M). (1.5)

Lemme 1.2.2. Sous cette hypothèse, on a

grFd grVk (M) ' Fd,k(M)

Fd,k−1(M) + Fd−1,k(M)
.

Définition 1.2.1. Un grV (D(h))-module bigradué M est dit h-saturé si l’ap-
plication h : M →M est injective.

Lemme 1.2.3. grV (R(M)) est h-saturé⇔ ∀d, k, Fd,k(M) = Fd(M)∩Vk(M).

Ce lemme exprime la h-saturation du module grV (R(M)) sous une forme
particulièrement simple, en termes de la bifiltration de M . Il découle des
deux lemmes suivants.

Lemme 1.2.4. grV (R(M)) est h-saturé ⇔
∀d, k, Fd,k(M) = Fd+1,k(M) ∩ Fd,k+1(M).
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Preuve grV (R(M)) est h-saturé ⇔

pour tous d, k, l’application h :
Fd,k(M)T d

Fd,k−1(M)T d
→ Fd+1,k(M)T d+1

Fd+1,k−1(M)T d+1
est injective.

Cela équivaut à :

∀d, k, Fd,k(M) ∩ Fd+1,k−1(M) ⊂ Fd,k−1(M)

⇔ (∀d, k, Fd,k(M) = Fd+1,k(M) ∩ Fd,k+1(M))

Lemme 1.2.5. (∀d, k, Fd,k(M) = Fd+1,k(M) ∩ Fd,k+1(M))⇔
(∀d, k, Fd,k(M) = Fd(M) ∩ Vk(M))

Preuve Supposons (∀d, k, Fd,k(M) = Fd+1,k(M) ∩ Fd,k+1(M)). Soit x ∈
Fd(M) ∩ Vk(M). On sait ∃i ≥ 0, x ∈ Fd+i,k(M) ∩ Fd,k+i(M). Alors x ∈
Fd′,k′(M) si 

d′ ≥ d
k′ ≥ k
d′ + k′ = d+ k + 2i− 1

Montrons par récurrence descendante sur j ≥ 0 que x ∈ Fd′,k′(M) si
d′ ≥ d
k′ ≥ k
d′ + k′ = d+ k + j

Le premier pas de la récurrence est donné par j = 2i − 1. Supposons la
propriété vraie au rang j. Soit (d′, k′) tel que

d′ ≥ d
k′ ≥ k
d′ + k′ = d+ k + j − 1

On a x ∈ Fd′+1,k′(M) ∩ Fd′,k′+1(M) ⊂ Fd′,k′ . Pour j = 0 on a donc x ∈
Fd,k(M).
La réciproque est évidente.�

On va alors énoncer un résultat analogue au théorème 3.4 de [12], ce qui
fournira une définition des résolutions minimales bifiltrées via la bigradua-
tion.

Auparavant, on a besoin d’un résultat analogue à la Proposition 3.3

de [12]. L’isomorphisme d’anneaux grV (D) ' grV (D(h))
(h−1)

nous a permis de

définir un foncteur ρ = grV (D) ⊗grV (D(h)) − dit de déshomogénéisation, de
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la catégorie des grV (D(h))-modules bigradués vers la catégorie des grV (D)-
modules gradués F -filtrés.

Réciproquement, on a un isomorphisme d’anneaux R(grV (D)) ' grV (D(h))
qui fournit un foncteur d’homogénéisation noté encore R, de la catégorie des
grV (D)-modules gradués F -filtrés vers la catégorie des grV (D(h))-modules
bigradués.

Proposition 1.2.2. Les foncteurs ρ et R sont exacts et établissent une
équivalence de catégorie entre la catégorie des grV (D(h))-modules bigradués
h-saturés de type fini et la catégorie des grV (D)-modules gradués munis d’une
bonne F -filtration.

La démonstration est analogue à celle de la Proposition 3.3 de [12].
Notation : Pour un D-module bifiltré M , notons

bigr(M) = ⊕d,k
Fd,k(M)

Fd−1,k(N) + Fd,k−1(M)
.

C’est un module bigradué sur l’anneau bigr(D) commutatif.

Théorème 1.2.1. Soit M un D-module muni d’une bonne bifiltration tel
que ∀d, k, Fd,k(M) = Fd(M) ∩ Vk(M). Alors il existe une unique résolution
bifiltrée libre

· · · → L1 → L0 →M → 0.

qui induit une résolution bigraduée minimale libre

· · · → bigr(L1)→ bigr(L0)→ bigr(M)→ 0.

De plus cette résolution est la résolution minimale bifiltrée de M au sens de
la Définition 1.1.6.

Preuve Partons de la résolution bifiltrée minimale de M :

· · · → L1 → L0 →M → 0 (1.6)

Par définition, elle induit une résolution bigraduée libre minimale

· · · → grV (R(L1))→ grV (R(L0))→ grV (R(M))→ 0. (1.7)

Déshomogénéisons la résolution (1.7), i.e. appliquons le foncteur ρ, pour ob-
tenir un complexe

· · · → L′1 → L′0 → grV (M)→ 0 (1.8)
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où L′i ' grV (Li).
Or M vérifie l’hypothèse (1.5) et chaque Li également, alors les modules

grV (R(Li)) et grV (R(M)) sont h-saturés d’après le Lemme 1.2.3, donc le
complexe (1.8) est F -filtré par la Proposition 1.2.2. On peut le F -graduer
pour obtenir une suite exacte bigraduée

· · · → bigr(L1)→ bigr(L0)→ bigr(M)→ 0 (1.9)

en utilisant le Lemme 1.2.2.
Pour passer de (1.7) à (1.9), dans les matrices on fait h = 0, alors la

résolution (1.9) est minimale. On a donc montré que la résolution bifiltrée
minimale de M satisfait l’énoncé. De plus, le module bigradué bigr(M) et le
module bifiltré M ont les mêmes nombres de Betti.

Pour montrer l’unicité, on va montrer qu’une résolution satisfaisant l’énoncé
est une résolution minimale bifiltrée. Soit donc

· · · → L1 → L0 →M → 0 (1.10)

une résolution bifiltrée qui induit une résolution bigraduée minimale

· · · → bigr(L1)→ bigr(L0)→ bigr(M)→ 0.

La résolution (1.10) a donc les nombres de Betti du module bigradué grV (R(M)).
D’autre part, en appliquant à (1.10) le foncteur de Rees puis en graduant par
rapport à la V -filtration, on obtient une suite exacte bigraduée

· · · → grV (R(L1))→ grV (R(L0))→ grV (R(M))→ 0.

Cette suite exacte est donc une résolution minimale bigraduée. �

Corollaire 1.2.1. Sous les hypothèse du théorème, les nombres de Betti et
les décalages du module bifiltré M sont les nombres de Betti et les décalages
du module bigradué bigr(M).

Donnons un énoncé sur la remontée des suites exactes bigraduées.

Proposition 1.2.3. Soient M1,M2,M3 des D-modules munis de bonnes bi-
filtrations tels que ∀i, d, k, Fd,k(Mi) = Fd(Mi) ∩ Vk(Mi). Soit un complexe
bifiltré

M1 →M2 →M3.

Alors

1. La suite bigrM1 → bigrM2 → bigrM3 est un complexe.

2. Si ce dernier est exact, alors le complexe M1 → M2 → M3 est bifiltré
exact.
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Preuve bigrM1 → bigrM2 → bigrM3 est un complexe : suivre les étapes
de la démonstration du Théorème 1.2.1 : homogénéisation, V -graduation,
déhomogénéisation, F -graduation.

Supposons le complexe bigrM1 → bigrM2 → bigrM3 exact. Alors le com-
plexe

grVM1 → grVM2 → grVM3

est exact (remontée des suites exactes F -filtrées) et V -gradué. Le complexe

grV RM1 → grV RM2 → grV RM3

est exact (homogénéisation) bigradué. Le complexe

RM1 → RM2 → RM3

est exact gradué V -filtré d’après [12], Proposition 2.5. Finalement par déhomogénéisation,
le complexe

M1 →M2 →M3

est exact bifiltré. �

1.2.2 h-saturation et bases standard

Soit W l’anneau grV (D(h)). Soit M un W -module bigradué de type fini,
admettant une présentation bigraduée

M ' W r

N
.

On va caractériser la h-saturation de M au moyen des bases standard, pour
un ordre adéquat.

Définissons un ordre monomial <′ sur N2n+1. Fixons un bon ordre <′′ sur
N2n. Le vecteur (α, β, k) représente le monôme xα∂βhk ∈ W . On pose

(α, β, k) <′ (α′, β′, k′) ssi
|β|+ k < |β′|+ k′

ou |β|+ k = |β′|+ k′ et |β| < |β′|
ou |β|+ k = |β′|+ k′, |β| = |β′| et (α, β) >′′ (α′, β′).

Suivant les notations de la section 1.1.6, il s’agit d’un ordre adapté à la forme
linéaire L(α, β) = |β|. Pour les sous-modules de W r, on définit un ordre <
sur N2n+1 × Nr par

(α, β, k, i) < (α′, β′, k′, i′) ssi

{
(α, β, k) <′ (α′, β′, k′)
ou (α, β, k) = (α′, β′, k′) et i < i′.
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Avec un tel ordre, on peut diviser un élément bihomogène par des éléments
bihomogènes.

Notons que si (α, β, k, i) ≥ (α′, β′, k′, i′) et |β|+k = |β′|+k′, alors k ≤ k′.

Définition 1.2.2. Pour P ∈ W r, on note in(P ) le monôme dont l’exposant
est Exp(P ).

Définition 1.2.3. Une base standard P1, . . . , Ps de N est dite minimale si

∀i,ExpPi /∈
⋃
j 6=i

(
ExpPj + N2n+1

)
.

Proposition 1.2.4. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. W r/N est h-saturé.

2. Il existe une base standard P1, . . . , Ps bihomogène de N telle que pour
tout i, h ne divise pas Pi.

3. Pour toute base standard minimale P1, . . . , Ps bihomogène de N , pour
tout i, h ne divise pas Pi.

4. Pour toute base standard minimale P1, . . . , Ps bihomogène de N , pour
tout i, h ne divise pas inPi.

Preuve Montrons 1) ⇒ 2). Soit P1, . . . , Ps une base standard. Supposons
h divise Pi. Par h-saturation, Pi

h
∈ I. Or in(Pi

h
) = inPi

h
donc

Exp
Pi
h
∈
⋃
j 6=i

(
ExpPj + N2n+1

)
,

d’où
ExpPi ∈

⋃
j 6=i

(
ExpPj + N2n+1

)
.

On peut alors retirer Pi de la base standard. On recommence avec les éléments
restants. Ce processus s’arrête au bout d’un nombre fini d’étapes.

Montrons 2)⇒ 1). Soit P ∈ W r bihomogène tel que hP ∈ N . Montrons
que P ∈ N . Par division, hP =

∑
QiPi avec Qi bihomogènes, et pour tout

i, deg(QiPi) = deg(hP ), ord(0,1)(QiPi) ≤ ord(0,1)(hP ).
Supposons : il existe i tel que h ne divise pas Qi. Alors ord(0,1)Qi = degQi.

Par hypothèse, h ne divise pas Pi donc ord(0,1)Pi = degPi. Alors

ord(0,1)(QiPi) = ord(0,1)(Qi) + ord(0,1)(Pi) = degQi + degPi = deg(hP ).

Or
ord(0,1)(QiPi) ≤ ord(0,1)(hP ) < deg(hP ),
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d’où une contradiction. Donc pour tout i, h divise Qi. Alors P =
∑ Qi

h
Pi ∈ I.

Montrons 2) ⇔ 3) ⇔ 4). On remarque que par définition de l’ordre <,
pour P ∈ W r, on a : h divise P ⇔ h divise inP . Considérons l’escalier de
N :

E =
⋃
i

(
ExpPi + N2n+1

)
obtenu à partir de n’importe quelle base standard bihomogène P1, . . . , Ps.
Les sommets de l’escalier E sont bien définis, notons-les

(α1, β1, k1), . . . , (αl, βl, kl),

où le triplet (α, β, k) correspond au monôme xα∂βxh
k. Il est alors clair que les

assertions 2), 3) et 4) sont équivalentes à la condition suivante :

k1 = · · · = kl = 0.�

On utilisera cette caractérisation de la h-saturation à la section 3.4.2.

1.3 Résolutions minimales génériques

Cette section est motivée par les déformations à µ-constant d’une hyper-
surface complexe à singularité isolée. On introduit ici les résolutions géneriques
en toute généralité pour un D-module. Cela s’appliquera naturellement aux
D-modules géométriques au chapitre 2.

1.3.1 Invariants bifiltrés et structure formelle

Pour définir les résolution génériques, nous aurons besoin de remplacer
les coefficients analytiques par des séries formelles. Nous montrons ici que
ceci n’affecte en rien les invariants tirés des résolutions bifiltrées.

Soit K un corps de caractéristique nulle. L’anneau K[[x]] des séries for-
melles en x1, . . . , xn est noethérien local, d’idéal maximal engendré par x1, . . . , xn.

Soit D̂ = K[[x]]〈∂x〉 l’anneau des opérateurs différentiels formels à coeffi-
cients dans K[x]]. La théorie des résolutions minimales bifiltrées est valable
pour D̂ (existence et unicité des résolutions).

Soit maintenantM unD-module muni d’une bonne bifiltration. On définit
un D̂-module M̂ , le formalisé de M par

M̂ = C[[x]]⊗C{x}M

muni de la bifiltration Fd,k(M̂) = C[[x]] ⊗C{x} Fd,k(M). C’est une bonne
bifiltration car si

Fd,k(M) =
∑
i

Fd−ni,k−mi(D)fi
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alors
Fd,k(M̂) =

∑
i

Fd−ni,k−mi(D̂)fi.

Proposition 1.3.1. Soit L• →M → 0 une résolution minimale bifiltrée de
M . Alors C[[x]]⊗C{x} L• → M̂ → 0 est une résolution minimale bifiltrée de

M̂ . En particulier, M et M̂ ont les mêmes invariants bifiltrés.

Preuve Par définition, on a pour tout (d, k) une suite exacte

Fd,k(L•)→ Fd,k(M)→ 0.

Par platitude de C[[x]] sur C{x}, on a une suite exacte

C[[x]]⊗C{x} Fd,k(L•)→ Fd,k(M̂)→ 0,

donc
C[[x]]⊗C{x} L• → M̂ → 0

est une résolution bifiltrée de M̂ . Par suite,

grV R(C[[x]]⊗C{x} L•)→ grV R(M̂)→ 0

est une résolution de grV R(M̂). Elle est minimale car ses matrices sont les
mêmes que celles de la résolution grV R(L•)→ grV R(M)→ 0.

1.3.2 Cas commutatif

Soit K le corps des fractions de l’anneau C[λ1, . . . , λe]. L’anneau des
séries formelles K[[x]] = K[[x1, . . . , xn]] est local noethérien d’idéal maxi-
mal (x1, . . . , xn).

Définition 1.3.1. Soit g = p
q
∈ K, écrit de manière irréductible. On appelle

pôles de g l’hypersurface V (q) ∈ Ce. Soit g =
∑
gi(λ)xi ∈ K[[x]]. On appelle

pôles de g l’ensemble des pôles des gi. On note cet ensemble pôles(g).

A priori, pour g ∈ K[[x]], l’ensemble pôles(g) est algébriquement gros,
c’est une réunion dénombrable d’hypersurfaces, ce qui n’est pas nécessairement
contenu dans une hypersurface. Fixons un ordre monomial sur Nn.

Lemme 1.3.1. Soit

S = {g ∈ K[[x]],∃V hypersurface stricte de Ce contenant les pôles de g}.

S est un sous-anneau local de K[[x]], avec idéal maximal (x1, . . . , xn). De
plus les divisions existent dans S : soient P, P1, . . . , Pl ∈ S, définissons une
partition de Nn comme suit : ∆i = (exp(Pi)+Nn)\

⋃i−1
j=1 ∆j et ∆ = Nn \∪∆i.

Alors ∃!(Q1, . . . , Ql, R) ∈ Sl+1 tels que
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– P =
∑
QiPi +R

– N (Qi) + exp(Pi) ⊂ ∆i

– N (R) ⊂ ∆.

Preuve Il est clair que S est un sous-anneau de K[[x]]. Montrons que S
est local. Il s’agit de voir que si g0 ∈ K \ 0, g1 ∈

∑
K[[x]]xi, alors g0 + g1 est

inversible dans S. Or dans K[[x]], on a

h =
1

g0 + g1

=
1

g0

(
1− g1

g0

+

(
g1

g0

)2

+ . . .

)
.

Ceci est un élément de S car pôles(h) ⊂ pôles(g) ∪ {g0(λ) = 0}.
Passons aux divisions. On sait qu’elles existent et sont uniques dans

K[[x]], il faut montrer que les quotients et le reste sont dans S. Notons
in(Pi) = c(Pi)x

exp(Pi). avec c(Pi) ∈ K.
Rappelons l’algorithme de division : si P possède un monôme Pαx

α tel
qu’il existe i tel que α ∈ exp(Pi) + Nn, alors on pose

P ′ = P − Pα
c(Pi)

xα−exp(Pi)Pi

puis on repart de P ′. On constate :

pôles(Qk) ⊂

(⋃
i

{c(Pi)(λ) = 0}

)
∪ pôles(P ) ∪

(⋃
i

pôles(Pi)

)
.

De même pour les pôles de R. �
Notons qu’on a de même des divisions dans Sr.

Proposition 1.3.2. Soit N ⊂ K[[x]]r un sous-module engendré par des
éléments de Sr. Alors il existe P1, . . . , Ps ∈ Sr base standard de N . De plus,
il existe une hypersurface stricte V telle que si λ0 /∈ V , alors les éléments
P1(λ0), . . . , Ps(λ0) forment une base standard du sous-module de C[[x]]r qu’ils
engendrent.

Preuve On construit P1, . . . , Ps par l’algorithme de Buchberger. Comme
ceci se fait en un nombre fini d’étapes, ces éléments vivent dans Sr. Ensuite
si c(Pi)(λ0) 6= 0 et c(Pj)(λ0) 6= 0, alors S(Pi, Pj)(λ0) = S(Pi(λ0), Pj(λ0)) et
une division S(Pi, Pj) =

∑
QkPk est évaluable en λ0 si

λ0 /∈ pôles(Si,j) ∪

(⋃
k

pôles(Qk)

)
∪

(⋃
k

pôles(Pk)

)
.
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Donc par le critère de Buchberger, P1(λ0), . . . , Ps(λ0) est une base standard
dans C[[x]]r.

Etudions maintenant la spécialisation des résolutions minimales libres.

Définition 1.3.2. Une suite exacte libre

0→ K[[x]]rt
Mt−→ · · · M2−→ K[[x]]r1

M1−→ K[[x]]r0

est dite spécialisable en λ0 ∈ C si λ0 n’est pas un pôle d’un des coefficients
des matrices Mi et si le complexe

0→ C[[x]]rt
Mt(λ0)−→ · · · M2(λ0)−→ C[[x]]r1

M1(λ0)→ C[[x]]r0

est exact.

Proposition 1.3.3. Soit N ⊂ K[[x]]r un sous-module engendré par des
éléments de Sr. Alors il existe une résolution minimale libre de K[[x]]r/N
spécialisable en dehors d’une hypersurface stricte. En particulier les nombres
de Betti du module coker(M1(λ0)) sont génériquement constants.

Preuve On construit une résolution par l’algorithme de Schreyer : à chaque
étape on a une base standard des relations. Ces bases standard se spécialisent
en dehors d’une hypersurface, en vertu de la proposition précédente. On
minimalise ensuite la résolution obtenue, on effectue parallèlement les mêmes
opérations sur la résolution spécialisée, ce qui est licite pour λ0 générique.
Lorsque la résolution sur K[[x]] est minimale, la résolution spécialisée l’est
aussi.

Stratification Soit Q un idéal premier de C[λ]. On peut former le corps

K = Frac

(
C[λ]

Q

)
.

On peut étudier la spécialisation des résolutions de K[[x]]-modules, comme
ci-dessus. La spécialisation a un sens pour λ0 ∈ V (Q). Soit

SQ = {g ∈ K[[x]],∃V hypersurface stricte de V (Q) contenant les pôles de g}.

On obtient le résultat suivant.

Proposition 1.3.4. Soit N ⊂ K[[x]]r un sous-module engendré par des
éléments de SrQ. Alors il existe une résolution minimale libre de K[[x]]r/N
spécialisable en dehors d’une hypersurface stricte de V (Q).
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Proposition 1.3.5 (Stratification). Soit V une sous-variété affine irréductible

de Ce. Soit M un C[λ]
Q

[[x]]-module de type fini, admettant une présentation

(C[λ]
Q

[[x]])r

(P1, . . . , Pl)

avec Pi ∈ (SQ)r. On note, pour λ0 ∈ V , Mλ0 le C[[x]]-module

(C[[x]])r

(P1, . . . , Pl)
.

Alors il existe une stratification de V par des localement fermés telle que sur
chaque strate, les nombres de Betti de Mλ0 sont constants.

Preuve On sait que les nombres de Betti sont constants en dehors d’une
hypersurface. On décompose cette hypersurface en un nombre fini de variétés
irréductibles. On recommence sur chaque composante, ainsi que sur les in-
tersections de composantes.

1.3.3 Cas des D-modules

Les résultats précédents s’étendent aux modules sur D(h). Les ordres mo-
nomiaux seront ceux adaptés à la V -filtration.

K est défini comme dans le paragraphe sur la stratification. Soit D̂(h)(K) =
K[[x]]〈∂x1 , . . . , ∂xn , h〉. On démontre de la même manière que ci-dessus la pro-
position suivante.

Proposition 1.3.6. Soit N ⊂ (D̂(h)(K))r un sous-module engendré par des
éléments de (SQ〈∂x, h〉)r. Alors il existe une résolution minimale V -adaptée

libre de (D̂(h)(K))r/N spécialisable en dehors d’une hypersurface stricte de
V (Q).

On étend enfin ces résultats aux D-modules bifiltrés. Soit l’anneau

D[λ] = D ⊗C
C[λ]

Q
.

On aD[λ] ⊂ D̂(C[λ]
Q

) ⊂ D̂(K). SoitM unD[λ]-module de type fini, admettant
une présentation

M =
(D[λ])r

(P1, . . . , Pl)

avec Pi ∈ D[λ]r. On définit un D̂(K)-module M̂ = D̂(K) ⊗D[λ] M , muni de
la bifiltration quotient par P1, . . . , Pl.
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Pour λ0 ∈ V , on définit le D-module bifiltré

Mλ0 =
Dr

(P1(λ0), . . . , Pl(λ0))

muni de la bifiltration quotient.

Théorème 1.3.1. Il existe une résolution bifiltrée minimale libre de M̂ sur
D̂(K) qui se spécialise pour λ0 générique en une résolution bifiltrée minimale
libre de Mλ0 sur D.

Preuve On commence par homogénéiser M̂ et Mλ0 parallèlement, en pre-
nant des bases standard F -adaptées. Le processus cöıncide génériquement,
on obtient des présentations V -adaptées de R(M̂) sur D̂(h)(K) et de R(Mλ0)
sur D(h) ⊂ D̂(h), la seconde étant la spécialisée de la première génériquement.

On applique ensuite la Proposition 1.3.6 à R(M̂). On en déduit une
résolution minimale V -adaptée de R(M̂) spécialisable génériquement en une
résolution minimale V -adaptée de R(Mλ0) sur D(h), en effet les coefficients
restent analytiques par unicité des divisions.

On déshomogénéise, et on conclut en remarquant que la déshomogénéisation
commute à la spécialisation.�

On en déduit comme dans le cas commutatif l’existence d’une stratifica-
tion.

Théorème 1.3.2. Il existe une stratification de V par des espaces construc-
tibles telle que sur chaque strate, les invariants bifiltrés de Mλ0 sont constants.

40



Chapitre 2

Résolutions de D-modules
géométriques

2.1 Invariants liés à Dx,t1,...,tpf
s1
1 . . . f

sp
p

Soit f = (f1, . . . , fp) : (Cn, 0) → (Cp, 0) un germe d’application ho-
lomorphe avec pour tout i, fi 6= 0. Notons O = C{x} = C{x1, . . . , xn},
considérons l’espace

O
[

1

f1 . . . fp
, s1, . . . , sp

]
que nous noterons

O
[

1

f1 . . . fp
, s1, . . . , sp

]
f s

(ou de manière abrégée,O[ 1
f
, s]f s) où f s est un symbole, représentant f s11 . . . f

sp
p .

Soit Dx,t l’anneau des opérateurs diférentiels sur Cn × Cp, à coefficients
dans C{x, t}, avec x = (x1, . . . , xn), t = (t1, . . . , tp). On munit O[ 1

f
, s]f s

d’une structure de Dx,t-module comme suit : l’action de O est triviale ; soit
g(x, s) ∈ O[ 1

f
, s], on pose

∂xi .g(x, s)f s =
∂g

∂xi
f s +

∑
j

sjg(x, s)
∂fj
∂xi

f−1
j f s,

ti.g(x, s)f s = g(x, s1, . . . , si + 1, . . . , sp)fif
s,

cette dernière action est bijective, et ∂ti = −sit−1
i agissant sur O[ 1

f
, s]f s.

On note D l’anneau des opérateurs différentiels sur Cn à coefficients dans
C{x}. Pour p = 1, l’espace O[ 1

f
, s]f s est aussi muni d’une structure de D[s]-

module prolongeant celle de D-module, par l’action triviale de s.
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On s’intéressera à partir d’ici au module

Nf = Dx,tf s = Dx,tf s11 . . . f spp ,

le sous Dx,t-module module de O[ 1
f
, s]f s engendré par f s, et pour p = 1, au

module D[s]f s, le sous D[s]-module de O[ 1
f
, s]f s engendré par f s.

On considère la filtration donnée par le vecteur de poids

(0, . . . , 0;−1, . . . ,−1; 0, . . . , 0; 1, . . . , 1)

correspondant aux variables (x1, . . . , xn; t1, . . . , tp; ∂x1 , . . . , ∂xn ; ∂t1 , . . . , ∂tp),
appelée V -filtration le long de t1 = · · · = tp = 0, et la bonne bifiltration
de Nf suivante : Fd,k(Nf ) = Fd,k(Dx,t).f s.

Les invariants bifiltrés de Nf et leur lien avec la singularité définie par
f1, . . . , fp constitue l’objet de notre étude.

Notation : On notera en particulier (βi(f))i les nombres de betti du
module bifiltré Nf .

Donnons une autre description de ce module Nf . En théorie des D-
modules, on a une notion d’image directe notée par le symbole + (cf. [17]).
Soit X ⊂ Cn un voisinage ouvert de 0 sur lequel est définie f . Soit le plon-
gement par le graphe

if : X → X × Cp

défini par if (x) = (x, f1(x), . . . , fp(x)). Pour un DX-module M , on a

if+(M) 'M ⊗C C[∂t1 , . . . , ∂tp ]

avec la structure de Dx,t-module donnée par

ξ.(m⊗ ∂νt ) = ξ(m)⊗ ∂νt −
∑
i

ξ(fi)m⊗ ∂ν+ei
t

pour ξ un champ de vecteurs sur X,

ti.(m⊗ ∂νt ) = fim⊗ ∂νt − νim⊗ ∂
ν−ei
t

et
∂ti .(m⊗ ∂νt ) = m⊗ ∂ν+ei

t .

Dans le cas de M = OX , if+(OX)0 est engendré par 1⊗ 1 sur Dx,t, on prend
la bifiltration associée soit Fd,k(if+(OX)0) = Fd,k(Dx,t).(1 ⊗ 1). On va voir
qu’on a un isomorphisme bifiltré

Nf ' if+(O)0

qui envoie f s sur 1⊗ 1. On utilisera dans la suite cet isomorphisme, de plus
cela nous fournit une définition de Nf même lorsqu’un des fi est la fonction
nulle.
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2.1.1 Premières propriétés des nombres de Betti

Lemme 2.1.1. annDx,t(f
s) = annDx,t(1⊗ 1) est engendré par les éléments

(tj − fj)j, (∂xi +
∑
j

∂fj
∂xi

∂tj)i

et ces éléments forment une base F -involutive.

Preuve On vérifie que les dits éléments annulent f s ∈ Dx,tf s et 1 ⊗ 1 ∈
(if )+(O). On utilise ensuite un changement de variable présent dans [16]

φ : (Cn+p, 0)→ (Cn+p, 0)

défini par φ(xi) = xi et φ(tj) = fj − tj. Ce changement de variable s’étend
en un automorphisme φ? de l’anneau Dx,t, qui est F -filtré (mais pas V -
filtré). Soit I l’idéal engendré par les éléments cités dans l’énoncé. L’idéal
φ?(I) admet pour générateurs (tj)j, (∂xi)i, ils forment une base F -involutive
d’après le Lemme 1.1.4. On montre aisément que cet idéal est maximal.�

Corollaire 2.1.1. 1.

Dx,tf s ' if+(OX)0 '
Dx,t
I

2.

R(Nf ) '
D(h)
x,t

((tj − fj)j, (∂xi +
∑

j
∂fj
∂xi
∂tj)i)

3. La résolution minimale graduée du D(h)
x,t -module R(Nf ) admet pour

nombres de Betti
(
n+p
i

)
, pour i = 0, . . . , n+ p.

Preuve 1) et 2) découlent du Lemme 2.1.1. Pour 3), on reprend l’isomor-
phisme F -filtré φ? de la démonstration du Lemme 2.1.1, on est alors ramené
à calculer la résolution minimale graduée du module

D(h)
x,t

((ti), (∂xi))
.

C’est le complexe de Koszul K(D(h)
x,t ; (ti), (∂xi)) (cf. Lemme 1.1.4).�

Proposition 2.1.1. ∀i, on a βi(f) ≥
(
n+p
i

)
.

43



Preuve Une résolution minimale bifiltrée

· · · → L1 → L0 → Nf → 0

induit une résolution graduée

· · · → R(L1)→ R(L0)→ R(Nf )→ 0

éventuellement non minimale. On peut la minimaliser, d’où le résultat d’après
le corollaire 2.1.1, 3).�

Notons que les nombres de Betti
(
n+p
i

)
sont atteints, pour (f1, . . . , fp) =

(x1, . . . , xp). On peut le vérifier par un calcul de bases standard, mais nous
le démontrerons comme corollaire d’énoncés plus généraux.

2.1.2 Définition d’invariants analytiques

Les résultats suivants sont inspirés de [4].
Soit f1, . . . , fp ∈ O définies surX ouvert. On veut, dans un premier temps,

définir des invariants de l’idéal de O engendré par f1, . . . , fp. Supposons
g1, . . . , gp′ ∈

∑
Ofi. Soit V ∈ Zl. Pour β ∈ N, notons V β la concaténation

β-fois du vecteur V , donc V β ∈ Zlβ. Notons 1 ∈ Zβ le vecteur (1, . . . , 1).

Proposition 2.1.2.

∀i, βi(f, g) =
i∑

k=0

(
p′

k

)
βi−k(f)

Si les décalages au cran i pour Nf sont [n(i)][m(i)], alors les décalages au
cran i pour N(f,g) sont

[n(i), (n(i−1))p
′
, (n(i−2))(

r′
2), . . . , (n(0))(

p′
i )]

[m(i), (m(i−1) − 1)p
′
, (m(i−2) − 2.1)(

p′
2 ), . . . , (m(0) − i.1)(

p′
i )].

Preuve Notons gi =
∑
ai,jfj. Considérons les plongements suivants :

if : X → X × Cp

défini par if (x) = (x, f1(x), . . . , fp(x)),

if,g : X × Cp+p′
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défini par if,g(x) = (x, f1(x), . . . , fp(x), g1(x), . . . , gp′(x)),

i : X × Cp → X × Cp+p′

défini par i(x, t) = (x, t, 0),

φ : X × Cp → X × Cp+p′

défini par φ(x, t) = (x, t,
∑

j a1,jtj, . . . ,
∑

j ap′,jtj), et le changement de va-
riables local à l’origine

ψ : X × Cp+p′ → X × Cp+p′

défini par ψ(x, t, u) = (x, t, u1 +
∑
a1,jtj, . . . , up′ +

∑
ap′,jtj). On observe que

ψ préserve la variété t1 = · · · = tr = u1 = · · · = up′ = 0.
On a Nf ' if+(OX)0, de même N(f,g) ' (if,g)+(OX)0. Or if,g = φ ◦ if =

ψ ◦ i ◦ if , d’où par fonctorialité de l’image directe,

N(f,g) ' ψ+i+Nf .

ψ+ est un isomorphisme bifiltré de Dx,t,u, donc βk(f, g) = βk(i+Nf ) d’après
le Lemme 1.1.3 (ψ+ et ψ? cöıncident).

Partons d’une résolution bifiltrée minimale de Nf :

· · · → L1 → L0 → Nf → 0 (2.1)

avec Li = Dlix,t[n(i)][m(i)].
On applique le foncteur exact i+, on obtient une suite exacte de Dx,t,u-

modules :
· · · → i+L1 → i+L0 → i+Nf → 0. (2.2)

Rappelons que si M est un Dx,t-module à gauche, alors

i+M 'M
⊗

C

C[∂u1 , . . . , ∂up′ ]

avec la structure de Dx,t,u-module à gauche suivante :

ui •m⊗ ∂αu = −αim⊗ ∂α−eiu

∂ui •m⊗ ∂αu = m⊗ ∂α+ei
u

P (x, ∂x) •m⊗ ∂αu = P (x, ∂x)m⊗ ∂αu .
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On a i+Nf ' ψ−1
+ N(f,g) et la bifiltration qu’on obtient par transport sur

i+Nf est la suivante :

Fd,k(i+Nf ) = Fd,k(Dx,t) • δ ⊗ 1 =
⊕
ξ

Fd−|ξ|,k−|ξ|(Dx,t)δ ⊗ ∂ξu

où δ est le générateur canonique de Nf . La suite exacte (2.2) est alors exacte
bifiltrée en posant :

Fd,k(Li ⊗ C[∂u]) = ⊕ξFd−|ξ|,k−|ξ|(Li)⊗ ∂ξu.

Or

Dlx,t ⊗ C[∂u] '
(
Dx,t,u
< u >

)l
donc on a un isomorphisme bifiltré

Li ⊗ C[∂u] '
li⊕
k=1

Dx,t,u[n(i)
k ][m

(i)
k ]

< u >
.

La bifiltration obtenue est une bonne bifiltration, et en notant W l’anneau
grV (D(h)

x,t,u), on a

grV R

(
Dx,t,u
< u >

)l
'
(

W

< u >

)l
puis

grV R(Li ⊗ C[∂u]) '
li⊕
k=1

W [n
(i)
k ][m

(i)
k ]

< u >
.

Maintenant, on homogénéise puis on V -gradue la suite exacte (2.2) pour
obtenir une suite exacte W -bigraduée :

· · · →
l1⊕
k=1

W [n
(1)
k ][m

(1)
k ]

< u >
→

l0⊕
k=1

W [n
(0)
k ][m

(0)
k ]

< u >
→ grV R(i+Nf )→ 0. (2.3)

La résolution minimale de W/ < u > est le complexe de Koszul
K ′(W ;u1, . . . , ur′) :

· · · → W ⊗
2∧

Cr′ → W ⊗
1∧

Cr′ → W → 0.

La résolution minimale de W [n][m]/ < u > est le même complexe, où le
module libre W ⊗

∧i Cp′ est muni des décalages

[n](
p′
i )[m− i](

p′
i )
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car chaque uk est de bidegré (0,−1).
On complète le complexe (2.3) en un complexe double en ajoutant en

colonne les résolutions des modules ⊕lik=1
W [n

(i)
k ][m

(i)
k ]

<u>
données par le complexe

de Koszul. Soit le diagramme suivant (où on omet les décalages) :

W lm // · · · // W l1 // W l0

W lm ⊗
∧1 Cp′

OO

// · · · // W l1 ⊗
∧1 Cr′

OO

// W l0 ⊗
∧1 Cp′

OO

...

OO

...

OO

...

OO

W lm ⊗
∧p′ Cp′

OO

// · · · // W l1 ⊗
∧p′ Cp′

OO

// W l0 ⊗
∧p′ Cp′

OO

Le complexe simple associé est une résolution libre bigraduée de
grV R(i+Nf ). De plus les composantes des flèches horizontales sont dans
l’idéal maximal car la résolution (2.1) est supposée minimale, et par fonc-
torialité du complexe de Koszul. Les composantes des flèches verticales sont
dans l’idéal maximal par définition du complexe K ′(W ;u1, . . . , up′). On ob-
tient alors les nombres de Betti et les décalages annoncés.�

Notons βf (T ) le polynôme ∑
i∈Z

βi(f)T i.

On peut interpréter le résultat précédent de la façon suivante :

β(f,g)(T ) = (1 + T )p
′
βf (T ).

Corollaire 2.1.2. Les nombres de Betti et les décalages sont des invariants
de l’idéal I = (f1, . . . , fp) si p est minimal (i.e. p = dimC(I/mI)).

Preuve Soient f1, . . . , fp et g1, . . . , gp deux ensembles minimaux de générateurs
de I. On a β(f,g)(T ) = (1 + T )rβf (T ) et de même β(g,f)(T ) = (1 + T )rβg(T ).
Donc βf (T ) = βg(T ).

Notons [n(i)][m(i)] les décalages au cran i pour f et [ñ(i)][m̃(i)] les décalages
au cran i pour g. Les décalages au cran i pour (f, g) donnent

[n(i), (n(i−1))p, (n(i−2))(
p
2), . . . , (n(0))(

p
i)]
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= [ñ(i), (ñ(i−1))r
′
, (ñ(i−2))(

p
2), . . . , (n(0))(

p
i)]

et
[m(i), (m(i−1) − 1)p, (m(i−2) − 21)(

p
2), . . . , (m(0) − i1)(

p
i)]

= [m̃(i), (m̃(i−1) − 1)p, (m̃(i−2) − 21)(
p
2), . . . , (m̃(0) − i1)(

p
i)].

On en déduit par récurrence ascendante sur i : n(i) = ñ(i) et m(i) = m̃(i).�
Les nombres de Betti et les décalages forment alors un invariant pour les

sous-ensembles analytiques de (Cn, 0) (n est fixé), en associant à un ensemble
analytique V son idéal réduit I(V ).

On veut passer à la catégorie plus générale des germes d’espaces com-
plexes. Pour cela, on étudie la dépendance des nombres de Betti et des
décalages par rapport au plongement. Il s’agit de comparer Nf à N(f,y), où y
est une nouvelle variable. Rappelons que x = (x1, . . . , xn) et t = (t1, . . . , tp).

Proposition 2.1.3.

∀k, βk(f, y) = βk(f) + 2βk−1(f) + βk−2(f).

Les décalages au cran i pour N(f,y) sont

[n(i),n(i−1),n(i−1) + 1,n(i−2) + 1]

[m(i),m(i−1),m(i−1) + 1,m(i−2) + 1].

Preuve

Lemme 2.1.2. Soit I un idéal de D(h)
y,u possédant une base standard V -

adaptée P1, . . . , Pr telle que pour tout i, h ne divise pas ExpPi, et soit J
un idéal de D(h)

x,t . Notons D(h) l’anneau D(h)
x,y,t,u, et V la V -filtration restreinte

à D(h)
x,t et D(h)

y,u. Alors

grV (D(h)I +D(h)J) = grV (D(h))grV (I) + grV (D(h))grV (J).

Preuve Nous nous inspirons ici de la preuve de [14], Proposition 4.3.. Soit
n le nombre total de variables x, t, y, u. Soit Q1, . . . , Qr′ une base standard
V -adaptée de J . Soit U ∈ D(h)I +D(h)J . Cet élément s’écrit

U =
∑

UiPi +
∑

VjQj.

Divisons Vj par P1, . . . , Pr i.e. Vj =
∑

i U
′
i,jPi +Wj. Donc

U =
∑
i

(Ui +
∑
j

U ′i,jQj)Pi +
∑

WjQj.
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On a

N (Wj)
⋂(⋃

i

ExpPi + N2n

)
= ∅.

De même

N (WjQj)
⋂(⋃

i

ExpPi + N2n

)
= ∅

car Qj ∈ D(h)
x,t et h ne divise pas ExpPi. Or P1, . . . , Pr forment une base

standard donc

Exp(
∑
i

(Ui +
∑
j

U ′i,jQj)Pi) ∈ (
⋃
i

ExpPi + N2n).

Ainsi
Exp(

∑
i

(Ui +
∑
j

U ′i,jQj)Pi) 6= Exp(
∑

WjQj).

Alors

σV (U) = ε1σV (
∑
i

(Ui +
∑
j

U ′i,jQj)Pi) + ε2σV (
∑

WjQj)

avec εi = 0 ou 1.�
On a

R(N(f,y)) =
D(h)

D(h)I +D(h)J

où I est l’idéal de D(h)
y,u engendré par y− u et ∂y + ∂u, et J est l’idéal de D(h)

x,t

engendré par les éléments ti − fi et ∂xi +
∑

j
∂f
∂xj
∂tj . Nous sommes dans les

conditions du lemme précédent donc en notant W l’anneau grV (D(h)
x,y,t,u), on

a

grV RN(f,y) '
W

WgrV (I) +WgrV (J)
' W

Wy +W∂u +WgrV (J)
.

Ceci est encore isomorphe au W -module

grV RNf ⊗C[h] C[u, ∂y, h].

Prenons une résolution minimale bigraduée de grV RNf :

· · · → L1 → L0 → grV RNf → 0

avec Li = (grV (Dhx,t))li [n(i)][m(i)].
On applique le foncteur exact −⊗C[h] C[u, ∂y, h] en remarquant que

Li ⊗ C[u, ∂y, h] '
li⊕
k=1

W [n
(i)
k ][m

(i)
k ]

< y, ∂u >
,
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on obtient donc une suite exacte de W -modules bigradués

· · · →
l1⊕
k=1

W [n
(1)
k ][m

(1)
k ]

< y, ∂u >
→

l0⊕
k=1

W [n
(0)
k ][m

(0)
k ]

< y, ∂u >
→ grV RN(f,y) → 0. (2.4)

On résoud le module W [n][m]
<y,∂u>

par le complexe de Koszul bigraduéK ′(W ; y, ∂u) :

0→ W [n+1][m+1]
φ2→ W 2[n, n+1][m,m+1]

φ1→ W [n][m]
φ0→ W [n][m]

< y, ∂u >
→ 0

avec φ1(e1) = y, φ1(e2) = ∂u et φ2(1) = ∂ue1 − ye2.
On complète alors la suite exacte (2.4) en un double complexe en ajoutant

en colonne les complexes de Koszul. Le complexe simple associé au complexe
double suivant est ainsi la résolution minimale de grV RN(f,y) (on omet les
décalages) :

W lm // · · · // W l1 // W l0

W 2lm

OO

// · · · // W 2l1

OO

// W 2l0

OO

W lm

OO

// · · · // W l1

OO

// W l0

OO

On en déduit les nombres de Betti et les décalages annoncés.�
Nous nous intéressons désormais seulement aux nombres de Betti. On

interprète le résultat précédent comme suit :

βf,y(T ) = (1 + T )2βf (T ).

Donnons-nous un germe d’espace complexe V , c’est-à-dire une algèbre
locale C{x}/J .

Soit n0 la dimension de plongement de V en 0, et p0 le nombre minimal
de générateurs de l’idéal définissant V dans C{x1, . . . , xn0}. Soit f1, . . . , fp
un ensemble quelconque de générateurs de J . Soit c0 = p0 + n0 (c’est un
invariant de V ).

Proposition 2.1.4. La série

βV (T ) =
βf (T )

(1 + T )n+p−c0

est un polynôme en T et définit un invariant du germe d’espace complexe V .
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Preuve La série décrite est un polynôme car lorsque n = n0 et p = p0, on a
βV (T ) = βf (T ). Pour montrer que c’est un invariant, il suffit de montrer que
βf (T )

(1+T )n+p est défini pour l’idéal J et est invariant par rapport au plongement.

Dans le premier cas, soit g ∈ J . D’après la Proposition 2.1.2, βf,g(T ) =
(1 + T )βf (T ) d’où

βf,g(T )

(1 + T )n+(p+1)
=

βf (T )

(1 + T )n+p
.

Dans le deuxième cas, d’après la Proposition 2.1.3, βf,y(T ) = (1 + T )2βf (T )
d’où

βf,y(T )

(1 + T )(n+1)+(p+1)
=

βf (T )

(1 + T )n+p
.

�
Remarquons que si p′ est le nombre minimal de générateurs de J , alors

p′ = p0 + (n − n0), de plus rappelons que n0 = n − rang(J(f)(0)) donc
finalement

βV (T ) =
βf (T )

(1 + T )(p−p′)+2rang(J(f)(0))
.

Donnons un énoncé qui nous sera utile pour l’étude des fonctions mono-
miales. Soit f ∈ C{x}. Notons f̃ la fonction f vue dans C{x, y}, où y est une
nouvelle variable. Géométriquement parlant, on compare la variété {f = 0}
à la variété {f = 0} × C.

Proposition 2.1.5. ∀i, βi(f̃) = βi(f) + βi−1(f).

Preuve On a

RDx,y,tf̃ s '
D(h)
x,y,t

< (ti − fi), (∂xi +
∑

j
∂fj
∂xi
∂tj), ∂y >

.

Soit J l’idéal de D(h)
x,t engendré par (ti − fi), (∂xi +

∑
j
∂fj
∂xi
∂tj). D’après le

Lemme 2.1.2, on a

grV RNf̃ '
W

grV (J) +W∂y

où W désigne l’anneau grV (D(h)
x,y,t).

Donc
RNf̃ ' grV (R(Nf ))⊗C{x} C{x, y},

et on a

W ⊗C{x} C{x, y} ' W

< ∂y >
.
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De la même manière que dans les démonstrations des propositions précédentes,
on considère la résolution minimale du W -module grV RNf , on applique
le foncteur exact − ⊗C{x} C{x, y} puis on résoud en colonne les modules(

W
<∂y>

)βi(f)

à l’aide du complexe de Koszul

0→ W
·∂y→ W → W

< ∂y >
→ 0

qui est la résolution minimale du W -module W/(∂y). On obtient enfin la
résolution minimale du module grV (R(Nf̃ )) en prenant le complexe simple
associé au double complexe ainsi construit. �

On peut interpréter ce résultat en terme de produit de séries :

βf̃ (T ) = (1 + T )βf (T ).

Exemple : les résultats précédents nous permettent de traiter un exemple
déjà annoncé : l’application f = (x1, . . . , xp). Démontrons que

βf (T ) = (1 + T )n+p.

Pour n = 0 on a C{x1, . . . , xn} = C, on commence par considérer la
fonction 0 ∈ C. On a Nf ' Dt/(t) et

grV (R(Nf )) '
grV (D(h)

t )

(t)

dont la résolution minimale bigraduée est l’endomorphisme de multiplication
par t, donc β0(T ) = 1 + T .

Ensuite on considère f = (0, x1, . . . , xp) ∈ C{x1, . . . , xp}p. D’après la
Proposition 2.1.3, β(0,x1,...,xp)(T ) = (1 + T )2pβ0(T ) = (1 + T )2p+1. Or 0 est
dans l’idéal engendré par x1, . . . , xp donc par la Proposition 2.1.2,

βx1,...,xp =
β(0,x1,...,xp)(T )

1 + T
= (1 + T )2p.

Enfin si n ≥ p, f = (x1, . . . , xp) ∈ C{x1, . . . , xn}p, on a d’après la Proposition
2.1.5, βf (T ) = (1 + T )n−pβx1,...,xp(T ) = (1 + T )n+p.

2.1.3 Résolution générique et stratification

Soit F (x, λ) = (F1(x, λ), . . . , Fp(x, λ)) ∈ (C{x}[λ])p, avec λ = (λ1, . . . , λe),
une déformation de f(x) = (f1(x), . . . , fp(x)) ∈ (C{x})p, i.e. F (x, 0) = f(x).
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Pour λ0 ∈ Cr, on note Fλ0(x) = F (x, λ0). Nous supposons que pour chaque
i et λ0, aucune des fonctions Fi et (Fλ0)i n’est identiquement nulle. Soit K
le corps des fractions de C[λ]. L’anneau D̂x,t(K) agit sur

K[[x]][
1

F1 . . . Fp
, s1, . . . , sp]F

s1
1 . . . F sp

p

et on s’intéresse au module

NF = D̂x,t(K)F s.

Ce module admet une bonne bifiltration définie par la présentation :

NF =
D̂x,t(K)

((ti − Fi), (∂xi +
∑

j
∂Fj
∂xi
∂tj))

.

De même

Dx,tF s
λ0

=
Dx,t

((ti − (Fλ0)i), (∂xi +
∑

j

∂(Fλ0
)j

∂xi
∂tj))

.

Par application directe des Théorèmes 1.3.1 et 1.3.2, on obtient l’existence
d’une résolution générique et d’une stratification.

Théorème 2.1.1. Il existe une résolution bifiltrée minimale libre de NF

sur D̂x,t(K) qui se spécialise pour λ0 générique en une résolution bifiltrée
minimale libre de Dx,tF s

λ0
sur Dx,t. Par conséquent, pour λ0 générique, on a

β(F ) = β(Fλ0).

Théorème 2.1.2. Il existe une stratification de Ce par des espaces construc-
tibles telle que sur chaque strate, l’application λ0 7→ β(Fλ0) est constante.

2.2 Pour p = 1, description plus fine et pas-

sage au commutatif

On se restreint au cas des hypersurfaces, i.e. p = 1. Soit f ∈ C{x} = O
non identiquement nulle. Notons pour i = 1, . . . , n, f ′i = ∂f/∂xi et J(f)
l’idéal de O engendré par les f ′i .

Dans la section 2.2.1 on va présenter le module grV (R(Nf )) au moyen de
annD[s]f

s.
Par des méthodes similaires on obtiendra dans la section 2.2.2 une condi-

tion suffisante pour la h-saturation de ce module : f ∈ J(f) et J(f) est de
type linéaire. Notons que d’après [6], Remark 1.6.6 [a] , cette condition est
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équivalente à la condition suivante : l’idéal engendré par f et J(f) est de type
linéaire. Cette condition est intrinsèque au sens des hypersurfaces (réduites).

On donnera aussi (section 2.2.3) une présentation du module bigr(Nf )
sous l’hypothèse de h-saturation.

2.2.1 Description de grV (RDx,tf
s) au moyen de annD[s]f

s

Lemme 2.2.1. 1. Soit k ≥ 1 et P (s) ∈ Fd−k(D[s]). Alors

P (s)∂kt f
s ∈

∑
i≤k−1

Fd−i(D[s])∂itf
s ⇔

P (s)∂kt ∈
∑
i

Fd−k+1(D[s])∂k−1
t f ′i∂t+Fd−k(D[s])∂kt f+∂kt Fd−k(annD[s](f

s)).

2. Soit k ≥ 0 et P (s) ∈ Fd(D[s]). Alors

P (s)tkf s ∈ Fd(D[s])f s+k+1 ⇔ P (s)tk ∈ Fd(D[s])tkf+tkFd(annD[s](f
s)).

Preuve

1. Par récurrence sur k. Soit k = 1. On suppose P (s)∂tf
s = Q(s)f s.

Comme ∂xif
s = −f ′i∂tf s, on peut supposer modulo f ′i∂t que Q(s) ∈

O[s]. On a
−P (s)sf s−1 = Q(s)f s.

Faisant s = 0, on obtient Q(0)(1) = 0 donc Q(0) = 0 car Q(0) ∈ O.
Donc Q(s) = sQ̃(s). Simplifions par s :

P (s)f s−1 = −Q̃(s)f s.

Appliquons t :
P (s+ 1)f s = −Q̃(s+ 1)f s+1.

Donc P (s+ 1) = A(s)f +B(s) avec B(s)f s = 0. Multiplions à gauche
par ∂t :

P (s)∂t = A(s− 1)∂tf + ∂tB(s).

Supposons maintenant l’énoncé vrai au rang k. Soit

P (s)∂k+1
t f s =

∑
i≤k

Qi(s)∂
i
tf

s.

On peut supposer Q0(s) ∈ O[s] en reportant sur Q1(s) grâce à l’identité
∂xif

s = f ′i∂tf
s.

Faisons s = 0. On a

∂itf
s = (−1)is(s− 1) · · · (s− i+ 1)f s−i,
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alors Q0(0)(1) = 0 donc Q0(0) = 0 et Q0(s) = sQ̃0(s). On a

−P (s)st−1∂kt f
s =

∑
1≤i≤k

−Qi(s)st
−1∂i−1

t f s + sQ̃0(s)f s.

On peut simplifier par s, puis on applique t :

P (s+ 1)∂kt f
s =

∑
1≤i≤k

Qi(s+ 1)∂i−1
t f s − Q̃0(s+ 1)f s+1.

Par hypothèse de récurrence, il vient

P (s+ 1)∂kt = ∂kt A(s) +B(s)∂kt f +
∑

Ci(s)∂
k
t f
′
i

avec A(s)f s = 0. Multiplions à gauche par ∂t :

P (s)∂k+1
t = ∂k+1

t A(s) +B(s− 1)∂k+1
t f +

∑
Ci(s− 1)∂k+1

t f ′i .

On remarque que dans les opérations effectuées, l’ordre F est conservé.
La réciproque est évidente.

2. Soit P (s)tkf s = Q(s)f s+k+1. Appliquons (t−1)k :

P (s− k)f s = Q(s− k)f s+1.

Alors P (s − k) = Q(s − k)f + B(s) avec B(s)f s = 0. Multiplions par
tk à gauche :

P (s)tk = Q(s)tkf + tkB(s).

La réciproque est évidente.�

Soit
δ = f sT 0 ∈ grV0 (R(Nf )).

Notons W = grV (D(h)
x,t ) anneau bigradué. Pour P ∈ Dx,t, on note H(P ) son

homogénéisé dans D(h)
x,t . Pour P ∈ D(h)

x,t , on note

ρ(P ) = P|h=1

son déshomogénéisé dans Dx,t.

Proposition 2.2.1. annW (δ) est engendré par f, f ′1∂t, . . . , f
′
n∂t et H(annD[s](f

s)).

H(annD[s](f
s)) est un idéal de D[s](h). C’est un sous-objet de W par

l’isomorphisme
D[s](h) ' grV0 (D(h)

x,t ).
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Preuve Soit P ∈ Wd,k ∩ annW (δ) avec k ≥ 1. On a ρ(P ) ∈ Fd−k(D[s])∂kt
et Pδ = 0 i.e. ρ(P )f s ∈ Fd,k−1(Dx,tf s). Or, rappelons que pour k ≥ 0,

Fd,k(Nf ) =
∑
i≤k

Fd−i(D[s])∂itf
s.

D’après le Lemme 2.2.1, on a une écriture

ρ(P ) =
∑
i

Ai(s)∂
k
t f
′
i +B(s)∂kt f + ∂kt C(s)

avec A1(s), . . . , An(s), B(s), C(s) ∈ Fd−k(D[s]) et C(s)f s = 0. On a P =
hlH(ρ(P )) et il existe des entiers positifs a1, . . . , an, b, c tels que

P =
∑

haiH(Ai(s))∂
k
t f
′
i + hbH(B(s))∂kt f + ∂kt h

cH(C(s)).

D’où le résultat.
Pour k ≤ 0, la preuve est similaire, en utilisant

Fd,−k(Nf ) = Fd(D[s])f s+k.

�

2.2.2 Conditions pour la h-saturation

Définition 2.2.1 (cf.[5]). Soit I un idéal de O engendré par a1, . . . , ar.
Définissons un morphisme de O-algèbres graduées

ϕ : O[ξ1, . . . , ξr]→
⊕
d≥0

IdT d

par ϕ(ξi) = aiT . I est dit de type linéaire si kerϕ est engendré par des
éléments homogènes de degré 1.

Définition 2.2.2. f est dite Euler homogène si f ∈ J(f).

Notation : Notons Θ = ⊕O∂xi le O-module des germes de champs de
vecteurs.

Soit f telle que J(f) est de type linéaire, et S1, . . . , Sr des champs de
vecteurs engendrant annΘf . Alors σ(S1), . . . , σ(Sr) engendrent kerϕ, où ϕ
est le morphisme associé à l’idéal J(f).

Lemme 2.2.2. Soit f telle que J(f) est de type linéaire, et S1, . . . , Sr des
champs de vecteurs engendrant annΘf .

1. S1, . . . , Sr est une base F -involutive de annDf
s.

Par conséquent, grF (annD(f s)) = kerϕ.

2. Si de plus f est Euler-homogène avec E un champ de vecteurs tel que
E(f) = f , alors S1, . . . , Sr, E−s est une base F -involutive de annD[s]f

s.
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Preuve

1. Soit P ∈ D tel que Pf s = 0. Procédons par récurence sur d = ordFP .

Si d = 0 alors P = 0. Soit d ≥ 1. Alors

σ(P )(f ′1, . . . , f
′
n) = 0

On a alors une écriture homogène

σ(P ) =
∑

Bi(ξ)σ(Si)

car J(f) est de type linéaire. On traite alors P −
∑
BiSi par hypothèse

de récurrence.

2. Soit P (s) ∈ D[s] tel que P (s)f s = 0. On se ramène à 1. en considérant
le reste de la division euclidienne (suivant le degré en s) de P (s) par
s− E. �

Proposition 2.2.2. Soit f Euler-homogène telle que J(f) est de type linéaire.
Alors le W -module grV (R(Dx,tf s)) est h-saturé.

Preuve Il s’agit de montrer :

∀d, k, Fd,k(Nf ) ∩ Fd+1,k−1(Nf ) ⊂ Fd,k−1(Nf ). (2.5)

Rappelons que si k ≥ 0,

Fd,k(Nf ) =
∑
l≤k

Fd−l(D[s])∂ltf
s

et
Fd,−k(Nf ) = Fd(D[s])f s+k.

Or par Euler-homogénéité, on a sf s ∈ Df s et alors

Fd,k(Nf ) =
∑
l≤k

Fd−l(D)∂ltf
s

et
Fd,−k(Nf ) = Fd(D)f s+k.

Montrons (2.5) pour k ≤ 0. Il s’agit de montrer : si Pf lf s = Qf l+1f s avec
P ∈ Fd(D), Q ∈ Fd+1(D), l ∈ N, alors Pf lf s = Hf l+1f s, avec H ∈ Fd(D).
On peut supposer l = 0 (faire agir t−l) et Q /∈ Fd(D) (sinon c’est gagné).
Désignons par σ le F -symbole d’un opérateur. On a (P −Qf)f s = 0, alors

0 = σ(P −Qf)(f ′1, . . . , f
′
n) = −fσ(Q)(f ′1, . . . , f

′
n).
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Donc
σ(Q)(f ′1, . . . , f

′
n) = 0.

D’après le Lemme 2.2.2, grF (annD(f s)) = kerϕ donc il existe Q′ ∈ Fd+1(D)
tel que σ(Q) = σ(Q′) et Q′f s = 0. De même, Q′f s+1 = 0. Alors Pf s =
Qf s+1 = (Q−Q′)f s+1. L’opérateur H = Q−Q′ convient.

Montrons (2.5) pour k ≥ 1 par récurrence sur k. Soit k = 1. Supposons

P∂tf
s +Qf s = Hf s

avec P ∈ Fd−1(D), Q ∈ Fd(D), H ∈ Fd+1(D). Vu dans O[ 1
f
, s]f s, le terme

dominant en s donne

sd+1 1

fd+1
σ(H)(f ′1, . . . , f

′
n) = 0.

Donc σ(H)(f ′1, . . . , f
′
n) = 0 et on conclut comme dans le cas k ≤ 0 en abais-

sant l’ordre de H.
Supposons la relation (2.5) vraie au rang k et montrons-la au rang k+ 1.

Supposons

P∂k+1
t f s =

∑
i≤k

Qi∂
i
tf

s (2.6)

avec P ∈ Fd(D), Qi ∈ Fd+1−i(D). En utilisant l’identité

∂if
s = −f ′i∂tf s,

on peut supposer Q0 ∈ O quitte à reporter les termes g(x)∂β sur Q1∂tf
s.

Faisons s = 0, alors Q0(1) = 0⇒ Q0 = 0. On peut réécrire (2.6) :

Pst−1∂kt f
s =

∑
1≤i≤k

Qist
−1∂i−1

t f s.

On simplifie par s puis on applique t :

P∂kt f
s =

∑
1≤i≤k

Qi∂
i−1
t f s.

Par hypothèse de récurrence, on a alors P∂kt f
s ∈ Fd−1,k−1(Nf ). En appliquant

∂t, on obtient P∂k+1
t f s ∈ Fd,k(Nf ).�

Lemme 2.2.3. Soit f Euler-homogène telle que J(f) est de type linéaire.
Fixons un champ de vecteurs E tel que E(f) = f et notons χ = σ(E). Alors
l’application suivante est injective

grF (D[s]f s)
f−→ grF (D[s]f s).
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Preuve On a

grF (D[s]f s) ' O[ξ, s]

(s− χ, (Si))
.

Soit P (s) ∈ O[ξ, s] tel que P (s)f =
∑
Pi(s)Si + Q(s)(s − χ) (écriture

graduée).
Modulo s− χ, on peut supposer P (s) = P ∈ O[ξ]. On substitue alors s = f
et ξi = f ′i , alors P (f ′1, . . . , f

′
n) = 0 d’où P ∈< (Si) >.�

Donnons un dernier critère pour la h-saturation (que nous n’utiliserons
pas dans la suite).

On a grV0 (Dx,t) ' D[s], ce qui permet d’identifier D[s] à un sous-anneau
de grV (Dx,t). Dans ce qui suit, on considère annD[s]f

s comme sous-espace de
grV (Dx,t).

Proposition 2.2.3. grV (RNf ) est h-saturé si et seulement si l’ensemble

(f, (f ′i∂t)i, annD[s]f
s)

est un système F -involutif de l’idéal engendré de grV (Dx,t).

Preuve Supposons que grV (RNf ) est h-saturé. Soit (Pi)1≤i≤r une base F -
involutive de annD[s]f

s. On sait (Proposition 2.2.1) que grV (RNf ) admet la
présentation bigraduée suivante (où on omet les vecteurs de décalage) :(

grV (D(h)
x,t )
)1+n+r φ1→ grV (D(h)

x,t )→ grV (RNf )→ 0 (2.7)

où φ1 envoie la base canonique sur les éléments f, (f ′i∂t), (H(Pi)).
On applique le foncteur de déshomogénéisation ρ, qui est exact sous l’hy-
pothèse de h-saturation (voir Proposition 1.2.2), et on obtient une présentation
F -filtrée de grV (Nf ). Pour le morphisme φ1, la déshomogénéisation corres-
pond à faire h = 1.

Traitons la réciproque. On veut montrer :

∀d, k, Fd,k(Nf ) ∩ Fd+1,k−1(Nf ) ⊂ Fd,k−1(Nf )

Soit k ≥ 0. Soit P ∈ Fd,k(Dx,t) tel que Pf s ∈ Fd+1,k−1(Nf ). On a

Pf s = Pk(s)∂
k
t f

s + Pk−1(s)∂k−1
t f s + · · ·+ P0(s)f s

avec Pi(s) ∈ Fd−i(D[s]). Donc Pk(s)∂
k
t f

s ∈ Fd+1,k−1(Nf ) et on sait alors
(Lemme 2.2.1)

Pk(s)∂
k
t ∈

∑
Fd+1(D[s]∂kt f

′
i) + Fd+1(D[s]∂kt f) + Fd+1(∂kt annD[s]f

s)
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On peut voir ceci dans grV (Dx,t), alors par involutivité on a une réécriture

Pk(s)∂
k
t ∈

∑
Fd(D[s]∂kt f

′
i) + Fd(D[s]∂kt f) + Fd(∂

k
t annD[s]f

s).

Donc P (s)∂kt f
s ∈ Fd,k−1(Nf ) et Pf s ∈ Fd,k−1(Nf ).

Pour k < 0, on a un raisonnement analogue en utilisant le Lemme 2.2.1.
�

2.2.3 Description de bigrNf dans le cas h-saturé

Proposition 2.2.4. Si grV (R(Nf )) est h-saturé, alors le bigr(Dx,t)-module
bigr(Nf ) admet la présentation :

bigr(Nf ) '
bigr(Dx,t)

(f, (f ′iτ), grF (annD[s](f s)))
.

Preuve Soit (Pi)1≤i≤r une base F -involutive de annD[s]f
s. On sait (Propo-

sition 2.2.1) que grV (RNf ) admet la présentation suivante (où on omet les
vecteurs de décalage) :(

grV (D(h)
x,t )
)1+n+r φ1→ grV (D(h)

x,t )→ grV (R(Nf ))→ 0

où φ1 envoie la base canonique sur les éléments f, (f ′i∂t), (H(Pi)). Sous l’hy-
pothèse de h-saturation, on obtient une présentation F -filtrée de grV (Nf ) en
déshomogénéisant cette présentation (i.e. en faisant h = 1 dans la matrice
de φ1) d’après la Proposition 1.2.2. On gradue alors par rapport à la filtra-
tion F (i.e. on prend les F -symboles dans la matrice φ1), ce qui fournit une
présentation bigraduée de bigr(Nf ) d’après le Lemme 1.2.2 sous l’hypothèse
de h-saturation.

2.2.4 Algorithme avec Singular dans le cas h-saturé

Soit f ∈ C[x1, . . . , xn]. On peut tester avec le logiciel Singular ([13]) la
h-saturation de grV R(Nf ), et calculer les nombres de Betti bifiltrés dans le
cas h-saturé.

On va donner un algorithme complet. Dans celui-ci, on calcule dans un
premier temps des générateurs de ann

grV (D(h)
x,t )

(δ). Pour ce faire, on utilise la

description donnée par la Proposition 2.2.1 et on détermine annD[s]f
s. On

détermine en fait annAn[s]f
s, ce qui suffit en vertu du lemme suivant.

Lemme 2.2.4. D[s]annAn[s]f
s = annD[s]f

s
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Preuve Soit I = annAn[s]f
s idéal de An[s]. On a une suite exacte

0→ I → An[s]→ An[s]f s → 0,

donc par exactitude à droite du produit tensoriel par D[s] au-dessus de An[s],
une suite exacte

D[s]⊗An[s] I
φ→ D[s]→ D[s]⊗An[s] An[s]f s → 0,

et im(φ) = D[s]I.
Il suffit alors d’établir : D[s]⊗An[s] An[s]f s ' D[s]f s.

Or on a D[s]⊗An[s] An[s]f s ' C{x} ⊗C[x] An[s]f s, et une suite exacte

0→ An[s]f s → C[x]

[
1

f
, s

]
f s,

d’où par platitude de C{x} sur C[x], une suite exacte

0→ C{x} ⊗C[x] An[s]f s
ψ→ C{x} ⊗C[x] C[x]

[
1

f
, s

]
f s.

ψ est l’isomorphisme souhaité car C{x} ⊗C[x] C[x][ 1
f
, s]f s ' C{x}[ 1

f
, s]f s et

im(ψ) = D[s]f s.�.
Plus précisément, on veut une base F -involutive de annD[s]f

s, il suffit
de calculer une base F -involutive de annAn[s]f

s, d’après le lemme précédent
et le lemme 1.1.2 de [1]. Nous prenons comme exemple la fonction f =
x4 + y5 + x2y3.

LIB "dmod.lib";

ring R=0,(x,y),rp;

poly f=x^4+y^5+x^2y^3;

def A = Sannfs(f);

setring A;

ring R2=0,(x,y,Dx,Dy,s,h),wp(0,0,1,1,1,1);

matrix C[6][6]=1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1,1,1;

matrix D[6][6]=

0,0,1,0,0,0,

0,0,0,1,0;

61



ncalgebra(C,D);

ideal I1=fetch(A,LD);

ideal I2=std(I1);

R2 est l’anneau An[s] (avec une variable h d’homogénéisation), I2 est une
base de Gröbner de annAn[s]f

s.

ideal I3=homog(I2,h);

ring W = 0,(x,y,t,Dx,Dy,Dt,h),wp(0,0,0,1,1,1,0);

matrix

C1[7][7]=1,1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1,1,1,1;

matrix D1[7][7]=

0,0,0,h,0,0,0,

0,0,0,0,h,0,0,

0,0,0,0,0,h,0;

ncalgebra(C1,D1);

map M=R2,x,y,Dx,Dy,-Dt*t,h;

ideal I4=M(I3);

poly f0=imap(R,f);

poly f1=diff(f0,x)*Dt;

poly f2=diff(f0,y)*Dt;

ideal I5=I4,f0,f1,f2;

L’anneau W est grV (A
(h)
n+1) et I5 engendre l’idéal annW δ.

On teste ensuite la h-saturation du module

M =
grV (A

(h)
n+1)

< f, (f ′i∂t), (Pi) >

avec (Pi) une base F -involutive de annAn[s]f
s. Mais on a

grV (D(h)
x,t )M = grV (RDx,tf s)

Si M est h-saturé, alors grV (RDx,tf s) l’est aussi par platitude de grV (D(h)
x,t )

sur grV (A
(h)
n+1).
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option(prot);option(redSB);

ideal I6=slimgb(I5);

I6 est une base de Gröbner de I5. Si on essaie de calculer à ce niveau
(non commutatif) les relations entre les générateurs de I5 par la commande
syz(I6);, la machine plante, d’où l’intérêt de se ramener au commutatif.

ideal I6b=lead(I6);

ideal I6b=lead(I6);

subst(I6b,h,0);

Si la liste donnée par la dernière commande ne contient aucun 0, cela signifie
que h ne figure pas dans les exposants privilégiés des éléments de la base de
Gröbner, et cela implique la h-saturation de M d’après la Proposition 1.2.4.
C’est le cas ici. On passe alors en commutatif.

ideal I7=subst(I5,h,0);

ring R3=0,(x,y,t,Dx,Dy,Dt),ls;

ideal I8=imap(W,I7);

mres(I8,0);

R3 est l’anneau bigr(Dx,t) muni d’un ordre adapté au calcul des bases stan-
dard. I6 est l’idéal obtenu à partir de I5 en faisant h = 0, c’est donc
annbigr(Dx,t)δ grâce à la condition de h-saturation. La dernière commande
fournit instantanément les nombres de Betti 1, 6, 8, 3.

Notons que la fonction f = x4 +y5 +x2y3 n’est pas Euler-homogène mais
à singularité isolée (donc telle que J(f) est de type linéaire), c’est un exemple
de fonction ne satisfaisant pas tout à fait les hypothèses de la Proposition
2.2.2 et telle que grV (R(Nf )) est h-saturé.

2.3 Invariants liés à D[s]f s

On considère leD[s]-moduleD[s]f s muni de la bonne filtration Fd(D[s]f s) =
Fd(D[s])f s. On s’intéresse à ses nombres de Betti. Ceux-ci sont en pratique
plus faciles à calculer que les nombres de Betti de Nf , en revanche on ne sait
pas comment étendre ces invariants à une variété quelconque. On ne traite
ici que le cas p = 1.

Exemple : Le cas lisse Supposons f = x1 ∈ C{x1, . . . , xn}. Déterminons
annD[s](f

s). On a (x1∂x1 − s)f s = 0 et pour i ≥ 2, ∂xif
s = 0. Modulo ces

éléments, si P ∈ annD[s](f
s), alors P =

∑
gi(x)∂ix1

, avec gi(x) ∈ C{x}. On a

0 = Pf s =
∑

gi(x)sif s−i
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donc pour tout i, gi = 0 et P = 0. Ainsi annD[s](f
s) est engendré par x1∂x1 −

s, ∂x2 , . . . , ∂xn , ceci de manière involutive.
Donc

D[s]f s ' D[s]

(x1∂x1 − s, ∂x2 , . . . , ∂xn)
et

grF (D[s]f s) ' O[ξ, s]

(x1ξ1 − s, ξ2, . . . , ξn)
.

La résolution minimale graduée de grF (D[s]f s) est le complexe de Koszul
K(O[ξ, s];x1ξ1 − s, ξ2, . . . , ξn), donc les nombres de Betti sont

(
n
i

)
, pour i =

0, . . . , n.

2.3.1 Invariants analytiques pour les hypersurfaces

Soit f réduite. On dit que f et g ont le même type analytique si il existe
un isomorphisme analytique local ϕ : (Cn, 0) ' (Cn, 0) tel que ϕ(f−1(0)) =
g−1(0).

Proposition 2.3.1. Les nombres de Betti de D[s]f s sont des invariants ana-
lytiques de f .

Preuve En vertu du Nullstellensatz, il suffit de vérifier qu’effectuer un
changement de variable ou multiplier f par une unité n’affecte pas les nombres
de Betti.

1. Soit u ∈ C{x} une unité, montrons que D[s]f s et D[s](uf)s ont les
mêmes nombres de Betti.

On définit un automorphisme φ de l’anneau D[s] par l’identité sur O[s]
et

φ(∂xi) = ∂xi − su−1∂xi(u).

φ−1 est défini par l’identité sur O[s] et φ−1(∂xi) = ∂xi + su−1∂xi(u). On
constate que φ est un isomorphisme filtré.

Ensuite, on a φ(annf s) = ann(uf)s. Pour cela, on utilise les identifica-
tions

O
[

1

f
, s

]
f s = O

[
1

f
, s

]
' O

[
1

uf
, s

]
= O

[
1

uf
, s

]
(uf)s

et on affirme que pour P ∈ D[s], Pf s = φ(P )(uf)s. Vérifions-le pour
P = ∂xi , l’assertion étant évidente sur O[s].

φ(∂xi)(uf)s = (∂xi − su−1∂xi(u))(uf)s

= (∂xi(uf)s(uf)−1 − su−1∂xi(u))(uf)s

= su∂xi(f)(uf)−1(uf)s
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que l’on identifie à ∂xif
s.

On a ainsi établi un isomorphisme entre D[s]f s et D[s](uf)s au-dessus
d’un automorphisme filtré de D[s], ce qui permet de conclure.

2. Soit ϕ : (Cn, 0) ' (Cn, 0) un isomorphisme analytique. Montrons que
D[s]f s et D[s](f ◦ ϕ)s admettent les mêmes nombres de Betti.

On étend ϕ en ϕ? un automorphisme filtré de l’anneau D, puis ϕ?
en un autorphisme filtré de l’anneau D[s] par ϕ?(s) = s. On vérifie
ϕ−1
? (annf s) = ann(f ◦ϕ)s donc les modules D[s]f s et D[s](f ◦ϕ)s sont

isomorphes au-dessus de l’automorphisme ϕ?. �

2.3.2 Algorithme avec Singular

Les nombres de Betti de D[s]f s sont plus facilement calculables en ma-
chine, car on passe en commutatif dans tous les cas. Voici un algorithme avec
Singular pour les courbes algébriques, avec comme exemple f = x7+y8+x3y5.
On calcule d’abord annAn[s]f

s.

LIB "dmod.lib";

ring R=0,(x,y),dp;

poly f=x^7+y^8+x^3*y^5;

def A = Sannfs(f);

setring A;

On définit l’anneau R2 = An[s] muni d’un ordre adapté à la F -filtration,
avec une variable h d’homogénéisation :

ring R2=0,(x,y,Dx,Dy,s,h),wp(0,0,1,1,1,1);

matrix C[6][6]=1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1,1,1,

1,1,1,1,1,1;

matrix D[6][6]=

0,0,1,0,0,0,

0,0,0,1,0;

nc_algebra(C,D);

On calcule une base de Gröbner de annAn[s]f
s, c’est une base F -involutive de

annD[s]f
s :

ideal I1=fetch(A,LD);

ideal I2=std(I1);
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On passe en commutatif et on calcule une résolution minimale :

ideal I3=subst(homog(I2,h),h,0);

ring R3=0,(x,y,Dx,Dy,s),ls;

ideal I4=imap(R2,I3);

mres(I4,0);

R3 est l’anneau grF (D[s]), I4 est l’idéal anngrF (D[s])δ, et la dernière commande
fournit instantanément les nombres de Betti 1, 5, 5, 1.
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Chapitre 3

Singularités isolées et
quasi-homogénéité

Soit f : (Cn, 0)→ (C, 0) définissant une singularité isolée. On s’intéresse
au module bifiltré Nf = Dx,tf s. Commençons par donner une décomposition
de Nf . Notons toujours pour i = 1, . . . , n, f ′i = ∂f

∂xi
et J(f) l’idéal jacobien de

f dans C{x} engendré par f ′1, . . . , f
′
n. Soit E un C-espace vectoriel de dimen-

sion finie supplémentaire de J(f) dans C{x}. D désigne toujours l’anneau
des opérateurs différentiels sur Cn. Pour alléger l’écriture, on notera parfois
∂i l’opérateur ∂xi . Notons D l’anneau des opérateurs différentiels sur Cn à
coefficients constants, i.e.

D =
∑
β∈Nn

C∂βx .

Proposition 3.0.2 ([3], A.1.4). On a une décomposition en somme directe
de C-espaces vectoriels

Nf = DJ(f)f s ⊕ (⊕i≥0DE∂itf s)

et ∀i ≥ 0, l’application
DE → DE∂itf s

qui à P ∈ DE associe P∂itf
s est injective.

Explicitons la manière dont on obtient cette décomposition. On écrit les
opérateurs de Dx,t à droite, i.e. sous la forme∑

λανβµ∂
β
x∂

µ
t x

αtν .

Comme t.f s = f.f s, on a

Dx,tf s =
∑
D∂itf s.
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Ensuite
f ′i∂tf

s = −∂xif s,

alors ∑
D∂itf s = DJ(f)f s +

∑
DE∂itf s

en divisant les coefficients analytiques par f ′1, . . . , f
′
n. L’unicité de la décomposition

provient de la régularité de la suite f ′1, . . . , f
′
n.

Une propriété importante des singularités isolées est que J(f) est de type
linéaire. Reprenons le morphisme φ : O[ξ, . . . , ξn] → ⊕J(f)iT i qui envoie ξi
sur f ′iT .

Proposition 3.0.3 ([5], Proposition 3.3). J(f) est de type linéaire et kerφ
est engendré par les éléments f ′iξj − f ′jξi, pour 1 ≤ i < j ≤ n.

Notation : Si 1 ≤ i < j ≤ n, nous notons Si,j = f ′iξj − f ′jξi.

3.1 Singularités isolées quasi homogènes

Supposons maintenant que f est quasi homogène, i.e. il existe des poids
w1, . . . , wn avec 0 < wi < 1, tels que le champ d’Euler θ =

∑
wixi∂xi vérifie

θ(f) = f .
Nous allons calculer les nombres de Betti βi(f). Pour cela, nous nous

ramenons au commutatif et nous utiliserons le D[s]-module filtré D[s]f s,
dont nous calculons aussi les nombres de Betti.

3.1.1 Réduction au commutatif

Proposition 3.1.1. Pour k ≥ 0,

Vk(Nf ) = DJ(f)f s ⊕ (⊕0≤i≤kDE∂itf s),

Fd,k(Nf ) = Fd(D)J(f)f s ⊕ (⊕0≤i≤kFd−i(D)E∂itf
s).

Pour k ≤ 0,
Vk(Nf ) = Df−kf s,

Fd,k(Nf ) = Fd(D)f−kf s.
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Preuve Donnons le schéma de la preuve. On a θ(f s) = sf s et comme
s = −∂tt, on en déduit

∂ttf
s = −θf s ∈ Df s. (3.1)

Un opérateur P ∈ Vk(Dx,t) s’écrit

P =
∑

i≥−k,β,l

∂βxgl,i,β(x)ti(∂tt)
l

si k ≤ 0, ou

P =
∑
i≤k,β,l

∂βxgl,i,β(x)∂it(∂tt)
l +Q

si k > 0, avec Q ∈ V0(Dx,t). En appliquant P à f s, on peut éliminer les (∂tt)
l

en utilisant la formule (3.1). On décompose enfin les coefficients g ∈ C{x}
dans J(f) ⊕ E. On en déduit les décompositions de Vk(Nf ). Les assertions
sur la bifiltration en découlent, car les changements d’écriture opérés laissent
stables le F -ordre.

Proposition 3.1.2. Pour tous d, k, on a Fd,k(Nf )∩Fd+1,k−1(Nf ) ⊂ Fd,k−1(Nf ).

Preuve Si k ≥ 1, c’est évident : il s’agit de l’unicité de l’écriture dans la
décomposition de Nf . Supposons k ≤ 0. Il s’agit de montrer : si Pf lf s =
Qf l+1f s avec P ∈ Fd(D), Q ∈ Fd+1(D), l ∈ N, alors Pf lf s = Hf l+1f s, avec
H ∈ Fd(D). On peut supposer l = 0 (faire agir t−l) et Q /∈ Fd(D) (sinon c’est
gagné). Désignons par σ le F -symbole d’un opérateur. On a (P −Qf)f s = 0,
alors

0 = σ(P −Qf)(f ′1, . . . , f
′
n) = −fσ(Q)(f ′1, . . . , f

′
n).

Donc σ(Q)(f ′1, . . . , f
′
n) = 0 et on peut écrire

σ(Q) =
∑
i<j

Bi,j(ξ).(f
′
iξj − f ′jξi)

avec Bi,j ∈ C{x}[ξ] homogène en ξ, d’après la Proposition 3.0.3. Soit

H = Q−
∑

Bi,j(∂x1 , . . . , ∂xn).(f ′i∂xj − f ′j∂xi).

On a Hf s = Qf s et H a l’ordre voulu.�
Par passage au commutatif, on va s’intéresser au module bigr(Nf ) sur

l’anneau
R = bigr(Dx,t) ' C{x}[t, ξ, τ ].
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On a pour k ≤ 0,

bigrd,k(Nf ) =
Fd(D)f−kf s

Fd−1(D)f−kf s + Fd(D)f−k+1f s

et pour k > 0,
bigrd,k(Nf ) = grFd−k(D)E∂kt f

s

avec grFd−k(D) = ⊕|β|=d−kC∂βx qui s’identifie à un sous-espace de Fd−k(D).
De plus , bigr(Nf ) est engendré sur R par la classe de f s ∈ bigr0,0(Nf )

que nous noterons δ. Notons χ =
∑
wixiξi.

Proposition 3.1.3. L’annulateur de δ dans R est l’idéal engendré par f, tτ+
χ, f ′iξj − f ′jξj pour 0 ≤ i < j ≤ n, f ′iτ pour 0 ≤ i ≤ n.

Preuve On sait que les éléments suivants de Dx,t annulent f s : t− f, ∂xi +
f ′i∂t, f

′
i∂xj − f ′j∂xi ,

∑
wixi∂xi + ∂tt. On en déduit que les éléments de R cités

dans la proposition annulent δ.
Soit P dans l’annulateur de δ, on peut le supposer bihomogène de degré

(d, k). Comme tτ +
∑
wixiξi ∈ I, P ≡

∑
α≥0 gα(x, ξ)tα +

∑
α>0 hα(x, ξ)τα

modulo I. Mais P étant bihomogène, on a P ≡ g(x, ξ)τα ou P ≡ g(x, ξ)tα.
Si P ≡ g(x, ξ)tα, alors

P.δ = 0 ⇔ g(x, ∂x)f
αf s ∈ Fd−1(D)fαf s + Fd(D)fα+1f s

⇔ g(x, ∂x) = P1 + P2f +
∑

Ai,j.(f
′
i∂xj − f ′j∂xi),

avec Ai,j ∈ Fd−1(D), P1 ∈ Fd−1(D), P2 ∈ Fd(D). Alors P est dans l’idéal de
R engendré par f et les f ′iξj − f ′jξi.
Si P ≡ g(x, ξ)τα, comme f ′iτ ∈ I, on a P ≡

∑
ξβhβ(x)τα avec hβ ∈ E. Alors

P.δ = 0 ⇔
∑

(∂x)
βhβ(x)(∂t)

αf s = 0. Cela implique
∑

(∂x)
βhβ(x)(∂t)

α = 0
(d’après la Proposition 3.0.2) et ∀β, hβ = 0. Par suite P ≡ 0 modulo I. �

Remarquons que f étant quasi homogène et J(f) étant de type linéaire,
les Propositions 3.1.2 et 3.1.3 se déduisent des Propositions 2.2.2 et 2.2.4
et de la connaissance du noyau du morphisme O[ξ] → ⊕(J(f))iT i. Nous
avons préféré donner des preuves directes, dans la mesure où la structure de
Nf rendait plus simples les démonstrations de ces assertations. De plus, la
structure de Nf introduite nous sera utile à la section 3.3.

3.1.2 Nombres de Betti de D[s]f s et D[s]fs

D[s]fs+1

On considère le D[s]-module D[s]f s muni de la bonne F -filtration

Fd(D[s]f s) = Fd(D[s])f s
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où on rappelle que pour la filtration Fd(D[s]), les variables ∂x1 , . . . , ∂xn , s ont
le poids 1 et les variables x1, . . . , xn ont le poids 0. On étudie les nombres de
Betti de D[s]f s car ce sont des objets d’intérêt en soi, et ils nous serviront
au calcul des nombres de Betti de Nf . Dans notre cas, f est une singularité
isolée quasi homogène, et on a d’après la Proposition 3.0.3 et le Lemme 2.2.2 :

grF (D[s]f s) =
grF (D[s])

< s− χ, (Si,j) >
' O[ξ, s]

< s− χ, (Si,j) >
.

On va donner la résolution minimale graduée du module O[ξ]P
O[ξ]Si,j

.

Lemme 3.1.1 (K. Saito, cf. [24]). Soit R un anneau noethérien commutatif,
et ω1, . . . , ωk ∈ Rn. Soit a l’idéal engendré par les mineurs d’ordre k de la
matrice dont les colonnes sont ω1, . . . , ωk. Soit l la profondeur de a. Alors si
0 ≤ p < l, on a :

∀ω ∈
p∧
Rn, ω ∧ ω1 ∧ · · · ∧ ωk = 0⇒ ω ∈

∑
ωi ∧

p−1∧
Rn

Soit e1, . . . , en la base canonique de O[ξ]n et notons f ′ =
∑
f ′iei, ξ =∑

ξiei. Considérons le double complexe suivant :

· · · //∧n−4O[ξ]n
f ′∧ //∧n−3O[ξ]n

f ′∧ //∧n−2O[ξ]n

· · ·

OO

//∧n−4O[ξ]n

ξ∧

OO

f ′∧ //∧n−3O[ξ]n

ξ∧

OO

· · ·

OO

//∧n−4O[ξ]n

ξ∧

OO

· · ·

OO

où le terme en haut à droite est placé en degré (0, 0). Soit K le complexe
simple associé.

Lemme 3.1.2. Le complexe

K
f ′∧ξ∧ //

∧nO[ξ]n // 0

est la résolution minimale bigraduée du module O[ξ]P
O[ξ].Si,j

. Ses nombres de

Betti sont donc : 1,
(
n
2

)
, 2
(
n
3

)
, . . . , n− 1.
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Preuve Une colonne du double complexe K est tirée du complexe de Kos-
zul de ξ1, . . . , ξn. Ces élèments formant une suite régulière, cette colonne est
exacte sauf en degré 0. En considérant la suite spectrale du double complexe
associée à la première filtration, on obtient que K est quasi isomorphe au
complexe L suivant :

0→
0∧
O[ξ]n

f ′∧→
∧1O[ξ]n

ξ ∧
∧0O[ξ]n

f ′∧→
∧2O[ξ]n

ξ ∧
∧1O[ξ]n

→ · · · →
∧n−2O[ξ]n

ξ ∧
∧n−3O[ξ]n

→ 0

le terme en degré 0 étant
Vn−2O[ξ]n

ξ∧
Vn−3O[ξ]n

.

L’idéal
∑
O[ξ]Si,j est de dimension inférieure à n+ 1. En effet, il définit

la variété caractéristique du D-module D[s]f s = Df s et cette dernière est de
dimension inférieure à n+1 en tous points, d’après [11], Proposition 31. Donc
l’idéal

∑
O[ξ]Si,j est de profondeur supérieure à 2n − (n + 1) = n − 1. Le

lemme de Saito implique alors que L est acyclique sauf en degré 0. En effet,
soit ω ∈

∧n−iO[ξ]n, avec i ≥ 3, telle que f ′∧ω = ξ∧η. Alors ξ∧f ′∧ω = 0 et

ω = f ′∧α+ξ∧β d’après le lemme de Saito. Donc ω = f ′∧α dans
Vn−iO[ξ]n

ξ∧
Vn−i−1O[ξ]n

.

Ainsi Hp(K) = 0 si p < 0. Encore d’après le lemme de Saito, l’image de

K−1 → K0 est égale au noyau de l’application K0 f ′∧ξ∧−→
∧nO[ξ]n. Or l’image

de cette application est précisément l’idéal
∑
O[ξ]Si,j en identifiant O[ξ] et∧nO[ξ]n. �

Avant de poursuivre le calcul des nombres de Betti de D[s]f s, nous al-
lons donner explicitement la résolution du D-module F -filtré Df s. On a un
isomorphisme filtré

Df s ' D
(f ′i∂j − f ′j∂i)i<j

où le membre de droite est muni de la filtration quotient. On a donc

grF (Df s) ' O[ξ]

(Si,j)

dont la résolution est donnée par le complexe K. Pour les besoins de l’algèbre
non commutative, réécrivons le double complexe dont il est issu au moyen
des complexes de Koszul K ′(O[ξ]; ξ1, . . . , ξn) et K ′(O[ξ]; f ′1, . . . , f

′
n) munis des

différentielles respectives δξ et δf ′ . On forme le double complexe suivant :
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· · · // ∧4O[ξ]n
δf ′ // ∧3O[ξ]n

δf ′ // ∧2O[ξ]n

· · ·

OO

// ∧4O[ξ]n

δξ

OO

δf ′ // ∧3O[ξ]n

δξ

OO

· · ·

OO

// ∧4O[ξ]n

δξ

OO

· · ·

OO

où le terme en haut à droite est placé en degré (0, 0). Le complexe simple
associé K ′ muni de l’augmentation

∧2O[ξ]n → O[ξ] qui envoie ei∧ej sur Si,j,
est la résolution minimale de O[ξ]/(Si,j). Nous allons relever cette résolution
au niveau des D-modules filtrés.

On a des complexes de Koszul K ′(D; f ′1, . . . , f
′
n) et K ′(D; ∂1, . . . , ∂n) mu-

nis des différentielles respectives δf ′ et δ∂.

Lemme 3.1.3. On a un double complexe

· · · // D ⊗
∧4 Cn

δf ′ // D ⊗
∧3 Cn

δf ′ // D ⊗
∧2 Cn

· · ·

OO

// D ⊗
∧4 Cn

δ∂

OO

δf ′ // D ⊗
∧3 Cn

δ∂

OO

· · ·

OO

// D ⊗
∧4 Cn

δ∂

OO

· · ·

OO

Le complexe simple associé (avec différentielles φi, i ≥ 2), muni de l’aug-
mentation φ1 : D ⊗

∧2 Cn → D qui envoie 1⊗ ei ∧ ej sur f ′i∂j − f ′j∂i, est la
résolution minimale filtrée (avec les décalages évidents) de Df s.

Preuve Montrons qu’on a bien un complexe. Remarquons tout d’abord
que f ′i∂j − f ′j∂i = ∂jf

′
i − ∂if ′j. Soit i < j < k. On a

φ1 ◦ φ2(ei ∧ ej ∧ ek, 0) = φ1(∂i ⊗ ej ∧ ek − ∂j ⊗ ei ∧ ek − ∂k ⊗ ei ∧ ej)
= ∂i(∂kf

′
j − ∂jf ′k)− ∂j(∂kf ′i − ∂if ′k) + ∂k(∂jf

′
i − ∂if ′j)

= 0,
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de même

φ1 ◦φ2(0, ei∧ ej ∧ ek) = f ′i(f
′
j∂k−f ′k∂j)−f ′j(f ′i∂k−f ′k∂i) +f ′k(f

′
i∂j−f ′j∂i) = 0

donc φ1 ◦ φ2 = 0.
Pour avoir φi ◦ φi+1 = 0 pour i ≥ 2, il suffit de montrer qu’on est bien en

présence d’un double complexe au départ, i.e. δ∂ ◦ δf ′ = −δf ′ ◦ δ∂. Soit I un
multiindice de longueur l. Notons Ik = I \ Ik. On a

δf ′ ◦ δ∂(1⊗ eI) = δf ′
(∑

(−1)k−1∂Ik ⊗ eI\Ik
)

=
l+1∑
k=1

(−1)k−1

l∑
j=1

(−1)j−1∂Ikf
′
Ikj
⊗ eIk\Ikj

=
∑
k

(−1)k−1
∑
j<k

(−1)j−1∂Ikf
′
Ij
⊗ eI\{Ik,Ij}

+
∑
k

(−1)k−1
∑
j>k

(−1)j∂Ikf
′
Ij
⊗ eI\{Ij ,Ik}

Dans la deuxième somme on échange les indices j et k d’où

δf ′ ◦ δ∂(1⊗ eI) =
∑
j<k

(−1)j+k−1(∂Ijf
′
Ik
− ∂Ikf ′Ij)⊗ eI\{I,j,Ik}.

On calcule de la même manière

δ∂ ◦ δf ′ =
∑
j<k

(−1)j+k−1(f ′Ij∂Ik − f
′
Ik
∂Ij)⊗ eI\{I,j,Ik} = −δf ′ ◦ δ∂(1⊗ eI).

On a un donc bien un double complexe. On conclut par passage au gradué
en utilisant le Lemme 3.1.2.�

Remarque : Dans ce lemme, f n’est pas nécessairement quasi homogène,
l’hypothèse de singularité isolée suffit.

Achevons maintenant l’étude des nombres de Betti de D[s]f s.

Proposition 3.1.4. Les nombres de Betti de D[s]f s sont β0 = 1, β1 =(
n
2

)
+ 1, et ∀i ≥ 2, βi = i

(
n
i+1

)
+ (i− 1)

(
n
i

)
Preuve On a grF (D[s]f s) ' O[ξ,s]

<s−χ,(Si,j)> et une suite exacte courte

0→ O[ξ, s]

< (Si,j) >

s−χ→ O[ξ, s]

< (Si,j) >
→ O[ξ, s]

< s− χ, (Si,j) >
→ 0
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Le résultat se déduit alors de la connaissance de la résolution minimale K•
graduée de O[ξ,s]

<(Si,j)>
, car le cône du morphisme de complexe K•

s−χ→ K• est la

résolution minimale souhaitée.�
Nous pouvons expliciter la résolution minimale du D[s]-module D[s]f s

(cela ne nous servira pas dans la suite). Notons θ =
∑
wixi∂i, de sorte que

σ(θ) = χ. On a un isomorphisme filtré

D[s]f s ' D[s]

< s− θ, (f ′i∂j − f ′j∂i) >

et une suite exacte courte filtrée

0→ D[s]

< (f ′i∂j − f ′j∂i) >
ρ→ D[s]

< (f ′i∂j − f ′j∂i) >
→ D[s]

< s− θ, (f ′i∂j − f ′j∂i) >
→ 0

avec ρ(1) = s− θ, qui est bien définie car (f ′i∂j − f ′j∂i)(s− θ) = (s− θ− 1 +
wi + wj)(f

′
i∂j − f ′j∂i). Le Lemme 3.1.3 donne (après tensorisation par D[s]

au-dessus de D) la résolution minimale filtrée de D[s]/(f ′i∂j − f ′j∂i) :

· · · → (D[s]⊗
4∧

Cn)2 φ3→ (D[s]⊗
3∧

Cn)2 φ2→ D[s]⊗
2∧

Cn φ1→

D[s]→ D[s]

(f ′i∂j − f ′j∂i)i<j
→ 0

avec

φ1(1⊗ ei ∧ ej) = f ′i∂j − f ′j∂i,
φ2(ω, η) = δ∂(ω) + δf ′(η),

et pour i ≥ 3, φi(ω, η) = (δf ′(ω), δ∂(ω) + δf ′(η)).

Pour obtenir une résolution de D[s]f s, il nous suffit de relever le mor-
phisme ρ en un morphisme de résolutions.

Proposition 3.1.5. Les flèches suivantes relèvent ρ :

ρ0 : D[s] → D[s]

1 7→ s− θ

ρ1 : D[s]⊗
2∧

Cn → D[s]⊗
2∧

Cn

1⊗ ei ∧ ej 7→ (s− θ + 1− wi − wj)⊗ ei ∧ ej
Pour i ≥ 2, (si I est un multiindice, notons wI =

∑
wIk) :

ρi : (D[s]⊗
i+1∧

Cn)2 → (D[s]⊗
i+1∧

Cn)2

(1⊗ eI , 0) 7→ ((s− θ + i− 1− wI)⊗ eI , 0)

(0, 1⊗ eI) 7→ (0, (s− θ + i− wI)⊗ eI).
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Le cône du morphisme de complexes correspondant est la résolution minimale
filtrée du D[s]-module D[s]f s.

Preuve La vérification du relèvement est élémentaire, en utilisant les com-
mutateurs suivants :

[θ, f ′i∂j − f ′j∂i] = (1− wi − wj)(f ′i∂j − f ′j∂i),
[θ, ∂j] = −wj∂j,
[θ, f ′j] = (1− wj)f ′j.

On conclut ensuite par passage au gradué, en ajoutant les décalages évidents.
�

Considérons désormais

Mf =
D[s]f s

D[s]f s+1
.

C’est un D[s]-module muni de la bonne F -filtration Fd(Mf ) = Fd(D[s])f s.
On a M ' grV0 (Nf ) au-dessus de l’isomorphisme d’anneaux grV0 (Dx,t) '
D[s]. De plus, comme le module grV (R(Nf )) est h-saturé, on a grFd (Mf ) '
bigr(d,0)(Nf ) De même, soit L• → Nf → 0 une résolution libre bifiltrée de Nf .

Elle induit une résolution F -adaptée grV0 (L•) → Mf → 0, qui a les mêmes
nombres de Betti, mais pas les mêmes décalages pour la filtration F . Cette
résolution n’est pas nécessairement minimale si la première l’est.

D’après la présentation obtenue de bigr(Nf ) dans la Proposition 3.1.3, on
obtient une présentation

grF (Mf ) '
O[ξ, s]

< f, s− χ, (Si,j), (f ′is) >

puis

grF (Mf ) '
O[ξ, s]

< f, s− χ, (Si,j) >
car f ′is = f ′i(s− χ) +

∑
k xkwkSi,k + fξi.

Lemme 3.1.4. On a une suite exacte courte graduée

0→ O[ξ, s]

< s− χ, (Si,j) >
f−→ O[ξ, s]

< s− χ, (Si,j) >
→ grF (Mf )→ 0
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Preuve Il reste à montrer que l’application de multiplication par f est
injective, c’est ce qu’affirme le Lemme 2.2.3.

Proposition 3.1.6. Les nombres de Betti de Mf sont β0 = 1, β1 = 2 +(
n
2

)
, β2 = 2

(
n+1

3

)
+ 1, et ∀i ≥ 3,

βi = (i− 2)

(
n+ 2

i+ 1

)
+ 2

(
n+ 1

i+ 1

)
Preuve La résolution minimale graduée de grF (M) est le cône du mor-
phisme f ci-dessus, les nombres de Betti se déduisent de la connaissance des
nombres de Betti du module grF (D[s]f s).

3.1.3 Les nombres de Betti de Nf

Puisqu’on a la propriété de h-saturation, on cherche les nombres de Betti
du module bigradué R

annδ
' bigrNf . Soit J l’idéal de R engendré par les f ′iτ

et les Si,j. On a une suite exacte

0→ annδ

J
→ R

J
→ R

annδ
→ 0.

On va donner les résolutions de R
J

puis de annδ
J

pour en déduire enfin les
nombres de Betti de R

annδ
.

La résolution de R/J

On part de la suite exacte

0→ J∑
RSi,j

→ R∑
RSi,j

→ R

J
→ 0.

On connâıt la résolution minimale bigraduée du module R/(Si,j), c’est la
résolution donnée dans le Lemme 3.1.2 à laquelle on applique le foncteur
exact R ⊗O[ξ] −. Résolvons maintenant le module JP

RSi,j
. Il s’identifie au

sous-module de
VnRn

f ′∧ξ∧
Vn−2Rn

engendré par les n-formes f ′iτe1 ∧ . . . en. On a

donc une surjection

φo :
n−1∧

Rn → J∑
RSi,j

définie par φ0(ω) = −τf ′ ∧ ω.
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Soit K le complexe simple associé au complexe double suivant :

· · · // ∧n−3Rn
f ′∧ // ∧n−2Rn

f ′∧ // ∧n−1Rn

· · ·

OO

// ∧n−3Rn

ξ∧

OO

f ′∧ // ∧n−2Rn

ξ∧

OO

· · ·

OO

// ∧n−3Rn

ξ∧

OO

· · ·

OO

Lemme 3.1.5. Le complexe K
φ0→ JP

RSi,j
→ 0 est la résolution minimale

bigraduée de JP
RSi,j

.

Preuve Il s’agit clairement d’un complexe. Pour voir qu’il est exact en
degré < 0, on raisonne comme dans la démonstration du Lemme 3.1.2, en
utilisant le Lemme 3.1.1.

Détaillons l’exactitude en degré 0. Soit donc ω ∈
∧n−1Rn telle que τf ′ ∧

ω = ξ ∧ f ′ ∧ η. Faisant τ = 0, on a ξ ∧ f ′ ∧ η|τ=0 = 0 donc τf ′ ∧ ω =

ξ ∧ f ′ ∧ (η − η|τ=0) ∈ τf ′ ∧ ξ ∧
∧n−2Rn d’où f ′ ∧ ω = f ′ ∧ ξ ∧ η′, ce que

l’on réécrit f ′ ∧ (ω − ξ ∧ η′) = 0. Mais la suite f ′1, . . . , f
′
n étant régulière, le

complexe de Koszul K(R; f ′) est exact et on a ω − ξ ∧ η′ ∈ f ′ ∧
∧n−2Rn, ce

qui prouve que ω est dans l’image de φ−1. �
On peut étendre le morphisme JP

RSi,j
→ RP

RSi,j
en un morphisme α de

résolutions :

0 // 0

∧n−1Rn α0 //

OO

∧nRn

OO

(
∧n−2Rn)2 α1 //

OO

∧n−2Rn

OO

(
∧n−3Rn)3 α2 //

OO

(
∧n−3Rn)2

OO

. . .

OO

. . .

OO
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avec α0(ω) = −τf ′∧ω et pour i > 0, αi(ω1, . . . , ωi) = τ(ω2, . . . , ωi) (se vérifie
par récurrence).

On obtient alors

Lemme 3.1.6. La résolution minimale du module R/J est le cône du mor-
phisme α.

La résolution de annδ/J

On a une surjection φ0 : R2 → annδ
J

donnée par φ0(e1) = f , φ0(e2) = tτ+χ.

Lemme 3.1.7. Le noyau de φ0 est engendré par les éléments (−ξi, f ′i) et
(τ, 0).

Preuve On a

−ξkf + f ′k(tτ +
∑

wixiξi) = tτf ′k +
∑
i 6=k

wixi(f
′
kξi − f ′iξk) ∈ J

et τf −
∑
wixiτf

′
i = 0 donc (−ξi, f ′i) ∈ kerφ0 et (τ, 0) ∈ kerφ0. Soit M le

sous-module de R2 engendré par (τ, 0) et les (−ξi, f ′i). Soit (P,Q) ∈ kerφ0

avec P et Q bihomogènes. Nécessairement, degF (P ) ≥ 1 donc modulo M on
peut supposer P = 0. On a donc

Q.(tτ +
∑

wixiξi) =
∑

Ri,jSi,j +
∑

Pif
′
iτ. (3.2)

Faisons τ = 0 et ξi = f ′i . Alors Q|τ=0(ξ1 = f ′1, . . . , ξn = f ′n).f = 0, donc
Q|τ=0(ξ1 = f ′1, . . . , ξn = f ′n) = 0, cela implique Q|τ=0 ∈

∑
RSi,j d’après la

Proposition 3.0.3. Or ξi(−ξj, f ′j)− ξj(−ξi, f ′i) = (0, Si,j) donc modulo M , on
est ramené à Q|τ=0 = 0.

Faisant τ = 0 dans (3.2), on obtient alors
∑
Ri,j|τ=0Si,j = 0 donc∑

Ri,jSi,j ⊂ τ
∑
RSi,j ⊂

∑
Rf ′iτ . On peut donc supposer Ri,j = 0 en repor-

tant Ri,jSi,j sur les f ′iτ .
Maintenant posons Q = Q1τ + · · ·+Qdτ

d. On a Qdτ
dtτ =

∑
(Pi)df

′
iτ ⇒

Qdτ
dt =

∑
(Pi)df

′
i ⇒ Qdτ

d =
∑
P ′if

′
i car (f ′1, . . . , f

′
n, t) est une suite régulière.

En faisant τ = 0 on peut supposer τ divise P ′i . Alors Qdτ
d ∈

∑
Rf ′iτ . Or

ξi(τ, 0) + τ(−ξi, f ′i) = (0, τf ′i) donc modulo M , on fait diminuer le degré en
τ de Q. Ceci jusqu’à Q = 0.�

Définissons φ1 : Rn+1 → R2 par φ1(ei) = (−ξi, f ′i) si 1 ≤ i ≤ n et
φ1(en+1) = (τ, 0) et φ1|Rn le morphisme φ1 restreint à Rn = ⊕1≤i≤nRei.

Lemme 3.1.8. 1. kerφ1|Rn est engendré par les éléments Si,jek−Si,kej +
Sj,kei pour 0 ≤ i < j < k ≤ n.

2. kerφ1 est engendré par les éléments Si,jek−Si,kej +Sj,kei pour 0 ≤ i <
j < k ≤ n et τf ′iej − τf ′jei + Si,jen+1, pour 0 ≤ i < j ≤ n.
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Preuve

1. Soit
∑
Ciei ∈ kerφ1|Rn , i.e.{ ∑

Cif
′
i = 0∑

Ciξi = 0

Comme ξ1, . . . , ξn est une suite régulière, il existe une matrice anti-
symétrique P telle que  C1

...
Cn

 = P

 ξ1
...
ξn

 (3.3)

Alors

0 = (f ′1, . . . , f
′
n)P

 ξ1
...
ξn

 =
∑
i<j

Pi,jSi,j

D’après la résolution du module R/
∑
RSi,j (Lemme 3.1.2), on en

déduit ∑
i<j

Pi,jEi,j =
∑
i<j<k

λi,j,k(ξkEi,j − ξjEi,k + ξiEj,k)

+
∑
i<j<k

µi,j,k(f
′
kEi,j − f ′jEi,k + f ′iEj,k)

avec Ei,j la matrice dont le seul coefficient non nul est 1 en place (i, j).
En reportant ceci dans (3.3), on obtient :∑

Ciei ∈
∑
i<j<k

R(Si,jek − Si,kej + Sj,kei).

2. Soit Aen+1 +
∑

1≤i≤nBiei ∈ kerφ1 i.e. Aτ −
∑
Biξi = 0 et

∑
Bif

′
i = 0.

Posons Bi = ci + τdi avec ci = Bi|τ=0. On a alors
∑
ciei ∈ kerφ1|Rn

donc
∑
ciei ∈

∑
i<j<k R(Si,jek − Si,kej + Sj,kei) d’après 1.

Ensuite { ∑
dif
′
i = 0∑

diξi = A

implique
∑
diei + Aen+1 ∈

∑
i<j R(f ′iej − f ′jei + Si,jen+1). D’où le

résultat. �
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Pour résoudre le module annδ/J ' R2/kerφ0, nous utilisons la suite
exacte suivante :

0→ kerφ0∑
R(−ξi, f ′i)

→ R2∑
R(−ξi, f ′i)

→ R2

kerφ0

→ 0.

La résolution minimale du module R2/
∑
R(−ξi, f ′i) est le complexe suivant :

· · · → (
n−4∧

Rn)2 ψ3→
n−3∧

Rn ψ2→
n−1∧

Rn ψ1→ R2 → R2∑
R(−ξi, f ′i)

→ 0

avec ψ1(eI\i) = (−1)i(−ξi, f ′i), ψ2(ω) = ξ∧f ′∧ω. On a imψ2 = kerψ1 d’après
le Lemme 3.1.8, 1. La suite de la résolution est analogue au complexe K du
Lemme 3.1.5.

On sait aussi résoudre le module kerφ0/
∑
R(−ξi, f ′i) car on a un isomor-

phisme
R∑
RSi,j

' kerφ0∑
R(−ξi, f ′i)

qui envoie 1 sur (τ, 0), d’après le Lemme 3.1.8, 2, et la résolution deR/
∑
RSi,j

(Lemme 3.1.2). On relève maintenant la flèche kerφ0P
R(−ξi,f ′i)

→ R2P
R(−ξi,f ′i)

en un

morphisme de résolutions :

0 // 0

∧nRn α0 //

OO

R2

OO

∧n−2Rn α1 //

OO

∧n−1Rn

OO

(
∧n−3Rn)2 α2 //

OO

∧n−3Rn

OO

(
∧n−4Rn)3 α2 //

OO

(
∧n−4Rn)2

OO

. . .

OO

. . .

OO

avec α0(eI) = (τ, 0), α1(ω) = τf ′ ∧ ω, et pour i ≥ 2, αi(ω1, . . . , ωi) =
−τ(ω2, . . . , ωi).

Proposition 3.1.7. La résolution minimale bigraduée de annδ/J est le cône
du morphisme précédent.

En effet les coefficients des matrices αi sont dans l’idéal maximal.
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Les nombres de Betti de R/annδ

Théorème 3.1.1. 1. Les nombres de Betti du module bifiltré Nf sont les

suivants : β0 = 1, β1 = 2 + n(n+1)
2

, β2 = 1 + n+ 2
(
n+1
n−2

)
,

puis pour i ≥ 3, βi = (i− 2)
(
n+2
i+1

)
+ 2
(
n+1
i+1

)
2. regFNf = 0.

Par exemple, pour n = 2 on obtient la liste 1, 5, 5, 1 et pour n = 3 la liste
1, 8, 12, 7, 2, ce qui confirme un soupçon des auteurs de [12] établi à partir
d’exemples calculés en machine.

Preuve Démontrons 1. On connâıt les résolutions de annδ/J etR/J . Appelons-
les respectivement L et L′. On peut relever le morphisme annδ/J → R/J en
un morphisme de résolutions α : L→ L′. Le cône de α est alors une résolution
de R/annδ . On ne sait pas expliciter toutes les flèches αi. Néanmoins, don-
nons les deux premières.

α0 : R2 →
n∧
Rn

définie par α0(e1) = feI , α0(e2) = (tτ +
∑
wixi)eI .

Soit γ = (x1w1, . . . , xnwn) ∈ Rn. On a un morphisme de produit intérieur
par γ :

ι :

p∧
Rn →

p−1∧
Rn

défini par ι(ei1 ∧ · · · ∧ ein) =
∑

(−1)j−1γijei1 ∧ · · · ∧ êij ∧ · · · ∧ eip . On peut
alors prendre

α1 :
n∧
Rn ⊕

n−1∧
Rn →

n−1∧
Rn ⊕

n−2∧
Rn

définie par α1(ω1, ω2) = (ι(ω1) + tω2,−ι(ω2). Pour le vérifier on utilise la
formule suivante : −ξkf + (tτ +

∑
wixiξi)f

′
k = tf ′kτ +

∑
j<k wjxjSj,k −∑

j>k wjxjSj,k.
On a calculé une résolution bigraduée du module bigr(Nf )

· · · → Rβ2
Φ2−→ Rβ1

Φ1−→ R
Φ0−→ bigr(Nf )→ 0

dont les nombres de Betti sont ceux du théorème. Montrons que c’est la
résolution minimale bigraduée de bigrNf , i.e. pour tout i ≥ 1, imφi ⊂ mRβi−1 .
Pour i = 1 et i = 2, cela résulte du calcul des flèches α0 et α1.

Pour i ≥ 3, procédons comme suit : supposons imφi0 " mRβi0−1 , avec
i0 ≥ 3. On peut alors minimaliser la résolution, on obtient une résolution
dont le i0-ième nombre de Betti est strictement inférieur à βi0 . Mais toute
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résolution de bigr(Nf ) induit une résolution de grF (Mf ), et on sait que les
nombres de Betti du théorème sont ceux de grF (Mf ). Quitte à minimaliser
la résolution de grF (Mf ) obtenue, on arrive à une contradiction.

Démontrons maintenant 2. On a regF (annδ/J) = 1. En effet, le générateur
tτ + χ est de degré 1, ensuite les coefficients des matrices de la résolution
construite ont pour degré 0 ou 1. De même, on a regF (R/J) = 0 d’après la
résolution construite. Enfin, on a vu dans la démonstration de 1. que le cône
du morphisme α est la résolution minimale de R/annδ. Donc

regFNf = regF

(
R

annδ

)
= max

(
regF

(
annδ

J

)
− 1, regF

R

J

)
= 0.

3.1.4 Nombres de Betti de Nf revus avec les complexes
de Koszul généralisés

Nous donnons une seconde démonstration de la détermination des nombres
de Betti du module bifiltré Nf pour f singularité isolée quasi homogène.
Celle-ci est très proche de celle que nous avons donnée, la différence résidant
dans l’utilisation de complexes de Koszul généralisés au lieu du Lemme de
Saito, ce qui nous permet de conclure plus rapidement. Nous avons favorisé
les complexes bâtis à partir du Lemme de Saito de manière à être le plus
élémentaire possible, dans la mesure où la régularité des suites f ′1, . . . , f

′
n et

ξ1, . . . , ξn permettait l’usage du Lemme de Saito. Dans ce qui suit, on utilise
le plus souvent seulement la profondeur de l’idéal engendré par les Si,j.

Complexes de Koszul généralisés

Nous rappelons la notion de complexe de Koszul généralisé, suivant [19],
Appendix C. Soit R un anneau commutatif unitaire, et A une matrice m×n à
coefficients dans A. Notons Λ l’algèbre extérieure du module libre

⊕n
i=1Rei,

S l’algèbre symétrique du module libre
⊕m

i=1 RXi et a l’idéal des mineurs
d’ordre m de A. Pour 1 ≤ i ≤ m, on a un complexe de Koszul associé à
la suite am,1, . . . , am,n avec différentielle δi. Pour 1 ≤ j ≤ m, on définit un
morphisme Xi : S → S de multiplication par Xi, et X−1

i : S → S de division
par Xi (nul sur un mônome non multiple de Xi). Soit t ∈ Z. On définit le
complexe de Koszul généralisé K(A, t) :

· · · → Kh
dh(t)→ Kh−1 → · · ·

avec

Kh =

{
Λm+h−1 ⊗ Sh−t−1 si h > t
Λh ⊗ St−h si h ≤ t
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et

dh(ω ⊗ α) =


∑
δi(ω)⊗X−1

i (α) si h > t+ 1
δm(δm−1(. . . δ1(ω)))⊗ α si h = t+ 1∑
δi(ω)⊗Xi(α) si h ≤ t

.

Théorème 3.1.2 ([19],Appendix C, Theorem 2). Si t ≤ n − m et 0 ≤
n−m− q + 1 ≤ GrR(a), alors le complexe tronqué

0→ Kn−m+1(A, t)→ Kn−m(A, t)→ · · · → Kq(A, t)

est exact.

Nombres de Betti de D[s]f s et D[s]f s/D[s]f s+1

Construisons les complexes de Koszul généralisés associés à l’anneau O[ξ]
et à la matrice

A =

(
f ′1 . . . f ′n
−ξ1 . . . −ξn

)
.

Nous avons donc le complexe de Koszul associé à la suite régulière f ′1, . . . , f
′
n

muni de la différentielle δ1, et celui associé à la suite (régulière aussi)−ξ1, . . . ,−ξn
muni de δ2.

L’idéal a est l’idéal des Si,j, de profondeur supérieure à n − 1 (ici, Gr
désigne la profondeur). Dans le Théorème 3.1.2, on peut prendre q ≥ n −
m+ 1− (n− 1) = 0. On notera K(t) le complexe K(A, t).

Considérons le complexe K(0) tronqué au degré 0 :

· · · → Λ4 ⊗ S2 → Λ3 ⊗ S1
d2(0)→ Λ2 ⊗ S0

d1(0)→ Λ0 ⊗ S0.

C’est la résolution minimale de O[ξ]/ < (Si,j) > car d1(0)(ei∧ ej) = Si,j. No-
tons que ce complexe est appelé complexe d’Eagon-Northcott (cf. [9], A2.6).
On a Si =

⊕i
k=0O[ξ]Xk

1X
i−k
2 ' O[ξ]i+1, donc les nombres de Betti de

O[ξ]/ < (Si,j) > sont 1,
(
n
2

)
, 2
(
n
3

)
, 3
(
n
4

)
, . . . , n− 1.

On en déduit les nombres de Betti de D[s]f s comme dans la Proposition
3.1.4 puis ceux de D[s]f s/D[s]f s+1 comme dans la Proposition 3.1.6.

Les nombres de Betti de Nf

On utilise les mêmes dévissages. Soit J l’idéal de R engendré par les f ′iτ
et les Si,j. On a une suite exacte

0→ annδ

J
→ R

J
→ R

annδ
→ 0.
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La résolution de R/J On part de la suite exacte

0→ J

< (Si,j) >
→ R

< (Si,j) >
→ R

J
→ 0.

On connâıt la résolution minimale bigraduée du module R/ < (Si,j) >, c’est
le complexe K(0) (où on remplace O[ξ] par R). Résolvons maintenant le
module J/ < (Si,j) >.

Lemme 3.1.9. On a un isomorphisme

Λ1

δ1(Λ2) + δ2(Λ2)
' J

< (Si,j) >

défini par ω 7→ −τδ1(ω).

Preuve Soit donc ω ∈ Λ1Rn telle que τδ1(ω) = δ1 ◦ δ2(η). Faisant τ = 0,
on a δ1 ◦ δ2(η|τ=0) = 0 donc τδ1(ω) = δ1 ◦ δ2(η − η|τ=0) ∈ τδ1 ◦ δ2(Λ3) d’où
δ1(ω) = δ1 ◦ δ2(η′), ce que l’on réécrit δ1(ω − δ2(η′)) = 0. Mais la suite
f ′1, . . . , f

′
n étant régulière, le complexe de Koszul K(R; f ′) est exact et on a

ω − δ2(η′) ∈ δ1(Λ2).�
Or la résolution de Λ1/(δ1(Λ2)+δ2(Λ2)) est donnée par le complexe K(−1)

tronqué au degré 0 :

· · · → Λ3 ⊗ S2 → Λ2 ⊗ S1
d1(−1)→ Λ1 ⊗ S0.

On étend le morphisme J/ < (Si,j) >→ R/ < (Si,j) > en un morphisme de
résolutions α : K(−1) → K(0) défini par α0(ω ⊗ 1) = −τδ1(ω) ⊗ 1 et pour
i ≥ 1, αi(ω⊗α) = τω⊗X−1

2 α. Le cône de ce morphisme fournit la résolution
minimale de R/J .

La résolution de annδ/J D’après le Lemme 3.1.7, on a un isomorphisme

φ0 :
R2

< (f ′i ,−ξi), (0, τ) >
→ annδ

J

défini par X1 → tτ + χ et X2 → f .
Pour résoudre le module R2/ < (f ′i ,−ξi)i, (0, τ) >, nous utilisons la suite

exacte suivante :

0→ < (f ′i ,−ξi), (0, τ) >

< (f ′i ,−ξi) >
→ R2

< (f ′i ,−ξi) >
→ R2

< (f ′i ,−ξi), (0, τ)) >
→ 0.
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La résolution minimale du module R2/
∑
R(f ′i ,−ξi) est donnée par le com-

plexe K(1) tronqué au degré 0 (valable en théorie pour n ≥ 3 mais en réalité
aussi pour n = 2) :

· · · → Λ4 ⊗ S1 → Λ3 ⊗ S0 → Λ1 ⊗ S0
d1(1)→ Λ0 ⊗ S1 ' R2.

Ce complexe est appelé dans la littérature complexe de Buchsbaum-Rim (cf.
[9], A2.6).

Lemme 3.1.10. On a un isomorphisme

R

< (Si,j) >
' < (f ′i ,−ξi), (0, τ) >

< (f ′i ,−ξi) >

défini par 1 7→ (0, τ).

Preuve Soit A ∈ R tel que A(τ, 0) =
∑
Bi(f

′
i ,−ξi). Alors

∑
Bif

′
i = 0

donc
∑
Biei =

∑
i<j Ri,j(f

′
iej − f ′jei) par régularité de la suite f ′1, . . . , f

′
n.

D’où Aτ = −
∑
Biξi = −

∑
Ri,jSi,j et A ∈

∑
RSi,j.�

On a déjà donné la résolution du moduleR/(Si,j)i<j, on a donc la résolution
minimale du module < (f ′i ,−ξi), (0, τ) > / < (f ′i ,−ξi) >. Pour obtenir
la résolution de R2/ < (f ′i ,−ξi), (0, τ) >, il suffit alors de relever le mor-
phisme < (f ′i ,−ξi), (0, τ) > / < (f ′i ,−ξi) >→ R2/ < (f ′i ,−ξi) > en un
morphisme de résolutions encore appelé α. On peut prendre α0 : Λ0 ⊗ S0 →
Λ0 ⊗ S1 défini par α0(1 ⊗ 1) = τ ⊗ X2, α1 : Λ2 ⊗ S0 → Λ1 ⊗ S0 tel que
α1(ω ⊗ 1) = τδ1(ω)⊗ 1, et pour i ≥ 2, αi : Λi+1 ⊗ Si−1 → Λi+1 ⊗ Si−2 défini
par αi(ω ⊗ η) = −τω ⊗ X−1

2 η. Le cône de ce morphisme est la résolution
minimale de R2/((f ′i ,−ξi)i, (0, τ)) ' annδ/J .

Les nombres de Betti de R/annδ On procède comme dans la preuve
du Théorème 3.1.1. Il s’agit de relever le morphisme annδ/J → R/J en un
morphisme de résolutions. On donne les deux premières flèches. α0 : Λ0 ⊗
S1 → Λ0 ⊗ S0 définie par α0(1⊗X1) = (tτ + χ)⊗ 1 et α0(1⊗X2) = f ⊗ 1.
Ensuite,

α1 : Λ0 ⊗ S0 ⊕ Λ1 ⊗ S0 → Λ1 ⊗ S0 ⊕ Λ2 ⊗ S0

et un bref calcul montre qu’on peut prendre α1(1 ⊗ 1, 0) = (−
∑
wixiei, 0)

et α1(0, ω ⊗ 1) = (−tω,−ω ∧
∑
wixiei). On a donc bien la propriété de

minimalité pour le début de la résolution construite.
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3.2 Application : cohomologie locale, présentation

dans le cas singularité isolée quasi ho-

mogène

On continue de supposer que f est à singularité isolée et quasi homogène.
Notons X un petit voisinage de l’origine dans l’espace ambient Cn. Soit M
un DX-module. On note Γ[f=0](M) le OX-module

lim
→
k

HomOX
(
OX
fk

,M

)
.

Ce module admet une structure de DX-module étendant celle de OX-module.
On définit ainsi un foncteur Γ[f=0] de la catégorie des DX-modules, il est
exact à gauche. On s’intéresse alors au foncteur dérivé RΓ[f=0], et RΓ[f=0](M)
est appelée cohomologie algébrique locale de M à valeurs dans (f = 0). Ce
complexe est important en théorie des singularités et en géométrie algébrique.
Notons que ce complexe n’a d’intérêt qu’au voisinage d’un point singulier de
(f = 0).

On considère le cas de M = OX , on se place à l’origine. On sait ([14],
IV.2) que le complexe RΓ[f=0](OX) n’a de cohomologie qu’en degré 1, avec

H1RΓ[f=0](OX) '
OX [ 1

f
]

OX
.

Notre but est d’obtenir une présentation en tant que D-module de la fibre à
l’origine de ce module de cohomologie locale, i.e. de O[ 1

f
]/O.

Or ce module a un lien avec le module Dx,tf s. Soit i : X → X × C
l’inclusion i(x) = (x, 0). D’après [21], Proposition 7.2, on a

H iLi∗(DX×Cf
s) ' H i+1RΓ[f=0]OX .

D’après [21], Theorem 5.3, on peut obtenir la restriction Li∗(DX×Cf
s) au

moyen d’une résolution adaptée à la V -filtration le long de t = 0 de Dx,tf s.

Lemme 3.2.1. On a une présentation adaptée à la V -filtration

Drx,t[m]
ψ→ Dx,t[0]→ Dx,tf s → 0

où r = 2 +
(
n
2

)
+ n,

Drx,t = Dx,te1 ⊕Dx,te2 ⊕
⊕
i<j

Dx,tei,j ⊕
⊕

1≤i≤n

Dx,tẽi
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ψ(e1) = t− f
ψ(e2) = ∂tt+

∑
wixi∂xi ,

ψ(ei,j) = f ′j∂xi − f ′i∂xj ,
ψ(ẽi) = ∂xi + f ′i∂t,

et m est le vecteur de décalage dont les composantes sont les V -ordres des
images par ψ des éléments de la base canonique.

Preuve Ce complexe est une présentation bifiltrée (en ajoutant des décalages
pour la F -filtration) car en prenant le complexe bigradué correspondant on
obtient la présentation de la section précédente (Proposition 3.1.3), et on
utilise notre proposition de remontée des résolutions bigraduées (Proposition
1.2.3).�

L’algorithme de Oaku-Takayama (i.e. [21], Theorem 5.3) nécessite aussi
la connaissance d’une b-fonction, que nous noterons b̃. Il s’agit d’un polynôme
b̃(u) ∈ C[u] tel que b̃(t∂t) annule grV0 (Dx,tf s). Le polynôme de Bernstein-Sato
est défini par l’équation fonctionnelle b(s)f s ∈ D[s]f s+1. Comme s = −∂tt, si
b(s) est un polynôme de Bernstein-Sato, alors b(−u−1) est satisfaisant pour
Oaku-Takayama. On sait que dans ce cas précis, les racines du polynôme de
Bernstein-Sato sont comprises strictement entre −n et 0 ([3]). Les racines de
b̃ sont alors comprises strictement entre −1 et n− 1. On peut donc prendre
k0 = 0 et k1 = n − 2 dans l’algorithme de Oaku-Takayama (ce sont les plus
petite et plus grande racines entières possibles). On a

DX→X×C =
Dx,t
tDx,t

' D[∂t].

D’après [21], Theorem 5.3, leD-module de cohomologie localeH1RΓ[f=0](OX)
est isomorphe au conoyau de l’application suivante induite par ψ :

Vn−2(D[∂t]
r[m])

V−1(D[∂t]r[m])

ψ→ Vn−2(D[∂t])

V−1(D[∂t])
.

Proposition 3.2.1.

cokerψ '
⊕n−2

k=0 D∂kt
N

où N est le sous-module engendré par

f , k∂k−1
t − f∂kt pour 1 ≤ k ≤ n− 2,

(k + 1 +
∑
xiwi∂xi)∂

k
t pour 0 ≤ k ≤ n− 2,

(f ′j∂xi − f ′i∂xj)∂kt pour i < j, 0 ≤ k ≤ n− 2,

∂xi∂
k−1
t + f ′i∂

k
t pour 1 ≤ k ≤ n− 2.
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Preuve On a V−1(D[∂t]
r[m]) = 0 et V−1(D[∂t]) = 0,

Vn−2(D[∂t]
r[m]) =

n−2⊕
k=0

D∂kt e1⊕
n−2⊕
k=0

D∂kt e2⊕
⊕
i<j

n−2⊕
k=0

D∂kt ei,j ⊕
⊕
i

n−3⊕
k=0

D∂kt ẽi,

c’est un D-module libre, et Vn−2(D[∂t]) =
⊕n−2

k=0 D∂kt . On calcule alors les
images par ψ des éléments de base ∂kt e1, ∂

k
t e2, ∂

k
t ei,j, ∂

k
t ẽi. Par exemple,

ψ(∂kt e1) = ∂kt (t− f) = k∂k−1
t + t∂kt − f∂kt = k∂k−1

t − f∂kt .

3.3 Caractérisation de la quasi-homogénéité

Soit f ∈ C{x1, . . . , xn} à singularité isolée en 0.

Notations : Jusqu’à la fin du chapitre, on désigne parW l’anneau grV (D(h)
x,t )

et pour i < j, Si,j = f ′i∂xj − f ′j∂xi . On considèrera aussi les champs de vec-
teurs logarithmiques Der(log D), c’est l’ensemble des champs de vecteurs χ
tels que χ(f) ∈ Of .

Soit l’idéal de D
I = {P ∈ D, Psf s ∈ Df s}.

Soit l’idéal de O
a = {u ∈ O, uf ∈ J(f)}.

Lemme 3.3.1. I = Da.

Preuve Soit P =
∑
∂βxuβ. On décompose

uβf = aβ + bβ ∈ J(f)⊕ E.

Comme sf s = −f∂tf s, alors

Psf s = −
∑

∂βuβf∂tf
s = −

∑
∂βbβ∂tf

s modDf s.

Alors Psf s ∈ Df s ssi ∀β, bβ = 0 d’après la décomposition de Nf (Proposition
3.0.2).�

Lemme 3.3.2. Fd−1(D)sf s ∩ Df s ⊂ Fd(D)f s.
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Preuve Supposons Psf s = Qf s avec P ∈ Fd−1(D). Si ordF (Q) = d′ > d,
alors

σ(Q)(f ′1, . . . , f
′
n) = 0.

Comme J(f) est de type linéaire (Proposition 3.0.3), il existe H ∈ Fd′(D) tel
que Hf s = 0 et σ(H) = σ(Q). Alors Qf s = (Q−H)f s et ordF (Q−H) < d′.
On fait ainsi diminuer l’ordre du membre de droite autant que nécessaire.�

Soit u1, . . . , ul un ensemble de générateurs de a sur O. Soit δi un champ
de vecteurs tel que δi(f) = uif . Alors Qi = uis− δi ∈ annD[s]f

s.
Rappelons qu’il existe un bon opérateur annulant f s, c’est-à-dire un

élément SL(s) ∈ D[s] de degré L en s, unitaire, de la forme SL(s) =
∑
Pis

i

avec Pi ∈ FL−i(D) tel que SL(s)f s = 0. Choisissons SL de degré minimal en
s.

Lemme 3.3.3. Il existe un système F -involutif de générateurs de annD[s]f
s

composé de (Si,j)i<j, Q1, . . . , Ql, R1, . . . , Rm, SL, où pour tout i, Ri est de
degré en s supérieur à 2.

Preuve D’après les Lemmes 3.3.1 et 3.3.2, et le fait que les Si,j forment
une base F -involutive de annD(f s), si P (s) ∈ annD[s]f

s est de degré inférieur
ou égal à 1 en s alors

P (s) ∈
∑

1≤i≤l

FordF (P (s))−1(D)Qi +
∑
i<j

FordF (P (s))−1(D)Si,j.

Prenons un système F -involutif de générateurs de annD[s]f
s. On peut rem-

placer les éléments de degré en s supérieur à L+ 1 par SL, et ceux de degré
inférieur à 1 par Q1, . . . , Ql, (Si,j) d’après la remarque précédente.�

Utilisons maintenant Der(log D). C’est unO-module de type fini, prenons-
en un système minimal de générateurs δ1, . . . , δp. On a δi(f) = uif . Posons
Vi = uis− δi. Alors Vif

s = 0 et u1, . . . , up engendrent a.

Lemme 3.3.4. Il existe un système F -involutif de générateurs de annD[s]f
s

composé de V1, . . . , Vp, R1, . . . , Rm, SL, où pour tout i, Ri est de degré en s
supérieur à 2.

Preuve D’après le lemme précédent, il suffit de montrer que les Si,j sont
engendrés par les Vi, de manière adaptée à la filtration F . On a Si,j(f) = 0
donc Si,j ∈ Der(log D), soit Si,j =

∑
aiδi. Alors 0 = Si,j(f) =

∑
aiδi(f) =∑

aiuif donc
∑
aiui = 0 et Si,j = −

∑
aiVi.�

Corollaire 3.3.1. l’ensemble

(f, (f ′i∂t), (H(Vi)), (H(Ri)), H(SL))
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est un système de générateurs bihomogènes de annW δ.

Cela découle de la Proposition 2.2.1.

Lemme 3.3.5. Les éléments f, f ′i∂t, H(SL) sont indispensables dans ce système
de générateurs.

Preuve Soit une relation bihomogène

Af +
∑

Bif
′
i∂t +

∑
CiVi +

∑
DiH(Ri) + EH(SL) = 0. (3.4)

W est un anneau bigradué. Soit s̄ = −∂tt ∈ W . Soit k ≥ 0.

Wd,k =
⊕

0≤i≤d−k

s̄i(D(h))d−i−k∂
k
t

Wd,−k =
⊕

0≤i≤d

s̄i(D(h))d−it
k

Montrons qu’on ne peut pas avoir un des coefficients A,Bi, E égal à 1, dans
la relation (3.4).
A = 1 est impossible compte tenu du degré total.
Supposons Bi0 = 1. La relation est alors de bidegré (1, 1). Nécessairement,
∀i, Ci = Di = E = 0. On en déduit

f ′i0 ∈
∑
j 6=i0

Of ′j +Of.

Ceci ne peut pas arriver si f est à singularité isolée en 0.
Si E = 1, on regarde le terme de plus haut degré en s et on obtient que

1 est dans l’idéal maximal bilatère de W , ce qui est absurde.�
Remarque : Ce lemme montre que pour une singularité isolée, on a tou-

jours β1 > n+ 1. On a donc une caractérisation de la lissisté par β1, car dans
le cas lisse, β1 = n+ 1.

Nous allons maintenant caractériser la quasi-homogénéité. Si f est quasi
homogène, on a un bon opérateur de la forme s− θ, et annW δ est engendré
minimalement par f, (f ′i∂t), (f

′
i∂j − f ′j∂i), s− θ. Les décalages correspondant

pour la filtration F sont respectivement 0, 1, 1, 1.
Si f n’est pas quasi homogène, alors le degré en s du bon opérateur SL est

supérieur à 2. En effet, supposons au contraire qu’il existe un bon opérateur
s+ P avec P = u+ θ, u ∈ O et θ un champ de vecteurs.

0 = (s+ P )f s = (s(1 + θ(f)
1

f
) + u)f s.

Faisant s = 0, on obtient u = 0. Alors θ(f) 1
f

= −1 donc θ(f) = −f et f est
quasi homogène, une contradiction.
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Proposition 3.3.1. f est quasi homogène si et seulement si regFNf = 0.

Preuve Si f n’est pas quasi homogène, alors H(SL) est de degré en F
supérieur à 2, or H(SL) est un générateur indispensable de annW δ, donc il

existe j tel que n
(1)
j ≥ 2 d’où regFNf ≥ 1. Si f est quasi homogène, on a

regFNf = 0 d’après le Théorème 3.1.1.�
Nous caractérisons maintenant la quasi-homogénéité seulement par β1,

dans le cas des courbes. Si f est quasi homogène, on a β1 = 5.

Proposition 3.3.2. Supposons n = 2 et f non quasi homogène. Alors β1 ≥
6.

Preuve On sait que Der(log D) est libre de rang 2. Donc p = 2.
Il suffit alors de montrer qu’on ne peut pas retirer de l’ensemble de

générateurs trouvé les éléments suivants : f, (f ′i∂t), (Vi), H(SL). D’après le
Lemme 3.3.5, il reste à montrer qu’on ne peut pas avoir Ci = 1 dans une
relation bihomogène du type (3.4). Supposons par exemple C1 = 1. Compte
tenu du bidegré, on a Di = E = 0, C2 ∈ O, Bi ∈ Ot et A ∈ Oh⊕Ot∂t⊕⊕O∂i.
Prenant les termes dans ⊕O∂i dans (3.4), on obtient

δ1 ∈ Oδ2 +
∑
Of∂i. (3.5)

Montrons que f∂i ∈ mDer(log D). Posons(
δ1

δ2

)
= A

(
∂1

∂2

)
avec A ∈M2(O). On a

t(coA)

(
δ1

δ2

)
= det(A)

(
∂1

∂2

)
= uf

(
∂1

∂2

)
avec u une unité, d’après [25]. De plus, ∀i, j, ai,j ∈ m. Sinon supposons a1,1

inversible, alors

u1f = δ1(f) =
∑

a1,jf
′
j

donc f ′1 ∈ Of +Of ′2, ce qui est impossible.
Revenant à (3.5), on a

δ1 ∈ Oδ2 + mDer(log D)

ce qui contredit la minimalité du système (δi). �
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3.4 Déformations semi-quasi homogènes

3.4.1 Déformation par le socle

Prenons des poids w1, . . . , wn strictement positifs. Soit g =
∑
gαx

α ∈ O,
avec gα ∈ C. Notons

ρ(g) = infα,gα 6=0

(∑
wiαi

)
le poids de g, et

ing =
∑

α,ρ(α)=ρ(g)

gαx
α

la partie initiale de g.
Une fonction f est dite semi-quasi homogène si inf est à singularité isolée

en 0.
Fixons f semi-quasi homogène de poids 1. D’après [23], on peut supposer

∀i, 0 < wi ≤ 1/2. Rappelons que le socle σ de l’algèbre O/J(f) est n−2
∑
wi

(cf. [3]).
On définit une filtration sur Θ = ⊕O∂i par les poids suivants : on pose

ρ(g∂i) = ρ(g)− wi.

Lemme 3.4.1. Pour ce système de poids, l’ensemble des Si,j est un système
involutif du module qu’ils engendrent.

Preuve Supposons l’existence de fonctions gi,j telles que

ρ
(∑

gi,jSi,j

)
> minρ(gi,jSi,j)

et notons d = minρ(gi,jSi,j). On a alors∑
ind−ρ(Si,j)(gi,j)in(Si,j) = 0.

Or in(Si,j) = inf ′i∂j − inf ′j∂i, et comme par hypothèse les inf ′i forment une
suite régulière, on a d’après le complexe de Koszul :∑

ind−ρ(Si,j)(gi,j)ei,j =
∑
i<j<k

hi,j,k(inf
′
iej,k − inf ′jei,k + inf ′kei,j),

ceci vivant dans le O-module libre de base (ei,j)i<j. Soit

Λ =
∑
i<j

gi,jei,j −
∑
i<j<k

hi,j,k(f
′
iej,k − f ′jei,k + f ′kei,j)

93



qu’on peut réécrire Λ =
∑

Λi,jei,j. On a∑
Λi,jSi,j =

∑
gi,jSi,j et min(ρ(Λi,jSi,j)) > d.

On peut augmenter ce poids jusqu’à atteindre ρ(
∑
gi,jSi,j).�

On considère le cas particulier de la déformation par le socle d’une fonc-
tion quasi homogène à singularité isolée, i.e.

f = inf + λxα

avec ρ(α) = σ et σ > 1. On supposera aussi f ∈ m3.
On va voir que, dans ce cas, la quasi-homogénéité est encore caractérisée

par le premier nombre de Betti.

Proposition 3.4.1. Sous ces conditions, et λ 6= 0, on a β1 >
(
n
2

)
+ n+ 2.

Preuve Soit χ =
∑
wixi∂i et f̃ = f − χ(f) = λ(σ − 1)xα. Par définition

du socle, pour tout i, il existe des ci,j ∈ O tels que

xif̃ =
∑

ci,jf
′
j

et on peut supposer ρ(ci,jf
′
j) ≥ σ.

Soit δi = xiχ +
∑
ci,j∂j. On a donc δi(f) = xif . On en déduit que

l’ensemble ((δi)i, (Si,j)i<j) est un système de générateurs de Der(log D).

Lemme 3.4.2. Ce système de générateurs est minimal.

Preuve Considérons une relation (à coefficients dans O) :∑
aiδi +

∑
bi,jSi,j = 0. (3.6)

Supposons a1 = 1. On applique les champs de vecteurs à f dans (3.6). On
obtient

∑
aixif = 0 donc

∑
aixi = 0 ce qui est absurde.

Montrons que les Si,j sont indispensables. Supposons par exemple b1,2 = 1
dans l’équation (3.6). On a

∑
aixi = 0 donc∑

aiei ∈
∑
i<j

O(xiej − xjei)

dans le O-module libre de base e1, . . . , en. Alors

∑
aiδi = (a1 . . . an).

 δ1
...
δn

 ∈∑
i<j

O(xiδj − xjδi).
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Or
xiδj − xjδi ∈

∑
k

O(xjci,k − xicj,k)∂k,

donc on peut réecrire ∑
aiδi =

∑
b′i,jSi,j

avec ∀i, j, ρ(b′i,jSi,j) ≥ ρ(
∑
aiδi). D’autre part,

ρ(ci,k) ≥ ρ(xif̃)− ρ(f ′k) ≥ wi + wk + σ − 1,

donc

ρ(b′a,b) ≥ mini<j(wi + wj + σ − 1)− 1 + wa + wb

≥ n− 2
∑

wi − 2 + min(wi + wj) + wa + wb.

Maintenant, en supposant f ∈ m3, on a pour tout i, 0 < wi < 1/2. En effet,
supposons w1 = 1/2. Alors les monômes de inf sont de la forme xα2

2 . . . xαnn ,
ou x1x

α2
2 . . . xαnn avec

∑
αi ≥ 2. Alors pour tout i, f ′i(x1, 0, . . . , 0) = 0 et f

n’est pas à singularité isolée.
Alors ∀a, b, ρ(b′a,b) > 0 d’où b′a,b ∈ m. Ainsi,∑

aiδi ∈ m
∑
OSi,j

et
S1,2 ∈

∑
(i,j) 6=(1,2)

Si,j + m
∑
OSi,j.

On conclut en remarquant que (Si,j) est un système minimal. En effet, sup-
posons

S1,2 ∈
∑

(i,j)6=(1,2)

OSi,j.

Les termes en ∂2 donnent f ′1 ∈
∑

j 6=1 f
′
j, c’est absurde. �

Posons Vi = xis − δi. D’après le Corollaire 3.3.1, on a un système de
générateurs du W -module annW δ :

(f, (f ′i∂t), (Si,j), (Vi), (H(Ri)), H(SL)).

En fait, on peut montrer que SL est de degré 2 en s. D’après le Lemme
3.3.5, les éléments f, (f ′i∂t), H(SL) sont indispensables.

Montrons que les Vi sont indispensables. Si V1 est dispensable, on a une
équation bihomogène

Af +
∑

Bif
′
i∂t +

∑
Ci,jSi,j + δ1 +

∑
i 6=1

Diδi = 0.
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Les termes en t∂t donnent

x1 ∈
∑
i 6=1

Oxi +
∑
Of ′i +Of,

c’est absurde car f ∈ m3 donc f ′i ∈ m2.
Supposons les poids ordonnés : 0 < w1 ≤ w2 ≤ · · · ≤ wn < 1/2.

Lemme 3.4.3. f∂1 ∈ mDer(log D).

Preuve Ecrivons f ′1 =
∑
ajxj avec aj ∈ m, ρ(aj) ≥ 1 − w1 − wj. Alors

f∂1(f) = ff ′1 =
∑

j ajxjf =
∑

j ajδj(f). On a alors

f∂1 −
∑
j

ajδj =
∑

bk,lSk,l.

De plus, ρ(δj) ≥ wj alors dans l’équation précédente on peut supposer

ρ(bk,l) ≥ ρ(f∂1−
∑

ajδj)−ρ(Sk,l) ≥ (1−w1)−(1−wk−wl) ≥ wk+wl−w1 > 0,

la dernière inégalité provenant de l’ordre des poids. Donc bk,l ∈ m. �
Achevons la preuve de la proposition en construisant

(
n
2

)
−n+1 éléments

du module
∑
OSi,j, indispensables dans annW (δ).

Comme dans la démonstration de la Proposition 3.3.2, on doit considérer
une équation à coefficients dans O∑

aif∂i +
∑

c
(a)
i,j Si,j +

∑
d

(a)
i δi = 0. (3.7)

En appliquant les champs de vecteurs à f , on obtient d
(a)
i ∈ m. D’autre part,

d’après le Lemme 3.3.2, c
(0)
i,j ∈ m. Enfin, f∂i ∈ Der(log D). On en déduit

l’existence d’une application C-linéaire

ϕ : On
mOn ' Cn → ⊕CSi,j ' C(n2)

a = (a1, . . . , an) 7→
∑
c

(a)
i,j (0)Si,j.

D’après le lemme précédent, on a ϕ(1, 0, . . . , 0) = 0 donc p = rang(ϕ) ≤ n−1.
Soit alors

⊕CSi,j = ⊕CTi
avec T1, . . . , Tp une base de imϕ. On peut remplacer les Si,j par les Ti, et
Tp+1, . . . , T(n2)

sont indispensables.
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3.4.2 Un exemple de semi-quasi homogène non h-saturé

Soit f = x6 + y7 +x2y5. C’est une fonction semi-quasi homogène pour les
poids w1 = 1/6, w2 = 1/7. On va établir que grV (R(Nf )) n’est pas h-saturé.

Notons W l’anneau grV (D(h)
x,t ). Avec Singular, on calcule un idéal biho-

mogène I de grV (A
(h)
n+1) tel que WI = annδ. (cf. paragraphe 2.2.4). La base

de Gröbner minimale I6 de I contient l’élément x4y3∂th. Donc x4y3∂th ∈ I
tandis que x4y3∂t /∈ I, ce qui montre que le module algébrique

grV (A
(h)
n+1)

I

n’est pas h-saturé.
On veut montrer que le module analytique W/WI n’est pas h-saturé. Il

suffit de montrer que x4y3∂t /∈ WI.
On sait (Corollaire 3.3.1) que annW δ admet un système de générateurs de

la forme (f, (f ′i∂t), (Vi), (H(Ri)), H(SL)). Supposons x4y3∂t ∈ WI. Compte
tenu du bidegré, on aurait

x4y3∂t ∈ O∂tf +
∑
Of ′i∂t

ou de manière équivalente,

x4y3 ∈ Of +
∑
Of ′i .

Or on peut à l’aide de Singular montrer que c’est faux : on calcule une base
standard de l’idéal de O engendré par f, (f ′i), avec un ordre adapté aux séries
(par la déclaration d’anneau ring S=0,(x,y),ls; ). Le monôme x4y3 est
sous l’escalier correspondant, il ne peut donc pas (d’après l’algorithme de
division) appartenir à l’idéal (f, (f ′i)).

97



Chapitre 4

Monômes et diviseurs libres
localement quasi homogènes

Nous présentons dans ce chapitre des exemples de singularités non isolées
statisfaisant notre critère de passage au commutatif : les monômes et les
diviseurs libres localement quasi homogènes.

4.1 Monômes

Considérons le cas d’une fonction monomiale

f = xa1
1 . . . xann

avec a1, . . . , an des entiers positifs. On peut supposer, à l’aide de la Proposi-
tion 2.1.5, que pour tout i, ai > 0. On se propose de calculer les nombres de
Betti βi(f).

Théorème 4.1.1. – Si f est non réduite, alors β1(f) = 2n+1 et βi(f) =
2
(
n+1
i

)
si i ≥ 2.

– Si f est réduite, alors β1(f) = 2n+ 1, βi(f) = 2
(
n+1
i

)
si 2 ≤ i ≤ n− 1,

βn(f) = 2n+ 1, βn+1(f) = 1, βi(f) = 0 si i ≥ n+ 2.

La démonstration est calculatoire et longue. Pour en faciliter la lecture,
donnons-en le plan.

1. Nous commençons par montrer qu’on peut se ramener au commutatif.
Pour cela, nous établissons que J(f) est de type linéaire. Nous obtenons
une présentation du module bigradué bigr(Dx,tf s) sur l’anneau com-
mutatif R = bigr(Dx,t) ' C{x}[t, τ, ξ]. Précisons cette présentation.
Notons

χ =
x1ξ1

a1

.
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Alors bigr(Dx,tf s) ' R/I avec

I =< f, (f ′iτ), χ+ tτ,

(
χ− xiξi

ai

)
i>1

>

2. Nous déterminons ensuite explicitement une résolution bigraduée de
R/I. Ceci est réalisé par une série de dévissages. Le point le plus cal-
culatoire est la détermination de morphismes de complexes.

3. Une fois obtenue une résolution bigraduée libre

L• →
R

I
→ 0,

on utilise le fait suivant :

βi = dimCHi(L• ⊗R C).

L•⊗RC correspond à substituer toutes les variables à 0 dans les matrices
de la résolution L•. On obtient un complexe de C-espaces vectoriels de
dimension finie, on en calcule l’homologie.

4.1.1 Description de Nf et passage au commutatif

Soit φ le morphisme canonique O[ξ]→ ⊕J(f)iT i.

Lemme 4.1.1.

kerφ =<

(
x1ξ1

a1

− xiξi
ai

)
i

> .

Preuve Nous reprenons les arguments donnés dans [15], preuve du Lemme
6.1-2.

Soit J l’idéal de O[ξ] engendré par les éléments x1ξ1
a1
− xiξi

ai
. De manière

évidente, J ⊂ kerφ. D’autre part, J est réduit et V (J) est égal à l’adhérence
dans T ∗Cn de l’ensemble

{(x1, . . . , xn, a1
s

x1

, . . . , an
s

xn
), s ∈ C,∀i, xi ∈ C∗}.

Les éléments de kerφ s’annulent sur V (J), donc kerφ ⊂ J .�
D’après le lemme précédent, J(f) est de type linéaire. De plus, f est Euler

homogène car χ(f) = f et on en déduit (à l’aide du Lemme 2.2.2) :

annD[s](f
s) =< χ− s,

(
x1∂1

a1

− xi∂i
ai

)
i

> .
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D’après la Proposition 2.2.2, il résulte qu’on peut passer au commutatif et la
Proposition 2.2.4 donne la présentation : bigr(Nf ) ' R/I avec

I =< f, (f ′iτ), χ+ tτ, (χ− xiξi
ai

)i>1 > .

4.1.2 Détermination d’une résolution bigraduée libre
de R/I

Nous travaillons désormais dans la catégorie des R-modules bigradués.
Les éléments χ + tτ, (χ− xiξi

ai
)i>1, f forment une suite régulière. En effet

la régularité de la suite χ+ tτ, (χ− xiξi
ai

)i>1 est évidente, et l’application

grF (D(s)f s)
f→ grF (D(s)f s)

est injective (Lemme 2.2.3). Soit l’idéal

J =< χ+ tτ,

(
χ− xiξi

ai

)
i>1

, f > .

On a une suite exacte courte

0→ I

J
→ R

J
→ R

I
→ 0

et on connâıt la résolution minimale de R/J : c’est un complexe de Koszul.
On veut maintenant résoudre I/J . Soit l’idéal

K =< χ+ tτ,

(
χ− xiξi

ai

)
i>1

> .

Soit

φ̃0 : Rn+1 → I

K

définie par φ̃0(e0) = f et φ̃0(ei) = f ′iτ pour 1 ≤ i ≤ n.

Lemme 4.1.2. ker φ̃0 est engendré par

Si = τe0 − xi
ai
ei, pour 1 ≤ i ≤ n,

Ti = ξie0 + tei, 1 ≤ i ≤ n,

ξi,j = ξiej − ξjei, pour 1 ≤ i < j ≤ n.
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Preuve On a f ′i = aix
a−ei , donc xi

ai
f ′i = f , d’où Si ∈ kerφ̃0. D’autre part,

f ′i

(
x1

a1

ξ1 −
xi
ai
ξi

)
= f ′i

(
x1

a1

ξ1 + tτ

)
− tf ′iτ − ξif

donc Ti ∈ kerφ̃0. Enfin,

ξif
′
jτ − ξjf ′iτ = τaiajx

a−ei−ej
(
xi
ai
ξi −

xj
aj
ξj

)
∈
∑
k

R

(
x1

a1

ξ1 −
xk
ak
ξk

)
donc ξi,j ∈ kerφ̃0.

Soit une relation bihomogène Af+
∑
Bif

′
iτ ∈ K. On va raisonner modulo

les relations Si, Ti et ξi,j. Nécessairement, A ∈ (ξ1, . . . , ξn, τ) donc on peut
supposer A = 0 modulo (Si), (Ti). Soit donc∑

Bif
′
iτ = C

(
x1ξ1

a1

− s
)

+
∑
i 6=1

Di

(
x1

a1

ξ1 −
xi
ai
ξi

)
. (4.1)

Rappelons la structure bigraduée de R : pour k ≥ 0, on a
⊕

dRd,k = O[ξ, s]τ k

et
⊕

dRd,−k = O[ξ, s]tk.
Soit k ∈ Z le V -degré de la relation (4.1). Supposons k ≥ 1. On a Bi =

bi(s, ξ)τ
k−1 avec bi(ξ, s) ∈ O[ξ, s]. On a (s− χ)ei ∈ ker φ̃0 et

(s− χ)ei = −(tτ + χ)ei = −τTi + ξiS1 −
x1

ai
ξ1,i

(avec ξ1,i = 0 si i = 1), donc on peut travailler modulo (s − χ)ei, ainsi on
peut supposer Bi = bi(ξ)τ

k−1 avec bi(ξ) ∈ O[ξ].
Avec des notations similaires, on a C = c(ξ, s)τ k et Di = di(ξ, s)τ

k.
Simplifiant par τ k dans (4.1), on obtient∑

bi(ξ)f
′
i = c(ξ, s)

(
x1ξ1

a1

− s
)

+
∑
i 6=1

di(ξ, s)

(
x1

a1

ξ1 −
xi
ai
ξi

)
,

ceci ayant lieu dans O[ξ, s]. Faisons ξ = f ′i et s = f , alors
∑
bi(f

′)f ′i = 0,
donc d’après le Lemme 4.1.1,∑

bi(ξ)ξi =
∑

ci

(
x1ξ1

a1

− xiξi
ai

)
avec ci ∈ O[ξ] homogène en ξ, ce que nous réécrivons sous la forme(

b1 −
∑
i≥2

ci
x1

a1

)
ξ1 +

∑
i≥2

(
bi + ci

xi
ai

)
ξi = 0.

101



La suite ξ1, . . . , ξn étant régulière, il existe des di,j ∈ O[ξ] homogènes tels que(
b1 −

∑
i≥2

ci
x1

a1

)
e1 +

∑
i≥2

(
bi + ci

xi
ai

)
ei =

∑
i<j

di,j(ξiej − ξjei)

donc ∑
biei =

∑
i≥2

ci

(
x1

a1

e1 −
xi
ai
ei

)
+
∑
i<j

di,j(ξiej − ξjei).

On a x1

a1
e1 − xi

ai
ei = Si − S1, donc

∑
Biei = τ k−1

∑
biei est engendré par les

Si et les ξi,j.
Supposons maintenant k ≤ 0. Alors Bi = bi(ξ, s)t

k+1 et on se ramène
en utilisant la relation (s − χ)ei à Bi = bi(ξ)t

k+1. On a C = c(ξ, s)tk et
Di = di(ξ, s)t

k. La relation (4.1) devient après simplification par tk :

−
∑

bi(ξ)f
′
is = c(ξ, s)

(
x1ξ1

a1

− s
)

+
∑
i 6=1

di(ξ, s)

(
x1

a1

ξ1 −
xi
ai
ξi

)
.

Faisant ξi = f ′i et s = f , on obtient
∑
bi(f

′)f ′if = 0 donc
∑
bi(f

′)f ′i = 0 et
on conclut comme dans le cas k ≥ 1.�

Soit

φ0 : Rn → I

J

définie par φ0(ei) = f ′iτ . D’après le lemme 4.1.2, on a :

Lemme 4.1.3. le noyau de φ0 est engendré par les éléments
xi
ai
ei, pour 1 ≤ i ≤ n,

tei, pour 1 ≤ i ≤ n,

ξi,j, pour 1 ≤ i < j ≤ n.

Soit
φ1 : R2n+(n2) → Rn

l’application qui envoie respectivement les vecteurs de base e′i, e
′′
i , ei,j sur les

éléments xi
ai
ei, tei, ξi,j.

Lemme 4.1.4. kerφ1 est engendré par
xj
aj
ξje
′
i − xi

ai
ξie
′
j +

xixj
aiaj

ei,j pour 1 ≤ i < j ≤ n,

ξje
′′
i − ξie′′j + tei,j pour 1 ≤ i < j ≤ n,

te′i − xi
ai
e′′i pour 1 ≤ i ≤ n,

ξiej,k − ξjei,k + ξkei,j pour 1 ≤ i < j < k ≤ n.
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Preuve(abrégée) On calcule une base de Gröbner du sous-module de Rn

engendré par (xi
ai
ei)i, (tei)i, (ξi,j)i<j, par l’algorithme de Buchberger.

Un vecteur (α1, . . . , αn, δ, β1, . . . , βn, γ, i) représentant le monôme xαtδξβτ γei,
on utilise l’ordre lexicographique sur les coordonnées γ, βn, . . . , β1, δ, αn, . . . , α1, i.

Lorsqu’on calcule les S-opérateurs, il apparâıt des nouveaux éléments :
pour i < j, xi

ai
ξiej. En adjoignant ces éléments aux générateurs initiaux, on

obtient une base de Gröbner. On connâıt alors les relations entre les éléments
de cette base de Gröbner, et on en déduit les relations entre les générateurs
initiaux. On vérifie enfin que ces relations sont engendrées par celles décrites
dans l’énoncé.

Lemme 4.1.5. Le noyau de l’application

Rn → Rn

(ξi,j)

e′i 7→ xi
ai
ei

est engendré par les éléments

xj
aj
ξje
′
i −

xi
ai
ξie
′
j, pour 1 ≤ i < j ≤ n.

Preuve Calcul de bases de Gröbner du sous-module de Rn engendré par
(xi
ai
ei)i, (ξi,j)i<j, analogue à celui de la preuve du Lemme 4.1.4.
Soit le R-module

M2 =
Rn

< (xi
ai
ei), (ξi,j), (tei) >

.

On a un isomorphisme φ0 : M2 ' I/J . Pour résoudre ce module, on va
utiliser encore un dévissage : soit le R-module

M1 =
Rn

< (xi
ai
ei), (ξi,j) >

.

On a une suite exacte courte

0→
< (xi

ai
ei), (ξi,j), (tei) >

< (xi
ai
ei), (ξi,j) >

→M1 →M2 → 0. (4.2)

Or d’après le Lemme 4.1.4,

< (xi
ai
ei), (ξi,j), (tei) >

< (xi
ai
ei), (ξi,j) >

'M1,
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l’isomorphisme étant donné par M1 3 ei 7→ tei. Donc la suite exacte (4.2)
s’identifie à la suite exacte

0→M1
t→M1 →M2 → 0

et pour résoudre M2, il suffit de résoudre M1. Pour ce faire, on utilise la suite
exacte courte

0→
< (xi

ai
ei), (ξi,j) >

< (ξi,j) >
→ Rn

< (ξi,j) >
→M1 → 0.

On connâıt la résolution minimale de Rn/ < (ξi,j) > : elle provient du com-
plexe de Koszul associé à la suite régulière ξ1, . . . , ξn. Enfin, d’après le Lemme
4.1.5,

< (xi
ai
ei), (ξi,j) >

< (ξi,j) >
' Rn

< (
xj
aj
ξjei − xi

ai
ξiej) >

et on connâıt la résolution de ce dernier module, elle provient du complexe
de Koszul associé à la suite régulière (xi

ai
ξi)1≤i≤n.

On connâıt ainsi potentiellement une résolution de R/I, en prenant les
cônes des morphismes de résolutions provenant des suites exactes courtes
décrites. Nous allons maintenant expliciter ces morphismes.

Résolution de M1

La résolution minimale bigraduée de M1 est donnée par le cône du mor-
phisme de complexes suivant :∧1Rn α1 // ∧1Rn

∧2Rn α2 //

δxξ
a

OO

∧2Rn

δξ

OO

∧3Rn α3 //

δxξ
a

OO

∧3Rn

δξ

OO

...

OO

...

OO

avec δξ le morphisme de Koszul associé à la suite ξ1, . . . , ξn,
δxξ
a

le morphisme de Koszul associé à la suite x1ξ1
a1
, . . . , xnξn

an
, et αi définie par

αi(eI) =
∏
k

xIk
aIk

eI
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où I est un multiindice de longueur i.
Notons

∧i =
∧iRn. On peut expliciter la résolution de M1 :

· · · →
2∧
⊕

3∧
ϕ2→

1∧
⊕

2∧
ϕ1→

1∧
ϕ0→M1 → 0

avec

ϕ0(ei) = ei,

ϕ1(ω, η) = α1(ω) + δξ(η),

pour (ω, η) ∈
∧i⊕

∧i+1, ϕi(ω, η) = (δxξ
a

(ω), (−1)i−1αi(ω) + δξ(η)).

Résolution de M2

La résolution minimale bigraduée de M2 est donnée par le cône du mor-
phisme de complexes suivant :∧1 tId // ∧1

∧1⊕
∧2 tId //

ϕ1

OO

∧1⊕
∧2

ϕ1

OO

∧2⊕
∧3 tId //

ϕ2

OO

∧2⊕
∧3

ϕ2

OO

...

OO

...

OO

D’où la résolution minimale bigraduée de M2 :

· · · → (
1∧
⊕

2∧
)⊕ (

2∧
⊕

3∧
)
θ2→

1∧
⊕(

1∧
⊕

2∧
)
θ1→

1∧
θ0→M2 → 0.

Explicitons les morphismes θi.

θ0(ω) = ω,

θ1(ω, η) = tω + ϕ1(η),

pour i ≥ 2, θi(ω, η) = (ϕi−1(ω), (−1)i+1tω + ϕi(η)).
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Résolution de R/I

Une résolution bigraduée de R/I est donnée par le cône du morphisme
de complexes suivant : ∧1 ρ0 // ∧0Rn+1

∧1⊕(
∧1⊕

∧2)

θ1

OO

ρ1 // ∧1Rn+1

δ

OO

(
∧1⊕

∧2)⊕ (
∧2⊕

∧3)

θ2

OO

ρ2 // ∧2Rn+1

δ

OO

...

OO

...

OO

avec ρ0(ei) = f ′iτ faisant commuter le diagramme

I
J

// R
J

∧1

OO

ρ0 // ∧0Rn+1

OO

et δ le morphisme de Koszul associé à la suite régulière

(g1, . . . , gn+1) = (χ+ tτ, (χ− xiξi
ai

)i>1, f).

Explicitons les flèches ρi pour i ≥ 1. Si I est un multiindice, notons
xI =

∏
xIk et aI =

∏
aIk .

Lemme 4.1.6. Les flèches suivantes rendent le diagramme ci-dessus com-
mutatif.

ρ1(ei, (0, 0)) = −f ′iei + f ′ie1 − ξien+1 si i 6= 1,

ρ1(e1, (0, 0)) = f ′1e1 − ξ1en+1,

ρ1(0, (ei, 0)) = τen+1,

ρ1(0, (0, ei,j)) = τ
aiaj
xixj

xa(ej − ei) si i 6= 1,

ρ1(0, (0, e1,j)) = τ
a1aj
x1xj

xaej.

Supposons i ≥ 2.

ρi : (
i−1∧
⊕

i∧
)⊕ (

i∧
⊕

i+1∧
)→

i∧
Rn+1

106



Si 1 /∈ I, ρi((eI , 0), 0) = (−1)i
∑

k(−1)k−1e(J\Jk)∪{n+1}) avec J = 1 ∪ I.

Si 1 ∈ I, ρi((eI , 0), 0) = (−1)i+1eI∪{n+1}.

Si 1 /∈ I, ρi((0, eI), 0) = (−1)i aI
xI
xa
∑

k(−1)k−1eJ\Jk avec J = 1 ∪ I.

Si 1 ∈ I, ρi((0, eI), 0) = (−1)i+1 aI
xI
xaeI .

Si 1 /∈ I, ρi(0, (eI , 0)) = τ
∑

k(−1)k−1e(I\Ik)∪{n+1}.

Si 1 ∈ I, ρi(0, (eI , 0)) = τe(I\1)∪{n+1}.

Si 1 /∈ I, ρi(0, (0, eI)) = τ aI
xI
xa
∑

k(−1)k−1eI\Ik .

Si 1 ∈ I, ρi(0, (0, eI)) = τ aI
xI
xaeI\1.

Preuve Vérification fastidieuse mais directe. Il s’agit de montrer que pour
tout i, pour tout élément e de la base canonique utilisée dans l’énoncé, on a
ρiθi+1(e) = δρi+1(e). Montrons-le pour i ≥ 2, e = ((eI , 0), 0) avec 1 /∈ I, les
autres vérifications étant similaires. Notons Jk = 1 ∪ (I \ Ik) et J = 1 ∪ I.

ρiθi+1((eI , 0), 0)) = ρi(δxξ
a

(eI), (−1)i+1αi(eI), (−1)iteI , 0)

= ρi

(∑
k

(−1)k−1xIkξIk
aIk

eI\Ik , (−1)i+1Πk
xIk
aIk

eI , (−1)iteI , 0

)

= (−1)i
∑
k

(−1)k−1xIkξIk
aIk

∑
l

(−1)l−1eJk\Jkl ∪{n+1}

−xa
∑
k

(−1)k−1eJ\Jk + (−1)itτ
∑
k

(−1)k−1eI\Ik∪{n+1}

= (−1)i+1
∑
k

(−1)k−1gIk
∑
l

(−1)l−1eJk\Jkl ∪{n+1}

+(−1)iχ
∑
k

(−1)k−1
∑
l

(−1)l−1eJk\Jkl ∪{n+1}

−gn+1

∑
k

(−1)k−1eJ\Jk + (−1)itτ
∑
k

(−1)k−1eI\Ik∪{n+1}

On a
∑

k(−1)k−1
∑

l≥2(−1)l−1eJk\Jkl ∪{n+1} = −δ1δ1(eI) = 0, donc∑
k

(−1)k−1
∑
l≥1

(−1)l−1eJk\Jkl ∪{n+1} =
∑
k

(−1)k−1eJk\Jk1∪{n+1}

=
∑
k

(−1)k−1eI\Ik∪{n+1}
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donc

ρiθi+1((eI , 0), 0)) = (−1)i+1
∑
k

(−1)k−1gIk
∑
l

(−1)l−1eJk\Jkl ∪{n+1}

+(−1)ig1

∑
k

(−1)k−1eI\Ik∪{n+1} − gn+1

∑
k

(−1)k−1eJ\Jk .

(4.3)

D’autre part, notons J̃k = J \ Jk ∪ {n+ 1}, on a

δρi+1((eI , 0), 0) = δ((−1)i+1
∑
k

(−1)k−1eJ\Jk∪{n+1})

= (−1)i+1
∑
k

(−1)k−1
∑
l

(−1)l−1gJ̃kl
eJ̃k\J̃kl

. (4.4)

Identifions terme à terme (4.3) et (4.4), que nous voyons comme des combi-
naisons linéaires des gi.
Dans (4.4) le coefficient de gn+1 est (−1)i+1

∑
k(−1)k−1(−1)ieJ\Jk , le même

que dans (4.3).
Le coefficient de g1 dans (4.4) est (−1)i−1

∑
k≥2(−1)k−1g1eI\Ik−1∪{n+1}, égal

à celui de (4.3).
Dans (4.3), le coefficient de gIp est

(−1)i+1(−1)p−1
∑
l≥1

(−1)l−1eJp\Jpl ∪{n+1}.

D’autre part, comme Ip = J̃kl si et seulement si

k 6= p+ 1 et

{
l = p si k < p+ 1
ou l = p+ 1 si k > p+ 1,

le coefficient de gIp dans (4.4) est

(−1)i+1

(
p∑

k=1

(−1)k−1(−1)p−1eJ̃k\J̃kp +
i+1∑

k=p+2

(−1)k−1(−1)peJ̃k\J̃kp+1

)
.

Pour conclure, on remarque que si k < p, alors Jp \ Jpk ∪ {n+ 1} = J̃k \ J̃kp ,

et si k > p, alors Jp \ Jpk ∪ {n+ 1} = J̃k+1 \ J̃kp .�
On en déduit une résolution bigraduée de R/I :

· · · → ((
1∧
⊕

2∧
)⊕ (

2∧
⊕

3∧
))⊕

3∧
Rn+1 Φ3→ (

1∧
⊕(

1∧
⊕

2∧
))⊕

2∧
Rn+1 Φ2→

1∧
⊕

1∧
Rn+1 Φ1→ R

Φ0→ R

I
→ 0.
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4.1.3 Calcul des nombres de Betti

Cas non réduit

On suppose f non réduite.
Notons

∧i =
∧i Cn.

On déduit de la résolution obtenue de R/I que le complexe R
I
⊗L C est quasi

isomorphe au complexe suivant :

· · · → ((
1∧
⊕

2∧
)⊕ (

2∧
⊕

3∧
))⊕

3∧
Cn+1 Φ3→ (

1∧
⊕(

1∧
⊕

2∧
))⊕

2∧
Cn+1 Φ2→

1∧
⊕

1∧
Cn+1 Φ1→ C Φ0→ 0. (4.5)

avec Φ2 = Φ1 = Φ0 = 0. Si i ≥ 3, soit eI un vecteur de la base canonique de∧i−2 ⊂ ((
∧i−2⊕

∧i−1) ⊕ (
∧i−1⊕

∧i)) ⊕
∧i Cn+1. Si 1 /∈ I, soit J = 1 ∪ I,

alors

Φi(eI) =
∑
k

(−1)k−1eJ\Jk∪{n+1} ∈
i−1∧

Cn+1.

Si 1 ∈ I, alors

Φi(eI) = −eI∪{n+1} ∈
i−1∧

Cn+1.

Les autres composantes de Φi exprimée dans les bases canoniques sont nulles.

Lemme 4.1.7. Si i ≥ 3, rang(Φi) =
(
n
i−2

)
.

Preuve Soit l’injection

ι :
i−2∧

Cn →
i−1∧

Cn+1

définie par ι(eI) = eI∪{n+1}. Soit l’application C-linéaire

A :
i−2∧

Cn →
i−2∧

Cn

définie par A(eI) =
∑

(−1)k−1eJ\Jk si 1 /∈ I, avec J = 1 ∪ I, et A(eI) = −eI
si 1 ∈ I.

On a rangΦi = rang(ι ◦ A) = rangA. Or dans la décomposition

i∧
Cn = (

⊕
1∈I

CeI)
⊕

(
⊕
1/∈I

CeI),
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la matrice de A est de la forme(
−Id ?

0 Id

)
donc A est un isomorphisme et imΦi = ι(

∧i−2 Cn). �
On en déduit βi.

Cas réduit

On suppose f = x1 . . . xn et n ≥ 2. Les nouvelles unités figurant dans les
matrices de la résolution de R/I proviennent de la flèche ρn :

ρn((0, e1,...,n), 0) = (−1)n+1e1,...,n.

Dans le complexe (4.5), seule la flèche Φn+1 est modifiée.

Φn+1 : (
n−1∧
⊕

n∧
)⊕(

n∧
⊕0))⊕

n+1∧
Cn+1 → (

n−2∧
⊕

n−1∧
)⊕(

n−1∧
⊕

n∧
))⊕

n∧
Cn+1

Φn+1(((0, e1,...,n), (0, 0)), 0) = −e1,...,n, les autres composantes sont analogues
au cas non réduit. On a alors

imΦn+1 =
n∧

Cn+1.

On en déduit les modifications en conséquence sur les nombres de Betti βn
et βn+1.

4.2 Diviseurs libres localement quasi homogènes

Soit f un diviseur libre localement quasi homogène. On utilise les résultats
de [5], que l’on commence par rappeler. Der(log D) admet une base sur O de
la forme

E, δ1, . . . , δn−1

où δ1, . . . , δn−1 est une base sur O de l’ensemble des champs de vecteurs
annulant f , et E le champ d’Euler vérifiant E(f) = f .

D’autre part, les symboles σ(δ1), . . . , σ(δn−1) forment une suite régulière
dans O[ξ] car le diviseur f est Koszul-libre ([5], theorem 4.3). De plus, l’idéal
jacobien est de type linéaire ([5], theorem 5.6).

On connâıt les nombres de Betti du module filtré D[s]f s, ce sont βi =(
n
i

)
, ils sont donc indépendants de f . En effet, d’après [5], remarque 5.10
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b), le complexe de Spencer sur D[s] associé à (δ1, . . . , δn−1, E − s) est une
résolution libre bifiltrée de D[s]f s. Elle est minimale car son gradué associé
est le complexe de Koszul sur O[ξ, s] associé à (σ(δ1), . . . , σ(δn−1), σ(E)− s).

Corollaire 4.2.1. Les nombres de Betti du module bifiltré Dx,tf s sont les
nombres de Betti du module bigradué

R

< f, (f ′i∂t), (σ(δi)), E − s >

avec R = bigrDx,t.

En effet, on peut passer en commutatif dans le cas f Euler-homogène et
J(f) de type linéaire, et l’ensemble (δi), E − s est une base F -involutive de
annD[s]f

s (Lemme 2.2.2).
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Titre : Résolutions minimales de D-modules géométriques

Résumé : Nous désignons par D l’anneau des germes à l’origine d’opérateurs
différentiels linéaires à coefficients analytiques. Nous étudions les résolutions
libres minimales de D-modules, introduites par M. Granger, T. Oaku et N.
Takayama. Plus précisément nous considérons des modules admettant une V -
filtration le long d’une hypersurface lisse, et les résolutions minimales sont
adaptées à cette filtration. Nous nous intéressons particulièrement aux rangs
d’une telle résolution minimale, appelés nombres de Betti, ce sont des invariants
du module. En premier lieu, nous donnons des résultats généraux : nous rame-
nons le calcul des nombres de Betti à une situation d’algèbre commutative et
nous définissons les résolutions minimales génériques. Ensuite, nous considérons
une singularité d’hypersurface complexe f = 0 et le module N = Dx,tf

s intro-
duit par B. Malgrange, dont la restriction le long de t=0 fournit la cohomologie
locale algébrique du faisceau des fonctions analytiques à support dans f = 0.
Le module N est naturellement muni de la V -filtration le long de t = 0, nous
étudions les nombres de Betti correspondants. Ces nombres sont des invariants
analytiques pour l’hypersurface f = 0. Nous les calculons pour f une singularité
isolée quasi homogène ou un monôme. Lorsque f est à singularité isolée, nous
caractérisons la quasi-homogénéité en termes des nombres de Betti.

Mots-clé : singularité d’hypersurface complexe, D-modules, résolutions mi-
nimales.

Title : Minimal resolutions of geometric D-modules

Abstract : Let D be the ring of germs at the origin of linear differential
operators with analytic coefficients. We study minimal free resolutions of D-
modules, introduced by M. Granger, T. Oaku and N. Takayama. More precisely
we consider modules endowed with a V -filtration along a smooth hypersurface,
and the resolutions are adapted to this filtration. We focus on the ranks of such
a resolution, which we call Betti numbers, they are invariant for the module
considered. First, we give some general results : we reduce the computation of the
Betti numbers to a commutative algebra problem, and we define generic minimal
resolutions. Next, we consider a complex hypersurface singularity f = 0 and the
module N = Dx,tf

s introduced by B. Malgrange, whose restriction along t = 0
gives the algebraic local cohomology of the sheaf of analytic functions with
support in f = 0. The module N is naturally endowed with the V -filtration
along t = 0, we study the Betti numbers associated to this data. Those numbers
are analytical invariants for the hypersurface f = 0. We compute them in the
quasi homogeneous isolated singularity case and in the monomial case. In the
isolated singularity case, we characterize the quasi-homogeneity in terms of the
Betti numbers.

Key-words : complex hypersurface singularity, D-modules, minimal resolu-
tions.
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