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Préliminaire

Ce mémoire donne une présentation qui se veut cohérente des résultats obtenus
dans [Col], [Co2], [Co3], [Co-Cl-Lo], [Co-Li-Ro], [Co-Me], [Co-Yol], et [Co-Yo02]. Ces
articles portent sur les propriétés géométriques et métriques locales des singularités des
ensembles sous-analytiques réels (ou p-adique dans la section 2.3 qui rend compte de
[Cl-Co-Lo]) mais le plus souvent dans le texte “sous-analytique” vaut pour “définissable
dans une structure o-minimale sur les réels” (excepté peut-étre dans EquisingR (i),
section 3.2).

Les invariants locaux de toutes natures des singularités analytiques complexes,
comme la multiplicité locale, les nombres de Milnor des sections planes (dans le
cas des hypersurfaces & singularié isolée), les multiplicités des variétés polaires, ou
les invariants de courbures sont tous en correspondance et leur constance le long
des strates d’une stratification donnée est équivalente a une certaine condition de
régularité, le plus souvent de nature différentielle, de cette stratification : stratification
normalement psuedo-plate pour ’équimultiplicité, régularité de Whitney ou de Verdier
pour la constance des nombres de Milnor des sections planes et des multiplicités des
variétés polaires (cf Equimult(c et ]:]quising@, section 3.1). L’étude de ce type de
correspondance en géométrie complexe est 1'objet de la théorie de 1’équisingularité,
initiée par O. Zariski.

Nous présentons des substituts réels de ces invariants complexes. Leur nature
est plus sauvage que celle de leur équivalent complexe car il ne s’agit pas en général
d’entiers donnant lieu & des fonctions sous-analytiques constructibles (ie constantes
sur les strates d’une stratification sous-analytique de 'ensemble en question), mais de
réels dont le comportement est celui d’une fonction Log-analytique (cf [Co-Li-Ro).
Tous les invariants réels que nous construisons le sont & l'aide de la caractéristique
d’Euler, le plus élémentaire des invariants additifs mais le plus fondamental de ceux-ci,
et une partie d’entre-eux sont les localisations des courbures de Lipschitz-Killing, qui
procurent des formules exactes sur le volume des tubes des ensembles définissables.
Les invariants de Vitushkin sont quant & eux construits sur le nombre de composantes
connexes et donnent seulement lieu a des formules approchées portant sur le volume
des tubes ; ils sont étudiés dans [Co-Yol] (cf section 1.4).

Ce que nous appelons équisingularité réelle est 1’étude de la correspondance entre
la continuité (et non plus la constance comme en complexe) de ces invariants le long
des strates d’une stratification et la régularité de cette stratification.

La continuité ou méme la constance de nos invariants réels le long des strates d’une
stratification ne garantit pas que celle-ci jouisse d’une bonne régularité (cf exemple
section 3.2). Les résultats sont en sens inverse ; c’est une régularité adéquate de
la stratification (par exemple la régularité de Verdier) qui assure la continuité des
invariants le long de ses strates (cf EquimultR et EquisingR, section 3.2).

Si I'équisingularité complexe suggere comment nos invariants réels doivent se



correspondre, il me semble que la géométrie convexe montre pourquoi ils le doivent : les
résultats de finitude comme l'exemplaire théoréme de Hadwiger (cf section 1.3) portant
sur les invariants additifs de la géométrie convexe forcent ceux-ci a étre linéairement liés.
Cette rigidité structurelle doit alors s’étendre aux invariants additifs de la géométrie
sous-analytique, qui comme les nétres sont suffisamment réguliers. Le chapitre 1,
introductif, est entierement consacré a la mise en place de ce point de vue.

Les correspondances que nous établissons entre nos invariants locaux réels sont des
formules du type Cauchy-Crofton locales (cf (CC*°°R) section 2.2, (CCEOCQP) section 2.3
et (CCﬁ‘jfult) section 2.4). L’effet de moyenne et donc de compensation que permet ce
type de formules intégrales est un principe qui traverse tous les articles présentés ici.
C’est ce principe qui prévaut encore dans [Co-Yo2] (cf chapitre 4) oti, grace & une version
quantifiée de la formule de Cauchy-Crofton sphérique, nous montrons le comportement
modéré des trajectoires des champs de vecteurs lipschitz : celles-ci ne s’enlacent pas
infiniment en temps fini et d’'une borne de leur rotation nous déduisons une borne de
Iinvariant de Hopf-Arnold.
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1- Introduction : invariants additifs de courbure

1.1. Courbures de Lipschitz-Killing. On peut faire remonter a J. Steiner
Iidée, aussi belle que féconde, selon laquelle une famille d’ensembles se déformant sur un
ensemble spécial X fait apparaitre des invariants remarquables attachés & X lui-méme.
C’est ce principe qui est par exemple a I’ceuvre dans la notion de type topologique du
link simplicial en topologie algébrique, du link géométrique en théorie des singularité,
du théoréme d’unicité des triangulations en géométrie modérée (cf les théoremes de M.
Shiota) et de nombre de Milnor d’une singularité isolée d’hypersurface complexe, o
la caractéristique d’Euler des fibres voisines f~1(p) N By, 0 < p < r < 1, définit
un invariant analytique du germe de la fibre f~1(0), lorsque f : C" — C. Ce principe
est rendu encore plus explicite dans la version motivique de la fibre de Milnor (1) et
Pobtention de la densité locale des ensembles définissables p-adiques (cf section 2.3 ).

Dans [St] il est prouvé qu’étant donné un polytope P (I’enveloppe convexe d’un
nombre fini de points) de R (de R? ou R* dans [St]), le volume du voisinage tubulaire
Trp = Uzep Ba,p) de rayon p > 0 de P est un polynome en p dont les coefficients
Ao(P), -+, An(P) ne dépendent que de P et sont invariants par les isométries de
I’espace ambiant :

n

Vp >0, Voln(Tp,) =Y il i(P)-p'. (1)
=0

Par commodité nous normalisons les coefficients A;(P) en introduisant dans (1) le
i-volume «; de la boule unité i-dimensionnelle.

En faisant p = 0 dans cette formule, on obtient A,,(P) = Vol,(P). D’autre part, en
notant 6 = max{|z—y|;x,y € P} le diametre de P, pour un élément z € P quelconque,
la double inclusion By, ,) C Tp, C Bz p+s5) montre que : Vol, (7 p,) ~_ O ptet

donc Ag(P) = 1. 1l est utile pour la suite de voir en cette égalité plutgt la suivante :
Ao(P) = x(P). Les coefficients Ag(P) et A, (P) sont obtenus ainsi sans calcul, mais
une preuve directe de (1) fournit une expression de tous les coeflicients A;(P).

Pour donner cette preuve nous introduisons quelques notations.

Si P est un polytope de R" de dimension n, engendré par n+1 points indépendants,
un hyperplan affine de R"™ engendré par n de ces points est appelé une facette de P.

(t) Lorsque f : C™ — C, on peut voir en X,, = {¢ € L, (M); ordi(fn(p)) = n} le
voisinage tubulaire d’ordre n dans l'espace des arcs, de la variété f = 0. En notant [X,,]
la la classe de X, dans anneau de Grothendieck Ko(Varc)y,, o L = [A!], la rationalité
de la série Z[X 2] ILTT)™ (cf [De-Lo]) définissant la fibre de Milnor motivique est un

n>0
résultat de finitude notoirement parent de la formule de Steiner (1) pour les convexes,
du théoreme de Hadwiger ou de la formule des tubes de Weyl et de son avatar sous-ana-
lytique (17).
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Le vecteur normal a une facette F' de P est le vecteur unitaire orthogonal a F' situé
dans le demi-espace défini par F' qui ne contient pas P. Pour ¢ € {0,---,n — 1}, une
i-face de P est l'intersection de n — i facettes distinctes de P et de P. On note F;(P)
Pensemble des i-faces de P. Par convention F,(P) = {P}. A tout point z € P on
peut associer Fy, I'unique face de P de dimension minimale contenant . Si z € 9P (le
bord de P), on définit C(z, P), le céne normal extérieur & P en x, de la fagon suivante :
C(z, P) est le cone de R™ engendré sur R par les vecteurs normaux aux facettes de
P contenant x. On convient que : C(z, P) = {0}, lorsque z € P\ OP.

Remarquons que si F, est de dimension i € {0,---,n — 1}, C(z, P) est un cone
invariant sous l'action de Ri et de dimension n — . De plus quel que soit y € F},
C(z,P) = C(y, P). On définit donc C(F, P), le céne normal extérieur de P le long
d’une face F de P, par C(x, P), ou x est quelconque dans F'. On a : C(P, P) = {0}.

Si P est un polytope dégénéré de R™, c’est-a-dire si le sous-espace vectoriel [P] de
R™ engendré par P est de dimension < n, on note Cjp(z, P) le cone normal extérieur
de P en x dans [P], au sens de la définition qui précede, puisque P est de codimension
nulle dans [P]. Avec cette notation, le céne normal extérieur de P en = dans R™, noté
Crn (x, P) est défini par Cipj(z, P) x [P]*. Le cone normal extérieur est ainsi relatif &
I’espace dans lequel il est obtenu, mais nous donnons une définition intrinseque attachée
au cone normal extérieur : 'angle extérieur.

Définition 1 (angle extérieur). Soit P un polytope de R" et F' € F;(P). On
définit v (F, P), 'angle extérieur de P le long de F par :

+(F,P) = Vol—i(C(F,P) N B}y 1)) = Volu_i1(C(F, P) N S(o.1))-

Qp—4

Par convention (P, P) = 1 (cf fig.1).

fig.1
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La notion d’angle extérieur introduite, la preuve de (1) est immédiate.

Preuve de 1’égalité (1) dans le cas polyédral. La convexité de P, par
découpage de 7 p,,, donne :

Vol,(Tp,) = Zaz P> Voli(F)-y(F,P). O

FeF;(P)

On obtient en particulier :

= > Voli(F)-~(F,P). (2)

FeF;(P)

L’égalité (2) montre en quoi les A;(P) traduisent la concentration de courbure
de P le long de ses faces i-dimensionnelles, de sorte que ’égalité (1) montre que la
dégénérescence de 7 p,, sur P met en évidence la concentration de courbure de P le
long de toutes ses faces.

De plus, du fait que le volume des voisinages tubulaires des polytopes est addiditif,
c’est-a-dire que :

VOln(TpUQ,p) = VOln(Tp’p) + VOln(TQ’p) — Voln(Tme’p)

lorsque PUQ est un polytope, I’égalité (1) montre que les invariants A; sont eux-mémes
additifs : pour tout ¢ € {0,---,n}, pour tous polytopes P, @, tels que P U @ est un
polytope,

Ai(PUQ) = Ai(P)+ Mi(Q) — Ai(PNQ).

Dans le cas convexe, et non plus seulement polyédral convexe, 1’égalité (1) a
encore lieu, donnant naissance & des invariants additifs A; définis sur I’ensemble " des
convexes compacts de R™. Un preuve reposant sur ’approximation d’un convexe par
une suite de polytopes est donnée dans [Sc3], section 4.2. En voici une esquisse, dont
on peut voir qu’elle n’est qu'une extension de la preuve dans le cas des polytopes :

Preuve de I’égalité (1) dans le cas convexe compact. Considérons K € K".
On définit I’application (continue) :

foi: Trp\K — R"xS8" 1(0,1)

z = (mk(z),ux(2))’
ou i (x) est la projection de x sur K et ug(x) le vecteur unitaire normal sortant de
K et dirigeant la droite passant par = et px(x). On note pix,, la mesure image par

f» de la mesure de Lebesgue sur R". Si K = P est un polytope et B un borélien de
" x 8"~1(0,1), on montre que :

ppp(B) = il ip(B)-p', (a)
=0
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olt \o,p, "+, A\n,p sont des mesures positives sur les boréliens de R" x S"~1. En faisant
p=1,---,p=n on obtient les A\; p sous la forme :

n
Aip = E @ik * Pk,
k=1

n
ce qui permet de définir A; i, pour K € K", par g aik - pi. i et d’en faire une mesure
k=1
(a priori & valeurs dans R) sur les boréliens de R” x S"~1. On montre ensuite que si

K; — K dans K" muni de la distance de Hausdorff, yif, - tend vers ug ., pour tout
r > 0, de sorte qu’en considérant une suite de polytopes convergeant vers K, on obtient
la positivité des mesures \; x et on étend la formule (1) aux convexes, par passage &
la limite dans (a), puisque px ,(R™ x S"71(0,1)) = Vol (T k.p).- 0

Dans le cas convexe, une autre preuve est indiquée dans [Fe3, 3.2.35] ou [La] ; elle
fait usage de la formule de Cauchy-Crofton, que nous rappelons ici :

Formule de Cauchy-Crofton ([Fel, 5.11], [Fe3, 2.10.15, 3.2.26], [Sa, 14.69]) —
Soit A C R™ un ensemble (H",d) rectifiable, alors :

1 _ _
lg(A) = ——— d(ANP) dvy, (P
Vola(4) = g [ CandANP) 7y (P), (cc)

ot G(n —d,n) est la Grassmannienne affine des (n — d) plans P de R", %, ,, sa mesure
canonique et (3(n,d) la constante universelle I'(2=)D(5L)/T(2ENT (L) (T est la
fonction d’Euler).

On peut maintenant donner une autre preuve de (1) dans le cas convexe compact.

Preuve de ’égalité (1) dans le cas convexe compact. La preuve se fait
par récurrence sur la dimension de I'espace euclidien dans lequel est inclus le convexe
compact K. Si celle-ci est 1, la formule (1) est triviale, si celle-ci est n > 1, on a :

P
Vol (T k,p) = Voln(K) —|—/ Vol,—1(K") dr,
r=0

olt K" est 'ensemble des points de R™ & distance r de K. Calculons alors Vol,,_1(K")
4 I'aide de la formule de Cauchy-Crofton. En remarquant que : Card(L N K") =2 ou
Card(LN K") = 0, pour un sous-ensemble de mesure pleine de G(1,7n), on obtient par
définition de 7y, :

VOln (TK,p) =

Voln(K)—i—/p 2

-~ VOln,1 TH K" d'Ynfl,n H dT,
r=0 ﬁ(nan - 1) ~/H€G(n1,n) ( ( )) ( )
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ou G(n — 1,n) est la Grassmannienne des (n — 1) plans vectoriels de R™ munie de sa

mesure unitaire invariante sous l'action de O, (R) et my la projection orthogonale sur
HeG(n—1,n).

TEH(K r) \/

7, (K)

fig.2

Mais si notre hypothese de récurrence est que ’expression du volume du voisinage
tubulaire de rayon r > 0 des convexes de R™ ™" est un polynome en r, on obtient, en
observant que g (K") est 7., k), dans H :

Vol (Tk,p) =Vol,(K)

n—1

=i |
Y — N1 i(mg(K)) -7 dyp—1..(H) dr,
6(n,n - 1) r=0J HeG(n—1,n) ; ' ( H( >) b ( )

n—1
2 o )
=Vol,(K)+ E _1 ,z-‘rl/ Ap_1_i(me(K)) dyp—1..(H). [
" Bln,n—1) —i+1 ’ HEG(n—1,n) 1=6(m (K)) dyn—1,n(H)

Dans [St], la formule (1) est également prouvée pour les surfaces de classe C%F,
suggérant une extension au cas lisse. On doit cette extension H. Weyl, qui dans [We]
prouve :

Formule des tubes de Weyl ([We]) — Soit X une sous-variété compacte de
R", lisse et de dimension d. Soit nx > 0 tel que quel que soit p, 0 < p < nx, lorsque
y € Tx,p, il existe un unique x € X tel quey € (T, X)*. On a alors pour tout p < nx :

[d/2]

Vol (T x,p) = Z n—drailNa_oi(X) - pndt2
i=0
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ou les Ap(X) s’expriment grace au tenseur de courbure riemannien et sont par
conséquent invariants par plongements isométriques.

En résumé Vol,, (7 x ,) est un polynéme en p qui définit :

- des invariants de courbure dans le cas ou X est lisse, pour p suffisamment petit,

- des invariants additifs, quel que soit p > 0, dans le cas ou X est un polytope
ou plus généralement convexe compact et qui traduisent la concentration de courbure
le long des faces d’un polytope, ou qui rendent compte de la dégénérence de celle-ci
lorsque 'on considere des suites de polytopes convergeant vers un convexe compact
dans la métrique de Hausdorff.

En revanche, lorsque X est une réunion quelconque deux polytopes P, ), il se peut
que Vol (7 x,,) ne soit pas un polynéme en p. Il suffit de penser & X1 = PUQ ou P =
{(0,00} c R et Q = {(0,2)} € R?, pour 1 < p < 2. De méme si X n’est pas une variété
lisse, il se peut que quel que soit p > 0, Vol,,(7 x,,) ne soit pas un polynéme en p. Par
exemple si Xo = {(z,y) € R*; x>0, (224+y—1)(2>+(y—2)2—1) = 0}, on obtient, quel

)= Vp?+2p

que soit p > 0 (suffisamment petit), Vola(T x ,) = (1 + p)? arccos(
(cf fig.3).

1+p

Remarque. D’apres [Co-Li-Ro], on sait cependant que lorsque X est un ensemble
sous-analytique de R", Vol(T x ,) est un polynéme en des fonctions sous-analytiques
en p et en leur logarithme (cf chapitre 3).

fig.3

Les aires hachurées Y7 et X5 de la figure 3, comptées avec multiplicité 1 dans le calcul de
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Vola(T x, p) contribuent de maniére non polynomiale. Mais si celles-ci sont comptées
avec multiplicité 2, on obtient d’une part dans le calcul modifié de Volo(7 x, ) la
somme des aires des disques de rayon p centrés en P et en ) et d’autre part dans le
calcul modifié de Vola(7 x, ) le double du volume du voisinage tubulaire de rayon p
du quart de cercle privé du volume de la boule de rayon p. Ainsi une contribution
double du volume des aires hachurées fournit deux polynémes en p. De plus on observe
que pour j =1,2:

-Vo e X 2=x(X; N Bap)
-VreTx; ,\ %51 1=x(X;N B,
-Vx € Rz \TXj,p : X(X] n B(xvp)) =0.

Il s’ensuit que, pour j=1,2 : /
zeR?

un polynéme en p, contrairement a Vola(7 x;, ).

X(X; N Bg,p) de = / X(X; N Bg,p)) do est

z€T, x;

Cet exemple rend compte d’un fait général ; la formule (1) admet la généralisation
(1") aux ensembles compacts et sous-analytiques dans R" (ou méme définissables dans
une structure o-minimale sur les réels) :

Théoréme ([Ful...7], [Be-Brl,2|, [Br-Ku]) — Soit X un ensemble sous-analytique
compact de R™. Il existe des constantes Ag(X), -+, A, (X) telles que quel que soit
p=>0:

| XX By o= aiti(X) 4 (1)
w€Tp,x i=0
Les Ai(X),i=0,---,n sont appelés les courbures de Lipschitz-Killing de X. Il s’agit
d’invariants des isométries sous-analytiques. De plus on dispose de la formule :

D d:)/nfi,n(P)

AZ(X) B /PEG(nz,n) X(X " P) 6(”7 Z) (2,)

Remarques au sujet de (1) et (2'). - Clairement (1’) est une généralisation
de (1) au cas non convexe puisque si X est convexe, quel que soit p > 0, quel que soit
v €Tx,, X(XNDB(,,)) =1 et par conséquent X(XNB ) de = Vol (Tx,p).

z€T, x
De méme (1’) est une généralisation de la formule des tubes de H. Weyl au cas non

lisse, puisque si X est lisse, il existe nx > 0 tel que quel que soit p,0 < p < nx, quel
que soit € Tx ,, X(X N B, ) =1et X(X N B ,y) de = Vol (T x ).

€7, x
- Notons que (1’) provient d’une formule cinématique plus générale (cf [Br-Ku],

[Fu5]). Si X et Y sont deux sous-analytiques compacts de R™ :

/ Ak(X n g- Y) dg = Z Cn,i,j . Az(X) . AJ(Y) (1/,)
9eG i+j=k+n
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avec G le groupe des isométries de R™ et ¢, ; ; des constantes universelles.

- L’expression des A;(X) donnée en (2') est une extension au cas sous-analytique
de la formule (2) de représentation des A;(X) dans le cas polyédral.

- On obtient & l'aide de (2') les caractérisations suivantes de Ay et Ag, o
d = dim(X), que l'on a obtenu & partir de (1) dans le cas convexe : Ag(X) = x(X)
et directement d’apres la formule de Cauchy-Crofton Agq(X) = Volg(X). Enfin
Ag1(X)=-=A,(X)=0,sid <n.

- La caractéristique d’Euler étant additive sur les sous-analytiques compacts et
ceux-ci étant stables par réunion et intersection finies, I’égalité (1’) ou (2') montre que
les A; sont des invariants additifs des sous-analytiques compacts :

Vi € {0, s ,n}, Az(X U Y) = Az(X) + Az(Y) — Az(X N Y),
lorsque X et Y sont des sous-analytiques compacts de R".

1.2. Cycle conormal et cycle caractéristique. La formule (1’) semble
indiquer que les objets X auxquels elle s’applique appartiennent a priori a une catégorie
d’ensembles définissables dans une structure o-minimale, afin que les caractéristiques
d’Euler des sections planes de X soient uniformément bornées, ce que ne requiert
nullement la formule (1) pour les convexes ni la formule des tubes de Weyl, qui est
valable dans le cas lisse non nécessairement modéré. L’approche de J. Fu développée
dans les années 1980-1990, qui utilise la théorie de Federer des courants intégraux et
qui étend celle des ensembles & positive reach (cf [Bal, [Fe2], [Z&1,2]), éclaire cette zone
d’ombre et offre une théorie des courbures de Lipschitz-Killing adaptée a la fois aux
ensembles de la géométrie modérée, aux convexes et aux sous-variétés lisses de R”.

Nous résumons ici la théorie du cycle (co)normal de J. Fu qui est, comme on le
remarque en fin de section, la version en théorie de la mesure géométrique du cycle
caractéristique de M. Kashiwara et P. Schapira. Pour une connaissance complete de
cette théorie, nous renvoyons aux différents articles de J. Fu donnés en référence. Les
notations sont celles rendues classiques par [Fe3].

Soit M une variété lisse orientable de dimension n, 7wy : T*M — M la projection
canonique du fibré cotangent de M, w la forme symplectique naturelle sur T*M,
M = T"M\ M, S*M = T*M/ ~, ol & ~ 7 ssi existe a > 0 tel que £ = a-n
etv:T M—SMla projection.

Définition. On dit qu’une fonction localement lipschitz f : M — R est une
fonction de Monge-Ampére lorsqu’existe un courant intégral T € I,,(T*M) (cf [Fe3,
4.1.24]) tel que :

-0T =0

- TLw = 0 (on dit alors que T est lagrangien)

- TM|spt(T) €St propre

- Pour toute n-forme # & support compact sur M et ¢ : T*M — R fonction C*°
quelconque :
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T(o-mish) = [ (poDp)-0.

D’apreés [Fu3], si un tel courant existe il est unique et on le note [Df] car si f est C?,
[D f] est le courant d’intégration sur le graphe I'(D f) = {(z, D f(y));x € M} C T*M de
Df. De plus, toujours d’apres [Fu3|, si M est analytique et f : M — R sous-analytique
et localement lipschitz, f est une fonction de Monge-Ampere.

Pour z € M, notons D*f(,) la différentielle de Clarke de f : M — R en x :
D*fpy = Conv{L € Ty M;L = zli>nolo Dfs,), avec x; — x}. Si X est un compact

de M, une fonction de Monge-Ampere positive et propre telle que f~1({0}) = X est
appelée une aura de X. Une aura de X est non dégénérée ssi existe un voisinage U de
X dans M tel que : T'(D* fiin x) C T°M. Si M est munie d’une métrique riemannienne
et si X est a positive reach (ie si sup{r > 0;Vz,d(z, X) < r, il existe un unique y €
X tel que d(z, X) = d(z,y)} # 0) alors f = d(.,X) est une aura non dégénérée de
X. En particulier, si X est lisse ou convexe, X est a positive reach, tandis que si
X est sous-analytique (en supposant M analytique), f = d(-, X) est une aura de X
qui peut étre dégénérée (par exemple dans la cas oit X est le cusp y? = 2 de R?,
iilr%) D* f(z0) = 0). Cependant dans le cas sous-analytique ou définissable, méme si 0

peut-étre une valeur critique de f = d(-, X), 'ensemble des valeurs critiques de f est
localement fini dans R. C’est cette derniére propriété qui est utile dans la définition
du cycle conormal que I’on donne maintenant.

Supposons que X posseéde une aura f non dégénérée et donc qu’existe un voisinage
U de X dans M comme décrit ci-dessus, ou que X est sous-analytique dans M et
dans ce cas on note 7 la plus petite valeur critique non nulle de d(-, X') et on pose
U =d(-, X)1(]0,71[). On définit alors le cycle conormal N*(f,0) de X, qui & ce stade
est attaché au choix de la foncton f, par :

pour 0 <r <7y, N*(f,r)=vg(Df], 72 f,7) € I,_1(S*M),
N*(/,0) = lim N*(f,7)
= vy (O([Dflemyf (M N\ X))emy (U)) € In—1(S*M).

La terminologie “N*(f,0) est le cycle conormal de X lorsque f est une aura de X” est

justifiée par le fait que le courant N*(f,0) ne dépend pas du choix de f ; si f et g sont

deux auras de X = f~1(0) = g~1(0), on a par [Fu7, 3.3.3] : lir% N*(f,r) = 1iIr(1)N*(g,7").
r— r—

On note finalement, lorsque f est une aura de X particuliere :
N*(X) = N*(£,0).

Dans le cas ou M est muni d’une structure riemannienne, on identifie naturellement
T*M et TM, S*M et SM et note N(X) € I,,_1(SM), le cycle normal de X au lieu de
N*(X).
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Le cycle conormal est additif sur les sous-analytiques compacts :
N (X UY)+N(XNY)=N"(X)+N*(Y)

et dans le cas sous-analytique, le théoréme d’unicité de [Fu7, 3.2] montre que N(X) est
completement caractérisé par 1’égalité (3) ci-dessous (cf [Be-Brl,2], [Br-Ku]).

Soit X C R"™ un sous-analytique de R" et ax : SR™ — R application définie par :
ax(z,v) =1—-x(XNBggsN hy t(hy(z) =€),

avec hy(z) = —(v]z) et 0 < e € § < 1 (voir fig.d.a et 4.b). Siz & X, ax(x,) =0
et si (X;) est une stratification de Whitney de X, z € X;, ax(x,v) est non nul ssi
est critique pour h,|x,. Enfin (cf [Br-Ku]) on montre que pour v générique dans S"*,
hy : X — R est une fonction de Morse (relative a la stratification (X;) de (X)).

Otx(x,v)=1 ocx(x,v):o

fig.4.a fig4.b

Soit p : SR™ — S™ 1 et ¢ la forme volume de S™~1. On a alors, pour toute fonction
lisse ¢ : SR — R :

N )= [ Y ewrax(e) dw) )

zeX

Dans le cas ol ¢ vaut 1 sur v~ 1(X), Pégalité (3) devient :

N(X)(p*s) = Voly—1(S"~)x(X) 3"
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puisque /vesnlg;(ax(m,v) dg(v):/v x(X) ds(v).

cgn—1
Maintenant afin de présenter les invariants A; pour les convexes ou les sous-
analtyques de R™ par une formule du type (2) ou (2') faisant usage du cycle normal,

on applique le cycle normal a des (n — 1)-formes de SR™ particulieres kg, -+, kp—1 €
D" 1(SR™). Ces formes sont définies de la fagon suivante (cf [Fu5], [Be-Br1,2]). Soit
(x,v) € SR™ et (v = by, --,by) une base orthonormée de T;R", de base duale
(01,-+,00), alors (ba,---,by,) est une base de T, S~ dont la base duale est notée
(wa, -+ ,wp). On pose :

1
Ri = Voln,ifl(S”*ifl) Z 6(7’) Wr@2) N+ ANWr(n—i) N Or(n—it1) " N\ Or(n)-

Te€S({2,--,n})

Remarques. - La définition des x; ne dépend pas du choix de la base orthonormée
orientée (b, --,by).

- Les formes #; constituent une base de I'espace des (n — 1) formes de D"~ (SR™)
invariantes sous 'action des isométries orientées de R" induites sur SR™ ([Fu5]).

Pour X convexe ou sous-analytique dans R", on montre alors que les coefficients
A;(X) qui apparaissent dans la formule (1) sont donnés par :

A(X) = N(X) (1), i =0, ,n — 1 (4)

La formule (4) redonne immédiatement la formule (2) qui exprime A;(X) lorsque X
est un polytope, car dans ce cas N(X) est le courant d’intégration le long des produits
des faces par leur angle extérieur solide (ie vu comme sous-ensemble de S™~1) dans
SR". La forme kg est la forme de Gauss p*s sur SR™ !, de sorte que d’apres (3'), on
retrouve bien Ag = x, dans le cas sous-analytique.

Enfin comme cela est remarqué dans [Fu7], N* correspond au cycle caractéristique
défini par M. Kashiwara et P. Schapira, de la fagon suivante (les notations sont celles
de [Ka-Sc]). Supposons que M est analytique riemannienne, dans [Ka-Sc, 9.4.1] est
défini le cycle caractéristique CC(F) de F € Ob(D%_.(M)) comme l'image dans
H(T*M; Lx) deidr € Hom(F, F), avec Lx le faisceau des cycles lagrangiens sur T* M
(cf [Ka-Sc, 9.3.1]). En notant C'(M) la R-algebre des fonctions sous-analytiquement
constructibles sur M et Ko(D%_.(M)) le groupe de Grothendieck de D (M), on
dispose des isomorphismes ([Ka-Sc, 9.7.1], [Ka-Sc, 9.4.5, 9.7.10]) :

X : Ko(Dg_o(M)) — C(M)
CC : Ko(Dg_ (M) — H(T*M; L),
qui induisent I’isomorphisme :

cc=CCox t:C(M)— HYT*M;Ly).
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Notons maintenant u : S*M x]0, co[— T°M et 2 : M — T*M. On définit la
conification N* de N* par :

N*(X) = pp (N*(X) x]0, 00]) + 2 [X] € L,(T* M),

ol zx[X] est le n-courant nul de IL,(T*M) lorsque dim(X) < n. L’additivité du
cycle conormal permet de déﬁnir une application de C(M) vers I,(T*M), qui a

Z m;lx, associe N Z my- N* . En identifiant les n-courants intégraux
j=1
lagrangiens et les éléments de HO(T M; L), on a alors ([Fu7, 4.7]) :

L#N* =

t: T*M — T*M est la multiplication par —1.

1.3. Théorie des valuations. En se donnant les A; par les formules (1’) et
(2’) on observe immédiatement leur invariance sous les isométries de R"™. D’autre
part le fait qu'une base de l'espace des (n — 1) formes différentielles sur SR"
invariantes sous les isométries de R™ soit donnée par kg, -,kn_1 et les formules
(4) : A;(-) = N*(-)(k;) suggerent que le cheminement inverse est possible ; c’est-a-
dire que les invariants A; (sous certaines hypotheses) sont des modeles des invariants
additifs. L’étude systématique des invariants additifs (des convexes compacts de R™)
a été inaugurée par H. Hadwiger et son école, et est motivée par la résolution du
troisieme probleme de Hilbert consistant & classifier les invariants de découpage des
polytopes. Un des résultats les plus frappants de cette étude est le théoréme obtenu
par Hadwiger qui caractérise effectivement a l’aide des A; les fonctions additives (sur les
convexes compacts des espaces euclidiens), invariantes par les isométries et continues
relativement a la métrique de Hausdorff. Nous donnons ici le vocabulaire nécessaire
pour énoncer le théoreme de Hadwiger et la question indécise de son extension au cas
sphérique. Pour plus de détails on pourra se reporter a [Sc3,4] ou [McMu-Sc].

Notons K™ (resp. KS™ 1) Pensemble des convexes compacts de R™ (resp. de S™~1,
ie la trace dans S"~! des convexes compacts coniques de K" de sommet 'origine).
Une application v : K" — R (resp. v : KS" ! — R) est une valuation réelle (resp.
une valuation sphérique réelle) si v()) = 0 et si quels que soient K, L € K" (resp.
K,L e KS" 1) tels que KUL € K" (resp. KUL € KS" 1), on a:

v(KUL)=v(K)+v(L)—v(KNL).

On dit qu'une valuation v sur K™ (resp. KS™" 1) est continue si elle est continue pour
la métrique de Hausdorff sur K™ (resp. sur £S"~!). On dit qu'une valuation v sur
K™ (resp. KS™™ 1) est simple si la restriction de v aux convexes de dimension non
maximale est nulle. Soit G un sous groupe du groupe orthogonal O,(R). On dit
qu'une valuation v sur K" (resp. KS™"™1) est G-invariante si elle est invariante sous
'action des translations de R" et de G (resp. sous 'action de G restreinte & S™~1).
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Le théoreme de Hadwiger qui souligne le role central des invariants de Lipschitz-
Killing en tant qu’objets additifs est alors :

Théoréme ([Had], [K1]) — Une base de I'espace des valuations sur K™, continues
et SO, (R)-invariantes, est : (Ao =1,Aq,---, A, = Voly,).

De fagon équivalente : une base de 'espace des valuations simples sur K", continues
et SO, (R)-invariantes, est A,, = Vol,.

Ce théoréme oblige les invariants additifs continus de la géométrie convexe euclidienne
a étre linéairement liés. La deuxieme formulation du théoréme de Hadwiger permet
de poser la question de la validité d’une telle rigidité dans le cas sphérique. Ce
probleme délicat apparait naturellement au chapitre 2, lorsque se pose la question de
la localisation des invariants A;. Pour anticiper, une réponse positive & cette question
signifierait qu’existe un nombre fini de modeles pour les invariants (sous l’action de
O, (R)) additifs et continus (au sens de la métrique de Hausdorff) sur les germes
coniques et convexes, de sorte que les invariants locaux que nous allons définir au
chapitre 3, au moins en restriction aux cones convexes, seraient linéairement liés.

Question ([Gr-Sc] Probleme 74, [Sc-McMu] Probléeme 14.3) —  Une valuation
simple sur KS™~1, continue et invariante, est-elle proportionnelle au volume de S*~1 ?

Notons que l'on dispose d’une réponse positive a cette question, dans le cas ou
n < 3 (cf [McMu-Sc] Théoréme 14.4) et dans le cas ol la valuation est de signe constant
([Scl Th. 6.2], [Sc2]). Dans ce dernier cas la continuité de la valuation n’est pas requise
et la valuation est définie a priori sur les polytopes et non pas nécessairement sur tous
les convexes de S L.

La généralisation suivante du théoreme de Hadwiger est due a S. Alesker :

Théoréme — Soit G un sous-groupe compact de O, (R).

(i)- L’espace Val%(K™) des valuations continues, invariantes sous les translations
et sous I'action de G est de dimension finie si et seulement si G agit transitivement sur
S"=1 ([All, Th. 8.1], [Al5, Prop. 2.6]).

(ii)- On peut munir Pespace Val®(K™) d’un produit ([Al4], [Al-Fu]) qui en fait
une algébre (graduée par le degré d’homogénéité) et :

Rlz]/(z"t') — ValO®(K") = Val¥Oo® (")
r +— A1

est une isomorphisme d’algebre graduées ([Al4, Th. 2.6]).

La théorie générale des valuations et celles du cycle conormal ou du cycle
caractéristique se rencontrent dans la caractérisation des valuations représentables par
le cycle conormal. Notons que 'espace Val(K™) des valuations continues et invariantes
par translation munies de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de
K" est un espace de Banach. Soit p : Gl,(R) — GI(Val(K")) la représentation de
Gl,(R) dans Val(K") induite par I'action de Gi,,(R) sur K" :
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p: GlI,(R

~—

)
11l

Gl(Val(K™))

plg): Vad(K") — Val(K")
= (g K)
Etant donné v € Val(K™), si g — p(g)v est C*, on dit v est Gl,,(R)-C> ou simplement
C*. On note Val>*(K"™) lespace des valuations continues, invariantes par translation
et C*. L’espace Val®(K") est caractérisé a 1'aide du cycle conormal, en ce sens que
les valuations représentables par le cycle conormal sont exactement les valuations C™ :

Théoreme — Avec les notations qui précedent :

(i)- Si G est un sous groupe compact de O, (R) qui agit transitivement sur S"~1,
Val®(K™) C Val>(K") ([Al3], [Al4, Th.0.9(ii)]).

(ii)- La valuation v est telle qu’existe une (n — 1)-forme ¢ sur S*R" pour laquelle
VK € K", v(K) = N*(K)(yp) si et seulement si v € Val*>(K") ([Al5, Prop.3.8]).

En particulier les valuations de Val©»®) (K™) sont représentées par le cycle normal.

La preuve de (i¢) utilise le profond théoreme d’irréductibilité de la représentation
naturelle de Gi,,(R) dans I'espace des valuations paires et impaires due S. Alesker, dont
une conséquence est la solution de la conjecture de P. McMullen.

1.4. Les invariants de Vitushkin. Les invariants A; sont construits sur
Ao = x a laide de la formule (2'), ce qui leur confere leur caractére additif sur les
sous-analytiques compacts. Dans le cas convexe, Ag est le nombre de composantes
connexes, que 1’on note ici V. On peut alors construire des invariants V; a I'aide de Vj
de méme que 'on a construit les A; a I'aide de Ay.

Les variations multidimentionnelles Vo(X),---,V,(X) de Vitushkin d’un sous-
analytique compact X de R™ sont définies comme suit (cf [Vil,2] et [Co-Yol] pour
une étude complete) :

5 d_nfin P
Vi(X) :/ Vo(x  p) Dn=in(P)
PcG(n—in) B(TL?Z)
Remarques. - D’apres la formule de Cauchy-Crofton, si dim(X) = d,

Va(X) = Aa(X) = Vola(X).

- Les variations V; restent additives sur les convexes, mais ne le sont bien str plus
en général sur les sous-analytiques compacts. Dans tous les cas les variations sont des
invariants des isométries de R™, puisque obtenues par moyenne sur les sections affines
(n — i)-dimensionnelles.

- Une autre propriété commune aux V; et aux A; est 'homogénéité en degré i :
Vi(A - X) = A'V;(X), pour tout A € RY.
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En substituant dans (2") le nombre de composantes connexes V} a la caractéristique
d’Euler Ay, on perd l'additivité et 1’espoir d’obtenir des formules exactes comme les
formules (1) et (1) liant les V;(X) et des volumes d’ensembles construits & partir de
X. Néanmoins on montre que les variations V; sont les coefficients d’'un polynéme en
1/€ qui majore une quantité métrique attachée a X, I’e-entropie Mx  de X.

Soit X un ensemble borné et € > 0 un réel. L’e-entropie Mx . de X est introduite
dans [Ko-Ti] comme le nombre minimal de boules (fermées) de rayon e nécesaires
pour recouvrir X. La quantité Mx . possede des propriétés tres similaires au volume
du voisinage tubulaire 7 x . (cf [Co-Yol, Chap. 2]), en particulier la propriété de
croissance polynomiale évoqué précédemment, que ’on énonce maintenant et qui est a
rapprocher de la formule (1') :

Théoréme ([Ivl, p. 246], [Ze], [Co-Yol, Th. 3.5]) — Soit X un ensemble borné
dans R™. Quel que soit € > 0, on a :

n

1

My < Cn) Y S VilX) ")
=0

ott C(n) est une constante ne dépendant que de n.

La formule (1”) et une étude fine du comportement des variations par image
polynomiale permet d’obtenir des majorations pour le volume des voisinages tubulaires,
proches de la formule (1). Par exemple ([Co-Yol, Th. 5.9]) :

Vol (T xnBr(0,r),p) < C(n Z By i X) -1t p" <O (rpm T+ p™),

ot X est un ensemble sous—analythue de R" de dimension d, By ,—;(X) = max({Vo(XN
P); P € G(n—1i,n)}) et C(n) une constante ne dépendant que de n, C' une constante
ne dépendant que de n et des By ,—i(X). Et ([Co-Yol, Cor. 8.9]) :

n—q

VOln(g_l(Bq(Oap)) ﬂBn(O,T)) <K- C 5 r ! pqv

do -

ou g : B"(0,r) — R? est une application polynomiale telle que quel que soit

T € g_l(Bq(Oap))a Al(Dg(z)) > 51' > 07 1= 0517" ,q et AO(Dg()z) = 1) A1(1)‘9(93)) >
- > A\g(Dg(z)) sont les demi-axes de l'ellipsoide Dg,)(B"(0,1)).

Le bon comportement des variations V; par image polynomiale et 'inégalité (1")
ont été utilisés de facon essentielle par Y. Yomdin pour prouver la version entropique
du théoréme de Sard quantitatif pour les valeurs presque-critiques (cf [Yo], [Co-Yol,
Th. 9.2 et 9.3 ]) qui étend le théoreme de Sard quantitatif pour les valeurs critiques de
H. Federer ([Fe3, Th. 3.4.3]).

Théoréeme de Morse-Sard quantltatlf ([Yo], [Co-Yol, Th. 9. 3]) — Soit
f:B™(0,7r) — R™ une application C* otk=p+aavecp e N* et a €]0,1]. Alors :
—v

dimp(AY) < dim,(AY) < v+ =
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ou A’} est I’ensemble des valeurs critiques de f de rang < v, dimy; la dimension de

log(My
Hausdorff et dim, la dimension d’entropie (dim.(A) = lim supM

, pour un
e—0 10g(1/€) P

sous-ensemble A d’un espace métrique).

Remarque. D’apres [Col], I'énoncé précédent est le meilleur possible, puisqu’il
est construit dans [Col] une famille de fonction fz : [0,1]* — [0,1], avec 8 €]2, o0],
_ log(2)
- log(3)”

2log(3) ) 0
telle que f est Co=@® " et dim.(Aj}))
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La question du comportement asymptotique d’invariants de courbure a été traitée
par plusieurs auteurs (citons entre autres [La-Lé|, [La], [Lo]), pour lesquels il s’agit
de montrer que des limites d’intégrales d’invariants de courbure sur les fibres lisses
7t n Bo,e) voisines d'une fibre singuliere f71(0), quand t et e tendent vers 0,
s’expriment en fonction d’invariants analytiques de la singularité isolée 0 € f~1(0).
Par exemple dans [Lo], généralisant une formule prouvée dans [La], F. Loeser établit
pour f: C"™' — C & singularité isolée en 0, ’égalité :

iy €029 [ - e
lim lim ——*% Cni(TH) ANw? = (=1)"7 u(nJr ) _|_u(n J)),
e—0t—0 €27 F1(H)NB.e) n—j\=f ) (

ot C(n,j) est une constante universelle ne dépendant que de n et j, cn,—;(T) est la
(n — j)7®me forme de Chern-Weil du fibré tangent relatif de f, w = %85 log ||z||? et
T

p(t1=9) Je ji®me nombre de Milnor-Teissier de f, ie le nombre de Milnor d’une section
générique de f~1(0) par un plan vectoriel de C" ™ de codimension j (cf [Tel]).

Dans le cas réel le méme type d’égalité asymptotique est obtenu dans [Dutl,2]. La
fibre de Milnor d’un polynéme réel f : R™™ — R est ici relative au choix d’une
déformation f; de f = fy & un parametre et a singularité isolée en 0. De plus,
aux nombres de Milnor-Teissier on substitue les moyennes des degrés topologiques
des restrictions de f a des plans vectoriels généraux. En notant s; la jime fonction
symétrique de courbure de la fibre Cf = f{l (0)NB(o,e), pour des constantes universelles
C’'(n, k) et C"(n, k) ne dépendant que de n et k, on a :

Lo 1 o1
AR Jo T IR Jo
= Cr/zk/ degy V(foix) dyn—ri2,n+1(K)+
G(n—k+2,n+1)
cn.k) [ degy V(for) din—rns1(H).
G(n—k,n+1)

Nous exposons maintenant comment dans [Co-Me] on attache directement & un
germe d’ensemble sous-analytique Xy de R™ arbitrairement singulier, les localisations
naturelles des valuations continues et invariantes par les isométries de R". D’apres le
théoreme de Hadwiger (chapitre 1), si I'on se restreint aux convexes de R", il suffit
de savoir localiser les seules valuations Ag,---,A,. Les invariants A; sont de nature
locale-globale, en ce sens qu’ils s’expriment certes a I'aide du cycle caractéristique ou
conormal mais qu’ils traduisent aussi le comportement global de I’ensemble compact
pour lequel on les calcule. En les localisant on obtient des invariants Afoc de nature
locale-locale.
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2.1. Les invariants de Lipschitz-Killing locaux (A{°°(Xy));c{o,....n}- Dans
[Co-Me] est developpée approche suivante : & un ensemble sous-analytique compact
X de R", de dimension d = 1,---,n et contenant 0 sont attachés les invariants
Ao(X) = x(X), -, Ag(X) = Volg(X). Ceux-ci témoignent de la géométrie globale
de X. La formule (2’) montrant que A; est i-homogene, ie A;(A - X) = AA;(X)
pour tout A € R* il est naturel de considérer le comportement asymptotique de
a%Ai(% (X N B,)) = OéfiAi(X N Bo,)), quand € — 0, en vue d’obtenir des

3
invariants attachés au seul germe Xy de X en 0. Indépendamment et par des techniques

différentes, ce type de localisation des A; a été traité dans [Be-Br2] (en considérant la
trace de X dans la sphere S"1(0, €) au lieu de la boule Bo,e))-
En utilisant essentiellement le lemme d’isotopie de Thom-Mather qui garantit qu’a

_ 1 _
P fixé la limite x(=-(XNBg,))NP) existe lorsque e — 0 et que celle-ci est uniformément
€ _
bornée relativement a P, on montre :
Théoréme ([Co-Me, Th. 1.3])— Soit X un ensemble sous-analytique compact
de R", représentant quelconque du germe Xy. Avec les notations précédentes, quel que
soit i € {0,...,n}, la limite suivante existe :

AL°¢(Xg) := lim ! -Ai(X N B™(0,¢)). (5)

e—0 ;.€"

Nous appelons (AfOC(Xo))iE{O’Mn} la suite des invariants de Lipschitz-Killing locaux
du germe Xj.

Remarques. - Les Af°° sont invariants sous 'action des isométries de R™ et
sont additifs, comme le sont les A;.

- Afee(Xy) = 0, pour i > d, puisque A; est nul en restrictions aux sous-analytiques
de dimension < i.

- Af°(Xo) = 1, puisque Ay = x et que localement un germe sous-analytique est
contractile.

VOld(X N B(Q e))

- Pui AP(Xg) = 1i :
uisque Ay ( 0) EI_I% VOld(Bd(0,€))
04(Xo) du germe Xy, on a prouvé le corollaire suivant, initialement obtenu par K.

Kurdyka et G. Raby :

est par définition la densité locale

Corollaire (cf aussi [Ku-Ra], [Ku-Po-Ral, [Li]) — La densité locale des ensembles
définissables de R™ existe en tout point de R".

La figure suivante représente ce qui est pris en compte dans le calcul de AfOC(X ).
Pour P € G(i,n), notons K f “ les domaines de P au-dessus desquels la caractéristique
de la fibre de 7p|xn B~ (0,c) st constante et égale a Xf’e. La quantité A;(X N B(’B’e)) est

Lp
alors obtenue comme la moyenne sur tous les plans P de la somme Z Xf’e Vol (K f ).
=1
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En particulier les volumes des domaines K f *“ (en vert sur la figure) déterminés par
les valeurs critiques de mp provenant du link X NS ) sont comptabilisés dans cette

somme.
XN B,
0
—
P 1=
fig. 5
2.2. Les invariants polaires réels (0;(Xo))ic{0,....n}- Apres la suite

(Af°(X0))ieqo,-,ny nous définissons une seconde suite d’invarants locaux. Pour X
un ensemble sous-analytique compact de R™ contenant ’origine, rappelons que nous
avons noté C(X) le groupe des fonctions sous-analytiquement constructibles sur X.
Soit Y un ensemble sous-analytique compact de R™ et f : X — Y une application
sous-analytique continue. Pour Z C X et y € Y, notons f.(12)(y) = x(f~1(y) N 2).
On considere alors le foncteur suivant de la catégorie des ensembles sous-analytiques
compacts a celle des groupes :

X — (X))
fl 1 [
Yy —— C)
Dans [Co-Me, Théoreme 2.6], il est montré que pour f = mp une projection générale
sur un i-plan vectoriel P de R", ce diagramme admet ’équivalent local :



20 2- Invariants additifs locaux

Xo — C(Xo)

TPy l l T Py * (6)
Py — C(P)

olt pour Zy C Xg ety € P, mp,(12,)(y) = x(7p" (y)NZN B ), r étant suffisamment
petit, et 0 < |ly|| < r. Si l'on note ensuite par 6(p) l'intégrale relativement a la

densité locale en 0 d'un germe ¢ : Py — Z de fonction constructible, c’est-a-dire :
N

N
0(p) = an - O(K}) lorsque ¢ = an 1, pour des germes d’ensembles sous-
j=1 j=1

analytiques K} C Py, on obtient la formule qui définit les invariants polaires réels
O'i(Xo) :

0 (Xo) = / O(mpy(1x,)) dyin(P), i =0, n. (7)
PeG(i,n)

Remarques. - Les o; sont invariants sous Paction des isométries de R" (puisqu’obtenus
comme moyenne sur les projections génériques) et sont additifs (puisque construits via
la caractéristique d’Euler et la densité locale).

- 0;(Xp) =0, pour i > d, puisqu’un k-plan affine évite génériquement un ensemble
sous-analytique de codimension > k.

- 00(Xo) = A§°(X() = 1 (c’est encore la structure conique locale des ensemble
sous-analytique).

- Lorsque i = d, on montre que oq(Xo) = AP%(Xo) = ©4(Xo). Comme cette
égalité affirme que la localisation du volume Vol; en ©4 est o4, c’est-a-dire se calcule
par la moyenne sur les d-plans vectoriels P de R™ de la localisation en 0 du nombre de
points dans les fibres des projections d’un représentant du germe en question sur P, il
s’agit de I’équivalent local de la formule de Cauchy-Crofton. On 1’énonce ainsi :

Théoréme (Formule de Cauchy-Crofton locale) ([Co2], [Co3, Th.1.16], [Co-
Me], Th.3.1) — Soit X un sous-ensemble sous-analytique de R™ de dimension d
et soient G C G(d,n) un sous-ensemble sous-analytique de G(d,n) sur lequel agit
transitivement un sous-groupe G de O,,(R) et pq, , une mesure G-invariante sur G, tels
que :

- les espaces tangents au cone tangent de Xy sont dans G,

- il existe P € G dont Ie fixateur G po agit transitivement sur le d-espace vectoriel
sous-jacent & PO et 114.,(G) = pan(GNE%L) =1, ott E% est I'ensemble des d-plans de
G(d,n) pour lesquels la localisation (6) est permise.

L’égalité suivante a alors lieu :

09(Xo) = ©4(Xo), (CC*°R)

avec ¢ défini comme en (9) mais relativement & G.
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Comme annoncé, dans le cas ot G = G(d,n) et G = Oy(R), la_formule donne :
oa(Xo) = A°(X,) et dans le cas ot X est analytique complexe, G = G(d/2,n) (les d/2-

plans vectoriels complexes de C") et G = U,(C), la formule donne : Uf(d/Q’n)(Xo) =

e(X,0) = ©4(Xp), avec e(X, 0) la multiplicité locale de X en 0. L’obtention de 1’égalité
e(X,0) = 04(Xp) via la formule de Cauchy-Crofton locale redémontre le théoréme de
R. Draper (cf [Dr]).

Remarque. Lorsque (Xj)je{07...7k} est une stratification de Whitney de X,
0 € X% 0;(Xo) = 1 pour i < dim(X?) ([Co-Me, Rem. 2.9]). De sorte que si
(Xj)je{07...7k} est une stratification de Whitney de X et si dy est la dimension de
la strate qui contient 0, on a :

O (XO) = (1a RN Udo+1(X0)a Tty Udfl(XO)a Afioc(XO) = Gd(XO)a 0,---, 0)

La figure suivante représente cette fois ce qui est pris en compte dans le calcul de
0:(Xo). Ici, contrairement au calcul des Afoc ou tous les domaines K f " importent,
seuls importent les domaines K f " adhérents & l'origine (en rouge sur la figure 6) car
les K, contribuent pour x; " - ©;((K; ")o) dans le calcul de 8(7p,«(1x,))-

XNBy,

fig. 6
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En particulier les domaines K f " (en vert sur la figure 6) que déterminent les
valeurs critiques de mp provenant du link X NS ,) n’entrent pas en ligne de compte
dans 0(mp,«(1x,)), puisqu’on prouve ([Co-Me, Prop. 2.5]) que pour chaque projection
générale mp existe pp > 0, tel que pour tout r, 0 < r < pp, le discriminant de la
restriction 7p au link X N S, est a distance non nulle de 0 = 7p(0).

2.3. Formule locale de Cauchy-Crofton pour les sous-analytiques p-adi-
ques. Nous exposons ici comment, avec une définition adaptée de la densité locale
au cas définissable p-adique on peut encore obtenir une version p-adique de la formule
de Cauchy-Crofton locale (cf [Cl-Co-Lo]). Cette possibilité illustre la généralité en
géométrie modérée d’une telle formule qui s’appuie essentiellement sur la propriété
définissant la mesure de la grassmannienne, c’est-a-dire son invariance sous l’action du
groupe des transformations linéaires laissant fixe la sphere.

Soit K une extension finie de Q,, d’anneau de valuation R. On note ord la valuation
de K et on pose |y| = ¢ 9@ |0] = 0, ot ¢ est le cardinal du corps résiduel de
K. Siz = (x;) est un élément de K™ et m un entier, on note B, .- la boule
{(21,"+,2n) € K™; ord(z; — ;) > £, 1 <i<n} de K" de centre x et de rayon ¢*.

La notion d’ensemble sous-analytique de K™ est étudiée en détail dans [De-
Va]. On en rappelle brievement ici la définition. Soit Lyae = {0,+, —, -, {Pr}r>0}
le langage de Macintyre et Loy = Lytac U{ ™1, UpsoK{®1,...,2,}}, olt P, est le groupe

emes puissances de K, K{x1,...,x,} est 'anneau des séries entieres

multiplicatif des r
sur K restreintes (les séries formelles convergeant sur R™), et ot un élément f de
K{x1,...,2,} est interprété comme la fonction analytique restreinte de K" vers K
donnée par : z — f(x)sixz € R", z — 0si & € K™\ R". Un sous-ensemble sous-
analytique de K™ est alors un ensemble L,,-definissable avec coefficients dans K.

Soit X C K™ un ensemble sous-analytique de dimension d > 0. Il existe X' C K"
une sous-variété lisse de K™ telle que X \ X’ est de dimension < d. On construit une
mesure canonique pg sur X’ : pour tout sous-ensemble J de cardinal d de {1,...,n},
avec j; < jit1, ji dans J, soit dzy la d-forme dxj, A ... Adz;, de K™ ((z1,...,2x)
étant les coordonnées globales de K™) restreinte & X’. On pose |wg|x: = supy |dz].
La mesure canonique pg sur X’ est celle induite par |wg|x-, celle-ci étant étendue par
0 sur X \ X’ notée ug (cf [Oe], [Se]).

Soit X un ensemble sous-analytique de K™ de dimension d. Contrairement au
cas sous-analytique réel, on ne peut pas en p-adique localiser le volume de X par :

m /.Ld(X n B(()’q—l))

t—oo g B0,q97°)
Q, de valuation paire. On montre alors (cf [Cl-Co-Lo]) que :

. Il suffit par exemple de considérer I’ensemble X des points de

elim q%ul(X N B(O,(f%)) =1+ q71)71
—00

tandis que :
Jim ¢ (X 0 B(0,q ) = (14+g) 7
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Cependant on peut attacher a tout sous-analytique X C K™ un sous-groupe A du
groupe multiplicatif K> d’indice fini e dans K *, tel que pour tout x € X, pour toute
droite affine L de K™ passant par x, L N X est un A-cone local en z, c’est-a-dire
quexiste £ € N\ {0}, C' un A-cone de K" en x avec LN X N B, g6y = C N By 4-¢),
enfin par un A-cone en x nous entendons un sous-ensemble sous-analytique C' de K™
contenant x et tel que C' — z soit stable sous 'action multiplicative de A. On montre
o (X N B 1))
alors que la quantité lim
t—oo  pgB0,q97°)
lexemple ci-dessus A= X ete=2, et A=X, e= a,lpour X = ord ' (aZ)).
_ id N\
= BT %q pa(X N By )T
est une fraction rationnelle en 7' ayant en T = 1 un pdle simple (cf [Cl-Lo, Th. 4.4.1]),
de sorte que (1 —T)F(T) possede un rayon de convergence en T' =1 et peut ainsi étre
évalué en T'= 1. On définit alors la densité locale ©4(X,) de X en x par :

est e-périodiquement convergente (dans

Précisément : la série formelle Fx ,(T)

04(Xz) = evjr—1 (1 = T)F(T)) € Q.

On montre de plus qu’existent des rationnels dy, - -+, d.—1 tels que :
-1
a(X N By g-1) L 1
Jim W =d;, pour i = j mod e, et que O4(X;) = - Z::dj.

J

Pour P € G(n — d,n), soit np : K — K"/P ~ K% la projection canonique.
L’identification K™/P ~ K? permet le calcul de la densité locale des germes de K" /P
et par conséquent le calcul de 6(p), pour ¢ : (K"/P)y — Z un germe de fonction
définissable constructible (cf section 2.2). La grassmannienne G(n — d,n) étant munie
de son unique mesure unitaire 4 ,, invariante par 'action de Gi,,(R), avec la définition
ci-dessus de la densité locale, on montre que la formule de Cauchy-Crofton a encore
lieu (on suppose x = 0) :

Théoréeme (formule de Cauchy-Crofton locale p-adique) ([Cl-Co-Lo]) —
Avec les notations qui précédent, on a :

0.(x.) = | bu(nre (L)) dran(P). ccg,)
PeG(n,n—d)

2.4. Formule multidimensionnelle locale de Cauchy-Crofton. Les formules
CC*°R et CCZOCQP relient la localisation du d-volume Ay de X & la moyenne des
cardinaux des fibres locales des projections sur des plans de méme dimension que
X. Cette formule admet une généralisation multidimensionnelle en géométrie modérée
réelle : pour tout j € {0,---,n}, les localisations A?OC sont combinaisons linéaires des

invariants polaires locaux a5, -, o, (formule CCY%,;, ci-dessous).
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Rappelons que AfOC(XO) prend en compte le discriminant des links X N Sy,
0 < r < 1, contrairement a ¢;(Xy) qui ne tient compte que des domaines K f o
adhérents a l'origine, c’est-a-dire ceux bornés par le seul discrimimant du germe X
(cf fig. 5 et fig. 6). La structure conique des singularités en géométrie modérée assure
que la donnée de la topologie du link est équivalente a la donnée de la topologie de la
singularité. L’expression fournie par (CC%%,;;) de chaque terme d’une des suites AL
ou o, en fonction des termes de I'autre étend ce principe en géométrie intégrale : en
moyenne (sur les projections) 'oubli de la contribution de la géométrie du link dans le
calcul des invariants polaires est tout de méme compensé.

Avant d’énoncer la formule (CC%,;;) de Cauchy-Crofton locale mulidimension-

nelle, nous expliquons comment, en restiction aux cones convexes, cette formule s’inscrit
dans la question de la version sphérique du théoréme de Hadwiger (cf section 1.3).

Les invariants (Afoc)ie{o’...’n} définissent des valuations sphériques (Ki)ie{o,---,n}
continues et O, (R)-invariantes sur les convexes (et méme les sous-analytiques
quelconques) de S"~! par la formule :

o~ ~ 1 ~ ~
A(K) = A°°(Ky) = EAi(K N Bo,1)), (8)
(2
dans laquelle K est un convexe de S™~ !, c’est-a-dire la trace dans S™~! de son cone
K =R, - K de sommet l'origine, ce dernier étant convexe dans R".

Une autre suite possible de valuations sphériques O, (R)-invariantes sur les
polytopes de S™"1 (que l'on peut ensuite étendre si on le souhaite aux convexes
sphériques par approximation) déduite de (A;)icqo,... n} €St :

Ei(P)= Y Voli(F)-y(F,P)=Vol;(S'(0,1)) Y  ©i(Fy)-v(F,P), (9)

FeFi(P) FeF;(P)

ot P C S"! est un polytope sphérique, c’est-a-dire que Ry - P = P est l'intersection
d’un nombre fini de demi-espaces vectoriels fermés de R", F;(P) 'ensemble des faces i-
dimensionnelles de P (les faces (i41)-dimensionnelles de ﬁ) et v(F, P) I'angle extérieur
de P le long de F. Les valuations =; sont les équivalents sphériques naturels des
courbures de Lipschitz-Killing euclidienne A; d’apres la formule (2).

Enfin les invariants polaires (0)icqo,....,n} définissent également des valuations
sphériques O, (R)-invariantes (77)ie{o,...,n} Sur les convexes (de méme que sur les sous-
analytiques quelconques) de S"~1, 4 I’aide d’une formule du méme type que la formuule
(8) : R

0i(K) = 0i(Ko). (10)

Les trois familles de wvaluations sphériques O, (R)-invariantes (Ki)ie{0,~~~,n};
(Zi)ieq0,--,ny €t (Fi)iefo,...ny ¢tant indépendantes dans l’espace des valuations
sphériques, une réponse positive a la question de la généralisation a la sphere
du théoreme de finitude de Hadwiger aurait pour conséquence directe que chaque
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élément d’une de ces trois familles serait combinaison linéaire des éléments des deux
autres, respectivement. Ainsi en restriction aux cones polyédraux, chaque élément
de (Ai)iefo,..,n} serait combinaison linéaire (a coefficients universels) des éléments de
(04)ie{0,..-,n} €t inversement. Mais en I’absence de réponse positive & la question de la
validité du théoreme de Hadwiger en géométrie convexe sphérique, cette dépendance
est prouvée directement dans [Co-Me, Th. A4 et A5] pour les polytopes (et méme
en réalité dans [Co-Me, section 3.1] pour tous les cdénes sous-analytiques). On montre
que chaque Af"c et chaque o; s’exprime sur la famille (Z;);c(o,....n}- On calcule ensuite
explicitement, toujours en se restreignant aux polytopes, les coefficients qui lient (& ce
stade seulement sur les germes de cones polyédraux ou sous-analytiques) les Afoc et les
gj.

D’autre part la formule de Cauchy-Crofton locale qui égale o4 et Agoc sur tous les
germes sous-analytiques suggere qu’en toute généralité, pour tout germe Xy d’ensemble
sous-analytique compact de R™, A%°(Xj) est combinaison linéaire (& coefficients
universels) des ¢;(Xo) et inversement. C’est Pobjet du théoréme 3.1 de [Co-Me] :

Théoréme (Formule multidimensionnelle locale de Cauchy-Crofton)
([Co-Me], Th. 3.1) — II existe une matrice triangulaire supérieure (m;))i<; j<n,i<;
telle que, pour tout germe Xy d’ensemble sous-analytique compact :

1 m? mt omn
Loc 1 1 1
A} 0 1 ... mi ' my o1 oo
C [ (Xo) =] . S ] (Xo) (CC N uit)
Loc . .
Ax 0 0 0 1 on

Ona: ml=§—294 Z S R - .i , sii+1<j<n.
Yo \J aj1—i o \J—1 T

Comme la formule (CCY.,;;) calcule la localisation des courbures (A, - - -, A,,), dont
le ™ terme est Voly pour les germes de dimension d, en fonction des moyennes des

caractéristiques d’Euler des sections planes multidimensionnelles, on voit en (CCY%,;;)

la version multidimensionnelle de la formule de Cauchy-Crofton locale (CC*°R). En
particulier la d*”¢ ligne de (CC“,;;), lorsque d = dim(X), est la formule de Cauchy-
Crofton locale (CC*°R) : A%%(Xo) = Qu(Xo) = 0a(Xo).

Les formules locales du chapitre 2 s’organisent en le diagramme :
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(CCZOCQP)
/
cc) — (CC'R) = (CCRun)
7

[Dr] : e(X,0) = 0a(Xo)

“ 7

ou “ — 7 signifie “se localise en”, “ 1 7 signifie “s’étend en réel par”, “ 7 signifie
“g’étend en p-adique par” et “ < 7 signifie “se généralise en toutes dimensions par”.
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Puisqu’attachées au germe X, d’un ensemble sous-analytique compact X en
chacun de ses points z, les deux familles d’invariants A%°¢ = (Afoc)ie{oy___’n} et
0« = (0i)iefo,...,n} définissent deux familles de fonctions :

Abee: X — R ! et o,: X — R
= (A(X2))ieqo,n} v = (0i(X2))ie{0,n}

Ces deux applications sont dans une structure o-minimale strictement plus grande que
celle des sous-analytiques globaux ; la catégorie Log-analytique, d’apres :

Théoreme ([Li-Ro], [Co-Li-Ro]) — Pour chaque composante C : X — R de
chacune de ces deux applications ci-dessus existent un polynéme P et des fonctions
sous-analytiques Ay, - -+, A sur X telles que :

C=P(Ay,- -, Ag,log(Ar), -, log(Ar)).

En conséquence il existe une stratification du sous-analytique compact X, & strates
Log-analytiques, le long desquelles les applications A% et o, sont continues. Mais il
s’agit ici de relier la régularité de ces applications a la géométrie des singularités de X,
c’est-a-dire de proposer des conditions de régularité explicites pour une stratification
qui imposent la continuité des applications AL° et o, le long des strates. D’apres la
formule multidimensionnelle locale de Cauchy-Crofton (CCZOCR), il suffit de faire porter
cette étude sur la seule application o, dont le comportement dépend de la géométrie
des discriminants.

Nous rappelons maintenant les définitions de la (a), (b), (b*) ou (w)-régularité
pour une stratification (cf [Tr1,2] par exemple pour un panorama des conditions de
régularité des stratifications). Une stratification (X7) d’un sous-ensemble X de R",
localement finie et vérifiant la condition de la frontiere est dite :

- (a)-réguliere ssi pour tout couple (X?, X7) de strates tel que X* C adh(X7),

pour tout x € X*, pour toute suite y, de points de X7 telle que elim Y¢ = T, 0n a:
— 00

T,X' C lim T, X',

- (b)-réguliere ssi pour tout couple (X*, X7) de strates tel que X C adh(X7), pour
tout € X, pour toute suite 1, de points de X7 telle que Zlim y¢ = x, pour toute suite

—00
zy de points de X? telle que lim z, =z, on a: lim (zpye) C lim T,, X7, (x,y,) étant
{—00 £—o00 £— 00

la droite passant par x, et yy.

- (b*)-réguliere ssi pour tout couple (X% X7) de strates tel que X' C adh(X7),
pour tout # € X, pour tout p, dim(X7) < p < n, il existe un ouvert dense M, dans
{IT € G(p,n), T, X" C I} pour lequel on ait, quelle que soit la sous-variété W de R"

telle que X* C W dans un voisinage de z, I'implication : T,WW € M, = X7 et W
sont transverses dans un voisinage de z et le couple (X%, W N X7) est b-régulier en .
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- (w)-réguliere ssi pour tout couple (X% X7) de strates tel que X¢ C adh(X7),
pour tout x € X, il existe une constante C' > 0 et un voisinage U de x dans R" tels
que : Yy € X'NU,Vz € XINU, d(T, X", T.X7) < Clly — 2|

Signalons pour la suite que la condition (b) implique la condition (a) et qu’en complexe
les trois conditions sont (b), (b*) et (w) sont égales alors qu’en sous-analytique réel
(w) > (b*) > (b) > (a), la premieére inégalité n’étant pas en général une égalité, ce que
I’on ignore pour la seconde.

3.1. Régularité des invariants polaires o; dans le cas complexe. Dans cette
section X est un ensemble analytique complexe de C" de dimenson complexe d. On
définit comme dans le cas réel les invariants polaires complexes, notés ;, ¢ = 0,---, n,
a l'aide des projections sur les seuls i-plans vectoriels complexes. Dans ce cas, étant
donné =z € X, il existe r > 0, tel que pour tout y générique dans un i-plan affine
générique P passant par x, on ait :

5i(X.) = x(7p" (y) N X N Bg,r))-

En particulier comme on I’a déja observé, 54(X ;) est e(X, ), la multiplicité locale de X
en z. En 1970 H. Hironaka prouve dans [Hi] qu'une condition de régularité de nature
différentielle, la condition (b) de Whitney, assure 1’équimultiplicité (de I’ensemble le
long de ses strates), condition de nature algébrique, dont il montre aussi la nature
topologique apres éclatement (la pseudo-platitude normale) :

Théoréme (Equimultc) ([Hi]) — Soit X un ensemble analytique complexe de
C". La fonction X 5 x — e(X,z) € N est une fonction constante en restriction aux
strates de toute stratification de Whitney de X.

Ce résultat a véritablement ouvert la voie de la théorie de 1’équisingularité
complexe, initiée par O. Zariski dans [Zarl,2,3,4] & la fin des années 1960 et pour
laquelle il s’agit de comparer les points de vue algébrique, topologique, métrique ou
différentiel dans I’étude des singularités d’un ensemble analytique complexe X, afin de
dégager des énoncés équivalents mais de nature a priori distincte, qui traduisent le fait
que le long d’un certain sous-ensemble analytique de X les singularités se propagent a
I’identique. Nous en rappelons maintenant les énoncés importants :

Dans le cas important ot X est I’hypersurface f~1(0), donnée par une application
analytique f : C" — C admettant en 0 une singularité isolée, on a pour y générique
dans le germe de i-plan vectoriel générique P :

X(mp' (y) N X N B.y) = x(75(0) N £ (€) N Bo,m),

ou € est générique dans C et suffisamment proche de 0.
Dans ce cas x(mp"(0) N f~2(€) N Byg,) est la caractéristique d'Euler-Poincaré de
la fibre de Milnor de f dans P+, ie 1+ (—1)" ="~ 'u("=) ot u(*~ est le nombre de
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Milnor de la section (n — ¢)-plane de Xy ([Tel]). On a donc, dans le cas ot Xy est le
germe d’une hypersurface complexe de C" & singularité isolée en 0 :

@(XO) =1+ (_1)n7iflu(n7i).

Dans [Tel] il est montré que l'indépendance de la suite (u(®(Xy),---, u™ (X))
relativement aux parametres ¢ (et donc, dans ce cadre, de la suite (6o(X¢), -+, 0, (X)),
pour une famille analytique X = (X;)iec C C"*' de germes d’hypersurfaces
analytiques de C" ayant 0 pour singularité isolée, implique la condition de Whitney,
au voisinage de 0 dans C, pour le couple (X \ C,C). Et d’apres [Br-Sp|, l'implication
réciproque est vraie.

En toute généralité, lorsque est X analytique complexe dans C", de dimension
quelconque et non plus seulement une hypersurface, les invariants complexes &;(X;)
ont été considérés pour la premiere fois par M. Kashiwara dans [Ka] (ol les boules
sont ouvertes et non fermées comme c’est le cas ici) : un invariant E%O y est défini par
récurrence sur la dimension de Xy a l'aide de ;. L’étude de cet invariant est reprise
par A. Dubson ([Dubl,2]) puis dans [Br-Du-Ka] ot les auteurs en donnent une version
multidimensionnelle Eg(o. Leur définition est la suivante :

E%, = Z E%,  Grpdim(xi)+1(Xo),
X0 C X9\ X7, dim(X7)<dim(Xo)
olt (X7) est une stratification de Whitney de Xy, et X7° la strate contenant 0. Les
auteurs remarquent ensuite (cf aussi [Dubl,2]) que :

k
EXO - .EU)(O7

ol Fux, est I'obstruction d’Euler locale de X en 0, introduite par R. MacPherson dans
[MacPh], puis que :

(=) (BT = BRI = (PR (X0), 0),

ol e(P*(Xy),0) est la multiplicité en 0 de la variété polaire P*(Xy) de codimension
k de Xo en 0 (Voir aussi [Me], [Lé-Tel,2,3], [Dub2]). Il est annoncé sans preuve dans
[Dubl, Prop. 1], [Dub2, Th. II1.2.7 page 30], et [Br-Du-Kal, que les invariants 7;(X,)
sont constants lorsque y varie dans une strate d’une stratification de Whitney de Xg (cf
[Co-Me, Cor. 4.5] pour une preuve directe de cette affirmation). Mais dans [He-Mel],
[Na2], [Te2] il est prouvé que la constance des multiplicités e(P* (X)), y) lorsque y varie
dans une strate d’une stratification donnée de Xy équivaut a la (b)-régularité de cette
stratification, ce qui donne une preuve indirecte, compte tenu de ’égalité ci-dessus
reliant les e(P*(X,),y) et les 5;(X,), de la constance des &;(X,) le long de strates de
Whitney.

On rassemble ces résultats dans le théoreme suivant, ot e(A*(X,),y) est la
multiplicité en y du discriminant A¥(X,) associé a P*(X,).
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Théoréme (Equisingc) ([He-Mel], [Na2], [Lé-Te3], [Te2]) — Soit Xo un germe
en 0 d’ensemble analytique complexe de C" muni d’une stratification (X7). Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i)- La stratification (X7) est de Whitney.

(ii)- Les fonctions X7 > y e(Pk(Xf), y), pour tous les couples (X7, X*) tels que
X7 C X*, sont constantes.

(iii)- Les fonctions X7 3 y — e(A*(X}),y), pour tous les couples (X7, X*) tels que
X7 c Xk, sont constantes.

(iv)- Les fonctionsy > X7 + &; (X;j) , pour tous les couples (X7, X*) tels que X7 C XFk,
sont constantes.

3.2. Régularité des invariants polaires réels o;. La version réelle du
théoreme Equimultc de [Hi], selon lequel le long des strates d’une stratification de
Whitney d’un ensemble analytique complexe X, z — e(X,z) est constante a été
obtenue dans [Co3], sous la forme suivante (on rappelle d’une part qu’un subsititut
réel de la multiplicité locale est la densité puisque si X est analytique complexe,
e(X, *) = Odimg (x)(Xz) par [Dr] ou par la formule de Cauchy-Crofton locale et d’autre
part que (b) = (w) en complexe) :

Théoréme (Equimultg) ([Co3, Th. 0.4]) — En restriction aux strates d’une
stratification (w)-réguliére d’un ensemble sous-analytique fermé X de dimension d, la
fonction densité x — ©4(X,) est continue.

Remarque. D’apres [Va] la fonction densité x — ©4(X,) est méme localement
lipschitz le long de strates (w)-réguliéres et continue le long de strates (b)-régulieres.

Le théoreme EquisingR que 'on énonce plus bas, et qui est le résultat principal
de [Co-Me], est la version réelle du théoreme Equisingc. Portant sur o, il généralise
le théoreme Equimultr, qui ne porte que sur o4 = O4, de la méme fagon que le
théoreme Equisingc généralise le théoreme Equimultc. Cependant, contrairement au
cas complexe, dans le cas sous-analytique réel, on ne peut espérer une équivalence dans
EquisingR. En effet la continuité ou méme la constance de o, le long des strates d’une
stratification donnée de X n’assure pas en général une bonne condition de régularité
pour cette stratification. Il suffit de considérer ’exemple qui suit.

Exemple. Dans R® si Y est I'axe Oy et si X est le semi-algébrique suivant (une
fronce le long de I'axe Oy, pincée sur 'axe Oz) :

X = {(z,y,2) € R yz = 2% - 3%, 2 >0},
on vérifie que : Yy € Y, 01(X,) = 1 et 02(X,) = O2(X,) = 1/2. La suite o, est par

conséquent constante le long de Y, sans pour autant que X' soit (w) ou (b)-régulier
le long de Y, puisque pas méme (a)-régulier.
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L’objet du théoreme Equisingg est I'implication inverse : une certaine régularité
pour une stratification assure la continuité de l'application o, le long des strates de
cette stratification. Cette régularité est une condition géométrique portant sur les
discriminants généraux en toutes dimensions (Equisingg (i)) : I’équisécabilité de ceux-
ci, équivalente en complexe & leur équimultiplicité ou & la condition (w) et qui en
réel reste une conséquence de la (w)-régularité (Equisingg (ii)). Pour énoncer cette
condition de régularité, nous donnons au préalable quelques définitions.

Pour X un sous-ensemble de R™ et Y = R* x {0} ¥, soit D(X,Y’) le sous-ensemble
suivant de R" x R :

D(X,Y) = adh{(y,e,u) ERF x R™F X RY 5 (y,ul) € X \ Y}.

L’application v : D(X,Y) — R induite par la projection sur Ri est appelée
déformation de X au céne normal a 'Y dans X. Sa fibre en 0 € R est le céne normal
a'Y dans X, noté CyX. La premicre projection de R"™ x R induit une application
p: CyX — Y. Nous notons (Cy X), la fibre p~!(y). Une telle fibre est non vide
si et seulement si y € adh(X \ Y). On dit que X est normalement pseudo-plat le
long de Y si la projection p : Cy X — Y est ouverte (cf [Hi]). Pour y € Y, notons
s = dim((Cy X), ). Alors il existe un ensemble sous-analytique Q; dense dans G(q,n),
tel que pour tout P € QZ on ait l'existence d’un voisinage U, p de y dans R™ pour
lequel :

(adh(X NU, p)\Y) Nap!(mp(Y)) =0

si et seulement si s + k < ¢ (cf [Co3, Lem. 2.3]). Lorsque Q(yi existe, on dit
que X est équisécable le long de Y en y (cf [He-Me2]), cette condition équivaut a

La dimension des fibres du cone normal de X a Y, la pseudo-platitude normale,
la condition (b) de Whitney et 1’équimultiplicité de X le long de Y (lorsque X et YV
sont analytiques complexes) sont liés par la proposition suivante :

Théoréme — Soit X et Y deux ensembles sous-analytiques de R", X étant de
dimension d et Y lisse de dimension k.

(i)  SiY est une strate d’une stratification de Whitney de adh(X), adh(X) est nor-
malement pseudo-plat le long de Y (cf [Hi], [He-Me2], [Or-Tr]).

(ii))  Si X est normalement pseudo-plat le long de Y, quel que soit y € Y,
dim((Cy X)y) < d—k (cf ((Hi], [He-Me2], [Or-Tt], [Co3, Lem. 2.4])).

(iii)  Si X et Y sont des ensembles analytiques complexes de C", la pseudo-platitude
normale de X le long de Y, I’équisécabilité de X le long de Y , ’équimultiplicité
de X le long de Y et la condition dim((Cy X),) = d — k pour tout y € Y, sont
équivalentes (cf [Hi], [Sc], [He-Me2]).
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Puisqu’en complexe les conditions (b), (b*) et (w) sont équivalentes et que I’équisé-
cabilité des discriminants est 1’équimultiplicité des discriminants (en vertu du théoréeme
précédent), le théoreme EquisingR qui suit est bien comme annoncé I’équivalent réel du
théoreme Equisingc. On rappelle a nouveau que 'exemple donné en début de section
montre qu’en réel on ne peut espérer des équivalences entre conditions de régularité et
continuité de o, dans EquisingR.

Théoréme (Equisingg) ([Co-Me, Th. 4.9 et 4.10]) — Soit X un ensemble
sous-analytique fermé de R" de dimension d, muni d’une stratification (b*)-réguliére
(X7)jeqo,-...m} dont Y est une strate.

(i) Soit i € {dim(Y)+1,---,d}. Si pour un ensemble sous-analytique dense D' de
G(i,n), on a :

P e D' = dim ((CyAx,(P))y) <i—1—dim(Y), Vy €Y,

c’est-a-dire si les discriminants généraux (i — 1)-dimensionnels sont équisécables
le long de Y, alors la restriction 4 Y de l'invariant o;(X,) est continue en tout
point de Y.

(ii))  Si (Xj)je{oy___,m} est de plus (w)-réguliére, le sous-analytique dense D' existe
pour tout i € {dim(Y) + 1,---,d} et par conséquent les restrictions 4 Y des
invariants o1(X,), - -+, on(Xy) et AL¢(X,), -+, A%¢(X,) sont continues le Iong
deY.

Les énoncés du chapitre 3 s’organisent en le diagramme :

EquimultR — EquisingR

T T
Equimult — Equising

ou “ 717 signifie “s’étend en réel par” et “ —

7

signifie “se généralise par”.



4- Enlacement de trajectoires de champs de vecteurs Lipschitz

Nous présentons dans cette section les résultats obtenus dans [Co-Yo2]. Ils con-
cernent l’enlacement de deux trajectoires d’un champ de vecteurs. La seule régularité
supposée de ce champ est la régularité lipschitz. On note dans la suite la constante de
lipschitz de ce champ par K. On commence par définir trois notions de rotation d’'une
courbe selon la nature de 'objet autour duquel on veut mesurer cette rotation.

Définition ([Co-Yo02]) Soit v : I — R" une (paramétrisation d’) une courbe lips-
chitz.

- La rotation R(vy,x) de v autour d’un point x de R", tel que x & ~(I), est la
z—x
Iz — 2|’

- La rotation R(v,L) de ~ autour d’un sous-espace affine L de R", tel que
~(I) N L = B, est la rotation (au sens précédent) de la projection orthogonale de
~(I) sur un sous-espace affine P de R™ orthogonal & £ et de dimension n — dim(L),
autour de LN P.

longueur de la courbe image de v(I) par e : R™ \ {z} — S" 1(xz,1), ol e(z) =

- La rotation de deux courbes lipschitz disjointes non nécessairement fermées
1 — R? et Yo i I — R? dans R® est définie par D'intégrale de Gauss (cf [Ar-

Kh]) :
<Y AY Y12 >
R(’Yh')@ 471' / / ” H3 dtldtg,
t1€l; Jta€l> 712

olt Y12 = Y2 — M-
- Avec les mémes notations, Ia rotation absolue des deux courbes 7y et v est :

1 <1 A, >
Rabs(’Ylv'YQ) = _/ / | REANP: 312 | dt1dts.
4w t1€l; Jta€l2 ”712”

Remarques. - Ona: |R(v1,72)| < Rabs(71,72)-

- La quantité R(v1,72) est usuellement considérée lorsque v; et 2 sont des courbes
fermées. Dans ce cas R(v1,72) est enlacement topologique des deux noeuds 1 et y2
(cf [Ar-Kh], [Co-Yo02, Th.2.2]).

- La rotation R(y1,72) est invariante par déformation continue sans croisement et
avec extrémités fixes des courbes v; et 2 ([Co-Yo2, Prop.2.3]).

- Lorsque v, = £ est une droite de R?, Raps(71,72) = R(71, L) ([Co-Yo2, Prop.
2.4]).

Sur un intervalle de temps T, il est facile de prouver que la rotation d’une
trajectoire d’'un champ de vecteurs lipschitz, autour d’'un point stationnaire ou d’un
sous-espace affine invariant par le champ, est bornée par K - T ([Co-Yo2, Prop. 3.1 et
3.2]). En revanche, il est possible qu’en temps fini, la rotation d’une trajectoire d’un
champ (méme C*°) autour d’une droite qui n’est pas invariante par le champ, soit
infinie, comme le montre ’exemple qui suit :
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Exemple. Soit ® : R* — R? le difféomorphisme défini par :
D(r,y,2) = (2,,2) si 2 <0 et B(z,9,2) = (2, + wi(2), 2 +wa(z)) si @ >0,

avec wi(z) = e /" cos(1/z) et wy(z) = e /*"sin(1/z). Limage du demi-axe
{(2,0,0);x > 0} par ® est une courbe w, dont la rotation autour de Oz, est infinie
dans tout voisinage de I'origine. Soit alors v le champ de vecteur C* de R?, image par
® du champ constant égal & e; = (1,0,0) :

0P
v(x,y,z) = D(I)(x,y,z)(el) = %(x,y,z) = (17"‘),1(‘%)""]5(‘%))

La courbe w est une trajectoire de v dont la rotation autour de Ox; est infinie en temps
fini.

Le fait remarquable mis en évidence dans [Co-Yo2] est que contrairement & la
rotation autour d’une droite non stationnaire, la rotation d’une trajectoire d’'un champ
de vecteurs lipschitz autour d’un point non nécessairement stationnaire est bornée par
K - T, sur l'intervalle de temps T

Théoréme ([Co-Yo2, Th. 3.8]) — Soient v un champ de vecteurs sur un ouvert
U C R", de constante de lipschitz K et w(t) une trajectoire de v. Pour tout xy € U,
la rotation de w autour de xy sur un intervalle de temps T satisfait :

2 (n—2)K 1

R(w, ) < — T - T, oﬁuzl—ﬁ. (11)

Remarques. - D’apres la formule de Cauchy-Crofton sphérique pour le calcul de
la longueur des courbes de S™ ™! (cf [Fe2, 3.2.48]), la longueur de e(w (7)) est la moyenne
du nombre de points des sections de e(w(T')) avec les grandes spheres S"~2 C S"~1. La
preuve du théoréme ci-dessus repose sur une version de la formule de Cauchy-Crofton
sphérique pour le calcul de la longueur de e(w(T')), dans laquelle on quantifie le défaut
de transversalité de e(w(T')) et des spheres S"~2 (cf [Co-Yo2, Th. 3.4]).

- Bien entendu, on ne peut espérer en général que la rotation d’une trajectoire
d’un champ de vecteurs (méme algébrique) en temps infini soit bornée ; il suffit de
penser aux trajectoires cycliques, ou aux trajectoires voisines de cycles limites.

Le théoreme précédent permet d’obtenir une borne pour la rotation de deux
trajectoires wy et wy d’un champ de vecteur lipschitz. Il suffit d’intégrer R(ws,x),
en tout point de wo et d’utiliser la borne (11). On obtient :

1
Théoréme ([Co-Yo2, Th. 3.9]) — Soientv =1— 7 w1 et wy deux trajectoires,

sur des intervalles de temps respectifs Ty et Ts, d’un champ de vecteurs lipschitz v défini
sur un ouvert U C R? et de constante de lipschitz K. On a :

Rabq(w WZ) < — ll‘l I{T TZ} + —T T (12)
) ) ) ).
) 21/ 47 14
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Une application directe de la borne (12) est une borne de l'invariant de Hopf-
Arnold asymptotique, dont nous rappelons brievement la définition.

Dans [Ar] est étudié le probleme extrémal suivant : étant donné un champ de
vecteurs v & divergence nulle sur un domaine compact U de R? (on suppose que v est
tangent a QU ), quelle est I’énergie minimale e(v) pour tous les champs de vecteurs & sur

U obtenus a partir de v sous l'action des difféomorphismes de U préservant le volume

(énergie E(£) de € sur U étant par définition %/ (£,6) 7
U

Pour répondre a cette question, la construction suivante est faite. Soient 77, Ty > 0
et pour (presque tout) z et y dans U, considérons 7, la trajectoire de v passant
par z &t = 0 et 'y, la courbe fermée obtenue en fermant 7,([0,71]) par un
segment, puis considérons R(I'z r,,T'y 1,), la rotation de I'y r, et 'y 1. V. Arnold

prouve alors que la limite A,(z,y) = lim

——R(T" T, r iste et égal
o (Tyr,Ty1,) existe et égale

i
T1,71“2Hi>oo T1T2
défini comme : I(v) - / dzxdy = / Ay (z,y) dzdy et on prouve (sous
(z,y)eUxU z,y)eUXU

des hypotheses supplémentaires) que e(v) = I(v)/\ (oi A est une valeur propre d’un

certain opérateur naturel (cf [Ar, section 5.1]). La question de la nature topologique
de I est étudiée en particulier dans [Ga-Gh 1,2].

Une conséquence directe de (12) est alors ’obtention d’une borne supérieure pour
I(v) qui ne dépend que de la constante de lipschitz K de v.

R(vz(T1),7vy(T2)). L’invariant de Hopf asymptotique I(v) de v est alors

—

Théoréeme ([Co-Yo2, Th. 3.12]) — Avec les notations qui précédent et
1
v=1—-—":
V2
K2

< ——.
Iw) < 4m2Vol?(U)
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SUR LA NEIGE

Comment trace-t-on une route a travers la neige vierge 7 Un homme marche
en téte, suant et jurant, il déplace ses jambes a grand peine, s’enlise constamment
dans une neige friable, profonde. Il s’en va loin devant : des trous noirs irréguliers
jalonnent sa route. Fatigué, il s’allonge sur la neige, allume une cigarette et la
fumée du gros gris s’étale en un petit nuage bleu au-dessus de la neige blanche
étincelante. L’homme est reparti, mais le nuage flotte encore la ou il s’était
arrété : lair est presque immobile. C’est toujours par de belles journées qu’on
trace les routes pour que les vents ne balaient pas le labeur humain. L’homme
choisit lui-méme ses reperes dans l'infini neigeux : un rocher, un grand arbre ; il
meut son corps sur la neige comme le barreur conduit son bateau sur la riviere
d’un cap a lautre.

Sur la piste étroite et trompeuse ainsi tracée, avance une rangée de cinq
six hommes. Ils ne posent pas le pied dans les traces, mais a coté. Parvenus
un endroit fixé & I'avance, ils font demi-tour et marchent & nouveau de facon
piétiner la neige vierge, 1a oti ’homme n’a encore jamais mis le pied. La route est
tracée. Des gens, des convois de traineaux, des tracteurs peuvent I’emprunter.
Si 'on marchait dans les pas du premier homme, ce serait un chemin étroit,
visible mais a peine praticable, un sentier au lieu d’une route, des trous ou 'on
progresserait plus difficilement qu’a travers la neige vierge. Le premier homme
a la tache la plus dure, et quand il est & bout de forces, un des cinq hommes de
téte passe devant. Tous ceux qui suivent sa trace, jusqu’au plus petit, au plus
faible, doivent marcher sur un coin de neige vierge et non dans les traces d’autrui.
Quant aux tracteurs et aux chevaux, ils ne sont pas pour les écrivains mais pour
les lecteurs.
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