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NotationsVous trouverez 
i-desous une liste des notations les plus fréquemment utiliséestout au long de 
e do
ument- R représente l'ensemble des nombre réels (R∗ est égal à R privé de 0) ;- Q représente l'ensemble des nombres rationnels (Q∗ est égal à Q privé de
0) ;- Z représente l'ensemble des nombres entiers relatifs (Z∗ est égal à Z privéde 0) ;- N représente l'ensemble des nombres entier naturels (N∗ est égal à N privéde 0) ;- sauf mention parti
ulière, n ∈ N∗, 
'est-à-dire, n est un entier naturel nonnul ;- si E est un ensemble, alors #E représente le 
ardinal de E, 
'est-à-dire lenombre d'éléments de E ;- {a, · · · , b} ave
 (a, b) ∈ Z2 représente l'ensemble des entiers relatifs 
omprisentre a et b ;- X et X sont à di�éren
ier : X peut représenter un s
alaire (
'est le 
asla plupart du temps), alors que X (é
rit en gras) représente un objet àplusieurs dimensions, généralement un ve
teur ou une matri
e ;- siX est un ve
teur de Rn, alors, sauf mention parti
ulière, X = (x1, · · · , xn) ;les 
oordonnées d'un ve
teur sont désignées par la même lettre (en minus-
ule) que le ve
teur lui-même ;

ix





Introdu
tionContexteEn 1865, Mendel pose les bases théoriques de la génétique moderne. A partirde ses études expérimentales menées sur les pois, il énon
e les lois (théoriques)de l'hérédité [1℄ : 
ertains 
ara
tères morphologiques sont transmis à travers plu-sieurs générations. Le terme de "gène" n'est pas en
ore employé, et le supportmolé
ulaire de l'information transmise n'est pas 
onnu, mais l'existen
e de fa
-teurs biologiques de l'hérédité est désormais mise en éviden
e. Les travaux deMendel ne ren
ontrent pas un a

ueil favorable auprès de ses 
ontemporains. Ilfaut attendre 1889 pour que De Vries [2℄ redé
ouvre expérimentalement les loisde Mendel. De Vries reprend alors le terme de "pangène", introduit par Darwin.Les "pangènes" seraient des organites 1 intra
ellulaires, présents dans toutes les
ellules. En 1909, Johannsen est le premier à utiliser le terme de "gène" (
ontra
-tion de "pangène"). Dès lors, les fa
teurs d'hérédité introduits par Mendel sontdé
rits par les gènes. Johannsen se démarque 
ependant de De Vries. Il 
onsidèreque le gène doit être dégagé de toute interprétation morphologique parti
ulière, etpropose de le dé�nir de manière purement opérationnelle : "Il faut traiter le gène
omme une unité de 
omptage ou de 
al
ul. Nous n'avons au
unement le droitde dé�nir le gène 
omme une stru
ture morphologique" [3℄. Johannsen introduitégalement les notions de génotype et de phénotype : le génotype est l'ensemble(ou une partie donnée) de la 
ombinaison génétique (information génétique) d'unindividu ; le phénotype est l'ensemble (ou une partie donnée) des 
ara
tères ob-servables 
ara
térisant un individu. Le gène est une unité de fon
tion, qui n'estrévélée 
omme telle que par le phénotype 
orrespondant à une 
ombinaison gé-notypique donnée. Cependant, dès 1910, la génétique devient 
hromosomique :les études expérimentales de Morgan sur la mou
he drosophile montrent que
ertains 
ara
tères héréditaires sont liés au sexe, et que 
es 
ara
tères sont pro-bablement portés par l'un des 
hromosomes sexuels. Morgan en déduit que lesautres gènes sont également portés par des 
hromosomes spé
i�ques [4℄. Cettedé
ouverte vaudra le prix Nobel de méde
ine à Morgan, en 1933. En 1941, Beadleet Tatum dé
ouvrent le lien existant entre un gène et une enzyme [5℄. Ils exposentde la moisissure de pain à des rayons X, et provoquent ainsi des mutations gé-nétiques. Leurs expérien
es montrent alors que 
es mutations ont pour e�et de1Les organites sont des stru
tures 
ellulaires spé
ialisées, 
ara
téristiques des 
ellules eu
a-ryotes, situées dans le 
ytoplasme et délimitées par une membrane.1



modi�er des enzymes spé
i�ques : il existerait don
 un lien dire
t entre les gèneset les enzymes. On parle de l'hypothèse "un gène, une enzyme" : 
haque gènea pour fon
tion de diriger la produ
tion d'une enzyme parti
ulière. Les gènesdéterminent les phénotypes par l'intermédiaire d'enzymes 
atalysant 
ertainesréa
tions 
himiques. Beadle et Tatum reçoivent le prix Nobel de méde
ine en1958, pour leur dé
ouverte de la relation "un gène, une enzyme", qui se généra-lise à "un gène, une protéine" (toutes les protéines ne sont pas des enzymes). A la�n des années 1940, il est 
ommunément admis que l'ADN (a
ide désoxyribonu-
léique) est le ve
teur de l'hérédité, et qu'il porte don
 l'information génétique.En revan
he, la stru
ture de 
ette molé
ule est en
ore in
onnue. C'est en 1953que Cri
k et Watson [6℄ déterminent la stru
ture �ne de l'ADN, sous forme dedouble-héli
e. Cette dé
ouverte est primordiale 
ar la 
onnaissan
e de la molé-
ule 
onstituant les gènes va aider à 
omprendre les mé
anismes molé
ulairesde l'hérédité. En 1962, le prix Nobel de méde
ine est dé
erné à Cri
k, Watsonet Wilkins (qui a 
ollaboré à la dé
ouverte de la stru
ture de l'ADN). Dans lesannées 1960, Ja
ob et Monod [7℄ mettent en éviden
e la molé
ule qui fait le lienentre le génome et les protéines, l'ARN messager, et dé
ouvrent les mé
anismesde la régulation génétique. Leurs travaux sont ré
ompensés, en 1965, par le prixNobel de méde
ine.Depuis les travaux de Ja
ob et Monod, on 
onnaît la façon dont les gènes per-mettent de synthétiser les protéines. Ce pro
essus, appelé pro
essus d'expressiongénétique, se déroule en plusieurs étapes :1. la trans
ription, qui est la synthèse de l'ARN messager à partir de l'ADN ; lamolé
ule d'ARN messager obtenue à partir de l'ADN est une trans
ription�dèle des instru
tions fournies par un gène, en vue de la synthèse d'uneprotéine ;2. la phase de maturation qui permet de modi�er l'ARN messager trans
rit,a�n de ne 
onserver que les parties de la molé
ule utiles à la fabri
ationd'une protéine ;3. en�n, la tradu
tion représente la synthèse de la protéine à partir des ins-tru
tions 
ontenues dans l'ARN messager.L'expression génétique est un pro
essus qui est régulé lors des di�érentes étapesde la synthèse des protéines. La régulation la mieux 
onnue 
on
erne la trans
rip-tion (la régulation 
on
erne également les phases de maturation et de transportde l'ARN messager). Les travaux ré
ents montrent 
ependant que la régulationau niveau de la tradu
tion joue également un r�le très important [8℄. La trans
rip-tion d'un gène peut être a
tivée ou, au 
ontraire, inhibée, par la présen
e d'unemolé
ule (ARN ou protéine) sur le site promoteur du gène (le site promoteurd'un gène représente la région parti
ulière de l'ADN sur laquelle vient se �xerl'enzyme qui va 
atalyser la réa
tion de trans
ription du dit gène). Ces molé
ules,a
tivatri
es, ou inhibitri
es, sont les produits d'autres gènes. Ainsi, sont mis enpla
e des systèmes de régulation génétique sous forme de réseaux d'intera
tionentre ADN, ARN, protéines et autres petites molé
ules.Les protéines sont impliquées dans de très nombreux pro
essus 
ellulaires,2




omme la réponse d'une 
ellule à une modi�
ation de son environnement, la dif-féren
iation 
ellulaire ou en
ore la répli
ation de l'ADN. Si l'on veut, un jour,
omprendre le vivant, au niveau de la 
ellule, il nous faut 
omprendre la fa-çon dont les protéines sont synthétisées, 
'est-à-dire la façon dont les gènes sontexprimés. En d'autres termes, pour 
omprendre le fon
tionnement des être vi-vants, au niveau molé
ulaire, nous devons 
omprendre quels sont les gènes quisont exprimés, à quel moment et où, dans l'organisme. Les te
hniques de biologiemolé
ulaire modernes permettent d'a
quérir une masse énorme de données ex-périmentales 
on
ernant l'expression génétique. On peut, par exemple, mesureren parallèle l'expression de milliers de gènes grâ
e aux bio-pu
es [9, 10, 11, 12℄.Ces données sont 
ensées nous permettre de mieux 
omprendre le vivant. Mais ilnous faut tout d'abord fran
hir l'obsta
le 
onstitué par les réseaux de régulationgénétique. Si la des
ription du pro
essus d'expression d'un gène peut se fairerelativement simplement, en revan
he, dé
rire l'évolution simultanée de l'expres-sion de l'ensemble des gènes d'un réseau de régulation reste une tâ
he ardue. En
e sens, les réseaux de régulation génétique font partie d'une 
lasse de systèmesdynamiques, que l'on appelle "systèmes 
omplexes".Il n'existe pas de dé�nition formelle de 
e qu'est un système 
omplexe, maisnous pouvons 
ependant le 
ara
tériser de la façon suivante : un système 
om-plexe est 
omposé d'un ensemble d'éléments en intera
tion, et est tel que le
omportement dynamique global du système ne peut être expliqué de façon di-re
te, simplement à partir de la 
onnaissan
e du 
omportement de 
ha
un deséléments, pris séparément. On trouve des exemple de systèmes 
omplexes dans denombreuses dis
iplines, 
e qui explique l'intérêt grandissant porté à 
ette 
lasse desystèmes dynamiques. Nous pouvons 
iter quelques exemple issus de di�érentesdis
iplines :- en informatique, les réseaux pair-à-pair qui permettent le partage de res-sour
es ;- en é
onomie, l'ensemble des agents qui e�e
tuent des transa
tions sur lemar
hé boursier, et dont les dé
isions peuvent provoquer des phénomènesglobaux 
omme les bulles ou les kra
hs ;- en biologie, les 
olonies de fourmis, qui montrent que des individus au 
om-portement primaire peuvent e�e
tuer 
olle
tivement une tâ
he 
omplexe defaçon e�
a
e, 
omme la 
olle
te de nourriture.A�n d'étudier le 
omportement global des systèmes 
omplexes, une phase de mo-délisation est né
essaire. Elle est sour
e de travaux interdis
iplinaires puisqu'elledoit permettre de répondre à des questions propres à la dis
ipline dont le sys-tème est issu, au moyen de modèles dé�nis dans un formalisme appartenant àune autre dis
ipline. Dans le 
adre de notre travail, a�n de 
omprendre 
ommentles gènes d'un réseau de régulation sont exprimés, nous allons utiliser un modèlemathématique. Ce travail de do
torat s'ins
rit dans la volonté d'apporter desréponses à 
ertaines questions autour de systèmes 
omplexes biologiques tels queles réseaux de régulation génétique, à partir d'une étude réalisée dans le 
adreformel des mathématiques dis
rètes. 3



ProblématiqueL'objet de notre travail n'est pas, à proprement parler, la modélisation dessystèmes de régulation génétique, bien qu'il s'ins
rive 
lairement dans 
ette thé-matique, mais 
on
erne plut�t l'étude d'un modèle parti
ulier de réseaux de régu-lation génétique. Nous avons vu que les réseaux de régulation génétique, en tantque systèmes 
omplexes, doivent être modélisés a�n d'être étudiés. Le but d'unmodèle est de dé
rire la réalité, biologique dans notre 
as. Il ne peut pas prendreen 
ompte tous les mé
anismes existants et doit justement mettre en exergue lespoints importants permettant d'expliquer 
e que l'on observe. Dans la pratique,on met au point un modèle à partir d'une 
onnaissan
e existante, dans le but dedé
rire puis de 
omprendre les mé
anismes sur lesquels porte l'étude. Une fois lemodèle mis au point, il faut l'éprouver, en 
omparant par exemple les prévisionsissues de simulations réalisées à partir du modèle et les données expérimentales,a�n de véri�er qu'il y a adéquation entre 
e qui est prédit par le modèle et 
eque l'on observe. Tant qu'il n'y a pas adéquation, il faut reprendre, améliorer lemodèle. Le but ultime d'un modèle est de prédire 
e qui peut se passer à partird'une 
on�guration initiale donnée du système étudié. Mais avant d'atteindre
ette étape de prévision à partir du modèle, il faut 
omprendre parfaitement lemodèle en tant qu'objet à part entière, a�n de s'assurer que le 
omportement quel'on obtient par simulations à partir du modèle, dé
rit �dèlement la réalité dusystème étudié. Si 
e n'est pas le 
as, il existe un risque de vouloir interpréter un
omportement obtenu par simulations, alors que le modèle n'est pas tout à faitadéquat. L'étude du modèle nous permet de 
omprendre si les 
ara
téristiquesobtenues par simulations à partir du modèle sont des propriétés inhérentes aumodèle, ou si 
es 
ara
téristiques sont aussi valables pour le système modélisé.C'est de 
ette étude du modèle dont il est question dans 
e manus
rit.La modélisation des réseaux de régulation génétique, et de leur dynamique (lafaçon dont l'expression des gènes du réseau évolue) a été l'objet de nombreusesétudes depuis son introdu
tion, à la �n des années 1960 et au début des années1970, par les travaux de Kau�man et Thomas. Depuis 
es premiers modèles, denombreux formalismes ont été utilisés pour atteindre une meilleure 
ompréhen-sion des phénomènes biologiques liés à la dynamique de tels systèmes. Nous nesouhaitons pas en dresser i
i une liste exhaustive et nous nous 
ontentons de 
i-ter, parmi les plus 
lassiques, les systèmes d'équations di�érentielles ordinaires,partielles ou linéaires par mor
eaux, les réseaux booléens et leurs généralisationsdis
rètes. Le le
teur intéressé pourra se reporter à l'arti
le de De Jong [13℄, quipropose une synthèse sur les di�érentes modélisations existantes.Dans le 
adre de notre travail de do
torat, nous avons travaillé sur un mo-dèle booléen, dans lequel les gènes sont représentés par des éléments ne pouvantprendre que 2 valeurs : 0 ou 1. Ce
i signi�e que, dans 
e modèle, on 
onsidère,de façon simpli�ée, qu'un gène est soit a
tif, dans le 
as où il est exprimé sousla forme d'un ARN messager, puis d'une protéine, soit ina
tif, dans le 
as où iln'est pas exprimé. Cette simpli�
ation booléenne peut paraître bien rédu
tri
e,puisque l'on imagine que les gènes sont régulés par les 
on
entrations de protéines4



qu'ils synthétisent. Cependant, 
omme nous l'avons déjà évoqué, les méthodes a
-tuelles de la biologie molé
ulaire permettent de suivre l'évolution de l'expressiondes gènes, au moyen de bio-pu
es. Sans entrer dans des détails te
hniques, leprin
ipe des 
es bio-pu
es est que, pour 
haque gène dont on veut étudier l'ex-pression, on peut savoir si la 
on
entration en ARN messager 
orrespondant estinférieure ou supérieure à un 
ertain seuil. Si la 
on
entration en ARN messagerest inférieure au seuil, alors on peut en déduire que pour la protéine synthétiséeà partir de 
et ARN messager, la 
on
entration est également faible, trop faiblepour avoir un e�et en tant que protéine régulatri
e. Ainsi, de par l'utilisationdes bio-pu
es pour mesurer l'expression des gènes, les biologistes sont amenés àutiliser la terminologie booléenne, par exemple, ave
 des phrases du type "si laprotéine pXX est présente, le gène gY Y s'a
tive (resp. est inhibé)". Pour 
esraisons, la modélisation des réseaux de régulation génétique, à l'aide d'un mo-dèle booléen, n'est pas si rédu
tri
e qu'il n'y paraît. Elle ne permet 
ertes pas demodéliser le fait qu'une protéine puisse posséder plusieurs niveaux de 
on
entra-tion résultant en di�érentes régulations d'un même gène. Cependant, une grandepartie de la 
ommunauté s
ienti�que 
onsidère l'appro
he booléenne 
omme uneapproximation raisonnable de la réalité biologique. Les modèles booléens per-mettent d'améliorer la 
ompréhension de la dynamique des réseaux de régulationgénétique, par une des
ription qualitative de 
ette dynamique.Dans 
e travail, notre 
hoix s'est porté sur une 
lasse parti
ulière de modèlesbooléens, les réseaux d'automates booléens à seuil. Ces réseaux d'automates ontété introduits, dans les années 1940, pour modéliser les réseaux de neurones,puis ont été réutilisés, dans le 
adre de la modélisation des réseaux de régulationgénétique, à la �n des années 1990. L'une des prin
ipales propriétés des réseauxd'automates est que leur 
omportement dynamique peut dépendre de l'ordre danslequel les éléments du réseau voient leur état être mis à jour. Nous rappelons que,dans le 
adre de la modélisation des réseaux de régulation génétique, le but dumodèle est de dé
rire l'évolution de l'expression des di�érents gènes. La mise àjour de l'état d'un élément d'un réseau d'automates modélise don
 le pro
essusd'expression du gène représenté par 
et élément. Nous étudions l'une des 
ara
-téristiques prin
ipales des systèmes 
omplexes, et don
 des réseaux de régulationgénétique, à savoir la robustesse. La robustesse d'un système peut être dé�nie
omme sa 
apa
ité à résister à des perturbations d'ordre stru
turel. I
i, la robus-tesse 
on
erne la 
apa
ité du réseau à maintenir son 
omportement dynamiquemalgré un 
hangement de l'ordre de mise à jour de ses éléments. Comme pourtous les système 
omplexes, 
ette notion de robustesse est fondamentale pour lesréseaux de régulation génétique. Si les réseaux de régulation génétique ne sontpas robustes, alors l'expression génétique, 
'est-à-dire la synthèse des protéines,peut être altérée. Comme nous avons vu que les protéines jouaient un r�le majeurdans de nombreux pro
essus 
ellulaires, une non robustesse des réseaux de régu-lation génétique aurait des 
onséquen
es importantes sur la vie des organismes
onsidérés.Dans 
ette thèse, nous étudions la robustesse des réseaux d'automates booléensà seuil aux modes d'itération. Nos travaux portent sur l'étude de 
es réseaux, en5



tant qu'objets mathématiques, au moyen de simulations numériques, mais égale-ment par des méthodes théoriques. Le but de 
ette étude est de mieux 
onnaîtreles réseaux d'automates booléens à seuil, a�n de 
omprendre si leur robustesse(ou leur sensibilité) aux modes d'itération, est une 
ara
téristique qui les rendappropriés à la modélisation des réseaux de régulation génétique. Tout au long dumanus
rit, nous 
onsidérerons don
 
es réseaux d'automates en tant que modèlesde réseaux de régulation génétique.Organisation du manus
ritLe premier 
hapitre de 
ette thèse introduit les prin
ipales dé�nitions utiliséesdans la suite du do
ument. Nous y présentons tout d'abord les systèmes dyna-miques dis
rets et les réseaux d'automates. Nous traitons ensuite, dans la partie1.2.2, de la modélisation des réseaux de régulation biologique par des réseauxd'automates : nous abordons, dans un premier temps, les modèles proposés parKau�man et Thomas, puis présentons, de façon détaillée, le modèle que nousétudions, sous forme de réseaux d'automates booléens à seuil, et donnons unétat de l'art des résultats 
on
ernant les modèles de réseaux de régulation. En�n,nous terminons 
e premier 
hapitre en pré
isant, dans la partie 1.3, la notionde robustesse aux modes d'itération, en présentant les prin
ipaux résultats théo-riques 
onnus 
on
ernant la dynamique des réseaux d'automates booléens et larobustesse aux modes d'itération, et en dé�nissant 4 
lasses de 
omportement dy-namiques pour les réseaux d'automates, qui nous seront très utiles pour l'étudede la robustesse de 
es réseaux.Dans le 
hapitre 2, nous entrons dans le vif du sujet. Nous y montrons 
om-ment on peut énumérer, et don
 
onstruire, l'ensemble des réseaux d'automatesbooléens à seuil, à partir de l'ensemble des fon
tions booléennes à seuil. Aprèsavoir rappelé quelques notions sur les permutations dans la partie 2.1, nous in-troduisons, dans la partie 2.2, les ve
teurs d'intera
tion, qui nous permettent dedé�nir les fon
tions booléennes à seuil, en vue de 
onstruire les réseaux d'auto-mates booléens à seuil. Nous insistons alors sur l'intérêt d'utiliser des ve
teursd'intera
tion parti
uliers, que nous appelons ve
teurs d'intera
tion minimaux,dans le 
adre de la modélisation des réseaux de régulation génétique. Dans lapartie 2.3, nous donnons l'énumération des réseaux d'automates booléens à seuil,
onstruits à partir de l'énumération des fon
tions booléennes à seuil. Cette énu-mération nous permet de 
onnaître la stru
ture de la population des réseaux, etde donner, dans la partie 2.4, les algorithmes que nous utilisons pour réaliser lessimulations dont les résultats sont présentés dans le 
hapitre 3. Ce 
hapitre 2 estle 
hapitre de la transversalité : il montre que, dans le 
adre de la modélisationde réseaux biologiques, on peut être amené à utiliser des notions issues de do-maines inattendus des mathématiques, telles que la géométrie (pour les fon
tionsbooléennes à seuil) ou la théorie des a
tions de groupe (pour les réseaux d'auto-mates), en plus des traditionnelles notions de statistique (pour les simulations).Dans le 
hapitre 3, nous présentons l'ensemble des résultats des simulations6



numériques que nous avons réalisées, 
on
ernant la robustesse des réseaux d'au-tomates booléens à seuil. La partie 3.1 donne les statistiques générales en relationave
 la robustesse. Nous montrons, par exemple, que, pour les réseaux d'auto-mates à 7 éléments ou moins, l'augmentation de la taille des réseaux se traduitpar une baisse de la robustesse de 
es réseaux. Nous montrons également que
ette baisse de la robustesse s'explique par une 
onne
tivité très élevée des ré-seaux. Dans la partie 3.2, nous étudions, toujours au moyen de simulations, la
lasse de 
omportement des réseaux les moins robustes aux perturbations desmodes d'itération. Dans la partie 3.3, nous traitons un exemple de modèle deréseau de régulation génétique 
onnu, 
elui de la �oraison d'Arabidopsis thaliana,sous forme de réseau d'automates booléens à seuil. Nous montrons, notamment,
omment, à partir d'une bonne 
onnaissan
e du modèle, nous pouvons fa
ilementramener l'étude fastidieuse de la dynamique d'un réseau à 12 éléments, à l'étude,bien plus simple, de la dynamique de deux réseaux de taille 3. A partir de simula-tions numériques sur 
es deux petits réseaux, nous pouvons donner la dynamiqueexhaustive du réseau de 12 éléments. En�n, dans la partie 3.4, nous proposons unproto
ole de simulations très simple, a�n d'étudier l'impa
t de l'ajout des molé-
ules demiARN dans la régulation génétique, en terme de robustesse des réseaux.Notre étude montre que les miARN ont tendan
e à augmenter la robustesse desréseaux.Dans le dernier 
hapitre, toujours ave
 le sou
i d'étudier les réseaux d'auto-mates booléens à seuil, dans le 
adre de la modélisation des réseaux de régulationgénétique, nous introduisons une nouvelle façon d'itérer les réseaux d'automates.Cette nouvelle itération a pour but de modéliser au mieux l'évolution de l'ex-pression génétique, telle que nous pouvons l'observer au moyen des bio-pu
es.A partir de la dé�nition de 
ette nouvelle itération, nous pouvons démontrer,dans la partie 4.2, un ensemble de résultats théoriques importants 
on
ernant larobustesse des réseaux d'automates aux modes d'itération.
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Chapitre 1PréliminairesL'étude des systèmes biologiques, 
omme 
elle de tous les systèmes réels, qu'ilssoient physiques ou so
iaux, passe par une phase de modélisation. Le but de 
ettemodélisation est d'extraire du système réel ses 
ara
téristiques prin
ipales, 
ellesqui permettent de le 
omprendre, d'en expliquer le 
omportement, ou du moins demettre en éviden
e un 
omportement spé
i�que. On peut souvent obtenir à partirdes systèmes réels un nombre de données aussi important que l'on souhaite et il estné
essaire lors de la modélisation de savoir réduire la taille du problème sous peinede ne rien pouvoir résoudre, et �nalement, de ne rien pouvoir expliquer. Pourmettre en pla
e les prin
ipes de la gravitation universelle, et expliquer pourquoila Lune ne tombait pas sur la Terre, Newton n'a pas eu besoin de 
onnaîtrela nature des sols des di�érents astres, l'existen
e ou non d'une atmosphère etle 
as é
héant, sa 
omposition... A partir de la masse de deux 
orps ainsi quede la distan
e qui les sépare, il a pu dé
rire la for
e d'attra
tion mutuelle entre
es deux 
orps. Il en est de même pour la biologie : il est inutile de vouloir
omprendre le vivant en prenant en 
ompte la totalité de l'information disponible.Le modélisateur est amené à faire un 
hoix pour le modèle en fon
tion de 
e qu'ildésire mettre en éviden
e.L'utilisation de systèmes dynamiques 
omme modèles de systèmes biologiquesn'est pas ré
ente. Dans les années 1920, Volterra [14, 15, 16℄ a proposé un modèled'intera
tion proies-prédateurs sous forme de système dynamique, a�n d'expli-quer pourquoi la quantité de sardines pê
hées en mer Adriatique était plus faibleaprès l'interruption de la pê
he due à la guerre, et pourquoi, à la reprise dela pê
he, la proportion de requins observés avait augmenté (le système dyna-mique proposé est donné dans l'exemple 1.1). A la �n des années 1940, Delbrü
kest l'un des premiers à mettre en éviden
e la possibilité et l'intérêt de modé-liser des systèmes de biologie 
ellulaire par des systèmes dynamiques. A 
etteépoque, on explique la di�éren
iation 
ellulaire par l'existen
e de répliques desgènes, les plasmagènes, dont aurait dépendu le développement des di�érents tis-sus. Delbrü
k propose une autre expli
ation [17℄ : la di�éren
iation 
ellulairepourrait n'être qu'un 
as parti
ulier à la biologie d'un phénomène plus général,la multi-stationnarité, propriété des systèmes pouvant atteindre au moins deuxétats stables, 
ha
un d'eux ayant leur propre bassin d'attra
tion : "Les passages9



des uns aux autres pourraient être, suivant les 
as, réversibles ou irréversibles,
omme dans les phénomènes de di�éren
iation".Le présent do
ument traite d'un 
as parti
ulier de robustesse des systèmesdynamiques dis
rets : nous étudions l'in�uen
e des modes d'itération sur le 
om-portement des réseaux de régulation biologique. Ce premier 
hapitre donne desdé�nitions générales 
on
ernant les systèmes dynamiques, présente plus en détailsles systèmes parti
uliers étudiés, et en�n dé
rit la notion de robustesse appliquéeaux réseaux de régulation biologique. Nous dressons également un état de l'artdes pré
édents travaux portant sur les systèmes étudiés.1.1 Systèmes dynamiques dis
retsDans le 
ontexte de nos travaux, les systèmes dynamiques sont des objetsmathématiques 
omposés d'entités interagissant et évoluant au 
ours du temps.Dé�nition 1.1 (Système dynamique)Un système dynamique est un triplet (S, T, F ) où :- S est un sous-ensemble de Rd, appelé espa
e des phases ou espa
e des étatsglobaux (d représente le nombre d'éléments du système),- T est un groupe (muni de l'opération +), appelé espa
e des temps,- F est une appli
ation, F : S×T → S, appelée fon
tion de transition globalequi, à 
haque état global de S et à 
haque temps de T , asso
ie une imagedans S.La fon
tion de transition globale F véri�e :- ∀x ∈ S, F (x, 0) = x,- ∀x ∈ S, ∀(t1, t2) ∈ T 2, F ((F (x, t1), t2) = F (x, t1 + t2).Elle dé�nit la façon dont l'état global du système évolue au 
ours du temps,à partir d'un état initial. F (x, t) représente l'état global du système atteint autemps t en partant de l'état global initial (au temps 0) x. Notons i
i que la dé�ni-tion pré
édente 
orrespond pré
isément à un système dynamique réel, 
'est-à-diredont les éléments sont à états dans R. Comme, dans le 
adre de 
e manus
rit, onne s'intéresse aux systèmes dynamiques que 
omme modèle de phénomènes réels,nous nous satisfaisons de 
ette restri
tion. Pour les mêmes raisons, les temps sontgénéralement 
hoisis réels. Dans la suite, on 
onsidère don
 T ⊆ R.Dans le 
as où la fon
tion de transition globale est di�érentiable, on peutreprésenter le système dynamique par un système d'équations di�érentielles.Exemple 1.1 : Nous avons vu dans l'introdu
tion de 
e 
hapitre que, dans lesannées 1920, Volterra a proposé un modèle d'intera
tion proies-prédateurs pourexpliquer l'évolution de la taille des populations de proies et de prédateurs. Cemodèle est dé
rit par un système de 2 équations di�érentielles, 
onnu sous le nomde système de Lotka-Volterra (x représente la taille de la population des proies,
y 
elle des prédateurs) :

{

x′(t) = ax(t)− bx(t)y(t)
y′(t) = −cy(t) + dx(t)y(t)10



Les paramètres a, b, c et d sont des réels positifs. En l'absen
e de prédateur, lapopulation de proies 
roît de façon exponentielle ave
 un taux a. A l'opposé,en l'absen
e de proie, la population de prédateurs dé
roît de façon exponentielleave
 un taux c. Lorsque proies et prédateurs sont présents, on suppose le tauxde prédation proportionnel à la fréquen
e de ren
ontre entre les prédateurs etles proies. Bien entendu, la prédation a tendan
e à faire 
roître la taille de lapopulation de prédateurs (ave
 un taux d), et à faire dé
roître la taille de lapopulation de proies (ave
 un taux b).Dé�nition 1.2 (Traje
toire et orbite)La traje
toire d'un point x de S, est l'appli
ation Fx : T → S qui asso
ie à
haque temps t de T l'état Fx(t) = F (x, t), qui est l'état global atteint après untemps t à partir de l'état global initial x.L'orbite d'un point x de S est dé�nie 
omme l'ensemble : O(x) = {F (x, t), t ∈
T}.Dans la pratique, on 
onfond traje
toire et orbite. Ainsi, une traje
toire dé-signe l'ensemble des état globaux atteints par le système à partir d'un état globalinitial donné. Lorsque l'on étudie un système dynamique, on s'intéresse aux dif-férentes traje
toires que l'on peut obtenir à partir de di�érents états initiaux,et plus parti
ulièrement au 
omportement asymptotique de 
es traje
toires. Ces
omportements asymptotiques représentent les états du système lorsque le tempss'é
oule vers l'in�ni. Nous observons deux types de 
omportements asympto-tiques : soit le système diverge, soit il adopte un 
omportement "stable", que l'onappelle attra
teur. Le notion d'attra
teur est une notion 
omplexe en général. Desdé�nitions 
omplètes ont été données dans le 
adre de système dynamiques réels[18, 19℄. Dans le 
adre de notre travail, nous n'avons pas besoin de dé�nition si
omplexe et la dé�nition simple suivante nous su�t. Nous supposons que S estmuni d'une distan
e d équivalente à la distan
e eu
lidienne.Dé�nition 1.3 (Attra
teur et bassin d'attra
tion)
Attr ⊆ S est un attra
teur pour le système dynamique (S, T, F ) si :1. Attr est non vide,2. Attr est invariant (∀t ∈ T, F (Attr, t) ⊆ Attr),3. il n'existe pas de sous-ensembe non vide B ⊂ Attr qui véri�e 2.Le bassin d'attra
tion asso
ié à l'attra
teur Attr, noté B(Attr) est le sous-ensemble non vide de S dé�ni par : B(Attr) = {x ∈ S | L(x) ⊂ Attr} ave

L(x) = {y ∈ X | ∀ε > 0,∀t0 > 0,∃t > t0 tel que d(y, F (x, t)) < ε}.De façon informelle, le bassin d'attra
tion asso
ié à un attra
teur est l'en-semble des points dont la traje
toire "passe aussi près que possible" de l'at-tra
teur. La prin
ipale di�éren
e entre notre dé�nition et 
elles données dans[18, 19℄ est que nous 
onsidérons qu'un attra
teur est in
lus dans son bassind'attra
tion, 
ontrairement aux autres auteurs. Ainsi, selon notre dé�nition, les
omportements limites instables sont des attra
teurs, dont le bassin d'attra
tionest réduit au seul attra
teur. Cette di�éren
e dans la dé�nition d'un attra
teur11



n'a en revan
he pas d'in
iden
e sur l'étude des systèmes de régulation tels quenous les modélisons.La �gure 1.1 illustre les notions de traje
toire, attra
teur et bassin d'attra
-tion en présentant trois traje
toires issues de di�érents états initiaux pour lesystème dynamique de l'exemple 1.1 (ave
 a = 5, b = 3, c = 1, d = 1). Les�è
hes indiquent le sens de par
ours des traje
toires lorsque le temps s'é
oule.Les traje
toires bleue et noire sont 
y
liques ; dans 
e 
as, traje
toire, attra
teuret bassin d'attra
tion sont 
onfondus. La traje
toire rouge 
orrespond à un étatinitial pour lequel la taille de la population de proies est nulle. On voit que la taillede la population de prédateurs dé
roît alors jusqu'à devenir nulle également. Lepoint (0, 0) est don
 un attra
teur pour 
e système et le bassin d'attra
tion quilui est asso
ié est la droite x = 0. Il existe un autre attra
teur, le point ( c
d
, a

b
). Ontrouve 
e point d'équilibre en posant x′(t) = 0 et y′(t) = 0. Dès que l'on s'é
artede 
e point dans l'espa
e des états, on passe sur une traje
toire 
y
lique, don
 lebassin d'attra
tion de 
et attra
teur est réduit à lui-même.

0

x

y

1 3 4 52
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0Fig. 1.1 � Trois traje
toires pour le système dynamique de l'exemple 1.1 ave
 lesparamètres suivants : a = 5, b = 3, c = 1, d = 1Nous avons restreint notre étude à une 
lasse parti
ulière de systèmes dy-namiques, les systèmes dynamiques dont le temps évolue dans l'ensemble desentiers naturels. Ces systèmes dynamiques sont appelés systèmes dynamiquesdis
rets (ou à temps dis
ret).Dé�nition 1.4 (Système dynamique dis
ret)Un système dynamique dis
ret est un système dynamique parti
ulier (S, T, F ) où
T = N. 12



Nous pouvons remarquer que le fait d'avoir réduit l'espa
e des temps à N,nous permet d'é
rire la fon
tion de transition globale F 
omme l'itérée d'unefon
tion G : S → S, 
'est-à-dire : ∀x ∈ S,∀t ∈ N, F (x, t) = Gt(x).En e�et, en notant ∀t ≥ 1, F t(x, 1) = F (F t−1(x, 1), 1) et F 0(x, 1) = x, on apour tout t ≥ 1 :
F (x, t) = F (x, 1 + (t− 1))

= F (F (x, 1), t − 1)

= F (F 2(x, 1), t − 2)
...

= F (F t−1(x, 1), 1)

= F t(x, 1).On a également F (x, 0) = x = F 0(x, 1). Ainsi, ∀x ∈ S,∀t ∈ N, F (x, t) =
F t(x, 1).Pour la suite, nous 
onsidérons don
 que la fon
tion de transition globale estune appli
ation de S dans S, et non plus de S × N dans S (on rempla
e F (x, t)par F (x, 1), que l'on note F (x) par abus).Remarquons en�n que, dans le 
as où l'on modélise un phénomène réel par unsystème dynamique dis
ret, on obtient une des
ription qualitative du phénomène,alors qu'un modèle à base de système dynamique à temps 
ontinu aurait permisune des
ription quantitative du même phénomène. En passant du 
ontinu audis
ret, on simpli�e généralement le modèle, que l'on peut alors d'autant mieuxétudier.1.2 Réseaux d'automates et réseaux de régulation bio-logiqueLa modélisation dis
rète des réseaux de régulation biologique a été introduitedans les années 1940 par M
Cullo
h et Pitts [20℄, ave
 leurs travaux sur les ré-seaux de neurones. Puis, à la �n des années 1960 et au début des années 1970,les re
her
hes de Kau�man [21℄ et Thomas [22℄ mirent en avant l'intérêt de 
esmodèles pour la 
ompréhension de la dynamique de réseaux de régulation gé-nétique. La plupart des travaux ont fo
alisé sur un 
as parti
ulier de systèmesdynamiques dis
rets, les réseaux d'automates. Ceux-
i se sont avérés être de bonsmodèles pour les réseaux de régulation : ils permettent de simpli�er au maximumles systèmes réels, de les modéliser ave
 une appro
he dynamique, tout en assurantun formalisme rigoureux. En e�et, de façon informelle, en simpli�ant à l'extrême,un élément d'un réseau de régulation peut être vu 
omme un objet dont l'étatdépend d'un signal global qu'il reçoit (signal émis par les autres éléments duréseau). Les automates sont des objets mathématiques qui 
orrespondent tout àfait à 
ette dé�nition informelle.
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1.2.1 Réseaux d'automatesDé�nition 1.5 (Réseau d'automates)Un réseau d'automates R 
omposé de n éléments est un 
ouple (Q,F ) où :- Q ⊂ Z est l'ensemble �ni des états dans lesquels peut être 
ha
un des nautomates,- F : Qn → Qn est la fon
tion de transition globaleOn note F = (f1, · · · , fn) et on appelle fi : Qn → Q la fon
tion de transitionlo
ale de l'élément i, qui permet la mise à jour de son état en fon
tion des étatsdes éléments du réseau.On peut remarquer qu'à partir des éléments en intera
tion d'un réseau d'au-tomates, on peut 
onstruire un graphe orienté.Dé�nition 1.6 (Graphe d'intera
tion)On appelle graphe d'intera
tion asso
ié au réseau d'automates R = (Q,F ) à néléments, le graphe orienté G = (V,A) où :- V = {1, · · · , n} est l'ensemble des sommets (ou noeuds) de G,- A ⊆ V × V est l'ensemble des ar
s de G, et est tel que :
∀i ∈ V, ∀j ∈ V, (i, j) ∈ A

m
∃X ∈ Qn, y ∈ Q, y 6= xi / fj(x1, · · · , xi, · · · , xn) 6= fj(x1, · · · , y, · · · , xn)Cha
un des sommets du graphe d'intera
tion asso
ié à un réseau d'automatesreprésente un des automates du réseau et les ar
s du graphe représentent lesintera
tions entre éléments. Nous dé�nissons le graphe d'intera
tion à partir desfon
tions de transition lo
ale. Ce
i nous assure qu'un ar
 du graphe d'intera
tionentre le noeud i et le noeud j représente une réelle in�uen
e de l'automate isur l'automate j dans le réseau. Ainsi, supprimer un ar
 du graphe d'intera
tionrevient à modi�er l'une des fon
tions de transition lo
ale du réseau et don
 ladynamique du système. Formellement, on dit que le graphe d'intera
tion a unestru
ture quasi-minimale. Nous reviendrons plus tard sur l'importan
e de 
ettenotion de stru
ture quasi-minimale.Notation 1.1 (Etat) : Soit R = (Q,F ) un réseau d'automates 
omposé de néléments en intera
tion.On note xi(t) l'état de l'élément i du réseau au temps t.On note X(t) = (x1(t), · · · , xn(t)) l'état global du réseau au temps t. On appelle
on�guration du réseau d'automates tout état global du réseau.Il y a (#Q)n 
on�gurations possibles pour un réseau d'automates à n élé-ments.Exemple 1.2 : La �gure 1.2 présente le graphe d'intera
tion asso
ié à un réseaude trois automates booléens (à états dans Q = {0, 1}), dont les fon
tions detransition lo
ale sont les fon
tions booléennes suivantes (les opérateurs utilisés14



sont les opérateurs booléens 
lassiques) :
f1(x1, x2, x3) = x1 ∧ x2

f2(x1, x2, x3) = x1 ∨ ¬x3

f3(x1, x2, x3) = ¬x1

3

1

2Fig. 1.2 � Graphe orienté asso
ié au réseau d'automates booléens dont les fon
-tions de transition lo
ale sont données dans l'exemple 1.2On voit que la fon
tion de transition lo
ale de l'élément 1, f1 dépend desvariables x1 et x2, mais pas de x3. Dans le graphe d'intera
tion, le noeud 1 reçoitdon
 un ar
 provenant de lui-même et du noeud 2, mais pas du noeud 3. On peutfaire le même raisonnement sur les fon
tions f2 et f3 a�n d'expliquer les ar
s quiarrivent sur les noeuds 2 et 3 dans le graphe d'intera
tion.Pro�tons d'avoir dé�ni le graphe d'intera
tion asso
ié à un réseau d'automatespour rappeler quelques notions relatives aux graphes orientés qui nous serontutiles. Pour les dé�nitions qui suivent, nous 
onsidérons que G = (V,A) est ungraphe orienté.Dé�nition 1.7 (Sour
e et destination d'un ar
)Soit a = (i, j) ∈ A un ar
 de G.Le sommet i est appelé (sommet) sour
e de a.Le sommet j est appelé (sommet) destination de a.Dé�nition 1.8 (Degré d'un noeud et 
onne
tivité d'un graphe)Soit i ∈ V un sommet de G.Le degré entrant de i est le nombre d'ar
s de G dont i est la destination.Le degré sortant de i est le nombre d'ar
s de G dont i est la sour
e.La 
onne
tivité du graphe G est dé�nie 
omme étant le degré (entrant ou sortant)moyen de ses noeuds. Elle est égale à #A
#V

.Dé�nition 1.9 (Noeud sour
e et noeud puits)On dit d'un noeud d'un graphe orienté que 
'est un noeud sour
e si son degréentrant est nul.On dit d'un noeud d'un graphe orienté que 
'est un noeud puits si son degrésortant est nul. 15



Dé�nition 1.10 (Chemin)Un sous-ensemble de A, noté C = {a1, · · · , ar} est appelé 
hemin si, pour tout
k ∈ {2, · · · , r}, la sour
e de ak est la destination de ak−1. Le 
hemin C permetdon
 d'atteindre le noeud destination de ar à partir du noeud sour
e de a1.Dé�nition 1.11 (Composante fortement 
onnexe)
C, un sous-ensemble de V , est appelé 
omposante fortement 
onnexe de G si,pour 
haque sommet de C, il existe un 
hemin vers tous les autres sommets de C,et C est de taille maximale, 
'est-à-dire qu'il n'est pas stri
tement 
ontenu dansun sous-ensemble possédant 
ette propriété.On dit que G est un graphe fortement 
onnexe s'il a une unique 
omposantefortement 
onnexe qui 
ontient tous les sommets de G.Dé�nition 1.12 (Cir
uit)Un 
ir
uit est un 
hemin C = {a1, · · · , ar} tel que la destination de ar est lasour
e de a1. On dit alors que C est un 
ir
uit de longueur r.Une bou
le est un 
ir
uit de longueur 1.Le graphe de l'exemple 1.2, présenté sur la �gure 1.2, 
ontient une bou
le etun 
ir
uit de longueur 2. La 
onne
tivité de 
e graphe est égale à 4

3 et 
e n'est pasun graphe fortement 
onnexe puisqu'il n'existe au
un 
hemin entre le noeud 3 etles autres sommets (le sous-ensemble de sommets {1, 2} forme une 
omposantefortement 
onnexe, de même que le sous-ensemble réduit à un unique noeud {3}).Le noeud 3 est un noeud puits.On peut dé�nir quatre grandes familles de graphes parmi les graphes d'inter-a
tion les plus étudiés :- les graphes aléatoires, proposés par Erdõs et Rényi [23, 24℄ ; la distributiondes degrés des noeuds de 
es graphes est 
ara
téristique, 
'est une loi dePoisson ;- les graphes 
omplets, dont tous les sommets sont 
onne
tés les uns auxautres ;- les graphes 
ellulaires, dont les noeuds sont situés sur une grille à d dimen-sions (en général, on a d ≤ 3) ; 
haque noeud est 
onne
té à ses voisins sur lagrille, et on a le même type de voisinage pour tous les noeuds ; 
es graphessont asso
iés à un 
lasse parti
ulière de réseaux d'automates, les réseauxd'automates 
ellulaires [25, 26℄, pour lesquelles les fon
tions de transitionlo
ales sont toutes identiques ;- en�n, les graphes 
omplexes, notamment étudiés par Albert et Barabási[27℄ ; dans le 
adre des systèmes 
omplexes, 
e sont les graphes les plusétudiés 
es dernières années, 
ar ils 
orrespondent aux graphes d'intera
tionde réseaux biologiques ou so
iaux réels ; 
es graphes ne sont pas aléatoires ausens d'Erdõs et Rényi ; la distribution des degrés des noeuds est i
i en
ore
ara
téristique, 
'est une loi puissan
e, 
'est-à-dire qu'il existe un faiblenombre de sommets à fort degré et un très grand nombre de sommets àfaible degré.D'un point de vue dynamique, la dé�nition des attra
teurs et bassins d'at-16



tra
tion est bien plus aisée pour les réseaux d'automates que pour les systèmesdynamiques en général. Nous supposons pour la suite que la fon
tion de transi-tion globale d'un réseau d'automates R = (Q,F ) à n éléments est une fon
tiondéterministe, 
'est-à-dire que pour 
haque X ∈ Qn, il existe une unique image
F (X). Les travaux présentés dans 
e manus
rit 
on
ernent uniquement les ré-seaux d'automates déterministes. Sené [25℄ propose une étude 
on
ernant lesréseaux d'automates à fon
tion de transition globale sto
hastique.Comme l'ensemble des états de 
haque automate Q est �ni, il y a un nombre�ni de 
on�gurations possibles pour le réseau. De plus, 
omme la fon
tion detransition globale est 
onsidérée 
onne étant déterministe, 
haque traje
toire is-sue d'une 
on�guration initiale est �nie. A partir d'un 
ertain nombre d'itérationsde la fon
tion de transition globale, les 
on�gurations atteintes se répètent indé-�niment.Dé�nition 1.13 (Attra
teur et bassin d'attra
tion)Soit R = (Q,F ) un réseau d'automates à n éléments.Un sous-ensemble de Qn, noté Attr est un attra
teur de R si les 
on�gurationsde Attr se répètent indé�niment par itération de la fon
tion de transition globale.Le bassin d'attra
tion asso
ié à l'attra
teur Attr est l'ensemble des 
on�gurations
ontenues dans les traje
toires qui 
ontiennent Attr.On voit que l'on peut dé�nir deux types d'attra
teurs pour les réseaux d'au-tomates :- les attra
teurs 
omposés d'au moins 2 
on�gurations sont appelés des 
y
leslimites ;- les attra
teurs qui 
ontiennent 1 unique 
on�guration sont appelés despoints �xes.Formellement, on dé�nit les 
y
les limites et les points �xes 
omme suit :Dé�nition 1.14 (Cy
le limite)Soit R = (Q,F ) un réseau d'automates à n éléments.La suite de 
on�gurations C ⊆ Qn, C = [X1, · · · ,Xl], l ≥ 2 est un 
y
le limitede période (ou longueur) l pour R si, et seulement si :- les X

j sont deux à deux di�érents,- F (Xj) = X
j+1 pour tout j ∈ {1, · · · , l − 1} et- F (Xl) = X
1.Dé�nition 1.15 (Point �xe)Soit R = (Q,F ) un réseau d'automates à n éléments.La 
on�guration X ∈ Qn est un point �xe pour R si, et seulement si F (X) = X.Les points �xes d'un réseau d'automates sont les points �xes de sa fon
tionde transition globale.1.2.2 Modèles de réseaux de régulation biologiqueNous avons vu que, dès le début des années 1970, Kau�man [21℄, puis Thomas[22℄ ont rendu légitime l'utilisation des réseaux d'automates 
omme modèles qua-17



litatifs des réseaux d'intera
tion biologique, et plus parti
ulièrement des réseauxde régulation génétique. Dans la suite du manus
rit, on évoquera la modélisa-tion de réseaux de régulation génétique 
omme exemple de réseaux de régula-tion biologique. Kau�man et Thomas ont 
ha
un proposé une modélisation sousforme de réseau d'automates. Chaque gène est modélisé par un automate dontl'état représente l'a
tivité, l'expression du gène 
onsidéré. L'intérêt de 
es mo-dèles est que l'on peut donner une signi�
ation biologique aux attra
teurs desréseaux d'automates. En e�et, dans le 
adre de la modélisation de réseaux derégulation génétique, depuis Kau�man [28℄, on asso
ie les attra
teurs du modèleave
 les di�érents types 
ellulaires dans lesquels le réseau génétique est impliqué.On 
onsidère que 
haque type de 
ellule di�éren
iée est 
ara
térisé par un 
er-tain phénotype (ensemble des 
ara
tères observables). Comme toutes les 
ellulesd'un même organisme possèdent le même génotype (à part les 
ellules immuno-
ompétentes, dont les gènes du répertoire immunologique sont di�érents, et àpart les 
ellules pathologiques présenant des mutations ou des anomalies 
hro-mosomiques a
quises), la di�éren
e de phénotype s'explique par une di�éren
eau niveau de l'a
tivité protéique, enzymatique... La di�éren
e de phénotype s'ex-plique don
 par une di�éren
e d'expression des gènes. Ainsi, 
haque type de
ellule di�éren
iée est 
ara
térisé par un pro�l d'expression génétique, à l'équi-libre. A 
haque attra
teur du réseau d'automates qui sert de modèle, 
orrespondun pro�l d'états des automates du réseau. On fait le lien dire
t entre 
e pro�ld'états et le pro�l d'a
tivation des gènes. Les attra
teurs d'un réseau d'auto-mates modélisant un réseau de régulation génétique représentent tous un type
ellulaire dans lequel le réseau de régulation est impliqué. Bien qu'il soit plus aiséde voir la 
orrespondan
e entre un point �xe du réseau d'automates et un pro�ld'expression de gènes que l'on peut 
onsidérer qualitativement 
omme stable, un
y
le limite peut également être asso
ié dire
tement à une fon
tion biologique,qui sera 
y
lique (voir l'exemple 1.4).Nous pré
isons i
i que 
e manus
rit traite d'un 
ertain type de modèle deréseau de régulation génétique, mais nous n'abordons pas le problème de re
ons-tru
tion d'un tel réseau à partir des données biologiques. Cette étape de re
ons-tru
tion (que l'on appelle également problème inverse) est une étape di�
ile quiné
essite, la plupart du temps, le re
ours à des méthodes d'optimisation (re
uitsimulé [29℄ ou algorithme génétique [30℄ par exemple). Nous n'entrerons pas dansde plus amples expli
ations, et renvoyons à la le
ture de [31, 32, 33, 34, 35℄ pourdes détails supplémentaires.Modèles de Kau�man et de ThomasLes deux types de réseaux d'automates introduits par Kau�man et Thomas,font partie, en
ore aujourd'hui, des modèles dis
rets les plus utilisés pour lesréseaux de régulation génétique. Nous allons don
 brièvement les dé
rire avantde présenter le modèle parti
ulier sur lequel a porté l'étude présentée dans 
emanus
rit. Pour une revue plus 
omplète des di�érents modèles de réseaux derégulation génétique, 
onsulter [13℄. 18



A�n de simpli�er au maximum le modèle, Kau�man [21, 28℄ 
onsidère qu'ungène peut être modélisé par une variable booléenne qui représenterait l'a
tivité dudit gène : le gène est a
tif (lorsque la variable vaut 1) ou ina
tif (lorsque la variablevaut 0), 
'est-à-dire que les produits synthétisés à partir du gène sont présentsou absents. De plus, les intera
tions entre gènes peuvent être représentées parn'importe quelle fon
tion booléenne qui permet de 
al
uler l'état du gène (a
tifou ina
tif) à partir de l'a
tivation des autres gènes du réseau. En�n, on 
onsidèreque la mise à jour des états de 
haque automate se fait de manière syn
hrone.Le formalisme de modélisation proposé par Kau�man revient don
 à utiliser unréseau d'automates booléens syn
hrones 
omme modèle de réseau d'intera
tiongénétique. On parle plus 
ommunément de réseaux booléens syn
hrones.Thomas [36, 37, 38℄ propose une modélisation sous forme de réseaux logiquesque l'on appelle 
ommunément réseaux de Thomas. Chaque gène i d'un réseau estreprésenté par une variable dis
rète, x̂i, appelée variable logique, qui peut prendreplusieurs valeurs. Le nombre de valeurs que la variable x̂i peut prendre est liéau nombre d'éléments du système qui sont sous l'in�uen
e du gène i. A 
haqueélément j sous l'in�uen
e du gène i 
orrespond une valeur pour la variable x̂i.Cette valeur représente le niveau d'a
tivation minimal à partir duquel l'a
tivationdu gène i a un e�et sur l'élément j. Si le gène i in�uen
e k éléments, alors lavariable x̂i peut prendre jusqu'à k+1 valeurs possibles (0 
ompris). C'est une desdi�éren
es prin
ipales qui existent ave
 les réseaux booléens dans lesquels il n'yqu'un niveau d'a
tivation possible. L'autre di�éren
e majeure est, que dans lesréseaux de Thomas, les états des automates sont mis à jour de façon asyn
hrone.Cela modélise le fait qu'il est très peu probable que les 
on
entrations de produitssynthétisés à partir de 2 gènes di�érents, passent 
ha
une un de leurs seuils enmême temps. Ainsi, à une 
on�guration donnée d'un réseau de Thomas peut
orrespondre plusieurs 
on�gurations après itération de la fon
tion de transitionglobale puisqu'il y a autant de façons de réaliser la transition que d'éléments
onstituant le réseau. Con
ernant les attra
teurs du réseau, 
ela rend l'étude des
y
les limites déli
ate. En revan
he, il n'y a au
un problème vis-à-vis des points�xes, puisque nous avons vu que tout point �xe du réseau 
orrespond à un point�xe de la fon
tion de transition globale.L'un des avantages des réseaux de Thomas sur les réseaux de Kau�man estque l'on se limite à des intera
tions entre 2 gènes qui sont simples. Dans le 
asoù le gène i in�uen
e le gène j, 
ette in�uen
e peut être de 2 types di�érents :en présen
e de i, j a tendan
e à être soit a
tivé (on dira que i est a
tivateurde j), soit inhibé (on dira que i est inhibiteur de j). Ces 2 types d'in�uen
e
orrespondent bien aux types d'intera
tions que l'on 
onnaît entre gènes [39℄.Dans le 
as de réseaux booléens, on peut avoir des in�uen
es qui ne sont nia
tivation, ni inhibition : imaginons par exemple un réseau d'automates booléensdont l'automate i est sous l'in�uen
e des automates j et k et tel que la fon
tion detransition lo
ale 
orrespondant à i est fi = xj⊕xk
1 ; j et k ne sont ni a
tivateurs,ni inhibiteurs de i. On peut dé�nir une 
ertaine 
lasse de fon
tions booléennes1

⊕ désigne le ou ex
lusif booléen 19



qui permettent de ne travailler qu'ave
 des intera
tions de type a
tivation ouinhibition.Dé�nition 1.16 (Fon
tion booléenne monotone et dé�nie par signe)Soit f : {0, 1}n → {0, 1} une fon
tion booléenne.On dit que f est monotone 
roissante par rapport à sa ie variable si, et seulementsi :
∀X =∈ {0, 1}n, f(x1, · · · , xi−1, 0, xi+1, · · · , xn) ≤ f(x1, · · · , xi−1, 1, xi+1, · · · , xn).On dit que f est monotone dé
roissante par rapport à sa ie variable si, et seule-ment si :
∀X =∈ {0, 1}n, f(x1, · · · , xi−1, 0, xi+1, · · · , xn) ≥ f(x1, · · · , xi−1, 1, xi+1, · · · , xn).On dit que f est dé�nie par signe si elle est monotone 
roissante ou dé
roissantepar rapport à 
ha
une de ses variables.En ne travaillant qu'ave
 des réseaux d'automates booléens dont les fon
tionsde transition lo
ale sont des fon
tions dé�nies par signe, on ne peut modéliserque des in�uen
es du type a
tivation ou inhibition. En e�et, si la fon
tion detransition lo
ale de l'élément i, fi, dépend de sa je variable, et est monotone
roissante (resp. dé
roissante) par rapport à 
ette variable, alors le gène modélisépar l'élément j est a
tivateur (resp. inhibiteur) du gène modélisé par l'élément i.On appellera par la suite réseau de régulation booléen tout réseau d'automatesbooléens dont les fon
tions de transition lo
ale sont des fon
tions dé�nies parsigne. Ces dernières années, Kau�man a restreint son modèle à des réseaux derégulation booléens [40, 41℄. Pour 
ela, il a introduit les fon
tions 
analisanteshiérar
hiques 2, qui sont une sous-
lasse stri
te de fon
tions dé�nies par signe.Nous n'entrerons pas i
i dans la des
ription de 
es fon
tions, mais nous noteronsque l'utilisation de 
elles-
i permet don
 de ne travailler que sur des réseaux dontles intera
tions sont de type a
tivation ou inhibition.Réseaux d'automates booléens à seuilDans le 
adre de notre étude, nous avons travaillé sur une 
lasse parti
ulièrede réseaux d'automates booléens, les réseaux d'automates booléens à seuil. Lesfon
tions de transition lo
ale de 
es réseaux sont des fon
tions booléennes mono-tones. Ces réseaux ont été introduits pour la première fois dans le 
ontexte desréseaux de neurones formels en 1943 par M
Cullo
h et Pitts [20℄. Ils ont ensuiteété rendus 
élèbres par les travaux de Hop�eld [42, 43℄ sur la mémoire asso
iative,au début des années 1980. On les retrouve utilisés plus ré
emment, dans le 
adrede la modélisation des réseaux de régulation génétique, notamment 
on
ernantle réseau de régulation lié à la morphogénèse �orale 
hez Arabidopsis Thaliana[44℄.2Tradu
tion littérale personnelle du terme anglais "hierar
hi
al 
analyzing fun
tions"20



Dé�nition 1.17 (Réseau d'automates booléens à seuil)Un réseau d'automates booléens à seuil (RABS), 
omposé de n éléments, est unréseau d'automates parti
ulier R = (G,F ), tel que :- G = {0, 1}, les automates sont des automates booléens- F : {0, 1}n → {0, 1}n, la fon
tion de transition globale est 
omposée de nfon
tions à seuil ; la fon
tion de transition lo
ale de l'élément i est de laforme :
∀X ∈ {0, 1}n, fi(X) = H





n
∑

j=1

wijxj − θi



 ,ave
 ∀j ∈ {1, · · · , n}, wij ∈ Z , θi ∈ Z, et où H est la fon
tion de Heavi-side, dé�nie sur R par H(x− θ) =

{

0 si x ≤ θ
1 si x > θ

.Avant de donner une des
ription et une interprétation des di�érents para-mètres des fon
tions de transition lo
ale d'un RABS, nous allons nous intéresserau 
hoix de la fon
tion de Heaviside.Cette fon
tion, asso
iée à un seuil θ, peut être vue 
omme une fon
tion sigmoï-dale dont le point d'in�exion serait situé au niveau du seuil, et dont la "pente"serait in�nie. Rappelons qu'une fon
tion sigmoïdale est une fon
tion du type
f(x) = xn

1+xn ou du type f(x) = 1
1+e−λ(x−θ) . On retrouve les fon
tions sigmoïdalesdans le domaine de la 
inétique enzymatique : sous 
ertaines 
onditions, la vitessed'une réa
tion 
atalysée par une enzyme en fon
tion de la 
on
entration en sub-strat (de l'enzyme) est d'allure sigmoïdale. La �gure 1.3 qui présente le graphed'une fon
tion de Heaviside (en noir) asso
iée à un seuil θ, ainsi que les graphesde deux fon
tions sigmoïdales (en bleu et en rouge) dont les points d'in�exionsont situés au niveau du même seuil θ, montre que l'on peut 
onsidérer la fon
-tion de Heaviside 
omme l'équivalent d'une fon
tion sigmoïdale booléenne. Cetteremarque justi�e l'utilisation de la fon
tion de Heaviside dans la modélisation dela dynamique des réseaux de régulation génétique.

x

1

0

θFig. 1.3 � Graphes de la fon
tion de Heaviside (en noir) et de deux fon
tionssigmoïdales (λ = 2 en rouge et λ = 6 en bleu).Toujours 
on
ernant la fon
tion de Heaviside, notons que 
ertains auteurs21



([25℄ par exemple) utilisent une autre dé�nition de la fon
tion de Heaviside, quel'on note H− : H−(x− θ) =

{

0 si x < θ
1 si x ≥ θ

. La seule di�éren
e entre H et H−est la valeur de l'image de θ. Comme nous travaillons ave
 des arguments entiers,on a ∀(x, θ) ∈ Z2,
H(x− θ) = H−(x− θ + 1). Les RABS dé�nis à partir des 2 fon
tions de Hea-viside di�érentes sont don
 équivalents, il su�t d'ajuster les seuils a�n de passerde l'un à l'autre.En�n, d'autres auteurs ([45℄ par exemple) utilisent un type de réseaux d'au-tomates, que l'on appelle réseaux d'automates à signe, pour modéliser les réseauxde régulation génétique. Ces réseaux sont très pro
hes des RABS tels que nousles avons dé�nis. Dans un réseau d'automates à signe, les automates sont à étatsdans {−1, 1} (
e ne sont don
 pas des automates booléens) et les fon
tions detransition lo
ales sont dé�nies 
omme suit :

∀Y ∈ {−1, 1}n, gi(Y) = sign





n
∑

j=1

w̃ijyj − θ̃i



 ,ave
 w̃ij ∈ Z, θ̃ ∈ Z, et où sign est la fon
tion signe, dé�nie sur R par
sign(x− θ) =

{

−1 si x ≤ θ
1 si x > θ

.On peut montrer que tout réseau d'automates à signe est équivalent à un réseaud'automates booléens à seuil. En e�et, en posant le 
hangement de variablessuivant :
Y = 2X− 1,

w̃ij = wij ,

θ̃i = 2θi −
n
∑

j=1

wij,on a :
n
∑

j=1

w̃ijyj − θ̃i =

n
∑

j=1

wij(2xj − 1)− (2θi −
n
∑

j=1

wij)

= 2

n
∑

j=1

wijxj − 2θi −
n
∑

j=1

wij +

n
∑

j=1

wij

= 2





n
∑

j=1

wijxj − θi



 .Comme ∀x ∈ R, H(x) = H(2x), on a une égalité entre les fon
tions de transitionlo
ale (∀Y ∈ {−1, 1}n, gi(Y) = 2fi(
Y+1

2 )− 1) et don
 ,en asso
iant les états −1et 0, les réseaux d'automates ont exa
tement le même 
omportement.22



Nous avons montré que le 
hoix pré
is de la fon
tion de Heaviside n'étaitpas important, puisque l'on pouvait toujours se ramener au même réseau d'auto-mates. Voyons maintenant 
e que représentent les divers paramètres utilisés dansla dé�nition des fon
tions de transition lo
ale.Dans un RABS, les wij sont appelés les poids d'intera
tion. Le poids d'inter-a
tion wij représente l'in�uen
e de l'élément j sur l'élément i. Il est non nul si(l'état de) l'élément i dépend de (l'état de) l'élément j. Si le RABS sert de modèlepour un réseau de régulation génétique, alors, wij est positif (resp. négatif) si legène j est a
tivateur (resp. inhibiteur) du gène i. L'amplitude du poids wij , savaleur absolue |wij |, dépend de l'importan
e relative du gène j dans la régula-tion du gène i. On détermine don
 les amplitudes des poids, |wij |, en �xant toutd'abord i, puis en étudiant l'importan
e relative des di�érents éléments du réseauqui agissent dans la régulation du gène i : plus forte est l'importan
e relative del'élément j, plus grande sera |wij |. Il est important de noter que 
omparer lesamplitudes des poids wij , pour une valeur de j donnée, n'a pas de sens. Nousreviendrons sur 
ette remarque dans la partie 3.3.Les θi sont appelés seuils d'a
tivation. Le seuil θi, asso
ié à l'élément i duréseau, représente la quantité totale d'a
tivation à dépasser pour rendre l'élément
i a
tif : plus θi est élevé, plus l'élément i est di�
ile à a
tiver. Le signe du seuild'a
tivation θi indique l'état d'a
tivation de l'élément i lorsqu'il n'est soumis àau
une in�uen
e : θi < 0 (resp. θi ≥ 0) signi�e que l'élément i est a
tif (resp.ina
tif), lorsqu'il n'est sous l'in�uen
e d'au
un élément du réseau.Notons que nous ne 
onsidérons que des réseaux dont les poids d'intera
tionet les seuils sont entiers. Cette restri
tion n'a au
un e�et sur le nombre de RABSque l'on peut ainsi dé�nir. A 
haque fon
tion booléenne à seuil dé�nie par despoids d'intera
tion et un seuil réels, on peut faire 
orrespondre des poids et unseuil entiers. Nous aborderons 
e point dans la partie 2.2.Dans un RABS, l'a
tivation du sommet i, dé
rite par la fon
tion de transitionlo
ale fi, se fait si la "somme des a
tivations et inhibitions" qu'il reçoit de lapart du réseau est supérieure à son seuil d'a
tivation. Le poids d'intera
tionreprésentant l'in�uen
e du gène j sur le gène i est 
onstant. Cela signi�e don
que l'importan
e relative du gène j dans la régulation du gène i est la même quelsque soient les autres gènes régulateurs de i qui sont a
tivés. Dans 
e modèle, onpeut don
 ordonner les gènes a
tivateurs (resp. inhibiteurs) d'un même gène ipar ordre d'importan
e dans l'a
tivation (resp. l'inhibition) de i, en fon
tion del'ordre sur les poids d'intera
tion. Supposons par exemple, que les gènes j et ksoient a
tivateurs du gène i. S'il existe un pro�l d'expression des autres gènesa
tivateurs/inhibiteurs du gène i, pour lequel, lorsque j est a
tif et k ina
tif, ily a a
tivation de i, et lorsque j est ina
tif et k a
tif, il n'y a pas a
tivation de i,alors, on en déduit que j est un a
tivateur de i plus important que k. Ainsi, il nepeut exister d'autre pro�l d'expression des autres gènes a
tivateurs/inhibiteursdu gène i pour lequel lorsque j est ina
tif et k a
tif, il y a a
tivation de i, et lorsque
j est a
tif et k ina
tif, il n'y a pas a
tivation de i. Formellement, toute fon
tionbooléenne à seuil est une fon
tion booléenne dé�nie par signe, mais l'inverse n'est23



pas vrai. L'exemple suivant présente une fon
tion dé�nie par signe qui n'est pasune fon
tion booléenne à seuil.Exemple 1.3 : On 
onsidère la fon
tion booléenne à 4 variables suivante :
f(X) = (x1∧x2)∨(x3∧x4). Il est fa
ile de véri�er que f est monotone 
roissantepar rapport à 
ha
une de ses variables. C'est don
 une fon
tion dé�nie par signe.Supposons que l'on puisse exprimer f sous la forme d'une fon
tion à seuil,
f(X) = H(w1x1 + w2x2 + w3x3 + w4x4 − θ).On a f(0, 0, 1, 1) = 1 et f(1, 0, 1, 0) = 0, d'où { w3 + w4 > θ

w1 + w3 ≤ θ
et don
 w1 < w4.De même, de f(1, 1, 0, 0) = 1 et f(0, 1, 0, 1) = 0, on déduit w4 < w1. Il y a
ontradi
tion, f n'est don
 pas une fon
tion à seuil.On remarque que 
haque fon
tion de transition lo
ale d'un RABS à n élé-ments est entièrement dé�nie par la donnée de n poids d'intera
tion et d'un seuild'a
tivation. Ainsi, pour la suite du manus
rit, tout RABS sera naturellementdé�ni par une matri
e de dimensions n × n, dite matri
e d'intera
tion W, dontle terme général est [W]ij = wij et par un ve
teur de dimension n, dit ve
teurseuil, θ dont le terme général est [θ]i = θi. De plus, le graphe d'intera
tion d'unRABS peut-être dire
tement déterminé à partir de la matri
e d'intera
tion (aussiappelée matri
e d'in
iden
e ou matri
e adja
ente) asso
iée à 
e réseau. Ce
i nouspermet de donner, pour les RABS, une dé�nition du graphe d'intera
tion plus
omplète que la dé�nition pré
édente (1.6), en ajoutant un signe à 
haque ar
 dugraphe.Dé�nition 1.18 (Graphe d'intera
tion d'un réseau d'automates booléens à seuil)Le graphe d'intera
tion asso
ié au réseau d'automates booléens à seuil à n élé-ments dé�ni par la matri
e d'intera
tion W = (wij) et le ve
teur seuil θ, est legraphe orienté et signé G = (V,A) tel que :- V = {1, · · · , n} est l'ensemble des noeuds de G,- A ⊆ V × V × {−,+} est l'ensemble des ar
s signés de G, et est tel que :

∀i ∈ V, ∀j ∈ V

{

wij > 0⇔ (j, i,+) ∈ A (l'ar
 est positif)
wij < 0⇔ (j, i,−) ∈ A (l'ar
 est négatif)De façon informelle, pour déterminer les ar
s qui pointent sur le noeud i dugraphe d'intera
tion d'un réseau d'automates booléens à seuil, on par
ourt laligne i de la matri
e d'intera
tion de 
e réseau. Chaque 
oe�
ient non nul wijde 
ette ligne indique qu'il y a un ar
 entre le noeud j et le noeud i. Le signe del'ar
 est dé�ni à partir du signe du 
oe�
ient de la matri
e.Exemple 1.4 : Chez le poulet, la morphogénèse de la plume est 
ontr�lée parun réseau de régulation génétique que l'on peut réduire à 4 gènes prin
ipaux :Wnt2, BMP2, BMP7 et la Follistatine (ou plut�t le gène qui 
ode pour la protéineFollistatine) [46, 47℄. Le graphe d'intera
tion de la �gure 1.4 dé
rit les intera
tionsentre 
es gènes. Nous utilisons la 
onvention suivante pour représenter les ar
s24



d'un graphe orienté et signé : les ar
s positifs sont représentés par des �è
hesà bout noir, les ar
s négatifs, par des �è
hes à bout blan
. La formation desprimordia (ou "spots") pré
urseurs des plumes sur le dos de l'embryon de poulet(visibles sur la �gure 1.4) est régie par l'expression des 3 gènes du réseau, BMP2,BMP7 et la Follistatine. La présen
e des produits synthétisés à partir de 
esgènes sous forme de spots, et non pas de manière uniforme, s'explique par uneexpression 
y
lique de 
es gènes, asso
iée à une di�usion des produits synthétisés.Si l'expression des gènes était 
onstante, on ne pourrait expliquer la formationdes spots. Ainsi, le réseau de régulation admet un 
omportement 
y
lique. Ce
omportement 
y
lique se retrouve dans le modèle sous forme de RABS dé
ritpar la matri
e d'intera
tion et le ve
teur seuil de la �gure 1.4 (les gènes sontordonnés de la manière suivante : Wnt2, BMP7, BMP2, Follistatine). En e�et, 
eréseau d'automates admet uniquement un 
y
le limite et pas de point �xe. Dans
e modèle, 
haque a
tivation (resp. inhibition) est modélisée par un 
oe�
ient1 (resp. -1) dans la matri
e d'intera
tion. Les seuils sont 
hoisis nuls, sauf pourWnt2, pour lequel on prend un seuil égal à -1 a�n de �xer l'expression de Wnt2à 1 (le gène est a
tif).
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Fig. 1.4 � A gau
he, spots pré
urseurs de plumes sur le dos d'un embryon depoulet ; au 
entre, graphe d'intera
tion du réseau de régulation génétique impliquédans la morphogénèse de la plume 
hez le poulet ; à droite, matri
e d'intera
tionet ve
teur seuil du réseau d'automates booléens à seuil modèle de 
e réseaude régulation (pour la matri
e d'intera
tion et le ve
teur seuil, les gènes sontordonnés 
omme suit : Wnt2,BMP7,BMP2,Follistatine).Du fait que l'on puisse dé�nir tout RABS par une matri
e d'intera
tion et unve
teur seuil, dont on extrait dire
tement un graphe d'intera
tion orienté et signé,
es réseaux s'avèrent être de très bons réseaux d'étude que l'on peut fa
ilementgénérer, dans le 
adre de la modélisation des réseaux de régulation génétique.Comme nous le faisons pour les RABS, nous pouvons signer le graphe d'inter-a
tion de tout réseau d'automates pour lesquels les intera
tions entre 2 élémentssont soit une a
tivation, soit une inhibition. D'après 
e que nous avons é
rit pré
é-25



demment, on peut don
 signer le graphe d'intera
tion de tout réseau de Thomas,ainsi que les graphes des réseaux d'automates booléens si l'on se restreint auxréseaux de régulation booléens.Dans un graphe signé, un 
hemin 
onstitué d'un nombre pair (resp. impair)d'ar
s négatifs est dit positif (resp. négatif). De même pour les 
ir
uits et lesbou
les.Conje
tures et résultats importantsIl existe un grand nombre de résultats et 
onje
tures 
onnus 
on
ernant lesgraphes d'intera
tion de réseaux de régulation et les attra
teurs de 
es réseaux.Nous évoquons i
i 
eux qui nous semblent les plus importants, en 
ommençantpar des résultats sur les graphes d'intera
tion.Tout d'abord, nous avons déjà vu dans la partie 1.2.1 que les graphes d'inter-a
tion des réseaux biologiques faisaient partie de la famille des graphes 
omplexes.Les réseaux de régulation génétique sont également 
ara
térisés par 2 statistiques
on
ernant leur graphe d'intera
tion [45, 48℄ : la 
onne
tivité, ainsi que l'indi
emoyen d'inhibition (rapport du nombre d'ar
s négatifs sur le nombre total d'ar
s).En e�et, pour beau
oup de réseaux de régulation génétique 
onnus, la 
onne
ti-vité est 
omprise entre 3
2 et 3 et l'index moyen d'inhibition est 
ompris entre 1

3et 2
3 ; 
'est par exemple le 
as pour l'opéron la
tose, l'opéron Cro pour le phage

λ, ou en
ore le réseau de la morphogénèse �orale 
hez Arabidopsis Thaliana.De ré
ents travaux [49, 50℄ ont également montré que les graphes des ré-seaux de régulation génétique avaient une stru
ture parti
ulière. Ces réseaux
omportent 
ertains motifs, ou sous-réseaux de petite taille (de l'ordre de 3 ou4 gènes) ré
urrents. Ces motifs sont présents dans les réseaux réels ave
 une fré-quen
e bien plus élevée que dans des réseaux générés aléatoirement. Cha
un de
es sous-réseaux a une fon
tion pré
ise dans le pro
essus d'expression génétique,et on peut les voir 
omme des modules élémentaires à assembler pour formerun réseau 
omplet. Par exemple, l'étude du réseau des intera
tions trans
rip-tionnelles dire
tes 
hez Es
heri
hia 
oli a mis en éviden
e le fait que le réseauétait 
omposé de répétitions de 3 motifs parti
uliers [51℄. Cette stru
ture parti
u-lière des réseaux de régulation montre l'intérêt des travaux sur de petits réseauxd'étude, même si les réseaux réels sont des réseaux de (très) grande taille. La�gure 1.5 présente le graphe d'intera
tion de 2 motifs : les "feed-forward loops"
ohérente et in
ohérente de type 1, le type le plus représenté dans les réseauxtrans
riptionels 
hez Es
heri
hia 
oli et Sa

haromy
es 
erevisiae [52℄.A partir de ses premiers travaux expérimentaux sur les réseaux booléens aléa-toires [21℄, Kau�man a émis une 
onje
ture [28℄ établissant un lien entre le nombred'attra
teurs d'un réseau de régulation génétique et le nombre de noeuds de 
eréseau : le nombre d'attra
teurs serait de l'ordre de la ra
ine 
arrée du nombrede noeuds. Si l'on se rappelle de l'interprétation des attra
teurs d'un réseau derégulation 
omme types 
ellulaires, on remarque que 
ette 
onje
ture est tout àfait valide 
hez l'être humain. En e�et, le génome humain est 
omposé d'environ35 000 gènes et on observe 
hez l'homme environ 200 tissus 
ellulaires di�érents.26
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2Fig. 1.5 � "Feed forward loop" 
ohérente de type 1 (à gau
he) et in
ohérente detype 1 (à droite)Or, la ra
ine 
arrée de 35 000 est environ égale à 187. La 
onje
ture de Kau�mana été démontrée dans le 
as de réseaux dont la 
onne
tivité est égale à 2 et ense restreignant aux seuls points �xes [45, 53℄. En prenant en 
ompte les 
y
leslimites, 
ette 
onje
ture s'est avérée être fausse puisque le nombre de 
y
les li-mites peut être beau
oup plus grand [54, 55, 56, 57℄ : la 
roissan
e du nombre de
y
les limites serait plus rapide que linéaire.Deux autres 
onje
tures 
on
ernant les réseaux de régulation ont été émisespar Thomas [58℄. Ces deux 
onje
tures lient le graphe d'intera
tion d'un réseaude régulation et les propriétés dynamiques de 
e réseau. La première 
onje
tureétablit que la présen
e d'un 
ir
uit positif dans le graphe d'intera
tion est une
ondition né
essaire à la multi-stationnarité (existen
e de plusieurs points �xes).Plusieurs preuves de 
ette 
onje
ture ont été données pour des systèmes 
ontinus[59, 60, 61, 62, 63℄. La deuxième 
onje
ture établit que la présen
e d'un 
ir
uitnégatif dans le graphe d'intera
tion est, quant à elle, une 
ondition né
essaire àl'existen
e d'os
illation stables (
y
les limites). Cette 
onje
ture a, elle aussi, étédémontrée pour des systèmes 
ontinus [59, 60, 61, 64℄. Dans le 
adre des réseauxd'automates, les deux 
onje
tures ont également été ré
emment prouvées, en serestreignant aux RABS tout d'abord [45, 53℄, puis en généralisant aux réseauxd'automates booléens [65℄, et en�n aux systèmes dynamiques dis
rets [66℄.En�n, nous pouvons 
iter les travaux [67, 68℄ qui donnent un majorant dunombre de points �xes pour un réseau. Dans [67℄, les réseaux sont du type "AND-OR" (
haque fon
tion de transition lo
ale peut s'é
rire soit 
omme une 
onjon
-tion, soit 
omme une disjon
tion de ses variables) et le majorant est donné enfon
tion du nombre d'éléments du réseau. Dans [68℄, les réseaux sont des réseauxde régulation booléens, et le majorant du nombre de points �xes est donné pourtout réseau dont le graphe d'intera
tion 
ontient au moins un 
ir
uit positif. Cemajorant est exprimé en fon
tion du nombre de 
ir
uits positifs du graphe.1.3 Modes d'itération et robustesseDans la se
tion pré
édente, nous avons dé�ni 
e qu'était un réseau d'auto-mates et nous avons montré qu'un réseau d'automates booléens à seuil pouvaitêtre un bon modèle pour la dynamique des réseaux de régulation génétique. Nousavons abordé le lien qui pouvait exister entre le graphe d'intera
tion d'un réseau27



d'automates et les attra
teurs de 
elui-
i. Dans 
ette se
tion, nous allons présen-ter plus pré
isément les propriétés dynamiques des RABS, et voir la 
onséquen
ede 
es propriétés en terme de robustesse pour 
es réseaux.1.3.1 Modes d'itérationEn passant d'un formalisme à temps 
ontinu pour les systèmes dynamiquesréels à un formalisme à temps dis
ret pour les systèmes dynamiques dis
rets, ondé
ouple en quelque sorte le temps et l'espa
e des états. Ainsi, pour les systèmes
omportant plusieurs variables, 
omme les réseaux d'automates par exemple, lamise à jour de l'état de 
haque variable peut se faire de façon syn
hrone, 
'est-à-dire que tous les états sont mis à jour en même temps, ou non.Nous avons vu en 1.2.2 que, dans le formalisme de Kau�man, la mise à jourdes états se fait de façon syn
hrone. Cela signi�erait qu'il existe une sorte d'hor-loge interne à 
haque organisme sur laquelle serait syn
hronisé tout le systèmed'expression génétique. Cette hypothèse ne paraît pas vraiment réaliste. C'est laraison pour laquelle, dans le formalisme de Thomas, la mise à jour des états sefait de façon asyn
hrone, ave
 un seul automate qui 
hange d'état à 
haque pasde temps. Pour les RABS, nous travaillons ave
 une 
lasse de modes d'itérationgénéraux, que l'on appelle modes d'itération blo
s-séquentiels (ou en
ore modesd'itération série-parallèle). Dans 
e type de mode d'itération, les éléments du ré-seau sont regroupés en blo
s ordonnés (
haque élément fait partie d'un uniqueblo
), de telle sorte que les éléments d'un même blo
 sont mis à jour de façonsyn
hrone, alors que les blo
s sont traités de façon séquentielle. A 
haque pasde temps, tous les blo
s sont traités, et don
 l'état de tous les éléments est misà jour. Ces modes d'itération blo
s-séquentiels sont appli
ables à tout réseaud'automates, et pas uniquement aux RABS. Formellement, on dé�nit les modesd'itération blo
s-séquentiels 
omme suit.Dé�nition 1.19 (Préordre total)Soit � une relation binaire dé�nie sur un ensemble E.
� est un préordre si elle est- ré�exive, 
'est-à-dire ∀a ∈ E, a � a,- et transitive, 
'est-à-dire ∀(a, b, c) ∈ E3,

{

a � b
b � c

⇒ a � c.
� est un ordre si 
'est un préordre antisymétrique, 
'est-à-dire
∀(a, b) ∈ E2,

{

a � b
b � a

⇒ a = b.
� est un préordre total si 
'est un préordre et que tous les éléments de E sont
omparables, 
'est-à-dire ∀(a, b) ∈ E2, a � b ou b � a.On dit que deux éléments a et b d'un ensemble E sont égaux selon le préordre
� dé�ni sur E, si on a a � b et b � a. Au 
ontraire, on dit que a et b sontstri
tement di�érents selon � si on a soit a � b, soit b � a, mais pas les deux enmême temps (ou ex
lusif).Dé�nition 1.20 (Modes d'itération blo
s-séquentiels)28



Soit R = (Q,F ) un réseau d'automates à n éléments, et � un préordre total surl'ensemble {1, · · · , n}.On note fi la fon
tion de transition lo
ale de l'élément i.On dit que R est itéré ave
 le mode d'itération blo
s-séquentiel asso
ié à � quandon a :
∀i ∈ {1, · · · , n}, ∀t ∈ N, xi(t + 1) = fi (x1(r1), · · · , xn(rn))ave
 rj =

{

t si i � j
t + 1 sinonDeux 
as parti
uliers de modes d'itération blo
s-séquentiels dé
oulent dire
-tement de 
ette dé�nition.Dé�nition 1.21 (Mode parallèle et modes séquentiels)Si le préordre � est tel que tous les éléments de {1, · · · , n} sont égaux selon �,alors tous les éléments sont mis à jour de façon syn
hrone. On appelle 
e moded'itération, le mode parallèle. En mode parallèle, on a :

∀i ∈ {1, · · · , n}, ∀t ∈ N, xi(t + 1) = fi (x1(t), · · · , xn(t)) .Si, au 
ontraire, les éléments de {1, · · · , n} sont 2 à 2 stri
tement di�érentsselon �, 
'est à dire si � est un ordre, alors les éléments sont mis à jour defaçon séquentielle, en tenant 
ompte de l'ordre dé�ni par �. On appelle 
es modesd'itération, les modes séquentiels. En supposant que les éléments de {1, · · · , n}sont rangés selon �, en mode séquentiel, on a :
∀t ∈ N, x1(t + 1) = f1 (x1(t), · · · , xn(t))

∀i ∈ {2, · · · , n}, ∀t ∈ N, xi(t + 1) = fi (x1(t + 1), · · · , xi−1(t + 1), xi(t), · · · , xn(t))On peut remarquer que 
haque préordre total dé�ni sur l'ensemble {1, · · · , n}est asso
ié à une unique partition ordonnée de {1, · · · , n}. On peut don
 égale-ment dé�nir les modes d'itération blo
s-séquentiels à partir des partitions ordon-nées, 
omme dans [25℄ par exemple. Le mode parallèle 
orrespond au 
as où lapartition est réduite à l'ensemble {1, · · · , n}, alors que les modes séquentiels 
or-respondent aux partitions ordonnées à n éléments (
haque élément de la partition
ontient un unique élément de {1, · · · , n}). Dans la suite du manus
rit, on dési-gnera un mode d'itération blo
s-séquentiel par la partition ordonnée à laquelleil est asso
ié. Par exemple, pour les réseaux d'automates à 3 éléments, le moded'itération (1)(3)(2) est le mode séquentiel pour lequel l'élément 1 est mis à jouren premier, puis l'élément 3, et en�n l'élément 2. Remarquons à nouveau que,malgré l'emploi de la notion d'ordre de mise à jour, les éléments sont tous mis àjour à 
haque pas de temps, même pour les modes séquentiels.A partir de tout préordre total dé�ni sur {1, · · · , n} (ou de toute partitionordonnée de {1, · · · , n}), on peut dé�nir un mode d'itération blo
s-séquentielpour les réseaux d'automate à n éléments. Le nombre de modes d'itération blo
s-séquentiels pour les réseaux d'automates à n éléments, noté B(n), est don
 égal29



au nombre de préordres totaux que l'on peut dé�nir sur {1, · · · , n} (ou au nombrede partitions ordonnées de {1, · · · , n}). Ce nombre véri�e la relation de ré
urren
esuivante :
B(n) =

n−1
∑

i=0

(

n
i

)

B(i), ave
 B(0) = 1 et ( n
i

) 
oe�
ient binomial.Les nombres B(n) sont 
onnus sous le nom de nombres de Fubini ou nombres deBell ave
 ordre3 [69℄. Quelques uns de 
es nombres sont donnés dans le tableau1.1 pour de petites valeurs du nombre d'éléments n.Tab. 1.1 � Nombre de modes d'itérations blo
s-séquentiels pour des réseauxd'automates à n éléments pour quelques petites valeurs de n.
n 1 2 3 4 5 6 7 10 12
B(n) 1 3 13 75 541 4683 47293 1, 02 × 108 2, 81 × 1010On voit que le nombre de modes d'itération blo
s-séquentiels pour des réseauxd'automates à n éléments 
roît très rapidement ave
 n. Dans [70℄, Wilf montrequ'asymptotiquement, on a :

B(n) =
1

2(ln 2)n+1
n! + O((0, 16)nn!)On a don
 une 
roissan
e exponentielle du nombre de modes d'itération blo
s-séquentiels pour les réseaux d'automates en fon
tion du nombre d'éléments de
es réseaux. L'approximation donnée par Wilf est valable même pour de petitesvaleurs de n où elle reste très bonne (par exemple pour n = 3, 1

2(ln 2)n+1 n! =

12, 996).On remarquera en�n qu'il y a un unique mode parallèle quelle que soit lataille du réseau, mais que le nombre de modes séquentiels pour un réseau à néléments est n! (nombre de permutations des n éléments).Biologiquement, on peut interpréter les modes d'itération blo
s-séquentielsen terme de régulation génétique. Dans la phase de trans
ription, la 
hromatine,qui est le support des gènes dans le noyau, est remodelée pour permettre l'a
tionde l'ARN polymérase, enzyme qui 
atalyse la réa
tion de trans
ription. Deuxgènes a et b qui se retrouvent pro
hes lors de 
e remodelage de la 
hromatinesont sus
eptibles d'être trans
rits au même moment. Ainsi, au niveau de sonexpression, le gène b ne peut subir l'e�et de l'ARN messager qui est en traind'être produit à partir du gène a et en
ore moins des protéines obtenues aprèstradu
tion de 
et ARN messager. L'expression du gène b dépendra don
 de l'étatd'a
tivation antérieur de a. Du point de vue du modèle, on peut don
 
onsidérerque les gènes a et b sont dans un même blo
 du mode d'itération blo
s-séquentiel.3Tradu
tion littérale personnelle du terme anglais "ordered Bell numbers"30



L'ordre des blo
s peut ensuite être déterminé en fon
tion de l'ordre dans lequelon observe que l'expression des gènes a lieu, 
omme dans [44℄.1.3.2 RobustesseDans la partie pré
édente, nous avons montré que l'on pouvait itérer un réseaud'automates de plusieurs façons possibles. Les attra
teurs d'un réseau, 
y
les li-mites et points �xes, sont plus ou moins sensibles à des 
hangements de moded'itération. Nous avons déjà vu que les points �xes de la dynamique d'un réseaud'automates 
orrespondent à des points �xes de sa fon
tion de transition globale.On voit don
 que les points �xes sont toujours les mêmes, quel que soit le moded'itération 
hoisi [71, 72℄. En revan
he, les 
y
les limites peuvent être sensibles àdes 
hangements de mode d'itération. Tant leur nombre, que leur nature même,peut varier ave
 les modes d'itération : pour un même réseau d'automates, onpeut avoir des 
y
les limites pour un 
ertain type de modes d'itération, et n'avoirque des points �xes pour un autre type de modes d'itération. Les 
y
les limitesobservés pour deux modes d'itération di�érents et pour un même réseau d'au-tomates ne sont pas non plus toujours les mêmes. Ainsi, une perturbation dansle mode d'itération peut avoir des 
onséquen
es sur le 
omportement dynamiquedu réseau.Dé�nition 1.22 (Robustesse)La robustesse d'un système peut être dé�nie 
omme sa 
apa
ité à maintenir safon
tion, malgré des perturbations d'ordre stru
turel.La robustesse, telle que nous la dé�nissons i
i, peut être asso
iée à la notionde stabilité stru
turelle introduite par Thom [73℄ dès le début des années 1970,qui est peut-être plus parlante.D'un point de vue biologique, 
ette notion de robustesse est très importante.Supposons qu'un réseau de régulation soit 
onnu pour être asso
ié à une fon
tionbiologique 
y
lique (
omme le réseau de l'exemple 1.4). Si une modi�
ation del'ordre dans lequel les gènes de 
e réseau sont exprimés implique un 
hangementdu 
y
le limite atteint par le réseau, voire une disparition de 
e 
y
le limite,alors, le réseau ne peut plus remplir la même fon
tion, voire, il peut ne plus êtrefon
tionnel du tout. Inversement, le réseau de régulation peut être impliqué dansdes pro
essus pour lesquels une os
illation stable de l'expression des gènes n'estpas souhaitable, et dans 
e 
as, une apparition d'un 
y
le limite lorsque l'ordred'expression des gènes est perturbé peut être problématique. En général, la na-ture est robuste et il existe des pare-feu qui permettent de limiter ou d'empê
herles perturbations aux 
onséquen
es importantes. Ainsi, on peut imaginer que,si les réseaux d'automates qui modélisent les réseaux de régulation ne sont pasrobustes aux perturbations de leur mode d'itération, 
'est qu'il existe un autreniveau dans la régulation génétique que les simples intera
tions de type a
ti-vation/inhibition. Ce niveau garantirait la robustesse des réseaux de régulationgénétique en imposant, en quelque sorte, une syn
hronisation de l'expression de31




ertains gènes.Exemple 1.5 : Reprenons le réseau lié à la morphogénèse de la plume 
hez lepoulet présenté dans l'exemple 1.4. Dans 
e réseau, on 
onsidère que Wnt2 esttoujours a
tif (
'est un noeud sour
e dont le seuil est négatif). Ainsi, on nes'o

upe pas de 
et élément et on se 
on
entre sur le réseau 
onstitué des 3 autreséléments : BMP7, BMP2 et la Follistatine. Le réseau d'automates booléens à seuilqui modélise 
e réseau de régulation est alors dé�ni par la matri
e d'intera
tion
W et le ve
teur seuil θ suivants (l'ordre des gènes est 
onservé) :

W =





0 −1 −1
1 0 −1
1 0 0



 θ =





−1
0
0



 .On remarque que le seuil asso
ié au gène BMP7 est passé de 0 à -1. Ce
i nouspermet de modéliser l'a
tivation 
onstante du gène Wnt2 sur le gène BMP7.Comme Wnt2 n'est plus présent dans le réseau réduit à 3 éléments, on é
hangele poids d'intera
tion de Wnt2 sur BMP7 par une dé
rémentation du seuil deBMP7.Nous avons annon
é dans l'exemple 1.4 que 
e RABS a

eptait un unique
y
le limite et pas de point �xe. C'est vrai quel que soit le mode d'itérationblo
s-séquentiel 
hoisi. En revan
he, le 
y
le limite 
hange en fon
tion du moded'itération, 
omme le montre le tableau 1.2. D'après la dernière ligne du ta-bleau par exemple, le réseau, itéré ave
 le mode parallèle, atteint un 
y
le noté
[000, 100, 111, 010]. Cette notation signi�e que le 
y
le est 
onstitué de 4 
on�-gurations du réseau. La 
on�guration notée 100 indique que le gène 1 (i
i 
'estBMP7 ) est a
tif, alors que les 2 autres gènes sont ina
tifs.Comme on asso
ie les 
y
les limites du réseau d'automates booléens à lafon
tion remplie par le réseau de régulation génétique, le fait que les 
y
les limitessoient modi�és par un 
hangement de mode d'itération indique qu'un 
hangementde syn
hronisme dans le mé
anisme lié au pro
essus d'expression des gènes a poure�et de 
hanger la fon
tion du réseau. Pour que 
ette fon
tion soit 
onservée etque les spots puissent se mettre en pla
e a�n que le poulet ait des plumes quipoussent, il faut qu'il existe un dispositif permettant de syn
hroniser l'expressiondes 3 gènes d'une 
ertaine manière.Nous avons restreint notre étude aux 
onséquen
es de perturbations des modesd'itération sur les attra
teurs des réseaux d'automates, et plus parti
ulièrement,aux réseaux d'automates booléens à seuil. Nous ne traitons pas des phases transi-toires, 
onsidérant que les attra
teurs sont déjà de bons indi
ateurs du 
omporte-ment dynamique global des réseaux. Nous pouvons dé�nir 4 
lasses de 
omporte-ment pour les réseaux d'automates, en fon
tion de leur robustesse au 
hangementde modes d'itération blo
s-séquentiels :- la première 
lasse de 
omportement englobe tous les réseaux qui n'ont quedes 
y
les limites, quel que soit le mode d'itération ave
 lequel ils sontitérés ; 
es réseaux n'ont jamais de points �xes ; on appelle 
ette 
lasse, la
lasse "Cy
le", et on la note Cy ;32



Tab. 1.2 � Correspondan
e entre le mode d'itération blo
s-séquentiel ave
 lequelle RABS de l'exemple 1.5 est itéré, et le 
y
le limite atteint par le réseauMode d'itération Cy
le limite
(1)(2)(3) [000, 110]
(1)(3)(2) [000, 111]
(1)(2, 3) [000, 111]
(2)(1)(3) [010, 101]
(2)(3)(1) [010, 100]
(2)(1, 3) [010, 100]
(3)(1)(2) [000, 110]
(3)(2)(1) [011, 100]
(3)(1, 2) [000, 100, 011]
(1, 2)(3) [000, 101, 010]
(1, 3)(2) [000, 110]
(2, 3)(1) [011, 100]
(1, 2, 3) [000, 100, 111, 010]- la deuxième 
lasse de 
omportement est 
elle qui réunit tous les réseaux quin'ont jamais de 
y
les limites, quel que soit le mode d'itération ave
 lequelils sont itérés ; 
es réseaux n'ont que des points �xes : on appelle don
 
ette
lasse, la 
lasse "Fixe", et on la note Fi ;- la troisième 
lasse, que l'on appelle la 
lasse "Mixte", et que l'on note Mi,est la 
lasse de tous les réseaux qui ont à la fois au moins un point �xe etau moins un 
y
le limite, quel que soit le mode d'itération ;- en�n, la quatrième 
lasse de 
omportement regroupe tous les réseaux quiont un 
omportement dynamique fortement dépendant du mode d'itérationave
 lequel ils sont itérés ; pour 
ertains modes d'itération, 
es réseaux n'ontque des points �xes, alors que pour les autres modes d'itération, ils ontégalement des 
y
les limites, en plus des points �xes ; on appelle 
ette 
lasse,la 
lasse "Evolution", et on la note Ev.Nous avons vu pré
édemment que les points �xes d'un réseau étaient toujours lesmêmes, quel que soit le mode d'itération ave
 lequel le réseau est itéré. Ainsi, lesréseaux de la 
lasse Fi ont toujours le même 
omportement dynamique. Si l'ondevait 
lasser les réseaux en terme de robustesse, la 
lasse de réseaux Fi seraitdon
 la 
lasse des réseaux les plus robustes. A l'opposé, on pourrait dire que la
lasse de réseaux Ev est la 
lasse des réseaux les moins robustes, puisque leur
omportement dynamique est 
elui qui 
hange le plus ave
 les modes d'itération.Mais 
'est 
ette sensibilité aux perturbations des modes d'itération qui en faitégalement la 
lasse de réseaux la plus intéressante à étudier. C'est sur l'étude des4 
lasses que nous venons de dé�nir que porte prin
ipalement notre travail.Avant de 
lore 
e 
hapitre, nous allons présenter les prin
ipaux résultats obte-33



nus 
on
ernant la dynamique des réseaux d'automates booléens et la robustesseaux modes d'itération. Il n'est pas question i
i de faire la liste exhaustive detous les résultats de 
e domaine, mais de présenter 
eux qui nous semblent êtred'intérêt majeur.Les premiers travaux traitent de RABS dont la matri
e d'intera
tion est sy-métrique, voire quasi-symétrique. Dans [74℄, il est prouvé qu'un RABS à matri
esymétrique, itéré de façon parallèle ne peut admettre que des points �xes et des
y
les limites. Dans [75℄, Goles montre que pour 
haque mode d'itération blo
s-séquentiel tel que la matri
e du réseau est à diagonale blo
-dominante, le RABSn'admet que des points �xes. En parti
ulier, les RABS à matri
e symétrique donttous les 
oe�
ients diagonaux sont positifs ou nuls n'admettent que des points�xes lorsqu'ils sont itérés de façon séquentielle. Ces résultats sont repris dans[72℄. En�n, dans [76, 77℄, les auteurs introduisent la notion d'énergie pour lesRABS itérés par mode d'itération blo
s-séquentiel. Ils montrent notamment queles RABS à matri
e quasi-symétrique itérés séquentiellement n'admettent quedes points �xes. C'est aussi le 
as des réseaux potentiels, dans lesquels l'énergiese 
omporte 
omme le potentiel d'un système dynamique 
ontinu gradient, legradient étant i
i dis
ret [78℄.Ré
emment, Salinas [79℄ a montré que, pour les réseaux d'automates booléensà n éléments dont le graphe d'intera
tion ne 
omporte au
un 
ir
uit autre que lesbou
les et dont 
haque noeud i ne dépend que des noeuds i à n, les dynamiquesséquentielles et parallèle sont équivalentes (
e résultat avait déjà été montré parT
huente [80℄). Salinas a également montré que la ré
iproque était vraie pourdes réseaux dont le graphe d'intera
tion ne 
ontient au
une bou
le (et toujoursau
un 
ir
uit) : si les dynamiques séquentielles et parallèle sont identiques alors,tout noeud i ne dépend que des noeuds i à n. En�n, Goles et Salinas [79, 81℄ ontdémontré que pour tout réseau d'automates booléens dont le graphe d'intera
-tion ne 
ontient au
une bou
le négative, au
un 
y
le limite obtenu en itérant leréseau de façon séquentielle ne peut être obtenu ave
 une itération parallèle, etinversement.Dans 
e 
hapitre, nous avons présenté les notions de base qui sous-tendentnotre travail. Nous avons, en parti
ulier, montré 
omment nous utilisons les ré-seaux d'automates booléens à seuil 
omme modèles de réseaux de régulationgénétique. Nous avons également expliqué quelles sont les 
ara
téristiques dy-namiques de 
es réseaux auxquelles nous nous intéressons. Nous allons, dans le
hapitre suivant, entrer dans le vif du sujet, en présentant des résultats globauxsur le nombre de réseaux d'automates booléens à seuil que l'on peut obtenir enprenant en 
ompte jusqu'à 7 éléments, ainsi que des algorithmes nous permettantd'étudier le 
omportement dynamique de 
es réseaux.
34



Chapitre 2Enumérations et algorithme pourla simulationDans 
e 
hapitre, nous allons présenter l'énumération des réseaux d'automatesbooléens à seuil. L'intérêt de 
ette énumération est double.Tout d'abord, en soi, 
ette information est intéressante, notamment dans le
adre de la modélisation de réseaux de régulation génétique. Connaître le nombrede RABS que l'on peut 
onstruire ave
 n éléments, permet de 
onnaître le nombrede possibilités de modèles dynamiques que l'on peut mettre en pla
e pour unréseau de régulation génétique ave
 n gènes. Dans 
e 
adre de modélisation, 
'estsurtout le nombre de fon
tions à seuil qui est intéressant : en e�et, sa
hant qu'ungène est par exemple a
tivé par i de ses voisins et inhibé par j autres éléments,
onnaître le nombre de fon
tions à seuil permettant de modéliser i a
tivations et
j inhibitions, nous permet de 
omprendre le nombre de 
on�gurations possiblesqui existent entre 
es i a
tivations et j inhibitions, et don
 le nombre de façonsdont le gène peut être régulé.Mais surtout, l'intérêt majeur de l'énumération des RABS est qu'elle nouspermet de mettre en pla
e un algorithme pour la simulation de la dynamiquede 
es réseaux. Cet algorithme, permettant de tirer au hasard un RABS et d'ensimuler le 
omportement dynamique, sera utilisé dans le but de donner des statis-tiques générales sur le 
omportement dynamique des RABS. Ces résultats expé-rimentaux seront présentés dans le 
hapitre 3. A�n que 
es statistiques ne soientpas biaisées, il faut nous assurer que, dans notre algorithme, le tirage au hasardd'un réseau suive bien une loi uniforme sur la population totale des RABS. La
onnaissan
e de 
ette population, au niveau de sa taille, 
omme de sa stru
ture,est don
 né
essaire.Nous restreignons notre étude aux RABS à 7 éléments, et don
 aux fon
tionsbooléennes à seuil à 7 arguments. Tout d'abord, nous avons vu dans la partie 1.2.2que les réseaux d'intera
tion génétique étaient 
onstitués de modules de petitetaille. Dans 
e 
adre, nous 
onsidérons que nous travaillons sur des modulesde réseaux de grande taille. De plus, 
haque réseau de taille supérieure à 7 esttrop grand et don
 trop lourd à simuler de façon exhaustive (nous avons vu35



par exemple que le nombre de modes d'itération blo
s-séquentiels 
roît de façonexponentielle ave
 le nombre de noeuds). On ne peut don
 donner de statistiquesigni�
ative sur les 
lasses de 
omportement dynamique que l'on a introduitesdans la partie 1.3.2 pour 
es réseaux qu'après des simulations très 
oûteuses entemps d'exé
ution.
D
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2 3Fig. 2.1 � Graphes d'intera
tion 
orrespondant à 6 réseaux de régulation 
om-posés de 3 gènes.Les 6 graphes d'intera
tion de la �gure 2.1 représentent 6 réseaux de régula-tion 
omposés de 3 gènes (les réseaux sont désignés par les lettres A, B, C, D,E et F). On suppose que le poids d'intera
tion asso
ié à 
haque ar
 est égal à 1si l'ar
 est positif, à -1 si l'ar
 est négatif. On suppose également que les seuilsd'a
tivation sont tous nuls. On peut remarquer, en 
hangeant l'ordre des noeuds,que 
es 6 réseaux sont en réalité 6 fois le même réseau. Par exemple, les gènes1, 2 et 3 du réseau A sont respe
tivement régulés exa
tement de la même façonque les gènes 2, 1 et 3 du réseau C. Si l'on simule le 
omportement dynamique de
es 6 réseaux, on obtiendra don
 6 fois le même 
omportement, à l'ordre près desvariables. Ainsi, les 6 RABS asso
iés à 
es 6 graphes d'intera
tion modélisent lemême réseau de régulation génétique. Dans la suite, nous 
onsidérons don
 que
es 6 réseaux sont un seul et même réseau que l'on ne 
omptera qu'une uniquefois.Nous venons de voir que, dans 
e 
hapitre, nous allons travailler ave
 despermutations entre noeuds. Nous allons don
 
ommen
er par rappeler les notionsrelatives aux permutations d'un ensemble. Puis, nous présenterons l'énumérationdes fon
tions à seuil ayant jusqu'à 7 arguments. A partir de 
es fon
tions àseuil, nous montrerons ensuite 
omment énumérer le nombre total de réseauxd'automates booléens à seuil 
omposés de n éléments (n allant jusqu'à 7). En�n,nous dé
rirons l'algorithme qui nous permet de tirer au hasard un RABS et d'en36



simuler le 
omportement dynamique.2.1 A propos des permutationsDans 
ette partie, nous allons rappeler les notions relatives aux permutationsd'un ensemble, qui nous seront utiles tout au long de 
e 
hapitre.On s'intéresse i
i uniquement aux permutations de l'ensemble des n noeudsd'un graphe, des n éléments d'un réseau, ou en
ore des n arguments d'une fon
-tion booléenne. On donnera don
 uniquement les dé�nitions relatives aux per-mutations de l'ensemble {1, · · · , n}.Dé�nition 2.1 (Permutation)Une permutation σ de l'ensemble {1, · · · , n} est une bije
tion de {1, · · · , n} danslui-même.Notation 2.1 : On note Sn le groupe symétrique d'ordre n, 
'est-à-dire le groupedes permutations de l'ensemble {1, · · · , n}. On a #Sn = n!.On utilise la notation habituelle pour les permutations, 
'est-à-dire :
σ ∈ Sn, σ =

(

1 · · · n
σ(1) · · · σ(n)

).On note Id la permutation identité : Id =

(

1 · · · n
1 · · · n

).Dé�nition 2.2 (Support d'une permutation)On appelle support d'une permutation σ ∈ Sn l'ensemble des éléments de {1, · · · , n}qui ne sont pas invariants par σ. Le support de σ est don
 l'ensemble dé�ni par
supp(σ) = {x ∈ {1, · · · , n} ; σ(x) 6= x}.Dé�nition 2.3 (Cy
le et permutation 
ir
ulaire)Soit σ ∈ Sn une permutation de {1, · · · , n}, et k ∈ N∗ un entier positif non nul.On dit que σ est un 
y
le d'ordre k si il existe une appli
ation inje
tive i 7→ xide {1, · · · , k} dans {1, · · · , n}, telle que σ est dé�nie par :

σ(x) =







σ(xj) = xj+1 si j ≤ k,
σ(xk) = x1,
σ(x) = x si x 6∈ {x1, · · · , xk}.

σ est alors notée σ = (x1, · · · , xk).Une permutation 
ir
ulaire de {1, · · · , n} est un 
y
le de {1, · · · , n} dont le sup-port est {1, · · · , n} tout entier.Les 
y
les nous permettent de donner une propriété très utile des permuta-tions.Proposition 2.1 (Dé
omposition en produit de 
y
les)Toute permutation σ de {1, · · · , n} se dé
ompose de manière unique en produitde 
y
les de supports disjoints dont la réunion est {1, · · · , n}.37



Exemple 2.1 : Soit σ la permutation de {1, · · · , 5} dé�nie par σ =

(

1 2 3 4 5
4 1 5 2 3

).On a σ(1) = 4, σ(4) = 2 et σ(2) = 1, don
 la restri
tion de σ à {1, 2, 4} est le 
y
le
(1, 4, 2). De même, la restri
tion de σ à {3, 5} est le 
y
le (3, 5). La dé
ompositionde σ en produit de 
y
les de supports disjoints est don
 : σ = (1, 4, 2)(3, 5).Cette dé
omposition en produit de 
y
les à supports disjoints nous permetde noter plus simplement les permutations. Nous ne donnons pas i
i de démons-tration de 
ette proposition très 
lassique.Les permutations nous servent à 
hanger l'ordre des éléments dans des ve
-teurs ou des matri
es. Pour 
ela, nous utilisons les matri
es de permutation.Dé�nition 2.4 (Matri
e de permutation)Soit σ ∈ Sn une permutation de {1, · · · , n}. La matri
e de permutation asso
iéeà σ est la matri
e 
arrée de taille n, Pσ, dont le terme général est
[Pσ ]ij = δi,σ(j) =

{

1 si i = σ(j) (équivalent à j = σ−1(i))
0 sinon .La transposée d'une matri
e de permutation est également son inverse et on a

t
Pσ = P

−1
σ = Pσ−1 .Dans la matri
e de permutation asso
iée à σ ∈ Sn, le seul élément non nul etégal à 1 de la 
olonne j se situe à la ligne σ(j), j ∈ {1, · · · , n}.A�n d'envoyer l'élément i du ve
teur X ∈ Rn à la pla
e σ(i), on multipliele ve
teur X par la matri
e de permutation asso
iée à σ. On note abusivementpour tout ve
teur X ∈ Rn, σ.X = Pσ.X. En notant Y = σ.X, on a ∀i ∈

{1, · · · , n}, yi = xσ−1(i). En e�et, yi =
∑n

j=1 δi,σ(j).xj =
∑n

j=1 δσ−1(i),j .xj =
xσ−1(i). Ainsi, dans Y, la 
oordonnée σ(i) 
orrespond bien à la 
oordonnée i de
X. De même pour les matri
es : si M ∈ Mn(R) est une matri
e 
arrée de taille
n à éléments dans R et que l'on veut envoyer l'élément de la ligne i et de la
olonne j à la ligne σ(i), 
olonne σ(j), on multiplie à gau
he par la matri
e depermutation asso
iée à σ et à droite par la matri
e de permutation asso
iée à
σ−1. On note abusivement pour toute matri
e M ∈Mn(R), σ.M = Pσ.M.Pσ−1 .En notant N = σ.M, on a ∀i ∈ {1, · · · , n},∀j ∈ {1, · · · , n}, nij = [N]i,j =
[M]σ−1(i),σ−1(j) = mσ−1(i),σ−1(j). En e�et,
nij =

∑n
k=1 δi,σ(k).

(
∑n

l=1 mk,l.δl,σ−1(j)

)

=
∑n

k=1 δσ−1(i),k.mk,σ−1(j) = mσ−1(i),σ−1(j).Ainsi, dans N, l'élément situé ligne σ(i), 
olonne σ(j) 
orrespond bien à l'élémentsitué ligne i, 
olonne j de M.La matri
e de permutation de la 
omposition de la permutation σ ∈ Sn parla permutation µ ∈ Sn, notée µ.σ, et qui rempla
e i par µ(σ(i)), i ∈ {1, · · · , n},est la matri
e Pµ.σ = PµPσ. On véri�e fa
ilement que la matri
e Pµ.σ est biende terme général [Pµ.σ ]ij = δi,µ(σ(j)).Exemple 2.2 : On reprend les réseaux A et D dont les graphes d'intera
tion sontdonnés �gure 2.1. Nous avons déjà supposé que les poids d'intera
tion appar-tenaient à l'ensemble {−1, 0, 1} et que les seuils d'a
tivation étaient nuls. Lesmatri
es d'intera
tion 
orrespondant à 
es réseaux, WA et WD sont données38




i-dessous :
WA =





0 0 1
−1 0 1
0 1 0



 , WD =





0 1 −1
1 0 0
0 1 0



 .On dé�nit la permutation σ = (1, 3, 2) (notation sous forme de 
y
le). σ envoie1 en 3, 3 en 2 et 2 en 1. La matri
e de permutation asso
iée à σ est alors :
Pσ =





0 1 0
0 0 1
1 0 0



 .On a don
 :
σ.WA = Pσ.WA.Pσ−1 = Pσ.WA.tPσ =





0 1 −1
1 0 0
0 1 0



 = WD.Ainsi, en permutant les noeuds du réseau A selon la permutation σ, on obtient leréseau D. Ces 2 réseaux sont bien identiques à une permutation des noeuds près.Leur 
omportement dynamique est don
 le même (toujours à une permutation desnoeuds près). Ils modélisent tous deux le même réseau de régulation (exa
tementle même 
omportement dynamique, mais un étiquetage des gènes di�érent).2.2 Enumération des fon
tions booléennes à seuilLes fon
tions booléennes (linéaires) à seuil ont été introduites, dans les années1940, par M
Cullo
h et Pitts [20℄, pour leurs travaux sur les réseaux de neurones.Elles ont ensuite été l'objet d'une attention parti
ulière pendant une douzained'années entre 1960 et 1972 [82, 83, 84℄. A 
ette époque, les ingénieurs en éle
tro-nique espéraient que l'usage de portes à seuil, à la pla
e des traditionnelles porteslogiques AND, OR et NOT, leur permettrait de fabriquer des 
ir
uits numériquesmoins 
omplexes, 
omportant un nombre de 
omposants moins élevé. A partirde 1972, ils se rendirent 
ompte que la 
onstru
tion de tels 
ir
uits né
essitaitune expertise te
hnique hors de portée, et abandonnèrent les re
her
hes sur 
esujet. Les travaux entrepris ont 
ependant permis de démontrer 
ertains résultatsmathématiques sur 
es fon
tions booléennes à seuil, notamment 
on
ernant leurénumération.Le but de 
ette partie n'est pas d'établir de nouveaux résultats, ou en
orede faire une simple énumération des fon
tions booléennes à n arguments. Detelles énumérations ont déjà été réalisées [85, 86℄. Nous souhaitons surtout porterl'attention du le
teur sur 
ertaines propriétés de 
es fon
tions. Ces propriétés sontimportantes dans le 
adre de la modélisation des réseaux de régulation génétiquepar des réseaux d'automates booléens à seuil.Comme nous l'avons vu dans le 
hapitre 1, nous pouvons totalement dé
rireun RABS par la donnée d'une matri
e d'intera
tion et un ve
teur seuil. De même,nous pouvons dé
rire une fon
tion booléenne à seuil par un ve
teur.39



Dé�nition 2.5 (Ve
teur d'intera
tion)On appelle ve
teur d'intera
tion tout ve
teur V = (w1, · · · , wn, θ) ∈ Zn+1.Les wi sont appelés les poids d'intera
tion et θ, le seuil. A�n de bien di�éren
ierles poids d'intera
tion et le seuil, on notera désormais V = (w1, · · · , wn)(θ).On dit que V est le ve
teur d'intera
tion asso
ié à la fon
tion booléenne à seuil
f : {0, 1}n → {0, 1} si, et seulement si

∀X ∈ {0, 1}n, f(X) = H

(

n
∑

i=1

ωixi − θ

)où H est la fon
tion de Heaviside présentée dans la partie 1.2.2.Les fon
tions booléennes à seuil nous servent de base pour énumérer et 
ons-truire les RABS. Comme nous dé�nissons tout RABS par une matri
e d'inter-a
tion et un ve
teur seuil, nous dé�nissons toute fon
tion booléenne à seuil parun ve
teur d'intera
tion. On peut don
 voir les ve
teurs d'intera
tion 
omme leslignes des systèmes "matri
e d'intera
tion + ve
teur seuil" servant à 
onstruireles RABS. Cette dé�nition des fon
tions booléennes à seuil par un ve
teur d'in-tera
tion est naturelle dans le 
adre de la modélisation des réseaux de régulationgénétique par des RABS. En e�et, la suite logique des étapes de 
onstru
tion dumodèle à partir des données biologiques est la suivante (voir par exemple [44℄) :on met tout d'abord en pla
e un graphe d'intera
tion orienté et signé à partir desinformations du type "le gène j a
tive (resp. inhibe) le gène i", puis on attribueà 
haque ar
 (j, i) une valeur 
orrespondant à l'importan
e relative de j dansla régulation du gène i, tout en dé�nissant un seuil d'a
tivation pour le gène i.Ainsi, 
ette dernière étape dé�nit 
haque fon
tion de transition lo
ale du modèlesous forme de fon
tion booléenne à seuil, à partir des di�érents poids des ar
s etdu seuil d'a
tivation.Notation 2.2 : On note FSn l'ensemble des fon
tions booléennes à seuil à narguments.Nous montrons tout d'abord que toute fon
tion booléenne à seuil f ∈ FSnpeut être asso
iée à une région de Rn+1. Il faut noter que, pour 
haque fon
tion
f , la région asso
iée 
ontient au moins un point de Zn+1 (voir par exemple [85℄),et don
 que l'on peut restreindre l'espa
e des poids d'intera
tion et des seuils à Z.Considérons P l'ensemble des parties de {1, · · · , n}. A partir de tout élément p de
P , on peut dé�nir l'équation d'un hyperplan de Rn+1, sous la forme (

∑

i∈p xi)−
xn+1 = 0. L'ensemble des 2n hyperplans de Rn+1 dé�nis de la sorte forme 
e quel'on appelle un arrangement 
entral d'hyperplans (tous les hyperplans passentpar l'origine). Toute fon
tion booléenne à seuil de FSn 
orrespond à l'une desrégions 
onvexes de Rn+1 délimitées par 
es hyperplans [87℄ (
es régions sont nonréduites à un point). Ainsi, 2 points A et B de Rn+1 
ontenus dans une mêmerégion dé�nissent la même fon
tion booléenne à seuil f , 
'est-à-dire :

∀X ∈ {0, 1}n, H(
n
∑

i=1

aixi − an+1) = H(
n
∑

i=1

bixi − bn+1) = f(X).40



Dans la même région, il existe également un point C ∈ Zn+1 qui dé�nit f . Ainsi,
haque fon
tion booléenne à seuil f ∈ FSn peut être dé�nie par un ve
teurd'intera
tion V ∈ Zn+1.Exemple 2.3 : On 
onsidère les fon
tions booléennes à seuil à 1 variable. Les 4fon
tions booléennes à 1 variable, notées f1, f2, f3 et f4 sont toutes des fon
tionsbooléennes à seuil. Elles sont présentées dans le tableau suivant sous forme detable de vérité.
x f1(x) f2(x) f3(x) f4(x)

0 0 1 0 1
1 0 1 1 0Dans R2, les 2 équations suivantes dé�nissent 2 droites qui divisent le plan

(0, w, θ) en 4 régions 
omme sur la �gure 2.2 :
{

−θ = 0
w − θ = 0Cha
une des fon
tions fi 
orrespond à l'une de 
es 4 
ellules. On note Ci la
ellule asso
iée à la fon
tion fi (voir la �gure 2.2, sur laquelle 
haque demi-droitefrontière a la même 
ouleur que la 
ellule à laquelle elle appartient). On a :

C1 = {V = (w, θ) ∈ R2 ; w ≤ θ et θ ≥ 0}
C2 = {V = (w, θ) ∈ R2 ; w > θ et θ < 0}
C3 = {V = (w, θ) ∈ R2 ; w > θ et θ ≥ 0}
C4 = {V = (w, θ) ∈ R2 ; w ≤ θ et θ < 0}Tout point de la région Ci à 
oordonnées entières relatives dé�nit don
 un ve
teurd'intera
tion asso
ié à la fon
tion fi. Dans la région C1, on peut par exemple
hoisir les 3 ve
teurs d'intera
tion V1 = (0, 0), V′

1 = (1, 1), et Ṽ1 = (−1, 0), toustrois asso
iés à la fon
tion booléenne à seuil f1.Cette 
ara
térisation des fon
tions booléennes à seuil de FSn par des régionsde l'espa
e Rn+1 montre que l'on a, pour 
haque fon
tion f ∈ FSn, une in�nitéde ve
teurs d'intera
tion asso
iés. Comme nous voulons énumérer et 
onstruiretoutes les fon
tions booléennes à seuil ayant jusqu'à n arguments, il nous faut
hoisir un 
andidat parmi tous les ve
teurs d'intera
tion asso
iés.Premièrement, 
e 
andidat doit nous permettre de 
onstruire des RABS dontles graphes d'intera
tion sont de stru
ture quasi-minimale (nous avons introduit
ette notion à la suite de la dé�nition 1.6). Ainsi, si le RABS modélise un ré-seau de régulation génétique, 
e
i nous garantit que 
haque ar
 (j, i) du graphed'intera
tion représente une réelle in�uen
e du gène j dans la régulation du gène
i.Exemple 2.4 : Les ve
teurs V′

1 = (1, 1) et Ṽ1 = (−1, 0) sont tous les deux desve
teurs asso
iés à la fon
tion f1 de l'exemple 2.3. On suppose que f1 est utilisée41
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Fig. 2.2 � Division de R2 en 4 régions par les droites d'équation θ = 0 et θ = w.dans un RABS 
omme fon
tion de transition lo
ale asso
iée à un élément i ayantun voisin j dans le réseau. Si f1 est représentée par le ve
teur d'intera
tion
V

′
1 (resp. Ṽ1), alors, en observant le graphe d'intera
tion du réseau, on peut
on
lure que le gène j est a
tivateur (resp. inhibiteur) du gène i. Nous rappelonsen e�et que le graphe d'intera
tion d'un RABS est dé�ni à partir de sa matri
ed'intera
tion. Or, nous avons vu que f1 est la fon
tion 
onstante nulle. Don


j n'a, en réalité, au
une in�uen
e sur i. Ainsi, ni V
′
1, ni Ṽ1 ne sont de bons
andidats pour représenter la fon
tion booléenne à seuil f1. On 
hoisira don
 depréféren
e V1 = (0, 0) pour représenter f1.Notation 2.3 : Soit X ∈ {0, 1}n un ve
teur booléen, et i ∈ {1, · · · , n} un entier.On note X

i le ve
teur booléen Y ∈ {0, 1}n qui véri�e :
yj =

{

xj si j 6= i
1− xj si j = i42



Dé�nition 2.6 (Ve
teur d'intera
tion réduit)Soit V ∈ Zn+1, un ve
teur d'intera
tion asso
ié à une fon
tion f ∈ FSn. On ditque V = (w1, · · · , wn)(θ) est un ve
teur d'intera
tion réduit si, et seulement si :
∀i ∈ {1, · · · , n}, wi 6= 0⇐⇒ ∃X ∈ {0, 1}n / f(X) = 1− f(X

i
).Les fon
tions booléennes à seuil étant des fon
tions dé�nies par signe, si wi,poids d'intera
tion d'un ve
teur d'intera
tion réduit, est non nul, son signe n'estpas ambigu. Ainsi, pour toute fon
tion f ∈ FSn, il existe au moins un ve
teurd'intera
tion asso
ié qui soit réduit.En dé�nissant la fon
tion booléenne à seuil f par un ve
teur d'intera
tionréduit, on garantit que si f modélise la régulation d'un gène i dans un réseau derégulation génétique, alors tout ar
 (j, i) du graphe d'intera
tion obtenu à partirde la matri
e d'intera
tion, modélise une a
tion réelle du gène j sur le gène i.L'exemple dé
rit dans la partie 3.3 illustre un 
as de modélisation de réseau derégulation génétique où les fon
tions de transition lo
ales, sous forme de fon
tionsbooléennes à seuil, ne sont pas dé�nies par des ve
teurs d'intera
tion réduits.Notation 2.4 : Soit f ∈ FSn une fon
tion booléenne à seuil, et V = (w1, · · · , wn)(θ)

∈ Zn+1 un ve
teur d'intera
tion réduit asso
ié à f .On note I+
f = {i ∈ {1, · · · , n} ; wi > 0} l'ensemble des indi
es des poids d'inter-a
tion stri
tement positifs de V. On note k+

f = #I+
f le nombre de 
es indi
es.On note I−f = {i ∈ {1, · · · , n} ; wi < 0} l'ensemble des indi
es des poids d'inter-a
tion stri
tement négatifs de V. On note k−

f = #I−f le nombre de 
es indi
es.On dit que f est une fon
tion à exa
tement kf = k+
f + k−

f arguments, ave
 k+
f(resp. k−

f ) a
tivations (resp. inhibitions).La dé�nition des ve
teurs d'intera
tion réduits nous garantit que les ensembles
I+
f et I−f ne dépendent pas du 
hoix du ve
teur V.Proposition 2.2Soit f ∈ FSn une fon
tion booléenne à seuil non 
onstante, et V = (w1, · · · , wn)(θ)
∈ Zn+1 un ve
teur d'intera
tion réduit asso
ié à f .On note S+ =

∑

i∈I+
f

wi et S− =
∑

i∈I−
f

wi. Si I+
f (resp. I−f ) est vide, on prend

S+ = 0 (resp. S− = 0).On a alors :
S− ≤ θ < S+.Preuve. Remarquons que pour tout X ∈ {0, 1}n, on a S− ≤ ∑n

i=0 wixi ≤ S+.Ainsi, supposons que θ < S−. On a alors H(S− − θ) = 1 et don
 ∀X ∈ {0, 1}n,
f(X) = H (

∑n
i=0 wixi − θ) = 1, 
e qui est une 
ontradi
tion ave
 le fait que fn'est pas 
onstante.De même, en supposant que θ ≥ S+, on trouve que f est 
onstante nulle.Les ve
teurs d'intera
tion réduits ont don
 leur seuil d'a
tivation borné pardes fon
tions de leurs poids d'intera
tion.43



Nous avons vu dans la partie 1.2.2 que, dans le 
adre de la modélisationd'un réseau de régulation génétique par un RABS, la valeur absolue du poidsd'intera
tion wij représente l'importan
e du gène j dans la régulation du gène
i. Ainsi, si l'on veut dé�nir une fon
tion booléenne à seuil à partir d'un ve
teurd'intera
tion réduit, il est né
essaire que les di�éren
es entre les valeurs absoluesdes poids du ve
teur, traduisent une di�éren
e d'importan
e entre les variablespassées en arguments de la fon
tion.Exemple 2.5 : On 
onsidère les 2 ve
teurs d'intera
tion réduits de Z4 suivants :
V = (1, 1, 2)(1) et V

′ = (1, 2, 3)(2). Ces 2 ve
teurs d'intera
tion sont asso
iés à lamême fon
tion booléenne à seuil f ∈ FS3 dé�nie par la table de vérité présentéedans le tableau suivant (f est une fon
tion à exa
tement 3 arguments ave
 3a
tivations).
X 000 001 010 011 100 101 110 111

f(X) 0 1 0 1 0 1 1 1Si l'on dé�nit f à partir de V
′ et que l'on suppose que f modélise la régulationd'un gène i par 3 gènes notés 1, 2 et 3 (dans l'ordre des poids d'intera
tion de

V
′), alors, l'e�et du gène 2 dans la régulation de i semble être plus important quel'e�et du gène 1. D'après la table de vérité, 
e n'est pas le 
as. On peut permuterles gènes 1 et 2 sans que la régulation de i n'en soit 
hangée. V

′ est don
 unmauvais 
andidat pour dé�nir f , on lui préférera V.Notation 2.5 : On 
onsidère n ≥ 2. Soit X ∈ {0, 1}n un ve
teur booléen, et
i, j ∈ {1, · · · , n}, i 6= j deux entiers distin
ts. On note X

+i
−j le ve
teur booléen

Y ∈ {0, 1}n qui véri�e :
yk =







xk si k 6= i, k 6= j
1 si k = i
0 si k = jDé�nition 2.7 (Ve
teur d'intera
tion minimal)Soit n ≥ 2. Soit V ∈ Zn+1, un ve
teur d'intera
tion réduit asso
ié à une fon
tion

f ∈ FSn. On dit que V = (w1, · · · , wn)(θ) est un ve
teur d'intera
tion minimalsi, et seulement si :si k+
f > 1, ∀i, j ∈ I+

f , i 6= j, wi > wj ⇐⇒ ∃X ∈ {0, 1}n / f(X+i
−j) = 1− f(X+j

−i ) = 1si k−
f > 1, ∀i, j ∈ I−f , i 6= j, |wi| > |wj | ⇐⇒ ∃X ∈ {0, 1}n / f(X+i

−j) = 1− f(X+j
−i ) = 0.Par extension, si f est une fon
tion booléenne à 1 variable, alors tout ve
-teur d'intera
tion réduit asso
ié à f est un ve
teur d'intera
tion minimal. Leve
teur V

′ de l'exemple 2.5 n'est pas un ve
teur minimal. Remarquons quesi V = (w1, · · · , wn)(θ) ∈ Zn+1 est un ve
teur d'intera
tion minimal asso-
ié à la fon
tion booléenne à seuil f ∈ FSn, alors, pour tout k ∈ N∗, kV =
(kw1, · · · , kwn)(kθ) ∈ Zn+1 est également un ve
teur d'intera
tion minimal as-so
ié à f ; le ve
teur d'intera
tion V− = (−w1, · · · ,−wn)(−θ − 1) est, quant àlui, ve
teur d'intera
tion minimal de la fon
tion 1− f .44



Les ve
teurs d'intera
tion minimaux sont de bons 
andidats pour dé�nirles fon
tions booléennes à seuil. Si l'on utilise 
es ve
teurs d'intera
tion pour
onstruire un RABS modèle de réseau de régulation génétique, alors on est as-suré que :- le graphe d'intera
tion du réseau est de stru
ture quasi-minimale,- les éléments de la matri
e d'intera
tion représentent la réalité des impor-tan
es relatives dans la régulation de 
haque gène.Nous énumérons et générons les fon
tions booléennes à seuil en les dé�nis-sant par des ve
teurs d'intera
tion minimaux. Cependant, nous ne générons pastous les éléments de FSn. En e�et, nous regroupons sous forme de 
lasse d'équi-valen
e les fon
tions booléennes à seuil. Toutes les fon
tions d'une même 
lassereprésentent le même 
omportement.Exemple 2.6 : On 
onsidère les réseaux A, B et C de la �gure 2.1. On s'intéresseaux fon
tions de transition lo
ale fA
2 , fB

3 et fC
1 , où fR

i est la fon
tion de transitionlo
ale de l'élément i du réseau R. Ces 3 fon
tions booléennes à seuil sont dé
ritespar la table de vérité donnée dans le tableau suivant.
X 000 001 010 011 100 101 110 111

fA
2 (X) 0 1 0 1 0 0 0 0

fB
3 (X) 0 0 1 1 0 0 0 0

fC
1 (X) 0 1 0 0 0 1 0 0Ces 3 fon
tions sont bien di�érentes, pourtant elles représentent le même 
om-portement. En e�et, nous avons déjà vu que les 6 réseaux de la �gure 2.1 sont enfait un seul et même réseau, dont les noeuds ont été renommés. Notamment, enappliquant la permutation σ = (1, 2)(3) au réseau A, on obtient le réseau C. Demême, on a, pour tout X ∈ {0, 1}n, fA

2 (σ.X) = fC
1 (X).Nous dé�nissons une relation d'équivalen
e sur les fon
tions booléennes àseuil qui nous permet de réunir dans une même 
lasse d'équivalen
e toutes lesfon
tions qui sont identiques, à une permutation près de leurs arguments.Dé�nition 2.8 (Relation d'équivalen
e sur FSn)Soient f, g ∈ FSn deux fon
tions booléennes à seuil. On dit que f et g sontéquivalentes selon R si, et seulement si :

∃σ ∈ Sn / ∀X ∈ {0, 1}n, f(X) = g(σ.X)On note 
ette équivalen
e f R g.On peut alors dé�nir la 
lasse d'équivalen
e de tout élément f de FSn (notée
R(f)) 
omme l'ensemble des éléments de FSn qui sont équivalents à f selon R.
R(f) = {g ∈ FSn ; f R g}. On réduit 
haque 
lasse d'équivalen
e a�n de ne
onserver que les éléments 2 à 2 distin
ts.L'ensemble des 
lasses d'équivalen
e de FSn selon R est l'ensemble FSn quotientépar R, noté FSn/R : FSn/R = {R(f) ; f ∈ FSn}.D'après les propriétés de groupe de Sn, on montre fa
ilement que R est bienune relation d'équivalen
e sur FSn. 45



A 
haque fon
tion d'une 
lasse d'équivalen
e de FSn/R, 
orrespond un en-semble de ve
teurs d'intera
tion minimaux. Nous utilisons 
es ve
teurs d'intera
-tion minimaux pour dé�nir un 
ritère de séle
tion de l'élément de 
haque 
lassed'équivalen
e que nous allons 
hoisir 
omme représentatif de la 
lasse.Notation 2.6 : Soit f ∈ FSn une fon
tion booléenne à seuil. On note Ef ⊂ Zn+1l'ensemble des ve
teurs d'intera
tion minimaux asso
iés à f .Soit f ∈ FSn une fon
tion booléenne à seuil, et V = (w1, · · · , wn)(θ) ∈ Ef .On note σf ∈ Sn l'une des permutations telle que, dans σf .V,- les k+
f poids stri
tement positifs sont aux k+

f première pla
es, les k−
f poidsstri
tement négatifs sont aux k−

f pla
es suivantes, et en�n les n− kf poidsnuls sont aux pla
es restantes ;- les poids stri
tement positifs sont ordonnés par ordre 
roissant, les poidsstri
tement négatifs par ordre dé
roissant.D'après 
ette dé�nition, σf n'est unique que si tous les poids de V sont di�érents.La dé�nition des ve
teurs d'intera
tion minimaux nous garantit que la per-mutation σf ne dépend pas du 
hoix du ve
teur V.Dé�nition 2.9 (Fon
tion représentative)Soit C ∈ FSn/R une 
lasse d'équivalen
e de fon
tions booléennes à seuil, selon
R. f ∈ C est dite fon
tion représentative de C si, et seulement si : σf = Id.Il est fa
ile de véri�er que pour 
haque 
lasse d'équivalen
e, la fon
tion re-présentative existe et est unique.De façon informelle, la fon
tion représentative d'une 
lasse d'équivalen
e estla fon
tion booléenne à seuil dont les ve
teurs d'intera
tion minimaux véri�ent :les (éventuels) poids d'intera
tion stri
tement positifs sont les premiers, 
lasséspar ordre 
roissant, ensuite, on a les (éventuels) poids d'intera
tion stri
tementnégatifs, 
lassés par ordre dé
roissant, et en�n les (éventuels) poids d'intera
tionnuls.Dé�nition 2.10 (Ve
teur d'intera
tion représentatif)Soit C ∈ FSn/R une 
lasse d'équivalen
e de fon
tions booléennes à seuil, selon
R, et fC la fon
tion représentative de C.On dé�nit la suite �nie d'ensembles de ve
teurs minimaux asso
iés à fC, (U i

fC
)1≤i≤kfC

+1
omme suit :
U1

fC
=

{

V = (w1, · · · , wn)(θ) ∈ EfC ; |w1| = min
V′∈EfC

(|w′
1|)
}

,

U i
fC

=

{

V = (w1, · · · , wn)(θ) ∈ U i−1
fC

; |wi| = min
V′∈U i−1

fC

(|w′
i|)
}

, 2 ≤ i ≤ kfC ,

U
kfC

+1

fC
=







V = (w1, · · · , wn)(θ) ∈ U
kfC

fC
; |θ| = min

V′∈U
kfC
fC

(|θ′|)







.
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Par 
onstru
tion, on a, pour tout i ∈ {2, · · · , kfC + 1}, U i
fC
⊆ U i−1

fC
.

U
kfC

+1

fC

ontient un unique élément, VfC , ve
teur minimal asso
ié à la fon
tion

fC. VfC est appelé ve
teur d'intera
tion représentatif de C.De façon informelle, le ve
teur d'intera
tion V, représentatif d'une 
lassed'équivalen
e de fon
tions booléennes à seuil, est le ve
teur minimal asso
ié à lafon
tion f , représentative de la 
lasse, obtenu par le pro
essus suivant :- on séle
tionne le ou les ve
teurs minimaux asso
iés à f dont la valeur ab-solue du premier poids est minimale ;- s'il y a plusieurs ve
teurs, on séle
tionne parmi 
es ve
teurs 
elui ou 
euxdont la valeur absolue du deuxième poids est minimale ;- tant que la séle
tion de ve
teurs 
ontient plusieurs éléments, on répète lepro
essus de séle
tion, jusqu'à minimiser la valeur absolue du seuil d'a
ti-vation.On peut dé�nir toute fon
tion de la 
lasse d'équivalen
e C à partir du ve
teurd'intera
tion représentatif de C. En e�et, par dé�nition de la relation d'équi-valen
e, pour toute fon
tion f (à n arguments) de la 
lasse d'équivalen
e dont
V = (w1, · · · , wn)(θ) est le ve
teur représentatif, il existe une permutation σ ∈ Sntelle que Vσ = (wσ−1(1), · · · , wσ−1(n))(θ) est un ve
teur minimal asso
ié à f .Notation 2.7 : Soit V = (w1, · · · , wn)(θ) ∈ Zn+1 un ve
teur d'intera
tion.On note I(V) l'ensemble des poids d'intera
tion de V, 2 à 2 distin
ts. Pour
haque poids d'intera
tion i ∈ I(V), on note n(V, i) le nombre d'o

uren
es de idans les poids de V, n(V, i) = #{wj = i, j ∈ {1, · · · , n}}.Dé�nition 2.11 (Ve
teurs d'intera
tion de stru
ture identique)Soient V

1,V2 ∈ Zn+1 deux ve
teurs d'intera
tion.On dit que V
1 et V

2 sont de stru
ture identique si, et seulement si il existe unebije
tion φ de I(V1) dans I(V2) telle que : ∀i ∈ I(V1), n(V1, i) = n(V2, φ(i)).Exemple 2.7 : Les ve
teurs d'intera
tion V
1 = (1, 3, 1,−2)(3) et V

2 = (1, 2,−2,−2)(2)sont de stru
ture identique. Cha
un d'eux a 2 poids d'intera
tion égaux parmiles 4. I
i, on peut prendre φ dé�nie par φ(1) = −2, φ(3) = 1, φ(−2) = 2.Dé�nition 2.12 (Partie génératri
e)Soit C ∈ FSn/R une 
lasse d'équivalen
e de fon
tions booléennes à seuil, et
VC = (w1, · · · , wn)(θ) ∈ Zn+1 le ve
teur représentatif de C.L'ensemble de ve
teurs d'intera
tion 2 à 2 distin
ts
PGC = {Vσ = (wσ−1(1), · · · , wσ−1(n))(θ), σ ∈ Sn} est appelé partie génératri
ede la 
lasse d'équivalen
e C.Abusivement, on dit que VC est le ve
teur représentatif de PGC .
PGC 
ontient n!

Q

i∈I(VC) n(VC ,i)! ve
teurs d'intera
tion, 
ha
un d'eux étant ve
teurd'intera
tion minimal d'une unique fon
tion de C. A 
haque fon
tion de C estasso
ié un unique ve
teur d'intera
tion de PGC.On note Gen(FSn/R) l'ensemble Gen(FSn/R) = {PGC , C ∈ FSn/R}.Exemple 2.8 : On reprend la fon
tion booléenne à seuil fA
2 de l'exemple 2.6. En
onservant la notation de l'exemple 2.6, la fon
tion représentative de la 
lasse47



d'équivalen
e de R(fA
2 ) est la fon
tion fF

2 (fon
tion de transition lo
ale de l'élé-ment 2 du réseau F de la �gure 2.1). Le ve
teur d'intera
tion représentatif de
R(fA

2 ) est le ve
teur d'intera
tion (1,−1, 0)(0). La partie génératri
e de R(f1
2 )est l'ensemble de ve
teurs d'intera
tion

{(1,−1, 0)(0), (1, 0,−1)(0), (−1, 1, 0)(0), (−1, 0, 1)(0), (0, 1,−1)(0), (0,−1, 1)(0)}.Comme les poids d'intera
tion du ve
teur d'intera
tion représentatif sont 2 à 2distin
ts, la partie génératri
e 
ontient 3! = 6 éléments.En générant tous les ve
teurs d'intera
tion représentatifs des 
lasses d'équi-valen
e des fon
tions booléennes à n arguments, on génère un représentant de
haque élément de l'ensemble Gen(FSn/R). On peut alors 
onstruire simplementl'ensemble de toutes les fon
tions booléennes à seuil à n éléments, en permutantles poids d'intera
tion du ve
teur représentatif de 
haque 
lasse d'équivalen
e.On énumère le nombre de 
lasses d'équivalen
e des fon
tions booléennes àseuil à n arguments (pour n ≤ 7) en générant tous les ve
teurs d'intera
tionreprésentatifs de 
es 
lasses par l'algorithme exhaustif suivant :1. on ré
upère les ve
teurs d'intera
tion représentatifs des 
lasses d'équiva-len
e des fon
tions booléennes à seuil à n− 1 arguments → EVn ;2. on �xe pmax =poids maximum des ve
teurs de EVn ;3. on génère tous les ve
teurs d'intera
tion dont les poids sont ordonnés 
ommepour un ve
teur représentatif de 
lasse d'équivalen
e, et sont 
ompris entre
−pmax et pmax (le seuil est fon
tion des poids 
omme pour un ve
teurd'intera
tion minimal) → EV temp

n ;4. pour 
haque ve
teur V de EVtemp
n , on 
onstruit la table de la fon
tionbooléenne à seuil à laquelle le ve
teur est asso
ié ; si 
elle-
i ne 
orrespondà au
un ve
teur de EVn, V → EVn ; sinon, si V minimise le 
ritère deséle
tion énon
é pré
édemment, alors on rempla
e le ve
teur asso
ié à lamême fon
tion que V par V dans EVn ;5. tant que le nombre total de fon
tions que l'on peut obtenir à partir del'ensemble de ve
teurs représentatifs EVn est inférieur au nombre total defon
tions booléennes à seuil à n arguments donné par [85℄ ou [86℄ (voir letableau 2.1), on in
rémente pmax et on revient à l'étape 3.Nous aurions pu implémenter des algorithmes plus sophistiqués, et e�
a
es,basés sur des méthodes de programmation linéaire. Cependant, du fait de lapuissan
e de 
al
ul mise à disposition ave
 le 
al
ulateur Healthphy (CIMENT- Grenoble), le temps global de programmation et d'exé
ution n'aurait pas étésigni�
ativement plus 
ourt. L'algorithme présenté 
i-dessus est fortement paral-lélisable. Le 
al
ul a don
 pu être lan
é sur 16 pro
esseurs simultanément et letemps d'exé
ution a été de quelques dizaines d'heures pour 
onstruire les ve
-teurs d'intera
tion représentatifs de toutes les 
lasses d'équivalen
e des fon
tionsbooléennes à seuil à 7 arguments.Dans le tableau 2.1, on voit que la proportion de fon
tions à seuil parmi lesfon
tions booléennes est très faible, dès que le nombre d'arguments n dépasse 4.Rappelons que le nombre de fon
tions booléennes à n arguments est Bn = 22n .48



Tab. 2.1 � #FSn, nombre de fon
tions booléennes à seuil à n arguments [85, 86℄,
Bn, nombre de fon
tion booléennes à n arguments et pn = #FSn

Bn
, proportion defon
tions booléennes à seuil parmi les fon
tion booléennes à n arguments, pour

n ≤ 7.
n #FSn Bn pn0 2 2 11 4 4 12 14 16 0, 883 104 256 0, 414 1 882 65 536 0, 035 94 572 4 294 967 296 2, 2 × 10−56 15 028 134 1, 84 × 1019 8, 1 × 10−137 8 378 070 864 3, 40 × 1038 2, 5 × 10−29Ainsi, modéliser la régulation de gènes par des fon
tions booléennes, sans serestreindre à des fon
tions dé�nies par signe, 
omporte le risque de dé
rire untrès grand nombre de 
omportements qui ne 
orrespondent pas à une réalitébiologique où les intera
tions sont de type a
tivation/inhibition.Le nombre de 
lasses d'équivalen
e des fon
tions booléennes à seuil à n argu-ments (pour n ≤ 7) est donné dans le tableau 2.2. Nous rappelons que 
e nombreest le nombre d'éléments de l'ensemble FSn/R, 
'est-à-dire #FSn/R. Le tableau2.3 donne la répartition du nombre de 
lasses d'équivalen
e des fon
tions boo-léennes à seuil à exa
tement n arguments, en fon
tion du nombre d'a
tivationsde 
es fon
tions.Tab. 2.2 � #FSn/R, nombre de 
lasses d'équivalen
e des fon
tions booléennesà seuil à n arguments et #FS exact

n /R, nombre de 
lasses d'équivalen
e des fon
-tions booléennes à seuil ayant exa
tement n arguments, pour n ≤ 7.
n 0 1 2 3 4 5 6 7
#FSn/R 2 4 10 34 178 1 720 38 456 2 490 634

#FS exact
n /R 2 2 6 24 144 1 542 36 736 2 452 178D'après le tableau 2.2, on remarque tout d'abord que, pour n ≥ 4, la propor-tion de 
lasses d'équivalen
e des fon
tions à exa
tement n arguments parmi les
lasses d'équivalen
e des fon
tions à n arguments, est très importante. Cette pro-priété a la 
onséquen
e suivante : les graphes d'intera
tion des RABS 
onstruitsà partir de l'ensemble de 
es fon
tions booléennes à seuil sont de 
onnexité éle-vée, 
omme nous le verrons dans la partie 2.3. D'après le tableau 2.3, on noteégalement que le nombre de 
lasses d'équivalen
e des fon
tions à exa
tement narguments et a ≤ n a
tivations est le même que le nombre de 
lasses d'équivalen
e49



Tab. 2.3 � Répartition du nombre de 
lasses d'équivalen
e des fon
tions boo-léennes à seuil à exa
tement n arguments, en fon
tion du nombre d'a
tivations ade 
es fon
tions, pour n ≤ 7.
a = 0 a = 1 a = 2 a = 3 a = 4 a = 5 a = 6 a = 7

n = 0 2 - - - - - - -
n = 1 1 1 - - - - - -
n = 2 2 2 2 - - - - -
n = 3 5 7 7 5 - - - -
n = 4 17 34 42 34 17 - - -
n = 5 92 264 415 415 264 92 - -
n = 6 994 4 046 8 208 10 240 8 208 4 046 994 -
n = 7 28 262 156 756 407 353 633 718 633 718 407 353 156 756 28 262des fon
tions à exa
tement n arguments et a inhibitions. Ce
i est la 
onséquen
edire
te de la remarque faite après la dé�nition 2.7 
on
ernant les ve
teurs mi-nimaux. En�n, on voit que le nombre de 
omportements possibles de régulationd'un gène est très rapidement élevé, même si 
e gène n'est régulé que par unfaible nombre d'autres éléments. Par exemple, si on sait d'après la littératureou d'après les résultats d'expérien
e qu'un gène i est régulé par exa
tement 4éléments sous la forme de 2 a
tivations et 2 inhibitions, alors, d'après le tableau2.3, il y a 42 
on�gurations possibles de 
es a
tivations et inhibitions pour régu-ler i, sans 
ompter toutes les permutations de 
ha
une des 
on�gurations. Ce
imontre don
 que, si l'on veut modéliser un réseau de régulation génétique, enayant simplement les 
onnaissan
es qui permettent de mettre en pla
e le graphed'intera
tion, l'emploi de l'outil informatique est obligatoire a�n de tester toutesles possibilités. Même ave
 la puissan
e atteinte par les ordinateurs 
es dernièresannées, la simulation de réseau de régulation s'avère être un problème très 
oû-teux en temps de 
al
ul.Le tableau 2.4 présente tous les ve
teurs représentatifs de 
lasses d'équivalen
edes fon
tions booléennes à seuil ayant 3 arguments. Nous mettons à disposition
es ve
teurs dans le but d'aider toute personne désirant modéliser un réseau derégulation sous la forme d'un RABS. Les 144 ve
teurs représentatifs de 
lassesd'équivalen
e des fon
tions booléennes à seuil ayant exa
tement 4 argumentssont également fournis dans les tableaux 2 et 3 donnés en annexe. Les ve
teurs
orrespondant aux fon
tions à 5, 6 et 7 arguments sont disponibles sur demande1.Dans 
ette partie, nous avons exposé les propriétés qui nous semblent im-portantes pour représenter les fon
tions booléennes à seuil de la meilleure façonpossible, dans le 
adre de la modélisation de réseaux de régulation génétiquesous forme de RABS. Nous avons montré que l'on pouvait dé
rire 
ha
une de 
es1Conta
t : adrien.elena�imag.fr 50



Tab. 2.4 � Ve
teurs représentatifs des 
lasses d'équivalen
e des fon
tions boo-léennes à seuil à exa
tement n arguments, pour 0 ≤ n ≤ 3.0 a
tivation 1 a
tivation 2 a
tivations 3 a
tivations
n = 0

(0, 0, 0)(0) - - -
(0, 0, 0)(−1) - - -

n = 1 (−1, 0, 0)(−1) (1, 0, 0)(0) - -
n = 2

(−1,−1, 0)(−2) (1,−1, 0)(−1) (1, 1, 0)(0) -
(−1,−1, 0)(−1) (1,−1, 0)(0) (1, 1, 0)(1) -

n = 3

(−1,−1,−2)(−3) (1,−1,−2)(−2) (1, 1,−2)(−1) (1, 1, 1)(0)
(−1,−1,−2)(−2) (1,−1,−2)(−1) (1, 1,−2)(0) (1, 1, 1)(1)
(−1,−1,−1)(−3) (1,−1,−1)(−2) (1, 1,−1)(−1) (1, 1, 1)(2)
(−1,−1,−1)(−2) (1,−1,−1)(−1) (1, 1,−1)(0) (1, 1, 2)(1)
(−1,−1,−1)(−1) (1,−1,−1)(0) (1, 1,−1)(1) (1, 1, 2)(2)

(2,−1,−1)(−1) (1, 2,−1)(−1)
(2,−1,−1)(0) (1, 2,−1)(1)fon
tions par un ve
teur d'intera
tion que l'on 
onsidère optimal. Dans la partiesuivante, nous montrons 
omment on peut 
onstruire et énumérer les RABS àpartir de 
es ve
teurs d'intera
tion.2.3 Enumération des réseaux d'automates booléens àseuilA partir des ve
teurs d'intera
tion, introduits dans la partie pré
édente pourdé�nir les fon
tions booléennes à seuil, nous pouvons 
onstruire les matri
esd'intera
tion et ve
teurs seuils qui représentent les réseaux d'automates booléensà seuil. Chaque ligne d'un système "matri
e d'intera
tion + ve
teur seuil" estobtenue à partir d'un ve
teur d'intera
tion. Il est né
essaire de 
omprendre 
etteétape de 
onstru
tion des réseaux à partir des ve
teurs d'intera
tion, d'une partpour pouvoir 
ompter 
es réseaux, mais aussi, et surtout, a�n de pouvoir dé�nirune méthode nous permettant de tirer au hasard un réseau dans la populationtotale de tous les RABS de taille donnée. Cette méthode de tirage au sort doitnous garantir que tous les individus de la population ont la même probabilitéd'être séle
tionnés. Pour 
ela, il nous faut 
onnaître la stru
ture de la populationdes RABS.Notation 2.8 : On note RSn l'ensemble des automates booléens à seuil 
onstituésde n éléments.Dans la suite, on asso
ie tout élément e de RSn à la matri
e d'intera
tion

W
e et au ve
teur seuil θ

e qui dé�nissent les fon
tions de transition lo
ale de
e. On note abusivement e = (We,θe). On dit que la ligne i ∈ {1, · · · , n} de51



e est 
onstruite à partir du ve
teur d'intera
tion V = (w1, · · · , wn)(θ) si, pourtout j ∈ {1, · · · , n}, [We]ij = wj et [θ]i = θ. On remarque que, si l'on note f e
i ,

i ∈ {1, · · · , n}, la fon
tion de transition lo
ale de l'élément i pour le réseau e,alors la ligne i est 
onstruite à partir d'un ve
teur d'intera
tion asso
ié à f e
i .Exemple 2.9 : On 
onsidère e = (We,θe) ∈ RS3 le réseau dé�ni 
omme suit :

W
e =





1 1 0
0 −1 1
2 1 −1



 θ
e =





0
−1
1



La ligne 1 de e est 
onstruite à partir du ve
teur d'intera
tion (1, 1, 0)(0), la ligne2 à partir de (0,−1, 1)(−1) et la ligne 3 à partir de (2, 1,−1)(1).Dé�nition 2.13 (Réseaux 
onstruits à partir de parties génératri
es)Soit EPG = {PG1, · · · , PGn} ⊂ Gen(FSn/R)n un ensemble de n parties géné-ratri
es d'éléments de FSn/R.On dé�nit l'ensemble des réseaux 
onstruits à partir de EPG, noté ERC ⊂ RSn
omme l'ensemble de tous les RABS dont 
haque ligne est 
onstruite à partird'un des ve
teurs d'intera
tion de 
haque PGi, i ∈ {1, · · · , n} en respe
tant la
ontrainte suivante : pour 
haque RABS 
onstruit, 
haque PGi 
ontribue à uneunique ligne σ(i), σ ∈ Sn.On réduit ERC de manière à ne 
onserver que les éléments 2 à 2 distin
ts.A partir de tous les ensembles possibles de n parties génératri
es d'élémentsde FSn/R, on 
onstruit ainsi tous les RABS de RSn.Proposition 2.3On note ni la taille de l'élément PGi de EPG = {PG1, · · · PGn} ⊂ Gen(FSn/R)n,
i ∈ {1, · · · , n}, et Ntot le nombre total de réseaux distin
ts que l'on 
onstruit àpartir de EPG. On a :

Ntot ≤ n!

n
∏

i=1

ni.Ce majorant est atteint dans le 
as où les PGi, i ∈ {1, · · · , n}, sont 2 à 2 distin
ts.Preuve. Pour 
haque élément σ de Sn, le nombre de réseaux que l'on peut
onstruire à partir de EPG qui sont tels que la ligne σ(i) est 
onstruite à partird'un ve
teur de PGi, est ∏n
i=1 ni (n1 
hoix pour la ligne σ(1) et n2 
hoix pour laligne σ(2) · · · nn 
hoix pour la ligne σ(n)). Il y a n! permutations de l'ensemble

{1, · · · , n}, don
 on peut 
onstruire n!
∏n

i=1 ni réseaux.Si les PGi sont 2 à 2 distin
ts, alors les réseaux 
onstruits sont également 2 à 2distin
ts et don
 Ntot = n!
∏n

i=1 ni.En revan
he, s'il existe au moins 2 parties génératri
es égales (on a don
 n ≥ 2)
ontenant au moins 2 ve
teurs d'intera
tion, Ntot < n!
∏n

i=1 ni. Considérons parexemple PG1 = PG2. On note V
1 le ve
teur d'intera
tion représentatif de PG1.Comme PG1 
ontient au moins 2 ve
teurs d'intera
tion, V1 
ontient 2 poids d'in-tera
tion aux valeurs di�érentes. On suppose, sans perte de généralité, que 
es 252



poids sont les 2 premiers. On note π12 ∈ Sn la permutation dont le support estréduit à {1, 2} (π12 permute 1 et 2 et laisse invariants les autres entiers inférieursà n). On a don
 V
1 6= π12.V

1. Pour tout ensemble de n−2 ve
teurs d'intera
tion
{V3, · · · ,Vn} ave
 V

i ∈ PGi, i ∈ {3, · · · , n}, le réseau obtenu en 
hoisissant
V

1 pour la première ligne, π12.V
1 pour la deuxième ligne et V

i pour la ligne i,
i ∈ {3, · · · , n} est le même réseau que 
elui obtenu en 
hoisissant π12.V

1 pour lapremière ligne, V
1 pour la deuxième ligne, et V

i pour la ligne i, i ∈ {3, · · · , n}.Dans 
e 
as, on a don
 bien Ntot < n!
∏n

i=1 ni.Exemple 2.10 : On 
onsidère n = 2, et les 2 ve
teurs d'intera
tion représentatifs
V1 = (−1, 0)(−1) et V2 = (1, 0)(0). V1 et V2 sont les ve
teurs représentatifs desparties génératri
es PG1 et PG2 suivantes : PG1 = {(−1, 0)(−1), (0,−1)(−1)}et PG2 = {(1, 0)(0), (0, 1)(0)}. A partir de 
es 2 parties génératri
es, on peut
onstruire un ensemble de 8 RABS Nk, 1 ≤ k ≤ 8 dont les matri
es d'intera
tion
W

k et ve
teurs seuils θ
k sont les suivants :

(

W
1 =

(

−1 0
1 0

)

,θ1 =

(

−1
0

)) (

W
2 =

(

−1 0
0 1

)

,θ2 =

(

−1
0

))

(

W
3 =

(

0 −1
1 0

)

,θ3 =

(

−1
0

)) (

W
4 =

(

0 −1
0 1

)

,θ4 =

(

−1
0

))

(

W
5 =

(

1 0
−1 0

)

,θ5 =

(

0
−1

)) (

W
6 =

(

1 0
0 −1

)

,θ6 =

(

0
−1

))

(

W
7 =

(

0 1
−1 0

)

,θ7 =

(

0
−1

)) (

W
8 =

(

0 1
0 −1

)

,θ8 =

(

0
−1

))Le but n'est pas de 
onstruire et 
ompter tous les éléments de RSn pour un
n donné. Comme nous l'avons fait pour les fon
tions booléennes à seuil, nousdé�nissons une relation d'équivalen
e entre les RABS. Cette relation d'équiva-len
e nous permet de regrouper dans une même 
lasse tous les réseaux qui sontidentiques à une permutation près de leurs éléments, 
omme les 6 réseaux de la�gure 2.1, par exemple.Dé�nition 2.14 (Relation d'équivalen
e sur RSn)Soient N1, N2 ∈ RSn deux réseaux d'automates booléens à seuil 
omportant lemême nombre n d'éléments. On note fk

i la fon
tion de transition lo
ale de l'élé-ment i pour le réseau Nk, k ∈ {1, 2}. On dit que N1 et N2 sont équivalents selon
R̃ si, et seulement si :

∃σ ∈ Sn / ∀i ∈ {1, · · · , n},∀X ∈ {0, 1}n, f1
i (X) = f2

σ(i)(σ.X)On note 
ette équivalen
e N1 R̃ N2.On peut alors dé�nir la 
lasse d'équivalen
e de tout élément N de RSn (notée
R̃(N)) 
omme l'ensemble des éléments de RSn qui sont équivalents à N selon
R̃. R̃(N) = {N ′ ∈ RSn ; N R̃ N ′}. On réduit 
haque 
lasse d'équivalen
e a�nde ne 
onserver que les éléments 2 à 2 distin
ts.L'ensemble des 
lasses d'équivalen
e de RSn selon R est l'ensemble RSn quotientépar R̃, noté RSn/R̃ : RSn/R̃ = {R̃(N) ; N ∈ RSn}.53



D'après les propriétés de groupe de Sn, on montre fa
ilement que R̃ est bienune relation d'équivalen
e sur RSn. Deux réseaux équivalents selon R̃ sont enfait le même réseau dont on a réorganisé les éléments. Il est don
 inutile de les
onsidérer 
omme 2 réseaux di�érents. C'est la raison pour laquelle on énumèrel'ensemble des 
lasses d'équivalen
e de RSn selon R̃ et non l'ensemble de tousles éléments de RSn. Comme nous l'avons vu, nous dé�nissons tout RABS parsa matri
e d'intera
tion et son ve
teur seuil, 
onstruits à partir des ve
teursd'intera
tion dé�nis dans la partie pré
édente. Il est don
 souhaitable de dé�nirla notion d'équivalen
e entre 2 RABS à partir de leurs matri
es d'intera
tion etde leurs ve
teurs seuils.On remarque tout d'abord que si les réseaux sont 
onstruits à partir de l'en-semble Gen(FSn/R), alors 2 RABS équivalents selon R̃ sont 
onstruits à partirdu même ensemble de n parties génératri
es (les fon
tions de transition lo
aledes 2 réseaux appartiennent aux mêmes 
lasses d'équivalen
e de FSn/R). Pourla suite, on suppose don
 que tout élément de RSn est obtenu par 
onstru
tionà partir de Gen(FSn/R).Proposition 2.4Soient N1, N2 ∈ RSn deux réseaux d'automates booléens à seuil 
omportant lemême nombre n d'éléments.On note W
k la matri
e d'intera
tion et θ

k le ve
teur seuil asso
ié au réseau Nk,
k ∈ {1, 2}.On a l'équivalen
e suivante :

N1 R̃ N2 ⇐⇒ ∃σ ∈ Sn / W
2 = σ.W1 et θ

2 = σ.θ1.Preuve. On note fk
i la fon
tion de transition lo
ale de l'élément i pour le réseau

Nk, k ∈ {1, 2}.Supposons que ∃σ ∈ Sn / W
2 = σ.W1 et θ

2 = σ.θ1. On a don
, pour tout
i, j ∈ {1, · · · , n}, w2

ij = w1
σ−1(i)σ−1(j) et θ2

i = θ1
σ−1(i).Soit i ∈ {1, · · · , n}, et X ∈ {0, 1}n. On a :

f2
σ(i)(σ.X) = H





n
∑

j=1

w2
σ(i)jxσ−1(j) − θ2

σ(i)





= H





n
∑

j=1

w1
σ−1(σ(i))σ−1(j)xσ−1(j) − θ1

σ−1(σ(i))





= H





n
∑

j=1

w1
iσ−1(j)xσ−1(j) − θ1

i





= H





n
∑

j=1

w1
ijxj − θ1

i





= f1
i (X). 54



On a bien (∃σ ∈ Sn / W
2 = σ.W1 et θ

2 = σ.θ1
)

=⇒ N1 R̃ N2.Supposons maintenant que N1 R̃ N2.On note V
k
i = (wk

i1, · · · , wk
in)(θk

i ) le ve
teur minimal asso
ié à la fon
tion detransition lo
ale fk
i , 
hoisi pour 
onstruire 
ette fon
tion, i ∈ {1, · · · , n}, k ∈

{1, 2}. La matri
e d'intera
tion W
k est don
 de terme général wk

ij et le ve
teurseuil θ
k de terme général θk

i , k ∈ {1, 2}.
N1 et N2 étant équivalents selon R̃, il existe une permutation σ ∈ Sn telleque ∀i ∈ {1, · · · , n},∀X ∈ {0, 1}n, f1

i (X) = f2
σ(i)(σ.X). Ainsi, pour tout i ∈

{1, · · · , n}, les fon
tions f1
i et f2

σ(i) sont équivalentes selonR. Comme les matri
esd'intera
tion et ve
teurs seuils sont 
onstruits à partir des ve
teurs représentatifsdes éléments de FSn/R, il existe une permutation µi ∈ Sn telle que
V

2
σ(i) = (w1

iµ−1
i (1)

, · · · , w1
iµ−1

i (n)
)(θ1

i ). Pour tout X ∈ {0, 1}n, on a don
 :
f1

i (X) = H





n
∑

j=1

w1
ijxj − θ1

i





= f2
σ(i)(σ.X)

= H





n
∑

j=1

w1
iµ−1

i (j)
xσ−1(j) − θ1

i



Par identi�
ation terme à terme, on trouve µi = σ pour tout i ∈ {1, · · · , n}. Ona don
 V 2
i = (w1

σ−1(i)σ−1(1), · · · , w1
σ−1(i)σ−1(n))(θ

1
σ−1(i)) pour tout i ∈ {1, · · · , n}.D'où W

2 = σ.W1 et θ
2 = σ.θ1.La relation d'équivalen
e entre RABS est don
 également dé�nie à partir desmatri
es d'intera
tion et ve
teurs seuils.A partir de l'ensemble EPG de n parties génératri
es d'éléments de FSn/R,on 
onstruit un ensemble ERC ⊂ RSn de réseaux. Combien de 
lasses d'équiva-len
e de RSn/R̃ sont alors dé�nies par l'ensemble ERC ? Si l'on peut répondre à
ette question, alors, 
omme nous avons généré l'ensemble Gen(FSn/R) dans lapartie pré
édente, on sait énumérer toutes les 
lasses d'équivalen
e de RABS à néléments, et on 
onnaît la stru
ture de RSn/R̃.Exemple 2.11 : On 
onsidère les 8 RABS 
onstruits dans l'exemple 2.10. Ces 8réseaux dé�nissent 4 
lasses d'équivalen
e de RS2/R̃.En e�et, en notant σ = (1, 2) (notation sous forme de 
y
le), on a W

8 = σ.W1et θ
8 = σθ

1, don
 N1 R̃ N8. On montre de même que, N2 R̃ N6, N3 R̃ N7 et
N4 R̃ N5. Les 8 RABS dé�nissent don
 4 
lasses d'équivalen
e.On peut remarquer que, pour énumérer les 
lasses d'équivalen
e de RABS, etgénérer un élément représentatif de 
haque 
lasse, à partir d'un ensemble de par-ties génératri
es EPG = {PG1, · · · , PGn} ⊂ Gen(FSn/R)n, on peut limiter lenombre de réseaux 
onstruits à partir de EPG en ajoutant la 
ontrainte suivante :55




haque partie génératri
e PGi, i ∈ {1, · · · , n}, 
ontribue à la ligne i de 
haqueréseau 
onstruit. Ave
 
ette 
ontrainte, on ne peut pas 
onstruire tous les RABSde RSn, mais on est assuré de générer au moins un élément de 
haque 
lassed'équivalen
e de RSn/R̃. En e�et, 
onsidérons un RABS N ∈ RSn 
onstruit àpartir de EPG et tel que 
haque ligne i ∈ {1, · · · , n} est obtenue à partir de lapartie génératri
e PGσ(i), σ ∈ Sn, σ 6= Id. Le réseau Nσ, dont la matri
e d'inter-a
tion est W
σ = σ.W et le ve
teur seuil est θ

σ = σ.θ, est équivalent à N selon
R̃, d'après la proposition 2.4. Par dé�nition de Nσ, la ligne i ∈ {1, · · · , n} de Nσest 
onstruite à partir d'un ve
teur d'intera
tion de PGi, .De 
ette façon, on 
onstruit don
 jusqu'à ∏n

i=1 ni réseaux distin
ts (ni re-présente le nombre de ve
teurs d'intera
tion de PGi), au lieu de n!
∏n

i=1 ni. Onobtient don
 un majorant du nombre de 
lasses d'équivalen
e de RSn/R̃ dé�niespar les réseaux 
onstruits à partir de EPG, puisque 
e nombre ne peut pas êtresupérieur au nombre de réseaux 
onstruits. Ce majorant est ∏n
i=1 ni.Proposition 2.5Soient EPG = {PG1, · · · , PGn} et ẼPG = {P̃G1, · · · , P̃Gn} 2 ensembles de nparties génératri
es d'éléments de FSn/R. On suppose que les éléments de EPG(resp. ẼPG) ne sont pas 2 à 2 distin
ts.On note Vi et Ṽi les ve
teurs représentatifs de PGi et P̃Gi, i ∈ {1, · · · , n}.On note Nequiv et Ñequiv les nombres de 
lasses d'équivalen
e de RSn/R̃ dé�niespar les réseaux 
onstruits à partir de EPG et ẼP G.On a alors :

{

∀i ∈ {1, · · · , n}, Vi et Ṽi sont de stru
ture identique
∀i, j ∈ {1, · · · , n}, PGi = PGj ⇔ P̃Gi = P̃Gj

⇒ Nequiv = ÑequivOn dit que EPG et ẼPG sont de stru
ture générale identique.Preuve. Ce problème est un problème d'étiquetage des éléments des matri
esd'intera
tion et ve
teurs seuils. Les matri
es obtenues à partir de EPG sont lesmêmes que 
elle obtenues à partir de ẼPG, à un 
hangement d'étiquette de leurséléments près. De même pour les ve
teurs seuils.On suppose, sans perte de généralité, que PG1 = PG2 et don
 P̃G1 = P̃G2. Ontraite uniquement le 
as PG1 6= PGi, 2 < i ≤ n, P̃G1 6= P̃Gi, 2 < i ≤ n et
PGi = P̃Gi, 2 < i ≤ n. La démonstration du 
as général suit le même raisonne-ment, mais né
essite des notations plus lourdes.On note φ la bije
tion qui permet de passer des poids de V1 à Ṽ1, 
omme dansla dé�nition 2.11 des ve
teurs d'intera
tion de stru
ture identique. On 
onsidèreque les ve
teurs d'intera
tion sont rangés de la même manière dans PG1 et dans
P̃G1 : en notant V

i = (wi
1, · · · , wi

n)(θ) (resp. Ṽ
i = (w̃i

1, · · · , w̃i
1)(θ̃)) l'élément ide PG1 (resp. P̃G1), on a pour tout j ∈ {1, · · · , n}, w̃i

j = φ(wi
j).On 
onsidère 2 réseaux distin
ts N1 = (W1,θ1) et N2 = (W2,θ2) 
onstruitsà partir de EPG : 
haque ligne i de N1 et N2 est un ve
teur d'intera
tion de

PGi, i ∈ {1, · · · , n}. On note Ñ1 = (W̃1, θ̃1) (resp. Ñ2 = (W̃2, θ̃2)) le réseau56




onstruit à partir de ẼPG, 
omme suit : les lignes 2 < i ≤ n de N1 et Ñ1 (resp.de N2 et Ñ2) sont identiques ; si la ligne 1 de N1 (resp. N2) est obtenue à partirdu ve
teur V
i1 de PG1, alors la ligne 1 de Ñ1 (resp. Ñ2) est obtenue à partirdu ve
teur Ṽ
i1 de P̃G1 ; si la ligne 2 de N1 (resp. N2) est obtenue à partir duve
teur V

i2 de PG1, alors la ligne 2 de Ñ1 (resp. Ñ2) est obtenue à partir duve
teur Ṽ
i2 de P̃G1.Si l'on montre que N1 R̃N2 ⇔ Ñ1 R̃ Ñ2, alors on a bien Nequiv = Ñequiv, puis-qu'à tout 
ouple de réseaux équivalents 
onstruits à partir de EPG, 
orrespondun 
ouple de réseaux équivalents 
onstruits à partir de ẼPG, et inversement.On suppose que N1 R̃N2. D'après la proposition 2.4, il existe don
 une permu-tation σ ∈ Sn telle que W

2 = σ.W1 et θ
2 = σ.θ1, 
'est-à-dire que 
haque ligne

i ∈ {1, · · · , n} de N1 est égale à la ligne σ(i) de N2. N1 et N2 sont supposés dis-tin
ts, don
 σ 6= Id. De plus, σ est telle que σ(1) = 2 et σ(2) = 1. En e�et, 
ommeon a supposé que PG1 = PG2 et PG1 6= PGi, 2 < i ≤ n, les lignes 1 et 2 nepeuvent être permutées qu'entre elles. On ne s'intéresse pas aux lignes 2 < i ≤ npuisque, par 
onstru
tion de Ñ1 (resp. Ñ2), les lignes i de N1 et Ñ1 (resp. de
N2 et Ñ2) sont identiques. Les ve
teurs seuils ne posent pas de problème nonplus, 
ar PG1 = PG2 et P̃G1 = P̃G2 et don
 [θ1]1 = [θ1]2 = [θ2]1 = [θ2]2 = θet [θ̃1]1 = [θ̃1]2 = [θ̃2]1 = [θ̃2]2 = θ̃ (on rappelle que [V]i désigne l'élément i duve
teur V). On s'intéresse don
 uniquement aux éléments des lignes 1 et 2 desmatri
es d'intera
tion. Si on note, wi1

j et wi2
j , j ∈ {1, · · · , n} les éléments j de laligne 1 et de la ligne 2 de la matri
e W

1, alors on a, pour tout j ∈ {1, · · · , n} :- [W2]1j = wi2
σ−1(j)

et [W2]2j = wi1
σ−1(j)

, puisque W
2 = σ.W1, ave
 σ(1) = 2et σ(2) = 1 (on rappelle que [M]ij désigne l'élément de la matri
e M quise trouve à la ligne i et à la 
olonne j) ;- [W̃1]1j = φ(wi1

j ) et [W̃1]2j = φ(wi2
j ), par 
onstru
tion de Ñ1 à partir de

N1 ;- [W̃2]1j = φ(wi2
σ−1(j)

) et [W̃2]2j = φ(wi1
σ−1(j)

), par 
onstru
tion de Ñ2 àpartir de N2.Comme pour tout j ∈ {1, · · · , n}, on a w̃i1
j = φ(wi1

j ) et w̃i2
j = φ(wi2

j ), on peuté
rire, pour tout j ∈ {1, · · · , n} :- [W̃1]1j = w̃i1
j et [W̃1]2j = w̃i2

j ;- [W̃2]1j = w̃i2
σ−1(j)

et [W̃2]2j = w̃i1
σ−1(j)

.On a don
 W̃2 = σ.W̃1, d'où Ñ1 R̃ Ñ2.On montre l'autre sens de l'équivalen
e de la même façon, en utilisant φ−1 à lapla
e de φ.Exemple 2.12 : Soit EPG = {PG1, PG2, PG3} l'ensemble des 3 parties géné-ratri
es d'éléments de FS3/R telles que PG1 = PG2, et dont les ve
teursreprésentatifs sont V
1 = (−1,−1,−2)(−3) (représentatif de PG1 = PG2) et

V
3 = (0, 0, 0)(0) (représentatif de PG3).Soit ẼPG = {P̃G1, P̃G2, P̃G3} l'ensemble des 3 parties génératri
es d'élémentsde FS3/R telles que P̃G1 = P̃G2, et dont les ve
teurs représentatifs sont Ṽ1 =

(−1, 0, 0)(−1) (représentatif de P̃G1 = P̃G2) et Ṽ
3 = (1, 1, 1)(0) (représentatif57



de P̃G3).On voit que V
1 et Ṽ

1 sont de stru
ture identique, tout 
omme V
3 et Ṽ

3. EPGet ẼPG sont don
 de stru
ture générale identique.D'après la proposition pré
édente, les nombres de 
lasses d'équivalen
e de RS3/R̃que l'on peut générer à partir de EPG et ẼPG sont don
 égaux. On peut majorer
e nombre par 3×3×1 = 9, puisque PG1 et PG2 
ontiennent 3 ve
teurs d'inter-a
tion (les 3 ve
teurs d'intera
tion obtenus en permutant les poids de V
1), alorsque PG3 
ontient uniquement V

3.Pour 
al
uler le nombre total de 
lasses d'équivalen
e de RABS à n éléments,on peut don
 regrouper les ensembles de parties génératri
es de stru
ture généraleidentique. La théorie des a
tions de groupe nous permet de déterminer le nombreexa
t de 
lasses d'équivalen
e dé�nies à partir d'un ensemble EPG de n partiesgénératri
es d'éléments de FSn/R̃.Dé�nition 2.15 (A
tion de groupe)Soit G un groupe dont la loi est notée multipli
ativement.On peut dé�nir une a
tion du groupe G sur un ensemble E par une appli
ation :
G× E → E
(g, x) 7→ g.xqui véri�e ∀g, g′ ∈ G, ∀x ∈ E, g′.(g.x) = (g′.g).xSoit ERC l'ensemble des réseaux 
onstruits à partir de EPG. L'appli
ation Φ :
{

Sn × ERC → ERC

(σ, (W,θ)) 7→ (σ.W, σ.θ)
dé�nit une a
tion du groupe symétrique sur ERC(la loi de Sn est la 
omposition de permutations). Par dé�nition de l'ensemble

ERC , si (W,θ) ∈ ERC , alors ∀σ ∈ Sn, (σ.W, σ.θ) ∈ ERC . De plus, on a bien
∀σ, µ ∈ Sn,

(µ.σ).W = Pµ.σWP
−1
µ.σ

= (PµPσ).W.(PµPσ)−1

= PµPσ.W.P−1
σ P

−1
µ

= Pµ.(σ.W).P−1
µ

= µ.(σ.W)De même (µ.σ).θ = µ.(σ.θ).Dé�nition 2.16 (Orbite et éléments �xés)Soit x un élément de E.L'orbite de x, notée Ox, est dé�nie par : Ox = {g.x, g ∈ G}.Soit g un élément de G.L'ensemble des éléments �xés par g, noté Fixg, est dé�ni par :
Fixg = {x ∈ E ; g.x = x}.Dans notre 
as, par dé�nition de Φ, l'orbite d'un élément (W,θ) ∈ ERCest l'ensemble des éléments de RSn équivalents à (W,θ) selon R̃. Chaque orbitereprésente don
 une 
lasse d'équivalen
e de RSn/R̃. La formule de Burnside nouspermet de dénombrer 
es 
lasses d'équivalen
e.58



Théorème 2.1 (Formule de Burnside)On désigne par Ω l'ensemble des orbites, Ω = {Ox, x ∈ E}.Si G et E sont �nis, alors le nombre d'orbites est
#Ω =

1

#G

∑

g∈G

#Fixg.On a don
 la proposition immédiate suivante.Proposition 2.6Soit EPG = {PG1, · · · , PGn} ⊂ Gen(FSn/R)n un ensemble de n parties généra-tri
es d'éléments de FSn/R.On note ni la taille de l'élément PGi, i ∈ {1, · · · , n}.Si les éléments de EPG sont 2 à 2 distin
ts, alors Nequiv, le nombre de 
lassesd'équivalen
e de RSn/R̃ dé�nies par les réseaux 
onstruits à partir de EPG est :
Nequiv =

n
∏

i=1

ni.Preuve. On suppose que les éléments de EPG sont 2 à 2 distin
ts. On note ERCl'ensemble des réseaux 
onstruits à partir de EPG. La formule de Burnside s'é
ritalors :
Nequiv =

1

n!

∑

σ∈Sn

#{(We,θe) ∈ ERC ; (We,θe) = (σ.We, σ.θe)}Pour tout σ ∈ Sn, pour tout i, j ∈ {1, · · · , n}, on a [σ.We]σ(i) σ(j) = [We]ij .Comme les élements de EPG sont 2 à 2 distin
ts, les lignes i et σ(i), i ∈ {1, · · · , n},
orrespondent 2 à 2, uniquement si σ = Id, 
'est-à-dire σ.We = W
e ⇔ σ = Id.Dans le 
as où les éléments de EPG sont 2 à 2 distin
ts, on a don
 :

Nequiv =
1

n!
#{(We,θe) ∈ ERC ; (We,θe) = (We,θe)}

=
1

n!
#ERC

=
1

n!
n!

n
∏

i=1

ni

=
n
∏

i=1

niPour les ensembles de parties génératri
es à n éléments distin
ts, le nombrede 
lasses d'équivalen
e de RABS que l'on peut 
onstruire est don
 donné defaçon théorique. Pour les ensembles dans lesquels il y a au moins 2 parties gé-nératri
es égales, le nombre exa
t de 
lasses d'équivalen
e est déterminé par le
al
ul, en utilisant la formule de Burnside adaptée à notre problème, et on 
onnaîtégalement un majorant de 
e nombre. 59



Exemple 2.13 : On reprend l'ensemble de 3 parties génératri
es d'éléments de
FS3/R noté EPG de l'exemple 2.12. Nous avions vu que le nombre de 
lassesd'équivalen
e de #RS3/R̃ générées à partir de EPG est majoré par 9. D'aprèsle 
al
ul fait à partir de la formule de Burnside, on peut générer exa
tement 6
lasses d'équivalen
e de RABS à 3 éléments à partir de EPG. On remarquera quela formule de Burnside n'est pas 
onstru
tive : elle nous permet de 
al
uler lenombre de 
lasses d'équivalen
e, mais on ne peut pas en déduire un représentantpour 
ha
une de 
es 
lasses.Pour la suite du manus
rit, on 
onsidère que la population totale de réseauxne 
ontient que des RABS non équivalents selon R̃, 
'est-à-dire #RSn/R̃ élé-ments. On assimile don
 tout réseau à sa 
lasse d'équivalen
e. Nous avons ene�et déjà 
onstaté que 2 RABS équivalents sont en fait un seul et même réseaudont on a permuté les éléments. On 
onsidère don
 que la formule de Burnsidenous donne le nombre total de réseaux di�érents que l'on peut 
onstruire à partird'un ensemble de parties génératri
es à n éléments.Sans faire de 
al
ul exa
t à partir de la formule de Burnside, on peut don-ner un minorant et un majorant du nombre de RABS di�érents à n éléments.Ils sont obtenus à partir de deux populations de RABS à n éléments, qui en-
adrent, au sens de l'in
lusion, la population de tous les RABS di�érents à néléments. Le première population, que nous appellerons population minorante,
ontient tous les RABS (non équivalents) 
onstruits à partir des séle
tions (ouensembles) de n éléments 2 à 2 distin
ts de Gen(FSn/R). Cette population ne
ontient pas tous les RABS di�érents à n éléments, puisqu'elle ne 
ontient pas
eux 
onstruits à partir de séle
tions de n éléments de Gen(FSn/R), dont aumoins 2 sont égaux. Le nombre de RABS de 
ette population est un minorant dunombre total de RABS di�érents à n éléments. On note 
e minorant, Minon. Ladeuxième population, que nous appellerons population majorante, 
ontient tousles RABS à n éléments que l'on peut 
onstruire à partir de toutes les séle
tionsde n éléments de Gen(FSn/R). Dans 
ette population, on ne fait pas la distin
-tion entre les séle
tions de n éléments distin
ts de Gen(FSn/R) et les séle
tionspour lesquelles au moins 2 éléments sont égaux. Ainsi, pour 
haque séle
tion
EPG = (PG1, · · · , PGn), on 
onserve les ∏n

i=1 ni RABS 
onstruits (ni repré-sente le nombre de ve
teurs d'intera
tion que la partie génératri
e PGi 
ontient,pour i ∈ {1, · · · , n}). Cette population 
ontient don
 tous les RABS non équiva-lents à n éléments, plus 
ertains RABS équivalents aux premiers. Le nombre deRABS de 
ette population est un majorant du nombre total de RABS di�érentsà n éléments. On note 
e majorant, Majon.Pour 1 ≤ n ≤ 5, nous avons 
al
ulé le nombre exa
t de RABS di�érents,
#RSn/R̃, à partir de la formule de Burnside. Le tableau 2.5 ré
apitule, pour
1 ≤ n ≤ 7, les valeurs de Minon, Majon, et de #RSn/R̃ pour 1 ≤ n ≤ 5uniquement. La di�éren
e Diffn = Majon −Minon, exprimée en pour
entagede Minon est également donnée.La di�éren
e entre le majorant et le minorant du nombre exa
t de RABS à n60



Tab. 2.5 � Minorant (Minon), valeur exa
te (#RSn/R̃) et majorant (Majon)du nombre de réseaux d'automates booléens à seuil à 1 ≤ n ≤ 7 éléments ;
Diffn : di�éren
e entre le majorant et le minorant, exprimée en pour
entage duminorant.

n Minon #RSn/R̃ Majon Diffn1 4 4 4 0, 00%2 87 105 109 25, 29%3 167 084 188 968 209 100 25, 15%4 4, 99 × 1011 5, 23 × 1011 5, 47 × 1011 9, 72%5 6, 25 × 1022 6, 30 × 1022 6, 36 × 1022 1, 64%6 1, 60 × 1040 - 1, 60 × 1040 0, 10%7 3, 02 × 1056 - 3, 02 × 1056 0, 04%éléments diminue ave
 n (si l'on ex
epte le 
as n = 1). Ce
i s'explique par le faitque, plus n est grand, plus le nombre de séle
tions de n éléments di�érents parmi
#FSn/R se rappro
he du nombre de séle
tions de n éléments parmi #FSn/R.Autrement dit, plus n est grand, moins il est probable d'avoir au moins 2 élémentségaux dans une séle
tion de n éléments 
hoisis parmi #FSn/R. Par exemple,pour n = 6, nous avons vu que le nombre de 
lasses d'équivalen
e des fon
tionsbooléennes à seuil est #FS6/R = 38456, il y a don
 4, 494 × 1024 séle
tionsde 6 éléments quel
onques possibles 
ontre 4, 490× 1024 séle
tions de 6 élémentsdi�érents. Ainsi, prendre le nombre de RABS de la population minorante ou 
eluide la population majorante ne 
hange presque rien pour n su�samment grand.On dé
ide qu'à partir de n = 6, la di�éren
e est in�me, et que l'on peut alorsprendre le majorant 
omme nombre de RABS à n éléments (on 
onsidère que lapopulation de RABS à n éléments et la population majorante sont identiques).Ce
i nous permet don
 de ne pas faire le 
al
ul à partir de la formule de Burnsidepour 
es 2 tailles.On voit aussi, d'après la tableau 2.5, que l'on peut simuler la dynamique detous les réseaux di�érents, pour les tailles 1, 2 et 3. En revan
he, à partir de
n = 4, on ne peut plus simuler la dynamique de la population totale de RABS,
ar 
eux-
i sont trop nombreux. Pour les tailles supérieures à 3, nous simulonsdon
 un é
hantillon de la population totale de réseaux. Les algorithmes pourréaliser 
es simulations sont présentés dans la partie suivante.Avant de 
lore 
ette partie, nous allons aborder un point important 
on
er-nant la population de réseaux générés. Nous avons vu dans la partie pré
édente(tableau 2.2) que, pour n ≥ 4, la proportion de fon
tions booléennes à seuil dontle nombre d'arguments exa
t est inférieur stri
tement à n parmi les fon
tionsbooléennes à seuil à n arguments était très faible. Ainsi, lorsque l'on représenteles fon
tions booléennes à seuil à n arguments par des ve
teurs d'intera
tion, trèspeu de ve
teurs ont des poids d'intera
tion nuls. En 
onstruisant les réseaux àpartir de 
es ve
teurs d'intera
tion, on a don
 très peu de poids nuls dans les61



matri
es d'intera
tion. Autrement dit, la 
onne
tivité moyenne des graphes d'in-tera
tion de RABS à n éléments est très élevée, 
omme le montre le tableau 2.6.Nous avions annon
é dans la partie 1.2.2, que les graphes d'intera
tion de réseauxde régulation génétique 
onnus avaient une 
onne
tivité 
omprise entre 3
2 et 3.Les RABS à n éléments ont des graphes dont la 
onne
tivité est de l'ordre de n.Ce sont quasiment des réseaux à graphe d'intera
tion 
omplet. Nous verrons dansle 
hapitre suivant que la 
onne
tivité des graphes d'intera
tion et la robustessedes RABS sont liées. Nous n'abordons pas plus en détail l'indi
e moyen d'inhibi-tion des graphes d'intera
tion, 
ar nous avons vu dans la partie pré
édente quele nombre de fon
tions à seuil à exa
tement n arguments ave
 k ≤ n a
tivationsest égal au nombre de fon
tions à seuil à exa
tement n arguments ave
 k ≤ ninhibitions. Ainsi, on peut 
onsidérer que l'indi
e moyen d'inhibition des graphesd'intera
tion de RABS à n éléments est égal à 1

2 quelle que soit la valeur de n,
e qui 
orrespond aux indi
es moyens d'inhibition observés pour les réseaux derégulation génétique.Tab. 2.6 � Conne
tivité moyenne des graphes d'intera
tion de réseaux d'auto-mate booléen à seuil à n éléments, notée CMn.
n 1 2 3 4 5 6 7
CMn 0, 5 1, 43 2, 60 3, 78 4, 90 5, 97 7, 00Dans 
ette partie, nous avons exposé 
omment on obtient tous les réseauxbooléens à seuil à n éléments à partir des 
lasses d'équivalen
e des fon
tionsbooléennes à seuil à n arguments. Nous avons donné le nombre de 
es réseaux pour

1 ≤ n ≤ 7. D'après 
es nombres, nous avons vu qu'il était impossible de simulerla dynamique de tous les RABS à plus de 3 éléments. Dans la partie suivante,nous allons donner l'algorithme qui nous permet de simuler la dynamique de tousles RABS à 3 éléments ou moins, et d'un é
hantillon de la population totale desRABS à n éléments pour 4 ≤ n ≤ 7.2.4 Algorithme pour la simulation des réseauxDans 
ette partie, nous allons présenter l'algorithme qui nous permet de simu-ler le 
omportement dynamique des réseaux d'automates booléens à seuil. C'està partir de 
et algorithme que sont réalisées les simulations 
orrespondant auxrésultats du 
hapitre 3. Nous avons vu dans la partie pré
édente que, selon lenombre d'éléments des RABS dont on veut simuler la dynamique, nous pouvonsfaire des simulations sur la population entière des RABS, ou sur un é
hantillonde 
elle-
i uniquement. Dans la suite, nous parlerons d'une part de simulation ex-haustive de la dynamique des petits réseaux (réseaux ayant au plus 3 éléments),d'autre part, de simulation de la dynamique d'un é
hantillon de grands réseaux(réseaux ayant au moins 4 éléments). On voit que le terme "grands" est i
i tout62



relatif. Que 
e soit pour les petits réseaux ou pour les grands réseaux, notre algo-rithme de simulation se dé
ompose en deux étapes distin
tes. La première phase
onsiste à générer les réseaux. Il en existe don
 deux variantes di�érentes, selonla taille des réseaux que l'on veut simuler. La deuxième phase est la phase dela simulation du 
omportement dynamique des réseaux générés. Cette phase estla même quelle que soit la taille des réseaux 
on
ernés. Nous avons vu dans lapartie 1.3.2, que l'on peut dé�nir 4 
lasses de 
omportement dynamique pourles réseaux d'automates. A partir des simulations, nous pourrons don
 estimer laproportion de réseaux 
orrespondant à 
haque 
lasse de 
omportement au seinde la population totale des RABS. Nous expliquons dans 
ette partie 
ommentsont estimées 
es proportions. Avant 
ela, nous présentons tout d'abord la phasede simulation de la dynamique d'un réseau, puis, nous abordons l'algorithme degénération des réseaux.Simulation de la dynamiqueLe but de nos simulations est de dé
rire le 
omportement dynamique desRABS. Comme nous l'avons présenté dans la partie 1.3.2, nous nous intéressonsaux 
onséquen
es d'un 
hangement dans le mode d'itération blo
s-séquentiel ave
lequel le réseau est itéré, sur les attra
teurs de 
e réseau. A�n d'étudier les attra
-teurs d'un réseau, il nous faut don
 simuler l'ensemble des traje
toires 
orrespon-dant à toutes les 
on�gurations initiales possibles du réseau. Une 
on�gurationd'un RABS à n éléments est un n-uplet de valeurs booléennes. Il y a don
 2n 
on�-gurations possibles pour un RABS à n éléments. Si l'on 
onnaît, pour 
ha
unedes 
on�gurations du réseau, la 
on�guration suivante, obtenue en appliquantla fon
tion de transition globale du réseau, alors on sait dé
rire toutes les tra-je
toires. Ce
i est la 
onséquen
e du déterminisme de la fon
tion de transitionglobale des RABS. Ainsi, à partir de 
haque 
on�guration du réseau à l'instant t,on obtient une unique 
on�guration image par la fon
tion de transition globale,qui est la 
on�guration du réseau à l'instant t + 1. Pour un mode d'itérationblo
s-séquentiel donné, on 
onnaît don
 l'ensemble des attra
teurs atteints par leréseau étudié, en 
al
ulant les 2n transitions entre 
on�gurations de 
e réseau. Lapro
édure 1 présente l'algorithme utilisé, é
rit en pseudo-
ode de programmation.A l'issue de 
ette pro
édure, on a l'ensemble des points �xes et des 
y
leslimites que le réseau atteint, pour tous les modes d'itération blo
s-séquentiels.On a don
 une des
ription totale du 
omportement dynamique du réseau. Onpeut en étudier la robustesse fa
e à un 
hangement de mode d'itération, parexemple.Génération des réseauxNous avons déjà expliqué que, selon le nombre d'éléments que 
ontiennent lesréseaux étudiés, on pouvait simuler le 
omportement dynamique pour la popu-lation entière ou bien se restreindre à l'étude d'un é
hantillon de 
ette population.63



Pro
édure 1 Etape de simulation de la dynamique.1: for (m ∈ {modes d'itération}) do2: PF(m)← ∅ // points �xes pour le mode m3: CL(m)← ∅ // 
y
les limites pour le mode m4: A_traiter← {toutes 
on�gurations} // 
on�gurations à traiter5: Traitées← ∅ // 
on�gurations traitées6: for (i ∈ A_traiter) do7: Fin_traje
t ← FAUX8: vider(TC) // on vide la traje
toire 
ourante9: i_TC ← 110: TC(i_TC) ← i // traje
toire 
ourante11: i_TC++12: while (Fin_traje
t=FAUX) do13: A_traiter ← A_traiter \ i // on supprime i de A_traiter14: j ← 
on�g_suivante(i) // 
al
ul de la transition15: if (j = i) then16: PF(m)← PF(m) ∪ {i}17: Traitées ← Traitées ∪ TC18: Fin_traje
t ← VRAI19: else if (∃k/ TC(k) = j) then20: CL(m)← CL(m) ∪ TC(k ::taille(TC))21: Traitées ← Traitées ∪ TC22: Fin_traje
t ← VRAI23: else if (j ∈ Traitées) then24: Traitées ← Traitées ∪ TC25: Fin_traje
t ← VRAI26: else27: TC(i_TC) ← j28: i_TC++29: i← j30: end if31: end while32: end for33: end for
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Pour un nombre d'éléments n inférieur stri
tement à 4, nous 
onstruisons tousles RABS di�érents (non équivalents selon R̃). Pour 
ela, on utilise la pro
éduredé
rite dans la partie 2.3. On suppose que l'on a à disposition l'ensemble de tousles ve
teurs d'intera
tion représentatifs des 
lasses d'équivalen
e des fon
tion boo-léennes à seuil à n arguments. A partir de 
ha
un de 
es ve
teurs d'intera
tionreprésentatifs, on peut 
onstruire la partie génératri
e de la 
lasse d'équivalen
easso
iée au ve
teur, 
omme expliqué dans la dé�nition 2.12. On peut don
 gé-nérer toutes les séle
tions de n parties génératri
es. On note EPG une séle
tionde n parties génératri
es et ni, i ∈ {1, · · · , n} le nombre de ve
teurs d'intera
-tion de l'élément i de EPG. Comme nous l'avons expliqué dans la partie 2.3,on peut 
onstruire ∏n
i=1 ni RABS à n élément à partir de EPG. Si les partiesgénératri
es de EPG sont 2 à 2 distin
tes, alors, les ∏n

i=1 ni réseaux sont tous dif-férents, d'après la proposition 2.6. Si parmi les n parties génératri
es de EPG, aumoins 2 sont égales, alors, on supprime tous les doublons de réseaux équivalents
((W,θ), (W′,θ′)), en testant, pour 
haque permutation σ ∈ Sn, si W

′ = σ.Wet θ
′ = θ. En 
onstruisant ainsi tous les réseaux di�érents à partir de toutes lesséle
tions de n parties génératri
es, on 
onstruit la population totale de RABS à

n éléments.Pour un nombre d'éléments n supérieur ou égal à 4, nous 
onstruisons uné
hantillon de la population totale de RABS à n éléments. Evidemment, noussouhaitons que 
et é
hantillon soit représentatif de la population totale, et don
,que tous les RABS à n éléments aient la même probabilité d'être séle
tionnés defaçon indépendante lors de la 
onstru
tion de l'é
hantillon. On note Nsample lataille de l'é
hantillon et Nn le nombre de RABS di�érents à n éléments (Nn =
#RSn/R̃ pour 4 ≤ n ≤ 5 et Nn = Majon pour 6 ≤ n ≤ 7). A 
haque séle
tiond'un élément de l'é
hantillon, on note pr la probabilité pour que le réseau r soitséle
tionné. Quel que soit r, on veut pr = p = 1

Nn
. Les éléments de l'é
hantillonsont séle
tionnés de façon indépendante.Les réseaux sont toujours obtenus à partir des séle
tions de n parties gé-nératri
es de 
lasses d'équivalen
e de fon
tion booléennes à seuil. Cha
un desRABS à n éléments ne peut être 
onstruit qu'à partir d'une unique séle
tion de

n parties génératri
es. On note EPG une séle
tion de n parties génératri
es et ni,
i ∈ {1, · · · , n} le nombre de ve
teurs d'intera
tion de l'élément i de EPG. Commenous l'avons expliqué dans la partie 2.3, on peut 
onstruire ∏n

i=1 ni RABS à néléments à partir de EPG. Ces réseaux ne sont pas for
ément tous non équivalents2 à 2, or on ne s'intéresse qu'aux réseaux non équivalents entre eux. On fait i
il'hypothèse simpli�
atri
e suivante : en tirant de façon uniforme des réseaux dansl'ensemble de tous les réseaux 
onstruits à partir de EPG, la répartition des ré-seaux non équivalents entre eux obtenus est uniforme. Cette hypothèse est validedans le 
as où tous les éléments de EPG sont distin
ts, et pour n ≥ 6, puisquenous travaillons alors ave
 la population majorante. Si NEPG
est le nombre de
lasses d'équivalen
e de RSn/R̃ obtenues à partir de EPG, 
haque réseau de lapopulation des RABS non équivalents entre eux, obtenu à partir de EPG, a une65



probabilité égale à 1
NEPG

d'être tiré au hasard parmi tous les réseaux 
onstruitsà partir de EPG.Pour 
ha
un des Nsample éléments de l'é
hantillon, nous tirons au hasard 1séle
tion de n parties génératri
es. A partir de 
ette séle
tion, nous tirons auhasard un réseau de la population des réseaux non équivalents entre eux, 
ommeexpliqué dans le paragraphe pré
édent. Ainsi, pour tout RABS à n éléments,noté r, si l'on note Er
PG la séle
tion de n parties génératri
es à partir de laquelle

r est 
onstruit, et A, l'événement "le réseau r est séle
tionné", B, l'événement"le réseau r est tiré au hasard parmi les réseaux 
onstruits à partir de Er
PG", eten�n, C, l'événement "la séle
tion Er

PG est séle
tionnée", alors, on a : p = P (A) =
P (B|C)P (C). Nous avons vu dans le paragraphe pré
édent que l'on suppose que
P (B|C) = 1

NEr
PG

, ave
 NEr
PG

, le nombre de 
lasses d'équivalen
e de RSn/R̃obtenues à partir de Er
PG. A�n d'avoir p = 1

Nn
, il faut don
 P (C) =

NEr
PG

Nn
. Letirage au hasard des séle
tions de n parties génératri
es doit don
 se faire detelle sorte que 
haque séle
tion est tirée ave
 une probabilité proportionnelle aunombre de réseaux non équivalents entre eux que l'on peut 
onstruire à partirde 
ette séle
tion. Comme nous l'avons vu dans la partie 2.3, 
es nombres deréseaux sont donnés par la formule de Burnside.Si l'on imagine que l'ensemble des RABS à n éléments, RSn/R̃, est représentépar un 
arré dont l'aire est égale à Nn, on peut paver 
e 
arré à l'aide de formesgéométriques planes élémentaires, d'aire 1. Cha
une de 
es formes élémentairesreprésente un réseau de la population. On peut 
olorier 
es formes de façonà 
e que l'ensemble des formes de la même 
ouleur représente l'ensemble desréseaux (non équivalents) générés à partir d'une même séle
tion de n partiesgénératri
es d'éléments de FSn/R (on suppose que l'on a une in�nité de 
ouleursà disposition). Construire un é
hantillon de Nsample RABS à n éléments, revientà prendre de façon uniforme sur la surfa
e, Nsample points dans le 
arré. Lesformes élémentaires dans lesquelles "tombent" les points sont séle
tionnées. Pour
haque point pris dans le 
arré, deux formes élémentaires ont la même probabilitéd'être séle
tionnées, 1

Nn
. Pour 
haque 
ouleur c, la probabilité qu'une des formesélémentaires de 
ouleur c soit ainsi séle
tionnée, est égale au nombre de formesélémentaires de la 
ouleur c sur le nombre total de formes élémentaires, Nn.Nous avons don
 une pro
édure de 
onstru
tion d'é
hantillons de NsampleRABS à n éléments, qui assure que nos é
hantillons sont représentatifs de lapopulation de RABS non équivalents entre eux. A partir de 
es é
hantillonsde RABS, on peut réaliser des simulations sur le 
omportement dynamique desRABS.Estimation de proportionsDans le 
hapitre 3, sont exposés les résultats des simulations menées sur lesRABS à n éléments, grâ
e aux pro
édures présentées dans les paragraphes pré
é-dents. Nous étudions notamment la proportion de réseaux dont le 
omportementdynamique 
orrespond à 
ha
une des 
lasses de 
omportement dé�nies dans la66



partie 1.3.2. Pour les petits réseaux, nous pouvons simuler la population totale deréseaux, ainsi la proportion observée à partir des simulations pour 
haque 
lassede 
omportement 
orrespond e�e
tivement à la proportion dans la populationtotale. Dans le 
as des grands réseaux, les simulations se font sur des é
hantillonsde la population totale.Nous observons don
 la proportion de 
haque 
lasse de 
omportement dansl'é
hantillon. A�n d'estimer la proportion dans la population totale à partir de
ette proportion observée, nous utilisons l'estimateur 
lassique : l'estimation de laproportion dans la population totale est la proportion observée pour l'é
hantillon.A 
ette estimation pon
tuelle, on peut asso
ier une estimation sous la forme d'unintervalle qui représente la 
on�an
e que l'on peut a

order à l'estimation. Cette
on�an
e dépend notamment de la taille de l'é
hantillon. L'intervalle s'appelleintervalle de 
on�an
e et est 
entré en l'estimation de la proportion. On peutthéoriquement donner un intervalle de 
on�an
e pour n'importe quel niveau designi�
ation 1−α, 
'est-à-dire un intervalle pour lequel on 
onsidère qu'il y a uneprobabilité égale à α que la proportion dans la population ne soit pas 
omprisedans l'intervalle de 
on�an
e. En général, on donne des intervalles de 
on�an
epour un niveau de signi�
ation égal à 95%. Ainsi, la probabilité pour que laproportion dans la population ne soit pas 
omprise dans l'intervalle donné n'estque de 5%. Si l'on note p la proportion observée pour un é
hantillon de taille
Nsample, alors l'intervalle de 
on�an
e de niveau de signi�
ation 95% pour laproportion dans la population est donné par :

[

p−
√

p(1− p)

Nsample

u5% ; p +

√

p(1− p)

Nsample

u5%

]ave
 u5% = 1.960. Nous présenterons les intervalles de 
on�an
e (de niveau 95%)sous la forme p± δp plut�t que [p− δp; p + δp].Remarquons en�n que pour être tout à fait exa
t, dans le 
as n ≥ 6, il faudraitappliquer un 
oe�
ient 
orre
teur aux bornes des intervalles de 
on�an
e. Ene�et, si l'on tient 
ompte du fait que l'é
hantillon de réseaux simulés est 
onstruità partir de la population majorante, il faut 
orriger l'estimation pour que leniveau de signi�
ation soit exa
t pour la population qui 
ontient une seule foistous les RABS non équivalents à n éléments. Etant donnée l'in�me di�éren
eentre les populations minorante et majorante (et don
 la di�éren
e en
ore plusfaible entre les populations majorante et exa
te) pour n ≥ 6, nous n'appliquonspas 
e 
oe�
ient 
orre
teur.Dans 
e 
hapitre, nous avons abordé un point qui nous semble important dansla modélisation des réseaux de régulation génétique par des réseaux d'automatesbooléens à seuil : la représentation des fon
tions booléennes à seuil par des ve
-teurs d'intera
tion que l'on a appelés ve
teurs minimaux. Cette représentationnous assure que 
haque poids non nul de la matri
e d'intera
tion d'un RABSmodélise e�e
tivement soit une inhibition, soit une a
tivation dans le réseau de67



régulation. A partir des fon
tions booléennes à seuil ainsi dé�nies, nous avonsmontré 
omment on peut générer l'ensemble de tous les RABS di�érents pourun nombre d'éléments donné. En�n, nous avons dé
rit les pro
édures qui nouspermettent de faire des simulations 
on
ernant la dynamique des RABS. Dans le
hapitre suivant, nous allons présenter les résultats issus de 
es simulations.
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Chapitre 3Résultats expérimentauxNotre travail vise à mettre en exergue la robustesse des réseaux de régulationfa
e à un 
hangement de mode d'itération. Nous modélisons les réseaux de régula-tion par des réseaux d'automates booléens à seuil. Nous avons vu, dans le 
hapitrepré
édent, que le nombre de réseaux d'automates booléens à seuil à n éléments,pour n ≥ 4, est bien trop important pour espérer faire une étude exhaustive dela dynamique de 
es réseaux sur l'ensemble de la population. Dans 
e 
hapitre,nous allons don
 présenter des résultats de simulations e�e
tuées sur la popula-tion totale de RABS de taille inférieure à 4, et sur des é
hantillons de populationdes RABS à n éléments, pour 4 ≤ n ≤ 7. Ces simulations 
on
ernent le 
ara
tèredynamique des réseaux. Tout 
omme lors de la 
onstru
tion des ve
teurs d'inter-a
tion représentatifs des 
lasses d'équivalen
e des fon
tions booléennes à seuil,les simulations ont été en grande partie e�e
tuées sur le 
al
ulateur Healthphy(CIMENT-Grenoble). L'algorithme présenté dans la partie 2.4, a été implémentésous la forme d'un programme parallèle, exé
uté sur 16 à 20 pro
esseurs simul-tanément.Dans une première partie, nous donnerons des statistiques générales obtenues
on
ernant le 
omportement dynamique des RABS à 1 ≤ n ≤ 7 éléments. Cesstatistiques montrent notamment qu'en moyenne, la robustesse des réseaux fa
eà un 
hangement de mode d'itération blo
s-séquentiel diminue, lorsque la tailledes réseaux augmente. Pour 
ette raison, nous étudions de façon plus approfon-die la 
lasse de 
omportement dynamique Ev dé
rite dans la partie 1.3.2. Cette
lasse est 
elle des réseaux dont le 
omportement dynamique 
hange le plus ave
les modes d'itération. Nous traitons ensuite un exemple de modèle de réseau derégulation génétique, 
elui de la morphogénèse �orale 
hez Arabidopsis thaliana.Nous montrons que l'on peut dé
rire de façon exhaustive le 
omportement dy-namique de 
e réseau de 12 éléments, en se ramenant à l'étude de 2 réseaux detaille 3. En�n, nous proposons une première appro
he d'étude de l'in�uen
e des
µARNs sur la robustesse des réseaux de régulation génétique.
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3.1 Statistiques généralesDans 
ette partie, nous allons donner des statistiques générales obtenues parsimulation de la dynamique des RABS à n éléments, ave
 1 ≤ n ≤ 7. Nousétudions tout d'abord la répartition des RABS dans les 4 
lasses de 
omportementdé�nies dans la partie 1.3.2, en fon
tion de la taille des réseaux. Cette répartitionnous permet de donner des 
on
lusions sur l'évolution de la robustesse des réseauxaux modes d'itération, lorsque le nombre d'éléments qu'ils 
omportent augmente.Nous étudions ensuite le nombre moyen d'attra
teurs, ainsi que la taille moyennedes 
y
les limites observés pour les RABS.3.1.1 Classes de 
omportement dynamiqueNous avons dé
rit, dans la partie 1.3.2, 4 
lasses de 
omportement dyna-mique pour les réseaux d'automates. Chaque réseau d'automates appartient àl'une de 
es 
lasses. Elles sont dé�nies en fon
tion des attra
teurs des réseauxet des modes d'itération ave
 lesquels les réseaux sont itérés. Nous pouvons or-donner 
es 4 
omportements dynamiques types, dans le 
adre de la robustessedes réseaux fa
e à un 
hangement de mode d'itération. En e�et, nous avons déjàexpliqué que toute fon
tion assurée par un réseau de régulation était dé
ritepar un attra
teur du réseau d'automates qui le modélise. Si les attra
teurs duRABS modèle sont modi�és ave
 un 
hangement de mode d'itération, alors, 
elasigni�e qu'un 
hangement de syn
hronisme dans l'expression génétique entraîneune modi�
ation de la fon
tion du réseau. De 
e point de vue, les réseaux de la
lasse de 
omportement Fi, qui admettent uniquement des points �xes quel quesoit le mode d'itération ave
 lequel ils sont itérés, sont don
 les réseaux les plusrobustes. Nous rappelons en e�et que les points �xes d'un réseau d'automatesne dépendent pas du mode d'itération. A l'opposé, les réseaux de la 
lasse Evsont 
onsidérés 
omme étant les plus sensibles aux modes d'itération. Pour 
esréseaux, on voit apparaître et disparaître des 
y
les limites en fon
tion du moded'itération 
hoisi.Il nous semble don
 tout à fait pertinent d'étudier la répartition des RABSdans 
ha
une des 4 
lasses de 
omportement dynamique. S'il s'avère qu'unegrande majorité des RABS se trouve dans la 
lasse Fi, alors la grande majo-rité des RABS est robuste à une perturbation de la façon d'itérer. En revan
he,si les 
lasses de 
omportement les moins robustes, 
omme Ev, se trouvent êtreles plus représentées, alors l'étude de la robustesse des réseaux à un 
hangementde mode d'itération prend tout son sens.A�n d'étudier 
ette répartition des RABS dans les 
lasses de 
omportementdynamique, nous avons simulé de façon exhaustive l'ensemble de tous les réseauxayant 3 éléments ou moins. Le nombre de réseaux 
orrespondant à 
haque typede 
omportement est donné dans le tableau 3.1.Pour les réseaux de taille supérieure ou égale à 4, nous avons simulé la dyna-mique d'un é
hantillon de la population totale. Cet é
hantillon est obtenu par laméthode dé
rite dans la partie 2.4. Nous avons simulé la dynamique 
omplète de70



Tab. 3.1 � Nombre de RABS à n éléments pour 
ha
une des 4 
lasses de 
om-portement dynamique, pour 1 ≤ n ≤ 3.
n Cy Fi Mi Ev Total1 1 3 0 0 42 34 54 8 9 1053 71 940 59 245 22 836 34 947 188 968

108 RABS de taille 4, 107 RABS de taille 5 et de taille 6, et en�n, 1, 5×106 RABSde taille 7. Ces nombres peuvent paraître dérisoires fa
e au nombre total de ré-seaux pour 
ha
une des tailles. Cependant, nous avons observé que si l'on simule,par exemple, 2 é
hantillons indépendants de 108 RABS de taille 4 pour estimerla proportion de réseaux 
orrespondant à la 
lasse Cy, alors les 2 intervalles de
on�an
e obtenus sont quasiment identiques, la di�éren
e étant inférieure à lapré
ision des estimations données dans 
e do
ument. On admettra don
 que 
esé
hantillons sont représentatifs de la population totale. Remarquons en�n que lenombre de réseaux simulés diminue ave
 la taille de 
eux-
i alors qu'à l'inverse,les populations sont de plus en plus grandes. Nous rappelons que le nombre de
on�gurations et don
 de transitions à 
al
uler, tout 
omme le nombre de modesd'itération 
roît de façon exponentielle ave
 la taille des réseaux. Les simulationssont de plus en plus 
oûteuses en temps d'exé
ution, à mesure que la taille desréseaux simulés augmente. A titre d'exemple, nous observons que la simulation
omplète d'un réseau de taille 7 est environ 30 fois plus longue que la simulationd'un réseau de taille 6, dans les mêmes 
onditions de simulation (même ma
hine).Tab. 3.2 � Proportion de 
ha
une des 4 
lasses de 
omportement dynamiquedans la population de RABS à n éléments, pour 1 ≤ n ≤ 7.
n Cy (en %) Fi (en %) Mi (en %) Ev (en %)1 25, 00 75, 00 0, 00 0, 002 32, 38 51, 43 7, 62 8, 573 38, 07 31, 35 12, 08 18, 494 41, 52 ± 0, 01 15, 79 ± 0, 01 13, 80 ± 0, 01 28, 88 ± 0, 015 43, 94 ± 0, 03 5, 94 ± 0, 01 14, 17 ± 0, 02 35, 95 ± 0, 036 45, 75 ± 0, 03 1, 52 ± 0, 01 13, 66 ± 0, 02 39, 07 ± 0, 037 47, 14 ± 0, 08 0, 25 ± 0, 08 12, 66 ± 0, 05 39, 95 ± 0, 08Le tableau 3.2 donne la proportion de 
ha
une des 4 
lasses de 
omportementdynamique dans la population de RABS à n éléments, pour 1 ≤ n ≤ 7. Cetteproportion est exa
te pour n ≤ 3 et estimée pour 4 ≤ n ≤ 7. La �gure 3.1 reprendles valeurs du tableau 3.2 et les présente graphiquement, a�n de mieux visualiserl'évolution de la proportion de 
haque 
lasse de 
omportement, en fon
tion de la71
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2Fig. 3.1 � Evolution de la proportion des 4 
lasses de 
omportement dynamiquedans la population de RABS à n éléments, en fon
tion de n.taille des réseaux. Les intervalles de 
on�an
e ne sont pas représentés, leur tailleles rendant invisibles à l'é
helle à laquelle la �gure est tra
ée.On 
onstate, à partir de 
e tableau et de 
ette �gure, que la robustesse desréseaux fa
e à une perturbation de leur mode d'itération diminue ave
 la taille.En e�et, la 
lasse que nous 
onsidérons 
omme étant la plus robuste, Fi est demoins en moins représentée. Pour des réseaux de taille 7, on peut même a�rmerque la probabilité pour qu'un RABS, tiré au hasard dans la population, n'admetteau
un 
y
le limite, quel que soit le mode d'itération ave
 lequel il est itéré, estquasi-nulle. A l'inverse, la proportion de la 
lasse Cy et, surtout, de la 
lasse Evaugmente ave
 la taille des réseaux. Pour les réseaux de taille 7, 
es 2 
lasses de
omportement représentent plus de 85% de la totalité des RABS. La 
lasse Ev
ontient pratiquement 40% des RABS à 7 éléments. Ainsi, pour les réseaux detaille 7, le 
omportement dynamique est très fortement lié aux modes d'itération,il y est très sensible. Remarquons que la proportion de la 
lasseMi reste de l'ordrede 10 à 15%, lorsque la taille des réseaux passe de 3 à 7 éléments.En�n, on voit que les 
ourbes tra
ées sur la �gure 3.1 indiquent une évolutionde la proportion de 
haque 
lasse dans un unique sens : soit 
ette proportionaugmente ave
 la taille des réseaux, soit elle dé
roît (pour la 
lasse Fi). Seule laproportion de la 
lasse Mi semble lentement dé
roître à partir de n = 5, aprèsavoir augmenté depuis n = 1. De plus, on remarque que 
es 
ourbes ont tendan
eà s'in�é
hir. On peut don
 faire l'hypothèse que la proportion de 
haque 
lassede 
omportement se stabilise à partir d'un 
ertain nombre d'éléments pour les72



RABS. D'après 
e que l'on observe pour les réseaux de taille inférieure ou égaleà 7, on peut supposer que, pour les RABS de taille supérieure, la proportion deréseaux n'admettant au
un 
y
le limite, quel que soit le mode d'itération, est sifaible que l'on peut la 
onsidérer 
omme nulle. Nous reviendrons sur 
e pointdans le paragraphe suivant. Nous pouvons également émettre l'hypothèse que les
lasses Cy et Ev sont toujours très représentées pour les RABS de taille supérieureà 7, et que leur pour
entage semble 
onverger vers une valeur asymptotique (en
n, taille des RABS), en parti
ulier la 
lasse Ev, dont l'évolution semble êtresigmoïdale. La 
lasse Mi nous pose en revan
he un problème. Nous ne pouvonsémettre au
une hypothèse 
on
ernant l'évolution de la proportion de 
ette 
lasse :
ontinue-t-elle à dé
roître jusqu'à atteindre une proportion quasi-nulle 
ommepour la 
lasse Fi, ou bien se stabilise-t-elle autour de 10%, par exemple ?

Sous-réseau 2, de taille n2

i2
i1

Réseau de taille n = n1 + n2

Sous-réseau 1, de taille n1Fig. 3.2 � Dé
omposition d'un réseau de taille n en 2 sous-réseaux de taillesrespe
tives n1 et n2, 
ha
un 
onstituant une 
omposante fortement 
onnexe, lapremière 
omposante étant un élément sour
e pour la se
onde.Nous avons a�rmé que la proportion de RABS appartenant à la 
lasse de
omportement Fi pouvait être 
onsidérée 
omme nulle pour des tailles de réseauxsupérieures à 7. Cette proportion n'est pas nulle à stri
tement parler puisque,parmi la population de RABS à n éléments, on peut trouver des RABS dontle graphe d'intera
tion est par exemple tel que sur la �gure 3.2. Ce graphe estdivisé en 2 
omposantes fortement 
onnexes, représentant 
ha
une un RABS detaille inférieure stri
tement à n. Ces 2 sous-réseaux peuvent être des réseaux de la
lasse Fi et être tels que pour 
ha
un des points �xes atteints par le sous-réseau73



1, l'état de l'élément i1 du sous-réseau 1, en interfa
e ave
 le sous-réseau 2, est 0.Dans 
e 
as, au niveau des attra
teurs, l'élément i1 n'a au
un e�et sur l'élément
i2 du sous-réseau 2. Ainsi, les attra
teurs du sous-réseau 1 n'ont au
une in�uen
esur les attra
teurs du sous-réseau 2. Dans un tel 
as, le réseau total est alors dela 
lasse Fi. Le nombre de 
as semblables à 
elui-
i est 
ependant extrêmementrare, puisque nous avons vu, dans la partie 2.3, que la très grande majorité desRABS de grande taille avaient des graphes d'intera
tion 
omplets.Nous observons une baisse de la robustesse moyenne des RABS ave
 une aug-mentation de leur taille. Nous nous intéressons aux RABS dans le 
adre de lamodélisation de réseaux de régulation biologique. Pour 
es réseaux, une baissede la robustesse signi�e don
 une perte de fon
tionnalité. Nous avons vu pré-
édemment que la 
onne
tivité moyenne des graphes d'intera
tion des RABSaugmentait ave
 la taille de 
eux-
i. Ainsi, en simulant des réseaux de taille deplus en plus importante, on simule dans le même temps des réseaux de 
onne
ti-vité de plus en plus importante. Or, pour les réseaux de régulation biologique, onobserve une 
onne
tivité moyenne faible, quelle que soit la taille du réseau. Onpeut don
 s'interroger légitimement sur l'importan
e relative de la 
onne
tivitédes RABS vis-à-vis de la perte de robustesse de 
es derniers.Pour réponde à 
es interrogations, nous avons travaillé sur des RABS de
onne
tivité relativement faible. Pour 
ela, on 
onstruit les RABS à n éléments,non plus à partir des fon
tions booléennes à seuil à n arguments, mais à partirdes fon
tions booléennes à seuil à k < n arguments. Ainsi, 
haque élément duréseau ne peut être régulé que par un nombre maximum k d'éléments du mêmeréseau. La 
onne
tivité des RABS ainsi 
onstruits est don
 au maximum de k.Nous avons réalisé 2 séries de simulations. La première série 
on
erne des RABSde taille n = 6 �xée, que l'on 
onstruit à partir des fon
tions booléennes à seuilà k arguments, ave
 3 ≤ k ≤ 5. La deuxième série de simulations 
on
erne desRABS de taille n, ave
 4 ≤ n ≤ 7, 
onstruits à partir des fon
tions booléennesà seuil à k = 3 arguments. Pour les 2 séries de simulations, on s'assure que lesréseaux des é
hantillons testés sont tous 
onnexes (le graphe non orienté, sous-ja
ent au graphe d'intera
tion du réseau est 
onnexe). En e�et, dans le 
adrede la modélisation de réseaux de régulation génétique, un réseau est toujours
onnexe, sinon, on 
onsidère qu'il s'agit de 2 réseaux. Ce problème de 
onnexiténe se pose pas, lorsque l'on 
onstruit les RABS de taille n à partir de fon
tionsbooléennes à seuil à n arguments. Nous avons vu, en e�et, que, dans 
e 
as, la
onne
tivité était de l'ordre de n et que l'on avait don
 des graphes d'intera
tionquasi-
omplets. En revan
he, en diminuant le nombre d'arguments des fon
tionsbooléennes à seuil, on diminue le nombre de voisins qui régulent 
ha
un des éle-ments du réseau. On peut alors se poser le problème de 
onnexité du réseau.A�n de réaliser les simulations sur les RABS à n éléments, 
onstruits à partirdes fon
tions booléennes à k arguments, k < n, il nous faut 
onnaître la stru
turede la population de 
es RABS. Cette stru
ture nous est né
essaire pour assurer74



que l'é
hantillon de réseaux sur lesquels les simulations seront e�e
tuées est bienreprésentatif de la population. Dans le 
as n ≤ 5, on peut utiliser la formulede Burnside pour déterminer la stru
ture exa
te de la population de RABS à néléments. Dans le 
as n ≥ 6, nous ne pouvons pas réaliser le 
al
ul de la stru
tureexa
te par la formule de Burnside. Ce 
al
ul s'avère être trop long. Nous avons vudans la partie 2.3 que l'on pouvait dé�nir aisément la stru
ture de 2 populationsde RABS à n éléments, appelées populations minorante et majorante. La popu-lation minorante nous donne un minorant du nombre de RABS à n éléments,que nous avions noté Minon. La population majorante fournit un majorant de
e nombre, que nous avions noté Majon. On note i
i mk
n (resp. Mk

n) le nombrede RABS 
ontenus dans la population minorante (resp. majorante), lorsque l'on
onstruit les RABS à n ≥ 6 éléments à partir de parties génératri
es des 
lassesd'équivalen
e des fon
tions booléennes à seuil à k ≤ n arguments (Minon = mn
net Majon = Mn

n ).Tab. 3.3 � Minorant (mk
6) et majorant (Mk

6 ) du nombre de RABS à 6 éléments
onstruits à partir de fon
tions booléennes à seuil à k arguments, pour 3 ≤ k ≤ 6.
k mk

6 Mk
63 1, 02 × 1016 3, 86 × 10164 2, 71 × 1023 3, 51 × 10235 3, 44 × 1031 3, 53 × 10316 1, 60 × 1040 1, 60 × 1040Le tableau 3.3 donne le nombre de RABS à n = 6 éléments, 
onstruits à partirde fon
tions booléennes à 3 ≤ k ≤ 6 arguments pour la population minorante(mk

6) et pour la population majorante (Mk
6 ). Alors que le nombre de RABS à 6éléments 
onstruits à partir des fon
tions booléennes à seuil à k = 6 argumentsest quasiment identique entre la population minorante et la population majorante(
e que nous avions remarqué dans la partie 2.3), 
e n'est pas le 
as pour les RABS
onstruits à partir de fon
tions à k < 6 arguments. On ne peut don
 plus supposerque 
es populations sont quasiment identiques. Ainsi, nous ne pouvons plus nous
ontenter de réaliser les simulations à partir de la population majorante. Pour

3 ≤ k ≤ 5, les simulations sont faites sur les réseaux de la population minorante etsur les réseaux de la population majorante. Si les résultats observés sont très peudi�érents entre 
es 2 populations, alors on peut supposer qu'ils sont égalementvalables pour la population exa
te de tous les RABS non équivalents (il faudraitque la population de RABS soit vraiment très parti
ulière pour que 
e ne soitpas le 
as). Pour 
ette série de simulations, quelle que soit la valeur de k, la taillede l'é
hantillon est 105. Le tableau 3.4 donne la proportion de 
haque 
lasse de
omportement dynamique dans la population des RABS à 6 éléments, 
onstruitsà partir de fon
tions booléennes à 3 ≤ k ≤ 5 arguments, pour la populationminorante (ligne m) et pour la population majorante (ligne M). Nous rappelons75



également la proportion de 
haque 
lasse pour k = 6 en dernière ligne du tableau.Tab. 3.4 � Proportion de 
ha
une des 4 
lasses de 
omportement dynamique dansla population des RABS à 6 éléments, 
onstruits à partir de fon
tions booléennesà 3 ≤ k ≤ 6 arguments (la ligne m 
orrespond à la population minorante, la ligne
M à la population majorante).

k Cy (en %) Fi (en %) Mi (en %) Ev (en %)3 m 44, 07 ± 0, 31 11, 75 ± 0, 20 13, 75 ± 0, 21 30, 43 ± 0, 29M 43, 58 ± 0, 31 11, 41 ± 0, 20 13, 92 ± 0, 21 31, 09 ± 0, 294 m 43, 20 ± 0, 31 9, 99 ± 0, 19 14, 13 ± 0, 22 32, 67 ± 0, 29M 42, 95 ± 0, 31 10, 05 ± 0, 19 13, 91 ± 0, 21 33, 09 ± 0, 295 m 44, 22 ± 0, 31 4, 58 ± 0, 13 14, 54 ± 0, 22 36, 67 ± 0, 30M 44, 29 ± 0, 31 4, 72 ± 0, 13 14, 18 ± 0, 22 36, 81 ± 0, 306 45, 75 ± 0, 03 1, 52 ± 0, 01 13, 66 ± 0, 02 39, 07 ± 0, 03On 
onstate que les résultats pour les populations majorantes et minorantessont très pro
hes, quel que soit le nombre d'arguments k des fon
tions boo-léennes à seuil utilisées. On 
onsidère don
 que 
es résultats sont valables pourla population exa
te de tous les RABS non équivalents. La �gure 3.3 présentegraphiquement l'évolution de la proportion de 
haque 
lasse de 
omportementdynamique, en fon
tion du nombre d'arguments k des fon
tions booléennes àseuil utilisées pour 
onstruire les RABS à 6 éléments. Pour 3 ≤ k ≤ 5, la valeurutilisée est 
elle 
orrespondant à la population majorante.D'après le tableau 3.4 et la �gure 3.3, pour un nombre n d'éléments donné(i
i n = 6), l'augmentation de la 
onne
tivité a pour e�et de faire diminuer larobustesse moyenne des réseaux. En e�et, on remarque que la proportion de la
lasse de 
omportement Fi baisse lorsque le nombre d'arguments k des fon
tionsbooléennes à seuil utilisées pour 
onstruire les réseaux augmente. A l'opposé, laproportion des 
lasses Cy, et surtout Ev augmente ave
 la 
onne
tivité. Toujoursen 
onsidérant que la 
lasse Fi est la 
lasse des réseaux les plus robustes, et Ev,
elle des réseaux les plus sensibles aux 
hangements de mode d'itération, on endéduit que la robustesse moyenne des RABS à 6 éléments, diminue lorsque la
onne
tivité augmente. I
i en
ore, la proportion de la 
lasse Mi semble 
ommen-
er à dé
roître pour k ≥ 5.En �xant la taille des réseaux et en faisant évoluer leur 
onne
tivité, on re-trouve les 
omportements observés pré
édemment : l'augmentation de la 
onne
-tivité a tendan
e à faire diminuer la robustesse des réseaux aux perturbationsdes modes d'itération.Dans une deuxième série de simulations, nous étudions le r�le de la 
onne
-tivité et de la taille des RABS sur leur robustesse, en �xant le nombre d'argu-ments des fon
tions booléennes à seuil. A partir des fon
tions booléennes à seuil76
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5Fig. 3.3 � Evolution de la proportion des 4 
lasses de 
omportement dynamiquedans la population de RABS à 6 éléments 
onstruits à partir de fon
tions à seuilà k arguments, en fon
tion de k.à k = 3 arguments, nous 
onstruisons des RABS à n éléments, n variant de 4 à7. Ces fon
tions à 3 arguments nous permettent de 
onstruire des réseaux dontla 
onne
tivité est de l'ordre de 3 : pour les RABS de taille 3, la 
onne
tivitémoyenne est de 2, 60, 
omme indiqué dans le tableau 2.6 ; pour les RABS detaille 7, 
onstruits à partir des fon
tions booléennes à seuil à 3 arguments, la
onne
tivité moyenne est de 3, 00. Ces valeurs sont pro
hes de 
elles observéespour les réseaux de régulation génétique, qui sont 
omprises entre 3
2 et 3 [45, 48℄.Comme pour la série de simulations pré
édentes, nous devons 
onnaître la stru
-ture de la population des RABS pour en 
onstruire un é
hantillon représentatif.I
i en
ore, pour 4 ≤ n ≤ 5, on peut déterminer 
ette stru
ture de populationà partir de la formule de Burnside, et pour 6 ≤ n ≤ 7, nous utilisons les popu-lations minorante et majorante. Le tableau 3.5 présente le nombre de RABS à

n éléments, 
onstruits à partir des fon
tions booléennes à seuil à 3 arguments :pour 3 ≤ n ≤ 5, le nombre exa
t, noté N3
n, est donné, et pour 6 ≤ n ≤ 7, unminorant, m3

n, et un majorant, M3
n, de 
e nombre sont donnés.On remarque que, pour 6 ≤ n ≤ 7, le nombre de RABS à n éléments,
onstruits à partir des fon
tions booléennes à 3 arguments, est très di�érententre les populations minorante et majorante. Comme pour la pré
édente sériede simulations, nous devons don
 réaliser un é
hantillon à partir de la popula-tion minorante, et un é
hantillon à partir de la population majorante, pour lesRABS de taille supérieure ou égale à 6. Si les résultats obtenus à partir de 
es 277



Tab. 3.5 � N3
n, nombre de RABS à n éléments 
onstruits à partir de fon
tionsbooléennes à seuil à k = 3 arguments, pour 3 ≤ n ≤ 5 ; pour 6 ≤ n ≤ 7, on donneun minorant (m3

n) et un majorant (M3
n) de 
e nombre.

n m3
n N3

n M3
n3 - 188 968 -4 - 5, 97 × 108 -5 - 2, 94 × 1012 -6 1, 02 × 1016 - 3, 86 × 10167 7, 28 × 1019 - 4, 71 × 1020é
hantillons sont pro
hes, alors on 
onsidère qu'ils sont valables également pourla population exa
te. Les simulations sont e�e
tuées sur des é
hantillons de 105RABS. Le tableau 3.6 donne la proportion de 
haque 
lasse de 
omportementdynamique dans la population de RABS à n éléments, 
onstruits à partir desfon
tion booléennes à seuil à 3 arguments, pour 3 ≤ n ≤ 5. Pour les 
as n = 6et n = 7, les proportions sont données pour la population minorante (ligne m)et pour la population majorante (ligne M). La première ligne du tableau, qui
orrespond à n = 3, donne les proportions exa
tes.Tab. 3.6 � Proportion de 
ha
une des 4 
lasses de 
omportement dynamique dansla population des RABS à 3 ≤ n ≤ 7 éléments, 
onstruits à partir de fon
tionsbooléennes à k = 3 arguments (la ligne m 
orrespond à la population minorante,la ligne M à la population majorante).

n Cy (en %) Fi (en %) Mi (en %) Ev (en %)3 38, 07 31, 35 12, 08 18, 494 40, 66 ± 0, 10 21, 64 ± 0, 08 12, 94 ± 0, 07 24, 76 ± 0, 085 42, 36 ± 0, 10 15, 60 ± 0, 07 13, 48 ± 0, 07 28, 56 ± 0, 096 m 44, 07 ± 0, 31 11, 75 ± 0, 20 13, 75 ± 0, 21 30, 43 ± 0, 29M 43, 58 ± 0, 31 11, 41 ± 0, 20 13, 92 ± 0, 21 31, 09 ± 0, 297 m 42, 47 ± 0, 31 17, 66 ± 0, 24 12, 09 ± 0, 20 27, 78 ± 0, 28M 41, 95 ± 0, 31 17, 70 ± 0, 24 12, 32 ± 0, 21 28, 03 ± 0, 28Comme pour la série de simulations pré
édente, on 
onstate que, pour 6 ≤
n ≤ 7, les résultats obtenus pour les populations minorante et majorante sont trèspro
hes. On peut don
 
onsidérer que 
es résultats sont également valables pourla population exa
te de tous les RABS non équivalents. La �gure 3.4 présentegraphiquement l'évolution de la proportion de 
haque 
lasse de 
omportementdynamique, en fon
tion de la taille n des RABS 
onstruits à partir des fon
tionsbooléennes à seuil à 3 arguments. Pour 6 ≤ n ≤ 7, la valeur utilisée pour legraphique 
orrespond à 
elle de la population majorante.78
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Fig. 3.4 � Evolution de la proportion des 4 
lasses de 
omportement dynamiquedans la population de RABS à n éléments 
onstruits à partir de fon
tions boo-léennes à seuil à k = 3 arguments, en fon
tion de n.D'après le tableau 3.6 et la �gure 3.4, on 
onstate que, pour une 
onne
tivitédonnée (les réseaux simulés sont à peu près tous de même 
onne
tivité, quelle quesoit leur taille), l'augmentation de la taille des RABS a tendan
e à faire diminuerla robustesse de 
eux-
i. On retrouve, 
omme dans les simulations pré
édentes,une dé
roissan
e de la proportion de la 
lasse Fi, asso
iée à une 
roissan
e dela proportion des 
lasses Cy et Ev. Cependant, 
e phénomène n'est observé quepour les réseaux de taille inférieure ou égale à 6. Entre les RABS de taille 6 et 7,on observe, au 
ontraire, que la proportion de la 
lasse Fi 
roît, alors que 
elle desautres 
lasses de 
omportement dé
roît (logiquement, la somme des proportionsétant toujours égale à 1). La proportion de la 
lasse Fi pour les RABS de taille 7est même supérieure à 
elle pour les RABS de taille 5. On remarque, par ailleurs,que les proportions des 
lasses de 
omportement dynamique Fi et Ev semblentêtre liées : pour les tailles inférieures à 6, la proportion de la 
lasse Ev sembled'autant plus 
roître ave
 le nombre d'éléments des RABS que la proportion dela 
lasse Fi dé
roît ; entre n = 6 et n = 7, la proportion de Fi 
roît fortement,et la 
lasse Ev est la 
lasse dont la proportion 
onnaît la plus forte baisse. Nouspouvions déjà observer 
e phénomène à propos des simulations pré
édentes. Les
lasses Fi et Ev sont 
elles dont les proportions évoluent le plus fortement ave
des 
hangement de taille de réseaux ou de 
onne
tivité. Lorsque la proportion del'une augmente, 
elle de l'autre diminue.Nous avons vu, dans le paragraphe pré
édent, qu'entre des RABS à 6 élé-79
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7Fig. 3.5 � Graphe d'intera
tion d'un RABS à 7 éléments, 
onstruit à partir defon
tions booléennes à seuil à 3 arguments, et appartenant à la 
lasse Fi.ments, de 
onne
tivité égale à 3 et des RABS à 7 éléments, de même 
onne
ti-vité, la proportion de la 
lasse Fi augmentait. En 
ela, nous pouvons dire que larobustesse moyenne (toujours aux 
hangement de modes d'itération) des RABSà 7 éléments est plus importante que 
elle des RABS à 6 éléments, lorsque la
onne
tivité est faible. Nous allons tenter de donner une expli
ation de 
e phéno-mène qui nous paraît plausible, à l'aide d'un exemple. Le RABS dont le graphed'intera
tion est présenté �gure 3.5 est un RABS à 7 éléments, 
onstruit à partirdes fon
tions booléennes à 3 arguments. Cha
un de ses éléments, représenté parun noeud du graphe est en e�et régulé par, au plus, 3 autres éléments. La ma-tri
e d'intera
tion W et le ve
teur seuil θ qui dé�nissent 
e réseau sont donnés
i-après :
W =





















1 −1 0 0 0 0 0
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1 −1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 −1
0 0 0 0 −1 1 −1
0 0 0 0 1 1 1




















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



















−1
0
0
0
−1
0
1



















C'est un réseau de la 
lasse Fi, puisque, quel que soit le mode d'itérationutilisé, il admet uniquement 2 points �xes qui sont 1010100 et 1011101. On peutremarquer, à partir du graphe ou de la matri
e d'intera
tion, que 
e RABS est
onstitué de 2 sous-réseaux, que nous appellerons modules. Le premier moduleregroupe les éléments 1, 2 et 3, alors que le se
ond module regroupe les éléments5, 6 et 7. Pris séparément, 
es 2 modules sont 2 RABS de taille 3. Les 2 appar-tiennent à la 
lasse Fi. Ainsi, le RABS à 7 éléments est 
onstitué de 2 modulesqui peuvent évoluer de façon indépendante, en fon
tion de la valeur de l'élémentqui les relie. Une telle 
on�guration ne peut être trouvée parmi les RABS detaille inférieure à 7. En e�et, si le nombre d'éléments était i
i de 6, 
'est-à-dire sil'élément 4 n'existait pas dans le réseau, alors, pour avoir un réseau 
onnexe, les2 modules seraient liés au moyen d'une intera
tion entre un noeud d'un module80



et un noeud de l'autre. Les 2 modules ne pourraient don
 plus évoluer indépen-damment, et selon le type d'intera
tion, on pourrait observer des 
y
les limites.Dans les réseaux de taille 7, on peut asso
ier de diverses manières des modules detaille 3, qui évoluent de façon indépendante selon leur propre dynamique. Parmiles réseaux de taille 3, un peu moins du tiers sont des réseaux de la 
lasse Fi.En 
onstruisant les réseaux de taille 7 à partir de 
es modules, on obtient sous
ertaines 
onditions des réseaux de la 
lasse Fi également.Nous pensons que 
'est 
ette possibilité de 
onstruire des RABS de taille 7à partir de modules indépendants de taille 3 (voire moins), induite par le faitde 
onserver une 
onne
tivité faible, qui permet d'expliquer que la proportionde la 
lasse Fi est plus élevée pour les RABS de taille 7 que pour les RABSde taille 6. Cet exemple illustre le fait que les réseaux de régulation génétiquesont 
onstitués de modules ou motifs qui sont reliés entre eux par des noeudsintermédiaires. Cette 
on�guration en modules permettrait aux réseaux de taillesu�samment grande de présenter une plus forte robustesse aux 
hangements demode d'itération.L'ensemble des simulations présentées montre que l'a

roissement de la tailledes RABS s'a

ompagne d'une baisse de la robustesse moyenne de 
es réseaux auxmodes d'itération. Cette diminution de la robustesse s'explique notamment parune 
onne
tivité des réseaux qui augmente linéairement ave
 leur taille. Si l'on�xe la 
onne
tivité à une valeur faible, à partir d'une 
ertaine taille, les réseauxsemblent présenter une plus forte robustesse. Nous avons vu que les réseauxpour lesquels on observe des 
y
les limites, étaient très représentés, et que leurproportion augmente ave
 la taille des réseaux. Nous allons présenter quelquesstatistiques 
on
ernant 
es 
y
les limites, et plus généralement, les attra
teursdes réseaux.3.1.2 Attra
teursUne première série de simulations 
on
erne le nombre moyen de points �xes,de 
y
les limites et d'attra
teurs par réseau et par mode d'itération. Le nombred'attra
teurs est égal à la somme du nombre de points �xes et du nombre de 
y
leslimites. Nous 
al
ulons 
e nombre moyen pour des RABS de taille 3 ≤ n ≤ 6,
onstruits à partir de fon
tion booléennes à seuil à k = n arguments. Pour 
haquetaille de RABS supérieure à 3, l'é
hantillon étudié 
omporte 105 réseaux. Pourles réseaux de taille 3, les nombres d'attra
teurs sont 
al
ulés sur la populationtotale. Le tableau 3.7 présente, pour 
haque taille de réseau, le nombre moyens depoints �xes (ligne "Pts Fixes"), de 
y
les limites (ligne "Cy
le") et d'attra
teurs(ligne "Attra
t") par réseau et par mode d'itération, en fon
tion de la 
lasse de
omportement dynamique, et pour l'ensemble des réseaux (
olonne "Total").On 
onstate tout d'abord que le nombre moyen d'attra
teurs des réseaux dela 
lasse Mi est toujours supérieur à 2. Ce
i vient de la dé�nition même de la
lasse Mi qui regroupe tous les réseaux pour lesquels on observe un 
y
le limiteet un point �xe pour tous les modes d'itération. On 
onstate également que le81



Tab. 3.7 � Nombre moyen de points �xes (Pts Fixes), de 
y
les limites (Cy
les)et d'attra
teurs (Attra
t.) par réseau et par mode d'itération, en fon
tion de la
lasse de 
omportement dynamique, pour les RABS à n éléments, ave
 3 ≤ n ≤ 6.
n Cy Fi Mi Ev Total
3

Pts Fixes 0 1,93 1,19 1,36 1,00Cy
les 1,15 0 1,07 0,33 0,63Attra
t. 1,15 1,93 2,26 1,69 1,634 Pts Fixes 0 2,30 1,35 1,56 1,00Cy
les 1,25 0 1,17 0,37 0,80Attra
t. 1,25 2,20 2,52 1,93 1,795 Pts Fixes 0 2,80 1,49 1,73 1,00Cy
les 1,36 0 1,30 0,45 0,94Attra
t. 1,36 2,80 2,79 2,18 1,946 Pts Fixes 0 3,49 1,63 1,86 1,00Cy
les 1,47 0 1,45 0,57 1,09Attra
t. 1,47 3,49 3,08 2,43 2,09nombre moyen de 
y
les limites des réseaux de la 
lasse Ev est inférieur à 1. Ce
is'explique par le fait que 
e nombre est le nombre moyen de 
y
les limites parréseau et par mode d'itération. Or les réseaux de la 
lasse Ev sont 
ara
tériséspar le fait de n'avoir des 
y
les limites que pour 
ertains modes d'itération.D'un point de vue plus général, on 
onstate que le nombre moyen de points�xes pour les réseaux ayant des points �xes est bien plus élevé que le nombremoyen de 
y
les limites pour les réseaux ayant des 
y
les limites. Le nombremoyen de points �xes pour les réseaux de la 
lasse Fi 
roît même plus rapidementque le nombre moyen de 
y
les limites pour les réseaux de la 
lasse Cy, ave
 lataille des réseaux. Mais si l'on regarde sur l'ensemble de la population, alors lenombre moyen de points �xes par réseau et par mode d'itération ne 
roît pas ave
la taille des réseaux, alors que le nombre moyen de 
y
les limites 
roît, jusqu'àdépasser le nombre moyen de points �xes pour les RABS de taille 6. Ce
i estdû au fait que la proportion de réseaux ayant des 
y
les limites (les réseaux des
lasses Cy, Mi et Ev) augmente ave
 la taille des réseaux, alors que 
elle desréseaux ayant des points �xes (les réseaux des 
lasses Fi, Mi et Ev) diminue :on passe de 68, 5% des réseaux de taille 3 ave
 au moins un 
y
le limite pour unmode d'itération, à 98, 5% des réseaux de taille 6 ; pour les points �xes, on passede 61, 9% à 52, 9%. Le phénomène est en
ore a

entué par le fait que la 
lassepour laquelle il y a le plus de points �xes en moyenne par réseau, est la 
lasseFi, dont la proportion tend vers 0 lorsque la taille des réseaux augmente. Ainsi,en tirant au sort un réseau dans la population des RABS de taille 6, et en tirantensuite au sort un mode d'itération, le nombre moyen de 
y
les limites observéslorsque l'on itère le réseau sera plus élevé que le nombre moyen de points �xes.82



Il faut tout de même noter qu'il est étonnant et intéressant de 
onstater que lenombre moyen de points �xes par réseau, pour l'ensemble de la population desRABS, est 
onstant en fon
tion de la taille des réseaux. Nous notons, d'aprèsnos simulations, une très faible 
roissan
e de 
e nombre moyen de points �xespar réseau, ave
 l'augmentation de la taille des réseaux : l'augmentation est del'ordre de 4 × 10−3 entre les tailles 3 et 6. Cette 
roissan
e est trop faible pourque nous puissions être absolument 
ertains qu'elle n'est pas uniquement due àl'é
hantillonnage.En�n, 
on
ernant le nombre moyen d'attra
teurs par réseau et par moded'itération dans la population globale, les résultats obtenus sont un peu plusfaibles que 
eux obtenus pour les réseaux booléens aléatoires de Kau�man depetite taille, par Gershenson dans [88℄. Par exemple, pour des réseaux booléensaléatoires de taille 5, 
onstruits à partir de fon
tions booléennes à 5 arguments,Gershenson trouve un nombre moyen d'attra
teurs par réseau et par mode d'ité-ration 
ompris en 2,25 et 2,5, selon la 
lasse de réseaux étudiée. I
i, nous trouvonsun nombre moyen d'attra
teurs par réseau et par mode d'itération de 1,94. Noussupposons que l'on peut expliquer 
ette di�éren
e par le type de fon
tions detransition lo
ale utilisées pour 
onstruire les réseaux : booléennes dans le 
as desréseaux de Kau�man, et booléennes à seuil dans notre 
as. En�n, on observe quele nombre moyen d'attra
teurs pour des RABS de taille n est de l'ordre de √n,pour 3 ≤ n ≤ 6. Ce
i est en 
ontradi
tion ave
 les résultats ré
ents 
on
ernant lesréseaux booléens aléatoires [54, 55, 56, 57℄, qui montrent que le nombre de 
y
leslimites 
roît plus fortement que la taille des réseaux. Ces résultats sont 
ependantvalables pour des réseaux de grande taille (> 10). Dans notre 
as, la taille desRABS est trop faible pour 
on
lure sur le fait que la 
roissan
e du nombre moyend'attra
teurs est de type linéaire ou si 
e nombre est en O(
√

n) (
f. également[53℄ pour un résultat 
on
ernant 
ette approximation asymptotique dans le 
asdes RABS).Les RABS à n éléments semblent avoir moins d'attra
teurs que les réseauxd'automates booléens généraux à n éléments. Le nombre moyen de 
y
les limitespar réseau et par mode d'itération est plus faible pour les petites tailles que lenombre moyen de points �xes. A partir de n = 6, les 
y
les limites sont plusnombreux du fait que la proportion de réseaux ave
 
y
les limites est bien plusimportante que la proportion de réseaux ave
 points �xes.Dans une deuxième série de simulations, nous nous sommes intéressés à lataille moyenne des 
y
les limites observés. Pour 
es simulations, nous n'avonspas pris en 
ompte les réseaux de la 
lasse Fi, puisqu'ils n'ont pas de 
y
le limite.Les é
hantillons sont en
ore de taille 105 pour les réseaux de taille 4 à 6. Pour lesréseaux de taille 3, les longueurs moyennes des 
y
les limites 
orrespondent auxlongueurs observées sur l'ensemble de la population. Le tableau 3.8 présente lalongueur moyenne des 
y
les limites, pour les RABS de taille 3 à 6, en fon
tionde la 
lasse de 
omportement dynamique, et pour l'ensemble des réseaux ave

y
les limites (
olonne "Total")On 
onstate tout d'abord que, quelle que soit la taille des réseaux, les réseaux83



Tab. 3.8 � Longueur moyenne des 
y
les limites pour les RABS de taille 3 ≤ n ≤
6, en fon
tion de la 
lasse de 
omportement dynamique.

n Cy Mi Ev Total3 2,23 2,06 2,11 2,174 2,32 2,10 2,22 2,255 2,41 2,13 2,34 2,346 2,51 2,16 2,46 2,44de la 
lasse Cy ont en moyenne des 
y
les plus longs que 
eux de la 
lasse Ev,et que 
eux de la 
lasse Mi. D'après le tableau 3.7, 
es 
y
les plus longs sontégalement en moyenne plus nombreux pour les réseaux de la 
lasse Cy que pour
eux de la 
lasse Mi. En�n, la longueur moyenne des 
y
les limites des réseauxde la 
lasse Mi augmente faiblement ave
 la taille des réseaux.D'un point de vue général, on remarque que la longueur moyenne des 
y
leslimites reste assez faible, même pour des RABS de taille 6. Les 
y
les limites delongueur 2 sont majoritaires pour toutes les tailles de réseau entre 3 et 6. Ce ré-sultat 
on
orde ave
 les résultats obtenus par Samuelsson et Troein [55℄, pour lesréseaux booléens aléatoires. En revan
he, la longueur moyenne des 
y
les limitesobservées est plus faible pour les RABS que pour les réseaux booléens aléatoires :nous observons une longueur moyenne de 2,44 pour les RABS à 6 éléments, alorsque l'on peut estimer que la longueur moyenne des 
y
les observés pour les ré-seaux booléens aléatoires à 6 éléments est de l'ordre de 2,7-2,8, toujours d'après[55℄.Nos simulations montrent que les RABS ont un nombre moyen d'attra
teursqui augmente assez faiblement ave
 la taille des réseaux. La longueur moyennedes 
y
les limites des RABS évolue également assez lentement ave
 la taille desréseaux. Ces 2 points di�éren
ient les RABS des réseaux booléens aléatoires,pour lesquels le nombre moyen d'attra
teurs, tout 
omme la longueur moyennedes 
y
les limites, sont plus importants (pour une même taille de réseau) etaugmentent plus fortement.3.2 Etude de la 
lasse de 
omportement EvDans la partie pré
édente, nous avons montré que, lorsque la taille des RABSaugmentait, 
eux-
i devenaient plus sensibles à un 
hangement de mode d'ité-ration. Nous avons notamment observé que la 
lasse de 
omportement Ev étaitde plus en plus représentée parmi les RABS. Cette 
lasse est très parti
ulière,puisqu'elle regroupe les réseaux dont le 
omportement dynamique est le plus va-riable en fon
tion des modes d'itération. On observe l'apparition et la disparitionde 
y
les limites en modi�ant le syn
hronisme des éléments du réseaux. A�n de84



mieux 
omprendre 
e phénomène, nous dé�nissons une relation d'ordre pour l'en-semble des modes d'itération blo
s-séquentiels et, au moyen de simulations, nousétudions le lien entre 
ette relation d'ordre et les 
y
les limites des RABS de la
lasse Ev.Dans la partie 1.3.1, nous avons montré que l'on pouvait asso
ier tout moded'itération blo
s-séquentiel pour un réseau d'automates à n éléments, à uneunique partition ordonnée de l'ensemble {1, · · · , n}. Nous allons dé�nir la re-lation d'ordre sur les modes d'itération blo
s-séquentiels à partir d'une relationd'ordre sur les partitions ordonnées.Dé�nition 3.1 (Relation d'ordre sur les partitions ordonnées)Soient P1 et P2 deux partitions ordonnées de l'ensemble {1, · · · , n}.A 
ha
une des partitions P1 et P2 est asso
ié un préordre total sur {1, · · · , n}.On note �1 (resp. �2) le préordre asso
ié à P1 (resp. P2).On dit que la partition P2 est une partition ordonnée plus �ne que P1 si, etseulement si :
∀i, j ∈ {1, · · · , n}, i �1 j et j 6�1 i ⇒ i �2 j et j 6�2 iLa relation "plus �ne" dé�nit bien une relation d'ordre partiel sur l'en-semble des partitions ordonnées de {1, · · · , n}. Par exemple, la partition ordonnée

(1)(3)(2, 4) est plus �ne que la partition ordonnée (1)(2, 3, 4). En revan
he, lespartitions ordonnées (1)(3)(2, 4) et (1, 2)(3, 4) ne sont pas 
omparables par larelation "plus �ne".De 
ette relation d'ordre sur les partitions ordonnées dé
oule naturellementune relation d'ordre sur les modes d'itération blo
s-séquentiels.Dé�nition 3.2 (Relation d'ordre sur les modes d'itération blo
s-séquentiels)Soient M1 et M2 deux modes d'itération blo
s-séquentiels asso
iés aux partitionsordonnées de {1, · · · , n} P1 et P2.On dit que M1 est un mode d'itération blo
s-séquentiel plus �n que le mode d'ité-ration M2 si, et seulement si la partition ordonnée P1 est plus �ne que P2.La relation "plus �ne" étant une relation d'ordre partiel sur l'ensemble despartitions ordonnées de {1, · · · , n}, la relation "plus �n" est bien une relationd'ordre partiel sur l'ensemble des modes d'itération d'un réseaux d'automatesà n éléments. Tout mode d'itération blo
s-séquentiel est plus �n que le modeparallèle. Inversement, il n'existe au
un mode d'itération blo
s-séquentiel plus�n qu'un mode séquentiel (ex
epté lui-même).Notons que Goles et Martinez [72℄ utilisent déjà 
ette relation d'ordre sur lesmodes d'itération blo
s-séquentiels, notamment pour l'étude des RABS à matri
ed'intera
tion symétrique.Munis de leur relation d'ordre partiel respe
tive, l'ensemble des partitionsordonnées de {1, · · · , n} et l'ensemble de modes d'itération blo
s-séquentiels pourles réseaux d'automates à n éléments, sont 
e que l'on appelle des treillis. On peutreprésenter 
ha
un d'eux par un diagramme de Hasse. Dans un tel diagramme,tous les éléments de l'ensemble sont ordonnés verti
alement en fon
tion de la85



relation d'ordre (les éléments les plus "petits" selon la relation d'ordre sont enbas, les plus "grands", en haut), et les éléments 
omparables sont reliés entreeux. A�n d'avoir un diagramme lisible, on ne 
onserve que les liens né
essaires.Par exemple, si P1 est plus �ne que P2 et s'il existe P3 plus �ne que P2 telle que
P1 est plus �ne que P3, on ne représente pas le lien entre P2 et P1 (P1, P2 et
P3 représentent des partitions ordonnées de {1, · · · , n}). La �gure 3.6 présentele diagramme de Hasse 
orrespondant au treillis des modes d'itération blo
s-séquentiels pour les automates à 3 éléments. Les modes d'itération parallèle etséquentiels sont indiqués sur le diagramme.

(3)(2)(1)

(2)(1,3)(1,2)(3) (1,3)(2)

Mode parallèle(1,2,3)

Modes séquentiels

(2,3)(1) (3)(1,2)

(2)(1)(3) (2)(3)(1)(1)(3)(2)(1)(2)(3) (3)(1)(2)

(1)(2,3)

Fig. 3.6 � Représentation du treillis des modes d'itération blo
s-séquentiels pourles réseaux d'automates à 3 éléments.Nous voyons sur la �gure 3.6 que l'on obtient un mode d'itération blo
s-séquentiel plus �n, à partir d'un mode d'itération donné, en séparant les élémentsd'un même blo
 du premier mode d'itération en 2 blo
s et en 
onservant l'ordredes blo
s. Par exemple, on peut obtenir le mode d'itération (1)(3)(2) à partirdu mode (1)(2, 3), en séparant les éléments 2 et 3, ou, en
ore, à partir du mode
(1, 3)(2), en séparant les éléments 1 et 3. La relation d'ordre sur les modes d'itéra-tion est don
 liée à la (dé)syn
hronisation des éléments des réseaux d'automates.A partir de 
ette relation d'ordre et du diagramme de Hasse qui la représente,nous pouvons regrouper les réseaux d'automates de la 
lasse de 
omportementdynamique Ev en 3 sous-
lasses de 
omportement :- la première sous-
lasse de 
omportement englobe tous les réseaux d'auto-mates pour lesquels, s'il n'y a au
un 
y
le limite observé pour un moded'itération donné, alors, on n'observe au
un 
y
le limite pour tout moded'itération plus �n ; pour de tels réseaux, la disparition des 
y
les limites sefait en par
ourant le diagramme de Hasse de haut en bas ; on appelle don

ette sous-
lasse, la sous-
lasse Down ;- la deuxième sous-
lasse de 
omportement est 
elle qui réunit tous les réseauxpour lesquels, s'il n'y a au
un 
y
le limite observé pour un mode d'itérationdonné, alors, on n'observe au
un 
y
le limite pour tout mode d'itérationmoins �n ; pour de tels réseaux, la disparition des 
y
les limites se fait enpar
ourant le diagramme de Hasse de bas en haut ; on appelle don
 
ettesous-
lasse, la sous-
lasse Up ;- en�n, la troisième sous-
lasse de 
omportement regroupe tous les réseaux dela 
lasse Ev, qui n'appartiennent ni à la sous-
lasse Down, ni à la sous-
lasse86



Up ; on appelle don
 
ette sous-
lasse, la sous-
lasse None.D'après 
ette dé�nition des sous-
lasses de Ev, les réseaux de Ev qui n'ontpas de 
y
le limite dès que l'on désyn
hronise 
ertains de leurs éléments (toujoursles mêmes), sont des réseaux de la sous-
lasse Down. Les réseaux, pour lesquels,au 
ontraire, on note une disparition des 
y
les limites en syn
hronisant 
ertainsde leurs éléments (toujours les mêmes), sont des réseaux de la sous-
lasse Up.Traditionnellement, on 
onsidère que, pour un réseau d'automates donné, les
y
les limites disparaissent lorsque l'on désyn
hronise 
ertains éléments de 
eréseau. Ainsi, nous nous attendons à 
e que la sous-
lasse Up soit très peu, voirepas représentée. Pour la suite, on désignera les sous-
lasses Down, Up et Noneen employant le terme de "
lasses", a�n de simpli�er l'é
riture et la le
ture de 
edo
ument.D'après la dé�nition des 
lasses Down et Up, on peut faire les 2 remarquessuivantes :- tout réseau de la 
lasse Down a un 
y
le limite pour le mode d'itérationparallèle (sinon, il n'a de 
y
le limite pour au
un des modes d'itérationblo
s-séquentiels, et n'est don
 pas un réseau de la 
lasse Ev) ;- au 
ontraire, tout réseau de la 
lasse Up n'a pas de 
y
le limite pour le moded'itération parallèle (sinon, il a un ou plusieurs 
y
le(s) limite(s) pour tousles modes d'itération blo
s-séquentiels, et n'est don
 pas un réseau de la
lasse Ev).Nous pouvons également remarquer que, dans le 
adre de la modélisation desréseaux de régulation génétique, les 
lasses Down et Up ne sont pas du tout dumême intérêt. Nous avons vu que nous pouvions regrouper deux gènes dans unmême blo
 d'itération, lorsque nous supposions que les pro
essus d'expression de
es gènes étaient syn
hrones. Ce
i est une simpli�
ation de la réalité biologique.En e�et, on peut 
onsidérer que les gènes sont tous désyn
hronisés, mais que lesintervalles de temps entre les expressions de 
ertains d'entre eux sont tellement
ourts que l'on peut supposer qu'ils sont syn
hrones. Pour les réseaux de la 
lasseDown, 
ette simpli�
ation n'a pas d'e�et important, puisque, en désyn
hronisantles mises à jour des di�érents éléments de 
es réseaux, on ne voit pas de 
y
lelimite apparaître. En revan
he, si l'on modélise un réseau de régulation par unRABS de la 
lasse Up, alors la syn
hronisation des pro
essus d'expression desdi�érents gènes de 
e réseau est un élément très important à 
onnaître. En e�et,si l'on suppose que les éléments sont syn
hronisés pour leur mise à jour, alors qu'ilsne le sont pas tout à fait dans la réalité, on peut oublier de prendre en 
ompteun 
y
le limite, puisque les 
y
les limites ont tendan
e à disparaître lorsque l'onsyn
hronise les mises à jour des éléments des RABS de la 
lasse Up. A 
e titre,les réseaux de 
ette 
lasse de 
omportement ne sont pas de bons modèles pourles réseaux de régulation génétique.A�n de 
omprendre 
omment les 
y
les limites des RABS de la 
lasse de
omportement Ev apparaissent et disparaissent, nous étudions, à l'aide de si-mulations, la répartition de 
es réseaux dans les di�érentes 
lasses Down, Up etNone, pour des tailles de réseaux 
omprises entre 2 et 7. Nous ne traitons pas les87



réseaux de taille 1, 
ar au
un n'est de la 
lasse Ev. Pour les réseaux de tailles 2et 3, les simulations sont faites sur l'ensemble de la population des RABS. Les9 RABS de taille 2 qui sont de la 
lasse Ev sont tous des réseaux de la 
lasseDown (ils ont un unique 
y
le limite de longueur 2 pour le mode parallèle uni-quement). Parmi les 34 947 RABS de taille 3 de la 
lasse Ev, 21 729 sont de la
lasse Down, 108 sont de la 
lasse Up et les 13 110 restant sont de la 
lasse None.Pour les tailles supérieures, nous travaillons sur des é
hantillons représentatifsde la population des RABS 
omme pour la première série de simulations de lapartie 3.1.1. Pour les RABS à 4 éléments, la taille de l'é
hantillon est 108, pourles RABS à 5 éléments, la taille est 107, pour les RABS à 6 éléments, la tailleest 106 et pour les RABS à 7 éléments, la taille de l'é
hantillon est 105. Notonsen�n que nous donnons la répartition des RABS à n éléments dans les 3 
lassesde 
omportement Down, Up et None, sous forme de proportions de la 
lasse Ev.Ainsi, les marges de 
on�an
e pour les proportions sont don
 
al
ulées, non pasà partir de la taille de l'é
hantillon total, mais à partir du nombre de RABS dela 
lasse Ev. Le tableau 3.9 donne la répartition des RABS à n éléments dans les3 
lasses de 
omportement Down, Up et None, pour 2 ≤ n ≤ 7.Tab. 3.9 � Distribution des 3 
lasses de 
omportement Down, Up et None pourles RABS de taille n, ave
 2 ≤ n ≤ 7. Les résultats sont donnés sous forme depour
entage de la 
lasse Ev.
n Down (en %) Up (en %) None (en %)2 100 0 03 62, 18 0, 31 37, 514 28, 87 ± 0, 02 0, 21 ± 0, 00 70, 93 ± 0, 025 9, 72 ± 0, 03 0, 08 ± 0, 00 90, 20 ± 0, 036 2, 41 ± 0, 03 0, 02 ± 0, 00 97, 57 ± 0, 037 0, 25 ± 0, 07 0, 00 ± 0, 00 99, 75 ± 0, 07Les résultats obtenus sont su�samment 
lairs pour ne pas avoir besoin dereprésenter graphiquement l'évolution de la proportion de 
haque 
lasse dans lapopulation des RABS à n éléments de la 
lasse Ev. On remarque tout d'abordque la 
lasse Up est très faiblement représentée (parmi les 100 000 RABS de taille7 simulés, un seul 
orrespond à la 
lasse Up). Ce résultat était attendu, d'après
e que l'on 
onnaît sur le lien entre les modes d'itération et l'apparition et ladisparition des 
y
les limites. Le fait que les RABS de la 
lasse Up soient ennombre très faible, est une bonne nouvelle pour la modélisation des réseaux derégulation génétique par des RABS, 
omme nous l'avons vu pré
édemment.Nous pouvons également observer que la 
lasse de 
omportement dynamiqueDown est de moins en moins représentée, à mesure que la taille des RABS aug-mente. Pour les RABS de taille 6 et 7, la quasi-totalité des réseaux de la 
lasseEv sont des des réseaux de la 
lasse None. Ce
i signi�e don
 que pour des RABSde "grande" taille, expliquer la disparition et l'apparition des 
y
les limites, sim-88



plement par une (dé)syn
hronisation des éléments, ne su�t pas. Comme dans lapartie pré
édente, nous pensons que 
'est la 
onne
tivité très forte des RABS à
n éléments qui est à l'origine de 
e phénomène. Nous n'avons pas réalisé de simu-lations permettant de le montrer. En revan
he, nous pouvons imaginer que, pourdes RABS de grande taille dont la 
onne
tivité est faible, nous pouvons avoir desmodules de petite taille indépendants, 
omme pour le réseau de la �gure 3.5. Dansun tel réseau, la dynamique globale du réseau dépend de la dynamique des mo-dules de petite taille, et don
, le 
omportement dynamique est 
elui des réseauxde petite taille. Pour 
es réseaux, la (dé)syn
hronisation des éléments expliqueen bonne partie l'apparition et la disparition des 
y
les limites. Nous verrons unréseau de grande taille de 
e type dans la partie 3.3. Cependant, même pour lesréseaux de petite taille, la proportion de la 
lasse None est élevée. Ce
i signi�edon
 que l'apparition et la disparition des 
y
les limites ne sont pas seulementliées à des (dé)syn
hronisations d'éléments. On observe par exemple, pour 
er-tains réseaux, que l'ordre des blo
s des modes d'itération blo
s-séquentiels peutégalement avoir de l'importan
e. Cette étude des RABS de la 
lasse None n'estpas abordée i
i.La relation d'ordre que nous avons dé�nie sur les modes d'itération blo
s-séquentiels ne su�t pas, à elle seule, pour expliquer l'apparition et la disparitiondes 
y
les limites pour les RABS de la 
lasse Ev. En revan
he, pour tous lesréseaux de 
ette 
lasse, il existe des modes d'itération pour lesquels on observeau
un 
y
le limite. Il nous paraît intéressant de voir si le nombre de modes d'itéra-tion blo
s-séquentiels ave
 (ou sans) 
y
les limites est important ou non. A partirdes mêmes é
hantillons que pour les simulations pré
édentes, nous avons 
al
uléle nombre moyen de modes d'itération pour lesquels on observe des 
y
les limitespour les réseaux de la 
lasse Ev. Nous allons voir qu'il existe un lien entre 
etteproportion de modes ave
 
y
les limites et les 
lasses de 
omportement Down,Up et None. A�n de pouvoir 
omparer les résultats obtenus pour les di�érentestailles de RABS, nous exprimons le nombre moyen de modes d'itération pourlesquels on observe des 
y
les limites sous la forme de proportion (exprimée enpour
entage) du nombre total de modes d'itération blo
s-séquentiels. Le tableau3.10 présente la proportion de modes d'itération blo
s-séquentiels pour lesquelson observe des 
y
les limites pour les RABS à n élements de la 
lasse Ev, ave

2 ≤ n ≤ 7. Ce tableau donne 
ette proportion pour 
haque sous-
lasse de la
lasse de 
omportement dynamique Ev, ainsi que pour l'ensemble de 
ette 
lasse.On 
onstate que, plus la taille des RABS est grande, plus la proportion desmodes d'itération blo
s-séquentiels ave
 
y
les limites est grande, pour les RABSde la 
lasse Ev. On passe environ du tiers des modes d'itération pour les réseauxde petite taille à un peu plus de la moitié des modes d'itération pour les ré-seaux de taille 7. L'évolution n'est pas la même pour les di�érentes sous-
lassesde la 
lasse Ev. On observe par exemple que pour les RABS de la 
lasse Down,plus leur taille est grande, plus rares sont les modes d'itération pour lesquels onobserve des 
y
les limites. On peut expliquer 
e phénomène par le fait que lediagramme de Hasse représentant la relation d'ordre entre les modes d'itération,89



Tab. 3.10 � Proportion des modes d'itération pour lesquels on observe des 
y
leslimites pour les RABS à n éléments de la 
lasse Ev, pour 2 ≤ n ≤ 7.
n Down (en %) Up (en %) None (en %) Total (en %)2 33, 33 - - 33,333 26, 52 82, 34 40, 47 31, 964 22, 45 83, 94 38, 93 34, 275 19, 08 86, 43 41, 72 39, 566 16, 36 92, 21 48, 23 47, 487 13, 04 98, 86 57, 26 57, 10est de plus en plus "large", au fur et à mesure que le nombre n d'éléments duréseau augmente. La largeur du diagramme augmente plus rapidement que sahauteur. La largeur maximale est de n! pour la base (nombre de modes d'itéra-tion séquentiels), et sa hauteur est égale à n. Ainsi, si le fait de séparer 2 élémentsdans les modes d'itération a pour e�et de faire disparaître les 
y
les limites, laproportion de modes d'itération blo
s-séqiuentiels 
on
ernés par 
ette séparationaugmente ave
 la taille des réseaux, et don
 la proportion de réseaux sans 
y
lelimite augmente également. Pour les réseaux de la 
lasse None, on observe des
y
les limites pour de plus en plus de modes, au fur et à mesure que la tailledes réseaux augmente. On pourrait dire que les RABS de la 
lasse Down onttendan
e à adopter un 
omportement similaire aux RABS de la 
lasse Fi lorsqueleur taille augmente, alors que les RABS de la 
lasse None se rappro
heraientdes RABS de la 
lasse Mi. En 
e qui 
on
erne les rares réseaux de la 
lasse Up,on 
onstate que le nombre de modes d'itération pour lesquels on observe des
y
les limites est très élevé, et augmente ave
 le nombre d'éléments des réseaux.Le 
omportement dynamique de 
es RABS pourrait presque être 
onfondu ave

elui des réseaux de la 
lasse Mi, à l'ex
eption de rares modes d'itération, situésdans le haut du diagramme de Hasse, pour lesquels on n'observe pas de 
y
leslimites.Avant de 
lore 
ette partie 
on
ernant les RABS de la 
lasse Ev, nous sou-haitons montrer, sous la forme d'un exemple que l'on ne peut pas di�éren
ierles 3 
lasses Down, Up et None, simplement à partir des graphes d'intera
tiondes réseaux 
orrespondant à 
es 
lasses. On 
onsidère les 3 RABS à 3 éléments,

RDown = (WDown,θDown), RUp = (WUp,θUp) et RNone = (WNone,θNone) dé-�nis 
omme suit :
W

Down =





1 −1 2
−1 −1 1
2 1 −1



 θ
Down =





1
−2
1




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W
Up =





2 −1 1
−2 −1 1
2 1 −1



 θ
Up =





1
−2
1





W
None =





2 −1 1
−2 −2 1
2 1 −1



 θ
None =





1
−3
1



Cha
un de 
es 3 réseaux appartient à l'une des sous-
lasses de Ev : RDown 
or-respond à la 
lasse de 
omportement Down, RUp, à la 
lasse de 
omportementUp, et RNone, à la 
lasse de 
omportement None. Pourtant, ils partagent le mêmegraphe d'intera
tion, présenté �gure 3.7. La �gure 3.8 montre les modes d'ité-ration blo
s-séquentiels pour lesquels 
ha
un des réseaux a un 
y
le limite (lesmodes d'itération entourés 
orrespondent aux modes ave
 
y
les limites).
1

2 3Fig. 3.7 � Graphe d'intera
tion 
ommun aux réseaux RDown, RUp et RNone.
(1,2)(3) (1,3)(2)

(1,2,3)

(2,3)(1) (3)(1,2)

(2)(1)(3) (2)(3)(1)(1)(3)(2)

(1)(2,3)

(3)(1)(2) (3)(2)(1)(1)(2)(3)

(2)(1,3)

RDown

RNone

RUp

Fig. 3.8 � Modes d'itération blo
s-séquentiels pour lesquels on observe des 
y
leslimites pour le réseau RDown (en bleu), le réseau RUp (en rouge) et le réseau
RNone (en vert).Le fait que l'on ne puisse pas réduire l'étude des 
lasses de 
omportement dy-namique à l'étude unique des graphes d'intera
tion n'est pas valable uniquementpour les réseaux de la 
lasse Ev. Nous avons 
al
ulé que 
e graphe d'intera
tion91



est 
ommun à 1 584 RABS de taille 3. Parmi 
es 1584 réseaux, on trouve desréseaux appartenant à toutes les 
lasses de 
omportement dynamique que nousavons dé�nies. Les 188 968 RABS de taille 3 dé�nissent en tout 1624 graphesd'intera
tion di�érents. Parmi 
es graphes, seuls 473 
orrespondent à des réseauxqui appartiennent à une unique 
lasse de 
omportement dynamique. Ainsi, ladonnée du graphe d'intera
tion, 
'est-à-dire l'ensemble des informations du type"qui agit sur qui, et de quelle façon (a
tivation ou inhibition)" n'est pas su�sante,dans la majorité des 
as, pour dé
rire un 
omportement dynamique général duréseau.La relation d'ordre que nous avons dé�nie sur l'ensemble des modes d'ité-ration blo
s-séquentiels n'a permis de dé
rire qu'une partie des apparitions etdisparitions des 
y
les limites ave
 des 
hangements de modes d'itération, pourles RABS de la 
lasse Ev. Cette partie s'est, de plus, avérée être de moins enmoins importante, au fur et à mesure que la taille des réseaux augmente. Nousavons également montré que, en moyenne, plus les RABS sont grands, plus il ya de modes d'itération pour lesquels on observe des 
y
les limites. En�n, nousavons établi que l'on ne pouvait pas dé
rire exhaustivement les 
lasses de 
om-portement dynamique, en se basant uniquement sur les graphes d'intera
tion desréseaux. Dans la partie suivante, nous présentons un exemple de modèle de réseaude régulation génétique, sous la forme d'un RABS qui est de la 
lasse Down.3.3 L'exemple de la morphogénèse �orale 
hez Arabi-dopsis thalianaNous nous intéressons dans 
ette partie à un exemple de modèle de réseau derégulation génétique, lié au pro
essus de la morphogénèse �orale 
hez Arabidopsisthaliana. Ce réseau est d'une importan
e majeure dans le 
adre de notre travail.En e�et, lors de notre master [89℄, nous avons 
ommen
é à en étudier la dyna-mique, et les résultats obtenus nous ont poussé à nous intéresser aux problèmesde robustesse dans les réseaux de régulation. Nous allons montrer 
omment nouspouvons utiliser des RABS de taille 3, dont nous avons simulé la dynamique dansla partie 3.1, a�n de dé
rire la dynamique globale du système.Arabidopsis thaliana, plante à �eurs, appelée 
ommunément "arabette desdames", est l'organisme modèle le plus utilisé en botanique, au même titre que lasouris ou la drosophile pour les animaux. Son génome est entièrement séquen
éet 
omporte environ 25 000 gènes. La morphogénèse �orale dé
rit le pro
essus dedéveloppement de la �eur. Chez les plantes à �eurs, on trouve au bout des tiges 
eque l'on appelle un méristème api
al. C'est un ensemble de 
ellules indi�éren
iées,qui vont donner des tiges, des feuilles ou des �eurs. La morphogénèse �orale dé
ritdon
 le pro
essus qui permet de passer d'un méristème api
al ave
 des 
ellulesindi�éren
iées à une �eur dont les 
ellules sont di�éren
iées selon 4 types detissus : les sépales, les pétales, les étamines et les 
arpelles (parties 
onstitutivesdes pistils). Chez Arabidopsis thaliana, 
es 4 types de tissus �oraux sont organisés92



en 
ouronnes 
on
entriques 
omme illustré par la �gure 3.9. Les 4 sépales setrouvent sur la 
ouronne extérieure, puis, vers le 
entre, les 4 pétales, ensuite les6 étamines et en�n les 2 
arpelles qui se trouvent au 
entre de la �eur.
Carpelles

A

B

C

B

A
Sépales

Pétales

Etamines

Fig. 3.9 � S
héma d'une 
oupe horizontale de la �eur d'Arabidopsis thaliana et
orrespondan
e ave
 le modèle ABC.Coen et Meyerowitz [90℄ ont proposé un modèle a�n de dé
rire la morpho-logie de la �eur d'Arabidopsis thaliana, appelé modèle ABC. D'après 
e modèleil existe 3 a
tivités pouvant être 
ha
une présente dans 2 
ouronnes adja
entesde la �eur et dont la 
ombinaison détermine la nature du tissu �oral. L'a
ti-vité A peut être présente dans les 2 
ouronnes extérieures, l'a
tivité B dans les
ouronnes intermédiaires et l'a
tivité C dans les 2 
ouronnes 
entrales (voir la�gure 3.9). La présen
e de l'a
tivité A seule, implique la formation des sépales.Si les a
tivités A et B sont présentes ensemble, alors les pétales se forment. Lesa
tivités B et C forment ensemble les étamines. En�n, la présen
e seule de l'a
-tivité C permet la formation des 
arpelles. Selon le modèle, les a
tivités A et Cs'inhibent mutuellement. Ainsi, lorsque l'une est présente, l'autre est absente, etinversement. A 
haque a
tivité 
orrespond un ensemble de gènes donné. Si lesgènes 
orrespondant à l'a
tivité A seuls sont a
tifs, alors les sépales se forment...Dans un modèle de réseau de régulation génétique lié à la morphogénèse �orale
hez Arabidopsis thaliana, on s'attend don
 à 
e que, pour 
haque attra
teur mo-délisant l'un des tissus �oraux, les gènes 
orrespondant à 
e tissu dans le modèleABC soient a
tivés.Mendoza et Alvarez-Buylla [44℄ ont proposé un modèle sous forme de réseaud'automates booléens à seuil pour le réseau de régulation génétique sous-ja
entau pro
essus de la morphogénèse �orale 
hez Arabidopsis thaliana. Ce réseau est
onstitué de 12 automates 
orrespondant à 11 gènes et à 1 
omplexe protéiqueen intera
tion ave
 
es gènes. Les 12 éléments sont les suivants : EMBRYONIC93



FLOWER 1 (EMF1), TERMINAL FLOWER 1 (TFL1), LEAFY (LFY), APE-TALA1 (AP1), CAULIFLOWER (CAL), LEUNIG (LUG), UNUSUAL FLORALORGANS (UFO), BURST FORMING UNIT (BFU), AGAMOUS (AG), APE-TALA3 (AP3), PISTILLATA (PI) et SUPERMAN (SUP). Parmi 
es gènes, AP1est le seul 
orrespondant à l'a
tivité A du modèle ABC. BFU, AP3 et PI 
onsti-tuent l'a
tivité B. AG est l'unique représentant de l'a
tivité C. Se basant surdes éléments de la littérature relatifs aux gènes impliqués dans la développement�oral, ils ont pu re
onstruire le graphe d'intera
tion de 
e réseau. Ce graphed'intera
tion est présenté �gure 3.10.

SUP AP3

BFU

PI

UFO

LUG

AG

AP1 TFL1

LFY

EMF1

CALFig. 3.10 � Graphe d'intera
tion du réseau de régulation de la morphogénèse�orale 
hez Arabidopsis thaliana.A�n de 
onstruire la matri
e d'intera
tion et le ve
teur seuil de leur RABS,Mendoza et Alvarez-Buylla ont également tiré de la littérature des inégalités entreles poids de la matri
e, 
orrespondant à des in�uen
es d'importan
e di�érentedans la régulation de 
ertains gènes. Ils ont par exemple établi que l'a
tivationde LFY par AP1 était plus importante que l'a
tivation du même LFY par CAL.A partir de 
es inégalités sur les poids, ils ont utilisé une pro
édure de re
ons-tru
tion de la matri
e d'intera
tion et du ve
teur seuil, basée sur un algorithmegénétique dont nous ne détaillerons pas le prin
ipe i
i. Notons que, lors de laphase de 
onstru
tion de la matri
e d'intera
tion et du ve
teur seuil, Mendoza etAlvarez-Buylla n'ont pas utilisé de ve
teurs d'intera
tion représentatifs de fon
-tions booléennes à seuil, 
omme nous les avons dé�nis dans la partie 2.2. Nousallons voir l'importan
e de 
e
i dans le résultat obtenu. La matri
e d'intera
tion
WMen et le ve
teur seuil θMen 
onstruits sont donnés 
i-après (les gènes sontordonnés 
omme lors de l'énumération pré
édente). Ils dé�nissent le réseau quel'on note RMen. 94



WMen =











































1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 −2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
−2 −1 0 2 1 0 0 0 0 0 0 0
−1 0 5 0 0 0 0 0 −1 0 0 0

0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0
0 −2 1 −2 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 3 0 0 0 2 1 0 0 0 −2
0 0 4 0 0 0 1 1 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0











































θMen =











































0
0
3
−1

1
0
0
1
−1

0
0
0









































Toute ligne de la matri
e d'intera
tion 
ontient au moins 8 poids nuls, 
'est-à-dire que 
haque gène est régulé par, au maximum, 4 éléments du réseau. Nouspouvons don
 utiliser les ve
teurs représentatifs des fon
tions booléennes à seuilà 4 arguments donnés dans le tableau 2.4 et les tableaux 2 et 3 de l'annexe pourreprésenter les fon
tions de transition lo
ale du réseau RMen = (WMen,θMen).Rappelons que 
es ve
teurs représentatifs nous permettent de visualiser les inter-a
tions réelles entre éléments du réseau. En notant Vk le ve
teur d'intera
tion
orrespondant au gène k, on peut alors faire les rempla
ements équivalents sui-vants :
VTFL1 = (1, 0,−2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)(0) ⇐⇒ (1, 0,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)(0)
VLFY = (−2,−1, 0, 2, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)(3) ⇐⇒ (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)(0)
VAP1 = (−1, 0, 5, 0, 0, 0, 0, 0,−1, 0, 0, 0)(−1) ⇐⇒ (−1, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0,−1, 0, 0, 0)(−1)
VCAL = (0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)(1) ⇐⇒ (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)(0)
VAP3 = (0, 0, 3, 0, 0, 0, 2, 1, 0, 0, 0,−2)(0) ⇐⇒ (0, 0, 2, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0,−1)(0)
VPI = (0, 0, 4, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0,−1)(0) ⇐⇒ (0, 0, 2, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0,−1)(0)On remarque immédiatement que le gène LFY qui semble être régulé au travers de2 a
tivations et de 2 inhibitions, d'après le graphe d'intera
tion, n'est en fait pasrégulé. Nous tenons à insister sur le fait que nous ne transformons pas le réseau.Chaque fon
tion de transition lo
ale reste in
hangée. Nous mettons 
ependanten éviden
e les poids qui 
orrespondent à de véritables intera
tions. Dans le 
asdu gène LFY, les poids 
hoisis par Mendoza et Alvarez-Buylla ne permettentpas d'avoir une somme totale d'a
tivation plus élevée que le seuil. Le gène LFYne peut don
 jamais être a
tivé. Tous les ar
s du graphe d'intera
tion de la�gure 3.10, qui ont pour destination le noeud LFY, ne sont pas pris en 
omptedans le RABS dé�ni par la matri
e d'intera
tion et le ve
teur seuil proposéspar Mendoza et Alvarez-Buylla. On peut également remarquer que les poidsd'intera
tion situés à la 3e 
oordonnée de 
ha
un des ve
teurs VAP1,VCAL, VAP3et VPI ont vu leur valeur diminuer dans les ve
teurs d'intera
tion minimaux. Cespoids représentent l'in�uen
e du gène LFY dans la régulation des 4 gènes AP1,95



CAL, AP3, PI. Mendoza et Alvarez-Buylla avaient imposé un ordre entre 
espoids, pour modéliser le fait que LFY joue un r�le plus important dans l'a
tivationde AP1 que dans 
elle de AP3 par exemple. Or, nous avons vu que lorsque l'onmodélise les réseaux de régulation génétique par des RABS, 
omparer l'amplitudedes poids d'une même 
olonne (qui représentent les di�érentes in�uen
es d'unmême gène sur di�érents gènes) n'a pas de sens. On voit i
i que 
'est bien le
as, puisque, dans les ve
teurs d'intera
tion minimaux, le 3e poids de VAP1 estégal au 3e poids de VAP3. En utilisant les ve
teurs d'intera
tion minimaux, onobtient la matri
e d'intera
tion W
′ et le ve
teur seuil θ

′ (on a RMen = (W′,θ′))suivants (nous rappelons l'ordre des éléments : EMF1, TFL1, LFY, AP1, CAL,LUG, UFO, BFU, AG, AP3, PI et SUP) :
W

′ =











































1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
−1 0 2 0 0 0 0 0 −1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0
0 −2 1 −2 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0 1 1 0 0 0 −1
0 0 2 0 0 0 1 1 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0











































θ
′ =











































0
0
0
−1

0
0
0
1
−1

0
0
0









































A partir de 
ette matri
e d'intera
tion, on peut 
onstruire le graphe d'intera
tionde la �gure 3.11. Ce graphe représente les réelles intera
tions entre les éléments duréseau. Les noeuds sont réorganisés a�n de mettre en éviden
e 
ertaines propriétésutiles pour la suite.
LUG LFY EMF1 UFO SUP

AP3 PICALTFL1AG AP1

BFUFig. 3.11 � Graphe d'intera
tion 
orrespondant à W
′ et θ

′.96



Intéressons-nous maintenant à la dynamique du système, et plus pré
isémentaux attra
teurs. Les remarques générales qui suivent sont vraies quel que soit lemode d'itération 
hoisi.On remarque, sur le graphe d'intera
tion donné �gure 3.11, que les sommets
LUG, LFY , UFO et SUP sont des sommets sour
es. Ils représentent des gènesqui ne sont pas régulés par les éléments du réseau. Quel que soit l'état initialde 
ha
un des automates 
orrespondant à 
es sommets, l'état atteint après uneitération restera don
 
onstant pour les itérations suivantes. En notant xk(t)l'état de l'automate k au temps t et en 
onsidérant que t = 0 
orrespond autemps initial, on a même (d'après les fon
tions de transition lo
ale) :

xLUG(t) = xLFY (t) = xUFO(t) = xSUP (t) = 0, pour t ≥ 1.Le gène CAL est régulé uniquement par le gène LFY et d'après la fon
tion detransition lo
ale qui lui est asso
iée, on a également :
xCAL(t) = xLFY (t− 1) = 0, pour t ≥ 2.On voit don
 que les états des automates LUG, LFY , UFO, SUP et CAL,dans les attra
teurs, sont �xés à 0, quel que soit l'état initial du système. Lesattra
teurs du réseau ne dépendent alors que des états des automates EMF1,

TFL1, AG, AP1, AP3, PI et BFU .Con
ernant les automates EMF1 et TFL1, on peut remarquer, toujours àpartir de fon
tions des transition lo
ales dé�nies par la matri
e d'intera
tion etle ve
teur seuil, que :
xEMF1(t) = xEMF1(0), pour t ≥ 0et

xTFL1(t) = xEMF1(t− 1) = xEMF1(0), pour t ≥ 2Pour t ≥ 2, l'état de l'automate TFL1 est don
 
onstant, égal à l'état de l'auto-mate EMF1.D'après 
es remarques, on peut don
 déduire les attra
teurs du système entierà partir des attra
teurs de 2 réseaux de taille 3 fortement 
onnexes, notés R1 et
R2. L'étude du 
omportement dynamique du RABS de 12 éléments peut don
se ramener à l'étude de 2 RABS de taille 3. Le réseau R1 est 
omposé des 3éléments, ET1 (l'état de 
et automate représente l'état des automates EMF1et TFL1 pour t ≥ 2), AP1 et AG. Le réseau R2 est également un RABS à 3éléments, BFU , AP3 et PI. On note W1 (resp. W2), la matri
e d'intera
tionet θ1 (resp. θ2) le ve
teur seuil qui 
orrespondent au réseau R1 (resp. R2). Lespoids d'intera
tion et les seuils sont obtenus à partir des éléments de W

′ et θ
′, eten utilisant des ve
teurs d'intera
tion représentatifs des fon
tions booléennes àseuil dé�nies par W

′ et θ
′. Matri
es d'intera
tion et ve
teur seuils ainsi obtenussont donnés 
i-dessous (l'ordre des automates est 
elui donné dans la dé�nition97



de R1 et de R2).
W1 =





1 0 0
−1 0 −1
−1 −1 0



 θ1 =





0
−1
−1





W2 =





0 1 1
1 0 0
1 0 0



 θ2 =





1
0
0



De 
es matri
es d'intera
tion, on déduit les graphes d'intera
tion présentés�gure 3.12.
AP3 PI

BFU

AP1 AG

ET1

Fig. 3.12 � Graphes d'intera
tion 
orrespondant à R1 à gau
he et à R2 à droite.Les 2 réseaux R1 et R2 sont 2 RABS à 3 éléments. Nous avons réalisé lasimulation de l'ensemble de tous les RABS de taille 3 dans la partie 3.1. Nous
onnaissons don
 le 
omportement dynamique de 
es 2 réseaux. R1, 
omme R2,est un réseau de la 
lasse de 
omportement Ev, de la sous-
lasse de 
omportementDown.Pour le réseau R1, on a les 3 points �xes suivants : 100, 010 et 001. Si les auto-mates AG et AP1 sont dans un même blo
 du mode d'itération, on a égalementle 
y
le limite de longueur 2 suivant : [011 , 000].Pour le réseau R2, on a les 2 points �xes suivants : 111 et 000. Pour lemode d'itération parallèle, on a également le 
y
le limite de longueur 2 suivant :
[100 , 011].Remarquons que Sené et Goles ont également étudié la dynamique du réseaude régulation génétique de la morphogénèse �orale 
hez Arabidopsis thaliana,de façon similaire [25, 91℄. En utilisant la symétrie de R2 et la symétrie de la
omposante fortement 
onnexe à 2 éléments de R1, ils ont pu montrer que les
y
les limites de 
es 2 sous-réseaux sont de longueur 2, à partir d'un résultatpré
édent de Goles et Olivos [74℄.Dans le réseau 
omplet, les sous-réseaux R1 et R2 sont reliés par le gèneLFY, qui régule les éléments de 
ha
un des 2 sous-réseaux. Or, nous avons vuque, pour les attra
teurs, l'état de LFY est 0. Ainsi, dans le réseau 
omplet,si l'on ne s'intéresse qu'aux attra
teurs, l'état du réseau R1 est indépendant del'état du réseau R2. On peut don
 immédiatement déduire des attra
teurs de98



R1 et R2, les attra
teurs du réseau de Mendoza, RMen, en asso
iant à tous lesattra
teurs de R1, l'ensemble des attra
teurs de R2. On peut également déduiredu fait que R1 et R2 sont des réseaux de la 
lasse de 
omportement Down, quele réseau RMen appartient également à Down. Nous avons don
 un exemple deréseau de grande taille, dont la 
onne
tivité est faible, qui montre que la 
lassede 
omportement Down reste tout de même importante au fur et à mesure quele nombre d�éléments augmente.Quel que soit le mode d'itération 
hoisi, on observe 6 points �xes pour le réseau
RMen :- 110000010110- 110000000000- 000100010110- 000100000000- 000000001000- 000000011110En fon
tion des 
ara
téristiques des blo
s du mode d'itération 
hoisi, on peutégalement dé
rire les 
y
les limites que le réseau atteint. Ces 
y
les sont tous delongueur 2 :- si AG et AP1 sont dans un même blo
 du mode d'itération, et que BFU ,

AP3 et PI sont également réunis au sein d'un même blo
 (
as du modeparallèle, par exemple), alors on observe les 7 
y
les limites suivants :- [110000010000 , 110000000110]- [000100010000 , 000100000110]- [000000011000 , 000000001110]- [000100011110 , 000000010110]- [000100001000 , 000000000000]- [000100011000 , 000000000110]- [000100001110 , 000000010000]- si AG et AP1 sont dans un même blo
 du mode d'itération, et que BFU ,
AP3 et PI ne sont pas tous dans un même blo
, alors on observe les 2
y
les limites suivants :- [000100011110 , 000000010110]- [000100001000 , 000000000000]- si AG et AP1 sont dans deux blo
s distin
ts du mode d'itération, et que
BFU , AP3 et PI sont également réunis au sein d'un même blo
, alors, onobserve les 3 
y
les limites suivants :- [110000010000 , 110000000110]- [000100010000 , 000100000110]- [000000011000 , 000000001110]- en�n, si AG et AP1 sont dans deux blo
s distin
ts du mode d'itération, etque BFU , AP3 et PI ne sont pas tous dans un même blo
 (
as de tous lesmodes séquentiels, par exemple), alors on n'observe au
un 
y
le limite.Nous retrouvons bien les 6 points �xes présentés par Mendoza et Alvarez-Buylla. Dans leur arti
le, ils donnent une justi�
ation biologique au fait d'itérerle réseau ave
 le mode d'itération suivant :99



(EMF1,TFL1)(LFY,AP1,CAL)(LUG,UFO,BFU)(AG,AP3,PI)(SUP). Ces gènessont regroupés en fon
tion de l'ordre dans lequel ils sont a
tivés dans le pro
es-sus de di�éren
iation des 
ellules �orales. Pour 
e mode d'itération, on n'observeau
un 
y
le limite, puisque les gènes AG et AP3 sont bien dans 2 blo
s di�é-rents, alors que BFU est séparé de AP3 et PI. Les seuls attra
teurs que l'onobtient pour 
e mode d'itération sont don
 les 6 points �xes, pour lesquels onpeut donner une signi�
ation biologique. Dans le point �xe 000100000000, seulle gène AP1 est a
tif. L'a
tivité A est don
 présente seule, et d'après le modèleABC, on peut asso
ier 
e point �xe aux 
ellules du tissu de type sépale. Dans lepoint �xe 000100010110, les gènes AP1, AP3 et PI, ainsi que le 
omplexe pro-téique BFU sont a
tifs. On a don
 l'a
tivité A et l'a
tivité B qui sont présentes.D'après le modèle ABC, on peut asso
ier 
e point �xe aux 
ellules du tissu detype pétale. De même, on peut asso
ier le point �xe 000000001000 au type 
ellu-laire "
arpelle", et le point �xe 000000011110 au type 
ellulaire "étamine". Les2 points �xes restant 110000000000 et 110000010110 ne peuvent être asso
iés àau
un type 
ellulaire �oral, puisque les gènes EMF1 et TFL1 y sont a
tifs. Or,
es gènes sont des gènes inhibiteurs de toute a
tivité �orale. Le premier point�xe peut être asso
ié aux 
ellules du méristème api
al qui ne deviennent pasdes 
ellules di�éren
iées �orales. Le deuxième point �xe ne 
orrespond à au
untype 
ellulaire observé sur les spé
imens sauvages d'Arabidopsis thaliana, maisMendoza et Alvarez-Buylla a�rment que l'on peut obtenir 
e type 
ellulaire surdes mutants. Ces 6 points �xes valident le modèle de réseau de régulation sousforme de RABS, puisqu'il est en adéquation ave
 le modèle ABC. En revan
he,les 
y
les limites que l'on peut observer pour di�érents modes d'itération n'ontau
une signi�
ation biologique. Cela signi�e don
 que le syn
hronisme dans lepro
essus d'expression des di�érents gènes du réseau est très important, pourque le réseau 
onserve sa fon
tion.Nous avons montré qu'en ré-é
rivant la matri
e d'intera
tion et le ve
teurseuil de 
e réseau de 12 éléments, à l'aide de ve
teurs d'intera
tion minimaux,nous pouvions trouver une simpli�
ation, qui a permis de nous ramener à l'étudede 2 sous-réseaux de taille 3. Cette simpli�
ation montre que la régulation deLFY par les autres éléments du réseau n'est pas né
essaire pour dé
rire la mor-phogénèse �orale 
hez Arabidopsis thaliana. Nous pouvons alors nous demandersi, en 
onservant la régulation de LFY, on peut obtenir des attra
teurs en a

ordave
 le modèle ABC.Pour répondre à 
ette question, nous allons garder la matri
e d'intera
tionet le ve
teur seuil sous la forme de W
′ et θ

′, tout en 
omplétant la ligne 
orres-pondant à la régulation de LFY (il s'agit de la 3e ligne). D'après les éléments dela littérature retenus par Mendoza et Alvarez-Buylla, le r�le a
tivateur de AP1sur LFY est plus important que 
elui de CAL. Nous devons don
 
ompléter laligne 3 de (W′,θ′) par un ve
teur d'intera
tion minimal 
orrespondant à une ré-gulation sous la forme de 2 a
tivations d'importan
es di�érentes (représentés par2 poids de valeurs positives di�érentes) et de 2 inhibitions. D'après le tableau 2de l'annexe, il y a 21 ve
teurs représentatifs de 
lasses d'équivalen
e de fon
tions100



booléennes à seuil qui 
orrespondent à 
e 
as. En prenant en 
ompte le fait queles poids 
orrespondant aux 2 inhibitions peuvent être permutés dans le 
as où ilssont di�érents (nous n'avons au
une information sur l'importan
e relative de 
es2 inhibitions), nous obtenons 33 ve
teurs d'intera
tion minimaux à partir des-quels on peut re
onstruire la ligne 
orrespondant à la régulation de LFY. Nousavons simulé la dynamique des 33 RABS à 12 éléments 
orrespondant. Commenous nous intéressons aux points �xes de 
es réseaux, a�n de voir s'ils dé
riventun 
omportement 
ohérent ave
 le modèle ABC, nous itérons les réseaux ave
 lemode parallèle uniquement. Parmi les 33 RABS simulés, au
un ne présente un
omportement dynamique 
ohérent ave
 le modèle ABC. En parti
ulier, au
undes 33 RABS simulés n'a de point �xe 
orrespondant aux sépales. Ce
i ne signi-�e pas que le fait de prendre en 
ompte la régulation de LFY dans le réseau,empê
he de dé
rire un 
omportement qui explique la morphogénèse �orale. Ene�et, nous n'avons modi�é au
un des poids des intera
tions ne 
on
ernant pasLFY. Il existe peut-être un réseau dont la matri
e d'intera
tion 
orrespond augraphe d'intera
tion 3.10 et qui permet d'expliquer la morphogénèse �orale. Pourtrouver 
e réseau, il faudrait tester toutes les matri
es d'intera
tion et tous lesve
teurs seuils possibles 
orrespondant à 
e graphe d'intera
tion. Ce n'est pas lepropos de notre étude.En revan
he, nous remarquons que, si l'on relâ
he la 
ontrainte stipulant queque le r�le a
tivateur de AP1 sur LFY est plus important que 
elui de CAL,on trouve 2 RABS qui sont en a

ord ave
 le modèle ABC. Pour l'un de 
es 2réseaux, AP1 et CAL sont d'importan
e égale dans la régulation de LFY ; pourl'autre, CAL a un r�le plus important que AP1. Cha
un de 
es 2 réseaux estobtenu en remplaçant la ligne 3 du système (W′,θ′), par l'un des 2 ve
teursminimaux suivants :
V

1
LFY = (−1,−1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)(1),

V
2
LFY = (−1,−2, 0, 1, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)(1).Pour 
es 2 réseaux, on observe 7 points �xes. 6 d'entre eux sont les mêmes 6points �xes que 
eux observés pour le réseau lorsque LFY n'est pas régulé. Le

7e est le point �xe suivant : 001110010110. Dans 
e point �xe, les gènes asso-
iés aux a
tivités A et B du modèle ABC sont a
tifs (
omme pour le point �xeasso
ié aux pétales), ainsi que les gènes LFY et CAL. Nous pensons que l'onpeut également asso
ier 
e point �xe aux pétales. En e�et, d'après [92℄, CAL etAP1 sont 2 gènes redondants, issus d'un ré
ent événement de dupli
ation. On netrouve 
ette dupli
ation que pour les plantes de la famille Brassi
a
ae à laquelleappartient Arabidopsis thaliana. De plus, toujours d'après [92℄, LFY est a
tivéet a
tive l'expression de CAL et AP1, au tout début de la di�érientiation des
ellules dans les méristèmes api
aux. On trouve AP1 exprimé très peu de tempsaprès avoir observé que LFY est exprimé. On peut don
 penser que le point �xe
001110010110 
orrespond à des pétales pour lesquels LFY et CAL sont restésa
tivés. Nous avons don
 trouvé 2 réseaux qui dé
rivent la morphogénèse �orale
hez Arabidopsis thaliana, tout en permettant de 
onsidérer que LFY est régulédans le réseau. 101



Dans 
ette partie, nous avons montré que, pour l'étude de modèles de réseaude régulation génétique, nous pouvions parfois simpli�er les réseaux de manière àdé
rire le 
omportement dynamique général du réseau, à partir du 
omportementde sous-réseaux spé
i�ques. Ce
i montre l'intérêt d'étudier les RABS de petitetaille, que l'on 
onsidère 
omme sous-modules de plus grands réseaux. Nous avonségalement montré l'importan
e de travailler ave
 des ve
teurs d'intera
tion mi-nimaux, pour dé�nir les fon
tions de transition lo
ale des réseaux d'automatesbooléens à seuil.3.4 miARN et robustesseNous avons dé
rit jusqu'à présent la régulation génétique par les seules in-tera
tions entre gènes et produits synthétisés à partir de 
es gènes. Dans 
ettepartie, nous allons aborder un autre type de régulation, liée à des ARN, que l'onappelle mi
ro-ARN, et que l'on note miARN. Ces miARN sont de tout petitsARN simple brin 
ontenant, après maturation à partir d'un forme "hair-pin", unevingtaine de nu
léotides. Ils interviennent dans la régulation génétique en s'ap-pariant aux ARN messagers. Ils ont un r�le de répresseurs et dégradent les ARNauxquels ils s'apparient (seuls ou ave
 des peptides auxquels ils sont 
omplexés)et répriment leur tradu
tion en protéine. Leur r�le exa
t et leur importan
e nesont pas en
ore bien 
ompris, mais quelques études montrent qu'ils interviennentdans la régulation de réseaux liés à un grand nombre de fon
tions physiologiquesessentielles [93, 94, 95℄. Notons que 
ertains gènes, 
omme 
elui qui exprime laprotéine p53, 
ontr�lent la trans
ription de 
ertains miARN, 
e qui peut intro-duire des 
ir
uits supplémentaires dans les réseaux de régulation, 
es miARNn'étant plus de simples éléments sour
es des réseaux [47, 96, 97℄.Notre propos n'est pas d'étudier de façon exhaustive le r�le de 
es miARNdans la régulation génétique, mais nous proposons un proto
ole de simulation trèssimple, a�n d'entrevoir quel peut être l'e�et de 
es répresseurs sur la robustessedes réseaux de régulation. Pour 
ela, nous étudions l'e�et d'un élément répresseursur un RABS de taille 3, dont le graphe d'intera
tion est fortement 
onnexe.Nous 
hoisissons de travailler uniquement sur des réseaux au graphe d'intera
tionfortement 
onnexe, 
ar ils nous semblent être les plus représentatifs des modulesdont sont 
onstitués les graphes d'intera
tion des réseaux de régulation génétiqueréels. Pour tous les RABS de taille 3, dont le graphe d'intera
tion est fortement
onnexe, nous suivons le proto
ole suivant :1. nous simulons le 
omportement dynamique du réseau sans miARN ;2. nous modélisons l'e�et inhibiteur qu'aurait un miARN sur l'élément 1 duréseau en ajoutant 1 à la valeur du seuil 
orrespondant à l'élément 1 ; noussimulons le 
omportement dynamique du réseau ainsi transformé ;3. nous répétons l'étape pré
édente pour les éléments 2 et 3 du réseau.102



Ainsi, à partir de 
haque RABS de taille 3, on 
onstruit 3 nouveaux réseaux donton simule le 
omportement dynamique.Comme nous proposons d'étudier le r�le qu'aurait un miARN sur la robus-tesse des réseaux, nous notons, pour 
haque RABS simulé, la 
lasse de 
ompor-tement dynamique à laquelle il appartient. Nous avons réalisé nos simulationsà partir des 162 780 RABS de taille 3, dont le graphe d'intera
tion est forte-ment 
onnexe. Le tableau 3.11 donne la proportion de 
ha
une des 
lasses de
omportement dynamique dans la population des RABS étudiés, avant ajout dumiARN. Nous pouvons déjà noter que la proportion de réseaux de la 
lasse deTab. 3.11 � Répartition des RABS de taille 3 dont le graphe est fortement
onnexe. Cy Fi Mi Ev Total
60846 49071 19457 33406 162780

37, 4% 30, 1% 12, 0% 20, 5% 100%
omportement Ev est plus importante pour les RABS dont le graphe d'intera
-tion est fortement 
onnexe que pour la population totale, pour laquelle elle estde 18, 49%.A partir de 
ha
un des réseaux de taille 3, nous avons 
onstruit, puis simulé, 3nouveaux réseaux. Nous avons don
 488 340 nouveaux réseaux, dont la répartitionen fon
tion des 
lasses de 
omportement est donnée dans le tableau 3.12.Tab. 3.12 � Répartition des réseaux en fon
tion des 
lasses de 
omportementdynamique, après ajout de l'e�et du miARN.Cy Fi Mi Ev Total
168925 192673 49959 76783 488340

34, 6% 39, 5% 10, 2% 15, 7% 100%On remarque que la proportion de réseaux de la 
lasse Fi a assez fortementaugmenté ave
 l'ajout du miARN. Inversement, la 
lasse de 
omportement Ev avu sa proportion diminuer de façon signi�
ative. En terme de robustesse, on peutdon
 dire que l'ajout du miARN a tendan
e à rendre les modules de taille 3 plusrobustes aux 
hangements de modes d'itération.Nous pouvons étudier l'in�uen
e du miARN de manière plus �ne, en obser-vant la distribution des RABS après prise en 
ompte de l'e�et du miARN enfon
tion de leur 
lasse de 
omportement et de la 
lasse de 
omportement du ré-seau de taille 3 à partir duquel ils sont 
onstruits. Cette répartition peut nousindiquer par exemple en quel type de réseau un réseau de la 
lasse Ev est préfé-rentiellement transformé. Le tableau 3.13 donne les distributions 
onditionnelles103



de la 
lasse de 
omportement, selon la 
lasse de 
omportement du RABS de taille3 initial.Tab. 3.13 � Distributions 
onditionnelles de la 
lasse de 
omportement (en 
o-lonnes), selon la 
lasse de 
omportement du réseau initial (en lignes).Cy Fi Mi Ev TotalCy 131091 23363 7783 20301 182538
71, 8% 12, 8% 4, 3% 11, 1% 100%Fi 9765 117688 11003 8757 147213
6, 6% 79, 9% 7, 5% 5, 9% 100%Mi 10684 18127 22176 7384 58371
18, 3% 31, 1% 38, 0% 12, 7% 100%Ev 17385 33495 8997 40341 100218
17, 3% 33, 4% 9, 0% 40, 3% 100%D'après les distributions 
onditionnelles, nous 
omprenons la raison pour la-quelle la 
lasse Fi est relativement plus importante après ajout de l'e�et dumiARN : environ 1/3 des réseaux des 
lasses Mi et Ev ont été transformés enréseaux de la 
lasse Fi. Cela signi�e que l'ajout de l'inhibition par le noeud sup-plémentaire a tendan
e à supprimer les 
y
les limites des réseaux des 
lasses Miet Ev. De plus, la 
lasse Fi est 
elle qui est la moins sensible à l'ajout de l'in-hibition, puisque seulement 20% des réseaux de 
ette 
lasse ont été transformésen réseaux de 
lasse di�érente. Ensuite, vient la 
lasse Cy, pour laquelle environ

30% des réseaux 
hangent de 
lasse de 
omportement dynamique ave
 l'ajout dumiARN. Les 
lasses ave
 un seul type d'attra
teurs (soit des points �xes pour la
lasse Fi, soit des 
y
les limites pour la 
lasse Cy) sont don
 les moins sensiblesà l'ajout du miARN inhibiteur.Ce
i 
on�rme notre 
on
lusion intermédiaire : l'ajout du miARN a tendan
eà rendre les réseaux plus robustes aux 
hangements de modes d'itération, no-tamment en supprimant les 
y
les limites des réseaux ave
 points �xes et 
y
leslimites. D'un point de vue biologique, on peut penser que les 
y
les limites nesont, en grande partie, pas souhaitables pour de tels réseaux, 
omme par exemple
elui lié à la morphogénèse �orale 
hez Arabidopsis thaliana. LesmiARN agiraientdon
 
omme des "garde-fous", en empê
hant des 
omportements 
y
liques.Nous pouvons 
lore 
ette étude très rapide, en observant la taille moyenne duplus petit bassin d'attra
tion pour les réseaux, avant ajout du miARN et aprèsajout. Si 
ette taille diminue de façon signi�
ative ave
 l'ajout du miARN, nouspouvons en 
on
lure que 
elui-
i a pour e�et de supprimer les attra
teurs à petitsbassins. D'un point de vue biologique, de tels attra
teurs ne représentent pas destypes 
ellulaires intéressants. Le tableau 3.14 donne la taille moyenne du pluspetit bassin d'attra
tion, pour les réseaux avant ajout du miARN. Cette taillemoyenne est donnée pour 
haque 
lasse de 
omportement, et pour la totalité104



des réseaux. Le tableau 3.15 présente la taille moyenne du plus petit bassind'attra
tion, pour les réseaux après ajout du miARN. Pour 
haque réseau, lataille du plus petit bassin d'attra
tion est 
al
ulée pour tous les modes d'itération.C'est la moyenne sur les modes d'itération qui est retenue. Nous rappelons que,pour les réseaux de taille 3, il y a 23 = 8 
on�gurations possibles. La taillemaximale des bassins d'attra
tion est don
 de 8.Tab. 3.14 � Taille moyenne du plus petit bassin d'attra
tion pour les réseauxavant ajout du miARN.Cy Fi Mi Ev Total
7, 38 4, 25 2, 33 4, 88 5, 32Tab. 3.15 � Taille moyenne du plus petit bassin d'attra
tion pour les réseauxaprès ajout du miARN.Cy Fi Mi Ev Total
7, 53 4, 94 2, 83 5, 14 5, 61Nous observons une augmentation de la taille du plus petit bassin d'attra
-tion, ave
 l'ajout du miARN inhibiteur. Cependant, 
ette augmentation est plu-t�t faible. Ainsi, on ne peut 
on
lure à un e�et spé
ial du miARN sur les at-tra
teurs à bassin d'attra
tion de petite taille, puisque 
ette augmentation de lataille moyenne du plus petit bassin peut s'expliquer par la diminution du nombremoyen d'attra
teurs.Les réseaux de la 
lasse Mi sont 
eux pour lesquels l'augmentation relative dela taille du plus petit bassin d'attra
tion est la plus pronon
ée. Nous remarquonsd'ailleurs que, pour 
es réseaux, la taille du plus petit bassin est très faible,
omparativement aux autres. Nous avons vu, dans la partie 3.1.2, que les RABSde 
ette 
lasse sont 
eux qui ont le plus d'attra
teurs (ils ont au moins un point�xe et un 
y
le limite par mode d'itération). Cependant, 
e
i ne su�t pas àexpliquer la taille si faible du plus petit bassin d'attra
tion. Il semble don
 que
es réseaux sont 
ara
térisés, de façon générale, par un attra
teur dont le bassind'attra
tion est de petite taille. A l'opposé, on 
onstate que, pour les réseaux dela 
lasse Cy, la taille moyenne du plus petit bassin d'attra
tion est très élevée.Ce
i nous indique don
 que 
es réseaux ont un nombre moyen de 
y
les limitespro
hes de 1 (
e que nous avions vu dans la partie 3.1.2), mais également que,lorsqu'il y a plusieurs 
y
les limites, la taille des bassins d'attra
tion de 
es 
y
lesest équilibrée.Nous avons montré, au moyen de simulations relativement aisées à mettre enoeuvre, que l'on pouvait donner quelques pistes sur l'e�et d'un miARN sur larobustesse des réseaux. D'après les résultats obtenus, nous pouvons supposer que105



les miARN ont pour r�le d'augmenter la robustesse des réseaux de régulation.Cette 
on
lusion est en a

ord ave
 les études ré
entes qui dé
rivent notammentune dérégulation des miARN, dans le 
as de 
an
ers [96℄.Ce 
hapitre a porté sur les résultats des di�érentes simulations que nousavons réalisées 
on
ernant les réseaux d'automates booléens. Nous avons 
om-men
é par étudier le 
omportement général des RABS à n éléments, ave
 n ≤ 7.Les résultats obtenus montrent que le fait d'augmenter la taille, mais, surtout,la 
onne
tivité des réseaux, a pour e�et de faire diminuer la robustesse de 
esréseaux fa
e à des perturbations des modes d'itération. En faisant augmenter lataille des réseaux, tout en 
onservant une 
onne
tivité faible, nous avons vu queles réseaux pouvaient retrouver une 
ertaine robustesse. Nous avons fait le lienave
 les graphes d'intera
tion des réseaux de régulation génétique 
onnus, quisont 
omposés de modules de petite taille et fortement 
onnexes, reliés par desar
s et des noeuds intermédiaires de degrés faibles. Nous avons également étudiéles attra
teurs des RABS et montré que leur nombre, ainsi que la longueur des
y
les limites, augmentaient moins fortement ave
 la taille des réseaux que 
e quemontrent les études sur les réseaux booléens aléatoires.Nous avons ensuite fo
alisé notre travail sur les réseaux de la 
lasse de 
om-portement la moins robuste aux 
hangements de mode d'itération. Nous avonstenté de donner une expli
ation aux apparitions et disparitions des 
y
les li-mites, observées pour 
es réseaux, lorsque l'on modi�e le mode d'itération. Nousavons également montré que l'on ne pouvait pas dé
rire les di�érentes 
lasses de
omportement dynamique, en dé
rivant seulement les graphes d'intera
tion desréseaux.En�n, nous avons traité un modèle de réseau de régulation génétique, pourlequel nous avons prouvé toute l'importan
e d'utiliser des ve
teurs d'intera
tionminimaux pour dé�nir les fon
tions booléennes à seuil. Nous avons montré 
om-ment l'on pouvait ramener l'étude du réseau de 12 gènes à la des
ription de ladynamique de 2 RABS de taille 3. Nous avons 
los 
e 
hapitre, en présentant uneétude très simple visant à étudier le r�le général que peuvent avoir les miARNvis-à-vis de la robustesse des réseaux de régulation génétique.Nous terminons notre manus
rit par le pro
hain 
hapitre, qui présente quelquesrésultats théoriques sur les 
y
les limites dans les réseaux d'automates.
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Chapitre 4Itération bio-inspiréeNous étudions la robustesse des réseaux d'automates booléens à seuil, dansle 
adre de la modélisation des réseaux de régulation génétique. Dans 
e 
ha-pitre, nous allons présenter une itération qui nous semble plus appropriée à lamodélisation de 
es réseaux biologiques que l'itération traditionnelle que nousavons utilisée jusqu'à 
e point. A partir de la dé�nition de 
ette itération quenous appelons bio-inspirée, nous pouvons énon
er quelques résultats 
on
ernantles 
y
les limites observés pour un réseau d'automates. Ce 
hapitre ne 
on
erneplus la seule 
lasse des réseaux d'automates booléens à seuil, mais 
elle des ré-seaux d'automates de façon générale. En revan
he, pour 
onserver l'homogénéitédu manus
rit, les exemples présentés 
on
erneront uniquement des réseaux d'au-tomates booléens à seuil.4.1 Motivation et premières dé�nitionsNous avons dé�ni, dans la partie 1.3.1, les modes d'itération blo
s-séquentiels.Cette dé�nition, qui 
orrespond à 
e que nous appelons l'itération traditionnelledes réseaux d'automates, stipule que, quelque soit le mode d'itération 
hoisi, à
haque transition d'état du réseau, l'état de tous les éléments est mis à jour. Nousavons, en e�et, déjà remarqué qu'entre deux temps 
onsé
utifs, t et t + 1, l'en-semble de toutes les fon
tions de transition lo
ale était appliqué. Ce
i signi�e,dans le 
adre de la modélisation des réseaux de régulation génétique, qu'entredeux 
on�gurations 
onsé
utives du réseau, tous les gènes ont eu le temps de voirleur expression 
hanger. Or, nous avons vu dans 
ette même partie 1.3.1 quelleétait la signi�
ation biologique que l'on pouvait donner aux modes d'itérationblo
s-séquentiels. Si nous pouvons déterminer qu'il existe un intervalle de tempssu�samment important entre l'expression (au travers de tout le pro
essus d'ex-pression des gènes in
luant le remodelage de la 
hromatine, l'a
tion de l'ARNpolymérase...) des gènes i et j, alors les éléments i et j qui modélisent 
es gènessont pla
és dans deux blo
s di�érents du mode d'itération blo
s-séquentiel. Sil'on suppose que le gène i est exprimé avant le gène j, alors, dans un tel 
as, legène j peut être régulé par les produits synthétisés à partir du gène i qui 
orres-107



pondent à l'état a
tuel d'a
tivation de i. On pla
e don
 j dans un blo
 suivantle blo
 de i. S'il existe un intervalle de temps su�samment long pour que le gène
j puisse dépendre de l'état a
tuel du gène i, alors il nous semble 
ohérent de
onsidérer que l'on peut observer l'état du réseau entre le moment où le gène iest exprimé et 
elui où le gène j est exprimé. D'un point de vue expérimental,on étudie l'évolution temporelle des niveaux d'expression des di�érents gènes àl'aide de bio-pu
es du type mi
roarrays ou pu
es à oligonu
léotides [9, 10, 11, 12℄.Il nous paraît improbable qu'entre 2 mesures de l'expression génétique par 
esbio-pu
es, l'état de tous les gènes d'un même réseau ait eu le temps d'être mis àjour un même nombre de fois.
Gène 1

. . . .
Gène 2

Gène 3

Gène 4

t0

temps

t1 t2Fig. 4.1 � S
héma représentant l'évolution temporelle de l'expression de 4 gènes.Le s
héma simpli�é de la �gure 4.1 présente un exemple �
tif d'évolution tem-porelle de l'expression de 4 gènes, à partir d'un état d'expression initial. A 
haquegène 
orrespond une 
ase dont la 
ouleur modélise l'état d'a
tivation du gène :vert, le gène est exprimé, rouge, il n'est pas exprimé (initialement, au
un gènen'est don
 exprimé). On suppose que les 4 gènes, notés de 1 à 4, sont regroupésde la façon suivante : (1)(2, 3)(4) ; 
'est-à-dire que l'état d'expression du gène 1est mis à jour, puis les états d'expression des gènes 2 et 3 sont mis à jour de façonsyn
hrone, ensuite, l'état d'expression du gène 4 est mis à jour, et on réitère lepro
essus à partir du gène 1. Sur le s
héma, toute 
on�guration obtenue à partirde la mise à jour d'un seul groupe est notée. Pour 
et exemple, le mode d'itérationblo
s-séquentiel asso
ié est, naturellement, (1)(2, 3)(4). Si l'on itère le RABS quimodélise le réseau �
tif auquel sont asso
iées les 
on�gurations du s
héma, ave

e mode d'itération, on n'observe que les 
on�gurations 
orrespondant aux temps
t0, t1, t2. En e�et, on 
onsidère qu'entre 2 
on�gurations su

essives du réseau,l'état de tous les éléments du réseau est mis à jour. A�n de modéliser le plus�dèlement, et le plus pré
isément possible, l'évolution de l'expression génétiqueau sein d'un réseau de régulation, nous dé
idons de dé�nir une nouvelle façond'itérer les réseaux d'automates qui nous permette de prendre en 
ompte toutesles 
on�gurations représentées sur la �gure 4.1.A partir de 
e 
onstat, nous re-dé�nissons les modes d'itération blo
s-séquentiels108



pour les réseaux d'automates. Nous appelons 
ette nouvelle façon d'itérer les ré-seaux, l'itération bio-inspirée. Dans l'itération traditionnelle, à 
haque transitiond'état du réseau, l'ensemble des éléments du réseau est mis à jour. Dans l'ité-ration bio-inspirée, à 
haque transition d'état du réseau, un groupe d'éléments(
eux regroupés dans un même blo
 du mode d'itération blo
s-séquentiel) du ré-seau est mis à jour. Nous dé�nissons les modes d'itération blo
s-séquentiels pourl'itération bio-inspirée à partir des partitions ordonnées.Pour la suite, on 
onsidère que toute 
on�guration initiale 
orrespond autemps t = 0. On 
onsidère également que si R = (Q,F ) est un réseau d'automatesà n éléments et la fon
tion fi, i ∈ {1, · · · , n}, désigne la 
omposante i de F , 
'est-à-dire, la fon
tion de transition lo
ale de l'élément i du réseau R.On désigne l'ensemble des parties de {1, · · · , n} par P({1, · · · , n}). Pour toutefon
tion de transition globale F d'un réseau d'automates à n éléments R =
(Q,F ), nous dé�nissons l'appli
ation GF : P({1, · · · , n})×Qn → Qn, par :

∀E ∈ P({1, · · · , n}), ∀X ∈ Qn, GF (E,X) = Yave
 ∀i ∈ {1, · · · , n}, yi =

{

fi(X) si i ∈ E
xi sinon .Cette appli
ation nous permet de donner la dé�nition des modes d'itération blo
s-séquentiels bio-inspirés suivante.Dé�nition 4.1 (Mode d'itération blo
s-séquentiel bio-inspiré)Soit R = (Q,F ) un réseau d'automates à n éléments, et P = (P1, · · · , Pp) unepartition ordonnée de l'ensemble {1, · · · , n}.On dit que R est itéré ave
 le mode d'itération blo
s-séquentiel bio-inspiré (MIBSBI)asso
ié à P quand on a :

∀t ∈ N, X(t + 1) = GF (Pk,X(t)), ave
 k ∈ {1, · · · , p}, k ≡ t + 1 [p].Comme pour les modes d'itération blo
s-séquentiels de l'itération tradition-nelle, on peut dé�nir les MIBSBI pour tout réseau d'automates, et pas unique-ment pour les réseaux d'automates booléens à seuil.Tout mode d'itération blo
s-séquentiel de l'itération traditionnelle et toutMIBSBI étant dé�nis à partir d'une partition ordonnée de {1, · · · , n}, on peutfaire 
orrespondre à 
haque MIBSBI un unique mode d'itération blo
s-séquentielde l'itération traditionnelle, et inversement. Ces modes sont asso
iés à la mêmepartition ordonnée. Nous verrons dans la suite 
omment les dynamiques obte-nues à partir de deux modes d'itération 
orrespondants sont liées. En parti
ulier,nous pouvons dé�nir les modes parallèle et séquentiels bio-inspirés, à partir, res-pe
tivement de la partition réduite à l'ensemble {1, · · · , n} et des partitions à nblo
s 
ontenant 
ha
un un unique élément (si P = (P1, · · · , Pp) est une parti-tion, alors on appelle tout Pk un blo
 de P ). On peut remarquer immédiatementque les modes parallèles de l'itération traditionnelle et de l'itération bio-inspiréesont identiques. Dans les 2 
as, on a en e�et (en 
onservant les notations de ladé�nition 4.1) :
∀t ∈ N, ∀i ∈ {1, · · · , n}, xi(t + 1) = fi(X(t)).109



En revan
he, les modes séquentiels sont bien di�érents, 
omme le montre l'exemple4.1Exemple 4.1 : On 
onsidère le réseau d'automates booléens à seuil à 3 éléments
R = (W,θ) dont la matri
e d'intera
tion et le ve
teur seuil sont donnés 
i-après :

W =





2 1 1
0 0 1
0 −1 0



 θ =





2
0
−1



On part de la 
on�guration initiale X(0) = 000 et on itère le réseau ave
 lemode d'itération séquentiel asso
ié à la partition ordonnée (3)(2)(1), dans le 
asde l'itération traditionnelle, et dans le 
as de l'itération bio-inspirée. On noteles 2 premières 
on�gurations (autres que la 
on�guration initiale) dans le 
as del'itération traditionnelle, et les 6 premières 
on�gurations dans le 
as de l'itérationbio-inspirée. On trouve alors les traje
toires suivantes :- itération traditionnelle : 000→ 011→ 000- itération bio-inspirée : 000→ 001→ 011→ 011→ 010→ 000→ 000Les premières 
on�gurations de 
es 2 traje
toires issues d'un même état globalinitial de R sont di�érentes. Les modes séquentiels traditionnel et bio-inspiréne sont don
 pas identiques. On peut remarquer que la 
on�guration 001 n'estpas présente dans la traje
toire 
orrespondant à l'itération traditionnelle, alorsque toute 
on�guration de la traje
toire 
orrespondant à l'itération traditionnelleest présente dans la traje
toire 
orrespondant à l'itération bio-inspirée. On peutégalement remarquer que dans une traje
toire 
orrespondant à l'itération bio-inspirée, on peut avoir deux 
on�gurations su

essives égales, sans avoir atteint depoint �xe. A une unique 
on�guration peuvent 
orrespondre deux 
on�gurationssuivantes di�érentes, selon le blo
 qui est mis à jour durant la transition. Nousreviendrons plus loin sur 
ette remarque.Notation 4.1 : Soit R un réseau d'automates à n éléments, et P une partitionordonnée de {1, · · · , n}.On note (R,P, trad) le réseau R itéré ave
 le mode blo
s-séquentiel asso
ié à Ppour l'itération traditionnelle, et (R,P, bio) le réseau R itéré ave
 le MIBSBIasso
ié à P .A partir de la dé�nition 4.1, pour tout réseau d'automates R, et toute par-tition ordonnée P = (P1, · · · , Pp) de {1, · · · , n}, on peut dé�nir toute traje
-toire issue d'une 
on�guration initiale X(0), pour (R,P, bio), 
omme la suite
(Xk)k∈N dé�nie par X

0 = X(0) et ∀k ∈ N, X
k+1 = GF (Pjk

,Xk), ave
 jk ∈
{1, · · · , p}, jk ≡ k + 1 [p]. Entre 2 
on�gurations X

k et X
k+p, k ∈ N, l'état detous les éléments de 
haque blo
 de P est mis à jour, et don
 
haque élément duréseau est mis à jour. Pour les modes d'itération blo
s-séquentiels de l'itérationtraditionnelle, à 
haque transition d'état du réseau, l'ensemble des éléments estmis à jour. On trouve don
 la traje
toire issue de la même 
on�guration initiale,

X(0), pour (R,P, trad), en prenant la suite extraite (Yk)k∈N de (Xk)k∈N, dé�niepar ∀k ∈ N, Y
k = X

pk. 110



Dans l'exemple 4.1, les premiers états de la traje
toire 
orrespondant à l'ité-ration bio-inspirée sont X
0 = 000, X

1 = 001, X
2 = 011, X

3 = 011, X
4 =

010, X
5 = 000, X

6 = 000. Pour l'itération traditionnelle, les premiers états dela traje
toire sont Y
0 = 000, Y

1 = 011, Y
2 = 000. On retrouve bien Y

k = X
3kpour 0 ≤ k ≤ 2.La dé�nition des 
y
les limites que nous avons donnée dans la partie 1.2.1ne peut pas s'appliquer à l'itération bio-inspirée. Nous avions en e�et présentétout 
y
le limite de longueur l 
omme un ensemble de l 
on�gurations deux àdeux distin
tes. Or, nous avons vu dans l'exemple pré
édent, que pour l'itérationbio-inspirée, on peut avoir 2 
on�gurations su

essives égales qui ne représententpas un point �xe. Dans un 
y
le limite de l'itération bio-inspirée, on peut don
avoir deux 
on�gurations égales. A�n de dé�nir les 
y
les limites pour l'itérationbio-inspirée, nous utilisons le fait que pour tout réseau d'automates R = (Q,F )à n éléments, pour toute partition ordonnée P = (P1, · · · , Pp) de {1, · · · , n},et pour toute 
on�guration initiale X(0) ∈ Qn, la traje
toire issue de X(0),pour (R,P, trad), est une suite extraite de la traje
toire issue de X(0), pour

(R,P, bio). Nous pouvons voir tout 
y
le limite 
omme une traje
toire. Ainsi,tout 
y
le limite pour (R,P, trad) est une suite-extraite d'un 
y
le limite pour
(R,P, bio). A�n de fa
iliter l'é
riture et la le
ture des équations suivantes, tout
y
le C de longueur l que nous notions jusqu'à présent C = [X0, · · · ,Xl−1] estdésormais noté C = [X0, · · · ,Xl−1,Xl = X

0].Si Ctrad
P = [Y0, · · · ,Yl−1,Yl = Y

0] est le 
y
le de longueur l pour l'itérationtraditionnelle, et Cbio
P le 
y
le 
orrespondant pour l'itération bio-inspirée, alors,on peut é
rire Cbio

P = [X0, · · · ,Xk−1,Xk = X
0] ave
 ∀i ∈ {0, · · · , l},Yi = X

pi.On a don
 k = pl. Comme Cbio
P dé�nit également les k+1 premières 
on�gurationsde la traje
toire issue de X
0 pour (R,P, bio), on a ∀j ∈ {0, · · · , k − 1}, X

j+1 =
GF (Pij ,X

j), ave
 ij ∈ {1, · · · , p}, ij ≡ j + 1 [p]. Nous pouvons don
 dé�nir les
y
les limites pour l'itération bio-inspirée de la manière suivante.Dé�nition 4.2 (Cy
le limite pour l'itération bio-inspirée)Soit R = (Q,F ) un réseau d'automates à n éléments, et P = (P1, · · · , Pp) unepartition ordonnée de l'ensemble {1, · · · , n}.La suite de 
on�gurations C ⊆ Qn, C = [X0, · · · ,Xl−1,Xl = X
0] est un 
y
lelimite de longueur l pour (R,P, bio), si et seulement, si C véri�e :- ∃k ∈ N, k > 1 / l = kp,- ∀i, j ∈ {1, · · · , k}, i 6= j, X

ip 6= X
jp,- ∀j ∈ {0, · · · , l − 1}, X

j+1 = GF (Pij ,X
j), ave
 ij ∈ {1, · · · , p}, ij ≡

j + 1 [p].Pour être tout à fait exa
t, dans la dé�nition 
i-dessus, il faut organiser l'é
ri-ture du 
y
le limite pour être 
ertain d'avoir X
1 = GF (P1,X

0). On sait que tout
y
le limite C = [X0, · · · ,Xl−1,Xl = X
0] peut s'é
rire C = [X1, · · ·Xl−1,X0,X1],ou C = [X2, · · ·Xl−1,X0,X1,X2]... On suppose don
 que l'on é
rit toujours les
y
les limites sous la forme C = [X0, · · · ,Xl−1,X0] ave
 X

1 = GF (P1,X
0).Dans l'exemple 4.1, la suite de 
on�gurations Cbio = [000, 001, 011, 011, 010,111



000, 000] est bien un 
y
le limite de longueur 6 pour (R,P, bio) ave
 P =
(3)(2)(1). Cbio 
orrespond au 
y
le limite Ctrad = [000, , 011, 000] de longueur2, obtenu pour (R,P, trad). On voit que Ctrad est une séquen
e extraite de Cbio.On dit don
 que tout 
y
le limite obtenu pour l'itération traditionnelle est un
y
le extrait du 
y
le limite 
orrespondant pour l'itération bio-inspirée.La dé�nition des points �xes pour l'itération bio-simulée est la même quedans le 
adre de l'itération traditionnelle. Une 
on�guration X ∈ Qn est unpoint �xe pour le réseau d'automates R = (Q,F ) si, et seulement si F (X) = X.Ainsi, le point �xe X véri�e ∀E ∈ P({1, · · · , n}), GF (E,X) = X. En parti
ulier,quelle que soit la partition ordonnée P = (P1, · · · , Pp) de {1, · · · , n}, on a ∀k ∈
{1, · · · , p}, GF (Pk,X) = X. Les points �xes d'un réseau d'automates R pourl'itération traditionnelle, et pour l'itération bio-inspirée, sont les mêmes. Soit
(Xk)k∈N une traje
toire pour (R,P, bio). Nous avons vu que deux 
on�gurationssu

essives X

i et X
i+1 de 
ette traje
toire peuvent être égales sans 
orrespondreà un point �xe, Xi = X

i+1 = X. D'après la dé�nition des points �xes 
i-dessus, la
on�guration X ne peut se répéter plus de p fois su

essivement dans la traje
toire
(Xk)k∈N.Nous avons don
 une 
orrespondan
e totale entre les attra
teurs d'un ré-seau d'automates pour l'itération traditionnelle, et pour l'itération bio-inspirée :
haque 
y
le limite pour un mode d'itération traditionnel est asso
ié à un 
y
lelimite pour le MIBSBI asso
ié à la même partition ordonnée, et inversement ;les points �xes de l'itération traditionnelle et de l'itération bio-inspirée sont iden-tiques. Ainsi, les 
lasses de 
omportements que nous avons dé�nies pour les RABSdans la partie 1.3.2 ne dépendent pas du 
hoix entre itération traditionnelle etitération bio-inspirée.Nous avons introduit l'itération bio-inspirée a�n de mieux modéliser les ré-seaux de régulation génétique. Nous avons vu que, dans les traje
toires obtenuespar itération bio-inspirée, deux 
on�gurations su

essives pouvaient être iden-tiques sans 
orrespondre à un point �xe. Si l'on 
onsidère que l'on peut observer,au moyen de bio-pu
es, l'évolution de l'expression des gènes d'un réseau 
orres-pondant à l'ensemble des 
on�gurations formant une traje
toire, il est impossiblede distinguer deux 
on�gurations su

essives identiques. Ainsi le début de tra-je
toire 000 → 001 → 011 → 011 → 010 → 000 → 000 sera observé 
ommeétant identique à 000 → 001 → 011 → 010 → 000. A�n de modéliser 
e phéno-mène, nous appliquons une phase de rédu
tion à toute traje
toire obtenue pourl'itération bio-inspirée.Cette phase de rédu
tion est dé�nie 
omme suit. Soit R un réseau d'au-tomates à n éléments, et P une partition ordonnée de {1, · · · , n}. A 
haque
on�guration X

i d'une traje
toire (Xk)k∈N pour (R,P, bio), on peut asso
ierl'ensemble E(Xi) = {j ∈ N, j > i / X
j 6= X

i}. Par dé�nition des points �xes,
E(Xi) = ∅ si, et seulement si X

i est un point �xe de R. On peut alors extrairede la traje
toire (Xk)k∈N la sous-suite (Xφ(k))k∈N ave
 φ 
onstruite sur N par112



φ(k) =







0 si k = 0

min(E(Xφ(k−1))) si k 6= 0 et E(Xφ(k−1)) 6= ∅
k si k 6= 0 et E(Xφ(k−1)) = ∅

.Par 
onstru
tion, la fon
tion φ est 
roissante, don
 la suite (Xφ(k))k∈N est bienune suite extraite de (Xk)k∈N. La suite de 
on�gurations (Xφ(k))k∈N représentela traje
toire (Xk)k∈N pour (R,P, bio), que l'on a réduite. Dans 
ette traje
-toire réduite, deux 
on�gurations su

essives égales 
orrespondent à un point�xe du réseau. La pro
édure de rédu
tion a�e
te également les 
y
les limites.Toute séquen
e [X0, · · · ,Xk−1,Xk = X
0] obtenue par rédu
tion du 
y
le li-mite [X0, · · · ,Xl−1,Xl = X

0] est appelée 
y
le limite réduit (de longueur k).En reprenant le 
y
le limite de l'exemple 4.1, le 
y
le limite réduit obtenu parrédu
tion du 
y
le limite Cbio = [000, 001, 011, 011, 010, 000, 000] est
Cred = [000, 001, 011, 010, 000].Soit R un réseau d'automates à n éléments, X(0) une 
on�guration de 
eréseau, et P une partition ordonnée de {1, · · · , n}. Dans la traje
toire (Yk)k∈Nissue de X(0) (on a don
 Y

0 = X(0)) pour (R,P, trad), deux 
on�gurationssu

essives Y
i et Y

i+1 sont égales si, et seulement si Yi est un point �xe du réseau
R. Soit (Xk)k∈N la traje
toire issue de X(0) pour (R,P, bio). Nous avons vu que
(Yk)k∈N est une suite extraite de (Xk)k∈N. Si l'on note (X̃k)k∈N la traje
toireréduite obtenue par rédu
tion de (Xk)k∈N, on peut noter que, par 
onstru
tionde (X̃k)k∈N, (Yk)k∈N est également une suite extraite de (X̃k)k∈N. De même tout
y
le limite pour (R,P, trad) est un 
y
le extrait d'un 
y
le limite réduit pour
(R,P, bio). En reprenant l'exemple 4.1, le 
y
le limite Ctrad = [000, , 011, 000]est bien un 
y
le extrait du 
y
le limite réduit Cred = [000, 001, 011, 010, 000].Nous pouvons formuler trois remarques 
on
ernant les 
y
les limites réduits :- dans le 
as où R est itéré ave
 le mode parallèle, les itérations traditionnelleet bio-inspirée de R sont identiques et toute traje
toire de R pour l'itéra-tion bio-inspirée est invariante par le pro
essus de rédu
tion ; ainsi, pour lemode d'itération parallèle, les 
y
les limites en itération traditionnelle sontidentiques aux 
y
les limites réduits en itération bio-inspirée ;- dans le 
as parti
ulier où le 
y
le limite réduit pour (R,P, bio), noté Cbio,est de longueur 2, le 
y
le limite extrait Ctrad, qui 
orrespond à l'itéra-tion traditionnelle (R,P, trad), est identique à Cbio (il ne peut pas être delongueur inférieure à 2).- si C = [X0, · · · ,Xl−1,Xl = X

0] est un 
y
le limite réduit pour R itéré ave
un mode séquentiel bio-inspiré, alors on a ∀k ∈ {0, · · · , l−1}, d(Xk,Xk+1) =
1, où d désigne la distan
e de Hamming. En e�et, pour un mode séquentielbio-inspiré, à 
haque pas de temps, l'état d'un seul élément du réseau estmis à jour. Ainsi, deux 
on�gurations su

essives d'une traje
toire réduitene di�èrent que d' un seul élément.Si R est un réseau d'automates qui modélise un réseau de régulation géné-tique, et que m est le mode d'itération blo
s-séquentiel qui permet de modéliserles di�érents temps d'a
tivation des gènes du réseau, le plus �dèlement possible,alors, les traje
toires réduites et 
y
les limites réduits de R pour le mode m en113



itération bio-inspirée représentent l'évolution de l'expression des gènes du réseau,telle qu'on peut l'observer ave
 une bio-pu
e. Nous avons don
 introduit et dé-�ni un pro
essus d'itération des réseaux d'automates qui permet une meilleuremodélisation des réseaux de régulation génétique.Dans la suite, nous travaillons sur les 
y
les limites réduits en itération bio-inspirée. Nous démontrons 
ertains résultats sur 
es 
y
les réduits qui nous per-mettent de donner des propriétés relatives aux 
y
les limites en itération tradi-tionnelle.4.2 RésultatsNous présentons tout d'abord une propriété des 
y
les limites de l'itérationbio-inspirée qui montre que 
ette itération est plus adaptée à la modélisation desréseaux de régulation génétique que l'itération traditionnelle.Proposition 4.1Soit R = (Q,F ) un réseau d'automates à n éléments.Soit P = (P1, · · · , Pp) une partition ordonnée de {1, · · · , n}.Soit P ′ = (P ′
1, · · · , P ′

p) une partition ordonnée de {1, · · · , n} obtenue à partirde P par dé
alage 
ir
ulaire des blo
s, 
'est-à-dire ∃i ∈ {1, · · · , p − 1}, /∀j ∈
{1, · · · , p}, P ′

j = Pk, ave
 k ∈ {1, · · · , p}, k ≡ i + j [p].Si C ⊆ Qn est un 
y
le limite pour (R,P, bio), alors C est un 
yle limite pour
(R,P ′, bio).Preuve. On 
onserve les notations de la proposition.On note P ′ = (P ′

1, · · · , P ′
p) = (Pi, · · · , Pp, P1, · · · , Pi−1).On note C = [X0, · · · ,Xl−1,Xl = X

0], ave
 X
1 = GF (P1,X

0).A�n de ne pas alourdir la démonstration, on 
onsidère que les indi
es utilisés pourdésigner les blo
s des partitions ordonnées P et P ′ sont donnés modulo p : Pj =
Pk, ave
 k ∈ {1, · · · , p}, k ≡ j [p]. On peut don
 é
rire, ∀j ∈ {1, · · · , p}, P ′

j =
Pj+i−1. De même, les indi
es utilisés pour désigner les 
on�gurations du 
y
lelimite C sont donnés modulo l : Xj = Xk, ave
 k ∈ {0, · · · , l − 1}, k ≡ j [l].
C étant un 
y
le limite pour (R,P, bio), on peut don
 é
rire, ∀j ∈ {0, · · · , l −
1}, X

j+1 = GF (Pj+1,X
j).On s'intéresse à la traje
toire (Yk)k∈N, issue de X

i−1, pour (R,P ′, bio).On montre par ré
urren
e que ∀k ∈ N,Yk = X
k+i−1.

(Yk)k∈N étant une traje
toire issue de X
i−1, on a Y

0 = X
i−1.On suppose que l'on a (Yk) = X

k+i−1.
(Yk)k∈N étant une traje
toire pour (R,P ′, bio), on a Y

k+1 = GF (P ′
k+1,Y

k) =

GF (Pk+i,X
k+i−1) = X

k+i.On a don
 bien, ∀k ∈ N,Yk = X
k+i−1.

C étant un 
y
le limite, C ′ = [Xi−1, · · · ,Xl−1, · · · ,X0, · · · ,Xi−1] est un 
y
lelimite pour (R,P ′, bio), ave
 X
i = GF (P ′

1,X
i−1). On voit que l'on peut réé
rire

C ′ sous la forme C ′ = [X0, · · · ,Xl−1,X0] = C. Don
 C est bien un 
y
le limite114



pour (R,P ′, bio).Notons que 
ette propriété est valable pour les 
y
les limites non réduits del'itération bio-inspirée. Mais si elle est valable pour un 
y
le limite non réduit,alors, elle est également valable pour le 
y
le limite réduit 
orrespondant.Dans l'itération bio-inspirée, une fois l'ordre des blo
s établi, le 
hoix dupremier blo
 n'a au
une in�uen
e sur les attra
teurs du réseau. Dans le 
adrede la modélisation de réseaux de régulation génétique, 
ette propriété est trèsimportante 
ar, 
omment déterminer, à partir d'un niveau d'expression génétiqueinitial quel groupe de gènes va être le premier exprimé ? Notons que la propriété4.1 n'est pas valable pour les 
y
les limites en itération traditionnelle.Exemple 4.2 : Nous avons déjà vu que le réseau R de l'exemple 4.1, itéré ave
 lemode d'itération séquentiel (3)(2)(1) avait un unique 
y
le limite de longueur 2en itération traditionnelle : [000, 011, 000]. Toujours en itération traditionnelle,en itérant 
e réseau ave
 le mode séquentiel (1)(3)(2), on obtient le même unique
y
le limite. En revan
he, ave
 le mode séquentiel (2)(1)(3), le réseau a égalementun unique 
y
le limite de longueur 2, mais di�érent : [001, 010, 001].En itération bio-inspirée, pour les modes d'itération séquentiels (3)(2)(1), (2)(1)(3)et (1)(3)(2), le réseau a le même 
y
le limite de longueur 6 : [000, 001, 011, 011, 010,
000, 000], que l'on peut réduire à [000, 001, 011, 010, 000].Nous rappelons que tout 
y
le limite pour (R,P, trad) est un 
y
le extraitd'un 
y
le limite pour (R,P, bio). La propriété 4.1 nous permet don
 d'énon
erle 
orrollaire suivant, 
on
ernant les 
y
les limites de l'itération traditionnelle.Corollaire 4.1Soit R = (Q,F ) un réseau d'automates à n éléments.Soit P = (P1, · · · , Pp) une partition ordonnée de {1, · · · , n}.Soit P ′ = (P ′

1, · · · , P ′
p) une partition ordonnée de {1, · · · , n} obtenue à partir de

P par dé
alage 
ir
ulaire des blo
s.Le nombre de 
y
les limites pour (R,P, trad) est égal au nombre de 
y
les limitespour (R,P ′, trad).Si l'on suppose qu'il y a un unique 
y
le limite pour (R,P, trad) (et don
pour (R,P ′, trad)), alors les deux 
y
les limites 
orrespondant à (R,P, trad) et
(R,P ′, trad) sont deux 
y
les extraits d'un même 
y
le. Ils peuvent être di�érentslorsqu'ils sont extraits de façon déphasée, 
omme le montre la �gure 4.2. Cette�gure 
orrespond aux 
y
les limites présentés dans l'exemple 4.2. A partir du
y
le limite réduit pour R itéré ave
 le mode d'itération séquentiel (3)(2)(1) pourl'itération bio-inspirée, on trouve les 
y
les limites extraits qui 
orrespondentaux modes d'itération séquentiels (3)(2)(1), (2)(1)(3) et (1)(3)(2) pour l'itérationtraditionnelle.Avant d'énon
er et de prouver le résultat suivant, il nous faut introduirequelques dé�nitions supplémentaires, nous permettant de faire le lien entre lespartitions de {1, · · · , n} et les 
y
les limites.115



 
Itération traditionnelle

(modes séquentiels (3)(2)(1) et (1)(3)(2))

Itération traditionnelle
(mode séquentiel (2)(1)(3))[ 001 , 010 , 001 ]

Itération bio−inspirée[ 000 , 001 , 011 , 010 , 000 ]

[ 000 , 011 , 000 ]

Fig. 4.2 � S
héma représentant l'extra
tion des 
y
les limites pour l'itérationtraditionnelle à partir d'un 
y
le limite réduit pour l'itération bio-inspirée.Dans la partie 3.2, nous avons dé�ni une relation d'ordre sur les partitionsordonnées. Nous allons i
i dé�nir une relation d'ordre sur les partitions non or-données.Dé�nition 4.3 (Relation d'ordre sur les partitions non ordonnées)Soient P 1 = (P 1
1 , · · · , P 1

p1
) et P 2 = (P 2

1 , · · · , P 2
p2

) deux partitions non ordonnéesde l'ensemble {1, · · · , n}. On dit que P2 est plus �ne que P1 si, et seulement si,on a pour tout 
ouple (i, j) ∈ {1, · · · , n}2 :
∃k ∈ {1, · · · , p1} / i ∈ P 1

k , j 6∈ P 1
k ⇒ ∃l ∈ {1, · · · , p2}/i ∈ P 2

l , j 6∈ P 2
lLa relation "plus �ne" étant dé�nie pour les partitions ordonnées, nous pou-vons dé�nir la partition liée à un 
y
le limite, que nous appelons partition 
y-
lique.Dé�nition 4.4 (Partition 
y
lique)Soit C = [X0, · · · ,Xl−1,Xl = X

0] ⊆ Qn un 
y
le de longueur l.On appelle partition 
y
lique asso
iée au 
y
le C, la partition non ordonnée del'ensemble {1, · · · , n}, notée P = (P1, · · · , Pp), qui est la partition la plus �netelle que, pour tout 
ouple (i, j) ∈ {1, · · · , n}2 :
∃k ∈ {1, · · · , l} /

{

xk−1
i 6= xk

i

xk−1
j 6= xk

j

⇒ ∃m ∈ {1, · · · , p} /
{

i ∈ Pm

j ∈ PmDe façon informelle, si R est un réseau d'automates et C un 
y
le limite atteintpar R, la partition 
y
lique asso
iée au 
y
le C est la partition non ordonnée laplus �ne dont les blo
s regroupent les éléments de R qui 
hangent d'état au mêmemoment dans C.On voit que la partition 
y
lique asso
iée à un 
y
le limite C pour un MIBSBIdonné est identique à la partition 
y
lique au 
y
le limite réduit 
orrespondantà C. En e�et, la dé�nition de la partition 
y
lique se fait à partir des transitions116



entre deux 
on�gurations distin
tes. Ces transitions sont les mêmes entre un 
y
lelimite pour MIBSBI donné et le 
y
le limite réduit 
orrespondant.L'exemple suivant montre 
omment 
onstruire la partition 
y
lique asso
iéeà un 
y
le donné.Exemple 4.3 : On 
onsidère le réseau d'automates booléens à 3 éléments, R, pré-senté dans l'exemple 4.1. Ce réseau, itéré ave
 le mode parallèle (nous avons vuque dans 
e 
as, les itérations traditionnelle et bio-inspirée sont identiques), at-teint le 
y
le limite de longueur 4 suivant : C = [001, 011, 010, 000, 001]. On
onstate qu'entre 2 
on�gurations su

essives de C, l'état d'un seul élément
hange. Ainsi, la partition 
y
lique asso
iée à C est la partition P = ({1}, {2}, {3}),que l'on note aussi plus simplement P = (1)(2)(3).On 
onsidère maintenant le réseau d'automates booléens à 3 éléments qui modé-lise la morphogénèse de la plume 
hez le poulet, Rplume, présenté dans l'exemple1.5 de la partie 1.3.2. Nous avons vu que 
e réseau, itéré ave
 le mode parallèle,atteint le 
y
le de longueur 4 suivant : Cplume = [000, 100, 111, 010, 000]. Entre ladeuxième 
on�guration de Cplume, 100, et la troisième, 111, l'état des éléments2 et 3 du réseau 
hange. 2 et 3 sont don
 dans un même blo
 de la partition
y
lique asso
iée à Cplume. Entre 111 et 010, l'état des éléments 1 et 3 est mo-di�é. 1 et 3 sont don
 dans un même blo
 de la partition 
y
lique asso
iée à
Cplume. On en déduit que la partition 
y
lique asso
iée à Cplume est la partition
Pplume = (1, 2, 3).Lemme 4.1Soit R = (Q,F ) un réseau d'automates à n éléments.Soit P = (P1, · · · , Pp) une partition ordonnée de {1, · · · , n}.Soit C = [X0, · · · ,Xl−1,Xl = X

0] ⊆ Qn un 
y
le.Soient les 2 propositions suivantes :1. C est un 
y
le limite pour (R,P, bio) ;2. la partition 
y
lique asso
iée à C est plus �ne que la partition non ordonnée
onstruite ave
 les mêmes blo
s que P .On a : 1 ⇒ 2.Preuve. On suppose que la partition 
y
lique asso
iée à C n'est pas plus �ne quela partition non ordonnée 
onstruite ave
 les mêmes blo
s que P .Cela signi�e que P est telle qu'il existe 2 éléments i1 et i2 qui 
hangent d'état aumême moment dans C (entre X
k et X

k+1, ave
 k ∈ {0, · · · , l− 1}), tels que i1 et
i2 ne sont pas dans un même blo
 de P . On note Pm le blo
 de P qui 
ontient
i1.Soit Y = GF (Pm,Xk). Comme i2 6∈ Pm, alors yi2 = xk

i2
, et don
 yi2 6= xk+1

i2
, soit

Y 6= X
k+1.Soit j ∈ {1, · · · , p}, j 6= m, et Y = GF (Pj ,X

k). Comme i1 6∈ Pj , alors yi1 = xk
i1
,et don
 yi1 6= xk+1

i1
, soit Y 6= X

k+1.Ainsi, ∀j ∈ {1, · · · , p}, GF (Pj ,X
k) 6= X

k+1. La transition entre X
k et X

k+1 nepeut don
 pas se faire pour (R,P, bio). C n'est don
 pas un 
y
le limite pour
(R,P, bio). 117



A partir du lemme 4.1, on peut don
 dé�nir les partitions 
ompatibles ave
un 
y
le.Dé�nition 4.5 (Partition 
ompatible ave
 un 
y
le)Soit P = (P1, · · · , Pp) une partition ordonnée de {1, · · · , n}, et C = [X0, · · · ,Xl−1,
X

l = X
0] ⊆ Qn un 
y
le.On dit que P est une partition 
ompatible ave
 le 
y
le C si, et seulement sila partition 
y
lique asso
iée à C est plus �ne que la partition non ordonnée
onstruite ave
 les mêmes blo
s que P .Exemple 4.4 : Nous avons vu dans l'exemple pré
édent que la partition 
y
liqueasso
iée au 
y
le C = [001, 011, 010, 000, 001] est la partition P = (1)(2)(3). Ainsitoute partition ordonnée de {1, 2, 3} est une partition 
ompatible ave
 le 
y
le

C.Théorème 4.1Soit R = (Q,F ) un réseau d'automates à n éléments.Soit P = (P1, · · · , Pp) une partition ordonnée de {1, · · · , n}.Soit C = [X0, · · · ,Xl−1,Xl = X
0] ⊆ Qn un 
y
le limite pour R itéré ave
 lemode parallèle.Les 2 propositions suivantes sont équivalentes :- C est un 
y
le limite réduit pour (R,P, bio) ;- P est 
ompatible ave
 CPreuve. Le lemme 4.1 fournit un sens de l'équivalen
e. Il faut don
 montrer quesi P est 
ompatible ave
 C, alors C est un 
y
le limite réduit pour (R,P, bio).

C est un 
y
le limite pour le mode parallèle, don
, pour tout k ∈ {0, · · · , l − 1},
F (Xk) = X

k+1.On dé�nit l'ensemble Ik = {i ∈ {1, · · · , n} ; xk
i 6= xk+1

i }, pour tout k ∈
{0, · · · , l − 1}.Comme P est 
ompatible ave
 C, alors pour tout k ∈ {0, · · · , l − 1} il existe ununique jk ∈ {1, · · · , p} tel que Ik ⊆ Pjk

, et pour tout j ∈ {1, · · · , p}, j 6= jk, ona Ik ∩ Pj = ∅. On a alors, pour tout k ∈ {0, · · · , l − 1},
FG(Pj ,X

k) =

{

X
k+1 si j = jk,

X
k sinon .On en déduit don
 que C est un 
y
le limite réduit pour (R,P, bio).Ce résultat est important : il établit un lien entre les 
y
les limites du moded'itération parallèle et les 
y
les limites des autres modes d'itération blo
s-séquentiels,pour l'itération bio-inspirée. Il permet de déterminer, en fon
tion du nombre d'élé-ments dont la valeur 
hange en même temps dans un 
y
le limite pour le réseauitéré ave
 le mode parallèle, pour quels MIBSBI le 
y
le est également un 
y
lelimite réduit.Si une partition ordonnée P , n'est 
ompatible ave
 au
un 
y
le limite pourle réseau R itéré ave
 le mode parallèle, il peut tout de même exister un 
y
lelimite pour (R,P, bio), 
omme le montre l'exemple suivant.118



Exemple 4.5 : On 
onsidère le réseau R′ = (W′,θ′) dont la matri
e d'intera
tionet le ve
teur seuil sont donnés 
i-après :
W

′ =





−1 −1 0
−1 0 −1

0 −1 −1



 θ
′ =





−1
−1
−1



Itéré ave
 le mode parallèle, R′ a deux 
y
les limites de longueur 2 : C1 =
[000, 111, 000] et C2 = [001, 100, 001]. Les partitions 
y
liques asso
iées à C1et C2 sont respe
tivement P1 = (1, 2, 3) et P2 = (1, 3)(2). La partition P =
(1)(2)(3) n'est don
 
ompatible ni ave
 C1, ni ave
 C2. Pourtant, on observeun 
y
le limite pour (R′, P, bio) dont le 
y
le limite réduit 
orrespondant est :
C3 = [000, 100, 101, 001, 000].A partir du théorème 4.1, on obtient notamment le 
orollaire suivant.Corollaire 4.2Soit R = (Q,F ) un réseau d'automates à n éléments.Soit P = (P1, · · · , Pp) une partition ordonnée de {1, · · · , n}.Soit C = [X0, · · · ,Xl−1,Xl = X

0] ⊆ Qn un 
y
le limite pour R itéré ave
 lemode parallèle.Les 2 propositions suivantes sont équivalentes :- C est tel que ∀k ∈ {0, · · · , l − 1}, d(Xk,Xk+1) = 1 (d, distan
e de Ham-ming) ;- C est un 
y
le limite réduit pour R itéré ave
 n'importe quel mode d'itérationblo
s-séquentiel bio-inspiré.Preuve. Si C est tel que ∀k ∈ {0, · · · , l−1}, d(Xk,Xk+1) = 1, alors la partition
y
lique asso
iée à C est la partition non ordonnée P = {{i}, i ∈ {1, · · · , n}}.D'après le théorème 4.1, C est don
 un 
y
le limite réduit pour R itéré ave
n'importe quel MIBSBI.Si C est un 
y
le limite réduit pour R itéré ave
 n'importe quel MIBSBI, alors,en parti
ulier, C est un 
y
le limite réduit pour R itéré ave
 un mode séquentielbio-inspriré. Or, nous avons remarqué à la �n de la partie 4.1, que dans 
e 
as,on a ∀k ∈ {0, · · · , l − 1}, d(Xk,Xk+1) = 1.D'après 
e 
orollaire, on peut don
 avoir, en itération bio-inspirée, un même
y
le limite réduit pour tous les modes d'itération blo
s-séquentiels. D'après 
e
orollaire, le théorème suivant, démontré par Goles et Salinas [79, 81℄, n'est pasvalable en itération bio-inspirée, 
omme le montre l'exemple 4.6.Théorème 4.2 ([79, 81℄)Soit R = ({0, 1}, F ) un réseau d'automates booléens tel que les bou
les du graphed'intera
tion sont toutes positives.Si C = [X0, · · · ,Xl−1,Xl = X
0] ⊆ {0, 1}n est un 
y
le limite pour R itéré ave
le mode parallèle, alors C n'est pas un 
y
le limite pour R itéré ave
 un moded'itération séquentiel. 119



Exemple 4.6 : On reprend le réseau d'automates booléens à seuil à 3 éléments
R = (W,θ) de l'exemple 4.1, dont on rappelle la matri
e d'intera
tion et leve
teur seuil, et dont on donne le graphe d'intera
tion, �gure 4.3. On voit que laseule bou
le de 
e graphe est positive.

2 3

1

W =





2 1 1

0 0 1

0 −1 0



 θ =





2

0

−1





Fig. 4.3 � Graphe d'intera
tion du réseau d'automates booléens à seuil desexemples 4.1 et 4.6.
R est un réseau de la 
lasse de 
omportement Cy (nous avons vu pré
édem-ment que les 
lasses de 
omportement ne dépendaient pas de l'itération 
hoisie,traditionnelle ou bio-inspirée). Pour 
ertains modes d'itération blo
s-séquentiels,on observe un unique 
y
le limite, pour d'autres, on en observe 2 (le nombrede 
y
les limites ne dépend pas non plus de l'itération 
hoisie). Le tableau 4.1donne, pour 
haque partition ordonnée P de {1, 2, 3}, le(s) 
y
le(s) limite(s) pour

(R,P, trad), ainsi que le(s) 
y
le(s) limite(s) réduit(s) pour (R,P, bio).Le 
y
le limite observé pour R itéré ave
 le mode parallèle, [001, 011, 010, 000, 001],est tel que, à 
haque transition, l'état d'un seul élément du réseau est modi�é.On voit que [001, 011, 010, 000, 001] est un 
y
le limite réduit pour R itéré ave
n'importe quel MIBSBI. En revan
he, [001, 011, 010, 000, 001], 
y
le limite pourle mode parallèle, n'est pas un 
y
le limite pour tous les modes d'itération blo
s-séquentiels de l'itération traditionnelle, 
omme le prouve le théorème 4.2.Nous avons vu l'importan
e du théorème 4.1 pour les 
y
les limites réduits del'itération bio-inspirée. Ce théorème nous permet également d'énon
er 
ertainsrésultats 
on
ernant les 
y
les limites de l'itération traditionnelle.Corollaire 4.3Soit R = (Q,F ) un réseau d'automates à n éléments.Pour tout 
y
le limite C = [X0, · · · ,Xl−1,Xl = X
0] ⊆ Qn pour R itéré ave
le mode parallèle, il existe un 
y
le limite pour (R,P, trad), ave
 P , partitionordonnée de {1, · · · , n} 
ompatible ave
 C. Ce 
y
le limite est un 
y
le limiteextrait de C.Preuve. Il su�t de voir que tout 
y
le pour (R,P, trad) est un 
y
le extrait d'un
y
le limite réduit pour (R,P, bio) et d'appliquer le théorème 4.1.Ce 
orollaire nous permet de donner une 
ara
térisation des éventuels 
y
leslimites pour un réseau de la 
lasse Ev, itéré ave
 le mode parallèle : si C =120



Tab. 4.1 � Cy
les limites pour l'itération traditionnelle et 
y
les limites réduitspour l'itération bio-inspirée, observés pour le réseau d'automates booléens à seuildes exemples 4.1 et 4.6.Mode d'itération Itération traditionnelle Itération bio-inspirée
(1, 2, 3) [001, 011, 010, 000, 001] [001, 011, 010, 000, 001]

(1, 2)(3)
[001, 010, 001] [001, 011, 010, 000, 001]

[110, 101, 110] [110, 100, 101, 111, 110]

(1, 3)(2) [011, 000, 011] [001, 011, 010, 000, 001]

(2, 3)(1) [001, 011, 010, 000, 001] [001, 011, 010, 000, 001]

(1)(2, 3) [001, 011, 010, 000, 001] [001, 011, 010, 000, 001]

(2)(1, 3) [001, 010, 001] [001, 011, 010, 000, 001]

(3)(1, 2)
[011, 000, 011] [001, 011, 010, 000, 001]

[100, 111, 100] [110, 100, 101, 111, 110]

(1)(2)(3)
[001, 010, 001] [001, 011, 010, 000, 001]

[110, 101, 110] [110, 100, 101, 111, 110]

(1)(3)(2) [011, 000, 011] [001, 011, 010, 000, 001]

(2)(1)(3) [001, 010, 001] [001, 011, 010, 000, 001]

(2)(3)(1)
[001, 010, 001] [001, 011, 010, 000, 001]

[110, 101, 110] [110, 100, 101, 111, 110]

(3)(1)(2)
[011, 000, 011] [001, 011, 010, 000, 001]

[100, 111, 100] [110, 100, 101, 111, 110]

(3)(2)(1) [011, 000, 011] [001, 011, 010, 000, 001]

[X0, · · · ,Xl−1,Xl = X
0] est 
y
le limite pour un réseau de la 
lasse Ev, itéréave
 le mode parallèle, alors, ∃k ∈ {0, · · · , l − 1} / d(Xk,Xk+1) > 1. En e�et,dans le 
as 
ontraire, pour tout mode d'itération blo
s-séquentiel traditionnel, ilexiste un 
y
le limite, et don
 le réseau est un réseau de la 
lasseMi (on 
onsidèrequ'il existe au moins un point �xe pour le réseau).On peut en�n énon
er un dernier résultat relatif aux 
y
les limites pour l'ité-ration traditionnelle, sous la forme du 
orollaire suivant.Corollaire 4.4Soit R = (Q,F ) un réseau d'automates à n éléments.Soit C = [X0, · · · ,Xl−1,Xl = X

0] ⊆ Qn un 
y
le limite pour R itéré ave
 lemode parallèle.Soit P une partition ordonnée de {1, · · · , n}, 
ompatible ave
 C.Si C est de longueur 2, alors, pour toute partition ordonnée de {1, · · · , n} 
om-patible ave
 C, C est un 
y
le limite pour (R,P, trad).121



Preuve. Ce 
orollaire est une 
onséquen
e dire
te du 
orollaire 4.3, et du fait quesi C est un 
y
le limite réduit de longueur 2 pour (R,P, bio), alors C est un 
y
lelimite de longueur 2 pour (R,P, trad), 
omme nous l'avions remarqué à la �n dela partie 4.1.Exemple 4.7 : On 
onsidère RMen, le réseau d'automates booléens à seuil quimodélise le régulation génétique lié à la morphogénèse �orale 
hez Arabidopsisthaliana, présenté dans la partie 3.3. Nous avons vu que l'on peut déterminertoute la dynamique de 
e réseau de 12 éléments en ré-é
rivant la matri
e d'inter-a
tion et le ve
teur seuil donnés par Mendoza et Alvarez-Buylla ave
 des ve
teursd'intera
tion minimaux. Ce
i nous permet de nous ramener à l'étude de 2 sous-réseaux de taille 3.Nous allons, i
i, 
onsidérer le réseau de taille 12 sans en modi�er la matri
e d'in-tera
tion et le ve
teur seuil. Si l'on itère 
e réseau ave
 le mode parallèle, ontrouve les 6 points �xes présentés dans la partie 3.3, ainsi que 7 
y
les limitesque nous rappelons :- C1 = [110000010000, 110000000110] ;- C2 = [000100010000, 000100000110] ;- C3 = [000000011000, 000000001110] ;- C4 = [000100011110, 000000010110] ;- C5 = [000100001000, 000000000000] ;- C6 = [000100011000, 000000000110] ;- C7 = [000100001110, 000000010000].Tous 
es 
y
les limites sont de longueur 2. Nous pouvons 
al
uler la partition 
y-
lique asso
iée à 
ha
un d'eux. On trouve alors 3 partitions 
y
liques di�érentes :- P1 = (8, 10, 11)(1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(9)(12), asso
iée aux 
y
les limites C1,
C2 et C3 ;- P2 = (4, 9)(1)(2)(3)(5)(6)(7)(8)(10)(11)(12), asso
iée aux 
y
les limites C4et C5 ;- P3 = (4, 8, 9, 10, 11)(1)(2)(3)(5)(6)(7)(12), asso
iée aux 
y
les limites C6 et
C7.D'après le 
orollaire 4.4, pour l'itération traditionnelle, on peut don
 a�rmerque :- les 
y
les limites C1, C2 et C3 sont des 
y
les limites pour RMen itéré ave
tout mode d'itération blo
s-séquentiel tel que les éléments 8, 10 et 11 sontdans un même blo
 ;- les 
y
les limites C4 et C5 sont des 
y
les limites pour RMen itéré ave
 toutmode d'itération blo
s-séquentiel tel que les éléments 4 et 9 sont dans unmême blo
 ;- les 
y
les limites C6 et C7 sont des 
y
les limites pour RMen itéré ave
 toutmode d'itération blo
s-séquentiel tel que les éléments 4, 8, 9, 10 et 11 sontdans un même blo
.En remarquant que les éléments 4, 8, 9, 10 et 11 du réseau RMen sont respe
ti-vement AP1, BFU, AG, AP3 et PI, on retrouve la distribution des 
y
les limitesen fon
tion des modes d'itération donnée dans la partie 3.3.122



Ainsi, en tenant 
ompte uniquement des 
y
les limites pour le réseau itéré ave
le mode parallèle, et sans simuler la dynamique de 
e réseau pour un autre moded'itération, on retrouve les modes d'itération blo
s-séquentiels de l'itération tra-ditionnelle pour lesquels au moins l'un des 7 
y
les limites est présent. Si l'on
her
he les modes d'itérations blo
s-séquentiels pour lesquels on n'a pas de 
y
lelimite (rappelons que 
es 
y
les limites n'ont au
une signi�
ation biologique pour
e réseau de régulation), les 
orollaires 4.3 et 4.4 nous permettent d'éliminer ra-pidement les mauvais 
andidats.Dans 
e 
hapitre, nous avons introduit une nouvelle itération, qui nous permetde modéliser, de façon plus �dèle que l'itération traditionnelle, la dynamique desréseaux de régulation génétique, à l'aide d'un réseau d'automates. Cette itéra-tion, que nous avons appelée itération bio-inspirée, est valable pour tout réseaud'automates, et non pas uniquement pour les réseaux d'automates booléens àseuil. Nous avons introduit les notions de traje
toires et 
y
les limites réduitspour un réseau, qui représentent l'évolution de l'expression génétique telle quel'on peut l'observer expérimentalement, au moyen de bio-pu
es.A partir de la dé�nition des 
y
les limites réduits, nous avons pu démon-trer quelques résultats sur le lien existant entre 
es 
y
les limites et les modesd'itération blo
s-séquentiels bio-inspirés. Ces résultats nous permettent notam-ment de dé
rire, à partir des 
y
les limites observés pour un réseau itéré ave
un mode parallèle, l'ensemble des modes d'itération blo
s-séquentiels bio-inspiréspour lesquels 
es 
y
les sont également des 
y
les limites pour le réseau.
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Con
lusion et perspe
tivesNous allons 
lore 
e do
ument en dressant un bilan de notre travail de do
-torat. Nous allons présenter nos prin
ipales 
ontributions, puis évoquer les pro-blèmes ouverts qui nous semblent les plus intéressants, 
on
ernant la robustessedes réseaux de régulation aux modes d'itération.Con
lusionL'objet de notre travail était la 
ompréhension de l'in�uen
e des modes d'ité-ration sur la dynamique des réseaux de régulation. Plus pré
isément, nous avonsétudié la 
onséquen
e de perturbations des modes d'itération sur les attra
teursd'un réseau de régulation, modélisé par un réseau d'automates booléens à seuil(dans la suite, nous utilisons la notation RABS, 
omme dans le 
orps du do
u-ment). Nous avons abordé 
ette problématique de façon théorique, mais aussi aumoyen de simulations numériques. Cette étude nous a également permis de nousinterroger sur la validité de la modélisation de réseaux de régulation génétiquesous la forme de RABS.Dans le 
hapitre 1, après avoir introduit l'ensemble des notions utiles à la
ompréhension de notre étude, nous avons dé�ni, dans la partie 1.3.2, 4 
lasses de
omportement dynamique pour les réseaux d'automates (
es 
lasses sont valablespour tous les réseaux d'automates, et pas uniquement pour les RABS). Cette
lassi�
ation est dé�nie à partir de la robustesse des réseaux, au niveau de leursattra
teurs, fa
e aux perturbations des modes d'itération blo
s-séquentiels. Nousrappelons les 4 
lasses de 
omportement :- les réseaux de la 
lasse Cy sont les réseaux d'automates pour lesquels onn'observe que des 
y
les limites, quel que soit le mode d'itération blo
s-séquentiels ave
 lequel ils sont itérés ;- les réseaux de la 
lasse Fi sont les réseaux pour lesquels on n'observe quedes points �xes, quel que soit le mode d'itération ;- les réseaux de la 
lasse Mi sont les réseaux pour lesquels on observe aumoins un point �xe et au moins un 
y
le limite, quel que soit le moded'itération ;- en�n, les réseaux de la 
lasse Ev sont les réseaux pour lesquels on observetoujours au moins un point �xe, quel que soit le mode d'itération, mais pourlesquels, en fon
tion du mode d'itération, on observe, ou pas, au moins un125




y
le limite.Cette 
lassi�
ation nous semble importante, 
ar elle nous permet de distinguer lesréseaux d'automates qui sont robustes aux perturbation des modes d'itération,de 
eux qui, au 
ontraire, ont un 
omportement dynamique qui est très sensibleà 
es perturbations. Nous avons pu étudier la robustesse des RABS, à partir de
es 4 
lasses de 
omportement dynamique, 
e qui nous a permis de donner desrésultats globaux, 
lasse par 
lasse, et non pas simplement, réseau par réseau.Dans le 
hapitre 2, nous avons ensuite montré 
omment les RABS étaient
onstruits à partir de l'ensemble des fon
tions booléennes à seuil. Nous avonsnotamment insisté sur le fait qu'il fallait dé�nir les réseaux à partir des matri
esd'intera
tion et ve
teurs seuils en utilisant des ve
teurs d'intera
tion minimaux.Ces ve
teurs garantissent que 
haque poids d'intera
tion non nul d'un RABSreprésente e�e
tivement une intera
tion entre les gènes du réseau de régulationgénétique modélisé. Si le poids est négatif (resp. positif), l'intera
tion est detype inhibition (resp. a
tivation). Dans 
e 
hapitre, notre prin
ipale 
ontribution
on
erne la partie 2.3, dans laquelle nous avons fait l'énumération des RABSà n éléments, ave
 1 ≤ n ≤ 7. Nous avons dé�ni une relation d'équivalen
esur les RABS telle que, sont regroupés dans une même 
lasse d'équivalen
e lesréseaux qui sont identiques, à une permutation près de leurs éléments. Nousavons fait appel à la théorie des a
tions de groupe, et plus parti
ulièrementà la formule de Burnside, pour dénombrer l'ensemble des 
lasses d'équivalen
ede RABS. Nous avons également montré 
omment énumérer les représentantsde toutes les 
lasses d'équivalen
e de RABS. Cette énumération nous a permisde 
onnaître la stru
ture de la population totale de 
es réseaux, et don
 d'en
onstruire des é
hantillons représentatifs, utiles pour les simulations numériques.Le 
hapitre 3, qui présente l'ensemble des résultats obtenus par simulationsnumériques, est l'une de nos 
ontribution majeures. Nous y avons tout d'abordmontré que, pour les RABS de taille inférieure à 7, la robustesse générale di-minuait ave
 la taille. Nous avons notamment montré que, lorsque la taille desréseaux augmentait, la proportion des réseaux de la 
lasse de 
omportement Fitendait vers 0, alors que la proportion des réseaux les moins robustes, 
eux de la
lasse Ev augmentait jusqu'à atteindre 40% de la population totale des RABSà 7 éléments. Cette diminution de la robustesse ave
 l'augmentation de la tailledes réseaux est un fait important dans le 
adre de la modélisation des réseauxde régulation génétique. En e�et, les réseaux de régulation biologique, de fa-çon générale, se doivent d'être relativement robustes, a�n de 
ontinuer à assurerleur fon
tion, malgré des perturbations de leur environnement, ou même de leurstru
ture interne. Nous avons montré qu'en moyenne, les réseaux de régulationgénétique pouvaient être plus robustes que les RABS de même taille, du fait deleur 
onne
tivité. En e�et, les résultats de nos simulations numériques tendentà montrer que la baisse de la robustesse ave
 l'augmentation de la taille desRABS, est due, en partie, à une augmentation de la 
onne
tivité des réseaux (laforte 
onne
tivité, seule, ne permettant pas d'expliquer 
omplètement la baisse126



de la robustesse). La faible 
onne
tivité des réseaux de régulation génétique leurassurerait une plus grande robustesse aux perturbations des modes d'itération.Nous nous sommes parti
ulièrement intéressés aux RABS de la 
lasse de 
om-portement Ev. Nous avons proposé d'expliquer l'apparition et la disparition des
y
les limites par une (dé)syn
hronisation de 
ertains éléments du réseau. Nousavons montré, toujours au moyen de simulations, que plus la taille des réseauxaugmentait, moins 
ette expli
ation était su�sante. Il semble que l'ordre de miseà jour des éléments joue également un r�le important dans l'apparition et ladisparition de 
es 
y
les limites. En�n, toujours dans 
e 
hapitre 3, nous avonsabordé deux sujets plus dire
tement liés à la modélisation des réseaux de régula-tions génétique. Nous avons tout d'abord traité l'exemple du réseau de régulationgénétique lié à la morphogénèse �orale 
hez Arabidopsis thaliana. Cet exemplenous a permis de montrer toute l'importan
e de l'utilisation de ve
teurs d'inter-a
tion minimaux pour 
onstruire les matri
es d'intera
tion et ve
teurs seuils desRABS modélisant des réseaux de régulation. Nous avons également montré que,grâ
e à une bonne 
ompréhension du modèle, on pouvait étudier la dynamique
omplète de 
e réseau 
omportant 12 éléments, en se ramenant à l'étude de 2sous-réseaux de taille 3. Cette simpli�
ation démontre, d'une part, qu'il est im-portant de bien 
omprendre le modèle a�n de pouvoir tirer des 
on
lusions surle réseau de régulation modélisé, mais aussi, justi�e notre étude exhaustive desRABS de petite taille, qui représentent des modules des réseaux de grande taille.Nous avons, en�n, abordé le r�le des miARN dans la régulation génétique. Aumoyen de simples simulations, nous avons montré que 
es miARN permettaientde rendre les réseaux de régulation plus robustes aux perturbations des modesd'itération. Ce résultat est un premier résultat prometteur, 
ar il permet d'en-trevoir quels peuvent être les éléments du pro
essus de régulation qui assurent larobustesse des réseaux de régulation génétique.Le 
hapitre 4 
on
erne les réseaux d'automates de façon générale, et pas uni-quement les RABS. Deux points parti
uliers de 
e dernier 
hapitre nous semblentimportants. Nous avons tout d'abord proposé de modi�er l'itération des réseauxd'automates, a�n de modéliser au mieux la régulation génétique. Nous avons in-troduit une itération, que nous avons appelée itération bio-inspirée. Dans 
etteitération, les traje
toires et 
y
les limites, et plus pré
isément, les traje
toiresréduites et 
y
les limites réduits modélisent l'évolution, observable au moyen debio-pu
es, de l'expression des gènes d'un réseau de régulation. Dans le pro
essusde mise au point et de perfe
tionnement d'un modèle, l'étape de remise en 
ausedu modèle est obligatoire. L'introdu
tion de l'itération bio-inspirée est, à notreavis, un point important dans 
ette remise en 
ause du modèle. Nous 
onsidéronsque la modélisation des réseaux de régulation génétique sous forme de réseauxd'automates itérés ave
 l'itération bio-inspirée est plus appropriée qu'ave
 l'ité-ration traditionnelle. Nous insistons sur le fait que les 4 
lasses de 
omportementdynamique, que nous avons dé�nies dans la partie 1.3.2, ne dépendent pas del'itération 
hoisie (traditionnelle ou bio-inspirée). Ainsi, tous nos résultats ex-périmentaux du 
hapitre 3, établis ave
 l'itération traditionnelle, sont valables127



pour l'itération bio-inspirée. A partir de l'itération bio-inspirée, nous avons dé-montré quelques résultat théoriques, dont un, 
on
ernant les 
y
les limites enitération bio-inspirée, qui 
onstitue l'une de nos 
ontributions majeures. Nouspouvons déterminer, pour 
haque 
y
le limite d'un réseau d'automates itéré enparallèle, l'ensemble des mode d'itération blo
s-séquentiels (pour l'itération bio-inspirée) pour lesquels le 
y
le limite est présent. Ce résultat est un résultatfort pour l'itération bio-inspirée, mais également pour l'itération traditionnelle.Il nous permet notamment de retrouver, dans 
ertains 
as, 
omme 
elui du réseaude la morphogénèse �orale 
hez Arabidopsis thaliana, l'ensemble des modes d'ité-ration blo
s-séquentiels (pour l'itération traditionnelle) pour lesquels le RABSmodélisant le réseau de régulation génétique a des 
y
les limites, simplement àpartir des 
y
les limites observés lorsque le réseau est itéré en parallèle.Notre travail a don
 
ontribué à montrer que la robustesse aux modes d'ité-ration est d'une grande importan
e pour les RABS.Perspe
tivesA l'issue de 
e travail de thèse, des perspe
tives intéressantes s'ouvrent.Nos résultats expérimentaux ont montré que la robustesse des "grands" ré-seaux à faible 
onne
tivité était plus importante que 
elle des réseaux à 
onne
-tivité importante. Les réseaux de régulation génétique étant des réseaux de faible
onne
tivité et de taille relativement importante, il nous paraît intéressant de
ontinuer à travailler dans 
ette voie. Tout d'abord, il serait intéressant de pouvoirgénérer et simuler des réseaux de taille supérieure à 7, mais de faible 
onne
tivité.Il reste, pour 
ela, quelques problèmes à résoudre. Le premier 
on
erne la stru
-ture de la population des RABS de taille importante, mais de faible 
onne
tivité.Nous avons vu que, pour énumérer les RABS, et don
 déterminer la stru
ture dela population de 
es réseaux, nous pouvions soit utiliser la formule de Burnside,qui nous donne un résultat exa
t, soit utiliser deux approximations simples à
al
uler. Dans le 
as de réseaux de grande taille, nous avons vu que l'utilisationbrute de la formule de Burnside n'était pas possible, puisqu'elle nous obligeaità faire des 
al
uls trop 
oûteux en temps d'exé
ution. Or, dans le 
as de ré-seaux de grande taille et de faible 
onne
tivité, les approximations sont de moinsen moins bonnes à mesure que la taille augmente. Il nous faudrait don
 établirde nouveaux résultats théoriques à partir de la formule de Burnside, nous per-mettant de réduire les temps de 
al
ul, par exemple, en déterminant, de façonanalytique, le nombre de 
lasses d'équivalen
e que l'on peut 
onstruire dans des
onditions parti
ulières. Ces résultats nous permettrait de faire l'énumérationexa
te des RABS de grande taille, et don
 de 
onnaître la stru
ture exa
te de lapopulation de 
es réseaux. Le deuxième problème auquel nous serions 
onfron-tés, pour simuler la dynamique de grands réseaux, vient du fait que le nombred'états possibles pour les réseaux, de même que le nombre de modes d'itérationblo
s-séquentiels 
roissent de façon exponentielle ave
 la taille des réseaux. Enl'état a
tuel de nos programmes, nous estimons que l'on ne peut pas simuler,128



ave
 des temps d'exé
ution raisonnables, des réseaux dont la taille est supérieureà 9 ou 10 (se posent également des problèmes de pla
e mémoire disponible).Grâ
e aux résultats théoriques du 
hapitre 4, nous pouvons 
ependant réduirele nombre de modes d'itération blo
s-séquentiels ave
 lesquels itérer un réseau,a�n de déterminer la 
lasse de 
omportement dynamique à laquelle il appartient.En�n, dans le but d'avoir un modèle le plus pro
he possible de la réalité desréseaux de régulation génétique, il nous faudrait faire évoluer la manière dontnous 
onstruisons les RABS. On pourrait, par exemple, 
onstruire l'ensembledes réseaux de taille donnée que l'on peut obtenir en utilisant des modules dequelques noeuds (3 par exemple), 
onnus 
omme étant des motifs ré
urrents dansles réseaux de régulation génétique, que l'on 
onne
terait entre eux, au moyen denoeuds intermédiaires de faible degré.Nous pensons également qu'il est important de 
omprendre 
omment les
y
les limites apparaissent et disparaissent ave
 des 
hangements de modes d'ité-ration, pour les réseaux de la 
lasse de 
omportement dynamique Ev. Nous sou-haiterions prendre en 
ompte l'ordre dans lequel les éléments sont mis à jour, ettenter de voir si des règles 
ombinant la (dé)syn
hronisation des éléments d'unréseau et l'ordre de 
es éléments permettraient d'expliquer, à elles seules, l'appa-rition et la disparition des 
y
les limites.Con
ernant les résultats théoriques du 
hapitre 4, nous aimerions suivre deuxpistes distin
tes. La première piste serait spé
i�que aux RABS et 
onsisterait àlier les propriétés des 
y
les limites observés pour le mode parallèle à la matri
ed'intera
tion et au ve
teur seuil du réseau. Nos résultats a
tuels sont basés sur les
y
les limites que l'on observe en parallèle, mais ne donnent au
une indi
ation surles 
ara
téristiques des réseaux qui permettent d'observer de tels 
y
les limites.La deuxième voie dans laquelle nous souhaiterions nous engager 
on
erne unegénéralisation de nos résultats. Nos résultats a
tuels déterminent, pour 
haque
y
le limite observé pour le mode parallèle, les modes d'itération blo
s-séquentiels(pour l'itération bio-inspirée) pour lesquels on observe le même 
y
le limite ré-duit. Con
ernant les autres modes d'itération blo
s-séquentiels, nous aimerionspouvoir dire s'il y a ou non des 
y
les limites. Nous souhaiterions, en�n, don-ner des résultats à partir des 
y
les limites réduits observés pour d'autres modesd'itération blo
s-séquentiels que le mode parallèle.En�n, nous avons montré que le 
hoix du mode d'itération était, très sou-vent, déterminant pour la dynamique des RABS, et plus parti
ulièrement, pourles attra
teurs de 
es réseaux. Les RABS se sont don
 montrés peu robustes auxmodes d'itération, surtout lorsque leur taille augmente. Nous avons étudié 
etterobustesse des RABS dans le but de mieux 
omprendre 
e modèle de réseaux derégulation génétique. Dans le 
adre de la modélisation des réseaux de régulationgénétique, les résultats que nous avons obtenus sont très importants. En e�et,soit 
ette forte sensibilité aux modes d'itération est inhérente au modèle et ne
orrespond pas à la réalité biologique, soit 
ette sensibilité peut être interprétéede façon biologique. Elle peut indiquer, par exemple, soit que la régulation géné-129



tique 
omprend d'autres pro
essus que 
eux pris en 
ompte dans notre modèle(et qui en assureraient la robustesse), soit que les réseaux de régulation génétiqueforment un é
hantillon très biaisé des 4 
lasses de 
omportement (en privilégiantles réseaux les plus robustes). Dans le premier 
as, nous pensons qu'il est na-turel et sain d'admettre que l'utilisation des RABS pour modéliser les réseauxde régulation génétique n'est pas appropriée. Il nous semble don
 primordial demettre en pla
e une 
ollaboration ave
 des biologistes, spé
ialistes de la régula-tion génétique, a�n d'établir si la forte sensibilité observée des RABS aux modesd'itération, 
orrespond e�e
tivement à un phénomène lié à la régulation géné-tique. Les premiers résultats prometteurs que nous avons obtenus, 
on
ernantles miARN, semblent indiquer que d'autres niveaux de 
ontr�le de la régulationgénétique rendent les réseaux de régulation génétique plus robustes. Nous sou-haiterions, bien entendu, 
ontinuer nos re
her
hes dans 
e sens, notamment, enmodélisant de façon plus �ne l'inhibition exer
ée par les miARN sur les gènesd'un réseau.
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AnnexeTab. 2 � Ve
teurs représentatifs des 
lasses d'équivalen
e de fon
tions booléennesà seuil à exa
tement 4 arguments et a a
tivations pour 0 ≤ a ≤ 2.
a = 0

(−1,−2,−2,−3)(−5) (−1,−2,−2,−3)(−4) (−1,−1,−2,−3)(−5)
(−1,−1,−2,−3)(−3) (−1,−1,−2,−2)(−5) (−1,−1,−2,−2)(−4)
(−1,−1,−2,−2)(−3) (−1,−1,−2,−2)(−2) (−1,−1,−1,−3)(−4)
(−1,−1,−1,−3)(−3) (−1,−1,−1,−2)(−4) (−1,−1,−1,−2)(−3)
(−1,−1,−1,−2)(−2) (−1,−1,−1,−1)(−4) (−1,−1,−1,−1)(−3)
(−1,−1,−1,−1)(−2) (−1,−1,−1,−1)(−1)

a = 1

(1,−2,−2,−3)(−4) (1,−2,−2,−3)(−3) (1,−1,−2,−3)(−4)
(1,−1,−2,−3)(−2) (1,−1,−2,−2)(−4) (1,−1,−2,−2)(−3)
(1,−1,−2,−2)(−2) (1,−1,−2,−2)(−1) (1,−1,−1,−3)(−3)
(1,−1,−1,−3)(−2) (1,−1,−1,−2)(−3) (1,−1,−1,−2)(−2)
(1,−1,−1,−2)(−1) (1,−1,−1,−1)(−3) (1,−1,−1,−1)(−2)
(1,−1,−1,−1)(−1) (1,−1,−1,−1)(0) (2,−1,−2,−3)(−3)
(2,−1,−2,−3)(−2) (2,−1,−1,−3)(−3) (2,−1,−1,−3)(−1)
(2,−1,−1,−2)(−3) (2,−1,−1,−2)(−2) (2,−1,−1,−2)(−1)
(2,−1,−1,−2)(0) (2,−1,−1,−1)(−2) (2,−1,−1,−1)(−1)
(2,−1,−1,−1)(0) (3,−1,−2,−2)(−2) (3,−1,−2,−2)(−1)
(3,−1,−1,−2)(−2) (3,−1,−1,−2)(0) (3,−1,−1,−1)(−1)
(3,−1,−1,−1)(0)

a = 2

(1, 1,−2,−3)(−3) (1, 1,−2,−3)(−1) (1, 1,−2,−2)(−3)
(1, 1,−2,−2)(−2) (1, 1,−2,−2)(−1) (1, 1,−2,−2)(0)
(1, 1,−1,−3)(−2) (1, 1,−1,−3)(−1) (1, 1,−1,−2)(−2)
(1, 1,−1,−2)(−1) (1, 1,−1,−2)(0) (1, 1,−1,−1)(−2)
(1, 1,−1,−1)(−1) (1, 1,−1,−1)(0) (1, 1,−1,−1)(1)
(1, 2,−2,−3)(−2) (1, 2,−2,−3)(−1) (1, 2,−1,−3)(−2)
(1, 2,−1,−3)(0) (1, 2,−1,−2)(−2) (1, 2,−1,−2)(−1)
(1, 2,−1,−2)(0) (1, 2,−1,−2)(1) (1, 2,−1,−1)(−1)
(1, 2,−1,−1)(0) (1, 2,−1,−1)(1) (1, 3,−2,−2)(−1)
(1, 3,−2,−2)(0) (1, 3,−1,−2)(−1) (1, 3,−1,−2)(1)
(1, 3,−1,−1)(0) (1, 3,−1,−1)(1) (2, 2,−1,−3)(−1)
(2, 2,−1,−3)(0) (2, 2,−1,−1)(−1) (2, 2,−1,−1)(0)
(2, 2,−1,−1)(1) (2, 2,−1,−1)(2) (2, 3,−1,−2)(0)
(2, 3,−1,−2)(1) (2, 3,−1,−1)(0) (2, 3,−1,−1)(2)
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Tab. 3 � Ve
teurs représentatifs des 
lasses d'équivalen
e de fon
tions booléennesà seuil à exa
tement 4 arguments et a a
tivations pour 3 ≤ a ≤ 4.
a = 3

(1, 1, 1,−3)(−1) (1, 1, 1,−3)(0) (1, 1, 1,−2)(−1) (1, 1, 1,−2)(0)
(1, 1, 1,−2)(1) (1, 1, 1,−1)(−1) (1, 1, 1,−1)(0) (1, 1, 1,−1)(1)
(1, 1, 1,−1)(2) (1, 1, 2,−3)(−1) (1, 1, 2,−3)(1) (1, 1, 2,−2)(−1)
(1, 1, 2,−2)(0) (1, 1, 2,−2)(1) (1, 1, 2,−2)(2) (1, 1, 2,−1)(0)
(1, 1, 2,−1)(1) (1, 1, 2,−1)(2) (1, 1, 3,−2)(0) (1, 1, 3,−2)(2)
(1, 1, 3,−1)(1) (1, 1, 3,−1)(2) (1, 2, 2,−3)(0) (1, 2, 2,−3)(1)
(1, 2, 2,−1)(0) (1, 2, 2,−1)(1) (1, 2, 2,−1)(2) (1, 2, 2,−1)(3)
(1, 2, 3,−2)(1) (1, 2, 3,−2)(2) (1, 2, 3,−1)(1) (1, 2, 3,−1)(3)
(2, 2, 3,−1)(2) (2, 2, 3,−1)(3)

a = 4

(1, 1, 1, 1)(0) (1, 1, 1, 1)(1) (1, 1, 1, 1)(2) (1, 1, 1, 1)(3)
(1, 1, 1, 2)(1) (1, 1, 1, 2)(2) (1, 1, 1, 2)(3) (1, 1, 1, 3)(2)
(1, 1, 1, 3)(3) (1, 1, 2, 2)(1) (1, 1, 2, 2)(2) (1, 1, 2, 2)(3)
(1, 1, 2, 2)(4) (1, 1, 2, 3)(2) (1, 1, 2, 3)(4) (1, 2, 2, 3)(3)
(1, 2, 2, 3)(4)
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Titre Robustesse des réseaux d'automates booléens à seuil aux modes d'itéra-tion. Appli
ation à la modélisation des réseaux de régulation génétique.Résumé Dans 
ette thèse, nous étudions l'in�uen
e d'un 
hangement de moded'itération sur les attra
teurs d'un réseau d'automates booléens à seuil, outilmathématique dis
ret 
lassiquement utilisé pour modéliser les systèmes de ré-gulation biologiques. L'obje
tif est de mettre en éviden
e l'importan
e du 
hoixdu mode d'itération pour la dynamique de 
es réseaux, et en parti
ulier pour les
y
les limites atteints. Nous simulons tout d'abord la dynamique d'un é
hantillonnon biaisé de réseaux, pour des tailles 
omprises entre un et sept n÷uds. Les ré-sultats des simulations montrent notamment que, lorsque la taille des réseaux
roît, la dynamique de 
es réseaux devient de plus en plus sensible au 
hoix dumode d'itération. Nous démontrons ensuite un résultat théorique qui permet dedéterminer, pour un réseau donné, l'ensemble des modes d'itération pour lesquelson observe des 
y
les limites, en fon
tion des 
y
les limites observés pour le modeparallèleMots-
lés Bioinformatique, Modélisation, Réseaux de régulation génétique,Réseaux d'automates à seuil, Attra
teurs, Cy
les limites, Robustesse, Modesd'itération
Title Robustness of threshold boolean automata networks to iteration modes.Appli
ation to geneti
 regulation network modelling.Abstra
t In this thesis, we study the in�uen
e of a 
hange of iteration modeon the attra
tors of a threshold boolean automata network. These networks aredis
rete mathemati
al obje
ts 
lassi
aly used to model biologi
al regulation sys-tems. The obje
tive is to underline the importan
e of the 
hoi
e of iteration modefor the dynami
s of these networks espe
ially for the observed limit 
y
les. Firstwe run simulations of the dynami
s of unbiased samples of networks with sizevarying from one node to seven nodes. The results of these simulations show thatas the size of these networks in
reases their dynami
s be
omes more and moresensitive to the 
hoi
e of iteration mode. Next we show a theoreti
al result thatlinks the observed limit 
y
les for a network iterated with parallel mode andother iteration modes with limit 
y
les.Keywords Bioinformati
s, Modelling, Geneti
 regulation networks, Thresholdautomata networks, Attra
tors, Limit 
y
les, Robustness, Iteration modes
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