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Notations

Vous trouverez ci-desous une liste des notations les plus fréquemment utilisées
tout au long de ce document

R représente 1’ensemble des nombre réels (R* est égal a R privé de 0) ;

Q représente ’ensemble des nombres rationnels (Q* est égal a Q privé de
0);

Z représente I'ensemble des nombres entiers relatifs (Z* est égal & Z prive
de 0);

N représente 1’ensemble des nombres entier naturels (N* est égal & N prive
de 0);

sauf mention particuliere, n € N*, c’est-a-dire, n est un entier naturel non
nul ;

si I/ est un ensemble, alors #F représente le cardinal de F, c’est-a-dire le
nombre d’éléments de F ;

{a,--- ,b} avec (a,b) € Z? représente I'ensemble des entiers relatifs compris
entre a et b;

X et X sont a différencier : X peut représenter un scalaire (c’est le cas
la plupart du temps), alors que X (écrit en gras) représente un objet a
plusieurs dimensions, généralement un vecteur ou une matrice;

si X est un vecteur de R™, alors, sauf mention particuliére, X = (z1,- -+ ,2y);
les coordonnées d’un vecteur sont désignées par la méme lettre (en minus-
cule) que le vecteur lui-méme;

X






Introduction

Contexte

En 1865, Mendel pose les bases théoriques de la génétique moderne. A partir
de ses études expérimentales menées sur les pois, il énonce les lois (théoriques)
de I'hérédité [T] : certains caractéres morphologiques sont transmis a travers plu-
sieurs générations. Le terme de "géne" n’est pas encore employé, et le support
moléculaire de I'information transmise n’est pas connu, mais ’existence de fac-
teurs biologiques de I’hérédité est désormais mise en évidence. Les travaux de
Mendel ne rencontrent pas un accueil favorable auprés de ses contemporains. Il
faut attendre 1889 pour que De Vries [2] redécouvre expérimentalement les lois
de Mendel. De Vries reprend alors le terme de "pangéne", introduit par Darwin.
Les "pangénes" seraient des organites ﬂ intracellulaires, présents dans toutes les
cellules. En 1909, Johannsen est le premier & utiliser le terme de "géne" (contrac-
tion de "pangeéne"). Dés lors, les facteurs d’hérédité introduits par Mendel sont
décrits par les génes. Johannsen se démarque cependant de De Vries. Il considére
que le géne doit étre dégagé de toute interprétation morphologique particuliére, et
propose de le définir de maniére purement opérationnelle : "Il faut traiter le géne
comme une unité de comptage ou de calcul. Nous n’avons aucunement le droit
de définir le géne comme une structure morphologique" [3]. Johannsen introduit
également les notions de génotype et de phénotype : le génotype est ’ensemble
(ou une partie donnée) de la combinaison génétique (information génétique) d’un
individu ; le phénotype est I’ensemble (ou une partie donnée) des caractéres ob-
servables caractérisant un individu. Le géne est une unité de fonction, qui n’est
révélée comme telle que par le phénotype correspondant & une combinaison gé-
notypique donnée. Cependant, dés 1910, la génétique devient chromosomique :
les études expérimentales de Morgan sur la mouche drosophile montrent que
certains caractéres héréditaires sont liés au sexe, et que ces caractéres sont pro-
bablement portés par 'un des chromosomes sexuels. Morgan en déduit que les
autres geénes sont également portés par des chromosomes spécifiques [E]. Cette
découverte vaudra le prix Nobel de médecine & Morgan, en 1933. En 1941, Beadle
et Tatum découvrent le lien existant entre un géne et une enzyme [5]. Ils exposent
de la moisissure de pain a des rayons X, et provoquent ainsi des mutations gé-
nétiques. Leurs expériences montrent alors que ces mutations ont pour effet de

!Les organites sont des structures cellulaires spécialisées, caractéristiques des cellules euca-
ryotes, situées dans le cytoplasme et délimitées par une membrane.



modifier des enzymes spécifiques : il existerait donc un lien direct entre les génes
et les enzymes. On parle de I’hypothése "un géne, une enzyme" : chaque géne
a pour fonction de diriger la production d’une enzyme particuliére. Les génes
déterminent les phénotypes par l'intermédiaire d’enzymes catalysant certaines
réactions chimiques. Beadle et Tatum recoivent le prix Nobel de médecine en
1958, pour leur découverte de la relation "un géne, une enzyme", qui se généra-
lise & "un géne, une protéine" (toutes les protéines ne sont pas des enzymes). A la
fin des années 1940, il est communément admis que I’ADN (acide désoxyribonu-
cléique) est le vecteur de I'hérédité, et qu’il porte donc l'information génétique.
En revanche, la structure de cette molécule est encore inconnue. C’est en 1953
que Crick et Watson [6] déterminent la structure fine de PADN, sous forme de
double-hélice. Cette découverte est primordiale car la connaissance de la molé-
cule constituant les génes va aider a comprendre les mécanismes moléculaires
de I’hérédité. En 1962, le prix Nobel de médecine est décerné a Crick, Watson
et Wilkins (qui a collaboré a la découverte de la structure de ’ADN). Dans les
années 1960, Jacob et Monod [7] mettent en évidence la molécule qui fait le lien
entre le génome et les protéines, I’ARN messager, et découvrent les mécanismes
de la régulation génétique. Leurs travaux sont récompensés, en 1965, par le prix
Nobel de médecine.

Depuis les travaux de Jacob et Monod, on connait la fagon dont les génes per-
mettent de synthétiser les protéines. Ce processus, appelé processus d’expression
génétique, se déroule en plusieurs étapes :

1. la transcription, qui est la synthése de ’ARN messager & partir de 'TADN ; la
molécule d’ARN messager obtenue a partir de ’ADN est une transcription
fidéle des instructions fournies par un géne, en vue de la synthése d’une
protéine ;

2. la phase de maturation qui permet de modifier ’ARN messager transcrit,
afin de ne conserver que les parties de la molécule utiles & la fabrication
d’une protéine;

3. enfin, la traduction représente la synthése de la protéine a partir des ins-
tructions contenues dans ’ARN messager.

L’expression génétique est un processus qui est régulé lors des différentes étapes
de la synthése des protéines. La régulation la mieux connue concerne la transcrip-
tion (la régulation concerne également les phases de maturation et de transport
de 'ARN messager). Les travaux récents montrent cependant que la régulation
au niveau de la traduction joue également un role trés important [§]. La transcrip-
tion d'un géne peut étre activée ou, au contraire, inhibée, par la présence d’une
molécule (ARN ou protéine) sur le site promoteur du géne (le site promoteur
d’un géne représente la région particuliére de 'ADN sur laquelle vient se fixer
I'enzyme qui va catalyser la réaction de transcription du dit géne). Ces molécules,
activatrices, ou inhibitrices, sont les produits d’autres génes. Ainsi, sont mis en
place des systémes de régulation génétique sous forme de réseaux d’interaction
entre ADN, ARN, protéines et autres petites molécules.

Les protéines sont impliquées dans de trés nombreux processus cellulaires,



comme la réponse d’une cellule & une modification de son environnement, la dif-
férenciation cellulaire ou encore la réplication de ’ADN. Si I'on veut, un jour,
comprendre le vivant, au niveau de la cellule, il nous faut comprendre la fa-
con dont les protéines sont synthétisées, c’est-a-dire la fagon dont les génes sont
exprimés. En d’autres termes, pour comprendre le fonctionnement des étre vi-
vants, au niveau moléculaire, nous devons comprendre quels sont les génes qui
sont exprimés, a quel moment et ot, dans I’organisme. Les techniques de biologie
moléculaire modernes permettent d’acquérir une masse énorme de données ex-
périmentales concernant l’expression génétique. On peut, par exemple, mesurer
en paralléle 'expression de milliers de génes grace aux bio-puces [9, [0 [T, T2].
Ces données sont censées nous permettre de mieux comprendre le vivant. Mais il
nous faut tout d’abord franchir I'obstacle constitué par les réseaux de régulation
génétique. Si la description du processus d’expression d'un géne peut se faire
relativement simplement, en revanche, décrire 1’évolution simultanée de ’expres-
sion de I'ensemble des génes d’un réseau de régulation reste une tache ardue. En
ce sens, les réseaux de régulation génétique font partie d'une classe de systémes
dynamiques, que I'on appelle "systémes complexes".

Il n’existe pas de définition formelle de ce qu’est un systéme complexe, mais
nous pouvons cependant le caractériser de la facon suivante : un systéme com-
plexe est composé d’'un ensemble d’éléments en interaction, et est tel que le
comportement dynamique global du systéme ne peut étre expliqué de facon di-
recte, simplement a partir de la connaissance du comportement de chacun des
éléments, pris séparément. On trouve des exemple de systémes complexes dans de
nombreuses disciplines, ce qui explique l'intérét grandissant porté a cette classe de
systémes dynamiques. Nous pouvons citer quelques exemple issus de différentes
disciplines :

- en informatique, les réseaux pair-a-pair qui permettent le partage de res-

sources ;

- en économie, ’ensemble des agents qui effectuent des transactions sur le
marché boursier, et dont les décisions peuvent provoquer des phénomeénes
globaux comme les bulles ou les krachs ;

- en biologie, les colonies de fourmis, qui montrent que des individus au com-
portement primaire peuvent effectuer collectivement une tache complexe de
fagon efficace, comme la collecte de nourriture.

Afin d’étudier le comportement global des systémes complexes, une phase de mo-
délisation est nécessaire. Elle est source de travaux interdisciplinaires puisqu’elle
doit permettre de répondre a des questions propres a la discipline dont le sys-
téme est issu, au moyen de modéles définis dans un formalisme appartenant &
une autre discipline. Dans le cadre de notre travail, afin de comprendre comment
les génes d’un réseau de régulation sont exprimés, nous allons utiliser un modéle
mathématique. Ce travail de doctorat s’inscrit dans la volonté d’apporter des
réponses a certaines questions autour de systémes complexes biologiques tels que
les réseaux de régulation génétique, a partir d’une étude réalisée dans le cadre
formel des mathématiques discrétes.



Problématique

L’objet de notre travail n’est pas, a proprement parler, la modélisation des
systémes de régulation génétique, bien qu’il s’inscrive clairement dans cette thé-
matique, mais concerne plutdt I’étude d’'un modéle particulier de réseaux de régu-
lation génétique. Nous avons vu que les réseaux de régulation génétique, en tant
que systémes complexes, doivent étre modélisés afin d’étre étudiés. Le but d’un
modeéle est de décrire la réalité, biologique dans notre cas. Il ne peut pas prendre
en compte tous les mécanismes existants et doit justement mettre en exergue les
points importants permettant d’expliquer ce que 1’on observe. Dans la pratique,
on met au point un modéle & partir d’'une connaissance existante, dans le but de
décrire puis de comprendre les mécanismes sur lesquels porte I’étude. Une fois le
modéle mis au point, il faut ’éprouver, en comparant par exemple les prévisions
issues de simulations réalisées a partir du modéle et les données expérimentales,
afin de vérifier qu’il y a adéquation entre ce qui est prédit par le modeéle et ce
que l'on observe. Tant qu’il n'y a pas adéquation, il faut reprendre, améliorer le
modeéle. Le but ultime d’un modéle est de prédire ce qui peut se passer a partir
d’une configuration initiale donnée du systéme étudié. Mais avant d’atteindre
cette étape de prévision a partir du modéle, il faut comprendre parfaitement le
modeéle en tant qu'objet a part entiére, afin de s’assurer que le comportement que
I'on obtient par simulations & partir du modeéle, décrit fidélement la réalité du
systéeme étudié. Si ce n’est pas le cas, il existe un risque de vouloir interpréter un
comportement obtenu par simulations, alors que le modéle n’est pas tout a fait
adéquat. L’étude du modeéle nous permet de comprendre si les caractéristiques
obtenues par simulations & partir du modeéle sont des propriétés inhérentes au
modeéle, ou si ces caractéristiques sont aussi valables pour le systéme modélisé.
C’est de cette étude du modéle dont il est question dans ce manuscrit.

La modélisation des réseaux de régulation génétique, et de leur dynamique (la
fagon dont I’expression des génes du réseau évolue) a été I'objet de nombreuses
études depuis son introduction, a la fin des années 1960 et au début des années
1970, par les travaux de Kauffman et Thomas. Depuis ces premiers modéles, de
nombreux formalismes ont été utilisés pour atteindre une meilleure compréhen-
sion des phénomeénes biologiques liés & la dynamique de tels systémes. Nous ne
souhaitons pas en dresser ici une liste exhaustive et nous nous contentons de ci-
ter, parmi les plus classiques, les systémes d’équations différentielles ordinaires,
partielles ou linéaires par morceaux, les réseaux booléens et leurs généralisations
discretes. Le lecteur intéressé pourra se reporter a 'article de De Jong [I3], qui
propose une synthése sur les différentes modélisations existantes.

Dans le cadre de notre travail de doctorat, nous avons travaillé sur un mo-
déle booléen, dans lequel les génes sont représentés par des éléments ne pouvant
prendre que 2 valeurs : 0 ou 1. Ceci signifie que, dans ce modéle, on considére,
de facon simplifiée, qu’un géne est soit actif, dans le cas o il est exprimé sous
la forme d’'un ARN messager, puis d'une protéine, soit inactif, dans le cas ou il
n’est pas exprimé. Cette simplification booléenne peut paraitre bien réductrice,
puisque I’on imagine que les génes sont régulés par les concentrations de protéines



qu’ils synthétisent. Cependant, comme nous 1’avons déja évoqué, les méthodes ac-
tuelles de la biologie moléculaire permettent de suivre I’évolution de I’expression
des génes, au moyen de bio-puces. Sans entrer dans des détails techniques, le
principe des ces bio-puces est que, pour chaque géne dont on veut étudier 1'ex-
pression, on peut savoir si la concentration en ARN messager correspondant est
inférieure ou supérieure a un certain seuil. Si la concentration en ARN messager
est inférieure au seuil, alors on peut en déduire que pour la protéine synthétisée
a partir de cet ARN messager, la concentration est également faible, trop faible
pour avoir un effet en tant que protéine régulatrice. Ainsi, de par l'utilisation
des bio-puces pour mesurer ’expression des génes, les biologistes sont amenés &
utiliser la terminologie booléenne, par exemple, avec des phrases du type "si la
protéine pX X est présente, le géne gY'Y s’active (resp. est inhibé)". Pour ces
raisons, la modélisation des réseaux de régulation génétique, a I’aide d’un mo-
déle booléen, n’est pas si réductrice qu’il n’y parait. Elle ne permet certes pas de
modéliser le fait qu'une protéine puisse posséder plusieurs niveaux de concentra-
tion résultant en différentes régulations d’'un méme géne. Cependant, une grande
partie de la communauté scientifique considére ’approche booléenne comme une
approximation raisonnable de la réalité biologique. Les modéles booléens per-
mettent d’améliorer la compréhension de la dynamique des réseaux de régulation
génétique, par une description qualitative de cette dynamique.

Dans ce travail, notre choix s’est porté sur une classe particuliére de modéles
booléens, les réseaux d’automates booléens & seuil. Ces réseaux d’automates ont
été introduits, dans les années 1940, pour modéliser les réseaux de neurones,
puis ont été réutilisés, dans le cadre de la modélisation des réseaux de régulation
génétique, a la fin des années 1990. L’une des principales propriétés des réseaux
d’automates est que leur comportement dynamique peut dépendre de I’ordre dans
lequel les éléments du réseau voient leur état étre mis a jour. Nous rappelons que,
dans le cadre de la modélisation des réseaux de régulation génétique, le but du
modéle est de décrire I’évolution de I’expression des différents génes. La mise &
jour de I'état d’un élément d’un réseau d’automates modélise donc le processus
d’expression du géne représenté par cet élément. Nous étudions 'une des carac-
téristiques principales des systémes complexes, et donc des réseaux de régulation
génétique, a savoir la robustesse. La robustesse d’un systéme peut étre définie
comme sa capacité a résister a des perturbations d’ordre structurel. Ici, la robus-
tesse concerne la capacité du réseau a maintenir son comportement dynamique
malgré un changement de l'ordre de mise a jour de ses éléments. Comme pour
tous les systéme complexes, cette notion de robustesse est fondamentale pour les
réseaux de régulation génétique. Si les réseaux de régulation génétique ne sont
pas robustes, alors I'expression génétique, c’est-a-dire la synthése des protéines,
peut étre altérée. Comme nous avons vu que les protéines jouaient un role majeur
dans de nombreux processus cellulaires, une non robustesse des réseaux de régu-
lation génétique aurait des conséquences importantes sur la vie des organismes
considéreés.

Dans cette these, nous étudions la robustesse des réseaur d’automates booléens
a seuil auxr modes d’itération. Nos travaur portent sur l’étude de ces réseaur, en



tant qu’objets mathématiques, au moyen de simulations numériques, mais égale-
ment par des méthodes théoriques. Le but de cette étude est de mieuxr connaitre
les réseaur d’automates booléens a seuil, afin de comprendre si leur robustesse
(ou leur sensibilité) auzr modes d’itération, est une caractéristique qui les rend
appropriés a la modélisation des réseaux de régulation génétique. Tout au long du
manuscrit, nous considérerons donc ces réseaux d’automates en tant que modéles
de réseauz de régulation génétique.

Organisation du manuscrit

Le premier chapitre de cette thése introduit les principales définitions utilisées
dans la suite du document. Nous y présentons tout d’abord les systémes dyna-
miques discrets et les réseaux d’automates. Nous traitons ensuite, dans la partie
[CZ2 de la modélisation des réseaux de régulation biologique par des réseaux
d’automates : nous abordons, dans un premier temps, les modéles proposés par
Kauffman et Thomas, puis présentons, de facon détaillée, le modeéle que nous
étudions, sous forme de réseaux d’automates booléens & seuil, et donnons un
état de ’art des résultats concernant les modeéles de réseaux de régulation. Enfin,
nous terminons ce premier chapitre en précisant, dans la partie [[3] la notion
de robustesse aux modes d’itération, en présentant les principaux résultats théo-
riques connus concernant la dynamique des réseaux d’automates booléens et la
robustesse aux modes d’itération, et en définissant 4 classes de comportement dy-
namiques pour les réseaux d’automates, qui nous seront trés utiles pour I'étude
de la robustesse de ces réseaux.

Dans le chapitre 2, nous entrons dans le vif du sujet. Nous y montrons com-
ment on peut énumérer, et donc construire, ’ensemble des réseaux d’automates
booléens a seuil, a partir de I’ensemble des fonctions booléennes a seuil. Aprés
avoir rappelé quelques notions sur les permutations dans la partie Bl nous in-
troduisons, dans la partie 22 les vecteurs d’interaction, qui nous permettent de
définir les fonctions booléennes & seuil, en vue de construire les réseaux d’auto-
mates booléens a seuil. Nous insistons alors sur 'intérét d’utiliser des vecteurs
d’interaction particuliers, que nous appelons vecteurs d’interaction minimaux,
dans le cadre de la modélisation des réseaux de régulation génétique. Dans la
partie Z3] nous donnons I’énumération des réseaux d’automates booléens & seuil,
construits a partir de 'énumération des fonctions booléennes a seuil. Cette énu-
mération nous permet de connaitre la structure de la population des réseaux, et
de donner, dans la partie Z4] les algorithmes que nous utilisons pour réaliser les
simulations dont les résultats sont présentés dans le chapitre 3. Ce chapitre 2 est
le chapitre de la transversalité : il montre que, dans le cadre de la modélisation
de réseaux biologiques, on peut étre amené & utiliser des notions issues de do-
maines inattendus des mathématiques, telles que la géométrie (pour les fonctions
booléennes a seuil) ou la théorie des actions de groupe (pour les réseaux d’auto-
mates), en plus des traditionnelles notions de statistique (pour les simulations).

Dans le chapitre 3, nous présentons ’ensemble des résultats des simulations



numeériques que nous avons réalisées, concernant la robustesse des réseaux d’au-
tomates booléens a seuil. La partie Bl donne les statistiques générales en relation
avec la robustesse. Nous montrons, par exemple, que, pour les réseaux d’auto-
mates & 7 éléments ou moins, 'augmentation de la taille des réseaux se traduit
par une baisse de la robustesse de ces réseaux. Nous montrons également que
cette baisse de la robustesse s’explique par une connectivité trés élevée des ré-
seaux. Dans la partie B2 nous étudions, toujours au moyen de simulations, la
classe de comportement des réseaux les moins robustes aux perturbations des
modes d’itération. Dans la partie B3l nous traitons un exemple de modéle de
réseau de régulation génétique connu, celui de la floraison d’ Arabidopsis thaliana,
sous forme de réseau d’automates booléens & seuil. Nous montrons, notamment,
comment, & partir d’'une bonne connaissance du modéle, nous pouvons facilement
ramener 1’étude fastidieuse de la dynamique d’un réseau a 12 éléments, a ’étude,
bien plus simple, de la dynamique de deux réseaux de taille 3. A partir de simula-
tions numériques sur ces deux petits réseaux, nous pouvons donner la dynamique
exhaustive du réseau de 12 éléments. Enfin, dans la partie B4l nous proposons un
protocole de simulations trés simple, afin d’étudier 'impact de I'ajout des molé-
cules de miARN dans la régulation génétique, en terme de robustesse des réseaux.
Notre étude montre que les miARN ont tendance & augmenter la robustesse des
réseaux.

Dans le dernier chapitre, toujours avec le souci d’étudier les réseaux d’auto-
mates booléens & seuil, dans le cadre de la modélisation des réseaux de régulation
génétique, nous introduisons une nouvelle fagon d’itérer les réseaux d’automates.
Cette nouvelle itération a pour but de modéliser au mieux I’évolution de 1'ex-
pression génétique, telle que nous pouvons l'observer au moyen des bio-puces.
A partir de la définition de cette nouvelle itération, nous pouvons démontrer,
dans la partie 21 un ensemble de résultats théoriques importants concernant la
robustesse des réseaux d’automates aux modes d’itération.






Chapitre 1
Préliminaires

L’étude des systeémes biologiques, comme celle de tous les systémes réels, qu'ils
soient physiques ou sociaux, passe par une phase de modélisation. Le but de cette
modélisation est d’extraire du systéme réel ses caractéristiques principales, celles
qui permettent de le comprendre, d’en expliquer le comportement, ou du moins de
mettre en évidence un comportement spécifique. On peut souvent obtenir a partir
des systémes réels un nombre de données aussi important que I’on souhaite et il est
nécessaire lors de la modélisation de savoir réduire la taille du probléme sous peine
de ne rien pouvoir résoudre, et finalement, de ne rien pouvoir expliquer. Pour
mettre en place les principes de la gravitation universelle, et expliquer pourquoi
la Lune ne tombait pas sur la Terre, Newton n’a pas eu besoin de connaitre
la nature des sols des différents astres, ’existence ou non d’'une atmospheére et
le cas échéant, sa composition... A partir de la masse de deux corps ainsi que
de la distance qui les sépare, il a pu décrire la force d’attraction mutuelle entre
ces deux corps. Il en est de méme pour la biologie : il est inutile de vouloir
comprendre le vivant en prenant en compte la totalité de I'information disponible.
Le modélisateur est amené a faire un choix pour le modéle en fonction de ce qu'’il
désire mettre en évidence.

L’utilisation de systémes dynamiques comme modéles de systémes biologiques
n’est pas récente. Dans les années 1920, Volterra [I4] [15), [[6] a proposé un modéle
d’interaction proies-prédateurs sous forme de systéme dynamique, afin d’expli-
quer pourquoi la quantité de sardines péchées en mer Adriatique était plus faible
aprés l'interruption de la péche due & la guerre, et pourquoi, a la reprise de
la péche, la proportion de requins observés avait augmenté (le systéme dyna-
mique proposé est donné dans I'exemple [T]). A la fin des années 1940, Delbriick
est I'un des premiers & mettre en évidence la possibilité et l'intérét de modé-
liser des systémes de biologie cellulaire par des systémes dynamiques. A cette
époque, on explique la différenciation cellulaire par I'existence de répliques des
génes, les plasmagénes, dont aurait dépendu le développement des différents tis-
sus. Delbriick propose une autre explication [I7] : la différenciation cellulaire
pourrait n’étre qu’un cas particulier a la biologie d’'un phénoméne plus général,
la multi-stationnarité, propriété des systémes pouvant atteindre au moins deux
états stables, chacun d’eux ayant leur propre bassin d’attraction : "Les passages



des uns aux autres pourraient étre, suivant les cas, réversibles ou irréversibles,
comme dans les phénoménes de différenciation".

Le présent document traite d’un cas particulier de robustesse des systémes
dynamiques discrets : nous étudions I'influence des modes d’itération sur le com-
portement des réseaux de régulation biologique. Ce premier chapitre donne des
définitions générales concernant les systémes dynamiques, présente plus en détails
les systémes particuliers étudiés, et enfin décrit la notion de robustesse appliquée
aux réseaux de régulation biologique. Nous dressons également un état de l'art
des précédents travaux portant sur les systémes étudiés.

1.1 Systémes dynamiques discrets

Dans le contexte de nos travaux, les systémes dynamiques sont des objets
mathématiques composés d’entités interagissant et évoluant au cours du temps.

Définition 1.1 (Systéme dynamique)
Un systéme dynamique est un triplet (S, T, F) ot :
- S est un sous-ensemble de R%, appelé espace des phases ou espace des états
globauz (d représente le nombre d’éléments du systéme),
- T est un groupe (muni de l'opération +), appelé espace des temps,
- F est une application, F : SxT — S, appelée fonction de transition globale
qui, & chaque état global de S et 4 chaque temps de T, associe une image
dans S.

La fonction de transition globale F' vérifie :

- VxesS, F(z,0)=uz,

- Vrels, V(tl,tg) € T2, F((F(x,tl),tQ) = F(x,tl + t2).
Elle définit la facon dont I’état global du systéme évolue au cours du temps,
a partir d'un état initial. F'(x,t) représente 1’état global du systéme atteint au
temps ¢ en partant de I’état global initial (au temps 0) . Notons ici que la défini-
tion précédente correspond précisément a un systéme dynamique réel, c’est-a-dire
dont les éléments sont a états dans R. Comme, dans le cadre de ce manuscrit, on
ne s’intéresse aux systémes dynamiques que comme modéle de phénomeénes réels,
nous nous satisfaisons de cette restriction. Pour les mémes raisons, les temps sont
généralement choisis réels. Dans la suite, on considére donc 7' C R.

Dans le cas ou la fonction de transition globale est différentiable, on peut
représenter le systéme dynamique par un systéme d’équations différentielles.

Ezemple 1.1 : Nous avons vu dans l'introduction de ce chapitre que, dans les
années 1920, Volterra a proposé un modéle d’interaction proies-prédateurs pour
expliquer I'évolution de la taille des populations de proies et de prédateurs. Ce
modeéle est décrit par un systéme de 2 équations différentielles, connu sous le nom
de systéme de Lotka-Volterra (x représente la taille de la population des proies,
y celle des prédateurs) :

{ 2/ (t) = ax(t) — bx(t)y(t)
y'(t) = —cy(t) + da(t)y(t)
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Les paramétres a, b, c et d sont des réels positifs. En ’absence de prédateur, la
population de proies croit de facon exponentielle avec un taux a. A I'opposé,
en l'absence de proie, la population de prédateurs décroit de fagon exponentielle
avec un taux c. Lorsque proies et prédateurs sont présents, on suppose le taux
de prédation proportionnel a la fréquence de rencontre entre les prédateurs et
les proies. Bien entendu, la prédation a tendance & faire croitre la taille de la
population de prédateurs (avec un taux d), et a faire décroitre la taille de la
population de proies (avec un taux b).

Définition 1.2 (Trajectoire et orbite)

La trajectoire d’un point x de S, est l'application F, : T — S qui associe &
chaque temps t de T ’état F,(t) = F(x,t), qui est I'état global atteint aprés un
temps t a partir de [’état global initial x.

L’orbite d’un point x de S est définie comme l’ensemble : O(x) = {F(x,t), t €
T}.

Dans la pratique, on confond trajectoire et orbite. Ainsi, une trajectoire dé-
signe 'ensemble des état globaux atteints par le systéme a partir d’un état global
initial donné. Lorsque 1'on étudie un systéme dynamique, on s’intéresse aux dif-
férentes trajectoires que 'on peut obtenir & partir de différents états initiaux,
et plus particuliérement au comportement asymptotique de ces trajectoires. Ces
comportements asymptotiques représentent les états du systéme lorsque le temps
s’écoule vers l'infini. Nous observons deux types de comportements asympto-
tiques : soit le systéme diverge, soit il adopte un comportement "stable", que I'on
appelle attracteur. Le notion d’attracteur est une notion complexe en général. Des
définitions complétes ont été données dans le cadre de systéme dynamiques réels
[18], M9]. Dans le cadre de notre travail, nous n’avons pas besoin de définition si
complexe et la définition simple suivante nous suffit. Nous supposons que S est
muni d'une distance d équivalente & la distance euclidienne.

Définition 1.3 (Attracteur et bassin d’attraction)
Attr C S est un attracteur pour le systéme dynamique (S,T,F) si :

1. Attr est non vide,
2. Attr est invariant (Vt € T, F(Attr,t) C Attr),
3. il n’existe pas de sous-ensembe non vide B C Attr qui vérifie [@

Le bassin d’attraction associé a lattracteur Attr, noté B(Attr) est le sous-
ensemble non vide de S défini par : B(Attr) = {x € S | L(z) C Attr} avec
L(z) ={y € X | Ve > 0,Yty > 0,3t > tg tel que d(y, F(z,t)) <e}.

De facon informelle, le bassin d’attraction associé & un attracteur est ’en-
semble des points dont la trajectoire "passe aussi prés que possible" de l’at-
tracteur. La principale différence entre notre définition et celles données dans
I8, M9] est que nous considérons qu'un attracteur est inclus dans son bassin
d’attraction, contrairement aux autres auteurs. Ainsi, selon notre définition, les
comportements limites instables sont des attracteurs, dont le bassin d’attraction
est réduit au seul attracteur. Cette différence dans la définition d’'un attracteur
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n’a en revanche pas d’incidence sur I’étude des systémes de régulation tels que
nous les modélisons.

La figure [Tl illustre les notions de trajectoire, attracteur et bassin d’attrac-
tion en présentant trois trajectoires issues de différents états initiaux pour le
systéme dynamique de l'exemple [[T] (avec a = 5, b = 3, ¢ = 1, d = 1). Les
flaches indiquent le sens de parcours des trajectoires lorsque le temps s’écoule.
Les trajectoires bleue et noire sont cycliques; dans ce cas, trajectoire, attracteur
et bassin d’attraction sont confondus. La trajectoire rouge correspond & un état
initial pour lequel la taille de la population de proies est nulle. On voit que la taille
de la population de prédateurs décroit alors jusqu’a devenir nulle également. Le
point (0,0) est donc un attracteur pour ce systéme et le bassin d’attraction qui
lui est associé est la droite x = 0. Il existe un autre attracteur, le point (g, 7). On
trouve ce point d’équilibre en posant 2/(t) = 0 et 3/(¢t) = 0. Dés que 1'on s’écarte
de ce point dans ’espace des états, on passe sur une trajectoire cyclique, donc le
bassin d’attraction de cet attracteur est réduit & lui-méme.

Fi1G. 1.1 — Trois trajectoires pour le systéme dynamique de I'exemple [CT] avec les
paramétres suivants : a =5, b=3,c=1,d=1

Nous avons restreint notre étude a une classe particuliére de systémes dy-
namiques, les systémes dynamiques dont le temps évolue dans l’ensemble des
entiers naturels. Ces systémes dynamiques sont appelés systémes dynamiques
discrets (ou a temps discret).

Définition 1.4 (Systéme dynamique discret)
Un systéme dynamique discret est un systéme dynamique particulier (S, T, F') ot
T=N.
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Nous pouvons remarquer que le fait d’avoir réduit 'espace des temps a N,
nous permet d’écrire la fonction de transition globale F' comme l'itérée d’une
fonction G : S — S, c’est-a-dire : Vo € S,Vt € N, F(x,t) = G'(x).

En effet, en notant V¢ > 1, Fi(x,1) = F(F*"!(z,1),1) et F(z,1) = z, on a
pour tout ¢t > 1 :

F(z,t) = F(x,1+(t-1))
= F(F(z,1),t - 1)
= F(Fz(m 1),t—2):

(FH(2,1),1)
= F'(z,1).

I
T

On a également F(x,0) = x = F°(x,1). Ainsi, Vo € S,Vt € N, F(x,t) =
F'(z,1).

Pour la suite, nous considérons donc que la fonction de transition globale est
une application de S dans S, et non plus de S x N dans S (on remplace F(z,t)
par F(z,1), que 'on note F(x) par abus).

Remarquons enfin que, dans le cas ot I’'on modélise un phénoméne réel par un
systéme dynamique discret, on obtient une description qualitative du phénoméne,
alors qu'un modele & base de systéme dynamique a temps continu aurait permis
une description quantitative du méme phénoméne. En passant du continu au
discret, on simplifie généralement le modeéle, que 1'on peut alors d’autant mieux
étudier.

1.2 Réseaux d’automates et réseaux de régulation bio-
logique

La modélisation discréte des réseaux de régulation biologique a été introduite
dans les années 1940 par McCulloch et Pitts [20], avec leurs travaux sur les ré-
seaux de neurones. Puis, a la fin des années 1960 et au début des années 1970,
les recherches de Kauffman [21] et Thomas [22] mirent en avant l'intérét de ces
modéles pour la compréhension de la dynamique de réseaux de régulation gé-
nétique. La plupart des travaux ont focalisé sur un cas particulier de systémes
dynamiques discrets, les réseaux d’automates. Ceux-ci se sont avérés étre de bons
modéles pour les réseaux de régulation : ils permettent de simplifier au maximum
les systémes réels, de les modéliser avec une approche dynamique, tout en assurant
un formalisme rigoureux. En effet, de fagon informelle, en simplifiant a I’extréme,
un élément d’'un réseau de régulation peut étre vu comme un objet dont 'état
dépend d’'un signal global qu’il recoit (signal émis par les autres éléments du
réseau). Les automates sont des objets mathématiques qui correspondent tout a
fait a cette définition informelle.
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1.2.1 Reéseaux d’automates

Définition 1.5 (Réseau d’automates)
Un réseau d’automates R composé de n éléments est un couple (Q,F) ot :

- Q C Z est l’ensemble fini des états dans lesquels peut étre chacun des n

automates,

- F: Q™ — Q" est la fonction de transition globale
On note F' = (f1,---, fn) et on appelle f; : Q™" — Q la fonction de transition
locale de l’élément i, qui permet la mise a jour de son état en fonction des états
des éléments du réseau.

On peut remarquer qu’a partir des éléments en interaction d’un réseau d’au-
tomates, on peut construire un graphe orienté.

Définition 1.6 (Graphe d’interaction)
On appelle graphe d’interaction associé au réseau d’automates R = (Q,F) an
éléments, le graphe orienté G = (V, A) ou :

-V =A{1,--- ,n} est ’ensemble des sommets (ou noeuds) de G,

- ACV xV estl’ensemble des arcs de G, et est tel que :

VieV,VjeV, (i,j) €A

)
HXGQn7y€ ny#xz /f](xh y Lyttt 7'%'71) %f](xh Yy 7'%'71)

Chacun des sommets du graphe d’interaction associé a un réseau d’automates
représente un des automates du réseau et les arcs du graphe représentent les
interactions entre éléments. Nous définissons le graphe d’interaction & partir des
fonctions de transition locale. Ceci nous assure qu’un arc du graphe d’interaction
entre le noeud ¢ et le noeud j représente une réelle influence de l'automate ¢
sur 'automate j dans le réseau. Ainsi, supprimer un arc du graphe d’interaction
revient & modifier I'une des fonctions de transition locale du réseau et donc la
dynamique du systéme. Formellement, on dit que le graphe d’interaction a une
structure quasi-minimale. Nous reviendrons plus tard sur I'importance de cette
notion de structure quasi-minimale.

Notation 1.1 (Etat) : Soit R = (Q,F) un réseau d’automates composé de n
éléments en interaction.

On note x;(t) l’état de I’élément i du réseau au temps t.

On note X(t) = (x1(t),- -+ ,xn(t)) l’état global du réseau au temps t. On appelle
configuration du réseau d’automates tout état global du réseau.

Iy a (#Q)" configurations possibles pour un réseau d’automates a n élé-
ments.

Exemple 1.2 : La figure présente le graphe d’interaction associé & un réseau
de trois automates booléens (a états dans Q = {0,1}), dont les fonctions de

transition locale sont les fonctions booléennes suivantes (les opérateurs utilisés
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sont les opérateurs booléens classiques) :

fi(z1, e, 23) = x1 Ao
fo(x1,22,23) = a1V a3
f3(x1,22,23) = -y

F1G. 1.2 — Graphe orienté associé au réseau d’automates booléens dont les fonc-
tions de transition locale sont données dans 1’exemple

On voit que la fonction de transition locale de 'élément 1, f; dépend des
variables x1 et x2, mais pas de x3. Dans le graphe d’interaction, le noeud 1 regoit
donc un arc provenant de lui-méme et du noeud 2, mais pas du noeud 3. On peut
faire le méme raisonnement sur les fonctions fy et f3 afin d’expliquer les arcs qui
arrivent sur les noeuds 2 et 3 dans le graphe d’interaction.

Profitons d’avoir défini le graphe d’interaction associé a un réseau d’automates
pour rappeler quelques notions relatives aux graphes orientés qui nous seront
utiles. Pour les définitions qui suivent, nous considérons que G = (V, A) est un
graphe orienté.

Définition 1.7 (Source et destination d’un arc)
Soit a = (1,j) € A un arc de G.

Le sommet i est appelé (sommet) source de a.

Le sommet j est appelé (sommet) destination de a.

Définition 1.8 (Degré d’un noeud et connectivité d’un graphe)

Soit i € V un sommet de G.

Le degré entrant de ¢ est le nombre d’arcs de G dont i est la destination.

Le degré sortant de i est le nombre d’arcs de G dont i est la source.

La connectivité du graphe G est déﬁnie?;:gmme étant le degré (entrant ou sortant)

moyen de ses noeuds. Elle est égale a I

Définition 1.9 (Noeud source et noeud puits)

On dit d’un noeud d’un graphe orienté que c’est un noeud source si son degré
entrant est nul.

On dit d’un noeud d’un graphe orienté que c’est un noeud puits si son degré
sortant est nul.
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Définition 1.10 (Chemin)

Un sous-ensemble de A, noté C' = {ay,--- ,a,} est appelé chemin si, pour tout
ke {2,---,r}, la source de ay, est la destination de ap_1. Le chemin C' permet
donc d’atteindre le noeud destination de a, a partir du noeud source de a.

Définition 1.11 (Composante fortement connexe)

C, un sous-ensemble de V', est appelé composante fortement connexe de G si,
pour chaque sommet de C, il existe un chemin vers tous les autres sommets de C,
et C est de taille mazimale, c’est-a-dire qu’il n’est pas strictement contenu dans
un sous-ensemble possédant cette propriété.

On dit que G est un graphe fortement connexe s’il a une unique composante
fortement connexe qui contient tous les sommets de G.

Définition 1.12 (Circuit)

Un circuit est un chemin C' = {ay,--- ,a,} tel que la destination de a, est la
source de ay. On dit alors que C est un circuit de longueur r.

Une boucle est un circuit de longueur 1.

Le graphe de I'exemple [[2, présenté sur la figure [L2, contient une boucle et
un circuit de longueur 2. La connectivité de ce graphe est égale a % et ce n’est pas
un graphe fortement connexe puisqu’il n’existe aucun chemin entre le noeud 3 et
les autres sommets (le sous-ensemble de sommets {1,2} forme une composante
fortement connexe, de méme que le sous-ensemble réduit & un unique noeud {3}).
Le noeud 3 est un noeud puits.

On peut définir quatre grandes familles de graphes parmi les graphes d’inter-
action les plus étudiés :

- les graphes aléatoires, proposés par Erdos et Rényi [23] 24] ; 1a distribution
des degrés des noeuds de ces graphes est caractéristique, c’est une loi de
Poisson ;

- les graphes complets, dont tous les sommets sont connectés les uns aux
autres;

- les graphes cellulaires, dont les noeuds sont situés sur une grille & d dimen-
sions (en général, on a d < 3) ; chaque noeud est connecté & ses voisins sur la
grille, et on a le méme type de voisinage pour tous les noeuds; ces graphes
sont associés a un classe particuliére de réseaux d’automates, les réseaux
d’automates cellulaires [25], 26], pour lesquelles les fonctions de transition
locales sont toutes identiques ;

- enfin, les graphes complexes, notamment étudiés par Albert et Barabési
[27]; dans le cadre des systémes complexes, ce sont les graphes les plus
étudiés ces derniéres années, car ils correspondent aux graphes d’interaction
de réseaux biologiques ou sociaux réels ; ces graphes ne sont pas aléatoires au
sens d’Erdos et Rényi; la distribution des degrés des noeuds est ici encore
caractéristique, c’est une loi puissance, c’est-a-dire qu’il existe un faible
nombre de sommets & fort degré et un trés grand nombre de sommets a
faible degré.

D’un point de vue dynamique, la définition des attracteurs et bassins d’at-
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traction est bien plus aisée pour les réseaux d’automates que pour les systémes
dynamiques en général. Nous supposons pour la suite que la fonction de transi-
tion globale d’un réseau d’automates R = (Q, F') a n éléments est une fonction
déterministe, c’est-a-dire que pour chaque X € Q", il existe une unique image
F(X). Les travaux présentés dans ce manuscrit concernent uniquement les ré-
seaux d’automates déterministes. Sené [20] propose une étude concernant les
réseaux d’automates a fonction de transition globale stochastique.

Comme l'ensemble des états de chaque automate @ est fini, il y a un nombre
fini de configurations possibles pour le réseau. De plus, comme la fonction de
transition globale est considérée conne étant déterministe, chaque trajectoire is-
sue d’une configuration initiale est finie. A partir d’un certain nombre d’itérations
de la fonction de transition globale, les configurations atteintes se répétent indé-
finiment.

Définition 1.13 (Attracteur et bassin d’attraction)

Soit R = (Q, F) un réseau d’automates a n éléments.

Un sous-ensemble de Q™, noté Attr est un attracteur de R si les configurations
de Attr se répétent indéfiniment par itération de la fonction de transition globale.
Le bassin d’attraction associé a lattracteur Attr est ’ensemble des configurations
contenues dans les trajectoires qui contiennent Attr.

On voit que 'on peut définir deux types d’attracteurs pour les réseaux d’au-
tomates :
- les attracteurs composés d’au moins 2 configurations sont appelés des cycles
limites ;
- les attracteurs qui contiennent 1 unique configuration sont appelés des
points fixes.
Formellement, on définit les cycles limites et les points fixes comme suit :

Définition 1.14 (Cycle limite)
Soit R = (Q, F) un réseau d’automates a n éléments.
La suite de configurations C C Q",C = [X',--- ,X!],1 > 2 est un cycle limite
de période (ou longueur) | pour R si, et seulement si :
- les X7 sont deuz o deus différents,
- F(XJ) = X9+ pour tout j € {1,--- ,1 — 1} et
- F(XYH) =X1.
Définition 1.15 (Point fixe)
Soit R = (Q, F) un réseau d’automates a n éléments.
La configuration X € Q™ est un point fixe pour R si, et seulement si F(X) = X.

Les points fixes d'un réseau d’automates sont les points fixes de sa fonction
de transition globale.

1.2.2 Modéles de réseaux de régulation biologique

Nous avons vu que, dés le début des années 1970, Kauffman [21]], puis Thomas
[22] ont rendu légitime l'utilisation des réseaux d’automates comme modeéles qua-
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litatifs des réseaux d’interaction biologique, et plus particuliérement des réseaux
de régulation génétique. Dans la suite du manuscrit, on évoquera la modélisa-
tion de réseaux de régulation génétique comme exemple de réseaux de régula-
tion biologique. Kauffman et Thomas ont chacun proposé une modélisation sous
forme de réseau d’automates. Chaque géne est modélisé par un automate dont
I’état représente l'activité, 'expression du geéne considéré. L'intérét de ces mo-
déles est que I'on peut donner une signification biologique aux attracteurs des
réseaux d’automates. En effet, dans le cadre de la modélisation de réseaux de
régulation génétique, depuis Kauffman [28], on associe les attracteurs du modeéle
avec les différents types cellulaires dans lesquels le réseau génétique est impliqué.
On considére que chaque type de cellule différenciée est caractérisé par un cer-
tain phénotype (ensemble des caractéres observables). Comme toutes les cellules
d’un méme organisme possédent le méme génotype (& part les cellules immuno-
compétentes, dont les génes du répertoire immunologique sont différents, et &
part les cellules pathologiques présenant des mutations ou des anomalies chro-
mosomiques acquises), la différence de phénotype s’explique par une différence
au niveau de l'activité protéique, enzymatique... La différence de phénotype s’ex-
plique donc par une différence d’expression des génes. Ainsi, chaque type de
cellule différenciée est caractérisé par un profil d’expression génétique, a 1’équi-
libre. A chaque attracteur du réseau d’automates qui sert de modeéle, correspond
un profil d’états des automates du réseau. On fait le lien direct entre ce profil
d’états et le profil d’activation des génes. Les attracteurs d’un réseau d’auto-
mates modélisant un réseau de régulation génétique représentent tous un type
cellulaire dans lequel le réseau de régulation est impliqué. Bien qu'’il soit plus aisé
de voir la correspondance entre un point fixe du réseau d’automates et un profil
d’expression de génes que I'on peut considérer qualitativement comme stable, un
cycle limite peut également étre associé directement & une fonction biologique,
qui sera cyclique (voir I'exemple [[]).

Nous précisons ici que ce manuscrit traite d’un certain type de modeéle de
réseau de régulation génétique, mais nous n’abordons pas le probléme de recons-
truction d'un tel réseau a partir des données biologiques. Cette étape de recons-
truction (que I'on appelle également probléme inverse) est une étape difficile qui
nécessite, la plupart du temps, le recours a des méthodes d’optimisation (recuit
simulé [29] ou algorithme génétique [30] par exemple). Nous n’entrerons pas dans
de plus amples explications, et renvoyons a la lecture de |31}, B2, B3] 34}, B5] pour
des détails supplémentaires.

Modéles de Kauffman et de Thomas

Les deux types de réseaux d’automates introduits par Kauffman et Thomas,
font partie, encore aujourd’hui, des modeéles discrets les plus utilisés pour les
réseaux de régulation génétique. Nous allons donc briévement les décrire avant
de présenter le modéle particulier sur lequel a porté I’étude présentée dans ce
manuscrit. Pour une revue plus compléte des différents modéles de réseaux de
régulation génétique, consulter [I3].
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Afin de simplifier au maximum le modeéle, Kauffman [21] 28] considére qu'un
géne peut étre modélisé par une variable booléenne qui représenterait 1'activité du
dit géne : le géne est actif (lorsque la variable vaut 1) ou inactif (lorsque la variable
vaut 0), c’est-a-dire que les produits synthétisés a partir du géne sont présents
ou absents. De plus, les interactions entre génes peuvent étre représentées par
n’importe quelle fonction booléenne qui permet de calculer I’état du geéne (actif
ou inactif) & partir de 'activation des autres génes du réseau. Enfin, on considére
que la mise & jour des états de chaque automate se fait de maniére synchrone.
Le formalisme de modélisation proposé par Kauffman revient donc & utiliser un
réseau d’automates booléens synchrones comme modéle de réseau d’interaction
génétique. On parle plus communément de réseaux booléens synchrones.

Thomas [36], B7, BY| propose une modélisation sous forme de réseaux logiques
que I’'on appelle communément réseaux de Thomas. Chaque géne ¢ d'un réseau est
représenté par une variable discréte, £;, appelée variable logique, qui peut prendre
plusieurs valeurs. Le nombre de valeurs que la variable ; peut prendre est lié
au nombre d’éléments du systéme qui sont sous l'influence du géne i. A chaque
élément j sous l'influence du géne ¢ correspond une valeur pour la variable ;.
Cette valeur représente le niveau d’activation minimal & partir duquel 'activation
du géne ¢ a un effet sur ’élément j. Si le géne ¢ influence k éléments, alors la
variable #; peut prendre jusqu'a k+1 valeurs possibles (0 compris). C’est une des
différences principales qui existent avec les réseaux booléens dans lesquels il n’y
qu’un niveau d’activation possible. L’autre différence majeure est, que dans les
réseaux de Thomas, les états des automates sont mis a jour de fagon asynchrone.
Cela modélise le fait qu’il est trés peu probable que les concentrations de produits
synthétisés a partir de 2 génes différents, passent chacune un de leurs seuils en
méme temps. Ainsi, & une configuration donnée d’'un réseau de Thomas peut
correspondre plusieurs configurations aprés itération de la fonction de transition
globale puisqu’il y a autant de facons de réaliser la transition que d’éléments
constituant le réseau. Concernant les attracteurs du réseau, cela rend I’étude des
cycles limites délicate. En revanche, il n’y a aucun probléme vis-a-vis des points
fixes, puisque nous avons vu que tout point fixe du réseau correspond a un point
fixe de la fonction de transition globale.

L’un des avantages des réseaux de Thomas sur les réseaux de Kauffman est
que l'on se limite & des interactions entre 2 génes qui sont simples. Dans le cas
ot le géne ¢ influence le géne j, cette influence peut étre de 2 types différents :
en présence de i, j a tendance a étre soit activé (on dira que i est activateur
de j), soit inhibé (on dira que i est inhibiteur de j). Ces 2 types d’influence
correspondent bien aux types d’interactions que l’on connait entre génes [39].
Dans le cas de réseaux booléens, on peut avoir des influences qui ne sont ni
activation, ni inhibition : imaginons par exemple un réseau d’automates booléens
dont I'automate i est sous 'influence des automates j et k et tel que la fonction de
transition locale correspondant a 7 est f; = x; @x;ﬂ; 7 et k ne sont ni activateurs,

ni inhibiteurs de i. On peut définir une certaine classe de fonctions booléennes

le designe le ou exclusif booléen
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qui permettent de ne travailler qu'avec des interactions de type activation ou
inhibition.

Définition 1.16 (Fonction booléenne monotone et définie par signe)

Soit f:{0,1}"™ — {0,1} une fonction booléenne.

On dit que f est monotone croissante par rapport 4 sa i€ variable si, et seulement
St :

\V/X =€ {Oal}n, f(xla"' axiflyoaxl?kla"' axn) S f(xla"' ,$i71,1,$i+1,“‘ ,ﬂ?n).

On dit que f est monotone décroissante par rapport a sa i® variable si, et seule-
ment st :

vX =€ {071}n7 f(xla"' 7x’i—1707x’i+17"' ,.’En) Z f(fEl,"' 7x’i—1717x’i+17"' 7$n)-

On dit que f est définie par signe si elle est monotone croissante ou décroissante
par rapport a chacune de ses variables.

En ne travaillant qu’avec des réseaux d’automates booléens dont les fonctions
de transition locale sont des fonctions définies par signe, on ne peut modéliser
que des influences du type activation ou inhibition. En effet, si la fonction de
transition locale de 1’élément 4, f;, dépend de sa j¢ variable, et est monotone
croissante (resp. décroissante) par rapport a cette variable, alors le géne modélisé
par I'élément j est activateur (resp. inhibiteur) du géne modélisé par 1’élément .
On appellera par la suite réseau de régulation booléen tout réseau d’automates
booléens dont les fonctions de transition locale sont des fonctions définies par
signe. Ces derniéres années, Kauffman a restreint son modeéle & des réseaux de
régulation booléens [0, BT]. Pour cela, il a introduit les fonctions canalisantes
hiérarchiques E, qui sont une sous-classe stricte de fonctions définies par signe.
Nous n’entrerons pas ici dans la description de ces fonctions, mais nous noterons
que l'utilisation de celles-ci permet donc de ne travailler que sur des réseaux dont
les interactions sont de type activation ou inhibition.

Réseaux d’automates booléens a seuil

Dans le cadre de notre étude, nous avons travaillé sur une classe particuliére
de réseaux d’automates booléens, les réseaux d’automates booléens a seuil. Les
fonctions de transition locale de ces réseaux sont des fonctions booléennes mono-
tones. Ces réseaux ont été introduits pour la premiére fois dans le contexte des
réseaux de neurones formels en 1943 par McCulloch et Pitts [20]. Ils ont ensuite
été rendus célébres par les travaux de Hopfield [42, B3] sur la mémoire associative,
au début des années 1980. On les retrouve utilisés plus récemment, dans le cadre
de la modélisation des réseaux de régulation génétique, notamment concernant
le réseau de régulation lié & la morphogénése florale chez Arabidopsis Thaliana

).

2Traduction littérale personnelle du terme anglais "hierarchical canalyzing functions"

20



Définition 1.17 (Réseau d’automates booléens a seuil)
Un réseau d’automates booléens a seuil (RABS), composé de n éléments, est un
réseau d’automates particulier R = (G, F), tel que :
- G ={0,1}, les automates sont des automates booléens
- F:{0,1}" — {0,1}", la fonction de transition globale est composée de n
fonctions a seuil ; la fonction de transition locale de l’élément i est de la

forme :
n
VX € {0, 1}”, fZ(X) =H Zwijxj — 0@ s
j=1
avec Vj € {1,--- ,n}, wi; € Z, 0; € Z, et ou H est la fonction de Heavi-
. S _J 0 st x<0O
side, définie sur R par H(x —0) = { L si 250

Avant de donner une description et une interprétation des différents para-
meétres des fonctions de transition locale d’'un RABS, nous allons nous intéresser
au choix de la fonction de Heaviside.

Cette fonction, associée & un seuil 8, peut étre vue comme une fonction sigmoi-
dale dont le point d’inflexion serait situé au niveau du seuil, et dont la "pente"
serait infinie. Rappelons qu’une fonction sigmoidale est une fonction du type
flz) = % ou du type f(z) = m On retrouve les fonctions sigmoidales
dans le domaine de la cinétique enzymatique : sous certaines conditions, la vitesse
d’une réaction catalysée par une enzyme en fonction de la concentration en sub-
strat (de 'enzyme) est d’allure sigmoidale. La figure qui présente le graphe
d’une fonction de Heaviside (en noir) associée a un seuil 6, ainsi que les graphes
de deux fonctions sigmoidales (en bleu et en rouge) dont les points d’inflexion
sont situés au niveau du méme seuil 8, montre que ’on peut considérer la fonc-
tion de Heaviside comme 1’équivalent d’une fonction sigmoidale booléenne. Cette
remarque justifie 'utilisation de la fonction de Heaviside dans la modélisation de
la dynamique des réseaux de régulation génétique.

0 T

Fi1G. 1.3 — Graphes de la fonction de Heaviside (en noir) et de deux fonctions
sigmoidales (A = 2 en rouge et A\ = 6 en bleu).

Toujours concernant la fonction de Heaviside, notons que certains auteurs
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([25] par exemple) utilisent une autre définition de la fonction de Heaviside, que
lonnote H- : H (z—0) = { 0 SN 4 . La seule différence entre H et H~
1 si z>6

est la valeur de 'image de 8. Comme nous travaillons avec des arguments entiers,
on a V(z,0) € Z2,

H(x—0) = H (x—60+1). Les RABS définis a partir des 2 fonctions de Hea-
viside différentes sont donc équivalents, il suffit d’ajuster les seuils afin de passer
de I'un a 'autre.

Enfin, d’autres auteurs ([45] par exemple) utilisent un type de réseaux d’au-
tomates, que l'on appelle réseaux d’automates a signe, pour modéliser les réseaux
de régulation génétique. Ces réseaux sont trés proches des RABS tels que nous
les avons définis. Dans un réseau d’automates a signe, les automates sont & états
dans {—1,1} (ce ne sont donc pas des automates booléens) et les fonctions de
transition locales sont définies comme suit :

n
VY € {—1, 1}”, gz(Y) = sign Zﬁ)ijyj —-0; ],
j=1

avec w;j € 7, 0 € Z, et ou sign est la fonction signe, définie sur R par

-1 si z<86

1 si z>60°

On peut montrer que tout réseau d’automates a signe est équivalent & un réseau
d’automates booléens & seuil. En effet, en posant le changement de variables
suivant :

sign(x — 0) =

Y = 2X -1,

Wij = Wiy,
n

0 = 20,—> wy,
Jj=1

on a :
n _ n n
Yoy =0 = Y wi(2w— 1) = (20, = Y wy)
7=1 7j=1 7=1
n n n
= 2Zwijx]~ — 20@' — sz‘j + Zwij
j=1 7j=1 7=1

n
= 2 E wijxj—Hi
J=1

Comme Vz € R, H(x) = H(2z), on a une égalité entre les fonctions de transition
locale (VY € {—1,1}", g;(Y) = 2f;(XFL) — 1) et donc ,en associant les états —1
et 0, les réseaux d’automates ont exactement le méme comportement.
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Nous avons montré que le choix précis de la fonction de Heaviside n’était
pas important, puisque I'on pouvait toujours se ramener au méme réseau d’auto-
mates. Voyons maintenant ce que représentent les divers paramétres utilisés dans
la définition des fonctions de transition locale.

Dans un RABS, les w;; sont appelés les poids d’interaction. Le poids d’inter-
action w;; représente l'influence de I’élément j sur I’élément 4. Il est non nul si
(I’état de) I’élément 7 dépend de (I’état de) I’élément j. Sile RABS sert de modele
pour un réseau de régulation génétique, alors, w;; est positif (resp. négatif) si le
géne j est activateur (resp. inhibiteur) du geéne 7. L’amplitude du poids wj;, sa
valeur absolue |w;;|, dépend de I'importance relative du géne j dans la régula-
tion du géne 7. On détermine donc les amplitudes des poids, |w;;|, en fixant tout
d’abord i, puis en étudiant I'importance relative des différents éléments du réseau
qui agissent dans la régulation du géne ¢ : plus forte est l'importance relative de
I'élément j, plus grande sera |wjj;|. Il est important de noter que comparer les
amplitudes des poids w;;, pour une valeur de j donnée, n'a pas de sens. Nous
reviendrons sur cette remarque dans la partie B3l

Les 6; sont appelés seuils d’activation. Le seuil 6;, associé a I’élément i du
réseau, représente la quantité totale d’activation & dépasser pour rendre 1’élément
i actif : plus 60; est élevé, plus I’élément i est difficile & activer. Le signe du seuil
d’activation 6#; indique 1'état d’activation de I’élément ¢ lorsqu’il n’est soumis a
aucune influence : 6; < 0 (resp. 6; > 0) signifie que 1’élément i est actif (resp.
inactif), lorsqu’il n’est sous 'influence d’aucun élément du réseau.

Notons que nous ne considérons que des réseaux dont les poids d’interaction
et les seuils sont entiers. Cette restriction n’a aucun effet sur le nombre de RABS
que l'on peut ainsi définir. A chaque fonction booléenne & seuil définie par des
poids d’interaction et un seuil réels, on peut faire correspondre des poids et un
seuil entiers. Nous aborderons ce point dans la partie

Dans un RABS, 'activation du sommet 4, décrite par la fonction de transition
locale f;, se fait si la "somme des activations et inhibitions" qu'’il recoit de la
part du réseau est supérieure a son seuil d’activation. Le poids d’interaction
représentant l'influence du géne j sur le géne ¢ est constant. Cela signifie donc
que 'importance relative du géne j dans la régulation du géne ¢ est la méme quels
que soient les autres génes régulateurs de ¢ qui sont activés. Dans ce modéle, on
peut donc ordonner les génes activateurs (resp. inhibiteurs) d’un méme géne 4
par ordre d’importance dans 'activation (resp. I'inhibition) de 4, en fonction de
I’ordre sur les poids d’interaction. Supposons par exemple, que les génes j et k
soient activateurs du géne ¢. S’il existe un profil d’expression des autres geénes
activateurs/inhibiteurs du géne i, pour lequel, lorsque j est actif et k inactif, il
y a activation de i, et lorsque j est inactif et k actif, il n'y a pas activation de ¢,
alors, on en déduit que j est un activateur de ¢ plus important que k. Ainsi, il ne
peut exister d’autre profil d’expression des autres génes activateurs/inhibiteurs
du géne i pour lequel lorsque j est inactif et k actif, il y a activation de i, et lorsque
j est actif et k inactif, il n’y a pas activation de ¢. Formellement, toute fonction
booléenne & seuil est une fonction booléenne définie par signe, mais l'inverse n’est
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pas vrai. L’exemple suivant présente une fonction définie par signe qui n’est pas
une fonction booléenne & seuil.

Exemple 1.3 : On considére la fonction booléenne & 4 variables suivante :
f(X) = (z1 Az2)V (x3Axyq). Il est facile de vérifier que f est monotone croissante
par rapport & chacune de ses variables. C’est donc une fonction définie par signe.
Supposons que l'on puisse exprimer f sous la forme d'une fonction a seuil,
f(X) = H(wlxl + Woko + W3x3 + Waky — 0)

w3 +wq >0

Ona f(0,0,1,1) = 1 et f<1’071’0):0’d°“{ wy + ws < 0

De méme, de f(1,1,0,0) = 1 et £(0,1,0,1) = 0, on déduit wy < wy. Ly a
contradiction, f n’est donc pas une fonction a seuil.

et donc wy < wy.

On remarque que chaque fonction de transition locale d'un RABS a n élé-
ments est entiérement définie par la donnée de n poids d’interaction et d’un seuil
d’activation. Ainsi, pour la suite du manuscrit, tout RABS sera naturellement
défini par une matrice de dimensions n x n, dite matrice d’interaction W, dont
le terme général est [W];; = w;; et par un vecteur de dimension n, dit vecteur
seuil, @ dont le terme général est [0]; = 6;. De plus, le graphe d’interaction d’un
RABS peut-étre directement déterminé a partir de la matrice d’interaction (aussi
appelée matrice d’incidence ou matrice adjacente) associée a ce réseau. Ceci nous
permet de donner, pour les RABS, une définition du graphe d’interaction plus
compléte que la définition précédente ([CH), en ajoutant un signe a chaque arc du
graphe.

Définition 1.18 (Graphe d’interaction d’un réseau d’automates booléens a seuil)
Le graphe d’interaction associé au réseau d’automates booléens a seuil a n élé-
ments défini par la matrice d’interaction W = (w;;) et le vecteur seuil 8, est le
graphe orienté et signé G = (V, A) tel que :

-V =A{1,-- ,n} est ’ensemble des noeuds de G,

- ACV XV x{—,+} est l'ensemble des arcs signés de G, et est tel que :

wij >0 & (4,4,+) € A (l'arc est positif)

VieV,VjeV { wij <0 (j,i,—) € A ('arc est négatif)

De facon informelle, pour déterminer les arcs qui pointent sur le noeud ¢ du
graphe d’interaction d’un réseau d’automates booléens & seuil, on parcourt la
ligne 4 de la matrice d’interaction de ce réseau. Chaque coefficient non nul w;;
de cette ligne indique qu’il y a un arc entre le noeud j et le noeud i. Le signe de
I’arc est défini & partir du signe du coefficient de la matrice.

Exemple 1.4 : Chez le poulet, la morphogénése de la plume est controlée par
un réseau de régulation génétique que 'on peut réduire & 4 génes principaux :
Wnit2, BMP2, BMP7 et la Follistatine (ou plutot le géne qui code pour la protéine
Follistatine) |46l A7). Le graphe d’interaction de la figure [ décrit les interactions
entre ces génes. Nous utilisons la convention suivante pour représenter les arcs
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d’un graphe orienté et signé : les arcs positifs sont représentés par des fleches
a bout noir, les arcs négatifs, par des fleches a bout blanc. La formation des
primordia (ou "spots") précurseurs des plumes sur le dos de ’embryon de poulet
(visibles sur la figure [[4]) est régie par I'expression des 3 génes du réseau, BMP2,
BMP7 et la Follistatine. La présence des produits synthétisés a partir de ces
geénes sous forme de spots, et non pas de maniére uniforme, s’explique par une
expression cyclique de ces génes, associée & une diffusion des produits synthétisés.
Si lexpression des génes était constante, on ne pourrait expliquer la formation
des spots. Ainsi, le réseau de régulation admet un comportement cyclique. Ce
comportement cyclique se retrouve dans le modeéle sous forme de RABS décrit
par la matrice d’interaction et le vecteur seuil de la figure [[4] (les génes sont
ordonnés de la maniére suivante : Wnit2, BMP7, BMP2, Follistatine). En effet, ce
réseau d’automates admet uniquement un cycle limite et pas de point fixe. Dans
ce modeéle, chaque activation (resp. inhibition) est modélisée par un coefficient
1 (resp. -1) dans la matrice d’interaction. Les seuils sont choisis nuls, sauf pour
Wnit2, pour lequel on prend un seuil égal & -1 afin de fixer 'expression de Wnt2
a 1 (le géne est actif).

Fi1a. 1.4 — A gauche, spots précurseurs de plumes sur le dos d’'un embryon de
poulet ; au centre, graphe d’interaction du réseau de régulation génétique impliqué
dans la morphogénése de la plume chez le poulet ; & droite, matrice d’interaction
et vecteur seuil du réseau d’automates booléens & seuil modéle de ce réseau
de régulation (pour la matrice d’interaction et le vecteur seuil, les génes sont
ordonnés comme suit : Wnt2, BMP7, BMP2, Follistatine).

Du fait que I'on puisse définir tout RABS par une matrice d’interaction et un
vecteur seuil, dont on extrait directement un graphe d’interaction orienté et signé,
ces réseaux s’avérent étre de trés bons réseaux d’étude que l'on peut facilement
générer, dans le cadre de la modélisation des réseaux de régulation génétique.

Comme nous le faisons pour les RABS, nous pouvons signer le graphe d’inter-
action de tout réseau d’automates pour lesquels les interactions entre 2 éléments
sont soit une activation, soit une inhibition. D’aprés ce que nous avons écrit précé-
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demment, on peut donc signer le graphe d’interaction de tout réseau de Thomas,
ainsi que les graphes des réseaux d’automates booléens si 'on se restreint aux
réseaux de régulation booléens.

Dans un graphe signé, un chemin constitué d’'un nombre pair (resp. impair)
d’arcs négatifs est dit positif (resp. négatif). De méme pour les circuits et les
boucles.

Conjectures et résultats importants

Il existe un grand nombre de résultats et conjectures connus concernant les
graphes d’interaction de réseaux de régulation et les attracteurs de ces réseaux.
Nous évoquons ici ceux qui nous semblent les plus importants, en commencant
par des résultats sur les graphes d’interaction.

Tout d’abord, nous avons déja vu dans la partie [[2ZT] que les graphes d’inter-
action des réseaux biologiques faisaient partie de la famille des graphes complexes.
Les réseaux de régulation génétique sont également caractérisés par 2 statistiques
concernant leur graphe d’interaction [45, B8] : la connectivité, ainsi que I'indice
moyen d’inhibition (rapport du nombre d’arcs négatifs sur le nombre total d’arcs).
En effet, pour beaucoup de réseaux de régulation génétique connus, la connecti-
vité est comprise entre % et 3 et I'index moyen d’inhibition est compris entre %
et % ; c’est par exemple le cas pour I'opéron lactose, I'opéron Cro pour le phage
A, ou encore le réseau de la morphogénése florale chez Arabidopsis Thaliana.

De récents travaux [A9, B0] ont également montré que les graphes des ré-
seaux de régulation génétique avaient une structure particuliére. Ces réseaux
comportent certains motifs, ou sous-réseaux de petite taille (de 'ordre de 3 ou
4 geénes) récurrents. Ces motifs sont présents dans les réseaux réels avec une fré-
quence bien plus élevée que dans des réseaux générés aléatoirement. Chacun de
ces sous-réseaux a une fonction précise dans le processus d’expression génétique,
et on peut les voir comme des modules élémentaires & assembler pour former
un réseau complet. Par exemple, I'étude du réseau des interactions transcrip-
tionnelles directes chez Escherichia coli a mis en évidence le fait que le réseau
était composé de répétitions de 3 motifs particuliers [5I]]. Cette structure particu-
liere des réseaux de régulation montre l'intérét des travaux sur de petits réseaux
d’étude, méme si les réseaux réels sont des réseaux de (trés) grande taille. La
figure présente le graphe d’interaction de 2 motifs : les "feed-forward loops"
cohérente et incohérente de type 1, le type le plus représenté dans les réseaux
transcriptionels chez Escherichia coli et Saccharomyces cerevisiae [52].

A partir de ses premiers travaux expérimentaux sur les réseaux booléens aléa-
toires [21], Kauffman a émis une conjecture [28] établissant un lien entre le nombre
d’attracteurs d’un réseau de régulation génétique et le nombre de noeuds de ce
réseau : le nombre d’attracteurs serait de ’ordre de la racine carrée du nombre
de noeuds. Si I'on se rappelle de l'interprétation des attracteurs d’un réseau de
régulation comme types cellulaires, on remarque que cette conjecture est tout &
fait valide chez I’étre humain. En effet, le génome humain est composé d’environ
35000 geénes et on observe chez I’homme environ 200 tissus cellulaires différents.
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(2)

Fi1G. 1.5 — "Feed forward loop" cohérente de type 1 (a gauche) et incohérente de
type 1 (& droite)

Or, la racine carrée de 35000 est environ égale a 187. La conjecture de Kauffman
a été démontrée dans le cas de réseaux dont la connectivité est égale & 2 et en
se restreignant aux seuls points fixes [45 b3]. En prenant en compte les cycles
limites, cette conjecture s’est avérée étre fausse puisque le nombre de cycles li-
mites peut étre beaucoup plus grand [54] K5, b6, 57 : la croissance du nombre de
cycles limites serait plus rapide que linéaire.

Deux autres conjectures concernant les réseaux de régulation ont été émises
par Thomas [B8]. Ces deux conjectures lient le graphe d’interaction d'un réseau
de régulation et les propriétés dynamiques de ce réseau. La premiére conjecture
établit que la présence d’un circuit positif dans le graphe d’interaction est une
condition nécessaire a la multi-stationnarité (existence de plusieurs points fixes).
Plusieurs preuves de cette conjecture ont été données pour des systémes continus
595 60, 6T, 62, 63]. La deuxiéme conjecture établit que la présence d'un circuit
négatif dans le graphe d’interaction est, quant a elle, une condition nécessaire &
I'existence d’oscillation stables (cycles limites). Cette conjecture a, elle aussi, été
démontrée pour des systémes continus [59), 60} 6], 64]. Dans le cadre des réseaux
d’automates, les deux conjectures ont également été récemment prouvées, en se
restreignant aux RABS tout d’abord [45l, B3], puis en généralisant aux réseaux
d’automates booléens [65], et enfin aux systémes dynamiques discrets [66].

Enfin, nous pouvons citer les travaux [67, 68] qui donnent un majorant du
nombre de points fixes pour un réseau. Dans [67], les réseaux sont du type "AND-
OR" (chaque fonction de transition locale peut s’écrire soit comme une conjonc-
tion, soit comme une disjonction de ses variables) et le majorant est donné en
fonction du nombre d’éléments du réseau. Dans [68], les réseaux sont des réseaux
de régulation booléens, et le majorant du nombre de points fixes est donné pour
tout réseau dont le graphe d’interaction contient au moins un circuit positif. Ce
majorant est exprimé en fonction du nombre de circuits positifs du graphe.

1.3 Modes d’itération et robustesse

Dans la section précédente, nous avons défini ce qu’était un réseau d’auto-
mates et nous avons montré qu’un réseau d’automates booléens a seuil pouvait
étre un bon modéle pour la dynamique des réseaux de régulation génétique. Nous
avons abordé le lien qui pouvait exister entre le graphe d’interaction d'un réseau

27



d’automates et les attracteurs de celui-ci. Dans cette section, nous allons présen-
ter plus précisément les propriétés dynamiques des RABS, et voir la conséquence
de ces propriétés en terme de robustesse pour ces réseaux.

1.3.1 Modes d’itération

En passant d’un formalisme & temps continu pour les systémes dynamiques
réels & un formalisme & temps discret pour les systémes dynamiques discrets, on
découple en quelque sorte le temps et I'espace des états. Ainsi, pour les systémes
comportant plusieurs variables, comme les réseaux d’automates par exemple, la
mise & jour de I’état de chaque variable peut se faire de facon synchrone, c’est-a-
dire que tous les états sont mis & jour en méme temps, ou non.

Nous avons vu en que, dans le formalisme de Kauffman, la mise a jour
des états se fait de facon synchrone. Cela signifierait qu’il existe une sorte d’hor-
loge interne & chaque organisme sur laquelle serait synchronisé tout le systéme
d’expression génétique. Cette hypothése ne parait pas vraiment réaliste. C’est la
raison pour laquelle, dans le formalisme de Thomas, la mise & jour des états se
fait de fagon asynchrone, avec un seul automate qui change d’état a chaque pas
de temps. Pour les RABS, nous travaillons avec une classe de modes d’itération
généraux, que l'on appelle modes d’itération blocs-séquentiels (ou encore modes
d’itération série-paralléle). Dans ce type de mode d’itération, les éléments du ré-
seau sont regroupés en blocs ordonnés (chaque élément fait partie d’'un unique
bloc), de telle sorte que les éléments d’un méme bloc sont mis a jour de fagon
synchrone, alors que les blocs sont traités de fagon séquentielle. A chaque pas
de temps, tous les blocs sont traités, et donc 1’état de tous les éléments est mis
a jour. Ces modes d’itération blocs-séquentiels sont applicables & tout réseau
d’automates, et pas uniquement aux RABS. Formellement, on définit les modes
d’itération blocs-séquentiels comme suit.

Définition 1.19 (Préordre total)
Soit = une relation binaire définie sur un ensemble E.
=< est un préordre si elle est

- réflexive, c’est-a-dire Va € E, a < a,

. ) =<b
- et transitive, c’est-a-dire V(a,b,c) € E3, { Z; . T <ec.
=< est un ordre si ¢’est un préordre antisymétrique,_c’est—d—dire
2 a=b _
V(a’b)EE’{bja =a=>0.

=< est un préordre total si c’est un préordre et que tous les éléments de E sont
comparables, c’est-a-dire ¥(a,b) € E%, a <b ou b < a.

On dit que deux éléments a et b d’un ensemble E sont égaux selon le préordre
< défini sur E, si on a a <X b et b < a. Au contraire, on dit que a et b sont
strictement différents selon < si on a soit a < b, soit b < a, mais pas les deux en
méme temps (ou exclusif).

Définition 1.20 (Modes d’itération blocs-séquentiels)
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Soit R = (Q, F) un réseau d’automates a n éléments, et < un préordre total sur
lensemble {1,--- ,n}.

On note f; la fonction de transition locale de |’élément i.

On dit que R est itéré avec le mode d’itération blocs-séquentiel associé ¢ X quand
on a :

Vie{l,---,n}, VteN, z;(t+1)=fi(z1(r1), -+ ,xn(ryn))

avec T = t =]
71 t+1 sinon
Deux cas particuliers de modes d’itération blocs-séquentiels découlent direc-

tement de cette définition.

Définition 1.21 (Mode paralléle et modes séquentiels)
Si le préordre =< est tel que tous les éléments de {1,--- ,n} sont égauz selon =,
alors tous les éléments sont mis a jour de fagon synchrone. On appelle ce mode
d’itération, le mode paralléle. En mode paralléle, on a :

Vie{l,---,n}, VteN, x;(t+1)=fi(xi1(t), - ,zn(t)).

Si, au contraire, les éléments de {1,--- ,n} sont 2 a 2 strictement différents
selon =<, c’est a dire si = est un ordre, alors les éléments sont mis a jour de
fagon séquentielle, en tenant compte de l'ordre défini par <. On appelle ces modes
d’itération, les modes séquentiels. En supposant que les éléments de {1,--- ,n}
sont rangés selon =<, en mode séquentiel, on a :

VieN, xi(t+1)=fi(z1(t), - ,zn(t))

Vi € {2,--- ,n}, Vit € N, .%'Z'(t—i- 1) = f; (xl(t—i— 1),--- ,.%'i_l(t—i- 1),.%'i(t),--- ,.%'n(t))

On peut remarquer que chaque préordre total défini sur ensemble {1,--- ,n}
est associé & une unique partition ordonnée de {1,--- ,n}. On peut donc égale-
ment définir les modes d’itération blocs-séquentiels a partir des partitions ordon-
nées, comme dans [25] par exemple. Le mode paralléle correspond au cas ou la

partition est réduite a ’ensemble {1,--- ,n}, alors que les modes séquentiels cor-
respondent aux partitions ordonnées a n éléments (chaque élément de la partition
contient un unique élément de {1,--- ,n}). Dans la suite du manuscrit, on dési-

gnera un mode d’itération blocs-séquentiel par la partition ordonnée & laquelle
il est associé. Par exemple, pour les réseaux d’automates a 3 éléments, le mode
d’itération (1)(3)(2) est le mode séquentiel pour lequel I’élément 1 est mis & jour
en premier, puis ’élément 3, et enfin I’élément 2. Remarquons & nouveau que,
malgré 'emploi de la notion d’ordre de mise & jour, les éléments sont tous mis &
jour & chaque pas de temps, méme pour les modes séquentiels.

A partir de tout préordre total défini sur {1,--- ,n} (ou de toute partition
ordonnée de {1,---,n}), on peut définir un mode d’itération blocs-séquentiel

pour les réseaux d’automate a n éléments. Le nombre de modes d’itération blocs-
séquentiels pour les réseaux d’automates a n éléments, noté B(n), est donc égal
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au nombre de préordres totaux que I’on peut définir sur {1,--- ,n} (ou au nombre
de partitions ordonnées de {1,--- ,n}). Ce nombre vérifie la relation de récurrence
suivante :

n—1
B(n) = Z <n> B(i), avec B(0) =1 et (?) coefficient binomial.

- 7
=0

Les nombres B(n) sont connus sous le nom de nombres de Fubini ou nombres de
Bell avec ordre] [69]. Quelques uns de ces nombres sont donnés dans le tableau
[CT pour de petites valeurs du nombre d’éléments n.

TAB. 1.1 — Nombre de modes d’itérations blocs-séquentiels pour des réseaux
d’automates a n éléments pour quelques petites valeurs de n.

n 112131471 5 6 7 10 12
B(n) | 1|3]13] 75541 | 4683 | 47293 | 1,02 x 10® | 2,81 x 10'°

On voit que le nombre de modes d’itération blocs-séquentiels pour des réseaux
d’automates a n éléments croit trés rapidement avec n. Dans [70], Wilf montre
qu’asymptotiquement, on a :

B(n) n!+ O((0,16)"n!)

~ 2(In2)n L
On a donc une croissance exponentielle du nombre de modes d’itération blocs-
séquentiels pour les réseaux d’automates en fonction du nombre d’éléments de
ces réseaux. L’approximation donnée par Wilf est valable méme pour de petites
valeurs de n ou elle reste trés bonne (par exemple pour n = 3, Wn! =
12,996).

On remarquera enfin qu’il y a un unique mode paralléle quelle que soit la
taille du réseau, mais que le nombre de modes séquentiels pour un réseau a n
éléments est n! (nombre de permutations des n éléments).

Biologiquement, on peut interpréter les modes d’itération blocs-séquentiels
en terme de régulation génétique. Dans la phase de transcription, la chromatine,
qui est le support des génes dans le noyau, est remodelée pour permettre ’action
de 'ARN polymérase, enzyme qui catalyse la réaction de transcription. Deux
génes a et b qui se retrouvent proches lors de ce remodelage de la chromatine
sont susceptibles d’étre transcrits au méme moment. Ainsi, au niveau de son
expression, le géne b ne peut subir l'effet de ’ARN messager qui est en train
d’étre produit a partir du géne a et encore moins des protéines obtenues apreés
traduction de cet ARN messager. L’expression du géne b dépendra donc de 1’état
d’activation antérieur de a. Du point de vue du modéle, on peut donc considérer
que les génes a et b sont dans un méme bloc du mode d’itération blocs-séquentiel.

®Traduction littérale personnelle du terme anglais "ordered Bell numbers"
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L’ordre des blocs peut ensuite étre déterminé en fonction de 'ordre dans lequel
on observe que 'expression des génes a lieu, comme dans [44].

1.3.2 Robustesse

Dans la partie précédente, nous avons montré que I’'on pouvait itérer un réseau
d’automates de plusieurs facons possibles. Les attracteurs d’un réseau, cycles li-
mites et points fixes, sont plus ou moins sensibles & des changements de mode
d’itération. Nous avons déja vu que les points fixes de la dynamique d’un réseau
d’automates correspondent & des points fixes de sa fonction de transition globale.
On voit donc que les points fixes sont toujours les mémes, quel que soit le mode
d’itération choisi [71, [72]. En revanche, les cycles limites peuvent étre sensibles a
des changements de mode d’itération. Tant leur nombre, que leur nature méme,
peut varier avec les modes d’itération : pour un méme réseau d’automates, on
peut avoir des cycles limites pour un certain type de modes d’itération, et n’avoir
que des points fixes pour un autre type de modes d’itération. Les cycles limites
observés pour deux modes d’itération différents et pour un méme réseau d’au-
tomates ne sont pas non plus toujours les mémes. Ainsi, une perturbation dans
le mode d’itération peut avoir des conséquences sur le comportement dynamique
du réseau.

Définition 1.22 (Robustesse)
La robustesse d’un systéme peut étre définie comme sa capacité a maintenir sa
fonction, malgré des perturbations d’ordre structurel.

La robustesse, telle que nous la définissons ici, peut étre associée & la notion
de stabilité structurelle introduite par Thom [73] dés le début des années 1970,
qui est peut-étre plus parlante.

D’un point de vue biologique, cette notion de robustesse est trés importante.
Supposons qu'un réseau de régulation soit connu pour étre associé a une fonction
biologique cyclique (comme le réseau de I'exemple [[4]). Si une modification de
I'ordre dans lequel les génes de ce réseau sont exprimés implique un changement
du cycle limite atteint par le réseau, voire une disparition de ce cycle limite,
alors, le réseau ne peut plus remplir la méme fonction, voire, il peut ne plus étre
fonctionnel du tout. Inversement, le réseau de régulation peut étre impliqué dans
des processus pour lesquels une oscillation stable de ’expression des génes n’est
pas souhaitable, et dans ce cas, une apparition d’un cycle limite lorsque 'ordre
d’expression des génes est perturbé peut étre problématique. En général, la na-
ture est robuste et il existe des pare-feu qui permettent de limiter ou d’empécher
les perturbations aux conséquences importantes. Ainsi, on peut imaginer que,
si les réseaux d’automates qui modélisent les réseaux de régulation ne sont pas
robustes aux perturbations de leur mode d’itération, c’est qu'il existe un autre
niveau dans la régulation génétique que les simples interactions de type acti-
vation/inhibition. Ce niveau garantirait la robustesse des réseaux de régulation
génétique en imposant, en quelque sorte, une synchronisation de ’expression de

31



certains geénes.

Exemple 1.5 : Reprenons le réseau lié & la morphogénése de la plume chez le
poulet présenté dans I’exemple [L4l Dans ce réseau, on considére que Wnt2 est
toujours actif (c’est un noeud source dont le seuil est négatif). Ainsi, on ne
s’occupe pas de cet élément et on se concentre sur le réseau constitué des 3 autres
éléments : BMP7, BMP2 et la Follistatine. Le réseau d’automates booléens a seuil
qui modélise ce réseau de régulation est alors défini par la matrice d’interaction
W et le vecteur seuil 6 suivants (I'ordre des génes est conservé) :

0 -1 -1 -1
1 0 0 0

On remarque que le seuil associé au géne BMP7 est passé de 0 & -1. Ceci nous
permet de modéliser l'activation constante du géne Wnt2 sur le géne BMP7.
Comme Wnt2 n’est plus présent dans le réseau réduit a 3 éléments, on échange
le poids d’interaction de Wnt2 sur BMP7 par une décrémentation du seuil de
BMP7.

Nous avons annoncé dans l'exemple [L4] que ce RABS acceptait un unique
cycle limite et pas de point fixe. C’est vrai quel que soit le mode d’itération
blocs-séquentiel choisi. En revanche, le cycle limite change en fonction du mode
d’itération, comme le montre le tableau D’aprés la derniére ligne du ta-
bleau par exemple, le réseau, itéré avec le mode paralléle, atteint un cycle noté
[000, 100, 111,010]. Cette notation signifie que le cycle est constitué de 4 confi-
gurations du réseau. La configuration notée 100 indique que le géne 1 (ici c’est
BMP7) est actif, alors que les 2 autres génes sont inactifs.

Comme on associe les cycles limites du réseau d’automates booléens a la
fonction remplie par le réseau de régulation génétique, le fait que les cycles limites
soient modifiés par un changement de mode d’itération indique qu’un changement
de synchronisme dans le mécanisme lié au processus d’expression des génes a pour
effet de changer la fonction du réseau. Pour que cette fonction soit conservée et
que les spots puissent se mettre en place afin que le poulet ait des plumes qui
poussent, il faut qu’il existe un dispositif permettant de synchroniser 1’expression
des 3 génes d’'une certaine maniére.

Nous avons restreint notre étude aux conséquences de perturbations des modes
d’itération sur les attracteurs des réseaux d’automates, et plus particuliérement,
aux réseaux d’automates booléens a seuil. Nous ne traitons pas des phases transi-
toires, considérant que les attracteurs sont déja de bons indicateurs du comporte-
ment dynamique global des réseaux. Nous pouvons définir 4 classes de comporte-
ment pour les réseaux d’automates, en fonction de leur robustesse au changement
de modes d’itération blocs-séquentiels :

- la premiére classe de comportement englobe tous les réseaux qui n’ont que
des cycles limites, quel que soit le mode d’itération avec lequel ils sont
itérés; ces réseaux n’ont jamais de points fixes; on appelle cette classe, la
classe "Cycle", et on la note Cy;
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TaB. 1.2 — Correspondance entre le mode d’itération blocs-séquentiel avec lequel
le RABS de I'exemple est itéré, et le cycle limite atteint par le réseau

Mode d’itération Cycle limite
(1)(2)(3) [000, 110]
(1)(3)(2) (000, 111]
(1)(2,3) (000, 111]
(2)(1)(3) (010, 101]
(2)(3)(1) [010, 100]
(2)(1,3) (010, 100]
(3)(1)(2) [000, 110]
(3)(2)(1) (011, 100]
(3)(1,2) [000, 100, 011]
(1,2)(3) [000, 101, 010]
(1,3)(2) (000, 110]
(2,3)(1) (011, 100]
(1,2,3) [000, 100, 111, 010]

- la deuxiéme classe de comportement est celle qui réunit tous les réseaux qui
n’ont jamais de cycles limites, quel que soit le mode d’itération avec lequel
ils sont itérés; ces réseaux n’ont que des points fixes : on appelle donc cette
classe, la classe "Fixe", et on la note F7;

- la troisieme classe, que ’on appelle la classe "Mixte", et que 'on note M3,
est la classe de tous les réseaux qui ont a la fois au moins un point fixe et
au moins un cycle limite, quel que soit le mode d’itération ;

- enfin, la quatriéme classe de comportement regroupe tous les réseaux qui
ont un comportement dynamique fortement dépendant du mode d’itération
avec lequel ils sont itérés ; pour certains modes d’itération, ces réseaux n’ont
que des points fixes, alors que pour les autres modes d’itération, ils ont
également des cycles limites, en plus des points fixes ; on appelle cette classe,
la classe "Evolution", et on la note Fuv.

Nous avons vu précédemment que les points fixes d’un réseau étaient toujours les
mémes, quel que soit le mode d’itération avec lequel le réseau est itéré. Ainsi, les
réseaux de la classe Fi ont toujours le méme comportement dynamique. Si 'on
devait classer les réseaux en terme de robustesse, la classe de réseaux Fi serait
donc la classe des réseaux les plus robustes. A I'opposé, on pourrait dire que la
classe de réseaux Ev est la classe des réseaux les moins robustes, puisque leur
comportement dynamique est celui qui change le plus avec les modes d’itération.
Mais c’est cette sensibilité aux perturbations des modes d’itération qui en fait
également la classe de réseaux la plus intéressante a étudier. C’est sur I'étude des
4 classes que nous venons de définir que porte principalement notre travail.

Avant de clore ce chapitre, nous allons présenter les principaux résultats obte-
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nus concernant la dynamique des réseaux d’automates booléens et la robustesse
aux modes d’itération. Il n’est pas question ici de faire la liste exhaustive de
tous les résultats de ce domaine, mais de présenter ceux qui nous semblent étre
d’intérét majeur.

Les premiers travaux traitent de RABS dont la matrice d’interaction est sy-
meétrique, voire quasi-symétrique. Dans [[74], il est prouvé qu'un RABS & matrice
symétrique, itéré de facon paralléle ne peut admettre que des points fixes et des
cycles limites. Dans [75], Goles montre que pour chaque mode d’itération blocs-
séquentiel tel que la matrice du réseau est & diagonale bloc-dominante, le RABS
n’admet que des points fixes. En particulier, les RABS a matrice symétrique dont
tous les coefficients diagonaux sont positifs ou nuls n’admettent que des points
fixes lorsqu’ils sont itérés de facon séquentielle. Ces résultats sont repris dans
[2]. Enfin, dans [76], [77], les auteurs introduisent la notion d’énergie pour les
RABS itérés par mode d’itération blocs-séquentiel. Ils montrent notamment que
les RABS a matrice quasi-symétrique itérés séquentiellement n’admettent que
des points fixes. C’est aussi le cas des réseaux potentiels, dans lesquels I'énergie
se comporte comme le potentiel d'un systéme dynamique continu gradient, le
gradient étant ici discret [[Z8].

Récemment, Salinas [79] a montré que, pour les réseaux d’automates booléens
a n éléments dont le graphe d’interaction ne comporte aucun circuit autre que les
boucles et dont chaque noeud 7 ne dépend que des noeuds i & n, les dynamiques
séquentielles et paralléle sont équivalentes (ce résultat avait déja été montré par
Tchuente [80]). Salinas a également montré que la réciproque était vraie pour
des réseaux dont le graphe d’interaction ne contient aucune boucle (et toujours
aucun circuit) : si les dynamiques séquentielles et paralléle sont identiques alors,
tout noeud ¢ ne dépend que des noeuds i & n. Enfin, Goles et Salinas [79], 8T] ont
démontré que pour tout réseau d’automates booléens dont le graphe d’interac-
tion ne contient aucune boucle négative, aucun cycle limite obtenu en itérant le
réseau de facon séquentielle ne peut étre obtenu avec une itération paralléle, et
inversement.

Dans ce chapitre, nous avons présenté les notions de base qui sous-tendent
notre travail. Nous avons, en particulier, montré comment nous utilisons les ré-
seaux d’automates booléens a seuil comme modeéles de réseaux de régulation
génétique. Nous avons également expliqué quelles sont les caractéristiques dy-
namiques de ces réseaux auxquelles nous nous intéressons. Nous allons, dans le
chapitre suivant, entrer dans le vif du sujet, en présentant des résultats globaux
sur le nombre de réseaux d’automates booléens a seuil que 'on peut obtenir en
prenant en compte jusqu'a 7 éléments, ainsi que des algorithmes nous permettant
d’étudier le comportement dynamique de ces réseaux.
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Chapitre 2

Enumeérations et algorithme pour
la simulation

Dans ce chapitre, nous allons présenter I’énumération des réseaux d’automates
booléens & seuil. L’intérét de cette énumération est double.

Tout d’abord, en soi, cette information est intéressante, notamment dans le
cadre de la modélisation de réseaux de régulation génétique. Connaitre le nombre
de RABS que I'on peut construire avec n éléments, permet de connaitre le nombre
de possibilités de modeles dynamiques que l'on peut mettre en place pour un
réseau de régulation génétique avec n génes. Dans ce cadre de modélisation, c’est
surtout le nombre de fonctions a seuil qui est intéressant : en effet, sachant qu’un
géne est par exemple activé par ¢ de ses voisins et inhibé par j autres éléments,
connaitre le nombre de fonctions & seuil permettant de modéliser i activations et
j inhibitions, nous permet de comprendre le nombre de configurations possibles
qui existent entre ces ¢ activations et j inhibitions, et donc le nombre de fagons
dont le géne peut étre régulé.

Mais surtout, l'intérét majeur de 1’énumération des RABS est qu’elle nous
permet de mettre en place un algorithme pour la simulation de la dynamique
de ces réseaux. Cet algorithme, permettant de tirer au hasard un RABS et d’en
simuler le comportement dynamique, sera utilisé dans le but de donner des statis-
tiques générales sur le comportement dynamique des RABS. Ces résultats expé-
rimentaux seront présentés dans le chapitre Bl Afin que ces statistiques ne soient
pas biaisées, il faut nous assurer que, dans notre algorithme, le tirage au hasard
d’un réseau suive bien une loi uniforme sur la population totale des RABS. La
connaissance de cette population, au niveau de sa taille, comme de sa structure,
est donc nécessaire.

Nous restreignons notre étude aux RABS a 7 éléments, et donc aux fonctions
booléennes a seuil & 7 arguments. Tout d’abord, nous avons vu dans la partie 222
que les réseaux d’interaction génétique étaient constitués de modules de petite
taille. Dans ce cadre, nous considérons que nous travaillons sur des modules
de réseaux de grande taille. De plus, chaque réseau de taille supérieure a 7 est
trop grand et donc trop lourd & simuler de fagon exhaustive (nous avons vu
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par exemple que le nombre de modes d’itération blocs-séquentiels croit de fagon
exponentielle avec le nombre de noeuds). On ne peut donc donner de statistique
significative sur les classes de comportement dynamique que l'on a introduites
dans la partie pour ces réseaux qu’aprés des simulations trés coiiteuses en

temps d’exécution.

A P B E 2 C E 3
D& E<&L> F<Zé>
FiGg. 2.1 — Graphes d’interaction correspondant & 6 réseaux de régulation com-

posés de 3 génes.

Les 6 graphes d’interaction de la figure Bl représentent 6 réseaux de régula-
tion composés de 3 genes (les réseaux sont désignés par les lettres A, B, C, D,
E et F). On suppose que le poids d’interaction associé a chaque arc est égal a 1
si l'arc est positif, & -1 si 'arc est négatif. On suppose également que les seuils
d’activation sont tous nuls. On peut remarquer, en changeant ['ordre des noeuds,
que ces 6 réseaux sont en réalité 6 fois le méme réseau. Par exemple, les génes
1, 2 et 3 du réseau A sont respectivement régulés exactement de la méme facon
que les génes 2, 1 et 3 du réseau C. Si I’on simule le comportement dynamique de
ces 6 réseaux, on obtiendra donc 6 fois le méme comportement, & I’'ordre preés des
variables. Ainsi, les 6 RABS associés & ces 6 graphes d’interaction modélisent le
méme réseau de régulation génétique. Dans la suite, nous considérons donc que
ces 6 réseaux sont un seul et méme réseau que 'on ne comptera qu’une unique
fois.

Nous venons de voir que, dans ce chapitre, nous allons travailler avec des
permutations entre noeuds. Nous allons donc commencer par rappeler les notions
relatives aux permutations d’un ensemble. Puis, nous présenterons I’énumération
des fonctions & seuil ayant jusqu’a 7 arguments. A partir de ces fonctions &
seuil, nous montrerons ensuite comment énumérer le nombre total de réseaux
d’automates booléens a seuil composés de n éléments (n allant jusqu’a 7). Enfin,
nous décrirons 'algorithme qui nous permet de tirer au hasard un RABS et d’en
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simuler le comportement dynamique.

2.1 A propos des permutations

Dans cette partie, nous allons rappeler les notions relatives aux permutations
d’un ensemble, qui nous seront utiles tout au long de ce chapitre.

On g’intéresse ici uniquement aux permutations de I’ensemble des n noeuds
d’un graphe, des n éléments d’un réseau, ou encore des n arguments d’une fonc-
tion booléenne. On donnera donc uniquement les définitions relatives aux per-
mutations de ’ensemble {1,---  n}.

Définition 2.1 (Permutation)
Une permutation o de l’ensemble {1,--- ,n} est une bijection de {1,--- ,n} dans
lui-méme.

Notation 2.1 : On note S, le groupe symétrique d’ordre n, c’est-a-dire le groupe
des permutations de l’ensemble {1,--- ,n}. On a #S, = nl.
On utilise la notation habituelle pour les permutations, c’est-a-dire :

e B 1 ... n
7Erm 77 e) o)
On note Id la permutation identité : Id = ( 1 Z )

Définition 2.2 (Support d’'une permutation)
On appelle support d'une permutation o € S,, l’ensemble des éléments de {1,--- ;n}
qui ne sont pas invariants par o. Le support de o est donc l’ensemble défini par

supp(a) = {.%' S {17 e 7n} ) 0'(.%') 7é ‘T}
Définition 2.3 (Cycle et permutation circulaire)
Soit o € Sy, une permutation de {1,--- ,n}, et k € N* un entier positif non nul.

On dit que o est un cycle d’ordre k si il existe une application injective i — x;
de {1,--- ,k} dans {1,--- ,n}, telle que o est définie par :

o(zj) = a1 sij <k,

o(x) =4 olzr) =z,
U(.%'):I' S’l:.%'g{.%’h--- ,.’Ek}-
o est alors notée 0 = (x1, - ,xk).
Une permutation circulaire de {1,--- ,n} est un cycle de {1,--- ,n} dont le sup-

port est {1,--- ,n} tout entier.

Les cycles nous permettent de donner une propriété trés utile des permuta-
tions.

Proposition 2.1 (Décomposition en produit de cycles)
Toute permutation o de {1,--- ,n} se décompose de maniére unique en produit
de cycles de supports disjoints dont la réunion est {1,--- ,n}.
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Ezemple 2.1 : Soit o la permutation de {1,- - ,5} définie par o = L2345 >

4 1 5 2 3
Onao(l) =4,0(4) =2et o(2) =1, donc la restriction de o a {1,2,4} est le cycle
(1,4,2). De méme, la restriction de o a {3, 5} est le cycle (3,5). La décomposition
de o en produit de cycles de supports disjoints est donc : o = (1,4,2)(3,5).

Cette décomposition en produit de cycles & supports disjoints nous permet
de noter plus simplement les permutations. Nous ne donnons pas ici de démons-
tration de cette proposition trés classique.

Les permutations nous servent & changer l'ordre des éléments dans des vec-
teurs ou des matrices. Pour cela, nous utilisons les matrices de permutation.

Définition 2.4 (Matrice de permutation)
Soit o € S,, une permutation de {1,--- ,n}. La matrice de permutation associée
a o est la matrice carrée de taille n, P,, dont le terme général est
Pyl = 6. 0y = { 1 sii=o(j) (équivalent a j = o (1))

ol = o) 0 sinon '
La transposée d’une matrice de permutation est également son inverse et on a
P, =P, =P, 1.

Dans la matrice de permutation associée a o € S, le seul élément non nul et
égal & 1 de la colonne j se situe a la ligne o(j), j € {1,--- ,n}.

Afin d’envoyer I’élément i du vecteur X € R™ a la place o(i), on multiplie
le vecteur X par la matrice de permutation associée a o. On note abusivement
pour tout vecteur X € R", 0.X = P,.X. En notant Y = ¢.X, on a Vi €
{L-inhyi = 2515 En effet, y; = 370 0;5()-75 = 251 00-1(),5-75 =
Ty-1(;). Ainsi, dans Y, la coordonnée o(i) correspond bien & la coordonnée i de
X.

De méme pour les matrices : si M € M, (R) est une matrice carrée de taille
n a éléments dans R et que 'on veut envoyer 1’élément de la ligne 7 et de la
colonne j a la ligne o(i), colonne o(j), on multiplie & gauche par la matrice de
permutation associée & o et & droite par la matrice de permutation associée &
o~1. On note abusivement pour toute matrice M € M, (R), o.M = P,.M.P,_ 1.
En notant N = o.M, on a Vi € {1,---,n},Vj € {1,--- ,n},n;; = [N];; =
[M]afl(i),afl(j) = m071(2~)7071(]~). En effet,
nij =3 h—1 Oi,or(k)- (Z?:l mk,l'él,a’l(j)) = k=1 O5=1(i) k- Mh,o=1(j) = Mo=1(i),0~1(j)-
Ainsi, dans N, I’élément situé ligne o (i), colonne o(j) correspond bien a I’élément
situé ligne ¢, colonne j de M.

La matrice de permutation de la composition de la permutation o € S,, par
la permutation u € S, notée u.o, et qui remplace i par u(o(i)), i € {1,--- ,n},
est la matrice P, , = P,P,. On vérifie facilement que la matrice P, , est bien
de terme général [P .]ij = d; u(o(j)-

Exemple 2.2 : On reprend les réseaux A et D dont les graphes d’interaction sont
donnés figure X1l Nous avons déja supposé que les poids d’interaction appar-
tenaient a I'ensemble {—1,0,1} et que les seuils d’activation étaient nuls. Les
matrices d’interaction correspondant & ces réseaux, W4 et Wp sont données
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ci-dessous :

0
W,y = —1
0

-1
0
0

— o O

1
1 ) WD:
0

o = o
—_ O

On définit la permutation o = (1,3,2) (notation sous forme de cycle). o envoie
len 3,3 en 2 et 2en 1. La matrice de permutation associée & o est alors :

010
P,=| 001
100
On a donc :
01 -1
oWy =P, WP, 1 =P, Wu'P, =10 0 |=Wp.
01 0

Ainsi, en permutant les noeuds du réseau A selon la permutation o, on obtient le
réseau D. Ces 2 réseaux sont bien identiques a une permutation des noeuds prés.
Leur comportement dynamique est donc le méme (toujours & une permutation des
noeuds prés). Ils modélisent tous deux le méme réseau de régulation (exactement
le méme comportement dynamique, mais un étiquetage des génes différent).

2.2 Enumération des fonctions booléennes a seuil

Les fonctions booléennes (linéaires) a seuil ont été introduites, dans les années
1940, par McCulloch et Pitts [20], pour leurs travaux sur les réseaux de neurones.
Elles ont ensuite été I'objet d’une attention particuliére pendant une douzaine
d’années entre 1960 et 1972 [82) R3], B4]. A cette époque, les ingénieurs en électro-
nique espéraient que 1'usage de portes a seuil, & 1a place des traditionnelles portes
logiques AND, OR et NOT, leur permettrait de fabriquer des circuits numériques
moins complexes, comportant un nombre de composants moins élevé. A partir
de 1972, ils se rendirent compte que la construction de tels circuits nécessitait
une expertise technique hors de portée, et abandonnérent les recherches sur ce
sujet. Les travaux entrepris ont cependant permis de démontrer certains résultats
mathématiques sur ces fonctions booléennes a seuil, notamment concernant leur
énumération.

Le but de cette partie n’est pas d’établir de nouveaux résultats, ou encore
de faire une simple énumération des fonctions booléennes & n arguments. De
telles énumérations ont déja été réalisées |85l R6]. Nous souhaitons surtout porter
I’attention du lecteur sur certaines propriétés de ces fonctions. Ces propriétés sont
importantes dans le cadre de la modélisation des réseaux de régulation génétique
par des réseaux d’automates booléens a seuil.

Comme nous 'avons vu dans le chapitre [l nous pouvons totalement décrire
un RABS par la donnée d’une matrice d’interaction et un vecteur seuil. De méme,
nous pouvons décrire une fonction booléenne & seuil par un vecteur.
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Définition 2.5 (Vecteur d’interaction)

On appelle vecteur d’interaction tout vecteur V = (wy, -+ ,wy,0) € Z"1.
Les w; sont appelés les poids d’interaction et 0, le seuil. Afin de bien différencier
les poids d’interaction et le seuil, on notera désormais V.= (wy,--- ,wy)(6).

On dit que V est le vecteur d’interaction associé a la fonction booléenne a seuil
f:4{0,1}™ — {0,1} si, et seulement si

VX € {0, 1}”, f(X) =H (Zn: W;Ti — 9)
=1

ot H est la fonction de Heaviside présentée dans la partie [LZ3.

Les fonctions booléennes a seuil nous servent de base pour énumérer et cons-
truire les RABS. Comme nous définissons tout RABS par une matrice d’inter-
action et un vecteur seuil, nous définissons toute fonction booléenne a seuil par
un vecteur d’interaction. On peut donc voir les vecteurs d’interaction comme les
lignes des systémes "matrice d’interaction + vecteur seuil" servant a construire
les RABS. Cette définition des fonctions booléennes a seuil par un vecteur d’in-
teraction est naturelle dans le cadre de la modélisation des réseaux de régulation
génétique par des RABS. En effet, la suite logique des étapes de construction du
modele & partir des données biologiques est la suivante (voir par exemple [44]) :
on met tout d’abord en place un graphe d’interaction orienté et signé a partir des
informations du type "le géne j active (resp. inhibe) le géne ", puis on attribue
a chaque arc (j,7) une valeur correspondant a 'importance relative de j dans
la régulation du géne i, tout en définissant un seuil d’activation pour le géne 1.
Ainsi, cette derniére étape définit chaque fonction de transition locale du modeéle
sous forme de fonction booléenne & seuil, & partir des différents poids des arcs et
du seuil d’activation.

Notation 2.2 : On note F'S,, l’ensemble des fonctions booléennes a seuil a n
arguments.

Nous montrons tout d’abord que toute fonction booléenne a seuil f € F'S,
peut étre associée a une région de R**1. II faut noter que, pour chaque fonction
f, la région associée contient au moins un point de Z"*! (voir par exemple [S7]),
et donc que I’'on peut restreindre 'espace des poids d’interaction et des seuils & Z.
Considérons P l’ensemble des parties de {1,--- ,n}. A partir de tout élément p de
P, on peut définir I’équation d’un hyperplan de R**!, sous la forme (Ziep x;) —
Zpi1 = 0. L’ensemble des 2" hyperplans de R"*! définis de la sorte forme ce que
I'on appelle un arrangement central d’hyperplans (tous les hyperplans passent
par lorigine). Toute fonction booléenne & seuil de F'S,, correspond a l'une des
régions convexes de R"*1 délimitées par ces hyperplans [§7] (ces régions sont non
réduites 4 un point). Ainsi, 2 points A et B de R"! contenus dans une méme
région définissent la méme fonction booléenne & seuil f, c’est-a-dire :

VX € {0,1}", H Zazxz ant1) bez_ n+1) = f(X).
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Dans la méme région, il existe également un point C € Z"+! qui définit f. Ainsi,
chaque fonction booléenne & seuil f € F'S, peut étre définie par un vecteur
d’interaction V € Z"+1.

Exemple 2.3 : On considére les fonctions booléennes a seuil & 1 variable. Les 4
fonctions booléennes & 1 variable, notées fi, fa, f3 et f4 sont toutes des fonctions
booléennes & seuil. Elles sont présentées dans le tableau suivant sous forme de
table de vérité.

r | filz) | fa(z) | f3(x) | falo)
0 0 1 0 1
1 0 1 1 0

Dans R?, les 2 équations suivantes définissent 2 droites qui divisent le plan
(0,w,0) en 4 régions comme sur la figure :

-0 =0
w—0 = 0
Chacune des fonctions f; correspond a I'une de ces 4 cellules. On note C; la

cellule associée a la fonction f; (voir la figure Z2, sur laquelle chaque demi-droite
frontiére a la méme couleur que la cellule a laquelle elle appartient). On a :

Ci = {V=(w0)ecR*; w<heth>0}
Co = {V=(w0)ecR?; w>0eth <0}
C; = {V=(w0)ecR*; w>0eth>0}
Cy = {V=(w0)eR*; w<heth <0}

Tout point de la région C; a coordonnées entieres relatives définit donc un vecteur
d’interaction associé a la fonction f;. Dans la région Cy, on peut par exemple
choisir les 3 vecteurs d’interaction V; = (0,0), V) = (1,1), et Vi = (—1,0), tous
trois associés & la fonction booléenne a seuil f;.

Cette caractérisation des fonctions booléennes a seuil de F'S,, par des régions
de I'espace R™*! montre que 'on a, pour chaque fonction f € F'S,, une infinité
de vecteurs d’interaction associés. Comme nous voulons énumérer et construire
toutes les fonctions booléennes a seuil ayant jusqu’a n arguments, il nous faut
choisir un candidat parmi tous les vecteurs d’interaction associés.

Premiérement, ce candidat doit nous permettre de construire des RABS dont
les graphes d’interaction sont de structure quasi-minimale (nous avons introduit
cette notion a la suite de la définition [CH). Ainsi, si le RABS modélise un ré-
seau de régulation génétique, ceci nous garantit que chaque arc (j,7) du graphe
d’interaction représente une réelle influence du géne j dans la régulation du géne
i.

Ezemple 2.4 : Les vecteurs V4 = (1,1) et Vi = (—1,0) sont tous les deux des
vecteurs associés & la fonction f; de I'exemple Z3 On suppose que f; est utilisée
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FIG. 2.2 — Division de R? en 4 régions par les droites d’équation § = 0 et 6 = w.

dans un RABS comme fonction de transition locale associée & un élément ¢ ayant
un voisin j dans le réseau. Si f; est représentée par le vecteur d’interaction
V' (resp. \71), alors, en observant le graphe d’interaction du réseau, on peut
conclure que le géne j est activateur (resp. inhibiteur) du gene i. Nous rappelons
en effet que le graphe d’interaction d’'un RABS est défini & partir de sa matrice
d’interaction. Or, nous avons vu que f; est la fonction constante nulle. Donc
j n’a, en réalité, aucune influence sur 7. Ainsi, ni VY, ni V1 ne sont de bons
candidats pour représenter la fonction booléenne a seuil fi. On choisira donc de
préférence Vi = (0,0) pour représenter f.

Notation 2.3 : Soit X € {0,1}" un vecteur booléen, eti € {1,--- ,n} un entier.
On note X' le vecteur booléen Y € {0,1}" qui vérifie :

Ti St ] F£1
ya:{ A

l—z; s j=1
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Définition 2.6 (Vecteur d’interaction réduit)

Soit V € Z"H | un vecteur d’interaction associé a une fonction f € F'S,. On dit
que V = (wy,- -+ ,wy)(0) est un vecteur d’interaction réduit si, et seulement si :
Vie{l,---,n}, w; #0<=3IXe{0,1}"/ f(X)=1- fX).

Les fonctions booléennes & seuil étant des fonctions définies par signe, si w;,
poids d’interaction d’un vecteur d’interaction réduit, est non nul, son signe n’est
pas ambigu. Ainsi, pour toute fonction f € FS,,, il existe au moins un vecteur
d’interaction associé qui soit réduit.

En définissant la fonction booléenne a seuil f par un vecteur d’interaction
réduit, on garantit que si f modélise la régulation d’un géne ¢ dans un réseau de
régulation génétique, alors tout arc (j,7) du graphe d’interaction obtenu & partir
de la matrice d’interaction, modélise une action réelle du géne j sur le géne <.
L’exemple décrit dans la partie illustre un cas de modélisation de réseau de
régulation génétique ot les fonctions de transition locales, sous forme de fonctions
booléennes & seuil, ne sont pas définies par des vecteurs d’interaction réduits.

Notation 2.4 : Soit f € F'S,, une fonction booléenne a seuil, et V.= (wy,--- ,wy,)(0)
€ Z"! un vecteur d’interaction réduit associé a f.
On note IJ}" ={ie{l,---,n}; w; >0} 'ensemble des indices des poids d’inter-
action strictement positifs de V. On note k}L = #I;{ le nombre de ces indices.
On note I ={i € {1,--- ,n}; w; <0} Uensemble des indices des poids d’inter-
action strictement négatifs de V. On note k:; = #IJ? le nombre de ces indices.
On dit que f est une fonction a eractement ky = k}L + k:JI arguments, avec k:;[
(resp. k) activations (resp. inhibitions).

La définition des vecteurs d’interaction réduits nous garantit que les ensembles
IJT et If_ ne dépendent pas du choix du vecteur V.

Proposition 2.2

Soit f € F'S,, une fonction booléenne a seuil non constante, et V.= (wy,--- ,wy,)(0)
€ Z" un vecteur d’interaction réduit associé a f.

On note ST = Ziel? w; et ST =" w;. St I}J{ (resp. IJT) est vide, on prend
ST =0 (resp. S~ =0).

On a alors :

Zelf

S <H<ST.

Preuve. Remarquons que pour tout X € {0,1}", on a S= < > jw;z; < ST,
Ainsi, supposons que § < S~. On a alors H(S™ —6) =1 et donc VX € {0,1}",
f(X) = H (> qwiz; —0) = 1, ce qui est une contradiction avec le fait que f
n’est pas constante.

De méme, en supposant que 6 > ST, on trouve que f est constante nulle. ]

Les vecteurs d’interaction réduits ont donc leur seuil d’activation borné par
des fonctions de leurs poids d’interaction.
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Nous avons vu dans la partie que, dans le cadre de la modélisation
d’un réseau de régulation génétique par un RABS, la valeur absolue du poids
d’interaction w;; représente I'importance du géne j dans la régulation du géne
1. Ainsi, si l'on veut définir une fonction booléenne a seuil a partir d’un vecteur
d’interaction réduit, il est nécessaire que les différences entre les valeurs absolues
des poids du vecteur, traduisent une différence d’importance entre les variables
passées en arguments de la fonction.

Ezemple 2.5 : On considére les 2 vecteurs d’interaction réduits de Z* suivants :
V =(1,1,2)(1) et V' =(1,2,3)(2). Ces 2 vecteurs d’interaction sont associés a la
méme fonction booléenne a seuil f € F'S3 définie par la table de vérité présentée
dans le tableau suivant (f est une fonction & exactement 3 arguments avec 3
activations).

X 000 | 001 | 010 | 011 | 100 | 101 | 110 | 111
fX)fo 1t o1 o] 111

Si 'on définit f & partir de V' et que 'on suppose que f modélise la régulation
d’un géne i par 3 génes notés 1, 2 et 3 (dans l'ordre des poids d’interaction de
V'), alors, leffet du geéne 2 dans la régulation de i semble étre plus important que
Ieffet du géne 1. D’apreés la table de vérité, ce n’est pas le cas. On peut permuter
les geénes 1 et 2 sans que la régulation de ¢ n’en soit changée. V' est donc un
mauvais candidat pour définir f, on lui préférera V.

Notation 2.5 : On considére n > 2. Soit X € {0,1}" un vecteur booléen, et
i,7 € {1,--- ,n},i # j deuzx entiers distincts. On note XJ_rz le vecteur booléen
Y € {0,1}" qui vérifie :

T st k#ik#j
Yp = 1 s1 k=1
0 si k=j

Définition 2.7 (Vecteur d’interaction minimal)

Soitn > 2. Soit V. € Z" | un vecteur d’interaction réduit associé ¢ une fonction
feFS,. On dit que V = (wy,--- ,wy)(0) est un vecteur d’interaction minimal
s, et seulement si :

sikf>1,Vi,jelf,i#j, w>wj<3IXe{0,1}"/ fX)=1-fXT)=1
sik; >1,Vij €Iy i#j, lwil>w|<=3IXe{0,1}/ f(XT)=1-f(X"])=0.

Par extension, si f est une fonction booléenne & 1 variable, alors tout vec-
teur d’interaction réduit associé a f est un vecteur d’interaction minimal. Le
vecteur V’ de l'exemple n’est pas un vecteur minimal. Remarquons que
si V.= (wy, - ,w,)(0) € Z" ! est un vecteur d’interaction minimal asso-
cié & la fonction booléenne a seuil f € F'S,, alors, pour tout k& € N*, [V =
(kwy,- -+, kwy,)(kO) € Z" ! est également un vecteur d’interaction minimal as-
socié a f; le vecteur d’interaction V= = (—wq, -+, —wy)(—0 — 1) est, quant a
lui, vecteur d’interaction minimal de la fonction 1 — f.
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Les vecteurs d’interaction minimaux sont de bons candidats pour définir
les fonctions booléennes & seuil. Si 1'on utilise ces vecteurs d’interaction pour
construire un RABS modéle de réseau de régulation génétique, alors on est as-
suré que :

- le graphe d’interaction du réseau est de structure quasi-minimale,

- les éléments de la matrice d’interaction représentent la réalité des impor-

tances relatives dans la régulation de chaque géne.

Nous énumérons et générons les fonctions booléennes a seuil en les définis-
sant par des vecteurs d’interaction minimaux. Cependant, nous ne générons pas
tous les éléments de F'S,,. En effet, nous regroupons sous forme de classe d’équi-
valence les fonctions booléennes a seuil. Toutes les fonctions d’'une méme classe
représentent le méme comportement.

Ezemple 2.6 : On considére les réseaux A, B et C de la figure Bl On s’intéresse
aux fonctions de transition locale f3!, I8 et 1€, on fF est la fonction de transition
locale de I’élément ¢ du réseau R. Ces 3 fonctions booléennes & seuil sont décrites
par la table de vérité donnée dans le tableau suivant.

X 000 [ 001 [ 010 [ 011 | 100 | 101 | 110 | 111
X)) ] o 1 0 1 o] o] 0] o0
X)) o 0 1 1 0 0 0 0
ffX) | o 1 0] 01O 1 0] 0

Ces 3 fonctions sont bien différentes, pourtant elles représentent le méme com-
portement. En effet, nous avons déja vu que les 6 réseaux de la figure Pl sont en
fait un seul et méme réseau, dont les noeuds ont été renommés. Notamment, en
appliquant la permutation o = (1,2)(3) au réseau A, on obtient le réseau C. De
méme, on a, pour tout X € {0,1}", f5}(0.X) = f&(X).

Nous définissons une relation d’équivalence sur les fonctions booléennes a
seuil qui nous permet de réunir dans une méme classe d’équivalence toutes les
fonctions qui sont identiques, & une permutation prés de leurs arguments.

Définition 2.8 (Relation d’équivalence sur F'S,,)
Soient f,g € FS, deur fonctions booléennes a seuil. On dit que f et g sont
équivalentes selon R si, et seulement si :

doe S, /vXe{0,1}", f(X)=g(c.X)

On note cette équivalence f R g.

On peut alors définir la classe d’équivalence de tout élément f de F'S, (notée
R(f)) comme l'ensemble des éléments de F'S,, qui sont équivalents a f selon R.
R(f) ={g9 € FS, ; f R g}. On réduit chaque classe d’équivalence afin de ne
conserver que les éléments 2 a 2 distincts.

L’ensemble des classes d’équivalence de F'S,, selon R est l’ensemble F'S,, quotienté
par R, noté FS,/R : FS,/R={R(f); f € FS,}.

D’aprés les propriétés de groupe de .S, on montre facilement que R est bien
une relation d’équivalence sur F'S,,.
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A chaque fonction d’une classe d’équivalence de F'S, /R, correspond un en-
semble de vecteurs d’interaction minimaux. Nous utilisons ces vecteurs d’interac-
tion minimaux pour définir un critére de sélection de I’élément de chaque classe
d’équivalence que nous allons choisir comme représentatif de la classe.

Notation 2.6 : Soit f € F'S,, une fonction booléenne a seuil. On note By C zntl
l’ensemble des vecteurs d’interaction minimauz associés a f.
Soit f € F'S,, une fonction booléenne a seuil, et V = (wy,--- ,wy)(0) € Ey.
On note oy € Sy, l'une des permutations telle que, dans 0.V,
- les k‘}L poids strictement positifs sont aux k:;{ premiére places, les k:; poids

strictement néqgatifs sont aur k:JI places suivantes, et enfin les n — ky poids
nuls sont auz places restantes ;
- les poids strictement positifs sont ordonnés par ordre croissant, les poids
strictement négatifs par ordre décroissant.
D’apres cette définition, oy n'est unique que si tous les poids de 'V sont différents.

La définition des vecteurs d’interaction minimaux nous garantit que la per-
mutation oy ne dépend pas du choix du vecteur V.

Définition 2.9 (Fonction représentative)
Soit C € F'S,/R une classe d’équivalence de fonctions booléennes a sewil, selon
R. f € C est dite fonction représentative de C si, et seulement si : oy = Id.

Il est facile de vérifier que pour chaque classe d’équivalence, la fonction re-
présentative existe et est unique.

De facon informelle, la fonction représentative d’une classe d’équivalence est
la fonction booléenne a seuil dont les vecteurs d’interaction minimaux vérifient :
les (éventuels) poids d’interaction strictement positifs sont les premiers, classés
par ordre croissant, ensuite, on a les (éventuels) poids d’interaction strictement
négatifs, classés par ordre décroissant, et enfin les (éventuels) poids d’interaction
nuls.

Définition 2.10 (Vecteur d’interaction représentatif)

Soit C € FS,/R une classe d’équivalence de fonctions booléennes a seuwil, selon

R, et fc la fonction représentative de C.

On définit la suite finie d’ensembles de vecteurs minimauz associés a fec, (U}C)lgigkfcﬂ
comme suit :

U}C = {V = (’U)l,-" ’wn)(e) € Efc ; |’U)1| = V?GuEnfcﬂw/lD},

Up, =4V = (wi,w)(0) €Ut 5wyl = min (jwi]) oo 2 <i < kye,
V'eU}g

kac+1 _

k .
fe V= (wla e 7wn)(0) S UfoC ; ‘0’ = mlfkl (‘0,‘)

fe
V’EUfC
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Par construction, on a, pour tout i € {2,--- kg, + 1}, U}c - U};l.

kf,+1 . . 1. . N .
Uf(fc contient un unique élément, V., vecteur minimal associé a la fonction
fc. V. est appelé vecteur d’interaction représentatif de C.

De facon informelle, le vecteur d’interaction V, représentatif d’'une classe
d’équivalence de fonctions booléennes a seuil, est le vecteur minimal associé a la
fonction f, représentative de la classe, obtenu par le processus suivant :

- on sélectionne le ou les vecteurs minimaux associés a f dont la valeur ab-

solue du premier poids est minimale;

- ¢’il y a plusieurs vecteurs, on sélectionne parmi ces vecteurs celui ou ceux
dont la valeur absolue du deuxiéme poids est minimale ;

- tant que la sélection de vecteurs contient plusieurs éléments, on répéte le
processus de sélection, jusqu’a minimiser la valeur absolue du seuil d’acti-
vation.

On peut définir toute fonction de la classe d’équivalence C & partir du vecteur

d’interaction représentatif de C. En effet, par définition de la relation d’équi-
valence, pour toute fonction f (a n arguments) de la classe d’équivalence dont

V = (wy,- - ,wy)(0) est le vecteur représentatif, il existe une permutation o € S,
telle que Vi, = (wy-1(1),*++ , We—1())(f) est un vecteur minimal associé a f.
Notation 2.7 : Soit V = (w1, -+ ,wy,)(0) € Z"! un vecteur d’interaction.

On note I(V) lensemble des poids d’interaction de V, 2 a 2 distincts. Pour
chaque poids d’interaction i € 1(V), on note n(V,i) le nombre d’occurences de i
dans les poids de V, n(V,i) = #{w; =1, j € {1,--- ,n}}.

Définition 2.11 (Vecteurs d’interaction de structure identique)
Soient VI, V2 € Z" deus vecteurs d’interaction.
On dit que V! et V2 sont de structure identique si, et seulement si il existe une

bijection ¢ de I(VY) dans I(V?) telle que : Vi € I(VY), n(V1 i) =n(V?2, 6(i)).

Ezemple 2.7 : Les vecteurs d’interaction V1 = (1,3,1,—2)(3) et V2 = (1,2, -2, -2)(2)
sont de structure identique. Chacun d’eux a 2 poids d’interaction égaux parmi
les 4. Ici, on peut prendre ¢ définie par ¢(1) = —2,¢(3) = 1, #(—2) = 2.

Définition 2.12 (Partie génératrice)

Soit C € FS,/R une classe d’équivalence de fonctions booléennes a seuil, et
Ve = (wy,- -+ ,wy)(0) € Z" e vecteur représentatif de C.

L’ensemble de vecteurs d’interaction 2 a 2 distincts

PGe ={Vy = (We-1(1),"** ,Wo—1())(0), 0 € Sp} est appelé partie génératrice
de la classe d’équivalence C.

Abusivement, on dit que V¢ est le vecteur représentatif de PGe.

. n! e . ’ 5
PG¢ contient Micrivg) (Ve vecteurs d’interaction, chacun d’eux étant vecteur
d’interaction minimal d’une unique fonction de C. A chaque fonction de C est

associé un unique vecteur d’interaction de PGe.

On note Gen(F'S,,/R) l'ensemble Gen(F'S,,/R) = {PG¢, C € FS,,/R}.

Ezemple 2.8 : On reprend la fonction booléenne & seuil f{‘ de 'exemple En
conservant la notation de I'exemple L0l la fonction représentative de la classe
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d’équivalence de R(f3!) est la fonction f§ (fonction de transition locale de 1’élé-
ment 2 du réseau F de la figure ZTI). Le vecteur d’interaction représentatif de
R(f5') est le vecteur d’interaction (1,—1,0)(0). La partie génératrice de R(f,)
est ’ensemble de vecteurs d’interaction

{(17 -1, O)(0)7 (17 0, _1)(0)7 (_17 L 0)(0)7 (_17 0, 1)(0)7 (07 L _1)(0)7 (07 -1, 1)(0)}
Comme les poids d’interaction du vecteur d’interaction représentatif sont 2 & 2
distincts, la partie génératrice contient 3! = 6 éléments.

En générant tous les vecteurs d’interaction représentatifs des classes d’équi-
valence des fonctions booléennes & n arguments, on génére un représentant de
chaque élément de 'ensemble Gen(F'S,/R). On peut alors construire simplement
I’ensemble de toutes les fonctions booléennes a seuil & n éléments, en permutant
les poids d’interaction du vecteur représentatif de chaque classe d’équivalence.

On énumeére le nombre de classes d’équivalence des fonctions booléennes a
seuil & n arguments (pour n < 7) en générant tous les vecteurs d’interaction
représentatifs de ces classes par 'algorithme exhaustif suivant :

1. on récupére les vecteurs d’interaction représentatifs des classes d’équiva-
lence des fonctions booléennes & seuil & n — 1 arguments — EV,, ;

2. on fixe e =poids maximum des vecteurs de £V, ;

3. on génére tous les vecteurs d’interaction dont les poids sont ordonnés comme
pour un vecteur représentatif de classe d’équivalence, et sont compris entre
—Pmaz €t Pmaz (le seuil est fonction des poids comme pour un vecteur
d’interaction minimal) — EVmP

4. pour chaque vecteur V de EVI™ on construit la table de la fonction
booléenne a seuil & laquelle le vecteur est associé; si celle-ci ne correspond
a aucun vecteur de £V,, V — &V, ; sinon, si V minimise le critére de
sélection énoncé précédemment, alors on remplace le vecteur associé a la
méme fonction que V par V dans £V, ;

5. tant que le nombre total de fonctions que I’on peut obtenir & partir de
I’ensemble de vecteurs représentatifs £V, est inférieur au nombre total de
fonctions booléennes a seuil & n arguments donné par [85] ou [86] (voir le
tableau EZTI), on incrémente p,q, et on revient a I'étape

Nous aurions pu implémenter des algorithmes plus sophistiqués, et efficaces,
basés sur des méthodes de programmation linéaire. Cependant, du fait de la
puissance de calcul mise & disposition avec le calculateur Healthphy (CIMENT
- Grenoble), le temps global de programmation et d’exécution n’aurait pas été
significativement plus court. L’algorithme présenté ci-dessus est fortement paral-
lélisable. Le calcul a donc pu étre lancé sur 16 processeurs simultanément et le
temps d’exécution a été de quelques dizaines d’heures pour construire les vec-
teurs d’interaction représentatifs de toutes les classes d’équivalence des fonctions
booléennes & seuil & 7 arguments.

Dans le tableau 1], on voit que la proportion de fonctions a seuil parmi les
fonctions booléennes est trés faible, dés que le nombre d’arguments n dépasse 4.
Rappelons que le nombre de fonctions booléennes & n arguments est B,, = 22".
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TAB. 2.1 - #F'S,,, nombre de fonctions booléennes a seuil & n arguments [85, 86],
B,,, nombre de fonction booléennes & n arguments et p, = #gf", proportion de
fonctions booléennes & seuil parmi les fonction booléennes & n arguments, pour

n<7.

n #FSy, By Pn
012 2 1

114 4 1

2| 14 16 0,88

3| 104 256 0,41

4 | 1882 65 536 0,03
5194572 4294967296 | 2,2 x 107°
6 | 15028134 1,84 x 10* | 8,1 x 10713
71 8378070864 | 3,40 x 10%® | 2,5 x 10729

Ainsi, modéliser la régulation de génes par des fonctions booléennes, sans se
restreindre & des fonctions définies par signe, comporte le risque de décrire un
trés grand nombre de comportements qui ne correspondent pas a une réalité
biologique ou les interactions sont de type activation/inhibition.

Le nombre de classes d’équivalence des fonctions booléennes & seuil a n argu-
ments (pour n < 7) est donné dans le tableau Z2 Nous rappelons que ce nombre
est le nombre d’éléments de 'ensemble F'S,, /R, c’est-a-dire #F'S,,/R. Le tableau
donne la répartition du nombre de classes d’équivalence des fonctions boo-
léennes & seuil a exactement n arguments, en fonction du nombre d’activations
de ces fonctions.

TAB. 2.2 - #FS,,/R, nombre de classes d’équivalence des fonctions booléennes
a seuil & n arguments et #F S9! /R nombre de classes d’équivalence des fonc-
tions booléennes a seuil ayant exactement n arguments, pour n < 7.

n 0112 |3 |4 5 6 7
#FS,/R 214(10 34178 | 1720 | 38456 | 2490634
HFSE /R 12126 | 24| 144 | 1542 | 36736 | 2452178

D’aprés le tableau 22 on remarque tout d’abord que, pour n > 4, la propor-
tion de classes d’équivalence des fonctions & exactement n arguments parmi les
classes d’équivalence des fonctions & n arguments, est trés importante. Cette pro-
priété a la conséquence suivante : les graphes d’interaction des RABS construits
a partir de I'ensemble de ces fonctions booléennes & seuil sont de connexité éle-
vée, comme nous le verrons dans la partie D’aprés le tableau B3, on note
également que le nombre de classes d’équivalence des fonctions & exactement n
arguments et a < n activations est le méme que le nombre de classes d’équivalence
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TaB. 2.3 — Répartition du nombre de classes d’équivalence des fonctions boo-
léennes & seuil & exactement n arguments, en fonction du nombre d’activations a
de ces fonctions, pour n < 7.

a=0 a=1 a=2 a=3 a=4 a=>5 a=26 a="17
n=012 - - - - - - -
n = 1 1 - - - - - -
n=212 2 2 - - - - -
n=31]5 7 7 5} - - - -
n= 17 34 42 34 17 - - -
n=2>5192 264 415 415 264 92 - -
n==6| 994 4046 8208 10240 | 8208 4046 994 -
n= 28262 | 156756 | 407353 | 633718 | 633718 | 407353 | 156756 | 28 262

des fonctions & exactement n arguments et a inhibitions. Ceci est la conséquence
directe de la remarque faite aprés la définition EZ7] concernant les vecteurs mi-
nimaux. Enfin, on voit que le nombre de comportements possibles de régulation
d’un géne est trés rapidement élevé, méme si ce géne n’est régulé que par un
faible nombre d’autres éléments. Par exemple, si on sait d’aprés la littérature
ou d’apres les résultats d’expérience qu’un géne ¢ est régulé par exactement 4
éléments sous la forme de 2 activations et 2 inhibitions, alors, d’aprés le tableau
23l il y a 42 configurations possibles de ces activations et inhibitions pour régu-
ler 4, sans compter toutes les permutations de chacune des configurations. Ceci
montre donc que, si 'on veut modéliser un réseau de régulation génétique, en
ayant simplement les connaissances qui permettent de mettre en place le graphe
d’interaction, I’emploi de ’outil informatique est obligatoire afin de tester toutes
les possibilités. Méme avec la puissance atteinte par les ordinateurs ces derniéres
années, la simulation de réseau de régulation s’avére étre un probléme trés coti-
teux en temps de calcul.

Le tableau [Z4] présente tous les vecteurs représentatifs de classes d’équivalence
des fonctions booléennes & seuil ayant 3 arguments. Nous mettons & disposition
ces vecteurs dans le but d’aider toute personne désirant modéliser un réseau de
régulation sous la forme d’'un RABS. Les 144 vecteurs représentatifs de classes
d’équivalence des fonctions booléennes a seuil ayant exactement 4 arguments
sont également fournis dans les tableaux ] et Bl donnés en annexe. Les vecteurs
correspondant aux fonctions & 5, 6 et 7 arguments sont disponibles sur demand.

Dans cette partie, nous avons exposé les propriétés qui nous semblent im-
portantes pour représenter les fonctions booléennes a seuil de la meilleure fagon
possible, dans le cadre de la modélisation de réseaux de régulation génétique
sous forme de RABS. Nous avons montré que ’on pouvait décrire chacune de ces

!Contact : adrien.elena@imag.fr
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TaB. 2.4 — Vecteurs représentatifs des classes d’équivalence des fonctions boo-
léennes & seuil & exactement n arguments, pour 0 < n < 3.

0 activation 1 activation 2 activations | 3 activations
0 (07070)(0) - - -
"= (0,0,0)(-1) - - -
n=1|(-1,0,0)(-1) (1,0,0)(0) - -
—9 (_1’_1’0)(_2) (1’_1’0)(_1) (1’1’0)(0)

T2 (=1, -1,0)(=1) | (1,-1,0)(0) (1,1,0)(1) -
(=1,—-1,-2)(=3) | (1,—-1,-2)(=2) | (1,1,=2)(-1) | (1,1,1)(0)
(=1,—-1,-2)(=2) | (1,—-1,-2)(—1) | (1,1,-2)(0) (1,1,1)(1)
(-1,-1,-1)(=3) | (1,-1,=1)(=2) | (1,1,-1)(-1) | (1,1,1)(2)

n=3|(-1,-1,-1)(-2) | (1,-1,-1)(-1) | (1,1,-1)(0) (1,1,2)(1)
(—=1,-1,-1)(-1) | (1,—-1,=1)(0) (1,1,-1)(1) (1,1,2)(2)

(2,—1,-1)(-1) | (1,2,—-1)(-1)
(2,-1,-1)(0) (1,2,-1)(1)

fonctions par un vecteur d’interaction que I'on considére optimal. Dans la partie
suivante, nous montrons comment on peut construire et énumérer les RABS a
partir de ces vecteurs d’interaction.

2.3 Enumeération des réseaux d’automates booléens a
seuil

A partir des vecteurs d’interaction, introduits dans la partie précédente pour
définir les fonctions booléennes a seuil, nous pouvons construire les matrices
d’interaction et vecteurs seuils qui représentent les réseaux d’automates booléens
a seuil. Chaque ligne d’'un systéme "matrice d’interaction + vecteur seuil" est
obtenue & partir d’un vecteur d’interaction. Il est nécessaire de comprendre cette
étape de construction des réseaux a partir des vecteurs d’interaction, d’une part
pour pouvoir compter ces réseaux, mais aussi, et surtout, afin de pouvoir définir
une méthode nous permettant de tirer au hasard un réseau dans la population
totale de tous les RABS de taille donnée. Cette méthode de tirage au sort doit
nous garantir que tous les individus de la population ont la méme probabilité
d’étre sélectionnés. Pour cela, il nous faut connaitre la structure de la population
des RABS.

Notation 2.8 : On note RS,, l’ensemble des automates booléens a seuil constitués
de n éléments.

Dans la suite, on associe tout élément e de RS, & la matrice d’interaction
WE¢ et au vecteur seuil 8° qui définissent les fonctions de transition locale de
e. On note abusivement e = (W€, 0°). On dit que la ligne i € {1,--- ,n} de
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e est construite a partir du vecteur d’interaction V. = (wq,--- ,w,)(#) si, pour
tout j € {1,--- ,n}, [W€);; = w; et [0]; = 6. On remarque que, si I'on note ff,
i € {1,--- ,n}, la fonction de transition locale de 1'élément i pour le réseau e,
alors la ligne 7 est construite a partir d'un vecteur d’interaction associé a f7.

Exemple 2.9 : On considére e = (W€, 0°) € RS3 le réseau défini comme suit :

1 1 0 0
wée=10 -1 1 0c=| —1
2 1 -1 1

La ligne 1 de e est construite a partir du vecteur d’interaction (1,1,0)(0), la ligne
2 a partir de (0, —1,1)(—1) et la ligne 3 & partir de (2,1, —1)(1).

Définition 2.13 (Réseaux construits a partir de parties génératrices)

Soit Epg = {PGy,--- ,PGy,} C Gen(FS,/R)" un ensemble de n parties géné-
ratrices d’éléments de F'S,/R.

On définit I’ensemble des réseaux construits & partir de Epg, noté Erc C RS,
comme l’ensemble de tous les RABS dont chaque ligne est construite & partir
d’un des vecteurs d’interaction de chaque PG;, i € {1,--- ,n} en respectant la
contrainte suivante : pour chaque RABS construit, chaque PG; contribue a une
unique ligne o(i), o € Sy,.

On réduit Erc de maniére a ne conserver que les éléments 2 a 2 distincts.

A partir de tous les ensembles possibles de n parties génératrices d’éléments
de F'S,,/R, on construit ainsi tous les RABS de RS,,.

Proposition 2.3

On note n; la taille de I’élément PG; de Epg = {PG1,--- PGy} C Gen(FS,/R)",
i €{1,---,n}, et Ny le nombre total de réseauz distincts que l'on construit a
partir de Epg. On a :

Ce majorant est atteint dans le cas ot les PGy, 1 € {1,--- ,n}, sont 2 a 2 distincts.

Preuve. Pour chaque élément o de S,, le nombre de réseaux que l'on peut
construire a partir de Epg qui sont tels que la ligne o(7) est construite a partir
d’un vecteur de PGj, est [[}; n; (n1 choix pour la ligne o(1) et ng choix pour la
ligne o(2) -+ n, choix pour la ligne o(n)). Il y a n! permutations de I’ensemble
{1,--- ,n}, donc on peut construire n![[;, n; réseaux.

Si les PG sont 2 & 2 distincts, alors les réseaux construits sont également 2 a 2
distincts et donc Nyor = n! [ ni.

En revanche, s’il existe au moins 2 parties génératrices égales (on a donc n > 2)
contenant au moins 2 vecteurs d’interaction, Ny, < n! H?:1 n;. Considérons par
exemple PGy = PGy. On note V! le vecteur d’interaction représentatif de PG .
Comme PG contient au moins 2 vecteurs d’interaction, V! contient 2 poids d’in-
teraction aux valeurs différentes. On suppose, sans perte de généralité, que ces 2
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poids sont les 2 premiers. On note m2 € S, la permutation dont le support est
réduit a {1,2} (w12 permute 1 et 2 et laisse invariants les autres entiers inférieurs
an). On a donc Vi #* 712. V1. Pour tout ensemble de n — 2 vecteurs d’interaction
{V3,... . V"} avec Vi € PGy, i € {3,---,n}, le réseau obtenu en choisissant
V! pour la premiére ligne, m12. V! pour la deuxiéme ligne et V? pour la ligne 4,
i€{3,---,n} est le méme réseau que celui obtenu en choisissant m15. V! pour la
premiére ligne, V! pour la deuxiéme ligne, et V* pour la ligne i, i € {3,--- ,n}.
Dans ce cas, on a donc bien Nyoy < n! [, n;. O

Ezemple 2.10 : On considére n = 2, et les 2 vecteurs d’interaction représentatifs
Vi =(-1,0)(—1) et Vo = (1,0)(0). V1 et V3 sont les vecteurs représentatifs des
parties génératrices PGy et PGq suivantes : PGy = {(—1,0)(—1), (0, —1)(—-1)}
et PGy = {(1,0)(0),(0,1)(0)}. A partir de ces 2 parties génératrices, on peut
construire un ensemble de 8 RABS N*, 1 < k < 8 dont les matrices d’interaction
WF et vecteurs seuils 8F sont les suivants :

(= o) o= () (= v)e= ()

(vo=(v 0 Jor= () (o 0= ()
(vo=( o) e=(5)) (w=(o 5)o=(5)
(r=(50)o=(5)) (=0 4)o=(5)

Le but n’est pas de construire et compter tous les éléments de RS,, pour un
n donné. Comme nous ’avons fait pour les fonctions booléennes & seuil, nous
définissons une relation d’équivalence entre les RABS. Cette relation d’équiva-
lence nous permet de regrouper dans une méme classe tous les réseaux qui sont
identiques & une permutation prés de leurs éléments, comme les 6 réseaux de la
figure L], par exemple.

Définition 2.14 (Relation d’équivalence sur RS),)

Soient N', N2 € RS,, deuz réseauzr d’automates booléens a seuil comportant le
méme nombre n d’éléments. On note fl-k la fonction de transition locale de 1’élé-
ment i pour le réseau N*, k € {1,2}. On dit que N et N? sont équivalents selon
R si, et seulement si :

Jo €8y /Vie{l,--,n},vX €{0,1}", f1(X)= fI(0.X)

On note cette équivalence N' R N2.

On peut alors définir la classe d’équivalence de tout élément N de RS, (notée
R(N)) comme Uensemble des éléments de RS, qui sont équivalents a N selon
R. R(N) = {N' € RS,, ; N R N'}. On réduit chaque classe d’équivalence afin
de ne conserver que les éléments 2 a 2 distincts.

L’ensemble des classes d’équivalence de RS, selon R est l’ensemble RS, quotienté

par R, noté RS,/R : RS,/R ={R(N):; N € RS,}.
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D’aprés les propriétés de groupe de S,,, on montre facilement que R est bien
une relation d’équivalence sur RS,. Deux réseaux équivalents selon R sont en
fait le méme réseau dont on a réorganisé les éléments. Il est donc inutile de les
considérer comme 2 réseaux différents. C’est la raison pour laquelle on énumeére
I'ensemble des classes d’équivalence de RS, selon R et non l'ensemble de tous
les éléments de RS,. Comme nous ’avons vu, nous définissons tout RABS par
sa matrice d’interaction et son vecteur seuil, construits & partir des vecteurs
d’interaction définis dans la partie précédente. Il est donc souhaitable de définir
la notion d’équivalence entre 2 RABS a partir de leurs matrices d’interaction et
de leurs vecteurs seuils.

On remarque tout d’abord que si les réseaux sont construits a partir de ’en-
semble Gen(FS, /R), alors 2 RABS équivalents selon R sont construits a partir
du méme ensemble de n parties génératrices (les fonctions de transition locale
des 2 réseaux appartiennent aux mémes classes d’équivalence de F'S,,/R). Pour
la suite, on suppose donc que tout élément de RS, est obtenu par construction
a partir de Gen(F'S,/R).

Proposition 2.4

Soient N', N2 € RS,, deuz réseauzr d’automates booléens a seuil comportant le
méme nombre n d’éléments.

On note W¥ la matrice d’interaction et 0% le vecteur seuil associé au réseau N,
ke {1,2}.

On a Uéquivalence suivante :

N'RN? <= 3Jo€65, /W2 =0.W! et 6% =0.6!

Preuve. On note fik la fonction de transition locale de I’élément ¢ pour le réseau
N¥ ke {1,2}.

Supposons que Jo € S, / W? = o.W! et 0> = 5.0'. On a donc, pour tout
i,7 €{1,---,n}, ng = w}rl(i)a,l(j) et 02 = 9;,1@).

Soit i € {1,--- ,n}, et X €{0,1}". On a :

2 2 2
Jo@X) = H | D wiwa-0) = O
j=1
- leo—l(a(»)o—l(j)%—l(j)—Qo—l(o(m
pm

= H Zwilafl(j)xo'_l(j) —921
7j=1

= H Zw}jxj—é?il
j=1
= fi(X).

o4



On abien (Jo € S, / W2 =0 W'et 6% =0.6') = N'R N2

Supposons maintenant que N'! R N2.

On note VF = (wh, - ,wk )(0F) le vecteur minimal associé & la fonction de
transition locale fik, choisi pour construire cette fonction, i € {1,--- ,n},k €

{1,2}. La matrice d'interaction W* est donc de terme général wfj et le vecteur
seuil % de terme geénéral 0, k € {1,2}.

N' et N? étant équivalents selon R, il existe une permutation o € S, telle
que Vi € {1,--- ,n},vX € {0,1}", fiX) = fg(i)(a.X). Ainsi, pour tout i €
{1,--- ,n},les fonctions f} et fg(l.) sont équivalentes selon R. Comme les matrices
d’interaction et vecteurs seuils sont construits & partir des vecteurs représentatifs
des éléements de F'S, /R, il existe une permutation p; € S, telle que

Vg(i) = (wz‘lul.—l(l)’ . ’wz‘lui‘l(n))(ell)' Pour tout X € {0,1}", on a donc :

fHX) = H () whz -0
j=1
= fg(i)(J'X)

1 1
= H lei,uil(j)xo_l(j) — 02
]:

Par identification terme & terme, on trouve p; = o pour tout ¢ € {1,--- ,n}. On
a donc Vi2 = (wy-15-11)0 " Womi(gyg-1m)) (Ug-1y)) POUT tout i € {1, ,n}.
Dot W2 = . W' et 6% =05.6". O

La relation d’équivalence entre RABS est donc également définie a partir des
matrices d’interaction et vecteurs seuils.

A partir de I'ensemble Epg de n parties génératrices d’éléments de F'S,,/R,
on construit un ensemble Erc C RS,, de réseaux. Combien de classes d’équiva-
lence de RSn/fZ sont alors définies par ’ensemble Erc ? Si l'on peut répondre &
cette question, alors, comme nous avons généré I’ensemble Gen(F'S,/R) dans la
partie précédente, on sait énumérer toutes les classes d’équivalence de RABS a n
éléments, et on connait la structure de RS, /R.

Ezemple 2.11 : On considére les 8 RABS construits dans l'exemple EZT0 Ces 8
réseaux définissent 4 classes d’équivalence de RSy/R.

En effet, en notant o = (1,2) (notation sous forme de cycle), on a W& = o W'
et % = 60!, donc N! R N8. On montre de méme que, N2 R N® N3 R N7 et
N* R N®. Les 8 RABS définissent donc 4 classes d’équivalence.

On peut remarquer que, pour énumérer les classes d’équivalence de RABS; et
générer un élément représentatif de chaque classe, a partir d’'un ensemble de par-
ties génératrices Epg = {PGy, -+ ,PG,} C Gen(FS,/R)", on peut limiter le
nombre de réseaux construits a partir de Epg en ajoutant la contrainte suivante :
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chaque partie génératrice PGy, i € {1,--- ,n}, contribue a la ligne i de chaque
réseau construit. Avec cette contrainte, on ne peut pas construire tous les RABS
de RS, mais on est assuré de générer au moins un élément de chaque classe
d’équivalence de RSn/f%. En effet, considérons un RABS N € RS, construit a
partir de Epg et tel que chaque ligne ¢ € {1,--- ,n} est obtenue a partir de la
partie génératrice PGy(;), 0 € Sy, 0 # Id. Le réseau N7, dont la matrice d'inter-
action est W7 = 0. W et le vecteur seuil est 87 = 0.0, est équivalent & N selon
R, d’apreés la proposition 4l Par définition de N, la lignei e {1,--- ,n} de N
est construite & partir d’'un vecteur d’interaction de PG;, .

De cette fagon, on construit donc jusqu’a []}_, n; réseaux distincts (n; re-
présente le nombre de vecteurs d’interaction de PG;), au lieu de n![;_; n;. On
obtient donc un majorant du nombre de classes d’équivalence de RSn/’/é définies
par les réseaux construits a partir de Epq, puisque ce nombre ne peut pas étre
supérieur au nombre de réseaux construits. Ce majorant est H’;:l n;.

Proposition 2.5

Soient Epg = {PG1,---,PGy,} et Epg = {PG1,--- ,PGy,} 2 ensembles de n
parties génératrices d’éléments de F'S, /R. On suppose que les éléments de Epg
(resp. Epq) ne sont pas 2 a 2 distincts.

On note V; et V; les vecteurs représentatifs de PG; et PG;, i € {1,--- ,n}.

On note Neguiv €t Nequw les nombres de classes d’équivalence de RSn/R définies
par les réseauz construits a partir de Epg et EpG.

On a alors :

Vie{l,---,n}, V; et V; sont de structure identique N R
VZ,j € {17 : n} PG PG = PG PG equiv — {Vequiv

On dit que Epg et Epg sont de structure générale identique.

Preuve. Ce probléme est un probléme d’étiquetage des éléments des matrices
d’interaction et vecteurs seuils. Les matrices obtenues a partir de Epg sont les
meémes que celle obtenues a partir de Epg, a un changement d’étiquette de leurs
éléments prés. De méme pour les vecteurs seuils.

On suppose, sans perte de généralité, que PGy = PGy et donc PG, = PGs. On
traite uniquement le cas PG1 # PGy, 2 < i < n, PGy =+ PGZ, 2 <i<net
PG, = PG;, 2 < i < n. La démonstration du cas général suit le méme raisonne-
ment, mais nécessite des notations plus lourdes.

On note ¢ la bijection qui permet de passer des poids de Vi a Vi, comme dans
la définition EZTT] des vecteurs d’interaction de structure identique. On considére
que les vecteurs d’interaction sont rangés de la méme maniére dans PG et dans
PGy : en notant Vi = (w?,---  wi)(0) (resp. VI = (@i, ,@})(f)) I'élément i
de PGy (resp. PG1), on a pour tout j € {1,---,n}, u?;- = gb(w;-).

On considére 2 réseaux distincts N! = (W1,01) et N2 = (W?2,6%) construits
A partir de Epg : chaque ligne i de N' et N? est un vecteur d’interaction de

PG, i € {1,--- ,n}. On note N = (Wl,él) (resp. N? = (V~V2,0~2)) le réseau
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construit & partir de Epg, comme suit : les lignes 2 < i < n de N' et N1 (resp.
de N2 et N?) sont identiques; si la ligne 1 de N (resp. N2) est obtenue a partir
du vecteur Vit de PGy, alors la ligne 1 de N? (resp. N2) est obtenue a partir
du vecteur Vit de PGy ; si la ligne 2 de N' (resp. N?) est obtenue a partir du
vecteur V%2 de PG, alors la ligne 2 de N1 (resp. N2) est obtenue & partir du
vecteur V2 de PG1
Si 'on montre que N' R N2 < N!R N2 alors on a bien Neguiv = Nequw, puis-
qu’a tout couple de réseaux équivalents construits a partir de Epg, correspond
un couple de réseaux équivalents construits a partir de Epg, et inversement.
On suppose que N R N2, D’apreés la proposition B2, il existe donc une permu-
tation o € S, telle que W2 = 0. W' et 62 = 0.0', c’est-a-dire que chaque ligne
i€ {l,---,n} de N est égale ala ligne o (i) de N2. N' et N? sont supposés dis-
tincts, donc o # Id. De plus, o est telle que o(1) = 2 et 0(2) = 1. En effet, comme
on a supposé que PG; = PGy et PGy # PGy, 2 < i < n, les lignes 1 et 2 ne
peuvent étre permutées qu’entre elles. On ne s’intéresse pas aux lignes 2 <i < n
puisque, par construction de N1 (resp. N2), les lignes i de N et N1 (resp. de
N? et ]\?2) sont identiques. Les vecteurs seuils ne posent pas de probléme non
plus, car PGy = PGy et PGy = PGy et donc [0']; = [0']; = [0%]; = [0%], = 6
et [0 I = [0 lo = [02] = [02]2 = 6 (on rappelle que [V]; désigne I'élément i du
vecteur V). On s’intéresse donc uniquement aux éléments des lignes 1 et 2 des
matrices d’interaction. Si on note, w' et w22 , 7 €{1,--- ,n} les éléments j de la
ligne 1 et de la ligne 2 de la matrice W1 alors on a, pour tout j € {1,--- ,n}:
- [W2y; = wff,l(j) et [W2y; = w!l 1(j) Puisque W2 = 0. W avec 0(1) =2

et 0(2) = 1 (on rappelle que [M];; désigne I’élément de la matrice M qui

se trouve a la ligne i et a la colonne j);

- (W1 = é(w ’.1) et W1y = qﬁ(w;?), par construction de N1 & partir de

Nt
- W2y, = qﬁ(wff_l(j)) et [W2y, = gb( ) par construction de N2 &
partir de N2. ' A ' A
Comme pour tout j € {1,---,n}, on a @} = ¢p(w}!) et w7 = ¢(w?), on peut
écrire, pour tout j € {1,- ,n} :

Wy = @0t et Wy =
- W2y = @20 et [Woy = @y
On a donc W2 = . W!, d’on N1 R N2.
On montre I'autre sens de I'équivalence de la méme facon, en utilisant ¢! a la
place de ¢. O

Ezxemple 2.12 : Soit Epg = {PG1, PGo, PG3} l'ensemble des 3 parties géné-
ratrices d’éléments de FS3/R telles que PGy = PGsy, et dont les vecteurs
représentatifs sont V! = (=1, —1,—-2)(—3) (représentatif de PGy = PG3) et
V3 = (0,0,0)(0) (représentatif de PGs).

Soit Epc = {PGl,PGQ,PGg} I’ensemble des 3 parties génératrices d’éléments
de F'S3/R telles que PGy = PGQ, et dont les vecteurs représentatifs sont V! =
(=1,0,0)(—1) (représentatif de PGy = PGy) et V3 = (1,1,1)(0) (représentatif
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de PGs).

On voit que V! et V! sont de structure identique, tout comme V3 et V3. Epc
et Ep¢ sont donc de structure générale identique.

D’aprés la proposition précédente, les nombres de classes d’équivalence de R53/7~3
que 'on peut générer a partir de Fpg et Ep¢ sont donc égaux. On peut majorer
ce nombre par 3 x 3 x 1 =9, puisque PG et PG5 contiennent 3 vecteurs d’inter-
action (les 3 vecteurs d’interaction obtenus en permutant les poids de V1), alors
que PGj5 contient uniquement V3,

Pour calculer le nombre total de classes d’équivalence de RABS a n éléments,
on peut donc regrouper les ensembles de parties génératrices de structure générale
identique. La théorie des actions de groupe nous permet de déterminer le nombre
exact de classes d’équivalence définies & partir d’'un ensemble Epg de n parties
génératrices d’élements de F'S,,/R.

Définition 2.15 (Action de groupe)

Soit G un groupe dont la loi est notée multiplicativement.

On peut définir une action du groupe G sur un ensemble E par une application :
GxFE—FE

(9,2) > .0

qui vérifie V9,9’ € G, Ve € E, ¢'.(9.x) = (¢'.9).x

Soit Erc ’ensemble des réseaux construits a partir de Epg. L'application ® :
Sn X Erc — Egrc
{ (0,(W,0)) — (0.W,0.0)
(la loi de S,, est la composition de permutations). Par définition de l’ensemble
Erc, si (W,0) € Ere, alors Vo € S, (0.W,0.0) € Erc. De plus, on a bien
Vo, u € Sy,

définit une action du groupe symétrique sur Erc

(h-0)W = P,,WP, |
= (P,P,)W.(P,P,)"*
= P,P,WP,'P,!
= Pu(c.W).P!
= p.(o.W)
De méme (p1.0).0 = p.(0.0).

Définition 2.16 (Orbite et éléments fixés)
Soit x un élément de E.
L’orbite de x, notée O, est définie par : O, = {g.x, g € G}.

Soit g un élément de G.
L’ensemble des éléments fixés par g, noté Fix,, est défini par :
Fizg={rx € E; g.x = x}.

Dans notre cas, par définition de ®, 'orbite d'un élément (W,80) € Erc
est Pensemble des éléments de RS,, équivalents a (W, 0) selon R. Chaque orbite
représente donc une classe d’équivalence de RSn/ﬁ. La formule de Burnside nous
permet de dénombrer ces classes d’équivalence.
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Théoréme 2.1 (Formule de Burnside)
On désigne par Q2 Uensemble des orbites, Q = {O,, x € E}.
Si G et E sont finis, alors le nombre d’orbites est

#0 = # > #Fix,.

geG
On a donc la proposition immédiate suivante.

Proposition 2.6
Soit Epg = {PGy,--- , PGy} C Gen(FS,,/R)"™ un ensemble de n parties généra-
trices d’éléments de F'S,,/R.On note n; la taille de l’élément PG;, i € {1,--- ,n}.

Si les éléments de Epg sont 2 a 2 distincts, alors Neguiv, le nombre de classes
d’équivalence de RS, /R définies par les réseaux construits a partir de Epg est :

n
Nequiv = H ng.
=1

Preuve. On suppose que les éléments de Epg sont 2 & 2 distincts. On note Erc
I’ensemble des réseaux construits & partir de Ep¢g. La formule de Burnside s’écrit
alors :

Nequiv = % Z #{(WE’GG) € Erc ; (Wejae) — (U'WG,U.Ge)}
oESy
Pour tout o € Sy, pour tout i,j € {1,---,n}, on a [o.W°] o = [W],.
Comme les élements de Epg sont 2 a 2 distincts, les lignes i et o(4),i € {1,--- ,n},
correspondent 2 & 2, uniquement si ¢ = Id, c’est-a-dire c.W° = W¢ & o = Id.
Dans le cas ou les éléments de Epg sont 2 a 2 distincts, on a donc :

1
Nequiv = m#{(we,ee) € ERC ; (We,ee) = (We’ee)}

1
= —#Erc
n.

1 n
= —nl Hnl
n!
i=1
n
i
i=1

O

Pour les ensembles de parties génératrices a n éléments distincts, le nombre
de classes d’équivalence de RABS que l'on peut construire est donc donné de
fagon théorique. Pour les ensembles dans lesquels il y a au moins 2 parties gé-
nératrices égales, le nombre exact de classes d’équivalence est déterminé par le
calcul, en utilisant la formule de Burnside adaptée a notre probléme, et on connait
également un majorant de ce nombre.
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Exemple 2.13 : On reprend l'ensemble de 3 parties génératrices d’éléments de
FS3/R noté Epg de 'exemple ZT2 Nous avions vu que le nombre de classes
d’équivalence de #RSg/ﬁ générées a partir de Epg est majoré par 9. D’apres
le calcul fait & partir de la formule de Burnside, on peut générer exactement 6
classes d’équivalence de RABS a 3 éléments a partir de Epg. On remarquera que
la formule de Burnside n’est pas constructive : elle nous permet de calculer le
nombre de classes d’équivalence, mais on ne peut pas en déduire un représentant
pour chacune de ces classes.

Pour la suite du manuscrit, on considére que la population totale de réseaux
ne contient que des RABS non équivalents selon R, c’est-a-dire #RSn/ﬁ élé-
ments. On assimile donc tout réseau & sa classe d’équivalence. Nous avons en
effet déja constaté que 2 RABS équivalents sont en fait un seul et méme réseau
dont on a permuté les éléments. On considére donc que la formule de Burnside
nous donne le nombre total de réseaux différents que I’on peut construire & partir
d’un ensemble de parties génératrices a n éléments.

Sans faire de calcul exact a partir de la formule de Burnside, on peut don-
ner un minorant et un majorant du nombre de RABS différents & n éléments.
Ils sont obtenus & partir de deux populations de RABS a n éléments, qui en-
cadrent, au sens de l'inclusion, la population de tous les RABS différents a n
éléments. Le premiére population, que nous appellerons population minorante,
contient tous les RABS (non équivalents) construits a partir des sélections (ou
ensembles) de n éléments 2 & 2 distincts de Gen(F'S,/R). Cette population ne
contient pas tous les RABS différents & n éléments, puisqu’elle ne contient pas
ceux construits & partir de sélections de n éléments de Gen(F'S,,/R), dont au
moins 2 sont égaux. Le nombre de RABS de cette population est un minorant du
nombre total de RABS différents a n éléments. On note ce minorant, Mino,,. La
deuxiéme population, que nous appellerons population majorante, contient tous
les RABS a n éléments que 1'on peut construire a partir de toutes les sélections
de n éléments de Gen(F'S,,/R). Dans cette population, on ne fait pas la distinc-
tion entre les sélections de n éléments distincts de Gen(F'S,,/R) et les sélections
pour lesquelles au moins 2 éléments sont égaux. Ainsi, pour chaque sélection
Epg = (PGy,---,PG,), on conserve les [[;n; RABS construits (n; repré-
sente le nombre de vecteurs d’interaction que la partie génératrice PG; contient,
pour i € {1,--- ,n}). Cette population contient donc tous les RABS non équiva-
lents & n éléments, plus certains RABS équivalents aux premiers. Le nombre de
RABS de cette population est un majorant du nombre total de RABS différents
a n éléments. On note ce majorant, Majo,,.

Pour 1 < n < 5, nous avons calculé le nombre exact de RABS différents,
#RSn/fQ, a partir de la formule de Burnside. Le tableau récapitule, pour
1 < n <7, les valeurs de Mino,,, Majo,, et de #RSn/ﬁ pour 1 < n <5
uniquement. La différence Diff,, = Majo, — Mino,, exprimée en pourcentage
de Mino,, est également donnée.

La différence entre le majorant et le minorant du nombre exact de RABS a n
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TAB. 2.5 — Minorant (Mino,,), valeur exacte (#RS,/R) et majorant (Majo,)
du nombre de réseaux d’automates booléens & seuil & 1 < n < 7 éléments;
Diff, : différence entre le majorant et le minorant, exprimée en pourcentage du

minorant.

n Mino, #RSn/ﬁ Majo, Diff,
1[4 4 4 0,00%
2 | 87 105 109 25,29%
3| 167 084 188 968 209 100 25,15%
4 | 4,99 x 101 | 5,23 x 10 | 5,47 x 10'* | 9,72%
516,25 x 10?2 | 6,30 x 10*2 | 6,36 x 10?2 | 1,64%
6 | 1,60 x 10% | - 1,60 x 10 | 0,10%
713,02 x 10% | - 3,02 x 10° | 0,04%

éléments diminue avec n (si 'on excepte le cas n = 1). Ceci s’explique par le fait
que, plus n est grand, plus le nombre de sélections de n éléments différents parmi
#F'S, /R se rapproche du nombre de sélections de n éléments parmi #F'S,,/R.
Autrement dit, plus n est grand, moins il est probable d’avoir au moins 2 éléments
égaux dans une sélection de n éléments choisis parmi #F'S,/R. Par exemple,
pour n = 6, nous avons vu que le nombre de classes d’équivalence des fonctions
booléennes a seuil est #FSg/R = 38456, il y a donc 4,494 x 10?* sélections
de 6 éléments quelconques possibles contre 4,490 x 10?4 sélections de 6 éléments
différents. Ainsi, prendre le nombre de RABS de la population minorante ou celui
de la population majorante ne change presque rien pour n suffisamment grand.
On décide qu’a partir de n = 6, la différence est infime, et que l'on peut alors
prendre le majorant comme nombre de RABS a n éléments (on considére que la
population de RABS a n éléments et la population majorante sont identiques).
Ceci nous permet donc de ne pas faire le calcul & partir de la formule de Burnside
pour ces 2 tailles.

On voit aussi, d’apres la tableau B8 que I'on peut simuler la dynamique de
tous les réseaux différents, pour les tailles 1, 2 et 3. En revanche, a partir de
n = 4, on ne peut plus simuler la dynamique de la population totale de RABS,
car ceux-ci sont trop nombreux. Pour les tailles supérieures & 3, nous simulons
donc un échantillon de la population totale de réseaux. Les algorithmes pour
réaliser ces simulations sont présentés dans la partie suivante.

Avant de clore cette partie, nous allons aborder un point important concer-
nant la population de réseaux générés. Nous avons vu dans la partie précédente
(tableau EZ2) que, pour n > 4, la proportion de fonctions booléennes a seuil dont
le nombre d’arguments exact est inférieur strictement & n parmi les fonctions
booléennes & seuil & n arguments était trés faible. Ainsi, lorsque I'on représente
les fonctions booléennes a seuil & n arguments par des vecteurs d’interaction, trés
peu de vecteurs ont des poids d’interaction nuls. En construisant les réseaux a
partir de ces vecteurs d’interaction, on a donc trés peu de poids nuls dans les

61



matrices d’interaction. Autrement dit, la connectivité moyenne des graphes d’in-
teraction de RABS & n éléments est trés élevée, comme le montre le tableau 226l
Nous avions annoncé dans la partie [ZZZ que les graphes d’interaction de réseaux
de régulation génétique connus avaient une connectivité comprise entre % et 3.
Les RABS a n éléments ont des graphes dont la connectivité est de I'ordre de n.
Ce sont quasiment des réseaux a graphe d’interaction complet. Nous verrons dans
le chapitre suivant que la connectivité des graphes d’interaction et la robustesse
des RABS sont liées. Nous n’abordons pas plus en détail 'indice moyen d’inhibi-
tion des graphes d’interaction, car nous avons vu dans la partie précédente que
le nombre de fonctions & seuil & exactement n arguments avec k < n activations
est égal au nombre de fonctions & seuil & exactement n arguments avec k < n
inhibitions. Ainsi, on peut considérer que 'indice moyen d’inhibition des graphes
d’interaction de RABS a n éléments est égal a % quelle que soit la valeur de n,
ce qui correspond aux indices moyens d’inhibition observés pour les réseaux de

régulation génétique.

TaB. 2.6 — Connectivité moyenne des graphes d’interaction de réseaux d’auto-
mate booléen & seuil & n éléments, notée C'M,.

n 1] 2 3 1 5 6 7
CM, [ 0,5 | 1,43 | 2,60 | 3,78 | 4,90 | 5,97 | 7,00

Dans cette partie, nous avons exposé comment on obtient tous les réseaux
booléens a seuil & n éléments & partir des classes d’équivalence des fonctions
booléennes a seuil & n arguments. Nous avons donné le nombre de ces réseaux pour
1 <n < 7. D’aprés ces nombres, nous avons vu qu’il était impossible de simuler
la dynamique de tous les RABS a plus de 3 éléments. Dans la partie suivante,
nous allons donner I’algorithme qui nous permet de simuler la dynamique de tous
les RABS a 3 éléments ou moins, et d'un échantillon de la population totale des
RABS a n éléments pour 4 < n < 7.

2.4 Algorithme pour la simulation des réseaux

Dans cette partie, nous allons présenter 1’algorithme qui nous permet de simu-
ler le comportement dynamique des réseaux d’automates booléens a seuil. C’est
a partir de cet algorithme que sont réalisées les simulations correspondant aux
résultats du chapitre Bl Nous avons vu dans la partie précédente que, selon le
nombre d’éléments des RABS dont on veut simuler la dynamique, nous pouvons
faire des simulations sur la population entiére des RABS, ou sur un échantillon
de celle-ci uniquement. Dans la suite, nous parlerons d’une part de simulation ex-
haustive de la dynamique des petits réseaux (réseaux ayant au plus 3 éléments),
d’autre part, de simulation de la dynamique d’un échantillon de grands réseaux
(réseaux ayant au moins 4 éléments). On voit que le terme "grands" est ici tout
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relatif. Que ce soit pour les petits réseaux ou pour les grands réseaux, notre algo-
rithme de simulation se décompose en deux étapes distinctes. La premiére phase
consiste & générer les réseaux. Il en existe donc deux variantes différentes, selon
la taille des réseaux que l'on veut simuler. La deuxiéme phase est la phase de
la simulation du comportement dynamique des réseaux générés. Cette phase est
la méme quelle que soit la taille des réseaux concernés. Nous avons vu dans la
partie [L32 que l'on peut définir 4 classes de comportement dynamique pour
les réseaux d’automates. A partir des simulations, nous pourrons donc estimer la
proportion de réseaux correspondant & chaque classe de comportement au sein
de la population totale des RABS. Nous expliquons dans cette partie comment
sont estimées ces proportions. Avant cela, nous présentons tout d’abord la phase
de simulation de la dynamique d’'un réseau, puis, nous abordons ’algorithme de
génération des réseaux.

Simulation de la dynamique

Le but de nos simulations est de décrire le comportement dynamique des
RABS. Comme nous I’avons présenté dans la partie [L32] nous nous intéressons
aux conséquences d'un changement dans le mode d’itération blocs-séquentiel avec
lequel le réseau est itéré, sur les attracteurs de ce réseau. Afin d’étudier les attrac-
teurs d’un réseau, il nous faut donc simuler ’ensemble des trajectoires correspon-
dant & toutes les configurations initiales possibles du réseau. Une configuration
d’un RABS a n éléments est un n-uplet de valeurs booléennes. I1 y a donc 2" confi-
gurations possibles pour un RABS a n éléments. Si I’on connait, pour chacune
des configurations du réseau, la configuration suivante, obtenue en appliquant
la fonction de transition globale du réseau, alors on sait décrire toutes les tra-
jectoires. Ceci est la conséquence du déterminisme de la fonction de transition
globale des RABS. Ainsi, a partir de chaque configuration du réseau a l'instant ¢,
on obtient une unique configuration image par la fonction de transition globale,
qui est la configuration du réseau & linstant ¢ + 1. Pour un mode d’itération
blocs-séquentiel donné, on connait donc I'ensemble des attracteurs atteints par le
réseau étudié, en calculant les 2" transitions entre configurations de ce réseau. La
procédure Ml présente 1'algorithme utilisé, écrit en pseudo-code de programmation.

A Tissue de cette procédure, on a l’ensemble des points fixes et des cycles
limites que le réseau atteint, pour tous les modes d’itération blocs-séquentiels.
On a donc une description totale du comportement dynamique du réseau. On
peut en étudier la robustesse face & un changement de mode d’itération, par
exemple.

Geénération des réseaux

Nous avons déja expliqué que, selon le nombre d’éléments que contiennent les
réseaux étudiés, on pouvait simuler le comportement dynamique pour la popu-
lation entiére ou bien se restreindre & 1’étude d’un échantillon de cette population.
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Procédure 1 Etape de simulation de la dynamique.

1. for (m € {modes d’itération}) do

2. PF(m) <0 // points fixes pour le mode m

3 CL(m) <0 // cycles limites pour le mode m
4: A traiter— {toutes configurations} // configurations a traiter
5. Traitées— () // configurations traitées

6: for (i € A_traiter) do

7 Fin_traject « FAUX

8 vider(TC) // on vide la trajectoire courante
9: i_TC —1

10: TC(Gi_TC) «—i // trajectoire courante

11: i TC++

12: while (Fin_traject=FAUX) do

13: A traiter «— A _traiter\ // on supprime i de A _traiter
14: j < config suivante(i) // calcul de la transition
15: if (j =) then

16: PF(m) « PF(m) U {i}

17: Traitées « Traitées U TC

18: Fin _traject «— VRAI

19: else if (3k/ TC(k) = j) then

20: CL(m) « CL(m) U TC(k ::taille(TC))

21: Traitées « Traitées U TC

22: Fin_traject «— VRAI

23: else if (j € Traitées) then

24: Traitées « Traitées U TC

25: Fin _traject «— VRAI

26: else

27 TC(Gi_TC) «j

28: i TC++

29: 1]

30: end if

31: end while

32:  end for

33: end for

64



Pour un nombre d’éléments n inférieur strictement & 4, nous construisons tous
les RABS différents (non équivalents selon 7~2) Pour cela, on utilise la procédure
décrite dans la partie On suppose que I'on a a disposition I’ensemble de tous
les vecteurs d’interaction représentatifs des classes d’équivalence des fonction boo-
léennes & seuil a n arguments. A partir de chacun de ces vecteurs d’interaction
représentatifs, on peut construire la partie génératrice de la classe d’équivalence
associée au vecteur, comme expliqué dans la définition On peut donc gé-
nérer toutes les sélections de n parties génératrices. On note Epg une sélection
de n parties génératrices et n;, i € {1,--- ,n} le nombre de vecteurs d’interac-
tion de I’élément i de Epg. Comme nous 'avons expliqué dans la partie 23]
on peut construire [['; n; RABS a n élément & partir de Epg. Si les parties
génératrices de Epg sont 2 a 2 distinctes, alors, les [ [, n; réseaux sont tous dif-
férents, d’apres la proposition Si parmi les n parties génératrices de Epg, au
moins 2 sont égales, alors, on supprime tous les doublons de réseaux équivalents
((W,0),(W',0")), en testant, pour chaque permutation o € S, si W = o W
et @ = 0. En construisant ainsi tous les réseaux différents & partir de toutes les
sélections de n parties génératrices, on construit la population totale de RABS a
n éléments.

Pour un nombre d’éléments n supérieur ou égal & 4, nous construisons un
échantillon de la population totale de RABS a n éléments. Evidemment, nous
souhaitons que cet échantillon soit représentatif de la population totale, et donc,
que tous les RABS a n éléments aient la méme probabilité d’étre sélectionnés de
fagon indépendante lors de la construction de I’échantillon. On note Nygpmpie la
taille de I’échantillon et N,, le nombre de RABS différents & n éléments (N,, =
#RS, /R pour 4 <n < 5 et N,, = Majo, pour 6 <n < 7). A chaque sélection
d’un élément de 1’échantillon, on note p, la probabilité pour que le réseau r soit
sélectionné. Quel que soit 7, on veut p, = p = N%L Les éléments de I’échantillon
sont sélectionnés de facon indépendante.

Les réseaux sont toujours obtenus a partir des sélections de n parties gé-
nératrices de classes d’équivalence de fonction booléennes & seuil. Chacun des
RABS 4 n éléments ne peut étre construit qu’a partir d’'une unique sélection de
n parties génératrices. On note Epg une sélection de n parties génératrices et n;,
i € {1,---,n} le nombre de vecteurs d’interaction de I’élément i de Epg. Comme
nous l'avons expliqué dans la partie 23} on peut construire [] , n; RABS an
éléments a partir de Epg. Ces réseaux ne sont pas forcément tous non équivalents
2 4 2, or on ne s’intéresse qu’aux réseaux non équivalents entre eux. On fait ici
I’hypotheése simplificatrice suivante : en tirant de fagon uniforme des réseaux dans
I’ensemble de tous les réseaux construits & partir de Epg, la répartition des ré-
seaux non équivalents entre eux obtenus est uniforme. Cette hypothése est valide
dans le cas ou tous les éléments de Epg sont distincts, et pour n > 6, puisque
nous travaillons alors avec la population majorante. Si Ng,, est le nombre de
classes d’équivalence de RSn/ﬁ obtenues & partir de Epq, chaque réseau de la
population des RABS non équivalents entre eux, obtenu a partir de Epg, a une
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probabilité égale a ﬁ d’étre tiré au hasard parmi tous les réseaux construits
& partir de Epg.

Pour chacun des Nggmple €léments de I'échantillon, nous tirons au hasard 1
sélection de m parties génératrices. A partir de cette sélection, nous tirons au
hasard un réseau de la population des réseaux non équivalents entre eux, comme
expliqué dans le paragraphe précédent. Ainsi, pour tout RABS a n éléments,
noté r, si I'on note K la sélection de n parties génératrices a partir de laquelle
r est construit, et A, I’événement "le réseau r est sélectionné", B, I’événement
"le réseau 7 est tiré au hasard parmi les réseaux construits a partir de K", et
enfin, C, I'événement "la sélection ET,, est sélectionnée", alors,ona:p = P(A) =
P(B|C)P(C). Nous avons vu dans le paragraphe précédent que 1'on suppose que
P(B|C) = ﬁ, avec Ngr ., le nombre de classes d’équivalence de RS, /R

PG
obtenues a partir de Ep,. Afin d’avoir p = N%w il faut donc P(C) = NE—T’;G. Le
tirage au hasard des sélections de n parties génératrices doit donc se faire de
telle sorte que chaque sélection est tirée avec une probabilité proportionnelle au
nombre de réseaux non équivalents entre eux que l’on peut construire & partir
de cette sélection. Comme nous l'avons vu dans la partie Z3 ces nombres de
réseaux sont donnés par la formule de Burnside.

Si l'on imagine que I’ensemble des RABS a n éléments, RSn/f%, est représenté
par un carré dont l'aire est égale & Ny, on peut paver ce carré a ’aide de formes
géométriques planes élémentaires, d’aire 1. Chacune de ces formes élémentaires
représente un réseau de la population. On peut colorier ces formes de fagon
a ce que l'ensemble des formes de la méme couleur représente ’ensemble des
réseaux (non équivalents) générés a partir d’'une méme sélection de n parties
génératrices d’éléments de F'S,, /R (on suppose que I’on a une infinité de couleurs
a disposition). Construire un échantillon de Nggpmpie RABS & n éléments, revient
a prendre de fagcon uniforme sur la surface, Ngyppie points dans le carré. Les
formes élémentaires dans lesquelles "tombent" les points sont sélectionnées. Pour
chaque point pris dans le carré, deux formes élémentaires ont la méme probabilité
d’étre sélectionnées, N%l Pour chaque couleur ¢, la probabilité qu'une des formes
élémentaires de couleur c¢ soit ainsi sélectionnée, est égale au nombre de formes
élémentaires de la couleur ¢ sur le nombre total de formes élémentaires, INV,,.

Nous avons donc une procédure de construction d’échantillons de Nggpmpie
RABS a n éléments, qui assure que nos échantillons sont représentatifs de la
population de RABS non équivalents entre eux. A partir de ces échantillons

de RABS, on peut réaliser des simulations sur le comportement dynamique des
RABS.

Estimation de proportions

Dans le chapitre Bl sont exposés les résultats des simulations menées sur les
RABS a n éléments, grace aux procédures présentées dans les paragraphes précé-
dents. Nous étudions notamment la proportion de réseaux dont le comportement

dynamique correspond & chacune des classes de comportement définies dans la
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partie [L32 Pour les petits réseaux, nous pouvons simuler la population totale de
réseaux, ainsi la proportion observée & partir des simulations pour chaque classe
de comportement correspond effectivement & la proportion dans la population
totale. Dans le cas des grands réseaux, les simulations se font sur des échantillons
de la population totale.

Nous observons donc la proportion de chaque classe de comportement dans
I’échantillon. Afin d’estimer la proportion dans la population totale & partir de
cette proportion observée, nous utilisons I’estimateur classique : 'estimation de la
proportion dans la population totale est la proportion observée pour 1’échantillon.
A cette estimation ponctuelle, on peut associer une estimation sous la forme d’un
intervalle qui représente la confiance que 1’on peut accorder & I’estimation. Cette
confiance dépend notamment de la taille de I’échantillon. L’intervalle s’appelle
intervalle de confiance et est centré en l'estimation de la proportion. On peut
théoriquement donner un intervalle de confiance pour n’importe quel niveau de
signification 1 — «, c’est-a-dire un intervalle pour lequel on considére qu’il y a une
probabilité égale & o que la proportion dans la population ne soit pas comprise
dans l'intervalle de confiance. En général, on donne des intervalles de confiance
pour un niveau de signification égal a 95%. Ainsi, la probabilité pour que la
proportion dans la population ne soit pas comprise dans l'intervalle donné n’est
que de 5%. Si 'on note p la proportion observée pour un échantillon de taille
Nsample, alors I'intervalle de confiance de niveau de signification 95% pour la
proportion dans la population est donné par :

/p(1 —p) /p(1 —p)
b= Usy ; P+ Us%,
Nsample 5% Nsample 5%

avec usy, = 1.960. Nous présenterons les intervalles de confiance (de niveau 95%)
sous la forme p + §, plutot que [p — dp;p + J,).

Remarquons enfin que pour étre tout a fait exact, dans le cas n > 6, il faudrait
appliquer un coefficient correcteur aux bornes des intervalles de confiance. En
effet, si 'on tient compte du fait que ’échantillon de réseaux simulés est construit
a partir de la population majorante, il faut corriger ’estimation pour que le
niveau de signification soit exact pour la population qui contient une seule fois
tous les RABS non équivalents a n éléments. Etant donnée U'infime différence
entre les populations minorante et majorante (et donc la différence encore plus
faible entre les populations majorante et exacte) pour n > 6, nous n’appliquons
pas ce coefficient correcteur.

Dans ce chapitre, nous avons abordé un point qui nous semble important dans
la modélisation des réseaux de régulation génétique par des réseaux d’automates
booléens a seuil : la représentation des fonctions booléennes a seuil par des vec-
teurs d’interaction que 'on a appelés vecteurs minimaux. Cette représentation
nous assure que chaque poids non nul de la matrice d’interaction d’'un RABS
modélise effectivement soit une inhibition, soit une activation dans le réseau de
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régulation. A partir des fonctions booléennes a seuil ainsi définies, nous avons
montré comment on peut générer I'ensemble de tous les RABS différents pour
un nombre d’éléments donné. Enfin, nous avons décrit les procédures qui nous
permettent de faire des simulations concernant la dynamique des RABS. Dans le
chapitre suivant, nous allons présenter les résultats issus de ces simulations.
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Chapitre 3

Résultats expérimentaux

Notre travail vise & mettre en exergue la robustesse des réseaux de régulation
face & un changement de mode d’itération. Nous modélisons les réseaux de régula-
tion par des réseaux d’automates booléens a seuil. Nous avons vu, dans le chapitre
précédent, que le nombre de réseaux d’automates booléens a seuil & n éléments,
pour n > 4, est bien trop important pour espérer faire une étude exhaustive de
la dynamique de ces réseaux sur l’ensemble de la population. Dans ce chapitre,
nous allons donc présenter des résultats de simulations effectuées sur la popula-
tion totale de RABS de taille inférieure a 4, et sur des échantillons de population
des RABS a n éléments, pour 4 < n < 7. Ces simulations concernent le caractére
dynamique des réseaux. Tout comme lors de la construction des vecteurs d’inter-
action représentatifs des classes d’équivalence des fonctions booléennes a seuil,
les simulations ont été en grande partie effectuées sur le calculateur Healthphy
(CIMENT-Grenoble). I’algorithme présenté dans la partie Z4l a été implémenté
sous la forme d’un programme paralléle, exécuté sur 16 & 20 processeurs simul-
tanément.

Dans une premiére partie, nous donnerons des statistiques générales obtenues
concernant le comportement dynamique des RABS & 1 < n < 7 éléments. Ces
statistiques montrent notamment qu’en moyenne, la robustesse des réseaux face
& un changement de mode d’itération blocs-séquentiel diminue, lorsque la taille
des réseaux augmente. Pour cette raison, nous étudions de fagon plus approfon-
die la classe de comportement dynamique Fv décrite dans la partie L322 Cette
classe est celle des réseaux dont le comportement dynamique change le plus avec
les modes d’itération. Nous traitons ensuite un exemple de modéle de réseau de
régulation génétique, celui de la morphogéneése florale chez Arabidopsis thaliana.
Nous montrons que l'on peut décrire de facon exhaustive le comportement dy-
namique de ce réseau de 12 éléments, en se ramenant a I'étude de 2 réseaux de
taille 3. Enfin, nous proposons une premiére approche d’étude de l'influence des
#ARNS sur la robustesse des réseaux de régulation génétique.
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3.1 Statistiques générales

Dans cette partie, nous allons donner des statistiques générales obtenues par
simulation de la dynamique des RABS & n éléments, avec 1 < n < 7. Nous
étudions tout d’abord la répartition des RABS dans les 4 classes de comportement
définies dans la partie [[32 en fonction de la taille des réseaux. Cette répartition
nous permet de donner des conclusions sur I’évolution de la robustesse des réseaux
aux modes d’itération, lorsque le nombre d’éléments qu’ils comportent augmente.
Nous étudions ensuite le nombre moyen d’attracteurs, ainsi que la taille moyenne
des cycles limites observés pour les RABS.

3.1.1 Classes de comportement dynamique

Nous avons décrit, dans la partie [[32 4 classes de comportement dyna-
mique pour les réseaux d’automates. Chaque réseau d’automates appartient &
I'une de ces classes. Elles sont définies en fonction des attracteurs des réseaux
et des modes d’itération avec lesquels les réseaux sont itérés. Nous pouvons or-
donner ces 4 comportements dynamiques types, dans le cadre de la robustesse
des réseaux face & un changement de mode d’itération. En effet, nous avons déja
expliqué que toute fonction assurée par un réseau de régulation était décrite
par un attracteur du réseau d’automates qui le modélise. Si les attracteurs du
RABS modéle sont modifiés avec un changement de mode d’itération, alors, cela
signifie qu’un changement de synchronisme dans ’expression génétique entraine
une modification de la fonction du réseau. De ce point de vue, les réseaux de la
classe de comportement F%, qui admettent uniquement des points fixes quel que
soit le mode d’itération avec lequel ils sont itérés, sont donc les réseaux les plus
robustes. Nous rappelons en effet que les points fixes d’un réseau d’automates
ne dépendent pas du mode d’itération. A 'opposé, les réseaux de la classe Ev
sont considérés comme étant les plus sensibles aux modes d’itération. Pour ces
réseaux, on voit apparaitre et disparaitre des cycles limites en fonction du mode
d’itération choisi.

Il nous semble donc tout a fait pertinent d’étudier la répartition des RABS
dans chacune des 4 classes de comportement dynamique. S’il s’avére qu’une
grande majorité des RABS se trouve dans la classe Fi, alors la grande majo-
rité des RABS est robuste & une perturbation de la fagon d’itérer. En revanche,
si les classes de comportement les moins robustes, comme FEw, se trouvent étre
les plus représentées, alors ’étude de la robustesse des réseaux a un changement
de mode d’itération prend tout son sens.

Afin d’étudier cette répartition des RABS dans les classes de comportement
dynamique, nous avons simulé de facon exhaustive I’ensemble de tous les réseaux
ayant 3 éléments ou moins. Le nombre de réseaux correspondant & chaque type
de comportement est donné dans le tableau Bl

Pour les réseaux de taille supérieure ou égale & 4, nous avons simulé la dyna-
mique d’un échantillon de la population totale. Cet échantillon est obtenu par la
méthode décrite dans la partie 24 Nous avons simulé la dynamique compléte de
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TAB. 3.1 — Nombre de RABS a n éléments pour chacune des 4 classes de com-
portement dynamique, pour 1 <n < 3.

‘ n H Cy ‘ Fi ‘ Mi ‘ Ev H Total ‘
1 1 3 0 0 4
2 34 54 8 9 105
3 || 71940 | 59245 | 22836 | 34947 || 188968

10® RABS de taille 4, 107 RABS de taille 5 et de taille 6, et enfin, 1,5x 10 RABS
de taille 7. Ces nombres peuvent paraitre dérisoires face au nombre total de ré-
seaux pour chacune des tailles. Cependant, nous avons observé que si I’on simule,
par exemple, 2 échantillons indépendants de 108 RABS de taille 4 pour estimer
la proportion de réseaux correspondant & la classe Cy, alors les 2 intervalles de
confiance obtenus sont quasiment identiques, la différence étant inférieure a la
précision des estimations données dans ce document. On admettra donc que ces
échantillons sont représentatifs de la population totale. Remarquons enfin que le
nombre de réseaux simulés diminue avec la taille de ceux-ci alors qu’a l'inverse,
les populations sont de plus en plus grandes. Nous rappelons que le nombre de
configurations et donc de transitions & calculer, tout comme le nombre de modes
d’itération croit de facon exponentielle avec la taille des réseaux. Les simulations
sont de plus en plus cotiteuses en temps d’exécution, & mesure que la taille des
réseaux simulés augmente. A titre d’exemple, nous observons que la simulation
compléte d’un réseau de taille 7 est environ 30 fois plus longue que la simulation
d’un réseau de taille 6, dans les mémes conditions de simulation (méme machine).

TaB. 3.2 — Proportion de chacune des 4 classes de comportement dynamique
dans la population de RABS & n éléments, pour 1 <n < 7.

in]| Cy(en%) | Fi(en%) | Mi(en%) | Ev(en %) |

1 25,00 75,00 0,00 0,00
2 32,38 51,43 7,62 8,57
3 38,07 31,35 12,08 18,49
4 ][ 41,52£0,01 | 15,79 £ 0,01 | 13,80 £ 0,01 | 28,88 £ 0, 01
5[ 43,94 +£0,03 | 5,94+0,01 | 14,17 +0,02 | 35,95 + 0,03
6 || 45,75 +£0,03 | 1,52+0,01 | 13,66 +0,02 | 39,07 + 0,03
7 | 47,14 £0,08 | 0,25 +£0,08 | 12,66 £ 0,05 | 39,95 + 0, 08

Le tableau donne la proportion de chacune des 4 classes de comportement
dynamique dans la population de RABS a n éléments, pour 1 < n < 7. Cette
proportion est exacte pour n < 3 et estimée pour 4 < n < 7. La figure BTl reprend
les valeurs du tableau et les présente graphiquement, afin de mieux visualiser
I’évolution de la proportion de chaque classe de comportement, en fonction de la
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F1G. 3.1 — Evolution de la proportion des 4 classes de comportement dynamique
dans la population de RABS a n éléments, en fonction de n.

taille des réseaux. Les intervalles de confiance ne sont pas représentés, leur taille
les rendant invisibles a I’échelle & laquelle la figure est tracée.

On constate, & partir de ce tableau et de cette figure, que la robustesse des
réseaux face a4 une perturbation de leur mode d’itération diminue avec la taille.
En effet, la classe que nous considérons comme étant la plus robuste, F% est de
moins en moins représentée. Pour des réseaux de taille 7, on peut méme affirmer
que la probabilité pour qu'un RABS, tiré au hasard dans la population, n’admette
aucun cycle limite, quel que soit le mode d’itération avec lequel il est itéré, est
quasi-nulle. A 'inverse, la proportion de la classe Cy et, surtout, de la classe Ev
augmente avec la taille des réseaux. Pour les réseaux de taille 7, ces 2 classes de
comportement représentent plus de 85% de la totalité des RABS. La classe Ev
contient pratiquement 40% des RABS a 7 éléments. Ainsi, pour les réseaux de
taille 7, le comportement dynamique est trés fortement lié aux modes d’itération,
il y est trés sensible. Remarquons que la proportion de la classe Mi reste de l'ordre
de 10 & 15%, lorsque la taille des réseaux passe de 3 a 7 éléments.

Enfin, on voit que les courbes tracées sur la figure Bl indiquent une évolution
de la proportion de chaque classe dans un unique sens : soit cette proportion
augmente avec la taille des réseaux, soit elle décroit (pour la classe F7). Seule la
proportion de la classe Mi semble lentement décroitre a partir de n = 5, aprés
avoir augmenté depuis n = 1. De plus, on remarque que ces courbes ont tendance
a g’infléchir. On peut donc faire 'hypothése que la proportion de chaque classe
de comportement se stabilise a partir d’un certain nombre d’éléments pour les
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RABS. D’aprés ce que 'on observe pour les réseaux de taille inférieure ou égale
A 7, on peut supposer que, pour les RABS de taille supérieure, la proportion de
réseaux n’admettant aucun cycle limite, quel que soit le mode d’itération, est si
faible que 'on peut la considérer comme nulle. Nous reviendrons sur ce point
dans le paragraphe suivant. Nous pouvons également émettre I’hypothése que les
classes Cy et Ev sont toujours trés représentées pour les RABS de taille supérieure
a 7, et que leur pourcentage semble converger vers une valeur asymptotique (en
n, taille des RABS), en particulier la classe Ev, dont l’évolution semble étre
sigmoidale. La classe Mi nous pose en revanche un probléme. Nous ne pouvons
émettre aucune hypotheése concernant I’évolution de la proportion de cette classe :
continue-t-elle & décroitre jusqu’a atteindre une proportion quasi-nulle comme
pour la classe Fi, ou bien se stabilise-t-elle autour de 10%, par exemple ?

Réseau de taille n = ny + no

Sous-réseau 1, de taille n; Sous-réseau 2, de taille ny

FiG. 3.2 — Décomposition d’'un réseau de taille n en 2 sous-réseaux de tailles
respectives nq et no, chacun constituant une composante fortement connexe, la
premiére composante étant un élément source pour la seconde.

Nous avons affirmé que la proportion de RABS appartenant a la classe de
comportement F7 pouvait étre considérée comme nulle pour des tailles de réseaux
supérieures a 7. Cette proportion n’est pas nulle & strictement parler puisque,
parmi la population de RABS & n éléments, on peut trouver des RABS dont
le graphe d’interaction est par exemple tel que sur la figure Ce graphe est
divisé en 2 composantes fortement connexes, représentant chacune un RABS de
taille inférieure strictement a n. Ces 2 sous-réseaux peuvent étre des réseaux de la
classe Fi et étre tels que pour chacun des points fixes atteints par le sous-réseau
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1, I’état de I’élément ¢; du sous-réseau 1, en interface avec le sous-réseau 2, est 0.
Dans ce cas, au niveau des attracteurs, 1’élément 47 n’a aucun effet sur I’élément
19 du sous-réseau 2. Ainsi, les attracteurs du sous-réseau 1 n’ont aucune influence
sur les attracteurs du sous-réseau 2. Dans un tel cas, le réseau total est alors de
la classe Fi. Le nombre de cas semblables & celui-ci est cependant extrémement
rare, puisque nous avons vu, dans la partie Z3], que la trés grande majorité des
RABS de grande taille avaient des graphes d’interaction complets.

Nous observons une baisse de la robustesse moyenne des RABS avec une aug-
mentation de leur taille. Nous nous intéressons aux RABS dans le cadre de la
modélisation de réseaux de régulation biologique. Pour ces réseaux, une baisse
de la robustesse signifie donc une perte de fonctionnalité. Nous avons vu pré-
cédemment que la connectivité moyenne des graphes d’interaction des RABS
augmentait avec la taille de ceux-ci. Ainsi, en simulant des réseaux de taille de
plus en plus importante, on simule dans le méme temps des réseaux de connecti-
vité de plus en plus importante. Or, pour les réseaux de régulation biologique, on
observe une connectivité moyenne faible, quelle que soit la taille du réseau. On
peut donc s’interroger légitimement sur I'importance relative de la connectivité
des RABS vis-a-vis de la perte de robustesse de ces derniers.

Pour réponde & ces interrogations, nous avons travaillé sur des RABS de
connectivité relativement faible. Pour cela, on construit les RABS & n éléments,
non plus & partir des fonctions booléennes a seuil & n arguments, mais & partir
des fonctions booléennes & seuil & &k < n arguments. Ainsi, chaque élément du
réseau ne peut étre régulé que par un nombre maximum k d’éléments du méme
réseau. La connectivité des RABS ainsi construits est donc au maximum de k.
Nous avons réalisé 2 séries de simulations. La premiére série concerne des RABS
de taille n = 6 fixée, que ’on construit a partir des fonctions booléennes a seuil
a k arguments, avec 3 < k < 5. La deuxiéme série de simulations concerne des
RABS de taille n, avec 4 < n < 7, construits & partir des fonctions booléennes
a seuil & k£ = 3 arguments. Pour les 2 séries de simulations, on s’assure que les
réseaux des échantillons testés sont tous connexes (le graphe non orienté, sous-
jacent au graphe d’interaction du réseau est connexe). En effet, dans le cadre
de la modélisation de réseaux de régulation génétique, un réseau est toujours
connexe, sinon, on considére qu’il s’agit de 2 réseaux. Ce probléme de connexité
ne se pose pas, lorsque I'on construit les RABS de taille n a partir de fonctions
booléennes a seuil & n arguments. Nous avons vu, en effet, que, dans ce cas, la
connectivité était de l'ordre de n et que 'on avait donc des graphes d’interaction
quasi-complets. En revanche, en diminuant le nombre d’arguments des fonctions
booléennes & seuil, on diminue le nombre de voisins qui régulent chacun des éle-
ments du réseau. On peut alors se poser le probléme de connexité du réseau.

Afin de réaliser les simulations sur les RABS a n éléments, construits a partir

des fonctions booléennes a k arguments, k < n, il nous faut connaitre la structure
de la population de ces RABS. Cette structure nous est nécessaire pour assurer
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que 'échantillon de réseaux sur lesquels les simulations seront effectuées est bien
représentatif de la population. Dans le cas n < 5, on peut utiliser la formule
de Burnside pour déterminer la structure exacte de la population de RABS 4 n
éléments. Dans le cas n > 6, nous ne pouvons pas réaliser le calcul de la structure
exacte par la formule de Burnside. Ce calcul s’avére étre trop long. Nous avons vu
dans la partie que l'on pouvait définir aisément la structure de 2 populations
de RABS a n éléments, appelées populations minorante et majorante. La popu-
lation minorante nous donne un minorant du nombre de RABS a n éléments,
que nous avions noté Mino,. La population majorante fournit un majorant de
ce nombre, que nous avions noté Majo,. On note ici mF (resp. M¥) le nombre
de RABS contenus dans la population minorante (resp. majorante), lorsque I'on
construit les RABS & n > 6 éléments & partir de parties génératrices des classes
d’équivalence des fonctions booléennes a seuil & k < n arguments (Mino,, = mJ
et Majo, = M]").

n

TAB. 3.3 — Minorant (mf) et majorant (M) du nombre de RABS a 6 éléments
construits & partir de fonctions booléennes & seuil & k arguments, pour 3 < k < 6.

mg M§
1,02 x 10%6 | 3,86 x 10'°
2,71 x 10?3 | 3,51 x 10%3
3,44 x 103 | 3,53 x 103!
1,60 x 1040 | 1,60 x 1040

S O s W

Le tableau B3l donne le nombre de RABS & n = 6 éléments, construits & partir
de fonctions booléennes & 3 < k£ < 6 arguments pour la population minorante
(mg) et pour la population majorante (MEF). Alors que le nombre de RABS 4 6
éléments construits & partir des fonctions booléennes a seuil a k¥ = 6 arguments
est quasiment identique entre la population minorante et la population majorante
(ce que nous avions remarqué dans la partie[Z3]), ce n’est pas le cas pour les RABS
construits & partir de fonctions a k£ < 6 arguments. On ne peut donc plus supposer
que ces populations sont quasiment identiques. Ainsi, nous ne pouvons plus nous
contenter de réaliser les simulations & partir de la population majorante. Pour
3 < k <5, les simulations sont faites sur les réseaux de la population minorante et
sur les réseaux de la population majorante. Si les résultats observés sont trés peu
différents entre ces 2 populations, alors on peut supposer qu’ils sont également
valables pour la population exacte de tous les RABS non équivalents (il faudrait
que la population de RABS soit vraiment trés particuliére pour que ce ne soit
pas le cas). Pour cette série de simulations, quelle que soit la valeur de k, la taille
de ’échantillon est 10°. Le tableau B4l donne la proportion de chaque classe de
comportement dynamique dans la population des RABS & 6 éléments, construits
a partir de fonctions booléennes & 3 < k£ < 5 arguments, pour la population
minorante (ligne m) et pour la population majorante (ligne M). Nous rappelons
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également la proportion de chaque classe pour & = 6 en derniére ligne du tableau.

TAB. 3.4 — Proportion de chacune des 4 classes de comportement dynamique dans
la population des RABS & 6 éléments, construits & partir de fonctions booléennes
a 3 < k < 6 arguments (la ligne m correspond a la population minorante, la ligne
M & la population majorante).

| k | Cy(en%) | Fi(en%) | Mi(en%) | Ev(en%) |
o m [[44,07£0,31 [ 11,75 40,20 [ 13,754 0,21 | 30,43 £0,29
M |[43,58 £0,31 | 11,41 4+0,20 | 13,92 £0,21 [ 31,09 + 0,29
, M [[43,2040,31 ] 9,99£0,19 | 14,1340,22 ] 32,67 £0,29
M [[42,95+0,31 | 10,05 +0,19 | 13,91 £0,21 [ 33,09 + 0,29
- m [44,22+0,31 [ 4,58 +0,13 [ 14,5440,22 | 36,67 £ 0,30
M [[44,20 +£0,31 | 4,724+0,13 | 14,18 £0,22 [ 36,81 +0,30
| 6 [[45,75+0,03 [ 1,52+0,01 | 13,66 40,02 | 39,07 £ 0,03

On constate que les résultats pour les populations majorantes et minorantes
sont trés proches, quel que soit le nombre d’arguments k des fonctions boo-
léennes & seuil utilisées. On considére donc que ces résultats sont valables pour
la population exacte de tous les RABS non équivalents. La figure présente
graphiquement l’évolution de la proportion de chaque classe de comportement
dynamique, en fonction du nombre d’arguments k£ des fonctions booléennes &
seuil utilisées pour construire les RABS a 6 éléments. Pour 3 < k < 5, la valeur
utilisée est celle correspondant a la population majorante.

D’aprés le tableau B4l et la figure B3, pour un nombre n d’éléments donné
(ici n = 6), 'augmentation de la connectivité a pour effet de faire diminuer la
robustesse moyenne des réseaux. En effet, on remarque que la proportion de la
classe de comportement F% baisse lorsque le nombre d’arguments &k des fonctions
booléennes & seuil utilisées pour construire les réseaux augmente. A I'opposé, la
proportion des classes Cy, et surtout Ev augmente avec la connectivité. Toujours
en considérant que la classe Fi est la classe des réseaux les plus robustes, et FEuv,
celle des réseaux les plus sensibles aux changements de mode d’itération, on en
déduit que la robustesse moyenne des RABS & 6 éléments, diminue lorsque la
connectivité augmente. Ici encore, la proportion de la classe Mi semble commen-
cer & décroitre pour k > 5.

En fixant la taille des réseaux et en faisant évoluer leur connectivité, on re-
trouve les comportements observés précédemment : 'augmentation de la connec-
tivité a tendance a faire diminuer la robustesse des réseaux aux perturbations
des modes d’itération.

Dans une deuxiéme série de simulations, nous étudions le réle de la connec-

tivité et de la taille des RABS sur leur robustesse, en fixant le nombre d’argu-
ments des fonctions booléennes & seuil. A partir des fonctions booléennes a seuil
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FiG. 3.3 — Evolution de la proportion des 4 classes de comportement dynamique
dans la population de RABS a 6 éléments construits & partir de fonctions a seuil
a k arguments, en fonction de k.

a k = 3 arguments, nous construisons des RABS a n éléments, n variant de 4 a
7. Ces fonctions & 3 arguments nous permettent de construire des réseaux dont
la connectivité est de 'ordre de 3 : pour les RABS de taille 3, la connectivité
moyenne est de 2,60, comme indiqué dans le tableau EZ6l; pour les RABS de
taille 7, construits & partir des fonctions booléennes a seuil & 3 arguments, la
connectivité moyenne est de 3,00. Ces valeurs sont proches de celles observées
pour les réseaux de régulation génétique, qui sont comprises entre % et 3 45l 48].
Comme pour la série de simulations précédentes, nous devons connaitre la struc-
ture de la population des RABS pour en construire un échantillon représentatif.
Ici encore, pour 4 < n < 5, on peut déterminer cette structure de population
a partir de la formule de Burnside, et pour 6 < n < 7, nous utilisons les popu-
lations minorante et majorante. Le tableau présente le nombre de RABS a
n éléments, construits & partir des fonctions booléennes & seuil a 3 arguments :
pour 3 < n < 5, le nombre exact, noté N2, est donné, et pour 6 < n < 7, un
minorant, m3, et un majorant, M2, de ce nombre sont donnés.

On remarque que, pour 6 < n < 7, le nombre de RABS & n éléments,
construits a partir des fonctions booléennes a 3 arguments, est trés différent
entre les populations minorante et majorante. Comme pour la précédente série
de simulations, nous devons donc réaliser un échantillon & partir de la popula-
tion minorante, et un échantillon & partir de la population majorante, pour les
RABS de taille supérieure ou égale & 6. Si les résultats obtenus a partir de ces 2
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TaAB. 3.5 — N2, nombre de RABS a n éléments construits a partir de fonctions

booléennes a seuil & k = 3 arguments, pour 3 <n < 5; pour 6 <n <7, on donne

un minorant (mJ) et un majorant (M2) de ce nombre.

n m3 N3 M3

3 - 188 968 -

4 - 5,97 x 108 -

5 - 2,94 x 102 -

6 | 1,02 x 106 - 3,86 x 1016
717,28 x 10" - 4,71 x 10%0

échantillons sont proches, alors on considére qu’ils sont valables également pour
la population exacte. Les simulations sont effectuées sur des échantillons de 10°
RABS. Le tableau donne la proportion de chaque classe de comportement
dynamique dans la population de RABS a n éléments, construits a partir des
fonction booléennes a seuil a 3 arguments, pour 3 < n < 5. Pour les cas n = 6
et n = 7, les proportions sont données pour la population minorante (ligne m)
et pour la population majorante (ligne M). La premiére ligne du tableau, qui
correspond a n = 3, donne les proportions exactes.

TAB. 3.6 — Proportion de chacune des 4 classes de comportement dynamique dans
la population des RABS & 3 < n < 7 éléments, construits a partir de fonctions
booléennes & k = 3 arguments (la ligne m correspond a la population minorante,
la ligne M & la population majorante).

| n || Cy(en%) | Fi(en%) | Mi(en%) | Ev(en%) |

3 38,07 31,35 12,08 18,49

4 |/ 40,66+0,10 | 21,64 £ 0,08 | 12,94 £ 0,07 | 24,76 = 0,08

) 42,36 £ 0,10 | 15,60 £0,07 | 13,48 £0,07 | 28,56 + 0,09
m || 44,07 £ 0,31 | 11,75 £0,20 | 13,75 £ 0,21 | 30,43 £ 0,29
M | 43,58 £ 0,31 | 11,41 4+0,20 | 13,92+£0,21 | 31,09 + 0,29
m || 42,47£0,31 | 17,66 £0,24 | 12,09 £0,20 | 27,78 0,28
M | 41,95+ 0,31 | 17,70 +£0,24 | 12,32+ 0,21 | 28,03 + 0,28

Comme pour la série de simulations précédente, on constate que, pour 6 <
n < 7, les résultats obtenus pour les populations minorante et majorante sont trés
proches. On peut donc considérer que ces résultats sont également valables pour
la population exacte de tous les RABS non équivalents. La figure Bl présente
graphiquement 1’évolution de la proportion de chaque classe de comportement
dynamique, en fonction de la taille n des RABS construits a partir des fonctions
booléennes & seuil & 3 arguments. Pour 6 < n < 7, la valeur utilisée pour le
graphique correspond & celle de la population majorante.
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F1G. 3.4 — Evolution de la proportion des 4 classes de comportement dynamique
dans la population de RABS & n éléments construits a partir de fonctions boo-
léennes a seuil & k£ = 3 arguments, en fonction de n.

D’aprés le tableau et la figure B4l on constate que, pour une connectivité
donnée (les réseaux simulés sont a peu preés tous de méme connectivité, quelle que
soit leur taille), 'augmentation de la taille des RABS a tendance a faire diminuer
la robustesse de ceux-ci. On retrouve, comme dans les simulations précédentes,
une décroissance de la proportion de la classe Fi%, associée & une croissance de
la proportion des classes Cy et Ev. Cependant, ce phénoméne n’est observé que
pour les réseaux de taille inférieure ou égale & 6. Entre les RABS de taille 6 et 7,
on observe, au contraire, que la proportion de la classe F croit, alors que celle des
autres classes de comportement décroit (logiquement, la somme des proportions
étant toujours égale a 1). La proportion de la classe Fi pour les RABS de taille 7
est méme supérieure a celle pour les RABS de taille 5. On remarque, par ailleurs,
que les proportions des classes de comportement dynamique F% et Ev semblent
étre lices : pour les tailles inférieures a 6, la proportion de la classe Ev semble
d’autant plus croitre avec le nombre d’éléments des RABS que la proportion de
la classe Fi décroit; entre n = 6 et n = 7, la proportion de F4 croit fortement,
et la classe Ev est la classe dont la proportion connait la plus forte baisse. Nous
pouvions déja observer ce phénomeéne & propos des simulations précédentes. Les
classes Fi et Ev sont celles dont les proportions évoluent le plus fortement avec
des changement de taille de réseaux ou de connectivité. Lorsque la proportion de
I'une augmente, celle de I'autre diminue.

Nous avons vu, dans le paragraphe précédent, qu'entre des RABS & 6 élé-
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Fia. 3.5 — Graphe d’interaction d'un RABS a 7 éléments, construit a partir de
fonctions booléennes & seuil & 3 arguments, et appartenant a la classe Fi.

ments, de connectivité égale 4 3 et des RABS a 7 éléments, de méme connecti-
vité, la proportion de la classe F% augmentait. En cela, nous pouvons dire que la
robustesse moyenne (toujours aux changement de modes d’itération) des RABS
a 7 éléments est plus importante que celle des RABS & 6 éléments, lorsque la
connectivité est faible. Nous allons tenter de donner une explication de ce phéno-
méne qui nous parait plausible, & I'aide d’un exemple. Le RABS dont le graphe
d’interaction est présenté figure est un RABS & 7 éléments, construit a partir
des fonctions booléennes a 3 arguments. Chacun de ses éléments, représenté par
un noeud du graphe est en effet régulé par, au plus, 3 autres éléments. La ma-
trice d’interaction W et le vecteur seuil 8 qui définissent ce réseau sont donnés
ci-aprés :

1 -1 00 0 O O -1
-1 0 1.0 0 0 O 0
1 -1 01 0 0 O 0
W = 0 0 01 0 0 O 0= 0
0 0 01 0 0 -1 -1
0 0 00 -1 1 -1 0
0 0 00 1 1 1 1

C’est un réseau de la classe Fi, puisque, quel que soit le mode d’itération
utilisé, il admet uniquement 2 points fixes qui sont 1010100 et 1011101. On peut
remarquer, & partir du graphe ou de la matrice d’'interaction, que ce RABS est
constitué de 2 sous-réseaux, que nous appellerons modules. Le premier module
regroupe les éléments 1, 2 et 3, alors que le second module regroupe les éléments
5, 6 et 7. Pris séparément, ces 2 modules sont 2 RABS de taille 3. Les 2 appar-
tiennent a la classe Fi. Ainsi, le RABS a 7 éléments est constitué de 2 modules
qui peuvent évoluer de facon indépendante, en fonction de la valeur de ’élément
qui les relie. Une telle configuration ne peut étre trouvée parmi les RABS de
taille inférieure a 7. En effet, si le nombre d’éléments était ici de 6, c’est-a-dire si
I’'élément 4 n’existait pas dans le réseau, alors, pour avoir un réseau connexe, les
2 modules seraient liés au moyen d’une interaction entre un noeud d’un module
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et un noeud de 'autre. Les 2 modules ne pourraient donc plus évoluer indépen-
damment, et selon le type d’interaction, on pourrait observer des cycles limites.
Dans les réseaux de taille 7, on peut associer de diverses maniéres des modules de
taille 3, qui évoluent de facon indépendante selon leur propre dynamique. Parmi
les réseaux de taille 3, un peu moins du tiers sont des réseaux de la classe Fi.
En construisant les réseaux de taille 7 & partir de ces modules, on obtient sous
certaines conditions des réseaux de la classe Fi également.

Nous pensons que c’est cette possibilité de construire des RABS de taille 7
a partir de modules indépendants de taille 3 (voire moins), induite par le fait
de conserver une connectivité faible, qui permet d’expliquer que la proportion
de la classe Fi est plus élevée pour les RABS de taille 7 que pour les RABS
de taille 6. Cet exemple illustre le fait que les réseaux de régulation génétique
sont constitués de modules ou motifs qui sont reliés entre eux par des noeuds
intermédiaires. Cette configuration en modules permettrait aux réseaux de taille
suffisamment grande de présenter une plus forte robustesse aux changements de
mode d’itération.

L’ensemble des simulations présentées montre que 1’accroissement de la taille
des RABS s’accompagne d’une baisse de la robustesse moyenne de ces réseaux aux
modes d’itération. Cette diminution de la robustesse s’explique notamment par
une connectivité des réseaux qui augmente linéairement avec leur taille. Si I'on
fixe la connectivité & une valeur faible, a partir d’'une certaine taille, les réseaux
semblent présenter une plus forte robustesse. Nous avons vu que les réseaux
pour lesquels on observe des cycles limites, étaient trés représentés, et que leur
proportion augmente avec la taille des réseaux. Nous allons présenter quelques
statistiques concernant ces cycles limites, et plus généralement, les attracteurs
des réseaux.

3.1.2 Attracteurs

Une premiére série de simulations concerne le nombre moyen de points fixes,
de cycles limites et d’attracteurs par réseau et par mode d’itération. Le nombre
d’attracteurs est égal & la somme du nombre de points fixes et du nombre de cycles
limites. Nous calculons ce nombre moyen pour des RABS de taille 3 < n < 6,
construits & partir de fonction booléennes & seuil & k = n arguments. Pour chaque
taille de RABS supérieure a 3, I'échantillon étudié comporte 10° réseaux. Pour
les réseaux de taille 3, les nombres d’attracteurs sont calculés sur la population
totale. Le tableau B présente, pour chaque taille de réseau, le nombre moyens de
points fixes (ligne "Pts Fixes"), de cycles limites (ligne "Cycle") et d’attracteurs
(ligne "Attract") par réseau et par mode d’itération, en fonction de la classe de
comportement dynamique, et pour I’ensemble des réseaux (colonne "Total").

On constate tout d’abord que le nombre moyen d’attracteurs des réseaux de
la classe Mi est toujours supérieur a 2. Ceci vient de la définition méme de la
classe Mi qui regroupe tous les réseaux pour lesquels on observe un cycle limite
et un point fixe pour tous les modes d’itération. On constate également que le
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TAB. 3.7 - Nombre moyen de points fixes (Pts Fixes), de cycles limites (Cycles)
et d’attracteurs (Attract.) par réseau et par mode d’itération, en fonction de la
classe de comportement dynamique, pour les RABS & n éléments, avec 3 < n < 6.

‘ n H Cy ‘ Fi ‘ Mi ‘ Ev ‘ Total ‘
Pts Fixes 0 193119136 | 1,00
3 Cycles L15| 0 |1,07]0,33| 0,63
Attract. 1,151 1,93 | 2,26 | 1,69 | 1,63

Pts Fixes | 0 ] 2,30 | 1,35 ] 1,56 | 1,00
4 “Cycles 125] 0 |1,17]0,37] 0,80
Attract. || 1,25 | 2,20 | 2,52 | 1,93 | 1,79
Pts Fixes | 0 | 2,80 ] 1,49 | 1,73 | 1,00
5 Cycles 1,36 | 0 |1,30 045 0,94
Attract. | 1,36 | 2,80 | 2,79 | 2,18 | 1,04
Pts Fixes || 0 | 3,49 1,63 ] 1,86 ] 1,00
6 Cycles 147 0 [1,45]0,57 ] 1,00
Attract. || 1,47 | 3,49 | 3,08 | 2,43 | 2,00

nombre moyen de cycles limites des réseaux de la classe Fuv est inférieur & 1. Ceci
s’explique par le fait que ce nombre est le nombre moyen de cycles limites par
réseau et par mode d’itération. Or les réseaux de la classe Ev sont caractérisés
par le fait de n’avoir des cycles limites que pour certains modes d’itération.
D’un point de vue plus général, on constate que le nombre moyen de points
fixes pour les réseaux ayant des points fixes est bien plus élevé que le nombre
moyen de cycles limites pour les réseaux ayant des cycles limites. Le nombre
moyen de points fixes pour les réseaux de la classe Fi croit méme plus rapidement
que le nombre moyen de cycles limites pour les réseaux de la classe Cy, avec la
taille des réseaux. Mais si ’on regarde sur I’ensemble de la population, alors le
nombre moyen de points fixes par réseau et par mode d’itération ne croit pas avec
la taille des réseaux, alors que le nombre moyen de cycles limites croit, jusqu’a
dépasser le nombre moyen de points fixes pour les RABS de taille 6. Ceci est
da au fait que la proportion de réseaux ayant des cycles limites (les réseaux des
classes Cy, Mi et Ev) augmente avec la taille des réseaux, alors que celle des
réseaux ayant des points fixes (les réseaux des classes Fi, Mi et Ev) diminue :
on passe de 68,5% des réseaux de taille 3 avec au moins un cycle limite pour un
mode d’itération, a 98,5% des réseaux de taille 6 ; pour les points fixes, on passe
de 61,9% a 52,9%. Le phénomeéne est encore accentué par le fait que la classe
pour laquelle il y a le plus de points fixes en moyenne par réseau, est la classe
Fi, dont la proportion tend vers 0 lorsque la taille des réseaux augmente. Ainsi,
en tirant au sort un réseau dans la population des RABS de taille 6, et en tirant
ensuite au sort un mode d’itération, le nombre moyen de cycles limites observés
lorsque l'on itére le réseau sera plus élevé que le nombre moyen de points fixes.
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Il faut tout de méme noter qu’il est étonnant et intéressant de constater que le
nombre moyen de points fixes par réseau, pour l’ensemble de la population des
RABS, est constant en fonction de la taille des réseaux. Nous notons, d’aprés
nos simulations, une trés faible croissance de ce nombre moyen de points fixes
par réseau, avec 'augmentation de la taille des réseaux : 'augmentation est de
I'ordre de 4 x 1072 entre les tailles 3 et 6. Cette croissance est trop faible pour
que nous puissions étre absolument certains qu’elle n’est pas uniquement due a
I’échantillonnage.

Enfin, concernant le nombre moyen d’attracteurs par réseau et par mode
d’itération dans la population globale, les résultats obtenus sont un peu plus
faibles que ceux obtenus pour les réseaux booléens aléatoires de Kauffman de
petite taille, par Gershenson dans [88]. Par exemple, pour des réseaux booléens
aléatoires de taille 5, construits & partir de fonctions booléennes & 5 arguments,
Gershenson trouve un nombre moyen d’attracteurs par réseau et par mode d’ité-
ration compris en 2,25 et 2,5, selon la classe de réseaux étudiée. Ici, nous trouvons
un nombre moyen d’attracteurs par réseau et par mode d’itération de 1,94. Nous
supposons que l'on peut expliquer cette différence par le type de fonctions de
transition locale utilisées pour construire les réseaux : booléennes dans le cas des
réseaux de Kauffman, et booléennes a seuil dans notre cas. Enfin, on observe que
le nombre moyen d’attracteurs pour des RABS de taille n est de 'ordre de /n,
pour 3 < n < 6. Ceci est en contradiction avec les résultats récents concernant les
réseaux booléens aléatoires [54] b3, b6l 57], qui montrent que le nombre de cycles
limites croit plus fortement que la taille des réseaux. Ces résultats sont cependant
valables pour des réseaux de grande taille (> 10). Dans notre cas, la taille des
RARBS est trop faible pour conclure sur le fait que la croissance du nombre moyen
d’attracteurs est de type linéaire ou si ce nombre est en O(y/n) (cf. également
[53] pour un résultat concernant cette approximation asymptotique dans le cas
des RABS).

Les RABS a n éléments semblent avoir moins d’attracteurs que les réseaux
d’automates booléens généraux a n éléments. Le nombre moyen de cycles limites
par réseau et par mode d’itération est plus faible pour les petites tailles que le
nombre moyen de points fixes. A partir de n = 6, les cycles limites sont plus
nombreux du fait que la proportion de réseaux avec cycles limites est bien plus
importante que la proportion de réseaux avec points fixes.

Dans une deuxiéme série de simulations, nous nous sommes intéressés a la
taille moyenne des cycles limites observés. Pour ces simulations, nous n’avons
pas pris en compte les réseaux de la classe Fi, puisqu’ils n’ont pas de cycle limite.
Les échantillons sont encore de taille 10° pour les réseaux de taille 4 & 6. Pour les
réseaux de taille 3, les longueurs moyennes des cycles limites correspondent aux
longueurs observées sur ’ensemble de la population. Le tableau présente la
longueur moyenne des cycles limites, pour les RABS de taille 3 & 6, en fonction
de la classe de comportement dynamique, et pour ’ensemble des réseaux avec
cycles limites (colonne "Total")

On constate tout d’abord que, quelle que soit la taille des réseaux, les réseaux
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TAB. 3.8 — Longueur moyenne des cycles limites pour les RABS de taille 3 < n <
6, en fonction de la classe de comportement dynamique.

‘ Cy ‘ Mi ‘ Ev ‘ Total ‘
2,23 12,06 | 2,11 | 2,17
2,321 2,10 | 2,22 | 2,25
241 2,13 | 2,34 | 2,34
2,51 | 2,16 | 2,46 | 2,44

oo x|l 3

de la classe Cy ont en moyenne des cycles plus longs que ceux de la classe Ew,
et que ceux de la classe Mi. D’aprés le tableau Bl ces cycles plus longs sont
également en moyenne plus nombreux pour les réseaux de la classe Cy que pour
ceux de la classe Mi. Enfin, la longueur moyenne des cycles limites des réseaux
de la classe Mi augmente faiblement avec la taille des réseaux.

D’un point de vue général, on remarque que la longueur moyenne des cycles
limites reste assez faible, méme pour des RABS de taille 6. Les cycles limites de
longueur 2 sont majoritaires pour toutes les tailles de réseau entre 3 et 6. Ce ré-
sultat concorde avec les résultats obtenus par Samuelsson et Troein [53], pour les
réseaux booléens aléatoires. En revanche, la longueur moyenne des cycles limites
observées est plus faible pour les RABS que pour les réseaux booléens aléatoires :
nous observons une longueur moyenne de 2,44 pour les RABS & 6 éléments, alors
que 'on peut estimer que la longueur moyenne des cycles observés pour les ré-
seaux booléens aléatoires & 6 éléments est de I'ordre de 2,7-2,8, toujours d’apreés
b5

Nos simulations montrent que les RABS ont un nombre moyen d’attracteurs
qui augmente assez faiblement avec la taille des réseaux. La longueur moyenne
des cycles limites des RABS évolue également assez lentement avec la taille des
réseaux. Ces 2 points différencient les RABS des réseaux booléens aléatoires,
pour lesquels le nombre moyen d’attracteurs, tout comme la longueur moyenne
des cycles limites, sont plus importants (pour une méme taille de réseau) et
augmentent plus fortement.

3.2 Etude de la classe de comportement Ev

Dans la partie précédente, nous avons montré que, lorsque la taille des RABS
augmentait, ceux-ci devenaient plus sensibles & un changement de mode d’ité-
ration. Nous avons notamment observé que la classe de comportement Fv était
de plus en plus représentée parmi les RABS. Cette classe est trés particuliére,
puisqu’elle regroupe les réseaux dont le comportement dynamique est le plus va-
riable en fonction des modes d’itération. On observe 'apparition et la disparition
de cycles limites en modifiant le synchronisme des éléments du réseaux. Afin de
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mieux comprendre ce phénomeéne, nous définissons une relation d’ordre pour I'en-
semble des modes d’itération blocs-séquentiels et, au moyen de simulations, nous
étudions le lien entre cette relation d’ordre et les cycles limites des RABS de la
classe Ew.

Dans la partie [L3Jl nous avons montré que ’on pouvait associer tout mode
d’itération blocs-séquentiel pour un réseau d’automates a m éléments, a une
unique partition ordonnée de 'ensemble {1,--- ,n}. Nous allons définir la re-
lation d’ordre sur les modes d’itération blocs-séquentiels & partir d'une relation
d’ordre sur les partitions ordonnées.

Définition 3.1 (Relation d’ordre sur les partitions ordonnées)

Soient Py et Py deux partitions ordonnées de l’ensemble {1,--- ,n}.

A chacune des partitions Py et Py est associé un préordre total sur {1,--- ,n}.
On note =y (resp. =2) le préordre associé 4 Py (resp. Ps).

On dit que la partition Py est une partition ordonnée plus fine que P; si, et
seulement si :

\V/Z,]G{l,,n}, Zjljet.]ﬁlz = ZjQ]et]ﬁgZ

La relation "plus fine" définit bien une relation d’ordre partiel sur l’en-
semble des partitions ordonnées de {1,--- ,n}. Par exemple, la partition ordonnée
(1)(3)(2,4) est plus fine que la partition ordonnée (1)(2,3,4). En revanche, les
partitions ordonnées (1)(3)(2,4) et (1,2)(3,4) ne sont pas comparables par la
relation "plus fine".

De cette relation d’ordre sur les partitions ordonnées découle naturellement
une relation d’ordre sur les modes d’itération blocs-séquentiels.

Définition 3.2 (Relation d’ordre sur les modes d’itération blocs-séquentiels)
Soient My et My deux modes d’itération blocs-séquentiels associés auz partitions
ordonnées de {1,--- ,n} Py et P,.

On dit que My est un mode d’itération blocs-séquentiel plus fin que le mode d’ité-
ration My si, et seulement si la partition ordonnée Py est plus fine que Ps.

La relation "plus fine" étant une relation d’ordre partiel sur I’ensemble des
partitions ordonnées de {1,--- ,n}, la relation "plus fin" est bien une relation
d’ordre partiel sur I’ensemble des modes d’itération d’'un réseaux d’automates
a n éléments. Tout mode d’itération blocs-séquentiel est plus fin que le mode
paralléle. Inversement, il n’existe aucun mode d’itération blocs-séquentiel plus
fin qu'un mode séquentiel (excepté lui-méme).

Notons que Goles et Martinez [72] utilisent déja cette relation d’ordre sur les
modes d’itération blocs-séquentiels, notamment pour ’étude des RABS & matrice
d’interaction symeétrique.

Munis de leur relation d’ordre partiel respective, I’ensemble des partitions
ordonnées de {1,--- ,n} et 'ensemble de modes d’itération blocs-séquentiels pour
les réseaux d’automates a n éléments, sont ce que ’on appelle des treillis. On peut
représenter chacun d’eux par un diagramme de Hasse. Dans un tel diagramme,
tous les éléments de l’ensemble sont ordonnés verticalement en fonction de la

85



relation d’ordre (les éléments les plus "petits" selon la relation d’ordre sont en
bas, les plus "grands", en haut), et les éléments comparables sont reliés entre
eux. Afin d’avoir un diagramme lisible, on ne conserve que les liens nécessaires.
Par exemple, si P; est plus fine que P» et s'il existe P53 plus fine que P telle que
Py est plus fine que P3, on ne représente pas le lien entre Py et Py (P, P> et
P5 représentent des partitions ordonnées de {1,--- ,n}). La figure présente
le diagramme de Hasse correspondant au treillis des modes d’itération blocs-
séquentiels pour les automates a 3 éléments. Les modes d’itération paralléle et
séquentiels sont indiqués sur le diagramme.

(1,2,3) Mode paralléle

—— 7
(D2.3) 1.2@F) (1,3)2) (2)1.3) (2,3)(1) 3)1.2)

S N i T~
DE@E) OE)R) @M@E) @G)1) G)@E) (3)(2)(1) Modes séquentiel

F1G. 3.6 — Représentation du treillis des modes d’itération blocs-séquentiels pour
les réseaux d’automates a 3 éléments.

Nous voyons sur la figure que 'on obtient un mode d’itération blocs-
séquentiel plus fin, & partir d'un mode d’itération donné, en séparant les éléments
d’un méme bloc du premier mode d’itération en 2 blocs et en conservant 1’ordre
des blocs. Par exemple, on peut obtenir le mode d’itération (1)(3)(2) a partir
du mode (1)(2,3), en séparant les éléments 2 et 3, ou, encore, a partir du mode
(1,3)(2), en séparant les éléments 1 et 3. La relation d’ordre sur les modes d’itéra-
tion est donc liée a la (dé)synchronisation des éléments des réseaux d’automates.
A partir de cette relation d’ordre et du diagramme de Hasse qui la représente,
nous pouvons regrouper les réseaux d’automates de la classe de comportement
dynamique Fv en 3 sous-classes de comportement :

- la premiére sous-classe de comportement englobe tous les réseaux d’auto-
mates pour lesquels, §’il n’y a aucun cycle limite observé pour un mode
d’itération donné, alors, on n’observe aucun cycle limite pour tout mode
d’itération plus fin ; pour de tels réseaux, la disparition des cycles limites se
fait en parcourant le diagramme de Hasse de haut en bas; on appelle donc
cette sous-classe, la sous-classe Down ;

- la deuxiéme sous-classe de comportement est celle qui réunit tous les réseaux
pour lesquels, s’il n’y a aucun cycle limite observé pour un mode d’itération
donné, alors, on n’observe aucun cycle limite pour tout mode d’itération
moins fin; pour de tels réseaux, la disparition des cycles limites se fait en
parcourant le diagramme de Hasse de bas en haut; on appelle donc cette
sous-classe, la sous-classe Up ;

- enfin, la troisiéme sous-classe de comportement regroupe tous les réseaux de
la classe Ev, qui n’appartiennent ni a la sous-classe Down, ni & la sous-classe
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Up ; on appelle donc cette sous-classe, la sous-classe None.

D’aprés cette définition des sous-classes de Ew, les réseaux de Fv qui n’ont
pas de cycle limite dés que ’on désynchronise certains de leurs éléments (toujours
les mémes), sont des réseaux de la sous-classe Down. Les réseaux, pour lesquels,
au contraire, on note une disparition des cycles limites en synchronisant certains
de leurs éléments (toujours les mémes), sont des réseaux de la sous-classe Up.
Traditionnellement, on considére que, pour un réseau d’automates donné, les
cycles limites disparaissent lorsque l’on désynchronise certains éléments de ce
réseau. Ainsi, nous nous attendons a ce que la sous-classe Up soit trés peu, voire
pas représentée. Pour la suite, on désignera les sous-classes Down, Up et None
en employant le terme de "classes", afin de simplifier I’écriture et la lecture de ce
document.

D’apres la définition des classes Down et Up, on peut faire les 2 remarques
suivantes :

- tout réseau de la classe Down a un cycle limite pour le mode d’itération
paralléle (sinon, il n’a de cycle limite pour aucun des modes d’itération
blocs-séquentiels, et n’est donc pas un réseau de la classe Ev);

- au contraire, tout réseau de la classe Up n’a pas de cycle limite pour le mode
d’itération paralléle (sinon, il a un ou plusieurs cycle(s) limite(s) pour tous
les modes d’itération blocs-séquentiels, et n’est donc pas un réseau de la
classe Ev).

Nous pouvons également remarquer que, dans le cadre de la modélisation des
réseaux de régulation génétique, les classes Down et Up ne sont pas du tout du
méme intérét. Nous avons vu que nous pouvions regrouper deux génes dans un
méme bloc d’itération, lorsque nous supposions que les processus d’expression de
ces génes étaient synchrones. Ceci est une simplification de la réalité biologique.
En effet, on peut considérer que les génes sont tous désynchronisés, mais que les
intervalles de temps entre les expressions de certains d’entre eux sont tellement
courts que 'on peut supposer qu'’ils sont synchrones. Pour les réseaux de la classe
Down, cette simplification n’a pas d’effet important, puisque, en désynchronisant
les mises & jour des différents éléments de ces réseaux, on ne voit pas de cycle
limite apparaitre. En revanche, si 'on modélise un réseau de régulation par un
RABS de la classe Up, alors la synchronisation des processus d’expression des
différents génes de ce réseau est un élément trés important & connaitre. En effet,
si ’on suppose que les éléments sont synchronisés pour leur mise a jour, alors qu’ils
ne le sont pas tout a fait dans la réalité, on peut oublier de prendre en compte
un cycle limite, puisque les cycles limites ont tendance a disparaitre lorsque 1’on
synchronise les mises a jour des éléments des RABS de la classe Up. A ce titre,
les réseaux de cette classe de comportement ne sont pas de bons modéles pour
les réseaux de régulation génétique.

Afin de comprendre comment les cycles limites des RABS de la classe de
comportement Fv apparaissent et disparaissent, nous étudions, a l'aide de si-
mulations, la répartition de ces réseaux dans les différentes classes Down, Up et
None, pour des tailles de réseaux comprises entre 2 et 7. Nous ne traitons pas les
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réseaux de taille 1, car aucun n’est de la classe Ev. Pour les réseaux de tailles 2
et 3, les simulations sont faites sur I’ensemble de la population des RABS. Les
9 RABS de taille 2 qui sont de la classe Fv sont tous des réseaux de la classe
Down (ils ont un unique cycle limite de longueur 2 pour le mode paralléle uni-
quement). Parmi les 34947 RABS de taille 3 de la classe Ev, 21729 sont de la
classe Down, 108 sont de la classe Up et les 13110 restant sont de la classe None.
Pour les tailles supérieures, nous travaillons sur des échantillons représentatifs
de la population des RABS comme pour la premiére série de simulations de la
partie EEITl Pour les RABS & 4 éléments, la taille de 1’échantillon est 108, pour
les RABS a 5 éléments, la taille est 107, pour les RABS a 6 éléments, la taille
est 10° et pour les RABS & 7 éléments, la taille de 1’échantillon est 10°. Notons
enfin que nous donnons la répartition des RABS a n éléments dans les 3 classes
de comportement Down, Up et None, sous forme de proportions de la classe Ewv.
Ainsi, les marges de confiance pour les proportions sont donc calculées, non pas
a partir de la taille de I’échantillon total, mais a partir du nombre de RABS de
la classe Ewv. Le tableau B9 donne la répartition des RABS & n éléments dans les
3 classes de comportement Down, Up et None, pour 2 <n < 7.

TAB. 3.9 — Distribution des 3 classes de comportement Down, Up et None pour
les RABS de taille n, avec 2 < n < 7. Les résultats sont donnés sous forme de
pourcentage de la classe Euw.

| n || Down (en %) | Up (en %) | None (en %) |

2 100 0 0
3 62, 18 0,31 37,51

428,87 +0,02 | 0,21 £0,00 | 70,93 £ 0,02
51 9,72+£0,03 | 0,08=0,00 | 90,20 £ 0,03
6 || 2,41+£0,03 | 0,02+£0,00 | 97,57 £ 0,03
7 0,25+£0,07 | 0,00=+0,00 | 99,75 £ 0,07

Les résultats obtenus sont suffisamment clairs pour ne pas avoir besoin de
représenter graphiquement I'évolution de la proportion de chaque classe dans la
population des RABS & n éléments de la classe Fv. On remarque tout d’abord
que la classe Up est trés faiblement représentée (parmi les 100000 RABS de taille
7 simulés, un seul correspond & la classe Up). Ce résultat était attendu, d’apres
ce que 'on connait sur le lien entre les modes d’itération et ’apparition et la
disparition des cycles limites. Le fait que les RABS de la classe Up soient en
nombre trés faible, est une bonne nouvelle pour la modélisation des réseaux de
régulation génétique par des RABS, comme nous l'avons vu précédemment.

Nous pouvons également observer que la classe de comportement dynamique
Down est de moins en moins représentée, & mesure que la taille des RABS aug-
mente. Pour les RABS de taille 6 et 7, la quasi-totalité des réseaux de la classe
Ev sont des des réseaux de la classe None. Ceci signifie donc que pour des RABS
de "grande" taille, expliquer la disparition et 'apparition des cycles limites, sim-
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plement par une (dé)synchronisation des éléments, ne suffit pas. Comme dans la
partie précédente, nous pensons que c’est la connectivité trés forte des RABS &
n éléments qui est a 'origine de ce phénoméne. Nous n’avons pas réalisé de simu-
lations permettant de le montrer. En revanche, nous pouvons imaginer que, pour
des RABS de grande taille dont la connectivité est faible, nous pouvons avoir des
modules de petite taille indépendants, comme pour le réseau de la figure B0 Dans
un tel réseau, la dynamique globale du réseau dépend de la dynamique des mo-
dules de petite taille, et donc, le comportement dynamique est celui des réseaux
de petite taille. Pour ces réseaux, la (dé)synchronisation des éléments explique
en bonne partie I'apparition et la disparition des cycles limites. Nous verrons un
réseau de grande taille de ce type dans la partie B3l Cependant, méme pour les
réseaux de petite taille, la proportion de la classe None est élevée. Ceci signifie
donc que 'apparition et la disparition des cycles limites ne sont pas seulement
lices a des (dé)synchronisations d’éléments. On observe par exemple, pour cer-
tains réseaux, que l'ordre des blocs des modes d’itération blocs-séquentiels peut
également avoir de 'importance. Cette étude des RABS de la classe None n’est
pas abordée ici.

La relation d’ordre que nous avons définie sur les modes d’itération blocs-
séquentiels ne suffit pas, a elle seule, pour expliquer 'apparition et la disparition
des cycles limites pour les RABS de la classe Fv. En revanche, pour tous les
réseaux de cette classe, il existe des modes d’itération pour lesquels on observe
aucun cycle limite. Il nous parait intéressant de voir si le nombre de modes d’itéra-
tion blocs-séquentiels avec (ou sans) cycles limites est important ou non. A partir
des mémes échantillons que pour les simulations précédentes, nous avons calculé
le nombre moyen de modes d’itération pour lesquels on observe des cycles limites
pour les réseaux de la classe Fv. Nous allons voir qu’il existe un lien entre cette
proportion de modes avec cycles limites et les classes de comportement Down,
Up et None. Afin de pouvoir comparer les résultats obtenus pour les différentes
tailles de RABS, nous exprimons le nombre moyen de modes d’itération pour
lesquels on observe des cycles limites sous la forme de proportion (exprimée en
pourcentage) du nombre total de modes d’itération blocs-séquentiels. Le tableau
BI0 présente la proportion de modes d’itération blocs-séquentiels pour lesquels
on observe des cycles limites pour les RABS a n élements de la classe Ev, avec
2 < n < 7. Ce tableau donne cette proportion pour chaque sous-classe de la
classe de comportement dynamique Fv, ainsi que pour 'ensemble de cette classe.

On constate que, plus la taille des RABS est grande, plus la proportion des
modes d’itération blocs-séquentiels avec cycles limites est grande, pour les RABS
de la classe Ev. On passe environ du tiers des modes d’itération pour les réseaux
de petite taille & un peu plus de la moitié des modes d’itération pour les ré-
seaux de taille 7. L’évolution n’est pas la méme pour les différentes sous-classes
de la classe Ev. On observe par exemple que pour les RABS de la classe Down,
plus leur taille est grande, plus rares sont les modes d’itération pour lesquels on
observe des cycles limites. On peut expliquer ce phénomeéne par le fait que le
diagramme de Hasse représentant la relation d’ordre entre les modes d’itération,
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TaB. 3.10 — Proportion des modes d’itération pour lesquels on observe des cycles
limites pour les RABS & n éléments de la classe Ev, pour 2 <n < 7.

| n || Down (en %) | Up (en %) | None (en %) | Total (en %) |

2 33,33 - - 33,33
3 26,52 82,34 40, 47 31,96
4 22,45 83,94 38,93 34,27
5 19,08 86,43 41,72 39, 56
6 16, 36 92,21 48,23 47,48
7 13,04 98, 86 57,26 57,10

est de plus en plus "large", au fur et & mesure que le nombre n d’éléments du
réseau augmente. La largeur du diagramme augmente plus rapidement que sa
hauteur. La largeur maximale est de n! pour la base (nombre de modes d’itéra-
tion séquentiels), et sa hauteur est égale & n. Ainsi, si le fait de séparer 2 éléments
dans les modes d’itération a pour effet de faire disparaitre les cycles limites, la
proportion de modes d’itération blocs-séqgiuentiels concernés par cette séparation
augmente avec la taille des réseaux, et donc la proportion de réseaux sans cycle
limite augmente également. Pour les réseaux de la classe None, on observe des
cycles limites pour de plus en plus de modes, au fur et & mesure que la taille
des réseaux augmente. On pourrait dire que les RABS de la classe Down ont
tendance a adopter un comportement similaire aux RABS de la classe Fi lorsque
leur taille augmente, alors que les RABS de la classe None se rapprocheraient
des RABS de la classe Mi. En ce qui concerne les rares réseaux de la classe Up,
on constate que le nombre de modes d’itération pour lesquels on observe des
cycles limites est trés élevé, et augmente avec le nombre d’éléments des réseaux.
Le comportement dynamique de ces RABS pourrait presque étre confondu avec
celui des réseaux de la classe Mi, & 'exception de rares modes d’itération, situés
dans le haut du diagramme de Hasse, pour lesquels on n’observe pas de cycles
limites.

Avant de clore cette partie concernant les RABS de la classe Ev, nous sou-
haitons montrer, sous la forme d’un exemple que l’on ne peut pas différencier
les 3 classes Down, Up et None, simplement & partir des graphes d’interaction
des réseaux correspondant a ces classes. On considére les 3 RABS & 3 éléments,
RDown _ (WDown’eDown), RUP — (WUp,eUp) et RNone — (WNOne’eNone) dé-
finis comme suit :

1 -1 2 1
WDown — -1 -1 1 eDown — —9
2 1 -1 1
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2 -1 1 1

WUP=| -2 -1 1 ovr = | —2

2 1 -1 1
2 -1 1 1
WNone _ -2 _9 1 eNone _ -3
2 1 -1 1

Chacun de ces 3 réseaux appartient a I'une des sous-classes de Ev : RP%" cor-
respond a la classe de comportement Down, RUP, a la classe de comportement
Up, et RN°"¢ 4 la classe de comportement None. Pourtant, ils partagent le méme
graphe d’interaction, présenté figure B TLa figure montre les modes d’ité-
ration blocs-séquentiels pour lesquels chacun des réseaux a un cycle limite (les
modes d’itération entourés correspondent aux modes avec cycles limites).

~

F1G. 3.7 — Graphe d’interaction commun aux réseaux RPoWn RUP et RNone,

RDown

(1,2,3)

M3 12E) 13 @) AW @

MEE) OE)Q) @)1)@3) 'rrr(ér)f(S)(l) 3)(1)(2)

- -

RNone _—

F1G. 3.8 — Modes d’itération blocs-séquentiels pour lesquels on observe des cycles
limites pour le réseau RP°“"™ (en bleu), le réseau RUP (en rouge) et le réseau
RNome (en vert).

Le fait que ’on ne puisse pas réduire I’étude des classes de comportement dy-
namique a I’étude unique des graphes d’interaction n’est pas valable uniquement
pour les réseaux de la classe Ev. Nous avons calculé que ce graphe d’interaction
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est commun a 1584 RABS de taille 3. Parmi ces 1584 réseaux, on trouve des
réseaux appartenant & toutes les classes de comportement dynamique que nous
avons définies. Les 188968 RABS de taille 3 définissent en tout 1624 graphes
d’interaction différents. Parmi ces graphes, seuls 473 correspondent & des réseaux
qui appartiennent & une unique classe de comportement dynamique. Ainsi, la
donnée du graphe d’interaction, c’est-a-dire ’ensemble des informations du type
"qui agit sur qui, et de quelle fagon (activation ou inhibition)" n’est pas suffisante,
dans la majorité des cas, pour décrire un comportement dynamique général du
réseaul.

La relation d’ordre que nous avons définie sur ’ensemble des modes d’ité-
ration blocs-séquentiels n’a permis de décrire qu’une partie des apparitions et
disparitions des cycles limites avec des changements de modes d’itération, pour
les RABS de la classe FEv. Cette partie s’est, de plus, avérée étre de moins en
moins importante, au fur et & mesure que la taille des réseaux augmente. Nous
avons également montré que, en moyenne, plus les RABS sont grands, plus il y
a de modes d’itération pour lesquels on observe des cycles limites. Enfin, nous
avons établi que ’on ne pouvait pas décrire exhaustivement les classes de com-
portement dynamique, en se basant uniquement sur les graphes d’interaction des
réseaux. Dans la partie suivante, nous présentons un exemple de modéle de réseau
de régulation génétique, sous la forme d’un RABS qui est de la classe Down.

3.3 L’exemple de la morphogénése florale chez Arabi-
dopsis thaliana

Nous nous intéressons dans cette partie a un exemple de modéle de réseau de
régulation génétique, lié au processus de la morphogénése florale chez Arabidopsis
thaliana. Ce réseau est d'une importance majeure dans le cadre de notre travail.
En effet, lors de notre master [89], nous avons commencé & en étudier la dyna-
mique, et les résultats obtenus nous ont poussé & nous intéresser aux problémes
de robustesse dans les réseaux de régulation. Nous allons montrer comment nous
pouvons utiliser des RABS de taille 3, dont nous avons simulé la dynamique dans
la partie Bl afin de décrire la dynamique globale du systéme.

Arabidopsis thaliana, plante & fleurs, appelée communément "arabette des
dames", est 'organisme modéle le plus utilisé en botanique, au méme titre que la
souris ou la drosophile pour les animaux. Son génome est entiérement séquencé
et comporte environ 25000 génes. La morphogénése florale décrit le processus de
développement de la fleur. Chez les plantes & fleurs, on trouve au bout des tiges ce
que I’'on appelle un méristéme apical. C’est un ensemble de cellules indifférenciées,
qui vont donner des tiges, des feuilles ou des fleurs. La morphogénése florale décrit
donc le processus qui permet de passer d'un méristéme apical avec des cellules
indifférenciées a une fleur dont les cellules sont différenciées selon 4 types de
tissus : les sépales, les pétales, les étamines et les carpelles (parties constitutives
des pistils). Chez Arabidopsis thaliana, ces 4 types de tissus floraux sont organisés
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en couronnes concentriques comme illustré par la figure B0 Les 4 sépales se
trouvent sur la couronne extérieure, puis, vers le centre, les 4 pétales, ensuite les
6 étamines et enfin les 2 carpelles qui se trouvent au centre de la fleur.

FiG. 3.9 — Schéma d’une coupe horizontale de la fleur d’Arabidopsis thaliana et
correspondance avec le modele ABC.

Coen et Meyerowitz [90] ont proposé un modéle afin de décrire la morpho-
logie de la fleur d’Arabidopsis thaliana, appelé modéle ABC. D’aprés ce modéle
il existe 3 activités pouvant étre chacune présente dans 2 couronnes adjacentes
de la fleur et dont la combinaison détermine la nature du tissu floral. L’acti-
vité A peut étre présente dans les 2 couronnes extérieures, I’activité B dans les
couronnes intermédiaires et 'activité C dans les 2 couronnes centrales (voir la
figure B9). La présence de Pactivité A seule, implique la formation des sépales.
Si les activités A et B sont présentes ensemble, alors les pétales se forment. Les
activités B et C forment ensemble les étamines. Enfin, la présence seule de I'ac-
tivité C permet la formation des carpelles. Selon le modeéle, les activités A et C
s'inhibent mutuellement. Ainsi, lorsque 'une est présente, I'autre est absente, et
inversement. A chaque activité correspond un ensemble de génes donné. Si les
génes correspondant & ’activité A seuls sont actifs, alors les sépales se forment...
Dans un modeéle de réseau de régulation génétique lié & la morphogénése florale
chez Arabidopsis thaliana, on s’attend donc & ce que, pour chaque attracteur mo-
délisant 'un des tissus floraux, les génes correspondant & ce tissu dans le modéle
ABC soient activés.

Mendoza et Alvarez-Buylla [44] ont proposé un modéle sous forme de réseau
d’automates booléens a seuil pour le réseau de régulation génétique sous-jacent
au processus de la morphogénése florale chez Arabidopsis thaliana. Ce réseau est
constitué de 12 automates correspondant & 11 génes et & 1 complexe protéique
en interaction avec ces génes. Les 12 éléments sont les suivants : EMBRYONIC
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FLOWER 1 (EMF1), TERMINAL FLOWER 1 (TFL1), LEAFY (LFY), APE-
TALA1 (AP1), CAULIFLOWER (CAL), LEUNIG (LUG), UNUSUAL FLORAL
ORGANS (UFO), BURST FORMING UNIT (BFU), AGAMOUS (AG), APE-
TALA3 (AP3), PISTILLATA (PI) et SUPERMAN (SUP). Parmi ces génes, AP1
est le seul correspondant a l'activité A du modeéle ABC. BFU, AP3 et PI consti-
tuent l'activité B. AG est I'unique représentant de 'activité C. Se basant sur
des éléments de la littérature relatifs aux génes impliqués dans la développement
floral, ils ont pu reconstruire le graphe d’interaction de ce réseau. Ce graphe
d’interaction est présenté figure BI0l

Fia. 3.10 — Graphe d’interaction du réseau de régulation de la morphogénése
florale chez Arabidopsis thaliana.

Afin de construire la matrice d’interaction et le vecteur seuil de leur RABS,
Mendoza et Alvarez-Buylla ont également tiré de la littérature des inégalités entre
les poids de la matrice, correspondant & des influences d’importance différente
dans la régulation de certains génes. Ils ont par exemple établi que I'activation
de LFY par AP1 était plus importante que I'activation du méme LFY par CAL.
A partir de ces inégalités sur les poids, ils ont utilisé une procédure de recons-
truction de la matrice d’interaction et du vecteur seuil, basée sur un algorithme
génétique dont nous ne détaillerons pas le principe ici. Notons que, lors de la
phase de construction de la matrice d’interaction et du vecteur seuil, Mendoza et
Alvarez-Buylla n’ont pas utilisé de vecteurs d’interaction représentatifs de fonc-
tions booléennes & seuil, comme nous les avons définis dans la partie Nous
allons voir I'importance de ceci dans le résultat obtenu. La matrice d’interaction
W psen et le vecteur seuil 0y, construits sont donnés ci-aprés (les génes sont
ordonnés comme lors de I’énumération précédente). Ils définissent le réseau que
l'on note Rpjen.
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1 0 0 00 00O 0O0O0 O
1 0-2 00 000 00O0 O
-2 -1 0 21 000 000 0
-1 0 5 00 000 100 0
O 0 2 00 000 00O O
O 0 0 00 00O 00O O
Waren = O 0 0 00 00O O0O0OO0O O Orren =
O 0 0 00 00O 011 0
0 -2 1 -20 -100 000 0
0O 0 3 00 021 000 -2
0O 0 4 00 011 000 —1
O 0 0 00 00O 00O O

Toute ligne de la matrice d’interaction contient au moins 8 poids nuls, c’est-
a-dire que chaque géne est régulé par, au maximum, 4 éléments du réseau. Nous
pouvons donc utiliser les vecteurs représentatifs des fonctions booléennes a seuil
a 4 arguments donnés dans le tableau &4 et les tableaux B et Bl de I'annexe pour
représenter les fonctions de transition locale du réseau Rysen, = (W arens @ nren)-
Rappelons que ces vecteurs représentatifs nous permettent de visualiser les inter-
actions réelles entre éléments du réseau. En notant V le vecteur d’interaction
correspondant au géne k, on peut alors faire les remplacements équivalents sui-
vants :

Vrrro = (1,0,-2,0,0,0,0,0,0,0,0,0)(0)
Viry = (-2,-1,0,2,1,0,0,0,0,0,0,0)(3)
Vap1 = (-1,0,5,0,0,0,0,0,—1,0,0,0)(—1)
Vear = (0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0)(1)
Vaps = (0,0,3,0,0,0,2,1,0,0,0, —2)(0)
Vpr =(0,0,4,0,0,0,1,1,0,0,0,—1)(0)

~1,0,0,0,0,0,0,0,0,0
000000000000)(

0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0)(
0,0,2,0,0,0,1,1,0,0,0, —1

IIMMII

On remarque immédiatement que le géne LFY qui semble étre régulé au travers de
2 activations et de 2 inhibitions, d’apreés le graphe d’interaction, n’est en fait pas
régulé. Nous tenons & insister sur le fait que nous ne transformons pas le réseau.
Chaque fonction de transition locale reste inchangée. Nous mettons cependant
en évidence les poids qui correspondent a de véritables interactions. Dans le cas
du géne LFY, les poids choisis par Mendoza et Alvarez-Buylla ne permettent
pas d’avoir une somme totale d’activation plus élevée que le seuil. Le géne LFY
ne peut donc jamais étre activé. Tous les arcs du graphe d’interaction de la
figure BT, qui ont pour destination le noeud LFY, ne sont pas pris en compte
dans le RABS défini par la matrice d’interaction et le vecteur seuil proposés
par Mendoza et Alvarez-Buylla. On peut également remarquer que les poids
d’interaction situés a la 3¢ coordonnée de chacun des vecteurs V ap1, Voar, V aps
et Vpr ont vu leur valeur diminuer dans les vecteurs d’interaction minimaux. Ces
poids représentent 'influence du géne LFY dans la régulation des 4 génes AP1,
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CAL, AP3, PI. Mendoza et Alvarez-Buylla avaient imposé un ordre entre ces
poids, pour modéliser le fait que LFY joue un réle plus important dans I'activation
de AP1 que dans celle de AP3 par exemple. Or, nous avons vu que lorsque I'on
modeélise les réseaux de régulation génétique par des RABS, comparer "amplitude
des poids d’une méme colonne (qui représentent les différentes influences d’un
méme geéne sur différents génes) n’a pas de sens. On voit ici que c’est bien le
cas, puisque, dans les vecteurs d’interaction minimaux, le 3¢ poids de V 4p est
égal au 3° poids de V 4ps3. En utilisant les vecteurs d’interaction minimaux, on
obtient la matrice d’interaction W' et le vecteur seuil 8’ (on a Ryse, = (W', 6"))
suivants (nous rappelons l'ordre des éléments : EMF1, TFL1, LFY, AP1, CAL,
LUG, UFO, BFU, AG, AP3, PI et SUP) :

10 o0 00 O0O0O0O O0O0O0 O 0

1 o -1 00 00O O0OO0OO0O O 0

o 0 o0 o0 O0O0OO0O OO0OO0O O 0

-1 0 2 00 000 -100 0 -1

o o0 1 00 O0O0OO0O OO0OO0O O 0

/ o 0 o0 o000 O0O0OO0O OOO0O O / 0
W= o 0 o0 o0 O0O0OO0O OOO0O O o= 0
0o 0 0 00 O0O0OO0OC OT1T1 O 1

0 -2 1 -20-100 0O0O0O O -1

o 0 2 00 011 0O0O0 -1 0

o 0 2 00 011 0O0O0 -1 0

o 0 o0 o000 O0O0OO0O OOO0O O 0

A partir de cette matrice d’interaction, on peut construire le graphe d’interaction
de la figure BETTl Ce graphe représente les réelles interactions entre les éléments du
réseau. Les noeuds sont réorganisés afin de mettre en évidence certaines propriétés
utiles pour la suite.

F1G. 3.11 — Graphe d’interaction correspondant & W’ et 6’
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Intéressons-nous maintenant a la dynamique du systéme, et plus précisément
aux attracteurs. Les remarques générales qui suivent sont vraies quel que soit le
mode d’itération choisi.

On remarque, sur le graphe d’interaction donné figure B11, que les sommets
LUG, LFY, UFO et SUP sont des sommets sources. Ils représentent des génes
qui ne sont pas régulés par les éléments du réseau. Quel que soit 1’état initial
de chacun des automates correspondant a ces sommets, I’état atteint aprés une
itération restera donc constant pour les itérations suivantes. En notant xy(t)
I’état de l'automate k au temps t et en considérant que ¢ = 0 correspond au
temps initial, on a méme (d’aprées les fonctions de transition locale) :

.’ELUg(t) = .%'LFy(t) = .%'Upo(t) = «'ESUP(t) = O, pour t Z 1.

Le géne CAL est régulé uniquement par le géne LFY et d’apreés la fonction de
transition locale qui lui est associée, on a également :

roar(t) = rppy(t —1) = 0, pour t > 2.

On voit donc que les états des automates LUG, LFY, UFO, SUP et CAL,
dans les attracteurs, sont fixés a 0, quel que soit I’état initial du systéme. Les
attracteurs du réseau ne dépendent alors que des états des automates EMF1,
TFL1, AG, AP1, AP3, PI et BFU.

Concernant les automates EMF1 et TFL1, on peut remarquer, toujours a
partir de fonctions des transition locales définies par la matrice d’interaction et
le vecteur seuil, que :

rpymri(t) = 2y ri(0), pour t >0

et
zrrri(t) = 2pmri(t — 1) = zpapr(0), pour ¢ > 2

Pour t > 2, I’état de Yautomate TFL1 est donc constant, égal a ’état de 1'auto-
mate EMF1.

D’apres ces remarques, on peut donc déduire les attracteurs du systéme entier
A partir des attracteurs de 2 réseaux de taille 3 fortement connexes, notés R; et
Ry. L’étude du comportement dynamique du RABS de 12 éléments peut donc
se ramener a 1’é¢tude de 2 RABS de taille 3. Le réseau R; est composé des 3
éléments, ET1 (I'état de cet automate représente ’état des automates EFMF'1
et TFL1 pour t > 2), AP1 et AG. Le réseau Ry est également un RABS a 3
éléments, BFU, AP3 et PI. On note Wy (resp. Wy), la matrice d’interaction
et 61 (resp. B2) le vecteur seuil qui correspondent au réseau R; (resp. Rz). Les
poids d’interaction et les seuils sont obtenus & partir des éléments de W’ et @', et
en utilisant des vecteurs d’interaction représentatifs des fonctions booléennes a
seuil définies par W’ et @’. Matrices d’interaction et vecteur seuils ainsi obtenus
sont donnés ci-dessous (I'ordre des automates est celui donné dans la définition
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de Ry et de Ry).

1 0 O 0
W;=| -1 0 -1 0= —1
-1 -1 0 -1

011 1

Wy=11 0 0 ;=1 0

1 00 0

De ces matrices d’interaction, on déduit les graphes d’interaction présentés
figure B.12

= O

F1G. 3.12 — Graphes d’interaction correspondant & R; & gauche et & Ry a droite.

Les 2 résecaux R; et Ry sont 2 RABS & 3 éléments. Nous avons réalisé la
simulation de I’ensemble de tous les RABS de taille 3 dans la partie Bl Nous
connaissons donc le comportement dynamique de ces 2 réseaux. Rj, comme Ro,
est un réseau de la classe de comportement Ewv, de la sous-classe de comportement
Down.

Pour le réseau Ry, on a les 3 points fixes suivants : 100, 010 et 001. Si les auto-
mates AG et AP1 sont dans un méme bloc du mode d’itération, on a également
le cycle limite de longueur 2 suivant : [011, 000].

Pour le réseau Rs, on a les 2 points fixes suivants : 111 et 000. Pour le
mode d’itération paralléle, on a également le cycle limite de longueur 2 suivant :
[100, 011].

Remarquons que Sené et Goles ont également étudié la dynamique du réseau
de régulation génétique de la morphogénése florale chez Arabidopsis thaliana,
de fagon similaire |25, OT]. En utilisant la symétrie de Ry et la symétrie de la
composante fortement connexe & 2 éléments de Ry, ils ont pu montrer que les
cycles limites de ces 2 sous-réseaux sont de longueur 2, & partir d'un résultat
précédent de Goles et Olivos [74].

Dans le réseau complet, les sous-réseaux R; et Ro sont reliés par le géne
LFY, qui régule les éléments de chacun des 2 sous-réseaux. Or, nous avons vu
que, pour les attracteurs, ’état de LFY est 0. Ainsi, dans le réseau complet,
si I'on ne s’intéresse qu’aux attracteurs, I’état du réseau R; est indépendant de
I’état du réseau Ro. On peut donc immédiatement déduire des attracteurs de
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Rq et Ry, les attracteurs du réseau de Mendoza, Rjjen, €n associant a tous les
attracteurs de Ry, 'ensemble des attracteurs de Ro. On peut également déduire
du fait que Ry et Ry sont des réseaux de la classe de comportement Down, que
le réseau Rjsen appartient également a Down. Nous avons donc un exemple de
réseau de grande taille, dont la connectivité est faible, qui montre que la classe
de comportement Down reste tout de méme importante au fur et & mesure que
le nombre d”éléments augmente.

Quel que soit le mode d’itération choisi, on observe 6 points fixes pour le réseau
Rpfen :

- 110000010110

- 110000000000

- 000100010110

- 000100000000

- 000000001000

- 000000011110

En fonction des caractéristiques des blocs du mode d’itération choisi, on peut
également décrire les cycles limites que le réseau atteint. Ces cycles sont tous de
longueur 2 :

- si AG et AP1 sont dans un méme bloc du mode d’itération, et que BFU,
AP3 et PI sont également réunis au sein d’'un méme bloc (cas du mode
paralléle, par exemple), alors on observe les 7 cycles limites suivants :

[110000010000, 110000000110]
(000100010000, 000100000110]
[000000011000, 000000001110]
(000100011110, 000000010110]
[ ]
[ |

000100001000, 000000000000
000100011000, 000000000110
(000100001110, 000000010000]

- si AG et AP1 sont dans un méme bloc du mode d’itération, et que BFU,
AP3 et PI ne sont pas tous dans un méme bloc, alors on observe les 2
cycles limites suivants :

- [000100011110, 000000010110]
- [000100001000, 000000000000]

- si AG et AP1 sont dans deux blocs distincts du mode d’itération, et que
BFU, AP3 et PI sont également réunis au sein d’un méme bloc, alors, on
observe les 3 cycles limites suivants :

- [110000010000, 110000000110]
- (000100010000, 000100000110]
- [000000011000, 000000001110]

- enfin, si AG et AP1 sont dans deux blocs distincts du mode d’itération, et
que BFU, AP3 et PI ne sont pas tous dans un méme bloc (cas de tous les
modes séquentiels, par exemple), alors on n’observe aucun cycle limite.

Nous retrouvons bien les 6 points fixes présentés par Mendoza et Alvarez-

Buylla. Dans leur article, ils donnent une justification biologique au fait d’itérer
le réseau avec le mode d’itération suivant :
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(EMF1,TFL1)(LFY,AP1,CAL)(LUG,UFO,BFU)(AG,AP3,PI)(SUP). Ces génes
sont regroupés en fonction de I'ordre dans lequel ils sont activés dans le proces-
sus de différenciation des cellules florales. Pour ce mode d’itération, on n’observe
aucun cycle limite, puisque les génes AG et AP3 sont bien dans 2 blocs diffé-
rents, alors que BFU est séparé de AP3 et PI. Les seuls attracteurs que l'on
obtient pour ce mode d’itération sont donc les 6 points fixes, pour lesquels on
peut donner une signification biologique. Dans le point fixe 000100000000, seul
le géne AP1 est actif. L’activité A est donc présente seule, et d’aprés le modeéle
ABC, on peut associer ce point fixe aux cellules du tissu de type sépale. Dans le
point fixe 000100010110, les génes AP1, AP3 et PI, ainsi que le complexe pro-
téique BFU sont actifs. On a donc lactivité A et l'activité B qui sont présentes.
D’apreés le modéle ABC, on peut associer ce point fixe aux cellules du tissu de
type pétale. De méme, on peut associer le point fixe 000000001000 au type cellu-
laire "carpelle", et le point fixe 000000011110 au type cellulaire "étamine". Les
2 points fixes restant 110000000000 et 110000010110 ne peuvent étre associés a
aucun type cellulaire floral, puisque les génes EMF1 et TFL1 y sont actifs. Or,
ces génes sont des génes inhibiteurs de toute activité florale. Le premier point
fixe peut étre associé aux cellules du méristéme apical qui ne deviennent pas
des cellules différenciées florales. Le deuxiéme point fixe ne correspond a aucun
type cellulaire observé sur les spécimens sauvages d’Arabidopsis thaliana, mais
Mendoza et Alvarez-Buylla affirment que I'on peut obtenir ce type cellulaire sur
des mutants. Ces 6 points fixes valident le modéle de réseau de régulation sous
forme de RABS, puisqu'il est en adéquation avec le modeéle ABC. En revanche,
les cycles limites que 'on peut observer pour différents modes d’itération n’ont
aucune signification biologique. Cela signifie donc que le synchronisme dans le
processus d’expression des différents génes du réseau est trés important, pour
que le réseau conserve sa fonction.

Nous avons montré qu’en ré-écrivant la matrice d’interaction et le vecteur
seuil de ce réseau de 12 éléments, a l'aide de vecteurs d’interaction minimaux,
nous pouvions trouver une simplification, qui a permis de nous ramener & 1’étude
de 2 sous-réseaux de taille 3. Cette simplification montre que la régulation de
LFY par les autres éléments du réseau n’est pas nécessaire pour décrire la mor-
phogéneése florale chez Arabidopsis thaliana. Nous pouvons alors nous demander
si, en conservant la régulation de LFY, on peut obtenir des attracteurs en accord
avec le modéle ABC.

Pour répondre a cette question, nous allons garder la matrice d’interaction
et le vecteur seuil sous la forme de W’ et @', tout en complétant la ligne corres-
pondant a la régulation de LFY (il s’agit de la 3¢ ligne). D’aprés les éléments de
la littérature retenus par Mendoza et Alvarez-Buylla, le role activateur de AP1
sur LFY est plus important que celui de CAL. Nous devons donc compléter la
ligne 3 de (W', 6’) par un vecteur d’interaction minimal correspondant & une ré-
gulation sous la forme de 2 activations d’importances différentes (représentés par
2 poids de valeurs positives différentes) et de 2 inhibitions. D’apres le tableau
de I'annexe, il y a 21 vecteurs représentatifs de classes d’équivalence de fonctions
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booléennes a seuil qui correspondent a ce cas. En prenant en compte le fait que
les poids correspondant aux 2 inhibitions peuvent étre permutés dans le cas ou ils
sont différents (nous n’avons aucune information sur 'importance relative de ces
2 inhibitions), nous obtenons 33 vecteurs d’interaction minimaux & partir des-
quels on peut reconstruire la ligne correspondant & la régulation de LFY. Nous
avons simulé la dynamique des 33 RABS & 12 éléments correspondant. Comme
nous nous intéressons aux points fixes de ces réseaux, afin de voir s’ils décrivent
un comportement cohérent avec le modele ABC, nous itérons les réseaux avec le
mode paralléle uniquement. Parmi les 33 RABS simulés, aucun ne présente un
comportement dynamique cohérent avec le modéle ABC. En particulier, aucun
des 33 RABS simulés n’a de point fixe correspondant aux sépales. Ceci ne signi-
fie pas que le fait de prendre en compte la régulation de LFY dans le réseau,
empéche de décrire un comportement qui explique la morphogénése florale. En
effet, nous n’avons modifié aucun des poids des interactions ne concernant pas
LFY. Il existe peut-étre un réseau dont la matrice d’interaction correspond au
graphe d’interaction BIO et qui permet d’expliquer la morphogéneése florale. Pour
trouver ce réseau, il faudrait tester toutes les matrices d’interaction et tous les
vecteurs seuils possibles correspondant a ce graphe d’interaction. Ce n’est pas le
propos de notre étude.

En revanche, nous remarquons que, si I’on relache la contrainte stipulant que
que le role activateur de AP1 sur LFY est plus important que celui de CAL,
on trouve 2 RABS qui sont en accord avec le modéle ABC. Pour I'un de ces 2
réseaux, AP1 et CAL sont d’importance égale dans la régulation de LFY ; pour
I'autre, CAL a un role plus important que AP1. Chacun de ces 2 réseaux est
obtenu en remplagant la ligne 3 du systeme (W’ 8’), par I'un des 2 vecteurs
minimaux suivants :

Vi =(-1,-1,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0)(1),

V2., =(-1,-2,0,1,2,0,0,0,0,0,0,0)(1).

Pour ces 2 réseaux, on observe 7 points fixes. 6 d’entre eux sont les mémes 6
points fixes que ceux observés pour le réseau lorsque LFY n’est pas régulé. Le
7¢ est le point fixe suivant : 001110010110. Dans ce point fixe, les génes asso-
ciés aux activités A et B du modele ABC sont actifs (comme pour le point fixe
associé aux pétales), ainsi que les génes LFY et CAL. Nous pensons que l'on
peut également associer ce point fixe aux pétales. En effet, d’apres [92], CAL et
AP1 sont 2 génes redondants, issus d’un récent événement de duplication. On ne
trouve cette duplication que pour les plantes de la famille Brassicacae a laquelle
appartient Arabidopsis thaliana. De plus, toujours d’apreés [92], LFY est activé
et active Iexpression de CAL et AP1, au tout début de la différientiation des
cellules dans les méristémes apicaux. On trouve AP1 exprimé trés peu de temps
aprés avoir observé que LFY est exprimé. On peut donc penser que le point fixe
001110010110 correspond a des pétales pour lesquels LFY et CAL sont restés
activés. Nous avons donc trouvé 2 réseaux qui décrivent la morphogéneése florale
chez Arabidopsis thaliana, tout en permettant de considérer que LFY est régulé
dans le réseau.
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Dans cette partie, nous avons montré que, pour 1’étude de modéles de réseau
de régulation génétique, nous pouvions parfois simplifier les réseaux de maniére &
décrire le comportement dynamique général du réseau, a partir du comportement
de sous-réseaux spécifiques. Ceci montre l'intérét d’étudier les RABS de petite
taille, que ’on considére comme sous-modules de plus grands réseaux. Nous avons
également montré 'importance de travailler avec des vecteurs d’interaction mi-
nimaux, pour définir les fonctions de transition locale des réseaux d’automates
booléens a seuil.

3.4 mi:ARN et robustesse

Nous avons décrit jusqu’a présent la régulation génétique par les seules in-
teractions entre génes et produits synthétisés & partir de ces geénes. Dans cette
partie, nous allons aborder un autre type de régulation, liée & des ARN, que 'on
appelle micro-ARN, et que I'on note miARN. Ces miARN sont de tout petits
ARN simple brin contenant, aprés maturation & partir d'un forme "hair-pin", une
vingtaine de nucléotides. Ils interviennent dans la régulation génétique en s’ap-
pariant aux ARN messagers. Ils ont un role de répresseurs et dégradent les ARN
auxquels ils s’apparient (seuls ou avec des peptides auxquels ils sont complexés)
et répriment leur traduction en protéine. Leur role exact et leur importance ne
sont pas encore bien compris, mais quelques études montrent qu’ils interviennent
dans la régulation de réseaux liés & un grand nombre de fonctions physiologiques
essentielles [93, 94, 95)]. Notons que certains génes, comme celui qui exprime la
protéine pH3, contrdlent la transcription de certains miARN, ce qui peut intro-
duire des circuits supplémentaires dans les réseaux de régulation, ces miARN
n’étant plus de simples éléments sources des réseaux [47, 96, 97].

Notre propos n’est pas d’étudier de fagon exhaustive le role de ces miARN
dans la régulation génétique, mais nous proposons un protocole de simulation trés
simple, afin d’entrevoir quel peut étre l'effet de ces répresseurs sur la robustesse
des réseaux de régulation. Pour cela, nous étudions l'effet d’un élément répresseur
sur un RABS de taille 3, dont le graphe d’interaction est fortement connexe.
Nous choisissons de travailler uniquement sur des réseaux au graphe d’interaction
fortement connexe, car ils nous semblent étre les plus représentatifs des modules
dont sont constitués les graphes d’interaction des réseaux de régulation génétique
réels. Pour tous les RABS de taille 3, dont le graphe d’interaction est fortement
connexe, nous suivons le protocole suivant :

1. nous simulons le comportement dynamique du réseau sans miARN ;

2. nous modélisons l'effet inhibiteur qu’aurait un miARN sur 1’élément 1 du
réseau en ajoutant 1 & la valeur du seuil correspondant a ’élément 1; nous
simulons le comportement dynamique du réseau ainsi transformé;

3. nous répétons I'étape précédente pour les éléments 2 et 3 du réseau.
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Ainsi, a partir de chaque RABS de taille 3, on construit 3 nouveaux réseaux dont
on simule le comportement dynamique.

Comme nous proposons d’étudier le role qu'aurait un miARN sur la robus-
tesse des réseaux, nous notons, pour chaque RABS simulé, la classe de compor-
tement dynamique & laquelle il appartient. Nous avons réalisé nos simulations
a partir des 162780 RABS de taille 3, dont le graphe d’interaction est forte-
ment connexe. Le tableau BTl donne la proportion de chacune des classes de
comportement dynamique dans la population des RABS étudiés, avant ajout du
miARN. Nous pouvons déja noter que la proportion de réseaux de la classe de

TAB. 3.11 — Répartition des RABS de taille 3 dont le graphe est fortement
connexe.

‘ Cy ‘ Fi ‘ M;i ‘ Ev H Total ‘
60846 | 49071 | 19457 | 33406 | 162780
37,4% | 30,1% | 12,0% | 20,5% || 100%

comportement Fv est plus importante pour les RABS dont le graphe d’interac-
tion est fortement connexe que pour la population totale, pour laquelle elle est
de 18,49%.

A partir de chacun des réseaux de taille 3, nous avons construit, puis simulé, 3
nouveaux réseaux. Nous avons donc 488 340 nouveaux réseaux, dont la répartition
en fonction des classes de comportement est donnée dans le tableau

TaB. 3.12 — Répartition des réseaux en fonction des classes de comportement
dynamique, aprés ajout de I'effet du miARN.

| Cy | Fi | Mi | Ev | Total |
168925 [ 192673 | 49959 [ 76783 || 488340
34,6% | 39,5% | 10,2% | 15,7% || 100%

On remarque que la proportion de réseaux de la classe Fi a assez fortement
augmenté avec I'ajout du miARN. Inversement, la classe de comportement Ev a
vu sa proportion diminuer de fagon significative. En terme de robustesse, on peut
donc dire que I'ajout du miARN a tendance a rendre les modules de taille 3 plus
robustes aux changements de modes d’itération.

Nous pouvons étudier l'influence du miARN de maniére plus fine, en obser-
vant la distribution des RABS aprés prise en compte de l'effet du miARN en
fonction de leur classe de comportement et de la classe de comportement du ré-
seau de taille 3 & partir duquel ils sont construits. Cette répartition peut nous
indiquer par exemple en quel type de réseau un réseau de la classe Ev est préfé-
rentiellement transformé. Le tableau donne les distributions conditionnelles
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de la classe de comportement, selon la classe de comportement du RABS de taille
3 initial.

TAB. 3.13 — Distributions conditionnelles de la classe de comportement (en co-
lonnes), selon la classe de comportement du réseau initial (en lignes).

‘ H Cy ‘ Fi ‘ Mi ‘ Ev H Total ‘
cy 131091 | 23363 | 7783 | 20301 || 182538
71,8% | 12,8% | 4,3% | 11,1% || 100%
P 9765 | 117688 | 11003 | 8757 || 147213
6,6% | 79,9% | 7,5% | 5,9% 100%
i 10684 | 18127 | 22176 | 7384 58371
18,3% | 31,1% | 38,0% | 12,7% || 100%
I 17385 | 33495 | 8997 | 40341 | 100218
17,3% | 33,4% | 9,0% | 40,3% || 100%

D’apres les distributions conditionnelles, nous comprenons la raison pour la-
quelle la classe Fi est relativement plus importante aprés ajout de Deffet du
miARN : environ 1/3 des réseaux des classes Mi et Ev ont été transformeés en
réseaux de la classe Fi. Cela signifie que ’ajout de 'inhibition par le noeud sup-
plémentaire a tendance & supprimer les cycles limites des réseaux des classes Mi
et Ev. De plus, la classe F% est celle qui est la moins sensible a ’ajout de I'in-
hibition, puisque seulement 20% des réseaux de cette classe ont été transformés
en réseaux de classe différente. Ensuite, vient la classe Cy, pour laquelle environ
30% des réseaux changent de classe de comportement dynamique avec I'ajout du
miARN. Les classes avec un seul type d’attracteurs (soit des points fixes pour la
classe Fi, soit des cycles limites pour la classe Cy) sont donc les moins sensibles
a 'ajout du miARN inhibiteur.

Ceci confirme notre conclusion intermédiaire : I’ajout du miARN a tendance
& rendre les réseaux plus robustes aux changements de modes d’itération, no-
tamment en supprimant les cycles limites des réseaux avec points fixes et cycles
limites. D'un point de vue biologique, on peut penser que les cycles limites ne
sont, en grande partie, pas souhaitables pour de tels réseaux, comme par exemple
celui lié & la morphogénése florale chez Arabidopsis thaliana. Les miARN agiraient
donc comme des "garde-fous", en empéchant des comportements cycliques.

Nous pouvons clore cette étude trés rapide, en observant la taille moyenne du
plus petit bassin d’attraction pour les réseaux, avant ajout du miARN et aprés
ajout. Si cette taille diminue de fagon significative avec 'ajout du miA RN, nous
pouvons en conclure que celui-ci a pour effet de supprimer les attracteurs a petits
bassins. D’un point de vue biologique, de tels attracteurs ne représentent pas des
types cellulaires intéressants. Le tableau B.I4] donne la taille moyenne du plus
petit bassin d’attraction, pour les réseaux avant ajout du miARN. Cette taille
moyenne est donnée pour chaque classe de comportement, et pour la totalité
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des réseaux. Le tableau présente la taille moyenne du plus petit bassin
d’attraction, pour les réseaux aprés ajout du miARN. Pour chaque réseau, la
taille du plus petit bassin d’attraction est calculée pour tous les modes d’itération.
C’est la moyenne sur les modes d’itération qui est retenue. Nous rappelons que,
pour les réseaux de taille 3, il y a 22 = 8 configurations possibles. La taille
maximale des bassins d’attraction est donc de 8.

TAB. 3.14 — Taille moyenne du plus petit bassin d’attraction pour les réseaux
avant ajout du miARN.

Cy Fi M Ev || Total
7,38 | 4,25 | 2,33 | 4,88 || 5,32

TaB. 3.15 — Taille moyenne du plus petit bassin d’attraction pour les réseaux
aprés ajout du miARN.

Cy Fi Mi Ev || Total
7,53 | 4,94 | 2,83 | 5,14 || 5,61

Nous observons une augmentation de la taille du plus petit bassin d’attrac-
tion, avec ’ajout du miARN inhibiteur. Cependant, cette augmentation est plu-
tot faible. Ainsi, on ne peut conclure a un effet spécial du miARN sur les at-
tracteurs & bassin d’attraction de petite taille, puisque cette augmentation de la
taille moyenne du plus petit bassin peut s’expliquer par la diminution du nombre
moyen d’attracteurs.

Les réseaux de la classe Mi sont ceux pour lesquels l'augmentation relative de
la taille du plus petit bassin d’attraction est la plus prononcée. Nous remarquons
d’ailleurs que, pour ces réseaux, la taille du plus petit bassin est trés faible,
comparativement aux autres. Nous avons vu, dans la partie BT que les RABS
de cette classe sont ceux qui ont le plus d’attracteurs (ils ont au moins un point
fixe et un cycle limite par mode d’itération). Cependant, ceci ne suffit pas a
expliquer la taille si faible du plus petit bassin d’attraction. Il semble donc que
ces réseaux sont caractérisés, de fagcon générale, par un attracteur dont le bassin
d’attraction est de petite taille. A 'opposé, on constate que, pour les réseaux de
la classe C, la taille moyenne du plus petit bassin d’attraction est trés élevée.
Ceci nous indique donc que ces réseaux ont un nombre moyen de cycles limites
proches de 1 (ce que nous avions vu dans la partie BILZ), mais également que,
lorsqu’il y a plusieurs cycles limites, la taille des bassins d’attraction de ces cycles
est équilibrée.

Nous avons montré, au moyen de simulations relativement aisées & mettre en
oeuvre, que l'on pouvait donner quelques pistes sur l'effet d’'un miARN sur la
robustesse des réseaux. D’aprés les résultats obtenus, nous pouvons supposer que

105



les miARN ont pour role d’augmenter la robustesse des réseaux de régulation.
Cette conclusion est en accord avec les études récentes qui décrivent notamment
une dérégulation des miARN, dans le cas de cancers [96].

Ce chapitre a porté sur les résultats des différentes simulations que nous
avons réalisées concernant les réseaux d’automates booléens. Nous avons com-
mencé par étudier le comportement général des RABS a n éléments, avec n < 7.
Les résultats obtenus montrent que le fait d’augmenter la taille, mais, surtout,
la connectivité des réseaux, a pour effet de faire diminuer la robustesse de ces
réseaux face & des perturbations des modes d’itération. En faisant augmenter la
taille des réseaux, tout en conservant une connectivité faible, nous avons vu que
les réseaux pouvaient retrouver une certaine robustesse. Nous avons fait le lien
avec les graphes d’interaction des réseaux de régulation génétique connus, qui
sont composés de modules de petite taille et fortement connexes, reliés par des
arcs et des noeuds intermédiaires de degrés faibles. Nous avons également étudié
les attracteurs des RABS et montré que leur nombre, ainsi que la longueur des
cycles limites, augmentaient moins fortement avec la taille des réseaux que ce que
montrent les études sur les réseaux booléens aléatoires.

Nous avons ensuite focalisé notre travail sur les réseaux de la classe de com-
portement la moins robuste aux changements de mode d’itération. Nous avons
tenté de donner une explication aux apparitions et disparitions des cycles li-
mites, observées pour ces réseaux, lorsque I’on modifie le mode d’itération. Nous
avons également montré que 1’on ne pouvait pas décrire les différentes classes de
comportement dynamique, en décrivant seulement les graphes d’interaction des
réseaux.

Enfin, nous avons traité un modéle de réseau de régulation génétique, pour
lequel nous avons prouvé toute I'importance d’utiliser des vecteurs d’interaction
minimaux pour définir les fonctions booléennes a seuil. Nous avons montré com-
ment ’on pouvait ramener 1’étude du réseau de 12 génes a la description de la
dynamique de 2 RABS de taille 3. Nous avons clos ce chapitre, en présentant une
étude trés simple visant & étudier le role général que peuvent avoir les miARN
vis-a-vis de la robustesse des réseaux de régulation génétique.

Nous terminons notre manuscrit par le prochain chapitre, qui présente quelques
résultats théoriques sur les cycles limites dans les réseaux d’automates.

106



Chapitre 4
Itération bio-inspirée

Nous étudions la robustesse des réseaux d’automates booléens & seuil, dans
le cadre de la modélisation des réseaux de régulation génétique. Dans ce cha-
pitre, nous allons présenter une itération qui nous semble plus appropriée a la
modélisation de ces réseaux biologiques que l'itération traditionnelle que nous
avons utilisée jusqu’a ce point. A partir de la définition de cette itération que
nous appelons bio-inspirée, nous pouvons énoncer quelques résultats concernant
les cycles limites observés pour un réseau d’automates. Ce chapitre ne concerne
plus la seule classe des réseaux d’automates booléens a seuil, mais celle des ré-
seaux d’automates de facon générale. En revanche, pour conserver 'homogénéité
du manuscrit, les exemples présentés concerneront uniquement des réseaux d’au-
tomates booléens a seuil.

4.1 Motivation et premiéres définitions

Nous avons défini, dans la partie [L31], les modes d’itération blocs-séquentiels.
Cette définition, qui correspond & ce que nous appelons l'itération traditionnelle
des réseaux d’automates, stipule que, quelque soit le mode d’itération choisi, a
chaque transition d’état du réseau, I’état de tous les éléments est mis & jour. Nous
avons, en effet, déja remarqué qu’entre deux temps consécutifs, ¢ et £ + 1, 'en-
semble de toutes les fonctions de transition locale était appliqué. Ceci signifie,
dans le cadre de la modélisation des réseaux de régulation génétique, qu’entre
deux configurations consécutives du réseau, tous les génes ont eu le temps de voir
leur expression changer. Or, nous avons vu dans cette méme partie [L3.1] quelle
était la signification biologique que l'on pouvait donner aux modes d’itération
blocs-séquentiels. Si nous pouvons déterminer qu’il existe un intervalle de temps
suffisamment important entre I’expression (au travers de tout le processus d’ex-
pression des génes incluant le remodelage de la chromatine, I’action de ’ARN
polymérase...) des génes i et 7, alors les éléments ¢ et j qui modélisent ces génes
sont placés dans deux blocs différents du mode d’itération blocs-séquentiel. Si
I’'on suppose que le géne 4 est exprimé avant le géne j, alors, dans un tel cas, le
géne j peut étre régulé par les produits synthétisés a partir du géne ¢ qui corres-
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pondent a l’état actuel d’activation de ¢. On place donc j dans un bloc suivant
le bloc de 4. S’il existe un intervalle de temps suffisamment long pour que le géne
7 puisse dépendre de I'état actuel du géne 4, alors il nous semble cohérent de
considérer que I'on peut observer 1’état du réseau entre le moment ou le géne ¢
est exprimé et celui ol le géne j est exprimé. D'un point de vue expérimental,
on étudie I’évolution temporelle des niveaux d’expression des différents génes a
'aide de bio-puces du type microarrays ou puces a oligonucléotides [9), [0, [T}, 12].
Il nous parait improbable qu’entre 2 mesures de l'expression génétique par ces
bio-puces, 1'état de tous les génes d’'un méme réseau ait eu le temps d’étre mis a
jour un méme nombre de fois.

temps
to 131 12}

F1G. 4.1 — Schéma représentant 1’évolution temporelle de I'expression de 4 génes.

Le schéma simplifié de la figure LTl présente un exemple fictif d’évolution tem-
porelle de I'expression de 4 génes, a partir d’un état d’expression initial. A chaque
gene correspond une case dont la couleur modélise 1’état d’activation du géne :
vert, le géne est exprimé, rouge, il n’est pas exprimé (initialement, aucun géne
n’est donc exprimé). On suppose que les 4 génes, notés de 1 a 4, sont regroupés
de la fagon suivante : (1)(2,3)(4); c’est-a-dire que I’état d’expression du géne 1
est mis a jour, puis les états d’expression des génes 2 et 3 sont mis & jour de fagon
synchrone, ensuite, I’état d’expression du géne 4 est mis a jour, et on réitére le
processus a partir du géne 1. Sur le schéma, toute configuration obtenue a partir
de la mise a jour d’un seul groupe est notée. Pour cet exemple, le mode d’itération
blocs-séquentiel associé est, naturellement, (1)(2,3)(4). Sil'on itére le RABS qui
modélise le réseau fictif auquel sont associées les configurations du schéma, avec
ce mode d’itération, on n’observe que les configurations correspondant aux temps
to, t1, to. En effet, on considére qu’entre 2 configurations successives du réseau,
I’état de tous les éléments du réseau est mis a jour. Afin de modéliser le plus
fidélement, et le plus précisément possible, I’évolution de I'expression génétique
au sein d’un réseau de régulation, nous décidons de définir une nouvelle fagon
d’itérer les réseaux d’automates qui nous permette de prendre en compte toutes
les configurations représentées sur la figure EI1

A partir de ce constat, nous re-définissons les modes d’itération blocs-séquentiels
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pour les réseaux d’automates. Nous appelons cette nouvelle facon d’itérer les ré-
seaux, l'itération bio-inspirée. Dans l'itération traditionnelle, & chaque transition
d’état du réseau, l’ensemble des éléments du réseau est mis & jour. Dans l'ité-
ration bio-inspirée, a chaque transition d’état du réseau, un groupe d’éléments
(ceux regroupés dans un méme bloc du mode d’itération blocs-séquentiel) du ré-
seau est mis a jour. Nous définissons les modes d’itération blocs-séquentiels pour
I'itération bio-inspirée & partir des partitions ordonnées.

Pour la suite, on considére que toute configuration initiale correspond au
temps ¢ = 0. On considére également que si R = (Q, F) est un réseau d’automates
a n éléments et la fonction f;, i € {1,--- ,n}, désigne la composante i de F', c’est-
a-dire, la fonction de transition locale de I’élément i du réseau R.

On désigne 'ensemble des parties de {1,--- ,n} par P({1,--- ,n}). Pour toute
fonction de transition globale F' d’un réseau d’automates & n éléments R =
(Q, F), nous définissons 'application Gg : P({1,--- ,n}) x Q" — Q", par :

VE 67)({1’ ,TL}), vX e Qn’ GF(EaX) =Y

. fZ(X) site b
Vied{l,--- = . .
Cette application nous permet de donner la définition des modes d’itération blocs-
séquentiels bio-inspirés suivante.

Définition 4.1 (Mode d’itération blocs-séquentiel bio-inspiré)

Soit R = (Q, F) un réseau d’automates a n éléments, et P = (Py,--- ,Pp,) une
partition ordonnée de l’ensemble {1,--- ,n}.

On dit que R est itéré avec le mode d’itération blocs-séquentiel bio-inspiré (MIBSBI)
associé a P quand on a :

VteN, X(t+1)=Gp(P,X(t), avecke{l,---,p}, k=t+1 [p].

Comme pour les modes d’itération blocs-séquentiels de I’itération tradition-
nelle, on peut définir les MIBSBI pour tout réseau d’automates, et pas unique-
ment pour les réseaux d’automates booléens a seuil.

Tout mode d’itération blocs-séquentiel de litération traditionnelle et tout
MIBSBI étant définis & partir d’une partition ordonnée de {1,---,n}, on peut
faire correspondre & chaque MIBSBI un unique mode d’itération blocs-séquentiel
de l'itération traditionnelle, et inversement. Ces modes sont associés & la méme
partition ordonnée. Nous verrons dans la suite comment les dynamiques obte-
nues a partir de deux modes d’itération correspondants sont liées. En particulier,
nous pouvons définir les modes paralléle et séquentiels bio-inspirés, a partir, res-
pectivement de la partition réduite a ’ensemble {1,--- ,n} et des partitions a n
blocs contenant chacun un unique élément (si P = (Py,---,P,) est une parti-
tion, alors on appelle tout Py un bloc de P). On peut remarquer immédiatement
que les modes paralléles de I'itération traditionnelle et de I’itération bio-inspirée
sont identiques. Dans les 2 cas, on a en effet (en conservant les notations de la

définition ET) :
Vi e N, Vi e {1, oo ,n}, .’Ez‘(t + 1) = fZ(X(t))
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En revanche, les modes séquentiels sont bien différents, comme le montre ’exemple

ET

Exemple 4.1 : On considére le réseau d’automates booléens & seuil & 3 éléments
R = (W, 0) dont la matrice d’interaction et le vecteur seuil sont donnés ci-apreés :

2 11
W=|0 01 0= 0
0 -1 0 -1
On part de la configuration initiale X(0) = 000 et on itére le réseau avec le
mode d’itération séquentiel associé & la partition ordonnée (3)(2)(1), dans le cas
de l'itération traditionnelle, et dans le cas de l'itération bio-inspirée. On note
les 2 premiéres configurations (autres que la configuration initiale) dans le cas de
I'itération traditionnelle, et les 6 premiéres configurations dans le cas de l'itération
bio-inspirée. On trouve alors les trajectoires suivantes :
- itération traditionnelle : 000 — 011 — 000
- itération bio-inspirée : 000 — 001 — 011 — 011 — 010 — 000 — 000

Les premiéres configurations de ces 2 trajectoires issues d'un méme état global
initial de R sont différentes. Les modes séquentiels traditionnel et bio-inspiré
ne sont donc pas identiques. On peut remarquer que la configuration 001 n’est
pas présente dans la trajectoire correspondant a l'itération traditionnelle, alors
que toute configuration de la trajectoire correspondant a l'itération traditionnelle
est présente dans la trajectoire correspondant & I'itération bio-inspirée. On peut
également remarquer que dans une trajectoire correspondant & l’itération bio-
inspirée, on peut avoir deux configurations successives égales, sans avoir atteint de
point fixe. A une unique configuration peuvent correspondre deux configurations
suivantes différentes, selon le bloc qui est mis a jour durant la transition. Nous
reviendrons plus loin sur cette remarque.

Notation 4.1 : Soit R un réseau d’automates a n éléments, et P une partition
ordonnée de {1,--- ,n}.

On note (R, P,trad) le réseau R itéré avec le mode blocs-séquentiel associé a P
pour litération traditionnelle, et (R, P,bio) le réseau R itéré avec le MIBSBI
associé a P.

A partir de la définition Bl pour tout réseau d’automates R, et toute par-
tition ordonnée P = (Py,---,P,) de {1,---,n}, on peut définir toute trajec-
toire issue d’'une configuration initiale X(0), pour (R, P,bio), comme la suite
(X*¥)gen définie par X° = X(0) et Vk € N, Xkl = Gp(P;,,X"), avec ji, €
{1,---,p}, jx = k+ 1 [p]. Entre 2 configurations X* et X**? k ¢ N, Iétat de
tous les éléments de chaque bloc de P est mis a jour, et donc chaque élément du
réseau est mis a jour. Pour les modes d’itération blocs-séquentiels de l'itération
traditionnelle, & chaque transition d’état du réseau, I'’ensemble des éléments est
mis a jour. On trouve donc la trajectoire issue de la méme configuration initiale,
X(0), pour (R, P, trad), en prenant la suite extraite (Y*)ren de (X¥)pen, définie
par Vk € N, Y* = XPk,
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Dans 'exemple BTl les premiers états de la trajectoire correspondant a l'ité-
ration bio-inspirée sont X° = 000, X! = 001, X? = 011, X?® = 011, X* =
010, X® = 000, X% = 000. Pour l'itération traditionnelle, les premiers états de
la trajectoire sont Y? =000, Y! = 011, Y2 = 000. On retrouve bien Y* = X3*
pour 0 < k < 2.

La définition des cycles limites que nous avons donnée dans la partie [C2ZT]
ne peut pas s’appliquer a l'itération bio-inspirée. Nous avions en effet présenté
tout cycle limite de longueur | comme un ensemble de [ configurations deux &
deux distinctes. Or, nous avons vu dans I’exemple précédent, que pour l'itération
bio-inspirée, on peut avoir 2 configurations successives égales qui ne représentent
pas un point fixe. Dans un cycle limite de l'itération bio-inspirée, on peut donc
avoir deux configurations égales. Afin de définir les cycles limites pour l'itération
bio-inspirée, nous utilisons le fait que pour tout réseau d’automates R = (Q, F)
a n éléments, pour toute partition ordonnée P = (Pi,---,P,) de {1,--- ,n},
et pour toute configuration initiale X(0) € @Q", la trajectoire issue de X(0),
pour (R, P,trad), est une suite extraite de la trajectoire issue de X(0), pour
(R, P, bio). Nous pouvons voir tout cycle limite comme une trajectoire. Ainsi,
tout cycle limite pour (R, P,trad) est une suite-extraite d’un cycle limite pour
(R, P, bio). Afin de faciliter I’écriture et la lecture des équations suivantes, tout

cycle C' de longueur [ que nous notions jusqu’a présent C' = [X°, ...  X!/=1] est
désormais noté C' = [X0,...  X!=1 X! = X9].
Si Chrad = [Y0, ... [ YI71 Y =YY est le cycle de longueur [ pour l'itération

traditionnelle, et C’;’}O le cycle correspondant pour l'itération bio-inspirée, alors,
on peut écrire C%° = [XO0 ... Xk~ X* = X% avec Vi € {0,---,1},Y! = XV
On a donc k = pl. Comme C}’}O définit également les k+1 premiéres configurations
de la trajectoire issue de X pour (R, P, bio), on a Vj € {0,--- ,k — 1}, XJ*+!1 =
GF(PZ'J.,X]'), avec i; € {1,--- ,p}, i; =5+ 1 [p]. Nous pouvons donc définir les
cycles limites pour l'itération bio-inspirée de la maniére suivante.

Définition 4.2 (Cycle limite pour l'itération bio-inspirée)

Soit R = (Q, F) un réseau d’automates a n éléments, et P = (Py,--- ,Pp,) une
partition ordonnée de l’ensemble {1,--- ,n}.

La suite de configurations C C Q",C = [X0,... , X!=1 X! = X9 est un cycle
limite de longueur | pour (R, P,bio), si et seulement, si C vérifie :

-JdkeNk>1/1=kp,

- Vi,je{l,-- k}i# 7, Xip o£ XIP,

-Vj e {0,---,1 -1}, Xitl = GF(Pij,Xj), avec i; € {1,--- ,p}, i; =

j+1 [pl.

Pour étre tout a fait exact, dans la définition ci-dessus, il faut organiser ’écri-
ture du cycle limite pour étre certain d’avoir X! = Gg(Pr, X°). On sait que tout
cycle limite C = [X?, ... , X!~ X! = X9 peut s’écrire C = [X!, .- X!=1 X0 X1],
ou C = [X2,... X!=1 X9 X! X2]... On suppose donc que I’on écrit toujours les
cycles limites sous la forme C = [XY, ..., X!=1 X9 avec X! = Gp(P1, X0).

Dans I'exemple EZT], 1a suite de configurations C**° = [000, 001, 011, 011, 010,
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000, 000] est bien un cycle limite de longueur 6 pour (R, P, bio) avec P =
(3)(2)(1). C¥ correspond au cycle limite C*"%¢ = [000, ,011, 000] de longueur
2, obtenu pour (R, P,trad). On voit que O est une séquence extraite de C?%°.
On dit donc que tout cycle limite obtenu pour l’itération traditionnelle est un
cycle extrait du cycle limite correspondant pour l'itération bio-inspirée.

La définition des points fixes pour l'itération bio-simulée est la méme que
dans le cadre de litération traditionnelle. Une configuration X € Q" est un
point fixe pour le réseau d’automates R = (Q, F)) si, et seulement si F'(X) = X.
Ainsi, le point fixe X vérifie VE € P({1,--- ,n}), Gp(E,X) = X. En particulier,
quelle que soit la partition ordonnée P = (Py,---,P,) de {1,--- ,n}, on a Vk €
{1,---,p}, Gp(Px,X) = X. Les points fixes d'un réseau d’automates R pour
Iitération traditionnelle, et pour l'itération bio-inspirée, sont les mémes. Soit
(X*)ren une trajectoire pour (R, P, bio). Nous avons vu que deux configurations
successives X’ et X'*! de cette trajectoire peuvent étre égales sans correspondre
A un point fixe, X = X1 = X. D’aprés la définition des points fixes ci-dessus, la
configuration X ne peut se répéter plus de p fois successivement dans la trajectoire
(X*)ken-

Nous avons donc une correspondance totale entre les attracteurs d'un ré-
seau d’automates pour l'itération traditionnelle, et pour I'itération bio-inspirée :
chaque cycle limite pour un mode d’itération traditionnel est associé & un cycle
limite pour le MIBSBI associé a la méme partition ordonnée, et inversement ;
les points fixes de l'itération traditionnelle et de I'itération bio-inspirée sont iden-
tiques. Ainsi, les classes de comportements que nous avons définies pour les RABS
dans la partie ne dépendent pas du choix entre itération traditionnelle et
itération bio-inspirée.

Nous avons introduit I'itération bio-inspirée afin de mieux modéliser les ré-
seaux de régulation génétique. Nous avons vu que, dans les trajectoires obtenues
par itération bio-inspirée, deux configurations successives pouvaient étre iden-
tiques sans correspondre & un point fixe. Si I’on considére que I’'on peut observer,
au moyen de bio-puces, I’évolution de ’expression des génes d’un réseau corres-
pondant & ’ensemble des configurations formant une trajectoire, il est impossible
de distinguer deux configurations successives identiques. Ainsi le début de tra-
jectoire 000 — 001 — 011 — 011 — 010 — 000 — 000 sera observé comme
étant identique a 000 — 001 — 011 — 010 — 000. Afin de modéliser ce phéno-
meéne, nous appliquons une phase de réduction & toute trajectoire obtenue pour
I'itération bio-inspirée.

Cette phase de réduction est définie comme suit. Soit R un réseau d’au-
tomates a n éléments, et P une partition ordonnée de {1,---,n}. A chaque
configuration X’ d’une trajectoire (X*)reny pour (R, P, bio), on peut associer
I'ensemble E(X?) = {j € N,j > i / XJ # X'}. Par définition des points fixes,
E(X?%) = () si, et seulement si X’ est un point fixe de R. On peut alors extraire
de la trajectoire (X*)ren la sous-suite (X?")),cn avec ¢ construite sur N par
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0 sik=0
(k) = { min(BX*-D))  sik#£0et BXOE-D) L)

k si k#0et B(X0H-1)) =0
Par construction, la fonction ¢ est croissante, donc la suite (X¢(k))keN est bien
une suite extraite de (X¥)pen. La suite de configurations (X))o représente
la trajectoire (X¥)ren pour (R, P,bio), que l'on a réduite. Dans cette trajec-
toire réduite, deux configurations successives égales correspondent & un point
fixe du réseau. La procédure de réduction affecte également les cycles limites.
Toute séquence [X?,... , X*~1 XF = X0 obtenue par réduction du cycle li-
mite [X0,..- X7 X! = X9 est appelée cycle limite réduit (de longueur k).
En reprenant le cycle limite de I'exemple EET], le cycle limite réduit obtenu par
réduction du cycle limite C%° = [000, 001, 011, 011, 010, 000, 000] est
e = [000, 001, 011, 010, 000].

Soit R un réseau d’automates a n éléments, X (0) une configuration de ce
réseau, et P une partition ordonnée de {1,---,n}. Dans la trajectoire (Y*)pen
issue de X(0) (on a donc Y? = X(0)) pour (R, P,trad), deux configurations
successives Y et Y+ sont égales si, et seulement si Y est un point fixe du réseau
R. Soit (X¥)en la trajectoire issue de X (0) pour (R, P,bio). Nous avons vu que
(Y*)ren est une suite extraite de (X¥)ren. Si Pon note (X¥)pen la trajectoire
réduite obtenue par réduction de (X*).en, on peut noter que, par construction
de (X¥)ren, (Y*)ren est également une suite extraite de (X*)gen. De méme tout
cycle limite pour (R, P,trad) est un cycle extrait d’'un cycle limite réduit pour
(R, P, bio). En reprenant I'exemple EI1 le cycle limite C*"%? = [000, ,011, 000]
est bien un cycle extrait du cycle limite réduit CT¢4 = [000, 001, 011, 010, 000].

Nous pouvons formuler trois remarques concernant les cycles limites réduits :

- dans le cas ou R est itéré avec le mode parallele, les itérations traditionnelle
et bio-inspirée de R sont identiques et toute trajectoire de R pour l'itéra-
tion bio-inspirée est invariante par le processus de réduction ; ainsi, pour le
mode d’itération paralléle, les cycles limites en itération traditionnelle sont
identiques aux cycles limites réduits en itération bio-inspirée ;

- dans le cas particulier ot le cycle limite réduit pour (R, P, bio), noté C%°,
est de longueur 2, le cycle limite extrait C*% qui correspond a l'itéra-
tion traditionnelle (R, P,trad), est identique a C¥ (il ne peut pas étre de
longueur inférieure a 2).

- si 0 =[X0... X1, X! = X9 est un cycle limite réduit pour R itéré avec
un mode séquentiel bio-inspiré, alors on a Vk € {0, --- ,1—-1}, d(XF XF+1) =
1, ou d désigne la distance de Hamming. En effet, pour un mode séquentiel
bio-inspiré, & chaque pas de temps, I’état d’un seul élément du réseau est
mis a jour. Ainsi, deux configurations successives d’une trajectoire réduite
ne difféerent que d’ un seul élément.

Si R est un réseau d’automates qui modélise un réseau de régulation géné-
tique, et que m est le mode d’itération blocs-séquentiel qui permet de modéliser
les différents temps d’activation des génes du réseau, le plus fidélement possible,
alors, les trajectoires réduites et cycles limites réduits de R pour le mode m en
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itération bio-inspirée représentent 1’évolution de ’expression des génes du réseau,
telle qu’on peut 'observer avec une bio-puce. Nous avons donc introduit et dé-
fini un processus d’itération des réseaux d’automates qui permet une meilleure
modélisation des réseaux de régulation génétique.

Dans la suite, nous travaillons sur les cycles limites réduits en itération bio-
inspirée. Nous démontrons certains résultats sur ces cycles réduits qui nous per-
mettent de donner des propriétés relatives aux cycles limites en itération tradi-
tionnelle.

4.2 Reésultats

Nous présentons tout d’abord une propriété des cycles limites de l'itération
bio-inspirée qui montre que cette itération est plus adaptée a la modélisation des
réseaux de régulation génétique que l'itération traditionnelle.

Proposition 4.1

Soit R = (Q, F) un réseau d’automates a n éléments.
Soit P = (P1,--- , P,) une partition ordonnée de {1,--- ,n}.

Soit P' = (Py,---,P,)) une partition ordonnée de {1,--- ,n} obtenue a partir
de P par décalage circulaire des blocs, c’est-a-dire 31 € {1,--- ,p— 1}, /Vj €

{1, ,p}, Pl=Dg, avecke{l,--- ,pl,k=i+j [p].

Si C C Q" est un cycle limite pour (R, P,bio), alors C est un cyle limite pour
(R, P, bio).

)

Preuve. On conserve les notations de la proposition.

On note P/ = (P{,--- ,PIQ) = (P, , Py, P1,--- ,Pi_q).

On note C' = [X°, ... X!71 X! = X9], avec X! = Gp(P;, XY).

Afin de ne pas alourdir la démonstration, on considére que les indices utilisés pour
désigner les blocs des partitions ordonnées P et P’ sont donnés modulo p : Pj =
Py, avec k € {1,--- ,p},k = j [p]. On peut donc écrire, Vj € {1,--- ,p}, PJ’ =
Pj;_1. De méme, les indices utilisés pour désigner les configurations du cycle
limite C' sont donnés modulo [ : X7 = X* avec k € {0,---,1 —1},k =3 [I].
C étant un cycle limite pour (R, P,bio), on peut donc écrire, Vj € {0,--- ,1 —
1}, X9t = Gp(Pj11,X7).

On s’intéresse a la trajectoire (Y*)ren, issue de X*~1, pour (R, P, bio).

On montre par récurrence que Yk € N, Y* = Xk+i—1,

(Y*)pen étant une trajectoire issue de X*~! on a YO = X?=1.

On suppose que 'on a (Y*) = XFk+i—1,

(Y¥)pen étant une trajectoire pour (R, P’,bio), on a YA+t = Gp(P, |, Y") =
GF(PkJria Xk‘f’i*l) — XFk+i

On a donc bien, Vk € N, Y* = XF+i—1,

C étant un cycle limite, C' = [X*1,... X7l ... X0 ... X¥1] est un cycle
limite pour (R, P’,bio), avec X' = G (P],X*1). On voit que I'on peut réécrire

i

C' sous la forme ' = [X?,...  X!=1 X% = C. Donc C est bien un cycle limite
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pour (R, P, bio). O

Notons que cette propriété est valable pour les cycles limites non réduits de
I'itération bio-inspirée. Mais si elle est valable pour un cycle limite non réduit,
alors, elle est également valable pour le cycle limite réduit correspondant.

Dans l'itération bio-inspirée, une fois ’ordre des blocs établi, le choix du
premier bloc n’a aucune influence sur les attracteurs du réseau. Dans le cadre
de la modélisation de réseaux de régulation génétique, cette propriété est tres
importante car, comment déterminer, & partir d’'un niveau d’expression génétique
initial quel groupe de génes va étre le premier exprimé? Notons que la propriété
ET n’est pas valable pour les cycles limites en itération traditionnelle.

Ezemple 4.2 : Nous avons déja vu que le réseau R de 'exemple ET] itéré avec le
mode d’itération séquentiel (3)(2)(1) avait un unique cycle limite de longueur 2
en itération traditionnelle : [000, 011, 000]. Toujours en itération traditionnelle,
en itérant ce réseau avec le mode séquentiel (1)(3)(2), on obtient le méme unique
cycle limite. En revanche, avec le mode séquentiel (2)(1)(3), le réseau a également
un unique cycle limite de longueur 2, mais différent : [001, 010, 001].

En itération bio-inspirée, pour les modes d’itération séquentiels (3)(2)(1), (2)(1)(3)
et (1)(3)(2), le réseau a le méme cycle limite de longueur 6 : [000, 001, 011, 011, 010,
000, 000], que 'on peut réduire a [000, 001, 011, 010, 000].

Nous rappelons que tout cycle limite pour (R, P,trad) est un cycle extrait
d’un cycle limite pour (R, P,bio). La propriété B2l nous permet donc d’énoncer
le corrollaire suivant, concernant les cycles limites de l'itération traditionnelle.

Corollaire 4.1

Soit R = (Q, F) un réseau d’automates a n éléments.

Soit P = (P1,--- , P,) une partition ordonnée de {1,--- ,n}.

Soit P' = (P{,--- , P}) une partition ordonnée de {1,--- ,n} obtenue a partir de
P par décalage circulaire des blocs.

Le nombre de cycles limites pour (R, P,trad) est égal au nombre de cycles limites
pour (R, P’ trad).

Si l'on suppose qu’il y a un unique cycle limite pour (R, P,trad) (et donc
pour (R, P’ trad)), alors les deux cycles limites correspondant a (R, P,trad) et
(R, P’ trad) sont deux cycles extraits d’'un méme cycle. Ils peuvent étre différents
lorsqu’ils sont extraits de fagon déphasée, comme le montre la figure EE2 Cette
figure correspond aux cycles limites présentés dans l'exemple A partir du
cycle limite réduit pour R itéré avec le mode d’itération séquentiel (3)(2)(1) pour
I'itération bio-inspirée, on trouve les cycles limites extraits qui correspondent
aux modes d’itération séquentiels (3)(2)(1), (2)(1)(3) et (1)(3)(2) pour 'itération
traditionnelle.

Avant d’énoncer et de prouver le résultat suivant, il nous faut introduire
quelques définitions supplémentaires, nous permettant de faire le lien entre les
partitions de {1,--- ,n} et les cycles limites.
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Iteration traditionnelle
[000, 011, 000] (modes séquentiels (3)(2)(1) et (1)(3)(=

001

[\ood) , , 011 , OiQ , dOO] Itération bio-inspirée

Itération traditionnelle
[001,010,001] (mode séquentiel (2)(1)(3))

Fi1Gg. 4.2 — Schéma représentant ’extraction des cycles limites pour l'itération
traditionnelle & partir d’un cycle limite réduit pour l'itération bio-inspirée.

Dans la partie B2 nous avons défini une relation d’ordre sur les partitions
ordonnées. Nous allons ici définir une relation d’ordre sur les partitions non or-
données.

Définition 4.3 (Relation d’ordre sur les partitions non ordonnées)

Soient P = (PL,--- ,Ppll) et P2 = (P}, .- ,Pp22) deuz partitions non ordonnées
de l’ensemble {1,--- ,n}. On dit que P, est plus fine que P; si, et seulement si,
on a pour tout couple (i,5) € {1,--- ,n}? :

Elkié{l,--- apl}/iepkl’jgpkl = EllG{l, ,p2}/’L’EPlQ,j¢P12

La relation "plus fine" étant définie pour les partitions ordonnées, nous pou-
vons définir la partition liée & un cycle limite, que nous appelons partition cy-
clique.

Définition 4.4 (Partition cyclique)

Soit C = [X0,... , XI71, X! = X% C Q" un cycle de longueur 1.

On appelle partition cyclique associée au cycle C, la partition non ordonnée de
Uensemble {1,--- ,n}, notée P = (Py,---,P,), qui est la partition la plus fine
telle que, pour tout couple (i,j) € {1,--- ,n}? :

k—1 k .

! T; 1€ Py,
3k€{17’l}/{$%€1zxk :3m€{177p}/{jep

J J m

De facon informelle, si R est un réseau d’automates et C' un cycle limite atteint
par R, la partition cyclique associée au cycle C est la partition non ordonnée la
plus fine dont les blocs regroupent les éléments de R qui changent d’état au méme
moment dans C.

On voit que la partition cyclique associée a un cycle limite C' pour un MIBSBI
donné est identique a la partition cyclique au cycle limite réduit correspondant
a C. En effet, la définition de la partition cyclique se fait & partir des transitions
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entre deux configurations distinctes. Ces transitions sont les mémes entre un cycle
limite pour MIBSBI donné et le cycle limite réduit correspondant.

L’exemple suivant montre comment construire la partition cyclique associée
4 un cycle donné.

Ezemple 4.3 : On consideére le réseau d’automates booléens & 3 éléments, R, pré-
senté dans 'exemple Bl Ce réseau, itéré avec le mode paralléle (nous avons vu
que dans ce cas, les itérations traditionnelle et bio-inspirée sont identiques), at-
teint le cycle limite de longueur 4 suivant : C' = [001,011,010,000,001]. On
constate qu’entre 2 configurations successives de C, I’état d'un seul élément
change. Ainsi, la partition cyclique associée a C est la partition P = ({1}, {2}, {3})
que l'on note aussi plus simplement P = (1)(2)(3).

On considére maintenant le réseau d’automates booléens & 3 éléments qui modé-
lise la morphogénese de la plume chez le poulet, Ryjyme, présenté dans 'exemple
de la partie Nous avons vu que ce réseau, itéré avec le mode paralléle,
atteint le cycle de longueur 4 suivant : Cpyme = [000,100, 111,010, 000]. Entre la
deuxiéme configuration de Cpiyme, 100, et la troisieme, 111, I’état des éléments
2 et 3 du réseau change. 2 et 3 sont donc dans un méme bloc de la partition
cyclique associée & Cpryme- Entre 111 et 010, I'état des éléments 1 et 3 est mo-
difié. 1 et 3 sont donc dans un méme bloc de la partition cyclique associée &

Chplume- On en déduit que la partition cyclique associée a Cpjyme est la partition

Pplume = (17 27 3)

Lemme 4.1
Soit R = (Q, F) un réseau d’automates a n éléments.
Soit P = (Py,--- , Py) une partition ordonnée de {1,--- ,n}.
Soit C = [XO,... , X!71 X! = X% C Q" un cycle.
Soient les 2 propositions suivantes :
1. C est un cycle limite pour (R, P, bio) ;

2. la partition cyclique associée a C' est plus fine que la partition non ordonnée
construite avec les mémes blocs que P.

Ona: =134

Preuve. On suppose que la partition cyclique associée & C' n’est pas plus fine que
la partition non ordonnée construite avec les mémes blocs que P.

Cela signifie que P est telle qu’il existe 2 éléments 71 et 7o qui changent d’état au
méme moment dans C' (entre X* et X**1 avec k € {0,--- ,1—1}), tels que i; et
i3 ne sont pas dans un méme bloc de P. On note P,, le bloc de P qui contient
21-

Soit Y = Gp(Py,, X*). Comme iy ¢ P,,, alors y;, = fo, et donc y;, # xf;l, soit
Y 7& Xk-i-l_

Soit je{l,--- ,p}, j#£m, et Y = GF(PJ-,X"C). Comme iy & P;, alors y;, = xfl,
et donc y;, # xffl, soit Y # XFk+1,

Ainsi, Vj € {1,--- ,p}, Gr(P;,X¥) # X*1, La transition entre X* et X*+1 ne
peut donc pas se faire pour (R, P,bio). C n’est donc pas un cycle limite pour
(R, P, bio). O
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A partir du lemme BTl on peut donc définir les partitions compatibles avec
un cycle.

Définition 4.5 (Partition compatible avec un cycle)

Soit P = (Py,--- , P,) une partition ordonnée de {1,--- ,n}, et C = [XO0, ... XI~1,
X! = X9 C Q" un cycle.

On dit que P est une partition compatible avec le cycle C si, et seulement si
la partition cyclique associée a C est plus fine que la partition non ordonnée
construite avec les mémes blocs que P.

Ezemple 4.4 : Nous avons vu dans ’exemple précédent que la partition cyclique
associée au cycle C' = [001, 011, 010, 000, 001] est la partition P = (1)(2)(3). Ainsi
toute partition ordonnée de {1,2,3} est une partition compatible avec le cycle

C.

Théoréme 4.1
Soit R = (Q, F) un réseau d’automates a n éléments.
Soit P = (Py,--- , P,) une partition ordonnée de {1,--- ,n}.
Soit C = [X0,... , X!71. X! = X C Q™ un cycle limite pour R itéré avec le
mode paralléle.
Les 2 propositions suivantes sont équivalentes :
- C est un cycle limite réduit pour (R, P, bio) ;
- P est compatible avec C

Preuve. Le lemme BTl fournit un sens de I'équivalence. Il faut donc montrer que
si P est compatible avec C, alors C est un cycle limite réduit pour (R, P, bio).

C' est un cycle limite pour le mode paralléle, donc, pour tout k € {0,--- ,1 — 1},
F(Xk) — XFk+1

On définit Iensemble I = {i € {1,---,n} ; 2aF # 21} pour tout k €
{0,--- 1 —1}.

Comme P est compatible avec C, alors pour tout k& € {0,--- ,l — 1} il existe un

unique ji € {1,--- ,p} tel que I* C P;,, et pour tout j € {1,---,p},j # jk, on
a IkﬂPj = (). On a alors, pour tout k € {0,--- ,1 — 1},

XL gij =4

. Xk) — J = Jk,

Fo(P;, X7) = { Xk sinon '

On en déduit donc que C' est un cycle limite réduit pour (R, P, bio). U

Ce résultat est important : il établit un lien entre les cycles limites du mode
d’itération paralléle et les cycles limites des autres modes d’itération blocs-séquentiels,
pour l'itération bio-inspirée. Il permet de déterminer, en fonction du nombre d’élé-
ments dont la valeur change en méme temps dans un cycle limite pour le réseau
itéré avec le mode paralléle, pour quels MIBSBI le cycle est également un cycle
limite réduit.

Si une partition ordonnée P, n’est compatible avec aucun cycle limite pour
le réseau R itéré avec le mode paralléle, il peut tout de méme exister un cycle
limite pour (R, P,bio), comme le montre 1’exemple suivant.

i
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Ezemple 4.5 : On considére le réseau R’ = (W', 0’) dont la matrice d’interaction
et le vecteur seuil sont donnés ci-apreés :

-1 =1 0 -1
W= -1 0 -1 o=\ -1
0 -1 -1 -1

Itéré avec le mode parallele, R a deux cycles limites de longueur 2 : C; =
[000, 111, 000] et Cy = [001, 100, 001]. Les partitions cycliques associées a C
et Cy sont respectivement P, = (1,2,3) et P» = (1,3)(2). La partition P =
(1)(2)(3) n’est donc compatible ni avec Cj, ni avec Cy. Pourtant, on observe
un cycle limite pour (R, P,bio) dont le cycle limite réduit correspondant est :
Cs = [000, 100, 101, 001, 000].

A partir du théoréme BTl on obtient notamment le corollaire suivant.

Corollaire 4.2

Soit R = (Q, F) un réseau d’automates a n éléments.

Soit P = (Py,--- , Py) une partition ordonnée de {1,--- ,n}.

Soit C = [X0,... , X!71. X! = X C Q™ un cycle limite pour R itéré avec le
mode paralléle.

Les 2 propositions suivantes sont équivalentes :
- C est tel que Yk € {0,--- ,1 — 1}, d(XF, XF1) =1 (d, distance de Ham-
ming) ;
- C est un cycle limite réduit pour R itéré avec n'importe quel mode d’itération
blocs-séquentiel bio-inspiré.

Preuve. Si C est tel que Vk € {0,--- ,1—1}, d(X* X¥*+1) =1, alors la partition
cyclique associée a C' est la partition non ordonnée P = {{i}, i € {1,--- ,n}}.
D’apres le théoréme EETl C' est donc un cycle limite réduit pour R itéré avec
n’importe quel MIBSBI.

Si C est un cycle limite réduit pour R itéré avec n’importe quel MIBSBI, alors,
en particulier, C' est un cycle limite réduit pour R itéré avec un mode séquentiel
bio-inspriré. Or, nous avons remarqué & la fin de la partie EEIl que dans ce cas,
onaVkec{0,---,1—1}, d(XF X)) =1, O

D’aprés ce corollaire, on peut donc avoir, en itération bio-inspirée, un méme
cycle limite réduit pour tous les modes d’itération blocs-séquentiels. D’aprés ce
corollaire, le théoréme suivant, démontré par Goles et Salinas [79, BT], n’est pas
valable en itération bio-inspirée, comme le montre I’exemple E0l

Théoréme 4.2 (|79, €T])

Soit R = ({0,1}, F) un réseau d’automates booléens tel que les boucles du graphe
d’interaction sont toutes positives.

Si C = [X0 ... X=X = X% C {0,1}" est un cycle limite pour R itéré avec
le mode paralléle, alors C' n’est pas un cycle limite pour R itéré avec un mode
d’itération séquentiel.
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Exemple 4.6 : On reprend le réseau d’automates booléens & seuil a 3 éléments
R = (W,0) de l'exemple Bl dont on rappelle la matrice d’interaction et le
vecteur seuil, et dont on donne le graphe d’interaction, figure B3 On voit que la
seule boucle de ce graphe est positive.

~

2 11 2
W=|0 01 0= 0
0 -10 -1

Fi1a. 4.3 — Graphe d’interaction du réseau d’automates booléens & seuil des
exemples BTl et

R est un réseau de la classe de comportement Cy (nous avons vu précédem-
ment que les classes de comportement ne dépendaient pas de I'itération choisie,
traditionnelle ou bio-inspirée). Pour certains modes d’itération blocs-séquentiels,
on observe un unique cycle limite, pour d’autres, on en observe 2 (le nombre
de cycles limites ne dépend pas non plus de l'itération choisie). Le tableau BTl
donne, pour chaque partition ordonnée P de {1,2,3}, le(s) cycle(s) limite(s) pour
(R, P,trad), ainsi que le(s) cycle(s) limite(s) réduit(s) pour (R, P, bio).

Le cycle limite observé pour R itéré avec le mode paralléle, [001, 011,010,000, 001]
est tel que, a chaque transition, I’état d’un seul élément du réseau est modifié.
On voit que [001,011,010,000,001] est un cycle limite réduit pour R itéré avec
n’importe quel MIBSBI. En revanche, [001,011,010,000,001], cycle limite pour

)

le mode paralléele, n’est pas un cycle limite pour tous les modes d’itération blocs-
séquentiels de l'itération traditionnelle, comme le prouve le théoréme

Nous avons vu I'importance du théoréme BTl pour les cycles limites réduits de
Iitération bio-inspirée. Ce théoréme nous permet également d’énoncer certains
résultats concernant les cycles limites de l'itération traditionnelle.

Corollaire 4.3

Soit R = (Q, F) un réseau d’automates a n éléments.

Pour tout cycle limite C = [X9 ... X!=1 X! = XO] C Q" pour R itéré avec
le mode paralléle, il existe un cycle limite pour (R, P,trad), avec P, partition

ordonnée de {1,--- ,n} compatible avec C. Ce cycle limite est un cycle limite
extrait de C.

Preuve. 11 suffit de voir que tout cycle pour (R, P, trad) est un cycle extrait d’'un
cycle limite réduit pour (R, P, bio) et d’appliquer le théoréme ET1 O

Ce corollaire nous permet de donner une caractérisation des éventuels cycles
limites pour un réseau de la classe Fwv, itéré avec le mode parallele : si C =
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TaB. 4.1 — Cycles limites pour l'itération traditionnelle et cycles limites réduits
pour l'itération bio-inspirée, observés pour le réseau d’automates booléens a seuil

des exemples ET] et

‘ Mode d’itération ‘ Itération traditionnelle ‘ Itération bio-inspirée ‘

(1,2,3) (001,011, 010,000,001] | [001,011, 010,000, 001]
1.2)3) (001,010, 001] (001,011, 010, 000, 001]

(110,101, 110] 110,100, 101, 111, 110]
(1,3)(2) (011,000, 011] (001,011, 010, 000, 001]
(2,3)(1) (001,011, 010,000,001] | [001,011, 010,000, 001]
(1)(2,3) (001,011,010, 000,001] | [001,011, 010,000, 001]
(2)(1,3) (001, 010, 001] (001,011, 010, 000, 001]
(3)(1.2) (011,000, 011] (001,011, 010, 000, 001]

[100, 111, 100] 110,100, 101,111, 110]
1) (001,010, 001] (001,011, 010, 000, 001]

110,101, 110] 110,100, 101,111, 110]
(1)(3)(2) (011,000, 011] (001,011,010, 000, 001
(2)(1)(3) (001, 010, 001] (001,011,010, 000, 001
2B (001,010, 001] (001,011,010, 000, 001

(110,101, 110] 110,100, 101, 111, 110]
BOE) (011,000, 011] (001,011,010, 000, 001

[100, 111, 100] 110,100, 101,111, 110]
(3)(2)(1) (011,000, 011] (001,011, 010, 000, 001]

[XO,--

S, XL XE = X9 est cycle limite pour un réseau de la classe Ew, itéré

avec le mode paralléle, alors, 3k € {0,--- ,1 — 1} / d(X*, X**+1) > 1. En effet,
dans le cas contraire, pour tout mode d’itération blocs-séquentiel traditionnel, il
existe un cycle limite, et donc le réseau est un réseau de la classe Mi (on considére
qu’il existe au moins un point fixe pour le réseau).

On peut enfin énoncer un dernier résultat relatif aux cycles limites pour I’ité-
ration traditionnelle, sous la forme du corollaire suivant.

Corollaire 4.4

Soit R = (Q, F) un réseau d’automates a n éléments.

Soit C = [X0,.-. , X!71. X! = X C Q" un cycle limite pour R itéré avec le
mode paralléle.

Soit P une partition ordonnée de {1,--- ,n}, compatible avec C.

Si C' est de longueur 2, alors, pour toute partition ordonnée de {1,--- ,n} com-
patible avec C, C' est un cycle limite pour (R, P, trad).
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Preuve. Ce corollaire est une conséquence directe du corollaire E3], et du fait que
si C est un cycle limite réduit de longueur 2 pour (R, P, bio), alors C' est un cycle
limite de longueur 2 pour (R, P, trad), comme nous l’avions remarqué a la fin de
la partie BTl O

Exemple 4.7 : On considére Rjfen, le réseau d’automates booléens & seuil qui
modélise le régulation génétique lié a la morphogénése florale chez Arabidopsis
thaliana, présenté dans la partie Nous avons vu que l'on peut déterminer
toute la dynamique de ce réseau de 12 éléments en ré-écrivant la matrice d’inter-
action et le vecteur seuil donnés par Mendoza et Alvarez-Buylla avec des vecteurs
d’interaction minimaux. Ceci nous permet de nous ramener & I’étude de 2 sous-
réseaux de taille 3.
Nous allons, ici, considérer le réseau de taille 12 sans en modifier la matrice d’in-
teraction et le vecteur seuil. Si l'on itére ce réseau avec le mode paralléle, on
trouve les 6 points fixes présentés dans la partie B3 ainsi que 7 cycles limites
que nous rappelons :

- Cy = [110000010000, 110000000110

I

- (3 = (000100010000, 000100000110 ;

- (3 =[000000011000, 000000001110 ;
- (5 = (000100001000, 000000000000 ;
- (s = (000100011000, 000000000110 ;

]
| %
- C,; = 000100011110, 000000010110] ;
[ ]
[ ]
.

- C7 =]000100001110, 000000010000
Tous ces cycles limites sont de longueur 2. Nous pouvons calculer la partition cy-
clique associée a chacun d’eux. On trouve alors 3 partitions cycliques différentes :

- P =(8,10,11)(1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(9)(12), associée aux cycles limites C1,
CQ et 03;

- Po=(4,9)(1)(2)(3)(5)(6)(7)(8)(10)(11)(12), associée aux cycles limites Cy
et C5 )

- P3=(4,8,9,10,11)(1)(2)(3)(5)(6)(7)(12), associée aux cycles limites Cg et
C.

D’aprés le corollaire EE4l, pour 'itération traditionnelle, on peut donc affirmer
que :

- les cycles limites C, Cs et C3 sont des cycles limites pour Rpsep itéré avec
tout mode d’itération blocs-séquentiel tel que les éléments 8, 10 et 11 sont
dans un méme bloc;

- les cycles limites Cy et C5 sont des cycles limites pour Rjyse, itéré avec tout
mode d’itération blocs-séquentiel tel que les éléments 4 et 9 sont dans un
méme bloc;

- les cycles limites Cg et C7 sont des cycles limites pour Ryye, itéré avec tout
mode d’itération blocs-séquentiel tel que les éléments 4, 8, 9, 10 et 11 sont
dans un méme bloc.

En remarquant que les éléments 4, 8, 9, 10 et 11 du réseau Rz, sont respecti-
vement AP1, BFU, AG, AP3 et PI, on retrouve la distribution des cycles limites
en fonction des modes d’itération donnée dans la partie
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Ainsi, en tenant compte uniquement des cycles limites pour le réseau itéré avec
le mode paralléle, et sans simuler la dynamique de ce réseau pour un autre mode
d’itération, on retrouve les modes d’itération blocs-séquentiels de l'itération tra-
ditionnelle pour lesquels au moins I'un des 7 cycles limites est présent. Si I'on
cherche les modes d’itérations blocs-séquentiels pour lesquels on n’a pas de cycle
limite (rappelons que ces cycles limites n’ont aucune signification biologique pour
ce réseau de régulation), les corollaires et 4 nous permettent d’éliminer ra-
pidement les mauvais candidats.

Dans ce chapitre, nous avons introduit une nouvelle itération, qui nous permet
de modéliser, de fagon plus fidéle que l'itération traditionnelle, la dynamique des
réseaux de régulation génétique, a ’aide d’un réseau d’automates. Cette itéra-
tion, que nous avons appelée itération bio-inspirée, est valable pour tout réseau
d’automates, et non pas uniquement pour les réseaux d’automates booléens a
seuil. Nous avons introduit les notions de trajectoires et cycles limites réduits
pour un réseau, qui représentent I’évolution de l'expression génétique telle que
I'on peut l'observer expérimentalement, au moyen de bio-puces.

A partir de la définition des cycles limites réduits, nous avons pu démon-
trer quelques résultats sur le lien existant entre ces cycles limites et les modes
d’itération blocs-séquentiels bio-inspirés. Ces résultats nous permettent notam-
ment de décrire, & partir des cycles limites observés pour un réseau itéré avec
un mode paralléle, 'ensemble des modes d’itération blocs-séquentiels bio-inspirés
pour lesquels ces cycles sont également des cycles limites pour le réseau.

123






Conclusion et perspectives

Nous allons clore ce document en dressant un bilan de notre travail de doc-
torat. Nous allons présenter nos principales contributions, puis évoquer les pro-
blémes ouverts qui nous semblent les plus intéressants, concernant la robustesse
des réseaux de régulation aux modes d’itération.

Conclusion

L’objet de notre travail était la compréhension de I'influence des modes d’ité-
ration sur la dynamique des réseaux de régulation. Plus précisément, nous avons
étudié la conséquence de perturbations des modes d’itération sur les attracteurs
d’un réseau de régulation, modélisé par un réseau d’automates booléens a seuil
(dans la suite, nous utilisons la notation RABS, comme dans le corps du docu-
ment). Nous avons abordé cette problématique de fagon théorique, mais aussi au
moyen de simulations numériques. Cette étude nous a également permis de nous
interroger sur la validité de la modélisation de réseaux de régulation génétique
sous la forme de RABS.

Dans le chapitre 1, aprés avoir introduit ’ensemble des notions utiles a la
compréhension de notre étude, nous avons défini, dans la partie [L32, 4 classes de
comportement dynamique pour les réseaux d’automates (ces classes sont valables
pour tous les réseaux d’automates, et pas uniquement pour les RABS). Cette
classification est définie & partir de la robustesse des réseaux, au niveau de leurs
attracteurs, face aux perturbations des modes d’itération blocs-séquentiels. Nous
rappelons les 4 classes de comportement :

- les réseaux de la classe Cy sont les réseaux d’automates pour lesquels on
n’observe que des cycles limites, quel que soit le mode d’itération blocs-
séquentiels avec lequel ils sont itérés;

- les réseaux de la classe Fi sont les réseaux pour lesquels on n’observe que
des points fixes, quel que soit le mode d’itération ;

- les réseaux de la classe Mi sont les réseaux pour lesquels on observe au
moins un point fixe et au moins un cycle limite, quel que soit le mode
d’itération ;

- enfin, les réseaux de la classe Ev sont les réseaux pour lesquels on observe
toujours au moins un point fixe, quel que soit le mode d’itération, mais pour
lesquels, en fonction du mode d’itération, on observe, ou pas, au moins un
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cycle limite.
Cette classification nous semble importante, car elle nous permet de distinguer les
réseaux d’automates qui sont robustes aux perturbation des modes d’itération,
de ceux qui, au contraire, ont un comportement dynamique qui est trés sensible
a ces perturbations. Nous avons pu étudier la robustesse des RABS, a partir de
ces 4 classes de comportement dynamique, ce qui nous a permis de donner des
résultats globaux, classe par classe, et non pas simplement, réseau par réseau.

Dans le chapitre Bl nous avons ensuite montré comment les RABS étaient
construits & partir de I’ensemble des fonctions booléennes & seuil. Nous avons
notamment insisté sur le fait qu’il fallait définir les réseaux a partir des matrices
d’interaction et vecteurs seuils en utilisant des vecteurs d’interaction minimaux.
Ces vecteurs garantissent que chaque poids d’interaction non nul d’'un RABS
représente effectivement une interaction entre les génes du réseau de régulation
génétique modélisé. Si le poids est négatif (resp. positif), l'interaction est de
type inhibition (resp. activation). Dans ce chapitre, notre principale contribution
concerne la partie 23 dans laquelle nous avons fait ’énumération des RABS
a n éléments, avec 1 < n < 7. Nous avons défini une relation d’équivalence
sur les RABS telle que, sont regroupés dans une méme classe d’équivalence les
réseaux qui sont identiques, & une permutation prés de leurs éléments. Nous
avons fait appel a la théorie des actions de groupe, et plus particuliérement
a la formule de Burnside, pour dénombrer ’ensemble des classes d’équivalence
de RABS. Nous avons également montré comment énumérer les représentants
de toutes les classes d’équivalence de RABS. Cette énumération nous a permis
de connaitre la structure de la population totale de ces réseaux, et donc d’en
construire des échantillons représentatifs, utiles pour les simulations numériques.

Le chapitre B, qui présente I’ensemble des résultats obtenus par simulations
numériques, est I’'une de nos contribution majeures. Nous y avons tout d’abord
montré que, pour les RABS de taille inférieure a 7, la robustesse générale di-
minuait avec la taille. Nous avons notamment montré que, lorsque la taille des
réseaux augmentait, la proportion des réseaux de la classe de comportement Fi
tendait vers 0, alors que la proportion des réseaux les moins robustes, ceux de la
classe Ev augmentait jusqu’a atteindre 40% de la population totale des RABS
a 7 éléments. Cette diminution de la robustesse avec 'augmentation de la taille
des réseaux est un fait important dans le cadre de la modélisation des réseaux
de régulation génétique. En effet, les réseaux de régulation biologique, de fa-
con générale, se doivent d’étre relativement robustes, afin de continuer & assurer
leur fonction, malgré des perturbations de leur environnement, ou méme de leur
structure interne. Nous avons montré qu’en moyenne, les réseaux de régulation
génétique pouvaient étre plus robustes que les RABS de méme taille, du fait de
leur connectivité. En effet, les résultats de nos simulations numériques tendent
a montrer que la baisse de la robustesse avec 'augmentation de la taille des
RARBS, est due, en partie, & une augmentation de la connectivité des réseaux (la
forte connectivité, seule, ne permettant pas d’expliquer complétement la baisse
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de la robustesse). La faible connectivité des réseaux de régulation génétique leur
assurerait une plus grande robustesse aux perturbations des modes d’itération.
Nous nous sommes particuliérement intéressés aux RABS de la classe de com-
portement Ewv. Nous avons proposé d’expliquer ’apparition et la disparition des
cycles limites par une (dé)synchronisation de certains éléments du réseau. Nous
avons montré, toujours au moyen de simulations, que plus la taille des réseaux
augmentait, moins cette explication était suffisante. Il semble que I'ordre de mise
a jour des éléments joue également un role important dans ’apparition et la
disparition de ces cycles limites. Enfin, toujours dans ce chapitre B, nous avons
abordé deux sujets plus directement liés & la modélisation des réseaux de régula-
tions génétique. Nous avons tout d’abord traité I'exemple du réseau de régulation
génétique lié & la morphogénése florale chez Arabidopsis thaliana. Cet exemple
nous a permis de montrer toute I'importance de 1'utilisation de vecteurs d’inter-
action minimaux pour construire les matrices d’interaction et vecteurs seuils des
RABS modélisant des réseaux de régulation. Nous avons également montré que,
grace a une bonne compréhension du modéle, on pouvait étudier la dynamique
compléte de ce réseau comportant 12 éléments, en se ramenant a 1’étude de 2
sous-réseaux de taille 3. Cette simplification démontre, d'une part, qu’il est im-
portant de bien comprendre le modeéle afin de pouvoir tirer des conclusions sur
le réseau de régulation modélisé, mais aussi, justifie notre étude exhaustive des
RABS de petite taille, qui représentent des modules des réseaux de grande taille.
Nous avons, enfin, abordé le role des miARN dans la régulation génétique. Au
moyen de simples simulations, nous avons montré que ces miA RN permettaient
de rendre les réseaux de régulation plus robustes aux perturbations des modes
d’itération. Ce résultat est un premier résultat prometteur, car il permet d’en-
trevoir quels peuvent étre les éléments du processus de régulation qui assurent la
robustesse des réseaux de régulation génétique.

Le chapitre Bl concerne les réseaux d’automates de fagon générale, et pas uni-
quement les RABS. Deux points particuliers de ce dernier chapitre nous semblent
importants. Nous avons tout d’abord proposé de modifier I'itération des réseaux
d’automates, afin de modéliser au mieux la régulation génétique. Nous avons in-
troduit une itération, que nous avons appelée itération bio-inspirée. Dans cette
itération, les trajectoires et cycles limites, et plus précisément, les trajectoires
réduites et cycles limites réduits modélisent 1’évolution, observable au moyen de
bio-puces, de ’expression des génes d’un réseau de régulation. Dans le processus
de mise au point et de perfectionnement d’un modeéle, I’étape de remise en cause
du modéle est obligatoire. L’introduction de l’itération bio-inspirée est, & notre
avis, un point important dans cette remise en cause du modéle. Nous considérons
que la modélisation des réseaux de régulation génétique sous forme de réseaux
d’automates itérés avec l'itération bio-inspirée est plus appropriée qu’avec l'ité-
ration traditionnelle. Nous insistons sur le fait que les 4 classes de comportement
dynamique, que nous avons définies dans la partie [[32, ne dépendent pas de
I'itération choisie (traditionnelle ou bio-inspirée). Ainsi, tous nos résultats ex-
périmentaux du chapitre Bl établis avec l'itération traditionnelle, sont valables
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pour l'itération bio-inspirée. A partir de l'itération bio-inspirée, nous avons dé-
montré quelques résultat théoriques, dont un, concernant les cycles limites en
itération bio-inspirée, qui constitue l'une de nos contributions majeures. Nous
pouvons déterminer, pour chaque cycle limite d’un réseau d’automates itéré en
paralléle, ’ensemble des mode d’itération blocs-séquentiels (pour l'itération bio-
inspirée) pour lesquels le cycle limite est présent. Ce résultat est un résultat
fort pour l'itération bio-inspirée, mais également pour l'itération traditionnelle.
Il nous permet notamment de retrouver, dans certains cas, comme celui du réseau
de la morphogénése florale chez Arabidopsis thaliana, ’ensemble des modes d’ité-
ration blocs-séquentiels (pour l'itération traditionnelle) pour lesquels le RABS
modélisant le réseau de régulation génétique a des cycles limites, simplement &
partir des cycles limites observés lorsque le réseau est itéré en paralléle.

Notre travail a donc contribué & montrer que la robustesse aux modes d’ité-
ration est d’une grande importance pour les RABS.

Perspectives

A Tissue de ce travail de theése, des perspectives intéressantes s’ouvrent.

Nos résultats expérimentaux ont montré que la robustesse des "grands" ré-
seaux a faible connectivité était plus importante que celle des réseaux & connec-
tivité importante. Les réseaux de régulation génétique étant des réseaux de faible
connectivité et de taille relativement importante, il nous parait intéressant de
continuer a travailler dans cette voie. Tout d’abord, il serait intéressant de pouvoir
générer et simuler des réseaux de taille supérieure a 7, mais de faible connectivité.
Il reste, pour cela, quelques problémes & résoudre. Le premier concerne la struc-
ture de la population des RABS de taille importante, mais de faible connectivité.
Nous avons vu que, pour énumérer les RABS, et donc déterminer la structure de
la population de ces réseaux, nous pouvions soit utiliser la formule de Burnside,
qui nous donne un résultat exact, soit utiliser deux approximations simples a
calculer. Dans le cas de réseaux de grande taille, nous avons vu que l'utilisation
brute de la formule de Burnside n’était pas possible, puisqu’elle nous obligeait
a faire des calculs trop cotiteux en temps d’exécution. Or, dans le cas de ré-
seaux de grande taille et de faible connectivité, les approximations sont de moins
en moins bonnes & mesure que la taille augmente. Il nous faudrait donc établir
de nouveaux résultats théoriques & partir de la formule de Burnside, nous per-
mettant de réduire les temps de calcul, par exemple, en déterminant, de fagon
analytique, le nombre de classes d’équivalence que ’on peut construire dans des
conditions particuliéres. Ces résultats nous permettrait de faire I’énumération
exacte des RABS de grande taille, et donc de connaitre la structure exacte de la
population de ces réseaux. Le deuxiéme probléme auquel nous serions confron-
tés, pour simuler la dynamique de grands réseaux, vient du fait que le nombre
d’états possibles pour les réseaux, de méme que le nombre de modes d’itération
blocs-séquentiels croissent de facon exponentielle avec la taille des réseaux. En
I'état actuel de nos programmes, nous estimons que l'on ne peut pas simuler,
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avec des temps d’exécution raisonnables, des réseaux dont la taille est supérieure
a 9 ou 10 (se posent également des problémes de place mémoire disponible).
Gréace aux résultats théoriques du chapitre 4, nous pouvons cependant réduire
le nombre de modes d’itération blocs-séquentiels avec lesquels itérer un réseau,
afin de déterminer la classe de comportement dynamique & laquelle il appartient.
Enfin, dans le but d’avoir un modéle le plus proche possible de la réalité des
réseaux de régulation génétique, il nous faudrait faire évoluer la maniére dont
nous construisons les RABS. On pourrait, par exemple, construire ’ensemble
des réseaux de taille donnée que 1’on peut obtenir en utilisant des modules de
quelques noeuds (3 par exemple), connus comme étant des motifs récurrents dans
les réseaux de régulation génétique, que l'on connecterait entre eux, au moyen de
noeuds intermédiaires de faible degré.

Nous pensons également qu’il est important de comprendre comment les
cycles limites apparaissent et disparaissent avec des changements de modes d’ité-
ration, pour les réseaux de la classe de comportement dynamique FEv. Nous sou-
haiterions prendre en compte l'ordre dans lequel les éléments sont mis & jour, et
tenter de voir si des régles combinant la (dé)synchronisation des éléments d’un
réseau et l'ordre de ces éléments permettraient d’expliquer, a elles seules, I'appa-
rition et la disparition des cycles limites.

Concernant les résultats théoriques du chapitre Bl nous aimerions suivre deux
pistes distinctes. La premiére piste serait spécifique aux RABS et consisterait a
lier les propriétés des cycles limites observés pour le mode paralléle & la matrice
d’interaction et au vecteur seuil du réseau. Nos résultats actuels sont basés sur les
cycles limites que I’on observe en paralléle, mais ne donnent aucune indication sur
les caractéristiques des réseaux qui permettent d’observer de tels cycles limites.
La deuxiéme voie dans laquelle nous souhaiterions nous engager concerne une
généralisation de nos résultats. Nos résultats actuels déterminent, pour chaque
cycle limite observé pour le mode paralléle, les modes d’itération blocs-séquentiels
(pour l'itération bio-inspirée) pour lesquels on observe le méme cycle limite ré-
duit. Concernant les autres modes d’itération blocs-séquentiels, nous aimerions
pouvoir dire s’il y a ou non des cycles limites. Nous souhaiterions, enfin, don-
ner des résultats a partir des cycles limites réduits observés pour d’autres modes
d’itération blocs-séquentiels que le mode paralléle.

Enfin, nous avons montré que le choix du mode d’itération était, trés sou-
vent, déterminant pour la dynamique des RABS, et plus particuliérement, pour
les attracteurs de ces réseaux. Les RABS se sont donc montrés peu robustes aux
modes d’itération, surtout lorsque leur taille augmente. Nous avons étudié cette
robustesse des RABS dans le but de mieux comprendre ce modeéle de réseaux de
régulation génétique. Dans le cadre de la modélisation des réseaux de régulation
génétique, les résultats que nous avons obtenus sont trés importants. En effet,
soit cette forte sensibilité aux modes d’itération est inhérente au modéle et ne
correspond pas & la réalité biologique, soit cette sensibilité peut étre interprétée
de fagon biologique. Elle peut indiquer, par exemple, soit que la régulation géné-
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tique comprend d’autres processus que ceux pris en compte dans notre modéle
(et qui en assureraient la robustesse), soit que les réseaux de régulation génétique
forment un échantillon trés biaisé des 4 classes de comportement (en privilégiant
les réseaux les plus robustes). Dans le premier cas, nous pensons qu'il est na-
turel et sain d’admettre que l'utilisation des RABS pour modéliser les réseaux
de régulation génétique n’est pas appropriée. Il nous semble donc primordial de
mettre en place une collaboration avec des biologistes, spécialistes de la régula-
tion génétique, afin d’établir si la forte sensibilité observée des RABS aux modes
d’itération, correspond effectivement a un phénoméne lié a la régulation géné-
tique. Les premiers résultats prometteurs que nous avons obtenus, concernant
les miARN, semblent indiquer que d’autres niveaux de controle de la régulation
génétique rendent les réseaux de régulation génétique plus robustes. Nous sou-
haiterions, bien entendu, continuer nos recherches dans ce sens, notamment, en
modélisant de fagon plus fine I'inhibition exercée par les miARN sur les génes
d’un réseau.
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Annexe

TAB. 2 — Vecteurs représentatifs des classes d’équivalence de fonctions booléennes

& seuil a exactement 4 arguments et a activations pour 0
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Titre Robustesse des réseaux d’automates booléens a seuil aux modes d’itéra-
tion. Application & la modélisation des réseaux de régulation génétique.

Résumé Dans cette thése, nous étudions I'influence d'un changement de mode
d’itération sur les attracteurs d’un réseau d’automates booléens a seuil, outil
mathématique discret classiquement utilisé pour modéliser les systémes de ré-
gulation biologiques. L’objectif est de mettre en évidence I'importance du choix
du mode d’itération pour la dynamique de ces réseaux, et en particulier pour les
cycles limites atteints. Nous simulons tout d’abord la dynamique d’un échantillon
non biaisé de réseaux, pour des tailles comprises entre un et sept nceuds. Les ré-
sultats des simulations montrent notamment que, lorsque la taille des réseaux
croit, la dynamique de ces réseaux devient de plus en plus sensible au choix du
mode d’itération. Nous démontrons ensuite un résultat théorique qui permet de
déterminer, pour un réseau donné, I’ensemble des modes d’itération pour lesquels
on observe des cycles limites, en fonction des cycles limites observés pour le mode
paralléle

Mots-clés Bioinformatique, Modélisation, Réseaux de régulation génétique,
Réseaux d’automates & seuil, Attracteurs, Cycles limites, Robustesse, Modes
d’itération

Title Robustness of threshold boolean automata networks to iteration modes.
Application to genetic regulation network modelling.

Abstract In this thesis, we study the influence of a change of iteration mode
on the attractors of a threshold boolean automata network. These networks are
discrete mathematical objects classicaly used to model biological regulation sys-
tems. The objective is to underline the importance of the choice of iteration mode
for the dynamics of these networks especially for the observed limit cycles. First
we run simulations of the dynamics of unbiased samples of networks with size
varying from one node to seven nodes. The results of these simulations show that
as the size of these networks increases their dynamics becomes more and more
sensitive to the choice of iteration mode. Next we show a theoretical result that
links the observed limit cycles for a network iterated with parallel mode and
other iteration modes with limit cycles.
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