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Introduction

ES premieres générations de processeurs n’étaient capables d’évaluer matériellement que des

additions et des multiplications (et encore, ces derniéres étaient souvent obtenues par des
additions successives), les autres opérations comme la division, la racine carrée et les fonctions
élémentaires (sinus, cosinus, exponentielle. .. ) étaient alors évaluées par des routines logicielles.

Les importants besoins en calcul scientifique et dans les applications spécialisées ont poussé les
constructeurs de machines a intégrer de plus en plus de fonctionnalités arithmétiques directement
dans leurs circuits intégrés pour obtenir de plus grandes performances. Les processeurs actuels sont
des véritables “dévoreurs de nombres”, leurs performances s’expriment en centaines de MFlops
(Millions d’instructions flottantes par seconde). Par exemple, un processeur DEC Alpha 21164 est
capable de commencer au moins une multiplication flottante et une addition flottante sur 53 bits a
chaque cycle d’horloge a une fréquence de quelques centaines de MHz.

Les performances des unités de calcul de ces processeurs témoignent de I'effort de conception
investi dans la réalisation de machines pour le calcul a hautes performances. En effet, il est aujour-
d’hui possible d’effectuer plusieurs millions d’additions, de multiplications, de divisions, de racines
carrées, de sinus, de cosinus. .., en quelques secondes avec une machine coiutant moins de 10000 F.

Ces importantes améliorations des performances des unités de calcul (sur des nombres entiers et
réels) ont été rendues possibles grace aux recherches effectuées dans de nombreux domaines, dont
les principaux sont:

e La micro-électronique avec la diminution de la taille des gravures (technologies 0.35, 0.25 ym),
I’augmentation des fréquences d’horloge, les optimisations des composants. ..

e [’architecture des ordinateurs avec des techniques de plus en plus sophistiquées de hiérarchie
mémoire (les caches), de parallélisme (pipeline et multiplication des unités fonctionnelles), de
prédictions dans les branchements. ..

e [’arithmétique des ordinateurs avec la mise au point et I'utilisation d’algorithmes de calcul
et de systemes de représentation des nombres de plus en plus performants.

La littérature en arithmétique des ordinateurs montre qu’en changeant notre facon de représen-
ter les nombres et/ou en utilisant des algorithmes spécifiques de calcul, il est possible de réaliser des
opérateurs matériels particulierement efficaces. Dans cette these, nous nous sommes attachés a étu-
dier certains liens qui existent entre I’arithmétique des ordinateurs et ’architecture des machines.
Dans ce cadre, nous avons étudié les points suivants:

e [’arrondi exact des fonctions élémentaires ;
e Le systéme semi-logarithmique de représentation des nombres;
e Le calcul en-ligne sur FPGA ;

e Les opérateurs arithmétiques asynchrones.



INTRODUCTION

L’Arrondi Exact des Fonctions Elémentaires

Le résultat d’un calcul dans le systéme virgule flottante (systéme classique pour la manipula-
tion des nombres réels) n’est généralement pas représentable exactement en machine du fait de la
représentation des nombres avec une précision limitée. Les calculs sont donc arrondis (le résultat
retourné est I'un des deux nombres représentables en machine qui encadrent le résultat théorique).
L’arrondi exact d’une opération arithmétique est obtenu en utilisant une technique qui permet de
déterminer le résultat de I'opération comme si le calcul était effectué exactement, avec une préci-
sion infinie, puis arrondi. Les opérations flottantes de base (addition, soustraction, multiplication
et division) sont exactement arrondies dans la plupart des machines actuelles (norme IEEE 754).
[’arrondi exact des calculs permet de une meilleure portabilité des programmes ou de concevoir
des preuves de certains algorithmes numériques par exemple.

Pour le moment, il n’existe pas de pareille exigence pour les fonctions élémentaires (sinus,
cosinus, exponentielle, logarithme...). En effet, arrondi exact des fonctions élémentaires est un
probleme que 'on a pensé pratiquement insoluble pendant longtemps. Il consiste a déterminer la
précision intermédiaire permettant de toujours pouvoir arrondir exactement les résultats du calcul
des fonctions élémentaires. On sait depuis longtemps (1885) que le nombre de chiffres intermédiaires
nécessaires  la réalisation de cet arrondi exact est fini, mais les grandes valeurs (10%** bits en
utilisant un résultat de 1975) trouvées jusqu’a présent laissaient penser que cet arrondi n’était pas
pratiquement réalisable.

Nous présentons dans cette these, une méthode permettant d’arrondir exactement les fonctions
élémentaires sans changer significativement le temps moyen de calcul de ces fonctions.

Le Systéme Semi-Logarithmique de Représentation des Nombres

Pour certaines applications, il est possible d’accélérer considérablement les calculs en utilisant
des systemes de représentation des nombres différents du systeme usuel. Par exemple, les systemes
redondants permettent d’effectuer des additions en temps constant. Ces systémes sont utilisés dans
la plupart des multiplieurs et des diviseurs actuels du fait du gain de vitesse qu’ils représentent.

Dans le systeme logarithmique, on représente les nombres réels par leur signe et le logarithme
de leur valeur absolue écrite en virgule. Ce systéeme permet d’effectuer tres rapidement des mul-
tiplications et des divisions. Le systeme logarithmique s’est avéré tres performants dans certaines
applications en contréle numérique et en traitement du signal et des images. Toutefois, I'implan-
tation matérielle d’unités de calcul fonctionnant dans le systeme logarithmique n’est pas possible
actuellement pour des nombres de taille supérieure a 24 bits. En effet, les opérations d’addition et
de soustraction dans le systeme logarithmique nécessitent des tables & 2" entrées ou n est le nombre
de chiffres des nombres.

Nous proposons dans cette these un nouveau systeme de représentation des nombres réels baptisé
systéme semi-logarithmique. C’est un systeme a mi-chemin entre le systeme virgule flottante et le
systeme logarithmique. Nous présentons des algorithmes qui permettent d’effectuer les opérations de
base (addition, soustraction, multiplication et division) dans ce systéme, ainsi que des algorithmes
pour effectuer des conversions depuis et vers le systéme virgule flottante. En particulier, nous
montrons en quoi ce systeme permet d’effectuer beaucoup plus rapidement des additions et des
soustractions que le systeme logarithmique. Enfin, nous comparons la qualité de la représentation
de ce systeme avec celle des systemes virgule flottante et logarithmique.
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Arithmétique En-Ligne sur FPGA

L’arithmétique en-ligne permet de réaliser des architectures de calcul ou les chiffres circulent
en série, chiffre apres chiffre, les poids forts en téte. L’intérét de cette arithmétique est de pouvoir
calculer toutes les fonctions (en arithmétique série poids faibles en téte, il n’est pas possible de
calculer certaines opérations comme la division ou le maximum) et d’obtenir des opérateurs de
petite taille avec un nombre d’entrées/sorties plus faible que leur équivalents paralleles.

Nous présentons dans cette these la réalisation d’une bibliotheque d’opérateurs en-ligne pour des
implantations sur des composants programmables FPGA (field programmable gate arrays). Cette
association d’une arithmétique permettant de réaliser des opérateurs ayant une petite surface de
circuit et tres performants et d’un support matériel flexible semble étre particulierement efficace
pour des applications de contrdole embarqué (collaboration avec I’équipe aérospatiale du Centre
Suisse d’Flectronique et de Microtechnique de Neuchatel et le département d’automatique de I’ Ecole
Polytechnique Fédérale de Lausanne) ou bien des applications de traitement du signal et des images
(collaboration avec I’équipe de McCanny et Woods a la Queen’s Universily of Belfast et ’équipe
de M. Ercegovac a |’ University of California at Los Angeles).

Les Opérateurs Arithmétiques Asynchrones

Les circuits intégrés asynchrones semblent étre de plus en plus une alternative efficace aux
circuits intégrés synchrones pour la réalisation de systémes de calcul & trés hautes performances.
En effet, les circuits asynchrones ne posent pas certains problemes de conception de plus en plus
difficiles & résoudre pour les circuits synchrones.

Les opérateurs arithmétiques asynchrones permettent de calculer les fonctions arithmétiques
(addition, multiplication, division. ..) avec un délai variable. Dans cette theése, nous avons développé
des opérateurs arithmétiques asynchrones dont le temps moyen de calcul est plus faible que le temps
de calcul des équivalents synchrones. En particulier, nous présentons dans ce document 1’étude de
différents additionneurs asynchrones dont le temps moyen de calcul est en O(y/logn). Ces opéra-
teurs semblent particulierement efficaces pour des implantations matérielles a faible consommation
pour des applications embarquées ou des appareils portables. Dans ce domaine, nous étudions en
collaboration avec de I’équipe de M. Renaudin au CNET les différents aspects liés a I'implantation
et a 'utilisation de ces opérateurs.
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CHAPITRE
Arrondil exact des fonctions

¢clémentaires

ES calculs effectués en machine sur les nombres réels sont en général entachés d’erreurs du

fait de la précision limitée de la représentation de ces nombres dans I'ordinateur. Par exemple,
en base 10, le résultat de la division % ne peut pas s’écrire sur un nombre fini de chiffres. On
procede alors a une phase d’arrondi. C’est-a-dire que 'on décide de choisir I'un des deux nombres
représentables qui encadrent le résultat exact. Différents modes d’arrondi sont possibles, comme
I’arrondi par exces ou ’arrondi au plus pres.

L’arrondi exact d’une opération est obtenu en utilisant des techniques qui permettent de dé-
terminer le résultat comme si le calcul était effectué exactement, avec une précision “infinie”, puis
arrondi suivant le mode d’arrondi choisi. Les opérations qui répondent a cette spécification sont
dites exactement arrondies.

La plupart du temps, les nombres réels sont représentés en machine en utilisant la norme IFEFE
754. Cette norme spécifie le codage des nombres réels au niveau du bit. Elle spécifie aussi le codage
de valeurs spéciales comme les dépassements de capacité et les résultats d’opérations indéterminés
(comme le résultat de /=1, celui de % ou celui de co—o00). Ceci permet une compatibilité totale lors
des échanges de données entre les machines. La norme IEEE 754 spécifie différents modes d’arrondi
valides dans tous les formats de la norme (simple précision, double précision, formats étendus. .. ).

Cette spécification conjointe du codage des données (nombres réels et valeurs spéciales) et des
modes d’arrondi permet une spécification compléte des opérations de base (addition, soustraction,
multiplication, division et racine carrée). C’est probablement le point le plus important de la norme
IEEE 754. En effet, les opérations ne sont plus dépendantes de leur réalisation pratique car leur
comportement est complétement spécifié dans le cadre d’une véritable structure mathématique.
On a alors une compatibilité totale des algorithmes d’une machine a l'autre. C’est-a-dire qu’un
algorithme (ot 'ordre des opérations est déterminé) donnera exactement le méme résultat sur dif-
férentes machines compatibles avec la norme IEEE 754. 1l y a aussi une compatibilité des codes
sources correspondants a ces algorithmes, & condition que les compilateurs aient des comporte-
ments identiques sur les différentes plateformes de développement. Les contraintes mathématiques
ainsi introduites peuvent permettre de réaliser des preuves sur les algorithmes numériques employés.

L’arrondi exact des fonctions arithmétiques (addition, soustraction et multiplication) et des
fonctions algébriques (division et racine carrée) est toujours assez facilement réalisable en machine.
En effet, pour ces opérations on sait déterminer la précision intermédiaire nécessaire pour arrondir
exactement le résultat quelle que soit la précision finale demandée. On a cru pendant tres long-
temps que cet arrondi exact n’était pas pratiquement réalisable pour les fonctions élémentaires
(sin, cos, exp, log, arctan...). La précision nécessaire lors des calculs intermédiaires pouvait étre,
pensait-on, si importante qu’elle interdit totalement une mise en ceuvre effective de ’arrondi exact
de ces fonctions pourtant si utiles en calcul scientifique.
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Nous allons montrer dans ce chapitre que 'arrondi exact des fonctions élémentaires est tout
a fait réalisable en pratique et que son coilit n’est pas forcément si élevé que ce que 'on pouvait
penser a priori. En effet, les tests que nous avons effectués montrent que les cas qui conduisent a
des calculs intermédiaires en tres grande précision sont rarissimes. Nous montrerons que dans la
quasi totalité des cas, ’arrondi exact des fonctions élémentaires peut étre réalisé en machine avec
des techniques proches de celles de ’arrondi des opérations de base. Nous verrons aussi que dans les
cas les plus extrémes, cet arrondi est toujours possible et que la détection des cas “pathologiques”
associés est tres simple.

Dans la premiere partie de ce chapitre, nous présentons les différents aspects de la norme IEEE
754. Les principales caractéristiques de cette norme nous serviront tout au long de cette these. Nous
décrirons en particulier ’arrondi des opérations de base afin de pouvoir effectuer des analogies et
des comparaisons avec celui des fonctions élémentaires par la suite.

La deuxiéme partie de ce chapitre est dédiée au probleme de ’arrondi exact des fonctions
élémentaires. Dans ce cadre, nous présenterons des tests effectués sur certains formats de nombres
flottants et une modélisation probabiliste du probleme qui permettent de bien appréhender les
mécanismes sous-jacents a ce probleme. Nous rappellerons des résultats de théorie des nombres qui
nous permettront de donner des bornes supérieures du temps d’exécution de nos algorithmes.

La derniere partie propose une ébauche de réflexion sur la mise en ceuvre pratique (matérielle
et/ou logicielle) de I’arrondi exact des fonctions élémentaires.

1.1 La norme IEEE 754

Nous présentons ici les principales caractéristiques de la norme IEEE 754 qui spécifie la re-
présentation des nombres réels en “virgule flottante” | le comportement de certaines opérations
arithmétiques et des conversions (conversions entre les différents formats). Cette présentation de la
norme IEEE 754 nous servira dans d’autres parties de cette these.

Une bonne introduction sur "arithmétique flottante du point de vue de I'utilisateur se trouve
dans [Gol91]. Les bases de l'implantation matérielle des opérateurs flottants sont décrites dans
[HP96]. Une étude générale plus détaillée des opérations arithmétiques et de leur réalisation maté-
rielle se trouve dans [Omo94].

1.1.1 Codage des nombres flottants dans la norme IEEE 754

La norme IEEE 754, établie en 1985 (cf [AI85]), spécifie la représentation interne des nombres
réels en arithmétique flottante en base 2, ainsi que le comportement des opérations portant sur ces
nombres (opérations mathématiques et conversions entre les différents formats). La norme IEEE
854 (cf [AI8T7]), rédigée par le méme comité, fixe 'implantation de I’arithmétique flottante en base 2
et en base 10 et autorise de plus grandes libertés au niveau de la définition des formats des nombres.
Dans la suite, nous ne nous intéresserons qu’a la norme IEEE 754 car c’est-t-elle qui est implantée
sur la plupart des ordinateurs actuels.

Un nombre réel z est codé en arithmétique virgule flottante (en base 2) selon le codage :
T = 8; X M, x 2°®
ol

e s, est le signe de z. Plus précisément, le bit de signe s est égal & 0 si 2 > 0 et 1 sinon, on a
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alors s, = (—1)°. Les nombres flottants sont stockés selon le codage (signe, valeur absolue),
la valeur absolue M, 2% étant stockée dans les deux champs suivants.

e ¢, est ezposant de z. Il peut avoir n’importe quelle valeur entiére dans l'intervalle [—é,,4. +
1, €maz]. En fait, on ne représente pas directement ’exposant mais ’exposant plus un biais
de sorte que le champ exposant représente e, + €,q42. Ceci permet de représenter simplement
les exposants négatifs sans recours a une notation spéciale comme le complément & la base et
permet d’effectuer facilement des comparaisons entre deux nombres flottants. En effet, 'ordre
des bits dans les champs (signe, exposant, mantisse), voir la Figure 1.1, pour les valeurs
positives, coincide avec 'ordre lexicographique. Ceci permet d’effectuer des comparaisons sur
les nombres flottants en faisant comme si il s’agissait d’entiers. Les entrées du comparateur
entier sont en complément a 2 ce qui permet d’effectuer directement la comparaison. Le plus
petit et le plus grand exposant (biaisé) sont réservés pour le codage de valeurs spéciales (cf
Tableau 1.2). Par exemple, en simple précision I'exposant biaisé est dans I'intervalle [1,254],
les exposants 0 et 255 sont réservés pour le codage des valeurs spéciales. La valeur de €4,
et la taille du champ exposant dépendent du type utilisé (cf Tableau 1.1).

e M, est la mantisse de z. Le nombre de chiffres de la mantisse étant limité, I'introduction de
zéros a gauche de cette mantisse a tendance a diminuer la précision de la représentation. Par
exemple, avec un systéme ayant 8 bits de mantisse, si le résultat exact d’une multiplication est
0.00000010101100, alors la réécriture de ce résultat sur 8 bits dans le format cible entraine une
importante perte de précision car les derniers bits du résultat sont alors “perdus”. Méme si a
chaque opération, I’erreur commise n’est pas tres importante devant le résultat de 'opération,
il est possible que lors d’une séquence d’opérations le résultat final ne soit plus significatif tant
I’accumulation des erreurs est importante. Ainsi, on exige que le premier chiffre de la mantisse
soit non nul. On parle alors de nombres normalisés (1 < M, < 2). En base 2, le premier chiffre
de la mantisse est donc obligatoirement égal a 1. En pratique ce bit, appelé bit implicite, n’est
pas stocké physiquement (sauf dans les formats “étendus”). Le fait que les mantisses doivent
étre supérieures ou égales a 1 implique que le nombre 0 doit étre codé d’une fagon spéciale (cf
Tableau 1.2). On appelle fraction £ les bits de la mantisse effectivement stockés (sans le bit
implicite). La taille du champ correspondant a la mantisse dépend du type utilisé (cf Tableau
1.1). Par exemple, en double précision la mantisse est de 53 bits mais seuls les 52 derniers
sont effectivement stockés.

\l/_signe \l/_exposant \l/_mantisse

MSB LSB

Fia. 1.1 — Codage normalisé des nombres flottants.

Exemple 1.1 Le nombre flottant simple précision (32 bits):
‘ 1 ‘ 10000001 | 01010000000000000000000

représente la valeur (les bits soulignés sont ceux des différents champs du nombre flottant) :

(=1) x 1.01010000000000000000000 x 22090000I-127 _ _ 1 3195 x 22 = —5.25
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Le Tableau 1.1 donne la taille des différents champs et la valeur du biais pour chacun des for-
mats définis par la norme IEEE 754.

| format | mantisse (bits) | exposant (bits) | biais | longueur totale (bits) |
simple 1423 8 127 32
simple étendu > 32 > 11 > 1023 > 40
double 14-52 11 1023 64
double étendu > 64 > 15| > 16383 > 80
double étendu PC 1+64 15 16383 80
quad 112 15 16383 128

TaB. 1.1 — Caractéristiques des formats flottants IEEE 754.

Du fait du nombre limité de chiffres, tous les réels ne sont pas représentables. Notons F ’en-
semble des nombres réels représentables exactement dans le format utilisé.

En plus des valeurs numériques classiques (les éléments de F), la norme IEEE 754 définit d’autres
catégories de valeurs pour gérer “proprement” les résultats d’opérations indéterminés (ex: division
par 0), ainsi que les dépassements de capacité. Ces valeurs spéciales sont :

e {—00,+00} Ces valeurs infinies représentent a la fois un dépassement de capacité positif ou
a a

négatif et les résultats respectifs des opérations g et o= ou a € F}.
e {01,07} [L’existence de deux codages différents pour 0 est la conséquence de la définition
des deux valeurs —co et +00. On a 07 = (—=1) x 07; et 07 = 07 est vrai méme si les codages

de 0t et de 0~ sont distincts.

e NalN (Not a Number) Cette valeur est utilisée pour coder les résultats indéterminés comme

v/ —1 et les résultats qui ne peuvent pas étre réduits comme 8 ou 00 — 0Q.

e les nombres dénormalisés Le nombre 0 est codé par I’ensemble des bits du mot machine
a 0 (sauf éventuellement le bit de signe). L’exposant non biaisé de 0 est donc —e,,q, soit le
plus petit exposant possible. Sur la Figure 1.2, on peut remarquer qu’il y a un saut important
entre le plus petit nombre (en valeur absolue) représentable (de maniére “normalisée”) non
nul et 0. On utilise les mots dont 'exposant est —eé,,;4, sans le “1”7 implicite pour obtenir un
spectre plus régulier au voisinage de 0. Ce sont les nombres dénormalisés.

Le Tableau 1.2 donne le codage correspondant a chacune des catégories de valeurs (numériques
ou spéciales) représentables dans la norme IEEE 754.

‘ signe ‘ exposant ‘ mantisse H signification ‘
+ | —€mar < €z < €mar f +1.£ x 2
+ €r = —Cmaz f#0 || £0.f x 27 Cmastl
+ €r = —€mazx f=0 +0
+ €r = €mar + 1 £f=0 +oo
€r = €mazr + 1 £f#£0 NaN

TAB. 1.2 — Valeurs représentables dans les formals IEFE 75/.
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Sans les nombres dénormalisés 1.101 x 2 =3.25

.axe des réels

|
I .
0 3 1 2 4

Avec les nombres dénormalisés

.axe des réels

IR FNE NN A R | | | | | | | |
[T T T T | | | | | | | ,
! 1 2 4

0 \\
0.011 x 21 = 0.1875

Fic. 1.2 — Nombres posilifs représentables en arithmétique flottante sur 3 bits de mantisse et 2 bils
d’exposant avec et sans les nombres dénormalisés.

La gestion de l'apparition des valeurs spéciales peut se faire de deux facons différentes. Une
premiere solution consiste a configurer 'unité flottante pour que ’exécution d’une opération pro-
blématique déclenche une interruption. La gestion se fait alors avec un mécanisme d’exception (a
condition que la machine, le systéme d’exploitation et/ou le langage de programmation utilisés per-
mettent de gérer effectivement ces exceptions). La deuxiéme solution consiste a ne pas interrompre
le calcul méme apres une opération illégale. Le résultat retourné a 'utilisateur sera alors cohérent
avec la spécification IEEE 754 des opérations mises en jeu. Le comportement des opérations est
completement spécifié vis a vis des valeurs spéciales. Par exemple, la valeur spéciale Nal se propage
lors des calculs. Le Tableau 1.3 présente la spécification compléte du résultat de ’addition flottante
en fonction des valeurs de ses opérandes. On peut trouver dans [AI85, Dau96] les spécifications
correspondantes pour les autres opérations.

‘ addition H —00 a € F* 0~ 0t a €Ty 400 NaN ‘
—00 —00 —00 —00  —00 —00 NaN NaN
bel —00 a+bou-—-o0 b b a+b +o0o NaN
0~ —00 a 0~ 0t a 400 NaN
0t —00 a 0t 0t a 400 NaN
bE]F’i —00 a+t+b b b a+bou+oo +oo NalN
“+00 NaN “+00 400 400 “+00 +o00 NaN
NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN

TaB. 1.3 — Spécification IEEFE 754 de laddition flottante.

1.1.2 Modes d’arrondi IEEE 754

La norme IEEE 754 donne, en plus des formats et des codages des valeurs numériques et spé-
ciales, une spécification des modes d’arrondi afin de garantir la reproductibilité des calculs. Les
opérations ne sont donc plus définies en fonction de caractéristiques physiques de ’architecture de
calcul utilisée mais par un ensemble de contraintes mathématiques. C’est I'un des points important
de la norme. En effet, pour une précision fixée (un format), un méme calcul donne le méme résultat

11
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sur toutes les machines compatibles avec la norme. Les contraintes mathématiques ainsi intro-
duites peuvent étre utilisées pour la validation et la réalisation de preuves de certains algorithmes
numeériques.

On appelle nombre machine un nombre qui peut étre représenté exactement dans le systeme
virgule flottante utilisé. F est ’ensemble des nombres machine. En général, la somme, le produit
ou le quotient de deux nombres machine n’est pas un nombre machine. Le résultat de I'opération
doit étre arrondi.

La norme définit 4 modes d’arrondi:

e vers —0o: V/(2) est le plus grand nombre machine inférieur ou égal a z;
e vers +00: A(z) est le plus petit nombre machine supérieur ou égal a u;
o vers 0: Z(z) vaut /() si @ > 0 et A(z) sinon;

e au plus prés: A'(z) est le nombre machine le plus proche de z. Si z est exactement entre deux
nombres machine, la norme impose que I'arrondi soit le nombre machine dont le bit de poids
faible de la mantisse est nul.

La norme IEEE 754 impose que le résultat d’une opération arithmétique (4, —, X ou +) ou de
la racine carrée soit 1’arrondi exact de 'opération. Si ¢ est le mode d’arrondi actif, alors le résultat
de lopération z x y (oll x est +, —, x ou ) ou y/z doit toujours étre o(z x y) ou o(y/z). L'unité
flottante se comporte alors comme si le calcul était effectué exactement, avec une précision infinie,
puis arrondi.

Les opérations qui vérifient cette propriété sont dites exactement arrondies. Cette propriété
permet de garantir une compatibilité totale. C’est-a-dire, un méme programme donnera les mémes
résultats sur toutes les machines compatibles avec la norme (si les compilateurs ne changent pas
lordre des instructions). De plus, les opérations flottantes étant completement spécifiées, on dispose
d’une véritable structure mathématique qui peut permettre de réaliser des preuves des algorithmes
numériques utilisés.

Le choix du mode d’arrondi peut étre utilisé pour faire de ’arithmétique d’intervalles. On peut,
en effet, calculer [v7(z), A(z)] & chaque étape du calcul et ainsi obtenir un encadrement certain du
résultat d’une séquence d’opérations [Kul77, KMS&1].

Pour le moment, il n’existe pas de spécification des fonctions élémentaires (sin, cos, exp, log,
arctan. ..) dans la norme IEEE 754 (ou 854). Ceci est di au fait que pendant longtemps on a cru que
I’arrondi exact de ces fonctions n’était pas réalisable a un cout raisonnable. Nous montrerons dans
la suite de ce chapitre que ’arrondi exact des fonctions élémentaires est effectivement réalisable, et
qu’il est temps de songer a une extension de la norme actuelle a ces fonctions.

1.1.3 Réalisation matérielle de ’arrondi exact des fonctions de base

Nous décrivons ici les grandes lignes de 'implantation matérielle de I'arrondi exact des fonctions
arithmétiques (addition, multiplication) et évoquerons le cas de la division et de la racine carrée dans
le cadre de la norme IEEE 754. Les algorithmes des opérations flottantes et les principes de base de
Parrondi exact de ces fonctions sont détaillés dans [Omo94]. Une bonne introduction sur ce sujet
est faite par Goldberg dans [HP96]. Des algorithmes visant des implantations matérielles efficaces
sont décrits dans [SBHR9] et dans [QTF91]. Enfin, on trouve dans [YZ95] et [PZ95] la description
de I'unité flottante du processeur UltraSPARC pour la multiplication et celle de la division et de la
racine carrée, y compris la réalisation pratique des arrondis de ces fonctions.

12
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Multiplication

Soient a et b les deux nombres flottants & multiplier. On note n le nombre de bits de la mantisse
de a et de b. Le produit p = a X b est donc composé de 2n bits et on a 1 < p < 4. On décompose
les bits de p en deux mots (pg, pr) de n bits chacun suivant le schéma suivant :

n bits n bits
P = ‘ P1 Po . P-1 P-2 e P—n+2 ‘ g r S1 S9 e Sn—2
PH PL

De pr,, on extrait 'information suivante :

e g le bit de garde (guard bit) est le bit de poids fort de py,

e r le bit d’arrondi (round bit) est le deuxieme bit de py, a partir des poids forts

e s le bit persistant (sticky bit) qui est le OU logique des n — 2 bits de poids faible de py,

La mantisse du résultat devant étre normalisée, il faut commencer par rechercher le premier
bit non nul du résultat, en modifiant éventuellement ’exposant en conséquence. Le produit p étant
dans l'intervalle [1,4[ seul le premier bit de poids fort de pgy peut étre non nul. Si ce bit est nul
alors 'exposant est correct mais il faut effectuer un décalage a gauche des bits de py et injecter
g comme bit de poids le plus faible dans le nouveau pz. Les bits r et s restent inchangés. Si le
premier bit de py est égal a 1 alors il faut incrémenter I'exposant, les bits r et s sont recalculés
par les relations s < s V ret r « g. Apres cette phase permettant d’assurer la normalisation
du résultat, on a un codage sur n + 2 bits comme suit :

‘PO - P-1 P-2 P-3 ... p_n+1‘r s‘

On a donc un nouveau py et un nouveau pr, notés respectivement pg et pr, (pr, étant réduit
a deux bits). Le but du bit de garde est de permettre la renormalisation sur n bits de la mantisse
du résultat. Ce sont maintenant les valeurs respectives des bits r et s qui vont nous permettre de
calculer I’arrondi exact du résultat.

Par exemple, dans le cas de ’arrondi vers 400, pour les valeurs positives, il est juste nécessaire
de savoir si 'un des bits de pr, est égal a 1. Si c’est le cas alors il faut ajouter 1 a la mantisse. Dans le
cas contraire (tous valent 0), on a déja I’arrondi vers le haut du résultat. Dans le cas de I’arrondi au
plus pres, les choses sont un peu plus complexes. En effet, il faut pouvoir distinguer les valeurs qui
se trouvent de part et d’autre du milieu de I'intervalle formé par deux nombres machine consécutifs.

Le Tableau 1.4 résume les différents cas permettant de réaliser 'arrondi exact de la multiplica-
tion flottante IEEE 754.

Cette méthode permet d’implanter matériellement ’arrondi exact de la multiplication sur une
surface relativement restreinte. En effet, il suffit d’un décaleur d’une position pour des mots de n
bits, d’un additionneur sur n bits pour injecter les corrections du Tableau 1.4 et d’un petit arbre
de cellules QU pour calculer le sticky bit. Cependant, cette méthode n’est pas efficace en temps de
calcul. Les étapes rajoutées pour arrondir le résultat peuvent causer une augmentation du nombre
d’étages du pipeline de 'unité flottante. Dans [SBHR9], Santoro, Bewick et Horowitz proposent
des algorithmes qui permettent de réaliser ’arrondi exact de la multiplication plus rapidement.
Par exemple, ils proposent un algorithme tenant compte de la sommation des produits partiels en
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‘ mode d’arrondi H p>0 ‘ p<0
—00 +1sirVvs=1
+00 +1sir Vs=1
0
au plus pres +1si(r As) V (ppu1t A ) =1 | +1si(r As)V (pp_1 A ) =1

TaB. 1.4 — Régles permettant d’arrondir exactement la multiplication flottante (IEEFE 754). La régle
+1 signifie qu’il faut ajouter 1 a pg pour obtenir Uarrondi exact de p. L’absence de regle indigue
que py est Uarrondi souhaité.

notation redondante carry-save (chiffres dans {0,1,2} en base 2) pour calculer le sticky bit. Ceci
permet d’effectuer rapidement la correction finale (le +1 du Tableau 1.4) directement en carry-
save (sans devoir convertir en notation classique d’abord). Ils proposent aussi différentes stratégies
permettant de recouvrir, le plus possible, le calcul de I’arrondi et les autres phases du calcul du
produit. Dans [QTF91], Quach, Takagi et Flynn proposent des techniques pour réaliser rapidement
I’arrondi exact de la multiplication dans le cas de multiplieurs utilisant, en interne, une notation
redondante a chiffres signés. Dans [YZ95], on trouve la description de la multiplication flottante
(avec son arrondi) du processeur UltraSPARC.

Addition

L’algorithme d’addition en virgule flottante est un peu plus complexe que celui de la multiplica-
tion. En effet, de nombreux cas de figures demandent des corrections plus ou moins complexes. Par
exemple, la somme des deux opérandes peut s’écrire exactement sur beaucoup plus ou beaucoup
moins de chiffres que n. Si, par exemple, 'un des opérandes est petit en valeur absolue devant
lautre (addition du style 1+¢), 'addition des mantisses alignées peut éventuellement s’écrire exac-
tement sur un grand nombre de chiffres (supérieur & n). Dans ce cas, on peut utiliser une technique
similaire & celle de la multiplication pour arrondir. Un autre cas qui complique 'algorithme de
I’addition flottante est celui de la soustraction de deux quantités proches. Il se produit alors ce que
I’on appelle une cancellation. C’est-a-dire qu’apres la soustraction, les premiers chiffres du résultat
sont nuls. Lors de la phase de renormalisation il est possible de devoir ajouter des 0 artificiels dans
les poids faibles du résultat. Tous ces cas ne sont pas tres complexes a prendre en compte, mais
ils compliquent considérablement la logique de controle de 'opérateur et nécessitent une part non
négligeable du temps de calcul de I'opérateur.

On peut trouver dans [HP96] une bonne introduction sur la réalisation de I’arrondi de I’addition
en virgule flottante. L algorithme d’addition en virgule flottante, ainsi que son arrondi, est com-
pletement décrit dans [Omo94]. Quach, Takagi et Flynn exposent dans [QTF91] un ensemble de
remarques et d’algorithmes permettant de réaliser des opérateurs flottants d’addition avec arrondi
exact tres efficaces.

Division

On cherche le quotient ¢ de a/b exactement arrondi, a et b étant deux nombres machine de n
chiffres de mantisse. Le calcul du quotient peut se faire en utilisant I’'une des deux grandes catégories
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d’algorithmes classiques de division :

e Algorithmes itératifs utilisant la multiplication.
On a, par exemple, I'itération de Newton! appliquée 3 la division :

pt) = (0 (2 - br(i))

qui converge vers % si (®) est bien choisi. Il suffit ensuite de multiplier ce résultat par a pour
obtenir le quotient g¢.

On peut aussi utiliser I'itération de Goldschimdt [AEGP67], qui est:

) 1-b
JHD = 0 (1+€<z‘))

i) <€<z'>)2

Pour laquelle, a(?) converge vers a/b pour peu que b soit compris entre 1/2 et 1.

Ces itérations étaient surtout utilisées dans les supercalculateurs (IBM360/91 et Cray). Plus
récemment, les coprocesseurs arithmétiques Cyrix utilisent une combinaison de l'itération de
Newton et d’une table pour la détermination du point de départ de I'itération (cf [Mat89] et
[WF91)).

e Algorithmes basés sur des additions et des décalages.
L’algorithme en base 10, que I’on apprend a ’école primaire, est un algorithme fonctionnant
par additions et décalages. Ces algorithmes consistent & obtenir une écriture du quotient
0.91G2 - . . ¢n, chiffre apres chiffre, en utilisant une itération de la forme (5 est la base):

a(o) =
at) = Bald — gipyh

A chaque itération on obtient un nouveau chiffre ¢;;1 du quotient. Si on choisit g = 2, il faut n
itérations pour obtenir n bits du résultat, ce qui est assez lent pour les formats flottants ayant
de grandes mantisses. En augmentant la base, en prenant § = 2%, on obtient k bits du quotient
a chaque itération. Mais chacune des itérations devient de plus en plus complexe au fur et
a mesure que § augmente. Le choix de la base “optimale” pour une implantation matérielle
est tres fortement dépendant de parametres technologiques et de choix algorithmiques. Ceci
explique la grande diversité des diviseurs flottants réalisés jusqu’ici.

C’est par exemple, un algorithme a base d’additions et de décalages du nom de SRT découvert
indépendemment par Sweeney, Robertson et Tocher ([Rob58], [Toc58]) qui est utilisé dans les
processeurs Pentium d’Intel (o 5 =4, cf [Mul95]).

, , . . i i 2(9) . .
1. La méthode Newton permet de résoudre f(z) = 0 en construisant une suite z(*+" = () — ;J'W% ot si (9 est

suffisamment proche d’une racine simple o de f alors 20 converge quadratiquement vers o.
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On trouve dans [Omo94, EL94, OF95] des informations sur la réalisation matérielle de la divi-
sion flottante. Suivant la catégorie d’algorithmes utilisée, I’arrondi exact de la division est plus ou
moins complexe.

Dans le cas des algorithmes a base d’additions et de décalages, on obtient a chaque itération
les chiffres du quotient et le reste partiel. Pour arrondir, il suffit de calculer un bit de garde supplé-
mentaire et de regarder le signe du reste. On trouve dans [PZ95] la description du diviseur flottant
du processeur UltraSPARC (algorithme SRT en base 8).

Dans le cas des algorithmes itératifs utilisant la multiplication, I’arrondi est beaucoup plus
complexe. En effet, I'itération de Newton converge non pas vers le quotient mais vers I'inverse du
diviseur (1/b). Ensuite, il faut encore multiplier cet inverse par a pour obtenir le quotient. Il faut
donc garantir I’arrondi de I'inverse de b puis celui du produit a X % En pratique, on calcule I'inverse
de b avec 2n + « bits de précision (ol v est une petite constante), puis on calcule le produit a x %
et enfin, on arrondi ce dernier résultat sur n bits. On trouve dans [OF96] une excellente étude par
la réalisation de ’arrondi exact de la division pour ce genre d’algorithmes.

Racine carrée

La racine carrée peut étre calculée en effectuant des itérations de fonction semblables a celle de
la division. Par exemple, en résolvant 22 = a avec Newton on a:

LUt — % X (w(i) T %)

qui converge vers \/a si 2(®) est bien choisi. En fait, il est souvent préférable de calculer ﬁ en

résolvant x% = a puis de multiplier le résultat obtenu par a. On a donc l'itération :

0 = 20 (3 a@)?)
2 v
On peut utiliser les mémes techniques pour ’arrondi de la racine carrée que celles de la division.
Les calculs de ces deux fonctions sont tellement proches au niveau algorithmique, qu’en pratique le
calcul de la division et la racine carrée sont effectués sur un seul et unique opérateur flottant (voir
par exemple [PZ95]).

1.1.4 Avantages de la norme IEEE 754

Pour en finir avec la présentation de la norme IEEE 754, voici les points qui nous semblent
importants dans cette norme.

e La totale spécification des opérations flottantes assure une réelle structure mathématique sur
laquelle il possible de batir des preuves des algorithmes numériques employés.

e Les formats flottants standards permettent une totale portabilité des données. La spécification
du codage de ces formats et des opérations flottantes permet la portabilité des codes. Ceci
est probablement I'un des principaux apports de la norme IEEE 754. En effet, avant son
apparition, la conception et le portage d’algorithmes numériques demandaient un travail
considérable tant il y avait de systemes flottants distincts et dont les comportements respectifs
étaient radicalement différents. C’est ici que I'arrondi exact des fonctions joue son role.
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e Enfin, la normalisation des données (formats) et des opérations permet la mise en ceuvre
d’algorithmes et d’architectures de plus en plus performants tout en restant totalement com-
patibles (coprocesseurs arithmétiques Cyrix par exemple).

1.2 Arrondi exact des fonctions élémentaires

L’arrondi exact des fonctions arithmétiques (4, —, X) et de certaines fonctions algébriques
(%,\/') est possible car on sait toujours déterminer quel est le nombre machine de n bits de
mantisse qui doit étre retourné, suivant le mode d’arrondi utilisé, au vu de la mantisse du résultat
des calculs intermédiaires sur n bits plus des chiffres supplémentaires.

On va voir que dans le cas des fonctions élémentaires le probleme est de pouvoir déterminer
quelle est la précision intermédiaire nécessaire pour pourvoir arrondir exactement. Mais avant cela,
nous devons étudier comment évaluer ces fonctions élémentaires.

Les travaux présentés ici sur ’arrondi exact des fonctions élémentaires ont été publiés dans
[MT96, DMT96, LMT97] et ont été réalisés en collaboration avec J.M. Muller et V. Lefevre.

1.2.1 Evaluation des fonctions élémentaires

[’évaluation d’une fonction élémentaire f (sin, cos, exp, log ou arctan) au point z (I’argument de
la fonction) nécessite généralement plusieurs étapes. En effet, les algorithmes permettant de calculer
les fonctions élémentaires ne sont valides que dans de petits domaines. Il faut donc commencer par
se ramener au domaine de convergence de l'algorithme, puis évaluer la valeur de la fonction en
le nouvel argument, en déduire la valeur de la fonction en ’argument original et enfin arrondir
le résultat. Les principaux algorithmes des différentes phases relatives a I’évaluation des fonctions
élémentaires sont détaillés dans le livre de Jean-Michel Muller [Mul97].

Dans la suite, nous noteronsn le nombre de chiffres de la mantisse du résultat final (apres ar-
rondi), m le nombre de chiffres de la mantisse du résultat intermédiaire qui sont nécessaires pour
arrondir correctement celui-ci. Nous verrons que le probleme de ’arrondi exact des fonctions élé-
mentaires consiste a déterminer la valeur de m pour chaque fonction et chaque format de nombre
flottant (simple précision, double précision. . .).

Voici I’ensemble des phases effectuées lors de ’évaluation d’une fonction élémentaire :

® La réduction d’argument. Cette premiere phase consiste a déduire de I'argument z I’argument
réduit * qui appartient au domaine de convergence de ’algorithme utilisé pour calculer g(z*),
ou f(z) peut se déduire simplement de g(z*) (dans la plupart des cas f = g).

@ L’évaluation. La deuxieme phase consiste en 1’évaluation effective de g(z*).

® L’arrondi final. En fait, avant d’effectuer I’arrondi proprement dit, il faut calculer f(z) a
partir de g(z*) (cette opération est en général triviale) et ensuite arrondir le résultat obtenu
dans le bon format.

Il existe deux types de réduction d’argument. Le premier, la réduction additive , consiste a
soustraire suffisamment de fois une constante bien choisie afin de garantir que z* soit bien dans le
domaine de convergence de I'algorithme. On a une réduction de la forme:

¥ =z - kC
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ol k est un entier et C une constante. Par exemple, pour certains algorithmes calculant des fonctions
. (s o
trigonométriques on a C = s

Le deuxieme type de réduction est la réduction multiplicative qui consiste a diviser ’argument
initial par une constante bien choisie suffisamment de fois. On a alors une réduction de la forme:

ou k est un entier et C' une constante. Cette réduction est utilisée, par exemple, dans le cas du
calcul de la fonction logarithme ol un choix judicieux pour C' est la base du systeme utilisé.

En pratique, la réduction multiplicative ne pose pas de probleme majeur de précision. Par
contre, dans le cas de la réduction additive, il peut se produire des cas de cancellation calastro-
phique si x est proche d’un multiple entier de C'. La soustraction flottante de ces deux quantités va
donner un résultat dont un grand nombre de bits de poids forts seront nuls. Il y a alors cancellation
catastrophique si trop de bits de poids faibles ne sont plus significatifs par rapport a I’accumulation
des erreurs des précédentes étapes du calcul. La renormalisation va donc introduire des zéros arbi-
traires dans les poids faibles de argument réduit. Il faut donc effectuer la réduction d’argument
additive avec une précision intermédiaire plus grande que la précision nécessaire a la représentation
de I'argument réduit. Différents algorithmes visant des implantations logicielles sont décrits dans
[CW80]. On peut trouver dans [DMMMO94] et [DMMM95] un algorithme permettant de réaliser
matériellement la réduction d’argument additive avec une bonne précision.

Il existe deux catégories d’algorithmes d’évaluation des fonctions élémentaires. Tout d’abord, les
algorithmes par additions et décalages comme CORDIC [Vol59, Wal90] ou BKM [BKM93, BKM94].
Ces algorithmes produisent une suite de valeurs qui converge vers le résultat. Les algorithmes de
Pautre catégorie sont basés sur des approximations polynémiales ou rationnelles des fonctions.
De nombreux exemples de ces différents types d’algorithmes sont décrits dans [Mul97]. Schulte et
Swartzlander ont proposé dans [SS94] des algorithmes basés sur des approximations polyndmiales
permettant I’évaluation et I’arrondi exact des fonctions élémentaires 2% et log, = en simple précision.

Avec ces algorithmes (additions et décalages ou par approximation), il est toujours possible
d’évaluer une fonction élémentaire avec une précision relative meilleure que 27" en base 2 quel
que soit m. En fait, la fonction a évaluer doit respecter certaines conditions, mais dans le cas des
fonctions qui nous intéressent (sin, cos, exp, log et arctan), ces conditions sont vérifiées.

Il est donc possible d’évaluer une fonction élémentaire usuelle avec autant de chiffres de mantisse
que nécessaire. Reste maintenant a étudier le probleme de I’arrondi exact du résultat de I’évaluation
de ces fonctions.

1.2.2 Le dilemme du fabricant de tables

Soient  un nombre machine, et y = f(z), ou f est une fonction élémentaire (sin, cos, exp, log
ou arctan). On désire arrondir exactement f(z) a n chiffres suivant I'un des quatre modes d’arrondi
IEEE. Nous avons vu dans la section 1.2.1 qu’il était possible de calculer f(z) avec une erreur
de 27, Le calcul intermédiaire (avant arrondi) se fait avec m chiffres de mantisse. Dans les cas
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suivants, il n’est pas possible d’arrondir exactement f(z).

e pour arrondi au plus pres:

m bits m bits
l.zzzz...zz 1000...00zzx . .. ou l.zazxx...22z0111... 11222 ...
S—— S—
n bits n bits

e pour l'arrondi vers +00, —oo ou 0:

m bits m bits
1.zzzz...z20000...00 222 ... ou l.zzxzx...zz1111... 11222 ...
N— N——

n bits n bits

Ce probleme est connu sous le nom du dilemme du fabricant de tables (table maker’s dilemma
ou TMD). La Figure 1.3 illustre le TMD dans le cas de I'arrondi au plus pres. Les zj sont des
nombres machine consécutifs et les I sont les intervalles de R qui ont le méme arrondi au plus
pres: zx. Si y' est la valeur retournée par l’algorithme d’évaluation de f, on sait que y, la valeur
exacte du résultat, est contenue dans l'intervalle centré en y’ et de longueur 27™. Il peut y avoir
un probléme si cet intervalle de y chevauche deux intervalles consécutifs I et Iry1. En effet, si ¢
n’est pas calculé avec une précision suffisante, on ne sait pas s’il faut arrondir a z; ou zgy1.

I _» T4 Iy, I Ipyo

E IH y?
Yy
| | | | | | |
! ! ! ! ! ! !

Lk-3 Lk—2 Tr-1 Tk L4l Lh42 Lk+3

F

Fic. 1.3 — Le dilemme du fabricant de tables dans le cas de Uarrondi au plus preés.

Par exemple, en utilisant une arithmétique flottante sur 6 bits, le nombre sin(11.1010) =
0.0/111011{01111110... ne peut pas étre arrondi au plus pres si m < 13.

Le principal probleme de ’arrondi exact des fonctions élémentaires consiste donc a déterminer
la précision intermédiaire nécessaire pour chaque fonction élémentaire et pour chaque format de
nombre flottant. Nous verrons dans la suite (cf 1.2.5) que la valeur de m est bornée, c’est-a-dire
qu’il existe une précision a partir de laquelle on est certain que le dilemme du fabricant de tables
ne peut pas se produire.

Mais les bornes que nous fournissent les meilleurs résultats théoriques actuels sont trop impor-
tantes (de I'ordre du million de bits en double précision pour I’exponentielle) pour toujours faire
les calculs intermédiaires avec une telle précision. Nous allons donc étudier avec différents tests
la fréquence et la distribution des cas qui conduisent a de grandes valeurs de m. Dans le cadre
de cette étude, nous avons réalisé des tests exhaustifs sur les fonctions élémentaires classiques en
simple précision ainsi que des tests aléatoires pour les précisions supérieures (cf 1.2.3 et 1.2.4).

Dans les précisions élevées (pour la quadruple précision par exemple), les tests exhaustifs n’étant
pas envisageables, il faudra étre capable, dans certains cas, d’effectuer les calculs intermédiaires avec
une précision tres importante. Dans ce but, nous étudierons la faisabilité et le coit de ces calculs
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(cf 1.2.6).

Enfin, nous avons réalisé une étude probabiliste du probleme. Bien que les hypotheses de cette
étude ne soient pas toujours totalement réalistes, elle illustre clairement les résultats obtenus lors
des simulations et nous permet de bien appréhender les mécanismes sous-jacents au probleme. De
plus, cette étude nous permettra de justifier les stratégies utilisables pour réaliser effectivement
larrondi exact des fonctions élémentaires (cf 1.3).

1.2.3 Test exhaustifs sur les fonctions élémentaires en simple précision

Schulte et Swarztlander ont proposé des algorithmes qui permettent d’obtenir les résultats
exacts pour les fonctions 1/x, v/, 2% et log, x [SS93, SS94]. Leur étude nous a servi de point de
départ pour notre travail. Pour trouver une valeur correcte de m ils ont testé exhaustivement les
précédentes fonctions pour des nombres flottants de 16 et 24 bits de mantisse. Le Tableau 1.5 donne
les résultats de leurs tests exhaustifs.

\ [n=16 ] n=24|
logsy 35 51
27 29 48

TaB. 1.5 — Résultals des tests exhaustifs effectués par Schulte et Swarztlander. Valeurs de m per-
melttant d’arrondir exactement les fonclions élémentaires log, x et 2%.

Nous avons effectué des tests exhaustifs sur les nombres flottants en simple précision pour les
fonctions sin z, cosz, €”, In z, arctan z, log, z, et 2%.

Rappelons les notations: n est la taille de la mantisse du résultat final, m est la taille de la
mantisse du résultat intermédiaire et &k = m — n est le nombre de bits supplémentaires nécessaires
pour arrondir exactement le résultat sur n bits.

Pour les tests exhaustifs, nous avons utilisé une machine a base du processeur Pentium Pro
d’Intel pour son format flottant sur 80 bits. Le programme calcule pour chaque combinaison des
bits d’entrée la fonction élémentaire testée et compte la plus grande chaine de 1 ou de 0 consécutifs
a partir du chiffre de rang n+1. Les calculs intermédiaires sont effectués en double précision étendue
(sur 65 bits de mantisse) avec la librairie math.h. Cette librairie effectue une réduction d’argument
avec un algorithme qui agit comme si elle était effectuée en précision infinie. De plus, la librairie
math.h évalue les fonctions élémentaires avec une erreur maximale de I'ordre du dernier bit et dont
les pertes de précision sont indiquées par un mécanisme de drapeau (cf les spécifications de matherr
en C) qu’il faut tester apres chaque calcul.

Le seul probleme qui puisse subsister est celui d’une valeur d’entrée qui conduise & une chaine
de 1 ou de 0 qui s’étende jusqu’au dernier bit de la mantisse sur 65 bits. Mais ce cas ne s’est jamais
produit. Dans le pire cas, la chaine de 1 ou de 0 s’arréte plus de 10 bits avant la fin de la mantisse.

On peut déduire les valeurs de m correspondant aux autres modes d’arrondi a partir de celles
trouvées pour l'arrondi au plus pres. La recherche des plus grandes chaines de 1 ou de 0 consécutifs
commence au bit de rang n + 1 dans le résultat intermédiaire pour le cas de I'arrondi au plus pres.
Dans le cas des autres modes d’arrondi, la plus grande chaine de 1 ou de 0 consécutifs ne peut donc
pas étre plus longue de plus de un bit que celle trouvée dans la recherche du pire cas pour I'arrondi
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au plus pres.

Le Tableau 1.6 donne la valeur de m nécessaire pour arrondir exactement la fonction sin ¢ pour
des nombres flottants dont la taille de la mantisse varie entre 10 et 24 bits et dont ’exposant varie
entre -5 et 5 avec le mode d’arrondi au plus pres.

exposant

n|5]4]3]2]-1]0[1][2]3]4]5
10 |20 [ 21 [ 18 [ 22 |21 [ 1820 [20 |21 | 19 | 20
11 (/24 [24 [26 |24 |22 24 |20 |23 [20 |21 |24
12 /24 [ 26 [ 25 |22 [ 2226 |24 [ 26 | 24 | 30 | 24
13 (/2529 |30 [ 26 | 25 | 26 |24 | 26 | 24 | 24 | 26
14 1127 |29 |28 | 28 | 32|30 |28 |29 |29 | 27 | 26
151129 129 [32]29]29[31]29]29]|29|32]28
16 || 32 [32 36 [ 32|31 30 [31[32]33]31]35
17 || 34 [ 32 [32 |37 |37 |34 |33 [ 31|34 37|34
18 1139 136 [ 35|35 |39 ]36]34[38]34]39]39
19 |38 [ 38 [ 36 | 37 |41 | 36 | 37 | 40 [ 38 | 39 | 41
20 [[ 40 | 41 [ 41 [ 42 |40 |40 |39 |39 [ 39 [ 40 |41
21 ([ 42 [ 41 [42 [ 43 [ 44 | 41 |41 |41 | 46 |42 |49
22 || 45 |45 |43 [ 45 [ 44 | 42 | 48 | 43 | 45 | 44 | 42
23 (/46 | 45 [ 45 [ 46 | 49 | 46 | 49 | 45 | 45 | 46 | 48
24 |50 | 52 [ 46 | 51 | 46 | 49 | 49 | 48 | 47 | 47 | 47

TaB. 1.6 — Valeurs de m pour la fonction sin x, avec des nombres flottants dont la taille de la
mantisse n varie entre 10 et 24, lexposant varie entre -5 el § el avec le mode d’arrondi au plus
pres.

Le Tableau 1.7 donne la valeur de m nécessaire en simple précision pour chacune des fonctions
élémentaires testées et pour ’arrondi au plus pres et pour tous les exposants qui conduisent a des
valeurs numériques (I'exponentielle d’un grand nombre est un dépassement de capacité). Le temps
de calcul qui a été nécessaire pour effectuer ces tests exhaustifs est de 'ordre de une semaine.

| f(@) || sine | cosz | e | Inz |arctana | logyo | 27 |

| m || 52 | 50 [ 49 | 53 | 49 | 51 | 48 |

TaB. 1.7 — Valeurs de m pour la simple précision (n = 24).

On remarque que ’on trouve la méme valeur pour le pire cas de m pour les fonctions 2% et log,
que Schulte et Swarztlander. Au vu de ces divers résultats, on est tenté de dire qu’il faut a peu pres
le double du nombre de bits de la mantisse finale pour effectuer ’arrondi exact. Empiriquement,
on a

m =~ 2Xn

et nous verrons que ’approche probabiliste du probleme renforce cette intuition.
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Nous avons aussi effectué des tests exhaustifs pour obtenir la distribution des longueurs des
chaines de 1 ou de 0 consécutifs. Ces tests ont été effectués avec le logiciel de calcul formel Maple
pour différentes valeurs de n. Les nombres flottants en entrée sont codés exactement (Maple fait du
calcul exact sur les rationnels), puis les fonctions élémentaires sont évaluées avec une tres grande
précision (100 chiffres de base 10, car Maple calcule en base 10 ), puis ils sont convertis en base 2,
et enfin il y a une recherche de la plus grande chaine de 1 ou de 0 consécutifs. Le Tableau 1.8 donne
les résultats de cette recherche de distribution pour des arithmétiques flottantes avec n variant de
1 & 16 bits et pour la fonction sin z. Seul I'exposant 0 a été testé pour chaque valeur de n. Le mode
d’arrondi choisi est encore le mode d’arrondi au plus pres. Chaque case du tableau donne le nombre
de cas, parmi les 2" possibles, qui nécessitent & bits supplémentaires pour arrondir sin  sur n bits.

k
n 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 3 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 5 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 9 3 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5 18 7 3 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
6 34 15 13 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7 72 26 13 7 3 6 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
8 130 65 31 13 5 6 4 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
9 272 119 67 23 16 6 4 3 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
10 538 239 114 69 26 20 15 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
11 1037 527 215 121 71 50 14 6 2 4 0 0 1 0 0 0 0 0
12 2049 1030 521 255 127 49 27 21 7 6 3 0 0 1 0 0 0 0
13 4144 2017 1025 | 502 255 142 | 56 26 11 10 | 3 0 1 0 0 0 0 0
14 8247 4081 2044 | 1012 | 516 251 | 106 | 65 30 23 | 2 3 1 1 1 1 0 0
15 16479 | 8114 4077 | 2040 | 1033 | 519 | 249 | 127 | 65 32 | 13 | 6 10 | 1 2 1 0 0
16 32850 | 16435 | 8073 | 4091 | 2080 | 999 | 494 | 261 | 136 | 53 | 32 | 21 | 5 5 0 0 0 1

TaB. 1.8 — Distribution de la taille des chaines de 1 ou de 0 conséculifs pour la fonction sin x avec
arrondi au plus prés et pour Uexposant 0.

On observe dans le Tableau 1.8 une tres forte décroissance de la longueur des chaines de 1 ou
de 0 consécutifs lorsque k& augmente. Ceci laisse a penser que des tres longues chaines, donc une
valeur de m importante, sont extrémement rares. Nous verrons dans la suite que ces résultats de
simulation sont corroborés par la modélisation probabiliste du probléeme (cf 1.2.7).

1.2.4 Tests aléatoires pour les précisions supérieures

Nous avons aussi effectué des tests aléatoires pour des précisions supérieures. Ces tests ont été
réalisé avec Maple en générant aléatoirement les entrées selon une loi uniforme sur les bits de la
mantisse (probabilité % pour les 1 et pour les 0). Pour chaque taille de la mantisse et pour chaque
fonction, seul 'exposant 0 a été testé. Les calculs intermédiaires ont été effectués avec une préci-
sion au moins supérieure a 4 fois a celle de la mantisse finale. Ici encore, le seul probleme serait
I’existence d’une chaine de 1 ou de 0 consécutifs qui s’étende jusqu’aux derniers bits. Mais ce cas
ne s’est jamais produit.

Le Tableau 1.9 donne la distribution des chaines qui conduisent au dilemme du fabricant de
tables lors du calcul de la fonction sin z pour des arithmétiques dont la taille de la mantisse varie
entre 20 bits et 55 bits. Le mode d’arrondi choisi est I'arrondi au plus pres et seul 'exposant 0 est
testé.
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n |0 [T [2 [3 4[5 ]6 [7[8][o]0J11[12][13][14]15
20 [ 270 [ 107 [ 63 [ 31 [ 12 | 11 | 2 0 0 [0 Jo [0 ]oO
21 || 235 | 144 | 54 [ 34 |17 | 2 | 4

22 || 258 | 114 | 58 [ 33 |21 |5 |9

23 || 244 | 129 | 58 | 43 |13 |5 |3

24 || 248 [ 120 | 73 |37 |9 |5 |3

25 || 259 | 124 | 54 [ 36 |9 |5 |8

26 || 242 | 119 | 69 | 38 | 18 | 7 | 4

27 || 249 | 139 |68 [ 21 |12 |3 |2

28 || 246 | 127 | 65 [ 20 | 19 | 10 | 2

20 || 277 | 113 | 60 | 60 | 25 | 13 | 8

30 || 256 | 128 | 57 [ 29 | 16 |6 |6

31 || 266 | 121 | 58 [ 38 | 10 |5 |0

32 || 233|132 |67 36 |14|9 |5

33 || 249 [ 122 | 67 [ 26 | 14 | 10 | 5

34 || 225 | 116 | 67 [31 |9 |13 |2

35 || 226 | 135 | 65 |36 | 17 | 11 | 6

36 || 226 | 119 | 72 | 43 | 16 | 11

37 || 248 [ 121 | 70 | 37 | 10 | 3

38 || 231 | 131 | 75 | 35 | 14

5
39 || 253 | 120 | 61 | 33 | 17 | 6
40 || 226 | 142 | 62 | 45 | 12 | 7
41 || 259 | 99 73 | 38 | 10 | 12
42 || 260 | 124 | 57 | 27 | 19 | 8
43 || 249 | 125 | 66 | 30 | 15 | 8
44 || 242 | 110 | 75 | 44 | 13 | 7
45 || 248 | 121 | 62 | 38 | 16 | 7
46 || 251 | 113 | 68 | 31 | 21 | 11
47 || 256 | 124 | 60 | 32 | 12 | 6
48 || 249 | 123 | 62 | 36 | 15 | 10
49 || 259 | 128 | 51 | 32 | 9 6
50 || 264 | 114 | 60 | 26 | 20 | 10
51 || 254 | 116 | 60 | 31 | 22 | 7
52 || 259 | 129 | 56 | 33 | 13
53 || 257 | 113 | 64 | 38 | 18
54 || 261 | 128 | 54 | 29 | 16
55 || 234 | 135 | 58 | 39 | 18

—
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TaB. 1.9 — Distribution des chaines de 1 ou de 0 consécutifs qui provoquent le TMD lors du calcul
de la fonction sinz pour différentes tailles de la mantisse (avec 0 comme exposant et larrondi au

plus pres).

Nous avons effectué des tests aléatoires sur la distribution des chaines de 1 ou de 0 consécutifs

pour chacune des fonctions élémentaires classiques. Les résultats de ces tests sont résumés dans le
Tableau 1.10.

Enfin, nous avons réalisé des tests aléatoires pour la fonction sin z en double et quadruple
précision en utilisant Maple en cherchant la plus grande valeur de m. Les résultats sont:

e en double précision (n = 53), apres 254 jours de calcul, le pire cas trouvé est m = 101;
e en quadruple précision (n = 112), apres 258 jours de calcul, le pire cas trouvé est m = 205.

La encore, il semble que m soit proche de 2 X n. Mais le nombre de cas testés en 258 jours de calcul
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k
f(z) 0 |1 2 |3 [4 5 |6 [7]8[9[10]11]12]13]14][15
sin @ 982 [ 517 [ 253129 |59 [30 [14[5)6[3]1 [1 [0 [0 [0 [O
cosz 1422 | 285 | 148 |75 |38 [16 |8 |5(3 (0|0 [0 |0 [0 [0 |0
e 1015 | 499 | 239 | 115 | 73 | 28 |16 |5 |5 |3 |1 [0 |1 [0 [0 |0
Inz 960 | 504 | 280 (137 |64 |24 [18 |3 |6 |01 |1 |0 |1 |1 |0
arctanz || 981 | 506 | 260 | 120 | 66 | 30 |20 |6 {6 |20 [2 |1 [0 |0 |0
log, 1002 | 495 | 266 | 124 | 54 [ 29 |18 |4 |6 (2|0 [0 |0 [0 [0 |0
27 972 | 524 | 263 | 115 |61 3213|9631 [0 |0 [1 |0 |0

TAB. 1.10 — Distribution des chaines de 1 ou de 0 conséculifs qui provoquent le TMD lors du calcul
de différentes fonctions élémentaires pour des mantisses de 53 bits (double précision), et avec 0
comme exposant pour Uarrondi au plus prés. Résultats de tirages aléatoires uniformément répartis.

(repartis sur plusieurs machines) est extrémement faible devant le nombre de cas possibles.

1.2.5 Bornes supérieures

La question est maintenant de savoir si il existe une valeur maximale pour m ne dépendant
que de la précision souhaitée. En 1882, Lindemann a démontré que ’exponentielle d’un nombre
algébrique (éventuellement complexe) non nul n’est pas algébrique [Bak75]. Les nombres machine
sont rationnels, donc algébriques. Par conséquent, 'exponentielle, le sinus, le cosinus, et ’arctan-
gente d’un nombre machine différent de 0 et le logarithme d’un nombre machine différent de 1 ne
peuvent pas comporter dans leur écriture binaire une chaine infinie de 0 ou de 1. Cette propriété
se généralise d’ailleurs a d’autres bases que 2. Le nombre de nombres machine étant fini, il existe
une valeur m a partir de laquelle on est certain que le dilemme du fabricant de tables ne peut pas
se produire. Le probleme reste a trouver un majorant pour m.

Le théoreme 1.1 montré par Yu. Nesterenko et M. Waldschmidt en 1995 (cf [NW96]) permet de
connaltre des bornes pour la valeur de m nécessaire pour chaque format de nombre flottant.

Si p/q est un nombre rationnel avec ¢ > 0 et pged(p, ¢) = 1, alors on défini H (p/q) = max{|p|, ¢}.

Théoréme 1.1 (Nesterenko et Waldschmidt, 1995) Soient o et 3 deux rationnels, avec
B # 0. Soient A, B et F des réels posilifs avec F > e vérifiant

A > max (H(a),e), B> H(f).

alors

lef —af >
eq(—m1x@gB+kgbgA+2ngm“y+m)xmgA+2mm+6mgm
% (3.310g(2) + log ) x (log F)~?)

oil |8l = max(1, |3]).

En appliquant ce théoreme, « et § étant deux nombres machine, on obtient un majorant de la
distance entre un nombre machine et ’exponentielle d’'un nombre machine (ou bien un majorant de
la distance entre un nombre machine et le logarithme d’un nombre machine). Le Tableau 1.11 donne
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un majorant de la précision intermédiaire nécessaire (la valeur de m) pour arrondir exactement le
résultat du calcul de 'exponentielle sur n bits, et ce pour les principaux formats de nombres flottants
définis dans la norme IEEE 754.

‘ n ‘ intervalles H m ‘
24 [0, 1n 2] 494416
[0, 10] 3074888
53 [0, 1n 2] 1038560
[0, 10] 5234891
112 [0,1n 2] 2527507
[0, 10] 10409113

TaB. 1.11 — Majorants de m pour le calcul de l’exponentielle dans les principaux formats de nombres
flottants IFEE 75).

Il est donc possible dans le pire cas d’étre obligé de calculer des exponentielles et des logarithmes
avec une précision intermédiaire dont le nombre de bits est de 'ordre de quelques millions. Il est
trés vraisemblable que les vraies valeurs de m soient beaucoup plus petites. Les tests exhaustifs
effectués pour la simple précision (cf 1.2.3) et les tests aléatoires dans les précisions supérieures (cf
1.2.4) indiquent clairement que les cas nécessitant des calculs intermédiaires avec une précision tres
importante sont extrémement rares.

Meéme si les résultats de théorie de nombres obtenus par Yu. Nesterenko et M. Waldschmidt
sont tres récents et que 'on peut supposer qu’ils seront améliorés dans le futur, il est nécessaire
de pouvoir calculer avec de telles précisions pour garantir ’arrondi exact. De plus, il ne faut pas
oublier que pour des précisions élevées, la recherche exhaustive ne sera probablement pas possible
prochainement. La question de la réalisibilité de ’arrondi exact dans le pire cas se ramene a ’étude
du cott des calculs sur des nombres de plusieurs millions de chiffres.

1.2.6 Cout du calcul des fonctions élémentaires en trés haute précision

En 1976, Brent a proposé plusieurs algorithmes pour calculer les fonctions élémentaires avec
une tres haute précision, ainsi qu’une analyse de leur temps d’exécution en fonction de celui de la
multiplication [Bre76]. Soit M (n) le nombre d’opérations nécessaires pour effectuer le produit de
deux nombres de n chiffres. Brent a démontré le théoreme 1.2.

Théoréme 1.2 (Brent, 1976) Si les constantes w et log?2 sont précalculées, la fonction élé-
mentaire f(z) peut évaluée avec une précision de n bits avec (K + O(1))M (n)log, n opérations,
ou
K — { 13 si f(z) =logz ou expz
34 si f(z) =arctanz ou sinz ou cosz

En 1994, D. Zuras a programmé différents algorithmes de multiplication et d’élévation au carré
sur une machine HP-9000/270 fonctionnant a 50 MHz [Zur94]. Le meilleur algorithme utilisé per-
mettait de multiplier deux nombres de 1 million de bits en 8 secondes environ.

En 1996, V. Leféevre dans son stage de DEA ([Lef96]) a réalisé différents algorithmes de multi-
plications en multiprécision. Les temps de son meilleur algorithme, basé sur une décomposition des
nombres de type Toom-Cook, sont résumés dans le Tableau 1.12.
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| taille des nombres en kbits || 100 | 200 | 500 | 1000 [ 2000 | 5000 | 10000

Sparc-Station 4 & 110MHz || 0.50 | 1.36 | 5.25 | 14.8 | 40.7 154 434
Ultra-Sparc 1 & 143 MHz 0.16 | 0.46 | 1.77 4.8 | 13.5 51 140
Pentium Pro a 150 MHz 0.27 1 0.74 | 2.73 7.8 21.6 84 226

TAB. 1.12 — Temps en secondes obtenus par V. Lefévre pour la multiplication de deux nombres en
multiprécision sur différentes machines.

En utilisant le meilleur algorithme de multiplication de V. Lefevre sur une Ultra-Sparc 1 a 143
MHz, on a 4.8 s comme temps de base pour la multiplication de deux nombres de 1 million de bits.
A T’aide du théoreme 1.2, on peut estimer que le calcul d’une exponentielle sur 1 million de bits
serait alors d’environ 20 minutes.

1.2.7 Approche probabiliste du probleme

Le but de cette section est d’avoir une idée de la fréquence d’apparition des calculs en tres haute
précision afin de proposer des stratégies particulieres pour la mise en ceuvre pratique de ’arrondi
exact des fonctions élémentaires.

Nous utiliserons le mode d’arrondi au plus proche dans cette étude afin de simplifier les calculs.
Des résultats similaires peuvent étre obtenus pour les autres modes d’arrondi.

Soit f une fonction élémentaire,  un nombre machine. Soit y la valeur approchée de la mantisse
sur m bits de f(z). On désire arrondir exactement y sur n bits. On note &k le nombre de bits
supplémentaires nécessaires pour pouvoir arrondir y a n bits (k = m — n). Enfin, soit n. le nombre
d’exposants différents du type considéré (apres la réduction d’argument).

Les k bits de poids faible de y (les bits “supplémentaires” pour I’arrondi) peuvent étre considérés
comine une séquence aléatoire de 0 et de 1, avec la probabilité % pour les 0 comme pour les 1. Ceci a
été montré par Feldstein et Goodman sous certaines hypotheses, et apres une longue suite de calculs,
dans leur travail sur la distribution des chiffres de poids faible de résultats de calculs numériques
[FG76]. Cette hypothese peut sembler douteuse car le phénomene est totalement déterministe,
mais pratiquement ce modele aléatoire des bits de poids faibles (ceux qui nous intéressent) est
particulierement proche des expérimentations effectuées. Nous supposons que les k derniers bits
des résultats de I’évaluation de f(z) et de f(z3), quels que soient z; et x5, sont indépendants. Les
valeurs de y qui posent un probleme pour 'arrondi au plus pres sont (avec k > 1):

k bits k bits
y:yo.ylyg...yn_16111111...1111 ou Y= Yo-Y1Y2 - - - Yn—1 1000000 . . .0000

Le probleme est maintenant d’estimer la valeur maximum de k. D’apres nos hypotheses, la proba-
bilité d’avoir k& > kg est E;-":O;O 2=t =921k Soit N = n, x 27~ le nombre de nombres flottants (du
fait de la normalisation, il n’y a que 2"~ mantisses différentes pour une valeur de I’exposant).
On cherche la probabilité Py, d’avoir au moins une entrée parmis les N nombres machine
possibles qui conduit & une valeur de k supérieure ou égale a kg. Le moyen le plus simple de calculer
cette probabilité est de passer par les évenements complémentaires. L’événement complémentaire
de “au moins une entrée conduit a k > kq” est “aucune entrée ne conduit a k > kg”. La probabilité
du dernier événement est la probabilité que “chaque entrée ne produise pas de chaine telle k > kq”
a la puissance N, car les N entrées sont indépendantes. Enfin, on a que la probabilité que “chaque
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entrée ne produise pas de chaine telle k& > ko” est égale & 1 —217%0_ On a donc:

N
Pr, =1~— (1 - 21_]“0)

Nous cherchons maintenant la valeur de kg telle que la probabilité d’obtenir au moins une valeur
de k supérieure a ko (parmis les N nombres flottants différents) soit inférieure ou égale a % Pry < %

N
est équivalent a % < (1 - 21_k0) . Donc on a:

1
Ing <N xIn(l- 21=ho) (1.1)

On pose t = 2! 7% Si ¢ est suffisamment petit, on peut approcher In(1 —2'7%) =1In(1 —¢) par

-t — % L’équation 1.1 devient :

N
?tQ—l-Nt—ln2§0

In

Cette derniere inégalité est vérifiée pour t < —1+ \/1 + % In2 ~ TQ Finalement, on a Py, < %

pour 217k < h’TQ, c’est-a-dire :

ho > 1 - In(In 2)

> ™) + logy N ~ 1.529 + logy N

Finalement on a: .
Pr, < 2 < ko> n+logy(n.)+0.529

Cette valeur de ko indique clairement que si l'on considére un petit nombre d’exposants (ce
qui est le cas pour les fonctions élémentaires du fait de la phase de réduction d’argument), la
probabilité d’obtenir le dilemme du fabricant de tables est faible si m est un peu supérieur a 2n.
Cette modélisation probabiliste du probleme confirme bien les résultats obtenus lors des simulations.
Par exemple, dans le Tableau 1.8 on voit bien une décroissance quasi exponentielle (environ 27%)
de la longueur de la plus grande chaine de 0 ou de 1 qui conduit au dilemme du fabricant de
tables. Bien siir, cette modélisation n’est qu’une approximation du probleme, qui est totalement
déterministe, mais elle permet de comprendre intuitivement ’'influence des parametres mis en jeu.

1.3 Mise en ceuvre de ’arrondi exact des fonctions élémentaires

Nous avons vu précédemment que le probleme de ’arrondi exact des fonctions élémentaires est
en fait la détermination de la précision nécessaire pour effectuer les calculs intermédiaires (la valeur
de m). Les différentes campagnes de tests (exhaustifs et aléatoires) nous ont montré qu’en général
la précision nécessaire lors des calculs intermédiaires est relativement modérée. La modélisation
probabiliste du probleme est venue corroborer ces observations.

Les tests exhaustifs nous donnent des bornes siires de faibles valeurs pour m mais ils ne sont
possible que pour des précisions modérées. Nous avons ces bornes pour les fonctions élémentaires
classiques en simple précision. V. Lefévre dans son stage de DEA et maintenant dans sa these s’in-
téresse au cas des fonctions élémentaires en double précision. Il a développé des programmes basés
sur des approximations polynémiales, avec des polynomes ayant de tous petits degrés, permettant
des calculs extrémement rapides (environ 6 cycles d’horloge pour le calcul d’une exponentielle, dans

27



CHAPITRE 1 ARRONDI EXACT DES FONCTIONS ELEMENTAIRES

un petit intervalle, sur une machine a base de processeur UltraSPARC). A I’heure actuelle, il a testé
I’exponentielle dans P’intervalle [1, 1] (soit 2°2 cas!) et la valeur correspondante de m dans ce cas
est 109 (cf [LMT97]). Les travaux de these de V. Lefevre permettront peut étre d’avoir des bornes
similaires dans le cadre de la double précision du systeme flottant pour les fonctions élémentaires
classiques. Mais les tests exhaustifs ne pourront probablement pas étre effectués pour des précisions

supérieures (double étendu ou quadruple précision par exemple).

Les récents résultats de théorie des nombres obtenus par Nesterenko et Waldschmidt seront
trés probablement améliorés. Mais l'ordre de grandeur des majorants de la taille des nombres a
manipuler lors des calculs intermédiaires sera encore probablement trop important pour évaluer
systématiquement les fonctions élémentaires avec ces bornes certaines.

Dans les cas les plus extrémes, il faudra donc recourir a 1’évaluation des fonctions élémentaires
avec d’importantes précisions (de quelques centaines a peut étre quelques millions de chiffres). Nous
avons vu qu’il est tout & fait envisageable d’évaluer une fonction telle que ’exponentielle sur un
million de bits en temps inférieur a une vingtaine de minutes. Les performances des ordinateurs
augmentant sans cesse, ces temps de calcul diminueront de facon substantielle dans le futur. La
taille des nombres que nous manipulerons dans le futur augmentera elle aussi, mais peut étre pas
dans la méme mesure.

1.3.1 La stratégie de Ziv

Ziv a proposé dans [Ziv91] une stratégie multi-niveaux qui fournit une solution efficace au
probleme de I'arrondi exact des fonctions élémentaires. Sa stratégie est basée sur des essais successifs
avec diverses précisions. Initialement, il choisit une valeur de m un peu plus grande que n (m = n+20
par exemple). Il calcule alors la fonction élémentaire avec une erreur de 27", Dans la majorité des
cas cette précision sera suffisante pour arrondir exactement. Mais si cela n’est pas suffisant, il
suffit de recommencer avec une précision supérieure. La détection des cas qui posent probléeme est
trés simple. Il y a une chaine de 1 ou de 0 consécutifs dont le début dépend du mode d’arrondi
considéré et qui s’étend jusqu’au dernier bit de la mantisse. Si la mantisse initiale est calculée avec
m = n + 20 bits, selon nos hypotheéses probabilistes, il n’y a qu’une chance sur 22° que le dilemme
du fabricant de tables se produise. A chaque étape, si la précision utilisée n’est pas suffisante, il
suffit de recommencer avec une précision plus importante. On sait qu’il existe une précision qui
permettra de résoudre le dilemme, donc le calcul termine toujours.

On a donc un ensemble de niveaux de calcul offrant des précisions de plus en plus importantes,
ol a chaque niveau, le calcul permet ou non d’arrondir exactement le résultat. La détection de
I’échec ou du succeés du niveau consiste en une simple détection d’occurrences particulieres de
chaines de bits. Le temps moyen de calcul est tres légerement supérieur a celui du niveau le plus
simple car la grande majorité des calculs sont effectués dans ce premier niveau.

1.3.2 Une solution multi-niveaux pour ’arrondi exact des fonctions élémen-
taires

Nous livrons ici quelques réflexions quant a la réalisation pratique de la stratégie de Ziv. Nous
allons essayer d’argumenter un découpage en différents niveaux a I’aide de considérations arithmé-
tiques et sur I'impact de architecture sur les performances du systeme flottant.
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succes

FI 777 échecs
A%

résultat arrondi

Fic. 1.4 — La stratégie multi-niveauz de Ziv.

Le premier niveau se doit d’étre le niveau dont les calculs seront les plus rapides. En effet,
c’est dans ce niveau que la grande majorité des calculs seront effectués. Il parait alors assez naturel
d’envisager une réalisation totalement matérielle de ce niveau. Le calcul de la précision intermédiaire
de ce niveau est fonction de criteres plus ou moins contradictoires:

e le temps d’évaluation d’une fonction élémentaire dans ce niveau;
e la fréquence des passages au niveau supérieur;

Le temps d’évaluation d’une fonction élémentaire croit de facon quadratique avec la précision.
De plus, une implantation matérielle efficace n’est envisageable que pour des précisions pas trop
importantes. Cette contrainte a donc tendance a donner de petites valeurs a m.

La fréquence des passages au niveau supérieur diminue rapidement lorsque m augmente. En
effet, selon nos hypotheses probabilistes, la probabilité de devoir passer au niveau supérieur si ’on
calcule avec m bits est de 21=™. Pour limiter le nombre de passages au niveau supérieur, on aurait
donc tendance a augmenter m.

Le compromis qui doit étre réalisé ici dépend d’un trés grand nombre de parametres techno-
logiques et algorithmiques. En effet, la vitesse de ce premier niveau conditionne grandement les
performances globales de calcul du systeme flottant.

On peut toutefois remarquer que la logique nécessaire a la détection des cas qui nécessitent un
traitement par le niveau supérieur est relativement simple. En effet, un arbre de cellules ET un autre
de cellules OU sur les bits supplémentaires permettent de décider rapidement si ’arrondi a réussi
ou non, et ce quel que soit le mode d’arrondi choisi. En pratique on a un matériel relativement
similaire a celui de ’arrondi de la multiplication flottante.

Dans le cas de la simple précision (n = 24), on a vu que la plus grande valeur de m trouvée lors
des tests exhaustifs était de 54 bits. Les unités arithmétiques flottantes des machines qui ont un
type double précision étendue réalisé completement dans le circuit (les processeurs de compatibles
PC) sont de bons candidats pour servir de base au premier niveau de notre stratégie. Il reste quand
méme a leur ajouter un peu de matériel supplémentaire pour effectuer la détection et un systeme
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pour générer le passage au second niveau.

La réalisation des niveaux supérieurs est moins critique en terme de temps de calcul. Les cal-
culs de ces niveaux ne seront que tres peu employés. Toutefois, il convient de réaliser différents
niveaux avec des précisions de plus en plus importantes afin de ne pas trop pénaliser le temps de
calcul moyen. En effet, il n’existe pas d’algorithme d’évaluation des fonctions élémentaires qui soit
performant, en terme de temps de calcul, quelle que soit la précision désirée. Il est donc important
de ne pas trop augmenter rapidement la valeur de m pour ne pas trop pénaliser le temps de calcul
moyen du systeme complet.

Les algorithmes mis au point dans ces niveaux ne pourront trés vraisemblablement pas étre
réalisés de facon matérielle. Il n’est pas rentable de concevoir un circuit ou une grosse portion de
circuit qui ne sera que tres peu utilisée voire jamais, puisqu’il est probable que les bornes théoriques
ne seront pas atteintes.

La encore, le choix de I'algorithme a utiliser pour chaque niveau est fortement dépendant de
parametres de I'implantation (performances des unités arithmétiques flottante et entiere, perfor-
mances de la hiérarchie mémoire. .. ).

Pour des précisions allant jusqu’a quelques milliers de bits, Uarithmétique en ligne (voir la
troisieme partie de cette these) est probablement une solution élégante et efficace a ce probleme.
L’arithmétique en-ligne est une arithmétique série dont les chiffres circulent dans les opérateurs
les poids forts en téte. La E-méthode proposée par Ercegovac [Erc77, EMT95] permet d’évaluer les
fonctions élémentaires chiffre a chiffre tant que la précision suffisante n’est pas atteinte. L arrondi
au vol proposé par Ercegovac et Lang [EL92] permet d’arrondir le résultat d’un calcul en-ligne (écrit
dans une notation redondante) directement sans devoir convertir auparavant dans un systéme plus
conventionnel. La combinaison de ces deux algorithmes permettrait de pouvoir réaliser le calcul et
I’arrondi chiffre par chiffre. Toutefois, le calcul en-ligne n’est plus performant par rapport a d’autres
méthodes pour les tres grandes précisions.

Dans le cas des précisions encore plus importantes, disons environ a partir de quelques dizaines
de milliers de chiffres, les algorithmes comme ceux de Brent deviennent trés performants, mais on
retrouve alors la notion de niveau de calcul. Un stage de DEA est actuellement en cours au LIP sur
la réalisation d’algorithmes pour le calcul des fonctions élémentaires sur quelques millions de bits.

Beaucoup de points restent a explorer pour réaliser effectivement ’arrondi exact des fonctions
élémentaires. Comme, par exemple, comment gérer les interruptions ou les exceptions générées par
les différents niveaux en cas d’échec. Quels doivent étre les interactions avec le systeme d’exploita-
tion et comment les prendre en compte dans les outils de développement.

1.3.3 Vers une extension de la norme IEEE 754 aux fonctions élémentaires

L’arrondi exact des fonctions élémentaires sera prochainement réalisable sur la plupart des ma-
chines au moins en double précision. Il est donc temps de songer a une extension de la norme
actuelle a ces fonctions. Cette extension tout en préservant les concepts déja fixés doit proposer des
solutions spécifiques aux divers problemes liés & I’évaluation des fonctions élémentaires.

Plusieurs questions se posent :

e Seul 'arrondi exact doit-il étre proposé? Ou bien un arrondi non forcément exact peut-il
étre mis en ceuvre afin d’éviter les coiiteux passages dans les niveaux supérieurs pour les
applications demandant de grandes vitesses de calcul?
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e Dans le cas d’un arrondi non forcément exact, doit-on prévoir un mécanisme de drapeau qui
indique que le résultat n’a pas pu étre arrondi exactement, laissant ainsi le choix du traitement
adéquat a 'utilisateur?

e [’arrondi exact des fonctions élémentaires dans toute la plage de représentation des nombres
flottants sera peut étre tres cotiteux en temps de calcul. Doit-on définir des petits domaines
pour l'arrondi exact?

Un vaste débat sur ce sujet doit naitre entre les utilisateurs, les concepteurs de machines et d’ou-
tils de développement afin de faire progresser la norme IEEE 754 vers une plus grande portabilité
des algorithmes et vers de plus grands moyens pour valider ces algorithmes.

1.4 Conclusion

Nous avons montré que ’arrondi exact des fonctions élémentaires est effectivement réalisable.
Alors que pendant longtemps on a cru que le cotit en temps de calcul de cet arrondi serait prohibitif,
il nous parait évident qu’une stratégie fondée sur différents niveaux de calcul avec des précisions
croissantes constitue une solution efficace a ce probleme et dont le temps de calcul moyen sera rela-
tivement proche du temps de calcul des fonctions élémentaires dans les unités flottantes actuelles.

Les tests exhaustifs effectués en simple précision nous donnent déja les bornes de la précision
nécessaire pour effectuer les calculs intermédiaires. Nous avons vu aussi que dans le cas de la simple
précision ’arrondi exact des fonctions élémentaires peut d’ores et déja étre réalisé en utilisant le
matériel existant sur certains processeurs. Nous pensons réaliser dans I’avenir une bibliotheque de
calcul certifié des fonctions élémentaires pour la simple précision.

Pour les précisions supérieures, des tests exhaustifs dans de petits intervalles et peut étre une
amélioration des résultats de théorie des nombres permettront peut étre d’obtenir des bornes plus
raisonnables que le million de bits actuel. Mais le calcul en multiprécision restera probablement le
seul moyen d’effectuer ’arrondi exact des fonctions élémentaires quelle que soit la précision désirée.
Nous travaillons donc a la réalisation d’un systéme de calcul de ces fonctions en tres haute précision.
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CHAPITRE
Systeme semi-logarithmique

E systeme virgule flottante est aujourd’hui le systéme le plus utilisé pour représenter les nombres
réels en machine. Mais d’autres systemes de représentation des nombres réels ont été proposés.
Parmi tous ces systémes on peut citer:

e le systeme virgule fixe;
e le systeme logarithmique;

e le systeme SLI d’Olver;

des systemes rationnels;

des modifications du systeme flottant.

La représentation en virgule fixe n’est principalement employée que pour des applications spé-
cialisées car la “dynamique” des nombres représentables en virgule fixe est beaucoup trop faible
pour bon nombre d’applications de calcul scientifique. Les algorithmes utilisés pour les opérations
classiques sont plus simples que leurs équivalents dans le systeme flottant. Par exemple, I’addition
de deux réels codés en virgule fixe s’effectue de la méme fagon que celle de deux entiers. Il n’y
a pas de phase d’alignement des mantisses et de renormalisation du résultat qui augmentent la
complexité des unités arithmétiques flottantes. Par contre, il est nécessaire de coder sur un grand
nombre de bits les nombres réels dans les algorithmes qui manipulent des quantités d’ordres de
grandeur différents.

Le systeme logarithmique [KR71, SA75, ST88, TGJR88, Hen89, ABCW92, Lew93], que nous
allons présenter plus en détail dans la section 2.1, a été introduit pour accélérer le calcul des mul-
tiplications. Ce systéme ne peut pas constituer une alternative systématique au systeme flottant
dans la majorité des problemes. Cependant dans certaines applications, en traitement du signal
par exemple, le fait de pouvoir effectuer trés rapidement des algorithmes comportant beaucoup de
multiplications est un avantage indéniable.

Le systeme SLI d’Olver [Olv87, Tur91, Tur93] permet de manipuler aussi bien des trés grands
que des tres petit nombres, tout en permettant de manipuler des nombres d’un ordre de grandeur
courant avec une bonne précision. Mais les opérations de base (addition, multiplication et division)
dans ce systeme demandent un grand nombre de calculs intermédiaires et/ou de lectures de tables.

Il est possible de manipuler exactement des nombres rationnels sous forme de fractions continues
[Vui83, KM85]. Cette représentation donne des algorithmes plus rapides qu’avec une représenta-
tion sous forme d’une fraction de deux entiers. Mais les principaux algorithmes de calcul restent
plus complexes et plus coliteux que leurs équivalents du systéme flottant. Une autre solution pour
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représenter les nombres rationnels est le Slash number system proposé par Matula et Kornerup
dans [MKS85]. Tls codent dans un méme espace les deux composantes d’une fraction rationnelle. Un
séparateur supplémentaire indique la taille relative du numérateur et du dénominateur.

Des modifications du systeme flottant ont été proposées dans le but supprimer les problemes liés
aux dépassements de capacités (overflow et underflow). On peut trouver dans [Yok92, MI81], par
exemple, des systémes ou les tailles des champs de I’exposant et de la mantisse sont variables. On
code, en plus des trois champs habituels (signe, exposant et mantisse), un champ supplémentaire
qui donne la position de la séparation entre le champ de ’exposant et champ de la mantisse. Cette
variabilité permet de représenter des réels ayant une dynamique beaucoup plus importante tout en
conservant une bonne précision pour la représentation des nombres d’ordres de grandeur courants.
Ces systemes nécessitent toutefois des algorithmes un peu plus complexes qu’en virgule flottante.

Tous ces systemes ont été concus pour diverses raisons comme pour éviter les dépassements de
capacité, améliorer la précision ou bien accélérer certains calculs. Malheureusement, il n’existe pas,
a I’heure actuelle de systeme “universel” de représentation des nombres réels permettant d’effectuer
tres rapidement toutes les opérations avec une excellente précision.

Le systeme flottant qui offre un bon compromis entre la vitesse des calculs et la représentabilité
des nombres est de loin le systeme le plus utilisé dans les ordinateurs actuels. Mais pour des
applications particulieres nécessitant beaucoup de multiplications et une faible précision, le systeme
logarithmique peut offrir de meilleures performances en temps de calcul que le systéme flottant.
Toutefois, le systeme logarithmique pose d’importants problemes de mise en ceuvre matérielle pour
des précisions plus importantes du fait de la taille des tables nécessaires pour réaliser certaines
opérations (addition).

Nous allons voir que le systéme que nous proposons, le systéme semi-logarithmique, permet de
diminuer ce probléme tout en conservant les avantages intrinseques du systéme logarithmique. Ce
travail a été réalisé en collaboration avec J.M. Muller et A. Scherbyna et a été publié dans [MST95].

Dans la premiere partie de ce chapitre nous présentons le systeme logarithmique et les algo-
rithmes utilisés pour le calcul des opérations de base dans ce systeme. La deuxieme partie est
consacrée a la représentation des nombres réels dans le systeme semi-logarithmique. Nous décri-
vons les algorithmes de calcul des opérations de base (addition, multiplication, division, comparaison
et conversion) et nous abordons leur implantation matérielle dans la troisieme partie de ce cha-
pitre. La quatrieme partie est consacrée a ’étude de ’erreur relative de représentation du systeme
semi-logarithmique et a sa comparaison avec les systemes flottant et logarithmique. Enfin, nous
présentons un exemple d’application du systéeme semi-logarithmique dans le cadre de réseaux de

neurones basés sur des ondelettes.

2.1 Le systeme logarithmique

Le systeme logarithmique, présentéen 1975 par Swartzlander et Alexpoulos dans [SA75], consiste
a représenter un nombre réel par son signe et le logarithme de sa valeur absolue écrit en virgule
fixe. Ce systéme permet d’accélérer considérablement les multiplications et les divisions puisqu’il
suffit alors de faire la somme ou la différence des logarithmes des deux nombres considérés.

Ce systéme s’est avéré étre particulierement intéressant dans des applications ou la précision
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nécessaire n’est pas tres importante et ou le ratio

nombre de multiplications

nombre d’additions

est grand. On peut citer de nombreux exemples d’utilisation de ce systéme en traitement du signal
et des images. Par exemple, on peut trouver dans [KM91] une méthode de tracé de courbes utilisant
le systeme logarithmique. Différents systemes de filtrage numérique basés sur des calculs dans le
systeme logarithmique ont été proposés [KR71, HLD70, KPL80]. Certaines transformées comme
la FFT peuvent se préter a des réalisations matérielles rapides dans le systeme logarithmique
[SSCNS83]. On peut aussi citer 'utilisation du systeme logarithmique dans certaines applications
de contréle numérique [LL86]. Enfin, plus récemment, on peut citer la réalisation d’une unité
arithmétique logarithmique extrémement performante dédiée a certains calculs en traitement du
signal [Lew95].

2.1.1 Représentation des nombres réels dans le systéme logarithmique

Dans le systeme logarithmique en base 2, les nombres sont représentés selon le codage :
T = 8, X 2%
ol
e s, est le signe de z.

e ¢, est exposant de z. A la différence du systeme flottant, e, est composé d’une partie entiere
et d’une partie fractionnaire.

La valeur 0 pose un petit probleme de codage car cette valeur n’est pas directement représen-
table dans le systeme logarithmique. Deux solutions sont principalement utilisées pour résoudre ce
probleme. La premiere est 'utilisation d’un exposant biaisé comme dans le systeme flottant. La
seconde utilise un bit supplémentaire qui code ou non la valeur 0. La seconde solution est utilisée
dans des applications ou la vitesse des calculs est la caractéristique la plus importante et ou la
précision nécessaire est relativement faible (voir par exemple [HCC96]).

Il n’existe pas de norme pour la représentation des nombres réels dans le systeme logarith-
mique. Jusqu’a présent, chaque nouvelle implantation utilise un codage plus ou moins spécifique a
I’application cible.

Nous allons maintenant étudier les algorithmes qui permettent de réaliser les opérations clas-
siques (addition, soustraction, multiplication, division, racine carrée, comparaisons et conversions)
dans le systeme logarithmique.

2.1.2 Opérations de base dans le systéme logarithmique
Multiplication et division

Bien évidemment, la multiplication et la division s’obtiennent trivialement en effectuant respec-
tivement la somme et la différence des exposants des deux nombres en question. Les dépassements
de capacité vers 'infini ou vers zéro sont facilement détectables.

La multiplication et la division dans le systeme logarithmique ont & peu pres la méme complexité
que l'addition et la soustraction dans le systeme flottant.
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Addition et soustraction

Si a et b sont deux nombres du systeme logarithmique, on obtient leur somme et leur différence
en utilisant les relations suivantes :

10g2 (a + b) = 10g2 (a) + 10g2(1 + 210g2(b)—]og2(a))
log,(a — b) = log, (a) + log, (1 — 2'°82(b)~logz(a))

ou log, (14 2%) et logy(1 — 27) sont des fonctions qui sont tabulées.

Le principal inconvénient du systeme logarithmique réside dans la taille de ces tables. En effet,
une implantation directe des opérations d’addition et de soustraction nécessite des tables de 27
entrées pour des nombres dont les exposants ont n bits fractionnaires. Ceci interdit une implantation
simple du systeme logarithmique pour des applications nécessitant des précisions importantes.

Des techniques d’interpolation permettent toutefois de diminuer considérablement la taille de
ces tables au prix d’un temps de calcul supérieur (voir par exemple [Tay83, ABCC89, Hen89]).
Des unités arithmétiques logarithmiques proposant des précisions et des surfaces de circuit compa-
rables au format simple précision du systeme flottant ont pu étre réalisées grace a ces techniques
d’interpolation [LW91, Lew95, HCC96].

Comparaisons

La comparaison de deux nombres de méme signe se limite a la seule comparaison directe des
exposants des deux opérandes. Si ’exposant est biaisé alors la comparaison s’effectue comme la
comparaison de deux entiers positifs.

Conversions systeme flottant < systéeme logarithmique

Soient z un nombre réel codé dans le systeme flottant et y un nombre réel codé dans le systeme
logarithmique, dont les écritures respectives sont :

T = Sp X My X 2%
Yy = Sy X 2%
ol (sz,8,) € {+1,—1}*, m, est un réel de Vintervalle [1,2[ codé sur n bits, e, est un entier sur

k bits, et enfin e, est un réel écrit en virgule fixe avec k bits de partie entiere et n bits de partie
fractionnaire.

e systéme floltant — systéme logarithmique

pn log, sz

ey:ex—l—T ou €y = €z + on
ou |z] est 'entier le plus proche de x.
o systéme logarithmique — systeme flottant
gngey—|ey] 2n ey ey
ex = ey et mI:L27nJ ou mgC:L27n1

Ici encore suivant le nombre de bits n, les fonctions log, z et 27 seront soit compléetement tabulées
soit calculées a 'aide d’une technique combinant des lectures de tables et des interpolations.

On peut trouver dans [LW91] et [L.ai91] une étude compléte de la mise en ceuvre matérielle de ces
conversions pour la réalisation de systemes de calcul hybrides (systémes flottant et logarithmique
cohabitant dans la méme unité).

38



LE SYSTEME SEMI-LOGARITHMIQUE 2.2

Quelques autres opérations

Certaines opérations, comme 1’élévation a une puissance entiere ou la racine carrée peuvent étre
réalisées trés rapidement dans le systéme logarithmique. En effet, si n € Nt et si a est un réel codé
dans le systeme logarithmique, on a:

log, (") = nxlogya
log, a
logy (Va) = %

Ces opérations sont particulierement utiles en traitement du signal pour le filtrage numérique
et pour le calcul de certaines transformées comme la FFT par exemple. Ceci explique que, pour
certaines de ces applications qui ne nécessitent pas une précision tres importante, le systéme loga-
rithmique offre des implantations matérielles beaucoup plus performantes que le systeme flottant.

2.2 Le systeme semi-logarithmique

Le systeme semi-logarithmique est un systeme de représentation des nombres réels & mi-chemin
entre le systeme flottant et le systéeme logarithmique. Nous verrons dans la suite que ’on a, en fait,
une famille de systéemes paramétrée par une valeur que nous noterons k. Nous présentons dans cette
these le systeme semi-logarithmique en base 2, une extension a des bases différentes ne pose pas de
probleme particulier.

Le systeme semi-logarithmique reprend en partie 'idée de base du systeme logarithmique qui
permet une augmentation de la vitesse d’exécution des algorithmes de multiplication et de division,
a savoir le fait de coder les nombres par le logarithme en virgule fixe de leur valeur absolue. Mais
au lieu de supprimer totalement la mantisse, le systéeme semi-logarithmique conserve une mantisse
mais dont l'intervalle de variation (la mantisse est aussi normalisée) est beaucoup plus petit. En
fait, les mantisses dans le systeme semi-logarithmique sont dans un intervalle du type [1,1+ ¢]. Le
parametre k code le nombre de zéros qui sont les bits de poids forts de la partie fractionnaire de la
mantisse. C’est-a-dire que I’on a une écriture sur n bits de la mantisse du style

n chiffres

1.0000...000xxxx...xx.
—
k z€ros

Comme dans le systeme flottant avec le bit implicite, on connait toujours la valeur des &k + 1
premiers bits de la mantisse. Ces bits ne sont donc pas stockés physiquement. Les k bits “gagnés”
sur la mantisse sont utilisés pour stocker la partie fractionnaire de I'exposant réel. Cet “échange” de
bits entre la mantisse et ’exposant fait que a nombre de bits effectivement utilisés pour les codages
égal, le systeme flottant et le systéme semi-logarithmique ont des précisions comparables. Comme
dans le systeme flottant, tous les nombres sont représentables avec une certaine précision dans le
systeme semi-logarithmique.

L’idée de base du systeéme semi-logarithmique est de pouvoir représenter les nombres en uti-
lisant un codage du style (14 €) X 2° ot e comporte des chiffres fractionnaires. Les algorithmes
de multiplication et de division sont alors particulierement simples. Par exemple, si on calcule le

produit z X y = ((l—l—ex) X 281) X ((1+ey) X 2534) , on a alors le résultat (1+¢;) x (1+4¢,) x 2% T
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qui peut se réduire a de simples additions si k est bien choisi. En effet, (1+¢;) X (14¢€,) >~ 14€,+¢,
car €;€, devient négligeable & partir d’une certaine valeur de k (€€, est inférieur a 277 si k > ).
Le temps de calcul de la multiplication dans le systeme semi-logarithmique est donc comparable a
celui de ’addition flottante.

La principale différence entre le systeme semi-logarithmique et le systeme logarithmique est
le nombre de chiffres fractionnaires de I'exposant. C’est ici "apport le plus important du systeme
semi-logarithmique par rapport au systeme logarithmique. En effet, dans ces deux systémes les
algorithmes d’addition et de soustraction utilisent des tables qui ont pour entrée les bits de la
partie fractionnaire des exposants. Le fait qu’il y ait moins de bits dans la partie fractionnaire de
I’exposant du systeme semi-logarithmique diminue tres significativement la taille de ces tables. Bien
évidemment, la mantisse complique un peu les traitements, mais nous verrons qu’ils se ramenent a
quelques lectures de petites tables et quelques additions de nombres codés en virgule fixe.

Il est donc possible d’envisager 'implantation matérielle d’unités arithmétiques utilisant le sys-
teme semi-logarithmique pour des précisions beaucoup plus importantes qu’avec le systéeme loga-
rithmique. De plus, en intégrant des techniques d’interpolation dans nos algorithmes, il est possible
de réaliser des unités arithmétiques ayant de petites surfaces de circuit.

Dans la premiere partie de cette section, nous allons étudier plus en détail la représentation des
nombres réels dans le systéme semi-logarithmique et comparer les différentes caractéristiques de ce
systeme avec les systémes flottant et logarithmique.

Nous étudierons ensuite les algorithmes permettant le calcul des opérations de base dans le sys-
teme semi-logarithmique : addition, soustraction, multiplication, division, comparaisons et conver-
sions. Nous aborderons aussi 'implantation matérielle de ces opérations.

Nous terminerons ce chapitre en étudiant ’erreur relative de représentation du systeme semi-
logarithmique et en donnant un exemple d’application de ce systeme en cours de réalisation.

2.2.1 Représentation des nombres réels dans le systéme semi-logarithmique

Le nombre réel z différent de 0 est représenté dans le systéeme semi-logarithmique de parametre
entier k en utilisant le codage:

T =S5 X Mpg X 272

e s, est le signe de z.
e my . est la mantisse de z dont les k premiers bits fractionnaires sont nuls.
® ¢, est I'exposant de z. Cet exposant est codé en virgule fixe avec k bits fractionnaires.

Les mantisses dans le systeme semi-logarithmique sont normalisées tout comme les mantisses
du systeme flottant. Le fait que la mantisse soit normalisée empéche de représenter directement la
valeur 0. On utilisera en pratique pour le codage de 0 une valeur “réservée” comme dans le systeme
flottant, ou un bit supplémentaire pour les applications a haute vitesse et a faible précision.

Nous devons maintenant trouver la borne supérieure qui définit les valeurs extrémes de la
mantisse afin de pouvoir completement spécifier la représentation et les phases de normalisation
des différents algorithmes de calcul des opérations de base (la borne inférieure est 1).
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L’exposant de z est composé de k bits dans sa partie fractionnaire, ey, est donc le multiple de
27k qui vérifie:
2% < |z| < 22t (2.1)

La valeur de ey, se déduit aisément de z puisqu’elle est une valeur approchée de log, |z|. En
fait, ey, est le résultat de log, |z| tronqué au £'™¢ bit fractionnaire. On a donc

[2’“ log, |a:|J

€tz = ok

La valeur de la mantisse se déduit directement de z et de ey ;. my ; est le facteur multiplicatif
qui permet de corriger I'erreur commise lors du calcul de la valeur approchée de log, |z| en tronquant
€k au k' bit fractionnaire. On a alors:

I
ko — 9er.a
De I’équation 2.1 on déduit :
2] _ %
1< Mgy = 2ena < 202k

Dans les étapes de normalisation de la mantisse lors d’une opération, il faudra comparer le
N m2 .
résultat intermédiaire et la valeur 22%. Cette valeur est égale & e2* . L’écriture binaire de cette

1
valeur n’est pas particulierement simple, nous allons donc chercher un majorant de 22% ayant une
écriture binaire plus simple. On peut montrer facilement que pour o € ]0,1[ on a:

14+ a>2°

Ce qui donne en posant o = 2L avec k > 0

L 1
Finalement, on a donc comme normalisation de la mantisse:

1
1§mk7$<1+2—k

On a maintenant deux types de contraintes pour la normalisation de la mantisse. La différence
entre ces deux encadrements est la simplicité du matériel qui permet d’effectuer la comparaison
avec la borne supérieure. En effet, le circuit permettant de comparer la mantisse intermédiaire et
1+ 2% est plus simple que celui avec 22%.

Il existe donc deux formes pour la représentation des nombres réels dans le systeme semi-
logarithmique de parametre k. Ces deux formes sont spécifiées par les définitions suivantes :

Définition 2.1 (Forme canonique) Soit k un entier positif. Tout nombre réel non nul x est
représenté dans la forme canonique du systéme semi-logarithmique de paramétre k par le triplet
(Szy Mz, €k ) Salisfaisant :

o 5, =1

® e, est un multiple de 2~k
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1

o 1< my, <23F

® T =5; X Mp g X 22

Définition 2.2 (Forme Générale) Soit k un entier positif. Tout nombre réel non nul x est
représenté dans la forme générale du systéme semi-logarithmique de parameétre k par un triplet
(Szy Mz, €k ) Salisfaisant :

o 5, =+1
® e, est un multiple de 2~k
o 1 <my, <1+27F

® &= 5; X Mypg X 22

Le nombre réel z est représenté dans le systéme semi-logarithmique de parametre k avec n bits
de mantisse par le signe s;, l'exposant ey, et de I’écriture en virgule fixe de la mantisse my ;-
tronquée au niMe bit fractionnaire. En pratique, avec 1 < My < 1+27% mp, a une écriture
binaire de la forme:

n chiffres
1.0000...000 xxxx. . .xx
k zéros

Comme les k + 1 premiers chiffres de my , sont parfaitement connus a l’avance, ils ne sont pas
effectivement stockés (c’est un peu ’équivalent du “bit implicite” dans le systeme flottant IEEE
754). De la méme facon que dans le systeme flottant (ou les mantisses sont aussi normalisées), une
représentation spéciale de la valeur 0 doit étre spécifiée.

Afin de simplifier les notations, nous considérerons dans la suite que le parametre & est implicite.
C’est-a-dire, que I'on note “m,” et “e;” a la place de “my ;" et de “e; ,".

2.2.2 Particularités du systéme semi-logarithmique

On peut remarquer les points suivants :

e Si k=0, le systeme semi-logarithmique de parametre k est réduit au systeme virgule flottante
a n bits de mantisse.

e Si k > n alors le systeme semi-logarithmique de parametre k est réduit au systéeme logarith-
mique.

e La forme canonique du systéme semi-logarithmique est une représentation non redondante
(c’est-a-dire qu’il y a unicité des représentations). Les comparaisons sont facilement réalisables
dans cette forme. En effet, avec un codage constitué des poids forts vers les poids faibles du
signe, de ’exposant et de la mantisse, les comparaisons peuvent étre effectuées comme si il
s’agissait d’entiers.

e La forme générale du systéme semi-logarithmique est une représentation redondante. Par
exemple, si k = 1 alors la valeur /2 a deux écritures possibles: 1.000...0 x 20! (1 x 925 =
V/2) et 1.011010100000100111 ... x 2°° (la mantisse est alors I'écriture binaire classique de
V/2). Les comparaisons sont plus complexes & réaliser dans la forme générale que dans la
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forme canonique, mais nous verrons dans la suite que les algorithmes sont beaucoup plus
simples & implanter dans la forme générale que dans la forme canonique car la condition
1

1<mp, <1+ 27% est plus simple & vérifier pratiquement que 1 < My < 22%.

Toutefois, la conversion de la forme générale vers la forme canonique est facilement réalisable.
Supposons que = s; X my; X 2° est représenté dans la forme générale. Il faut comparer
my avec pr = 227" g omy, < pr. alors le nombre est déja représenté dans la forme canonique,
sinon (my > pg) il faut ajouter 27F 4 e, et diviser my par pi. Le résultat obtenu est alors la
représentation de z dans la forme canonique.

Le parametre k& permet de choisir différents compromis entre le systeme flottant et le systeme
logarithmique. Nous verrons dans la suite pour certaines valeurs de k, les algorithmes de calcul des
fonctions de base sont particulierements simples.

Tout comme dans le systeme flottant, il est possible de calculer ’arrondi d’une valeur pour
chacun des modes d’arrondi classiques. On a:

e Arrondi vers 0:

Z([E) — s % 2[_2’“108;2 lz]] /2K % 2L2k log, |x|J/2k
T on

e Arrondi vers +o00:

I(Q?) — s o [2Floga |2]] /2 « 2[2k log, |x|J/2k
r 27'L
e Arrondi au plus pres:
IR || -‘
N(z) = 5, % { 2B os IR | [ 2%1og, [o] ] /24

ou [u] est 'entier le plus proche de u (un choix spécial doit étre fait si 2”my ; est un multiple
: 1
pair de 3).

2.2.3 Le systeme semi-logarithmique comme systéme logarithmique “a deux
bases”

Nous avons présenté dans la section 2.1 le systeme logarithmique en base 2. Dans ce systeme, un
nombre réel est représenté par le logarithme en base 2 de sa valeur absolue. Un autre choix naturel
pour la base d’un systéme de représentation des nombres réels est la base e (la base des logarithmes
népériens). Les bases 2 et e ont des avantages et des inconvénients respectifs. Le principal avantage
de la base 2 est que la multiplication d’un nombre écrit en virgule fixe (en base 2) par une puissance
entiére (positive ou négative) de 2 se résume a un simple décalage. Ceci est particulierement utile
pour le calcul des additions et pour les conversions. Le principal avantage de la base e est que
lorsque € est petit on a:

exp(e) ~ 1+ ¢

Pour résumer, on peut dire que si z est entier, 2% est calculé simplement et que lorsque y est
un petit réel, e¥ est calculé simplement.
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Le systeme semi-logarithmique peut étre vu comme un systéme logarithmique utilisant les deux
bases 2 et e en méme temps et en tirant partie de leurs avantages respectifs. En effet,

n chiffres

1.0000...000 xxxx...xx X2 = (14¢;) x 2%
{ , ) .
k zéros

ol ¢, est tres petit (plus petit que 27%) et oul e, est un multiple de 27%. On a alors
T = (1 + €x) W 98T~ pf ¢ 9Cz — 26I+5x/1n2 — 26x+c’r
ou €, =¢;/In2.

On peut donc voir le systéme semi-logarithmique comme un systeme logarithmique & deux
bases, la base 2 pour e, et la base e pour ¢;. Nous verrons 'influence de cette représentation dans
les algorithmes de certaines opérations de base.

2.3 Opérations dans le systeme semi-logarithmique

Nous décrivons dans cette section les algorithmes qui permettent d’effectuer les opérations de
base dans le systeme semi-logarithmique et les conversions entre le systeme flottant et le systeme
semi-logarithmique :

e multiplication

e division

e addition / soustraction

e comparaison

e conversion systeme flottant <> systeme semi-logarithmique

Pour chacun des algorithmes, nous étudierons les choix du paramétre k& qui conduisent a des
implantations matérielles rapides. Nous aborderons I’étude du matériel nécessaire pour la réalisation
de ces algorithmes. Enfin, afin d’avoir une idée de l'ordre de grandeur du temps de calcul de
ces opérations, nous effectuerons une comparaison entre leur réalisation dans le systeme semi-
logarithmique et leur réalisation dans le systeme flottant.

2.3.1 Multiplication

Nous désirons calculer le produit de x et de y représentés respectivement dans le systeme semi-
logarithmique par s; X my; X 2°% et s, X m, x 2. Ici encore le parametre k est implicite. L’algorithme
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2.1 permet de calculer ce produit.

Algorithme 2.1 : Multiplication dans le systéme semi-logarithmique

§ 4= Sy X Sy Le signe du résultat final

€< extey L’exposant approché

M &= My X My Si k > n/2 alors my x m, se réduit & une addition
(mg = 14 €1, my = 1+ €9, avec €1,63 < 2-n/2

mgy X my = 14 €1 + €2 + €162, le produit €€y est
négligeable devant 27™)

m=1.000...0mg_1mgpmg41 .. mn}

La mantisse m est comprise entre 1 et 1 4+ 275+ 4
272k les chiffres de poids 27%+1 et 27% de m (my_1
et my) peuvent donc étre différents de zéro

(o, 2%) < Tabley (mg—1, mk, Mit1) On lit les valeurs de a et de 2% dans une pe-
tite table & 8 entrées (avec my_1, my et mygy

. . —log,(m*)x2*
comme bits d’adresse) avec a = ng;—k)]

ou |u] est D’entier le plus proche de u et m* =
1.000...Omk_1mkmk+1

m+— m X 2¢ Peut étre réduit & une addition si k > n/2+ 2
E+—€e—
If m>1 Then
‘ Return (s, 1, €)
Else
Return (s, 7 x 227" 6 — 2-k) Si k > n/2 + 2 le produit 1 x 22" peut étre réduit

a une addition. Nos simulations indiquent que ce cas
est rare

Preuve de l’algorithme

Il faut s’assurer que la mantisse du résultat est bien comprise entre 1 et 14+27%. De la définition
de a:
| = logy(m*) x 2]
_ oF

on déduit aisément :
—logym* — 2751 < a < —log, m* + 275!

par conséquent :

m —k— m 5—k—
x2 2" < mx 2o < x 9+27F !

*

3*
3

Le terme % est égal a 1+ m;ff* . La différence m —m* est plus petite que 2751 et on a supposé

que m* > 1+ 2k (si ce n’est pas le cas alors les bits my_y1 et my sont égaux a zéro, et m est la
mantisse du résultat). Donc

2—k—1

<l4+ ——
m* — +1_|_2—k
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ce qui donne

27 o m < (14270 (14 555
< g (14 27571) (T4 278 4 2757
S 1+é_k (1 + % Q—k + 2—2k—1 + 2—2k—2)
< pppr (142278 4272)
= 11:22__1 =14+2°F

St m x 2% < 1, alors (des que m/m* > 1):

—k—

227" e 27 <1

soit finalement . .
l<mx2¥x22" <27 <1427F

Implantation matérielle de la multiplication dans le systéme semi-logarithmique

Pour déterminer avec précision le matériel nécessaire, nous avons besoin de définir plus exac-
tement le codage des nombres. La figure 2.1 représente le codage des nombres dans le systeme
semi-logarithmique avec la taille des différents champs en nombre de bits. L’exposant est un réel
avec p bits de partie entiere et k& bits de partie fractionnaire.

signe mantisse exposant

i — - |

1 bit n — k bits p + k bits

Fic. 2.1 — Codage des nombres dans le systéme semi-logarithmique.

De plus, nous nous plagons dans le cas d’un systeme semi-logarithmique ou la valeur du para-
metre k permet de réaliser les simplifications des multiplications en additions, comme cela a été vu
dans algorithme (c’est-a-dire que k > 5 + 2).

Le matériel nécessaire a l'implantation matérielle de ’algorithme de multiplication dans le
systeme semi-logarithmique est relativement simple. Pour le calcul du signe, une seule cellule XOR
suffit. Le calcul de I’exposant nécessite 2 additionneurs a p + k bits, une table avec 3 bits d’entrée
et de valeurs sur & bits (taille 8 x k£ bits) et un additionneur spécifique & p + & bits qui additionne
son entrée avec la constante —27%, Le calcul de la mantisse demande un additionneur a % bits, une
table avec 3 bits d’entrée et de valeurs sur k bits (taille 8 x k bits), deux additionneurs a k + 2 bits
et un comparateur a k 4 2 bits.

Nous n’avons pas, pour le moment, de résultat de synthése logique pour la réalisation de nos
algorithmes. Quelques petits probléemes techniques font que les outils de synthese nécessaires pour
cette étude ne nous ont toujours pas été livrés (attente depuis plusieurs mois).

Il n’est donc pas possible actuellement de donner des caractéristiques temporelles précises pour
I'implantation de cet algorithme. Mais on peut toutefois estimer que son temps de calcul doit étre
assez proche du temps de calcul d’une addition flottante étant donnée la similarité des opérations
de base mises en jeu.
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2.3.2 Division

On cherche le quotient de z et de y avec z = s, X m; X 2° et y = s, X my X 2° représentés
dans le systeme semi-logarithmique de parametre k£ en utilisant ’algorithme 2.2.

Algorithme 2.2 : Division dans le systéeme semi-logarithmique

§ &= Sy X Sy Le signe du résultat final

€< € — €y L’exposant approché

m Z_z Si k > n/2 alors mg/m, peut étre réduit & une addi-
tion (mgz = 1+ €1, my = 1+ €2, avec €1,€2 < 2-n/2
d’ott my/my = 1+ €1 — €3 — €162 + €2 + ..., et tous

les termes sauf 1+ €; — €5 peuvent étre négligés). De
plus, si k < n/2, le fait que my est trés proche de 1
peut étre utilisé afin d’accélérer la division en utili-
sant une méthode de division itérative telle que celle
proposée par Goldschmidt dans [AEGP67]

1.000...00mg41mesa - ..
m= or

0.111...11mgp1mp42 .- - .
Del<mey<1l42Fetl< my < 1+ 27% on
déduit 1-1-% <m= z—z < 1427% ce qui implique
-2 <m< 1427k

If mp=0 Then

‘ Return (s, m,e) Le résultat final
Else
(o, 2%) + Table- (mp41) Les valeurs de a et de 2% sont tabulées dans une
. . , . —log,(m*)x2* .
petite table & 2 entrées avec a = % , ol
m* =0.111... 11mg41
m— m X 2% Peut étre réduit & une addition si k > n/2 + 2
é+—e—«
If m>1 Then
| Return (s, 7, é)
Else
Return (3’ m X 22_k7 é — 2—’“) Sik > n/2+ 2 le produit m x 227" se réduit & une
addition

La démonstration de cet algorithme utilise le méme genre d’argumentation que la démonstration
de 'algorithme de multiplication.

Le matériel nécessaire pour la division est relativement similaire a celui de la multiplication.
Les tables sont quatre fois plus petites dans 'opérateur de division mais le contréle est un peu
plus complexe. Les performances des opérateurs de multiplication et de division dans le systeme
semi-logarithmique sont donc tres proches.
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2.3.3 Addition et Soustraction

On désire calculer z £y ol # = 5, X my; X 2% et y = s, X my x 2°% sont deux nombres réels
représentés dans la forme générale du systeme semi-logarithmique de parametre k. L’algorithme
d’addition (2.3) dans le systeme semi-logarithmique est proche de celui de 'addition flottante.
En effet, il consiste a aligner les mantisses (réécrire les deux opérandes avec le méme exposant),
additionner les mantisses alignées et renormaliser le résultat.

Algorithme 2.3 : Addition/Soustraction dans le systéme semi-logarithmique

If e <e, Then

‘ Exchange(z, y)

U ez —ey|, v €x — ey —u u est un entier, v vérifie 0 < |v| < 1/2
my, < Rshift(m,, u) Décalage de u bits vers la droite de m,
b+ Tab|ei,5(’01, U2y . . -a'Uk—l) La valeur 8 = 277 est tabulée dans une+ table a

(k — 1) bits d’adresse
my = my X 3

P Sz X my £ sy X my Addition = +, soustraction = —
s « sign(p) Le signe du résultat final
p < Ipl
If p>2 Then
m < Rshift(p, 1) m est le décalage de 1 bit vers la droite de p
e+—e;+1
Else
if p=0 Then
‘ Return (s, mo, €o) (so,mo, €g) est le code spécial choisi pour la valeur 0
J < ##o(p) #o(p) donne le nombre de zéros entre le chiffre de
poids 20 et le “1” le plus significatif de p
m < Lshift(p, j) m est le décalage de j bits vers la gauche de p
e e —J
(a, 20‘) — Tab|ei7a(m1, .. -,‘mk-}-l) Lecture des valeurs o et 2% définies ci-dessous
dans une table & (k 4+ 1) bits d’entrée (avec my,
ma, ..., Mk comme bits d’adresse) avec o =
L— logE(m*)XZk-|
21:

m < m X 2%
E—e—a

If m>1 Then

‘ Return (s, m, é) Le résultat final
Else
Return (s, 7 X 22_k, é— 2"“) Si k> n/2+ 2 le produit 1 x 227" se réduit & une
addition
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Sik>n/242,il n’y a qu'une seule “grande multiplication” dans cet algorithme. Il est possible
d’éviter cette multiplication de deux nombres de n bits en modifiant 1égerement I’algorithme. Si au
lieu de retourner seulement « et 2%, la table retourne aussi la valeur 27%, on peut alors calculer
m avec (m — 27%) x 2% 4 1. Il est facile de montrer que m — 27 < 27%+1 donc la multiplication
(m —27%) x 2% est une multiplication d’un nombre de n — k + 1 bits par un nombre de n bits. Si
k > n/2, ceci conduit & une réduction significative de la taille du multiplieur utilisé et du temps de
calcul. De plus, cette méthode n’augmente pas la quantité de mémoire nécessaire. En effet, seuls
n—k+1 bits de 27% sont nécessaires (les k£ — 1 chiffres les plus significatifs de 27% s’annulent lors de
’addition avec m), et seuls les n — k + 1 bits les plus significatifs de 2% sont nécessaires (I'influence
des bits de poids faibles est négligeable).

Contrairement aux algorithmes de multiplication et de division, I’algorithme d’addition et de
soustraction demande I’utilisation d’une table de grande taille (avec 2! valeurs). Toutefois, il faut
se souvenir que les algorithmes d’addition et de soustraction dans le systeme logarithmique sans
interpolation demandent des tables avec 2" valeurs ol k£ << n.

Si la table avec 2Ft! éléments ne peut pas réalisée, il est possible d’utiliser des tables avec

seulement 23 +1 éléments et en décomposant le calcul de m en deux temps:
@ Soit j = kzil Dans une table a (j 4 1) bits d’adresse (my, mg, ..., m;41) on lit les valeurs
de ay et 2% qui vérifient :

[—log,y(1.mymy ... mjyq1) x 2%]
2k

o] =

et on calcule m() = m x 271, On montre facilement que m(") est entre 1 et 1+ 27711,

® Dans une table a (j + 1) bits d’adresse (mgl), m§-1+)1, ce mgcl-21) on lit les valeurs de ay et
292 qui vérifient :
1) (1 1
B |~ togy (1.000...0mMmlY, . .mfY),) x 2¢]
Qg = 2k

et on calcule m = m(t) x 292 et é = ¢ — a1 — ay. Sim > 1 alors m est la mantisse du résultat
tandis que € est son exposant. Si 7 < 1, il faut multiplier 77 par 227 et soustraire 27% 3 la
nouvelle valeur de I’exposant é. Ceci donne la mantisse et ’exposant du résultat final.

. e A o 1a s . kt1 .
Cette décomposition peut étre répétée de nouveau si les tables avec 272 T! entrées sont encore
trop grandes.

Les tables sont beaucoup plus importantes pour I’addition et la soustraction que pour la mul-
tiplication et la division dans le systeme semi-logarithmique. On a des tables & 25t! valeurs contre
24 valeurs. Les cellules de base du circuit sont beaucoup plus nombreuses et le contrdle est aussi
sensiblement plus complexe que pour la multiplication et la division. On remarque toutefois que la
complexité de I'opérateur d’addition /soustraction dans le systéeme semi-logarithmique est du méme
ordre de grandeur que celle d’un multiplieur flottant.

Le choix d’une bonne valeur pour le parametre k est en fait assez simple. k ne doit pas étre
trop grand car plus k est grand plus les tables seront grandes (augmentation exponentielle). Par

contre, les algorithmes ne deviennent tres simple qu’a partir d’une certaine valeur de k. En effet,
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dans ’ensemble les algorithmes des opérations de base deviennent particulierement simples a partir
d’une certaine valeur de k. Pour & > 2 4 2, les multiplications internes des nombres écrits en
virgule fixe se réduisent a de simples additions dans tous les algorithmes. En pratique, la meilleure
valeur de k est probablement la plus petite qui permettent de réduire les multiplications internes
en additions, c’est-a-dire k = %—}— 3.

Si nous voyons maintenant le systéme semi-logarithmique comme un systeme logarithmique
utilisant a la fois les deux bases 2 et e, alors on peut écrire z et y sous la forme:

T = Sy x 2% xe*

y = sy><25y><e59

avec ¢, ¢, < 27% et ol €, et €, sont des multiples de 27%. L’algorithme d’addition 2.3 (dans lequel
on suppose é, > €,) utilise le calcul suivant :

Tty = Pz et (1 + eEy—EfQEy_éf)

r~ 2% (14 (146, —€;) x 25975

Dans la derniere approximation, 'utilisation d’un systeme a deux bases est essentiel. En effet, la
base 2 permet d’effectuer la multiplication par 2°v~%= en utilisant un décalage (pour la partie entiere
de la différence des exposants) et une table (pour la partie fractionnaire). Quant a 'utilisation de
la base e, elle permet d’effectuer 'approximation e ™" ~ 14 ¢, — €.

2.3.4 Comparaisons

On désire comparer = s; X my X 2° et y = 5, X my X 2%, deux nombres réels représentés
dans la forme générale du systeme semi-logarithmique de parametre k. On suppose que ces deux
nombres sont positifs (si leurs signes sont différents la comparaison est triviale, si ils sont négatifs il
suffit de modifier légerement 'algorithme ci-dessous). On suppose que e, > ¢, (dans le cas contraire
il suffit d’échanger z et y).

La comparaison se ramene donc a I’étude des trois cas suivants:

@ Sie,—e, > 2% Jes valeurs respectives des exposants permettent de conclure directement
T > y.

Si e; = ey, il faut tester les mantisses. Donc z > y si et seulement si mg > m,,.

Si e, — e, = 27F il faut réécrire les mantisses avec le méme exposant. La mantisse de y,
my, est multipliée par la valeur précalculée 272" ce qui donne m.,,. Maintenant, z > y si et

seulement si m, > mj. On remarque que le produit m, X 2-2" se ramene a une addition si
k> n/2.

2.3.5 Conversions

Conversion systéme flottant — systéme semi-logarithmique

Soit & un nombre positif (la gestion des signes est triviale), représenté dans le systéme flottant
binaire comme M, x 2¥= avec:

o = M, x 2&=
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o 1< M, <2
e I, est un entier

On désire convertir = dans la forme générale du systeme semi-logarithmique de parametre k.
C’est-a-dire que 'on cherche m, et e, qui vérifient :

o I =1, X 2%

o 1<my< 142k

e ¢, est un réel avec k bits fractionnaires

On suppose que ’écriture binaire de M, est de la forme 1.M1 M, ... M,, on défini
M =1.M\Ms... Mpyq.

La conversion est similaire aux dernieres étapes de 1’algorithme d’addition :

@® Les valeurs « et 2% définies ci-dessous sont lues dans une table a (k4 1) bits d’adresse (la

méme que celle de 'algorithme d’addition avec My, My, ..., My comme bits d’adresse).
| —logy (M) x 2F]
o= o

@ On calcule 1 = M, x2%et é = E, — . Si m > 1 alors 7 est la mantisse du résultat et € son
exposant. Si m < 1, il faut multiplier m par 227" ot soustraire 27% & é, ceci donne la mantisse
et exposant du résultat. Si & > n/2 + 2, la derniere multiplication se réduit a une addition.

Conversion systéme semi-logarithmique — systéme flottant

Soit & un nombre réel représenté dans le systeme semi-logarithmique de parametre k par m, et
e, tels que:

e &= my, X 2%

o 1 <m,;< 1427F

e ¢, est un réel avec k bits fractionnaires

On désire trouver la mantisse M, (1 < M, < 2) et I'exposant £, (entier) de z dans le systeme

flottant binaire. Ceci peut se faire en utilisant :

@ Soit ey la partie fractionnaire de e, on tabule 2°/ dans une table a & bits d’adresse (ou avec
une combinaison de lecture de tables et d’interpolations).

@  On multiplie m, par 2¢f (multiplication d’un nombre de n —k bits par un nombre de & bits),
le résultat est noté M*. Soit E* = |e,].

® M* est compris entre 1 et 21727% (1 +2-%). Si M* < 2 alors M, = M* et E, = E*. Si
p

M* > 2 (ce cas est tres rare car la borne supérieure de M* est tres proche de 2), alors M,
est obtenu en décalant M™ d’une position a droite et en effectuant F, = E* + 1.
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2.4 Précision statique du systeme semi-logarithmique

Dans cette section, nous allons évaluer I’erreur relative de représentation mazimale (ERRMax)
et erreur relative de représentation moyenne (ERRMoy) [Cod73] du systéme semi-logarithmique.
Nous effectuerons les calculs dans le cas du mode d’arrondi vers zéro. Le calcul pour les autres
modes d’arrondi est similaire. Dans le cas de ’évaluation de ’erreur moyenne, on suppose que la
distribution des nombres est la distribution logarithmique de Hamming (cf [Ham70]), c’est-a-dire
que l'on suppose la densité:

1
P(x):acan oul<z<?2

xr

L’erreur relative ‘%(x)‘ permet de bien appréhender la précision avec laquelle les nombres

sont représentés (par rapport a leur valeur exacte). A titre d’exemple, nous avons représenté sur
la Figure 2.2 l'erreur relative du systéme semi-logarithmique pour n = 4 et pour les différentes
valeurs de k (entre 0 et 4). Les courbes représentent 'erreur relative pour chacune des valeurs
possibles de la mantisse (’erreur relative est indépendante de I’exposant lors de multiplications par
des multiples de 22_k). Sur la Figure 2.2 pour k£ = 0, on retrouve la distribution caractéristique
de lerreur relative du systeme flottant qui décroit pour les grandes valeurs de la mantisse. Pour
k = 4, on retrouve la distribution de I'erreur relative du systeme logarithmique dont ’amplitude
est constante.

2.4.1 Erreur relative de représentation maximale (ERRMax)

On suppose z compris entre 1 et 2, on a alors:

271 X
v — Z(x) [ i QLQkQIZgNJ /QkJ 5 [ 2" logz 2] /2"

x

r —

X

Soit A. Iintervalle ou LQk log, xJ /2F est égal & c. Dans cet intervalle, %ﬂ est égal a

2%z A 2¢
- X (2.2)
2¢ 2¢ 2%

On en déduit :

- Z gn gn 9¢
ERRMax = max wi(cv) ~ max max ( L \‘ xJ) X
z€[1,2] z c=0,...,1 x€[2c,2°+1/2k) 2¢ 2¢ 2%
soit
2C
ERRMax = max max =92

0:0,1/2‘“,...,1 $6[2572C+1/2k) My

Le systeme flottant et le systéme semi-logarithmique (k < n) ont la méme valeur de Ierreur
relative de représentation maximale. On remarque que le systeme logarithmique (k > n) a une plus
petite ERRMax qui est 27" In(2) (ce que I'on retrouve bien sur la courbe pour k£ =4 de la Figure
2.2).
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erreur relative
erreur relative

12 14 16 18 2

erreur relative
erreur relative

12 14 16 18 2

k=4 —

erreur relative

Fic. 2.2 — Frreur relative du systéeme semi-logarithmique avec n = 4 et k variant entre 0 et 4. Les
courbes pour k = 0 el k = 4 représentent respectivement le cas du systéme flottant et le cas du
systéme logarithmique.
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2.4.2 Erreur relative de représentation moyenne (ERRMoy)
On désire évaluer
1

r— 2Z(z)
:L'ln?><

T

2
ERRMoy = / dx (2.3)
1

r—Z(z
T

Soit A, I’intervalle ou LQk log, xJ /2F est égal & c. Dans cet intervalle, est égal a:

2"z 2"z 2¢
- X (2.4)
2¢ 2¢ 2ng

v — Z(x)

€T

On en déduit!:

1 1 1 2¢
X dz =~ X = X dx
A, zln2 A, xln2 2 27y
Comme A, est égal a {20, 20+1/2k), on a alors:

/ 1 y d 2e—n=1 /1 1
T~ —_
A, zIn2 In2 \2¢ 9ct1/2%

Les valeurs extrémes de ¢ sont 0 (pour z = 1) et 1 (pour z = 2).
Ce qui donne (en posant i = ¢ x 2%):

2k 2ix2_k—n—1 1 1
ERRMoy ~ Z In2 (2i><2—k - 2(i+1)><2—k)
1=0

2k o=k —k
22)(2 n—1 22 -1

X -
In2 (i+1)x2=F

z— Z(z)

X

=0
Donc

—k
ERRMoy ~ Y7, 250" x (227" - 1)

c n;n—l % (22—k _ 1)

Q

Q
\]
Bl
X
[\~
|
o

~
~

en utilisant 227" &~ 14 27%In 2. Cette approximation n’est pas valide pour les petites valeurs de k
(pour k£ < 1). Pour k£ = 0 (le cas du systeme flottant), ’erreur relative de représentation moyenne

/2 1 9—n 2—71—2
X —dx = .
1 zln2 2z In 2

Dans le cas du systéme logarithmique de base 2, on a ERRMoy = 27" 1n(2).

est égale a

Le Tableau 2.4.2 résume les valeurs des erreurs relatives de représentation maximale et moyenne
dans différents cas. Cette table indique que le systeme flottant et le systeme logarithmique sont
un tout petit plus précis que le systeme semi-logarithmique. Le rapport entre I’erreur relative de
représentation moyenne dans le systeme semi-logarithmique et celle dans le systeme logarithmique
est 1/1In(2) ~ 1.4. Ce qui correspond a log, (1/1n(2)) ~ 1/2 bit de précision.

1. On remplace (22? - V;EJ) par sa valeur moyenne. Cette approximation est valide si 2* est petit devant 2"

(en pratique dés que k est plus petit que n — 3).
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Arrondi vers 0 Arrondi au plus proche
systeme ERRMax | ERRMoy ERRMax | ERRMoy
flottant 27" 0.36 x 27" 2-n 1 0.36 x 27!
semi-logarithmique (k > 2) 2-" 0.5x 27" 2-n-1 0.5 x 2771
logarithmique 0.69 x 27" [ 0.35 x 27" | 0.69 x 27"~1 | 0.35 x 27 n~!

TaB. 2.1 - ERRMax et ERRMoy du systéeme semi-logarithmique et des systémes flottants et loga-
rithmiques pour différentes valeurs de k.

2.5 Exemples d’application

Les domaines d’utilisation potentiels du systéme semi-logarithmique sont les mémes que ceux
du systeme logarithmique : les algorithmes nécessitant plus de multiplications et de divisions que
d’additions et de soustractions (certaines applications de traitement du signal et des images, de
filtrage numérique, de calcul de certaines transformées, de contréle numérique. . .).

Certains modeles de réseaux de neurones utilisant les ondelettes ont des rapports

nombre de multiplications

nombre d’additions

trés élevés dans leur calculs. Les ondelettes conduisent a des implantations rapides en traitement
du signal et en compression d’images [Dau88]. Il y a de nombreux résultats sur les décompositions
en ondelettes dans la littérature, les principaux sont présentés dans [Malg9].

Nous avons commencé avec B. Girau (actuellement au Centre Suisse d’Electronique et de Micro-
technique) une collaboration sur la réalisation d’un circuit de calcul spécifique pour les réseaux de

neurones utilisant des décompositions en ondelettes. En effet, lors des calculs dans les algorithmes
d’apprentissage d’un réseau d’ondelettes, on trouve des calculs du style:

N P
O (a1, zp) = 00 + T (0 T4 (469 (5, - 1))
n=1 p=1
ou ,
h(:v):—ave_mT

Et encore des formules “particulierement multiplicatives” comme:

80('“) ) ) . o k—1 P o)
P = {01H(Y( N, ... opH(Y! ))} H H r(oz(m.),z,])
(k,1) =1 \j=i+1
-1 P
X H r(a(k)J),k‘,]) X r’(agz’l),k,l) H r(a(k)]),k,])
j=k+1 =l+1
P P

X

H H T(O&E?;),Z,])

i=k+1 \j=i+1
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2.6 Conclusion

Nous avons congu un nouveau systeme de représentation des nombres réels a mi chemin entre
le systeme flottant et le systeme semi-logarithmique. Ce systéme reprend 1’idée de base du systeme
logarithmique : I'utilisation d’exposants réels, ce qui simplifie les opérations de multiplication et
d’addition. Mais contrairement au systéme logarithmique, le systéme semi-logarithmique utilise
une mantisse normalisée. Cette mantisse a un domaine de variation beaucoup plus petit que dans
le systeme flottant ([1,1 4 €] contre [1,2[). Cette mantisse permet de diminuer significativement
la taille des tables utilisées dans les opérations d’addition et de soustraction car moins de chiffres
fractionnaires sont nécessaires dans I’exposant.

Les algorithmes des opérations de base (addition, multiplication et division) deviennent par-
ticulierement simples pour certaines valeurs du parametre k. En effet, a partir de k > % + 3 les
multiplications internes des nombres écrits en virgule fixe se réduisent a de simples additions.

La réduction de la taille des tables et la simplicité des algorithmes font du systéeme semi-
logarithmique un excellent candidat pour remplacer le systeme logarithmique dans les domaines
d’application de ce dernier.

Il reste maintenant a réaliser effectivement les opérateurs correspondant pour obtenir les per-
formances réelles de ce systeme.
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CHAPITRE
Arithmétique en-ligne sur

FPGA

E plus en plus de circuits intégrés numériques sont réalisés chaque année et dans de nom-

breuses applications la vitesse n’est plus la seule caractéristique importante d’une réalisation
matérielle. En effet, avec 'essor actuel des systemes embarqués et des appareils portables, la taille
et la puissance consommée des circuits intégrés numériques sont devenus des parametres de tout
premier plan. On a vu ces derniers années la commercialisation de gamies de processeurs avec un
ou plusieurs spécimens dédiés aux ordinateurs et appareils portables, comme les PPC603 dans la
gamme des PowerPC de Motorola.

L’arithmétique série permet de réaliser des opérateurs de petite taille. De nombreux travaux
et réalisations ont vu le jour dans le domaine des opérateurs de calcul série [Sip84, HC87, SD8S,
Dad89, HC90, V94, 1V95]. L’arithmétique série poids faibles en téte conduit a des solutions parti-
culierement efficaces pour 'addition et la multiplication. Mais I'arithmétique série poids faibles en
téte ne permet pas d’effectuer certaines opérations comme les divisions et les racines carrées. Nous
verrons que grace aux représentations redondantes il est possible de réaliser toutes les opérations
usuelles avec une arithmétique série dans laquelle les chiffres circulent poids forts en téte. Cette
arithmétique appelée arithmétique en-ligne a été proposée par Ercegovac et Trivedi en 1977 [ET77].
Des applications ont été réalisées en arithmétique en-ligne, comme des filtres numériques [BEW89],
des systémes de calculs rapides pour ’algebre linéaire [EL90, ET91]. ...

Les FPGA (field programmable gate arrays) sont des circuits intégrés dont les fonctionnalités
logiques et les connexions internes sont programmables. Ces circuits sont souvent basés sur des
topologies régulieres de cellules logiques programmables et interconnectables entre elles selon des
dispositifs, eux aussi, programmables. Les FPGA permettent de réaliser des systémes dont les
performances sont proches de celles d’un ASIC (application specific integrated circuit) tout en
offrant un potentiel de programmation proche du logiciel. Certains fabricants de FPGA titrent leur
publicité avec des slogans comme : “la puissance du hard et la programmation du soft”.

Les FPGA sont particulierement utiles dans le domaine du prototypage et des petites séries.
Il est possible avec ces circuits de réaliser un systéeme en implantant un certain algorithme, et de
faire fonctionner cet algorithme dans une situation réelle d’exploitation. Avant ces circuits, il fallait
simuler le comportement des circuits en utilisant des logiciels trés gourmands en temps de calcul
et pour lesquels la fidélité de la restitution des caractéristiques réelles du circuit testé était limitée.

Nous présentons dans ce chapitre les algorithmes en-ligne usuels (addition, multiplication, divi-
sion, évaluation de polynomes...), et une bibliotheque écrite en VHDL qui intégre tous ces opéra-
teurs et qui permet de concevoir des algorithmes complets de calcul numérique. Les travaux de ce
chapitre ont été publiés dans [EMT95, GT96, Tis96, DMT96, TD97].

La premiere partie de ce chapitre présente les notions de base de I’arithmétique en-ligne ainsi
que les algorithmes permettant de calculer les fonctions usuelles (addition, multiplication, division,
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évaluation de polynémes). La deuxiéme partie présente les différents éléments de la bibliotheque
réalisée et la méthodologie de test intégrée dans cette bibliotheque. Enfin, la derniere partie de ce
chapitre présente deux exemples d’applications en cours de développement.

3.1 Arithmétique en-ligne

Le calcul série est un mode de calcul dans lequel les nombres circulent dans les opérateurs
en série, chiffre apres chiffre. Il y a deux possibilités pour le sens de circulation des chiffres: poids
faibles en téte (LSDF least significant digit first) ou poids forts en téte (MSDF most significant digit
first). Les additions et les multiplications s’effectuent naturellement poids faibles en téte a 'aide
des algorithmes usuels. Par contre, il n’est pas possible d’effectuer des divisions, des comparaisons
ou d’évaluer les fonctions élémentaires poids faibles en téte dans le systéme usuel de représentation
des nombres.

Ceci est 'un des points critiques du calcul série. Il n’est pas envisageable de changer le sens
de circulation des données entre deux opérateurs, tout le bénéfice introduit par le pipeline des
opérateurs serait ainsi perdu. Il existe des systemes de calcul série poids faibles en téte basés sur
des représentations particulieres des réels comme les nombres p-adiques (cf [Vui94]). Mais ces sys-
temes sont peu employés en pratique du fait de la complexité des conversions vers les systemes plus
conventionnels. Nous verrons en 3.1.1 que grice aux représentations redondantes des nombres, il
est possible de réaliser toutes les opérations usuelles poids forts en téte. L’ arithmétique en-ligne est
une arithmétique série dans laquelle les nombres circulent, chiffre apres chiffre, poids forts en téte
et qui utilise une notation redondante pour représenter les nombres ([Erc84]).

Les principales caractéristiques d’un opérateur en-ligne sont :

e Son délai § qui est défini comme la différence de l'indice du chiffre entrant et celui du chiffre
sortant. Cette valeur ne dépend que de I'algorithme utilisé dans 'opérateur et du systeme de
représentation des nombres choisi. En architecture des ordinateurs cette valeur serait plutot
appelée la latence du pipeline associé & 1'opérateur?.

e Son temps de cycle ou période. C’est le plus grand temps de propagation du signal dans
lopérateur. Cette valeur borne la fréquence maximale d’utilisation de I'opérateur. Cette valeur
correspond aux délais électriques dans 'opérateur.

e Sa surface. Nous exprimerons la surface d’un opérateur arithmétique en fonction du nombre
de chiffres des opérandes. La surface effective d’un opérateur dans le circuit dépend d’un
grand nombre de parametres difficiles a prendre en compte au niveau algorithmique comme
le placement des portes logiques et le routage. Dans la suite, la surface sera exprimée de facon
asymptotique en fonction du nombre de chiffres des opérandes (comme O(n) par exemple). De
plus, nous donnerons dans certains cas des arguments permettant d’estimer et de comparer
la surface effective apres les phases de placement et de routage entre différentes solutions.

Il existe d’autres caractéristiques utiles pour la conception de circuits comme la puissance
consommeée, le nombre d’entrées/sorties, les besoins en signaux de controle (horloges, reset...)
des opérateurs. Mais ces parametres sont difficilement estimables avec précision avant la synthese
pour que nous puissions les utiliser efficacement.

1. Dans la suite, nous préciserons délai en-ligne ou délai électrique si il y a ambiguité.

60



ARITHMETIQUE EN-LIGNE 3.1

Une autre propriété intéressante de 'arithmétique en-ligne est le fait que comme les calculs
s’effectuent poids forts en téte, il est possible de contrdler la précision ([DMV94]). Par exemple,
comme nous ’avons vu dans le chapitre sur I'arrondi exact des fonctions élémentaires, on peut
calculer en-ligne le résultat de 1’évaluation d’une fonction jusqu’a ce que le dilemme du fabriquant
de tables ne se produise plus. Mais cette propriété est difficilement utilisable en matériel. Nous
avons commencé I’étude d’une arithmétique dynamique (a précision variable) en-ligne en utilisant
des chiffres codés sur des nombres flottants (chiffres en base 2°0, ¢f [DMT97]).

La Figure 3.1 donne un exemple de calcul en-ligne et la Figure 3.2 illustre les valeurs du délai
et de la période d’un opérateur en-ligne.

a
sin 2
délai 4 délai 3 L -
_|_ v V/sin? a + log b
délai total 13
b délai 2 délai 4
PN log

délai 4 registres

Fia. 3.1 — Fremple de calcul en-ligne.

délai période

sortie S1 S2 S3 S4 Sy Se¢ ST S8

entrée ap a1 as az a4 ax ag a7y ag

I 1 1 | | I Temps

| | | | | |
I I I I I I I I I I I
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Fic. 3.2 — Délai el période d’un opérateur en-ligne.

Les principaux avantages de I’arithmétique en-ligne sont:

e Le parallélisme introduit par le pipeline au niveau du bit, qui permet de paralléliser des suites
de calculs intrinsequement séquentiels

La petite taille des opérateurs (cf tableau 3.1)

Le faible nombre de liens de communication

Le fait que toutes les opérations usuelles soient calculables en-ligne (division, racine carré,
sinus, cosinus, logarithme, exponentielle. .. )

La maitrise de la précision
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parallele série (LSDF) | en-ligne
temps surface surface 2 surface 2
+ o) O(n) o) 0@

n?

X O(logyn) | O

- O(n) o

v O(n)
AX 4+ B | O(log, n)

O(n) o

n?

(n°) (
(n°) (
(n?) | impossible O(n
(n°) O(n) O(

impossible 0

S

n?

S

TaB. 3.1 — Complexilé en surface et en temps des principaux opérateurs.

Le Tableau 3.1 donne les tailles des opérateurs usuels dans les arithmétiques parallele, série
(poids faibles en téte) et en-ligne.

3.1.1 Représentation redondante des nombres

Dans [Win65], Winograd montre que dans le systeme usuel de représentation des nombres,
il n’existe pas d’algorithme d’addition en temps constant (6(1)), c’est-a-dire sans propagation de
retenue, si on emploie des portes logiques au nombre d’entrées borné.

Avizienis proposa dans [Avi61] des systemes redondants de représentation des nombres dans
lesquels il est possible d’effectuer une addition en temps constant avec des portes au nombre d’en-
trées borné. On peut trouver dans [Maz93] une présentation de certains systémes de numération et
en particulier celle des systemes redondants, ainsi qu’une preuve que, sous certaines conditions, on
ne peut pas effectuer d’addition en temps constant dans un systeme non redondant d’écriture des
nombres.

Dans le systeme classique de numération, un nombre réel z est représenté en base § par une
écriture de la forme:

+ oo
- 3w
1=—00
ou les a; sont les chiffres de z pris dans I'ensemble {0,1,2,..., 5 — 1}, et ou il existe k tel que pour

Vi >k, a; = 0.

En 1961, Avizienis a suggéré pour représenter les nombres d’utiliser les chiffres de ’ensemble
{—a,—a+1,...,0,...,a—1,a} au lieu des chiffres de {0,1,2,...,3—1}, ot @ est un entier inférieur
ol égal & § — 1. Ces chiffres négatifs sont a 'origine de la désignation de ce systéme comme systeme
de représentation des nombres a chiffres signés (signed-digit number system). On montre aisément
que si 2a+1 > 3 alors tous les nombres sont représentables. Dans ce systéme, si 2a+ 1 > [ certains
nombres ont plusieurs écritures possibles. Par exemple, le nombre 2345 (dauns le systéme usuel) peut
s’écrire en base 10 avec I’ensemble de chiffres {—5, -4, -3, -2, —-1,0,1,2,3,4,5} selon les codages
2345, 235(-5) ou 24(-5)(-5). On dit alors que le systeme est redondant.

L’intérét des systemes de représentation redondants est qu’il existe dans ces systemes des algo-
rithmes permettant d’effectuer des additions de fagon totalement parallele, c’est-a-dire sans propa-

2. En arithmétique série et en arithmétique en-ligne, le temps est évidemment en O(n).
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gation de retenues. En particulier, I’algorithme 3.1 proposé par Avizienis dans [Avi61] effectue des
additions de facon totalement parallele.

Algorithme 3.1 : (Avizienis 1961)

Entrées : z = 0.x129...2, € y=0.41y2...Yn
Résultat : s = s3.8185...5,
Ces nombres sont écrits en base [ avec des chiffres dans Uensemble {—a,...,0,...a}, et ou

20> 0+1eta<pB—1. On pose wg=1t, =0

@ Pour : variant de 0 & n — 1 effectuer en parallele:

1 si x4y, >a—1
i1 = 0 si —a+1<z;+y; <a—-1 (ti_l est la retenue intermédiaire)
-1 si z;+y;<—a+1

w; = x;+y — P X1l ('wi est la somme intermédiaire)

@ Pour ¢ variant de 0 & n effectuer en parallidle:

s = witl;

Lorsque I'on regarde précisément l'algorithme 3.1 on s’apergoit que la retenue ¢;1; ne dépend
pas de la retenue ¢;. Il n’y a donc pas de propagation des retenues. Les additions peuvent donc étre
effectuées en un temps qui ne dépend pas de la taille des opérandes. Le temps de ’addition dans
les systemes redondants est donc en O(1).

Dans la suite, afin d’éviter les confusions entre le signe des chiffres et 'opérateur de soustraction,
nous noterons les chiffres négatifs avec une barre. Par exemple, le chiffre —1 est noté 1.

L’algorithme d’Avizienis présenté ci-dessus n’est pas valide en base 2. En effet, les conditions
2 > f+1et a <3 —1ne peuvent pas étre satisfaites simultanément pour § = 2 (on a respec-
tivement a > % et @ < 1). Il existe des algorithmes permettant de réaliser des additions en temps
constant en base 2 en utilisant les notations carry-save (chiffres dans {0,1,2}) ou borrow-save
(chiffres dans {—1,0,1}). La représentation carry-save est trés souvent employée dans les multi-
plieurs. Nous avons choisi d’utiliser la représentation borrow-save du fait de la facilité qu’elle offre
pour le traitement des nombres négatifs.

La représentation redondante borrow-save a été présentée par A. Guyot, Y. Herreros et J.M. Mul-
ler dans [GHMS9]. Ils proposent de coder un chiffre ¢ de {—1,0, 1} sous la forme de deux bits ¢t
(bit positif) et ¢~ (bit négatif) tels que ¢ = ¢t — ¢

Exemple de notation borrow-save:

0.123 = 0.00011111011111001...
(0, 0).(0,0)(0,0)(0, 0)(1, 0)(1, 0)(1,0)(1,0)(1, 0)(0, 0)(1, 0)(1,0)(1, 0)(L, 0)(1, 0)(0,0)(0, 0)(1,0) ...

63



CHAPITRE 3 ARITHMETIQUE EN-LIGNE SUR FPGA

= 0.00100001100001010. ..
(0,0).(0,0)(0,0)(1,0)(0,0)(0, 0)(0,0)(0,0)(0, 1)(1, 0)(0,0)(0, 0)(0, 0)(0, 0)(0, 1)(0, 0)(1, 0)(0,0) .. .

Le Tableau 3.2 donne le codage des chiffres dans la représentation borrow-save.

chiffre | représentation (c¢*,c7)
-1 ©0,1)
0 (0,0) ou (1,1)
1 (1,0)

TAB. 3.2 — Représentation des chiffres en borrow-save.

3.1.2 Opérateurs en-ligne élémentaires
Cellule d’addition en borrow-save

Habituellement, on utilise en arithmétique des cellules full-adder (FA) pour réaliser des addition-
neurs. Une cellule FA engendre un bit de somme s et un bit de retenue r par addition (réduction)
de 3 bits d’entrée (a, b et c) avec:

a+b+c=2r+s

Une réalisation possible au niveau logique de la cellule full-adder est :

r = maj(a,b,c)
= (aAb)V(aAc)V (bAc)
s = adbPc

Dans la notation borrow-save, certains bits peuvent avoir des poids négatifs. Une cellule FA ne
peut convenir que pour additionner des bits de méme signe. Nous allons donc utiliser une cellule
dédiée, appelée PPM (Plus Plus Moins), inspirée de la cellule FA, pour le calcul de chiffres en
borrow-save :

aT +bF — F =ort _ 5T

La cellule PPM peut effectuer la réduction des 3 bits d’entrée en 2 bits de sortie en utilisant la
réalisation logique suivante :

rt = maj(at, bt cF) o o
= (aE AWV (aF AE)V (BT A CE)
st = atabTact

La Figure 3.3 présente une architecture logique possible pour les cellules FA et PPM. En pra-
tique, les cellules PPM sont représentées comme des cellules FA mais avec pour chaque entrée et
chaque sortie le signe correspondant (voir I’additionneur Figure 3.5).

Opposé d’un nombre en borrow-save

Du fait du codage particulier ¢ = ¢t — ¢=, 'opposé d’un nombre représenté en borrow-save
s’obtient trivialement en permutant les deux bits de chaque chiffre. Seul le routage des fils arrivant
dans un opérateur doit étre modifié, aucune porte logique n’est nécessaire.
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Cellule FA Cellule PPM

Fia. 3.3 — Cellules FA et PPM.

Il existe une deuxiéme solution pour obtenir l'opposé d’un nombre en borrow-save. 11 suffit,
en effet, de complémenter chacun des deux bits de chaque chiffre. Cette technique utilise deux
inverseurs mais peut étre utile en sortie d’un opérateur pour augmenter sa sortance (fan-out) avec
un délai électrique plus petit qu’en utilisant un buffer de sortie.

Produit de deux chiffres en borrow-save

Le produit de deux chiffres pris dans {—1,0,1} est lui aussi dans {-1,0,1}. Ce point est
I’'un des avantages de la notation borrow-save. Dans la notation carry-save, le produit de deux
chiffres de {0,1,2} est dans {0,1,2,4}, cela oblige a gérer des retenues supplémentaires ce qui
complique le routage. Dans les bases supérieures a 2, le produit de deux chiffres devient une porte
de base complexe et coiiteuse en surface. En borrow-save, le produit des chiffres a; x b; se traduit
en (af,a;) x (0F,67) = (pf,p7) avec

7 7

pf = (af V) A (aF V)

p; = (ay VbI) A (ay V)

La Figure 3.4 présente une architecture de multiplieur de deux chiffres borrow-save particulie-
rement bien adaptée & une implantation sur FPGA.

Addition paralléle en borrow-save

Soient @ = 0.a1ay...a, et b = 0.b1b,...b, deux nombres a additionner, et s = 53.8185...5, leur
somme. Ces nombres sont représentés en borrow-save. I.’algorithme 3.2 permet d’effectuer I'addition
parallele s = @ 4+ b. La Figure 3.5 représente 'opérateur réalisant 1’algorithme 3.2 pour n = 4. On
remarque en particulier que le signal ne doit au plus traverser que deux cellules PPM, on retrouve
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by pf
Fic. 3.4 — Cellule réalisant le produil de 2 chiffres borrow-save.

bien un temps de calcul en O(1).

Algorithme 3.2 : Addition borrow-save paralléle

@ 1Initialisation: ¢f =s, =0

® Pour ¢ variant de n & 1 effectuer en parallele:

Yot = _ ot
a +b —a; =2¢, —¢;

® Pour 7 variant de n & 1 effectuer en paralléle:

- =t o +
¢ +b - =25, =5

on pose: 88- = CS-

SfMEn guEn susnm dugn
+ + - + + - + + - + + -
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Fic. 3.5 — Un additionneur borrow-save paralléle 4 bils.

3.1.3 Addition en-ligne

Il est possible de traduire ’algorithme d’addition parallele 3.2 décrit ci-dessus en une version en-
ligne (cf [Baj93, BDKM94]). On obtient alors 'opérateur décrit Figure 3.6. Le délai de cet opérateur
est 2, et il a été démontré dans [BDKM94] que cette valeur est optimale pour la représentation
borrow-save. 1l n’existe pas d’algorithme d’addition en-ligne en base 2 dont le délai soit inférieur
a 2. Ceci n’est pas le cas pour des bases supérieures. Par exemple, une traduction poids forts en
téte de 'algorithme d’Avizienis en téte conduit a un opérateur de délai 1 pour 3 > 2. Ce délai est

optimal.
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[ P + =
b - - i—2
P —

registre

F1G. 3.6 — Additionneur en-ligne de deux nombres (délai 2).

L’arithmétique en-ligne présente une caractéristique intéressante pour l’addition de plusieurs
nombres. Par exemple, la somme de trois nombres en utilisant I"associativité de ’addition conduit
a un opérateur de délai 4. Ce délai n’est pas optimal. On trouve dans [BDKM94] un algorithme qui
permet de réaliser un additionneur en-ligne de k£ nombres avec un délai optimal égal a [log, k] + 1
contre 2[log, k| avec la solution arborescente associative. La technique consiste a réduire les bits
(et non pas les chiffres) de méme rang le plus to6t possible. La Figure 3.7 présente un additionneur
de 3 nombres en-ligne de délai 3.

+

al 14

S A i S

bt + + - st

o+ i

L+ + -

- i-3

[ _

Y +

G —+

¢ - =

F1G. 3.7 — Additionneur en-ligne de trois nombres (délai 3).

On remarque que la taille de 'opérateur d’addition en-ligne ne dépend pas de la taille des
opérandes. On trouve dans [Mul94] une caractérisation des fonctions qui sont calculables en-ligne
par des opérateurs de taille bornée. Ces fonctions sont les fonctions affines par morceaux avec
des coefficients rationnels (fonctions du type f(z) = az + b et f(z,y) = az + by + ¢ avec a,b, ¢
dans Q). Ce travail montre aussi que la multiplication, la division, la racine carrée et les fonctions
élémentaires ne sont pas calculables en-ligne avec des opérateurs de taille bornée: par exemple, un
multiplieur de nombres de n chiffres sera de taille proportionnelle & n.

3.1.4 Multiplication en-ligne et opérateurs dérivés

On trouve dans [ET77] des algorithmes en-ligne pour effectuer des multiplications et des di-
visions. Ces algorithmes ont été adaptés au cas de la base 2 pour la représentation borrow-save
[GHM89, BDKM94]. Nous présentons ici le multiplieur de délai 3 décrit dans [BDKM94]. Ce délai
n’est pas optimal, il existe un algorithme de multiplication en-ligne en base 2 de délai 2 (aussi
présenté dans [BDKM94]), mais la période de cet opérateur croit avec le nombre de chiffres des
opérandes ce qui pose quelques problemes d’implantation (on ne peut pas décrire un macro-bloc
qui pourra étre réutilisé facilement).

On calcule p=a xyouz =0.2122...2,, y = 0.41y2...yn et p=0.p1pa ... P2, sont représentés
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en borrow-save. On définit avec k < n:

k) = 0.z129...21
y® = 0.y
p(k) 2B « y(k)
On a
s = (R gy 9k
{y(’““) =y 4y 275t
Donc

PO — R 9=kl () g 9=k (B)
Si on définit ¢(%) et r(*¥) tels que:

(O = 0 =
N D S P

Alors

[’opérateur correspondant est présenté Figure 3.8 et la partie additionneur final correspondante
est présentée Figure 3.9.

(k) (k)
Q k+3 Q k+2
==

¢ + X
— ot

(k+1) |
X R

r
m registre y & | kel Pk-z
yk+1

&
N

R® R®

registre a décalage K3 k2

1

Fic. 3.8 — Multiplieur en-ligne de délai 3.
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Fic. 3.9 — Additionneur final du multiplieur en-ligne de délai 3.

++

Ce multiplieur peut étre modifié comme indiqué dans [BDKM94] pour calculer des carrés (délai
3), des multiplications par une constante (délai 2) et des binémes az + b (délai 3). Pour le calcul
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des binomes, on utilise la technique de réduction des bits vue pour ’addition de plusieurs nombres
dans I'additionneur final pour réduire le délai du binémieur. On arrive alors & un opérateur de délai
de 3 contre 4 si on avait calculé (az) 4 b.

Conformément a ce qui a été montré par Muller dans [Mul94], la taille de 'opérateur de multi-
plication en-ligne dépend de la taille des opérandes. Un résultat similaire a été obtenu par Brent et
Kung dans [BK&1]. Ils ont, en effet, montré qu’il existe un compromis entre la surface et le temps
de calcul d’un multiplieur binaire :

%Z) (%?) > 0!t Yae [0,1]

ou A(n) et T(n) sont respectivement la surface et le temps nécessaire pour effectuer une multipli-

cation de deux nombres binaires de n chiffres et ou Ag et Ty sont des constantes qui dépendent de
la technologie.

3.1.5 Division et racine carrée en-ligne

De nombreux algorithmes et implantations d’opérateurs en-ligne de division ont été proposés
dans la littérature [ET77, Irw78, 1079, EL85, 1087, ET87, LS87, ET89, LE92, LE93¢c, MRM93,
LE93b]. La réalisation d’un opérateur de division en-ligne dépend des ordres de grandeur respectifs
du diviseur et du dividende. En effet, certaines contraintes de “normalisation” sur les entrées
conduisent a des solutions plus ou moins complexes. De plus, la division est un opérateur gourmand
en surface et il est possible d’adapter différentes implantations d’un méme algorithme avec des
délais et des surfaces variables. Par exemple, il est possible d’obtenir des opérateurs ayant des
petits délais en utilisant des techniques de sélection des chiffres du quotient assez complexes et
donc volumineuses. Il est donc possible de concevoir différents opérateurs avec des caractéristiques
variables selon le compromis délai/surface visé. Pour le moment nous n’utilisons que le diviseur
en-ligne présenté dans [MRM93] dont lalgorithme (3.3) est présenté ci-dessous. Le résultat de
lalgorithme est ¢ = a/b avec a < b et % <b< 1.

Algorithme 3.3 : Division en-ligne (délai 5)

Initialisation: a[0] = 0.ajazaszas, b[0] = 0.b1babsbs, w[0] = a[0] et ¢[0] =0
Pour ¢ variant de 1 & n effectuer:

¢; = select(2w[j — 1])

wli] = 2wt — 1]+ a;14274 + ¢[i — 1]b;3427* — ¢;b[i — 1]

bli] = bli — 1]+ bjpa277*

qli] = qli = 1] + ¢;27

ot select(z) ={l siz >1 —1siz<—-1 0 sinon}

Du fait de la similarité entre les algorithmes de division et de racine carrée, de nombreux
opérateurs en-ligne effectuant des racines carrées ont été proposés a partir de diviseurs en-ligne
[Erc78, OE82, LE93a, EL94]. Les mémes problemes de choix pour le compromis délai/surface se
posent.
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3.1.6 Evaluation de polynémes en-ligne

L’évaluation rapide de polynomes est un enjeu important tant pour le calcul scientifique en
général que dans les applications spécialisées. En effet, les fonctions élémentaires (sin, cos, log, exp,
tan...) sont de plus en plus intégrées au niveau matériel. On peut citer par exemple les techniques
de compression d’images utilisant la transformée en cosinus discret, ’utilisation des transformées
en ondelettes en traitement du signal. ...

Comme nous I’avons vu dans le chapitre sur I’arrondi exact des fonctions élémentaires (page 17),
il existe différents types d’algorithmes permettant 1’évaluation de ces fonctions (cf [Mul97]). Cette
évaluation est souvent basée sur des approximations par des polynémes. En 1885, Weirstrass montra
qu’il est possible d’approcher sur un compact une fonction continue d’aussi pres que ’on veut par un
polynoéme. Un grand nombre d’architectures ont été proposées pour évaluer des polynémes ([DMS8S,
MP90, MMY93]). En particulier, le schéma de Horner conduit a des réalisations tres régulieres et
modulaires (cf Figure 3.10). La régularité de larchitecture (particulierement importante pour la
réalisation de circuits intégrés ou FPGA) est la conséquence directe de la régularité du calcul :

d
P(z) = Zaixi =ag+ x(a1 + z(az + 2(...(ag—1 + aqz)...)))

1=0

ou l'on utilise d binémieurs (az + b) en série pour I’évaluation d’un polynéme de degré d.

La modularité provient du fait qu’il suffit de changer les constantes a; pour changer la fonction a
évaluer. En général, ’approximation sur un intervalle avec une certaine précision de deux fonctions
distinctes nécessite deux polynémes de degrés différents. En pratique, il suffit de prévoir un nombre
de bindmieurs correspondant au degré le plus élevé et de court-circuiter les étages inutiles suivant
les fonctions.

z >< axr + b
_l_

b

a ag + ar1x + a2m2 + a3x3 + a4m4
3

aq

Fia. 3.10 — Fvaluation d’un polynome de degré | avec le schéma de Horner.

On trouve dans [Baj93, CDHM91] des études de polynomieurs en-ligne basés sur le schéma
de Horner. En particulier, dans [Baj93] on trouve une étude de I'implantation d’un polynémieur
en-ligne présentant un tres faible délai. En utilisant directement le schéma de Horner 1’évaluation
en-ligne d’un polynéme de degré d conduit a un opérateur de délai 3 x d (le délai d’un binémieur est
3). Dans sa these [Baj93], Bajard utilise le fait que pour certaines fonctions comme I'exponentielle
présentant un développement de Taylor dont les coefficients décroissent rapidement, il est possible
d’utiliser une certaine “renormalisation” des coeflicients pour diminuer le délai global. En effet, si
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un opérateur calcule la fonction f(z) avec un délai 4, alors ce méme opérateur calcule la fonction
2_5f(x_) avec un délai nul. Mais cette méthode a ses limites, car toutes les fonctions n’admettent
pas des développements de Taylor permettant de diminuer significativement le délai global.

Un autre probleme se pose avec la période d’un tel opérateur. Il n’est pas envisageable de réaliser
un opérateur dont la période serait équivalente a la traversée de plusieurs binomieurs. En pratique,
un registre doit étre inséré entre deux binémieurs consécutifs. Le délai d’un opérateur en-ligne uti-
lisant le schéma de Horner passe alors a 4 X d. Différentes autres approches ont été explorées pour
diminuer ce délai.

La méthode divide-and-conquer (cf Figure 3.11) utilise un arbre de binoémieurs [DM8S]. Cette
méthode permet d’obtenir un délai logarithmique mais elle nécessite des quadrateurs (élévation au
carré) et conduit a des circuits jusqu’a deux fois plus grand qu’avec le schéma de Horner. Elle est
principalement adaptée a des applications “haute vitesse”.

ag + arx + a2x2 + CL3;E3

g EaE

as as aq aq

Fic. 3.11 — Architecture divide-and-conquer d’évaluation de polynomes.

La E-méthode proposée par Ercegovac [Erc77] est une méthode, inspirée du schéma de Horner,
qui permet d’évaluer un polynéme de degré d avec un délai égal & d. Dans [Tis94, EMT95] nous
avons étudié une version en-ligne de la F-méthode. Nous avons réalisé une implantation de cet algo-
rithme sur une carte DEC-PeRLel. Cette carte est composée d’une matrice de 16 FPGA XC3090 de
Xilinx, de 7 autres XC3090 autour de la matrice pour assurer le controle et les communications avec
la machine hote a travers le bus Turbo Channel de DEC. Nous avons alors obtenu un polynémieur
fonctionnant & 33 MHz capable d’évaluer des polynomes de degré 16 sur 74 chiffres binaires. Le
point le plus important de cette réalisation est qu’il est possible de changer les coefficients du poly-
noéme sans interrompre le pipeline en augmentant simplement le délai (au sens latence) du premier
résultat correspondant au nouveau polynéme. Le gain en délai obtenu par rapport au schéma de
Horner est da a l'utilisation d’opérateurs plus complexes qu’un bindmieur et a ['utilisation d’un sys-
teme de sélection des chiffres du résultat inspiré des algorithmes de division. La F-méthode conduit
en général a des circuits plus grands que leurs équivalents utilisant le schéma de Horner.

La deuxieme solution que nous avons étudiée est ’utilisation d’une architecture qui combine un
polynémieur basé sur le schéma de Horner et des tables. L’idée proposée par Kla dans [Kla93] repose
sur le découpage de l'intervalle d’évaluation en plusieurs petits intervalles sur lesquels la fonction
peut étre approchée par des polynomes de petits degrés. En pratique, les premiers chiffres de 'opé-
rande z qui arrivent dans 'opérateur servent a choisir & quel intervalle appartient 2. Ces premiers
chiffres indexent une table qui va donner aux différents binémieurs les coefficients correspondant
au bon polynéme. Le principe de base de cette technique est représenté Figure 3.12.
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Fia. 3.12 — Fvaluation de polynéomes combinant une table et un polynomieur basé sur le schéma de
Horner.

Nous avons utilisé cette technique pour évaluer la fonction tangente hyperbolique dans une
application de réseaux de neurones (cf 3.3.1 et [GT96]). L’opérateur réalisé permet d’évaluer la
fonction tanh dans I'intervalle [—4, 4] sur des nombres en virgule fixe de 24 bits (8 de partie entiére
et 16 de partie fractionnaire). Le découpage retenu coupe l'intervalle initial en 16 morceaux et
utilise un polynémieur de degré 5. La surface globale de ’opérateur obtenu est d’environ 600 blocs
logiques sur un FPGA XC4020 de Xilinx.

Nous travaillons actuellement sur un systeme permettant de réaliser de fagon quasi-automatique
le découpage en sous-intervalles en essayant d’optimiser le nombre de chiffres des coefficients pour
diminuer la taille des bindémieurs.

3.1.7 Conversions

La conversion du systeme binaire usuel vers la représentation borrow-save est immédiate. En
effet, il suffit de n’utiliser que le bit positif de chaque chiffre. La conversion de la représentation
borrow-save vers la représentation binaire usuelle se fait en effectuant une “vraie” addition avec
propagation de retenue. Si @ est écrit en borrow-save (a =Yy ., a;27" avec a; = az-+ — a; ) alors la
conversion de @ en écriture binaire usuelle se fait en effectuant la soustraction

n

zn:a;rri = a2 (3.1)
=1

i=1

Cette soustraction nécessite d’attendre de connaitre tous les chiffres avant de commencer la
conversion. Le délai introduit par la conversion est donc relativement important. Pour éviter ce
probleme, Ercegovac et Lang ont proposé une méthode de conversion “au vol” en base 2 (cf [EL87]).

Selon I"application cible, il faut étre aussi capable de communiquer avec des dispositifs de nature
analogique. La conversion d’un signal analogique vers la représentation borrow-save se fait en utili-
sant des convertisseurs analogiques/numériques (A /D) conventionnels car la conversion de I’écriture
binaire usuelle vers la représentation borrow-save est immédiate et d’un coit quasi-nul (routage).
La conversion d’un nombre écrit en borrow-save vers “son” équivalent analogique (conversion D/A)
peut se faire sans devoir passer par une écriture binaire usuelle intermédiaire. En effet, on a vu dans
I’équation 3.1 que I’écriture borrow-save peut se voir comme la soustraction de deux quantités. Il
suffit d’utiliser deux convertisseurs numérique/analogique pour obtenir un convertisseur rapide. Le
premier avec une référence de tension positive et le second avec une référence de tension égale a
I'opposé de celle du premier convertisseur. La soustraction est alors effectuée au niveau analogique.
Les convertisseurs numérique/analogique sont relativement petits devant un additionneur (réseaux

72



BIBLIOTHEQUE REALISEE 3.2

R-2R), le fait de doubler le convertisseur D/A n’est donc pas trés problématique. Les deux tensions
de référence opposées doivent étre réalisées avec un miroir de tension, dispositif trés bien maitrisé
actuellement.

3.1.8 Normalisation

Il est parfois nécessaire de renormaliser un résultat avant d’effectuer la suite des calculs. En
effet, la notation redondante résultant de certaines opérations peut introduire des codages qui
s’écrivent sur plus de chiffres que ce qui est strictement nécessaire. Par exemple, on peut avoir
des écritures parfaitement équivalentes comme 100001 et 011111. La technique la plus simple est
d’utiliser 'algorithme de normalisation au vol proposé par Ercegovac et Land dans [EL87]. Des
versions spécifiques de cet algorithme peuvent étre adaptées pour certaines plages de valeur des
opérandes.

Le principal probleme avec la normalisation est de déterminer quand il faut renormaliser un
résultat intermédiaire. L’opérateur de normalisation occupe une surface sensiblement supérieure a
celle d’un additionneur en-ligne et introduit un délai (électrique) supplémentaire, il n’est donc pas
question de renormaliser tous les résultats intermédiaires. Pour le moment nous n’avons pas de
méthode optimale qui permette de placer au mieux (ou presque) les opérateurs de renormalisation.
Une heuristique qui semble donner de bons résultats est de renormaliser systématiquement les
résultats intermédiaires dans les boucles. Ce point nécessite encore du travail pour effectivement
maitriser le délai et la surface des algorithmes en-ligne.

3.2 Bibliotheque réalisée

Nous avons réalisé une bibliotheque VHDL d’opérateurs en-ligne. Le but de cette bibliotheque
est de fournir une plateforme de développement pour des algorithmes en-ligne sur FPGA. Cette
bibliotheque offre:

e Un jeu d’opérateurs complet
e Une technique de contréle simple et robuste
e Un systeme de validation rapide intégré

Nous allons reprendre chacun de ces points plus en détails. Mais juste avant, nous allons pré-
senter les technologies cibles de notre bibliotheque.

3.2.1 Les FPGA cibles

Notre bibliotheque, méme si elle peut étre synthétisée sur d’autres technologies que les FPGA,
a été congue en priorité pour deux types de FPGA :

e Les FPGA Actel et plus particulierement les familles ACT1 et ACT2. Ces FPGA sont basé sur
une technologie anti-fusible et ne sont donc programmables qu’une seule fois. Mais ces FPGA
sont les seuls qui possédent les califications nécessaires pour les applications aérospatiales (cf
section 3.3.2).

e Les FPGA Xilinx (familles 3000 et 4000). Nous avons ciblé ces FPGA du fait de leur re-
programmabilité (technologie SRAM) et de leur granularité assez petite. Les blocs logiques
de ces FPGA permettent de réaliser la plupart des opérateurs élémentaires (PPM, produit
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de deux chiffres,...) sur un seul bloc logique. De plus, le fait qu’ils intégrent deux registres
de 1 bit dans chaque bloc logique conduit & des circuits particulierement compacts pour des
opérateurs borrow-save.

Le choix de la granularité des cellules élémentaires dans les opérateurs fait que I’on peut syn-
thétiser la plupart de nos opérateurs sur d’autres cibles technologiques (FPGA Altera...) mais les
circuits obtenus risquent d’étre plus volumineux et lents.

3.2.2 Opérateurs réalisés

A T'heure actuelle, notre bibliotheque VHDL est composée de 3 parties:
e Des packages;
e Des cellules élémentaires;

’
e Des opérateurs complezes.

Les packages

Le package borrow_save définit les types de données nécessaires pour manipuler des nombres
entiers et réels en virgule fixe dans la représentation borrow-save. Il définit les procédures de conver-
sions vers les systémes plus conventionnels (écriture binaire usuelle, écriture en complément a deux
et représentation carry-save). Ce package regroupe aussi un ensemble complet de routines pour les
interactions avec 'utilisateur (entrées/sorties spécifiques).

Le package bit_vector_conv transforme les types de données comme les types borrow-save
en vecteurs de bits pour pouvoir interfacer nos opérateurs avec les bibliotheques standards (qui
utilisent des vecteurs de bits).

Et enfin, le package math rassemble différentes routines qui réalisent de facon logicielle les
algorithmes des opérateurs en-ligne et différentes routines utilitaires pour la validation.

Les cellules élémentaires

Le Tableau 3.3 présente ’ensemble des cellules élémentaires de la bibliotheque. La taille est
donnée a titre indicatif et correspond a une implantation sur des FPGA Actel de la famille ACT
1200 (Actel 1240A et 1280A).

Les opérateurs complexes

Les opérateurs en-ligne complexes opérationnels sont présentés dans le Tableau 3.4. Ici encore,
la taille est donnée a titre indicatif et est le résultat d’une implantation sur des FPGA de la famille
Actel 1200.

Chaque opérateur en-ligne est décliné en deux versions : avec et sans bloc de contréle. Le bloc de
controéle est présenté dans la section 3.2.3. Il permet de réaliser un circuit complet avec un controle
distribué particulierement simple a concevoir.

La taille des opérateurs obtenus est variable en fonction du placement et du routage réalisés.
Les additionneurs en-ligne de 2 et 3 nombres sont particulierement optimisés. Dans le cas des
multiplieurs par une constante, le nombre et le type des cellules élémentaires utilisées dépend de la
valeur de la constante. Il en est de méme pour les binémieurs.
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cellule H taille ‘ fonction
ppm 2 cellule PPM
fa 2 cellule FA
flip_flop 1 registre 1 bit
flip_flop_wr 1 registre 1 bit sans reset
latch 1 un latch
mux2 1 multiplexeur a 2 entrées
mux4 1 multiplexeur a 4 entrées
mul_bs_digit 2 produit de 2 chiffres borrow-save
control_block || 3+délai | bloc de contréle (cf 3.2.3)
fifo n FIFO 1 bit de taille n
bs_fifo 2 xn | FIFO 1 nombre de taille n
bs_fifo_ctrl 3 xn | FIFO 1 nombre de taille avec contréle n
opposite 0 opposé d’un nombre
TAB. 3.3 — Cellules élémentaires de la bibliothéque.
‘ cellule H taille ‘ fonction
add_bs_int 4 x n | additionneur parallele entier
add_bs_real 4 x n | additionneur parallele réel (virgule fixe)
add_ol 7 additionneur en-ligne de 2 nombres
add_ol_ctrl 12 additionneur en-ligne de 2 nombres avec bloc de controle
add_ol_3 13 additionneur en-ligne de 3 nombres
add_ol_3_ctrl 19 additionneur en-ligne de 3 nombres avec bloc de controle
add_ol_k ? additionneur en-ligne de k nombres
add_ol_k_ctrl ? additionneur en-ligne de k nombres avec bloc de controle
mul_cst_ol ? multiplieur en-ligne par une constante
mul_cst_ol_ctrl ? multiplieur en-ligne par une constante avec bloc de controle
mul_ol 5n 4 6 | multiplieur en-ligne de 2 nombres
mul_ol_ctrl 5n 4+ 13 | multiplieur en-ligne de 2 nombres avec bloc de controle
bin_ol ? binémieur en-ligne de 2 nombres
bin_ol_ctrl ? binémieur en-ligne de 2 nombres avec bloc de contréle
sqr-ol 3n +2 | quadrateur en-ligne (z?)
sqr-ol_ctrl 3n 4+ 9 | quadrateur en-ligne avec bloc de controle
div_ol 6n + 20 | diviseur en-ligne de 2 nombres
div_ol_ctrl 6n + 28 | diviseur en-ligne de 2 nombres avec bloc de controle

TAB. 3.4 — Opérateurs en-ligne de la bibliothéque.




CHAPITRE 3

ARITHMETIQUE EN-LIGNE SUR FPGA

L’opérateur de division en-ligne introduit d’importants délais électriques et conduit donc a une
période beaucoup plus élevée que celle des autres opérateurs. Nous travaillons actuellement une
implantation de cet opérateur en utilisant des techniques de retiming pour diminuer le temps de
cycle sans augmenter le délai. Nous pensons utiliser une modification de cet opérateur de division

pour réaliser un opérateur évaluant des racines carrées dans ’avenir.

A titre d’exemple, nous présentons ci-dessous le code source VHDL qui correspond a I’addition-

neur en-ligne de 2 nombres et sur la Figure 3.13 le schéma de la cellule correspondante.

use work.borrow_save.all;

entity add_ol is

port (a,b : in bs_digit ; clk : in bit ; reset : in bit ; s

end add_ol;

architecture struct of add_ol is

begin

component ppm

port(x, y, z : in bit ; ¢, s : out bit);
end component;
for all : ppm use entity work.ppm(behav) ;

component flip_flop

port (input, clk, reset: in bit ; output : out bit);
end component ;
for all : flip_flop use entity work.flip_flop(behav);

signal bilm, cim, ciim, cilp, silp : bit;

ppml : ppm port map(a.p,b.p,a.m,cilp,cim);
ppn2 : ppm port map(bilm,cilm,cilp,s.m,silp);

ff1 : flip_flop port map(b.m,clk,reset,bilm);
£ff2 : flip_flop port map(cim,clk,reset,cilm);
£ff3 : flip_flop port map(silp,clk,reset,s.p);

end struct;

: out bs_digit);

ffl

clk
K
reset
. reset output|
b.m .
i nput
ppnil ff2 ppn2
a.p
—{ CLK L Ix
b.
P [ M reset output y c
a.m ;
s i nput —lz s
ff2
CLK
reset output

L_|input

——1r> s-p

Fia. 3.13 — Cellule add_on_line.
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3.2.3 Controle des opérateurs en-ligne

Une fois les différents opérateurs décrits, la conception d’un circuit est encore loin d’étre achevée.
En effet, il faut cadencer tous ces opérateurs et synchroniser les échanges de données dans le circuit.
La phase de synchronisation des opérateurs est particulierement délicate dans le cas d’opérateurs
en-ligne car il faut s’assurer que les chiffres arrivent bien au bon moment dans chacun des opérateurs
en tenant compte des délais en-ligne des différents opérateurs.

Habituellement, on utilise un contréleur global qui supervise le flot des signaux entre les diffé-
rents opérateurs. On parle alors de controle centralisé. Le controleur est basé sur un automate fini
et sur différents compteurs. La conception de controleurs est aujourd’hui bien maitrisée. Toutefois,
cette technique n’est pas spécialement bien adaptée a des implantations sur FPGA. En effet, les
signaux de controle doivent étre routés depuis le controleur vers chaque opérateur du circuit. Ces
signaux de controéle utilisent alors une part importante des dispositifs de communication du FPGA.
De plus, la diversité des signaux de controle (délais variables suivant les opérateurs) fait que le rou-
tage de ces signaux n’est pas trés régulier ce qui est particulierement problématique dans les FPGA.
En effet, la plupart des FPGA n’offrent qu’un nombre trés limité de dispositifs de communications
arbitraires a grande distance.

Nous avons choisi une autre solution pour effectuer le controle des opérateurs en-ligne: le
contréle distribué. En effet, il est possible d’obtenir un controle totalement distribué en n’utili-
sant que des communications locales entre les opérateurs. Nous avons choisi de rajouter a chaque
nombre un signal supplémentaire qui code la validité des chiffres qui arrivent. Ceci n’est pas tres
couteux en arithmétique en-ligne car le nombre de signaux de communication entre les opérateurs
est faible (2 bits par nombre en borrow-save seulement). Le signal de controle est a “1” si les bits
qui arrivent sont significatifs et il est & “0” entre deux nombres consécutifs. En pratique, le signal de
controéle doit étre en avance d’un cycle sur les chiffres pour pouvoir effectuer I'initialisation des opé-
rateurs. Un cycle d’initialisation complet est nécessaire pour les opérateurs complexes. Par exemple,
dans un multiplieur, il y a deux registres de 2n bits a remettre a zéro avant chaque nouveau calcul
(n est la taille des nombres).

Le signal de contréle va donc ce propager dans le circuit de la méme facon que les chiffres, avec
juste un cycle d’avance. Afin de respecter la cohérence des données, il faut synchroniser le signal
de controle a la sortie des opérateurs. En effet, dans un opérateur de délai 4, le signal de contréle
doit sortir § cycles apres étre entré. Il suffit donc d’insérer § registres 1 bit sur le chemin du signal
de controle.

Le code source VHDL correspondant au bloc de controle est présenté ci-dessous et le schéma
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correspondant est donné Figure 3.14.

use work.borrow_save.all;

entity control_block is

generic (delay : integer := 2);

port (ctrl_in, clk : in bit ; ctrl_out, clear : out bit);
end control_block;

architecture struct of control_block is
component flip_flop
port (input, clk, reset: in bit ; output : out bit);
end component;
for all : flip_flop use entity work.flip_flop(behav);
component flip_flop_wr
port (input, clk : in bit ; output : out bit);
end component;
for all : flip_flop_wr use entity work.flip_flop_wr(behav);
signal i1,i2 : bit;
signal t : bit_vector (1l to delay);
signal internal_reset : bit;
begin
ff_start : flip_flop_wr port map(ctrl_in,clk,il);
i2 <= ctrl_in and not(il);
clear <= not(i2);
internal _reset <= not(i2);
fg : for i in 1 to delay-1 generate
ff_delay : flip_flop_wr port map(t(i),clk,t(i+1));
end generate fg;
ff_delay_end : flip_flop port map(t(delay),clk,internal_reset,ctrl_out);

t(1) <= i2;

end struct;

3.2.4 Plateforme de test

Lors de la réalisation d’un algorithme de calcul utilisant plusieurs opérateurs en-ligne, il faut
faire attention de bien respecter les délais et les connexions entre les opérateurs. Il faut donc
valider les implantations. Ce probleme de la validation est déja important dans les conceptions
classiques de circuits intégrés, mais la réalisation d’algorithmes de calcul pose quelques problemes
supplémentaires. En effet, la preuve mathématique de la validité d’un algorithme n’est pas suffisante
pour certifier le bon fonctionnement d’une réalisation car bon nombre de détails techniques sont
occultés dans la modélisation mathématique. I’exemple typique est la détermination du temps de
cycle qui doit prendre en compte le délai électrique du plus grand chemin que le signal peut traverser.
Le probléeme en arithmétique est que la longueur de ce type de chemin peut varier considérablement



BIBLIOTHEQUE REALISEE 3.2
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F1G. 3.14 — Bloc de contréle (délai 4).

selon les données (par exemple la différence entre le meilleur cas et le pire cas d’un additionneur
séquentiel), et est donc difficilement estimable de facon statique.

La solution classique est 'utilisation de vecteurs de test. On injecte en entrée du circuit un en-
semble de valeurs dont on connait la sortie théorique. A chaque présentation, on compare la valeur
en sortie du circuit avec la valeur théorique. Il existe des programmes qui génerent des vecteurs de
test mais il est tres difficile de trouver les cas problématiques en arithmétique. En effet, seule une
solide connaissance des algorithmes et des représentations utilisées permet de construire les “cas
limites”.

Nous avons choisi d’effectuer deux types de tests:

e Des tests exhaustifs pour valider les opérateurs en-ligne (sur des tailles raisonnables d’opé-
randes)

e Des tests aléatoires pour valider un algorithme utilisant tout un ensemble d’opérateurs en-
ligne

Le test exhaustif pour des petits nombres est tout a fait réalisable. Par exemple, pour tester un
multiplieur en-ligne de deux nombres de 4 chiffres, il faut tester les 24*2%2 combinaisons possibles.
Ce genre de tests ne prend que quelques dizaines de minutes en utilisant un simulateur logique
(style simulateur VHDL).

Mais on voit bien qu’il n’est pas possible de tester exhaustivement des opérateurs plus grands
et encore moins des algorithmes qui utilisent de ces plusieurs opérateurs. Nous avons donc réalisé
un systeme permettant de tester des opérateurs ou des algorithmes complexes a 'aide de vecteurs
de test.

Notre systéme de test est basé sur I'utilisation de la surcharge des opérateurs en VHDL (over-
loading). 11 est possible en VHDL de redéfinir des fonctions existantes pour quelles s’appliquent
a différents types de données. Par exemple, en surchargeant la fonction “4” pour nos types de
données (nombres écrits en borrow-save par exemple), il est possible d’exécuter une premiere fois
l'opération a + b avec a et b deux nombres codés en borrow-save et une deuxieme fois avec a et b
codés en virgule flottante. La premiere exécution sera faite par le simulateur en utilisant le code
VHDL correspondant a ’opérateur d’addition en-ligne. La seconde exécution sera faite en utilisant
soit 'additionneur flottant (ou entier) soit en utilisant une bibliotheque de calcul certifiée. L’opé-
rateur décrit en VHDL peut étre considéré comme valide si la valeur retournée par le simulateur
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VHDL et par le processeur flottant sont égales.

Nous avons surchargé les opérations usuelles avec les types de données spécifiques a la représen-
tation borrow-save en leur associant la description VHDL des opérateurs en-ligne correspondants.
Le test d’un algorithme A devient alors particulierement simple puisqu’il suffit d’exécuter les opé-
rations suivantes :

@ écrire A en VHDL en utilisant des nombres flottants (ou entiers)

@ exécuter A et récupérer son résultat R4

® modifier le programme VHDL de A en A’ en utilisant les nombres borrow-save
@ exécuter A’ et récupérer son résultat R 4

® comparer R4 et la conversion de R4/ en flottant

3.3 Applications

3.3.1 Réseaux de neurones MLP sur FPGA

Avec Bernard Girau (LIP), nous avons étudié I'implantation sur FPGA d’un algorithme d’ap-
prentissage de réseaux de neurones. Le modeéle de réseaux de neurones utilisé est un perceptron mul-
ticouche, ’algorithme d’apprentissage est celui de la descente de gradient. L’utilisation de I’arith-
métique en-ligne était motivée par le nombre de connexions dans le réseau de neurones et la nature
de certaines opérations comme le calcul de tangentes hyperboliques, irréalisables en calcul série
poids faibles en téte.

Un perceptron multicouches ou MLP (MultiLayer Perceptron) est composé de couches suc-
cessives de neurones. Deux couches adjacentes sont completement connectées, c’est-a-dire chaque
neurone d’une couche est connecté a tous les neurones de la couche suivante. Les applications clas-
siques en connexionisme utilisent des réseaux MLP & quelques couches (de 1 a 4 ou 5). Chaque
couche contient une centaine de neurones au maximum. On voit ici la nécessité des communications
séries entre les couches. Chaque neurone effectue un calcul du type:

s = tanh (0 + Z wzxz)

=1

Le fonctionnement du réseau en apprentissage est décomposé en itérations. Chaque itération
consiste en deux phases: la présentation sur les entrées du réseau d’un exemple dont on connait la
valeur de sortie et le calcul de la sortie du réseau durant la premiere phase ou phase forward, la
deuxieme phase ou phase backward consiste a calculer la différence entre la valeur théorique et la
réponse du réseau et a remettre & jour des poids du réseau en fonction de ’erreur mesurée.
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Nous résumons ci-dessous les principales caractéristiques de la solution proposée dans [GT96].

codage des nombres | virgule fixe sur 24 bits (8 bits entiers et 16 bits fractionnaires)

cible technologique 2 FPGA XC 4025 et 1 XC 4020 de Xilinx

fréquence du systeme | 33 MHz

8 multiplieurs et un additionneur a 9 entrées sur un XC 4025
phase forward (environ 700 CLB?pour le calcul et 250 pour le contrdle de la
mémoire et les communications)

8 multiplieurs, un additionneur de 8 entrées et un multiplieur par
phase backward une constante (le coefficient d’apprentissage) sur un XC 4025 (800
CLB pour le calcul et 100 pour le controle)

polynoémieur de degré 5 sur un XC 4020 (450 CLB pour le poly-

calcul des tanh némieur et 250 CLB pour la table)

performance estimée | environ 5 millions de connexions mises & jour par seconde

Le parallélisme introduit par le pipeline au niveau du bit et par le traitement de plusieurs
entrées (8 entrées d’un neurone) simultanément permet d’obtenir des performances supérieures a
celles obtenues par des solutions logicielles. La flexibilité d’une solution FPGA (reprogrammables,
comme les Xilinx) permet d’envisager d’utiliser notre architecture pour le prototypage ou pour des
applications évolutives.

3.3.2 Controle numérique sur FPGA

Dans le cadre d’une collaboration avec le Centre Suisse d’Electronique et de Microtechnique
(Neuchatel), nous avons réalisé avec Martin Dimmler de 'EPFL un régulateur numérique pour
une application de positionnement rapide d’un miroir, pour une application de télécommunications
aérospatiales.

L’algorithme utilisé pour contréler la position du miroir est le régulateur PID (proportionnal-
integral-differential) qui est I'un des algorithmes les plus employé dans les applications de controle
numérique. Les équations qui régissent le fonctionnement du régulateur PID sont données ci-
dessous :

B h
up = K (ek + Exi’k + TDLUd,k> (3.2)
oun xip = ep+ Tip—1
= Fraap)
Tak = g ek ek + T2k
€k = Sk — Yk

ou ey, est ’erreur entre la commande sj, et la sortie mesurée yi, z; ; et x4 sont des caractéristiques
de I’état du régulateur, uy est la sortie, h la période d’échantillonage et 7, K, Tt, Tp des constantes
utilisées pour le réglage du PID. La Figure 3.15 représente ’ensemble des opérateurs en-ligne
correspondant au régulateur PID.

3. Bloc logique dans les FPGA Xilinx (configurable logic bloc).
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Fic. 3.15 — Schéma du régulateur PID réalisé.

Un prototype a été réalisé avec des FPGA Actel 1280A et 1240A. Ce choix des FPGA est
important pour cette application car seuls les FPGA Actel (technologie anti-fusible) sont certifiés
pour les applications aérospatiales.

Le premier FPGA (Actel 1240A) est utilisé pour la sérialisation des données qui proviennent
de convertisseurs A/D paralleles, pour l'interfagage avec la machine hote (un compatible PC) et
pour le contrdle des entrées/sorties. Le schéma du circuit de ce FPGA est présenté Figure 3.16.
Seuls 118 blocs élémentaires du FPGA sur les 684 disponibles sont utilisés. Ce FPGA pourrait
devenir completement inutile avec des convertisseurs A/D et D/A série poids forts en téte. Ces
convertisseurs existent bien mais pas pour des applications aérospatiales.

Le second FPGA (Actel 1280A) est utilisé pour I'implantation du régulateur PID. Le schéma
correspondant est présenté Figure 3.17. La surface occupée est de 758 cellules sur les 1232 dispo-
nibles.

La fréquence de fonctionnement du systeme est de 10 MHz seulement en raison des conver-
tisseurs A/D utilisés. Les circuits réalisés sur les deux FPGA peuvent supporter des fréquences
beaucoup plus élevées.

Le but de cette réalisation était de démontrer le potentiel de "arithmétique en-ligne sur FPGA.
Une comparaison avec une solution équivalente basée sur des DSP est en cours de réalisation. Les
premiers résultats sont extrémement prometteurs. En effet, la solution FPGA est pres de 4 fois
moins volumineuse (parameétre important pour les applications embarquées) et sa consommation
est environ 20 fois moins importante que la solution basée sur les DSP.

Les résultats et des méthodes mis en ceuvre dans cette réalisation ont été publiés dans [TD97,
Tis96] et soumis au journal IEEFE Transactions on Mechatronics.

3.4 Conclusion

L’arithmétique en-ligne conduit & des réalisations beaucoup moins volumineuses qu’en arithmé-
tique parallele et qui n’utilisent qu’un nombre tres limité d’entrées/sorties. De plus, Iarithmétique
série poids faibles en téte ne permet pas de calculer des opérations autres que des additions et
des multiplications et elle ne peut pas étre utilisée directement dans des applications qui néces-
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sitent des conversions analogique/numérique car il n’existe pas de convertisseur A/D poids faibles
en téte. Tous ces arguments font de ’arithmétique en-ligne un bon candidat pour la représenta-
tion des nombres et le calcul dans les applications embarquées qui nécessitent des calculs complexes.

Nous avons réalisé une bibliotheque VHDL contenant tous les outils et les éléments nécessaires
pour concevoir et réaliser des algorithmes en-ligne complexes. L’ensemble des opérateurs est dé-
crit de facon modulaire et hiérarchique, ce qui offre une bonne réutilisabilité des codes sources
VHDL. Nous avons simplifié la conception du controle global du circuit en utilisant une technique
de controle distribué particulierement simple & mettre en ceuvre. La reprogrammabilité des FPGA
associée au systeme de test intégré dans la bibliotheque permet de concevoir et de valider rapide-
ment des algorithmes. On minimise ainsi I'un des principaux problémes en conception de circuits,
a savoir le temps de développement.

Les performances obtenues sur nos deux applications de test sont trés encourageantes. Pour le
moment les cibles technologiques sont relativement limitées du fait de la granularité des cellules
élémentaires choisies. Le gain principal obtenu par 'utilisation de I'arithmétique en-ligne est di au
parallélisme au niveau du bit et a "augmentation du nombre de calculs effectués simultanément du
fait de la petite taille des opérateurs. L’un des grands apports de I'arithmétique en-ligne est aussi
la diminution du nombre d’entrées/sorties dans les circuits. Les performances en terme de vitesse
sur les FPGA, méme si elles restent inférieures aux fréquences obtenues sur les meilleurs ASIC,
permettent de rivaliser et méme de gagner par rapport a certaines réalisations a base de proces-
seurs puissants ou de circuits intégrés standards. La grande régularité des opérateurs, la localité
des communications entre les opérateurs et des signaux de controle contribuent a la réalisation d’un
pipeline tres efficace.

Les perspectives de ce travail sont :

e La réalisation d’un systeme de conception automatisé des opérateurs d’évaluation de poly-
nomes qui utilisent des tables sur les premiers chiffres pour réduire le délai. La bibliotheque
sera alors en mesure de proposer des opérateurs pour calculer les fonctions élémentaires.

e Nous étudions actuellement 'utilisation d’une représentation redondante avec une base plus
importante pour accélérer les opérations de division et de racine carrée. Le principal probleme
est ici de trouver un codage des chiffres qui permet des implantations simples et efficaces
des opérateurs élémentaires (additions et produit de chiffres, opposé d’un chiffre, normalisa-
tion...). L’augmentation de la base aurait un double avantage: diminuer le temps de calcul
des divisions et des racines carrées et la simplification du contréle car les délais des opéra-
teurs en-ligne sont beaucoup plus petits dans les bases supérieures a 2. Par exemple, en base
4, Paddition, la multiplication par une constante, la multiplication normale et 1’élévation au
carré sont des opérateurs de délai 1. Un stage de fin de dipléme est actuellement en cours sur
ce sujet a I’Fcole Polytechnique Fédérale de Lausanne.

e Nous abordons aussi la consommation des opérateurs en-ligne pour effectuer des comparai-
sons avec des solutions conventionnelles. Ce point est particulierement important mais il est
relativement complexe car un grand nombre de parametres entrent en compte dans cette
étude. Cette étude sera I'un des mes axes de recherche durant mon séjour post-doctoral au
Centre Suisse d’FElectronique et de Microtechnique & Neuchatel.
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CHAPITRE
Opérateurs arithmeétiques

asynchrones

A plupart des circuits intégrés logiques sont concgus en se basant sur deux hypotheses fonda-

mentales: la discrétisation des signaux électriques et la discrétisation du temps. Les signaux
manipulés sont en général binaires. Ceci permet des réalisations électriques simples et performantes.
De plus, cette discrétisation binaire des signaux offre un cadre de conception fiable et efficace grace
a lalgebre de Boole. La discrétisation du temps permet quant a elle de s’affranchir de nombreux
problemes d’implantation comme celui des valeurs transitoires.

Les circuits intégrés analogiques utilisent des signaux électriques qui ont des valeurs continues.
Ces circuits permettent de réaliser tres rapidement des opérations comme ’addition ou la multi-
plication de tensions avec un petit nombre de transistors. Toutefois, les applications des circuits
intégrés analogiques sont restreintes car la précision des valeurs manipulées, la possibilité de mé-
morisation et la fiabilité des opérations sont tres limitées. Enfin, les circuits intégrés analogiques
sont trés sensibles aux bruits (bruits dans les alimentations, perturbations électromagnétiques... ),
ce qui rend leur emploi particulierement délicat et donc réservé a des applications tres particulieres.

Si la discrétisation des signaux électriques est difficile a remettre en cause généralement, ceci
est plus simple pour la discrétisation du temps. En conséquence, il y a depuis longtemps deux
modes de fonctionnement des circuits intégrés: le fonctionnement synchrone et le fonctionnement
asynchrone.

Les circuits synchrones séparent leurs étages de calcul par des registres commandés par une
horloge. Il n’y a échange de données entre les étages qu’aux fronts d’horloge. La période de I’horloge
est choisie pour garantir le bon fonctionnement du circuit, c’est-a-dire qu’elle doit étre plus grande
que le temps de propagation du signal dans le pire cas. La conception de circuits synchrones est
de plus en plus complexe avec "augmentation de la fréquence d’horloge. Par exemple, lors de la
réalisation du processeur DEC Alpha 21164a a 500 MHz, plus de la moitié des effectifs de ’équipe
de conception s’occupait des problemes relatifs a ’horloge. La dérive des horloges, les pics de
consommation aux fronts d’horloge sont parmi les probléemes rencontrés lors de la conception d’un
circuit intégré numérique synchrone rapide.

Les circuits asynchrones sont des circuits qui n’utilisent pas d’horloge globale pour cadencer les
échanges de données entre leurs différentes parties. Ce sont les cellules elles-mémes qui assurent lo-
calement la synchronisation. C’est pour cela que I’on parle aussi de circuits localement synchronisés
ou auto-séquencés (self-timed circuits). Nous présenterons en 4.1 le fonctionnement et les principales
caractéristiques de ces circuits.

La principale caractéristique des circuits asynchrones qui nous intéresse en arithmétique est la
capacité de ces circuits a calculer en “temps moyen”. Le temps de calcul d’un opérateur asynchrone
est le temps qu’il faut au signal de sortie pour étre 'image fonctionnelle des entrées. Suivant
les valeurs des opérandes, ce temps peut varier considérablement. Par exemple, dans le cas d’un
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additionneur séquentiel binaire, c’est la longueur de la plus longue chaine de propagation de la
retenue qui va déterminer le temps de calcul. Cette variabilité du temps de calcul exprime en fait
le parallélisme dynamique introduit par les données, dans 'exemple de ’additionneur, plusieurs
retenues se propagent en méme temps a différentes positions. En plus de cette variation que 'on
peut qualifier de “fonctionnelle”, il existe une variation du temps de calcul liée & I'implantation
physique. Par exemple, la convergence électrique dans un circuit intégré peut étre plus ou moins
rapide en fonction du nombre de transitions des différents signaux (en CMOS, les transistors P et
les transistors N ne sont pas identiques et les transitions de “1” vers “0” et de “0” vers “1” n’ont
pas les mémes durées).

C’est cette notion de temps de calcul variable et de calcul en temps moyen dans les opérateurs
arithmétiques qui va nous intéresser dans ce chapitre. Nous allons essayer de comprendre quels sont
les mécanismes sous-jacent a ce mode de calcul et essayer de minimiser le temps de calcul moyen de
quelques opérateurs arithmétiques. Nous effectuerons un parallele avec la conception d’opérateurs
arithmétiques synchrones pour lesquels “il suffit” de minimiser le pire cas.

La premiere partie de ce chapitre présente le fonctionnement général et les nombreux potentiels
des circuits asynchrones. Nous décrivons dans la seconde partie le simulateur que nous avons réalisé
pour effectuer les expériences des parties suivantes. La troisieme partie est consacrée a 1’étude de
certains additionneurs asynchrones. Nous détaillerons leur réalisation et les résultats de leur com-
portement obtenus en simulation. La quatrieme partie est ’étude probabiliste du comportement
de ces additionneurs asynchrones. Nous aborderons dans la cinquieme partie de ce chapitre le cas
d’autres opérations arithmeétiques comme la multiplication et la division. Enfin, nous donnerons les
perspectives de ce travail.

Ce travail a été réalisé en collaboration avec Jean-Michel Muller (LIP), Marc Renaudin (CNET)
et Jean-Marc Vincent (LMC-IMAG), et certaines des parties de ce chapitre ont été publiées dans
[MTV97].

4.1 Opérateurs asynchrones

Nous donnons ici quelques notions élémentaires sur le fonctionnement des circuits asynchrones.
On trouve dans [Hau95, Has95, RH94a, RH94b] une étude plus approfondie du fonctionnement de
ces circuits, de leurs propriétés et des implantations utilisées en pratique. On trouve dans [WDEF197]
une présentation du processeur asynchrone AMULET1 (microprocesseur ARM complétement asyn-
chrone). Dans [JB90], on trouve la description d’un processeur de traitement du signal (DSP) asyn-
chrone. Différentes applications avec circuits asynchrones ont été réalisées, par exemple, on trouve
dans [RRPB96] la description d’un réseau de processeurs dans un circuit asynchrone utilisable pour
le traitement d’images. Je remercie les auteurs de [RRV97, Ren96] pour leur aide dans la réalisation
de cette présentation des opérateurs asynchrones.

4.1.1 Le controle local

Le principe de base fondamental du fonctionnement des circuits asynchrones est la localisation
des signaux de controle. Le fonctionnement d’une cellule élémentaire asynchrone est décomposé
en différentes étapes de calcul et de communication. Lorsque toutes les informations d’entrée sont
présentes, le contréle local déclenche le début du traitement de ces informations. Une fois le trai-
tement effectué, la cellule émet le résultat vers la cellule suivante. La cellule peut alors signaler
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a la cellule précédente que les informations qu’elle lui avait envoyé ont été prises en compte et
qu’elle peut maintenant envoyer les informations suivantes. La cellule doit alors attendre elle-méme
que la cellule suivante lui signale que les informations ont été utilisées, et ainsi de suite. Il y a
donc un échange bidirectionnel de signaux. Chaque communication doit étre acquittée une fois les
informations prises en compte. Les communications sont dites & “poignée de main”.

Les protocoles de communications

Pour assurer le bon fonctionnement des échanges a poignée de main, deux principaux protocoles
de communication sont utilisés en général:

e Le protocole “2 phases” (ou NRZ pour Non Retour & Zéro ou encore half-handshake) est
illustré sur la Figure 4.1a. La premiere phase est la phase active du récepteur qui détecte la
présence de nouvelles données, effectue le traitement et génere un signal d’acquittement. La
seconde phase est la phase active de I’émetteur qui détecte le signal d’acquittement et émet
les nouvelles données lorsqu’elles sont disponibles.

e Le protocole “4 phases” (ou RZ pour Retour a Zero ou encore full-handshake) est illustré sur
la Figure 4.1b. La phase 1 est la premiere phase active du récepteur qui détecte la présence de
nouvelles données, effectue le traitement et génere un signal d’acquittement. La phase 2 est la
premiére phase active de I’émetteur qui détecte le signal d’acquittement et émet des données
invalides (retour & zéro). La phase 3 est la deuxiéme phase active du récepteur qui détecte le
passage des données dans I’état invalide et place le signal d’acquittement dans 1’état initial
(retour & zéro). La phase 4 est la deuxieme phase active de I"émetteur qui détecte le passage
a zéro du signal d’acquittement, il est alors prét a émettre de nouvelles données.

| ! ! : !
| ! ' ' I
: :: : d , lid sl :>< :iionnées><
onnées valide invalide:

| | | | | |
" T / \\ T ﬁ
| ! ! I
) ! ! :
| ! !
| |
| 1

|

N\

acduittement | :
T
! phase 1! phase 2 phase 1 ' phase 2 ! phase 1 phase 2 'phase 3 phase 4
échange n échange n+1 échange n échange n+1
a: protocole 2 phases b: protocole 4 phases

Fic. 4.1 — Protocoles de communication a 2 phases et a 4 phases.

Le protocole a 4 phases requiert deux fois plus de transitions que le protocole a 2 phases, mais
il est possible de masquer les phases de retour a zéro pendant certains traitements. Le protocole a 2
phases nécessite un matériel plus important car il doit détecter des transitions et pas des niveaux.

Dans les deux cas, on remarque que chaque changement d’un signal est acquitté par un autre
signal. Un changement dans les données est acquitté par le signal d’acquittement et chaque chan-
gement du signal d’acquittement est acquitté par un changement des données. C’est ce qui permet
d’assurer 'insensibilité aux variations des délais.
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Le codage des données

Les protocoles précédents sont basés sur la détection de la présence de signaux et sur la gé-
nération d’un acquittement en fin de traitement. Il faut donc étre capable de détecter tous les
changements d’un signal. L’utilisation d’un seul fil par bit n’est pas possible car elle ne permet pas
de détecter que la nouvelle valeur prend un état identique au précédent. Il faut donc utiliser un
codage particulier des données ([Ver88]). Il faut donc utiliser deux fils par bit ce qui augmente la
surface des circuits par rapport aux réalisations synchrones. Deux codages sont possibles avec 2
bits pour exprimer seulement 2 valeurs (“0” et “17): le codage a 3 états et le codage a 4 états.

Dans le codage a 3 états (illustré Figure 4.2a), un fil prend la valeur 1 pour coder la valeur “1”
et l'autre fil prend la valeur 1 pour coder la valeur “0”. L’état ”11” est interdit alors que I’état ”00”
représente 1’état invalide (utile pour le protocole 4 phases). Ce codage garantit que le passage d’un
état & autre se fait toujours en ne changeant qu’un seul des deux bits, ce qui peut étre détecté
sans risque d’aléa. Le signal de sortie est généré lorsque I’on détecte que I'un des deux bits est passé
a 1. Ce codage des données est particulierement bien adapté au protocole 4 phases.

Dans le codage a 4 états (illustré Figure 4.2b), chaque valeur “1” ou “0” est codée par deux
combinaisons. L’une des combinaisons est considérée de parité paire et I'autre de parité impaire.
L’utilisation du code de Gray permet de garantir qu'un seul des deux bits est modifié a chaque
changement d’état. L’analyse de la parité permet de détecter la présence d’une nouvelle donnée
et de générer le signal de fin de calcul. Ce codage est particulierement bien adapté au protocole 4
phases, mais "implantation de ce codage est plus complexe et plus lente que celle du codage 3 états
(machine a états + mémoire pour stocker la derniére parité).

invalide paire

impaire @ @ impaire

paire

a: codage 3 états b: codage 4 états

Fic. 4.2 — Codage des données a 3 el 4 élats.

De nombreuses solutions ont été proposées pour 'implantation du codage 3 états, en particulier,
on trouve dans [Has95, RH94a, RH94b] ’étude et des utilisations de la logique “cascode” différen-
tielle (DCVSL pour differential cascode voltage switch logic), implantation logique particulierement
efficace.

On trouve dans [DDH94] une autre technique pour la génération des signaux de fin de calcul.
[’idée est de mesurer le courant qui circule dans les portes logiques car dans certaines technologies
(c’est le cas en technologie CMOS par exemple) il va diminuer rapidement a la fin du calcul de la
porte. Cette technique originale est néanmoins difficile & mettre en ceuvre.
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4.1.2 Les avantages des circuits asynchrones

Les circuits intégrés fonctionnant dans le mode asynchrone présentent les particularités sui-
vantes :

e Le calcul en temps moyen: comme nous ’avons vu dans I'introduction, le temps de calcul
d’un opérateur asynchrone est le temps qu’il faut au signal de sortie pour étre 'image fonc-
tionnelle des entrées. La variabilité de ce temps de calcul traduit le parallélisme dynamique
maximal pour chaque valeur des entrées. Par exemple, le temps moyen de calcul d’un addi-
tionneur binaire séquentiel de n bits est en O(log, n) si on suppose la distribution uniforme
des entrées (cf [BGN46]). On a vu qu’il est aussi possible d’utiliser certaines spécificités tech-
nologiques pour diminuer le temps moyen de calcul (différence de vitesse de transition entre
les transistors P et les transistors N). Toutefois, si le temps de calcul minimum et le temps
de calcul maximum peuvent en général étre facilement déterminés, le temps de calcul moyen
peut nécessiter une modélisation statistique tres complexe.

e L’absence de signal d’horloge: cette caractéristique est 'une des causes de l'intérét ac-
tuel pour les circuits asynchrones. En effet, les problemes de manipulation des horloges sont
de plus en plus critiques avec "augmentation de la fréquence dans les circuits intégrés syn-
chrones. La conception d’un circuit synchrone demande, pour s’assurer de la correction d’une
cellule, de tenir compte des caractéristiques des signaux d’horloge (estimations de délais, re-
tards, métastabilité...), ce qui complique considérablement la spécification de la cellule. En
asynchrone, les éléments de synchronisation sont locaux et distribués dans tout le circuit ce
qui simplifie la conception car il suffit de s’assurer que les cellules respectent le protocole de
communication pour garantir le bon fonctionnement du circuit. Il n’y a plus de parameétre
global a prendre en compte, la conception des différentes parties d’un circuit peuvent étre
réalisées séparément sans aucun risque.

Un autre avantage lié a la suppression des signaux d’horloge est la meilleure répartition
des transitions dans le temps. Dans les circuits synchrones, tous les opérateurs deviennent
actifs aux fronts d’horloge ce qui introduit des pics de courant et donc du bruit dans les
alimentations. Ce probleme est considérablement plus faible en asynchrone.

e La modularité : la localisation des signaux de controle et 1'utilisation d’un protocole de com-
munication unique permettent une conception tres simple d’opérateurs complexes en connec-
tant des modules existants. La distribution et la hiérarchisation de la phase de conception est
beaucoup plus simple en asynchrone car la seule hypothése nécessaire pour assurer une bonne
interopérabilité avec les autres composants est le respect du protocole de communication.
La conception modulaire de circuits intégrés asynchrones est donc beaucoup plus fiable. La
migration technologique est aussi grandement facilitée par le fait qu’en asynchrone, le fonc-
tionnement d’un circuit est indépendant de la réalisation effective pourvu que le protocole de
communication soit respecté.

e La faible consommation: dans certaines technologies, une cellule & laquelle on ne pré-
sente pas de données ne consomme pas (c’est le cas en CMOS). L’activité conditionnelle est
une caractéristique naturelle des circuits asynchrones. Des techniques similaires ont été utili-
sées dans les circuits synchrones (arrét des horloges dans certaines parties du circuit), mais
leur conception est tres délicate et nécessite un matériel supplémentaire (la manipulation de
différentes horloges est extrémement délicate pour des fréquences élevées).

93



CHAPITRE 4 OPERATEURS ARITHME,)TIQUES ASYNCHRONES

La réduction de la tension d’alimentation des circuits est souvent utilisée pour limiter la puis-
sance consommeée (la puissance consommée varie comme le carré de la tension d’alimentation).
Les opérateurs asynchrones sont bien adaptés a cette technique car la réduction de la tension
d’alimentation ne provoquera pas de dysfonctionnement (jusqu’a un certain point) mais seule-
ment une augmentation des délais des opérateurs. Le processeur élaboré a Caltech [MBL*89]
fonctionne encore a une tension de 0.5 Volt (il a méme été alimenté par une pomme de terre
équipée de deux électrodes!). Ce principe de la diminution de la tension d’alimentation a été
aussi utilisé par Philips pour I'implantation d’un circuit correcteur d’erreurs assez élégant
[BBK194]. Ce circuit schématisé a la Figure 4.3 & une consommation qui dépend directement
du débit des données qui arrivent en entrée. Suivant le taux de remplissage de la FIFO d’en-
trée, la tension d’alimentation est modifiée via le convertisseur de tensions continues. Plus
la charge en entrée est importante plus la tension augmente et donc plus le traitement est
rapide (et inversement). On a donc une adaptation des performances du circuit aux besoins

réels.
Zr VDD

. convertisseur
controle DC/DC
% occupation |
entrée sortie
I traitement > —>
FIFO FIFO

/77J777 GND

F1G. 4.3 — Régulation de la tension d’alimentation en fonction de la charge (circuit Philips).

4.1.3 Les types de circuits asynchrones

La discrétisation du temps dans les circuits synchrones permet d’ignorer certains aléas de fonc-
tionnement puisqu’elle interdit de regarder les données lorsqu’elles sont instables. Ces aléas peuvent
devenir problématiques dans le cas des circuits asynchrones. Par exemple, le cas des aléas statiques
est un cas typique de phénomenes qui ne posent aucun probléme en synchrone mais qui ne doivent
pas survenir dans les circuits asynchrones. En effet, ces transitoires (glitches) pourraient étre in-
terprétées comme des événements porteurs d’information par le protocole de communication. Ce
type d’aléa est illustré Figure 4.4. 1l existe aujourd’hui des techniques qui permettent de réaliser
des circuits en garantissant I’absence de ce genre de phénomenes, c’est la conception hazard free.

Les circuits asynchrones demandent donc de réaliser toutes les parties du circuit (combinatoires
et séquentielles) avec attention et finesse. Cette contrainte existe aussi dans les circuits synchrones
mais a un niveau plus haut du circuit, c’est la gestion des signaux d’horloge.

La suppression de la discrétisation du temps entraine donc un prix a payer. Toutefois, certaines
réalisations asynchrones parviennent a relacher la contrainte de la correction fonctionnelle indépen-
damment des délais en introduisant des hypotheses temporelles qui conduisent a des mises en ceuvre
plus simples. Il existe en pratique différentes méthodes de conception de circuits asynchrones qui se
caractérisent par leurs hypotheses temporelles. On trouve dans [Has95] une présentation complete
des différentes classes de circuits asynchrones.
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e EDDV
/

transistoire introduite par le délai de 'inverseur

Fic. 4.4 — Aléas de fonctionnement statiques.

4.2 Simulation des opérateurs arithmétiques asynchrones

Nous verrons dans la suite que la modélisation mathématique des opérateurs arithmétiques
asynchrones n’est pas forcément simple. De plus, cette modélisation suppose un certain nombre
d’hypothéses qui masquent certains aspects de 'implantation (les hypotheses sont forcément simpli-
ficatrices par rapport a la réalité). Nous avons donc réalisé un simulateur pour étudier les opérateurs
arithmétiques asynchrones. Ce simulateur utilise en entrée une description de 'opérateur a simuler
qui est transformée en un modele proche d’un modele flot de données pour la simulation. De plus,
notre simulateur integre différentes fonctionnalités qui permettent de réaliser automatiquement des
mesures statistiques pour pouvoir ensuite comparer les résultats de simulations obtenus avec les
résultats théoriques donnés par les modeles probabilistes que nous étudierons en 4.4.

4.2.1 Modele de circuit asynchrone pour la simulation

Le choix d’un modele pour la simulation est toujours délicat. Il faut que ce modele soit suffisam-
ment proche de la réalité pour que les résultats soient utilisables et représentatifs du fonctionnement
d’un circuit réel, mais il doit étre suffisamment simple pour simuler des opérateurs complexes (avec
beaucoup de portes) et tester de nombreux échantillons en un temps acceptable. Le modeéle que nous
avons retenu est proche d’un modele “flot de données”. 1l est basé sur les deux entités suivantes :

e Un signal est un couple (v,d) ol v est la valeur effective du signal (en binaire v € {0,1})
et ou d est la date de validité du signal. Nous avons vu qu’il faut étre capable de prendre en
compte des temps de propagations différents pour les portes mais aussi pour les fils. La date
de validité permet de modéliser simplement et fidelement le fonctionnement du controle local
des opérateurs asynchrones.

e Une cellule, illustrée sur la figure 4.5, est composée d’un nombre quelconque de ports d’entrée
et de ports de sortie. A chaque port correspond un signal. A chaque sortie est associée la table
des transitions et la valeur des délais pour chacune des combinaisons des entrées. Les sorties
peuvent étre des fonctions de n’importe quel sous-ensemble des entrées.

Le circuit est modélisé par un graphe dont les sommets sont les cellules qui correspondent aux
portes logiques ou aux opérateurs du circuits. Les arcs du graphe sont les signaux. Le calcul d’un
opérateur va se traduire par des flots dans le graphe. Ce principe de modélisation d’un opérateur par
un graphe peut étre utilisé récursivement. C’est-a-dire que "on peut utiliser un autre graphe pour
décrire le comportement d’une partie du circuit complet. Cette fonctionnalité n’est pas permise pour
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sortie \L \L 55

Fic. 4.5 — Modele de cellule de notre simulateur.

le moment, mais elle nous permettra a terme de pouvoir décrire rapidement des circuit complexes
en réutilisant des opérateurs existants.

La description de I'opérateur se fait dans un langage proche du langage VHDL. Nous avons choisi
ce langage pour étre en mesure de réutiliser certaines parties de nos descriptions dans des outils
de synthese. La description est faite en se basant sur une petite bibliotheque décrivant certaines
cellules de base (portes logiques simples, cellule full-adder. ..).

use async.all;

entity add_seq is

port ( a : in signal_vector(1l to n);
b : in signal_vector(1l to n);
c_in : in signal;
s : out signal_vector(l to n);
r : out signal_vector(0 to n);
end add_ol;

architecture struct of add_seq is
component fa
port(x, y, z : in signal ; ¢, s : out signal);
end component;
for all : fa use entity fa(struct);
begin
r(0) <= c_in;
block_add_seq : for i in 1 to n generate
fa_cell : fa port map (a(i),b(i),r(i-1),r(i),s(i));

end generate block_add_seq;

end struct;

La date de validité du signal peut étre utilisée pour prendre en compte des variations technolo-
giques. Par exemple, on peut perturber ces dates lors du calcul pour observer le comportement du
circuit face a certaines perturbations.
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4.2.2 Fonctionnement du simulateur

Le fonctionnement du simulateur est assez simple. Au début, certaines cellules sont marquées
comme “déclenchables” (ce sont les cellules qui ont des entrées valides, les opérandes et la retenue
entrante dans le cas des additionneurs). La liste des cellules déclenchables est parcourue pour voir
si il existe des cellules qui ont certaines de leurs sorties qui peuvent étre calculées. C’est-a-dire que
I’on regarde pour chaque cellule et pour chaque sortie de la liste si les entrées correspondantes sont
présentes (test de validité du signal). Lorsque toutes les entrées correspondant a une sortie sont
présentes on calcule la valeur de la sortie en utilisant la table de transition. La date de validité du
signal de sortie est la date d’arrivée du dernier signal recu en entrée (le maximum des dates) auquel
on ajoute le délai qui correspond aux valeurs des entrées. Lorsque toutes les sorties d’une cellule
sont connues, la cellule passe dans I’état “déclenché” et le nombre de cellules restant a déclencher
est décrémenté. La fin de la simulation peut se produire de deux manieres différentes. Soit toutes
les cellules ont été déclenchées, auquel cas l'opérateur a terminé son calcul. Le temps de calcul
de Popérateur est alors la date de validité du dernier signal déclenché. Soit & cause d’une erreur
dans la description du circuit, toutes les cellules n’ont pas été déclenchées et la liste des cellules
déclenchables ne change pas aprés deux parcours successifs des sorties des cellules de cette liste.

Le simulateur a été réalisé en langage C++, le graphe est décrit sous forme de listes d’adjacence
du fait du faible nombre de liens de communications entre les cellules (la matrice d’adjacence
équivalente est souvent creuse). Différentes options de traitement sont proposées:

e Calcul pour une valeur particuliere des entrées. Pour le moment, ’affichage de 1’état de I'opé-
rateur se fait en mode texte mais nous travaillons a une version graphique qui devrait étre
opérationnelle pour la soutenance de la these.

e Test exhaustif du circuit. On génere successivement toutes les combinaisons possibles des
entrées que ’on injecte dans le circuit. A chaque présentation des entrées, on compare la valeur
du résultat (apres conversion) avec la valeur théorique. Il est possible de tester exhaustivement
des circuits de taille raisonnable assez rapidement.

e Calcul des caractéristiques statistiques du temps de calcul de l'opérateur. Il est possible

d’effectuer des mesures du temps de calcul en injectant des données en entrées. Ces mesures
peuvent étre effectuées pour des distributions exhaustives ou aléatoires.

4.2.3 Caractéristiques mesurées

Les caractéristiques obtenues lors d’une simulation sont:

— La distribution du temps de fin du calcul de I'opérateur. On obtient des tableaux de la forme:

p(t)
0.01
0.20
0.53
0.21

B W N | o

n | 0.02
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ou ¢ est le temps de calcul et p(t) est la proportion des simulations ayant fini leur calcul au
temps ¢. Ici, on s’est placé dans le cadre d’un opérateur dont toutes les fonctions ont le méme
délai égal a 1. En pratique, les cellules peuvent avoir des délais quelconques, le tableau est
alors donné avec un pas égal au plus petit commun multiple de tous les délais.

— Le temps de calcul moyen de 'opérateur :

_ Dyt x p(t)
BT = E?=1 P(t)

— L’écart-type du temps de calcul de 'opérateur:

o(T) = +/Var(T)

2=y (= E(T))? x p(t)
23;1 p(t)

Var(T) =
est la variance de T'.

— Le temps moyen de fin du calcul de certaines sorties de certaines cellules (liste de signaux
a tracer). Nous verrons que dans le cas des additionneurs, les signaux a “tracer” sont les
signaux correspondant aux bits de somme et aux bits de retenue.

Les mesures sont effectuées en calculant les intervalles de confiance & 5 % sur les résultats.
C’est-a-dire que 'on donne une valeur telle que, avec la probabilité de 0.95, la valeur exacte X est

dans 'intervalle ])Nf —¢, X—I—é[ avec € — QA@ ot X est la valeur mesurée. En pratique, cela se
résume a effectuer suffisamment de tests pour que deux fois la valeur de € mesurée soit plus petite
que 5 % de la valeur de la moyenne. Le programme détecte si il y a effectivement décroissance de
€ lorsque n augmente.

Les données en entrée peuvent étre générées exhaustivement ou par des tirages aléatoires. Pour
le moment, nous utilisons une distribution uniforme des entrées. Nous étudierons la validité de cette
hypothese d’uniformité des entrées dans les sections suivantes.

4.3 Additionneurs asynchrones

L’addition est une opération tres utilisée non seulement en temps qu’opération arithmétique
mais aussi comme élément de base dans d’autres opérateurs. On trouve des additionneurs dans les
opérateurs de multiplication, de division et de racine carrée. [.’addition est aussi une des briques de
base pour I’évaluation des fonctions élémentaires (par exemple dans les algorithmes basés sur des
additions et des décalages [Mul97]). L’addition est omniprésente dans les processeurs comme pour
le calcul des adresses. Il est donc important de concevoir des additionneurs performants.

Tres tot dans 'histoire de l'informatique, les chercheurs ont essayé de mettre au point des al-
gorithmes d’addition plus performants que 'algorithme que 'on apprend a I’école. En 1946, dans
leur célebre article “Preliminary discussion of the logical design of an electronic computing instru-
menl” ([BGN46]), Burks, Goldstine et Von Neumann analysent le cas de 'additionneur séquentiel
binaire. Ils ont montré en particulier que le temps moyen nécessaire pour effectuer la somme de
deux nombres binaires de taille n avec un additionneur séquentiel binaire est en O(log,n) si on
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suppose une distribution uniforme des entrées. Leur résultat est basé sur ’analyse de la longueur
moyenne de la plus longue chaine de propagation de la retenue, et cette longueur moyenne est
inférieure ou égale a logy n.

On constate ici I'importance de la notion de calcul en temps moyen dans les opérateurs asyn-
chrones car on voit que dans le cas de ’addition, il est possible de concevoir simplement un opérateur
tres performant. La variabilité du temps de calcul dans ’addition est importante puisque dans le
meilleur cas il n’y a aucune propagation de retenue et donc tous les bits de somme sont obtenus ra-
pidement. Le pire cas introduit un temps de calcul important puisqu’il faut que le signal de retenue
passe successivement dans les n cellules d’addition. L’addition illustre parfaitement la notion de
parallélisme dynamique dans les opérateurs asynchrones. Suivant les valeurs des données, certaines
parties du calcul, qui a priori pouvaient étre interdépendantes, vont pouvoir s’effectuer de facon
totalement indépendantes et donc en paralléle.

Dans le cas synchrone, Brent ([Bre70]) et Winograd ([Win65]) ont montré que la complexité
temporelle de Iaddition binaire est O(log, n), si on utilise un modele de porte avec des entrances
(fan-in) et des sortances (fan-out) bornées.

Dans la suite, nous allons nous intéresser aux additionneurs asynchrones suivants:
e l'additionneur séquentiel ou RCA (ripple carry adder)

e l'additionneur a retenue bondissante ou CSkA (carry skip adder)

e l'additionneur a sélection de la retenue ou CSeA (carry select adder)

On peut trouver dans [Kor93, Mul89, Omo94] la description complete de ces additionneurs dans
le cas synchrone.

Les nombres sont représentés en base 2 en numération simple de position (I’écriture binaire
usuelle). Nous allons étudier le cas des additionneurs de deux nombres de n bits. Les nombres
manipulés peuvent étre des entiers ou bien des nombres réels codés en virgule fixe. La structure
des additionneurs et les résultats sont complétement équivalents dans les deux cas. Cependant, afin
de fixer les notations, et en particulier les indices relatifs aux poids forts et aux poids faibles, nous
allons nous placer dans le cas de nombres entiers de n bits. C’est-a-dire avec des nombres tels que:

n—1
a = E a;2"
1=0

Les résultats obtenus ici peuvent étre trivialement étendus au cas de la représentation en com-
plément a deux.

Par défaut, nous utilisons des cellules full-adder dont les délais pour calculer le bit de somme
et le bit de retenue sont égaux a 1 quelles que soient les valeurs des entrées. Nous effectuerons
des mesures pour des délais différents et nous stipulerons alors clairement les valeurs des différents
délais pour ces simulations.

Nous avons vu que dans les opérateurs asynchrones, il y a toujours propagation des signaux,
qu’ils transportent une valeur égale a “1” ou a “0”. Avec l'utilisation du codage 3 états vu en 4.1.1,
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un signal dont la valeur n’est pas encore connue est dans 1’état invalide. Il nous faut donc définir ce
que ’on entend par propagation et génération de la retenue. Dans le cas synchrone, la propagation
de la retenue signifie la propagation d’un signal électrique a “1”. En asynchrone, les choses sont
différentes. Les notions de propagation et de génération sont définies relativement a la fonction
que réalise une cellule full-adder. Nous avons représenté dans le tableau suivant les différents cas
possibles pour la valeur de la retenue sortante c¢;; en fonction des valeurs des deux bits d’entrée
a;, b; et en fonction de la valeur de la retenue entrante c;.

[ai [bi]  cn |
0] 01 O (génération)

0 | 1| ¢ (propagation)
1| 0| ¢ (propagation)
111

1 (génération)

Il y a donc génération de la retenue sortante lorsque a la seule vue des deux bits «; et b; on
peut déterminer la valeur de cette retenue et propagation dans le cas contraire.

Les caractéristiques statistiques des additionneurs asynchrones qui vont étre mesurées dépendent
bien évidemment de la distribution des nombres en entrée. Dans la suite, nous allons supposer une
distribution uniforme des bits dans les opérandes. C’est-a-dire que chaque bit a la probabilité %
d’étre & “1” ou a “0”. Il est bien clair que la distribution réelle des valeurs des entrées dépend
du contexte d’utilisation de I’additionneur. Par exemple, dans le cas des additions utilisées pour
le calcul des adresses dans un processeur, la distribution des entrées est tres loin d’étre uniforme
(multiples des tailles des pages, longueur des boucles...). Par contre on vu au premier chapitre,
lors de la modélisation probabiliste de I’arrondi exact des fonctions élémentaires, que les mantisses
des nombres flottants peuvent étre vues comme des chaines aléatoires de “1” et “0” distribués
avec équiprobabilité (cf les travaux de Feldstein et Goodman [FG76]). La distribution uniforme,
meéme si elle n’est pas toujours représentative de la réalité, permet de comparer les différents
additionneurs asynchrones entre eux. Elle permet aussi de simplifier les calculs de la modélisation
mathématique. Nous utilisons la méme distribution des entrées en simulation et dans la modélisation
mathématique pour vérifier que ces deux approches représentent les mémes choses. Nous verrons
que la connaissance de certaines particularités d’une distribution réelle peuvent étre utilisées pour
optimiser certains additionneurs. Toutes nos études seront faites dans le cas ol tous les bits des
opérandes sont présents au début du calcul.

4.3.1 Additionneur séquentiel

[’additionneur séquentiel est I’additionneur le plus simple. La structure d’un additionneur sé-
quentiel binaire est rappelée Figure 4.6. Nous avons vu que Burks, Goldstine et Von Neumann ont
montré dans [BGN46] que le temps moyen de calcul de cet additionneur est en O(log, n). Nous
avons effectué différentes simulations sur cet additionneur afin de mesurer les autres caractéris-
tiques : ’écart-type du temps de calcul, la distribution du temps de calcul et la distribution du
temps de fin de calcul des bits de somme et de retenue. La correction de I'opérateur a été testée
exhaustivement pour des tailles allant jusqu’a 12 bits.

Tests exhaustifs sur un additionneur séquentiel 8 bits

Nous avons effectué des tests exhaustifs sur un additionneur 8 bits pour obtenir I’ensemble de
ses caractéristiques. La Figure 4.7 présente la distribution du temps de calcul de cet additionneur
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Fia. 4.6 — Additionneur binaire séquentiel sur n bils.

(rappel : tous les délais sont égaux a 1).

t | p(t)

1/0.00 03

2 | 0.02

31031

410.36 £

510.19 ¥ o

6 | 0.08

710.03

8 10.01 1

1 2 3 4 5 6 7 8
temps

F1G. 4.7 — Distribution du temps de calcul pour un additionneur séquentiel 8 bits (test exhaustif).

Pour chaque pas de simulation ¢ (ici les entiers de 1 a 8 car les délais sont égaux a 1), on donne
la proportion p(t) de la population dont le calcul s’est terminé au temps ¢. C’est-a-dire le rapport :

nombre de couples des entrées dont ’addition se termine au temps ¢

nombre de couples total

dans ce cas, le nombre de couples total est 28%2.
[’histogramme représente la distribution du temps de calcul. Les abscisses représentent le temps
t et les ordonnées les pourcentages de la population p(¢). La barre d’abscisse ¢ & donc une hauteur

de p(t).

Les valeurs mesurées sont (délais unitaires) :

e temps moyen: 4.16

e écart-type: 1.18

Les Figures 4.8 et 4.9 représentent respectivement la distribution du temps moyen d’établisse-
ment des bits de somme et celle des bits de retenue. Les histogrammes doivent étre lus différemment
car les abscisses représentent les numéros de cellules et les ordonnées le temps. Une barre dans 'un
de ces deux histogrammes située & Dabscisse i et de hauteur k signifie que la i*™¢ cellule (en par-
tant des poids faibles) délivre son bit de retenue (ou de somme) en un temps moyen égal a k. Les
tableaux correspondants donnent pour chaque cellule ¢ le temps moyen d’établissement £(7) du bit
de somme (ou de retenue) de cette cellule.
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Fic. 4.8 — Temps moyen d’établissement des bils de somme pour un additionneur séquentiel 8 bils
(test exhaustif).
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Fic. 4.9 — Temps moyen d’établissernent des bits de retenue pour un additionneur séquentiel 8 bits
(test exhaustif ).

Tests par tirages aléatoires pour un additionneur séquentiel 32 bits

Nous avons simulé et mesuré les performances d’un additionneur séquentiel 32 bits. Les mesures
ont été faites sur une distribution uniforme des entrées. La Figure 4.10 présente la distribution du
temps de calcul de cet additionneur. Les Figures 4.11 et 4.12 présentent le temps d’établissement
moyen des bits de somme et de retenue. Les valeurs mesurées sont (délais unitaires) :

e temps moyen: 6.28
e écart-type: 1.66

Le parallélisme dynamique est parfaitement illustré sur les Figures 4.11 et 4.12. Par exemple,
tous les bits de somme sont calculés au plus aprés 3 unités de temps en moyenne (sauf pour les tout
premiers bits). On voit bien sur ces figures que les calculs s’effectuent indépendamment les uns des
autres alors qu’ils étaient a priori tous interdépendants. Ces valeurs 2 et 3 pour le temps moyen
d’établissement des bits de retenue et de somme proviennent simplement de la longueur moyenne
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t | pt) t | pd) t | p)

1 | 0.00 12001 231 0.00 —

2 | 0.00 13 | 0.00 24 | 0.00

3 10.00 14 | 0.00 25 | 0.00

4 1 0.09 15 | 0.00 26| 0.00 | . -

5 10.26 16 | 0.00 271 0.00 | ¢ ol

6 | 0.27 17 | 0.00 28 | 0.00 | ¢

7 10.17 18 | 0.00 29 | 0.00

8 |0.09 19 | 0.00 30 | 0.00

9 |0.05 20 | 0.00 31 | 0.00

10 | 0.02 21 | 0.00 32 | 0.00 L T |
11001 |22]0.00 R R R Rt

F1G. 4.10 — Distribution du temps de calcul pour un additionneur séquentiel 32 bits (lests aléatoires).

i [10) i [10) i ()

1 [1.00] [12]2.99| [23]3.00

2 12.00] | 131299 |24]3.00 2t

31249 | 141299 |25]2.99

4 1275 [ 151299 |26 |2.99

5287 |16 299 |27]299| ¢

6 1293 [171299] | 28300 = |

7 1296 | [18]2.99]| |29 |3.02

8 1297 [ 191299 |30]3.01

9 1298 [20]3.00]| |31]3.00

101299 |21]299]| |32]3.00 | | | | | |
111299 | |22 3.00 ' s O

Fia. 4.11 — Temps moyen d’établissement des bils de somme pour un additionneur séquentiel 32
bits (tests aléatoires).

des chaines de retenue (attention, il ne s’agit pas de la longueur moyenne de la plus longue chaine
de retenue qui est log, n). En effet, avec une distribution uniforme des entrées, la probabilité qu’il
y ait propagation sur p cellules full-adder consécutives est 27P. La longueur moyenne de ces chaines

est donc:
n

. — 1 n
E 1 X2 =2— - —
277,—1 Qn

i=1

La longueur moyenne des chaines de propagation de retenue est donc tres proche de 2 car
rapidement les deux termes négatifs sont négligeables lorsque n augmente (par exemple, pour n = 8
on a 1.961). Il est donc tout a fait logique que les bits de retenues soient tous disponibles (sauf les
tous premiers qui sont obtenus plus rapidement) apres seulement 2 unités de temps en moyenne.
Les bits de somme nécessitant dans 50 % des cas la valeur de la retenue entrante, ils sont tous
disponibles (sauf les tout premiers qui sont obtenus plus rapidement) apres 3 unités de temps en
moyenne.
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IO T 10 710
1100 [12]1.99] [23]2.00

2 11.49 ] | 131199 |24 1.99 °

31175 ] | 141199 |25]1.99

4 187 [15]1.99] |26 | 1.99 ‘

51.93] |16]1.99 | [27]2.00| & .

6 | 1.96 17 | 1.99 28 | 2.02 |

7 11.97] |18]1.99| |29 2.01

8 11.98] | 19200 |30]200

9 [1.99| [20]1.99] |31]2.00

101199 | 21]200]| |32]1.99 | | | |
11199 |22]2.00 ' o o oo

Fic. 4.12 — Temps moyen d’établissernent des bils de retenue pour un additionneur séquentiel 32
bits (tests aléatoires).

Temps moyen et écart-type pour différentes tailles de ’additionneur séquentiel

Le Tableau 4.1 donne la moyenne et ’écart-type du temps de calcul pour quelques tailles
d’additionneurs séquentiels. La Figure 4.13 représente le temps moyen de calcul (courbe du milieu)
en fonction de la taille (comprises entre 8 et 128). Les deux autres courbes de part et d’autre du
temps moyen représentent le temps moyen plus ou moins une fois la valeur de ’écart-type.

‘ taille H temps moyen ‘ écart-type

8 4.16 1.17
16 5.24 1.49
24 5.85 1.60
32 6.28 1.66
53 7.04 1.74
64 7.31 1.75
80 7.63 1.78
128 8.32 1.80

TaB. 4.1 — Valeur moyenne et écart-type du temps de calcul de quelques addilionneurs séquentiels.

On constate que le temps moyen mesuré est fait un peu supérieur & log, n. Ceci s’explique car
le temps moyen de calcul est le temps correspondant & la la longueur moyenne de la plus grande
chaine de propagation de la retenue. Cette est longueur est inférieure a log, n ([BGN46]). En fait,
on a donc bien un temps moyen de calcul égal a la longueur moyenne de la plus grand chaine de
propagation de la retenue plus une constante (le nombre de portes traversées est donc inférieur a

log,n+ 1).

Influence des délais des portes

Nous avons effectué des tests en faisant varier les délais des fonctions qui délivrent les bits de
somme et de retenue. Le Tableau 4.2 donne la valeur moyenne et 1’écart-type du temps de calcul

104



ADDITIONNEURS ASYNCHRONES 4.3

T : | | | |
moyenne ——
12 moyenne + ecart-type ---- |
moyenne - ecart-type -----
10 “”/H”/“Wﬁm |
%) 8 - |
Qo
£
i)
| 4
| 4
2 ] | | | | I
0 20 40 60 80 100 120 "

taille

Fia. 4.13 — Valeur moyenne et écart-type du temps de calcul des additionneurs séquentiels de taille
comprises entre § et 128.

d’un additionneur séquentiel de 128 bits dont on fait varier les délais des sorties (somme et retenue)
des cellules full-adder, 1a Figure 4.14 est l'illustration graphique de ce tableau.

QA e somme | temps moyen [ écart-type
tL 1.73 0.18
2 4.66 0.90
o 8.32 1.80
: 7.82 1.80
5 7.43 1.80

TAB. 4.2 — Influence des délais des sorties des cellules FA sur la moyenne et lécart-type du temps
de calcul pour un additionneur séquentiel 128 bils.

Bien évidemment, il était prévisible que I'influence du délai des bits de retenue soit beaucoup
plus grande que celle du délai des bits de somme. Nous verrons dans la suite que ces variations des
délais peuvent nous étre utiles pour essayer de voir quels sont les éléments qu’il faut optimiser en
priorité dans un opérateur arithmétique asynchrone plus complexe.
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128 bits —

temps

ratio

Fic. 4.14 — Influence des délais des sorties des cellules FA sur la moyenne du temps de calcul pour
un additionneur séquentiel 128 bils.

4.3.2 Additionneur a retenue bondissante

L’additionneur a retenue bondissante de deux nombres de n bits (Figure 4.15) est basé sur un
découpage en b blocs de p bits avec n = b X p (voir [Mul89] pour le cas synchrone). L’idée de base
dans cet additionneur est de propager directement la retenue entrante dans un bloc a la sortie du
bloc siil y a effectivement propagation sur le bloc. Chaque bloc est composé d’un petit additionneur
séquentiel de p bits et d’une logique qui permet de détecter si il y a propagation sur chacune des
cellules full-adder du bloc. La détection de propagation sur une cellule FA se fait en utilisant a; $ b;
(& est le ou exclusif) qui est égal a 1 siil y a propagation (en fait, a; ©b; est déja calculé a I'intérieur
d’une cellule FA). La logique de détection de propagation sur le bloc est un arbre de cellules ET de
chacun des a; @ b; du bloc (comme p sera en général petit, la logique de détection de propagation
sur le bloc sera tres rapide).

p cellules FA

Doenrns

Fic. 4.15 — Additionneur a retenue bondissante avec b blocs de p bils.
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Il faut trouver un compromis entre la valeur de b et la valeur de p. Plus p est grand plus la
probabilité qu’il y ait effectivement propagation sur le bloc est petite (277). Mais plus p est grand
plus les bonds de la retenue sont importants, et donc plus le calcul est rapide. En synchrone, on
montre facilement que la taille optimale des blocs est p = \/n pour un découpage régulier ([LB61]),
et qu’il existe des techniques qui donnent de bons résultats pour les découpages en blocs de tailles
différentes ([GHMS8T]).

La taille optimale des blocs d’un additionneur a retenue bondissante asynchrone régulier dépend
des vitesses respectives des cellules full-adder et de la logique qui permet d’effectuer les sauts (que
pour simplifier nous avons noté MUX dans les tableaux).

La correction de notre additionneur a retenue bondissante a été testée exhaustivement pour
toutes les combinaisons possibles pour b et p avec b X p < 12 bits.

Tests exhaustifs

Nous avons effectué des tests exhaustifs sur un additionneur a retenue bondissante de taille 8
avec différents découpages pour obtenir I'ensemble de ses caractéristiques (moyenne, écart type et
distribution du temps de calcul). Les résultats correspondants sont donnés dans le Tableau 4.3.

délai FA = 1, délai MUX = 1 délai FA = 1, délai MUX = 0.5

‘ P ‘ b H moyenne ‘ écart type ‘ P ‘ b H moyenne | écart type
118 5.01 1.08 118 3.49 0.56
2|4 4.53 0.71 2|4 3.91 0.60
412 4.65 1.21 412 4.33 1.09
811 4.15 1.17 811 4.16 1.18

TAB. 4.3 — Additionneurs a retenue bondissante de taille 8.

On remarque que lorsque la logique de détection de propagation sur un bloc (délai MUX) est
beaucoup plus rapide qu’une cellule FA (tableau de droite), la taille optimale des blocs est 1. Ce
qui est logique étant donné que cela équivaut a avoir réalisé une nouvelle cellule FA dont la sortie
de la retenue a été optimisée en vitesse.

A délais égaux (tableau de gauche), le choix de la taille des blocs pour avoir un opérateur qui
calcule le plus vite possible est plus difficile a faire. En effet, la plus petite valeur moyenne du temps
de calcul est obtenu pour des blocs de taille 8. Cependant ce choix n’est pas le meilleur que 1’on
puisse faire car il ne tient pas compte de la valeur de I’écart type. En effet, on constate que pour des
blocs de taille 2 la distribution est plus “resserrée” que pour des blocs de taille 8 (4.53+0.71=5.24
contre 4.154+1.17=5.32). C’est ici que I'on remarque que la caractérisation compléte d’un opérateur
arithmétique asynchrone demande de connaitre non seulement la valeur moyenne du temps de calcul
mais aussi sa distribution. C’est un des points que nous avons essayé de mettre en avant dans ce
travail (cf [MTV97]). La distribution du temps de calcul d’un opérateur nous semble étre beaucoup
plus riche en information que la seule donnée de la valeur moyenne du temps de calcul.

Tests par tirages aléatoires

Nous avons effectué des tests aléatoires pour un additionneur a retenue bondissante de taille
128 pour différents découpages et pour différents délais des portes (FA et MUX). Les résultats
correspondants sont présentés dans le Tableau 4.4 et illustrés Figure 4.16. A titre de comparaison,
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FA =1, MUX = 0.1 FA =1, MUX = 0.5 FA =1, MUX = 1
P ‘ b moyenne | écart type || moyenne ‘ écart type || moyenne | écart type
1 | 128 2.73 0.18 5.65 0.90 9.31 1.80
2 64 4.24 0.09 5.24 0.46 6.70 0.93
3 43 H.87 0.43 6.38 0.48 7.06 0.66
4 32 6.92 0.80 7.35 0.81 7.89 0.84
5 26 7.59 1.10 7.99 1.10 8.50 1.10
6 22 8.00 1.31 8.40 1.31 8.90 1.32
7 19 8.23 1.47 8.62 1.49 9.10 1.52
8 16 8.30 1.61 8.66 1.64 9.11 1.69
16 8 8.37 1.80 8.57 1.84 8.82 1.91
32 4 8.34 1.80 8.43 1.82 8.55 1.86
64 2 8.32 1.80 8.36 1.80 8.40 1.82
128 1 8.32 1.80 8.32 1.80 8.32 1.80

TAB. 4.4 — Additionneurs a retenue bondissante de taille 128.

nous rappelons que la valeur moyenne et I’écart type du temps de calcul d’un additionneur séquentiel
de taille 128 sont respectivement 8.32 et 1.80.

Les courbes Figure 4.17 représentent le temps moyen d’établissement des bits de retenue pour
différentes tailles de blocs dans un additionneur a retenue bondissante de nombres de 128 bits (tous
les délais des portes sont égaux a 1). Ces courbes illustrent bien le temps gain de temps obtenu par
le saut direct d’un bloc ou il y a propagation.

Le Tableau 4.18 présente la valeur moyenne et ’écart type du temps de calcul de différents
additionneurs a retenue bondissante pour différents découpages. La taille optimale des blocs est 2
contre y/n dans le cas synchrone.

Nous présentons Figure 4.19 une comparaison entre la distribution du temps de calcul d’addi-
tionneurs a retenue bondissante et celle des additionneurs séquentiels de tailles 8, 16, 32, 64 et 128
(tous les délais sont égaux a 1).

Au vu de tous les résultats présentés dans cette section, on peut dire que ’additionneur a retenue
bondissante est un bon candidat pour I'implantation d’un additionneur asynchrone performant. En
effet, son temps moyen de calcul et sa distribution sont meilleurs que ceux d’un additionneur
séquentiel. De plus, nous verrons dans la prochaine section, qu’il présente quasiment les mémes
caractéristiques temporelles que des additionneurs beaucoup plus volumineux.

Une amélioration sensible de I’additionneur & retenue bondissante serait de prendre en compte
plusieurs niveaux de saut de blocs. C’est a dire d’utiliser une architecture qui détecte la propagation
sur plusieurs blocs consécutifs et de sauter tous ces blocs si il y a lieu. La logique utilisée pour la
détection de la propagation sur plusieurs blocs consécutifs est particulierement simple puisqu’elle
consiste en un simple “ET” des informations de propagation sur les blocs. Toutefois, le nombre
de niveaux a utiliser ne doit pas étre trop important pour différentes raisons. Premierement, la
longueur moyenne de la plus longue chaine de la propagation de la retenue étant inférieure a log, n,
le nombre de blocs a sauter d’un coup est de I'ordre de logom Deuxiemement, la logique asynchrone
qui permet de choisir entre la valeur de la retenue entrante et celles des retenues entrantes des blocs
précédents (lors des sauts de plusieurs blocs consécutifs) devient de plus en plus complexe lorsque
le nombre de niveaux augmente. Pratiquement, nous pensons que le “bon” nombre de niveaux est
2 ou 3 pour des additionneurs de tailles “raisonnables” (inférieures a 64).
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10 T T T T T T

temps
o
T
1

2 1 1 1 1 1 1
1 2 4 8 16 32 64 128
taille des blocs

Fia. 4.16 — Temps moyen de calcul pour différents délais des portes dans des additionneurs a retenue
bondissante de taille 128 pour différents délais relatifs des portes.
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Fic. 4.17 — Temps moyen d’établissement des bits de retenue pour différents additionneurs a retenue

bondissante de taille 128.
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‘ D ‘ b H moyenne | écart type

1 8 5.01 1.08
2 4 4.53 0.71
4 2 4.65 1.22
8 1 4.16 1.17
1 16 6.19 1.48
2 8 5.16 0.79
4 4 5.86 1.22
8 2 5.66 1.62
16 1 5.24 1.49
1 32 7.26 1.66
2 16 5.68 0.85
4 8 6.70 1.06
8 4 6.91 1.76
16 2 6.53 1.74
32 1 6.28 1.66
1 64 8.30 1.75
2 32 6.19 0.91
4 16 7.34 0.95
8 8 8.06 1.75
16 4 7.71 1.85
32 2 7.45 1.79
64 1 7.31 1.75
1 | 128 9.31 1.80

64 6.70 0.93
4 32 7.89 0.84
8 16 9.11 1.69
16 8 8.82 1.91
32 4 8.55 1.86
64 2 8.40 1.82
128 | 1 8.32 1.80

Fia. 4.18 — Valeur moyenne et écart type du temps de calcul de quelques additionneurs a retenue
bondissante (délais égauz a 1).

Nous travaillons actuellement en collaboration avec Marc Renaudin du CNET a la conception
d’un additionneur a retenue bondissante a plusieurs niveaux.

Estimation du temps moyen de calcul d’un additionneur a retenue bondissante

Nous donnons ici une estimation du temps moyen de calcul d’un additionneur a retenue bon-
dissante. Les notations sont: n est le nombre de chiffres des opérandes et p est la taille des blocs.
On fixe le délai d’une cellule FA & 1. Le temps moyen de calcul de cet additionneur est :

log, n
T(p) =Fkip+ ks 82
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Fia. 4.19 — Comparaison de la distribulion du temps de calcul d’additionneurs a retenue bondissante

(CSkA) et d’additionneurs séquentiels (RCA).
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ou k9 est le délai de la cellule de décision des sauts relativement & celui d’une cellule FA. Le terme
kglog—"’n est donc le temps nécessaire pour sauter les blocs qui sont dans la plus longue chaine de
propagation de la retenue en moyenne. Le terme kqp est la conséquence du découpage d’une chaine
de taille logyn par des blocs de taille p. En effet, le nombre de blocs sautés en moyenne n’est
probablement pas un multiple de p et donc pour majorer le temps moyen nous supposons qu’il y
a un bloc dans lequel presque toutes les cellules FA propagent la retenue d’otu le coeflicient &y qui

est un peu inférieur a 1.

Le minimum du temps moyen de calcul est obtenu pour p,,;, = \/’g—f log, n, et on a donc:
T(pmzn) =2 kle 10g2 n

4.3.3 Additionneur a sélection de retenue

Nous présentons dans cette section un additionneur a sélection de retenue (CSeA pour carry
select adder) asynchrone. Cet additionneur a un temps moyen de calcul en O(y/log, n) tout comme
I’additionneur & retenue bondissante mais avec une surface plus importante. La Figure 4.20 présente
I’architecture de cet additionneur. L’idée de base est d’utiliser des blocs avec deux additionneurs
séquentiels de p bits pour anticiper les valeurs des retenues entrantes. [.’un des deux additionneurs
séquentiels calculant avec une retenue entrante égale & 0 et "autre avec une retenue entrante égale
a 1. Il suffit ensuite d’un simple systéme de multiplexeurs pour sélectionner les sorties (bits de
somme et la retenue) qui correspondent a la bonne retenue entrante. Nous avons ajouté un petit
perfectionnement rendu possible par 'utilisation de la logique asynchrone. Si les retenues sortantes
des deux additionneurs séquentiels sont différentes, c’est qu’il y a génération d’une retenue dans le
bloc (génération a 1 ou a 0) et la valeur générée est donc transmise au bloc suivant dés que possible

(portes XOR et MUX).

A% B% A%—lB%—l A%_Q B%_Q Az B3 Az Ba Ay By
S0 J4 U0 JU0 J0 U0
<—0OO0O0 0
o < < < $
S% Sﬁ—l S%_g Sa Sa Sh

Fic. 4.20 — L’architecture globale de l'additionneur a sélection de retenue.

En appliquant récursivement la stratégie de découpage en blocs en obtient en synchrone un
temps de calcul de O(log, n) (avec toutefois des portes ayant une sortance (fan-out) non bornée).
En utilisant une technique similaire a celle présentée dans la section précédente pour ’additionneur
a retenue bondissante on montre que le temps moyen de calcul d’un additionneur a sélection de
retenue est en O(/log, n) (I'ensemble des résultats relatifs a cet additionneur ont été publiés dans
[MTVIT]).

Tests aléatoires

Nous présentons Figure 4.22 une comparaison entre le temps moyen de calcul d’additionneurs
a sélection de retenue et celui des additionneurs séquentiels de méme taille. Tous les délais sont
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By,

Ay
additionneur séquentiel p bits
h U 1 4 4
_|_

<— 1 + =0 <

_I_
U

Fic. 4.21 — L’architecture d’un bloc de Uadditionneur a sélection de retenue.
égaux a 1.
Le Tableau 4.5 donne le temps moyen de calcul pour différents additionneurs a sélection de

retenue en comparant avec le temps moyen de calcul des additionneurs séquentiels de méme taille
(tous les délais sont égaux a 1).

tailles CSeA RCA
taille des blocs

2 | 3 ] 4|5

16 4.09 | 4.35 | 4.48 | 4.90 || 5.24

32 4.66 | 4.80 | 5.10 | 5.44 || 6.28

64 5.17 | 5.19 | 5.60 | 5.97 || 7.31

128 5.69 | 5.49 | 5.95 | 6.48 || 8.32

TAB. 4.5 — Temps moyen de calcul de quelques additionneurs a sélection de retenue.

La Figure 4.23 présente une comparaison entre la distribution du temps de calcul d’un addi-
tionneur & sélection de retenue de taille 128 et d’un additionneur séquentiel de méme taille pour
différents découpages.

Nous avons effectué des comparaisons entre ’additionneur a sélection de retenue et 1’addi-
tionneur a retenue bondissante. Les caractéristiques temporelles (valeur moyenne, écart type et
distribution du temps de calcul) sont équivalentes avec des délais unitaires pour toutes les portes.
Il nous faut attendre d’avoir plus avancé la réalisation pratique de ces additionneurs pour effectuer
des comparaisons plus précises au niveau du comportement temporel. Toutefois, la taille d’un ad-
ditionneur a sélection de retenue est environ deux fois plus grande que celle d’un additionneur a
retenue bondissante. Il est donc tout a fait raisonnable de penser que 'additionneur a sélection de
retenue sera moins performant qu’un additionneur a retenue bondissante a plusieurs niveaux.
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Fic. 4.22 — Comparaison entre le temps de calcul moyen d’additionneurs a sélection de retenue et

des additionneurs séquentiels de méme taille.
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Fic. 4.23 — Distribution du temps de calcul d’un additionneur a sélection de retenue de taille 128

pour différents découpages avec comparaison de ladditionneur séquentiel de méme taille.
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4.4 Modélisation probabiliste des additionneurs asynchrones

4.4.1 Introduction

Nous présentons dans cette section les premiers résultats que nous avons obtenus sur la modé-
lisation probabiliste des additionneurs asynchrones. Nous nous sommes intéressé au cas des addi-
tionneurs réguliers (modéle pour les additionneurs séquentiels, a retenue bondissante, a sélection de
retenue). On trouve dans [GO96] une étude des additionneurs a évaluation anticipée de la retenue
(carry look ahead).

Nous avons commencé notre étude par l'utilisation de fonctions génératrices de probabilité
pour essayer d’obtenir les expressions des différentes caractéristiques des additionneurs asynchrones
(valeur moyenne, écart type et distribution du temps de calcul). Nous verrons que cette modélisation
ne permet pas de trouver (pour le moment) une expression simple de ces caractéristiques. Cette
modélisation nous permet toutefois de quantifier numériquement ces caractéristiques.

Pour obtenir numériquement les caractéristiques des additionneurs asynchrones de facon plus
rapide nous avons abordé une deuxieéme modélisation basée sur les chaines de Markov.

Dans cette section, nous notons P la probabilité, E I'espérance et Var la variance.

4.4.2 Modéle de base

Les opérateurs asynchrones sont habituellement modélisés par des graphes de cellules (ou téches)
communiquantes. Les sommets du graphe sont les éléments de calcul (portes logiques de base ou
complexes, éléments de mémorisation...). Dans le cas des additionneurs séquentiels binaires ce
sont les cellules full-adder. Les arcs du graphe sont les signaux que se transmettent les cellules
adjacentes. Les signaux peuvent étre vus comme des couples (v, d) ou v est la valeur numérique ou
logique transmise et ou d est la date & partir de laquelle cette valeur est valide. Cette modélisation
des signaux est due a la nature méme des techniques de communication dans les circuits asynchrones.
Par exemple, dans le codage double rail les deux bits permettent de coder les deux valeurs valides
0 et 1, mais aussi un état particulier qui indique que le signal n’est pas encore valide.

Le fonctionnement d’une cellule est relativement simple. Chaque sortie d’une cellule délivre au
plus tot la valeur de la fonction correspondante pour les valeurs présentes sur les entrées de la
cellule. Des qu’une configuration des valeurs des entrées permet de déduire la valeur de la sortie,
le signal de sortie est validé avec une date égale a la date de la derniere entrée arrivée plus le délai
correspondant a la fonction (et aussi aux valeurs de entrées).

Certaines cellules vont donc pouvoir délivrer leurs signaux de sortie avant méme que toutes les
contraintes de précédence potentielles entre les opérations soient vérifiées car dans certains cas, la
contrainte de précédence disparait pour certaines configurations particuliéres des entrées (les cas
de génération de retenue pour l'addition). Le graphe va donc se transformer en un ensemble de
sous-graphes qui calculent de fagon indépendante les uns par rapport aux autres, méme si a priori
des contraintes de précédence potentielles pouvaient les lier. C’est le parallélisme dynamique des
opérateurs asynchrones.

Cette modélisation des opérateurs asynchrones par un graphe de cellules qui communiquent
avec des signaux qui transportent a la fois la valeur transmise et sa date de validité permet une
grande modularité dans la modélisation. En effet, les cellules peuvent étre aussi bien des portes
logiques de base pour décrire une porte complexe que des macro-cellules (additionneurs, mémoires,
...) pour décrire des systémes plus complexes.
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Dans le cas des opérateurs qui nous intéressent (les additionneurs réguliers basés sur des décou-
pages en blocs), le graphe correspondant est trés simple (voir la Figure 4.24).

ep €; €1
J y y y y
cp Cp_1 c; Ci—1 C1 Co
< T, T T <~
v v v v v
Sp S; S1

Fic. 4.24 — Modéle de base du découpage en blocs d’un additionneur asynchrone.

Les entrées de la cellule ou tiche T; sont de deux types. La portion e; des arguments de 'opéra-
teur arithmétique qui correspondent a la cellule (les deux bits a; et b; dans le cas d’un additionneur
séquentiel binaire) et la retenue de la cellule précédente ¢;. L’entrée e; peut tres bien étre un en-
semble plus important de chiffres des arguments comme dans le cas des additionneurs ayant des
blocs de taille supérieure ou égale a 2. La sortie s; de la cellule est ’ensemble des bits de la somme
correspondant aux entrées.

Dans les additionneurs asynchrones, ce qui fait le parallélisme dynamique c’est la détermination
possible dans certains cas de la valeur de retenue sortante a partir des seules valeurs des entrées.
On a représenté ci-dessous les différentes configurations possibles dans le cas d’un additionneur
séquentiel binaire.

[ai bl  cinn |
0 | 0| O (génération)
0 | 1| ¢ (propagation)
1| 0 || ¢ (propagation)
1| 1] 1 (génération)

Chaque signal est modélisé par une variable aléatoire X correspondant a la retenue entre deux
cellules adjacentes dans le graphe. Cette variable représente le fait qu’il y ait propagation ou
génération.

Y — { 1 siil y a propagation
0 siily agénération

Pour déterminer le temps de calcul de 'opérateur composé de n cellules, nous modélisons les
retenues par les variables Xy, X9, ... X, associées aux retenues respectives ¢y, ¢q, ..., ¢,. Les
hypotheses probabilistes sur les X; sont:

e les X; sont indépendantes: ce qui est justifié si on suppose que les entrées des cellules sont
indépendantes.

e les X; sont de méme loi: les cellules sont de méme taille et de méme structure, et les entrées
ont la méme distribution dans chaque cellule.

Soit p; la mesure de probabilité associée a X;. On note p =P(X; =1) = 1;(1),0 < p < 1, la
probabilité d’avoir propagation entre la cellule i et la cellule i + 1 (dans le cas de I’additionneur
séquentiel avec des entrées de loi uniforme on a p = %) Pour simplifier les notations on note

g=1-p.
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Soit Q I’espace des suites de {0, 1}, Q est muni de la mesure de probabilité produit @u;. Une
configuration de taille n est une suite finie de n bits considérés comme les n premiers bits d’une
suite s de :

(X1, X, ., X,)

Le temps de calcul pour chaque combinaison des entrées est le nombre de propagations de
retenues dans I’additionneur plus une fois le délai d’une cellule. On suppose que les cellules ont des
délais unitaires quelles que soient les valeurs des entrées. On définit donc la variable aléatoire M, :

M,: @ — {0,1,...,n}
s +— le nombre maximum de X; a“1” consécutifs dans les n premiers bits de s

ou 8= {S1,82,...,8,...} EQ

Notre but est la détermination de la loi de distribution de probabilité de M,,. En effet, de la loi
de M, on déduit valeur moyenne du temps de calcul, sa variance et sa distribution.

La variable aléatoire M,, nous renseigne sur le temps nécessaire pour arriver dans I’état final de
I'opérateur mais pas sur son comportement temporel. Nous définissons la variable aléatoire 7 :

7 Q@ — NU{+oo}
s — inf{n>k|s,=s,-1=...=8p_+1 = 1}

Par convention, 7, = +0o lorsque s ne contient aucun bloc de “1” de taille £ (lorsque les X;
sont indépendant et identiquement distribués et p > 0 on a alors P(1; = +00) = 0).

7t est le premier instant d’apparition d’une suite de X; consécutifs, égaux a 1 et de taille &
pour une configuration donnée. Dans une configuration de taille n, la valeur de 7 est forcément
supérieure a k et inférieure ou égale a n. Pour n < k, la premiere suite de longueur & dans une
configuration de taille » ne peut pas encore exister, on a donc +0o comme valeur de 7, dans ce cas.

Bien évidemment, les variables aléatoires M, et 7, sont étroitement liées. En effet, si dans une
suite de taille n il y a au moins k X; consécutifs égaux a 1 alors 'instant d’apparition de cette suite
est au plus égale & n. On a donc I’égalité entre les événements:

(M, > k)= (1 < n)

On va donc rechercher aussi la loi de 73 pour caractériser le comportement temporel de nos
additionneurs.

Les configurations qui ménent a 75 sont les suites de © qui se terminent par k£ “1” consécutifs.
L’ensemble des configurations de taille n de  qui menent a 75 est (ou € est le mot vide) :

+oo

Ck::J(<6+1+11+111+m+11im1>0> 1111k...1 (4.1)
n= -1

Nous allons maintenant étudier différentes techniques pour déterminer les principales caracté-
ristiques statistiques du temps de calcul moyen de nos opérateurs.
4.4.3 Modélisation par les fonctions génératrices

On trouve dans [GKP94] une technique qui permet d’obtenir la fonction génératrice d’une
variable aléatoire a partir de la définition en terme de langage de ’ensemble des configurations
correspondant & cette variable. Cette technique consiste & remplacer dans I’expression qui définit
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les configurations correspondantes a la variable étudiée les symboles du langage associé par leur
probabilité de réalisation.

On obtient la fonction génératrice ¢ () de 71 en utilisant cette technique a partir de la définition
de C}, (équation 4.1). On a donc:

+oo

dr(x) = Z((1+pw+(pm)2+---+(px)’“"1>qw)n(pm)’“
400

)

n=0

Notre but est de déterminer la distribution de probabilité de la variable aléatoire M, c’est-a-
dire de déterminer les quantités p,, , = P(M,, = k). On note G, (z) la fonction génératrice associée.

Gnlo) = B gt = 3 P(My = k)a* =} pnpa’
k=0 k=0

Soit H(z,y) la fonction génératrice associée a {G, ()}, oy« En pratique, la fonction génératrice
G, permet de calculer p, ; pour n fixé et la fonction génératrice H permet de faire varier n.

On a donc

+oo
H(z,y) = D Gala)y"

+oo n

= D pasaly”

n=1k=0
Or on sait que les événements (M, > k) et (7, < n) sont identiques, on peut donc écrire:
P(M, > kl = P(r < n)l
Yk P Yiz1 Plm=1)
A partir des définitions de H(z,y), de G,(z), et de Iégalité précédente on déduit :

400 n n  +oo
ZIQPM > k)akyn gzllf" TE < n)y (4.2)

On montre que

ZIP’ (T < m) = % (=) (4.3)

C1-y
avec
A(z) =2 ‘
. = (;akmk)(1+x2+x3+...)
= a0x0+(a0+a1)x1+...+(ao—}—a1+...—|—an)x”+...
400 k
= > (D eyt
k=0 ;=0
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Or
n
Pre<n)=)» P(rr=1)
k=1
On a donc:
Z]P’(J\/In > k)b = Zan,]xk
k=0 k=0 j=k
n n k—1
= Y (X paiet =Y puiet)
k=0 =0 =0
N——
=1
n k
= z* — an,g‘wk + pn,k$k>
k=0 7=0
1 — gntt nE "
= T1_z an,jm +Gn(2)
k=0 7=0
Gn(z) gnt!
1—x 1—x
1 —aGu(x)
- 1—=x
Donc

n=1 k=0 n=1
1 +co +co
T 1-a (Zyn - ngn(x)y“)
n=1 n=1
H(zy)
1
= 15 (f - w?'l(w,y))
= - H(x,y)

A partir des équations 4.2 et 4.3, on déduit :

— vy a(l-y)
quk(y)w =1 i H(z,y)
k=0

-z 1

Soit finalement

y -2 X
H(z,y) = - Z¢k(m)$k

t(1-y) =(l-y) =

On vérifie bien que:
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Pn0o = Pnn = 1

et

H(l,y) = %

De la fonction génératrice H(z,y), on déduit la moyenne, la variance et la distribution de M,,.
En effet,

4o n
,H($7y) = Zzpn,kmkyn
n=1 k=0
Donc
07—[ (x y R k=1
Dk
OH(z,y)
oz _— ;(Zk‘onk>
N———

EM,,

T . , s oOH
C’est-a~dire que les n premiers termes du développement en série de % en £ = 1 nous
donnent les valeurs moyennes de la plus longue chaine de propagation de la retenue pour des
additionneurs de taille 1 a n. Malheureusement, nous n’avons pas encore réussit a trouver une

expression simple de ces valeurs.

827{ ’ +o0 n n .
# - = 7; (;kQPn,k - kan,k>y

N——— ;,_/
EM,? EM-,

n'e

Var My, +EM2 —(EM,, )2

De la méme facon que pour la valeur moyenne, la variance de la longueur de la plus longue

2
chaine de propagation de la retenue se déduit du développement en série de %i—’yl en z =1.0n
peut aussi déduire les valeurs des coefficients p,, 1 en utilisant I’expression :

I U (z, y)
n E Pnk
n! k! dy” Ox

Cette modélisation ne permet malheureusement pas de trouver, pour le moment, une expres-
sion explicite simple pour les valeurs moyennes, les écarts types et les distributions (les p, 1) des
additionneurs asynchrones réguliers. Nous travaillons actuellement sur 'utilisation de résultats liés
aux nombres de Fibonacci généralisés (cf [SF96]) pour essayer de trouver les expressions du com-
portement asymptotique des différentes caractéristiques des additionneurs asynchrones réguliers.

Cette modélisation a base de fonctions génératrices de probabilité peut étre utilisée pour trouver
les valeurs numériques des caractéristiques des additionneurs asynchrones. Toutefois, le temps de
calcul nécessaire est trés important et nous avons donc choisi de développer une autre modélisation
a base de chalnes de Markov qui permet d’obtenir beaucoup plus rapidement la distribution du
temps de calcul de nos additionneurs.
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4.4.4 Modélisation par les chaines de Markov

Une autre possibilité pour modéliser les opérateurs asynchrones est I'utilisation de chaines de
Markov. Plus exactement, on peut avec une chaine de Markov relativement simple modéliser la
propagation des retenues a travers les différentes cellules de I’additionneur. La Figure 4.25 représente
le graphe de transition de I'automate associé a la chaine de Markov qui modélise la plus longue
chaine de propagation de la retenue. Les sommets représentent les valeurs de la longueur de la
chaine de propagation de la retenue, et les arcs représentent la probabilité de passer d’un état a
Iautre.

Fic. 4.25 — Chaine de Markov représentant un additionneur asynchrone
On sait que
P(r, < n) = Plautomate dans I’état k a I'instant n]
On peut calculer les différentes configurations II; de "automate avec la relation
Hn+1 = Hn X Ak

ou Ay est la matrice (de taille k&) de transition associée au graphe

g p 0 ... 0
L0

A = .o 0
g 0 0 p
0 0 1

et Ilp = (1,0,0,...,0)
On a donc II, =1Ig x A7 et P(; < n) est le dernier coefficient de II,,.

Prr=n) = P(me<n)-Pm<n-1)
My x A7™! x (A = 1)

On a donc ici une méthode qui permet de déterminer rapidement les coefficients p, .

Les premiers tests que nous avons effectué donnent des valeurs équivalentes a celles trouvées dans
nos simulations. Par exemple, nous donnons ici les résultats de la comparaison de la modélisation a
base de chaines de Markov avec ceux de la simulation d’un additionneur séquentiel de deux nombres
de 16 bits (distribution uniforme des entrées avec p = 1).

‘ H moyenne ‘ écart type ‘

modélisation 5.34 1.51
simulation 5.24 1.49
erreur relative 2% 1%
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4.5 Quelques autres opérateurs arithmétiques asynchrones

Nous présentons dans cette section les premiers résultats de ’étude d’opérateurs arithmétiques
asynchrones autres que ’addition. Dans un avenir proche, nous souhaitons étudier ’ensemble des
opérations classiques en arithmétique des ordinateurs (multiplication, division, racine carrée et les
fonctions élémentaires). Pour le moment, nous avons étudié le multiplieur de Braun et nous avons
quelques idées sur le diviseur de Guild. Cette section apporte beaucoup plus de questions qu’elle ne
donne de réponses, mais elle dégage un certain nombre de problemes a résoudre pour comprendre
un peu mieux les mécanismes sous-jacents dans les opérateurs arithmétiques complexes.

4.5.1 Multiplieur de Braun

Le multiplieur de Braun (cf [Mul89]) est une structure cellulaire trés simple et tres réguliere qui
est la traduction parallele directe de I’algorithme scolaire de multiplication en base 2. Un multiplieur
de Braun de deux nombres de taille 4 est présenté sur la Figure 4.26.

ao

\
P7r Ps Ps Pa P3 P2 P1 Po

Fic. 4.26 — Multiplieur de Braun 4 X 4.

Les points noirs représentent les cellules “ET” qui calculent les produits partiels a;b;, et les
boites des cellules full-adder. Pour simplifier le probleme, nous supposons que tous les produits
partiels sont calculés en parallele et nous ne nous intéressons qu’a la partie réduction (somme) des
produits partiels. Le temps de calcul dans le pire cas a une durée égale au temps de traversée de
n + p — 2 cellules FA. Les délais des cellules FA sont tous égaux a 1.

Le Tableau 4.6 et la Figure 4.27 donnent la distribution du temps de calcul d’un multiplieur de
Braun carré de nombres de 8 bits.

La Figure 4.28 représente le temps moyen de calcul de multiplieurs de Braun de taille n X n
pour n variant de 4 a 64.

La Figure 4.29 représente la distribution du temps de calcul de différents multiplieurs de Braun
(16, 32 et 64 bits). Les valeurs moyennes et les écarts types mesurés correspondants sont donnés
dans le Tableau 4.7.
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t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
p(t) | 0.00 | 0.00 | 0.01 | 0.01 | 0.03 | 0.04 | 0.10 | 0.20 | 0.28 | 0.14 | 0.11 | 0.05 | 0.02 | 0.01 | 0.00

TAB. 4.6 — Distribution du temps de calcul d’un multiplieur de Braun de taille 8 x 8.
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Fia. 4.27 — Distribulion du temps de calcul d’un multiplieur de Braun de laille 8 X 8.
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Fic. 4.28 — Temps moyen de calcul d’un multiplieur de Braun n X n.
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0.3 T T T T T T
16 bits —
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64 bits -
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F1G. 4.29 — Distribution du temps de calcul de différents multiplieurs de Braun nxn (n = 16,32, 64).

‘ taille H moyenne | écart type

16 17.6 2.04
32 33.5 1.96
64 65.6 2.03

TAB. 4.7 — Valeur moyenne et écart type du temps de calcul de différents multiplieurs de Braun.
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Multiplieur de Braun de taille n*p

Fia. 4.30 — Distribution du temps de calcul de différents multiplieurs de Braun n X p pour différentes
valeurs de n et de p.

Tous nos résultats indiquent un comportement du multiplieur de Braun en asynchrone assez
étonnant. La valeur moyenne du temps de calcul d’un multiplieur de Braun n X n est environ égale
a n. Sa distribution du temps de calcul est tres resserrée autour de sa moyenne, la valeur de I’écart
type du temps de calcul semble indépendante de la taille des opérandes (on a tout le temps une
valeur proche de 2).

Nous avons étudié I'influence de tailles différentes pour les opérandes (le multiplieur devient
“rectangulaire”). La surface présentée Figure 4.30 donne le temps moyen de calcul d’un multiplieur
de Braun de taille n X p en faisant varier n et p. Pour le moment nous n’avons pas trouvé de relation
simple qui nous permette de déterminer la valeur du temps moyen de calcul a la seule vue des tailles
n et p.

La structure du multiplieur de Braun a donc tendance a fortement “resynchroniser” d’elle méme
le temps de calcul autour de la moyenne. Le phénomeéne est trés complexe a analyser car il y a des
chaines de propagation de retenues dans toutes les directions dans le multiplieur de Braun. Pour le
moment, nous ne réussissons pas a expliquer cette distribution tres resserrée du temps de calcul.

La modélisation probabiliste d’un multiplieur est extréemement difficile car une hypotheése for-
tement simplificatrice dans le cas de ’addition n’est plus présente dans le cas de la multiplication :
I'indépendance des entrées des cellules FA. En effet, les entrées des cellules FA sont tres fortement
dépendantes les unes des autres. Par exemple, tous les produits partiels a;b; pour 7 ou j fixé sont
dépendants les uns des autres (ils ont un facteur commun). De plus, les entrées des FA dans une
diagonale dépendent des sorties des FA de la diagonale située juste au-dessus. Pour le moment,
nous n’avons par de modele simple et efficace pour la multiplication.
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Nous travaillons actuellement en collaboration avec Marc Renaudin sur la réalisation de multi-
plieurs rapides asynchrones basés sur des arbres (Wallace, OS tree, ZM tree.. ., cf [RH94b]).

La multiplication de deux nombres de n bits peut étre vue comme n additions de nombres de
n bits. L’asynchronisme permet-il alors de concevoir un multiplieur dont le temps moyen de calcul
soit inférieur & O(log, n) 7 Une réponse positive a cette question avec une architecture simple serait
sans aucun doute un argument important en faveur des circuits asynchrones.

4.5.2 Diviseur de Guild

Le diviseur de Guild (illustré Figure 4.31) est I'implantation la plus simple de la division non
restaurante en base 2 dans un réseau cellulaire [Mul89]. Ce diviseur fournit le quotient dans une
écriture signée, avec des chiffres qui valent 1 ou -1.

Yo 1 Y1 T2 Y2 z3 Y3 T4 Y4 0

NANANYANAY S ] IO
il

JEANAR AT RNANTIIE 0 B
ANANAT RV
ANRNANAYRN

FANANANRNRY

a4

=}

[~}
oy

=}
S

FiGc. 4.31 — Diviseur de Guild 5 bits.

Ce diviseur n’est pas employé en synchrone car le temps calcul dans le pire cas est quadratique
en la taille des opérandes (il faut passer dans toutes les cellules). Nous avons commencé ’étude
de ce diviseur car en asynchrone son temps moyen de calcul nous semble étre trés raisonnable
comparativement a des diviseurs plus complexes.

Le temps de calcul du diviseur de Guild en asynchrone est fortement dépendant du temps
nécessaire a chaque ligne de cellules FA pour fournir leur chiffre du quotient. En asynchrone ce
temps sera en général tres court car il dépend seulement de la longueur de la chaine de propagation
de la retenue qui arrive sur la cellule FA la plus a gauche. Nous avons vu dans le cas de I’addition
(chaque ligne du diviseur de Guild est un additionneur) avec une distribution uniforme des entrées
que la longueur moyenne de la chaine de propagation de retenue (pas la plus longue) est d’une taille
proche de 2. Dans le cas du diviseur, les entrées des lignes ne sont pas uniformément distribuées.
Mais peut étre la longueur moyenne n’est pas tres importante, auquel cas le temps moyen de calcul
du diviseur de Guild sera en O(n) avec une structure tres réguliere et trés simple? Nous travaillons
actuellement sur cet opérateur.
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4.6 Conclusion et perspectives

Nous avons vu que les circuits asynchrones offrent un cadre de réalisation pour les opérateurs
arithmétiques intéressant a de nombreux points de vue. Le calcul en temps moyen est probablement
la caractéristique la plus importante de ces opérateurs en asynchrone.

Pour I’addition, nous avons montré qu’en utilisant des additionneurs relativement simples (ad-
ditionneur a retenue bondissante et a sélection de retenue) on peut obtenir des opérateurs dont le
temps moyen de calcul est en O(4/log, n). Les meilleurs additionneurs en synchrone ont un temps
de calcul seulement en O(log, n).

Nous avons montré que la caractérisation du comportement temporel des opérateurs arithmé-
tiques asynchrones nécessite de connaitre non seulement la valeur moyenne du temps de calcul mais
aussi sa distribution pour choisir au mieux la structure la plus performante.

Nos modélisations probabilistes des additionneurs asynchrones méme si elles ne nous permettent
pas encore de trouver une expression simple de la valeur moyenne et de la distribution du temps de
calcul, elles nous ont permis de valider notre simulateur. En effet, nous avons vu que les résultats
donnés par les modélisations sont tres proches de ceux trouvés lors des simulations.

Notre facon d’appréhender le fonctionnement des opérateurs arithmétiques asynchrones s’est
beaucoup “affinée” durant cette étude commencée depuis peu. En effet, il nous a fallu penser les
différents mécanismes de communication des retenues (propagation, génération) de facon vraiment
asynchrone (passage d’un état non valide & un état “1” ou “0”). En fait, la facon de “penser”
les algorithmes est radicalement différente en asynchrone. Il faut essayer d’utiliser au mieux la
variabilité d’un calcul pour minimiser le temps moyen.

La conception d’opérateurs arithmétiques asynchrones performants est vraiment un axe de re-
cherche trés intéressant en arithmétique des ordinateurs. Elle nous oblige a minimiser le temps
moyen de calcul des algorithmes, ce qui est beaucoup plus complexe que de minimiser le temps
dans le pire cas (ce qui n’est déja pas forcément trés simple). Cela nous permet de voir les opéra-
tions arithmétiques et les algorithmes correspondants sous un autre point vue.

Les perspectives de ce travail sont nombreuses et de natures diverses. Les points suivants sont
les travaux qui sont en cours de réalisation ou que nous pensons aborder prochainement.

e Modélisation par les fonctions génératrices en se ramenant a des problemes liés aux nombres
de Fibonacci généralisés dans les chaines et les arbres digitaux (cf [SF96]). Nous espérons
pouvoir déterminer les expressions asymptotiques de la valeur moyenne, de la variance (écart
type) et de la distribution du temps de calcul. Ce résultat est important pour le domaine des
opérateurs arithmétiques asynchrones car pour le moment seule la valeur moyenne de quelques
additionneurs a été trouvée de facon formelle (additionneur séquentiel et a évaluation anticipée
de la retenue carry look ahead).

e Etudier le cas d’autres additionneurs avec des découpages non réguliers comme les addition-
neurs de Brent et Kung ([BK82]). Le principal probleme est alors la modélisation probabiliste
car les différents signaux entre les “étages” de calcul ne sont plus indépendants les uns des
autres.

e Etudier des multiplieurs plus complexes (arbres, recodages utilisant au mieux la variabilité
du temps de calcul...). Mais ici le probleme est encore la modélisation probabiliste de ces

opérateurs. La multiplication est une addition de plusieurs termes mais qui ne sont pas indé-
pendants les uns des autres.
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e Nous étudions l'influence de la distribution réelle des entrées sur la valeur moyenne et la
distribution du temps de calcul des opérateurs. Nous avons recu trés récemment des données
mesurées sur la longueur des chaines de propagation de la retenue dans les additions d’un
microprocesseur ARM. Nous pensons avoir prochainement des informations supplémentaires
sur ce sujet.

e Un dernier point important sur I’addition est d’essayer de trouver la valeur optimale du temps
moyen de calcul. Nous travaillons actuellement dans cette direction.

e La consommation des circuits intégrés est un critére tres important pour la réalisation de
systemes embarqués et d’appareils portables (cf [Fra79] page 29). Les opérateurs arithmétiques
asynchrones offrent des temps de calcul tres faibles avec des architectures trés simples. Par
exemple, un simple additionneur séquentiel effectue la somme de deux nombres de n bits
en un temps moyen de O(log, n) avec une architecture considérablement plus simple que les
additionneurs synchrones en O(log, n). Nous souhaitons comparer les versions synchrones et
asynchrones de différents opérateurs arithmétiques en terme de puissance consommeée.

e Nous pensons aborder le calcul de fonctions plus complexes comme la division, la racine
carrée et les fonctions élémentaires en utilisant des anneaux auto-séquencés (cf [Has95]). Cette
architecture asynchrone semble particulierement bien adaptée pour ’évaluation de fonctions
arithmétiques en utilisant des algorithmes a base d’additions et de décalages.
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Conclusion

ANS ce travail de these nous avons abordé différentes solutions pour améliorer les perfor-

mances de certaines opérations en arithmétique des ordinateurs. Dans le terme performances
nous regroupons différents aspects: la vitesse des calculs avec le systeme semi-logarithmique et les
opérateurs asynchrones, la fiabilité des calculs avec 'arrondi exact des fonctions élémentaires et
enfin le cott des calculs (taille des circuits) avec 'arithmétique en-ligne. Nous résumons ci-dessous
les différents themes que nous avons abordé durant cette these:

e L’arrondi exact des fonctions élémentaires

Apres avoir analysé le probleme, nous avons effectué des tests exhaustifs pour les fonctions
élémentaires en simple précision. Les résultats de ces tests permettent d’ores et déja de réa-
liser une bibliotheque de calcul certifié des fonctions élémentaires pour les nombres flottants
codés en simple précision. Parallelement, nous avons réalisé une modélisation probabiliste du
probleme et nous avons vérifié la validité de cette modélisation en effectuant des tests aléa-
toires pour les précisions supérieures (double et quadruple précisions). Tous les résultats que
nous avons obtenus montrent que la précision intermédiaire qui est en général nécessaire pour
arrondir exactement les fonctions élémentaires est un peu supérieure au double de la taille
des mantisses finales (aprés arrondi). En nous basant sur la stratégie multi-niveaux de Ziv,
nous avons proposé une solution pour la réalisation effective de ’arrondi exact des fonctions
élémentaires en machine avec un coiit raisonnable. En effet, avec cette stratégie incrémentale,
le temps moyen d’évaluation de ces fonctions ne sera presque pas augmenté par ’ajout de la
phase d’arrondi.

Les perspectives de cette étude sont multiples : les tests exhaustifs en double précision, une
bibliotheque de calcul en trés grande précision et une extension de norme IEEE 754 aux
fonctions élémentaires. Avec l'arrivée de Vincent Lefévre en thése dans notre équipe, nous
pensons pouvoir tester les fonctions élémentaires au moins dans des petits domaines dans
le cas de la double précision. Pour les précisions supérieures les tests exhaustifs ne seront
probablement jamais possibles. De plus, les bornes théoriques seront probablement améliorées
mais jusqu’a quel point? Nous avons donc commencé avec un stage de DEA la réalisation
d’une bibliotheque de calcul certifié des fonctions élémentaires sur plusieurs millions de bits.
Cette bibliotheque pourra étre utilisée pour réaliser le niveau ultime de la stratégie de Ziv.
Enfin, nous pensons qu’il est temps maintenant de penser a une extension de la norme IEEE
754 aux cas des fonctions élémentaires.

e Le systéme semi-logarithmique de représentation des nombres
Nous avons concu un nouveau systéme de représentation des nombres réels situé a mi-chemin
entre le systeme flottant et le systeme logarithmique. Ce systeme permet d’effectuer les addi-
tions et les soustractions plus rapidement et en utilisant moins d’espace que dans le systeme
logarithmique. Nous avons congu des algorithmes pour calculer les opérations de base (ad-
dition, soustraction, multiplication et division) et effectuer les conversions vers et depuis le
systeme flottant. Notre étude de I'erreur relative du systeme semi-logarithmique montre qu’il
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est comparable en précision aux systemes flottant et logarithmique.

Nous pensons implanter prochainement nos algorithmes pour réaliser un processeur semi-
logarithmique pour pouvoir effectuer des comparaisons réelles avec le systeme flottant. Dans
ce cadre, nous pensons aborder le probleme de I’évaluation des fonctions élémentaires dans le
systeme semi-logarithmique. De plus, nous avons initié une collaboration avec Bernard Girau
(coopérant au CSEM) sur I'utilisation du systéme semi-logarithmique dans une application
de réseaux de neurones basée sur des ondelettes.

e L’arithmétique en-ligne sur FPGA

Nous avons réalisé une bibliotheque complete d’opérateurs en-ligne adaptée pour des im-
plantations sur FPGA. Nous avons défini un systeme de conception du controle des opéra-
teurs en-ligne basé sur un fonctionnement local et totalement distribué. Cette technique de
controle permet de réaliser simplement et rapidement des circuits complexes intégrant un
grand nombre d’opérateurs en-ligne. Nous avons aussi développé une technique de validation
des algorithmes en-ligne qui peut étre utilisée facilement par le concepteur pour “debugger”
rapidement ses réalisations.

Les perspectives de ce travail sont ici encore assez nombreuses. En effet, nous poursuivons
I’élaboration de notre bibliotheque, en particulier, nous pensons ajouter dans les mois a ve-
nir des opérateurs en-ligne pour évaluer les fonctions élémentaires basés sur des techniques
de tabulation et d’approximations polynémiales combinées. Nous comptons étudier ’évalua-
tion des fonctions élémentaires en-ligne en utilisant des algorithmes a base d’additions et de
décalages. Dans une autre direction, nous pensons étendre notre bibliotheque pour des im-
plantations dans des circuits intégrés conventionnels (CMOS). L’étude de la consommation
des opérateurs en-ligne est aussi un point important que nous allons aborder durant mon
séjour post-doctoral.

e Les opérateurs arithmétiques asynchrones

Nous avons vu dans la derniere partie de cette these que les opérateurs asynchrones offrent
d’importants potentiels pour la réalisation d’opérateurs arithmétiques. Apres avoir présenté
les principaux aspects relatifs aux circuits intégrés asynchrones, nous avons étudié la réalisa-
tion et les performances de plusieurs types d’additionneurs asynchrones rapides. Pour cette
étude, nous avons mis au point un simulateur qui permet de tester différents algorithmes
avec une bonne précision (le modele utilisé est trés proche du fonctionnement réel des cir-
cuits asynchrones) et suffisamment rapide pour effectuer de nombreux tests statistiques pour
extraire les principales caractéristiques de ces opérateurs. Nous avons étudié en détail trois
additionneurs : I'additionneur séquentiel, ’additionneur a retenue bondissante et I"addition-
neur a sélection de retenue. En particulier, nous avons montré qu’il est possible d’effectuer
une addition de deux nombres de n bits en temps moyen O(/log, n) en utilisant des addition-
neurs de type retenue bondissante ou a sélection de retenue (la complexité de I'addition est
O(log, n)). Nous avons modélisé mathématiquement les comportements de ces additionneurs
en utilisant différentes techniques : les fonctions génératrices de probabilités et les chaines de
Markov. Bien que ces modélisations ne permettent pas d’obtenir facilement une expression
simple des caractéristiques statistiques de nos opérateurs, elles nous fournissent un cadre for-
mel robuste et puissant qui peut étre utilisé pour obtenir des données numériques utiles pour
la conception effective de ces opérateurs. Nous avons abordé le cas de la multiplication a tra-
vers le multiplieur de Braun et celui des autres opérateurs (division et fonctions élémentaires)
en utilisant des anneaux auto-séquencés.

132



CONCLUSION

Les perspectives de cette partie de la these sont nombreuses et variées. D’un point de vue théo-
rique, il reste encore beaucoup de points a étudier pour obtenir un modele précis et utilisable
du fonctionnement des opérateurs arithmétiques asynchrones. Nous pensons poursuivre avec
Jean-Marc Vincent (LMC-IMAG) nos travaux sur les différents aspects liés a la modélisation
probabiliste de ces opérateurs (fonctions génératrices, chaines de Markov). Le but ultime de
ce travail de modélisation est de réussir a obtenir une expression de la complexité asymp-
totique du temps de calcul moyen des opérateurs arithmétiques asynchrones. D’un point de
vue pratique, nous collaborons actuellement avec ’équipe de Marc Renaudin (CNET) sur la
réalisation a terme d’un ensemble d’opérateurs arithmétiques complet (addition, multiplica-
tion, division et fonctions élémentaires). Enfin, nous souhaitons continuer avec Jean-Michel

Muller (LIP) a étudier les mécanismes internes des opérations arithmétiques en asynchrone
pour mettre au point des algorithmes plus performants.
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ADEQUATION ARITHME'I:IQUE ARCHITECTURE
PROBLEMES ET ETUDE DE CAS
ARrRNAUD TISSERAND

Mots clés: arithmétique des ordinateurs, architecture des ordinateurs, arrondi exact, systéme logarithmique, calcul
en-ligne, circuits asynchrones.

Résumé : Les machines actuelles offrent de plus en plus de fonctionnalités arithmétiques au niveau matériel. Les
générations actuelles de processeurs proposent des opérateurs matériels rapides pour le calcul des divisions, des racines
carrées, des sinus, des cosinus, des logarithmes. .. La littérature du domaine montre qu’en changeant notre fagon de
représenter les nombres et/ou en utilisant des algorithmes spécifiques de calcul, il est possible de réaliser des opérateurs
matériels particulierement efficaces. Le but de cette thése est d’étudier et d’illustrer les liens profonds existants entre
larithmétique et I’architecture des ordinateurs & travers quatre problémes.

Les Opérateurs Arithmétiques Asynchrones permettent de calculer les fonctions arithmétiques (addition, multi-
plication, division) avec un délai variable. En particulier, nous avons développé un additionneur asynchrone dont le
temps moyen de calcul est O(+/Iog n).

L’ Arithmétique En-Ligne permet de réaliser des architectures ou les nombres circulent en série, chiffre par chiffre,
les poids forts en téte. L’intérét de cette arithmétique est de pouvoir calculer toutes les fonctions (en arithmétique
série poids faibles en téte, il n’est pas possible de calculer les divisions et les maximums) et d’obtenir des opérateurs
de petite taille avec un nombre d’entrées/sorties plus faible que leur équivalents paralléles.

L’ Arrondi Fxact des Fonctions Flémentaires consiste a déterminer la précision intermédiaire permettant de
toujours pouvoir arrondir “exactement” les résultats du calcul des fonctions élémentaires (sinus, cosinus, exponen-
tielle. .. ). Nous proposons dans cette thése une méthode qui permet d’arrondi exactement les fonctions élémentaires
assez rapidement.

Le Systéme Semi-Logarithmique de Représentation des Nombres est un systéme permettant d’effectuer rapi-
dement les calculs de problémes dont le nombre de multiplications/divisions est grand devant le nombre d’addi-

tions/soustractions.

ARITHMETIC ARCHITECTURE ADEQUACY
PROBLEMS AND CASE STUDY
ArNAUD TISSERAND

Keywords : computer arithmetic, computer architecture, exact rounding, logarithmic number system, on-ligne com-
putation, asynchronous circuits.

Abstract : Nowadays, computers offer more and more arithmetic functions wired in hardware. Last generations of
processors integrate fast hardware operators to evaluate divisions, square roots, sines, cosines, logarithms. .. Many
references in computer arithmetic stress on the fact that changing number representation and/or using specific
algorithms make it possible to build very efficient hardware operators. The goal in this thesis is to investigate and
illustrate the fundmental links between computer arithmetic and computer architecture through four real problems.

Self-Timed Circuits evaluate the arithmetic functions with variable input-dependent computation time. We have
developped low complexity asynchronous adders, including a space efficient adder with average computation time of
O(V/log n).

With On-Line Arithmetic, numbers flow serially, one digit each clock cycle, most significant digit first. All the
functions can be implemented with on-line arithmetic whereas common serial arithmetic, least significant digit first,
is restricted to addition and multiplication. I described in VHDL a set of on-line operators much smaller that require
less 1/O pads than their parallel counterpart.

To attain Eract Rounding of the Elementary Functions one has to estimate the appropriate internal precision
required for each function (sine, cosine. .. ). We detail here a method which allow reasonnably fast exact rounding of
the elementary functions.

The Semi-Logarithmic Number System is an hybrid notation that allows fast average computation in problems
even in the presence of a high number of multiplications and divisions compared to the number of additions and

subtractions.



