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II–1 Réseaux de réactions chimiques et modulation de température 9

1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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5 Application à la détermination de mécanismes . . . . . . . . . . . . . . . . 47
6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3
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2 Modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3 Phénomène de dispersion et séparation sur critères cinétiques . . . . . . . . 55
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2 Séparation en présence d’un potentiel permanent . . . . . . . . . . . . . . 60
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5 Mise en oeuvre de la séparation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

IV Conclusion et perspectives 79

Bibliographie 83

V Annexe : articles 87

4



Première partie

Introduction générale

5



Le phénomène de résonance déterministe est connu depuis longtemps en physique. Les

systèmes électriques et mécaniques peuvent entrer en résonance lorsqu’ils sont soumis à

une excitation externe de fréquence égale à l’une des fréquence propres du système. Il y

a près de 30 ans, en 1981, le phénomène de résonance stochastique a été mis en évidence

pour la première fois et a permis d’expliquer la périodicité des ères glacières [1, 2, 3]. Le

phénomène de résonance stochastique peut être induit par des fluctuations externes ou

internes du système. Il est encore aujourd’hui largement étudié [4, 5].

Les systèmes que nous considérons sont des réseaux de réactions chimiques linéaires et des

réactions chimiques non linéaires. Ils sont décrits de manière macroscopique. L’originalité

de ce travail théorique est de mettre en évidence des phénomènes de résonance détermi-

niste dans l’espace des constantes cinétiques, pour les systèmes simples, ou dans l’espace

de paramètres dynamiques choisis, pour les réseaux. Dans cette approche, contrairement à

la résonance déterministe classique, la fréquence de l’excitation est fixée et les paramètres

dynamiques varient.

Etre capable de faire résonner un système chimique choisi, caractérisé par un jeu de pa-

ramètres dynamiques donné, permet d’identifier, parmi un ensemble d’espèces réactives,

celle associée à ce jeu de paramètres, de la doser dans un milieu inconnu ou de l’extraire

sélectivement d’un mélange. Dans la première partie de ce manuscrit, nous proposons

deux méthodes permettant de caractériser la topologie et la dynamique in vivo de réseaux

de réactions chimiques et dans la seconde partie, nous décrivons un protocole permettant

d’extraire d’un mélange une espèce caractérisée par ses propriétés dynamiques. La mise en

oeuvre expérimentale de chaque méthode théorique proposée semble envisageable. Cette

étude s’inscrit dans la continuité de travaux précédemment effectués dans l’équipe qui

mettaient en évidence des phénomènes de résonance en dynamique [6, 7, 8] et les utili-

saient afin de réaliser des extractions sélectives [9, 10].

Les mécanismes mis en jeu dans une cellule biologique sont composés de réseaux com-

pliqués de réactions chimiques. Les temps caractéristiques de ces réactions peuvent être

courts, comme la réaction d’association et de dissociation entre un ligand et son récepteur

(<1s), ou grands comme la synthèse d’une protéine (>103s) [11]. La caractérisation de la

topologie et de la dynamique in vivo des réseaux de réactions chimiques est un défi en bio-

logie. En effet, les concentrations d’équilibre et la structure des différentes biomolécules ne

sont pas directement liées au comportement dynamique d’une cellule. Dans une première

partie, nous proposons deux méthodes d’investigation permettant de caractériser des ré-

seaux de réactions qui utilisent la réponse des systèmes chimiques à une modulation de

température. Cette perturbation est non invasive et son temps caractéristique peut varier

sur la même échelle que celle des réactions rencontrées dans une cellule biologique. Nous

commençons cette partie par la description des réseaux de réactions chimiques considérés.
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Puis, dans les chapitres 3 et 4, nous développons une méthode, fondée sur un phénomène

de résonance, permettant de caractériser la dynamique d’un réseau de topologie connue.

Le chapitre 5 diffère du reste du travail et présente une méthode d’investigation n’est pas

fondée sur un phénomène de résonance. Cette fois, la fréquence de la perturbation est une

variable et les paramètres dynamiques sont fixés. Cependant, cette méthode apporte des

informations complémentaires à la méthode présentée précédemment, tout en utilisant

le même type de perturbation. Nous montrons qu’une faible modulation de température

entrâıne un déplacement hors de l’équilibre du système chimique pouvant dans certains

cas être maximisé. Le déplacement hors de l’équilibre de l’espèce réactive incluse dans

un réseau de topologie inconnue en fonction de la pulsation de la perturbation fournit

une signature du réseau. Cette signature contient des informations sur la topologie et la

dynamique du réseau et dans certains cas permet de dessiner le diagramme d’énergie en

fonction d’une coordonnée réactionnelle.

Dans la seconde partie du manuscrit, nous nous intéressons à un thème de recherche tra-

ditionnel de l’équipe : l’extraction d’un mélange de molécules réactives selon des critères

cinétiques [7, 8, 10]. Après une courte présentation de méthodes existantes, nous nous

intéressons à la séparation de molécules grâce à l’application d’un potentiel électrique

en dents de scie. Cette méthode avait déjà été envisagée d’un point de vue théorique

[6], cependant sa mise en oeuvre expérimentale était contraignante. Nous avons repris le

protocole théorique existant et avons proposé une solution alternative afin de rendre la

réalisation plus simple.

L’ensemble de ce travail a été mené en parallèle d’un travail expérimental, effectué par

d’autres membres de l’équipe, et la validation de chacune des méthodes proposées ici est

en cours [12].
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Deuxième partie

Modulation de la température et

phénomène de résonance :

caractérisation de la topologie et de

la dynamique des réseaux de

réactions chimiques.
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Chapitre II–1

Réseaux de réactions chimiques et

modulation de température

1 Introduction

Une cellule biologique est un mélange complexe de protéines, lipides, acides nucléiques...

Pour décrire ces objets, on dispose à l’heure actuelle de techniques théoriques, comme la

DFT (Density Functional Theory) et les méthodes de calculs ab initio [13, 14, 15], et

de techniques expérimentales comme la RMN 3D (Résonance Magnétique Nucléaire à 3

dimensions) [16] et la spectroscopie des rayons X. Ces méthodes permettent de détermi-

ner la structure tridimensionnelle des macromolécules. Elles donnent notamment accès à

la géométrie du site actif des enzymes. Cependant, une petite modification de la struc-

ture microscopique d’un objet biologique peut entrâıner une grande modification de ses

propriétés cinétiques. Il est donc intéressant de développer d’autres approches pour ca-

ractériser la dynamique des systèmes biologiques.

Une cellule peut être décrite comme un ensemble de voies métaboliques [17, 18], souvent

schématisées par un ensemble de noeuds, qui correspondent aux molécules biologique-

ment actives, et de flèches, qui représentent l’action d’un noeud sur l’autre (transcription,

activation, inhibition...) [19]. Depuis que les voies métaboliques principales ont été iden-

tifiées il y a une trentaine d’années, un grand nombre d’investigations in vivo ont permis

d’observer divers aspects de la régulation biologique, comme l’induction et l’inhibition des

enzymes par exemple. Il existe aujourd’hui de nombreux modèles mathématiques, utili-

sant la théorie du contrôle, qui décrivent la façon dont un réseau biologique répond à de

petites perturbations au voisinage d’un état stationnaire [20, 21, 22]. En utilisant ces mo-

dèles, on peut déterminer un certain nombre de temps caractéristiques associés à la voie

métabolique dominante en imposant au système une perturbation et en analysant sa ré-

ponse. Ainsi, l’équipe de Alexander van Oudenaarden a caractérisé les temps d’inhibition

d’une MAPK (mitogen-activate protein kinase) d’une levure (Saccharomyces cerevisae)

en analysant sa réponse à une modulation de pression osmotique [11].
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A un niveau de description plus précis, une cellule peut être considérée comme un mélange

complexe de réactions chimiques qui forment des réseaux [23]. Dans cette vision, qui sera

la nôtre au cours de ce travail, la nature et la structure de l’espèce réactive importent peu.

Le milieu biologique est décrit comme un ensemble de réseaux de réactions chimiques et

chaque réseau est caractérisé par le nombre d’espèces réactives qui le constitue, sa topo-

logie et les valeurs de ses constantes cinétiques.

Beaucoup d’informations sur la cinétique et le mécanisme d’une réaction peuvent être

obtenues en observant les fluctuations intrinsèques d’un système [24, 25, 26]. On peut

également perturber intentionnellement un paramètre et observer la réponse du réseau à

la perturbation. Lorsque l’on connâıt l’ensemble des espèces qui le constitue, il est possible

de déterminer la topologie d’un réseau inconnu, linéaire ou non. Pour cela on impose, par

exemple, un saut de concentration d’une espèce réactive et on observe la réponse tran-

sitoire de chacune des autres espèces constituant le réseau. La concentration de chaque

espèce Ai passe par un maximum à un instant ti avant d’atteindre le nouvel état d’équi-

libre. La topologie du réseau est déduite de l’ensemble des valeurs des temps ti [27, 28].

Une solution alternative aux méthodes de perturbation est de soumettre le réseau de réac-

tions chimiques à la faible modulation permanente d’un paramètre et d’analyser la réponse

permanente du système. Dans cette partie, on s’intéresse à la réponse d’un réseau linéaire

de réactions chimiques à une faible oscillation de la température. Cette perturbation est

non invasive et devrait permettre d’étudier la dynamique de systèmes in vivo. Des cellules

microfluidiques permettant une modulation contrôlée en fréquence et en amplitude de la

température sont actuellement développées au sein de l’équipe. Les dimensions micromé-

triques du système permettent d’obtenir dans le milieu une modulation de température à

une fréquence pouvant atteindre 105 Hz [12].

2 Réseaux de réactions chimiques

Le système réactionnel que nous considérons est un ensemble de n espèces réactives Ai,

(i=1,...,n) et toutes les isomérisations possibles entre deux de ces espèces. Un tel réseau

N de réactions chimiques peut s’écrire de la manière suivante :

Ai

kij

⇀↽
kji

Aj i, j = 1, ..., n (1.1)

où les constantes cinétiques kij sont des constantes cinétiques du premier ordre. Nous nous

intéressons à des réseaux de réactions chimiques in vivo.

Les concentrations des espèces biochimiques varient sur dix ordres de grandeur dans une

cellule. On trouve une ou deux copies par cellule de petits ARN (acide ribonucléique)
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messagers [29] et 30000 copies des protéines les plus abondantes [30]. La concentration la

plus élevée est la concentration physiologique en NaCl (chlorure de sodium) dont la valeur

varie de 50.10−3 à 100.10−3 mol.L−1. La variation de la concentration d’une espèce peut

être négligée devant une autre lorsque la première est présente en excès. C’est le cas dans

la catalyse enzymatique où la concentration des substrats et des produits peut souvent

être considérée comme constante [31]. Le schéma de réaction d’une enzyme vérifiant la

cinétique de Michaelis-Menten à trois états est le suivant :

E + S
k
∗

12

⇀↽
k21

ES
k23

⇀↽
k32

EP
k31

⇀↽
k
∗

13

E + P (1.2)

Les constantes cinétiques k∗
12 et k∗

13 sont des constantes cinétiques du deuxième ordre.

Les concentrations du substrat S et du produit P étant considérées comme constantes, la

réaction peut s’écrire de la manière suivante :

E ES

EP

k12

k21

k
13k

31

k 32

k 23

Du point de vue de l’enzyme, cette réaction est cyclique et unimoléculaire. Les constantes

cinétiques k21, k23, k32, k31 sont du premier ordre et les constantes cinétiques k12 = k∗
12S

et k13 = k∗
13P sont du pseudo-premier ordre.

Les milieux biologiques sont des milieux ouverts et la concentration de certaines espèces,

comme par exemple de l’adénosine triphosphate (ATP), y est maintenue constante grâce

à un ensemble de sources.

Lorsqu’une espèce est en excès ou quand sa concentration est maintenue constante, une

réaction bimoléculaire peut donc être considérée comme une pseudo-isomérisation ca-

ractérisée par des constantes cinétiques du pseudo-premier ordre. Le modèle de réseau

considéré Eq. (1.1) s’étend donc à un ensemble de pseudo-isomérisations caractérisées par

des constantes cinétiques du premier ordre ou du pseudo-premier ordre et permet entre

autre de décrire la catalyse enzymatique.
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3 Etat stationnaire d’un réseau à la température T0

On s’intéresse à l’état stationnaire du réseau N défini Eq. (1.1) à la température T 0. Il

est caractérisé par le vecteur A0=







A0
1

...
A0
n





, où A0
i est la concentration de l’espèce Ai à la

température T 0. La conservation de la matière impose la relation : A0
1 +A0

2 + ...+A0
n = 1.

L’état stationnaire A0 à la température T 0 est la solution de l’équation M0A0 = 0 où M0

est la matrice suivante :

M0 =











−Σν 6=1k1ν k21 ... kn1

k12 −Σν 6=2k2ν ... kn2

... ... ... ...
k1n k2n ... −Σν 6=nkνn











(1.3)

L’existence d’une solution non nulle pour le vecteur A0 implique que la matrice M0

admet toujours au moins une valeur propre nulle. En l’absence d’échange avec l’extérieur,

le système chimique vérifie le principe de bilan détaillé [23].

Le bilan détaillé ou équilibre détaillé signifie que pour chaque paire d’espèces réactives

(Ai,Aj) le nombre de processus d’isomérisations de Ai en Aj est égal à celui de Aj en Ai

à tout instant. Les espèces sont à l’équilibre deux à deux.

L’état stationnaire A0 est alors un état d’équilibre et les concentrations A0
i et A0

j des

espèces Ai et Aj sont liées par la relation :

A0
i

A0
j

=
kji
kij

(1.4)

En conséquence, pour chaque chemin réactionnel fermé reliant l’espèce Ai et l’espèce Aj ,

tel que i = i0, i1, i2, ...in−1, in = j, les constantes cinétiques vérifient :

ki0,i1ki1,i2...kin−1,inkin,i0
ki1,i0ki2,i1...kin,in−1ki0,in

= 1 (1.5)

Certaines constantes cinétiques sont du pseudo-premier ordre et comportent des concen-

trations cachées, comme la concentration du substrat et du produit dans l’exemple de

la cinétique de Michaelis-Menten. Les relations données Eqs. (1.4, 1.5) indiquent que ces

espèces cachées sont à l’équilibre chimique. In vivo, certains réseaux de réactions chi-

miques sont maintenus dans un état stationnaire différent de l’état d’équilibre [31] par

un ensemble de flux de concentrations. D’autres réactions sont à l’équilibre, comme par

exemple la réaction creatine+ATP ⇀↽ procreatine+ADP (adénosine diphosphate) [32] qui

se déroule dans les cellules musculaires, et vérifient le principe de bilan détaillé.

4 Modulation de température

Le réseau défini Eq. (1.1) est soumis à une faible modulation de température :

T = T 0[1 + β sin(ωt)] β ≪ 1 (1.6)

12



autour de la température T 0. La pulsation ω de la modulation est choisie suffisamment

petite pour que l’équilibre thermique dans le milieu soit toujours atteint. Selon le modèle

de Eyring [33], les constantes cinétiques dépendent de la température de la façon suivante :

kij =
kBT

h
exp(

∆ijS
6=0

R
) exp(

−∆ijH
6=0

RT
) (1.7)

où kB est la constante de Boltzmann, R est la constante des gaz parfaits, h est la constante

de Planck, ∆ijH
6=0 et ∆ijS

6=0 sont respectivement l’enthalpie standard d’activation et

l’entropie standard d’activation de la réaction. ∆ijH
6=0 et ∆ijS

6=0 sont considérées comme

constantes sur l’échelle de température considérée. L’expression de la constante cinétique

donnée dans l’Eq. (1.7) est développée au deuxième ordre en fonction du paramètre β.

On obtient l’expression :

kij(t) = k0
ij + βk0

ij(ǫij + 1) sin(ωt) + β2k0
ij

ǫ2
ij

4
(1 − cos(2ωt)) (1.8)

où k0
ij = kBT

0

h
exp(

∆ijSi
6=0

R
) exp(

−∆ijH
6=0

RT 0 ) est la constante cinétique à la température T 0,

ǫij = ∆ijH
6=0

RT 0 est l’énergie d’activation réduite. La constante cinétique perturbée kij(t) est

donc la somme de la constante cinétique non perturbée à l’ordre 0, d’un terme oscillant

à la pulsation ω en phase avec la température à l’ordre 1 et de la somme d’un terme

constant et d’un terme oscillant à la pulsation 2ω à l’ordre 2.

La modulation de température, entrâıne une modulation des constantes cinétiques et

donc une modulation des concentrations. Nous négligeons le régime transitoire et ne nous

intéressons qu’au régime permanent. La concentration d’une espèce réactive Ai soumise à

l’oscillation de température donnée dans l’Eq. (1.6) s’écrit sous la forme :

Ai(t) = A0
i + β(A1

i,sin sin(ωt) + A1
i,cos cos(ωt))

+ β2(A2
i,cst + A2

i,sin sin(2ωt) + A2
i,cos cos(2ωt)) (1.9)

où A0
i est la concentration stationnaire de l’espèce Ai à la température T 0 ; A1

i,sin et A1
i,cos

sont les amplitudes des oscillations de la concentration, à la pulsation ω, au premier ordre

de la perturbation, respectivement en phase et quadrature de phase avec la température.

A2
i,sin et A2

i,cos sont les amplitudes des oscillations des concentrations à la pulsation 2ω au

deuxième ordre de la perturbation ; A2
i,cst est une correction de la valeur stationnaire A0

au deuxième ordre de la perturbation, c’est-à-dire un déplacement hors de l’équilibre.

5 Plan de la première partie

Dans les deux premiers chapitres de cette partie, nous développons une méthode théo-

rique permettant de caractériser la dynamique d’un réseau linéaire de topologie connue.
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Nous choisissons un jeu de paramètres dynamiques, fonctions des constantes cinétiques,

qui caractérise la dynamique d’un réseau et qui est adapté à notre objectif. Inspirés par les

travaux d’Eigen [34], nous nous intéressons à l’amplitude d’oscillation de la concentration

Ai,cos, au premier ordre de la perturbation, en quadrature de phase avec la température.

Nous construisons une fonction réponse, définie pour n’importe quel réseau et maximum

pour un réseau associé à une dynamique choisie, i. e., pour un jeu fixé de paramètres. La

valeur de la fonction réponse d’un réseau inconnu permet de déterminer le jeu de para-

mètres auquel il est associé, avec une précision que l’on peut évaluer. Dans un premier

temps, nous présentons cette méthode dans le cas général d’un réseau linéaire constitué

de n espèces réactives, puis nous explicitons analytiquement ce protocole dans le cas d’un

réseau à trois espèces, modèle de la catalyse enzymatique de Michaelis-Menten à trois

états.

Dans une seconde partie, nous nous intéressons au déplacement hors de l’équilibre in-

duit par la modulation de température. Nous montrons que le déplacement hors de l’état

d’équilibre d’une espèce réactive en fonction de la fréquence d’excitation ω est une signa-

ture du réseau de réactions dans lequel l’espèce observée est impliquée et que l’on peut

extraire de cette signature des informations sur la topologie du réseau, les paramètres ca-

ractérisant sa dynamique, y compris dans certains cas la valeur des énergies d’activation.

Nous commençons par étudier analytiquement le cas simple d’une réaction unimoléculaire

à deux états, avant de traiter le cas d’une réaction unimoléculaire à trois états, puis de

généraliser les résultats à un réseau de n espèces.

Tous les calculs sont traités pour des systèmes initialement à l’équilibre. Cependant, dans

le cas où la modulation de température n’affecte pas les flux maintenant le réseau dans

un état stationnaire et que les constantes cinétiques suivent le modèle d’Eyring, les mé-

thodes proposées peuvent a priori s’appliquer à l’étude de réseaux initialement dans un

état stationnaire hors d’équilibre.
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Chapitre II–2

Construction d’une fonction

résonnante pour un réseau à n
espèces

1 Introduction

La caractérisation de la dynamique in vivo des réseaux de réactions chimiques est un

défi en biologie.

Il existe de nombreuses techniques expérimentales, compatibles ou non avec une investi-

gation in vivo permettant de déterminer le temps de relaxation de réactions chimiques

du premier ordre ou du pseudo-premier ordre, du type A ⇀↽ B. Les plus anciennes sont

les techniques de relaxation classiques. On perturbe le système chimique en faisant varier

brusquement un paramètre d’équilibre, la température [34], la pression ou la concentration

[35, 36, 37] d’une espèce réactive par exemple, et on observe l’évolution du système vers

un nouvel état d’équilibre. Une autre méthode consiste à mélanger très rapidement deux

réactifs dont l’un est en excès et à observer l’évolution du système vers l’état d’équilibre.

C’est le principe de fonctionnement du ’stopped flow’ [38]. On peut également perturber

un système chimique grâce à une impulsion lumineuse. Le développement des lasers pul-

sés a ainsi permis l’observation de phénomènes associés à des temps caractéristiques très

courts, de l’ordre de la nanoseconde, comme par exemple le repliement des protéines qui

peut être initié par l’absorption d’un photon [39].

Le temps caractéristique d’une réaction peut aussi être déterminé sans perturber l’état

d’équilibre du système mais en analysant les fluctuations autour de cet état d’équilibre.

Ces fluctuations sont observables grâce à la résonance magnétique nucléaire (RMN) [40]

ou la spectroscopie de corrélation de fluorescence (FCS) [41, 42, 43].

Ces méthodes analysent la réponse transitoire d’un système à une perturbation ou des

fluctuations et déduisent le temps de relaxation d’une réaction chimique à l’aide d’ajus-

tements de l’évolution temporelle des concentrations.
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Récemment, des méthodes analysant un système réactif dans un état permanent ont été

développées. Les avancées récentes en microfluidique ont permis de développer des dis-

positifs, comme le ’T-sensor’ [44, 45] dans lequel les réactifs sont injectés en continu. A

une position donnée dans le canal correspond une valeur donnée de l’avancement de la

réaction. Dans ce système ouvert, la figure observée est stationnaire. Cependant, cette

méthode est incompatible avec une investigation in vivo. En revanche, Albert Libchaber

et Dieter Braun ont étudié la cinétique de la réaction d’ouverture d’un balise moléculaire

(beacon) d’ADN, en soumettant le système chimique à une modulation de température

dans une cellule microfluidique. Ils déterminent le temps de relaxation de la réaction en

analysant le régime permanent du système et cette méthode est compatible avec une ob-

servation in vivo [46].

Il existe donc un large choix de techniques expérimentales, compatibles ou non avec une

investigation in vivo qui permettent de déterminer le temps de relaxation d’une réaction

simple, mais aucun protocole ne permet de caractériser la dynamique globale d’un réseau

de réactions chimiques.

Pour les réseaux complexes, linéaires ou non, des méthodes théoriques d’optimisation,

fondées sur le traitement numérique de séries temporelles, permettent de déterminer la

valeur d’un grand nombre de constantes cinétiques [47, 48]. Cependant, ces techniques uti-

lisent des ajustements des concentrations des espèces réactives en fonction des constantes

cinétiques. Or leur dépendance en fonction des constantes cinétiques est fortement non

linéaire. Cela limite la précision des résultats et ne permet pas d’évaluer l’erreur commise.

De plus, cela nécessite d’acquérir un grand nombre de données expérimentales.

Nous développons dans ce chapitre une méthode théorique permettant de caractériser la

dynamique d’un réseau linéaire de topologie connue. Cette méthode est fondée sur un

phénomène de résonance, ne nécessite pas d’ajustements et permet d’évaluer la précision

du résultat. Sa mise en oeuvre expérimentale est envisageable et elle est compatible avec

l’observation de systèmes in vivo.

2 Réseaux de réactions chimiques et modulation de

température

On considère un réseau linéraire de réactions chimiques à n espèces :

Ai

kij

⇀↽
kji

Aj i, j = 1, ..., n (2.1)

Les constantes cinétiques kij sont du premier ordre ou du pseudo-premier ordre. Le réseau

est soumis à la faible modulation de température décrite dans l’Eq. (1.6) et on rappelle
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que l’expression des constantes cinétiques au premier ordre de la perturbation est :

kij = k0
ij + βk1

ij sin(ωt) (2.2)

avec k1
ij = k0

ijǫij où k0
ij est la constante cinétique à la température T 0 et ǫij = (∆ijH

6=0/RT 0+

1) dans ce chapitre. ∆ijH
6=0 est l’enthalpie standard d’activation de la réaction et R la

constante des gaz parfaits. Le réseau est à l’équilibre à la température T 0. Il obéit au

principe de bilan détaillé et les concentrations à la température T 0 vérifient la relation :

A0
i

A0
j

=
k0
ji

k0
ij

(2.3)

La conservation de la matière impose la relation : A0
1 + A0

2 + ...A0
n = 1. L’état du ré-

seau N , au premier ordre de la perturbation, à tout instant t est décrit par le vecteur

A(t)=A0+βA1(t)=







A1(t)
...

An−1(t)





 où Ai(t) est la concentration de l’espèce Ai. Le vecteur

A(t) vérifie l’équation :

dA(t)

dt
=
(

M0 + βM1 sin(ωt)
)

A(t) (2.4)

avec

Mi =











−Σν 6=1k
i
1,ν − kin,1 ki2,1 − kin,1 ... kin−1,1 − kin,1

ki1,2 − kin,2 −Σν 6=2k
i
2,ν − kin,2 ... kin−1,2 − kin,2

... ... ... ...
ki1,n−1 − kin,n−1 ki2,n−1 − kin,n−1 ... −Σν 6=nk

i
n−1,ν − kin,n−1











i = 0, 1 (2.5)

Une des conséquences du bilan détaillé est que la matrice M0 possède n−1 valeurs propres

réelles et négatives λi, (i = 1, ..., n− 1) [49]. On considère le cas non dégénéré dans lequel

les (n − 1) valeurs propres sont différentes.

La dépendance exponentielle des constantes cinétiques en fonction des énergies d’acti-

vation a pour conséquence qu’une faible variation de l’énergie d’activation entrâıne une

grande variation de la valeur de la constante cinétique. Les énergies d’activation varient

sur une échelle de valeur beaucoup plus restreinte que les constantes cinétiques. Afin de

diminuer le nombre de variables, on considère par la suite que les énergies d’activation

sont des paramètres constants. Dans ce cas, la dynamique du réseau N ne dépend que des

n(n − 1) constantes cinétiques.

En utilisant la matrice de passage normée P, associée à la matrice M0, nous introduisons

de nouvelles coordonnées pour décrire l’état du réseau :

X(t) = P−1A(t) (2.6)

Chaque vecteur colonne normé de la matrice P définit une direction propre du système,

définie par (n− 2) angles. L’état instantané du réseau N est caractérisé de manière équi-

valente par le vecteur A(t) et X(t) = X0 + βX1(t). De même, le réseau N est défini de
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manière équivalente par les n(n − 1) constantes cinétiques ou par les (n − 1) concentra-

tions d’équilibre A0
i (i = 1, ..., n − 1), les (n − 1) valeurs propres λi (i = 1, ..., n − 1) et

les (n − 1)(n − 2) angles θij (i = 1, ..., n − 1 et j = 1, ..., n − 2) caractérisant les (n − 1)

directions propres associées à la matrice M0. Les équations de la dynamique associées au

vecteur X(t) sont découplées et on obtient au premier ordre de la perturbation :

dX1
i (t)

dt
= λiX

1
i + αi sin(ωt) i = 1, ..., n − 1 (2.7)

où αi est la ieme coordonnée du vecteur P−1M1PX0. On néglige le régime transitoire

et on s’intéresse au régime permanent. Le vecteur X1(t) s’écrit sous la forme : X1(t) =

X1
sin(ω) sin(ωt) + X1

cos(ω) cos(ωt) avec :

X1
i,sin(ω) = −αi

−λi
ω2 + λ2

i

(2.8)

X1
i,cos(ω) = −αi

ω

ω2 + λ2
i

(2.9)

On note que la fonction |X1
i,cos(ω)| passe par un maximum pour ω = |λi|. L’expression des

concentrations est obtenue en inversant l’Eq. (2.6). On obtient :

A1
sin = PX1

sin, A1
cos = PX1

cos. (2.10)

Les coefficients αi, introduits dans l’ Eq. (2.7), sont des combinaisons linéaires des enthal-

pies standard de réaction ∆ijH
0 = (ǫij − ǫji)RT 0. Ils s’annulent lorsque les isomérisations

composant le réseau sont des réactions athermiques ; la modulation ne perturbe alors pas

le système qui reste à l’équilibre.

La réponse des concentrations A1
sin et A1

cos à une modulation de température, ne dépend

pas linéairement des constantes cinétiques k0
ij. Deux réseaux, N1 et N2 , définis par deux

jeux de constantes cinétiques, dont certains couples (k01
ij , k02

ij ) différent de plusieurs ordres

de grandeurs, peuvent avoir des réponses voisines. Il est donc plus approprié de caractériser

la dynamique d’un réseau N par le jeu de paramètres suivant : (λi, θij).

3 Conception d’une fonction résonnante

On suppose que les amplitudes des oscillations des concentrations en quadrature de

phase avec la température A1
cos sont mesurables expérimentalement. On considère un état

d’équilibre donné A0R. Plusieurs jeux de constantes cinétiques k0
ij, décrivant plusieurs

réseaux, correspondent à cet état d’équilibre. Ils sont associés à des valeurs propres et

des directions propres différentes. Notre but est de définir, pour chaque réseau N dans

l’état d’équilibre A0R, une réponse R(N) construite à partir des amplitudes en quadrature

de phase pour des fréquences appropriées telle que R(N) soit maximum pour un réseau
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choisi NR. En d’autres termes, la fonction R est une fonction des valeurs propres λi et

des angles caractérisant les directions propres θij et est maximum pour un jeu choisi de

valeurs (λRi , θRij).

Selon l’Eq. (2.9), l’amplitude X1,R
i,cos(ω), considérée comme une fonction de ω est maximale

pour la pulsation ω = |λRi |. On choisit donc de soumettre le réseau à une somme de

modulation de température de pulsation égale à la valeur absolue des valeurs propres |λRi |
du réseau NR :

T = T 0
(

1 + βΣn−1
i=1 sin(|λRi |t)

)

(2.11)

L’expression des concentrations des espèces réactives a la forme suivante au premier ordre

de la perturbation :

Ai(t) = A0R
i + βΣn−1

j=1

(

A1
i,sin(ω = |λRj |) sin(|λRj |t) +

A1
i,cos(ω = |λRj |) cos(|λRj |t)

)

(2.12)

On définit le filtre cinétique P−1R comme la matrice inverse de la matrice de passage PR

et on construit le vecteur :

S(N, ω) = P−1RA1
cos(ω) (2.13)

Le vecteur S(N, ω) est la projection du vecteur A1
cos(ω) de coordonnées A1

i,cos(ω) sur les

directions propres du réseau NR. On définit la fonction de réponse R(N) de la manière

suivante :

R(N) = Πn−1
i=1 |Si(N, ω = |λRi |)| (2.14)

où Si est la ieme coordonnée du vecteur S(N, ω) excitée à la fréquence ω = |λRi |. La

fonction R(N) est une fonction des valeurs propres et des angles définissant les directions

propres du réseau N . Pour le réseau NR, l’Eq. (2.14) peut se réécrire en utilisant l’Eq.

(2.10) sous la forme suivante :

R(NR) = Πn−1
i=1 |X1,R

i,cos(|λRi |)| (2.15)

Nous avons déjà constaté que pour des valeurs propres λRi fixées, chaque terme du produit

X1,R
i,cos(ω), considéré comme une fonction de ω, est maximum pour ω = |λRi |. Maintenant

pour des pulsations d’excitation fixées, et pour des valeurs propres et des directions propres

variables, nous conjecturons que la fonction R(N) passe par un maximum :

|λi| = |λRi | pour i = 1, ..., n − 1 (2.16)

θij = θRij pour i = 1, ..., n − 1, j = 1, ..., n − 2 (2.17)

En d’autres termes, la fonction R(N) est maximale pour le réseau NR, associé à l’état

d’équilibre A0R, aux valeurs propres λRi et aux directions propres définies par les angles
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θRij . Il est facile de démontrer ce résultat dans le cas de réseaux à n = 2 états, car la

fonction R(N) ne dépend que d’une seule variable, la valeur propre λ1 [34]. L’expression

de la fonction réponse R(N) dans le cas n = 2 est la suivante :

R(N) = A0R
1 (1 − A0R

1 )∆12H
λR1 λ1

(λR1 )2 + (λ1)2
. (2.18)

Pour un état d’équilibre A0R fixé, la fonction réponse R(N) est bien maximum pour

λ1 = λR1 . Nous verrons dans le chapitre 4 que ce résultat est également exact dans le cas

d’un réseau à n = 3 états.

La fonction R(N) peut être utilisée pour évaluer l’influence de l’environnement sur la

dynamique d’un réseau ou pour tester un grand nombre de réseaux inconnus et déterminer

celui qui est associé au jeu de paramètres dynamiques (λi, θij) le plus proche d’un jeu choisi

(λRi , θRij). Ces deux exemples seront traités dans le paragraphe suivant.

4 Fonction résonnante et écart au principe de bilan

détaillé

Dans les paragraphes précédents, nous avons développé un protocole permettant de

construire, pour n’importe quel réseau NR vérifiant le principe de bilan détaillé, une fonc-

tion R(N) qui est maximum pour ce réseau.

Nous considérons maintenant un réseau NR hors de l’état d’équilibre à la température

T 0. Lorsque l’état stationnaire est proche de l’état d’équilibre, les valeurs propres de la

matrice M0 sont réelles et négatives. Si la source de hors équilibre n’est pas affectée par

la modulation de température et que les constantes cinétiques suivent le modèle d’Eyring,

défini Eq. (1.7), le raisonnement théorique développé précédemment reste valable et per-

met d’associer à ce réseau une fonction réponse R.

Si l’état stationnaire du réseau NR est loin de l’état d’équilibre, les valeurs propres de la

matrice M0 peuvent être complexes. On ne peut, dans ce cas là, appliquer directement la

méthode proposée. Cependant, l’information dynamique reste contenue dans la réponse

du réseau de réactions à une modulation de température et il est envisageable de contruire

une fonction résonnante à partir des mêmes observables. L’extension de la méthode aux

réseaux associés à des valeurs propres complexes présente un intérêt évident dans le cas

d’observation de systèmes in vivo et nous espérons y parvenir prochainement.

5 Conclusion

Nous avons construit une fonction réponse R, fonction des paramètres caractérisant

la dynamique d’un réseau, (λi, θij), qui est maximum pour un jeu choisi de paramètres
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(λRi , θRij). Cette fonction permet de tester si un réseau de dynamique inconnue est associé

à un jeu de paramètres donné. La méthode proposée présente l’avantage de ne pas né-

cessiter d’ajustements et d’évaluer la précision du résultat obtenu. Elle s’applique à des

réseaux linéaires et est particulièrement adaptée à la caractérisation de la dynamique de

cycles catalytiques, notamment des enzymes vérifiant la cinétique de Michaelis-Menten.

Ce dernier cas sera développé analytiquement dans le prochain chapitre.
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Chapitre II–3

Utilisation de la fonction résonnante

pour la caractérisation de réseaux

enzymatiques obéissant au modèle

de Michaelis-Menten

Une enzyme est un catalyseur biologique agissant à faible concentration et permettant

d’accélérer des millions de fois des réactions chimiques du métabolisme se déroulant dans

le milieu cellulaire ou dans le milieu extracellulaire. Il existe plus de 3500 enzymes diffé-

rentes répertoriées. Nous nous intéressons plus particulièrement aux enzymes possédant

un seul site de fixation et dont le mécanisme suit le modèle de Michaelis-Menten. Un

certain nombre d’enzymes suivant ce modèle fonctionnent in vivo à l’équilibre et satisfont

le principe de bilan détaillé [50]. La méthode de détermination de paramètres dynamiques

d’un réseau de réactions chimiques présentée dans le paragraphe précédent est particuliè-

rement adaptée à l’étude de ces systèmes.

Dans ce chapitre, nous explicitons cette méthode dans le cas de la caractérisation de la

dynamique de réseaux catalytiques à trois états. Nous démontrons numériquement la po-

sition du maximum postulé dans les Eqs. (2.16, 2.17) et nous proposons d’appliquer cette

méthode à un ”screening” d’enzymes (ou criblage) afin de caractériser leurs propriétés

dynamiques.

1 Modèle de Michaelis-Menten

Nous considérons une enzyme E catalysant la transformation d’un substrat S en un

produit P selon un mécanisme suivant le modèle de Michaelis-Menten à trois états, E, ES

et EP. Nous rappelons que ce mécanisme s’écrit sous la forme suivante :

E + S
k
∗

12

⇀↽
k21

ES
k23

⇀↽
k32

EP
k31

⇀↽
k
∗

13

E + P (3.1)
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Le substrat S et le produit P sont en grand excès par rapport à l’enzyme E, leur concentra-

tion peut donc être considérée comme constante. Du point de vue de l’enzyme, la réaction

est cyclique et unimoléculaire :

E ES

EP

k12

k21

k
13k

31

k 32

k 23

Les constantes cinétiques k21, k23, k32, k31 sont du premier ordre et les constantes cinétiques

k12 = k∗
12S et k13 = k∗

13P sont du pseudo-premier ordre.

Nous considérons ici un système vérifiant le principe du bilan détaillé, ce qui implique la

relation suivante :

k∗
12k23k31

k21k32k∗
13

=
P

S
(3.2)

i.e.
k12k23k31

k21k32k13
= 1 (3.3)

L’état d’équilibre du système à la température T 0 est donné par le vecteur E0 qui s’écrit :

E0 =

(

E0

ES0

)

=











1

1+
k0
12
k0
21

+
k0
13
k0
31

1

1+
k0
21
k0
12

+
k0
23
k0
32











(3.4)

La concentration EP 0 de l’état EP est imposée par la relation de conservation E0+ES0+

EP 0 = 1.

La matrice M0, opérateur linéaire associée à la dynamique du système, a pour expression :

M0 =

(

κ0
1,1 κ0

1,2

κ0
2,1 κ0

2,2

)

(3.5)

L’expression des coefficients κ0
ij en fonction des constantes cinétiques est donnée dans le

tableau 4.1.

Une conséquence du principe de bilan détaillé est que la matrice M0 possède deux

valeurs propres réelles négatives (λ+, λ−) [49, 51], ayant pour expression :

λ± =
κ0

1,1 + κ0
2,2

2
± 1

2

√

(κ0
1,1 + κ0

2,2)
2 − 4(κ0

1,1κ
0
2,2 − κ0

2,1κ
0
1,2) (3.6)

et vérifiant λ−<λ+. La matrice de passage normée P, associé à la matrice M0 peut s’écrire

sous la forme :

P =

(

cos(θ+) cos(θ−)
sin(θ+) sin(θ−)

)

(3.7)
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i = 0 −(k0
12 + k0

13 + k0
31) i = 0 k0

21 − k0
31

κi1,1 κi1,2
i = 1 −(k1

12 + k1
13 + k1

31) i = 1 k1
21 − k1

31

i = 0 k0
12 − k0

32 i = 0 −(k0
21 + k0

23 + k0
32)

κi2,1 κi2,2
i = 1 k1

12 − k1
32 i = 1 −(k1

21 + k1
23 + k1

32)

Tab. II–3.1 – Expression des coefficients des matrices Mi en fonction des constantes
cinétiques et des énergies d’activation réduites ǫij telles que k1

ij = k0
ijǫij

Les angles θ+ et θ− définissent les directions propres du système associées aux valeurs

propres λ+ et λ−. Les expressions de l’angle θ+ en fonction des valeurs propres et des

coefficients de la matrice M0 et de l’angle θ− en fonction de l’angle θ+ et des concentrations

d’équilibre sont les suivantes :

θ+ = arctan(
−κ0

1,1 + λ+

κ0
2,1

) (3.8)

θ− = arctan
(

− ES0

E0

E0 tan(θ+) + 1 − ES0

(1 − E0) tan(θ+) + ES0

)

(3.9)

On note que pour un système vérifiant le principe du bilan détaillé, l’angle θ− ne dé-

pend que de l’angle θ+ et de l’état d’équilibre et pas des valeurs propres du système.

L’état d’équilibre et la dynamique d’un tel système sont caractérisés par cinq constantes

cinétiques indépendantes ou, de manière équivalente, par les concentrations d’équilibre

(E0, ES0), les deux valeurs propres (λ+, λ−) et un des deux angles associés aux directions

propres, θ+ par exemple. Lorsque l’on connâıt l’état d’équilibre et les paramètres dyna-

miques d’un système, on peut en déduire la valeur des constantes cinétiques associées à

ce système. L’expression des trois constantes k0
12, k0

23 et k0
31 en fonction des concentrations

d’équilibre, des angles définissant les directions propres et des valeurs propres est donnée

dans le tableau 4.2. La valeur des trois autres constantes cinétiques est déterminée grâce

aux relations de bilan détaillé
k0
12

k0
21

= ES0

E0 ,
k0
23

k0
32

= 1−E0−ES0

ES0 et
k0
31

k0
13

= E0

1−E0−ES0 .

2 Expression de la fonction réponse

Nous considèrons maintenant un grand nombre de réseaux enzymatiques N suivant

le modèle de Michaelis-Menten à trois états et associés au même état d’équilibre E0R.

On cherche, parmi la collection d’enzymes considérée, l’enzyme ER associée à un jeu de

paramètres dynamiques choisis (λR+, λR−, θR+).

Les constantes cinétiques associées aux réseaux de catalyse enzymatique considérés sont

supposées suivre le modèle d’Eyring, donné dans l’Eq. (1.7). Suivant la démarche présentée

dans le chapitre précédent, on soumet chaque enzyme E à la modulation de température
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k0
12

1
tan(θ−)−tan(θ+)

[(

(1 − E0) tan(θ+) tan(θ−) + ES0 tan(θ+)
)

λ+

−
(

(1 − E0) tan(θ+) tan(θ−) + ES0 tan(θ−)
)

λ−
]

k0
23

1
tan(θ−)−tan(θ+)

1−E0−ES0

ES0

[(

− E0 tan(θ+) tan(θ−) + ES0 tan(θ+)
)

λ+

+
(

E0 tan(θ+) tan(θ−) − ES0 tan(θ−)
)

λ−
]

k0
31

1
tan(θ−)−tan(θ+)

[(

− E0 tan(θ−) + ES0
)

λ+ +
(

E0 tan(θ+) − ES0
)

λ−]

Tab. II–3.2 – Expression des constantes cinétiques k0
12, k0

23 et k0
31 en fonction des valeurs

propres, des angles définissant les directions propres et des concentrations d’équilibre

suivante :

T = T 0 + T 0β
(

sin(|λ+|t) + (sin(|λ−|t)
)

β ≪ 1 (3.10)

Le développement de l’expression des constantes cinétiques au premier ordre de la per-

turbation est donné Eq. (1.8). L’état instantané d’un réseau catalytique est décrit par le

vecteur :

E(t) = E0R + βE1(t) =

(

E(t)
ES(t)

)

. (3.11)

L’évolution du système est gouvernée par l’équation suivante :

dE(t)

dt
= M(t)E(t) + F(t) (3.12)

où M(t) = M0+βM1
(

sin(|λ+|t)+sin(|λ−|t)
)

et F(t) = F0+βF1
(

sin(|λ+|t)+sin(|λ−|t)
)

avec :

Mi =

(

κi1,1 κi1,2
κi2,1 κi2,2

)

, pour i = 0, 1 (3.13)

Fi =

(

ki31
ki32

)

, pour i = 0, 1 (3.14)

L’expression des coefficients κ1
i,j en fonction des constantes cinétiques et des énergies d’ac-

tivation est donnée dans le tableau 4.1. Comme nous l’avons mentionné dans le chapitre

précédent, les énergies d’activation associées à des réseaux de réactions biochimiques va-

rient peu par rapport aux constantes cinétiques et on les considère comme des constantes.

Dans la base des vecteurs propres de la matrice M0, l’état instantané du système est

donné par le vecteur X(t) :

X(t) = P−1E(t) = X0 + βX1(t) (3.15)
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α+
sin(θ−)

sin(θ−−θ+)
f − cos(θ−)

sin(θ−−θ+)
g

α−
sin(θ+)

sin(θ+−θ−)
f − cos(θ+)

sin(θ+−θ−)
g

Tab. II–3.3 – Expression des coefficients α± en fonction des angles θ+ et θ− et des para-
mètres f et g.

Les coordonnées X1
± du vecteur X1(t) sont associées aux équations découplées suivantes :

dX1
±(t)

dt
= λ±X1

±(t) + α±
(

sin(|λR+|t) + sin(|λR−|t)
)

(3.16)

où les coefficients α± sont les coordonnées du vecteur P−1M1PX0. Leurs expressions sont

données dans le tableau 4.3 et l’expression des coefficients f et g est la suivante :

f = E0(−k0
12

∆12H
0

RT 0
+ k0

13

∆31H
0

RT 0
) (3.17)

g = E0(k0
12

∆12H
0

RT 0
− k0

12

k0
21

k0
23

∆23H

RT 0
). (3.18)

avec ∆23H = −∆12H −∆31H . L’expression de f et g en fonction de E0, ES0, λ+, λ−, θ+

et θ− est aisément déduite des Eqs. (3.17, 3.18) et du tableau 4.2.

Le réseau étant à l’équilibre à la température T 0, les coefficients α± sont des combinaisons

linéaires des enthalpies standard de réaction
∆ijH

0

RT 0 = ǫij − ǫji et ils s’annulent lorsque

ǫij = ǫji. En conséquence, on retrouve que le système reste à l’équilibre si chaque pseudo-

isomérisation du réseau est athermique.

On résout l’Eq. (3.16) et on trouve pour le régime permanent l’expression suivante :

X±(t) = X0 + β
(

X1
±,sin(ω = |λR+|) sin(λR+t) + X1

±,sin(ω = |λR−|) sin(λR−t) (3.19)

+X1
±,cos(ω = |λR+|) cos(λR+t) + X1

±,sin(ω = |λR−|) cos(λR−t)
)

(3.20)

avec :

X1
±,sin(ω) = −α±

−λ±
ω2 + λ2

±
(3.21)

X1
±,cos(ω) = −α±

ω

ω2 + λ2
±

(3.22)

L’expression du vecteur E(t) décrivant l’état instantané du système est déduite de l’ex-

pression du vecteur X(t) en inversant l’Eq. (3.15). On obtient :

E(t) = E0R + β
(

E1
sin(ω = |λR+|) sin(λR+t) + E1

sin(ω = |λR−|) sin(λR−t) (3.23)

+E1
cos(ω = |λR+|) cos(λR+t) + E1

cos(ω = |λR−|) cos(λR−t)
)

(3.24)
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E1
sin(ω) = cos(θ+) α+λ+

ω2+λ2
+

+ cos(θ−) α−λ−
ω2+λ2

−

ES1
sin(ω) = sin(θ+) α+λ+

ω2+λ2
+

+ sin(θ−) α−λ−
ω2+λ2

−

E1
cos(ω) = ω

(

cos(θ+) α+

ω2+λ2
+

+ cos(θ−) α−

ω2+λ2
−

)

ES1
cos(ω) = ω

(

sin(θ+) α+

ω2+λ2
+

+ sin(θ−) α−

ω2+λ2
−

)

Tab. II–3.4 – Expressions des amplitudes des oscillations des concentrations, (E1
sin(ω),

ES1
sin(ω)) et (E1

cos(ω), ES1
sin(ω)) en phase et en quadrature de phase avec la température.

L’expression des coefficients α± est donnée dans le tableau 4.3.

Les expressions des amplitudes des oscillations des concentrations, (E1
sin(ω), ES1

sin(ω))

et (E1
cos(ω), ES1

sin(ω)), coordonnées des vecteurs E1
sin(ω) et E1

cos(ω) respectivement sont

données dans le tableau 4.4. En utilisant la définition de la fonction réponse R donnée

dans l’Eq. (2.14) et l’expression de la matrice de passage P donnée dans l’Eq. (3.7), on

obtient pour la fonction réponse R l’expression suivante :

R = | sin(θR−)E1
cos(ω = λR+) − cos(θR−)ES1

cos(ω = λR+)|
×| sin(θR+)E1

cos(ω = λR−) − cos(θR+)ES1
cos(ω = λR−)| (3.25)

3 Démonstration numérique d’un maximum

Nous générons une collection de réseaux enzymatiques, vérifiant le principe de bilan dé-

taillé et tous associés à un même état d’équilibre E0R =

(

E0

ES0

)

=

(

0.75
0.18

)

. Chaque ré-

seau N est associé aux mêmes enthalpies de réactions : ∆12H
0 = 5RT 0, ∆23H

0 = −10RT 0,

∆31H
0 = −∆12H

0 − ∆23H
0. Dans l’exemple présenté, les paramètres dynamiques réson-

nants sont les suivants : λR+ = −0.246, λR− = −2.484 et θR+ = 2.361 rad. La valeur de

l’angle θR− est imposé par le principe de bilan détaillé et vaut dans ce cas θR− = 0.274 rad.

Afin de générer la collection de réseaux enzymatiques considérée, nous effectuons un échan-

tillonnage uniforme en échelle logarithmique des valeurs de trois constantes cinétiques k0
12,

k0
23, k0

31, centrées sur les valeurs des trois constantes cinétiques résonnantes k0R
12 = 10−2,

k0R
23 = 0.200, et k0R

31 = 1.800 caractérisant le réseau catalytique de l’enzyme ER. La va-

leur des trois autres constantes cinétiques est imposée par l’état d’équilibre et le principe

du bilan détaillé. Cet échantillonage entrâıne une répartition non uniforme des valeurs

propres et des vecteurs propres.

Nous calculons pour chaque jeu de valeurs de paramètres généré la valeur des amplitudes

des oscillations de concentration en quadrature de phase avec la température en utilisant

les expressions données dans le tableau 4.4 et la valeur de la fonction résonnante grâce à

l’Eq. (3.25).
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La figure 4.1 représente la fonction R(N) en fonction des deux valeurs propres non nulles

(λ+, λ−) pour la collection de réseaux enzymatiques générés. Comme annoncé, la fonction

présente un maximum pour λ+ = λR+ et λ− = λR−. La figure 4.1 est la projection d’une

fonction de trois variables dans un espace à deux dimensions : l’ensemble des points ne

définit pas une surface mais forme un nuage.

La figure 4.2 représente la fonction réponse R(N) en fonction de l’angle θ+. Nous donnons

également dans la figure 4.3 la projection de la fonction R(N) en fonction de l’angle θ−.

Le maximum de la fonction est bien atteint pour θ+ = θR+ et θ− = θR−. Ces figures sont

la projection d’une fonction de trois variables sur un espace à une dimension, l’ensemble

des points forme donc une surface.

Afin d’évaluer l’écart entre un jeu de paramètres inconnus (λ+, λ−, θ+) et le jeu de para-

mètres résonnants (λR+, λR−, θR+), nous définissons une distance sous la forme :

d =

√

√

√

√

∑

±

(λ± − λR±
λR±

)2
+
(θ+ − θR+

θR+

)2
(3.26)

La figure 4.4 donne la réponse normalisée R(N)/R(NR) en fonction de la distance d.

Un réseau ayant une réponse proche de la réponse du réseau résonnant, i. e. vérifiant

R(N)/R(NR) > 1/2 est associé à des paramètres dynamiques (λ+, λ−, θ+) proches des

paramètres résonnants, i. e. à une distance d inférieure à 2. Par contre cela n’implique

pas nécessairement que la valeur des constantes cinétiques soient proches de la valeur des

constantes cinétiques associées au réseau résonnant NR.

En effet, deux réseaux associés à des valeurs de paramètres dynamiques proches ne sont

pas nécessairement associés à des valeurs de constantes cinétiques proches. La valeur des

constantes cinétiques caractérisant une enzyme E1, incluse dans le réseau N1 et vérifiant

la condition R(N1)/R(NR) > 1/2, peut différer de plusieurs ordres de grandeurs des

constantes cinétiques résonnantes caractérisant le réseau NR. Ainsi, le tableau 4.5 donne

la valeur des deux jeux de paramètres, soit les concentrations d’équilibre, les valeurs

propres et les vecteurs propres, soit les constantes cinétiques, associé à un réseau N1 et au

réseau résonnant NR. La distance entre la dynamique du réseau N1 et du réseau résonant

NR, définie dans l’Eq. (3.26) vaut d = 2. Pourtant, certaines des valeurs des constantes

cinétiques différent d’un facteur 40. Ce résultat avait déjà était souligné dans le chapitre

précédent. Il est donc très important de choisir des paramètres adaptés à la description

de la dynamique d’un réseau et à l’observable choisie.

4 Protocole expérimental

Les résultats précédents peuvent être appliqués au ’screening’ i. e. à la sélection d’un

réseau donné NR associé aux paramètres (λR+, λR−, θR+) parmi une collection d’enzymes as-
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Fig. II–3.1 – Réponse normalisée R(N)/R(NR) en fonction du rapport des valeurs propres
en échelle logarithmique log10(λ1/λ

R
1 ), log10(λ2/λ

R
2 ), pour des réseaux à trois espèces. La

figure est construite en utilisant l’Eq. (3.25), permettant de calculer la fonction réponse, et
les valeurs explicites des valeurs propres. L’ensemble des réseaux sont générés grâce à un
échantillonage uniforme en échelle logarithmique des constantes cinétiques sur l’intervalle
−2 ≤ log10(k

0
ij)/ log10(k

0R
ij ) ≤ 2 (ij = 12, 23, 31) avec un pas de 0.1. Le réseau considéré

admet l’état d’équilibre suivant : E0R = 0.75, ES0R = 0.18 et les enthalpies standard
de réactions suivantes : ∆H12 = 5RT 0, ∆H23 = −10RT 0. Le réseau résonnant NR est
caractérisé par les paramètres suivants : λR+ = −0.246, λR− = −2.484 et θR+ = 2.361.
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Fig. II–3.2 – Réponse normalisée R(N)/R(NR) en fonction de l’angle θ+. Les valeurs des
paramètres sont les mêmes que dans la figure 4.1.

E0R ES0R λR+ λR− θR+ (rad) θR− (rad)
0.741 0.185 -0.246 -2.484 2.361 0.274
E0R ES0R λ+ λ− θ+ (rad) θ− (rad)
0.741 0.185 -0.672 -2.228 2.787 0.623
k0R

12 k0R
21 k0R

23 k0R
32 k0R

31 k0R
13

0.010 0.040 0.200 0.500 1.800 0.180
k0

12 k0
21 k0

23 k0
32 k0

31 k0
13

0.398 1.592 0.252 0.629 0.072 0.007

Tab. II–3.5 – Les quatre premières lignes donnent l’état d’équilibre et les paramètres
dynamiques du réseau résonnant et d’un réseau associé à une dynamique proche (d = 2).
La valeur des angles θR− et θ− est déduite des valeurs des autres paramètres et du bilan
détaillé. Les quatre dernières lignes donnent la valeur des constantes cinétiques associées
à ces deux mêmes réseaux. La distance dans l’espace des constantes cinétiques vaut dk =
√

(

k0
12−k0R

12

k0R
12

)2
+
(

k0
23−k0R

23

k0R
23

)2
+
(

k0
31−k0R

31

k0R
31

)2
= 40.
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Fig. II–3.3 – Réponse normalisée R(N)/R(NR) en fonction de l’angle θ−. Les valeurs des
paramètres sont les mêmes que dans la figure 4.1.
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Fig. II–3.4 – Réponse normalisée R(N)/R(NR) en fonction de la distance d définie dans
l’Eq. (3.26) Les valeurs des paramètres sont les mêmes que dans la figure 4.1.
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sociées à des paramètres dynamiques différents et au même état d’équilibre. En l’absence

du réseau recherché, la méthode proposée permet de déterminer le réseau possédant la

dynamique la plus proche et d’évaluer la distance au réseau cible.

Nous proposons le protocole expérimental suivant. Nous appliquons au milieu réactionnel

la modulation de température donnée dans l’Eq. (3.10). L’utilisation de cellules expéri-

mentales de dimensions micrométriques, de hauteur de l’ordre de 50 µ m [12, 46] permet

l’obtention dans le milieu d’oscillations de température à une fréquence choisie, pouvant

atteindre 105Hz. Nous commençons par calculer la valeur R(NR) de la fonction réponse

en utilisant l’Eq. (3.25), pour l’enzyme cible associée aux paramètres (λR+, λR−, θR+). Afin

de déterminer la valeur de la fonction réponse associée à un réseau inconnu, nous avons

besoin de mesurer deux des trois amplitudes E1
cos, ES1

cos et EP 1
cos, en quadrature de phase

avec la température, à chacune des deux pulsations ω = λR+ et ω = λR−. Nous suggérons

de récolter deux signaux qui dépendent linéairement des concentrations E(t) et ES(t).

Une sonde fluorescente, dont le signal est affecté par la réaction chimique, peut être liée

à l’enzyme [52]. La détection de bandes infrarouges spécifiques peut aussi être envisagée

[53]. Les amplitudes en quadrature de phase au premier ordre E1
cos(ω = λR+), E1

cos(ω = λR−),

ES1
cos(ω = λR+) et ES1

cos(ω = λR−) sont extraites du signal global E(t) et ES(t) en utilisant

la décomposition en série de Fourier et la transformée de Fourier. Une fois les amplitudes

connues, nous calculons la valeur R(N) de la fonction réponse pour ce réseau en utilisant

l’Eq. (3.25). Ces étapes sont répétées pour chaque enzyme de la collection. On attribue par

exemple la valeur des paramètres résonnants (λR+, λR−, θR+) à chaque enzyme satisfaisant la

condition R(N)/R(NR) > 1/2.

5 Exemple d’utilisation du filtre cinétique

Nous pouvons étendre l’utilisation de la fonction réponse R(N) à la caractérisation de

la dynamique d’un réseau catalytique à n espèces. Nous considérons un réseau de réactions

chimiques in vitro Nvit, composé de n espèces réactives, vérifiant le schéma réactionnel

donné dans l’Eq. (2.1). On admet que, grâce aux techniques classiques de détermination de

constantes cinétiques, les n(n−1) constantes cinétiques kvitij caractérisant la dynamique in

vitro des n(n−1)/2 isomérisations constituant le réseau sont connues. Le réseau constitué

des mêmes espèces et ayant la même topologie, mais considéré maintenant dans un milieu

biologique, est noté Nviv. Il est associé à une dynamique inconnue que l’on cherche à

déterminer. Pour cela, nous calculons la valeur, pour le réseau Nviv, de la fonction réponse

maximum pour le réseau Nvit.

La connaissance des constantes cinétiques permet de calculer les valeurs propres et les

angles définissant les directions propres (λviti , θvitij ) associées au réseau Nvit. Les réseaux
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Nvit et Nviv sont soumis successivement à la modulation de température suivante :

T = T 0
(

1 + βΣn−1
i=1 sin(|λviti |t)

)

(3.27)

Dans le cas d’un réseau constitué de n espèces, la construction de la fonction R nécessite

l’observation de (n − 1) espèces réactives. Pour cela, on peut marquer les espèces par

une sonde fluorescente dont le signal est perturbé par la réaction chimique ou observer

des bandes infrarouges spécifiques. On collecte ainsi, pour chaque réseau, les n − 1 fonc-

tions Avit
i (t), respectivement Aviv

i (t). Les amplitudes des oscillations de la concentration

en quadrature de phase avec la température Avit,1
i,cos(|λviti |) (respectivement Aviv,1

i,cos (|λviti |)) à

chacune des n − 1 pulsations correspondant aux valeurs propres du réseau Nvit choisies

sont extraites du signal global Avit
i (t) (respectivement Aviv

i (t)) en utilisant la décomposi-

tion en série de Fourier et la transformée de Fourier.

Les constantes cinétiques k0vit
ij étant connues, il est possible d’écrire la matrice M0vit

définie Eq. (3.13) caractérisant la dynamique du réseau Nvit ainsi que l’inverse de la

matrice de passage P−1vit. Nous pouvons ainsi calculer la valeur des fonctions réponses

R(Nvit) R(Nviv) en utilisant la définition de la fonction R donnée Eq. (2.14) et le rap-

port R(Nviv)/R(Nvit). Afin d’évaluer l’écart entre les deux jeux de paramètres (λviti , θvitij )

et (λvivi , θvivij ) définissant les dynamiques des réseaux Nvit et Nviv , nous définissons une

distante de même nature que la distance définie dans l’Eq. (3.26) :

d =

√

√

√

√

n−1
∑

i=1

(

(
λvivi − λviti

λviti
)2 +

n−3
∑

j=1

(
θvivij − θvitij

θvitij
)2
)

(3.28)

Le rapport R(Nviv)/R(Nvit) est inférieur ou égal à 1 et tend vers 1 lorsque les deux ré-

seaux sont caractérisés par des jeux de paramètres dynamiques de valeurs proches, i.e.

pour une faible valeur de la distance d.

Dans le cas d’un réseau constitué de trois espèces réactives, n = 3, nous avons montré

numériquement que lorsque le rapport des réponses R(N1)/R(NR) d’un réseau de dyna-

mique inconnue N1 et du réseau résonnant est supérieur à 1/2, la distance d définie Eq.

(3.28) entre les paramètres dynamiques est inférieure à 2. On admet que cette relation est

conservée dans le cas d’un réseau constitué de n espèces. Dans ce cas, le calcul du rap-

port des réponses R(Nviv)/R(Nvit) nous permet d’évaluer la distance entre les paramètres

(λviti , θvitij ) caractérisant la dynamique in vitro et les paramètres (λvivi , θvivij ) caractérisant

la dynamique in vivo du réseau.

6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que la méthode de détermination de paramètres

dynamiques que nous proposons est particulièrement bien adaptée à la caractérisation
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de réseaux enzymatiques suivant la cinétique de Michaelis-Menten. Nous avons appliqué

cette méthode à des réseaux vérifiant le principe du bilan détaillé.

La démonstration du phénomène de résonance est partiellement numérique. Cependant

l’expression de la fonction réponse R en fonction du jeu de paramètres choisis (λ+, λ−, θ+, E0, ES0)

et des enthalpies de réaction est connue et une démonstration analytique est actuellement

en cours.
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Chapitre II–4

Le déplacement hors de l’état

d’équilibre fournit une signature des

mécanismes

1 Introduction

Tout paramètre physique macroscopique comme la température ou la concentration

d’une espèce fluctue naturellement autour d’une valeur moyenne. Ces fluctuations aléa-

toires peuvent dans certains cas maintenir un système réactif hors de l’état d’équilibre

[54, 55, 56, 57, 58]. La possibilité de maintenir hors d’équilibre une réaction chimique uni-

moléculaire en imposant la modulation des précédents paramètres intéresse les chercheurs

depuis plus de 20 ans. La faible oscillation de la concentration d’une espèce présente en

excès, le substrat par exemple dans le cas de la catalyse enzymatique, entrâıne une dévia-

tion hors de l’état d’équilibre du système au deuxième ordre de la perturbation [59, 60].

L’exemple particulier de l’effet de l’oscillation de la concentration de l’ATP (adénosine

triphosphate) sur l’efficacité de pompes à protons présentes dans les membranes de cel-

lules de levures a ainsi été prouvé [60].

D’autres travaux ont étudié l’effet de l’oscillation du potentiel électrique sur la catalyse

enzymatique du type Michaelis-Menten [61, 62, 63, 64, 65]. On admet que la distribution

des charges électriques portées par l’enzyme change avec sa conformation. Lorsque l’on

soumet cette réaction à une oscillation de potentiel électrique, on induit un déplacement

hors de l’équilibre favorisant ou défavorisant la formation du produit par rapport à l’état

d’équilibre du système. Les études théoriques précédentes ont été réalisées pour des mé-

canismes unimoléculaires à deux, trois ou quatres états. Elles montrent que la valeur du

déplacement hors de l’équilibre d’une espèce réactive dépend de la fréquence de la per-

turbation et mettent en évidence l’existence de fréquences caractéristiques fortement liées

aux fréquences propres du réseau de réactions chimiques dans lequel est impliquée l’espèce

observée.
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L’enzyme (Na,K)-ATPase catalyse l’échange des ions sodium et des ions potassium à tra-

vers la membrane des globules rouges. L’action de cette enzyme peut être modélisée par

un mécanisme de Michaelis-Menten à 4 états. La membrane des cellules a été soumise à

un champ électrique oscillant et la variation du flux d’échange des ions en fonction de

la fréquence appliquée ainsi que l’existence d’une fréquence maximisant ce flux ont été

observées expérimentalement [66].

Ces travaux théoriques et expérimentaux ont mis en évidence le lien entre la dépendance

en fréquence du déplacement hors de l’équilibre d’une espèce réactive et le mécanisme

dans lequel elle est impliquée.

Nous nous intéressons ici au déplacement hors de l’équilibre induit par une faible os-

cillation de température pour un réseau de réactions chimiques unimoléculaires. Cette

perturbation, contrairement à la modulation d’une concentration, est non invasive et per-

met d’étudier des systèmes in vivo. Elle est, en outre, plus facile à mettre en oeuvre

expérimentalement qu’une modulation de potentiel électrique. La forme du déplacement

hors de l’équilibre de la concentration d’une espèce réactive en fonction de la pulsation

de la perturbation peut être considérée comme une signature du réseau de réactions dans

lequel est impliquée l’espèce observée. On peut extraire de cette signature des informa-

tions sur la topologie du réseau et sur les paramètres contrôlant sa dynamique [67]. Dans

ce cas, nous déterminons l’expression analytique du déplacement hors de l’équilibre pour

une réaction unimoléculaire à deux états, puis à trois états. Nous généralisons les résultats

obtenus pour un réseau à n espèces. Dans le dernier paragraphe, nous nous intéressons

au cas particulier d’une réaction unimoléculaire à deux états avec passage par un inter-

médiaire réactionnel. Nous montrons que, dans ce cas, la forme du déplacement hors de

l’équilibre en fonction de la pulsation de la perturbation donne également accès à l’allure

du diagramme d’énergie en fonction d’une coordonnée de réaction.

Dans tout ce chapitre, nous étudions la réponse des systèmes chimiques soumis à la modu-

lation de température donnée dans l’Eq. (1.6). Les constantes cinétiques suivent le modèle

d’Eyring, décrit dans l’Eq. (1.7). Les expressions du développement limité des constantes

cinétiques et des concentrations au deuxième ordre de la perturbation sont données dans

les Eqs. (1.8, 1.9).

2 Réaction unimoléculaire à deux états

Nous considérons une réaction unimoléculaire à deux états :

A1

k12

⇀↽
k21

A2 (4.1)
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La dynamique d’une telle réaction est gouvernée par l’équation macroscopique suivante :

dA1(t)

dt
= −k12(t)A1(t) + k21(t)A2(t) (4.2)

La conservation de la matière impose la relation : A1(t) + A2(t) = 1. Initialement, les

espèces sont à l’équilibre chimique à la température T 0 et l’expression des concentrations

est la suivante :

A0
1 =

k0
21

k0
21 + k0

12

, A0
2 = 1 − A0

1 (4.3)

L’équation donnée Eq. (4.2) est développée au premier ordre de la perturbation et conduit

à l’équation suivante :

dA1
1(t)

dt
+ (k0

12 + k0
21)A

1
1(t) =

k0
12k

0
21(ǫ21 − ǫ12)

k0
12 + k0

21

sin(ωt) (4.4)

Après le temps de relaxation τ = 1
k0
12+k0

21
de la réaction (4.1), le système entre dans un

régime sinusoidal forcé. La correction au premier ordre de la concentration de l’espèce A1

est de la forme :

A1
1(t) = A1

1,sin sin(ωt) + A1
1,cos cos(ωt) (4.5)

où A1
1,sin et A1

1,cos sont les amplitudes des oscillations de la concentration, en phase et en

quadrature de phase avec la température, qui s’écrivent de la manière suivante :

A1
1,sin =

k0
12k

0
21(ǫ21 − ǫ12)

(k0
12 + k0

21)
2 + ω2

(4.6)

A1
1,cos =

k0
12k

0
21ω(ǫ21 − ǫ12)

(k0
12 + k0

21)
(

(k0
12 + k0

21)
2 + ω2

) (4.7)

Le développement de l’Eq. (4.2) au deuxième ordre de la perturbation conduit à l’équation

différentielle suivante :

dA2
1(t)

dt
+ (k0

12 + k0
21)A

2
1(t) =

(

k0
12ǫ12 + k0

21ǫ21

)

A1
1(t) sin(ωt)

+
k0

12k
0
21(ǫ

2
21 − ǫ2

12)

4(k0
12 + k0

21)
(1 − cos(2ωt)) (4.8)

La solution au deuxième ordre de la perturbation s’écrit sous la forme :

A2
1(t) = A2

1,cst + A2
1,sin sin(2ωt) + A2

1,cos cos(2ωt) (4.9)

où le terme constant au deuxième ordre a pour expression :

A2
1,cst =

k0
12k

0
21(ǫ21 − ǫ12)(k

0
12ǫ12 + k0

21ǫ21)

2
(

(k0
12 + k0

21)
2 + ω2

)

(k0
12 + k0

21)
+

k0
12k

0
21(ǫ

2
21 − ǫ2

12)

4(k0
12 + k0

21)
2

(4.10)

L’existence de ce terme prouve qu’une oscillation de température entrâıne un déplacement

hors de l’équilibre pour un système décrit par l’Eq. (4.1). La correction de la concentration
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au second ordre A2
1,cst est la somme de deux contributions. Le premier terme à droite de

l’égalité provient du produit de la correction au premier ordre des constantes cinétiques

et de l’amplitude A1
1,sin d’oscillation de la concentration en phase avec la température. Il

dépend des paramètres cinétiques de la réaction étudiée (k0
12, k

0
21, ǫ12, ǫ21) et de la pulsation

ω. Le second terme à droite de l’égalité provient du produit des concentrations d’équilibre

et du développement à l’ordre 2 des constantes cinétiques et ne dépend pas de la pulsation

de la perturbation. L’expression de la correction de la valeur d’équilibre au deuxième ordre

ainsi que les amplitudes d’oscillation au premier ordre s’annulent pour ǫ12 = ǫ21. Ceci n’est

vrai que parce que le système est initialement dans un état d’équilibre. Ainsi, la réaction

reste à l’équilibre si elle est athermique.

Le signe du déplacement hors de l’équilibre, A2
1,cst, est le signe de la différence d’énergies

d’activation (ǫ21−ǫ12). Une modulation de température entrâıne la disparition d’une petite

quantité de réactif A1 (et donc la formation d’une petite quantité de produit A2) dans

le cas d’une réaction exothermique. On s’intéresse à la dépendance en ω du déplacement

hors de l’équilibre A2
1,cst. La figure 5.1 représente A2

1,cst en fonction de la pulsation ω

de la perturbation pour des valeurs fixées de (k0
12, k

0
21, ǫ12, ǫ21). Le signe de la dérivée

de A2
1,cst(ω) par rapport à ω est donné par le signe de (ǫ21 − ǫ12). La fonction A2

1,cst(ω)

est donc décroissante pour des réactions exothermiques et croisssante pour les réactions

endothermiques. La figure 5.1 montre l’existence d’un point d’inflexion et d’un seuil pour

la pulsation :

ωs =
(k0

12 + k0
21)√

3
(4.11)

La hauteur relative du saut h =
A2

1,cst(ω→∞)−A2
1,cst(ω→0)

A2
1,cst(ω→∞)

est maximale pour des constantes

cinétiques k0
12 et k0

21 du même ordre de grandeur. Dans le cas le moins favorable, pour

des constantes cinétiques d’ordre de grandeur très différent, la hauteur du saut h est

de l’ordre du rapport des énergies d’activation et reste donc observable. Par exemple, la

réaction d’appariement de simples brins d’ADN (acide désoxyribonucléique) courts est

caractérisée, à la température T 0 = 298K, par les paramètres suivants : k0
12 = 105M.s−1,

k0
21 = 0.1s−1, ∆H 6=0

12 = 8RT 0J.mol−1 et ∆H 6=0
21 = 60RT 0J.mol−1 [68], ce qui conduit à une

hauteur relative h = 0.24.

3 Réaction unimoléculaire à trois états

Dans ce paragraphe, on considère une réaction unimoléculaire à trois états :
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A2
1,cst

log10  ω

Fig. II–4.1 – Correction constante au deuxième ordre A2
1,cst de la concentration d’équilibre

de l’espèce A1 qui participe à une réaction unimoléculaire à deux états en fonction de
log10 ω pour k0

12 = 0.1, k0
21 = 1, ǫ12 = 100, ǫ21 = 10.
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i = 0 −(k0
12 + k0

13 + k0
31) i = 0 k0

21 − k0
31

κi1,1 i = 1 −(k1
12 + k1

13 + k1
31) κi1,2 i = 1 k1

21 − k1
31

i = 2 −(k2
12 + k2

13 + k2
31) i = 2 k2

21 − k2
31

i = 0 k0
12 − k0

32 i = 0 −(k0
21 + k0

23 + k0
32)

κi2,1 i = 1 k1
12 − k1

32 κi2,2 i = 1 −(k1
21 + k1

23 + k1
32)

i = 2 k2
12 − k2

32 i = 2 −(k2
21 + k2

23 + k2
32)

Tab. II–4.1 – Expression des coefficients des matrices Mi en fonction des constantes
cinétiques et des énergies d’activation réduites ǫij = ∆ijH

RT 0 telles que k1
ij = k0

ij(ǫij + 1) et
k2
ij = k0

ijǫ
2
ij/4.

A1 A2

A3

k12

k21

k
13k

31

k 32

k 23

Un tel système est a priori caractérisé par six constantes cinétiques et six énergies d’ac-

tivation. En l’absence d’échanges avec l’extérieur, le système vérifie le principe de bilan

détaillé et les constantes cinétiques sont liées par la relation :

k12k23k31

k21k32k31
= 1 (4.12)

La réaction étant cyclique, les énergies d’activation réduites vérifient : ǫ12 − ǫ21 + ǫ23 −
ǫ32 + ǫ31 − ǫ13 = 0. Quand on prend en compte la relation de conservation de la matière,

A1(t)+A2(t)+A3(t) = 1, l’évolution du système est gouvernée par les équations suivantes :

d

dt

(

A1(t)
A2(t)

)

= M(t)

(

A1(t)
A2(t)

)

+

(

k31(t)
k32(t)

)

(4.13)

avec M(t) = M0 + βM1 sin ωt + β2

2
M2[1 − cos(2ωt)].

Les matrices Mi (i=0,1,2) sont des matrices 2x2, que l’on écrit sous la forme suivante :

Mi =

(

κi1,1 κi1,2
κi2,1 κi2,2

)

, pour i = 0, 1, 2. (4.14)

L’expression des coefficients des matrices Mi en fonction des constantes cinétiques et des

énergies d’activation est donnée dans le tableau 5.1.

Les deux valeurs propres de la matrice M0 sont réelles et négatives dans le cas d’une

réaction vérifiant le principe du bilan détaillé [69]. Dans le cas contraire, elles peuvent
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être complexes conjuguées. On traite analytiquement le premier cas. Nous rappelons les

expressions des valeurs propres en fonction des paramètres de la matrice M0 déjà données

dans l’Eq. (3.6) :

λ± =
κ0

1,1 + κ0
2,2

2
± 1

2

√

(κ0
1,1 + κ0

2,2)
2 − 4(κ0

1,1κ
0
2,2 − κ0

2,1κ
0
1,2) (4.15)

Quand les deux valeurs propres sont identiques, les deux équations qui gouvernent la

dynamique de la réaction se ramènent à une équation unique. Le comportement dynamique

d’un tel système est identique à celui d’une réaction unimoléculaire à deux états, cas

précédemment traité. On considère donc ici le cas non dégénéré où les deux valeurs propres

de la matrice M0 sont différentes et vérifient λ− < λ+ < 0. On introduit le paramètre :

r =
λ−
λ+

(4.16)

Les concentrations d’équilibre à la température T 0 vérifient :

A0
1 =

1

1 +
k0
12

k0
21

+
k0
13

k0
31

, A0
2 =

1

1 +
k0
21

k0
12

+
k0
32

k0
23

, A0
3 = 1 − (A0

1 + A0
2) (4.17)

Au premier ordre de la perturbation, l’Eq. (4.13) conduit à l’équation différentielle sui-

vante :

d

dt

(

A1
1(t)

A1
2(t)

)

= M0

(

A1
1(t)

A1
2(t)

)

+ M1

(

A0
1

A0
2

)

sin(ωt) +

(

k0
31ǫ31

k0
32ǫ32

)

sin(ωt) (4.18)

Ainsi que nous l’avons signalé dans le paragraphe précédent, seuls les termes en phase avec

la température contribuent au déplacement hors de l’équilibre. L’amplitude des oscillations

en phase avec la température A1
i,sin s’écrit sous la forme suivante :

A1
i,sin =

a−
i,sin

ω2 + λ2
−

+
a+
i,sin

ω2 + λ2
+

, i = 1, 2 (4.19)

L’expression des paramètres a−
i,sin et a+

i,sin en fonction des constantes cinétiques et des

énergies d’activation est donnée dans le tableau 5.2. Les paramètres f et g sont des

fonctions des énergies d’activation et s’écrivent : f = A0
1κ

1
1,1 + A0

2κ
1
1,2 + k0

31ǫ31 et g =

A0
1κ

1
2,1 + A0

2κ
1
2,2 + k0

32ǫ32. Dans le cas d’un système vérifiant le principe du bilan détaillé,

les constantes cinétiques satisfont la relation donnée Eq. (4.12) et les concentrations sta-

tionnaires A0
i sont les concentrations d’équilibre données dans l’Eq. (4.17). On peut alors

réécrire les paramètres f et g sous la forme suivante déjà établie dans les Eqs. (3.17,3.18) :

f = A0
1

(

k0
12(ǫ21 − ǫ12) + k0

13(ǫ31 − ǫ13)
)

(4.20)

g = A0
1

(

− k0
12(ǫ21 − ǫ12) +

k0
12

k0
21

k0
23(ǫ32 − ǫ23)

)

(4.21)
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a+
1,sin = 1

r2−1

(

(κ0
1,1 − κ0

2,2r)f + κ0
1,2(1 + r)g

)

a−
1,sin = r

1−r2
(

(rκ0
1,1 − κ0

2,2)f + κ0
1,2(1 + r)g

)

a+
2,sin = 1

r2−1

(

(κ0
2,2 − κ0

1,1r)g + κ0
2,1(1 + r)f

)

a−
2,sin = r

1−r2
(

(rκ0
2,2 − κ0

1,1)g + κ0
2,1(1 + r)f

)

a+
3,sin = −a+

1,sin − a+
2,sin a−

3,sin = −a−
1,sin − a−

2,sin

Tab. II–4.2 – Expression des coefficients a±
i,sin introduits dans l’expression de l’amplitude

A1
i,sin.

On retrouve le même résultat que dans le paragraphe précédent : un ensemble de réactions

athermiques, tel que ǫij = ǫji reste à l’équilibre.

Au deuxième ordre, l’Eq. (4.13) s’écrit :

d

dt

(

A2
1(t)

A2
2(t)

)

= M0

(

A2
1(t)

A2
2(t)

)

+ M1

(

A1
1(t)

A1
2(t)

)

sin(ωt)

+ M2

(

A0
1

A0
2

)

1 − cos(2ωt)

2
+





k0
31ǫ

2
31

4
k0
32ǫ

2
32

4





1 − cos(2ωt)

2
(4.22)

En résolvant l’équation (4.22), on détermine l’expression du déplacement hors de l’équi-

libre pour chacune des espèces réactives :
(

A2
1,cst

A2
2,cst

)

= −1

2
(M0)−1M1

(

A1
1,sin

A1
2,sin

)

− 1

2

(

(M0)−1M2

(

A0
1

A0
2

)

+ (M0)−1





k0
31ǫ

2
31

4
k0
32ǫ

2
32

4





)

(4.23)

Comme nous l’avions précédemment remarqué pour une réaction à deux états, la correc-

tion de la concentration d’équilibre au second ordre est la somme de deux contributions.

Le premier terme à droite de l’égalité dépend des propriétés dynamiques du système et de

la pulsation ω de la perturbation. Le second terme est indépendant de la pulsation de la

perturbation. Pour chaque espèce réactive Ai, l’expression de la déviation de la concentra-

tion d’équilibre est la somme d’un terme dépendant de la pulsation ω de la perturbation

et d’un terme constant qui correspond à la valeur asymptotique du déplacement hors de

l’équilibre pour ω → ∞ :

A2
i,cst =

1

2λ−λ+

( a−
i,cst

ω2 + λ2
−

+
a+
i,cst

ω2 + λ2
+

)

+ A2
i,cst(ω → ∞) (4.24)

L’expression de la valeur asymptotique A2
i,cst(ω → ∞) est donnée dans le tableau 5.3. Les

coefficients a+
i,cst et a−

i,cst s’écrivent sous la forme suivante :

a−
i,cst = −αi

r(r + xi)

r2 − 1
(4.25)

43



A2
1,cst(ω → ∞) 2A0

1

(

− κ0
2,2(k

0
12
ǫ221−ǫ212

4
+ k0

13
ǫ231−ǫ213

4
) + κ0

1,2(k
0
12
ǫ212−ǫ221

4
+

k0
12

k0
21

k0
23
ǫ232−ǫ223

4
)
)

A2
2,cst(ω → ∞) 2A0

2

(

− κ0
3,3(k

0
23
ǫ232−ǫ223

4
+ k0

21
ǫ212−ǫ221

4
) + κ0

2,3(k
0
23
ǫ223−ǫ232

4
+

k0
23

k0
32

k0
31
ǫ213−ǫ231

4
)
)

A2
3,cst(ω → ∞) −(A2

1,cst(ω → ∞) + A2
2,cst(ω → ∞))

Tab. II–4.3 – Valeur asymptotique du déplacement hors de l’équilibre dans la limite
ω → ∞ pour chaque espèce Ai.

u1 = −κ1
1,1κ

0
2,2 + κ1

2,1κ
0
1,2 u2 = κ1

1,1κ
0
2,1 − κ1

2,1κ
0
1,1

v1 = −κ1
1,2κ

0
2,2 + κ1

2,2κ
0
1,2 v2 = κ1

1,2κ
0
2,1 − κ1

2,2κ
0
1,1

Tab. II–4.4 – Expressions des coefficients de la matrice (M0)−1M1

a+
i,cst = αi

1 + xir

r2 − 1
. (4.26)

L’expression des paramètres αi et xi en fonction des paramètres dynamiques est :

αi = ui(κ
0
1,1f + κ0

1,2g) + vi(κ
0
2,1f + κ0

2,2g) (4.27)

xi =
1

αi

(

ui(−κ0
2,2f + κ0

1,2g) + vi(−κ0
1,1f + κ0

2,1g)
)

(4.28)

les paramètres ui et vi pour i = 1, 2 sont les coefficients de la matrice (M0)−1M1 et

leurs expressions sont données dans le tableau 5.4. Les coefficients u3 et v3, associés à

l’espèce A3, vérifient u3 = −(u1 + u2) and v3 = −(v1 + v2).

La partie du terme constant au deuxième ordre A2
i,cst dépendant de la pulsation ω est

la somme de deux fonctions lorentziennes en ω, elle présente donc des fréquences seuils

ω+ ≃ −λ+/
√

3 et ω− ≃ −λ−/
√

3. L’allure complète de la courbe dépend a priori des six

constantes cinétiques et des six énergies d’activation. Le nombre de variables est réduit à

dix dans le cas d’un système vérifiant le principe du bilan détaillé.

Cependant on peut décrire l’allure du déplacement hors de l’équilibre de l’espèce Ai en

fonction de ω grâce à trois paramètres de contrôle xi, αi et r. La courbe A2
i,cst(ω) peut pré-

senter deux allures : soit une fonction monotone avec deux seuils et trois points d’inflexion

ou une fonction à extremum présentant deux points d’inflexion. Les résultats de l’étude

de la première et de la deuxième dérivée de la fonction A2
i,cst(ω) sont les suivants : si les
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paramètres xi et r vérifient la relation : xi < −1
r+ 1

r

, le déplacement de l’équilibre est une

fonction monotone de la pulsation ω et possède deux seuils. La fonction est décroissante

pour αi < 0 et croissante pour αi > 0. Pour xi > −1
r+ 1

r

, le déplacement hors de l’équilibre

de l’espèce Ai en fonction de la pulsation ω possède un extremum pour la pulsation de

résonance :

ωi =

√

λ+λ−
(

xi +
√

1 + xi(r + 1/r) + x2
i

)

(4.29)

Cet extremum est un maximum pour αi < 0 et un minimum pour αi > 0. L’allure de

la courbe A2
i,cst(ω) ne dépend pas de la valeur numérique du paramètre αi, mais de son

signe.

Tous ces résultats sont résumés dans la figure 5.2. Dans le cas d’une réaction unimolécu-

laire à trois espèces dont les constantes cinétiques et les énergies d’activation sont connues,

ces résultats nous permettent de proposer un protocole expérimental pour contrôler le ren-

dement d’une espèce donnée Ai. Le calcul des valeurs de xi, r et αi permet de prédire la

forme du déplacement hors de l’équilibre en fonction de ω. Si les valeurs des paramètres

sont compatibles avec l’existence d’un maximum, l’Eq. (4.29) donne la valeur de la pulsa-

tion de la modulation de température qui optimise le rendement de l’espèce Ai. Quand les

valeurs propres sont d’ordres de grandeur différents, le maximum est mou et la fréquence

de modulation peut être choisie dans une large plage de valeurs.

4 Réseau de réactions chimiques à n espèces

Les résultats précédents montrent que la dépendance en fréquence du déplacement

hors de l’équilibre d’une espèce réactive, participant à un réseau de réactions chimiques

linéraire est la somme de fonctions lorentziennes ayant pour point d’inflexion ω = −λi√
3

où

λi est une valeur propre de la matrice caractérisant la dynamique du réseau. Dans le cas de

valeurs propres non dégénérées, le nombre de fréquences seuil relevé sur la courbe A2
i,cst(ω)

indique le nombre d’espèces qui constituent le réseau dans lequel est impliquée l’espèce

observée. La courbe A2
i,cst(ω) possède un seuil unique pour une réaction unimoléculaire à

deux états, deux seuils pour une réaction unimoléculaire à trois états, (n− 1) seuils pour

un réseau de n espèces.

Ces résultats peuvent être directement appliqués au le cas de la catalyse enzymatique. En

particulier, la dépendance du déplacement hors de l’équilibre en fonction de la pulsation

ω permet de faire la différence entre une cinétique de Michaelis-Menten à deux états E et

ES :

E + S ⇀↽ ES ⇀↽ E + P (4.30)
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Fig. II–4.2 – Correction au second ordre A2
1,cst de la concentration d’équilibre de l’espèce

A1 engagée dans une réaction unimoléculaire à trois états en fonction de log10 ω pour : a.
k0

12 = 0.5, k0
23 = 0.09, k0

31 = 0.8, k0
21 = 0.02, k0

32 = 0.03 et ǫ12 = 100, ǫ23 = 40, ǫ31 = 25,
ǫ21 = 35, ǫ32 = 80 ; b. k0

12 = 0.6, k0
23 = 0.01, k0

31 = 0.08, k0
21 = 0.02, k0

32 = 0.003 et ǫ12 = 50,
ǫ23 = 150, ǫ31 = 50, ǫ21 = 120, ǫ32 = 40 ; c. Même valeurs des paramètres que le cas b. sauf
ǫ32 = 40 ; d. Même valeurs des paramètres que le cas c. sauf k0

31 = 0.0008, k0
21 = 0.0002,

et k0
32 = 0.0003.
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et à trois états E, ES et EP

E + S ⇀↽ ES ⇀↽ EP ⇀↽ E + P (4.31)

Pour permettre sa détection, l’enzyme peut être marquée par une sonde fluorescente,

par exemple. Le milieu réactionnel est soumis à une faible oscillation de température,

on effectue un balayage en fréquence de la modulation et on acquiert la courbe E2
cst(ω).

L’existence de deux intermédiaires est simplement révélée par la présence de deux seuils

sur la courbe E2
cst(ω).

L’information contenue dans la dépendance en ω du déplacement hors de l’équilibre peut

également être utilisée pour déterminer le nombre de sites coopératifs d’une enzyme

comme par exemple l’hémoglobine [70]. La désoxy-hémoglobine E a une faible capacité à

fixer l’oxygène, mais une fois la première molécule de dioxygène fixée, la forme monooxy-

génée EO capte plus facilement la seconde molécule pour former EO2 qui capte encore

plus facilement une troisième molécule et forme EO3 qui capte une dernière molécule de

dioxygène pour former EO4. Dans ce cas, on détecterait quatre seuils.

La valeur des fréquences seuils donnent également accès à la valeur des valeurs propres

de la matrice caractérisant la dynamique du système chimique.

Les valeurs propres de la matrice caractérisant la dynamique d’un réseau maintenu dans

un état stationnaire différent de l’état d’équilibre et ne vérifiant donc pas le principe de

bilan détaillé peuvent être complexes. Un couple de valeurs propres complexes, conjuguées

(λi, λi) n’induisent qu’un seul point d’inflexion sur la courbe A2
i,cst(ω) pour la fréquence

ω = |λi|√
3
.

5 Application à la détermination de mécanismes

Le déplacement hors de l’équilibre ne dépend pas uniquement des constantes cinétiques

et de la pulsation ω mais aussi des énergies d’activation réduites ǫij . On peut donc déduire

de la forme de A2
i,cst des informations intéressantes sur le diagramme d’énergie en fonction

des coordonnées réactionnelles.

Nous appliquons les résultats précédents au cas particulier d’une réaction unimoléculaire

à deux états A1 et A3 possédant éventuellement un intermédiaire réactionnel A2 :

A1

k12

⇀↽
k21

A2

k23

⇀↽
k32

A3 (4.32)

Le diagramme d’énergie réactionnel associé à ce type de réaction est présentée figure

5.3. L’espèce A2 est un intermédiaire réactionnel, c’est une espèce peu stable, haute en

énergie. Ce système est caractérisé par quatre constantes cinétiques k0
12, k0

23, k0
21, et k0

32 et
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Fig. II–4.3 – Diagramme d’énergie en fonction d’une coordonnée réactionnelle dans le cas
d’une réaction unimoléculaire faisant intervenir un réactif A1 et un produit A3 passant
(ligne continue) ou ne passant pas (ligne pointillée) par un intermédiaire réactionnel A2.
Dans cet exemple, les énergies d’activation vérifient : ǫ23 > ǫ21 et ǫ32 > ǫ12.
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quatre énergies d’activation ǫ12, ǫ23, ǫ21, ǫ32. Les constantes cinétiques k0
12 et k0

32 associées

aux réactions de formation de l’intermédiaire réactionnel A2 ont des valeurs beaucoup

plus faibles que celles associées à sa disparition, k0
21 et k0

23. Au contraire, les énergies

d’activation ǫ12 et ǫ32 ont des valeurs beaucoup plus grandes que ǫ21 et ǫ23. On exprime

les paramètres de contrôle r, α1, x1 à l’ordre dominant en fonction de deux paramètres

δk =
k0
i2

k0
2j

et δǫ = ǫ2j
ǫi2

avec i, j = 1, 3 et i 6= j. L’expression des valeurs propres à l’ordre

dominant est la suivante :

λ+ = −k0
12k

0
23 + k0

21k
0
32

k0
21 + k0

23

(4.33)

λ− = −(k0
21 + k0

23) (4.34)

Elles sont réelles et négatives et vérifient |λ+| ≪ |λ−|. Selon les Eqs. (4.16,4.33,4.34)

et Eqs. (4.27,4.28), le développement limité à l’ordre dominant des trois paramètres de

contrôle est :

r =
(k0

21 + k0
23)

2

k0
12k

0
23 + k0

21k
0
32

(4.35)

α1 =
k0

12k
0
23k

0
21k

0
32

k0
12k

0
23 + k0

21k
0
32

(ǫ23 − ǫ21)(k
0
21 + k0

23)(ǫ12k
0
21 + ǫ32k

0
23) (4.36)

x1 =
(ǫ12 − ǫ32)(ǫ12k

0
12k

0
23 + ǫ32k

0
21k

0
32)

(ǫ23 − ǫ21)(k0
21 + k0

23)(ǫ12k0
21 + ǫ32k0

23)
(4.37)

Le signe de α1 est donné par le signe de la différence des énergies d’activation (ǫ23 − ǫ21).

On considère la variation du déplacement hors de l’équilibre de l’espèce A1 entre ω → 0

et ω → ∞, et on définit la hauteur h1 de la manière suivante :

h1 = A2
1,cst(ω → ∞) − A2

1,cst(ω → 0) =
−α1x1

2λ2
+

(4.38)

En utilisant les Eqs. (4.36,4.37), on montre que le signe de h1 est simplement donné par le

signe de (ǫ32 − ǫ12). Les techniques classiques de thermodynamique permettent de deter-

miner l’enthalpie de réaction d’une réaction inconnue mais ne donnent pas d’informations

sur la partie intermédiaire du diagramme. Les résultats précédents nous permettent de

proposer un protocole expérimental permettant de déterminer l’existence d’un intermé-

diaire réactionnel entre un réactif et un produit. Ce protocole peut être réalisé sans aucune

connaissance des valeurs des paramètres dynamiques de la réaction.

Pour cela, on soumet le milieu réactionnel à une modulation de température de faible

amplitude et on effectue un balayage en fréquence. La forme de la dépendance en ω de

la correction constante du deuxième ordre révèle les informations principales de la dy-

namique du système. En effet, la forme de la courbe est directement reliée au nombre

d’espèces participant au réseau de réactions : si A2
1,cst présente un saut unique, le méca-

nisme n’inclut que deux espèces et le passage du réactif au produit est direct. S’il y a deux
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sauts, alors le mécanisme compte trois espèces, cela prouve le passage par un intermédiare

réactionnel. Les deux fréquences de coupure donnent accès aux valeurs propres de la ma-

trice décrivant la dynamique du réseau. De plus, l’allure de la courbe A2
1,cst en fonction de

la pulsation ω donne le signe de h1 et permet de déduire le signe de α1. Si la courbe est

décroissante ou présente un maximum, α1 est positif. Si, au contraire, elle est croissante

ou possède un minimum alors α1 est négatif. Comme le montrent les Eqs. (4.36,4.38), les

signes de α1 et h1 sont directement reliés aux signes des différences d’énergies d’activation

(ǫ23 − ǫ21) et (ǫ32 − ǫ12). En conséquence, l’allure de la courbe A2
1,cst(ω) donne accès à

l’allure du diagramme d’énergie en fonction d’une coordonnée réactionnelle. Cela permet

de classer les valeurs de certaines énergies d’activation et en particulier les deux faibles

barrières qui entourent l’intermédiaire réactionnel. Les quatres cas possibles sont résumés

dans la figure 5.4.

6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons déterminé l’expression analytique du déplacement hors

de l’équilibre induit par une faible modulation de température pour une réaction unimo-

léculaire à deux ou trois espèces. Le modèle étudié s’applique à la catalyse enzymatique

obéissant à la cinétique de Michaelis-Menten. Nous avons caractérisé la dépendance en

fréquence du déplacement hors de l’équilibre et avons déterminé des conditions permettant

de maximiser le rendement d’une réaction. Pour n = 3, nous avons donné l’expression ana-

lytique de la fréquence de résonance associée au maximum de déviation hors de l’équilibre.

Nous avons montré que l’on peut déduire de l’allure du déplacement hors de l’équilibre en

fonction de la pulsation ω le nombre d’espèces constituant le réseau dans lequel l’espèce

observée est impliquée.

De plus, étudier la réponse à une oscillation de température présente l’avantage d’intro-

duire les énergies d’activation dans l’expression du déplacement hors de l’équilibre. Dans le

cas d’une isomérisation passant par un intermédiaire réactionnel, l’allure du déplacement

hors de l’équilibre du réactif ou du produit, en fonction de la pulsation de la perturbation,

donne accès à l’allure du diagramme d’énergie réactionnel. Une faible modulation de tem-

pérature peut donc être envisagée pour étudier les propriétés dynamiques des systèmes

biochimiques in vivo.
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Fig. II–4.4 – Les différentes allures possibles du déplacement hors de l’équilibre A2
1,cst en

fonction de la pulsation ω de la perturbation pour l’espèce A1 et le diagramme d’éner-
gie en fonction d’une coordonnée réactionnelle correspondant, dans le cas d’une réaction
unimoléculaire à trois états, un réactif A1, un produit A3 et un intermédiaire réactionnel
A2.
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Troisième partie

Extraction de molécules sous

contrôle cinétique
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Chapitre III–1

Description de méthodes existantes

1 Introduction

La séparation est une étape clé en chimie. En effet, la plupart des synthèses et des

procédés d’extraction d’espèces naturelles conduisent à des mélanges. Les techniques de

séparation font généralement appel à la mise en mouvement des espèces à séparer. La

séparation consiste en une redistribution spatiale, sous l’action d’une force extérieure, des

espèces initialement mélangées. Les techniques classiques [71] séparent les espèces selon

leurs propriétés physiques (taille, forme, charge électrique) ou selon des critères thermo-

dynamiques lorsque la méthode de séparation fait intervenir une réaction chimique au

sens large (échange entre phase, adsorption, complexation...).

Il peut également être intéressant d’extraire d’un mélange une molécule réactive caractéri-

sée par ses propriétés dynamiques, i. e. par l’ensemble des constantes cinétiques associées

à une réaction d’intéret. Nous considérons, par exemple, la réaction suivante :

ssADNℓ + ssADN
k+ℓ

⇀↽
k−ℓ

dsADNℓ (1.1)

La réaction (1.1) décrit l’hybridation d’un ensemble ssADNℓ de simples brins d’ADN (acide

désoxyribonucléique) de séquences variées avec un simple brin cible d’ADN, ssADN, de

séquence donnée, pour former un ensemble double brin d’ADN, dsADNℓ. La valeur des

constantes cinétiques d’appariement et de désappariement (k+ℓ, k−ℓ) dépend de la complé-

mentarité des séquences des brins ssADNℓ avec le brin ssADN [72]. On cherche à extraire

d’un tel mélange un brin ssADNR de séquence choisie associé à des constantes cinétiques

(kR+, kR−) de valeur connue. L’espèce à extraire est ainsi caractérisée par deux paramètres,

au lieu d’un seul dans les techniques classiques ce qui permet, en principe, une meilleure

sélectivité.

Plusieurs méthodes théoriques de séparation sur critères cinétiques, présentant une bonne

sélectivité et dont la mise en oeuvre expérimentale est envisageable, ont été développées
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au sein de l’équipe. Dans ce chapitre, nous rappelons brièvement le principe de deux mé-

thodes. La première est fondée sur l’optimisation d’un phénomène de dispersion provenant

du couplage entre réaction chimique et champ électrique oscillant [7, 73, 74, 75, 76, 77, 78].

Cette méthode a été validée expérimentalement [9]. La seconde méthode est l’application

simultanée d’une faible modulation de température et d’un champ électrique oscillant qui

induit un mouvement orienté de vitesse v.

2 Modèle

Nous considérons un mélange d’espèces réactives Aℓ qui réagissent toutes avec une

même espèce cible B, pour donner un mélange d’espèce Cℓ selon la réaction suivante :

Aℓ + B
k1ℓ

⇀↽
k2ℓ

Cℓ (1.2)

Les couples d’espèces réactives (Aℓ, Cℓ) ne diffèrent les uns des autres que par les valeurs

des constantes cinétiques (k1ℓ,k2ℓ). Les espèces Aℓ et Cℓ sont chargées et l’espèce cible B

est neutre. Par la suite, on omet l’indice ℓ et on caractérise un couple (A,C) par le jeu de

constantes cinétiques (k1, k2).

Le but est d’extraire sélectivement du milieu un couple réactif donné (AR,CR) associé à

des constantes cinétiques choisies (kR1 ,kR2 ). Pour cela, on soumet le milieu à un champ

éléctrique E adapté. On considère un système de réaction-diffusion à une dimension.

L’espèce B est introduite en excès et sa concentration B est considérée comme constante.

On adopte une description macroscopique du système, les concentrations A(x, t) et C(x, t)

des espèces A et C vérifent les équations suivantes :

∂A(x, t)

∂t
= −k1BA(x, t) + k2C(x, t) + DA

∂2A(x, t)

∂x2
+ µA

∂EA(x, t)

∂x
(1.3)

∂C(x, t)

∂t
= k1BA(x, t) − k2C(x, t) + DC

∂2C(x, t)

∂x2
+ µC

∂EC(x, t)

∂x
(1.4)

où t est le temps et x la coordonnée spatiale, µA et µC les mobilités respectives de A

et C, DA et DC les coefficients de diffusion respectifs de A et C. Le membre de droite

des Eqs. (1.3,1.4) comporte quatres termes. Les deux premiers rendent compte de la

réaction chimique, le troisième de la diffusion brownienne et le quatrième de la migration

électrophorétique induite par le champ électrique.

Nous introduisons deux grandeurs permettant de caractériser le profil de concentration

d’un couple (A,C) donné, la position moyenne x(t) et la variance σ2(t) :

x(t) =

∫∞
−∞ x(A(x, t) + C(x, t))dx
∫∞
−∞(A(x, t) + C(x, t))dx

(1.5)

σ2(t) =

∫∞
−∞(x − x(t))2(A(x, t) + C(x, t))dx

∫∞
−∞(A(x, t) + C(x, t))dx

(1.6)
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On détermine l’expression analytique du coefficient de dispersion Ddisp pour la première

méthode, et de la vitesse v pour la seconde. On déduit de ces expressions les conditions

de résonance caractérisant le couple que l’on va extraire du milieu.

3 Phénomène de dispersion et séparation sur critères

cinétiques

Nous soumettons une réaction de type (1.2) à un champ électrique créneau E(t) pé-

riodique de période T .

E(t) = a nT ≤ t < (n + 1/2)T avec n entier

E(t) = −a (n + 1/2)T ≤ t < (n + 1)T (1.7)

Le mélange des couples réactifs (A,C) est introduit en x = 0 à l’équilibre. Après un régime

transitoire et si on néglige les oscillations, le mouvement des espèces A et C est diffusif et

la variance des profils de concentrations A(x, t) et C(x, t) est de la forme :

σ2
A(t) = σ2

C(t) = 2Deff t. (1.8)

où Deff est le coefficient de diffusion effectif associé au couple (A,C). La position moyenne

x(t) de la distribution de concentration du couple (A,C) est nulle. Le champ électrique

oscille symétriquement autour de zéro et n’induit pas de mouvement orienté. En multi-

pliant les Eqs. (1.3,1.4) par x2, en les sommant, les intégrant et en utilisant l’expression

de σ2
C(t) donnée dans l’Eq. (1.8) on détermine l’expression analytique du coefficient de

diffusion effectif, Deff = Ddiff + Ddisp [7], avec :

Ddiff =
k2

k1B + k2
DA +

k1B

k1B + k2
DC (1.9)

et

Ddisp = a2(µA − µC)2 k1k2B

(k1B + k2)3

(

1 − 4

k1B + k2

1 − exp(−(k1B + k2)T/2)

1 + exp(−(k1B + k2)T/2)

)

(1.10)

Ddisp est une fonction symétrique de (k1B, k2) et est maximum pour :

kR1 B = kR2 ≈ 3, 312/T (1.11)

Le coefficient 3,312 est proche de π, coefficient obtenu dans le cas de l’application d’un

champ électrique sinusöıdal. Le terme Ddisp est proportionnel au carré de l’amplitude a

du champ électrique E(t). Pour des champs suffisamment forts, le coefficient de diffusion

Ddiff est négligeable devant le coefficient de dispersion Ddisp. Lorsque l’on est dans ce

cas, l’élargissement du profil de concentration du couple (AR,CR), associé aux constantes
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cinétiques (kR1 , kR2 ) définies dans l’Eq. (1.11) est supérieur à l’élargissement du profil de

concentration de tout autre couple. Les pics de concentration ne se déplaçant pas en

moyenne, on peut extraire ce couple du mélange en collectant les ailes du pic de concen-

tration.

Ce principe a été validé expérimentalement dans le cas d’un mélange de deux colorants dia-

zöıques chargés C1 et C2 complexés par l’α-cyclodextrine neutre, notée α. Les constantes

cinétiques associées à la complexation de C1 (respectivement C2) sont [9, 10] : k1
1 = 2.1

s−1.mol−1,k1
2 = 6.3.10−3s−1 (respectivement k2

1 = 1.102 s−1.mol−1,k1
2 = 0.1 s−1). Le dispo-

sitif de séparation est une cellule d’électrophorèse composée de deux réservoirs contenant

l’α-cyclodextrine à la concentration [α] désirée et contenant chacun une électrode permet-

tant l’application du champ électrique. Ces deux réservoirs sont reliés par un capillaire

de section carrée de 1mm. Un mélange de colorants (C1,C2) est introduits au centre du

capillaire. Le champ électrique appliqué a une amplitude de 3000V.m−1 afin que les sys-

tèmes chimiques soient sous le régime dispersif.

Pour extraire le colorant C1, (respectivement C2) on fixe [α]1=3mmol (respectivement

[α]2=1mmol) et la période du champ électrique T 1 =510 s (respectivement T 2=31 s). Le

rapport des coefficients de dispersion vaut alors
D1
disp

D2
disp

= 9 (respectivement
D2
disp

D1
disp

= 3).

Cette méthode de séparation, fondée sur l’optimisation d’un phénomène de dispersion,

n’est pas associée à un mouvement orienté des espèces réactives. Le centre de la dis-

tribution de concentration ne peut donc pas être extrait. Une méthode fondée sur un

mouvement orienté est a priori plus efficace.

4 Double modulation et mouvement orienté

On considère le même mélange de couples (A,C) participant à la réaction (1.2), la

concentration B de l’espèce neutre B étant maintenue constante dans tout le milieu. Les

concentrations A(x, t) et C(x, t) des espèces A et C vérifient les Eqs. (1.3,1.4). Les diffé-

rents couples du mélange sont introduits à l’équilibre, en x = 0.

On soumet le milieu à un champ électrique oscillant E(t) de valeur moyenne nulle, d’am-

plitude a et de pulsation ω :

E(t) = a cos(ωt) (1.12)

On impose également dans le milieu une faible modulation de température T autour de

la température T 0 à la pulsation ω et déphasée de π/2 par rapport au champ électrique :

T = T 0(1 + β sin(ωt)) β ≪ 1 (1.13)

On considère que les constantes cinétiques suivent le modèle d’Eyring introduit dans le

chapitre 2, Eq. (??). On retrouve que l’expression des constantes cinétiques au premier

56



ordre en β est la suivante :

ki = k0
i + βǫik

0
i sin(ωt) (1.14)

avec ǫi = ∆ijH
6=0

RT 0 + 1 où ∆ijH
6=0 est l’enthalpie standard d’activation et R la constante

des gaz parfaits.

En multipliant les Eqs. (1.3, 1.4) par x, et en les sommant on obtient une équation

différentielle pour la position moyenne x du couple (A,C) :

dx

dt
= −E(t)

(

(µA − µC)I(t) + µC
)

(1.15)

où I(t) =
∫∞
−∞ A(x, t)dx est la quantité d’espèce A dans le milieu à l’instant t. La conser-

vation de la matière impose la relation 1 − I(t) =
∫∞
−∞ C(x, t)dx. L’expression analytique

de I(t) est obtenue en intégrant l’Eq. (1.3) sur x. Négligeant le régime transitoire, on

obtient :

I(t) =
k0

2

k0
1B + k0

2

+ β
k0

1Bk0
2(ǫ1 − ǫ2)

(k0
1B + k0

2)
2

(

cos(ωt)
ω(k0

1B + k0
2)

ω2 + (k0
1B + k0

2)
2

+ sin(ωt)
(k0

1B + k0
2)

2

ω2 + (k0
1B + k0

2)
2

)

(1.16)

La quantité totale I(t) d’espèce A est la somme de la concentration d’équilibre et de deux

termes d’ordre 1 en β, oscillant en phase et quadrature de phase avec la température.

Les termes d’ordre 1 s’annulent pour ǫ1 = ǫ2. Comme prévu, les concentrations de A et

C restent à leurs valeurs d’équilibre lorsque la réaction (1.2) est athermique. On déduit

l’expression de x de l’Eq. (1.15) :

x(t) = −a
k0

2µA + k0
1BµC

ω(k0
2 + k0

1B)
sin(ωt)

+β
a(µA − µC)(ǫ1 − ǫ2)k

0
1k

0
2B

2(k0
1B + k0

2)

ω

ω2 + (k0
1B + k0

2)
2
t (1.17)

La position moyenne du couple (A,C) est la somme d’un terme à l’ordre zéro en β associé

à la position moyenne de la population à l’équilibre qui oscille autour de la position x = 0

en quadrature de phase avec le champ électrique et un terme d’ordre 1 en β, fonction

affine de t. Le couplage de l’oscillation du champ électrique et de la température induit

un mouvement orienté [8]. La vitesse v = x
t

du mouvement orienté est la suivante :

v = β
a(µA − µC)(ǫ1 − ǫ2)k

0
1k

0
2B

2(k0
1B + k0

2)

ω

ω2 + (k0
1B + k0

2)
2

(1.18)

La vitesse est une fonction symétrique de (k0
1B, k2). Elle est maximum pour :

ωR = 2k0R
1 B = 2k0R

2 (1.19)

Le profil de concentration du couple réactif (AR,CR) associé aux constantes cinétiques

(kR1 , kR2 ) vérifiant l’Eq. (1.19) se déplace avec une vitesse maximale et peut être ainsi

extrait du mélange.
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5 Conclusion

Nous avons rappelé brièvement les principes théoriques de deux méthodes précédem-

ment développées dans l’équipe permettant une séparation d’espèces réactives sur critères

cinétiques, la première fondée sur un phénomène de dispersion et la seconde sur la créa-

tion d’un mouvement orienté induit par une double modulation de champs. Au cours de

ma thèse, je me suis intéressée à une autre méthode classique de conversion de l’énergie

chimique en mouvement orienté, fondée sur le principe des moteurs moléculaires. Comme

nous le verrons dans le chapitre suivant, cette méthode peut être utilisée pour extraire

une espèce réactive sur critères cinétiques.
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Chapitre III–2

Mouvement orienté dans un

potentiel asymétrique et séparation

de molécules réactives

1 Introduction

Les fluctuations thermiques entrâınent un mouvement aléatoire des particules en so-

lution et donnent naissance au mouvement brownien. Les particules browniennes peuvent

acquérir un mouvement orienté lorsqu’on les soumet à un potentiel périodique et asymé-

trique spatialement et ceci même si la force moyenne appliquée est nulle. Ce phénomène,

généralement connu sous le nom de Brownian ratchet (moteur brownien) présente un

grand intérêt, théorique et expérimental, et a été abondemment traité à la fois en phy-

sique et en technologie.

La plupart des études concernent des systèmes unidimensionnels dans lesquels les parti-

cules browniennes sont soumises à un potentiel en dents de scie périodiquement éteint [79].

Quand le potentiel est appliqué, les particules sont drainées jusqu’au minimum du poten-

tiel, alors qu’elles diffusent librement lorsqu’il est éteint. Le potentiel étant asymétrique,

un mouvement orienté apparâıt. Un tel potentiel peut être créé par une distribution pé-

riodique et asymétrique de microélectrodes [80, 81].

Les fluctuations générées par une réaction chimique hors de son état d’équilibre peuvent

biaiser le mouvement brownien d’une espèce réactive, lorsque celle-ci se trouve dans un

milieu anisotrope. Ce phénomène permet d’utiliser l’énergie chimique pour mettre en

mouvement des espèces réactives et peut être utilisé à des fins variées, notamment la

conception de moteurs moléculaires, de pompes et la séparation de molécules [82].

Ainsi, une méthode de séparation sur critères cinétiques fondée sur le couplage entre une

réaction chimique et un potentiel électrique asymétrique en dents de scie a été développée

dans l’équipe. Pour obtenir un mouvement orienté permanent, le milieu doit être main-

tenu hors d’équilibre en maintenant la concentration d’une espèce constante et uniforme.
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Cependant, cette condition est difficile à réaliser expérimentalement. Nous proposons d’ex-

ploiter un état transitoire hors d’équilibre du milieu, renouvelé grâce à un arrêt périodique

du potentiel asymétrique. Cela permettrait une validation expérimentale plus simple.

Dans le premier paragraphe, nous rappelons le principe de séparation dans un potentiel

électrique permanent. Puis nous décrivons un protocole théorique avec arrêt périodique

du potentiel que nous validons ensuite numériquement.

2 Séparation en présence d’un potentiel permanent

Nous considérons un mélange d’espèces réactives Aℓ qui réagissent toutes avec une

même espèce cible B, pour donner un mélange d’espèces Cℓ selon la réaction suivante :

Aℓ + B
k1ℓ

⇀↽
k2ℓ

Cℓ (2.1)

Les couples d’espèces réactives (Aℓ, Cℓ) ne diffèrent les uns des autres que par les valeurs

des constantes cinétiques (k1ℓ,k2ℓ). Les espèces Aℓ, Cℓ et B sont supposées avoir le même

coefficient de diffusion D. Les réactifs Aℓ sont chargés, de charge |zA| et de mobilité µ,

l’espèce cible B porte la charge |zB| et a une mobilité µ, les produits Cℓ sont neutres.

La condition d’électroneutralité impose la relation suivante zA = −zB . Notre but est

d’extraire sélectivement du milieu un couple réactif donné (A,C) associé à des constantes

cinétiques choisies (k1,k2).

Nous nous intéressons ici à une méthode de séparation, fondée sur le principe des moteurs

moléculaires [83, 82]. On considère un milieu unidimensionnel contenant l’espèce B à

une concentration uniforme B. On introduit le mélange des couples réactifs (Aℓ, Cℓ) en

un point. L’application dans le milieu d’un potentiel électrique en dents de scie crée un

mouvement orienté permanent, à condition que le système soit maintenu hors d’équilibre

en maintenant la concentration de l’espèce B constante [6].

Le potentiel en dents de scie considéré décrôıt sur une longueur x1 et crôıt sur une longueur

x2 avec x1 > x2. La barrière du potentiel a une hauteur ∆ψ. Lorsque le couple réactif (A,C)

est sous forme chargée A, il subit l’action du potentiel et est drainé jusqu’aux maxima

de ψ1(x). Lorsqu’il est sous forme neutre C, il ne subit pas le potentiel électrique, son

mouvement est diffusif et le couple peut ainsi franchir la barrière de potentiel. Le potentiel

étant asymétrique, un mouvement orienté apparâıt. Le mouvement est permanent si le

milieu est maintenu hors d’équilibre. La hauteur de la barrière de potentiel ∆ψ doit vérifier

la relation suivante :

∆ψ ≫ 2D

µ
(2.2)
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pour empêcher que la diffusion ne contrôle le mouvement de l’espèce A [6].

La vitesse d’un couple dépend de la valeur de ses constantes cinétiques (k1,k2) et est

maximale pour un couple donné que l’on pourra extraire du mélange . Le couple (AB,CB)

associé à la vitesse résonnante est caractérisé par les constantes cinétiques suivantes :

kB1 B = κB1 =
µ∆ψ

x2
1

(2.3)

kB2 =
4D ln(2)

x2
2

(2.4)

L’exposant B indique que ces relations sont obtenues dans le cas ou l’espèce B est mainte-

nue à concentration constante B . La première condition de résonance, donnée dans l’Eq.

(2.3), traduit le fait que la durée de vie moyenne de l’espèce résonnate AB, τAB = 1/κB1 ,

correspond au temps de la migration électrophorétique sur la longueur x1. La seconde

condition de résonance, donnée dans l’Eq. (2.4), traduit le fait que la durée de vie moyenne

de l’espèce neutre résonnante CB, τCB = 1/kB2 , correspond à la durée nécessaire pour qu’un

profil de diffusion, initiallement sous la forme d’un pic de Dirac δ(x), atteigne une largeur

x2.

Si la concentration de l’espèce cible B n’est pas maintenue constante dans le milieu, le

mouvement orienté est observé pendant une période transitoire jusqu’à ce que l’équilibre

chimique et électrique du système soit atteint. Le mouvement orienté cesse alors. Maintenir

constante et homogène la concentration d’une espèce réactive chargée dans un potentiel

en dents de scie peut s’avérer difficile à réaliser expérimentalement.

Dans le paragraphe suivant, nous proposons un moyen simple de générer un mouvement

orienté durable, grâce à une coupure périodique du potentiel en dents de scie, sans pour

autant maintenir la concentration de l’espèce B constante [84].

3 Séparation avec arrêt du potentiel

Nous considérons le mélange d’espèces réactives Aℓ décrit dans le paragraphe précé-

dent. L’espèce A réagit avec l’espèce cible B selon la réaction donnée dans l’Eq. (2.1). Nous

définissons un protocole permettant d’extraire du mélange un couple donné (AR,CR) as-

socié aux constantes cinétiques (kR1 , k
R
2 ).

Nous appliquons périodiquement le potentiel en dents de scie ψ1(x) durant un temps T1

jusqu’à ce que l’équilibre électrique et chimique du couple (AR, CR) soit atteint. Puis, le

potentiel ψ1(x) est coupé pendant un temps T2, durant lequel le profil de concentration

des espèces évolue sous l’action de la diffusion et de la réaction chimique.

Afin d’augmenter la sélectivité de la méthode de séparation, l’application d’une rampe de

potentiel ψ2(x) durant le temps T2, permettant d’annuler la vitesse globale des espèces
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Fig. III–2.1 – Séparation sur critères cinétiques grâce à un mouvement orienté créé par
l’application d’un potentiel en dents de scie. Le mélange d’espèces réactives est soumis à
1) un potentiel en dents de scie durant un temps T1 ; 2) une rampe de potentiel ψ2(x)

créant un champ constant
−→
E2 durant un temps T2. Contrairement à une espèce chargée

réactive (étoile) l’espèce résonnante AR (disque clair) réagit avec l’espèce cible B pour
donner l’espèce neutre CR (disque foncé). Durant le temps T1 le couple résonnant (AR,CR)
parcourt une distance plus grande que l’espèce non réactive, car il franchit la barrière
de potentiel lorsqu’il est dans son état neutre. Durant le temps T2, le couple résonnant
(AR,CR) recule moins que l’espèce non réactive Anr car il est partiellement sous forme
neutre. La vitesse moyenne du couple résonnant est donc plus grande que celle de l’espèce
non réactive et peut être maximisée.

chargées non réactives Anr, sera envisagée dans un deuxième temps. Ce protocole est sché-

matisé dans la figure 7.1.

Nous considérons un couple (A,C) associé à des constantes cinétiques (k1,k2). Nous

adoptons une description macroscopique du système. Dans un milieu unidimensionnel,

les concentrations A(x, t), B(x, t) et C(x, t) des espèces A, B et C vérifient les équations

suivantes :

∂A(x, t)

∂t
= −k1A(x, t)B(x, t) + k2C(x, t) +D

∂2A(x, t)

∂x2
+ µ

∂EiA(x, t)

∂x
(2.5)

∂B(x, t)

∂t
= −k1A(x, t)B(x, t) + k2C(x, t) +D

∂2B(x, t)

∂x2
− µ

∂EiB(x, t)

∂x
(2.6)

∂C(x, t)

∂t
= k1A(x, t)B(x, t) − k2C(x, t) +D

∂2C(x, t)

∂x2
(2.7)
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où t est le temps et x la coordonnée spatiale. Le champ Ei est égal au champ E1, dérivé

du potentiel ψ1 pendant le temps T1 et est nul ou égal au champ E2 dérivé du potentiel

ψ2 durant le temps T2. Pour caractériser l’évolution du système, nous nous intéressons

particulièrement à la position moyenne x et à la variance σ2 de la position x des profils

de concentration des espèces A et C :

x =

∫∞
−∞ x(A(x, t) + C(x, t))dx
∫∞
−∞(A(x, t) + C(x, t))dx

(2.8)

σ2 =

∫∞
−∞(x− x(t))2(A(x, t) + C(x, t))dx

∫∞
−∞(A(x, t) + C(x, t))dx

(2.9)

A une échelle de temps plus grande que la période T1 +T2 du phénomène, les grandeurs x

et σ2 croissent linéairement avec le temps. On peut ainsi définir une vitesse de déplacement

v comme la pente de la courbe x(t) et un coefficient de diffusion apparent Dapp tel que :

σ2 = 2Dappt. (2.10)

Les Eqs. (2.5-2.7) sont non linéraires et ne sont pas solubles analytiquement. Nous cher-

chons à déterminer un jeu de valeurs des paramètres du problème, la barrière de potentiel

∆ψ, les longueurs caractéristiques du potentiel x1 et x2, les temps caractéristiques TR1

et TR2 , la valeur du champ électrique E2 et la concentration initiale de l’espèce B, qui

permettent de maximiser la vitesse du mouvement orienté d’un couple donné (AR,CR),

caractérisé par ses constantes cinétiques (kR1 , k
R
2 ). Puis, nous validons les résultats analy-

tiques approchés obtenus grâce à des résolutions numériques des équations exactes.

3.1 Conditions de résonance

On admet que le couple d’espèces réactives (AR,CR) se déplaçant avec la vitesse la

plus grande vérifie les conditions de résonance dans le cas de l’application permanente

du potentiel, données dans les Eqs. (2.3-2.4), en remplaçant la concentration B par une

concentration effective Beff dont l’expression analytique sera déterminée ultérieurement.

Les constantes cinétiques (kR1 , k
R
2 ) associées au couple résonnant vérifient donc les relations

suivantes :

kR1 Beff = κR1 =
µ∆ψ

x2
1

(2.11)

kR2 =
4D ln(2)

x2
2

(2.12)

3.2 Expression de TR
1

Le temps TR1 est le temps nécessaire pour que le couple (AR,CR) atteigne l’équilibre

chimique et électrique dans le potentiel en dents de scie. Les espèces AR et CR sont
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initialement introduites à l’équilibre chimique en x = 0

AR(x, 0) =
kR2 δ(x)

κR1 + kR2
(2.13)

CR(x, 0) =
κR1 δ(x)

κR1 + kR2
(2.14)

On choisit le temps TR1 comme le temps nécessaire pour que la position moyenne x du

profil [AR(x, t) + CR(x, t)] parcourt une distance x1 en présence d’un champ uniforme

−∆ψ/x1 et d’une concentration constante Beff de l’espèce B. Les équations gouvernant

l’évolution du système sont les suivantes :

∂AR(x, t)

∂t
= −κR1 AR(x, t) + kR2 C

R(x, t) +D
∂2AR(x, t)

∂x2
− µ∆ψ

x1

∂AR(x, t)

∂x
(2.15)

∂CR(x, t)

∂t
= κR1 A

R(x, t) − kR2 C
R(x, t) +D

∂2CR(x, t)

∂x2
(2.16)

avec κR1 = kR1 Beff . En multipliant les Eqs. (2.15, 2.16) par x, en intégrant sur l’espace et

en les sommant, on obtient une équation différentielle pour x qui donne :

x =
µ∆ψ

x1

kR2
κR1 + kR2

t (2.17)

En utilisant l’ Eq. (2.11) et la définition du temps TR1 , on trouve :

TR1 =
1

kR1 Beff

+
1

kR2
(2.18)

Le temps TR1 est la somme des durées de vies moyennes respectives des espèces AR et

CR, τAR = 1
kR1 Beff

et τCR = 1
kR2

. Il est supérieur au temps de relaxation de la réaction

τRχ = 1
kR1 Beff+kR2

ce qui est en accord avec le fait que TR1 soit le temps nécessaire pour que

le couple résonnant atteigne l’équilibre chimique et électrique. En utilisant les Eqs. (2.11,

2.12), on peut réécrire TR1 sous la forme suivante :

TR1 =
x2

1

µ∆ψ
+

x2
2

4D ln(2)
(2.19)

3.3 Expression de TR
2

Après l’application du potentiel en dents de scie ψ1(x) pendant le temps TR1 , les dis-

tributions des espèces (AR,CR) et B sont étroites, centrées respectivement sur les maxima

et les minima du potentiel. On considère que les profils de concentration sont à l’équilibre

chimique. La coupure du potentiel en dents de scie pendant le temps TR2 permet aux profils

de concentration de s’élargir et aux espèces de charges opposées, AR et B, de se rencontrer

et de réagir à nouveau. La distance la plus courte séparant deux pics de concentration de

AR et B est x2.
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En admettant que la concentration de B est uniforme et de valeur Beff , on choisit le

temps TR2 comme le temps nécessaire pour que la largeur à mi-hauteur d’une distribution

de [AR(x, t) +CR(x, t)], initialement sous forme d’un pic de Dirac δ(x), atteigne 2x2 sous

l’effet de la diffusion. On considère que, dans le cas où on choisit de l’appliquer, le champ

électrique constant E2 ne perturbe que faiblement le système et on le néglige. Les équa-

tions gouvernant la dynamique d’un tel système sont obtenues à partir des Eqs. (2.15,

2.16) en supprimant le terme de migration :

∂AR(x, t)

∂t
= −κR1 AR(x, t) + kR2 C(x, t) +D

∂2AR(x, t)

∂x2
(2.20)

∂CR(x, t)

∂t
= κR1A

R(x, t) − kR2 C
R(x, t) +D

∂2CR(x, t)

∂x2
(2.21)

Les conditions initiales sont données dans les Eqs.(2.13, 2.14). En multipliant les Eqs.

(2.20, 2.21) par x2, en les sommant et en les intégrant sur l’espace, on obtient une équation

différentielle pour la variance σ2. En utilisant la définition de TR2 proposée, on obtient :

TR2 =
1

kR2
(2.22)

TR2 a pour valeur la durée de vie moyenne de l’espèce neutre CR. En utilisant l’Eq. (2.12),

on obtient l’expression :

TR2 =
x2

2

4D ln(2)
(2.23)

3.4 Expression du potentiel E2

En l’absence de champ durant le temps TR2 , les espèces chargées non réactives notées

Anr présentent un mouvement orienté avec une vitese importante, a priori proche de celle

du couple résonnant (AR,CR), puisqu’elles parcourent une distance x1 durant le temps

TR1 et franchissent la barrière de potentiel par diffusion durant le temps TR2 . Elles étaient

associées à une vitesse nulle dans le cas de l’application permanente du potentiel en dents

de scie. Afin de conserver une bonne sélectivité pour ce protocole de séparation, on peut

appliquer un champ uniforme E2 durant le temps TR2 , choisi pour annuler la vitesse des

espèces non réactives.

Après l’application du potentiel en dents de scie durant le temps TR1 , la distribution des

espèces chargées non réactives Anr est un ensemble de pics étroits situés dans les maxima

du potentiel. Durant le temps TR2 , ces pics s’élargissent sous l’effet de la diffusion et

subissent une translation sous l’effet du champ uniforme E2. On considère, par exemple,

le pic central situé en x = 0. Après le temps TR2 , le profil de concentration de Anr est

une gaussienne centrée en x = −µE2T
R
2 . Durant le temps TR1 , la queue du profil située en

x > x1 se reconcentre sur le maximum situé en x = x1 + x2 alors que la partie située en
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x < −x2 se reconcentre sur le maximum situé en x = −(x1 + x2). La vitesse de l’espèce

chargée non réactive est donc nulle si le champ E2 vérifie la relation suivante :

E2 =
x2 − x1

2µTR2
(2.24)

3.5 Expression de la concentration effective de B

L’hypothèse d’une concentration uniforme de l’espèce B n’est pas correcte. L’espèce

B subit le potentiel en dents de scie durant le temps TR1 , le profil de concentration se

concentre dans les minima du potentiel, puis s’élargit sous l’action de la diffusion durant le

temps TR2 : il subit des battements en fonction du temps. Une des difficultés du traitement

analytique est la non linéarité des équations différentielles due aux variations de B(x, t).

On introduit une concentration effective Beff pour l’espèce B permettant de linéariser

les équations. La concentration Beff correspond à la quantité d’espèce B vue par l’espèce

chargée résonnante AR pendant le temps TR1 :

Beff =
1

TR1
∫+∞
−∞ AR(x, t)dx

∫ TR1

0
dt
∫ +∞

−∞
AR(x, t)B(x, t)dx. (2.25)

Initialement, le milieu contient l’espèce B à une concentration uniforme B0. On choisit

l’origine des abscisses dans un minimum du potentiel. Le couple résonnant (AR,CR) est

déposé à l’équilibre chimique, sur le maximum le plus proche de l’origine, en x = x2. Après

l’application du potentiel en dents de scie pendant le temps TR1 , l’espèce B est située dans

les minima du potentiel et sa distribution est la suivante :
∑

nB0(x1+x2)δ(x−n(x1 +x2)),

avec n entier. L’espèce AR reste située en x = x2, son profil de concentration est donné

par

4D ln(2)

x2
2

µ∆ψ

x2
1

+
4D ln(2)

x2
2

δ(x − x2). En considérant l’élargissement de ces profils dû à la diffusion

et leur translation sous l’action du champ uniforme E2 durant le temps TR2 , on obtient

les conditions initiales permettant de déterminer Beff . Durant l’application suivante du

potentiel ψ1(x) durant le temps TR1 et sous l’effet du champ constant le plus fort −∆ψ/x2,

les expressions des profils de concentration des espèces AR et B sont les suivantes :

AR(x, t) =

4D ln(2)
x2
2

(

µ∆ψ
x2
1

+ 4D ln(2)
x2
2

)

2
√

πDTR2
exp

[

−(x− x2 + µE2T
R
2 − µ∆ψt/x2)

2

4DTR2

]

(2.26)

B(x, t) =
B0(x1 + x2)

2
√

πDTR2
exp

[

−(x− µE2T
R
2 + µ∆ψt/x2)

2

4DTR2

]

(2.27)

On introduit ces expressions dans la définition de Beff donnée dans l’Eq. (2.25), et on

obtient :

Beff =
B0(x1 + x2)x2

4µ∆ψ
(

x2
1

µ∆ψ
+

x2
2

4D ln(2)

)



1 − erf



− µE2x2

2D
√

2 ln(2)
+

√

ln(2)

2







 (2.28)
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où la fonction erf est la fonction erreur.

Pour un potentiel en dents de scie de géométrie donnée, la valeur de la concentration

effective Beff est calculée pour une concentration initiale B0 = 1 de B, en utilisant l’Eq.

(2.28), et le profil de concentration B(x, t) de l’espèce B est déduit de l’intégration numé-

rique des Eqs. (2.5-2.7). Ces résultats sont représentés dans la fig. 7.2. La concentration

effective Beff est 100 fois plus faible que la concentration initiale B0.

4 Validation numérique du protocole

Dans cette section, nous évaluons la pertinence des expressions proposées pour les

différents paramètres du problème. Nous résolvons numériquement les Eqs. (2.5-2.7) en

utilisant la méthode d’Euler. Les variables spatiales et temporelles sont discrétisées en

introduisant les variables i = x/∆x et s = t/∆t où ∆x est la longueur d’une cellule

spatiale et ∆t est le pas de temps. La concentration de l’espèce A dans la cellule i à

l’instant s est notée Ai(s). On considère un canal contenant 40 périodes du potentiel en

dents de scie, i. e. 40(x1 + x2)/∆x cellules. Afin de s’affranchir d’éventuelles instabilités

numériques, le potentiel est légèrement lissé et les profils initiaux de concentration des

espèces A et C ne sont pas des distributions de Dirac mais des gaussiennes de variance

égale à 10 cellules et centrées sur la cellule centrale associée à i = 20(x1 + x2)/∆x. On

impose une concentration initiale de l’espèce B constante Bi(0) = B0 et les espèces A

et C sont introduites à leur concentration d’équilibre, i. e.
∑

iAi(0) = k2/(k1B0 + k2) et
∑

i Ci(0) = k1B0/(k1B0 + k2).

La discrétisation des Eqs. (2.5-2.7) conduit à :

Ai(s+ 1) = Ai(s) − k′1Ai(s)Bi(s) + k′2Ci(s) +D′(Ai+1(s) + Ai−1(s) − 2Ai(s))

−µ
′

2

[

(Ai+1(s) + Ai(s))(ψi,i+1 − ψi,i) − (Ai−1(s) + Ai(s))(ψi,i − ψi,i−1)
]

(2.29)

Bi(s+ 1) = Bi(s) − k′1Ai(s)Bi(s) + k′2Ci(s) +D′(Bi+1(s) +Bi−1(s) − 2Bi(s))

+
µ′

2

[

(Bi+1(s) +Bi(s))(ψi,i+1 − ψi,i) − (Bi−1(s) +Bi(s))(ψi,i − ψi,i−1)
]

(2.30)

Ci(s+ 1) = Ci(s) + k′1Ai(s)Bi(s) − k′2Ci(s) +D′(Ci+1(s) + Ci−1(s) − 2Ci(s)) (2.31)

après l’introduction des variables adimensionnées k′1 = k1∆t, k
′
2 = k2∆t,D

′ = D∆t/(∆x)2,

µ′ = µ∆t/(∆x)2.

Nous nous intéressons particulièrement à la position moyenne x et à la variance σ2 de la

position x des profils de concentration des espèces A et C :

x =
∑

i

i∆x(Ai(s) + Ci(s)) (2.32)

σ2 =
∑

i

(i∆x− x(s))2(Ai(s) + Ci(s)) (2.33)
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La figure 7.2.a représente le potentiel ψ1(x), la concentration B(x, t), la concentration

effective Beff et la concentration initiale B0 de l’espèce B. Les profils de concentration

(AR(x, t) + C(x, t)R) et Anr(x, t) du couple (A,C) et de l’espèce non réactive Anr dans le

cas d’absence de champ durant le temps TR2 et de l’application du champ E2 durant le

temps TR2 sont représentés figure 7.2.b et 7.2.c respectivement. Ces résultats sont obtenus

à partir de la résolution des équations (2.29-2.31).

4.1 Absence de champ E2 durant T2

Nous évaluons la pertinence des définitions proposées dans le cas où l’on n’applique

aucun champ au système durant le temps T2. On étudie d’abord la vitesse v en fonction

des constantes cinétiques (k1, k2) pour des valeurs optimisées de T1 = TR1 et T2 = TR2

définies dans les Eqs. (2.18,2.22).

Le phénomène de résonance persiste malgré l’arrêt du potentiel et la valeur de la vitesse

maximum vR est inférieure de seulement 1 % à la valeur trouvée dans le cas de l’ap-

plication permanente du même potentiel ψ1(x). Ce résultat montre la pertinence de la

définition des temps TR1 et TR2 respectivement comme le temps de migration le long de la

distance x1 et le temps de diffusion sur la longueur x2.

La vitesse maximale vR est atteinte pour un couple d’espèces réactives associé à des

constantes cinétiques de valeurs différant d’un facteur 3 seulement des valeurs analytiques

kR1 et kR2 données dans les Eqs. (2.11, 2.12). Ce bon accord entre les valeurs numériques et

analytiques valide la définition proposée pour la concentration effective Beff de B donnée

dans l’Eq. (2.28). En effet, les valeurs des constantes résonnates définies dans les Eqs.

(2.3, 2.4) dans le cas de l’application permanente du potentiel en dents de scie et d’une

concentration uniforme de l’espèce cible B différent déjà des résultats numériques d’un

facteur 3. Le tableau 7.1 compare le rapport v
vR

de la vitesse v de certains couples sur la

vitesse maximale vR dans le cas d’une coupure du potentiel ψ1(x) pendant un temps TR2

et dans le cas de l’application permanente de ψ1(x).

Ce tableau montre une diminution de la sélectivité de la méthode de séparation due à la

coupure du potentiel ψ1(x). Le rapport des vitesses est systématiquement plus grand dans

le cas de l’arrêt du potentiel. En particulier, les couples associés à une constante thermo-

dynamique K = k1
k2

de valeur plus faible que la constante thermodynamique du couple

résonnant KR =
kR1
kR2

et les espèces chargées non réactives Anr deviennent particulièrement

génants. L’observation de ce phénomène nous incite à introduire un champ constant E2

durant le temps TR2 afin de ralentir les couples réactifs existant principalement sous l’état

chargé et ainsi améliorer la sélectivité du protocole.

On étudie l’influence de la valeur des paramètres T1 et T2 sur la position du maximum
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Fig. III–2.2 – a : Variation spatiale du potentiel en dents de scie (trait fin) de la concen-
tration de l’espèce B après 100 périodes (trait gras), concentration uniforme initiale de
B0 = 1 (trait fin) et concentration effective de B, Beff = 0.015 (trait gras) b : Profil
de concentration du couple résonnant AR + CR (trait continu) de l’espèce chargée non
réactive Anr (trait pointillé court) et de l’espèce neutre non réactive Cnr (trait pointillé
long) après 100 périodes. Les paramètres sont : µ′ = 1, ∆ψ = 1, x′1 = 32, x′2 = 16, B0 =
1, D′ = 0.01, TR1 = 11000∆t, TR2 = 9000∆t et E2 = 0 ; c : Mêmes résultats qu’en b avec
E2 = 6.25 × 10−4. Ces résultats sont obtenus à partir de la résolution numérique des
équations différentielles (2.29-2.31).

de la vitesse v dans l’espace (k1, k2) et la valeur de ce maximum. Pour chaque couple

de valeurs (T1, T2), on détermine numériquement les constantes cinétiques kmax1 (T1, T2) et

kmax2 (T1, T2), associées à la vitesse maximale vmax(T1, T2), que l’on compare à la vitesse
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k1, k2 K/KR v
vR

avec E2=0 durant T2 Application permanente de ψ1(x)
kR1 , kR2 1 1.00 1.00
kR1 , 10kR2 0.1 0.89 0.05
10kR1 , kR2 10 0.55 0.31
kR1 , 0.1kR2 10 0.36 0.03
0.1kR1 , kR2 0.1 0.95 0.51

10kR1 , 10kR2 1 0.75 0.19
0.1kR1 , 0.1kR2 1 0.47 0.30
0.1kR1 , 10kR2 0.01 0.87 0.01
10kR1 , 0.1kR2 100 0.25 0.03

Anr 0 0.85 0.00

Tab. III–2.1 – Rapport des vitesses v
vR

pour différentes valeurs des constantes cinétiques
(k1,k2) pour un jeu de paramètres donné : ∆ψ = 1, x′1 = 32, x′2 = 16, B0 = 1, D′ =
0.01, TR1 = 11000∆t, TR2 = 9000∆t. dans le cas d’un arrêt périodique du potentiel et
d’une application permanente du potentiel avec la concentration B maintenue constante.

maximale vR(TR1 , T
R
2 ) obtenue pour le couple de valeur (TR1 , T

R
2 ). Le résultat de cette

étude est présenté dans le tableau 7.2.

On voit que la valeur des constantes cinétiques kmax1 (T1, T2) et kmax2 (T1, T2) associées au

couple ayant la vitesse la plus grande varient avec les temps T1 et T2.

Le cas T1/T2 > TR1 /T
R
2 favorise les couples (A,C) associés à une constante thermody-

namique K plus grande que la constante thermodynamique KR, qui sont principalement

dans l’état neutre C. Si T1 > TR1 et T2 = TR2 , ces couples ont assez de temps pour atteindre

le maximum du potentiel ψ1(x) et une plus grande possibilité de franchir la barrière de po-

tentiel par diffusion. Dans ce cas, vmax(T1, T2) est plus faible que vR(TR1 , T
R
2 ) parce que la

même distance est parcourue durant un temps plus long. Si T1 = TR1 et T2 < TR2 , le temps

de coupure du potentiel est trop faible pour permettre le franchissement de la barrière

par diffusion et cela doit se faire également durant le temps T1. La vitesse vmax(T1, T2) est

inférieure à vR(TR1 , T
R
2 ) car le mouvement est principlement diffusif.

Le cas contraire, T1/T2 < TR1 /T
R
2 , favorise les couples (A,C) associés à une constante

thermodynamique K de valeur plus faible que KR qui sont principalement dans leur état

chargé. Si T1 = TR1 et T2 > TR2 , franchir la barrière durant le temps T1 en étant sous

forme neutre n’est plus un avantage car le temps T2 est suffisant pour que le couple (A,C)

la franchisse pendant l’arrêt du potentiel. La diffusion prend une part considérable dans

le mouvement orienté et la vitesse vmax(T1, T2) est inférieure à vR(TR1 , T
R
2 ). Si T1 < TR1

et T2 = TR2 , atteindre un maximum du potentiel en dents de scie durant le temps T1

nécessite de passer en moyenne plus de temps dans l’état chargé que le couple (AR,CR).

Lorsque l’on diminue le temps d’application du potentiel en dents de scie, on augmente la

vitesse maximale puisque la même distance est parcourue pendant un temps plus court.
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T1

TR1

T2

TR2

kmax1 (T1,T2)

kR1 (TR1 ,T
R
2 )

kmax2 (T1,T2)

kR1 (TR1 ,T
R
2 )

Kmax(T1,T2)

KR(TR1 ,T
R
2 )

vmax(T1,T2)

vR(TR1 ,T
R
2 )

1 1 1.00 1.00 1.00 1.00
1 10 0.013 20.3 0.0006 0.28
10 1 5.6 0.16 35 0.24
1 0.1 5 0.16 31.25 0.45

0.1 1 0a 0a 0a 1.65

a L’espèce la plus rapide est l’espèce chargée non réactive Anr.

Tab. III–2.2 – T1 et T2 pour un jeu donné de paramètres (∆ψ = 0.6, x1 =
32, x2 = 16, B0 = 1, D = 0.01, TR1 = 11000, TR2 = 9000) avec E2 =
0. kmax1 (T1, T2), k

max
2 (T1, T2), K

max(T1, T2), vmax(T1, T2) (respectivement kR1 (TR1 , T
R
2 ),

kR2 (TR1 , T
R
2 ), KR(TR1 , T

R
2 ), vR(TR1 , T

R
2 )) désignent les constantes cinétiques, la constante

thermodynamique et la vitesse associées au couple d’espèce se déplaçant avec la vitesse la
plus grande pour des temps d’application et de coupure du champ (T1, T2) (respectivement
(TR1 , T

R
2 )).

Cependant, ce phénomène est limité par le temps de migration de l’espèce chargée non

réactive sur une distance x1, T
lim
1 =

x2
1

|µ|∆ψ . Pour un temps T1 d’application du champ

plus court que T lim1 le mouvement de toutes les espèces cesse. Les Figures 7.3.a et 7.3.b

représentent la vitesse v de l’espèce résonnante et de l’espèce non réactive Anr en fonction

de log10 T1 (log10 T2 respectivement) pour T2 = TR2 (et T1 = TR1 respectivement).

On voit que les valeurs choisies pour TR1 et TR2 permettent d’obtenir la vitesse la plus

grande possible pour le couple résonnant sans que les espèces non réactives ne le doublent.

Les études numériques présentées dans ce paragraphe montrent l’influence des valeurs des

temps T1 et T2 sur le couple présentant une vitesse maximale. et valident la définition

proposée. Il est important de respecter la définition donnée dans les Eqs. (2.18, 2.22) pour

les temps T1 et T2. Une variation d’un facteur 10 induit une erreur significative sur la

position du maximum.

Pour finir, nous déterminons le rapport Dapp
D

du coefficient de diffusion apparent Dapp sur

le coefficient de diffusion D pour un ensemble de couples réactifs. Les résultats obtenus

sont présentés dans le tableau 7.3 Les valeurs de ce rapport ne divergent pas et sont

essentiellement inférieures à 1. On vérifie ainsi l’absence de phénomène de dispersion.

4.2 Présence d’un champ E2 durant le temps T2

Le paragraphe précédent met en évidence une diminution de la sélectivité de la mé-

thode de séparation lors de l’arrêt périodique du potentiel. Celui-ci entrâıne un déplace-

ment des espèces chargées non réactives et des couples principalement sous forme chargée

à une vitesse proche de la vitesse résonnante vR, ce qui affecte l’efficacité de la séparation.
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( a )

( b )

Fig. III–2.3 – a Vitesse v en fonction de log10 T1 pour le couple résonnant (kR1 , k
R
2 ) (en

trait continu) et pour l’espèce chargée non réactive Anr (trait pointillé) (∆ψ = 0.6, x′1 =
32, x′2 = 16, B0 = 1, D′ = 0.01, TR2 = 9000∆t). Les lignes pointillées verticales indiquent
les prédictions analytiques de TR1 et T lim1 . b Vitesse v en fonction de log10 T1 pour le
couple résonnant (kR1 , k

R
2 ) (en trait continu) et pour l’espèce chargée non réactive Anr

(ligne pointillée) (∆ψ = 0.6, x′1 = 32, x′2 = 16, B0 = 1, D′ = 0.01, TR1 = 11000∆t).
Les lignes pointillées verticales indiquent les prédictions analytiques de TR1 et T lim1 . Ces
résultats sont obtenus à partir de la résolution numérique des équations différentielles
(2.29-2.31).
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k1, k2 K/KR Dapp
D

kR1 , kR2 1 0.78
kR1 , 10kR2 0.1 0.57
10kR1 , kR2 10 0.77
kR1 , 0.1kR2 10 1.03
0.1kR1 , kR2 0.1 0.68

10kR1 , 10kR2 1 0.55
0.1kR1 , 0.1kR2 1 0.97
0.1kR1 , 10kR2 0.01 0.55
10kR1 , 0.1kR2 100 1.03
0, 0 (Anr) 0 0.55

Tab. III–2.3 – Rapport du coefficient de diffusion apparent sur le coefficient de diffusion
Dapp
D

pour quelques couples réactifs caractérisés par des constantes cinétiques (k1,k2) dans
le cas d’un arrêt de potentiel durant le temps TR2 . Mêmes paramètres que pour le tableau
7.1.

On impose donc un champ constant E2 durant le temps TR2 , choisi pour annuler le dépla-

cement des espèces non réactives Anr. On résout numériquement les équations (2.5-2.7)

dans ce cas. La figure 7.4 montre que la vitesse v atteint un maximum vR : le phénomène

de résonance persiste malgré l’arrêt du potentiel et l’application d’un champ constant.

La valeur de la vitesse résonnante vR est 20% plus faible que dans le cas de l’appli-

cation permanente d’un potentiel en dents de scie. La diminution de la vitesse est due à

l’application de la rampe de potentiel durant le temps TR2 . La sélectivité du protocole ne

dépend pas de la valeur de la vitesse résonnante. La vitesse maximale vR est atteinte pour

un couple d’espèces réactives associé à des constantes cinétiques de valeurs différant d’un

facteur 3 seulement des valeurs analytiques kR1 et kR2 données dans les Eqs. (2.11, 2.12).

La valeur du champ E2 déduite de la résolution numérique des Eqs. (2.29-2.31) ne diffère

que de 30% de la prédiction analytique donnée dans l’Eq. (2.24).

On s’intéresse à la sélectivité du protocole de séparation. La figure 7.5.a ( et respectivement

7.5.b) représente la vitesse v/vR en fonction de log10(k1/k
R
1 ) pour k2 = kR2 (respectivement

log10(k2/k
R
2 ) pour k1 = kR1 ) en l’absence de champ durant TR2 et en présence d’un champ

constant. Contrairement aux résultats obtenus dans le cas de l’application permanente

d’un potentiel en dents de scie, la vitesse n’est pas une fonction symétrique dans l’espace

(k1,k2). L’application du potentiel E2 diminue la vitesse de l’ensemble des couples mais

plus spécifiquement de ceux qui sont principalement sous forme chargée et augmente ainsi

la sélectivité. L’application d’un champ E2 constant durant le temps TR2 modifie la valeur

des constantes cinétiques résonnantes : la valeur de kR2 ne dépend que de la géométrie du

potentiel en dents de scie et reste donc inchangée, par contre la valeur de kR1 est modifiée

à cause de la modification de la valeur de la concentration effective Beff de l’espèce B.
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Fig. III–2.4 – Valeur absolue de la vitesse |v| en fonction de log10 k1 et log10 k2. Mêmes
paramètres que pour la figure 7.2 avec E2 = 6.25 × 10−4. Ces résultats sont obtenus à
partir de la résolution numérique des équations différentielles (2.29-2.31).

Le tableau 7.4. présente la vitesse normalisée v/vR de certains couples en fonction des

constantes cinétiques (k1,k2) auxquelles ils sont associés.

74



Potentiel
k1, k2 K/KR TR1 + TR2 permanent

en dents de scie
kR1 , kR2 1 1.00 1.00
kR1 , 10kR2 0.1 0.81 0.05
10kR1 , kR2 10 0.92 0.31
kR1 , 0.1kR2 10 0.36 0.03
0.1kR1 , kR2 0.1 0.95 0.51
0.01kR1 , kR2 0.01 0.80 0.30
10kR1 , 10kR2 1 0.45 0.19
0.1kR1 , 0.1kR2 1 0.33 0.30
0.1kR1 , 10kR2 0.01 0.25 0.01
10kR1 , 0.1kR2 100 0.31 0.03

Anr 0 0 0.00

Tab. III–2.4 – Vitesse normalisée v
vR

en fonction des constantes cinétiques k1 and k2

pour un jeu de paramètres donné : (∆ψ = 1, x1 = 32, x2 = 16, B0 = 1, D = 0.01, TR1 =
11000∆t, TR2 = 9000∆t) dans le cas de l’application alternée d’un potentiel en dents
de scie et une rampe de potentiel (E2 = 6.25 × 10−4) où dans le cas d’une application
permanente d’un potentiel en dents de scie et d’une concentration uniforme de l’espèce
cible B(x, t) = B0.

Les résultats présentés dans ce tableau montrent que la sélectivité du procédé est

moins bonne que dans le cas de l’application permanente du potentiel mais reste très sa-

tisfaisante. En particulier, la vitesse des couples (A,C) associés à des constantes cinétiques

(k1,k2), dont chacune des valeurs diffèrent des constantes cinétiques résonnantes (kR1 , k
R
2 ),

est faible. La figure 7.5 représente la vitesse v en fonction de log10(k1/k
R
1 ) pour des couples

associés à une même constante thermodynamique KR. Ainsi, grâce à cette méthode, il

est possible de séparer des couples associés à une même constante thermodynamique KR

mais à des constantes cinétiques différentes.

5 Mise en oeuvre de la séparation

Nous pouvons maintenant définir un protocole expérimental permettant l’extraction

d’un mélange d’un composé choisi AR associé à des constantes cinétiques connues (k1, k2).

On s’intéresse d’abord aux paramètres caractérisant la géométrie du potentiel en dents

de scie : ∆ψ, x1 et x2. La valeur de la constante cinétique k2 et du coefficient de diffusion

D imposent la valeur de la plus courte longueur x2. En effet, on détermine x2 à partir de

l’Eq. (2.12) :

x2 = 2

√

ln(2)D

k2

. (2.34)
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Les Eqs. (2.11, 2.28) imposent une relation entre la longueur x1, la hauteur de la barrière

de potentiel ∆ψ et la concentration initiale de l’espèce cible B0. Pour un potentiel en

dents de scie donné, i. e. pour x1 et ∆ψ fixés, on détermine la valeur de la concentration

B0 permettant de maximiser la vitesse du couple choisi :

B0 =
4µ∆ψ

(

1 + µ∆ψ
x2
1k2

)

(x1 + x2)x2k1

{

1 − erf
[

(x1−x2)
2

√

k2
2D

+
√

ln(2)
2

]} (2.35)

On peut donc définir le protocole suivant : on introduit le mélange de couples réactifs

dans un canal contenant l’espèce B à la concentration B0 donnée par l’Eq. (2.35) et on

applique alternativement le potentiel en dents de scie ψ1 durant un temps T1, déduit de

l’Eq. (2.19) et un champ constant E2 dont la valeur est donnée dans l’Eq. (2.24), durant

un temps T2 , défini par l’Eq. (2.23). Par exemple, on considère l’extraction d’un simple

brin d’ADN associé aux paramètres suivants : k1=103 M−1s−1, k2=1 s−1, D=10−9 m2s−1,

et µ=4 10−8 m2s−1V−1. Cela impose x2=50 µm. On choisit ensuite x1=100 µm et ∆ψ=

1 V, on obtient T1 ≈ T2=1 s, B0 = 1.025 M, et E2=625 Vm−1. De telles valeurs sont

compatibles avec la réalisation de l’expérience dans un microdispositif, où l’on utiliserait

par exemple des microélectrodes pour créer le champ électrique.

6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons adapté une méthode de séparation fondée sur le principe

des moteurs moléculaires. Nous avons proposé une nouvelle façon de maintenir le milieu

hors équilibre en coupant périodiquement le potentiel en dents de scie. La sélectivité de

la méthode ainsi obtenue est satisfaisante et sa mise en oeuvre expérimentale est a priori

plus simple que celle de la méthode initiale, qui imposait un jeu compliqué de pompes et

de réservoirs locaux afin de maintenir la concentration d’une espèce réactive et chargée

constante dans un potentiel en dents de scie.
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Fig. III–2.5 – Vitesse normalisée v/vR en fonction de log10(k1/k
R
1 ) pour k2 = kR2 (a)

ou de log10(k2) pour k1 = kR1 (b). Les triangles et la ligne pointillée correspondent à
l’absence de rampe de potentiel (E2 = 0) durant le temps T2 ; les carrés et la ligne continue
correspondent à l’application d’un champ E2 = 0.000625 choisi pour annuler la vitesse des
espèces non réactives Anr. Mêmes paramètres que pour la figure 7.2. Ces résultats sont
obtenus à partir de la résolution numérique des équations différentielles (2.29-2.31).
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Fig. III–2.6 – Séparation de couples d’espèces réactives associées à la même valeur de
constante d’équilibre KR = 5937, 5. Vitesse normalisée en fonction de log10(k1/k

R
1 ) pour

k2 = k1/K
R. Mêmes paramètres qu’à la figure 7.3. Ces résultats sont obtenus à partir de

la résolution numérique des équations différentielles (2.29-2.31).
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Quatrième partie

Conclusion et perspectives
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Dans la première partie du manuscrit, nous proposons une méthode, fondée sur un

phénomène de résonance, permettant de caractériser la dynamique d’un réseau cataly-

tique constitué de n espèces à partir de la réponse à une modulation de température de

n − 1 espèces du réseau. Cette méthode d’investigation peut être précédée par une mé-

thode d’analyse nécessitant un balayage en fréquence mais ayant l’avantage de n’exiger

l’acquisition de la réponse à la modulation de température que d’une seule espèce du ré-

seau.

Dans la seconde partie du manuscrit, nous nous intéressons à une méthode théorique

de séparation sur critères cinétiques fondée sur le principe des moteurs moléculaires qui

a été précédemment développée dans l’équipe. Cette méthode présente des applications

intéressantes en biologie, cependant sa mise en oeuvre expérimentale est difficile. Nous

proposons une modification du protocole afin d’en faciliter la réalisation expérimentale.

La caractérisation de la dynamique d’un réseau de réactions chimiques grâce à la construc-

tion d’une fonction résonnante est une approche novatrice de l’étude de la cinétique des

systèmes biologiques et les résultats obtenus sont encourageants. La méthode proposée

s’applique à des réseaux catalytiques, i. e. linéaires, et à l’équilibre. Dans le cas de réseaux

linéaires à trois espèces, nous envisageons les prolongements directs suivants :

- démonstration analytique de l’existence du maximum de la fonction réponse définie Eq.

(3.25) dans l’espace des trois paramètres (λ+, λ−, θ+) pour un réseau obéissant au bilan

détaillé,

- recherche d’un maximum éventuel de la fonction réponse dans l’espace des cinq para-

mètres (E0, ES0, λ+, λ−, θ+) pour un réseau obéissant au bilan détaillé,

- construction d’une fonction réponse pour des réseaux ne vérifiant pas l’équilibre détaillé.

Ces prolongements auront à être étendus au cas général de réseaux à n espèces. Le domaine

d’utilisation de la méthode proposée se restreint dans l’état actuel aux réseaux linéaires

et il serait souhaitable de l’étendre à des réseaux de réactions non linéaires. Ainsi, l’étude

de l’effet d’une modulation de température sur un système non linéaire, présentant une

bifurcation vers la bistabilité, a déjà été réalisée par des membres de l’équipe [85].

Un travail expérimental a été mené en parallèle de ce travail théorique par certains

membres de l’équipe dans le but de valider les protocoles proposés. Ce dernier nécessite,

d’une part, la conception d’un dispositif permettant d’imposer dans le milieu le champ

de température ou le champ électrique souhaité et, d’autre part, le choix d’un système

chimique dont les caractéristiques dynamiques sont connues et adaptées aux contraintes

expérimentales.

La validation des méthodes présentées dans la partie 1 nécessite l’application d’une mo-

dulation de température à une fréquence bien définie. Le dispositif expérimental conçu

pour cela est une cellule de Hélé-Shaw (deux plaques de verre très rapprochées l’une de
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Fig. IV–2.7 – a. Photographie d’un ensemble de cellules de tailles différentes. Les cellules
sont transparentes et situées au centre des pattes d’or. b. Photographie d’une cellule au
microscope optique.

l’autre entre lesquelles on injecte un ou plusieurs fluide), la plaque inférieure étant déco-

rée avec des motifs carrés d’un semi-conducteur transparent, l’oxyde d’indium et d’étain

(ITO) [12]. Deux fines couches d’or sont déposées de part et d’autre du carré d’ITO et

permettent de relier le système à un générateur. On fait traverser la résistance d’ITO

par un courant alternatif à la fréquence souhaitée. Cette dernière chauffe ainsi la solution

acqueuse contenue dans la cellule par effet Joule. Plusieurs photographies de la cellule

sont présentées dans la figure 8.1. Plusieurs dispositifs associés à différentes tailles du

carré d’ITO, de 10 à 1400 µm et différentes hauteurs de cellules, de 10 à 100 µm ont été

réalisés. Ces dispositifs permettent d’imposer au milieu une oscillation à une fréquence

pouvant atteindre 105 Hz dans l’eau. Il est envisagé dans un premier temps d’observer

le déplacement hors de l’équilibre d’un système chimique induit par une modulation de

température en fonction de la fréquence. Le système chimique choisi est la réaction d’ap-

pariement et de désappariement de deux brins d’ADN (acide désoxyribonucléique) courts

marqués par une sonde fluorescente dont le signal est affecté par la réaction d’apparie-

ment. L’observation de la cellule est réalisée par microscopie de fluorescence grâce à un

microscope d’épifluorescence et à une caméra [86].

La réalisation expérimentale du procédé d’extraction d’une molécule décrite dans la se-

conde partie du manuscrit nécessite l’application d’un potentiel électrique en dents de scie

dont on contrôle la géométrie. Ce dernier pourrait être réalisé grâce à un microdispositif

en polydiméthylsiloxane (PDMS) représenté figure 8.2. Ce dispositif est composé d’un
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Fig. IV–2.8 – a. Photographie du moule en résine permettant de réaliser le microdispositif
dédié à l’application d’un potentiel en dent de scie. b. Photographie d’un détail de la
zone centrale au microscope. c. Photographie en trois dimensions prise au microscope à
balayage électronique.

canal central de 20 µm de large, qui constitue le canal de séparation. Ce canal relie deux

réservoirs qui peuvent contenir chacun une électrode grâce à laquelle on pourra générer

la rampe de potentiel ψ2. Un ensemble de canaux latéraux alternativement espacés d’une

longueur x1 et x2 et alternativement reliés à 2 réservoirs maintenus à des potentiels dif-

férents V+ et V−, permettraient d’imposer au centre du canal un potentiel de géométrie

voulue. Ce dispositif est actuellement à l’essai. Les systèmes chimiques avec lesquels il est

envisagé de valider le protocole de séparation sont des couples acido-basiques fluorescents

dérivés de la diOMe-Pipéridine, dont la cinétique a été caractérisée au sein de l’équipe

[87].
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