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INTRODUCTION

Les bouleversements du contexte démographique et économique

L’espérance de vie a la naissance a progressé d’environ un trimestre par an depuis une
cinquantaine d’années, et en 2006 elle a franchi en France, pour les femmes, le seuil
symbolique des 80 ans. Le tableau et le graphique' suivant ci-dessous illustrent ce mouvement

sur les derniéres décennies :

Femmes Hommes
TV73/77 TV88/90 TV99/01 TD73/77 TD88/90 TD99/01
Espérance de vie a la
Naissance 76,5 80,2 82,2 68,6 72,0 74,7
Espérance de vie a 60 ans 20,9 23,5 25 16,1 18,3 19,9
Taux de déceés a 60 ans 0,77% 0,57% 0,48% 1,90% 1,57% 1,18%
Tab. 1 : Evolution de [’espérance de vie
espérance de vie 3 la naissance (années) taux de mortalité infantile (%)
s =]
50
B0
Espérance de vie des fermmes 40
75 r
Espérance de vie des hommes 40
70
20
Taux de mortalité infantile
B5
10
ED 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 D

1950 1955 1960 1965 15970 1975 1980 1985 1950 1995 2000 2005

Fig. 1: Evolution de [’espérance de vie a la naissance depuis 50 ans

! Tableaux de I’Economie Francaise 2006, INSEE.



On constate en particulier que 1’espérance de vie des femmes a 60 ans a augmenté de 20 %
sur la période 1973-1999, et celle des hommes de 23 %. Ces évolutions ont des conséquences
directes sur la charge financieére que supportent les régimes de retraite, et, plus généralement,
les régimes de rentes viageres. D’une part le colt direct d’une rente viagere s’en trouve
majoré en proportion de la majoration de I’espérance de vie et, d’autre part, dans le cas des
régimes de retraite publics, le rapport démographique” diminue, augmentant ainsi a priori la

charge du financement des retraites pour les actifs.

Rien n’indique aujourd’hui une atténuation de ces tendances, et I'INSEE® prévoit ainsi que le
nombre d’actifs de moins de 60 ans rapporté au nombre d’inactifs de plus de 60 ans,

aujourd’hui égal a 2,2 devrait progressivement diminuer pour s’établir a 1,4 a I’horizon 2050.

Par ailleurs, I’environnement économique s’est é¢galement modifié et, si pendant la période de
forte croissance des « trente glorieuses », la dynamique économique associée a la gestion par
répartition des régimes de retraite publics a pu compenser 1’évolution démographique et, en
un certain sens, « masquer » le colit d’un régime de retraite, la situation actuelle ne le permet
plus. De plus, pour ce qui concerne les régimes de retraite d’entreprises les contraintes
comptables® ont progressivement conduit a clairement identifier dans les comptes la charge
financiére associée au régime, ce qui a contribué a la prise de conscience du colit de ces
instruments de gestion des ressources humaines. La maitrise des colits des régimes de retraite
supplémentaire et, plus largement, de la protection sociale complémentaire, est ainsi devenue
un enjeu majeur de la « bonne gestion » de I’entreprise. De la méme maniére, les réformes de
la comptabilit¢ publique ameénent I’Etat a quantifier le montant des engagements qu’il porte
envers les populations de fonctionnaires pour les prestations de retraite’. On retiendra & ce
sujet que le montant de ces engagements est estimé a environ 1 000 Md€ pour la seule
fonction publique d’Etat’, ce qui représente un montant de I’ordre de grandeur d’une année de

PIB.

Enfin, les contraintes réglementaires auxquelles sont soumis les assureurs ont conduit a des

majorations réguliéres et significatives des provisions constituées en représentation des

2 Rapport des effectifs d’actifs aux effectifs de retraités.

? Insee Premiére n°1092 - juillet 2006 (http://www.insee.fr/fr/ffc/ipweb/ip1092/ip1092.html).

* Avec I’application de la norme IAS 19. On pourra se reporter notamment & PLANCHET et THEROND [2004b].
> Norme 13 de la comptabilité publique.

% Et environ autant pour la fonction publique territoriale.



engagements pris dans le cadre de contrats de rentes viagéres’. On peut retenir comme ordre
de grandeur des majorations liées au seul changement de table de mortalité¢ d’environ 20 % en

1993 et comprises entre 10 et 15 % au 01/01/2007 (cf. C).
Les bouleversements de |’environnement législatif, réglementaire et comptable

Les évolutions rappelées bricvement ci-dessus se sont accompagnées de nombreuses
modifications des environnements législatif, réglementaire et comptable. Ces évolutions se
poursuivent, et conditionnent de maniére décisive les réflexions relatives au pilotage d’un

régime de rentes viageres.

v’ Les évolutions législatives: la Loi Fillon® du 25/08/2003 a profondément
bouleversé le paysage des retraites en France ; elle introduit pour la premiére fois
sur ce sujet la notion de pilotage dynamique d’un régime de retraite public en
fixant comme objectif de maintenir constant le rapport de la durée de la vie active
a la durée de retraite’ (avec 2/3 de la vie en période d’activité et 1/3 en période de
retraite). D’un point de vue opérationnel dans le contexte du présent travail, on
retiendra les articles 115 et 116, le premier définissant sans ambiguité le périmetre
des régimes d’entreprise et le second organisant le transfert des anciens « régimes
spéciaux » (IRS) vers des contrats d’assurance. Ces deux articles incitent fortement
a ’externalisation des engagements de retraite'® et ont des conséquences directes
sur les pratiques en matiére de contrats de retraite collective qui seront décrites

supra.

v’ Les évolutions comptables: L’entrée en application des normes IFRS'' a en
premier lieu conduit les entreprises a évaluer et a comptabiliser de maniére
systématique la charge associée aux régimes de retraite supplémentaire (norme
IAS 19) ; les organismes assureurs sont quant a eux directement concernés par la
norme IFRS 4 qui a des conséquences directes sur I’évaluation des provisions pour

les contrats de rentes viageres qu’ils assurent. On peut noter qu’au travers de la

" Art. A 335-1 du Code des Assurances.

¥ Loi n° 2003-775 du 21 aoit 2003 : loi portant réforme des retraites.

’ Art. 5 de la Loi Fillon.

1% Voir par exemple Darticle de P. JUNGHANS dans la Tribune du 01/06/2004 sur « La Loi Fillon pousse a
l'externalisation ».

' International Financial Reporting Standard.



norme 13 de la comptabilité publique, I’Etat connait une évolution comparable a
celle des entreprises, avec la nécessité¢ d’évaluer les engagements de retraite au
titre des régimes de fonctionnaires. Une présentation sommaire des normes IAS /

IFRS est fournie en annexe.

v' Les évolutions réglementaires : le dispositif prudentiel est en cours
d’harmonisation au niveau européen dans le cadre du projet'> « Solvabilité 2 » ; les
nouvelles régles conduisent a revoir en profondeur les méthodes de
provisionnement et, surtout, de détermination des fonds propres (« capital de
solvabilité », ou SCR"). Compte tenu de I’importance du projet Solvabilité 2, une

présentation détaillée en est proposée en annexe.

On retiendra que, tant pour ’I[FRS 4 que pour Solvabilité 2, le contexte d’évaluation des
engagements d’un régime de rente passe d’une logique actuelle de calcul de provisions sur la
base d’hypothéses prudentes auxquelles s’ajoutent des fonds propres directement
proportionnels (et égaux a 4 % du montant des provisions mathématiques) a une logique dans
laquelle les provisions sont évaluées sur la base d’hypothéses « réalistes» avec une
quantification explicite des marges de risque, que ce soit au niveau de la provision ou au
niveau des fonds propres'®. En pratique, la détermination d’une hypothése de mortalité
réaliste pour un régime de rente n’est pas aisée, et le corollaire de ce changement de point de

vue est la nécessité de la mise en place d’un véritable pilotage technique du régime.

Au surplus, le principe de base posé par le projet Solvabilit¢ 2 pour la détermination du
niveau des fonds propres est le controle d’une probabilit¢ de ruine (& un an); ainsi, les
événements extrémes, tant au passif qu’a 1’actif, prennent une importance qu’ils n’avaient pas
jusqu’a présent. On sera donc conduit a s’interroger sur la prise en compte d’événements tels

que les discontinuités observées dans 1’évolution du cours des actifs :

12 ¢ COMMISSION EUROPEENNE [2003], [2004], AAI [2004] et CEIOPS [2006].
1 « Solvency Capital Requirement ».
'* ¢f. PLANCHET et al. [2005].
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40t .
Kl 1
B \/\/\/\\f I
| M\W
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13.160 14.10 15.160 15.16 19.10
Fig.2: Evolution discontinue du titre Mercer au mois d’octobre 2004

On peut ajouter a ces évolutions, pour ce qui concerne les organismes d’assurance, des
évolutions paralleles sur le plan de la communication externe avec la Loi sur la Sécurité
Financiére' (LSF) et sur le plan de la communication financiére avec les démarches'®
d’« European Embedded Value » (EEV) et de « Market Consistent Embedded Value »
(MCEYV). Les évolutions sur les différents registres, prudentiel, comptable, de communication

externe et de communication financiére sont bien entendu interconnectées.

Les novations assurantielles

Les articles 115 et 116 de la Loi Fillon, par leur incitation a I’externalisation des engagements
de retraite, ainsi que la norme IAS 19 qui permet d’en déterminer les conséquences
comptables au niveau du bilan de ’entreprise, ont induit un certain nombre de novations au
niveau des contrats d’assurance collectifs de retraite. Ces novations portent sur la garantie de

table, la garantie de revalorisation et le transfert intégral du risque vers 1’assureur.

La garantie de table

La garantie de table de mortalité consiste a prévoir contractuellement une table de mortalité
unique d’évaluation des provisions mathématiques quelles que soient les évolutions
réglementaires applicables aux organismes assureurs. Cette contractualisation permet au
souscripteur de transférer a 1’organisme assureur toute évolution défavorable de la mortalité

de la population assurée, contre le versement d’une prime additionnelle a déterminer par

15 Voir par exemple I’article de F. LUSSON dans la Tribune du 01/07/2006 sur « Le contrdle interne » et le décret
du 13/03/2006.
' Voir le site du CFO Forum & I’origine de ces démarches http://www.cfoforum.nl/.



I’organisme assureur. La tarification d’une telle clause est délicate. En pratique la prime
unique ou la valeur actualisée des chargements prélevés pourra étre déterminée par
I’intermédiaire d’un abattement applicable sur les taux de déces de la table de mortalité
contractualisée (ou, plus généralement, d’un positionnement par rapport a la table
contractualisée). La problématique est ramenée a retenir un abattement ou un positionnement

« adéquat » en fonction de la population a assurer.

La garantie de revalorisation

On rappelle tout d’abord que I’organisme assureur s’engage, dans un contrat de retraite
collective, sur la base d’un montant de rente déterminé. Néanmoins, de nombreux régimes de
retraite d’entreprises promettent a priori une revalorisation des rentes versées, cet engagement
reposant sur une référence « extérieure » dont ’employeur n’a pas la maitrise (valeur de

service du point ARRCO, AGIRC, évolution de la pension Sécurité Sociale, taux d’inflation

)

Dans le cas ou I’entreprise souhaiterait dés a présent obtenir la garantie de revalorisation des
rentes au niveau de I’inflation, un adossement de 1’échéancier des prestations probables
pourra €tre réalisé a partir d’actifs financiers dont le rendement réalisé est corrélé précisément
avec I’inflation. Les actifs financiers pourront étre des obligations indexées sur 1’inflation ou
des produits structurés composés d’obligations, d’actions et de tout autre actif permettant un

adossement des flux.

L’adossement (et les éventuelles garanties associées) doit prendre en compte que les régimes
prévoient généralement que 1’évolution des rentes ne peut €tre négative (contrairement a
I’inflation au cours d’une année donnée). Par ailleurs, [’adossement est difficilement
compatible avec un échéancier de prestations dont le terme peut aller au-dela de 50 ans du fait

de I’absence d’actifs financiers pour ces maturités.
La mise en place de telles garanties (basées sur un indice de référence) est nécessairement

conditionnée par la présence sur les marchés d’actifs financiers corrélés avec le méme indice

(OATi, OATEi,...).
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Le transfert intégral des risques

La norme IAS 19 prévoit que les contrats d’assurance souscrits par les entreprises au titre de
couverture de passifs de retraite a prestations définies viennent minorer I’engagement a retenir

dans les comptes consolidés des entreprises.

Le transfert des risques d’assurance d’une part, et des risques financiers d’autre part, peut,
aprés accord des commissaires aux comptes, permettre de supprimer I’engagement externalisé
des comptes de D’entreprise. Ce transfert peut s’étendre, en plus de la population des
allocataires, a des préretraités ne rendant plus de service a I’entreprise. On remarquera que ce
transfert de risque n’est a priori pas possible pour des actifs pour lesquels I’entreprise porte in
fine la responsabilité du paiement des rentes ou du capital constitutif de la rente au moment du
départ en retraite. En effet, de nombreux éléments de politique sociale de I’entreprise que
I’assureur ne maitrise pas (évolution des rémunérations, politique de recrutement /
licenciement, etc.) peuvent impacter fortement le niveau de 1’engagement et le rendent de ce
fait difficilement assurable. L assureur I’intervient classiquement en phase de constitution que
comme un gestionnaire financier. Il ne porte le risque viager qu’une fois le capital constitutif

de la rente prélevé dans le fonds des actifs pour étre transféré dans le fonds des retraités.

Ces ¢éléments renforcent le besoin de maitriser I’évaluation de I’engagement d’un régime de

rentes viageres, au-dela du simple calcul « réglementaire » effectué jusqu’alors.

L’analyse des risques

L’un des apports sans doute majeur tant de I’'IFRS 4 (au moins dans sa phase 2) que de
Solvabilité 2 est d’avoir contribué a structurer la réflexion autour de la segmentation des
risques d’une activité d’assurance (et donc en particulier d’une activité d’assurance-vie).

L’analyse des risques est dorénavant déclinée selon quatre catégories principales :

v’ Le risque de marché (« market risk ») modélise I’incertitude associée au rendement

et a la valeur des actifs financiers,
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v' Le risque de souscription (« underwriting risk ») concerne essentiellement

I’incertitude associée a la mesure des engagements pris par le régime,

v Le risque de crédit (« credit risk ») s’attache a prendre en compte le risque de

défaut des contre-parties (réassureurs et émetteurs d’obligations),

v" Le risque opérationnel (« operational risk ») prend enfin en considération les
risques associés aux procédures de gestion internes de I’assureur et aux

conséquences d’un dysfonctionnement a ce niveau.

Le présent travail aborde le risque de marché pour ce qui concerne les placements effectués

par le régime et le risque de souscription pour ce qui concerne 1’analyse du passif du régime.

Le risque de crédit fait 1’objet d’une approche générique qui n’est pas propre aux
problématiques de rentes, il ne sera pas abordé ici'’; il en est de méme pour le risque
opérationnel. En ce qui concerne le risque de crédit on pourra noter que les techniques
utilisées présentent de nombreuses similitudes avec la construction d’une table de mortalité, le

défaut pouvant étre analysé comme 1’étude du temps d’attente avant le défaut.

On notera a ce stade que tant I’approche comptable que I’approche prudentielle privilégient
via 1’évaluation des provisions et des fonds propres la notion d’engagement au sens d’un
montant évalué a la date d’inventaire et « résumant » en un certain sens I’ensemble des flux
futurs promis par le régime. Dans cette approche le raisonnement est conduit sur la base de la
population arrétée a la date d’inventaire (« groupe fermé »). Dans le cas d’un régime de rente,
il apparait souvent pertinent de prendre en considération la suite des flux futurs et de raisonner
dans le cadre d’une approche « dépenses / ressources ». Cette approche peut étre développée
en groupe fermé ou en « groupe ouvert », en tenant comptes des nouveaux entrants dans le
régime. On notera d’ors et déja qu’une adéquation dépenses / ressources en groupe fermé est
une condition a minima de la pérennité du régime'®. Ce point de vue sera notamment retenu

dans le cadre de la détermination de 1’allocation stratégique d’actifs du régime (Partie 3).

7 LE PAGE [2000] propose une synthése assez compléte sur ce sujet. On pourra aussi consulter JEANBLANC et
RUTOWSKI [1999].

'8 Des projections de ce type sur les régimes de retraite publics montrent depuis trés longtemps leur déséquilibre
technique.
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Dans ce contexte on est amené a considérer dans le cas d’un régime de rentes viageres en

cours de service, qui sera I’essentiel du périmetre de ce travail, les €léments suivants :

v" Les risques « classiques » de taux, de valeur de supports de type « actions » pour le

risque financier ;

v Les risques de mortalité (associé aux fluctuations d’échantillonnage), de survie
(pour I’incertitude attachée a la durée résiduelle de survie) et d’inflation (qui doit
étre prise en considération dans le cadre des dispositifs de revalorisation des

rentes) pour le risque de souscription.

Le périmetre de [’étude

On le voit, les évolutions démographiques, économiques, législatives, réglementaires et
comptables de ces dernic¢res années imposent de reconsidérer 1’évaluation des risques associés

aux régimes de rentes viageres.

Le champ d’étude offert par ces régimes est potentiellement trés étendu et peut étre segmenté
selon différentes clés : régimes publics versus régimes d’entreprises, phase de constitution des
droits versus phase de restitution, gestion en répartition versus gestion en capitalisation,

régimes a cotisations définies versus régimes a prestations définies, efc..

On a ici délibérément choisi de se restreindre au périmetre strictement délimité des régimes de
rentes viageres en cours de service dans le cadre d’une analyse en groupe fermé. Des actifs en
phase de constitution seront toutefois pris en compte a la section F dans le cadre de I’analyse
du risque financier pour un régime géré au travers d’un fonds collectif. Ce choix est motivé
par le constat que I’ensemble des éléments constitutifs des spécificités d’un régime de rentes
viageres se retrouve dans ce contexte et que la prise en compte d’un périmetre plus large ne
vient pas modifier substantiellement les éléments de base de ’analyse. En pratique, on
concentre 1’étude sur le risque viager et la prise en compte des spécificités d’un régime de

rentes viageres pour la détermination de 1’allocation d’actifs.
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L’organisation de la these

Le présent travail est essentiellement constitué par le contenu des articles et ouvrages publiés
depuis 2003 dans le cadre d’une activité d’enseignement et de recherche a I’ISFA ; ceux-ci
ont été adaptés et partiellement réécrits pour préserver la cohérence d’ensemble de cette these.
Les articles d’origine sont systématiquement cités en référence'’”. Ce travail prolonge et
précise dans le cas d’un régime de rente les approches générales décrites dans les ouvrages

PLANCHET et al. [2005] et PLANCHET et THEROND [2006].

I est structuré de la maniére suivante :

v Dans une premiére partie on présente de maniére détaillée I’analyse du passif d’un
régime de rentiers ; le risque systématique de mortalité fait 1’objet d’une attention
particuliére, compte tenu de son apparition récente dans les problématiques
d’évaluation d’engagement d’un régime de retraite et du peu de littérature existante
dans ce contexte. On n’aborde pas la problématique du positionnement d’une
population par rapport a une référence de mortalit¢é donnée, qui reléve de

techniques classiques de modeles de durée qui dépassent le cadre de ce travail.

v’ La seconde partie est consacrée a la présentation des risques d’actif ; compte tenu
de I’abondante littérature sur ce registre, on se borne a présenter quelques ¢léments
importants moins souvent mis en avant, a savoir I’importance de la prise en
compte d’une modélisation pertinente de 1’inflation (dans la perspective de la prise
en compte des dispositifs de revalorisation) et le regain d’intérét pour les
modélisations d’actifs risqués non continus®, conséquence directe des réflexions

en cours autour du dispositif Solvabilité 2.

v Enfin, la troisiéme partie présente les conséquences que 1’on peut tirer des analyses
précédentes en terme d’adossement actif / passif et, notamment, de détermination
de I’allocation stratégique. Elle est également 1’occasion d’évoquer le cas d’un

régime en phase de constitution et les problématiques de financement des rentes.

1 La plupart des références citées dans ce document sont disponibles en ligne sur le site http://www.isfa.info.
2% On pourra sur ce sujet consulter I’ouvrage de vulgarisation MANDELBROT [2005] qui propose de nombreux
exemples illustratifs.
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La littérature et les travaux, tant académiques que professionnels, sur le théme des retraites
sont extrémement nombreux, et nous avons choisi ici de ne pas présenter les éléments les plus
classiques, préférant renvoyer aux références bibliographiques. Le présent travail s’efforce de
présenter un ensemble de réflexions et leurs conséquences en terme de modélisation dans la
perspective d’une mise en ceuvre effective, et non pour seulement démontrer des résultats

qualitatifs.

Aussi, les approches par simulation sont privilégiées au détriment de la recherche de formules
fermées, celles-ci n’étant accessibles que dans des versions trés simplifiées des modéles

concerneés.

La montée en puissance des normes IFRS (en particulier de I’'IFRS 4 phase 2) et, demain, de
Solvabilité 2, rend en effet indispensable la refonte d’une partie importante des modélisations
utilisées jusqu’a présent, et nous espérons que les réflexions présentées ici seront utiles dans

ce cadre.
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PARTIE 1: LE PASSIF, ANALYSE DES RISQUES ET
MODELISATION

La modélisation du passif d’un régime de retraite est un sujet classique d’actuariat vie qui

: [
trouve son expression de base la plus connue dans la formule a, =le—+hvh ; cette

X
expression de I’engagement total associé a une rente unitaire non réversible servie a une téte

d’age x a la date des calculs repose sur les hypothéses suivantes :

v’ Le groupe est supposé de taille suffisante pour que les fluctuations
d’échantillonnage soient négligées ;
v" Les taux de déceés ¢, (ou, dans une version prospective ¢, ) sont déterministes et

connus |

o 1 . ..
v" Enfin, le taux d’actualisation i tel que v = o est constant et déterministe.
+1

Le relachement des hypothéses de mutualisation parfaite et de taux d’actualisation
déterministe est classique et conduit a des analyses de la répartition du risque d’assurance
(associ¢ aux fluctuations d’échantillonnage) et du risque de taux au travers de I’équation de

; o . 21 . . L .
décomposition de la variance” . Ce sujet sera développé a la section F.

Apres avoir fixé les grandes lignes du cadre d’analyse a la section A, on rappelle a la section
B quelques considérations de nature macro-économique qu’il est utile d’avoir a 1’esprit pour
assurer la cohérence de long terme de la modélisation en ce qui concerne les liens existants
entre le taux d’inflation, le taux d’intérét et le taux de croissance de 1’économie. Les
modé¢lisations du taux d’inflation proprement dites sont présentées a la section D de la partie

suivante.

La détermination des taux de déces supposés déterministes fait appel dorénavant de maniére

quasi-systématique aux modeles de mortalité prospectifs dont I’ambition est d’anticiper, dans

21 Cf. BOWERS et al. [1986] pour des considérations générales et PLANCHET et MAGNIN [2000] pour un modéle
complet et des exemples numériques.
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la mesure du possible, les €volutions futures du taux de décés, ¢,, . La littérature sur ce sujet

est abondante?>.

Plus récemment certains auteurs> ont fait observer que les taux de décés bruts calculés sur de

trés grands groupes g, présentent des irrégularités (comme fonction de ) qui conduisent a ne

plus les supposer connus mais a considérer que le taux a une date donnée est le résultat d’un
tirage aléatoire. Les conséquences de cette propriété sont exploitées dans de nombreux articles

pour la construction de modéles de tarification de dérivés de mortalité®.

Toutefois, la prise en compte du caractére intrinsequement stochastique des taux de déces
dans le cadre d’un régime de rentes viageres n’est pas souvent abordée ; cette question est
évoquée dans Delwarde et Denuit®. La section C propose des approches adaptées au cas des
rentes viageéres pour quantifier, dans une perspective « Solvabilité 2 », le risque systématique

induit par le comportement stochastique des taux de déces.

Il est précisé que I'on s’intéresse ici a la détermination du passif au sens du montant de
I’engagement total du régime, sans considérer la question de la comptabilisation et donc la
détermination de ce montant entre la part affectable au passé et la part représentative de droit

a acquérir dans le futur?.
En effet, la détermination du montant a provisionner comporte schématiquement deux étapes :

v/ L’évaluation de I’engagement total, qui représente la contrepartie financiére de la
globalité de la promesse faite par le régime ;

v' La répartition de cet engagement total entre une part affectable au passé,
représentative de droits acquis, et la part complémentaire représentative de droits

futurs, restant a acquérir.

2 Voir notamment sur le modéle de Lee-Carter LEE et CARTER [1992], LEE [2000], SITHOLE et al. [2000] et sur
les modéeles poissoniens BROUHNS et al. [2002]. PLANCHET et THEROND [2006] propose une présentation et une
discussion de ces modéles, et on pourra également se reporter 8 DELWARDE et DENUIT [2006] pour une
présentation compléte.

> CURRIE et al. [2004].

2 Cf. CAIRNS et al. [2004], DAHL [2004] et SCHRAGER [2004].

> DELWARDE et DENUIT [2006].

2% Voir sur ce point PLANCHET et THEROND [2004b].
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La premiére étape reléve de la compétence de 1’actuaire et met en jeu des techniques de
projection des montants financiers aléatoires associés au régime considéré. Elle conduit a la

notion de « valeur actuelle probable totale » (VAP totale) du régime, qui sera considérée ici.

La seconde étape fait appel a un référentiel comptable permettant de fixer les modalités de
répartition de cette VAP totale entre le passé et le futur ; elle conduit en IAS 19 a la notion de

« projected benefit obligation » (PBO), représentative des droits passés.

Il est a ce stade important de noter que la notion de VAP totale est déterminée en fonction de
méthodes et de techniques essentiellement indépendantes du référentiel comptable utilisé,
alors que la notion de PBO découle directement de 1’application d’un référentiel comptable

particulier.

Dans le cas de rentes en cours de service les notions de VAP totale et de PBO coincident,
I’acquisition de droits futurs étant nulle. Au surplus, que I’on considére un salari¢ en phase de
constitution des droits ou un rentier en phase de restitution, la VAP totale reste la mesure la
plus objective du colit mis a la charge du régime (indépendamment de la problématique du

financement de cette charge).
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A. PRESENTATION GENERALE

1 CARACTERISTIQUES DU PORTEFEUILLE DE RENTES

Dans la suite, nous utiliserons pour les applications numériques un portefeuille®’ constitué de
374 rentiers de sexe féminin agés en moyenne de 63,8 ans au 31/12/2005. La rente annuelle
moyenne s’¢éleve a 5,5 K€. Le graphique infra présente les flux de prestations espérés en

fonction du temps obtenu a partir de la table de mortalité TV 2000.

2500 ke

2000 ke

1500 k€

1 000 k€

500 k€

0ke

2005 2015 2025 2035 2045 2055 2065 2075

Fig. 3: Flux de prestations espérées

Avec un taux d’escompte des provisions de 2,5 %, la provision mathématique initiale calculée
avec la table prospective construite a la section 5.1.2, s’éleve a 38,0 M€. On peut noter que
dans Planchet et Thérond®®, les calculs menés avec la table du moment féminine TV 2000
conduisaient a une provision de 32,8 M€. Cela met incidemment en évidence I’importance
d’une approche prospective de la mortalité pour déterminer le niveau de I’engagement sans le

sous-estimer exagérément.

2 PROBLEMATIQUE ET METHODOLOGIE

Nous noterons dans la suite de ce chapitre :

27 Les données utilisées pour les applications numériques sont reprises de PLANCHET et THEROND [2004].
8 PLANCHET et THEROND [2004].
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L, le montant des provisions mathématiques a la date initiale,
}NZ le flux de prestation (aléatoire) a payer a la date ¢,
(d) t) la filtration décrivant I’information disponible a la date ¢,

i le taux (discret) d’escompte des provisions mathématiques,
J ’ensemble des individus,

x(j) I’age en 0 de I’individu j et 7; le montant de sa rente annuelle,

AN NN N Y N N

IT une surface de mortalité, c’est a dire la donnée d’une famille de fonctions de risque

indicée par 1’age 4 la date des calculs (7).

Le portefeuille est exclusivement constitué de rentes en cours de service supposées non

réversibles. En 0, I’assureur estime la suite de flux probables de sinistres que nous noterons

(F)...:

F=E[F|o,]

avee ©

F= ]Z;C * l]t;w[(Txm )

ou Ty; désigne la date de déces (aléatoire) de la téte d’age x(j). Avec les notations classiques

. 29
de ’assurance vie™ :

[
— x()+
DEDWAS o

jed x()

A partir de cette estimation, I’assureur détermine la provision mathématique Ly :

L= F(+i).

t=1

Dans la suite on analysera le montant aléatoire de 1’engagement, soit la variable aléatoire :

A= R+ =Y S o (T

t=1 t=1 (1+l)t jed

¥ Cf. PETAUTON [1996].
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Cette variable aléatoire est telle que E (A) =L, . Pour une analyse détaillee de la loi de A

lorsque la mortalité est connue (avec éventuellement des taux d’intérét stochastiques), on se

reportera 4 Planchet et Magnin®®. La loi de A n’est pas simple dans le cas général. Son

analyse peut étre simplifiée en observant que A = Z]rij(j) avec :
JE

> 1
A= z l]t;oo[ (Tx)

t:1 (1+l)t

désignant I’engagement associé au versement d’une rente viagere unitaire a une téte d’age x a

la date des calculs. Avec les notations classiques de I’assurance vie’' on a E (Ax):ax,

annuité viagere sur une téte d’age x. Conditionnellement au taux d’intérét et a la surface de

mortalité, les variables Ax(j) sont classiquement supposées indépendantes.

Le modéle peut étre également écrit dans une version continue, qui simplifie 1’obtention de
certains résultats, mais ne sera pas développé ici, la version discrete se prétant mieux a la mise
en ceuvre numérique via des techniques de simulation, ce qui est le choix que nous avons

effectué. On a alors :

+00 Tx 1 e—rTX
—rt —rt -
Ax— J e 1{Tx2l}dt—j dl— p
0 0

On en déduit apres quelques manipulations simples que, conditionnellement a la surface de

mortalité, on a :

+00 X+t

E[AX|H]: ~[exp —j [r+,ux+u(uﬂdu dt.

3% PLANCHET et MAGNIN [2000].
1 Cf. PETAUTON [1996].
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avec p, (t) le taux instantané de mortalité pour un individu d’age x & 1’origine®”. En d’autres

termes le taux d’actualisation et le taux de hasard ont des roles complétement symétriques
dans I’expression de 1’engagement conditionnel. Cette propriété est utilisée de maniére
intensive dans les mod¢les de valorisation de dérivés de mortalité. Incidemment 1’expression
de I’espérance conditionnelle ci-dessus fournit une expression de la transformée de Laplace

de la durée de vie résiduelle a partir de la fonction de risque, puisque

E(e_rTx ) zl—rE(Ax (r)) .

On soulignera toutefois que cette symétrie formelle dissimule une asymétrie importante dans
) o o , . .33
la nature des risques associés : le risque financier résulte d’une construction humaine™ alors

que le risque de mortalité comporte une composante biologique « objective » essentielle.

Les propriétés de A seront examinées dans un premier temps avec 1’hypothése classique que
la mortalité future est connue (déterministe), via 1’utilisation d’une table prospective, puis,
dans un second temps, dans un contexte de mortalité stochastique. Dans ce second cas on aura
donc a considérer des surfaces de mortalité stochastiques IT (la mortalité future n’est donc

plus supposée connue avec certitude) et, une surface étant donnée, la loi conditionnelle de

I’engagement A |IT.

Nous aurons recours aux techniques de simulation, bien adaptées au contexte étudi¢ ici. Nous
ne développerons pas la présentation des techniques utilisées, en attirant toutefois 1’attention
du lecteur sur I’'importance d’un choix judicieux des méthodes. On pourra se reporter pour des

développements sur ce sujet a Planchet et Jacquemin, Planchet et Thérond et Tenam™.

Il est important de simuler les durées de survie de manicre efficace ; on utilise donc ici la
« méthode d’inversion » dans le contexte discret, qui repose sur le constat que si on définit la

variable T par :

v T=0si U< p,
v T=1si py<U<py+p

32 Cette formule reste valable avec un taux d’intérét non constant.
33 Voir sur ce point et sur la pertinence de la modélisation financiére I’analyse de BERNSTEIN [1996].
** PLANCHET et JACQUEMIN [2003], PLANCHET et THEROND [2005b] et TENAM [2004].
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v

J-1 J
v T=jsi ZpiSU<Zpl-
i=0 i=0

avec U une variable uniforme sur [O,l], alors T est distribuée selon la loi (p,),>¢. Le lien

entre les probabilités p, et les taux de déces déterminés précédemment est donné par
i-1

P =G xH(l ~dyy ) Par rapport a I’approche directe consistant a décider de la survie de
J=0

chaque rentier par un tirage a chaque période, en comparant le résultat obtenu au taux de

déces a 1’age considéré, le temps de simulation est divisé par un facteur de I’ordre de

I’espérance de vie résiduelle a 1’age moyen du groupe (soit dans notre exemple de 1’ordre de

20). Cette optimisation est indispensable pour conserver un caractere opérationnel au modele

dans le contexte de la mortalité stochastique, examiné infra.

La méthode retenue consiste alors a simuler les durées de survie des rentiers, Tx(j), jeJ puis

a calculer :

A=), 1. : er*l]z;oo[(Tx(j))’

t=1 (1 +1) jed

sur la base des réalisations des Tx(j), je€J obtenues. On obtient ainsi des réalisations

A5 A, de A et on détermine la fonction de répartition empirique de I’engagement :

. 1 &
F(z)=ﬁz_;1]_w’kn](/1).

On calcule également facilement les estimateurs empiriques des différentes grandeurs

d’intérét (espérance, variance et VaR pour 1’essentiel).

On notera que dans le cas le plus général, le montant de la rente r; peut également dépendre

de ¢. C’est notamment le cas lorsque I’on prend en compte une revalorisation des prestations

(cf- la section 19).
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B. REVALORISATION, INFLATION ET TAUX TECHNIQUE35

Les bénéficiaires de rentes viageres vivent dans la société parallelement aux actifs.
Simultanément, ils doivent au cours des années faire face a des acquisitions de biens de

consommation divers dont le prix évolue au cours du temps.

Dans ces conditions, se pose la question de ce qui doit apparaitre comme 1’objectif de
revalorisation des rentes qu’ils percoivent. Deux solutions sont envisageables selon que 1’on

retient plus précisément le premier ou le second des positionnements évoqués ci-dessous :

V' Une revalorisation qui soit corrélée avec les revenus des actifs, ce qui maintient la
situation financicre relative des retraités par rapport aux actifs, et se traduit par une

revalorisation corrélée avec 1’évolution des salaires nominaux,

v’ Une revalorisation qui vise a maintenir le pouvoir d’achat des retraités, quitte a ce
que celui-ci régresse par rapport aux salaires nominaux versés aux actifs lorsque
ces derniers obtiennent des gains de pouvoir d’achat suite aux effets de la

croissance économique.

Il s’agit des deux formes de revalorisations que 1’on observe le plus fréquemment dans les
régimes de pensions de retraite. Ainsi, les réformes de 1993 sur le régime général des
pensions ont conduit a une modification de I’objectif de revalorisation des pensions de retraite
du régime général de Sécurité Sociale : celui-ci est passé d’un objectif d’évolution corrélée

avec les salaires a un objectif d’évolution corrélée avec le niveau des prix.

A long terme, ce genre de dispositif n’est pas neutre puisque, pour autant que la croissance
¢conomique perdure, 1’évolution des prix est généralement inférieure a 1’évolution des
salaires nominaux. Donc, si ’objectif assigné est un maintien de pouvoir d’achat, cela se
traduit par une baisse du niveau de revenu relatif des pensionnés par rapport aux actifs comme
cela devrait étre le cas en ce qui concerne les retraités dans les années a venir par rapport aux

actifs.

33 Ce texte est initialement paru dans PLANCHET et THEROND [2005].
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En terme d’ordre de grandeur, on pourra retenir qu’avec un taux annuel d’inflation de 2 %, un
panier de biens de valeur 100 a la date de liquidation de la rente voit son prix majoré de 50 %
en 20 ans. Ainsi, ’existence d’un dispositif de revalorisation est un élément central d’un
régime de rentes viagéres qui souhaite ne pas voir se dégrader trés sensiblement le pouvoir

d’achat de ses bénéficiaires.

3 CONSEQUENCES FINANCIERES D’UN CHOIX DE REVALORISATION

Une fois 1’objectif de revalorisation défini, se pose la question de la prise en compte technique
et financiere de celle-ci au travers des tarifs et des provisions mathématiques de rentes a
constituer. On rappellera que les provisions mathématiques se doivent de traduire, le plus
fidélement possible, le poids financier des engagements pris par la compagnie d’assurance ou

le régime’®.

Deux approches sont a priori possibles. La premicre consiste simplement a modifier les flux
de rente pour les faire croitre au fil du temps en raison du taux de la revalorisation attribuée.
C’est cette approche que 1’on retient par exemple a la section 19. Elle présente 1’avantage de
clairement distinguer, dans le montant de la provision, ce qui reléve de la revalorisation et ce

ui est a attribuer au « niveau atteint » de le rente a la date d’inventaire.
q

Mais les usages ont mis en avant une seconde approche, consistant a diminuer le taux
d’actualisation dans la mesure du taux technique, sans modifier le montant de la rente. L’idée
sous-jacente est que la revalorisation attribuée est in fine financée par les produits financiers
réalisés au-dela du taux d’actualisation. Cette seconde approche présente 1’avantage de mettre
en évidence simplement un certain nombre de contraintes sur les capacités du régime a servir

la revalorisation prévue :

v Si I’objectif assigné au régime est d’assurer le maintien du pouvoir d’achat des
rentes, alors le taux d’intérét d’actualisation que 1’on peut retenir dans le calcul des
provisions mathématiques de rentes ne peut pas étre supérieur au taux d’intérét réel
dans I’économie sur une longue période. A ce titre, il convient de noter que sur
longue période en France, la croissance économique annuelle est d’environ 2 % a

2,5 %. Sur ces bases, si un régime de rentes a pour objectif de maintenir le pouvoir

% Cf Art. R331-3 du code des assurances.
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d’achat des rentiers on ne saurait édicter un principe d’actualisation des provisions
mathématiques donc un taux technique sur la base d’un taux supérieur a 2 % ou
2,5 %. On peut noter que ce niveau est aujourd’hui cohérent avec la contrainte de
60 % du TME imposée aux organismes assureurs pour le provisionnement des

engagements de rentes viageres.

v Si I’objectif assigné au régime de rentes viagéres est d’assurer une évolution du
pouvoir d’achat des rentiers paralléle a celle des salariés actifs, les principes
d’actualisation ne sauraient conduire a préconiser un choix de taux d’actualisation

supérieur a 0 %.

Dans le fonctionnement d’un régime de rentes, il est indispensable de définir a priori les
objectifs que 1’on assigne au régime en termes de traitement des retraités par rapport aux
actifs. On ne peut occulter le fait qu’il entre dans ce choix une notion d’équité entre différents
groupes sociaux et entre les générations successives d’actifs et de bénéficiaires qui nécessite

que des principes soient posés apres une réflexion approfondie.

Si les options financiéres et techniques qui en découlent ne sont pas univoques, il convient
néanmoins de noter que la revalorisation future des rentes a un coft relativement élevé surtout
si I’on a pour objectif de respecter les engagements déja pris, qu’il s’agisse d’une évolution en

termes de pouvoir d’achat ou en termes de niveau de vie relatif par rapport aux actifs.

4 LIEN ENTRE LE TAUX DE CROISSANCE, LE TAUX D’INFLATION ET LES
TAUX D’INTERET

A long terme, il est généralement considéré qu’il existe un lien étroit entre le taux d’intérét
nominal prévalant sur les marchés financiers, le taux d’inflation, c’est-a-dire 1’évolution de
I’indice des prix, et le taux d’intérét réel. Plus précisément, le taux d’intérét nominal est égal a

la somme du taux d’intérét réel et du taux d’inflation :
Taux d’intérét Nominal = Taux d’Inflation + Taux d’intérét Réel

Simultanément, il existe un lien étroit a long terme entre /e taux d’intérét réel et le taux de
croissance réel de |’économie. On considére ainsi que le taux d’intérét réel ne peut étre

longuement trés différent du taux de croissance de 1’économie sauf a provoquer des arbitrages
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entre activité financiére et activité réelle d’une part, entre investissement dans un pays et

investissement dans d’autres pays d’autre part. On peut donc écrire :

Taux d’intérét réel a long terme = Taux de croissance réel a long terme

Dans la mesure ou ces deux régles fondamentales sont observées sur une longue période,
c’est-a-dire 1’horizon sur lequel se pose la question de la revalorisation des rentes viageres,
I’objectif assigné au régime de retraite doit conduire a des régles de tarification et de
provisionnement qui soient adaptées. Le débat doit alors se porter sur le faux d’actualisation
qui permet d’établir les liens entre flux présents et futurs et surtout de donner un tarif et une

valorisation aux provisions techniques. On peut observer que 1’on a la contrainte suivante :

Taux d’intérét technique d’actualisation < Taux d’intérét réel a long terme

En effet compte tenu des régles évoquées ci-dessus, les investissements effectués dans le
cadre du régime obtiendront un rendement qui sera généralement proche des taux d’intérét
nominaux. Si le taux d’intérét d’actualisation est égal au taux d’intérét réel, cela signifie qu’il
est pré compté et qu’il ne pourra donc pas étre servi une seconde fois, la participation aux
bénéfices attribuables aux titulaires de rentes ne pourra donc excéder 1’évolution de I’indice

des prix. Cela signifie qu’il y aura maintien du pouvoir d’achat de ceux-ci.

Si I’on tente de maintenir le pouvoir d’achat relatif des actifs et des retraités, 1’évolution
annuelle du pouvoir d’achat des salariés actifs doit étre proche de celle des taux d’intérét
nominaux auxquels seront placés, en toute logique, les actifs représentatifs des provisions
mathématiques. On ne peut attendre une revalorisation voisine de ce taux d’intérét nominal
fixé comme objectif que si le taux d’actualisation pris en compte, c’est-a-dire pré compté,

n’est pas supérieur a 0 %.

Si I’on consideére en termes financiers ces deux principes de revalorisation, les résultats pour
I’organisme gestionnaire ne sont pas neutres. On rappellera d’ailleurs qu’a I’heure actuelle,
les organismes d’assurance sont dans 1’obligation de constituer les provisions mathématiques
des rentes viageres avec des taux d’actualisation qui ne doivent pas excéder 2,25 %. Cela
signifie que lorsque le taux maximum est choisi par I’organisme, sur une longue période, les

rentes viageres servies bénéficient d’une revalorisation équivalente a celle de I’indice des
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prix’’ sauf performance exceptionnelle de la gestion financiére, ce qui ne saurait étre

considéré comme une regle.

Enfin, on soulignera que le poids financier d’un dispositif de revalorisation est trés important.
Afin de mesurer ce poids financier, on considere a titre illustratif le cas d’une rente en cours
de service (non réversible) a un conjoint survivant de 55 ans ; une rente annuelle de 100 €
conduit a une provision (au taux technique de 2,25 % et en utilisant les tables TPG 1993) de
2245 €. En fonction des taux de revalorisation, le colt de ce dispositif, exprimé en

pourcentage des provisions mathématiques, est le suivant :

Taux de revalorisation future 1% 2% 3%

Colit (en €) 372 848 1463

Co(t (en % de la provision) 17% 38% 65%
Tab. 2 : Poids de la revalorisation — cas d’une rente de conjoint

On peut illustrer graphiquement I’incidence de la revalorisation sur les flux de prestations :

Coiit de la revalorisation des rentes
Taux de revalorisation = 2%

120
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0
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@ Rentes non revalorisées B Rentes revalorisées

Fig. 4 : Impact de la revalorisation future sur les flux de prestations

On retiendra que pour des prestations de durée potentiellement importante la revalorisation

constitue une part importante des provisions mathématiques.

37 Cela a justifié la constitution de provisions de revalorisation des rentes dans le passé chez certains organismes
assureurs.
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C. QUANTIFICATION DU RISQUE SYSTEMATIQUE DE MORTALITE
POUR UN REGIME DE RENTES EN COURS DE SERVICE38

Depuis une quinzaine d’années, les tables de mortalité utilisées pour le provisionnement et la
tarification des rentes viageres s’attachent a prendre en compte la dérive tendancielle de la
mortalité, qui se traduit par une croissance réguliere de I’espérance de vie. On constate ainsi
en France depuis une trentaine d’année une augmentation de I’espérance de vie a la naissance
d’environ un trimestre par an. La nécessité¢ d’utiliser des tables de mortalité prospectives
intégrant ce phénomeéne de dérive a été prise en compte par le législateur et des tables « de
génération » ont été homologuées® en 1993. Ces tables™, obtenues sur la base de la mortalité
de la population féminine sur la période 1961-1987, servent depuis le 1 juillet 1993 a la
tarification et au provisionnement de contrats de rentes viageres (immédiates ou différées). De

nouvelles tables*' ont été construites en 2006 et ont été homologuées pour le 01/01/2007.

Des études récentes™ font toutefois apparaitre que 1’évolution du taux instantané de mortalité
présente, aux différents ages, des variations erratiques autour de la tendance qui se dégage,
variations non expliquées par les fluctuations d’échantillonnage ; Cairns et al.** fournit une
analyse détaillée de ce phénomene. Sur les données INED utilisées dans le présent travail (cf.

la section 5.1.2 infra pour le descriptif de ces données) on constate le méme comportement :

¥ Ce texte est adapté de PLANCHET et al. [2006] et PLANCHET et JUILLARD [2006].

39 Décret du 28 juillet 1993 (JO du 30/7/1993) et Art. A335-1 du Code des Assurances.

%0 La construction de ces tables est présentée dans HIDALGO [1992] qui les a construites.

! Voir la note de présentation de ces tables construites par D. SERANT dans PLANCHET [2006]. Elles sont
homologuées par I’arrété du 01/08/2006.

2 CURRIE et al. [2004].

# CAIRNS et al. [2004].
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Fig.5: Fluctuations des taux de décés autour de la tendance de long terme

Ces variations affectent de maniere systématique I’ensemble des individus d’age fixé et ne se
mutualisent pas ; elles font donc courir un risque potentiellement important a un régime de
rentes, dont I’équilibre technique est construit sur la mutualisation du risque de survie de ses

membres.

On est donc conduit a rechercher une modélisation capable de rendre compte de ces
fluctuations autour de la valeur tendancielle et d’en tirer des conséquences sur le niveau des
provisions mathématiques que doit constituer le régime pour assurer son équilibre technique.
De maniére plus précise, il importe de quantifier la part dans le risque total auquel est exposé

le régime (selon une mesure a définir) de la composante non mutualisable.

Les modéles stochastiques de mortalité fournissent un outil bien adapté a cette analyse. Ils
proposent en effet de considérer que le taux de mortalité futur },L(x,t) est lui-méme aléatoire,
et que donc u(x,t) est un processus stochastique (comme fonction de 7 a x fixé). Le taux de

mortalité effectivement observé pour un age et une année donnés est alors la réalisation d’une

. , . . , . , . 44
variable aléatoire : on peut noter I’analogie avec les méthodes de lissage bayésiennes™ .

Dans la littérature, les modé€lisations stochastiques des phénomeénes de mortalité sont

nombreuses. On ne consideére pas ici les modeles d’inspiration financiére nés de la

* Sur ces méthodes de lissage, on pourra consulter TAYLOR [1992].
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problématique de tarification de dérivés de mortalité””. On notera simplement que
I’ajustement de ces modeles, qui exploitent la symétrie des roles du taux d’intérét et du taux
de déces instantané dans I’expression d’un engagement de rente (cf. 2), a des données de
mortalité n’est pas immédiat et que, pour la situation qui nous préoccupe ici, la non prise en
compte des dépendances entre les ages est problématique (ces modeles proposent une
dynamique d’évolution en fonction du temps pour chaque age sans prendre en compte les

corrélations existant entre les dges proches).

Plusieurs modeles classiques sont de fait des modéles stochastiques ; en premier lieu, les
lissages bayésiens, et en particulier le modéle de Kimeldorf-Jones™® entrent dans cette
catégorie. Toutefois, ils sont élaborés essentiellement dans la perspective du lissage d’une
table du moment, sans intégrer naturellement la dimension prospective essentielle dans

I’analyse de I’engagement d’un régime de rentes.

Les modéles récents de construction de tables prospectives, comme le modéle de Lee-Carter”’
ou les modéles poissoniens®®, sont également des cas particuliers de modéles stochastiques,
bien qu’ils soient a I’origine élaborés pour construire des extrapolations (temporelles) de la

surface u(x,t) déterministe. Aprés un ajustement des taux passés, les taux de mortalité pour

les années futures se déduisent directement de I’extrapolation de la composante temporelle
(paramétrique ou non paramétrique) du modéle prospectif retenu®. On peut évidemment
critiquer cette approche purement extrapolative”. Des travaux s’appuyant sur des
considérations biologiques, environnementales ou économiques pourraient éventuellement

permettre de proposer des approches alternatives®'. Ils ne seront toutefois pas abordés ici.

On retient dans cette étude le modéle de Lee-Carter, qui permet aisément de produire des
surfaces de mortalité stochastiques et est par ailleurs devenu un standard pour la construction

de tables prospectives. La variante log-Poisson>> conduit & des résultats trés proches.

* Le lecteur intéressé par ces approches pourra consulter DAHL [2004] et SCHRAGER [2004].

* KIMELDORF et JONES [1967].

*" Voir notamment LEE et CARTER [1992], LEE [2000], SITHOLE et al. [2000].

48 Cf- BROUHNS et al. [2002] et PLANCHET et THEROND [2006] pour une présentation et une discussion de ces
modeéles.

* DELWARDE et DENUIT [2006] proposent une description trés compléte des approches stochastiques dans ce
contexte.

% On pourra par exemple consulter GUTTERMAN et VANDERHOOF [1999] sur ces questions.

3! Voir le rapport du Population Council CAREY et TULAPURKAR [2003].

52 Cf. BROUHNS et al. [2002].
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Apres avoir construit un jeu de tables prospectives sur des données nationales a I’aide de ce
modele, nous I’utilisons pour calibrer la composante aléatoire pour le risque systématique et
appliquons le mode¢le ainsi obtenu pour déterminer le niveau de I’engagement d’un régime de

rentes.

5 RISQUE ASSOCIE AUX FLUCTUATIONS AUTOUR DE LA TENDANCE

5.1 CAS D’UNE MORTALITE DETERMINISTE

5.1.1 Modéle de mortalité

On choisit de modéliser les taux instantanés de sortie (taux de hasard) ; le lien avec les
données discretes (annuelles) disponibles est fait sous I’hypothése classique de constance du

\

taux de hasard sur chaque carré du diagramme de Lexis™, qui conduit a poser

y7 :—ln(l—qxt).

Le mode¢le retenu pour construire les tables prospectives est le modele de Lee-Carter. 11 s’agit
d’une méthode d’extrapolation des tendances passées initialement utilisée sur des données
américaines, qui est devenue rapidement un standard®®. La modélisation proposée par ces

auteurs pour le taux instantané de mortalité est la suivante® :
Inp =a +Bk+e_,

en supposant les variables aléatoires € indépendantes, identiquement distribuées selon une

loi N(O, 02) ; I’'idée du modele est donc d’ajuster a la série (doublement indicée par x et ) des

logarithmes des taux instantanés de déces une structure paramétrique (déterministe) a laquelle
s’ajoute un phénoméne aléatoire ; le critére d’optimisation retenu est la maximisation de la
variance expliquée par le modéle, ou, de maniére équivalente, la minimisation de la variance

des erreurs.

33 Cf. PLANCHET et THEROND [2006].

> Voir I’article original LEE et CARTER [1992].

>> Une variante de ce modéle dans laquelle la variable modélisée est le logit du taux de décés est en cours
d’étude.
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Le paramétre o, s’interpréte comme la valeur moyenne des ln(uxt) au cours du temps. On

dnfp,,) 5 dk,

vérifie par ailleurs que 0 x g

et on en déduit que le coefficient P, traduit

I’élasticité de la mortalit¢ instantanée a 1’dge x par rapport a I’évolution générale k,, au sens

\ d ln(“xt)

ou — = = B, . En particulier, le mod¢le de Lee-Carter suppose la constance au cours du
t

temps de cette sensibilité.

Afin de rendre le modele identifiable, il convient d’ajouter des contraintes sur les parametres ;

on retient en général les contraintes suivantes :

Xy Ly
DB =let D k=0.
X=X, t=t,

On obtient alors les paramétres par un critére de moindres carrés (non linéaire) :

A o ~ . * 2
(ax, x,kl) = argman(lnyxt —a, —,Bxkl)
Xt

Il convient donc de résoudre ce programme d’optimisation, sous les contraintes
d’identifiabilit¢. Le nombre de parametres a estimer est ¢élevé, il est égal a
2 x (xM - X, + 1)+ tyy —t, —1. Les algorithmes de résolution ne sont pas repris ici, le
lecteur intéressé pourra consulter les nombreux articles décrivant ce modele, par exemple
Brouhns et Denuit™. Une discussion des limites de ce modéle est proposée dans Planchet et

Lelieur et dans Serant™’.

Une fois ajustée la surface de mortalité sur les données passées, il reste @ modéliser la série

(kt) pour extrapoler les taux futurs ; pour cela, on utilise en général un modele ARIMA*®,

mais toute autre modélisation de série temporelle peut étre utilisée. Toutefois, compte tenu de

I’allure obtenue sur les données disponibles :

36 BROUHNS et DENUIT [2002].
>7 PLANCHET et LELIEUR [2006] et dans SERANT [2005].
% En suivant la démarche de Box et Jenkins.
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Fig. 6: Evolution du parameétre k(t) avec le temps

la modélisation la plus simple que I’on puisse imaginer est une régression linéaire de ces

coefficients en supposant une tendance affine :

k, =at+b+y,,

A

avec ( 7’1) un bruit blanc gaussien de variance o,. On obtient ainsi des estimateurs a et b

qui permettent de construire des surfaces projetées en utilisant simplement lgt =at+b . Cest

ce modéle qui sera utilisé par la suite®”.

I1 est précisé que 1’objectif du présent travail étant de quantifier dans le risque total auquel est
expos¢ un régime rentier la part issue de I’incertitude sur la mortalité future, nous privilégions
le choix d’un modéle stochastique simple et opérationnel. Les limites du modele de Lee-
Carter si elles peuvent en effet avoir un impact sur le niveau absolu de la provision obtenue
doivent avoir un impact moindre sur la répartition entre la part mutualisable et la part non

mutualisable du risque de mortalité.

On notera également que, compte tenu de la répartition actuelle par age du groupe étudié, la

méthode de fermeture de la table n’est pas déterminante dans la formation du résultat. Plus

% L utilisation d’un modéle plus complexe pour A(t) n’apporte pas d’information supplémentaire pertinente ; une
approche « série temporelle » plus formelle conduit a ajuster un processus AR(4) sans que les résultats soient
ensuite sensiblement modifiés.
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généralement on peut considérer que 1I’importance du choix d’ une méthode de fermeture peut
étre relativisée dans le cas d’un régime de rentes®. La question de la fermeture des tables est

également discutée dans Denuit et Quashie®' avec un point de vue sensiblement différent.

5.1.2 Applications numériques

On présente ici les résultats obtenus tout d’abord sur la famille de tables prospectives
proposée puis, dans un second temps, les conséquences en terme de valorisation de

I’engagement du régime de rentes.

La table prospective utilisée dans cette étude est construite a partir des tables du moment
fournies par PINED® ; le lien entre les taux de décés discrets et la version continue nous

permet d’obtenir les taux de hasard a ajuster a partir des données de base :

he =—1n(1—(§xt).

L’ajustement sur les données historiques conduit a la surface de mortalité suivante :

Tauy instantané de mortalité

Fig. 7: Surface de mortalité ajustée par Lee-Carter

En ce qui concerne le volet prédictif du modele, nous obtenons sur nos données
b =4059,94439, & =-2,05775 et &}, =3,9388782.

8 Voir sur ce point PLANCHET et THEROND [2006]

1 DENUIT et QUASHIE [2005].

62 Ces tables sont disponibles sur http:/www.ined.fr/publications/cdrom_vallin_mesle/Tables-de-
mortalite/Tables-du-moment/Tables-du-moment-XX.htm et ont été utilisées dans MESLE et VALLIN [2002].
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Au-dela des moments d’ordre un et deux de la distribution de A, qui peuvent étre obtenus
explicitement™, on obtient la distribution de 1’engagement du régime par simulation. On

présente ci-dessous le résultat dans le cas de 20 000 simulations :
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Fig. 8 : Distribution empirique de ['engagement

N
La provision L, est approchée par A = NZKH . La variance de I’engagement est estimée par
n=1
(. 2 _y L . i
— (ﬂn - Lo) ; on s’intéresse plus particulicrement au coefficient de variation
N-1—
empirique :
N
1 2
— A —L
N _ 1 Zl( n 0 )
cv= - ,
1
2t
n=1

qui fournit un indicateur de la dispersion de I’engagement et dans une certaine mesure de sa

« dangerosité ». On obtient pour ces différents indicateurs les valeurs suivantes :

8 Cf. PLANCHET et MAGNIN [2000].
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Déterministe

Espérance 37 973994
Ecart-type 631 525
Borne inférieure de l'intervalle de confiance 36 700 000
Borne supérieure de l'intervalle de confiance 39175 000
Coefficient de variation 1,66%
Tab. 3 : Caractéristiques de la distribution de I’engagement

On note malgré la taille modeste de la population que I’engagement est évalué¢ avec une
précision relative de plus ou moins 6,1 % (rapport de la demi-largeur de I’intervalle de

confiance a I’espérance). Le risque démographique est de ce point de vue assez bien maitrisé.

5.2 CAS D’UNE MORTALITE STOCHASTIQUE

On intégre ici au modele une composante de risque systématique au travers d’une incertitude
sur la surface de mortalité future, la surface construite a la section précédente définissant alors

la tendance de référence autour de laquelle la mortalité observée sera supposée fluctuer.

5.2.1 Modele de mortalité

On utilise I’équation de régression qui a permis d’obtenir la tendance de mortalité future :
%
k, =at+b+y,,

et I’on obtient des réalisations de la mortalité future en effectuant des tirages dans la loi du
résidu (7t), N (0,0‘5). La variable k: est telle que E (k: ):kl. On obtient ainsi des

réalisations des taux instantanés de sortie via :

My = exp(ax + Bk, )

2 2
p.o
T et

On note que dans cette approche E ( ,u;) = Eexp (ax + ﬂxk: ) =exp| o, + Bk, +

donc :

20_2
Y

E(/uxt) = luxt exp > /uxt .
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Le modele stochastique a donc tendance a surestimer les taux de sortie. Mais, comme
I’illustre le graphique suivant, en pratique ce biais est faible et peu pénalisant pour le modg¢le,

%
. . . ~ , , , . . E (luxt)
car peu 51gn1ﬁcat1f aux ages ¢levés. On represente C1-apres L .
xt

1.004
I.DDS—n
1.004

1.003 l
1.002 \
1.001 \

1

0.594 T T T T T
0 20 40 pge 60 80 100

Fig.9: Analyse du biais relatif en fonction de [’dge

Incidemment, on peut remarquer qu’il n’est pas immédiat de calculer le biais qui en résulte

sur les taux discrets g,. En effet, inégalité¢ de Jensen (f(EX)<Ef (X)) appliquée a
f(x):—(l—e_x) conduit a E(qi)él—exp(—Eu:), ce qui ne permet pas de conclure

simplement sur le sens du biais. Cela indique toutefois que la relation entre g et s

n’amplifie pas le biais, et donc le biais sur le taux discret doit étre également faible.

On observera que la volatilité o, estun parametre permettant de contrdler simplement le

degré d’incertitude attaché a la mortalité future. Dans le cas particulier o, = 0 on retrouve le

modele déterministe analysé a la section précédente.

Le biais généré sur les taux de sortie par le mode de simulation des surfaces de mortalité, s’il

s’avere peu pénalisant au voisinage de la volatilité o, estimée sur les données disponibles,

pourrait étre potentiellement génant dans des situations de plus forte volatilité : ce point sera
illustré par une application numérique. Aussi, nous utiliserons dans la suite une version

corrigée du biais du modele proposé définie par :
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Hy =€Xp| &y —

Cette version du modele satisfait par construction E ( y;): 4, . Elle apparait donc plus

cohérente avec l’objectif recherché¢ de « perturber » la surface de mortalité, mais sous

I’hypothéese que celle-ci définie correctement la tendance future des taux instantanés de déces.

Dans ce contexte, I’engagement du régime intégre deux « sources de risque », et on est donc

amené a définir un critére pour 1’analyse de la répartition du risque pour le régime de rentes.

On retient comme mesure du risque la variance de la somme des flux futurs actualisés A . En
conditionnant par la surface de mortalité¢ IT et en utilisant 1’équation de décomposition de la

variance on obtient :
V[A]=E[V (A[)]+V [ E(A]T)].

Le second terme du membre de droite de I’expression ci-dessus représente le risque
systématique associé au régime de rentes ; le premier terme le risque technique, i.e. le risque
de mortalit¢ mutualisable. En pratique on retiendra comme indicateur la part de variance

expliquée par la composante de risque systématique, soit :

ofc,)=LEAIM]

V[A]

L’¢étude a priori des propriétés de 1’indicateur de risque relatif a)(O'

7) n’est pas triviale,

comme on pourra s’en convaincre a partir de I’expression de E (A|H) a la section 2. Lorsque

la taille du groupe tend vers I’infini, a)(0'7) converge vers 1. En d’autres termes pour un

groupe parfaitement mutualisé¢, toute la variance est expliquée par la composante

systématique. Le calcul direct de a)(ay) n’est pas aisé, aussi on utilise ici une approche par
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simulation : on sélectionne dans un premier temps, au moyen d’un tirage dans une loi

N (O, a}%) une surface de mortalité (en pratique les réalisations de la gaussienne sont obtenues

par inversion de la fonction de répartition en utilisant I’approximation de Moro® ; puis,
conditionnellement a cette hypothése de mortalité, on simule la survie des rentiers (« le
passif »).

eme

De maniere plus formelle, si A, ,, est la réalisation de A résultant de la n trajectoire de la

mortalité et de la m ™ trajectoire du passif, notons :

1M _ o1& | MM
X, =H%xn,m et xzﬁgxn :N_anz‘;n;k”’m'

Les quantités ci-aprés sont des estimateurs sans biais et convergeant respectivement de

E[V(A[M)] etde V[ E(A[pM)] :

Le calibrage du nombre de simulations est effectu¢ de maniére empirique en arrétant

I’algorithme lorsque les résultats se stabilisent (écart entre deux résultats successifs < 1073 ).

5.2.2 Applications numériques

Les applications numériques proposées sont a deux niveaux : dans un premier temps on
analyse I’impact de la prise en compte de la mortalité stochastique sur la loi de I’engagement

du régime considéré ; puis, dans un second temps, on détermine 1’évolution en fonction de la

64 Cet algorithme est présenté dans PLANCHET et al. [2005].
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volatilité¢ de la surface de mortalité (et donc de I’incertitude attachée a la prévision de cette

derniere) de la part de variance expliquée par cette source de risque dans la variance totale.

On détermine tout d’abord pour la valeur estimée de la volatilité¢ de la surface de mortalité

(0'7 =3,94) la distribution empirique de 1I’engagement, définie par :

)

H g 220, (4

m=1 =l

On la représente ici avec la distribution de référence obtenue précédemment dans le cas

déterministe (avec 20 000 tirages) :

2,00%
1,80% -
1,60% -
1,40% -
1,20% -

1,00% -

Fréquence

0,80%
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0,40% -
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0,00%
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P S S OX S S OX S S oX S OX S

Montant
—— Déterministe ——— Stochastique

Fig. 10 : Distribution empirique de I'engagement : approche déterministe VS approche stochastique

On peut noter que le coefficient de variation de la distribution de 1’engagement est estimé a
1,79 %, dans les deux situations (mortalité déterministe et mortalité stochastique) : alors que
I’on aurait pu s’attendre a ce que la prise en compte de ce facteur de risque supplémentaire
augmente sensiblement la dispersion, et donc la « dangerosité » de I’engagement, on constate

ici une quasi-stabilité.

Les résultats détaillés sont repris ci-apres :
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Déterministe Stochastique

Espérance 37973 994 37 939 862

Ecart-type 631 525 628 266

Borne inférieure de l'intervalle de confiance 36 700 000 36 650 000

Borne supérieure de l'intervalle de confiance 3917500 39 100 000

Coefficient de variation 1.66% 1.66%
Tab. 4 : Caractéristiques de la distribution de I’engagement — modéle stochastique

Dans le cas présent, les données de référence utilisées pour calibrer la mortalité¢ de référence
fluctue faiblement, ce qui conduit a un risque associ¢ marginal au regard du risque
d’échantillonnage. Ceci est d’autant plus marqué que la population concernée est d’effectif

relativement faible.

Dans une approche « valeur a risque » (VaR), on trouve que le quantile a 75 % de la
distribution de ’engagement est de 37,1 M€ dans le cas stochastique, ce qui est quasiment

identique a la valeur obtenue dans le cas déterministe.

Ces résultats sont la conséquence directe de la tres faible volatilit€ estimée sur la série &, ;

dans le cas ou cette volatilité augmente, la distribution de I’engagement intégrant le risque
systématique diverge rapidement de la situation de référence constituée par le modele
déterministe. A titre d’illustration, on présente ci-aprés les résultats avec une volatilité

multipliée par 10 (Ie nombre de tirages reste fixé a 20 000) :
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Fig. 11: Distribution empirique de I’engagement : approche déterministe VS approche stochastique

On peut remarquer que le coefficient de variation de la distribution de 1’engagement dans le
cas de la prise en compte d’un caractére stochastique de la mortalité a forte volatilité est
estimé a 2,06 %, contre 1,66 % dans la situation de référence : le modele, comme on pouvait
s’y attendre, est trés sensible a la volatilit¢é de processus de génération des surfaces de

mortalité stochastiques. Les résultats détaillés sont repris ci-apres :

Déterministe Stochastique Stochastique x10
Espérance 37 973 994 37 939 862 37 925 061
Ecart-type 631 525 628 266 778 276
Borne inférieure de l'intervalle de confiance 36 700 000 36 650 000 35 600 000
Borne supérieure de l'intervalle de confiance 3917500 39 100 000 39 375 000
Coefficient de variation 1.66% 1.66% 2.06%
Tab. 5 : Caractéristiques de la distribution de I’engagement en fonction de la volatilité

Bien entendu, toutes choses égales par ailleurs, I’impact sur la loi de ’engagement de la prise
en compte de la composante non mutualisable du risque est d’autant plus important que les
fluctuations d’échantillonnage sont faibles, et donc que le groupe est de taille importante. Afin
d’illustrer ce point, les calculs de la distribution de I’engagement ont ét€ menés sur un groupe
fictif composé de 100 répliques du groupe de base, ce qui constitue ainsi un groupe de 37 400

rentiers. On obtient le graphique suivant :
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Fig. 12 : Distribution empirique de I’engagement (taille du groupe x100)

On constate sur le graphique I’aplatissement de la distribution de I’engagement, illustrant une
situation a priori plus risquée pour le régime lorsque la part non mutualisable du risque est

prise en compte. Les résultats synthétiques sont détaillés ci-dessous :

Déterministe Stochastique
Espérance
3793577 165 3793566 113
Ecart-type
P 6324 333 7771749
Quantile a 5%
3780 750 000 3777 750 000
antile & 95%
Quant ° 3803 750 000 3806 250 000
Coefficient de variation
0.167% 0.205%
Tab. 6 : Caractéristiques de la distribution de I’engagement — effet de taille du groupe

On constate que si ’espérance de 1’engagement est bien simplement multipliée par 100 par
rapport a la situation de référence, on voit apparaitre une différence sensible entre 1’approche
déterministe classique et I’approche stochastique : 1’écart-type augmente en effet de 23 %

lorsque I’on prend en compte le risque non mutualisable.

On peut toutefois noter que le risque démographique, méme en présence du facteur de risque

systématique, reste bien maitrisé, l’intervalle de confiance a 95 % pour le niveau de
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I’engagement étant (en millions d’euros) [3 778;3 807], ce qui donne une précision dans la

mesure de I’engagement supérieure a 99 %.
Dans une approche « valeur a risque » (VaR), on trouve que le quantile a 75 % de la
distribution de I’engagement est de 3 798 M€ dans le cas stochastique, contre 3 797 M€ dans

le cas déterministe : 1a encore on note un tres faible impact absolu sur le régime.

Dés lors que la volatilit¢é du processus de mortalité sous-jacent devient significative, la
correction de biais s’avere indispensable. Le graphique suivant, qui représente la distribution
empirique avec une volatilité égale a 10 fois, puis 20 fois la volatilit¢ de référence du modele

sans correction du biais illustre ce point :
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Montant
Stochastique  —-- —- Stochastique x 10  —--—- Stochastigquex 20  ------- Déterministe
Fig. 13 : Distribution empirique de ['engagement : approche déterministe VS approche stochastique

On note que la distribution intégrant le risque systématique se trouve décalée vers la gauche

du fait du biais sur les taux de sortie et qu’elle conduit ainsi a une vision minorée de

I’engagement.
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Comme les résultats précédents 1’ont montré, le comportement de I’engagement est fonction
de la volatilit¢ du processus stochastique de mortalité sous-jacent, qu’il importe donc de

quantifier. Les estimateurs présentés supra nous permettent d’obtenir le graphique d’évolution

de la part du risque systématique dans le risque global a)(ay) en fonction de la volatilité o,

du générateur de tables prospectives.

100%

80%

60% -

40% A

Part de variance stochastique

20%

0%

0 20 40 60 80 100 120 140 160

Sigma
Fig. 14 : Evolution de la part du risque systématique dans le risque global en fonction de o,

On constate (ce qui est intuitif) que la part de risque systématique est croissante en fonction

de la volatilité g, . La croissance de la courbe est lente au début et ne s’accéleére que pour les

valeurs de la volatilit¢ importantes. Avec la volatilité estimée sur nos données, on obtient une

part tres faible de variance associée au risque systématique de 0,56 %.

A o, fixé, la part de variance expliquée par la composante stochastique de la mortalité

augmente avec la taille du portefeuille ; afin de mesurer cet effet, on construit un portefeuille

fictif en répliquant le portefeuille de base n fois. En observant que ’on obtient ainsi une

décomposition de I’engagement total A en la somme de » variables i.i.d. A(l),..,A(n) on
trouve que V[E(A|H>J =n2V[E(A(l) |Hﬂ et E[V(A|H)} =nE[V(A(l) |HH ce qui

conduit, avec des notations évidentes, a :
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st

On obtient ainsi (la taille du portefeuille est exprimée en nombre de fois la taille du

portefeuille de référence) :

40%

35% -

30%

25% A

20% -

Part de variance stochastique

15% | i
10% g
5% A
0% ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Taille du portefeuille
Simulé ------- Théorique
Fig. 15: Evolution de la part du risque systématique dans le risque global en fonction de la taille du
portefeuille

On note une croissance relativement lente® de cette source de risque dans la variance totale,
le seuil d’un tiers étant par exemple atteint pour un régime de plus de 300 000 rentiers ; pour
des régimes de cette taille les fluctuations d’échantillonnage sont tres faibles, et la variance

associée est donc petite.

Incidemment on observe sur ce graphique la trés grande proximité des valeurs théoriques et
des valeurs simulées, ce qui illustre la pertinence d’une approche par simulation dans ce type
de problématiques : pour de petites valeurs de 7, la taille réduite du portefeuille ne pénalise
pas la pertinence du résultat obtenu, et pour de grandes valeurs de 7, les temps de simulation

restent praticables (sur donc un portefeuille de plus de 300 000 rentiers).

% Quasi linéaire, la courbure de I’hyperbole théorique est trés faible.
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5.2.3 Un modéle alternatif®®

Le modé¢le de mortalité proposé ici s’appuie sur le constat que la tendance extrapolée de

I’analyse de la série (kt)est quasi-linéaire, ce qui conduit en 5.2.1 & proposer pour les

perturbations autour de la tendance un bruit blanc gaussien.

Toutefois, une analyse plus fine de la série (kt) montre (en utilisant par exemple le test de

Dickey & Fuller) que la non stationnarité de la série n’est pas correctement modélisée par le
modele linéaire et conduit a proposer une modélisation plus élaborée. En pratique on obtient

I’équation auto-régessive suivante :
3
k, = pu+ Zaikt_i +&,
i=l1

La mise en ceuvre de ce modele alternatif sur les données présentées en 5.2.2 permet de
construire une surface de mortalité prospective trés proche de la surface obtenue dans le cadre

d’une simple régression linéaire ; en effet, on observe que :

2000 2010 2020 2030 2040
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\\\‘ ..
N,
-110 N
\\ ~ -
N~
-130 T~
N
~.,
-150
——— modéle — — — - Série temporelle - - - - - -- linéaire
Fig. 16: Comparaison des k(t) ajustés avec un modéle linéaire et un modéle AR(3)

5 Ce modéle est proposé par JUILLARD [2006] auquel le lecteur pourra se reporter pour le détail de I’analyse de
la série temporelle.
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Ainsi les deux approches conduisent a des tendances linéaires trés proches 1’'une de ’autre.

Toutefois, les deux modéeles se comportent différemment lors de la simulation de surfaces de

mortalité. En effet, dans le cas du modele de régression linéaire, une perturbation a la hausse

sur la dérive temporelle est en moyenne compensée 1’année d’aprés, ce qui a pour

conséquence directe une trés faible volatilité des surfaces ainsi construites. Dans le cas du

mode¢le auto-régressif, si en moyenne le résultat change peu, la volatilité¢ globale induite sur

les surfaces de mortalit¢ par la « mémoire » du processus de dérive est sensiblement

supérieure. Les surfaces de mortalité générées sont incluses, a 95 % dans le « volume de

mortalité » suivant :

06 g
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0.3~
02—

0.1~

0=
110

Fig. 17 : Volume de mortalité a 95 % dans le cadre du modele auto-régressif

Cette volatilité¢ supplémentaire a pour conséquence immédiate d’augmenter la part de risque

systématique supportée par le régime de rentes :

Dérive AR(3)
Déterministe Stochastique Dérive linéaire ch.lrt,A.R(?’) /
inéaire
Espérance 38 198 606 38218 125 37 939 862 0,73%
Ecart-type 626 397 803 479 628 266 27,89%
Borne inférieure de l'intervalle de confiance 36 970 868 36 643 307 36 708 460 -0,18%
Borne supérieure de l'intervalle de confiance 39 426 343 39 792 943 39171 264 1,59%
Coefficient de variation 1,64% 2,10% 1,66% 26,96%
Tab. 7 : Comparaison de la distribution de I'engagement modele AR(3) et modéle linéaire

L’imprécision sur la mesure de I’engagement, mesurée par la demi-longueur de I’intervalle de

confiance a 95 % passe ainsi de 3,2 % a 4,1 %. Le tableau ci-dessus fait clairement apparaitre

que si, en moyenne, les deux modélisations sont trés proches, la composante de risque
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systématique est plus importante dans la modélisation auto-régressive®’. Toutefois, au global,
I’effet pour le régime reste limité. Cette approche permet de mettre en évidence le fait que si
le modele de régression linéaire est a priori suffisant pour construire une surface prospective
pertinente, il doit étre affiné¢ dans le cadre d’une utilisation pour la quantification du risque

systématique de mortalité.

5.3 CONCLUSION

On a mis en ceuvre dans la présente section un modele opérationnel pour quantifier la part de
risque systématique de mortalité dans ’engagement d’un régime de rentes. Les résultats
obtenus tendent a montrer qu’en-deca d’un effectif de quelques dizaines de milliers de tétes ce
risque est négligeable, les fluctuations d’échantillonnage expliquant alors I’essentiel de la

variance.

Pour les gros portefeuilles, si le risque systématique devient significatif d’un point de vue
relatif, le risque mutualisable diminuant avec 1’effectif concerné, le niveau absolu de risque
reste faible. Au global la largeur de I’intervalle de confiance a 95 % pour 1’estimation de
I’engagement est décroissante avec la taille de la population sous risque, méme en intégrant le

risque systématique.

La principale limite du modele proposé est la conséquence directe d’une limitation de la
modélisation de Lee-Carter (ou des modeles poissoniens) : les taux de mortalité aux différents

ages sont en effet supposés parfaitement corrélés, la composante aléatoire (kl) ne dépendant
que du temps®, et le taux de sortie instantané étant obtenu par la formule In Hy,=a,.+pk,.

Ceci est en pratique contredit par la figure Fig. 5 : Fluctuations des taux de décés autour de la

tendance de long terme.

Toutefois 1’approche proposée dans le présent travail peut étre aisément adaptée a I’ensemble
des modeles reposant sur une modélisation de la tendance temporelle au travers d’une série
temporelle (éventuellement sur plusieurs parameétres). On peut notamment imaginer de se

fonder sur des approches utilisant les logits des taux de décés®.

87 Ceci est une conséquence directe de la « mémoire du processus », un choc sur la surface de mortalité voit ses
effet prolongés sur plusieurs années, alors que dans la modélisation linéaire, il est compensé 1’année d’apres.

6% Cette composante est modélisée par un processus ARIMA.

% Voir ces modéles dans PLANCHET [2005] et dans SERANT [2005].
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Il nous semble utile de préciser que ce type d’approche fournit un cadre opérationnel pour
répondre aux exigences des futures dispositions Solvabilité 2 (et également dans le contexte

de I’IFRS 4 phase 2, quoi que sur ce point les normes comptables soient moins exigeantes).

On soulignera toutefois que, si ces approches permettent de quantifier le risque associé¢ au
caractére intrinséquement aléatoire de la mortalité future, autour d’une tendance supposée
prévisible, elles n’apportent pas pour autant de réponse a une éventuelle erreur de
spécification sur la tendance de référence. On constate ainsi par exemple que les modéles
prospectifs construits par le passé ont systématiquement sous-estimé 1’augmentation de
I’espérance de vie des rentiers, et donc le niveau des provisions d’un régime de rentes. Des

modeles strictement extrapolatifs peuvent donc apparaitre limités de ce point de vue.

On peut envisager, face aux incertitudes sur I’évolution de la mortalité future, d’introduire
dans les modeles une contrainte exogene permettant d’intégrer une opinion a priori que 1’on
peut avoir sur la mortalité future, indépendamment de la tendance passée. Une piste, en cours
d’exploration et qui donnera lieu a un prochain travail, consiste a imposer une contrainte sur

I’espérance de vie a un age de référence et a contrdler son évolution de maniére exogene.

Une seconde piste consiste a modéliser I'erreur dans ’appréciation de la dérive et de
quantifier I’impact de cette erreur sur la distribution de I’engagement : cette analyse est menée

a la section 6 du présent chapitre.

En effet, le régime considéré ici est en fait soumis a deux risques distincts : le premier, dont
I’étude occupe la présente section, est la conséquence des fluctuations aléatoires des taux de
mortalité futurs autour de la tendance définie par la table prospective. Le second est quant a

lui associé a I’incertitude sur cette tendance.

Plus précisément, cette incertitude a elle-méme deux sources: l’erreur de modele et

I’imprécision associée a la détermination des coefficients de 1’interpolation.

Il est délicat d’évaluer a priori I’erreur de modele ; une premicre approche consiste par

exemple a tester la robustesse du modele proposé en effectuant les estimations sur différentes
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plages temporelles. Ces estimations conduisent a des estimations de la mortalité futures qui

peuvent étre sensiblement divergentes.

L’imprécision attachée aux coefficients de D’interpolation eux méme est plus aisée a

quantifier. En effet, dans le mod¢le :
k, =at+b+y,,

les coefficients a et b sont estimés par la méthode des moindres carrés ordinaires, qui conduit

a ce que le couple (Ez,l; ) soit un vecteur gaussien. On peut donc simuler différentes droites

d’extrapolation et intégrer cette source de variabilité dans le mode¢le. Il est important de
considérer I’existence de cette seconde source de risque, potentiellement beaucoup plus
importante pour le régime, les écarts de pente sur la droite d’extrapolation conduisant a des

taux de survie de plus en plus divergents au cours du temps.

6 MESURE DE L’INCERTITUDE TENDANCIELLE SUR LA MORTALITE

Les analyses prospectives de mortalité conduisent a anticiper les évolutions futures des taux
de déces aux différents dges. Dans les modeles maintenant classiques de construction de
tables prospectives, comme le modele de Lee-Carter ou les modéles poissoniens, la dérive de

mortalité future est anticipée a partir des observations passées.

Méme en admettant qu’il est légitime de prolonger dans les années a venir les tendances
, .70 . - . . , .
observées par le passé™, plusieurs sources d’incertitude viennent perturber la détermination
de la tendance future : choix de la période d’observation, fluctuations stochastique des taux de
mortalité, événements exceptionnels, efc.. Par exemple, selon la période d’observation retenue

pour I’ajustement du modéle de Lee-Carter (ou de ses variantes) on obtient des estimations de

la série (kt) sensiblement décalées, comme 1’illustre le graphique ci-dessous :

" On pourra se reporter 3 CAREY et TULAPURKAR [2003] pour des analyses intégrant des considérations
biologiques et environementales, ainsi que GUTTERMAN et VANDERHOOF [1999] pour une discussion sur ce
point.
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Fig. 18 : Comparaison des séries k(t) en fonction de la plage d’observation

Cette incertitude fait peser sur les assureurs de rentes viageres et les régimes de retraite un
risque systématique (non mutualisable) dont I’impact financier peut étre trés important. Ainsi,
sur I’exemple du régime étudié ici on trouve :

1,60%

1,40% -

1,20%

1,00%

0,80%

Fréquence

0,60%

0,40% -

0,20%

0,00%

Montant

— - —--[1960 - 1996] [1970-1096]  ---e--. [1980 - 1996]

Fig. 19: Impact de la plage d’observation sur la distribution de I’engagement
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La récente actualisation des tables utilisées en France par les assureurs pour le
provisionnement des rentes viageres illustre également les difficultés d’une telle anticipation
et les enjeux financiers associés : par rapport aux tables TPG’' 1993 en vigueur jusqu’au
31/12/2006, les nouvelles tables” TGH 05 et TGF 05 qui entrent en vigueur le 01/01/2007
(ces tables sont présentées en détails dans une note de présentation de I’Institut des
Actuaires”) conduisent & des majorations de provision parfois supérieures a 20 %, comme

I’illustre le tableau suivant :

Age Génération TPG 1993 Femmes Fer_PSqus / Hommes HO?;nGeS /
50 1955 26,81647  28,40552 59%  26,75507 -0,2%)
55 1950 24,26368  25,95575 7,0%  24,07474 -0,8%)
60 1945 21,50832  23,30185 8,3%  21,25828 -1,2%
65 1940 18,53412  20,39677 10,0% 18,22126 -1,7%
70 1935 15,39467  17,28922 12,3% 15,08772 -2,0%
75 1930 12,25679  14,08680 14,9% 12,05698 -1,6%
80 1925 9,35194 10,96271 17,2% 9,12890 -2,4%)
85 1920 6,88306 8,15548 18,5% 6,64827 -3,4%)
90 1915 4,93310 5,89309 19,5% 4,73880 -3,9%
95 1910 3,46780 4,29408 23,8% 3,40109 -1,9%
Tab. 8 : Comparaison des coefficients de provisionnement TPG 1993 et TGH/TGF 05

Dans ce contexte il apparait opportun de rechercher a mesurer le risque associé a cette erreur

d’anticipation et de quantifier son impact en terme de provisions pour un régime de rentiers.

s rr \ 4 .
On utilise pour cela comme précédemment le modéle de Lee-Carter’* pour construire une

surface de mortalité u(x,t). Apres un ajustement des taux passés, les taux de mortalité pour

les années futures se déduisent classiquement de I’extrapolation de la composante temporelle.

A partir de ce modele de référence, on propose un modele stochastique de mortalité en
considérant que le taux de mortalité futur u(x,t) est lui-méme aléatoire, et que donc u(x,t)
est un processus stochastique (comme fonction de ¢ a x fix¢). L’aléa est introduit de maniére a
capturer I’incertitude sur I’estimation de la tendance future de la composante temporelle des

taux de mortalité.

! Tables obtenues sur la base de la mortalité de la population féminine sur la période 1961-1987, utilisées depuis
le 1% juillet 1993.

2 Homologuées par I’arrété du 01/08/2006.

3 Cf. PLANCHET [2006].

™ Voir notamment LEE et CARTER [1992], LEE [2000], SITHOLE et al. [2000].

_54.-



Apres avoir construit un jeu de tables prospectives sur des données nationales a I’aide de ce
modele, nous I’utilisons pour calibrer I’incertitude sur la dérive anticipée et appliquons le
modele ainsi obtenu pour déterminer la distribution de I’engagement d’un régime de rentes.
Les conséquences en terme d’analyse du risque pesant sur le régime et de provisionnement

sont examinées.
6.1 MODELE DE MORTALITE

Le modele retenu pour construire les tables prospectives est un modele stochastique adapté du
modele de Lee-Carter dont les principales caractéristiques sont rappelées a la section 5.1.1.

Dans ce cadre, une fois ajustée la surface de mortalité¢ sur les données passées, il reste a

modéliser la série (kt) pour extrapoler les taux futurs ; pour cela, on utilise la modélisation la

plus simple que ’on puisse imaginer, une régression linéaire en supposant une tendance

affine :

k: =at+b+y,,

avec (7/1) un bruit blanc gaussien de variance g,. On obtient ainsi des estimateurs a et b

% A A
qui permettent de construire des surfaces projetees en utilisant simplement k, =ar+5 .

Afin de simplifier I’écriture des formules a venir, on pose 7 =t-¢, +1 et T =1,, ¢, +1, ce

qui conduit aux expressions :

T+1-—-
Zk_ik — T+1,

7% 1 2

— 1 1 I e )
avec k :?Zkr :szt' De plus, le vecteur (a,b) est distribué selon une loi normale

d’espérance (a,b) et de variance :
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On peut donc construire des réalisations de la mortalité future en effectuant des tirages dans la

loi du vecteur (&,l;). La variable kt* ainsi obtenue est telle que £ (k: ) = k;. On obtient alors

des réalisations des taux instantanés de sortie via :

*

My = exp(ax + Bk, ) .

* A ~ . . ’ .
Comme k, =at+b est une variable gaussienne d’espérance k, = at +b et de variance :

“f‘r(f_l)[ S J

on note que :

2 2
%* * ﬂ (o
E(,uxt):E(exp(ax + Bk, ))exp(ax + Bk, + x2 L,

et donc :
2 2
Xt

% ,B (o2
E('uxt):luxtexp T > My -

Le modele stochastique a donc tendance a surestimer les taux de sortie par rapport a la surface
de référence fournie par le modéle de Lee-Carter. Compte tenu du notre objectif de

« perturber » la surface de mortalité, mais sous I’hypothése que celle-ci définie correctement
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la tendance future espérée des taux instantanés de déces cette propriété du modele est

potentiellement pénalisante et il convient d’adapter 1’approche proposée.
A la section 5 on a utilisé une version corrigée du biais du modele définie par :

20_2
_ Xt *
M, =exp| a, ——2 + ﬂxkt

. \ . . . * A J4
Cette version du mode¢le satisfait par construction £ ( ,uxl) =, . Elle apparait donc cohérente

avec I’objectif recherché. Toutefois, on peut lui reprocher de déformer de manicre arbitraire la

. . . . . \ * A ~ .
distribution des taux stochastiques ; en effet, si le mod¢ele k, =at+b est pertinent, alors les
. * , , . . . * *
taux de sortie 1, réellement observés seront bien issus du modéle u, = exp(ax + Bk, ) et
non de la version corrigée du biais.

On utilise ici une approche différente et a priori plus naturelle consistant a utiliser comme

surface de référence déterministe la surface moyenne du modéle stochastique, soit

2 2
ﬂxat

E ( y:t)zexp a, + Bk, +T . En effet, si le mécanisme aléatoire dont sont issus les

. cr N * A ~ 7 J , . .
taux de déces est bien associé a k, =at+b, alors la mortalité de référence déterministe est

bien définie par la surface moyenne ci-dessus, et non plus par la surface de Lee-Carter.

6.2  APPLICATIONS NUMERIQUES

On présente ici les résultats obtenus tout d’abord sur la famille de tables prospectives
proposée puis, dans un second temps, les conséquences en terme de valorisation de

I’engagement du régime de rentes.
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6.2.1 Tables prospectives

La table prospective utilisée dans cette étude est comme précédemment (cf. 5.1.1) construite a
partir des tables du moment fournies par 'INED” dans Mesle et Vallin’® et conduit a la

surface de mortalité Lee-Carter suivante :

Tauy instantané de mortalité

Fig. 20 : Surface de mortalité ajustée par Lee-Carter

La surface de référence ajustée de notre modele stochastique est présentée sur le graphe ci-
dessous :

!

Taux instantané de mortalité
= =) o
3 w =
! / /

i

=}

100
2080

0 010

Fig. 21 : Surface de mortalité de référence du modéle stochastique

73 Ces tables sont disponibles sur http://www.ined.fr/publications/cdrom_vallin_mesle/Tables-de-
mortalite/Tables-du-moment/Tables-du-moment-XX.htm
78 MESLE et VALLIN [2002].
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On remarque que la différence entre les deux graphes est tres faible. En effet 1’écart entre les
2

oy

deux surfaces est donn¢ par f,, =exp xT dont la valeur est proche de un compte tenue

de la faible volatilit¢ des données. Nous obtenons en effet les valeurs suivantes des

parametres b= 4059,94439, a =-2,05775 et &}, =3,9388782, S-b =1.18058, S-a =0.04282

et &, = \/1.39367413+0.00183378‘[2—0.08802152‘[ .

Une centaine de tirages de trajectoires de k, permet d’obtenir le graphe suivant :

-10 T T T T T T
19 1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015

-20 4

-30

-40 1

-50 4

-60 4

-70 +

-80 1

-90 Année

Fig. 22 : Simulation de trajectoires de la tendance

On constate sur le graphe que les differentes trajectoires de k, sont presque paralleles. Ceci
est du a la faible volatilité de I’estimateur a. Ainsi le modéle tire la plus grande partie de sa

volatilité de la constante b. Si ’on cherche a comparer la volatilit¢ de la dérive temporelle
modélisée dans cette section avec celle du modéle utilisé pour quantifier le risque de

fluctuation autour de la dérive, on obtient le graphe suivant :
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Fig. 23 : « couloir de variation » de la tendance

Alors que précédemment (section 5) le modele utilisé ne prenait en compte que 1’oscillation

de la dérive temporelle &, autour de sa moyenne, le modele actuel simule I’erreur

d’ajustement qui a pu étre faite sur la dérive temporelle passée. Si précédemment les

différentes trajectoires de &, €taient situées entre deux droites paralleles delimitant le couloir

de variation de la tendance a 95 %, on constate sur le graphique ci-dessus que les trajectoires
de la dérive temporelle sont situées entre deux droites s’éloignant I'une de I’autre avec le
temps (la volatilité augmente ici avec le temps). Les variations de la tendance temporelle et
celles du taux instantané de mortalité étant comparables, le graphique ci-dessus traduit
I’hypothése de base du modéle : la composante stochastique de la mortalité tire, dans cette
modélisation, sa volatilité non pas des fluctuations annuelles qui, comme nous I’avons montré

supra sont faibles, mais plutdt de la dérive aléatoire de la mortalité.

6.2.2 Application au régime de rentes viagéres

Lorsque la mortalité future est connue (déterministe), I’analyse de la loi de A (cf. 2) revient a
mesurer les fluctuations d’échantillonnage qui est associé au « risque de volatilité » tel que

décrit dans la modélisation proposée par le QIS 2 par exemple’’. Dans le contexte d’une

7. Cf. CEI0PS [2006].
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mortalité stochastique (la mortalité future étant alors inconnue), cette analyse nous fournit un
moyen de quantifier le risque systématique qui vient s’ajouter a ce risque de base : nous

pourrons donc mesurer ainsi le risque associ¢ au choix de la dérive.

La méthode retenue consiste a simuler les durées de survie des rentiers, Tx(j), jedJ, a

calculer des réalisations Aj,...,4, de A puis a déterminer la fonction de répartition empirique

de I’engagement. Les algorithmes utilisés sont présentés en annexe.

N
La provision L, est approchee par A = —ZX,Z . La variance de I’engagement est estimée par
n=l1
1 & 2 . . i .
—Z(ﬂ - LO) ; on calcule également le coefficient de variation empirique :

n
n=1

cv= ,

qui fournit un indicateur de la dispersion de 1’engagement et dans une certaine mesure de sa

« dangerosité ».
On considére la distribution empirique de 1’engagement calculé avec un taux technique de

2,5 %. La distribution empirique de 1’engagement, représentée ici avec la distribution de

référence dans le cas déterministe (avec 20 000 tirages) est présentée ci-dessous :
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Fig. 24 : Distribution empirique de ['engagement

Les résultats détaillés sont repris ci-apres :

Déterministe

surface Déterministe Stochastique
Lee Carter
Espérance 37 937 707 37937 707 37937 720
Ecart-type 626 918 626 918 645 601
Borne inférieure de l'intervalle de confiance 36 625 000 36 625 000 36 600 000
Borne supérieure de l'intervalle de confiance 39 075 000 39 075 000 39 150 000
Coefficient de variation 1.65% 1.65% 1.70%
Tab. 9 : Caracteristiques de la distribution de l’engagement

On remarque tout d’abord que la modification de la surface de référence utilisée n’a pas

2

. . . o
d’impact. Ceci est du au fait que pour tout x et pour tout ¢ exp 'BXT’ est proche de 1. Sur

un portefeuille de petite taille, I’impact de la mortalité stochastique sur 1’engagement ne
semble pas trés important. En effet le coefficient de variation de I’engagement stochastique
n’est que 2,9 % plus élevé que celui de I’engagement déterministe. On obtient des résultats

trés proches de ceux obtenus précédemment.
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Ainsi tant que le portefeuille n’est pas correctement mutualisé, 1’impact du risque
systématique est tres faible comparé a celui du risque mutualisable. Si I’on multiplie la taille
du portefeuille par 30 (qui conduit a une population d’environ 10 000 rentiers) on obtient les

résultats suivants :

0.02

0.018 -

0.016

0.014 -

0.012 -

0.01 4

Fréquence

0.008 -

0.006 -

0.004 -

0.002 -

Montant

------- Deterministe —— Stochastique

Fig. 25 Distribution empirique de I’engagement (population x30)

Les résultats détaillés sont repris ci-apres :

Déterministe Stochastique
Espérance 1138008 113 1138 076 960
Ecart-type 5592 212 3410 560
Borne inférieure de l'intervalle de confiance 1131130658 1126 780 658
Borne supérieure de l'intervalle de confiance 1144 480 658 1148 830 658
Coefficient de variation 0.30% 0.49%
Tab. 10 : Caracteristiques de la distribution de I’engagement (taille du groupe x30)

La prise en compte de la mortalité stochastique augmente le coefficient de variation de 63 %.
Dans une approche « valeur a risque » (VaR), on trouve que le quantile a 75 % de la

distribution de 1’engagement est de 1 142 M€ dans le cas stochastique, ce qui est supérieur a

la valeur obtenue dans le cas déterministe, soit 1 140 M€. En d’autres termes, la prise en
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compte du risque de dérive conduit ici (en suivant une approche VaR pour le calcul de la

provision) a augmenter le montant provisionné de 0,17 %, ce qui n’est pas significatif.

La prise en compte du risque de dérive a également pour conséquence de doubler
I’imprécision dans I’évaluation de I’engagement’® qui, au niveau de confiance de 95 %, passe
de 0,7 % environ a pres de 1,3 %. Toutefois, la marge d’incertitude sur I’engagement reste

faible.

A la section 5 nous avions mis en évidence le fait que I’évaluation de 1’engagement d’un
régime de rentiers, 1’aléa associé aux fluctuations des taux de déceés futurs autour de leur

tendance n’a qu’un faible impact que I’on pouvait légitimement négliger.

Le modéle mis en ceuvre ici permet de montrer que, si ces régimes sont particulierement
sensibles au risque d’erreur de spécification de la tendance future, I’incertitude sur ce point

incluse dans les données passées ne suffit pas a expliquer les évolutions récentes observées.

Incidemment, on insistera sur le fait que 1’on a fait ici le choix de modéliser 1’aléa sur la

tendance future de mortalité a partir des seules fluctuations du parametre temporel £, ; cette

approche est justifiée par le fait que 1’on cherche a identifier la volatilité des taux de déces
non associée aux fluctuations d’échantillonnage. Compte tenu des effectifs trés importants du
groupe utilisé pour construire les tables utilisées ici (la population frangaise), on peut en effet
considérer qu’il n’y a plus de fluctuations d’échantillonnage significatives dans 1’estimation

des taux bruts’ et que donc il est 1égitime de considérer la surface passée fixe.

Une approche alternative consisterait a prendre en compte globalement 1’incertitude sur le

parametre vectoriel € = (a, ,B,k) pour générer des surfaces de mortalité. Cette démarche est

techniquement simple a mettre en ceuvre a la condition d’utiliser la variante log-Poisson du
modele de Lee-Carter, dans laquelle I’estimation de & est effectuée par maximum de
vraisemblance, puisque alors on peut déterminer I’information de Fischer associée et utiliser

la normalité asymptotique de I’estimateur™.

8 L’imprécision est mesurée par la demi-longueur relative de I’intervalle de confiance & 95 %.

7 Sur les adaptations du modéle de Lee-Carter au cas de petits échantillons pour lesquels cette hypothése n’est
plus vérifiée, on pourra se reporter 8 PLANCHET et LELIEUR [2006].

% Voir par exemple HAAS [2006] pour une utilisation de cette approche dans le cas de swaps de mortalité.
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Toutefois, elle nous semble moins pertinente dans le cas présent, notre objectif étant d’isoler
le risque associ¢é a une incertitude structurelle sur les taux et non a une incertitude

d’estimation.

En conclusion, on peut retenir que le régime de rente est par contre soumis a un risque de
modele important. Il est ainsi possible de reformuler les conséquences du passage des tables
TPG 1993 aux tables® TGH 05 évoquées en introduction (cf. page 52) en rapprochant
I’évolution anticipée de 1’espérance de vie a 60 ans dans les deux modéles prospectifs. On

obtient ainsi :

100,00
98,00
y =0,1472x + 90,396 I,
96,00 - P
94,00 e I
92,00 - T P
© T — "__,/—"
> 90,00 | P
< T y =0,1189x + 87,416
88,00{ __——m—""
86,00
84,00 -
82,00
80,00
O ) 92 » N N & A \) > © ) % ) QO " > A Q >
PP L O P S LR R G A S S
RIS AR RS A A A - S - R R A S R 2 )
Génération
------- TGFO5 — - — - - TPG1993 Linéaire (TGFO5) Linéaire (TPG1993)
Fig. 26 : Evolution anticipée de [’espérance de vie a 60 ans

On observe que non seulement les niveaux absolus différent sensiblement, mais également
que la vitesse de croissance de I’espérance de vie a 60 ans a été sensiblement sous-estimée en
1993 : alors que les TPG 1993 anticipent une augmentation de 1,4 mois par an, les tables

TGF 05 prévoient une dérive de 1,8 mois par an, soit 23 % de plus.

¥ On rappelle que les TPG 1993 sont des tables féminines.
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Ceci illustre la difficulté a anticiper la tendance de dérive de la mortalité future a partir de
données historiques®*. Dans ce contexte, on pourrait imaginer d’utiliser comme paramétre de
contrdle du mode¢le, en le fixant comme une contrainte ex ante par exemple I’espérance de vie
a un age donné (60 ans) et son évolution future. Une telle approche permettrait de quantifier
par exemple I’impact sur les charges du régime d’une erreur de 0,1 mois/an sur la vitesse de
dérive de cette espérance et d’intégrer ainsi explicitement des indicateurs de 1’impact sur

I’évaluation de I’engagement du régime d’une erreur de modele.

Il nous semble enfin utile de préciser que ce type d’approche fournit un cadre opérationnel
pour répondre aux exigences des futures dispositions Solvabilité 2 (et également dans le
contexte de I'IFRS 4 phase 2, quoi que sur ce point les normes comptables soient moins

exigeantes).

%2 Les populations de référence utilisées pour les 2 séries de tables différent, mais on obtiendrait les méme
conclusions en utilisant des tables prospectives INSEE a la place des TGF 05.

- 66 -



PARTIE 2: L’ACTIF, ANALYSE DES RISQUES ET
MODELISATION

La modélisation des actifs financiers dans le cadre de 1’étude d’un régime de rentes viageres

intervient principalement en deux occasions :

v' La modélisation de taux d’actualisation aléatoires pour en mesure 1’impact sur
I’engagement (au sens de « valeur actuelle ») du régime ;
v La construction d’un modéle plus complet dans le cadre d’une étude d’allocation

stratégique d’actif (« approche ALM »).

L’¢étude de la loi de ’engagement d’un régime de rentes en présence d’un taux d’actualisation
stochastique peut apparaitre un peu artificielle dans le cadre de 1’évaluation d’engagement sur
la base d’hypothéses prudentes, comme c’est le cas dans la réglementation actuelle. Elle prend
tout son sens dans le cadre des réformes en cours de la solvabilité d’une part, et de la norme
comptable IAS 19 d’autre part, 1’actualisation devant étre effectuée selon un taux de marché

(ou une courbe de taux).

La modélisation des taux d’intérét qu’elle implique constitue la premicre étape d’une
démarche ALM plus large, qui permettra de fixer un cadre pour la gestion financiere (via

I’allocation stratégique) et un outil de pilotage de la solvabilité du régime.

On est ainsi conduit a rechercher des modéles adaptés au contexte des régimes de rentes
viageres pour décrire le comportement a long terme des actifs classiquement utilisés dans ce

contexte : actions et assimilés, obligations et produits de taux, monétaire et immobilier.

Les modéles d’actifs financiers risqués de type « actions » sont nombreux et la littérature sur
le sujet abonde. Toutefois, dans les applications opérationnelles, c’est le plus souvent le
modéle de Black & Scholes®, reposant sur une hypothése de rendements i.i.d. log-normaux,

qui est utilisé. Certains modeles plus élaborés utilisent aujourd’hui les variantes de modele a

% BLACK et SCHOLES [1973].
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s 7 4 \
« changement de régime » proposé par Hardy®* dans lequel le processus des cours bascule a
chaque période entre deux modélisations log-normales, chacune étant associée a un contexte
économique (« normal » et « crise » par exemple). Ces modélisations présentent un handicap
majeur dans le contexte de quantification des risques imposé par Solvabilit¢ 2, dont on
rappelle qu’il repose sur le controle d’une probabilité de ruine (a un an) a 0,5 %. En effet,
elles ont tendance a sous-estimer les événements extrémes, dont la bonne appréciation

.. . . . . 85

conditionne pourtant directement la mesure pertinente du niveau de capital alloué¢™. Pour une

description de Solvabilité 2 et ses implications en assurance on pourra se reporter a 1’annexe

sur ce sujet (Annexe n°l : le dispositif Solvabilité 2).

On remarquera au surplus que les modeles classiques issus de la finance de marché sont
construits en général dans une perspective d’analyse de 1’évolution des cours a court terme,
alors que les projections utiles pour un régime de rentes viageres sont des projections de long
terme. Cette problématique temporelle est une question récurrente que 1’on retrouve
systématiquement lors de I’adaptation a une démarche d’assurance d’un modele initialement

. .86
construit en finance de marché™.

On propose a la section E de recourir au modéle proposé initialement par Merton® qui est un
« sur-modele » au modele de Black et Scholes prenant en compte le caractére intrinséquement

discontinu des cours boursiers.

La section D est quant a elle consacrée a la présentation des modélisations de référence dans
les approches assurantielles pour I’inflation. Cette section vient compléter le propos de la

section B.

On a choisi ici de ne pas revenir sur les modeles de taux d’intérét, compte tenu de 1’abondante
littérature sur le sujet. Le lecteur intéressé trouvera une synthese trés complete sur le sujet

dans les travaux de Roncalli®®.

% HARDY [2001].

% Voir I’exemple présenté a la section 11.3.

% Les conséquences de ce point sur I’évaluation de la VaR d’un portefeuille d’assurance sont par exemple
développées dans FEDOR et MOREL [2006].

% MERTON [1976].

88 RoNCALLI [1998].
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On notera également que, au-deld de la question de la durée déja évoquée supra, les
modélisations de produits financiers initialement concues dans le contexte de la finance de
marché doivent étre adaptées aux spécificités de 1’assurance (marchés incomplets, maturités
longues, fréquences de réajustement des portefeuilles basses, efc.). Ce n’est pas 1a le sujet de
cette thése et il ne sera pas développé, toutefois il semble utile de renvoyer le lecteur aux

articles sur ce théme®’.

Enfin, on n’aborde pas ici la modélisation d’un actif immobilier, qui fait le plus souvent appel
dans le cadre des études de détermination de d’allocation stratégique au méme modele que

celui utilisé pour les actifs de type « actions », avec simplement des parameétres spécifiques.

% CHENUT et al. [2003], CHENUT et al. [2004], DEVOLDER [2001] et PLANCHET et THEROND [2005] pour une
synthése.
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D. MODELISATION DE L’INFLATION

La modélisation de I’inflation est, on 1’a vu, une problématique essentielle de I’analyse d’un

régime de retraite, au travers des dispositifs de revalorisation des rentes.

Au-dela des contraintes macro-économiques de long terme décrites a la section B, il est
indispensable de modéliser les variations du taux d’inflation de moyen terme, notamment

pour la détermination de ’allocation stratégique.

De nombreux modeles ont été proposés dans la littérature pour rendre compte de 1’inflation ;
dans le cadre de modéles actuariels’. Trois de ces modéles sont présentés ci-aprés. On
utilisera dans la suite de cette étude le modele d’Ahlgrim (c¢f. la section G pour une

application).

7 APPROCHE DE Kaufmann ET AL.

. L~ . . . . 91
Dans D’article de référence « Introduction to dynamic financial analysis » ', la valeur du taux

d’inflation (i;) est modélisée a partir de celle du taux court terme (ry) :

i, =a+ pfxr + g

ou a, Bet osont des parametres qui peuvent Etre estimés a partir de données historiques et &,

correspond a un bruit blanc de variance o° .
7.1 RESOLUTION PAR LES MOINDRES CARRES ORDINAIRES

Les paramétres du modéle peuvent étre estimés selon la méthode des moindres carrés

ordinaires (MCO). La formule peut en effet se réécrire de la fagon suivante :

i =XA1+ ¢

% Voir par exemple KAUFMANN et al. [2001], WILKIE [1995] et AHLGRIM et al. [2003].
! Cf KAUFMANN et al. [2001].
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a
avec A = et X une matrice de dimension (n, 2) (n correspond au nombre d’observations,

B

i et € sont ainsi des vecteurs colonnes de dimension n). La premicre colonne est I’intercept et

la deuxieme correspond aux valeurs successives de 7,. Notons également que & est de

matrice de variance covariance égale a o/, . Le coefficient A est calculé de fagon a

minimiser la variance des résidus :
1 ) : 1 . )
Var(e) = — x (i = XA)(i —XA1) = — x [1'1-2/1'X'1 + /I'X'X/I]
n n

oV 1
On en déduit ensuite que # = — X [- 2X'1 + 2X‘Xﬂ], ce qui permet de trouver
n

I’expression usuelle des estimateurs des moindres carrés :

A= XXX

Ces estimateurs ont pour caractéristiques d’étre sans biais et de variance minimum. Pour les

résidus, on obtient £ = i-X1 et 6 = x var(& ).

Au moyen du test de Durbin-Watson, on peut analyser 1’indépendance des résidus. Plus

précisément, on teste :

v" HO : Non-corrélation des résidus, contre

y e . , .92
v' HI : Les résidus suivent un processus auto régressif’> d’ordre 1.

Dans ces conditions, la statistique de test s’écrit :

%2, On peut I’écrire sous la forme €; =p.g;_; +u; ol u; suit une loi normale N (O,V).
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Dans le cas ou I’hypothése nulle serait refusée, on ne peut considérer que les résidus sont
identiquement distribués et que I’estimateur des moindres carrés ordinaires n’est pas de

variance minimale. Il faut alors faire appel a des moindres carrés généralisés.
7.2 RESOLUTION PAR LA METHODE DES MOINDRES CARRES GENERALISES

Le modéle s’écrit dans ce contexte (en gardant les dimensions des matrices utilisées au
paragraphe précédent) i = XA + cou ¢ est de matrice de variance covariance
> (symétrique, définie positive, inversible). D’autre part, nous avons pris comme hypothése

que les résidus suivaient un processus auto régressif d’ordre 1; on peut alors écrire :

Var(e) = szar(g) + Vz,

ce qui fournit :

Var(¢) = 5
1-p

Dans ces conditions, la matrice de variance covariance s’écrit sous la forme suivante :

2 n—1

1 p p p

P 1 P - P2

V2 2
Y = 5 X ,02 ) 1 p”_3 =v x Q.
l-p
n—1 n—2 n-3
L P P P ]

Les valeurs exactes des différents éléments de cette matrice sont inconnues, elles doivent

donc étre estimées. La matrice Q étant symétrique, il en est de méme pour la matrice Q.

Celle-ci peut alors s’écrire sous la forme O = DD. On multiplie ensuite i = XA + ¢
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par D pour obtenir Di = DXA + Deg. On vérifie que E(Dg)=0 et E((Dg)(Deg)')=1 . Dans

ces conditions, on peut se référer a la méthode des moindres carrés généralisés et aboutir,

apres simplifications, a :

A= xO Tt xal),

avec
1 —p 0 0 ]
2
-0 1 +p -p 0 0
2
. 0 -p I +p -p 0
ol -
2
0 0 -p I +p -p
L 0 0 —p I

Pour vérifier le caractére explicatif du modele, nous pouvons nous intéresser a la statistique

du R?. Celle-ci fait apparaitre la valeur estimée du taux d’inflation (f ) et la valeur moyenne

de I’inflation observée (i ) :

> G-i)
1- t—_
> G-
t

R =

L’adéquation des données au modele est d’autant meilleure que cette statistique est proche de

I’unité. Afin de tester la significativité de la régression, on utilise le fait que sous I’hypothése

2

que f est nul, le rapport x (n-2) suit une loi de Fisher” de paramétres (1,n-2).

R2

L’hypothése de nullité de B est donc rejetée si le rapport est trop grand.

% SAPORTA [1990].
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8 MODELE DE Wilkie

Nous présentons ici le modéle de Wilkie” comme un modéle d’inflation, mais il s’agit en fait
d’un mode¢le plus ambitieux qui intégre également les actifs et les taux d’intérét. Toutefois,
dans le modele de Wilkie, le taux d’inflation joue un réle majeur, dans la mesure ou la valeur

de nombreux parametres économiques en découle.

Taux d'inflation

Montant du dividende

Taux d'intérét a long terme

Taux de dividende

Fig. 27 : Lien entre taux d’inflation et taux d’intérét

Il s’agit principalement un mode¢le empirique, établit sur des données économiques du
Royaume Uni de 1919 a 1982. L’une des premieres modélisations du taux d’inflation fut celle
de la « marche aléatoire » (développée par Bachelier” en 1900). Méme si ce modéle apparait
cohérent dans le cadre de I’étude du cours d’une action, ces limites se font sentir lorsqu’il
s’agit de rendre compte de I’évolution du taux d’inflation. Wilkie propose donc un modé¢le

auto-régressif, détaillé ci-apres.
8.1 DESCRIPTION DU MODELE

I1 s’agit d’un modéele auto régressif. L.’évolution de ce processus est régie par une équation du
type :

i(1)-iy =ax [i(tD)-i, | + o x &,

avec i(?) le taux d’augmentation de I’indice des prix, i, le taux d’inflation a long terme, a le

coefficient de retour a la moyenne, ¢ I’écart type du bruit et € une variable aléatoire distribuée

selon une loi normale centrée réduite.

% WILKIE [1995].
% Voir BACHELIER [1900].
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Cependant Wilkie n’utilise pas ce modele tel quel ; il préfere travailler sur le logarithme de
I’indice des prix. En effet, il observe que seules les variations relatives de 1’indice des prix
sont importantes et non les variations absolues. En se référant & des données empiriques de
plusieurs pays de IOCDE, il remarque que la variable 6(¢f) = Inl(t) - Inl(t-1) suit une
distribution qui peut étre approchée par une loi normale centrée. Finalement, le modele

proposé par Wilkie prend la forme suivante :

ln{ @) } =1, + a{ln[l(t—-l)} -im} + og,
I1(t-1) I(t-2)

ou /(¢) correspond a I’indice des prix de 1’année ¢. Cette méme €quation peut étre réécrite de la

maniére suivante :

In[l +i(®)] =iy, +a[I[l +i@®]-iy | + oz,.

8.2 EXEMPLE NUMERIQUE : LE CAS DU ROYAUME UNI

En se basant sur les données empiriques du Royaume Uni de 1919 a 1982, Wilkie a obtenu les

valeurs numériques suivantes : i,, = 5,75 %, a = 0,6 % et o= 0,05.

Remarquons que, sur le long terme, I’inflation peut connaitre des évolutions radicalement
différentes. Il est donc important de bien choisir la période sur laquelle on estime les
différents parametres et de faire en sorte qu’elle ne comporte pas de phénomene économique

exceptionnel.

9 MODELE DE Ahlgrim ET AL.

La modélisation proposée par Ahlgrim’ suppose que 1’indice des prix a la consommation

évolue comme suit :

% AHLGRIM et al. [2003].
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t+o
I, s=1*exp I (j+xs)ds,
t

ou j est le taux instantané moyen d’évolution des prix et ou le processus x modélise les

fluctuations aléatoires autour de la tendance :

I
dx,=—ax,ds+o;dB,,

ou B' un mouvement brownien standard. Dans le contexte d’un systéme de revalorisation

selon I’inflation, on est amené a calculer la quantité :

=E|exp I (j+xs)ds‘(Dt —e/°E exp j xsds‘(Dt

1
t+0
EL—‘ @
t t

t+6 t+0
t }

L’avantage du modele proposé est que ces grandeurs se calculent simplement; en effet,
puisque x est un processus d’Ornstein-Ulhenbeck, la variable aléatoire x; est une gaussienne

—2as
. _ l-e
dont on peut calculer moyenne et variance : E[xs] =xpe et V[xS] = 0127. De

t+6
plus I x,ds est une variable gaussienne puisqu’il s’agit de la limite d’une somme de

t
variables aléatoires gaussiennes. L’expression de la transformée de Laplace d’une variable

gaussienne’’ nous permet donc d’écrire

t+o0 t+0 1 t+o0
E| exp J‘ xsds‘dbt =exp< E J‘xsds‘q)l +EV Ixsds‘Qt
t t t

98
Comme

2
%7 Rappelons que si € est une variable aléatoire de loi N(m,62), E [exp (z * s)] =expyzm+z % .

% Cf LAMBERTON et LAPEYRE [1997] pour le détail des calculs.
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t+0 -ad

l-e
E J.xst‘CDt =X, P
t
et:
2
t+0 0_2 l_e_a§ (l_e—ad)
A% J.xst‘CDt =—Lls5- — ,
’ a? a 2a
il vient :
-ad 2
t+6 l_eﬂﬁ O_2 l_eﬂﬁ o—e )
E| exp I xsds‘<I>t =exp1 X, +—L|5- - ,
’ a 242 a 2a
et enfin :
2
I 1-e %  o? 1—e (1_ _ad)
Eﬁ‘(bt =exp4 jO +x, +—L|5- —~
I, a 24% a 2a

Ce modele sera utilisé dans une problématique d’allocation d’actif a la section 19.1. Il
présente notamment 1’avantage d’une approche cohérente en terme de modélisation avec les
modeles CIR (pour les taux) et de Merton (pour les actions, cf. section E) et permet ainsi une

présentation homogene des modéles.
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E. PRISE EN COMPTE DES SAUTS BOURSIERS DANS LES
PROBLEMATIQUES D'ASSURANCE”’

Le modele de référence pour la modélisation de 1’évolution des actifs risqués est, dans les
modéles d’assurance, celui de Black et Scholes'”, qui considére que les cours peuvent étre
représentés par un mouvement brownien géométrique. Les hypothéses de ce modéle sont tres
restrictives : continuité des trajectoires, constance de la volatilité¢, log-normalité des
rendements, efc. Un certain nombre d’observations empiriques' contredisent manifestement
ces hypotheses : les prix sautent soudainement, les études empiriques montrent que la
volatilité n’est pas constante et au surplus les queues de distribution sont plus épaisses que

celle d’une loi log-normale.

Le graphique ci-dessous'”” illustre ces constatations :

50 1 1 1 1
45| -
40 - -
3| -
| \/\/v/“'\\f I
| MW
20 1 1 1 1

13.10 14 .10 15.10 15.10 19.10

Fig. 28 : Evolution discontinue du titre Mercer au mois d’octobre 2004

Dans le contexte actuel d’utilisation du modéle de Black et Scholes en assurance,
essentiellement dans le cadre de la détermination d’allocations stratégiques et de 1’évaluation
d’options (pour des garanties plancher sur des contrats en unités de compte par exemple),
cette relative inadéquation du modéle a la réalité s’avére assez peu pénalisante. En pratique

elle est largement compensée par la facilit¢ de mise en ceuvre du modéle.

Toutefois, le projet Solvabilité 2 en cours d’¢élaboration'” modifie profondément les régles de

fixation du niveau des fonds propres en assurance en introduisant comme critére explicite le

% Ce texte est adapté de PLANCHET et THEROND [2005¢].

1% BLACK et SCHOLES [1973].

190 Cf. MANDELBROT [1962], [1963] et FAMA [1965].

192 Evolution fin 2004 du titre de Mercer, données issues de http://www.yahoo.fr.
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contrdle du risque global supporté par la société. Ce risque devra notamment étre quantifié au

travers la probabilité de ruine.

Dans ce nouveau contexte, les inconvénients principaux de modélisations de type « brownien
géométrique » et notamment I’insuffisance de 1’épaisseur des queues de distribution (qui
conduit a une trop faible représentation des évenements rares) et la non prise en compte des
chocs, a la hausse ou a la baisse, sur les cours (qui conduit a ne pas intégrer au modele
d’éveénements exceptionnels et brutaux) peuvent avoir des conséquences importantes sur
I’appréciation du niveau de capital nécessaire pour controler la ruine au niveau fixé. Ce point

est par exemple abordé dans Ballota'*

pour le cas des options cachées d’un contrat d’épargne,
et dans Planchet et Thérond'” dans le cadre d’un modéle mono périodique simplifié en

assurance non-vie pour la détermination d’un capital cible et I’allocation d’actifs.

Comme indiqué au début de ce travail, un grand nombre de solutions alternatives au modele
de Black et Scholes ont été proposées dans la littérature : on peut notamment mentionner le
modeéle i.i.d. o -stable'®, les modéles a volatilité stochastique, comme par exemple celui de

. 107 - - - 108
Hull et White ™', des processus mixtes brownien Poisson

ou encore des martingales
. . 109 . . S
discontinues . Les méthodes statistiques associées a ce type de processus sont souvent

. . N 11
difficiles a mettre en ceuvre''’.

Compte tenu de la place privilégiée du mouvement brownien géométrique, nous nous

intéressons ici aux modeles généralisant cette approche et incluant le mouvement brownien
s - \ . 11 .

géométrique comme cas particulier. Le modele proposé par Merton  est de ce point de vue

assez naturel ; ¢’est donc le modéle que nous retiendrons ici.

Notre objectif est de proposer une méthodologie statistique simple a mettre en ceuvre
permettant de décider si, dans le contexte rappelé ci-dessus, le modéle original de Black et

Scholes peut étre utilisé en ’état ou si un modele intégrant des sauts est mieux adapté aux

19 Cf COMMISSION EUROPEENNE [2003], [2004] et AAI [2004]. Voir également 1’annexe n°1.
104 BALLOTTA [2004].

195 PLANCHET et THEROND [2005].

1% Cf FAMA et ROLL [1971].

"7 HuLL et WHITE [1987].

1% Cf BELLAMY [1999].

19 Cf DRITSCHEL et PROTTER [1999].

"% Voir par exemple D’ESTAMPES [2003] sur ce sujet.

" MERTON [1976].
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données disponibles. Nous reprenons le modele de Merton et nous nous inspirons pour cela de
la démarche proposée par Ramezani et Zeng''’ pour Destimation des paramétres par

maximum de vraisemblance.

Aprés avoir décrit le modele et la procédure d’estimation proposée, nous illustrons cette

approche avec pour exemple le titre Alcatel.

Les conséquences de la présence de sauts dans le modéle d’actif sont prises en considération
dans D’article d’origine de Merton et développées par Ballotta'’> dans le contexte des

¢valuations en norme IFRS de passifs d’assurance.

10 MODELISATION DE L’ACTIF RISQUE

10.1 PRESENTATION DU MODELE

Nous reprenons le modele proposé par Merton. Nous considérons ainsi que le prix de I’actif

S, présente des sauts log-normaux V,..,V. a des instants aléatoires T,7,...,T, qui sont les
J P2 J

instants de saut d’un processus de Poisson. Entre deux instants de saut on suppose que la

dynamique du cours respecte le modele de Black et Scholes.
Cela conduit aprés quelques manipulations''* & I’expression suivante du cours :

o i
S(2) = S(0)exp h-— t+oB,+ ) U,¢,
k=1

* B =(B,) s estun mouvement brownien.
= N= (N t )(

» U=(U, )(kzl) est une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement

;>0) €St un processus de Poisson homogéne d’intensité A .

distribuées de loi une loi normale N (O, c, )
= Les processus B, N et U sont mutuellement indépendants.

On supposera sans perte de généralité dans la suite que S(O) =1.

"2 RAMEZANI et ZENG [1998].
'3 BALLOTTA [2004].
''* On pourra se reporter pour la démonstration 8 LAMBERTON et LAPEYRE [1997].
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Les sauts sont ici, dans un souci de simplicité, supposés symétriques et en moyenne nuls ; des

modeles plus élaborés a sauts dissymétriques peuvent également étre proposés, comme dans

115

Ramezani et Zeng . Nous ne les considérerons pas ici, I’objectif étant d’obtenir au modéle

d’un niveau de simplicité proche de celui de Black et Scholes.

Le modele ainsi obtenu permet d’ors et déja de représenter les différentes situations

auxquelles nous nous intéressons : ¢, =0 ramene au modéle classique de Black et Scholes,

o =0 nous donne une évolution purement discontinue, et dans les autres cas le modéle

intégre les deux composantes.

Notons ‘¥, la tribu engendrée par les B, N, pour s<¢ et U1,y pour j=1; B est un

mouvement brownien standard par rapport a la filtration ¥, N est un processus adapté a cette

méme filtration. De plus V¢ > s, N, — N, est indépendant de la tribu ‘P, .

Laloide S, est connue explicitement dans ce modele :

+00 2
Proposition 1: Pour tout x>0, Pr[S()<x] =) @ Inx— (“ —©° /2)t e (M'Y :
n=0 \/l’lGlzl + th s

Démonstration :

Pr[S(t)Sx = {Z p 02/2)t+GB <lnx}

=Spr S0, + (-2 + 0B, < Inx, N, - n}

n=0 k=1
:z ZU +(u 02/2)t+(5B <lnx}Pr[N —n]
n=0
puisque les processus &, B et U sont mutuellement indépendants. Par ailleurs, les processus

n
ZU , et oB, étant indépendants et gaussiens, leur somme est également gaussienne :
=1

n
Z U, +0B, ~N (O; \nc? + to’ ) Enfin comme N est un processus de Poisson d’intensité A,
k=1
pour tout 7> 0, la variable aléatoire N, est distribuée selon une loi de Poisson de paramétre

A et donc Pr[N, :n]ze*”M. O

n!

!5 RAMEZANI et ZENG [1998].
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Lorsque A =0(cas de I’absence de sauts) on retrouve la loi log-normale usuelle du brownien
géométrique. Dans le cas général, I’expression de la proposition ci-dessus permet d’approcher
numériquement la distribution de 1’actif en ne conservant qu’un nombre fini de termes dans la
somme. En pratique, les 7 premiers termes fournissent une approximation satisfaisante. Les
applications numériques présentées dans le présent travail sont effectuées en conservant les 15

premiers termes.

De plus, dans cette modélisation les moments d’ordre quelconque se calculent simplement.

C’est I’objet de la proposition suivante.

Proposition 2 : Pour tout pe R ona:
2 2 2

_ _9 p S
= exp p[ 2}t+ > t+ Mt

E [S(t)p exp(pzcﬁ /2)— 1] ,

2 N,
Démonstration : Soit p e R, on a: E[S(t)"]= El:exp{p(u—%jt+pGBt +pZUk}:|. Les
=1

termes aléatoires de 1I’exponentielle sont indépendants ce qui raméne le calcul au produit de

E[exp {pcB,}] et E{exp{ng,{H .

Pour tout # > 0, B, estune v. a. de loi N(O; \/;) donc

2 2
E [exp {poB,}] - eXp{p ° r},
2

Par ailleurs on a vu (c¢f- la démonstration de la proposition 1) que

ol o] - £ o]

n=0 n!

Comme les sauts sont gaussiens et centrés,

n 2 2
E{exp {pz UkH = exp{npzcu},
k=1

et donc
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N, 2 (0t 2.2
E| exp pz Ui | = e_ktz ( n,)z exp npzcsu = exp{M
k=1 n=0 '

exp(pzoﬁ /2)— 1]}

Ce qui permet d’obtenir le résultat. [

Remarque : La paramétrisation retenue pour le modele découle directement de I’ajout d’une

composante a sauts au modele décrit par 1’équation différentielle stochastique

2
S

2

S - ok 2]
Sl = uf +odB, ; elle conduit a un rendement espéré égal a m = p—

t

,etnona p. Lorsque

I’on sera amené a comparer le modele standard de Black et Scholes avec le modele de
Merton, on imposera comme contrainte [’égalit¢é de 1’espérance et de la variance du

rendement dans les deux mode¢les, ce qui conduit donc a ne pas utiliser le méme parametre L.
En notant m, la variance totale du rendement et o’ la part de cette variance associée a la
composante a sauts (oc = GU\/X / N ), la paramétrisation « naturelle » est donc de ce point de

vue (m,mz,oc,k) et non (u, %\, Gi). Nous utiliserons notre paramétrisation initiale dans la

présentation des résultats théoriques, et la paramétrisation « naturelle » pour justifier le niveau

des hypotheéses effectuées dans les applications numériques proposées.

10.2 ESTIMATION DES PARAMETRES

La démarche d’estimation des paramétres suit celle proposée dans Ramezani et Zeng''® dans
le cadre d’un modéle proche. Dans un premier temps des estimateurs sont obtenus par la
méthode des moments. Ces estimateurs sont utilisés pour initialiser un algorithme de
maximisation de la vraisemblance, et obtenir ainsi des estimateurs plus précis bénéficiant des
propriétés classiques des estimateurs du maximum de vraisemblance : convergence, efficacité

asymptotique, normalité asymptotique.

Le rendement de I’actif sur [t,t + h] s’écrit :

Ny
s eXp[(u—%z)(H h)+oB,,, + IZ_;U’}

t+h _

S, ( 62) N,
exp \u—"5 t+GBt+leUi

11 RAMEZANI et ZENG [1998].
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ce qui conduit aprés simplification a I’expression :

St+h o2 Nt+h
=ex - h+0 U,
S, p (“ 2] Biiyn— Z

On en déduit que, si I’on dispose de n observations des cours équiréparties aux instants

Sl).

ir ) sont telles que :

=4 - surun intervalle [O,T ], les variables x; = x(tl-) =1In (t
i-1

N
1 ,\T iT i tT/n @-)T/n
Xi:[“—ac j;+0|:3(7j—3( \Jj| ZUk kZ_:lUk

Cela prouve que les variables aléatoires x,..,x, sont indépendantes et identiquement
distribuées. En d’autres termes les rendements sur des intervalles disjoints sont indépendants,

et la distribution du rendement dépend de la longueur de 1’intervalle mais pas de sa position.

Au prix d’un changement d’échelle, on peut donc toujours supposer que le pas de la

. L T . s o1 . . St +1
subdivision est égal a un (— = 1] ; on est ainsi ramené a déterminer la loi de » = In —(S( ) ),
n t

qui est indépendante de ¢. De plus, comme mélange de loi absolument continues, la loi du

rendement est absolument continue. On a dans ces conditions le résultat suivant :

Proposition 3 : La densité de r s ’écrit :

02 2
@ \ (x_”+2j

i I by e M B ey

Démonstration : On utilise un argument de conditionnement par rapport au nombre de sauts

du processus de Poisson , qui nous conduit a écrire, avec des notations évidentes

00
Z >< Pr = n] ; conditionnellement au fait que le processus a sauté n fois sur

[0,1], le rendement suit une loi normale comme somme de variables gaussiennes :
= (},L—%Gz )+ GB(I)-I— ZUZ. d’apres les propriétés de stationnarit¢ des accroissements du

mouvement brownien et du processus de Poisson ; on en déduit que :
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fdn(x) = \/27c>< (012 " nci) X ex{—mx[(x_(u_%ﬁz)f)J

ce qui permet d’obtenir le résultat. [

Incidemment, cela montre que la loi du rendement est un mélange de lois normales, la loi de
mélange étant la loi de Poisson. On peut avec les résultats précédents obtenir une expression

simple de la transformée de Laplace de 7 :

o?) pAo?
=exp4—P el R aas

E [e_Br

A exp(Bzci/2)—l]

Nous n’utiliserons toutefois pas cette expression dans la suite.

10.2.1 Méthode des moments

Le modele est décrit par quatre parametres ; 1’égalisation de quatre moments empiriques avec
les moments théoriques correspondants conduit a un systéme de quatre équations a quatre

inconnues qui va nous permettre d’en déterminer des estimateurs. Compte tenu de la forme de

2
. L, , . o
la loi du rendement, on s’intéresse aux moments centrés. Si m =E|r|= u—— on va donc
2

calculer m; = El(r — m)/(J ; un argument de symétrie conduit a conclure que m,  =0. Il

2k+1

suffit donc de déterminer les moments d’ordre pair. On a alors le résultat suivant :

Proposition 4 : Le moment centré d’ordre 2k de r s écrit :

A2k N &y
my, =E(r—m)2k =e 2%3 ZO%(Gz+n0i)(

Démonstration : Notons o> =c” +no. la variance de la loi conditionnelle & N =n . D’aprés
ce qui précede, on a :

My = 7» exp j K exp —Lz(x—m)2
n= \/2110 20,
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Le changement de variable u = 2= conduit a :

n

+ 00
I ! (x—m)Zkexp —2%(36—}’11)2 dxzcrzlkczk,
Gl’l

+00 2
1 . .
avee ¢y = J \/2—u2k exp —u? du . Le calcul du coefficient ¢,, s’effectue simplement par
T

—00

I
, > cequi termine

récurrence via une intégration par parties et on trouve finalement ¢, =-=
2%k

la démonstration. [

On peut en particulier remarquer avec k=1 que la variance de r s’écrit

V[r] =my = o + Xcsi , qui est une expression naturelle. Cette expression peut également étre

obtenue directement par application de 1’équation de décomposition de la variance.

La résolution du systéme non linéaire a quatre équations et quatre inconnues pour obtenir les

valeurs des parametres par cette méthode peut étre effectuée par un algorithme de type

117

Newton-Raphson ' et ne pose pas de difficulté particulicre.

10.2.2 Maximum de vraisemblance

La méthode des moments a permis d’obtenir un premier jeu d’estimateurs pour les paramétres
du modele ; nous utilisons ce jeu comme valeur initiale pour déterminer le maximum local de
la vraisemblance dans son voisinage. Compte tenu de la proposition 3, on obtient I’expression

suivante de la vraisemblance :

no

A2 |

2 2
L(xl,..., X,1,6°,A,GC, ) =

""" Les propriétés de cet algorithme sont rappelées dans PLANCHET et THEROND [2006].
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Le but est ici de maximiser la vraisemblance (ou de manicre équivalente de minimiser

—lnL(x, u,cz,k,cﬁ)). Concernant les contraintes, il vient de maniére évidente 6* >0 et
o> > 0. Ensuite, nous allons étudier les valeurs des estimateurs issues de la méthode des

moments pour encadrer les autres parametres.

Nous disposons des estimateurs obtenus par la méthode des moments. Nous considérons que
ces estimateurs approchent a plus ou moins 10 % les estimateurs du maximum de
vraisemblance. Par conséquent, nous retenons d’imposer quatre contraintes d’inégalité pour
I’optimisation de la log-vraisemblance. On est ainsi amené a un classique probleme de
maximisation sous contraintes, dont la résolution numérique n’appelle pas de remarque

particulicre.

10.3 TESTS DE LA VALIDITE DU MODELE

Nous retenons trois tests de base pour nous aider a retenir le modéle le plus pertinent : le
classique test du Chi-2, le test « up and down» et le test du rapport des maxima de

vraisemblance.

10.3.1 Test d’adéquation du Chi-2'"8

Notre objectif est ici de vérifier que, aprés estimation des paramétres, 1’adéquation des
données a la loi théorique estimée. On divise donc la plage des rendements en k classes. Sous

I’hypothése nulle, si N est le nombre d’observations (aléatoires) appartenant a la classe
(al-, ai+1), on a E[Ni]= np; ou p; = Pr[X € (al., ai+1)] pour i =1,...,k. Les variables Ni
suivent des lois binomiales de paramétresn etp , et donc, sous I’hypothése nulle, on a

(Ni —npi)
np.

1

—>N(0, 1—p[).

"8 Voir par exemple SAPORTA [1990].
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i=k (N —np )2 i=k (N )2
La statistique D* = ZT - np
-1 - = j

—n est donc la somme de carrés de variables

n

aléatoires asymptotiquement normales liées par la relation ZN =n. De plus les p=4
i=1

parametres indépendants sont estimés par la méthode du maximum de vraisemblance et il est

classique que la loi limite de D? est encadrée par les lois ;(ffpfl et x>, du Chi-2 a

(r—p—1)et (r—1) degrés de liberté.

Cette approximation est justifiée si n est assez grand et les P, pas trop petits avec comme regle
empirique que np, >1 et au moins 80 % des np =5 dans le souci du respect du critere de

Cochran. Si tel n’est pas le cas a cause d’une valeur de p, trop petite, on regroupe les classes
contigués. La p-valeur du test est encadrée par Prly? 2J< <P[2 2]
gués. La p-valeur du test est encadrée par Pr|y,_, | > xop |< @ < Priy. >y, | avec

2 2
Xobs = D~.

10.3.2 Test « up and down »

Ce test est utilisé pour vérifier I’indépendance des rendements. Soit Y,...,Y, une suite finie
de variables aléatoires réelles telles que : Pr(Yi = Yj) =0 pour i # j.On souhaite tester pour

un seuil a > 0, I’hypotheése nulle que les variables sont indépendantes et identiquement

distribuées contre son alternative. On introduit, pour i=1,...,n—1, les indicatrices
Z =1y oy
On appelle alors séquence de la suite z,z,,...,2,_; (composée de 0 et de 1) une succession

du méme symbole (0 ou 1) suivie et précédée de I’autre symbole ou du vide. Soit R la variable
aléatoire réelle nombre total de séquences de 0 et de 1 relevées dans la réalisation

Z,,Z,....Z,_,. On montre'"” que, sous I’hypothése H,:

(1) Laloi de R est indépendante de la loi commune des Y,

"9 Cf CAPERAA et VAN CUTSEM [1988].
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i) E(R)= "1 o V(R)z%,
(111) k- E(R) Lo, N(O,l) lorsque n — 0.
G(R

Cette approximation normale est utilisable deés que n > 25.

Le test « up and down » rejette naturellement I’hypothése H si on observe un nombre trop

faible ou trop élevé de séquences. Sa région critique, de seuil asymptotique « , est donc :

ey [RE®)|
W(x - @)°W>ql—a/2

ou ¢, ,,, estle quantile de la loi normale. La p-valeur de ce test a pour expression :

a=2 Pr{N(O,l) > M}
o(R)

10.3.3 Test du rapport de vraisemblances

I1 s’agit ici de s’assurer que 1’échantillon suit un modéle de Merton plutét que le sous-modele

constitué par le modéele de Black et Scholes.

Nous voulons donc tester H, : (?»,Q) =0 contre H;: (?»,Q) # 0 soit Hy le modéle a sauts

n’est pas adapté contre H; les sauts sont pris en compte par le modele. Pour cela, on considere

la statistique :
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2
PR
e
exp| —
i=1 oV2m 26°
L= = = __
) 2
x—p+ o
i~ U+
x exp| —
ZZIM k=0 k!X\/(G +k65 2((52+k65j

ou les x; sont les observations de 1’échantillon de rendements. La distribution de —2InL est

asymptotiquement celle d’un Chi-2 a p degrés de liberté dans I’hypothése Hy, ou p est le

nombre de parameétres.

11 APPLICATIONS

Nous décrivons ci-apres trois applications simples du modele proposé. L’objectif est
d’illustrer a la fois la simplicité de mise en ceuvre du modele, a peine plus complexe que celui
de Black et Scholes, et ’intérét de son utilisation dans les problémes d’assurance que ce soit
pour le provisionnement de certaines garanties dans les contrats d’épargne (exemple 11.2 ci-
dessous) ou pour la détermination du capital cible dans le référentiel Solvabilité 2 (exemple

11.3 ci-dessous).

Nous commengons par I’illustration de la méthode d’estimation des paramétres du modele.

11.1 AJUSTEMENT DU MODELE A SAUTS SUR DES COURS BOURSIERS

Pour les applications numériques, nous utilisons des observations quotidiennes des cours du
titre Alcatel, obtenues sur http://www.yahoo.fr. A partir de ces cotations, nous recalculons le

rendement quotidien de la maniére suivante :
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Nous obtenons ainsi un échantillon i.i.d. a partir duquel nous calculons les estimateurs
empiriques des quatre moments nécessaires a 1’estimation initiale des parametres : espérance

empirique et les trois premiers moments centrés.

Nous disposons d’observations quotidiennes des cours pour la période du 25 juin 2002 au 21

janvier 2005, soit 659 cours, dont I’allure générale est la suivante :
15

12 {\ Ak

M g ",

0 t t t t t t t t t t t t t

25/06/02 03/09/02 12/11/02 27/01/03 08/04/03 20/06/03 29/08/03 07/11/03 21/01/04 31/03/04 11/06/04 20/08/04 29/10/04 07/0:

Cours

Fig. 29 : Cours a la cloture du titre Alcatel

Le rendement quotidien évolue de la maniére suivante :

40% +

30%

20%

10% A

Rendement

0%

—10%‘| || |

5 O @ & @ > > > > SRS
0%\61/ 0"5\& \,\& & & & ¢ F F & & &
s N S \ $ N N $ $ S $ N §
BN N A N S N G- AN R S B - A\
Date
Fig. 30 : Evolution du rendement quotidien
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Le cours moyen du titre précédent est de 9,07 €, pour un écart-type de 2,97. Le coefficient de
variation vaut 32,70. Le rendement (quotidien) moyen du titre est de 0,000194695, pour un
¢cart-type de 0,042257214 pour la période étudiée. Le coefficient d’asymétrie du rendement
du titre est de 0,527 (a comparer a 0 pour celui d’une loi normale) et le coefficient

d’aplatissement de la variable rendement vaut 9,76.

Ces premicres statistiques sur le rendement nous permettent de penser que I’échantillon ne
suit pas une loi normale. Le caractére non gaussien des rendements apparait clairement sur le
graphe ci-dessous, sur lequel on a représenté la distribution empirique et la distribution

gaussienne ajustée par le maximum de vraisemblance :

0,08

0,07 vﬂ
0,06 /
0,05
0,04 A
0,03

3

A
0,02 7 1}
'/J V N
4 \
0,01 " A
r' v\’\\}"-A_M
AN AL ‘ : : AA A/

Probabilité

0 f \ : : \
-25% -20% -15% -10% -5% 0% 5% 10% 15% 20%
Rendement

Fig. 31 : Distribution du rendement

Les moments centrés empiriques valent sur cet exemple :

m = 0,000194695 m, = 0,001784135

my = 4,05434%10°  m6 = 2,83631%10°°
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Les estimateurs de la méthode des moments et ceux du maximum de vraisemblance sont

présentés dans le tableau suivant'*° :

Meéthode des moments | Maximum de vraisemblance
o8 0,00067364 0,00060628
o’ 0,03095012 0,02785511
A 0,99328746 0,89395872
(55 0,02884728 0,03173200
Tab. 11 : Estimateurs des moments et EMV

(En considérant qu'une année comporte 250 jours ouvrés, le rendement annuel moyen du titre

est d’environ 5 % et la variance globale est égale a 45 %, soit une volatilité de 67 %).

On constate qu’environ 50 % de la variance du rendement est expliquée par la composante a
sauts, qui n’est donc pas négligeable. Au surplus, le passage des estimateurs par la méthode
des moments aux estimateurs du maximum de vraisemblance augmente ici légérement le
poids de la composante a sauts. En comparant la distribution avec les sauts et la distribution

log-normale, on trouve :

12 -
Merton - - - -Black et Scholes

a\
8

Densité
\\
/

O 1 1 1 T T T T T T T T T T T ! ! !
-0,20 -0,16 -0,12 -0,08 0,08 0,12 0,16

-0,04 0,00 0,04 0,20

Valeur
Fig. 32 : Densité des deux modéles de rendement

1201 *unité utilisée est le jour.
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L’analyse statistique se conclut par de faibles p-valeurs pour les tests d’adéquation de
I’échantillon au modele proposé. Par conséquent, et comme on pouvait s’y attendre,

I’adéquation du mod¢le aux données est imparfaite.

Toutefois, notre but étant d’améliorer le modéle de Black et Scholes, il nous parait intéressant
de comparer les statistiques du Chi-2 pour le modéle de Merton et pour le modele de Black et
Scholes. Nous constatons que la statistique est dans le cas de Black et Scholes nettement
supérieure a celle dans le cas de Merton. Cela corrobore le fait que la part de variance

expliquée par la composante a sauts n’est pas négligeable.

11.2 PRIX D’UNE OPTION D’ ACHAT EUROPEENNE

Afin d’illustrer sur un cas simplifi¢ I’impact du choix du modele d’actif sur les résultats
obtenus, nous nous intéressons ci-aprés a la valorisation d’une option d’achat européenne
avec d’une part le modele classique de Black et Scholes et d’autre part le modéle de Merton.

Nous évaluons également la probabilité¢ d’exercice de I’option.

Dans le cas du modele de Merton la mesure martingale n’est plus unique et le marché est donc
en situation d’incomplétude. Différentes approches peuvent étre retenues pour justifier le
choix de la mesure utilisée pour tarifer I’option'*'. Nous retenons ici la solution initiale de
Merton consistant a considérer que le risque associé a la composante a sauts est non
systématique (propre au titre) et donc diversifiable : on ne lui associe pas de prime de risque.

Cela conduit donc a évaluer simplement I’espérance des flux associés.

Afin de réaliser une comparaison entre les deux approches, nous imposons A =1 et

contraignons la variance des rendements dans les deux modeles a étre égale, ce qui conduit a

imposer o5, =6° +Ac.. Avec une espérance de rendement de 8 % (en taux discret), une
volatilit¢ globale de 25% (i.e. opg =0,25), et une décomposition de la volatilité des
rendement avec sauts de ¢ = 0,15 et o;; =0,2, on obtient les lois des rendements dans les

deux mod¢les qui ont I’allure suivante :

12l Voir BALLOTTA [2004] qui détaille ce point.
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1
A~ rE

Probabilité

-1 -0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Rendement
Fig. 33: Densité du rendement

On remarque notamment la queue de distribution plus épaisse obtenue avec le modele de

Merton.

On considere un titre coté 100 a 1’origine, le prix d’exercice est égal a 110 et la maturité de

I’optionest 7' =1.

On constate alors que la probabilité d’exercice est quasiment identique dans les deux modeles,
¢gale a 42 % ; le prix de I’option est par contre de 9,15 dans le modele de Black et Scholes et
de seulement 5,20 dans le modele de Merton. Plus généralement, lorsque 1’on fait varier la
part de variance associée a la composante a sauts, la probabilité¢ d’exercice reste stable, alors
que le prix de I’option varie (et est d’autant plus proche de celui donné par Black et Scholes

que la part de volatilité associée aux sauts est faible).

On mesure ainsi I’incidence potentielle sur le provisionnement et la tarification des garanties

plancher des contrats en unités de compte du choix du modele d’actif.

11.3 SOLVABILITE 2 : IMPACT SUR LE CAPITAL CIBLE

Le futur référentiel de solvabilité européen (Solvabilité 2) imposera aux sociétés d’assurance

de disposer d’un niveau de fonds propres directement li¢ aux risques qu’elles supportent (cf.
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page 153). 1l s’agira donc pour les sociétés de modéliser tous les risques auxquels elles sont

soumises et de calculer par le biais d’une mesure de risque le besoin en capital.

Dans un tel contexte, les modéles d’actifs retenus auront un impact sur 1’exigence de fonds
propres. En particulier, nous allons voir qu’avec des caractéristiques de rendement similaires,
modéliser les cours par un brownien géométrique ou par le modéle de Merton a des

conséquences importantes sur le capital cible.

. \ 122 .
Pour illustrer cela, nous reprenons le modele de Deelstra et Janssen “~ qui proposent de
modéliser une société¢ d’assurance de manicre agrégée par deux processus : un pour l’actif

et un autre pour le passif (L . Dans certains cas, par exemple lorsque ces deux
t>0 p p 17t>0 p p q

processus sont des mouvements browniens géométriques, cette modélisation permet d’obtenir
des résultats explicites concernant les probabilités de ruine de la société. Dans ce modele, la

richesse de la société a la date 7 est égale a 4, — L, et la société est en ruine a cette date si

cette richesse est négative.

Pour illustrer I’impact de la prise en compte des sauts, nous allons modéliser le passif par un

mouvement brownien géométrique :

2
L, = Lyexp pL—% t+0LBtL ,

et allons successivement étudier les situations ou le processus d’actif intégre ou pas des sauts.

11.3.1 Absence de sauts

Dans cette situation, on se trouve dans la situation standard de Black et Scholes ou 1’actif

évolue selon le processus A :

c
A, = Ay exp MA_TA t+ 0B

122 DEELSTRA et JANSSEN [1998].
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Intéressons-nous dans un premier temps a la ruine a I’instant 7. La société est en ruine en 7 si

sa richesse est négative ou, de maniere équivalente, si

A
at:lnft<0.
t

Dans notre situation (absence de saut), le processus d’adéquation actif-passif a, est un

mouvement brownien avec dérive ; en effet :

2 2
c0,—0

— A L A L

a =ay+|ny—uy AL+ o8~ o B

En faisant I’hypothése courante, en assurance non-vie notamment, que les mouvements

browniens B et B sont indépendants, on peut écrire :

2

2
6,—0C
— A L 2 2
a, = ay + “A_“L_T t++oy+07B, .

De cette expression, vient le calcul de la probabilité d’étre en ruine en # :

2 2
Pr[al<0]:Pr agp + MA_HL_% t+w/0i+c%Bt <0].
Comme a la date ¢, B, ~ N(O,\/; ), il vient :
6 — o2
W=y — A L

- a 1
Pr[at < O]z O —2 -
2, 2t
GA +‘GL
Les bonnes propriétés du mouvement brownien font que 1’on dispose d’une formule explicite

de la probabilité d’étre en ruine entre 0 et ¢. En effet, en remarquant que

Pr[3s < [0,¢]] 4, < 0]= Pr[ inf a, < 0} = Pr[ sup —a, > 0},

0<s<t 0<s<t

il est possible d’utiliser la relation suivante'> :

' Démontrée dans REVUZ et YOR [1999].
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- i —2Ba _&
Pr[ sup(Bt—Bt)>a}: ! CD(\EHMJ” CD(B\E \E] pour o > 0
0<s<t

1 pour a < 0.

2 2
6461

Mgy —Hp— )

)

Dans notre cas, 0 = ———— et f =
[2 2 \/2 2
GA"FGL GA+GL

initiale est strictement positive soit 4, > L, (le cas contraire correspondant a la ruine en 0), il

. En supposant que la richesse

vient donc :

o,—0
A L
: ag Hahi—
Pr[ inf as<0}= 1-@ Jt
0<s<t \/ 2 \/ 2
G, +o;)t 6, +0;
0'2 —02
“’A_HL_ 4 L 02 _02
o2 462 Mg~ 4 > ag
+e ATPL ()] > \/_—

11.3.2 Prise en compte des sauts

A présent nous allons voir I’impact de la prise en compte des sauts sur le niveau de la

probabilité de ruine. L’actif est maintenant modélisé par le processus suivant'** :

2 N,
Y A

4, = A4y exp “A_TA t+o B+ Uy

k=1

ou N est un processus de Poisson d’intensité A et ou les variables alé¢atoires U;,U,,... sont

mutuellement indépendantes et distribuées selon une loit N (0, oy )

En supposant toujours I’indépendance entre le risque du passif mod¢lisé par B etles risques

d’actif modélisés par les processus N, B? et l1a suite U, U,,..., le processus d’adéquation

actif-passif a la forme :

124 x7 s . cax
Voir la section E pour les propriétés de ce processus.
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2 2 N,
G,—0 [
= A L 2 2
a, =ay+ HA_“L_T“‘ GA+GLBt+EUk'
k_

=1

La probabilité de ruine a la date t est :

N, 2 2
Pr[at<0]:Pr \/0124+ciBt+ZUk<—a0— uA—uL—%t ,
k_

=1

dont une expression est donnée par la proposition suivante :

Proposition 5 : Lorsque N, BA, BY et U sont mutuellement indépendants, on a:

+00 2 2
ag +u,t | o (M) . 64—6C
0 t A L
Pr[at<0]: E (0] —2—“2 e —, o Mg =Wg—Hp == et
n=0 6, +noy n

| 2 2

Démonstration : Le résultat provient de 1’application du théoréme des probabilités totales :

2 2
Pr[at <0]= fPr 1/0i+0%3t +Zn:Uk < -ay— uA—uL—% t Pr[Nt =n], en
n=0 k=1

n
remarquant que w/ci + (5% B, + ZUk ~ N(O, \/(ci + G% )t +n 0%] ) O

k=1
La probabilité d’avoir été en ruine sur I’intervalle [0, t] n’a pas d’expression explicite, et doit

étre évaluée numériquement. En pratique, on pourra utiliser des méthodes de simulation pour

estimer cette quantité.

11.3.3 Application numérique

Dans un contexte de type Solvabilité 2, une société d’assurance devra disposer d’un niveau de
fonds propres (le capital cible) qui contrdle le risque global de la société a un horizon
prédéterminé. Considérons ici que la mesure du risque global de la société est la probabilité

de ruine qu’il s’agit de controler a horizon 1 an avec une probabilité de 1 %.

Nous avons supposé qu’au bout d’une année, la société doive avoir un actif assez important

pour venir en contrepartie d’un passif qui vaudra, de maniere certaine, 100. L’assureur
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dispose en 0 de ce méme montant en provisions, il s’agit donc de déterminer le montant du

capital cible y tel que :

N
62 1

Pr| (100 + y)exp u—7+GBl+ZUk <100 | < 0,01.
k=1

Par ailleurs, nous avons utilis¢ les parameétres suivants :

2

(¢}
- —=1In0,08
! 2

L=15 o +iop = 0,16,

Le rendement discret du titre est donc de 8 %, il y a en moyenne 1,5 sauts par an et 1’écart-

type du rendement est égal a 40 %. Nous nous intéressons a la variation du capital cible en

fonction de la part de la variance expliquée par la composante a sauts (o avec les notations

introduites supra en 10.1).

Selon que le risque est modélisé uniquement par la composante a sauts (a = l) ou uniquement

par le mouvement brownien (o =0), les distributions du cours du titre en 1 sont trés

différentes (pour un prix d’achat de 100 en 0) comme le montre le graphique suivant.

."‘ —_—a=1

—ca=0

1,0
0,8
@ 0,6
E
[:-]
K=}
e
o 0,4
. /
0,0 T
0 50
Fig. 34 :

100 150 200 250 300 350 400 450
Cours de I'actionen 1

Distributions du cours de [’action en 1 pour o.=1 et o. =0

500
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Lorsque toute la variabilité est représentée par les sauts, on remarque qu’une partie de la

courbe est plate. Cette partie de la fonction de répartition correspond a la probabilité qu’il n’y

ait pas de saut Pr[Nl = O] =t~ 0,22 auquel cas le rendement est de 8 %.

Le graphique suivant nous indique le montant du capital cible en fonction de la part de la
variabilité représentée par la composante brownienne. Rappelons que nous travaillons a
variance du rendement constante et que la variabilité qui n’est pas représentée par le brownien

I’est par la composante a sauts.

180

170

160

Capital cible

150

140

130 T T T T T T T T T
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

o

Fig. 35: Niveau du capital cible y en fonction de o

I1 ressort de cette illustration, que 1’utilisation d’un modele de type Black et Scholes conduit a
sous-estimer le niveau du capital cible dans une proportion qui peut étre importante. Ainsi si
la moitié de la variabilité globale est expliquée par les sauts, le capital cible issu du mode¢le de
Black et Scholes sous-estime de 13,5 % le « vrai » besoin en capital. Ces résultats peuvent
étre rapprochés de résultats analogues obtenus dans une problématique d’assurance non-

- 125
vie .

12 Voir par exemple PLANCHET et THEROND [2005].
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12 CONCLUSION

Le modéle de Black et Scholes est devenu un standard utilisé dans de nombreuses situations
pratiques en assurance : calculs d’engagements (garanties planchers sur les contrats en unités

de comptes), allocation d’actifs, détermination de la probabilité de ruine, etc..

La principale qualit¢ de ce modéle réside dans sa facilit¢ de mise en ceuvre (calcul des
fonctionnelles associées, estimation des parameétres, etc.), son adéquation aux données étant

en générale de qualité modeste.

Le modéle que nous présentons ici, proposé initialement par Merton, nous semble préserver la
simplicité d’utilisation, tout en améliorant de manicre sensible I’adéquation aux données. Il
nous semble d’autant plus intéressant qu’il permet d’intégrer a la modélisation de ’actif des
propriétés telles que I’asymétrie et une queue de distribution plus épaisse que celle d’une loi
normale, ces propriétés n’étant pas sans conséquence sur I’appréciation du niveau du capital

de solvabilité au sens de Solvabilité 2.

Ainsi, les réflexions sur le modéle standard'*® de Solvabilité 2 doivent & notre sens intégrer ce
type de modéle pour garantir une appréciation suffisante de la solvabilité dans ce nouveau

référentiel.

126 Voir par exemple DIEHICHE et HORFELT [2004], PLANCHET et THEROND [2005] ou encore CEIOPS [2006].
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PARTIE 3: ANALYSE DES RISQUES ACTIF-PASSIF

L’analyse des risques actif-passit d’un régime de rentes viagere a fait I’objet de nombreux
travaux. Dans le cadre de la détermination de 1’allocation stratégique, le modele fondateur de

Markowitz'?’

reste un standard, malgré ses nombreuses limites et a donné lieu a de
nombreuses variantes visant a prendre en compte les contraintes liées a la structure du
passif'?®. La variante proposée par Leibowitz et Kogelman est par exemple exploitée dans

cann 129 1 ., )
Fargeon et Nissan =, donc nous utiliserons certains résultats infra.

Le projet Solvabilité 2 vient bouleverser ce paysage ; en effet, jusqu’a présent la réflexion sur
I’actif d’un régime de rentes viagere est positionnée en aval de la détermination du niveau
global du capital allou¢ (provision + fonds propres). L’allocation retenue, qui doit bien
entendu respecter un ensemble de contraintes réglementaires assez fortes'’’, n’a pas

d’incidence sur le niveau du capital alloué.

Le dispositif Solvabilité 2, en introduisant comme critére de détermination du capital de
solvabilité (montant de capital a ajouter aux provisions mathématiques) le contrdle d’une
probabilité¢ de ruine, induit du méme coup un lien fort entre I’allocation effectuée et le
montant de capital objet de cette allocation : plus le niveau de risque de I’allocation choisie
est ¢leveé, plus le montant de capital de solvabilité est élevé. Ceci complique a priori
sensiblement la réflexion actif-passif pour un régime de rentes. On notera toutefois que les
grandes lignes d’un mode¢le standard telles que 1’on peut les anticiper a la lecture du QIS 2
¢ludent cette difficulté en fixant le capital sans référence explicite a la probabilité de

ruine™'...

Nous analysons a la section G la mise en ceuvre d’un critére de contrdle d’une probabilité de

ruine pour un régime de rentes, et proposons un nouveau critére évitant le recours direct a

127 MARKOWITZ [1952].

128 parmi lesquelles on peut citer CAMPBELL et al. [2001] et LEIBOWITZ et KOGELMAN [1991].
129 EARGEON et NISSAN [2003].

10 Voir pour I’essentiel les articles articles R332-1 a R332-18 du Code des Assurances.

131 CEI0PS [2006]
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cette probabilité tout en étant naturellement adapté a la chronique des flux futurs de

prestations.

A la section F, nous nous intéressons a la prise en compte du risque financier dans le cadre
d’un fonds collectif de retraite. Cette section est 1’occasion d’évoquer la prise en compte de
rentiers en cours de constitution des droits et les problématiques de financement d’un régime
de retraite. On y introduit la notion de «taux de cotisation d’équilibre », qui fournit un
indicateur synthétique du colit d’un régime de retraite a prestations définies, en référence au

niveau de la masse salariale.
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F. PRISE EN COMPTE DU RISQUE FINANCIER DANS LA GESTION D’UN

FONDS COLLECTIF DE RETRAITE ' >?

On considere ici un régime qui garantit une pension a des salariés retraités et invalides de
l'entreprise 2 % par annuité validée appliqués au dernier salaire. Le bénéficiaire doit justifier
d'un minimum d'activité de 15 ans, et le maximum d'annuités est de 37,5. La pension est
majorée de 10 % pour 3 enfants €levés, puis de 5 % par enfant supplémentaire. La pension
majorée qui sera servie ne peut excéder le salaire de fin de carriere. L'age d'entrée en

jouissance de la pension est de 60 ans.

Une pension de conjoint survivant est accordée aux conjoints de salariés décédés en activité,
ainsi qu'une pension de réversion aux conjoints survivants de salariés retraités. Ces pensions
s'éleévent a la moiti¢ de celle qu'aurait percu le salarié au jour de son déces. La majoration
familiale est également accordée pour moitié au conjoint survivant, dans la mesure ou il a lui-

méme ¢levé les enfants ouvrant droit a cette majoration.

Le régime ainsi décrit est un régime assez classique dans les organismes publics, et a servi de
modele a un certain nombre de régimes de retraite supplémentaire d’entreprise destiné a des
cadres ou des cadres dirigeants. Un nombre important de ces régimes ont été¢ fermés ces

derniéres années, du fait de leur cofit trés €levé pour 1’entreprise.

Pour les applications numériques, on considérera un cas réel avec un effectif de bénéficiaires
du régime d’environ 30 000 personnes, dont 16 000 salariés actifs et 14 000 inactifs. Les
graphiques suivants montrent 1’évolution dans le temps des flux espérés que le régime aura a

verser au titre des prestations de rentes de conjoints, réversion et retraite :

132 Cette section s’appuie sur PLANCHET et MAGNIN [2000].
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Fig. 36 : Flux de prestations espérés du régime

On note bien entendu la prépondérance des prestations de retraite directe. Les prestations de
conjoints (associées a des déces en activité) sont tres faibles'*’. La croissance initiale des flux
de prestations s’explique par les départs en retraite progressifs des actifs, que les déces des
pensionnés ne compensent pas dans un premier temps. Dans une seconde phase (apres

environ 30 ans), les flux de prestations espérées se mettent a décroitre.

On s’intéresse dans un premier temps a la détermination de I’engagement du régime (en
présence d’un taux d’actualisation stochastique), puis, dans un second temps, au financement

des prestations au travers de la mise en place d’un fonds collectif.

Cette problématique est classique et, dans le contexte prudentiel actuel, le choix d’un taux

technique prudent (égal au maximum a 60 % du TME) associé a un choix également prudent

134

de la table de mortalité intégre de fait une marge de risque dans I’évaluation ~". Aussi, dans la

dynamique du fonds collectif :

F=(F_—P+C)(1+7,),

]

133 Et en tout état de cause du second ordre par rapport  la retraite directe et la retraite de réversion associée au
déces d’un retraité.

1 Pour autant qu’on ne prenne pas en compte de maniére implicite une revalorisation dans la mesure de
I’inflation, qui supprimerait alors la marge de risque associée au taux d’intérét prudent (cf. la section B sur ce
point).
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avecC; = ax MS; la cotisation de I’année i, « le taux de cotisation supposé constant, P; le

montant des prestations espérées et MS; la masse salariale, le taux de cotisation d’équilibre :

inclut-il lui aussi une marge de risque. Cette marge de risque reste toutefois implicite. Ces

. _VAP(P)-F_,
" vAP(MS)

différents éléments sont synthétisés dans la « table de trésorerie » du régime :

Année Masse Salariale Cotisations Prestations Taux Fonds
0 2 473 439 488 1293971 470 31 463 228 1.50% 24 829 445 858
1] 2 506 275 328| 1311 149 428 49 669 872 1.50% 26 482 289 287
2| 2534 645 760 1325991 324 65 581 781 1.50% 28 158 839 303
3 2549 651 712 1333841636 95 711 570 1.50% 29 837 923 900
4 2 544 468 736| 1331 130 180 131 482 110 1.50% 31 503 135 540,
5 2528 111 104 1322 572 740 172 454 157 1.50% 33 143 052 924
6 2504 132 864 1 310 028 606 208 914 678 1.50% 34 757 829 343|
7 2472 483 584 1293 471 392 256 732 753 1.50% 36 331 486 490,
8 2 394 520 832 1252 685 443 330 904 364 1.50% 37 812 066 570
9 2299 175 936 1202 806 085 398 899 169 1.50% 39 195 213 075

Tab. 12 : Table de trésorerie du regime

Incidemment la formule de détermination de la cotisation d’équilibre indique que 1’on

raisonne ici en groupe fermé (pas de nouveaux entrants dans le régime).

Les approches tant IFRS que Solvabilité 2 conduisent a revoir les hypothéses pour retenir des
hypothéses « réalistes ». Nous laissons ici de coté I’hypothése de mortalité, dont I’impact a été
discuté supra, et nous intéressons aux conséquences du choix d’un taux d’actualisation « de
marché ». Dans ce nouveau contexte, le taux de cotisation d’équilibre du fonds collectif

n’inclut plus de marge de risque, et il convient donc d’en déterminer une.

On suppose a présent que le taux de rendement du fonds est aléatoire et on propose donc

d'introduire un "fonds de couverture pour aléas financiers", alimenté par une sur-cotisation /£.
Le taux de cotisation additionnel £ sera déterminé en fixant la probabilité¢ de ruine du fonds

sur 1’horizon de gestion du fonds. Ces ¢léments sont présentés de manicre plus formelle dans

la section suivante.

-107 -



13 MODELE PROPOSE

On note Pl-j la prestation servie I'année i a 1'individu j a condition qu'il soit retraité et encore
en vie et 7 la probabilité de servir cette prestation. Le calcul de cette probabilité ne sera pas

P s \ . o1 .
abordé ici, on pourra se reporter a I’article d’origine'*>. On notera simplement que pendant la
phase d’activité on doit intégrer au mod¢le, outre le déces, d’autres causes de sortie, comme
par exemple le turnover, mais que cela ne change pas formellement la modélisation. Le

processus de flux peut donc s'écrire comme suit :

| Bjavec la probabilité Ty = Pr(Tx >ins; < i)
Vj € {lw ALVi e INF/ =

0 avec la probabilité 1 — Pr(Tx >iNns; < i)

ou 7, est la variable aléatoire "durée de survie d'une téte d'dge x" et s j le nombre d’années

jusqu’au départ en retraite. Nous utiliserons un modele de taux CIR pour le taux

d’actualisation, également utilisé pour déterminer le rendement du fonds collectif, soit :

dr(t) = a(r - r(t))dt+0' r(t)dz .

Pour les applications numériques on  utilise la  discrétisation  d’Euler

Pl = rt+a(r -7 )—FO‘,/ &, avec (51) un bruit blanc gaussien.

L’engagement associé au salari¢ j est dans ce cadre une variable aléatoire décrite par :

et la provision est calculée avec VAP’ = E[E(VAj ‘ rai=1, 2,...,9)] .Ona:

135 Cf. PLANCHET et MAGNIN [2000].

- 108 -



1 .. NPT .
Le calcul de E — n’est pas trivial, sauf a simplifier excessivement le processus de

H(1+rk)

k=1

taux, aussi on se contentera dans les applications numériques de [’estimateur empirique

1 & 1 e .
— Zl— La somme des engagements individuels conduit a 1’engagement total du
n
S Ta+rd
k=1
régime.

L’équation de décomposition de la variance fournit un outil simple pour analyser dans la
variance totale de ’engagement la part de variance expliquée par le risque d’assurance et celle

expliquée par le risque financier. On écrit pour chaque individu :
Varlva? )= varlEla/ |1,y i = 1,20+ Earlval|,i = 12,.00)
risque de taux risque d'assurance

Le risque de taux est estimé par :

2
= 1,2,...9) — V4P’ }

1 & :
E(VA/

et le risque d’assurance par :

n

1 .
—Z[Var(VAJ
oo

K= 1,2,...9)} .

- 136
Pour le calcul du risque d’assurance, on remarque que ~ :

13 pour alléger 1’écriture on omet 1’indice de I’individu.
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Var(VAl 1y, j =1,..0) = z — 7, (=7, )PP (s 1)
’O(H(1+r,))

=1

Q Q
1
+ZZ Z (i t+] ”t+i(1_”t+j)Pi(x9h’t)Pj(xahaf)
S Tas s Ja+nn
I=1 I'=1

D’un point de vue pratique on se rameéne donc a calculer les estimateurs :

lz 1 IZ 1

n n

i !H(H"k } A= {H(l+rk MH(Hrk. }

des espérances de :

1 1

— ¢t
t+i t+i t+j

qTa+n» (H(1+r,))(H(1+r,f))
=1

En supposant les individus indépendants entre eux (conditionnellement a une courbe de taux),

les résultats pour le groupe complet s’en déduisent aisément.

Enfin, une fois I’engagement évalué, le taux de cotisation additionnel est déterminé en

controlant que le mode¢le :

1

F=(Fiq=B+(a+ p)ms;)(1+7;)

satisfasse Pr {Eli/ F, < 0} <, avec r,, laprobabilit¢ de ruine maximum admissible.
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14 APPLICATIONS NUMERIQUES

14.1 ENGAGEMENT DU REGIME

Une fois actualisés a 1,5 %, ces flux représentent un engagement d'environ 44 Md€ pour les
actifs, et 26 Md€ pour les inactifs, soit 70 Md€ pour I’ensemble du régime. Dans la suite nous
ignorons les inactifs, considérant que des provisions suffisantes auront été accumulées pour
pouvoir faire face exactement a la promesse du régime a leur égard (en d’autres termes, les
rentiers actuels sont considérés gérés dans un fonds dédié, ce qui ne change pas

fondamentalement le raisonnement).

Au-dela de D’espérance, le modeéle proposé permet d’obtenir aisément la distribution

empirique de I’engagement :

0.1
0.09 -
0.08 -
0.07 -
0.06
0.05 -
0.04 -
0.03 -
0.02
0.01
0 i
o = o o o o o o = o = o o o
i i - i - i - i - i - - i —
+ + + + + + + + + + + + + +
L L L L L L L 1] L L L L (] L
< 0 © ~ © <) o — ~ ™ < 0 © ~
© © © © © © ~ ~ N~ ~ ~ ~ N ~
Fig. 37 : Distribution empirique de I'engagement

Pour ce qui concerne la décomposition de la variance entre risque d’assurance et risque
financier, sur un groupe de cette taille, seul le risque non mutualisable subsiste et représente

plus de 98 % de la variance totale.
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14.2 FINANCEMENT VI4A UN FONDS COLLECTIF

Pour un régime en cours il existe a priori déja un fonds constitué, qui constituera notre fonds
initial, F;. Le niveau de ce fonds est contraint par des dispositions fiscales et comptables :
d’un point de vue fiscal, il ne doit pas étre trop élevé, car alors la charge de dotation du fonds
serait considérée comme non justifiée et donc non déductible. Du point de vue comptable, il
doit étre suffisamment élevé pour faire face aux engagements pris'>’. Nous supposerons ici
que le provisionnement des engagements a ¢été régulierement effectué en conformité avec les
régles de la norme IAS 19. Nous ferons ainsi l'hypothése de croissance linéaire du
provisionnement de I'engagement d'un individu, du début de ses cotisations a son départ en

retraite® :

Ancienneté au terme

Ancienneté actuelle
/—/;\
>
Fig. 38 : Provisionnement des droits passés au sens de I'[AS 19

Or les actifs que nous étudions ont une ancienneté moyenne de 19 ans et ils ont en moyenne
43 ans, ils devraient donc avoir une anciennet¢ moyenne de 36 ans au moment de leur départ
en retraite. Le rapport de 19 sur 36 est environ 53 %, et c'est donc la proportion de
I'engagement pour les actifs (44 Md€) que nous retiendrons pour constituer le fonds initial,

soit 23 Md€.

Le taux de cotisation résultant est de 52,3 % (incidemment, la valeur de ce taux de cotisation
d’équilibre fournit une illustration du cott tres élevé du régime étudié, qui est en pratique tres

largement financé par I’employeur). Ce taux conduit par construction a un fonds équilibré :

17 Les principes généraux du provisionnement des engagements sociaux en norme IAS 19 sont décrits dans
PLANCHET et THEROND [2004b].
¥ Nous suivons en cela la convention de I’ « acquisition prorate » de la norme IAS 19.
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Partant de cette situation de référence, toute perturbation de la structure des taux de rendement

Fig. 39: Projection du fonds collectif

du fonds induit un déséquilibre, dans un sens favorable ou défavorable.

Les parametres retenus pour le modele de taux sont les suivants: rp=1,5%, a=0,8 et

o =4 %. Une trajectoire typique du mod¢le a I’allure suivante :

3.00%
1.50% -
0.00% ‘ ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100
Fig. 40 : Exemple de trajectoire du taux de rendement du fonds

L’indicatrice de ruine est une variable aléatoire X =1 { de loi de Bernoulli qui prend la

3i/ F;<0}

valeur 1 (ruine) avec la probabilité p =FE (X ), et la valeur 0 sinon. On retient donc comme

n

X

i
i=1

estimateur de la probabilité de ruine p= X =

S | =
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1 000 observations ont été simulées et fournissent une estimation de cette probabilité de 54 %.
Partant d'une situation d'équilibre et avec équiprobabilité de perturber les taux a la hausse ou a

la baisse, une probabilité de ruine proche d'un demi n'est pas surprenante.

Le graphe ci-apres illustre 1'évolution du fonds d'un régime dont la ruine est évitée par

['utilisation de cette réserve :

5.E+10

Fig. 41 : Trajectoire du fonds collectif stabilisée par la réserve

Nous avons donc effectué différentes séries d'observations en augmentant le taux de cotisation

additionnel. Les résultats obtenus figurent dans le tableau qui suit :

Tau;ddd?tfg;ﬁ;tlon Probabilité de ruine
0% 54%
1% 38%
2% 23%
3% 13%
4% 7%
5% 3%
6% 1%
7% 0%
8% 0%
Tab. 13 : Probabilité de ruine en fonction du taux de cotisation additionnel

S114-



Grapiquement, 1’évolution de la probabilité de ruine en fonction du taux additionnel conduit

a:
60%
50%
c
S 40%
(3]
©
@ 30%
%
o 20%
e
a
10%
0%
0% 1% 2% 3% 4% 5% 6% 7% 8%
Taux
Fig. 42 : Evolution de la probabilité de ruine en fonction du taux de cotisation additionnel

La constitution de cette réserve pour aléas financiers a donc une influence importante sur
l'estimation de la probabilité de ruine du régime. En effet, une cotisation additionnelle de 1 %,
soit seulement environ 2 % du taux contractuel de cotisation, diminue quasiment du tiers la

probabilité de ruine du régime.

Cette approche permet non seulement au gestionnaire d'apprécier le risque de ruine encouru
par son régime de retraite, mais aussi I'évaluer le colit que représenterait une couverture

supplémentaire correspondant mieux a ses contraintes de solvabilité.

Ainsi la « prime de risque » associée est maintenant explicite (alors qu’elle n’est qu’implicite

avec un choix « prudent » du taux d’actualisation).
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G. RENTES EN COURS DE SERVICE : UN NOUVEAU CRITERE
D’ALLOCATION D’ACTIFS '’

La détermination de [D’allocation d’actif est un théme central dans les problématiques
d’assurance vie, particulicrement développé dans le contexte des contrats d’épargne et des
régimes de retraite supplémentaire. Dans le cas de la retraite, ou de prestations de rentes
viageres, la durée des contrats permet aux services de gestion actif/passif d’élaborer des
stratégies d’allocation d’actifs a long terme a priori indépendantes de spéculations a court

terme (qui relévent de 1’allocation tactique).

La gestion d’un régime de retraite fait intervenir de ce point de vue deux phases distinctes :
une premiere phase de constitution des droits, avec la distinction classique entre les régimes a
cotisations définies et les régimes a prestations définies, et une seconde phase de restitution,
une fois la rente liquidée. Cette distinction est particulierement marquée dans le cas des
régimes d’entreprise assurés, la nature de 1’engagement de 1’assureur étant complétement
différente dans chacune de ces deux phases ; en pratique 1’assureur n’assume en effet un
engagement viager que pour la phase de restitution, apres le prélevement du capital constitutif

de la rente du fonds des actifs pour le transférer dans le fonds des retraités'*

(I’insuffisance
du fonds en phase de constitution conduit simplement a un appel de cotisation
complémentaire). Incidemment, il faut donc noter que les fonds des actifs et des retraités sont
dans ce cas distincts et les allocations sont différentes dans ces deux phases (cette question est

abordée par exemple par Battochio et al.'*").

Nous nous intéressons dans ce travail a la question de I’allocation d’actifs en phase de
restitution uniquement. En particulier, nous n’abordons pas la question de la fixation du
niveau du taux de cotisation d’un régime a prestations définies, qui est une problématique
connexe a celle de 1’allocation d’actifs pour le fonds des actifs ; une abondante littérature est

S . : 142
consacrée a ce sujet : on pourra par exemple consulter les travaux de Boulier et al. ™, Josa-

139 Ce texte est adapté de PLANCHET et THEROND [2004a] ; il constitue la version pour I’assurance-vie d’une
analyse proposée également dans un contexte non vie dans PLANCHET et THEROND [2005a].

19 On peut d’ailleurs remarquer que la distinction cotisations définies / prestations définies est dans ce contexte
décisive pour I’entreprise, mais pas pour 1’assureur d’un régime supplémentaire de retraite.

I BATTOCHIO et al. [2004].

"2 BOULIER et al. [2001D].
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Fombellida et Rincon-Zapatero'*. L’analyse de I’engagement de tels régimes d’entreprise est

décrite a la section F.

L’analyse de la dynamique du régime en phase de restitution conduit dans un premier temps a
considérer le groupe fermé des pensionnés en cours de service. Lorsque le régime n’est plus
en phase de montée en charge, 1’extension au groupe ouvert peut étre ensuite prise en compte
au travers du pilotage du régime, qui conduit a actualiser régulie¢rement les études actuarielles
sur la base des données révisées. Ce mécanisme inclut de fait une auto-correction et un
ajustement lissé au fil du temps des paramétres techniques du régime. Cette approche est de

plus en phase avec la gestion de ce type de régime par les assureurs'**.

Les premiers mod¢les d’allocation d’actifs a intégrer le risque lié aux placements ont été
inspirés de techniques financiéres, en particulier de critéres de type Markowitz'*’. Mais ces
modeles n’intégrent en général pas les contraintes propres a un régime de rente. Certains

14
1.1

auteurs tels que Leibowitz et Kogelman'*® et Campbell et al.'*’ ont proposé des adaptations de

ces modeles pour intégrer ces contraintes spécifiques et, en particulier, la prise en compte de

148 montre

la probabilité de réaliser un rendement minimum (shortfall-risk). Toutefois, Boyle
les limites de 'utilisation de telles approches lorsque I’on intégre I’estimation des parametres

des actifs, qui peut conduire a une allocation sous-optimale.

Depuis 2001, des auteurs comme Battochio et al.'*’) Charupat et Milevsky'” ou encore
Boulier et al.””! ont développé des modéles intégrant les contraintes assurantielles (notamment
le risque de mortalit¢), mais leur mise en ceuvre pratique est délicate du fait de la
problématique du choix d’une fonction d’utilité et de 1’estimation d’un nombre important de

o152 \ . . ; 153
parametres ~°. Une synthése des travaux récents sur le sujet est proposée par Grasselli ™.

'3 JOSA-FOMBELLIDA et RINCON-ZAPATERO [2004]

1% Ce point sera repris dans la suite de ce travail et est détaillé dans PLANCHET et al. [2005]

145 MARKOWITZ [1952].

6 LEIBOWITZ et KOGELMAN [1991].

47 CAMPBELL et al. [2001].

8 BOYLE [2004].

149 BATTOCHIO et al. [2004].

130 CHARUPAT et MILEVSKY [2002].

"I BOULIER et al. [2001a].

132 Sur les évolutions récentes de la théorie de la décision dans I’incertain on pourra consulter Bernstein [1996]
pour une mise en perspective et ’article fondateur de Kahneman et Tversky [1982]. BERNARD [2000] propose un
rappel des principaux €léments de la théorie standard.

133 GRASSELLI [2004].
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Par ailleurs, dans le cadre des réflexions sur la solvabilité des organismes assureurs issues de
« solvabilité 2 »'**, de nouveaux modéles intégrant les paramétres de solvabilité par le biais
d’une contrainte sur la probabilité de ruine sont apparus. On détermine ainsi une allocation
d’actifs qui contrdle la probabilité¢ de ruine de ’assureur ou en d’autres termes la capacité de
faire face a ses engagements, au travers de critéres de type Value-at-Risk (VaR) ou Tail-
Value-at-Risk (7%aR). Djehiche et Horfelt'> proposent une synthése des différents modéles
candidats a devenir des « modeles standards ». On peut également se reporter sur ce point aux

propositions'*® du QIS 2.

Dans ce contexte, 1’objectif de ce travail est de proposer une démarche de détermination de
I’allocation stratégique spécifique des régimes de rentes en phase de restitution intégrant les
particularités de 1’assurance, sans nécessité de fixer a priori un parameétre exogene tel que le
niveau de la probabilité¢ de ruine. L’objectif poursuivi est de proposer un critére d’allocation
pertinent et opérationnel. Afin de focaliser I’exposé sur le choix du critére proposé et ses
propriétés, un certain nombre d’hypotheses simplificatrices sont effectuées ; elles seront

relachées dans de futurs développements.

Par ailleurs, nous choisissons délibérément une modélisation trés agrégée du régime
considéré, suivant en cela la démarche proposée par Deelstra et Janssen'”’ : nous disposons au
passif d’un échéancier de flux (aléatoire) et a I’actif de deux supports, I’'un (localement) sans
risque et I’autre risqué. Nous n’abordons en particulier pas la modélisation du mécanisme de
fixation du niveau des rentes, défini par le réglement intérieur du régime. Notre problématique

se situe en aval.

15 CARACTERISTIQUES DU PORTEFEUILLE DE RENTES

Dans la suite, nous reprenons pour les applications numériques I’exemple présenté en 1. On

rappelle qu’avec un taux d’escompte des provisions de 2,5 %, la provision mathématique

13 Voir notamment les travaux de I’ AAI [2004] et ceux de la COMMISSION EUROPEENNE [2004].
133 DJEHICHE et HORFELT [2004].

136 CE10PS [2006].

17 Voir JANSSEN [1992] et DEELSTRA et JANSSEN [1998].
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initiale calculée avec la TV2000 s’éléve a 32,8 M€. La duration'® du passif est alors de 12,3

ans.

On notera que la courbe ci-dessus est essentiellement en pratique non paramétrique : sa
détermination passe par I’application aux flux de prestations, connus, d’une table de mortalité
exprimée sous une forme non paramétrique. La table de mortalité étant dans ce contexte en
général prospective, les méthodes d’ajustement a des lois paramétriques classiques, telles que
le modéle de Makeham par exemple'”’, ne s’appliquent pas. Toutefois, un ajustement

polynomial peut étre effectué pour disposer d’une formulation paramétrique ex post :

2500 ke

2000 k€ ] 5 ) \ ,
y =3E-07x" - SE-05x’ +0,0035x" - 0,0535x" - 1,6068x" - 9,8818x +2036,3
2

1500 k€

1 000 k€

500 k€

0ke

2005 2015 2025 2035 2045 2055 2065 2075

Fig. 43 : Flux de prestations espérés ajustés

Cette paramétrisation du modele ne simplifie toutefois pas sensiblement les calculs par la
suite, elle ne sera pas utilisée.

16 MODELE PROPOSE

Dans la suite, E, désignera le montant des fonds propres a la date 7. Celui-ci sera obtenu

comme ¢étant la différence entre le montant de l’actif 4, et le montant des provisions

mathématiques L, . Si ’on note ﬁt le flux de prestation aléatoire qui aura lieu a la date ¢, la

'8 On rappelle la définition de la duration de Macaulay, qui peut-étre interprétée comme la durée de vie

moyenne d’un échéancier de flux : D(f;i) = %Zk L (1 + i)fk oV = ka * (1 + l')fk .
k=1 k>1
139 Cf PETAUTON [2004].
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provision mathématique L, s’obtiendra comme étant la valeur actuelle probable de ces flux au

taux d’escompte discret i.

Nous noterons J I’ensemble des individus et x(j) désignera I’age en 0 de I’individu j tandis
que f; sera le montant de sa rente annuelle. Enfin, nous nous placerons systématiquement dans
I’univers historique par le biais de la probabilité historique P et de la filtration ® associée a

I’information disponible.

16.1 DYNAMIQUE DU BILAN DE L’ ASSUREUR

Le portefeuille est exclusivement constitué de rentes en cours de service supposées non
réversibles. L’assureur ne regoit donc plus de primes et doit donc gérer au mieux ses actifs
afin de pouvoir honorer son engagement vis-a-vis des bénéficiaires.

En 0, il estime la suite de flux probables de prestations que nous noterons (E)

>

F=E[f| o,

ou

F=Y7x1,(r,)

jed
ou Ty désigne la date de déces (aléatoire) de la téte d’age x(y).

Avec les notations classiques de I’assurance vie, ou /. désigne le nombre de personne en vie a

I’age x sur une base 100 000 a I’age 0 (/, = 100000 ), on a :

[
_ x()+t
E—Eﬂ*7—-

jed x()
A partir de cette estimation, la provision mathématique initiale Ly s’obtient par I’actualisation
au taux d’intérét technique i de ces flux :

L= F(+i).

t=1
Cette approche, issue de la réglementation frangaise, est compatible avec les normes IFRS

puisque la seule différence dans le calcul de la provision mathématique réside dans le choix

du taux d’intérét technique (cf. 17.2.1 infra).
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Le bilan de ’assureur en 0 peut alors s’écrire :

Bilan en 0

Ey
Ao
Lo

Tab. 14 : Bilan a la date initiale

Supposons que les prestations sont servies en début d’année, le bilan évolue alors selon le

processus suivant :

_ < E[F o]
Lt _k:z+l (1+l‘y{_l
A7:(I+IE)A7_1—I?;

Et:Ar_Lt

ou 1?, désigne la rentabilité (aléatoire) du portefeuille financier entre les dates ¢ —1 et .

16.2 DESCRIPTION DU MARCHE FINANCIER

L’assureur doit constituer son portefeuille financier a partir d’un actif localement sans risque
et d’un actif risqué. Nous supposerons que ’actif localement sans risque Y a un rendement

instantané 7, qui évolue selon le modéle de Cox, Ingersoll et Ross (CIR) :

dr, = a(r, —r)dt + G,,\/ZdBf ,

ou B" est un P-mouvement brownien. Nous supposerons par ailleurs, que ’actif risqué X

suit un mouvement brownien géométrique

dX,
L =udt+o,dB",

t

ot B est un P-mouvement brownien dont la dépendance avec B’ est linéaire et peut étre

résumée par la corrélation dB’ dB)" = pdt .
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De manic¢re a ce que le processus soit bien défini pour ¢ € R,, nous choisirons des

+

2
. ST G .
paramétres qui respectent I’inégalité a > ——. Celle-ci assure que'® Pr[EIt < +oo| 7 < 0] =0.

Pour simplifier les écritures, on posera, sans perte de généralit¢: X, =1, =1. Nous

supposerons également que | > 7, > In (1 +1 ) >0.

Cette hypothése est naturelle puisque le rendement espéré d’un actif risqué doit étre plus élevé
que celui d’un placement peu risqué et que le taux maximal d’escompte des provisions, qui
est fixé réglementairement, est, par prudence, moins ¢élevé que le rendement escompté des

actifs.

L’évolution conjointe des processus X et r sera simulée a partir d’une discrétisation exacte
du mouvement brownien géométrique et d’une discrétisation selon le schéma de Milstein pour

le processus CIR'" :

ros =’}+a(’”oo_”t)5+0' 79*55+O-T5(52—1)

avec £ une variable normale centrée réduite. Ce schéma converge en effet plus rapidement que

le traditionnel schéma d’Euler.

16.3 GESTION DES ACTIFS

Lorsque I’assureur est amené a désinvestir pour payer les prestations, nous supposerons qu’il
vend les deux actifs de maniére proportionnelle a leur part respective dans la valeur de marché
du portefeuille. De maniére pratique, cela revient a considérer que ’actif est investi en 0 dans
un fonds qui ne fera plus 1’objet d’arbitrage et dont 1’assureur vendra des parts pour régler les

rentes.

Cette hypothése est moins restrictive qu’il n’y parait en premicre lecture : en effet, en pratique

I’étude conduisant a déterminer I’allocation optimale sera effectuée chaque année et une

10 Cf LAMBERTON et LAPEYRE [1997] pour la démonstration de ce résultat.
'l Cf. PLANCHET et al. [2005] pour une description des différents procédés de discrétisation.

-122-



nouvelle allocation est alors déterminée. Ce mécanisme permet notamment d’intégrer « au fil
de I’eau » les corrections des erreurs de prédiction sur le niveau de la mortalité. La prise en
compte année apres année des déces constatés est un point tres important, la déformation de la
charge future n’étant pas seulement due aux aspects démographiques (i.e. le nombre de déces
par age), mais également au niveau des prestations servies aux bénéficiaires décédés (deux

bénéficiaires de méme age pouvant avoir des prestations tres différentes).

Cette approche est justifiée par la grande inertie du régime : on cherche alors chaque année la
trajectoire optimale compte tenu de la situation de la population d’une part et des marchés
financiers d’autre part. En ce sens, la prise en compte de réallocations annuelles fixées a
priori complique le modele inutilement et nous préférons les intégrer a posteriori par le
pilotage du régime. Cette démarche est bien connue des assureurs vie notamment dans le
cadre des contrats collectifs pour les régimes d’indemnités de fin de carriére ou de retraite
supplémentaire, pour lesquels le taux de cotisation d’équilibre est déterminé chaque année sur
la base de I’information disponible, comme s’il allait étre constant jusqu’a 1’extinction du

groupe.

Formellement, on a alors :

F
4=®X}4Pﬁﬁﬂé—fﬁ4&&+O_®K{%_ex+0—wﬂ}
A4, 2(9X2+(1—9)Yz)-‘40_eX1+2_e)Yl]_Fz

. F
@:@Xﬁﬁ—ﬁﬂ{%—“e&ﬁﬁ_wn}

ou @ désigne la proportion initialement investie en actif risqué. Par récurrence, il vient :

4:@Xﬁﬂ-®¥4%‘i S_MK}

S=19Xv+

Notons que cette expression n’est pas équivalente a :
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Cette approche alternative correspond a la situation dans laquelle 1’assureur recompose,
chaque début de période, son actif en investissant & en actif risqué X et 1-6 en actif

localement sans risque Y.

Le probléme auquel se trouve confronté I’assureur est de composer en 0 son portefeuille
d’actifs de manicre optimale. Nous verrons dans la suite ce qu’il faut entendre par « de

maniére optimale ».

Dans la suite du développement, nous supposerons que les suites de flux de prestations et de
rendements des actifs sont indépendantes. Cette hypothése, assez naturelle dans une situation
standard, peut s’avérer fausse dans des situations extrémes telles qu'une guerre civile qui
risque de voir conjointement la mortalité exploser et le cours des valeurs mobilieres chuter.

Nous ne considérerons pas ici ces situations exceptionnelles.

17 FLUX DE PRESTATIONS DETERMINISTES

Supposons que les flux de prestations sont connus en 0. Cette situation correspond au cas d’un
portefeuille important, condition qui n’est pas réalisée dans notre exemple (le cas général est
trait¢ au paragraphe 18). Cela signifie que les effectifs a chaque age sont suffisamment

importants pour que I’approximation suivante soit valide :

D’apres la dynamique présentée supra, le bilan évolue alors de la maniére suivante :

L.,=0+i)L -F

t+1 — t+1

4., = (l + ﬁm)At -F

t+1
Ez+1 = Af+l - Lt+1
Notons que E est alors une sous-martingale. En effet d’apres les équations ci-dessus, il vient :
Ez+l = (1 + Rt+l )Et + (Rt+1 - i)Lt B

or la condition sur le positionnement du rendement de 1’actif rsiqué par rapport au taux sans
risque assure que :
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Cela signifie que 1’actionnaire verra en moyenne les fonds propres augmenter au cours du
temps. En effet, du fait du choix prudent du taux d’actualisation, les fonds propres de
I’assureur augmenteront en moyenne du fait des produits financiers qu’ils générent et, en
I’absence de revalorisation des rentes, du fait de la sur-performance espérée des actifs en

représentation des engagements techniques.

17.1 PROBABILITE DE RUINE

Dans cette partie, la contrainte du programme d’optimisation de 1’assureur est de contrdler la
probabilité¢ de ruine de la société. Il y a ruine de 1’assureur lorsque les fonds propres sont
réduits a 0, ou en d’autres termes, lorsque 1’actif de la société ne suffit plus a couvrir les

provisions techniques. Notons t I’instant de ruine de I’assureur défini comme suit :

T:Inf{teN|Et<0}.

T est un temps d’arrét par rapport a la filtration @ puisque c’est le temps d’entrée de la suite

(E,,) dans I’ensemble ]— oo;O[. La loi de 1 est déterminée par la dynamique d’évolution de

I’actif ; toutefois les expressions non paramétriques de la suite des flux (E) d’une part et de

la table de mortalité d’autre part ne permettent pas d’obtenir une expression analytique de

cette loi, ce méme dans le cas ou un ajustement polynomial de (E) est effectué. La

distribution de T peut néanmoins étre étudiée a 1’aide de techniques de Monte Carlo.

Le profit espéré provenant du régime de rentes étant croissant avec la rentabilité espérée du
portefeuille financier et donc avec la part investie en actif risqué, I’assureur va composer son
portefeuille en fonction de la probabilité de ruine qu’il est prét a accepter. Le programme
d’optimisation, que 1’assureur doit résoudre, peut donc s’écrire :

Sup{ 96[0;1]‘ P(zy<o)<rm

max} ’
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ou m_, désigne la probabilité de ruine maximale que I’assureur peut accepter.

Les techniques de simulations permettent de résoudre simplement ce programme
d’optimisation. La part investie en actif risqué en 0 étant indépendante du cours des deux
actifs dans le futur, il est possible d’utiliser ces trajectoires pour différentes allocations

initiales de maniére a pouvoir comparer, sur les mémes bases, les différentes allocations.

Dans notre cas, si N est le nombre de trajectoires simulées des actifs, en notant ¢/(0) le

montant des fonds propres de la société a la date k, dans 1’état du monde », pour 1’allocation

initiale définie par 0, un estimateur empirique de la probabilité de ruine est :

3 T 2o (er®)

1
1——
N =1 &=l

r s \ - 162 r r . , . .
Le lecteur pourra se référer 4 Planchet et Jacquemin'® pour la génération de réalisations de

163 1 164

variables aléatoires -~ et a Planchet et al. ”" pour la discrétisation de processus continus.

Pour notre exemple, nous avons généré 10 000 trajectoires de I’actif. En faisant varier de 0 %
a 100 % avec un pas de 0,05 % la part initiale d’actif risqué, nous avons disposé de 2.10’

« scénarios » qui nous ont permis de tracer le graphique 3.

Pour les illustrations numériques, nous avons utilisé les paramétres'® :

E,=4%*L, p=In(1+0,07) o, =0,25
i=0,025  7=In(1+003) 7, =1In(1+0,0462)

o0

p=-0,1 a=0,5 c, = 0,02

192 P ANCHET et JACQUEMIN [2003].

1 Nous avons utilisé ici un générateur pseudo-aléatoire pour générer des réalisations de variables aléatoires
(v.a.) de loi uniforme qui ont été transformées par la technique de Box-Miiller en réalisations de v.a. de loi
normale.

1% PLANCHET et al. [2005].

19 1 e taux d’intérét a long terme correspond au taux long terme de la courbe des taux au 31 décembre 2003
publiée par I’Institut des Actuaires (modéle de Vasicek & Fong).
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Le graphique suivant représente la probabilité de ruine en fonction de la part d’actif risqué du

portefeuille financier a 1’origine.

80%

70%

60% A

W
<
N

40% /
30%

20% -

Probabilité de ruine

10% A

0% T T T T T T T T T
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

Part initiale investie en action

Fig. 44 : Probabilité de ruine en fonction de la part d’actif risqué

Rappelons que la ruine présentée ici s’entend sur la durée totale du régime soit sur plus de 70
ans et que les probabilités de ruine présentées ne peuvent pas étre directement comparées aux
probabilités de ruine sur un an évoquées dans les projets concernant le futur référentiel

prudentiel européen'®® « Solvabilité 2 ».

Par ailleurs, la ruine définie par 1’événement {Et <O} est une « ruine comptable » : on

regarde a chaque date de bilan si la valeur des placements est supérieure au montant des
provisions calculées avec un taux d’escompte prudent. Par opposition, on pourrait s’intéresser
a la probabilité de « ruine économique » qui serait la probabilité que ’assureur ne puisse plus

payer les rentes. Le premier instant de ruine économique t' serait donc défini comme suit :

'c':Inf{teN| AISO}.

En I’absence de précision supplémentaire, c’est de la « ruine comptable » qu’il s’agira

lorsque, par la suite, on parlera de ruine.

1% Cf COMMISSION EUROPEENNE [2004].
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Dans notre exemple, si 1’on souhaite limiter a 1 % la probabilité de ruine du régime, on

investira moins de 10,9 % de son actif initial en actif risqué. Cette proportion apparait

. . . . s . 167
relativement faible comparée aux pratiques des sociétés d’assurance sur la vie ~'.

17.2 MAXIMISATION DES FONDS PROPRES ECONOMIQUES

17.2.1 Contraintes réglementaires

Les dispositions réglementaires francaises actuelles imposent de nombreuses contraintes aux
assureurs. Parmi celles-ci les contraintes quantitatives d’escompter les flux futurs dans le

calcul de la provision mathématique au taux maximal'®® de Min {60% *TME ;3,5 %} et de

disposer d’un niveau minimal'® de fonds propres proportionnel 4 la provision mathématique.

Le graphique ci-apres reprend 1’évolution du TME et des taux réglementaires qui y font

référence :
9,00%
—TME —— 75 % TME régl.
8,00% |- ac . . . ,
/J, \,\ ------- TME glissant sur 6 mois 60 % TME régl.
7,00% ) —
6,00% ;

5,00% L\U_!J \_\ \{\N\A /\Mf\,ﬂ .
4,00% —_\_\ \'\n/ / \/\AV/\V’\ _
3,00% L\\ //-/ x_\‘—\ \k

2,00% al
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Fig. 45 : Evolution du TME et des taux réglementaires de janvier1993 a janvier 2006

Dans le cadre d’une comptabilisation selon les normes IAS/IFRS, la norme IFRS 4 Contrats

d’assurance prévoit que les sociétés pourront escompter leurs provisions sur la base d’un taux

17 Sur les placements des sociétés d’assurance-vie on pourra consulter notamment
http://www.ffsa.fr/WebFFS A/portailffsa.nsf/html/ODAN-4XEH3J.html

18 par prudence, la réglementation francaise (cf. article A.331-10 du Code des assurances) impose a 1’assureur
d’escompter ses provisions a un taux inférieur a Min (60 %*TME ; 3,5 %), ou TME est le Taux Moyen des
emprunts de 1’Etat frangais.

19 Le niveau des fonds propres initiaux est le minimum imposé par la marge de solvabilité en France : 4 % des
provisions mathématiques dans notre cas. Cf. Art. R.334—1 et suivants du Code des assurances.
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de marché (le taux sans risque de maturité égale a la duration du passif). On pourra consulter

d'”® et Veron'”'. L’application de cette norme conduirait donc a des

sur ce sujet Douar
provisions moins importantes. Toutefois on observera que la norme IFRS 4 ne constitue pas
un référentiel prudentiel, mais un référentiel comptable ; les problématiques de solvabilité
sont en cours de discussion'’? au niveau européen au travers du dispositif' "> Solvabilité 2. La
mise en place du nouveau dispositif prudentiel ne sera pas effective avant 2008, et la forme
définitive de celui-ci n’est pas arrétée ; c’est donc sur la base des comptes établis selon la
réglementation francaise actuelle que la Commission de contrdle des assurances (ACAM)
continue d’exercer son controle prudentiel, et nous retiendrons donc ces régles dans ce travail.
Au surplus, bien que selon I’IFRS 4, le niveau des provisions soit potentiellement moins
important que selon la réglementation francaise, la différence sera, le cas échéant, intégrée
aux fonds propres, ce qui ne modifie pas fondamentalement notre problématique puisque nous

ne distinguons pas les actifs en contrepartie des provisions et ceux en contrepartie des

capitaux propres.

Dans le cadre d’un contrat sans revalorisation des rentes, 1’actionnaire tire son profit de deux
sources : les revenus financiers engendrés par le capital et le résultat provenant de 1’opération
d’assurance a proprement parler. En effet, si le taux technique est inférieur au rendement réel
des actifs, les provisions mathématiques vont engendrer des profits, le rendement des actifs

étant supérieur a I’effet de désactualisation.

17.2.2 Fonds propres économiques

Notons A, la variable aléatoire :

o F
A, = !
’ ,Z‘GX +(1

t

-0)Y,

Cette variable aléatoire est la valeur limite de la quantité utilisée dans le membre de droite de

I’équation (12). E [Ae] peut s’interpréter comme la provision mathématique « économique »

0 DOUARD [2000].

I VERON [2003].

2 Les documents sur ce sujet sont disponibles sur le site de la Commission Européenne
http://europa.cu.int/comm/internal_market/insurance/solvency_fr.htm

'3 Cf notamment COMMISSION EUROPEENNE [2002a] et [2002b].
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du régime de rentes, i.e. la valeur probable des flux futurs actualisés au taux de rendement du
portefeuille financier. En effet, si 1’on note E,(O) le rendement du portefeuille d’actifs entre
les dates r —1 et ¢, il vient :

Ae > t
Zl (1+R(e))

Minimiser E[A,] revient & choisir I’allocation qui, en moyenne, « amortira » au mieux les

flux de prestations futurs.

Notons que Ly et Ey étant fixés, minimiser E [Ae] revient également & maximiser la quantité
(E, + L, —E[A,]) que I’on désignera dans la suite comme étant «les fonds propres

¢conomiques » de ’assureur en 0.

I1 est donc possible d’écrire le programme d’optimisation suivant :

Inf E[A,]
0 < [051]

Par la suite, nous désignerons ce programme comme étant le critére de « maximisation des
fonds propres économiques » (MFPE dans la suite). Les techniques de Monte Carlo

permettent de résoudre ce probléme :
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Fig. 46 : Provision mathématique économique (en pourcentage de L) en fonction de la part d’actif
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Fig. 47 : Provision mathématigue économique (en pourcentage de L) en fonction de la part d actif

risqué

Avec les mémes parametres que précédemment, le portefeuille optimal est composé pour
16,4 % d’actif risqué. Cette proportion initiale investie en actif risqué correspond a une
probabilité de ruine comptable de 12,5 %. La ruine comptable intervient en moyenne pendant
la deuxiéme année et son ampleur moyenne est de 372 K€ ce qui représente moins de 1 % de

la provision mathématique initiale L,. Néanmoins, pour cette allocation, aucune des
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simulations qui ont été effectuées n’a conduit a la « ruine économique » c’est a dire a

I’épuisement total des ressources de 1’assureur.
Par construction, ce critére d’allocation d’actifs induit une bonne adéquation des flux d’actif

et de passif. Enfin, il présente 1’avantage de ne pas avoir a fixer a priori un parameétre exogene

tel que le niveau de la probabilité de ruine par exemple.

17.2.3 Etude de sensibilité

A I’'image de la probabilité de ruine, I’allocation optimale selon le critere de maximisation des

fonds propres économiques est relativement sensible aux parametres des modeles d’actifs.

Les graphiques suivants présentent 1’évolution de I’allocation optimale en fonction de la
variation du parametre étudiée et la probabilité de ruine associée a cette allocation optimale ;

les autres parameétres restant constants.

100% = 60%

90% 7

+ 50%
80% -

70%
0 + 40%

60%
50% - . + 30%

40% - .
. - - - Allocation optimale + 20%
30% - P — 17
—— Probabilité de ruine

Allocation optimale
Probabilité de ruine

20% |
’ 1 10%

10% +

T T T 0%
0,10 0,15 0,20
Rendement moyen de I'actif risqué

0%
0,00

Fig. 48 : Sensibilité au rendement de [’actif risqué

L’allocation optimale fournie par le critere de MFPE est évidemment croissante avec le
rendement de [’actif risqué. En particulier, le portefeuille n’est diversifié que si

0,046 < <0,17. La probabilité de ruine associée a 1’allocation optimale est initialement

croissante avec | et donc avec 1’allocation optimale puis décroissante pour p > 0,12.
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Fig. 49 : Sensibilité a la volatilité de I’actif risqué

0,70

Probabilité de ruine

L’allocation optimale fournie par le critere de MFPE est décroissante avec la volatilité de

Iactif risqué. Le portefeuille est uniquement constitué d’actif risqué pour o, <0,1. La

probabilité de ruine est croissante dans un premier temps avec 1’augmentation de la volatilité

de Pactif risqué et le maintien de 1’allocation optimale a des niveaux proches de 1 puis décroit

avec I’allocation optimale lorsque la volatilité croit au-dela de 0,11.

18 FLUX DE PRESTATIONS ALEATOIRES

Dans ce paragraphe, les flux de prestations sont aléatoires : ils dépendent de 1’évolution

démographique du groupe de rentiers. Le graphique suivant représente [’intervalle de

confiance a 95 % des prestations futures :
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Fig. 50 : Intervalle de confiance a 95 % des flux de prestations futurs

Cet intervalle est relativement étroit du fait de la bonne mutualisation des décés. Toutefois,
comme le montrent les travaux de Currie'’", le risque de mortalité comporte une autre
composante, non mutualisable, associée a 1’évolution aléatoire du taux instantané de déces
autour de la tendance modélisée par les tables prospectives. De nombreux auteurs proposent

des modélisations adaptées a la mesure de cette partie systématique du risque de mortalité'”.

Les résultats obtenus a la section C ont montré que le risque systématique de mortalité était de
faible importance pour un régime de rentes viageres. Nous nous restreindrons donc dans cette
¢tude a la partie non systématique, et donc mutualisable, du risque de mortalité. En
particulier, nous supposerons que la table de mortalité utilisée correspond parfaitement a la loi
de probabilité de la mortalit¢é des rentiers et nous étudierons 1’impact des fluctuations

d’échantillonnage sur 1’allocation d’actifs.

Aprés avoir étudié la part du risque de mortalité dans le risque global, nous examinons

I’impact de sa prise en compte sur 1’allocation d’actifs.

18.1 ANALYSE DU RISQUE

Considérons la provision mathématique « économique » E[Ae]. Lorsque les flux de

prestations ne sont pas connus en 0, A, peut s’écrire :

174 CURRIE et al. [2004].
'7> On pourra notamment se reporter 3 CAIRNS et al. [2004], DAHL [2004], LEE [2000] et SCHRAGER [2004].
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m

A= .
’ ,Z‘eX+(1—e)Y,

t

La variance de A, peut €tre proposée comme indicateur du risque global du portefeuille. Sa

décomposition nous permet d’apprécier les parts respectives des risques financiers et de
mortalité. En effet, en conditionnant A  par I’¢évolution des placements, I’équation de

décomposition de la variance (cf. la section 5.2) conduit a 1’égalité suivante :

VA J=E[V(A, |5 7)]+ V[E(A, X, 7).

Le premier terme du membre de droite de I’équation de décomposition de la variance
représente le risque financier associé au régime de rentes ; le second terme le risque technique

de mortalité'’®.

Via des techniques de simulations, en faisant I’hypothése réaliste d’indépendance entre
I’évolution des actifs et la mortalité, on génere N trajectoires d’actifs risqués, M trajectoires de
passif et disposer ainsi de N*M « états du monde » pour chaque 6.

eme

Si Aum(B) est la réalisation de A, résultant de la n =™ trajectoire de I’actif risqué, de la m eme

trajectoire du passif, notons :

et

1 1 &
— =—> —>%,..0).
N n=1 N n=1 M m=1 ’

Les quantités ci-aprés sont des estimateurs sans biais et convergeant respectivement de
E[V(A,[X%7)] etde V[E(A,|X,7)].

S (.0 -50f

1
Na M—-1mnm

1 N =
> (.0 - 70)|

'8 Pour autant que la table de mortalité utilisée soit pertinente.
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Ces résultats nous permettent d’obtenir le graphique ci-aprés d’évolution du risque global

associé au régime de rentes et d’évolution du risque financier dans le risque global en fonction

du choix de portefeuille initial :

Proportion de risque financier

100%

90%

80%

70%

60%

50%

Fig. 51:

1,5E+15

- - - Part du risque financier dans le risque global

— Risque global

r 1,2E+15 -

+ 9E+14

+ 6E+14

+— 3E+14

0

0% 20% 40% 60% 80%
Part initiale investie en actif risqué

Evolution du risque global et de la part du risque financier dans le risque global en

100%

Variance de la provision écono

mique

fonction de la part d actif risqué

Le risque associé au régime est plus de 3 000 fois plus important lorsque I’actif est

exclusivement composé d’actif risqué que lorsqu’il est uniquement compos¢ de 1’actif

localement sans risque. Alors méme que le nombre de rentiers est réduit et donc que la loi des

grands nombres ne joue pas pleinement son role de mutualisation, la part du risque financier

représente toujours plus 55 % du risque global. En particulier le risque de mortalité représente

moins de 1 % du risque global des lors que le portefeuille financier est initialement composé

de plus de 30 % d’actif risqué.

Afin de mesurer I’impact de la mutualisation sur le risque supporté par le régime, nous avons

répliqué a I’identique le portefeuille de rentiers de maniére a ce qu’ils soient dix fois plus

nombreux.
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Fig. 52 : Evolution du risque global et de la part du risque financier dans le risque global en

fonction de la part d actif risqué pour un portefeuille de rentiers dix fois plus important

L’effet de la mutualisation s’observe par le fait que quelle que soit 1’allocation d’actif

effectuée, le risque global est toujours moins de 100 fois plus important lorsqu’il y a 3 740

individus que lorsqu’il y en a dix fois moins.

De ce fait, la part du risque financier dans le risque global est nettement plus importante que

dans le cas précédent, ceci résulte du fait que le risque démographique est mutualisable et

donc décroissant (en pourcentage) avec ’effectif alors que le risque financier est constant (en

pourcentage) avec |’effectif. Le tableau suivant récapitule I’impact de la mutualisation sur

I’allocation déterminée en 17.2.

Part du risque financier dans le
risque global

Part du risque financier dans le
risque global (portefeuille x10)

0=16,4%

97,65 %

99,98 %

Tab. 15

: Effet de la mutualisation sur la part du risque financier

Ainsi lorsque le nombre de rentier est assez important et dans le cas d’une loi de mortalité

déterministe, le risque purement « assurantiel » est négligeable par rapport au risque financier.
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18.2 ALLOCATION D’ACTIFS

Dans cette partie, nous étudions 1I’impact de la prise en compte du risque de mortalité sur les

critéres d’allocation proposés dans le paragraphe 17.

18.2.1 Probabilité de ruine

Si (D) est le niveau de fonds propres a la date k, dans I’¢tat du monde n x m pour

I’allocation 0, ’expression infra est un estimateur convergent de la probabilité de ruine :

3 [T 8 (e07®)

m=1 k>1

>

1 1
1—— _
N»= M

Avec les mémes parametres que précédemment, nous obtenons la courbe suivante :

80%
70% //
60%

— Flux de prestations déterministes — Flux de prestations aléatoires

40%

30% /

20% /

10% /
0% / : : : : : : : :

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

Part initiale investie en action

W
S
EN

Probabilité de ruine

Fig. 53 : Probabilité de ruine en fonction de la part d’actif risqué

La courbe de la probabilit¢ de ruine intégrant la nature aléatoire de la mortalité est
pratiquement confondue avec celle obtenue en 17.1. Cela semble indiquer que la prise en
compte de la nature aléatoire des flux de prestations affecte peu, dans le cas présent,

I’allocation d’actifs déterminée a partir du critére de la probabilité de ruine.
Ce résultat est toutefois peu intuitif puisque la prise en compte de la mortalité augmente le

risque global (au travers d’une augmentation de la variance), les effets dus aux variations de

la mortalité se compensent donc en moyenne.
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18.2.2 Maximisation des fonds propres économiques

Les flux de prestations et les rendements des actifs financiers étant indépendants, on a :

~

N K
BIn=E T

SE

—0)y | = |ox +(1-0)

Donc le programme d’optimisation qui consiste @ maximiser le capital économique en 0 aura,
lorsque les flux de prestations sont aléatoires, la méme solution que lorsque ces flux sont
connus en 0. Cette propriété est un avantage de ce critére puisque la prise en compte du risque

de mortalité peut étre lourde en terme de temps de simulation.

18.2.3 Conclusion sur la prise en compte du risque de mortalité

Bien que non négligeable au vu du faible nombre de rentiers, le risque de mortalité n’affecte
pas le choix de portefeuille au sens des deux critéres exposés. Ce résultat est d’autant plus
intéressant que la prise en compte du risque technique dans le critére de la probabilité de ruine
peut conduire a des temps de calculs relativement importants (mais jamais hors de portée des
outils micro-informatiques récents) . En effet générer une simulation du passif nécessite de
générer une trajectoire de mortalité pour chacun des » individus (avec ici n=374) et de
réévaluer le montant de la provision mathématique a chaque date en fonction des effectifs
encore sous risque, le nombre de réalisations de variables aléatoires a simuler est donc tres

important.

19 REVALORISATION DES RENTES

Nous avons jusqu’a présent suppos€ que les rentes n’étaient pas revalorisées ; ceci n’est bien
entendu pas réaliste, et il est nécessaire que le régime prévoie des régles de revalorisation des
pensions. Les deux formes de revalorisations que I’on observe le plus fréquemment dans les
régimes de pensions de retraite sont la revalorisation alignée sur 1’évolution des salaires ou
celle visant a maintenir le pouvoir d’achat des retraités. A long terme, le choix du dispositif
n’est pas neutre, puisque pour autant que la croissance perdure, I’évolution des prix est

généralement inférieure a la croissance des salaires (voir sur ce point la section B). Dans ce
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paragraphe, nous supposerons que les rentes sont revalorisées de manicre a tenir compte de

I’inflation, pour maintenir le pouvoir d’achat des rentes'’”.

Notons /; I’indice des prix a la consommation a la date ¢ et L/ le montant de la provision

mathématique a la date s. Cette quantité s’obtient'”® par :

]

En faisant I’hypothése réaliste d’indépendance entre 1’évolution de la mortalité et celle des

prix, il vient :
1
3 s+k
o | E{IS cbs}

’ Z‘ (1+i)f

E ﬁ *Is+k
s+k T

Li:i (1+i;k

k=1

E[F

s+k

La revalorisation des rentes représente un engagement supplémentaire pour I’assureur donc la
provision mathématique de 1’assureur sera plus importante que lorsque les rentes n’étaient pas
revalorisées :

L>r.

La quantité Lf) — L, peut alors s’interpréter comme la valeur en 0 de I’engagement de

revaloriser les rentes de maniére a maintenir le pouvoir d’achat des bénéficiaires.

Dans une logique conforme a I’'IFRS 4 on ne cherche pas a ajuster ici le taux d’actualisation
(cf- B), mais on évalue 1’engagement supplémentaire associé¢ a I’existence de cette prestation,
le taux retenu étant un taux de marché. Le modele retenu doit toutefois préserver la cohérence

macro-économique de long terme des paramétres, qui devra étre vérifiée ex-post.

19.1 MODELISATION DE L’INFLATION

De nombreux modeles ont été proposés dans la littérature pour rendre compte de

l’inﬂation179; dans le cadre de modéles actuariels, on peut notamment citer les travaux de

177 Ce qui se trouve étre la situation des régimes de retraite obligatoires aujourd”hui.

'8 Le fait d’introduire un processus de revalorisation des rentes li¢ 4 1’évolution de 1’inflation ne modifie pas
I’approche de valorisation des flux futurs probables sous la probabilité historique retenue ici.

' On se reportera a la section D.
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Wilkie et de Kaufmann et al.'™. Nous retenons ici la modélisation proposée par Ahlgrim et

al."® qui suppose que I’indice des prix 4 la consommation évolue de la maniére suivante :

148

I =1%exp J.(j+xs)ds,

1+
t

ou j est le taux instantané moyen d’évolution des prix et ou le processus x modélise les
fluctuations aléatoires autour de la tendance :

dx =—ax ds+o, dB,
s K 1 s

ot B' un P-mouvement brownien. Nous ferons I’hypothése d’indépendance entre le processus
x et I’évolution des taux d’intérét ; en effet, la modélisation que nous retenons de 1’inflation
incorpore une tendance déterministe, avec des fluctuations aléatoires autour ; une éventuelle
dépendance entre x et le niveau des taux d’intérét est donc ici un effet du second ordre, que

nous négligerons. On cherche donc a calculer la quantité :

(Dt} = E{expt]ﬁ(j +Xx, )ds‘ (I)t} =e/d E{explrxsds‘ @t}.
t t

1
2148
E{ :

Puisque x est un processus d’Ornstein-Ulhenbeck, la variable aléatoire x, est une gaussienne

dont on peut calculer moyenne et variance :

E lxs J =x,e”

t+0
De plus .[ x ds est une gaussienne puisqu’il s’agit de la limite d’une somme de variables
t

aléatoires gaussiennes. L’expression de la transformée de Laplace d’une gaussienne'®” nous

permet donc d’écrire :

180 Voir les articles de WILKIE [1995] et de KAUFMANN et al. [2001].
'8! AHLGRIM et al. [2003], voir 9 pour la description du modéle.

2
182 Rappelons que si € est une variable aléatoire de loi N(m,o6°), E [exp (z * e)] = exp{zm + 22 %} .
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E[exp t]ﬁxs a’s‘ dbi = exp{E[sz a’s‘ dbi + %V[sz ds‘ (Di}

t

183

Comme
t+0 a5
E{J‘qus‘dy}:xtl_e ,
t : a
et:
\% Tx ds| @ o[ otme _(1=e®)
) t a a 2a ’
il vient :
t+06 2 _ V]
_ l—e® | 9 l—e‘”ﬁ_(l—eaé)
E[exp ‘!'xsds‘q)t}—exp{xt PRy (6 ; a ,
et enfin :

cexg) sy lme®, O [ 1-ew (1=e®)
@t}—exp{jfth P +2a2(8 P 2 .

Le nouveau montant de la provision mathématique en 0 est donc donné par :

1
248
%1

t

2 A
) E[ﬁk\mo]*exp{jkmol—;‘“k + 2‘212 (k_l—s‘“" _(1—2€a ‘) j}

L=z (i1

k=1

Nous retiendrons pour les applications numériques, les paramétres suivants estimés par

18

Fargeon et Nissan'®* sur les données de I’inflation frangaise depuis janvier 1990, soit :

j =0,0279 a =0,7369 c; = 0,0056

On obtient alors un montant de provision mathématique initiale de 47,9 M€. Le processus de
revalorisation des rentes conduit donc a augmenter 1’engagement de I’assureur de 46 %. Le
poids relatif de la revalorisation est donc trés important. L’assureur devra augmenter d’autant
la part de ses fonds propres alloués au régime. Par ailleurs les flux espérés en 0 ont 1’allure

suivante :

185 Cf LAMBERTON et al. [1997] pour le détail des calculs.
'8 FARGEON et NISSAN [2003].
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Fig. 54 : Flux de prestations revalorisés espérés

La courbe des flux futurs n’est plus strictement décroissante comme dans le cas ou il n’y a pas
de revalorisation. En effet ¢’est I’année 2015 qui, en moyenne, verra le débours (nominal) le

plus important. La duration du passif augmente sensiblement pour s’établir a 14,9 ans.

Méme avec une volatilité de I’inflation trés petite (o, = 0,0056) cette suite de flux est volatile

puisque l’intervalle de confiance autour de cette courbe est treés large en comparaison avec

celui obtenu lorsque les rentes ne sont pas revalorisées :
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La largeur de cet intervalle provient du fait que le risque d’inflation n’est pas mutualisable.
19.2 ALLOCATION D’ACTIFS

Dans cette partie, nous ferons 1’hypothése de parfaite mutualisation des déces et donc que les
flux de passif sont connus en 0. En effet les illustrations du paragraphe 18 nous ont permis
d’observer que la mortalit¢ n’a pas d’impact sur 1’allocation déterminée par le critére des
fonds propres économiques et un impact négligeable sur 1’allocation déterminée a partir de la

probabilité de ruine.

19.2.1 Probabilité de ruine

Le graphique suivant compare les probabilités de ruine selon que les rentes sont ou non
revalorisées :

80%

70% / -----------
60% / —= PPt
50%

/ - . — Sans revalorisation
40% -

- - - Avec revalorisation

30% A e

Probabilité de ruine

20% .~
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Part initiale investie en action

Fig. 56 : Probabilité de ruine en fonction de la part d’actif risqué

Quelle que soit 1’allocation en actif risqué, la probabilit¢ de ruine est inférieure a celle
obtenue lorsque les rentes n’étaient pas revalorisées. En effet, bien que I’assureur supporte le
risque supplémentaire de voir I’inflation augmenter de maniére importante et de ne pas
disposer d’assez de réserves pour faire face a ses engagements, 1’augmentation de la duration
du passif et par-la de la durée de vie moyenne de 1’actif joue en faveur de I’investissement en
actif risqué. Ainsi, si I’on se fonde sur la probabilité de ruine pour choisir son allocation
d’actifs, I’augmentation de la durée du passif est un facteur favorisant I’investissement en

actif risqué.
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19.2.2 Maximisation des fonds propres économiques
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Fig. 57 : Provision mathématique économique (en pourcentage de L) en fonction de la part d’actif

risqué

Comme le montre le graphique ci-dessus la provision mathématique économique exprimée en
fonction de la provision initiale admet un minimum non trivial pour € =0,158.

2(0 CONCLUSION

L’application des techniques de simulation a des portefeuilles réels permet de proposer des
allocations stratégiques d’actifs intégrant des critéres plus complexes, et sans doute mieux

adaptés a I’activité de I’assurance vie, que le traditionnel modele de Markowitz et ses dérivés.

On propose ici, pour un régime de rentiers, un critere d’allocation s’appuyant sur la
minimisation de I’espérance des flux de prestations futurs actualisés au taux de rendement de
I’actif de la société. Ce critere (MFPE) est illustré sur un portefeuille réel et fournit une
allocation relativement prudente par rapport aux pratiques du marché. A 1’image de critéres
tels que la probabilité de ruine, il s’avere relativement sensible aux parametres des modeles

d’actifs utilisés.

Le critere de MFPE présente toutefois deux avantages : tout d’abord, il intégre la structure du

passif par le biais du profil de flux futurs et ne nécessite pas la simulation de la mortalité
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lorsque I’on fait I’hypothése d’indépendance entre celle ci et I’évolution des marchés
financiers et de I’inflation. En termes opérationnels, ce dernier point est important, puisque la
mortalité est lourde a simuler méme sur un groupe tres réduit. Par ailleurs la prise en compte

de I’obligation réglementaire de revaloriser les rentes ne pose pas de probléme pratique.

De plus, I’utilisation de ce critére ne repose pas sur un parametre exogene, tel que le niveau de
la probabilité de ruine, dont la détermination peut préter a discussion (cf. les travaux en cours

concernant Solvabilité 2) ou encore sur le choix délicat d’une fonction d’utilité de 1’assureur.

L’objectif poursuivi ici était de valider la pertinence du critere MFPE dans le cas d’un régime
de rentiers dans un cadre simplifi¢ ; nous poursuivons nos travaux pour intégrer au modele la
prise en compte d’obligations indexées sur 1’inflation (OATi), le caractére réversible de la

rente et la politique de rémunération des actionnaires.
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CONCLUSION GENERALE

Synthese et analyse des résultats

Au terme de cette étude, on peut tenter de tirer un certain nombre de conclusions des

travaux présentés :

v’ Le risque systématique de mortalité associé au caractére stochastique de la
mortalité¢ future n’est pas d’une importance déterminante pour un régime de

rentes viageres.

v" Un tel régime est en revanche confronté a un risque de modéle trés important
et tres difficile a évaluer a priori (quasiment par définition) dans le choix de la
dérive de la mortalité future ; une approche purement rétrospective ne permet

pas de capturer une information suffisante pour calibrer ce facteur de risque.

v' Le risque financier est un élément trés important des risques portés par le
régime, sachant que la part du risque d’assurance'® dans le risque total

diminue rapidement avec la taille du groupe.

v" Du point de vue des assureurs, la prise en charge du risque de revalorisation
apparait aujourd’hui délicate compte tenu du faible nombre d’instruments
disponibles pour réaliser un adossement et du poids financier potentiel de ce

risque.

De maniére synthétique, on peut ainsi retenir qu’un régime de rentes viageres doit faire
face a deux risques essentiels : I’incertitude sur 1’évolution future de la mortalité et le
risque de placement. Ces deux risques sont de nature sensiblement différente, au sens ou
si le risque de placement peut étre maitrisé et quantifi¢ dans le cadre d’'une modélisation

convenable de I’actif (en s’attachant a ne pas sous-estimer les queues de distribution, ce

'8 1ié aux fluctuations d’échantillonnage.
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qui implique de ne pas se contenter des modeles log-normaux usuels), la prise en compte
de I’incertitude sur I’évolution future de la mortalité¢ passe par le pilotage technique du

régime et la réalisation d’analyses de sensibilité a la tendance de mortalité future.

Apport du présent travail

Les évolutions en cours tant des dispositifs comptables (IFRS) que prudentiels
(Solvabilité 2) conduisent a remplacer des marges de risques implicites calibrées vie des
choix prudents d’hypothéeses par une quantification explicite de la marge de risque. Cette
quantification implique donc de disposer d’une information robuste sur la distribution de
I’engagement du régime, et non plus seulement de calculer son espérance. Les modéles

présentés ici y contribuent.

Ce contexte et les conclusions de notre travail nous ameénent a proposer un certain
nombre de régles auquel doit se conformer le suivi technique d’un régime de rentes

viageres.

En premier lieu, il apparait délicat de prétendre fixer a priori des hypothéses réalistes et
pérennes pour 1’évaluation des engagements du régime, et il convient donc de mettre en
place un pilotage technique; par pilotage on entend I’actualisation réguliére des
hypothéses, notamment de mortalité'®, afin d’intégrer « au fil de I’eau » les évolutions
constatées de la mortalit¢ et d’ajuster en fonction de ces observations les dérives
modélisées. Les opérations de construction de tables de mortalité d’expérience ou, a tout
le moins, le positionnement de la mortalit¢ d’expérience par rapport a une référence
externe lorsque la taille du groupe ne permet pas une construction autonome prennent
dans ce contexte une grande importance. Dans le cas particulier d’un portefeuille
d’assureur, la norme IFRS 4 définit ainsi explicitement les conditions dans lesquelles

I’expérience de ’assureur peut étre prise en compte' .

1% par exemple tous les 3 ou 5 ans.
87 Voir sur ce point IASB INSURANCE WORKING GROUP [2006], §14-16.
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Un régime de rentes viageres comporte une grande inertie. Il n’est pas alors illégitime de
raisonner chaque année compte tenu de la situation de la population et des anticipations
quant a son évolution d’une part et des marchés financiers d’autre part. Cette démarche
est bien connue des assureurs vie notamment dans le cadre des contrats collectifs pour les
régimes d’indemnités de fin de carriére ou de retraite supplémentaire, pour lesquels le
taux de cotisation d’équilibre'® est déterminé annuellement sur la base de 1’information

disponible, comme s’il allait étre constant jusqu’a 1’extinction du groupe.

D’un point de vue opérationnel, les techniques de simulation permettent d’obtenir
simplement et efficacement, quelle que soit la taille du groupe, I’ensemble des indicateurs
d’engagement et de risque dont le régime a besoin, et ce sans simplification excessive de
ses regles de fonctionnement. Au surplus, la complexité inhérente a la modélisation du
résultat d'un régime de retraite (et, plus généralement, d’une activité d'assurance) rend
incontournable le recours aux techniques de simulation pour obtenir des résultats
numériques. Elles nous semblent donc devoir étre privilégiées par rapport a la recherche
d’approches analytiques qui contraignent fortement les mod¢les. Ces approches par
simulation permettent incidemment de répondre aux exigences des €tats réglementaires
C8 et C9 si des garanties en cas de déces viennent compléter les prestations proposées par

le régime.

Toutefois, si le principe de base des évaluations de Monte-Carlo est simple et universel
(utilisation de la convergence forte de la loi des grands nombres), une mise en ceuvre
efficace nécessite de prendre quelques précautions. En effet, I'utilisation de résultats

approchés par simulation est source de différentes erreurs :

v" Fluctuations d'échantillonnage liées au nombre fini de tirages effectués ;

v’ Biais de discrétisation lors de la transformation d'un modéle continu dans sa
version discreéte ;

v' Erreurs associées aux approximations utilisées par certaines techniques

d'inversion ;

188 Tel qu’il a été défini 4 la section 14.2.
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v’ Biais induits par un choix inapproprié du générateur de nombres aléatoires.

Aussi, les algorithmes utilisés en pratique doivent permettre un contréle quantitatif de
I'ensemble de ces sources d'erreurs afin de pouvoir calibrer le nombre de tirages
nécessaire pour le degré de précision (un niveau de confiance étant fixé a priori) requis.
Cet aspect technique de la mise en ceuvre des modeles n’a pas été abordé dans le présent

travail, il fera I’objet d’une formalisation ultérieure.

Par ailleurs, les analyses d’allocation d’actifs d’un régime de rentes viageére doivent a
notre sens prendre en compte dorénavant des supports indexés sur I’inflation tels que les
OATi afin de gérer au mieux le risque associ¢ a la garantie de revalorisation. Les
développements sur ce sujet restent a écrire, la littérature étant encore peu développée

dans le contexte des rentes viagéres'™.

Ces différents ¢léments permettent de tracer les contours de ce que pourrait étre la
structure d’un modele interne (au sens de solvabilité 2) pour un régime de rentes, modele
permettant a la fois une représentation réaliste du régime et fournissant les outils

nécessaires a son pilotage. On propose de retenir ainsi le « cahier des charges » suivant :

v' Le modéle s’appuie sur des calculs téte par téte'™ et fait appel aux techniques
de simulation ;

v' L’actif intégre des taux stochastiques (modéle de type CIR), la prise en compte
de discontinuités pour les actions (et, plus généralement, les actifs autres que
les produits de taux) et une prise en compte explicite de I’inflation ;

v’ L’évaluation du passif fait appel a des tables de mortalités prospectives et
permet des mesures de sensibilité de 1’engagement a une erreur d’appréciation

de la dérive ;

'% Dans le contexte proche des contrats d’épargne on pourra par exemple consulter MIRABEL [2003].

190 A la suite de I’ Article 115 de la Loi Fillon un débat a vu le jour sur la légitimité des calculs individuels
dans le cadre d’un régime de retraite d’entreprise. On se reportera a I’article de SERIZAY et WINTER dans la
semaine juridique n°49 « Les régimes a prestations définies et le caractére individualisable - Débat entre
l'actuaire et le juriste ».
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v Les flux de prestation distinguent le niveau atteint de la revalorisation des
rentes ;

v' Au-dela de la probabilité de ruine a un an, le critére d’allocation d’actifs
permet de controler la probabilité de ruine sur la durée de vie du groupe
fermé ;

v" L’ensemble des indicateurs de passif, de solvabilité et les régles d’allocation
sont calculés prioritairement en groupe fermé, 1’équilibre projeté dans ces

conditions étant une condition nécessaire de la pérennité du régime.
Limites des travaux présentés

L’ensemble des ¢léments présentés fournit des composants €élémentaires pour construire
un modele actif / passif complet pour un régime de rentes, mais 1’intégration de ces
composants reste a faire : ainsi la prise en compte du modele d’actifs a sauts dans le cadre
du critére MFPE n’a pas ét¢é faite, la prise en compte des OATi comme support spécifique
dans le cadre de I’allocation reste également a €laborer. Cette premiere série de limites
n’est pas pénalisante sur le fond, au sens ou aucune difficulté conceptuelle ne vient

empécher de les lever simplement.

Nous avons par ailleurs, pour des raisons pratiques a la fois de facilité de mise en ceuvre
et de précision dans le maquettage du régime considéré, privilégié systématiquement une
approche par simulation permettant de produire sans beaucoup de formalisme les

¢léments chiffrés utiles a I’analyse.

Cette approche présente 1’inconvénient de rendre délicate la démonstration de certains

résultats a priori intuitifs, comme par exemple le fait que 1’indicateur de risque relatif

a)(ay) introduit a la section 5.2.1 soit une fonction croissante de o,,ou I’existence

d’un minimum non trivial pour le critetre MFPE a la section 17.2.2. Si ceci n’est pas
pénalisant en pratique, des investigations a ce niveau permettraient sans doute d’établir
un certain nombre de résultats qualitatifs sur ce registre utiles a la validation de la

cohérence d’ensemble de la modélisation proposée. Au surplus, disposer d’un minimum
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de résultats analytiques fournit des « points d’ancrage » utiles pour calibrer des
simulations. Toutefois le travail nécessaire a 1’obtention de ces résultats est sans doute

important.

Enfin, les résultats numériques présentés ici ont ét¢ déterminés dans le cadre de
prestations non réversibles (a I’exception de la section F) ; I’extension au cas de rentes
réversibles ne pose toutefois pas de difficulté, et ne remet pas en cause les résultats
obtenus (on peut en premicre approche considérer que 1’existence d’une réversion a 60 %

augmente 1’engagement d’environ 10 %).

Perspectives

En premier lieu, les perspectives de court terme consistent a intégrer des éléments de
modélisation proposés dans le présent travail pour lever ainsi la premiére série de limites
évoquée ci-dessus et donner lieu a la construction d’un modele interne « générique » (cf.

22) pour le pilotage de régimes de rentes viageres.

Par ailleurs, compte tenu des incertitudes fortes pesant sur 1’évolution future de la
mortalité¢ et de ’impact décisif de cette hypothése sur le niveau de 1’engagement du
régime, il apparait intéressant de construire des modéles prospectifs dans lesquels
I’espérance de vie résiduelle cible a un age et un horizon fixé (par exemple 60 ans dans
30 ans) est un parametre du modele, afin de permettre des analyses de sensibilité
pertinentes. Les mod¢les logistiques fournissent un cadre d’analyse a priori bien adapté

pour cela.
Enfin, nous travaillons a enrichir le critére d’allocation d’actif MFPE pour intégrer au

modele la prise en compte d’obligations indexées sur I’inflation (OATi) et la politique de

rémunération des actionnaires.
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ANNEXE N°1 : LE DISPOSITIF SOLVABILITE 2

Une société d’assurance se doit d’étre solvable, c’est a dire d’assumer ses engagements vis-a-
vis des assurés et des bénéficiaires de contrats. L’ importance des sommes en jeu et le role
croissant des entreprises d’assurance dans la société ont conduit I’Etat a établir des normes
permettant le contrdle de la solidité financieére des différents intervenants du secteur de

I’assurance (sociétés commerciales, IP, mutuelles).

Ces enjeux ont été repris au niveau européen dans le but d’harmoniser les systémes des
différents états membres. Ceci a notamment permis la mise en place de I’agrément unique qui
permet a un assureur européen d’intervenir dans les autres pays de I’Union européenne s’il a
recu un agrément dans son pays d’origine. Dans cette optique d’harmonisation européenne, la
Commission européenne s’est attachée a établir un systéme de solvabilit¢é commun. Dans un

premier temps, elle a harmonisé les systémes de marge de solvabilité (Solvabilité 1).

Puis elle a commencé a élaborer un référentiel unique visant a mieux évaluer et intégrer le
risque dans les contraintes imposées aux assureurs en vue d’assurer leur solidité financiére
dans le cadre de Solvabilité¢ 2. Ce référentiel est toujours en cours d’¢laboration, mais les
¢léments d’ores et déja définis conduisent a privilégier certaines approches qui sont

présentées ici.

Les références des documents de la Commission européenne sont indiquées dans le texte ; ces

. ) . . - . 191
documents sont disponibles en ligne sur le site de la Commission européenne .

21 MODELES PROPOSES PAR LE PROJET SOLVABILITE 2
21.1 ELEMENTS DE SOLVABILITE EXISTANTS

De nombreux éléments réglementaires concourent a assurer la solvabilité de I’entreprise

d’assurance ; on peut notamment citer :

v L’exigence de marge de solvabilité (Solvabilité 1).

v' Les régles d’allocation d’actifs (dispersion, liquidité, ezc.).

"I http://europa.eu.int/comm/internal _market/insurance/solvency_fr.htm
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v L’état T3 de gestion actif-passif.
v’ Les provisions relatives aux placements (PAF, PDD, PRE).
v’ Le test d’exigibilité.

v" Les états C8 et CO relatifs a la réassurance.

Ces ¢léments sont relativement disparates et I’objectif de Solvabilité 2 est de les intégrer dans

un systéme cohérent.

21.2 HISTORIQUE DU PROJET SOLVABILITE 2

A la suite de Solvabilité 1 qui était consacré a la marge de solvabilité, le projet Solvabilité 2 a

pour but de mettre a jour le systéme de solvabilité européen en intégrant tous les risques qui

pesent de maniére effective sur les sociétés d’assurance.

Solvabilité 2 s’inscrit dans un cadre réglementaire et économique changeant : évolution des

techniques de gestion des risques, nouvelles normes comptables (IFRS), efc..

Compte tenu de I’ampleur des travaux a mener, le projet a ainsi été scindé en deux phases :

v" Une premiére phase de réflexions sur la forme générale que doit prendre le systéme de
solvabilité européen : les principes.
v" Une seconde étape de détermination des méthodes de prise en compte des différents

risques : la mise en ceuvre des principes.

La premicére phase de réflexion sur la forme globale du futur systéme européen de solvabilité
est close depuis le 9 avril 2003. Des principes généraux ont été établis en vue de guider les
travaux pendant la phase 2. Parallélement cette phase préliminaire a permis de fixer les

192

méthodes de travail et d’¢élaboration des ¢léments du futur systéme "°. La structure retenue est

une structure a 3 piliers identique a celle de Bale 2'* :
v Exigences quantitatives en termes de capitaux (provisions techniques et capital cible).

v" Gestion interne du risque et surveillance prudentielle par les autorités de contrdle.

v' Information publique en vue d’améliorer la discipline de marché.

192 of. MARKT/2539/03
1% MARKT/2509/03 - §11.7
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21.3 PRINCIPES DE SOLVABILITE 2

Le systtme de solvabilit¢ doit fournir aux autorités de contrdle les moyens d’évaluer

correctement la solvabilité globale de la société d’assurance. Il doit donc couvrir non

seulement la mesure quantitative de la solvabilité, mais également des aspects qualitatifs
influencant I’exposition au risque de la société'”*. Ces aspects qualitatifs ne seront pas

développés ici.

Les entreprises d’assurance doivent ainsi étre incitées a mieux mesurer et gérer leurs risques,
ce qui se traduit en pratique par des principes harmonisés de gestion des risques et de veille

prudentielle'”.

Concernant 1’exigence de fonds propres, un systéme a deux niveaux (exigence « cible » et
exigence minimale dite « garde-fou ») doit permettre aux autorités de controle de disposer du

, . . , . . . . 196
temps nécessaire pour ajuster le mode de détermination de I’exigence cible ™.

Solvabilité¢ 2 doit étre cohérent tant avec I’approche Lamfalussy que les régles applicables
dans le secteur bancaire (Bale 2) et recherche une harmonisation des méthodes de controle
quantitatif et qualitatif maximale '’. La seconde phase doit permettre de déterminer les régles
qui seront effectivement appliquées par les sociétés d’assurance. Des groupes de travail
(assistés pour certains par des experts externes) feront des propositions sur les différents

points techniques du projet.
21.4 PROCESSUS D’ELABORATION

Solvabilité 2 suit les recommandations de 1’approche Lamfalussy, en 4 niveaux, décrite de

manicre synthétique par le schéma ci-apres :

94 MARKT/2509/03 - §11.6
195 MARKT/2509/03 - §11.8
19 MARKT/2509/03 - §11.9
7 Voir notamment MARKT/2509/03 - §11.10 et §11.12
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La Commission adopte une proposition formelle de directive/réeglement au terme d'un processus de consultation complet ‘

Parlement européen }4—»{ Conseil

!

Accord sur les principes cadres et la définition des compétences d'exécution dans la directive/réglement ‘

La Commission, aprés consultation du Comité de réglementation des assurances, demande 'avis du Comité de surveillance des
assurances sur les mesures techniques de mise en oeuvre

Le Comité de surveillance des assurances prépare 'avis en consultation avec les participants au marché, les

utilisateurs finaux et les consommateurs et le présente a la Commission Le Parlement

européen est
tenu pleinement

‘ La Commission examine l'avis et présenteune proposition au Comité de réglementation des assurances ‘ informé et peut
adopter une
l résolution si les
mesures

outrepassent les
limites des
l compétences
‘ d'exécution

Le Comité de réglementation des assurances se prononce sur la proposition dans les trois mois

‘ La Commission adopte la mesure

Le Comité de surveillance des assurances élabore des recommandations interprétatives communes, des lignes directrices cohérentes et
des standards communs (dans les domaines non couverts par la législation UE), organise des évaluations réciproques et compare les
pratiques réglementaires pour assurer une application et une mise en oeuvre cohérentes

La Commission vérifie le respect de la 1égislation UE par les Etats membres

y

La Comission peut ouvrir une procédure a l'encontre d'un Etat membre soupgonné de ne pas respecter le droit communautaire

Fig. 58 : Processus d’élaboration du dispositif Solvabilité 2

Dans le cadre du premier pilier, les sociétés d’assurance vont étre soumises a des exigences

particulicéres en termes de fonds propres. Celles-ci porteront sur deux niveaux, les provisions

techniques et le capital cible.

ACTIF PASSIF

Fonds propres

Placements

Provisions Techniques

Part des réassureurs dans (brutes de réassurance)

les Provisions Techniques

Créances et autres actifs Dettes et autres passifs

Tab. 16 : Bilan-type d’un assureur

- 156 -



Les exigences associées a ces deux postes sont abordées successivement dans les paragraphes

suivants.
21.5 MESURER LE RISQUE
Le choix de la « bonne maniere » de mesurer les risques est au centre des problématiques de

Solvabilité 2. Ce choix impacte a la fois I’évaluation des provisions et celle du capital cible.

Avant de détailler ces 2 volets, les paragraphes qui suivent proposent un rapide tour d’horizon
des mesures de risques acceptables dans le contexte Solvabilité¢ 2. L’objectif est de rappeler
brievement les caractéristiques des principales mesures de risque afin de guider le choix dans

le cadre de la mise en ceuvre d’une démarche Solvabilité 2.

21.5.1 Value at Risk (VaR)

On rappelle que si X est une variable aléatoire (un risque, ici la charge ultime de sinistres
minorée des montants déja payés) et 0 <o <1 une probabilité¢, VaR(X, «) est le quantile
d’ordre a de X, soit :

VaR (X o) = F; (o)

L’utilisation de cette mesure de risque s’est développée dans les milieux financiers (cf. les
différents accords de Béle) et trouve son origine dans le monde gaussien dans lequel on
dispose de formules analytiques (portefeuille combinaison linéaire de variables aléatoires

gaussiennes).

La VaR fait partie de I’ensemble des fonctionnelles ¢ faisant correspondre a un « risque » X
(une variable aléatoire) un réel positif (p(X ), éventuellement infini. Ces fonctionnelles sont

appelées mesures de risque. Denuit et Charpentier'”® présentent les principales mesures de

risque :

v' VaR, TVaR et Conditional Tail Expectation.
v Mesure de risque d’Esscher.

v" Mesure de risque de Wang (représentation des mesures de risque).

'8 DENUIT et CHARPENTIER [2004] ; voir également DEMPSTER [2002].
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Le choix de la mesure de risque est déterminant car deux mesures de risque différentes

199
1.

peuvent conduire a classer différemment les mémes risques. Artzner et a qualifient de

cohérente toute mesure de risque respectant les conditions suivantes :

v' Invariance par translation : @(X +a)=¢(X)+a
v Sous-additivité : (X +Y)<o(X)+o(Y)

v Homogénéité : ¢(aX)<ap(X)

v Monotonicité : P[X <Y]=1=¢(X)<o(Y)

La VaR n’est pas cohérente car elle n’est pas sous-additive : Si X et Y sont deux risques

indépendants de loi de Pareto(2,1) et Pareto(2,2) :

X~Par(a,9)<:> P[XSx]= 1—(9_?_x)lsix>0
0six<0

on obtient :

12

10 - /
8

VaR
A O

O T T T T
0% 20% 40% 60% 80%

Ordre de la VaR

—VaR(X+Y) —— VaR(X)+VaR(Y)

Fig. 59 : Hllustration de la non sous-additivité de la VaR

21.5.2 Conditional Tail Expectation et TVaR

199 ARTZNER et al. [1999].
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L’idée de la TVaR est d’obtenir une information sur « ce qui se passe » lorsque la VaR est

dépassée :

1 1
TVaR(X,a)= T VaR(X ,s)ds
—aa

La Conditional Tail Expectation (CTE) est la valeur moyenne des pertes au-dela de la VaR :

CTE(X,0.)=E[X| X > VaR(X,o.)]

Intuitivement, la CTE représente le « risque moyen » dans les pires 1-« cas. Ces 2 notions

coincident si la fonction de répartition de X est continue.

100%

75%

50% -

25% +

0%

5 7 9 11 13 15

Fig. 60 : Espérance, VaR et TVaR

On notera que, pour un seuil fixé, on a systématiquement 7VaR(X)>VaR(X). Dans

I’exemple ci-dessus, la 7VaR a 75% du risque X est égal a la VaR a 97,7% de ce méme

risque. D’une maniere générale on peut observer que :

TVaR (X,0)=VaR (%,0) et TVaR(X,a)=VaR(X,pB)

ol X est par définition la transformée de Hardy-Littlewood de X.

21.5.3 Comparaison des risques

On peut avoir simultanément pour des variables aléatoires X et Y :

VaR(X,a) < VaR (Y,a) et VaR(X,B)> VaR(Y,B)
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ce qui signifie que le résultat de la comparaison de 2 risques peut, avec la VaR, étre différent
suivant le niveau de risque accepté. Dans ces conditions, comment dire si X est moins
dangereux que Y ou I’inverse ? On définit alors 1’ordre stochastique sur les distributions en
disant que X est moins dangereux que Y si la VaR de Y domine celle de X quel que soit le

niveau de risque.

Y domine X < Vo >0, VaR(Y,0) > VaR(X, )

Mais alors E(X) = E(Y) et « X moins dangereux que Y » entraine X = Y (en loi) : deux risques
de méme espérance ne sont pas comparables. Ceci montre que la VaR est un outil d’un
maniement relativement peu adapté a la comparaison des risques, ce qui conduit a s’intéresser

aux autres mesures disponibles.

On définit alors I’ordre I’ordre convexe croissant (icx) en disant que X est moins dangereux
que Y si la TVaR de Y domine celle de X quel que soit le niveau de risque (si E(X) = E(Y) la

restriction de I’icx est appelée ordre convexe).

Cet ordre est caractéris¢ par les primes stop-loss : X est moins dangereux que Y si la prime SL
d’un traité de priorité ¢ est toujours plus faible pour X que pour Y, quelle que soit la valeur de
t. De plus, si on ajoute un aléa indépendant centré a X on augmente le risque au sens de
I’ordre convexe. Au moment de choisir un critére entre VaR et TVaR, on pourra ainsi se

référer aux points suivants :

v La VaR n’apporte pas d’information sur la queue de distribution,
v La TVaR contient toujours un chargement de sécurité : 7VaR (X,oc) > EWX)
v L’ordre associé a la TVaR a une interprétation naturelle en assurance.

v" Mais les préférences associées a la VaR sont plus stables que celles associées a la

TVaR.

En pratique toutefois, Solvabilité 2 donne des indications pour guider le choix, et on doit
considérer les 2 approches comme complémentaires et non exclusives 1’une de I’autre. En
effet, le besoin pour la fixation d’un niveau de capital n’est pas a proprement parler la

comparaison des risques. Ces deux mesures ne fournissent pas la méme information :
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v' La VaR nous indique la charge de sinistres au-dela de laquelle il y a ruine avec la
probabilité «
v' La TVaR (ou la CTE) nous renseigne sur I’ampleur de la ruine au-dela de ce seuil (une

fois le seuil atteint).

L’objectif essentiel de la solvabilité est de contrdler la probabilité de ruine: la VaR est un outil
«naturel » pour le faire. La TVaR fournit alors une mesure de I’intensité de la ruine lorsque

elle-ci survient®®.
21.6 PROVISIONS TECHNIQUES

Le calcul des provisions techniques difféere d’un état membre a un autre. Solvabilité 2 vise a
harmoniser les regles de calcul des provisions en y intégrant de mani¢re quantitative de la

prudence.

Plusieurs pistes sont envisagées mais le principe directeur est de mesurer le risque et de
choisir le montant de provision en référence a un niveau de risque prédéterminé. Ceci
nécessite d’étre capable, au préalable, de modéliser la charge ultime de sinistres et de définir

ce qu’est le risque (voir la section précédente).

Le projet Solvabilité 2 se focalise sur la provision pour sinistres a payer qui peut étre

décomposée en trois parties selon I’information relative aux sinistres dont dispose la société :

v' Sinistres connus dont le colt est déterminé mais qui n’ont pas été entiérement réglés
(PSAP).
v’ Sinistres connus dont le colt n’est pas encore déterminé (PSAP).

v" Sinistres survenus mais pas encore connus (IBNR).

Comme actuellement dans la législation frangaise, la provision pour sinistres a payer
comprend également une provision de gestion destinée a payer les frais de gestion des
sinistres™'. Supposons que la charge ultime de sinistres a laquelle a été 6té le montant de

sinistres déja pay¢ (distribution conditionnelle) ait la distribution suivante :

290 y/oir notamment DEELSTRA et JANSSEN [1998].
' MARKT/2543/03 - §74
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100%

75%

50%

25% -

0% : T T T
5 7 9 11 13 15

Fig. 61 : Distribution de la charge sinistre

Le « best estimate®®” » correspond 4 la charge ultime espérée, supposée ici égale a 10. Il s’agit

de I’application directe du principe d’équivalence qui « résume » une variable aléatoire par

son espérance (valeur d’une loterie en univers neutre au risque*”).

100%

75% -
50% |
25% -

0% : T T T
5 7 9 1 13 15
Fig. 62 : Détermination du « best estimate »

Actuellement la prudence contenue dans le niveau des provisions techniques n’est pas
quantifiée et provient principalement de 1’absence d’actualisation et du choix prudent des lois

sous-jacentes.

Le controle de la sécurisation du dispositif provient donc pour 1’essentiel du niveau de fonds

propres requis (marge de solvabilité). Le projet Solvabilité 2 préconise I’utilisation de la

292 Sur la notion de « best estimate » on pourra notamment consulter BLUM et OTTO [1998].
293 Cf. BERNARD [2000].
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Value-at-Risk ou valeur ajustée au risque (VaR) comme méthode de détermination des

PSAP?™,

100%

75%

50% -

25% -

0% : T + T
5 7 9 11 13 15

Fig. 63 : Utilisation de la VaR

Des alternatives a la VaR ont toutefois été proposées, celles-ci consistent a :

v Fixer le niveau des PSAP au « best estimate » majoré par un coefficient 1i¢ a la
volatilité de la branche concernée.

v Fixer le niveau des PSAP au « best estimate » majoré de la « market value margin ».

C’est notamment 1’approche retenue par I’TASB dans le cadre des normes IFRS, cependant le
calcul de la « market value margin » n’est pas encore fixé. Il impose d’étre capable de définir

la prime de risque d’un produit d’assurance.

[lustration : L’approche australienne consiste actuellement a prendre le maximum des

montants déterminés par :

v LaVaR a75 %,

v Le « best estimate » majoré d’un coefficient li¢ a la volatilité¢ de la branche. On peut
retenir a ce stade que:

v" Ou bien on fixe a priori la probabilité d’insuffisance des provisions (critére de type
VaR) et le montant des provisions s’en déduit;

v Ou bien on fixe a priori le montant des provisions (« best estimate » et variantes) et la

probabilité d’insuffisance des provisions s’en déduit.

294 MARKT/2543/03 - §79
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Solvabilité 2 privilégie la premiére approche. Enfin, on peut noter que, si actuellement les
provisions techniques en assurance non-vie ne sont pas escomptées (sauf dérogation), pour
rester cohérent avec les travaux entrepris par I’IASB, Solvabilit¢ 2 permettra
vraisemblablement I’actualisation a un taux sans risque correspondant a la duration du passif
considéré®”. Au global on peut retenir que I’impact du passage a Solvabilité 2 est délicat a
anticiper ; en particulier, le nouveau mode de calcul peut aboutir a des provisions moins

¢levées, comme 1’illustre le graphique ci-dessous :

100%

75% -

50%

25%

0% T T

2,5 5 7,5 10 12,5 15 17,5
Méthode actuelle Méthode Solvabilité 2
- - - -Espérance - = = -VaR 75%
Fig. 64 : Comparaison de la méthode actuelle de provisionnement et de Solvabilité 2

21.7 NIVEAU DES FONDS PROPRES

Dans le bilan de I’assureur la sécurité se situe a deux niveaux : dans les provisions techniques

et au niveau des fonds propres.

ACTIF PASSIF

Capital

Placements o _
Provisions techniques

Tab. 17 :  Bilan simplifié

25 Voir MARKT/2543/03 - §80
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Le niveau de sécurité qui sera exigé pour les fonds propres dépendra donc de celui qui aura
s . . .. . 206 .. , ;.
¢té requis au niveau des provisions techniques™ . La Commission européenne prévoit de fixer

. \ - 207
des exigences de fonds propres a deux niveaux”™ ' :

v Un niveau de capital souhaitable : le capital cible, et

v Un niveau de capital minimum : le « garde-fou ».

Le capital cible est le niveau de fonds propres souhaitable économiquement, c’est a dire le
niveau de fonds propres dont la société a besoin pour fonctionner avec une faible probabilité
de faillite. Le « garde-fou » est le niveau seuil en dessous duquel une intervention prudentielle
de dernier ressort serait inéluctable. Le choix de la mesure de risque’™ convenable est en

discussion :

v La VaR (approche « probabilité de ruine » directe)
v' La TVaR ou la CTE (privilégié par I’AAI)

En pratique une approche mixte combinant la VaR pour les sinistres « courants » et 7VaR /

CTE pour les sinistres « rares » (queue de distribution lourde) pourrait étre retenue.

Le « garde-fou » sera calculé « de maniére simple et objective ». En assurance non-vie ce
pourrait étre un pourcentage des provisions techniques comme 1’actuelle marge de solvabilité.
Il n’est pas prévu que l’utilisation de modeles internes permette de déroger au montant
déterminé par la formule qui sera mise en place. La présence de ce « plancher » permettra aux
autorités de contrdle de disposer de davantage de temps pour affiner la détermination du

capital cible.

Associé aux provisions techniques, le capital cible doit contrdler la ruine de la société sur un
laps de temps fixé avec une trés forte probabilité. Il peut étre rapproché des notions de

« capital économique » ou de capital requis par les agences de notation. Le niveau de ce

2% En un sens le point déterminant est le niveau global du bilan, et pas a ce stade la décomposition entre
provisions et capital de solvabilité.

7 MARKT/2509/03 - §24

% MARKT/2543/03 - §89
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capital sera déterminé par une formule intégrant de maniére quantitative les différents risques

d’actif, de passif et d’actif-passif auxquels est soumise la sociéte”™.

Les entreprises qui le souhaitent pourront déroger a cette formule et aboutir a un niveau de
fonds propres requis moindre en construisant un modele interne permettant de justifier que ce

niveau de fonds propres est suffisamment prudent”'”.

La formule standard sera commune a toutes les entreprises européennes et sa mise en ceuvre
ne devra pas étre trop compliquée. Certains paramétres de cette formule pourront étre fixés au
niveau national de mani¢re a retranscrire la réalit¢é du marché national. Elle intégrera
explicitement les risques majeurs auxquels sont soumises les sociétés d’assurance, analysés

typiquement suivant une grille de la forme :

Risques Risques
liés aux produits d'assurance non liés aux produits d'assurance
Risques Risques Risques Risques liés Risques Risques
d'actifs ® de passif de gestion a la survenance opérationnels financiers®
actif/passif @ d'un événement
Risque de marché Mortalité/Morbidité Risque de marché Risque juridique Risque informatique Risque de marché
Risque de défaut Rachats Risque de liquidité Risque fiscal Risque de fraude Risque de défaut
Risque de change Fréquence Risque de change Risque politique Risque liés a la gestion Risque de liquidité
Codt Risque de tarification Risque dimage Risque commercial Risque de change
Ecoulement sinistres Risque de provisionnement Risque de management
Comportement assurés Risque d'adossement
@ sur les actifs en représentation des engagements d'assurance. @ sur les actifs en représentation des autres engagements (le "surplus").
Fig. 65 : Grille d’analyse des risques

La commission européenne pourrait ainsi s’inspirer de la norme RBC adoptée par le National
Association of Insurance Commissionners pour établir la formule standard. Cette norme, en
vigueur aux Etats-Unis depuis 1993, consiste a calculer un indice a partir de différents

risques :

RBC:R0+\/R12+R22+(R3 +R,) + R

ou R( représente le risque de filiales, R] le risque des obligations, R2 le risque des actions et
de ’immobilier, R3 le risque d’insolvabilit¢ des créanciers (clients ou réassureurs), R4 le

risque d’insuffisance des provisions pour sinistres et R5 le risque d’insuffisance des primes.

299 Voir DIEHICHE et HORFELT [2004] pour une revue des modéles candidats pour étre des modéles standards.
219 MARKT/2543/03 - §86-96
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Le total (RBC) est comparé aux fonds propres économiques (marge actif-passif réelle). Le
QIS 2 suit une démarche analogue®'. On peut noter que ces formules d’aggrégation des

risques s’appuient implicitement sur 1I’hypothése de risques conjointement gaussiens.

Les entreprises d’assurance pourront déroger a la formule standard si elles ont construit un
mod¢le interne leur permettant de justifier que le niveau de prudence requis est assuré avec un
niveau de fonds propres moindre que celui qui aurait été déterminé par la formule de base. Le
modele interne sera implémenté informatiquement et permettra de simuler la ruine de la
société a la fin de la période d’observation®'? et d’en déduire le niveau de fonds propres qui
controle la probabilit¢ de ruine a un niveau de prudence prédéterminé par les autorités de

contrdle.

Cette démarche de type DFA fait déja 1’objet de développements par de grands groupes

’ ;21
d’assurance et d’études avancées®”.

Le modele aura été validé au préalable par une autorité externe a la société qui n’est
actuellement pas encore définie : autorités de contrdle, actuaire indépendant ? Le processus de
validation du modéle interne est déterminant du fait des risques de distorsion de Ia

214

concurrence induits par des écarts de modele” ” et de la difficulté de validation et de suivi

d’un modéle interne.

A ce sujet I’International Association of Insurance Supervisors préconise notamment
d’utiliser le back-testing pour tester les modéles?””. De plus les modéles internes devront étre

périodiquement soumis au processus de validation.

L’impact de Solvabilité 2 sur les fonds propres exigés est difficile a anticiper :

v' Les provisions techniques peuvent étre amenées a évoluer et contiendront une part de
fonds propres (la prime de risque au-dela du « best estimate »).

v Quelle est la probabilité de ruine des assureurs avec leurs fonds propres actuels ?

2 Voir sur ce sujet les documents du CEIOPS [2006].

212 MARKT/2543/03 - §89

13 Voir par exemple KAUFMANN et al. [2001].

214 Ce point est souligné dans GEMA [2002] Position de I’ ACME sur Solvency II. Europe — La lettre du GEMA,
décembre 2002.

213 TAIS [2003] Stress Testing by Insurers. Guidance Paper.
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Le QIS 2 devrait donner quelques éléments d’appréciation sur ce second point dans les

semaines a venir.

Solvabilité 2 marque en fait le passage d’un systéme de solvabilité déterministe dans lequel la
prudence est contenue dans les hypothéses d’évaluation des provisions et dans différents

matelas a un systéme ou la prudence est quantifiée de maniere explicite « ex ante ».

21.8 MISE EN PERSPECTIVE AVEC LES NORMES [FRS

L’échéancier de constitution des standards de solvabilité 2 a été établi de manicre a venir a la
suite de la mise en place des normes IFRS. Si les dispositions de la phase 2 (version
définitive) de la norme « assurance » (IFRS 4) ne sont pas encore completement définies, les
orientations de Solvabilité 2 semblent toutefois s’¢loigner des projets évoqués par I’IASB

principalement sur deux points : les PSAP et la provision pour égalisation.

Concernant la provision pour égalisation, 'IASB préconise sa suppression comme c’est
actuellement le cas dans la norme provisoire IFRS 4 (phase 1) alors que les services de la
Commission insistent sur son intérét et prévoient son maintien éventuellement dans les fonds

propres avec une fiscalité aménagée.

Pour les PSAP, le modele le plus souvent évoqué concernant leur évaluation est :

PSAP = « Best estimate » + « Risk margin Value »

L’écart entre la provision déterminée par Solvabilité¢ 2 et la provision calculée selon les

normes IAS sera-t-il intégré aux fonds propres ?

22 ANALYSE GLOBALE DE LA SOLVABILITE : CHOIX D’UN MODELE
ACTIF/PASSIF

Un modele interne consiste a simuler les flux futurs de 1’entreprise de manicre a déterminer
une fonction reliant le niveau des fonds propres au « risque » de I’entreprise. Sa mise en place

nécessite donc :
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v’ La détermination de ce qui caractérise le risque de ’entreprise (la faillite).
v Le choix d’une mesure de risque (VaR, TVaR).

v La modélisation de I’entreprise (actif, passif et actif-passif).

Estimation des paramétres
&
Tests d’adéquation

Générateur de nombres
aléatoires

MODELES

Discrétisation

Actif Passif

Contexte macro-

économique

Fig. 66 : Structure d’un modéle interne

La simulation des flux futurs de I’entreprise va donc nécessiter de modéliser les éléments qui

sont a la source de ces flux, a savoir les sinistres et les placements.

Généralement, le choix d’un modéle se fonde sur I’hypothése implicite que la variable
modélisée aura dans le futur le méme comportement que par le passé. Ceci se traduit
notamment dans le choix des parametres qui sont estimés sur des données historiques. La
modélisation d’une variable passe donc par trois étapes : choix d’un modele, estimation des
paramétres du modele sur la base des données historiques et étude de la robustesse du modele

en vue d’accepter ou de rejeter le modele choisi.
Remarque : Pour certaines variables pour lesquelles les données historiques sont trop peu
nombreuses, les modéles devront étre déterminés de manicre « ad’hoc » (avis d’experts par
exemple).
Le modele doit notamment intégrer, a 1’actif :

v" Evolution des cours et des dividendes/loyers des actifs financiers (actions, OPCVM,

immobilier).

v Evolution des taux d’intérét.
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v" Evolution de I’inflation.
v Dépendance entre ces différents éléments.

v Défaut des émetteurs d’obligations.

et au passif :

v" Survenance et montants de sinistres.
v' Sinistres catastrophiques.
v' Défaut des réassureurs.

v' Dépendance entre les branches (auto et MRH par exemple).

Au passif comme a I’actif, les variables modélisées ne sont pas toujours indépendantes. Par
exemple une baisse des taux d’intérét a un impact sur le prix de I’immobilier. Dans le cas de
d’un portefeuille d’assurance dommage des événements tels que les tempétes de 1999 ont pu
affecter simultanément les portefeuilles Auto et MRH : les montants de sinistres de ces deux
branches ne sont donc pas indépendants. Les modeles internes devront donc de préférence

intégrer de la dépendance de maniere a étre plus pertinents.

L’exigence en capital sera fonction de ce sur quoi est mesurée la ruine. En effet, plusieurs

alternatives peuvent étre envisagées ; on peut par exemple dire qu’il y a ruine :

v Si la marge actif-passif (valeur actuelle de I’actif moins valeur actuelle du passif) est
négative,

v Si les fonds propres économiques (capitaux + part des fonds propres dans les
provisions techniques) deviennent négatifs au moins un instant sur 1’horizon fixé.

v' Si les fonds propres économiques (capitaux + part des fonds propres dans les

provisions techniques) sont négatifs a 1’horizon fixé.

Ces différentes approches conduiront a des résultats différents pour un méme seuil de
probabilité¢ de ruine. Elles sont également sensibles a 1’horizon : dans la deuxiéme approche,
augmenter 1’horizon conduit systématiquement a augmenter les fonds propres, ce qui n’est pas

le cas dans la 1 approche.
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L’horizon doit également refléter les branches pratiquées par 1’entreprise d’assurance. Un

horizon trop court risque de masquer les risques afférents a des branches longues.

23 APPLICATION NUMERIQUE

L’exemple exposé ci-apres est celui d’une société ne pratiquant pour unique branche que la

responsabilité civile générale. Il est issu de He*'®

et a pour vocation d’illustrer ce que peut étre
un mod¢le global de solvabilité de base. Le modele consiste en la modélisation de 1’évolution
des différentes catégories d’actifs (actions, immobilier, obligation, efc.) et des montants futurs

de prestations.

A partir de ces éléments, il est possible pour chaque état du monde du passif et de 1’actif, de
déterminer la valeur actuelle de I’actif et du passif et, par leur différence, la marge actif-
passif. La distribution de cette marge est ensuite observée de maniére a déterminer le niveau
de fonds propres qui correspond au niveau de prudence souhaité. Dans cet exemple, le niveau
de prudence est mesuré par le biais de la probabilité de ruine (VaR) : on déterminera le niveau

de fonds propres qui contrdle la probabilité de ruine a 1 %.
Le modéle de Vasicek a été retenu pour modéliser la courbe des taux :

dr, = a(b—r)dt +ocdZ,
ou :

rt est le taux d’intérét continu instantané

b tendance autour de laquelle oscille le taux spot
a intensité de la force de rappel sur la tendance

o volatilité instantanée supposée constante

AN NN

Zt mouvement brownien standard

Les taux simulés permettront de reconstituer le prix des obligations et d’actualiser les flux de

prestations pour déterminer dans chaque simulation la valeur actuelle du passif.

218 HE [2004].
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Pour ce qui concerne les obligations, on rappelle que, en considérant qu’une obligation est
une somme de zéro-coupons de maturit¢ adéquate, le prix d’une obligation peut se déduire
facilement de la courbe des taux. En effet, soit une obligation de nominal N, arrivant a
maturité en 7 et de taux coupon ¢ %, son prix théorique a I’instant ¢, déduite de la courbe des

taux en vigueur en ¢ est :

T
Ptobllg _N* CZB(t,i)‘i‘B(t’T)
t+1

avec B(t,T ) :E[exp{—jtT re ds}/ Ft:| Enfin, les actions, OPCVM et actifs immobiliers sont

modélisés par des mouvements browniens géométriques.

C;P?l =Wdt+0dZ

t

ouie {Action, OPCVM, Immobilier}. La corrélation entre ces trois actifs est modélisée par

la matrice de covariance des trois browniens géométriques :

2

Action GOPC VM, Action Gimmobilier,Aclion
. 2
2 - GOPC VM, Action GOPC VM Gimmobilier,OPC VM
2
immobilier, Action cFOPC VM, immobilier CYimmobilier

Concernant les prestations, le modele de Renshaw et Verrall a été retenu. Pour chaque état du
monde simulé, la valeur actuelle des prestations est obtenue en actualisant celles-ci au taux

d’intérét sans risque (modele de Vasicek).

T
B(0,T
VA(Passif) = ZFt *¥
- B, T —-1)
ou :
v" T est I’horizon de la simulation.

v' Fyestle flux versé en ¢.

v' B(t,s) est le prix en ¢ d’un zéro-coupon versant 1 en ¢+s.
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On retient pour cette illustration un horizon de projection de 15 ans et un nombre de

simulations égal a 10 000, ainsi que les valeurs suivantes des différents parametres :

Modéle de taux Autres actifs
a= 91,95% Action OPCVM Immobilier
b= 4,60% u= 6% 5,5% 4%
r0= 2,05% Taux de dividende = 3% 3% 3%
o= 3,00%
Action OPCVM Immobilier
3,0% 0,9% 0,8% Action
s = 0,9% 1,9% 0,4% OPCVM
0,8% 0,4% 1,1% Immobilier
Frais de gestion : 11% des prestations
On obtient alors les résultats suivants :
ACTIF PASSIF

Placements 35000
Obligation 21 500
Action 1000

OPCVM 11 000 Provisions 19 000
Immobilier 1500

Fonds propres 16 000

Tab. 18 : Bilan

ainsi que la distribution de la marge actif-passif :

800 -
700 -
600 -
500 -
400 -

300 -

b OO D P D D D ® O S G
Rl A U G L U A PSR A
Fig. 67 : Distribution empirique de la marge actif-passif

La sensibilit¢ du capital cible au niveau des provisions peut également Etre mesurée.
Intuitivement, plus le niveau de prudence au niveau des provisions est important, plus le
niveau du capital cible sera faible pour un méme niveau de prudence fixé. Ainsi, dans notre

exemple :
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Prudence dans le calcul des provisions

Niveau de fonds propres qui contréle la
probabilité de ruine a 1%

-10% 6110
0% 4750
10 % 3368
20 % 1976

Tab. 19 : Niveau des fonds propres et probabilité de ruine
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ANNEXE N°2 : NORMES IAS / IFRS

24 CADRE GENERAL

Alors que la comptabilité francaise, élaborée par le 1égislateur, est un outil de contrdle et de
régulation sociale, le modele comptable anglo-saxon répond a une autre logique : offrir une
vision économique de la firme intelligible et fiable, permettant les comparaisons et, ainsi,

fournir des outils d’aide a la décision et mesurer la richesse créée pour I’actionnaire.

Les normes IFRS sont établies par I’TASB, 1’organisme normalisateur, sur le mode¢le anglo-
saxon. Successeur de I'IAS Committee, I’ITASB est un organisme de droit privé dont la
création est antérieure a la délégation qui lui a été accordée par I’'UE pour établir les normes
comptables. A I’image du FASB (son équivalent américain), il doit respecter un certain
équilibre dans ses 14 membres : au moins 5 experts-comptables, trois financiers d’entreprise,

trois investisseurs et un universitaire. Il n’a pas de caractere spécifiquement européen.

Pour acquérir force 1égale dans I’UE, les normes IAS/IFRS sont soumises & un mécanisme

d’adoption qui se déroule en quatre étapes :

v' Chaque norme fait I’objet d’un avis consultatif de I’European Financial
Reporting Advisory Group (EFRAGQG).

v' A la lumiére de cet avis, I’Accounting Regulatory Committee (ARC) prend
une décision a la majorité qualifiée.

v’ La décision est ensuite validée par la Commission Européenne.

v" La validation est publi¢e au JOUE.
Le réglement (CE) n° 1606/2002 adopté le 19/07/2002 évoque 3 critéres d’appréciation :
v La conformité aux textes législatifs européens existants.

v" La capacité a donner lieu a une information financiére de haute qualité.

v" La contribution au « bien public européen ».
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Du point de vue d’un organisme assureur, les principales normes impactant les

raison de leur lien direct avec 1’activité d’assurance) sont les suivantes :

comptes (en

Actif Normes Passif Normes
Ecart acquisition 22,36 Fonds propres 1,27, 32
Immabilisations incaorparelles 36,38 Surplus naon alloue 4,39
Imrnobilisations corporelles 16,36 Provision assurance 4,39
Impdts différés 12 Provision réassurance 4,39
Actions, obligations 39 Awantages persaonnels 19
Dérives 39 Provisions instruments financiers 349
Fréts 39 Dettes engagements portant intérét 39,32
Fartipations immouobiligres 40 Dérivés 34
Créances d'assurance 4,39 Provisions ar
Créances de réassurance 4,39  Impdts(a payer, différés) 12
Dispanibilités 7,39 Autres

Autres

Pour ce qui concerne les entreprises, c’est la norme IAS 19 relative au provisionnement des

engagements sociaux qui modifie les pratiques de provisionnement des engagements au titre

des régimes de retraite supplémentaire.

On présente brievement ci-apres les principales caractéristiques de ces normes.

25 NORME IFRS 4

La norme IFRS 4 prévoit les principes de comptabilisation des contrats d’assurance. De par

la complexité du sujet, cette norme est provisoire dans I’attente d’une norme définitive (phase

2) en cours d’¢laboration.

Cette norme provisoire autorise les assureurs a continuer de comptabiliser leurs contrats

d’assurance et leurs contrats contenant des clauses de participation discrétionnaire selon les

normes locales avec quelques ajustements.

Un contrat d’assurance au sens de la norme IFRS est « Un contrat par selon lequel une partie

(I’assureur) accepte un risque d’assurance significatif d 'une autre partie (le titulaire de la

police) en convenant d’indemniser le titulaire de la police si un événement futur incertain

spécifié (I’événement assuré) affecte de fagon défavorable le titulaire de la police. »
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Cette définition ne recoupe pas celle du droit frangais ce qui implique que certains contrats
vont étre requalifiés en instruments financiers (par exemple les contrats d’investissement

avec risque d’assurance non significatif).

Les principales dispositions spécifiques de I’IFRS 4 sont les suivantes :

v" Suppression des provisions pour catastrophe ou des provisions d’égalisation.

v" Mise en place de tests de suffisance du passif qui consiste en la comparaison de la
VAP des flux futurs et du montant comptabilisé. Une éventuelle insuffisance serait
dotée en impactant le résultat.

v Possible décomposition d’un contrat d’assurance qui contient un dérivé incorporé (le
plus souvent financier) qui ne répond pas a la définition de contrat d’assurance et doit
étre évalué selon I’TAS 39.

v' Comptabilité reflet (« shadow accounting »).

26 NORMES IAS 32 ET 39

La norme IAS 32 (Instruments financiers : Information a fournir et présentation) doit étre

considérée avec I’'TAS 39 (Instruments financiers : Comptabilisation et évaluation).

L’IAS 32 traite de la présentation des instruments financiers figurant au bilan et de

I’information devant étre fournie sur ces instruments.

Elle s’applique a tous les instruments financiers : actifs financiers, passifs financiers,

instruments de capitaux propres.

L’émetteur d’un instrument financier doit le classer en passif ou capitaux propres (en
fonction de la substance de I’instrument financier plutdt que de sa forme juridique ; exemple
des obligations convertibles). On peut noter dans les informations a fournir sur les
instruments financiers (non exhaustif) : la méthode de gestion des risques financiers, les
méthodes d’évaluation des instruments financiers, I’exposition au risque de taux et au risque

de crédit, la juste valeur des actifs et des passifs (dire si impossible), les couvertures.
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L’TAS 39 traite des principes de comptabilisation, d’évaluation et d’informations sur les

instruments financiers. Elle consacre notamment ’utilisation de la « juste valeur ».

Elle s’applique a tous les instruments financiers, a I’exception notamment des actifs et passifs
détenus dans le cadre des avantages au Personnel (cf. IAS 19). Les actifs et passifs financiers
sont initialement comptabilisés a leur colit qui est la juste valeur de la contrepartie donnée ou

recue en échange (y compris les colits de transaction).

Ensuite, les actifs et les passifs sont comptabilisés de la maniére indiquée dans le tableau ci-

apres.

Catégorie d’actifs Evaluation et comptabilisation

Cofit amorti, aprés déduction des réductions pour dépréciation ou
créances irrécouvrables.
Variation du coiit amorti («surcote/décote») en résultat

Préts et créances émis
(non détenus a des fins de transactions)
« Originated loans and receivables »

Titres de participation détenus Cofit amorti, aprés déduction des réductions pour dépréciation ou
jusqu’a leur échéance créances irrécouvrables.
« Held-To-Maturity investments » Variation du coiit amorti («surcote/décotey) en résultat

Actifs financiers détenus
a des fins de transaction
« Financial assets held for trading »

Juste valeur,
variations de valeur constatées dans le résultat de ’exercice

Actifs financiers Juste valeur, sauf dans de rares cas
disponibles a la vente variations de valeur constatées dans les fonds propres puis dans le
« Available-For-Sale financial assets » résultat de l'exercice de la vente
Tab. 20 : Comptabilisaton des actifs et passifs par catégorie

On notera sur cette classification que :

v' La catégoric HTM est soumise a de fortes contraintes (reclassement en AFS
notamment si vente prématurée).

v Dans la catégorie HTM, seulement des actifs avec une date d’échéance (donc pas les
actions).

v’ La catégorie AFS constitue une catégorie par défaut.
Un dérivé est un instrument financier dont la valeur évolue en fonction de la valeur du sous-

jacent, pour lequel I’investissement nécessaire est nettement inférieur a 1’investissement

nécessaire pour acquérir le sous-jacent et réglé a une date future. Selon I'IAS 39, les dérivés

-178 -



doivent étre séparés de leur contrat hote et valorisés en juste valeur. La variation de valeur

passe en résultat. Les opérations de couverture sont admises si elles sont « trés efficaces ».

27 NORME IAS 19

La norme fixe quelques principes simples qui conduisent a décider si un avantage doit donner
lieu a la constitution d’une provision. Plus précisément, les critéres qui intéressent 1’actuaire
sont ceux qui conduisent a déterminer les avantages qui doivent donner lieu a des projections

au-dela de l'exercice.

Schématiquement, la norme propose les deux critéres d’analyse principaux que sont le fait
que I’avantage soit gagé par la valeur ajoutée produite ou pas et le fait que I’avantage induise

une distorsion par rapport a d'autres entreprises du méme secteur ou pas.

Sur la base du premier critére, on ne projette par exemple pas les cotisations employeur a un
régime de retraite supplémentaire a cotisations définies (« article 83 ») pour des salariés,
puisqu'en contrepartie de cet avantage ils produisent de la valeur ajoutée; a l'inverse, la prise
en charge d'une cotisation « mutuelle » pour des retraités doit étre projetée puisqu'il qu'il n'y a
pas de création de valeur en contrepartie (ou plus précisément cette création de valeur est

terminée).

I1 est important de noter qu’il est nécessaire que la valeur ajoutée produite soit concomitante
de la consommation de l'avantage (2 12 mois pres) ; en d'autres termes, si I'avantage peut étre
reporté au-dela de 1'exercice, il convient de projeter et de constituer une provision. C’est par
exemple le cas des régimes de type CET ou DIF, puisqu'il est possible de reporter les droits

acquis au-dela de 1'exercice.

En ce qui concerne le second critére, il conduit a projeter et a constituer une provision pour un
avantage du type « attribution de 2 jours par an de congés payés supplémentaires pour tous les
salariés de plus de 5 ans d'ancienneté », car une entreprise concurrente qui n'applique que le
dispositif l1égal doit, toutes choses égales par ailleurs, avoir une valeur de marché plus

importante que celle qui a consenti cet avantage.
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La détermination du montant a provisionner comporte schématiquement deux étapes : tout
d’abord I’évaluation de I’engagement total, qui représente la contrepartie financiere de la
globalité¢ de la promesse faite par I’employeur, puis la répartition de cet engagement total
entre une part affectable au passé, représentative de droits acquis, et la part complémentaire

représentative de droits futurs, restant a acquérir.

La premiere étape reléve de la compétence de I’actuaire et met en jeu des techniques de
projection des montants financiers aléatoires associés au régime considéré. Elle conduit a la

notion de « valeur actuelle probable totale » (VAP totale) du régime.

La seconde étape fait appel a un référentiel comptable permettant de fixer les modalités de
répartition de cette VAP totale entre le passé et le futur ; elle conduit en IAS 19 a la notion de

« projected benefit obligation » (PBO), représentative des droits passés.

Il est a ce stade important de noter que la notion de VAP totale est déterminée en fonction de
méthodes et de techniques essentiellement indépendantes du référentiel comptable utilisé,
alors que la notion de PBO découle directement de I’application d’un référentiel comptable

particulier.
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ANNEXE N°3 : ORGANIGRAMMES (MORTALITE STOCHASTIQUE)

Algorithme principal
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Simulation d’une surface de mortalité (incertitude sur la tendance)

Simulation de Ky Mz
2 gaussiennes centrees raduites independantes
a l'aide de la méthode de I'inverse de Moro

a=Haytoa. i

b =E(5}+D§{mr(&£)ﬂﬁ+m'1—mrlﬁ ,bf:lzNz }

Calcul desvaleursde la dérive termporelle
b= t+i

Calcul destaux de modalité & partir des paramétres

crw, fn
Caloul des probakilites de survie annuelles non bisisees
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Simulation d’une variable gaussienne (algorithme de Moro)

Simulation d'une variab le alé atoire
uniforme sur3,1]: [J

2] <042

aui | ran

1=K [2in (-In (0,52 [0 K]
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Pilotage technique d'un régime de rentes viagéres : identification et mesure des risques,
allocation d'actif, suivi actuariel.

Résumé: Les évolutions récentes tant des dispositifs réglementaires et comptables que des
pratiques de place conduisent a une analyse plus fine et plus segmentée des risques portés par
un régime de rentes viageres. Dans ce contexte, une révision de la modélisation classique d’un
tel régime s’impose, en tenant compte notamment au passif du risque associé a I’incertitude
sur la mortalité¢ future (mortalité stochastique et risque de modele) et a 1’actif au caractere
essentiellement discontinu des cours des actifs dans lequel le régime investit ses avoirs. Le
présent travail définit les grandes lignes d’une modélisation actif / passif d’un régime de

rentes viageres intégrant ces contraintes.

Mots-clés : Retraite a prestations définies, allocation d’actifs, probabilité de ruine, fonds
propres économiques, mutualisation, revalorisation, Solvabilit¢ 2, IFRS 4, évaluation

d’engagement.

Technical management of a defined prestation pension scheme : risk identification and
measure, asset allocation and actuarial management.

Abstract : Recent evolutions as well of the solvency and accounting rules as practices of place
lead to a finer and more segmented analysis risks faced by life annuities plans. In this context,
a revision of the traditional modeling of such a plan is essential, by taking into account in
particular for the liability of the risk associated with uncertainty on future mortality
(stochastic mortality and model risk) and for the asset side of the primarily discontinuous
character of the asset’s evolution. This work defines the broad outline of a modelling asset /

liability management of a life annuities plan integrating these constraints.

Keywords : Defined benefit plan, asset allocation, ruin probability, economics capital,

mutualization, pension adjustment, Solvency II, IFRS 4, benefit obligation.
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