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1
IntroductionL'un des buts majeurs de la robotique réside en la création de robotsautonomes. Par robot, on entend un système mécanique équipé de capteurs,d'actionneurs et d'un système de contrôle permettant d'agir sur les action-neurs en fonction d'une part, de la tâche à accomplir, et d'autre part, desinformations données par les capteurs. Actuellement, de tels systèmes decontrôle sont bien évidemment des ordinateurs. Un robot est dit autonomesi, moyennant une spéci�cation externe "de haut niveau" de la tâche à ac-complir, le robot est capable de la mener à bien sans intervention humaine. Lequali�catif "de haut niveau" concernant la tâche à accomplir est assurémentsubjectif; par exemple l'autonomie d'un bras manipulateur dans un envi-ronnement restreint, connu (contexte industriel) est un objectif plus facile àatteindre que l'autonomie d'un véhicule d'exploration planétaire soumis à descontraintes cinématiques et dynamiques dans un environnement inconnu etvirtuellement illimité. L'utilité de robots autonomes ou même partiellementautonomes est incontestable et les domaines d'application sont multiples etvariés.Le développement d'un robot autonome pose de nombreux problèmesfondamentaux dans des domaines variés et bien distincts. Le lecteur pourrase référer à l'ouvrage de M. Brady [Bra89] pour une présentation généraledes di�érents aspects. A titre d'exemple, le problème de la perception del'environnement par le robot (capteurs) est naturellement lié au domaine dela vision; le problème du suivi de trajectoire est lié à la théorie du contrôle.Un autre problème fondamental est celui de la plani�cation de trajectoires.En e�et un robot (même électrique) est mobile par essence, il est donc amenéà se déplacer. Le calcul de trajectoires doit donc être une tâche élémentairepour un robot se voulant autonome.Dans ce mémoire, nous allons uniquement nous intéresser au problèmede plani�cation de trajectoires pour di�érents types de robots. Nous ne nouspréoccuperons ni des problèmes que peuvent poser le suivi d'une trajectoire,ni même des problèmes liés à la localisation du robot.A tout moment, l'homme est amené à plani�er des trajectoires, que ce



2 INTRODUCTIONsoit pour servir une tasse de café ou pour conduire une automobile. De plus,l'homme plani�e les mouvements de manière généralement inconsciente : leproblème peut donc sembler raisonnablement simple, à première vue. Enréalité, la plani�cation automatique de trajectoires s'avère être un problèmeextrêmement di�cile. Une vision incorrecte, car par trop réductrice, du pro-blème de la plani�cation de mouvements est celle de la détection de collisionentre le robot et les obstacles. L'un des aspects du problème est e�ective-ment la détection de collision entre le robot et des obstacles, lesquels peuventd'ailleurs être mobiles. Cela étant, les techniques de plani�cation de trajec-toires sont a priori fort di�érentes suivant, par exemple, que l'on veut que lerobot e�ectue de grands déplacements à vitesse élevée ou qu'il e�ectue desopérations d'assemblage très précises. Le problème de plani�cation devientégalement radicalement di�érent dès lors que le robot ne connaît son environ-nement que par la vision qu'il en a. Lorsque les contraintes physiques (commela gravité ou les frottements), géométriques, cinématiques ou dynamiques durobot sont prises en compte, le problème devient naturellement de plus enplus di�cile. Si de plus, on veut minimiser le temps ou l'énergie dépensée, leproblème devient encore plus complexe.La recherche dans le domaine de la plani�cation de trajectoires débutaà la �n des années soixante. Durant la période qui s'étend jusqu'au débutdes années quatre-vingts, la recherche a été principalement axée sur l'étudedes "bras manipulateurs" utilisés dans l'industrie. Mais c'est à partir desannées quatre-vingts qu'un réel e�ort a été fourni dans le domaine. Cettepériode a vu l'apparition d'un nouvel et important outil de représentationadapté au problème en la notion d'espace des con�gurations [LP83]. De nom-breux travaux dans les domaines de la robotique, des mathématiques et del'algorithmique ont permis d'élaborer et d'implanter un certain nombre d'al-gorithmes de plani�cation de trajectoires. Ces travaux ont également permisd'améliorer la compréhension théorique d'un certain nombre de problèmes etd'en souligner leurs complexités intrinsèques. Le lecteur pourra se référer auxouvrages de J-C. Latombe [Lat91] et J.T. Schwartz & M. Sharir [SS90] pourun état de l'art complet (à l'époque de leurs parutions) du large domainequ'est la plani�cation de trajectoires.Dans ce mémoire, nous allons discuter du problème de plani�cation detrajectoires pour deux grandes classes de robots radicalement di�érentes : lesrobots à pattes et les robots sujets à des contraintes cinématiques comme lesvoitures. Bien que les robots à pattes et les robots sujets à des contraintescinématiques soient fort dissemblables, ils présentent malgré tout une simila-rité importante : les techniques classiques de plani�cation de trajectoires nes'appliquent pas. Nous pouvons tenter dès à présent d'en expliquer grossiè-rement la cause : pour une position donnée de l'un et l'autre de ces robots,



INTRODUCTION 3il n'est pas possible a priori de se mouvoir directement en tout point d'unvoisinage sans pour autant que cette impossibilité soit due à un obstacle. Unevoiture ne peut se déplacer transversalement à sa direction (ceci dans uneutilisation classique du dit véhicule), de même le corps d'un robot à pattes nepourra se déplacer qu'en des lieux où il lui sera possible de placer ses pattesde façon à être en équilibre sur les dites pattes. Exceptée cette similitude,il est ardu de trouver d'autres liens entre ces deux types de robots. C'est laraison pour laquelle nous allons dès à présent scinder nos ré�exions sur cesdeux sujets.La première partie de ce mémoire traite du problème de la plani�cationde trajectoires pour des robots sujets à des contraintes cinématiques. Dansla deuxième partie, nous nous intéresserons au problème de la plani�cationde trajectoires pour des robots à pattes.





Première partieLes systèmes non-holonomes





7
Chapitre 1IntroductionLe premier pas dans l'étude des mouvements des robots mobiles à rouesest de prendre en compte les contraintes cinématiques régissant les mouve-ments de tels robots. En 1957, L.A. Dubins fut le premier à s'intéresser auxtrajectoires sujettes à une contrainte sur le rayon de courbure : il caracté-risa, en l'absence d'obstacles, les courbes C1 de courbure moyenne majoréesur tout intervalle et de longueur minimale entre deux points orientés duplan [Dub57]. Il fallut attendre 1986 pour que le problème de la plani�cationde trajectoires pour des robots mobiles à roues commence à être assidûmentétudié [Lau86].Formellement, un robot est dit non-holonome lorsque son mouvementest soumis à des contraintes s'exprimant par des relations non intégrablesentre les composantes du vecteur d'état et ses dérivées. Par suite, l'ensembledes vitesses localement accessibles à chaque instant ne constitue qu'un sousensemble de l'espace tangent à l'espace d'état. Dès lors, une courbe inclusedans une composante connexe de l'espace des con�gurations ne correspondpas nécessairement à une trajectoire exécutable du robot. Le lecteur pourrase référer au livre de J-C. Latombe [Lat91] pour une caractérisation pluscomplète de la non-holonomie.Un exemple typique de robot non-holonome est celui d'une voiture : eninterdisant le glissement des roues, le vecteur vitesse d'un point de l'essieuarrière d'une voiture est toujours tangent à l'axe de la voiture.Commandes non optimales et suivi de trajectoiresDu point de vue de la théorie de la commande, les chercheurs se sontprincipalement intéressés au problème du calcul de trajectoires en l'absenced'obstacle et au problème du suivi d'une trajectoire pré-calculée. Les critèresd'optimalité (en temps ou en longueur) des trajectoires ne sont, alors, pasconsidérés. Citons [LC92] comme ouvrage de référence.



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONDans un premier temps, le problème est abordé en l'absence d'obstacle.Murray et Sastry [MS90] présentent une méthode applicable lorsque le sys-tème d'équations di�érentielles exprimant les contraintes cinématiques peutêtre transformé en une forme dite chaînée. Grâce à cette forme particulière,on peut choisir des commandes sinusoïdales simples permettant de produiredes mouvements qui modi�ent une composante d'état sans changer les autres.Simultanément, La�eriere et Sussmann [LS90] proposent une méthode pourcalculer des trajectoires, pour des systèmes localement commandables entemps (voir section 1.1.1), utilisant des commandes constantes par morceaux.Un chemin initial ne satisfaisant pas nécessairement les contraintes cinéma-tiques est supposé connu, la trajectoire est alors exprimée localement dansune base particulière de l'espace tangent (base de Hall). Les coe�cients, cal-culés à partir de combinaisons linéaires des vecteurs tangents, déterminentdes commandes correspondant à des chemins exécutables qui approximent latrajectoire initiale. Dans [Jac91], Jacob reprend cette méthode en utilisantles bases de Lyndon et montre que le nombre d'arcs C1 constituant la tra-jectoire peut être réduit. Le problème du calcul de trajectoires utilisant descommandes constantes par morceaux a été également traité par Monaco etNormand-Cyrot [MNc92]. Plus récemment, Rouchon, Fliess, Levine et Mar-tin [RFLM93a] montrent comment le concept de platitude qu'ils ont déve-loppé [FLMR92] peut être utilisé pour le calcul de trajectoires. Notons quela plupart des systèmes représentant les modèles de robots non-holonomes,en particulier tous les systèmes pouvant être mis sous forme chaînée, sontplats. Rouchon et coll. présentent dans [RFLM93b] un exemple de systèmenon plat, il s'agit d'un chariot à deux remorques dont le point d'attache n'estpas situé sur l'essieu arrière. Le calcul de trajectoires en présence d'obstaclespour un système quelconque a été abordé par Sussmann et Liu [SL91] : lesauteurs proposent un algorithme, basé sur l'utilisation de commandes sinu-soïdales, pour construire une suite de trajectoires admissibles convergeantuniformément vers un chemin donné. Cette méthode a été appliquée pour lecalcul de trajectoires pour un robot mobile tractant des remorques [TLM+92].Il s'avère que les trajectoires obtenues sont impraticables en raison de leurnature fortement oscillatoire.Trajectoires optimalesLes chercheurs se sont également intéressés au problème du calcul detrajectoires véri�ant des critères d'optimalité tels que le temps ou la longueur.Ce problème étant plus ardu que le problème du calcul de trajectoires nonoptimales, les systèmes non-holonomes étudiés sont dès lors moins générauxque ceux considérés dans le paragraphe précédent. Le problème a été abordé



9dans un premier temps avec des points de vue de géométrie et de calculdi�érentiel, et plus récemment, du point de vue de la théorie de la commandeoptimale.Comme nous l'avons mentionné précédemment, Dubins fut le premier àcaractériser, en l'absence d'obstacle, les trajectoires de longueur minimalepour un robot sujet à une contrainte sur le rayon de courbure [Dub57]. En1990, Reeds et Shepp [RS90] caractérisèrent, en l'absence d'obstacles, les tra-jectoires de longueur minimale pour un robot sujet à une contrainte sur lerayon de courbure mais capable d'e�ectuer des man÷uvres (c'est-à-dire desmarches arrière). De même que les plus courts chemins caractérisés par Du-bins sont généralement appelés trajectoires ou chemins de Dubins, les pluscourts chemins caractérisés par Reeds et Shepp sont généralement appeléstrajectoires ou chemins de Reeds et Shepp. A ce stade, les plus courts che-mins de Dubins et ceux de Reeds et Shepp sont caractérisés de la façonsuivante : étant donné deux points orientés du plan, on connaît une famille�nie de chemins dont on sait qu'elle contient un plus court chemin joignantles deux points orientés. Pour calculer un plus court chemin il su�t donc decalculer tous les chemins de la famille �nie et prendre le plus court. Di�é-rents plani�cateurs de trajectoires en présence d'obstacles furent implantéssur cette base (voir section 1.4).Les résultats de Dubins ainsi que ceux de Reeds et Shepp furent re-démon-trés simultanément par Boissonnat, Cérézo et Leblond [BCL94b] et par Suss-mann et Tang [ST91]. Ces nouvelles démonstrations sont plus directes queles démonstrations originelles. Alors que les trajectoires de Dubins et cellesde Reeds et Shepp furent caractérisées à l'aide de résultats classiques degéométrie et de calcul di�érentiel, Boissonnat et coll. et, Sussmann et Tangutilisèrent le cadre formel de la théorie de la commande optimale et, enparticulier, le Principe du Maximum de Pontryagin [PBGM74]. Une trèsbonne approche du Principe du Maximum de Pontryagin est présentée parP. Souères dans sa thèse [Sou93].Plus récemment, Souères et Laumond [SL92] donnèrent une caractérisa-tion complète du plus court chemin pour le système de Reeds et Shepp, entredeux con�gurations (c'est-à-dire deux points orientés du plan). Une partitionde l'espace des con�gurations est e�ectuée, donnant ainsi directement le typedu plus court chemin, lequel détermine de façon unique le chemin le plus courtentre deux con�gurations. La caractérisation complète du plus court cheminpour le système de Dubins fut e�ectuée peu de temps après par Bui, Souères,Boissonnat et Laumond [BSBL94].



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONPlani�cation de trajectoires en présence d'obstaclesEn présence d'obstacles, les résultats concernant la plani�cation de tra-jectoires sont très peu nombreux. Un exemple de problème de base toujoursouvert est le suivant : lorsque l'espace libre est une région polygonale simpleL � IR2, existe-t-il un algorithme polynomial calculant une trajectoire (pasforcément la plus courte) pour le système de Dubins, c'est-à-dire une courbeC1 de courbure bornée en tout point où la courbure est dé�nie, et joignantdeux con�gurations données? Notons que lorsque l'espace libre L est quel-conque, la complexité d'un chemin ne dépend pas seulement de la complexitédes obstacles (voir section 1.3.4).A quelques rares exceptions près, presque tous les travaux e�ectués sur laplani�cation de trajectoires optimales de systèmes non-holonomes suppose lerobot ponctuel. Rappelons que le problème de la plani�cation de trajectoiresd'un robot de la forme d'un disque de rayon r en présence d'un ensembled'obstacles 
 se ramène au problème de la plani�cation de trajectoires d'unrobot ponctuel en augmentant les obstacles de r, c'est-à-dire en considérantcomme obstacles la somme de Minkowski de 
 et du disque de rayon r. Modé-liser un robot de forme quelconque par un disque permet donc de se ramenerà un problème de plani�cation de trajectoires pour un robot ponctuel. Nousconsidérerons dans la suite les robots comme ponctuels.En présence d'obstacles polygonaux, le problème de l'existence d'une tra-jectoire C1, de courbure bornée en tout point où elle est dé�nie, joignant deuxcon�gurations données est abordé par Fortune et Wilfong dans [FW91]. Lesauteurs présentent un algorithme déterminant l'existence ou la non existenced'un chemin, de complexité en temps O(2poly(m;n)) où n est le nombre totalde sommets des obstacles polygonaux et m est le nombre de bits utilisés pourdécrire les coordonnées des sommets des obstacles.Dans cette thèse, nous nous sommes principalement intéressés aux pro-blèmes de la caractérisation et du calcul de trajectoires optimales pour le sys-tème de Dubins, en présence d'obstacles. Nous présentons dans la section 1.1les robots de type voiture et les systèmes non-holonomes les plus classiquesqui en découlent. Nous rappelons également les résultats concernant la com-mandabilité de ces systèmes (avec ou sans obstacles). Nous rappelons dansla section 1.2 les résultats existant sur la caractérisation des plus courtschemins des systèmes non-holonomes en l'absence d'obstacle. Nous faisonsde même, mais en présence d'obstacles, dans la section 1.3. Nous décrivonssuccinctement dans la section 1.4 les di�érents plani�cateurs de trajectoiresexistants en présence d'obstacles. En�n nous présentons dans la section 1.5notre contribution.



1.1. PRÉSENTATION DES ROBOTS DE TYPE VOITURE 111.1 Présentation des robots de type voiture
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y � �
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Fig. 1.1 � Un robot de type voitureNous présentons maintenant quelques systèmes dynamiques modélisantune voiture. Nous voulons seulement rendre compte des propriétés géomé-triques des trajectoires faisables par un robot de type voiture. Dans ce cadre,pour une modélisation relativement �ne d'une voiture, il est naturel de consi-dérer que le conducteur contrôle l'accélération linéaire des roues ainsi que lavitesse angulaire des roues. Un vecteur d'état du véhicule est alors, a priori,dé�ni par (x; y; �; v; �) où x et y sont les coordonnées du milieu de l'essieuarrière pris comme point de référence du robot, � détermine la direction duvéhicule et, informellement, v représente sa vitesse linéaire et � l'angle quefont les roues avant avec l'axe du véhicule 1 (voir �gure 1.1). La contraintesur le rayon de giration du véhicule se traduit par j�j � �0. Si � et � sontles valeurs de l'accélération linéaire des roues et de la vitesse angulaire des1. Précisément, la vitesse linéaire di�ère selon les points du véhicule et les deux rouesavant ne déterminent pas le même angle avec l'axe du véhicule. Formellement, siM désignele milieu de l'essieu arrière, M 0 le milieu de l'essieu avant et C le centre de rotationinstantanée de M , nous dé�nissons v comme la vitesse linéaire de M , et � comme l'angle6 (MCM 0).



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONroues, à un instant donné, les contraintes cinématiques s'écrivent :8>>>>>><>>>>>>: _x = v cos � cos �_y = v cos � sin �_� = v sin �_v = �_� = � (1.1)La contrainte cinématique correspondant à un roulement sans glissement setraduit par le fait que la vitesse du robot est tangente à l'axe du robot c'està dire : _y cos � � _x sin � = 0Cette équation n'est pas intégrable et caractérise la non-holonomie du sys-tème (voir [Lat91]).Un robot satisfaisant aux contraintes cinématiques du système (1.1) (avecj�j � �0) modélise bien une voiture, cependant ce modèle s'avère encore tropdétaillé. En e�et, la caractérisation des plus courts chemins pour un tel sys-tème n'a pu être e�ectuée, à l'heure actuelle. Certains systèmes simpli�és ontcependant été étudiés : considérons le système dynamique formé uniquementpar les trois premières équations du système (1.1). En posant u1 = v cos� etu2 = v sin�, nous obtenons : 8><>: _x = u1 cos �_y = u1 sin �_� = u2 (1.2)où u1 et u2 sont des lois de commande 2. Il est raisonnable de supposer que laborne �0 sur le rayon maximal de giration est inférieur à �=4 ce qui impliqueju2j � ju1j. D'autre part, dans la mesure où nous ne considérons que descontraintes cinématiques et aucune contrainte dynamique dans la modélisa-tion du robot, nous pouvons borner la vitesse linéaire v par une constantearbitraire, ceci sans aucune perte de généralité. Nous pouvons donc supposerju2j � ju1j � 1.On appelle robot de type voiture ou unicycle un robot dont les trajec-toires satisfont le système (1.2) et dont les lois de commande u1 et u2 sont àvaleur dans f(u1; u2) 2 IR2 = ju2j � ju1j � 1g. Notons que la courbure d'unetrajectoire satisfaisant au système (1.2) est, en un point où elle est dé�nie,ju2jju1j � 1. Le système (1.2) est appelé système de Dubins si u1 = 1 et ju2j � 1,il est appelé système de Reeds et Shepp si u1 2 f�1; 1g et ju2j � 1. On2. On considère les lois de commande dans la classe des fonctions mesurables et bornéessur un intervalle fermé de IR.



1.1. PRÉSENTATION DES ROBOTS DE TYPE VOITURE 13appelle robot de Dubins ou robot de Reeds et Shepp un robot satisfaisantaux contraintes cinématiques respectivement décrites par le système de Du-bins ou le système de Reeds et Shepp. La �gure 1.2 montre les domaines decommande pour les robots de Dubins, de Reeds et Shepp et les robots detype voiture.
�1 1 1�1 u1u2

voiture�1 1 1�1 u1u2
Dubins �1 1 1�1 u1u2

Reeds et SheppFig. 1.2 � Domaines de commande correspondant aux di�érents systèmesPour ces deux systèmes, un triplet (x; y; �) est appelé con�guration. L'es-pace des con�gurations est IR2 � S1. Une con�guration peut être vue soitcomme un point de IR2 � S1 soit comme un point orienté du plan, c'est-à-dire un point du plan muni d'une orientation.Dans la suite nous nous intéresserons tout particulièrement au systèmede Dubins 8><>: _x = cos �_y = sin �_� = u2 ju2j � 1 (1.3)Une courbe dans IR2�S1 joignant deux con�gurations !i et !t, et satisfaisantaux équations du système (1.3) sera souvent confondue avec sa projection surIR2, c'est-à-dire avec la courbe décrite par le point de référence du robot entreles deux points orientés du plan !i et !t. Remarquons qu'une telle courbe estune courbe C1 de courbure ju2jmajorée par 1 en tout point où la courbure estdé�nie. Une telle courbe est également une courbe dont la courbure moyenneest majorée par 1 sur tout intervalle, c'est-à-dire une courbe di�érentiabledont la dérivée est une fonction 1-lipschitzienne lorsque la courbe est pa-ramétrée par l'abscisse curviligne. Réciproquement, une courbe de courburemoyenne majorée par 1, de même qu'une courbe C1 de courbure majoréepar 1 en tout point où elle est dé�nie, satisfait aux contraintes du systèmede Dubins. Fréquemment dans la suite, de telles courbes seront simplementappelées courbes de courbure bornée. Lorsque l'on parle de la longueur d'unetrajectoire, il s'agit toujours de sa longueur dans IR2, c'est-à-dire de la dis-tance parcourue par le point de référence de la voiture.



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONNous avons dé�ni la borne sur la courbure par ju2j � 1. Dans certainsouvrages, la courbure est supposée bornée par une constante 1=R (R est lerayon de courbure minimal le long d'une trajectoire). Remarquons qu'il estéquivalent, à une homothétie près, de considérer la courbure bornée par 1 oupar une constante positive 1=R.Dans la suite de cette thèse, nous considérerons le robot de type voiture,le robot de Dubins et le robot de Reeds et Shepp comme des robots ponc-tuels. Peu de travaux ont été e�ectués sur l'étude des plus courts cheminspour des robots non-holonomes non ponctuels. Pour ces robots non ponc-tuels, il est nécessaire de considérer les trajectoires de longueurs localementoptimales décrites par le point de référence d'un robot lorsque celui-ci se dé-place en gardant le contact avec un obstacle. Ces courbes appelées tractricesont été étudiées, pour les robots de Dubins et de Reeds & Shepp, par X-N.Bui [Bui94].1.1.1 CommandabilitéUn système est dit commandable si pour toute paire de con�gurations !iet !t situées dans l'espace des con�gurations, il existe une trajectoire satis-faisant aux contraintes du système et joignant !i et !t. Un système est ditlocalement commandable en temps si, pour toute con�guration !i, l'ensembledes con�gurations accessibles depuis !i en un temps inférieur à T contientun voisinage de !i pour tout T > 0. La propriété de commandabilité d'unsystème dynamique est intrinsèque et ne dépend donc pas de la présenceéventuelle d'obstacles. Un système est dit posséder la propriété d'accessibi-lité si pour toute paire de con�gurations !i et !t situées dans une mêmecomposante connexe de l'espace libre, il existe une trajectoire satisfaisantaux contraintes du système et joignant !i et !t.Considérons tout d'abord le système de Dubins. Ce système est claire-ment commandable car entre deux points orientés du plan, il existe toujoursune courbe C2 de courbure majorée par 1 en tout point; il existe donc, a for-tiori, une courbe satisfaisant aux équations du système de Dubins et joignantdeux con�gurations données. Du point de vue de la théorie de la commande,le théorème de Bonnard [Lob81, Théorème.III.4] prouve également la com-mandabilité du système de Dubins. Cela étant, le système de Dubins n'estpas localement commandable en temps. En e�et, étant donnée une con�gu-ration initiale !i, toute trajectoire satisfaisant aux équations du système deDubins et joignant !i à un point orienté situé dans la région grisée de la�gure 1.3 est de longueur supérieure à � (voir [Bui94]).En présence d'obstacles, le système de Dubins ne véri�e pas la propriétéd'accessibilité. En e�et, pour des con�gurations initiale et terminale !i et !t,
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!i

Fig. 1.3 � Non commandabilité en temps du système de Dubinset un obstacle comme sur la �gure 1.4, il n'existe pas de trajectoire satisfai-sant aux équations du système de Dubins et joignant !i à !t dans l'espacelibre L : supposons par l'absurde qu'il existe une telle trajectoire, il existealors dans L un plus court chemin T joignant !i et !t (voir théorème 1.2).D'autre part, comme nous allons le voir dans le théorème 1.3, tout arc de Tinclus dans l'intérieur de L (à l'exception possible de ses extrémités) est unchemin de Dubins de type CSC ou CCC (voir section 1.2.1). Clairement, iln'existe pas pour l'exemple de la �gure 1.4, de trajectoire de Dubins, dans L,de !i à !t ou de !i à une con�guration tangente à l'obstacle. Donc, il n'existepas, dans L, de plus court chemin joignant !i et !t, et donc, il n'existe pasde chemin joignant !i et !t dans L satisfaisant aux équations du système deDubins.
!i!t

Fig. 1.4 � Le système de Dubins ne veri�e pas la propriété d'accessibilité enprésence d'obstaclesUn robot de type voiture ainsi que le système de Reeds et Shepp sontlocalement commandables en temps; ces résultats découlent du théorème du



16 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONrang (voir [Sou93], [LJTM94] ou [Lat91]) mais peuvent également être mon-trés sans faire appel à la théorie du contrôle [LJTM94]. Cette propriétéimplique que ces deux systèmes possèdent la propriété d'accessibilité; nousprésentons une preuve issue de [LJTM94]. Supposons dans un premier tempsl'espace libre L ouvert. Pour toute paire de con�gurations !i et !t situéesdans une même composante connexe de l'espace libre, il existe une courbe Cjoignant !i et !t dans L (C n'est sujette à aucune contrainte sur la courbure).Considérons un point orienté !1 de cette courbe et T1 > 0 la distance de cepoint aux obstacles. La vitesse linéaire d'un robot de type voiture ainsi qued'un robot de Reeds et Shepp est majorée par 1 donc l'ensemble des con�-gurations accessibles depuis !1 en un temps inférieur à T1 est inclus dansl'espace libre L. Les deux systèmes considérés étant localement comman-dables en temps, l'ensemble des con�gurations accessibles depuis !1 en untemps inférieur à T1 contient une boule ouverte B1 centrée en !1. En consi-dérant !2 2 B1 \ C et en réitérant le processus, la courbe C peut être pavéepar un ensemble de boules ouvertes incluses dans L. Comme la courbe C estcompacte, elle peut être recouverte par un ensemble �ni de telles boules. Lapropriété d'accessibilité du système de Reeds et Shepp, ainsi que d'un robotde type voiture, est ainsi démontrée de façon constructive dans un espacelibre ouvert.L'existence d'un plus court chemin ne peut être assurée dans un espacelibre ouvert. Il est donc important de déterminer si le système de Reeds etShepp et un robot de type voiture possèdent la propriété d'accessibilité dansun espace libre fermé. La démonstration précédente se généralise facilementsi l'espace libre L est fermé et si l'on suppose de plus que le bord de L estsans singularité, i.e. en tout point du bord de L il existe un voisinage dontl'intersection avec l'intérieur de L est non vide et simplement connexe. Cettehypothèse permet d'éviter les situations décrites par la Figure 1.5.Le système de Reeds et Shepp, ainsi qu'un robot de type voiture, possèdedonc la propriété d'accessibilité en présence d'obstacles sous l'hypothèse quel'espace libre L est fermé et que son bord ne présente pas de singularité.1.2 Plus courts chemins en l'absenced'obstacles1.2.1 Plus courts chemins de DubinsEn l'absence d'obstacle, Dubins a montré que le plus court chemin pourle robot de Dubins entre deux con�gurations est une courbe C1, C2 parmorceaux; cette courbe est la concaténation de segments de droites et d'arcs
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Fig. 1.5 � Exemples où la propriété d'accessibilité n'est pas véri�ée lorsqueL est fermé et que son bord présente des singularitésde cercle, et peut s'écrire sous la forme CSC ou CCC où S est un segmentde droite et C est un arc de cercle de rayon minimal, c'est-à-dire de rayon1. Chaque arc du type S ou C peut être dégénéré, c'est-à-dire de longueurnulle. Ces courbes sont appelées courbes, chemins ou trajectoires de Dubins.On distingue les chemins de Dubins de type CSC et de type CCC. Le typed'un chemin peut être spéci�é de façon plus précise : en notant R (resp. L)un arc de cercle parcouru dans le sens des aiguille d'un montre 3 (resp. senstrigonométrique), le type d'un chemin peut être RSL, par exemple (voir�gure 1.6).Entre deux con�gurations il existe au plus six chemins de Dubins qui sont� de type CCC réunissant les deux chemins de types LRuL et RLuR oùu représente la longueur de l'arc intermédiaire, véri�ant u > �, ou� de type CSC réunissant les quatre chemins de types LSL, LSR, RSLet LSL.Rappelons que ces résultats, montrés par Dubins en 1957 [Dub57], ontété re-démontrés plus récemment et plus directement par Boissonnat et coll.3. Un arc de cercle parcouru dans le sens des aiguilles d'une montre est parcouru entournant à droite. La notation R et L correspond aux initiales de right et left.
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(c) type LRL!i
!t

!i

!t

!i
!t (b) type RSR(a) type RSL

Fig. 1.6 � Exemples de plus courts chemins de Dubins[BCL94b] et par Sussmann et Tang [ST91] en utilisant le Principe du Maxi-mum de Pontryagin [PBGM74] dans le cadre de la théorie de la commandeoptimale. Rappelons également que ces travaux ont été complétés par X-N.Bui, P. Souères, J-D. Boissonnat et J-P. Laumond [BSBL94], qui ont donnéune caractérisation complète du plus court chemin entre deux con�gurations :pour une con�guration initiale donnée, une partition de l'espace des con�gu-rations est calculée de telle sorte que le type de la trajectoire optimale soitinvariant pour toute con�guration �nale située dans une région donnée de lapartition.1.2.2 Plus courts chemins de Reeds et SheppPour le robot de Reeds et Shepp, les trajectoires optimales présentent despoints de rebroussement où le robot passe de la marche avant à la marchearrière. Un plus court chemin pour le robot de Reeds et Shepp véri�e quela vitesse angulaire du robot prend des valeurs extrémales ou nulles. En seréférant au système (1.2), la loi de commande (u1; u2) est à valeurs dansf�1; 1g � f�1; 0; 1g. De plus, Reeds et Shepp ont pu montrer un résultat



1.2. PLUS COURTS CHEMINS EN L'ABSENCE D'OBSTACLES 19similaire à celui de Dubins, à savoir qu'en l'absence d'obstacle, il existe unplus court chemin joignant deux con�gurations. Ce plus court chemin estconstitué d'au plus cinq arcs, qui sont des arcs de cercle unitaire ou dessegments de droite, et contient au plus deux points de rebroussement. Ceux-ci sont notés par le signe "j" dans le mot représentant le type d'un chemin.Plus précisément, ce plus court chemin est d'un type appartenant à l'une desneuf familles suivantes� CSC� CjCjC� CCjC ou CjCC� CCujCuC ou CjCuCujC avec u < �=2� CjC�2SC ou CSC�2C� CjC�2SC�2 jCLes types de trajectoires sont toutes les combinaisons possibles avec les arcsR et L, sachant que l'on ne peut avoir ni RjL ni LjR.
(b) type RLjL!i !t !t!i

(c) type LjLuRujR
(d) type LjL�=2SR!i !i

!i
!t !t

!t

(e) type LjL�=2SR�=2jR
(a) type LjLjL

Fig. 1.7 � Exemples de plus courts chemins de Reeds et SheppCes résultats, montrés par Reeds et Shepp en 1990 [RS90], ont égale-ment été re-démontrés dans le cadre de la théorie de la commande optimale



20 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONpar Boissonnat et coll. et par Sussmann et Tang dans les articles précédem-ment cités [BCL94b, ST91]. Notons que, dans le cadre de la théorie de lacommande optimale, les études des plus courts chemins pour le système deReeds et Shepp et pour le robot de type voiture sont équivalentes. En e�et,pour montrer l'existence d'une commande optimale en temps, le domaine decommande (voir �gure 1.2) doit être convexe. Il s'ensuit que pour caractériserles plus courts chemins pour le système de Reeds et Shepp, comme pour unrobot de type voiture, on étudie en réalité les trajectoires optimales en tempssatisfaisant aux équations du système (1.2) pour (u1; u2) appartenant au do-maine de commande convexi�é [�1; 1]� [�1; 1]. Le Principe du Maximum dePontryagin permet alors de montrer que, pour les trajectoires optimales entemps, la loi de commande (u1; u2) est à valeurs dans f�1; 0; 1g�f�1; 0; 1g.D'autre part, (u1; u2) = (0; 0) correspond à l'arrêt du robot et si u1 = 0 etu2 6= 0 (sur un intervalle de temps non nul) la trajectoire correspondante durobot est une rotation sur place, ce qui est interdit aussi bien pour le robot deReeds et Shepp que pour le robot de type voiture. On obtient ainsi que, pources deux systèmes, la loi de commande (u1; u2) pour des trajectoires optimalesen temps est à valeurs dans f�1; 1g�f�1; 0; 1g. Les trajectoires optimales entemps étant parcourues à vitesse linéaire extrémale, les trajectoires optimalesen temps sont donc bien des plus courts chemins et inversement.La caractérisation des plus courts chemins a été complétée par P. Souèreset J-P. Laumond [SL92], qui ont d'une part ra�né les bornes nécessaires surla longueur des arcs de cercle (par exemple un chemin de type CujCvjCw estoptimal seulement si u + v + w � �) et d'autre part donné une caractéri-sation complète du plus court chemin entre deux con�gurations : pour unecon�guration initiale donnée, une partition de l'espace des con�gurations estcalculée de telle sorte que le type de la trajectoire optimale soit invariantpour toute con�guration �nale située dans une région donnée de la parti-tion. Citons également les travaux e�ectués par G. Desaulniers et F. Soumisqui présentent dans [SL92] une partition similaire mais moins �ne de l'espacedes con�gurations : à chaque cellule de la partition sont associés au plus deuxtypes de chemins tels que le plus court chemin entre la con�guration initialeet une con�guration de la cellule soit de l'un de ces types. Notons que G. De-saulniers et F. Soumis ont implanté un algorithme de calcul d'un plus courtchemin de Reeds et Shepp sur la base de leur partition.1.2.3 Plus courts chemins C2 avec une borne sur ladérivée de la courbureDans le cadre des études du plus court chemin entre deux con�gurationsen l'absence d'obstacle, il est intéressant de citer les travaux e�ectués sur



1.2. PLUS COURTS CHEMINS EN L'ABSENCE D'OBSTACLES 21l'étude des systèmes satisfaisant à une contrainte sur la dérivée de la courbure.Dans le modèle de Dubins, la courbure n'a pas à être continue au cours d'undéplacement, il était donc naturel d'étudier les courbes de longueur minimalejoignant deux con�gurations et satisfaisant au système di�érentiel suivant :8>>><>>>: _x = cos �_y = sin �_� = �_� = uoù u est borné : u 2 [�B;B]. Notons que les plus courts chemins sont destrajectoires optimales en temps et réciproquement car la vitesse linéaire estconstante. Une con�guration est, ici, la donnée d'une position, de sa tangenteet de sa courbure, soit (x; y; �; _�).Pour ce système, les courbes joignant deux con�gurations sont donc par-tout C2 et C3 sur tout morceau où la loi de commande u est continue. Lesrésultats concernant le plus court chemin joignant deux con�gurations sontassez étonnants : le Principe du Maximum de Pontryagin permet de montrerque les trajectoires optimales sont constituées de segments de droite et d'arcsde clothoïde (c'est-à-dire des arcs pour lesquels la dérivée de la courbure estconstante et non nulle en tout point). J-D. Boissonnat, A. Cérézo et J. Le-blond ont montré dans [BCL94a] qu'un plus court chemin est tel que : soitil ne contient pas de segment de droite, soit il contient une in�nité d'arcsde clothoïde. Précisément, à la jonction d'un segment de droite et d'une clo-thoïde, il y a un point d'accumulation de points de commutation de la loide commande u, c'est-à-dire de points où la loi de commande u passe de lavaleur B à la valeur �B ou réciproquement. De plus, V. Kostov et E. Kos-tova ont montré [KDK] qu'un plus court chemin joignant des con�gurationsinitiales et terminales su�samment éloignées contient un segment de droiteet donc contient un nombre in�ni d'arcs de clothoïde. En d'autres termes, lenombre d'arcs C3 constituant un plus court chemin n'est pas borné.V. Kostov et E. Kostova ont également montré dans [KDK94] commentconstruire un chemin de longueur sous-optimale entre deux con�gurations.Sous-optimale signi�e que la longueur de la trajectoire n'excède pas la lon-gueur optimale plus une constante qui dépend de la borne B sur la dérivéede la courbure. Dans [KDK93], les auteurs présentent des résultats similaireslorsque le robot est autorisé à faire des man÷uvres, c'est-à-dire des marchesarrière.Remarquons qu'il est naturel de borner également la courbure � des tra-jectoires étudiées. Dans ce cas, les trajectoires optimales sont constituéesde segments de droites, d'arcs de clothoïde mais également d'arcs de cercle



22 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONde rayon minimal. Cela étant, la pathologie mentionnée précédemment resteprésente car la concaténation d'un segment de droite et d'un arc de cerclen'est pas C2 et donc, si un plus court chemin contient un segment de droite,il est constitué d'une in�nité d'arcs de clothoïde au voisinage des extrémitésde ce segment de droite.1.2.4 Plus courts chemins de courbure bornée sur unevariétéDe récents travaux ont été e�ectués par R. Pérez [Pér95] sur l'étude desplus courts chemins de courbure bornée sur une variété riemannienne de di-mension n et de courbure constante ". Un chemin de courbure bornée estdé�ni comme précédemment : c'est une courbe di�érentiable dont la dérivéeest une fonction 1-lipschitzienne lorsque la courbe est paramétrée par l'abs-cisse curviligne. Dans le cadre de la théorie du contrôle optimal et à l'aidedu Principe du Maximum de Pontryagin, l'auteur montre que les plus courtschemins sont constitués d'arcs de géodésique et d'arcs de courbe C2 de cour-bure égale à 1 en tout point. Pérez présente pour n = 2 et " 6= 0 des résultatssimilaires à ceux de Dubins. Dans IR3 (c'est-à-dire pour n = 3 et " = 0),R. Pérez montre que les courbes optimales de courbure égale à 1 sont soitdes arcs de cercle unitaires, soit des hélices incluses dans des surfaces hélicoï-dales. H. J. Sussmann traite également dans [Sus95] le problème dans IR3 etmontre de plus qu'une trajectoire optimale est soit un arc d'hélice, soit unetrajectoire de Dubins de type CSC ou CCC.1.3 Plus court chemin en présence d'obstaclesSoit 
 un ensemble fermé d'obstacles de IR2. Nous étudions les trajec-toires des robots dans l'espace libre fermé L égal à l'adhérence de IR2 n 
.Nous considérons l'espace libre L fermé car cela est nécessaire pour assu-rer l'existence d'un plus court chemin entre deux con�gurations. Nous avonsconsidéré 
 fermé pour nous permettre d'étudier les points de contacts éven-tuels entre une trajectoire et les obstacles 
. Rappelons que dans la suite lesrobots sont supposés ponctuels.1.3.1 Existence d'un plus court chemin pour le systèmede DubinsL'existence d'un plus court chemin, en présence d'obstacles, pour le robotde Dubins n'a rien d'évident. Pour s'en convaincre, il su�t de se reporter à la



1.3. PLUS COURT CHEMIN EN PRÉSENCE D'OBSTACLES 23section suivante où l'on montre que pour certaine paires de con�gurations, iln'existe pas de plus court chemin pour le robot de Reeds et Shepp, joignantces con�gurations. Nous montrons ici l'existence, dans L, d'un plus courtchemin pour le robot de Dubins entre deux con�gurations, dès lors qu'il existeune trajectoire reliant la con�guration initiale à la con�guration terminale.Ce résultat découle (voir [JC89, Jac90]) de la preuve de la proposition 1de Dubins [Dub57]. En e�et, Dubins montre, à l'aide du théorème d'Ascoli,qu'il existe une suite de chemins convergeant uniformément vers une courbeC1 de longueur minimale et satisfaisant la contrainte sur la courbure. Toutchemin de la suite étant situé dans l'espace libre fermé L, la suite de cheminsconverge vers une trajectoire de L.Il est cependant intéressant de montrer ce résultat dans le cadre de lathéorie du contrôle optimal. Cela aide à comprendre pourquoi ce résultatdevient faux pour le système de Reeds et Shepp.Pour le système de Dubins, le problème de l'existence d'une trajectoireoptimale en longueur est équivalente au problème de l'existence d'une tra-jectoire optimale en temps car le robot avance à vitesse constante. Enonçonsle problème de l'existence d'une trajectoire optimale en temps dans le cadreformel de la théorie de la commande optimale.Soient M une variété C1 de dimension n, X une fonction de IR dansM appelée trajectoire, u une fonction de IR dans U � IRm appelée loi decommande. Nous voulons montrer l'existence d'une trajectoire X(t) et d'uneloi de commande u(t) solution du système d'équations di�érentielles dX=dt =f(X(t); u(t)) et satisfaisant les conditions aux bornes X(t0) = X0 et X(t) =X1 minimisant la fonctionnelle J(X0; X1; t0; t1) = t1 � t0. Autrement dit,pour X0, X1, t0 �xés nous voulons minimiser t1 tel qu'il existe une trajectoireet une loi de commande, solutions du système d'équations di�érentielles etsatisfaisant les conditions aux bornes.Enonçons une version simpli�ée, su�sante pour notre problème, d'unthéorème de Fillipov [Ces83, Theorem.9.2.i].Théorème 1.1 Soient A un sous-ensemble compact de M , X0 et X1 deuxpoints de A, t0 2 IR et I un intervalle fermé de IR. Sous les hypothèsessuivantes, il existe t1 2 I, une trajectoire X(t) dans A et une loi de com-mande u(t) à valeurs dans U solutions du système d'équations di�érentiellesdX=dt = f(X(t); u(t)), satisfaisant les conditions aux bornes X(t0) = X0 etX(t1) = X1 et tels que J(X0; X1; t0; t1) soit le minimum global de la fonctionJ sur fX0g � fX1g � ft0g � I.1. U est un compact de IRm2. J est continue sur fX0g � fX1g � ft0g � I



24 CHAPITRE 1. INTRODUCTION3. f(X(t); u(t)) est continue en X, t et u4. f(X(t); U) est convexe pour tout X et pour tout t5. il existe t1 2 I, une trajectoire X(t) dans A et une loi de commandeu(t) à valeurs dans U , solutions du système d'équations di�érentiellesdX=dt = f(X(t); u(t)) et satisfaisant les conditions aux bornes X(t0) =X0 et X(t1) = X1.Pour le système de Dubins, nous avons M = IR2 � S1, U = [�1; 1], et lesystème d'équations di�érentielles est8><>: _x(t) = cos �(t)_y(t) = sin �(t)_�(t) = u(t) (1.4)Soient X0 et X1 deux con�gurations dans M telles qu'il existe, pourle robot de Dubins, une trajectoire joignant X0 à X1 dans L � S1. Parhypothèse, nous avons l'existence de t1 2 IR, d'une trajectoire X(t) dansL � S1 et d'une loi de commande u(t) à valeurs dans U qui sont solu-tions du système d'équations di�érentielles (1.4) et satisfaisant les condi-tions aux bornes X(0) = X0 et X(t1) = X1. S'il existe une trajectoirede X0 à X1 de longueur minimale, elle est évidemment de longueur infé-rieure ou égale à t1. Soit B la boule fermée de IR2 de rayon t1 et cen-trée en p(X0) projection orthogonale de X0 sur IR2. Nous dé�nissons Acomme le compact (B n 
) � S1. Donc, s'il existe une trajectoire de X0à X1 de longueur minimale, elle est contenue dans A. Dès lors, toutes lesconditions du théorème 1.1 sont satisfaites. En e�et, U = [�1; 1] est com-pact, J(X0; X1; t0; t1) = t1 � t0 est continue sur fX0g � fX1g � ft0g � IR,f(X(t); u(t)) = f(x(t); y(t); �(t); u(t)) = (cos �(t); sin �(t); u(t)) est conti-nue en X, t et u, f(X(t); U) = (cos �(t); sin �(t); U) est convexe pour toutX = (x; y; �) et pour tout t, en�n, le point 5 du théorème 1.1 est véri�é parhypothèse. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :Théorème 1.2 Etant donné des con�gurations initiale et terminale !i et!t, il existe, dans l'espace libre L, un plus court chemin pour le système deDubins joignant !i à !t dès lors qu'il existe une trajectoire pour le systèmede Dubins joignant !i à !t dans L.1.3.2 Non existence d'un plus court chemin pour lesystème de Reeds et SheppRappelons le résultat mentionné dans la section 1.1.1 : le système de Reedset Shepp étant localement commandable en temps, il est commandable en



1.3. PLUS COURT CHEMIN EN PRÉSENCE D'OBSTACLES 25présence d'obstacles dès lors que l'espace libre L est égal à l'adhérence deson intérieur. Nous supposerons dans la suite de cette section que L veri�ecette propriété.Pour le système de Reeds et Shepp (système 1.2) la loi de commande(u1; u2) est à valeurs dans le domaine de commande f�1; 1g � [�1; 1]. Cedomaine n'est pas convexe et l'hypothèse du théorème 1.1 nécessitant quef(X(t); U) soit convexe pour tout X et t n'est pas véri�ée. Une méthode clas-sique pour assurer l'existence d'une trajectoire optimale consiste à convexi�erle domaine de commande. Le système (1.2) où la loi de commande (u1; u2) està valeurs dans le domaine de commande convexe [�1; 1]� [�1; 1] est appelésystème de Reeds et Shepp convexi�é. Le théorème 1.1 est alors applicablepour le système de Reeds et Shepp convexi�é et prouve l'existence d'une tra-jectoire optimale en temps entre deux con�gurations s'il existe une trajectoirejoignant ces con�gurations. Remarquons que, pour le système de Reeds etShepp convexi�é, le robot peut tourner sur place et que la longueur de latrajectoire n'est plus proportionnelle au temps de parcours car la vitesse durobot n'est plus �xée. Un plus court chemin n'est donc plus forcément unetrajectoire optimale en temps. Cependant, le Principe du Maximum de Pon-tryagin nous montre que pour le système de Reeds et Shepp convexi�é, unetrajectoire est optimale en temps seulement si les lois de commande u1 et u2sont à valeurs dans f�1; 0; 1g. Donc, en considérant qu'une rotation sur placed'angle � a une longueur virtuelle �, la longueur d'une trajectoire est égaleau temps de parcours de la trajectoire. Pour ce modèle, le théorème 1.1 nousprouve donc l'existence d'un plus court chemin entre deux con�gurationsdès lors qu'il existe un chemin les reliant. De plus, remarquons qu'il existetoujours un chemin joignant deux con�gurations d'une même composanteconnexe de l'espace libre dès lors que le robot peut tourner sur place.Pour en revenir à l'existence d'un plus court chemin pour le système deReeds et Shepp, G. Desaulniers montra dans [Des94] qu'il peut ne pas existerde plus court chemin entre deux con�gurations. Considérons un point orienté!i du plan situé sur le bord d'un obstacle et orienté perpendiculairement aubord vers l'extérieur (voir �gure 1.8). Soit !t une con�guration telle qu'ilexiste, de !i à !t, une trajectoire pour le système convexi�é de Reeds etShepp composée d'une rotation sur place d'angle positif u < �=2 suivie d'unerotation sur un arc de cercle unitaire d'angle positif v tel que u + v < �(!t peut clairement exister, voir �gure 1.8). Desaulniers montre alors qu'iln'existe pas de plus court chemin pour le système de Reeds et Shepp de !i à!t. L'idée de la preuve est la suivante : la longueur du plus court chemin entredeux con�gurations pour le système de Reeds et Shepp est au moins égale àl'angle entre les deux directions de !i et de !t, soit ici u + v. D'autre part,dès lors que le robot s'éloigne des obstacles, il peut simuler une rotation



26 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONsur place par une trajectoire de type CjCj : : : jC dans une boule de rayon". Donc, pour tout ", il existe une trajectoire de type SCjCj : : : jCSC delongueur u + v + �(") joignant !i à !t, pour le système de Reeds et Shepp(voir �gure 1.8). Il faut encore montrer qu'il n'existe pas de trajectoire delongueur égale à u + v pour le système de Reeds et Shepp, ce qui est faitdans [Des94].

1 !i!t uv
Fig. 1.8 � Con�gurations pour lesquelles il n'existe pas de plus court cheminpour le système de Reeds et SheppDans cette démonstration de la non existence d'un plus court chemin deReeds et Shepp entre deux con�gurations il est nécessaire que le point dedépart soit situé sur le bord d'un obstacle. En e�et, dans le cas contraire,le robot de Reeds et Shepp peut simuler une rotation sur place au point dedépart par une trajectoire de type CjCj : : : jCjC incluse dans une boule derayon " où " est la distance du point de départ aux obstacles. Au vu de cetteremarque il est naturel de se poser la question suivante : s'il existe un cheminpour le système de Reeds et Shepp joignant dans L deux con�gurations don-nées, existe-t-il un plus court chemin pour le système de Reeds et Shepp entreces con�gurations? La réponse à cette question est négative; en e�et, consi-derons une con�guration initiale !i et une con�guration terminale !t tellesque le plus court chemin pour le système de Reeds et Shepp convexi�é soit



1.3. PLUS COURT CHEMIN EN PRÉSENCE D'OBSTACLES 27une trajectoire constituée d'un arc de cercle unitaire d'angle positif u suivid'une rotation sur place d'angle positif v en un sommet d'un obstacle, suivid'un arc de cercle unitaire d'angle positif w comme le montre la �gure 1.9.Pour une telle paire de con�gurations, les arguments de la démonstration deG. Desaulniers s'appliquent pour montrer la non-existence d'un plus courtchemin de Reeds et Shepp.
!i!t u

v
w11

Fig. 1.9 � Con�gurations pour lesquelles il n'existe pas de plus court cheminpour le système de Reeds et SheppCette remarque permet de mieux comprendre qu'il est crucial dans ladémonstration de G. Desaulniers de supposer que le point de départ de latrajectoire appartient à l'un des cercles unitaires tangent à la con�gurationterminale.Notons en�n pourquoi il n'est pas possible d'appliquer pour le système deReeds et Shepp la démonstration de Dubins prouvant l'existence d'une suitede chemin convergeant vers une courbe de longueur minimale et satisfaisantla contrainte sur la courbure : une trajectoire de type CjCj : : : jCjC optimalepour le système de Reeds et Shepp 4 peut converger vers une trajectoirecomportant une rotation sur place et donc ne satisfaisant pas les contraintesdu système de Reeds et Shepp.1.3.3 Caractérisation des plus courts chemins decourbure bornéeRevenons au système de Dubins et caractérisons les trajectoires optimalesen présence d'obstacles. Premièrement, nous énonçons un résultat général4. Les trajectoires de type CjCj : : : jCjC ne font pas partie des trajectoires de Reedset Shepp (voir section 1.2.2) car, en l'absence d'obstacle, il existe une trajectoire de typeCjCjC de même longueur.



28 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONquant à la nature des obstacles :Théorème 1.3 Une trajectoire T de longueur minimale satisfaisant auxéquations du système de Dubins et joignant deux con�gurations (Pi; �i) et(Pt; �t) véri�e que tout arc de T inclus dans l'intérieur de l'espace libre L (àl'exception possible de ses extrémités) est une trajectoire de Dubins c'est-à-dire du type CSC ou CCC.Démonstration : Ce résultat est une conséquence du Prin-cipe du Maximum de Pontryagin. Le théorème 25 de [PBGM74]montre qu'une trajectoire de longueur minimale incluse dans l'in-térieur de l'espace libre L (à l'exception possible des extrémités)satisfait au Principe du Maximum de Pontryagin. La caractérisa-tion des trajectoires optimales, grâce au Principe du Maximumde Pontryagin est e�ectuée dans [BCL94b] et [ST91].Notons que les démonstrations e�ectuées par Dubins dans [Dub57]pour caractériser les plus courts chemins en l'absence d'obstacless'appliquent en présence d'obstacles (voir [Jac90]). 2Lorsque les obstacles sont polygonaux, un résultat plus fort est connu :Théorème 1.4 Soit 
 un ensemble d'obstacles polygonaux. Dans L, unetrajectoire de longueur minimale joignant deux con�gurations et satisfaisantaux équations du système de Dubins est constituée d'un nombre �ni de mor-ceaux qui sont, soit des arcs du bord des obstacles, soit des chemins de Dubins(du type CSC ou CCC) entre deux points du bord des obstacles, les pointsinitial et terminal de la trajectoire étant considérés comme des obstacles.Démonstration : Ce résultat est montré par Jacobs et Cannydans [JC89]. L'idée de la preuve est de considérer un morceauP d'une trajectoire optimale joignant deux points du bord desobstacles et de montrer que la longueur de P est minorée parune constante strictement positive. Il s'ensuit qu'une trajectoireoptimale est C1 par morceaux et donc constituée d'un nombre �nide morceaux car la trajectoire est de longueur �nie. Le théorèmedécoule alors du théorème 1.3.Considérons un morceau P d'une trajectoire optimale T , tel quechaque extrémité de P soit sur le bord de 
 ou soit une extrémitéde T et tel que P soit inclus dans l'intérieur de l'espace libre(excepté à ses extrémités). Notons !1 = (P1; �1) et !2 = (P2; �2)les con�gurations initiale et terminale de P. On suppose qu'aucunobstacle n'est réduit à un segment.



1.3. PLUS COURT CHEMIN EN PRÉSENCE D'OBSTACLES 29Si P1 et P2 appartiennent à deux arêtes distinctes des obstaclespolygonaux et si ces arêtes ne sont pas deux arêtes adjacentesd'un même obstacle, la longueur de P est minorée par la pluspetite distance euclidienne entre les obstacles ou par le minimumdes longueurs des arêtes des obstacles.Considérons le cas où P1 et P2 appartiennent à deux arêtes adja-centes (sommets exclus) d'un même obstacle. La longueur de Pest minorée par la di�érence j�1 � �2j laquelle est minorée par leminorant des angles aux sommets des obstacles.Si P1 et P2 appartiennent à une même arête (sommets exclus), ladi�érence j�1� �2j est soit nulle soit égale à �. Si j�1� �2j = �, lalongueur de P est minorée par �. Considérons le cas j�1 � �2j =0 : par hypothèse P est inclus dans l'intérieur de l'espace libre(à l'exception des extrémités) donc la ligne droite n'est pas unchemin joignant !1 à !2. La con�guration !1 est donc "devant"!2 comme le montre la �gure 1.10. La longueur de P est doncminorée par 2�.Reste à considérer le cas où P1 et P2 appartiennent à une mêmearête et où P1 ou P2 est un sommet de l'arête. Ce cas n'est pastraité dans [JC89] et il n'est pas possible de minorer par uneconstante strictement positive la longueur de la trajectoire entreP1 et P2. En e�et, la longueur de la trajectoire entre P1 et P2peut être arbitrairement petite : une trajectoire de type CC peutêtre de longueur arbitrairement petite si les orientations en P1et P2 sont arbitrairement proches. Cependant, si P1 et P2 sontsu�samment proches alors il est possible de minorer la longueurde la trajectoire par �. Nous présentons cette démonstration dansun cadre plus général dans la preuve du théorème 1.5. 2
!1!2Fig. 1.10 � Trajectoire de longueur supérieure à 2�.



30 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONNous présentons maintenant un résultat, non publié, plus général que lethéorème précédent :Théorème 1.5 Soit 
 un ensemble d'obstacles tel que le bord des obstaclessoit constitué d'un nombre �ni d'arcs C2 tels que la courbure en tout pointd'un arc (excepté aux extrémités) appartienne, soit à f0g, soit à ]0; 1], soit à]1;+1[.Une trajectoire de longueur minimale joignant, dans L, deux con�gura-tions !i et !t et satisfaisant aux équations du système de Dubins (1.3) estconstituée d'un nombre �ni de morceaux qui sont, soit des arcs du bord desobstacles, soit des chemins de Dubins (du type CSC ou CCC) entre deuxpoints du bord des obstacles, les points initial et �nal de la trajectoire étantconsidérés comme des obstacles.Démonstration : Notons T une trajectoire optimale joignant !iet !t dans L et satisfaisant aux équations du système de Dubins.Par hypothèse, le bord des obstacles est constitué d'un nombre�ni d'arcs C2 de courbure soit nulle, soit inférieure ou égale à1, soit strictement supérieure à 1, ceci en tout point distinct desextrémités. Ces arcs sont appelés les arêtes des obstacles et lesextrémités de ces arcs sont appelés les sommets. Un sommet estdit pointu si le bord de l'obstacle n'est pas C1 au voisinage de cesommet.On appelle point de jonction un point sur le bord de 
 qui estune extrémité d'un morceau de T inclus dans l'intérieur de L.Nous voulons montrer que T est constitué d'un nombre �ni demorceaux qui sont soit des chemins de Dubins, soit des arcs dubord de 
. D'après le théorème 1.3, cela revient à montrer qu'ilexiste un nombre �ni de points de jonction sur T . De plus, remar-quons que d'après le théorème 1.3, un morceau de T entre deuxpoints de jonction consécutifs le long de T est soit un chemin deDubins, soit une portion du bord de 
.Supposons par l'absurde qu'il existe un nombre in�ni de pointsde jonction. T étant de longueur �nie, il existe sur T un pointd'accumulation A de points de jonction. Nous supposons de plus,et ceci sans perte de généralité au vu de la démonstration, quel'ensemble des points de jonction au voisinage de A est dénom-brable. Soit (An)n2IN une suite de points de jonction convergeantvers A telle que An et An+1 sont deux points de jonction consé-cutifs de T et telle que An précède An+1 (8n 2 IN) le long deT . Notons Pn le morceau de T entre An et An+1. Notons de plus



1.3. PLUS COURT CHEMIN EN PRÉSENCE D'OBSTACLES 31!n = (An; �n) la con�guration initiale de Pn et ! = (A; �) le pointorienté de T en A.Nous étudions séparément plusieurs cas suivant la nature de l'obs-tacle en A :� Cas 1 : Le bord de l'obstacle est C1 au voisinage de A, c'est-àdire que A n'est pas un sommet pointu des obstacles (A n'estpas forcément un sommet des obstacles). On note A le bord del'obstacle au voisinage de A. Dans ce cas, 9N 2 IN tel que toutesles con�gurations !n (n > N) soient orientées dans le même sensle long de A et tel que la suite (An)n>N soit ordonnée le long deA (voir �gure 1.11). En e�et, premièrement, si 8N 2 IN; 9n > Ntel que les directions de !n et !n+1 soient inversées le long de A,la di�érence j�n+1 � �nj approche � (pour n su�samment grand)et donc la longueur de Pn est minorée par �=2; cela contredit l'hy-pothèse que A est un point d'accumulation de points de jonctionou que la trajectoire T est de longueur �nie. Deuxièmement, si8N 2 IN; 9n > N tel que An est situé entre An+1 et A sur A, lalongueur de Pn est de l'ordre de 2� (voir �gure 1.10); cela contre-dit également l'hypothèse que A est un point d'accumulation depoints de jonction ou que la trajectoire T est de longueur �nie.Donc, pour N su�samment grand, tous les points An (n > N)sont situés sur A du même côté par rapport à A, donc appar-tiennent à une même arête A1 des obstacles.Considérons le cas où A1 est une arête de courbure inférieure à 1en tout point (voir �gure 1.11). Dans ce cas, pour n su�sammentgrand, le plus court chemin de courbure bornée de !n à ! estsoit sur le bord de l'obstacle si l'arête est convexe 5 (�gure 1.11a),soit une trajectoire de Dubins de type LSL ou RSR si l'arête estconcave (�gure 1.11b). En e�et, si l'arête est convexe, le plus courtchemin de !n à ! est le plus court chemin euclidien de An à A et, sil'arête est concave, le plus court chemin, en l'absence d'obstacle,de !n à ! est de type LSL ou RSR et ce plus court chemin éviteles obstacles pour n su�samment grand. Nous avons donc unecontradiction soit avec le fait que les points (An+1; An+2; : : :) sontdes points de jonction, soit avec le fait que T est de longueurminimale.5. Une arête est dite convexe (resp. concave) si en tout point de l'arête (excepté auxextrémités), l'obstacle supportant cette arête est convexe (resp. concave) dans un voisinagede ce point.



32 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONAAn An+1 !n !n+1AAn An+1 !n !n+1
(a) (b)Fig. 1.11 � Pour le cas 1 de la preuve du théorème 1.5Considérons, à présent, le cas où A1 est une arête de courbure su-périeure à 1 en tout point. Considérons An un point de jonction dela trajectoire dans un voisinage de A. Dans un voisinage su�sam-ment petit de An, l'arête A1 est incluse dans la région grisée dela �gure 1.12. Or, l'étude e�ectuée par X-N. Bui [Bui94] montreque, en l'absence d'obstacle, le plus court chemin de Dubins entreune con�guration initiale et un point terminal (où l'orientationn'est pas �xée) situé dans cette région grisée est de longueur su-périeure à �. Donc, la longueur de Pn est supérieure à �. Celacontredit l'hypothèse que A est un point d'accumulation de pointsde jonction ou que la trajectoire T est de longueur �nie.

!nAnAn+1
Fig. 1.12 � Pour le cas 1 de la preuve du théorème 1.5� Cas 2 : Le bord de l'obstacle n'est pas C1 dans tout voisinagede A (A est un sommet pointu des obstacles). Notons A1 et A2les deux arêtes supportant A.Comme nous l'avons vu dans la preuve du théorème 1.4, lorsquequ'un point de jonction An est égal à A, la longueur de Pn peut



1.3. PLUS COURT CHEMIN EN PRÉSENCE D'OBSTACLES 33être arbitrairement petite. Nous évitons cet écueil en montrantque pour n su�samment grand An est distinct de A : supposonspar l'absurde qu'il existe une in�nité de points de jonction égauxà A. Le plus court chemin, en l'absence d'obstacle, entre deuxcon�gurations localisées au même point est de type CCC et salongueur est minorée par �. Il s'ensuit que la longueur de la trajec-toire T entre deux points de jonction localisés en A est supérieureà � et donc que la longueur de T est in�nie s'il existe une in�nitéde points de jonction égaux à A. La longueur de T étant �nie, ilexiste donc N 2 IN tel que 8n > N An 6= A.A présent nous pouvons extraire de la suite (An)n2IN une soussuite (A0n)n2IN convergeant vers A telle que A0n appartienne àl'intérieur relatif de l'arête A1 ou de A2. Considérant la suite(A0n)n2IN , la preuve présentée dans le cas 1 s'applique et nousavons une contradiction avec l'hypothèse selon laquelle A est unpoint d'accumulation de points de jonction ou que la trajectoireT est de longueur �nie. Cela conclut la démonstration. 2Remarque 1.6 Le théorème 1.5 devient faux si l'on ne considère plus l'hy-pothèse selon laquelle le bord des obstacles est constitué d'un nombre �nid'arcs C2 de courbure soit inférieure ou égale à 1, soit strictement supérieureà 1, ceci en tout point. En e�et, supposons qu'un morceau du bord d'unobstacle soit dé�ni par la courbe d'équation y = x sin(1=px), x 2 [0; 1],alors le plus court chemin de courbure bornée joignant les con�gurations(4=�2; 4=�2; 5�=4) et (0; 0; 5�=4) est la ligne droite et est constitué d'unnombre in�ni de segments de droite joignant deux points du bord de l'obs-tacle (voir �gure 1.13). Notons que le périmètre de l'obstacle considéré est�ni.Un plus court chemin pour le système de Dubins est donc une courbeC1, C2 par morceaux et de courbure majorée par 1 en tout point où elle estdé�nie. Comme réciproquement toute courbe C1 de courbure majorée par 1en tout point où elle est dé�nie satisfait aux équations du système de Dubins(1.3), le théorème précédent peut s'énoncer pour les courbes C1 de courburemajorée par 1 en tout point où elle est dé�nie :Théorème 1.7 Soit 
 un ensemble d'obstacles tel que le bord des obstaclessoit constitué d'un nombre �ni d'arcs C2 tels que la courbure en tout pointd'un arc (excepté aux extrémités) appartienne, soit à f0g, soit à ]0; 1], soit à]1;+1[.



34 CHAPITRE 1. INTRODUCTION!i
!t

Fig. 1.13 � Trajectoire constituée d'un nombre in�ni d'arcs joignant deuxpoints du bord de l'obstacleUne courbe C1, de courbure majorée par 1 en tout point où elle est dé�nieet joignant, dans L, deux points orientés du plan, est constituée d'un nombre�ni de morceaux qui sont, soit des arcs du bord des obstacles, soit des cheminsde Dubins (du type CSC ou CCC) entre deux points du bord des obstacles, lespoints initial et �nal de la trajectoire étant considérés comme des obstacles.1.3.4 Complexité d'un chemin de courbure bornéepour des obstacles polygonaux quelconquesThéorème 1.8 La complexité d'un chemin de courbure bornée entre deuxcon�gurations n'est pas bornée en fonction de la complexité des obstacles.Démonstration : Ce résultat, mentionné par S. Fortune et G.Wilfong dans [FW91], découle de l'exemple de la �gure 1.14 : surcet exemple, on étudie les trajectoires de courbure bornée joi-gnant !i = (A; �i) et !t = (A; �t). Une trajectoire de courburebornée issue de !i = (A; �i) ne peut revenir en A qu'en e�ec-tuant le tour de l'obstacle central. De plus, un chemin de (A; �i)



1.4. ALGORITHMES DE PLANIFICATION DE TRAJECTOIRES 35à (A; �0i) ne faisant qu'un seul tour autour de l'obstacle centralet maximisant (�0i � �i) est constitué de cinq arcs de cercle uni-taires passant par les sommets des obstacles A, B, C, D et Acomme le montre la �gure 1.14. La di�érence (�0i � �i) peut êtremajorée par une constante arbitrairement petite " qui ne dépendque de la position relative des obstacles. Il s'ensuit que l'on peutdé�nir des obstacles, ayant un nombre de sommets �xés, et telsque la complexité d'un chemin de courbure bornée joignant deuxcon�gurations soit arbitrairement grande. 2
!i!t A

B
C

D

Fig. 1.14 � Trajectoire de complexité arbitrairement grande1.4 Algorithmes de plani�cation detrajectoiresDi�érents algorithmes de plani�cation de trajectoires de robots non-holo-nomes se déplaçant en présence d'obstacles ont été implantés sur la base dela caractérisation des plus courts chemins.



36 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONDans la suite, un algorithme est dit exact s'il calcule un chemin de lon-gueur minimale dès lors qu'il existe un chemin joignant les con�gurationsinitiale et terminale. Un algorithme qui n'est pas exact mais qui calcule uneapproximation d'un plus plus court chemin est dit approché. Plusieurs typesd'algorithmes approchés peuvent être distingués : l'algorithme peut calculerune approximation d'un chemin de longueur minimale; il peut calculer uneapproximation d'un chemin de longueur localement minimale, c'est-à-dire unchemin qui est rallongé par toute déformation dans un voisinage de la trajec-toire; ou encore, l'algorithme peut calculer une approximation d'un cheminrobuste de longueur minimale; un chemin robuste est, comme nous le verronsultérieurement plus précisément, un chemin tel que pour toute perturbationlocale, su�samment petite en position et en orientation de certains pointsde la trajectoire, il est possible de déformer localement la trajectoire dans L.Un algorithme est dit complet s'il assure de calculer une trajectoire dès lorsqu'il en existe une.Plusieurs catégories d'algorithmes peuvent être distinguées : d'une part,il y a les algorithmes basés sur une discrétisation de l'espace des con�gura-tions ou des obstacles. Ces algorithmes sont généraux quant aux types desystèmes non-holonomes considérés. Ils ne sont pas complets mais certainsassurent tout de même de calculer une trajectoire dès lors qu'il en existeune qui soit robuste. Certains sont approchés en ce sens qu'ils calculent uneapproximation d'un chemin robuste.D'autre part, il y a les algorithmes utilisant un calcul de trajectoire holo-nome (trajectoire ne tenant pas compte des contraintes de non-holonomie) etapproximant cette trajectoire par un chemin empruntable par le robot. Cesalgorithmes ne sont applicables que pour des systèmes localement comman-dables en temps, ce qui n'est pas le cas du système de Dubins. Contrairementà la catégorie précédente d'algorithmes, ces algorithmes sont complets.En�n, il y a les algorithmes qui calculent des trajectoires pour des sys-tèmes non-holonomes, basés sur des hypothèses restrictives quant à la naturedes obstacles.1.4.1 Algorithmes par discrétisationAlgorithme de Barraquand et LatombeBarraquand et Latombe [BL89, BL93] implantèrent un plani�cateur detrajectoires pour le système de Reeds et Shepp basé sur une discrétisation del'espace des con�gurations IR2 � S1. L'algorithme proposé est, comme nousallons le voir, général quant aux types de systèmes non-holonomes considé-rés. Une trajectoire calculée par ce plani�cateur est uniquement constituée



1.4. ALGORITHMES DE PLANIFICATION DE TRAJECTOIRES 37d'arcs localement optimaux pour le système de Reeds et Shepp, c'est-à-direde segments de droite et d'arcs de cercle de rayon minimal égal à 1.L'espace des con�gurations est décomposé en rectangles de dimensiontrois, de même taille. Pour simpli�er la présentation, ces rectangles de di-mension trois seront simplement appelés des cubes. L'algorithme construitun graphe G dont les n÷uds sont des cubes de la décomposition et dont lesarêtes sont des segments de droite de longueur � ou des arcs de cercle derayon unitaire de longueur � (� est une constante pré�xée). A l'étape 0 del'algorithme, le seul n÷ud du graphe est le cube contenant la con�gurationinitiale !i. On calcule les six con�gurations atteintes par un chemin issu de!i et constitué d'un segment de droite de longueur � ou d'un arc de cercle derayon unitaire de longueur �. Les chemins en collision avec les obstacles sontéliminés et on teste, pour chacune des con�gurations restantes, si le cubede la décomposition contenant la con�guration est un n÷ud du graphe G.Si ce cube n'est pas déjà un n÷ud du graphe, on ajoute ce n÷ud à G etl'arête correspondante (on conserve également en mémoire la con�gurationassociée au cube). Quand ceci est fait pour chacune des six con�gurations,l'étape 1 de l'algorithme est terminée. A chaque étape de l'algorithme, onréitère cette procédure pour chacune des con�gurations associées aux n÷udscréés à l'étape précédente jusqu'à ce que, soit le cube contenant la con�gura-tion terminale soit atteint, soit toutes les con�gurations calculées à une étapedonnée de l'algorithme appartiennent à des cubes correspondant à des n÷udsdéjà existants du graphe. Si le cube contenant la con�guration terminale estatteint, on cherche alors dans le graphe G un chemin issu de la con�gurationinitiale et atteignant la con�guration approchant la con�guration terminale.Durant le calcul du graphe, il est possible d'ordonner les n÷uds créés de tellefaçon que la trajectoire calculée à la �n minimise la longueur ou le nombrede man÷uvres (le minimum est ici considéré sur l'ensemble des trajectoirescalculable par l'algorithme).Comme nous l'avons déjà dit, cet algorithme utilise peu la caractérisationdes trajectoires optimales, ce qui lui confère une grande souplesse quant auxsystèmes considérés. La complexité de cet algorithme est O(r3 log r) en tempsO(r3) en espace mémoire, où O(r) est la taille de décomposition de l'espacedes con�gurations sur chaque axe. Remarquons que le problème classiquede ce type d'algorithmes est de choisir adroitement les valeurs de r et de �.Notons qu'il est possible au besoin de ra�ner la décomposition de l'espacedes con�gurations au voisinage de la con�guration terminale, et qu'il n'estnullement nécessaire de supposer le robot ponctuel.Si le but est de minimiser le nombre de man÷uvres, l'algorithme estdit (par les auteurs) asymptotiquement optimal car, pour des valeurs de ret de � su�samment petites, la trajectoire calculée minimise le nombre de



38 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONman÷uvres. Similairement, si le but est de minimiser la longueur de la tra-jectoire, l'algorithme est asymptotiquement optimal. Notons en�n que bienque l'algorithme ne soit pas complet, il l'est cependant asymptotiquement ausens précédent.Algorithme de Jacobs et CannyUn autre algorithme fondamental de plani�cation de trajectoires basésur une discrétisation a été présenté (et implanté) par Jacobs et Cannydans [JC89], également en 1989. Cet algorithme décrit pour le système deDubins est général et est, dans son principe, applicable pour tout systèmedont on connaît une caractérisation des plus courts chemins entre deux con�-gurations, en l'absence d'obstacles.L'algorithme est basé sur une discrétisation du bord des obstacles 
 dansl'espace des con�gurations, c'est-à-dire que l'on discrétise le bord de 
 �S1. Pour le système de Dubins, il n'est en fait pas nécessaire de discrétiserl'ensemble du bord de 
 � S1 : en e�et, une trajectoire passant au contactd'une arête d'un obstacle est tangente à l'obstacle. Il est donc possible dene discrétiser les arêtes qu'à orientation �xée (modulo �). Chaque sommetP des obstacles est par contre discrétisé dans fPg � S1. Pour toute pairede con�gurations apparaissant dans la discrétisation, on calcule, s'il existe,le plus court chemin de Dubins (de type CSC ou CCC) n'entrant pas encollision avec les obstacles. On construit ainsi un graphe G dont les n÷udssont les con�gurations apparaissant dans la discrétisation et dont les arêtessont des chemins de Dubins n'entrant pas en collision avec les obstacles.Etant donné une paire de con�gurations initiale et terminale !i et !t, onactualise le graphe G pour ces deux con�gurations puis on cherche dans Gun plus court chemin joignant !i à !t. L'algorithme calcule en un tempsO(n2(n+L" ) logn + (n+L" )2) un chemin de longueur au plus (1 + ") fois lalongueur du plus court chemin "-robuste. Un chemin est dit "-robuste si pourtoute perturbation locale inférieure à "=2 en position et en orientation decertains points de la trajectoire, il est possible de déformer localement latrajectoire dans L; les points en question sont les points de contacts entrela trajectoire et les obstacles et les perturbations sont restreintes à L � S1.Dans les complexités, n est le nombre total de sommets des obstacles et L estla longueur totale des arêtes des obstacles. Les auteurs présentent égalementun algorithme calculant un chemin "=2-robuste de longueur au plus (1 + ")fois la longueur du plus court chemin "-robuste. La complexité en temps decet algorithme est O(n4 logn + (n+L" )2).Comparé à l'algorithme de Barraquand et Latombe, l'algorithme de Ja-cobs et Canny prend beaucoup plus en compte la nature des trajectoires op-



1.4. ALGORITHMES DE PLANIFICATION DE TRAJECTOIRES 39timales. Cela étant, en pratique, la taille des graphes créés par l'algorithmede Jacobs et Canny peut être plus grande que celle des graphes créés parl'algorithme de Barraquand et Latombe.Algorithme de Wang et AgarwalTrès récemment, Wang et Agarwal [WA96] ont amélioré de façon signi�-cative l'algorithme de Jacobs et Canny appliqué au système de Dubins. Lesauteurs présentent un algorithme pour calculer un chemin de longueur auplus (1+ ") fois la longueur du plus court chemin "-robuste d'une complexitéen temps O(n2"2 log n). La complexité de l'algorithme est meilleure que cellede l'algorithme de Jacobs et Canny, mais surtout elle ne dépend plus de lalongueur totale L des arêtes des obstacles. Ce gain provient d'un nouveau ré-sultat dans la caractérisation des plus courts chemins : grossièrement, les au-teurs montrent que, excepté dans certains cas spéci�ques, un point de contactentre une trajectoire optimale et les obstacles se situe près d'un sommet desobstacles (le sommet proche n'est pas forcément une extrémité de l'arête decontact). Il n'est donc pas nécessaire de discrétiser les arêtes des obstaclesloin des sommets. Les auteurs présentent également un algorithme pour cal-culer un chemin "=2-robuste de longueur au plus (1 + ") fois la longueur duplus court chemin "-robuste. La complexité en temps de l'algorithme étantO((n=")2:5 log n).Algorithme de Desaulniers, Soumis et LaurentRécemment, G. Desaulniers, F. Soumis et J-C. Laurent ont égalementprésenté [DSL95] un plani�cateur de trajectoires basé sur une décompositionde l'espace libre de travail L en cellules convexes disjointes et sur une discréti-sation, en position et en orientation, du bord de ces cellules. Un graphe ayantpour n÷uds les con�gurations de la discrétisation est alors créé. Les arêtesdu graphe sont des trajectoires optimales joignant deux con�gurations dubord d'une même cellule. Plus précisément, pour une paire de con�gurationsdu bord d'une même cellule, on calcule (si elle existe) une trajectoire opti-male joignant ces deux con�gurations véri�ant que la trajectoire reste dansla cellule. Dans la mesure où l'on se restreint aux trajectoires restant dans lacellule, il n'y a pas à tester une collision éventuelle entre les trajectoires etles obstacles. Si une telle trajectoire existe, on crée une arête du graphe entreles deux n÷uds correspondant aux deux con�gurations. Les con�gurationsinitiale et terminale sont naturellement rajoutées à la liste des con�gurationsde la discrétisation. Un chemin est alors cherché dans le graphe ainsi calculé.Le chemin calculé est décrit par l'auteur comme presque optimal, ce qui cor-respond, du point de vue de Barraquand et Latombe, à la notion d'optimalité



40 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONasymptotique. Cet algorithme présenté pour le système de Reeds et Sheppest, de même que les précédents, assez général. L'originalité de l'algorithmeréside dans l'utilisation d'une caractérisation semi-complète des trajectoiresde Reeds et Shepp (en l'absence d'obstacles) pour calculer une trajectoire op-timale entre deux n÷uds du graphe. Cette caractérisation semi-complète destrajectoires de Reeds et Shepp [DS95] consiste en une partition de l'espacedes con�gurations telle que, à chaque cellule de la partition soient associésau plus deux types de chemins tels que le plus court chemin entre la con�-guration initiale et une con�guration de la cellule soit de l'un de ces types.Cette caractérisation des plus courts chemins de Reeds et Shepp est moins�ne que celle décrite dans [SL92] mais est implantée.Algorithme de BuiTous les algorithmes décrit jusqu'à présent, à l'exception de celui de Bar-raquand et Latombe, s'intéressent à calculer des chemins pour le systèmede Dubins ou pour le système de Reeds et Shepp, c'est-à-dire que du pointde vue de la robotique, le robot associé au système est supposé ponctuel.Rappelons qu'il su�t pour se ramener à un problème de robot ponctuel demodéliser un robot non ponctuel par un robot de la forme d'un disque. L'al-gorithme de Jacobs et Canny a été généralisé par X-N. Bui au cas de robotspolygonaux [Bui94]. L'algorithme prend en compte les trajectoires optimalescorrespondant aux courbes décrites par le point de référence du robot lorsqu'ilse déplace en maintenant le contact avec un obstacle. Ces courbes appeléestractrices ont été également étudiées par P. Tournassoud [Tou88]. L'algo-rithme de X-N. Bui applicable pour les robots de Dubins comme pour ceuxde Reeds et Shepp a été implanté pour un robot de Reeds et Shepp.Algorithme de �Svestka et OvermarsUne autre forme de discrétisation de l'espace des con�gurations est celleprésentée par P. �Svestka et M. Overmars dans [SO95]. Les auteurs présententun algorithme aléatoire ("probabilistic path planning") pour les systèmes deDubins et de Reeds et Shepp. L'algorithme construit itérativement un graphedont les n÷uds sont des con�gurations et dont les arcs sont des cheminsévitant les obstacles et satisfaisant aux contraintes non-holonomes. Itérati-vement, une con�guration est choisie aléatoirement et un plani�cateur localde trajectoire calcule, sans tenir compte des obstacles, une trajectoire reliantcette con�guration à une con�guration "proche" correspondant à un n÷udexistant du graphe. Si cette trajectoire n'entre pas en collision avec les obs-tacles, le n÷ud et l'arête correspondants à la con�guration et à la trajectoire



1.4. ALGORITHMES DE PLANIFICATION DE TRAJECTOIRES 41sont rajoutés au graphe. A l'étape suivante on considère une nouvelle con�-guration aléatoire. Pour une paire de con�gurations initiale et terminale, ontente de raccorder ces con�gurations au graphe puis on cherche une trajec-toire dans le graphe. Le coût en temps le plus important dans cet d'algorithmeprovient du plani�cateur local de trajectoires. Cet algorithme, très généraldans son principe, s'avère e�cace en pratique mais n'assure ni de trouver unchemin s'il en existe un, ni d'approcher une trajectoire optimale.Algorithme de Mirtich et CannyB. Mirtich et J. Canny présentent dans [MC92] un algorithme de calculde trajectoires non-holonomes basé sur l'utilisation d'un réseau de routes("roadmaps") qui "maximisent" la distance aux obstacles. L'algorithme estdécrit pour le système de Reeds et Shepp mais se généralise bien à d'autressystèmes non-holonomes y compris les systèmes interdisant les man÷uvres.L'algorithme calcule un squelette maximisant la distance aux obstacles, dansl'espace des con�gurations. La distance considérée n'est pas la distance eucli-dienne mais une distance prenant en compte les contraintes de non-holonomie.Le squelette est calculé "hors ligne" puis réactualisé pour une paire de con�-gurations initiale et terminale. Une trajectoire satisfaisant les contraintes estalors calculée en suivant approximativement le squelette. L'algorithme n'estévidemment pas complet et ne cherche pas à calculer un plus court chemin.1.4.2 Algorithmes completsAlgorithme de Laumond, Jacobs, Taix et MurrayTous les algorithmes décrit jusqu'à présent ne sont pas complets. Lau-mond, Jacobs, Taix et Murray présentent dans [LJTM94] (voir également[Lau94]) le premier algorithme complet de calcul de trajectoires pour un sys-tème non-holonome, en présence d'obstacles. L'algorithme est décrit pourle système de Reeds et Shepp et utilise fondamentalement la possibilité deman÷uvre du robot, lequel n'est pas supposé ponctuel. L'algorithme se géné-ralise aux systèmes non-holonomes localement commandables en temps maisne peut absolument pas se généraliser à un robot du type de celui de Dubinspour lequel les man÷uvres sont interdites. L'espace libre est supposé soitouvert soit égal à l'adhérence de son intérieur.L'idée générale de l'algorithme est de calculer une trajectoire, entre deuxcon�gurations, ne satisfaisant pas les contraintes de non-holonomie du sys-tème mais évitant les obstacles. De plus, on assure que le robot ne toucheaucun obstacle au cours de la trajectoire (si le robot dans sa position initiale



42 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONest au contact d'un obstacle, on considère une con�guration initiale secon-daire dans un voisinage; il en va de même pour la con�guration terminale).Le système de Reeds et Shepp étant localement commandable en temps, onest assuré qu'il existe une trajectoire pour le robot de Reeds et Shepp ap-prochant la trajectoire holonome (voir section 1.1.1). Cette trajectoire estsubdivisée en morceaux de telle façon que les trajectoires optimales de Reedset Shepp joignant les paires de points orientés consécutifs de la subdivisionévitent les obstacles. L'hypothèse selon laquelle le robot ne touche aucunobstacle au cours de la trajectoire holonome considérée assure que, pour unesubdivision su�samment �ne de la trajectoire, le chemin optimal de Reeds etShepp joignant deux points consécutifs de la subdivision est tel que le robotévite les obstacles. La trajectoire non-holonome est ainsi calculée puis lissée.L'opération de lissage est e�ectuée en considérant des paires de pointsorientés sur la trajectoire non-holonome et en testant si les trajectoires deReeds et Shepp joignant les paires de points orientés évitent les obstacles. Siune telle trajectoire de Reeds et Shepp n'évite pas les obstacles, on ra�ne lasubdivision de la trajectoire non-holonome.L'algorithme est complet et calcule une trajectoire approchant une tra-jectoire de longueur localement minimale en ce sens que la longueur de latrajectoire approche un minimum local de la fonction longueur des trajec-toires. En e�et, durant la phase de lissage, chaque itération raccourcit lalongueur de la trajectoire. En revanche, il n'est pas prouvé qu'une trajectoirecalculée par l'algorithme approche une trajectoire de longueur minimale, cecimême si l'on se restreint aux trajectoires d'une classe d'homotopie donnée.Remarquons que le nombre de man÷uvres dans les trajectoires calculéesn'est ni borné ni minimal. Le problème de trouver une trajectoire minimisantle nombre de man÷uvres ou dont le nombre de man÷uvres est borné s'avèredi�cile; à notre connaissance, les seul résultats existant sur ces problèmessont ceux publiés dans [BL89] et [BL93] donnant une solution approchée duproblème sur le nombre optimal de man÷uvres et celui publié dans [ART95]traitant du problème à k man÷uvres en présence d'obstacles spéci�ques ap-pelés obstacles modérés.La complexité en temps de la deuxième phase de l'algorithme c'est-à-direla phase correspondant au calcul de la trajectoire non-holonome à partir dela trajectoire holonome est �(L=�2) où L est la longueur de la trajectoireholonome calculée durant la première phase de l'algorithme, et � est égal auminimum de la distance de la trajectoire holonome pré-calculé aux obstaclesmoins la demi-longueur du robot. Cette complexité correspond à la com-plexité intrinsèque de la trajectoire non-holonome [BLJ91] (voir �gure 1.15).Cette distance � est donc un facteur déterminant pour la complexité de ladeuxième phase de l'algorithme. Le plani�cateur implanté pour calculer cette



1.4. ALGORITHMES DE PLANIFICATION DE TRAJECTOIRES 43trajectoire holonome joue donc un rôle important. Pour un robot de la formed'un disque, la trajectoire holonome est calculée à l'aide du diagramme deVoronoï des obstacles et maximise la valeur de � pour une classe d'homoto-pie donnée. Notons que si le robot est supposé ponctuel, la complexité de ladeuxième phase de l'algorithme est linéaire en 1=� d'après [Bui94, Proposi-tion IV-2.4].
� L!i !t
Fig. 1.15 � Trajectoire de complexitée �(L=�2)1.4.3 Algorithmes pour des obstacles de courburebornéeAlgorithme de Agarwal, Raghavan et TamakiL'algorithme de Laumond et coll. décrit précédemment montre que le pro-blème de plani�cation de trajectoires pour un système non-holonome autoriséà e�ectuer des man÷uvres est dans un sens plus simple que le problème oùles man÷uvres sont interdites. En e�et, pour un système non-holonome oùles man÷uvres sont interdites, il n'existe pas à l'heure actuelle d'algorithmecomplet de calcul de trajectoires (pas forcément optimales).Dans le but de mieux comprendre la nature des trajectoires optimalespour des systèmes sans man÷uvre en présence d'obstacles, P. K. Agarwal, P.Raghavan et H. Tamaki ont présenté dans [ART95] une nouvelle approchedu problème en se restreignant à un certain type d'obstacles. Le systèmeconsidéré est celui de Dubins et les obstacles sont convexes, disjoints deuxà deux et tels que le bord de chaque obstacle est une trajectoire faisablepour le robot de Dubins. En d'autre termes, les bords des obstacles sont descourbes C1 de courbure majorée par 1 en tout point où elle est dé�nie. Detels obstacles sont appelés obstacles modérés. Très grossièrement, l'algorithme



44 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONconsiste à discrétiser le bord des obstacles et à construire un graphe commedans l'algorithme de Jacobs et Canny. Cependant, les auteurs montrent que,su�samment loin des con�gurations initiale et terminale, les arcs constituantune trajectoire optimale sont des arcs du bord des obstacles, des arcs de cercleunitaires tangents à deux obstacles (ces cercles sont appelés cercles ancrés)ou des segments de droite bi-tangents aux obstacles et/ou aux cercles ancrés.Dans un certain voisinage des con�gurations initiale et terminale, les auteursdiscrétisent le bord des obstacles et construisent un graphe comme dans l'al-gorithme de Jacobs et Canny. A ce graphe sont ajoutés les arcs constituantle bord des obstacles, tous les arcs de cercle ancrés et les segments de droitebi-tangents qui évitent les obstacles (ces arcs sont en nombre �ni). Les au-teurs montrent de plus que si les con�gurations initiale et terminale sontsu�samment loin l'une de l'autre alors il n'est pas nécessaire de discrétiserle bord des obstacles. Il s'ensuit que pour des con�gurations initiale et ter-minale su�samment éloignées, le calcul d'un plus court chemin joignant lesdeux con�gurations est exact; de plus la complexité en temps de l'algorithmeest alors O(n2 log n) où O(n) est la complexité des obstacles. Notons que ladémonstration prouvant qu'il n'est pas nécessaire de discrétiser les obstaclesloin des con�gurations initiale et terminale est incomplète dans [ART95],corrigée depuis mais non publiée. Une version moins forte de cette preuve estpublié dans [BL96b] où il est montré qu'il n'est e�ectivement pas nécessairede discrétiser loin des con�gurations initiale et terminale mais ne montre pasqu'il n'est pas nécessaire de discrétiser si l'on suppose juste que les con�gura-tions initiale et terminale sont su�samment éloignées. Notons que Agarwalet coll. discutent également dans [ART95] du problème de la plani�cationde trajectoires lorsque les man÷uvres sont autorisées en présence d'obstaclesmodérés.1.5 ContributionsLes travaux que nous présentons s'inscrivent dans le cadre de la plani-�cation de trajectoires optimales, en présence d'obstacles, pour des robotsmobiles non-holonomes du type de Dubins. Nous nous sommes intéressés auxproblèmes de la caractérisation et du calcul de plus courts chemins de cour-bure bornée, c'est-à-dire C1 et de courbure majorée par 1 en tout point oùelle est dé�nie.Les premiers résultats que nous présentons concernent le calcul de l'en-veloppe convexe de courbure bornée d'un ensemble �ni S de points du plan,c'est-à-dire d'une région contenant tous les points, de périmètre minimal etdont le bord est de courbure bornée. Nous prouvons l'unicité d'une telle enve-



1.5. CONTRIBUTIONS 45loppe convexe pour tout ensemble de points de diamètre supérieur à 2. Nousprésentons deux algorithmes de calcul. L'un, exact, est basé sur la résolu-tion d'un ensemble de systèmes algébriques et est peu réaliste en pratique.L'autre, approché, est basé sur l'optimisation d'une fonction convexe. Cestravaux sont présentés dans le chapitre 2; un résumé est également présentédans la section 1.5.1.Nous présentons ensuite un algorithme polynomial exact pour le calculd'un plus court chemin de courbure bornée en présence d'obstacles dont lebord est de courbure bornée. De tels obstacles sont appelés obstacles modé-rés. Nous présentons au chapitre 3 l'article soumis à International Journalof Geometry & Applications dont une version résumé est publié au 12th An-nual ACM Symposium on Computational Geometry [BL96b]; nous présentonségalement un résumé de l'article dans la section 1.5.2.1.5.1 Enveloppe convexe de courbure bornéeNous considérons le problème du calcul d'une enveloppe convexe de cour-bure bornée d'un ensemble de points du plan. Nous dé�nissons une enveloppeconvexe de courbure bornée d'un ensemble S de points comme étant une ré-gion de périmètre minimal, contenant S et dont le bord est C1 et de courburemajorée par 1 en tout point où elle est dé�nie.Nous montrons qu'une enveloppe convexe de courbure bornée d'un en-semble S est unique si et seulement si le rayon du plus petit disque contenantS est supérieur ou égal à 1.Nous montrons que le problème du calcul d'une enveloppe convexe decourbure bornée d'un ensemble de points est équivalent au problème du calculd'un polygone Q de périmètre minimal et d'intersection non vide avec unensemble de disques unitaires fermés. De plus, ces disques sont centrés enles sommets d'un polygone convexe P et le bord de Q coupe ces disquesdans l'ordre où ils apparaissent sur le bord de P. Calculer Q devient alorséquivalent à minimiser la fonctionF : IR2 � : : :� IR2 ! IRM1; : : : ;Mn 7! kM1M2k+ kM2M3k+ : : :+ kMn�1Mnk+ kMnM1ksous les n contraintes Mi 2 Di (1 � i � n) où D1; : : : ; Dn sont les disquesunitaires fermés centrés en les sommets (pris dans l'ordre) du polygone P.La fonction F étant convexe, calculer une valeur approchée du minimumpeut se faire grâce aux méthodes classiques d'optimisation. Un algorithmede points intérieurs permet de calculer, pour notre problème, un point réa-lisant le minimum de F à " près en temps O(n3:5 log(n(R + 1)=")) où R estle diamètre de S. Nous présentons également un algorithme approché très



46 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONsimple dont l'idée sous-jacente est la simulation de l'évolution d'un élastiquequi garde au moins un point de contact avec chaque disque Di. L'étude dela complexité de cet algorithme n'est pas e�ectuée, à l'heure actuelle.Une généralisation naturelle du problème considéré consiste à étudier l'en-veloppe convexe de courbure bornée d'un ensemble de points dans IR3 (etdans IRd). Les algorithmes proposés en dimension deux semblent pouvoirse généraliser aux dimensions supérieures, cependant toutes les démonstra-tions restent à faire. D'autres problèmes sont également intéressants, commele problème du calcul d'une enveloppe convexe de bord C2 et de courburebornée ou encore le problème du calcul d'une enveloppe convexe minimisantl'aire et non le périmètre de l'enveloppe.Notons également que l'algorithme présenté peut s'étendre au calcul d'unplus court chemin de courbure bornée entre deux con�gurations, dans le planen présence d'obstacles, lorsque celui-ci est convexe. Remarquons en�n qu'uneapproche du problème de la plani�cation de trajectoires de courbure bornéeen présence d'obstacles peut être de calculer l'enveloppe convexe de courburebornée de chaque obstacle, puis de calculer une trajectoire de courbure bornéeen présence d'obstacles de courbure bornée, appelés dans la suite obstaclesmodérés.1.5.2 Algorithme polynomial pour le calcul d'un pluscourt chemin de courbure bornée en présenced'obstacles modérésComme nous l'avons mentionné dans la section 1.4.3, les obstacles modé-rés ont été introduits par Agarwal et coll. dans [ART95] comme des obstaclesconvexes, disjoints deux à deux et tels que les bords des obstacles soient descourbes C1 de courbure majorée par 1 en tout point où elle est dé�nie. Nousconsidérons une dé�nition légèrement plus restrictive des obstacles modérés :un obstacle est dit modéré si son bord est une courbe convexe, C1 constituéede segments de droite et d'arcs de cercle unitaire. Nous proposons un algo-rithme exact pour le calcul d'un plus court chemin de courbure bornée entredeux con�gurations. Notons que cet algorithme est le premier algorithmeexact résolvant une instance non triviale du problème général du calcul deplus courts chemins de courbure bornée en présence d'obstacles.Pour simpli�er la présentation nous supposons, sans perte de généralité,que les segments de droite du bord des obstacles ne sont pas parallèles, deuxà deux. Un arc du bord des obstacles est noté O. Un arc de cercle unitaireest dit terminal et noté Ct s'il est tangent à la con�guration initiale ou à lacon�guration terminale. Un arc de cercle unitaire tangent à un obstacle est



1.5. CONTRIBUTIONS 47noté �C. En�n, un arc de cercle unitaire est dit ancré et noté ��C s'il est endouble contact avec les obstacles, ou s'il est tangent à un obstacle et à uncercle terminal, ou s'il est terminal.Nous montrons qu'un arc de cercle apparaissant dans un plus court che-min de courbure bornée est un arc de cercle ancré, ou est inclus dans unsous chemin de type CtC ��C ou ��CCCt, ou est inclus dans un sous chemin detype XS �C �CSX 0 où X;X 0 2 fO; ��Cg et S désigne un segment de droite delongueur supérieure ou égale à zéro. De plus, nous montrons qu'une trajec-toire de type XS �C �CSX 0 est optimale seulement si un système algébriqueest véri�é, et nous montrons par des calculs sur les résultants que ce systèmeadmet toujours un nombre �ni de solutions. Nous montrons ainsi que lesmorceaux de types ��C, CtC ��C, ��CCCt et XS �C �CSX 0 qui peuvent apparaîtredans une trajectoire optimale sont en nombre �ni. Nous montrons égalementqu'un morceau de type XS �C �CSX 0 ne peut apparaître dans une trajectoireoptimale que s'il est proche de la con�guration initiale ou terminale.Nous construisons alors un graphe dont les arêtes sont des arcs du borddes obstacles et, des arcs de cercle ancrés et des segments de droite n'entrantpas en collision avec les obstacles et pouvant apparaître dans une trajectoireoptimale. Les n÷uds du graphe sont les points de tangence entre les arêtes.Un plus court chemin est alors cherché dans ce graphe.Nous proposons ainsi un algorithme polynomial pour le calcul d'un pluscourt chemin de courbure bornée entre deux con�gurations. Si l'on supposeque les obstacles sont disjoints deux à deux, la complexité en temps de l'al-gorithme est O(n4 log n). Sous l'hypothèse supplémentaire raisonnable quela longueur des arcs (arcs de cercle et segments de droite) du bord des obs-tacles est minorée par une constante strictement positive, la complexité del'algorithme peut être ramenée à O(n2 logn).Nous montrons également que si les con�gurations initiale !S = (S; ~US)et terminale !T = (T; ~UT ) sont su�samment éloignées l'une de l'autre etsu�samment éloignées des obstacles, le plus court chemin de courbure bornéeentre !S et !T est le plus court chemin euclidien entre S et T en présencedes obstacles 
 ainsi que de deux obstacles RS et RT . RS (resp. RT ) est unerégion constituée des deux disques unitaires tangents à !S (resp. !T ) ainsique d'une petite région située "derrière" !S (resp. "devant" !T ) comme lemontre la �gure 3.1.Comme nous l'avons dit, nous avons considéré les obstacles modéréscomme étant de bords constitués de segments de droite et d'arcs de cercleunitaire. Il eut été intéressant de considérer une classe plus générale d'obs-tacles modérés correspondant aux obstacles modérés (au sens d'Agarwal etcoll.) dont le bord est constitué de segments de droite et d'arcs de cercle de



48 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONrayon supérieur à 1. Pour cette classe d'obstacles, la preuve que nous avonsfaite pour montrer que les trajectoires optimales de type XS �C �CSX 0 sont ennombre �ni est théoriquement applicable. Cependant, il s'avère que, en pra-tique, les calculs de résultants dépassent les capacités des systèmes de calculalgébrique existant actuellement.Un problème ouvert très intéressant est le suivant : les calculs que nousavons e�ectués pour montrer que les trajectoires optimales de typeXS �C �CSX 0sont en nombre �ni permettent facilement d'exprimer la longueur d'une tra-jectoire de type XS �C �CSX 0 en fonction d'une variable correspondant à laposition de l'un des arcs �C sur l'obstacle tangent. Pour un ensemble de jeuxde paramètres correspondant aux positions relative de X, X 0 et des obstaclestangents aux deux arcs �C, nous avons calculé (à l'aide de MAPLE) le graphede cette fonction longueur. Il s'avère que pour chaque jeu de paramètresétudié la fonction n'admet pas de minimum dans l'intérieur du domaine surlequel une trajectoire de type XS �C �CSX 0 peut être de longueur minimale(c'est-à-dire sur le domaine où chaque arc �C est de longueur supérieure à�). Au vu de cette étude il semble donc qu'un morceau de trajectoire, detype XS �C �CSX 0 peut être optimal seulement si l'un des arcs �C est ancré ouest tangent à un arc ancré ��C apparaissant dans la trajectoire. Si cela s'avèrevrai, cela prouverait la conjecture suivante :Conjecture 1.9 En présence d'obstacles modérés, un arc de cercle apparais-sant dans une trajectoire optimale est ancré, ou est tangent à un cercle ancréet à un obstacle (ou à un cercle terminal).De plus, si cette conjecture est juste, cela tendrait à prouver la conjecturesuivante :Conjecture 1.10 En présence d'obstacles polygonaux, un arc de cercle encontact avec un obstacle et apparaissant dans une trajectoire optimale est an-cré, ou passe par un sommet des obstacles, ou apparaît dans un sous cheminde type ��C �C : : : �C.D'autres problèmes se posent également, nous pouvons citer trois d'entreeux : Peut-on obtenir des résultats similaires pour des robots polygonaux?Peut-on obtenir des résultats similaires si les man÷uvres sont autorisées?(certains travaux ont été e�ectués dans ce sens [ART95, BCL94b, RS90]).
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Chapitre 2Enveloppe convexe de courburebornée(Une version résumée de ce chapitre a été publiée dans les Proceedings ofthe 8th Canadian Conference on Computational Geometry [BL96a])RésuméNous considérons dans ce chapitre le problème du calcul d'une en-veloppe convexe de courbure bornée d'un ensemble S de points duplan, i.e. un ensemble contenant S et dont le bord est une courbede courbure bornée de longueur minimale. Nous montrons que, sile rayon du plus petit disque contenant S est supérieur ou égal à1, une telle enveloppe est unique. Nous montrons également que lecalcul d'une enveloppe convexe de courbure bornée d'un ensemblede points se ramène à un problème d'optimisation convexe ou àla résolution d'un ensemble de systèmes algébriques.2.1 IntroductionL'enveloppe convexe d'un ensemble S de points du plan est dé�nie commele plus petit ensemble contenant S, ou de façon équivalente, comme l'en-semble de périmètre minimal qui contient S. Nous nous intéressons ici auxenveloppes convexes de courbure bornée. Nous dé�nissons une enveloppeconvexe de courbure bornée d'un ensemble S de points comme étant unerégion de périmètre minimal contenant S et dont le bord est de courburebornée, c'est-à-dire une courbe C1 de courbure majorée par 1 en tout pointoù elle est dé�nie.



50 CHAPITRE 2. ENVELOPPE CONVEXE DE COURBURE BORNÉECe problème problème géométrique est d'une part une extension natu-relle de l'enveloppe convexe classique, et d'autre part, c'est une instance nontriviale du problème du calcul de plus courts chemins de courbure bornéedans le plan encombré d'obstacles polygonaux. En e�et, si S est l'ensembledes sommets d'un ensemble de polygones, l'enveloppe convexe de courburebornée de S est le plus petit tour, de courbure bornée, autour des polygones.Notons également qu'une approche du problème de la plani�cation de tra-jectoires de courbure bornée en présence d'obstacles peut être de calculerl'enveloppe convexe de courbure bornée de chaque obstacle, puis de calcu-ler une trajectoire de courbure bornée en présence d'obstacles de courburebornée (ce problème sera traité dans le chapitre 3).Nous présentons deux algorithmes résolvant le problème. Le premier estbasé sur l'optimisation d'une fonction convexe et calcule une solution appro-chée de l'enveloppe convexe de courbure bornée. L'autre algorithme est exactet est basé sur la résolution d'un ensemble de systèmes algébriques.De façon générale dans la suite, le bord d'une région quelconque R seranoté @R. Un polygone de sommets M1; : : : ;Mn, apparaissant dans cet ordresur le bord du polygone sera simplement appelé polygone M1 : : :Mn. L'in-dice i d'un sommet Mi d'un polygone M1 : : :Mn sera considéré modulo n.Deux polygones seront dit géométriquement égaux s'ils dé�nissent une mêmerégion; les deux polygones peuvent ne pas être dé�nis par le même nombrede sommets dès lors que certains sommets sont plats.Dans la suite, S est un ensemble de points du plan, T une enveloppeconvexe de courbure bornée de S. P est l'enveloppe convexe de S et P1; : : : ; Pnsont les sommets de P. Di est le disque fermé unitaire centré en Pi et Ci estle cercle unitaire centré en Pi, pour tout i 2 f1; : : : ; ng. Q est une régionpolygonale de périmètre minimal et d'intersection non vide avec chacun desdisques Di (1 � i � n). Il faut bien noter que c'est la région polygonale Q etnon son bord qui doit avoir une intersection non vide avec chacun des disques.Comme nous allons le voir, Q joue un rôle central dans la caractérisation etdans le calcul de T .Notons que si le rayon r du plus petit disque contenant S est inférieurou égal à 1, tout disque unitaire contenant S est clairement une enveloppeconvexe de courbure bornée de S. Remarquons de plus que, si r < 1, il existeune in�nité de tels disques et que, si r = 1, un tel disque est unique. Noussupposerons dans la suite que r > 1.Dans la section 2.2, nous caractérisons T et nous montrons que T sedéduit simplement de Q. Nous étudions Q dans la section 2.3 et montronsl'unicité de Q et de T dans la section 2.4. En�n, nous résumons les résultatset présentons les algorithmes dans la section 2.5.



2.2. CARACTÉRISATION DE T 512.2 Caractérisation de TNous énonçons deux lemmes utiles pour la proposition 2.3 laquelle montrecomment T se déduit de Q.Lemme 2.1 T est convexe et contient P.Démonstration : T est convexe car dans le cas contraire, sonenveloppe convexe est une région dont le bord est de courburebornée qui contient S et dont le périmètre est inférieur à celui deT . Il s'ensuit que T contient P car P est le plus petit convexecontenant S. 2Une conséquence évidente de ce lemme est que l'enveloppe convexe decourbure bornée de S est égale à l'enveloppe convexe de courbure bornée dessommets de l'enveloppe convexe de S.Lemme 2.2 @T est constituée de segments de droite et d'arcs de cercle uni-taire passant par des sommets de P.Démonstration : @T est une courbe fermée convexe de cour-bure bornée et de longueur minimale contenant P d'après lelemme précédent. Donc, d'après le théorème 1.3, entre deux pointsde contact entre @T et P, @T est une courbe de Dubins. Cescourbes de Dubins sont de type CSC car @T est convexe (unecourbe de type CCC non réduite à un arc de cercle n'est pasconvexe). Donc, @T est constitué de segments de droite et d'arcsde cercle unitaire en contact avec P. De plus, toujours grâce àla convexité de @T un arc de cercle de @T est nécessairement aucontact d'un sommet de P. 2Remarquons que tous les sommets de P n'apparaissent pas nécessairementsur @T : la �gure 2.1 montre @T lorsque P est un carré; si l'on rajoute à P uncinquième sommet A situé dans T , l'enveloppe convexe de courbure bornéedes cinq sommets est toujours T et ces cinq points n'appartiennent pas à@T , par construction.A présent, nous pouvons transformer le problème du calcul de T en unproblème plus classique de géométrie euclidienne (voir �gure 2.1) :Proposition 2.3 T est la somme de Minkowski du disque unitaire centréà l'origine et d'une région polygonale Q� de périmètre minimal parmi lesrégions d'intersection non vide avec chacun des disques Di.
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Q P @TA

Fig. 2.1 � Exemple où tous les sommets de P n'appartiennent pas à @TDémonstration : Remarquons d'abord que la somme des lon-gueurs des arcs de cercle de @T est égale à 2� car @T est convexe.Le périmètre de T est donc égal à 2� plus la somme des longueursdes segments de droite de @T .Nous rappelons que l'érodé d'une région T par le disque unitaireD centré à l'origine est (T c �D)c où ":c" désigne le complémen-taire et � la somme de Minkowski. En d'autre termes, l'érodé deT par D est T n[P2@TD(P ) où D(P ) est le translaté de D centréen P . Notons Q� l'érodé de T par D.@T étant convexe et de courbure majoré par 1 en tout point où elleest dé�nie, Q� est convexe, non vide et la somme de Minkowskide Q� et du disque D est égal à T . De plus, comme T contientP, Q� a une intersection non vide avec chacun des disques Di.Le périmètre de T est égal à 2� plus le périmètre de Q�. Donc,Q� est de périmètre minimal parmi les régions d'intersection nonvide avec chacun des disques Di. 2Soit Q une région polygonale de périmètre minimal et d'intersection nonvide avec chacun des disques Di. Nous allons montrer, dans la section 2.3,certaines propriétés de Q, et prouver, dans la section 2.4, l'unicité de Q. Ils'ensuivra que Q = Q�.



2.3. CARACTÉRISATION DE Q 532.3 Caractérisation de QNous commençons par énoncer trois lemmes qui nous serviront à dé-montrer la proposition 2.7, qui est centrale dans cette section. En�n nousénoncerons la proposition 2.9 qui donne une caractérisation géométrique deQ.Lemme 2.4 Q est convexe.Démonstration : Q est convexe car, dans le cas contraire, sonenveloppe convexe a d'une part un périmètre strictement inférieurà celui de Q et d'autre part a une intersection non vide avecchacun des disques Di (1 � i � n) et est toujours de courburebornée, ce qui n'est pas possible au vu de la dé�nition de Q. 2Lemme 2.5 Q � P.Démonstration : On suppose par l'absurde que Q 6� P. Nousmontrons qu'il existe un polygone de périmètre inférieur à celuide Q et d'intersection non vide avec chacun des disques Di, cequi est impossible au vu de la dé�nition de Q. L'idée de la preuveest de projeter les parties de Q, extérieures à P, sur le bordde P. Remarquons que l'on ne peut pas simplement remplacerles parties de Q, extérieures à P, par des arcs de @P car, lepolygone obtenu peut ne pas couper tous les disques D1; : : : ; Dn(voir �gure 2.2a).Précisément, nous projetons tout point de Q extérieur à P surle point du bord de P le plus proche (voir �gure 2.2b). Cettetransformation raccourcit @Q. De plus, tout point deQ situé dansun disque Di est projeté sur un point situé dans le même disquecar P est convexe. Cette transformation raccourcit le périmètre deQ et conserve une intersection non vide avec chacun des disquesDi, 1 � i � n. Nous avons donc la contradiction voulue. 2Lemme 2.6 @Q a une intersection non vide avec chacun des disques Di,i 2 f1; : : : ; ng.Démonstration : Supposons par l'absurde que @Q ne coupepas un disque Di0 . Q \ Di0 étant non vide par hypothèse, Pi0appartient à l'intérieur de Q. Donc, d'après le lemme 2.5, Pi0appartient à l'intérieur de P ce qui contredit l'hypothèse que Pi0est un sommet de P. 2
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PQ A B P(a) (b)Fig. 2.2 � Pour la preuve du lemme 2.5Proposition 2.7 Il existeM�1 2 D1; : : : ;M�n 2 Dn tel que le polygoneM�1 : : :M�nsoit géométriquement égal au polygone Q.Démonstration : D'après le lemme 2.6, il existe Mi 2 Di\@Q,8i 2 f1; : : : ; ng.Si les pointsM1; : : : ;Mn apparaissent dans cet ordre sur @Q, nousconsidérons M�i = Mi, 8i 2 f1; : : : ; ng. Le polygone M�1 : : :M�nest géométriquement égal à Q. En e�et, comme Q est convexe etM�i 2 Di, le polygone M�1 : : :M�n est convexe et inclus dans Q.Donc, le périmètre du polygone M�1 : : :M�n est inférieur ou égal àcelui de Q et le polygone M�1 : : :M�n a une intersection non videavec tous les disques D1; : : : ; Dn (car M�i 2 Di). Comme, par dé-�nition, Q est un polygone de périmètre minimal et d'intersectionnon vide avec tous les disques D1; : : : ; Dn,Q est géométriquementégal au polygone M�1 : : :M�n.Si les points M1; : : : ;Mn n'apparaissent pas dans cet ordre sur@Q, nous considérons, dans un premier temps, M 0i le point d'in-tersection entre @Q et le segment PiMi qui est le plus proche dePi (voir �gure 2.3). Par construction,M 0i 2 Di et le segment PiM 0ia une intersection vide avec l'intérieur de Q.Comme précédemment, si les pointsM 01; : : : ;M 0n apparaissent danscet ordre sur le bord deQ, le polygoneM 01 : : :M 0n est géométrique-ment égal àQ. Dans le cas contraire, il existeM 0i etM 0j consécutifssur @Q tels que les segments PiM 0i et PjM 0j se coupent 1; ceci carles segments P1M 01; : : : ; PnM 0n sont dans P (car P est convexe etcontient Q) et ont une intersection vide avec l'intérieur de Q. Les1. Par convention, deux segments se coupent si leurs intérieurs relatifs se coupent.
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P QMiM 0iDiPi Mj = M 0jPj DjFig. 2.3 � Pour la preuve de la proposition 2.7deux segments PiM 0i et PjM 0j ne peuvent se couper que si M 0i ouM 0j appartient à l'intersection des deux disques Di et Dj (voir �-gure 2.4a). Supposons, sans perte de généralité queM 0i 2 Di\Dj.Nous dé�nissons alors,M 00j 2 Dj égal àM 0i . Le nombre d'intersec-tions entre les segments P1M 01; : : : ; PnM 0n diminue de 1 en rem-plaçant M 0j par M 00j = M 0i (voir �gure 2.4b) : en e�et, d'une partles segments PiM 0i et PjM 00j ne se coupent pas alors que les seg-ments PiM 0i et PjM 0j se coupent et, d'autre part, le "nouveau"segment PjM 00j ne peut être coupé que par un segment coupant"l'ancien" segment PjM 0j (carM 0i etM 0j sont consécutifs sur @Q).De plus, le segment PjM 00j a une intersection vide avec l'intérieur

Pj PiM 0i = M 00jM 0j
Dj Di Pj M 0jM 0i = M 00jQ P

Pi(a) (b)Fig. 2.4 � Pour la preuve de la proposition 2.7de Q. En e�et (voir Figure 2.5), soit Hi l'union des deux demiplans, ne contenant pas Q, limités par les droites supportant lesarêtes de Q incidentes à M 0i . Soit Hci le complémentaire de Hi.Par construction, PiM 0i a une intersection vide avec l'intérieur deQ donc, PiM 0i � Hi. Si PjM 00j coupe l'intérieur de Q, Pj 2 Hci et



56 CHAPITRE 2. ENVELOPPE CONVEXE DE COURBURE BORNÉEdonc, PjM 0j � Hci . Il s'ensuit que les segments PiM 0i et PjM 0j nese coupent pas ce qui contredit les hypothèses et prouve que lesegment PjM 00j a une intersection vide avec l'intérieur de Q.Q HciHiM 0i = M 00j M 0jPi Pj
Fig. 2.5 � Pour la preuve de la proposition 2.7En réitérant cette procédure pour toute paire de points consé-cutifs sur @Q tels que les segments correspondants se coupent,nous dé�nissons une liste de points M�1 ; : : : ;M�n appartenant à@Q tels que les segments PiM�i ne se coupent pas deux à deux etne coupent pas l'intérieur de Q.Le fait que les segments P1M�1 ; : : : ; PnM�n ne se coupent pas, necoupent pas l'intérieur deQ et sont inclus dans P implique que lespoints M�1 ; : : : ;M�n apparaissent dans cet ordre sur @Q. Commeprécédemment, le polygone M�1 : : :M�n est alors géométriquementégal à Q. 2Remarque 2.8 Les points M�1 ; : : : ;M�n ne sont pas nécessairement uniques.En e�et, comme le montre la �gure 2.1, le nombre de sommets (non plats)de Q peut être inférieur au nombre de sommets de P. Dans ce cas, certainssommets M�i de Q sont des sommets plats et peuvent (en général) glisser lelong de @Q, dans Di, sans modi�er @Q.Remarquons également que les lemmes 2.5, 2.6 et donc la proposition 2.7sont vissés à l'hypothèse que P est convexe (voir �gure 2.6).Proposition 2.9 SiM�1 2 D1; : : : ;M�n 2 Dn sont les sommets d'un polygonegéométriquement égal à Q, alors pour sommet M�i non plat 2 :� M�i est situé sur le bord de Di.2. Si Q est réduit à un point, M�i = M�j pour tout (i; j) et nous considérons parconvention que les sommets M�i sont plats.
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P2

P3
P4P5

D1 D3

D4D5 D2
Q P

Fig. 2.6 � Contre exemple à la proposition 2.7 lorsque P n'est pas convexe� Les segments M�i�1M�i et M�i M�i+1 sont d'intersection vide avec l'inté-rieur de Di.� La droite PiM�i est la bissectrice des deux droites M�i�1M�i etM�i M�i+1 qui sépare M�i�1 et M�i+1.Démonstration : Remarquons que le premier point de la pro-position est un corollaire évident du deuxième point.Soit M�i un sommet non plat de Q. Q étant de périmètre mini-mal, la ligne polygonale M�i�1M�i M�i+1 est une ligne polygonaleM�i�1MM�i+1 de longueur minimale telle que M 2 Di. Le lieu despointsM tel que la ligne polygonaleM�i�1MM�i+1 soit de longueur�xée l est une ellipse de foyers M�i�1 et M�i+1. Cette ellipse n'estréduite au segment M�i�1M�i+1 car dans ce cas M�i serait un som-met plat de Q. Le fait que la longueur l soit minimale impliquealors que, M�i est le point commun entre Di et l'ellipse de foyersM�i�1 et M�i+1, qui est tangente à Di et qui ne contient pas Di(voir �gure 2.7). Ceci prouve le deuxième point de la proposition.Une propriété classique des ellipses est que la normale à l'ellipseen un point M est la bissectrice des droites M�i�1M et MM�i+1qui sépare les foyers. Or, au point M�i , la normale à l'ellipse estégalement la normale à Di laquelle passe par Pi. Donc, la droitePiM�i est la bissectrice des droites M�i�1M�i etM�i M�i+1 qui sépareM�i�1 et M�i+1. 2
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M�i�1 M�i+1M�iPi Di

Fig. 2.7 � PiM�i est la bissectrice des deux droites M�i�1M�i et M�i M�i+1 quisépare M�i�1 et M�i+12.4 Unicité de Q et de TNous dé�nissons la fonction f suivante qui va jouer un rôle central dansle calcul de Q et donc de T :f : D1 � : : :�Dn ! IRM1; : : : ;Mn 7! kM1M2k+ kM2M3k+ : : : + kMn�1Mnk+ kMnM1koù kMiMi+1k représente la distance euclidienne entre deux points Mi etMi+1.Proposition 2.10 f est convexe.Démonstration : Considérons la fonction~f : D1 �D2 ! IRM1;M2 7! kM1M2k:La fonction ~f est convexe si et seulement si8(M1;M2) 2 D1 �D2; 8(M 01;M 02) 2 D1 �D2; 8� 2 [0; 1];~f(�M1+(1��)M 01; �M2+(1��)M 02) � � ~f(M1;M2)+(1��) ~f(M 01;M 02)Le membre de gauche de l'inégalité est bien dé�ni puisque ledomaine de dé�nition de ~f est convexe. Par dé�nition de ~f nous



2.4. UNICITÉ DE Q ET DE T 59avons : ~f(�M1 + (1� �)M 01; �M2 + (1� �)M 02)= k(�M2 + (1� �)M 02)� (�M1 + (1� �)M 01)k� �kM2 �M1k+ (1� �)kM 02 �M 01k� � ~f(M1;M2) + (1� �) ~f(M 01;M 02)La fonction ~f est donc convexe, ce qui implique que la fonctionf , somme de fonctions convexes, est convexe. Notons que f n'estpas strictement convexe. 2Nous établissons tout d'abord la proposition suivante qui est un corollairedirect de la proposition 2.7.Proposition 2.11 f(M�1 ; : : : ;M�n) est le minimum de f si et seulement si lepolygoneM�1 : : :M�n est de périmètre minimal parmi les régions d'intersectionnon vide avec chacun des disques D1; : : : ; Dn.Démonstration : Soit M�1 ; : : : ;M�n tels que f(M�1 ; : : : ;M�n) estle minimum de f et soit Q un polygone de périmètre minimalet d'intersection non vide avec chacun des disques D1; : : : ; Dn.Clairement, le périmètre de Q est inférieur ou égal à celui dupolygone M�1 : : :M�n. D'après la proposition 2.7, Q est géométri-quement égal à un polygone M?1 : : :M?n où M?i 2 Di (attention :� 6= ?). Comme f(M?1 ; : : : ;M?n) ne peut être strictement inférieurau minimum de f , f(M?1 ; : : : ;M?n), qui est égal au périmètre deQ,est aussi égal à f(M�1 ; : : : ;M�n), qui est le périmètre du polygoneM�1 : : :M�n.Réciproquement, si f(M1; : : : ;Mn) n'est pas le minimum de f , lepérimètre du polygone M1 : : :Mn n'est pas minimal parmi les ré-gions d'intersection non vide avec chacun des disques D1; : : : ; Dn.2Lemme 2.12 Soient �i l'angle 6 (����!PiPi�1���!PiMi) où Mi est un point du bord deDi et Ui � [0; 2�] l'ensemble des �i tel que Mi 2 P (1 � i � n). Soit g lafonction Mi est un point de Ci (1 � i � n). Soit g la fonctiong : [0; 2�]n ! IR�1; : : : ; �n 7! kM1M2k+ kM2M3k+ : : :+ kMn�1Mnk+ kMnM1ket soit D � [0; 2�]n l'ensemble ouvert des � = (�1; : : : ; �n) 2 U1 � : : : � Untels que le polygone M1 : : :Mn ait une intersection vide avec l'intérieur dechacun des disques D1; : : : ; Dn.



60 CHAPITRE 2. ENVELOPPE CONVEXE DE COURBURE BORNÉEAlors, g est localement strictement convexe sur D, i.e. pour tout � 2 D,il existe un voisinage ouvert de � sur lequel la restriction de g est strictementconvexe.Remarque 2.13 g ne peut être convexe sur D car D n'est pas convexe.Remarquons également que � 2 D si et seulement si le polygone M1 : : :Mna une intersection vide avec l'intérieur de chacun des disques D1; : : : ; Dn etsi le segment MiMi+1 n'est ni tangent à Ci ni à Ci+1, 8i 2 f1; : : : ; ng.Démonstration : Nous montrons dans un premier temps quela fonction ~g : [0; 2�]� [0; 2�] ! IR�1; �2 7! kM1M2kest localement strictement convexe sur le domaine G égal à l'en-semble ouvert des points (�1; �2) pour lesquels l'intérieur relatif dusegment M1M2 a une intersection vide avec D1 et D2, et n'est nitangent à D1 ni à D2. Pour ce faire, nous montrons que le Hessiende ~g (i.e. la matrice des dérivées secondes) a toutes ses valeurspropres strictement positives en tout point de G. Comme ~g estune fonction à deux variables, il est équivalent de montrer quele déterminant et la trace du Hessien sont tout deux strictementpositifs en tout point de G. Les calculs présentés sont extraitsde [Bui94, lemme III-2.3]; cependant, la conclusion est di�érentecar ce lemme III-2.3 montre la convexité de la fonction ~g ce quiest faux en raison de la non convexité de G.Considérons les notations suivantes (voir �gure 2.8) : soient ~u =����!M1M2, û le vecteur unitaire de direction ~u, û? le vecteur ortho-gonal direct à û, C1 et C2 les bords respectifs des disques D1 etD2, P1 et P2 leurs centres respectifs, ~r1 = ���!P1M1, ~r2 = ���!P2M2, ~t1et ~t2 les vecteurs orthogonaux directs à ~r1 et ~r2.De façon évidente on a :8>>>><>>>>: @~r1@�1 = ~t1@~r1@�2 = 0 8>>>>><>>>>>: @~t1@�1 = �~r1@~t1@�2 = 0 8>>>><>>>>: @~r2@�1 = 0@~r2@�2 = ~t2 8>>>>><>>>>>: @~t2@�1 = 0@~t2@�2 = �~r2~u = �~r1 + ��!P1P2 + ~r2 donc @~u=@�1 = �~t1 et @~u=@�2 = +~t2.Comme ~g(�1; �2) = ~u:û il vient@~g@�1 = �~t1:û+ �~u:û? (� 2 IR)
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~r1 ~r2 �2�1 P1 P2M1

M2~u~t1 ~t2
Fig. 2.8 � Pour la preuve du lemme 2.12= �~t1:ûcar la dérivée du vecteur unitaire û est orthogonale à û. De façonsimilaire nous calculons la dérivée de ~g par rapport à �2, aprèsquoi nous calculons les dérivées secondes de ~g.@~g@�2 = ~t2:û@2~g@�21 = ~r1:û� ~t1: @û@�1@2~g@�22 = �~r2:û+ ~t2: @û@�2@2~g@�1@�2 = �~t1: @û@�2Calculons @û=@�1 : û = ~u=~g(�1; �2) donc@û@�1 = �~t1~g(�1; �2) + ~t1:û~g(�1; �2)2~u = 1~g(�1; �2)(�~t1 + (~t1:û)û)En écrivant ~t1 dans la base (û; û?) on obtient@û@�1 = � ~t1:û?~g(�1; �2) û?De même on établit @û@�2 = ~t2:û?~g(�1; �2) û?Comme ~ti:û? = ~ri:û pour i = 1; 2, les dérivés secondes de ~g



62 CHAPITRE 2. ENVELOPPE CONVEXE DE COURBURE BORNÉEs'écrivent 8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:
@2~g@�12 (�1; �2) = ~r1:û+ (~r1:û)2~g(�1; �2)@2~g@�1@�2 (�1; �2) = = � (~r1:û)(~r2:û)~g(�1; �2)@2~g@�22 (�1; �2) = �~r2:û+ (~r2:û)2~g(�1; �2)Nous pouvons écrire le Hessien de ~g sous la forme0BBBBB@ A+ A2L ABLABL B + B2L

1CCCCCAoù A = ~r1:û, B = �~r2:û et L = ~g(�1; �2). Le déterminant duHessien est donc AB ( 1 + A+BL )Par dé�nition de G, 8(�1; �2) 2 G, A et B sont strictement posi-tifs. Donc, le déterminant et la trace du Hessien sont tous deuxstrictement positifs en tout point de G. Ceci nous montre que ~gest localement strictement convexe sur G.Cela implique évidemment que, 8i 2 f1; : : : ; ng, la fonction~gi : Ui � Ui+1 ! IR�i; �i+1 7! kMiMi+1k:est localement strictement convexe en tout point (�i; �i+1) pourlequel l'intérieur relatif du segment MiMi+1 a une intersectionvide avec Di et Di+1, et n'est ni tangent à D1 ni à D2. Il s'ensuitque ~gi est localement strictement convexe sur la projection Di deD sur Ui � Ui+1. Il s'ensuit que, la fonctiongi : U1 � : : :� Un ! IR�1; : : : ; �n 7! kMiMi+1kest localement strictement convexe sur D. Comme g = P1�i�n gi,nous pouvons conclure que g est localement strictement convexesur D. 2



2.4. UNICITÉ DE Q ET DE T 63Nous pouvons à présent établir l'unicité de Q :Proposition 2.14 Q est unique.Démonstration : Soit Q un polygone de périmètre minimal etd'intersection non vide avec chacun des disques Di, i 2 f1; : : : ; ng.Par hypothèse, le rayon r du plus petit cercle contenant S estsupposé strictement supérieur à 1. Donc \1�i�nDi = ; et Q n'estpas réduit à un point. D'après la proposition 2.11, Q est géo-métriquement égal à un polygone M�1 : : :M�n tels que M�i 2 Di,8i 2 f1; : : : ; ng.Soit M�i1 ; : : : ;M�iq les sommets non plats de Q (q > 1 car Q n'estpas réduit à un point) et soit U l'ensemble des polygones d'inter-section non vide avec chacun des q disques Di1 ; : : : ; Diq .Nous montrons la proposition en trois temps : premièrement, nousmontrons que le polygone M�i1 : : :M�iq est, parmi les polygone deU , de périmètre minimal. Deuxièmement, nous montrons qu'ilexiste un unique polygone de U de périmètre minimal. Dans untroisième temps, nous considérons les n disques D1; : : : ; Dn.1) Pour montrer que le polygone M�i1 : : :M�iq est, parmi les po-lygone de U , de périmètre minimal, nous montrons en premierlieu que toute perturbation d'un sommet M�ij dans Dij augmentestrictement le périmètre du polygone.Notons que si le polygone M�i1 : : :M�iq n'est tangent à aucun desdisques D1; : : : ; Dn, il est possible de montrer simplement qu'ilest de périmètre minimal parmi les polygones de U . Malheureuse-ment, si le polygone est tangent à certains disques deD1; : : : ; Dn iln'est pas possible de conclure simplement. Notons également quel'on ne peut pas ajouter les points de tangence entre le polygoneet les disques dans la liste fM�i1 ; : : : ;M�iqg car alors la deuxièmepartie de la démonstration n'est plus exacte.Soit E1 (resp. E2) l'ellipse de foyers M�ij�1 et M�ij+1 (resp. M�ij�1et M�ij+1) qui contient M�ij (voir �gure 2.9). Comme Q est depérimètre minimal, d'après la preuve de la proposition 2.9, E1 esttangente à Dij enM�ij et le disque Dij est situé à l'extérieur de E1.De plus, la droite L normale à E1 enM�ij est la bissectrice des deuxdroites M�ijM�ij�1 et M�ijM�ij+1 qui sépare M�ij�1 et M�ij+1. CommeM�ij�1 et M�ij+1 sont des sommets plats, ils appartiennent auxsegments M�ijM�ij�1 et M�ijM�ij+1 , respectivement. Il s'ensuit que,la droite normale à E2 en M�ij est L, et donc que, E2 est tangente



64 CHAPITRE 2. ENVELOPPE CONVEXE DE COURBURE BORNÉEà E1 et à Dij en M�ij . De plus, E1 est clairement à l'intérieur deE2 donc, Dij est situé à l'extérieur de E2.

M�ij�1 M�ij+1M�ijPij Dij
M�ij�1 M�ij+1E1 E2L

Fig. 2.9 � Pour la preuve de la proposition 2.14Donc, 8M 2 Dij tel que M 6= M�ij , M appartient à la régionouverte situé à l'extérieur de l'ellipse E2 et donc,kM�ij�1Mk + kMM�ij+1k > kM�ij�1M�ijk+ kM�ijM�ij+1k:Nous avons donc que, toute perturbation de M�ij dans Dij aug-mente strictement le périmètre du polygone M�i1 : : :M�iq .Il s'ensuit que (M�i1 ; : : : ;M�iq) réalise un minimum local de la fonc-tion f̂ : Di1 � : : :�Diq ! IRMi1 ; : : : ;Miq 7! kMi1Mi2k+ : : :+kMiq�1Miqk+ kMiqMi1k:En e�et, soit ~u 2 IR2n un vecteur su�samment petit tel que(M�i1 ; : : : ; M�iq) + ~u 2 Di1 � : : :�Diq . Le vecteur ~u est la sommede q vecteurs (: : : ;~0; ~uij ;~0; : : :) 2 IR2�: : :�IR2 tels queM�ij+~uij 2Dij . Soit Df̂(M�) la di�érentielle de f̂ en M� = (M�i1 ; : : : ;M�iq).Comme nous l'avons montré précédemment,Df̂(M�):(: : : ;~0; ~uij ;~0; : : :) � 0



2.4. UNICITÉ DE Q ET DE T 65donc, Df̂(M�):~u � 0. Comme, de plus, f̂ est convexe (voir lemme2.10), l'assertion précédente, selon laquelle (M�i1 ; : : : ;M�iq) réaliseun minimum local de la fonction f̂ , est véri�ée.De plus, comme f̂ est convexe, (M�i1 ; : : : ;M�iq) réalise le mini-mum global de f̂ . Donc, d'après la proposition 2.11, le polygoneM�i1 : : :M�iq est de périmètre minimal parmi les polygones de U .2) Montrons à présent qu'il existe un unique polygone de U de pé-rimètre minimal. f̂ étant convexe, l'ensemble des points réalisantle minimum de f̂ est connexe. Il su�t donc pour montrer l'uni-cité du polygone de périmètre minimal de montrer qu'il existe unvoisinage ouvert de (M�i1 ; : : : ;M�iq) tel que (M�i1 ; : : : ;M�iq) soit leseul point de ce voisinage réalisant le minimum de f̂ .Pour tout point (Mi1 ; : : : ;Miq) dans un voisinage su�sammentpetit de (M�i1 ; : : : ;M�iq), le polygone Mi1 : : :Miq n'a pas de som-met plat car le polygone M�i1 : : :M�iq n'a pas de sommet plat.Donc, d'après les propositions 2.9 et 2.11, (Mi1 ; : : : ;Miq) réalisele minimum de f̂ seulement si chaque sommet Mij appartient aubord Cij de Dij . Donc, pour montrer qu'il existe un unique po-lygone de périmètre minimal dans U , il est su�sant de montrerque pour tout (Mi1 ; : : : ;Miq) 6= (M�i1 ; : : : ;M�iq) dans Ci1 � : : : �Ciq et dans un voisinage su�samment petit de (M�i1 ; : : : ;M�iq),f̂(Mi1 ; : : : ;Miq) > f̂(M�i1 ; : : : ;M�iq).Soient �ij l'angle 6 (�����!PijPij�1����!PijMij ) et ��ij l'angle 6 (�����!PijPij�1����!PijM�ij ).Soit Uij l'ensemble des �ij tels que Mij appartienne au polygonePi1 : : : Piq . Soit D l'ensemble ouvert des (�i1 ; : : : ; �iq) 2 Ui1� : : :�Uiq tels que l'intérieur du polygoneMi1 : : :Miq ait une intersectionvide avec chacun des cercles Ci1 : : : ; Ciq . En�n, soit g la fonction :g : Ui1 � : : :� Uiq ! IR�i1 ; : : : ; �iq 7! kMi1Mi2k+ : : :+kMiq�1Miqk+ kMiqMi1k:Comme nous l'avons vu précédemment, le polygone M�i1 : : :M�iqest de périmètre minimal parmi les régions qui coupent chacundes disques Di1 ; : : : ; Diq . D'après le lemme 2.5, (��i1 ; : : : ; ��iq) 2Ui1 � : : :�Uiq et, comme le polygone M�i1 : : :M�iq n'a pas de som-met plat, (��i1 ; : : : ; ��iq) 2 D d'après la proposition 2.9. Nous avonsdonc, d'après le lemme 2.12, que g est localement strictementconvexe en (��i1 ; : : : ; ��iq). De plus, comme f̂(M�i1 ; : : : ;M�iq) est le



66 CHAPITRE 2. ENVELOPPE CONVEXE DE COURBURE BORNÉEminimum de f̂ , c'est le minimum de la restriction de f̂ à Ci1�: : :�Ciq et donc, g(��i1 ; : : : ; ��iq) est le minimum de g. Nous avons ainsique, pour tout (�i1 ; : : : ; �iq) 6= (��i1 ; : : : ; ��iq) dans un voisinage suf-�samment de (��i1 ; : : : ; ��iq), g(�i1; : : : ; �iq) > g(��i1 ; : : : ; ��iq). Donc,pour tout (Mi1 ; : : : ;Miq) 6= (M�i1 ; : : : ;M�iq) dans Ci1 � : : :�Ciq etdans un voisinage su�samment de (M�i1 ; : : : ;M�iq), le périmètre dupolygoneMi1 : : :Miq est strictement supérieur à celui du polygoneM�i1 : : :M�iq . Nous avons donc montré l'unicité du polygone de pé-rimètre minimal et d'intersection non vide avec chacun disquesDi1 ; : : : ; Diq .3) Soit Q0 un polygone de périmètre minimal et d'intersectionnon vide avec chacun des disques D1; : : : ; Dn. Nous montrons queQ0 = Q. Q0 a évidemment une intersection non vide avec chacundes q disques Di1 ; : : : ; Diq . D'après ce qui précède, un polygonede périmètre minimal et d'intersection non vide avec chacun desq disques Di1 ; : : : ; Diq est unique et égal à Q. Donc, soit Q0 = Qsoit le périmètre de Q0 est strictement supérieur à celui de Q.Comme les périmètres de Q0 et de Q sont égaux, Q0 = Q. 2Les propositions 2.3 et 2.14 nous permettent d'établir la proposition suivante :Proposition 2.15 T est unique.2.5 Résultats et algorithmesRappelons que S est un ensemble �ni de points du plan tel que le rayondu plus petit disque contenant S soit supérieur à 1. P = P1 : : : Pn est sonenveloppe convexe etD1; : : : ; Dn sont les disques unitaires fermés centrés, res-pectivement, en P1; : : : ; Pn. Nous résumons les résultats des propositions 2.3,2.11, 2.15 et 2.10 dans le théorème suivant :Théorème 2.16 S a une unique enveloppe convexe de courbure bornée quiest égale à la somme de Minkowski du disque unitaire centré à l'origine et den'importe quel polygone M�1 : : :M�n tel que f(M�1 ; : : : ;M�n) soit le minimumde la fonction convexef : D1 � : : :�Dn ! IRM1; : : : ;Mn 7! kM1M2k+ kM2M3k+ : : :+ kMn�1Mnk+ kMnM1k:D'après le théorème 2.16, le seul point délicat dans le calcul de l'enveloppeconvexe de courbure bornée est donc le calcul d'un point réalisant le minimum



2.5. RÉSULTATS ET ALGORITHMES 67de la fonction f . La minimisation de f peut également être vue comme laminimisation de la fonction :F : IR2 � : : :� IR2 ! IRM1; : : : ;Mn 7! kM1M2k+ kM2M3k+ : : :+ kMn�1Mnk+ kMnM1ksous les n contraintes Mi 2 Di, 1 � i � n.Les méthodes classiques d'optimisation résolvent bien ce type de pro-blème. Pour " donné, calculer (M1; : : : ;Mn) tel que f(M1; : : : ;Mn)� f � � "où f � est le minimum de f , requiert, avec un algorithme de points intérieursapproprié (i.e. "a path-following method"), O(pn log(n(R+1)=")) itérationsoù R est le maximum des longueurs des arêtes du polygone P (voir [NN94,Chapter 6]). Chaque itération est réduite au calcul d'un pas de Newton dontla complexité en temps est linéaire en n car, pour notre problème, le systèmelinéaire à résoudre est su�samment creux. Calculer une approximation à "près de l'enveloppe convexe de courbure bornée de n points peut donc se faireavec une complexité en temps O(npn log(n(R + 1)=")).Nous proposons également deux algorithmes exacts pour le calcul d'enve-loppes convexes de courbure bornée. Pour ce faire, nous énonçons le théorèmesuivant :Théorème 2.17 S a une unique enveloppe convexe de courbure bornée quiest égale à la somme de Minkowski du disque unitaire centré à l'origine etd'un polygone M�1 : : :M�n de périmètre minimal tel que 8i 2 f1; : : : ; ng, M�i 2Di et 0@ �����!M�i M�i�1kM�i M�i�1k + �����!M�i M�i+1kM�i M�i+1k1A����!PiM�i = 0 (2.1)où "�" représente le produit extérieur. De plus, tout sommet M�i non platde Q est situé sur le bord de Di.Démonstration : Les propositions 2.3, 2.7 et 2.9 impliquentque l'enveloppe convexe de courbure bornée d'un ensemble Sde points est la somme de Minkowski du disque unitaire cen-tré à l'origine et d'un polygone M�1 : : :M�n tel que, pour touti 2 f1; : : : ; ng, M�i 2 Di, et tel que, pour tout i tel que M�isoit un sommet non plat du polygone M�1 : : :M�n, l'équation 2.1soit véri�ée et M�i appartienne au bord de Di.D'autre part, pour tout i tel que M�i soit un sommet plat dupolygoneM�1 : : :M�n, l'équation 2.1 est également véri�ée car alors�����!M�i M�i�1kM�i M�i�1k + �����!M�i M�i+1kM�i M�i+1k = ~0: 2



68 CHAPITRE 2. ENVELOPPE CONVEXE DE COURBURE BORNÉELe calcul du polygone M�1 : : :M�n peut donc se faire par la résolution dusystème 8>>>><>>>>: 0@ �����!MiMi�1kMiMi�1k + �����!MiMi+1kMiMi+1k1A����!PiMi = 0Mi 2 Di1 � i � nCe système induit un système semi algébrique à 2n inconnues composé de néquations et n inéquations. Ce système peut être résolu en temps doublementexponentiel par l'algorithme de décomposition cylindrique algébrique de Col-lins [BCK88]. A deux solutions du système, prises dans une même composanteconnexe de l'ensemble des solutions, sont associées des polygones égaux. Onobtient alors le polygone M�1 : : :M�n en comparant les périmètres des poly-gones associés à une solution de chaque composante connexe des solutionsdu système.Le calcul du polygone M�1 : : :M�n peut également se faire en résolvantl'ensemble des (2n � 1) systèmes suivants pour fi1; : : : ; iqg � f1; : : : ; ng8>>>><>>>>: 0@ ������!MijMij�1kMijMij�1k + ������!MijMij+1kMijMij+1k1A�����!PijMij = 0Mij 2 Cijij 2 fi1; : : : ; iqg � f1; : : : ; ngoù Cij est le bord du disque Dij . Ce système peut être transformé en unsystème algébrique de q équations (de degré 6) à q inconnues tan(�ij=2)(j 2 fi1; : : : ; iqg) où �ij est l'angle polaire de ���!PiMi. Pour chaque systèmeon considère la solution correspondant au polygone Mi1 : : :Miq de périmètreminimal. Le polygone Q est alors, parmi les (2n � 1) polygones Mi1 : : :Miq ,le polygone de périmètre minimal d'intersection non vide avec chacun desdisques Di (i 2 f1; : : : ; ng). Chacun des (2n � 1) systèmes peut être résoluen temps O(2O(n)) [LL91]. Le calcul de la solution peut donc être e�ectué entemps O(2O(n)).Remarquons que l'algorithme basé sur la décomposition cylindrique al-gébrique de Collins est peu réaliste en pratique. L'autre méthode basé surla résolution de O(2n) systèmes algébriques est clairement peu e�cace maisprobablement plus réaliste.Remarquons également que l'on ne peut pas assurer l'existence de chaqueM�i sur le bord de Di (voir �gure 2.10) et donc que Q ne peut pas (par cetteméthode) être obtenu par la résolution d'un unique système algébrique.



2.6. CONCLUSION 69PQP1 P2P3P4P5
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Fig. 2.10 � Exemple pour lequel M�3 ne peut appartenir au bord du disque D32.6 ConclusionNous avons présenté deux algorithmes calculant l'enveloppe convexe decourbure bornée d'un ensemble de points, l'un approché et de complexitépolynomiale, l'autre exact mais de complexité exponentielle. Tout d'abord,remarquons que deux questions se posent naturellement dans le cadre dece problème. D'une part, existe-t-il un algorithme polynomial exact pour ceproblème? D'autre part, existe-t-il un algorithme polynomial pour le calculde l'ensemble fi1; : : : ; iqg tel que fM�i1 ; : : : ;M�iqg soit l'ensemble des sommetsnon plats du polygone M�1 : : :M�n ?De nombreuses généralisations du problème considéré apparaissent éga-lement naturellement. L'une consiste à étudier l'enveloppe convexe de cour-bure bornée d'un ensemble de points dans IR3 (et dans IRd). Nous n'avonspas pour ce problème de caractérisation du bord de l'enveloppe convexe, ilsemble cependant qu'en dimension trois, le bord d'un telle enveloppe convexeest constitué de calottes sphérique, de régions planaires et de morceaux decylindre. Les algorithmes présentés en dimension deux semblent pouvoir segénéraliser aux dimensions supérieures. Les démonstrations restent cepen-dant à faire.Une autre extension naturelle du problème consiste à considérer l'enve-loppe convexe, d'un ensemble S de points, telle que le bord de l'enveloppe soitune courbe C2 pour laquelle la dérivée de la courbure est bornée en tout pointoù elle est dé�nie. Dans le plan, une telle enveloppe convexe est constituéede segments de droite et d'arcs de clothoïde. Cela étant, dès que les pointsde S sont su�samment éloignés, une telle enveloppe convexe présente despathologies. En e�et, comme nous l'avons mentionné dans la section 1.2.3,pour des points su�samment éloignés, le bord de l'enveloppe convexe n'estpas constitué d'un nombre �ni d'arcs C3. Cependant, le problème reste ou-vert quant à trouver une approximation de bord C2 et C3 par morceaux de



70 CHAPITRE 2. ENVELOPPE CONVEXE DE COURBURE BORNÉEcette enveloppe convexe. Rappelons que le calcul d'une approximation d'unplus court chemin C2, avec une borne sur la dérivée de la courbure, entredeux con�gurations dans le plan sans obstacle est étudié dans [KDK94].Les enveloppes convexes de courbure bornée que nous avons étudiées mi-nimisent le périmètre de l'enveloppe. Un autre problème intéressant consisteà étudier les enveloppes convexes de courbure bornée minimisant l'aire del'enveloppe.Rappelons en�n, comme nous l'avons mentionné dans l'introduction,qu'une approche du problème de la plani�cation de trajectoires de courburebornée en présence d'obstacles polygonaux consiste à calculer l'enveloppeconvexe de courbure bornée de chaque obstacle, puis à calculer une trajectoirede courbure bornée en présence d'obstacles de courbure bornée (ce problèmeétant traité dans le chapitre suivant).



71
Chapitre 3A polynomial-time algorithm forcomputing a shortest path ofbounded curvature amidstmoderate obstacles(Une version résumée de ce chapitre a été publiée dans les Proceedings ofthe 12th Annual ACM Symposium on Computational Geometry [BL96b])AbstractIn this paper, we consider the problem of computing a shortestpath of bounded curvature amidst obstacles in the plane. Moreprecisely, given prescribed initial and �nal con�gurations (i.e. po-sitions and orientations) and a set of obstacles in the plane, wewant to compute a shortest C1 path joining those two con�gu-rations, avoiding the obstacles, and with the further constraintthat, on each C2 piece, the radius of curvature is at least 1. Inthis paper, we consider the case of moderate obstacles (as intro-duced by Agarwal et al.) and present a polynomial-time exactalgorithm to solve this problem.3.1 IntroductionIn this paper, we consider the problem of computing a shortest pathof bounded curvature amidst obstacles in the plane, SBC path for short.More precisely, given prescribed initial and �nal con�gurations (i.e. positionsand orientations) and a set of obstacles in the plane, we want to compute a



72 CHAPITRE 3. MODERATE OBSTACLESshortest C1 path joining those two con�gurations, avoiding the obstacles, andwith the further constraint that, on each C2 piece 1, the radius of curvatureis at least 1. This question appears in many applications and goes back toMarkov who studied the problem for joining pieces of railways. More recently,a great deal of attention has been paid to this question in the context of non-holonomic robot motion planning [BL93, Lat91, LJTM94, LC92]. A robotis said to be non-holonomic if some kinematics constraints locally restrictsthe authorized directions for its velocity. A typical non-holonomic robot is acar : assuming no slipping of the wheels on the ground, the velocity of themidpoint between the two rear wheels of the car is always tangent to thecar axis. Though the problem considered in this paper is one of the simplestinstances of non-holonomic motion planning, it is still far from being wellunderstood.Even in the absence of obstacles, the problem is not easy. Dubins [Dub57]proved that any SBC path takes one of the following forms CSC or CCC,where C means a circular arc of radius 1 and S a straight line segment.The proof in Dubins paper is quite long and intricate. Recently, a much sim-pler proof has been obtained using the Minimum Principle of Pontryagin (acentral result in Control Theory) [BCL94b, ST91] and a complete characte-rization of SBC paths has also been established [BSBL94].The problem becomes much harder in the presence of obstacles. By basictheorems in Control Theory, there exists a SBC path amidst obstacles andjoining two given con�gurations as soon as there exists a BC path, i.e. a (notnecessarily optimal) C1 path joining the two given con�gurations, avoidingthe obstacles and where the radius of curvature is everywhere (where it isde�ned) greater or equal to 1. Moreover, a SBC path is a concatenation ofsubpaths either contained in the boundary of some obstacle or joining twoobstacle edges (considering the initial and the �nal con�gurations as pointobstacles); each subpath joining two obstacle edges is a Dubins path, i.e. apath of type CSC or CCC. Computing a shortest path seems however aformidable task. Even if we remove the requirement for the path to be ashortest one and look for a BC path (instead of a SBC path), no polynomial-time algorithm is known. In [FW91], Fortune and Wilfong present an exactalgorithm that can decide if a BC path exists but does not generate the pathin question. This algorithm runs in time and space that is exponential withrespect to the number n of corners of the environment and the number ofbits used to specify the positions of the corners. By the remark above, thisalgorithm can also decide if a SBC path exists.For computing SBC paths, only approximate algorithms have been pro-1. As we will see below, the optimal path is piecewise C2.



3.2. PRELIMINARIES 73posed in the literature. Jacobs and Canny [JC89] discretize the problem andcalculate a path that approximates the shortest one in time O(n2(n+L" ) logn+(n+L)2"2 ), where " describes the closeness of the approximation and L is thetotal edge length of the obstacle boundaries. Very recently, Wang and Agar-wal [WA96] improved on this result and proposed an algorithm whose timecomplexity is O(n2"2 logn), and thus does not depend on L. In another recentpaper, Agarwal et al. [ART95] have considered a restricted class of obstacles,the so-called moderate obstacles : an obstacle is said to be moderate if it isconvex and if its boundary is a di�erentiable curve whose radius of curvatureis everywhere greater or equal to 1. This restriction is quite strong but validin many practical situations. Under the assumption that all the obstacles aredisjoint and moderate, Agarwal et al. show that an approximate SBC pathcan be computed in O(n2 log n+ 1=") time.In this paper, we consider also the case of moderate obstacles (in a morerestrictive sense than Agarwal et al.) and present a polynomial-time algo-rithm to compute a SBC path (assuming that the roots of some polynomialsof bounded degree can be computed in constant time). To the best of ourknowledge, this is the �rst polynomial-time exact algorithm for a non trivialinstance of the problem.The paper is organized as follows. In Section 3.2, we introduce somenotations and show that the problem reduces to �nding an Euclidean shortestpath when the initial and the �nal positions are su�ciently far away and alsosu�ciently far from the obstacles. In the following Sections 3.3, 3.4 and 3.5 weshow that SBC paths belong to a �nite family. In Section 3.6, we describe analgorithm that computes an optimal path between two given con�gurations.3.2 PreliminariesFirst, we give some de�nitions and notations. Let 
 be a set of obstacles.In this paper, the obstacles are assumed to be disjoint and moderate. Anobstacle is said to be moderate if it is convex and if its boundary is a di�e-rentiable curve made of line segments and circular arcs of unit radius. Forconvenience and without real loss of generality, we assume that no two edgesof the obstacles are parallel. A path that avoids the obstacles (i.e. that doesnot intersect the interior of the obstacles) is called free. In the sequel, a freeSBC path is simply called an optimal path.Let !S = (S; ~US) and !T = (T; ~UT ) be two con�gurations (i.e. positionsand orientations). Let P be an optimal path joining !S to !T . As mentionedin the introduction, P is a �nite concatenation of O, C and S-segments; anO-segment is a maximal portion of P that coincides with the boundary of an



74 CHAPITRE 3. MODERATE OBSTACLESobstacle; a C-segment is a maximal circular arc of unit radius that is not anO-segment; a S-segment is a maximal line segment, possibly on the boundaryof some obstacle. To a path, we will associate the sequence of the types (O,C or S) of its segments.The �rst and last segments are called terminal. A terminal segment is, ingeneral, a C-segment; we denote it by Ct. A C-segment (or a circle of unitradius) is denoted by �C if it is tangent to at least one obstacle. A C-segment(or a circle of unit radius) is called anchored and denoted by ��C either if it istangent to at least two obstacles, or if it is tangent to at least one obstacleand adjacent to a terminal C-segment, or if it is terminal.The �rst theorem shows that, when the initial and the �nal positions aresu�ciently far away and also su�ciently far from the obstacles, the optimalpath is an Euclidean shortest path for an augmented set of obstacles.Let M be a point of P and let CL(M) (resp. CR(M)) be the unit circletangent to P at M and lying on the left (resp. right) side of the path Poriented from S to T . CL(M) is oriented counterclockwise and CR(M) isoriented clockwise. An arc of one of these circles will be oriented accordingly.Let C 0S (resp. C 0T ) be the circle tangent to CL(S) and CR(S) (CL(T )and CR(T )) that does not intersect the ray (S; ~US) (the ray (T;�~UT )) (seeFigure 3.1). LetRS (resp. RT ) be the shaded region limited by CL(S), CR(S)and C 0S (CL(T ), CR(T ) and C 0T ) in Figure 3.1.
S T~US ~UTRS RTCL(S)

CR(S)
CL(T )

CR(T )A II0
P

C0S C0TFig. 3.1 � Regions RS and RTLemma 3.1 If RS and RT are disjoint and do not intersect the obstacles,P does not intersect the interior of RS nor that of RT .Proof: We assume for a contradiction that P intersects the interior of RS.We consider �rst the case where P does not intersect the interior of RT . As



3.2. PRELIMINARIES 75P is a path of bounded curvature, P intersects CL(S) or CR(S). Let I be thelast intersection point (along P) between P and CL(S)[CR(S); we assume,without loss of generality, that I 2 CL(S). Let I 0 be the last intersectionpoint (along P) between P and RS and let II 0 be the part of P from I toI 0 (notice that I and I 0 can coincide). We denote by A the point common toCL(S) and C 0S (see Figure 3.1).First, we assume that I 6= S. Let SI be the arc of CL(S), oriented asCL(S), that starts at S and ends at I. Let P 0 be the concatenation of SIand the part of P from I to T . P 0 is not a path of bounded curvature but itis shorter than P since the shortest path of bounded curvature from !S toI (the orientation at I is not speci�ed) is the arc SI [BB94]. Let P 00 be thepath obtained by modifying P 0 as follows : if I 0 6= I, then we replace the arcAI of CL(S) and II 0 by the circular arc AI 0 of C 0S. The path P 00 is shorterthan P 0, thus P 00 is shorter than P . Moreover, P 00 avoids RS by construction,and avoids also all the moderate obstacles and RT by hypothesis. Hence, theEuclidean shortest path P 000 from S to T avoiding 
, RS and RT is shorterthan P. That yields a contradiction because this Euclidean shortest path isa path of bounded curvature from !S to !T . Indeed, ~US (resp. ~UT ) is thevector tangent to P 000 at S (resp. T ), by construction, and P 000 is a path ofbounded curvature since RS and RT and all the obstacles of 
 are moderate.If I = S, the orientation of P at I can only be ~US or �~US since I is thelast intersection point between P and CL(S) [ CR(S). But only the lattercases can occur since otherwise, P would not be optimal. As by de�nition,I lies before I 0 along P, the part of P from (S; ~US) to I 0 is longer than theshortest Dubins path from (S; ~US) to (S;�~US) which is a path of type CCCof length 2�+�=3. Let SI 0 be the concatenation of the arc SA of CL(S) andthe circular arc AI 0, and let P 0 be the concatenation of SI 0 and the part ofP from I 0 to T . As, the length of SI 0 is at most 2�, P 0 is shorter than P . Wethen get a contradiction as above.Similar arguments hold if P intersects the interior of RT . 2Theorem 3.2 If RS and RT are disjoint and do not intersect 
, P is theEuclidean shortest path from S to T avoiding 
 and the two additional obs-tacles RS and RT .Proof: It follows from Lemma 3.1 that P is also the shortest path from !Sto !T if we consider RS and RT as some other (moderate) obstacles. On theother hand, the Euclidean shortest path from S to T that avoids 
, RS andRT is a path of bounded curvature from (S; ~US) to (T; ~UT ). Hence, P is theEuclidean shortest path from S to T in the presence of the obstacles 
, RS



76 CHAPITRE 3. MODERATE OBSTACLESand RT . 2Corollary 3.3 A Dubins path of type CCC between two con�gurations !Sand !T is optimal only if the two regions RS and RT intersect.In the rest of the paper, we will assume that Theorem 3.2 does not apply.3.3 Characterization of the C-segmentsWe �rst recall the following lemma mentioned in the introduction whichfollows from [Dub57] or [BCL94b] :Lemma 3.4 Each subpath of an optimal path which has no point in commonwith the obstacles except possibly its two end points must be of type CCC orCSC.We now recall three lemmas and a theorem established by Agarwal et al.[ART95]. For completeness, we give the proofs (in our more restricted caseof moderate obstacles).Lemma 3.5 Any non-terminal C-segment of an optimal path is longer than�.Proof: Because the obstacles are moderate, no obstacle can touch the innerside of the C-segment. Moreover, since the C-segment is preceded and follo-wed by some arcs, the path can be shortened using a circular arc of radiusgreater than 1 (see Figure 3.2a). 2Lemma 3.6 Any optimal path does not contain a subpath of type CCC,except when the �rst or the last C-segments of this subpath is terminal.Proof: Assume for a contradiction that none of the C segments is terminal.By Lemma 3.5, the length of each C-segment is greater than �. Therefore, themiddle C-segment together with some portions of the other two C-segmentscan be replaced by a shortcut which cannot be obstructed by any moderateobstacle (see Figure 3.3). This contradicts the hypothesis and proves thatone of the C-segments is terminal. 2Lemma 3.7 If an optimal path contains a subpath of type SCS, OCS, SCOor OCO, the C-segment is anchored.
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(c)(b)(a)
(d)Fig. 3.2 � Dubins length-reducing perturbationsProof: By Lemma 3.5, the C-segment is longer than �. If the C-segmentis not anchored, then, according to Dubins [Dub57], perturbations (b) and(c) of Figure 3.2 shorten the paths in an obstacle-free scene. That yields thelemma since the O-segments are either line segments or circular arcs of unitradius. 2Theorem 3.8 Any C-segment appearing in an optimal path belongs to oneof the following subpaths :��C; �C �C; CtC �C; �CCCt:Proof: A C-segment either is terminal or belongs to a subpath of one ofthe three types XCY , XCCY , CCC where X; Y 2 fS;Og. If the subpathis of type XCY , the C-segment is anchored by Lemma 3.7. If the subpathis of type XCCY , both C-segments must be tangent to some obstacle, dueto Lemma 3.4. If the subpath is of type CCC, then, by Lemma 3.6, the�rst or the third C-segment must be terminal. Let us assume without loss ofgenerality that the subpath is CtCC. If the next segment is a C segment, it
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Fig. 3.3 � Shortcut of a subpath of type CCC (Lemma 3.6)is terminal by Lemma 3.6 and one of the two intermediate C-segments musttouch an obstacle by Lemma 3.4. If the next segment is not a C segment,the last C-segment must touch an obstacle by Lemma 3.4. 2We further restrict the possible types of C-segments that may appear inan optimal path :Theorem 3.9 Any C-segment of an optimal path belongs to one of the fol-lowing subpaths : ��C; �C �C; CtC ��C; ��CCCt:Proof: It su�ces to consider subpaths of types CtC �C or �CCCt where the�C-segment is not terminal. Without loss of generality, we consider subpathsof types CtC �C.Consider �rst an optimal subpath of type CtC �CO where the O-segmentis a circular arc. We use the same perturbation that Dubins used to reducethe length of CCCC-paths (see Figure 3.2d). It follows that the second orthe third C-segments of CtC �CO must be clamped by some obstacles. Hence,either the third C-segment is anchored or both the second and the thirdC-segments are tangent to some obstacles.Consider now an optimal subpath of type CtC �CS and the two types ofperturbation shown in Figure 3.4. Dubins has shown that perturbation (a)shortens the path and, as shown below, perturbation (b) also shortens thepath. Thus, either the third C-segment is anchored or both the second andthe third C-segments are tangent to some obstacles.An optimal subpath of type CtC �CC is necessarily of type CtC �CCt, inwhich case the third C-segment is anchored by de�nition.We conclude that a subpath of type CtCC is either of type CtC ��C orCt �C �C.
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(b)(a)Fig. 3.4 � Length reducing perturbations for CCCS pathsNow, we show that perturbation (b) of Figure 3.4 shortens the path oftype CCCS. We consider, without loss of generality, that the straight linesegment belongs to the x-axis and that the center of the circle supportingthe �rst C-segment belongs to the y-axis (see Figure 3.5).

 x0 u1 u1 u2u2 dh

Fig. 3.5 � Study of the perturbation (b) of Figure 3.4With the notations of Figure 3.5, the length of a CCCS path is equal toL = 2(u1 + u2)� 
 + d� x where 
 and d are some constants. Furthermore,we have : ( sin(u1) + sin(u2) = x=2cos(u1)� cos(u2) = (h� 1)=2We compute the derivative of each equation with respect to x and solvethe system. We obtain the following solution ((u1 + u2) 2 (�; 2�) by Lem-



80 CHAPITRE 3. MODERATE OBSTACLESma 3.5) : 8>>><>>>: @u1@x = sin(u2)2 sin(u1 + u2)@u2@x = sin(u1)2 sin(u1 + u2)Therefore,@L@x = sin(u1) + sin(u2)sin(u1 + u2) � 1 = cos �u1�u22 �� cos �u1+u22 �cos �u1+u22 � ;which is negative since u1 and u2 are positive and (u1+u2) 2 (�; 2�). Hence,perturbation (b) of Figure 3.4 shortens a path of type CCCS. 2As, for a given set of obstacles, the number of anchored circles is �nite,the number of the subpaths in Theorem 3.9 is �nite except for the subpathsof type �C �C. The two following sections will show that the number of thesesubpaths is also �nite. First, in Section 3.4, we will show that any non-terminal subpath of type �C �C of an optimal path is necessarily contained in asubpath of type XS �C �CSX 0 where X;X 0 2 fO; ��Cg. Then, in Section 3.5, wewill show that, given X;X 0 and two obstacle edges, the number of subpathsof an optimal path of type XS �C �CSX 0 where the C-segments are tangent tothe given obstacle edges is �nite.3.4 Characterization of the subpaths of type�C �CThe section is devoted to the proof of the following theorem :Theorem 3.10 Any non terminal subpath of type �C �C of an optimal path isnecessarily contained in a subpath of type XS �C �CSX 0 where X;X 0 2 fO; ��Cg.The length of S-segment may be zero.In the sequel, we will use the following notations. For a given subpath P,Ci will denote the i-th C-segment of P, Ci will denote the circle supportingCi and Oi the center of Ci (i 2 f1; 2; 3g).We �rst establish two lemmas and a proposition.Lemma 3.11 In a subpath of type CCS of an optimal path where the �rst C-segment is not terminal, the length of the S-segment is smaller than 4 cos�.Here � = 6 (���!O2O1;�!u ) and ~u is the direction of the S-segment (see Fi-gure 3.6).



3.4. CHARACTERIZATION OF THE SUBPATHS OF TYPE �C �C 81Proof: Let P be the optimal subpath of type CCS. Since the length ofeach C-segment is strictly greater than � and smaller than 2�, � belongsto (��=2; �=2) (see Figure 3.6). We distinguish three cases according to thevalue of � and, in each case, we exhibit a shortcut that clearly cannot intersectthe moderate obstacles.1. � 2 (0; �=2) (Figure 3.6a) : if the length of the S-segment is greaterthan 4 cos�, the dashed C-segment shortens P.2. � 2 (��=2;��=3) (Figure 3.6b) : let C 0 be the circle (of unit radius)tangent to C1 and to the S-segment,and lying on the same side of S asC2. As j�j > �=3, C 0 intersects C2 and therefore the length of the dashedC-segment on C1 is smaller than �=3. Moreover, the length of the dashedC-segment on C 0 is smaller than �=2 because the line segment intersectsC1. It follows that the length of the dashed path is smaller than � andso is smaller than the length of the C-segment supported by C2. Hence,if the length of the S-segment is greater than 4 cos�, the dashed pathshortens P.3. � 2 [��=3; 0] (Figures 3.6c and 3.6d) : if the length of the S-segment isgreater than 2 (� 4 cos�), then the path that uses the dashed arcs ABand CD is shorter than P. Indeed, the length of the dashed C-segmentAB is shorter than the sum of the lengths of the arcs AI and IB of P,and similarly the length of the dashed C-segment CD is shorter thansum of the lengths of the arcs CI and ID. 2We consider now subpaths of type CCSC.Lemma 3.12 Let P be a subpath of type CCSC of an optimal path wherethe �rst and the last C-segments are not terminal. If the two C-segmentsC2 and C3 that are adjacent to the line segment have the same orientation(resp. the opposite orientation), the distance between O1 and O3 is less than2 (resp. 4).Proof: By the previous lemma, the length s of the S-segment is less than4 cos�.If C2 and C3 have the same orientation,O1O23 = (���!O1O2 +���!O2O3)2 = 4 + s2 � 4s cos� < 4:If the two circles have opposite orientations, let O03 be the point symmetricto O3 with respect to the S-segment. The length of O1O3 is less than the sum
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O1O2 � 4 cos�~u

O1O2 � 2 � O1O2 (d): � 2 (��=6; 0)

(a): � 2 (0; �=2)
O2 O1� 4 cos�

(b): � 2 (��=2;��=3)

(c): � 2 (��=3;��=6)

C1
C2 C0

IAB C D AB C DI
Fig. 3.6 � Shortcuts used in Lemma 3.11of the length of O3O03, which is equal to 2, and of the length of O1O03, whichis less than 2 by the above inequality. 2Lemma 3.13 In a subpath of type CCSC of an optimal path where the �rstand the last C-segments are not terminal, the two C-segments adjacent tothe line segment have the same orientation (clockwise or counterclockwise).Proof:We consider a subpath P of type CCSC of an optimal path where C1and C3 are not terminal and such that C2 and C3 have opposite orientations.We show that such a path can be shortened. The previous lemma impliesthat there exists a circle of unit radius tangent to the circles C1 and C3.Suppose �rst that the circles C1 and C3 do not intersect. Since the lengthof C1 and C3 are greater than �, there exists a C-segment of length smaller



3.4. CHARACTERIZATION OF THE SUBPATHS OF TYPE �C �C 83than � tangent to both C1 and C3 (see Figure 3.7). This C-segment clearlyshortens P and avoids the moderate obstacles.Suppose now that C1 and C3 intersect. The previous argument does nothold since there does not necessarily exist a circle tangent to the C-segmentsC1 and C3 (see Figure 3.8a). However, the shortcut shown in Figure 3.8shortens P since the length of the dashed C-segment AB is shorter than thesum of the lengths of the arcs AI and IB of P , and, similarly, the length ofthe dashed C-segment CD is shorter than the sum of the lengths of the arcsCI and ID. 2
O1O2

O3 C0
C1C2

C3

Fig. 3.7 � Shortcut used in Lemma 3.13 if C1 does not intersect C3
� O0O1O3

O2 B C1C2
C3AC DI�O2C2 O3O1C1 C3AB C DI

(a): � 2 (��=2;��=6) (b): � 2 (��=6; 0)Fig. 3.8 � Shortcut used in Lemma 3.13 if C1 does intersect C3Proposition 3.14 An optimal path cannot contain a subpath of type CCSCC,except when the �rst or the last C-segment of this subpath is terminal.



84 CHAPITRE 3. MODERATE OBSTACLESProof: By Lemma 3.5, the lengths of C1 and C4 are greater than � if theyare not terminal. According to the previous lemma, both C-segments C2 andC3 have the same orientation. We assume, without loss of generality, thatthe �rst C-segment C1 is oriented counterclockwise. Then, we show that thedashed C-segment shown in Figure 3.9 shortens the path. Let M12 be thecommon end point of C1 and C2, and M34 the common end point of C3 andC4 (see Figure 3.9). Let � and � be de�ned as in Figure 3.9 and let s be thelength of the S-segment.We show now that there exists a C-segment of length smaller than �oriented clockwise and tangent to C1 and C4. By Lemma 3.12, the length ofO2O4 is less than 2, implying that the length of O1O4 is less than 4. Thusthere exist two circles of unit radius tangent to C1 and C4. As the length ofO2O4 is less than 2, M12 belongs to the dashed C-segment between A and Bon Figure 3.10. As C1 is oriented counterclockwise and its length is greaterthan �, point B belongs to C1 (see Figure 3.10). Similarly, point D belongsto C4. Moreover, the C-segment oriented clockwise and tangent to C1 at Band to C4 at D is smaller than �. It follows that this C-segment shortens thesubpath of type CCSCC. As it avoids all the moderate obstacles, we haveshown that an optimal path can not contain a subpath of type CCSCCexcept when the �rst or the last C-segment of this subpath is terminal. 2
O4 O3O2 ��

O1M12 C1
C2

C3C4
Fig. 3.9 � Shortcut used in Proposition 3.14The proof of Theorem 3.10 now follows. Indeed, let us consider a subpathof type XS �C �CSX 0 , X 62 fO; ��Cg. As X is not terminal, Lemma 3.6 impliesthat the �rst S-segment of the subpath cannot have length zero. Therefore,by Theorem 3.9, X is necessarily a C-segment tangent to some obstacle andfollowing another C-segment X1. Then, by Proposition 3.14, X1 is terminal
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O1O4 Locus of O2Locus of O3ABCD Locus of M34Locus of M12

C1C4
Fig. 3.10 � For the proof of Proposition 3.14and therefore, X is anchored by de�nition. This contradicts our assumptionand ends the proof of the theorem.3.5 Bounding the number of subpaths of type�C �CThis section is devoted to the proof of the following theorem :Theorem 3.15 Let X be a circular edge of some obstacle or an anchoredcircle. Let X 0 be another such circular arc and let O and O0 be two obstacleedges. Let X � X , X 0 � X 0, �C a C-segment tangent to O and �C 0 a C-segment tangent to O0. The shortest subpath of type XS �C �C 0SX 0 belong to a�nite family.Let P denote a subpath of type XS �C �C 0SX 0. The number of subpaths Pwhere �C or �C 0 are anchored is �nite; so we assume that neither �C nor �C 0are anchored. Without loss of generality, we assume in the sequel that thepath P is oriented counterclockwise on �C and clockwise on �C 0 as shown inFigures 3.11, 3.15 and 3.17.The proof is as follows. We �rst observe that P is optimal when somemechanical device is at equilibrium. This leads to an algebraic system ofequations whose solutions correspond to potential equilibriums of the me-chanical device. We then show that this system has a �nite number of so-lutions. This is done as follows. Let E1 = 0; : : : ; Er = 0 be the equationsof the system where E1; : : : ; Er are polynomials in the variables x1; : : : ; xr.The resultant R(x1; : : : ; xr�1) with respect to xr of two of the Ei, say E1 and



86 CHAPITRE 3. MODERATE OBSTACLESE2, vanishes at ~x1; : : : ; ~xr�1 i� there exists ~xr such that (~x1; : : : ; ~xr�1; ~xr) is acommon root of E1 and E2 [BBF86]. By cascading resultants on the polyno-mials E1; : : : ; Er, we eliminate successively the indeterminates xr; : : : ; x2 andcompute a univariate polynomial R(x1). If (~x1; : : : ; ~xr) is a solution of thesystem, R(~x1) = 0 (the converse is not necessarily true). Then we show thatthe univariate polynomial R(x1) is not identically zero and that any valueof the indeterminate x1 determines the other indeterminates. It immediatelyfollows that the algebraic system of equations under consideration has a �nitenumber of roots. However, computing such a polynomial R(x1) may exceedthe capabilities of the current computer algebra systems. To overcome thisdi�culty, we only compute the leading monomial of R(x1) which is su�cientto show that R(x1) 6� 0. We now present the proof in full detail.The mechanical device consists of four �xed objects and one moving ob-ject D. The �xed objects are the two obstacles O and O0 and the two disks ofunit radius supporting X and X 0. The moving object D is the union of twotangent disks (corresponding to the circles C and C 0). We consider a rubberband of thickness zero attached on X and on X 0 and passing around C and C 0(see Figure 3.11). The case we are interested in is when both mobile disks aretangent to the obstacles. The moving object D is subject to four forces �!F ,�!F 0, �!R and �!R0 (see Figure 3.11). �!F and �!F 0 are the two forces, of equal normF , exerted by the rubber band. �!R and �!R0 are the reactions of the obstaclesO and O0 onto the mobile D.We introduce the following notations (see Figures 3.11 and 3.12). Let Cand C 0 be the circles supporting �C and �C 0. I and I 0 are the centers of C andC 0. H and H 0 are the centers of the circles supporting X and X 0. In addition,let � = 6 (�!R;�!II 0), �0 = 6 (�!R0;�!I 0I), ' = 6 (�!II 0;�!F ) and '0 = 6 (�!I 0I;�!F 0).We �rst establish a lemma that holds regardless of the nature of theobstacle edges O and O0.Lemma 3.16 The moving object D is at an equilibrium only if :sin(�0 � �) + sin�0 sin(� + ')� sin� sin(�0 + '0) = 0 (3.1)Proof: The moving object D is at an equilibrium i� the sum of the forces�!F , �!F 0, �!R , �!R0 and the sum of their torques is zero. The sum of the forces iszero i� : ( R cos� + F cos' = R0 cos�0 + F cos'0R sin�� F sin' = R0 sin�0 � F sin'0We consider the torque of the forces with respect to I 0; let A be thesupporting point of the force �!F on C and let ~U � ~V denote the exterior
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�!F
�!F 0

�!R�!R 0 II0
A O

O0X X 0H H0C
C0

Fig. 3.11 � The mechanical device
~H0�+ ' �!R0 �!F

�0

�''0

�!F 0 �!RI
I0

O
H2h2l~H 2l0 H02h0D

D0
2x

2x0

Fig. 3.12 � For the proof of Theorem 3.15product of ~U and ~V (8~U; ~V 2 IR2) :M�!F =I0 = �!F ��!AI 0 = �!F ��!AI +�!F ��!II 0= �F � 2F sin'M�!F 0 =I0 = �FM�!R =I0 = 2R sin�M�!R0 =I0 = 0



88 CHAPITRE 3. MODERATE OBSTACLESThe sum of these torques is zero i� R sin�� F sin' = F . Thus the movingobject D is at an equilibrium i� :8><>: R cos� + F cos' = R0 cos�0 + F cos'0R sin�� F sin' = R0 sin�0 � F sin'0sin�� F sin' = FBy eliminating R and R0, we get :(F + F sin') cos� sin�0 + F cos' sin� sin�0 =(F + F sin'0) cos�0 sin� + F cos'0 sin� sin�0Equation 3.1 follows. 2Case 1 : Both obstacle edges are line segmentsLet D (resp. D0) be the oriented line parallel to O (O0), passing throughI (I 0) and oriented such that 6 (�!R;D) = �=2 ( 6 (�!R0;D0) = ��=2) (see Fi-gure 3.12).Let 
 = 6 (D0;D). Let O be the intersection point between D and D0 (Ois well de�ned since no two obstacle edges are parallel). Let ~H ( ~H 0) be theorthogonal projection of H (H 0) onto D (D0). Let 2x and 2l (resp. 2x0, 2l0) bethe algebraic lengths of OI and O ~H (OI 0, O ~H 0) on the oriented line D (D0).Let 2h be the algebraic distance between H and D with 2h > 0 i� ��!~HH and�!R have the same orientation; 2h0 is de�ned similarly except that 2h0 > 0 i����!~H 0H 0 and �!R0 have opposite orientations.Lemma 3.17 The moving object D is at an equilibrium only if :8><>: sin 
 + sin(�+ 
) sin(�+ ')� sin� sin(�0 + '0) = 0h sin 
 sin(�+ ')� l sin 
 cos(�+ ') + cos(�+ 
) cos(�+ ') + � sin
 = 0h0 sin 
 sin(�0 + '0)� l0 sin 
 cos(�0 + '0) + cos� cos(�0 + '0) + �0 sin
 = 0(3.2)where � (resp. �0) is zero if the path P has the same orientation on X andC (X 0 and C 0) and 1 otherwise.Proof: Considering the triangle (OII 0) in Figure 3.12 yields :�0 = � + 
 [2�] (3.3)j sin 
j2 = j sin(� + �=2)jj2x0j = j sin(�=2� �0)jj2xj



3.5. BOUNDING THE NUMBER OF SUBPATHS OF TYPE �C �C 89� + ' �� ��=2 0 �=2 �tan(� + ') + � + �l � x � � + +h � + + �Tab. 3.1 � Respective signs of tan(� + '), l � x and h.Considering the di�erent cases that may appear, we get :x = cos�0sin 
 x0 = cos�sin 
 (3.4)Equations 3.1 and 3.3 yield the �rst equation of System 3.2. We showhow to compute the two other equations of System 3.2 for each possibleorientation of X and X 0.� P has the same orientation on X and C.By de�nition of � and ', � + ' = 6 (�!R;�!F ) [2�] = 6 (��!H ~H;�!HI) [�]. As��!H ~H and �!~HI are orthogonal, tan(� + ') = �(2l � 2x)=2h (see Figure 3.12).Considering the di�erent cases that may appear (see Table 3.1 and Figure3.12), we get : tan(� + ') = l � xh (3.5)Using Equations 3.3 and 3.4, we obtain :h sin 
 sin(� + ')� l sin 
 cos(� + ') + cos(� + 
) cos(� + ') = 0 (3.6)� P has the same orientation on X 0 and C 0.Similarly as above, we obtain :tan(�0 + '0) = l0 � x0h0 (3.7)h0 sin 
 sin(�0 + '0)� l0 sin 
 cos(�0 + '0) + cos� cos(�0 + '0) = 0 (3.8)� P has opposite orientations on X and C.Let � = 6 (�!F ;�!IH) and " = 6 (�!IH;D) (see Figure 3.13). With these de�-nitions, we have : � + '+ �+ " = �=2 [2�]sin� = 2IH sin " = 2hIH cos " = 2l � 2xIH



90 CHAPITRE 3. MODERATE OBSTACLESTherefore, �+'+" = �=2�� [2�], cos(�+') cos "�sin(�+') sin " = sin�,and : (l � x) cos(� + ')� h sin(� + ') = 1 (3.9)By Equations 3.3 and 3.4, we obtain :h sin 
 sin(�+')�l sin 
 cos(�+')+cos(�+
) cos(�+')+sin 
 = 0 (3.10)

�� �!F �' �!RI
I0H 2x�2h2l ~H �!F "P D

�'�!F �!RII0H 2x2h2l ~H �!F��"PD

Fig. 3.13 � Computing Equations 3.10� P have opposite orientations on X 0 and C 0.Let �0 = 6 (�!F 0;��!I 0H 0) and "0 = 6 (��!I 0H 0;D0) (see Figure 3.14). We have :�0 + '0 + �0 + "0 = ��=2 [2�]sin�0 = 2I 0H 0 sin "0 = � 2h0I 0H 0 cos "0 = 2x0 � 2l0I 0H 0Therefore, �0 + '0 + "0 = ��=2� �0, cos(�0 + '0) cos "0 � sin(�0 + '0) sin "0 =� sin �0, and : (x0 � l0) cos(�0 + '0) + h0 sin(�0 + '0) = �1 (3.11)
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�0�0 �!F 0 �0'0 �!R0I0
IH0 2x02h02l0 ~H0 �!F 0

"0
D0

�0'0�!F 0 �!R0I0IH0 2x0�2h02l0 ~H0 �!F 0�0�0
"0

D0

Fig. 3.14 � Computing Equations 3.12Then, by Equation 3.4 :h0 sin 
 sin(�0+'0)� l0 sin 
 cos(�0+'0)+cos� cos(�0+'0)+sin 
 = 0 (3.12)That ends the proof of the lemma. 2We consider System 3.2 as a system of three equations in the three in-determinates �, (� + '), (�0 + '0) and show that it has a �nite number ofroots in (S1)3. It then follows that the moving object D has a �nite numberof equilibriums because � determines �0 by Equation 3.3.Using the variable substitution x = tan(�2 ), y = tan(�+'2 ) and z =tan(�0+'02 ), we transform System 3.2 into an algebraic system where x, y, zare the indeterminates and h; l; h0; l0; sin 
; cos 
 are considered as six inde-pendent parameters. Let Ei = 0 (i 2 f1; 2; 3g) denote the algebraic equationobtained from the i-th equation of System 3.2.Using MAPLE, we compute the resultant Q(x; z) of E1 and E2 withrespect to the indeterminate y. Then, we compute the resultant R(x) ofQ(x; z) and E3 with respect to the indeterminate z. R(x) is a uni-variatepolynomial of degree 24. Any root of System 3.2 veri�es R(tan(�=2)) = 0.Moreover, if x is given, then �, �0, ' and '0 are �xed (see Figure 3.12), and



92 CHAPITRE 3. MODERATE OBSTACLESso y and z are �xed. Therefore, if R(x) 6� 0, the mechanical device admits a�nite number of equilibriums.We now prove that R(x) 6� 0. The leading and the trailing monomials ofR(x) are 28 (h+ �)4 sin8 
 ((1 + l0 sin 
)2 + h02 sin2 
)2 x24;28 (h� �)4 sin8 
 ((1� l0 sin 
)2 + h02 sin2 
)2:Both coe�cients are zero only if h = � = 0 or if (h; h0; l0) is equal to either(1; 0;�1= sin 
) or (�1; 0; 1= sin 
) because, by hypothesis, sin 
 6= 0 and � 2f0; 1g. If h = � = 0 then cos(� + ') = 0 and so E2 = 0; hence, the leadingand the trailing coe�cients (with respect to x) of the resultant of E1 and E3with respect to z are4 sin2 
 (y � 1)4 ((1 + l0 sin 
)2 + h02 sin2 
);4 sin2 
 (y + 1)4 ((1� l0 sin 
)2 + h02 sin2 
);where y = sin(� + ') = �1. These two coe�cients are zero only if (h0; l0) =(0;�1= sin 
). Therefore, the leading and the trailing coe�cients of R(x)are zero only if (h; h0; l0) is either (�; 0;�1= sin 
) or (��; 0; 1= sin 
). Wesubstitute, in turn, (h; h0; l0) to those values in R(x). When (h; h0; l0) =(�; 0;�1= sin 
), the leading and trailing monomials of R(x) become212 �04 sin4 
 ((l sin 
 + cos 
)2 + �2 sin2 
)2 x20;214 sin4 
 (�02 � 4) (l sin 
 � cos 
)4 x2;and when (h; h0; l0) = (��; 0; 1= sin 
), the leading and trailing monomials ofR(x) become 214 sin4 
 (�02 � 4) (l sin 
 + cos 
)4 x22;212 �04 sin4 
 ((l sin 
 � cos 
)2 + �2 sin2 
)2 x4:We study the two cases �0 = 0 and �0 = 1 : if �0 = 0, R(x) � 0 only if(h; h0; l0; l) is equal to either (�; 0;�1= sin 
; cot 
) or (��; 0; 1= sin 
;� cot 
).For those values of (h; h0; l0; l) the leading or the trailing coe�cient of thenew resultant R(x) is 216 �4 sin8 
. Furthermore, if � = 0, the leading or thetrailing coe�cient of the new resultant R(x) is �220 sin8 
, which is not zero.If �0 = 1, R(x) � 0 only if � = 0, 
 = ��=2 and (h; h0; l0; l) = (0; 0;�1; 0).Then either the coe�cient of degree 2 (if l0 = 1) or the one of degree 4 (ifl0 = �1) of the resultant of E1 and E3 with respect to z is 64.Hence, the uni-variate polynomial R(x) is not identically zero, which im-plies that the number of possible equilibriums of our mechanical device is�nite. Furthermore, they can be computed by solving R(x) = 0.



3.5. BOUNDING THE NUMBER OF SUBPATHS OF TYPE �C �C 93Case 2 : Both obstacle edges are circular arcsThe skeleton of the proof is similar to the previous case : we compute asystem of 4 equations in 4 indeterminates whose solutions correspond to po-tential equilibriums of the mechanical device. Then, we consider a univariatepolynomial R(x) by cascading resultants as explained above. As computingsuch a polynomial R(x) exceeds the capabilities of the current computer al-gebra systems, we only compute the leading monomial of R(x) and show thatit is not identically equal to zero, which implies that R(x) 6� 0.Let O and O0 be the centers of the circles (of unit radius) supporting OandO0 respectively. Let 2d be the length ofOO0. Let 2h and 2h0 be the lengthsof OH and O0H 0 respectively. Let ! = 6 (��!OO0;��!OH) and !0 = 6 (��!O0O;���!O0H 0)(see Figure 3.15).
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Fig. 3.15 � Mechanical device where both obstacle edges are circular edges



94 CHAPITRE 3. MODERATE OBSTACLESLemma 3.18 The moving object D is at an equilibrium only if :8>>>>>>>><>>>>>>>>:
sin(�0 � �) + sin�0 sin(�+ ')� sin� sin(�0 + '0) = 02 cos� + 2 cos�0 + 2 cos(�0 � �) + 3� d2 = 0h sin('� !) + h sin(�0 + '� !) + h sin(� + '� !)�d sin(�+ ') + �d = 0h0 sin('0 � !0) + h0 sin(� + '0 � !0) + h0 sin(�0 + '0 � !0)�d sin(�0 + '0) + �0d = 0 (3.13)

where � (resp. �0) is zero if the path P has the same orientation on X and C(X 0 and C 0) and 1 otherwise.Proof: The �rst equation of System 3.13 is given by Lemma 3.16. Now, let� = 6 (�!OI;��!OO0) and �0 = 6 (��!O0I 0;��!O0O) (see Figure 3.15). Considering thepolygon (OII 0O0) in Figure 3.15, we have :�0 � �0 = �� � [2�] (3.14)cos � + cos(�� �) + cos �0 = d (3.15)sin � � sin(�� �) + sin �0 = 0 (3.16)Considering in turn ((Eq3:15)2+(Eq3:16)2), ((Eq3:15) sin ��(Eq3:16) cos �),((Eq3:15) cos � + (Eq3:16) sin �), ((Eq3:15) sin �0 � (Eq3:16) cos �0) and((Eq3:15) cos �0 + (Eq3:16) sin �0), we obtain :2 cos� + 2 cos�0 + 2 cos(�0 � �) + 3� d2 = 0 (3.17)d sin � = sin�� sin(�0 � �) (3.18)d cos � = 1 + cos�+ cos(�0 � �) (3.19)d sin �0 = sin�0 + sin(�0 � �) (3.20)d cos �0 = 1 + cos�0 + cos(�0 � �) (3.21)Equation 3.17 is the second equation of System 3.13. We show how tocompute the two other equations of System 3.13 for the possible orientationsof X and X 0.� P has the same orientation on X and C (see Figure 3.15).Let � = 6 (��!HO;�!HI) and consider the triangle (OHI) :sin(�+ ')2h = sin �2As � = � + '� � � ! [2�], we get :h sin(� + '� � � !)� sin(� + ') = 0 (3.22)



3.5. BOUNDING THE NUMBER OF SUBPATHS OF TYPE �C �C 95That equation can be expanded with respect to �, and simpli�ed thanksto Equations 3.18 and 3.19 :h sin('�!)+h sin(�0+'�!)+h sin(�+'�!)� d sin(�+') = 0 (3.23)� P has the same orientation on X 0 and C 0.Similarly as above, we obtain the following equations :h0 sin(�0 + '0 � �0 � !0)� sin(�0 + '0) = 0 (3.24)h0 sin('0 � !0) + h0 sin(� + '0 � !0) + h0 sin(�0 + '0 � !0)�d sin(�0 + '0) = 0 (3.25)� P has opposite orientations on X and C (see Figure 3.16).
�0� ! �' ��0 '0�!F
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Fig. 3.16 � For the proof of Theorem 3.15 when both obstacle edges arecircular edgesLet � = 6 (�!F ;�!IH) and consider the triangle (OHI) :sin(� + '+ �)2h = sin �2 = sin(� + !)IH



96 CHAPITRE 3. MODERATE OBSTACLESAs � = � + '+ �� � � ! [2�], we get :2 sin(� + !) = IH sin(�+ '� � � !) cos�+ IH cos(�+ '� � � !) sin�2h sin(� + !) = IH sin(�+ ') cos�+ IH cos(�+ ') sin�Eliminating cos� from these two equations gives :2 sin(� + !) sin(�+ ')� 2h sin(� + !) sin(�+ '� � � !) =IH cos(�+ '� � � !) sin� sin(�+ ')� IH cos(�+ ') sin� sin(�+ '� � � !)We simplify this equation into :2 sin(�+!) sin(�+')�2h sin(�+!) sin(�+'� ��!) = IH sin � sin(�+!)As sin � = 2=IH (see Figure 3.16), we have :sin(� + !)(h sin(�+ '� � � !)� sin(� + ') + 1) = 0We can assume that sin(� + !) 6= 0 because otherwise I lies on the straightline OH and the number of such paths is less than four. Thus, the movingobject is at an equilibrium only if :h sin(�+ '� � � !)� sin(� + ') + 1 = 0 (3.26)Similarly as above, we expand that equation with respect to � and simplifyit, thanks to Equations 3.18 and 3.19 :h sin('�!)+h sin(�0+'�!)+h sin(�+'�!)�d sin(�+')+d = 0 (3.27)� P have opposite orientations on X 0 and C 0.Similarly as above, we obtain the following equations :h0 sin(�0 + '0 � �0 � !0)� sin(�0 + '0) + 1 = 0 (3.28)h0 sin('0 � !0) + h0 sin(� + '0 � !0) + h0 sin(�0 + '0 � !0)�d sin(�0 + '0) + d = 0 (3.29)That ends the proof of the lemma. 2We now show that System 3.13 has a �nite number of roots (�; �; '; '0)(in (S1)4). It then follows that the moving object D has a �nite number ofequilibriums.We expand each equation of System 3.13 and apply the variable sub-stitution x = tan(�=2), y = tan(�0=2), z = tan('=2) and t = tan('0=2).This yields an algebraic system consisting of four equations where x; y; z; tare the four indeterminates and sin!; cos!; d; h; h0; l0 are considered as six



3.5. BOUNDING THE NUMBER OF SUBPATHS OF TYPE �C �C 97independent parameters. Let Ei = 0 (i 2 f1; : : : ; 4g) denote the algebraicequation obtained from the i-th equation of System 3.13. We compute 2 theresultant E14 of E1 and E4 with respect to the indeterminate t. E14 can bewritten as 16(1 + y2)E 014. We compute 3 the resultant Q of E 014 and E2 withrespect to the indeterminate y. We also compute the resultant T of E2 andE3 with respect to the indeterminate y. Q and T are two polynomials wherex and z are the indeterminates.Now, let R be the resultant ofQ and T with respect to z. R is a uni-variatepolynomial in the indeterminate x and we want to show that R(x) 6� 0. LetQ = q0 + q1 z + : : :+ qn zn; qn 6= 0;T = t0 + t1 z + : : :+ tm zm; tm 6= 0;where the qi and the ti are uni-variate polynomials in the variable x. Theresultant R of Q and T with respect to z is the determinant of the (n+m)�(n+m) Sylvester matrix of Q and T with respect to z [BBF86] :q0 q1 . . . . . qnq0 . . . . . qn�1 qn. . . . . . . .R= q0 . . . . . qnt0 t1 . . tm�1 tm. . . . . . . .t0 . . . tmThe resultant R(x) is too big to be computed with existing computer algebrasystems but we are able to compute its leading monomial. The polynomials qiappear in the �rst m rows of the Sylvester determinant and the polynomialsti appear in the last n rows. Thus the degree of R with respect to x is atmost m maxi2f0;:::;ng degree(qi(x)) + n maxi2f0;:::;mg degree(ti(x)) = 168:As existing computer algebra systems cannot compute the resultant R, wereplace in the Sylvester determinant each qi(x) by its monomial of highestdegree if degree(qi(x)) = maxi2f0;:::;ng degree(qi(x)) and by 0 otherwise, andeach ti(x) by its monomial of highest degree if degree(ti(x)) = maxi2f0;:::;mgdegree(ti(x)) and by 0 otherwise. We then compute the determinant andobtain : 256 d8 (d2 � 1)32 h16 (h02 sin2 !0 + (h0 cos!0 � d)2)4�(d2h02 sin2 !0 + (dh0 cos!0 � 1)2)4 x1682. We used AXIOM on a Sun Sparc-10 4�72Mhz with 512MB of main memory. Noticethat several polynomials considered here are two big to be computed with MAPLE.3. This computation takes roughly eleven hours and the process exceeds 130MB.



98 CHAPITRE 3. MODERATE OBSTACLESWhen this monomial is not zero, its degree is 168 and so it is the leadingmonomial of R(x). Hence R(x) � 0 only if d = 1 or h = 0 or (!0; h0) = (0; d)or (!0; h0) = (0; 1=d). h 6= 0 since, otherwise P is of type X �C �C 0SX 0 whereX is a circular arc; the proof of Theorem 3.9 shows that P is optimal onlyif either �C or �C 0 is anchored which contradicts the assumption made at thebeginning of the proof. If (!0; h0) = (0; d) or (!0; h0) = (0; 1=d) we replace!0 and h0 by their value in Q and T . Then, we apply the same procedure asabove and show that the leading monomial of R(x) is272 d16 (d2 � 1)32 h16 x152:This leading monomial does not depend on whether h0 = d or h0 = 1=d andon the orientation of P on X and X 0. Since the obstacles are disjoint, d 6= 1and R(x) 6� 0 (in the case d = 1, it can also be shown that the number ofroots of the system of equations is �nite).Hence, the number of roots of System 3.13 is �nite since any given valueof x determines at most two triplets of values for the other indeterminates y,z and t (see Figure 3.15). It follows that the number of possible equilibriumsof our mechanical device is �nite.Case 3 : One obstacle edge is a line segment and theother is a circular arcThe proof is similar to the previous case. We assume, without loss ofgenerality, that O and O0 are respectively a circular edge and a line segment.Let D0 be the line parallel to O0 passing through I 0 and oriented suchthat 6 (�!R0;D0) = ��=2 (see Figure 3.17). Let O be the center of the circle(of unit radius) supporting O. Let ~O be the orthogonal projection of O ontoD0 and 2d the length of O ~O. Let 2h be the length of OH. Let ~H 0 be theorthogonal projection of H 0 onto D0. Let 2x0 and 2l0 be the algebraic lengthsof ~OI 0 and ~O ~H 0 on the oriented line D0. Let 2h0 be the algebraic distancebetween H 0 and D0 with 2h0 > 0 i� ���!~H 0H 0 and �!R0 have opposite orientations.Let ! = 6 (�!O ~O;��!OH).Lemma 3.19 The moving object D is at an equilibrium only if :8>>><>>>: sin(�0 � �) + sin�0 sin(� + ')� sin� sin(�0 + '0) = 0cos(�0 � �) + cos�0 = dh sin(�0 + '� !)� sin(� + ') + � = 0h0 sin(�0 + '0) + cos(�0 + '0) (sin�0 + sin(�0 � �)� l0) + �0 = 0 (3.30)where � (resp. �0) is zero if the path P has the same orientation on X and C(X 0 and C 0) and 1 otherwise.



3.5. BOUNDING THE NUMBER OF SUBPATHS OF TYPE �C �C 99
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Fig. 3.17 � Mechanical device where one obstacle edge is a line segment andthe other is a circular edgeProof: The �rst equation of System 3.30 is given by Lemma 3.16. Now, let� = 6 (�!OI;�!O ~O). Considering the polygon (OII 0 ~O) in Figure 3.17, we have :�0 = �� � [2�]cos � + cos(�� �) = d� sin � + sin(�� �) = x0Which gives : cos(�0 � �) + cos�0 = d (3.31)sin(�0 � �) + sin�0 = x0 (3.32)Equation 3.31 is the second equation of System 3.30. We show how to com-pute the two other equations of System 3.30 for each possible orientation ofX and X 0.� If P has the same orientation on X and C, then Equation 3.22 stillholds : h sin(� + '� � � !)� sin(�+ ') = 0Thus, as �0 = �� � [2�] :h sin(�0 + '� !)� sin(� + ') = 0 (3.33)



100 CHAPITRE 3. MODERATE OBSTACLES� If P has opposite orientations on X and C, then Equation 3.26 stillholds : h sin(�+ '� � � !)� sin(� + ') + 1 = 0Thus, as �0 = �� � [2�] :h sin(�0 + '� !)� sin(� + ') + 1 = 0 (3.34)� If P has the same orientation on X 0 and C 0, then Equation 3.7 stillholds : tan(�0 + '0) = l0 � x0h0By Equation 3.32, we obtain :h0 sin(�0 + '0) + cos(�0 + '0) (sin�0 + sin(�0 � �)� l0) = 0 (3.35)� If P has opposite orientations on X 0 and C 0, then Equation 3.11 stillholds : (x0 � l0) cos(�0 + '0) + h0 sin(�0 + '0) = �1Using Equation 3.32, we get :h0 sin(�0 + '0) + cos(�0 + '0) (sin�0 + sin(�0 � �)� l0) + 1 = 0 (3.36)That ends the proof of the lemma. 2We now show that System 3.30 has a �nite number of roots (�; �; '; '0) (in(S1)4). We consider the variable substitution x = tan(�=2), y = tan(�0=2),z = tan('=2) and t = tan('0=2), and we apply exactly the same procedureas in Case 2, except that E 014 = E14=16(1 + y2)2. It follows that the leadingmonomial of R(x) is264 d32 h16 (l02 + (h0 � d)2)4 (l02 + (h0 + d)2)4 x176:This leading monomial does not depend on the orientation of P on X and X 0.Hence the polynomial R(x) � 0 only if h = 0 or (l0; h0) = (0;�d). As above,we can eliminate the case h = 0 and if (l0; h0) = (0; d) or (l0; h0) = (0;�d)we replace l0 and h0 by their value in Q and T . In both cases, the leadingmonomial of R(x) becomes : 280 d32 h16 x160:This leading monomial does not depend on the orientation of P on X andX 0. Thus we have shown that R(x) 6� 0. It follows that the number of rootsof System 3.30 is �nite because any given value of x determines at most two



3.6. THE ALGORITHM 101triplets of values for the other indeterminates y, z and t (see Figure 3.17).Therefore, the number of possible equilibriums of our mechanical device is�nite.That ends the proof of Theorem 3.15.Remark 3.20 Although the degree of R(x) is very large in Cases 2 and3, we can prove that the number of potential equilibriums of the mechanicaldevice is much smaller. Indeed, let S be an algebraic system of n equations inn indeterminates. It is known that the number of complex roots of S is eitherin�nite or less or equal to the generic number of roots, i.e. the number of rootsfor a generic 4 choice of the parameters. Moreover, the set of parameters forwhich the number of roots of S is not equal to the generic number of roots isincluded in an algebraic set, and thus is of measure 0. The algebraic systemsunder consideration in Cases 1, 2 and 3 have the same number of equationsand indeterminates and we have shown that the number of roots of thesesystems is �nite for any choice of the parameters. It follows that the numberof roots of these systems are, with probability 1, maximal for a randomchoice of the parameters. In order to estimate the number of solutions of oursystems, we use Gröbner basis and compute the number of roots for somepseudo random choices of the parameters. In this way, we obtain that themaximal number of roots of System 3.13 is 36, with probability close to 1,instead of 336 = 2 : degree(R(x)).3.6 The algorithmLet O1; : : : ;Om be the disjoint moderate obstacles. We denote by SO theset of the obstacle edges and by n its size.Let S and F be the initial and the �nal point of the optimal path thatwe want to compute. By Theorems 3.9 and 3.10, any C-segment is eitheran anchored C-segment, or is adjacent to a terminal C-segment and to ananchored C-segment, or belongs to a subpath of type XS �C �CSX 0 whereX;X 0 2 fO; ��Cg (the lengths of the S-segments being possibly zero).The algorithm computes �rst the set S��C of all the maximal free anchoredarcs of circle. A maximal free anchored arc is a maximal arc of an anchoredcircle that does not intersect the interior of the obstacles. It will be simplycalled a free anchored arc in the sequel. We will also say for short that anarc (or a subpath) intersects an obstacle i� it intersects the interior of theobstacle.4. A choice of the parameters is called generic if the values of the parameters do notsatisfy any algebraic relation other than those of the system.



102 CHAPITRE 3. MODERATE OBSTACLESTo each obstacle and for a given r, we associate a grown obstacle whichis the Minkowski sum of the obstacle and of a disk of radius r. Let Ar bethe arrangement of the boundaries of these grown obstacles. A point is saidof level i in Ar if it belongs to the interior of i grown obstacles. The verticesof level 0 are simply the vertices of the boundary of the union of the grownobstacles. Because the obstacles are disjoint, there are O(n) such vertices bya result of Kedem et al. [KLPS86]. The same bound holds for the numberof vertices of the k �rst levels for any constant k by the random samplingtheorem of Clarkson and Shor [CS89].Lemma 3.21 The number of free anchored arcs is O(n) and these arcs canbe computed in O(n logn) time.Proof: A circle of unit radius is intersected by at most �ve obstacles. Indeed,the obstacles are disjoint and moderate which implies that each one containsa circle of unit radius. The claim follows since there are at most �ve pairwisedisjoint circles of unit radius that may intersect a given circle of unit radius.It follows that any point is of level at most �ve in A1. Hence, A1 has linearsize and can be computed in O(n logn) time by standard techniques.Since the centers of the anchored circles are the vertices of A1 and eachanchored circle is intersected by at most �ve obstacles, the lemma is proved.2 Once the free anchored arcs have been computed, we compute the set SSof all the free line segments that are tangent to two arcs of S��C [ SO.Lemma 3.22 SS has size O(n2) and can be computed in O(n2 logn) time.Proof: First, we compute all the free line segments tangent to two obstacles.Let us consider each obstacle in turn, say O1 for concreteness. Let D� bean oriented line of orientation � tangent to O1. The set of common pointsbetween O1 and D� is either a single point or a line segment; let P� be eitherthis single point or the middle point of the line segment. If D� intersects Oi(i = 2; : : : ; m), we call Pi the point common to D� and Oi that is closer toP�. Let fi(�) be the algebraic length of P�Pi on the oriented line D�.Let E+ (resp. E�) be the lower (upper) envelope of the functions fi thatare positive (negative). As the obstacles are pairwise disjoint, fi(�) 6= 0 andfi(�) 6= fj(�) for all � and i 6= j. It follows that E+ and E� can be computedin O(n logn) time. A line segment joining P� to Pi is free i� (�; fi(�)) belongsto E+ or E�. Moreover, a line segment P�Pi is tangent to Oi i� Pi is anend-point of fi. Hence, computing the free line segments tangent to O1 andanother obstacle reduces to compute E+ and E�.



3.6. THE ALGORITHM 103Repeating the above procedure for all the obstacles, we conclude thatall the free line segments tangent to two obstacles can be computed inO(n2 log n) time.We now compute the free line segments tangent to a free anchored arcand to either an obstacle or another anchored free arc. Let C1; : : : ; Cp bethe anchored free arcs. We consider in turn each free anchored arc, say C1for concreteness, and apply exactly the same procedure as above to computethe free line segments tangent to C1 and to an obstacle. As above, thesesegments can be computed in O(n logn) time by computing the envelopesE+ and E�. It remains to compute the free line segments tangent to C1 andto the other anchored free arcs C2; : : : ; Cp. We de�ne a function gi involvingC1 and Ci and similar to the function fi de�ned above. To each end point ofgi that lies between E+ and E� corresponds a free line segment tangent to C1and Ci. Deciding if such an end point lies between E+ and E� can be donein O(logn) time by binary search once the envelopes have been computed.As the number of free anchored arcs is O(n) by Lemma 3.21, the free linesegments tangent to C1 and to another anchored free arc can be computedin O(n logn) time. Hence, the free line segments tangent to an anchored freearc and to either an obstacle or another anchored free arc can be computedin O(n2 log n) time in total.This achieves the proof. 2We consider now the subpaths of type CtC ��C and ��CCCt. We compute theset SC of all the circular arcs that avoid the obstacles and are tangent to aterminal circle and to an anchored free arc. As there are O(n) anchored freearcs, this step can easily be done in O(n2) time.By Theorem 3.9, S��C [SO[SS [SC contains all the arcs potentially takenby an optimal path except the subpaths of type XS �C �CSX 0. We consider, inturn, all the quadruplets (X ;O;O0;X 0) where X and X 0 are obstacle edges oranchored arcs, and where O and O0 are two obstacle edges. First, we computethe family of potential optimal subpaths of type XS �C �CSX 0 where X (resp.X 0) is an arc of X (X 0) and the two C-segments �C �C are respectively tangentto O and O0. In a second step, we will check whether or not these potentialoptimal subpaths intersect other obstacles.By solving an algebraic system as described in the proof of Theorem 3.15,we compute the family of potential optimal subpaths of type XS �C �CSX 0when neither of the two C-segments, tangent to O and O0 respectively, isanchored. That step can be performed in constant time for each chosen qua-druplet assuming that the roots of a polynomial of bounded degree can becomputed in constant time. Hence the total time complexity of this step isO(n4). We also compute the subpaths of type XS ��C �CSX 0 and XS �C ��CSX 0.As the number of anchored C-segments is O(n), the total number of these



104 CHAPITRE 3. MODERATE OBSTACLESsubpaths is O(n4) and they can be easily computed in O(n4) time. It remainsto compute the set S �C �C of those subpaths that avoid the obstacles.Lemma 3.23 S �C �C can be computed in O(n4 logn) time.Proof: We show that we can check in O(logn) time whether or not a givensubpath of type XS �C �CSX 0 intersects the obstacles. We consider successivelythe case of an arc of circle and the case of a line segment.As mentioned in the proof of Lemma 3.21, a circle of unit radius intersectsat most �ve obstacles. We can identify the obstacles that intersect the circlesupporting a given arc �C by locating in O(logn) time the center of this circlein the arrangement A1. It then remains to check if the arc �C (not the wholecircle) actually intersects one of the obstacles. Each such test can be done inO(logn) time since each obstacle has O(n) edges [DS90].We describe now how to check if a line segment S of a subpath of typeXS �C �CSX 0 intersects the obstacles. By Lemma 3.11, the length of S is atmost 4. It follows that if S intersects an obstacle, each of its end points arecontained in the obstacle grown by a disk of radius 4. As the obstacles aredisjoint and moderate, a point can only be contained in g = O(1) 5 suchgrown obstacles; hence, arrangement A4 has linear size and can be computedin O(n logn) time. We locate one endpoint of S in A4 and �nd the at mostg obstacles that may intersect S. We consider in turn each of these obstaclesand check if S indeed intersects the obstacle. This can be done in O(logn)time [DS90]. 2By Theorems 3.9, S��C[SO[SS[SC[S �C �C contains all the arcs potentiallytaken by an optimal path.Let G be the weighted graph whose nodes are the tangent points betweentwo arcs of S��C [ SO [ SS [ SC [ S �C �C and whose edges are the arcs of S��C [SO [ SS [ SC [ S �C �C . The �nal step of the algorithm consists in searching ashortest path in this graph.Theorem 3.24 An optimal path amidst a set of disjoint moderate obstacleswith n edges in total can be computed in O(n4 logn) time.Improving the performances of the algorithmWe now show that the time complexity of the algorithm can be reducedin most practical situations. This is a consequence of the fact that the sub-paths of type �C �C can only be encountered near the endpoints of the path.5. g is the maximal number of disjoint disks of unit radius that can be packed in a diskof radius 6.



3.6. THE ALGORITHM 105Proposition 3.25 is a consequence of a claim of Agarwal et al. [ART95]. Wegive here a complete proof.Proposition 3.25 Let P be an optimal path consisting of four parts P1, P2,P3 and P4 in this order where P2 and P3 are C-segments. Let C2 and C3 bethe circles supporting P2 and P3, and let O2 and O3 be their centers.1. If C3 is not obstructed by any obstacle or if C2 is obstructed by anobstacle, then for any M on P1, the Euclidean distance between M andO3 is smaller than 3.2. If C3 is obstructed by an obstacle or if C2 is not obstructed by anyobstacle, then for any M on P4, the Euclidean distance between M andO2 is smaller than 3.Proof: We only prove the �rst claim; the second one is symmetrical. We as-sume, without loss of generality, that P2 and P3 are oriented counterclockwiseand clockwise respectively.We recall some notations indroduced in Section 3.2 : let M be a point ofP and let CL(M) (resp. CR(M)) be the unit circle tangent to P at M andlying on the left (resp. right) side of the path P oriented from S to T . CL(M)is oriented counterclockwise and CR(M) is oriented clockwise. An arc of oneof these circles will be oriented accordingly.We show that for any M on P1, CL(M) intersects C3. It will immediatelyfollow that the Euclidean distance between M and O3 is smaller than 3.Suppose for a contradiction that there exists M on P1 such that CL(M)does not intersect C3. Let M0 be the point of P1 such that for any point Mlocated after M0 on the relative interior of P1, CL(M) properly intersects C3(see Figure 3.18); M0 exists because P2 is greater than � by Lemma 3.5. LetM1 be the common point to CL(M0) and C3, and M2 be the common endpoint of P2 and P3.We distinguish whether M1 2 P3 or not. In each case we show that thedashed path of Figure 3.18 shortens P and avoids all the moderate obstacles,which contradicts the fact that P is optimal.Case 1 : M1 2 P3.We �rst show that the arc [M0M1] of CL(M0) is not obstructed by anymoderate obstacle. A disk of unit radius that intersects [M0M1] withoutintersecting the portion P(M0;M1) of P between M0 and M1 is included inthe region R inside the closed curve that is the concatenation of P(M0;M1)and of the arc [M1M0] of CL(M0) (see Figure 3.19). By the de�nition of M0,the relative interior of the arc of P1 located afterM0 is strictly included in the



106 CHAPITRE 3. MODERATE OBSTACLES
X2 CL(X0)X0 P1P2 P3

P1
P2 P3
CL(X0) X0X1 X1X2
(b) : X1 62 P3(a) : X1 2 P3Fig. 3.18 � Shortcuts in the proof of Proposition 3.25disk of radius 3 centered at O3. It follows that the only disks of unit radiusincluded in R are the disks whose boundaries are C2 and CL(M0) (which maypossibly intersect). Since P2 is not an arc of the boundary of the obstaclesby hypothesis, [M0M1] is not obstructed by any moderate obstacle.By the de�nition of M0, [M0M1] is smaller than � and so shortens Pbecause P2 is strictly greater than �.

P2P3 P4
P1 X0

CL(X0) X2X1R
Fig. 3.19 � For the proof of Proposition 3.25 (Case 1)Case 2 : M1 62 P3.First notice that the circle C2 is not obstructed by any obstacle. Indeed,otherwise M0 must lie in the hashed region of Figure 3.20a and, as P3 is
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O3 X1 X0C3 CL(X0)O2C2 X2P1 P2 P1P3 P4P2P3 P4

P1 X0
CL(X0)X2X1

(a) (b)

Obstacle

Obstacle
Fig. 3.20 � For the contradictions in the proof of Proposition 3.25 (Case 2)greater than �,M1 2 P3 which contradicts the hypothesis. By the hypothesisof the �rst claim of the proposition, it follows that C3 is not obstructed by anyobstacle. That implies that the arc [M0M1] of CL(M0) avoids all the moderateobstacles because otherwise, the portion of P between M0 and M2 cannotlie entirely in the disk of radius 3 centered at O3 (see Figure 3.20b), whichcontradicts the de�nition of M0. Hence, the concatenation of the arc [M0M1]of CL(M0) and the arc [M1M2] of C3 avoids all the moderate obstacles.Moreover, the concatenation of [M0M1] and [M1M2] shortens P. Indeed,the arc [M0M1] is smaller than � by the de�nition ofM0, and, the arc [M1M2]is smaller than � because M1 62 P3 and P3 is greater than �. It can be easilyshown that the concatenation of two circular arcs of unit radius whose lengthsare smaller than � is a shortest path of bounded curvature (even if there is noobstacle). Hence, the concatenation of the arcs [M0M1] and [M1M2] shortensP and avoids all the moderate obstacles which contradicts the hypothesisthat P is optimal. 2Remark 3.26 The previous proof yields that an optimal path contains atmost two non-terminal �C �C-subpaths (i.e. subpaths of type �C �C where both�C-segments are not terminal). For details see [ART95].Theorem 3.27 Let P be an optimal path joining S to F . Any subpath of Pof type XS �C �CSX 0, where X;X 0 2 fO; ��Cg, is contained in one of the twodisks of radius 9 centered at S or F .



108 CHAPITRE 3. MODERATE OBSTACLESProof: This theorem follows from Proposition 3.25 and we use the notationsintroduced in that proposition. Let P1 (resp. P4) be the portion of P betweenS (resp. F ) and the �rst (resp. last) �C in the considered subpath. FromProposition 3.25, we have 8M 2 P1 MO3 � 3 or 8M 2 P4 MO2 � 3. Assumewithout loss of generality that 8M 2 P1 MO3 � 3. Then, the starting pointS and the whole subpath XS �C �C is included in the disk of radius 3 centeredat O3 (see Figure 3.21).On the other hand, by Lemma 3.11, the length of the line segment prece-ding X 0 is smaller than 4. Therefore, S and the whole subpath XS �C �CSX 0is included in a disk of diameter 3 + 2p5 + 1 < 9 (see Figure 3.21). Hencethe subpath of type XS �C �CSX 0 is included in a disk of radius 9 centered atS. 2

C2C3 O2
O4

S X
X0kO3O4k < 2p5O3

Fig. 3.21 � For the proof of Theorem 3.27According to Theorem 3.27, we can improve the procedure that computesthe subpaths of type XS �C �CSX 0. Indeed, instead of considering all n4 qua-druplets (X ;O;O0;X 0), we can only consider those that intersect one of thedisks of radius 9 centered at S and F . If k is the number of such quadru-plets, the time complexity of the algorithm becomes O(n2 log n+k4 log k). Inparticular, if the length of any obstacle edge is bounded from below by some



3.7. FINAL REMARKS AND OPEN QUESTIONS 109positive constant, then k = O(1).Theorem 3.28 Given a set of disjoint moderate obstacles with n edges whoselengths are bounded from below by some positive constant. An optimal pathbetween two con�gurations amidst those obstacles can be computed inO(n2 log n) time.3.7 Final remarks and open questionsThe geometric results and the algorithm hold even if the obstacles arenot disjoint. However, the time-complexity increases since the number ofanchored C-segments may be not linear.In this paper, we have considered moderate obstacles whose boundariesconsist of line segments and circular arcs of unit radius. If an obstacle isnot moderate, we can �rst compute its convex hull of bounded curvatureas explained in [BL96a]. However, it would be interesting to consider moregeneral moderate obstacles (in the sense of Agarwal et al.) and, in particular,obstacles whose boundaries consist of line segments and circular arcs of radiigreater than or equal to 1. The system of equations corresponding to theequilibriums of the mechanical device (see Section 3.5) is very similar to theone in Lemma 3.18. However, the computations exceed the capabilities ofthe current computer algebra systems 6 and we have not been able to applytechniques similar to those of Section 3.5.Many other questions remain open. We mention two of them we plan toconsider in near future : Can similar results be obtained for polygonal robots?Can similar results be obtained if backwards moves are allowed? (preliminaryresults in that direction can be found in [ART95, BCL94b, RS90]).Acknowledgments : The authors would like to thank the GDR MEDI-CIS (GDR CNRS 1026) for giving them the oportunity to use the machinesof the GAGE group at Ecole Polytechnique.
6. Using AXIOM, the size of the process exceeds 500MB.





111
Chapitre 4Conclusion et problèmes ouvertsLes robots existant dans le domaine industriel ont actuellement des possi-bilités de déplacement très limitées. Cependant, les objectifs de la robotiquegrandissent sans cesse : robots d'exploration terrestre ou sous-marine, robotsd'intervention dans des environnements inconnus ou dangereux: : : La plani�-cation de trajectoires s'avère être une composante nécessaire de l'autonomiedes robots dans ce genre de contexte. Plani�er des trajectoires pour des ro-bots holonomes est un problème à présent bien résolu. Les recherches sontmaintenant principalement orientées vers l'étude des robots non-holonomesqui sont les robots mobiles les plus répandus dans la pratique.Une particularité du domaine de recherche qu'est la plani�cation de tra-jectoires pour des robots non-holonomes réside dans sa pluridisciplinarité.Etant donné la richesse du sujet, le problème a été abordé de di�érents pointsde vue; les méthodes de résolution proposées jusqu'à présent s'appuient surplusieurs disciplines comme la robotique, la géométrie algorithmique et desthèmes plus mathématiques comme la théorie du contrôle optimal et l'op-timisation sous contraintes. Mon approche du problème est principalementaxée sur la géométrie algorithmique et utilise la théorie du contrôle opti-mal, les techniques de résolution de systèmes algébriques et les techniquesd'optimisation sous contraintes.Les applications de la plani�cation de trajectoires de robots non-holo-nomes sont également nombreuses en dehors du contexte de la robotique.Citons les problèmes de tracé d'autoroutes et de voies de chemin de fer, et defaçon plus générale, les problèmes de tracé de courbes sous contraintes, dansle domaine de l'informatique graphique et de la CAO. Notons également queles grands problèmes de la géométrie algorithmique comme le calcul de pluscourts chemins et le calcul d'enveloppes convexes se posent également dansle contexte de la non-holonomie.L'étude des trajectoires optimales en temps est une instance fondamen-



112 CHAPITRE 4. CONCLUSION ET PROBLÈMES OUVERTStale du problème de la plani�cation de trajectoires quelconques. D'un pointde vue pratique, il s'avère que, pour des robots non-holonomes, la caracté-risation des trajectoires optimales est utilisée dans tous les algorithmes deplani�cation de trajectoires en présence d'obstacles, existant à l'heure ac-tuelle. Ces algorithmes sont encore très rudimentaires et sont pour la plupartbasés sur une discrétisation brutale et coûteuse de l'espace. Cela étant, pla-ni�er des trajectoires optimales en temps est naturellement un problème plusardu que plani�er des trajectoires quelconques. Il s'ensuit que les systèmesnon-holonomes étudiés, jusqu'à présent, pour la plani�cation de trajectoiresoptimales sont des modèles très simpli�és des voitures. En particulier, pourles modèles étudiés jusqu'à présent les trajectoires optimales en temps sontégalement des plus courts chemins.Dans le cadre de la non-holonomie, nous avons présenté dans cette thèsed'une part un algorithme de calcul d'enveloppes convexes de courbure bornéeet, d'autre part, un algorithme de calcul de plus courts chemins de courburebornée en présence d'obstacles modérés, c'est-à-dire dont le bord est de cour-bure bornée. Ces travaux se justi�ent par eux mêmes et s'unissent de sur-croît pour former un algorithme de calcul de chemins de courbure bornée enprésence d'obstacles polygonaux. En e�et, une approche du problème de laplani�cation de trajectoires de courbure bornée en présence d'obstacles poly-gonaux consiste à calculer l'enveloppe convexe de courbure bornée de chaqueobstacle, puis à calculer une trajectoire de courbure bornée en présence d'obs-tacles modérés. Notons que cet algorithme est, parmi ceux existants, l'un destrès rares à calculer, sans utiliser de discrétisation massive, une trajectoirepour un robot non-holonome en présence d'obstacles polygonaux.Nous présentons à présent une collection de problèmes ouverts, ce quipermet de donner une idée de l'ampleur des travaux à e�ectuer sur les pro-blèmes algorithmiques et combinatoires existant dans le domaine de la non-holonomie. La plupart de ces problèmes peuvent être considérés du point devue de la robotique, cependant, nous les présentons, pour la plupart, du pointde vue du domaine des courbes et des surfaces sujettes à des contraintes surla courbure.L'un des problèmes de base non résolu à l'heure actuelle est celui du calculd'une trajectoire de courbure bornée (pas nécessairement la plus courte) entredeux con�gurations en présence d'obstacles polygonaux. Le problème étantd'assurer le calcul d'une trajectoire dès lors qu'il en existe une.Un autre problème de base est celui de l'existence d'un algorithme poly-nomial déterminant s'il existe un chemin de courbure bornée joignant deuxcon�gurations en présence d'obstacles polygonaux. Rappelons qu'un algo-rithme de complexité exponentielle existe pour ce problème [FW91]. Notonségalement qu'en présence d'obstacles polygonaux, décider si une courbe de



113courbure bornée reliant deux con�gurations est de longueur minimale, est unproblème qui, jusqu'à présent, est conjecturé comme étant NP-dur.Une extension naturelle de tous les problèmes étudiés jusqu'à présentconsiste à augmenter la dimension. Rappelons que récemment, les plus courtschemins de courbure bornée dans IR3 en l'absence d'obstacles ont été ca-ractérisés [Sus95, Pér95]. Ces travaux soulèvent de nombreux problèmes degénéralisations de résultats existant en dimension 2. Citons, entre autres, lagénéralisation en dimension 3 du calcul d'enveloppes convexes de courburebornée ainsi que du calcul de plus courts chemins de courbure bornée enprésence d'obstacles modérés.Une autre extension naturelle du problème de la plani�cation de trajec-toires consiste à considérer un modèle de voiture plus réaliste que celui deDubins. Un modèle intéressant est celui d'un robot de type voiture soumisà deux lois de commande et sujet à quatre contraintes : les commandes sontl'accélération tangentielle du véhicule et la position du volant ; les contraintessont, d'une part une borne sur le rayon de giration du véhicule, d'autre partune borne sur la vitesse ainsi qu'une borne sur l'accélération tangentielle,en�n une borne sur l'accélération normale déterminée par les limites d'adhé-rence des roues.Citons pour �nir, les travaux en cours de rédaction dans lesquels nousnous intéressons au calcul, dans le plan, d'un plus court chemin de courburebornée passant par une suite de points ordonnés. Ce problème est une ins-tance fondamentale du problème général du calcul de plus courts chemins decourbure bornée en présence d'obstacles polygonaux. En e�et, nous pouvonsremarquer que si l'on suppose les obstacles polygonaux, convexes et loin lesuns des autres, alors les points de contact entre une trajectoire optimale etles obstacles sont tous des sommets des obstacles; si de plus, on supposeconnus les points de contact entre les obstacles et une trajectoire optimale,le problème du calcul de cette trajectoire est alors équivalent au problèmedu calcul d'un plus court chemin de courbure bornée passant par la suite depoints de contacts.





Deuxième partieLes robots à pattes
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Chapitre 1Plani�cation de trajectoires derobots à pattes
1.1 IntroductionL'étude des robots à pattes date du début des années quatre-vingts. Dansce domaine, les chercheurs se sont principalement intéressés aux problèmesde dynamique et de contrôle des robots à pattes [RR84, RR90] et raressont ceux qui se sont intéressés à la plani�cation de trajectoires en pré-sence d'obstacles. A notre connaissance les seuls articles traitant du sujetsont [HNKU84, HK91, BDDP95]. Dans [HNKU84, HK91] le problème estabordé à l'aide de méthodes heuristiques tandis que [BDDP95] présente desalgorithmes géométriques exacts résolvant le problème pour une classe parti-culière de robots à pattes lorsque les zones d'appui autorisées pour les pattesconstituent un ensemble discret de points.En présence d'obstacles, plani�er des trajectoires peut se décomposer endeux sous-problèmes : d'une part il faut plani�er des trajectoires pour lecorps du robot et d'autre part il faut déplacer les pattes. Le problème dudéplacement des pattes pour une trajectoire donnée du corps du robot estdiscuté dans [BDDP95] pour le type de robot considéré dans l'article.Précisons ce que l'on entend par obstacle. Un obstacle dé�nit une régionoù le robot ne peut pas poser ses pattes; cette région est caractérisée par laprojection de l'obstacle sur le sol. Cela étant, le corps d'un robot à pattespeut passer au dessus de certains obstacles et ne peut pas passer au dessusd'autres obstacles sans rentrer en collision avec ces obstacles. Dans la suitenous ne considérons que des obstacles tels que le corps du robot puisse passerau dessus sans rentrer en collision avec l'obstacle. Cette hypothèse n'est pasréellement restrictive, en e�et, nous abordons le problème de la plani�cationde trajectoires par le calcul de l'espace des positions possibles du corps du



118 CHAPITRE 1. ROBOTS À PATTESrobot; si le corps du robot ne peut pas passer au dessus de certains obstaclessans qu'il y ait collision, il su�t de retrancher de l'espace susdit les régionscorrespondant à ces obstacles. Nous posons donc le problème de la plani�ca-tion de trajectoires pour le corps du robot lorsque les pattes ne sont autoriséesà se poser que dans certaines régions, le corps du robot n'entrant jamais encollision avec les obstacles. Nous dé�nissons une zone d'appui comme étantune composante connexe de l'ensemble des points où le robot est autorisé àposer ses pattes. On appelle point d'appui un point d'une zone d'appui.Comparé au classique problème du déménageur de piano, de nouveauxtypes de contraintes apparaissent dans le problème de la plani�cation detrajectoires des robots à pattes. Le robot doit satisfaire, d'une part, unecontrainte de stabilité et d'autre part une contrainte d'accessibilité. On ap-pelle placement du robot une position de son corps. Un point d'appui estdit accessible pour un placement du robot si une patte s'y appuyant ne dé-passe pas une certaine élongation. Un placement du robot sera dit stable sile centre de gravité du robot se situe au dessus de l'enveloppe convexe despoints d'appui accessibles pour ce placement. Grâce à cette dé�nition, nousavons l'assurance que, pour tout placement stable, il existe trois points d'ap-pui accessibles tels que le centre de gravité du robot se situe au dessus del'enveloppe convexe de ces trois points d'appui.Nous résolvons le problème de plani�cation de trajectoires lorsque le robotà pattes est d'un type particulier appelé robot araignée et lorsque les zonesd'appui sont des régions polygonales situées dans un plan horizontal. Pardé�nition, le corps d'un robot araignée est ponctuel, toutes les pattes sontattachées au corps du robot et peuvent atteindre des points d'appui situésà une distance inférieure à R du corps (voir Figure 2.1); plus exactement,R est la distance maximale entre un point d'appui et la projection du corpsdu robot sur le plan contenant les zones d'appui. Le robot araignée doitêtre pourvu d'au moins quatre pattes, trois pour la stabilité statique et unequatrième pour permettre un déplacement des pattes. Rajouter des pattessupplémentaires au robot n'a aucune in�uence sur le problème car toutes lespattes sont attachées au même point.Remarquons qu'en pratique, les pattes d'un robot ne sont pas toutesattachées au même point. Cela dit, considérer toutes les pattes attachées aumême point ne constitue pas forcément un acte de simpli�cation abusif : lerobot Ambler développé à l'université de Carnegie Mellon [JW89] est un bonexemple de robot araignée, en e�et, toutes les pattes sont attachées sur unmême axe vertical.Nous rappelons fort succinctement l'algorithme proposé par J-D. Boisson-nat, O. Devillers, L. Donati et F. Preparata [BDDP95]. Le robot considéré estun robot araignée et les zones d'appui autorisées pour les pattes constituent



1.2. CONTRIBUTION 119un ensemble discret de points du plan fs1; : : : ; sng. L'algorithme est basésur le calcul de l'espace libre du robot, c'est-à-dire l'ensemble des placementsstables du robot. Nous notons F l'espace libre du robot araignée et A l'ar-rangement des cercles de rayon R centrés en les si (voir �gure 2.2). Pour toutplacement du robot dans une cellule � de A, l'ensemble des points d'appuiaccessibles par le robot est invariant. La région de � incluse dans F est doncexactement l'intersection de � avec l'enveloppe convexe des points d'appuiaccessibles par le robot depuis �. Notons que l'on montre ainsi que le bord del'espace libre est constitué d'arcs de cercles de l'arrangementA et de segmentsportés par les droites sisj (i 6= j). L'algorithme décrit dans [BDDP95] estbasé sur cette idée. De plus, en utilisant une structure de données sophistiquéepermettant le maintien "hors ligne" d'enveloppes convexes, la complexité entemps de l'algorithme est O(jAj logn) où jAj désigne la taille combinatoirede A. Les auteurs montrent, de plus, que jFj = �(jAj). La taille de A estquadratique dans le cas le pire mais si k représente la densité des pointsd'appui c'est-à-dire le nombre maximal de disques de rayon R centrés en lessi pouvant recouvrir un point du plan, alors jAj = O(kn) (voir [Sha91]).Donc, pour des points d'appui clairsemés dans le plan k = O(1) et jFj estlinéairement dépendant du nombre de points d'appui. Les auteurs résolventégalement le problème du déplacement des pattes lors du suivi d'une trajec-toire par le corps du robot; nous décrivons dans la section 1.3 cet algorithmeen montrant qu'il se généralise dans le cas où les zones d'appui ne sont pasponctuelles.Remarquons que l'algorithme de calcul de l'espace libre ne se généralisepas pour des zones d'appui autres que des points. En e�et, pour des zonesd'appui non ponctuelles, une généralisation naturelle de l'algorithme consisteà regarder l'arrangement des bords des zones d'appui agrandies de R. Demême que précédemment, pour tout placement du robot dans une cellulede cet arrangement, la liste des zones d'appui accessibles par le robot estinvariante. Cependant, du fait que les zones d'appui ne sont plus ponctuelles,l'ensemble des points d'appui accessibles par le robot n'est pas invariant pourtout placement du robot dans une cellule de l'arrangement. La condition destabilité ne peut donc pas s'exprimer par le calcul d'une unique enveloppeconvexe par cellule de cet arrangement.1.2 ContributionNous présentons un algorithme de plani�cation de trajectoires pour unrobot araignée lorsque les zones d'appui autorisées pour le robot sont desrégions polygonales. Nous abordons le problème de la plani�cation de trajec-



120 CHAPITRE 1. ROBOTS À PATTEStoires par le calcul de l'espace libre F du robot araignée. Dès lors que l'espacelibre est calculé, déterminer une trajectoire pour le corps du robot revient àtrouver une trajectoire pour un point dans l'espace libre. Nous montrons àla section 1.3 que l'algorithme présenté dans [BDDP95] traitant du déplace-ment des pattes lorsque le corps du robot suit une trajectoire pré-calculée, segénéralise aisément lorsque les zones d'appui sont des régions polygonales.L'originalité de l'algorithme que nous présentons provient du lien quenous avons établi entre le problème de plani�cation de trajectoires pour unrobot araignée et le problème de plani�cation de trajectoires d'un robot dela forme d'un demi-disque se déplaçant en translation et rotation. Dans lasuite un robot en forme de demi-disque sera appelé robot demi-disque. Plusprécisément, le calcul de l'espace libre (dans IR2) du robot araignée lorsqueles zones d'appui constituent un ensemble de régions s1; : : : ; sn se déduit ducalcul de l'espace libre (dans IR2 � S1) d'un robot demi-disque se dépla-çant en translation et rotation parmi les si considérés comme obstacles. Uneautre particularité de notre algorithme réside dans la méthode de calcul del'espace libre du robot demi-disque se déplaçant en translation et rotation.Nous utilisons un algorithme de calcul d'enveloppe "inférieure" de courbespour des courbes dé�nies sur le tore S1 � S1. Cette pratique étant en soinon triviale car la notion d'enveloppe inférieure n'a pas, a priori, de senspour des courbes dé�nies sur un tore. Dans la suite le lecteur pourra peutêtre s'étonner de ne pas nous voir calculer précisément tout l'espace libre durobot demi-disque. En e�et, nous ne calculons que la partie de l'espace libredu robot demi-disque qui nous intéresse pour le calcul du bord de l'espacelibre du robot araignée. Cela dit le lecteur pourra se convaincre que le calculde tout l'espace libre du robot demi-disque se déduit facilement de la partieque nous allons calculer.Lorsque les zones d'appui autorisées pour les pattes constituent un en-semble de n points dans le plan fs1; : : : ; sng, l'algorithme proposé, bien quenécessitant un calcul d'espace libre en dimension trois est d'une complexitépresque optimale : l'algorithme est d'une complexité en temps O(jAj logn)et en espace mémoire O(jAj�(n)) où �(n) est la pseudo inverse de la fonc-tion d'Ackerman 1 et A est l'arrangement des cercles de rayon R centrés enles si. Comme cela a été montré dans [BDDP95], la taille de F est �(jAj).Ces travaux ont fait l'objet d'une communication à la conférence IEEE Ro-botics and Automation en 1994 [BDL94a]. Comparé à l'algorithme décritdans [BDDP95], notre algorithme est plus simple, présente la même com-plexité en temps et une complexité en espace mémoire très légèrement moinsperformante. Cependant, contrairement à l'algorithme décrit dans [BDDP95]1. �(n) � 3 pour toute valeur de n envisageable en pratique.



1.3. DÉPLACEMENT DES PATTES 121notre algorithme se généralise parfaitement pour des zones d'appui quel-conques.Lorsque les zones d'appui autorisées pour les pattes constituent un en-semble de polygones (soit n le nombre total d'arêtes des polygones), notre al-gorithme calcule l'espace libre F du robot araignée en temps O(jAej�8(n) logn)et en espace mémoire O(jAej�8(n)) où n�k(n) = �k(n) est une fonctionpresque linéaire : �k(n) est la longueur maximale d'une suite de Davenport-Schinzel d'ordre k sur un alphabet de n lettres (notons que �(n) = �3(n));Aeest l'arrangement des bords des zones d'appui agrandies de R. L'arrangementAe est au pire quadratique. La complexité de l'algorithme peut être améliorée,en e�et, le terme �8(n) apparaissant dans la complexité n'est pas optimal :ce terme apparaît lors du calcul de l'enveloppe inférieure de n courbes secoupant deux à deux au plus six fois (voir proposition 2.34); cependant, cenombre maximal d'intersections n'est pas une borne �ne et une analyse plusapprofondie permettrait de réduire à quatre ce nombre maximal d'intersec-tions. Cette analyse ramènerait à O(jAej�6(n) logn) la complexité en tempsde l'algorithme; cela dit, cette analyse est longue, déplaisante et ma foi guèreproductive.Notre approche montre que la taille de l'espace libre F est O(jAj�(n))lorsque les zones appui sont n points. Cette borne n'est pas �ne car, commeon l'a vu, jFj = �(jAj). La question se pose donc de savoir si O(jAej) estune borne supérieure pour la taille de F .Nous présentons au chapitre suivant l'article, dont une version résumée aété publié auWorkshop on the Algorithmic Foundations of Robotics [BDL94b],décrivant l'algorithme de calcul de l'espace libre lorsque les zones d'appuiconstituent un ensemble discret de points dans le plan et sa généralisationlorsque les zones d'appui sont des régions polygonales.1.3 Déplacement des pattesUne fois l'espace libre F calculé, plani�er des trajectoires pour le corpsdu robot araignée ne pose aucun problème. Comme nous l'avons mentionnédans l'introduction, l'algorithme présenté dans [BDDP92] pour le calcul deF lorsque les zones d'appui sont ponctuelles ne se généralise pas pour deszones d'appui non ponctuelles. Cependant, l'algorithme de plani�cation dumouvement des pattes se généralise bien. L'idée générale de l'algorithme estla suivante : considérons une trajectoire C dans l'espace libre F ainsi qu'uneposition initiale des pattes du robot; lors du suivi de la trajectoire par lecorps du robot, un certain nombre de positions critiques apparaissent, soitlorsque le robot arrive en limite de stabilité, soit lorsque l'une de ses pattes



122 CHAPITRE 1. ROBOTS À PATTESarrive en limite d'extensibilité; pour chacune de ces positions critiques, oncalcule l'ensemble des points d'appui accessibles par le robot, puis on poseune patte libre dans la direction du mouvement et en�n, on retire la patteadéquate. Plus précisément, si le robot arrive en limite de stabilité, on calculele point d'intersection I entre la trajectoire et l'enveloppe convexe des pointsd'appui accessibles par le robot; puis on place une patte libre du robot surle premier point d'appui autorisé rencontré en parcourant cette enveloppeconvexe à partir de I (le sens de parcours importe peu). Le problème estplus délicat lorsque le robot arrive en limite d'extensibilité de l'une de sespattes. Soit G le corps ponctuel du robot (plus exactement G est la projectiondu corps du robot sur le plan des points d'appui). Soit p1 le point d'appuicorrespondant à la patte en extension maximale et, p2 et p3 les deux autrespoints d'appui. Deux cas de �gures sont à considérer. Supposons qu'il existeun point d'appui accessible p 6= p1 tel que G soit contenu dans le triangle(p; p2; p3). Alors, le robot peut avancer en posant une patte libre en p eten enlevant sa patte en p1. Dans le cas contraire, il n'existe pas de pointd'appui accessible dans la région E1 de la �gure 1.1. Considérons l'ensemble
p3p1 G

p
q p2E1 E3

E2Fig. 1.1 � Problème du déplacement des pattes lorsque celle posée en p1 esten limite d'extensionP des points d'appui accessibles depuis G. Par hypothèse, le corps du robotpeut suivre la courbe C, donc l'enveloppe convexe de P n p1 contient G. Deplus, comme p2 appartient à cette enveloppe convexe, il existe deux pointsp et q dans cette enveloppe convexe tels que le triangle (p2; p; q) contienneG. Ni p ni q n'appartiennent à E1 donc l'un de ces points est situé dans larégion E2 de la �gure 1.1 et l'autre dans la région E3. Supposons, sans pertede généralité, que q 2 E2 et p 2 E3. Le point G appartient alors au trianglep1p2p (et également au triangle p1p3q). Le mouvement des pattes du robot



1.4. ROBOTS POLYGONAUX À PATTES 123est alors le suivant : le robot pose sa patte libre en p et enlève celle en p3; puisil pose sa patte libre en q ce qui lui permet d'enlever celle en p1. Le robotpeut alors poursuivre sa trajectoire jusqu'au prochain point critique.L'étude de la complexité de cet algorithme dans [BDDP92] n'est parcontre pas généralisable. La cause en est la suivante : si l'ensemble des zonesd'appui est réduit à un unique carré arbitrairement grand, le nombre dedéplacement des pattes entre deux positions (dans ce carré) est égalementarbitrairement grand. Donc, la complexité du déplacement des pattes n'estpas uniquement reliée à la complexité des zones d'appui mais également à lalongueur de la trajectoire du corps du robot.1.4 Robots polygonaux à pattesJusqu'à présent, nous avons restreint l'étude des robots à pattes aux ro-bots araignée. Notre approche se généralise-t-elle aux robots n'ayant pastoutes leurs pattes attachées au même point? Avant de répondre à cettequestion nous allons voir comment l'approche utilisée dans [BDDP92] peutse généraliser.Soit un robot dont le corps est polygonal et tel qu'une patte soit atta-chée à chaque sommet du polygone. Pour simpli�er la présentation, nousconsidérerons un robot dont le corps est rectangulaire. De même que précé-demment, nous considérons que chaque patte à une extensibilité maximaleR; plus précisément, R est la distance maximale entre la projection (sur leplan des points d'appui) du point d'attache d'une patte et son point d'ap-pui. Soit G la projection sur le plan des points d'appui du point de référencedu robot situé à l'intersection des diagonales du rectangle. Nous restreignonsnotre étude au problème de plani�cation de trajectoires du corps du robot entranslation uniquement et lorsque les zones d'appui constituent un ensemblediscret de points du plan fs1; : : : ; sng.Introduisons tout d'abord quelques notations. Soient A1, A2, A3 et A4les quatre points d'attache des pattes et ~Ui = ��!AiG pour i 2 f1; : : : ; 4g (voir�gure 1.2). Soit A l'arrangement des cercles de rayon R centrés en les si etAi (i 2 f1; : : : ; 4g) le translaté de A par ~Ui.La i-ème patte (c'est-à-dire la patte attachée en Ai) peut se poser enun point sj si et seulement si G est contenu dans le translaté par ~Ui dudisque de rayon R centré en sj (voir �gure 1.2). Donc, l'ensemble des pointsd'appui accessibles par la i-ème patte est invariant lorsque G appartient àune cellule de l'arrangement Ai. Plus généralement, l'ensemble des pointsd'appui accessibles par chaque patte est invariant lorsque G appartient à unecellule de l'union des arrangements A1, A2, A3 et A4. Soit A4 l'union de ces
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A1 A2

A3 A4~U4
~U2~U1~U3 G

sj
sj + ~U1
R

Fig. 1.2 � Robot rectangulaire à pattesarrangements.Quelle est l'ensemble des points d'une cellule � de l'arrangement A4 pourlesquels il existe des points d'appui accessibles assurant la stabilité du pla-cemment? Un placement du robot est stable si et seulement si il existe troispoints d'appui accessibles par trois pattes distincts tels que G appartienneau triangle formé par ces trois points. Soit Si (i 2 f1; : : : ; 4g) l'ensemble despoints d'appui accessibles par la i-ème patte lorsque G 2 � et attribuons auxpoints de Si la couleur i. Alors, il existe un placement stable des pattes enun point de � si et seulement si G appartient à un triangle tricolore 2 formédes points de S4 = [1�i�4Si.Donc, dans une cellule � de A4, l'ensemble des placements stables pourle robot est l'union des triangles tricolores de sommets pris dans S4. Pourun ensemble de n points coloriés avec une couleur parmi k � 3 couleurs,un algorithme de calcul de l'union des triangles tricolores en temps optimalO(n logn) est présenté dans [BDP91].Calculer l'espace libre du robot à pattes peut alors se résumer à :� Calculer l'arrangement A4.� Pour chaque cellule � de l'arrangement, colorier de couleurs di�érentesles points accessibles par chaque patte. Calculer l'union des triangles2. Un triangle tricolore est un triangle dont les sommets ont des couleurs distinctes.



1.4. ROBOTS POLYGONAUX À PATTES 125tricolores et calculer l'intersection avec la cellule �.Ainsi décrit, cet algorithme a une complexité en temps de O(n3 log n). Ilserait bien sûr judicieux de calculer dynamiquement les unions de trianglestricolores pour ne pas recalculer entierement l'union des triangles pour chaquecellule de l'arrangement. Malheureusement, l'algorithme décrit dans [BDP91]ne se dynamise pas, ne serait ce que pour un maintien "hors ligne".Nous venons de voir comment peut se généraliser l'algorithme présentédans [BDP91] pour des robot à pattes relativement génériques. L'approcheque nous avons suivie pour les robots araignée, qui consiste à augmenter ladimension du problème et à calculer l'espace libre d'un robot holonome entranslation et rotation parmi des obstacles ne semble pas se généraliser pourdes robots à pattes n'ayant pas toutes leurs pattes attachées au même point.D'autres extensions restent encore à étudier, en particulier :� Le cas du robot segment (i.e. le corps du robot est un segment aux ex-trémités duquel plusieurs pattes sont attachées) présente-il des simpli-�cations signi�catives par rapport au robot à pattes polygonal? Notonsqu'un tel robot a été construit a l'université de Carnegie Mellon [KS92].� Qu'advient-il lorsque les zones d'appui ne sont plus situées dans unplan horizontal mais sur une surface polyédrique?





127
Chapitre 2Motion Planning of LeggedRobots(Une version résumée de ce chapitre a été publiée dans les Proceedings ofthe 1st Workshop on the Algorithmic Foundations of Robotics [BDL94b])AbstractWe study the problem of computing the free space F of a simplelegged robot called the spider robot. The body of this robot isa single point and the legs are attached to the body. The robotis subject to two constraints: each leg has a maximal extensionR (accessibility constraint) and the body of the robot must lieabove the convex hull of its feet (stability constraint). Moreover,the robot can only put its feet on some regions, called the foo-thold regions. The free space F is the set of positions of the bodyof the robot such that there exists a set of accessible footholdsfor which the robot is stable. We present an e�cient algorithmthat computes F in O(n2 logn) time and O(n2�(n)) space forpoint footholds where �(n) is an extremely slowly growing func-tion (�(n) � 3 for any practical value of n). We also present analgorithm to compute F when the foothold regions are pairwisedisjoint polygons with n edges in total. This algorithm computesF in O(n2�8(n) log n) time using O(n2�8(n)) space (�8(n) is alsoan extremely slowly growing function). These results are close tooptimal since 
(n2) is a lower bound for the size of F .



128 CHAPITRE 2. MOTION PLANNING OF LEGGED ROBOTSSpider robot authorizedfootholdgroundFig. 2.1 � The spider robot.2.1 IntroductionAlthough legged robots have already been studied in robotics [RR84,RR90], only a very few papers consider the motion planning problem amidstobstacles [HNKU84, HK91, BDDP95]. In [HNKU84, HK91] some heuristicapproaches are described while, in [BDDP95] e�cient and provably correctgeometric algorithms are described for a restricted type of legged robots, theso-called spider robots to be de�ned precisely below, and for �nite sets ofpoint footholds.Compared to the classic piano movers problem, legged robots introducenew types of constraints. We assume that the environment consists of regionsin the plane, called foothold regions, where the robot can safely put its legs.Then the legged robot must satisfy two di�erent constraints: the accessibilityand the stability constraints. A foothold is said accessible to a placement(position of the body of the robot) if it can be reached by a leg of the robot.A placement is called stable if there exist accessible footholds and if the centerof mass of the robot lies above the convex hull of these accessible footholds.The set of stable placements is clearly the relevant information for planningthe motion of a legged robot: we call this set the free space of the leggedrobot. A legged robot has at least four legs, three legs ensure the stability ofa placement and a fourth leg permits the motion of the robot.A �rst simple instance of a legged robot is the spider robot. The spiderrobot has been inspired by the Ambler, developed at Carnegie Mellon Uni-versity [JW89]. The body of the spider robot is a single point: all its legsare attached to the body and can reach any foothold at distance less thana constant R from the body (see Figure 2.1). The problem of planning themotion of a spider robot in an environment of point footholds has alreadybeen studied by Boissonnat et al. [BDDP95]. However their method assumesthat the set of footholds is a �nite set of points and cannot be generalizedto more complex environments. This paper proposes a new method to com-pute the free space of a spider robot based on a transformation between thisproblem and the problem of moving a half-disk amidst obstacles. The algo-



2.2. NOTATION AND PREVIOUS RESULTS 129rithm is simpler than the one described in [BDDP95] and the method canbe extended to the case of polygonal foothold regions. Once the free spacehas been computed, it can be used to �nd trajectories and sequences of legsassignments as described in [BDDP95].The paper is organized as follows: some notations and results of [BDDP95]are recalled in the next section. Section 2.3 shows the transformation bet-ween the spider robot problem and the half-disk problem. We present inSection 2.4 an algorithm that computes the free space of a spider robot forpoint footholds. Section 2.5 shows how the algorithm can be extended topolygonal foothold regions.2.2 Notations and previous resultsWe introduce some notations. In Sections 2, 3 and 4, S is a discrete setof distinct point footholds fs1; : : : ; sng in the Euclidean plane. G denotes thebody of the robot and R is the maximal length of each leg attached to G. Forconvenience and without loss of generality, we assume that G belongs to theplane containing the footholds (G can be seen as the orthogonal projectionof the body of the robot onto the plane containing the footholds). The freespace F is the set of all stable placements. A placement is said at the limit ofstability if it lies on the boundary of the convex hull of the accessible pointfootholds. Notice that F is a closed set and contains the placements at thelimit of stability. Let �(F) denote the boundary of F and Ci denote the circleof radius R centered at si.A is the arrangement of the circles Ci for 1 � i � n,i.e. the subdivision of the plane induced by the circles. This arrangement playsan important role in our problem and we will express the complexity resultsin term of jAj, the size of A. In the worst-case, jAj = �(n2) but if k denotesthe maximum number of disks D(si; R) that can cover a point of the plane,it can be shown that jAj = O(kn) [Sha91]. Clearly k is not larger than nand in case of sparse footholds jAj may be linearly related to the number offootholds. Let S1 = IR=2�ZZ. Let CH(E) denote the convex hull of a set E ,compl(E) the complementary set of E and int(E) the interior of E . We sayin the sequel that two objects properly intersect if and only if their relativeinteriors intersect.The algorithm described in [BDDP95] is based on the following observa-tion: in a cell � of A, the set of footholds that can be reached by the robotis �xed; the portion of � that belongs to F is exactly the intersection of �with the convex hull of the footholds that can be reached from �. Therefore,the edges of �(F) are either circular arcs belonging to A or portions of linesegments joining two footholds; moreover a vertex of �(F) incident to two



130 CHAPITRE 2. MOTION PLANNING OF LEGGED ROBOTSstraight line edges is a foothold (see Figure 2.2). The complexity of F hasbeen proved to be jFj = �(jAj) [BDDP95].
s14 s12

s2s4 s5s6 s7 s9s10s11 s13
s1 s3 s8

Fig. 2.2 � An example of the free space of a spider robot.The algorithm presented in [BDDP95] computes the free space F inO(jAj logn) time. It uses sophisticated data structures allowing the o�-linemaintenance of convex hulls.The algorithm described in this paper has the same time complexity, usessimple data structures and can be extended to the case where the set S offootholds is a set of polygonal regions and not simply a set of points. Forsimplicity, we consider �rst the case of point footholds and postpone thediscussion on polygonal footholds to Section 2.5.General position assumptionTo simplify the presentation of this paper, we make some general positionassumptions.No two footholds lie at distance exactly 2R. This hypothesis is not reallyrestrictive. Indeed, if the robot uses two such footholds, it is at the midle ofthe two footholds and cannot move.No three footholds have a circumscribing circle of radius R. Such a con�-guration will be relevant only for a placement of the robot at the center ofthe circle and the robot cannot move using such a position for its legs.



2.3. FROM SPIDER ROBOTS TO HALF-DISK ROBOTS 131We also assume that the line joining two footholds is not exactly at dis-tance R from another foothold. This hypothesis forbids the boundary of Fto contain edges that degenerate into points.All these hypotheses concern some special points of F , isolated points orsingular points on its boundary, and can be removed by a careful analysis.2.3 From spider robots to half-disk robotsIn this section, we establish the connection between the free space of thespider robot and the free space of a half-disk robot moving by translationand rotation amidst n point obstacles.Theorem 2.1 The spider robot does not admit a stable placement at pointP if and only if there exists a half-disk (of radius R) centered at P that doesnot contain any foothold of S (see Figure 2.3).Proof: A placement of the spider robot is not stable if and only if the convexhull of all the reachable footholds does not contain the body G of the robot.That is equivalent to: there exists a closed half-disk of radius R centered atG which does not contain any foothold (see Figure 2.3). 2
P

Fig. 2.3 � A placement which is not stable.De�nition 2.2 Let HD(P; �) be the half-disk of radius R centered at P (seeFigure 2.4) de�ned by:( (x� xP )2 + (y � yP )2 � R2(x� xP ) sin � � (y � yP ) cos � � 0



132 CHAPITRE 2. MOTION PLANNING OF LEGGED ROBOTS
xx0 PR �

Fig. 2.4 � HD(P; �).De�nition 2.3 8si 2 S (1 � i � n) let us de�ne:Hi = f(P; �) 2 IR2 � S1 = P 2 HD(si; �)gH = n[i=1HiCi = Ci � S1Hi will be called the helicoidal volume centered at si (see Figure 2.5).Notice the typographical distinction between the circle Ci de�ned in IR2 andthe torus Ci de�ned in IR2�S1. For convenience, we will often identify S1 andthe interval [0; 2�] of IR . This allows to draw objects of IR2 � S1 in IR3 andto speak of the �-axis. ��0 denote the "plane" f(P; �) 2 IR2 � S1 = � = �0g.De�nition 2.4 We de�ne the free space L of a half-disk robot moving bytranslation and rotation amidst the set of obstacles S as the set of (P; �) 2IR2�S1 such that the half-disk HD(P; �+�) and S have an empty intersec-tion.Proposition 2.5 L = compl(H).Proof: 8� 2 S1, the set L\�� is the free space of the half disk HD(P; �+�)moving by translation only, amidst the obstacle s1; : : : ; sn. Thus, L\�� is thecomplementary set of the union of the n Minkowski's sums si 	HD(O; � +�) = HD(si; �) where O is the origin of the reference frame. Therefore, wehave: 8� 2 S1 L \ �� = compl( [1�i�nHD(si; �))and De�nition 2.3 yields the result. 2Let p==� denote the mapping (called �orthogonal projection�): IR2�S1 �!IR2; (P; �) 7! P .Theorem 2.6 F = compl(p==�(compl(H)))
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Fig. 2.5 � Helicoidal volume Hi.Proof: According to Theorem 2.1 and De�nitions 2.2 and 2.4,F = compl(p==�(L)). The result then follows from Proposition 2.5. 2Remark 2.7 compl(p==�(compl(H)))� S1 is the largest "cylinder" includedin H, whose axis is parallel to the �-axis (see Figure 2.6). The basis of thiscylinder is F .Remark 2.8 Among the previously de�ned objects, notice which one areclosed or open sets. HD(si; �) and Hi are closed by de�nition, H is closed(union of closed sets), L is open (complementary of H), compl(F) is open(projection of L) and F is closed (complementary of compl(F)).Remark 2.9 The results of this section do not depend on the fact that thefootholds are points. For more general foothold regions, we simply need to
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0

�2� E
compl(p==�(compl(E)))Fig. 2.6 � compl(p==�(compl(E))).replace the helicoidal volumes by their analogs. This will be done in Section2.5.

2.4 Computation of FIn this section, we propose an algorithm to compute F based on Theorem2.6.A �rst attempt to use Theorem 2.6 may consist in computing L and toproject its complementary on to the horizontal plane. The motion planningof a convex polygonal robot in a polygonal environment has been extensivelystudied (see for example [KS90, KST97]). Such algorithms can be generalizedto plan the motion of a half-disk. It should lead to an algorithm of complexityO(n�s(n) log n), where �s(n) is an almost linear function of n. The projectioncan be done using classical techniques, such as projecting all the faces of Land computing their union. Since the complexity of the 3D object L is notdirectly related to the complexity of its projection, this approach do notprovide a combinatorial bound on F . However, assuming jFj = O(�s(jAj))(which will be proved in this paper) the time complexity the algortihm ofKedem et al. is O(n�s(n) logn + �s(jAj) log2 n).



2.4. COMPUTATION OF F 135In this paper, we present a direct computation of F . This approach pro-vides an upper bound on the size of F , namely jFj = O(�s(jAj)). It alsoprovides an algorithm to compute F in O(�s(jAj) logn) time. As in [SS87]and contrary to [KST97], the algorithm proposed here is sensitive to jAjwhich is usually less than quadratic. Another advantage of our direct com-putation, is to avoid the explicit construction of the 3D object L which isuseless for our application. Our algorithm manipulates only two dimensionalarrangements or lower envelopes and we provide a detailed description of thecurves involved in the construction.Let us now detail the computation of F in the case of point footholds.We know that each arc of the boundary �(F) of F is either a straight linesegment belonging to a line joining two footholds or an arc of a circle Ci (seeSection 2.2). The circular arcs �(F) \ Ci are computed �rst (Sections 2.4.1,2.4.2 and 2.4.3) and linked together with the line segments in a second step(Sections 2.4.4 and 2.4.5).2.4.1 Computation of �(F) \AWe compute the contribution of each circle Ci0 , i0 = 1; : : : ; n, to �(F) inturn. Ci0 is the torus Ci0�S1. We assume that Ci0 is parameterized by u andCi0 by (u; �).Since F is a closed set, the contribution of Ci0 to �(F) is the di�erencebetween the contribution of Ci0 to F and the contribution of Ci0 to theinterior of F . According to Theorem 2.6, F \ Ci0 = compl(p==�(compl(H \Ci0))) and in general position int(F)\Ci0 = compl(p==�(compl(int(H)\Ci0))).Let Zi denote Hi\Ci0 (see Figure 2.7). Clearly, H\Ci0 = [iZi. On the otherhand, int(H) \ Ci0 = int([i6=i0Zi). Indeed, int(Hi0) \ Ci0 = ; and, accordingto the general position assumption, for i 6= i0, int(Hi)\Ci0 = int(Zi) (noticethat int(Hi) is the interior of Hi in IR2�S1 but int(Zi) denotes the interiorof Zi in S1 � S1). It follows that F \ Ci0 = compl(p==�(compl([iZi))) andint(F) \ Ci0 = int(compl(p==�(compl([i6=i0Zi)))). Therefore,�(F) \ Ci0 = compl(p==�(compl([iZi))) n int(compl(p==�(compl([i6=i0Zi)))):Thus, the contribution of Ci0 to �(F) comes from the computation of [iZiand [i6=i0Zi.Geometrically, compl(p==�(compl([iZi))) is the orthogonal projection ofthe largest vertical strip �i0 included in [iZi. Similarly, compl(p==�(compl([i6=i0Zi))) is the projection, along a direction parallel to the �-axis, of thelargest vertical strip �0i0 included in [i6=i0Zi. Thus, �(F)\Ci0 is the verticalprojection onto Ci0 of the vertical strip �i0 n int(�0i0) (see Figure 2.8).
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Fig. 2.7 � Intersection of Hi with Ci0 for ksi0sik = p2R and 6 (~x;��!si0si) =�2 = �=2.
In order to compute F e�ciently, we need to compute the union of theregions Zi e�ciently. More precisely, we will show that the union of theregions Zi can be computed in O(ki0 log ki0) time where ki0 is the number ofhelicoidal volumes Hi intersecting Ci0 .This is possible because the Zi have a special shape that allows to reducethe computation of their union to the computation of a small number oflower envelopes of curves drawn on Ci0 with the property that two of themintersect at most once. The geometric properties of the Zi are discussed inSection 2.4.2 and, in Section 2.4.3, we present and analyze the algorithm forconstructing �(F) \ Ci0.
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Z3
Z1Z2

:�i0 :�0i0
Zi0

�i0 �0i0 � = u+ �2 � = u� �2Z1

Fig. 2.8 � Contribution of Ci0 to �(F) (0 < ks1si0k < R, R � ks2si0k <p2R, p2R � ks3si0k < 2R).2.4.2 Properties of the ZiWe study here the regions Zi = Hi \ Ci0 . For convenience, we will usethe vocabulary of the plane when describing objects on the torus Ci0 . Forinstance, the curve drawn on the torus Ci0 with equationa � + b u+ c = 0will be called a line. The line u = u0 will be called vertical and orientedaccording to increasing �. Lower and upper will refer to this orientation. Thediscussion below considers only non empty regions Zi.We introduce here a few notations. Let HCi(�) be the half-circle of theboundary of HD(si; �), i.e. HCi(�) = Ci \HD(si; �). Let ri(�) be the radiusof Ci that makes an angle � with the x-axis, i.e. ri(�) = fsi+�~u� = � 2 [0; R]gwhere ~u� is the unit vector whose polar angle is �. The boundary of Hi is



138 CHAPITRE 2. MOTION PLANNING OF LEGGED ROBOTScomposed of the three following patches:Ti = f(HCi(�); �) 2 IR2 � S1gR+i = f(ri(�); �) 2 IR2 � S1gR�i = f(ri(� + �); �) 2 IR2 � S1gProposition 2.10 The region Zi0 is the subset of Ci0 de�ned by f(u; �) 2S1 � S1 = � � u � � + �g and shown in dark grey in Figure 2.7.Proof: For any �0 2 S1 the intersection between Hi0 and the "plane"f(P; �) 2 IR2 � S1 = � = �0g is the half-disk HD(si0; �0). 2Proposition 2.11 For i 6= i0, Zi is a connected region bounded by two ver-tical line segments of length �, and two curved edges �+i and ��i that aretranslated copies of one another. Speci�cally �+i = ��i + (0; 0; �).Proof: Consider the two points of intersection between the circles Ci0 andCi (i 6= i0). Let u = �1 and u = �3 be the parameters of these two pointsusing the natural parameterization of Ci0 (see Figure 2.9). The half circleHCi(�) intersects Ci0 at u = �3 (resp. at u = �1) for � 2 [�1; �1 + �] (resp.for � 2 [�3; �3 + �]) (see Figure 2.9). Hence, Ti \ Ci0 consists of the twovertical line segments of length � f(u; �) 2 f�3g � [�1; �1 + �]g and f(u; �) 2f�1g � [�3; �3 + �]g (see Figure 2.7).On the other hand, the de�nitions of R+i and R�i clearly yield that R+i =R�i + (0; 0; �). Therefore, the two curved edges ��i = R�i \ Ci0 and �+i =R+i \ Ci0 are translated copies of one another (see Figure 2.7). 2When not necessary, we will not specify which one of �+i or ��i (resp. R+ior R�i ) is considered, and we will simply use the notation �i (resp. Ri). Inaddition to the previous notations, �0i or �ji will denote a portion of �i.Proposition 2.12 Let �0i and �0j be some connected portions of �i and �jrespectively. If �0i or �0j is the graph of a function of � and if this functionis de�ned over a �-interval smaller than �, then �0i and �0j intersect at mostonce.Proof: Let (uI; �I) be a point of intersection between �0i and �0j and I bethe point of the circle Ci0 with parameter uI . Since �0i is a portion of theintersection between Ci0 and Ri, I is a point of intersection between Ci0 andthe diameter of HD(si; �I). Therefore, the line passing through si and I hasslope �I .By applying the same argument to �0j, we obtain that si and sj belong tothe same straight line of slope �I . Therefore, if �0i and �0j intersect twice, at
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�1�2�3 si �1

xCi
Ci0si0

Fig. 2.9 � De�nition of �1; �2 and �3 (0 < ksi0sik < 2R).(uI; �I) and (uJ ; �J), then �I = �J [�]. If �0i or �0j is de�ned over a �-intervalsmaller than �, then �I = �J [2�]. Furthermore, if �0i or �0j is the graph of afunction of �, then (uI; �I) and (uJ ; �I) are equal. 2Proposition 2.13 If p2R � ksi0sik < 2R, �i is the graph of a function of� de�ned over a �-interval smaller than �.Proof: If p2R � ksi0sik < 2R, ri(�) (and also ri(� + �)) intersects Ci0in at most one point, which proves that �i is the graph of a function of �.Furthermore, the �-interval where �i is de�ned is clearly smaller than �. 2As a consequence of Propositions 2.12 and 2.13, if the distances ksi0sikand ksi0sjk belong to [p2R; 2R) , �i and �j intersect at most once.Proposition 2.14 If p2R � ksi0sik < 2R, the line � = u + �2 properlyintersects Zi. Furthermore, the lines � = u� �2 properly intersect neither �+inor ��i .Proof: Let (uP ; �P ) be a point of �i and P the point of Ci0 with parameter uP .By de�nition, uP = 6 (~x;��!si0P ) [2�] and �P = 6 (~x;�!siP ) [�] (see Figure 2.10).Let 
 = 6 (��!Psi0;�!Psi) [2�]. When p2R � ksi0sik < 2R, then 
 2 [�2 ; 3�2 ] and
 = �2 [�] only when ksi0sik = p2R and (uP ; �P ) is an endpoint of �i. Thus,if (uP ; �P ) is not an endpoint of �i, �P � uP 6= �2 [�] because �P � uP = 
[�].Therefore, the lines � = u � �2 intersect neither �+i nor ��i , except possiblyat their endpoints.



140 CHAPITRE 2. MOTION PLANNING OF LEGGED ROBOTSIt remains to show that the line � = u+ �2 properly intersects Zi. This fol-lows from the fact that the point of Ci0 (�2; �2+ �2 ), where �2 = 6 (~x;��!si0si) [2�],belongs to the line � = u + �2 and also to the relative interior of Zi ifR � ksi0sik < 2R (see Figures 2.7 and 2.11). 2
si0

si �P
xuP
P

Ci0
Ci

Fig. 2.10 � For the de�nition of P , uP , �P , 
.Proposition 2.15 If 0 < ksi0sik < R (resp. R � ksi0sik < p2R), �i canbe subdivided into two (resp. three) sub-curves denoted �ki , k 2 f1; 2g (resp.k 2 f1; 2; 3g), such that each piece is the graph of a function of � de�ned overa �-interval smaller than �.Proof:Case 1 : 0 < ksi0sik < R.Any radius of Ci intersects Ci0 at most once. Hence, �i is the graph of afunction of �.�i is de�ned over a �-interval greater than � but smaller than 2�. Bysplitting this interval in two equal parts, we split �i in two sub-curves �1i and�2i which are de�ned over a �-interval smaller than � (see Z1 in Figure 2.8).Case 2 : R � ksi0sik < p2R.In that case, the �-interval where ri(�) (or ri(� + �)) intersects Ci0 issmaller than �, which implies that �i is de�ned over a �-interval smaller than�. It may exist two points of intersection between ri(�) and Ci0. In order toovercome this di�culty, we split ri(�) into two segments (of �xed lengths,independently of �) as follows (see Figure 2.12). Let ri(�T ) be one of the two
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si0
si

x�2
�2 + �2(�2; �2 + �2 ) Ci

Ci0
Fig. 2.11 � Section of Hi and Ci0 by the "plane" ��2+�2 .radii of Ci that are tangent to Ci0 . Let T be the point where ri(�T ) and Ci0are tangent and T (�) the point of ri(�) which is identical to T when � = �T .Cutting ri(�) at T (�) de�nes two sub-radii r0i(�) and r00i (�) that intersect Ci0in at most one point each; without loss of generality, let r00i (�) denote thesub-radius not connected to si. We de�neR0+i = f(r0i(�); �)g R0�i = f(r0i(� + �); �)gR00+i = f(r00i (�); �)g R00�i = f(r00i (� + �); �)gThe intersection of R0i (i.e. R0+i or R0�i ) and Ci0 consists of one continuouscurve �2i , which is the graph of a decreasing function of �. The intersectionof R00i and Ci0 consists of two continuous curves �1i and �3i , which are bothgraphs of increasing functions of � (see Z2 on Figure 2.8). 2As R0+i = R0�i + (0; 0; �) and R00+i = R00�i + (0; 0; �), �k+i and �k�i aretranslated copies of one another by vector (0; 0; �). We denote Zki the sub-region of Zi below �k+i and above �k�i .Proposition 2.16 If 0 < ksi0sik < R, the line � = u� �2 properly intersectsZ1i and Z2i . Furthermore, the lines � = u� �2 properly intersect none of theedges �1+i , �1�i , �2+i and �2�i .If R � ksi0sik < p2R, the line � = u + �2 (resp. � = u � �2 ) properlyintersects Z2i (resp. Z1i and Z3i ). Furthermore, the lines � = u� �2 properlyintersect none of the edges �1+i , �1�i , �2+i , �2�i , �3+i and �3�i .
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si0 si

Ci0
T ��Tr00i (�) r0i(�)T (�)ri(�T )

Fig. 2.12 � For the de�nition of T , T (�), r0i(�), r00i (�).Proof: The proof is similar to the proof of Proposition 2.14. Let (uP ; �P )denote a point of a curve �ki . P is the point of Ci0 with parameter uP and
 = 6 (��!Psi0;�!Psi) [2�]. We show that 
 6= �2 [�], except possibly when (uP ; �P )is an endpoint of �ki . As 
 = �P � uP [�], it follows that the lines � = u� �2intersect neither �k+i nor �k�i , except possibly at their endpoints.Case 1 : 0 < ksi0sik < R.
 2 (��2 ; �2 ) for any P 2 Ci0 . Thus, the lines � = u� �2 properly intersectneither �+i nor ��i . Therefore, the same result holds for the sub-curves �k�iof ��i . Moreover (see Figure 2.11), the point (�2; �2 � �2 ) 2 Ci0 belongs to therelative interior of Zi. Therefore, the line � = u � �2 properly intersects Zi.It follows that the line � = u� �2 properly intersects Z1i and Z2i because itproperly intersects neither �+i nor ��i .Case 2 : R � ksi0sik < p2R.Let (uP1; �P1) be the point connecting �1i and �2i , and (uP2; �P2) be thepoint connecting �2i and �3i . According to the construction of �1i , �2i and �3i ,the tangent lines to Ci0 at P1 and P2 pass through si. At most two tangentlines to Ci0 pass through si, thus P1 and P2 are the only points of Ci0 where
 = �2 [�]. Therefore, the lines � = u� �2 properly intersect neither �k�i nor�k+i (k = 1; 2; 3). At last, the points (�1; �1 � �2 ), (�2; �2 + �2 ) and (�3; �3 � �2 )of Ci0 clearly belong to the relative interior of Z1i , Z2i and Z3i respectively. 22.4.3 Construction of �(F) \ Ci0We have seen in section 2.4.1 that the contribution of a circle Ci0 to �(F)is given by the computation of [i6=i0Zi and [iZi. Propositions 2.14 and 2.16show that the set of regions Zi can be split into two subsets 
1 and 
2 as



2.4. COMPUTATION OF F 143follows. As we know, a region Zi (or Zki ) is the region below �+i (or �k+i )and above ��i (or �k�i ). For convenience, if not speci�ed, Zi (resp. �i) willdenote either Zi or Zki (resp. �i or �ki ). 
1 (resp. 
2) is the set of regionsZi, i 6= i0, such that the line � = u + �2 (resp. � = u � �2 ) intersects Zi butneither �+i nor ��i . By Propositions 2.14 and 2.16, the lines � = u � �2 donot properly intersect the curves �i. Thus, for Zi 2 
1, we can consider thecurves �+i in the domain f(u; �) 2 S1 � [u+ �2 ; u+ 3�2 ]g and the curves ��i inf(u; �) 2 S1� [u� �2 ; u+ �2 ]g. The union of the Zi 2 
1 is therefore computedas the region that lies below the upper envelope of the �+i and above thelower envelope of the ��i . We compute similarly the union of the regions of
2.Let us analyze the complexity of the above construction. The ki0 heli-coidal volumes Hi that intersect Ci0 can be found in O(ki0) amortized timeonce the Delaunay triangulation of the footholds has been computed whichcan be done in O(n logn) time [DD90, Tur91]. Since two curves �i and �jintersect each other at most once (Propositions 2.12, 2.13, 2.15) the upperand lower envelopes can be computed in O(ki0 log ki0) time and O(ki0�(ki0))space where � is the pseudo inverse of the Ackerman's function [Her89]. Theunion of 
1 and 
2 can be done in O(ki0�(ki0)) time because each envelopeis the graph of a function of u and two arcs of the two envelopes intersecteach other at most once. At this time, we have computed [i6=i0Zi.The computation of [i6=i0Zi [ Zi0 can be done as follows. Let �+i0 and ��i0denote the upper and lower edges of Zi0 . As already observed, �+i0 and ��i0 arethe line � = u and � = u� � (see Figure 2.7). We add to set 
2 the regionZi0 . The computation of [iZi can be performed, as described above, withinthe same time and space bounds because Proposition 2.12 holds if only oneof the two considered curved edges is a graph of a function of � de�ned overa �-interval smaller than �.According to Theorem 2.6, Remark 2.7 and Section 2.4.1, the contribu-tion of Ci0 to the interior of F is int(compl(p==�(compl([i6=i0Zi)))), that isthe interior of the projection onto Ci0 of the largest vertical strip �0i0 includedin [i6=i0Zi. This projection is easily computed because the curved edges of[i6=i0Zi are monotone with respect to u (see Figures 2.6, 2.8). The computa-tion of the contribution of Ci0 to the closure of F , compl(p==�(compl([iZi))),is done similarly by projecting the strip �i0 . These computations yield thecontribution of Ci0 to �(F). Clearly, this step can be done in O(ki0 log ki0)time.Moreover we label an arc of �(F) either by i if the arc belongs to thecircle Ci or by (i; j) if the arc belongs to the straight line segment [si; sj].The labels of the edges of �(F) incident to Ci0 can be found as follows,without increasing the complexity. An arc of �(F) \ Ci0 corresponds to a



144 CHAPITRE 2. MOTION PLANNING OF LEGGED ROBOTSvertical strip �i0 n�0i0 . An endpoint P of an arc is either the projection of avertical edge of the strip or the projection of a point of intersection betweentwo curved edges. In the �rst case, P is the intersection of Ci0 with some Ciand in the second case, P is the intersection of Ci0 with some line segment[si; sj]. Hence, the labels of the edges of �(F) incident to Ci0 can be found atno extra-cost during the construction.Since A is the arrangement of the circles of radius R centered at the foo-tholds,Pni0=1 ki0 = jAj. The above considerations yield the following theorem:Theorem 2.17 We can compute �(F)\A and the labels of the edges of �(F)incident to the arcs of �(F) \ A in O(jAj logn) time and O(jAj�(n)) space.2.4.4 Computation of the arcs of �(F) issued from afootholdThe previous section has shown how to compute all the vertices of F thatare incident to at least one circular arc. It remains to �nd the vertices ofF incident to two straight edges. As we have seen in Section 2.2, for anycell � of A, the convex hull of the footholds reachable from any point of �coincides with F \�. Therefore, a vertex of F incident to two straight edgesof �(F) is a foothold. Furthermore, considering a foothold si0 in a cell � ofA, si0 is a vertex of F incidents to two straight edges �(F) if and only ifsi0 is a vertex of the convex hull of the footholds reachable from si0. The k0i0footholds contained in the disk D(si0; R) can be found in O(k0i0) amortizedtime because we have already computed the Delaunay triangulation of thefootholds [DD90, Tur91]. Thus, we can decide if si0 is a vertex of the convexhull of these k0i0 footholds in O(k0i0) time and space. When si0 is a vertex ofthe convex hull, we can also �nd the two edges of the convex hull adjacentto si0 in O(k0i0) time and space. As the sum of the k0i for i 2 f1; : : : ; ng isbounded by the size of A, we obtain the following theorem:Theorem 2.18 The footholds belonging to �(F) and the labels of the arcs of�(F) issued from these footholds can be found in O(jAj) time and space.2.4.5 Construction of FTheorem 2.19 The free space of the spider robot can be computed inO(jAj logn) time and O(jAj�(n)) space.Proof: By Theorem 2.17, we have computed all the circular arcs of �(F)and the labels of the edges of �(F) incident to them. By Theorem 2.18, we



2.5. GENERALIZATION TO POLYGONAL FOOTHOLD REGIONS 145have computed all the vertices of �(F) that are incident to two straight edgesof �(F) and the label of these two edges. It remains to sort the vertices of�(F) that appear on the line segments (si; sj). We only consider the line seg-ments (si; sj) such that the corresponding label (i; j) appears during previouscomputations. Then, we sort the vertices of �(F) that belong to each suchrelevant line. Since j�(F)j = �(jAj) [BDDP95], all these sorting can be donein O(jAj logn) time. It is then an easy task to deduce a complete descriptionof �(F). 22.5 Generalization to polygonal footholdregions2.5.1 Introduction and preliminariesWe consider now the case where the set of footholds is no longer a set ofpoints but a set S of pairwise disjoint polygonal regions bounded by n linesegments e1; : : : ; en. Clearly, S is a subset of the free space F of the spiderrobot. Let Fe denote the free space of the spider robot using as footholdregions only the edges e1; : : : ; en. Suppose that the spider robot admits astable placement outside S with its feet inside some polygonal footholds;then the placement remains stable if it retracts its legs on the boundary ofthese polygonal regions. Hence, F = Fe [ S. We show how to compute Fe.As observed in Remark 2.9, all we have done in Section 2.3 remains trueif the foothold regions are line segments provided that Hi is replaced by Heithe generalized helicoidal volume de�ned by (see Figure 2.13):Hei = f(P; �) 2 IR2 � S1 = P 2 HD(s; �); s 2 eig:The helicoidal volume associated to a point site si will be, up to the end,denoted by Hsi.Similarly, we de�ne the generalized circle Cei as the set of points at dis-tance R from ei. Let Ae denote the arrangement of the n generalized circlesCe1; : : : ; Cen. Notice that jAej = �(n2).Each arc of the boundary �(Fe) of Fe is either an arc of Cei, correspon-ding to a maximal extension of one leg, or an arc corresponding to place-ments at the limit of stability of the spider robot. Similarly to what we didin Section 2.4, we compute �rst the contribution of each Cei to �(Fe) (Sec-tions 2.5.2). Thereafter, we compute the arcs of �(Fe) that correspond toplacements where the spider robot is at the limit of stability (Section 2.5.3).At last, we show how to construct Fe (and F) in Section 2.5.4.
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�ei

Fig. 2.13 � Section of Hei by the "plane" ��.2.5.2 Computation of �(Fe) \AeWe compute the contribution to �(Fe) of each generalized circles Cei inturn. We consider the contribution of Cei0 to �(Fe) for some i0 2 f1; : : : ; ng.Cei0 is composed of two half circles and two straight line segments. In order tocompute the contribution of Cei0 to �(Fe), we evaluate �rst the contributionof the half circles and then the contribution of the straight line segments.For convenience, we will not compute the contribution of the half circles to�(Fe) but the contribution of the whole circles. Similarly, we will computethe contribution of the whole straight lines supporting the line segments ofCei0 .Let si0 and s0i0 denote the two endpoints of the line segment ei0 , and letCsi0 and Cs0i0 denote the unit circles centered at si0 and s0i0 respectively. Letli0 and l0i0 denote the two straight line segments of Cei0 , and Li0 and L0i0 theirsupporting lines. We show how to compute the contributions of Csi0 and Li0to �(Fe); the contributions of Cs0i0 and L0i0 can be computed likewise.Let Csi0 = Csi0�S1 and Li0 = Li0�S1. Basically, we compute �(Fe)\Csi0and �(Fe) \ Li0 , as explained in Section 2.4.1, by computing [i(Hei \ Csi0 ),[i6=i0(Hei\Csi0 ), [i(Hei\Li0) and [i6=i0(Hei\Li0). The properties of the newregions Zei = Hei\Csi0 and Yei = Hei\Li0 are di�erent though similar to theproperties of Zsi = Hsi \ Csi0 described in Section 2.4.2. The analysis of Zeiand Yei are subdivided into two parts: �rst, we consider the lineDi supportingei and we examine the regions ZDi = HDi \ Csi0 and YDi = HDi \ Li0 whereHDi is the generalized helicoidal volume induced by Di:HDi = f(P; �) 2 IR2 � S1 = P 2 HD(s; �); s 2 Dig:Then, we deduce Zei (resp. Yei) from ZDi , Zsi and Zs0i (resp. YDi, Ysi =Hsi \Li0 and Ys0i) where si and s0i are the two endpoints of ei. Thereafter, we



2.5. GENERALIZATION TO POLYGONAL FOOTHOLD REGIONS 147compute the contribution of Cei0 to �(Fe) in a way similar to what we did inSection 2.4.3. The following theorem sums up these results :Theorem 2.20 We can compute �(Fe) \ Ae and the labels of the edges of�(Fe) incident to the arcs of �(Fe) \ Ae in O(jAej�7(n) log n) time andO(jAej�8(n)) space.The proof of this theorem is detailed in Appendix A.2.5.3 Arcs of �(Fe) corresponding to the placementswhere the spider robot is at the limit of stabilityWe now have to compute the edges of Fe that do not belong to Ae. Thearcs of �(Fe) \ Ae correspond to placements at the limit of accessibility ofthe spider robot, and reciprocally. Thus, other edges of Fe correspond toplacements at the limit of stability of the spider robot. We denote by Sethe set of those edges. A placement P of the spider robot is at the limit ofstability if and only if there exists a closed half-disk of radius R centered at Pthat does not contain any foothold except at least two footholds located onthe diameter of the half-disk such that P is between these footholds. Thus,the edges of Se are supported by the curves drawn by the midpoint of aladder of length 2R moving by translation and rotation such that the laddertouches the boundary of the foothold regions in two points but does notintersect the interior of the foothold regions. Thus, edges of Se are supportedby the projection (onto IR2) of the edges of the boundary of the free spaceof the ladder moving by translation and rotation amidst the foothold regionsconsidered as obstacles, i.e. the set of (P; �) 2 IR2�S1 such that the ladder oflength 2R, which has its midpoint at P and makes an angle � with the x-axis,does not collide with the interior of the foothold regions. According to [SS87],the edges of the boundary of the free space of the ladder can be computedin O(jAej logn) time and O(jAej) space. Clearly, the projection (onto IR2)of each edge can be computed in constant time. The intersections betweenthe projected edges do not need to be computed. Thus, we can compute, inO(jAej logn) time and O(jAej) space (using [SS87]), a set of curves in IR2that support the arcs of �(Fe) that correspond to placements at the limit ofstability of the spider robot. However, it remains to compute the portions ofthese curves that belong to �(Fe).We introduce �rst some de�nitions and notations. The ladder has length2R. The relative interior of an ei is called a wall. An endpoint of an ei is calleda corner (when several walls share an endpoint, we de�ne only one corner atthat point). A placement of the ladder is a pair (P; �) 2 IR2 � S1 where P is



148 CHAPITRE 2. MOTION PLANNING OF LEGGED ROBOTSthe location of the midpoint of the ladder and � is the angle between the x-axis and the ladder. A free placement of the ladder is a placement where therelative interior of the ladder does not intersect the walls. A placement of typecorner-ladder is a placement of the ladder such that the relative interior ofthe ladder touches a corner. A placement of type wall-endpoint is a placementof the ladder such that an endpoint of the ladder touches a wall. A placementof type corner-endpoint is a placement of the ladder such that an endpointof the ladder touches a corner. We now de�ne k-contact placements of theladder.A 1-contact placement is a free placement of type corner-ladder or wall-endpoint. A 2-contact placement is either the combination of two 1-contactplacements or a free placement of type corner-endpoint. A 2-contact pla-cement is said of type (corner-ladder, corner-ladder), (corner-ladder, wall-endpoint), (wall-endpoint, wall-endpoint), or (corner-endpoint), in accor-dance to the types of placements involved in the 2-contact placement. Giventwo walls (resp. a wall and a corner, two corners, one corner), the set of 2-contact placements induced by these two walls (resp. the wall and the corner,the two corners, the single corner) is called a 2-contact curve. A 3-contactplacement is either the combination of a 1-contact placement, and a 2-contactplacement, or is a free placement of type corner-endpoint such that the ladderat that placement is parallel and has no common point with a wall ending atthe corner; that last type of 3-contact placement, denoted (corner-endpoint,//), is considered in order that, any 2-contact curve ends at a 3-contact pla-cement. Notice that, reciprocally, any 3-contact placement is an endpoint ofa 2-contact curve. The types of the 3-contact placements are naturally de�-ned by (corner-ladder, corner-ladder, corner-ladder), (corner-endpoint, wall-endpoint): : : A k-contact placement, k > 3, is the combination of p 1-contactplacements, q 2-contact placements and r 3-contact placements such thatp+ 2q + 3r = k.Now, we de�ne a 2-contact tracing as the projection onto IR2 of a 2-contactcurve. Similarly as above, we de�ne the types of the 2-contact tracings. No-tice that, to any point P of a given 2-contact tracing K corresponds a uniqueplacement (P; �) of the ladder. It follows that, to any point P of a 2-contacttracing K corresponds a unique pair (M;N) of points of contact between theladder at (P; �) and the walls (when P is an endpoint of K, a 3-contact place-ment corresponds to P . However (M;N) is unique by continuity). Notice thatM and N are equal when K is a 2-contact tracing of type corner-endpoint.The points M and N are called the contact points corresponding to P 2 K.A 2-contact tracing is either a straight line segment, an arc of ellipse, anarc of conchoid or a circular arc. Indeed, a 2-contact tracing of type (corner-ladder, corner-ladder) is a straight line segment; a 2-contact tracing of type



2.5. GENERALIZATION TO POLYGONAL FOOTHOLD REGIONS 149(corner-ladder, wall-endpoint) is an arc of conchoid (see Appendix B); a2-contact tracing of type (wall-endpoint, wall-endpoint) is an arc of ellipse;a 2-contact tracing of type (corner-endpoint) is a circular arc (see �guresbelow). As we said before, we can compute all these 2-contact tracings inO(jAej logn) time and O(jAej) space [SS87], it remains to compute the partsof these curves that belong to �(Fe).We �rst show that only some portions of the 2-contact tracings correspondto positions at the limit of stability of the spider robot. These portions arecalled the relevant 2-contact tracings. Then, we prove that we do not haveto take into consideration the intersections between the relative interior ofrelevant 2-contact tracings. We also show that, if a point A is an end-pointof several relevant 2-contact tracings, only two of them can support edgesof Se in the neighborhood of A. Then, we compute a graph whose edges arerelevant 2-contact tracings and where the degree of each node is at most two.Finally, given two vertices of �(Fe) \ Ae that are connected (along �(Fe))by arcs that correspond to placements at the limit of stability of the spiderrobot, we compute these arcs using the graph.As mentioned above, a placement P of the spider robot is at the limit ofstability if and only if there exists a closed half-disk of radius R centered at Pthat does not contain any foothold except at least two footholds located onthe diameter of the half-disk, one on each side of P , these footholds are calledcontact points at placement P . Thus, a point P of a 2-contact tracing K maybe on an arc of �(Fe) that correspond to placements at the limit of stabilityof the spider robot only if P is between the two contact points correspondingto P 2 K. The portions of the 2-contact tracings for which that propertyholds are called the relevant 2-contact tracings. The other portions are calledthe irrelevant 2-contact tracings. We now show how to compute the relevant2-contact tracings for each type of contact (see Figure 2.14). Let K denotea 2-contact tracing, let P 2 K and let M and N be the two contact pointscorresponding to P 2 K.Type (corner-endpoint):K is a circular arc, and M and N coin-cide with one endpoint of the ladder.Thus, all the 2-contact tracings of type(corner-endpoint) are wholly irrelevant.



150 CHAPITRE 2. MOTION PLANNING OF LEGGED ROBOTSType (wall-endpoint, wall-endpoint):K is an arc of ellipse, M and N arethe endpoints of the ladder and thus,P is between them. Thus, all the 2-contact tracings of type (wall-endpoint,wall-endpoint) are wholly relevant. Arc of ellipseLadderType (corner-ladder, wall-endpoint):K is an arc of conchoid. If the distancebetween the corner and the wall is grea-ter than R, then, K is wholly relevant.
Otherwise, if that distance is smallerthan R, then, the two relevant portionsand the irrelevant portion of K are inci-dent to the corner involved in the typeof K.Notice that if the corner is an endpoint of the wall, then K degenerates ina line segment and the irrelevant portion of K is the portion which is notsupported by the wall (see Figure 2.14).Type (corner-ladder, corner-ladder):K is a line segment. If the distance bet-ween the two corners is greater than R,then, K is wholly relevant; otherwise,the portion of K which is relevant is theline segment joining the two corners.We show now that the intersections between the relative interiors of therelevant 2-contact tracings are not pertinent for the spider robot motionproblem. We recall that, if a vertex A of �(Fe) belongs to Ae, then we knowby Theorem 2.20 the labels of the edges of �(Fe) incident to A. Otherwise, ifA 62 Ae, then the two edges of �(Fe) that end at A correspond to placementsat the limit of stability of the spider robot.Proposition 2.21 Any vertex A of �(Fe), such that A 62 Ae, is an endpoint
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ei

endpoints of ejej
endpoints of ei R

Fig. 2.14 � Relevant 2-contact tracings (thick curves) and irrelevant 2-contacttracings (dashed thick curves).of the two relevant 2-contact tracings that support the edges of �(Fe) endingat A.Proof: Since the two edges of �(Fe) that end at A correspond to placementsat the limit of stability of the spider robot, they are both supported by somerelevant 2-contact tracings. Thus, we only have to prove that A is an endpointof these two relevant 2-contact tracings.Let K1 and K2 be these two relevant 2-contact tracings and assume for acontradiction that A is not an endpoint of K1 (nothing is assumed for A withrespect to K2). Let L1 = (A; �1) (resp. L2 = (A; �2)) be the placement of theladder that correspond to A 2 K1 (resp. A 2 K2) and let M1 and N1 (resp.M2 and N2) be the corresponding contact points (see Figure 2.15). First,notice that L1 6= L2. Indeed, otherwise, L1 is at least a 3-contact placementand then, A must be an endpoint of K1, which contradicts our assumption.By the de�nition of the relevant 2-contact tracings, A is between M1 andN1. Moreover, A cannot be equal to M1 or N1 since A is not an endpointof K1. It follows that neither M2 nor N2 is equal to A, because otherwiseL1 would be a 3-contact placement. Therefore A is strictly between M1 and



152 CHAPITRE 2. MOTION PLANNING OF LEGGED ROBOTSN1, and strictly between M2 and N2. Thus, A is strictly inside the polygon(M1M2N1N2).On the other hand, since A does not belong to any Cei, the walls suppor-ting M1, N1, M2 and N2 intersect the open disk DA of radius R centered atA. Thus, there exists four points M 01, N 01, M 02 and N 02 on these walls and inDA, that are close enough to M1, N1, M2 and N2 respectively to ensure thatA belongs to the interior of the polygon (M 01M 02N 01N 02). Since the distancesfrom A to M 01, N 01, M 01 and N 02, are strictly smaller than R, A belongs to theinterior of Fe. This contradicts our assumption that A is a vertex of �(Fe)and yields the result. 2
L1 L2M2M1

N1
N2DA

A
Fig. 2.15 � For the proof of Proposition 2.21.Consider now the adjacency graph G of the relevant 2-contact tracingssuch that two relevant 2-contact tracing are connected in G if and only if theyhave a common endpoint (the intersections between the relative interior ofthe relevant 2-contact tracings are not considered). Notice that, given theset of relevant 2-contact tracings, G can simply be computed in O(jAej logn)time. Now, given two vertices of �(Fe) \ Ae that are connected along �(Fe)by arcs of Se, we want to compute these arcs. For computing these arcs,we cannot simply use the graph G because the degree of some nodes of Gmay be arbitrary large (see Figure 2.16). We show in the next propositionthat we can deduce from G a graph G 0 such that the degree of each nodeof G 0 is at most two and that G 0 supports any portion of �(Fe) which is theconcatenation of arcs of Se.We consider four hypotheses (H1,: : :,H4) that avoid to consider degene-rate cases. They are not essential but substantially simplify the proof of thefollowing proposition. In order to ensure that the degree of each vertex ofthe free space of the ladder is three, we make the three hypotheses H1, H2
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ei4 ei1 ei2

ei3R
Fig. 2.16 � An arbitrary number of relevant 2-contact tracings that have acommon endpoint.and H3.H1 The line segments e1; : : : ; en compose the boundary of a set of non de-generated polygons (i.e. no polygon is reduced to a line segment or toa point).H2 The ladder does not admit any 4-contact placement.H3 The arc of conchoid drawn by an endpoint of the ladder when its otherendpoint moves along a wall while the ladder remains in contact witha corner, is not tangent to any other wall. According to Lemma 2.48this hypothesis only avoids degenerate cases.H4 The ladder does not admit any 3-contact placement when its midpointis located at a corner.Proposition 2.22 For any node A of G of degree k such that A 62 Ae, atmost two relevant 2-contact tracings can support �(Fe) in a su�ciently smallneighborhood of A. Moreover, we can determine these at most two curves inO(k log k) time and O(k) space.Proof: Let A 62 Ae a node of G of degree k, DA is the open disk of radius Rcentered at A. We will distinguish two cases: A is or is not a corner.
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APi1 Pi2 = P 0i2h2P 0i1 h1AP 0i1P 0i2 AP 0i1Pi2APi1P 0i2

DAFig. 2.17 � Wedge Pi1APi2 is in Fe near A.A is a corner.Let K1; : : : ;Kk be the relevant 2-contact tracings that end at A, and letLi = (A; �i) be the placement of the ladder that corresponds to A 2 Ki. Weassume that k > 2, otherwise Proposition 2.22 is trivial.The 2-contact tracing Ki has to involve a least a di�erent contact from thecorner-ladder contact in A; if this contact is a corner-ladder contact we de�nePi = P 0i as the corner (6= A) de�ning this contact (notice that Pi = P 0i 2 DAby Hypothesis H4); if this contact is a wall-endpoint contact we de�ne Pi asthe contact point between this wall and the ladder at placement Li, sinceA 62 Ae, the wall must intersect DA and we de�ne P 0i as a point in thatintersection in a neighborhood of Pi.Fact: 8i 6= j; �i 6= �j,otherwise, placement Li = Lj is a 3-contact with midpoint on a corner contra-dicting Hypothesis H4.Fact: A is a non-�at vertex of CH(A; P1; : : : ; Pk) or belongs to the interiorof Fe.Assume that A 2 �(Fe). Then, A lies on the boundary of CH(A; P1; : : : ; Pk)because, otherwise, the P 0i provide footholds such that the spider robot canmove in a neighborhood of A. Furthermore, A must be a non-�at vertex ofCH(A; P1; : : : ; Pk), by Hypothesis H4.Assume that A does not belong to the interior of Fe, and let Pi1 and Pi2 bethe two vertices of CH(A; P1; : : : ; Pk) such that Pi1 , A and Pi2 are consecutivealong the boundary of CH(A; P1; : : : ; Pk). We will exhibit a stable placementfor the spider robot at any position P inside the intersection of the wedge



2.5. GENERALIZATION TO POLYGONAL FOOTHOLD REGIONS 155Pi1APi2 and a neighborhood of A. Let h1 and h2 be two points in the wedgePi1APi2 such that the wedges Pi1Ah1 and h2APi2 have angle �2 .� If P is in the wedge Pi1Ah2, and is close enough to A, the footholds A,Pi1 and P 0i2 yield a stable placement for the spider robot (see Figure 2.17).� If P is in the wedge h2Ah1, and is close enough to A, footholds A, P 0i1 andP 0i2 yield a stable placement for the spider robot.� If P is in the wedge h1APi1, and is close enough to A, footholds A, P 0i1and Pi2 yields a stable placement for the spider robot.Fact: Ki, i 62 fi1; i2g, cannot support an edge of �(Fe) incident to A.We assume that A is a non-�at vertex of CH(A; P1; : : : ; Pk) because, other-wise, A belongs to the interior of Fe and the claim is obvious. A 2-contacttracing Ki, i 62 fi1; i2g, cannot be an arc of ellipse because, otherwise, Li isa 3-contact placement contradicting Hypothesis H4. Thus, Ki can be eitherthe segment APi or an arc of conchoid which is tangent to the segment APiat A by Lemma 2.47. The point Pi strictly belongs to the wedge Pi1APi2,because we have shown that �i 62 f�i1; �i2g. Thus, Ki is strictly inside thewedge Pi1APi2 and thus inside Fe, in a neighborhood of A. Therefore, Kicannot support �(Fe), in a neighborhood of A.Hence, by sorting the Pi in polar order around A, we can determine,in O(k log k) time, if A is a non-�at vertex of CH(A; P1; : : : ; Pk), and if so,determine i1 and i2. If A is a non-�at vertex of CH(A; P1; : : : ; Pk), then,only Ki1 and Ki2 can support an edge of �(Fe) incident to A. Otherwise, Abelongs to the interior of Fe and none of the 2-contact tracings K1; : : : ;Kkcan support an edge of �(Fe) incident to A.A is not a corner.Fact: There is only one relevant placement L with center in A.Indeed, either A is in a wall, and the only possible orientation for the ladderis the orientation of the wall, or A is not a foothold, and thus, if there is twodistinct relevant 2-contact placements at A, there exists four contact pointsP1; P2; P3; P4 such that jAPij � R and that the interior of CH(P1; P2; P3; P4)contains A. Since A 62 Ae, there exists four footholds P 01; P 02; P 03; P 04 in DA andin some neighborhoods of P1; P2; P3; P4, respectively, such that A belongs tothe interior of CH(P 01; P 02; P 03; P 04). Thus, A 62 �(Fe) which contradicts ourassumption.Fact: There are at most six 2-contact tracings incident to A.Since the general position hypothesis H2 forbid k-contacts for k > 3, A cor-responds to a 3-contact placement. The three possible choices of two contactsamong three gives three 2-contact tracing intersecting in A and thus, six arcsincident to A.Fact: There are three 2-contact tracings incident to A.If the 3-contact placement L is of type (corner-endpoint, //), then there are



156 CHAPITRE 2. MOTION PLANNING OF LEGGED ROBOTSonly three 2-contact tracings incident to A, that are two circular arcs andone line segment. Otherwise, it comes from the general position hypothesesH1, H2 and H3 (designed to ensure that property) that a 2-contact tracingcannot be valid on both side of the 3-contact, i.e. on one side of the 3-contactplacement, the placements are not free. We detail below that proof.Fact: There are two relevant 2-contact tracings incident to A.According to Hypothesis H4, at the 3-contact placement L, two contact pointsare on the same side of A. Thus, only two of the three 2-contact tracingsincident to A are relevant.Now, we prove that Hypotheses H1, H2 and H3 ensure that three 2-contact tracings are incident to A, by considering in turn each possible typeof the 3-contact placement L = (A; �).Type (wall-endpoint, wall-endpoint, wall-endpoint):This type of 3-contact placement can-not occur because the walls do not in-tersect each others since the polygonalfoothold regions are pairwise disjoint,by assumption. ladder wall
Type (corner-ladder, corner-ladder, corner-ladder):This type of 3-contact placement doesnot appear because that contradictsAssumption H2, that says that there isno 4-contact placement.
Type (corner-endpoint, //):There are clearly three 2-contact tra-cings incident to A, that are two circu-lar arcs and one line segment.



2.5. GENERALIZATION TO POLYGONAL FOOTHOLD REGIONS 157Type (wall-endpoint, corner-ladder, corner-ladder):Let P1 and P2 denote the corners invol-ved in the 3-contact placement, and letP 01 be the point of the ladder that coin-cide with P1 when the ladder is at pla-cement L. The wall and the ladder atL are not collinear by Hypothesis H2.Thus, translating the ladder in a direc-tion parallel to P1P2 is possible in onlyone way if we forbid the ladder intersec-ting the wall. Thus, only one 2-contacttracing of type (corner-ladder, corner-ladder) ends at A.
P2P1

According to Lemma 2.47, the conchoid drawn by P 01 when the ladder moveskeeping contact with P2 and the wall, is not tangent to the ladder at pla-cement L, and thus the ladder cannot move in both direction without in-tersecting one of the walls incident to P1 (there is at least one wall incidentto P1 and not parallel to P1P2 by Hypothesis H1). Thus, only one 2-contacttracing of type (wall-endpoint, corner-ladder) involving P1 ends at A. Thatresult applies symmetrically to the 2-contact tracing involving P2.
Type (wall-endpoint, wall-endpoint, corner-ladder):We denote by P0, ei1 and ei2 the cor-ner and the two walls involved in the3-contact placement.According to Hypothesis H2, the twowalls are not both parallel to the ladderat L.If the ladder at L is collinear to onewall, then, by Hypotheses H1 and H2,there exists another wall non parallel tothe ladder and incident to the corner.Then, there are three 2-contact tracingsincident to A that are, a line segment,an arc of conchoid and an arc of ellipse.

ei1ei2 P0



158 CHAPITRE 2. MOTION PLANNING OF LEGGED ROBOTSWe now suppose that neither ei1 norei2 is parallel to the ladder at L. Accor-ding to Hypothesis H3 (which has beendesigned especially for that case), theladder at placement L can move onlyin one direction, remaining in contactwith P0 and ei1 without intersectingei2 . Thus, only one 2-contact tracing oftype (wall-endpoint, corner-ladder) in-volving ei1 ends at A. Similarly, onlyone 2-contact tracing of type (wall-endpoint, corner-ladder) involving ei2ends at A.
ei1ei2 P0A

It remains to prove that only one arcof the ellipse drawn by the midpoint ofthe ladder keeping the contact with ei1and ei2 is valid. If ei1 and ei2 are pa-rallel, the ellipse degenerates to a linesegment parallel to ei1 (and to ei2) andonly one arc of the ellipse, incidents toA, is valid. Now, we assume that ei1 andei2 are not parallel. Let " > 0 smallenough and L0 (resp. L00) be the pla-cement of the ladder with orientation� + " (resp. � � ") in contact with P0and ei1 .By Hypothesis H3, the ladder at eitherL0 or L00 intersects ei2 . Let t0 (resp. t00)be the translation parallel to ei1 thatmap the ladder at L0 (resp. L00) to theposition in contact with both ei1 andei2 . The translations t0 and t00 have op-posite directions since exactly one ofthe ladder at L0 and L00 intersects ei2 .Thus, at most one of the ladder at t0(L0)and t00(L00) is free, because one has tointersect a wall incident to P0 (whichexists and is not of direction � by Hy-pothesis H1). Therefore, at most one ofthe two arcs of ellipse incident to A isa 2-contact tracing.
LL00P0

L0
ei1
ei2



2.5. GENERALIZATION TO POLYGONAL FOOTHOLD REGIONS 159Type (corner-endpoint, corner-ladder):Clearly, only three 2-contact tracingsend at A that are either, a line segment,an arc of conchoid and a circular arc, ortwo arcs of conchoid and a circular arc.
Type (corner-endpoint, wall-endpoint):In this case, it is also clear that, three2-contact tracings end at A, that are,a circular arc and, either an arc ofconchoid and an arc of ellipse, or twoarcs of ellipse.

2Now, consider the graph G and each node A in turn. If A 2 Ae, wedisconnect all the edges of G that end at A. Notice that for each such nodeA, we know, by Theorem 2.20, if A 2 �(Fe) and, in such a case, the labels ofthe edges of �(Fe) incident to A. If A 62 Ae, we disconnect the edges endingat A except those (at most two) that may support �(Fe) in a neighborhoodof A (see Proposition 2.22). In this way, we obtain a graph G 0 such that thedegree of each node is one or two. We consider each connected componentof this new graph as a curve. Let � be this set of curves. We do not knowif these curves are simple or not, but, in accordance with the graph G 0, theybehaves like simple curves. Indeed, given any pair of points on a curve K 2 �,there is one or two ways (depending if K is a closed curve or not) to connectthem on K in accordance with the graph G 0. In the sequel, these curves arecalled pseudo-simple. Then, according to Propositions 2.21 and 2.22, we getthe following theorem:Theorem 2.23 We can compute, in O(jAej logn) time and O(jAej) space, aset � of pseudo-simple curves that support the edges of �(Fe) corresponding toplacements at the limit of stability of the spider robot. Moreover, any portionP of �(Fe) either intersects Ae or belongs to a unique curve of �.



160 CHAPITRE 2. MOTION PLANNING OF LEGGED ROBOTS2.5.4 Construction of Fe and FWe can now construct Fe and F . Let �k(n) denote the maximum lengthof the Davenport-Schinzel sequence of order k on n symbols and �k(n) =�k(n)=n.Theorem 2.24 Given, as foothold regions, a set of n non intersecting straightline segments that satis�es Hypotheses H1, H2, H3 and H4, we can com-pute the free space Fe of the spider robot in O(jAej�8(n) logn) time andO(jAej�8(n)) space.Proof: By Theorem 2.20, we can compute the contribution of Ae to �(Fe)and the label of the edges of �(Fe) incident to them in O(jAej�7(n) logn) timeand O(jAej�8(n)) space. By Theorem 2.23, we can compute, in O(jAej logn)time and O(jAej) space, a set � of pseudo-simple curves that support theedges of �(Fe) that do not belong to Ae. Moreover, any portion P of �(Fe)such that P \ Ae = ; belongs to a unique curve of �. Thus, by sorting allthe vertices of �(Fe) \Ae \� on the relevant curves of �, we obtain all theedges of �(Fe) that belong to a connected component of �(Fe) intersectingAe. Indeed, for each vertex A 2 �(Fe)\Ae \�, we know, in a neighborhoodof A, the part of the curve of � that belongs to �(Fe) because we can simplydetermine, for each edge, a side of the edge that belongs to Fe. Then, it isan easy task to deduce all the connected components of �(Fe) that intersectAe.It remains to compute the connected components of �(Fe) that do notintersect Ae. Each of these components must be a closed curve of �. Mo-reover, all the curves of � belong to Fe. Thus, according to Theorem 2.23,any closed curve K of � that does not intersect Ae is either a connectedcomponent of �(Fe) or is strictly included in Fe. Therefore, by considering,in addition, all the closed curves of � that do not intersect Ae, we �nallyobtain a set 	 of closed curves that contains �(Fe) and such that any curveof 	 is either a connected component of �(Fe) or is strictly included in Fe.At last, as we can simply determine, for each curve of 	, a side ofthe edge that belongs to Fe, we can easily deduce from 	 the free spaceFe. That concludes the proof since all these computations can be done inO(jAej�8(n) logn) time and O(jAej�8(n)) space. 2As we said at the beginning of Section 2.5, the free space of the spiderrobot using as foothold regions a set of polygonal regions is obtained byadding these polygonal regions to Fe. This does not increase the geometriccomplexity of the free space nor the complexity of the computation. Thus,we get the following theorem:



2.6. CONCLUSION 161Theorem 2.25 Given a set of pairwise disjoint polygonal foothold regionswith n edges in total that satis�es Hypotheses H1, H2, H3 and H4, we cancompute the free space F of the spider robot in O(jAej�8(n) logn) time andO(jAej�8(n)) space.The function �8(n) is extremely slowly growing and can be considered asa small constant in practical situations. This result is almost optimal since,as shown in [BDDP95], 
(jAej) is a lower bound for the size of F .2.6 ConclusionWe have seen in Theorem 2.19 that, when the foothold regions are npoints in the plane, the free space of the spider robot can be computed inO(jAj logn) time and O(jAj�(n)) space where �(n) is the pseudo inverse ofthe Ackerman's function and A the arrangement of the n circles of radius Rcentered at the footholds. By [BDDP95] the size of F is known to be �(jAj).The size of A is O(n2) but, if k denotes the maximum number of disks ofradius R centered at the footholds that can cover a point of the plane, it canbe shown that jAj = O(kn) [Sha91]. Thus, in case of sparse footholds, thesizes of A and F are linearly related to the number of footholds. MoreoverjFj is usually much smaller that jAj, even when A has quadratic size.When the foothold regions are n straight line segments or polygons withn edges in total, the free space of the spider robot can be computed inO(jAej�8(n) logn) time and O(jAej�8(n)) space. n�k(n) = �k(n) is the maxi-mum length of the Davenport-Schinzel sequence of order k on n symbols; Aeis the arrangement of the n curves consisting of the points lying at distanceR from the straight line edges. Notice that �(n) = �3(n) and also that thesize of Ae is O(n2).It should be observed that, in the case of point footholds, our algorithmimplies that O(jAj�(n)) is an upper bound for jFj. However, this bound isnot tight since jFj = �(jAj) [BDDP95]. In the case of polygonal footholds,our analysis implies that O(jAej�8(n)) is an upper bound of jFj. We let asan open problem to close the (small) gap between this upper bound and the
(jAej) lower bound.Once the free space F is known, several questions can be answered. Inparticular, given two points in the same connected component of F , thealgorithm in [BDDP95] allows to compute a motion, i.e. a sequence of legassignments that allow the robot to move from one point to the other.



162 CHAPITRE 2. MOTION PLANNING OF LEGGED ROBOTS2.7 Appendix A : Proof of Theorem 2.20We prove in this appendix the Theorem 2.20 stated in Section 2.5.2. Weuse the notations introduced in Section 2.5.2. To avoid confusion, the objects,Ci, Ci, Hi, R�i , Zi, ��i , associated to a point site si are denoted by Csi, Csi ,Hsi , R�si , Zsi , ��si . We analyze the regions Zei in Section 2.7.1. We examinein Section 2.7.2 the regions int(Hei) \ Csi0 . Then, in Section 2.7.3, we showhow to compute the contribution to �(Fe) of all the circles (of radius R)centered at the endpoints of the ei. At last, we study the regions Yei andshow how to compute the contribution of the line segments of the Cei to�(Fe), in Section 2.7.4.2.7.1 Properties of the ZeiWe study here the regions Zei = Hei \ Csi0 . We use for the torus Csi0 thevocabulary introduced in Section 2.4.2. As we said above, we study �rst theregions ZDi = HDi \Csi0 . For convenience, we identify in the sequel the slopeof a straight line Di with the angle 
i between the (oriented) x-axis and Di;
i is de�ned modulo �. We assume, for the sake of simplicity, that the regionsZei and ZDi under consideration are not reduced to the empty set.Proposition 2.26 If si0 62 Di, ZDi is a connected region bounded by twovertical line segments of length �, and two curved edges �+Di and ��Di which aresymmetrical with respect to the lines � = 
i and � = 
i + � (see Figures 2.18and 2.19).Proof: Since si0 62 Di, ZDi is bounded by two vertical line u = u1 and u = u2where u1 and u2 are the parameters on the circle Csi0 of the two points I1and I2 at distance R from Di (see Figure 2.20). Let s be a generic point ofDi and s1 (resp. s2) be the point of Di at distance R from I1 (resp. I2). LetZs denote the intersection between the torus Csi0 and the helicoidal volumeHs associated to s.ZDi is the union of the regions Zs, s 2 Di. As Zs is connected (seeProposition 2.11) and continuous with respect to s, ZDi is connected.For any s 6= s1 (resp. s 6= s2) the circle of radius R centered at s doesnot contain I1 (resp. I2), thus Zs1 (resp. Zs2) coincides with ZDi on the lineu = u1 (resp. u = u2). Therefore, ZDi is a region bounded by two verticalline segments of length � (see Proposition 2.11).The region ZDi is symmetrical with respect to the line � = 
 because theMinkowski's sum of HD(O; 
i + �) and Di is equal to the Minkowski's sumof HD(O; 
i� �) and Di. Since 
i is de�ned modulo �, �+Di and ��Di are alsosymmetrical with respect to the line � = 
i + �. 2
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Fig. 2.18 � ZDi and the relative positions of Csi0 and Di that correspond.�
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R RDi
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iw1w2
w1 w2Fig. 2.19 � ZDi and the relative positions of Csi0 and Di that correspond.
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DiRs1I1I01si0 Csi0

I02I2
s2

Fig. 2.20 � For the proofs of Propositions 2.26, 2.27 and 2.28.Proposition 2.27 If Di does not intersect Csi0 , the line � = u+ �2 properlyintersects the region ZDi but neither its upper nor its lower edges �+Di and��Di (see Figure 2.18).Proof: We use here the notations of the previous proof.Let I 01 (resp. I 02) denote the point of intersection distinct from I1 (resp.I2) between Csi0 and the circle of radius R centered at s1 (resp. s2) (seeFigure 2.20). Let u01 (resp. u02) be its parameter on Csi0 . By the de�nitionof s1 and I1, the lines (s1I1) and Di are orthogonal; therefore, (si0I 01) andDi are also orthogonal. The same argument shows that (si0I 02) and Di areorthogonal. It follows that I 01 = I 02 and u01 = u02.On the other hand, since Di does not intersect Csi0 , the angle 6 (��!I1si0 ;��!I1s1)is greater than �=2 and therefore ksi0s1k � p2R. Similarly, ksi0s2k � p2R.The region ZDi contains Zs1 (resp. Zs2) which contains the line � = u+ �2 foru in the interval [u1; u01] (resp. [u02; u2]) (see Proposition 2.14). Since u01 = u02,ZDi contains the line � = u + �2 for u 2 [u1; u2]. Furthermore, for u =u1 (resp. u = u2) this line intersects the vertical edge of Zs1 (resp. Zs2)(see Proposition 2.14) which coincides with the vertical edge of ZDi (see theprevious proof). 2Proposition 2.28 If Di intersects Csi0 such that si0 62 Di, the line � = u� �2properly intersects the region ZDi but neither its upper nor its lower edges�+Di and ��Di (see Figure 2.19).Proof: We use the notations of the two last proofs.



2.7. APPENDIX A : PROOF OF THEOREM 2.20 165Since Di intersects Csi0 , the angle 6 (��!I1si0 ;��!I1s1) is smaller than �=2 (seeFigure 2.20). Thus, ksi0s1k < p2R and the same holds for ksi0s2k. Therefore,for any point s on the line segment [s1s2], ksi0sk < p2R.As we know, ZDi is de�ned for u 2 [u1; u2]. Consider any u� 2 [u1; u2]and the corresponding point I on Csi0 . There exists s on the line segment[s1s2] such that the circle of radius R centered at s pass through I. Thus,one of the two vertical edges of Zs lies on the line u = u�. Furthermore, sinceksi0sk < p2R, that vertical edge of Zs is intersected by the line � = u� �2(see Proposition 2.16). This edge is contained in ZDi (because Zs � ZDi),therefore, we have shown that 8u 2 [u1; u2], the point (u; u� �2 ) belongs toZDi. The result follows because ZDi is bounded by the lines u = u1 andu = u2. 2Proposition 2.29 If si0 2 Di, ZDi is the region shown in Figure 2.21. Theline � = u� �2 belongs to the relative interior of ZDi. The curves �+Di and ��Dibelong to the lines � = u, � = u+ �, � = �u+ 2
i, � = �u+ 2
i + �.2�

0 u

�

i + �


i
i + �2
2�


i + 3�2


i + �
i 
i + �2 
i + 3�2��Di �+Di
�+Di

��Di��Di �+Di
��Di�+Di � = u� �2

Fig. 2.21 � ZDi when si0 2 Di.Proof: For any � 2 S1, HDi \ �� intersects Csi0 . Moreover, according toFigure 2.22, for any � 2 [
i; 
i+ �2 ] and for any u 2 [2
i� �; �+ �], the point(u; �) belongs to (HDi \��)\Csi0 and so belongs to HDi\Csi0 . It follows thatthe boundary of ZDi is supported by the lines � = u� � and � = �u + 2
iwhen � 2 [
i; 
i + �2 ].



166 CHAPITRE 2. MOTION PLANNING OF LEGGED ROBOTSZDi is symmetrical with respect to the line � = 
i (see the proof ofProposition 2.26). Moreover, 
i is de�ned modulo �, which gives the charac-terization of ZDi .For any � 2 S1, the point of Csi0 corresponding to the parameter �+ �=2belongs to the half-disk HD(si0; �) (see Figure 2.22). Moreover, the pointof Csi0 corresponding to the parameter (� + �=2; �) belongs to the relativeinterior of HDi . Therefore, the line � = u� �2 belongs to the relative interiorof ZDi (see Figure 2.21). 2

iDi Csi02
i � �si0 �HDi \ �� s0i HD0i \��

Fig. 2.22 � For the computation of ZDi and ZD0i when si0 2 Di.We now study Zei . Let si and s0i be the two endpoints of ei and letDi denote the line supporting ei. The following proposition state that theboundary of Zei is made of pieces of the boundaries of Zsi, Zs0i and ZDi . werecall that ��Di, ��si and ��s0i denote the upper and the lower edges of ZDi, Zsiand Zs0i, respectively.Proposition 2.30 For any i 2 f1; : : : ; ng, Csi0 can be split into a few verticalstrips such that the region Zei is bounded from above and from below by anarc of ��Di, ��si or ��s0i. Moreover, on each strip, the line � = u+ �2 or � = u� �2properly intersects Zei but neither its upper edge nor its lower edge.Proof: Let D0i be the half straight line starting at si and passing through s0i.Let HD0i be the helicoidal volume induced by D0i:HD0i = f(P; �) 2 IR2 � S1 = P 2 HD(s; �); s 2 D0ig
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� 
iDi si
si0 I1J1J2 I2

s0iHDi \�� u1u2 v1v2
HD0i \ ��Csi

Csi0
Fig. 2.23 � 8� 2 [
i; 
i + �], HD0i \ �� coincides with HDi \ �� on Csi .and let ZD0i be intersection between HD0i and Csi0 . We show how to deduceZD0i from ZDi and Zsi. Then, we prove the proposition for ZD0i instead of Zei.That will yield the result because Zei can be deduced from ZD0i and s0i in thesame way we deduce ZD0i from ZDi and Zsi . If Zsi = ;, then ZD0i = ZDi andPropositions 2.27, 2.28 and 2.29 yield the result. We suppose in the sequelthat Zsi 6= ;. Furthermore, we assume that si 6= si0 ; we treat this simple caseat the end.We set a few notations. Until now, 
i denoted the angle (de�ned modulo�) between the x-axis and Di. We consider here that 
i = 6 (~x;�!sis0i) [2�]. Letu1, u2, v1 and v2 be the parameters of the points I1, I2, J1, J2 de�ned on thecircle Csi0 as follow (see Figure 2.23): I1 and I2 are the two points at distanceR from Di; J1 and J2 are the two points of intersection between Csi0 andCsi; I1; J1; J2 and I2 are consecutive on Csi0 . The region Zsi is de�ned foru 2 [v1; v2]. If si0 62 Di, ZDi is de�ned for u 2 [u1; u2] and otherwise, ZDi isde�ned for u 2 S1. Notice that [v1; v2] is included in [u1; u2].We show now that ZD0i coincides with ZDi or Zsi on some regions ofS1 � S1:- For � 2 [
i; 
i + �], HD0i \ �� coincides with HDi \ �� on Csi (see
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�D0i si
s0i 
i

HD0i \ �� Hsi \ ��
Csi

Fig. 2.24 � 8� 2 [
i � �; 
i], HD0i \ �� coincides with Hsi \ �� on Csi.Figure 2.23). Therefore, ZD0i coincides with ZDi for (u; �) 2 [v1; v2] �[
i; 
i + �] (see Figure 2.25).- For � 2 [
i � �; 
i], HD0i \ �� coincides with Hsi \ �� on Csi (seeFigure 2.24). Therefore, ZD0i coincides with Zsi for (u; �) 2 [v1; v2] �[
i � �; 
i] (see Figure 2.25).- If si0 62 Di, then, in [uk; vk]�S1 (k 2 f1; 2g), ZD0i coincides either withZDi or with the empty set, depending of the relatives positions of D0iand si. Precisely, ZD0i coincides with ZDi in [uk; vk]� S1 if and only ifIk is at distance R from D0i (see Figure 2.23).- Similarly, if si0 2 Di, then, in S1 n [v1; v2]� S1, ZD0i coincides with ZDiif si0 2 D0i and coincides with the empty set otherwise.It follows that the computation of Zsi and ZDi provides in constant timeZD0i . Furthermore, Propositions 2.27, 2.28 and 2.29 yield the result for thevertical strips [u1; v1]� S1 and [v2; u2]�S1 if si0 62 Di (see Figure 2.25), andfor S1 n [v1; v2]� S1 otherwise.It remains to show the result for [v1; v2]�S1. We claim that the boundaryof ZD0i is composed of pieces of the boundaries of ZDi and Zsi . Indeed, theconsiderations above yield that, for (u; �) 2 [v1; v2]�f
i; 
i+�g, ZD0i coincideswith ZDi and also with Zsi . Thus, for (u; �) 2 [v1; v2] � f
i; 
i + �g, ZDi



2.7. APPENDIX A : PROOF OF THEOREM 2.20 169and Zsi coincide (see Figure 2.25). Therefore, the lines � = 
i and � =
i + � do not support any piece of the boundary of ZD0i. The claim follows.If the distance between si0 and si is smaller than p2R, then we subdivide[v1; v2]� S1 into two or three vertical strips according to the subdivision of��si we have considered in Proposition 2.15. Let Uk�S1 be one of these strips.We recall that Zksi denotes the part of Zsi included in Uk � S1 and that �k+siand �k�si denote its upper and lower edges (k = 1; 2 or 3). For convenience,if ksi0sik � p2R, we set Uk = [v1; v2], Zksi = Zsi and �k�si = ��si . We know byPropositions 2.14 or 2.16 that the portion of the line � = u+ �2 (or � = u� �2 )included in Uk � S1 belongs to Zksi. Thus, this portion of line belongs to ZD0ibecause Zksi � Zsi � ZD0i . That means that, in the strip Uk � S1, the line� = u+ �2 (or � = u� �2 ) properly intersects ZD0i but neither its upper edgenor its lower edge (see Figure 2.25).We consider now the case where si = si0 . Then, according to Figure 2.22,ZD0i clearly coincides with ZDi for (u; �) 2 [
i� �2 ; 
i+ �2 ]�S1 and coincideswith Zsi0 for (u; �) 2 [
i + �2 ; 
i+ 3�2 ]� S1. Thus, Propositions 2.10 and 2.29yield the result.Similarly, Zei can be deduced from ZD0i and Zs0i, which yields the result.2 �

u0
i

i + � � = u� �2

� = u+ �2

u1 v1 v2 u2

R RD0i
Csi0u1v1v2 u2siCsi


i

Fig. 2.25 � ZD0i and the relative positions of Csi0 , Di and si that correspond(ksi0sik = p2R).



170 CHAPITRE 2. MOTION PLANNING OF LEGGED ROBOTSLemma 2.31 Let (uI; �I) be a point of ��Di (resp. �+Di) and I be the pointof the circle Csi0 with parameter uI. The point AI (resp. BI) at distance Rfrom I in the direction �I (resp. �I + �) belongs to Di (see Figure 2.26).Proof: If Di is the line of slope �I passing through I the result is obvious.We assume now that Di is not the line of slope �I passing through I.If (uI ; �I) 2 ��Di , then 9s 2 Di such that (uI ; �I) 2 ��s . That means thatI belongs to the radius rs(�I + �) of HD(s; �I) because ��s = R�s \ Csi0 (seethe proof of Proposition 2.11). Hence, s belongs to the straight line segment[IAI ]. If s 6= AI the half-disk robot HD(I; �I + �) properly intersects thestraight line Di and so (uI ; �I) belongs to the interior of ZDi . Hence, s = AIand so, AI belongs to Di.If (uI; �I) is a point of �+Di, the same arguments show that BI belongs toDi. 2

si0
�I

x
I

Csi0
rs(�I + �)HD(I; �I + �)AIsBI
Di

uI
HD(s; �I)

Fig. 2.26 � AI belongs to Di.Proposition 2.32 Two curves �+Di and �+Dj (or, ��Di and ��Dj) intersect atmost twice.Proof: According to Lemma 2.31, a point on �+Di (resp. ��Di) corresponds toa point on Di. Furthermore, at most two points on �+Di (resp. ��Di) correspondto the same point AI 2 Di (the two points of intersection between Csi0 andthe circle of radius R centered at AI). Thus, three points on �+Di (resp. ��Di)



2.7. APPENDIX A : PROOF OF THEOREM 2.20 171de�ne Di. Therefore, if there exists three points of intersection between �+Diand �+Dj (resp. ��Di and ��Dj ), then Di = Dj. 2Proposition 2.33 Two curves �+Di and ��Dj intersect at most four times.Proof: Let (uI ; �I) be a point of intersection between �+Di and ��Dj , and I bethe point of the circle Csi0 with parameter uI. Lemma 2.31 yields that I isthe midpoint of a straight line segment of length 2R having one end pointon Di and the other on Dj. The curve drawn by the midpoint of a ladderkeeping one endpoint on Di and the other on Dj is an ellipse. On the otherhand, I belongs to the circle Csi0 . An ellipse and a circle intersect at mostfour times, thus there is at most four di�erent locations for I. Moreover,(uI; �I) is entirely de�ned by I because uI is the parameter of I on Csi0 andI de�ne the position (and orientation) of the ladder and so specify �I (seeLemma 2.31). Thus, the curves �+Di and ��Dj intersect at most four times. 2Proposition 2.34 Two curves ��Di and ��sj intersect at most six times.Proof: Let (uI; �I) be a point of intersection between ��Di and ��sj , and I bethe point of the circle Csi0 with parameter uI . Consider the curve that is theset of points at distance R from I on the line (Isj), when I describe the circleCsi0 . This curve is a circular conchoid (see Appendix C).According to the proof of Proposition 2.12, sj belongs to the line of slope�I passing through I. Thus, the point AI at distance R from I in the direction�I belongs to the circular conchoid de�ned above. Besides, AI belongs to Di(see Lemma 2.31). Thus, AI is a point of intersection between Di and thecircular conchoid de�ned above. There is at most six points of intersectionbetween a straight line and a circular conchoid (see Appendix C), and AIde�ne entirely (uI; �I). Therefore, the curves ��Di and ��sj intersect at mostsix times. Similarly, two curves �+Di and ��sj intersect at most six times. 22.7.2 Properties of the regions int(Hei) \ Csi0If si0 does not belong to the line segment ei, int(Hei)\Csi0 is clearly equalto int(Zei).If si0 belongs to ei but is not one of its endpoints, then, according toFigure 2.22, int(Hei)\Csi0 coincides with int(Zei) for (u; �) 2 S1 nf��2 ; �2g�S1 and coincides with the empty set for (u; �) 2 f��2 ; �2g � S1.We now consider the case where si0 is an endpoint of ei. Let s0i0 bethe other endpoint of ei and 
i0 = 6 (~x;���!si0s0i0). According to Figure 2.24,



172 CHAPITRE 2. MOTION PLANNING OF LEGGED ROBOTSint(Hei) \ Csi0 clearly coincides with int(Hei \ Csi0 ) = int(Zei) for (u; �) 2(
i0 � �2 ; 
i0 + �2 ) � S1 and int(Hei) \ Csi0 coincides with the empty set for(u; �) 2 [
i0 + �2 ; 
i0 + 3�2 ]� S1.Therefore, [iint(Hei) \ Csi0 is equal to [i6=i0int(Zei) [ int(Zei0 \ ([
i0 ��2 ; 
i0 + �2 ] � S1)). Hence, the computation of [iint(Hei) \ Csi0 comes fromthe computation of [i6=i0Zei and of Zei0 .2.7.3 Construction of �(Fe) \ Csi0Let �k(n) denote the maximum length of the Davenport-Schinzel sequenceof order k on n symbols and �k(n) = �k(n)=n.Sections 2.7.1 and 2.7.2 allow us to compute the contribution of the circleCsi0 to �(Fe) in the same way we proceeded in Section 2.4.3.The ki0 helicoidal volumes Hei that intersect Cei0 can be found in O(ki0)time once the arrangementAe of the Cei have been computed in O(jAej logn).Thanks to Propositions 2.30, 2.32, 2.33 and 2.34, during the computation ofthe union of the regions Zei , any two curves involved in the upper and lowerenvelopes of the curves �+i and ��i , intersect at most six time. Thus, the com-putation can be done in O(�7(ki0) log ki0) time and O(�8(ki0)) space [Her89].Thanks to Section 2.7.2, the computation of [iint(Hei) \ Csi0 can be donewithin the same time and space bounds.Since Ae is the arrangement of the Cei for i 2 f1; : : : ; ng, and A is the setof circles of radius R centered at the endpoints of each straight line segmentei, the generalization of Section 2.4.3 yields the following theorem:Theorem 2.35 We can compute �(Fe) \ A and the labels of the edges of�(Fe) incident to the arcs of �(Fe) \ A in O(jAej�7(n) logn) time andO(jAej�8(n)) space.2.7.4 Contribution of the straight line segments of Ceito �(Fe)We now compute the contribution of the straight line segments of Cei0 to�(Fe), for some i0 2 f1; : : : ; ng. We recall some notations: li0 denotes one ofthe two straight line segments of Cei0 , Li0 its supporting line, Li0 = Li0 �S1and Yei = Hei \Li0 ; Di denotes the line supporting ei, YDi = HDi \Li0 and
i is the angle between the (oriented) x-axis and Di. Notice that 
i0 is alsothe angle between the x-axis and Li0 . Li0 is a cylinder but for conveniencewe will use the vocabulary of the plane when describing objects on it.As usual, we compute �(Fe) \ Li0 by computing [i(Hei \ Li0) and[i(int(Hei) \ Li0). As in Section 2.4.1, we can express [i(int(Hei) \ Li0) in



2.7. APPENDIX A : PROOF OF THEOREM 2.20 173term of Yei: clearly, int(Hei0 )\Li0 = ;; if Di and Li0 are two parallel lines atdistance R, then int(Hei)\Li0 = ;; otherwise, int(Hei)\Li0 = int(Yei), fori 6= i0. For the sake of simplicity, we assume in the following that Li0 and Difor i 6= i0 are not two parallel lines. Then, [i(int(Hei)\Li0) = int([i6=i0Yei).It follows that the contribution of Li0 to �(Fe) comes from the computationof [iYei and [i6=i0Yei.We study �rst Ys = Hs \ Li0 for s 2 IR2, after which we examine YDi =HDi \ Li0. Then, we deduce Yei from YDi, Ysi and Ys0i where si and s0i arethe endpoints of ei. We assume, for the sake of clarity, that the regions Ys,YDi and Yei under consideration are not reduced to the empty set. Notice inthe sequel the typographical di�erence between %�s (resp. %�Di) that are edgesof Ys (resp. YDi) and ��s (resp. ��Di) that are edges of Zs (resp. ZDi).Proposition 2.36 The region Ys is a connected region bounded by two ver-tical line segments of length �, and two curved edges %+s and %�s which aretranslated copies of one another. Speci�cally %+s = %�s + (0; 0; �).Proof: The proof of Proposition 2.11 can easily be extended here (see Fi-gure 2.27). Notice that when s 2 Li0 , the extension of the proof of Pro-position 2.11 still holds but the curves %+s and %�s are not continuous (seeFigure 2.28). 2Proposition 2.37 For any s 62 Li0, the line � = 
i0 or � = 
i0 + � properlyintersects Ys. Furthermore, the lines � = 
i0 and � = 
i0+� intersect neither%+s nor %�s .Proof: Since s 62 Li0 , the half-disk HD(s; 
i0) or HD(s; 
i0 + �) properlyintersects the line Li0 (if the distance between s and Li0 is exactly R, thenneither HD(s; 
i0) nor HD(s; 
i0 + �) properly intersects Li0 but this case isirrelevant because then Ys is reduced to a vertical segment of length �). The�rst claim of the proposition follows.The edges %�s are the intersection between Li0 and the portions R�s of theboundary of Hs. Thus, the line � = 
i0 or � = 
i0 + � intersects %+s or %�s ifand only if the diameter of half-disk HD(s; 
i0) or HD(s; 
i0 + �) intersectsthe line Li0 . As the slope of Li0 is 
i0 and s 62 Li0 , the lines � = 
i0 and� = 
i0 + � intersect neither %+s nor %�s . 2Now, we study the regions YDi. First, we state the following propositionwhich is obvious:Proposition 2.38 The region YDi0 is equal either to Li0 � [
i0 � �2 ; 
i0 + �2 ]or to Li0 � [
i0 + �2 ; 
i0 + 3�2 ].
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� 
iDi si I2

I1HDi \ �� I 
i0
Li0 J1 J2

s0i HD0i \ ��

Fig. 2.27 � Section of Hsi, HD0i and HDi by the "plane" ��.Proposition 2.39 For i 6= i0, YDi is a connected region bounded by twovertical line segments of length �, and two curved edges %+Di and %�Di whichare symmetrical with respect to the lines � = 
i and � = 
i + �.Proof: The proof of Proposition 2.26 can easily be extended here (see Fi-gure 2.27). 2Proposition 2.40 The two curves %�Di can be subdivided into four sub-curvesdenoted %k�Di (k 2 f1; 2g) such that %k+Di and %k�Di are symmetrical with respectto the lines � = 
i and � = 
i + �, and such that the line � = 
i0 (resp.� = 
i0 + �) properly intersects the region bounded from above by %1+Di (resp.%2+Di ) and from below by %1�Di (resp. %2�Di ) but does not properly intersect thesetwo curves.Proof: If i = i0, the line � = 
i0 or � = 
i0 + � is strictly included in YDi(see Proposition 2.38), which yields the result.If i 6= i0, then Di and Li0 intersect by hypothesis. Let I be the pointwhere they intersect and let I1 and I2 be the two points of Li0 at distance Rfrom Di (see Figure 2.27). The points I1 and I2 play symmetrical roles andsimilarly, 
i0 is only de�ned modulo � in S1. According to the choice of I1,I2 and 
i0 in Figure 2.27, it comes that, in IR2� S1, [II1]� f
i0g 2 HDi and
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i0 +�g 2 HDi . Thus, [II1]�f
i0g 2 YDi and [II2]�f
i0 +�g 2 YDibecause the line segments [II1] and [II2] belong to Li0 . On the other hand, asYDi is included in [I1I2]�S1, we can subdivide the curves %�Di into %1�Di de�nedin [II1] � S1 and %2�Di de�ned in [II2] � S1. According to Proposition 2.40,the result follows. 2Let si and s0i be the endpoints of the straight line segment ei supportedby Di.Proposition 2.41 For any i 2 f1; : : : ; ng, Li0 can be split into a few verticalstrips such that the region Yei is bounded from above and from below by anarc of %�Di, %�si or %�s0i. Moreover, on each strip, the line � = 
i0 or � = 
i0 +�is included in Yei.Proof: If neither si nor s0i belongs to Li0 then a straightforward extensionof the proof of Proposition 2.30 can be applied here, according to Proposi-tions 2.37, 2.38 and 2.40 (see Figure 2.27). Otherwise, if si 2 Li0 for example,we need to notice that, on the strip Uk�S1 we deal with in the proof of Pro-position 2.30 (here Uk is equal either to [IJ1] or to [IJ2]), the lines � = 
i0and � = 
i0 + � belongs to Ysi; precisely these lines are equal to %+si and %�sion these strips (see Figure 2.28). Then, the straightforward extension of theproof of Proposition 2.30 holds here. 2�
Li0Ys sJ1 J2

J1 s J2 Li0

i0 + � 
i0
i0

� Cs
Fig. 2.28 � Ys and the relative positions of Cs and Li0 that correspond (s 2Li0).Proposition 2.42 If si and sj are two points that are not both on Li0, then,the curves %�si and %�sj intersect at most once. Otherwise, %�si and %�sj mayhave at most two common connected part.



176 CHAPITRE 2. MOTION PLANNING OF LEGGED ROBOTSProof: Assume �rst that si 62 Li0 . Then, the curves %�si are de�ned onto�-intervals smaller than �. Indeed, %+si (resp. %�si) is the intersection betweenR+si (resp. R�si) and Li0, and the radius ri(�) (resp. ri(� + �)) intersects theline Li0 on a �-interval smaller than � because si 62 Li0 . Now, the proof ofProposition 2.12 can easily be extended here.If si and sj are both on Li0 , then, according to Figure 2.28 the result isobvious. 2Lemma 2.43 Let (I; �I) 2 Li0 � S1 be a point of %�Di (resp. %+Di). The pointAI (resp. BI) at distance R from I in the direction �I (resp. �I + �) belongsto Di.Proof: The proof is the same as the proof of Lemma 2.31. 2Proposition 2.44 Two curves %�Di and %�Dj intersect at most twice.Proof: Two curves %+Di and %+Dj (or, %�Di and %�Dj ) intersect at most twicebecause the proof of Proposition 2.32 can be applied here. Since a straightline intersects an ellipse at most twice, the proof of Proposition 2.33 yieldsthe result. 2Proposition 2.45 Two curves %�Di and %�sj intersect at most four times.Proof: The proof is similar to the proof of Proposition 2.34. Here, the maxi-mum number of intersection between %�Di and %�sj is the maximum numberof intersection between a straight line and a conchoid which is four (see Ap-pendix B). 2The computation of �(Fe) \ Li0 can be done in the same way as in Sec-tion 2.4.3. Here, the two sets 
1 and 
2 introduced in Section 2.4.3 areinduced by the lines � = 
i0 and � = 
i0 + � instead of � = u� �=2.According to Section 2.7.3 and to Propositions 2.42, 2.44 and 2.45, thecontribution of Li0 to �(Fe) can be computed in O(�5(ki0) log(ki0)) time andO(�6(ki0)) space. Therefore, if B denotes the arrangement of straight linesegments of Ae, it comes the following theorem:Theorem 2.46 We can compute �(Fe)\B and the labels of the edges of �(Fe)incident to the arcs of �(Fe)\B in O(jAej�5(n) log n) time and O(jAej�6(n))space.



2.8. APPENDIX B : CONCHOIDS 1772.8 Appendix B : ConchoidsA conchoid is the curve drawn by the endpoint P of a straight line segment[PQ] of length L when Q moves along a �xed straight line D and when theline PQ contains a �xed point O (see Figure 2.29).
DYH ~|XQ

P
� ~{
O

Fig. 2.29 � Conchoid.Let H be the orthogonal projection of O onto D and h = kOHk. We givea parametric equation of the conchoid in the orthonormal reference frame(H;~{;~|) (see Figure 2.29). Let (X; Y ) denote the coordinates of P in thisreference frame. Let � denote the angle 6 (~{;�!QP ). We have:8><>: X = L cos(�)� htan(�)Y = L sin(�)Considering t = tan(�=2), we obtain:8>>><>>>: X = ht4 � 2Lt3 + 2Lt� h2t(1 + t2)Y = 2Lt1 + t2



178 CHAPITRE 2. MOTION PLANNING OF LEGGED ROBOTSA straight line and a conchoid intersect at most four times because anyequation aX + bY + c = 0 yields a polynomial of degree at most four in t.Lemma 2.47 The line segment [PQ] is tangent to the conchoid at P if andonly if P = O.Proof: The system above yields:8><>: _X = �L _� sin(�) + h _�sin2(�)_Y = L _� cos(�)The line segment [PQ] is tangent to the conchoid at P if and only if _X_Y =cot(�). We have:_X_Y � cot(�) = � tan(�) + hL sin2(�) cos(�) � cot(�)= �1sin(�) cos(�)  1� hL sin(�)! :As sin(�) = hL if and only if P = O (see Figure 2.29), the claim is proved. 2Lemma 2.48 Given two straight lines D1 and D2, and a line segment [P1P2]of length L such that P1 2 D1 and P2 2 D2, there exists at most one pointO on [P1P2] such that the conchoid K1 induced by D1, O and L is tangent toD2 at P2. We can decide if such a point O exists and, in case, compute itsposition, in constant time. Moreover, the conchoid K2 induced by D2, O andL is tangent to D1 at P1 (see Figure 2.30).Proof: Consider without loss of generality, D1 supported by the x-axis; let(X; Y ) denote the coordinates, in the frame described above, of the pointP2 on the conchoid induced by D1, O and L, and let s denote the slope ofD2. The conchoid induced by D1, O and L that is tangent to D2 at P2 mustverify that _Y = _X = s. Thus, L cos(�)�L sin(�) + hsin2(�) = s:It comes h in term of L, � and s. Thus, for D1, D2, P1 and P2 �xed, Ocomes as the intersection (if existing) of the line segment [P1P2] and of thehorizontal straight line of equation (Y = h). Therefore, there exists at most
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K2

K1
K1

K2

D1
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O

Fig. 2.30 � For the Lemma 2.48.one such a point O and, we can decide if it exists and, in case, compute itsposition, in constant time.We show now, that the conchoid K2 induced by D2, O and L is tangent toD1 at P1 (see Figure 2.30). Indeed, assume for a contradiction that K2 is nottangent to D1 at P1. We show that, in any neighborhood of P1, there exists apoint P �1 2 D1 such that the line segment [P �1P �2 ] of length L, that contains O,intersects D2. That will yield the claim. Since P1 2 K2, K2 properly intersectsD1 at P1. Thus, there exists, in any neighborhood of P1, a point P �1 2 D1such that the line segment, of length L passing through O and touching D2,contains P �1 . Therefore, the line segment, of length L passing through O and



180 CHAPITRE 2. MOTION PLANNING OF LEGGED ROBOTStouching D1 at P �1 , intersects D2. That implies that K1 intersects D2 andcontradicts our assumption. 22.9 Appendix C : Circular conchoidsA circular conchoid is the curve drawn by the endpoint P of a straightline segment [PQ] of length L when Q moves along a �xed circle C and whenthe line PQ contains a �xed point O (see Figure 2.31). Let O1 and R denotethe center and the radius of C.
~{~|O1

O

PQ ��h
R cos(�)�R sin(�) C

Fig. 2.31 � Circular conchoid (when L = R).We give a parametric equation of the circular conchoid in the orthonormalreference frame (O1;~{; ~|) (see Figure 2.31).Let (X; Y ) denote the coordinates of P in this reference frame. Let �denote the angle 6 (~{;�!QP ), � the angle 6 (~{;��!O1Q) and h the Euclidean distancebetween O and O1. We have:( X = R cos(�) + L cos(�)Y = R sin(�) + L sin(�)where cos(�) (resp. � cos(�)) is equal to�R cos(�)qR2 cos2(�) + (h� R sin(�))2 = �R cos(�)qR2 + h2 � 2hR sin(�)



2.9. APPENDIX C : CIRCULAR CONCHOIDS 181when O belongs (resp. does not belong) to the half straight line ending at Qand passing through P . Similarly, sin(�) (resp. � sin(�)) is equal toh� R sin(�)qR2 cos2(�) + (h�R sin(�))2 = h� R sin(�)qR2 + h2 � 2hR sin(�)when O belongs (resp. does not belong) to the half straight line ending at Qand passing through P .With t = tan(�=2), we obtain:8>>>>>><>>>>>>: X = 11 + t2 0@R(1� t2)� LR(1� t2)qf(t) 1AY = 11 + t2 0@2Rt� Lh(1 + t2)� 2LRtqf(t) 1Awhere: f(t) = R2 + h2 � 4hRt1 + t2 :A straight line and a circular conchoid intersect at most six times becauseany equation aX + bY + c = 0 yields a polynomial of degree at most six in t.
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Plani�cation de trajectoires de robots mobiles non-holonomes et de robots à pattesLes travaux présentés dans cette thèse s'inscrivent dans la cadre de la plani�cation de trajectoires opti-males en présence d'obstacles pour des robots mobiles de type voiture et pour des robots à pattes. Le modèlede robot de type voiture étudié est celui de Dubins. Il s'agit grossièrement d'une voiture se déplaçant enmarche avant uniquement et dont le rayon de braquage est minoré par 1.Nous avons considéré le problème du calcul d'une enveloppe convexe de courbure bornée d'un ensembleS de points du plan, c'est-à-dire d'un ensemble contenant S et dont le bord est de courbure bornée et depérimètre minimal. Nous montrons que si le rayon du plus petit disque contenant S est supérieur à 1, unetelle enveloppe est unique. Nous montrons que le calcul d'une enveloppe convexe de courbure bornée seramène à un problème d'optimisation convexe ou à la résolution d'un ensemble de systèmes algébriques.Nous proposons également un algorithme exact polynomial pour le calcul de trajectoires optimales en lon-gueur lorsque le robot se déplace en présence d'obstacles dont les bords sont de courbure bornée et constituésde segments de droite et d'arcs de cercle. De tels obstacles peuvent être obtenu comme enveloppes convexesde courbure bornée d'obstacles polygonaux. L'algorithme calcule un graphe et recherche un plus court che-min dans ce graphe. Le calcul de ce graphe est e�ectué grâce à des techniques de géométrie algorithmique etpar la résolution de systèmes algébriques dont nous montrons, à l'aide de résultants, qu'ils ont un nombre�ni de solutions.Nous avons également étudié le problème de la plani�cation de trajectoires pour des robots à pattesdont le corps est ponctuel et dont toutes les pattes sont attachées au même point. Les pattes du robotont une longueur bornée et ne sont autorisées à se poser que dans certaines régions polygonales du plan.Nous présentons un algorithme quasi optimal pour le calcul de l'ensemble des positions du corps du roboten équilibre stable. Par une transformation judicieuse, nous nous ramenons au calcul de l'espace libre d'unrobot de la forme d'un demi disque se déplaçant en présence d'obstacles.Mots clés : Plani�cation de trajectoires, systèmes non-holonomes, plus courts chemins, robots mobiles,robots à pattes, robotique, géométrie algorithmique.Motion planning of non-holonomic mobile robots and legged robotsThe work presented in this thesis deals with optimal motion planning, in the presence of obstacles, ofcar-like robots and legged robots. The model of car-like robot studied is the one of Dubins. That is, roughlyspeaking, a car moving forward with a minimum turning radius.We consider the problem of computing a convex hull of bounded curvature of a set S of points in theplane, that is a set containing S and whose boundary is a curve of bounded curvature of minimal length.We prove that, if the radius of the smallest disk that contains S is greater than 1, such a hull is unique.We show that the computation of a convex hull of bounded curvature reduces to convex programming or tosolving a set of algebraic systems.We also present an exact polynomial-time algorithm for computing a shortest path for the Dubins robotmoving amidst moderate obstacles, that is obstacles whose boundaries are curves of bounded curvaturemade of line segments and arcs of circle. Such obstacles can be found by computing convex hulls of boundedcurvature of polygonal obstacles. The algorithm computes a graph and �nds a shortest path in this graph.The graph is computed using computational geometry methods and resolution of algebraic systems.We also worked on the motion planning problem of a legged robot whose body is a single point and whoselegs are attached to the body. The legs have a bounded length and the robot can only put its feet in somepolygonal regions of the plane. We present an almost optimal time algorithm for computing the set of stableplacements of the body of the robot. By a clever transformation, we turn the problem into the computationof the free space of a half-disk robot moving amidst obstacles.Keywords : Motion planning, non-holonomic systems, shortest paths, mobile robots, legged robots,robotics, computational geometry.


