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Élisabeth MASSOT

Description relativiste chirale
de la matière nucléaire
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3 Modèle de Walecka
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Introduction

L’émergence de la physique quantique au début du XXe siècle a offert
un cadre théorique aux découvertes aux échelles atomiques et en deçà qui
avaient lieu à la même époque. Après la mise en évidence expérimentale du
noyau par Rutherford en 1911 et la découverte du neutron par Chadwick en
1932, la physique subatomique a rapidement pris son essor. Il est vite ap-
paru que la force nucléaire était autrement plus complexe que celles connues
jusque-là, les forces gravitationnelle et électromagnétique.

Plusieurs voies se sont alors ouvertes aux physiciens. D’une part, la
physique nucléaire s’en contentée pour commencer de formuler les inter-
actions en terme de forces phénoménologiques de plus en plus élaborées,
généralement non relativistes, qui permettent aujourd’hui de décrire avec
précision les éléments de la carte des noyaux et leurs propriétés : rayons,
masses, niveaux d’énergie, mais également radioactivité, modes de vibra-
tions, etc. Les expériences d’ions lourds, toujours plus sophistiquées, telles
celles menées au GANIL près de Caen, ont permis de mettre en évidence des
phénomènes de plus en plus exotiques : disparition de nombres magiques,
halos nucléaires ou dans un registre voisin la dynamique nucléaire, de fusion
ou fission par exemple. D’autre part, la physique hadronique et la physique
des particules se sont intéressées aux plus petites distances, avec l’étude des
nucléons ou plus généralement des hadrons, puis des quarks et de l’interac-
tion forte décrite par la chromodynamique quantique (QCD). Grâce à des
sondes électromagnétiques comme les électrons, il a été possible d’expliquer
la structure du nucléon en terme de partons, assimilés aux quarks et aux
gluons, vecteurs de l’interaction forte. Comprendre les contributions de ces
différentes composantes à la masse, au spin, etc. du nucléon est un domaine
encore très actif. La description de l’interaction entre quarks, faible aux
courtes distances (liberté asymptotique) et forte au-delà du fermi (confine-
ment), est un enjeu actuel tant des nouvelles expériences (plasma de quarks
et gluons au LHC par exemple) que des modèles théoriques. Une description
succincte de ces physiques est présentée dans le premier chapitre qui peut
être vu comme un développement de cette introduction.

Malgré le succès des approches non relativistes pour la physique nucléaire,
les nucléons sont par essence des objets relativistes (l’impulsion de Fermi
dans la matière nucléaire est supérieure à un quart de la masse du nucléon).
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Pour tenir compte correctement de la structure du milieu nucléaire (le spin-
orbite par exemple), il est donc nécessaire de se placer dans le cadre de la
théorie quantique des champs relativiste. Cette approche a débuté dès les
années 70. Initiée par Walecka [1], elle consiste à décrire les interactions fortes
entre nucléons par un lagrangien contenant des échanges de mésons. On peut
remarquer que ces échanges sont naturels en physique hadronique dans la
mesure où à ces échelles d’énergies, les degrés de liberté sont les hadrons et
non les quarks et les gluons. Les mésons impliqués ont été choisis de manière
à reproduire les propriétés de saturation de la matière nucléaire, c’est-à-dire
de manière à obtenir une compensation entre un terme attractif dû au méson
scalaire sigma et un terme répulsif dû au méson vecteur oméga. Ce modèle
de Walecka a ensuite été affiné par l’ajout de nouveaux mésons, notamment
isovecteurs [2]. Il a également été remarqué que la prise en compte de termes
non linéaires au potentiel scalaire permettait d’améliorer les prédictions du
modèle, mais sans que la valeur des paramètres introduits ne soit justifiée a
priori.

Ces théories effectives relativistes, bien que partiellement justifiées par
un mécanisme microscopique, sont toutefois largement déconnectées des pro-
priétés sous-jacentes de QCD. Une théorie effective ne peut tenir compte des
détails précis des mécanismes d’interaction entre quarks et gluons. Cepen-
dant, une théorie hadronique doit pouvoir décrire un certain nombre de
phénomènes globaux qui interviennent entre basse et haute énergie. En par-
ticulier, à basses température et densité, les quarks sont confinés dans les
hadrons, mais à haute température ou grande densité, la matière consiste
en une phase de quarks déconfinés. L’étude de la transition constitue un do-
maine de recherche en soi. À température nulle, les nucléons sont généralement
traités comme ponctuels, mais ils peuvent aussi être considérés comme un
ensemble de trois quarks, l’interaction étant portée par un échange de mésons
entre quarks : le choix du confinement va alors contraindre le modèle. On
peut montrer que cela revient à prendre en compte l’effet de réarrangement
des quarks confinés (réponse scalaire du nucléon) en présence du champ
scalaire nucléaire. Ceci peut alors se reformuler en terme de potentiel sca-
laire tadpole répulsif [3]. De ce fait les paramètres du potentiel scalaire ne
sont plus phénoménologiques. Par ailleurs, QCD possède une symétrie parti-
culière, la symétrie chirale. À basses température et densité, cette symétrie
est brisée à la fois spontanément et explicitement. La brisure spontanée,
selon le mécanisme de Nambu–Goldstone, conduit à la présence de bo-
sons de Goldstone, les pions, et à une valeur non nulle du condensat de
quarks, relié à la constante de désintégration du pion par la relation de
Gell-Mann–Oakes–Renner (voir équation 4.10). La brisure explicite est due
à la masse des quarks, elle est donc petite à l’échelle hadronique. Cette
symétrie est restaurée à hautes température et densité ; lorsque seule la
température est grande, la restauration semble se faire en même temps que
le déconfinement. Un paramètre d’ordre de la transition chirale est le conden-
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sat de quarks. La compréhension de cette restauration est un enjeu aussi bien
théorique qu’expérimental brûlant. Il est donc particulièrement intéressant
de construire un modèle effectif qui tienne compte à la fois de la symétrie
chirale et du confinement.

Cette thèse est organisée en deux parties. La première partie est consacrée
à une introduction à la physique nucléaire relativiste. Après un survol du
contexte dans le premier chapitre, qui constitue comme il a déjà été dit une
grosse introduction, le deuxième chapitre a pour but d’introduire le forma-
lisme nécessaire dans le reste de l’ouvrage. En particulier, on y trouvera
une description du champ moyen à l’approximation de Hartree–Fock, cadre
de la première moitié de ce travail de thèse. Afin de raffiner l’approche,
des corrélations sont ensuite ajoutées à l’approximation des anneaux. Le
troisième chapitre présente le modèle de Walecka, base de toutes les théories
nucléaires construites à partir d’un lagrangien relativiste. La seconde par-
tie est consacrée à la mise en place d’un modèle incluant les effets de la
symétrie chirale et du confinement. Au chapitre 4 est développé un lagran-
gien chiral s’inspirant du modèle σ. On verra qu’un tel lagrangien est in-
suffisant pour expliquer les propriétés de la matière nucléaire, en particulier
la saturation. En effet, le terme scalaire trop attractif fait s’effondrer la
matière nucléaire. Ce problème sera résolu au chapitre 5 par l’ajout d’un
terme de confinement via la réponse nucléonique. La valeur du paramètre
de réponse nucléonique est obtenu à partir de calculs sur réseau, c’est-à-dire
ab initio. Ce chapitre constitue la première moitié de ce travail de thèse.
Après la construction du lagrangien et le calcul de l’énergie à l’approxima-
tion Hartree–Fock, on y trouvera les résultats qui reproduisent correctement
les propriétés du point de saturation ainsi qu’un certain nombre de propriétés
de la matière nucléaire. Cependant, quelques points restent à améliorer, en
particulier la valeur trop forte de la compressibilité. Il a donc été décidé
d’inclure des effets au-delà du champ moyen en ajoutant des excitations
particule-trou via des corrélations à l’approximation des anneaux. On trou-
vera le développement de l’énergie de corrélation ainsi que les résultats qui
en découlent au dernier chapitre, qui correspond à la seconde moitié de ce
travail.

*
* *

Cette thèse est l’objet de trois publications régulières :

« Relativistic calculation of the pion loop correlation energy in nuclear
matter in a theory including confinement »

É. Massot and G. Chanfray
Phys. Rev. C 80, 015202 (2009) ;
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« Relativistic chiral Hartree-Fock description of nuclear matter with
constraints from nucleon structure and confinement »

É. Massot and G. Chanfray
Phys. Rev. C 78, 015204 (2008) ;

« Chiral symmetry, confinement and nuclear matter properties »

G. Chanfray, M. Ericson and É. Massot
European Physical Journal ST 156, 199 (2008) ;

et d’une publication dans un compte-rendu de conférence :

« Propriétés de la matière nucléaire dans une approche incluant symétrie
chirale et confinement »

Journées de Rencontres Jeunes Chercheurs, Dinard, (2007).



Première partie

Introduction à la physique

nucléaire relativiste

5





Chapitre premier

Généralités

Les sujets abordés dans cette thèse sont à mi-chemin entre la physique
nucléaire et la physique hadronique. Afin de comprendre la cohérence entre
les différents sujets et les conséquences qu’ils peuvent avoir pour notre étude,
nous allons commencer par un bref survol de ces physiques.

1.1 Physique nucléaire

La physique subatomique a démarré avec de nombreuses expériences
au début du XXe siècle. En particulier, en 1909, Geiger et Marsden bom-
bardèrent une mince feuille d’or avec des particules α. Les résultats observés
conduisirent Rutherford à postuler en 1911 l’existence de très petits noyaux
atomiques (modélisation discrète) [4], contrairement au modèle de Thomp-
son jusque-là largement employé qui proposait que la masse des atomes soit
distribuée dans tout l’atome (modélisation continue). Suite à l’expérience de
Chadwick en 1932 [5] mettant en évidence le neutron - prédit par Rutherford
en 1920 - le noyau apparâıt comme un ensemble de nucléons, c’est-à-dire un
ensemble de protons et de neutrons, en interaction à des énergies de l’ordre
de quelques dizaines de MeV.

Aujourd’hui, le modèle standard de la physique est basé sur un en-
semble de quatre interactions dont certaines seront ignorées dans toute
cette thèse. L’interaction gravitationnelle, tout d’abord, est négligeable aux
échelles d’énergies que nous considérons. L’interaction électromagnétique
concerne les protons et les neutrons (à travers le facteur de forme électroma-
gnétique des neutrons) dans les noyaux finis, mais dans le contexte de la
matière nucléaire on omettra cette interaction. L’interaction faible est res-
ponsable de la désintégration β des noyaux, elle n’apparâıtra pas dans la
suite. Enfin, l’interaction forte, de portée courte, est cachée derrière la plu-
part des sujets abordés dans cette thèse. Cette dernière interaction, qui ne
peut être traitée par une méthode perturbative à basse énergie, est mal
connue. Dans le noyau, les échelles d’énergies sont très faibles devant celles
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8 CHAPITRE PREMIER. GÉNÉRALITÉS

de l’interaction forte : l’interaction entre nucléons doit être vue comme un
« résidu » de celle créant la masse des nucléons.

1.1.1 Modèle de la goutte liquide

Le modèle le plus simple de noyau est celui de la goutte liquide où, comme
son nom l’indique, les noyaux sont décrits comme un fluide. En première ap-
proximation, le rayon du noyau, ou de la goutte, est proportionnel à la racine
cubique du nombre de nucléons ou particules r ' r0A

1/3 (où A est le nombre
de nucléons présents). Ceci est assez bien vérifié expérimentalement, sauf
pour les noyaux les plus légers. Comme dans une goutte, l’énergie de liaison
av d’un nucléon est indépendante du nombre total de nucléons. Une première
contribution à l’énergie de liaison totale du noyau est donc Ev = avA.
Cette énergie de liaison est valable pour une goutte de matière infinie. Dans
une goutte finie, les nucléons de surface ne peuvent contribuer de la même
manière que les nucléons de cœur. On introduit donc une énergie de tension
de surface proportionnelle à celle-ci et contribuant négativement à l’énergie
de liaison : Es = −asA2/3. Les protons étant chargés, il faut rajouter un
terme coulombien répulsif, à savoir −acZ2/A1/3 où Z est le nombre de pro-
tons. L’énergie obtenue ne pourrait rendre compte de la vallée de stabilité.
Or pour l’instant il n’a pas été fait de différence entre les protons et les neu-
trons autre que leur charge. De manière générale, leurs natures différentes
conduisent tant dans le potentiel que dans l’énergie cinétique à un terme
dépendant de δ = N −Z, N étant le nombre de neutrons. Un terme linéaire
conduirait à un noyau composé uniquement d’une des deux espèces. On pos-
tule donc une énergie proportionelle à δ2 de la forme Esym = −asymδ2/A qui
permet de reproduire les noyaux stables. Enfin, un terme d’appariement Ep

doit être rajouté ou retranché suivant que le noyau est pair-pair ou impair-
impair respectivement. Il est dû à la nature fermionique des nucléons. En
résumé, l’énergie de liaison d’un noyau composé de A nucléons (Z protons
et N neutrons) peut être résumée par la formule de Bethe–Weizsäcker :

E = avA− asA2/3 − ac
Z2

A1/3
− asym

(Z −N)2

A
± εp. (1.1)

Cette formule phénoménologique reproduit très bien les énergies de liaison
des noyaux connus en prenant comme valeurs pour les paramètres [6, 7] :

av = 15, 96 MeV,

as = 17, 23 MeV,

ac ' 0, 7 MeV,

asym ' 30 MeV. (1.2)

Les théories développées dans cette thèse s’attachent à reproduire ces valeurs
à partir de modèles théoriques plus proches de la théorie fondamentale des
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interactions. Le traitement des noyaux finis y devient très lourd à la fois
d’un point de vue analytique et d’un point de vue numérique(1).

Dans la suite nous n’évoquerons que très rapidement le cas des noyaux
pour nous concentrer sur celui de la matière infinie. Celle-ci a cependant un
champ d’applications important comme par exemple les étoiles à neutrons
dont nous reparlerons à la fin de cette introduction. Le concept de matière
nucléaire infinie est défini par les assertions suivantes :

– comme son nom l’indique, c’est un milieu infini uniforme sans surface ;
– l’interaction coulombienne entre les protons y est négligée(2) ;
– il n’est pas forcément nécessaire de tenir compte des corrélations d’ap-

pariement entre les nucléons, on les omettra ici ;
– le milieu est invariant par translation, les fonctions d’onde y sont des

ondes planes ;
– sa densité à l’équilibre est extrapolée à partir de celle à l’intérieur des

gros noyaux, à savoir ρ0 = 0, 16 fm−3.

En conséquence, on s’intéressera uniquement dans la partie principale de
cette thèse à l’énergie de volume av et à l’énergie d’asymétrie asym. En effet,
les énergies de surface et d’appariement n’y ont plus de sens et l’énergie
coulombienne est négligée. Lorsqu’on trace l’énergie par nucléon en fonction
de la densité, la courbe obtenue présente un minimum appelé point de sa-
turation. Ses coordonnées doivent être celles données ci-dessus, c’est-à-dire
(ρ0,−av).

Cependant, ce modèle de la goutte liquide n’est pas adapté pour expli-
quer et prédire les détails des spectres d’énergie de toute la carte des noyaux
puisqu’il a été construit pour décrire l’état fondamental. Une première chose
qu’il n’aborde pas est la plus grande stabilité (relative) des noyaux possédant
un nombre de protons ou de neutrons égal à 2, 8, 20, 50, 82, 126, dits noyaux
magiques. Ce phénomène rappelle celui qu’on observe en physique atomique
lorsqu’une couche d’électrons est entièrement remplie. Il en est de même
en physique nucléaire : on peut introduire des couches pour les nucléons
(modèle dit « en couche »), mais le potentiel est bien plus sophistiqué qu’un
potentiel de Coulomb. Malgré cela, les parties à 3 (voire 4) corps sont moins
bien connues ; dans tous les cas le cœur dur rend les calculs délicats. Un
bon test pour un modèle nucléaire est la précision avec laquelle il prédit
les couches d’un noyau donné (en particulier un noyau magique) et leurs
énergies respectives.

(1)En particulier, l’approche relativiste choisie complique considérablement les calculs.
(2)En réalité, le potentiel coulombien est infini et constant dans une matière chargée

infinie uniforme. Le concept de matière nucléaire s’affranchit de cette difficulté, on peut
s’en convaincre en remarquant que la force dérivant d’un potentiel constant est nulle. Dans
le cas des étoiles à neutrons, un gaz d’électrons libres assurant l’électroneutralité de l’étoile
permet par exemple de se ramener à la notion de matière nucléaire.
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1.1.2 Approche microscopique

Bien qu’on ne puisse le dériver analytiquement, le point de départ pour
les approches microscopiques est toujours le potentiel d’interaction nucléon-
nucléon dans le vide représenté figure 1.1. Depuis les années 50, de nom-

Fig. 1.1: Potentiel d’interaction nucléon-nucléon dans le vide (figure repro-
duite avec l’aimable autorisation de J. Dobaczewski).

breuses expériences de diffusion neutron-proton et proton-proton ont per-
mis de connâıtre ce potentiel nucléon-nucléon de façon extrêmement précise.
Divers potentiels à deux corps, qui sont en général empiriques, permettent
de le décrire. Leurs paramètres sont choisis pour reproduire les données
expérimentales comme par exemple celui de Paris, ou plus récemment les
potentiels d’Argonne [8]. D’autres, comme celui de Bonn, reproduisent les
données de diffusion mais sont construits à partir d’une interaction d’échange
de mésons. Pour décrire la matière nucléaire où ont lieu des interactions entre
de nombreux nucléons, les forces à trois corps ne peuvent être ignorées. Les
potentiels précédents doivent donc être complétés par des forces à trois corps,
ici encore choisies empiriquement ou à partir d’échange de mésons, princi-
palement de deux pions. Cependant, ces modèles pèchent par leur manque
de lien avec la théorie sous-jacente qui est la chromodynamique quantique
(QCD). Une propriété essentielle de la QCD qui a une influence sur les
théories effectives est la symétrie chirale (voir le chapitre 4 pour la définition
de cette symétrie), spontanément brisée à basse température et basse den-
sité. Celle-ci peut être incorporée dans les interactions entre nucléons par une
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méthode proposée par Weinberg [9] et développée dans les années 90 [10],
connue sous le nom de théorie des champs effective chirale. Cette dernière
approche permet en plus de rendre cohérentes les descriptions des forces à
deux et trois corps (voire plus), et de tronquer les calculs à un ordre donné,
en général le quatrième (N3LO)[11]. Une autre propriété essentielle de la
QCD est la liberté asymptotique et le confinement. Étant donné que ce
point constitue un élément essentiel de ce travail de thèse, on y reviendra
de façon plus détaillée au paragraphe 1.2.7. Une interaction nue permet de
décrire un système de quelques nucléons avec un calcul ab initio [12]. Bien
que les prédictions obtenues soient très bonnes, les limites des moyens infor-
matiques sont rapidement atteintes. Certaines techniques de calcul, comme
la configuration d’interaction, sont utilisables jusqu’à un nombre de nucléons
de l’ordre de 20. Au-delà, mises à part de rares exceptions (noyaux double-
ment magiques), le principal problème provient des forces à courte portée.
En effet, si on prend la valeur moyenne du potentiel VNN sur l’état fon-
damental choisi comme un déterminant de Slater noté |φ0〉 et qu’on intègre
sur tout l’espace, l’énergie obtenue diverge rapidement aux petites distances.
Pour s’en affranchir, il faut introduire de très fortes corrélations dans le fon-
damental qui annulent sa fonction d’onde aux petites distances de façon à
compenser la divergence de VNN . Mais les calculs effectués à partir de fonc-
tions d’onde corrélées sont extrêmement lourds. En supposant par exemple
qu’on sache obtenir la fonction d’onde du 56Fe, ΨFe(r1, · · · , r56), le calcul de
l’énergie, E =

∫

dr1 · · · dr56ΨFe(r1, · · · , r56)H(r1, · · · , r56)ΨFe(r1, · · · , r56),
prendrait avec les moyens de calcul actuels un temps supérieur à l’âge de
l’univers. Il faut donc partir sur une approche différente pour les noyaux
moyens et lourds.

1.1.3 Théorie effective phénoménologique

On introduit une interaction effective représentée par une matrice G dont
la valeur moyenne prise sur |φ0〉 donne les mêmes résultats (pour l’énergie,
la densité, etc.) que l’interaction nue sur le fondamental corrélé |ψ0〉 :

〈ψ0|VNN |ψ0〉 = 〈φ0|G|φ0〉. (1.3)

On calcule G en ajustant le braket de droite sur celui de gauche jusqu’à des
densités de l’ordre de la densité nucléaire, ce qui est suffisant.

Les premières interactions effectives proposées, à la fin des années 60,
étaient phénoménologiques et non relativistes. Le principe est de décomposer
la force sur un certain nombre d’opérateurs (spin, isospin, etc.) et d’ajuster
les coefficients sur des mesures expérimentales. Ces forces peuvent être de
portée finie, telle la force de Gogny [13] très employée depuis les années
80. Cette approche est naturelle dans la mesure où elle modélise bien les
moyenne et longue portées de l’interaction entre deux nucléons. Cependant,
il est bien plus aisé de travailler avec des forces de portée nulle telles les
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forces de Skyrme [14, 15]. La légitimité de cette approche est faite a poste-
riori en notant que les prédictions sont très bonnes et les calculs nettement
plus faciles que dans le cas de portée non nulle [16]. Il est possible d’inclure
dans ces forces différents ingrédients qui permettent de raffiner le modèle.
Les premières interactions utilisées sont les forces SIII [17]. On peut citer
également la force Skm∗ qui donne une description plus réaliste des effets de
surface [18]. Mais ce sont sans conteste les forces de Saclay–Lyon qui sont les
plus utilisées. Elles ont été proposées dans les années 90 par une collabora-
tion entre Saclay et Lyon et sont notées Slyn [19, 20]. Leur originalité tient
au fait qu’elles utilisent l’équation d’état de la matière nucléaire de neutrons
pour ajuster les paramètres. La plus courante d’entre elles (et sur laquelle
sont basées les autres), la force Sly4, est obtenue à partir du potentiel

V (r1, r2) = t0(1 + x0Pσ)δ(r)

1

2
t1(1 + x1Pσ)

[

P′2δ(r) + δ(r)P2
]

+t2(1 + x2Pσ)P
′ · δ(r)P

1

6
t3(1 + x3Pσ)[ρ(r)]

σδ(r)

+iW0σ ·
[

P′ × δ(r)P
]

(1.4)

où r = r1 − r2, P = (∇1 − ∇2)/2i et P′ = P∗ agit à gauche. σ = σ1 +
σ2 et Pσ = 1

2(1 + σ1 · σ2) tiennent compte de la dépendance en spin. La
première ligne correspond à un terme central. Les deux lignes suivantes sont
des termes non locaux qui permettent de relier cette force aux propriétés
de portée non nulle de l’interaction réelle. Le terme en t3, x3 dépend de la
densité. Enfin, la dernière ligne est un terme de spin-orbite.

À partir du hamiltonien construit grâce à ce potentiel, il est possible
de construire une densité d’énergie ε(ρ) à l’approximation de Hartree–Fock
(voir le chapitre 2). Elle est liée à l’énergie par particule comme dans l’équation
(3.22). On trouve pour l’énergie par particule dans la matière nucléaire
symétrique :

E

A
(ρ) =

3

10m

(

3π2

2

)2/3

ρ2/3+
3

8
t0ρ+

3

80
Θs

(

3π2

2

)2/3

ρ5/3+
1

16
t3ρ

σ+1 (1.5)

où Θs = 3t1 + (5 + 4x2)t2. On s’est placé comme dans tout le reste de cette
thèse dans le système d’unités où ~ = c = 1. On peut également calculer la
pression et le module de compressibilité, définis respectivement par

P (ρ) = −∂E
∂V

∣

∣

∣

∣

A

= ρ2 ∂
E
A (ρ)

∂ρ

∣

∣

∣

∣

A

, (1.6)

K∞ = 9
∂P

∂ρ
=

18P

ρ
+ 9ρ2∂

2E
A

∂ρ2
. (1.7)
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Ils s’écrivent donc en fonction des quatre paramètres t0, Θs, t3 et σ. On écrit
les trois quantités ci-dessus au point de saturation de la matière nucléaire,
ainsi que σ, avec les valeurs

E

A
(ρ0) = −16 MeV, (1.8)

K∞ ' 230 MeV, (1.9)

P (ρ0) = 0, (1.10)

σ =
1

6
. (1.11)

E/A(ρ0) est obtenu par les modèles de goutte liquide (voir ci-dessus),K∞ est
extrapolé à partir des données sur les modes monopolaires (ou de respiration)
des noyaux et P (ρ0) = 0 correspond à la définition du point de saturation.
La dernière équation est une prescription habituelle permetant d’avoir un
couple raisonnable (K∞,m

∗) où m∗ est la masse effective. On a ainsi accès
aux quatre premiers paramètres du hamiltonien.

En utilisant de plus les propriétés de la matière nucléaire asymétrique et
l’énergie d’asymétrie choisie à la valeur 32, 5 MeV, on peut fixer un nouveau
paramètre, Θsym = 3t1x1 − t2(5 + 4x2). L’équation d’état de la matière de
neutrons est ensuite utilisée pour fixer trois nouveaux paramètres, x0, x3

et Θv = t1(2 + x1) + t2(2 + x2). Malgré tout, les paramètres t1, x1, t2, x2

ne sont pas tous connus car ils ne sont fixés que par Θs et Θv. On impose
x2 = −1 pour éviter les problèmes de matière de neutrons ferromagnétique.

Le reste des paramètres est fixé à l’aide des propriétés des noyaux finis,
en particulier les rayons de charge et les énergies de liaison. Les noyaux sont
choisis doublement magiques pour éviter les effets de corrélation compliqués.
Le noyau 16O n’est pas utilisé dans la mesure où il est très petit et où
les corrélations au-delà du champ moyen sont trop importantes. On évite
également 78Ni dont la masse est estimée par extrapolation mais n’a pas été
mesurée.

Au final, la paramétrisation des forces de Skyrme obtenue avec ce proto-
cole est appelée Sly4. On pourrait citer Sly5, 6, 7 qui incorporent notamment
la contribution d’un couplage tenseur entre spin et gradient (elle est nulle
dans les noyaux magiques saturés en spin) et les corrections du centre de
masse. Les prédictions de ces forces, ajustées sur des noyaux près de la vallée
de stabilité, sont relativement robustes autour de celle-ci.

Les forces de Skyrme sont phénoménologiques dans la mesure où elles ne
proviennent pas de processus d’échange clairement identifiés. A contrario,
on peut essayer de construire des interactions à partir d’échanges de mésons ;
dans le cas relativiste cette approche a été initiée par Walecka (chapitre 3).
Les interactions peuvent également être contraintes par la présence de QCD
sous-jacent, en particulier par la symétrie chirale et le confinement. Ce sera
l’objet des chapitres développés dans la seconde partie de cette thèse ; les
détails introductifs seront donnés dans la seconde section de ce chapitre.
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1.1.4 Problème à N-corps

Un problème essentiel de la physique nucléaire qui n’a pas été détaillé
jusqu’ici correspond au fait que l’on a affaire à un système à N corps,
dont la résolution ne pourra être faite directement. L’idée développée pour
le résoudre de façon approchée est de remplacer le potentiel à N corps
par un potentiel moyen ressenti par chaque particule. C’est la méthode
dite du « champ moyen ». On obtient ainsi un système de quasiparti-
cules indépendantes comme expliqué dans le chapitre sur le formalisme. Le
problème se ramène alors à la construction du potentiel moyen. Dans le cas
d’un atome, il s’agissait du potentiel coulombien en 1/r dû au noyau ainsi
que de l’écrantage par les autres électrons. De manière similaire, ici le po-
tentiel est dû aux autres nucléons : ainsi sa détermination dépend-elle des
autres nucléons qui eux-mêmes évoluent dans ce potentiel. Les méthodes
d’approximation basées sur le champ moyen sont donc auto-cohérentes, ce
qui constitue une manière de choisir le meilleur potentiel moyen de façon
méthodique. Le champ moyen développé dans cette thèse est basé sur un
choix de l’état fondamental sous forme d’un déterminant de Slater, c’est-
à-dire de particules (ou plutôt de quasiparticules) indépendantes(3). Cette
description, appelée champ moyen de Hartree–Fock, est néanmoins insuf-
fisante dans le cas des noyaux finis. Pour un noyau magique, la couche de
valence est entièrement remplie : la première excitation du noyau est à un ni-
veau d’énergie supérieure à ce qu’on peut obtenir avec l’interaction résiduelle
du champ moyen. Mais dans le cas d’un noyau quelconque, le saut entre le
fondamental et le premier niveau excité est généralement faible. Dans ce
cas, les corrélations entre ces niveaux ne peuvent plus être ignorées. Le
plus simple est de les inclure dans la définition du fondamental. Le premier
type de corrélations qu’on introduit sont les corrélations à deux corps ou
d’appariement qui couplent deux états de quasiparticules. On obtient ainsi
la théorie de Hartree–Fock–Bogoliubov (HFB). En général, on se contente
d’apparier des états qui sont inverses l’un de l’autre par renversement du
temps (par analogie avec la théorie BCS de la superfluidité), ce qui simplifie
grandement les équations. On peut ajouter aussi des excitations collectives.
La méthode la plus simple pour ce faire est de chercher l’état d’énergie la
plus basse du noyau lorsque celui-ci est placé dans des champs extérieurs, ce
qui revient à ajouter des contraintes au hamiltonien. Ces champs extérieurs
– ou ces contraintes – sont choisis de manière à simuler une déformation
quelconque : en général quadrupolaire ou octopulaire. Ceci constitue HFB

(3)Les collisions entre nucléons dans le noyau atomique sont fortement inhibées par le
principe d’exclusion de Pauli : pour un nucléon d’énergie cinétique de 10 MeV, le libre
parcours moyen est ainsi de 15 fm [21]. De ce fait, les nucléons se heurtent bien plus souvent
à la paroi nucléaire qu’à leurs condisciples. Cette particularité permet de considérer les
quasiparticules comme indépendantes mais se mouvant dans le champ moyen modélisé par
la paroi.
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avec contraintes. On pourrait mentionner qu’il est bien sûr possible d’aller
plus loin, en introduisant par exemple un couplage entre ces différentes ex-
citations. Dans le cas de la matière nucléaire, le gap vaut environ 2, 5 MeV à
densité ordinaire [22] : on se contente donc du champ moyen de Hartree–Fock
dans la plus grande partie de cette thèse.

1.1.5 Au-delà du champ moyen

Les expériences à base de faisceaux d’ions radioactifs, en particulier au
Ganil à Caen, permettent de connâıtre de nombreuses propriétés d’un large
domaine de la carte des noyaux. Ces dernières années, plusieurs phénomènes
exotiques ont été mis en évidence, comme par exemple (pour ne pas être
exhaustif) les halos de neutrons ou la disparition de nombres magiques. De
nouveaux dispositifs, tels SPIRAL 2 au Ganil ou FAIR au GSI à Darmstadt,
vont bientôt permettre de repousser encore les limites d’exploration de la
carte des noyaux.

Les premiers modèles effectifs de physique nucléaire ont été développés
dans le cadre du champ moyen. Cependant, pour décrire par exemple les
phénomènes exotiques ci-dessus, il est nécessaire d’aller au-delà et de prendre
en compte les corrélations. Plusieurs pistes ont été envisagées. Citons entre
autres la méthode de la coordonnée génératrice qui consiste à construire la
fonction d’onde fondamentale corrélée comme une superposition linéaire de
fonctions d’onde de champ moyen.

La méthode de la fonctionnelle de densité est une méthode très puis-
sante qui permet d’accéder à une description unifiée des propriétés globales,
des excitations nucléaires et des réactions. Elle s’applique à l’ensemble des
noyaux moyens et lourds et est largement utilisée aujourd’hui. Elle a été
développée à l’origine en physique du solide pour décrire les atomes et les
molécules (typiquement les réseaux cristallins) qui constituent eux aussi des
systèmes à N-corps. Un tel système est décrit de manière générale par un
hamiltonien

H = T +W + Vext (1.12)

où T correspond à l’énergie cinétique des particules, W à l’interaction entre
elles et Vext à un potentiel extérieur qui peut être par exemple un champ
électrique imposé dans un cristal(4). D’après Hohenberg et Kohn [23], l’énergie
peut être écrite comme une fonctionnelle de la densité à un corps ρ :

E[ρ] = F [ρ] +

∫

drVext(r)ρ(r). (1.13)

La puissance de cette méthode tient au fait que les quantités qui nous
intéressent peuvent être écrites en fonction de 3 coordonnées contre 3N co-
ordonnées dans les problèmes à N corps en général. F [ρ] ne dépend que du

(4)En physique nucléaire, il n’y a pas de potentiel extérieur. Ceci constitue une difficulté
dans laquelle il n’est pas question de rentrer ici.
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type d’interaction considérée et absolument pas du champ extérieur. C’est
donc une fonctionnelle universelle qui prend la même forme quel que soit le
système étudié. Elle correspond à l’énergie libre et peut être décomposée sur
une partie cinétique et une partie d’interaction :

F [ρ] = T [ρ] +W [ρ] = 〈ψ[ρ]|T |ψ[ρ]〉 + 〈ψ[ρ]|W |ψ[ρ]〉. (1.14)

Deux autres propriétés importantes sont liées à celle-ci :
– l’état fondamental |ψ0〉 est une fonctionnelle unique de la densité de

particules du fondamental : |ψ0(r1, · · · , rN )〉 = |ψ0[ρ0]〉. En conséquence,
la valeur moyenne sur le fondamental de n’importe quelle observable
O est une fonctionnelle de ρ0 : O0 ≡ 〈ψ[ρ0]|O|ψ[ρ0]〉 = O[ρ0] ;

– l’énergie et la densité du fondamental peuvent être obtenues pour un
potentiel extérieur donné en minimisant la fonctionnelle d’énergie :
E0 = EVext [ρ0] < EVext [ρ].

Bien que le théorème donne l’existence d’une telle fonctionnelle, il ne dit
pas comment construire T ni W . On utilise en physique nucléaire le schéma
de Kohn et Sham [24]. Celui-ci part d’un système auxiliaire constitué des N
particules sans interaction soumises à un potentiel Vs :

H = T + Vs. (1.15)

Le schéma stipule qu’il existe un unique potentiel Vs tel que la densité du
fondamental du système auxiliaire soit la même que la densité du fonda-
mental du système en interaction. Dans ce cas, les fonctions d’onde à une
particule φi sont solutions de l’équation de Kohn-Sham

[Ti(r) + Vs(r]φi = εiφi, (1.16)

où l’opérateur d’énergie cinétique à une particule est par exemple Ti =
−∇2/2m. En physique nucléaire relativiste, on retrouve l’équation de Hartree–
Fock (2.17).

La fonctionnelle d’énergie, outre le terme cinétique, est généralement
décomposée sur un terme direct, ou de Hartree, et un terme d’échange qui
contient a priori toutes les corrélations :

F [ρ] = Ekin[ρ] +EH [ρ] +Exc[ρ]. (1.17)

Les quantités ci-dessus peuvent être construites à partir des interactions, par
exemple de Skyrme. Si on utilise plutôt les interactions présentées dans cette
thèse, on obtient par exemple pour le modèle de Walecka à l’approximation
Hartree (avec les notations utilisées dans la suite) :

Ekin[ρ] =

∫

dr〈φ0|ψ̄(−iγ ·∇ +MN )ψ|φ0〉, (1.18)

EH [ρ] =
1

2

∫

dr〈φ0|G(0)
σ (ψ̄ψ)2|φ0〉+ 〈φ0|G(0)

ω (ψ̄ψµψ)2|φ0〉,

(1.19)
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où les constantes sont déduites du modèle de Walecka : G
(0)
σ = −(gσ/mσ)

2

et G
(0)
ω = (gω/mω)2.

Toute la spécificité d’une approche particulière consiste à choisir un ni-
veau d’approximation pour Exc. Le plus simple consiste à ne garder que
le premier ordre, correspondant au système homogène, ou terme de Fock.
Cela revient alors au champ moyen de la section précédente. On peut citer
l’approximation de densité locale (LDA) où Exc est choisi comme :

ELDAxc =

∫

drρ(r)eunifxc (ρ(r)) (1.20)

où eunifxc (ρ) est l’énergie de corrélation d’un système uniforme infini de den-
sité ρ.

Lorsqu’on se limite dans la développement de Exc aux diagrammes en
anneaux présentés au chapitre suivant, on peut les resommer en fonction du
terme de Fock. On obtient alors l’approximation dite de la phase aléatoire
(pour des raisons historiques) ou RPA. On y reviendra plus longuement à
la section 2.2.

*
* *

Le champ de la physique nucléaire est bien sûr plus étendu que l’esquisse
qui en a été faite ici. On pourrait citer par exemple les approches dépendant
du temps et la dynamique des réactions nucléaires. Cependant, ces sujets ne
sont pas du tout abordés dans cette thèse consacrée à la matière nucléaire
à l’équilibre.

1.1.6 Étoiles à neutrons

Les étoiles à neutrons constituent un bon exemple d’application, ou un
bon test observationnel, pour les modèles de matière nucléaire.

Les étoiles à neutrons sont formées à partir de l’effondrement de super-
novæ. Ce sont donc des objets très denses, dont la densité varie de celle du
fer (à l’extérieur) à plusieurs fois la densité nucléaire (au centre). Les forces
de gravitation vont donc jouer un rôle prépondérant ; les étoiles à neutrons
sont d’ailleurs les objets les plus compacts que l’on connaisse si on excepte les
trous noirs. Il a été mesuré expérimentalement que la plupart d’entre elles ont
une masse voisine de 1, 4M� [25]. Leurs rayons sont typiquement de l’ordre
de la dizaine de kilomètres. Elles sont composées à l’extérieur d’une écorce
consistant en un réseau cristallin d’agrégats nucléaires baignant dans un gaz
de neutrons de basse densité et d’électrons ultrarelativistes. L’intérieur se-
rait composé de matière nucléaire en équilibre β, contenant une majorité de
neutrons avec des protons et des leptons (électrons, muons). Les neutrinos et
antineutrinos produits lors de désintégrations β s’échappent vers l’extérieur
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de l’étoile. Cependant, les densités étant très élevées vers le centre de l’étoile
(plusieurs fois la densité de la matière nucléaire), on peut supposer que des
hadrons plus lourds sont présents, voire une phase de quarks déconfinés en
supraconductivité de couleur (voir le paragraphe 1.2.2 pour plus de détails).
En revanche, malgré ces propriétés extrêmes, les étoiles à neutrons sont des
objets qui peuvent être traités à l’approximation de température nulle (elle
est en effet inférieure à la température de Fermi).

Une étoile à neutrons est donc un système en équilibre entre les forces
gravitationnelles qui tendent à la faire s’effondrer et les forces de pression de
la matière nucléaire. Pour la décrire, il est nécessaire de préciser les points
suivants [26] :

– la matière nucléaire est supposée être un fluide à l’équilibre chimique
et à l’équilibre hydrostatique ;

– on choisit pour la loi de gravitation la relativité générale ;
– il faut donner une équation d’état, c’est-à-dire la variation de la pres-

sion en fonction de la densité nucléaire.

Étant donné que les champs gravitationnels sont très intenses, la relativité
générale s’impose. On peut mesurer le caractère relativiste d’un objet à par-
tir de son rayon de Schwarzschild Rsch. À partir du moment où il représente
une fraction non négligeable de son rayon R, l’objet doit être traité à l’aide
de la relativité générale. Les trous noirs, pour lesquels Rsch/R = 1, sont
complètement relativistes. Pour les étoiles à neutrons, Rsch/R ∼ 0.2, ce qui
est conséquent. En comparaison, ce rapport est d’environ 10−6 pour le so-
leil. Le modèle le plus simple est donné par une étoile statique à symétrie
sphérique. La métrique engendrée par l’étoile est de la forme (avec des no-
tations évidentes)

ds2 = gαβdx
αdxβ = −e2Φdt2 +

(

1− 2Gm

r

)−2

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)

(1.21)
où Φ est le potentiel gravitationnel et m(r) est la masse contenue dans une
sphère de rayon r autour du centre de l’étoile. L’équation d’état de la matière
nucléaire est obtenue par des modèles de physique nucléaire. Celui de Skyrme
a été largement utilisé, et on propose dans cette thèse une équation d’état
déduite de notre modèle (voir le paragraphe 5.4.5). Les prédictions qu’elle
apporterait concernant les étoiles à neutrons constitueraient un bon test du
modèle. Pour l’écorce en revanche, il faut inclure des descriptions spécifiques,
on peut utiliser par exemple le travail proposé dans [27].

Une première propriété des étoiles à neutrons qui peut être étudiée est la
variation de la masse de l’étoile en fonction du rayon. La courbe obtenue à
partir d’une équation d’état donnée a typiquement l’allure présentée figure
1.2. Ces courbes sont paramétrées par un paramètre qui n’apparâıt pas sur
le courbe et qui peut être par exemple la densité au centre de l’étoile. La
partie située à gauche du maximum corespond à un domaine de solutions
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Fig. 1.2: Allure de la variation de la masse gravitationnelle d’une étoile
à neutrons en fonction de son rayon pour différentes équations
d’état [28].

où l’étoile est instable. Toutes les valeurs du couple (rayon, masse) situées à
droite du maximum sont a priori des valeurs acceptables qui sont fixées par
l’histoire de l’étoile. Le maximum doit être supérieur à la valeur des plus
grandes masses connues pour les étoiles à neutrons.

Le profil de la fraction de protons permet de discuter un deuxième point
important, le refroidissement, qui peut constituer lui aussi une contrainte
sur les modèles d’étoiles à neutrons et donc sur les équations d’état. Les
mécanismes de refroidissement sont associés à l’émission de neutrinos comme
c’est le cas pour le mécanisme de URCA, généralement discuté. Celui-ci
prédit une émission de neutrinos à partir de la châıne de réaction suivante :

{

p+ e− → n+ ν
n → p+ e− + ν̄.

(1.22)

La signature typique de cette réaction est l’émission de neutrinos et d’an-
tineutrinos non corrélés d’environ 10 à 20 MeV. Les étoiles à neutrons au
centre desquelles a lieu le processus URCA se refroidissent sur des échelles
de temps de l’ordre de 10 à 100 ans ; en l’absence de ce mécanisme l’échelle
de temps augmente de plusieurs ordres de grandeur (typiquement 6 ordres).
Ce mécanisme est bloqué pour des raisons cinématiques si la fraction en
protons (par rapport à la densité baryonique) est inférieure à 0, 11 (0.148 si
l’étoile contient également des muons). Il est possible d’estimer la densité à
partir de laquelle la fraction en protons est suffisante ; elle dépend grande-
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ment de l’énergie d’asymétrie [29]. On note des différences très importantes
entre les modèles non relativistes (Skyrme, Gogny) et les modèles basés sur
des lagrangiens relativistes, comme dans cette thèse. Cependant, les mesures
expérimentales ne permettent pas à l’heure actuelle de discriminer entre la
présence ou non de ce phénomène dans les étoiles à neutrons.

Enfin, il faut signaler que les équations d’état prédites au paragraphe
5.4.5 sont peut-être insuffisantes pour décrire la matière très dense au centre
des étoiles à neutrons (bien que les observations actuelles ne permettent pas
d’infirmer que les étoiles à neutrons sont composées uniquement de matière
ordinaire). En effet, les densités en jeu sont plusieurs fois celles de la satura-
tion de la matière nucléaire. Dans ce cas, on pourrait inclure comme première
modification des équations d’état la contribution de baryons étranges, par
exemple comme dans [28]. On pourrait aussi se poser la question d’une tran-
sition de phase vers un état où les quarks sont déconfinés.

1.2 Physique hadronique

1.2.1 Des quarks à QCD

Suite à la découverte de Chadwick, une foule de particules de la famille
des protons et des neutrons a été découverte expérimentalement dans les
années 50. Ils seront appelés hadrons, d’un mot grec signifiant « fort », car
soumis à l’interaction forte. En 1932, Heisenberg avait rangé le proton et le
neutron dans un multiplet d’isospin, représentation du groupe SU(2). Au
début des années 60, Ne’eman et Gell-Mann généralisèrent indépendamment
le travail de Heisenberg en rangeant les hadrons dans des multiplets représen-
tations de SU(3). Le succès de cette démarche a trouvé une explication en
1964 lorsque Gell-Mann et Zweig proposèrent le modèle des quarks. Avec
trois saveurs de quarks, notées u (pour up), d (pour down) et s (pour
strange), on reconstruit la classification issue de SUf (3). Par la suite, les
expériences ont mis en évidence (seulement en 1994 pour le quark le plus
lourd) un total de six quarks. Les trois quarks les plus lourds ayant une
masse supérieure au Gev, ils n’ont que peu d’influence en physique hadro-
nique de basse énergie : on les négligera dans la suite. Il a été décidé ici
d’ignorer également l’effet du quark étrange, de masse voisine de 150 MeV.

Le modèle des quarks doit être complété par l’ajout de particules corres-
pondant à l’interaction entre eux. Les champs de quarks sont des spineurs
contenant trois champs de Dirac pour les trois couleurs possibles, ce sont
donc des représentations du groupe de Lie SUc(3). Les vecteurs de la force
forte, liée à la couleur, sont alors les générateurs de SUc(3), au nombre de
huit. On les appelle les gluons.

Les quarks étant liés dans les hadrons, il faut pour les observer et les
étudier disposer de sondes dont la résolution spatiale est inférieure au fermi,
l’échelle du nucléon. L’expérience fondamentale pour ces études est la diffu-
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sion profondément inélastique réalisée au SLAC (Stanford Linear Accelera-
tor Center) au début des années 1970 [30, 31]. Le principe est le même que
celui de l’expérience de Rutherford : on envoie un électron sur un nucléon, et
on observe la diffusion de celui-là. La figure obtenue dépend de la structure
du nucléon, décrite en terme de partons (introduits par Feynman). Ce sont
eux qui interagissent avec l’électron via l’échange d’un photon virtuel. Ces
partons sont des objets sans structure qui portent une partie de l’impulsion
du nucléon. Leurs nombres quantiques (spin, charge, . . . ) seront a posteriori
identifiés avec ceux des quarks. Les partons sont donc identifiables en par-
tie aux quarks, en partie aux gluons [32]. Les résultats de l’expérience au
SLAC sont invariants d’échelle dans une large gamme d’énergie, les partons
peuvent donc être vus comme des particules quasi-libres à l’intérieur des
hadrons. Lors des expériences de diffusion hadronique (à haute résolution
c’est-à-dire à grand moment de transfert) par exemple, ce sont plutôt les
partons qui interagissent. Cependant, l’invariance d’échelle n’est pas tou-
jours vérifiée. En particulier, le fait que les quarks ne puissent être isolés
montre bien qu’une certaine interaction existe entre eux même au sein des
hadrons.

Les interactions entre quarks et gluons peuvent être décrites en termes
d’un lagrangien construit de manière à être invariant de jauge locale SUc(3).
Le lagrangien de Dirac pour les quarks s’écrit

L = ψ̄(/∂ −m)ψ (1.23)

où m désigne la masse des quarks et ψ un champ de quarks écrit comme un
spineur de couleur. Les transformations de jauge correspondent à une rota-
tion dans l’espace de jauge, c’est-à-dire ici dans l’espace des couleurs. Cela
revient à multiplier les spineurs de couleur par une matrice g appartenant à
SUc(3). Lorsque la jauge est locale, la matrice dépend de la position, et les
quantités présentes dans le lagrangien se transforment selon

ψ(x) −→ g(x)ψ(x) (1.24)

∂µψ(x) −→ g(x)∂µψ(x) + (∂µg(x))ψ(x). (1.25)

Le terme de masse est donc invariant de jauge locale, mais pas le terme
dérivatif. On le rend invariant en remplaçant la dérivée simple ∂µ par une
dérivée dite covariante Dµ qui peut s’écrire de manière générale en fonction
de vecteurs Aaµ quelconques :

Dµ = ∂µ − igAaµλa (1.26)

où les λa sont les générateurs du groupe de couleur. Les Aaµ correspondent
aux champs de gluons. Imposer l’invariance de jauge au terme ψ̄Dµψ revient
transformer Aµ selon

Aµ −→ g(x)

(

Aµ −
i

g
∂µ

)

g−1(x). (1.27)
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Finalement, lorsqu’on ajoute un contenu dynamique aux gluons, on obtient
le lagrangien de QCD :

LQCD = −1

2
TrFµνFµν + ψ̄(i/D −m)ψ (1.28)

avec Fµν = [Dµ, Dν ]
(5). À partir de ce lagrangien, on peut calculer [32] une

constante de couplage mobile αS qui dépend de l’échelle d’énergie µ2 selon

αS(µ2) =
1

(11NC−2NF )
12π ln µ2

Λ2
QCD

(1.29)

Le nombre de couleurs est NC = 3 et le nombre de saveurs est au plus
NF = 6 si bien que 11NC − 2NF > 0. Le paramètre d’échelle de la QCD
est ΛQCD ' 200 MeV. Le comportement de αS est très différent si on se
place dans un domaine d’énergie supérieure ou inférieure à 1 Gev ; cette
limite correspond à une distance de l’ordre du fermi. Aux petites échelles
d’énergie, c’est à dire aux distances supérieures au fermi qui sont celles de la
physique nucléaire, la constante de couplage diverge : les quarks sont confinés
dans les hadrons. αS tend vers zéro pour les grandes impulsions, c’est-à-dire
aux distances très inférieures au fermi : les quarks sont libres, ce phénomène
est appelé « liberté asymptotique » et a fait l’objet du Prix Nobel 2004(6).
Ces propriétés ont été mises en évidence expérimentalement comme on peut
le voir sur la figure 1.3. On peut noter que la masse des quarks dépend elle
aussi de l’échelle à laquelle on se place. Pour les masses données ci-dessus, qui
sont pertinentes dans le cadre de la physique hadronique et de la physique
nucléaire, on a donné la valeur pour une échelle de l’ordre de 1 GeV.

Dans le secteur des quarks, la QCD possède une symétrie appelée chirale
dont les propriétés sont détaillées au chapitre 4. Le terme de masse présent
dans le lagrangien brise explicitement la symétrie chirale car il n’est pas inva-
riant sous ses transformations. La masse des quarks étant négligeable devant
les échelles hadroniques, cette brisure explicite est très petite. Dans le vide
cependant, la symétrie est spontanément brisée. Ceci conduit entre autres
à l’existence d’un condensat de quarks 〈q̄q〉 non nul. Lorsqu’on augmente la
température ou la densité, la valeur absolue du condensat diminue, lorsqu’il
devient nul la symétrie chirale est restaurée : le condensat de quarks peut
donc être choisi comme paramètre d’ordre de la restauration de la symétrie
chirale. L’étude de cette restauration donne lieu à de nombreuses recherches
tant expérimentales que théoriques, nous y reviendrons dans les sections
suivantes. Tout modèle effectif de QCD se doit d’incorporer cette propriété
essentielle, ce sera en particulier le cas dans le corps de cette thèse.

(5)On peut également écrire Fµν sous une forme moins compacte : Fµν = ∂µAν −∂νAµ +
gfabc[A

b
µ,Aν ]c où fabc sont les constantes de structure du groupe de couleur.

(6)Le Prix Nobel a été attribué à D. Gross, D. Politzer et F. Wilczeck.
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Fig. 1.3: Variation de la constante de couplage de QCD en fonction de
l’échelle d’énergie [33].

1.2.2 Diagramme de phases de QCD

De manière générale, les propriétés de la matière composée de quarks
peuvent être présentées dans le diagramme de phases représenté figure 1.4.
Les différentes parties de la figure correspondent à des domaines de physique
et des expériences extrêmement variés que nous allons brièvement commen-
ter.

À basse densité mais haute température, la matière se trouve sous forme
d’un plasma de quarks et de gluons (QGP) supposé avoir existé dans l’uni-
vers primordial après le big-bang. Lorsqu’on la refroidit, elle se condense sous
forme d’un gaz de hadrons. On suppose qu’entre les deux a lieu non pas une
transition de phase mais plutôt un cross-over. Cette transition douce est en-
core mal comprise et donne lieu à de nombreuses recherches tant du point de
vue théorique qu’expérimental. Les expériences, qu’elles soient sur cible fixe
ou frontales, consistent toutes en des collisions proton-proton (pp), proton-
noyau (pA), noyau-noyau (AA) qui permettent de chauffer la matière ou de
la rendre très dense. L’expérience NA60 qui a eu lieu au CERN et celles qui
ont eu lieu à RHIC à Brookhaven ont permis de commencer à étudier la
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Fig. 1.4: Diagramme de phases de la matière nucléaire [34].

transition, mais les expériences du LHC et en particulier ALICE (A Large
Hadron Collider Experiment), figure 1.5, devraient permettre de mieux com-
prendre les mécanismes de la transition ainsi que le plasma de quarks et
de gluons. En particulier, la température de déconfinement semble cöıncider
avec la restauration de la symétrie chirale dans les simulations sur réseau. Les
sondes expérimentales sont de plusieurs natures. Tout d’abord, les photons à
grand moment transverse, peu sensibles aux interactions fortes, permettent
d’obtenir des images du système expérimental aux différents moments de la
réaction. Ils interviennent en général dans des processus de QCD pertur-
bative et sont très utiles pour comparer les différents systèmes de réaction
(pp, pA, AA). Ils servent également de référence pour les autres sondes [35].
Ensuite, les di-jets, particules émises en deux gerbes jaillissant dos à dos,
sont issus de l’interaction de deux quarks ce qui permet d’étudier celle-
ci. À l’opposé de ces processus durs, l’étude des dileptons a été l’une des
premières pistes explorées pour mettre en évidence l’existence d’un QGP
au cours de la réaction. Le profil du spectre dans la région de masse du
rho permet d’étudier la restauration de la symétrie chirale [36] tandis que
dans la région des quarks lourds, la suppression du méson J/ψ (composé
d’un quark et d’un anti-quark charmés) peuvent également permettre de
mettre en évidence la présence de QGP [37]. D’un point de vue théorique,
les réactions de dileptons peuvent être décrites en termes de corrélateurs de
courants électromagnétiques. Une façon simple de décrire ces courants est
donnée par le modèle de dominance vectorielle (VDM) qui consiste à écrire le
courant électromagnétique comme une somme de courants dominés chacun
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Fig. 1.5: Photo du détecteur ALICE.

par un méson particulier (oméga, rho, etc.) [38]. L’hypothèse VDM conduit
à une phénoménologie remarquable [39, 40] et ses prédictions serviront à
fixer une partie des paramètres de cette thèse (voir la section 5.4).

À haute densité mais basse température, on suppose que la matière
se trouve sous une phase dite supraconductrice de couleur. On suppose
également que la matière présente au coeur des étoiles à neutrons (voir sec-
tion 1.1.6) se situe dans cette zone du diagramme. Entre la matière à basse
énergie et la phase de déconfinement se trouve une transition de phase qui
semble être du premier ordre. Au bout de cette ligne de transition de phase,
la séparant du cross-over, il y a probablement un point critique. L’étude
expérimentale de la ligne de transition de phase sera menée au GSI à Darm-
stadt dans l’expérience FAIR (Facility for Antiproton and Ion Research) qui
démarrera vers 2015. Le point critique pourrait également être étudié en
poussant les expériences de RHIC à basse énergie [41].

Enfin, à basse densité et à température nulle, la matière se trouve sous
forme de noyaux. Dans la section précédente, nous avons développé la notion
de matière nucléaire. C’est bien dans cette partie du diagramme de phases
que se situe le cadre de cette thèse et les propriétés importantes présentes
sur le diagramme influeront sur la physique : le lagrangien sera construit au
chapitre 4 de manière à respecter la symétrie chirale et nous verrons qu’il
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faudra également adjoindre un terme décrivant le confinement.

1.2.3 QCD perturbative

La QCD perturbative, une approximation qui correspond en particulier
aux petites distances, aux grandes densités ou aux hautes températures,
constitue un domaine de physique à part entière dont il ne sera pas ques-
tion dans cette thèse. Cependant, les prédictions et expériences de cette
physique peuvent mettre des contraintes à plus basse énergie comme c’est
le cas par exemple pour les diffusions profondément inélastiques qui per-
mettent d’accéder aux distributions de partons. Dans les expériences de
physique hadronique, de nombreux phénomènes correspondent à la physique
de QCD perturbative et leur connaissance est nécessaire à la compréhension
des expériences comme on l’a vu au paragraphe précédent.

1.2.4 QCD sur réseau

Lorsque la constante de couplage de QCD devient de l’ordre de 1 ou
qu’elle est supérieure à 1, les méthodes de QCD perturbative ne peuvent plus
s’appliquer. Une méthode de calcul ab initio a été développée numériquement.
Elle consiste à discrétiser l’espace-temps et à calculer à l’aide de supercal-
culateurs les intégrales présentes dans les quantités physiques sur le réseau
obtenu, d’où le nom de QCD sur réseau.

La mécanique quantique et la théorie quantique des champs peuvent être
écrites dans un formalisme d’intégrales de chemin [42], formalisme sophis-
tiqué dans les détails duquel nous n’entrerons pas ici. Les valeurs moyennes
d’observables, qui sont les quantités physiquement intéressantes, peuvent
être écrites selon

〈O〉 =

∫

DAµDψ̄DψOeiS(Aµ ,ψ̄,ψ)

∫

DAµDψ̄DψeiS(Aµ,ψ̄,ψ)
(1.30)

où S(Aµ, ψ̄, ψ) est l’action. L’intégrale est fonctionnelle, c’est-à-dire que les
variables d’intégration ne sont pas des points de l’espace-temps mais des
fonctions (définies sur l’espace-temps) correspondant aux chemins pouvant
être empruntés par les « particules » Aµ, ψ̄ et ψ. Ces chemins sont les
chemins permis par la cinématique du problème. L’exponentielle de l’action
donne un « poids statistique » à chacun de ces chemins, le chemin le plus
probable correspondant à un minimum de l’action(7). Le dénominateur est
une normalisation.

(7)On peut de manière équivalente travailler en temps imaginaire, l’intégrale (1.30)
dépend alors de exp(−S(Aµ, ψ̄, ψ)). C’est dans ce sens qu’il faut comprendre l’in-
terprétation en terme de « poids statistique » ; dans ce cas le chemin le plus probable
est bien celui qui correspond à un minimum de l’action.
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Si on discrétise l’espace-temps, on peut considérer tous les chemins qui
passent par les noeuds du réseau, calculer la valeur de l’exponentielle en
chaque noeud et obtenir l’intégrale. Cependant, la discrétisation du réseau
entrâıne une brisure de la symétrie de jauge. On va donc introduire une
nouvelle manière de réaliser cette symétrie au niveau du lagrangien qui sera
plus adaptée à la description sur réseau. On note traditionnellement a le pas
du réseau qui est petit. Le terme de dérivée écrit sur réseau devient

ψ̄(x)∂µψ(x)←→ ψ̄(x)
ψ(x+ µ̂)− ψ(x)

a
(1.31)

où µ̂ est le vecteur unitaire (d’un pas de réseau) dans la direction µ. Le
terme ψ̄(x)ψ(x), comme le terme de masse, est automatiquement invariant
de jauge locale. De même qu’on avait remplacé la dérivée ronde par une
dérivée covariante assurant l’invariance de jauge, on va remplacer ψ̄(x)ψ(x+
µ̂) par un terme qui sera invariant :

ψ̄(x)ψ(x + µ̂) −→ ψ̄(x)U(x, x+ µ̂)ψ(x+ µ̂) (1.32)

où U(x, x + µ̂) est une matrice se transformant correctement pour que le
terme obtenu soit bien invariant :

U(x, x+ µ̂) −→ g(x)U(x, x + µ̂)g−1(x+ µ̂). (1.33)

On appelle U(x, x+ µ̂) un lien car si ψ̄(x) et ψ(x+ µ̂) vivent sur les noeuds
du réseau, U(x, x + µ̂) vit sur les liens comme représenté à gauche de la
figure 1.6.

x x + µ̂

U(x, x + µ̂)

x x + µ̂

x + µ̂ + ν̂x + ν̂

Pµν(x)

(a) (b)

Fig. 1.6: Illustration d’un lien du réseau (a) et d’une plaquette (b).

On peut alors établir que U est relié au champ Aµ suivant [43]

U(x, y) = Peig
R y
x
dxµAa

µ(x)λa

. (1.34)
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On écrit à présent l’action en fonction des nouvelles variables, U , ψ̄ et ψ :

SQ =
∑

x

ψ̄(x)Qxy[U ]ψ(y). (1.35)

La partie quarkionique entre les sites m et n peut être donnée par exemple
par l’action de Wilson (il en existe d’autres)

Qm,n = mδm,n +
1

2a

∑

µ̂

(γµU(m,m+ µ̂)δm,n−µ̂ − γµU(m,m− µ̂)δm,n+µ̂).

(1.36)
La partie de pure jauge est exprimée en fonction d’une quantité Pµν appelée
plaquette, représentée sur la partie droite de la figure 1.6 et définie par :
Pµν(x) = U(x, x+ µ̂)U(xµ̂, x+ µ̂+ ν̂)U(x+ µ̂+ ν̂, x+ ν̂)U(x+ ν̂, x). L’action
de pure jauge est

Sj =
6

g2

∑

x

∑

µ〈ν

ReTr
1

3
(1− Pµν(x)). (1.37)

On peut redéfinir les valeurs moyennes d’opérateurs avec une intégrale de
chemin dépendant des nouvelles variables de manière analogue à l’équation
(1.30). Par exemple si on veut obtenir le propagateur d’un nucléon, on cal-
culera [44, 45, 46]

〈Na(x)N̄a(y)〉 =
1

Z

∫

DUDψ̄DψNa(x)N̄a(y)e
iβSQCD [U ] (1.38)

où SQCD = SQ + Sj et β = 6/g2. Le nucléon Na est écrit en fonction des
champs de quarks de manière à avoir les bons nombres quantiques. Par
exemple pour le proton

Na = εijk(ψiuCγ
5ψjd)(ψu)

k
a. (1.39)

Le calcul de ce propagateur permet après beaucoup de difficultés(8) de re-
monter à la fonction spectrale et à la masse du nucléon.

Les calculs sur réseaux se font en métrique euclidienne, ce qui revient à
prendre un temps imaginaire. L’intégrale de chemin est équivalente formel-
lement aux équations de la physique statistique, la normalisation, notée Z,
étant l’analogue d’une fonction de partition. β est reliée à la constante de
couplage g. Elle est proportionnelle au temps imaginaire β = iτ , mais elle
peut également être vue comme l’inverse de la température. Dans le cas où
la dimension temporelle est égale ou supérieure aux dimensions spatiales, on
peut considérer que β est grand et que la température est nulle. Pour tra-
vailler à température finie, il faudra que la dimension temporelle soit petite

(8)Il n’est pas question ici d’entrer dans ces difficultés qui constituent un domaine de
recherche à part entière.
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devant les dimensions spatiales, en pratique on se contente d’un rapport 4
pour le nombre de pas du réseau entre les deux dimensions.

Le pas du réseau doit être suffisamment petit pour décrire la physique
à l’intérieur d’un nucléon, il est typiquement choisi autour de 0, 1 fm. Ceci
permet de supprimer les divergences ultraviolettes en coupant les énergies
supérieures à 1/a. Les réseaux doivent également avoir une taille supérieure
à celle des hadrons soit quelques fermis. Les tailles de réseaux typiques sont
alors en pratique autour de 24 ou 32 pas dans chaque direction. Par exemple,
pour calculer le propagateur (1.38), la collaboration [45] a utilisé des réseaux
de taille 123 × 24, 163 × 32 et 243 × 48, ce qui fait plus d’un demi million
de noeuds pour le troisième réseau. Les calculs nécessitent des machines
très puissantes qui ne sont disponibles qu’au sein de grandes collaborations
internationales.

Les simulations dépendent toutefois de deux paramètres, la masse des
quarks (on prend pour simplifier les masses dégénérées) et la constante de
couplage. Cependant, on préfère en général prendre comme référence la
masse des pions déduite de la simulation. Il est numériquement très dif-
ficile de descendre à des masses de quarks (et donc de pions) physiques. Les
ressources informatiques actuelles permettent de descendre à des masses du
pion de l’ordre de 250 MeV [47]. On extrapole pour finir les résultats à une
masse du pion physique pour connâıtre les résultats physiques cherchés.

Les réseaux permettent également d’étudier la restauration de la symétrie
chirale. Cependant, il peut être profitable d’étudier ce phénomène à l’aide
d’un modèle effectif qui ne tient pas compte des processus hautement non
perturbatifs d’échanges de gluons. C’est le cas en particulier du modèle de
Nambu–Jona-Lasinio qui permet d’illustrer la restauration de la symétrie
chirale.

1.2.5 Modèle de Nambu–Jona-Lasinio

La stratégie pour construire une théorie effective est basée sur les deux
remarques suivantes [48]. Premièrement, la théorie doit contenir des pro-
priétés d’analyticité, d’unitarité, de causalité, etc. et respecter les symétries
de la physique, en particulier ici la covariance de Lorentz et la symétrie
chirale. Deuxièmement, on peut remarquer que la plupart des problèmes de
physique se cantonnent à un intervalle de longueur (ou d’énergie) spécifique ;
il n’est pas nécessaire d’inclure les effets dynamiques des échelles plus pe-
tites. Les degrés de liberté correspondant aux distances inférieures seront
« absorbés » dans les constantes de couplage de la théorie effective. Ces
constantes peuvent ensuite être ajustées par exemple sur les données expéri-
mentales.

Un modèle simple de nucléon est celui d’un nucléon composé näıvement
de trois quarks dits constituants ayant chacun une masse M d’environ un
tiers de celle du nucléon. Un tel quark constituant peut être engendré par le



30 CHAPITRE PREMIER. GÉNÉRALITÉS

modèle de Nambu et Jona-Lasinio (modèle NJL). Un mécanisme de brisure
spontannée permet aux quarks constituants d’acquerir leur masse impor-
tante. Proposé pour le nucléon à l’origine, ce modèle peut être écrit pour les
quarks en partant d’un lagrangien non renormalisable

LNJL = q̄ (i/∂ −m) q +GS
[

(q̄q)2 + (q̄iq5~τq)2
]

. (1.40)

Le terme dépendant de la massem des quarks brise explicitement la symétrie
chirale, il est cependant petit. Les interactions avec les gluons sont simplifiées
en une interaction de contact et sont contenues dans la constante de couplage
GS . Le terme d’interaction est choisi de manière à être invariant chiral. De
plus, pour simuler que seules les configurations de quarks de faible impulsion
sont concernées par cette interaction (les grandes impulsions « vivant » dans
le domaine de la liberté asymptotique), on introduit une coupure Λ de l’ordre
de ΛQCD. De ce fait, la théorie est automatiquement régularisée dans l’ultra-
violet.

La masse présente dans le lagrangien de NJL (1.40) est la masse nue
des quarks. Dans la perspective de décrire le nucléon en terme de quarks
constituants, on va habiller cette masse nue par un terme de self-énergie type
Hartree–Fock ce qui donnera une masse habillée notée M . À température et
densité baryonique finies, cette masse, qui est le paramètre variationnel, doit
minimiser le grand potentiel. Ceci conduit à une équation dite du « gap »

par analogie avec la supra-conductivité :

M = m+ 4NCGS

∫

p<Λ

d3p

(2π)3
M

Ep
(1− n(Ep)− n̄(Ep)) . (1.41)

NC est le nombre de couleurs égal à trois. Ep =
√

M2 + p2 est l’énergie
des quarks d’énergie positive qui sont présents avec le nombre d’occupation
n(Ep). Les états à énergie négative sont présents avec le nombre d’occupation
n(−Ep) = n̄(Ep) − 1. Cette équation est formellement équivalente à une
équation de Hartree–Fock telle la première du système d’équations (2.20).

Dans la limite chirale où la masse nue des quarks est nulle, une solu-
tion triviale de cette équation est M = 0. Cependant, si la constante de
couplage G1 est suffisamment grande, cette équation admet une deuxième
solution non nulle qui correspond au minimum de l’énergie : la symétrie
est spontanément brisée. Ce phénomène a été introduit par J. Goldstone
et Y. Nambu ; on en reparlera à la section 4.2. On choisi GS pour que la
valeur non nulle de la masse des quarks constituants se situe autour de 350
MeV soit environ le tiers de la masse du nucléon. À température nulle et
densité finie, l’effet des nombres d’occupation est de réduire l’intégrale aux
impulsions supérieures à l’impulsion de fermi pF : il devient évident sur l’ex-
pression (1.41) que pour l’impulsion de Fermi proche de la coupure Λ, la
seule solution pour M est zéro (on montre que c’est également le cas lorsque
la température augmente). La symétrie chirale est alors restaurée. On peut
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suivre cette restauration à l’aide du condensat de quarks qui est simplement
en fonction de la densité baryonique :

� q̄q � (ρB) = −2NC

∫ Λ

pF

d3p

(2π)3
M

Ep
(1− n(Ep)− n̄(Ep)) . (1.42)

On pourrait raffiner ce modèle en introduisant les pions. Ceci a été fait
dans le dernier chapitre de cette thèse, mais à température nulle : on pourra
néanmoins s’y référer pour les méthodes de calcul.

1.2.6 Théorie hadronique effective

Pour des densités ordinaires et des températures basses, les degrés de
liberté naturels sont plutôt les hadrons que les quarks. On essaie donc de
construire une théorie hadronique effective avec des nucléons comme degrés
de liberté et des interactions portées par des mésons. La phénoménologie
doit nous aider sur ce point à choisir les interactions ; en pratique dans cette
thèse on se contentera des mésons non étranges les plus légers (soit de masse
inférieure à 1 GeV) qui sont le pion, le sigma, le oméga et le rho (plus le delta
qui ne jouera pas un grand rôle). Un modèle purement phénoménologique,
proposé par Walecka, est présenté au chapitre 3 de cette thèse. Il ne constitue
cependant pas vraiment un modèle effectif dans la mesure où il n’est pas relié
à des propriétés sous-jacentes de QCD.

Un premier modèle effectif pourrait être construit à partir de NJL en
intégrant les quarks dans la mer de Dirac. Ceci peut être fait à l’aide du
formalisme de l’intégrale de chemin en introduisant dans la fonction de par-
tition les degrés de liberté effectifs que sont le pion et le sigma :

Z =

∫

Dq̄Dqei
R

d4xLNJL
[

DσD~ϕπδ(σ − q̄q)δ(~ϕπ − q̄iγ5~τq)
]

=

∫

DσD~πei
R

d4xLeff (σ,~π) (1.43)

où Leff se trouve être semblable au lagrangien du modèle σ-linéaire donné
à la section 4.2 [36].

Les champs sigma et pionique présents dans le modèle σ-linéaire ne sont
toutefois pas les degrés de liberté hadroniques pertinents dans le cadre d’une
théorie effective de QCD dans la mesure où ils ne sont pas le plus directement
associés aux fluctuations du condensat autour du minimum du potentiel ef-
fectif. On choisit donc de reparamétrer le lagrangien en fonction d’un champ
S = fπ + s et d’un champ ~π définis par (voir le système d’équations (4.20))

σ + i~τ · ~π = SU = (fπ + s)ei~τ ·
~π
fπ . (1.44)

Nous venons d’illustrer la méthode de constructiond’un lagrangien effec-
tif à partir d’un modèle particulier simulant QCD. Cela étant, il est toujours
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possible de produire une copie de QCD à basse énergie formulée en terme de
degrés de liberté de pions [49]. Ainsi, les théories des perturbations chirales
consistent à écrire le lagrangien effectif en fonction de U et de ses dérivées
et à le développer à un ordre de perturbations donné, le développement se
faisant en pπ/Λ et mπ/Λ où Λ ∼ 4πfπ représente le fossé en masse séparant
les bosons de Goldstone des autres hadrons. Cependant, le mode radial S
est gelé à sa valeur moyenne dans le vide. Or c’est justement ce mode radial
qui est relié au condensat de quarks qui permet de décrire la restauration de
la symétrie chirale : c’est une des limitations des théories des perturbations
chirales. On choisira comme on l’a fait au chapitre 4 de laisser varier le mode
radial.

1.2.7 Effets du confinement

Bien que les théories de phénoménologie hadronique constituent un ex-
cellent outil pour traiter de vastes domaines de physique nucléaire, il est
dommage, dans une théorie effective de QCD, d’oublier complètement le
fait que les nucléons sont composés de quarks. P. Guichon a donc proposé
un modèle simple de couplage des mésons aux quarks (QMC) [50]. Dans ce
modèle de matière nucléaire, les nucléons sont vus comme une assemblée (ou
sac) de trois quarks et les interactions de la matière nucléaire sont portées par
des mésons sigma et oméga échangés entre les quarks de différents nucléons.
Avec ce modèle, il est possible de retrouver les propriétés de saturation de la
matière nucléaire. Ce modèle a ensuite été étendu avec notamment l’ajout du
méson rho [51] et l’application aux noyaux finis [52, 53]. En ce qui concerne
le domaine d’étude de cette thèse, nous nous bornons comme il a déjà été dit
à la matière nucléaire. Dans ce cas, l’effet de structure interne du nucléon
peut se résumer à modifier la constante de couplage du champ scalaire au
nucléon par des effets de milieu. La masse du nucléon dans le milieu est alors
de la forme

M∗
N (σ) = MN + gσσ +

1

2
κNSσ

2 + · · · (1.45)

Les ordres supérieurs en σ ont peu d’effet dans le cadre des théories QMC.
Cependant, on tiendra compte d’un terme cubique afin de raffiner un peu le
modèle, ce terme est donné équation (5.4). Ce développement revient bien
à modifier la constante de couplage selon

gσ → g∗σ(σ) =
∂M∗

σ

∂σ
= gσ + κNSσ. (1.46)

La susceptibilité scalaire, notée ici κNS , dépend de la façon dont on confine
les quarks dans le nucléon. Dans les modèles QMC, on choisit généralement le
modèle du sac. Cette susceptibilité dépend alors du rayon du sac. Dans cette
thèse, on choisit plutôt une valeur estimée à partir de calculs sur réseau [54].

La détermination de κNS est toutefois indirecte. On a vu au paragraphe
1.2.4 que les prédictions sur réseau ne peuvent se faire à une masse des quarks



1.2. PHYSIQUE HADRONIQUE 33

(ou une masse des pions) physique. L’extrapolation chirale, c’est-à-dire vers
une masse de quarks nulle où la symétrie chirale est réalisée, constitue donc
un enjeu important. En particulier, la masse des nucléons ne dépend pas
analytiquement de la masse des quarks (ou de façon équivalente de la masse
des pions). L’idée de Thomas et al [55] a été de séparer la contribution du
nuage de pions, correspondant à l’énergie propre du pion et notée Σπ(mπ,Λ),
du reste de la masse du nucléon. La contribution des pions peut être calculée
dans un modèle chiral avec le paramètre de coupure ajustable Λ. Le reste
est développé suivant des puissances de m2

π :

MN (m2
π) = a0 + a2m

2
π + a4m

4
π + Σπ(mπ,Λ). (1.47)

Comme suggéré par Thomas et al, on régularise les divergences ultraviolettes
de l’équation précédente par un cut-off dans l’espace des moments, choisi
ici gaussien. Ce sera également le choix fait dans le dernier chapitre pour
régulariser les boucles de pions. Avec cette prescription, les réseaux prédisent
a2 ' 1, 5 GeV−1 et a4 ' −0, 5 GeV−3 [55]. On peut remarquer que la faible
valeur de a4 suggère que la partie non pionique de la masse des nucléons
est presque linéaire avec m2

π, c’est-à-dire avec la masse des quarks si on
utilise la relation de Gell-Mann–Oakes–Renner (GOR)(9). L’équation (1.47)
permet également d’obtenir d’importantes propriétés chirales du nucléon,
en particulier le terme sigma pion-nucléon et la susceptibilité scalaire du
nucléon. Les parties non pioniques de ces deux quantités sont respectivement

σnonpionN = mq
∂Mnonpion

N

∂mq
' m2

π

∂Mnonpion
N

∂m2
π

= a2m
2
π + 2a4m

4
π ' 29 MeV

(1.49)

et

χnonpionNS =
∂(σnonpionN /2mq)

∂mq
' 2
〈q̄q〉2vac
f4
π

∂

∂m2
π

(

σnonpionN

m2
π

)

' 〈q̄q〉
2
vac

f4
π

4a4.

(1.50)

Les premières égalités correspondent aux définitions, les deuxièmes à l’uti-
lisation de la relation GOR et les dernières proviennent des analyses sur
réseau.

Les résultats sur réseau ci-dessus peuvent être comparés aux prédictions
données par un modèle chiral construit à partir de l’équation (1.45). La

(9)Cette relation s’écrit avec des notations évidentes

m
2
πf

2
π = −2mq〈q̄q〉. (1.48)

Elle peut être établie à partir des propriétés de la charge liée au courant axial [38].
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susceptibilité scalaire a pour expression [56]

χ
(σ)
NS = −2

〈q̄q〉2vac
f2
π

(

1

m∗2
σ

− 1

m2
σ

)

1

ρ

= −2
〈q̄q〉2vac
f2
π

1

m4
σ

(

3gS
fπ
− κNS

)

. (1.51)

On peut donc écrire simplement a4 :

a4 = − a2
2

2MN
(3− 2C) (1.52)

où C = (f 2
π/2MN )κNS est un paramètre sans dimension. En l’absence de

réponse scalaire, un modèle sigma prédit a4 = −3, 4 GeV−3, ce qui est
bien trop grand : l’analyse sur réseau, bien que présentant des incertitudes,
semble en effet conduire à une valeur de a4 faible. Pour retrouver la valeur
de a4 donnée dans [55], il faut prendre C ' 1, 25 qui est une des valeurs
qu’on cherchera à conserver dans les résultats (sections 5.4 et 6.6). L’ef-
fet du confinement est donc de compenser le terme purement scalaire. Une
autre conséquence des effets du confinement est de limiter l’effondrement
de la masse du champ scalaire (écrite avec des notations évidentes dont la
définition peut être retrouvée dans le corps de l’ouvrage) [57] :

m∗2
σ =

∂ε

∂s̄2
' m2

σ −
(

3gS
fπ
− κNS

)

ρS . (1.53)

Sans la réponse nucléonique, le terme scalaire diminue considérablement la
masse du sigma.



Chapitre 2

Formalisme

Ce chapitre a pour but de mettre en place les outils nécessaires à la
résolution des problèmes de physique nucléaire évoqués dans la suite de cette
thèse. Nous nous contenterons d’abord d’expliquer la méthode d’approxima-
tion sur laquelle se base toute l’étude, à savoir la méthode de Hartree–Fock.
La notion de propagateur, présente de façon sous-jacente dans les problèmes
de Hartree–Fock, sera ensuite introduite. Elle permettra de développer le
formalisme au-delà du champ moyen provenant de Hartree–Fock. Une telle
partie est évidemment assez dense ; aussi le lecteur novice est-il invité à
commencer par lire la partie sur le modèle de Walecka qui constitue un bon
exemple d’illustration de la méthode de Hartree–Fock.

2.1 Champ moyen à l’approximation de Hartree–

Fock

La quantité fondamentale à calculer est, comme indiqué déjà dans l’in-
troduction générale, l’énergie de liaison des nucléons. C’est elle en effet –
ou, plus précisément, le point de saturation – qui fixe les paramètres et
permet d’en déduire les autres grandeurs. Les méthodes développées dans
ce chapitre, à travers les outils et les approximations proposés, permettent
d’accéder à cette énergie de liaison.

2.1.1 Lagrangien d’un système de nucléons relativistes

Le cadre de notre étude est la matière nucléaire à température nulle.
Celle-ci peut être décrite en termes de degrés de liberté fermioniques, par
exemple des quarks ou des nucléons. Ces « fermions » seront décrits par un
spineur noté

ψ = ψα(p)

qui contient tous les indices nécessaires : impulsion p, spin, isospin, saveur,
(contenus dans l’indice α) etc. La plupart du temps, ψ désignera un champ

35
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de protons ou de neutrons. Ces champs correspondent à une représentation
possible du multiplet fondamental de SU(2). Une autre représentation est
constituée par les quarks u et d, elle ne sera utilisée qu’au début du cha-
pitre 4. La matière nucléaire étant, à l’instar de la mer de Dirac, une mer
de particules remplie jusqu’à une certaine énergie dite de Fermi, le spi-
neur pourra aussi représenter un trou dans cette mer de Fermi. Si l’on
se contente d’un système composé uniquement de nucléons (ou de quarks)
indépendants, on obtient un gaz de fermions libres dont la théorie est am-
plement développée dans les ouvrages de base [58]. Les propriétés des gaz
de fermions à température nulle permettent de définir l’énergie de Fermi εF .
À température nulle en effet, les fermions sont dans un état d’énergie mini-
male. En l’absence du principe d’exclusion de Pauli (comme ce serait le cas
pour des bosons), ils seraient tous dans l’état d’énergie minimale. Cepen-
dant, un seul fermion (au spin voire à l’isospin près) peut se trouver dans
un état donné, en particulier l’état de plus basse énergie pour une particule.
La multiplicité de celui-ci dépend du spin et éventuellement de l’isospin.
Une fois que le fondamental est occupé, on remplit le premier niveau et
ainsi de suite jusqu’à une énergie qui dépend de la densité. Si on sépare les
neutrons des protons, on peut introduire deux énergies de Fermi, une pour
chaque saveur. À chacune correspond une impulsion de Fermi pFN (telle que

εFN =
√

m2 + p2
FN) reliée à la densité par :

ρN =

∫ pFN

0

2d3p

(2π)3
=
p3
FN

3π2
(2.1)

où le facteur 2 correspond au spin et l’indice N désigne un proton ou un
neutron. Le d3p correspond à l’intégration sur une boule dans l’espace des
impulsions. La densité totale est ρ = ρp + ρn.

Le lagrangien correspondant au gaz de fermions libres dans une théorie
relativiste est un lagrangien de type Dirac libre :

L0 = ψ̄ (i/∂ −M)ψ (2.2)

où M est la masse des fermions.

Pour aller plus loin, il faut considérer des interactions entre ces « par-
ticules ». Pour tout système de nucléons, il existe forcément une répulsion
de cœur dur. Si les forces de répulsion sont de portée nulle et étant donné
que les particules sont ponctuelles, les termes d’énergie correspondant seront
appelés termes de contact. En réalité les interactions sont portées par des
particules. Dans le cadre de QCD, l’interaction est portée par les gluons.
Dans les théories effectives développées ici, il sera plus pertinent de parler
d’échange de mésons, comme par exemple le pion, le ω, le ρ ou le controversé
méson sigma. Les vertex d’interaction les plus simples sont de type Yukawa
comme présenté sur la figure 2.1. Enfin, il faut ajouter un contenu dyna-
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N

N̄

X

Fig. 2.1: Vertex de type Yukawa.

mique aux particules d’interaction. La forme exacte du lagrangien dépend
donc du modèle choisi, dont les chapitres 3 à 5 de cette thèse constitueront
des exemples.

2.1.2 Énergie de Hartree–Fock

Du lagrangien on calcule le hamiltonien. L’énergie de liaison des nucléons
n’est autre que la différence entre la valeur moyenne du hamiltonien et la
masse des nucléons libres :

E −MA =
〈φ0|H|φ0〉
〈φ0|φ0〉

−MA (2.3)

où A est le nombre de nucléons présents dans le système. La valeur moyenne
est prise sur l’état fondamental à N corps qui sera souvent appelé vide par
abus de langage. Un premier problème réside dans le choix de l’état fonda-
mental. Celui-ci doit être suffisamment complexe pour rendre compte de la
physique, mais suffisamment simple pour permettre de mener les calculs à
bien. Dans le gaz de fermions libres par exemple, on peut définir le fonda-
mental par un déterminant de Slater tel que

|φ0〉 =
∏

α

b†α|−〉 (2.4)

où |−〉 est l’état de vide vrai et les b†α créent les particules présentes. Bien
évidemment, cette description est mal adaptée à un système en interaction.
Cependant, la méthode dite de Hartree–Fock, développée dans les pages
suivantes, permet de s’y ramener.

L’énergie dépend également du hamiltonien, qui est un hamiltonien à
N corps. Ceci constitue en général un problème non soluble. La méthode,
inspirée par exemple de la physique statistique [58], consiste à remplacer les
interactions subies par chaque « particule » en un potentiel appelé champ
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moyen :

H =
∑

i

ti +
1

2

∑

i,j 6=i

vij

'
∑

i

ti +
1

2

∑

i

(vmoy)i

où ti est l’opérateur d’énergie cinétique (ti = p2
i /2m à l’approximation non

relativiste). On obtient N hamiltoniens à un corps, correspondant à N qua-
siparticules. On peut alors décomposer l’équation de Schrödinger globale en
N équations à une particule chacune :

hiφi = εiφi (2.5)

où
hi = ti + (vmoy)i.

φi désigne la fonction d’onde d’une particule, ou plus généralement celle
d’une quasiparticule. εi, valeur propre du hamiltonien hi, est l’énergie de la
quasiparticule. On transforme ainsi un problème à N corps en N problèmes
à un corps, ce qui donne un système de quasiparticules indépendantes.
L’équation (2.5) est obtenue en minimisant l’énergie (2.3), c’est-à-dire en
prenant un état fondamental d’essai et en faisant varier cet état : la solu-
tion est celle qui donne l’énergie minimale. Comme on le verra, ce type de
méthode donne des équations auto-cohérentes.

L’approximation de champ moyen choisie dans cette thèse est comme
déjà dit celle de Hartree–Fock qui consiste à choisir le vide comme un
déterminant de Slater où cette fois-ci les opérateurs de création b†α corres-
pondent aux quasiparticules :

|ϕ0〉 =
∏

α

b†α|−〉 (2.6)

Cette définition permet d’obtenir directement la normalisation 〈ϕ0|ϕ0〉 = 1.
Comme pour le cas des particules libres, on peut introduire une énergie de
Fermi. À température nulle, les états de quasiparticule d’énergie inférieure
à celle de Fermi sont occupés, ceux d’énergie supérieure sont vides. On peut
également introduire la densité comme dans l’équation (2.1). Dans la suite,
par abus de langage, les quasiparticules pourront être appelées particules.
Étant donné qu’on s’intéresse aux propriétés du fondamental, on travaillera
uniquement avec des nucléons, les excitations de ceux-ci (par exemple le ∆)
ou les antinucléons seront ignorés jusqu’au dernier chapitre.

Un spineur de fermion se décompose sur la base des bα et des d†α :

ψ(x) =
∑

α

fα(x)bα + gα(x)d†α. (2.7)
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Les dα et d†α sont les opérateurs d’annihilation et de création pour les anti-
particules. Les coefficients de ce développement, ou fonctions d’onde, consti-
tuent les paramètres variationnels de la méthode. À l’approximation de
champ moyen, on négligera dans la suite la contribution des antifermions [2].
Pour fixer les idées, on écrit un hamiltonien d’interaction à deux corps :

H =
∑

αβ

〈α|T |β〉b†αbβ +
1

2

∑

αβγδ

〈αβ|V |δγ〉b†αb†βbγbδ. (2.8)

Les calculs sont écrits ici en seconde quantification, ce qui les rend plus
lisibles. Dans les exemples développés plus tard, le formalisme pourra sem-
bler différent, mettant de nouveaux points de vue en valeur. Cependant, les
calculs sous-jacents seront souvent effectués en seconde quantification. Dans
les équations Hartree–Fock, il y a bien sûr d’abord la contribution du terme
cinétique qui peut être obtenue à partir du lagrangien cinétique (2.2). Le po-
tentiel contient également les termes d’interaction dûs aux mésons ainsi que
leurs termes cinétiques. Ceux-ci seront donnés explicitement ultérieurement ;
cependant ils ne sont pas directement utiles pour le propos de ce chapitre et
on ne les indique donc pas pour l’instant. Lorsqu’on contracte le hamiltonien
ci-dessus sur le vide, les règles d’anticommutation des opérateurs de création
et d’annihilation, résumées par le théorème de Wick [22], permettent d’écrire
la partie cinétique sous la forme :

〈ϕ0|b†αbβ|ϕ0〉 = 〈−|
∏

i∈F

bib
†
αbβ

∏

j∈F

b†j |−〉 (2.9)

= 〈−|
∏

i∈F

bi(δαβ − bβb†α)
∏

j∈F

b†j |−〉. (2.10)

où F désigne la mer de Fermi. Le δαβ porte sur toutes les valeurs possibles
de α et β. En revanche, dans la deuxième partie, l’opérateur de création
b†α ne peut créer un fermion que dans un état inoccupé, c’est-à-dire hors de
la mer de Fermi. bβ doit ensuite détruire ce fermion, c’est-à-dire qu’il faut
α = β. La différence entre les deux termes se réduit alors à :

〈ϕ0|b†αbβ|ϕ0〉 = δ(α,β)∈F . (2.11)

On aurait pu faire directement remarquer que bβ détruit un fermion de la

mer de Fermi et que par conséquent b†α le reconstruit. Le terme d’interaction,
quand à lui, doit être traité de la même manière. En utilisant à nouveau les
règles d’anticommutation des opérateurs de création et d’annihilation, on
obtient :

〈ϕ0|b†αb†βbγbδ|ϕ0〉 = δαδδβγ − δαγδβδ (2.12)

où les états sont limités à la mer de Fermi. On peut là encore voir le résultat
dans le membre de gauche de (2.12) : les opérateurs de destruction bγ et bδ
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détruisent deux particules différentes de la mer de Fermi, les deux opérateurs
de création les recréent avec deux combinaisons possibles, α = δ et β = γ
ou α = γ et β = δ. Les signes respectifs sont obtenus par les relations
d’anticommutation. Finalement, l’énergie se met sous la forme :

E = 〈ϕ0|H|ϕ0〉

=
∑

α∈F

〈α|T |α〉 + 1

2

∑

αβ∈F

〈αβ|V |αβ〉 − 1

2

∑

αβ∈F

〈αβ|V |βα〉.

(2.13)

Le terme contenant 〈αβ|V |αβ〉 est appelé terme de Hartree et celui conte-
nant 〈αβ|V |βα〉 est appelé terme de Fock.

2.1.3 Principe variationnel

L’énergie est minimale lorsque sa variation par rapport aux paramètres
variationnels, c’est-à-dire aux coefficients fα de (2.7), s’annule :

δ

δf̄α



〈ϕ0|H|ϕ0〉 −
∑

β

εβ f̄βfβ



 = 0. (2.14)

Le terme en εβ a été rajouté afin de conserver la norme des fonctions fα,
il joue le rôle d’un paramètre de Lagrange. Si on se limite au lagrangien
libre, cette minimisation revient à établir l’équation de Dirac libre. En effet,
l’énergie cinétique est :

Ekin =
∑

α

〈α|T |α〉 =
∑

α

f̄α (−iγ ·∇ +M) fα. (2.15)

f̄α « disparâıt » lors de la minimisation, et on retrouve bien l’équation de
Dirac grâce au terme de normalisation :

(−iγ ·∇ +M) fα(x) = εαγ
0fα(x). (2.16)

Ce dernier paramètre εα peut être a posteriori identifié avec l’énergie à une
particule. Lorsqu’on tient compte en revanche des termes d’interaction, on
obtient (en omettant les indices par simplicité) :

(−iγ ·∇ +M + Σ)f(x) = εγ0f(x). (2.17)

Σ contient tout ce qui vient des interactions. On l’appelle l’énergie propre
des fermions. Sa présence modifie profondément les propriétés de la matière
nucléaire. Par exemple, la partie scalaire de Σ modifie la masse des nucléons
dans le milieu.

Dans le cas général, cette équation est très compliquée. Pour les noyaux
finis par exemple, on peut se limiter aux noyaux sphériques comme dans
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[2]. Dans cette thèse, il a été choisi de ne travailler que dans la matière
nucléaire infinie et non polarisée ; l’équation de Hartree–Fock peut alors être
grandement simplifiée. Les fα étant des ondes planes, on réécrit l’équation de
Hartree–Fock en représentation d’impulsion. L’invariance par renversement
du temps et par rotation de l’espace conduisent une à énergie propre telle
que :

Σ = ΣS + γ0Σ0 +
γ · p
p

ΣV . (2.18)

L’équation de Dirac devient :

(γ · p∗ +M∗(p)) u(p, s) = βE∗(p)u(p, s). (2.19)

Les u(p, s) ne sont autres que les transformées de Fourier des f(x). Les
grandeurs étoilées contiennent l’information présente dans Σ :

M∗(p) = M + ΣS(p)

p∗ = p +
p

p
ΣV (p)

E∗(p) = ε(p)− Σ0(p) =
√

M∗2 + p∗2. (2.20)

L’équation (2.20) étant formellement identique à une équation de Dirac libre,
on peut immédiatement en déduire u(p, s) :

u(p, s) =

√

E∗ +M∗

2E∗

(

1
σ·p∗

E∗+M∗

)

χs. (2.21)

On peut également remarquer que E∗2 = M∗2 + p∗2. Les quasiparticules
se propagent dans le milieu avec une masse qui n’est plus la masse nue des
nucléons mais la masse effective M ∗ et avec l’impulsion p∗.

2.2 Propagateurs

Il est intéressant de revoir les calculs précédents sous forme diagramma-
tique : celle-ci permet d’en comprendre les étapes sous un angle nouveau
qui sera particulièrement utile dans les développements au-delà du champ
moyen.

2.2.1 Propagateur de fermion

On associe au lagrangien cinétique le diagramme (a) de la figure 2.2.
G0
ab(x, x

′) est solution de l’équation différentielle :

(i/∂ −M) ◦G0
ab(x, x

′) = δ(x − x′)δab. (2.22)



42 CHAPITRE 2. FORMALISME

G
0

ab =
b a

x′ x

(a)

(b)

x′ x

Fig. 2.2: Diagrammes associés au lagrangien : (a) propagateur libre, (b) ver-
tex d’interaction.

G0 est la fonction de Green de l’équation de Dirac. Les indices a et b
désignent les indices des matrices de Dirac. On peut montrer que la quantité
définie ci-dessous est solution de (2.22) [59] :

iG0
ab(x, x

′) = 〈ϕ0|T [ψa(x)ψ̄b(x
′)]|ϕ0〉. (2.23)

Dans le cas où le vide est un déterminant de Slater comme proposé dans
l’équation (2.6), 〈ϕ0|ϕ0〉 est égal à un. On l’omettra donc dans la suite
des formules. T désigne le T -produit qui, rappelons-le, est défini par la
façon dont il agit sur deux fonctions du temps : T [ψ1(t)ψ2(t

′)] = θ(t −
t′)ψ1(t)ψ2(t

′)−θ(t′− t)ψ2(t
′)ψ1(t) où ψ1 et ψ2 représentent des fermions. Le

T -produit apparâıt naturellement en représentation d’interaction [22]. G0

crée une particule en x′ et la détruit en x, d’où son nom de propagateur et
la façon de le représenter diagrammatiquement. On peut aussi écrire tout
cela en représentation d’impulsion. La transformée de Fourier de G0(x, x′)
est solution de l’équation :

(/p−M)G0(p) = 1 (2.24)

c’est-à-dire :

G0(p) =
1

/p−M =
/p+M

p2 −M2 + iη
. (2.25)

La forme du pôle en p2−M2 + iη provient directement de l’introduction du
T -produit. Ce choix permet au propagateur d’être causal, qu’il corresponde
à une particule ou une antiparticule. C’est le propagateur de Feynman.
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On peut remarquer que le terme d’énergie cinétique (donné équation
(2.13)) est tel que α = β ; on le représente par le diagramme en boucle de la
partie (a) de la figure 2.3. Effectuer la minimisation comme dans l’équation
(2.15) supprime un des deux fermions, donc la moitié de la boucle. Le pro-
pagateur, quand à lui, « rétablit » le fermion manquant, mais en oubliant
la prescription α = β. Passer d’un diagramme d’énergie à un diagramme de
propagateur revient à « ouvrir » une ligne de fermion et l’ouverture est notée
par la croix. Si on ajoute à présent les interactions, on définit un nouveau

(a) (b) (c)

Fig. 2.3: Diagrammes d’énergie : (a) libre, (b) de Hartree, (c) de Fock.

propagateur par l’équation de Dirac contenant l’énergie propre :

(i/∂ −M − Σ)acGcb(x, x
′) = δ(x − x′)δab, (2.26)

soit en représentation d’impulsion :

G−1(p) = /p−M − Σ. (2.27)

Pour représenter cette équation diagrammatiquement, il faut préciser un peu
la forme de Σ. Le lagrangien d’interaction, de type Yukawa, est représenté
dans la partie (b) de la figure 2.2. Calculer l’énergie revient à imposer α = δ
et β = γ pour le terme de Hartree ou α = δ et β = γ pour celui de Fock. On
obtient les diagrammes présentés respectivement dans les parties (b) et (c)
de la figure 2.3. Comme dans le cas cinétique, l’équation de minimisation
« ouvre » les diagrammes au niveau d’une croix, on obtient schématiquement
la figure 2.4 pour le propagateur contenant les premiers termes de perturba-
tion. On représente traditionnellement en gras le propagateur habillé afin de

Fig. 2.4: Propagateur de fermion au premier ordre des perturbations.

le différencier du propagateur libre G0. Celui-ci est représenté par une ligne
fine comme dans le terme de droite. Une question se pose alors : dans les deux
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termes de droite, les lignes fermioniques doivent-elles être fines ou épaisses,
a-t-on le propagateur libre ou total ? Le propagateur de Hartree-Fock est
celui représenté figure 2.5. On peut le comprendre à l’aide du raisonnement
näıf suivant. À l’approximation Hartree–Fock, les quantités 〈αβ|V |αβ〉 et
〈αβ|V |βα〉 sont construites à partir de fermions solutions de l’équation de
Dirac avec interaction. Les lignes fermioniques présentes dans l’énergie figure
2.3 doivent donc être épaisses. La minimisation laisse des lignes épaisses. Le
calcul du propagateur en revanche contracte 〈ϕ0|ψ̄ avec le résultat de la
minimisation, la ligne fermionique ainsi rajoutée est fine. Pour une théorie

Fig. 2.5: Propagateur de Hartree–Fock.

générale, on ne se limiterait pas aux deux diagrammes Hartree–Fock. Le pro-
pagateur s’écrit de manière générale comme sur la figure 2.6. Le Σ̃ contient
tous les diagrammes possibles en plus de ceux de Hartree–Fock. On peut
aussi ne factoriser que les diagrammes une particule irréductibles (noté 1PI)
comme sur la deuxième ligne de la figure. Cette dernière équation, appelée

Σ̃

Σ

Fig. 2.6: Propagateur total factorisé. Sur la première ligne, Σ̃ contient tous
les diagrammes, Σ contient tous les diagrammes 1PI.

équation de Dyson, reviendra souvent dans la suite de cette thèse.

2.2.2 Excitations particule-trou

Pour aller au-delà du champ moyen, on considère des excitations des
particules de la mer de Fermi (c’est-à-dire les états d’énergie inférieure à
celle de Fermi). Celle-ci étant remplie, la seule possibilité pour une particule
d’être excitée est d’avoir une énergie supérieure à celle de Fermi. Ce faisant,
elle « crée » un trou dans la mer, de la même manière qu’une antiparti-
cule peut être vue näıvement comme un trou de la mer de Dirac. On parle
ainsi d’excitation particule-trou. Ces excitations sont créées par un méson se
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propageant dans le milieu, elles modifient donc le propagateur des mésons.
Comme on vient de le faire pour le propagateur des nucléons, on écrit le
propagateur d’un méson sous forme diagrammatique, il est ainsi plus aisé
de visualiser les différentes excitations pouvant modifier le propagateur du
méson. La première partie (a) de la figure 2.7 propose de telles excitations.
Là encore, on peut factoriser les diagrammes une particule irréductibles
et obtenir une équation de Dyson pour le propagateur de méson. Dans la
deuxième partie (b) de la figure, on propose de limiter les diagrammes à
ceux contenant uniquement des boucles de fermions indépendantes, cette
approximation s’appelle l’approximation des anneaux (ou RPA pour ran-
dom phase approximation) pour des raisons graphiques évidentes. Dans la

(a)

(b)

Fig. 2.7: Propagateur des mésons. L’approximation des anneaux, sur la
deuxième ligne, ne contient que les diagrammes composés unique-
ment de boucles des fermions indépendantes.

partie de cette thèse sur les corrélations, on se limitera à cette approxima-
tion. La quantité fondamentale présente dans ces anneaux est justement la
boucle de fermions qui est calculée en écrivant le corrélateur à deux corps
particule-trou :

iΠ0(x, x′) = 〈ϕ0|T [ψ̄a(x)ψa(x)ψ̄b(x
′)ψb(x

′)|ϕ0〉 (2.28)

iΠ(x, x′) = 〈ψ0|T [ψ̄a(x)ψa(x)ψ̄b(x
′)ψb(x

′)|ψ0〉. (2.29)

Le corrélateur libre Π0 est pris sur l’état fondamental Hartree–Fock |ϕ0〉
tandis que le corrélateur total Π est pris sur un état noté |ψ0〉 contenant
les boucles. Ce dernier corrélateur peut être déduit du premier de nouveau
grâce à une équation de Dyson. Le propagateur de méson présent entre
deux boucles n’étant autre que l’interaction entre nucléons, notée V , on en
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déduit(1) :

Π = Π0 + Π0V Π0 + Π0VΠ0VΠ0 + · · ·

=
Π0

1− VΠ0
. (2.30)

Les diagrammes d’énergie sont une généralisation de celui de Fock (figure
2.3). Ils peuvent être vus comme ceux de la partie (b) de la figure 2.7 qu’on
aurait refermés sur eux-mêmes, ils sont donc égaux à VΠ. L’énergie associée
n’est autre que la somme de ces diagrammes sur toutes les impulsions pos-
sibles :

〈Hint〉 = 3V

∫

idω

(2π)

dq

(2π)3
VΠ = 3V

∫

idω

(2π)

dq

(2π)3
V Π0

1− VΠ0
. (2.31)

(ω,q) est l’énergie-impulsion portée par la boucle formée en refermant les
diagrammes de la figure 2.7. Cette énergie est la valeur moyenne du hamil-
tonien d’interaction (en RPA) sur le vide modifié |ψ0〉.

Dans cette thèse, on se limite la plupart du temps à des échanges de
mésons isovecteurs (les contributions des mésons isoscalaires sigma et oméga
se compensent à peu près, on les néglige donc : voir le paragraphe 6.5.2 pour
plus de détails). Le facteur trois tient compte des trois degrés de polarisation
(états) d’isospin des mésons. Or celle-ci est conservée tout au long de la
châıne d’anneaux, le corrélateur n’en dépend donc pas. Pour cette raison, il
est aussi appelé propagateur de polarisation, et c’est ce nom plus habituel
qu’on lui donnera souvent. La multiplicité de la polarisation est donc en
facteur global de l’énergie, elle est de trois pour les mésons isovecteurs.
Graphiquement, on peut associer à chaque ensemble de diagramme de la
figure 2.7 (b) une polarisation, et l’énergie est la somme des trois ensembles
de diagrammes, qui contribuent chacun de façon identique.

2.2.3 Calcul de l’énergie de corrélation

L’énergie totale dépend du vide corrélé. On simplifie le problème à l’aide
de la charging formula qui permet d’exprimer l’énergie totale en fonction de
quantités calculées en champ moyen. Pour cela, on commence par rappeler le
théorème de Feynman–Hellmann [38]. On introduit le hamiltonien H(λ) =
H0 + λHint, un état propre |φ(λ)〉 et l’énergie propre associée E(λ). Alors,

〈φ(λ)|λHint|φ(λ)〉 = λ
∂E(λ)

∂λ
. (2.32)

Il faut préciser dans notre cas ce que sont H0 et Hint. On multiplie chaque
vertex d’interaction par le paramètre λ. Les termes d’interaction de type

(1)Le résultat ci-dessous est donné lorsqu’un canal unique intervient dans les équations.
Comme on le verra dans le dernier chapitre, il faut en réalité compliquer ce résultat lorsque
plusieurs canaux sont présents.
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Yukawa pour un méson X s’écrivent de façon générique ψ̄ΓXψX. Ces termes
sont donc multipliés par λ dans la procédure de calcul. H0 correspond à la
partie de champ moyen, il permet d’écrire l’équation de champ moyen qui
définit le spineur de fermion et son propagateur. Il est commode de le choisir
de manière à ce que le champ moyen soit le plus précis possible, c’est-à-dire
de prendre pour H0 le hamiltonien de Hartree. Ainsi, E(0) est l’énergie de
Hartree (contenant l’énergie cinétique) et E(1) est l’énergie totale. E(1) −
E(0) est l’énergie d’interaction qui contient les termes de Fock et les termes
de corrélation(2) . La quantité

∫ 1

0
dλ
〈φ(λ)|λHint|φ(λ)〉

λ
=

∫ 1

0
dλ
∂E(λ)

∂λ
= E −E0 (2.33)

donne alors l’énergie de Fock plus celle de corrélation. On peut remarquer
en quoi la charging formula a facilité le calcul : l’énergie donnée à l’équation
(2.31) correspond à la valeur moyenne du hamiltonien sur le vide corrélé,
soit 〈ψ0|H0|ψ0〉 + 〈ψ0|Hint|ψ0〉. De manière générale, ces termes sont dif-
ficiles à calculer. Ici, le premier a été remplacé par le calcul de E(0), soit
〈ϕ0|H0|ϕ0〉. Comme on le voit paragraphe suivant, le deuxième va également
être remplacé par un calcul de champ moyen.
〈ψ0(λ)|Hint|ψ0(λ)〉 est l’intégrale sur (ω, ~q) de VΠ. Les constantes de

couplage étant multipliées par λ, VΠ est multiplié par λ2 (on introduit
indifféremment les constantes de couplage du vertex dans l’interaction V ou
dans le corrélateur Π : étant donné que le résultat ne dépend que de V Π, ce
choix est purement pratique). L’intégrant de l’énergie est alors simplement :

∫ 1

0

dλ

λ

λ2VΠ0

1− λ2VΠ0
= −1

2
ln(1− VΠ0). (2.34)

On peut remarquer que le seul diagramme à connâıtre pour calculer tous les
anneaux est le plus simple que l’on puisse former lorsque les seuls ingrédients
sont une boucle de nucléons et un propagateur de méson, c’est-à-dire ici le
terme de Fock : il correspond bien au premier terme du développement
du logarithme. Le terme dominant de l’énergie de corrélation est alors du
deuxième ordre et est négatif, conformément à la théorie des perturbations
au deuxième ordre. Cette remarque, valable ici pour le cas le plus simple,
est bien entendu valable également dans les cas plus compliqués rencontrés
dans la suite de cette thèse. L’énergie de corrélation totale est obtenue après
soustraction du terme de Fock [56] :

Ecorr = −3

2
V

∫

idω

(2π)

dq

(2π)3
(

ln(1− V Π0) + VΠ0
)

. (2.35)

La seule quantité à connâıtre pour calculer l’énergie de corrélation est donc
(outre l’interaction V ) le propagateur Π0. Grâce au théorème de Wick, ce

(2)Le choix du vide |ψ0〉 implique que l’énergie est calculée à l’approximation ring. Un
choix de vide plus complexe permettrait d’inclure plus de termes dans E(1).



48 CHAPITRE 2. FORMALISME

propagateur de polarisation peut s’écrire en fonction du propagateur d’un
nucléon :

iΠ0(x, x′) = 〈ϕ0|T [ψ̄a(x)ψa(x)ψ̄b(x
′)ψb(x

′)]|ϕ0〉
= −〈ϕ0|T [ψa(x)ψ̄b(x

′)]|ϕ0〉〈ϕ0|T [ψb(x
′)ψ̄a(x)]|ϕ0〉

= −iG0
ab(x, x

′)iG0
ba(x

′, x)

= Tr(G0(x, x′)G0(x′, x)). (2.36)

Cette expression était prévisible : la trace provient du fait que la boucle
est refermée, et elle est constituée de deux fermions, une particule qui se
propage de x en x′ et une antiparticule (ou plutôt un trou) qui se propage
de x′ en x.

Avant de conclure, on peut noter que les boucles particule-trou sont
couplées à des propagateurs de mésons comme le suggère la figure 2.7. Dans
ce cas, on introduit les vertex d’interaction dans la définition des propaga-
teurs de polarisation Π et Π0. Pour un couplage vecteur Γµ par exemple, Π0

est

iΠ0µν(x, x′) = 〈ϕ0|T [ψ̄a(x)(Γ
µ)abψb(x)ψ̄c(x

′)(Γν)cdψd(x
′)]|ϕ0〉. (2.37)

*
* *

Tous les outils nécessaires à la compréhension de cette thèse ont été mis
en place. Différents modèles relativistes vont maintenant être décrits. Le
premier, important d’un point de vue historique, est le modèle de Walecka.
Bien qu’il ait été le premier à expliquer la saturation de la matière nucléaire,
il est purement phénoménologique. Des modèles incluant des propriétés de
QCD comme la symétrie chirale et le confinement seront ensuite développés,
constituant l’essentiel du travail de cette thèse.



Chapitre 3

Modèle de Walecka

Le premier modèle relativiste permettant de rendre compte de la satu-
ration de la matière nucléaire est celui proposé par Walecka en 1974 [1, 48].
Cette saturation est obtenue grâce à la combinaison d’un potentiel attractif
dû au champ scalaire de la physique nucléaire et d’un potentiel répulsif dû
au champ vectoriel du méson ω se comportant différemment avec la densité.
Ce modèle peut être complété par la contribution d’autres mésons qui per-
mettent d’affiner les résultats [2]. Historiquement, Walecka a expliqué la sa-
turation à partir de l’approximation Hartree uniquement, mais en anticipant
sur la suite de ce travail, on se placera dans cette partie à l’approximation
de Hartree–Fock. On trouvera des détails à l’annexe A.

3.1 Lagrangien

On considère deux saveurs de nucléon, le proton et le neutron. Un nucléon

est décrit par un isospineur à deux composantes : ψ =

(

ψp
ψn

)

. Pour sim-

plifier, on considère que les masses du proton et du neutron sont égales. Le
lagrangien du champ de nucléons libres est, rappelons-le :

Lfermionskin = ψ̄ (i/∂ −M) l12ψ. (3.1)

La matrice identité ajoutée par rapport à l’équation (2.2) agit dans l’es-
pace d’isospin. Elle ne joue aucun rôle dans le modèle de Walecka et on
l’omet dans la suite des expressions. En revanche, les couplages isovecto-
riels des chapitres suivants contiendront un terme dépendant des matrices
d’isospin ~τ qui permettra de différencier protons et neutrons. Les nucléons
interagissent avec les mésons via des couplages de type Yukawa. Le lagran-
gien d’interaction est alors :

Lint = −gσψ̄σψ − gωψ̄γµωµψ (3.2)

49
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où les gi sont les constantes de couplage des mésons i échangés par les
nucléons. Enfin, le lagrangien contient une partie dynamique pour les mésons :

Lmésonskin = +
1

2
∂µσ∂

µσ − 1

2
m2
σσ

2

−1

4
FµνF

µν +
1

2
m2
ωωµω

µ (3.3)

où Fµν = ∂µων − ∂νωµ. Les mi sont les masses des mésons i.

3.2 Énergie à l’approximation de Hartree–Fock

Le hamiltonien est obtenu en calculant la transformée de Legendre du
lagrangien :

H =

∫

t=0
dx

(

Σiπi
∂ϕi
∂t
−L

)

=

∫

t=0
dx
(

ψ̄(−iγ ·∇)ψ
)

+

∫

dx

[

ψ̄(M + gσσ)ψ +
1

2

(

π2
σ + (~∇σ)2

)

]

+

∫

dx

[

gω ωµ ψ̄γ
µψ

+
1

2

(

(~πω)2 − m2
ω ω

µωµ + ~∇ωj · ~∇ωj − (~∇ · ~ω)2
)

− ~πω · ~∇ω0

]

(3.4)

où les moments conjugués des champs de mésons sont donnés par :

πσ = ∂0σ, πjω = F 0j . (3.5)

Pour des raisons qui apparâıtront dans la section suivante, la partie d’inter-
action du sigma est rattachée à l’énergie de masse des nucléons. À l’approxi-
mation statique, permise car les effets de retard sont petits [60], les champs
de mésons deviennent :

πσ = 0, ~πω = ~∇ω0 (3.6)

et le hamiltonien :

H =

∫

t=0
dxψ̄ (−iγ ·∇)ψ

+

∫

dx,

[

ψ̄(M + gσσ)ψ +
1

2
(~∇σ)2

]

+

∫

dx

[

gω ωµ ψ̄γ
µψ

−1

2

(

m2
ω ω

µωµ + ~∇ωµ · ~∇ωµ + (~∇ · ~ω)2
)

]

.

(3.7)
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Afin de différentier l’énergie par rapport aux degrés de liberté fermioniques, il
faut connâıtre la dépendance des champs de mésons en ces degrés de liberté.
Pour cela, on écrit l’équation du mouvement des mésons. Les équations
d’Euler–Lagrange appliquées au lagrangien total (équations 3.1, 3.2 et 3.3)
permettent d’écrire :

(

� +m2
σ

)

σ = −gσψ̄ψ
(

� +m2
ω

)

ωµ = gωψ̄γ
µψ (3.8)

qui deviennent à l’approximation statique :
(

−∆ +m2
σ

)

σ = −gσψ̄ψ (3.9)
(

−∆ +m2
ω

)

ωµ = gωψ̄γ
µψ. (3.10)

Les champs de mésons peuvent alors être simplement exprimés en fonction
des champs de nucléons :

σ(x) = −gσ
∫

d4x′Dσ(x− x′)ψ̄ψ(x′) (3.11)

ωµ(x) = gω

∫

d4x′Dω(x− x′)ψ̄γµψ(x′) (3.12)

où le propagateur d’un méson X est solution d’une équation du type :
(

−∆ +m2
X

)

DX(x,x′) = δ(x − x′) (3.13)

et dans le cas où la masse du méson ne dépend pas de la position comme
c’est le cas ici, il a pour simple expression :

DX(x− x′) =

∫

dq

(2π)3
eiq·(x−x′)

q2 +m2
σ

. (3.14)

On exprime alors le hamiltonien en fonction des seuls degrés de liberté fer-
mioniques :

H =

∫

t=0
dxψ̄(−iγ ·∇ +M)ψ

−g
2
σ

2

∫

dxdx′ψ̄(x)ψ̄(x′)Dσ(x− x′)ψ(x′)ψ(x)

+
g2
ω

2

∫

dxdx′ψ̄(x)ψ̄(x′)Dω(x− x′)γµ(1)γ
µ(2)ψ(x′)ψ(x)

=
∑

αβ

∫

t=0
dx
(

f̄α(−iγ ·∇ +M)fβ
)

b†αbβ

−g
2
σ

2

∑

αβγδ

∫

dxdx′f̄α(x)f̄β(x
′)Dσ(x− x′)fγ(x

′)fδ(x)b†αb
†
βbγbδ

+
g2
ω

2

∑

αβγδ

∫

dxdx′f̄α(x)f̄β(x
′)Dω(x− x′)γµ(1)γ

µ(2)fγ(x
′)fδ(x)b†αb

†
βbγbδ.

(3.15)
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On a décomposé les fermions sur une base de spineurs comme proposé dans
l’équation (2.7). Les indices α, β, γ et δ tiennent compte du spin (±1/2) et
de l’isospin (proton ou neutron) des quasiparticules. Les indices (1) et (2)
dans le terme du oméga sont là pour rappeler que chaque matrice γµ est
contractée entre deux spineurs, le premier jeu de spineurs dépendant de x,
le deuxième de x′. L’expression proposée ici est écrite dans l’ordre normal
qui intervient naturellement lorsqu’on contracte le hamiltonien sur le vide et
qu’on applique le théorème de Wick. Ce hamiltonien, formellement identique
à celui de l’équation (2.8), conduit à l’énergie :

Ekin =
∑

α∈F

∫

t=0
dx
(

f̄α(−iγ ·∇ +M)fα
)

,

EHartree = −g
2
σ

2

∑

α,β∈F

∫

dxdx′f̄α(x)fα(x)Dσ(x− x′)f̄β(x
′)fβ(x

′)

+
g2
ω

2

∑

α,β∈F

∫

dxdx′f̄α(x)γµfα(x)Dω(x− x′)f̄β(x
′)γµfβ(x

′),

EFock =
g2
σ

2

∑

α,β∈F

∫

dxdx′f̄α(x)fβ(x)Dσ(x− x′)f̄β(x
′)fα(x

′)

−g
2
ω

2

∑

α,β∈F

∫

dxdx′f̄α(x)γµfβ(x)Dω(x− x′)f̄β(x
′)γµfα(x

′).

(3.16)

3.3 Modèle de Walecka dans la matière nucléaire

La méthode Hartree–Fock peut être appliquée comme dans le chapitre
2. Ici encore, on se place dans la matière infinie où les spineurs fα sont des
ondes planes :

fα(x) =
∑

pα

uα(pα)√
V

eipαx. (3.17)

Toutes les quantités sont alors exprimées simplement en représentation d’im-
pulsion. L’indice α tient compte du spin et de l’isospin tandis que les opéra-
teurs de création et d’annihilation créent et détruisent des quasiparticules
d’impulsion, de spin et d’isospin donnés. Les intégrations sur x et x′ sont
très simples. Pour les termes cinétique, de Hartree et de Fock, elles s’écrivent
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respectivement
∫

dxe−ipα·xeipα·x = V (3.18)
∫

dxdx′e−ipα·xeipα·xeiq·(x−x′)e−ipβ ·x
′

eipβ ·x
′

= V 2δq,0 (3.19)
∫

dxdx′e−ipα·xeipβ ·xeiq·(x−x′)e−ipβ ·x
′

eipα·x′

= V 2δq,pα−pβ
(3.20)

en notation discrète. Pour passer de la notation discrète utilisée ci-dessus à
la notation continue, on remplace la somme comme suit :

∑

p

−→ V

∫

d3p

(2π)3
. (3.21)

V est le volume de matière occupé, dans la matière nucléaire ce volume tend
vers l’infini. La densité d’énergie est de manière générale reliée à l’énergie
par particule :

E

A
=
E

V

V

A
=
ε

ρ
, (3.22)

ce qui permet d’exprimer les différentes densités d’énergie simplement :

εkin =

∫

2dp

(2π)3

∑

N

(

p
P ∗(p)

E∗(p)
+M

M∗(p)

E∗(p)

)

N

Np (3.23)

εHartree = −1

2

(

gσ
mσ

)2

ρ2
S +

1

2

(

gω
mω

)2

ρ2 (3.24)

εFock =
g2
σ

2

∫

dp

(2π)3
dp′

(2π)3
1

(p− p′)2 +m2
σ

∑

N

(

1 +
M∗

E∗

M
′∗

E′∗
− p∗

E∗
· p

′∗

E′∗

)

N

NpNp′

+
g2
ω

2

∫

dp

(2π)3
dp′

(2π)3
1

(p− p′)2 +m2
ω

∑

N

(

2− 4
M∗

E∗

M
′∗

E′∗
− 2

p∗

E∗
· p

′∗

E′∗

)

N

NpNp′

(3.25)

où l’on a introduit la densité scalaire ρS égale à :

ρS =

∫

2dp

(2π)3

∑

N

(

M∗

E∗

)

N

Np (3.26)

La densité ρ baryonique est celle de (2.1). Les nombres d’occupation Np

correspondent aux distributions de Fermi–Dirac des nucléons. À température
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nulle, celles-ci se réduisent à des marches de Heaviside données explicitement
aux équations (2.11) et (2.12). Cela revient à réduire les intégrales sur les
normes des impulsions au segment [0, pF ]. Les sommes sur α et β dans les
termes cinétique et de Hartree se décomposent en un facteur 2 (présent
dans les éléments d’intégration) correspondant à la somme sur le spin et
en la somme sur l’isospin notée N . Pour le terme de Fock, les sommes ne
sont pas indépendantes d’où un facteur 4 en moins. Les quantités étoilées,
définies par l’équation (2.20), proviennent de l’équation de Hartree–Fock
obtenue en différenciant l’énergie par rapport aux uα(pα), les degrés de
liberté fermioniques. L’énergie propre se met sous la forme :

ΣS(p) = −
(

gσ
mσ

)2

ρS

+2

∫

dp′

(2π)3

(

g2
σ

(p− p′)2 +m2
σ

− 4
g2
ω

(p− p′)2 +m2
ω

)

∑

N

(

M∗(p′)

E∗(p′)

)

N

Σ0(p) =

(

gω
mω

)2

+ 2

∫

2dp′

(2π)3

(

g2
σ

(p− p′)2 +m2
σ

+ 2
g2
ω

(p− p′)2 +m2
ω

)

ΣV (p) = 2

∫

dp′

(2π)3

(

−2
g2
σ

(p− p′)2 +m2
σ

− 4
g2
ω

(p− p′)2 +m2
ω

)

∑

N

(

P ∗(p′)

E∗(p′)

)

N

.

(3.27)

ce qui permet d’en déduire les quantités étoilées. Afin de simplifier les calculs
numériques, les intégrales angulaires entre les vecteurs p et p′ peuvent être
calculées analytiquement. Le résultat, identique à celui de [2], est donné dans
l’annexe A.

Nous sommes à présent en mesure d’expliquer le mécanisme de saturation
proposé par Walecka. Les deux termes de densité présents dans l’énergie de
Hartree sont représentés sur la figure 3.1. La saturation, mettant en jeu une
énergie de l’ordre de la dizaine de MeV, est obtenue par la compensation de
deux potentiels d’énergie de l’ordre de la centaine de MeV. Le terme scalaire,
attractif, l’emporte sur le terme vectoriel à basse densité. Mais la densité
scalaire croissant moins vite que linéairement avec la densité baryonique, le
terme vectoriel répulsif l’emporte à haute densité. La description relativiste
est ici indispensable : à l’approximation non relativiste, la densité scalaire
devient égale à la densité baryonique et la saturation ne se produit plus. Ce
phénomène est extrêmement fin : une modification de quelques pour-cent
des potentiels déplace complètement la saturation. Par exemple, les termes
de Fock (qui sont numériquement égaux à environ moins un quart du terme
Hartree correspondant) modifient le point de saturation. La figure 3.1 a été
tracée avec des paramètres similaires à ceux proposés proposés initialement
par Walecka de manière à reproduire le point de saturation (ρ0 = 0, 16
fm−3, av = 15, 96 MeV) (respectivement (ρ0 = 0, 148 fm−3, av = 15, 75
MeV) pour le modèle de Walecka). Dans l’approximation de Hartree, les
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Fig. 3.1: Saturation dans le modèle de Walecka (champ moyen à l’approxi-
mation de Hartree). À gauche, on a représenté les deux termes
de l’énergie de Hartree donnés dans l’équation (3.24) et la courbe
de saturation. Pour plus de clarté, la partie droite présente un
zoom sur la courbe de saturation. Le terme d’attraction scalaire
est représenté en pointillés et le terme de répulsion vectorielle en
tiretés. Dans les deux figures, l’énergie de saturation est en trait
plein. La discussion des paramètres est donnée dans le texte.

résultats ne dépendant que des rapports

C2
σ ≡ g2

s

(

M2
N

m2
σ

)

= 329, 9 et C2
ω ≡ g2

ω

(

M2
N

m2
ω

)

= 249, 8 (3.28)

(respectivement Cσ = 357, 4 et Cω = 273, 8). En prenant MN = 939 MeV,
gS = 10 etmω = 783 MeV (voir section 5.4 pour la discussion de ces valeurs),
on obtient mσ = 517 MeV et gω = 13, 18, à comparer aux résultats de la
section 5.4 : mσ ∼ 800 à 850 MeV et gω ∼ 6, 5 à 8 MeV. La compressibilité
définie par l’équation (1.7) est de 544 MeV (respectivement 545 MeV), valeur
deux fois plus grande que celle attendue. Ce modèle peut également être
complété par l’ajout d’autres mésons tels que le rho ou le pion [2].

Le modèle de Walecka, bien que permettant d’expliquer la saturation de
façon élégante, reste un modèle très phénoménologique. De plus, les détails
des prédictions sont parfois éloignés de la réalité expérimentale, comme par
exemple ici la trop grande compressibilité. Comme il a été expliqué dans
les généralités, le but de cette thèse est de construire un modèle effectif
relativiste basé sur un lien plus explicite avec les propriétés fondamentales
de QCD, à savoir la symétrie chirale et les propriétés de confinement liées à
la structure du nucléon.
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Chapitre 4

Modèle σ

Ce chapitre introduit la symétrie chirale dans les théories relativistes.
Cette symétrie est d’abord présentée dans le cadre de QCD puis définie au
niveau hadronique. Un modèle purement chiral ne reproduit cependant pas
correctement les propriétés de la matière nucléaire, il sera donc complété
dans la suite par un terme de confinement (équation 5.2).

4.1 Symétrie chirale

Une propriété essentielle de QCD est la symétrie chirale que l’on peut
lire sur la partie quarkionique du lagrangien de QCD :

LQCD =
∑

i=u,d

(

iψ̄i/∂ψi −mψ̄iψi
)

(4.1)

= iψ̄/∂ψ − mu +md

2
ψ̄ψ − mu −md

2
ψ̄τ3ψ (4.2)

où τ3 n’est autre que la troisième matrice de Pauli ; elle agit dans l’espace
d’isospin. Dans la deuxième ligne, le spineur est identique à l’isospineur
nucléaire si ce n’est qu’il est écrit dans la représentation des quarks et non
celle des nucléons. Il contient donc les spineurs des quarks u et d et non ceux
du proton et du neutron.

Expérimentalement, il a été mis en évidence dans les années 50 et 60
l’existence de deux courants presque conservés intervenant dans les inter-
actions électrofaibles, un courant vectoriel ou d’isospin et un courant axial.
On peut retrouver ces courants en considérant les symétries du lagrangien
ci-dessus. Lorsqu’on effectue la rotation d’isospin de SU(2),

ψ → eiαk
τk
2 ψ, (4.3)

où les τk (agissant ici aussi dans l’espace d’isospin) sont les matrices de
Pauli, seul le dernier terme du lagrangien est modifié. Dans la limite où les

59
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masses des quarks u et d sont égales, c’est-à-dire que la différence de masse
mu − md est négligeable devant les masses des hadrons, le lagrangien est
invariant sous cette transformation avec une excellente approximation et le
courant presque conservé associé à cette symétrie est :

Vµk = ψ̄γµ
τk
2
ψ. (4.4)

Ce courant vectoriel associé à une symétrie presque exacte de QCD apparâıt
explicitement dans les interactions électrofaibles des hadrons. Cette symétrie
induit une dégénérescence d’isospin au niveau du spectre des hadrons ; par
exemple le proton et le neutron sont partenaires et ont une masse quasiment
égale.

On peut aussi considérer une « pseudo » rotation d’isospin de SU(2) :

ψ → eiαk
τk
2
γ5
ψ (4.5)

qui ne diffère de la précédente que par un facteur γ5. Le lagrangien est
invariant sous cette transformation dans la limite où les masses des quarks
sont nulles, ce qui est un peu mieux vérifié que leur égalité. Le courant
associé,

Aµk = ψ̄γµγ5 τk
2
ψ, (4.6)

est de divergence petite mais non nulle : ∂µAµk = imψ̄γ5τkψ. Il dépend de
la masse moyenne m = (mu +md)/2 ' 8MeV des quarks légers.

Ces deux symétries peuvent être réunies avec profit en une seule, appelée
symétrie chirale. Pour cela, on introduit des champs droit et gauche (d’où
le terme de chiralité) construits à partir des isospineurs :

ψR,L =
(1± γ5)

2
ψ. (4.7)

Le lagrangien, réécrit en fonction de ces champs, est :

Lψ = iψ̄Lψµ∂
µψL + iψ̄Rγµ∂

µψR −m
(

ψ̄LψR + ψ̄RψL
)

. (4.8)

Les transformations vectorielle et axiale reviennent à une rotation de SU(2)L×
SU(2)R agissant de manière indépendante sur les parties droite et gauche
du champ :

ψR → eiαk
τk
2 ψR, ψL → ψL

ψL → eiαk
τk
2 ψL, ψR → ψR. (4.9)

Par abus de langage, on dit que la première transformation est une rotation
du champ droit ; on la note gR. De même, on dit que la deuxième correspond
à une rotation du champ gauche ; elle est notée gL. Seul le terme de masse du
lagrangien n’est pas invariant sous cette transformation, et la brisure qu’il
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induit est précisément la brisure axiale. Cependant, cette brisure explicite
étant de l’ordre de grandeur des masses des quarks u et d, la symétrie axiale
est en fait presque aussi bien réalisée que que la symétrie vectorielle au
niveau hadronique. On devrait donc observer un doublement du spectre
comme pour la symétrie d’isospin, ce qui n’est pas le cas expérimentalement.
Il se trouve en réalité que cette symétrie est spontanément brisée par le
mécanisme de Goldstone. En effet, l’action sur le vide de la charge axiale,
associée au courant axial, n’est pas nulle. La symétrie présente au niveau
du lagrangien ne se retrouve pas sur l’état fondamental et par suite elle ne
se trouve pas non plus sur le spectre de hadrons. Les bosons de Goldstone
associés à la brisure spontanée sont au nombre de trois car il y a en réalité
trois charges axiales, une pour chaque valeur de l’indice k. Ce sont les trois
états de charge du pion. Dans le cas où la brisure explicite serait nulle,
la charge axiale commuterait avec le hamiltonien, et son action sur le vide
donnerait un état d’énergie égale à celle du vide. Les pions auraient alors une
masse nulle. La légère brisure explicite donne aux pions leur masse petite
mais finie. On peut montrer facilement [38] que la masse mπ des pions est
liée à la masse m des quarks par la relation de Gell-Mann–Oakes–Renner
(GOR), valable au plus bas ordre en m :

m2
πf

2
π = −2m〈q̄q〉 (4.10)

où fπ est la constante de désintégration du pion et on reconnâıt le condensat
de quarks 〈q̄q〉.

4.2 Modèle σ-linéaire

Lorsqu’on passe au monde des hadrons, un lagrangien directement ins-
piré des symétries de QCD est simplement :

Lhadrons = iψ̄L/∂ψL + iψ̄R/∂ψR −M
(

ψ̄LψR + ψ̄RψL
)

. (4.11)

Cette fois-ci, c’est la masse du nucléon qui est en jeu. La brisure due au
dernier terme du lagrangien n’est plus du tout négligeable. Ce problème
peut être résolu en s’inspirant du modèle σ-linéaire où apparâıt une matrice
W (x) qui se transforme de façon appropriée sous la symétrie chirale en
compensant les rotations des champs droit et gauche de manière à ce que le
terme de masse soit globalement invariant :

M
(

ψ̄LψR + ψ̄RψL
)

→ g
(

ψ̄LW (x)ψR + ψ̄RW
+(x)ψL

)

, (4.12)

c’est-à-dire queW se transforme suivantW → gLWg+
R . On peut la décomposer

sur les matrices d’isospin à l’aide de quatre champs réels notés σ(x) et ~ϕ(x) :

W (x) = σ(x) + i~τ · ~ϕ(x). (4.13)
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Les propriétés d’invariance du nouveau lagrangien sous la symétrie chirale
et sous les transformations de Lorentz imposent au champ σ d’être un sca-
laire isoscalaire et au champ ~ϕ d’être un pseudo-scalaire isovecteur. Afin de
donner à ces champs un contenu dynamique, on ajoute au lagrangien un
terme d’énergie cinétique et un terme de potentiel :

Lmésons =
1

2
∂µσ∂

µσ +
1

2
∂µ~ϕ∂

µ~ϕ− V (σ, ~ϕ). (4.14)

Le terme potentiel est composé d’une partie invariante chirale construite à
partir de la grandeur tr(WW+) = σ2 + ~ϕ2 invariante et d’un terme brisant
explicitement la symétrie, cσ. Une forme simple est :

V (σ, ~ϕ) =
λ

4

(

σ2 + ~ϕ2 − v2
)2 − cσ. (4.15)

On peut montrer [3], en considérant la désintégration faible du pion, que
〈σ〉 s’identifie avec fπ. En imposant alors que la valeur moyenne du terme
brisant explicitement la symétrie chirale soit la même que dans QCD, on
trouve :

c = m2
πfπ. (4.16)

Il est heureux qu’il soit proportionnel à la masse du pion : il doit s’annuler
lorsque la symétrie est exacte, de même que la masse du pion s’annule à ce
moment-là.

Le potentiel invariant chiral est choisi de manière à briser spontanément
la symétrie. Sa forme dépend néanmoins du signe de v2. Si celui-ci est négatif,
le fondamental a une seule solution : σ = 0 et ~ϕ = 0. Les valeurs moyennes
sur le vide de ces champs sont alors évidement nulles, celui-ci respecte la
symétrie. On dit qu’elle est réalisée à la Wigner. Dans ce cas, le spectre
devrait être dédoublé. Comme on l’a déjà dit, ce n’est pas le cas dans la
réalité. v2 est alors nécessairement positif. Dans ce cas, le potentiel a une
forme dite de « chapeau mexicain » représenté sur la figure 4.1. Se déplacer
au fond du potentiel ne coûte pas d’énergie : les particules associées à ce
déplacement sont justement les bosons de Goldstone. Les paramètres restant
sont eux aussi identifiés avec des grandeurs connues [3] :

g =
M

fπ
(4.17)

λ =
m2
σ −m2

π

2f2
π

(4.18)

v2 = f2
π

m2
σ − 3m2

π

m2
σ −m2

π

(4.19)

Cependant, le fait que la particule sans masse soit celle qui circule au
fond du puits de potentiel et non le champ pseudo-scalaire du modèle σ-
linéaire nous incite à redéfinir ce champ. On obtient alors le modèle σ non
linéaire.
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Fig. 4.1: Potentiel chiral dit en « chapeau mexicain ».

4.3 Modèle σ non linéaire

En suivant la méthode de [3], on commence par redéfinir les champs
paramétrant la matrice W :

σ = S cosF

(

π

fφ

)

~ϕ = S~̂π sinF

(

π

fπ

)

, (4.20)

où F est une fonction impaire du type F (x) = x+ αx3 + · · · . La physique
ne doit bien sûr pas dépendre du choix de α ; on se restreindra en pratique à
l’ordre le plus bas où F (x) = x. L’interprétation des champs S et ~π est très
simple, comme on peut le voir sur la figure 4.2 : ~π, comme suggéré plus haut,
représente la rotation au fond du puits de potentiel, S est le déplacement
radial. Par construction, on a :

σ2 + ~ϕ2 = S2. (4.21)

Le potentiel invariant chiral est donc une fonction de S2 uniquement ; le
terme brisant explicitement la symétrie est quand à lui :

cσ = fπm
2
πScos

(

π

fπ

)

' fπm2
πS

(

1− ~π2

2f2
π

)

. (4.22)

Le fait de négliger les termes d’ordre supérieur dans le cosinus omet les
interactions des pions avec eux-mêmes. On trouve les masses des mésons :

m2
πδi,j =

∂2Vtot
∂πi∂πj

= m2
ϕ, (4.23)

m2
S =

∂2Vtot
∂S2

= m2
σ. (4.24)
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σ

π

S

ϕ

Fig. 4.2: Rotation des champs paramétrant la matrice W : mise en évidence
des champs scalaire et pionique de la physique nucléaire.

La matrice W s’écrit alors simplement comme

W = SU où U = ξ2 = exp

[

i
~τ · ~̂π
fπ

]

. (4.25)

On définit ensuite un nouveau champ de nucléons N par la transformation :

N = (ξPR + ξ†PL)ψ. (4.26)

Enfin, on peut ajouter au lagrangien invariant chiral un terme qui permettra
à la constante de couplage axiale d’être différente de 1 [3] :

L = iaψ̄γµ(W∂µW
†PL +W †∂µWPR)ψ (4.27)

où le choix a = (1 − gA)/2fπ permet justement de corriger la charge axiale
du nucléon et d’avoir gA = 1, 25.

Par construction, le fond du puits est de rayon fπ (4.15). On introduit

s = S − fπ, (4.28)

la fluctuation radiale (petite) autour du fond du puits. Le champ ~π est sa
propre fluctuation. En tenant compte de ces approximations, le lagrangien
se met sous la forme :

L = N̄ (i/∂ −M)N +
1

2
∂µs∂

µs− m2
σ −m2

π

8f2
π

(

s2 + 2fπs+ 2f2
π

m2
π

m2
σ −m2

π

)2

+ψ̄γµVµc ψ + f2
πTr∂µU∂

µU+ + gAψ̄γµAµc γ5ψ + f2
πm

2
πcosF

(

π

fπ

)

.

(4.29)
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On notera dorénavant les spineurs de nucléons ψ bien qu’il s’agisse des nou-
velles variables. Les courants Vµc et Aµc valent au plus bas ordre en s et
~π :

Vµc =
i

4f2
π

(~π ∧ ∂µ~̂π) · ~τ (4.30)

Aµc =
1

2fπ
~τ · ∂µ~π. (4.31)

S étant invariant chiral, sa valeur moyenne joue le rôle de paramètre
d’ordre chiral autour du minimum du potentiel effectif. Lorsque la densité
augmente, sa fluctuation s, négative, contrôle le rétrécissement du cercle chi-
ral et l’évolution de la masse du nucléon. Physiquement, il est proposé ici que
ce champ s soit assimilé au champ scalaire de la physique nucléaire puisque
les nombres quantiques correspondent. Ceci permet en outre de légitimer
le choix du champ sigma dans les théories de Walecka qui acquièrent ainsi
a posteriori un statut chiral. Le déplacement le long du fond du puits en
« chapeau mexicain » ne coûtant pas d’énergie, la masse du champ ~π est
nulle dans une théorie invariante chirale. Ici, à cause de la légère brisure
explicite donnée équation (4.16), le fond du puits est légèrement penché et
la masse acquière une valeur petite mais non nulle. Ce champ ~π est assimilé
au champ pionique car il possède les mêmes nombres quantiques.

4.4 Échec d’un modèle purement chiral

Dans le modèle de Walecka, la saturation était assurée par la force
répulsive due au méson oméga : on ajoute donc sa contribution au lagran-
gien. En outre, on le complète en incorporant le méson rho et on tient compte
enfin du méson scalaire isovecteur delta [61] :

L = −1

4
~Gµν ~G

µν +
1

2
m2
ρ~ρµ~ρ

µ − gρψ̄
(

γµ~ρµ −
κρ
2M

σµν∂ν~ρµ

)

~τψ

+
1

2
∂µ~δ∂

µ~δ − 1

2
m2
δ
~δ2 − gδψ̄~δ · ~τψ (4.32)

où ~Gµν = ∂µ~ρν − ∂ν~ρµ. Le méson delta, scalaire isovecteur, génère une
différence entre les masses du proton et du neutron. En raison toutefois de
la petite valeur de la constante de couplage choisie, gδ = 1, son effet est pra-
tiquement négligeable. L’énergie peut être calculée par la méthode Hartree–
Fock à partir du lagrangien total (équations 4.29 et 4.32). Les détails du
calcul sont donnés au chapitre 5. L’énergie de liaison par nucléon en fonc-
tion de la densité est présentée figure 4.3. Le terme scalaire attractif est très
fort : l’énergie de liaison décrôıt rapidement avec la densité, du moins pour
les plus faibles valeurs de la densité. Une pseudo-saturation semble avoir
lieu sur la figure, mais il faut remarquer que celle-ci intervient bien avant la
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densité normale de la matière nucléaire. La remontée qui a lieu n’est pas du
tout physique (ne serait-ce que la valeur anormale de la compressibilité) : la
valeur moyenne du champ scalaire diverge pour des densités comprises entre
0, 8 et 0, 9ρ0. La portion de courbe qui remonte n’est donc pas physique, et
au-delà de 0, 9ρ0, l’équation implicite (5.28) qui permet d’obtenir 〈σ〉 n’a
plus de solution. Ceci est dû à des diagrammes s3 dans le potentiel [57, 62]
(figure 4.4) : ceux-ci sont trop attractifs. Dans un modèle type Walecka au
contraire, le terme en s3 est positif et ce genre de situation n’intervient pas.
Le problème peut être résolu en introduisant un terme qui restaure le signe
correct du terme scalaire cubique, c’est l’objet du chapitre suivant.
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Fig. 4.3: Tentative de courbe de saturation de la matière nucléaire dans le
modèle sigma.
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Fig. 4.4: Diagramme du terme attractif dans le potentiel scalaire.
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Chapitre 5

Effets du confinement

Comme mentionné dans l’introduction générale, un deuxième effet de
QCD doit être incorporé à notre modèle, à savoir le confinement des quarks
dans les hadrons. Celui-ci intervient à travers la réponse nucléonique présen-
tée au paragraphe 1.2.7. Les nucléons peuvent être vus non comme des par-
ticules ponctuelles, mais comme une assemblée de trois quarks. La réponse
globale d’un nucléon dépend alors non seulement du couplage des quarks
aux mésons mais également du modèle de confinement choisi. On peut
montrer[50] que l’effet principal est de modifier l’interaction avec le champ
scalaire.

5.1 Lagrangien chiral

Le lagrangien du modèle sigma est complété par un terme associé à la
réponse nucléonique présentée dans l’introduction. En réunissant les diffé-
rentes contributions rencontrées dans les chapitres précédents, le lagrangien
total s’écrit

L = ψ̄ i/∂ψ + Ls + Lω + Lρ + Lδ + Lπ (5.1)

avec

Ls = −MN (s)ψ̄ψ − V (s) +
1

2
∂µs∂µs

Lω = −gω ωµ ψ̄γµψ +
1

2
m2
ω ω

µωµ −
1

4
F µνFµν

Lρ = −gρ ~ρµ ψ̄γµ~τψ − gρ
κρ

2MN
∂ν~ρµ ψσ̄

µν~τψ +
1

2
m2
ρ ~ρµ~ρ

µ − 1

4
~Gµν ~Gµν

Lδ = −gδ ~δ ψ̄~τψ −
1

2
m2
δ
~δ2 +

1

2
∂µ~δ∂µ~δ

Lπ =
gA
2 fπ

∂µ~πψ̄γ
µγ5~τψ − 1

2
m2
π~π

2 +
1

2
∂µ~π∂µ~π.

69
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5.1.1 Contribution du méson scalaire s

L’expression de MN (s) (équation 1.45) reflète la structure interne du
nucléon. Le terme quadratique tient compte de la réponse scalaire du nucléon
qui est contrainte par les données sur réseau [55]. Cependant, on pourrait
aussi considérer des termes d’ordre supérieur dans la dérivée de la masse du
nucléon par rapport au champ scalaire. En pratique, comme dans [63, 56],
on se limite au terme cubique :

MN (s) = MN + gS s +
1

2
κNS

(

s2 +
s3

3 fπ

)

. (5.2)

La constante de couplage du champ scalaire au nucléon dépend alors de la
densité (car s en dépend, voir (5.28)) :

g∗S(s) =
∂MN

∂s
= gS + κNS

(

s+
s2

2fπ

)

. (5.3)

La susceptibilité scalaire quand à elle devient

κ̃NS(s) =
∂2MN

∂s2
= κNS

(

1 +
s

fπ

)

(5.4)

et disparâıt lorsque la symétrie chirale est entièrement restaurée, c’est-à-dire
lorsque s̄ = −fπ où s̄ désigne la valeur moyenne du champ s. Le méson s
est le seul ici à avoir une interaction avec lui-même grâce au potentiel du
modèle σ

V (s) =
λ

4

(

(fπ + s)2 − v2
)2 − fπm

2
πS

≡ m2
σ

2
s2 +

m2
σ − m2

π

2 fπ
s3 +

m2
σ − m2

π

8 f2
π

s4. (5.5)

On a omis le terme constant qui peut toujours être soustrait. Le terme
cubique, attractif, est compensé par l’effet de la réponse scalaire du nucléon.
On peut le voir en introduisant un changement de variable simple du champ
scalaire : on écrit la masse du nucléon en fonction d’un champ u défini
par [64]

MN (s) = MN + gS s +
1

2
κNSs

2 ≡MN + gSu. (5.6)

Le potentiel en chapeau mexicain peut être réécrit avec cete nouvelle variable
(pour la simplicité des calculs, on travaille dans la limite où mπ � mσ et on
ne garde que le terme dominant dans κNS) : si on ne garde que les termes
dominant en s/fπ, soit jusqu’à l’ordre s4/f2

π , on obtient

V (s) =
m2
σ

2

(

s2 +
s3

fπ
+

s4

4f2
π

)

=
m2
σ

2

(

u2 +
u3

fπ
(1 − 2C) +

u4

4fπ
(1− 12C + 20C2)

)

. (5.7)
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On a écrit le résultat en fonction de C = κNSf
2
π/2MN = κNSfπ/2gS . Le

terme cubique dépend du signe de (1 − 2C) : en l’absence de confinement,
C = 0 et le terme est attractif ; avec le confinement C ' 1, 25 > 1/2
donc le terme est répulsif en accord avec les théories type Walecka et la
phénoménologie [65, 53].

On rappelle également la forme du terme brisant explicitement la symétrie :

LχSB = c σ ' c s− c

2fπ
~π2 (5.8)

où le deuxième terme, ignoré dans la suite de ce chapitre, correspond au
premier terme du développement des boucles de pions.

5.1.2 Contribution des autres mésons

Le terme d’interaction du pion est pris en couplage pseudo-vecteur,
comme cela émerge naturellement de notre approche. Cependant, le lec-
teur intéressé trouvera à l’annexe A le traitement complet du pion avec le
terme pseudo-scalaire. À la limite non relativiste, les deux termes donnent
un même couplage au nucléon. On peut le voir dans le cas où le spineur
du nucléon est le spineur de Dirac libre. Celui-ci s’écrit en fonction de la
quantité de mouvement p�MN :

−iψ̄γ5ψ ' −i
(

1 , −~σ · ~pf
2MN

)(

0 1
1 0

)

(

1
~σ·~pi

2MN

)

' i
~σ · (~pf − ~pi)

2MN
, (5.9)

iqµψ̄γ
µγ5ψ ' iq0

(

1 , −~σ · ~pf
2MN

)(

0 1
1 0

)(

1 0
0 −1

)

(

1
~σ·~pi

2MN

)

−iqj
(

1 − ~σ · ~pf
2MN

)(

0 σj

−σj 0

)(

0 1
1 0

)

(

1
~σ·~pi

2MN

)

' i~σ · (~pf − ~pi). (5.10)

On a laissé le ~τ de côté car il ne joue pas de rôle particulier dans la limite
non relativiste. iqµ = i(pµi − p

µ
f ) provient de la dérivée de ~π. Dans le terme

pseudo-vecteur, la partie temporelle en γ0 couple petites et grandes com-
posantes, elle donne donc une contribution d’ordre supérieur en p/MN . Les
deux limites non relativistes sont égales lorsque les constantes de couplage
vérifient gpsπ /2MN = gA/2fπ. La construction chirale vue dans la partie sur
le modèle sigma suggère plutôt un couplage pseudo-vecteur, c’est pourquoi
on se limite à celui-ci.

Le terme d’interaction du rho contient une partie vectorielle et une par-
tie tensorielle. On peut remarquer qu’à l’approximation non relativiste, en
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prenant les spineurs de Dirac libres pour les nucléons, on trouve

ψ̄γ0ψ = 1 +O
(

(

p

2MN

)2
)

, (5.11)

ψ̄γjψ '
(

1 − ~σ · ~pf
2MN

)(

0 σj

−σj 0

)

(

1
~σ·~pi

2MN

)

= σj
~σ · ~pf
2MN

+
~σ · ~pi
2MN

σj

=
pji + pjf
2MN

+ iεjkl
σl(pki − pkf )

2MN
, (5.12)

κρ
2MN

∂iρ0ψ̄σ
0iψ ∼ κρ

2MN
∂0ρiψ̄σ

i0ψ

∼ κ′NS

(

p

2MN

)2

ψ̄γjψ (5.13)

κρ
2MN

∂kψ̄σ
jkψ ' κρ

2MN
i(pki − pkf )σlεjkl. (5.14)

La partie temporelle du terme vecteur, de l’ordre de l’unité, donne une
contribution égale à la densité baryonique une fois intégrée sur les états
occupés par la mer de Fermi. Elle ne contribue pas à l’ordre en p/2MN . On
a ensuite utilisé le fait que σij = i

2

[

γi, γj
]

= εijkσk [66]. On retrouve bien
le couplage non relativiste en (1+κρ), ce qui justifie le signe relatif entre les
deux termes du lagrangien d’interaction.

Les paramètres (gω, gρ, κρ, gA et les masses des mésons) sont fixés autant
que possible par la phénoménologie hadronique, ce qui fait que ce modèle est
déjà quasiment contraint. Leur réglage fin sera largement détaillé et discuté
dans la section consacrée aux résultats. On pourrait aussi calculer ou du
moins contraindre ces paramètres par un modèle NJL sous-jacent. Pour le
moment, on se contentera de commenter les couplages tenseurs des mésons
vecteurs. Un modèle de dominance vectorielle (VDM) pur implique que κρ
soit identifié avec la partie anormale du moment magnétique isovectoriel du
nucléon. Ceci conduit à κρ = 3, 7. Au contraire, des analyses de données
sur les expériences de diffusion pion sur nucléon suggèrent κρ = 6, 6 [67]. Le
méson oméga devrait également avoir un coupage tensoriel. D’après VDM,
la partie anormale isoscalaire du moment magnétique est très faible : κω =
0, 13. On néglige donc cette contribution.
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5.2 Construction du hamiltonien

En suivant les étapes du calcul du modèle de Walecka, on utilise les
moments conjugués des champs de mésons

Πs = ∂0s, Πjω = F 0j , ~Πδ = ∂0
~δ,

~Πjρ = ~G0j + gρ
κρ

2MN
ψ̄σj0~τψ, ~Πj = ∂0~ϕπ −

gA
2 fπ

ψ̄γ5γ0~τψ

afin de calculer le hamiltonien après transformation de legendre du lagran-
gien :

H =

∫

dx

[

ψ̄ (−iγ ·∇)ψ + Hs + Hω + Hρ + Hδ + Hπ

]

(5.15)

avec

Hs =

∫

dx

[

MN (s) ψ̄ψ +
1

2

(

Π2
s + (∇s)2

)

+ V (s)

]

Hω =

∫

dx

[

gω ωµ ψ̄γ
µψ

+
1

2

(

(Πjω)2 − m2
ω ω

µωµ + ∇ωj ·∇ωj − (∇ · ωj)2
)

− Πjω ·∇ω0

]

Hρ =

∫

dx

[

gρ ~ρµ ψ̄γ
µ~τψ + gρ

κρ
2MN

(

∂j~ρi ψ̄σ
ij~τψ − ~Πi ψ̄σ

i0~τψ

)

+
1

2

(

gρ
κρ

2MN

)2
(

ψ̄σi0~τψ
)2

+
1

2

(

(~Πjρ)
2 − m2

ρ ~ρ
µ~ρµ + ∇~ρj ·∇~ρj − (∇ · ~ρj)2

)

− ~Πjρ ·∇~ρ0

]

Hδ =

∫

dx

[

gδ ~δ ψ̄~τψ +
1

2

(

~Π2
δ + (∇~δ)2 + m2

δ
~δ2
)

]

Hπ =

∫

dx

[

gA
2 fπ

(

∇~ϕπ · ψ̄γ5~γ~τψ + ~Πjπ ψ̄γ
5γ0~τψ

)

+

(

gA
2 fπ

)2
(

ψ̄γ5γ0~τψ
)2

+
1

2

(

Π2
jπ + (∇~ϕπ)

2 + m2
π~ϕ

2
π

)

]

. (5.16)

5.2.1 Approximation statique

On se place à l’approximation statique (les effets de retard seront étudiés
un peu plus bas) où les moments conjugués des mésons se réduisent à

Πs = 0, Πi
ω = ∇iω0, ~Πδ = 0,

~Πjρ = ∇j~ρ0 + gρ
κρ

2MN
ψ̄σj0~τψ, Πajπ = − gA

2 fπ
ψ̄γ5γ0~τψ.
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Les différentes parties du hamiltonien se simplifient alors selon

Hstatic
s =

∫

dx

[

MN (s) ψ̄ψ +
1

2
(∇s)2 + V (s)

]

Hstatic
ω =

∫

dx

[

gω ωµ ψ̄γ
µψ − 1

2

(

m2
ω ω

µωµ + ∇ωµ ·∇ωµ + (∇ · ωj)2
)]

Hstatic
ρ =

∫

dx

[

gρ ~ρµ ψ̄γ
µ~τψ + gρ

κρ
2MN

∂j~ρµ ψ̄σ
µj~τψ

− 1

2

(

m2
ρ ~ρ

µ~ρµ + ∇~ρµ ·∇~ρµ + (∇ · ~ρj)2
)]

Hstatic
δ =

∫

dx

[

gδ ~δ ψ̄~τψ +
1

2

(

(∇~δ)2 + m2
δ
~δ2
)

]

Hstatic
π =

∫

dx

[

gA
2 fπ

∇~ϕπ · ψ̄γ5~γ~τψ +
1

2

(

(∇~ϕπ)
2 + m2

π ~ϕ
2
π

)

]

. (5.17)

Le hamiltonien peut être décomposé en deux contributions :

H =

∫

dx
(

K + Hmésons
)

. (5.18)

La première inclut la partie purement nucléonique ainsi que les couplages
de Yukawa des mésons aux nucléons :

K = ψ̄

(

− iγ ·∇ + MN (s) + gω ωµ γ
µ + gρ ~ρµ γ

µ~τ +

gρ
κρ

2MN
∂j~ρµ σ

µj~τ + gδ ~δ ~τ +
gA
2 fπ

∇~ϕπ · γ5~γ~τ

)

ψ. (5.19)

La deuxième est purement mésonique :

Hmésons =
1

2
(∇s)2 + V (s) − 1

2

(

m2
ω ω

µωµ + ∇ωµ ·∇ωµ + (∇ · ωj)2
)

− 1

2

(

m2
ρ ~ρ

µ~ρµ + ∇~ρµ ·∇~ρµ + (∇ · ~ρj)2
)

+
1

2

(

(∇~δ)2 + m2
δ
~δ2
)

+
1

2

(

(∇~ϕπ)
2 + m2

π ~ϕ
2
π

)

. (5.20)

5.2.2 Équations du mouvement pour les champs de mésons

De nouveau, on souhaite écrire les champs des mésons en fonction de
ceux des nucléons. Les équations de Lagrange permettent de faire cela. Dans
l’approximation statique, les équations du mouvement peuvent être écrites
aussi comme [H,ΠX ] = 0, ce qui est plus correct du point de vue quantique.
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Les deux approches donnent le même résultat, à savoir

−∇2s + V ′(s) = −∂K
∂s

= − ∂MN

∂s
ψ̄ψ,

−∇2ωµ + m2
ω ω

µ + δµi∂i(∇ · ωj) =
∂K

∂ωµ
= gω ψ̄γ

µψ,

−∇2~ρµ + m2
ρ ~ρ

µ + δµi∂i(∇ · ~ρj)

=
∂K

∂~ρµ
= gρ ψ̄γ

µ~τψ − gρ
κρ

2MN
∂j
(

ψ̄σµj~τψ
)

,

−∇2~δ + m2
δ
~δ =

∂K

∂~δ
= gδ ψ̄~τψ,

−∇2~ϕπ + m2
π ~ϕπ =

∂K

∂~ϕπ
=

gA
2 fπ

∇ · ψ̄γ5~γ~τψ. (5.21)

Comme on l’a mentionné plus haut pour les champs scalaire et pionique et
selon la méthode proposée dans [53], on décompose chaque champ en une
partie moyenne et une fluctuation supposée petite :

ϕX = ϕ̄X + ∆ϕX . (5.22)

ϕ̄X = 〈ϕX〉 est la valeur moyenne sur le vide du champ de méson ϕX .
∆ϕX est la petite fluctuation correspondante. Le ∆ est majuscule afin de ne
pas induire de confusion avec le méson delta noté δ. L’approche développée
dans cette partie est légèrement différente de celle proposée dans le modèle
de Walecka. En particulier, la notation de seconde quantification, non in-
dispensable, est mise de côté. Bien évidement, les résultats sont les mêmes
quelque soit la méthode employée. Les mésons autres que le s n’étant pas
modifiés avec le confinement par rapport au modèle de Walecka, les formules
données dans l’annexe A pourront être reprises à la fin de cette partie. La
partie scalaire étant la plus délicate à traiter, on prend le temps de la détailler
ci-dessous. C’est aussi la partie qui contient des ingrédients nouveaux par
rapport aux théories de Walecka [2] ou même par rapport au modèle de cou-
plage entre quarks et mésons (QMC) [50, 53], car outre l’effet de la réponse
du nucléon, l’effet des termes d’auto-couplage du champ s (chapeau mexi-
cain) sont inclus. Avec cette décomposition, l’équation de s est

−∇2(s̄ + ∆s) + V ′(s̄) + ∆s V ′′(s̄) = −∂K
∂s

(s̄) − ∆s
∂2K

∂s2
(s̄). (5.23)

Les dérivées sont égales à

∂K

∂s
(s̄) ≡ ∂K

∂s̄
= g∗S ψ̄ψ avec g∗S =

∂MN (s̄)

∂s̄
= gS + κNS s̄ + · · ·

(5.24)
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et

∂2K

∂s2
(s̄) ≡ ∂2K

∂s̄2
= κ̃NS ψ̄ψ avec κ̃NS =

∂2MN (s̄2)

∂s̄
= κNS + · · ·

(5.25)

À l’image des champs, le terme de source de l’équation du mouvement est
développé autour de sa valeur moyenne :

∂K

∂s̄
=

〈

∂K

∂s̄

〉

+ ∆

(

∂K

∂s̄

)

≡
〈

∂K

∂s̄

〉

+

(

∂K

∂s̄
−
〈

∂K

∂s̄

〉)

(5.26)

et on considère la fluctuation ∆(∂K/∂s̄) petite et de même ordre que ∆s.
Dans le même esprit, la dérivée seconde de K est remplacée par sa valeur
moyenne, le terme de fluctuation étant considéré du deuxième ordre :

∂2K

∂s̄2
≈
〈

∂2K

∂s̄2

〉

= κ̃NS
〈

ψ̄ψ
〉

. (5.27)

On résout l’équation du mouvement ordre par ordre, ce qui donne

−∇2s̄ + V ′(s̄) = −
〈

∂K

∂s̄

〉

= −g∗S
〈

ψ̄ψ
〉

(5.28)

(5.29)

et

−∇2(∆s) + m∗2
σ ∆s = −

(

∂K

∂s̄
−
〈

∂K

∂s̄

〉)

= −g∗S
(

ψ̄ψ −
〈

ψ̄ψ
〉)

.

(5.30)

La masse effective qui apparâıt dans la deuxième partie de l’équation du
mouvement est définie par

m∗2
σ = V ′′(s̄) + κ̃NS

〈

ψ̄ψ
〉

. (5.31)

Elle est similaire à celle de travaux antérieurs [63, 57]. Elle correspond à
la masse qui propage les fluctuations du champ scalaire (c’est-à-dire les
fluctuations quantiques du condensat chiral). En particulier, c’est bien la
masse qui apparâıt dans le propagateur du terme de Fock que l’on verra
plus bas. Dans l’équation sur la valeur moyenne, ce qui ferait office de masse
est la quantité V (s̄)/s̄ (voir par exemple [68]) : une masse définie par cette
quantité ne serait pas cohérente.

5.2.3 Hamiltoniens cinétique, de Hartree et d’échange

Le développement des champs au premier ordre dans les fluctuations est
cohérent avec le développement du hamiltonien au deuxième ordre. Le terme



5.2. CONSTRUCTION DU HAMILTONIEN 77

d’ordre zéro, contenant uniquement des valeurs moyennes dans les champs,
correspond au terme de Hartree. La partie fluctuante donne le terme de
Fock. Pour commencer, on se limite au cas du champ scalaire. Les grandes
lignes du calcul pour les autres mésons, bien plus aisées, seront données plus
bas. Le hamiltonien correspondant au champ s est

HS =

∫

dx

[

K(s̄) + ∆s
∂K

∂s̄
+

1

2
(∆s)2

∂2K

∂s̄2

+
1

2

(

−s̄∇2s̄ − 2∆s∇2s̄ + (∇(∆s))2
)

+V (s̄) + ∆s V ′(s̄) +
1

2
(∆s)2 V ′′(s̄)

]

. (5.32)

En utilisant les équations du mouvement (5.30) et les développements limités
de K (5.26, 5.27), on obtient

HS =

∫

dx

[

ψ̄ (−iγ ·∇ + MN (s̄))ψ

+
1

2

(

∇(s̄)
)2

+ V (s̄) +
1

2
g∗S
(

ψ̄ψ −
〈

ψ̄ψ
〉)

∆s

]

. (5.33)

Lorsqu’on applique cette méthode aux autres mésons, on trouve les équations
suivantes :

−∇2ω̄0 + m2
ω ω̄

0 = gω〈ψ†ψ〉,
−∇2~̄ρ0 + m2

ρ
~̄ρ0 = gρ〈ψ†~τψ〉 − gρ

κρ
2MN

∂j
〈

ψ̄σ0j~τψ
〉

,

−∇2~̄δ + m2
δ
~̄δ = gδ

〈

ψ̄~τψ
〉

. (5.34)

Seul le delta et les parties temporelles du oméga et du rho subsistent. Pour
la partie fluctuante en revanche, on obtient

−∇2(∆ωµ) + m2
ω ∆ωµ = P µν gω

(

ψ̄γνψ −
〈

ψ̄γνψ
〉)

−∇2(∆~ρµ) + m2
ρ∆ρµ = P µν gρ

(

ψ̄γν~τψ −
〈

ψ̄γν~τψ
〉

− κρ
2MN

∂j
(

ψ̄σνj~τψ
)

+
κρ

2MN
∂j
〈

ψ̄σνj~τψ
〉

)

−∇2(∆~δ) + m2
δ ∆~δ = gδ

(

ψ̄~τψ −
〈

ψ̄~τψ
〉)

−∇2(∆~ϕπ) + m2
π ∆~ϕπ =

gA
2 fπ

∇ · ψ̄γ5~γ~τψ (5.35)

avec la notation condensée

P 0
0 = 1, P 0

i = 0, P i0 = 0, P ij ≡ P ij(x) = δij −
∂i∂j
m2
ρ

. (5.36)
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Lorsque l’on généralise le résultat de l’équation (5.33) à tous les mésons, le
hamiltonien peut être écrit à l’approximation statique sous une forme qui
rappelle les théories de la fonctionnelle de la densité :

H = Hkin+H + Hxc. (5.37)

Le premier terme est un opérateur à un corps qui contient l’énergie cinétique
des nucléons et le terme de Hartree. Sa forme explicite est

Hkin+H =

∫

dx

[

ψ̄

(

− iγ ·∇ + MN (s̄) + gω ω̄
0 γ0 + gρ ρ̄

0
3 γ0τ3

+ gρ
κρ

2MN
∂j ρ̄

0
3 σ

0jτ3 + gδ δ̄3 τ3

)

ψ

+V (s̄) +
1

2
(∇s̄)2 − 1

2
m2
ω (ω̄0)2 − 1

2

(

∇ω̄0
)2

− 1

2
m2
ρ (ρ̄0

3)
2 − 1

2

(

∇ρ̄0
3

)2
+

1

2
m2
δ δ̄

2
3 +

1

2

(

∇δ̄3
)2
]

.

(5.38)

Cette partie du hamiltonien suggère que la matière nucléaire (symétrique
ou asymétrique) est constituée d’une assemblée de nucléons qui se déplacent
dans un fond de mésons scalaires (s̄, δ̄3) et vecteurs (ω̄0, ρ̄0

3) auto-consistants.
En considérant un modèle NJL sous-jacent, les nucléons sont des objets
composés de quarks constituants reliés entre eux par les cordes colorées en
forme de Y . Leur masse provient du condensat chiral. Le champ scalaire, qui
peut être vu comme un reliquat du condensat, modifie la masse du nucléon
selon MN (s̄) = MN + gS s̄ + κNS s̄

2/2 + · · · . On peut remarquer que dans
la matière infinie, −∇2s̄ est nul, la formule (5.30) donne alors s̄ forcément
négatif. Le terme gS s̄ explicite la façon dont la masse du nucléon baisse à
cause de son couplage au condensat. Le terme κNS s̄

2 correspond alors à la
réponse du nucléon face au champ scalaire. La valeur de κNS dépend de la
structure des nucléons en quarks, elle prend en compte la modification de
leurs fonctions d’onde et dépend forcément du mécanisme de confinement.
Le nucléon est également soumis, de manière globale, aux champs moyens
ω̄0, ρ̄0

3 et δ̄3.
La deuxième partie du hamiltonien incorpore les termes d’échange dûs

à la propagation des fluctuations des champs de mésons. Rappelons en par-
ticulier que le champ scalaire se propage avec la masse modifiée m∗2

σ =
V ′′(s̄) + κ̃NS ρS . Son expression explicite est

Hxc =

∫

dx
1

2

[

g∗S ∆s∆
(

ψ̄ψ
)

+ gω ∆ωµ
(

ψ̄γµψ
)

+ gρ∆ρaµ

(

∆(ψ̄γµ~τψ) − κρ
2MN

∂j
[

∆
(

ψ̄σµj~τψ
)]

)

+ gδ ∆~δ∆
(

ψ̄~τψ
)

+
gA
2 fπ

∆~ϕπ ∇ · ψ̄γ5~γ~τψ

]

(5.39)
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où l’on a utilisé la notation (déjà employée plus haut)

∆(ψ̄Γψ) = ψ̄Γψ −
〈

ψ̄Γψ
〉

.

Les propagateurs des champs sont les propagateurs statiques donnés par

(

−∇2
x + m∗2

σ (x)
)

Dσ(x − x′) = δ(3)(x − x′)
(

−∇2
x + m2

X

)

DX(x − x′) = δ(3)(x − x′), X = ω, ρ, δ, π.(5.40)

Lorsqu’on résout formellement les équations du mouvement pour les fluc-
tuations, on obtient le hamiltonien

Hxc =
1

2

∫

dx dx′

[

− g∗S(x) g∗S(x′)∆
(

ψ̄ψ
)

(x)Dσ(x− x′)∆
(

ψ̄ψ
)

(x′)

+ g2
ω ∆

(

ψ̄γµψ
)

(x)Dωµν(x− x′)∆
(

ψ̄γνψ
)

(x′)

+ g2
ρ ∆

(

ψ̄γµ~τψ
)

(x)Dρµν(x− x′)∆
(

ψ̄γν~τψ
)

(x′)

+ 2 g2
ρ

κρ
2MN

∆
(

ψ̄σµj~τψ
)

(x) ∂jDρµν(x− x′)∆
(

ψ̄γν~τψ
)

(x′)

+ g2
ρ

(

κρ
2MN

)2

∆
(

ψ̄σµi~τψ
)

(x)∂i∂
′
jDρµν(x− x′)∆

(

ψ̄σνj~τψ
)

(x′)

− g2
δ ∆

(

ψ̄~τψ
)

(x)Dδ(x− x′)∆
(

ψ̄~τψ
)

(x′)

+

(

gA
2 fπ

)2
(

ψ̄γ5γi~τψ
)

(x) ∂i∂
′
jDπ(x− x′)

(

ψ̄γ5γj~τψ
)

(x′)

]

(5.41)

où l’on a introduit pour le oméga le propagateur Dωµν(x − x′) dont les
composantes non nulles sont : Dω00(x− x′) = Dω(x− x′) et Dωij(x− x′) =
(δij − ∂i∂j/m

2
ω)Dω(x−x′) ainsi qu’un propagateur similaire pour le méson

rho.

5.3 Approche Hartree–Fock

5.3.1 Énergie de Hartree–Fock

Afin de calculer l’énergie, on écrit comme précédemment le hamiltonien
sur une base Hartree–Fock, c’est-à-dire un déterminant de Slater. Celui-
ci est, rappelons-le, constitué de quasiparticules ; on note ici encore leurs
fonctions d’onde fNa (x) = fa(x)χN où N désigne un neutron ou un proton.
Les valeurs moyennes apparaissant dans les équations classiques (5.30, 5.34)
sont naturellement des moyennes sur des déterminants de Slater ; on obtient
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pour les termes sources :

〈

ψ̄ψ
〉

=
∑

a∈F

f̄paf
p
a + f̄na f

n
a ≡ ρSp + ρSn,

〈

ψ†ψ
〉

=
∑

a∈F

fp†a f
p
a + fn†a fna ≡ ρp + ρn,

〈

ψ̄τ3ψ
〉

=
∑

a∈F

f̄paf
p
a − f̄na f

n
a ≡ ρSp − ρSn,

〈

ψ†τ3ψ
〉

=
∑

a∈F

fp†a f
p
a − fn†a fna ≡ ρp − ρn,

〈

ψ̄σ0jτ3ψ
〉

=
∑

a∈F

f̄paσ
0jfpa − f̄na σ

0jfna . (5.42)

On reconnâıt dans la première équation la densité scalaire et dans la deuxième
la densité baryonique. Les autres densités s’annulent dans la matière symé-
trique. Les parties cinétique et de Hartree de l’énergie se mettent sous la
forme

Ekin+H =

∫

dx
∑

N

[

∑

a∈F

f̄Na (−iγ ·∇ + MN (s̄) + gω ω̄
0 γ0 + gρ ρ̄

0
3 γ0

+ i gρ
κρ

2MN
∇ρ̄0

3 · ~Σ γ5 + gδ δ̄3

)

fNa

]

+

∫

dx

[

V (s̄) +
1

2
(∇s̄)2 − 1

2
m2
ω (ω̄0)2 − 1

2

(

∇ω̄0
)2

− 1

2
m2
ρ (ρ̄0

3)
2 − 1

2

(

∇ρ̄0
3

)2
+

1

2
m2
δ δ̄

2
3 +

1

2

(

∇δ̄3
)2
]

. (5.43)

Le terme de Fock quand à lui provient de la partie d’échange dans le ha-
miltonien. Pour cela, il est souvent appelé simplement terme d’échange. On
peut le décomposer sur chaque méson :

EFock = E
(s)
Fock + E

(ω)
Fock + E

(ρ)
Fock + E

(δ)
Fock + E

(π)
Fock . (5.44)

La partie correspondant au champ scalaire est par exemple

E
(s)
Fock =

1

2

∫

dx dx′ Tr
(

Sp(x
′ − x)Sp(x− x′) + Sn(x

′ − x)Sn(x− x′)
)

g∗S(x) g∗S(x′)Dσ(x− x′); (5.45)

les autres contributions sont données dans l’annexe A. Sp et Sn sont des
matrices de Dirac :

(

Sp(x− x′)
)

αβ
=
∑

a∈F

(fpa )α (x)
(

f̄pa
)

β
(x′),

(

Sn(x− x′)
)

αβ
=
∑

a∈F

(fna )α (x)
(

f̄na
)

β
(x′). (5.46)
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Elles correspondent aux propagateurs introduits à la section 2.2.
Formellement, on peut écrire l’énergie sous la forme condensée :

E =
∑

a,N

∫

dx

[

f̄Na

(

− iγ ·∇ + MN (s̄) +
∑

X

g
(N)
X f̄X ΓX + i h

(N)
X ∇f̄X · ~ΘX

)

fNa

]

+EM (f̄X ,∇f̄X)

+
∑

X,X′;N,N ′

g
(NN ′)
XX′

2

∫

dx dx′ Tr
(

SN (x′ − x) ΓX SN ′(x− x′) ΓX′

)

DXX′(x− x′).

(5.47)

La première ligne correspond à l’énergie cinétique et à l’énergie de Har-
tree des nucléons. La deuxième ligne est purement mésonique. La dernière
ligne correspond à l’énergie d’échange. Le lecteur remplacera aisément les

constantes de couplage, notées g
(N)
X , h

(N)
X et g

(NN ′)
XX′ , par leur valeurs données

dans le lagrangien et largement explicitées dans les équations depuis. Les
propagateurs de mésons correspondent à ceux donnés équation (3.14).

La constante de couplage du champ scalaire dépend de la position : elle
doit donc être inclue dans l’intégrale sous la forme g∗S(x) g∗S(x′) comme dans
l’équation (5.45).

5.3.2 Équations de Hartree–Fock

Il ne reste plus qu’à calculer les fonctions d’onde. Comme on l’a déjà
vu plus haut, celles-ci minimisent l’énergie, elles sont donc solutions de
l’équation de Hartree–Fock :

δ

(

E − ∑N,a ε
N
a

∫

dx′fN†
a (x′)fNa (x′)

)

δf̄p,na (x)
= 0. (5.48)

Comme précédemment, le deuxième terme permet de normaliser les fonc-
tions d’onde. Le paramètre de Lagrange εNa est identifié a posteriori avec
l’énergie des états à une particule. La dérivée des termes cinétique et de
Hartree se fait simplement en calculant la dérivée explicite dans la première
ligne de l’équation (5.47). La dérivée par rapport aux fonctions d’onde des
termes purement mésoniques est nulle car on retrouve les équations du mou-
vement pour les mésons. Dans le terme d’échange enfin, une dérivée expli-
cite provient des fonctions SN , mais les paramètres g∗s et m∗2

s dépendent
également de la densité. La dérivée de ces termes donne une nouvelle contri-
bution à l’équation de Hartree–Fock, on l’appelle de réarrangement. Sans ce
terme de réarrangement, l’équation de Hartree–Fock peut être factorisée de
la manière suivante :

∫

dx′
〈

x

∣

∣

∣
hN(ord)

∣

∣

∣
x′
〉

fNa (x′) = εNa f
N
a (x). (5.49)
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Le hamiltonien une particule hN contient une partie locale (correspondant
au terme de Hartree) et une partie non locale correspondant au terme
d’échange. On a bien écrit une équation de Schrödinger pour la quasiparti-
cule décrite par la fonction d’onde fNa . Toujours sans le réarrangement, le
hamiltonien à un corps est explicitement

〈

x

∣

∣

∣
γ0 hN(ord)

∣

∣

∣
x′
〉

=

(

− iγ ·∇ + MN (s̄) +
∑

R

g
(N)
R f̄R(x) ΓR + i h

(N)
R ∇f̄R(x) · ~ΘR

)

δ(3)(x− x′)

+
∑

R,R′;N ′

g
(NN ′)
RR′

2
DRR′(x− x′)

(

ΓR SN ′(x− x′) ΓR′

)

+
∑

R,R′;N ′

g
(NN ′)
RR′

2
DRR′(x′ − x)

(

ΓR′ SN ′(x− x′) ΓR

)

. (5.50)

La partie réarrangement est donnée par la contribution

∂E

∂s̄

δs̄

δf̄Na
. (5.51)

Pour la partie cinétique et Hartree, l’équation (5.33) implique

∂E

∂s̄
=
∂MN (s̄)

∂s̄
ρS −∇2s̄+ V ′(s̄) = 0 (5.52)

puisqu’on retrouve l’équation du mouvement (5.28). Il ne reste donc que la
contribution des termes d’échange qui est définie par

〈

x

∣

∣

∣
γ0 hN(rg)

∣

∣

∣
fNa

〉

=
1

2

∫

dx′ dx′′
∑

M

Tr

(

SM (x′ − x′′)SM (x′′ − x′)

)

δ

δf̄Na (x)

(

g∗S(x′) g∗S(x′′)Dσ(x
′ − x′′)

)

. (5.53)

La dérivée de la constante de couplage est

δg∗S(x′)

δf̄Na (x)
= κ̃NS (x′)

δs̄(x′)

δf̄Na (x)
. (5.54)

Pour obtenir la dérivée de s̄, on dérive l’équation (5.28) donnant cette
dernière quantité :

(

−∇2
x′ +V ′′(s̄(x′))+ κ̃NS(x′) ρS(x′)

)

δs̄(x′)

δf̄Na (x)
= − g∗S(x′) fNa (x) δ(3)(x′−x).

(5.55)



5.3. APPROCHE HARTREE–FOCK 83

La masse présente dans l’équation ci-dessus est bien la masse qui se propage.
La solution de cette équation est alors

δs̄(x′)

δf̄Na (x)
= −

∫

dx′′Dσ(x
′ − x′′)g∗S(x′′) fNa (x) δ(x′′ − x)

= −Dσ(x
′ − x) g∗S(x) fNa (x). (5.56)

La dérivée de la constante de couplage se réduit à l’expression simple

δg∗S(x′)

δf̄Na (x)
= −κ̃NS (x′)Dσ(x

′ − x) g∗S(x) fNa (x). (5.57)

De même, la dérivée fonctionnelle du propagateur du champ scalaire est
obtenue en dérivant l’équation (5.40) :
(

−∇2
x′ + m∗2

σ (x′)

)

δDσ(x
′ − x′′)

δf̄Na (x)
= − δm

∗
σ(x

′)

δf̄Na (x)
Dσ(x

′ − x′′). (5.58)

On est ramené à calculer la dérivée fonctionnelle de la masse définie par
m∗2
σ (x) = V ′′(s̄(x)) + κ̃NS(x) ρS(x). On obtient

δm∗
σ(x

′)

δf̄Na (x)
=

(

V ′′′(s̄) +
∂κ̃NS
∂s̄

ρS

)

(x′)
δs̄(x′)

δf̄Na (x)

+ κ̃NS(x′) fNa (x) δ(3)(x′ − x)

=

(

V ′′′(s̄) +
∂κ̃NS
∂s̄

ρS

)

(x′)

(

− Dσ(x
′ − x) g∗S(x) fNa (x)

)

+ κ̃NS(x′) fNa (x) δ(3)(x′ − x). (5.59)

Finalement, la dérivée du propagateur du champ scalaire dans le milieu se
met sous la forme

δDσ(x
′ − x′′)

δf̄Na (x)
= −

∫

dyDσ(x
′ − y)

δm∗
σ(y)

δf̄Na (x)
Dσ(y − x′′)

=

∫

dyDσ(x
′ − y)

(

V ′′′(s̄) +
∂κ̃NS
∂s̄

ρS

)

(y)

Dσ(y − x′′)Dσ(y − x) g∗S(x) fNa (x)

−Dσ(x
′ − x)Dσ(x − x′′) κ̃NS(x) fNa (x).

(5.60)

Pour résumer, le hamiltonien de réarrangement une particule contient deux
termes : le premier provient de la dérivée de la constante de couplage :
〈

x

∣

∣

∣
γ0 hN(rg 1)

∣

∣

∣
fNa

〉

= − 1

2

∫

dx′ dx′′ TrM

(

SM (x′ − x′′)SM (x′′ − x′)

)

Dσ(x
′ − x′′)

(

κ̃NS(x′) g∗S(x′′)Dσ(x
′ − x) g∗S(x) fNa (x)

+ (κ̃NS(x′′) g∗S(x′)Dσ(x
′′ − x) g∗S(x) fNa (x)

)

, (5.61)
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Fig. 5.1: Termes de réarrangement : les croix indiquent les ouvertures de
lignes conduisant aux termes contribuant au hamiltonien une par-
ticule et à l’énergie propre.

tandis que le deuxième est dû à la dérivée du propagateur :

〈

x

∣

∣

∣
γ0 hN(rg 2)

∣

∣

∣
fNa

〉

=

∫

dx′ dx′′ TrM

(

SM (x′ − x′′)SM (x′′ − x′)

)

g∗S(x′) g∗S(x′′)

[
∫

dyDσ(x
′ − y)

(

V ′′′(s̄) +
∂κ̃NS
∂s̄

ρS

)

(y)

Dσ(y − x′′)Dσ(y − x) g∗S(x)

−Dσ(x
′ − x)Dσ(x − x′′) κ̃NSx)

]

fNa (x). (5.62)

On peut remarquer que ces contributions sont locales ; les équations de
Hartree–Fock se mettent finalement sous la forme

∫

dx′
〈

x

∣

∣

∣hN(ord)

∣

∣

∣x
′
〉

fNa (x′) +
〈

x

∣

∣

∣γ0 hN(rg 1)

∣

∣

∣ fNa

〉

+
〈

x

∣

∣

∣γ0 hN(rg 2)

∣

∣

∣ fNa

〉

= εNa f
N
a (x). (5.63)

Afin de visualiser un peu mieux ces termes de réarrangement, ils sont repré-
sentés figure 5.1. Le premier diagramme d’énergie correspond au terme de
Fock. Les contributions au hamiltonien à un corps des quasiparticules sont
obtenues en ouvrant les lignes fermioniques à l’endroit indiqué par les croix
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comme on l’a vu dans le chapitre sur les généralités. L’ouverture du pre-
mier terme ignore les effets de milieu dans le propagateur et la constante
de coupage ; on obtient alors un terme analogue aux termes de Fock des
autres mésons. Le deuxième diagramme, (b), correspond au premier terme
de réarrangement, celui provenant de la dérivée de la constante de couplage.
Les trois derniers, (c) à (e), correspondent au terme provenant de la dérivée
du propagateur : (c) donne la contribution de V ′′′, (d) la dérivée de κNS ,
(e) celle de ρS. Bien que conduisant parfois à des calculs assez lourds, le
formalisme ci-dessus peut être utilisé pour décrire des noyaux finis. Mal-
heureusement, les calculs de noyaux finis deviennent ici assez rapidement
inextricables, et il a été décidé dans cette thèse de se limiter à la matière
nucléaire infinie.

5.3.3 Cas de la matière infinie

Comme on l’a fait plus haut, on décompose les fonctions d’onde sur une
base d’ondes planes et on réécrit les équations en représentation d’impulsion.
Comme pour le hamiltonien et l’énergie, on décompose la densité d’énergie :

ε = εkin+H + εFock. (5.64)

avec pour la première partie :

εkin+H =

∫

2 dk

(2π)3

∑

N

(

k · k
∗

E∗
+ MN (s̄)

M∗

E∗

)

N

+ V (s̄)

+
1

2

(

gω
mω

)2

ρ2 − 1

2

(

gδ
mδ

)2

(ρsp − ρsn)2 +
1

2

(

gρ
mρ

)2

(ρp − ρn)2.

(5.65)

Cette expression est similaire à celle obtenue pour le modèle de Walecka,
excepté les termes dépendant de s. En effet, la masse du nucléon dans le
milieu dépend de s jusqu’au troisième ordre et le potentiel scalaire n’est
plus quadratique ; il correspond au potentiel en chapeau mexicain (contenant
le terme de brisure explicite). La contribution de Fock est elle formellement
similaire au cas Walecka (bien qu’elle soit nettement plus riche), par exemple
pour le champ scalaire :

ε
(s)
Fock =

g∗2S
2

∫

dk

(2π)3
dk′

(2π)3
1

(k− k′)2 +m∗2
σ

∑

N

(

1 +
M∗

E∗

M
′∗

E′∗
− k∗

E∗
· k

′∗

E′∗

)

N

NkNk′ .

(5.66)

g∗S et m∗2
σ ne dépendent pas de la position. Dans la matière nucléaire en

effet, s̄ est uniforme et comme g∗S et m∗2
σ ne dépendent que de s̄, ils sont eux
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aussi uniformes. Dans un système fini, l’énergie de Fock du champ scalaire
contiendrait des termes dûs à la non localité de la masse et de la constante
de couplage. Les autres termes sont ceux de l’annexe A.

Les différentes contributions à l’énergie propre sont données avec les
notations génériques de l’équation (5.47). Si on ignore dans un premier temps
les effets du réarrangement, la partie scalaire de l’énergie propre se met sous
la forme

Σ
(p)
S (k) = MN (s̄) − MN −

g2
δ

m2
δ

(ρSp − ρSn)

+
∑

R,R′;N ′

g
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RR′

2

∫

dk′
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1
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R
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4
Tr
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ΓR
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ΓR′

)

Nk′

+
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2

∫
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(2π)3
1

(k− k′)2 +m2
R

1

4
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(

ΓR′
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2E′∗
ΓR

)

Nk′ ,

(5.67)

la partie vecteur est

Σ
(p)
0 (k) =

g2
ω

m2
ω

(ρp + ρn) +
g2
ρ

m2
ρ
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+
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(5.68)

et enfin la partie spatiale :

Σ
(p)
V (k) =

∑

X,X′;N ′

g
(pN ′)
XX′

2
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dk′
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(5.69)

Les quantités ci-dessus correspondent aux contributions des protons. Les
contributions des neutrons peuvent être obtenues en échangeant les indices
p et n dans les constantes de couplage. La contribution du méson rho est
décomposée en trois termes : un vecteur, un tenseur, et un terme croisé
vecteur-tenseur. Là encore, les expressions ressemblent formellement à celles
du modèle de Walecka. La partie scalaire est néanmoins modifiée par la
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dépendance de la masse des nucléons en s̄, ainsi que par les termes de
réarrangement comme expliqué ci-dessous. La partie vectorielle, due uni-
quement aux termes de Fock, est également modifiée par rapport au modèle
de Walecka à cause des dépendances de la constante de couplage et de la
masse du s.

La valeur moyenne du champ scalaire dans la matière nucléaire ne dépen-
dant plus de la position, la transformée de Fourier du propagateur prend
donc une forme simple comme pour les autres mésons en remplaçant simple-
ment la masse nue par la masse dans le milieu. Les termes de réarrangement,
quand à eux, contribuent uniquement à la partie scalaire de l’énergie propre,
selon

ΣS (rg 1) = − 2
κ̃NS
m∗2
σ

ε
(s)
Fock, (5.70)

ΣS (rg 2) = −∂m
∗2
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∂ρS
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)

N

NkNk′ (5.71)

où la dérivée de la masse par rapport à la densité scalaire est d’après (5.59) :

∂m∗2
σ

∂ρS
=

(

V ′′′(s̄) +
∂κ̃NS
∂s̄ ,

ρS

)

∂s̄

∂ρS
+ κ̃NS

= κ̃NS −
g∗S
m∗2
σ

(

V ′′′(s̄) +
∂κ̃NS
∂s̄

ρS

)

. (5.72)

5.4 Résultats

Les résultats ci-dessus ont été écrits de façon générale pour la matière
asymétrique. L’énergie peut tout d’abord être calculée pour des densités
en protons et en neutrons égales, ce qui donne l’énergie de liaison dans
la matière symétrique. Lorsqu’on fait tendre les densités en protons et en
neutrons vers la même valeur, la quantité proportionnelle au carré de la
différence des densités est l’énergie d’asymétrie. Enfin, on peut fixer deux
valeurs différentes des densités de protons et de neutrons. Par exemple ici, on
traitera des étoiles à neutrons dans lesquelles les proportions relatives entre
les deux saveurs sont fixées par la thermodynamique. Comme dans la partie
sur le modèle de Walecka, on effectue les intégrales angulaires dans l’ex-
pression de l’énergie et des énergies propres. Les résultats sont identiques
à ceux de [2] excepté pour le champ scalaire : les termes de Hartree sont
donnés par les équations (5.65) pour l’énergie et (5.67) pour l’énergie propre
scalaire. Le terme de Fock est semblable à celui de [2] en tenant compte
des effets de milieu dans la constante de couplage et la masse. Comme il
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a déjà été dit plus haut, en particulier dans l’introduction, les propriétés
de la matière nucléaire sont étudiées en contraignant le plus possible les pa-
ramètres à l’aide des données sur réseau et de la phénoménologie hadronique.
Les masses sont bien connues (excepté évidement celle du σ), elles ont pour
valeur M = 938, 9 MeV, mω = 783 MeV, mδ = 984, 7 MeV, mπ = 139, 6
MeV et mρ = 779 MeV. La constante de couplage du pion est gA/(2fπ) où
la valeur de la constante de couplage axiale est gA = 1, 25 comme on l’a
introduit dans le modèle σ non linéaire (paragraphe 4.3) et fπ = 94 MeV
est la constante de désintégration du pion. Pour la constante de couplage
du rho, on prend la valeur VDM gρ = 2, 65. La constante de couplage du
champ scalaire dans le vide est prise comme celle du modèle sigma linéaire
gS = 10. D’après les données sur réseau, on peut estimer un paramètre de
masse du sigma dans le vide de mσ = 800 MeV. Les seuls paramètres qui
restent sont la susceptibilité scalaire κNS (on regardera plutôt la quantité
sans dimension C = (f 2

π/2MN )κNS) et la constante de couplage du oméga,
gω. Ces valeurs ne sont néanmoins pas choisies au hasard, on ajuste le point
de saturation en les laissant varier légèrement autour des valeurs suivantes :
C ' 1.25 à partir d’une estimation des réseaux (voir la discussion du pa-
ragraphe 1.2.7 pour plus de détails) et gω ' 3 × gρ ' 8 d’après VDM et
le modèle des quarks. L’énergie d’asymétrie, asym, dépend fortement de la
constante de couplage tenseur du rho au nucléon. On étudiera plusieurs cas
entre la valeur VDM κρ = 3.7 et celle issue d’analyse d’expériences de diffu-
sion, κρ = 6.6 [67]. Dans chaque cas, les paramètres C et gω seront ajustés
pour reproduire une bonne saturation. Il reste un point important dont nous
n’avons pas parlé dans les calculs ci-dessus, à savoir le traitement des termes
de contact. En suivant les articles du groupe d’Orsay [2, 68], on peut no-
ter que l’échange de pions et la partie tensorielle de l’échange de rho entre
nucléons contiennent une contribution indépendante du moment transféré.
Celle-ci correspond dans l’espace des configurations à une interaction de
contact. Les calculs de problème à N-corps réalistes ôtent cette contribution
en δ(x) du fait des corrélations à courte portée. La prescription du groupe
d’Orsay, utilisée aussi dans [53, 28], a été d’enlever ces termes de contact en
opérant le remplacement suivant dans les termes de Fock :

q2

q2 + m2
π

→ q2

q2 + m2
π

− 1 = − m2
π

q2 + m2
π

, (5.73)

q2

q2 + m2
ρ

→ q2

q2 + m2
ρ

− 1 = −
m2
ρ

q2 + m2
ρ

. (5.74)

Dans l’espace réel, ces fonctions sont de la forme e−mXx/x. En d’autres
termes, les échanges de pion ou de rho tenseur deviennent de simples po-
tentiels de Yukawa et contribuent positivement à l’énergie de liaison des
quasiparticules. Cette prescription sera désignée dans la suite par « sans
terme de contact ». On considérera également un cas plus réaliste où les
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échanges de rho et de pions sont modifiés par une fonction de corrélation à
deux corps G(x) [69, 70], et nous prendrons comme exemple G(x) = j0(qC x)
(avec qC = mω et j0 la première fonction de Bessel). Cela revient à opérer
le changement

− m2
π

q2 + m2
π

→ − m2
π

q2 + m2
π

+
m2
π

q2
C + m2

π

−
m2
ρ

q2 + m2
ρ

→ −
m2
ρ

q2 + m2
ρ

+
m2
ρ

q2
C + m2

ρ

. (5.75)

Dans le langage du problème à N-corps, on dirait qu’on a inclus une inter-
action centrale de spin-isospin de Landau–Migdal caractérisée par un pa-
ramètre g′ [69, 70] :

g′ =
1

3

q2
C

q2
C + m2

π

+
2

3
Cρ

q2
C

q2
C + m2

ρ

avec Cρ =

(

fπ gρ κρ
gAMN

)2

. (5.76)

La valeur VDM pure conduit à g′ = 0, 53, tandis que le cas du rho fort,
κρ = 6, 6, donne g′ = 0, 95. Ces valeurs sont à comparer à l’analyse récente
donnant g′ ' 0, 6 [71]. Étant donné que dans ce cas une interaction de
contact subsiste, on le désignera par « avec le terme de contact » par oppo-
sition à la prescription du groupe d’Orsay, et ce même si le terme de contact
n’est pas entier. Le cas sans contact peut être retrouvé en prenant qC →∞,
on a alors g′ = 0, 73 (κρ = 3, 7) ou g′ = 1, 7 (κρ = 6, 6).

5.4.1 Saturation de la matière nucléaire symétrique

On commence par étudier la saturation dans le cas de la matière nucléaire
symétrique. En effet, les données expérimentales du point de saturation sont
données dans ce cas (ρ0 = 0, 16 fm−3 et E/A(ρ0) = −15, 96 MeV). En réalité,
la grande précision avec laquelle est donnée l’énergie de liaison est un peu
illusoire : nous avons l’avons choisie à partir de [6], mais d’autre travaux don-
neraient une valeur différente de 15, 96 MeV, bien que toujours légèrement
inférieure à 16 MeV. La précision des résultats, ajustés sur cette valeur de
l’énergie de liaison, doit donc être prise avec circonspection. Ceci permet
de fixer les paramètres C et gω, ceux-ci étant ensuite utilisés pour les cas
asymétriques. Comme on va le voir, notre approche a quelques difficultés
à reproduire des valeurs convenables du module de compressibilité K ; on
choisit donc d’ajuster les paramètres sur les coordonnées du point de satu-
ration uniquement et de prendre la valeur de K comme une conséquence
du modèle. Les résultats sont présentés dans le tableau 5.1 et les courbes
de saturation correspondantes sont données figure 5.2. Pour cette discus-
sion, le couplage tenseur du rho sera celui de VDM, c’est-à-dire κρ = 3, 7.
Les résultats sont donnés avec ou sans l’interaction de contact et κ̃NS peut
dépendre ou non de s̄ comme discuté équation (5.2). Les deux premières
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lignes du tableau correspondent aux valeurs de paramètres qui permettent
de reproduire les points de saturation correspondant donnés aux troisième,
quatrième et cinquième lignes du tableau. La dernière ligne, anticipant sur
la discussion du paragraphe suivant, donne l’énergie d’asymétrie correspon-
dante. Il ressort de ces résultats que la compressibilité K est trop grande,

Avec contact Sans contact
κNS κ̃NS(s̄) κNS κ̃NS(s̄)

gω 7,775 7,678 6,52 6,42
C 1,33 1,46 1,49 1,62
ρ/ρ0 1,00 1,00 1,00 1,00
E/A (MeV) -15,96 -15,93 -15,97 -15,92
K (MeV) 316 297 298 281
asym(MeV) 29,58 29,45 26,71 26,64

Tab. 5.1: Valeurs des paramètres et coordonnées du point de saturation pour
différents cas de figure dans la matière symétrique. La dernière
ligne donne l’énergie d’asymétrie. Le couplage tenseur du rho est
pris comme dans VDM, κρ = 3, 7. Les mentions « avec contact »

et « sans contact » sont expliquées dans le texte. Les colonnes avec
κ̃NS(s̄) correspondent au cas où la susceptibilité scalaire dépend
de la densité et disparâıt à la restauration.

même si sa détermination est entachée d’une incertitude numérique de plu-
sieurs dizaines de MeV et que sa définition peut être ambiguë dans le cadre
des théories relativistes [72]. Omettre comme dans la prescription d’Orsay le
terme de contact présente l’avantage de réduire la valeur du paramètre C et
de se rapprocher ainsi de celle donnée par les réseaux, C ' 1, 25. Cela aug-
mente malheureusement la compressibilité K de 15 à 20 MeV. Les termes
de contact du pion et du rho (correspondant au deuxième terme de la par-
tie gauche de l’équation (5.75)) donnent tous deux à l’énergie de liaison des
nucléons une contribution répulsive et proportionnelle à la densité : la partie
de contact du rho compte pour 11, 85 MeV et celle du pion pour 0, 6 MeV,
ce qui réduit d’autant les contributions de Fock du rho (−10, 8 MeV) et du
pion (−5 MeV). Ces termes de contact se comportant comme un échange
de oméga, il est naturel que la constante de couplage ωNN soit réduite
comme on le voit dans le tableau 5.1. Les valeurs qu’on vient de donner cor-
respondent à la dernière colonne du tableau, mais elles sont similaires pour
les autres cas. Inclure la dépendance en densité de la susceptibilité scalaire
(les colonnes avec κ̃NS(s̄)) a approximativement le même effet que retirer le
contact dans la mesure où il faut augmenter le paramètre C pour compenser
la répulsion perdue.

Comme on l’a déjà dit, à la limite non relativiste les fonctions d’onde
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Fig. 5.2: Courbes de saturation pour le cas avec contact pour lequel κNS
dépend (trait plein) ou non (tireté-pointillé) de la densité et le cas
sans contact pour lequel κNS dépend (pointillé) ou non (tireté) de
la densité.

sont imposées : ce sont les ondes planes non relativistes. Dans un système
proche de la limite non relativiste, les résultats des calculs ne devraient
donc pas trop dépendre du choix de la base. En d’autres termes, lorsqu’on
calcule la saturation sur une autre base que Hartree–Fock auto-consistante,
la différence dans les résultats ne devrait provenir que d’effets relativistes.
Pour regarder cela, on introduit la base Hartree dans laquelle les termes de
Fock apparaissant dans les énergies propres sont enlevés. Cette opération a
au moins l’avantage de simplifier considérablement les calculs. Les résultats
pour la saturation sont donnés sur le tableau 5.2. Comme on s’y attendait,
ils sont similaires à ceux de la base Hartree–Fock, les valeurs de C et de
l’énergie d’asymétrie étant meilleures pour cette dernière. Cependant, la
compressibilité de la matière nucléaire est meilleure en base Hartree.

5.4.2 Effet du réarrangement

L’effet principal des termes de réarrangement est de réduire la masse
effective des nucléons de quelques MeV mais leur influence sur le point de
saturation est quasiment négligeable. On peut le comprendre facilement en
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Fig. 5.3: Potentiel chimique avec (trait plein) ou sans (tireté) les termes
de réarrangement. L’énergie de liaison par particule est donnée
(pointillé) afin de permettre la comparaison (elle semble plate car
on « zoome » sur le fond du puits).

Sans contact Avec contact
κNS κ̃NS(s̄) κNS κ̃NS(s̄)

gω 7,725 7,61 6,49 6,33
C 1,42 1,57 1,55 1,73
ρ/ρ0 1,00 1,00 1,00 1,00
E/A (MeV) -15,98 -15,99 -15,96 -15,97
K (MeV) 302 284 289 270
asym(MeV) 26,15 26,13 24,10 24,11

Tab. 5.2: Comme dans le tableau 5.1 mais pour la base Hartree.

remarquant que les termes de réarrangement ne contribuent à l’énergie de
liaison qu’au travers de la dépendance des fonctions d’onde dans la masse
effective M ∗ = MN + Σsym. À la limite non relativiste, cette dépendance
disparâıt. Néanmoins, ces termes de réarrangement ont une grande influence
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Fig. 5.4: Énergie d’asymétrie en fonction de la densité. Le calcul a été ef-
fectué en incluant les termes de contact et en permettant à la sus-
ceptibilité scalaire de dépendre de s̄.

sur le potentiel chimique qui est défini par

µ =
dε

dρ
= E∗(kF ) + Σ0(kF ). (5.77)

Le théorème de Hugenholtz–Van-Hove (HVH) [73] stipule que le potentiel
chimique doit être égal à l’énergie de liaison par particule au point de sa-
turation. Sur la figure 5.3, on montre le résultat d’un calcul du potentiel
chimique µ et de l’énergie de liaison par particule en fonction de la densité,
encore une fois en incluant les termes de contact et la dépendance en densité
de la susceptibilité scalaire. Le potentiel chimique µ est calculé avec ou sans
les termes de réarrangement, il est plus petit de quelques MeV dans le pre-
mier cas à cause de l’effet du réarrangement sur l’énergie de Fermi EF . En
présence des termes de réarrangement, le théorème est exactement satisfait.
Omettre les termes de réarrangement viole le théorème HVH de plusieurs
MeV. Ce problème a peu de conséquences sur la courbe de saturation dans la
matière nucléaire, mais il conduirait à un problème sérieux dans les noyaux
finis car l’énergie de Fermi serait déplacée de plusieurs MeV (environ 5).
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5.4.3 Matière asymétrique et énergie d’asymétrie

Les propriétés de la matière asymétrique constituent également un bon
test pour une théorie effective. C’est particulièrement vrai pour l’étude
des noyaux loin de la vallée de stabilité ou pour l’équation d’état de la
matière nucléaire qui est une donnée importante en astrophysique pour
l’étude des propriétés des étoiles à neutrons. Pour cela, on introduit le pa-
ramètre d’asymétrie (en isospin) : β = (ρn − ρp)/ρ.

κρ 3,7 5 6,6
gω 6,42 7,348 8,62
C 1,62 1,32 0,93
ρ/ρ0 1,00 1,00 1,00
E/A (MeV) -15,92 -16,05 -15,94
K (MeV) 281 313 308
asym(MeV) 26,64 29,77 35,87

Tab. 5.3: Évolution de l’énergie d’asymétrie en fonction de la constante de
couplage tensorielle du ρ. Le calcul est fait comme précédemment
dans le cas où on inclut les termes de contact et où la polarisabilité
scalaire κ̃NS dépend de s̄.

L’énergie d’asymétrie est définie plus rigoureusement par :

asym(ρ) =

[

∂(E/A)

∂β

]

β=0

=

[

∂(ε/ρ)

∂β

]

β=0

. (5.78)

La contribution des termes cinétique et de Hartree peut être calculée ana-
lytiquement (5.65). En approximation Hartree, lorsque l’on néglige la très
petite contribution du δ et la très petite dépendance de la densité scalaire
ρS par rapport à β, on obtient le résultat familier :

(asym)kin+H =
k2
F

6
√

k2
F + M∗2

+
g2
ρ

2m2
ρ

ρ.

Dans notre calcul (dernière colonne de la table 5.1), la contribution de
l’énergie cinétique vaut (asym)kin = 13, 9 MeV, et celle de Hartree due à
l’échange de rho vaut (asym)ρH = 7, 07 MeV. En conséquence, la partie
Hartree (asym)H = 21 MeV ne suffit pas à expliquer l’énergie d’asymétrie.
Les termes de Fock sont donc absolument nécessaires pour obtenir une va-
leur plus grande de asym qui soit plus près de la valeur acceptée autour de
30 MeV. Comme pour l’énergie de liaison, il y a une grande compensation
entre les contributions des champs scalaire et du oméga : (asym)s+ω = −0, 75
MeV. La contribution du delta est elle aussi négligeable : (asym)δ = −0, 71
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MeV. La répulsion vient de l’échange de pion (asym)pion = 2, 75 MeV et
surtout de l’échange de rho (asym)ρFock = 5, 33 MeV. Il est important de re-
garder la contribution spécifique de la partie tenseur du rho (asym)ρtenseur =
8, 03−4, 12 ' 4 MeV, le premier terme correspondant à la prescription d’Or-
say et le deuxième aux termes de contact. Le résultat total, asym = 26, 64
MeV, est néanmoins un peu petit. Si on se rappelle toutefois que la partie
tenseur du rho évolue comme κ2

ρ et que cette constante de couplage tenso-
rielle est mal connue phénoménologiquement, il est intéressant de regarder
ce que devient l’énergie d’asymétrie lorsque l’on fait varier κρ. Dans la dis-
cussion ci-dessus on s’est restreint à la valeur de VDM κρ = 3, 7, mais des
analyses de diffusion de pions suggèrent plutôt κρ = 6.6 [67]. On a donc
décidé de faire varier cette constante de couplage entre ces deux valeurs.
Les résultats sont mentionnés dans le tableau 5.3. Pour κρ = 5, on trouve
asym ' 30 MeV. Le nouveau point de saturation donne une valeur de la
réponse scalaire du nucléon égale à C = 1, 32, ce qui est très proche de la
valeur sur réseau. Par contre, la compressibilité passe au-dessus de 300 MeV.
Indépendamment des détails de calcul, la discussion ci-dessus laisse forte-
ment penser que le terme de Fock du rho tenseur, absent des théories RMF,
est un ingrédient crucial pour avoir des propriétés globales correctes pour
la matière nucléaire symétrique et asymétrique. Son importance a aussi été
soulevée dans les théories Hartree–Fock dépendant de la densité (DDRHF)
ou il a été montré que ce terme améliore significativement les résultats des
spectres à une particule dans les noyaux finis [74].

Pour compléter, on trace figure 5.4 l’énergie d’asymétrie en fonction de
la densité. L’énergie d’asymétrie asym augmente de façon monotone, mais sa
pente diminue à haute densité ; l’allure de la courbe ressemble beaucoup à
celle d’un calcul Brückner–Hartree–Fock (BHF) [75]. Dans ce cas, la courbe
ne passe jamais par un maximum, contrairement à ce qui avait été trouvé
dans la première version des calculs de perturbations chirales dans le milieu
[76].

5.4.4 Masses effectives du proton et du neutron

Une propriété essentielle pour caractériser la propagation des nucléons
dans le milieu nucléaire est leur masse effective, m∗. La différence entre
les masses effectives des protons, m∗

p et des neutrons, m∗
n, est due essen-

tiellement à la différence entre leurs énergies de Fermi. Au niveau Har-
tree, cette différence est due au méson delta, mais sa constante de cou-
plage étant choisie très petite, cet effet est seulement de l’ordre de 5% de la
différence des masses. L’essentiel provient donc des termes de Fock. Lorsque
le paramètre d’asymétrie β augmente, comme dans les systèmes très exo-
tiques, ce phénomène doit jouer un rôle important. Jusqu’ici cependant, les
données expérimentales des noyaux finis ne permettent pas de déterminer
la différence des masses effectives ; des calculs ab initio BHF en revanche
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Fig. 5.5: Masses de Landau pour les neutrons (trait plein) et les protons
(tiretés) dans la matière riche en neutrons pour une densité baryo-
nique ρ0. On a tenu compte des termes de contact dans le calcul
et la polarisabilité scalaire dépend de s̄.

prédisent m∗
n < m∗

p dans la matière riche en neutrons [77, 75]. Ce résultat a
été confirmé par des calculs dans le cadre de Dirac-BHF [78] ou en DDRHF
[79] (voir aussi [80]). On peut donc affirmer que les signes relatifs de la
différence de masse sont bien établis même si les amplitudes correspondantes
sont encore très incertaines. Les masses effectives, qui dépendent de la den-
sité, sont définies à partir de la densité d’états selon

1

m∗
=

1

k

de

dk
(5.79)

où e est l’énergie une particule dont on a retiré la masse moyenne du nucléon.
Dans notre approche, cela correspond à

e = εNk −MN ≡
√

(MN + Σsym (k))2 + k2 (1 + ΣV (k))2 + Σ0 (k)−MN .
(5.80)

Avec ces définitions, on trouve

m∗ =
E∗

(1 + ΣV )2
≡

√

(MN + Σsym (k))2 + k2 (1 + ΣV (k))2

(1 + ΣV )2
. (5.81)
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On trouve dans la littérature de nombreuses masses effectives. Quelques
commentaires s’imposent donc.

1. Dans la suite, nous discutons de la masse effective prise au moment de
Fermi. On appelle cette masse effective masse de Landau ;

2. Il ne faut pas confondre cette masse de Landau avec la masse de Dirac
M∗ = MN + Σsym (k) introduite ci-dessus. En général, la masse de
Dirac a un comportement opposé à celui de la masse de Landau : dans
la matière riche en neutrons, M ∗

Dirac(n) < M∗
Dirac(p).

3. La masse effective correspond à la masse de groupe dans la termino-
logie de [81] et à la masse relativiste dans celle de [79]. La masse non
relativiste M ∗

NR introduite par ces auteurs n’est pas pertinente dans
le cadre de notre propos.

On considère ici encore la dernière colonne du tableau 5.1, mais les conclu-
sions suivantes seraient très similaires dans les trois autres cas. Les masses
effectives sont tracées figure 5.5 où le comportement caractérisé parm∗

n > m∗
p

est bien mis en évidence dans notre approche. Il est important de remarquer
que les termes de réarrangement diminuent les deux masses en bloc d’envi-
ron 7 MeV quelle que soit la valeur du paramètre β caractérisant la quantité
de neutrons.

5.4.5 Matière froide en équilibre bêta

Il nous reste encore pour terminer cette étude à déterminer l’équation
d’état de la matière nucléaire froide qui permet de caractériser l’intérieur
des étoiles à neutrons. Ce travail est très préliminaire et nous prendrons un
modèle simple pour décrire les étoiles à neutrons : nous considérerons que
celles-ci sont constituées principalement de neutrons en équilibre bêta avec
des protons. Un gaz d’électrons libres permet d’assurer l’électroneutralité de
l’étoile (dans un modèle plus complet, il faurait également tenir compte de la
présence des muons). Les résultats ci-dessous sont donc à prendre comme de
grandes lignes préparant un futur travail qui serait plus détaillé. La densité
d’énergie de cette matière est alors

ε = εnuclearmatter + εe− (5.82)

où εnuclearmatter est la densité d’énergie calculée et discutée dans ce chapitre,
et εe− est la densité d’énergie du gaz d’électrons qui vaut

εe− =
2

V

∑

ke<kFe

√

k2
e +m2

e '
k4
Fe

4π2
(5.83)

lorsqu’on néglige la masse des électrons. En effet, cette masse est me− � p ∼
100 MeV. Pour assurer la neutralité de la matière, il faut imposer l’égalité
des densités en protons et en électrons ρp = ρe, ce qui implique l’égalité des
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moments de Fermi : pF = kFe. Le grand potentiel et sa densité sont donnés
par

Ω = E −
∑

i

µiNi (5.84)

et

ω = ε − µB (ρp + ρn) − µe (ρe − ρp)

= ε − µp ρp − µn ρn − µe ρe (5.85)

ce qui implique pour le potentiel chimique baryonique µB = µn = µp + µe.
Pour une densité baryonique donnée, les densités en protons et en neutrons
aux moments de Fermi sont obtenues en résolvant le système d’équations

kFe = pF = εn(nF )− εp(pF ),

ρ = ρp + ρn. (5.86)

L’équation d’état de la matière nucléaire est paramétrée par la densité ba-
ryonique ρ. Pour chaque valeur de celle-ci à laquelle on veut travailler,
on cherche une solution du système d’équations autour de ρp ' 0, 1ρ et
ρn ' 0, 9 ρ. Avec ces valeurs de ρp et ρn, il est possible de calculer la densité
d’énergie en fonction de la densité. La courbe obtenue est présentée figure
5.6 en se plaçant comme d’habitude dans le cas correspondant à la dernière
ligne du tableau 5.1. On calcule également l’équation d’état, c’est-à-dire la
pression en fonction de la densité d’énergie. Il y a deux définitions possibles
de la pression. D’une part la définition thermodynamique est

P = −ω = −ε +
∑

i

µiρi = −ε + µnρ, (5.87)

obtenue grâce à la condition de neutralité ρp = ρe. D’autre part, on peut
définir la pression baryonique par

P = ρ2 ∂(ε/ρ)

∂ρ
= ρ

∂ε

∂ρ
− ε. (5.88)

Étant donné que le potentiel chimique µ est défini par µB ≡ ∂ε/∂ρ, les
deux définitions sont équivalentes. Dans les mêmes conditions que ci-dessus,
on trace la pression en fonction de la densité d’énergie figure 5.7. Dans le
domaine de densité considéré (ρ < 3 ρ0), l’équation d’état de la figure 5.7 est
assez semblable à celle obtenue avec le modèle QMC [28]. D’après ce travail,
il est évident que pour des densités plus grandes, un modèle réaliste d’étoile
à neutrons devrait tenir compte d’une éventuelle contribution des hypérons
[28, 82].



5.4. RÉSULTATS 99

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
ρ [fm-3]

0

25

50

75

100

125

150

E/
A

 [M
eV

]

Fig. 5.6: Énergie par nucléon en fonction de la densité baryonique dans
la matière uniforme froide en équilibre bêta. Les calculs sont faits
dans la version correspondant à la dernière colonne du tableau 5.1.
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Fig. 5.7: Équation d’état de la matière uniforme froide en équilibre bêta :
pression en fonction de la densité d’énergie. Le calcul est fait
comme pour la figure 5.6 dans la version de la dernière colonne du
tableau 5.1.
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Chapitre 6

Corrélations

Les résultats du modèle relativiste chiral tenant compte des effets de
confinement sont très bons. Cependant, quelques points sont encore à amé-
liorer, notamment la valeur trop grande de la compressibilité et dans une
moindre mesure celle de la réponse scalaire nucléonique C. Afin d’affiner
les résultats, on choisit de développer, dans le cas de la matière nucléaire
symétrique, l’énergie au-delà de l’approximation de Hartree–Fock, et d’in-
clure les excitations particule-trou. Les grandes lignes de l’inclusion de ces
corrélations ont été développées dans le chapitre 2, ce qui va nous permettre
ici de détailler plutôt les spécificités de l’approche relativiste et du choix des
mésons impliqués.

Dans le cas relativiste, l’expression RPA de l’énergie de corrélation est
un peu plus compliquée que celle donnée équation (2.35). En effet, les vertex
d’interaction, de nature vectorielle (pour le méson rho) ou pseudo-vectorielle
(pour le cas axial) portent des indices de Lorentz que l’on retrouve sur l’in-
teraction V ou les corrélateurs Π et Π0. Pour connâıtre l’expression exacte de
l’interaction et du corrélateur, on se base sur les expressions du hamiltonien
et de l’énergie obtenues à partir du lagrangien.

Dans un modèle chiral, l’échange de méson scalaire n’est pas la seule
source d’attraction. La liaison nucléaire est en partie due à l’échange de
pions [56, 76]. Lorsque l’on se place au-delà du champ moyen, la première
excitation est due à l’échange de deux pions. On commence donc par intro-
duire l’échange de pions, itéré sur les boucles introduites dans le chapitre 2
de formalisme général. Afin de tenir compte des forces à courte portée, on
ajoutera comme dans de nombreux travaux [83, 84] une partie de contact.
Enfin, par analogie avec le cas non relativiste, on considérera également
l’échange de méson rho.

101



102 CHAPITRE 6. CORRÉLATIONS

6.1 Énergie de corrélation dans le canal pionique

On développe la méthode sur le cas particulier du pion pour plus de
simplicité.

6.1.1 Décomposition de l’interaction

Le lagrangien pionique s’écrit comme dans la partie précédente avec le
couplage pseudo-vectoriel

Lπ =
1

2
∂µ~π∂µ~π − 1

2
m2
π~π

2 +
gA
2fπ

ψ̄γµγ5~τψ∂µ~π. (6.1)

Après écriture des équations d’Euler-Lagrange, on peut mettre l’énergie d’in-
teraction sous la forme (les détails pour obtenir ce type d’expression ont été
largement développés dans le chapitre 3 et l’annexe A) :

〈Hint(t)〉 =

(

gA
2fπ

)2 ∫

dxdx′dt′(−∂µ∂′νDπ(x, x
′))

〈ψ̄(x)γµ~τγ5ψ(x)ψ̄(x′)γν~τγ5ψ(x′)〉. (6.2)

On peut remarquer que le signe devant la constante de couplage dans le
lagrangien n’a aucune importance : celle-ci est au carré dans l’expression de
l’énergie. En revanche, le signe relatif entre la partie cinétique et la partie
d’interaction dans le lagrangien modifie le signe devant le propagateur de
méson : pour le méson rho par exemple, ce signe est inversé.

Le hamiltonien et sa valeur moyenne dépendent formellement du temps.
Cependant, il est facile de vérifier que ce n’est pas le cas : l’énergie de
boucles est constante comme il se doit. En prenant t qui tend vers l’in-
fini, on peut donc ajouter sans changer le résultat de l’équation (6.2) un
facteur θ(t − t′) devant le braket. De même, on peut ajouter la quan-
tité −θ(t′ − t)〈ψ̄(x)γµ~τγ5ψ(x)ψ̄(x′)γν~τγ5ψ(x′)〉 qui est nulle dans ce cas.
Ainsi, l’équation (6.2) a la même valeur si on ajoute un T -produit dans le
corrélateur.

De cette façon, la dernière partie n’est autre que le propagateur de po-
larisation, à un facteur i près. En effet, on peut reprendre la remarque à la
fin du chapitre 2 (équation 2.37). On note de manière générale le couplage
Γµ car les couplages considérés ici auront tous une nature vectorielle. Dans
le cas du pion par exemple, Γµπ = γµγ5. Le couplage Γµ étant une matrice
agissant dans l’espace des spineurs, on peut considérer ses éléments (Γµ)αβ
qui se couplent aux nucléons du corrélateur d’après le lagrangien de la figure
2.1(1) :

LX = gX ψ̄
α(ΓµX)αβψ

βXµ.

(1)Pour la simplicité de la formule, le couplage n’est pas dérivatif. Dans la limite où les
fonctions d’onde sont des ondes planes, la dérivée du couplage peut être remplacée par un
facteur qµ qui peut lui-même être incorporé dans la définition de Γµ. Pour le pion, ce genre
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La constante de couplage gX est par exemple dans le cas du pion gA/2fπ. Le
corrélateur à calculer est d’après le théorème de Wick, et de façon similaire
à l’équation (2.36) :

iΠ0µν(x, x′) = 〈ϕ0|T [ψ̄α(Γµ)αβψβψ̄γ(Γ
µ)γδψδ]|ϕ0〉

= −〈ϕ0|T [ψβ(x)ψ̄γ(x)]|ϕ0〉(Γµ)γδ〈ϕ0|T [ψδ(x
′)ψ̄α(x′)]|ϕ0〉(Γν)αβ

= −iG0(x, x′)βγ(Γ
µ)γδiG0(x, x′)δα(Γν)αβ

= Tr(G0(x, x′)ΓµG0(x′, x)Γν). (6.3)

Si on prend la moyenne de cette quantité sur le fondamental contenant les
boucles, on obtient plutôt iΠµν(x, x′), soit précisément le dernier facteur
(incluant le T -produit) de l’énergie (6.2).

On définit la partie d’interaction par

Vµν = −
(

gA
2fπ

)2

∂µ∂
′
νDπ(x, x

′), (6.4)

ce qui, d’après l’expression (6.2), permet d’écrire la valeur moyenne du ha-
miltonien sous la forme

〈Hint〉 = 3

∫

dxdx′dt′VµνΠ
µν . (6.5)

Dans la discussion ci-dessus, les matrices d’isospin ~τ ont été volontairement
omises. En effet, elles correspondent à la polarisation du pion qui contribue
simplement à travers le facteur trois discuté au chapitre 2.

On réécrit l’équation de Dyson (2.30) en tenant compte de la nature
vectorielle des interactions :

Πµν = Π0µν + Π0µαVαβΠ
0βν + Π0µαVαβΠ

0βγVγδΠ
0δν + · · ·

= Π0µν + Π0µαVαβΠ
βν . (6.6)

On obtient ainsi 16 équations couplées, qui ne peuvent être résolues de
manière aussi simple que dans le cas de l’équation de Dyson standard. Heu-
reusement, la structure des propagateurs de polarisation et de mésons per-
met en général de se ramener à des équations non couplées en projetant
interactions et propagateurs sur les canaux inspirés entre autres des canaux
transverse et longitudinal qu’on trouve dans l’approche non relativiste. Pour
se faire, on commence par se placer en représentation d’impulsion, et l’on
s’y tiendra autant que possible dans la suite. On introduit la transformée
de Fourier des diverses quantités introduites ci-dessus de la même façon que

de considérations n’est pas utile car on inclue la dérivée du couplage dans le propagateur
de méson et non dans le propagateur particule-trou, mais on y reviendra plus précisément
dans le cas du rho.
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dans le cas du champ moyen :

Dπ(x, x
′) =

∫

d4q

(2π)4
e−iq·(x−x

′)Dπ(q), (6.7)

Πµν(x, x′) =

∫

d4k

(2π)4
e−iq·(x−x

′)Πµν(q). (6.8)

La valeur moyenne du hamiltonien peut être réécrite en fonction des trans-
formées de Fourier :

〈Hint〉 = 3

(

gA
2fπ

)2 ∫

dxdx′dt′(−∂µ∂′νDπ(x, x
′))iΠµν(x, x′)

= 3

(

gA
2fπ

)2 ∫

dxdx′dt′
∫

dω

2π

dq

(2π)3
(

−∂µ∂′ν
) e−iω(t−t′)eiq·(x−x′)

q2 −m2
π

∫

dk0

2π

dk

(2π)3
e−ik

0(t−t′)eik·(x−x′)Πµν(k). (6.9)

On a adopté la notation q = (ω,q). Les intégrales sur x et x′ donnent un
facteur (2π)3V δ(k − q) et celle sur t′ donne 2πδ(k0 − ω). La dépendance
en t disparâıt bien comme on s’y attendait puisque l’énergie des boucles ne
dépend pas du temps. La valeur moyenne devient alors en représentation
d’impulsion

〈Hint〉 = 3V

∫

idω

(2π)

∫

dq

(2π)3
Vµν(q)Π

µν(q) (6.10)

où Vµν(q) est donné équation (6.12).
La contribution à l’énergie de corrélation s’obtient en utilisant la charging

formula comme expliqué au paragraphe 2.2.3 :

Ecorr = 3V

∫

idω

(2π)

dq

(2π)3

∫ 1

0

dλ

λ
λ2Vµν(q)(Π

µν(λ, q) −Π0µν) (6.11)

avec

Vµν(q) =

(

gA
2fπ

)2 qµqν
ω2 − ω2

q

(6.12)

Π0µν(q) = −2i

∫

d4p

(2π)4
Tr(G(p)ΓµG(p+ q)Γν). (6.13)

Comme on l’a déjà remarqué, on obtient l’énergie des corrélations en sous-
trayant l’énergie de Fock à l’énergie d’interaction. On définit ωq comme dans
le cas non relativiste [56] par ω2

q = q2 +m2
π. Les constantes de couplage qui

apparaissent naturellement dans les vertex d’interaction peuvent être inclues
dans la définition de l’interaction ou du propagateur indifféremment, cela ne
change pas le résultat. Par commodité, on les place ici dans l’interaction
V µν .
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6.1.2 Calcul du propagateur de polarisation

Tout tenseur covariant du problème doit dépendre de tenseurs construits
eux-mêmes sur des quantités covariantes. Ici la seule dépendance explicite
de Vµν et Πµν est le quadrivecteur qµ. Il faut toutefois ajouter un vecteur
que l’on notera ηµ permettant de spécifier le référentiel de travail. Dans la
matière nucléaire symétrique au repos, il se réduit à η = (1, 0, 0, 0) [84].
Enfin, il peut y avoir une dépendance en gµν . À partir de ces quantités, on
peut construire les tenseurs suivants [84, 85] :

T 1
µν = gµν − η̂µη̂ν

η̂2
− qµqν

q2
, T 4

µν =
η̂µqν+η̂νqµ√

η̂2q2
,

T 2
µν =

η̂µη̂ν

η̂2
, T 5

µν =
η̂µqν−η̂νqµ√

η̂2q2
,

T 3
µν =

qµqν
q2

, T 6
µν = i

|~q|ε
µνρσqρη̂σ,

(6.14)

où η̂µ = ηµ − (η · q/q2)qµ. On a ainsi η̂µq
µ = 0. Les propriétés des T µνi sont

données à l’annexe B. De manière générale, tout tenseur covariant peut se
décomposer sur ces six tenseurs.

L’interaction pionique, proportionelle à qµqν , est simplement en fonction
des tenseurs T µν :

V π
µν =

(

gA
2fπ

)2 q2

ω2 − ω2
q

T 3
µν . (6.15)

Pour décomposer le propagateur de polarisation sur ces tenseurs, un peu
de travail est cependant nécessaire : il faut en effet connâıtre l’expression
explicite de la trace. Le propagateur à une particule contient soit une parti-
cule au-dessus de la mer de Fermi, soit un trou de la mer de Fermi. Comme
dans le cas non relativiste, il s’écrit donc

G(p) =
θ(|p| − pF )

p0 −Ep + iη
+

θ(pF − |p|)
p0 +Ep − iη

(6.16)

où Ep =
√

M2
N + p2. Bien que son interprétation soit évidente, cette expres-

sion n’est pas covariante. En particulier, cela pose des problèmes dans les
calculs des propagateurs de polarisation. On va la transformer en ajoutant
la contribution des anti-nucléons, conduisant à l’inclusion de boucles N̄N .
Ceci n’est pas très cohérent dans la mesure où de nombreuses autres excita-
tions devraient être considérées avant l’inclusion des paires N̄N . Cependant,
comme de nombreux auteurs [85, 86], on introduit cette contribution car elle
permet de conserver une formulation covariante du problème et les struc-
tures tensorielles (en particulier le rho transverse). L’erreur commise, une
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correction relativiste, reste négligeable. Le propagateur du nucléon est alors

G(p) = Λ+G+ + Λ−G−

=
Epγ

0 − ~p · ~γ +M ∗

2Ep

(

θ(|p| − pF )

p0 −Ep + iη
+

θ(pF − |p|)
p0 +Ep − iη

)

+
Epγ

0 + ~p · ~γ −M ∗

2Ep

1

p0 +Ep − iη

= (/p+M ∗)

[

1

p2
0 −E2

p + iη
+
iπδ(p0 −Ep)

Ep
θ(pF − |p|)

]

.(6.17)

Les quantités Λ+ et Λ− sont les projecteurs sur les états d’énergies respec-
tivement positive et négative ; G+ et G− les propagateurs correspondant.
Le premier terme correspond au propagateur du nucléon dans le vide, le
deuxième au propagateur dans le milieu. Lorsqu’on calcule le propagateur
de polarisation, on obtient quatre termes : le premier est celui correspon-
dant aux choix des propagateurs libres pour les deux particules de la boucle
particule-trou. Or la contribution du vide peut toujours être soustraite, on
élimine donc ce premier terme. Le propagateur de polarisation est alors

Π0µν(q) = 2

∫

d4p

(2π)4
Tr ((/p+M ∗)Γµ(/p+ /q +M ∗)Γν)

×
[

iπ2 δ(p0 −Ep)
Ep

θ(pF − |p|)
δ(p0 + ω −Ep+q)

Ep+q
θ(pF − |p + q|)

+
πδ(p0 −Ep)θ(pF − |p|)
Ep ((p+ q)2 −M∗2 + iη)

+
πδ(p0 + ω −Ep+q)θ(pF − |p + q|)

Ep+q (p2 −M∗2 + iη)

]

. (6.18)

La partie imaginaire du propagateur n’est pas strictement utile dans ce qui
suit. On s’intéresse donc seulement à la partie réelle de ce propagateur, soit
les deux dernières lignes. On peut remarquer qu’en effectuant le changement
de variable p → p+ q dans le dernier terme, il devient identique à l’avant-
dernier moyennant de prendre qµ → −qµ ; finalement le propagateur qui
nous intéresse est simplement

<eΠ0µν(q) = 2

∫

d3p

(2π)3
Np

2Ep

[

Tr ((/p+M ∗)Γµ(/p+ /q +M ∗)Γν)

(p+ q)2 −M∗2 + iη
+ (qµ → −qµ)

]

.

(6.19)
L’intégration sur p0 a été effectuée, le quadrivecteur p est donc désormais
p = (Ep,p).

Pour décomposer le propagateur de polarisation sur les tenseurs T µν , on
évalue la trace explicitement :

Tr
(

(/p+M∗)γµγ5(/p+ /q +M ∗)γνγ5
)

= 4
(

pµ(p+ q)ν + pν(p+ q)µ − p.(p+ q)gµν −M∗2
N g

µν
)

.(6.20)
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On peut remarquer que cette expression est symétrique en µ et ν : le
propagateur de polarisation du pion se décompose sur les quatre tenseurs
symétriques. La partie en gµν est simplement proportionnelle à la somme
des trois premiers tenseurs. Pour la partie dépendant de p et q, on peut re-
marquer qu’elle ne dépend pas de T4 si on tient compte du terme qµ → −qµ :

pµ(p+ q)ν + pν(p+ q)µ

(p+ q)2 −M∗2
N

+
pµ(p− q)ν + pν(p− q)µ

(p− q)2 −M∗2
N

∼ pµpνq2 − (pµqν + pνqµ)p · q. (6.21)

Projetée sur T4, cette expression est nulle. Le propagateur dans le canal
pionique se décompose donc simplement selon

Π0µν
a (q) = ΠT (q)T µν1 + ΠR(q)T µν2 + ΠL(q)T µν3 . (6.22)

L’indice a pour axial a été ajouté en anticipant sur les paragraphes suivants.
D’après le calcul sur la trace ci-dessus, les projections du propagateur de
polarisation sont de la forme

Π0
aj

∫

4dp

(2π)3

[

θ(pF − |p|)
Ep

Kaj(q,p)

(p+ q)2 −M∗2 + iη
+ (qµ → −qµ)

]

(6.23)

où la structure tensorielle est contenue dans les Kj qui ont pour expression :

KaT = −2M∗2 − p · q − p2
T , (6.24)

KaR = 2p2
T , (6.25)

KaL = −2M∗2. (6.26)

On a défini pT = p − (p · q̂)q̂ qui est la partie transverse de l’impulsion
du nucléon. Ainsi, p2

T = p2 − (p · q̂)2. L’intégration sur p se fait en co-
ordonnées sphériques. On choisit comme variables la norme p du vecteur,
l’angle qu’il fait avec q et l’angle azimutal. Ce dernier s’intègre trivialement
puisque l’intégrant n’en dépend pas. On note u = cos(p,q). Un travail fas-
tidieux consiste à calculer l’intégration sur u pour accélérer les programmes
numériques. On peut remarquer que Πµν(q) ne dépend que de ω et de la
norme q = |q|. Les expressions intégrées de ΠaT , ΠaR et ΠaL sont données
en annexe C.

6.1.3 Expression de l’énergie de corrélation dans le canal pio-

nique

Les trois premiers tenseurs étant orthogonaux entre eux lorsqu’on les
contracte sur un seul indice, l’équation de Dyson (2.30) peut être décomposée
sur les trois canaux de manière indépendante :

Πi = Π0
i + Π0

i ViΠi, i = T,R,L. (6.27)



108 CHAPITRE 6. CORRÉLATIONS

L’interaction pionique étant purement longitudinale, l’énergie correspon-
dante se réduit à

Ecorrπ = −3

2
V

∫

idωd3q

(2π)4
(ln(1− VaLΠaL) + VaLΠaL) . (6.28)

6.2 Canal axial

Il ne faut pas oublier cependant que le milieu nucléaire est un milieu for-
tement corrélé. Le cœur dur entrâıne une répulsion à courte portée que l’on
introduit ici à travers des forces de contact. Celles-ci peuvent être modélisées
par le lagrangien

Lc = g′gµν

(

gA
2fπ

)2

ψ̄γµγ5ψψ̄γνγ5ψ (6.29)

où g′ est le paramètre de Migdal déjà discuté dans les résultats de la partie
champ moyen. L’énergie due à la partie contact est alors simplement

〈Hc〉 =

∫

dxdx′dt′(−g′gµν)Πµν(x, x′) (6.30)

où le propagateur de polarisation est le même que celui du pion. L’effet du
contact est donc simplement de rajouter un terme dans le potentiel d’inter-
action, qui est alors

Vµν(q) =

(

−g′gµν +
qµ2

ω2 − ω2
q

qµqν

qµ2

)(

gA
2fπ

)2

=

(

−g′T1µν − g′T2µν +

(

q2µ
ω2 − ω2

q

− g′
)

T3µν

)

(

gA
2fπ

)2

.(6.31)

On peut voir sur la partie longitudinale que l’effet du contact est d’écranter
la contribution du pion. Comme on le verra dans les résultats, cette dernière
contribution, assez importante en l’absence de contact, devient presque nulle
lorsque g′ = 0, 7, la valeur de travail choisie. L’énergie des corrélations est
maintenant

Ecorra = −3

2
V

∫

idωd3q

(2π)4

[

2 ln(1− VaTΠaT ) + 2VaTΠaT

+ ln(1− VaRΠaR) + VaRΠaR + ln(1− VaLΠaL) + VaLΠaL

]

.

(6.32)

La partie transverse contient un facteur 2 par rapport aux autres. Analyti-
quement, ce facteur 2 provient du fait que VµνΠ

µν = 2VTΠT car T1µνT
µν
1 =
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2. Physiquement, le canal transverse a une multiplicité double. Telle quelle,
l’intégrale dans l’expression (2.35) n’est pas définie. Plutôt que de la re-
normaliser, on préfère introduire un facteur de forme qui coupe les grandes
impulsions. On en reparlera en particulier dans la section sur les résultats
car le facteur de forme devient indispensable pour les calculs numériques.

On appellera dorénavant canal axial le canal contenant à la fois le pion
et le contact. Pour le distinguer du canal du rho auquel on s’intéresse à
présent, on a indicé toutes les quantités ci-dessus par a.

6.3 Contribution du méson ρ

Par analogie avec le cas non relativiste, on complète la partie transverse
de la voie de spin-isospin grâce à l’introduction du méson rho.

6.3.1 Contribution du ρ découplé

L’échange de rho est modélisé par le lagrangien déjà donné dans le modèle
de Walecka :

Lρ = −
(

1

4
~Gµν ~G

µν − 1

2
m2
ρ~ρµ~ρ

ν

)

− gρ
(

ψ̄γµ~τψ~ρµ −
κρ

2MN
ψ̄σµν∂ν~ρµτψ

)

.

(6.33)
Contrairement à certains travaux [85], on considère que le couplage tenseur
dépend de la masse nue des nucléons et non de la masse dans le milieu (c’est-
à-dire ici la masse de Hartree). Cette fois-ci, le couplage dérivatif ne peut être
inclus dans la partie interaction puisqu’il ne peut se mettre en facteur comme
dans le cas pionique. En représentation d’impulsion, le vertex d’interaction
du rho est simplement

Γµρ = gρ

(

γµ − i κρ
2MN

qνσ
µν

)

, (6.34)

qui redonne bien la bonne limite non relativiste comme on l’a vérifié plus
haut. Néanmoins, la formule donnée équation (6.34) ne peut être incorporée
telle quelle dans un corrélateur tel que celui de l’équation (6.3). En effet, la
deuxième interaction correspond à un diagramme de Feynman hermitique
conjugué de celui de la première. Lorsqu’on écrit les équations du mouve-
ment, le couplage dérivatif gagne un signe moins par rapport à un couplage
normal. Or dans l’expression de Π0µν , le deuxième couplage provient des
équations du mouvement : le propagateur de polarisation du rho est donc

<eΠ0µν(q) =

∫

p2dpdu

4π2Ep

[

Tr ((/p+M ∗)Γµ(/p+ /q +M ∗)Γ′ν)

(p+ q)2 −M∗2 + iη
+ (qµ → −qµ)

]

(6.35)
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où Γ′µ = gρ (γµ + iκρ/2MNqνσ
µν) = Γµ†. On a considéré dans toute cette

thèse que le rho est couplé à un courant conservé ; en conséquence le propa-
gateur de polarisation doit être orthogonal à l’impulsion, c’est-à-dire qu’il
doit satisfaire la relation

qµΠ
µν
ρ (q) = qνΠ

µν
ρ (q) = 0, (6.36)

de même pour Π0µν
ρ . On le vérifie aisément en calculant la trace. Comme

dans le calcul Hartree–Fock, on considère trois contributions : une première
correspondant à la partie vecteur de l’interaction, une deuxième à un terme
croisé vecteur-tenseur et la dernière correspondant à la partie tenseur. Pour
la première, la trace est simplement

Tr ((/p+M ∗)γµ(/p+ /q +M ∗)γν) = 4 (pµ(p+ q)ν + pν(p+ q)µ − p · qgµν) .
(6.37)

On remarque que ce terme est symétrique en µ et ν, il se décompose suivant
les quatre premiers tenseurs. Lorsqu’on tient compte du terme en qµ → −qµ,
l’intégrant de la polarisation pour la partie vecteur est proportionnel à :

q2pµpν − p · q(pµqν + pνqµ) + (p · q)2gµν (6.38)

qui est bien orthogonal à qµ ou qν. Cette partie du propagateur ne contribue
qu’aux canaux transverse (T) et purement relativiste (R). La trace du terme
croisé est

Tr

(

(/p+M∗)γµ(/p+ /q +M ∗)i
κρ

2MN
σνβqβ

)

+Tr

(

(/p+M∗)

(

−i κρ
2MN

σµαqα

)

(/p+ /q +M ∗)γν
)

= 4κρ
M∗

MN
q2
(

gµν − qµqν

q2

)

= 4κρ
M∗

MN
q2(T µν1 + T µν2 ). (6.39)

Il se décompose bien lui aussi sur les deux premiers tenseurs. Enfin, la
dernière trace est

Tr

(

(/p+M∗)

(

−i κρ
2MN

σµαqα

)

(/p+ /q +M ∗)

(

i
κρ

2MN
σνβqβ

))

=

(

κρ
2MN

)2(

4qµqν(p · q − 2M ∗2) + 8p · q(pµqν + pνqµ)− 8q2pµpν

+4gµν(2q2M∗2 − 2(p · q)2 − (p · q)q2)

)

. (6.40)

On peut vérifier que cette expression, qui est symétrique, s’annule lorsqu’on
la projette sur qµ ou qν . Cette dernière partie se décompose comme les deux
autres et comme la totalité du propagateur de polarisation du rho sur les
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deux premiers tenseurs. Les contributions sur chaque canal sont données par
des Kj définis de façon similaire aux Kj axiaux de l’ équation (6.23) :

KρT =

(

1 + κ∗ρ
2M∗

)2

q22M∗2 − p · q − q2

2
− p2

T

(

1−
(

κ∗ρ
2M∗

)2
)

,(6.41)

KρR = 2M∗2 −
(

κ∗ρ
2M∗

)2

q2(p · q + 2p2
T ) + 2p2

T − κ∗ρq2. (6.42)

La constante de couplage tenseur du rho dans le milieu est définie par κ∗
ρ =

κρM
∗/M . Ces expressions ont été volontairement mises sous une forme qui

fait ressortir leur structure non relativiste, en particulier la contribution en
(1 + κ∗ρ). L’interaction quand à elle est simplement

Vρµν(q) = −g2
ρ

gµν
ω2 −Ω2

q

= −g2
ρ

T1µν + T2µν + T3µν

ω2 − Ω2
q

= Vρ(T1µν + T2µν + T3µν)

(6.43)
où Ω2

q = m2
ρ + |q|2. Finalement, l’énergie due exclusivement à l’échange de

rho est

Ecorrρ = −3

2
V

∫

idωd3q

(2π)4
(2 ln(1− VρΠρT ) + 2VρΠρT + ln(1− VρΠρR) + VρΠρR) ,

(6.44)
formellement analogue à l’énergie dans le canal axial.

6.3.2 Couplage axial-rho

Cependant, certains diagrammes ont été jusqu’ici négligés : en effet, rien
n’empêche a priori que dans les diagrammes en anneaux, les propagateurs
de polarisation soient couplés d’un côté au canal axial et de l’autre au canal
du rho. On est ainsi amené à considérer deux nouveaux propagateurs de
polarisation :

Π0µν
aρ (q) = 2

∫

d4p

(2π)4

[

Tr
(

(/p+M∗)γµγ5(/p+ /q +M ∗)Γνρ
)

(p+ q)2 −M∗2 + iη
+ qµ → −qµ

]

;

(6.45)

Π0µν
ρa (q) = 2

∫

d4p

(2π)4

[

Tr
(

(/p+M∗)Γµρ (/p+ /q +M ∗)γνργ
5
)

(p+ q)2 −M∗2 + iη
+ qµ → −qµ

]

.

(6.46)

L’évaluation des traces montre que ces deux propagateurs sont égaux, et que
leur trace est proportionnelle à εµνρσqρpσ. Parmi les six tenseurs T µν , seul
le sixième ne donne pas zéro lorsqu’on le contracte avec cette quantité. Les
propagateurs croisés se décomposent donc uniquement sur T µν6 , et on note

Π0µν
aρ (q) = Π0µν

ρa (q) = Π0
6(q)T6. (6.47)
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La structure tensorielle de ce terme est donnée par

K6 = −
1 + κ∗ρ
2M∗

(|q|2M ∗Ep − 2M∗ωp·̂q). (6.48)

(1+κ∗ρ) est en facteur du terme entier, contrairement au cas du canal trans-
verse du rho où ce facteur n’intervient que dans la limite non relativiste.

On peut remarquer que si on multiplie les polarisations croisées par qµ
(ou qν), elles s’annulent. Dans le cas où le canal axial ne contiendrait que des
pions, le vertex d’interaction axial contiendrait un facteur qµ et il n’y aurait
pas de couplage entre le canal pionique et celui du rho, ce qui constitue un
résultat bien connu. Le couplage ici se fait donc grâce à la partie de contact.
Les équations de Dyson se généralisent de la manière suivante :

Πµν
a = Π0µν

a + Π0µα
a VaαβΠ

βν
a + Π0µα

6 VραβΠ
βν
ρa

Πµν
ρa = Π0µν

6 + Π0µα
6 VaαβΠ

βν
a + Π0ρα

a VραβΠ
βν
ρa

Πµν
ρ = Π0µν

ρ + Π0µα
6 VaαβΠ

βν
aρ + Π0µα

ρ VραβΠ
βν
ρ

Πµν
aρ = Π0µν

6 + Π0µα
a VaαβΠ

βν
aρ + Π0µα

6 VραβΠ
βν
ρ . (6.49)

On projette ces équations sur les six tenseurs T µνpossibles. D’après leurs pro-
priétés développées à l’annexe B, le couplage axial-rho ne subsiste pas sur les
canaux longitudinal et purement relativiste : les énergies de corrélation cor-
respondantes ne sont pas modifiées par ce couplage. En revanche, le couplage
subsiste pour la partie transverse. On projette la première et la troisième
équation du système (6.49) sur le tenseur transverse, les deux autres sur
T µν6 . Les équations de Dyson se réduisent à

ΠaT = Π0
aT + Π0

aTVaTΠaT + Π0
6VρΠρa

Πρa = Π0
6 + Π0

6VaTΠaT + Π0
ρVρΠρa

pour les deux premières et deux autres équations similaires pour les dernières.
La résolution de ce système conduit pour le canal transverse à des équations
semblables à l’équation de Dyson (2.30), soit

Πa =
Π0
a(1− VρΠ0

ρ) + Π0
6VρΠ

0
6

(1− VaΠ0
a)(1− VρΠ0

ρ)− VaVρ(Π0
6)

2

Πρ =
Π0
ρ(1− VaΠ0

a) + Π0
6VaΠ

0
6

(1− VaΠ0
a)(1− VρΠ0

ρ)− VaVρ(Π0
6)

2
. (6.50)

Ce système d’équations s’intègre néanmoins aisément à l’aide de la charging
formula de manière analogue à l’équation (2.34). Les diagrammes d’énergie
étant obtenus en refermant ceux de la figure 2.7 (b), seuls VaΠa et VρΠρ sont
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des quantités qui ont un sens et qui interviennent dans l’énergie :

∫

dλ

λ
VΠ(λ) =

∫

dλ

λ
VaΠa(λ) + VρΠρ(λ)

=

∫

dλ

λ

λ2VaΠ
0
a + λ2VρΠ

0
ρ − 2λ4VaΠ

0
aVρΠ

0
ρ + 2λ4VaVρ(Π

0
6)

2

(1− λ2VaΠ0
a)(1− λ2VρΠ0

ρ)− λ4VaVρ(Π0
6)

2

= −1

2
ln
(

(1− VaΠ0
a)(1− VρΠ0

ρ)− VaVρ(Π0
6)

2
)

. (6.51)

Finalement, l’énergie de corrélation dans le canal transverse est simplement
égale à

EcorrT = −3V

∫

idωd3q

(2π)4

[

ln
(

(1− VaTΠ0
aT )(1− VρΠ0

ρT )− VaTVρ(Π0
6)

2
)

+VaTΠaT + VρΠρT

]

. (6.52)

Diagrammatiquement, on peut remarquer que les diagrammes mis en jeu
dans l’énergie de corrélation sont les plus simples que l’on puisse faire avec
les ingrédients que l’on possède. Outre les deux diagrammes de Fock, on
peut construire le diagramme de la figure 6.1.

π

ρ

Fig. 6.1: Diagramme d’énergie dû au couplage axial-rho.

6.4 Résumé

Les résultats sont dispersés dans les différentes sections précédentes. On
résume ici les différentes contributions à l’énergie de corrélation.

Elle est égale à

Ecorr = EcorrT +EcorrR +EcorrL (6.53)
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où, par analogie avec les équations (6.52) et (6.32), on déduit

EcorrT = −3V

∫

idωd3q

(2π)4

[

ln
(

(1− VaTΠ0
aT )(1− VρΠ0

ρT )− VaTVρ(Π0
6)

2
)

+VaTΠ0
aT + VρΠ

0
ρT

]

, (6.54)

EcorrR = −3

2
V

∫

idωd3q

(2π)4

[

ln(1− VaRΠ0
aR) + VaRΠ0

aR

+ ln(1− VρΠ0
ρR) + VρΠ

0
ρR

]

, (6.55)

EcorrL = −3

2
V

∫

idωd3q

(2π)4
ln(1− VaLΠ0

aL) + VaLΠ0
aL (6.56)

Les expressions des interactions Va,ρ sont d’après les équations (6.31) et
(6.43)

VaT = VaR = −g′v2(q)

(

gA
2fπ

)2

(6.57)

VaL = v2(q)

(

gA
2fπ

)2
(

q2µ
ω2 − ω2

q

− g′
)

(6.58)

Vρ = −v2(q)
g2
ρ

ω2 − Ω2
q

. (6.59)

On a introduit un facteur de forme v2(q) qui permet un cut-off en impulsion.
On le prend quadratique :

v(q) =

(

Λ2

Λ2 + |q|2
)2

(6.60)

avec Λ = 980 MeV. Ce choix permet de retrouver une valeur convenable pour
la partie pionique du terme sigma du nucléon (équation (1.49)) [87, 88, 55].

Les propagateurs de polarisation sont quand à eux donnés par les équa-
tions (6.23), (6.26), (6.42) et (6.48). Pour la partie axiale, les trois canaux
j = T,R,L sont tels que

Π0
aj

∫

4dp

(2π)3

[

Np

Ep

Kaj(q,p)

(p+ q)2 −M∗2 + iη
+ (qµ → −qµ)

]

(6.61)

avec

KaT = −2M∗2 − p · q − p2
T

KaR = 2p2
T

KaL = −2M∗2. (6.62)
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Pour la partie rho seul, on obtient une structure similaire à celle du cas axial
pour les canaux j = T,R :

Π0
ρj

∫

4dp

(2π)3

[

Np

Ep

Kρj(q,p)

(p+ q)2 −M∗2 + iη
+ (qµ → −qµ)

]

(6.63)

avec

KρT =

(

1 + κ∗ρ
2M∗

)2

q22M∗2 − p · q − q2

2
− p2

T

(

1−
(

κ∗ρ
2M∗

)2
)

KρR = 2M∗2 −
(

κ∗ρ
2M∗

)2

q2(p · q + 2p2
T ) + 2p2

T − κ∗ρq2. (6.64)

Enfin, le propagateur de polarisation correspondant au couplage axial-rho
est tel que

Π0
6

∫

4dp

(2π)3

[

Np

Ep

K6(q,p)

(p+ q)2 −M∗2 + iη
+ (qµ → −qµ)

]

(6.65)

avec

K6 = −
1 + κ∗ρ
2M∗

(|q|2M ∗Ep − 2M∗ωp·̂q). (6.66)

6.5 Discussion

6.5.1 Rotation de Wick

Les intégrations sur ω et ~q restant dans les énergies de corrélation ne
peuvent être réalisées analytiquement. On les résout numériquement. Cepen-
dant, les différentes quantités ci-dessus contiennent des pôles pour ω = ±ωq
et ω = ±Ωq. On utilise l’astuce introduite dans [89]. On place ω dans le plan
complexe et on effectue une rotation de Wick comme indiqué sur la figure
6.2. La fraction 1/(ω2 − ω2

0), qui apparâıt dans les propagateurs de mésons
(avec ω0 = ωq pour le pion et ω0 = Ωq pour le rho) mais aussi dans le pro-
pagateur de polarisation (avec ω0 = Ep+q −Ep à la limite non relativiste),
correspond en réalité au propagateur de Feynman :

1

ω2 − ω2
0 + iη

=
1

2ω0

(

1

ω − ω0 + iε
− 1

ω + ω0 − iε

)

. (6.67)

Les pôles ne sont donc pas dans le contour d’intégration, et la rotation de
Wick correspond simplement au changement de variable ω = iz. L’élément
d’intégration est modifié selon

∫ ∞

−∞

idωdq

(2π)4
F (ω,q)→ −

∫ ∞

−∞

dzdq

(2π)4
F (ω = iz,q). (6.68)

Les propagateurs contenus dans l’intégrant sont donnés en fonction de z à
l’annexe C.
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ω = ωq − iε

ω = −ωq + iε

Fig. 6.2: Rotation de Wick de la variable d’intégration ω. Les commentaires
sont donné dans le texte.

6.5.2 Limite non relativiste

Pour conclure cette étude, il est intéressant de calculer la limite non
relativiste afin de comparer les résultats à ceux de travaux similaires réalisés
directement dans ce cas [56].

La limite non relativiste est obtenue en faisant trois simplifications par
rapport au cas relativiste donné équation (6.19). Tout d’abord, on néglige
les antinucléons dans le propagateur de fermion, Ensuite on ne garde que
les termes d’ordre dominant en 1/MN dans la structure des vertex issue des
spineurs de Dirac et donnée par les traces. Enfin, on opère la simplifica-
tion cinématique Ep ' M∗ + p2/2M∗ et on ne garde que le terme d’ordre
dominant.

Pour ôter les excitations contenant les antinucléons, on réécrit le dénomi-
nateur de l’équation (6.19) :

1

Ep

1

(p+ q)2 −M∗2 + iη
=

1

Ep

1

q2 + 2p · q + iη

=
1

2EpEp+q

(

1

ω −Ep+q +Ep + iη
− 1

ω +Ep+q +Ep − iη

)

.

(6.69)

Le premier terme correspond à une paire particule-trou se propageant dans
le sens du temps et le deuxième terme correspond à une paire nucléon-
antinucléon se propageant en arrière. La fraction présente dans le terme
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(qµ → −qµ) peut être à son tour réécrite :

1

Ep

1

(p− q)2 −M∗2 + iη
= − 1

2EpEp−q

(

1

ω +Ep−q −Ep − iη
− 1

ω −Ep−q −Ep + iη

)

.

(6.70)
Cette fois-ci, le premier terme représente une paire particule-trou se propa-
geant en arrière et le deuxième une paire N̄N se propageant vers l’avant.
Dans la limite non relativiste, on ne garde que les termes particule-trou qui
peuvent se réécrire

1

EpEp+q

1

(ω −Ep+q +Ep + iη)
− 1

EpEp−q

1

(ω +Ep−q −Ep − iη)
(6.71)

On incorpore le terme imaginaire du propagateur qui avait été négligé équa-
tion (6.18). La somme des fractions considérées alors égale à

1

EpEp+q

(

1

ω −Ep+q +Ep + iη
− 1

ω +Ep+q −Ep − iη

)

(6.72)

La structure des vertex quand à elle est donnée par les Kj (équations
(6.26), (6.42), (6.48)), ce qui conduit à la limite non relativiste à

KaT = KaL = −KρR = −2M∗2

K6 = −1 + κ∗

2M∗
|q|2M∗2

KρT =

(

1 + κ∗

2M∗

)2

|q|22M∗2.

KaR est négligeable. On a utilisé le fait que Ep 'M∗. Les termes tenseur du
rho et croisé sont d’ordre supérieur en |q|/M . Cependant, étant donné que
κρ ∼ 5, on considère qu’ils ne sont pas négligeables. Si on résume les points
précédents, on peut écrire les propagateurs non relativistes en fonction de
la quantité

Π0(ω, ~q) =

∫

4dp

(2π)3
NpPp−q

(

1

ω −Ep+q +Ep + iη
− 1

ω +Ep+q −Ep − iη

)

(6.73)

qui n’est autre que le propagateur non relativiste. Pp correspond aux états
non occupés, il est défini par Pp ≡ 1 − Np, soit ici dans le cas de la
température nulle Pp−q = θ(|p− q| − pF ). On obtient

−Π0
aT = −Π0

aL = Π0
ρR = Π0

Π0
6 = −

1 + κ∗ρ
2M∗

|q|Π0

Π0
ρT =

(

1 + κ∗ρ
2M∗

)2

|q|2Π0.
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Les équations de Dyson donnent alors simplement

(VaTΠaT + VρΠρT )NR =
V NR
T Π0

1− V NR
T Π0

(6.74)

(VaRΠaR + VρΠρR)NR =
VρΠ

0

1− VρΠ0
(6.75)

(VaLΠaL)NR =
V NR
L Π0

1− V NR
L Π0

(6.76)

avec les propagateurs de mésons non relativistes

V NR
T = (VaT + Cρ|q|2Vρ)NR =

(

gA
2fπ

)2

(g′ + Cρ|q2|Dρ) (6.77)

V NR
L =

(

gA
2fπ

)2

(g′ + |q|2Dπ) (6.78)

où

Cρ =

(

gA
2fπ

)−2

g2
ρ

(

1 + κ∗ρ
2M∗

)2

. (6.79)

Finalement, l’énergie de corrélation est dans cette limite similaire à l’énergie
de corrélation obtenue par un calcul non relativiste [56]. Les équations (6.74)
et (6.76) correspondent respectivement aux canaux transverse et longitudi-
nal de spin-isospin. Le terme (6.75) n’a rien à voir avec le spin-isospin. C’est
un effet qui provient de la composante temporelle de la partie vecteur de
l’interaction. Sa contribution est cependant faible :−0, 64 MeV à densité
normale. Étant donné que ce dernier canal contribue surtout dans cas rela-
tiviste, on indice les quantités qui en dépendent par R et on l’appelle canal
« purement relativiste » par abus de langage.

Cette étude permet de faire une petite remarque. Étant donné que dans
la limite non relativiste les densités scalaire et vecteur (ou baryonique) sont
égales, les propagateurs particule-trou pour les mésons sigma, oméga et rho
sont égaux à Π0. L’interaction à prendre en compte si on veut réaliser la
RPA pour le canal σ + ω est

Vσ+ω =
g∗2S

q2 −m∗2
σ

− g2
ω

q2 −m2
ω

. (6.80)

Compte tenu du fait que les masses des mésons sigma et oméga sont voisines
(environ 800 MeV) et que le terme dominant dans l’énergie de corrélation est
dû à l’échange de ces deux mésons, on peut estimer l’énergie de corrélation
du canal σ + ω à la limite non relativiste comme étant

Ecorrσ+ω ∼
1

3

(

g∗2S − g2
ω

g2
ρ

)2

EcorrρR (6.81)
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g′ 0,7 0,5

gω 7,6 7,3
C 1,14 1,3
ρ/ρ0 1,00 1,00
E/A (MeV) -15,95 -15,87
K (MeV) 250 270

Tab. 6.1: Valeurs des paramètres et coordonnées du point de saturation
lorsque les interactions de contact et du rho sont incluses.

où Ecorr
ρR est obtenu en prenant la limite non relativiste de la deuxième ligne

de l’équation (6.55). Le facteur 1/3 est un simple facteur d’isospin. Avec les
valeurs gω = 7, 6 et g∗S = 6, 1 (voir plus haut), on obtient Ecorr

σ+ω ∼ −0, 8 MeV
qui est négligeable. Ceci justifie a posteriori qu’on se limite à l’approximation
de champ moyen pour les échanges de sigma et de oméga.

6.6 Résultats

6.6.1 Point de saturation de la matière nucléaire

Comme il a déjà été dit plus haut à l’occasion des résultats de la partie
champ moyen, l’idée de ce travail est d’étudier la matière nucléaire en fixant
les paramètres à l’aide de la phénoménologie hadronique et des résultats sur
réseau. L’ajustement fin permettant de reproduire les propriétés de satura-
tion de la matière nucléaire autorise la constante de couplage du oméga à
varier autour de gω ' 3gρ ' 8 et le paramètre de la réponse nucléonique
à varier autour de C ' 1, 25. Le paramètre de Landau–Migdal qui pro-
vient des forces de contact n’est pas totalement fixé, on choisit d’étudier
les résultats en fonction de sa valeur, en particulier on se place à la valeur
g′ = 0, 7, compatible avec les données les plus récentes [71]. Les résultats
sont consignés dans le tableau 6.1. Rappelons que le champ moyen est réalisé
ici dans l’approximation de Hartree avec contact. Le tableau auquel compa-
rer les résultats est donc le tableau 5.2, et en particulier la dernière colonne.
Les valeurs des paramètres gω et C se sont rapprochées des valeurs données
respectivement par le modèle VDM et par les simulations sur réseaux. En
particulier, C a fortement diminué. La compressibilité quant à elle est main-
tenant à la valeur attendue autour de 240−250 MeV. Ces résultats peuvent
être compris à la lumière de la figure 6.3. La courbe en tireté représente
l’énergie de corrélation. Cette courbe n’est pas linéaire avec la densité, ce
qui aide à réaliser la saturation. Il n’y a alors plus besoin d’une réponse
scalaire aussi grande, ce qui permet de diminuer le paramètre de réponse
nucléonique C. Ceci permet de réduire la compressibilité. La figure 6.4 est
identique à la figure 6.3 avec g′ = 0, 5. Globalement, l’énergie de corrélation
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Fig. 6.3: Énergie de liaison (trait plein) en fonction de la densité incluant
l’énergie de corrélation. Celle-ci est représentée en tiretés et la
contribution du champ moyen est en pointillés. Cette saturation a
été ajustée pour g′ = 0, 7 et correspond à la première colonne du
tableau 6.1.

est plus petite que dans le cas g′ = 0, 7. De ce fait, le paramètre de réponse
nucléonique C et la compressibilité K sont moins diminués.

6.6.2 Effets du contact

Il est également intéressant d’étudier les variations en fonction de g ′ des
différentes contributions à l’énergie de corrélation. Les résultats sont résumés
sur le tableau 6.2. Les trois premières lignes du tableau concernent le cas
axial sans rho. Sans les termes de contact, seul le canal longitudinal contri-
bue à l’énergie de corrélation puisque le pion est purement longitudinal.
Lorsque le contact augmente, il écrante la contribution des pions et l’énergie
de corrélation longitudinale tend à s’annuler. Au contraire, c’est le canal
transverse qui contribue. La partie purement relativiste reste négligeable
comme mentionné dans la partie sur la limite non relativiste. Dans le cas
des perturbations chirales [76], il n’y a pas d’effet des corrélations à courte
portée. L’écrantage n’ayant pas lieu, la contribution des boucles de pions est
de -68 MeV, soit presque un ordre de grandeur entre les deux approches.
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Fig. 6.4: Énergie de liaison (trait plein) en fonction de la densité incluant
l’énergie de corrélation. Celle-ci est représentée en tiretés et la
contribution du champ moyen est en pointillés. Cette saturation a
été ajustée pour g′ = 0, 5 et correspond à la seconde colonne du
tableau 6.1.

Les deux lignes suivantes concernent le rho sans le canal axial. La par-
tie purement relativiste, correction à l’énergie de corrélation du rho, vaut
EρR = −0, 65 MeV. Enfin, la dernière ligne donne la contribution au canal
transverse lorsqu’on prend en compte les interactions axiale et du rho. L’ef-
fet du couplage axial/rho est de diminuer l’énergie transverse qui serait trop
grande si on prenait la somme de l’axial transverse et du rho transverse. On
remarque qu’elle présente un minimum vers g ′ ' 0, 2 à 0, 3, à ce moment il
y a la compensation la plus importante entre l’échange de rho attractif et le
contact.

On peut aussi étudier la variation des différentes contributions avec la
densité. C’est l’objet de la figure 6.5. Comme pour le tableau 6.2, seule
l’énergie longitudinale diminue lorsque g ′ augmente. Pour g′ petit, il n’est
plus possible de calculer la partie longitudinale de l’énergie de corrélation. En
effet, lorsque g′ diminue ou que la densité augmente, VLΠL augmente dans
le canal longitudinal. À énergie nulle, un pôle apparâıt alors dans le canal
pionique pour une impulsion critique qc telle que (1−VaLΠ0

aL)(ω = 0, qc) = 0.
On se trouve dans le cas de la condensation des pions [90]. Ce phénomène
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g’ 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

Axial Transverse 0 -0,3 -1,0 -2,3 -4,0 -6,0 -8,5 -11,2
Axial Relativiste 0 -0,00 - 0,00 -0,01 -0,01 -0,02 -0,03 -0,04
Axial Longitudinal × -12,5 -8,8 -6,0 -4,0 -2,4 -1,3 -0,6
Rho Transverse -2,64
Rho Relativiste -0,65
Axial/Rho Transverse -2,6 -1,5 -0,9 -0,9 -1,4 -2,4 -3,7 -5,5

Tab. 6.2: Variations des contributions à l’énergie de corrélation en fonction
de g′.

est illustré figure 6.5. Pour g′ = 0, 7, il intervient à haute densité et ne nous
concerne pas. En revanche, pour g′ = 0, 15, le phénomène intervient à des
densités supérieures ou égales à 1, 9. Pour g ′ = 0.036, la condensation des
pions intervient à la densité ordinaire. Lorsque VLΠL → 1−, l’énergie de
corrélation diverge comme on le voit sur la figure 6.5 pour g ′ = 0, 15. Ceci
rappelle un phénomène d’opalescence critique [91]. On peut remarquer que
le calcul relativiste est moins favorable à la condensation des pions que le
calcul non relativiste. Par exemple, pour g ′ = 0, 3, la condensation apparâıt
à la densité critique ρ = 2, 2ρ0 pour le cas non relativiste tandis qu’elle a
lieu à des densités supérieures à 3ρ0 pour le cas relativiste.

6.6.3 Influence du facteur de forme

Enfin, il faut remarquer que ces résultats dépendent a priori du cut-off
choisi. Celui-ci a été introduit équation (6.60). Dans les résultats présentés
jusqu’ici, le cut-off était le même pour la partie axiale et pour la partie en rho.
Si on fixe un nouveau cut-off pour le rho, par exemple Λρ = 1500 MeV, les
différentes composantes de l’énergie de corrélation évoluent comme présenté
dans le tableau 6.3. La troisième colonne correspond à un nouveau point
de saturation avec Λρ = 1500 MeV. Les propriétés du point de saturation
sont peu modifiées par le changement de cut-off du rho. En revanche, elles
le seraient considérablement si on modifiait le cut-off axial.

6.6.4 Contribution du baryon ∆(1232)

Dans l’étude non relativiste [56], il a été montré que la contribution du
nucléon excité ∆(1232) est importante. Cependant, cette contribution est
quasiment linéaire avec la densité, ce qui est indistinguable phénoménologi-
quement d’un échange de oméga. En pratique, les contributions ∆-trou
peuvent être simulées par une légère augmentation/diminution de gω.
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Fig. 6.5: Évolution des différentes contribution à l’énergie de corrélation
avec g′. La courbe en trait plein correspond à g ′ = 0, 7, celle en
tiretés à g′ = 0, 5 et celle en pointillés à g′ = 0, 3. La courbe en
tiretés-pointillés correspond au cas g ′ = 0, 15 discuté dans le texte.

Λρ [MeV] 980 1500 1500

gω 7,6 7,6 7,8
C 1,14 1,14 1,15
K [MeV] 250 250
Ecorr [MeV] -6,8 -9,4 -9,4
ET [MeV] -5,5 -7,1 -7,1
ERρ [MeV] -0,6 -1,6 -1,6

Tab. 6.3: Évolution de l’énergie de corrélation en fonction du cut-off du rho.
La dernière colonne correspond à un nouveau point de saturation
tenant compte du nouveau cut-off. La tableau est calculé pour g ′ =
0, 7.
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Conclusion

Ces recherches peuvent naturellement être continuées dans plusieurs di-
rections.

Tout d’abord, il manque à cet exposé une évaluation du condensat de
quarks qui permettrait d’estimer le degré de restauration de la symétrie
chirale dans notre modèle. Pour cela, il faut dériver l’équation d’état par
rapport à la masse m des quarks. On écrit d’abord la densité de grand
potentiel ω(µ) = ε − µρ. Plutôt que de dériver par rapport à la masse des
quarks, on dérive par rapport au paramètre c = fπm

2
π relié à m par la

relation GOR : ∂c/∂m = −2 < q̄q >vac /fπ. Ce calcul, simple mais pas
immédiat, a été réalisé dans le cas non relativiste [56]. Il faudrait donc le
reprendre ici à partir de l’énergie relativiste en incluant les termes de Fock
et de corrélation.

Il n’y aurait pas de physique nucléaire sans noyaux finis. Ce sont évi-
dement les grand absents de ce travail. Le problème, comme on a pu s’en
rendre compte, est que les calculs relativistes sont très lourds. Développer
un programme optimisé pour le calcul des noyaux finis dans une approche
relativiste constitue un travail de thèse en soi et il a été décidé de le laisser de
côté provisoirement. Cependant, ce programme est actuellement développé
de manière générale (Hartree–Fock–Bogoliubov relativiste avec couplages
dépendant de la densité et en symétrie axiale pour les noyaux sphériques,
déformés et proches des lignes d’instabilité proton et neutron) par Jean-Paul
Ebran à l’IPN d’Orsay et il serait intéressant de pouvoir l’utiliser dans le
cadre de notre étude. Cependant, les méthodes de champ moyen relativistes
peuvent conduire à des fonctionnelles de la densité au même titre que celle
de Skyrme ; cette approche serait à explorer.

L’équation d’état des étoiles à neutrons peut être utilisée telle quelle pour
prédire des masses et des rayons d’étoiles à neutrons. Cependant, comme il
a été dit dans le premier chapitre, il serait également intéressant d’étudier
l’influence d’autres phénomènes sur les prédictions. En particulier, l’inclu-
sion de saveurs étranges peut se faire naturellement dans notre modèle en
remplaçant la somme sur les protons et les neutrons par une somme sur les
membres de l’octet de SUf (3), N , Λ, Σ et Ξ. Ce travail a été fait dans le
cadre du modèle du couplage quarks-mésons [28]. Il faudrait aussi regarder
l’influence d’une phase déconfinée dans la matière très dense au centre des
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étoiles à neutrons. Les théories type modèle de Walecka ne comportant pas
de quarks, ce travail pourrait être fait à partir d’un modèle de quarks type
NJL ou PNJL (NJL avec boucles de Polyakov).



Annexe A

Détails du calcul de l’énergie

à l’approximation de

Hartree–Fock

Cette annexe détaille les calculs permettant d’obtenir l’énergie de satu-
ration de la matière nucléaire à l’approximation de Hartree-Fock. Par sim-
plicité, on se limite à des interactions de Yukawa pour les mésons comme
dans [2]. Le champ scalaire chiral, quand à lui, est largement traité dans le
corps du texte, on renvoie donc le lecteur au chapitre 5.

1.1 Lagrangien d’interaction

Pour trouver le hamiltonien, il faut commencer par réécrire le lagrangien.
On va transformer chaque partie du lagrangien correspondant à un méson
déterminé, en commençant par exemple par le σ.

Lσ =
1

2
∂µσ∂

µσ − 1

2
m2
σσ

2 − gσψ̄σψ. (1.1)

L’équation d’Euler–Lagrange est la même que celle donnée dans le texte
(3.8) :

(

−� +m2
s

)

σ = −gσψ̄ψ. (1.2)
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Elle permet de réécrire le lagrangien en fonction uniquement du terme d’in-
teraction :

Lσ =
1

2
∂µσ∂µσ −

1

2
m2
σσ

2 − gσψ̄σψ

= −1

2
σ∂µ∂

µσ − 1

2
m2
σσ

2 − gσψ̄σψ

= −1

2
σ
(

� +m2
σ

)

σ − gσψ̄σψ

=
1

2
gσψ̄σψ − gσψ̄σψ

= −1

2
gσψ̄σψ. (1.3)

Dans la deuxième ligne, on a utilisé le fait que implicitement, le lagran-
gien (et non la densité lagrangienne) est intégré sur l’espace et on a fait
une intégration par parties. Pour le méson ω, l’équation d’Euler–Lagrange
s’écrit :

∂µFµν +m2
ωων = gωψ̄γνψ. (1.4)

On suppose que le courant de nucléons est conservé, c’est-à-dire :

∂µ
(

ψ̄γµψ
)

= 0. (1.5)

Le terme de dérivée devient donc :

∂ν∂µFµν +m2
ω∂

νων = ∂ν
(

gωψ̄γνψ
)

= 0, (1.6)

ce qui donne ∂νων = 0. Sachant que Fµν est antisymétrique, l’équation
d’Euler–Lagrange statique devient :

(

� +m2
ω

)

ων = gωψ̄γνψ. (1.7)

On peut alors refaire le même raisonnement (équation (1.3)) que pour le σ
et mettre le lagrangien du ω sous la forme :

Lω = −1

2
gωψ̄γµω

µψ. (1.8)

Le méson ~δ, isovecteur, peut être traité simplement : l’équation d’Euler–
Lagrange ressemble à celle du σ :

(� +m2
δ)
~δ = −gδψ̄~τψ (1.9)

et le lagrangien associé se réduit à :

Lδ = −1

2
gδψ̄~δ · ~τψ. (1.10)
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Le pion et le rho sont plus compliqués à traiter dans la mesure où ils
contiennent deux termes d’interaction et où ceux-ci vont éventuellement
interférer. Pour le pion, bien qu’il faille in fine ne garder qu’un des deux
termes d’interaction, on conserve pour l’instant dans le lagrangien les termes
pseudo-scalaire et pseudo-vecteur. Le lagrangien du rho quand à lui contient
bien les termes vecteur et tenseur :

Lπ =
1

2
∂µπa∂µπa −

1

2
m2
ππ

2
a − igπψ̄γ5~τ · ~πψ − gA

2fπ
ψ̄γ5γµ∂µ~π · ~τψ (1.11)

Lρ = −1

4
~Gµν ~G

µν +
1

2
m2
ρ~ρ

2
a − gρ

(

ψ̄γµ~ρµ · ~τψ −
κρ

2MN
ψ̄σµν∂ν~ρµ · τψ

)

(1.12)

Les équations d’Euler–Lagrange sont obtenues de manière comparable à
celles des autres mésons, en particulier pour le rho on suppose comme pour
le oméga que le courant mésonique est conservé :

(� +m2
π)~π = −gπψ̄γ5~τψ +

gA
2fπ

∂µψ̄γ
5γµ~τψ. (1.13)

(� +m2
ρ)~ρ

µ = gρ

(

ψ̄γµ~τψ +
κρ

2MN
∂νψ̄σ

µν~τψ

)

. (1.14)

Comme pour les autres mésons, les lagrangiens cinétiques sont égaux à la
moitié des lagrangiens d’interaction.

1.2 Expression du hamiltonien

Le hamiltonien est ensuite écrit comme la transformée de Legendre du
lagrangien. Ces calculs ont déjà été faits dans le chapitre 5. On les refait
ici de manière un peu différente. Dans l’approximation statique, les dérivées
temporelles de champs de mésons sont nulles et le hamiltonien se simplifie
selon :

H =

∫

t=0
dx

(

Σiπi
∂ϕi
∂t
−L

)

(1.15)

=

∫

t=0
dx

(

iψ̄γ0∂tψ − ψ̄ (iγµ∂
µ −M)ψ

+
1

2
gσψ̄σψ +

1

2
gωψ̄γµω

µψ +
1

2
gδψ̄~δ · ~τψ

+
i

2
gπψ̄γ

5~τ · ~πψ +
1

2

gA
2fπ

ψ̄γ5γµ∂µ~π · ~τψ

+
1

2
gρ

(

ψ̄γµ~ρµ · ~τψ −
κρ

2MN
ψ̄σµν∂ν~ρµ · τψ

))

(1.16)

Afin d’écrire le hamiltonien en fonction des champs de nucléons qui sont les
degrés de liberté du système, on écrit les champs de mésons en fonction de
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ceux des nucléons. Les équations d’Euler–Lagrange permettent de trouver
les champs de mésons de la forme présentée équations (3.11) et (3.12) avec
les propagateurs de la forme à droite de l’équation (3.14). Pour la partie
cinétique et les trois mésons sigma, oméga et delta, on trouve simplement :

H =

∫

t=0
dx
(

iψ̄γ0∂tψ − ψ̄
(

iγ0∂t − iγi · ∂i −M
)

ψ
)

+

∫

t=0
dx

(

1

2
gσψ̄(~x)σ(~x)ψ(~x) +

1

2
gωψ̄(~x)γµω

µ(~x)ψ(~x) +
1

2
gδψ̄(~x)~δ(~x) · τψ(~x)

)

=

∫

t=0
dx
(

ψ̄(−iγ ·∇ +M)ψ
)

−g
2
σ

2

∫

dxdx′ψ̄(x)ψ̄(x′)Dσ(x− x′)ψ(x′)ψ(x)

+
g2
ω

2

∫

dxdx′ψ̄(x)ψ̄(x′)Dωγµ(1)γ
µ(2)(x − x′)ψ(x′)ψ(x)

−g
2
δ

2

∫

dxdx′ψ̄(x)ψ̄(x′)Dδ(x− x′)~τ (1) · ~τ(2)ψ(x′)ψ(x), (1.17)

ce qui correspond bien à l’équation (3.15). Comme expliqué à cet endroit, les
indices (1) et (2) font référence à la contraction entre les fermions dépendant
de x ou de x′. Pour les mésons pion et rho, la situation est plus complexe.
D’une part, la présence des dérivées doit être traitée avec précaution, d’autre
part les expressions des mésons dépendent de deux termes à chaque fois, un
pseudo-scalaire et un pseudo-vecteur pour le pion, un vecteur et un tenseur
pour le rho. Lorsqu’on injecte l’équation dans le hamiltonien, il apparâıt des
termes croisés entre les deux types d’interaction pour chacun des mésons. On
commence par réécrire l’équation donnant le pion en fonction des champs
de fermions :

π(x) =

∫

d4x′Dπ(x− x′)
(

−gπψ̄(x′)γ5τψ(x′) +
gA
2fπ

∂′µψ̄(x′)γ5γµ~τψ(x)

)

=

∫

d4x′
(

−gπψ̄(x′)Dπ(x− x′)γ5τψ(x′)− gA
2fπ

ψ̄(x′)∂′µDπ(x− x′)γ5γµ~τψ(x)

)

=

∫

d4x′
(

−gπψ̄(x′)Dπ(x− x′)γ5τψ(x′) +
gA
2fπ

ψ̄(x′)∂µDπ(x− x′)γ5γµ~τψ(x′)

)

(1.18)
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où l’on a fait une intégration par parties dans la deuxième ligne et remarqué
que ∂′D(x−x′) = −∂D(x−x′). Ainsi pour le pion, le hamiltonien devient :

Hπ =
1

2

∫

t=0
dx

(

gπψ̄(~x)γ5~π(~x) · ~τψ(~x)− gA
2fπ

~π(~x)∂µψ̄(~x)γ5~τψ(~x)

)

=
1

2

∫

t=0
dx

(

gπψ̄(~x)γ5~π(~x) · ~τψ(~x) +
gA
2fπ

∂µ~π(~x)ψ̄(~x)γ5~τψ(~x)

)

=
1

2

∫

t=0
dx

∫

t=0
dx′

(

− g2
πψ̄(~x)ψ̄(x′)Dπ(x− x′)(γ5~τ)(1)(γ5~τ)(2)ψ(x′)ψ(~x)

+gπ
gA
2fπ

ψ̄(~x)ψ̄(x′)∂µDπ(x− x′)(γ5~τ)(1)(γ5γµ~τ)(2)ψ(x′)ψ(~x)

−gπ
gA
2fπ

∂µDπ(x− x′)ψ̄(x′)γ5τψ(x′)ψ̄(~x)γ5~τψ(~x)

−
(

gA
2fπ

)2

∂µ∂
µDπ(x− x′)ψ̄(x′)γ5τψ(x′)ψ̄(~x)γ5~τψ(~x)

)

=
1

2

∫

t=0
dx

∫

t=0
dx′

(

− g2
πψ̄(~x)ψ̄(x′)Dπ(x− x′)γ5~τψ(x′)γ5~τψ(~x)

−
(

gA
2fπ

)2

∂µ∂
µDπ(x− x′)ψ̄(x′)γ5τψ(x′)ψ̄(~x)γ5~τψ(~x)

)

. (1.19)

Ici encore, dans la deuxième ligne, on a effectué une intégration par parties.
Les termes croisés du pion disparaissent.

Pour le rho, on peut reprendre la même méthodologie, en écrivant le
champ de rho en fonction des champs de mésons :

~ρ(x)µ = gρ

∫

d4x′
(

Dρ(x− x′)ψ̄γµ~τψ +
κρ

2MN
∂νDρ(x− x′)ψ̄σµν~τψ

)

.

(1.20)

Cette fois-ci, en revanche, les termes croisés ne disparaissent pas :

Hρ =
g2
ρ

2

∫

t=0
dx

∫

t=0
dx′

(

ψ̄(~x)ψ̄(x′)Dρ(x− x′)(γµ~τ)(1)(γµ~τ )(2)ψ(x′)ψ(~x)

+
κρ

2MN
ψ̄(~x)ψ̄(x′)∂αDρ(x− x′)(γµ~τ)(1)(σµα~τ)(2)ψ(x′)ψ(~x)

+
κρ

2MN
ψ̄(~x)ψ̄(x′)∂αDρ(x− x′)(σµα~τ)(1)(γµ~τ)(2)ψ(x′)ψ(~x)

+

(

κρ
2MN

)2

ψ̄(~x)ψ̄(x′)∂α∂βDρ(x− x′)(σµα~τ)(1)(σµβ~τ)(2)ψ(x′)ψ(~x)

)

.

(1.21)

1.3 Densité d’énergie

Afin de calculer la densité d’énergie ε, on utilise les équations (2.11),
(2.12) et (3.17) à (3.22). Par soucis de simplicité, il a été décidé ici de passer
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directement en représentation d’impulsion. On retrouvera donc les résultats
présentés dans le chapitre sur le modèle de Walecka qui sont aussi ceux qu’on
utilise numériquement.

1.3.1 Énergie cinétique

On commence par le terme d’énergie cinétique :

εcin =
〈ϕ0|

∫

t=0 dx
(

ψ̄(−iγ · ∇+ M)ψ
)

|ϕ0〉
V

=
1

V 2

∑

p1, α1

p2, α2

∫

dxūα2(p2)e
−ip1 ·x (γ · p1 + M) eip1 ·xuα1(p1)

∏

p3 ∈ F, α3

p4 ∈ F, α4

〈0|bp4 ,α4b
+
p2,α2

bp1,α1b
+
p3,α3

|0〉.

L’intégrale sur dx donne comme en (3.18) un facteur V δp1−p2 en notations
discrètes. La contraction sur le vide des opérateurs de création et d’anni-
hilation donne un facteur δα1,α2 si p1 < pF et 0 sinon. Le terme d’énergie
cinétique est donc finalement :

εcin =
1

V

∑

p1∈pF ,α1

ūα1(p1) (γ · p1 + M) uα1(p1) (1.22)

=

∫

4dp

(2π)3

(

p
P ∗(p)

E∗(p)
+M

M∗(p)

E∗(p)

)

. (1.23)

Ce terme correspond bien au terme d’énergie cinétique dans l’équation (3.23).
On a utilisé pour la dernière égalité les résultats suivants :

1

2

∑

spin

ū(p)γu(p) =
P∗

E∗
(p) (1.24)

1

2

∑

spin

ū(p)u(p) =
M∗

E∗
(p) (1.25)

1

V

∑

p∈F,α

=

∫ pF

0

4dp

(2π)3
1

2

∑

spin

(1.26)

avec le facteur 4 = 2× 2 pour le spin et l’isospin.
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1.3.2 Énergie de Hartree

Le terme potentiel de la densité d’énergie quant à lui s’écrit, avec les
mêmes remplacements que plus haut :

εpot =
1

2

〈Φ0|
∫

dxdx′ψ̄(x)ψ̄(x′)DX(x− x′)ΓX(1)ΓX (2)ψ(x′)ψ(x)|Φ0〉
V

=
1

2V 4

∑

p1,p2,p3,p4,q
α1, α2, α3, α4

ūα4(p4)ūα3(p3)e
−ip4 ·xe−ip3·x′

eiq·(x−x′)

1

q2 +m2
X

ΓX(1)ΓX(2)eip2 ·x′

eip1 ·x

∏

p5 ∈ F, α5

p6 ∈ F, α6

〈0|bp6 ,α4b
+
p4,α4

b+p3,α3
bp2,α2bp1,α1b

+
p5,α5

|0〉

L’intégration sur x donne un facteur V δp4−p1−q et l’intégration sur x′ donne
un facteur V δp3−p2+q. La contraction sur le vide des opérateurs de création
et d’annihilation impose p1 < pF et p2 < pF ainsi que le facteur :

δ(p1+q,α4),(p1,α1)δ(p2−q,α3),(p2,α2) − δ(p1+q,α4),(p2,α2)δ(p2−q,α3),(p1,α1)

= δq=0δα4,α1δα3,α2 − δq=p2−p1δα3,α1δα4,α2 .
(1.27)

Le premier terme correspond au terme dit de Hartree (terme direct), le
deuxième au terme dit de Fock (terme d’échange). On va calculer séparément
la densité d’énergie de Hartree et celle de Fock.

Pour Hartree, on peut remarquer que la somme sur l’isospin est telle
que :

∑

α

〈χα|χα〉 = 2 (1.28)

où α désigne juste l’isospin ici pour les termes isoscalaires et :

∑

α

= 〈χα|τi|χα〉

= 〈χα|τ3|χα〉
= δα=p − δα=n (1.29)

pour les termes isovecteurs. En particulier, dans la matière symétrique, la
contribution des termes isovecteurs à Hartree est nulle. En incluant ces
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résultats, on peut écrire la densité d’énergie de Hartree :

εHartree =
∑

X

1

2m2
XV

2

∑

p1,p2

α1, α2

ūα1(p1)ΓX(1)uα1(p1)ūα2(p2)ΓX(2)uα2(p2)

= −1

2

(

gσ
mσ

)2




∫ pF

0

4dp

(2π)3
1

2

∑

spin

ū(p)u(p)





2

+
1

2

(

gω
mω

)2




∫ pF

0

4dp

(2π)3
1

2

∑

spin

u+(pu(p)





2

−1

2

(

gδ
mδ

)2(∫ pF

0

4dp

(2π)3
1

2
(ū(p)u(p))p − (ū(p)u(p))n

)2

+
1

2

(

gρ
mρ

)2(∫ pF

0

4dp

(2π)3
1

2
(ū(p)γµu(p))p − (ū(p)γµu(p))n

)2

= −1

2

(

gσ
mσ

)2(∫ pF

0

4dp

(2π)3
M∗

E∗
(p)

)2

+
1

2

(

gω
mω

)2(∫ pF

0

4dp

(2π)3

)2

−1

2

(

gδ
mδ

)2(∫ pF

0

2dp

(2π)3
M∗
p

E∗
p

− M∗
n

E∗
n

)

)2

+
1

2

(

gρ
mρ

)2(∫ pFp

0

2dp

(2π)3
−
∫ pFn

0

2dp

(2π)3

)2

= −1

2

(

gσ
mσ

)2

ρ2
S +

1

2

(

gω
mω

)2

ρ2

−1

2

(

gσ
mσ

)2

(ρSp − ρSn)2 +
1

2

(

gρ
mρ

)2

(ρp − ρn)2 (1.30)

Ce terme correspond bien au terme de Hartree dans l’équation (3.24. Pour
la deuxième égalité, on a utilisé le fait que l’intégrant oméga donné par
ūγµu = ūγ0u = u+u, en effet :

ūγiu ∼ (1,−~σp)

(

0 σi
−σi 0

)(

1
~σp

)

= σi~σp + ~σpσi

= σi, σjpj

= 2pi (1.31)

dont l’intégrale sur dp est nulle. Pour le rho, seul le terme vecteur donne
une contribution non nulle car les termes croisé et tenseur dépendent de q
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qui est nul pour la partie Hartree. De plus, le terme Hartree du pion est
toujours nul car le terme pseudo-vecteur est nul à cause de q = 0 et le
terme pseudo-scalaire dépend de la contraction des spineurs ūγ5u = 0. Pour
la troisième ligne, on a utilisé les équations (1.24). Enfin, la dernière ligne
utilise les définitions de la densité (2.1) et de la densité scalaire (3.26).

1.3.3 Énergie de Fock

Pour les termes de Fock, les sommes sur l’isospin contribuent de la
manière suivante :

∑

α1α2

〈χα1 |χα2〉〈χα2 |χα1〉 = 2 (1.32)

pour la partie isoscalaire et :

∑

α1α2,i

〈χα1 |τi|χα2〉〈χα2 |τi|χα1〉 =
∑

α1α2

〈χα1 |τ+|χα2〉〈χα2 |τ−|χα1〉

∑

α1α2

〈χα1 |τ−|χα2〉〈χα2 |τ+|χα1〉
∑

α1α2

〈χα1 |τ3|χα2〉〈χα2 |τ3|χα1〉

= 2δα1=p,α2=n + 2δα1=n,α2=p + δα1=α2=p + δα1=α2=n

(1.33)

pour la partie isovectorielle. On peut remarquer que dans la matière symé-
trique, le facteur d’isospin d’un méson isovecteur (3 × 2) est trois fois celui
d’un méson isoscalaire (2). On a utilisé les propriétés des matrices définies
à partir des matrices de Pauli :

τ± =
τ1 ± iτ2√

2
. (1.34)

Ainsi, le terme de Fock se développe suivant :

εFock =
1

2V 2

∑

X

∑

p1,p2

α1, α2

ūα1(p1)ΓXuα2(p2)ūα2(p2)ΓXuα1(p1)
1

(p2 − p1)2 +m2
X

.

On utilise la relation :

1

2

∑

spin

u(p)ū(p) =
/p+M

2E
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en se rappelant ici que les u sont étoilés. En tenant compte de la dépendance
en isospin, on obtient :

εFock =
1

2
g2
σ

∫

4
∑

N

dp

(2π)3
dp′

(2π)3
1

(p− p′)2 +m2
σ

Tr

(

/P ∗(p) +M∗(p)

2E∗(p)

/P ∗(p′) +M∗(p′)

2E∗(p′)

)

−1

2
g2
ω

∫

4
∑

N

dp

(2π)3
dp′

(2π)3
1

(p− p′)2 +m2
ω

Tr

(

/P ∗(p) +M∗(p)

2E∗(p)
γµ
/P ∗(p′) +M∗(p′)

2E∗(p′)
γµ

)

+
1

2
g2
δ

∫

4
∑

N

dp

(2π)3
dp′

(2π)3
1

(p− p′)2 +m2
δ

Tr

(

/P ∗(p) +M∗(p)

2E∗(p)

/P ∗(p′) +M∗(p′)

2E∗(p′)

)

−1

2
g2
ρ

∫

4
∑

N

dp

(2π)3
dp′

(2π)3
1

(p− p′)2 +m2
ρ

Tr

(

/P ∗(p) +M∗(p)

2E∗(p)
Γµρ
/P ∗(p′) +M∗(p′)

2E∗(p′)
Γ

′

ρµ

)

−1

2

(

gA
2fπ

)2 ∫

4
∑

N

dp

(2π)3
dp′

(2π)3
1

(p− p′)2 +m2
π

Tr

(

/P ∗(p) +M∗(p)

2E∗(p)
/qγ5 /P

∗(p′) +M∗(p′)

2E∗(p′)
/qγ5

)

,

soit après le calcul des traces :

εFock =
1

2
g2
σ

∫

4
∑

N

dp

(2π)3
dp′

(2π)3
1

(p− p′)2 +m2
σ

2P ∗ · P ∗′ + 2M∗M∗′

E∗E∗′

−1

2
g2
ω

∫

4
∑

N

dp

(2π)3
dp′

(2π)3
1

(p− p′)2 +m2
ω

−2P ∗ · P ∗′ + 4M∗M∗′

E∗E∗′

+
1

2
g2
δ

∫

4
∑

N

dp

(2π)3
dp′

(2π)3
1

(p− p′)2 +m2
δ

2P ∗ · P ∗′ + 2M∗M∗′

E∗E∗′

−1

2
g2
ρ

∫

4
∑

N

dp

(2π)3
dp′

(2π)3
1

(p− p′)2 +m2
ρ

−2P ∗ · P ∗′ + 4M∗M∗′

E∗E∗′

−1

2
g2
ρ

κρ
2MN

∫

4
∑

N

dp

(2π)3
dp′

(2π)3
1

(p− p′)2 +m2
ρ

12(p′ ·P∗′ − pP ∗)M∗′

E∗E∗′
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−1

2
g2
ρ

(

κρ
2MN

)2 ∫

4
∑

N

dp

(2π)3
dp′

(2π)3
1

(p− p′)2 +m2
ρ

3(p− p′)2P ∗ · P ∗′ + 3(p− p′)2M∗M∗′ + 6(p− p′) ·P∗(p− p′) ·P∗′

E∗E∗′

−1

2
g2
π

∫

4
∑

N

dp

(2π)3
dp′

(2π)3
1

(p− p′)2 +m2
π

−P ∗ · P ∗′ +M∗M∗′

E∗E∗′

−1

2

(

gA
2fπ

)2 ∫

4
∑

N

dp

(2π)3
dp′

(2π)3
1

(p− p′)2 +m2
π

(p− p′)2P ∗ · P ∗′ + (p− p′)2M∗M∗′2 + 2(p− p′) ·P∗(p− p′) ·P∗′

E∗E∗′

où A ·B désigne le produit de deux quadrivecteurs mais A désigne la norme
du vecteur A. Pour les mésons isovecteurs, la somme sur N tient compte
des six facteurs de l’équation (1.33). La définition des vertex d’interaction
du rho est donnée équation (6.34).

Afin de simplifier cette dernière expression pour le calcul numérique, on
effectue les intégration angulaires sur p et p′. On développe le produit sur
les quadrivecteurs : P · P ′ = EE′ −P ·P′ = EE′ − PP ′ cos(θ). θ est l’angle
entre P et P′. On obtient par exemple pour le sigma :

εFock =
1

2
g2
σ

∫

4
p2dpdθdϕ

(2π)3
4p′2dp′dθ

′

dϕ
′

(2π)3
2

(

1 +
M∗M∗′

E∗E∗′
− P ∗P ∗′

E∗E∗′
cos θ

)

1

p2 + p′2 − 2pp′ cos θ +m2
σ

. (1.35)

Après intégration sur θ, ce qui donne les θi et les φi, sur les angles restants
et après suppression des termes de contact comme expliqué section 5.4, il
reste des formules analogues à l’équation (3.25) :

εFock =
g2
σ

(2π)4

∫

pdpp′dp′
1

2

∑

N

(

θσ +
M∗M∗′

E∗E∗′
θσ − 2

P ∗P ∗′

E∗E∗′
φσ

)

+
g2
ω

(2π)4

∫

pdpp′dp′
1

2

∑

N

(

2θω − 4
M∗M∗′

E∗E∗′
θω − 4

P ∗P ∗′

E∗E∗′
φω

)

+
gδ

(2π)4

∫

pdpp′dp′
1

2

∑

N

(

θδ +
M∗M∗′

E∗E∗′
θδ − 2

P ∗P ∗′

E∗E∗′
φδ

)

+
g2
ρ

(2π)4

∫

pdpp′dp′
1

2

∑

N

(

2θρ − 4
M∗M∗′

E∗E∗′
θρ − 4

P ∗P ∗′

E∗E∗′
φρ

)
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+
g2
ρ

(2π)4
κρ

2MN

∫

pdpp′dp′
1

2

∑

N

(

12(pθρ − 2p′φρ)
P ∗

E∗

M∗′

E∗′

)

+
g2
ρ

(2π)4

(

κρ
2MN

)2 ∫

pdpp′dp′
1

2

∑

N

[

−m2
ρθρ − 3m2

ρ

M∗M∗′

E∗E∗′
θρ

+4
(

(p2 + p
′2 −m2

ρ/2)φρ − pp′θρ
) P ∗P ∗′

E∗E∗′

]

+
1

(2π)4
g2
π

∫

pdpp′dp′
1

2

∑

N

(

θπ −
M∗M∗′

E∗E∗′
θπ − 2

P ∗P ∗′

E∗E∗′
φπ

)

+
1

(2π)4

(

gA
2fπ

)2 ∫

pdpp′dp′
1

2

∑

N

[

−m2
πθπ −m3

π

M∗M∗′

E∗E∗′
θπ

+2
(

(p2 + p
′2)φπ − pp′θπ

) P ∗P ∗′

E∗E∗′

]

.

Les θi et les φi sont obtenus par le calcul :

θi(p, p
′) = 2pp′

∫ 1

−1

du

(p− p′)2 +m2
i i

= ln

(

(p+ p′)2 +m2
i

(p− p′)2 +m2
i

)

φi(p, p
′) = pp′

∫ 1

−1

udu

(p− p′)2 +m2
i i

p2 + p′2 +m2
i

4pp′
θi(p, p

′)− 1. (1.36)

Ces résultats correspondent bien à ceux de l’article [2].
Les termes pseudo-vecteurs du pion et tenseur du rho contiennent des

morceaux dépendant de q2. On les décompose suivant un terme de Yukawa
et un terme de contact :

q2

q2 +m2
i

= 1− m2
i

q2 +m2
i

. (1.37)

La contribution des termes de contact est donc simplement obtenue en rem-
plaçant par 1 les termes compliqués dépendant de q2 (attention, il est aussi
caché dans certains produits de P ∗ et P ′∗). Ainsi,

εcπ =
3

16

(

mπgA
2fπ

)2

(ρ2 + ρ2
S)

εcρ =
3

16

(

gρκρ
2MN

)2

(ρ2 + 3π2
S). (1.38)

Comme expliqué avec l’équation (5.74), ces termes doivent être multipliés
par un coefficient rendant compte des corrélations à deux corps et donnés
équation (5.76).



Annexe B

Propriétés des tenseurs T µν

Les Tµν sont donnés équation (6.14).
Leurs normes sont les suivantes :

T 1
µνT

µν
1 = 2 , T 4

µνT
µν
4 = 2

T 2
µνT

µν
2 = 1 , T 5

µνT
µν
5 = 2

T 3
µνT

µν
3 = 1 , T 6

µνT
µν
6 = −2

(2.1)

Ces tenseurs, contractés entièrement avec un autre, donnent zéro :

i 6= j, T iµνT
µν
j = 0 (2.2)

Il faut faire attention lorsqu’on décompose un corrélateur sur ces tenseurs :
souvent pour connâıtre la composante Πi de Πµν sur T µνi , on calcule de
produit T iµνΠ

µν . Ce résultat doit être divisé par la norme de Ti pour obtenir
Πi.

Dans les équations de Dyson (6.6), des produits de plusieurs Ti inter-
viennent. On ne donne ici que ceux qui sont utiles dans cette thèse. En par-
ticulier, les contractions avec T5 n’interviennent jamais car les composantes
des corrélateurs et des propagateurs de mésons sur ce tenseur sont toutes
nulles. On donne néanmoins les contractions avec T4 qui seraient utiles dans
le cas où on chercherait à inclure la contribution du baryon ∆. Dans les
équations ci-dessous (2.3 à 2.8), on donne les contractions non nulles entre
les Ti, c’est à dire telles que TiµαT

αν
j 6= 0 :

T1µαT
αν
1 = T ν1µ (2.3)

T2µαT
αν
2 = T ν2µ (2.4)

T3µαT
αν
3 = T ν3µ (2.5)

T4µαT
αν
4 = T ν2µ + T ν3µ (2.6)

T6µαT
αν
6 = (2δνµ − 2qµq

ν)espace (2.7)

T1µαT
αν
6 = T6µαT

αν
1 = T ν1µ (2.8)

139



140 ANNEXE B. PROPRIÉTÉS DES TENSEURS T µν

Il est évident sur ces équations que les trois premiers tenseurs sont ortho-
gonaux entre eux. Ceci permet de séparer les équations de Dyson dans le
cas purement axial comme il a été fait équation (6.27). De même, le propa-
gateur de polarisation du rho conduit à deux équations découplées sur les
canaux transverse et relativiste. Enfin, le propagateur de couplage axial-rho
est selon T6. Les équations de Dyson (6.49) contiennent des termes du type
Π0

6VΠ6 qui peuvent se factoriser de la manière suivante :

Π0µα
6 VαβΠ

βν
6 = Π0

6T
µα
6 (VTT1αβ + VRT2αβ + VLT3αβ)Π

βν
6

= Π0
6T

µα
6 VTT1αβΠ

βν
6

= Π0
6VTΠ6T

µν
1 . (2.9)

Lorsqu’on projette la deuxième et la troisième équation du système (6.49)
sur les trois premiers tenseurs pour obtenir les équations de Dyson dans les
trois premiers canaux, on voit bien que le couplage axial/rho n’intervient
que pour la partie transverse. De même, les termes en Π0

6V Π et Π0VΠ6 se
décomposent selon T6 uniquement.

Afin de justifier la terminologie de canal transverse et canal longitudinal,
on regarde la limite non relativiste des trois premiers tenseurs :

T µν1 −→ −δij +
qiqj

q2
(2.10)

T µν2 −→ O
(

q

2MN

)

(2.11)

T µν3 −→ −q
iqj

q2
. (2.12)

On reconnâıt pour T1 le projecteur sur le canal transverse et pour T3 celui
sur le canal longitudinal. T2 disparâıt, d’où le nom « purement relativiste »

pour le canal correspondant.



Annexe C

Propagateurs de polarisation

Dans cette annexe, on donne l’expression des propagateurs de polarisa-
tion intégrés sur les angles et utilisée dans les calculs numériques. On note
u l’angle entre les vecteurs p et q.

D’après l’expression des Kj, quatre types d’intégrales sont à considérer.
La plus simple est lorsque le numérateur de l’intégrand ne dépend pas de u :
∫ 1

−1

du

q2 + 2p · q + (qµ → −qµ) =
−1

2|p||q| ln
(

q2 − 2|p||q| + 2εω

q2 + 2|p||q| + 2εω

)

+ (qµ → −qµ)

=
−1

2|p||q| ln
(

(q2 − 2|p||q|)2 − 4ε2ω2

(q2 + 2|p||q|)2 − 4ε2ω2

)

= ln1 (3.1)

où ln1 est une notation utilisée par la suite. Il y a ensuite les termes dont le
numérateur dépend linéairement de u :
∫ 1

−1

p · qdu
q2 + 2p · q + (qµ → −qµ) =

1

2

∫ 1

−1

(q2 + 2p · q)du
q2 + 2p · q + (qµ → −qµ)

−1

2

∫ 1

−1

q2du

q2 + 2p · q + (qµ → −qµ)

= 2 +
q2

4|p||q| ln1 (3.2)

et :
∫ 1

−1

p · qdu
q2 + 2p · q + (qµ → −qµ) =

∫ 1

−1

(εω − p · q)du
q2 + 2p · q + (qµ → −qµ)

=
−εω

2|p||q| ln
(

q2 − 2|p||q| + 2εω

q2 + 2|p||q| + 2εω

)

+ (qµ → −qµ)− 2− q2

4|p||q| ln1

=
−εω

2|p||q| ln
(

(q2)2 − 4(|p||q| − εω)2

(q2)2 − 4(|p||q| + εω)2

)

− 2− q2

4|p||q| ln1

=
−εω

2|p||q| ln2−2− q2

4|p||q| ln1 (3.3)
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avec ici aussi une nouvelle notation ln2, facteur dû au fait que ω change de
signe dans le dernier terme. Enfin, il reste des termes dépendant de u2 :

∫ 1

−1

p2
T du

q2 + 2p · q + (qµ → −qµ) =

∫ 1

−1

(p2 − (p · q)2)du

q2 + 2p · q + (qµ → −qµ)

=

∫ 1

−1

[p2 −
(

(q2)2

4 + ε2ω2 + q2εω
)

q2 + 2p · q

−2(q2 + 2εω − 1

4
(q2 + 2εω + 2p · q

]

du+ (qµ → −qµ)

= −p2 − (q2)2

4 − ε2ω2

2|p||q| ln1−q2 −
q2

2|p||q|εω ln2 . (3.4)

Avant de passer à l’expression des propagateurs intégrée sur u, on effec-
tue la rotation de Wick. Pour ln1 il n’y a pas de soucis :

ln1(z, |q|) = ln

(

(q2 − 2|p||q)2 + 4z2ε2

(q2 + 2|p||q|)2 + 4z2ε2

)

. (3.5)

En revanche, ln2, comme ω, devient imaginaire. On effectuera la transfor-
mation :

ω ln2 = z ln2(z, |q|) = −2zatan

(

8|p||q|zε
(q2)2 − 4p2q2 + 4z2ε2

)

. (3.6)
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Enfin, les expressions des propagateurs de polarisation sont :

Π0
aT = − 1

8π2

q2

|q|3
∫

pdp

ε

[(

4ε4 − z2 + |q|2 − 4
|q|2
q2

M∗2

)

ln1(z, |q|)

+8|p||q|−z
2 + |q|2
q2

+ 4εz ln2(z, |q|)
]

(3.7)

Π0
aR =

1

4π2

1

|q|3
∫

pdp

ε

[

(

−4M∗2z2 + 4|p|2q2 + (q2)2
)

ln1(z, |q|)

+8|p||q|q2 + 4εz ln2(z, |q|)
]

(3.8)

Π0
aL =

1

4π2

1

|q|

∫

pdp

ε
4M∗2 ln1(z, |q|) (3.9)

Π0
ρT =

1

4π2

q2

|q|3
∫

pdp

ε
[

− 1

2

{(

4ε2 − z2 + |q|2 + 4
|q|2
q2

M∗2

)

ln1(z, |q|) + 8|p||q|−z
2 + |q|2
q2

+ 4εz ln2(z, |q|)
}

−κ∗ρ|q|2 ln1(z, |q|)

+
1

2

(

κρ
2MN

)2
{(

−4M∗2|q|2 + 4ε2q2 + (q2)2
)

ln1(z, |q|) + 8|p||q|q2 + 4εz ln2(z, |q|)
}

]

(3.10)

Π0
ρR =

1

4π2

q2

|q|3
∫

pdp

ε
[

{(

4ε2 + q2
)

ln1(z, |q|) + 8|p||q| + 4εz ln2(z, |q|)
}

−2κ∗ρ|q|2 ln1(z, |q|)

+

(

κρ
2MN

)2
{(

z2|q|2 + 4p2q2 + 4ε2z2
)

ln1(z, |q|) + 8|p||q|z2 − 4q2εz ln2(z, |q|)
}

]

(3.11)

Π0
6 =

κ∗ρ
4π2

q2

|q|2
∫

pdp

ε
{2ε ln1(z, |q|) + z ln2(z, |q|)} . (3.12)
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[45] A. Ali Khan et al. Light Hadron Spectroscopy with Two Flavors of
Dynamical Quarks on the Lattice. Phys. Rev., D65 :054505, 2002.

[46] S. Aoki et al. Light hadron spectroscopy with two flavors of O(a)-
improved dynamical quarks. Phys. Rev., D68 :054502, 2003.
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1.1 Physique nucléaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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4.2 Modèle σ-linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
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4.4 Échec d’un modèle purement chiral . . . . . . . . . . . . . . . 65

5 Effets du confinement 69

5.1 Lagrangien chiral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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5.4.2 Effet du réarrangement . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
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6 Corrélations 101
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6.3.1 Contribution du ρ découplé . . . . . . . . . . . . . . . 109



TABLE DES MATIÈRES 153
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Résumé

Le but de cette thèse est de construire un modèle décrivant la matière
nucléaire symétrique et asymétrique dans une approche relativiste incluant
des effets de la chromodynamique quantique, en particulier la symétrie chi-
rale et le confinement. Le système considéré est une assemblée de nucléons en
interaction via l’échange de mésons. L’attraction est assurée par la présence
d’un champ scalaire invariant chiral lié aux fluctuations du condensat de
quarks. La saturation est obtenue après ajout de la réponse scalaire nucléo-
nique liée à la sous-structure en quarks du nucléon. Les paramètres liés au
secteur scalaire de l’interaction et au confinement des quarks dans le nucléon
sont estimés à partir de données sur réseau. Le reste des paramètres est
contraint autant que possible par la phénoménologie hadronique. Le modèle
n’est ainsi quasiment pas ajustable, le fait qu’il donne de si bons résultats
constitue l’originalité de ce travail de thèse.

Dans un premier temps, nous avons choisi de travailler à l’approximation
de champ moyen dans le schéma Hartree–Fock. La propagation du champ
scalaire dans les termes de Fock conduit à des effets de réarrangement qui
permettent de satisfaire le théorème de Hugenhotz–Van Hove. Nous souli-
gnons également le rôle du terme tenseur du ρ dans l’énergie d’asymétrie
ainsi que dans la dépendance en isospin de la masse effective de Landau.
Enfin, nous donnons l’équation d’état des étoiles à neutrons prédite par
ce modèle. Dans un deuxième temps, nous avons décidé d’inclure des ef-
fets au-delà du champ moyen en incluant l’énergie de corrélation due aux
boucles de pions. Un ingrédient important est l’introduction d’un paramètre
de Landau–Migdal contrôlant les interactions à courte portée. L’énergie de
corrélation améliore la description des propriétés de la matière nucléaire au
niveau du point de saturation.
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Summary

This work aims at constructing a model for symmetric and asymmetric
nuclear matter in a relativistic approach including effects from quantum
chromodynamics, in particular chiral symmetry and confinement. We consi-
der an assembly of nucleons interacting via meson exchange. The attraction
is due to a chiral invariant scalar field associated with the fluctuations of the
chiral condensate. The inclusion of scalar nucleonic effects due to the quark
substructure of the nucleon ensures the saturation to occur. The parameters
corresponding to the scalar sector of the interaction and to the quarks confi-
nement in the nucleon are obtained from lattice calculations. The rest of
the parameters are obtained as much as possible by hadron phenomenology.
With such constrained inputs, the results are nevertheless very good : this
constitutes the originality of this work.

In one part, we chood to work at the mean-field level in the Hartree–Fock
scheme. The propagation of the scalar field in the Hartree-Fock terms induce
some rearrangement effects which play an essential role in the Hugenhotz–
Van hove theorem. We discuss also the role of the tensor part of the ρ inter-
action in the symmetry energy and the isospin dependance of the Landau
effective mass. Then, in the idea to enlarge this work to neutron stars, we
give the equation of state predicted by our model. The last step corresponds
to the introduction of effects after the mean-field including the correlation
energy due to pion loops. An important ingredient is the Landau-Migdal pa-
rameter controling short range interactions. The correlation energy enhances
the description of the saturation point of nuclear matter.






