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Abstract (francais)

Mots clés : Vérification formelle, Model-checking, Systémes infinis, Logiques tempo-
relles, Méthodes & base d’automates, Domaines concrets.

L’utilisation omniprésente des systémes informatiques dans notre vie quotidienne, dans
des contextes parfois critiques, impose de s’assurer au préalable de leur bon fonctionnement.
Face a la complexité croissante de ces systémes, le recours aux méthodes de vérification
formelles est une solution pour suppléer les méthodes de simulations et de tests qui ne
peuvent étre complétement exhaustives du fait de la multitude de scénarios possibles.

Parmi les méthodes de vérification formelles, le model-checking présente I’avantage d’étre
complétement automatisé. Le principe général de cette approche consiste a développer des
algorithmes pour vérifier qu'une spécification exprimée la plupart du temps sous la forme
d’une formule logique est satisfaite par une représentation symbolique (modeéle) du systéme.

Les langages historiques de spécification tels que LTL ou CTL* utilisent comme formules
atomiques des variables propositionnelles. En conséquence, les propriétés exprimées dans ces
logiques portent principalement sur les états de controle du modéle. Dans cette thése, notre
but est de vérifier des propriétés plus riches portant sur divers objets (données) manipules
par les modeéles : des entiers (compteurs), des réels (horloges), des chaines de caractéres
(piles, files)... Une particularité de ces objets est qu'ils peuvent prendre une infinité de
valeurs et induisent donc des systémes avec un nombre infini d’états.

Nous proposons la définition d'un cadre général pour I'extension des logiques temporelles
classiques avec des contraintes induites par un domaine concret, c’est-a-dire un domaine d’in-
terprétation (infini) pour les variables et un ensemble de relations. De plus, les extensions
que nous considérons permettent de comparer la valeur des variables a différents états de
I'exécution. Nous établissons des résultats de décidabilité et de complexité pour plusieurs
problémes de model-checking impliquant diverses instances de ces extensions. Nous privilé-
gions pour cela I’approche a base d’automates en combinant des constructions connues pour
les logiques propositionelles classiques avec différentes méthodes d’abstraction finie des mo-
déles dont les variables sont interprétées dans des domaines infinis. Nous considérons entre
autre divers fragments de logiques temporelles (linéaires et arborescentes) étendues avec des
contraintes de Presburger ainsi qu'une variante de LTL avec des contraintes de répétition
comportant un mécanisme de stockage sous-jacent.



Abstract (english)

Keywords : Formal verification, Model-checking, Infinite systems, Temporal logics, Au-
tomata based approaches, Concrete domains.

The ubiquity of computer systems in everyday life and particularly in catical contexts
impose to ensure their good behavior. These systems are more and more complex and the
use of formal verification methods is a good way to supply testing. Indeed simulations cannot
be exhaustive because of the large amount of possible scenarios.

Model-checking is a technique to verify automatically computer systems. Basically, it
consists in developping algorithms to check that a specification usually expressed by some
logical formula is satisfied by a symbolic representation (model) of the system. Historical
specification language such that LTL or CTL* use propositional variables as atomic for-
mulas. Consequently, these logics allow to state properties only on the control locations of
the models. In this thesis, we aim at checking richer properties on the objects (data) that
models can handle : intergers (counters), reals (clocks), strings (stacks, queues)... A parti-
cularity of this kind of data data is that their interpretation domain is infinite and so the
corresponding models have an infinite amount of states.

We introduce a general definition for the extensions of temporal logics with constraints
induced by a concrete domain, i.e. an (infinite) interpretation domain and a set of relations.
The extensions we consider also allow to compare values of the variables at different states
of an execution.

We establish decidability and complexity results for several model-checking problems
involving several instances of such extensions. We mainly use automata-based techniques
that combine some usual constructions with finite abstraction methods for infinite datas.
For instance, we consider several fragments of (linear and branching-time) temporal logics
extended with constraints on counters induced by Presburger arithmetic and a variant of
LTL with an underlying storing mechanism allowing to express repetition constraints.
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Introduction

Vérification formelle de systémes informatiques

Aujourd’hui, 'omniprésence des systémes informatisés dans notre vie quotidienne est incon-
testable. Les ascenseurs, les automobiles ou les machines a laver sont des exemples parmi
la multitude d’objets qui nous entourent dont le fonctionnement dépend d’un programme
informatique. Cette utilisation croissante de 'informatique nécessite des méthodes pour as-
surer le bon comportement de ces systémes. Cet enjeu est d’autant plus important que
sur certains systémes critiques reposent parfois des intéréts humains ou financiers énormes
comme par exemple dans les hopitaux, les aéroports ou les centrales nucléaires.

Malgré les efforts importants qui sont faits pour valider les systémes, les exemples récents
de problémes plus ou moins graves liés a I'informatique sont encore nombreux.

— En juillet 2007, une faille de sécurité importante est découverte dans le navigateur
internet Firefox. Une mauvaise gestion des parameétres passés dans une adresse de type
URI permet I’exécution de code malveillant sur la machine de 'utilisateur. Quelques
jours plus tard, Microsoft est mis en cause car on découvre que c’est l'installation
du programme Internet Explorer 7 qui modifie la gestion des URI dans le systéme
d’exploitation Windows et rend ainsi Firefox vulnérable. Le probléme viendrait donc
en fait I'interaction de ces deux programmes.

La mégapanne du Nord-Est américain du 14 aotit 2003, dont 'origine n’est pas liée &
I'informatique mais a un mauvais entretien des lignes haute-tension, aurait cependant
eu des répercussions moins importantes si un bug n’avait pas empéché ’alarme d’étre
déclenchée pour prévenir les réactions en chaine provoquées par I'incident. Cette panne
a privé 50 millions de personnes d’électricité et provoqué une perte financiére estimée
a 6 milliards de dollars.

— En 1994, une erreur dans le processeur Pentium découverte pour I'opération de divi-
sion des nombres flottants oblige la société Intel a échanger un grand nombre de ces
processeurs mis sur le marché provoquant des pertes financiéres considérables.

— Le 15 janvier 1990, un probléme sur un des commutateurs qui gérent les appels longue
distance de la société de télécommunication américaine AT&T déclenche une réaction
en chaine qui a pour résultat que 114 machines se mettent a redémarrer toutes les 60
secondes. Un bug dans le programme des machines provoque une erreur a la réception
du message généré lorsqu’une des machines voisines récupére elle-méme aprés une
erreur. Au bout de neuf heures, le probléme sera réglé en réinstallant la précédente
version du programme sur les machines en question. Le nombre d’appels qui n’ont pas
pu étre passés pendant cette période est estimé a 70 millions.

— Nous pouvons aussi citer comme exemples le dysfonctionnement de l'appareil médi-
cal Therac-25 (1985-1987), le crash d’Ariane 5 (1996), ou le fameux “bug de ’an 2000

Les exemples de bugs dans I'histoire récente sont encore nombreux. Le développement rapide
des méthodes de conception et la mise en interaction des systémes rendent en effet difficile
la vérification des systémes informatiques du fait du nombre important de configurations
possibles.
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Ainsi, la solution qui consiste a utiliser des méthodes de simulations pour valider les
systémes informatiques ne peut étre complétement satisfaisante. La complexité des systémes
maintenant est telle qu’il est impossible de générer tout les comportements possibles. En
conséquence, il est hasardeux de considérer qu'un systéme est totalement fiable lorsqu’il
a passé un jeu de simulations avec succés. Ceci est un probléme quand on sait que la
moindre faille dans certains systémes critiques peut potentiellement avoir des conséquences
gravissimes. Il est donc nécessaire de développer d’autres méthodes pour garantir de maniére
automatique des propriétés de sécurité.

Approches formelles pour la vérification

La validation de systémes informatiques a bénéficié ces derniéres années du développement
de nombreuses techniques de vérifications formelles. Ces méthodes permettent de vérifier
automatiquement des propriétés de sécurité sur les systémes informatiques. Elles sont une
alternative intéressante permettant de compléter ou guider les expérimentations réelles telles
que les simulations et les tests.

On peut distinguer différents types de méthodes formelles pour la vérification des sys-
témes informatiques.

La génération de tests consiste plutdt & essayer de générer un ensemble de tests ci-
blés pour assurer certaines propriétés. Cependant, cette méthode rencontre les mémes
problémes que la simulation puisqu’il est difficile de prévoir tous les comportements
du systéme et ’analyse peut donc étre incompléte.

— La preuve assistée qui consiste & générer une preuve que le programme vérifie bien les
propriétés désirées. La preuve assure donc le bon comportement du programme mais
son écriture est souvent manuelle et peut étre longue et fastidieuse.

— Le model-checking qui consiste & vérifier automatiquement qu’un ensemble de pro-
priétés de sécurité est vérifié par une représentation symbolique (ou modélisation) du
systéme.

L’approche qui nous intéresse ici est celle du model-checking dont nous développons les
principales caractéristiques.

Model-checking

Le model-checking [CGP99]| fait partie de ces méthodes formelles qui connaissent un franc
succes comme en témoignent le prix Turing remis & Amir Pnueli en 1996 ou le prix Gédel
remis & Moshe Vardi et Pierre Wolper en 2000 pour leurs travaux respectifs dans ce domaine.
Comme la plupart des méthodes de vérification formelle le principe du model-checking
repose sur une abstraction du systéme informatique par un modéle mathématique et la
définition d’un langage formel pour la spécification des propriétés de sécurité & vérifier. Le
but est ensuite de définir des méthodes automatiques pour vérifier qu'un modéle satisfait
une spécification donnée. Le systéme est généralement représenté par un graphe orienté
appelé systéme de transition avec des sommets représentant les différents états du systéme
et des régles de transitions entre les états qui définissent les comportements possibles du
systéme. Ces systémes peuvent manipuler selon les cas divers objets tels que des compteurs,
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des horloges, des piles ou des files pour citer quelques exemples. Le langage servant a la
spécification des propriétés a vérifier est en général une formule dans un langage logique tel
que les logiques temporelles introduites plus bas.

Une des principales difficultés rencontrées par cette approche est liée a ’explosion du
nombre d’états des modéles. En particulier, certains formalismes permettent une représen-
tation fini d’un systéme avec un nombre infini d’états. C’est le cas des systémes a compteurs
qui ont de nombreuses applications en vérification formelle, notamment la vérification de
protocoles de diffusion [FL02| ou de programmes avec pointeurs [BFLS06, BBH'06]. Un sys-
téme a compteurs est une machine avec un nombre fini d’états de controle et un nombre fini
de variables, appelées compteurs, prenant des valeurs entiéres. Une des principales problé-
matiques du model-checking consiste donc a définir des formalismes qui peuvent manipuler
au mieux ces représentations de systémes infinis.

Logiques temporelles

Un langage naturel permettant d’exprimer les spécifications pour les problémes de model-
checking sont les logiques temporelles. Les logiques temporelles ont été introduites dans le
cadre de la vérification formelle de systémes réactifs en 1977 par Pnueli [Pnu77|. Depuis, ce
type de logiques est devenu un des langages les plus utilisés pour la spécification de proprié-
tés sur les systémes réactifs. Historiquement, c’est Arthur Prior qui en 1957 introduit une
logique construite & partir des modalités suivantes.

GA signifiant “4l est toujours vrai dans le futur que A.”

HA signifiant “il était toujours vrai dans le passé que A”.
D’autres modalités ont par la suite été introduites :

— FA signifiant “l est vrai (au moins une fois) dans le futur que A”, ce qui peut aussi
étre dit 4l n’est pas vrai que dans le futur on a toujours non A” et s’écrit -G A,

AUB signifiant “A est vrai jusqu’a ce que B soit vrai”, ne peut pas étre exprimé en
fonction des autres et augmente I'expressivité de la logique,

ainsi que leur symétrique dans le passé F~! et S. Les modalités U et S ont la particularité
par rapport aux autres d’avoir deux arguments et ont été introduites plus tard [Kam68].

Ces modalités sont interprétées sur des structures de Kripke qui sont des graphes définis-
sant des transitions entre des états, aussi appelés mondes, et associant & chaque monde un
ensemble de propriétés qui sont supposées vraies. Une telle représentation convient a la re-
présentation du comportement d’un programme informatique. Les états du programme sont
abstraits par rapport & des ensembles de propriétés partagées qui définissent par exemple
I’état des différents registres. La relation de transition définit alors les évolutions possibles
a partir de chaque état symbolique. Pnueli montre en 1977, que la vérification de propriétés
exprimées dans la logique temporelle peut étre automatisée, c’est-a-dire qu’il existe une mé-
thode automatique appelée algorithme permettant de résoudre ce probléme sur n’importe
quelle entrée valide. Un probléme vérifiant une telle propriété est dit décidable.

Néanmoins, on peut encore se poser d’autres questions par rapport a la sémantique de
cette logique. En 1980, Lamport oppose la sémantique de FA avec celle de =G—A en nuan-
cant deux interprétations possibles de I'adjectif “toujours” :
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(1) “l est toujours vrai dans une exécution du systéme”,
(2) “il est toujours vrai dans toutes les exécutions du systéeme”.

A partir de cette remarques se dégagent deux familles de logiques temporelles : (1) les
logiques temporelles linéaires et (2) les logiques temporelles arborescentes. La différence
entre les définitions de ces familles de logiques réside dans la capacité ou non de pouvoir
exprimer que le systéme a plusieurs possibilité d’évoluer a l'instant suivant. Les logiques
représentatives de ces deux classes sont respectivement L'TL qui correspond a la logique
initialement considérée par Pnueli dans [Pnu77| et la logique CTL introduite dans [CE81].
L’expressivité de ces logiques est incomparable, ce qui signifie qu’il existe certaines propriétés
dans chacune de ces deux logiques qui ne peuvent s’exprimer dans l'autre. Cependant la
logique CTL* introduite plus tard dans [EH83] englobe ces deux formalismes.

Enfin, une autre question intéressante est la complexité théorique de ces problémes, c’est-
a-dire le temps de calcul ou I'espace mémoire nécessaire pour résoudre ces problémes. Ces
mesures s’expriment en général par rapport a la taille des données de départ du probléme.
(Pour les définitions générales concernant les différentes classes de complexité ainsi que les
résultats fondamentaux le lecteur peut se référer & [Pap94|.)

Motivations et contributions

Les logiques temporelles classiques ont pour formules atomiques des variables proposition-
nelles qui ne permettent d’exprimer que des propriétés qualitatives telles que :

— “toute requéte sera satisfaite un jour”,
— ou “om ne peut pas atteindre un mauvais état du systéme”.

En régle générale, ces propriétés se réduisent & l'accessibilité d'un état de controle dans
la représentation symbolique du systéme. Dans cette thése, nous introduisons des langages
logiques qui permettent d’exprimer des propriétés plus riches que des propriétés sur les seuls
états de controle de la représentation symbolique du systéme. L’objectif est de spécifier des
propriétés sur les objets manipulés par ces systémes tels que des nombres entiers (comp-
teurs), des nombres réels (horloges) ou encore des chaines de caractéres (piles, files). Ainsi
on voudrait par exemple pouvoir exprimer des propriétés telles que

“I existe un moment dans le futur ou le compteur x est égal au compteur y”,
“la différence entre les compteurs x et y est toujours inférieure a 107,
“tout événement A est suivi d’un événement B dans les 10 unités de temps”

— “la variable N ne prend jamais deuz fois la méme valeur le long d’'une exécution du
programme”,

“la prochaine valeur de w est un sous-mot de sa valeur courante”.

Nous introduisons une définition générale pour une nouvelle famille de langages qui
étendent les logiques temporelles propositionnelles avec des formules atomiques permettant
d’exprimer des contraintes sur les objets manipulés par le modéle. Les contraintes sont
induites par un domaine concret qui est composé d’un ensemble de relations et d’un ensemble
d’interprétation pour les variables. Pour reprendre un exemple ci-dessus, la propriété “l
existe un. moment dans le futur ou le compteur x est égal au compteur y” peut s’exprimer par
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F(x = y) dans la logique LTL étendue avec le domaine composé du domaine d’interprétation
N pour les variables et de la relation d’égalité. Nous introduisons aussi la possibilité de
comparer des valeurs des variables a différents états du modeéle. Le dernier exemple illustre
ce propos car on compare la valeur courante de w a sa prochaine valeur. Plus généralement,
il est possible d’exprimer des contraintes du type “la valeur de x est inférieure o la valeur
de y 5 états plus loin”.

Nous proposons d’étudier quels sont les langages logiques de cette famille ayant une
expressivité suffisante tout en conservant de bonnes propriétés algorithmiques. Nous ana-
lysons par la méme occasion les différents éléments qui peuvent causer 'indécidabilité des
problémes de vérification pour ces langages. Pour définir la décidabilité et la complexité
des problémes de model-checking liés a ces langages de spécification, nous privilégions des
approches a base d’automates. Un automate est une structure composée d’états et de tran-
sitions qui représente symboliquement une machine destinée & reconnaitre un ensemble
d’objets ou a effectuer un calcul particulier. Dans le cas de 'approche qui nous intéresse,
l'automate sert a reconnaitre I’ensemble des modeéles qui satisfont une spécification.

Cette méthode de traduction des logiques vers des automates est ’objet de nombreux
travaux depuis les résultats de Biichi en 1963 mettant en relation la logique monadique du
second ordre & un successeur avec les automates de mots infinis [Biic62|. Les approches qui
nous intéressent plus particuliérement sont les construction d’automates reconnaissant des
ensembles de modeéles pour les formules données dans une logique temporelle telle que la
construction de Vardi et Wolper pour LTL [VW86]. Nous définissons plusieurs approches
originales qui étendent ces approches afin de traiter les problémes de model-checking relatifs
aux différentes logiques que nous considérons.

Contenu de la thése

Le reste de ce document est organisé de la facon suivante. Les premiers chapitres de cette
thése contiennent des définitions et résultats utilisés ou étendus par la suite. Le Chapitre 1
définit les logiques temporelles classiques LTL et CTL* ainsi que les résultats fondamentaux
concernant des problémes standards liés a ces logiques. Le Chapitre 2 introduit différentes
classes d’automates qui sont des éléments primordiaux dans les approches que nous utilisons
par la suite. Enfin le Chapitre 3 introduit la définition générale des extensions des logiques
temporelles que nous considérons ainsi que la classe des modeles associés & ces logiques
pour le probléme du model-checking. Ces logiques étendent les logiques temporelles clas-
siques avec des contraintes sur les variables manipulées par le modéle. A la fin de ce chapitre
nous introduisons plusieurs langages de contraintes utilisés dans la suite qui manipulent des
compteurs, c’est-a-dire des variables prenant des valeurs entiéres.

Dans la deuxiéme partie, nous étudions des extensions de la logique temporelle linéaire
LTL avec des langages de contraintes sur les compteurs. Nous définissons une classification
de ces différents langages par rapport a plusieurs restrictions : ’ensemble de contraintes
utilisées, le nombre de variables utilisées ou la distance maximale entre deux états du mo-
déle pour lesquels on peut comparer les variables. En ce qui concerne le langage utilisé,
nous montrons dans le Chapitre 4 que des contraintes qualitatives (sans I’addition) sur les
entiers permettent d’étendre LTL en préservant la décidabilité et la complexité théorique.
Nous réduisons le probléme du model-checking pour la logique LTL étendue avec un large
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ensemble de contraintes comprenant des comparaisons et des contraintes de périodicité & un
probléme pour les automates de mots infinis. Cette réduction, qui repose sur une abstraction
des modéles de la logique, nous permet de prouver que ce probléme est PSPACE-complet.

Par opposition, le Chapitre 5 illustre qu’il est beaucoup plus difficile de retrouver la
décidabilité lorsque 'on introduit des contraintes du type x = y 4+ 1. Nous étudions alors en
détails quelles sont les restrictions nécessaires pour retrouver la décidabilité et définissons
des frontiéres entre décidabilité et indécidabilité pour les fragments obtenus par rapport aux
restrictions évoquées plus haut. En ce qui concerne les résultats positifs, nous établissons
entre autre que le probléme du model-checking pour la logique LTL étendue avec le frag-
ment sans quantificateur de ’arithmétique de Presburger sur les automates a un compteur
est un probléme PSPACE-complet.

Nous introduisons dans la troisiéme partie des mécanismes de stockage dans les logiques
temporelles. Pour ce faire, nous étendons un peu plus la logique LTL en ajoutant une dose
de quantification du premier ordre. Ceci nous permet de stocker la valeur d’'une variable afin
de la réutiliser quand bon nous semble dans le modéle. Concrétement, les logiques que nous
étudions dans le Chapitre 6 permettent d’exprimer des contraintes de répétition de la valeur
d’une variable dans le passé ou le futur. Nous définissons plusieurs résultats de décidabilité
et complexité pour les problémes de vérifications liés & ces extensions. Nous utilisons une
traduction vers un probléme de vérification pour les réseaux de Petri, établissant ainsi un
autre type de relation avec les systémes a compteurs.

Dans la derniére partie de ce document nous nous intéressons aux extensions des lo-
giques arborescentes avec des contraintes. L’objectif est de généraliser dans la mesure du
possible les résultats obtenus pour les extensions des logiques temporelles linéaires puisque
CTL”* englobe LTL. Dans le Chapitre 7, nous définissons une approche générale qui étend
les différentes approches que nous avons utilisées dans le cas linéaire. Ainsi, la classe d’au-
tomates que nous utilisons permet de manipuler des abstractions de modéles arborescents.
Nous utilisons cette approche pour montrer des résultats de décidabilité et complexité pour
les extensions de CTL* avec des contraintes lorsque la logique obtenue vérifie une propriété
générale d’abstraction des modéles. Enfin, dans le Chapitre 8 nous étendons une partie des
résultats du Chapitre 4 en prouvant la décidabilité du model-checking pour un fragment de
CTL”* étendu avec le méme langage de contraintes qualitatives sur les entiers. Nous utili-
sons cependant une approche différente qui nous permet de construire une représentation
des états du modele qui satisfont la spécification.
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Chapitre 1

Logiques temporelles

Sommaire
1.1 Logiques temporelles linéaires . . . . . . ... ... ........ 18
1.1.1 Définition standard de LTL . . . . . . . ... ... ... ... ... 18
1.1.2  Ajout d'opérateurs . . . . . .. .. 21
1.2 Logiques temporelles arborescentes . . ... ... ........ 22

Nous introduisons dans ce chapitre les principales logiques temporelles que nous considé-
rons dans ce document. Ces formalismes sont & la base des langages de spécification utilisés
pour les divers problémes de model-checking qui nous intéressent par la suite.

Etant donnée une spécification exprimée par une formule logique, de nombreuses ques-
tions peuvent se poser. Nous nous intéressons principalement a deux d’entre elles. Comme
nous l'avons déja dit a plusieurs reprises, I'intérét que nous portons aux logiques temporelles
est motivé principalement par I’approche du model-checking qui consiste & déterminer si une
représentation symbolique du systéme (un modeéle) satisfait la spécification. Ce probléme
peut formellement étre défini de la fagon suivante :

Probléme du model-checking

Entrée : Une spécification, dans le cas des logiques temporelles une formule, et un modéle
du systéme informatique.

Question : Le modéle satisfait-il la spécification ?

Cependant, on peut aussi se demander s'il existe un modéle qui satisfait la propriété expri-
mée par la formule. Ce probléme est appelé probléme de la satisfaisabilité et nous pouvons
le définir formellement de la fagcon suivante.

Probléme de la satisfaisabilité
Entrée : Une spécification.
Question : Existe-t-il un modele qui satisfait cette spécification ?

Nous verrons par la suite que ces deux problémes sont fortement liés et parfois méme
équivalents pour certains formalismes logiques. Notons qu’une variante du probléme de la
satisfaisabilité parfois utilisée dans la littérature est le probléme de la validité qui consiste a
déterminer si pour tout modéle la formule est satisfaite. Ce probléme est le dual du probléme
de la satisfaisabilité car une formule est valide si sa négation n’est pas satisfaisable. Ainsi,
ces deux problémes sont équivalents lorsque le langage est clos par négation.

Dans la suite de ce chapitre, nous considérons un ensemble infini dénombrable de va-
riables propositionnelles PROP = {pg,p1,p2,...}. Etant donné un ensemble d’éléments
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quelconques X, nous notons P(X) l'ensemble des parties de X et PT(X) I'ensemble des
parties non-vides de X.

1.1 Logiques temporelles linéaires

1.1.1 Définition standard de LTL

La logique temporelle linéaire LTL a été introduite pour spécifier des propriétés sur
une exécution particuliere du systéme [Pnu77, GPSS80]. Les formules de cette logique sont
définies par la grammaire suivante :

pu=ploNg| =g Xp|PpUg

ou p € PROP est une variable propositionnelle. Les opérateurs X (nezt) et U (until) per-
mettent respectivement d’exprimer qu'une formule est vérifiée a l'instant suivant et qu’une
premiére formule est vérifiée jusqu’a ce qu’une seconde formule soit vérifiée. Nous définissons
aussi les opérateurs F et G tels que Fp = TU¢ et Gp = —=F—¢. Ainsi la formule F¢ se lit “l
existe une position dans le futur ot ¢ est vérifiée” et Go signifie “la formule ¢ est vraie a
tout instant dans le futur”.

Le caractére linéaire de L'TL est explicité par les modéles de cette logique. Comme on
considére une exécution particuliére, chaque état du modéle a un unique successeur dans le
temps qui correspond au prochain état de I’exécution. Un modéle o de LTL est donc une
séquence infinie de la forme N — P(PROP) qui associe & chaque position de l'exécution
un ensemble de propositions. Ces différents ensembles définissent une valeur de vérité pour
les variables propositionnelles & chaque position dans le sens ou les propositions associées
A une position donnée sont considérées comme vraie a cette position de I'exécution. Etant
donnés une formule ¢ de LTL, un modeéle ¢ et une position ¢ dans ce modéle, la relation de
satisfaction o,i = ¢ est définie par

— 0,1 |=pssip € o(i) pour toute variable propositionnelle p € PROP,
—o0,iEoNY ssioiEdetoi =@,
— 0,1 |= ¢ ssi 0,1 = ¢ n'est pas vérifié (dans ce cas on note aussi 0,7 = ¢),
—o0,iE=Xpssioi+1Eq¢,
0,1 = dU¢' ssi il existe j > i tel que 0,7 = ¢ et pour tout i <k < jon a o,k = ¢.

Nous notons ¢ |= ¢ lorsque 0,0 = ¢. Par définition, le probléme de la satisfaisabilité consiste
a déterminer 'existence d’'un modeéle o pour une formule ¢ donnée tel que o = ¢. Pour la
logique L'TL, le probléme de la satisfaisabilité est décidable et la complexité de ce probléme
est définie dans [SC85].

Théoréme 1 [SC85| Le probléme de la satisfaisabilité pour LTL est PSPACE-complet.

Le probléme du model-checking pour L'TL utilise comme modéle les structures de Kripke.
Nous rappelons qu’une structure de Kripke est un graphe orienté mettant en relation des
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états (appelés aussi mondes) étiquetés dans notre cas par un ensemble de propositions.
Considérons une structure de Kripke K = (N, —, ¢) tel que N est un ensemble fini de som-
mets, —C N x N est un ensemble d’arcs et £ : N — P(PROP) est une fonction d’étiquetage
qui associe a chaque sommet un ensemble de propositions. On distingue généralement un
état initial dans K qui est le point de départ des exécutions. Nous supposons que pour tout
sommet g € N il existe un successeur de g dans K, c’est-a-dire un sommet ¢’ € N tel que
q — ¢'. Une structure de Kripke vérifiant cette propriété est dite compléte ou totale. Dans
une structure de Kripke compléte, il existe donc un chemin infini & partir de chaque sommet.
Une exécution correspond & un chemin infini dans la structure de Kripke ayant pour origine
I'état initial et & chaque position de ce chemin est associé un ensemble de propositions qui
est celui de I'état courant dans K. Il est donc évident qu'une exécution correspond a un
modeéle de LTL. Le probléme du model-checking pour la logique LTL consiste & déterminer
g’il existe un chemin infini dans la structure K a partir d’'un état initial fixé qui satisfait la
formule ¢. Notons que nous considérons une définition existentielle. Comme pour les pro-
blémes de la satisfaisabilté et validité, il existe une définition universelle de ce probléme :
pour toute exécution dans K la formule est vérifiée. Ces deux définitions sont duales et donc
les problémes correspondants sont équivalents puisque le langage L'TL est clos par négation.

Pour LTL, le probléme du model-checking se réduit en espace logarithmique au probléme
de la satisfaisabilité. En effet, on peut facilement coder le comportement d’une exécution
dans une structure de Kripke par une formule de la logique LTL. Pour cela, on introduit
une variable propositionnelle p, pour chaque état q de K. A chaque position, une seule de
ces variables est vraie ce qui se traduit par

(buni =G \/ (pq A /\ _‘pq’)‘

qeEN qEN et q#q’

Ceci exprime qu’a chaque position le long d’une exécution, on est dans un unique état de
K. La validité d’une exécution est alors exprimée par la formule suivante

(bK:pqinit/\QZ)uni/\G(/\qu>( /\ p/\ /\ _‘p/\ \/ Xq/))

geN pel(q) peL(q) q—q'

ol @injt est I’état initial. La deuxiéme partie de la formule exprime les différentes conditions
correspondant & la définition d’une exécution dans K. Si I’état courant de ’exécution est
I'état g alors

— les propositions associées a cet état dans K sont vérifiées (et les autres non)

— et le prochain état de ’exécution est un successeur de ¢ dans la structure K.

Vérifier que K satisfait ¢ est alors équivalent & vérifier que ¢x A ¢ est satisfaisable. Comme
cette transformation se fait en espace logarithmique par rapport a la taille de K, ceci permet
d’établir le résultat de complexité suivant.

Théoréme 2 [SC85| Le probléme du model-checking pour LTL est PSPACE-complet.

La borne inférieure dans [SC85| est obtenue par réduction de I’exécution d'une machine de
Turing travaillant dans un espace polynomial par rapport a 1’entrée.
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Une hypothése importante dans la sémantique de LTL que nous avons définie ci-dessus
impose de considérer des séquences infinies. Cependant on peut aussi se poser la question
de savoir si une spécification donnée est satisfaite par une exécution finie (non vide). Il
faut alors modifier légérement la sémantique des opérateurs temporels de LTL afin de tenir
compte du fait que le modéle a peut étre une fin. La relation de satisfaction doit considérer
la taille |o| du modéle.

~o,iE=EXpssii<|o|—letoi+lE=¢

o,i | ¢U¢ ssi il existe i < j < |o| tel que 0,5 | ¢ et pour tout ¢ < k < j on a
o,k = ¢.

Les autres cas dans la relation de satisfaction sont inchangés. Notons que dans le cas fini,
nous pouvons laisser tomber I'hypothése que la structure de Kripke est compléte pour le
probléme du model-checking.

Pour LTL, la question de I'existence d’un modéle fini satisfaisant une formule ¢ donnée,
ou probléme de la satisfaisabilité dans le cas fini, se réduit a la question de ’existence d'un
modeéle infini pour une autre formule obtenue & partir de la formule ¢.

Lemme 1 Les probléemes de la satisfaisabilité et du model-checking dans le cas fini pour
LTL se réduisent respectivement aux mémes problémes dans le cas infini.

Preuve : La réduction utilise une variable propositionnelle supplémentaire ps qui est vraie
dans tous les états jusqu’a une certaine position. Cette propriété est exprimée par la for-
mule ¢g, = psU(G—ps). La position o ps cesse d’étre vraie marque la fin du modele. Nous
transformons ensuite la formule afin d’imposer qu’elle soit satisfaite avant cette position a
I'aide d’une fonction f définie inductivement par rapport a la structure de ¢.

f(p) = p pour tout p € PROP,

f est homomorphique par rapport aux opérateurs booléens,
f(X¢) = Xps AN Xf(9),
f(@U¢) = (ps = f(¢))U(ps A f(¢)).

Ainsi, on peut facilement vérifier que ¢ est satisfaite par un modéle fini ssi ¢y A f(¢) est
satisfaite par un modéle infini. Un modéle qui satisfait ¢ correspond au préfixe d’un modeéle
qui satisfait ¢g, A f(¢) s’arrétant a la position ou la proposition ps cesse d’étre vraie.

Le probléeme du model-checking dans le cas fini se réduit de la méme maniére au cas
infini, il suffit de rajouter un état supplémentaire gy a la structure de Kripke K que I'on
souhaite vérifiée et une transition entre chaque état de K et gy. On ajoute aussi une boucle
qf — gy pour que la structure soit compléte. Puis, on étend I’étiquetage de maniére a ce que
la proposition ps soit vérifiée dans tous les états sauf I’état supplémentaire gy. La structure
K’ obtenue est telle qu'une transition vers I'état gy correspond a la fin d’une exécution de
K. Ainsi K vérifie ¢ ssi K’ vérifie g, A f(9). O

Pour certaines extensions de LTL que nous considérons par la suite, il est impossible de
réduire les problémes dans le cas fini aux méme problémes dans le cas infini. Lorsque cela
sera le cas, nous expliciterons les développements nécessaires pour traiter le cas fini.
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1.1.2 Ajout d’opérateurs

Dans certaines définitions classiques de L'TL, on introduit des opérateurs temporels
supplémentaires référant au passé. L’ensemble des formules est alors défini par :

pu=p|loNd| 0| X | dUs | X 1o | ¢S

ot les opérateurs X! et S sont respectivement les versions pour le passé de X et U. Donc
X1 selit “la formule ¢ est vraie a l'instant précédent” et ¢S¢’ “la formule ¢ est vraie depuis
que ¢’ a été vraie”. On peut aussi définir F~1¢ = TS¢ et G™1¢p = -F1=¢. Les modéles pour
LTL étendu avec les opérateurs passés ne changent pas et les opérateurs supplémentaires
sont interprétés de la maniére suivante :

o iEX1pssii>0et 0,i— 1o
— 0,1 = ¢S¢' ssiil existe 0 > j < itel que o,j = ¢ et pour tout j < k <ionao,k | ¢.

Il est déemontré dans [GPSS80, Gab89] que les opérateurs passés n’ajoutent pas d’expressi-
vité lorsque 1'on interpréte les formules par rapport a l'origine du modéle. Ces opérateurs
peuvent donc étre supprimés pour LTL. Dans la suite de ce document, nous traitons la plu-
part du temps cette extension dans une famille d’extensions de L'TL définie ci-dessous avec
des opérateurs dont la définition plus générale englobe celle des opérateurs passés. Pour ces
raisons et sauf lorsque cela est explicitement mentionné, nous parlons toujours de la version
de L'TL sans les opérateurs référant au passé.

Nous parlons aussi a plusieurs reprises dans la suite des extensions de LTL avec des
opérateurs définissables dans la logique monadique du second ordre (MSO) car plusieurs
des résultats que nous énoncons peuvent s’étendre a cette variante. Nous rappelons rapi-
dement la sémantique de MSO sur les mots infinis dans notre cas particulier. Nous avons
dans les formules de MSO deux types de variables : un ensemble de variables de position
Vp qui prennent leurs valeurs dans N et un ensemble de variables d’ensembles de positions
Vi qui prennent leurs valeurs dans P(N). Etant donnés un modéle o : N — P(PROP) et
une fonction v associant a chaque position de ¢ une valeur dans N aux variables de V), et
un ensemble de valeurs de N aux variables de V; on a

o,v Emso ¢ <y ssiv(z) < v(y),

o,v Emso Py(x) ssip € o(v(z)),

o,v Emso X (z) ssi v(z) € v(X),

o,v E=mso Jxg ssi il existe ¢ € N tel que o, v[z — i] EMmso ¢,
o,v E=mso 3X ¢ ssi il existe I C N tel que o, v[X «— I] Eumso ¢,

ou vz « i] est la fonction qui associe a x la valeur i et coincide avec v pour les autres
variables. La fonction v[X « I] est définie de maniére similaire en associant un ensemble
I a la variable X. Nous notons o = ¢(v(X1),...,v(Xn),v(z1),...,v(zy)) lorsque l'on a
o vE (X1, . . Xn, 21,y xy) o0 O( X1, ... Xy, @1, ..., ) est une formule de MSO ayant
pour variables libres X1,... X, et x1,...,Ty,.

La sémantique associée & un opérateur MSO-définissable M ayant n arguments est ex-
primée par une formule de MSO [M](X1,... X,,x) ou [M] est la modalité correspondant
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aM,zeV,et Xq,...X, € V. Intuitivement, la variable x prend la valeur de la position
courante et les ensembles X1, ... X, correspondent aux ensembles d’états dans lesquelles les
formules ¢1, ... ¢, données en argument sont vérifiées. Ainsi, la sémantique des opérateurs
temporels de L'TL est MSO-définissable. En fait, L'TL a le méme pouvoir d’expression que
la logique du premier ordre sur les ordres Dedekind-complets [Kam68] qui est incluse dans
MSQO. Nous posons

[p](X, z) = By(x),

[Fl(X,z) = X (=),
IN(X, X" 2) = X(x) A X(x)
IX](X,z) = X(xz+ 1),

X (X,z) =2 >0AX(z - 1),

UI(X, X" 2) =32(x < 2 AX'(2) AVy(z <y < z= X(y))),
[SI(X, X", 2) =32(0< 2< 2z AX'(2) AVy(z <y <z = X(y))).

Y

L’expression X (x + 1) est une abréviation pour Jy((z < y AVz(x < z = y < 2)) A X(y)).
L’ensemble Xg des positions de ¢ dans lesquelles une formule ¢ de la forme M (¢q, ..., ¢y)
est vérifiée est définie inductivement par

X3 ={i|o Fuso [M](XS,,..., X3, ,i)}.

Pour faire le lien avec la définition de la sémantique que nous avons donnée pour L'TL, on
ao0,if=¢ssiie X7

Nous notons d'une maniére générique XL'TL les logiques obtenues en étendant LTL avec
des opérateurs MSO-définissables. D’apreés les remarques ci-dessus, cette définition englobe
LTL avec les opérateurs passés mais aussi 'extension de [Var88| avec des opérateurs de
points fixes ou la logique ETL de [Wol83] qui introduit des opérateurs représentés par des
automates finis. En effet, une autre maniére de représenter les opérateurs MSO-définissables
consiste a les définir sous la forme d’automates de mots infinis, ce qui est possible grace 4 un
résultat de [Biic62|. Ainsi, une formule atomique est vérifiée ssi I'automate correspondant
accepte la séquence & partir de la position courante. En fait, le résultat de [Biic62] im-
plique plus généralement que 1’on peut construire & partir de toute formule ¢ d’une logique
temporelle linéaire dont les opérateurs sont MSO-définissables un automate qui accepte les
modéles qui satisfont ¢. Ce résultat peut étre utilisé pour établir la décidabilité du probléme
de la satisfaisabilité pour les logiques de la famille de XLTL. Nous reviendrons plus tard
sur ce résultat ainsi que la complexité de cette procédure (voir Section 2.1).

1.2 Logiques temporelles arborescentes

Les logiques temporelles arborescentes ont été introduites pour pouvoir exprimer les dif-
férentes possibilités d’évoluer qu’a une exécution a 'instant suivant. Contrairement a LTL,
on peut ainsi considérer les différents états du systéme qui sont possibles & I'instant suivant.
Ceci est possible grace a l'introduction de quantificateurs sur les exécutions. Les formules
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de la logique temporelle arborescente CTL* sont définies par la grammaire suivante :

pu=ploAo| 9| EY
V=@ |loNd| ¢ | X | YUy

ot p € PROP. La différence la plus importante avec la définition de L'TL est la présence
du quantificateur £ qui exprime une quantification existentielle sur les exécutions. Nous
définissons son dual le quantificateur universel A tel que Ay = —E—1). Une formule de la
forme E1 signifie donc “l existe une exécution a partir de maintenant pour laquelle v est
vérifiée” alors que A se lit “pour toutes les exécutions possibles & partir de maintenant
1 est vérifiée”. Les opérateurs temporels gardent la méme signification que dans le cas
linéaire. Le fragment existentiel ECTL* (respectivement universel ACTL*) est le fragment
obtenu en interdisant 'utilisation du quantificateur universel (respectivement existentiel).
Ceci implique que chaque quantificateur existentiel soit dans la portée d’'un nombre pair de
négation (puisqu’une occurrence de —FE¢ est équivalente & A—¢).

Notons que LTL est un fragment de CTL* puisque une formule de ¥ de LTT correspond
a une propriété relative & une exécution particuliere, c’est-a-dire a la formule E de CTL*.
Un autre fragment bien connu de CTL* est la logique CTL [CE81| dont les formules sont
définies par :

¢pu=ploNn¢| 9| EXe|EpUo.

Dans CTL les opérateurs temporels doivent étre directement préfixés d’un quantificateur.
Historiquement, la logique CTL* a été¢ introduite dans [EH83] afin d’unifier les logiques LTL
et CTL dont les pouvoirs d’expression sont incomparables. Certaines propriétés exprimables
par une formule de L'TL ne peuvent s’exprimer avec une formule de CTL et vice-versa.

Un arbre est un graphe particulier qui ne contient aucun cycle et tel que chaque som-
met, & 'exception du sommet initial appelé aussi racine, a exactement un seul prédécesseur.
Un modele de CTL* est un arbre dont tous les sommets ont au moins un successeur et
qui associe a chaque sommet un ensemble de variables propositionnelles. Donc un modéle
T = (N,ng,—,I") de CTL* est tel que

— N est un ensemble fini ou infini de sommets,
ng € N est la racine de ’arbre,
—C N X N est un ensemble d’arcs tel que pour tout n € N
— il existe au moins un sommet n’ € N tel que n — n/,
— si n # ng il existe exactement un sommet n’ € N tel que n’ — n,
— n 4 ng (la racine n’a pas de prédécesseur),

—et ' : N — P(PROP) est une fonction associant a chaque sommet un ensemble de
variables propositionnelles.

Un chemin dans T' (et dans un graphe en général) est une séquence de sommets ™ = ng-ny - - -
telle que n; — n;41 pour tout 0 < i < |r|—1. Nous notons 7" = n;-n;q1 - -+ le i suffixe de
m et m(i) le i sommet de ce chemin. Une branche est un chemin maximal dans un I'arbre.
Nous remarquons qu'une branche correspond & un modéle pour LTL. Dans la définition de
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CTL” ci-dessus, on appelle les formules décrites par ¢ des formules d’état et celles décrites
par ¢ des formules de chemin. La différence entre ces deux types de formules est la facon
dont leur satisfaction est déterminée. Comme leurs noms l'indiquent, la satisfaction d’une
formule d’état est liée & un sommet du modéle alors que la satisfaction d’une formule de
chemin dépend d’un chemin dans le graphe. Soit 7" un modele de CTL*, n un sommet de T'
et m une branche de T'. La relation de satisfaction pour une formule d’état est définie par
analyse de cas de la fagon suivante.

— (T,n) = p ssi p € I'(n) pour toute variable propositionnelle p € PROP,
(T',n) | ~¢ ssi (T,n) = ¢,
-~ (T,n) = N¢ ssi(T,n)=dpet (T,n)l=¢,

T,n)

T,m)

n
n

- (T,n) = E ssi il existe un chemin infini 7 = ng - n;--- dans T tel que ng = n et
(T,m) E .

La relation de satisfaction pour une formule de chemin est définie par

— (T,m) = ¢ ssi (T, 7(0)) |= ¢;
) = ssi (T, m) = 4,
)
)

n
s

T
Tox) 6 AW ssi (D) o ot {T,) = o,
T,m) b X s (T, 1) = o,

T,m) = 9Uy’ ssi il existe i € N tel que (T, 7%) = 1’ et pour tout 0 < j < i on a
T,7) = 4.

Un modele T satisfait une formule de CTL* ssi la racine ng de T est telle que (T, ng) = ¢.
Dans ce cas nous notons T' |= ¢. Le probléme de la satisfaisabilité pour CTL* est décidable
et sa complexité est établie par le résultat suivant.

, T

(
(
(
(
(

Théoréme 3 [ES84| Le probléme de la satisfaisabilité pour CTL* est 2EXPTIME-complet.

Le probléme du model-checking pour CTL* est défini par rapport a un dépliage d’une
structure de Kripke K qui permet de représenter, sous la forme d’un arbre, I’ensemble des
exécutions possibles & partir d'un état. Un dépliage Tk de K est une arbre étiqueté par des
états de K tel que

— la racine est étiquetée par 'état initial de K et

— pour tout sommet n de Tk étiqueté par un état g de K, on a un arc n — n’ dans Tk
tel que n’ est étiqueté par ¢/ ssi on a une transition de la forme ¢ — ¢’ dans K.

On associe & chaque sommet de Tk ’ensemble de propositions qui est associé a I'état de
K qui étiquette pour obtenir un modéle de CTL*. Ainsi, une structure K satisfait une
formule ¢ de CTL* ssi le dépliage Tk est tel que (T, ng) = ¢ ou ng est la racine de Tk.

Au contraire de L'TL il n’existe pas de réduction évidente entre les problémes de la satis-
faisabilité et du model-checking pour CTL*. Le probléme du model-checking est décidable
mais sa complexité est moins importante que celle du probléme de la satisfaisabilité.

Théoréme 4 [CES86, EL87| Le probleme du model-checking pour la logique CTL* est
PSPACE-complet.
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Notations : Nous définissons quelques notations et propriétés sur les modeles de CTL*
qui nous facilite leur manipulation par la suite. Le degré d’'un sommet dans un graphe G
est égal au nombre d’arcs ayant pour origine ce sommet dans G (si ce nombre est infini, le
degré est w). Par extension, le degré d’'un graphe est égal a la borne supérieure des degrés
associés a ses sommets. Nous définissons un d-graphe comme étant un graphe dont tous les
sommets ont pour degré d.

Pour tout graphe G de degré d, nous supposons que les successeurs de chaque sommet
de G sont ordonnés. Ceci se traduit par le fait que nous étiquetons les arcs du graphe
avec des éléments de {0,...d — 1}. Pour tout a € {0,...,d — 1}, nous disons que n’ est
le a-successeur de n ssi n = n/. Pour tout sommet n € N et a € {0,...,d — 1}, n a au
plus un a-successeur. Cet étiquetage n’est pas indispensable mais nous permet par la suite
de décrire un chemin par rapport a son origine et au mot sur l'alphabet {0,...,d — 1}
qui décrit les transitions successives empruntées par ce chemin. Par exemple, lorsque nous
parlons du chemin fini décrit par w = 2 -0 -1 commenc¢ant au sommet initial ng, il s’agit
du chemin ng 2, ny 9, N2 ER ns. Notons que si ce chemin existe alors il est unique. Etant
donné un chemin 7 dans G, nous notons w, le mot tel que pour tout 0 < i < |n| —1on a

7(6) “E i+ 1),
Toutes ces définitions s’appliquent bien entendu aux arbres qui sont des graphes parti-
culiers et par conséquent aux modeéles de CTL*.
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Chapitre 2

Automates
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En informatique, un automate est une machine abstraite constituée d’états et de tran-
sitions. Les transitions d’'un automate ont pour attributs des éléments d’un alphabet fini ce
qui permet de traiter différentes informations représentées par des objets construits a partir
de cet alphabet. Les principaux éléments qui composent un automate sont

un ensemble d’états de contréle dans lesquels évolue une exécution,
on distingue un sous-ensemble d’états initiaur parmi les états de controle,
un alphabet fini sur lesquels sont construits les objets manipulés par 'automate,

une relation de transition qui définit les mouvements autorisés dans l'automate en
fonction de I’état de controle dans lequel on se trouve et de la lettre de alphabet lue,

une condition d’acceptation.

On représente généralement un automate sous la forme d'un graphe dont les sommets sont
les états de controle et les transitions sont des arcs étiquetés par des éléments de I'alphabet.
Nous donnons une premiére idée informelle du réle de ces différents éléments. La définition
de la relation de transition d’un automate dépend des objets qu’il manipule, dans les cas qui
nous intéressent des mots ou des arbres. Une exécution pour un automate est une séquence,
ou un arbre selon les cas, débutant par un état initial et régie par la relation de transition. La
condition d’acceptation définit si une exécution est acceptée ou non. Lorsqu’une exécution
est acceptée, 'objet défini par rapport aux différentes lettres lues au cours de ’exécution est
dit accepté par l'automate. Ainsi, un automate définit un langage composé de ’ensemble des

objets qu’il accepte. Nous reprenons ces éléments en détail dans une définition plus formelle
selon les différents cas par la suite.

27



Un probléme important pour les automates consiste donc a déterminer si le langage
reconnu par un automate donné est vide ou non. Nous donnons une définition générale de
ce probleme appelé probleme du vide.

Probléme du vide
Entrée : Un automate A.
Question : Le langage reconnu par A est-il vide ou non?

Un automate peut aussi étre utilisé comme modéle opérationnel. Dans ce cas la définition
peut étre étendue en ajoutant un ensemble de variables qui sont mises a jour a chaque fois
que l'on franchit une transition. C’est le cas de automates a compteurs dont nous parlons
dans la derniére section de chapitre.

Nous introduisons maintenant les principales classes d’automates que nous utilisons.

2.1 Automates de mots

Un automate de mots reconnait des séquences d’éléments appartenant & l'alphabet. Nous
définissons un automate de mots A comme étant un tuple (@, I, Cond, X, §) tel que

Q) est un ensemble fini d’états de controle,

I C @ est un ensemble d’états initiaux,

Y est un alphabet fini,

6 C @ x X X @ est une relation de transition,

Cond défini une condition d’acceptation.

Nous verrons dans un instant que Cond peut prendre plusieurs formes : sous-ensemble
d’états de controle, ensemble de sous-ensembles d’états de contrdle, fonction d’étiquetage
des états de contrdle. ..

Nous notons ¢ — ¢ lorsque (q,a,q") € § et ¢ — ¢ ¢'il existe une lettre a € ¥ telle
que ¢ = ¢'. Une ezécution pour A est une séquence d’états de controle g - qq - g2 - - finie
ou infinie telle que pour toute position ¢ de la séquence on a ¢; — ¢;+1. Nous notons aussi
les exécutions qq 20, q1 4, Q2 %, ... lorsque nous voulons faire apparaitre les lettres lues
successivement au long de l'exécution. On peut distinguer deux catégories d’automates.
L’automate A est un automate déterministe ssi pour tout état ¢ € Q) et toute lettre a € X il
existe un unique état de controle ¢ € Q tel que ¢ — ¢. Ceci signifie qu’il existe un unique
déplacement dans chaque état de controle lorsque 'on lit une lettre donnée. Les automates
non-déterministes généralisent cette classe d’automates en autorisant dans la relation de
transition plusieurs possibilités d’évoluer & partir du méme état et de la méme lettre.

La condition d’acceptation sert & définir le langage accepté par ’automate. On dit qu’un
mot w est accepté ou reconnu par A ssi il existe une exécution de A de la forme gg =% ¢1 2>
¢ 2 - qui vérifie la condition d’acceptation telle que pour tout 0 < i < |w| on a a; = w(i).
Une autre fagon de voir les choses est qu’un mot w est une entrée pour I'automate et qu'un
pas dans I’exécution consiste a lire la lettre de la position courante de w, effectuer une
transition valide dans l'automate puis passer & la position suivante. Le fait que ce mot soit
accepté ou non est toujours lié au fait que 'exécution satisfait la condition d’acceptation.
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Dans le cas des automates de mots finis, la condition d’acceptation est définie en général
par un sous-ensemble d’états de contrdle finaux et une exécution finie est acceptée ssi elle
termine dans un état final. I’ensemble des mots reconnus par A forme le langage reconnu
par A que nous notons L(A).

On peut introduire des transitions particuliéres dans un automate appelées e-transitions
de la forme ¢ = ¢'. L’élément ¢ est donc rajouté a l'alphabet mais n’est pas une lettre a
proprement dit. Intuitivement, ces transitions autorisent le franchissement d'une transition
sans lire de lettre de l'alphabet. Un mot w est accepté par un automate A avec des e-
transitions ssi il peut étre obtenu a partir d’'un mot w’ en effagant toutes les occurrences
de € et w’ est reconnu strictement par A en considérant € comme une lettre normale de
I'alphabet.

2.1.1 Automates de mots infinis

Nous avons besoin de définir des conditions d’acceptation spécifiques pour reconnaitre
des séquences infinies. Il existe différentes conditions d’acceptation pour les mots infinis.
Nous présentons ici celles que nous utiliserons par la suite. Pour plus de détails sur les ré-
sultats qui suivent, nous conseillons de se référer & [Tho90].

Une condition de Biichi est définie par un ensemble d’états finaux F' C (). Une exécution
est acceptante ssi il existe un état de F' qui est visité infiniment souvent. Un langage reconnu
par un automate de mots avec condition d’acceptation de Biichi est appelé langage w-
régulier. L’ensemble des langages w-réguliers est clos par rapport aux opérations classiques
sur les langages.

Théoréme 5 L’ensemble des langages reconnus par un automate de mots avec condition
d’acceptation de Biichi est clos par intersection, union et complémentation.

Soient Ay = (Q1, [1, F1,%1,061) et Az = (Q2, 2, F2, X2, 02) deux automates de Biichi. Sans
perte de généralité nous supposons que les ensembles d’états Q1 et Q2 sont disjoints. L’au-
tomate reconnaissant 'union des langages L(A;) et L(As2) est 'automate de Biichi tel que

— I'ensemble des états de contréle est Q1 W @2,

I’ensemble des états initiaux est [1 W I,
— I’ensemble des états finaux est Fy W Fy,

— P’alphabet est I'ensemble ¥ U X,

la relation de transition coincide avec §; pour les états de (Q; et o pour les états de
Q2, c’est a dire que pour tout i € {1,2} on a

(q,a,q') € 6 ssi q,q € Qi,a € Xy et (q,a,q') € 6.

Pour ce qui est de l'intersection, la construction n’est pas aussi triviale car il nous faut
synchroniser les automates et assurer que les états finaux sont visités infiniment souvent dans
chacune des deux structures. L’automate reconnaissant l'intersection des langages L(A;) et
L(A3) est 'automate de Biichi tel que

29



I'ensemble des états de controle est Q1 x Q2 x {1,2},
I'ensemble des états initiaux est Iy x Io x {1},

— P’alphabet est I'ensemble ¥ U X,

~ la relation de transition est définie par (g1, q2,4) — (g}, b, ') ssi

(q1,a,q1) € 61 et (g2,a,q3) € 02,
siq € Fy et i =1 alors i’ =2,
sinon si g € Fy et ¢ = 2 alors ¢/ =1,
sinon 7 = 7

I'ensemble des états finaux est @ x Fy x {2}.

Les deux premiers éléments qui composent un état de controle codent ’état courant dans
A1 et Ay. Le principe de base de la relation de transition est qu'un mouvement est autorisé
dans 'automate synchronisé ssi il est autorisé dans les deux automates A; et As. Pour la
condition d’acceptation, le troisiéme élément i qui compose un état de contrdle stocke une
information chaque fois que 'on visite un état final d'un des deux automates. Si la derniére
composante vaut 7 et qu’on passe par un état correspondant a un état final pour A;, c’est-
a-dire que la i™® composante de I'état de controle appartient a Fj, alors ¢ change de valeur.
Ainsi, entre deux occurrences d'un état de la forme @ x Fy x {2} on doit passer par un état
de la forme F; x @ x {1} ce qui assure que si I’ensemble des états de @ x Fy x {2} est visité
infiniment souvent alors il en est de méme pour I'ensemble F} x @ x {1}. On peut facilement
montrer la correction de la construction & partir de cette remarque.

Enfin, la complémentation est une opération bien plus compliquée car il est impossible
de définir un algorithme qui étant donné un automate de Biichi non-déterministe construit
un automate de Biichi déterministe acceptant le méme langage. On peut cependant utiliser
la construction définie de Safra [Saf88] pour construire un automate de Biichi reconnaissant
le complément du langage accepté par un automate de Biichi donné.

Nous nous intéressons maintenant au probléme du vide, qui est décidable pour la classe
des automates de Biichi.

Théoréme 6 Le probléme du vide pour les automates de mots avec condition d’acceptation
de Biichi est NLOGSPACE-complet.

Preuve : Un témoin pour une exécution acceptante est un chemin fini composé d’un sous-
chemin entre un état initial et un état final suivi d’'une boucle sur I’état final, c’est-a-dire un
sous-chemin commencant et terminant dans cet état final. En effet, la boucle assure qu’on
peut visiter infiniment souvent ’état final et la premiére partie du chemin que cet état final
peut étre atteint a partir d’'un état initial. La taille de ce témoin peut étre bornée par le
nombre d’états de controle de 'automate puisque toute boucle n’ayant pas pour origine
un état final rallonge inutilement le chemin. La vérification qu'un tel témoin est valide ne
nécessite pas de mémoire supplémentaire. Ce probléme est donc dans NLOGSPACE.

La NLOGSPACE-dureté est directe car le probléme de ’accessibilité dans un graphe
est déja NLOGSPACE-complet. U
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Une autre propriété des automates de Biichi est que si le langage reconnu par un auto-
mate de cette classe n’est pas vide alors il existe un mot dans ce langage qui est ultimement
périodique. Un mot ultimement périodique est un mot de la forme w; - (w2)* terminant par
un suffixe répété infiniment souvent.

Théoréme 7 Tout langage non-vide accepté par un automate de mots avec condition d’ac-
ceptation de Biichi contient un mot ultimement périodique.

En effet, considérons un mot accepté par un automate de Biichi A. D’aprés la condition
d’acceptation, il existe dans ’exécution de A prenant comme entrée ce mot deux positions
correspondant a la répétition d’'un méme état final. On peut répéter infiniment souvent
le sous-chemin entre ces deux positions pour obtenir une exécution ultimement périodique
acceptante. Le mot correspondant & cette exécution est ultimement périodique.

Une variante de la condition de Biichi est la condition de Biichi généralisée. Une telle
condition est spécifiée par un ensemble d’ensembles d’états finaux {F},..., F,} tel que pour
tout 1 <4 <mnona F; C Q. Une exécution est acceptante ssi il existe dans chaque F; un
état visité infiniment souvent. Un automate avec condition de Biichi généralisée peut étre
transformé en automate avec condition de Biichi standard.

Théoréme 8 Etant donné un automate de mots avec condition d’acceptation de Biichi
généralisée, on peut construire en espace logarithmique un automate de mots avec condition
d’acceptation de Biichi standard acceptant le méme langage.

En quelques mots, la construction utilise une idée semblable a celle utilisée plus haut
dans la synchronisation pour 'intersection d’automates de Biichi afin d’assurer que tous les
ensembles sont successivement visités. On introduit un nouvel ensemble d’états de controle
Q x {1,...,n} ou n est le nombre d’ensembles d’états finaux. Un état du nouvel automate
est donc de la forme (g,i) ou ¢ correspond a un état de 'automate généralisé et i code le
prochain ensemble d’états finaux que 'on veut visiter. Ainsi, la relation de transition est
definie par (q,i) = (¢, 4') ssi

- ¢35 ¢ dans Pautomate de Biichi généralisé
—sige Fyalorsi =i+ 1sii<neti =0 sinon,
sinon i’ = 1.
L’ensemble des états initiaux est @ x {1} et 'ensemble des états finaux F, x {n}.

Ainsi, les automates avec condition de Biichi généralisée héritent des mémes propriétés
de clotures que les automates de mots avec condition d’acceptation de Biichi standard et le
probléme du vide a la méme complexité.

Enfin, nous utilisons aussi la condition d’acceptation de parité. Nous utilisons surtout
cette condition pour le cas des automates d’arbres dans la Section 2.2 mais il est plus facile
de l'introduire d’abord pour les mots. Une telle condition d’acceptation est définie par une
fonction qui affecte & chaque état de 'automate un rang appartenant a N. Une exécution
est acceptante ssi la priorité minimale affectée aux états visités infiniment souvent est paire.
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Pour information, I’ensemble des langages reconnaissables par les les automates de mots
avec condition d’acceptation de Biichi est égal & ’ensemble des langages reconnaissables par
les les automates de mots avec condition d’acceptation de parité.

Théoréme 9 Les ensembles des langages reconnaissables par les automates de mots avec
condition d’acceptation de Biichi, de Biichi généralisée et de parité sont égauz.

2.1.2 LTL et les automates de Biichi

On peut dire que les différentes approches utilisant une traduction vers des automates
pour prouver la satisfaisabilité d’'une formule dans une logique temporelle linéaire ont pour
origine le résultat de [Biic62| qui établit une relation entre les langages définissables par une
formule de MSO et les automates de Biichi.

Théoréme 10 [Biic62| Tout langage de mots définissable par une formule de MSO peut
étre reconnu par un automate avec condition d’acceptation de Biichi.

D’aprés les remarques faites dans la Section 1.1.2, ce résultat implique donc la décidabilité
du probléme de la satisfaisabilité pour XLTL puisque tester si le langage reconnu par un
automate avec condition d’acceptation de Biichi est non vide est un probléme décidable. La
complexité de cette construction pour I’ensemble des modéles qui satisfont une formule de
XLTL est définie dans [GKO03|.

Théoréme 11 [GKO03| Etant donnée une formule de XLTL, on peut construire en utilisant
un espace polynomial par rapport a |¢| un automate de Biichi Ay qui reconnait l’ensemble

des modeéles de ¢.

En conséquence, la formule ¢ est satisfaisable ssi le langage L(Ay) est non-vide. Comme
le probléme du vide pour les automates de Biichi est dans NLOGSPACE ceci implique le
résultat de complexité suivant.

Théoréme 12 Le probléme de la satisfaisabilité est PSPACE-complet pour XLTL.

En effet, la composition d'un test en NLOGSPACE avec une construction en espace po-
lynomial donne une procédure en espace polynomial non-déterministe d’aprés [BDGS8S,
Corollaire 3.36]. D’aprés le théoreme de Savitch, cette classe de complexité est égale a
PSPACE [Sav70].

Cependant, une construction optimale plus ancienne pour LTL a été introduite par Vardi
et Wolper dans [VWS86] (voir aussi [VW94|). Nous décrivons ci-dessous cette construction
qui est celle que nous étendons dans plusieurs preuves par la suite.

Théoréme 13 [VW94| Etant donnée une formule ¢ de LTL on peut construire en espace
polynomial par rapport a |¢| un automate de Biichi Ay tel que ¢ est satisfaisable ssi le
langage reconnu par Ay est non-vide.
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Nous décrivons cette construction pour la version de la logique LTL avec les opérateurs
passés (voir [VW94] et [LPZ85]). Soit ¢ une formule de cette logique. La cloture de ¢, notée
cl() est le plus petit ensemble contenant ¢ et vérifiant :

pour toute formule ¢ appartenant & cl(¢), la formule —¢; appartient a cl(¢) (on
identifie _|_\¢1 et (bl),

— pour toute formule de la forme ¢1 A ¢ ou @1 V ¢po appartenant a cl(¢) les formules ¢
et ¢o appartiennent a cl(¢),

pour toute formule de la forme X¢; ou X~1¢; appartenant a cl(¢), la formule ¢,
appartient a cl(¢),

— pour toute formule de la forme ¢1U¢y appartenant a cl(¢) les formules ¢1, ¢ et
X(¢p1U¢2) appartiennent a cl(¢),

pour toute formule de la forme ¢1S¢y appartenant a cl(¢) les formules ¢y, ¢o et
X~1(¢1S¢2) appartiennent a cl(¢).

Un atome de ¢ est un ensemble X maximalement cohérent d’éléments de cl(¢) dans le sens
ou il vérifie les propriétés suivantes.

pour toute formule ¢1 de cl(¢), soit ¢1 ou —¢1 appartient & X mais pas les deux (on
identifie toujours ==y et ¢1),
— la formule ¢ A ¢o appartient & X ssi les formules ¢, et ¢o appartiennent a X,
— la formule ¢ V ¢o appartient & X ssi ¢; ou ¢o appartient a X,

— la formule ¢1Ugy appartient & X ssi la formule ¢9 appartient & X ou les formules ¢4
et X(¢1U¢9) appartiennent a X,

si la formule ¢ S¢ appartient & X alors la formule ¢o ou les formules ¢1 et X~ (¢1S¢o)
appartiennent a X.

Nous notons Atom(¢) I'ensemble des éléments vérifiant ces conditions.

L’automate A4 a pour ensemble d’états de controle I'ensemble @) = Atom(¢) et 'en-
semble des états initiaux est défini par I C @Q tel que pour tout At € I on a

¢ € At,
pour toute formule de la forme X~1¢’ € cl(¢) on a -X~1¢' € At.

L’alphabet de Ag est P(P) oit P C PROP est 'ensemble fini des variables propositionnelles
utilisées dans ¢. La relation de transition est telle que pour tout At, At' € Q et X € P(P)

on a At 5 At ssi

— pour toute proposition atomique p € PROP on a p € At ssi p € X,
pour chaque formule X~1¢ € cl(¢) on a 1) € At ssi X1 € A,
pour chaque formule Xt € cl(¢) on a Xy € At ssi o € At'.

Nous définissons comme condition d’acceptation une condition de Biichi généralisée mais
d’aprés le résultat du Théoréme 8 on peut construire en utilisant un espace logarithmique a
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partir de I’automate obtenu un automate de Biichi standard reconnaissant le méme langage.
S’il n’existe aucune formule de la forme ¢1 Uy dans cl(¢) alors tous les états sont acceptants,
c’est-a-dire que F' = (). Sinon, on pose

F = {{At €Q | p1Ups & At ou ¢ € At} ‘ P1Uga € Cl(gb)}

Pour plus de détails sur cette construction ainsi que la preuve de sa correction, voir par
exemple [VWO94|. Intuitivement, cette preuve utilise le fait qu’a chaque position dans une
exécution acceptante, toute sous-formule appartenant & 'atome courant est vérifiée. Cette
construction permet de retrouver la borne PSPACE par composition avec le test du vide
pour un automate de Biichi.

2.2 Automates d’arbres

Nous considérons maintenant les automates d’arbres qui généralisent les automates de
mots définis dans la section précédente. Le langage accepté par ces automates n’est plus
composé de séquences mais d’arbres.

2.2.1 Quelques mots sur les automates d’arbres

La principale différence entre la définition d’un automate d’arbres et celle d’'un automate
de mots réside dans la relation de transition. Lorsque 1’on reconnait des mots, chaque paire
composée d’un état de controle et une lettre de l’alphabet correspond & un mouvement
dans 'automate. Ensuite ’exécution continue & partir de la position suivante dans le mot.
Dans un automate d’arbres, chaque sommet ayant plusieurs successeurs, on envoie une
copie de I’exécution pour chaque noeud fils afin de reconnaitre les différents sous-arbres
correspondants. La relation de transition est donc de la forme 6 C @Q x 3 x P(Q) et associe
un mouvement dans 'automate pour chaque fils du sommet courant en fonction de la lettre
lue. Par exemple, la transition 6(q,a) = {q1, g2} signifie que si I'état courant est ¢, qu’on lit
la lettre a et que le sommet courant & deux fils alors un sommet continue I'exécution dans
I'état ¢ et I'autre fait de méme mais en passant dans 1’état gs.

Nous ne nous étendons pas plus sur les propriétés générales des automates d’arbres car
nous utilisons une classe particuliere d’automates d’arbres dans ce document. La définition
des automates d’arbres que nous introduisons généralise la définition standard en introdui-
sant [’alternation [CKS81]. De plus, certaines définitions sont spécifiques aux automates
d’arbres dont nous aurons besoin. Pour plus d’informations sur les automates d’arbres, le
lecteur peut se référer & [Tho90] ou [CDG97|. Nous décrivons avec plus de détails la classe
d’automates qui nous intéresse.

2.2.2 Automates d’arbres alternants

La classe des automates d’arbres alternants généralise celle des automates d’arbres en
définissant la relation de transition par une formule logique. Soit FBP(X) 'ensemble des for-
mules Booléennes positives construites sur les éléments de X qui est défini par la grammaire
suivante :

ax=T|L|plarha|aVa
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ou p € X. Un ensemble Y C X satisfait une formule a € FBP(X) ssi la valuation qui affecte
T a chaque élément de Y et L aux autres éléments de X satisfait a.

Un automate d’arbres alternant d’arité d+1 est une structure (@, I, Cond, ¥, §) telle que

— (@ est un ensemble fini d’états,
> est un alphabet d’entrée,
I C @ est un ensemble d’états initiaux,
Cond spécifie la condition d’acceptation et

la transition de relation ¢ est une fonction de la forme (Q xX) — FBP({0,...,d} x Q).

La relation de transition associe & une paire de la forme (g, a) € Q x X une formule booléenne
positive sur les éléments de {0,...,d} x @. L’hypothése selon laquelle les successeurs de
chaque sommet sont ordonnés nous permet d’associer un fils particulier & chaque mouvement
dans I'automate. Chaque élément de {0, ..., d} x @ spécifie une direction dans laquelle on se
déplace dans I'arbre (un successeur) et un état dans lequel passe 'automate. Par exemple,
la transition

(5((]7 a) = <07 Q1> \ ((0,Q2> A <1’Q3>)
signifie que lorsque l'automate est dans 1’état g et que la lettre lue est a alors

soit on se déplace pour lire le 0-successeur du sommet courant et ’automate entre
dans I’état qq,

— soit on lance une copie de l'automate qui passe dans l’état go et se déplace dans la
direction du 0-successeur du sommet courant, et une autre qui passe dans I’état g3 et
se déplace dans la direction du 1-successeur.

La différence avec un automate d’arbres classique est que la relation de transition laisse
la possibilité d’envoyer plusieurs copies de 1’exécution dans la méme direction. Notons que
le non-déterminisme correspond a une disjonction dans la relation de transition. En effet,
plusieurs relations par rapport & la méme paire composée d’'un état et d’une lettre, par
exemple §(q,a) = (0,q1) et d(¢g,a) = (0, g2), peuvent étre rassemblées dans la méme transi-

tion 6(q,a) = (0,q1) V (0, q2).

Un automate d’arbres alternant A = (@, I, %, d, Cond) d’arité d + 1 prend pour entrée
des arbres de degré d + 1 dont les sommets sont étiquetés par des éléments de 3. Une
exécution de A sur I'entrée T'= (N, {ng},d,I') est un autre arbre T, = (N, {no,}, =, ')
dont la racine est étiquetée par un état gy € I et les autres sommets par des éléments de
N x Q. Un sommet de T, étiqueté par une paire de la forme (g,n) correspond & une copie
de 'automate dans I’état ¢ et lisant la lettre associé au sommet n de T'. Chaque sommet de
T, et son ensemble de successeurs doivent satisfaire la relation de transition :

Pour tout sommet n, de T, tel que I'y(n,) = {(g,n) et d(¢,I'(n)) = «, I'ensemble S C
({0,...,d} x Q) défini par

{a,q') € S ssi il existe un successeur de n, dans T, étiqueté par (n',q’) € S tel que n’ est le
a-successeur de n dans T’
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satisfait la contrainte o.

Notons qu’une exécution peut avoir des sommets sans successeurs, aussi appelés feuilles,
puisque si « vaut T alors rien n’empéche qu’on n’ait aucun successeur. Au contraire il est
impossible de construire une exécution en utilisant une régle ot o vaut L.

Une exécution est acceptante ssi toutes ses branches infinies vérifient la condition d’ac-
ceptation. Un arbre T' de degré d est accepté par A ssi il existe une exécution acceptante de
A sur Pentrée T'. L’ensemble des arbres de degré d acceptés par A forme le langage accepté
par 'automate A.

Les conditions d’acceptation utilisées sont similaires & celles des automates de mots
mais s’appliquent a toutes les branches infinies de I'exécution. Dans le cas d’une condition
d’acceptation de Biichi, Cond est un sous-ensemble d’états de 'automate F' C () et une
branche vérifie la condition d’acceptation ssi il existe un état de F' visité infiniment souvent.
De méme, la condition de Biichi généralisée est telle que Cond est un ensemble de sous-
ensembles acceptants. Une branche vérifie cette condition ssi tous les sous-ensembles sont
visités infiniment souvent.

Théoréme 14 Un automate d’arbres alternant avec condition de Biichi généralisée peut
étre transformé en temps polynomial en automate d’arbres alternant avec condition de Biichi
acceptant le méme langage.

La transformation reprend les mémes opérations que dans le cas des automates de mots.
Dans le cas d’une condition d’acceptation de parité, nous rappelons que Cond est une

fonction Rang : @ — N qui associe un rang (ou priorité) a chaque état de l'automate.
Une branche infinie est acceptée ssi la priorité minimale de ’ensemble des états visités
infiniment souvent est paire. Nous utilisons par la suite le fait qu'une condition de Biichi

peut étre transformé en condition de parité.

Théoréme 15 Un automate d’arbres alternant avec condition de Biichi peut étre trans-
formé en temps linéaire en automate d’arbres alternant avec condition de parité.

Preuve : On a juste besoin de deux priorités. Les états finaux ont pour priorité 0 et les
autres 1. Le reste de I'automate ne change pas. Il est facile de vérifier qu'une branche passe
infiniment souvent par un état final ssi la priorité minimale est 0. U

Le principal intérét de cette transformation est que les langages reconnus par les automates
d’arbres alternants avec condition de parité sont clos par complémentation. La construction
d’un automate d’arbres alternant avec condition de parité reconnaissant le complément d’un
autre automate de la méme classe est d’ailleurs peu coiiteuse en terme de complexité.

Théoréme 16 Etant donné un automate d’arbres alternant A avec condition de parité, on
peut construire en temps linéaire un autre automate d’arbres alternant A avec condition de
parité tel que pour tout arbre T', T appartient au langage reconnu par A ssi T n’appartient
pas au langage reconnu par A.

36



Pour construire ./Zl, il suffit de dualiser les formules qui définissent la relation de transi-
tion de l'automate et d’ajouter 1 aux priorités affectées a chaque état (pour la preuve de
correction de cette construction, voir par exemple [Kir02]). Cette propriété de cloture par
complémentation n’est pas vraie pour les automates d’arbres avec condition d’acceptation
de Biichi en général. L’ensemble des langages reconnus par les automates d’arbres alternant
avec condition de Biichi est donc inclus dans I’ensemble des langages reconnus par les auto-
mates d’arbres alternant avec condition de parité (d’aprés le Théoréme 15). Par contre les
deux classes d’automates partage la propriété de cloture par union et intersection.

Théoréme 17 L’ensemble des langages reconnus par un automate d’arbres avec condition
d’acceptation de Biichi (respectivement parité) est clos par intersection et union.

En quelques mots, lintersection de deux automates d’arbres alternants A; = (Q1,{q}},
Condy,X1,81) et As = (Qa,{g3}, Conda, X9, 52) est obtenue en ajoutant un état supplé-
mentaire go défini comme le nouvel (et unique) état initial et en ajoutant une nouvelle régle
de transition pour I’état initial qui envoie deux copies de 'exécution vers les états initiaux
¢ et g3 des automates A; et As. Ceci peut se traduit par la régle

5(Q07 a) = 51 (q(l)’ a) A (52(Q(2]’ a)

pour tout a € X1 U Ys. Le reste de la relation de transition et la condition d’acceptation
coincide, pour tout ¢ € {1,2}, avec la définition de A; pour chaque état de @; (nous suppo-
sons sans perte de généralité que Q1N Q2 = ). La construction de 'automate qui reconnait
I'union des langages reconnus par A; et Ay est similaire en remplacant la conjonction par
une disjonction dans la régle 6(qo, a). Ainsi, a partir de ’état initial on peut choisir de pour-
suivre dans 'exécution dans 1'un ou 'autre des automates.

Pour ce qui est du test du vide, ce probléme est décidable pour les automate d’arbres
alternant avec condition de parité et la complexité est la suivante.

Théoréme 18 Le probléme du vide pour un automate d’arbres alternant A avec condition
de parité est EXPTIME-complet.

Le résultat énoncé dans le Théoréme 15 permet de voir que le probléme du vide pour les
automates d’arbres avec condition de Biichi est aussi dans EXPTIME. De méme, ce probléme
est aussi EXPTIME-dur.

Théoréme 19 Le probléeme du vide pour un automate d’arbres alternant A avec condition
de Biichi ou de Biichi généralisée est EXPTIME-complet.

2.2.3 Meéthodes a base d’automates pour les logiques arborescentes

Il existe moins de méthodes & base d’automates pour résoudre les problémes liés aux
logiques arborescentes. Citons juste les travaux de [Wil99, KVWO00| qui montrent qu’on
peut construire un automate d’arbres alternant qui reconnait I’ensemble des modéles d’une
formules de CTL ou CTL* donnée. Contrairement a la construction pour LTL & laquelle
nous faisons référence a plusieurs reprises, nous ne définissons pas ici la construction pour
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CTL* que nous utilisons plus localement dans ce document. Nous reprendrons les principaux
éléments de cette construction le moment venu (voir Section 7.3.2). Le résultat qui nous
intéresse est le suivant.

Théoréme 20 FEtant donnée une formule ¢ de CTL* on peut construire en temps exponen-
tiel par rapport a || un automate d’arbres alternant Ay avec une condition d’acceptation
de parité tel que ¢ est satisfaisable ssi le langage reconnu par Ay est non-vide.

Intuitivement, la construction de cet automate se fait de maniére inductive par rapport a
la structure de ¢. Le cas des formules de la forme Et utilise la construction définie pour les
formules de LLTL et la condition de parité est nécessaire pour pouvoir complémenter 1’au-
tomate obtenu dans le cas o1 'on voudrait construire I’automate qui reconnait les modeéles
de A—). La taille de A4 est par conséquent d’ordre exponentiel par rapport a celle de ¢.

2.3 Automates a compteurs

Une derniére classe d’automates qui tient une place importante dans la suite est la classe
des automates & compteurs. Les automates a compteurs sont différents des automates que
nous avons considérés jusqu’'a présent. En effet, ces automates sont équipés d’'un ensemble
fini de variables prenant des valeurs entiéres. En plus des lettres de ’alphabet, on associe
aux transitions des tests et mises a jour pour les variables. Un automate a compteur est
donc une structure définie par

un ensemble fini d’états de controle @,
— une ensemble d’états initiaux I,
— un ensemble fini de compteurs C,

— une relation de transition 6 € @ x P(Tests) x Up x @ telle que Tests est un ensemble
fini de tests sur les compteurs et Up est un ensemble fini de fonctions de la forme
f: NI¢l — NIl définissant une mise a jour des compteurs,

— et une condition d’acceptation.

Nous oublions I’alphabet pour le reste de cette section car les propriétés qui nous intéressent
portent principalement sur les exécutions et pas les langages. Néanmoins, rien n’empéche
d’utiliser un automate & compteurs comme générateur de langage.

Les configurations d'un automate a compteurs sont donc des éléments de @ x NICI
dont la deuxiéme composante représente une valuation pour les compteurs. L’ensemble des
configurations d'un automate & compteurs est donc infini contrairement aux automates

. X, .. . 214
que nous avons vu jusqu’a présent. Nous notons (q,v) =4 (¢, ') ssi il existe un élément
(q, X, u,q') € 4 tel que la valuation des compteurs v satisfait tous les tests de X et v/ = u(v).

Une classe particuliére d’automates a compteur & laquelle nous auront a faire référence
est la classe des machines de Minsky [Min67]. Cette classe est une classe simple d’automates
a compteurs dont les seules opérations permises sur les compteurs sont I'incrémentation et
la décrémentation par 1 et les tests & zéro. Par rapport a la définition ci-dessus, une machine
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de Minsky est un automate & compteurs tel que :

— P’ensemble des tests est un ensemble de tests & zéro de la forme x =7 0 pour tout
compteur z € C,

I’ensemble des fonctions de mises & jour est telle que tout w € Up, u(zq,... ,xm) =
(u(z1),...,u(m|c))) vérifie pour tout x € C
u(x) =z

- ouu(r)=x+1,
ouu(z) =z —1.

Notons que comme un compteur ne peut pas avoir une valeur négative, toute opération
de décrémentation implique un test & zéro implicite. On définit aussi un ensemble d’états
finaux. Au lieu du probléme du vide, on parle pour les machines de Minsky

— du probléme de l’arrét qui correspond déterminer l'existence d’une exécution finie
terminant dans un état final,

et du probleme de l’exécution récurrente qui correspond a ’existence d’'une exécution
vérifiant une condition de Biichi.

La raison pour laquelle nous introduisons cette classe maintenant est que nous 1'utilisons
a plusieurs reprises pour prouver des résultats d’indécidabilité. En effet, le probléeme de
I'accessibilité pour les machines de Minsky avec deux compteurs ou plus est indécidable.

Théoréme 21
Le probléme de l'arrét pour les machines de Minsky a deux compteurs non-deterministes est
indécidable. [Min67|

Le probleme de l'exécution récurrente d’une machine de Minsky a deuxr compteurs non-
deterministes est $1-complet. [AH94, Lemme 8|

Comme les machines de Minsky & deux compteurs sont des automates & compteurs assez
simples ce résultat implique beaucoup de résultats d’indécidabilité pour les problémes liés
a la classe automates & compteurs. Cependant, de nombreuses sous-classes ont été étudiées,
pour lesquelles des problémes de model-checking sont décidables :

1. les réseaux de Petri [Pet81, Jan90, CEP95, DE95|,

2. les machines & compteurs dont le nombre d’alternations entre croissance et décrois-
sance des valeurs est borné [Iba78],

3. les systémes a compteurs plats [CJ98|,

4. les systémes a compteurs plats avec des fonctions de mise a jour affines formant un
monoide fini [Boi98, FL02, BFLP03],

5. les systémes a compteurs admissibles avec contraintes de Presburger [DFGvDO06|.
Certains langages de spécification que nous introduisons par la suite ont pour objectif prin-
cipal de spécifier des propriétés sur les automates & compteurs. Ainsi, les résultats pour

les problémes de model-checking correspondants a ces langages complétent ou étendent les
résultats connus.
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3.1 Définition du langage logique

3.1.1 Extension de logiques sur domaines concrets

Les structures de Kripke abstraient les états du programmes par rapport & un ensemble
propositions qui prennent des valeurs binaires. Cette abstraction des systémes informatiques
peut paraitre limitée puisque dans la réalité les programmes manipulent des variables qui
peuvent représenter des entiers, des réels ou des chaines de caractéres. De nombreuses re-
présentations symboliques ont été introduites pour représenter des systémes infinis qui ma-
nipulent des objets aussi divers que des compteurs, des horloges, des files, des canaux de
communication. .. Il est intéressant de pouvoir spécifier sur ces modeéles des contraintes plus
riches que la simple accessibilité d’un état de controle. Cependant, les variables proposi-
tionnelles ne sont pas satisfaisantes lorsque I'on souhaite exprimer des propriétés relatives
aux objets manipulés par ces représentations symboliques. C’est pourquoi nous introduisons
une famille d’extensions des logiques temporelles sur des domaines concrets qui permettent
d’exprimer des propriétés sur des variables qui évoluent dans un ensemble potentiellement
infini au cours d’une exécution.
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Soit VAR = {zg,z1,...} un ensemble infini dénombrable de variables. Un domaine
concret est une paire D = (D, R) telle que D est un domaine d’interprétation pour les
variables et R est un ensemble dénombrable de relations sur les éléments de D. Nous notons
les contraintes de D sous la forme R(z;,,..., ;) telle que R est un symbole associé a une
relation du domaine dont l'arité est k et z;,,...,2; € VAR. Une valuation est une fonction
de la forme v : VAR — D qui assigne a chaque variable une valeur dans D. Une contrainte
R(zj,,...,xj, ) de D est satisfaite par une D-valuation ssi (v(zj,),...,v(z;)) € R ou R
est la relation de D associée au symbole R. Dans ce cas, nous notons v = R(zj,,...,zj,).
De méme, nous notons v = X pour un ensemble de contraintes X ssi v satisfait toutes les
contraintes de X. Un domaine concret D = (D, R) est un domaine concret trivial ssi pour
toute relation R € R, soit R = () ou bien R = D ou k est l'arité de R. Ceci implique que la
satisfaction d’une contrainte dans un domaine concret trivial ne dépend pas de la valuation.

Nous définissons dans ce chapitre une famille d’extensions des logiques temporelles pro-
positionnelles dans lesquelles les propositions sont remplacées par des contraintes induites
par un domaine concret. A la différence de ce qui est dit ci-dessus, ces contraintes ne portent
pas sur des variables mais sur des termes représentant les valeurs des variables a différents
états du modéle. Un terme est une expression de la forme XX. .. Xz composée d’une variable
préfixée par un certain nombre de symboles X. Nous réutilisons le symbole X de la modalité
de LTL car cela ne cause aucune confusion par la suite. Nous définissons I’abréviation X'z
ou i > 0 pour noter ces termes mais leur codage requiert O(i + j) bits ou j est la taille
nécessaire pour coder x. L'interprétation de ces termes sera formellement définie plus loin.
Intuitivement, X'z représente la valeur de z au i*™¢
Par exemple, une contrainte telle que Xz = z + 1 exprime qu’a l'instant suivant, la variable
x est incrémentée de 1 et X2z < Xy que la valeur de  dans 2 états est un sous-mot de la
valeur de y a I'état suivant. Une contrainte transitionnelle est une contrainte de la forme
R(Xille, .. ,Xikxjk) telle que 41,...,7, < 1. Seules les valeurs des variables a I'état cou-
rant et & 1’état suivant sont utilisées dans ce type de contraintes ce qui permet de voir ces
contraintes comme une mise & jour des variables.

état suivant le long d’une exécution.

Bien que déja présente dans la logique du premier ordre, cette idée d’étendre les logiques
temporelles avec des langages de contraintes est inspirée des travaux réalisés dans le domaine
des logiques de description (voir par exemple [BH91, Lut04]). Les travaux réalisés dans le
cadre de la vérification de données structurées ou semi-structurées introduisent aussi ce
type d’extensions afin de comparer les données [BMST06, Seg06]. En ce qui concerne les
logiques temporelles, de nombreuses extensions pouvant étre reliées a notre définition ont
été introduites [WZ00, BC02, GKK™03], souvent dans le but d’exprimer des relations de
comptage entre des variables interprétées par des entiers (voir par exemple [éer94, BEH95,
BH96, CC00, DDO07)).

3.1.2 Logiques du temps linéaires

En ce qui concerne les logiques temporelles linéaires, nous définissons CLTL(D) comme
I'extension de L'TL définie par la grammaire suivante :

¢ = R(X“lev S 7Xkajk) | oNG | —¢ | Xo | U
ol Zj,,...,2j, € VAR sont des variables et R(X"z;,,...,X%z;,) est une contrainte de D
sur des termes. Les opérateurs X et U de la logique sont les opérateurs classiques de LTL.
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Nous utilisons aussi les opérateurs F¢ et G¢ définis dans LTL respectivement par TU¢ et
—F—¢. Etant donnée une formule ¢ de CLTL(D) nous définissons sa longueur temporelle,
notée |p|x, comme étant le plus grand entier [ tel qu'un terme de la forme X!z appartient &
¢. Intuitivement, cette mesure définit la taille d'une fenétre d’états consécutifs du modéle
dans lesquels les différentes valeurs prises par les variables peuvent étre comparées.

Les modeéles de CLTL(D) sont des séquences infinies de valuations de la forme o : N —
(VAR — D). La relation de satisfaction pour la logique CLTL(D) est définie de la méme
fagon que pour LTL, excepté au niveau atomique.

o,i = R(Xzj,, ..., Xy, ) ssi (00 + ) (25,),...,0(i + 1) (2j,)) € R,

oilEONY ssioiEdet o=@

0,1 = —¢ ssi 0,1 ¢,

o,i = Xpssio,i+1E ¢,

0,1 = U’ ssi il existe ig > i tel que o,ip = ¢’ et pour tout ¢ < j < iponao,jE ¢.
Nous notons ¢ |= ¢ si 0,0 |= ¢. Le probléme de la satisfaisabilité pour CLTL(D) consiste a
déterminer, étant donnée une formule ¢, §'il existe un modeéle o : N — (VAR — D) tel que

o = ¢. Nous notons CLTLL (D) le fragment de CLTT(D) restreint aux formules ayant au
plus k variables et dont la longueur temporelle est inférieure ou égale a [.

Avant de continuer, voici quelques exemples de formules de CLTL(D).

— G(x = Xz) est une formule de la logique CLTL((Z,=)) et plus précisément de son
fragment CLTL{((Z,=)) qui signifie qu’a tout moment la valeur de x & linstant
suivant est égale & sa valeur courante, ce qui signifie que la valeur de = est constante.

~ F((z < Xy) A (z < XXy) A (2 < XXXy)) est une formule du fragment CLTL3((Z, <))
de CLTL({Z,<)). Elle exprime qu’on atteint dans le futur une position ou les 3
prochaines valeurs de y sont strictement supérieures a la valeur courante de x.

~ (sent = Xsent)U(sent < Xreceived) est une formule du fragment CLTL3((X*, <)) de
CLTL((X*, <)) exprimant que le message envoyé reste le méme jusqu’a ce qu’il soit
un sous-mot du message recu a l'instant suivant.

— conc(a, z,Xz) = Xconc(b, Xz, z) est une contrainte de CLTLI((X*, Reone)) telle que
pour tout @ € ¥ et z,y € VAR on a (a,z,y) € Reone ssi a - x = y. Cette contrainte
signifie que si 'on dépile un a dans la pile x alors a I'instant d’aprés on empile un b.

La formule F((z < Xy) A (z < XXy) A (z < XXXy)) est satisfaite par le modeéle suivant (voir
les positions en caractéres gras) :

(x: -1 4| 2 5 7 -1
“\y: 2 1] -243 6|-1 )

Les résultats qui suivent montrent des réductions possibles entre les différents fragments
de la forme CLTLZ(D). Ces réductions établissent des correspondances qui facilitent la
classification de ces fragments en fonction de la restriction du nombre de variables et de la
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longueur temporelle des formules (voir la Section 5.1.3). La premiére réduction permet de
réduire la longueur temporelle d’'une formule mais augmente le nombre de variables.

Lemme 2 Pour tous k,l,k',l' € N\ {0} et pour tout domaine concret D, il existe une
réduction en temps exponentiel de CLTLL(D) vers CLTLL, (D) lorsque k x 1 = k' x I et
k' =k x m pour m > 2.

Preuve : L’idée de cette preuve est de coder m états dun modele de CLTLL (D) en un
seul état d’un modele de CLTLY, (D). Par exemple, si k' = 2k alors le modéle de CLTLL(D)
ci-dessous

0 1 2
37(1) 33% 33%
L2 X2 X2
0 1 2
z . x
. 12 .
correspond au modeéle de CLTLy, (D) suivant
0
i o
x5 x5
0 2
x2 T2
1
Lk Lk

Nous définissons une fonction f : CLTLL(D) x {0,...,m — 1} — CLTLZ,(D) par in-
duction sur la structure de la formule telle que f(¢,0) exprime les conditions ci-dessus. Le
deuxiéme argument de la fonction f permet de se repérer par rapport au modéle original et
a déterminer lorsqu’il faut passer & I’état suivant dans le modéle d’arrivée. Ceci se produit
a chaque fois que I'on a passé m états du modele original (voir par exemple la définition
ci-dessous de f(X¢, pos)). Le deuxiéme argument compte donc les positions du modele ori-
ginal modulo m.

- f(R(X%zp,, ..., X%z, pos) = R(Xa/lxbrl, e ,Xa/mb/s) ol

pour tout ¢ € {1,...,s} on a a; = ¢; et b, = r;k + b; o1t ¢; et r; sont respectivement le
quotient et le reste de la division euclidienne de a; 4+ pos par m, c’est-a-dire qu’'on a
a; +pos=qgm-+r;tel que 0 < q; et 0 <7, <m—1.

Comme 0 < ¢; < (a; + pos)/m et 0 < a; + pos < | + m nous obtenons 0 < ¢; <
(I +m)/m. Notons que si k' = km et kl = k'l' on a I"” = ml ce qui nous permet de
déduire que 0 < ¢; < (I’ +1)m)/m. Doncon a 0 < a; <!". De méme 0 <r; <m —1
et 1 <b; <k impliquent 1 < kr; +b; < km ce qui fait que I'on a bien 1 <, <k’
Cette opération permet de mettre en relation les termes du modéle original avec le
modeéle d’arrivée. La division entiére permet de savoir combien d’états on saute dans
le modéle d’arrivée. Pour un terme Xixj, ce nombre d’états dépend bien entendu de
i mais aussi de la position pos of I'on se trouve dans le modéle original. A partir
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du reste de cette division, nous calculons alors & quelle variable de 1’état d’arrivée
correspond le terme.

— f est homomorphique par rapport aux opérateurs Booléens.

- f(Xo, pos) = f(¢, pos + 1) pour tout pos < m — 1.
Lorsque pos < m—1, le passage & un état suivant dans le modéle original ne correspond
pas a un changement d’état du modéle final mais il est nécessaire de prendre en compte
ce fait dans la fonction.

Lorsque pos = m — 1, le passage & un état suivant dans le modéle original correspond
aussi & un changement d’état dans le modéle final.

F(PUx, pos) est égal a
f(,pos) V (f(¢,pos) A (f(¥,pos +1) V... f(p,m —2) A (f(¢,m — 1)V

((f(@,m = 1) AX($'UY)))...))
tel que

¢/ = /\ogigm_1 f(@b’ 2)

V' = Vo<icm1((No<ir<i F(9:9)) A f(,4)).
Puisque plusieurs états du modéle original sont codés dans un seul état du modéle
d’arrivée, nous ne pouvons pas nous contenter de nous déplacer d’état en état dans le
modeéle d’arrivée. Il est nécessaire de vérifier que toute séquence de k variables codant

un état du modeéle original vérifie soit ¢ ou . Ceci explique tout le développement
avant la sous-formule X(¢'Uy)’).

La taille de la formule obtenue f(¢,0) est exponentielle par rapport a la taille de ¢.
Nous pouvons facilement montrer que ¢ est satisfaisable par un modéle de CLTL%C(D) ssi
f(¢,0) est satisfaisable par un modele de CLTLY, (D) en utilisant la correspondance entre
les modéles définis au début de cette preuve. Pour tout modele o, : N — {x1,..., 21} — D
il existe un modele o : N — {x1,..., 21} — D tel que pour tout i € Net j € {1,...,k}
on a oy(i)(z;) = op (') (xj) tel que i =i x m~+r et j/ =r x k+javecd,j,r > 0. Pour
tout modéle oy, nous pouvons aussi définir la construction inverse de o}, vérifiant la méme
propriété. Par construction de f, nous avons oy, i = ¢ ssi o, i’ = f(¢, pos) ot i = i'm+ pos
tel que 7’ >0et 0 < pos <m — 1. O

Ce résultat permet par exemple de réduire le probléme de la satisfaisabilté pour n’importe
quel fragment de la forme CLTLL(D) au méme probléme pour CLTL}, (D). Comme pour
tout fragment CLTLL (D), la réduction vers CLTL},(D) se fait de maniére uniforme, nous
avons le corollaire suivant.

Corollaire 1 Le probléme de la satisfaisabilité pour CLTL(D) peut se réduire en temps
exponentiel au probléme de la satisfaisabilité pour CLTLl(D).

Nous définissons maintenant un réduction qui permet de réduire le nombre de variables
de la formule tout en augmentant la longueur temporelle.
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Lemme 3 Pour tous k, 1, k', I' € N\{0} et pour tout domaine concret D muni d’une relation

d’égalité et ayant au moins trois éléments, il existe une réduction en espace logarithmique
de CLTLY (D) vers CLTLL, (D) lorsque 3k x | < k' x 1" et k = k' x m pour m > 2.

Preuve : L’idée de cette réduction est de coder un état d'un modele de CLTLL(D) par
3m états d'un modéle de CLTLl/,(D). Pour des raisons techniques liées & la transitivité de
la relation d’égalité, seulement un état sur trois dans le modeéle de CLTLZ/,(D) code les
valeurs du modele de CLTL! (D). Les états intermédiaires sont utilisés pour marquer le
début des séquences de 3m états consécutifs qui correspondent & un seul état du modeéle de
CLTLL (D). Par exemple, le modeéle de CLTLL(D) suivant

est codé par le modele de CLTLY (D) ci dessous

sl =o|#ota)totot|al=o|FoFayFoto...

ol o dénote des valeurs arbitraires qui satisfont les relations avec leurs voisins représentées
sur le schéma. Notons que pour que ces relations puissent toujours étre satisfaites, il faut que
le domaine d’interprétation comporte au moins trois éléments distincts. Un état du modele
de CLTLY, (D) est le début d'une séquence codant un état du modele de CLTLY (D) ssi la
valeur de la variable 1 & I’état suivant est identique a celle de ’état courant (le choix de la
variable 1 est arbitraire).

Nous définissons une fonction f qui transforme une formule de CLTL! (D) en formule de
CLTLl,,(D) en vérifiant la correspondance décrite ci-dessus et qui force ainsi les variables
T1,...,T; & étre interprétées par blocs de 3m états dans la formule résultante.

— FR(XMzp,, ..., X% a,)) = R(X ..., X%y, o

pour tout i € {1,...,s} on a a, = 3ma; + 3¢; et b, = r; + 1 tel que ¢; > 0 et
r; € {0,..., k" —1} sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne
de b; — 1 par K/, c’est-a-dire que b; — 1 = ¢;k' + r;.

Cette opération établie la correspondance entre les termes du modéle original avec le
modele d’arrivée. Puisqu’un état du modeéle de départ correspond a 3m états du modele
d’arrivée, X! dans le modeéle original correspond a X3™ dans le modeéle d’arrivée.
Ensuite il faut rajouter 3q état ou q est le quotient de la division de b — 1 par k¥’ car
le modéle d’arrivée a moins de variables et qu’on se sert de 3 états consécutifs pour
coder chaque variable du modéle initial. Nous calculons enfin & quelle variable de ’état
d’arrivée correspond le terme & partir du reste de la division.

— f est homomorphique par rapport aux opérateurs Booléens,

- f(X¢) = (21 # Xz1)U((z1 = Xz1) A f(9)).
Pour passer a I’état correspondant a un état suivant du modéle original, il faut se caler
sur le prochain état du modele d’arrivée vérifiant (1 = Xa1).

= [(@UY) = ((z1 = Xz1) = f(#))U((z1 = Xa1) A f(¥)).
Seuls les états vérifiant (x1 = Xx1) correspondent au début d'un état du modéle origi-
nal. Il faut que la formule f(¢) soit vérifiée dans tous les états vérifiant cette propriété

46



jusqu’a ce que f(v) le soit.

La taille de f(¢) est linéaire par rapport a |¢|.

Soit @3, la formule suivante exprimant que la contrainte x1 = Xy est vraie exactement
tous les 3m états :

1 = XT1 A /\ Xi(l‘l #+ Xafl) A G(aﬁl =Xr; & X3m331 = Xafl)
1<i<3m—1

Un modele o satisfait ¢g,, ssi pour tout i € N on a 0,i | x1 # Xx1 < @ =35, 0.

Nous pouvons facilement montrer que la formule ¢ de CLTLL(D) est satisfaisable ssi
la formule f(¢) A ¢3,, est satisfaisable. Pour tout modéle oy : N — {zq,..., 2} — D il
existe un modeéle oy : N — {x1,...,2p} — D tel que pour tout ¢ € Net j € {1,...,k}
on a oi(1)(x;) = op(3mi + 3¢)(r + 1) tel que j —1 = gk’ + 7 (¢,7 > 0) et op = P3m.
Ceci correspond & la transformation décrite au début de cette preuve, qui est possible
car D contient 3 valeurs distinctes. Etant donné un modeéle oy tel que o E ¢3m, nous
pouvons aussi construire un modeéle o vérifiant la méme correspondance des valeurs en
gardant les valeurs significatives de oy . Par construction de f, nous avons og,i = ¢ ssi
o, 3im = (o) A @3 (par induction sur la structure de ¢). O

De la méme facon que pour le résultat précédent, le Lemme 3 nous permet de définir une
réduction uniforme des formule de CLTL(D) tel que D est muni d’une relation d’égalité et
a au moins trois éléments, vers CLTL (D).

Corollaire 2 Le probleme de la satisfaisabilité pour CLTL(D) tel que D est muni d’une
relation d’égalité et contient au moins trois éléments distincts peut se réduire en temps
logarithmique au probléme de la satisfaisabilité pour CLTL, (D).

3.1.3 Logiques arborescentes

Nous nous intéressons maintenant au cas des logiques arborescentes. L’extension de la
logique temporelle CTL* sur un domaine concret D = (D, R), notée CCTL*(D), est définie
de la maniére suivante.

b= T EY| -6 pA0
Y o= ¢ | ROXajy, .., X% ) | "0 | v A | X | Uy

ol zj,,...,2;, € VAR et R € R. La longueur temporelle d’'une formule est définie de la
méme maniére que dans le cas linéaire ainsi que les opérateurs F et G. Le quantificateur E
est un quantificateur existentiel sur les exécutions, et nous utilisons son dual Ay pour noter
la quantification universelle qui est équivalente & =FE—1. Comme dans le cas proposition-
nel, nous distinguons dans CCTL*(D) les formules d’état représentées dans la définition
par ¢ et les formules de chemin représentées par 1. Notons que les formules atomiques
R(Xille, .. ,Xikxjk) de la logique sont interprétées par rapport a un chemin a cause de la
présence des termes. En effet, lorsqu’on utilise un terme X'z il est nécessaire de spécifier
si I’on référe & une valeur future possible pour la variable x dans i états ou bien & toutes
les valeurs possibles. Cependant, la logique CTL* peut toujours étre définie par rapport a
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une instance particuliére de CCTL*(D). En effet CTL* est équivalent & CCTL*(D) tel que
D = ({0,1},[]) ou [] est une relation d’interprétation unaire telle que [z] = T ssi = 1.
Dans les logiques que nous étudions par la suite, les variables propositionnelles peuvent la
plupart du temps étre rajoutées en utilisant des variables fraiches sous condition que le
domaine soit non-trivial.

Les modeéles de CCTL*(D) sont des arbres associant a chaque sommet une valuation de
la forme VAR — D. Soit T' = (N,{ng}, —,I') tel que N est un ensemble fini ou infini de
sommets, ng € N est la racine du modéle, =C N x N est un ensemble d’arcs tel que pour
tout n € N il existe un sommet n’ € N tel que n — n/, et ' : N — (VAR — D) est une
fonction associant a chaque sommet une valuation. Les modéles de CCTL*(D) héritent des
définitions que nous avons énoncées pour CTL* (voir la Section 1.2), en particulier :

— le degré d’un sommet est le nombre d’arétes ayant pour origine ce sommet et le degré
d’un graphe est la borne supérieure de I’ensemble des degrés de ces noeuds,

un d-arbre est un arbre dont tous les sommets ont pour degré d,

— les successeurs d’un noeud sont ordonnés.

Nous rappelons qu’'un chemin dans 7' est une séquence m = ng - ny --- telle que pour tout
0 <i < || on an; — nit1. Notons la correspondance entre un chemin dans 7" et un modele
dans le cas linéaire. Nous notons aussi 7 = n; - n;1--- le i*M¢ suffixe de 7 et 7(i) le 5™®
sommet. La relation de satisfaction pour une formule d’état est définie par :

,n) = T pour tout n,

) | ¢ ssi (T',n) [~ &,

yEoNG ssi(Tin) = ¢ et (Tyn) = ¢,
)

)

3

)

_ (T
_ (T
- (T,
(T
(T

3

,n) | E 1 ssi il existe un chemin infini 7 = ng - ny--- dans T tel que ng = n et

=,

et la relation de satisfaction pour une formule de chemin par

5 3

9

Une formule ¢ de CCTL*(D) est satisfaisable ssi il existe un modele T' = (N, {ng}, —,T")
tel que (T, ng) = ¢. Le probléme de la satisfaisabilité consiste a déterminer si une formule
donnée est satisfaisable.

Nous démontrons pour conclure cette section quelques propriétés sur les formules et
modeles de CCTL*(D) qui nous permettront par la suite de faire des restrictions sans perte
de généralité. Une formule de CCTL*(D) est sous forme positive si elle peut étre définie par
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rapport a la grammaire suivante :

6i=T|E|Ab|ond|ove | )
o= ¢ | R(X"zy, ..., X%, ) | " R(X" 2y, .., X%, ) [P A [V | X | YUy | Uy
ou zj,,...,x; € VAR, R(Xille,...,xikxjk) est une contrainte de D et U est le dual de

Vopérateur U, c’est-a-dire que ¢pU¢’ = —(=¢U—¢’). N'importe quelle formule de CCTL*(D)
peut s’écrire sous forme positive.

Lemme 4 Pour toute formule ¢ de CCTL*(D), il existe une formule ¢’ de CCTL*(D) sous
forme positive telle que ¢ est satisfaisable ssi ¢ est satisfaisable.

Preuve : Etant donnée une formule ¢ de CCTL*(D), nous pouvons définir une normali-
sation des formules qui pousse les négations au niveau atomique. La fonction f est définie
par induction sur la structure de ¢.

— f est égal I'identité pour les cas R(X%aj,, ..., X%z, ) et ~R(X"xj,,...,X%z;,),
f(==9) = f(¢),

f@NG) = f(=p) V f(=¢)),

f(=(@V ) = f(=p) A f(=¢)),

f(=E¢) = Af(=9),

f(-A9) = Ef(=9),

f(=Xe) = Xf(=9),

F(=(0U)) = f(=)Uf(=¢),

F(=(0Ud)) = f(=d)Uf(=¢)),

pour les cas restant, la fonction est homomorphique.

Il est évident que le calcul de f(¢) termine puisque les appels récursifs dans chaque cas se
font sur des sous-formules et que nous identifions =—¢ avec ¢. Par construction, les seules
sous-formules qui peuvent étre négatives sont les contraintes atomiques et donc f(¢) est
sous forme positive. Enfin, il est facile de montrer par induction que ¢ est satisfaisable ssi
f(@) est satisfaisable car toutes les régles de définition de f respectent des équivalences
logiques. ]

Nous remarquons que la mise sous forme positive se fait en temps linéaire et que la taille de
¢’ est du méme ordre que celle de ¢. On a besoin d’un seul parcours de la formule pour la
réécrire sous forme positive en poussant les négations a l'intérieur des sous-formules. Nous
notons Ey(¢) le nombre de quantificateurs existentiels d'une formule sous forme positive ¢.

Nous définissons maintenant des propriétés sur ’ensemble des modéles d’une formule de
CCTL*(D). Le résultat suivant énonce le méme genre de propriété de modeéle réduit pour
CCTL*(D) que dans le cas propositionnel (voir [ES84]).

Lemme 5 Une formule ¢ de CCTL*(D) est satisfaisable ssi il existe un arbre T de degré
Ey(¢) + 1 ayant pour racine ng tel que (T',ng) = ¢.
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Preuve : Soit ¢ une formule de CCTL*(D) et d = Ey(¢)+1. Nous notons {E4y, ..., Eig}
I’ensemble des sous-formules existentielles de ¢. Supposons qu’il existe un modele T' =
(N,{no},—,T) qui satisfait ¢. Nous définissons la construction d'un nouveau modele 7"
qui préserve ’ensemble des formules d’états vérifies & chaque état en copiant les chemins
qui servent a satisfaire les différentes formules de cet ensemble. Ainsi, pour chaque sommet
n’ de T' correspondant & un sommet n de T et chaque formule existentielle E1; telle que
(T,n) | E;, il existe un chemin distinct dans 7”7 ayant pour origine n’ qui satisfait E1;.
L’arbre T" = (N',{n{}, =',I") est défini de la fagon suivante :

— L’ensemble des sommets est tel que N' C N x {1,...,d}*. Chaque noeud de 7" est
noté sous la forme d’une paire (n,w) telle que la premiére composante représente le
sommet de T auquel il correspond et la deuxiéme décrit le chemin depuis la racine
de T" jusqu’a ce sommet. Ce chemin est unique car un arbre n’a pas de cycle et nous
sert & différencier les différentes copies éventuelles d’'un méme sommet du modeéle T
original. Nous appelons la longueur de ce chemin le niveau du noeud.

La racine est ny = (no, 0).
La fonction d’étiquetage vérifie IV ({n,w)) = I'(n) pour tout (n,w) € N’

Nous définissons la relation —’ par induction sur le niveau des sommets.

Supposons qu'il existe un chemin entre ng et un noeud (n, w) et posons { EYT, ..., By}
I’ensemble des formules existentielles satisfaites par n dans T'. Pour chaque formule
E1; appartenant a cet ensemble, il existe un chemin infini 7 = nj-nj -nj--- dans T
tel que nf) = n et (G,m) = Ev;. Nous ajoutons une copie de ce chemin dans 7" en

définissant les arcs suivants

./ )

/ .
- (nd,w-(0) AN (nyq,w-(0)"*1) pour tout I > 0, on (0)" représente le mot composé
de | occurrences du caractére 0.

Si 'ensemble de formules existentielles est vide alors nous copions n’importe lequel
des chemins au départ du noeud correspondant dans 7" afin de préserver le caractére
complet de ’ensemble des arcs du modéle.

Cette définition implique que pour chaque sommet, le chemin qui suit tout le temps la
direction 0 est défini et correspond au suffixe d'une copie d’'un chemin déja défini ayant
pour origine un sommet de niveau inférieur. Cependant, la construction au niveau ¢ n’ajoute
jamais de successeur qui n’est pas un 0-successeur a un sommet de niveau supérieur & ¢. Les
autres successeurs sont définis lorsque 'on traite le sommet en question. Chaque sommet de
T’ a donc au plus d successeurs. Nous pouvons alors facilement montrer que (IT7,n() = ¢
par induction sur la structure de la formule ¢. Cette propriété est directe considérant que
I’ensemble des formules existentielles satisfaites par chaque sommet est préservée.

L’implication inverse est triviale. (]

Ce résultat peut étre légérement modifié de la facon suivante, afin d’obtenir une classe de
modéles encore plus restreinte.

Corollaire 3 Une formule ¢ de CCTL*(D) est satisfaisable ssi elle est satisfaite par un
(E4(0) + 1)-arbre.
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Preuve : Dans la construction précédente le nombre de successeurs de chaque sommet
dépend du nombre de formules existentielles satisfaites dans le modéle initial. Nous pouvons
facilement compléter cette construction en rajoutant des copies d'un chemin déja issu de
la construction afin que chaque sommet ait un nombre de successeurs égal a Fy(¢) + 1.
Comme ces copies ne modifient pas I’ensemble de formules existentielles satisfaites & chaque
position, la propriété est toujours vérifiée. O

3.2 Automates a contraintes et model-checking

3.2.1 Définition des automates a contraintes

Nous définissons le probléme du model-checking pour les logiques temporelles étendues
sur des domaines concrets par rapport a une classe particuliére d’automates a contraintes.
Pour tout domaine concret D, un D-automate est un automate de Biichi avec un ensemble
de variables associé (comme pour les automates a compteur) dont les transitions sont éti-
quetées par des combinaisons Booléennes de contraintes transitionnelles définies par rapport
a D. Les transitions impliquent des contraintes sur les valeurs des variables & 1’état courant
et a I'état suivant, ce qui permet & la fois d’exprimer des tests comme par exemple x = 0
ot des mises a jour telles que Xz = x + 1. Formellement, un D-automate A avec k variables
est une structure (@, 9, I, F) telle que :

— @ est un ensemble fini d’états de controle,

— I C @ est un ensemble d’états initiaux,

F C @ est un ensemble d’états finaux,

-6 C @ x15C,(D) x Q est une relation de transition finie, ou 1SCy(D) représente
I’ensemble des formules obtenues par combinaisons Booléennes de contraintes transi-
tionnelles définies par rapport a D avec les variables {z1,...,zx}.

Nous utilisons la notation ¢ — ¢’ lorsque (q,,q") € 6. Notons qu’en général, les D-
automates que nous considérons par la suite n’ont pas d’alphabet. Ils servent plus de modéles
opérationnels que d’accepteurs de langages.

Une configuration de A est une paire (g,v) € Q X DF o v est une valuation pour les
variables {z1,...,xx}. La sémantique sur un pas est définie par (g,v) — (¢’,v’) ssi il existe
une transition (g, o, ¢') € § dans A telle que la valuation qui pour tout ¢ € {1,...,k} associe
a z; la valeur v(z;) et a Xz la valeur de v/(z;) satisfait la contrainte . Nous notons (g, v) =
{(¢’,v") lorsque nous avons besoin de préciser la contrainte sur la transition empruntée.

3.2.2 Exécutions linéaires d’un D-automate

Une exécution linéaire de A, que nous appelons parfois chemin dans A, est une séquence
finie ou infinie 7 d’éléments de @ x D telle que pour tout 0 < 4 < |7|—1 on a 7(i) — m(i+1).
Nous notons (i) le i®™¢ ¢élément de 7 et 7' le suffixe commencant a la position i. Pour
des raisons de présentation, nous explicitons parfois les transitions entre les configurations

. . ag ay
successives de 7 en notant 7 de la facon suivante 7(0) = m(1) — ---
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Nous notons —* la cloture transitive de — telle que (g,v) —* (¢/,v') ssi il existe un
chemin fini de (g,v) a (¢’,v’). Une exécution acceptante pour A est une exécution infinie
7 telle que m(0) € I x D* et I'ensemble {i € N : 7(i) € F x D¥} est infini. La condition
d’acceptation est donc une condition de Biichi standard qui ne tient pas compte de la valeur
des variables. Un modéle o : N — (VAR — D) réalise une exécution infinie 7 = 7(0) <%
(1) % ... de A ssi pour tout i € N la configuration 7 (i) est de la forme (g;, o (7)) pour un
état ¢; € Q.

Le probléme du model-checking pour CLTL(D) prend comme entrées une formule ¢ de
CLTL(D) et un D-automate et consiste a déterminer s'il existe un modéle o qui réalise
une exécution acceptante de A et satisfait ¢. Si la réponse est positive, nous notons alors
A = ¢. Pour la restriction du probléme au fragment CLTL%(D), la formule ¢ appartient a
CLTLL(D) et 'automate A est un D-automate avec k variables. Sans perte de généralité,
nous supposons aussi que ¢ et A sont construits sur le méme ensemble de variables.

Notons que le probléme de la satisfaisabilité se réduit facilement au probléeme du model-
checking. En effet, considérons le D-automate At dont ’ensemble des états est un singleton

{qo} et la relation de transition est définie par la seule régle g AR qo- Le langage reconnu
par cet automate correspond a l’ensemble des modeéles de CLTL(D) car toute séquence
d’éléments de Q x DVAR est acceptée. Par conséquent, il est facile de montrer que At = ¢ ssi
¢ est satisfaisable. La réduction inverse est aussi possible en utilisant la méthode de [SC85].
Le comportement d'un D-automate dans le cas linéaire peut en effet étre codé par une
formule de CLTL(D). La preuve de cette affirmation est similaire & la réduction pour LTL
(voir Section 1.1.1). Nous avons donc le résultat suivant.

Théoréme 22 Le probleme de la satisfaisabilité de CLTL(D) et le probléme du model-
checking de CLTL(D) sur les D-automates sont inter-reductibles en espace logarithmique.

3.2.3 Exécutions arborescentes d’un D-automate

Dans le cas des logiques arborescentes, une exécution d'un D-automate A est représen-
tée sous la forme d'un dépliage dont les sommets sont étiquetés par des configurations de
A appartenant a 'ensemble @ x DF. De plus, I'étiquetage respecte la relation de transi-
tion. Formellement, une exécution d’'un D-automate A = (Q, 0, I, F) avec k variables est
un arbre (N, {ng}, —,T") avec une fonction d’étiquetage de la forme I" : N — Q x D* tel que :

['(no) = (go,0) ot go € I et 0 est une valuation initiale,

Pour tout sommet n € N tel que I'(n) = {(g,v) et toute transition (g,v) % (¢’,v")
possible dans A il existe un successeur de n étiqueté par (¢’,v').

Une telle exécution est acceptante ssi chaque branche infinie visite infiniment souvent un état
acceptant, ce qui correspond & une condition de Biichi standard pour les automates d’arbres.
Notons que chaque branche m = ng - ny--- ayant pour état initial la racine correspond
a une exécution linéaire. Un D-automate A satisfait une formule ¢ de CCTL*(D) ssi il
existe une exécution T = (N, {ng}, —,T') de cet automate telle que (T",ng) = ¢ ou T" =
(N,{ng}, —,I") est I'arbre correspondant a T dont la fonction d’étiquetage IV : N — DF
est la restriction de I' aux valuations affectées a chaque sommet. Dans ce cas, nous notons
A [= ¢. Plus généralement, nous notons [¢] 4 'ensemble des états de A qui satisfont ¢. Nous
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avons (q,v) € [¢]a ssi il existe une exécution acceptante pour A qui satisfait ¢ lorsque 'on
fixe la racine comme étant étiquetée par (g,v) (voir la construction du dépliage ci-dessus).
Donc on a A |= ¢ ssi il existe gg € I tel que (go,0) € [¢] 4.

Le probléme du model-checking pour CCTL*(D) prend comme entrée une formule ¢ de
CCTL*(D) et un D-automate A et consiste a vérifier si il existe une exécution de A qui
satisfait ¢. Notons que ce probléme ne se réduit pas au probléme de la satisfaisabilité. En ef-
fet, si nous considérons en particulier une exécution de 'automate A+ défini précédemment,
nous remarquons que l’ensemble des successeurs de 1’état initial étiqueté par (qo, 6> est infini

. . . . T ,
puisque les variables ne sont pas contraintes par la transition gy — ¢o. Nous n’avons aucun
moyen d’exprimer ce genre de comportement dans la logique CCTL* (D).

3.3 Domaines induits par ’arithmétique de Presburger

3.3.1 Spécification de propriétés sur les systémes a compteurs

Dans la suite nous considérons plusieurs extensions de logiques temporelles utilisant des
domaines concrets particuliers dont les contraintes sont induites par ’arithmétique de Pres-
burger, c¢’est-a-dire la théorie du premier ordre sur les entiers sans la multiplication [Pre29].
Les relations d’un domaine concret définissent un langage de contraintes qui peut aussi étre
défini par une grammaire dans certains cas. Pour tout langage de contraintes L inclus dans
I'arithmétique de Presburger, nous notons simplement CLTL(L), CCTL*(L) ou CCTL(L)
I’'extension d’une logique temporelle sur le domaine concret induit par ce langage. Le do-
maine d’interprétation pour les variables n’est pas explicité dans cette notation. Cependant,
il est facile de mettre en relation cette définition avec la définition précédente des logiques
sur domaines concrets : le domaine d’interprétation est Z et 'ensemble infini des relations
est donné par le sous-ensemble de I'arithmétique de Presburger correspondant au langage.

Etendre des logiques temporelles avec de telles contraintes permet d’exprimer des pro-
priétés sur des automates a compteur qui sont contenus dans la classe des automates avec
contraintes de Presburger. Ceci est particuliérement intéressant car ce modéle & de nom-
breuses applications en vérification. Il permet entre autre la représentation symbolique de
nombreux systémes ayant un nombre infinis d’états tels que les protocoles de diffusion [FL02]
ou les programmes manipulant des variables de pointeurs |[BFLS06, BBHT(06]. Méme la
restriction de ce modeéle a un seul compteur a des applications dans la vérification de proto-
coles cryptographiques [LLT05] ou la validation de documents XML [CR04]. Cependant de
nombreux problémes de model-checking pour les automates a compteur, tel que la simple
atteignabilité d’un état de controdle, sont indécidables. C’est déja le cas pour les machines de
Minsky & deux compteurs [Min67|. Il existe néanmoins des classes restreintes d’automates
a compteurs dont certains problémes de model-checking sont décidables (voir la liste non
exhaustive de la Section 2.3).

De nombreux travaux établissent des résultats de complexité pour LTL étendu avec des
contraintes de Presburger [BEH95, CC00, DD07, Dem04|. D’autres extensions pouvant étre
associées a cette famille de logiques sont définies dans [BEH95, CC00, ID01]. 11 existe moins
de résultats connus sur les extensions arborescentes de ce type de logiques. Dans [DFGvDO06|
le model-checking de CTL* avec des contraintes de Presburger sur des classes restreintes
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d’automates avec contraintes de Presburger est considéré. Dans [éer94] c’est le langage lo-
gique qui est restreint au fragment existentiel de CTL*. I.’extension de logiques temporelles
avec des contraintes de Presburger nous permet a la fois de traiter des problémes liés aux
langages logiques qui sont plus larges que la simple atteignabilité d'un état de controéle, mais
aussi d’exprimer des contraintes sur le comportement des compteurs. Bien entendu, 'exten-
sion d'une logique telle que LTL avec la totalité de I'arithmétique de Presburger est déja
indécidable puisqu’on peut coder 'exécution d’'une machine de Minsky dans la logique. En
effet, nous avons vu que dans les exécutions linéaires d’un D-automate peuvent se coder par
une formule de CLTL(D). Lorsque cet automate permet d’exprimer les contraintes z = y+1
et x = 0, il peut simuler une machine de Minsky. Notre objectif consiste donc & déterminer
des fragments décidables de logiques temporelles avec contraintes de Presburger. Les princi-
pales restrictions que nous considérons portent sur I’ensemble de contraintes utilisées ou les
ressources syntaxiques des formules telles que le nombre de variables ou la longueur tempo-
relle. Nous présentons ci-dessous les fragments de l'arithmétique de Presburger considérés
par la suite.

3.3.2 Fragments étudiés

Nous séparons en deux catégories les fragments de I'arithmétique de Presburger que nous
considérons : les fragments qualitatifs et les fragments quantitatifs. Nous appelons contrainte
qualitative une contrainte qui n’implique pas de relation stricte entre les variables telles que
r <y+1ouz=;y+ 1, par opposition aux contraintes quantitatives telles que z =y + 1.
Pour préciser davantage, si l'on fixe une valeur pour x dans les deux premiers exemples
les solutions possibles pour y sont multiples, ce qui n’est pas le cas pour x = y 4+ 1. Nous
faisons une exception pour la relation d’égalité qui appartient a tous les fragments que nous
considérons. Un fragment est qualitatif lorsqu’il ne contient pas de contraintes quantitatives
et quantitatif autrement. Cette classification des fragments nous permet de montrer dans
quelle mesure la présence de contraintes quantitatives dans un fragment de 'arithmétique de
Presburger cause plus facilement 'indécidabilité des logiques temporelles étendues avec ce
fragment. Intuitivement, la possibilité de pouvoir exprimer qu’'une variable est incrémentée
a l'état suivant grace & une contrainte de la forme Xz = x 4 1 simplifie considérablement le
codage d’une machine de Minsky. Nous définissons ci-dessous ces différents fragments par
rapport a cette classification. Pour le reste de cette section, nous considérons un ensemble
infini dénombrable de variables VAR = {z¢, z1,...}.

Fragments qualitatifs

Nous commencons par introduire les différents fragments qualitatifs auxquels nous fai-
sons référence. Le langage de contraintes IPC* est le plus gros fragment qualitatif de Parith-
métique de Presburger que nous considérons. I’ensemble des contraintes de IPC* est défini
par la grammaire suivante :

az=0|lz<ylaNa|-«
0= x=c,] | ze=xy+a,e]|lz=y|lz<d|z=d|
ONO|—0| 3z 0
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ou z,y € VAR, k € N\ {0}, c1,co € N et d € Z. Le symbole ~ est utilisé pour représenter
= ou <. Nous utilisons par la suite les abréviations x =y ¢ pour z = [¢,c] et z =, y + ¢
pour z =i y + [¢, ¢]. Nous définissons aussi les restrictions suivantes de ce langage :

— WIPC* (fragment faible) est la restriction de IPC* aux contraintes définies par

api=r~yl|lrz~d|lr=spclaNhal| o

ou x,y € VAR, ~e {<,=},d € Z et k,c e N.
— IPC* est la restriction de IPC* aux contraintes représentées par 6.

— Z° est la restriction de IPC* aux contraintes de la forme x ~ y et © ~ d pour
x,y € VAR et d € Z.

Z est la restriction de IPC* aux seules contraintes x ~ y pour x,y € VAR.

La définition de la sémantique est standard par rapport a I’arithmétique de Presburger.
Une contrainte « de IPC* est satisfaite par une valuation v : VAR — Z, noté v = « ssi

vl o~y s u(e) ~ u(y)
viET~dssiv(z)~d;
- vz = e, c] ssiil existe ¢p < ¢ < ey etz €Ztels que v(x) —c = kz;
- vET =L y+[c,c ssiil existe ¢p < c<cyetz€Ztels que v(z) —v(y) —c = kz;
—vEand ssivEaetviE;
- v assiv b a;
— v =3z assi il existe d € Z tel que v[z «— d] E «

ou vz « z| est la valuation qui coincide avec v sur toute les variables différentes
de x est assigne la valeur d & x, c’est-a-dire que v[x «— d|(z') = v(2) si z # 2’ et

v[x «— d|(x) = d.

Etant donné un ensemble X de contraintes de IPC*, nous notons v = X lorsque v = «
pour tout o € X. Une contrainte a est satisfaisable ssi il existe une valuation v telle que
v = a. Deux contraintes sont dites équivalentes ssi elles sont satisfaites exactement par les
mémes valuations.

Lemme 6 (I) Le probléeme de satisfaisabilité de IPC* est PSPACE-complet.

(II) Pour toute contrainte de IPC* il existe une contrainte équivalente de IPC* sans quan-
tificateur.

Preuve : (I) Le probléme de satisfaisabilité pour IPC*" est PSPACE-complet [Dem04]
et celui de Z est NLOGSPACE-complet. Comme les contraintes de IPC* sont des com-
binaisons Booléennes de contraintes de IPCT" et de Z, on peut prouver que le probléme
de satisfaisabilité de IPC* est dans PSPACE en étendant la preuve de [Dem04, Théoréme
3] qui définit une procédure similaire & celle du model-checking de la logique du premier
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ordre [CM77]. La PSPACE-dureté est une conséquence de la PSPACE-dureté de IPCTT
qui est un fragment de IPC*.

(IT) IPCT" admet I’élimination des quantificateurs [Dem04] et donc IPC* aussi puisque Z
n’a pas de quantificateur. O

Nous discutons a la fin de cette section de I'expressivité et de la concision de IPC*. Nous
montrons d’abord que, bien que WIPC* soit un fragment strict de IPC*, ce langage est
aussi expressif que IPC*.

Lemme 7 Pour toute contrainte a de IPC*, il existe une contrainte équivalente o/ appar-
tenant o WIPC*.

Preuve : La construction de la formule « est possible grace aux observations suivantes

— D’aprés le Lemme 6 (IT), IPC* admet I’élimination des quantificateurs.

— Toute contrainte x =, [c1, c2] est équivalente a

\/ T = C

c1<c<c2

— Toute contrainte x = y + [c1, 2] est équivalente a

— / — /
\/ T =g NY =g Co.

i =pchtc tq. c1<c'<en

Notons cependant que la taille de la contrainte o’ est exponentielle par rapport a |4|.

Enfin, I'ajout dans IPC* de contraintes de la forme axz + by = ¢ ou a,b,c¢ € Z rend
le langage plus concis mais n’ajoute aucune expressivité. En effet, soit S I’ensemble des
paires {(cz,cy) € {0,...,k — 1}? telles que ¢, + ¢, = c¢. Nous pouvons d’abord développer
la contrainte azx + by =i, ¢ en utilisant 1’équivalence logique suivante :

ar +by = c& \/ (ax =k ¢z Nby =p; ¢y).
(carcy)€S

Les contraintes de la forme ax =j ¢ peuvent ensuite étre traduite dans IPC* en résolvant
I’équation diophantienne correspondante. En effet, une contrainte de la forme ax = ¢ se
réduit a

— 1 si pged(a, k) ne divise pas ¢,

— x =p ¢ avec k' x pged(a, k) = k pour un ¢’ qui peut étre calculé en temps polynomial
par rapport a la taille de a, k et ¢, (grace a algorithme d’Euclide) sinon.
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Le méme genre de remarque s’applique dans le cas général des contraintes de la forme
Ya;x; =i C.

Fragments quantitatifs

Nous introduisons maintenant des fragments contenant des contraintes quantitatives.
Contrairement aux fragments qualitatifs, nous commengons par présenter le noyau commun
de ces fragments pour ensuite parler des extensions. Ce choix est fait afin de mettre en
évidence les contraintes qui sont la cause principale de l'indécidabilité des extensions de
logiques temporelles sur des fragments quantitatifs. Le plus petit fragment quantitatif dont
nous parlons est le langage de contraintes de différences DL dont les contraintes sont définies
par

a=z~y+d|z~d|laha| -«

onz,y €V,deZet ~e{<,> <, > =}

Nous considérons aussi I'extension DLT de cette logique avec des contraintes de pério-
dicités de la forme x =g cet x = y + c ou k,c € N.

Enfin, QFP est le fragment sans quantificateur de ’arithmétique de Presburger que I'on
peut définir par la grammaire :

a:::Zaixi~d| Zaixi =pclanal| -«
el el

ou a; € Z et I est un ensemble fini d’indices. Nous avons donc l'inclusion suivante entre ces
différents langages : DL C DLT C QFP. Notons que comme 'arithmétique de Presburger
admet I’élimination des quantificateurs, le fragment QFP est aussi expressif que ’arithmé-
tique de Presburger complet (mais moins concis).
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Deuxiéme partie

LTL étendu avec des contraintes sur
les entiers
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Chapitre 4

Vérification de contraintes qualitatives
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4.1 La logique CLTL(IPC")

4.1.1 Propriétés du langage logique

Dans ce chapitre, nous considérons la logique CLTL(IPC*) qui étend LTL avec des
contraintes induites par le langage de contraintes IPC* sur des termes. Par exemple, z < X%y
et Xz =9 y+ 1 sont des contraintes atomiques de CLTL(IPC*). Comme le langage IPC* est
obtenu en ajoutant & IPC* des contraintes de la forme = < v, il hérite donc de la cloture
par combinaisons Booléennes et de la quantification du premier ordre. Notons qu’aucune
contrainte de la forme x < y n’est dans la portée d'un quantificateur. Dans le cas contraire,
nous pourrions exprimer la relation de successeur d’un entier. En conséquence, le langage de
contraintes ne contiendrait alors plus uniquement des contraintes qualitatives et la logique
serait indécidable (voir Chapitre 5).

Le langage de contrainte IPC* contient des contraintes de comparaison qui ont de nom-
breuses applications dans les formalismes logiques. Ainsi, la logique CLTL(IPC*) permet de
traiter des abstractions par rapport & des relations de congruence modulo un entier comme
dans [CGL94, MOS05] ou des formalismes introduisant des contraintes de calendrier tels
que [LMO1] et des formalismes de raisonnement dans les bases de données [BBFS98|. Par
définition, CLTL(IPC*) ne contient pas de variables propositionnelles mais il est facile de
coder une variable propositionnelle p en introduisant des contraintes atomiques z;, = 0 ou
x, est une variable fraiche.
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Il est déja connu que les problémes de satisfaisabilité et model-checking pour la logique
CLTL(IPC*T) sont dans PSPACE [Dem04] de méme que pour la logique CLTL(Z) [DDO7].
Bien que les preuves de ces deux résultats utilisent une réduction vers le probléme du vide
pour un automate de Biichi, celles-ci sont de différentes natures. Dans [Dem04] la borne de
complexité est obtenue a 'aide d’une propriété de modele fini alors que [DD07] utilise une
approximation de la classe des modeéles symboliques car certaines formules de CLTL(Z) ont
un ensemble de modéles qui n’est pas w-régulier. Les résultats de ce chapitre généralisent et
unifient ces résultats. Nous montrons que 1’ajout des contraintes de la forme z < y a4 IPCT"
conduit a de nombreuses complications techniques mais pas a I'indécidabilité. Nous amélio-
rons la méthode introduite pour CLTL(Z) en ajoutant des contraintes de la forme x < d on
d € Z et des contraintes de périodicité. Dans [DDO07], il est prouvé que la logique CLTL(Z®)
est dans EXPSPACE en utilisant une traduction vers CLTL(Z) qui augmente exponen-
tiellement la taille de la formule lorsqu’on considére un codage binaire des constantes. Nous
raffinons donc aussi ce résultat. Le traitement optimal des constantes est la principale contri-
bution technique de la méthode que nous développons ici. Cette méthode permet aussi de
montrer la PSPACE-complétude pour CLTL(WIPC*) ou lorsque 'on étend CLTL(IPC*)
avec des contraintes de la forme azx + by =; ¢, malgré les différences de concision de ces
langages.

Ce chapitre est une version étendue de 'article [DGO5].

4.1.2 IPC*-automates

Le probléme du model-checking pour CLTL(IPC*) utilise comme modéle opérationnel la
classe des IPC*-automates dont nous développons quelques caractéristiques ici. Notons que
les problémes du model-checking et de la satisfaisabilité pour CLTL(IPC*) sont équivalents.
Chacun peut se réduire & l'autre en espace logarithmique en utilisant le méme genre de
technique que dans [SC85]| (voir Section 1.1.1). Dans la suite de ce chapitre, nous parlons
surtout du probléme de la satisfaisabilité mais nous gardons a l'esprit que les résultats
s’appliquent aussi au probléme du model-checking.

Les IPC*-automates peuvent étre vus comme une abstraction des machines & compteurs
classiques ot les incrémentations et décrémentations sont abstraits par des opérations mo-
dulo un entier. Cette abstraction permet par exemple de modéliser des programmes écrits
dans certains langages de programmation usuels ol les opérations sont définies modulo
une puissance de deux [MOSO05|. Ainsi, une opération telle que x = y + 1 est représen-
tée par la formule de CLTL(IPC*) z =or y +1 A y < z ol k est en général égal & 32
ou 64. Une telle abstraction est une sous-approximation mais permet de vérifier des pro-
priétés de streté par rapport au modéle original. Par exemple, 1'évitabilité d’un état de
contrbole dans la sous-approximation assure la méme propriété pour le modéle initial. La
Figure 4.1 représente un IPC*-automate qui est I'abstraction du controleur de cabine télé-
phonique de [CC00, Exemple 1]. La variable = représente le nombre de piéces insérées et
y le temps de communication total. L’incrémentation de la variable z est abstraite par la
formule Xz =932 2+ 1 A Xz > z et la formule ¢_ est une abréviation pour Xo = x A Xy = y.
Les messages ne sont pas présents dans cette figure car ils ne sont pas importants dans le
cadre des IPC*-automates.
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Xz =2z +1AXe >z A Xy =1y Y<STAXYy =932 y+1AXy >yAXe ==z
Xr =2 x4+ 1AXe >z A Xy =y

z=0ANy=0 = x> 0N ¢p=
y @ ® gqsz ¢

Xy <z, Xy=gs2 y +1AXy>yAXe==x

Figure 4.1: Un IPC*-automate

Plusieurs classes de modéles introduites dans la littératures peuvent étre comparées a
la clagsse IPC*-automates. Le probléme de 'équivalence pour les “Eztended Single-String
Automata” [LMO1] peut se réduire au model-checking des IPC*-automates. Le probléme du
model-checking de CLTL(IPC”*) englobe aussi le probléme du model-checking pour le frag-
ment linéaire de 'extension de CTL* introduite dans [Cer94|. Le fragment linéaire de cette
logique correspond a CLTLI(ZC) avec des formules atomiques supplémentaires référant aux
états de controle du modeéle. Les modéles considérés sont des automates relationnels ma-

IRA est une représentation symbolique d'un programme avec un nombre de variables fini
qui prennent leurs valeurs dans Z. Nous notons OP I’ensemble des opérations et tests de ce
modéle qui est composé de :

comparaisons de la forme z <y, r < d, d <y,
affectations de la forme =z «— y, x «— d,
instructions d’entrée ?7x,

instructions de sortie !z or !d,

instruction factice NOP,

ot x et y sont des variables et d € Z est une constante. Plus formellement, un IRA peut
étre défini comme un automate A = (@, J, op, g) tel que

Q) est un ensemble fini d’états de controle,

0C@xQ,
op : Q — OP,
g:0—{+,—}.

Nous notons Var(A) et Cons(A) les ensembles des variables et constantes apparaissant
dans les étiquettes définies par la fonction op. Une configuration de A est une paire (n,v)
ou n € Q et v est une valuation de la forme Var(A) W Cons(A) — Z telle que v(d) = d
pour tout d € Cons(A). Le graphe (S,—) des configurations de A est tel que I’ensemble
des sommets S est égal a I'ensemble des configurations de A et on a un arc (n,v) — (n’,v’)
ssi il existe une transition ¢ = (n,n’) € § telle que v et v' vérifient les conditions suivantes
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imposées par op(n) :

— si op(n) =7z alors pour tout y € Var(A) \ {z} on a v'(y) = v(y),

— si op(n) =lz ou NOP alors v = v,

x — a alors v/ = v[z «— v(a)],

(
(

- si op(n)
(

a < balors v ="1"et

- si op(n)
soit g(t) = + et v(a) < v(b),
ou g(t) = — et v(a) > v(b),

)
ou a,b € Var(A)W Cons(A), et v[x < a] est la valuation telle que v[z « z|(y) = zsiz =y
et vjx «— z|(y) = v(y) dans les autres cas. Notons que 1'égalité entre deux éléments peut
étre testée en effectuant deux tests consécutifs a < b et b < a.

La classe des TRA est incluse dans celle des IPC*-automates. Cette inclusion est bien en-
tendu stricte puisque les IPC*-automates permettent par exemple d’exprimer des contraintes
de périodicité. Ci-dessous, nous montrons qu’a partir d'un IRA on peut construire un IPC*-
automate équivalent dans le sens ou il existe un isomorphisme entre les graphes des confi-
gurations des deux automates.

Lemme 8 Pour tout IRA A on peut construire un IPC*-automate A’ équivalent a A.

Preuve : A partir d'un IRA A = (Q, 6, 0p, g), nous construisons I'TPC*-automate A’ =
(@', Qf,d", F') défini de la fagon suivante :

1. Q@ = Q)= F' = Q. Sans perte de généralité, nous identifions @) avec un ensemble fini

de constantes de Z \ Cons(A).

. .- ot N
2. Pour chaque transition t = (n,n') dans A, on a un transition n — n’ dans ¢’, ou ¢,
est une conjonction de contraintes définie par :

— Xic = n/ est une sous-contrainte de ¢; tel que ic est une variable introduite pour
mémoriser la valeur du compteur d’instruction,

si op(n) =7z alors /\yEVAR(.A)\{x} y = Xy est une contrainte de ¢y,

si op(n) est une instruction de sortie ou NOP, alors /\erAR(A) y = Xy est une
contrainte de ¢,

— si op(n) = x < a alors /\erAR(A)\{w} y = Xy A Xx = a est une contrainte de ¢y,
— si op(n) =a < b alors

si g(t)

si g(t)

=+ alorsa <bA /\erAR(A) y = Xy est une contrainte de ¢,
=—alorsa>bA /\erAR(A) y = Xy est une contrainte de ¢.

Toutes ces conditions, exceptée la premiére, expriment simplement les contraintes impo-
sées par les transitions d'un IRA. Les graphes de configurations de A et A’ sont reliés par
l'isomorphisme suivant. Il existe une transition (n,v) — (n’,v) dans le graphe des configu-
rations de A ssi (n,v;.) — (n/,v],) appartient au graphe de configurations de A" ou vj :
Var(A)U Cons(A)U {ic} — Z est une extension conservative de v : Var(A)U Cons(A) — Z
et vic(ic) = n. La valuation v}, est définie de la méme facon par rapport a v’. O
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Dans cette preuve, la variable ic est introduite afin de réduire le model-checking du
fragment linéaire de la logique définie dans [Cer94| au probléme du model-checking de
CLTL(IPC*). En effet, les formules atomiques de [Cer94] peuvent référer a un état de
contrdle. Les résultats qui suivent nous permettent donc d’établir la borne PSPACE pour
le model-checking du fragment linéaire de [Cer94] sur les IRA. Notons enfin que les IPC*-
automates sont plus concis que les IRA puisqu’ils autorisent des conjonctions de plusieurs
contraintes sur les transitions. Ainsi, on peut par exemple effectuer un test et une mise a
jour sur la méme transition dans les IPC*-automates. Cette opération ne peut se faire qu’en
deux étapes dans les IRA dont la sémantique est plus proche de celle des programmes.

4.2 Représentation symbolique des modéles

Dans cette section, nous définissons une représentation symbolique des modéles d’une
formule de CLTL(IPC*) qui est la base de I'approche a base d’automate présentée ensuite.

4.2.1 Valuations symboliques

Etant donné un ensemble fini X de contraintes atomiques de CLTL(IPC*), comme par
exemple ’ensemble des contraintes atomiques d’une formule, nous utilisons les notations
suivantes :

— 1 est le plus grand entier tel qu'un terme de la forme X'z apparait dans X. Si 'on
consideére l'ensemble des contraintes atomiques d’une formule ¢, il s’agit de |¢|x.

V' est I’ensemble fini des variables apparaissant dans X.

Term est 'ensemble des termes {X'z | z € V et i € {0,...,l}}. Nous identifions

parfois cet ensemble avec V' x {0,...,[}.
— K est le plus petit commun multiple (ppcm) des entiers kq,...,k, tels que des
contraintes de périodicité utilisant les relations =g, , ..., =g, appartiennent a X.

C est 'ensemble fini des constantes d apparaissant dans les contraintes de X de la
forme x ~ d.

— m le plus petit élément de C' et M le plus grand.

C’ est I'ensemble de constantes {m,m +1,...,M}.

Nous supposons sans perte de généralité que ces éléments sont définis pour tout ensemble
fini de contraintes atomiques de CLTL(IPC*). Notons que la taille de K est de 'ordre de
O(|k1] + -+ |kn|) et que la cardinalité de C' est polynomiale en |X|. La taille de C” est de
Pordre de O(21™I+IM]) et chacun de ces éléments peut étre codé sur O(|m| + |M]) bits.

Un ensemble maximalement cohérent X de contraintes atomiques par rapport aux en-
sembles Term et C' est un ensemble de contraintes utilisant uniquement les termes de Term
et les constantes de C' tel qu’il existe une valuation v : Term — 7Z satisfaisant X et toute ex-
tension X’ incluant strictement X n’est pas satisfaisable. Nous définissons une abstraction
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des valuations Term — Z sous la forme de trois ensembles disjoints de contraintes véri-
fiant les conditions énoncées ci-dessous. En quelques mots, deux ensembles de contraintes
fournissent des informations complémentaires permettant d’évaluer les contraintes de com-
paraisons induites par le langage de contraintes Z€ et un troisiéme ensemble les informations
permettant d’évaluer les contraintes de périodicité.

Etant donné un ensemble fini X de contraintes atomiques de CLTL(IPC*), une valuation
symbolique sv est un triplet (Y7, Ys,Y3) tel que

Y7 est un ensemble maximalement cohérent de contraintes de CLTL(Z®) par rapport
a Term et C.

— Y, est une ensemble de contraintes de la forme Xz = d ou Xz € Term et d € C'\ C.
Pour tout Xz € Term on a X'z = d € Y2 pour un unique d € C’\ C ssi pour tout
decC,Xe=d ¢gYet {m <z, < M} CYy. Ceci implique que chaque terme
Xtz € Term apparait au plus une fois dans Ys.

Y3 est un ensemble de contraintes de la forme X'z =g c ot X'z € Term et ¢ €
{0,..., K — 1} tel que tout terme X'z € Term apparait exactement une fois dans Ys.

Cette abstraction est comparable & ’abstraction des régions pour les automates tempori-
sés [AD94]. Nous notons SV(X) I'ensemble des valuations symboliques construite par rap-
port aux ressources syntazriques de X, c’est-a-dire [, K, V et C. Une conséquence de cette
deéfinition est qu’aucune contrainte appartenant a une valuation symbolique sv = (Y1, Y, Ys)
n’apparait dans plus d'un des ensembles qui composent sv. Pour cette raison, nous notons
par la suite a € sv 4 la place de a € Y1 WY, W Y3. Une valuation symbolique est satisfaisable
ssi il existe une valuation v : Term — Z telle que v = Y7 W Yo W V5.

Lemme 9 Soit X un ensemble fini de contraintes de CLTL(IPC*) et sv = (Y1,Ya,Ys) un
triplet tel que Y1 est un ensemble de contraintes de CLTL(Z®) construit avec les éléments de
Term et C, Yy est un ensemble de contraintes de CLTL(ZC) construit avec les éléments de
Term et C'\C, Y3 est un ensemble de contraintes de la forme X'z =g c. On peut vérifier que
sv est une valuation symbolique satisfaisable en temps polynomial par rapport o la somme
des tailles respectives de X et sv.

Preuve : Les conditions de non redondance des informations imposées par la définition
des valuations symboliques peuvent facilement étre vérifiées. Nous supposons donc pour la
suite que chaque terme apparait au plus une fois dans Y5 et exactement une fois dans Y3.
On peut aussi facilement vérifier qu’aucune contrainte de I’ensemble Y5 n’est pas en contra-
diction avec les contraintes de Y7.

La cohérence maximale de Y7 se vérifie en temps polynomial en utilisant une méthode
similaire a [Cer94, Lemme 5.5]. L’ensemble de contraintes Y7 est maximalement cohérent

N . ., = < ~
par rapport a Term et C' ssi le graphe associé Gy; = (Term W C, —, =) tel que n — n' est
un arc de Gy, ssi n ~n’ est une contrainte de Y7 satisfait les conditions suivantes.

(MC1) Pour tout n,n’, il existe ~€ {<,=} tel que n = n’ ou n’ = n.

(MC2) = est une relation de congruence compatible avec s,
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~1 ~m-1

(MC3) Il n'existe pas de chemin ng = ny = ... ——— n; tel que ng = npy et <
appartient & {~,~1,...,~|x—1}-

(MC4) Pour tout di,dy € C, dy ~ do implique d; = da.

. . . ~ ~ ~lr|—-1
(MCS5) Pour tout dy, ds tel que di < da, il n’existe pas de chemin ng % n; — ... —— M|
ot ng = dy et nj; = dz tel que le nombre d’occurrences de “<” dans ~o, -+, ~|7_1

est strictement supérieur a dy — d;.

Nous devons aussi vérifier que I’ensemble des contraintes de périodicité est compatible avec
les deux autres ensembles.

(MC6) Pour toute contrainte X'z — Xy de Y] telle que x,y € V, les contraintes X'z =k c
et X'y =k ¢ de Y3 sont telles que ¢ = ¢. De méme pour toute contrainte X'z = d
dans Y] U Y5, la contrainte Xz =g d’ de Y3 est telle que d =g d'. O

Comme l'illustre le résultat ci-dessous, les valuations symboliques de SV(X) contiennent
toutes les informations nécessaires pour évaluer les contraintes construites par rapport aux
ressources syntaxiques de X. Une contrainte de CLTL(IPC*) est construite par rapport aux
ressources syntaxiques de X ssi

— les termes utilisés sont dans Term,
— les constantes utilisées sont dans C,

— les relations de congruences =, utilisées sont telles que k divise K.

Lemme 10 Soit X un ensemble fini de contraintes atomiques de CLTL(IPC*).

(I) Pour toute valuation v : Term — 7Z il existe une unique valuation symbolique (Y1,Y3,Y3) €
SV(X) notée sv(v) telle que v =Y, UYy U Y3,

(IT) Pour tout v,v" tel que sv(v) = sv(v') € SV(X) et pour toute contrainte atomique o de
CLTL(IPC*) construite par rapport auzx ressources syntazriques de X, on a v = « ssi

v E .

Preuve : (I) Etant donnée une valuation symbolique sv, nous définissons Valy, comme
étant 'ensemble des éléments (z1, ..., z,) de Z!VI (vus comme des fonctions de la forme V —
Z) tel que (z1,...,2n) = sv. On peut facilement montrer que {Valy, : sv € SV(X) et Valy, #
0} est une partition de ZI"1.

(IT) Considérons deux valuations v et v telles que sv(v) = sv(v'). Nous procédons par
induction sur la structure de «. Il est suffisant de montrer 'implication v = a = V' E «,
l'autre sens est identique.

— Supposons que a soit de la forme X'z ~ XJy. Si v = a alors on a v(Xiz) ~ v(XJy). Par
définition, une valuation symbolique est maximalement cohérente donc il existe une
contrainte de comparaison entre X'z et X7y dans sv(v). Puisque I'on a v(Xz) ~ v(XJy)
et v | sv(v), la contrainte a appartient a sv(v). Comme sv(v) = sv(v'), on a aussi
v'(Xiz) ~ v'(X7y) et donc v’ = a.
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Si a est de la forme X'z ~ d, la preuve est similaire. Puisque la contrainte « est
construite par rapport aux ressources syntaxiques de X, la constante d appartient &
C on a encore « € sv(v).

Si a est de la forme X'z =, [c1, co] et v = v alors on a v(X'z) = ¢ pour un ¢ € [e1, ca].
Par définition, il existe une contrainte de la forme X’z = ¢ dans sv(v) et donc on a
aussi U(Xil‘) =k . Comme « est construite par rapport aux ressources syntaxiques
de X, Dentier k divise K. Il est donc facile de prouver que ¢ =;, ¢ en utilisant le fait
qu’il existe i, j € Z tels que c+ik = ¢ +jK et que k divise K. Comme sv(v) = sv(v'),
on a aussi v'(X'z) = ¢ et puisque ¢ =, ¢ et k divise K, on peut facilement en
déduire que v' = a.

Si « est de la forme X'z =, X/y + [e1, 2] et v = « alors on a v(Xix) =, v(Xy) + ¢
pour un ¢ € [cy, ¢o]. La preuve est semblable au cas précédent. Par définition, il existe
une contrainte de la forme X'z =k ¢, dans sv(v) et une autre de la forme X'y =g ¢,
Nous pouvons en déduire que X'z =g X'y + (c; — ¢,) et comme k divise K on a
(cz — ¢y) =g c. Il est alors facile de conclure de la méme maniére que dans le cas
précédent.

Par induction nous supposons que pour toutes valuations v et v’ telles que sv(v) = sv(v'),
si v =« alors v | a.

Si « est de la forme et Jx o alors v = « implique qu'il existe d € Z tel que v]x «—
d] = o ou v[x « d] est la valuation qui assigne la valeur d a x et coincide avec v sur
tous les autres éléments. Par définition des valuations symboliques, nous obtenons que
sv(vjx «— d]) = sv(v'[x < d]). En effet, comme la valeur de x est la seule a changer
par rapport a v, toute contrainte de sv(v) qui n’implique pas x appartient aussi &
sv(vjx « d]) et sv(v'[x < d]). De plus, comme la valeur x prend la valeur d dans
les deux valuations, on peut facilement voir que toute contrainte impliquant x dans
sv(v[z « d]) appartient aussi a sv’(v[z «— d]).

Ainsi, en utilisant I’hypothése d’induction v[z « d] | o/ et sv(v]x «— d]) = sv(v'[z
d]) impliquent que v'[x < d] = . Donc V' = Jz .

Enfin les cas des combinaisons booléennes peuvent facilement étre traités par induc-
tion. (]

Etant données une valuation symbolique sv € SV(X) et une contrainte o de CLTL(IPC*)
construite par rapport aux ressources syntaxiques de X, nous notons sv |:symb « ssi pour
toute valuation v telle que sv(v) = sv on a v |= .

Lemme 11 FEtant données une valuation symbolique sv € SV(X) et une contrainte o de
CLTL(IPC*) construite par rapport aux ressources syntaziques de X, tester si sv FEgymb &
est un probleme PSPACE-complet.

Preuve. Nous montrons la PSPACE-dureté par réduction du probléeme QBF. En fait, ce
probléme revient a tester qu'une contrainte de IPC* est satisfaite par une valuation sym-
bolique. Ceci est suffisant car CLTL(IPC*) étend IPC*. Soit ¢ = Q1p1Q2p2 - . . Qnpnd’ une
formule sous forme prénexe telle que ¢ est une formule sous forme normale conjonctive
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ayant pour variables propositionnelles {p1,...,pn} et {Q1,...,Qn} C {V,3}. Nous tradui-
sons ¢ en une contrainte de IPC* & l'aide de la fonction f telle que :

- f@pi¢i) =3z (x; =0V =1)A f(),
— t(Vpi ¢2):vx2 ($i20\/$i=1):>f(¢)i),

— f est homomorphique par rapport aux opérateurs Booléens,
- f(pi) = (i =1).

Il est facile de voir que ¢ est valide ssi pour toute valuation symbolique sv on a sv Fgymb
f(@). Ce dernier probléme est équivalent a tester si une valuation symbolique particuliére
satisfait f(¢) puisque cette formule n’a pas de variable libre.

Pour la borne supérieure, nous utilisons un algorithme analogue a celui du model-
checking de la logique du premier ordre [CM77]. Soit MC(sv,a,a’) la fonction prenant
en argument

une valuation symbolique sv € SV(X),
une contrainte o de IPC* construite par rapport aux ressources syntaxiques de X,

une sous-contrainte o’ de «,

et renvoyant “vrai” ssi sv F=gymp @'. Notons qu’une variable de sv qui n’est pas libre dans
o' n’influence pas la relation de satisfaction sv Fgymp, /. La fonction MC est définie par
analyse de cas selon la structure de la contrainte o'. Soit sv = (¥7,Y3,Y3) une valuation
symbolique de SV(X), a une contrainte atomique de CLTL(IPC*) construite par rapport
aux ressources syntaxiques de X et o’ une sous-contrainte de a.

- MC(sv,a,a = b) pour a,b € Term & C renvoie “vrai” ssi
a ou b est un terme et a = b appartient a sv,
— a et b sont des constantes égales.

- MC(sv,a,a < b) pour a,b € Term & C renvoie “vrai” ssi
a et b sont des termes et a < b appartient a sv,
— a est un terme et b une constante et soit a < b appartient & sv, soit il existe une
constante d < b telle que a ~ d appartient a sv pour un ~€ {<, =},
— a est une constante et b un terme et soit a < b appartient & sv, soit il existe une
constante a < d telle que d ~ b appartient a sv pour un ~€ {<,=},
a et b sont des constantes telles que a < b.

MC(sv, a, X'w =y, [e1, c2]) renvoie “vrai” ssi il existe une contrainte X‘x =k ¢ dans sv
telle que ¢ = ¢ pour ¢ € [e1, ¢o]. Cette vérification peut se faire en espace polynomial
puisque la taille de K est polynomiale par rapport a |¢| et k divise K. Le cas X'z =,
XJy + [e1, co] est similaire.

- MC(sv, a, o)) A afy) renvoie “vrai” ssi MC(sv, o, o)) et MC(sv, o, o) renvoient “vrai”.
- MC(sv,a, o) V af) renvoie “vrai” ssi MC(sv, a, o)) ou MC(sv, a, o) renvoie “vrai”.

— MC(sv, o, 3z ), renvoie “vrai” ssi il existe une valuation symbolique sv’ = (Y{, Y5, Yy)
dans SV(X) telle que MC(sv', v, @) renvoie vrai et sv’ vérifie : pour toute contrainte
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a € sv qui n’implique pas la variable x on a aussi a € sv’ (dans le méme ensemble du
triplet). Méme si le nombre de valuations symboliques est exponentiel, il est possible
de les énumérer en utilisant un espace polynomial pour tester I'existence d’une telle
valuation symbolique. En effet, la taille de chaque valuation symbolique est polyno-
miale par rapport a | X].

Il est facile de vérifier que ces opérations peuvent se faire en espace polynomial. Certaines
informations sont données ci-dessus et les cas restants soit reviennent a tester ’appartenance
d’une contrainte dans un ensemble, soit peuvent étre prouvés par induction. O

4.2.2 Modéles symboliques

Nous utilisons maintenant la représentation symbolique des valuations définie ci-dessus
pour abstraire les modéles de CLTL(IPC*) par rapport & une formule donnée. Etant donnée
une formule ¢ de CLTL(IPC*), nous notons SV(¢) I'’ensemble des valuations symboliques
construites par rapport a I’ensemble des contraintes atomiques de ¢. Une paire de valuations
symboliques ((Y1,Y2,Y3), (Y], Y], Y3)) est cohérente sur un pas ssi

1. pour tout 1 < 35,5 <1, on a Xiz; ~ Xj/xi/ €Yy ssi X g, ~ le’lajz-/ €Y/,

2. pour tout 1 < j <1, ona Xz ~deY,UYsssi XIlo; ~deY/UY],

3. pour tout 1 <j<l,onaXuz =xceYgssi X, =g ce Y.
Une séquence infinie p : N — SV(¢) de valuations symboliques par rapport & ¢ est cohérente
pas a pas ssi pour tout i € N la paire (p(¢), p(i+1)) est cohérente sur un pas. Nous appelons

une telle séquence un modéle symboliqgue de ¢. Un modéle symbolique p est satisfait par un
modeéle ¢ de CLTL(IPC*) ssi pour tout ¢ € N et a € p(i) on a 0,7 = «. Nous notons alors
o E p.

La cohérence pas & pas des modéles symboliques permet de les représenter sous la forme
d’un graphe. Nous étendons la construction du graphe définie dans la preuve du Lemme 9.
Etant donné un modéle symbolique p, nous définissons le graphe

G, =((VUC) xN,=,5 mod)

ot mod: (VUC') x N—{0,...,K — 1} est défini de la fagon suivante :

(w,i) = (y,j) ssionai< jetx~ X~y € p(i)
oui>jet Xz ~y e p(j),

(w,i) = (d,j) ssixz=d € p(i),
(d,i) = (z,§) ssiz=d € p(j),
(x,1) 5 (d,j) ssiil existe d ~dtel que x ~' d' € pet <€ {~,~'},
(d,i) S (x,7) ssiil existe d ~d tel que d' ~' z € p et <€ {~,~'},
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<d17/i> l <d27j> ssi dl ~ d2:
mod({(x,i)) =c ssixz =g c € p(i),
mod((d,i)) = ¢ ssid=k c,

pour tout z,y € V, dy,ds € C" et i,j € N tel que |i — j| < . Dans cette construction, les
variables et les constantes sont traitées de la méme fagon. Nous insistons sur le fait qu’il
existe un arc entre deux sommets (a, ) et (b, j) ssi |i —j| <. En fait, chaque représentation
locale du graphe, c’est-a-dire toute partie du graphe correspondant a une fenétre de [ états
consécutifs, correspond a la représentation d’une valuation symbolique. En conséquence,
cette construction assure que les conditions (MC1) a (MC6) dans la preuve du Lemme 9
sont vérifiées “localement”. La derniére condition peut maintenant s’exprimer en fonction de
la représentation graphique, ce qui n’était pas le cas dans la Section 4.2.1 puisque Gy, ne
tenait compte que des contraintes de Y7.

(MC6) Pour tout n,n’ de G, tel que n = n/, on a mod(n) = mod(n').

Dans cette représentation graphique, nous disons qu’un sommet n représente la constante
d ssi il est de la forme (d, i) pour un ¢ € N. Le niveau d’un sommet n = (a, ), noté lev(n),
est I'entier ¢. Notons qu'il y a une certaine forme de redondance dans G, concernant les
comparaisons avec les sommets représentant les constantes. Néanmoins, ceci sera utile par
la suite pour établir des relations plus étroites entre p et G,.

Nous illustrons cette construction avec un exemple. Soit V = {z}, C = {2,4}, K = 2 et
[ = 1. Nous considérons la séquence p = sv¥ - (sv! - sv?)“ telle que

- 50 = <Y107Y207KSO> ot
YY) ={z=12,Xe=Xz,r < Xz,2 < 2,2 < 4,2 < Xo,Xx = 4},
n }/20 :{$:3}7
YO = {QS‘ =9 1,X.Z‘ =9 0}1

sol = (Y1 Y3, V) ou

- Y ={r=2Xo=Xz,r < X,2 < 3,2 =14,2 < Xr,4 < Xz},
v} =0,

~ Yy = {x =2 0, Xz =, 1},

- sv® = <Y127Y227KS2> ot
Y2 ={z=12Xr=Xz,r =X2,2 < 1,4 < 2,2 < Xr,4 < Xz},
Y? =0,
- Y? ={r =91, Xz = 1}.

Le graphe G, est représenté dans la Figure 4.2. Afin de simplifier la représentation, nous
omettons certains arcs qui peuvent étre obtenus par transitivité ou en utilisant les propriétés
de congruence de —. La fonction mod est directement codée dans les étiquettes des sommets.

3 2 - . . NO Nl N2
Un chemin dans G, est une séquence (finie ou infinie) de la forme ng = ny = ny = ...

7| -1

. . N . ~0 ~1
La longueur |7| d’un chemin 7 est égale & son nombre d’arcs. Soit 7 =ng — n; — ...
nj7| un chemin fini. Le chemin 7 est un cycle ssi ng = nj4. La longueur stricte de 7, notée
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Figure 4.2: Exemple de représentation graphique G,

slen (), est égale au nombre d’indices i € {0,...,|m| — 1} tels que ~; est égal & < et 7 est
un chemin strict ssi slen(m) > 0. La longueur stricte entre deux sommets slen(ni,n2) est la
borne supérieure de I’ensemble des longueurs strictes associées aux chemins finis allant de
ny a ng. Par convention, nous posons slen(ni,ny) = —oo s'il n’existe aucun chemin de n;
vers ng. Par exemple, dans la Figure 4.2 la longueur stricte slen((2,2), (x,3)) est égale a 3
(voir le chemin en gras).

La cohérence pas & pas de p implique des contraintes globales sur ’ensemble de sa repré-
sentation graphique. Nous entendons par contrainte globale une contrainte sur ’ensemble du
graphe et pas seulement au niveau local correspondant & la représentation d’une valuation
symbolique ou de deux valuations symboliques consécutives.

Lemme 12 Pour tout modeéle symbolique p, le graphe G, vérifie les propriétés suivantes :

(I) G, n’a aucun cycle strict.

(IT) Pour tout chemin fini m dont l'origine (d,i) représente une constante et la destination
est un sommet n de niveau j, si w est strict alors (d, j) = n sinon (d,j) = n.

(ITIT) Pour tout un chemin fini ™ dont lorigine est un sommet n de niveau j et la destination
un sommet (d,i) représentant une constante, si w est strict alors n 5 (d,j) sinon
n — (d, j).

(IV) Pour tout chemin m ayant pour origine n et destination n' qui ne contient que des
arcs de la forme —, on a mod(n) = mod(n’).

: ~o ~1 ~ml-1
Preuve. (I) Nous montrons que tout chemin 7 = ng — n1 — ... —— nj, tel que
no = ny vérifie forcément slen(m) = 0. Nous procédons par induction sur la longueur du
chemin. Le cas on |r| = 1 est direct car la représentation graphique locale de la valua-

tion symbolique p(lev(ng)) est maximalement cohérente et donc on a ng — ng (d’aprés
la condition (MIC3)). Nous supposons maintenant que 7 est un cycle tel que || > 1
et que la propriété est vraie pour tout chemin de longueur inférieure a |m|. Soit nymax
le sommet ayant le plus grand niveau dans m. Nous supposons que 0 < lmax < |r|
puisque l'on peut choisir le début du cycle sans perte de généralité. Comme lev(nimax)
est maximal, on doit avoir [lev(nypax—1) — lev(nmax+1)| < [ et donc la représentation
de p(min{lev(nimax—1),1ev(Nimax+1)}) contient les sommets Nimax—1, Mmax €6 Nmax+1. Par
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construction, il existe donc des arcs entre ces trois sommets. Puisque la représentation de
p(min{lev (nimax—1), 1ev(nimax+1) }) satisfait (MIC2), on a njmax—1 5 Mmax+1 SS1 Mmax—1 5
Nmax OU Nmax 5 Nimax+1- Ceci implique que slen(w) = 0 ssi slen(n’) = 0 ou 7’ est obtenu
a partir de 7 en remplagant le sous-chemin entre nmax—1 €t Nimax+1 par I’arc entre nypmax—1
et Nimaxs1. Comme la longueur de 7 est strictement inférieure a celle de 7, nous pouvons
conclure en utilisant I’hypothése d’induction.

(IT) Nous démontrons que pour tout chemin 7 = ng =% n; — ... e Ny tel que
no = (d,i) on a (d,lev(n)) 5 Niz si m est strict et (d,lev(niy)) = npy sinon. Nous

procédons par induction sur la longueur de 7. Le cas de base ou || = 1 est direct car la
représentation locale de p(min{lev(ng),lev(ni)}) contient tous les sommets concernés. Nous

~wl-1

R, . . ~0 ~1 ~9 .
considérons maintenant un chemin Tt =ng —>ny - ng — ... —— N|r| AVeC ng = (d,i) et

|m| > 1 et nous supposons que (d, lev(n|;_1)) 5 Nx|—1 Si le sous-chemin de 7 se terminant
au sommet nj_; est strict et (d,lev(nj_1)) = Njx|—1 sinon. Comme les sommets 7).
et n|,; sont reliés par un arc, ils appartiennent tous deux a la représentation graphique de
la valuation symbolique p(min{lev(n|;_1),lev(n|)}). Cette représentation locale satisfait

(MC2) et donc (d, lev(n|7r‘_1)> 5 Nr| ssi (d, lev(nw_l)) 5 Nr|—1 OU Nz|—1 5 Nr|- En

conséquence (d, lev(nx 1)) 5 nig si T est strict. Puisque (d,lev(npr—1)) = (d,lev(nq)),

on a donc bien (d, lev(n,)) 5 Njq| sl T est strict (et (d,lev(nyy)) = nyy sinon) en utilisant
la propriété (MC2).

(III) La preuve de ce cas est similaire au précédent.

(IV) Considérons un chemin de la forme 7 = ng — ny — ... — Nx|- Nous procédons
par induction sur la taille de ce chemin. Si |7| = 1 alors la représentation locale de la va-
luation symbolique p(min{lev(ng),lev(n|;)}) contient les deux sommets et nous pouvons
conclure en utilisant (MC6). Sinon, supposons que || > 1 et mod(ng) = mod(n; 1) par
hypothese d’induction. Comme il existe un arc nj;_ = Nix|, la représentation graphique
correspondant a la valuation symbolique p(min{lev(njx_1),lev(n|;—1)}) contient les deux
sommets. Puisque cette représentation locale satisfait (MC6) on a bien par transitivité

mod (n|x|) = mod(nx 1) = mod(ng). O

Corollaire 4 Soit p un modele symbolique et G, sa représentation graphique. Pour toute
paire de sommets (dyi,1) et (da,j) de G, représentant des constantes telles que di < dy, on
a slen((dl,i>, <d2,j>) = d2 - dl.

Preuve. Soient (di,i) et (d,j) deux sommets de G, représentant respectivement les
constantes dy et ds telles que dy < dy. Nous traitons le cas i < j (le cas j > i est symétrique).
Il est évident que slen({(dy,1), (d2,j)) > da — dy puisque par construction le chemin suivant
existe et a pour longueur stricte do — d; :
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Nous montrons maintenant qu'’il n’existe pas de chemin 7 entre (dy,4) et (da,j) tel que
slen(m) > dg — dj. Nous procédons par I'absurde et supposons qu'un tel chemin 7 existe.
Considérons la restriction de la cloture transitive de — aux sommets de 7. D’aprés la
définition de la longueur stricte, m a exactement slen(m) + 1 classes d’équivalences par
rapport a cette relation puisque le nombre de classes d’équivalence est lié au nombre
d’arc strict = du chemin. Soit X0,y Xglen(r) une énumération des classes d’équiva-
lence du chemin 7. D’aprés le Lemme 12 (II) et (III), chaque sommet n de 7 vérifie

(di,lev(n)) = n ~ (da,1ev(n)) pour ~,~'e {<,=}. De plus, comme C’ contient toutes
les constantes entre m et M et les représentations locales des valuations symboliques sont
maximalement cohérentes, pour tout ¢ € {0, ..., slen(m)} il existe une constante d, € C” telle
que di < d; < dy et chaque sommet n appartenant a X; vérifie n = (d},lev(n)). D’aprés le
Lemme 12 (T), chaque entier d; doit étre distinct sinon il existe un cycle stricte puisque les
différentes classes d’équivalence sont reliées localement par des arcs stricts. Nous avons donc
slen(m) + 1 classes d’équivalence non vides, chacune associée & un entier distinct compris
entre d; et do. Ceci nous donne une contradiction puisque I’ensemble {d1,...,ds} a pour car-
dinalité dy—d; +1 et nous avons besoin de slen(m)+1 > dy—d; +1 représentants distincts. [J

Pour terminer cette section nous établissons la relation entre les modéles symboliques
construits par rapport a une formule ¢ de CLTL(IPC*) et les modéles concrets de ¢. Pour
cela, nous étendons la relation de satisfaction symbolique aux modéles symboliques. Cette
relation que nous notons aussi Fgymp est définie de la méme facon que la relation de satis-
faction de CLTL(IPC*) excepté au niveau atomique : on a p,i [Egymb @ ssi p(2) Fsymb .
Le résultat suivant est le pivot de I’approche que nous définissons par la suite.

Lemme 13 Une formule ¢ de CLTL(IPC*) est satisfaisable ssi il existe un modéle symbo-
lique p et une séquence de valuations o tels que p = ¢ et o = p.

Preuve : Soit ¢ un modeéle qui satisfait ¢. Nous considérons le modéle symbolique p
tel que pour tout ¢ € N on a p(i) = sv(v;) ou v; : Term — Z est la valuation telle que
v;(XIx) = o(i + j)(z) pour tout j € {0,...,|d|x}. D’aprés cette construction, la séquence p
est cohérente pas a pas et o |= p. En utilisant le Lemme 10 (ITI), nous obtenons que pour
toute valuation v telle que sv(v) = p(i) on a pour toute contrainte atomique « de ¢, si
0,1 |= o alors v |= . Ceci implique que pour tout ¢ € N si 0,7 = a alors p,i Fgymb . 11
est alors facile de conclure que p Egymp ¢ par induction sur la structure de ¢, puisque la
relation =gymp n'est différente de = qu’au niveau atomique.

Réciproquement, supposons qu’il existe un modeéle symbolique p et une séquence de va-
luations o tels que p Fgymb ¢ et o = p. Puisque pour tout ¢ € Non a 0,4 |= p(i), la valuation
symbolique p(i) est égale a sv(v;) on v; : Term — Z est la valuation définie & partir de o
telle que v;(X/z) = o(i + j)(z) pour tout j € {0,...,|¢|x}. D’apres la définition de Fgymb,
pour toute contrainte atomique a de ¢, si p(i) FEsymb < alors v; = «. Ceci implique que si
p(i) Fsymb @ alors 0,4 = a. Nous pouvons alors déduire que comme p |=gymp ¢, on a o |= ¢
puisque les deux relations de satisfaction ne différent qu’au niveau atomique. O
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4.3 Modéles symboliques satisfaisables

D’apres le Lemme 13, nous avons donc besoin de caractériser ’ensemble des modéles sym-
boliques qui sont satisfaisables. Jusqu’a présent nous avons établi des propriétés sur le graphe
G, uniquement. Nous définissons maintenant des conditions sur G, qui sont équivalentes a
I'existence d’un modéle qui satisfait p. Une solution pour un graphe de la forme G, obtenu
a partir d’un modele symbolique p est une fonction d’étiquetage lab : (VW C’) x N) — Z
vérifiant

— pour tout arc ny — na, lab(ny) ~ lab(ns)

Y

— pour tout sommet n, lab(n) = mod(n).

Une telle solution est dite stricte ssi pour tout sommet (d,i7) de G, représentant une
constante on a lab((d,i)) = d.

Lemme 14 Un modeéle symbolique p est satisfaisable ssi G, a une solution.

Preuve : Soit o un modele satisfaisant p et lab : (VUC"))xN — Z la fonction d’étiquetage
définie par :

lab((z,i)) = o(i)(z) et lab({d,i)) =d pour tout x € V,d € C’ et i € N.

Il est facile de montrer que lab est une solution stricte de G,. En effet, on a la suite d’im-
plications suivante :

(2,1) = {y,j) et i < j,
= x ~ X/~ € p(i) (d’apres la définition de G,),
= 0,i |1 ~ X"ty (car o satisfait p),
= o(i)(z) ~ o(j)(y) (par définition de |=),

= lab((x,1)) ~ lab({y, 7)) (par définition de lab).

Donc (z,i) = (y,j) et i < j impliquent lab({(z,)) ~ lab({y,j)). Les autres cas concernant
les contraintes imposées par les arcs Set > peuvent étre traités de la méme maniére. Nous
montrons la satisfaction des contraintes de périodicité en utilisant le méme type développe-
ment :

mod({x,i)) = c,
= x =g ¢ € p(i) (par définition de G,)
= 0,i = x =k c (car o = p),
= o0(i)(z) =k c (définition de =),
= lab((z,1)) =k c (définition de lab).

Y
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Réciproquement, soit lab une solution de G,. Nous construisons d’abord une solution
stricte lab’ a partir de lab. Le principe de la construction de lab’ consiste & séparer les
valeurs supérieures a M en blocs de K valeurs consécutives de maniére a ce que si lab(n) —
lab({M,lev(n))) = b > 0 alors lab’(n) prend sa valeur dans le 6™ bloc.

bloc 0 bloc 1 block 2 bloc
=~ PN N
M M+1.-M+K M+K+1---M+2K.. M+ (y-1)K+1---M+~K...

La contrainte définie par la fonction mod impose alors une valeur unique pour lab’(n) dans
ce bloc. Nous procédons de la méme maniére pour les valeurs inférieures & m. Ceci nous
donne la construction suivante de lab’.

Pour tout sommet n = (x,1) tel que (x,1) N (m, i), on pose lab'({x,4)) = a tel que
1. a =g mod((z,1)),
2. m—(lab({(m,1))—lab({(z,7))) x K < a < m—((lab({m,i))—lab({x,i))—1)x K —1.

— Pour tout sommet (x,4) tel que (M,i) = (z,i), on pose lab’((x,i)) = a tel que

1. a =g mod((z,1)),

2. M+((lab({z,i))—lab({M,i))—1)x K+1 < a < M+(lab({x,i))—lab({M,i))) x K.
Dans les deux cas ci-dessus, nous rappelons que la valeur a est unique puisqu’elle
appartient a un intervalle de longueur K (c.f. 2) et que la contrainte de périodicité
impose une valeur unique dans cet intervalle (c.f. 1).

Pour tout (z,i) tel que (z,i) — (d,i) pour d € C’, on pose lab’({z,i)) = d.

Pour tout sommet (d,4) représentant une constante, on pose lab’({d,i)) = d.

Il est facile de montrer que lab’ est une solution stricte de G). Par exemple, nous traitons

le cas n = n’ out lev(n) < lev(n/) avec (M, lev(n)) = n et (M,lev(n')) < n/. Les autres
cas sont semblables. Puisque lab est une solution de G, on a lab({M,lev(n))) < lab(n) <
lab(n'). Donc d’aprés la construction de lab’, la valeur de lab’(n) se situe dans le bloc
b = lab(n) — lab((M,lev(n))) et la valeur de lab’(n') se situe dans le bloc V' = lab(n’) —
lab({M,lev(n’))). Comme b < b’ on a donc bien lab’(n) < lab’(n’). Les contraintes imposées
par la fonction mod sont vérifiées par construction.

Nous montrons enfin que le modéle o défini par o(i)(z) = lab’({z,i)) pour tout x € V
et ¢+ € N satisfait p. Pour cela il suffit de dérouler les implications de la premiére partie de
cette preuve dans l'autre sens. Par exemple, pour le cas oit X'z ~ d € p(i) on a

Xix ~d € p(i),
= (z,i+j) > (d,i+ j) dans G, (par construction),
= lab'((z,i+ j)) ~ lab’((d,i + j)) (car lab’ est une solution de G,),
= o(i+ j)(z) ~ d (par définition de o et puisque lab’ est une solution stricte)

= 0,i =Xz ~ X'y (par définition de |=).

Y

L’avant-derniére étape illustre la nécessité que lab’ soit une solution stricte. U
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Le Lemme 14 établit la correspondance entre un modéle symbolique p et sa représen-
tation graphique G,. Nous pouvons maintenant caractériser les modeles symboliques sa-
tisfaisables en définissant une condition caractérisant les graphes G, qui admettent une
solution.

Lemme 15 Soit p un modéle symbolique. Il existe une solution pour sa représentation gra-
phique G, ssi pour toute paire de sommets ny,ng de G,, on a slen(ni,ng) < w.

Rappelons que par construction de G, pour tous sommets (dq,) et (dg, j) représentant des
constantes telles que d; < dy on a slen((dy,1), (da, j)) = d2 — dy (voir le Corollaire 4). C’est
pour cette raison que nous n’avons besoin d’aucune condition particuliére pour les sommets
du graphe représentant les constantes.

Preuve : Si G, admet une solution lab, il est alors évident que pour toute paire de
sommets ni,ny de G, on a slen(ni,na) < lab(na) — lab(ny).

Réciproquement, si pour toute paire de sommets ni,ny de G, on a slen(ni,ns) < w
alors nous définissons la fonction d’étiquetage lab : (V U C’) x N — Z telle que :

— Pour tout d € C’ on a lab((d,i)) = d,
— Pour tout (z,i) € V x N,

— si (x,i) — (d, i) alors lab((x,1))

si (2,1) = (m, i) alors lab((x,4)) = a tel que

d

1. a =g mod({x,1)).
2. m— slen({(z,i), (m,i)) x K <a <m— (slen({x,i),(m,i)) — 1) x K — 1.
— si (M,i) S (z,i) alors lab((x,4)) = a tel que

1. a =g mod({x,1)).
2. M + (slen((M, 1), (z,i)) = 1) x K +1<a < M+ slen((M, 1), (x,7)) x K.

Notons que, comme dans la preuve du Lemme 14, la valeur de a est unique dans l'intervalle
de taille K a cause de la contrainte de périodicité.

Nous démontrons maintenant que lab’ est une solution stricte G,. Nous procédons par
analyse de cas :

— Supposons que n — n’. Nous traitons le cas lev(n) < lev(n’) (autre cas est symé-
trique). Nous rappelons que comme il existe un arc entre n et n’ on alev(n’)—lev(n) <1
et donc les sommets n et n’ appartiennent tous deux a la représentation locale de la
valuation symbolique p(lev(n)).

<

Cas 1: (M,lev(n)) = n et (M,lev(n’)) Sl
Puisque n — n’ et (M,lev(n)) — (M,lev(n’)) on a
slen((M,lev(n)),n) = slen({M,lev(n)),n’).

Donc lab(n) et lab(n’) appartiennent au méme bloc de taille K de valeurs supérieures a
M . De plus comme la représentation locale de la valuation symbolique p(lev(n)) vérifie
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(MC6), on a mod(n) = mod(n'). Par définition de lab on a donc bien lab(n) = lab(n’).

Cas 2: Le cas n > (m,lev(n)) et n’ < (m,lev(n’)) est similaire au Cas 1, en consi-
dérant les blocs inférieurs & m.

Cas 3: Nous considérons maintenant le cas tel que (M, lev(n)) = net n’ = (M, lev(n’))
et nous démontrons par ’absurde que ce cas est impossible. Si nous supposons le
contraire alors comme p(lev(n)) vérifie (MC2), on an = (M, lev(n’)) puisqu'il existe
un arc n — n'. Il existe donc un chemin

~

(M lev(n)) S n 2 (M, lev(n')) = (M, lev(n)),
qui contredit (MC3).

Cas 4 : Le cas n = (m,lev(n)) et n’ = (m,lev(n)) est similaire au Cas 3.
Cas 5 : Le cas n — (d,lev(n)) et n’ = (d',lev(n’)) avec d < d’ est aussi impossible.
Sinon, par construction de la représentation de p(lev(n)) nous avons un arc de la forme

(d,)ev(n)) = (d',lev(n’)). Nous pouvons donc construire un cycle strict qui contredit
le fait que p(lev(n)) verifie (MC3).

< R . e .
Le cas n — n’ peut étre traité de maniére identique. O

Nous avons donc une caractérisation exacte des modéles symboliques qui sont satisfai-
sables. Néanmoins, cette caractérisation n’est pas vraiment satisfaisante car nous désirons
une condition qui puisse étre vérifiée a ’aide d’un automate. Ceci n’est pas évident puisque
I’ensemble des modéles symboliques satisfaisable n’est pas w-régulier, en conséquence d’un
résultat de [DDO7] pour le fragment CLTL(Z) (voir Lemme 17). Cependant, nous pouvons
définir une condition d’approximation w-réguliére telle que tout modéle symbolique p ulti-
mement périodique est satisfaisable ssi G, vérifie cette condition. Une séquence infinie est
ultimement périodique ssi elle est de la forme § - v ol § et v sont deux séquences finies.

Un chemin infini en avant dans G, est un chemin m tel que pour tout ¢ € N on a
7(i) = 7(i + 1) et lev(n(i)) < lev(w(i + 1)). Un chemin infini en arriére est défini de la
méme maniére avec pour tout i € N, (i) < 7(i + 1). Un chemin est infiniment souvent
strict §’il contient un infinité d’arcs stricts.

Un graphe G, satisfait la condition (C) ssi il n’existe pas de paire de sommets nq,ng de
G, tels que |lev(ny) — lev(ng)| < 1 vérifiant toutes les conditions suivantes.

AP1) Il existe un chemin infini en avant 7., partant de nq.

AP3

(AP1)
(AP2) Il existe un chemin infini en arriére m,, partant de ns.
( ) Soit m,y ou T,y est infiniment souvent strict.

(AP4)

AP4) Pour tout 4, j € N tel que [lev (7 (1)) —lev(mar ()| < 1 on a Tay (i) = mar(j) dans Gp.

Un exemple de graphe qui ne satisfait pas la condition (C) est donné dans la Figure 4.3
(certains arcs sont omis).

Si un modele symbolique p est satisfaisable, alors sa représentation graphique G, doit
satisfaire (C). Sinon, on a slen(ni,n2) = w ce qui entraine une contradiction d’apres le
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Figure 4.3: Graphe ne vérifiant pas (C)

Lemme 15. ’implication inverse n’est pas vraie en générale. La Figure 4.4 est un exemple
de graphe qui satisfait (C) et n’admet pas de solution car slen((z,0), (z,0)) = w. Néanmoins,

Figure 4.4: Graphe non satisfaisable vérifiant (C)

lorsque le modéle symbolique est ultimement périodique cette condition est suffisante.

Lemme 16 Un modéle symbolique ultimement périodique p est satisfaisable ssi sa repré-
sentation graphique G, satisfait (C).

Preuve : Cette preuve est essentiellement la méme que pour le cas de CLTL(Z). Les
principales différences avec [DD07, Lemme 6.2] résident dans la présence de contraintes de
périodicité et de constantes. Cependant, les résultats précédents nous permettent de traiter
uniformément les variables et les constantes et d’ignorer la fonction mod.

Nous considérons un modéle symbolique construit sur des ressources syntaxiques V,
C’, | et K définies a partir de I'ensemble des contraintes atomiques d’une formule de
CLTL(IPC*). Nous rappelons que si deux sommets nj,ng violent la condition (C) alors
slen(n1,n2) = w. Donc si p est satisfaisable alors G, satisfait (C) d’aprés les Lemmes 14
et 15.

Réciproquement, supposons que le modéle symbolique p soit de la forme § - v et que
G, n’admette pas de solution. Si G, n’a pas de solution, il existe d’apres le Lemme 15 deux
sommets nj et ng tels que slen(ny,ng) = w. Nous utilisons cette propriété pour montrer que
G ne satisfait pas (C).

Nous notons levy le plus petit niveau tel que

levo =y [9] (levo est égal & |6] modulo |v]),

levg > lev(ny) et levg > lev(ng),
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et nous posons levy = levg + l|y| x |V U C’|. Comme slen(ni,ny) = w, il existe un chemin
7 allant de n; vers ny tel que

slen(m) > lev1 |V UC| + |y| x [V U]

Nous pouvons supposer sans perte de généralité que m n’a pas de cycles puisque d’aprés
le Lemme 12 (I) G, n’a pas de cycles stricts et les cycles composés de relations d’égalité
uniquement n’affectent pas la longueur stricte d’un chemin. En conséquence chaque sommet
de 7 est visité une seule fois. Comme il n’existe que levy |V UC’| sommets distincts de niveau
inférieur ou égal a lev et que par définition 7 contient au moins slen () arcs stricts, il existe
donc au moins |y| x [V UC’| + 1 arcs stricts entre des sommets de niveau supérieur ou égal

a lev.

Nous disons que deux sommets (x,i) et (z’,i') de niveau supérieur a [d| (c’est-a-dire
dans la partie ultimement périodique) sont isomorphes ssi

- x=ua,

— 0> 10| et i >4,

— y pu— ‘,

(N

D’apres la périodicité, pour tout j > |0] on a p(j) = p(j + |7|)- Donc il existe un arc entre
deux sommets du graphe ssi il existe le méme type d’arc entre leurs images par le méme
isomorphisme. Par extension, il existe un chemin entre deux sommets du graphe ssi il existe
un chemin entre leurs images par le méme isomorphisme. De plus, il n’existe pas d’ensemble
X de sommets de niveau supérieur a levy tous non-isomorphes tel que | X| > |y||[V U C’|.
Comme le nombre d’arétes strictes de m dans la partie du graphe supérieure a lev est
strictement plus grand que |||V U C’|, le chemin 7 visite deux sommets isomorphes n/ et
nf tels que le sous-chemin de 7 entre ces deux sommets est strict. Nous supposons sans
perte de généralité que n) est visité en premier par 7.

Nous pouvons construire a partir de 7 un chemin 7" visitant successivement ny,n/, nj
et ng qui se décompose en plusieurs parties :

1. un chemin en avant 7, de ny vers nf,

2. un chemin strict en avant 7o de nj vers nj
ou un chemin strict en arriére de nf vers nj selon les cas,

3. un chemin en arriére 73 entre ngy et nj.

Cette construction repose sur I’observation suivante. Supposons qu’un chemin 7 ait pour
origine un sommet n et destination un sommet n’ telle que lev(n) < lev(n/). On peut
construire un chemin en avant entre n et n’ en procédant de la fagon suivante. Soit ¢ € N
une position du chemin tel que lev(mw(i+1)) < lev(m(7)), c’est-a-dire que 'arc pris n’est pas
en avant. Considérons le plus petit indice j > i tel que lev(mw(j)) > lev(m(7)), s'il existe. Le
sommet 7(j) doit vérifier lev(m(j)) — lev(m(i)) < [ car par construction du graphe, un arc
traverse au plus [ niveaux. Ceci signifie par définition de G, qu'il existe un arc entre (i)

et 7(j). Si m(j) = (i) alors on a un cycle strict, ce qui n’est pas possible car le graphe
vérifie (MC3) localement. Donc les seuls cas possibles sont 7 (i) = m(j) ou m(i) = x(j).

; N 7 . . . .
Notons qu'on a 7 (i) — m(j) ssi il existe un arc strict dans le sous-chemin entre 7(¢) et 7(j).
On peut donc “court-circuiter” le sous-chemin entre (i) et 7(j) en prenant 'arc en avant
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entre ces deux sommets. En itérant cette méthode de court-circuit sur le chemin 7, nous
obtenons un chemin en avant. Le méme genre d’argument nous sert a construire un chemin
en arriére lorsque lev(n’) < lev(n). Les chemins 7 et w3 peuvent étre construit en utilisant
cette méthode de court-circuit.

Nous distinguons maintenant deux cas. Si le niveau de n} est inférieur a celui de nf alors
la figure suivante schématise la situation.

[y

; b|7‘
levg levq

Le chemin 79 construit en utilisant la méthode de court-circuit est un chemin en avant
strict entre n} et ny. Comme ces sommets sont isomorphes, nous pouvons montrer qu’il
existe un chemin en avant infiniment souvent strict a partir de n). Posons n}j = (z,a) et
nhy = (x,a + bly|) pour z,2’ € VUC" et a,b € N. Le sommet n, = (x,a + b|y|) est aussi
isomorphe a (z,a + 2b|7y|) par le méme isomorphisme et donc le chemin en avant strict qui
existe entre n} et nf existe aussi entre nf et (x,a+ 2b). Cet argument peut étre répété pour
tout couple de sommets de la forme (z, a+1ib) et (x,a+ (i+1)b) avec i € N afin de construire
un chemin en avant infiniment souvent strict. En conséquence il existe un chemin en avant
infiniment souvent strict m,, a partir de ny.

De plus, notons que le chemin g traverse tous les niveaux entre levy et lev;. Comme
un arc traverse au maximum [ niveaux, w3 visite au moins |y||V U C’| + 1 sommets et donc
deux de ces sommets sont forcément isomorphes. Nous notons nf et n) ces sommets tels
que le niveau de nf est inférieur a celui de n/;. On a donc un chemin en arriére entre n% et
n}y. En utilisant les mémes arguments que pour le chemin entre n et n}, nous pouvons en
déduire qu'il existe un chemin en arriére infini 7, a partir de ny (pas forcément strict).

Il reste & montrer que pour tous sommets 7, de Tay et nye de o tels que [lev(ngy) —

<
lev(na)] < 1 on a nay — na. Nous posons nf = (z,a), nh = (x,a + blv|), n) = (y,d’)
et ns = (y,a’ + V'|y]) en respectant les isomorphismes respectifs entre ces sommets. Pour
tout i € N, les sommets n} = (x,a + bb'|y]) et n} = (y,a’ + ibb'|y|) sont isomorphes et
sont des images de n} et n) sous le méme isomorphisme. D’aprés les étapes précédentes de
notre construction, pour tout ¢ € N le sommet n) appartient & m,, et nj a m,y. Soient ngy
et ny,e des sommets respectifs de may et Ty tels que |lev(ngy) — lev(ng,)| < I et considérons
deux sommets nj et n} définis par le méme isomorphisme dont les niveaux sont minimaux
tout en étant supérieurs aux niveaux de n,y, et n,. D’apres les observations précédentes, il
existe un chemin strict entre n} et n car il existe le méme type de chemin entre n} et n/.
Ceci implique 'existence d’un chemin strict entre n,, et n, car nj appartient a 7,y et nj
a myr. Puisque |lev(nay) — lev(ng)| < 1 il existe un arc entre les deux sommets. Cet arc est

< . . . . . R
Nay — Mgy SiNON nous avons un cycle strict ce qui est impossible d’apres le Lemme 12 (I).
Le dessin suivant schématise cette partie de la preuve.
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Si I'on suppose maintenant que le niveau de nj est inférieur a celui de n), alors le chemin
o est en arriére. Ceci nous permet de déduire ’existence d’un chemin en arriére infiniment
souvent strict. Nous pouvons alors utiliser les mémes arguments que dans le cas précédent
pour déduire un chemin infini en avant a partir de deux sommets isomorphes visités par
le chemin 7y entre les niveaux levy et lev;, puis pour montrer que ces chemins vérifient la
propriété (AP4) énoncée dans la définition de (C). O

Pour conclure cette section, nous revenons sur I'affirmation faite plus to6t concernant la
non-w-régularité de 'ensemble des modeéles symboliques satisfaisables. Le résultat suivant
est une variante de [DD07, Corollaire 6.5].

Lemme 17 [ existe des ensembles X de contraintes atomiques de CLTL(IPC*) tels que
l’ensemble des modéles symboliques satisfaisables construit par rapport a X n’est pas w-
réqulier.

Preuve : La preuve s’inspire de [DD07, Corollaire 6.5]. Nous notons L I’ensemble des
modeéles symboliques N — SV(X) construits par rapport a un ensemble X de contraintes
atomiques de CLTL(IPC*) ayant les ressources syntaxiques suivantes :

=1,
7V:{$7y7z}7
702@7

la valeur de K n’est pas importante ici.

Nous notons Lgy; € L I'ensemble des modéles symboliques satisfaisables et Le C L ’ensemble
des modeles symboliques qui satisfont (C). Nous anticipons la construction de 'automate de
Biichi Ayt de la Section 4.4 et admettons que L¢ est un langage w-régulier. De méme il est
évident que L est un langage w-régulier puisque les éléments de ce langage sont justes des
séquences de valuations symboliques cohérentes pas a pas (voir la construction de Apap).
Nous procédons par I'absurde. Supposons que Lgy; soit w-régulier. Comme les langages
w-réguliers sont clos par complémentation et intersection, le langage I/ = (L \ Lgat) N L¢
est w-régulier. Le modeéle symbolique représenté dans la Figure 4.4 satisfait (C) et n’est
pas satisfaisable, il appartient donc a L. Puisque L’ est un langage w-régulier non-vide, il
existe un mot ultimement périodique p qui appartient a L'. Or, si p appartient a L¢ et p est
ultimement périodique alors d’aprés le Lemme 16 ce modéle symbolique est satisfaisable.
Ceci contredit la définition de L’ car on doit avoir p & Lgy. O
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4.4 Construction de 'automate et complexité

A partir des résultats précédents et en suivant I'approche définie dans [VW94|, nous mon-
trons maintenant comment, étant donnée une formule ¢ de CLTL(IPC*), on peut construire
un automate de Biichi Ay tel que ¢ est satisfaisable ssi le langage reconnu par Ay est non-
vide. De plus, nous montrons que tester si le langage reconnu par Ay est non-vide peut
se faire en espace polynomial par rapport a la taille de ¢. Nous considérons une formule
¢ de CLTL(IPC*) ainsi que les différents éléments associés a 1’ensemble de ses contraintes
atomiques définis dans la Section 4.2.1 (I, V, C, m, etc...).

A la différence de la construction pour LTL, le langage reconnu par Ay n'est pas un
ensemble de modéles mais un ensemble de modeéles symboliques. D’aprés les Lemmes 13
et 16, 'automate A, peut étre défini comme l'intersection de trois automates de Biichi
Apap N Agymb N Asat tels que

L(Apap) est I'ensemble des séquences de valuations symboliques cohérentes pas a pas,

L(Asymp) est I'ensemble des séquences de valuations symboliques p qui satisfont sym-
boliquement ¢, c’est-a-dire p [=gymb @,

— L(Asat) est 'ensemble des séquences de valuations symboliques p vérifiant (C).

Nous décrivons ci-dessous la construction de ces différents automates. Tous ont pour
alphabet ’ensemble fini SV(¢) dont la taille est exponentielle par rapport a |¢|. L’automate
Asymb est obtenu en adaptant la construction de [VW94| avec la relation de satisfaction
symbolique. Nous définissons la cloture habituelle de ¢ notée cl(¢) en considérant chaque
formule atomique comme une proposition. Nous rappelons que cl(¢) est le plus petit en-
semble contenant ¢ est vérifiant les conditions suivantes :

¢1 € cl(¢) ssi m¢1 € cl(¢) (pour toute formule ¢, on identifie ¢q et —=—¢y),
— si 1 A2 € cl(P) ou ¢1V ¢2 € cl(@) alors ¢y € cl(P) et g2 € cl(¢),
— si X¢1 € cl(¢) alors ¢1 € cl(o),
~ 5i 1Ugn € cl(6) alors 1 € cl(), 62 € cl() et X(inUgn) € cll(@).

Un atome de ¢ est un sous-ensemble maximalement cohérent de cl(¢). L’automate de Biichi
généralisé Agym, = (Q, 1, F, §) est défini de la facon suivante.

Q est Pensemble des atomes de ¢ et I = {At € Q | ¢ € At},

SV “, . .
At = At’ est une transition de ¢ ssi
(contraintes atomiques) pour toute formule atomique a dans At on a sv FEgymp @,

(cohérence sur un pas) pour chaque formule X¢» € cl(¢) on a X¢p € At ssi¢p € At/

— Soit {¢1Ue,...,¢,.Ut.} 'ensemble des formules until de ¢l(¢). Si cet ensemble est
vide, tous les états sont acceptants. Sinon, on pose F' = {F},..., F,} tel que pour tout

iE{l,...,’F} onaFi:{AtEQ\¢iU1/1i§ZAtou1/1i€At}.

D’apreés le Lemme 11, les conditions sur les contraintes atomiques peuvent étre vérifiées en
espace polynomial, donc la construction Agymp, peut se faire en espace polynomial.
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L’automate Apap = (@, I, F,—) est un automate de Biichi tel que Q =1 = F = SV(¢)
et la relation de transition est définie par la régle :

sv . . ,
sv1 — svg ssi la paire (svq, sva) est cohérente sur un pas et sv = svy.

Nous rappelons que l'on peut tester qu’un triplet donné d’ensembles de contraintes de
CLTL(IPC*) est une valuation symbolique et qu'une paire de valuations symboliques est
cohérente sur un pas en temps polynomial. Donc, la relation de transition de Ap,, est cal-
culable en temps polynomial.

Il nous reste & définir la construction de Agy qui reconnait I’ensemble des séquences
de valuations symboliques qui satisfont (C). Nous nous inspirons pour cette construction
de [DDO07]. Au lieu de construire directement Ag,¢, il est plus facile de passer par la construc-
tion de 'automate de Biichi généralisé .,Zlc qui reconnait le complément du langage L(Agat)-
L’automate A est presque le méme que l'automate B de [DDO07, Section 6], mais nous
avons besoin d’étendre 'alphabet et de tenir compte des relations entre les sommets du
graphe représentant des constantes de O/ car certaines comparaisons avec ces constantes
ne sont pas explicitées dans les valuations symboliques. En effet, nous n’avons pas toutes
les informations concernant les constantes C’ \ C' dans la représentation symbolique des
valuations. Mis & part ce point, les variables et les constantes ont un traitement uniforme
dans la construction de Ac. Formellement, 'automate Ae = (Q, I, F,—) est défini de la
fagon suivante.

Q ={q}W{(VUCl) x{0,..., 1} x (VUC") x{0,...,l} x{av,ar} x {0,1}} ou I = |¢|x,

I'={q},

La relation de transition vérifie les propriétés ci-dessous.

(a) qo > qo pour tout sv € SV(¢).

(b) @ & (a,i,b,j,av,0) et qo = (a,i,b,j,ar,0) pour tout a,b € VUC’, i,j €
{0,...,1} et sv € SV(9).

(c) {(a,i,b,j,p,bin) = (a,i —1,b,j — 1,p, bin) pour tout p € {av,ar}, bin € {0,1},
i,j > 1et sv € SV(p).

(d) (a,0,b,j,av,bin) =% (d/,i' — 1,b,j — 1,av, bin') tel que 7 >0, j > 0 et

si a,a’ € V alors,

1. a<X'd € svet bin =1
oua=X'a € svet bin' =0,

2.sibeV, X'a < XIbe sv,
sibe il existe d tel que d ~b, X'a' ~' d € sv et <€ {~,~'},

sia€Vetad eC alors,

l.a=ad €svetbin =0
ou il existe d tel que d ~a’, a ~' d € sv, <€ {~,~'} et bin’ =1,
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2. sib eV, il existe @’ ~ d tel que d ~' XIb € sv et <€ {~,~'},
sibe C' alors ' <D,

sia€ C et a eV alors,
1. a=X"d € svet bin' =0
ou il existe d tel que a ~ d, d ~' X"'a € sv, <€ {~,~'} et bin' =1,
2.5ibeV,X'd < XIbe sv,
sibe )il existe d tel que d~bX'a' ~' d e svet <€ {~,~},

si a,a’ € C' alors,
1. a=ad et bin’ =0
oua<a et bin =1,

2. sibeV, il existe d tel que @’ ~d, d~' XIb € sv et <€ {~,~'},
sibe C' alors ' <D,

(e) (a,i,b,0,av,bin) = (a,i—1,b,5' —1,av, bin') si i > 0, j' > 0 et les conditions du
cas précédent sont vérifiées lorsqu’on opére les substitutions suivantes

/ /
a <« b, a b, b+ a.

. SV . . . . . . , .
(f) {a,0,b,0,av, bin) — (a’,i',b', 7', av, bin') si la combinaison naturellement définie
des contraintes des cas précédents est vérifiée.

(g) Les conditions sont similaires lorsque le chemin infiniment souvent strict est my;,
c’est-a-dire pour les états de la forme (a,1,b, j, ar, bin).

F est ensemble des états de la forme (a,i,b, j,p,1) pour tout a,b € VUC’, i,j €
{0,...,1} et p € {av,ar}.

Nous expliquons en quelques mots comment procéde 'automate Ac. Lors d’une exécu-
tion, on boucle d’abord sur I’état initial (point (a)) afin de passer les valuations symboliques
qui se trouvent avant les sommets du graphe qui contredisent (C). Puis, on devine de fagon
non déterministe deux sommets nq et ng ainsi que lequel des chemins 7., et m,, est infini-
ment souvent strict (point (b)). Ensuite, 'automate vérifie que ces sommets satisfont toutes
les conditions (AP1) a (AP4) (points (c¢) & (g) et condition d’acceptation). Le point (c)
sert juste a attendre que le sommet courant de 7., ou 7, soit de niveau 0 dans la valuation
symbolique courante. Les différents cas du point (d) reprennent les conditions correspondant
a l'existence d’arcs dans le graphe afin de poursuivre le chemin m,, tout en testant que le
nouveau sommet courant vérifie bien (AP4). Enfin, la condition d’acceptation garantit que
des arcs étiquetés par < sont rencontrés infiniment souvent par le chemin supposé infiniment
souvent strict. Nous stockons toutes ces informations dans les états de automate .,Zlc. Par
exemple, si 'automate est dans I'état (a,i,b, j,av,0), cela signifie que :

— la position du sommet courant du chemin en avant dans la valuation symbolique

courante est (a, ),

— la position du sommet courant du chemin en arriére dans la valuation symbolique

courante est (b, j)

Y
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le chemin en avant est infiniment souvent strict.

La derniére composante (qui vaut 0 dans notre exemple) sert & marquer les moments ou
le chemin infiniment souvent strict passe par un arc strict (voir le point (d)). Cette valeur
vaut 1 lorsque le chemin franchit un arc étiqueté par <. C’est pour cela que la condition
d’acceptation impose que ’on visite infiniment souvent un état dont la derniére composante
est égale & 1.

Lemme 18 Une formule ¢ de CLTL(IPC*) est satisfaisable ssi L(Ag) est non-vide.

Si la formule ¢ est satisfaite par un modéle symbolique p alors cette séquence est reconnue
par Ay, d’aprés le Lemme 13 et la construction de Ay en tant que I'intersection de Apap,
Agsymb et Agae. L'implication inverse est moins triviale. Par propriété des automates de Biichi
si le langage L(.Ag) est non-vide alors Ay, accepte une séquence ultimement périodique p et
donc nous pouvons utiliser le Lemme 16 pour prouver que p est satisfaisable. En effet, par
construction de Ay on a p € L(Agat) et donc p vérifie (C). De méme, si p est reconnu par
Ay alors p satisfait symboliquement ¢ car p € L(Agymp). Donc ¢ est satisfaisable d’apres le
Lemme 13. Puisque nous pouvons construire Ay a partir d'une formule ¢, le probléme de
la satisfaisabilitée pour CLTL(IPC*) est décidable. Nous avons aussi tous les éléments pour
établir la complexité de ce probléme.

Théoréme 23 Le probleme de la satisfaisabilité pour CLTL(IPC*) est PSPACE-complet.

Preuve : La PSPACE-dureté est une conséquence de la PSPACE-dureté de LTL [SC85|
puisque LTL est inclus dans CLTL(IPC*). Pour obtenir la borne supérieure, nous analysons
la complexité de la construction de Ag. La taille des automates Agymb, Apap et Ac est
exponentielle en |p| mais ces automates peuvent étre construits en espace polynomial par
rapport a |¢].

L’automate Ag,; peut étre obtenu & partir de ./Zlc en utilisant la construction de Sa-
fra permettant de complémenter un automate de Biichi. Le nombre d’états P(|¢|) de A¢
est polynomial par rapport a |¢|. On peut donc construire un automate de Street non dé-
terministe acceptant le complément de L(A¢) et ayant un nombre d’états de I'ordre de
O (2P (8D x1eg(19])) en espace polynomial [Saf88]. Cet automate peut étre transformé en auto-
mate de Biichi équivalent Ag,; ayant un nombre d’états du méme ordre. Ceci nous permet
de construire I'automate Agyt en espace polynomial en |¢)|.

Par conséquent, la construction de I'automate A4 qui est Iintersection de Apap, Asymb
et Agat peut se faire en espace polynomial par rapport a |¢|. Puisque le test du vide dans un
automate de Biichi est un probléme NLOGSPACE-complet, nous obtenons une procédure
en espace polynomial non-déterministe par composition avec la construction de ’automate
(voir [BDG88, Corollaire 3.36]). D’apres le théoréme de Savitch, cette procédure est aussi
dans PSPACE. O

Puisque le probléme de la satisfaisabilité est équivalent au probléme du model-checking pour
CLTL(IPC*), nous avons aussi le corollaire suivant.

Corollaire 5 Le probléme du model-checking pour CLTL(IPC*) est PSPACE-complet.
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Notons que la méthode d’abstraction que nous avons utilisée permet d’établir la méme
borne de complexité pour les problémes de la satisfaisabilité et du model-checking de la
logique CLTL(WIPC*) ou de I’extension de CLTL(IPC*) avec des contraintes de la forme
ax + by =i c. En effet, la méme représentation symbolique des valuations vérifie le résultat
du Lemme 10 pour les contraintes atomiques de ces logiques respectives ce qui permet
d’adapter le résultat du Lemme 13 établissant la relation entre les modéles symboliques
et les modeéles concrets. La taille des valuations symboliques est toujours polynomiale par
rapport a la taille de la formule donnée et malgré les différences de concision entre ces
langages la construction de Ay reste dans PSPACE.

De plus tous les opérateurs temporels de CLTL(IPC*) peuvent étre définis dans la
logique monadique du second ordre (MSO). En utilisant [GKO03], nous pouvons donc étendre
ce résultat de PSPACE-complétude a n’importe quelle extension CXLTL(IPC*) obtenue
en ajoutant & CLTL(IPC*) un ensemble fini d’opérateurs MSO-définissables. Nous devons
juste modifier Ay, en adaptant la construction de I'automate de Biichi qui reconnait

les modeéles d’une formule appartenant a ’extension de LTL avec les mémes opérateurs
MSO-définissables.

Théoréme 24 Les probléemes de la satisfaisabilité et du model-checking pour CXLTL(IPC*)
sont PSPACE-complets.

Enfin, d’aprés la correspondance entre les IPC*-automates et les IRA établie par le
Lemme 8, un autre corollaire de ces résultats est que le model-checking du fragment linéaire
de la logique de [éer94] sur les IRA est dans PSPACE. La borne de complexité n’est pas
établie par les résultats de [Cer94| pour ce fragment.

Corollaire 6 Le probléme du model-checking du fragment linéaire de ’extension de CTL*
introduite dans [Cer94] sur les IRA est dans PSPACE.
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Chapitre 5

Vérification de contraintes quantitatives
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5.1 LTL avec contraintes quantitatives

5.1.1 Présentation de la logique

Dans ce chapitre nous nous intéressons & un nouveau fragment de LTL étendu avec un
ensemble de contraintes de Presburger contenant des contraintes quantitatives de la forme
x =y +dou x et y sont des variables et d une constante. Nous étudions principalement
la logique CLTL(DL) dont les formules atomiques sont des contraintes différentielles in-
duites par le fragment DL de 'arithmétique de Presburger sans quantificateurs (voir par
exemple [SB05]). Le fragment de 'arithmétique de Presburger dans CLTL(DL) est iden-
tique 4 celui de la logique £, de [CC00] qui est un fragment de CLTL!(DL). Contrairement
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a cette logique, il est possible dans CLTL(DL) d’exprimer des contraintes entre deux états
non consécutifs du modeéle. Les résultats de ce chapitre illustrent que ce langage est suffisam-
ment expressif pour que des fragments fortement restreints de la logique soient indécidables.
Le langage de contraintes DL étant lui méme assez restrictif, il peut étre vu comme une
sorte de noyau qui cause 'indécidabilité.

Comme CLTL(DL) est assez expressif pour simuler les machines de Minsky [Min67],
nous nous intéressons a des fragments de la logique dont le nombre de variables et la lon-
gueur temporelle des formules sont bornés & I'avance. Cependant nous ne faisons aucune
restriction sur l'utilisation des opérateurs temporels, contrairement & certaines approches
telles que [BEH95, CCO00| concernant des fragments de Presburger LTL. Restreindre le
nombre de variables des formules est une méthode souvent utilisée pour définir des frag-
ments décidables de logiques indécidables ou des classes d’automates équipés de comp-
teurs ou d’horloges dont le probléme d’accessibilité d’un état de controle est décidable
(voir par exemple [Hal95, ISDT00, FS00, OW04, LWO05|). Cette restriction permet aussi de
mieux cerner les écarts de complexité dans le cas de problémes décidables [DS02, LMS04].
Dans cette section notre principal objectif est d’identifier les différents fragments décidables
et indécidables par rapport aux critéres de restrictions ci-dessus, raffinant les résultats

de [BEM97, CC00, DD07, DGO5].

Nous définissons une classification compléte des différents fragments restreignant le
nombre de compteurs et la longueur temporelle des formules. Nous notons déja que le
probléme de la satisfaisabilité pour CLTL(QFP) et ses fragments appartient a Y1 dans la
hiérarchie analytique, puisque une formule de CLTL(QFP) peut se traduire en une formule
arithmétique du premier ordre (car LTL est inclus dans la logique du premier ordre) et que
la recherche d’'un modéle se traduit par un ensemble de quantificateurs existentiels.'C’est
aussi le cas du probléme du model-checking qui se réduit au probléme de la satisfaisabilité
en utilisant les techniques de [SC85]. Les deux principaux résultat d’indécidabilité que nous
montrons sont les suivants :

~ les problémes de la satisfaisabilité et du model-checking pour le fragment CLTTL3(DL)
sont ¥1-complets,

les problémes de la satisfaisabilité et du model-checking pour le fragment CLTL?(DL)
sont Yi-complets.

Ces résultats fixent la limite entre la décidabilité et 'indécidabilité pour cette famille de frag-
ments et raffinent les résultats d’indécidabilité connus des fragments CLTTLA(DL) [CCO0]
et CLTLy(DL) [DDO07]. Pour compléter ces résultats nous prouvons aussi la PSPACE-
complétude du fragment restant avec une variable et une longueur temporelle bornée a un.
Afin de capturer le plus large fragment décidable possible, nous établissons en fait cette
borne de complexité pour une variante de CLTL](DL™) contenant des variables proposi-
tionnelles en plus des contraintes de différence et de périodicité au niveau atomique. L’ajout
de variables propositionnelles nous permet par la méme occasion de réduire le probléme du
model-checking au probléme de la satisfaisabilité et donc de montrer la méme borne de com-
plexité pour le probléme du model-checking de cette logique. Ces résultats sont démontrés

'Dans la hiérarchie analytique, ¥} correspond a la classe des formules de la forme 3X; ...3X,¢ telles que
¢ est une formule de I'arithmétique du second ordre sans quantificateur d’ensemble. Le probléme de la
satisfaisabilité pour les formules de cette logique est indécidable.
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en adaptant & nouveau la méthode par automate de [VW94]|. Ainsi, cette méthode peut
étre généralisée a plusieurs extensions de logiques temporelles sur des domaines concrets
générant des classes de modéles w-réguliéres du fait de la séparation entre la partie lo-
gique temporelle et la partie domaine concret qui composent CLTL(DL™). L’automate que
nous construisons appartient & une classe particuliere d’automates & compteurs dont nous
montrons que le probléme du vide est NLOGSPACE-complet.

Ces résultats contrastent avec la haute borne de complexité établie dans [CC00] pour le
fragment plat de CLTL} (DL). En effet, la décidabilité de ce fragment qui restreint I'utilisa-
tion de 'opérateur U est obtenue par réduction a I’arithmétique de Presburger. De plus, nous
obtenons comme corollaire que le model-checking des automates temporisés discrets a une
horloge de [DPKO03] est dans PSPACE, ce qui raffine considérablement les résultats d’indé-
cidabilité de [DPKO03, Sect. 6|. Enfin, ce résultat de décidabilité est optimal par rapport aux
restrictions que nous considérons puisque la satisfaisabilité du fragment CLTLi(QFP) est
un probléme indécidable. Cependant, nous montrons en utilisant le méme genre de technique
que pour prouver la décidabilité de CLTL}(DL*) que le model-checking de CLTL(QFP) est
un probléme PSPACE-complet lorsque 1’on restreint les modéles a la classe des automates
a un compteur dont les mises & jour sont dans Z.

Bien que lintérét des résultats évoqués ci-dessus soit principalement théorique, nous
insistons sur le fait que les automates a un compteur ont diverses applications telle que la
vérification de protocoles cryptographiques [LLT05], la validation de flux XML [CR04] ou la
définition de langages hors contexte [BB90]. L’intérét de ce modele est que, contrairement
aux machines ayant plusieurs compteurs, les automates & un compteur ont plusieurs pro-
priétés de comportement décidables (voir par exemple [Ku¢00, JKMS04] ou [BHMO03]). De
plus, cette classe d’automates est équivalente & celle des automates a pile dont I'alphabet est
un singleton, ce qui fait que les algorithmes pour les automates & pile peuvent s’appliquer
aussi a ce modele. Les problémes de model-checking que nous considérons raffinent donc
plusieurs résultats connus.

Ainsi le probléme du model-checking des automates a un compteur avec le y-calcul modal
est dans PSPACE [Ser06], alors que le model-checking des automates a pile avec le p-calcul
modal est dans EXPTIME [Wal01| de méme qu’avec le p-calcul linéaire [BEM97|. Néanmoins,
les formules atomiques dans ces travaux expriment uniquement des propriétés sur les états
de controle. Dans [FWW97|, une extension de CTL* avec des formules atomiques exprimant
des propriétés réguliéres sur le contenu de la pile en plus de propriétés sur les états de controle
est introduite. Le probleme de model-checking pour cette logique est montré dans EXPTIME
dans [FWW97| et I'EXPTIME-complétude est prouvée dans [EKS03]. Les contraintes de DL
sont aussi des contraintes réguliéres et les bornes de PSPACE-complétude que nous éta-
blissons pour nos problémes de model-checking permettent donc de raffiner ces résultats.
Notons néanmoins que dans le cas du model-checking des DL-automates, le modéle est plus
expressif que les automates a pile avec une seule lettre puisqu’on autorise des increments
modulo et des contraintes plus larges comme Xz < x + 1. De plus nous rappelons que bien
que LTL s’exprime dans le p-calcul modal, ces deux formalismes n’ont pas la méme conci-
sion et donc les résultats de complexité ne peuvent pas toujours étre transférés directement.

Les résultats présentés ici sont issus de article [DGOT].
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5.1.2 Sous-classes de DL-automates.

La classe des DL-automates englobe plusieurs classes connues d’automates & compteurs.
En particulier, les DL-automates peuvent facilement simuler les machines de Minsky non
déterministes. Nous faisons référence par la suite a plusieurs sous-classes de DL-automates
particuliéres définies ci-dessous.

Un (k,Z)-automate a compteurs est un DL-automate tel que pour chacune des transi-
tions ¢ = ¢’ la contrainte « est une conjonction de la forme /\ie{l...k} Opesti /\/\ie{l...k} Qi
ou pour tout ¢ € {1,...,k}

Qesti € {T,_‘.'L'Z‘ =0,z; =0,2; > 0,2; < 0}
Qpgji € {sz =T tu | (S {Umina cee 7uma.x}}

o e 4 . . . . «
De plus, la valeur initiale de tous les compteurs vaut zéro, ce qui signifie que si ¢ — ¢’ et ¢
est un état initial alors pour tout ¢ € {1,...,k} la contrainte oy vaut xz; = 0. Pour faci-
liter la présentation, nous fixons un ordre arbitraire des variables et définissons un codage
concis des ensembles de contraintes qyegi et apqji-

Les éléments de {T,—z; = 0,2z; = 0,z; > 0,z; < 0} sont codés par {T,#,=,>,<}.
Les éléements de {Xz; = z;4+u | v € {Umin, - - -, Umax } } sont codés par {umin, - - - , Umax }-
Ainsi, une transition telle que

(T/\CEQ=0)/\(XI1=I1/\X12=I271) ’

sera notée
(T,:),(O,*l) /
—5q.
Un (k,N)-automate est défini de la méme maniére excepté que nous considérons uniquement
des valeurs non-négatives pour les compteurs. Ceci revient & imposer sur chaque transition
que /\ie{1 K} Ti > 0 soit une partie de la contrainte. Lorsque le contexte fait explicite-
oo
ment référence aux N-automates & compteurs par la suite, nous omettons cette contrainte
supplémentaire sur les transitions.

Dans le reste de ce chapitre, nous considérons principalement des automates ayant au
plus deux compteurs. Pour établir la borne PSPACE du probléme de satisfaisabilité de
CLTL}(DL) nous adaptons la méthode par automate de [VW94| en utilisant un (1,7Z)-
automate & compteur dont les mises a jour sont restreintes a {—1,0,1}. Nous appelons ces
automates des (1, Z)-automates a4 compteur simples. Ainsi, les DL-automates sont utilisés a
la fois comme modéle opérationnel pour le probléme du model-checking et comme générateur
de langage dans notre procédure de décision (I’alphabet nécessaire sera introduit plus tard).
Notons que l'existence d'une exécution acceptante pour un (1, Z)-automate & compteur est
une question plus compliquée que des questions similaires traitées dans [JKMS04, LLTO05]
puisque nous avons une condition d’acceptation de Biichi, le compteur prend ses valeurs dans
Z et les tests autorisés sont des tests a zero et des tests de signe. Nous montrons dans la
Section 5.4 que ce probléme est NLOGSPACE-complet pour les (1,7Z)-automate simples.
Nous procédons en analysant la forme des exécutions acceptantes. Ce résultat compléte
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les résultats connus & propos des automates de Biichi et des variantes d’automates a un
compteur [VW94, LLT05].

De plus, les (1, Z)-automates forment une sous-classe stricte des DL-automates. En effet,
la définition des DL-automates autorise des contraintes telles que Xz > x or X < x + d sur
les transitions, qui ne peuvent étre exprimées dans un (1, Z)-automate. En ce qui concerne les
(2, N)-automates, le probléme de I'existence d'une exécution acceptante est Xi-dur puisque
on peut y réduire facilement le probléme de I'exécution récurrente d’une machine de Minsky
non-deterministe. Ce dernier probléme est E%—complet d’apres le résultat de [AH94, Lemme
8].

5.1.3 Fragments indécidables de la logique

L’indécidabilité du probléme de la satisfaisabilité pour le fragment CLTTL3(DL) est mon-
trée dans [CCO0| par réduction du probléme de I'arrét d’une machine de Minsky. Deux va-
riables sont nécessaires pour coder les compteurs et une troisieme pour I’état de controle.
Cette réduction n’utilise que des contraintes de la forme z = y+ 1 et x = d. Au contraire, le
fragment plat de CLTL(DL) est décidable. Cependant, ce fragment restreint I'utilisation
de 'opérateur U aux occurrences telles que la sous-formule de gauche est une combinaison
booléenne de contraintes atomiques. De plus, la procédure de décision définie dans [CC00] a
une complexité au moins aussi difficile que le probléme de satisfaisabilité pour 'arithmétique
de Presburger (2EXPTIME). Puisque DL est muni d’une relation d’égalité et d’un domaine
d’interprétation infini, le Corollaire 2 peut s’appliquer et nous pouvons raffiner ces résultats.

Théoréme 25 Le probléeme de la satisfaisabilité pour CLTLY (DL) est $1-complet.

Le résultat ci-dessus montre que borner le nombre de variables ne suffit donc pas pour
définir un fragment décidable de CLTL(DL). Néanmoins, la réduction utilisée ne marche
plus lorsque l'on borne la longueur temporelle des formules (voir preuve du Lemme 3).
Le résultat suivant raffine la limite d’indécidabilité et montre qu’une seule variable et une
longueur temporelle bornée & deux sont suffisantes pour prouver l'indécidabilité.

Théoréme 26 Le probléme de la satisfaisabilité pour CLTL}(DL) est %1-complet.

Preuve : Le probléme de la satisfaisabilité de CLTL(DL) est dans 1. Nous démon-
trons donc la Z%—dureté en réduisant l'existence d’une exécution acceptante pour un (2, N)-
automate & compteurs a la satisfaisabilité d'une formule de CLTL3(DL). Ceci est suffisant
puisque les (2, N)-automates peuvent facilement simuler une machine de Minsky non deter-
ministe dont le probléme de I'exécution récurrente est $i-complet.

La premiére étape consiste & montrer que pour tout (2, N)-automate a compteurs A on
peut construire en espace logarithmique en |A| un (2, N)-automate a compteurs A’ tel que A
admet une exécution acceptante ssi A’ admet une exécution acceptante et aucune transition
de A’ ne laisse tous les compteurs inchangés. Il nous faut donc éliminer les transitions de

1 2 _
A’ de la forme ¢ test dest’ == q. Soit A = (Q,0,I,F) un (2,N)-automate a compteurs, le
(2,N)-automate a compteurs A" = (Q’,0', I', F') est tel que :
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1 2 _
Q =Qu{tes: t=qgtems

I'=IetF'=F,

! PYSIIEIN . e test! test?,=,=
6" est défini & partir de  en replacant chaque transition de la forme t = ¢ —————

q' par les transitions ¢ test test? 41,5 tett 275 q.

Nous montrons maintenant qu'un (2, N)-automate a compteurs A = (Q,9,1, F) tel
que chaque transition modifie au moins un compteur peut étre simulé par une formule
de CLTL2(DL). Nous posons Q = {q1,...,qn}, I = {qas,---,qa,, } ¢t F = {ap,--5ar,, }-

Une configuration de A de la forme (g;, ¢1, c2) est codée par une sous-séquence du modéle
de 27 états consécutifs ¢; -y +co+1---¢1-¢1 +co+ 1 composée de i répétitions de la paire
c1,c1 + co + 1. Rappelons qu'un modéle de CLTL?(DL) est une séquence infinie d’entiers
car les formules de ce fragment n’ont qu’une seule variable. Une nouvelle configuration est
détectée lorsque quatre valeurs consécutives ¢ - d - ¢ - d' veérifient ¢ # ¢ ou d # d', ce qui
signifie que la valeur de I'un des compteurs change. Notons aussi que ce codage permet de
différencier les positions paires et impaires puisqu’a tout moment on a ¢; < ¢; +¢co+ 1. Pour
savoir si la valeur du modeéle ¢ & la position i code ¢y, il suffit de tester si 0,7 =z < Xz ou
x est I'unique variable de la formule. Les formules suivantes nous permettent d’exprimer les
différentes conditions permettant de coder une exécution de A.

La formule ¢, exprime que I'on change de configuration. Ceci se traduit par le fait
que 1'un des compteurs change.

b = < Xz A (x# X%z V X(z # X%2))

La formule Suiv; exprime que 'on se trouve & une position du modéle ou I’état de
contréle va changer pour devenir g;. Ceci se traduit par le fait que I’'un des compteurs
change et que ¢ répétitions de la méme paire de valeurs suivent avant que 'un des
compteurs change & nouveau.

Suiv; £ gen A X\ X¥(z =Xz A X(@=X2)) A X2ODg)
0<j<i—1
La formule suivante code les conditions initiales.

def

Ginit =21 =0 A g =1 A \/ ( /\ X% (z = X%z A X(z = X?2))
1<i<m 0<j<a;—1
A XD (g A Suivy))
(Ga;6,q,1) €S
— La formule ¢,¢. exprime 'existence d’'un élément récurrent de F :
¢rec dZEf \/ GFSUIVfZ
1<i<m/
— Enfin la formule suivante simule une exécution :

Grun = G\ (Suivi = \/  X¥(¢' A Suivy))

1<i<n (gi,¢,95) €6
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ol ¢’ est obtenu & partir de ¢

— en remplacant 1 = 0 par x = 0,

— en remplacant o = 0 par Xoe =z + 1,

— en remplacant Xz = x1 + dy par X2z = x + d; pour tout d; € {—1,0,1},

— en remplagant, pour tout dy € {—1,0,1}, la contrainte Xzo = x9 + dy par

N KRr=z+d)= XKz =2+ (d +dp)).
d1€{-1,0,1}

Il est maintenant facile de montrer que cette construction est telle que A admet une exécu-
tion acceptante ssi @init A Grun N\ Grec €8t satisfaisable. O

Nous pouvons aussi raffiner le résultat de %-dureté de CLTL}(DL) établi dans [CCO0]
en utilisant le Théoréme 26 et la réduction énoncée dans le Lemme 2.

Corollaire 7 Le probléme de la satisfaisabilité pour CLTLL(DL) est $1-complet.

De plus, le probléme de la satisfaisabilité peut facilement se réduire au probléme du model-
checking. En effet, soit At le DL-automate avec un seul état ¢ ayant pour relation de

transition la seul régle ¢ iR g. N’importe quel modeéle est donc accepté par At. Il est alors
évident qu’une formule ¢ de CLTL(DL) est satisfaisable ssi 'automate At satisfait ¢. Nous
obtenons donc le corollaire suivant.

Corollaire 8 Le probléme du model-checking pour les fragments CLTL?(DL) et CLTLL(DL)
sont X1-complets.

La borne supérieure Z% est obtenue par réduction du probléme du model-checking a la
satisfaisabilité de CLTL(DL) en utilisant la méthode de [SC85]. En inspectant les preuves
du Théoréme 26 et du Lemme 2, nous remarquons que la Z%—dureté peut aussi étre établie
pour les problémes de satisfaisabilité et model-checking de CLTL#(DL) et CLTL}(DL)
lorsque l'on restreint la logique en remplacant I'opérateur U par F.

5.2 Extension décidable de CLTL;(DL™)

Il nous reste a déterminer le statut du fragment de CLTL(DL) avec une seule variable
et une longueur temporelle de un. C’est ce que nous faisons en prouvant dans cette section
la PSPACE-complétude du probléme de la satisfaisabilité pour ce fragment. En fait nous
établissons cette borne pour un langage logique plus riche qui étend CLTL%(DLJF) avec
des variables propositionnelles. Notons que I'ajout de variables propositionnelles peut étre
vu comme l'introduction de variables supplémentaires prenant leurs valeurs dans un sous-
ensemble fini de Z. L’enrichissement de CLTL](DL*) avec des variables propositionnelles
nous permet du méme coup de déduire la PSPACE-complétude du probléme de model-
checking de CLTL](DL*) par réduction du probléme de satisfaisabilité de CLTT{(DL*)
avec variables propositionnelles.
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Figure 5.1: Représentation du langage {(ac)"a(e|ce)a(ea)"b™b™ : n,m > 1}

En plus de compléter notre classification des fragments de CLTL(DL), ce résultat est
intéressant car différents problémes impliquant des automates & un compteur peuvent se
coder dans CLTL%(DL*). Ces problémes concernent des applications variées telles que
la vérification de protocoles cryptographiques [LLT05], la validation de flux XML [CR04]
qui sont des représentations de documents XML sous la forme de chaine de caractéres,
ou encore dans l'apprentissage automatique de langages [WTT04|. Par exemple, la classe
des DL-automates & une variable contient la classe d’automates a un compteur utilisés
dans [CR04, Sect.5]| pour valider les flux XML par rapport a une spécification donnée.
Nous représentons dans la Figure 5.1 'automate & un compteur reconnaissant le langage
{(ac)"a(e|ce)a(ca@)™b™b™ : n,m > 1}. Dans cette représentation, z est un compteur et
I'alphabet est partitionné en un ensemble de balises ouvrantes {a,b,c} et un ensemble de
balises fermantes {@,b,¢}. L'abréviation x, | signifie Xo = x+1, x__ signifie z = Xz — 1 et
les tests a zéro sont omis. Tester si un mot appartient au langage reconnu par cet automate
est un probléme clé de [CR04, Sect.5| qui peut s’exprimer dans notre formalisme. Le langage
CLTL%(DL*‘) permet aussi d’exprimer des propriétés plus riches telles que des propriétés
de streté comme G(z < 2™) ou de vivacité comme G(z =2» 0 = F(z =3m 1)). Nous
rappelons aussi que les DL-automates sont strictement plus expressifs que les automates a
un compteur classiques puisque les transitions ne sont pas limitées aux seules opérations
d’incrémentation et de décrémentation. Le résultat de cette section raffine aussi la borne de
complexité établie dans [FWW97| pour le model-checking de propriétés régulieres sur les
automates a pile car un automate & un compteur est un cas particulier d’automate a pile
dont I'alphabet est un singleton.

5.2.1 Ajout de variables propositionnelles

Soit PROP = {pi1,p2,...} un ensemble dénombrable infini de variables proposition-
nelles. Nous définissons la logique CLTL(DL™, PROP) comme I'extension de LTL avec des
contraintes atomiques de DL et des propositions. Les modeles de CLTL(DL™, PROP) sont
donc des paires de séquences infinies de la forme (o7, 09) telles que o1 : N — 2PROP o5t un
modeéle standard de LTL et 09 : N — (VAR — Z) est un modéle de CLTL(DL™"). La rela-
tion de satisfaction pour CLTL(DL™", PROP) est presque identique & celle de CLTL(DL™)
excepté au niveau atomique.

— Pour toute variable propositionnelle p € PROP on a (o1,02),7 = p ssi p € 01(3).
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Pour toute contrainte atomique o de CLTL(DL") on a (01, 02),i | a ssi 09,0 = «
par rapport a la relation de satisfaction de CLTL(DL™).

Nous ne faisons pas de restriction sur les variables propositionnelles pour les fragments de
la forme CLTLL(DL*,PROP). Ainsi, la présence de variables propositionnelles permet de
réduire le probléme du model-checking de CLTL(DL") au probléeme de satisfaisabilité de
CLTL(DL™,PROP).

Lemme 19 Le probléme du model-checking pour CLTL(DL™) se réduit en espace logarith-
mique au probleme de la satisfaisabilité de CLTL(DL™, PROP).

Preuve : La preuve de ce résultat est similaire a celle de la réduction du probléme du
model-checking au probléme de la satisfaisabilité pour la logique LTL [SC85]. Soit ¢ une for-
mule de CLTL(DL") et A = (Q, I, F, ) un DL*-automate tel que § C Q x 1SCy(DLT) x Q.
Nous décrivons la construction d’une formule ¢4 de CLTL(DL™, PROP) telle que A = ¢
ssi la formule ¢ A ¢ 4 est satisfaisable.

Nous introduisons pour chaque état de contrdle ¢; € @ de A une variable propositionnelle
p;. La formule suivante exprime qu'’il n’existe qu'une unique variable propositionnelle vraie
a chaque position du modéle, donc que I'automate est dans un unique état de controle.

Cbuni d:d \/ (pi A /\ _'pj)'
ie{l,...,|Q[} JE{L,|QIN{1}

La relation de transition de A est exprimée par la formule suivante.

o N =\ (@AXp))

ie{1,..,|Q[} (giro,q5) €D

Enfin, les conditions initiales et d’acceptation sont codées respectivement par

def
bt = \/ pis

g el

(bacc = GF( \/ pi)'
g el
Ceci nous donne donc que la formule ¢ 4 est égale a
def

PA = Pinit N\ Pace N G(¢um A ¢6)
U

En analysant cette preuve, nous pouvons déduire le méme résultat concernant le model-
checking du fragment CLTL}(DL"). En effet la formule ¢4 que nous construisons pour
simuler le comportement de I'automate A appartient a CLTL](DL*, PROP) puisque les
gardes d’un DL*-automate a une variable sont des formules atomiques de CLTL{(DL™T)
qui expriment des contraintes entre la valeur de la variable a 1’état courant et sa valeur
a I'état suivant. Donc si la formule ¢ a vérifier appartient 4 CLTL](DL™T), la conjonction
¢ A ¢4 est une formule de CLTLI(DLT, PROP).
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Corollaire 9 Le probléeme du model-checking pour CLTL%(DL*) se réduit en espace loga-
rithmique au probléme de la satisfaisabilité de CLTLY(DLT, PROP).

Dans la suite, nous nous intéressons donc a la logique CLTL}(DL*, PROP).

5.2.2 Représentation Symbolique des Modéles

Dans le reste de cette section, nous montrons la décidabilité du probléme de la satisfai-
sabilité pour la logique CLTL}(DL*, PROP). Sans perte de généralité, nous supposons &
partir de maintenant que toutes les formules atomiques qui comparent x & Xz sont de la
forme Xe =x+douXr =, x+cavecd € Zet k,c € N.

Afin de construire un automate qui reconnait des représentations symboliques des mo-
déles d’une formule de CLTL% (DL*, PROP), nous commencons par introduire une représen-
tation symbolique des valuations. Etant donné un ensemble fini X de contraintes atomiques
de CLTL](DL"), nous considérons les ensembles suivants :

- Cloc = {dmin, - - ,d—1,do,dy,...,dmnax} est 'ensemble des constantes qui apparaissent
dans X dans des contraintes de la forme z ~ d ou Xax ~ d. Nous supposons que
Apin < - <d_1 <dp<di <+ < dmax-

— Cstep = {€min’»---1€-1,€0, €1, - - ., €max’ } €st 'ensemble des constantes qui apparaissent
dans X dans des contraintes de la forme Xax ~ z + e. Nous supposons que €,/ <
min
e <e1<ep<e << epax

— K est le plus petit commun multiple de I'ensemble des entiers k tels qu'une relation
de la forme =;, apparait dans X.

Sans perte de généralité, nous pouvons considérer que dy = ey = 0, dmax, €max’ > 0 et
Amin, emin’ < 0. Ces différents ensembles constituent les ressources syntaxiques de X. Une
contrainte est construite par rapport aux ressources syntaxiques de x ssi

les contraintes de la forme x ~ d et Xx ~ d sont telles que d € Ciyc,
les contraintes de la forme Xz ~ x + e sont telles que e € Cgtep

les contraintes de périodicité utilisent des relations de la forme =, telles que k divise K.

Nous définissons le méme genre d’abstraction que dans le chapitre précédent pour les va-
luations. Une valuation {x, Xx} — Z, qui peut aussi étre vue comme une paire (21, 2z0) € Z2,
est abstraite par un ensemble de contraintes sv = (o, 0, al,0' as) € C, x Mod, x Cx, X
Modx, X Cgtep tel que

— C, est composé des contraintes de la forme
di <x ANz <dig1 pour i € {min,..., max —1},
— x =d; pour ¢ € {min, ..., max},
T < dmin €t dmax < T.
Cx, est composé des contraintes de la forme
- d; < Xz A Xz < diy1 pour i € {min, ..., max —1},
— Xz =d; pour i € {min, ..., max},
XT < dpin et dpax < Xx.
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Mod,, est composé des contraintes de la forme x =g @ pour i € {0,..., K — 1},
Mody, est composé des contraintes de la forme Xa =g i pour i € {0,..., K — 1},

— Cstep st composé des contraintes de la forme
~x+e <XrAXe <z+ ey pouri € {min,... max' —1},
Xz =2+ e; pour ¢ € {min’,..., max'},
- Xz <+ epy et T+ emar < Xz

Nous appelons sv une valuation symbolique et nous réutilisons la notation SV(X) pour
noter ’ensemble des valuations symboliques construites par rapport & X. Par extension, nous
notons SV(¢) I'ensemble des valuations symboliques construites par rapport a I’ensemble des
contraintes atomiques d’une formule ¢ de CLTL{ (DL"). La taille de SV(¢) est exponentielle
par rapport a |¢| et chaque élément de cet ensemble peut étre codé en espace polynomial
par rapport 4 |¢|. Etant données une valuation v : {z,Xx} — Z et une valuation symbolique
sv, nous notons v |= sv ssi v satisfait toutes les contraintes de sv. Le résultat suivant établit
la correction de cette abstraction.

Lemme 20 Soit X un ensemble fini de contraintes atomiques de CLTL}(DL™).

(I) Pour toute valuation v : {x,Xx} — 7Z il existe une unique valuation symbolique notée
sv(v) € SV(X) telle que v = sv(v).

(IT) Soitv,v" : {z, Xz} — Z deuz valuations telles que sv(v) = sv(v'). Pour toute contrainte
atomique o de CLTL(DL™) construite par rapport auz ressources syntaziques de X
onavEassivEa

Preuve : (I) La preuve de ce résultat est la méme que celle du Lemme 10 (I). Soit
sv € SV(X) une valuation symbolique et Val, I’ensemble des valuations {z, Xz} — Z,
notées sous la forme de paires (2, 2x,) € Z2, telles que (2., 2xz) = sv. Il est évident que
I'ensemble {Valy, | sv € SV(X), Valg, # 0} est une partition de 'ensemble Z2.

(IT) Soient v et v" deux valuations telles que sv(v) = sv(v') = (ag, 0, al,, 0, as) et supposons
que v = . Nous procédons par induction sur la structure de « :

Si a est de la forme z = d alors puisque nous supposons que « est construite par
rapport aux ressources syntaxiques de X on a d € Cl, et donc x = d est une contrainte
de C, par construction de cet ensemble. Par conséquent la contrainte a, de sv doit
étre égale a « car c’est la seule contrainte de C, qui peut vérifier v = a et v = ay.
Comme v' = sv, on a v’ = «, et donc v = a.

Supposons que « soit de la forme z < d. Plusieurs cas se présentent car d’aprés la
construction de C, plusieurs contraintes «, permettent d’avoir v =« et v = ay :

Oy = (1' < dmin)7
— oy =(x=d) tel que d’ < d,

a, = (d <z ANz <d’) tel que d’ <d.
Dans n’importe lequel de ces cas 'implication a, = (z < d) est valide. Donc, comme
v' = @ nous obtenons v’ = . Le cas d < = est symétrique.

— Pour les cas ou « est de la forme Xx ~ d et Xx ~ x + e, le traitement est similaire
aux deux points précédents en considérant respectivement les ensembles Cx, et Cgiep
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ainsi que les contraintes correspondantes dans sv.

Si « est de la forme x =, ¢ alors k est un diviseur de K car « est construite par rapport
aux ressources syntaxiques de X. Nous posons 6 = (z =k /) dans sv. Comme v = «
et v | sv, ceci implique qu’il existe i,i" € Z tels que v(x) = c+ ik et v(z) = + K.
Comme k divise K, on peut en déduire que ¢’ = ¢. Puisque v’ =@ onav' () = d+jK
pour un j € Z qui peut se transformer en v'(z) = (¢ + j1k) + jok (1,72 € Z) en
considérant que ¢’ = ¢ et k divise K. Donc on a bien v’ | a.

— Les cas tels que « est de la forme Xx =, ¢ ou Xz =i, x + ¢ peuvent étre traités de la
méme maniére que le cas précédent en considérant respectivement la contrainte 6" de
sv et le couple de contraintes 6,6’

— Enfin, pour ’étape d’induction, nous supposons que v et v’ vérifient la propriété pour
deux contraintes « et /.

- SivEaAd alors v = «a et v = . Par hypothése d’induction on a donc v’ = «
et v’ = o ce qui implique v' E a A .
Si v | —a alors v £ a et v = o, Par hypothése d’induction on a donc v' £ « ce
qui implique v = —a.
(]

Etant donnée une formule atomique o de CLTL}(DL™), nous notons sv Fsymb « ssi
pour toute valuation v telle que sv(v) = sv on a v = a. Nous considérons maintenant des
séquences de valuations symboliques par rapport & une formule ¢ de CLTL%(DL*). Une telle
séquence p : N — SV(¢) est satisfaisable ssi il existe un modele o : N — Z de CLTL}(DL*)
tel que pour tout @ € N on a 0,7 |= p(i). Dans ce cas, nous notons o = p. Un modeéle
symbolique par rapport & une formule ¢ de CLTL{(DL*, PROP) est une paire (o1, p) telle
que o; : N — 2PROP ot . N — SV(¢). La relation de satisfaction symbolique est étendue
a ces modéles symboliques en modifiant la relation de satisfaction de CLTL%(DLJF, PROP)
pour le cas des contraintes atomiques de CLTL{(DL") : (0, p), i Fsymb @ ssi p(i) Fsymb .
Le reste de cette relation est défini de la méme maniére que pour la relation de satisfaction
de CLTL}(DL*,PROP). Nous établissons maintenant la correspondance entre les modéles
symboliques et les modeéles de CLTL{(DL*, PROP).

Lemme 21 Une formule ¢ de CLTLI(DLY, PROP) est satisfaisable ssi il existe un modéle
symbolique (o1, p) tel que (01, p) Fsymb ¢ et un modéle oo de CLTLi(DL™) tels que o9 |= p.

Preuve : Si une formule ¢ est satisfaisable alors il existe un modeéle (o1,09) tel que
(01,09) E ¢. Soit p: N — SV(¢) la séquence de valuations symboliques telle que pour tout
i € Non a p(i) = sv((02(7),02(: + 1)) ou (o2(i),02(i + 1)) est vu comme la valuation qui
associe la valeur de o2(i) & x et celle de oa(i + 1) & Xa. Par construction il est évident que
o9 = p. De plus d’aprés le Lemme 20 (ITI), nous avons pour tout v tel que sv(v) = p(i) et
pour toute contrainte atomique « de ¢, v |= « ssi 09,4 = «. Ceci nous permet de prouver que
02,1 = assi p(i) FEsymb @, par définition de la relation de satisfaction symbolique. Puisque
la relation de satisfaction symbolique ne différe de la relation de CLTL{(DL*, PROP) que
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pour le cas des contraintes atomiques héritées de CLTL%(DL*)7 nous pouvons conclure que
<017p> ):symb .

Réciproquement, supposons qu'un modéle symbolique (o1, p) satisfasse symboliquement
¢ et qu’il existe un modeéle oy tel que o9 = p. Puisque o9 | p, pour tout i € N on
a 02,1 = p(i) ce qui signifie que (o(i),0(i + 1)) = p(i) puisque les éléments de SV(¢)
contiennent des contraintes qui référent & la valeur de I’état courant et de I’état suivant
uniquement. Par définition de la relation FEgymb, ceci implique que pour tout i € N et toute
contrainte atomique o de ¢ on a p(i) Feymb @ ssi 0,7 = . Nous pouvons alors déduire que
(01,09) = ¢ puisque les autres cas de la relation de satisfaction sont identiques a la relation
de satisfaction symbolique. O

5.2.3 Approche par automate

Nous montrons maintenant comment & partir d'une formule ¢ de CLTL](DL*, PROP)
nous pouvons construire un automate 44 reconnaissant les modéles symboliques qui sa-
tisfont les conditions requises par le Lemme 21. Pour définir cet automate, nous avons
besoin d’étendre la définition des (1,Z)-automates & compteur avec un alphabet ¥ et des
e-transitions. Les transitions de cette classe d’automates sont donc étiquetées par des élé-
ments de ¥ U {e}. Les autres conditions sur les transitions sont conservées. Puisque cette
modification est motivée par le besoin de reconnaitre un langage, nous définissons le lan-
gage accepté par un (1,Z)-automate A étendu. Les langages L.(A) et L(.A) sont définis de
la maniére suivante.

- Le(A) ={w: N — (XU{e}) | il existe une exécution acceptante m : N — (Q x Z) telle
que Vi 7(i) YO8 (i + 1))

~ L(A) = {w\¢ | w € L/(A) et |w\¥| = w}, ot w\¢ est obtenu a partir de w en effacant
les occurrences de «.

Nous précisons que la condition |w\¢| = w de L(A) signifie en fait qu'il existe un nombre
infini d’éléments de ¥ dans w. L’ensemble L(.A) est le langage reconnu par A (composé donc
de séquences infinies).

D’aprés le résultat du Lemme 21, nous construisons I'automate 44 comme l'intersection
de deux automates Agymp et Aga tels que L(Agymp) est 'ensemble des modéles symbo-
liques qui satisfont symboliquement ¢ et L(Asat) I’ensemble des modeéles symboliques (o1, p)
tels que p est satisfaisable. Nous définissons ces deux automates sous la forme de (1,Z)-
automates a compteur simples étendus avec Palphabet 2PROP x SV(¢) et des e-transitions.
Néanmoins 'automate Agypyp, est essentiellement un automate Biichi classique car il ne
comporte pas d’e-transitions et les compteurs ne sont pas vraiment nécessaires dans sa
construction.

L’automate Agymp est & nouveau une adaptation de la construction pour LTL de [VW94]
que nous modifions au niveau du traitement des formules atomiques. Nous définissons la
cloture cl(¢) de ¢ en considérant a la fois les contraintes atomiques issues de CLTL}(DL™)
et variables propositionnelles comme des formules atomiques. Un atome de ¢ est toujours
défini comme étant un sous-ensemble maximalement cohérent de cl(¢). Nous construisons
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;ymb =(Q, I, F,6) 'automate de Biichi généralisé sur 'alphabet 2PROP x SV(¢) tel que :

— @ est 'ensemble des atomes de ¢ et I = {At € Q | ¢ € At},

P7 7T7 .

Coar BT i

(prop.) pour toute variable propositionnelle p appartenant & ¢, onap € At ssip € P,
(contr.) pour toute contrainte atomique o de At on a sv [=gymp @,

(1-pas) pour toute formule Xt € cl(¢) on a X¢p € At ssi ¢ € At/

Soit {tp1U¢1, ..., ¢, Ud,} ensemble des formules “until” de cl(¢). Si cet ensemble est
vide, F' = {Q}. Sinon, nous posons F' = {F},..., F,} tel que pour tout i € {1,...,n}
ona F; ={At € Q:¢;Up; € At ou ¢; € X}.

L’automate Agymy, est 'automate de Biichi non généralisé équivalent & A;ymb. Nous rappe-

. , . . ,
lons que cette construction peut s’effectuer en espace logarithmique par rapport \Asymb|.

Nous consacrons la derniére partie de cette section a la construction de Ag.; et nous
montrons qu’elle peut se faire en espace polynomial par rapport a |¢|. Nous mettons donc
cette partie de la construction de coté pour le moment.

L’automate A4 est obtenu en synchronisant les automates Agymp et Ag¢ de la facon
suivante. Nous posons Asymb = (Qsy, Lsy, Fsy, 0sy) €t Asat = (Qsa, Lsa, Fsas 0sq). L'automate
Ay = (Q, 1, F,6) est défini par :

Q = Qsy X Qsa,
=Ty x ILa,
F = Foy X Qga,
(01, @2) 255 (), qb) € 8 ssi @1 = df et go ™% gh € b,
- (q1,92) Bty (91, 43) € 0 ssi LGULE q) € Osy €t g2 Bty @ € dsa-

Donc A, peut étre construit en espace polynomial par rapport a |¢| grace a la fagon dont
Asat est construit (voir la Section 5.2.4). De plus nous montrons dans la Section 5.4 que le
probléme du vide pour les (1,Z)-automates & compteur simples étendus avec un alphabet
est NLOGSPACE-complet. Nous obtenons alors le résultat suivant.

Théoréme 27 Le probléme de la satisfaisabilité pour la logigue CLTL](DLY, PROP) est
PSPACE-complet.

Preuve : La taille de 'automate Ay est exponentielle par rapport a |¢| mais la construc-
tion peut se faire en espace polynomial. Comme le probléme du vide est dans NLOGSPACE
pour cet automate, nous obtenons une procédure en espace polynomial non-déterministe par
composition des deux procédures [BDG88, Lemme 3.35|. D’aprés le théoréme de Savitch
cette procédure est donc dans PSPACE.

La preuve de PSPACE-dureté est immédiate par réduction du probléme de la satis-
faisabilté pour LTL. En effet, puisque le nombre de variables propositionnelles n’est pas
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restreint dans le fragment CLTL%(DL*, PROP), toute formule de LTL appartient aussi &
CLTL}(DL*,PROP). a

Nous obtenons aussi la méme borne de complexité pour les problémes de CLTL(DL™).

Corollaire 10 Les problémes de satisfaisabilité et de model-checking pour CLTL%(DL*)
sont PSPACE-complets.

Preuve : La preuve que ces problémes sont dans PSPACE est une conséquence directe
du Théoréme 27 et du Lemme 19.

Nous montrons la PSPACE-dureté par réduction du probléme de la satisfaisabilité pour
le fragment de LTL avec une variable. Ce probléme est PSPACE-complet d’aprés [DS02,
Corollaire 3.2|. Etant donnée une formule ¢ de LTL ayant une unique variable proposition-
nelle p, nous construisons une formule ¢/ de CLTLI(DL") en remplacant simplement les
occurrences de p par la contrainte z = 0. Il est évident que ¢ est satisfaisable ssi ¢ est
satisfaisable. Enfin, nous rappelons que la satisfaisabilité se réduit au model-checking pour
CLTL{(DL™) (voir la fin de la Section 5.1.3), ce qui implique la PSPACE-dureté de ce
dernier probléme. O

Un corollaire de ces résultats est que le probléme du model-checking des automates dis-
crets & une horloge de [DPK03] avec CLTL](DL") est dans PSPACE. Ce résultat contraste
avec le résultat d’indécidabilité de [DPKO03, Section 6]. Les résultats du Corollaire 10 peuvent
aussi étre étendus en autorisant 'utilisation de variables propositionnelles dans les formules
et automates.

Comme dans le chapitre précédent, une particularité de la méthode symbolique que nous
utilisons réside dans le fait que la partie logique temporelle est traitée séparément de la
partie liée a I'arithmétique de Presburger. Ainsi, nous pouvons adapter la construction afin
de traiter n’importe quelle extension de LTL dont les modéles d’une formule donnée peuvent
étre reconnus par un automate de Biichi. Il nous suffit juste de modifier 'automate Agymy,
par rapport a la méthode de construction de cette automate. Ceci inclus les extensions de
LTL avec des modalités référant au passé, des opérateurs définis par des automates [Wol83|
ou des opérateurs de points fixes [Var88|.

Théoréme 28 Les problemes de satisfaisabilité et model-checking pour CXLTL%(DL*) sont
dans PSPACE.

Par conséquent, le model-checking du p-calcul linéaire étendu avec des contraintes de DL
sur les DL-automates & une variable est PSPACE-complet, ce qui raffine un résultat
de [BEM97|.
5.2.4 Construction de ’automate A

Nous décrivons maintenant la construction de 'automate Agy; qui reconnait I’ensemble

des modeles symboliques (o1, p) tels que p est satisfaisable. Nous rappelons que I’on suppose
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sans perte de généralité que les constantes de Clo. vérifient dg = 0, dmax > 0 et dpin < 0, et
que celles de Cgtep vérifient eg = 0, emax > 0 et epin < 0.

Nous définissons la construction 'automate Ag,; de maniére modulaire. L’alphabet de
Agat est 2PROP 5 SV (¢) mais comme I’ensemble des variables propositionnelles n’intervient
pas dans la satisfaction de p, nous allégeons les notations en omettant la partie de 'alphabet
correspondant a 2PROP Dans la suite lorsque nous définissons une non-epsilon transition de

sv,test,maj sv,X),test,maj
e, tew, X ) fest, maj ¢’ pour tout X € 2PROP,
L’automate Agy; est divisé en différentes composantes connectées entre elles. Chaque

composante est un (1,Z)-automate & compteur simple particulier sur ’alphabet SV(¢) de
la forme (Q, I, F,0) tel que

la forme ¢ ¢, nous avons en fait ¢

— les ensembles d’états initiaux et finaux I et F' sont réduits & des singletons,
— 0 est un sous-ensemble de (Q \ F) x {e} x {T,=,#,>,<} x {-1,0,1} x (Q \ I).

Nous appelons entrée de la composante I'unique état de I et sortie 'unique état de F'. Les
composantes sont reliées par des transitions allant de la sortie de I'une vers I’entrée de la sui-
vante. Chaque composante de Ag,t & pour role de vérifier une contrainte de C,., ou de modifier
la valeur du compteur par rapport & une contrainte de Mod, ou un couple de contraintes
de Modxz X Cgtep (Vi1 comme la conjonction de ces deux contraintes). Nous définissons ci-
dessous les différentes composantes de Agag, notées A, s, ot @ € C;UMod,U(Modxy X Cgtep)
et su € SV(¢). Nous notons respectivement ¢;*" et ¢o.;" U'entrée et la sortie de Aq 5 Ou
simplement q;, et qou+ lorsque le contexte est clair.

Pour toute valuation symbolique sv = (ay,0,a.,0" as) € SV(¢), nous definissons les
composantes suivantes :

— La composante A,, & teste si la valeur du compteur satisfait la contrainte a,. Cette
composante vérifie la propriété suivante :

Qg , SV

pour tout ¢ € Z on a (q;,""",¢) = (¢

Qg , SV

oty ssic=d et [z — ] | ay.

Les Figures 5.2, 5.3 et 5.4 représentent des composantes de ce type vérifiant respec-
tivement les contraintes z = d;, d; < z A x < djy1 et dpax < x lorsque d; > 0. La
construction est définie de la méme maniére dans le cas ou d; < 0 (on remplace les
incrémentations par des décrémentations et les tests x > 0 par z < 0).

0 1 2 d;

(=== =20
(e (O (O

Figure 5.2: Composante A;—g, s

— La composante Ag ) s, met & jour la valeur du compteur par rapport a la contrainte
0" A . Ceci signifie que cette composante est telle que
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0 dj di+1 dit1—1

Figure 5.3: Composante Ag, <4

0
4,© 57>771
qin
qout
e, T,+1

Figure 5.4: Composante Ay, . <z

i+1,8U

1 2 dmax

(60 aus),sv

pour tout ¢ € Z on a [z « c] =0 et (g;, ,c) —* (q
[z — e, Xax — | =0 A as.

<0/,O(s>,.$'l)
out

, ) ssi

ou 0 est la contrainte de sv appartenant & Mod,. Par exemple, la Figure 5.5 représente
la composante Agr ) s telle que 6 vaut z =5 1, 0" vaut Xx =2 0 et ay vaut z <
Xx A Xx < x + 7. Pour construire cette composante, nous devons d’abord calculer a
partir de 0, 6" et oy que Xz =z + i pour i € {1,3,5}.

e, T,+1

Figure 5.5: Composante Agr o) s

— La composante Ag 4, met a jour le compteur par rapport a la contrainte 6. Cette mise
a jour n’est utilisée que pour initialiser la valeur du compteur au début de I'exécution
(ceci sera explicité lorsque nous définissons les connections entre les composantes).
Cette composante est telle que

pour tout ¢ € Z on a (qg’fv,0> —* (qg;ftv, c) ssi [z« c] 6.

La Figure 5.6 représente une composante de la forme A=, 5.

Le principe de la construction de Ag,; consiste a connecter les différentes composantes
de la forme A, entre elles de maniére a ce qu’elles imposent que les différentes va-
leurs du compteur satisfassent bien les valuations symboliques successives. L’automate
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~1 (K —1)

Figure 5.6: Composante Ay=,.c s

Asat = (Q, 1, F,6) est I'union disjointe des différentes composantes Aq s, définies ci-dessus
qui comporte un état initial supplémentaire sg et les transitions suivantes :

— Pour tout sv = (ay, 0,00, as) € SV(4) on a une transition

e,T,0 0.sv
50 —> q,, €0.
Ces transitions correspondent au choix de la premiére valuation symbolique. Nous dé-
finissons donc une transition vers la composante Ay g, afin de s’assurer que la premiére
valeur du compteur vérifie bien 6.

— Pour tout sv = (ay, 0,00, as) € SV(4) on a une transition

0,50 & T,0 g sv
out Qin €.

34 A 0 e
Lorsque 'automate est dans I'état de controle ¢,; nous savons par définition de la
composante Ay s, que la valeur du compteur satisfait §. Nous voulons maintenant
vérifier la prochaine contrainte «a,. Avec ces transitions nous imposons que la seule
facon de continuer I'exécution est d’entrer dans la composante A, -

— Pour tout sv = (ay, 0,00, as) € SV(4) on a une transition

a,sv & 1,0 (0 as),sv
Qout Qin €.

Lorsque lautomate est dans I'état de controle g0, la valeur du compteur satisfait

o, d’apres la définition de A, s,. Nous mettons alors a jour la valeur du compteur par

rapport aux contraintes que celle-ci doit vérifier au pas suivant, c’est-a-dire 6’ et «.

C’est pourquoi nous imposons que la seule facon de continuer ’exécution soit d’entrer

dans la composante Ay o, o

Enfin, pour tout sv; = ((az)1, ()1

50y = ((a)a, (B), ()2, (01, (0ts)
(0")1[ Xz «— 2] = (0)2 on a

(o)1, (6')1, (as)1) € SV(9) et
1) € SV(¢) tels que (o) )1[Xx — 2] = (ag)2 et

(01, (af)r),sv1 591, T0 (ag)2,sv2
out n €4
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-1 , 0')1,(a’)1),sv N . Lo
Si automate est dans I’état qg(ut)l’( A I d’aprés les connections définies au

dessus et la définition de Ay, (o toutes les vérifications et mises a jour liées
(( )1,(011)1>,SU1
a svy ont été faites avec succes. Nous pouvons donc lire la lettre correspondant a la
valuation symbolique svi. Nous devons aussi choisir une nouvelle valuation symbo-
lique svy qui concorde avec sv; sur les contraintes impliquant la valeur du compteur
a I'état suivant. Pour poursuivre I’exécution nous imposons donc d’entrer dans une
composante A, ), s, telle que svy vérifie cette concordance. Notons que la contrainte
; SR on S b aiz

()2 n’a pas besoin d’étre vérifiée puisqu’elle I’a été par la composante .A<(9/)17(%)1>75U1
d’aprés la correspondance entre (6)2 et (6')1.

Enfin, I'ensemble des états finaux F est égal & Q). Par construction de Az, nous avons la
propriété suivante.

Lemme 22 Pour tout couple de valuations symboliques svi = ((az)1, (0)1, ()1, (0')1, (as)1)
et svg = ((az)2, (0)2, ()2, (6")2, (as)2) appartenant a SV (@) et pour tout ¢, € Z, les pro-
positions suivantes sont équivalentes :

*

(I) [x - c] ': (9)1 et <q§a1)175U1’c> i)* <q§7(19')17(0¢s)1>78111’c> i) <q((9/)17(0¢s)1>78017cl>

(az) () o
SU1 Qg )2,8v2 g\ € Qg )2,5V2
< n ?C> < out € >:

(A1) [z « ¢, Xz « ] | svy.

11 suffit juste de considérer les différents modules traversés et les propriétés qu’ils vérifient.

Nous pouvons maintenant prouver le résultat attendu établissant que ’ensemble des
modeéles symboliques satisfaisables est exactement le langage reconnu par Agag.

Lemme 23 Pour tout modéle symbolique (o1,p), (o1,p) est reconnu par Asy ssi p est
satisfaisable.

Preuve : Soit (o1, p) un modele symbolique satisfaisable. Nous posons pour tout ¢ € N,
p(i) = ((az)is (0)is ()i, (0")i, (as)i). Puisque p est satisfaisable, il existe un modele oy :
N — Z tel que o9 | p. Par construction des différentes composantes de Agy et leurs
interconnexions, la séquence oy correspond a une exécution de la forme

*

s0 5 (g7 5y (0)) S (glo)PO) 5o (0)) &7 (gl o)) 5 (0)) £

m

*

(@0 @102 5 1)) 2O (gl 5o )y X (OB gy 0

—5
m

0")1,(al)1),p(1 p(1) ag)2,p(2
(af D 05(2)) T2 (gl 00(2)) .
En effet, une analyse des propriétés vérifiées par chacune des composantes montre que cette
exécution est valide. Ceci implique que (o1, p) appartient a L(Agat).

Réciproquement, supposons que (o, p) € L(Asat). Par construction de Agy il existe une
exécution acceptante de la forme

(6)0,sv0 e * , (az)o,svo
?CO> - (

05 " o) S (gl ) 27

<qin » €O
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*

<q<(6/)0,(a;)0),svo’cl> lﬂ <q(az)1,S'U1 01> i* (q;(la/)l,(as)l),sm

€
out in ’ ’ 01> -

(gl ahoun oy P plajzsun oy

D’aprés la définition des différentes composantes de Agyt et le Lemme 22, cette exécution
vérifie [z < co] = (0)o et pour tout i € N, [z — ¢;, Xz — ¢ip1] | (ag)i A (0)i A ()i A

(0")i A (as)i. 11 en résulte que le modele o9 : N — Z défini par o2(i) = ¢; pour tout i € N
satisfait p. (|

5.3 Model-checking de CLTL(QFP)

Une question naturelle est de se demander si le résultat du Corollaire 10 est optimal par
rapport aux fragments de 'arithmétique de Presburger que nous considérons. Le résultat
suivant répond positivement & cette question puisque le probléme de la satisfaisabilité est
indécidable pour le fragment CLTL%(QFP). Nous rappelons que ’ensemble des contraintes
du fragment sans quantificateur de l'arithmétique de Presburger peut étre défini par

a:::Zaixi~d| Zaixizkc\a/\a|—|a

iel i€l
ot ~€ {<,=}, a; € Z et I est un ensemble fini d’indices.

Lemme 24 Les problémes de la satisfaisabilté et du model-checking pour CLTLi(QFP)
sont Z%—complets.

Preuve La dureté est obtenue par réduction de I'exécution d'une machine de Minsky &
deux compteurs. Une configuration (g;,c1, c2) de la machine peut se coder par la valeur du
compteur 2¢3¢15°. L’incrémentation d’un compteur se fait alors a 1’aide d’une multiplica-
tion, par exemple l'opération Xz = 3z correspond a l'incrémentation du compteur ¢y, et les
tests & zero peuvent s’exprimer par une contrainte de périodicité, par exemple =(x =3 0)
est vraie ssi le compteur ¢; vaut zéro. U

La solution que nous choisissons dans cette section pour regagner la décidabilité est de
restreindre la classe d’automates pour le probléme du model-checking aux (1, Z)-automates
a compteur. Nous montrons que le probléme du model-checking sur les (1,Z)-automates
a compteur est décidable pour LTL étendu avec des contraintes de QFP restreint a une
variable mais sans borne sur la longueur temporelle. Le comportement du compteur est en
effet plus contraint dans les (1, Z)-automates a compteur, ce qui explique que nous retrou-
vions la décidabilité.

Soit A = (Qa,I4, Fa,04) un (1,Z)-automate a compteur dont ’ensemble des mises a
jour du compteur est inclus dans {Xz = z + u | v € {Umin, Umin + 1, .., Umax}} tel que
Umin = —Umax. BEtant donné un ensemble fini de formules atomiques X de CLTL,(QFP)
nous considérons les ressources syntaxiques suivantes :
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[ est le plus grand entier tel qu'un terme de la forme X'z apparait dans X.
K est le plus petit commun multiple des entiers k tels que =, apparait dans X.

— CONS est I’ensemble des constantes d telles qu’il existe une contrainte de la forme
3" a; X'z ~ d dans X. Nous notons M et m les éléments maximal et minimal de cet
ensemble et supposons sans perte de généralité que M = —m.

— COEF est I'ensemble des coefficients entiers a; tels qu’il existe une contrainte de la
forme > a;X'x ~ d dans X.

Sans perte de généralité, nous supposons que amin = —@max OU Amin €t dmax SONt respecti-
vement les plus petit et plus grand éléments de COEF. Pour des raisons techniques (voir la
preuve du Lemme 25), nous posons CONS' = {din, - - -, dmax } tel que

(l+1
dmax = —dmin = M + ( 9 )amaxumax-

Nous définissons une variante de I'abstraction de la Section 5.2.2 tenant compte des
spécificités du nouveau probléme. L’ensemble des valuations symboliques SV(A, X) par
rapport & un ensemble fini de formules atomiques X et A est défini comme le produit
Cz X Mod, x C;tep X oo X Cétep tel que

C, est 'ensemble de contraintes composé de

— 2 < dmjn,

- dmax <z,
x = d pour tout d € CONS’.

Mod,, est I’ensemble composé des contraintes © =g ¢ pour tout ¢ € {0,..., K — 1}.
étep est I’ensemble composé des contraintes X'z = X~ lz+u pour tout {tmin, - - - , Umax } -

Nous notons SV(A, ¢) 'ensemble des valuations symboliques construites par rapport a
I'ensemble des contraintes atomiques d'une formule ¢ de CLTL;(QFP) et de 'automate
A. Pour tout chemin fini 7 = (qo,co) ... (q|x|,¢|r)) dans 'automate A, nous notons vy :
{z, Xz, ..., XI"lz} — Z la valuation telle que pour tout i € {0,..., ||} on a ve(Xiz) = ¢.
Nous montrons maintenant la correction de cette nouvelle abstraction.

Lemme 25 Soit ¢ une formule de CLTL,(QFP) et A un(l,Z)-automate a compteur.

(I) Pour tout chemin fini m dans A tel que || = 1, il existe une unique valuation symbolique
sv(vr) € SV(A, ¢) telle que vy = sv(v).

(II) Pour tout couple de valuations v,v' : {x,Xz,..., X2} — Z telles que sv(v) = sv(v') et
pour toute contrainte atomique o de ¢ on a v = « ssi v | a.

Preuve (I) La définition des différents ensembles qui composent I’ensemble des valuations
symboliques SV(A, ¢) induit une partition de Z!*1. Cette propriété peut étre démontrée de
la méme maniére que le Lemme 20 (I).

(IT) Nous procédons par induction sur la structure de la contrainte a.
Si a est de la forme Y a;X'z ~ d alors nous substituons les différents termes X'z en
utilisant les contraintes X'z = X*~1x 4w, appartenant a sv(v). Donc la contrainte
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aoT + a1 Xx 4+ asX?x - - - ~ d devient
apr + ai(x + up, ) + a2(Xz + up,) - - - ~ d puis
(ap + a1)x + az(x 4+ up, + upy) - ~ d — arup,,
(ap+ar+a2)x + - ~d—((a1 + a2)up, + azup,),. - .
. et ainsi de suite jusqu’a se réduire & une contrainte de la forme ax ~ d’. Notons que

par définition de dmax et dmin, la partie droite de I'expression est toujours un élément de
CONY'. En effet, la partie de droite est toujours de la forme

n on
D:d—ZZajubi

i=1 j=i
pour un 7 < [. Comme pour tout 0 <7 <7 on a Umin < Up; < Umax €t Amin < @; < Amax, 12

valeur absolue de D est bornée par

. 1
4 =" amacun,| < |d — n(n+1)

j=i

AmaxUmax ‘ .

Ce qui nous assure que dpin < D < dpax puisque n <[ et |d| < M.

Considérons la contrainte ax ~ d’ obtenue aprés réduction. Par la propriété ci-dessus on
a dpin < d' < dpax. Comme a est un entier et I'intervalle des constantes est symétrique par
rapport a 0, d’'/a est aussi compris entre dpin et dmax. Ainsi, si v = sv alors la contrainte oy,
de sv correspondant & ’ensemble C, doit étre telle que la formule o, = az ~ d' est valide,
car C, est construit par rapport & CONS'. Puisque sv(v) = sv(v'), nous avons v’ [=gymb 0z
et donc v/ =gymb o

Le cas de Y a;X'z =}, d est identique. En effet, la contrainte se réduit & ax =j d’ aprés
substitutions successives. Nous pouvons alors conclure en utilisant la contrainte de sv(v)
correspondant a 1’ensemble Mod,.

Enfin, les cas des connecteurs Booléens est évident par induction. O

Comme dans la Section 5.2.2, nous définissons une relation de satisfaction symbolique.
Nous notons sv Fgymb @ ssi pour tout chemin 7 de longueur [ dans A tel que sv(vy) = sv
on a v; = a. Notons que la technique de substitution utilisée dans la preuve précédente
montre que la satisfaisabilité d’une contrainte atomique par une valuation symbolique se
teste en temps polynomial. Nous étendons aussi la relation de satisfaction symbolique aux
modeéles symboliques (séquences de valuations symboliques) par rapport aux formules de
CLTL,(QFP).

La relation entre les modeéles symboliques de SV(A, ¢) et les exécutions de A est la
suivante. Pour tout modeéle symbolique p : N — SV(A, ¢), une exécution acceptée par A de
la forme (qo, co), (q1,¢1), (g2, c3), . .. satisfait p ssile modéle 0 = ¢g-c1-ca-- - est tel que pour
tout i € Non a o0,i = p(i). L’automate A satisfait p ssi il existe une exécution acceptée par
A qui satisfait p. Nous notons alors A = p.

Lemme 26 Soit ¢ une formule de CLTL,(QFP) et A un (1,Z)-automate a compteur. On
a A |= ¢ ssi il existe un modéle symbolique p : N — SV(A, ¢) tel que p FEsymb ¢ et A = p.
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Preuve : Cette preuve est similaire a celle du Lemme 21. Si la formule ¢ est satisfaite
par une exécution (go,co) — (q1,¢1) — (g2,¢2) ... alors le modele symbolique p tel que
pour tout i € N on a p(i) = sv(vg,) on m = (¢, ¢) — (Qit1,Cit1) — -+ — {(Qitl, Citl)
satisfait symboliquement ¢. Cette affirmation se montre facilement en utilisant le méme
développement que dans le Lemme 21 et le Lemme 25 ci-dessus.

Réciproquement, si p FEgymb ¢ alors toute exécution de A qui satisfait p satisfait aussi
¢. En effet, nous pouvons facilement montrer que pour tout ¢ € N, le chemin 7; de longueur
I commengcant a la position 7 de I'exécution est tel que vy, satisfait p(¢). La fin de la preuve
est alors identique & la preuve du Lemme 21. O

Nous construisons donc un automate Ag/IC = Asymb N Agat tel que .Asymb reconnait
I’ensemble des modéles symboliques qui satisfont symboliquement ¢ et Ag,¢ reconnait main-
tenant ’ensemble des modéles symboliques qui sont satisfaits par une exécution de A. La
définition de Agymy, ainsi que la synchronisation entre les deux automates sont similaires a la
Section 5.2.3 en considérant le nouvel alphabet SV(A, ¢) U {e} et la relation de satisfaction
symbolique définie dans cette section.

Lemme 27 Etant donnée une formule de CLTL,(QFP) et un (1,Z)-automate a compteur
A, on peut construire un (1,7Z)-automate 4 compteur simple Asay sur lalphabet SV (A, ¢) U
{e} tel que L(Asat) est l'ensemble des modeéles symboliques p tels que A |= p.

Preuve : Soit A = (Qa,14,F4,04) un (1,Z)-automate a compteur et ¢ une formule
de CLTL,(QFP). L’automate Ag,y est un (1,Z)-automate & compteur simple sur I"alpha-
bet ¥ = SV(A, ¢) avec des e-transitions. Comme dans la Section 5.2.4, cet automate est
constitué de différentes composantes vérifiant les contraintes des valuations symboliques. La
principale différence est que nous devons considérer lors de la connexion de ces composantes
le comportement de A. Nous adaptons de maniére naturelle les notations utilisées dans la
Section 5.2.4 pour référer aux différents attributs des composantes de Ag,y (entrée et sortie

LY et pour chaque

par exemple). Pour chaque valuation symbolique sv = (ag,0,al,...,al

état ¢, € Q4 nous définissons les composantes suivantes :

La composante A&’ 5, vérifie que la valeur du compteur satisfait la contrainte a.

Qg,sv

Pour tout ¢ € Z on a (gq,q;,.""",¢) =" (qa>q

Qg SV

ot dyssic=d et [z — ] | ay.

1

La composante .Agl“l ., met a jour la valeur du compteur par rapport a o.
R

1 1
Pour tout ¢ € Z on a {qq, ¢5"°", ¢) —=* (qa, qoss’", ¢ ssi [z — ¢, Xz «— ] E al.

Ces différentes composantes peuvent facilement étre définies en s’inspirant de la construc-
tion de la Section 5.2.4 (voir les Figures 5.2 4 5.6).

Ces composantes sont connectées entre elles et avec un état initial supplémentaire sy de
la facon suivante :

— Pour toute valuation symbolique sv = (g, 0,al,...,al) € SV(s, A) telle que

oy vaut x =0,
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0 vaut x =g 0,

et pour tout état initial gy € I 4 de 'automate A, on a une transition

T,0
s0 > (g0, 75",

Au début de ’exécution de A, le compteur doit étre égal a zéro. Contrairement & la
construction définie dans la Section 5.2.4, nous n’avons donc pas besoin de mettre a
jour la valeur du compteur par rapport a 6. Nous imposons méme que cette contrainte
soit x =g 0. Nous choisissons donc une valuation vérifiant ces critéres et ajoutons une
transition vers la composante correspondante qui vérifie qu’on a bien x = 0. Notons
que cette vérification est facultative, mais elle permet de définir ’automate de maniére
plus homogene.

— Pour toute valuation symbolique sv = {a,0,al,...,al) € SV(¢,.A) et pour tout état
Ga € Q4 on a une transition

ag,fry &1,0 al,sv
<Q(17qofzt ) — ar Qin ) € 0.

Une fois que la contrainte o, est vérifiée, nous devons mettre a jour la valeur du

compteur par rapport a la mise a jour définie par al. Nous imposons donc que la suite

de I'exécution passe par la composante Aa;,sv-

~ Pour tout couple de valuations symboliques sv; = ((az)1, (0)1, (al)1,..., (b)) €
SV (¢, A) et svy = ((az)2,(0)2, (al)a,..., (al)2) € SV(¢,A) et tout couple d’états
da, q,, € Q4 vérifiant

est,may

. . .- t .
1. il existe une transition ¢, —— ¢/, € d.4 telle que la formule o, = test est valide

et maj = (al)q,
2. (al)1 A (0)1 = (0)2 est valide,
3. pour tout 1 <i <1 —1, () = (i) Xy  Xiz, Xiz « X71a],

on a une transition

1 T,0
al,svyy svL,T, 1 (agz)2,sv2
<Qaaqo£t > < a’ 1in > €0
al svg

Lorsque l'automate est dans I'état (qq, q,.; ') toute les opérations nécessaires ont été

faites sur le compteur. Nous pouvons donc lire la valuation symbolique sv; sous cer-
taines conditions :

— Les contraintes de svj sont en accord avec le comportement de I'automate (1).

— Les contraintes de la valuation symbolique suivante sont en accord avec celles de
sv1 (2 et 3).

Ces conditions peuvent étre vérifiées en temps polynomial.

Qg ,Ssv

Enfin, 'ensemble des états finaux de Agae est {(qr, a0 ) | af € Fa}-.

Cette construction vérifie la propriété suivante :

. . (0% iySU; SV o i SU; SVi+41 SVi41—1
pour sous-chemin fini (qi,qgn”)“ LG e = (qu,qEn“’)l“’ o) =/
Qg )i41,SVi41 ) , .
(qu,qgnz)“’ P i) d'une exécution de Agat, on a (¢, ..., civ) E Sv;.
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Cette propriété nous permet de terminer cette preuve en utilisant les mémes arguments que
dans le Lemme 23. O

L’analyse de cette construction montre que Ag/IC peut étre construit en espace polynomial
par rapport a |¢|. Les arguments utilisés sont les mémes que ceux de la Section 5.2.3. Ceci
nous permet de conclure & propos de la complexité du probléme de model-checking qui nous
intéresse.

Théoréme 29 Le probléme du model-checking de CLTL(QFP) sur les (1,Z)-automates a
compteur est PSPACE-complet.

La borne supérieure est une conséquence de la complexité de la construction définie dans
le Lemme 27 et du Théoréme 31 sur le test du vide pour les (1,Z)-automates a compteur
simples (voir Section 5.4). La dureté peut étre obtenue en utilisant le résultat de [DS02]
sur la PSPACE-dureté pour LTL restreint & une proposition. Comme le Théoréme 28, ce
résultat peut étre étendu aux extensions de CLTL;(QFP) avec des opérateurs définissables
dans MSO.

Théoréme 30 Le probléme du model-checking de CXLTL,(QFP) sur les (1,7Z)-automates
a compteur est PSPACE-complet.

Ainsi, nous raffinons un peu plus le résultat de [BEM97]| sur la vérification de propriétés
réguliéres sur le contenu de la pile d’'un automate & pile car le model-checking du p-calcul
linéaire avec des contraintes de QFP sur les (1,Z)-automate a compteur est PSPACE-
complet.

5.4 Probléme du vide pour les (1,Z)-automates & compteur

Pour conclure ce chapitre, nous montrons que tester si le langage L(A) accepté par un
(1,Z)-automate a compteur simple A avec un alphabet et des e-transitions est non-vide
est un probléme dans NLOGSPACE. Ce probléme est équivalent a tester si A admet une
exécution acceptante dans laquelle il n’existe pas de position aprés laquelle on a uniquement
des e-transitions. Ce résultat est utilisé dans les preuves de complexité des Théorémes 27
et 29. La preuve que nous développons dans cette section utilise plusieurs réductions pour
se ramener au probléme de ’'existence d’une exécution acceptante dans une classe d’auto-
mates plus simple & manipuler, puis la complexité est obtenue en analysant les exécutions
acceptantes et en montrant une propriété sur leur longueur minimale. Pour alléger la présen-
tation nous ne précisons pas a chaque fois que les automates que nous manipulons sont des
automates a compteur simples. Néanmoins, nous supposons pour le reste de cette section
que l'ensemble des mises & jour du compteur est restreint a {—1,0,+1}.

5.4.1 Réduction vers les (1, N)-automates & compteur

Nous montrons d’abord que tester si L(A) # 0 pour un (1,Z)-automate a compteur
A avec un alphabet et des e-transitions peut se réduire au probléme de l'existence d’une
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exécution acceptante pour une sous-classe de (1, N)-automates a compteur. Nous définissons
pour cela plusieurs réductions successives. La premiére étape consiste a se débarrasser de
I’alphabet et des e-transitions. La principale difficulté est d’éviter d’avoir toujours des e-
transitions aprés une certaine position de ’exécution.

Lemme 28 Tester sile langage reconnu par un (1,7Z)-automate 4 compteur avec un alphabet
et des e-transitions est non-vide se réduit en espace logarithmique au probléme de l’existence
d’une exécution acceptante pour les (1,7)-automates & compteur classiques.

Preuve Nous montrons qu’étant donné un (1, Z)-automate & compteur .4 avec un alphabet
et des e-transitions, nous pouvons construire en espace logarithmique un (1, Z)-automate
a compteur A’ classique tel que L(.A) est non vide ssi A’ admet une exécution acceptante.
La construction de A’ consiste a utiliser deux copies de A telle que la copie qui contient les
états finaux n’est accessible lors d’une exécution qu’en franchissant une non-e-transition.
Puis lorsqu’'un état final est visité, et si la prochaine transition est une e-transition, on
retourne dans la copie sans états finaux, ce qui nous oblige & attendre une nouvelle non-
e-transition avant de visiter & nouveau un état final. La condition de Biichi empéche alors
qu’une exécution acceptante de A’ franchisse uniquement des e-transitions aprés une certaine

position. Si c’était le cas, on resterait bloqué dans la copie sans états acceptants.

Formellement, 'automate A" = (Q', ¢, I', F') est défini a partir de A = (Q, 4,1, F) de
la facon suivante :

Q =Qx{0,1}, I' =1 x {0} et F' = F x {1},
La relation de transition &’ est telle que :

oy 7t7
— pour toute transition ¢ 225 ¢/ € § de A telle que a # ¢

on a une transition (g, ) i (¢, 1) pour tout i € {0,1},

. . 7t7
— pour toute transition de la forme ¢ pICA qd €d6de A
. . N2 .
si ¢ € F on a une transition (g, 1) = {(¢’,0) € § pour tout i € {0,1},
~ sinon on a une transition (g, i) = (¢, i) € & pour tout i € {0,1}.
D’apres les remarques plus haut, il est évident que cette construction vérifie que L(.A) est

non vide ssi A’ admet une exécution acceptante. En effet, il existe une exécution acceptante
de la forme

0 €,t0,ug Qiq —15t3 —1,%iq—1 €831,y

> e <Qilaci1> <Q’i1+17c’il+1> -
Qi slig Uiy

) —

<QO7

M <Qi27 Ciqy qis+1, ci2+1> —
dans A avec g;, € F et a;, # ¢, ssi il existe une exécution acceptante de la forme

Lig—1,%i7 -1

to, Liq g
<<QO70>70> O <<Qi17cil>70> — <<Qi1+17 1>7cil+1> -
Lig Uiy

T <<qi2?1>?ci2> - <<qi2+17b>vci2+1> —

dans A’ o b =1 si a;, # ¢ et b = 0 sinon. Nous omettons les étiquettes des transitions qui
n’influent pas I'état de controle d’arrivée. O
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Nous réduisons maintenant le probléme de I’existence d’une exécution acceptante pour
les (1,Z)-automates a compteur au méme probléme pour les (1, N)-automates a compteur,
plus simples a étudier.

Lemme 29 Le probléme de l'ezistence d’une exécution acceptante pour les (1,Z)-automates
a compteur se réduit en espace logarithmique au méme probléme pour les (1,N)-automates
a compteur.

Preuve Nous montrons qu’étant donné un (1,Z)-automate a compteur simple A nous
pouvons construire en espace logarithmique un (1, N)-automate a compteur simple A’ tel
que A admet une exécution acceptante ssi A’ admet aussi une exécution acceptante. Ici
encore, la construction de A’ est basée sur deux copies différentes de I'automate initial A.
Une copie est utilisée pour simuler les valeurs positives du compteur et ’autre les valeurs
négatives. Le passage d’une copie a 'autre ne se fait que lorsque le compteur vaut zéro et
le signe change. Nous pouvons tester dans quelle copie se trouve I’exécution en utilisant les
tests x > 0 et < 0.

Formellement, 'automate A" = (Q', ¢, I’, F’) est défini a partir de A = (Q, 9,1, F) de
la facon suivante :

Q= @x (=} I'=Ix {+}, F' = F x {+,-},

La relation de transition &’ et définie a partir de § de la maniére suivante :

— pour toute transition ¢ i q €6 de A telle que t € {=,+#}, on a des transitions
(g.—) 5 (g, —) €8 et
(0. 4) 5 (g +) €,
pour toute transition ¢ 28 q € 0 de A, on a une transition
(0. 4+) 22 ¢, +),

L. ,0 L.
pour toute transition g =8 q € 0 de A, on a une transition
,0
(0. =) 22 (¢, ),
.. =,—1 .
pour toute transition ¢ — ¢’ € § de A, on a des transitions
=+1
<q7+> - <q/7 _> € 5/ et
=41
<q7_> <q/7_> € 5/:

. >,—1 L.
pour toute transition ¢ = ¢’ € § de A, on a une transition

(0, +) 25 (¢, +) €,

. ,—1 L.
pour toute transition g i q € 6 de A, on a une transition
7+1
(0.-) 25 (g ) €,
L. T,—1 L.
pour toute transition ¢ — ¢’ € § de A, on a des transitions
—1
e B el
=+1
<q7+> - <q/7 _> € 5/ et
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- <Q7 _> - (qla _> € 5/:
#,—1

pour toute tranqition q —— ¢ € 6, on a des transitions
(0, 4) 22 (¢, +) € 8 et
#41
- <Q7 > (q ) > € 5/:

— les cas restants concernant l'incrémentation +1 peuvent étre traités de facon symé-
trique.

Il est facile de montrer que A admet une exécution acceptante ssi A’ admet une exécution
acceptante en analysant cette construction et utilisant les remarques du début de la preuve.
Par exemple, I’exécution suivante de A

T,4+1 >,—1
(90,0) = (g1, 1) =

correspond & l'exécution de A’

(q2,0) — (CI37—1> <Q47—2> <957—1>

(g0, +),0) =5 (g1, +), 1) 5 (g2, +),0) = ((g3, ), 1)
2 g —0,2) S5 (g5, ), 1) — -

O

Pour terminer, nous simplifions une derniére fois le probléme en restreignant la classe
de (1,N)-automates a compteur que nous considérons.

Lemme 30 Le probléme de lexistence d’une exécution acceptante pour les (1, N)-automates
a compteur se réduit en espace logarithmique au méme probléme pour des (1,N)-automates
sans test de la forme x # 0.

Pour prouver ce résultat il suffit d’étendre ’ensemble des états du (1, N)-automates de

.- , .- T,-1
départ et de remplacer chaque transition de la forme ¢ k] q' par les transitions ¢ ——

TA41  Tu
q1 R g2 — ¢’ ou ¢ et go sont de nouveaux états. En effet, cette suite de transitions ne

peut étre franchie sans avoir de valeur négative si le compteur est égal a zéro.

5.4.2 Exécutions sans test a zéro

Les résultats qui précédent impliquent que tester si le langage reconnu par un (1,7Z)-
automate & compteur avec un alphabet et des e-transitions est non-vide se réduit en es-
pace logarithmique au probléme de I'existence d’une exécution acceptante pour un (1,N)-
automate a compteur sans test de la forme x # 0. En effet, la composition de réductions
en espace logarithmique est une réduction en espace logarithmique. Nous nous restreignons
donc maintenant a la classe de (1, N)-automates a compteur ou les seuls tests autorisés sont
rz=0et T.

Soit A = (Q,6,1,F) un (1,N)-automate vérifiant ces propriétés. Une exécution m =

t KN t1,u1 <. . . A
<q0,60> (ql,q) —— ... est sans test & zéro ssi pour tout ¢ € N on a t; = T. La méme
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définition est valable pour les sous-exécutions finies. Nous traitons d’abord le cas de ce type
de sous-exécutions en montrant plusieurs propriétés utiles pour la suite.

. t1,u1 Y| —1U|r|—1 , . .
Lemme 31 Soit 7 = c — c une sous-exécution finie sans
1,€1 |7|» C|mr) .

; . S ;o Poul t?ﬂ/l—l’ufﬂ/\—l / /
test a zéro. Il existe une sous-exécution finie ©’ = (¢}, c}) . (q‘ﬂ,‘,c|ﬂ,|>
telle que

I
1‘ QI - (11;
o/
2 Q| = Qs

3. =c et
4 7 < 1QF +21Q] + 1.

Preuve : D’abord, remarquons que s'il existe deux indices ¢ et j dans 7 tels que ¢; = g;
et ¢; > ¢; la partie (g;,¢;) — -+ — (gj,¢;) peut étre supprimée. Les valeurs qui suivent
la configuration (g;,c;) dans 7 ont besoin d’étre mises & jour en conséquence (en enlevant
¢; — ¢j aux valeurs successives du compteur) mais comme il est évident que les nouvelles
valeurs obtenues pour le compteur sont supérieures, toutes les transitions de la fin de =«
peuvent étre franchies sans avoir de valeurs négatives pour le compteur. Notons que ceci ne
peut se faire qu’en I’absence de test x = 0, sinon on peut étre bloqué par un tel test. Nous
supposons donc, sans perte de généralité, que pour tout couple d’indice i,j de 7 tels que
q; = g5 on a ¢; < ¢j.

S’il n’existe pas d'indices i, j tels que ¢; = ¢; dans 7, alors la taille du chemin est bornée
par |@Q|. Donc nous posons m = 7.

Sinon, il existe un unique couple d’indices 7, jo tel que

- iO < j07

— Qo = o

— les séquences q1,...,q, et g, ..,qj,—1 sont composées d’états de controle distincts.

Ces indices correspondent au premier état de m qui se répéte. Notons que d’aprés 'hypothése
ci-dessus sur les états de controle qui se répétent dans m nous avons aussi cqig = ¢j, — ¢, > 0.
En examinant cette définition, on peut facilement montrer que iy < |@Q| de méme jo—ig < |Q|
car les états avant ig et entre iy et jy doivent étre distincts.

. tigus b —1>U[w| -1 PP 3
Puisque (gjy, Cjy) ——> ... (qx)> ¢jx|) est une sous-exécution de A sans test a

zéro, il doit exister un chemin ¢ — g5 — ... — gy, tel que q; = gj, et q;, = q|r| de longueur
inférieure a |@Q| dans le graphe orienté G = (Q,{(r,s) : (r, T,u,s) € d}) qui est le graphe
des états de controle accessibles dans A sans effectuer de test x = 0. Nous utilisons alors
I'observation suivante sur les (1, N)-automates a compteur :

S’il existe un chemin de longueur ¢ entre un état ¢ et un autre état ¢’ dans G alors on peut
atteindre 'état de controle ¢’ a partir de la configuration (g, c) dans A.

En effet, la valeur du compteur est suffisamment élevée pour pouvoir franchir ¢ transitions
quelles que soient les mises & jour (le pire cas étant ¢ décrémentations) et on n’a pas de test
x = 0 qui pourrait nous bloquer par définition de G.
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Nous construisons alors I'exécution finie 7’ comme la séquence définie par la suite de
sous-exécutions suivantes :

t1,u1 Lig—1,Uig—1 LigsUig Ljo—1,Uj5—1
- <q17cl> <Qiovcio> <qJ07cj0>=
tig,Uig tig—1,Uj9—1
(Gi, Cip + caiff) e (Gjo» Cjo + caiff)
Lig,Wig ljo—1,Ujg—1
(Qio> Cio + 2caiff) e (Qjo» Cjo + 2caiff),

. tig yUj, tio—1,Ujg—1
— {Gig» Cip + (1Q] — Dcaigr), = ... Z—"25 (g5, ¢jo + (1Q] — Deainr),
th,ub L2 VA / ,
: (@ Com)

/ /
t7,uq

= (o, ¢jo + |Qcair) — (g5, Ch)

. . o o o
Ce chemin est bien défini car ¢;, = qj, = ¢, ¢, + caig = ¢j, et la valeur du compteur
est assez grande pour parcourir la derniére partie qui correspond au chemin dans G. Cette
derniére propriété est assurée par la répétition du sous-chemin entre ig et jg.

La restriction de 7/ par rapport aux états de controles visités est la suivante :

longueur <|Q| longueur <|Q)| longueur <|Q|

/ /

Q|
q1---Gip—1 (Qio(h‘o-‘rl . --Qjo—IQjo) qs .- -Gy

ce qui montre bien que la taille de ce chemin est inférieure a |Q|? + 2|Q| + 1. O

Notons que dans cette construction, en répétant un plus grand nombre de fois la boucle
centrale du chemin, nous pouvons obtenir une valeur aussi grande que 'on veut pour la
valeur finale du compteur. Ceci nous permet en particulier d’établir qu’a partir de 7 et d’un
entier d > 0 on peut construire une exécution 7’ telle que q’1 =q1, Qx| = q"ﬂ/| et ciﬂ > Cx| +d
dont la taille est bornée en fonction de |Q] et d.

> t1,u1 o Y| —1,U|m|—1 (

Corollaire 11 Soit 7 = (¢1,¢1 [y c‘,r|> une sous-exécution finie sans

/ /
/ /
t7,u] t‘Tr,‘fl"u‘ w/|—1

test a zéro et d € N. Il existe une sous-exécution finie 7' = (q},c})
/ /
<q|ﬂ,‘,c|ﬂ,|> telle que

1. qll =dq1,
2. Q| = )5
/
3. Clr| > €| T d et

4 17 <1QP + 2+ d)|Q).

Nous considérons maintenant les exécutions sans tests & zéro qui comportent un état
final répété infiniment souvent. Le but est d’extraire un cycle ayant pour origine cet état
final et qui peut se répéter infiniment souvent. En effet, a partir d’'un tel cycle on peut
construire une exécution vérifiant la condition d’acceptation de Biichi.

_ t1, T o
Lemme 32 Soit 7 = (q1,¢1) — (g2, ¢2) ... une exécution infinie sans test a zéro telle

qu’il existe un état final qf € F wisité infiniment souvent par w. Il existe un indice i € N

! !
t9,u] Ot | =1 =1

et une sous-exécution finie 7’ = (¢, c})

(q‘lwf|,c"w,‘> tels que |7'| > 1 et
(q),¢)) = (i) vérifiant
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1. qll = q|/7|—/| = Qf;
2.¢ ,>dc

|7’

3. et |7'] <2|Q* + 3]Q|.

Preuve : La preuve de ce résultat a de nombreuses similitudes avec celle du précédent.
Puisque l'ordre (N, <) est bien fondé et que I’ensemble des états @ est fini, il existe deux
indices 19, jo dans 7 tels que

2.0 < j07
Tio = Qjo = qy et

~ Cig < Cjg-

La sous-exécution my de 7 correspondant a la partie entre ces indices vérifie presque toute les
propriétés de I'énoncé. Seule la taille de g peut poser probléme. Nous procédons alors de la
méme maniére que dans la preuve du Lemme 31. Sans perte de généralité, nous supposons
que pour tout couple d’indice 4,5 € {ig,...,jo} de 7 tels que ¢; = ¢; on a ¢; < ¢;. En effet
si ¢; > ¢j, la sous-exécution correspondante peut étre supprimée (nous avons alors besoin
de mettre & jour la valeur du compteur en conséquence).

Sl n’existe pas d'indices 4, j € {ip,i0+ 1,...,jo} tels que ¢; = g; dans =, alors la taille
du chemin est bornée par |@Q| et nous posons ' = 7.

Sinon, il existe un unique couple d’indices iy, j; € {ig,i0 + 1,...,j0} tel que

- il < j17

— 4 =45

— les séquences ¢;,...,q;; et gi,,...,q;,—1 sont composées d’états de controle distincts.

Ces indices correspondent au premier état de 7y qui se répete. Nous posons cgig = ¢j, —¢;p >

0. De plus, cette définition implique que i1 —ip < |Q| et j1 — i1 < |Q)].
t

1%y tjp—1,Ujo—1 P s oz
Comme (gj,,¢cj,) (@jo- Cjo) €st une sous-exécution sans test a zéro

de A il doit exister un chemin ¢} — ¢4 — ... — ¢}, de longueur inférieure a |Q| dans le
graphe orienté G = (Q,{(r,s) : (r, T,u,s) € 0}). L’observation faite & propos de G dans la
preuve du Lemme 31 nous permet de construire la sous-exécution 7’/ comme la succession
des séquences :

> tig Ui tig —1,Uip—1 tig uiq tj—1,U5, -1

<Qilvci1> <QJ'17CJ'1>=
tiqg Uig . b —1,Uj; —1 <q]'1,0j1 4 Cdiﬁ‘>,

i1 Wi tjp—1,U5,—1
te <qj1 y Cjy + 20dif‘f>7

- <Qiou Cig
(i, ciy + cai)

(io» Cip + 2caift)

t

tiq sUiq tip—1,Uj; —1

B <Qioacio + 2|Q‘cdiﬂ'>
t
— {gjr» cio + 21Q1 + Deair) = (g3, ¢h)

<qJ17cj1 + 2‘Q|Cdiff>7

! / ! ’
t27u2 tm—l’“‘m—l (

s Cm)-

1 1 A 1 —_ . —_ / . . —_ .
Ce chemin est bien défini car ¢;, = qj, = ¢}, ¢, + caig = ¢, et la valeur du compteur est
assez grande pour parcourir la derniére partie qui correspond au chemin dans G.
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La restriction de #’ aux état de contrdle est la suivante :

longueur <|Q)|

longueur <|Q)| longueur <|Q)|
» 21Q1+1 1 /‘
q1---Gip—1 (inQioJrl ce qu*lq]'o) @l q---49m

1l est évident que la longueur de ce chemin est bornée par 2|Q|? + 3|Q|. Pour montrer que
¢, > ¢i, nous étudions les mises a jour du compteur. Dans le pire des cas, la premiére
partie et la derniére décrémentent |@Q| fois le compteur chacune. Or la partie du milieu, par
construction, incrémente le compteur de 2|Q|cgi. Nous pouvons donc conclure que ¢, > ¢;,.

O

5.4.3 Exécutions avec tests a zéro

Nous étudions maintenant les exécutions qui comportent des tests a zéro (de la forme
x = 0). Nous rappelons d’abord un résultat qui nous sera utile ensuite.

U= 15Uz —1 (

Lemme 33 [LLT05] Soit m = (q1,c1) i S x| Clx|) une exécution finie de

ta,up b —1>U|w| -1 _
A telle que (qa,c2) (Qx)> Clx|) est sans test a zéro et ¢ = ¢ = 0. Il

’ ’
’oot
ty,uy t‘ﬂ./‘_lvu‘ﬂ,/‘_l

existe une exécution finie 7 = (¢}, ) <q\/ﬂ/\’ciﬂ’|> telle que

1. qll =dq1,

2. Gl = i)

3. c"ﬂ =cd=0c¢et

4. pour touti € {1,...,|7'|} on a c; < Q] +|Q|*.

Preuve : Nous supposons sans perte de généralité qu’entre la premiére et la derniére
position de 7 ot la valeur du compteur est supérieure a |Q|?, la valeur du compteur reste
toujours supérieure a |@Q|%. Si le compteur repasse plusieurs fois en dessous de |Q?, le
chemin 7w peut étre découpé en plusieurs sous-chemins vérifiant cette propriété qui sont
chacun traités de la méme maniére que ci dessous.

Supposons qu'’il existe une position iy de m ou la configuration 7(imax) = (@i, Cipay )
est telle que ¢;, .. > |Q|*> + |Q|*>. Nous allons supprimer des morceaux de chemin afin de
diminuer la valeur du compteur. Nous utilisons ’observation suivante :

Dans tout chemin fini (qo,co) — -+ {(q|x|; Cs) tel que cs = co + |Q|, il existe un sous-chemin
de la forme (g;,c) — -+ — (gj,c+ d) tel que ¢; = qj et 0 < d <|Q).

Cette affirmation est facile & prouver considérant qu’une transition incrémente le compteur
d’au plus 1 et que par conséquent s > |Q)].

Considérons le sous-chemin 7+ entre la premiére position ot le compteur vaut |Q|? et
la derniére position avant iy, ot le compteur vaut |Q[® + |Q|>. Nous pouvons découper
ce chemin en |Q|? parties Wfr""’WIEIQ telles que pour tout 1 < i < |Q|? le chemin 7;f

i
débute dans une configuration (g;",c/) et se termine dans une configuration de la forme
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(q;_ll,cj + |Q]). Ces chemins vérifient les conditions de notre observation précédente. Il
existe donc dans chaque 7" un sous-chemin de la forme {(g,¢) —* (g,c+ d;). Comme pour
tout 1 <i <|Q*> on a0 <d; <|Q|, il existe une valeur d* qui apparait au moins |Q| fois
dans {d1,...,d|g]2}. On peut découper de la méme fagon le sous-chemin entre la derniere
position aprés imay oil le compteur vaut Q> + |Q|? et la premiére position aprés ipay ot
le compteur vaut |Q|? et trouver une valeur d~ qui apparait au moins |Q| fois dans les
sous-chemins de la forme (g,¢) —* (¢,c — d;").

Nous pouvons supprimer alors d~ chemins de la forme (q,c¢) —* (g,c + d*) dans 77" et
d* chemins de la forme (q,c¢) —* {(q,c —d~) dans 7~ en mettant les valeurs du compteur
& jour en conséquence. Le fait que nous considérons des parties du chemin ou la valeur du
compteur est supérieure a |Q\2 assure que la valeur du compteur reste positive aprés ces
suppressions. En effet, cette construction décrémente le compteur d’une position donnée
d’au plus d* x d~.

Nous pouvons réitérer cette opération tant qu’il existe une position ou la valeur du
compteur dépasse la borne. O

La preuve du résultat suivant est une conséquence directe du Lemme [LLT05, Lemme 42].

. t1,u1 Y| —15U| 7|1 .. .
Lemme 34 Soit 7 = {(q1,¢1) (Qx)s Clm|) ume exécution finie de A telle
; : ) ;o t?ﬂ/\—l’uiw/\—l / /
que cjr| = c1 = 0. Il eziste une exécution finie 7' = (q,c}) . (q‘ﬂ/‘,c|ﬂ,|>
telle que
I
1‘ Q1 - (11;
o
2. Q7 = Qx|
3. c'n,| =cd=0c¢et

417 < 1QP + Q.

Preuve : Soit 7 un chemin vérifiant les propriétés de I’énoncé. Nous posons 1 = i1 < i9 <
... < iy = n 'ensemble des indices du chemin tels que ¢;; = ¢, = - = ¢;,, = 0 et au-
cune autre configuration n’a pour valeur du compteur zéro. Notons que les sous-exécutions
cycliques de la forme (q,c) — ... — (g,c) peuvent étre supprimées de 'exécution. Sans
perte de généralité, nous supposons donc que m < |Q|. Pour tout 1 < j < m, les sous-
exécutions de 7 entre la position 7; et la position i;41 vérifient les conditions du Lemme 33.
Donc pour tout j il existe sous-exécution 7T§» commengant dans la configuration (qi].,0> et
terminant dans la configuration (qngrl,O) telle que la valeur du compteur est bornée par
|QI? +1QJ2. Comme les cycles peuvent étre éliminés, nous pouvons supposer que la longueur
de 7} est bornée par [Q| x (|Q® +1QI?). Le chemin 7’ obtenu en concaténant les chemins
T, ..., Tm—1 vérifie toutes les conditions requises. En particulier, sa taille est bornée par

(m—1) x QI x (IQF +QI*) < QP +QI". O

Nous considérons enfin les exécutions acceptantes qui comportent une infinité de tests a
zéro. Nous adaptons d’abord le Lemme 33.
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. , t1,u1 Y| =157 —1
Lemme 35 Soient qf € F un état final et 7 = (q1,c1) (Qx)» Clm|)
tTr — 1 ™ —
une exécution finie de A telle que (q2,c2) i Sl (qx)s Clm|) est sans test a
t/7 /
2éro, ¢ = c1 = 0 et qf € {q1,...,qz}- Il ewiste une exécution finie 7' = (q1,c}) i
t?ﬂ,‘*l"u?ﬂ,‘*l / /
<q|7r,‘,c|7r,‘> telle que
1. qll =dq1,
A
2. Q) = x>
3. A =ch=0,qr€{q1,....qn} et
4. pour tout i € {1,...,|7'|} on a c; <2|Q]® +|Q>.

Preuve : Nous développons uniquement les arguments qui permettent d’adapter la preuve
de [LLT05, Lemma 42| (voir le Lemme 33).

La différence avec I’énoncé du Lemme 33 est la présence de ¢y dans 'exécution. Nous ne
pouvons pas supprimer des sous-chemins comme bon nous semble au risque de supprimer
toutes les occurrences de gy. C’est pourquoi nous avons besoin dun intervalle supplémen-
taire entre les valeurs |Q|> +|Q|? et 2|Q|® + |Q|*. Ainsi nous avons la possibilité de procéder
aux suppressions de sous-chemins soit dans la partie du chemin ot la valeur du compteur
est comprise entre |Q[® + |Q]? et 2|Q[® + |Q|?, soit dans la partie du chemin ou la valeur
du compteur est comprise entre |Q|? et |Q|® +|Q|?. Ceci nous permet de ne pas supprimer
une occurrence de gy que nous voulons garder en choisissant de supprimer dans une autre
partie. O

Nous établissons enfin un résultat qui nous permet de traiter la répétition d’un état final
dans les exécutions acceptantes qui comportent une infinité de tests & zéro.

. . t1, tir|—1,U|r|—
Lemme 36 Soit gy € F un état final et 7 = (q1,c1) P e (Qr)s €|} ume
exécution finie de A telle que Crp =c1=0cet gy € {q1,--.,qn}. 1l existe une exécution finie
t] ,’U/ t\/‘n"\—l ’u\/‘rr’\—l
= {q),c)) = .. ( "W,|,c‘/7r,|> telle que
1. qll = q1,
2. q‘/n'" = q‘ﬂ_|’

3. ¢l =c1=0,qr €{qp,...,q,} et
4. 17 < 21Q1° +4|QI* + Q.

Preuve : Nous procédons de la méme facon que dans le Lemme 34. Nous notons 1 =
11 < ig < ... < %y, = n les indices du chemin tels que ¢;;, = ¢, = -+ = ¢;,, = 0.
Aucune autre configuration n’a pour valeur du compteur zéro. Comme les sous-exécutions
cycliques de la forme (q,c) — ... — (g,¢) peuvent étre supprimées de 'exécution, nous
supposons donc que m < |@|. Il existe un entier j € {1,...,m} tel qu'une configuration de la
forme (gy,c) appartient a la sous-exécution entre la position i; et i;41. Cette sous-exécution
vérifie les conditions du Lemme 35. I existe donc une sous-exécution 7} commengant dans
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la configuration (g;;,0) et terminant dans la configuration ( 0) telle que la valeur du

/
qi]’-‘rl )
compteur est bornée par 2|Q|?>+|Q|?. Comme les cycles peuvent étre éliminés, nous pouvons

supposer que la longueur de 7} est bornée par |Q] x (2|Q|® + |Q|?).

Les sous-exécutions entre la position 0 et i; et entre la position i1 et |7| vérifie les
conditions du Lemme 34. Pour ces sous-exécutions il existe donc des sous-exécutions 7(, et
7, chacun de longueur bornée par |Q[® 4 |Q|* allant respectivement de (go,0) & (qi;,0) et
de <Qij70> a <Q|7r\70>'

Le chemin 7 = (- 7} - 7 obtenu par concaténation de ces différentes exécutions finies
vérifie les conditions requises. O

5.4.4 Borne sur la taille des exécutions acceptantes

Nous disposons maintenant de tous les éléments pour établir une borne sur la taille
minimale d’'un témoin fini d’'une exécution acceptante dans un (1, N)-automate a compteur
sans test x # 0.

Lemme 37 Soit Pi(x) = 2° + 2% + 23 + 9/22% + 5z et Pa(z) = 32° + 52t + 23 deuz
polynémes. Pour tout (1,N)-automate a compteur A sans test de la forme x # 0, il existe
une exécution acceptante pour A ssi l'une des propositions suivantes est vraie :

. . . . t il —1,U| | — o
(%) 1l existe une exécution finie m = (q1,c1) P Ll b (Qn|s Cjr)) €t un indice
io < |m| tels que

1 |m| < P(1Q))

2. qu €l etc =0,

3. iy = Qx| € F sont des états finaur,

4 Cig < Cjn|,

tin,Uq | —1,Ul | —
5. la sous-exécution 7™ = (giy,Ciy) ——2 ... Lt Ll (Qx)s Clm|) et sans test a

2ET0.

. S . t1,u1 tr|—1U) | —1
(%) 1l existe une exécution finie 1 = (q1,c1) — ...

io < |m| tels que
1|7 < Py(|@QI)
.qr €l etcg =0,

2

3. {qio,...,qw}ﬂF;&@
4. Cig =Clr =0
5

(Qx|> Cjr)) €t un indice

> tig Ui Y| —15U|x|—1

4 . !
. la sous-exécution ™ = (¢, ci,
a zéro x = 0.

(Qix|> Cjm|) contient des tests
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Preuve Si (*) ou (%*) est vrai, alors une exécution acceptante peut facilement étre définie
en répétant une infinité de fois le suffixe 7’ (dans les deux cas).

Réciproquement, s’il existe exécution acceptante m et une position ig € N dans cette
exécution aprés laquelle plus aucun test & zéro n’est fait, alors nous pouvons montrer que
(%) est vérifie. Pour tout ¢ € N nous notons (i) = (g;,¢;). Sans perte de généralité, nous
supposons que g > 0 et ¢;,—1 = 0. En effet si 7 est sans test & zéro nous pouvons poser
ip = 1 puisque la valeur initiale du compteur est zéro, sinon ¢y est la position suivant le
dernier test a zéro. D’apres le Lemme 34 il existe une exécution finie m entre (gp,0) et
(¢io—1,0) de longueur inférieure & |Q|® + |Q|*. Notons que cette étape est triviale dans le
cas ol l'exécution est sans test a zéro.

Comme la sous-exécution commencant aprés la position ig est sans test a zéro, nous
pouvons appliquer le Lemme 32. Ceci nous permet de construire une exécution finie 73
débutant dans une configuration (g;,,c1) et finissant dans une configuration (ga,ca) telle
que ¢; correspond & une position de 7 telle que iy > ig, ¢, = @2 € F et ¢ < ¢p. La
longueur de 73 est bornée par 2|Q|? + 3|Q| et d’aprés la construction définie dans la preuve
du Lemme 32 cette sous-exécution est sans test a zéro. Puisque une transition décrémente
le compteur d’au plus une unité et ¢; < co les transitions successives de 73 peuvent toutes
QF +3/2(Q|.

Il reste a relier la fin du chemin m; au début de 73. En utilisant le Corollaire 11, on peut
montrer qu'il existe une exécution s entre {g;,_1,0) et (g;,,c1) telle que ¢; > |Q|?+3/2|Q|.
La longueur de cette exécution est bornée par (2 + |Q|* + 3/2|Q|) x |Q| + |Q|>. En conca-
ténant 71, mo et la variante 73 débutant dans la configuration (g;,,c1) d’arrivée de 7y, nous
obtenons une exécution finie qui satisfait ().

étre franchies pour toute valeur initiale ¢; >

Supposons maintenant que pour toute exécution acceptante m il existe une infinité de
tests & zéro. Nous montrons alors que (%*) est vraie. S'il existe une infinité de tests a zéro
dans 7, il existe en particulier deux indices ig,?; de 7 vérifiant ¢;, = ¢;,, ¢i, = ¢;; = 0 et
tels qu’il existe un état final entre ces deux positions. D’aprés le Lemme 34 il existe une
exécution finie 71 entre (qo, 0) et {g;,,0) de longueur inférieure a |Q[® + 2|Q|* + |Q|*.

De plus en utilisant le Lemme 36, on sait qu’il existe une exécution finie w9 entre (g, 0)
et (¢i,,0) = (¢i,,0) de longueur inférieure a 2|Q|° + 4|Q|* + |Q|? telle qu'une position j de
cette exécution vérifie g; € F. Ce chemin comporte des tests a zéro, sinon I'exécution

(90,0) = ... = (Gip, 0)(— ... = (g5, ¢j) = ... = (4, 0))".

est acceptante et contredit I’hypothése qu’il existe une infinité de tests & zéro pour toute

exécution acceptante. L.’exécution finie obtenue en concaténant my et mo vérifie les conditions
de (5*). O

Nous pouvons maintenant montrer le résultat principal de cette section.

Théoréme 31 Tester sile langage L(A) reconnu par un (1, 7Z)-automate a compteur simple
A avec un alphabet et des e-transitions est non-vide est un probléme NLOGSPACE-complet.
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Preuve : Nous rappelons d’abord que comme la composition de réduction en espace loga-
rithmique est une réduction en espace logarithmique, ce probléme se réduit en espace loga-
rithmique au probléme de Pexistence d’une exécution acceptante pour un (1, N)-automate a
compteur sans test x # 0. Ceci est démontré dans la sous-section 5.4.1. De plus le Lemme 37
permet de montrer que ce dernier probléme est dans NLOGSPACE en distinguant les exé-
cution ayant un nombre fini et infini de tests & zéro. En effet, nous pouvons vérifier qu'une
exécution finie de taille polynomiale vérifie les conditions de I’énoncé du Lemme 37 en espace
logarithmique.

La composition d’une fonction en espace logarithmique avec une fonction non-déterministe
en espace logarithmique nous donne une fonction non-déterministe en espace logarithmique.
Donc le probléme est dans NLOGSPACE. Comme souvent, la NLOGSPACE-dureté est
obtenue facilement par réduction du probléme d’accessibilité dans les graphes. O

Pour conclure cette section, notons que le méme probléme pour la classe générale des
(1,Z)-automates a compteur, ot les mises a jour sont de la forme Xz = x+wu pour u € Z, est
NP-dur. En effet, le probléeme NP-complet SUBSETSUM se réduit facilement a ce probléme.
De plus, ce probléme est dans PSPACE puisqu’il peut étre réduit en espace polynomial au
cas des (1, Z)-automates a compteur simples. Nous ignorons cependant la complexité exacte.
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Synthése 1

Le tableau suivant résume les différents résultats de cette partie relatifs aux extensions
de LTL avec des contraintes induites par 'arithmétique de Presburger (voir [Gas05]).

MC (D-auto.) SAT MC ({n,Z)-auto.)
CLTL(IPC*) | PSPACE-c,, Th. 23 | PSPACE-c., Cor. 5 Yl-c. [Min67, AH94|
CLTL;(DL) Yi-c. [CCO0] Yi-c. [CCO0] Yi-c. [CCO0]
CLTLY(DL) | Xl-c. [Min67, AH94| Yi-c. [DDO7] Yi-c. [Min67, AH94]
CLTL?(DL) ¥i-c., Cor. 8 ¥i-c., Th. 26 PSPACE-c, Th. 29 + [DS02]
CLTLy(DL) | Xl-c. [Min67, AH94] Yi-c., Th. 26 Yi-c. [Min67, AH94]|

CLTL}(DL*) | PSPACE-c., Cor. 10 | PSPACE-c., Cor. 10 || PSPACE-c, Th. 29 + [DS02|

CLTL}(QFP) Slc., Lem. 24 Slc., Lem. 24 PSPACE-c, Th. 29 + [DS02]

CLTLY(QFP) Sl Lem. 24 Slc., Lem. 24 PSPACE-c., Th. 29 + [DS02]

Nous avons établi une classification détaillée des fragments de L'TL étendu avec I'arith-
métique de Presburger selon plusieurs critéres de restrictions :

le fragment de l'arithmétique de Presburger considéré (qualitatif vs quantitatif),
le nombre de variables des formules,
la longueur temporelle des formules,

dans une moindre mesure, le modeéle opérationnel considéré dans le probléme du model-
checking.

La premiére remarque que nous pouvons faire est que I'introduction de contraintes quan-
titatives provoque plus facilement I'indécidabilité de I’extension de L'TL correspondante. Ce
n’est pas le cas pour les logique arborescentes ou la logique CCTL(Z€) restreinte au frag-
ment qualitatif est déja indécidable (voir [Cer94]). Pour les fragments quantitatifs, nous
avons établi des limites de décidabilité fines par rapport aux restrictions du nombre de
variables et de la longueur temporelle.
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Les résultats de décidabilité que nous avons montrés reposent sur des représentations
symboliques des modéles et une adaptation de la construction d’automate de LTL [VW94].
A chaque fois, nous avons besoin de définir une relation de satisfaction symbolique puis
de caractériser I’ensemble des modéles symboliques qui correspondent & un modéle concret.
Dans chaque cas, I’abstraction que nous définissons permet de représenter de maniére fini
un ensemble infini de valuations. Les approches que nous définissons différent néanmoins
et introduisent a chaque fois une particularité nouvelle par rapport a la construction clas-
sique d’automate pour LTL. Par exemple, les automates que nous utilisons pour montrer
la décidabilité de CLTL}(DLY) sont des automates & un compteur et la construction pour
CLTL(IPC*) utilise une approximation de I’ensemble des modeéles symboliques qui corres-
pondent & un modeéle concret.

Nous discuterons plus tard des problémes liés aux extensions arborescentes des logiques
introduites dans cette partie. Pour conclure cette partie nous notons que le domaine concret
(N, <, =) est équivalent au domaine sur les chaines de caractéres ({0}*, <,=) ou l’alphabet
est un singleton. L’étude des extensions de LTL sur des domaines concrets ot les variables
sont interprétées par des mots sur un alphabet quelconque permettrait peut étre de générali-
ser plusieurs des résultats de cette partie, en particulier concernant les fragments qualitatifs.
Enfin, d’autres restrictions sur le comportement des compteurs pourraient aussi permettre
de définir des fragments décidables.
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Troisiéme partie

Opérateur de stockage
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Chapitre 6

LTL avec contraintes de répétition

Nous considérons dans ce chapitre une extension des logiques temporelles sur des do-
maines concrets dont la définition est légérement différente de celle utilisée jusqu’a présent
puisque nous introduisons une forme restreinte de quantification du premier ordre. Ceci nous
permet de spécifier des propriétés plus riches et en particulier de définir des mécanismes
de stockage d’'une valeur. Dans la modélisation des systémes informatiques, il est en effet
utile de pouvoir stocker des informations telle que la valeur d’une horloge ou d’un registre,
I’adresse d’un noeud, l'origine du modéle, etc... Les instructions du type let x=...in...
dans certains langages de programmation ou plus simplement la quantification de la logique
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classique 3z ¢(z) sont aussi des exemples de mémorisation d'une information.
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De nombreux formalismes logiques introduisent ainsi des opérateurs permettant de sto-
cker une information. Par exemple, dans les logiques hybrides des opérateurs permettant de
stocker un état particulier ont été considérés [BS95, Gor96] : la formule |, ¢(x) est vérifice
si ¢(z) est vraie dans une structure de Kripke ou la variable propositionnelle x n’est vraie
que dans I'état courant. C’est aussi le cas de la A-abstraction des prédicats [Fit02] utilisée
pour interpréter les constantes dans la logique modale du premier ordre.

Dans le cadre des logiques temporelles qui nous intéresse plus particuliérement, plu-
sieurs travaux utilisent de tels mécanismes. Par exemple dans la logique temporisée TPTL
de [AH94] la formule z.¢(x) est vraie si la formule ¢ dans laquelle on remplace toutes les
occurrences de x par la valeur courante de 1’horloge est vérifiée. L’opérateur Now permet de
changer le début du modéle pour le fixer a ’état courant, ce qui & pour conséquence d’ou-
blier le passé (voir par exemple [LMS02|). Ainsi la formule Now X~!T n’est pas satisfaisable
puisque lorsque l'opérateur Now est utilisé 'origine du modéle est modifiée. Par ailleurs,
dans [KV06| est définie une logique temporelle arborescente avec mémoire permettant de
référer au noeud courant dans un chemin & partir de la racine du modeéle a I'aide d’une
proposition particuliére. La logique CLTLO((N, =)) que nous introduisons est une extension
de CLTL(({N,=)) qui utilise aussi un tel mécanisme de stockage et permet d’exprimer des
contraintes de répétition d’une valeur dans le modele. Par exemple CLTLO((N, =)) permet
d’exprimer qu’il existe une position dans le futur ou la valeur de la variable y est égale a
la valeur courante de la variable x grace & la contrainte atomique x = ¢y. Contrairement
aux travaux cités ci-dessus, le mécanisme de stockage dans la logique CLTLO((N, =)) est
implicite. Néanmoins I’évaluation d’une contrainte de répétition implique de mémoriser la
valeur a répéter.

Enfin, nous avons omis dans la liste précédente, ceci afin d’en parler plus en détail
maintenant, plusieurs travaux utilisant [’opérateur freeze pour étendre LTL sur des domaines
concrets (voir [DLN07, DL06, Laz06]). Cet opérateur définit d’'une maniére explicite et
générale le mécanisme de stockage. L utilisation d’un opérateur freeze, par exemple dans la
formule |,—, ¢, permet de stocker la valeur de x dans le registre r. La formule ¢ est alors
évaluée en remplacant les occurrences de r par la valeur courante de x. I.’extension de L'TL
sur des domaines concrets avec 'opérateur freeze est assez expressive pour coder certains
formalismes cités ci-dessus et en particulier CLTLO((N, =)). Cependant, cette expressivité
est telle que ce formalisme permet facilement de coder le probléme de 'arrét des machines
de Minsky. Il est donc intéressant de considérer des fragments de cette logique comme
CLTLY((N,=)) qui permettent de retrouver la décidabilité.

Avant de définir formellement CLTLO((N, =)), nous nous attardons un peu sur la défini-
tion de cette logique et les résultats qui peuvent étre déduits pour certains de ces fragments
a partir de résultats connus. Les résultats que nous démontrons ensuite complétent les ré-
sultats de décidabilité connus pour divers fragments de la logique temporelle linéaire avec
l'opérateur freeze.

Ce chapitre développe les résultats présentés dans [DDGO7].
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6.1.1 LTL avec l'opérateur freeze

Afin de mieux situer les résultats que nous énoncgons par la suite, nous présentons
quelques résultats connus sur les extensions de LTL utilisant 'opérateur freeze. Etant donné
un ensemble d’opérateurs temporels O inclus dans {U,S, X!, X‘F, X4 X7F~1 | i € N}, la
logique LTL(O) est définie par la grammaire suivante :

¢:::x:y|xzr‘_'QS‘QS/\QS‘O(QSL'“?Q@ |l'r:Xiaz¢'

ot z,y,r sont des variables, O est un opérateur temporel de O et I'opérateur | est appelé
opérateur freeze. L’ensemble des variables est interprété dans N et est partitionné en deux
sous-ensembles

— un ensemble Vy de variables flexibles qui sont des variables standards par rapport aux
logiques introduites jusqu’a présent,

un ensemble V. de variables rigides qui sont utilisées comme des registres permettant
de stocker des valeurs et dont la valeur peut étre modifiée uniquement par I'utilisation
d’un opérateur freeze.

Dans la définition ci-dessus, nous avons z,y € Vy et r € V.. Nous notons LTL,}WZ(O) le
fragment de LTL!(O) restreint aux formules avec n variables et m registres. La logique
LTL ({X,U}) étend CLTL((N, =)) puisqu'il est démontrer dans [DLNO7] qu’elle est stric-
tement plus expressive. Par exemple une propriété telle que “la variable x ne prend jamais
deux fois la méme valeur” (z est un nonce) ne peut étre exprimée dans CLTL((N,=)) et

correspond a la formule G |,—, G(r # =) de LTL({X, U}).

Nous considérons pour la logique LTL!(O) a la fois les modéles finis qui sont des sé-
quences finies de valuations de la forme {0,1,2,...,n} — (Vy — N) et les modéles infinis de
la forme N — (Vy — N) qui associent & chaque position une valeur aux variables flexibles.
Nous notons |o| la taille de o qui est égale & la cardinalité de I’ensemble de définition de
o si o est un modéle fini ou w si o est infini. La relation de satisfaction est paramétrée
par un contexte x qui associe une valeur aux variables rigides. Nous notons k[r « i| le
contexte affectant la valeur 7 € N a la variable r et x(r') a toute autre variable r/ différente
de r. La relation de satisfaction =, dépendant du contexte x est définie de la fagon suivante :

0,i = x =y ssio(i)(z) = o(i)(y),
0,1k x =1 ssi o(i)(z) = k(r),

0,1 [k ¢ ssi 0,1 g @,

oyiEx NP ssioi E, det o,i by @
0,0 Erlr=xiz ¢ 881 0,1 Bglreo(it)) @) D

— Les opérateurs temporels que nous utilisons dans LTL(©) par la suite sont standard
et les formules de la forme O(¢q,...,¢) sont interprétées par rapport a la séman-
tique de I'opérateur correspondant & O en tenant compte de la taille du modeéle. Par
exemple, nous avons
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0,i = X ssii+j < |o| et o,i+j FEx ¢,
0,1 [=x XIF¢ ssi il existe i + j < j' < |o] tel que 0,5 =4 .

Le probléme de la satisfaisabilité dans le cas fini (respectivement infini) consiste a déter-
miner s'il existe un modéle fini (respectivement infini) satisfaisant une formule de LTL!(O)
donnée. 11 est démontré dans [DLNO7| que le probléme de la satisfaisabilité fini et infini est
indécidable pour LTL!({X,U}) (ce résultat peut aussi étre obtenu en utilisant [LP05]). Le
statut du probléme de la satisfaisabilité pour différents fragments de la forme LTL{m(O)
est établi par les résultats de [DLO06].

— Le probleéme de la satisfaisabilité dans le cas fini est décidable pour LTL%J({X, u}).

Néanmoins, la complexité pour LTL% 1({X,F}) est déja non-primitive récursive.

Le probléme de la satisfaisabilité dans le cas fini est indécidable pour le fragment

LTL{ , ({X, F, X~ F~1).

Le probléme de la satisfaisabilité dans le cas infini est indécidable pour LTLil({X, F}).

Le probléme de la satisfaisabilité dans les cas fini et infini est indécidable pour le
fragment LTL{ ,({X,F}).

Pour résumer, la satisfaisabilité dans le cas fini est décidable pour le fragment de la logique
LTL!({X,U}) avec un registre et une variable flexible, mais ce probléme devient indécidable
lorsque l'on considére le cas infini, ou lorsque 'on ajoute des opérateurs temporels passés,
ou encore lorsque 'on utilise plus d’'un registre. Les preuves de certains de ces résultats
utilisent des réductions vers des problémes pour des classes d’automates & compteurs avec
erreur d’incrémentation. Nous montrons par la suite que le probléme de la satisfaisablité
pour L'TL avec des contraintes de répétition se traduit aussi vers un probléme pour un classe
particuliere d’automates & compteurs.

Il est aussi établi dans [DL0O6]| que tout fragment simple de LTLil({X, U}) est équivalent
& une instance la logique du premier ordre sur les mots de données avec deux variables de
la forme FOy(~,4+1,+42,...,+k, <) telle que

— les variables représentent des positions dans le mot,

— ~ est une relation d’équivalence entre les positions

— +i (i € N) représente la relation x = y + 4.
Un fragment simple de LTL%J({X, U}) correspond a la restriction d’un fragment de la forme
LTL{I(O) tel que O = {X,X2,..., X™ X"HE X1 X2 X~™ X~ (m+DE-11 et dans
lequel T'utilisation des opérateurs de O n’est permise que si elle est directement précédée
d’un opérateur freeze. D’apres cette équivalence, le probléme de la satisfaisabilité dans le cas
fini des fragments simples est décidables puisque ce probléme est décidable pour la logique
du premier ordre FOo(~,+1,+2,...,+k,<) [BMST06]. Ce résultat nous sera utile par la

suite pour déduire la satisfaisabilité dans le cas fini de certains fragments de notre logique
(voir la preuve du Théoréme 32).
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6.2 LTL avec des contraintes de répétitions

Nous utilisons une définition étendue des logiques temporelles sur des domaines concrets
dans ce chapitre. Soit VAR = {x1,x2,...} un ensemble infini dénombrable de variables. Les
formules de la logique avec contraintes de répétition CLTLY((D,=)) sont définies par la
grammaire suivante

¢pu=Xaz=Xylz=0y|dNd|=¢|Xo|dUg| X' |¢So

ou x,y € VAR et ¢, j € N. La principale différence avec la définition utilisée jusqu’a présent
est l'introduction de contraintes de la forme z = Qy exprimant une contrainte de répéti-
tion de la valeur prise par la variable z dans un état futur de la variable y. Ce type de
contrainte, introduit initialement dans le cadre de raisonnement spatio-temporel [WZ00],
peut étre vu comme la disjonction infinie \/,.(z = X'y). Nous utilisons aussi les opérateurs
temporels référant au passé X~ et S ainsi que les abréviations usuelles F~1 et G™1, afin
de pouvoir mieux situer les résultats qui suivent par rapport aux résultats cités plus tot
concernant LTL(O). Etant donné un entier & > 0, nous notons CLTLI?(D, =) le fragment
de CLTL®(D, =) restreint aux formules ayant au plus k variables.

Un modeéle de CLTLO((D, =)) est une séquence finie ou infinie de valuations de la forme
VAR — D. Nous fixons D = N pour la suite mais les résultats peuvent étre transposés a
n’importe quel autre domaine d’interprétation fini ou infini puisque les seules contraintes
autorisées sont des tests d’égalité. La relation de satisfaction o = ¢ de CLTLY((N,=)) est
définie de la fagon suivante.

~oyifEXr=X"yssii+j<|o|—1,i+j <l|o|—1et a(i+j)(z)=0(+75)(y),
o,iEx=Qyssiilexistei <j<|o|—1tel que o(i)(xz) =0c(i + j)(y),

-0, iEoNY ssioiEdetoi =P,
0,1 = - ssi 0,1 ¢,

—oiEXpssii+1<|o|—1letoi+1fo,
oiEX"1gssii>0et o,i—1F 9,

- 0,i = ¢pU¢' ssiilexiste i < j < |o|—1tel que o,j | ¢ et pour tout i <1< j, o,l E ¢.

0,1 = ¢S¢’ ssi il existe 0 < j < tel que 0,7 = ¢’ et pour tout j <1 <14, o,l = ¢.

Nous notons o = ¢ ssi 0,0 = ¢. Toujours dans le but de raffiner les résultats relatifs a
LTL'(O), nous considérons les problemes de satisfaisabilite pour CLTLY((N, =)) dans les
cas fini et infini. Etant donnée une formule ¢ de CLTLY((N,=)) nous voulons déterminer
I'existence d'un modéle respectivement fini ou infini satisfaisant la formule ¢.

Pour la logique propositionnelle L'TL, la satisfaisabilité dans le cas fini peut se réduire
en espace logarithmique au cas infini en introduisant une variable propositionnelle p sup-
plémentaire et en ajoutant la contrainte que la formule pUG—p soit vérifiée dans le modéle
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infini. Ainsi, la formule ¢ doit étre satisfaite avant la position ol on a —p, ce qui implique de
relativiser les formules. Par exemple, nous transformons ¢pU¢’ en (p = ¢)U(p A ¢') (voir le
Lemme 1). Cependant, la méme réduction ne fonctionne pas pour CLTLO((N, =)) a cause
des contraintes de la forme x = Qy. En effet, nous n’avons pas d’information sur la position
ol y prend la méme valeur que x a I’état courant et il est donc impossible d’imposer que la
propriété p soit vérifiée a cette position sans étendre la logique. Nous distinguons donc ces
deux problémes par la suite.

Afin de ne pas causer d’ambiguité, nous n’introduisons pas dans notre définition la
contrainte X’z = (y. Cette expression peut étre interprétée de différentes facons selon si
I’on considére que la valeur future de y représentée par Oy doit étre recherchée a partir de la
position courante ou aprés la i position suivante (c’est-a-dire aprés la valeur représentée
par X'z). Les deux cas peuvent s’exprimer dans la logique. Ainsi le premier cas se traduit
\/0§j<i(xjy = Xiz) v Xi(x = Qy) et le second simplement X‘(z = Qy). Notons aussi la
différence entre la formule =(z = Qy), qui signifie qu’aucune valeur prise par y dans le futur
n’est égale & la valeur courante de z, et la contrainte x # Oy signifiant qu’il existe une
valeur future de y différente de la valeur courante de x. Cette derniére contrainte n’est pas
présente formellement dans la définition de CLTLY((N,=)) mais peut étre exprimée grace
a l'équivalence suivante.

z# 0y & (~(z =Xy) AXT)V ((z = Xy) AX((y = Xy)U((y # Xy) AXT)))

Si le modéle est infini, les occurrences de XT peuvent étre omises. De méme, les contraintes
de la forme x = X7"y peuvent étre exprimées dans la logique en utilisant 1’équivalence

r =Xy e XIT AX Ty = Xa).

La logique CLTL0(<N, =)) peut aussi exprimer qu’'une variable est un nonce avec la formule
G—(z = Qx). Enfin, il est possible d’exprimer dans CLTLO((N, =)) des propriétés plus com-
plexes sur des données évoluant au cours du temps. Par exemple, considérons un ensemble
de données {dy,...,d,} qui change au cours du temps et deux variables send et receive. La
propriété suivante

/\ G(d; # Od;) A /\ G((send = d;) = (d; = Oreceive))

i=1,...,n =1,...,n

exprime que si send prend la valeur d'une donnée alors il existe une valeur dans le futur o
receive prend cette méme valeur. La premiére partie de la formule exprime que les données
ne sont jamais constantes. D’autres propriétés sur les systémes & jetons qui évoluent au
cours du temps citées dans [LP05, Sect.3] peuvent s’exprimer dans CLTL?((N,=)), ce qui
témoigne du pouvoir d’expressivité de cette logique.

Nous pouvons définir un probléme de model-checking pour la logique CLTLO(<N,:>)
sur des automates & contraintes dont les transitions sont étiquetées par des combinaisons
booléennes de contraintes atomiques de CLTLO((N, =)). Un (N, =)%-automate avec k va-
riables A = (Q, I, F, §) est un (N, =)-automate étendu tel que

Q) est un ensemble fini d’états de controle,
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I C @ est un ensemble d’états initiaux,
F C @ est un ensemble d’états finaux,
-6CQx 1SC,?(<N, =)) X @ est une relation de transition finie,

ol 1SC,?((N, =)) est 'ensemble des formules obtenues par combinaisons Booléennes
de contraintes transitionnelles de CLTL((N, =)) et de contraintes de répétition de la
forme x = Qy définies avec les variables {x1,...,zx}.

Une configuration de A est une paire (g,v) € Q x NF composée d'un état de controle et
d’un k-tuple d’entiers naturels vu comme une valuation pour les variables {x1,...,x%}. La
sémantique d’un (N, =)%-automate est un peu différente de celle des (N, =)-automates a
cause des contraintes de répétition. Pour évaluer une contrainte de répétition, nous avons
en effet besoin de connaitre la totalité de I'exécution. Il n’est donc pas possible de définir
une transition sur un seul pas. Une exécution linéaire finie de A est une séquence finie de la
forme 7 = {qo,o(0)) %% (g1, (1)) & - - iy (@, o(|m])) telle que o est un modele fini de
CLTLC((N,=)) qui associe a chaque position une valuation de la forme {z1,..., 23} — N
et pour tout 0 < ¢ < |7| — 1, on a (g;,a4,qi+1) € d et 0,7 = a;. Dans ce cas nous disons
toujours que o réalise m. Une exécution linéaire infinie est définie de la méme maniére par
rapport a un modeéle infini. Une exécution finie est acceptante ssi elle termine dans un état
final. Une exécution infinie est acceptante ssi elle visite infiniment souvent un état final.

Le probléme du model-checking dans le cas fini (respectivement infini) pour la logique
CLTLY((N,=)) prend comme entrées une formule ¢ de CLTLO((N,=)) et un (N,=)%-
automate et consiste a déterminer s’il existe un modele fini (respectivement infini) o qui
réalise une exécution acceptante de A et satisfait ¢. Comme le comportement d’un (N, :><>—
automate peut facilement se traduire en une formule de CLTL?((N,=)) de la méme maniére
que pour les extensions de LTL sur domaine concret, le probléme du model-checking est
équivalent au probleme de la satisfaisabilité de CLTLO((N,=)) aussi bien dans le cas fini
que infini. C’est pourquoi nous considérons uniquement le probléme de la satisfaisabilité
dans la suite.

1l est clair que la logique CLTLO((N,=)) est incluse dans le fragment de la logique
LTL!(X,U,X~1,S) restreint a un registre LTL}WI(X, U,X~1,S) puisque la contrainte ato-
mique X'z = Xy telle que i < j est équivalente a X' |,—, X/ 7 r = y) et z = Qy A
lr=z XF(r = 7). De la méme maniére que pour LTL(0), la logique CLTLY((N,=)) est
strictement plus expressive que son fragment sans les contraintes de la forme z = Qy puis-
qu’une propriété comme le nonce ne peut pas étre exprimée en 1’absence de tout opérateur
permettant de stocker une valeur courante. Par contre, la logique CLTLO((N,=)) n’est ni
englobée par le fragment “safety” de LTL%J(X, U) considéré dans [Laz06| ni non plus par

le fragment plat de LTL}UJ(X, U,X~1 S). Le fragment safety restreint I'utilisation de I'opé-
rateur temporel U dans un nombre impair de négations et le fragment plat est obtenu en
restreignant 'utilisation de 'opérateur freeze dans les sous-formules de la forme ¢ = ¢1Ugpo
en fonction du nombre de négation : si ¢ est dans la portée d’'un nombre pair de néga-
tions alors ¢ ne contient pas d’occurrence de 'opérateur freeze, sinon ¢, ne contient pas
d’occurrence de I'opérateur freeze. Contrairement a ces logiques, CLTLO((N, =)) contient
des opérateurs temporels référant au passé et n’a aucune restriction relatives a I'utilisation
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des opérateurs temporels ou de la négation dans les formules. Cependant des réductions a
certains fragments de LTLi L(X;U, X7 S) nous permettent d’établir déja la décidabilité du

probléme de la satisfaisabilité pour des fragments de CLTLO((N, =)) dans le cas fini.

Théoréme 32

(1) Le probléme de la satisfaisabilité pour CLTLO((N, =)) restreint auz opérateurs temporels
futurs est décidable dans le cas fini.

(I1) Le probleme de la satisfaisabilité pour CLTLO((N, =)) restreint auz opérateurs temporels
de l'ensemble {X, X1 F, F~1} est décidable dans le cas fini.

Preuve :

(I) Toute formule de la logique CLTL®((N, =)) utilisant uniquement les opérateurs tempo-
rels X et U peut étre transformée en une formule de LTL}u 1(X,U) en exprimant les formules
atomiques a l'aide de 'opérateur freeze (voir plus haut). De plus, d’aprés [DLNO7, Propo-
sition 4], toute formule ¢ de LTL}u 1 (X,U) peut par la suite étre transformée de maniére
uniforme en une formule ¢’ ayant une seule variable flexible et le méme nombre de registres
telle que ¢ est satisfaisable ssi ¢’ est satisfaisable. La transformation définie nous permet
donc de réduire le probléme de la satisfaisabilité dans le cas fini de LTLiJ(X, U) au pro-

bléeme de la satisfaisabilité dans le cas fini de LTLil(X, U) qui est décidable (voir [DLO06,
Corollaire 13] et Section 6.1.1).

(IT) Soit ¢ une formule de CLTLO((N, =)) utilisant uniquement les opérateurs temporels de
I'ensemble {X, X1 F,F~1}, V = {x1,...,2;} 'ensemble des variables de ¢ et | = |¢|x. Pour
alléger un peu la suite de la preuve, nous supposons que toutes les contraintes atomiques
sont de la forme z = X'y ou = = y. Nous pouvons nous ramener a ce cas en transformant
les contraintes de la forme Xz = X7y telles que i < j en X'(z = X/~'y). La formule ¢ se
transforme en formule de LTLiJ({X, X~L F,F~11) en utilisant les équivalences suivantes

(X) 2 =Xy | X'(r =y),
(<>) T = <>y @lr:x XF(T = y)
Nous posons N = 3k(l + 1) et Oy l'ensemble des opérateurs temporels suivants :

Oy = {X, X2, XN XNHIE X~1 X2, XN x~(W+Dp-1},

En utilisant les mémes techniques de preuve que celles du Lemme 3, nous construisons
une formule ¢’ appartenant au fragment simple de LTL% 1(OnN), c’est-a-dire le fragment
ol chaque opérateur temporel O € Oy est dans la portée directe d’'un opérateur freeze
lr=z O¢, et aucune autre utilisation de 'opérateur freeze n’est permise. Nous rappelons que
le probléme de la satisfaisabilité dans le cas fini est décidable pour le fragment simple de
LTL} ,(Oy) [BMS*06, DLO6].

Nous codons un état d’un modeéle ayant k£ variables en 3k états d’'un modéle avec une
seule variable. Nous reprenons I'idée du Lemme 3 qui est d’utiliser un état sur trois dans le
modeéle a une variable pour coder les valeurs du modéle original et les valeurs intermédiaires

pour marquer le début d'une séquence de 3k états correspondant & un état du modéle
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original. Pour reprendre ’exemple du Lemme 3, si k = 2 alors le modele suivant

<y?><y% >
Y Y3

est codé par le modéle & une variable

y=o|#oFtysFoFtot|yl=o|Foty Foto...

ou o dénote des valeurs arbitraires vérifiant les contraintes spécifiées sur la figure avec ses
voisins. Notons que de telles valeurs existent toujours car le domaine d’interprétation N
comporte 3 valeurs distinctes. Le début d’une séquence codant un état du modéle original
est marqué par la répétition de la méme valeur. Donc dans le modéle & une variable, la
contrainte x = Xz est vérifiee lorsque I'on se trouve & une position codant le début d'un
état du modeéle & k variables. On accéde a la valeur correspondant a Ximj dans le modéle a
k variables en référant au terme X3* 1372 dans le modéle & une variable.

Nous imposons que la contrainte z = Xa soit vérifiée exactement tous les 3k états grace

A la formule suivante
def

3k = (z = Xx) A /\ X (@ # Xx)A
0<i<3k
G(((z = Xa) A XY o X3k (1 = Xz)) A G((z = Xz) = /\ X'T)
0<i<3k

qui est équivalente en utilisant I’équivalence (X) a

beme X(r=2) A [\ X' Lpma X(r # 2) A F((Lyma X(r = 2) AXFFIT
0<i<3k
AX |y X(r 2 2)) V (L X(r # 2) V=XFIT) AXE | X(r = 1)) A

Fllrmae Xr=2)A(\/ —X'T)).

0<i<3k

Cette formule peut s’exprimer dans le fragment simple de LTL% 1(On) en utilisant les équi-
valences suivantes

(*) Fp= oV XpV---VXNpVXNTIF¢ (idem pour l'opérateur F~1)

Y

(3x) O¢ < |,—, O¢ si dans ¢ toutes les occurrences de r = x sont dans la portée d'un
opérateur freeze.

Nous définissons maintenant une fonction f transformant la formule ¢ en formule ¢’ avec
une seule variable et imposant que ’évaluation de ¢’ respecte les conditions de la réduction
d’un modéle avec k variables définie ci-dessus.

= (X) flom =Xap) =lpyomg X (r = X3"z)
car T, = X'y, < |pey, X(r = ,),

139



(0) flzm = 0zn) =lrmxsmye XFF(XT" (2 = Xa) A (r = z))

puisque T, = QT S lr—y,, XF(r =zy);

pour des raisons liées a 1'utilisation de I'opérateur freeze, cette contrainte est traduite
de la fagon suivante : nous cherchons une valeur dans le futur qui est égale a la valeur

de I’état codant la valeur courante de x,, puis nous revenons en arriére afin de vérifier
que cette valeur code bien un état de x, (si c’est le cas on doit avoir X=3"(z = Xx))

Y

f est un homomorphisme par rapport aux opérateurs Booléens,
f(Xg) =X*f(¢),
- f(F¢) = F(lr:x X(T = $) A f(¢)) )

il est nécessaire de s’assurer que I'on s’arréte sur un état codant le début d’un configu-
ration du modéle original avant de vérifier f(¢), ce qui explique I'ajout de la contrainte

br=c X(T = 17)7
- f(XTe) = XT3 f(9),
- f(F_1¢) = F_l(lr:x X(T = $) A f((b)) ;

la méme remarque que pour le cas de F¢ et valable.

Nous montrons maintenant que toute formule obtenue en appliquant la fonction f peut s’ex-
primer dans le fragment simple de LTL% 1(On). Nous développons les cas de base concernant

(X) et (0) :

(X) Lr=x3my X3ik(r = X3nw)
= X3m L X3(ik—m) (’I” — X?mx)
=|,—z X3m Lres X3ik7m+n(7ﬂ — .1')

(0) |yexsmy X¥FF(X73 (2 = Xz) A (r = 7))
= X3m |, _, X3E=MIE(X=3 | X(r=2) A (r =1)).
El?‘:x X3m lr:x Xg(k_m)F(lr:x x—?m lr:x X(T - $) A\ (?“ = J?))

Nous voyons bien que les formules obtenues ont une seule variable et utilisent un seul re-
gistre. De plus, tous les opérateurs temporels sont dans la portée directe d'un quantificateur.
Le cas des opérateurs de {X, X~ F,F~!} peut étre traité en utilisant les équivalences (x) et
(x%) et celui des opérateurs booléens par induction.

Nous montrons enfin que la formule ¢ est satisfaisable ssi ¢si A f(¢) est satisfaisable.
Considérons une séquence d’entiers o1 et un modeéle o : N — (V' — N) défini par
o(i)(xj) = o1(3ik + 3j) pour tout i € N et 2; € V. Notons que, pour tout modéle oy, on
peut construire un modele oy tel que pour tout @ € Net 2; € V on a oy(i)(z;) = 01(3ik+3j)
et o1 = ¢3i car N contient assez de valeurs distinctes pour pouvoir définir assigner aux états
intermédiaires des valeurs satisfaisant la contrainte exprimée par ¢3x. Sans perte de généra-
lité nous supposons donc que o1 = ¢3. Nous pouvons montrer par induction sur la structure
de ¢ que pour tout i € N on a 01,3tk |= ¢sp A f(¢) ssi o, i = ¢.

— Si ¢ est de la forme (z,, = XJx,) alors la formule ¢3; A f(¢) est équivalente &
B3N Lpexsmg X3F(r = X37z). Comme pour tout i € N on a o1(3ik + 3m) =
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o1(3(i + j)k + 3n) ssi ox(i)(xm) = ok (i + 7)(zy), la propriété est vérifiée.

Si ¢ est de la forme (z, = Owz,) alors la formule @3 A f(¢) est équivalente a
B3N |pexamy XFF(X73%(x = X2) A (r = z)). Supposons que o1,3ik = ¢z A f(9).
D’aprés ¢3, pour tout i € N une position j > 3ik vérifie o1(j) = o(j +1) ssi j = 35’k
pour j € N. De plus si 01, 3ik = ¢ A f(¢) alors o1(3ik + 3m) = 01(3(i + j')k + 3n)
ce qui signifie que oy (i)(xy,) = or(i + 7')(zy) et donc que oy | ¢.

L’implication inverse est directe par construction puisque 1'on suppose que o1 = @3y

— Les cas restants peuvent facilement étre traités par induction. O

Dans le cas infini, il semble difficile d’'utiliser le méme genre de réduction puisque le
probléme de la satisfaisabilité de LTL% 1 (X, F) est déja indécidable. Les résultats qui suivent
généralisent le Théoréme 32 en utilisant une méthode de traduction vers des systémes &
compteurs. Nous montrons que le probleme de la satisfaisabilite de CLTLO((N,=)) sans
restriction sur les opérateurs temporels est décidable a la fois pour les cas fini et infini.

6.3 Approche symbolique pour CLTLY((N, =))

Nous introduisons dans cette section une représentation symbolique des modéles de la
logique CLTLY((N,=)). Nous expliquons ensuite comment cette abstraction est utilisée
pour définir une procédure de décision pour le probléme de la satisfaisabilité en réduisant
ce probléme & un probléme pour les réseaux de Petri. Nous passons d’abord par une étape
intermédiaire de traduction vers le probléme du vide pour une classe particuliére d’automates
a compteurs.

6.3.1 Représentation symbolique des modéles

Soit X un ensemble fini de formules atomiques de CLTLY((N,=)). Nous posons V =
{z1,...z} 'ensemble des variables utilisées dans X et [ le plus grand entier tel qu'un terme
de la forme X'z apparait dans X. Nous définissons Qgg comme étant ’ensemble composé
des contraintes de la forme Xz = Xly et Xi(z = Qy) telles que z,y € {x1,...7;} et
i,7 € {0,...,l} ainsi que leurs négations.

L’abstraction des modeéles que nous définissons est 1égérement différente si I’on considére
le cas fini ou bien le cas infini. Dans le cas infini, une valuation symbolique par rapport & X
est un ensemble sv C Qf,c maximalement cohérent dans le sens ou il satisfait les conditions
suivantes :

(F1) Pour toute contrainte o € QL. soit o appartient a sv ou bien =a € sv, mais pas les
deux (on identifie o et = ).

(F2) Pour tout i € {0,...,1} et x € V, on a X'z = Xiz € sv.
(F3) Pour tout i,5 € {0,...,I} et z,y € V, on a X'z = XJy € sv ssi Xy = Xiz € sv.

(F4) Pour tout 4,7,5 € {0,...,l} et 2,9,z € {z1,..., 21}, si {Xx = Xy, Xy = Xj,z} C sv
alors Xiz = X'z € sv.
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(F5) Pour tout i,j € {0,...,l} et z,y € V tels que Xix = Xy € sv, on a :
si i = j alors pour tout 2z € {x1,..., 2%} on a Xi(x = Oz) € sv ssi X (y = Oz) € sv;

si i < j alors Xi(x = Qy) € sv, et pour tout z € V, on a X' (z = Oz) € sv ssi soit
X (y = Oz) € sv ou il existe i < j/ < j tel que Xiz = X'z € sv.

Notons que les conditions (F2) a (F4) expriment seulement que ’égalité est une relation
d’équivalence. Les conditions de (F5) expriment la cohérence des contraintes de répétition.
Nous notons SV(X) I'ensemble des valuations symboliques construites par rapport a X.
Par extension, SV(¢) est I'ensemble des valuations symboliques construit par rapport a
I’ensemble des contraintes atomiques d'une formule ¢ de CLTLY((N, =)). Un modé¢le infini
o satisfait une valuation symbolique sv a la position ¢ ssi pour toute contrainte a de sv on
a 0,1 = . Dans ce cas nous notons 0,1 = sv.

Une valuation symbolique telle qu’elle est définie ci-dessus exprime des contraintes sur [
états consécutifs des variables. Dans le cas fini, il est nécessaire de considérer que le modéle

18me position. Ceci permet entre autre de traiter le cas particulier

peut se terminer avant la
ou il existe un modeéle dont la taille est inférieure a la longueur temporelle de la formule.
Dans ce but nous définissons un ensemble de valuations symboliques SV'(X) différent pour
le cas fini dont les éléments sont des paires composées d’'un ensemble de contraintes maxi-
malement cohérent et d'une information sur la taille du modéle. L’indication sur la taille du
modele est un élément de {0,...,{} & {nd} ot nd est un élément particulier signifiant que
le modéle ne termine pas avant la fin de la valuation symbolique. L.’ensemble des conditions
requises a besoin d’étre adapté en fonction de cette nouvelle indication puisque si le modéle
termine & la position définie par ¢ € {0, ...,[} nous n’avons besoin de vérifier les conditions
(F1) a (F5) qu’entre les positions 0 et i. Nous avons donc (sv,i) € SV/(X) ssi i = nd et sv
vérifie les conditions (F1) a (F5) du cas infini ou bien ¢ € {0,...,1} et sv C Q tel que les
conditions suivantes sont respectées.

(F1’) Pour toute contrainte « € Q% soit « appartient & sv ou bien =« € sv, mais pas les
deux.

(F2’) Pour tout j € {0,...,i} et z €V, on a Xiz = Xiz € sv.
(F3’) Pour tout j,j' € {0,...,i} et z,y € V, on a Xz = X'y € svssi X'y = Xiz € sv.
(F4’) Pour tout j,j',j" € {0,...,i} et x,y,z € {x1,..., 21}, si {Xz = X'y, X'y =

X7" 2} C sv alors Xiz = X"z € sv.
(F5°) Pour tout j,j € {0,...,i} et 2,y € V tels que X/z = X'y € sv, on a:
— sij = j"alors pour tout z € {z1,...,z}onaX/(z = Oz) € svssi XI' (y = Oz) € sv;
— si j < j" alors X/ (x = Qy) € sv, et pour tout z € V, on a X/ (x = Oz) € sv ssi soit
XI'(y = 0z) € sv ou il existe j < j” < j tel que Xiz = X"z € sv.
(F6’) Pour toute contrainte X/(z = Qy) € sv telle que j € {0,...,i}, il existe j' €
{j+1,...,4} tel que Xiz =Xy € sv.

La derniére condition exprime que toutes les contraintes de répétitions doivent étre sa-
tisfaites avant la fin du modele. Nous notons SV'(¢) I’ensemble des valuations symbo-
liques construit par rapport a l’ensemble des contraintes atomiques d’une formule ¢ de
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Figure 6.1: Exemple de représentation graphique d’une valuation symbolique

CLTLO((N,=)). Un modele ¢ satisfait une valuation symbolique (sv,i) € SV/(X) a la po-
sition 7 ssi

—soiti=ndet|o]—(j+1)>1+1
oui=|o|—(+1)
et pour toute contrainte o de sv on a 0,j | a.

Nous notons alors o, j = (sv,1).

Lemme 38 Soit X un ensemble de contraintes atomiques de CLTLO((N, =)) et o un modéle
construit sur le méme ensemble de variables. Pour tout 0 < i < |o| —1, il existe une unique
valuation symbolique sv € SV(X) (respectivement (sv,j) € SV'(X)) telle que o,i = sv
(respectivement o,i = (sv,j)).

Preuve : Par définition, 'ensemble {{o | 0 |= sv} | su € SV(X)} est une partition de
I'ensemble des modeles de la forme N — (V' — N) ou V est I'ensemble des variables de X.
Donc si o est une séquence infinie, le i*™¢ préfixe de o a forcément une unique abstraction.

Si o est un modele fini alors deux cas se présentent. Si |o| — (i4+1) > [+ 1 alors la preuve
est similaire au cas précédent car 1’ensemble de contraintes vérifie les mémes conditions

que dans le cas infini. Sinon, la partition a considérer est {{o | o | (sv,|o| — (i + 1))} |
(sv,|o| = (i4+1)) € SV/(X)}. O

Une valuation symbolique sv de SV(X) ou SV/(X) peut étre représentée par un graphe
non orienté Gg, dont l'ensemble des sommets est composé des paires (x,i) telles que = €
{x1,...,2%} et i € {0,...,1}. Nous identifions le terme X'z avec le sommet (z,i). Il existe
une aréte entre deux sommets (z,4) et (y, j) de Gy, ssi la contrainte X’z = X/y appartient &
sv. Chaque sommet du graphe (x,4) est annoté par un arc sans destination (ouvert) étiqueté
par I’ensemble des obligations futures 1ié & ce sommet qui est défini par

Owo((,3)) & {y | Xi(z = Oy) € sv}.

La Figure 6.1 représente une valuation symbolique dans le cas infini sur les variables {z, y, z}
avec une longueur temporelle égale & 2. Par souci de lisibilité, certaines arétes qui peuvent
étre obtenues par transitivité ne sont pas représentées.

Le niveau d'un sommet (x, 1) est sa composante i. Nous définissons la classe d’équivalence
de x au niveau ¢ dans sv comme étant ’ensemble

[(2,)]s0 = {y | X'z =Xy € sv}.
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Dans le cas fini, nous posons g, jy((z,9)) = [(x,7)] (s jy = 0 sii # nd et i > j. La définition
est similaire au cas infini lorsque ¢ = nd ou ¢ < j.

Une paire de valuations symboliques (sv, sv’) € SV(¢)? est cohérente sur un pas ssi elle
vérifie les propriétés suivantes :

~ pour tout 4,5 € {1,...,1}, on a Xiz = XJy € sv ssi X7tz = XI~ly € sv/,
— pour tout i € {1,...,1}, on a X{(x = Qy) € sv ssi X\ (z = Qy) € sv'.

Une paire de valuations symboliques {((sv,4), (sv’,7')) € SV'(¢)? dans le cas fini est cohé-
rente sur un pas ssi

— (sv, sv') vérifie les conditions du cas infini,

i #0,

siie{l,...,l} alors ¢/ =4 —1sinon i € {l + 1,nd}.

Un modéle symbolique par rapport a une formule ¢ est une séquence p de valuations sym-
boliques telle que pour tout 0 < i < [p| — 1, la paire (p(i), p(i + 1)) est cohérente sur un
pas. Nous disons que la séquence p est cohérente pas a pas. Un modeéle symbolique fini doit
terminer par une valuation symbolique de la forme (sv,0). Cette condition, associée a la
cohérence pas a pas, implique qu’a toute position ¢ d’'un modéle symbolique fini p on a

—si|p| — (i 4+ 1) > 1+ 1 alors p(i) est de la forme (sv,nd),
sinon p(7) est de la forme (sv,|p| — (i + 1)).

Un modéle o satisfait un modeéle symbolique p ssi |o| = |p| et pour tout 0 < i < |p| —1 on
ao,i = p(i).

Nous définissons une relation de satisfaction symbolique notée p,i Egymn ¢ entre les
modeéles symboliques et les formules de CLTLO((N,=)). Cette relation est définie de la
méme maniére que la relation de satisfaction de CLTLO((N, =)) excepté au niveau atomique.
Etant donnés une contrainte atomique o, un modéle symbolique p et une position i € N,
nous notons

P, Fsymb @ ssi o € p(i).

Par abus de notation, nous notons a € (sv, i) dans le cas fini si la contrainte « appartient a
I'ensemble sv. Dans le cas fini, si 0 < |p|—(i41) < [ alors p(7) ne peut satisfaire de contrainte
référant a des états hors du modéle car la valuation symbolique est alors construite par rap-

s Olel—(+1)
port a .

Soit ¢ une formule de CLTLO((N, =)) construite avec un ensemble fini de variables V/
telle que |¢|x = . Un modeéle symbolique p par rapport & ¢ peut étre représenté par un
graphe G, de la méme fagon qu'une valuation symbolique de SV(¢). Les sommets de G, sont
des paires de la forme (z,47) € V x N et on a une aréte entre (x,7) et (y,j) ssi0 < j—i <let
il existe une aréte entre (x,0) et (y,j — i) dans la représentation graphique définie pour la
valuation symbolique G ,(;
de la méme maniére. Notons que cette construction est bien définie car la séquence est
cohérente pas a pas. Nous étendons les notations relatives aux obligations futures et aux

)- Les annotations concernant les obligations futures sont ajoutées
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Figure 6.2: Exemple de représentation graphique d’un modéle symbolique

classes d’équivalence d’une valuation symbolique pour qu’elles s’appliquent aux modéles
symboliques de la fagon suivante :

<>p(<$vz>) = Op(i)(<$70>) et [(wvw]p = [<x>0>]p(i)-

Dans Figure 6.2 nous donnons la représentation graphique d’un modéle symbolique avec
une longueur temporelle égale & 1 ainsi qu'un modeéle qui satisfait ce modéle symbolique.
Un chemin dans G, est une séquence (finie ou infinie) de sommets ng,n; ... telle que pour
tout ¢ les sommets n; et n; 1 sont connectés par une aréte. Un chemin est en avant si pour
tout ¢ le niveau de n; et inférieur & celui de n;1. Par la suite, nous identifions parfois p avec
sa représentation graphique G.

6.3.2 Automate Symbolique

L’approche symbolique que nous utilisons repose sur le résultat suivant.

Lemme 39 Une formule ¢ de CLTLO((N, =)) est satisfaisable ssi il existe un modele sym-
bolique p tel que p Fgymb ¢ et un modéle o tel que o |= p.

Preuve : Nous développons d’abord le cas infini. Supposons qu'une formule ¢ de la logique
CLTLO((N, =)) soit satisfaite par un modéle infini o et que SV(¢) C P(QL). A partir de o,
nous pouvons construire un modéle symbolique p tel que pour tout ¢ € N on a 0,7 = p(i).
D’apres le Lemme 38, il existe pour tout ¢ € N une unique valuation symbolique sv; € SV(¢)
telle que 0,7 = sv;. Nous posons p(i) = sv; pour tout i € N. Il reste & montrer que la
séquence p est cohérente pas & pas. Supposons qu’il existe un indice ¢ € N tel que la paire
(p(i),p(i + 1)) n’est pas cohérente sur un pas. D’aprés la condition (F1) de la définition
des valuations symboliques, il existe donc une contrainte o € QL telle que Xa € p(i) et
—a € p(i + 1) ott Xa est la contrainte de Q! obtenue a partir de a en remplagant les
occurrences de X! par X**! pour tout i € {0,...,I—1}. Nous obtenons donc une contradiction
car il est impossible d’avoir a la fois 0,7 = Xa et 0,i + 1 = —a.

Par définition de la relation de satisfaction symbolique et la propriéte (F1), si 0,7 =
a alors p(i) Fsymb o Par induction sur la structure de ¢, nous pouvons alors prouver
que p FEgymb ¢ car la relation de satisfaction symbolique est différente de la relation de
satisfaction de CLTLY((N,=)) seulement au niveau atomique.

Réciproquement, supposons qu’il existe un modéle infini o et un modéle symbolique p
tels que p =gymb ¢ et o = p. Par définition, pour tout ¢ € N nous avons 0,7 = p(i). Pour
toute contrainte atomique o de ¢ telle que p =gymp @ 0n a 0,7 = a car « € p(i) d’apres la
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relation de satisfaction symbolique. Nous pouvons alors procéder par induction sur la struc-
ture de ¢. D’aprés ce qui précéde pour les contraintes atomiques et le fait que la relation
de satisfaction symbolique corresponde a la relation de satisfaction de CLTL?((N, =)) pour
les autres cas, il est facile de conclure.

Le cas fini est semblable puisque d’apreés le Lemme 38 pour tout i € {0,...,|o|} il existe
aussi une unique valuation symbolique (sv;, j;) € SV'(¢) telle que 0,4 = sv;. Nous posons
p(i) = (sv;, i) pour tout i € {0,...,|o|}. Cette séquence est cohérente pas & pas puisque

comme dans le cas infini les ensembles de contraintes successifs sont construits par rapport
a des parties de o qui se superposent partiellement et que l'indication de taille correspond
aux nombres de positions restantes dans ¢ aprés la position courante. Nous pouvons alors
procéder par induction sur la structure de ¢. Le cas des contraintes atomiques peut étre
traité en utilisant la définition de la relation de satisfaction symbolique et la propriété (F17)
(ou (F1) selon les cas). Nous faisons juste remarquer que par définition de la relation de
satisfaction au niveau atomique, 0,i = « et |o| — (i + 1) < [ implique que « € Q‘,:‘_(ZH)
sinon « fait référence a des états en dehors du modeéle. Les autres cas sont directs puisque
la relation de satisfaction symbolique correspond a celle de CLTLO((N, =)) dans ces cas. La
réciproque peut aussi étre traitée de maniére analogue au cas infini. O

Considérons une formule ¢ de CLTLO((N,=)) construite avec un ensemble fini de va-
riables V' = {z1,..., 2} et telle que |¢|x = [. Pour déterminer si ¢ est satisfaisable, nous
étendons la construction d’automate de Biichi de [VW94| par rapport & notre abstraction.
Nous définissons un automate A4 qui est I'intersection de trois automates Apap, Asymp et
Agat tels que

— Apap reconnait ’ensemble des modeéles symboliques valides
(cohérents pas & pas + conditions supplémentaires pour le cas fini),
Asymb reconnait ’ensemble des modéles symboliques qui satisfont symboliquement ¢

et

— Agat reconnait 'ensemble des modéles symboliques qui sont satisfaisables.

L’automate A, vérifie que la séquence en entrée correspond bien a un modéle symbo-
lique valide. Dans le cas infini, il faut juste vérifier la cohérence pas a pas. Pour le cas fini,
nous devons aussi nous assurer que la derniére valuation symbolique est de la forme (sv, 0)
et marque donc bien la fin du modéle. Nous donnons ci-dessous une définition générique de
Apap = (Q, I, F,6) pour les cas fini et infini.

— @ est I’'ensemble des valuations symboliques par rapport a ¢ et I = Q,

— l'alphabet est aussi égal a ’ensemble des valuations symboliques par rapport & ¢,

. . , . sV . . (sv,3)
— la relation de transition est définie par sv; — svg (respectivement (svi,i;) ——>

(8’02, 22>) ssi
— sv1 = sv (respectivement (svy,i1) = (sv,1)) et
la paire (sv1, sva) (respectivement ((svi,i1), (sva,i2))) est cohérente sur un pas,

I’ensemble des états finaux est tel que
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dans le cas infini F' = @,

~ dans le cas fini F'= {(sv,0) | (sv,0) € SV'(¢)}.

Une exécution infinie est acceptée ssi elle visite infiniment souvent un état final (condition
de Biichi). Dans le cas fini, une exécution est acceptante ssi elle termine dans un état final.

L’automate Agyny, est 'adaptation de I'automate défini pour la version propositionnelle
de LTL dans [VW94]. Nous modifions cette construction en tenant compte des formules
atomiques et de la relation de satisfaction symbolique de CLTLY((N,=)). Nous adaptons la
cloture cl(¢) définie dans le cas propositionnel (avec les opérateurs passés) en considérant les
formules atomiques comme des propositions. L’ensemble des atomes de ¢ que nous notons
Atom(¢) est composé des ensembles maximalement cohérents d’éléments de cl(¢). Pour le
cas infini, 'automate Agyny, est automate de Biichi généralisé tel que

I’ensemble des états est Q = Atom(¢),

I’ensemble des états initiaux I est le sous-ensemble de ) composé des atomes At tels
que

¢ € At,

pour toute formule X~1¢’ € cl(¢) on a -X~1¢' € At,

— T'alphabet de Agym, est SV(¢)
— At S Al ssi

pour toute formule atomique o de At on a a € sv,
pour tout Xt € cl(¢), on a X¢p € At ssi ¢ € At' et
pour tout X~ 11 € cl(¢), on a ¢ € At ssi X1y € At

soit {11U¢1, ..., 9, Ue,} ensemble des formules “until” dans cl(¢). Si cet ensemble est
vide alors F' = @. Sinon nous posons F' = {F}, ..., F.} tel que pour tout i € {1,...,r}
on a F; = {At € Q : Y;U¢; € At ou ¢; € At}.

Y

Dans le cas fini, "automate Agymp, est un automate fini sur I'alphabet SV'(¢) qui accepte
les entrées sur lesquelles ’exécution termine dans un état marquant la fin du modeéle. Nous
devons aussi tenir compte de la fin du modeéle pour évaluer les sous-formules qui référent a
un état futur. Formellement, ceci se traduit par

- @ = Atom(¢) x SV'(¢),
— I C Q tel que pour tout (At, (sv,i)) € I on a
- ¢ € At,
~ pour toute formule X~1¢' € cl(¢) on a =X"1¢' € At,

(sv,1)

(At, (sv,1)) —= (A, (sv’,1")) ssi

si ¢ = nd alors pour toute formule atomique « dans At on a « € sv,
sinon pour toute formule atomique o € 2}, N At on a o € sv,

si ¢ = 0 alors il n’existe pas de formule de la forme X¢ dans At.
sinon pour tout Xt € cl(¢), on a Xop € At ssi¢p € At'.
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pour tout X1y € cl(¢), on a ¢ € At ssi X~ 1p € At

F est I'ensemble des états de la forme (At, (sv,0)).

La construction de Ag,; est développée plus tard. En admettant pour le moment que cet
automate peut étre construit, nous pouvons montrer le résultat suivant.

Théoréme 33 Une formule ¢ de CLTLO((N, =)) est satisfaisable ssi le langage accepté par
Ay est non vide.

Ce résultat est une conséquence directe du Lemme 39 et de la construction de A4 comme
I'intersection de Apap, Asymb et Aga.

6.4 Caractérisation des modéles symboliques réalisables

Pour déterminer si un modeéle symbolique p est satisfaisable, nous associons a p un
ensemble de compteurs qui mémorisent le nombre de contraintes de la forme x = Qy a
satisfaire dans le futur. Par exemple, si la conjonction z = Qy; A --- Az = Qy, doit
étre satisfaite a la position courante et qu’aucune de ces contraintes n’est satisfaite par
la valuation symbolique courante, nous incrémentons un compteur indexé par ’ensemble
{y1,...,yn} afin de stocker cette obligation de répéter la valeur de x. Pour qu'un modéle
fini soit satisfaisable il est nécessaire que toutes les obligations soit satisfaites avant la fin du
modéle. Pour les modéles infinis, certaines obligations peuvent ne plus apparaitre aprés une
certaine position du modéle et les autres doivent étre satisfaites infiniment souvent. Nous
définissons la condition exacte dans cette section.

6.4.1 Séquence de comptage

Nous considérons une formule ¢ construite avec un ensemble de variables V' = {xy,..., 2}
et telle que |¢|x = [. Pour chaque ensemble X € P*(V) non vide, nous introduisons un
compteur représentant le nombre de valeurs distinctes qui doivent se répéter dans un état
futur de chacune des variables de X. Nous identifions I’ensemble de ces compteurs avec
P (V). Une valuation des compteurs est une fonction de la forme v : PT(V) — N associant
un entier naturel a chaque compteur. Par exemple, v({z, y}) est la valeur du compteur {z,y}
c’est-a-dire le nombre de valeurs distinctes a répéter a la fois dans un état futur de x et un
état futur de y.

Etant donnés une valuation symbolique sv € SV(¢$) et un compteur X € P+(V), un
point d’incrémentation pour X dans sv est une classe d’équivalence de la forme [(z,0)]s,
telle que

<>sv(<33,0>) =X et

(x,0) n’est connecté a aucun autre noeud de sv par une aréte vers l'avant, c¢’est-a-dire
qu’il n’existe aucune aréte entre (z,0) et un autre noeud de la forme (y, j) tel que

jedl,...l}.
Une telle classe d’équivalence correspond a une valeur qui ne se répéte plus dans un état fu-
tur de la valuation symbolique courante, elle ne se propage pas & un niveau supérieur. Nous
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parlons de propagation lorsqu’il existe une aréte vers 'avant entre (z,0) et (y, j) puisque un
sous-ensemble des obligations associées a (x,0) se retrouve dans (y,j) (condition (F5) des
valuations symboliques). Si une valeur ne se propage pas, nous avons besoin de mémoriser
les variables pour lesquelles cette valeur doit se répéter en incrémentant le compteur corres-
pondant. Un point de décrémentation pour X dans sv est défini de maniére symétrique. Il
s’agit d’une classe d’équivalence de la forme [(z,[)]s, telle que

Oso((2, 1)) U [(2, 5o = X et

(x,1) n’est connecté a aucun autre noeud de sv par une aréte vers l'arriére, c¢’est-a-
dire qu’il n’existe aucune aréte entre (z,[) et un autre noeud de la forme (y, j) tel que
j€{0,...1—1}.

Intuitivement, comme une telle classe d’équivalence n’est connectée a aucun état passé, nous
pouvons fixer arbitrairement une valeur pour les variables de cette classe, ce qui permet de
satisfaire au moins partiellement une obligation laissée insatisfaite jusqu’a présent. Notons
que comme on a X = Qg ((z, 1)) U [(z,)]s, on est assuré de ne pas oublier des obligations.
En effet, les obligations de X qui ne sont pas satisfaites par la classe d’équivalence [(x, )]s,
doivent étre satisfaite plus tard car la valeur affectée a la classe d’équivalence doit se répéter
dans au moins un état futur de chacune des variables de (s, ((z,[)). Notons que la définition
n’autorise pas de point d’incrémentation ou de décrémentation apreés la fin du modéle dans le
cas fini car aprés la derniére position du modeéle symbolique la classe d’équivalence de chaque
sommet est vide. Nous notons u}, la valuation des compteurs qui associe & chaque compteur
X le nombre de points d’incrémentation pour X dans sv. De méme, u, est la valuation des
compteurs qui associe a chaque compteur X le nombre de points de décrémentation pour
X dans sv.

Considérons un modeéle symbolique p de la forme N — SV(¢) (ou {0,...,[p| — 1} —
SV'(¢)). Pour tout ensemble X € P ({z1,...,2x}), un point d’incrémentation pour X
dans p est une classe d’équivalence de la forme [(z,i)], telle que [(z,0)],;) est un point
d’incrémentation pour X dans la valuation symbolique p(i). Un point de décrémentation
pour X dans p est une classe d’équivalence de la forme [(z, )], telle que [(z,[)],;_;) est un
point de décrémentation pour X dans la valuation symbolique p(i — [).

Une séquence canonique de valuations symboliques 7, par rapport au modele symbo-
lique p, ou séquence de comptage, compte les différentes obligations laissées insatisfaites
a chaque position. Soit -+ la variante de I'opération d’addition sur les entiers définie par
n+m = max(0,n + m). La séquence de comptage 7, est définie par induction de la fagon
suivante. Pour tout X € PT(V) on a

2 (0)(X) =0 et
pour tout 0 <17 < |p| — 1,

Yol 1)(X) = 7, (1)(X) (1 () = ().

6.4.2 Condition sur les modéles symboliques satisfaisables

Nous caractérisons les modéles symboliques satisfaisables en utilisant les séquences de
comptage.
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Lemme 40
(I) Un modéle symbolique fini p est satisfaisable ssi la valeur finale de tous les compteurs
de la séquence de comptage 7y, vaut 0.

(IT) Un modéle symbolique infini p est satisfaisable ssi les conditions suivantes sont vérifiées.

(C1) Il n’existe pas de chemin infini en avant dans G, et de compteur X tels que chaque
noeud du chemin a pour future obligation X et il existe une variable y € X telle
qu’aucun noeud de la forme (y,i) n’est connecté o ce chemin par une aréte en avant.

(C2) La séquence v, est telle que chaque compteur X satisfait 'une des conditions sui-

vantes :

(a) il existe une position aprés laquelle la valeur du compteur X vaut toujours 0 et il
n’existe plus de point d’incrémentation pour X,

(b) il existe une infinité de points de décrémentation pour X qui sont connectés par
un chemin en avant a un noeud (x,i) tel que O, ((x,i)) C X dans G,

(¢) pour chaque x € X il existe une infinité de points de décrémentation pour X qui
sont connectés par un chemin en avant a un noeud de la forme (x,i) dans G,,.

Preuve : Soit p un modéle symbolique satisfaisant les conditions de I’énoncé et v, la
séquence de comptage correspondante. Nous définissons ci-dessous un algorithme pour
construire un modéle o satisfaisant p.

Pour chaque compteur X € Pt ({z1,...,xx}), nous introduisons une file FIFO Repeat y
dont les éléments sont des paires de N x X contenant une valeur & répéter et la prochaine
variable de X qui doit prendre cette valeur. Le deuxiéme élément est utilisé dans le cas ot le
compteur est décrémenté infiniment souvent afin de s’assurer que toutes les variables de X
prennent la valeur a répéter dans le futur. Pour les mémes raisons, nous fixons arbitrairement
un ordre sur les variables tel que 1 < x2 < ... < x qui est utilisé comme ordre de répétition
pour les valeurs. Nous introduisons aussi pour chaque variable € {x1,..., 2} un ensemble
Forbid, qui contient toutes les valeurs que la variable & ne peut plus prendre. Chaque file
Repeat y est initialisée par la file vide et chaque ensemble Forbid, par I’ensemble vide.

La construction de ¢ est équivalente a la construction d’un étiquetage pour la représenta-
tion graphique de p qui respecte les contraintes d’égalité et les obligations. Nous définissons
un étiquetage qui associe a chaque sommet une valeur dans N x ({z1,..., 2} U {0}), le
second argument servant & garder une trace de certaines obligations laissées insatisfaites.
Nous procédons par induction sur le niveau des sommets.

(TO) Pour la représentation de la premiére valuation symbolique, il existe une valuation
qui respecte les relations d’égalité puisqu’une valuation symbolique est cohérente. Nous
affectons les valeurs de cette valuation au premier élément de I'étiquette de chaque
sommets. Le second élément de chacune des étiquettes de ces sommets est ().

(Ind) Supposons maintenant que le graphe est étiqueté jusqu’a la position 741, c’est-a-
dire jusqu’a la représentation de la valuation symbolique p(i). L'étiquetage au niveau
suivant est défini de la facon suivante.

Nous traitons d’abord les points d’incrémentation qui correspondent & une obligation
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qui n’est pas satisfaite et ne se propage pas dans la valuation symbolique courante. Il
faut donc mémoriser cette obligation.

(Ind1) Supposons que 'étiquette de (z,4) est (a,b) et que [(z,0)],; est un point
d’incrémentation. Nous ajoutons a la fin de la queue Repeaty . ((x0)) la paire (a’, V')
telle que

- a=d,

—sib#(alorsd =b
sinon ' est la variable la plus petite dans O ,¢;)((z,0)) (par rapport a I'ordre fixé).

Puis nous ajoutons la valeur a & chaque ensemble Forbid, tel que y € O ,;)({(7,0)). En
effet, nous ne pouvons plus & partir de ce moment affecter la valeur ¢ & une variable y
qui n’est pas dans §,;({z,0)) puisque cette absence correspond & une contrainte de
la forme =(z = Qy) (d’apres la condition (F1) des valuations symboliques).

(Ind2) Une fois ces opérations effectuées, nous définissons la valeur des étiquettes asso-
ciées aux sommets du prochain niveau, c’est-a-dire les sommets de la forme (z,i+1+1).
Plusieurs cas se présentent :

(Ind2.1) Supposons que le sommet (x,i+[+1) soit connecté par une relation d’égalité
a un autre sommet (y,j) tel que i < j < i+ 141 et soit (a,b) I'étiquette de (y, 7).
Le sommet (x,i + [ + 1) est étiqueté par (a’, V') tel que

a=d,
st 0((y,7)) = O0((x, i + 1+ 1)) alors b =10
sinon b = ().

(Ind2.2a) Si (x,i + 1+ 1) n’est connecté & aucun autre sommet de niveau inférieur
alors [(z,1)] 511y est un point de décrémentation pour un compteur X.

Si la file Repeat y est vide alors nous affectons I'étiquette (a, ) a tous les sommets
de [(z,1)] 5(i41) telle que a est une valeur qui n’est ni interdite, ni déja utilisée afin
d’éviter des égalités non souhaitées par la suite. Formellement, ceci nous donne

a & U Forbid, U U Repeat y
y€[<xvl>]p(z+l) X€P+({(E1,,$k})

et a vérifie les contraintes imposées par les arcs.

(Ind2.2b) Si la file Repeaty n’est pas vide, alors nous avons encore plusieurs cas. Si
nous considérons une séquence finie, ou que le compteur X satisfait la condition
(C2a), ou encore si 'on peut atteindre par un chemin en avant un sommet de la
forme (y,j) a partir de (z,i 41+ 1) tel que O((y, 7)) est strictement inclus dans X
alors nous enlevons le premier élément (a,b) de la file Repeat y et nous affectons a

tous les sommets de [(z,1)] ;1) I'étiquette (a, 0).

(Ind2.2¢) Dans le cas restant, nous enlevons le premier élément (a, b) de la file Repeat y
tel que b € [(z,1)],41) et nous affectons & tous les sommets de [(z,1)] 1) 1'éti-
quette (a’,b') telle que

—a=a

151



b est la plus petite variable supérieure a b qui n’est pas accessible par un chemin
en avant a partir du sommet (z,7 + [ + 1), si une telle variable n’existe pas alors

b=10.

S’il n’existe pas d’élément de Repeat y satisfaisant les bonnes conditions alors nous
procédons comme dans le cas (Ind 2.2.a) ou la file est vide.

Nous démontrons maintenant que cet étiquetage satisfait bien toutes les contraintes in-
duites par le graphe. Les contraintes d’égalité représentées par des arcs sont locales et sont
bien respectées d’apres les régles (10), (Ind2.1) et (Ind2.2.a). En effet, pour toute position
dans le modéle symbolique les valeurs affectées aux différentes classes d’équivalences de la
valuation symbolique courante sont distinctes. Cette propriété est évidente pour la position
0. Si ’on suppose par induction que pour toute position j < ¢ chaque classe d’équivalence
de la valuation symbolique courante a une valeur distincte alors une méme valeur ne peut
étre ajoutée deux fois dans une file (voir (Ind1)). Ceci assure que I’ensemble des valeurs
présentent dans les files et la valuation symbolique courante ne contient pas de doublon.
A la position i + 1, les valeurs des classes d’équivalences sont affectées de 'une des facons
suivantes :

par propagation au niveau suivant,
par suppression d’un élément d’une file (cas des points de décrémentation),

par introduction d’une nouvelle variable (Ind2.2.a).

Ainsi a la position i+ 1 toutes les valeurs affectées aux classes d’équivalences sont distinctes
puisque les valeurs affectées dans les deux premiers cas sont distinctes par hypothese, de
méme que dans le dernier cas par définition de I'opération (Ind2.2.a).

La mise & jour des ensembles Forbid, (voir (Indl)) et le choix des valeurs arbitraires
(voir (Ind2.2.a)) impliquent que les contraintes d’interdiction d’une valeur pour chaque
variable sont respectées. En particulier, si ’ensemble des obligations est vide alors celui-ci
est satisfait. De plus cette remarque nous permet de procéder par induction sur le nombre
de variables dans lesquelles la valeur doit se répéter que nous appelons taille de I’obligation.
Le cas de base ou X = () est traité ci-dessus.

Considérons maintenant un ensemble d’obligations X et un sommet du graphe (x,7) tel
que O((z,7)) = X et nous supposons que pour tout sommet dont I’ensemble des obligations
est strictement inclus dans X, ces obligations sont satisfaites (H1).

(I) Considérons d’abord le cas fini. Si on n’atteint pas de point d’incrémentation par un
chemin en avant a partir de (x, i) alors on atteint un sommet dont ’ensemble des obligations
est strictement inclus dans O((x,7)). En effet, les conditions sur les valuations symboliques
dans le cas fini assure que les obligations sont satisfaites avant la fin du modéle, ce qui
implique que lorsque 'on suit un chemin continu jusqu’a la derniére position du modéle
I’ensemble des obligations associées a ce chemin diminue avant la fin. Dans ce cas, I’hypothése
(H1) permet de conclure.

Si on atteint un point d’incrémentation sans atteindre de sommet dont ’ensemble des
obligations est strictement inclus dans ¢ ((x,)) alors la valeur val associée a (z, ) est insérée
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dans Repeaty. Comme & la fin de la séquence de comptage tous les compteurs valent 0, on a
autant de point de décrémentation pour X que de point d’incrémentation. De plus, d’aprés
la régle (Ind2.2b), pour chaque point de décrémentation on retire un élément de Repeaty
ce qui permet de prouver que toutes les files sont vidées avant la fin de I’algorithme. En
particulier, pour la valeur val qui nous intéresse deux cas se présentent.

— Soit le point de décrémentation utilisé pour retirer val de la file est tel qu’on peut at-
teindre un sommet dont ’ensemble des obligations est strictement inclus dans ¢ ((x,1)).
Dans ce cas, nous pouvons conclure.

— Sinon, on atteint un nouveau point d’incrémentation et val est réinsérée dans la file.
En effet, nous rappelons qu’il est impossible d’atteindre la fin de la séquence sans
qu’une obligation non-vide propagée le long du chemin ne diminue. Or, ceci ne peut se
produire qu'un nombre fini de fois et donc il existe dans le futur un point de décrémen-
tation qui permet de retirer val de la file et vérifie les conditions du point précédent.

Donc I'obligation X est bien satisfaite. Ceci prouve que si p est finie et que la valeur finale
de tous les compteurs de la séquence de comptage 7, vaut 0 alors p est satisfaisable.

Réciproquement, si p est satisfaisable alors la valeur de tous les compteurs a la fin de la
séquence de comptage est bien zéro. Sinon, le compteur qui reste positif signale une obliga-
tion laissée insatisfaite d’aprés la définition d'un point d’incrémentation.

(IT) Nous traitons maintenant le cas infini. Nous supposons que (H1) est vraie et nous
montrons que l'obligation X de (z,i) est satisfaite par l’étiquetage. Plusieurs cas se pré-
sentent.

Supposons que le compteur associé a X satisfait la contraintes C2(a).

Avant tout, nous remarquons une propriété liée a la construction. Pour chaque comp-
teur X vérifiant C2(a), il existe un entier que nous notons iy tel que pour tout j > iy,
7p(X)(j) = 0. De plus, comme chaque point de décrémentation pour un compteur vé-
rifiant (C2a) provoque la suppression d’un élément de la file correspondante lorsqu’elle
n’est pas vide (Ind2.2b). En comparant cette régle avec la définition d’une séquence
de comptage, on s’apercoit que pour tout ¢ € N, le nombre d’éléments dans Repeat y
aprés ¢ itérations de l'étiquetage est égal a a,(X)(i). En particulier, la file Repeat
est vide aprés ix .

Sii > ix alors le compteur n’est plus incrémenté par la suite. Il existe donc un chemin
vers I'avant & partir de (z, 1) tel que

1. soit ce chemin passe par un sommet dont I’ensemble des obligations est stricte-
ment inclus dans X,

2. soit ce chemin est infini.

Un tel chemin existe sinon nous avons un point d’incrémentation pour X. Dans le
premier cas, I'hypothése d’induction nous permet de conclure. Pour le deuxiéme cas,
la condition (C1) assure que toutes les contraintes de répétition imposées par X sont
satisfaites.

Nous procédons par induction pour les positions restantes. Nous venons de montrer
que la propriété est vérifiée pour ig > ix. Nous montrons que si la propriété est vérifiée
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pour tout sommet (z,7) tel que O((x,)), = X et (ix —j) < i <ix (H2) alors elle
I'est aussi pour tout sommet (y, (ix —j — 1)) tel que O((y, (ix —j —1))), = X.

S’il existe une aréte entre (y, (ix —j— 1)) et un sommet (y/, j') tel que j' > ix —j—1
alors

soit 'ensemble d’obligations associé & (y/, j') est strictement inclus dans X et nous
pouvons utiliser 'hypothése d’'induction (H1) pour conclure,

— soit I’ensemble d’obligations associé a (', j') est égal a X et nous pouvons utiliser
I'hypothese d’'induction (H2) pour conclure.

Sinon, [(y,(ix —j — 1))], est un point d’incrémentation et il doit exister un point
de décrémentation [(y/, j')], tel que (ix —j — 1) < j' < ix car la file doit étre vide
aprés ix. Nous pouvons alors conclure de la méme maniére en utilisant I'hypothése
d’induction (H1) ou (H2) en fonction des obligations associées a (v, j).

— Si le compteur associé a X ne vérifie pas la condition (C2a) alors nous distinguons
encore plusieurs cas.

S’il existe un chemin infini vers 'avant & partir de (x,4) alors

— soit ce chemin passe par un sommet dont 1’ensemble des obligations est strictement
inclus dans X et nous pouvons conclure en utilisant (H1),

soit ce chemin est infini et la condition (C1) nous assure que l'obligation est satis-
faite.

Sinon, nous pouvons atteindre & partir d’'un chemin fini en avant un point d’incrémen-
tation de la forme [(2’,4")] tel que ¢ < ¢'. Si ensemble des obligation associé a (z/,)
est strictement inclus dans X nous pouvons toujours conclure en utilisant (H1). Au-
trement, d’aprés la régle (Ind1) la valeur affectée a (x,i) est insérée dans Repeaty
au cours de l'algorithme. Nous montrons maintenant que toute valeur insérée dans la
file Repeat y satisfait les obligations correspondant & X. Notons que dans ce cas une
obligation n’est pas satisfaite ssi un élément reste infiniment dans une file.

Le cas pour lequel il existe une infinité de points de décrémentation pour X & partir
desquels on peut atteindre un sommet dont 1’ensemble des obligations est inclus stric-
tement dans X est le plus facile (C2b). En effet, la régle (Ind2.2b) assure que tous les
éléments peuvent étre sortis de la file et nous pouvons utiliser I’hypothése d’induction
(H1) pour assurer que les obligations seront satisfaites.

Sinon, a partir d’un certain point les éléments de Repeat y sont sortis uniquement &
l’aide de la régle (Ind2.2c¢). Notons, qu’aucun élément ne peut rester bloqué dans la
file grace a la condition (C3b) et le systéme de file FTFO. Alors, le systéme de rotation
des variables de la deuxiéme composante des étiquettes imposé par (Ind2.2c) assure
que toutes les obligations de X sont satisfaites.

Réciproquement, supposons que p est satisfaisable et ne satisfait pas (C1) ou (C2). Si
la condition (C1) n’est pas vérifiée alors il existe un chemin infini en avant dans G, dont
tous les sommets ont pour obligation X et une variable x € X qui n’est jamais connectée
par une aréte avant a ce chemin. Alors I'obligation de répéter la valeur associée & ce chemin
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dans un état futur de x ne peut étre satisfaite car la valeur de x dans tous les états futurs
est difféerente des sommets du chemin (sinon on aurait une aréte). Ceci contredit le fait que
p soit satisfaisable.

Si p vérifie (C1) et pas (C2) alors il existe un compteur X qui ne vérifie aucune des
conditions (C2a), (C2b) et (C2c). Puisque X ne vérifie pas C2(a), il existe une infinité de
points d’incrémentation pour X, c’est-a-dire que le compteur est infiniment souvent positif.
S’il n’existe qu’un nombre fini de points de décrémentation pour X alors il est évident que

certaines obligations ne sont pas satisfaites ce qui nous conduit & une contradiction.

Nous supposons alors qu’il existe un nombre infini de points d’incrémentation et de dé-
crémentation pour X. Puisque X ne satisfait pas (C2b), il n’existe qu’un nombre fini de
points de décrémentation reliés par un chemin en avant & une sommet dont les obligations
sont strictement incluses dans X. Aprés le dernier points de décrémentation vérifiant cette
propriété, les autres points de décrémentation pour X ont pour obligation X et tous les som-
mets accessibles par des chemins en avant ont le méme ensemble d’obligations. Or, comme
X ne vérifie pas (C2c) il existe une variable y € X qui n’est reliée par un chemin en avant
a ces points de décrémentation qu'un nombre fini de fois. Comme il existe une infinité de
points d’incrémentation et de décrémentation qui propagent ’obligation X, il existe un po-
sition aprés laquelle I'obligation de répétition pour la variable y ne peut plus étre satisfaite.
Et nous obtenons & nouveau une contradiction. O

Nous allons maintenant montrer que cette condition peut étre reconnue par un automate
a compteur particulier dont le test du vide est décidable.

6.5 Procédure de décision

6.5.1 Automates 4 compteurs avec test a zéro définitif

Nous introduisons maintenant une classe d’automates a compteurs avec une disjonction
de condition de Biichi généralisée qui a pour particularité que dans toute exécution au plus
un test & zéro est effectué. Cette classe d’automate nous permet de vérifier la condition de
satisfaisabilité d'un modéle symbolique infini du Lemme 40.

Un automate a compteurs avec test 4 zéro définitif A est une structure (Q, I, F, 3, C, —)
telle que :

Q) est un ensemble fini d’états,
Y est un alphabet fini,
— ( est un ensemble fini de compteurs,
— I C @ est 'ensemble des états initiaux,

— P’ensemble des états finaux est donné sous la forme F = {Fy, F1,...,F,} oun >0et
pour chaque ¢ = {1,...,n} l'ensemble F; est un sous-ensemble de P(Q)

Y

la relation de transition — est un sous-ensemble fini de Q x P(C) x Z€ x ¥ x Q.

155



Claz,up,a N . "
—= =% ¢’ ou la composante Cy,, C C est interprétée comme

un test & zéro sur tous les compteurs appartenant a l'ensemble C,,. Une configuration
(g,v) est un élément de @ X N¢ composé d'un état et d’une valuation des compteurs. Nous
définissons la sémantique sur un pas de la fagon suivante : (g,v) — (¢’,v’) ssi il existe une

Les transitions sont notées q

transition ¢ Tupg ¢’ dans I'automate A telle que pour tout compteur X € C on a v(X) =0
si X eY et d(X)=uv(X)+ up(X). Une exécution est une séquence de configurations régie
par la relation de transition de A. Une exécution infinie est acceptée ssi il existe un ensemble
F; € F tel que chaque ensemble d’états de F; est visité infiniment souvent. [.’ensemble des
séquences de X qui étiquettent les transitions successives des exécutions acceptées forme
le langage reconnu par A.

La graphe des configurations d’'un automate & compteurs avec test a zéro définitif A
doit vérifier certaines conditions supplémentaires. Il existe une partition {Qo,...,Q,} de
I’ensemble des états @ et des ensembles correspondants de compteurs Co, C1, .. ., C), tels que

C():@v
I C Qo,

pour tout ¢ € {1,...,n} une transition d'un état de Qo vers un état de @; ne peut
étre franchie que si les compteurs de C; sont égaux zéro,

— toute transition d’'un état de Q; # Qo va vers un autre état de Q;,

— toute transition vers un état de (J; ne modifie pas la valeur des compteurs de Cj.

Une conséquence des ces propriétés est que lorsqu’'une exécution entre dans une configura-
tion dont I'état de contrdle appartient & Q; # Qq, les compteurs de C; sont & zéro et le reste
par la suite. Enfin, pour tout i € {0,...,n}, on a F; C P(Q;). Formellement, ces conditions
se résument par :

L Q=QoY- - W@y, et I CQo,
2. F={Fy,F1,...,F,} ou chaque F; C P(Q,),

3. il existe n + 1 ensembles de compteurs Cy,...,C, C C tels que Cy = ) et la relation
de transition —C Q x P(C) x Z x ¥ x Q vérifie les conditions ci-dessous :

pour tout i, € {0,...,n}, g € Q; et ¢ € Qyr, les transitions de ¢ vers ¢’ sont de la
forme ¢ vupg q on

(a) sii#7 alorsi=0et Y = Cy,

(b) sii=14" alors Y =),

(c) pour tout X € Cy, up(X) = 0.

Etant donnée une formule ¢ construite sur un ensemble de variables V', I'automate a comp-
teurs que nous construisons a la fin de cette section est tel que C' =P+ (V) et n =2Vl —1,
ce qui correspond aux compteurs des différentes obligations.

Le résultat ci-dessous établit la décidabilité du probléme du vide pour les automates a
compteurs avec test a zéro définitif grace un résultat de [Jan90] sur les réseaux de Petri.

Lemme 41 Le probléme du vide pour les automates a compteurs avec test a zéro définitif
est décidable.
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Preuve : Nous définissons une réduction de ce probléme au probléme P, qui consiste a
vérifier des propriétés d’équité sur les réseaux de Petri. Ce probléme est décidable d’apreés [Jan90].
Nous rappelons d’abord le fragment de ce probléme qui nous intéresse. Un réseau de

Petri N = (S, T, W, M) est une structure telle que

S est un ensemble fini de places,
T est un ensemble fini de transitions,
W (SxT)U(T xS)— N est une fonction de poids,

My est un marquage initial des places.

Nous supposons que le lecteur est familier avec la sémantique de ce modéle (pour plus
d’informations, voir par exemple [Pet81]). En quelques mots, W(s,t) définit le nombre de
jetons nécessaires pour activer la transition ¢. Lorsqu’il existe une transition ¢ telle que pour
tout s € S le nombre de jetons dans la place s est supérieur & W (s, t) cette transition peut
étre franchie. Alors, pour toute place s € S un nombre W (s,t) de jetons est consommé dans
la place s puis W (t,s) jetons sont produits cette méme place.

Nous considérons le fragment du langage L(Q’, GF) de [Jan90] dont les formules sont
définies par la grammaire suivante :

pu=s=i| oVo | oo | GFo,

ou s € Setie N La formule atomique s = ¢ exprime que le nombre de jetons dans la
place s est . Les opérateurs G et F ont leur signification habituelle et donc la formule GF¢
signifie que ¢ est vérifiée infiniment souvent. Dans sa définition générale, le probléme Pyepy,
prend comme entrée une formule ¢ de L(Q', GF) et un marquage initial Mj pour un réseau
de Petri N et vérifie qu’il existe une exécution infinie qui satisfait ¢.

Considérons un automate a compteurs avec test a zéro définitif 4 = (Q, I, F,%,C, —)
tel que {Qo, ..., Qn} est la partition de @ qui correspond aux différents tests a zéros. Nous
construisons & partir de cet automate un réseau de Petri N4 qui simule le comportement de
A sans les tests a zéro. Cette traduction d’un automate & compteurs sans test a zéro vers
un réseau de Petri est standard [Reu90].

1. Pour chaque état de controle ¢ de A nous introduisons une place s, dans N4 et pour
chaque compteur ¢ nous introduisons une place s..

" Y,up,a T .
2. Pour chaque transition de la forme ¢ —ups ¢’ appartenant & I'automate A, nous défi-
nissons une transition dans N4 qui

— consomme un jeton de la place s,
— produit un jeton dans la place sy et,

— pour tout ¢ € C, produit ou consomme up(c) jetons dans la place s. selon si up(c)
est respectivement positif ou négatif.

Les tests a zéro de I'automate de départ sont pris en compte dans la formule de L(Q’, GF)
définie plus bas. Un marquage initial pour N 4 contient un unique jeton dans une place de la
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forme sy, telle que go € I est un état initial de A. Il n’y a aucun autre jeton dans les autres
places, en particulier celles de la forme s., ce qui signifie que la valeur initiale des compteurs
est 0. Notons qu’a partir de ce marquage initial, tous les marquages obtenus sont tels qu'une
unique place de la forme s, telle que ¢ € @ a un jeton (voir la relation de transition). Donc
a tout moment de 'exécution, un seul état de controle de 'automate & compteur de départ
est actif.

Nous affirmons que tester si 'automate A admet une exécution acceptante est équivalent
& vérifier si la formule suivante est vraie dans N 4.

o= \/ (GF( N\ sc=0)A( /\ GF(\/ s,=1))

0<i<n ceC; YEF; qeY

Par construction, nous avons une correspondance entre la relation de transition de A et celle
de N4. Donc §'il existe un ¢ € {0,...,n} tel que pour tout Y € F; on a infiniment souvent
(V4ey 8¢ = 1) alors la condition d’acceptation est vérifiée dans A.

Pour montrer qu'une exécution de N 4 qui vérifie ¢ correspond & une exécution acceptante
de A, il nous reste & montrer que lorsque 1’on franchit une transition qui correspond & un
passage vers un état de @Q); alors les compteurs de C; valent bien 0. Si la formule ¢ est vérifiée
alors il existe un i € {0,...,n} tel qu'on reste bloquer dans la composante correspondant
aux états de Q; a cause de la condition d’acceptation. En effet, comme N4 est obtenu par
traduction d’un automate & compteurs avec tests a zéro définitif, si on obtient un marquage
tel que s, = 1 pour un état ¢ € Q; tel que Q; # Qo alors pour tout marquage obtenu par
la suite il existe ¢’ € Q; tel que sy = 1 puisque toutes les transitions sortant d’un état de
Q; vont vers un autre état de ();. De plus, pour tout marquage obtenu tel que s, = 1 pour
un état ¢ € @; le nombre de jetons dans les places s, telles que ¢ € C; ne change pas par
rapport au marquage précédent car la transition correspondante dans A ne modifie pas la
valeur des compteurs de c. Donc si on obtient un marquage tel que s, = 1 pour un état
q € Q; tel que Q; # Qg alors le nombre de jetons les places s, telles que ¢ € C; n’est plus
jamais modifié. Ainsi, tout marquage obtenu ot il existe un état g € @Q; tel que s, = 1 et
Qi # Qo doit vérifier s, = 0 pour tout ¢ € Cj, sinon GF(/\ceCi sc = 0) ne peut pas étre
satisfait car le nombre de jetons dans les places de la forme s, telle que ¢ € C; ne change
plus par la suite. Si Q); = Qq, alors on n’a pas besoin de test & zéro. Le test a zéro est donc
bien simulé pour toute exécution de N 4 qui satisfait ¢ et nous pouvons conclure que si N4
satisfait ¢ alors A a une exécution acceptante.

La réciproque est facile & montrer car il est évident qu'une exécution acceptante pour
A est telle qu’il existe ¢ € {0,...,n} tel que pour tout ¢ € C; la valeur de ¢ vaut zéro
infiniment souvent (c¢ est toujours égal a zéro apres le test) et chaque ensemble de F; est
visité infiniment souvent (condition d’acceptation). L’exécution dans N4 correspondant &
une telle exécution acceptante de A vérifie ¢. (]

6.5.2 Automate pour les séquences de comptage satisfaisables

Nous pouvons maintenant construire I'automate Agy; évoqué dans la Section 6.3.2 qui
reconnait 1’ensemble des modéles symboliques satisfaisables construits par rapport a ¢.
Nous commencons par décrire la construction correspondant au cas infini. L’automate a
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compteurs simple Ag,; est défini comme l'intersection des automates A! et A2 qui vérifient
respectivement les conditions (C1) et (C2) du Lemme 40 (nous rappelons ces conditions
plus bas). Comme la cohérence du modéle symbolique est vérifiée par 'automate Ap,p, dans
la construction de A4, nous pouvons supposer que les séquences de valuations symboliques
que nous considérons sont des modeles symboliques valides dans la construction de ces au-
tomates.

Le langage reconnu par A! est I’'ensemble des modéles symboliques p : N — SV(¢) dans
lesquels il n’existe pas de chemin infini en avant dans G, et de compteur X dans la séquence
de comptage associée a p tels que chaque noeud du chemin a pour future obligation X et
il existe une variable y € X telle qu’aucun noeud de la forme (y,) n’est connecté a ce
chemin par une aréte en avant. Nous définissons en fait 'automate de Biichi A' a partir
d’un automate A* qui reconnait le complément du langage accepté par A!. L'automate Al
accepte donc les séquences de valuations symboliques pour lesquelles il existe un chemin
infini en avant dans la représentation graphique tel que

— tous les sommets du chemin ont la méme obligation X,
— il existe une variable x € X telle qu’aucun sommet de la forme (x,i) n’est relié¢ par

une aréte en avant au chemin.

Nous posons @ = {go} W (V x {0,...1}) comme étant 'ensemble des états de Al T = {q}
et F'=Q\ {qo}. La relation de transition de A! est définie par

~ g0 2 qo pour tout sv € SV(¢)
Cette régle permet de passer les différentes valuations symboliques de la séquence en
attendant la position a laquelle commence le chemin.

— g0 3 ((z,1),y) pour tout sv € SV(¢) tel que y € O((z,1)) s
Cette régle correspond au choix non-deterministe du début du chemin et de la variable
1 qui n’est jamais reliée a ce chemin.

~ ({z,4),9) = ((x,i — 1),y) pour tout i > 0 et sv € SV(¢)
Cette régle sert juste a attendre que le sommet courant du chemin soit & la limite de
la valuation symbolique courante avant de passer au prochain sommet.

~ ({z,0),9) = ({(«',i),y) pour tout sv € SV(¢) vérifiant les conditions suivantes :
1. x = X"*+1a/ est une contrainte de sv,
2. 0((2,0)) s = O, + 1)),
3. pour tout j € {1,...,1} la contrainte z = X/y n’appartient pas a sv.

La premiére condition exprime que (z,7’) est le prochain sommet du chemin et la
deuxiéme que ’ensemble des obligations sur le chemin reste le méme. Enfin, la der-
niére condition assure qu’aucun sommet correspondant & la variable y n’est connecté
au chemin par une aréte en avant.

[’automate A! est I'automate de Biichi obtenu en complémentant 1’automate ci-dessus.

Nous présentons maintenant automate A% = (Q,I, F,%,C,—) tel que ¥ = SV(¢),
C =P ({z1,...,21}) et Q = SV(®) 8 UyccQa, ot Qa, est I'ensemble des états de
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lautomate Az défini plus bas et vérifiant les différentes conditions de (C2) énoncées dans
le Lemme 40 aprés que 'on ait effectué un test a zéro sur les compteurs appartenant & I'en-
semble Z. L’ensemble des états initiaux est défini par I = SV(¢) et la relation de transition
de A? veérifie les régles suivantes.

Oup,sv
— SV

pour tout sv, sv” € SV(¢) et up vérifiant uf, (X) —u,,(X) < up(X) < ul,(X) pour
tout X € C.
Z,up,sv

SV = qo, A,
pour tout sv € SV(¢), ot go 4, est I'état initial de I'automate Az et up vérifiant
uf, (X) —ug, (X) < up(X) < ufy(X) pour tout X € C'\ Z et up(X) = uf(X) =0
pour tout X € Z. Notons que la condition impose qu’il n’existe aucun point d’incré-
mentation pour un compteur de Z dans sv.

L’automate de Biichi Ay est défini par :

Az=AFn [ (ARUA¥)  on  A¥ =[] Ax..
XeC\Z zeX

tel que les différentes composantes de cet automate sont définies de la facon suivante.

~ L’automate de Biichi A% vérifie la condition (C2.a) pour les compteurs de Z et donc
reconnait ’ensemble des modéles symboliques dans lesquels il n’existe aucun point
d’incrémentation pour un compteur appartenant & Z. Ceci assure que dans Ay les
compteurs de Z ne sont plus jamais modifiés et restent a zéro (puisque les compteurs
de cet ensemble ont subi un test a zéro).
Cet automate ne comporte qu'un seul état Q = {qo} tel que I = F = {qo} et une
exécution peut se poursuivre uniquement si on lit une valuation symbolique qui ne
comporte aucun point d’'incrémentation pour un compteur de Z. Formellement ceci
nous donne la relation de transition suivante.

qo = qo pour toute valuation symbolique sv € SV(¢) telle que pour tout compteur
X appartenant & Z, il n’existe pas de point d’incrémentation pour X dans sv.

— L’automate A% vérifie la condition (C2.b) pour un compteur X ¢ Z. Cet automate
accepte donc les modéles symboliques pour lesquels il existe une infinité de points d’in-
crémentation pour X a partir desquels on peut atteindre par un chemin vers I'avant
un noeud de la forme (z,7) dont l’ensemble des obligations futures est strictement
inclus dans X. Pour ce faire, A?Xl-’ procéde de la facon suivante. LL’automate choisit de
facon non déterministe un sommet appartenant & point de décrémentation pour X.
Il vérifie ensuite 'existence d'un chemin entre ce sommet et un sommet dont les obli-
gations sont strictement incluse dans X. Lorsqu’un tel sommet est atteint, on entre
dans l'état final. Un mot est accepté si cet état final est atteint infiniment souvent.
Formellement, ceci nous donne :

Q= {q0,q7} & (V x {0,...,1}) est I'ensemble des états de A%,
I'={q} et F={qs},

160



la relation de transition est définie par

— g0 3 qo pour tout sv € SV(g),

— qo 2 (z,1) pour toute valuation symbolique sv € SV(¢) telle que [(z,1)]s est un
point de décrémentation pour X,

(z,3) % (x,i — 1) pour tout i > 0 et sv € SV(¢),
(£,0) 5 (y,5 — 1) si O((2,0))sy = X, i > 0 et = X'y est une contrainte de sv.

(2,0) %% g si O({z,0))s est strictement inclus dans X.

q5 2 qo pour tout sv € SV(¢).

L’automate A3 vérifie la condition (C2.c) pour un compteur X ¢ Z. Sa construction
est similaire au cas précédent sauf que I’on ne passe dans I’état final qu’a chaque fois
que pour toute variable x de X on a deviné un point de décrémentation & partir duquel
on peut atteindre un état de x.

Il est facile de vérifier que ’automate obtenu est un automate & compteurs avec test a zéro
définitif. En effet la relation de transition de A? assure que pour tout Z C C' les compteurs
de Z valent bien zéro avant d’entrer dans Ay puis la composante AQZ“ de Az assure que les
compteurs de Z ne sont plus modifiés. De plus toutes les transitions de Az restent dans Ay.

Dans le cas fini, la construction de Agyt est plus simple. Cette construction reprend
des éléments de la construction de A%. L’automate Agy pour le cas fini est un automate a
compteur sans test a zéro (Q, I, F, X, C,—) tel que

Q = SV'(¢) est un ensemble fini d’états, [ = Q et F = Q
% =SV'(¢),
C =P ({x1,...,2x}) est un ensemble de compteurs,

La relation de transition est définie par

(sv,1) ®—>’u‘n’<su’i> (sv',i)

pour tout (sv, ), (sv’,i') € SV(¢) et up vérifiant uf, (X) —u_ ,(X) < up(X) < uf,(X)
pour tout X € C.

La condition d’acceptation pour cet automate est un peu particuliére. Une exécution finie
est acceptée ssi elle termine dans un état final avec tous les compteurs égaux a zéro. Notons
que le probléme du vide pour un tel automate se réduit a ’accessibilité d’un marquage dans
un réseau de Petri puisqu'un automate a compteur sans test a zéro se traduit facilement en
réseau de Petri (voir par exemple la preuve du Lemme 41).

Lemme 42 Un modéle symbolique p est satisfaisable ssi p appartient au langage reconnu
par Asat-

Preuve : Considérons le cas infini. Par construction, toutes les conditions du Lemme 40
sont testées par Agyt. Cependant, la séquence de comptage peut ne pas étre canonique.
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En effet, par définition on peut franchir dans une exécution acceptante 7 une transition
p(i) Doup.sn p(i) dans A? telle qu’il existe X ot v,(i)(X) + up(X) > 7,(i)(X) + (u;r(i) (X) —
Uity (X))

Cependant, la relation de transition de A? autorise toutes les mises a jours entre u;'(i) (X)—

u;(iJrl)(X) et u;'(i) (X) entre deux états p(i) et p(i + 1) appartenant a SV(¢). Ceci per-

met de trouver une exécution acceptante dans A? suivant les mémes états de controle que

7 telle que pour toute position i on a p(7) Dupey p(i + 1) ssi pour tout X € C on a

Yo (1) (X) + up(X) = v,(i)(X) + (u:(i) (X)— Uis) (X)). Il suffit de prendre la transition qui
décrémente le plus possible les compteurs & chaque étape (sans étre négatif). Par construc-
tion, la valeur de chaque compteur est inférieure & celle de I'exécution originale. La position
apres laquelle les compteurs qui satisfont (C2a) valent toujours 0 peut donc étre antérieure
mais cette condition est toujours vérifiée. Les autres conditions ne sont pas influencées par
la nouvelle valeur des compteurs. Cette exécution témoigne donc que p est satisfaisable.

Réciproquement, un modeéle symbolique satisfaisable vérifie les conditions du Lemme 40.
Donc il existe une exécution acceptante dans A! puisque la séquence vérifie (C1). Le cas qui
pose probléme est la condition (C2.a) qui nous oblige & considérer la séquence de comptage.
Or par définition pour tout i € N,

Ypi + 1)(X) = 7,(i)(X) + (u:)r(i) (X) - u;(i—f—l)(X))'

ce qui signifie que
(D) + (1 (X) = w1y (X)) < 30+ 1)(X) < 7,(0)(X) + uh, (X).

Par définition de A2, il existe donc toujours une transition qui permet de mettre a jour
les compteurs de la méme maniére que dans la séquence de comptage . Donc s'il existe
un ensemble de compteurs Z qui restent & zéro aprés une certaine position ¢ dans ~y, alors
il existe aussi une exécution de A? oil les compteurs de Z restent aussi a zéro aprés la
position 4. Par définition de A% on peut ensuite entrer dans la composante Ay qui accepte
la séquence puisqu’elle vérifie la condition (C2) (par hypotheése les compteurs de Z ne sont
plus modifiés apres la position 7).

De la méme maniére que dans le cas infini, nous pouvons construire dans le cas fini une
séquence de comptage canonique pour p & partir d’une exécution acceptante dans Ag,t. La
condition imposant que la valeur finale de tous les compteur vaut 0 est préservée puisque
la valeur des compteurs diminue. Réciproquement, toute séquence de comptage peut étre
simulée par 'automate Ag,; dans le cas fini. L’idée est la méme que dans le cas infini puisque
la définition de la relation de transition est similaire. D’apres le Lemme 40 si p est satisfai-
sable alors il existe une séquence de comptage dont la valeur finale de tous les compteurs
vaut 0. L’exécution qui correspond a cette séquence de comptage dans 'automate Ag, est
acceptante. O

Nous pouvons maintenant prouver le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 34 Le probleme de la satisfaisabilité pour la logique CLTLO((N, =)) est déci-
dable dans les cas fini et infini.
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Preuve : Soit ¢ une formule de CLTLO((N, =)). Nous construisons 'automate a comp-
teurs simple Ay qui accepte l'intersection des langages reconnus par les automates Agymp,
Asatr et Apap de la maniére suivante.

L’automate Agymp N Apap est un automate de Biichi standard construit en faisant le
produit synchronisé des deux automates. Nous synchronisons ensuite cet automate avec

Agat de la facon suivante : pour tout ¢,¢" € Agymb N Apap €t Gsats @oar € Asat, On a

X,up,sv . SU o X,up,sv
(¢, gsat) — (¢, qla) ssi ¢ — ¢ est une transition de Agymb N Apap €t ¢ q une

transition de Apap. Puisque Agymp N Apap n’a pas de compteur, I'automate obtenu reste
un automate & compteurs avec test a zéro définitif une fois les conditions d’acceptation
combinées. D’aprés le Lemme 41 tester que le langage qu’il reconnait est non-vide est un
probléme décidable. On peut donc en déduire que le probléeme de satisfaisabilité est déci-
dable en utilisant le Théoréme 33.

La construction est la méme dans le cas fini mais nous obtenons un automate a comp-
teur fini. Etant donné la condition d’acceptation de Agy dans le cas fini, le probléeme de
satisfaisabilité se réduit & un probléme d’accessibilité dans les réseaux de Petri [Kos82| en
utilisant la méme méthode que dans le Lemme 41. La construction du réseau de Petri est
identique et 'on cherche a savoir si I’on peut atteindre un marquage oi toutes les places
représentant un compteur sont vides et il existe une place représentant un état final ayant
un jeton. Il est facile de montrer que 1’accessibilité d'une telle configuration est équivalente
a lexistence d’une exécution finie pour Agat. U

Les Théoremes 33 et 34 peuvent étre étendus a toute extension de L'TL du moment que
les opérateurs temporels sont définissables dans MSO grace a [Biic62].

Corollaire 12 Le probleme de la satisfaisabilité pour la logique CLTLO((N,=)) étendue
avec des opérateurs définissables dans MSO est décidable dans les cas fini et infini.

6.5.3 Fragment dans PSPACE

Nous étudions maintenant le fragment CLTLS((N, =)) correspondant a la restriction de
la logique CLTLY((N,=)) avec une seule variable. Notons que les modéles de ce fragment
sont des séquences d’entiers et le seul compteur dont on a besoin est de la forme {z}
ou x est la variable utilisée dans la formule. Pour toute séquence de comptage -y, nous
identifions la valeur v(i)({x}) de ce compteur & une position i avec v(i). Etant donné un
modeéle symbolique p sur I'alphabet SV(¢), la séquence de comptage 7, est telle que pour
tout 0 < i < |p| =1, on a ,(i + 1) = 7,(1) + v —ujyy on uf,u;,, € {0,1}. Daprés le
Lemme 40, les conditions pour qu'un modéle symbolique construit sur une seule variable
soit satisfaisable se réduisent & 'existence d’une séquence de comptage telle que 'unique
compteur reste toujours égal & zéro aprés une certaine position ou bien est décrémenté
infiniment souvent.

Lemme 43 Un modéle symbolique p de la forme {0,...,|p| — 1} — SV(¢) ou N — SV(¢)
tel que ¢ est une formule de CLTL?((N, =)) est satisfaisable ssi

(I) la derniére valeur de vy, vaut O dans le cas fini,
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(IT) pour le cas infini
— soit il existe une position ig telle que pour tout i > iy on a v,(i) =0,
soit il existe un infinité de point de décrémentation pour le compteur.

La vérification de cette condition est simplifiée par le fait que le compteur de toute séquence
de comptage par rapport a un tel modéle symbolique est borné.

Lemme 44 Pour tout modéle symbolique p construit par rapport a une formule du fragment
CLTLY((N,=)), la séquence de comptage vp vérifie y(i) <1 pour tout 0 < i < |p| — 1.

Preuve : Soit ¢ une formule de CLTL?((N,:» et p un modeéle symbolique infini de ¢.
Nous montrons que pour tout ¢ € N, le nombre de classes d’équivalence distinctes dans p(i),
noté #(p()), est borné par I + 1 — ~,(i). Nous procédons par induction sur .

Pour i = 0, la valeur initiale de «, vaut 0. Il nous faut donc montrer que le nombre de
classes d’équivalence dans p(0) est inférieur ou égal a [ + 1. Notons que cette propriété est
toujours vraie pour n’importe quelle valuation symbolique car le pire cas qui puissent arriver
est que tous les termes soient différents deux a deux, ce qui donne [+ 1 classes d’équivalence
(une par terme).

Nous supposons maintenant que 'on a §(p(i)) < 1+ 1 — ~,(i) et nous montrons que la
propriété est vérifiée pour 7 + 1. Nous distinguons plusieurs cas

Si v,(i + 1) = 7,(i) + 1, alors nous avons obligatoirement u;” = 1 et u; = 0. Ceci
implique que [(x, 0)],(;y est un point d’incrémentation et [(x,[)] (i41) n’est pas un point
de décrémentation. Par définition des points d’incrémentation et de décrémentation,
(x,i) n’est égal & aucun sommet (z,j) pour ¢ < j <14+ [ mais par contre il existe un
aréte entre (z,7+ [+ 1) et un sommet (z,j) tel que i < j < i+ [. Par conséquent le
nombre de classes d’équivalence dans p(i + 1) diminue de 1 par rapport & p(i), ce qui
signifie que #(p(7)) = #(p(i + 1)) — 1. L’inégalité §(p(i+ 1)) <1+1—~,(i+1) est donc
bien valable.

Si v,(i + 1) = 7,(i) — 1 alors nous avons obligatoirement u;” = 0 et u; = 1. Ceci
implique que [(z,0)],; n’est pas un point d’incrémentation et [(z,l)],;41) est un
point de décrémentation. En suivant le méme raisonnement que le cas précédent,
nous obtenons que le nombre de classes d’équivalence augmente de 1 car ce cas est
symétrique. L'inégalité §(p(i + 1)) <1+ 1 —,(i 4+ 1) est donc aussi vérifice.

Siy,(i+1) = ,(i) et uf =u; =1 alors [(z, 0)],(i) est un point d’incrémentation et
[(x, 1)] p(i1) est un point de décrémentation. Ce cas peut se traiter de maniere similaire
aux précédents.

Le cas restant nécessite un peu plus d’attention. En effet, si v,(i+1) = v,(i) et uj” =0
alors deux cas peuvent se présenter :

soit [(z,1)]p(i+1) n’est pas un point de décrémentation,
soit [(x,1)],(i+1) est un point de décrémentation mais on ne peut pas décrémenter
car v,(i) = 0.

Bien entendu, [(z,0)],;) lui n’est pas un point d’incrémentation.
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Dans le premier cas, nous pouvons utiliser le méme développement que pour les cas
précédents pour montrer que #(p(i)) = #(p(i + 1)) et ainsi déduire que I'inégalité est
vérifié.

Dans le deuxiéme cas, nous avons ,(i+ 1) = 7,(i) = 0. Nous pouvons alors utiliser la
remarque faite au début de cette preuve pour montrer que #(p(i + 1)) est bien borné
par [ + 1.

Puisque le nombre de classes d’équivalence dans chaque valuation est positif, pour tout
i € N nous avons donc [ +1 —7,(i) > 0 ce qui est équivalent & [ +1 > v,(4).

La preuve dans le cas fini est essentiellement la méme mais nécessite de considérer les
valuations symboliques qui marquent la fin du modeéle symbolique, ce qui donne un peu plus
de cas différents. Ces valuations symboliques ne posent pas de problémes car les termes hors
du modéle n’introduisent pas de nouvelle classe d’équivalence. O

Ceci permet de construire un automate Al sans compteur dans le cas du fragment & une

variable CLTLY (N, =)).

Lemme 45 L’ensemble des modéles symboliques satisfaisables pour une formule du frag-
ment CLTL?((N,:» est reconnu par un automate de Biichi dans le cas infini, et par un
automate fini dans le cas fini.

Preuve : D’aprés le Lemme 43, dans le cas infini la séquence p est satisfaisable ssi il
existe une position aprés laquelle la valeur du compteur vaut toujours 0 ou bien il existe une
infinité de points de décrémentation pour le compteur. Comme le compteur est toujours
compris entre 0 et [ d’aprés le Lemme 44 nous pouvons construire 'automate de Biichi
AL, =(Q, I, F,6) en codant la valeur du compteur dans les états de I"automate.

L’ensemble des états @ est égal a SV(¢) x {0, ...,l} x {dec, ~dec, zero}. La deuxiéme
composante code donc la valeur du compteur et la troisiéme est utilisée pour spécifier
la condition d’acceptation.

L’ensemble des états initiaux est I = {(sv,0,~dec) | sv € SV(¢)}.

L’ensemble des états finaux est F' = {(sv,0,zero) | sv € SV(¢)} U {(sv,4,dec) | sv €
SV(¢) et ie{0,...,1}}.

— (T1) Pour tout sv, sv’ € SV(¢), i € {0,...,l} et u € {dec,~dec} on a une transition
(sv,i,u) 2% (sv’,i',u') ssi la paire (sv, sv’) est cohérente sur un pas et

- siuf, =1etu,, =0, alors ¢ =i+1 et v = —dec,

o = 1, alors i’ =i et v’ = dec,

—siuf, =letu
si uf, =0et u,, =1, alors
soit #/ =i —1=0et u € {dec,zero}
oui =i—1>0et v =dec,
oud =i=0etu €{-dec,zero},

- st uf, =u,, =0, alors
soit i =i =0 et v’ € {~dec,zero},
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oui =i>0etu =-dec.

~ (T2) Pour tout sv € SV(¢), on a une transition (sv,0,zero) = (sv’,0,zero) ssi la
paire (sv, sv’) est cohérente sur un pas et uf, = Ugyr-

Par construction un modéle symbolique satisfaisable est accepté par 1’automate. Nous
analysons les différents cas décrits dans le Lemme 43. S’il existe une position aprés laquelle
le compteur reste égal a 0 alors d’aprés la relation de transition, il existe une exécution
sur cette entrée ou l'on entre dans un état de la forme (sv,0,zero). D’aprés les régles de
(T1) on a en effet toujours la possibilité d’entrer dans un tel état lorsque la deuxiéme
composante, qui correspond & la valeur du compteur, vaut 0. Comme le compteur reste
ensuite a zéro, la régle de transition (T2) peut toujours étre utilisée. Si le compteur est
décrémenté infiniment souvent mais qu’il est infiniment souvent positif alors il existe un
exécution ot 'on passe infiniment souvent par un états de la forme (sv,i,dec). En effet, les
régles de (T1) permettent que I’on passe par un tel état a chaque fois que le compteur est
décrémenteé.

Réciproquement, par construction une séquence acceptée est cohérente pas a pas et cor-
respond donc & un modéle symbolique de ¢. De plus une séquence est acceptée si

— soit I'exécution reste infiniment dans la sous-composante formée par les états de la
forme (sv,0,zero) (voir la régle (T2)), ce qui signifie que le compteur reste toujours
a 0 aprés une certaine position,

— so0it on visite infiniment souvent un état de la forme (sv,i,dec), ce qui signifie que le

compteur est décrémenté infiniment souvent (voir la régle (T1)).

Dans les deux cas la séquence est satisfaisable d’aprés le Lemme 43.

Pour le cas fini, nous voulons que l'exécution se termine avec le compteur égal & zéro.
La construction se simplifie de la maniére suivante :

Q=SV'(¢) x{0,...,1}.

I = {{{s0,1),0) | (s0,) € SV(6)}.

F = {{(s0,0),0) | (sv,0) € SV'(¢)}.

Pour tout (sv, i), (sv’,7') € SV'(¢) et j € {0,...,I+1} on a une transition ((sv, 1), j) ev.d)
((sv',i"), j) ssi la paire ((sv,i), (sv’,4')) est cohérente sur un pas et j/ = max(0,j +
(uf, —u,,,))- Notons que d’apres le Lemme 44 i’ € {0,...,[}.

La preuve de correction de cet automate est directe. Une exécution acceptante de 'automate
AL, simule une séquence de comptage et la condition d’acceptation impose que le compteur
vaut 0. U

La taille de automate AL, est exponentielle par rapport a |¢| mais cet automate peut
étre construit en espace polynomial. De plus, tester si le langage reconnu par le produit
de cet automate avec I'automate Apap N Agymp de la Section 6.3.2 peut se faire en espace
logarithmique non-deterministe (par rapport a la taille de 'automate obtenu) puisqu’il
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s’agit d'un automate de Biichi (ou d’un automate fini dans le cas fini). Ces éléments nous
permettent d’établir le résultat de complexité suivant.

Théoréme 35 Le probleme de la satisfaisablité pour CLTL?((N, =)) est PSPACE-complet
dans les cas fini et infini.

Preuve : La construction de Ay de la section précédente peut étre simplifiée en utilisant
AL, au lieu de Agy. La propriété établissant que ¢ est satisfaisable ssi le langage reconnu
par Ay est non-vide est préservée car AL, reconnait I’ensemble des modeéles symboliques
satisfaisables et les autres composantes ne changent pas. D’aprés les remarques au dessus, la
construction de I'automate de Biichi Ay peut se faire en espace polynomial. En composant,
cette construction avec le test du vide pour un automate de Biichi nous obtenons une
procédure dans PSPACE.

La borne supérieure est obtenue en utilisant la PSPACE-dureté du probléme de la satis-
faisabilité pour la logique CLTTL;((N,=)) qui est incluse dans CLTLY((N, =)). En effet, le
probléme de la satisfaisabilité pour CLTL((N, =)) est PSPACE-dur car on peut y réduire
le probléeme de la satisfaisabilité pour LLTL en codant les variables propositionnelles par des
contraintes de la forme x = y. D’aprés le Corollaire 1 le fragment CLTL, ((N,=)) est aussi
PSPACE-dur.

La preuve pour le cas fini est similaire. O

Une conséquence directe de ce résultat est que le probléme de la satisfaisablité dans les cas
fini et infini de LTL{I({X,X’l, U,S}) est dans PSPACE lorsque l'on restreint 'utilisation

de l'opérateur freeze aux sous-formules de la forme |,—, XF(r = ) et |,—; X(r = z) (ot r
est 'unique registre).

6.5.4 Répétition de valeurs dans le passé

Nous montrons maintenant que nous pouvons étendre le langage logique pour exprimer
des contraintes de répétition dans le passé tout en préservant la décidabilité. Nous consi-
dérons 'extension de CLTLY((N,=)) avec des contraintes de la forme z = ¢ 'y que nous
notons CLTLQ’O_l((N, =)). La relation de satisfaction est étendue de la fagon suivante.

o,i = x = Oty ssiil existe 0 < j < i tel que 2 = o(j)(y).

Notons que de la méme maniére que pour x # Oy, la contrainte x # (~ly peut étre exprimée
dans le langage logique méme si elle est omise dans la définition

z# 07y & (H(@=XTYAXTT)V((@ = XTI AX T ((y = Xy)S((y # Xy AXTIT))).

Pour traiter le probléme de la satisfaisabilité de CLTLO0™" ((N,=)), nous devons étendre
la représentation symbolique. Nous définissons Qﬁ I’extension de Qgg avec les contraintes de
la forme X*(x = {~ly) et leur négation pour i € {0,...,1}. Une valuation symbolique est
toujours un ensemble maximalement cohérent de contraintes de Q;CI En plus des conditions
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Figure 6.3: Représentation graphique d’une valuation symbolique avec obligations passées

(F1) a (F5) définie dans la Section 6.3.1 pour la représentation symbolique des modéles de
CLTLO((N, =)), une valuation symbolique de CLTLO’O_I((N, =)) doit vérifier les conditions
supplémentaires suivantes exprimant la cohérence des répétitions passées :

(FP) pour tout 4,5 € {0,...,1} et x,y € {z1,... 24}, si X'z = X/y appartient a sv alors
~si i = j, alors pour tout z € {z1,...,7x} on a X{(z = O712) € sv ssi Xi(y =
O~ 12) € sv,
~ sii > jalors X{(x = O0~ly) € sv, et pour tout z € {z1,...,7}, onaXi(z =07 12) €
sv ssi soit X/ (y = O~ 12) € sv ou bien il existe i > j' > j tel que X'z = X7’z appar-
tient a sv.

Un modele symbolique est toujours une séquence de valuations symboliques cohérente pas
& pas, considérant notre nouvelle définition de valuations symboliques. Ceci signifie qu'une
paire de valuations symboliques (sv, sv’) est cohérente sur un pas ssi

~ pour tout 4,5 € {1,...,1}, on a Xiz = XJy € sv ssi X7tz = XI~ly € sv/,
— pour tout i € {1,...,1}, on a X{(x = Qy) € sv ssi X\ (z = Qy) € sv'.
— pour tout i € {1,...,1}, on a X¢(z = 0"ly) € sv ssi Xi7H(z = 0~ 1y) € sv',

Toutes ces extensions s’appliquent naturellement au cas fini en considérant la définition de
valuation symbolique pour le cas fini.

Nous étendons la représentation graphique des modeéles a cette nouvelle abstraction. La
Figure 6.3 est un exemple de cette nouvelle représentation graphique. La différence avec la
Figure 6.1 est la présence d’arcs ouverts vers le passé représentant les répétitions dans le
passé ou obligations passées. Nous posons

Ot (Xiz) = {y | Xi(z = 07 1y) € sv}.

Comme nous devons maintenant aussi tenir compte des obligations passées, les comp-
teurs sont des paires de la forme (X, X ;) appartenant A P ({z1, ...,z })xPT({z1,...,24})
telle que X, représente les obligations passées et X les obligations futures. Les valuations
pour les compteurs sont adaptées en conséquence. Pour préciser davantage, la valeur asso-
ciée a (Xp, X ) représente le nombre de valeurs distinctes qui sont apparues dans des états
passés de chacune des variables de X, et doivent se répéter dans un ou plusieurs états futurs
de chacune des variables de X.
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Nous expliquons maintenant comment la séquence de comptage est étendue. Un point
d’incrémentation pour un compteur (X,, X;) dans une valuation symbolique sv est une
classe d’équivalence de la forme [(z,0)]s, telle que

Osv((w, 0>) = Xy,

— (z,0) n’est connecté a aucun autre noeud de sv par une aréte vers I'avant
— et [(z,0)]sy U <>f_r1(x, 0) =X,.

Un point de décrémentation pour un compteur (X, Xr) dans une valuation symbolique sv
est une classe d’équivalence de la forme [(z,[)]s, vérifiant

Oso((z, 1)) U [(z, )]0 = Xy,
(x,1) n’est connecté & aucun autre noeud de sv par une aréte vers l'arriére,
et Ot (z, 1) = X

Ces nouvelles définitions permettent d’enregistrer les répétitions des valeurs dans le passé.
Les valeurs u}, et u,, dénotent toujours respectivement le nombre de points d’incrémenta-
tion et de décrémentation de chaque compteur dans sv. Etant donné un modéle symbolique
p, la séquence de comptage 7, est maintenant définie inductivement par

= 7(0)((Xp, Xy)) = 0 et
pour tout i € {0,...|p| — 1}, on a

V(i + 1) ((Xp, Xp)) = () ((Xp, Xp)) + (U:,r(i)“vaXf» - U;(Hl)((vaXf»)-

Notons que la différence avec le cas de CLTLY((N,=)) est le caractére obligatoire de la
décrémentation. En effet si un point de décrémentation porte pour information une répéti-
tion passée, alors on doit absolument trouver une valeur qui correspond parmi les valeurs
qui doivent se répéter. Dans cette définition, le compteur peut donc devenir négatif mais
de telles séquences de comptage seront écartées par les conditions introduites par la suite.
Intuitivement, si le compteur devient négatif ceci signifie qu'une contrainte de répétition
passée ne peut pas étre satisfaite. Bien que nous ayons besoin de plus de compteurs, l'intro-
duction de contraintes de répétitions passées n’introduit pas de réelles complications. Ceci
peut étre comparé a l'ajout d’opérateurs référant au passé dans L'TL. En fait, le passé étant
fini les informations peuvent étre accumulées facilement.

Lemme 46 Un modéle symbolique p pour une formule de CLTLO’Q_I«N,:)) est satis-
faisabe ssi la séquence de comptage vy, est telle que pour tout i € {0,...|p| — 1} on a
Y(1)((Xp, X¢)) > 0 et les conditions suivantes sont satisfaites :

(I) Sip est un modele symbolique fini alors la valeur finale de tous les compteurs de vy, vaut

0.

(IT) Si p est un modeéle symbolique infini alors

(C1) Il n'existe pas de chemin infini en avant dans G, et de compteur (X,, Xy) tels que
chaque noeud du chemin a pour future obligation (X, Xr) et il existe une variable
y € Xy telle qu’aucun noeud de la forme (y,i) n'est connecté a ce chemin par une
aréte en avant.
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(C2) La séquence vy, est telle que chaque compteur (X, Xy¢) satisfait 'une des conditions

suivantes :

(a) il existe une position aprés laquelle la valeur du compteur (X,, X¢) vaut toujours
0 et il n’existe plus de point d’incrémentation pour (X,, Xy),

(b) il existe une infinité de points de décrémentation pour (X,, Xy) qui sont connectés
par un chemin en avant a un noeud (x,1) tel que Q,((x,7)) C Xy dans G,

(c) pour chaque v € Xy il existe une infinité de points de décrémentation pour
(Xp, X¢) qui sont connectés par un chemin en avant a un noeud de la forme (x,1)
dans G,.

Preuve : La preuve de ce résultat est trés semblable & celle du Lemme 40. Nous insistons
surtout sur les changements a opérer dans l’algorithme.

Soit p un modéle symbolique satisfaisant les conditions de I'énoncé et v, la séquence de
comptage correspondante. Pour chaque compteur d’obligation (X,, Xr) € Pt ({z1,...,25})X
Pt({z1,...,x,}) nous introduisons une file FIFO Repeat x .y contenant des éléments de
I'ensemble N X X correspondant a la valeur a répéter et la variable de Xy dont nous atten-
dons qu’elle prenne cette valeur. Le second argument est toujours utilisé pour les compteurs
qui sont décrémentés infiniment souvent. Nous fixons dans ce but un ordre sur les variables
tel que 1 < 29 < ... < 2. Nous utilisons aussi des ensembles Forbid, pour chaque x € V
afin de mémoriser les valeurs interdites pour la variable z. Ces éléments sont initialisés
respectivement avec la file vide et I'ensemble vide. Nous modifions notre procédure d’éti-
quetage de la représentation graphique de p. Le principal changement est qu'un point de
décrémentation ne peut plus étre ignoré dans le sens ol nous devons obligatoirement lui
affecter une valeur en attente dans la file correspondante.

(10) Pour la premiere valuation symbolique, il existe une valuation des sommets qui
satisfait les relations d’égalités car 'ensemble de contraintes est maximalement cohé-
rent. Nous affectons & chaque sommet une étiquette composée de la valeur qui lui est
assignée par cette valuation et de I’ensemble vide.

Ind) Supposons maintenant que la séquence est étiquetée jusqu’a la valuation symbo-
pp q q q Jusq y
lique p(7). Nous définissons I'étiquetage de p(i + 1). Comme la séquence est cohérente
pas a pas, nous devons juste définir les étiquettes des sommets de niveau i + [ + 1.

(Ind1) Nous nous occupons d’abord des points d’incrémentation de la forme [(z,)].
Soit (a,b) I'étiquette affectée a (z,4). Nous insérons a la fin de la queue Repeat x, x )
telle que X, = (};é)((x, 0)) U [{z,0)],i) et Xy = Q) ((x,0)) la paire (a’, ) vérifiant
—a=4d,
—sib#(alorsd =0

sinon b’ est la variable la plus petite dans ¢ ,)(x,0) (par rapport a U'ordre fixé).

Ensuite, nous ajoutons la valeur a & tous les ensembles de la forme Forbid, tels que

y & Op)(,0).

(Ind2) Nous définissons ensuite la valeur des étiquettes associées aux sommets de la
forme (x,i 41+ 1) de la facon suivante :
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(Ind2.1) Sile sommet (x,i+ [+ 1) est connecté par une relation d’égalité & un autre
sommet (y,j) tel que i < j < i+ 1+ 1 alors soit (a,b) I'étiquette de (y, j). Nous
affectons a (z,i 41 + 1) la paire (a/, ) telle que

- a=d,

- si 0((y,7)) = O({x,i+1+1)) alors b =¥

sinon b = ().
(Ind2.2) Si (x,i+1+1) n’est connecté & aucun autre sommet de niveau inférieur alors
plusieurs cas se présentent.

(Ind2.2a) Si O;(Ll)((x,b) = () alors nous affectons 1'étiquette (a,?) a tous les

sommets de [(7,[)],i41) telle que a vérifie les contraintes imposées par les arcs et

a ¢ U Forbid, U U Repeat x y-
y€[<$7l>}p(l+l) (Xp,Xf>€P+({$1,...,$k})2

Sinon [(w,1)]5(;41) est un point de décrémentation pour un compteur (X, Xr). Nous
supposons alors que Repeat<Xp7Xf> n’est pas vide. Nous montrons plus tard que si
c’était le cas, le compteur (X, X) serait négatif. Il reste alors les cas suivants.

(Ind2.2b) Si la séquence est finie, ou si X est un compteur qui satisfait la condition
(C2a), ou bien si I'on peut atteindre par un chemin en avant un sommet de la forme
(y,7) a partir de (z,i + 1+ 1) tel que O((y, 7)) est strictement inclus dans X alors
nous enlevons le premier élément (a,b) de la file Repeat y, x,y et nous affectons
aux sommets de la classe d’équivalence [(z,[)],;4+1) 1'étiquette (a, ).

(Ind2.2c¢) Sinon, nous enlevons le premier élément (a,b) de la file Repeat x, y .y tel
que b € [(x,1)] pi+1) et nous affectons & tous les sommets de [(z,1)],41) 'étiquette
(a', V') telle que

a=d

b’ est la plus petite variable supérieure a b qui n’est pas accessible par un chemin

en avant a partir du sommet (z,7+ [+ 1)
si une telle variable n’existe pas alors b = ().

S’il n'existe pas d’élément de Repeat y X;) satisfaisant les bonnes conditions alors
nous procédons comme dans le cas (Ind2.2a).

La principale différence avec 1’algorithme du Lemme 40 est que dans tous les cas ou l'on
traite un point de décrémentation, un élément de la file correspondante est enlevé. Comme
pour chaque point d’incrémentation un élément est inséré et que dans la relation de comp-
tage incrémentations et décrémentations sont obligatoires, nous pouvons en conclure que
pour tout 0 < i < |p| et pour tout compteur (X, X¢), la taille de la file Repeat x x ) &
I'étape i est égale & y((X,, X¢))(i). C’est pourquoi nous pouvons supposer dans les point
(Ind2.2.b) et (Ind2.2.c) que la file et non-vide. En utilisant le méme développement que
dans la preuve du Lemme 40, nous pouvons montrer que cet étiquetage satisfait toutes les
contraintes du modéle symbolique a la fois dans les cas finis et infinis.
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Réciproquement, nous pouvons aussi utiliser la méme méthode pour le Lemme 40 afin de
montrer que tout modéle symbolique satisfaisable vérifie les conditions de I’énoncé. La seule
différence est qu’il nous faut montrer que la valeur des compteurs n’est jamais négative. Si
un compteur (X, X7) devient négatif, c’est qu’a ce moment il existe plus de point de décré-
mentation que d’incrémentation pour ce compteur dans la séquence, d’aprés la définition de
la relation de comptage. Ce qui signifie que toutes les obligations correspondant a (X, X¢)
ont été satisfaites et qu’il n’existe pas de valeur qui est apparue dans les variables de X, et
doit se répéter dans le futur dans des états des variables de X ;. La séquence n’est donc pas
satisfaisable, ce qui établit une contradiction. O

En conséquence, nous pouvons facilement mettre a jour la construction de Ay par rapport
aux nouveaux compteurs et a la nouvelle définition des séquences de comptage. L’automate
obtenu est toujours un automate & compteurs avec test a zéro définitif dans le cas infini et
un automate & compteur sans test a zéro dans le cas fini, ce qui nous permet d’étendre la
preuve de décidabilité du Théoreme 34.

Théoréme 36 Le probléme de la satisfaisabilité pour CLTLO’O_I«N,:)) dans les cas fini
et infini est décidable.

Comme corollaire, nous obtenons toujours la décidabilité du probléme de la satisfaisabilité
. -1 .

pour les extensions de CLTLY®™ ((N, =)) avec des opérateurs temporels définissables dans

MSO.

Corollaire 13 Le probléme de la satisfaisabilité pour la logique CLTLO’OA((N, =)) étendue
avec des opérateurs définissables dans MSO est décidable dans les cas fini et infini.

-1
Notons enfin que le Lemme 44 s’adapte aussi facilement a I’extension CLTL?’<> ((N,=))
ce qui permet d’établir la complexité pour le fragment & une variable.

Théoréme 37 Le probléme de la satisfaisabilité pour CLTL?’O_I«N,:)) dans les cas fini
et infini est PSPACE-complet.
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Synthése 11

Nous avons démontré dans cette partie des résultats concernant une extension de la
logique CLTL((N,=)) avec une forme restreinte de quantification du premier ordre per-
mettant d’exprimer des contraintes de répétition d'une valeur. Pour cette logique nommeée
CLTLY((N,=)), nous avons montré un résultat de décidabilité en réduisant le probléme de
la satisfaisabilité d’une formule vers un probléme sur les réseaux de Petri. Cette réduction
est plutdt surprenante puisqu’a priori la logique ne contient que des contraintes d’égalité et
aucun mécanisme de comptage contrairement & CLTL(DL) (voir Chapitre 5). Ce résultat
établit une nouvelle relation entre les extensions de logiques temporelles sur des domaines
concrets manipulant des entiers et les machines & compteurs.

Comparé aux résultats concernant 'extension de LTL avec 'opérateur freeze, la logique
que nous considérons ne contient aucune restriction syntaxique sur le nombre de variables,
la longueur temporelle et les opérateurs logiques. Le choix qui a été fait ici est de réduire
l'utilisation de 1'opérateur freeze tout en gardant ’expressivité du langage logique, afin
d’obtenir une preuve homogéne de la décidabilité de la satisfaisabilité dans les cas fini et
infini. Cependant, la complexité de ce probléme reste & définir puisque la complexité pour
les problémes concernant les réseaux de Petri que nous utilisons n’est pas établie. Dans le
fragment a une variable de la logique, la borne de PSPACE-complétude peut néanmoins
étre prouvée car le compteur que nous utilisons dans la réduction est borné. La complexité
générale de ce probléme est le principal probléme laissé ouvert dans cette partie.

Les extensions possibles pour la logique CLTL?((N,=)) concernent deux directions non
orthogonales. D’une part, il est envisageable d’étendre la logique afin de considérer des
contraintes plus riches. Dans les contraintes de répétition de CLTLY((N,=)) nous n’avons
aucune information sur la position a laquelle la valeur se répéte. Cette contrainte peut étre
affaiblie en autorisant la vérification d’une autre contrainte & la position o la répétition est
satisfaite. Par exemple z = Qy(*=*%?) signifie que dans le futur il existe une position ou la
valeur de y est égale & la valeur courante de = et qu’a cette position la valeur de z est égale
a la prochaine valeur de z. Nous pouvons aussi imposer un ordre sur les répétitions avec de
telles contraintes. On peut envisager par exemple d’introduire des contraintes telles que

T = Oy(yZOZ(ZZO‘”))

qui exprimerait que la valeur courante de x se répéte en y puis en z et & nouveau en zx.
Notons qu’une telle extension permettrai de réduire la satisfaisabilité dans le cas fini au
cas infini. Nous conjecturons que certaines méthodes définies dans cette partie peuvent
étre réutilisée pour montrer la décidabilité du probléme de la satisfaisabilité au moins pour
certains fragments de cette logique.

Enfin, il est aussi possible d’enrichir les contraintes en considérant des domaines plus
riches autorisant d’autres relations que I'égalité, par exemple (N, <,=). Pour information,
la logique sur les mots de données FO(=<,=,+1) avec une ordre sur les données est indéci-
dables [BMST06] mais le fait qu’on n’ait aucune information sur la position oil la contrainte
x < Qy est satisfaite fait que la preuve d’indécidabilité ne peut étre adaptée de maniére
triviale.
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Quatriéme partie

CTL”* sur des domaines concrets
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Chapitre 7

CCTL*(D) avec abstraction vérifiable localement

Sommaire
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Nous avons jusqu’a présent considéré uniquement des logiques temporelles linéaires sur
des domaines concrets. Nous nous intéressons maintenant aux extensions de logiques tem-
porelles arborescentes avec des domaines concrets. Le but est de généraliser dans la mesure
du possible une partie des résultats obtenus dans le cas linéaire. Nous commencons par
introduire dans ce chapitre une extension des formalismes utilisés pour I"approche & base
d’automates et nous définissons un résultat général de décidabilité pour une sous-famille de
logiques temporelles arborescentes sur des domaines concrets.

7.1 Logiques arborescentes sur domaines concrets

Comparé aux nombreuses extensions de L'TL sur des domaines concrets, il existe a notre
connaissance moins de travaux en relation avec les logiques temporelles arborescentes éten-
dues avec des domaines concrets dans la littérature. La plupart de ces travaux concernent
surtout des problémes de model-checking de propriétés exprimées par des contraintes de
Presburger sur des systémes & compteurs. Ce probléme en général est indécidable puisque
la simple accessibilité d’un état de contrdle dans une machine de Minsky a deux compteurs
est indécidable [Min67]. Pour les logiques temporelles arborescentes étendues avec des do-
maines concrets, on sait aussi d’aprés un résultat de [Cer94] que probléme model-checking
de CCTL(Z) sur les Z-automates est indécidable. Rappelons que le domaine concret Z est
égal a (Z,<,=). Donc ce résultat implique que la restriction a des ensembles de contraintes
qualitatives sur les entiers n’est pas suffisante pour retrouver la décidabilité dans le cas
arborescent (contrairement au cas linéaire).
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Une solution possible pour définir des fragments décidables de ce probléme consiste a
restreindre le modéle considéré. Nous rappelons que de nombreuses restrictions des sys-
témes a compteurs ont été introduites dans la littérature telle que les machines & comp-
teurs dont les valeurs ont un nombre borné d’alternations entre croissance et décrois-
sance [Iba78], les systémes a compteur plats [CJ98| ou les systémes a compteurs plats
avec des fonctions de mise a jour affines formant un monoide fini [Boi98, FL02, BFLP03|
pour citer quelques exemples. Concernant le model-checking de propriétés exprimées dans
des logiques temporelles arborescentes avec des contraintes sur les compteurs, il est défini
dans [DFGvDO06] une classe d’automates & compteurs pour laquelle le probléme du model-
checking de CTL* étendu avec des contraintes de Presburger est décidable. De méme, il
est montré dans [BDRO3| que le model-checking des automates temporisés discrets avec
une version temporisée et paramétrée de CTL est décidable. Nous avons aussi parlé précé-
demment des travaux de [FWW97, EKS03| qui établissent des résultats de décidabilité et
complexité pour le probléme du model-checking des automates a piles avec un extension de
CTL* comportant des contraintes de régularité sur le contenu de pile. Rappelons que les
automates a pile généralisent la classe des automates & un compteur. Ces travaux sont aussi
un exemple pour lequel ’ensemble d’interprétation des variables n’est pas les entiers.

Des fragments de ces problémes peuvent étre exprimés en termes de problémes de model-
checking des logiques temporelles arborescentes sur des domaines concrets, mais ils intro-
duisent des restrictions du probléme général soit sur le modéle, soit sur les ressources syn-
taxiques des formules. Nous voulons considérer dans un premier temps un cadre aussi gé-
néral que possible pour étendre la méthode a base d’automate que nous utilisons dans le
cas linéaire. De plus, nous désirons définir une approche permettant de traiter a la fois
les problémes de satisfaisabilité et de model-checking. Dans ce chapitre, nous définissons
une nouvelle représentation symbolique pour les modéles d’une formule appartenant & une
logique arborescente de la forme CCTL*(D). Cette abstraction utilise et généralise les dif-
férentes représentations que nous avons introduites dans le cadre linéaire jusqu’a présent.
Nous utilisons ensuite cette représentation symbolique des modéles pour résoudre les pro-
blémes de la satisfaisabilité et du model-checking pour une sous-famille des logiques de
la forme CCTL*(D) dans lesquelles le domaine concret vérifie une propriété générale qui
permet de prouver l'existence d’'un modéle correspondant & une abstraction donnée en ef-
fectuant uniquement des tests locaux sur le modéle symbolique, ce qui facilite la procédure
de décision. Bien que cette propriété puisse paraitre a premiére vue restrictive, de nom-
breux travaux introduisent des extensions de L'TL sur des domaines concrets la vérifiant
(voir par exemple [BC02, DD07, Dem04|). D’autres logiques telle que I'extension de LTL
avec la logique de séparation de [BDLO7| utilisent le méme genre d’abstraction et entrent
donc dans cette classe de langages logiques. Nos résultats généralisent donc les différents
résultats de décidabilité démontrés dans ces travaux et raffinent certaines bornes de com-
plexité établies dans le cadre des logiques temporelles linéaires, bien souvent des bornes de
PSPACE-complétude. Une comparaison plus détaillée avec ces travaux sera faite au cours
de ce chapitre.

Nous privilégions toujours une approche a base d’automates mais nous manipulons main-
tenant des structures arborescentes. Nous adaptons différentes constructions d’automates
d’arbres alternants introduites dans le cadre des logiques temporelles arborescentes propo-
sitionnelles. Contrairement a [KVWO00], nous ne définissons pas de nouvelle classe d’auto-
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mates, mais nos constructions nécessitent plusieurs adaptations non triviales et combinent
différents résultats liés aux automates d’arbres alternants. En effet, la construction des au-
tomates doit tenir compte de la spécificité de la logique CCTL*(D) qui autorise entre autre
la comparaison de variables & différents états du modéles. Cette spécificité en particulier est
prise en compte a la fois dans la représentation symbolique des modéles et la construction
des relations de transition dans les automates. Les résultats qui suivent généralisent fidéle-
ment les résultats connus sur les fragment linéaires CLTL(D) des logiques étudiées puisque
nous utilisons le méme type d’approche et que la borne de complexité optimale peut étre
retrouvée pour le cas linéaire en utilisant cette approche.

Notons enfin sur le plan technique que le traitement du probléme du model-checking n’est
pas une conséquence directe du résultat sur le probléme de la satisfaisabilité et nécessite
que nous définissions une construction intermédiaire pour abstraire les exécutions d’un D-
automate. En effet, si un domaine D posséde un ensemble d’interprétation ayant un nombre
infini d’éléments, le graphe des configurations d’un D-automate peut avoir un degré infini
et nous manipulons des automates d’arbres & branchement fini. Nous rappelons que cet
argument prouve que le probléme du model-checking pour les logiques arborescentes sur
des domaines concrets ne se réduit pas toujours au probléme de la satisfaisabilité puisque
le langage logique ne nous permet pas d’exprimer qu’un état posséde un nombre infini de
successeurs.

7.2 Représentation symbolique des modéles arborescents

Nous présentons ici une représentation symbolique des modéles pour une formule appar-
tenant a une logique arborescente de la forme CCTL*(D). Cette représentation généralise
les représentations symboliques qui ont été définies dans le cadre des logiques temporelles
linéaires.

7.2.1 Rappels sur ’abstraction dans le cas linéaire

Nous rappelons d’abord quelques propriétés des abstractions des modéles d’une formule
de CLTL(D) que nous utilisons par la suite pour Pextension de I’abstraction au cas ar-
borescent. Dans le cas linéaire, une valuation symbolique par rapport a un ensemble X de
contraintes atomiques de CLTL(D), pour un domaine concret quelconque D = (D, R), peut
étre définie comme un ensemble cohérent de contraintes de D par rapport a ’ensemble Term
des termes utilisés dans X. Pour toute valuation symbolique sv, nous notons v |= sv ssi
v satisfait toutes les contraintes de sv. L’ensemble SV(X) des valuations symboliques par
rapport & X définit des classes d’équivalences pour les valuations de la forme Term — D.
Pour qu’une abstraction sous la forme de valuations symboliques satisfasse cette condition,
I'ensemble SV (X) doit donc vérifier les propriétés suivantes :

(SV1) Pour toute valuation v : Term — D il existe une unique valuation symbolique dans
SV(X) notée sv(v) telle que v |= sv(v).

(SV2) Pour toute paire de valuations v,v" : Term — D telle que sv(v) = sv(v') € SV(X)
et toute contrainte atomique de X, on a v = a ssi v’ | a.
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Ces conditions imposent que {{v = sv} | v : Term — D et sv € SV(X)} soit une partition
finie de I'’ensemble des valuations de la forme Term — D. Notons que toutes les abstractions
introduites dans les chapitres précédents vérifient cette définition générale.

Nous pouvons toujours supposer sans perte de généralité que le nombre de relations du
domaine concret que l'on considére est fini car le nombre de relations apparaissant dans
X est fini. De méme, ’ensemble des termes a considérer est aussi fini. Alors, la fagon la
plus facile de définir une abstraction vérifiant les propriétés ci-dessus consiste & prendre
les ensembles maximalement cohérents de contraintes sur les termes de X par rapport aux
relations utilisées dans X. Ainsi on est sir que les conditions (SV1) et (SV2) sont vérifiées
car I’ensemble maximalement cohérents de contraintes satisfaites par une valuation donnée v
est unique et toute contrainte de X satisfaite par v doit appartenir a sv(v) sinon ’ensemble
n’est pas maximal par rapport aux relations et aux termes de X.

Cependant, cette représentation n’est pas toujours la plus astucieuse en terme de com-
plexité (voir les Chapitres 4 et 5). Par exemple, lorsque 'on considére un ensemble de
contraintes de périodicité utilisant les relations de congruence =5 et =3, il est plus judicieux
et concis de considérer un ensemble de contraintes maximalement cohérent par rapport a la
relation =¢. En effet comme 2 et 3 divisent 6 il est possible de déterminer la satisfaction de
contraintes utilisant les relations =5 et =3 en connaissant la valeurs des différentes variables
modulo 6.

7.2.2 Modéles symboliques arborescents

Soit ¢ une formule de CCTL*(D) sous forme positive. Nous notons V' C VAR I’ensemble
des variables utilisées dans ¢, |¢|x = [ et Ey(¢) + 1 = d. Pour évaluer la satisfaction d'une
contrainte atomique de ¢, il est nécessaire d’anticiper les configurations d’un modéle le long
de tous les chemins finis de taille [. De plus, dans l'optique de résoudre le probleme de
la satisfaisabilité, nous pouvons restreindre la recherche de modéles pour ¢ a la classe des
d-arbres d’aprés le Corollaire 3. C’est pourquoi I’élément de base de notre représentation
symbolique des modéles est un arbre fini donnant les informations sur toutes les [ prochaines
configurations possibles dans un d-arbre.

Supposons que 'on peut construire une abstraction des valuations satisfaisant les condi-
tions (SV1) et (SV2) par rapport a tout ensemble de contraintes atomiques CLTL(D).
Nous considérons ’ensemble de valuations symboliques noté SV(¢) construit par rapport
a l'ensemble des contraintes atomiques de ¢. Nous étendons cette abstraction au cas ar-
borescent de la facon suivante. Une fenétre symbolique fr est une fonction de la forme
{1,...,d}' — SV(¢) qui associe a chaque chemin fini représenté par un mot de {1,...,d}!
une valuation symbolique. Pour étre cohérente par rapport a la définition d’un arbre, cette
fonction doit entre autre coincider sur les préfixes communs aux chemins, c’est-a-dire :

Pour tout wy,ws € {1,...,d}" tel que w est le plus grand préfixe commun & w; et wy, on a
a € fr(wy) ssi a € fr(ws)
pour toute contrainte atomique « de la forme R(X"x;,, ..., X%z;,) ot 0 <y, ..., 0 < |wl.

Nous notons Frame(¢) I’ensemble des fenétres symboliques construites par rapport a ¢. No-
tons que dans le cas général, le fait qu’a chaque chemin de longueur [ soit affecté un ensemble
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de contraintes cohérent ne suffit pas pour affirmer que I’ensemble total de contraintes qui
constitue une fenétre symbolique est satisfaisable. Cependant, cette condition est suffisante
dans le cas des domaines que nous considérons par la suite.

Etant donné a € {1,...,d}, une paire de fenétres symboliques (fr, fr’) de Frame(¢) est
a-cohérente sur un pas ssi pour tout w € {1,...,d}"" on a

R(X%zj,,..., X%, ) € fr(a-w) et 0 < i, <l pour tout 1 <m <k
ssi R(OX@ oy, o0 X% 1z, ) € fr(w - b) pour tout b € {1,...,d}.

Un d-arbre Tiymp = (IV, {no}, =, Tsymb) tel que Igymp, : N — Frame(¢) associe une fenétre
symbolique & chaque sommet, est cohérent pas a pas ssi pour tout sommet n € N et
a € {1,...,d} le a-successeur n' de n est tel que la paire (I'symb(n), [symp(n')) est a-
cohérente sur un pas. Nous appelons un tel arbre Ty, un modele symbolique arborescent
par rapport a la formule ¢.

Considérant cette abstraction, nous pouvons définir une relation de satisfaction symbo-
lique et une sémantique proche de celle de CTL*. Nous rappelons que dans le cas linéaire,
étant données une valuation symbolique sv € SV(¢) et une contrainte atomique « de ¢
nous notons sv =gymp < ssi pour toute valuation v € SV(¢) telle que v = sv on a v = .
Notons que cette définition n’a de sens que si I’ensemble des valuations symboliques vérifie
les conditions (SV1) et (SV2). L’extension de cette relation au cas arborescent est directe
en considérant la relation de satisfaction de CCTL*(D). La seule différence est au niveau
des contraintes atomiques de D. Soit Tyymp, = (IV, {no}, =, I'symp) un modéle symbolique
arborescent. Pour tout chemin 7 = 7(0) % 7(1) 25 ... dans un graphe, nous notons wy la
séquence ag - ajy - - - .

Pour tout chemin 7 dans Tgymp, on a (Tsymb, T) Fsymb @ ssi I‘Symb(w(O))(wﬁr) Fsymb @ 011
wfr est le préfixe de longueur [ de w;.

Notons que les contraintes atomiques peuvent étre interprétées directement par rapport a
un sommet du modeéle symbolique arborescent car celui-ci contient toute I'information né-
cessaire. Cependant, ceci nous oblige & définir une relation de satisfaction plus complexe
paramétrée par des chemins. En effet, la satisfaction d’une contrainte atomique dans la
portée d’'un quantificateur existentiel est conditionnée par un chemin particulier qu’il nous
faut mémoriser pour déterminer la satisfaction & partir du sommet courant. Contrairement
au cas linéaire, les contraintes atomiques ne peuvent donc pas étre considérées exactement
comme des variables propositionnelles dans ’approche symbolique.

Nous définissons aussi une relation de satisfaction entre les modeéles de CCTL*(D) et les
modéles symboliques arborescents. Etant donné un graphe G = (N, {ng}, —,T') de degré d
dont les successeurs de chaque sommet sont ordonnés et un chemin fini 7 dans ce graphe,
nous définissons la valuation v, telle que :

vy (X'x) = T(7(i))(z) pour tout x € VAR et i € {0,...,|r|}.

Pour toute fenétre symbolique fr € Frame(¢), nous notons (G,n) | fr ssi pour tout
w € {0,...,d} le chemin fini 7 décrit par w et ayant pour origine n existe dans G et
la valuation v, satisfait fr(w). Le graphe G satisfait le modéle symbolique arborescent
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Toymb = (N, {n{}, =, Tsymp) ssi pour tout sommet n € N atteint dans G en suivant
un chemin décrit par un mot w depuis le sommet initial de G, le sommet n’ € N’ at-
teint dans Tiymp en suivant le chemin décrit par le méme mot w depuis la racine vérifie
(G,n) = Tgymp(n).

Cette relation de satisfaction implique plusieurs relations entre les arcs et les sommets
des graphes G et Tiyy,. D’abord, d’apres la relation de satisfaction d'une fenétre symbo-
lique, G doit étre un d-graphe. Sinon, certains chemins définis dans une fenétre symbolique
ne sont pas définis & partir de certains noeuds de G. De plus, tous sommetsn € N et n’ € N’
atteints respectivement dans G et Ty en se déplacant le long de chemins décrits par le
méme mot a partir du sommet initial de chaque graphe sont bisimilaires puisque la rela-
tion de satisfaction (G, n) = Isymp(n’) est toujours vérifiée pour un tel couple de sommets.
Notons que si GG est un graphe quelconque, alors plusieurs sommets de Ty, peuvent étre
bisimilaires au méme sommet de G. Néanmoins, lorsque G est un d-arbre alors il existe une
bijection f : N — N’ entre les deux ensembles de sommets telle que 'image du sommet
initial de G est la racine de Ty, et pour tout n € G on a

(G’ TL> ': Fsymb(f(n))v

n’ est le a-successeur de n dans G ssi f(n') est le a-successeur de f(n) dans Tyymp.

Le résultat suivant peut étre montré en considérant les définitions de cette section. Il géné-
ralise les approches que nous avons définies dans le cas linéaire.

Lemme 47 Une formule ¢ de CCTL*(D) est satisfaisable ssi il existe un modéle symbolique
arborescent Tyymy, de ¢ et un d-arbre T' tel que Toymp Fsymb @ €t T = Tiymb-

Preuve : Soit ¢ une formule de CCTL*(D) et supposons que ¢ soit satisfaisable. D’apres
le Corollaire 3, il existe un d-arbre T' = (N,{ng}, —,T") tel que (T, ng) = ¢. Nous dé-
finissons un modele symbolique Tgymp = (N, {ny}, =, Tsymb) & partir de 7' qui satisfait
les conditions de I’énoncé. Nous notons N = {ng,nq,...} I'ensemble des sommets de T et
N’ = {ng,nf,...} I'ensemble des sommets de Tgymp. La construction de Tyymp est définie
par induction sur la distance par rapport & la racine. Pour tout sommet n et toute séquence
we{l,... ,d}l, la paire (n,w) est vue comme le chemin fini décrit par w ayant pour origine
le sommet n.

~ La racine de Ty, est le sommet ng et gy, vérifie Dy (ng) (w) = fr(vin, 1)) pour
tout w € {1,...,d}.

Pour tout sommet n} de Tsymp 'ensemble des successeurs de n} est défini par la regle
suivante : pour tout a-successeur n; de n; dans T' nous ajoutons un a-successeur n’; a
n; et la fonction I'sypy, est mise a jour de fagon a ce que Dsymb(n))(w) = fr(vi, w))
pour tout w € {1,...,d}".

Cette construction respecte la cohérence pas a pas car la fenétre symbolique affectée a
chaque sommet est définie par rapport & un sous-arbre ayant une partie commune avec
le sous-arbre utilisé pour construire la fenétre symbolique affectée a son pére. De plus,
on définit explicitement une bijection f entre N et N’ telle que pour tout n; € N on a
f(n;) = n} et d’apres la définition de Tgymb cette bijection vérifie (T',n) = gymp(f(n))(w)
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pour tout n € N. De plus la fonction f préserve les chemins puisque f(ng) = ny, et pour

tout n,n’ € N on an = n/ dans T ssi f(n) 4 f(n') dans Tgymp. Ceci nous permet de
déduire qu’on a bien T' |= Tyymp car la relation de satisfaction est toujours respectée lorsque
I’on suit le méme chemin dans les deux arbres.

Nous montrons maintenant que Tiymp, [=symb ¢- Nous procédons par induction sur la
structure de ¢. Considérons une contrainte atomique « de ¢. D’aprés la propriété (SV2)
des valuations symboliques, pour tout sommet n; de T, w € {1,...,d}! et toute valuation v
telle que sv(v) = sv(v(, wy) ON AV = @ ssi vy, ) = a. Ceci implique que si vy, ., = o alors
Lsymb (1) (w) FEsymp ¢ par construction de Isypp. Donce pour tout chemin 7 = ng, - ny, - - -
dans T', si (T, 7) |= v alors (Tyymp, ') Feymb oot ' = ng -nj --- puisque n; % nj implique
n; 4, n; car une propriété de f est de préserver les transitions. Les autres cas sont triviaux
en utilisant les propriétés de la bijection entre N et N’ puisque la relation de satisfaction
de CCTL*(D) est identique a la relation symbolique pour ces cas.

Réciproquement, supposons que Tyymp Fsymb ¢ et T = Tiymp. Par conséquent, les som-
mets de Tyymp et T reliés par une bijection f telle que pour tout n de T on a (T,n) =
Fsymb(f(n)). Considérons un chemin 7 et w le préfixe de longueur |¢|x de w,. Si on
a (Tsymb, ™) Fsymb < pour une contrainte atomique o de ¢ alors par définition on a
Lgymb(7(0))(w) Esymb a. Or, comme T' |= Ty, on a en particulier (T',n) = Tsymp(7(0))
ot n est I'image de 7(0) par l'inverse de la bijection entre les sommets de 7" et Tyymp. Par
conséquent, nous avons v, ) = Lsymp(7(0))(w) ce qui implique d’aprés la définition de
la relation de satisfaction symbolique pour les valuations symboliques v, . = a. Donc,
nous avons (T, (n,w)) = «. Nous pouvons alors facilement conclure pour les autres cas
en utilisant les propriétés de la bijection entre les sommets de T' et ceux de Tymp et la
correspondance entre la relation de satisfaction de CCTL*(D) et la relation de satisfaction
symbolique. O

7.3 Un résultat de décidabilité pour la satisfaisabilité

Nous définissons maintenant la construction d’'un automate qui reconnait les modéles
d’une formule de CCTL*(D) lorsque 'on peut calculer une abstraction des modeéles vérifiant
une propriété particuliére.

7.3.1 Abstraction vérifiable localement

Nous disons qu’une abstraction symbolique des valuations vérifiant les propriétés (SV1)
et (SV2) est vérifiable localement si pour toute valuation symbolique sv, toute valuation
v : Term’ — D qui satisfait le sous-ensemble de contraintes de sv impliquant uniquement les
termes de Term’ peut étre étendue en une valuation satisfaisant la totalité des contraintes
de sv. Un telle abstraction vérifie la propriété suivante.

Lemme 48 Pour toute formule ¢ de CCTL*(D), tout modéle symbolique arborescent qui
est construit o l'aide d’une abstraction vérifiable localement par rapport a ¢ est satisfaisable.

183



Preuve : Soit Tyymp, = (N',{n{}, =, Tsymp) un modeéle symbolique arborescent tel que
N’ = {n{,n},...}. Nous considérons I'arbre T' = (N, {no}, —,I') tel que N = {ng,nq,...}
et pour tout ¢ € N on a n; — n; ssi n) -’ n; Nous montrons par induction sur la distance
par rapport a la racine comment construire une valuation des sommets de T" de maniére & ce
que T = Tyymp. Comme toute fenétre symbolique est satisfaisable, I‘Symb(nf)) en particulier
est satisfaisable. Il existe donc un étiquetage qui associe une valuation a tous les sommets
de T dont la distance par rapport a la racine est inférieure ou égale a |@|x satisfaisant les
contraintes de cette fenétre symbolique.

Supposons qu’'un étiquetage partiel des sommets de T' satisfait toutes les fenétres sym-
boliques entre la racine et un sommet n. Comme un modéle symbolique arborescent est
cohérent pas a pas, si I'affectation partielle des sommets satisfait I'yymp(n) alors elle sa-
tisfait aussi un sous-ensemble des contraintes de Fsymb(n’) pour tout successeur n’ de n.
Comme l'abstraction est vérifiable localement, nous pouvons compléter cette solution pour
tous les successeurs de n. O

Ce résultat implique que I'on peut vérifier quun arbre Ty, est un modele symbolique
satisfaisable en effectuant uniquement des tests locaux. La seule condition a tester est en
effet la cohérence pas & pas du modéle symbolique. Cette condition porte sur un nombre fini
de sommets contrairement a la condition requise par exemple sur les modéles symboliques
de CLTL(IPC*) qui implique ’ensemble des positions du modéle (voir le Lemme 15).

Il existe une famille de logiques temporelles sur des domaines concrets particuliers pour
lesquelles toute abstraction vérifiant (SV1) et (SV2) est vérifiable localement. Un domaine
concret satisfait la propriété de complétion ssi pour tout ensemble de contraintes satisfai-
sable de ce domaine, toute valuation qui satisfait le sous-ensemble des contraintes mettant
en cause les variables du domaine de définition de v peut étre étendue en valuation satis-
faisant ’ensemble total. Formellement, D = (D, R) satisfait la propriété de complétion ssi
pour tout ensemble X de contraintes de D et toute valuation v’ : V' — D telle que :

- V' C VAR et

— pour toute contrainte de la forme R(z;,,...,z;,) € X telle que z;,,...,z;, € V' ona
vV ER(z, .., T,
il existe une valuation v : VAR — D telle que pour tout z € V' on a v(x) = v'(x) et
v = X. Pour de tels domaines, il est évident qu'une abstraction correcte des valuations
est vérifiable localement puisqu’une valuation symbolique est par définition un ensemble
cohérent de contraintes.

Dans [DDO07| il est établi que tout domaine concret de la forme (D, <,=) dense et
ouvert vérifie la propriété de complétion. De nombreux domaines concrets satisfont donc
cette propriété qui est parfois introduite sous d’autres noms : cohérence globale [BC02],
w-admissibilité [LMO5]. .. En intelligence artificielle par exemple, le domaine RCC8 (Region
Connection Calculus [CBGGI7|) exprimant des relations topologiques sur le plan des réels
R? ou les relations de Allen sur les axes rationnels utilisées pour représenter des connais-
sances sur des intervalles temporels sont des exemples parmi de nombreux autres dans ce
domaine d’applications (une liste plus exhaustive est donnée dans [BC02, Sect.2]). 11 est dé-
montré dans [LM05] que I'on peut combiner des domaines concrets vérifiant la propriété de
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complétion avec des concepts généraux d’inclusion permettant d’exprimer des connaissances
acquises pour définir des extensions de logiques de description décidables, alors que ces ex-
tensions sont indécidables pour d’autres domaines concrets. Le résultat que nous montrons
dans la suite est le pendant de ce résultat pour la logique CTL*. Les exemples qui nous
intéressent plus particulierement concernent les domaines utilisés pour étendre la logique
temporelle linéaire LTL qui satisfont la propriété de complétion, par exemple (Q, <, =),
(R, <,=) [DDOT7] ou le systéme de raisonnement spatial qualitatif de [BC02].

Beaucoup de domaines manipulant des entiers ne sont pas vérifiables localement. Ceci
est une conséquence du domaine d’interprétation discret qui complique 'extension des va-
luations vérifiant une partie d’un ensemble de contraintes. Pour prendre un exemple simple,
sionax <y < zetquelon fixela valeur de x et z dans Z alors il n’existe pas toujours
de valeur pour y dans Z. Cependant, il existe une abstraction vérifiable localement pour
les logiques temporelles étendues avec le domaine IPC*T1 [Dem04] capturé par IPC*. Nous
rappelons que ce domaine est la restriction de IPC* aux contraintes de la forme

0:= = e, |le=ky+a,alze=yle<d|z=d|
ONG| 0|3z 0

La propriété de complétion n’est pas vérifiée pour des ensembles de contraintes quelconques.
Par exemple, 'ensemble X = {z =2y + 1,2 =9 2+ 1,z =3 y} est satisfait par la valuation
v={x «— 1,y <« 0,z < 0} mais la valuation v" = {y « 3,z < 6} ne peut étre complétée
bien qu’elle satisfasse le sous-ensemble {z =3 y}. Cependant ce genre de contre-exemple
utilise le fait que I’ensemble n’est pas maximalement cohérent et n’est plus valable lorsqu’on
considére un ensemble de valuations symboliques dont les éléments sont maximalement
cohérents. Dans notre exemple, la contrainte y =- z devrait alors appartenir & X puisqu’elle
peut étre déduite de o =5 y + 1 et x =5 2+ 1 ce qui empéche la valuation v’ de satisfaire le
sous-ensemble de X impliquant seulement y et z.

Enfin, il existe des extensions de logiques temporelles avec des langages de contraintes
pour lesquelles on peut définir une abstraction vérifiable localement, bien que la logique
n’utilise pas de domaine concret. C’est le cas des logiques considérés dans [BDL07| qui
étendent L'TL avec des fragments de la logique de séparation. Les abstractions utilisées
dans ces travaux sont similaires & notre définition générale et sont vérifiables localement
(voir [BDLO7, Lemme 4]).

Les probléemes de la satisfaisabilité et du model-checking pour toutes les extensions de
LTL citées ci-dessus sont PSPACE-complets. Pour les domaines concrets D satisfaisant
la propriété de complétion, un théoréme général de [DD07]| établit que les problémes de
satisfaisabilité et model-checking pour les logiques de la forme CLTL(D) sont PSPACE-
complets. Les résultats qui suivent nous permettent de généraliser tous ces résultats aux
extensions arborescentes. Nous établissons la borne optimale de 2EXPTIME-complétude des
extensions de CTL* sur des domaines concrets pour lesquelles il existe une abstraction
vérifiable localement qui est calculable.

7.3.2 Construction de ’automate pour CCTL*(D)

Considérons une logique de la forme CCTL*(D) telle qu’il existe un algorithme permet-
tant de calculer une abstraction vérifiable localement pour toute formule ¢ de CCTL*(D).
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Les résultats des Lemmes 48 et 47 suggérent ’approche suivante : pour toute formule ¢
de CCTL*(D) nous construisons un automate vérifiant la satisfaction symbolique de ¢ et
la cohérence pas a pas du modéle symbolique. Cet automate que nous notons A4 est donc
défini comme l'intersection de deux automates d’arbres alternants Ap,p, et Agymp, tels que
le langage reconnu par Ap,, est I'ensemble des modeéles symboliques cohérents pas a pas et
le langage reconnu par Agymp, est ’ensemble des modéles symboliques qui satisfont symbo-
liquement ¢.

Etant donnée une formule ¢, on peut facilement définir un automate d’arbres alternant
Apap avec une condition d’acceptation de parité qui reconnait ’ensemble des arbres étiquetés
par des éléments de Frame(¢) qui sont cohérents pas a pas. L’ensemble des états de cet
automate ainsi que son alphabet sont égaux a I’ensemble Frame(¢) et la relation de transition
est définie par la seule régle

s(frofry= N \/ (a, fr')

ac{l,...,d} fr' € Frame(¢)
t.q. {fr, fr’) est a-cohérent

pour tout fr € Frame(¢). Pour tout couple de fenétres symboliques fr, fr’ € Frame(¢) tel
que fr # fr', on a donc 6(fr, fr') = L. Tout les états sont acceptants ce qui implique que
tout chemin infini est acceptant. Cette condition peut étre spécifiée par une condition de
parité en affectant & tous les états de Q un rang égal a 0. Au contraire, notons que la relation
de transition n’autorise pas l’existence de chemin fini dans le modéle symbolique.

Nous nous concentrons maintenant sur la construction de Asymb.

Lemme 49 FEtant donnée une formule ¢ de CCTL*(D), nous pouvons construire un auto-
mate Agymp tel que pour tout modele symbolique arborescent Tyymy, par rapport a ¢, on a

Tsymb Esymb @ 550 Toymp est accepté par Asymp.

Preuve : L’automate Agymp est un automate d’arbres alternant avec condition de parité
sur 'alphabet Frame(¢). Nous décrivons sa construction par induction sur la structure de
¢. Cette construction est une adaptation de la construction classique pour CTL* (voir par
exemple [KVWO00]).

Une sous-formule ¢’ de ¢ est dite maximale ssi ¢’ est une sous-formule d’état stricte de
¢ et il n’existe pas de sous-formule d’état stricte ¢” de ¢ telle que ¢’ est une sous-formule
stricte de ¢”. Nous notons Max(¢) = {¢1,...,¢s} 'ensemble des sous-formules maximales
de ¢. Pour chaque sous-formule maximale ¢;, nous supposons par induction que "automate

éymb =(Q", {q}}, Frame(¢), ', Rank’) qui reconnait les modéles symboliques qui satisfont

¢; est défini, ainsi que son complément fléymb = (Q", {Qé},Frame(cb),Si,Rz;nkZ). Rappelons

que le complément d’un automate d’arbres alternant avec condition de parité se calcule
en temps linéaire (voir par exemple la preuve de [Kir02]). Nous supposons sans perte de
généralité que tous les états de ces automates sont disjoints.

Si ¢ vaut T ou L alors la construction de Agymy est triviale.

Si ¢ est une conjonction de la forme ¢; A ¢ alors lautomate Asymp = (Q'UQ*U{qo}, {q0}
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Frame(¢), d, Rank) est défini en ajoutant un état initial et en envoyant des copies vers les

automates A;ymb et Agymb. Formellement, ceci nous donne :
pour tout ¢ € @1, on a Rank(q) = Rank!(q) et §(q, fr) = (¢, fr) pour tout fr €
Frame(¢),

pour tout ¢ € Q2, on a Rank(q) = Rank?(q) et §(q, fr) = 6%(q, fr) pour tout fr €
Frame(9)

— Rank(qog) = 0 et pour tout fr € Frame(¢) on ajoute la régle de transition

(5((]0,f7') = (S(Q(l),fr) N 5(qgvfr)'

Lorsque ¢ est une disjonction de la forme ¢1 V ¢2, 1la construction est la méme en remplagant
la conjonction par une disjonction dans la régle §(qo, fr).

Si ¢ est de la forme F1, alors nous commencons par construire I’automate d’arbres alternant
Ay qui vérifie si la formule linéaire 1) est satisfaite par une branche de 'arbre lorsque I'on
considére les sous-formules maximales comme des propositions. Cet automate n’est pas
une adaptation directe de 'automate de CLTL(D) puisqu'’il est nécessaire de connaitre a
I'avance les [ prochaines positions des sommets du chemin que ’on considére dans 1’arbre
pour évaluer une contrainte atomique et ceci impose donc de respecter certains déplacements
dans l'arbre par la suite. Nous devons toujours connaitre [ coups a 'avance et lorsqu’une
transition est franchie, nous suivons en fait le chemin déja deviné et nous devinons le [+ 1¢™M¢
prochain déplacement. Nous mémorisons les | prochains déplacements & effectuer dans le
codage des états de controle.

Plus formellement, nous avons d’abord besoin de définir une variante de la cloture habi-
tuelle d'une formule de LTL (utilisée par la construction de [VW94]|) car nous manipulons
des formules sous forme positive utilisant 'opérateur U. La cloture de ¥, notée cl(v)) est le
plus petit ensemble contenant v et vérifiant :

pour toute formule ¢’ appartenant a cl(v), la formule —¢' appartient & cl(y)) (on
identifie =—¢’ et ¢'),

pour toute formule de la forme ¢’ A ¢” ou ¢’ V ¢" appartenant a cl(¢) les formules ¢’
et ¢’ appartiennent a cl(v),

pour toute formule de la forme X¢' appartenant a cl(¢)), la formule ¢’ appartient a
c(v),

— pour toute formule de la forme ¢'U¢” appartenant a cl(¢) les formules ¢, ¢ et
X(¢'Ug¢") appartiennent & cl(1)),

pour toute formule de la forme ¢'U¢” appartenant a cl(¢)) les formules ¢/, ¢ et

X(¢'U¢") appartiennent a cl(1)).

Notons que d’aprés cette définition, nous considérons a la fois les sous-formules maxi-
males et les contraintes atomiques comme des propositions. L’alphabet de Ay est donc
Frame(¢) x P(Max(¢)). Un atome est un ensemble maximalement cohérent d’éléments de
cl(v). Nous notons Atom(t) I'ensemble des atomes de v tel que At € Atom(¢)) ssi
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pour toute formule ¢ de cl(v)), soit ¢’ € At ou bien —¢' € At mais pas les deux,
la formule ¢’ A ¢” appartient a At ssi les formules ¢’ et ¢” appartiennent a At,
— la formule ¢’ vV ¢” appartient a At ssi ¢’ ou ¢’ appartient a At,

— la formule ¢/U¢” appartient & At ssi la formule ¢” appartient & At ou les formules ¢’
et X(¢'Ug@") appartiennent a At,

la formule ¢/U¢” appartient & At ssi ¢ € At et la formule ¢/ ou X(¢/U¢”) appartient
a At.

L’automate d’arbres alternant Ay, = (Q, {qo}, Frame(¢) x P(Max(¢)), oy, F) est tel que

Q = (Atom(¢)) x {1,....d}") ¥ {qo},

dy(q0, (fr, X)) = Vgear Vweq,...ay 0w ((At,w), (fr, X)),
= 0y((At,a - w), (fr, X)) = Vieqo,.ay(a, (A, w - b)) ssi

— fr(a-w) FEsymb a pour tout a € At,

- ¢; € X pour tout ¢; € At,

— pour tout X¢ € cl(y) on a X¢ € At ssi ¢ € At'.

— Soit {@| U, ... ¢ Up’} ensemble des formules “until” de cl(¢)). Si cet ensemble est
vide nous posons F' = @, sinon F = {F,...,F.} tel que pour tout i € {1,...,r},

F; = {{At,w) € Q: U¢] & At ou ¢/ € At}.

D’aprés les Théorémes 14 et 15, nous pouvons facilement transformer cet automate en un
automate avec condition de parité Aj = (Q', {¢) }, Frame(¢) x P(Max(¢)), 9, Rank’). Pour
obtenir finalement I'automate Agym1, qui reconnait les modeéles symboliques qui satisfont E1
il nous reste & compléter la construction afin de vérifier que les sous-formules maximales
supposées vraies a chaque position de I'exécution de Agp sont satisfaites. Pour cela, nous
envoyons des copies vers les automates vérifiant ces sous-formules en modifiant la relation
de transition de la fagon suivante :

Sa.fry ="\ (Ola(fr, XA N S fr)n N\ 8@ fr

X CMax() ¢ €X PigX

Pour le cas o ¢ est de la forme A nous construisons 'automate pour E—t puis nous le
complémentons (en temps linéaire).

Nous montrons pour terminer la correction de cette construction. Nous développons le
cas ol ¢ est de la forme K qui est le seul cas non-trivial. Si un modéle symbolique Ty
satisfait symboliquement la formule ¢ alors il existe un chemin infini 7 & partir de la racine
de Tyymb tel que (Tyymb, T) Fsymb ¥. Par construction, on peut vérifier qu'une exécution de
Agsymb qui procede le long de w; est acceptante.

Réciproquement, si un modele symbolique Ty, est accepté Agymp, il existe une exécu-
tion acceptante 7, sur l'entrée Ty et un chemin 7 de 7). tel que si Ay procede le long de
wyr alors Ty, est accepté. D’aprés la construction de Ay on a donc (Tiymb, ) FEsymb ¢
ott ' est le chemin décrit par w, & partir de la racine de Ty, Par conséquent on a bien

Tsymb ':symb Cb U
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L’automate Ay est 'automate d’arbres alternant avec condition d’acceptation de parité
obtenu en faisant intersection classique des automates Apap et Agymp,. Notons que lorsque
¢ est une formule de CLTL(D) alors Apap et Agymp sont des automates de mots (puisque
d = 1) et on peut vérifier que 'automate Agyy, est similaire a I'automate de LTL puisque
I’ensemble des sous-formules maximales est vide. De plus, la condition d’acceptation peut
étre spécifiée par une condition de Biichi. En effet, la condition de parité est nécessaire
pour complémenter les automates dans la construction de la preuve du Lemme 49. Cette
condition n’est donc pas nécessaire dans le cas de CLTL(D). Pour le fragment linéaire,
nous retrouvons donc la construction d'un automate de Biichi sur des mots. Il nous reste &
prouver que cette construction vérifie bien la propriété désirée.

Lemme 50 Pour toute formule ¢ de CCTL*(D), si on peut construire une abstraction
vérifiable localement alors ¢ est satisfaisable ssi le langage accepté par Ay est non vide.

Preuve : Supposons qu'il existe un arbre Ty, qui est accepté par Ag. Cette arbre est
donc accepté a la fois par Ap,p et Agymp d’aprés la construction de Ag. Comme D'arbre
Tsymp est reconnu par Apap, il est cohérent pas a pas ce qui signifie que Ty est un modele
symbolique satisfaisable car l’abstraction considérée est vérifiable localement (Lemme 48).
De plus, si Tyym est accepté par Agymy, alors ce modéle symbolique satisfait symboliquement
la formule ¢ d’aprés le Lemme 49. En utilisant le Lemme 47 nous pouvons en déduire que
¢ est satisfaisable.

Réciproquement, si ¢ est satisfaisable alors il existe d’aprés le Lemme 47 un modéle
symbolique arborescent Ty, et un d-arbre T' tel que Tyymp Fsymb ¢ et T = Tyymp- Comme
Tsymb est un modéle symbolique, il est cohérent pas & pas et donc Ap,, accepte cet arbre.
De plus, d’aprés le Lemme 49 cet arbre est aussi accepté par Agymp, puisque Tyymb Fsymb ¢-
Le modéle symbolique Ty, appartient donc au langage accepté par Ag. O

Comme le test du vide pour un automate d’arbres alternant avec condition d’acceptation de
parité est décidable, nous pouvons donc déduire la décidabilité du probléme de la satisfaisa-
bilité pour les extensions de CTL* sur des domaines concrets lorsqu’il existe une abstraction
vérifiable localement.

Théoréme 38 Le probléme de la satisfaisabilité pour CCTL*(D) est décidable si on peut
calculer une abstraction vérifiable localement pour les formules de cette logique.

Nous étudions maintenant la complexité de cette construction. Nous rappelons d’abord
que toute formule de CCTL*(D) peut étre mise sous forme positive en temps linéaire d’apreés
le Lemme 4. Lorsque la relation de satisfaction symbolique peut se tester en temps expo-
nentiel par rapport a |¢|, 'automate Agymp peut étre construit en temps exponentiel par
rapport a |¢|. Il est alors clair qu’a partir d’'une formule sous forme positive ¢, 'automate
.A¢ peut étre construit en temps exponentiel par rapport a |¢| puisque chacune des compo-
santes Apap et Agymp peut étre construite en temps exponentiel. Notons que la taille de ces
différents automates est aussi exponentielle par rapport a |¢|. Pour construire 'intersection
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de ces deux automates, on a juste besoin d’ajouter un état initial a I’ensemble des états et
une régle de transition qui envoie des copies vers les états initiaux des automates Ap,p et
Agymb- Le probléme du vide pour les automates d’arbres alternants avec condition de parité
étant EXPTIME-complet, nous obtenons une procédure totale dans 2EXPTIME.

Théoréme 39 Le probléme de la satisfaisabilité pour CCTL*(D) est 2EXPTIME-complet
lorsque l’on peut calculer une abstraction vérifiable localement pour laquelle la relation de
satisfaction symbolique se teste en temps exponentiel.

La 2EXPTIME-dureté de ce probléme est obtenue directement puisque la famille de lo-
giques considérée englobe CTL* (lorsque D n’est pas trivial). En effet, les formules atomiques
de CTL* n’expriment pas de contraintes comparant plusieurs variables propositionnelles ce
qui fait que le domaine correspondant & CTL* vérifie la propriété de complétion. Notons que
les exemples de domaines concrets cités au début de cette section vérifient tous les critéres
du Théoréme 39. Pour le cas linéaire nous retrouvons la borne de PSPACE-complétude
lorsque la relation de satisfaction symbolique se teste en espace polynomial puisque nous
construisons un automate de Biichi en espace polynomial par rapport & ¢ pour lequel le
vide peut étre testé en NLOGSPACE.

7.4 Probléme du model-checking

Nous traitons maintenant le probléme du model-checking des extensions de la forme
CCTL*(D) pour lesquelles il existe une abstraction localement vérifiable. Le principal pro-
bléme que nous rencontrons est lié au fait qu'un D-automate peut générer un graphe de
configurations ayant un degré de branchement infini. Nous ne pouvons pas manipuler un tel
graphe avec les automates que nous avons utilisés dans la section précédente. Nous définis-
sons donc un automate qui reconnait des exécutions symboliques de I'automate ayant un
branchement fini puis combinons cet automate avec la construction définie pour résoudre le
probléme de la satisfaisabilié.

Soit ¢ une formule de CCTL*(D) sous forme positive et A = (Q, I, F,§) un D-automate.
Nous définissons pour le reste de cette section V' 1’ensemble des variables utilisées dans ¢ et
A et | = |p|x. Sans perte de généralité, nous supposons que [ > 0. Nous devons considérer
maintenant un ensemble de valuations symboliques qui tient compte du comportement de
I'automate A. Nous utilisons donc 'ensemble des valuations symboliques construites par
rapport & ’ensemble des contraintes atomiques de ¢ et des contraintes utilisées dans la
relation de transition de A, que nous notons SV(¢,.A4). Nous supposons que cet ensemble
vérifie les conditions (SV1) et (SV2) que nous avons définies précédemment et que cette
abstraction et vérifiable localement. Notons que la condition (SV2) est donc valable a la
fois pour les contraintes atomiques de ¢ et les contraintes sur les transitions de A. Nous
réutilisons aussi les définitions relatives a l’abstraction définie par SV (¢, A) :

— pour toute valuation v, nous notons sv(v) l'unique valuation symbolique de SV (¢, .A4)
telle que v = sv(v),

pour toute contrainte « et valuation symbolique sv € SV(¢,.A), nous notons sv ):symb
« ssi pour toute valuation v telle que sv(v) = sv on a v = a.
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Nous introduisons la notation SV(¢,.A) pour 'ensemble composé de la restriction des
éléments de SV (¢, A) aux contraintes utilisant exclusivement des variables et non des termes.
Donc pour tout ensemble X appartenant a SVg(¢,.A) il existe au moins une valuation
symbolique sv € SV(¢, A) telle que pour toute relation « de la forme R(z;,,...,z;,) € sv
avec Zj,...,xj; € V on a a € X ssi a € sv. Une conséquence de cette définition est
que SVo(¢, A) vérifie (SV1) pour les valuations de la forme V' — D et (SV2) pour les
contraintes de X impliquant seulement des variables.

Nous utilisons les éléments de SV(¢,.A) pour définir une abstraction finie de 1’ensemble
infini des états de A. Nous construisons & partir du D-automate A un automate de Biichi
classique Aups = (Q', ', F',0") sur alphabet SV(¢,.A) qui représente une abstraction de
A. L’ensemble des états Q" est égal a Q x SVy(¢, . A) et la relation de transition est définie
par (g, X) 2 (¢, X') ssi

sv = X, ce qui signifie que pour tout R(zj,,...,z;,) € X on a R(zj,,...,z;) € sv.

sv = X'[x « Xz | z € VAR] ou X'[z < Xz | # € VAR] est obtenu a partir de X’
en substituant chaque occurrence de x par Xx pour tout x € VAR. Ceci signifie que
pour tout R(z,,...,z; ) € X’ on a R(Xzj,,...,Xz;,) € sv.

— il existe un chemin fini gy =% q; = - - it q; dans A tel que

“q=qetq =4,
— pour tout i € {0,...,l — 1} on a sv =gymb Xla; oit Xla; est la contrainte atomique
obtenue en substituant chaque terme X7z par Xz dans o;.

L’ensemble des états initiaux I’ est égal {(qo, Xo) € Q x SVo(é,A) | o € I et 0 = X} on
0 est une valuation initiale, et 'ensemble des états finaux est F/ = F x SVy(¢, A). Cette
construction se fait en temps exponentiel par rapport a |.A| lorsque la relation de satisfaction
symbolique peut se tester en temps exponentiel. Notons que cette construction implique que
pour tout ¢ € Q et v : V — D les états (¢,v) de A et (g, X) de Aups tel que v = X sont
bisimilaires. Ce qui nous intéressent plus particuliérement est d’établir une correspondance
plus forte entre les exécutions linéaires dans ces deux automates.

. . . . . «a «a .
Lemme 51 [l existe une exécution infinie de la forme (qo,vo) = {q1,v1) = ... dans A ssi
. . . . . . sv sU
il existe une exécution infinie de la forme {(qo, Xo) — {(q1, X1) — ... dans Aans telle que

les séquences 0 = vy -vi--- et p=svg---svy--- vérifient
- p est cohérente pas a pas,

o = p, c’est-a-dire que pour tout i € N o,i |= p(i). En particulier pour tout i € N on

av; = X;.
Preuve : Soit (qo,v0) =% (q1,v1) = ... une exécution infinie de A. Par construction de
s . . . . i Qjp1—
I'abstraction, il existe pour chaque sous-chemin (g;, v;) s Lt (Git1, i) de longueur

sv (vﬁ)

une transition de A,ps de la forme (g;, X;) —= (git1, Xi+1) telle que v; = X, vi1 = Xip
et v! est la valuation définie par v}(X9z) = v;4;(x) pour tout j € {0,...,1}. En effet, d’aprés
les conditions (SV1) et (SV2) et la définition de la relation de satisfaction symbolique on
a bien
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v; E X; implique que sv(vé) Esymb Xi
vit1 E X1 implique que sv(v!) | X[z « Xz | @ € VAR],
— pour tout j € {0,...,l — 1}, v;,v;41 = «; implique que sv(vﬁ) Fsymb Xiay.

Notons que d’aprés (SV1) les ensembles X; et X;y1 sont uniques pour v; et v; 41 don-
nés. Nous posons sv; = sv(vé) pour tout ¢ € N. Comme les valuations symboliques sv;
et sv;y1 sont définies par rapport a des chemins qui se superposent partiellement, il est
facile de montrer que chaque paire (sv;, sv;41) est cohérente sur un pas. Donc I'exécution
(40, X0) 28 (g1, X1) &5 (g2, X2) 23 -+ est telle que la séquence p = svg - sv1--- est cohé-
rente pas & pas. Enfin, comme & chaque position i € N on a sv; = sv(vg), il est évident que
la séquence o = vy - vy - - - satisfait p.

L . s . , . . . svQ sU1
Réciproquement, supposons qu'il existe une exécution infinie (g, Xo) — (g1, X1) — ...
dans A,ps telle que la séquence p = svg - sv1 -+ est cohérente pas a pas. Nous montrons

comment construire une exécution linéaire de A vérifiant les bonnes propriétés par induction
sur la position du chemin. Par définition de la relation de transition de A, il existe un
chemin gy =% ¢4 & -+ i q; de longueur [ dans A tel que pour tout ¢ € {0,...,1 — 1}
on a svy FEsymb Xia;. De plus, comme svg est satisfaisable il existe une valuation v telle
que v |= svg. Par définition de la relation de satisfaction symbolique, la sous-exécution finie
(qo,v0) 2% (q1,v1) & - i {qi,v;) telle que pour tout j € {0,...,i} et x € V on a
vj(z) = v(X/z) est valide, c’est-a-dire que les valuations v; et v;y; satisfont o; pour tout
jed{0,...,1—-1}.
Supposons maintenant que nous pouvons construire une exécution (qg, vo) X (q1,v1) Y
. Y2 (@i—1+41,vi—141) de A satisfaisant toutes les valuations symboliques de p jusqu’a
la position ¢ — 1. Comme la séquence p est cohérente pas a pas, si sv;—1 Fsymb X i—14;
pour tout j € {0,...,1 — 1} alors sv; F=gymp Xl aiqj pour tout j € {0,...,1 —2}. De plus,
la valuation v/~ définie par v}~ (X/z) = v;1;(x) pour tout j € {0, ... ;1 — 1} satisfait toute
les contraintes de sv; impliquant uniquement des termes de la forme X'z tel que i < [.
. . .. Q-1 1 .
Dans A, il existe une transition g¢;4;—1 —— ¢;4 telle que sv; FEgymb X'a;yi—1, sinon

. , N . y . a- Ajp1—1
comme la séquence p est cohérente pas a pas il n’existe pas de transition g;1;—1 —— @iy
, .. SVj41—1
telle que svi1j—1 [Fsymb iti—1 et par conséquent la transition (giyi—1, Xiyi—1) A
(Giv1, Xiy1) n'existe pas. Comme 'abstraction que nous utilisons est vérifiable localement,
il existe une valuation v;; qui étend vi" en o} telle que v}(X!z) = vy (z) et v} |= sv;. Par
définition de la relation de satisfaction symbolique, on a vﬁ E a;4;—1 et donc I'exécution

A 2 .1 .. Q1 —1
peut étre étendue en utilisant la transition (g ;_1, vij—1) —— (Qit, Vigy)- O

Nous posons d comme étant le maximum de Ej(¢) +1 et du degré de A,ps, c’est-a-dire le
nombre maximal de transitions issues d’'un méme état. Nous notons Frame(¢, A) I’ensemble
des fenétres symboliques de la forme {1,...,d} — SV(¢, A). Une exécution symbolique de
Aaps est un modeéle symbolique arborescent Tyymp, = (N, {no}, =, Isymp) vérifiant les pro-
priétés suivantes.

- N C Q@ xSVo(p,A) x {1,...,d}* ou la derniére composante marque le chemin suivi
depuis la racine et sert a différencier les multiples copies d'un méme état de Ay,
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Lsymb : N — Frame(¢, A)

no est de la forme (qo, Xo,€) ot qo € I et T'symp(ng) = frg tel que pour tout w €
{1,...,d} on a X, C fro(w),

— Soit n = (¢, X, w,) un noeud de N tel que I'symp(n) = fr et {ni,...,ng} 'ensemble
de ces successeurs. Nous notons n; = (g;, X;,wy - j) pour tout j € {1,...,d}. Ces
sommets vérifient les propriétés suivantes :

pour tout j € {1,...,d} il existe une transition (g, X) A (g, X;j) dans Agps et il
existe un mot w € {1,...,d}"! tel que fr(j - w) = sv;,

pour toute transition (g, X) % (¢/, X’) dans A, il existe j € {1,...,d} tel que
(¢, X") = (g, X;) et il existe w € {1,...,d}"! tel que fr(j-w) = sv;.
— pour tout j € {1,...,d} la paire (fr, symb(n;)) est j-cohérente sur un pas.
Par construction, Aups et Tyymp, sont liés par la propriété suivante. Nous réutilisons la défi-

nition de satisfaction symbolique =gymp, entre les modeéles symboliques arborescents et les
sous-formules de ¢.

Lemme 52 Pour tout chemin infini (qo, Xo,wo) — (q1, X1,w1) — -+ dans Tyymy, il existe
une exécution linéaire de la forme (qo, Xo) =% (g1, X1) =5 ... dans A telle que la séquence
Svg - svy -+ est cohérente pas a4 pas.

Preuve : Considérons un chemin © = (qg, Xo,wo) <> (g1, X1,w1) 2 --- dans Tiymb-
Par définition de Tgymp, = (N,{no}, =, Isymp) il existe pour tout ¢ € N une transition

) ) a;g
(qi, Xi) B (gi+1, Xi+1) dans Aaps ce qui implique Dexistence d’un chemin ¢; 5 i —
al al,, .
4o B SR s i, dans A tel que
sv; = X,

sv; = Xiy1[r — Xa | x € VAR],
SU; ':symb Q,
et il existe un mot w! € {1,...,d} "L tel fry(a; - w!) = sv; ot fr; = Dymp (i, X, 4)).

Nous posons w} = wx (i) - - - wx (i + 1) pour tout ¢ € N. Par définition des fenétres sym-

boliques, la valuation symbolique fr;(w;

7
et Xz car sv; = fri(a; - w)). Ceci implique que fr;(w)) = X;, fr;(w}) E Xz «
Xz | x € VAR] et fry(w)) Fsymb ;. En réitérant les mémes arguments, nous pouvons
prouver que fr;;(w;, ;) Fsymb @itj pour tout j € {1,...,l — 1} et comme par défini-
tion des modeles symboliques la séquence fr;(w}) - friyq(wi 1) -+ frip g (wi,_;) est cohé-
rente pas a pas cela implique que fr;(w}) | X/a;4; pour tout j € {1,...,l — 1}. Toutes
les conditions sont donc réunies pour montrer I'existence d’une transition de la forme

) coincide avec sv; sur les termes de la forme z

fri(w; . . .
(qi, Xi) fri(wi) (gi+1, Xi+1) dans A,ps. Par induction, nous pouvons donc construire une

exécution (go, Xo) fro(twe) (g1, X1) I elle que fro(wg) - fri(w)) -+ est cohérente pas

a pas. O
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Les Lemmes 51 et 52 nous permettent d’établir la relation suivante entre A et les exé-
cutions symboliques de Agaps-

Lemme 53 Pour toute formule ¢ de CCTL*(D) et tout D-automate A, on a A= ¢ ssi il
existe une exécution symbolique Tyymp, de Aaps telle que Tyymb Fsymb @-

Preuve : Nous procédons par induction sur la structure de ¢. Le seul cas non trivial
est E. Nous supposons par induction que la propriété est vraie pour les sous-formules
maximales de ¢. Nous rappelons qu'une sous-formule maximale ¢’ de ¢ est une sous-formule
d’état stricte de ¢ telle que pour toute sous-formule d’état stricte ¢” de ¢, ¢’ n’est pas une
sous-formule stricte de ¢”. Dans ce cas, si A = ¢ alors il existe une exécution © = (go, vo) =3

(q1,v1) 4 ... de A qui satisfait . D’aprés le Lemme 51, il existe donc une exécution
Tabs = (G0, Xo) =3 (q1,X1) &5 ... dans Aups telle que la séquence p = svg - svp--- est
cohérente pas & pas et ¢ = vg - vy --- vérifie 0 = p. En conséquence de la définition des

valuations symboliques, pour toute contrainte atomique de ¢ nous avons 0,4 = « ssi sv; = «.

D’aprés la construction définie, il existe une exécution symbolique Tgyy,, dont T'un

. a a < N .
des chemins Tsymb = {(qo, Xo,wo) — {q1,X1,w1) — --- correspond & Tups, C'est-a-dire
que la fenétre symbolique fr; associée a chaque noeud de la forme (g;, X;,w;) est telle
que fr(a;---a;y;) = sv;. Donc pour toute contrainte atomique de ¢ on a o0,i = « ssi

<Tsymb77réymb> Fsymb o De plus, I'ensemble des sous-formules d’état satisfaites a une po-
sition ¢ de 7 dans A sont satisfaites symboliquement & la méme position de gy, dans
Tsymb par hypothése d’induction. Puisque les mémes formules atomiques sont satisfaites a
chaque position des deux chemins et que la relation de satisfaction correspond a la rela-
tion symbolique en dehors du cas des contraintes atomiques, nous pouvons conclure que
<Tsymba 7Tsymb> ':symb .
L. . . . . . . a
Réciproquement, si Tgymp, satisfait E1) alors il existe un chemin mgymp = (go, Xo, wo) =2
a N . e
(g1, X1,w1) = -+ tel que (Tsymb, Tsymb) Fsymb ¥ D’apres la construction utilisée dans la
. . , . Sv Sv
preuve du Lemme 52, il existe une exécution maps = (qo, Xo) — (g1, X1) — ... de A
telle que pour tout @ € N, on a fr;(a;---a;1;) = sv; on fr; est la fenétre symbolique asso-
ciée au noeud (g;, X;, w;). De plus, la séquence p = svg - svy--- est cohérente pas a pas.
) N . . 4 . [e% «

D’aprés le Lemme 51 il existe donc une exécution 7™ = (go,vo) — {q1,v1) = --- de A telle
que o = vg - vy - -+ vérifie o = p. Nous pouvons alors déduire en utilisant les propriétés des
valuations symboliques et I'hypothese d’induction que 7 |= 9 et par conséquent A = Ev. O

Nous étendons donc la construction de la section précédente en intersectant la variante de
l'automate Ay sur I'alphabet Frame(¢,.A) avec un automate A’ - qui reconnait ’ensemble

des exécutions symboliques de 'automate A,ps. Nous notons ’automate obtenu Al(;/[c.

L’ensemble des états de A}, est identique a celui de Agpg, de méme que 'ensemble des
états initiaux et finaux. L’alphabet de A/, est Frame(¢, A) et la relation de transition qui
reprend les régles de construction d’une exécution symbolique est définie par

S(a. X)) = N VG X))

(0, X) g X)) =fr
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AN \/ (i (', X))

i€{0,d} g XV (g X7):Bw, fr(iw) =fr

pour tout état (¢, X) € Q x SVo(¢,.A) et fenétre symbolique fr € Frame(¢, . A). La premiére
partie de cette régle exprime que chaque transition de A,ps correspond & un successeur
dans le modéle symbolique et la seconde partie que chaque successeur correspond & une
transition.

La preuve du Lemme 50 peut facilement étre adaptée afin de montrer que A | ¢ ssi
le langage accepté par 1’automate Agflc n’est pas vide. Ceci nous permet de prouver la
décidabilité du model-checking.

Théoréme 40 Le probleme de model-checking pour CCTL*(D) est décidable lorsqu’il existe
une abstraction vérifiable localement pour les modéles de cette logique qui est calculable.

La complexité de cette procédure n’augmente pas par rapport au probléeme de la satis-
faisabilité. En effet, lorsque la relation de satisfaction symbolique peut se tester en temps
exponentiel, 'automate A,ps peut étre construit en temps exponentiel par rapport a A de

méme que A’

abs Peut étre construit en temps polynomial par rapport & Agps.

Corollaire 14 Le probléme de model-checking pour CCTL* (D) est dans 2EXPTIME lorsque
lom peut calculer une abstraction vérifiable localement pour laquelle la relation de satisfaction
symbolique se teste en temps exponentiel.

L’écart de complexité avec le model-checking de CTL* s’explique par la construction de
Aabs qui fait qu'il est difficile de raffiner la borne de complexité en utilisant cette méthode.
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Chapitre 8

CTL* avec contraintes qualitatives sur les entiers
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Nous nous intéressons maintenant a une extension de CTL* sur un domaine dont les
variables sont interprétées par des entiers qui n’appartient pas a la sous-famille de domaines
concrets définie dans le chapitre précédent. Nous considérons plus précisément le domaine
IPC”* contenant des contraintes de comparaisons telles que z < y ou x < d et des contraintes
de périodicité de la forme x =g y 4 ¢ pour x,y € VAR, k,c € N et d € Z (voir la définition
exacte dans la Section 3.3.2). Nous définissons une méthode permettant de construire 1’en-
semble des états d’'un IPC*-automate qui vérifient une formule du fragment existentiel de
CCTL*(IPC*) et nous en déduisons un résultat de décidabilité pour le probléme de model-
checking correspondant.

Les résultats présentés dans ce chapitre correspondent a l'article [BG06].

8.1 CTL* avec contraintes de Presburger

La méthode développée dans le chapitre précédent ne permet pas de traiter le cas de
nombreux domaines concrets manipulant des entiers. En effet, le Lemme 15 illustre que les
modeles symboliques de CLTL(IPC*) ne sont pas vérifiables localement car la condition a
vérifier porte sur I’ensemble de la séquence de valuations symboliques. En fait, c¢’est déja

197



le cas pour les modeéles symboliques de CLTL((N, <,=)) d’apres les résultats de [DDO7].
La condition de caractérisation des modeles symboliques satisfaisables pour cette logique
utilise en effet une condition proche de celle du Lemme 15. Nous proposons ici une autre
méthode permettant de résoudre le probléme du model-checking pour le fragment existentiel
de CTL* étendu avec un ensemble de contraintes sur les entiers.

Notre objectif est de généraliser une partie des résultats concernant les extensions de
LTL avec des contraintes sur les entiers. Etant données les restrictions nécessaires pour
les fragments quantitatifs de Presburger, nous nous concentrons sur le fragment qualitatif
IPC*. Malheureusement cette restriction n’est pas suffisante non plus car le probléeme du
model-checking de CCTL*(IPC*) est indécidable. D’aprés un résultat de |[Cer94] on peut
déja prouver l'indécidabilité du probléeme du model-checking pour la restriction de la logique
CCTL*(Z) aux formules de longueur temporelle égale a 0. Par contre, ce méme papier éta-
blit la décidabilité du model-checking pour le fragment existentiel de CCTL*(Z) restreint
au formules dont la longueur temporelle est 0 sur une classe d’automates strictement in-
cluse dans celle des Z-automates. Rappelons que nous avons déja établi dans le Lemme 8 la
correspondance entre la classe des IRA utilisée dans [Cer94] et les automates a contraintes
que nous considérons. Nous généralisons ici ce résultat concernant le model-checking de ce

fragment de CCTL*(Z) :

en étendant le langage de contraintes,
en étendant le modele opérationnel,

et levant la restriction sur la longueur temporelle des formules.

Contrairement aux résultats des chapitres précédents, le fragment que nous considérons
dans ce chapitre restreint le langage logique et pas uniquement le langage de contraintes.
Nous n’avons donc qu’un fragment de CCTL*(IPC*) mais nous proposons en contrepartie de
traiter un probléme plus large que le probléme du model-checking. En effet, nous définissons
une méthode permettant de construire une représentation de 'ensemble [¢] 4 des états de
A qui satisfont ¢. Cette méthode étend les travaux de [éer94] et certaines preuves originales
complétent certains détails techniques omis dans ces travaux.

Comme nous 'avons déja cité dans le chapitre précédent, de nombreux travaux exis-
tant introduisent des logiques arborescentes pour vérifier des propriétés sur les entiers.
Dans [DFGvDO06] la décidabilité est obtenue grace a des restrictions sur la relation de
transition des modéles considérés. Les restriction que nous considérons ici portent sur le
langage de contraintes et la logique mais la relation de transition des automates que nous
considérons n’est pas contrainte. En ce qui concerne les automates & pile, ils ne peuvent
simuler plusieurs compteurs donc les contraintes que nous vérifions sont plus riches que les
contraintes réguliéres sur le contenu de la pile considérées dans [FWW97, EKS03|. La lo-
gique temporelle sous-jacente que nous considérons est cependant moins riche que dans ces
travaux qui considérent la totalité de CTL*.

La méthode que nous définissons dans ce chapitre utilise des résultats sur les systémes
bien structurés (voir [FS01, ACJT00]). Un intérét de ces systémes est que I'ensemble des pré-
décesseurs d’un ensemble d’états donné est calculable. La convergence de I’algorithme de cal-
cul est assurée par un beau préordre sur ’ensemble des états du systéme. D’autres méthodes
ont été introduites afin de calculer des points fixes plus complexes permettant d’exprimer
des propriétés relatives a des problémes de jeux ou de logiques temporelles [ABd03, BBS06].
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La méthode que nous définissons ici peut étre vue comme un nouvel exemple de calcul de
point fixe dans une famille de systémes bien structurés puisque les propriétés de CTL*
s’expriment dans le p-calcul.

8.2 Propriété des [IPC*-automates

D’aprés le Lemme 7, toute contrainte de IPC* peut étre transformée en contrainte de
WIPC*. Nous nous restreignons donc au langage de contraintes WIPC* sans perdre de
vue que ceci implique une explosion de la taille des formules. A partir de maintenant nous
considérons des formules sous forme positive du fragment existentiel de CCTL*(WIPC*) que
nous notons ECTL*(WIPC¥). Nous commengons par définir quelques propriétés concernant
les WIPC*-automates.

8.2.1 Rappels sur les beaux préordres

Les propriétés que nous définissons dans cette section sont liées aux résultats sur les
systémes bien structurés dont nous rappelons rapidement quelques définitions et résultats
fondamentaux (pour plus d’informations, voir par exemple [FS01]).

Soit X un ensemble d’éléments quelconque. Un beau préordre sur X est une relation
binaire < réflexive et transitive sur les éléments de X telle que pour chaque séquence infinie
To - w1 - 22+ d’éléments de X il existe deux indices i et j tels que 1 < j et z; < x;. Un
ordre sur X est antisymétrique ssi pour tout z,y € X, = 2y et y =X x implique x = y.

Un ensemble U C X est fermé par le haut si pour tout z € X et y e Uonay X x
implique x € U. Il est facile de montrer que les ensembles fermés par le haut sont clos par
intersection et unions.

Lemme 54 L’intersection et ['union d’ensembles fermés par le haut est un ensemble fermé
par le haut.

Notons cependant que le complément d’un ensemble fermé par le haut n’est pas un ensemble
fermé par le haut (c’est un ensemble fermé par le bas). Par exemple, {x > 2 | z € N} est
fermé par le haut par rapport a la relation > mais pas son complément. La fermeture par
le haut d'un ensemble Y C X, notée T Y, est I'ensemble {z € X | Jy € Y tel que y < z}.
Une base pour un ensemble fermé par le haut U est un sous-ensemble minimal U, C U dont
la fermeture par le haut est égale a U, c’est-a-dire que T U, = U et pour tout x,y € U,
on a x = y implique x = y. Par la suite, nous utiliserons le résultat suivant concernant
I'existence d’une base pour les ensemble fermés par le haut lorsque 1’on considére un beau
préordre antisymétrique.

Lemme 55 [FS01| Etant donné un beau préordre antisymétrique < sur un ensemble X,
tout ensemble fermé par le haut U C X par rapport = a une unique base finie.

Notre but dans le reste de ce chapitre est de définir un algorithme qui calcule I’ensemble
[¢] 4 & partir d'une formule ¢ de ECTL*(WIPC*) et d'un WIPC*-automate A. Nous éta-
blissons dans cette section que cet ensemble est fermé par le haut par rapport & un beau
préordre que nous définissons ci-dessous.
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8.2.2 Systémes bien structurés

La méthode que nous développons s’inspire de [éer94] et repose sur la définition d’'un
beau préordre sur I’ensemble des états d'un WIPC*-automate. Nous étendons cette méthode
en la combinant avec I'abstraction des modéles que nous avons définie dans la Section 4.2.
Etant donné un ensemble de formules atomiques X de ECTL*(WIPC*), nous considérons
les ressources syntaxiques suivantes.

— L est le plus grand entier tel qu'il existe un terme de la forme X'z dans X.
— V est I'ensemble des variables utilisées dans X.
— Term est 1’ensemble de termes {X‘z:x € V et i € {0,...,1}},

— (' est I’ensemble des constantes utilisées dans X. Nous notons m et M respectivement
le plus petit et plus grand élément de C.

K est le plus petit commun multiple des entiers k tels qu’il existe une contrainte de
périodicité utilisant la relation =5 dans X.

Sans perte de généralité, nous supposons que K > 0 et pour tout m <d < M on ad € C.
Nous définissons la relation d’ordre <x sur les valuations de la forme Term — Z telle que
v <x v ssi
I’ordre des différents éléments est préserveé,
pour tout a,b € Term on a v(a) > v(b) ssi v'(a) > v'(b),
pour tout a € Term et d € C on a v(a) > d ssi v'(a) > d, et d > v(a) ssi d > v/'(a)
— les relations de congruence par rapport & K sont préservées,
pour tout a € Term on a v(a) = v'(a),
les valeurs affectées par v’ sont plus “espacées” que celles de v,
pour tout a,b € Term si v(a) > v(b) alors v'(a) —v'(b) > v(a) — v(b),
pour tout a € Term et d € C si v(a) > d alors v'(a) —d > v(a) — d,
de méme si d > v(a) alors d —v'(a) > d — v(a).
Notons que ces conditions ne sont pas incompatibles avec le premier point qui impose

que si v(a) = v(b) alors v'(a) = v'(b) (idem avec les constantes). En effet, toutes les
inégalités sont larges.

D’apreés cette définition, si v <x v’ alors les propriétés suivantes sont vérifiées.

(O1) Pour tout terme Xz € Term tel que v(X'z) > M on a v/ (X'z) > v(X'x). En effet, sil
en était autrement on aurait v'(X'z) — M < v(X¢x) — M.

(02) De méme pour tout terme X’z € Term tel que v(Xiz) < m on a v'(Xz) < v(Xiz).

(03) Enfin, pour tout terme X'z € Term tel qu’il existe d € C vérifiant v(X‘x) = d on a
v'(X'z) = v(X'x).

Pour résumer, les termes ayant une valeur supérieure & toutes les constantes croissent, les

termes ayant une valeur inférieure aux constantes décroissent, et les termes qui sont égaux
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a une constante ne changent pas. De plus, d’aprés ’abstraction des valuations définie dans
la Section 4.2, si v <x v’ alors sv(v) = sv(v’). Ceci est une conséquence de la préservation
de 'ordre des valeurs affectées aux éléments de Term W C' et des relations de congruence
modulo K. Nous pouvons donc établir le résultat suivant qui découle du Lemme 10 (II).

Lemme 56 Pour toute paire de valuations v,v" de la forme Term — Z telle que v <x v’
et toute contrainte atomique o de WIPC* appartenant & X, on a v | a ssiv' = a.

Etant donnés une formule ¢ de ECTL*(WIPC*) et un WIPC*-automate A, nous notons
=¢.4 lordre construit par rapport a ’ensemble des contraintes atomiques de ECTL*(WIPC*)
utilisées dans ¢ et dans la relation de transition de A. Par extension, étant donnés deux
chemins finis m et " de longueur ! nous notons m <4 4 7 ssi vy =4 A Ux et pour tout
i€ {0,...,l} 'état de controle a la position 7 est le méme dans les deux chemins. Nous rap-
pelons que pour tout chemin fini 7 = (go, vo) - (¢1,v1) - - - dans A, la valuation v, est définie
par v, (Xix) = v;(x) pour tout i € {0,...,|n|} et x € V. Lorsque le contexte est clair, nous
notons parfois la relation <x simplement <. L’ordre <x vérifie la propriété suivante qui
est une conséquence du méme résultat pour 'ordre sur les n-uplets d’entiers (voir [Pet81]).

Lemme 57 Pour tout ensemble X de formules atomiques de ECTL*(WIPC*), l'ordre <x
est un beau préordre antisymétrique sur l'ensemble des valuations de la forme Term — Z.

Preuve : Pour toute valuation v : Term — Z nous définissons deux vecteurs :

Umod €st le vecteur de dimension |Term| indexé par des termes tel que pour tout
X'z € Term on a 0 < vpyoq.(X'z) < K et vyoq.(X'x) = v(X'x),

— gt est le vecteur de dimension |Term x Term| + |Term x C| indexé par des couples
formés d’éléments de Term U C tel que pour tout a € Term et b € Term U C on a

vait-(a,b) = |v(a) — v(b)].
Le vecteur vyoq représente les modulo des différentes valeurs affectées aux variables et vgie
les écarts entres ces valeurs. Par définition de <x, pour tout couple de valuations v, v’ de
la forme Term — Z on a v < X0 881 Umod = Voq €t Vmod =N VU)o tel que <y est Pordre
tel que :

Umod =N Ujoq 881 pour tout a € Term et b € Term U C on a vgis.(a, b) < viy.(a,b).

Nous pouvons alors facilement prouver que <x est un beau préordre en utilisant les obser-
vations suivantes.

le nombre de facons d’ordonner les éléments de I’ensemble fini Term U C' est fini,
le nombre de vecteurs distincts vérifiant la définition de vy,0q est fini,

=n est un beau préordre sur les n-uplets d’entiers. U

Nous utilisons parfois la restriction de l'ordre <x par rapport & un sous-ensemble de
Term. Etant données deux valuations v, v’ de la forme Term’ — Z telles que Term’ C Term
nous notons aussi v <x v’ si toutes les conditions requises par la définition de <x sont vé-
rifiées lorsque 'on considére seulement les éléments de Term’ et C. Ceci nous permet entre
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autre d’utiliser la relation d’ordre sur les valuations de la forme V' — Z et par extension sur
des états d’'un WIPC*-automate. Par exemple, nous notons (g, v) <4 4 (¢’,v') ssi ¢ = ¢’ et
v =44 v par rapport a la restriction de <, 4 aux valuations de la forme V' — Z. Notons que
pour tout ensemble Term’ C Term la restriction de la relation <x est un beau préordre sur
I'ensemble des valuations de la forme Term’ — Z. Une autre propriété de cette restriction
est que pour toute paire de valuations vy, vy de la forme Term — 7Z telle que v1 < v, les
restrictions v}, v5 de vy et vy définies sur le méme sous-ensemble de termes vérifient v] < v}
puisque dans ’ordre, les relations de périodicité et les écarts entres les valeurs affectées dans
la restriction des valuations sont inchangés.

Nous terminons cette section en montrant que pour toute formule ¢ de ECTL*(WIPC*)
et tout WIPC*-automate A, 'ensemble [¢] 4 est un ensemble fermé par le haut par rapport
au beau préordre <4 4. Nous établissons d’abord que A est un systéme bien structuré. Un
systéme de transitions S = (N, —) est bien structuré s’il existe un beau préordre < sur
I’ensemble des sommets N tel que pour toute transition n; — ng dans ce systéme et tout
état n) € N tel que n; < n} il existe un état ny, € N tel que ng < nh et nj — nh. La
preuve que les WIPC*-automates sont des systémes bien structurés découle d’un résultat
de simulation plus fort énoncé ci-dessous.

Lemme 58 Soit A un WIPC*-automate, ¢ une formule de CLTL(WIPC*) et m = (qo, vo) -
(qi,v1) -+ un chemin infini dans A. Pour toute valuation vj telle que vg =4 4 vy, il existe
un chemin infini ™ = (qo,vg) - (q1,v1) - -+ tel que pour tout 1 >0 on a w(i)---7w(i +1) <44
(i) -7 (i+1).

Preuve : Soit (go,v0) =% (g1,v1) = --- les transitions successives prises par = dans A.
D’aprés le Lemme 56, pour tout 7 € N et toute valuation v’ telle que V(i) (i l) = v’ on
& Ur(i)n(i+l) = i ssi v' = a;. 11 nous suffit donc de montrer qu’a partir de vy on peut
construire une valuation v} pour chaque position ¢ > 0 de 7’ tel que pour tout ¢ > 0 on a
Vg (i) (itl) = Vnr(i)em (i40)- B0 effet, le chemin 7" = (qo, vp) L (g, v}) % - qui emprunte
les méme transitions que 7 est valide d’aprés la remarque ci-dessus.

Nous procédons par induction sur la position dans la séquence. Nous commencons donc
par construire [ — 1 valuations v/(1),--- ,0/(I) telles que si 7'(i) = (g;,v}) pour tout i €
{1,...,1} alors vr(g)..r(t) X Vp(0)rr()- Comme la valuation vy est déja fixée, il nous faut
donc compléter la valuation vy (g)...7) de maniere a ce qu’elle vérifie la propriété. Pour
simplifier la présentation, nous notons v = vz (g)...x (1), v = Vs (0)-. (1) €t conformément a la
définition nous utilisons v(X"z) plutot que v;(z).

Nous construisons v’ par induction. Pour le cas de base, on sait que les restrictions de
v et v’ aux éléments de V sont définies et vérifient la relation < puisque vy < v. Nous
supposons maintenant que nous pouvons construire une affectation partielle vz’, pour un
sous-ensemble de termes Term' vérifiant vy, (x) = vy(x) pour tout z € V et v, < v, on
v, est la restriction de v aux éléments de Term’. Nous montrons qu’étant donné un terme
Xix € Term \ Term’, on peut définir une valeur v'(X'z) telle que la valuation v; étendue
avec la valeur définie pour X'z vérifie la relation < par rapport a la restriction de v aux
¢léments de Term’ W {X'z}.
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e Siv(X’z) > M, nous considérons le terme de Term’ qui prend la plus grande valeur infé-
rieure a v(X'z) dans v, c’est-a-dire X/y € Term’ tel que v(X'y) = max{v,(X*2) | v,(Xkz) <
v(X'z)}. Si v(X'y) < M alors nous posons v'(Xix) = v(X'z), sinon

V(X'z) = o(X'z) + (u,(Xy) = 0,(Xy)).

Nous montrons maintenant que la valuation v}/7 étendue avec la valeur définie pour X'z
vérifie la relation < par rapport & la restriction correspondante de v. Nous commencons par
le cas ot v(X'y) > M.

— Pour montrer que les relations de congruences par rapport a K sont préservées, il
suffit de remarquer que par définition o' (X'z) — v}, (X7y) = v(X'z) — v,(X/y) et donc
V'(X'z) — v, (Xy) =k v(X'z) — vp(Xy). Comme v, = v, on a v, (Xy) =k vy(XTy), ce
qui permet de déduire que v'(X'z) =g v(X'x).

Nous montrons maintenant que 'ordre des valeurs est préservé et que les écarts ne
diminuent pas.

Comme o' (Xiz) > v(X'z), cette propriété est directe pour tout terme X¥z € Term’ tel
que v,(Xkz) < M et toute constante d € C puisqu’on a v,(XFz) > U;J(sz) et que la
valeur de d ne change pas.

Considérons donc les termes de la forme X¥z € Term’ tels que v,(X*2) > M. Si
vp(XIy) > v,(XF2) alors on obtient par transitivité que v(X'z) > v,(X¥z). Comme
vp X vl on a aussi vp,(Xy) > v),(XF2) et vy(XTy) — vy (XFz) <ol (XIy) — v (X*F2). Par
transitivité, on obtient directement v'(X'x) > v;(sz). De plus v,(X7y) — v,(Xkz) <
v, (XIy) — vy, (XE2) implique que v}, (XF2) — v, (XF2) < vl (XIy) —v,(X/y) et comme par
définition o' (X'x) — v(X'z) = v),(X7y) — vp(X7y) on a v;,(sz) —up(Xkz) < o' (Xiz) —
v(X'z). Donc on a bien v(X'z) — v,(X*z) < o' (X'z) — v)(XF2).

Si v(Xiz) > v,(XFz) > v,(XIy) alors on a v,(XF2) = v,(XJy) car par définition v,(X7y)
est la plus grande valeur inférieure a v(X'x). Comme v, < v, on a aussi v,(X'y) =
v;,(XFz). La propriété et donc respectée puisque par définition v'(X'z) > v, (XTy) et
V' (X'z) —v(X'z) = v,(Xy) — vp(Xy).

Enfin si v,(X¥2) > v(Xiz) > v,(X7y) alors en utilisant v, < v}, on a v],(X*z)—v} (XIy) >
vp(XF2)—v,(XIy) ce qui nous permet de déduire v;(sz)—vp(sz) > v (XIy)—vp(XTy).
Comme v'(X'z) —v(X'z) = v},(X7y) —v,(X7y) on a donc v, (X¥z) —v, (XFz) > o/ (X'z) -
v(X?z). Ceci nous permet de déduire que v]’J(sz) — o/ (Xix) > vy(Xkz) —v(Xix) et que
up(XEz) > o' (Xix) car vy (XFz) > o(X'z).

Si v(X'y) < M alors pour tout terme X*z € Term’ on a soit v,(X¥z) < M < v(Xiz)
ou M < v(Xiz) < v,(XFz). Dans le premier cas, on a v;,(X¥z) < v,(X¥z) par les propriétés
(02) et (03) de <. Donc on a v),(XFz) < v/(Xiz) et v(X'z) — v,(XF2) < o/ (Xiz) — o), (XF2)
car v'(X'z) = v(X'z). La preuve pour les constantes est similaire & ce cas car pour tout
d€ Conad<M <v(Xz). Dans le deuxiéme cas, d’aprés (O1) on a v,(XF2) < ”;(sz)-
On obtient donc v'(Xiz) < v;,(sz) et v,(XF2) —v(Xiz) < v;,(sz) —o/(Xz). La relation de
périodicité par rapport & K est aussi préservée car v'(X'z) = v(X'z).

e Si v(X‘z) < m, la démonstration et similaire en considérant le terme X7y € Term’ tel
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que v(X7y) = min{v,(X¥2) | v,(X¥2) > v(Xiz)} et en posant v/ (X'z) = v(X'z) + (v),(X/y) —
v, (X)) ou v'(Xiz) = v(Xiz) si v(XIy) > m.

e Enfin, si m < v(X'zr) < M alors il existe d € C tel que v(X‘z) = d. Pour satisfaire
l'ordre <, nous devons poser v'(Xz) = d afin de préserver I'ordre entre les constantes et les
termes. Les conditions requises sont vérifiées puisque elles le sont déja dans v;, par rapport
a la constante d.

Par induction, la valuation v’ construite en suivant cette méthode est telle que v < v'.

Supposons maintenant que la propriété est vraie jusqu’a la position 7. Nous montrons
que l'on peut étendre la construction a la position ¢ 4+ 1. Par définition de la restriction de
= 8L U (i)eom (i) = Un(i)on (i41) ALOTS V(1) (i) = Un/(i41)-n’ (i) - 1] faut done & nouveau
compléter la valuation vy ;... (i47) pour quelle vérifie la propriété. La méme construction
que pour le cas initial peut étre réutilisée dans ce but. O

Nous pouvons donc déduire que les WIPC*-automates sont des systémes bien structurés.
En effet dans le résultat précédent, le fait que pour tout i € N on ait 7(i)---7(i + 1) <
7' () - - - 7' (i+1) implique en particulier que 7(7) =< 7’(i) d’apres la définition de la restriction
de 'ordre <.

Corollaire 15 Les WIPC*-automates sont des systémes bien structurés.

Ceci nous permet enfin de prouver le résultat attendu.

Lemme 59 FEtant donnés une formule ¢ de ECTL*(WIPC*) et un IPC*-automate A, l’en-

Preuve : Nous procédons par induction sur la structure de ¢. Si ¢ = T alors la preuve
est triviale puisque [¢] 4 est 'ensemble des états de A qui est bien entendu fermé par le
haut. Supposons maintenant que (H1) pour toute sous-formule d’état ¢’ de ¢ 1'ensemble
[¢']4 est fermé par le haut. Le cas des connecteurs booléens est direct en utilisant cette
hypothése d’induction.

Il reste le cas ol ¢ est de la forme E1). Dans ce cas, si un état (o, vo) satisfait ¢ alors
il existe un chemin infini 7 & partir de la configuration (go,vp) qui satisfait ¢. D’apres le
Lemme 58, pour tout état (gop,v() tel que vg < v{, on peut construire un chemin infini 7’
ayant pour origine (go,v}) tel que pour tout ¢ > 0 on a w(i)---7(i +1) < 7'(¢)--- 7' (i + 1).
Nous montrons par induction sur la structure de ¥ que pour toute position 7 € N et toute
sous formule v’ de 1) si 7 satisfait ¢’ alors 7% satisfait aussi ¢’

— Si %)’ est une contrainte atomique, alors d’aprés le Lemme 56 la propriété est vérifice
puisque pour tout ¢ > 0 0n & Ure).r(itl) = Un/(i)-n! (i41) -

Si 9" est une formule d’état alors nous pouvons conclure en utilisant (H1). En effet
pour toute position i € N, 7(i)---7w(i + 1) < 7'(i)--- 7' (i + 1) implique en particulier
7(i) X (i) et d’apreés (H1) [¢)'] 4 est fermé par le haut.
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Supposons maintenant que (H2) pour toute sous formule de chemin de 1 est toute
position 7 € N, si 7 satisfait 1)’ alors 7’ satisfait 1)’

Les cas des opérateurs booléens A et V sont directs par induction.

Les cas des opérateurs temporels ne sont pas beaucoup plus compliqués puisqu’a
chaque position, le méme ensemble de sous-formules est vérifié.

Ceci établit donc que pour toute position i et toute sous-formule ¥’ de 9 si 7* satisfait ¢’
alors 7% satisfait aussi ¢/’. En particulier, pour la position 0, nous obtenons que si 7 satisfait
1 alors 7’ satisfait 1. Ceci nous permet de conclure que (g, v() satisfait ¢. O

8.2.3 WIPC*-automates généralisés

Pour des raisons techniques, nous avons besoin par la suite de considérer une définition
étendue des WIPC*-automates. Un WIPC*-automate généralisé est un WIPC*-automate
dont les transitions peuvent étre étiquetées par une combinaison booléenne de formules
atomiques de CLTL(WIPC*) avec des termes quelconques et non plus uniquement des
termes de la forme x ou Xz. Formellement la relation de transition d’'un WIPC* automate
généralisé est donc un sous-ensemble de @ X X x @ ot Q) est 'ensemble des états de controle
de automate et X est un ensemble fini de contraintes de CLTL(WIPC™).

La sémantique de ce modéle pour les exécutions infinies ne change pas. Il est cepen-
dant difficile de définir une transition sur un pas puisque les gardes peuvent porter sur plus
d’états futurs. Nous n’avons de toute facon pas besoin de cette définition pour la suite. Nous
rappelons donc juste qu'une exécution infinie est une séquence m = (qo, vo) = (q1,v1) 4
(q2,v2) % ... telle que pour tout i > 0 la valuation v, satisfait «y;. La condition d’accep-
tation est toujours une condition de Biichi.

La construction du beau préordre <4 4 ne pose pas de problemes particuliers puisque
les contraintes sur les transitions d’'un WIPC*-automate généralisé sont des contraintes
atomiques de ECTL*(IPC*). De plus, comme les principaux arguments utilisés dans la
preuve du Lemme 58 sont toujours valables pour les WIPC*-automates généralisés, celui-ci
peut étre étendu.

Lemme 60 Soit A un WIPC*-automate généralisé, ¢ une formule de CLTL(WIPC*) et
™= (qo,v0) - (q1,v1) - -+ un chemin infini dans A. Pour toute valuation v telle que vy <4 A
vy, il existe un chemin infini ' = (qo,vy)-(q1,v]) - -+ tel que pour touti > 0 on a w(i) - - - 7(i+
1) Zpam (@) --7'(i+1).

La méme preuve que pour le Lemme 58 peut étre utilisée. En effet, le Lemme 56 s’applique
aussi dans le cas des gardes d’'un WIPC*-automate généralisé par construction de I’ordre
=¢,4- Nous pouvons alors procéder de la méme maniére que dans le cas non généralisé en
utilisant la méthode permettant de compléter les valuations successives.
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8.3 Systémes d’inégalités

Nous avons souligné dans la section précédente le rapport entre la relation < et 1’abstrac-
tion des valuations de la Section 4.2 en faisant remarquer que si v < v’ alors sv(v) = sv(v').
Cependant I'implication inverse n’est pas vraie. Considérons par exemple les valuation
v=(r— ly— 3z« T etv = (x — 1,y — 5,2z < 7) et leurs abstractions par
rapport aux ressources syntaxiques [ =0, V = {z,y, 2z}, C = (), et K = 2. On peut vérifier
que sv(v) = sv(v') par rapport a la définition de SV(X) dans la Section 4.2 puisque les deux
valuations satisfont I'ordre x < y < z et les contraintes de périodicité r =9 y =2 z =2 1. Ce-
pendant on n’aniv < v' ni v’ < wvcarv(z)—v(y) > v'(2)=v'(y) et v'(y)—v'(z) > v(y)—v(x).
Nous avons donc besoin de définir une nouvelle représentation symbolique pour les ensembles
de valuations fermés par le haut qui étend la représentation symbolique introduite dans le
cas linéaire. La principale information que nous devons ajouter est une information quanti-
tative sur I’écart entre les valeurs assignées par la valuation.

Etant donnés un ensemble de variables Vg, un ensemble de constantes Cg et un entier
Kg > 0, un systéme d’inégalités est une paire d’ensemble de contraintes S = (Xqir, Xmod)
telle que

— Xgir est un ensemble de contraintes différentielles de la forme a — b > d tel que
acVgetbeVogwWwCsouae VowCsetbe Vg
(si a,b € Cg la contrainte est inutile),
—etdeN.

— Xmod €st un ensemble de contraintes de périodicité tel que pour tout x € Vg il existe
exactement une contrainte de la forme x =g, c o c € {0,..., Kg — 1},

Notons que la définition de X,0q est plus contraignante car on a exactement une contrainte
par variable. Un systéme d’inégalités est cohérent ssi il existe une valuation v : Vg — Z telle
que v = Xgif U Xoq- Cette définition n’est pas minimale dans le sens ou certaines infor-
mations peuvent étre obsolétes. Par exemple, si I'ensemble de contraintes Xgis = {z —y >
3,z —x > 2 z—y >0} fait partie d'un systéme d’inégalités S alors la contrainte z —y > 0
peut étre remplacée par z — y > 5 sans affecter ’ensemble des valuations qui satisfont cet
ensemble. Pour résoudre ce probléme, nous définissons une forme normale pour les systémes
d’inégalités. Un systéme d’inégalités (Xqir, Xmod) est sous forme normale ssi

(NF1) pour chaque couple a,b € Vg U Cg il existe au plus une contrainte de la forme
a—>b > d dans Xdif,

(NF2) pour tout a,b,c € Vg U Cs,

— si les contraintes a — ¢ > d; et ¢ — b > dy appartiennent & Xg;r avec a € Vg ou
b e Vs,

ousia—c=dy et c—b>dy appartient & Xy avec a,c € Cg et b € Vg,
ou encore si a — ¢ > dy appartient & Xgif et ¢ — b= dy avec a € Vg et b, c € Cs,

alors il existe une contrainte dans Xgi¢ de la forme a — b > d telle que d > dy + do,
(ces conditions expriment la transitivité)

(NF3) pour tout a,b € VsUC§ tels qu’il existe une contrainte de la forme a—b > d dans Xg;¢
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— si a,b € Vs alors il existe une contrainte a =g ¢, appartenant a Xy,,q ssi il existe
une contrainte b =g, ¢, appartenant a X,oq4 avec ¢, =g ¢ + d.

si a € Cg alors il existe une contrainte b =k ¢, dans Xp,0q telle que a =g, ¢ + d.
si b € Cg alors il existe une contrainte a =k ¢, telle que Xy,0q4 avec ¢, =g b+ d.

(ces conditions expriment la compatibilité des contraintes de X ,0q avec celles de Xgjf).

L’ensemble de ces conditions exprime qu’aucune contrainte ne peut étre ajoutée ou raffinée
(dans le sens de ’exemple précédent) sans modifier I’ensemble des valuations qui satisfont
le systéme.

De la méme maniére que pour les valuations symboliques, un systéme d’inégalités peut
facilement étre représenté par un graphe avec un étiquetage des sommets. Etant donné un
systéme d’inégalités S, le graphe Gs = (N, —, mod) est défini par

N = Termw C,

pour toute contrainte de la forme a — b > d dans S, il existe un arc entre a et b dont

le poids est d que nous notons b 4, a,

. . d—d’
pour toute constantes d,d’ € Cys telles que d > d’, il existe un arc d' — d,

pour toute contrainte de la forme a =g ¢ dans S, le sommet a est étiqueté par la
valeur mod(a) = ¢,

— pour toute constante d dans Cg le sommet d est étiqueté par la valeur mod(d) = ¢
telle que c =g det 0 <c < Kg— 1.

Nous appelons le poids d'un chemin dans ce graphe la somme des poids de ces arcs. La Fi-
gure 8.1 montre la représentation graphique du systéme d’inégalités S = (Xgir, Xmoq) tel que

z—Xzr>1 Xz — X2z >0,
Xo — X2z > 2 z—y >0,
r—Xy>4 Xy—-y=>2
6—Xy=>0

ainsi que la forme normale correspondant & ce systéme. Une valuation v satisfaisant S peut
étre vue comme un étiquetage des sommets de Gg tel que

z=90 Xxr =5 0,
et Xmod = X23§‘ =9 0 Yy =2 1,
Xr=20 Xlz=51

Xair =

~ pour tout arc n’ 5 1 on a v(n) —v(n') > d,
pour tout sommet n on a v(n) =g, mod(n).

Lemme 61 Soit S = (Xqgir, Xmoq) un systéme d’inégalités.
(I) On peut tester si S est cohérent en temps polynomial.

(IT) SiS est cohérent alors il existe un systéme d’inégalités sous forme normale noté |S| tel
que pour tout v: Vg — Z on av =S ssiv = [S].

Preuve : (I) La preuve est similaire & celle du Lemme 9 et a [Cer94, Lemme 5.5|. Nous
n’avons cependant pas besoin de vérifier que ’ensemble Xg;r est maximal. Un systéme d’in-
égalités S est cohérent ssi le graphe Gg vérifie les conditions suivantes.

207



Figure 8.1: Représentation graphique d’un systéme d’inégalités et de sa forme normale

a
(SI1) Il n’existe pas de chemin ng % ny 2 ... kil Nz tel que ng = n, et ZZ 0 Ya; > 0.

|| -1
—_—

(SI2) Pour tout dy,ds € Cs tel que di < da, il n’existe pas de chemin ng 2o B
Njx| 0t ng = dy et njz = da tel que Zlﬂal a; > dy — dj.

(SI3) Pour tous sommets n,n’ de Gg tels que n Snfetn L n, on a mod(n) =g mod(n').

(IT) Nous définissons la normalisation de S par rapport & sa représentation graphique.
Nous commencons par supprimer les arcs inutiles. Pour toute paire de sommets n1, n9 nous
gardons uniquement ’arc ayant le poids maximal entre n; et no. Nous ajoutons ensuite tous
les arcs qui peuvent étre obtenus par transitivité (n; — ns et ny — ng impliquent ny — ng).
Nous affectons pour le moment un poids égal & 0 & ces arcs. Aprés cette étape, il existe au plus
un arc entre chaque paire de sommets du graphe donc le systéme d’inégalités correspondant
satisfait (NF1). Notons que cette transformation laisse ’ensemble des valuations satisfaisant
le graphe inchangg.

Nous normalisons ensuite les poids par rapport aux contraintes de périodicité. Pour
toute palre de sommets reliés par un arc n; — ng, nous affectons a Iarc un nouveau
poids a’ qui est le plus petit entier vérifiant o’ > a et o’ =gy mod(n) — mod(n'). Cette
opération n’ajoute pas d’arc et ne change pas l’ensemble des solutions puisque pour tout
entier ¢ < b < d, si n1 —ny = b alors I'une des contraintes de périodicité n’est pas
vérifice car b Zx, mod(n) — mod(n'). Notons que cette partie de la normalisation termine
en temps linéaire par rapport a ’ensemble des arcs car comme on ne change pas la fonction
mod, chaque arc est traité une seule fois. Lorsque cette opération est terminée, le systéme
d’inégalités correspondant satisfait (NF1) et (NF3).

Pour tout arc n; — no dans le graphe obtenu, nous mettons enfin & jour le poids en
affectant le poids maximal des chemins entre ny et ng. Comme le systéme d’inégalités est
satisfaisable, ce poids est inférieur & w car il n’existe pas de cycle ayant un poids strictement
positif (SI1). Ici encore, cette opération ne modifie pas ’ensemble des solutions. En effet,
pour tout chemin entre nq et no la différence entre la valeur de no et celle de nq doit
étre supérieure a la somme des différences entre deux sommets consécutifs du chemin (par
transitivité). Cette modification ne change pas non plus la satisfaction de la contrainte
(NF3). Comme le poids est mis a jour par rapport & un chemin fini 7 entre ny et no
et qu’avant la mise a jour le systéme satisfait (NF3), pour tout 0 < i < |r|] — 1 on a

mod(m(i + 1)) =g mod(r(i)) + a; car 7(i) % w(i +1). Ceci implique par transitivité que
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mod(n1) =gs mod(nz) + Zyjoai et Eiiloai est bien le poids de 7 utilisé pour la mise &
jour. Nous réitérons cette opération tant qu’il existe un poids qui peut étre mis a jour.
Pour s’assurer que cet partie termine, nous pouvons procéder par induction sur la distance
maximale en nombre d’arcs entre deux sommets (en identifiant tous les sommets d’un méme
cycle de poids nul).

Une fois ces opérations effectuées, nous avons bien un systéme d’inégalités sous forme
normale. De plus, I’ensemble des opérations que nous avons effectuées préserve le méme

ensemble de solutions pour le systéme obtenu. O

Nous appelons le systéme d’inégalités |S| défini ci-dessus la forme normale de S. Nous as-
socions aux systémes d’'inégalités qui ne sont pas cohérents une forme normale particuliére
que nous notons Sy; qui n’est pas satisfaisable. Un systéme d’inégalités sous forme normale
vérifie la propriété suivante.

Lemme 62 Soit S un systéme d’inégalités sous forme normale. Si S # Sy alors toute
affectation d’un sous-ensemble de variables V' C Vg qui satisfait toutes les contraintes de S
impliquant uniquement les éléments de V' peut étre étendu en valuation satisfaisant S.

Preuve : Supposons que S soit un systéme d’inégalités sous forme normale et qu’il existe
une affectation v : V' — Z satisfaisant les conditions de I’énoncé. Nous raisonnons & nouveau
par rapport a la représentation graphique de S. De ce point de vue, une telle affectation
correspond & un étiquetage partiel des sommets qui vérifie les contraintes de poids sur les
arcs et la fonction mod.

Soit & € Vg \ V/ une variable qui n’appartient pas au domaine de définition de v. Si nous
montrons que 1’étiquetage peut s’étendre & x alors par induction la propriété est vérifiée.
Soit wal I'étiquetage partiel des sommets qui affecte v(n) a n si n € V' et la constante
correspondant & n si n € Cg. Plusieurs cas se présentent :

1. S’ existe un arc entrant en z dans Gg alors nous affectons & z la valeur v, =
max{val(n) +d|neV'UCs et n 4, x}.

2. Sinon, s’il existe un arc sortant de x dans (g alors nous affectons & x la valeur
vy = min{val(n) —d |n € V'UCs et x LA n}.

3. Enfin, §’il n’existe aucun arc ayant pour origine ou destination z, nous affectons a x
n’importe quelle valeur v, qui satisfait mod(z).

Nous montrons maintenant que la valeur v, affectée a x satisfait les contraintes du sys-
téme. Nous commencons par la contrainte imposée par mod (z).

— Dans les deux premiers cas, puisque le systéme d’inégalités est sous forme normale
la valeur affectée satisfait la contrainte de périodicité représentée par mod(x) d’aprés
(NF3). En effet, (NF3) implique que pour tout n € V', sin 4, 2 alors x =k, val(n)+d

et si z % n alors val(n) =g4 © + d.

Pour le dernier cas, la satisfaction de la contrainte de périodicité représentée par
mod(x) est explicitée dans la définition.
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Pour ce qui est des contraintes représentées par les arcs entre x et les sommets qui ont déja
une valeur (c’est-a-dire les sommets de V' U Cs), nous avons les cas suivants.

— Dans le premier cas, pour tout sommet n tel que n 4 rona vy > wval(n) + d car par

définition v, = max{val(n) +d|n € V'UCs et n 4, x}. Nous pouvons donc déduire
que v; — val(n) > d et donc la contrainte est respectée.

Pour tout sommet n tel que x 4, 5 nous procédons de la facon suivante. Par définition,

il existe n’ € V' tel que v, = val(n’) +d' et n’ <, 2. Comme le systéme d’inégalités

. . d+d’
est sous forme normale, il vérifie (NF2) et donc on a n’ — n. Comme n et n’

appartiennent tous les deux a V/ U Cg nous savons par définition de val que val(n) —
val(n') > d+d', ce qui nous permet de déduire val(n)—v, > d puisque val(n') = v,—d'.

Le deuxiéme cas peut étre traité de la méme maniére. Il est méme plus court car dans
ce cas il n’existe pas d’arc sortant de z.

— Le cas restant est trivial puisqu’il n’existe pas d’arcs contraignant la valeur v,. [

Contrairement aux valuations symboliques que nous avons utilisées jusqu’a présent, les
systémes d’inégalités ne forment pas une partition finie de I’ensemble des valuations. Notre
but ici n'est pas de définir une abstraction de I’ensemble des modéles ayant pour élément
de base un ensemble fini de valuations symboliques, mais un formalisme permettant de
représenter de maniére finie les ensembles d’états qui satisfont une formule donnée. Pour
pouvoir construire une telle représentation, nous définissons des opérations élémentaires qui
nous permettent de manipuler plus facilement les systémes d’inégalités dans la suite.

Considérons deux systémes d’inégalités S = (Xaif, Xmod) €t 8" = (X[, X| q) dont les
contraintes de périodicité sont construites par rapport au méme entier K. Sans perte de gé-
néralité, nous pouvons aussi supposé que les ensembles de variables et de constantes utilisés
dans ces deux systéemes d’inégalités sont identiques. Tous les systémes d’inégalités que nous
manipulons par la suite vérifient cette propriété. Nous n’avons donc pas besoin de définition

générale des opérations suivantes.

— Llintersection SN'S’ est la forme normale de (X[}, XT 1) tel que Xl = Xair U X/
et XD g = Xmod = X oq- Notons que si Xpoq # X 4 alors le systéme SN S’ est
incohérent (donc SNS' = Syy).

— La projection de S sur un sous-ensemble X de Vg, notée S|x, est la restriction de la

forme normale de S aux contraintes qui utilisent uniquement des variables de X.

La preuve du résultat suivant est directe en considérant ces définitions ainsi que les résultats
qui précédent.

Lemme 63 Soit S = (X1 X! ) et S = (X}, X! oq) deuz systéemes d’inégalités dont les

mod mod
contraintes de périodicité sont construites par rapport au méme entier K.

1. Pour toute valuation v: Term — Z, on avESNS ssivESetvES

2. Pour toute valuation v: X — Z ou X C Vs on a v |= S|x ssi il existe une valuation
V' Vg — Z telle que v' =S et v'(a) = v(a) pour tout a € X.
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En effet, la normalisation d’un systéme d’inégalités préserve ’ensemble des solutions d’aprés
le Lemme 61 (IT). Pour la projection, la propriété est une conséquence du Lemme 62 qui
permet de compléter une valuation satisfaisant une partie de la forme normale de S. Enfin, il
est possible de définir un ordre partiel sur les systémes d’inégalités. Nous définissons 1’ordre
C sur les systémes d’inégalités tel que S C S’ ssi

Vs =Vs, Cs = Cy et Ks = Ky,

pour toute contrainte a — b > ¢ de Xy;¢ il existe une contrainte de la forme a — b > ¢/
dans X/ telle que ¢’ > ¢,

- mod =X/

mod*

Notons que par définition, si S C S’ alors toute valuation qui satisfait S’ satisfait S. Nous
pouvons établir la propriété suivante sur cet ordre.

Lemme 64 FEtant donnés un ensemble de variables V', de constantes C' et un entier positif
K, lVordre T est un beau préordre antisymétrique sur l’ensemble des systémes d’inégalités
construits par rapport a V, C et K.

La preuve est aussi une conséquence de l'ordre sur les n-uplets d’entiers on n = |V & C|.
En effet, les contraintes de Xgi; peuvent étre représentées par un vecteur en affectant une
position arbitraire a chaque paire d’éléments de V & C.

Nous utilisons les systémes d’inégalités par la suite pour représenter des ensembles d’états
ou de transitions d’'un WIPC*-automates. Soit A un WIPC*-automate et ¢ une formule de
ECTL*(IPC*). Nous considérons les éléments [, K, V, C et Term définis précédemment.
Un systéme d’inégalités est local par rapport & Aet ¢ si Vg =V, Cs = C et K = K.
Un ensemble d’états X de A est représenté par une famille d’ensembles finis de systémes
d’inégalités locaux (Sy)qeq ssi on a pour toute configuration (g,v) de A

(g,v) € X ssi il existe un systeme d’inégalités S € S, tel que v |= S.

Par définition du beau préordre =<, 4, les systémes d’inégalités permettent de représenter
les ensembles fermés par le haut.

Lemme 65 Soit U un ensemble d’états dun WIPC*-automate A et ¢ une formule de
ECTL*(WIPC*). Il existe une représentation de U par une famille d’ensembles finis de
systémes d’inégalités locaur sst U est un ensemble fermé par le haut par rapport a l'ordre

j(b?-A

Preuve : Supposons que U soit un ensemble fermé par le haut. Comme la relation < est

antisymétrique, il existe d’aprés le Lemme 55 une base finie {{q1,v1), ..., {(qn,vn)} telle que

U= U, T {(g,vi)}. Il nous suffit donc de montrer qu’un ensemble de la forme 1 {(g;, v;)}

peut étre représenté par un systéme d’inégalités. Le systeme d’inégalités Syyg, o)y est défini
par

— pour tout z,y € V tel que v;(z) — v;(y) > 0, la contrainte z —y > d telle que

d = vi(z) — vi(y) appartient & Sq{(g v)}5
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pour tout z € V et d € C tel que v;(x) —d > 0, la contrainte x — d > d’ telle que
d' = v;(x) — d appartient & Sy{(g v)}s

pour tout z € V et d € C tel que d — v;(z) > 0, la contrainte d — z > d’ telle que
d' = d — v;(z) appartient & Sy{(g, »)}s

pour tout = € V', la contrainte x =k c telle que ¢ =g v;(x) et 0 < ¢ < K —1 appartient
A Sp{(gi00)}-

Par définition de l'ordre < il est évident que toute valuation v} vérifie v; < v} ssi v} |=

St{{givi)}-

Réciproquement, supposons que v satisfait un systéme d’inégalités S. Pour toute valua-
tion v’ telle que v < v’ il est facile de vérifier qu'on a bien v’ = S. En effet, la relation
d’ordre préserve les contraintes de congruence par rapport & K et I’écart entre les valeurs
affectées augmente. En conséquence, si par exemple la contrainte  — y > d est satisfaite
par v alors comme v'(z) —v'(y) > v(x) —v(y) par définition de < on a bien v’ =2 —y > d.

Donc tout ensemble de systémes d’inégalités locaux représente un ensemble de valuations
de la forme V — Z fermé par le haut. Nous pouvons donc en déduire que tout ensemble
d’états représenté par une famille d’ensembles de systémes d’inégalités locaux est un en-
semble fermé par le haut. O

8.4 Algorithme symbolique de model-checking

8.4.1 Idée générale de P’algorithme

Les résultats des Lemmes 59 et 65 impliquent qu’il est possible de représenter un en-
semble de la forme [¢] 4 grace a une famille de systémes d’inégalités. Notre but dans cette
section est donc de définir une méthode de construction pour cette représentation a par-
tir d’une formule ¢ de ECTL*(WIPC*) et d’'un WIPC*-automate .A. Nous considérons un
WIPC*-automate A = (Q, I, F, ) et une formule ¢ de ECTL*(IPC*) ainsi que les ressources
syntaxiques [, K, V, C' et Term utilisés dans A et ¢ (voir la Section 8.3).

Pour construire la représentation de [¢]4, nous allons procéder par induction sur la
structure de ¢. Le cas de base ¢ = T est évident et ’étape d’induction pour les connecteurs
Booléens peut facilement étre prouvée en procédant a des unions d’ensembles de systémes
d’inégalités et des intersections de systémes d’inégalités (les détails seront donnés plus tard).
Le cas le plus difficile concerne les formules de la forme FEv. Comme nous procédons par
induction, nous supposons que pour toute sous-formule d’état ¢’ de ¥ nous connaissons une
représentation de [¢'] 4.

Nous réduisons la construction de la représentation de [¢]4 dans le cas ¢ = Ev a la
construction de la représentation d’un ensemble d’états & partir desquels il existe un chemin
vérifiant un certain nombre de propriétés. Etant donnés un ensemble d’états de A fermé par
le haut U et un sous-ensemble d’états de controle F' de A, nous notons [r{;].4 1'ensemble
des états de A a partir desquels il existe un chemin infini tel que :

tous les états du chemin appartiennent & U,

I’ensemble d’états de controle F' est visité infiniment souvent.

212



Intuitivement, la construction de la représentation de [¢].4 peut étre réduite a la construc-
tion d'un ensemble d’états de la forme [mf;] 4 en utilisant la construction d’automate qui
reconnait les modéles d’une formule de LT L. L’ensemble F' correspond & ’ensemble des états
finaux de cette construction et U représente les différents états pour lesquels un ensemble
de sous-formules d’états défini par la construction est satisfait afin de pouvoir considérer
ces sous-formules comme des propositions. Ainsi la représentation de U peut étre calculée
a lavance a partir des représentations des ensembles [¢/] 4 tels que ¢’ est une sous-formule
d’état de v d’aprés notre hypothése d’induction. Ces différents éléments sont développés
dans la preuve du résultat ci-dessous.

Lemme 66 Soit A un WIPC*-automate et ¢ une formule de ECTL*(WIPC*) de la forme
EvY pour laquelle la représentation de [¢'] 4 est disponible pour toute sous-formule d’état ¢'.

La construction d’une représentation de [¢]a se réduit a la construction d’un ensemble de
la forme [[ﬂg]]A/ ot A" est un WIPC*-automate généralisé et la représentation de U est
disponible.

Preuve : Considérons une formule de ECTL*(WIPC*) de la forme Et. La réduction
utilise une adaptation de la construction d’automate de LTL pour v en considérant les
contraintes atomiques et les sous-formules d’état maximales de ¢ comme des propositions.
Une sous-formule maximale ¢’ est une sous-formule d’état stricte de ¢ telle qu’il n’existe
pas de sous-formule d’état stricte ¢” de ¢ dont ¢’ est une sous-formule stricte. Nous sup-
posons que la représentation de [¢'] 4 est disponible pour toute sous-formule maximale ¢'.
Nous considérons aussi sans perte de généralité que les différents systémes d’inégalités qui
composent ces représentations sont construits par rapport aux mémes ressources V, C' et K
qui sont celles utilisées dans ¢ et A.

Nous définissons la cloture standard de i pour les formules sous forme positives en
considérant les contraintes atomiques et les sous-formules d’états comme des propositions
(voir la construction du Lemme 49 pour le cas Ev). Nous construisons un automate in-
termédiaire a partir duquel A’ peut étre obtenu. L’ensemble des états de cet automate est
Atom(7)) x @ ou Atom(v)) est ’ensemble des atomes de 1, c’est-a-dire I’ensemble des sous-
ensembles maximalement cohérents de la cloture de v, et @ est ensemble des états de A.
L’ensemble des états initiaux est composé des états de la forme (At,q) tel que ¢ € At et
q € Q. La relation de transition de ce WIPC*-automate généralisé combine la relation de
transition de automate de LTL [VW94] et celle de A, on a

A
(At,q) anaag (At q")
ssi

— pour toute formule X¢' appartenant a la cloture de 1), X¢' appartient a At ssi ¢’
appartient a At’,

« .oy
g — ¢ est une transition de A,

a4t est la conjonction des formules atomiques de ECTL*(WIPC*) qui appartiennent
a 'atome At.
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La condition d’acceptation est spécifiée par une condition de Biichi généralisée. Considérons
I'ensemble {$1 U], ..., o, U} des formules construites avec I'opérateur U dans la cloture
de 7). Si cet ensemble est vide alors F' = {(At,q) | ¢ est un état final de A et At € Atom(v))},
sinon F' = {Fy,...,F,} tel que F; = {(At,q) | ¢ est un état final de A et ¢;U¢; ¢ At ou
P, € At}

Pour obtenir 'automate A’ nous utilisons la construction classique qui permet de trans-
former 'automate ci-dessus en automate avec une condition d’acceptation de Biichi stan-
dard. Comme cette construction introduit des copies des états de l'automate initial, nous
notons l'ensemble des états de A" avec des éléments de Atom(¢)) x @ x{1,...,n} (Uensemble
des états initiaux et finaux est adapté en fonction).

Par construction, s'il existe une exécution acceptante a partir d’un état initial ¢{, pour
A’ telle qu’a chaque position les formules d’état appartenant a I’atome associé¢ a l’état
de controle courant sont vérifices alors la formule 1) est satisfaite par un état initial gf.
L’existence d’une telle exécution correspond a tester si I’état initial ¢{, appartient a [[WE]]A/
tel que F est 'ensemble des états finaux de A’ et U est égal a :

U {{{At,q,3),v) | pour tout E¢)' € At on a (q,v) € [EY'] 4}
(At,q,i)e A’

D’aprés I'hypothése d’induction, la représentation de cet ensemble peut étre construite. En
effet, la représentation de I’ensemble

{{{At,q,i),v) | pour tout Ev’ € At on a (q,v) € [EY'] 4}

est I’ensemble composé des systémes d’'inégalités de la forme

ﬂ SEy tel que Spy € Sy Eyr
By e At

ot Sy gy est la représentation de l'ensemble des états de la forme (g,v) appartenant a
[EY'] 4. Notons que comme la construction de A’ n’introduit pas de nouvelle ressource syn-
taxique qui n’est pas déja présente dans A ou ¢, tous ces systémes sont locaux par rapport
a automate A’

Nous montrons maintenant que ’ensemble [E1]4 est la projection de I'ensemble des
états initiaux de A’ appartenant a [[WE]]A/ sur les états de A, c’est-a-dire que

(q,v) € [E], ssi il existe un état de la forme ((At,q,j),v) € [rf]a tel que ¢ € At.

Si (q,v) € [E] . alors il existe un chemin 7 dans A tel que 7 |= . On peut facilement
montrer que pour tout i € N, il existe un unique atome At; tel que 7 |= At; car I'ensemble
des atomes définit une partition des modeéles linéaires (les séquences de la forme N —
(V — Z)). Par construction de A’ qui est une adaptation de la construction de 'automate
pour LTL combinée avec la relation de transition de A il existe une exécution acceptante
((Ato, qo, jo),vo) — ((At1,q1,41),v1) — --- telle que pour tout i € N on a 7(i) = (g;, v;).
Cette exécution acceptante visite donc infiniment souvent un état final de F. Il reste a
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montrer que cette exécution visite seulement des états de U. Etant donné que pour toute
position dans I'exécution on a 7’ |= At;, on a en particulier 7(i) = Ev’ pour toute formule
Evy' appartenant a At;. Comme U représente I'ensemble des états de la forme ((At,q, j),v)
pour lesquels toutes les formules d’états maximales appartenant & At sont vérifices on a
bien 7 (i) € U.

Réciproquement considérons un état ((Ato, qo, jo), vo) € [7f].4 tel que ¢ € Atg. Il existe
donc un chemin de la forme ((Ato, qo,jo),vo) — ({(At1,q1,71),v1) — --- dans A’ qui passe
uniquement par des états de U et visite infiniment souvent un état de F. Nous montrons
que le chemin 7 = (qo,v9) — (q1,v1) — --- dans A vérifie la propriété suivante pour tout

1€ N:
pour toute sous-formule ¢’ de v dans At; on a 7’ =1

Notons que le chemin 7 est valide dans A car la relation de transition de A’ utilise celle de
A. Nous procédons par induction sur la structure de 1)’

Si ¢/ est une contrainte atomique « alors 7 | « par définition de la relation de
transition de A’.

— Si ¢/ est de la forme Ev” alors comme 7(i) appartient a U on a bien 7 (i) E E¢”.

— L’étape d’induction pour les connecteurs A,V et les opérateurs temporels peut ensuite
étre traitée de facon standard par rapport a la preuve classique pour LTL. Le cas de
I'opérateur U peut facilement étre déduit en utilisant la définition des états finaux qui
correspond a celle de 'automate de LTL (voir [VW94]).

Ceci prouve donc que 7 = 9 puisque 1 € Aty.

Ainsi, la représentation de [E]4 peut facilement étre obtenue a partir de la repré-
sentation de [75] 4 en faisant 'union des différents ensembles de systémes d’inégalités de
cette représentation qui représentent des ensembles d’états initiaux ayant la méme image
par projection sur les états de controle de A. O

8.4.2 Construction pour le cas EvY

A partir de maintenant, nous considérons donc un WIPC*-automate généralisé A ayant
un ensemble d’états de controle (). Les ensembles d’états initiaux et finaux ne sont pas im-
portants pour la construction qui suit. Nous considérons aussi les ensembles V', C ainsi que
les entiers K et [ définis précédemment par rapport & I'ensemble des contraintes atomiques
dans la relation de transition de A. Notons que la relation de transition de I'automate
construit dans le Lemme 66 tient aussi compte des ressources syntaxiques de la formule ¢
que nous voulons vérifiée. Nous consacrons la suite & la construction d’'un ensemble de la
forme [[ﬂg]]A dans A, étant donnés un ensemble F' C @) et une représentation de I’ensemble
d’états U.

Pour construire cette représentation, nous avons besoin dans un premier temps de ca-
ractériser la relation d’accessibilité dans A a 'aide de systémes d’inégalités. Pour ce faire
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nous devons considérer des systémes d’inégalités particuliers. Soit V'’ I’ensemble de variables
obtenus en primant les variables de V. Un systéme d’inégalités transitionnel pour A est un
systéme d’inégalités construit par rapport aux éléments de V & V' W C. Une paire d’états
(q,v),{q’,v") de A satisfait un systéme transitionnel S; ssi la valuation qui pour tout z € V'
affecte la valeur v(z) & z et pour tout ' € V' affecte la valeur v/'(z) a 2’ satisfait toutes les
contraintes de S;. Etant donnés deux états de controles ¢ et ¢/, un ensemble de systémes
d’inégalités transitionnels caractérise une relation d’accessibilité de la forme ¢ —* ¢’ si un
couple de valuations v, v’ satisfait un systéme de cet ensemble ssi il existe une exécution finie
dans A entre (g,v) et (¢/,v"). Nous appelons cet ensemble de systémes d’inégalités la repré-
sentation de la relation d’accessibilité ¢ —* ¢'. Nous considérons des relations d’accessibilité
un peu plus complexes par la suite. Etant donnés un ensemble d’états de A fermé par le
haut U et une séquence d’états de controle 7 entre deux états de controle ¢ et ¢/, nous notons

— q —7; ¢ ssi il existe une exécution finie visitant uniquement des états de U débutant
a I'état de contrdle ¢ et terminant dans ’état de controle ¢/,

T .. . , . . .. . , .
q —yu ¢ ssi il existe une exécution finie visitant uniquement des états de U et suivant
le chemin décrit par la séquence d’états de controle 7 entre les états de controle g et ¢'.

Nous montrons plus bas qu’étant donnés ¢, ¢’ et un chemin 7 entre ces deux états de
controle, ces relations d’accessibilité peuvent aussi étre caractérisée par un ensemble de sys-
témes d’inégalités transitionnels de telle facon que si un couple de valuations v, v’ satisfait
un élément de la représentation alors {g,v) —7; (¢’,v’) (respectivement (g,v) >y (¢/,v")).

L’opération de composition de systémes d’inégalités transitionnels S-S’ définie ci-dessous
nous sera utile pour construire ces caractérisations.

1. Soit V" = {2” | € V} l'ensemble de variables obtenues en primant deux fois les
variables de V. On met d’abord en correspondance les variables d’arrivée de S avec
les variables de départ de S’ en renommant les variables de la facon suivante :

— on substitue chaque variable 2z’ € V' dans S en 2" € V",
— on substitue chaque variable z € V dans S’ en 2/ € V.

2. Le systeme S - S est la projection sur V W V'’ de lintersection des systémes obtenus
aprés renommage.

Par construction il est évident que si (g, v), (¢, v") satisfait S et (¢”,v"), (¢, ') satisfait S’
alors (g,v), (¢’,v’) satisfait S - S’. Intuitivement, cette propriété nous permet de calculer la
représentation d’une relation d’accessibilité obtenue en composant deux relations d’accessi-
bilité.

Lemme 67

(I) Etant donnés un chemin fini 7 de q vers ¢ et la représentation d’un ensemble d’états U
fermé par le haut, on peut construire une représentation de q LU q.

(TT) Etant donnés deur états de controles q est ¢ et la représentation d’un ensemble d’états
U fermé par le haut, on peut construire une représentation de ¢ —; .
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Preuve : (I) Nous considérons |7| + 1+ 1 copies de I'ensemble des variables V' que nous
notons V' pour tout i € {0, ..., |7|+1}. Nous avons (x,4) € V? pour tout i € {0,...,|r|+1}
ssi ¢ € V. La représentation de U est donnée par une famille d’ensembles de systémes
d’inégalités locaux (S;])qu.

Les disjonctions de contraintes atomiques sur les transitions de ’automate posent pro-
bleme car elles sous-entende un choix non-déterministe dans l'exécution. Nous supposons
donc que les contraintes sur les transitions de ’automate sont des conjonctions de contraintes
de la forme X'z ~ XJy, Xix ~ d, d ~ X'z ou X'z =k ¢ pour ~€ {>,>}. Nous pouvons
toujours nous ramener a ce cas de la maniére suivante.

— D’abord il est clair que toutes les relations de WIPC* qui ne sont pas de la forme
r=g c,x~y d~x, x~douz =g ctel que ~¢ {>,>} peuvent s’exprimer par
des conjonctions ou disjonctions de relations de ce type. Nous rappelons que K est le
ppcm des entier k apparaissant dans les relations de périodicité =;. La négation peut
aussi étre supprimée de la méme maniére.

— Ensuite, les formules obtenues peuvent étre mises sous forme normale disjonctive.

— Enfin pour chaque transition ¢ = ¢’ dans 'automate résultant, on décompose la tran-

L. . N . L. o . . / .
sition de maniére & avoir une transition ¢ — ¢’ pour chaque conjonction o' qui est
un disjoint de a (« est sous forme DNF). Cette construction préserve le graphe des
configurations car chaque disjoint peut étre vu comme un choix non-déterministe.

Maintenant que toutes les transitions dans A sont étiquetées par des conjonctions, nous

.1, . . . aQ ‘7"'|—1 . 4 N
considérons un chemin particulier 7, = qo — -+ —— g suivant les états de controle

définis par la séquence 7. Soit S I’ensemble de systémes d’inégalités tel que S € S ssi les
conditions suivantes sont vérifiées :

(1) pour tout i € {0, ..., |r|—1} la comparaison X/z > X'y (resp. Xiz > d ou d > Xiz)
est un conjoint de oy ssi (z,i + j) — (y,i +j') > 1 (vesp. (z,i+ j) —d > 1 ou
d — (z,i+ j) > 1) est une contrainte de S,

(2) pour tout i € {0,...,|r|—1} la comparaison X/z > X'y (resp. Xiz > d ou d > Xiz)
est un conjoint de o ssi (z,i + j) — (y,i +j') > 0 (vesp. (z,i+ j) —d > 0 ou
d — (z,i+ j) > 0) est une contrainte de S,

3) pour tout i € {0, ..., |w|—1} sila contrainte de périodicité X7z =k ¢ est un conjoint
p ) ) p ]
de o' alors (z,i + j) =k c appartient a S

Ces conditions expriment les contraintes liées aux transitions franchies. Nous devons aussi
tenir compte des contraintes imposées par 1’ensemble U donc,

(4) pour tout i € {0,...,|n|}, il existe un systéme d’inégalités S’ € Sg tel que
x —y > d appartient a S ssi (x,i) — (y,4) > d appartient a S,
x —d' > d appartient a S’ ssi (x,i) —d’ > d appartient a S,
d —y > d appartient & S" ssi d’ — (y,i) > d appartient a S,

x =k c appartient & S’ ssi (x,i) =k ¢ appartient a S.
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Notons que les systémes obtenus ne sont pas sous forme normale. En effet, on peut avoir
par exemple une contrainte x —y > 1 issue du point (1) et une autre de la forme x —y > d
avec d # 1 issue du point (4) dans le méme systéme d’inégalité.

Considérons une séquence (qo,vo) - {(q1,v1) - - - {q|x|> V|x|) Suivant les états de controle de 7.
Par construction, la valuation v telle que v({z,7)) = v;(x) pour tout x € Vet i € {0,...,|r|}
satisfait S ssi (qo,vo) - (q1,v1) - (qx|, V|x|) est une sous-exécution finie valide dans A qui
suit m, et visite uniquement des états de U. Le fait que I’exécution soit valide découle des
points (1) a (3) et la condition (4) impose que les états visités appartiennent a U.

En utilisant le Lemme 63 (II), nous pouvons en déduire que la valuation v telle que
v({x,i)) = vi(x) pour tout x € V et i € {0, |n|} satisfait la restriction de S aux variables
de VO V17l ssi il existe une valuation qui étend v et satisfait S, ce qui implique I'existence
d’une sous-exécution finie valide (qo,vo) - (q1,v1) - (qjx|; V|x|) dans A qui suit m, et visite
uniquement des états de U. Nous pouvons donc en conclure que la relation d’accessibilité en
suivant le chemin 7, est caractérisée par ’ensemble S, composé des systémes d’inégalités
transitionnels obtenus par projection des systémes de S sur les variables de VO VI7l et
renommage des variables de V0 en V et VIl en V'.

Comme 7 décrit I’ensemble des chemins de la forme 7, considérés ci-dessus, la caracté-
risation de ¢ 5 ¢/ est Punion de toutes les représentations obtenues a partir des différents
chemins m,.

(IT) Pour construire la représentation d'une relation de la forme ¢ —; ¢’ nous procédons
par induction sur la longueur des chemins entre ¢ et ¢’. Pour toute paire d’états de controles
q,q¢" € Q nous posons

1 o N

Sq—)*Uq’ = Sgyg O Sg—yg

¢ sur une seule transition impliquant uniquement des états de U. Cette représentation

. ~ . s . , . . T*
peut facilement étre construite car c’est en fait la représentation de la relation ¢ —¢; ¢
telle que m = q - ¢'.

i+1 _ Qi 7 . cl
Sq_>;*]q/ - Sq_>;‘1q/ U Uq//EQ(Sq—ﬁ]q” S‘]"—)*Uq/).

. est la représentation de la relation d’accessibilité de g a

Par définition de la composition de systémes d’inégalités, pour tout ¢ > 1 ’ensemble S;_)Eq/
caractérise la relation de transition entre ¢q et ¢’ par rapport aux chemins de longueur in-
férieure a ¢ et visitant uniquement des états de U. Bien que I'ensemble des chemins entre
deux états de controle g et ¢/ peut étre infini, nous montrons que pour toute paire d’états de
controle ¢ et ¢’ la construction de 'S;—%q’ se stabilise. Nous considérons que la construction

se stabilise s’il existe une position 7 > 0 telle que pour tout j > ¢ et toute paire d’états
{(q,v),{(¢',v") de A on a (q,v),(d,v) E S;—%q/ ssi (g,v), (¢, V) E S;_%q,.

Pour cela nous définissons un ordre sur les ensembles de systémes d’inégalités qui utilise
le beau préordre C sur les systémes d’inégalités. Etant donnés deux ensembles de systémes
d’inégalités S et S’, nous notons S C &’ ssi pour tout systéme d’inégalités S dans S il existe
un systéme d’inégalités S’ dans S’ tel que S’ C S (attention, 'ordre des éléments change).
Notons que cet ordre est réflexif et transitif. Cette définition implique que tout élément
appartenant a I’ensemble représenté par S appartient aussi a I'ensemble représenté par S,
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en conséquence de I'ordre sur les systémes d’inégalités. Donc sion a ' E S et S C &' alors
S et 8’ représentent le méme ensemble. De plus, en analysant la définition on remarque que
siSC S alorsSC S

Nous considérons une paire d’états de controle q,¢' € Q. Pour la suite nous notons S;
au lieu de S;_%q, pour tout ¢ > 0. D’aprés la construction, nous avons S; C S; pour tout
i < 7, par conséquent on a aussi S; £ §; pour tout ¢ < j. Donc 7l existe 7 > 0 tel que pour
tout j > i on a §; C §; alors la séquence se stabilise. Nous procédons par I'absurde. Si nous
supposons qu’il n’existe pas une telle position, alors nous pouvons construire une séquence
infinie

Sipy ESi ESiy ESiy -+
telle que pour tout j > 0on ai; <ijyiet S, ZS;,. Pour tout j' < jon a aussi S;; Z Si
——

Nous montrons que cette séquence vérifie la propriété suivante : pour tout 57 > 0 il existe
un systéme d'inégalités S; € S;; tel que pour tout j' < j et Sy € SZ-]./ on a Sy £ S;. Nous
procédons a nouveau par l'absurde. Supposons que pour tout S; € &;; il existe jh < jet
S € Sz-j, tel que S E S;. Comme iy <i;_1,0na Sz-j, C S;,_, et donc il existe S;—1 € Sj;_,
tel que S;—1 £ Sj. Ceci implique que pour tout S; € §;; il existe S;_1 € §;;_, tel que
Sj—1 ES;. Donc on a §; C S;_1 ce qui nous donne une contradiction.

sinon par transitivité S;

Le résultat ci-dessus implique que nous pouvons construire une séquence infinie Sg-Sq - - -
de systemes d’inégalités tels que pour tout ¢,7 > 0, si 2 < j alors on a S; [Z S;. Nous obte-
nons donc une contradiction car C est un beau préordre sur les systémes d’inégalités.

Donc, pour toute paire d’états de controle g et ¢’ la construction se stabilise. Ce qui si-
gnifie qu’il existe une position 7 telle que pour toute paire ¢,¢' € Q on a S;Ji* ¢ ;_%q,.
Lorsque cette position est atteinte on sait que l'on a atteint le point fixe de I'algorithme. On
peut alors arréter la construction et conclure que S;_)Eq/ caractérise la relation ¢ —}; ¢. O

Un corollaire de ce résultat est qu’étant donnés deux ensembles d’états X et U ainsi que
leurs représentations on peut construire une représentation de ’ensemble des états & partir
desquels on peut atteindre un état de X en visitant uniquement des états de U. Nous notons
cet ensemble Prej;(X).

Corollaire 16 FEtant donnés deuxr ensembles d’états X et U et leurs représentations, on
peut construire une représentation de ’ensemble

Pref;(X) = {(q,v) | (q,v) =7 (q,v) tel que (¢',v") € X}.

Preuve : Supposons que I’ensemble X soit représenté par une famille d’ensembles de sys-
témes d’inégalités (S;IX)QEQ. A partir de la représentation de U, on sait d’aprés le Lemme 67
qu’on peut construire une représentation de ¢ —7; ¢’ pour toute paire d’états ¢,q’. La re-
présentation de I'ensemble Prej;(X) est définie par la famille (S;)qeq telle que pour tout
geQona

Sy ={(S1NSy) v |S1 €8, et Sy € S}
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ol nous notons S, le systéme d’inégalités obtenu & partir de Sg en primant les variables,
afin de faire coincider ce systéme d’inégalités avec I’ensemble d’arrivée du systéme d’'inéga-
lités transitionnel S;. En utilisant le résultat du Lemme 63 (I) sur Pintersection de systémes
d’inégalités, il est facile de montrer que (g, v) € Pref;(X) ssi il existe un systéme d’inégalités
S € 8, tel que (g,v) satisfait S. O

Nous caractérisons maintenant 1'ensemble d’états [7f;]4 en utilisant les définitions ci-
dessus. Pour tout ¢ € N nous notons (7)" la séquence d’états de contrdles obtenue en
concaténant ¢ fois le cycle 7. Pour tout cycle 7, nous définissons les ensembles :

n X;rj = {<Q7v> | <Q7v> LU <Q7vl> et v = ’Ul} et
X = {{g,0) | (g,v) oy},

. . . (m)¥ . . . e .
Nous introduisons la notation (g,v) ——p pour exprimer qu’il existe une exécution infinie
a partir de I'état (g,v) qui répéte infiniment le cycle 7 et visite uniquement des états
appartenant a U. L’ensemble [[7'(5]]_,4 peut étre caractérisé de la maniére suivante.

Lemme 68 Pour tout état (q,v) d’un WIPC*-automate généralisé A, on a {q,v) € [7i]a
ssi il existe un ensemble X tel que (g,v) € Pref;(X) et X=X C X C XX ou 7 est un cycle
ayant pour origine un état de contréle q; € F'.

Preuve : Considérons un état (go,vo) appartenant a [rf;]4. Par définition de [75].4 il
existe un état final gy € F' et une exécution a partir de (go,vo) de la forme :

(q0,v0) =17 (qr,v1) =0 (af,v2) =1 (qr,v3) -

Comme l'ordre <4 4 est un beau préordre sur les états de A (Lemme 57), il existe donc 7 et
j tels que 0 < i < j et v; <4 4 vj. Par conséquent, nous avons (g, v;) € X= tel que 7 est la
projection du sous chemin entre (gr,v;) et (gf,v;) sur les états de contréle de A. Le chemin
7 est donc bien un cycle ayant pour origine un état final. De plus, pour tout ensemble X tel
que XZ C X on a (gf,v;) € X. Puisqu’il existe un chemin entre (go, vo) et (gs,v;) passant
uniquement par des états de U, on a bien (qo, vg) € Pref;(X).

Réciproquement, soit 7 un cycle ayant pour origine un état de controle ¢y € F' et un
ensemble X vérifiant X= C X C X2°. Par définition, si (go,v) € Prej;(X) alors il existe
un état (g,v) tel que (qo,v0) —7; (q,v) et (g,v) € X. Or, puisque X C X° on a aussi
(g,v) € X, Cela signifie que ¢ = ¢y et qu’a partir de (g, v) il existe une exécution infinie
répétant la boucle 7 dans A et visitant uniquement des états de I’ensemble U. 1l est évident
que cette exécution visite infiniment souvent gy. Il existe donc une exécution de la forme

(m)

(qo,v0) =17 (qf,v) —uU

qui témoigne que {(go, vo) € [7F] 4. .

Il nous faut donc maintenant montrer qu’étant donné un cycle 7, on peut construire une
représentation d’un ensemble vérifiant les conditions du Lemme 68.
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Lemme 69 FEtant donné un cycle 7 et la représentation d’un ensemble U fermé par le haut,
on peut construire la représentation d’un ensemble X tel que X;r—< CXCXxX.

Nous consacrons la derniére section de ce chapitre a la preuve constructive de ce résultat
(voir Section 8.5). Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires pour établir le
principal résultat technique de cette section.

Lemme 70 FEtant donnés un ensemble d’états de contrdle F et une représentation d’un
ensemble U fermé par le haut on peut construire une représentation de [’ensemble [[7'('5]]_,4.

Preuve : Pour chaque ¢y € F' nous pouvons construire une représentation de la relation
qf —7; q¢. D’aprés la preuve du Lemme 67 (II), cette construction termine aprés un nombre 4
d’itérations et la représentation obtenue correspond en particulier & la relation d’accessibilité
par des chemins de longueur inférieure a i. Nous pouvons donc déduire qu’il existe un
nombre fini de chemins représentatifs {77{ - ,777]; +} delongueur inférieure & i pour la relation
qr —7; qr dans le sens ou la représentation Sq_%q, de la relation gy —7; gy est égale a

S
f->UQf U f

0<j<ny

7
T
ou S _; est la représentation de gy =y qy.
J
!

Pour chacun de ces cycles T,

sentation ij d’un ensemble d’états X]f tel que Xjf C X]f C X°%. Ainsi nous pouvons
T T
J

nous pouvons construire d’aprées le Lemme 69 la repré-

J
construire la représentation d'un ensemble X comme étant la famille (S;,)qer telle que

pour tout gf € F on a Sg, = Uogjgnf Sf.

Nous montrons maintenant que Prej;(X) = [r5] 4. Siun état (g, v) appartient a Prej; (X)
alors il existe un état de controle gy € F et une valuation v’ telle que (g,v) —7; (gs,v') et
(gf,v") appartient & X. D’apres la représentation de X, il existe un systéme d’inégalités S
appartenant a un ensemble de la forme Sif tel que (g, v’) = S. Donc I'état (g, v) appartient
a Xif et nous pouvons utiliser le Lemme 68 pour conclure.

Réciproquement, si un état (g,v) appartient & [75].4 alors il existe un chemin 7 de la
forme

{90,v0) =17 (a5, v1) =0 {af,v2) = {ap:v3) -+

Nous reprenons alors les arguments du Lemme 68. D’abord, il existe 7,5 > 0 tels que ¢ < j et
v; = v; puisque = est un beau préordre. De plus, comme U0<j<,nf §_s caractérise la relation
== j

de transition g —7; g5 il existe un chemin 7r,’: tel que (qr,vi), (qf,v;) E Sﬂ},:. Par consé-

quent la relation (g, v;) L (qf,v;) et valide et donc (g, v;) € Xjf puisque v; < v;. Comme
Tk

Xjf - X,f, 'état (qr,v;) satisfait aussi S]f ce qui implique que 'on a bien (gg, v9) € Pref;(X).
Tk
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Comme nous pouvons construire une représentation de X et que la représentation de U
est disponible, il est aussi possible de construire une représentation de I’ensemble Pref;(X)
d’aprés le Corollaire 16. Puisque Prej;(X) = [nf].4 cette représentation est aussi une re-
présentation de [mf;] . O

8.4.3 Construction de [¢]4

En utilisant, les Lemmes 66 et 70 nous pouvons alors démontrer le résultat attendu.

Théoréme 41 Etant donnés un WIPC*-automate A et une formule ¢ de ECTL*(WIPC*),
on peut construire une famille d’ensembles de systémes d’inégalités représentant [P] 4.

Preuve : Nous procédons par induction sur la structure de la formule ¢. Si ¢ = T alors
la représentation de [¢] 4 est la famille d’ensembles de systémes d’inégalités (S;)qeq telle
que pour tout ¢ € Q, Sy est I'ensemble des systémes d’inégalités construits par rapport a A
et ¢ de la forme (Xair, Xmod) tel que Xqir = (). Ainsi pour tout état (g,v) il existe S € S,
tel que (g,v) =S (il suffit juste de choisir le systéme d’inégalités ayant le bon ensemble de
contraintes de périodicité).

Supposons maintenant que pour toute sous-formule d’état ¢ de ¢ on dispose de la
représentation (Sg’/)qu de [¢']a,-

La représentation (Sg)qeq de [¢1 A ¢2] 4 est définie par
Sg={S;NS2| S} eS8 et 87 €8}

pour tout ¢ € Q. La représentation de [¢1 V ¢2] 4 est la famille (S;)q4eq telle que pour tout
geQona

Sg =8 uSsy.
Enfin pour le cas ou ¢ est de la forme E1), on peut utiliser le Lemme 66 pour réduire le
probléme & la construction de la représentation d’un ensemble de la forme [[WE]]A/ ou la
représentation de U est disponible par hypothése d’induction. D’aprés le Lemme 70, la re-
présentation de cet ensemble peut étre construite. O

Nous pouvons donc étendre le résultat de décidabilité établit dans la Section 4.4 pour le
probléme du model-checking de CLTL(IPC*).

Théoréme 42 Le probléme du model-checking de ECTL*(IPC*) est décidable.

Preuve: D’aprésle Lemme 7, ce probléme se réduit au model-checking de ECTL*(WIPC*)
avec un explosion exponentielle de la taille des contraintes de la formule et 'automate. Le
résultat du Théoreme 41 établit que 'on peut alors construire une représentation, sous la
forme d’une famille de systémes d’inégalités, de I’ensemble des états qui satisfont la formule.
Comme tester si un état de 'automate satisfait un systéme d’inégalités dans un ensemble
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donné est décidable, le probléme du model-checking est aussi décidable. O

Bien siir, comme la négation d’une formule de ECTL*(IPC*) est une formule du fragment
universel ACTL*(IPC*) et vice-versa, nous obtenons le corollaire suivant.

Corollaire 17 Le probléme de model-checking de ACTL*(IPC*) est décidable.

La complexité de la procédure que nous utilisons est difficile a établir a cause des condi-
tions de terminaisons utilisées dans I’algorithme qui reposent sur des beaux préordres (en
particulier dans le Lemme 67).

8.5 Preuve du Lemme 69

Nous terminons par la preuve du Lemme 69 dont nous rappelons 1’énoncé ci-dessous :

Etant donné un cycle w et la représentation d’un ensemble U fermé par le haut, on peut
construire la représentation d’un ensemble X tel que X; CX CXx.

Soit 7 un cycle ayant pour origine un état de contréole g et S; la représentation de la
relation ¢ 7 g, c’est-a-dire la représentation de 1’ensemble des couples d’états (g, v), (¢, V)
tels que l'on peut aller de (g,v) & (g,v) en suivant 7 et en visitant unique ment des états
de U. Pour tout systéme d’inégalités transitionnel S; € S, on peut construire un systéme
d’inégalités local S/. de fagons a ce que l'ensemble S.. composé des systémes d’inégalités lo-
caux S/ obtenus & partir de ’ensemble des systémes S, qui composent S vérifie la propriété

suivante
X= C {{q,v) | il existe S’ € S tel que v =S/} C X,

L’idée de la construction est qu’a partir de chaque systéme d’inégalités transitionnel S; € S,
nous allons construire un systéme d’inégalités local S, tel que :
— pour tout couple de valuations v,v’ tel que v <v" et v,v' ES; onav S, et

— pour toute valuation v telle que v |= S/ il existe une séquence infinie de valuations
vg, U1, -+ telle que vg = v et v, vi11 = Sy

Nous identifions dans notre construction un systéme symbolique avec sa représentation
graphique, pour des raisons de présentation. Dans la représentation symbolique d’un sys-
téme d’inégalités transitionnel S, nous introduisons les relations suivantes

—arbssib— aoub — d dans S,
— argbssib— a dans S,
— argbssib — a dans S.

Dans cette définition, nous identifions a et a’ pour tout a € C. Nous utilisons aussi les
notations suivantes :

— a(r;Urg)bssiarybouaryb

Y
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ar] b il existe un nombre fini de sommets ay,...,as tel que a1 = a, as = b et
ayry ...rpas.

Nous définissons & partir de ces relations deux types de variables dans les systémes d’inéga-
lités transitionnels :

une variable croissante x € V dans S est une variable telle que
xr¥agrga (rUrg)*
ou bien z (rUrg Urgy)y oil y est une variable croissante,
une variable décroissante x € V dans S est une variable telle que
—xrfagrga; (rUrg)*x

— ou bien y (rUrg Ury) z ol y est une variable décroissante,

Par convention, les constantes sont toujours considérées comme des variables & la fois crois-
santes et décroissantes. La propriété qui nous intéresse sur ces variables est la suivante.

Proposition 1 Pour toute variable croissante (respectivement décroissante) x dans un sys-
téme d’inégalités transitionnel S et toute paire v,v' =S telle que v < V', on a v(z) < V'(x)
(respectivement v(x) > v'(z)).

Preuve : Considérons un couple de valuations v,v’ tel que v,v' E S et v < ¢'. Par
définition de lordre <, nous avons v(a) < v(b) ssi v/(a) < v'(b) pour tout a,b € VUC. Ceci
implique que si ar*b alors v(b) < v(a) et v'(b) < v'(a). De plus si v,v' =S et arygb alors
v(b) < v'(a) par définition de la satisfaction d'un systéme d’inégalités transitionnel.

Nous procédons par I'absurde et supposons qu’'une variable croissante z vérifie v(x) >
v'(x). Nous montrons par induction que pour tout i > 0 s’il existe une suite de relations de
la forme

rr* aordbou-bi_l r*airdbz-

alors on a v(b;) < v(z) et v'(b;) < v'(x). Pour ¢ = 0, nous utilisons les propriétés précédentes
pour montrer que v(by) < v'(ag) < v'(x) car xr*ag et agrgbg. Comme v(z) > v'(x) nous
avons bien v(by) < v(z) et comme v < v ceci implique que v'(by) < v'(x).

Par induction, supposons que v'(b;—1) < v'(z) et v(bj—1) < v(x). Comme b;—1r*a;rqb;
nous avons v(b;) < v/'(a;) < v'(b;j—1). Par hypothése d’induction on a v'(b;—1) < v/(z) donc
on obtient v(b;) < v'(z). Puisque v'(z) < v(z) et v < v/ nous avons bien v(x) < v(b;) et
V' (z) < V'(by).

Par définition si x est une variable croissante alors il existe une suite de relation de la
forme

mr*aordbo---bi_l r*airdbs

telle que que by = x. D’aprés le résultat précédent, nous obtenons une contradiction car
dans ce cas v(z) < v(bs) et bs = z. Ceci implique que v(z) < v'(z).

. . . '
Si y est une variable croissante et z (r Urg Ury)y alors nous supposons que y < y'.

si zry alors v(y) < v(z) et v'(y) < V/(z). Par définition de < ceci implique que
V'(y) —v(y) < v'(x) —v(x) et comme v'(y) > v(y) ceci nous donne v'(z) > v(x).
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si zrgy alors v'(y) < v(x) et par transitivité nous obtenons y < z ce qui nous raméne
au cas précédent.

— si xrgy alors v(y) < ¢'(z). Par I'absurde si nous supposons que v(z) > v'(z) alors
par transitivité nous obtenons v(z) > v(y) ce qui nous raméne au premier cas. Nous
avons donc une contradiction puisque dans ce cas 0 < v'(y) — v(y) < v(2') — v(x).

La preuve pour les variables décroissantes est similaire. O

La construction de S/ se divise en plusieurs étapes. Nous montrons d’abord le résultat
suivant.

Proposition 2 A partir de Sy, on peut construire un systéme d’inégalités sous forme nor-
male T*(Sz) vérifiant les propriétés suivantes :

(a) {({g:0),(g,v")) | v, 0" |= Sy et v 20"} € {({g,v), (g, 0")) | v,0" = T"(Sx)},
(b) {({g,v); {q,v")) [0, = T*(Sr)} € {((g,0), (¢, v")) | v, ¥" |= Sz},
(¢) pour toute variable croissante x € V dans T*(S;) on a x — 2/,

pour toute variable décroissante x € V' dans T*(S;) on a 2’ — x,

pour tout a,b € VUC onaa—bssia — bV dans T*(Sz).

Lorsqu’un systéme d’inégalités veérifie la condition (c), nous disons qu'’il est complet. 1.’idée
derriére ce résultat est que l'on peut compléter le systéme d’inégalités sans éliminer de
solutions de S, de la forme v, v’ telle que v < v (et sans rajouter de solutions).

Preuve : Soit T'(S;) la forme normale du systéme d’inégalités obtenu & partir de S; en
ajoutant les arcs suivants s’ils n’existent pas déja.

Pour tout x € V, si x est croissante dans S, alors on ajoute un arc x 9%

Pour tout x € V, si z est décroissante dans S, alors on ajoute un arc 2’ 2
— Pour tout a,b € V UC tel qu’il existe un arc a — b on ajoute un arc a’ %,
— Pour tout a’,b’ € V' UC tel qu'il existe un arc ' — b’ on ajoute un arc a % p.

Par construction, si v,v’ | T(S;) alors v,v' |= S; car les arcs ajoutés impliquent des
contraintes supplémentaires et la normalisation ne changent pas ’ensemble des solutions.
De plus, si v,v’ = S; et v < v alors v,v’ = T(Sz). En effet, supposons que v,v’ = S, et
v < v’. Nous montrons que le couple v, v’ satisfait le systéme obtenu avant la normalisation
puisque cette opération ne change pas ’ensemble des solutions. Les contraintes induites par
les arcs déja présents dans S, et les contraintes de périodicité sont satisfaites par hypothése.
Pour les arcs ajoutés, plusieurs cas se présentent :

. C 0 . . R
— si on arajouté un arc x — x’ car x est croissante, alors comme x est croissante d’apres
la Proposition 1 on a bien v'(x) —v(z) > 0 car v < v/,

. . . 0 L .
de méme, si on arajouté un arc &’ — x car x est décroissante on a bien v(z)—v'(x) > 0,

0 0 . R . .
— enfin, pour tout arc a — b ou @’ — V' rajouté a cause de 'un des deux derniers points
de la construction, la contrainte induite est aussi satisfaite car par propriété de =,
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lordre des éléments de V @ C est le méme que celui de V' @ C.

Pour tout i € N, nous définissons T%(S,) tel que T°(S;) = T(Sz) et T (S,) =
T(T%(S,)). 1l existe une position i > 0 telle que T°F1(S;) = T%(S;). En effet, le nombre
d’arcs possibles dans un systéme d’inégalités normalisé est borné et les opérations que nous
effectuons ne suppriment jamais d’arc. Il existe donc un entier ¢ tel que ’on ne peut plus
rajouter d’arcs a T%(S,). Nous posons alors T*(S,) = T(S,).

Par construction, 7%(S;) est complet. De plus, pour tout i > 0 si v,v" | T*F1(S,) alors
v,v" |= T%(Sy). De méme, pour tout i > 0 si v,v" = T(S;) et v < v alors v,v’ = T(S,).
Par induction, nous obtenons que si v,v" = T*(S;) alors v,v’ |= Sy et si v,v' = Sr et v <0/
alors v,v" = T*(S;). Les propriétés (a) et (b) sont donc bien vérifiées. O

Pour obtenir une représentation d’un ensemble d’états a partir desquels il existe un che-
min répétant infiniment la boucle m, nous allons composer itérativement la représentation
de T*(S,) avec elle-méme. A partir de T*(S,), nous construisons inductivement le systéme
d’inégalités SE pour tout i € N de la fagon suivante.

S?r =T"(Sz),
S+l est la forme normale de S - T*(Sy).

Nous définissons ci-dessous une condition d’arrét pour cette étape de la construction. Nous
arrétons lorsque le graphe de la forme S’ obtenu satisfait certaines conditions qui nous
seront utiles pour la derniére étape de la preuve.

Proposition 3 1l existe un indice 0 < iy < |V tel que S wérifie les propriétés suivantes.

(1) SY est complet.

(11) Il n’existe pas d’arc de la forme b — a' ou ¢ — a’ tel que a n’est pas une variable
croissante et ¢ est une variable croissante dans T*(Sy).

(15i) Il n’existe pas d’arc de la forme ' — b ou a’ — ¢ tel que a n'est pas une variable
décroissante et ¢ est une variable décroissante dans T*(Sy).

Preuve : Lapropriété (i) est directe d’apres la construction de 7% (S, ). On peut facilement
montrer par induction que pour tout ¢ > 0 toute variable croissante  on a un arc r — 2’
dans Si. Le cas de base est une conséquence de la Proposition 2. De plus si par on suppose
qu’il existe un arc z — 2’ dans S% alors comme il existe aussi un arc x — 2’ dans T*(S,)
on a bien x — z’ dans S¢ - T*(S,) par transitivité. Les autres conditions de complétude
peuvent étre montrée de la méme maniére.

Nous montrons maintenant que la construction vérifie (ii). Nous montrons d’abord que
pour tout i € N tous les arcs ayant pour destination a’ dans S tel que a n’est pas croissante
dans T%(S;) ont une origine une variable qui n’est pas une variable croissante (primée ou
non). Pour le cas i = 0, on a S2 = T*(S,). Les deux cas possibles sont des arcs de la forme
b— a et b/ — o'. Dans les deux cas, si b est une variable croissante, on obtient une contra-
diction car on a respectivement aryb et arb selon le cas, ce qui implique que a devrait étre
croissante. Pour I'étape d’induction, supposons que la propriété soit vraie pour tout S¢. Par

226



construction, Si! est la forme normale de St - T*(S;) et par définition Si et T*(S,) sont
sous forme normale. Ceci implique qu’on a un arc de la forme b — o’ dans Sf:rl ssi il existe
un sommet c tel que b — ¢ appartient & St et ¢ — a’ appartient & T*(S,;). La variable ¢
n’est pas croissante dans 7%(S;) sinon on obtient que a est croissante. D’aprés '’hypothése
d’induction, b n’est donc pas croissante non plus car 'arc b — ¢ a pour destination une
variable qui n’est pas croissante. Pour le cas ol on a un arc de la forme b’ — o’ dans Sit!
alors la propriété est directe car par définition de la composition, on doit avoir &’ — a’ dans

T*(Sx)-

I nous reste donc & montrer qu'il existe un entier 0 < iy < |V tel que S ne contient
pas d’arc de la forme b — a’ tel que a et b ne sont pas des variables croissantes. Remarquons
que si a et b ne sont pas des variables croissantes dans 77" (Sy ), il n’existe pas de séquence de
la forme ajrgasrg---rqas telle que ap = a, bs = b et s > V. Sinon, il existe deux indices j
et j' tels que a; = aj et nous obtenons que a; est croissante par définition. Nous obtenons
alors une contradiction puisque par transitivité ceci implique que a est croissante.

Nous montrons maintenant que pour tout 0 < i < |V|, il existe un arc b — a’ dans St
tel que a et b ne sont pas des variables croissantes ssi il existe une séquence de la forme
a1rqasry---rgas telle que a; = a, as = b et s = i + 1. Cette propriété est évidente pour
le cas ott i = 0 car SY = T*(S,). Pour I'étape d’induction, nous rappelons que St est la
forme normale de S’ - T%(S;) et Sk, T#(Sz) sont eux-mémes sous forme normale. Ainsi on
a un arc b — a’ ssi il existe c tel que b — ¢ appartient & St et ¢ — a/ appartient a T*(S;).
Nous pouvons facilement en déduire qu’il existe une séquence argcry---rgb ot le nombre
d’éléments de cry---rgb est 1+ 1 par hypothése d’induction. Réciproquement s’il existe une
séquence argc---rgb de longueur i + 2 alors il existe un arc b — ¢ dans S; et un autre
c — a' dans T*(S;). Par construction de St on a donc un arc b — a’. La propriété est
donc bien vérifiée.

Ces résultats impliquent que si on prend iy supérieur a la taille de la plus grande sé-
quence arg---rqb ol a,b sont non croissantes alors tous les arcs ayant pour destination a’
tel que a est non croissante ont pour origine un sommet de la forme b’ tel que b est non
croissante. Comme la longueur maximale d’une séquence arg---rgb est bornée par |V, la
propriété est bien vérifiée.

La preuve du point (iii) est similaire. O

Nous notons S” le systéme d’inégalités transitionnel obtenu de la fagon suivante. S’il
existe un indice 0 < ¢ < iy tel que le systéme S} contient une variable a pour laquelle
mod(a) # mod(a') alors St = Sy; (par définition de la composition) et dans ce cas nous

. N . 7 .
posons S” = Sy. Sinon S” est obtenu & partir de S en effectuant la transformation

. oy d & max(d,d")
suivante : s'il existe un arc @ — b alors on remplace 'arc ' — b par d ——— b’. Nous

supposons pour la suite que S7 # Spj.

Proposition 4 Le systéme d’inégalités S vérifie les propriétés ci-dessous.
(a) Siv,v' = (T*(S;)) et v <0 alors v,v' = S,
: / 7 (m)" /
(b) Siv,v" = SI alors (q,v) —— (q,v').
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(¢) pour tout v = (Sy) v, il eviste deuz valuations vy et vy telles que v1 = va, v,v1 |= Sy
"
et vi,vy =S

Avant de prouver ce résultat nous voulons souligner quelques conséquences de celui-ci.

~ Daprés (a), tout couple de valuations v, v tel que v < o' qui satisfait (7%(S;))"
satisfait S”. Nous verrons plus tard que pour tout 0 < ¢ < iy, s'il existe une séquence
finie de valuations V0, V1, - .. v; telle que vy, v = T*(S;) pour tout 0 < j < 4 alors
vo,v; = (T*(Sz))" afin de relier ce résultat avec la Proposition 2(a).

En utilisant le Lemme 60 et les propriétés (b) et (c¢), on peut déduire 'existence d'un
chemin infini répétant infiniment la boucle 7 a partir de (g, v) tel que v = (S7)|y

Preuve : Nous commengons par prouver la propriété (a). Soit v,v’ un couple de valua-
tions tel que v,v" = (T*(S;))% et v < v'. Par 'absurde, supposons que v,v’ = S”. Alors il
existe deux sommets a’ et b/ tels que b’ 5 o/ et v'(a) — v'(b) < d,. Comme par construc-
tion d,, = max(d,d') tel que b Loaet b L o dans (T*(Sy)) on a v(a) —v(b) > d et
v'(a) —'(b) > d'. Comme v < v et v(a) —v(b) >0 on av'(a) —v'(b) > v(a) —v(b) >d ce
qui implique que v'(a) — v'(b) > max(d,d’) car v'(a) — v'(b) est aussi supérieur a d’. Nous
obtenons donc une contradiction.

D’apres la construction S”, la propriété (b) peut facilement étre déduite de la Proposi-
tion 2(b) et de la définition de l'opération de composition de systémes d’inégalités transi-
tionnels.

La derniére propriété est plus compliquée & prouver. D’abord, notons que dans la construc-
tion de S on n’ajoute pas d’arc a S% et les différents poids des arcs augmentent donc S’

est complet et hérite des propriétés (ii) et (iii) de Sy (voir Proposition 3).

Si v = (S7)v alors il existe une valuation v’ telle que v,v" |= S Nous définissons la
valuation v; de la facon suivante :

v'(a) + N1 si a est croissante et pas décroissante
vi(a) = ¢ v'(a) — N1 sia est décroissante et pas croissante
v'(a) sinon

ou Ny est un multiple de K vérifiant
1. Ny > max{|v'(b) —v'(a)| : a,b € VU C},
2. v'(a) + Ny > M pour tout a € VUC,
3. v'(a) — Ny < m pour tout a € VUC.

Notons que par définition de Ny, si b n’est ni croissante ni décroissante ou a l'inverse les
deux a la fois alors

pour tout a € V qui est croissante et pas décroissante vy (a) > v1(b),

pour tout a € V qui est décroissante et pas croissante vy (b) > v1(a).
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Le fait que v,v; = S7 peut étre montrer par analyse de cas.
— les contraintes de périodicité sont vérifiées car Ny est un multiple de K et v,v" = S7.

. S d e
les contraintes induites par les arcs de la forme b — a sont satisfaites car v = (SZ)W.

s'il existe un arc de la forme b’ % a alors d’aprés (iii) b est une variable décroissante
et donc v1(b) < v'(b). Or comme v,v" = S” on a v(a) — v'(b) > d ce qui implique que
v(a) — v1(b) > d est bien vérifié.

— g'il existe un arc de la forme b % o’ alors d’aprés (ii) a est une variable croissante et
donc vi(a) > v'(a). Or comme v,v" = S on a v(a) —v/'(b) > d ce qui implique que
vi(a) — v(b) > d est bien vérifié.

— enfin pour tout arc de la forme ¥ % o’ on a v'(a) — V(b)) > d car v,0 = S
Si a est croissante et pas décroissante alors par (ii) b est aussi croissante. Ainsi
vi(a) = v'(a) + Ny et v1(b) = v'(b) + N1 et donc v1(a) — vi(b) > d. Les autre cas
peuvent étre traités de la méme maniére.

De plus, nous avons v1 = (S7)y. On sait déja que v1 = (S})y» d’apres le résultat ci-dessus.

Or, comme par construction de S on a mod(a) = mod(a') et a L b implique o/ S ¥ tel
que d’ > d pour tout a,b € V U C la propriété peut facilement étre déduite.

Il nous reste & montrer que 'on peut construire a partir de v; une valuation vg telle que
v1,v9 = SY et v1 < vy. Nous posons Ny comme étant un multiple de K vérifiant :

Ny = max (max{|v'(a) —V'(b)| +d | ¥ 2, a appartient a S73,
max{[v'(a) — V()| +d | b 4, o' appartient a S7H)
et nous définissons vy par

vi(a) + No  si a est croissante et pas décroissante
va(a) = wi(a) — Ny sia est décroissante et pas croissante
vi(a) sinon

La preuve que vy, ve = SZ est trés semblable a celle de v, vy = SZ :

— les cas des contraintes modulo et des arcs de la forme a — b ou o’ — ¥’ sont similaires
en considérant que v1 = (S7)y et v1 = (S7)y» d’aprés les résultats qui précedent.

— il existe un arc de la forme b % a alors d’aprés (iii) b est une variable décroissante
et donc va(b) > v1(b) — Na. Par définition de la valeur N2 nous obtenons que va(b) >
v1(b) — |v'(a) — ' (b)] + d. Donc vy (a) — va(b) > vi(a) — vy (b) — |v'(a) — V' (b)| +d > d.

La paire vy, vy vérifie donc la contrainte induite par cet arc.

d o s R - .
le cas des arcs de la forme b — a peut étre traité de la méme facon en utilisant le fait
que d’aprés (ii) a est une variable croissante.

Enfin, nous montrons que v; = wve. Cette propriété découle directement des observations
suivantes sur la définition de vy et vy :
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pour tout a € V' qui est croissante et pas décroissante on a va(a) > vi(a) > M,
pour tout a € V' qui est décroissante et pas croissante on a ve(a) < vi(a) <m
— pour les autres éléments a € V U C on a va(a) = vi(a) et

pour tout a € V' qui est croissante et pas décroissante vy (a) > v1(b)

pour tout a € V qui est décroissante et pas croissante v1(b) > v1(a).

On peut facilement vérifier en utilisant ces propriétés que par définition de v9, pour tout
a,b e VUC on awvi(a) —v1(b) > 0 implique vy(a) — v2(b) > v1(a) — v1(b). O

Nous posons S = (S})y et montrons maintenant que
X2 C {{g,v) | il existe S, € S tel que v =S} C X

ou S est 'ensemble composé des systémes d’inégalités locaux S/ obtenus a partir des sys-
témes S, de S, en utilisant la transformation ci-dessus.

Si {(qo,v0) € XZ alors il existe un chemin infini de la forme (g,v0) =y {(q,v1) =v
(q,v9) LU -+ tel que pour tout ¢ > 0 on a v; <X v;41. Ceci est une conséquence du résul-
tat de simulation dans les WIPC*-automates généralisés établi par le Lemme 60. En effet,
d’apres ce résultat pour tout chemin m, a partir de (g,v) et toute valuation v’ telle que
v 2 v’ il existe un chemin 7, a partir de (g,v’) qui suit exactement les mémes transitions
tel que m,(i) < 7y (i) pour tout i € N. Donc si (g,v9) —v (g,v1) et vg =< vy alors il existe
vy tel que {(q,v1) Sy {(q,v2) et v1 < g et ainsi de suite. On peut donc répéter a chaque
fois la méme séquence de transitions en satisfaisant tout le temps les mémes ensembles de
contraintes par propriété de <. En conséquence, il existe S; € Sy tel que pour tout ¢ > 0 on
a v, Vi+1 = Syp (voir la preuve du Lemme 67 sur la construction des représentations pour
les relations d’accessibilité). D’aprés la Proposition 2(a), pour tout ¢ > 0 nous avons donc
Vi, Vir1 = T*(Sy) et par définition de I'opération de composition des systémes d’inégalités
V0, Vi s ):A(T*(Sn))if. Comme par transitivité vg = v;,, le systéme S construit & partir de
(T*(Sz))" est différent de Spj car par définition de < on doit avoir mod(a) = mod(a’) pour
tour a € V.U C. De plus, on a vy, v;, |= Sy d’aprés la Proposition 4(a). Donc vg = S, pour
un systéme d’inégalités S/, € S..

Supposons maintenant que (go,vo) € {(g,v) | il existe S, € S, tel que v |= S, }. 1
existe donc un systéme d’inégalités S, dans S; utilisé pour la construction du systéme
d’inégalités S, tel que vy = S.. Par construction, S/ est la projection sur I'ensemble des
variables d’'un systéme d’inégalités transitionnel S vérifiant les propriétés énoncées dans la
Proposition 4. D’aprés la condition (¢) de la Proposition 4, il existe deux valuations v et v’
telles que v' < 0", vy, v = SY et v,v’" = S2. En utilisant la propriété (b) de la Proposition 4

(m)'7 (m)'7

nous obtenons donc qu’il existe un chemin (g,v9) ——y (¢,v) — v {(g,v'). En itérant le
7’f w

Lemme 60 sur la partie (g, v) ﬂm (q,v") (car v < v') nous obtenons que (g, vg) (7r—)—>U et

donc (g, vg) € X2°. O
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Synthése 111

Nous avons considéré dans cette derniére partie les extensions des logiques temporelles
arborescentes avec des domaines concrets. En plus de nos motivations générales liées a la
spécification de propriétés quantitatives sur les modéles des systémes informatiques, ces
extensions permettent la généralisation et le raffinement de certains résultats et certaines
approches du cas linéaire.

Nous avons défini d’abord une méthode & base d’automates avec une abstraction des
modéles arborescents qui généralise les approches utilisées dans les Parties II et II1. Cette
méthode introduit une nouvelle représentation symbolique et une nouvelle construction
d’automate. Les automates que nous manipulons dans ce cadre sont des automates d’arbres
alternants. Nous avons ensuite appliqué cette méthode pour prouver la décidabilité des
problémes de la satisfaisabilité et du model-checking pour une famille de logiques de la forme
CCTL*(D) qui vérifient une propriété générale d’abstraction des modeéles. Cette propriété
permet de vérifier facilement qu'un modeéle symbolique de CCTL*(D) correspond & un
modéle concret & 'aide d’'un automate d’arbres. Ces résultats raffinent plusieurs résultats
concernant divers fragments linéaires de la forme CLTL(D) introduits dans la littérature
qui vérifie cette méme propriété [BC02, DD07, Dem04].

Cependant les domaines concrets qui manipulent des entiers utilisés dans la Partie II
ne font pas partie de cette famille. Nous avons donc utilisé une autre méthode repo-
sant sur la définition d'un beau préordre afin de construire 1’ensemble des états d'un
WIPC*-automate qui satisfont une formule du fragment existentiel ECTL*(WIPC*) de
la logique CCTL*(WIPC*). Nous rappelons que ’ensemble des formules atomiques de ce
langage est composé de contraintes de périodicité et de comparaisons entre les entiers. Nous
pouvons déduire de cette construction la décidabilité du probléme du model-checking de
ECTL*(WIPC*) et plus généralement de ECTL*(IPC*). Ce résultat raffine donc une partie
du résultat de décidabilité pour le probléeme du model-checking de CLTL(IPC*) démontré
dans le Chapitre 4.

Plusieurs problémes restent ouverts. Tout d’abord la complexité du probléme du model-
checking pour le fragment existentiel de la logique CCTL*(WIPC*) nécessiterait une analyse
fastidieuse de I'algorithme que nous avons défini dans le Chapitre 8. La borne inférieure de
complexité pour ce probléme n’est pas non plus connue, ce qui n’exclut pas 1’existence
d’une méthode plus efficace en terme de complexité. Notons cependant que la méthode que
nous avons utilisée résout un probléme plus général que celui du model-checking car nous
construisons une représentation de I’ensemble des états vérifiant la formule en entrée.

De plus, la décidabilité du probléme de la satisfaisabilité de CCTL*(WIPC*) ne peut pas
étre déduite des résultats de ce chapitre. Il est possible que la méthode a base d’automate
d’arbres alternant que nous avons définie permette de résoudre ce probléme. Plus générale-
ment, nous conjecturons que cette méthode & base d’automate peut étre adaptée a plusieurs
domaines concrets D tels que CCTL*(D) n’appartient pas a la famille de logiques traitées
dans le Chapitre 7. Ceci nécessite essentiellement de caractériser a ’aide d’un automate
I’ensemble des modéles symboliques de CCTL*(D) qui correspondent a un modéle concret.
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Conclusion

Nous avons défini un cadre général pour ’extension des logiques temporelles avec des
contraintes atomiques induites par des domaines concrets. Cette famille de langages permet
d’exprimer des propriétés quantitatives sur des représentations symboliques des systémes
informatiques, en particulier sur des contraintes mettant en relation des compteurs lorsque
les variables que l'on manipule prennent des valeurs entiéres. Nous avons démontré plu-
sieurs résultats de décidabilité et de complexité pour les problémes de satisfaisabilité et de
model-checking liés & ces logiques en utilisant principalement des méthodes basées sur des
traductions vers des automates.

Les différents résultats que nous avons démontrés peuvent se classer dans trois princi-
pales catégories qui correspondent aux différentes parties de ce document.

— les logiques temporelles linéaires étendues avec des contraintes sur les entiers,
les logiques temporelles linéaires étendues avec des mécanismes de stockage des valeurs,

les logiques temporelles arborescentes étendues sur les domaines concrets.

En ce qui concerne les logiques temporelles linéaires étendues avec des contraintes sur
les entiers, nous avons établi une classification de différents fragments restreignant princi-
palement

I’ensemble des contraintes utilisées,
le nombre de variables des formules,
et la longueur temporelle des formules.

Il apparait que la cause prédominante de I'indécidabilité pour cette famille de logiques est
la présence de contraintes de la forme x = y 4 1. Cette remarque n’est pas trés surprenante
mais ce qui l'est plus est la difficulté de retrouver des fragments décidables en présence de
telles contraintes ou plus généralement de mécanisme de comptage dans la logique. Nous
avons établi pour de telles logiques les limites entre décidabilité et indécidabilité. Le seul
fragment décidable & la fois pour les problémes de model-checking et de satisfaisabilité
en présence de mécanisme de comptage est le fragment composé des formules ayant une
longueur temporelle de un construite sur une seule variable. Ces problémes sont méme
PSPACE-complets comme le fragment de LLTL correspondant. Cependant, en adaptant la
méthode utilisée pour prouver la décidabilité, nous obtenons que le model-checking du frag-
ment sans quantificateur de ’arithmétique de Presburger sur les automates a un compteur
est aussi PSPACE-complet. A l'inverse, en ’absence de tels mécanismes de comptage, on
peut beaucoup plus facilement définir des extensions décidables de LTL. Ainsi, nous avons
montré que 'extension de LTL avec un large ensemble de contraintes sur les entiers qui ne
contient pas de contraintes de la forme x = y+ 1, que nous appelons ensemble de contraintes
qualitatives, a des problémes de satisfaisabilité et de model-checking PSPACE-complets.

Dans une autre partie nous avons considéré une extension de L'TL avec des mécanismes
de stockage des valeurs qui permet d’exprimer des contraintes de répétition d’une valeur.
Les résultats de décidabilité que nous avons démontrés complétent les résultats connus sur
de telles logiques. Nous établissons aussi un autre type de relation entre ce formalisme et
les systémes & compteurs car la technique que nous utilisons repose sur une réduction vers
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un probléme pour les réseaux de Petri.

Enfin dans la derniére partie nous avons considéré les extensions des logiques arbores-
centes sur les domaines concrets. Nous avons défini une extension des approches & base
d’automates de mots utilisées dans le cas linéaire et appliquée celle-ci & une famille générale
de domaines concrets. Nous obtenons la décidabilité des problémes de la satisfaisabilité et du
model-checking pour cette sous-famille de logiques qui permettent de vérifier qu'un modéle
concret correspond & un modéle abstrait en effectuant des tests locaux. Puis nous avons uti-
lisé une approche constructive pour prouver la décidabilité du probléme de model-checking
pour le fragment existentiel de CTL* étendu avec le langage de contraintes qualitatives
utilisé dans la partie sur les logiques temporelles linéaires, généralisant ainsi une partie des
résultats de ce chapitre.

Nous avons tout au long de ce document discuté de plusieurs extensions possibles pour
les différents résultats que nous avons établi. Nous rappelons pour conclure quelques unes
des pistes les plus prometteuses.

Concernant les domaines concrets, la perspective la plus réaliste pour le moment est de
généraliser une partie des résultats que nous avons établis pour les entiers sur les chaines de
caractéres. Les domaines concrets ayant pour domaine d’interprétation les chaines de carac-
téres apportent quelques difficultés supplémentaires telle que le fait que les ordres considérés
soient partiels contrairement aux domaines sur les entiers que nous avons considérés. Les
techniques utilisées pour les entiers ne peuvent donc pas s’adapter telle qu’elle aux chaines
de caractéres mais il est possible qu’elle puissent étre étendue pour traiter ces problémes.

Une autre direction intéressante concerne les extensions arborescentes. Certains travaux
présentés ici peuvent étre vus comme des travaux préliminaires dans le sens ot il est raison-
nable de penser que les techniques utilisées peuvent étre adaptées pour d’autres extensions
de logiques arborescentes sur des domaines concrets. En particulier, la méthode définie dans
le Chapitre 7 peut s’appliquer aux domaines concrets manipulant des entiers & condition
de trouver une caractérisation des modéles symboliques arborescents satisfaisables similaire
a celle du Chapitre 4. Une autre perspective dans cette direction serait de généraliser les
résultats sur les logiques avec mécanismes de stockage pour les logiques temporelles arbo-
rescentes.

Enfin, il existe de nombreuses autres perspectives plus générales concernant les restric-
tions que nous avons considérées tout au long de cette thése. Dans la mesure du possible,
nous avons essayé de garder tout le pouvoir expressif du langage logique et des modéles
en restreignant uniquement les contraintes et les ressources syntaxiques des formules. Il est
possible d’envisager le probléme d’une autre fagon en considérant un langage de contraintes
le plus large possible et restreignant le langage logique ou les modeéles considérés. Ce genre
de restrictions laisse la place & de nombreux autres travaux.
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