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Abstra
t (français)Mots 
lés : Véri�
ation formelle, Model-
he
king, Systèmes in�nis, Logiques tempo-relles, Méthodes à base d'automates, Domaines 
on
rets.L'utilisation omniprésente des systèmes informatiques dans notre vie quotidienne, dansdes 
ontextes parfois 
ritiques, impose de s'assurer au préalable de leur bon fon
tionnement.Fa
e a la 
omplexité 
roissante de 
es systèmes, le re
ours aux méthodes de véri�
ationformelles est une solution pour suppléer les méthodes de simulations et de tests qui nepeuvent être 
omplètement exhaustives du fait de la multitude de s
énarios possibles.Parmi les méthodes de véri�
ation formelles, le model-
he
king présente l'avantage d'être
omplètement automatisé. Le prin
ipe général de 
ette appro
he 
onsiste à développer desalgorithmes pour véri�er qu'une spé
i�
ation exprimée la plupart du temps sous la formed'une formule logique est satisfaite par une représentation symbolique (modèle) du système.Les langages historiques de spé
i�
ation tels que LTL ou CTL* utilisent 
omme formulesatomiques des variables propositionnelles. En 
onséquen
e, les propriétés exprimées dans 
eslogiques portent prin
ipalement sur les états de 
ontr�le du modèle. Dans 
ette thèse, notrebut est de véri�er des propriétés plus ri
hes portant sur divers objets (données) manipulespar les modèles : des entiers (
ompteurs), des réels (horloges), des 
haînes de 
ara
tères(piles, �les)... Une parti
ularité de 
es objets est qu'ils peuvent prendre une in�nité devaleurs et induisent don
 des systèmes ave
 un nombre in�ni d'états.Nous proposons la dé�nition d'un 
adre général pour l'extension des logiques temporelles
lassiques ave
 des 
ontraintes induites par un domaine 
on
ret, 
'est-à-dire un domaine d'in-terprétation (in�ni) pour les variables et un ensemble de relations. De plus, les extensionsque nous 
onsidérons permettent de 
omparer la valeur des variables a di�érents états del'exé
ution. Nous établissons des résultats de dé
idabilité et de 
omplexité pour plusieursproblèmes de model-
he
king impliquant diverses instan
es de 
es extensions. Nous privilé-gions pour 
ela l'appro
he à base d'automates en 
ombinant des 
onstru
tions 
onnues pourles logiques propositionelles 
lassiques ave
 di�érentes méthodes d'abstra
tion �nie des mo-dèles dont les variables sont interprétées dans des domaines in�nis. Nous 
onsidérons entreautre divers fragments de logiques temporelles (linéaires et arbores
entes) étendues ave
 des
ontraintes de Presburger ainsi qu'une variante de LTL ave
 des 
ontraintes de répétition
omportant un mé
anisme de sto
kage sous-ja
ent.
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Abstra
t (english)Keywords : Formal veri�
ation, Model-
he
king, In�nite systems, Temporal logi
s, Au-tomata based approa
hes, Con
rete domains.The ubiquity of 
omputer systems in everyday life and parti
ularly in 
ati
al 
ontextsimpose to ensure their good behavior. These systems are more and more 
omplex and theuse of formal veri�
ation methods is a good way to supply testing. Indeed simulations 
annotbe exhaustive be
ause of the large amount of possible s
enarios.Model-
he
king is a te
hnique to verify automati
ally 
omputer systems. Basi
ally, it
onsists in developping algorithms to 
he
k that a spe
i�
ation usually expressed by somelogi
al formula is satis�ed by a symboli
 representation (model) of the system. Histori
alspe
i�
ation language su
h that LTL or CTL* use propositional variables as atomi
 for-mulas. Consequently, these logi
s allow to state properties only on the 
ontrol lo
ations ofthe models. In this thesis, we aim at 
he
king ri
her properties on the obje
ts (data) thatmodels 
an handle : intergers (
ounters), reals (
lo
ks), strings (sta
ks, queues)... A parti-
ularity of this kind of data data is that their interpretation domain is in�nite and so the
orresponding models have an in�nite amount of states.We introdu
e a general de�nition for the extensions of temporal logi
s with 
onstraintsindu
ed by a 
on
rete domain, i.e. an (in�nite) interpretation domain and a set of relations.The extensions we 
onsider also allow to 
ompare values of the variables at di�erent statesof an exe
ution.We establish de
idability and 
omplexity results for several model-
he
king problemsinvolving several instan
es of su
h extensions. We mainly use automata-based te
hniquesthat 
ombine some usual 
onstru
tions with �nite abstra
tion methods for in�nite datas.For instan
e, we 
onsider several fragments of (linear and bran
hing-time) temporal logi
sextended with 
onstraints on 
ounters indu
ed by Presburger arithmeti
 and a variant ofLTL with an underlying storing me
hanism allowing to express repetition 
onstraints.
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Introdu
tionVéri�
ation formelle de systèmes informatiquesAujourd'hui, l'omniprésen
e des systèmes informatisés dans notre vie quotidienne est in
on-testable. Les as
enseurs, les automobiles ou les ma
hines à laver sont des exemples parmila multitude d'objets qui nous entourent dont le fon
tionnement dépend d'un programmeinformatique. Cette utilisation 
roissante de l'informatique né
essite des méthodes pour as-surer le bon 
omportement de 
es systèmes. Cet enjeu est d'autant plus important quesur 
ertains systèmes 
ritiques reposent parfois des intérêts humains ou �nan
iers énormes
omme par exemple dans les h�pitaux, les aéroports ou les 
entrales nu
léaires.Malgré les e�orts importants qui sont faits pour valider les systèmes, les exemples ré
entsde problèmes plus ou moins graves liés à l'informatique sont en
ore nombreux.� En juillet 2007, une faille de sé
urité importante est dé
ouverte dans le navigateurinternet Firefox. Une mauvaise gestion des paramètres passés dans une adresse de typeURI permet l'exé
ution de 
ode malveillant sur la ma
hine de l'utilisateur. Quelquesjours plus tard, Mi
rosoft est mis en 
ause 
ar on dé
ouvre que 
'est l'installationdu programme Internet Explorer 7 qui modi�e la gestion des URI dans le systèmed'exploitation Windows et rend ainsi Firefox vulnérable. Le problème viendrait don
en fait l'intera
tion de 
es deux programmes.� La mégapanne du Nord-Est améri
ain du 14 août 2003, dont l'origine n'est pas liée àl'informatique mais à un mauvais entretien des lignes haute-tension, aurait 
ependanteu des réper
ussions moins importantes si un bug n'avait pas empê
hé l'alarme d'êtredé
len
hée pour prévenir les réa
tions en 
haîne provoquées par l'in
ident. Cette pannea privé 50 millions de personnes d'éle
tri
ité et provoqué une perte �nan
ière estiméeà 6 milliards de dollars.� En 1994, une erreur dans le pro
esseur Pentium dé
ouverte pour l'opération de divi-sion des nombres �ottants oblige la so
iété Intel à é
hanger un grand nombre de 
espro
esseurs mis sur le mar
hé provoquant des pertes �nan
ières 
onsidérables.� Le 15 janvier 1990, un problème sur un des 
ommutateurs qui gèrent les appels longuedistan
e de la so
iété de télé
ommuni
ation améri
aine AT&T dé
len
he une réa
tionen 
haîne qui a pour résultat que 114 ma
hines se mettent à redémarrer toutes les 60se
ondes. Un bug dans le programme des ma
hines provoque une erreur à la ré
eptiondu message généré lorsqu'une des ma
hines voisines ré
upère elle-même après uneerreur. Au bout de neuf heures, le problème sera réglé en réinstallant la pré
édenteversion du programme sur les ma
hines en question. Le nombre d'appels qui n'ont paspu être passés pendant 
ette période est estimé à 70 millions.� Nous pouvons aussi 
iter 
omme exemples le dysfon
tionnement de l'appareil médi-
al Thera
-25 (1985-1987), le 
rash d'Ariane 5 (1996), ou le fameux �bug de l'an 2000�.Les exemples de bugs dans l'histoire ré
ente sont en
ore nombreux. Le développement rapidedes méthodes de 
on
eption et la mise en intera
tion des systèmes rendent en e�et di�
ilela véri�
ation des systèmes informatiques du fait du nombre important de 
on�gurationspossibles. 9



Ainsi, la solution qui 
onsiste à utiliser des méthodes de simulations pour valider lessystèmes informatiques ne peut être 
omplètement satisfaisante. La 
omplexité des systèmesmaintenant est telle qu'il est impossible de générer tout les 
omportements possibles. En
onséquen
e, il est hasardeux de 
onsidérer qu'un système est totalement �able lorsqu'ila passé un jeu de simulations ave
 su

ès. Ce
i est un problème quand on sait que lamoindre faille dans 
ertains systèmes 
ritiques peut potentiellement avoir des 
onséquen
esgravissimes. Il est don
 né
essaire de développer d'autres méthodes pour garantir de manièreautomatique des propriétés de sé
urité.Appro
hes formelles pour la véri�
ationLa validation de systèmes informatiques a béné�
ié 
es dernières années du développementde nombreuses te
hniques de véri�
ations formelles. Ces méthodes permettent de véri�erautomatiquement des propriétés de sé
urité sur les systèmes informatiques. Elles sont unealternative intéressante permettant de 
ompléter ou guider les expérimentations réelles tellesque les simulations et les tests.On peut distinguer di�érents types de méthodes formelles pour la véri�
ation des sys-tèmes informatiques.� La génération de tests 
onsiste plut�t à essayer de générer un ensemble de tests 
i-blés pour assurer 
ertaines propriétés. Cependant, 
ette méthode ren
ontre les mêmesproblèmes que la simulation puisqu'il est di�
ile de prévoir tous les 
omportementsdu système et l'analyse peut don
 être in
omplète.� La preuve assistée qui 
onsiste à générer une preuve que le programme véri�e bien lespropriétés désirées. La preuve assure don
 le bon 
omportement du programme maisson é
riture est souvent manuelle et peut être longue et fastidieuse.� Le model-
he
king qui 
onsiste à véri�er automatiquement qu'un ensemble de pro-priétés de sé
urité est véri�é par une représentation symbolique (ou modélisation) dusystème.L'appro
he qui nous intéresse i
i est 
elle du model-
he
king dont nous développons lesprin
ipales 
ara
téristiques.Model-
he
kingLe model-
he
king [CGP99℄ fait partie de 
es méthodes formelles qui 
onnaissent un fran
su

ès 
omme en témoignent le prix Turing remis à Amir Pnueli en 1996 ou le prix Gödelremis à Moshe Vardi et Pierre Wolper en 2000 pour leurs travaux respe
tifs dans 
e domaine.Comme la plupart des méthodes de véri�
ation formelle le prin
ipe du model-
he
kingrepose sur une abstra
tion du système informatique par un modèle mathématique et ladé�nition d'un langage formel pour la spé
i�
ation des propriétés de sé
urité à véri�er. Lebut est ensuite de dé�nir des méthodes automatiques pour véri�er qu'un modèle satisfaitune spé
i�
ation donnée. Le système est généralement représenté par un graphe orientéappelé système de transition ave
 des sommets représentant les di�érents états du systèmeet des règles de transitions entre les états qui dé�nissent les 
omportements possibles dusystème. Ces systèmes peuvent manipuler selon les 
as divers objets tels que des 
ompteurs,10



des horloges, des piles ou des �les pour 
iter quelques exemples. Le langage servant à laspé
i�
ation des propriétés à véri�er est en général une formule dans un langage logique telque les logiques temporelles introduites plus bas.Une des prin
ipales di�
ultés ren
ontrées par 
ette appro
he est liée à l'explosion dunombre d'états des modèles. En parti
ulier, 
ertains formalismes permettent une représen-tation �ni d'un système ave
 un nombre in�ni d'états. C'est le 
as des systèmes à 
ompteursqui ont de nombreuses appli
ations en véri�
ation formelle, notamment la véri�
ation deproto
oles de di�usion [FL02℄ ou de programmes ave
 pointeurs [BFLS06, BBH+06℄. Un sys-tème à 
ompteurs est une ma
hine ave
 un nombre �ni d'états de 
ontr�le et un nombre �nide variables, appelées 
ompteurs, prenant des valeurs entières. Une des prin
ipales problé-matiques du model-
he
king 
onsiste don
 à dé�nir des formalismes qui peuvent manipulerau mieux 
es représentations de systèmes in�nis.Logiques temporellesUn langage naturel permettant d'exprimer les spé
i�
ations pour les problèmes de model-
he
king sont les logiques temporelles. Les logiques temporelles ont été introduites dans le
adre de la véri�
ation formelle de systèmes réa
tifs en 1977 par Pnueli [Pnu77℄. Depuis, 
etype de logiques est devenu un des langages les plus utilisés pour la spé
i�
ation de proprié-tés sur les systèmes réa
tifs. Historiquement, 
'est Arthur Prior qui en 1957 introduit unelogique 
onstruite à partir des modalités suivantes.� GA signi�ant �il est toujours vrai dans le futur que A.�� HA signi�ant �il était toujours vrai dans le passé que A�.D'autres modalités ont par la suite été introduites :� FA signi�ant �il est vrai (au moins une fois) dans le futur que A�, 
e qui peut aussiêtre dit �il n'est pas vrai que dans le futur on a toujours non A� et s'é
rit ¬G¬A,� AUB signi�ant �A est vrai jusqu'à 
e que B soit vrai�, ne peut pas être exprimé enfon
tion des autres et augmente l'expressivité de la logique,ainsi que leur symétrique dans le passé F−1 et S. Les modalités U et S ont la parti
ularitépar rapport aux autres d'avoir deux arguments et ont été introduites plus tard [Kam68℄.Ces modalités sont interprétées sur des stru
tures de Kripke qui sont des graphes dé�nis-sant des transitions entre des états, aussi appelés mondes, et asso
iant à 
haque monde unensemble de propriétés qui sont supposées vraies. Une telle représentation 
onvient à la re-présentation du 
omportement d'un programme informatique. Les états du programme sontabstraits par rapport à des ensembles de propriétés partagées qui dé�nissent par exemplel'état des di�érents registres. La relation de transition dé�nit alors les évolutions possiblesà partir de 
haque état symbolique. Pnueli montre en 1977, que la véri�
ation de propriétésexprimées dans la logique temporelle peut être automatisée, 
'est-à-dire qu'il existe une mé-thode automatique appelée algorithme permettant de résoudre 
e problème sur n'importequelle entrée valide. Un problème véri�ant une telle propriété est dit dé
idable.Néanmoins, on peut en
ore se poser d'autres questions par rapport à la sémantique de
ette logique. En 1980, Lamport oppose la sémantique de FA ave
 
elle de ¬G¬A en nuan-çant deux interprétations possibles de l'adje
tif �toujours� :11



(1) �il est toujours vrai dans une exé
ution du système�,(2) �il est toujours vrai dans toutes les exé
utions du système�.À partir de 
ette remarques se dégagent deux familles de logiques temporelles : (1) leslogiques temporelles linéaires et (2) les logiques temporelles arbores
entes. La di�éren
eentre les dé�nitions de 
es familles de logiques réside dans la 
apa
ité ou non de pouvoirexprimer que le système a plusieurs possibilité d'évoluer à l'instant suivant. Les logiquesreprésentatives de 
es deux 
lasses sont respe
tivement LTL qui 
orrespond à la logiqueinitialement 
onsidérée par Pnueli dans [Pnu77℄ et la logique CTL introduite dans [CE81℄.L'expressivité de 
es logiques est in
omparable, 
e qui signi�e qu'il existe 
ertaines propriétésdans 
ha
une de 
es deux logiques qui ne peuvent s'exprimer dans l'autre. Cependant lalogique CTL⋆ introduite plus tard dans [EH83℄ englobe 
es deux formalismes.En�n, une autre question intéressante est la 
omplexité théorique de 
es problèmes, 
'est-à-dire le temps de 
al
ul ou l'espa
e mémoire né
essaire pour résoudre 
es problèmes. Cesmesures s'expriment en général par rapport à la taille des données de départ du problème.(Pour les dé�nitions générales 
on
ernant les di�érentes 
lasses de 
omplexité ainsi que lesrésultats fondamentaux le le
teur peut se référer à [Pap94℄.)Motivations et 
ontributionsLes logiques temporelles 
lassiques ont pour formules atomiques des variables proposition-nelles qui ne permettent d'exprimer que des propriétés qualitatives telles que :� �toute requête sera satisfaite un jour�,� ou �on ne peut pas atteindre un mauvais état du système�.En règle générale, 
es propriétés se réduisent à l'a

essibilité d'un état de 
ontr�le dansla représentation symbolique du système. Dans 
ette thèse, nous introduisons des langageslogiques qui permettent d'exprimer des propriétés plus ri
hes que des propriétés sur les seulsétats de 
ontr�le de la représentation symbolique du système. L'obje
tif est de spé
i�er despropriétés sur les objets manipulés par 
es systèmes tels que des nombres entiers (
omp-teurs), des nombres réels (horloges) ou en
ore des 
haînes de 
ara
tères (piles, �les). Ainsion voudrait par exemple pouvoir exprimer des propriétés telles que� �il existe un moment dans le futur où le 
ompteur x est égal au 
ompteur y�,� �la di�éren
e entre les 
ompteurs x et y est toujours inférieure à 10�,� �tout événement A est suivi d'un événement B dans les 10 unités de temps�� �la variable N ne prend jamais deux fois la même valeur le long d'une exé
ution duprogramme�,� �la pro
haine valeur de w est un sous-mot de sa valeur 
ourante�.Nous introduisons une dé�nition générale pour une nouvelle famille de langages quiétendent les logiques temporelles propositionnelles ave
 des formules atomiques permettantd'exprimer des 
ontraintes sur les objets manipulés par le modèle. Les 
ontraintes sontinduites par un domaine 
on
ret qui est 
omposé d'un ensemble de relations et d'un ensembled'interprétation pour les variables. Pour reprendre un exemple 
i-dessus, la propriété �ilexiste un moment dans le futur où le 
ompteur x est égal au 
ompteur y� peut s'exprimer par12



F(x = y) dans la logique LTL étendue ave
 le domaine 
omposé du domaine d'interprétation
N pour les variables et de la relation d'égalité. Nous introduisons aussi la possibilité de
omparer des valeurs des variables à di�érents états du modèle. Le dernier exemple illustre
e propos 
ar on 
ompare la valeur 
ourante de w à sa pro
haine valeur. Plus généralement,il est possible d'exprimer des 
ontraintes du type �la valeur de x est inférieure à la valeurde y 5 états plus loin�.Nous proposons d'étudier quels sont les langages logiques de 
ette famille ayant uneexpressivité su�sante tout en 
onservant de bonnes propriétés algorithmiques. Nous ana-lysons par la même o

asion les di�érents éléments qui peuvent 
auser l'indé
idabilité desproblèmes de véri�
ation pour 
es langages. Pour dé�nir la dé
idabilité et la 
omplexitédes problèmes de model-
he
king liés à 
es langages de spé
i�
ation, nous privilégions desappro
hes à base d'automates. Un automate est une stru
ture 
omposée d'états et de tran-sitions qui représente symboliquement une ma
hine destinée à re
onnaître un ensembled'objets ou à e�e
tuer un 
al
ul parti
ulier. Dans le 
as de l'appro
he qui nous intéresse,l'automate sert à re
onnaître l'ensemble des modèles qui satisfont une spé
i�
ation.Cette méthode de tradu
tion des logiques vers des automates est l'objet de nombreuxtravaux depuis les résultats de Bü
hi en 1963 mettant en relation la logique monadique duse
ond ordre à un su

esseur ave
 les automates de mots in�nis [Bü
62℄. Les appro
hes quinous intéressent plus parti
ulièrement sont les 
onstru
tion d'automates re
onnaissant desensembles de modèles pour les formules données dans une logique temporelle telle que la
onstru
tion de Vardi et Wolper pour LTL [VW86℄. Nous dé�nissons plusieurs appro
hesoriginales qui étendent 
es appro
hes a�n de traiter les problèmes de model-
he
king relatifsaux di�érentes logiques que nous 
onsidérons.Contenu de la thèseLe reste de 
e do
ument est organisé de la façon suivante. Les premiers 
hapitres de 
ettethèse 
ontiennent des dé�nitions et résultats utilisés ou étendus par la suite. Le Chapitre 1dé�nit les logiques temporelles 
lassiques LTL et CTL⋆ ainsi que les résultats fondamentaux
on
ernant des problèmes standards liés à 
es logiques. Le Chapitre 2 introduit di�érentes
lasses d'automates qui sont des éléments primordiaux dans les appro
hes que nous utilisonspar la suite. En�n le Chapitre 3 introduit la dé�nition générale des extensions des logiquestemporelles que nous 
onsidérons ainsi que la 
lasse des modèles asso
iés à 
es logiquespour le problème du model-
he
king. Ces logiques étendent les logiques temporelles 
las-siques ave
 des 
ontraintes sur les variables manipulées par le modèle. À la �n de 
e 
hapitrenous introduisons plusieurs langages de 
ontraintes utilisés dans la suite qui manipulent des
ompteurs, 
'est-à-dire des variables prenant des valeurs entières.Dans la deuxième partie, nous étudions des extensions de la logique temporelle linéaireLTL ave
 des langages de 
ontraintes sur les 
ompteurs. Nous dé�nissons une 
lassi�
ationde 
es di�érents langages par rapport à plusieurs restri
tions : l'ensemble de 
ontraintesutilisées, le nombre de variables utilisées ou la distan
e maximale entre deux états du mo-dèle pour lesquels on peut 
omparer les variables. En 
e qui 
on
erne le langage utilisé,nous montrons dans le Chapitre 4 que des 
ontraintes qualitatives (sans l'addition) sur lesentiers permettent d'étendre LTL en préservant la dé
idabilité et la 
omplexité théorique.Nous réduisons le problème du model-
he
king pour la logique LTL étendue ave
 un large13



ensemble de 
ontraintes 
omprenant des 
omparaisons et des 
ontraintes de périodi
ité à unproblème pour les automates de mots in�nis. Cette rédu
tion, qui repose sur une abstra
tiondes modèles de la logique, nous permet de prouver que 
e problème est PSPACE-
omplet.Par opposition, le Chapitre 5 illustre qu'il est beau
oup plus di�
ile de retrouver ladé
idabilité lorsque l'on introduit des 
ontraintes du type x = y+1. Nous étudions alors endétails quelles sont les restri
tions né
essaires pour retrouver la dé
idabilité et dé�nissonsdes frontières entre dé
idabilité et indé
idabilité pour les fragments obtenus par rapport auxrestri
tions évoquées plus haut. En 
e qui 
on
erne les résultats positifs, nous établissonsentre autre que le problème du model-
he
king pour la logique LTL étendue ave
 le frag-ment sans quanti�
ateur de l'arithmétique de Presburger sur les automates à un 
ompteurest un problème PSPACE-
omplet.Nous introduisons dans la troisième partie des mé
anismes de sto
kage dans les logiquestemporelles. Pour 
e faire, nous étendons un peu plus la logique LTL en ajoutant une dosede quanti�
ation du premier ordre. Ce
i nous permet de sto
ker la valeur d'une variable a�nde la réutiliser quand bon nous semble dans le modèle. Con
rètement, les logiques que nousétudions dans le Chapitre 6 permettent d'exprimer des 
ontraintes de répétition de la valeurd'une variable dans le passé ou le futur. Nous dé�nissons plusieurs résultats de dé
idabilitéet 
omplexité pour les problèmes de véri�
ations liés à 
es extensions. Nous utilisons unetradu
tion vers un problème de véri�
ation pour les réseaux de Petri, établissant ainsi unautre type de relation ave
 les systèmes à 
ompteurs.Dans la dernière partie de 
e do
ument nous nous intéressons aux extensions des lo-giques arbores
entes ave
 des 
ontraintes. L'obje
tif est de généraliser dans la mesure dupossible les résultats obtenus pour les extensions des logiques temporelles linéaires puisque
CTL⋆ englobe LTL. Dans le Chapitre 7, nous dé�nissons une appro
he générale qui étendles di�érentes appro
hes que nous avons utilisées dans le 
as linéaire. Ainsi, la 
lasse d'au-tomates que nous utilisons permet de manipuler des abstra
tions de modèles arbores
ents.Nous utilisons 
ette appro
he pour montrer des résultats de dé
idabilité et 
omplexité pourles extensions de CTL⋆ ave
 des 
ontraintes lorsque la logique obtenue véri�e une propriétégénérale d'abstra
tion des modèles. En�n, dans le Chapitre 8 nous étendons une partie desrésultats du Chapitre 4 en prouvant la dé
idabilité du model-
he
king pour un fragment de
CTL⋆ étendu ave
 le même langage de 
ontraintes qualitatives sur les entiers. Nous utili-sons 
ependant une appro
he di�érente qui nous permet de 
onstruire une représentationdes états du modèle qui satisfont la spé
i�
ation.
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Chapitre 1Logiques temporellesSommaire1.1 Logiques temporelles linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181.1.1 Dé�nition standard de LTL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181.1.2 Ajout d'opérateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211.2 Logiques temporelles arbores
entes . . . . . . . . . . . . . . . . 22Nous introduisons dans 
e 
hapitre les prin
ipales logiques temporelles que nous 
onsidé-rons dans 
e do
ument. Ces formalismes sont à la base des langages de spé
i�
ation utiliséspour les divers problèmes de model-
he
king qui nous intéressent par la suite.Étant donnée une spé
i�
ation exprimée par une formule logique, de nombreuses ques-tions peuvent se poser. Nous nous intéressons prin
ipalement à deux d'entre elles. Commenous l'avons déjà dit à plusieurs reprises, l'intérêt que nous portons aux logiques temporellesest motivé prin
ipalement par l'appro
he du model-
he
king qui 
onsiste à déterminer si unereprésentation symbolique du système (un modèle) satisfait la spé
i�
ation. Ce problèmepeut formellement être dé�ni de la façon suivante :Problème du model-
he
kingEntrée : Une spé
i�
ation, dans le 
as des logiques temporelles une formule, et un modèledu système informatique.Question : Le modèle satisfait-il la spé
i�
ation ?Cependant, on peut aussi se demander s'il existe un modèle qui satisfait la propriété expri-mée par la formule. Ce problème est appelé problème de la satisfaisabilité et nous pouvonsle dé�nir formellement de la façon suivante.Problème de la satisfaisabilitéEntrée : Une spé
i�
ation.Question : Existe-t-il un modèle qui satisfait 
ette spé
i�
ation ?Nous verrons par la suite que 
es deux problèmes sont fortement liés et parfois mêmeéquivalents pour 
ertains formalismes logiques. Notons qu'une variante du problème de lasatisfaisabilité parfois utilisée dans la littérature est le problème de la validité qui 
onsiste àdéterminer si pour tout modèle la formule est satisfaite. Ce problème est le dual du problèmede la satisfaisabilité 
ar une formule est valide si sa négation n'est pas satisfaisable. Ainsi,
es deux problèmes sont équivalents lorsque le langage est 
los par négation.Dans la suite de 
e 
hapitre, nous 
onsidérons un ensemble in�ni dénombrable de va-riables propositionnelles PROP = {p0, p1, p2, . . .}. Étant donné un ensemble d'éléments17



quel
onques X, nous notons P(X) l'ensemble des parties de X et P+(X) l'ensemble desparties non-vides de X.1.1 Logiques temporelles linéaires1.1.1 Dé�nition standard de LTLLa logique temporelle linéaire LTL a été introduite pour spé
i�er des propriétés surune exé
ution parti
ulière du système [Pnu77, GPSS80℄. Les formules de 
ette logique sontdé�nies par la grammaire suivante :
φ ::= p | φ ∧ φ | ¬φ | Xφ | φUφoù p ∈ PROP est une variable propositionnelle. Les opérateurs X (next) et U (until) per-mettent respe
tivement d'exprimer qu'une formule est véri�ée à l'instant suivant et qu'unepremière formule est véri�ée jusqu'à 
e qu'une se
onde formule soit véri�ée. Nous dé�nissonsaussi les opérateurs F et G tels que Fφ ≡ ⊤Uφ et Gφ ≡ ¬F¬φ. Ainsi la formule Fφ se lit �ilexiste une position dans le futur où φ est véri�ée� et Gφ signi�e �la formule φ est vraie àtout instant dans le futur�.Le 
ara
tère linéaire de LTL est expli
ité par les modèles de 
ette logique. Comme on
onsidère une exé
ution parti
ulière, 
haque état du modèle a un unique su

esseur dans letemps qui 
orrespond au pro
hain état de l'exé
ution. Un modèle σ de LTL est don
 uneséquen
e in�nie de la forme N → P(PROP) qui asso
ie à 
haque position de l'exé
utionun ensemble de propositions. Ces di�érents ensembles dé�nissent une valeur de vérité pourles variables propositionnelles à 
haque position dans le sens où les propositions asso
iéesà une position donnée sont 
onsidérées 
omme vraie à 
ette position de l'exé
ution. Étantdonnés une formule φ de LTL, un modèle σ et une position i dans 
e modèle, la relation desatisfa
tion σ, i |= φ est dé�nie par� σ, i |= p ssi p ∈ σ(i) pour toute variable propositionnelle p ∈ PROP,� σ, i |= φ ∧ φ′ ssi σ, i |= φ et σ, i |= φ′,� σ, i |= ¬φ ssi σ, i |= φ n'est pas véri�é (dans 
e 
as on note aussi σ, i 6|= φ),� σ, i |= Xφ ssi σ, i+ 1 |= φ,� σ, i |= φUφ′ ssi il existe j ≥ i tel que σ, j |= φ′ et pour tout i ≤ k < j on a σ, k |= φ.Nous notons σ |= φ lorsque σ, 0 |= φ. Par dé�nition, le problème de la satisfaisabilité 
onsisteà déterminer l'existen
e d'un modèle σ pour une formule φ donnée tel que σ |= φ. Pour lalogique LTL, le problème de la satisfaisabilité est dé
idable et la 
omplexité de 
e problèmeest dé�nie dans [SC85℄.Théorème 1 [SC85℄ Le problème de la satisfaisabilité pour LTL est PSPACE-
omplet.Le problème du model-
he
king pour LTL utilise 
omme modèle les stru
tures de Kripke.Nous rappelons qu'une stru
ture de Kripke est un graphe orienté mettant en relation des18



états (appelés aussi mondes) étiquetés dans notre 
as par un ensemble de propositions.Considérons une stru
ture de Kripke K = 〈N,−→, ℓ〉 tel que N est un ensemble �ni de som-mets, −→⊆ N×N est un ensemble d'ar
s et ℓ : N → P(PROP) est une fon
tion d'étiquetagequi asso
ie à 
haque sommet un ensemble de propositions. On distingue généralement unétat initial dans K qui est le point de départ des exé
utions. Nous supposons que pour toutsommet q ∈ N il existe un su

esseur de q dans K, 
'est-à-dire un sommet q′ ∈ N tel que
q −→ q′. Une stru
ture de Kripke véri�ant 
ette propriété est dite 
omplète ou totale. Dansune stru
ture de Kripke 
omplète, il existe don
 un 
hemin in�ni à partir de 
haque sommet.Une exé
ution 
orrespond à un 
hemin in�ni dans la stru
ture de Kripke ayant pour originel'état initial et à 
haque position de 
e 
hemin est asso
ié un ensemble de propositions quiest 
elui de l'état 
ourant dans K. Il est don
 évident qu'une exé
ution 
orrespond à unmodèle de LTL. Le problème du model-
he
king pour la logique LTL 
onsiste à déterminers'il existe un 
hemin in�ni dans la stru
ture K à partir d'un état initial �xé qui satisfait laformule φ. Notons que nous 
onsidérons une dé�nition existentielle. Comme pour les pro-blèmes de la satisfaisabilté et validité, il existe une dé�nition universelle de 
e problème :pour toute exé
ution dans K la formule est véri�ée. Ces deux dé�nitions sont duales et don
les problèmes 
orrespondants sont équivalents puisque le langage LTL est 
los par négation.Pour LTL, le problème du model-
he
king se réduit en espa
e logarithmique au problèmede la satisfaisabilité. En e�et, on peut fa
ilement 
oder le 
omportement d'une exé
utiondans une stru
ture de Kripke par une formule de la logique LTL. Pour 
ela, on introduitune variable propositionnelle pq pour 
haque état q de K. À 
haque position, une seule de
es variables est vraie 
e qui se traduit par

φuni = G

∨

q∈N

(pq ∧
∧

q∈N et q 6=q′ ¬pq′).Ce
i exprime qu'à 
haque position le long d'une exé
ution, on est dans un unique état de
K. La validité d'une exé
ution est alors exprimée par la formule suivante

φK = pqinit
∧ φuni ∧ G

( ∧

q∈N

pq ⇒ (
∧

p∈ℓ(q)

p ∧
∧

p 6∈ℓ(q)

¬p ∧
∨

q−→q′

Xq′)
)où qinit est l'état initial. La deuxième partie de la formule exprime les di�érentes 
onditions
orrespondant à la dé�nition d'une exé
ution dans K. Si l'état 
ourant de l'exé
ution estl'état q alors� les propositions asso
iées à 
et état dans K sont véri�ées (et les autres non)� et le pro
hain état de l'exé
ution est un su

esseur de q dans la stru
ture K.Véri�er que K satisfait φ est alors équivalent à véri�er que φK ∧φ est satisfaisable. Comme
ette transformation se fait en espa
e logarithmique par rapport à la taille de K, 
e
i permetd'établir le résultat de 
omplexité suivant.Théorème 2 [SC85℄ Le problème du model-
he
king pour LTL est PSPACE-
omplet.La borne inférieure dans [SC85℄ est obtenue par rédu
tion de l'exé
ution d'une ma
hine deTuring travaillant dans un espa
e polynomial par rapport à l'entrée.19



Une hypothèse importante dans la sémantique de LTL que nous avons dé�nie 
i-dessusimpose de 
onsidérer des séquen
es in�nies. Cependant on peut aussi se poser la questionde savoir si une spé
i�
ation donnée est satisfaite par une exé
ution �nie (non vide). Ilfaut alors modi�er légèrement la sémantique des opérateurs temporels de LTL a�n de tenir
ompte du fait que le modèle a peut être une �n. La relation de satisfa
tion doit 
onsidérerla taille |σ| du modèle.� σ, i |= Xφ ssi i < |σ| − 1 et σ, i + 1 |= φ� σ, i |= φUφ′ ssi il existe i ≤ j < |σ| tel que σ, j |= φ′ et pour tout i ≤ k < j on a
σ, k |= φ.Les autres 
as dans la relation de satisfa
tion sont in
hangés. Notons que dans le 
as �ni,nous pouvons laisser tomber l'hypothèse que la stru
ture de Kripke est 
omplète pour leproblème du model-
he
king.Pour LTL, la question de l'existen
e d'un modèle �ni satisfaisant une formule φ donnée,ou problème de la satisfaisabilité dans le 
as �ni, se réduit à la question de l'existen
e d'unmodèle in�ni pour une autre formule obtenue à partir de la formule φ.Lemme 1 Les problèmes de la satisfaisabilité et du model-
he
king dans le 
as �ni pourLTL se réduisent respe
tivement aux mêmes problèmes dans le 
as in�ni.Preuve : La rédu
tion utilise une variable propositionnelle supplémentaire ps qui est vraiedans tous les états jusqu'à une 
ertaine position. Cette propriété est exprimée par la for-mule φfin = psU(G¬ps). La position où ps 
esse d'être vraie marque la �n du modèle. Noustransformons ensuite la formule a�n d'imposer qu'elle soit satisfaite avant 
ette position àl'aide d'une fon
tion f dé�nie indu
tivement par rapport à la stru
ture de φ.� f(p) = p pour tout p ∈ PROP,� f est homomorphique par rapport aux opérateurs booléens,� f(Xφ) = Xps ∧ Xf(φ),� f(φUφ′) = (ps ⇒ f(φ))U(ps ∧ f(φ′)).Ainsi, on peut fa
ilement véri�er que φ est satisfaite par un modèle �ni ssi φfin ∧ f(φ) estsatisfaite par un modèle in�ni. Un modèle qui satisfait φ 
orrespond au pré�xe d'un modèlequi satisfait φfin ∧ f(φ) s'arrêtant à la position où la proposition ps 
esse d'être vraie.Le problème du model-
he
king dans le 
as �ni se réduit de la même manière au 
asin�ni, il su�t de rajouter un état supplémentaire qf à la stru
ture de Kripke K que l'onsouhaite véri�ée et une transition entre 
haque état de K et qf . On ajoute aussi une bou
le

qf −→ qf pour que la stru
ture soit 
omplète. Puis, on étend l'étiquetage de manière à 
e quela proposition ps soit véri�ée dans tous les états sauf l'état supplémentaire qf . La stru
ture
K ′ obtenue est telle qu'une transition vers l'état qf 
orrespond à la �n d'une exé
ution de
K. Ainsi K véri�e φ ssi K ′ véri�e φfin ∧ f(φ). �Pour 
ertaines extensions de LTL que nous 
onsidérons par la suite, il est impossible deréduire les problèmes dans le 
as �ni aux même problèmes dans le 
as in�ni. Lorsque 
elasera le 
as, nous expli
iterons les développements né
essaires pour traiter le 
as �ni.20



1.1.2 Ajout d'opérateursDans 
ertaines dé�nitions 
lassiques de LTL, on introduit des opérateurs temporelssupplémentaires référant au passé. L'ensemble des formules est alors dé�ni par :
φ ::= p | φ ∧ φ | ¬φ | Xφ | φUφ | X−1φ | φSφoù les opérateurs X−1 et S sont respe
tivement les versions pour le passé de X et U. Don


X−1φ se lit �la formule φ est vraie à l'instant pré
édent� et φSφ′ �la formule φ est vraie depuisque φ′ a été vraie�. On peut aussi dé�nir F−1φ ≡ ⊤Sφ et G−1φ ≡ ¬F−1¬φ. Les modèles pourLTL étendu ave
 les opérateurs passés ne 
hangent pas et les opérateurs supplémentairessont interprétés de la manière suivante :� σ, i |= X−1φ ssi i > 0 et σ, i− 1 |= φ� σ, i |= φSφ′ ssi il existe 0 ≥ j ≤ i tel que σ, j |= φ′ et pour tout j < k ≤ i on a σ, k |= φ.Il est démontré dans [GPSS80, Gab89℄ que les opérateurs passés n'ajoutent pas d'expressi-vité lorsque l'on interprète les formules par rapport à l'origine du modèle. Ces opérateurspeuvent don
 être supprimés pour LTL. Dans la suite de 
e do
ument, nous traitons la plu-part du temps 
ette extension dans une famille d'extensions de LTL dé�nie 
i-dessous ave
des opérateurs dont la dé�nition plus générale englobe 
elle des opérateurs passés. Pour 
esraisons et sauf lorsque 
ela est expli
itement mentionné, nous parlons toujours de la versionde LTL sans les opérateurs référant au passé.Nous parlons aussi à plusieurs reprises dans la suite des extensions de LTL ave
 desopérateurs dé�nissables dans la logique monadique du se
ond ordre (MSO) 
ar plusieursdes résultats que nous énonçons peuvent s'étendre à 
ette variante. Nous rappelons rapi-dement la sémantique de MSO sur les mots in�nis dans notre 
as parti
ulier. Nous avonsdans les formules de MSO deux types de variables : un ensemble de variables de position
Vp qui prennent leurs valeurs dans N et un ensemble de variables d'ensembles de positions
Vs qui prennent leurs valeurs dans P(N). Étant donnés un modèle σ : N → P(PROP) etune fon
tion ν asso
iant à 
haque position de σ une valeur dans N aux variables de Vp etun ensemble de valeurs de N aux variables de Vs on a� σ, ν |=MSO x ≤ y ssi ν(x) ≤ ν(y),� σ, ν |=MSO Pp(x) ssi p ∈ σ(ν(x)),� σ, ν |=MSO X(x) ssi ν(x) ∈ ν(X),� σ, ν |=MSO ∃xφ ssi il existe i ∈ N tel que σ, ν[x← i] |=MSO φ,� σ, ν |=MSO ∃Xφ ssi il existe I ⊆ N tel que σ, ν[X ← I] |=MSO φ,où ν[x ← i] est la fon
tion qui asso
ie à x la valeur i et 
oïn
ide ave
 ν pour les autresvariables. La fon
tion ν[X ← I] est dé�nie de manière similaire en asso
iant un ensemble
I à la variable X. Nous notons σ |= φ(ν(X1), . . . , ν(Xn), ν(x1), . . . , ν(xn′)) lorsque l'on a
σ, ν |= φ(X1, . . . Xn, x1, . . . , xn′) où φ(X1, . . . Xn, x1, . . . , xn′) est une formule de MSO ayantpour variables libres X1, . . . Xn et x1, . . . , xn′ .La sémantique asso
iée à un opérateur MSO-dé�nissable M ayant n arguments est ex-primée par une formule de MSO JMK(X1, . . . Xn, x) où JMK est la modalité 
orrespondant21



à M , x ∈ Vp et X1, . . . Xn ∈ Vs. Intuitivement, la variable x prend la valeur de la position
ourante et les ensembles X1, . . . Xn 
orrespondent aux ensembles d'états dans lesquelles lesformules φ1, . . . φn données en argument sont véri�ées. Ainsi, la sémantique des opérateurstemporels de LTL est MSO-dé�nissable. En fait, LTL a le même pouvoir d'expression quela logique du premier ordre sur les ordres Dedekind-
omplets [Kam68℄ qui est in
luse dansMSO. Nous posons� JpK(X,x) = Pp(x),� J¬K(X,x) = ¬X(x),� J∧K(X,X ′, x) = X(x) ∧X ′(x),� JXK(X,x) = X(x+ 1),� JX−1K(X,x) = x > 0 ∧X(x− 1),� JUK(X,X ′, x) = ∃z(x ≤ z ∧X ′(z) ∧ ∀y(x ≤ y < z ⇒ X(y))),� JSK(X,X ′, x) = ∃z(0 ≤ z ≤ x ∧X ′(z) ∧ ∀y(z < y ≤ x⇒ X(y))).L'expression X(x + 1) est une abréviation pour ∃y((x < y ∧ ∀z(x < z ⇒ y ≤ z)) ∧X(y)).L'ensemble Xσ
φ des positions de σ dans lesquelles une formule φ de la forme M(φ1, . . . , φn)est véri�ée est dé�nie indu
tivement par

Xσ
φ = {i | σ |=MSO JMK(Xσ

φ1
, . . . ,Xσ

φn
, i)}.Pour faire le lien ave
 la dé�nition de la sémantique que nous avons donnée pour LTL, ona σ, i |= φ ssi i ∈ Xσ

φ .Nous notons d'une manière générique xLTL les logiques obtenues en étendant LTL ave
des opérateurs MSO-dé�nissables. D'après les remarques 
i-dessus, 
ette dé�nition englobeLTL ave
 les opérateurs passés mais aussi l'extension de [Var88℄ ave
 des opérateurs depoints �xes ou la logique ETL de [Wol83℄ qui introduit des opérateurs représentés par desautomates �nis. En e�et, une autre manière de représenter les opérateurs MSO-dé�nissables
onsiste à les dé�nir sous la forme d'automates de mots in�nis, 
e qui est possible grâ
e à unrésultat de [Bü
62℄. Ainsi, une formule atomique est véri�ée ssi l'automate 
orrespondanta

epte la séquen
e à partir de la position 
ourante. En fait, le résultat de [Bü
62℄ im-plique plus généralement que l'on peut 
onstruire à partir de toute formule φ d'une logiquetemporelle linéaire dont les opérateurs sont MSO-dé�nissables un automate qui a

epte lesmodèles qui satisfont φ. Ce résultat peut être utilisé pour établir la dé
idabilité du problèmede la satisfaisabilité pour les logiques de la famille de xLTL. Nous reviendrons plus tardsur 
e résultat ainsi que la 
omplexité de 
ette pro
édure (voir Se
tion 2.1).1.2 Logiques temporelles arbores
entesLes logiques temporelles arbores
entes ont été introduites pour pouvoir exprimer les dif-férentes possibilités d'évoluer qu'a une exé
ution à l'instant suivant. Contrairement à LTL,on peut ainsi 
onsidérer les di�érents états du système qui sont possibles à l'instant suivant.Ce
i est possible grâ
e à l'introdu
tion de quanti�
ateurs sur les exé
utions. Les formules22



de la logique temporelle arbores
ente CTL⋆ sont dé�nies par la grammaire suivante :
φ ::= p | φ ∧ φ | ¬φ | Eψ
ψ ::= φ | φ ∧ φ | ¬φ | Xψ | ψUψ.où p ∈ PROP. La di�éren
e la plus importante ave
 la dé�nition de LTL est la présen
edu quanti�
ateur E qui exprime une quanti�
ation existentielle sur les exé
utions. Nousdé�nissons son dual le quanti�
ateur universel A tel que Aψ ≡ ¬E¬ψ. Une formule de laforme Eψ signi�e don
 �il existe une exé
ution à partir de maintenant pour laquelle ψ estvéri�ée� alors que Aψ se lit �pour toutes les exé
utions possibles à partir de maintenant

ψ est véri�ée�. Les opérateurs temporels gardent la même signi�
ation que dans le 
aslinéaire. Le fragment existentiel ECTL⋆ (respe
tivement universel ACTL⋆) est le fragmentobtenu en interdisant l'utilisation du quanti�
ateur universel (respe
tivement existentiel).Ce
i implique que 
haque quanti�
ateur existentiel soit dans la portée d'un nombre pair denégation (puisqu'une o

urren
e de ¬Eφ est équivalente à A¬φ).Notons que LTL est un fragment de CTL⋆ puisque une formule de ψ de LTL 
orrespondà une propriété relative à une exé
ution parti
ulière, 
'est-à-dire à la formule Eψ de CTL⋆.Un autre fragment bien 
onnu de CTL⋆ est la logique CTL [CE81℄ dont les formules sontdé�nies par :
φ ::= p | φ ∧ φ | ¬φ | EXφ | EφUφ.Dans CTL les opérateurs temporels doivent être dire
tement pré�xés d'un quanti�
ateur.Historiquement, la logique CTL⋆ a été introduite dans [EH83℄ a�n d'uni�er les logiques LTLet CTL dont les pouvoirs d'expression sont in
omparables. Certaines propriétés exprimablespar une formule de LTL ne peuvent s'exprimer ave
 une formule de CTL et vi
e-versa.Un arbre est un graphe parti
ulier qui ne 
ontient au
un 
y
le et tel que 
haque som-met, à l'ex
eption du sommet initial appelé aussi ra
ine, a exa
tement un seul prédé
esseur.Un modèle de CTL⋆ est un arbre dont tous les sommets ont au moins un su

esseur etqui asso
ie à 
haque sommet un ensemble de variables propositionnelles. Don
 un modèle

T = 〈N,n0,−→,Γ〉 de CTL⋆ est tel que� N est un ensemble �ni ou in�ni de sommets,� n0 ∈ N est la ra
ine de l'arbre,� −→⊆ N ×N est un ensemble d'ar
s tel que pour tout n ∈ N� il existe au moins un sommet n′ ∈ N tel que n −→ n′,� si n 6= n0 il existe exa
tement un sommet n′ ∈ N tel que n′ −→ n,� n 6−→ n0 (la ra
ine n'a pas de prédé
esseur),� et Γ : N −→ P(PROP) est une fon
tion asso
iant à 
haque sommet un ensemble devariables propositionnelles.Un 
hemin dans T (et dans un graphe en général) est une séquen
e de sommets π = n0·n1 · · ·telle que ni −→ ni+1 pour tout 0 ≤ i < |π|−1. Nous notons πi = ni ·ni+1 · · · le ième su�xe de
π et π(i) le ième sommet de 
e 
hemin. Une bran
he est un 
hemin maximal dans un l'arbre.Nous remarquons qu'une bran
he 
orrespond à un modèle pour LTL. Dans la dé�nition de23



CTL⋆ 
i-dessus, on appelle les formules dé
rites par φ des formules d'état et 
elles dé
ritespar ψ des formules de 
hemin. La di�éren
e entre 
es deux types de formules est la façondont leur satisfa
tion est déterminée. Comme leurs noms l'indiquent, la satisfa
tion d'uneformule d'état est liée à un sommet du modèle alors que la satisfa
tion d'une formule de
hemin dépend d'un 
hemin dans le graphe. Soit T un modèle de CTL⋆, n un sommet de Tet π une bran
he de T . La relation de satisfa
tion pour une formule d'état est dé�nie paranalyse de 
as de la façon suivante.� 〈T, n〉 |= p ssi p ∈ Γ(n) pour toute variable propositionnelle p ∈ PROP,� 〈T, n〉 |= ¬φ ssi 〈T, n〉 6|= φ,� 〈T, n〉 |= φ ∧ φ′ ssi 〈T, n〉 |= φ et 〈T, n〉 |= φ′,� 〈T, n〉 |= Eψ ssi il existe un 
hemin in�ni π = n0 · n1 · · · dans T tel que n0 = n et
〈T, π〉 |= ψ.La relation de satisfa
tion pour une formule de 
hemin est dé�nie par� 〈T, π〉 |= φ ssi 〈T, π(0)〉 |= φ ;� 〈T, π〉 |= ¬ψ ssi 〈T, π〉 6|= ψ,� 〈T, π〉 |= ψ ∧ ψ′ ssi 〈T, π〉 |= ψ et 〈T, π〉 |= ψ′,� 〈T, π〉 |= Xψ ssi 〈T, π1〉 |= ψ,� 〈T, π〉 |= ψUψ′ ssi il existe i ∈ N tel que 〈T, πi〉 |= ψ′ et pour tout 0 ≤ j < i on a
〈T, πj〉 |= ψ.Un modèle T satisfait une formule de CTL⋆ ssi la ra
ine n0 de T est telle que 〈T, n0〉 |= φ.Dans 
e 
as nous notons T |= φ. Le problème de la satisfaisabilité pour CTL⋆ est dé
idableet sa 
omplexité est établie par le résultat suivant.Théorème 3 [ES84℄ Le problème de la satisfaisabilité pour CTL⋆ est 2exptime-
omplet.Le problème du model-
he
king pour CTL⋆ est dé�ni par rapport à un dépliage d'unestru
ture de Kripke K qui permet de représenter, sous la forme d'un arbre, l'ensemble desexé
utions possibles à partir d'un état. Un dépliage TK de K est une arbre étiqueté par desétats de K tel que� la ra
ine est étiquetée par l'état initial de K et� pour tout sommet n de TK étiqueté par un état q de K, on a un ar
 n −→ n′ dans TKtel que n′ est étiqueté par q′ ssi on a une transition de la forme q −→ q′ dans K.On asso
ie à 
haque sommet de TK l'ensemble de propositions qui est asso
ié à l'état de

K qui l'étiquette pour obtenir un modèle de CTL⋆. Ainsi, une stru
ture K satisfait uneformule φ de CTL⋆ ssi le dépliage TK est tel que 〈T, n0〉 |= φ où n0 est la ra
ine de TK .Au 
ontraire de LTL il n'existe pas de rédu
tion évidente entre les problèmes de la satis-faisabilité et du model-
he
king pour CTL⋆. Le problème du model-
he
king est dé
idablemais sa 
omplexité est moins importante que 
elle du problème de la satisfaisabilité.Théorème 4 [CES86, EL87℄ Le problème du model-
he
king pour la logique CTL⋆ estPSPACE-
omplet. 24



Notations : Nous dé�nissons quelques notations et propriétés sur les modèles de CTL⋆qui nous fa
ilite leur manipulation par la suite. Le degré d'un sommet dans un graphe Gest égal au nombre d'ar
s ayant pour origine 
e sommet dans G (si 
e nombre est in�ni, ledegré est ω). Par extension, le degré d'un graphe est égal à la borne supérieure des degrésasso
iés à ses sommets. Nous dé�nissons un d-graphe 
omme étant un graphe dont tous lessommets ont pour degré d.Pour tout graphe G de degré d, nous supposons que les su

esseurs de 
haque sommetde G sont ordonnés. Ce
i se traduit par le fait que nous étiquetons les ar
s du grapheave
 des éléments de {0, . . . d − 1}. Pour tout a ∈ {0, . . . , d − 1}, nous disons que n′ estle a-su

esseur de n ssi n a
−→ n′. Pour tout sommet n ∈ N et a ∈ {0, . . . , d − 1}, n a auplus un a-su

esseur. Cet étiquetage n'est pas indispensable mais nous permet par la suitede dé
rire un 
hemin par rapport à son origine et au mot sur l'alphabet {0, . . . , d − 1}qui dé
rit les transitions su

essives empruntées par 
e 
hemin. Par exemple, lorsque nousparlons du 
hemin �ni dé
rit par w = 2 · 0 · 1 
ommençant au sommet initial n0, il s'agitdu 
hemin n0

2
−→ n1

0
−→ n2

1
−→ n3. Notons que si 
e 
hemin existe alors il est unique. Étantdonné un 
hemin π dans G, nous notons wπ le mot tel que pour tout 0 ≤ i ≤ |π| − 1 on a

π(i)
w(i)
−→ π(i+ 1).Toutes 
es dé�nitions s'appliquent bien entendu aux arbres qui sont des graphes parti-
uliers et par 
onséquent aux modèles de CTL⋆.

25



26



Chapitre 2AutomatesSommaire2.1 Automates de mots . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282.1.1 Automates de mots in�nis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292.1.2 LTL et les automates de Bü
hi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322.2 Automates d'arbres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 342.2.1 Quelques mots sur les automates d'arbres . . . . . . . . . . . . . . 342.2.2 Automates d'arbres alternants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 342.2.3 Méthodes à base d'automates pour les logiques arbores
entes . . . 372.3 Automates à 
ompteurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38En informatique, un automate est une ma
hine abstraite 
onstituée d'états et de tran-sitions. Les transitions d'un automate ont pour attributs des éléments d'un alphabet �ni 
equi permet de traiter di�érentes informations représentées par des objets 
onstruits à partirde 
et alphabet. Les prin
ipaux éléments qui 
omposent un automate sont� un ensemble d'états de 
ontr�le dans lesquels évolue une exé
ution,� on distingue un sous-ensemble d'états initiaux parmi les états de 
ontr�le,� un alphabet �ni sur lesquels sont 
onstruits les objets manipulés par l'automate,� une relation de transition qui dé�nit les mouvements autorisés dans l'automate enfon
tion de l'état de 
ontr�le dans lequel on se trouve et de la lettre de l'alphabet lue,� une 
ondition d'a

eptation.On représente généralement un automate sous la forme d'un graphe dont les sommets sontles états de 
ontr�le et les transitions sont des ar
s étiquetés par des éléments de l'alphabet.Nous donnons une première idée informelle du r�le de 
es di�érents éléments. La dé�nitionde la relation de transition d'un automate dépend des objets qu'il manipule, dans les 
as quinous intéressent des mots ou des arbres. Une exé
ution pour un automate est une séquen
e,ou un arbre selon les 
as, débutant par un état initial et régie par la relation de transition. La
ondition d'a

eptation dé�nit si une exé
ution est a

eptée ou non. Lorsqu'une exé
utionest a

eptée, l'objet dé�ni par rapport aux di�érentes lettres lues au 
ours de l'exé
ution estdit a

epté par l'automate. Ainsi, un automate dé�nit un langage 
omposé de l'ensemble desobjets qu'il a

epte. Nous reprenons 
es éléments en détail dans une dé�nition plus formelleselon les di�érents 
as par la suite. 27



Un problème important pour les automates 
onsiste don
 à déterminer si le langagere
onnu par un automate donné est vide ou non. Nous donnons une dé�nition générale de
e problème appelé problème du vide.Problème du videEntrée : Un automate A.Question : Le langage re
onnu par A est-il vide ou non ?Un automate peut aussi être utilisé 
omme modèle opérationnel. Dans 
e 
as la dé�nitionpeut être étendue en ajoutant un ensemble de variables qui sont mises à jour à 
haque foisque l'on fran
hit une transition. C'est le 
as de automates à 
ompteurs dont nous parlonsdans la dernière se
tion de 
hapitre.Nous introduisons maintenant les prin
ipales 
lasses d'automates que nous utilisons.2.1 Automates de motsUn automate de mots re
onnaît des séquen
es d'éléments appartenant à l'alphabet. Nousdé�nissons un automate de mots A 
omme étant un tuple 〈Q, I,Cond,Σ, δ〉 tel que� Q est un ensemble �ni d'états de 
ontr�le,� I ⊆ Q est un ensemble d'états initiaux,� Σ est un alphabet �ni,� δ ⊆ Q× Σ×Q est une relation de transition,� Cond dé�ni une 
ondition d'a

eptation.Nous verrons dans un instant que Cond peut prendre plusieurs formes : sous-ensembled'états de 
ontr�le, ensemble de sous-ensembles d'états de 
ontr�le, fon
tion d'étiquetagedes états de 
ontr�le. . .Nous notons q a
−→ q′ lorsque 〈q, a, q′〉 ∈ δ et q −→ q′ s'il existe une lettre a ∈ Σ telleque q a

−→ q′. Une exé
ution pour A est une séquen
e d'états de 
ontr�le q0 · q1 · q2 · · · �nieou in�nie telle que pour toute position i de la séquen
e on a qi −→ qi+1. Nous notons aussiles exé
utions q0 a0−→ q1
a1−→ q2

a2−→ · · · lorsque nous voulons faire apparaître les lettres luessu

essivement au long de l'exé
ution. On peut distinguer deux 
atégories d'automates.L'automate A est un automate déterministe ssi pour tout état q ∈ Q et toute lettre a ∈ Σ ilexiste un unique état de 
ontr�le q′ ∈ Q tel que q a
−→ q′. Ce
i signi�e qu'il existe un uniquedépla
ement dans 
haque état de 
ontr�le lorsque l'on lit une lettre donnée. Les automatesnon-déterministes généralisent 
ette 
lasse d'automates en autorisant dans la relation detransition plusieurs possibilités d'évoluer à partir du même état et de la même lettre.La 
ondition d'a

eptation sert à dé�nir le langage a

epté par l'automate. On dit qu'unmot w est a

epté ou re
onnu par A ssi il existe une exé
ution de A de la forme q0 a0−→ q1

a1−→
q2

a2−→ · · · qui véri�e la 
ondition d'a

eptation telle que pour tout 0 ≤ i < |w| on a ai = w(i).Une autre façon de voir les 
hoses est qu'un mot w est une entrée pour l'automate et qu'unpas dans l'exé
ution 
onsiste à lire la lettre de la position 
ourante de w, e�e
tuer unetransition valide dans l'automate puis passer à la position suivante. Le fait que 
e mot soita

epté ou non est toujours lié au fait que l'exé
ution satisfait la 
ondition d'a

eptation.28



Dans le 
as des automates de mots �nis, la 
ondition d'a

eptation est dé�nie en généralpar un sous-ensemble d'états de 
ontr�le �naux et une exé
ution �nie est a

eptée ssi elletermine dans un état �nal. L'ensemble des mots re
onnus par A forme le langage re
onnupar A que nous notons L(A).On peut introduire des transitions parti
ulières dans un automate appelées ε-transitionsde la forme q ε
−→ q′. L'élément ε est don
 rajouté à l'alphabet mais n'est pas une lettre àproprement dit. Intuitivement, 
es transitions autorisent le fran
hissement d'une transitionsans lire de lettre de l'alphabet. Un mot w est a

epté par un automate A ave
 des ε-transitions ssi il peut être obtenu à partir d'un mot w′ en e�açant toutes les o

urren
esde ε et w′ est re
onnu stri
tement par A en 
onsidérant ε 
omme une lettre normale del'alphabet.2.1.1 Automates de mots in�nisNous avons besoin de dé�nir des 
onditions d'a

eptation spé
i�ques pour re
onnaitredes séquen
es in�nies. Il existe di�érentes 
onditions d'a

eptation pour les mots in�nis.Nous présentons i
i 
elles que nous utiliserons par la suite. Pour plus de détails sur les ré-sultats qui suivent, nous 
onseillons de se référer à [Tho90℄.Une 
ondition de Bü
hi est dé�nie par un ensemble d'états �naux F ⊆ Q. Une exé
utionest a

eptante ssi il existe un état de F qui est visité in�niment souvent. Un langage re
onnupar un automate de mots ave
 
ondition d'a

eptation de Bü
hi est appelé langage ω-régulier. L'ensemble des langages ω-réguliers est 
los par rapport aux opérations 
lassiquessur les langages.Théorème 5 L'ensemble des langages re
onnus par un automate de mots ave
 
onditiond'a

eptation de Bü
hi est 
los par interse
tion, union et 
omplémentation.Soient A1 = 〈Q1, I1, F1,Σ1, δ1〉 et A2 = 〈Q2, I2, F2,Σ2, δ2〉 deux automates de Bü
hi. Sansperte de généralité nous supposons que les ensembles d'états Q1 et Q2 sont disjoints. L'au-tomate re
onnaissant l'union des langages L(A1) et L(A2) est l'automate de Bü
hi tel que� l'ensemble des états de 
ontr�le est Q1 ⊎Q2,� l'ensemble des états initiaux est I1 ⊎ I2,� l'ensemble des états �naux est F1 ⊎ F2,� l'alphabet est l'ensemble Σ1 ∪ Σ2,� la relation de transition 
oïn
ide ave
 δ1 pour les états de Q1 et δ2 pour les états de

Q2, 
'est à dire que pour tout i ∈ {1, 2} on a
〈q, a, q′〉 ∈ δ ssi q, q′ ∈ Qi, a ∈ Σi et 〈q, a, q′〉 ∈ δi.Pour 
e qui est de l'interse
tion, la 
onstru
tion n'est pas aussi triviale 
ar il nous fautsyn
hroniser les automates et assurer que les états �naux sont visités in�niment souvent dans
ha
une des deux stru
tures. L'automate re
onnaissant l'interse
tion des langages L(A1) et

L(A2) est l'automate de Bü
hi tel que 29



� l'ensemble des états de 
ontr�le est Q1 ×Q2 × {1, 2},� l'ensemble des états initiaux est I1 × I2 × {1},� l'alphabet est l'ensemble Σ1 ∪ Σ2,� la relation de transition est dé�nie par 〈q1, q2, i〉 a
−→ 〈q′1, q

′
2, i
′〉 ssi� 〈q1, a, q′1〉 ∈ δ1 et 〈q2, a, q′2〉 ∈ δ2,� si q1 ∈ F1 et i = 1 alors i′ = 2,sinon si q2 ∈ F2 et i = 2 alors i′ = 1,sinon i = i′� l'ensemble des états �naux est Q× F2 × {2}.Les deux premiers éléments qui 
omposent un état de 
ontr�le 
odent l'état 
ourant dans

A1 et A2. Le prin
ipe de base de la relation de transition est qu'un mouvement est autorisédans l'automate syn
hronisé ssi il est autorisé dans les deux automates A1 et A2. Pour la
ondition d'a

eptation, le troisième élément i qui 
ompose un état de 
ontr�le sto
ke uneinformation 
haque fois que l'on visite un état �nal d'un des deux automates. Si la dernière
omposante vaut i et qu'on passe par un état 
orrespondant à un état �nal pour Ai, 
'est-à-dire que la ième 
omposante de l'état de 
ontr�le appartient à Fi, alors i 
hange de valeur.Ainsi, entre deux o

urren
es d'un état de la forme Q×F2×{2} on doit passer par un étatde la forme F1×Q×{1} 
e qui assure que si l'ensemble des états de Q×F2×{2} est visitéin�niment souvent alors il en est de même pour l'ensemble F1×Q×{1}. On peut fa
ilementmontrer la 
orre
tion de la 
onstru
tion à partir de 
ette remarque.En�n, la 
omplémentation est une opération bien plus 
ompliquée 
ar il est impossiblede dé�nir un algorithme qui étant donné un automate de Bü
hi non-déterministe 
onstruitun automate de Bü
hi déterministe a

eptant le même langage. On peut 
ependant utiliserla 
onstru
tion dé�nie de Safra [Saf88℄ pour 
onstruire un automate de Bü
hi re
onnaissantle 
omplément du langage a

epté par un automate de Bü
hi donné.Nous nous intéressons maintenant au problème du vide, qui est dé
idable pour la 
lassedes automates de Bü
hi.Théorème 6 Le problème du vide pour les automates de mots ave
 
ondition d'a

eptationde Bü
hi est NLOGSPACE-
omplet.Preuve : Un témoin pour une exé
ution a

eptante est un 
hemin �ni 
omposé d'un sous-
hemin entre un état initial et un état �nal suivi d'une bou
le sur l'état �nal, 
'est-à-dire unsous-
hemin 
ommençant et terminant dans 
et état �nal. En e�et, la bou
le assure qu'onpeut visiter in�niment souvent l'état �nal et la première partie du 
hemin que 
et état �nalpeut être atteint a partir d'un état initial. La taille de 
e témoin peut être bornée par lenombre d'états de 
ontr�le de l'automate puisque toute bou
le n'ayant pas pour origineun état �nal rallonge inutilement le 
hemin. La véri�
ation qu'un tel témoin est valide nené
essite pas de mémoire supplémentaire. Ce problème est don
 dans NLOGSPACE.La NLOGSPACE-dureté est dire
te 
ar le problème de l'a

essibilité dans un grapheest déjà NLOGSPACE-
omplet. �30



Une autre propriété des automates de Bü
hi est que si le langage re
onnu par un auto-mate de 
ette 
lasse n'est pas vide alors il existe un mot dans 
e langage qui est ultimementpériodique. Un mot ultimement périodique est un mot de la forme w1 · (w2)
ω terminant parun su�xe répété in�niment souvent.Théorème 7 Tout langage non-vide a

epté par un automate de mots ave
 
ondition d'a
-
eptation de Bü
hi 
ontient un mot ultimement périodique.En e�et, 
onsidérons un mot a

epté par un automate de Bü
hi A. D'après la 
onditiond'a

eptation, il existe dans l'exé
ution de A prenant 
omme entrée 
e mot deux positions
orrespondant à la répétition d'un même état �nal. On peut répéter in�niment souventle sous-
hemin entre 
es deux positions pour obtenir une exé
ution ultimement périodiquea

eptante. Le mot 
orrespondant à 
ette exé
ution est ultimement périodique.Une variante de la 
ondition de Bü
hi est la 
ondition de Bü
hi généralisée. Une telle
ondition est spé
i�ée par un ensemble d'ensembles d'états �naux {F1, . . . , Fn} tel que pourtout 1 ≤ i ≤ n on a Fi ⊆ Q. Une exé
ution est a

eptante ssi il existe dans 
haque Fi unétat visité in�niment souvent. Un automate ave
 
ondition de Bü
hi généralisée peut êtretransformé en automate ave
 
ondition de Bü
hi standard.Théorème 8 Étant donné un automate de mots ave
 
ondition d'a

eptation de Bü
higénéralisée, on peut 
onstruire en espa
e logarithmique un automate de mots ave
 
onditiond'a

eptation de Bü
hi standard a

eptant le même langage.En quelques mots, la 
onstru
tion utilise une idée semblable à 
elle utilisée plus hautdans la syn
hronisation pour l'interse
tion d'automates de Bü
hi a�n d'assurer que tous lesensembles sont su

essivement visités. On introduit un nouvel ensemble d'états de 
ontr�le

Q× {1, . . . , n} où n est le nombre d'ensembles d'états �naux. Un état du nouvel automateest don
 de la forme 〈q, i〉 où q 
orrespond à un état de l'automate généralisé et i 
ode lepro
hain ensemble d'états �naux que l'on veut visiter. Ainsi, la relation de transition estdé�nie par 〈q, i〉 a
−→ 〈q′, i′〉 ssi� q

a
−→ q′ dans l'automate de Bü
hi généralisé� si q ∈ Fi alors i′ = i+ 1 si i < n et i′ = 0 sinon,sinon i′ = i.L'ensemble des états initiaux est Q× {1} et l'ensemble des états �naux Fn × {n}.Ainsi, les automates ave
 
ondition de Bü
hi généralisée héritent des mêmes propriétésde 
l�tures que les automates de mots ave
 
ondition d'a

eptation de Bü
hi standard et leproblème du vide a la même 
omplexité.En�n, nous utilisons aussi la 
ondition d'a

eptation de parité. Nous utilisons surtout
ette 
ondition pour le 
as des automates d'arbres dans la Se
tion 2.2 mais il est plus fa
ilede l'introduire d'abord pour les mots. Une telle 
ondition d'a

eptation est dé�nie par unefon
tion qui a�e
te à 
haque état de l'automate un rang appartenant à N. Une exé
utionest a

eptante ssi la priorité minimale a�e
tée aux états visités in�niment souvent est paire.31



Pour information, l'ensemble des langages re
onnaissables par les les automates de motsave
 
ondition d'a

eptation de Bü
hi est égal à l'ensemble des langages re
onnaissables parles les automates de mots ave
 
ondition d'a

eptation de parité.Théorème 9 Les ensembles des langages re
onnaissables par les automates de mots ave

ondition d'a

eptation de Bü
hi, de Bü
hi généralisée et de parité sont égaux.2.1.2 LTL et les automates de Bü
hiOn peut dire que les di�érentes appro
hes utilisant une tradu
tion vers des automatespour prouver la satisfaisabilité d'une formule dans une logique temporelle linéaire ont pourorigine le résultat de [Bü
62℄ qui établit une relation entre les langages dé�nissables par uneformule de MSO et les automates de Bü
hi.Théorème 10 [Bü
62℄ Tout langage de mots dé�nissable par une formule de MSO peutêtre re
onnu par un automate ave
 
ondition d'a

eptation de Bü
hi.D'après les remarques faites dans la Se
tion 1.1.2, 
e résultat implique don
 la dé
idabilitédu problème de la satisfaisabilité pour xLTL puisque tester si le langage re
onnu par unautomate ave
 
ondition d'a

eptation de Bü
hi est non vide est un problème dé
idable. La
omplexité de 
ette 
onstru
tion pour l'ensemble des modèles qui satisfont une formule dexLTL est dé�nie dans [GK03℄.Théorème 11 [GK03℄ Étant donnée une formule de xLTL, on peut 
onstruire en utilisantun espa
e polynomial par rapport à |φ| un automate de Bü
hi Aφ qui re
onnaît l'ensembledes modèles de φ.En 
onséquen
e, la formule φ est satisfaisable ssi le langage L(Aφ) est non-vide. Commele problème du vide pour les automates de Bü
hi est dans NLOGSPACE 
e
i implique lerésultat de 
omplexité suivant.Théorème 12 Le problème de la satisfaisabilité est PSPACE-
omplet pour xLTL.En e�et, la 
omposition d'un test en NLOGSPACE ave
 une 
onstru
tion en espa
e po-lynomial donne une pro
édure en espa
e polynomial non-déterministe d'après [BDG88,Corollaire 3.36℄. D'après le théorème de Savit
h, 
ette 
lasse de 
omplexité est égale àPSPACE [Sav70℄.Cependant, une 
onstru
tion optimale plus an
ienne pour LTL a été introduite par Vardiet Wolper dans [VW86℄ (voir aussi [VW94℄). Nous dé
rivons 
i-dessous 
ette 
onstru
tionqui est 
elle que nous étendons dans plusieurs preuves par la suite.Théorème 13 [VW94℄ Étant donnée une formule φ de LTL on peut 
onstruire en espa
epolynomial par rapport à |φ| un automate de Bü
hi Aφ tel que φ est satisfaisable ssi lelangage re
onnu par Aφ est non-vide. 32



Nous dé
rivons 
ette 
onstru
tion pour la version de la logique LTL ave
 les opérateurspassés (voir [VW94℄ et [LPZ85℄). Soit φ une formule de 
ette logique. La 
l�ture de φ, notée
cl(φ) est le plus petit ensemble 
ontenant φ et véri�ant :� pour toute formule φ1 appartenant à cl(φ), la formule ¬φ1 appartient à cl(φ) (onidenti�e ¬¬φ1 et φ1),� pour toute formule de la forme φ1 ∧φ2 ou φ1 ∨φ2 appartenant à cl(φ) les formules φ1et φ2 appartiennent à cl(φ),� pour toute formule de la forme Xφ1 ou X−1φ1 appartenant à cl(φ), la formule φ1appartient à cl(φ),� pour toute formule de la forme φ1Uφ2 appartenant à cl(φ) les formules φ1, φ2 et

X(φ1Uφ2) appartiennent à cl(φ),� pour toute formule de la forme φ1Sφ2 appartenant à cl(φ) les formules φ1, φ2 et
X−1(φ1Sφ2) appartiennent à cl(φ).Un atome de φ est un ensemble X maximalement 
ohérent d'éléments de cl(φ) dans le sensoù il véri�e les propriétés suivantes.� pour toute formule φ1 de cl(φ), soit φ1 ou ¬φ1 appartient à X mais pas les deux (onidenti�e toujours ¬¬φ1 et φ1),� la formule φ1 ∧ φ2 appartient à X ssi les formules φ1 et φ2 appartiennent à X,� la formule φ1 ∨ φ2 appartient à X ssi φ1 ou φ2 appartient à X,� la formule φ1Uφ2 appartient à X ssi la formule φ2 appartient à X ou les formules φ1et X(φ1Uφ2) appartiennent à X,� si la formule φ1Sφ2 appartient àX alors la formule φ2 ou les formules φ1 et X−1(φ1Sφ2)appartiennent à X.Nous notons Atom(φ) l'ensemble des éléments véri�ant 
es 
onditions.L'automate Aφ a pour ensemble d'états de 
ontr�le l'ensemble Q = Atom(φ) et l'en-semble des états initiaux est dé�ni par I ⊆ Q tel que pour tout At ∈ I on a� φ ∈ At ,� pour toute formule de la forme X−1φ′ ∈ cl(φ) on a ¬X−1φ′ ∈ At .L'alphabet de Aφ est P(P ) où P ⊆ PROP est l'ensemble �ni des variables propositionnellesutilisées dans φ. La relation de transition est telle que pour tout At ,At ′ ∈ Q et X ∈ P(P )on a At

X
−→ At ′ ssi� pour toute proposition atomique p ∈ PROP on a p ∈ At ssi p ∈ X,� pour 
haque formule X−1ψ ∈ cl(φ) on a ψ ∈ At ssi X−1ψ ∈ At ′,� pour 
haque formule Xψ ∈ cl(φ) on a Xψ ∈ At ssi ψ ∈ At ′.Nous dé�nissons 
omme 
ondition d'a

eptation une 
ondition de Bü
hi généralisée maisd'après le résultat du Théorème 8 on peut 
onstruire en utilisant un espa
e logarithmique à33



partir de l'automate obtenu un automate de Bü
hi standard re
onnaissant le même langage.S'il n'existe au
une formule de la forme φ1Uφ2 dans cl(φ) alors tous les états sont a

eptants,
'est-à-dire que F = Q. Sinon, on pose
F =

{
{At ∈ Q | φ1Uφ2 6∈ At ou φ1 ∈ At} | φ1Uφ2 ∈ cl(φ)

}
.Pour plus de détails sur 
ette 
onstru
tion ainsi que la preuve de sa 
orre
tion, voir parexemple [VW94℄. Intuitivement, 
ette preuve utilise le fait qu'à 
haque position dans uneexé
ution a

eptante, toute sous-formule appartenant à l'atome 
ourant est véri�ée. Cette
onstru
tion permet de retrouver la borne PSPACE par 
omposition ave
 le test du videpour un automate de Bü
hi.2.2 Automates d'arbresNous 
onsidérons maintenant les automates d'arbres qui généralisent les automates demots dé�nis dans la se
tion pré
édente. Le langage a

epté par 
es automates n'est plus
omposé de séquen
es mais d'arbres.2.2.1 Quelques mots sur les automates d'arbresLa prin
ipale di�éren
e entre la dé�nition d'un automate d'arbres et 
elle d'un automatede mots réside dans la relation de transition. Lorsque l'on re
onnaît des mots, 
haque paire
omposée d'un état de 
ontr�le et une lettre de l'alphabet 
orrespond à un mouvementdans l'automate. Ensuite l'exé
ution 
ontinue à partir de la position suivante dans le mot.Dans un automate d'arbres, 
haque sommet ayant plusieurs su

esseurs, on envoie une
opie de l'exé
ution pour 
haque noeud �ls a�n de re
onnaître les di�érents sous-arbres
orrespondants. La relation de transition est don
 de la forme δ ⊆ Q×Σ×P(Q) et asso
ieun mouvement dans l'automate pour 
haque �ls du sommet 
ourant en fon
tion de la lettrelue. Par exemple, la transition δ(q, a) = {q1, q2} signi�e que si l'état 
ourant est q, qu'on litla lettre a et que le sommet 
ourant à deux �ls alors un sommet 
ontinue l'exé
ution dansl'état q1 et l'autre fait de même mais en passant dans l'état q2.Nous ne nous étendons pas plus sur les propriétés générales des automates d'arbres 
arnous utilisons une 
lasse parti
ulière d'automates d'arbres dans 
e do
ument. La dé�nitiondes automates d'arbres que nous introduisons généralise la dé�nition standard en introdui-sant l'alternation [CKS81℄. De plus, 
ertaines dé�nitions sont spé
i�ques aux automatesd'arbres dont nous aurons besoin. Pour plus d'informations sur les automates d'arbres, lele
teur peut se référer à [Tho90℄ ou [CDG+97℄. Nous dé
rivons ave
 plus de détails la 
lassed'automates qui nous intéresse.2.2.2 Automates d'arbres alternantsLa 
lasse des automates d'arbres alternants généralise 
elle des automates d'arbres endé�nissant la relation de transition par une formule logique. Soit FBP(X) l'ensemble des for-mules Booléennes positives 
onstruites sur les éléments de X qui est dé�ni par la grammairesuivante :

α ::= ⊤ | ⊥ | p | α ∧ α | α ∨ α34



où p ∈ X. Un ensemble Y ⊆ X satisfait une formule α ∈ FBP(X) ssi la valuation qui a�e
te
⊤ à 
haque élément de Y et ⊥ aux autres éléments de X satisfait α.Un automate d'arbres alternant d'arité d+1 est une stru
ture 〈Q, I,Cond,Σ, δ〉 telle que� Q est un ensemble �ni d'états,� Σ est un alphabet d'entrée,� I ⊆ Q est un ensemble d'états initiaux,� Cond spé
i�e la 
ondition d'a

eptation et� la transition de relation δ est une fon
tion de la forme (Q×Σ)→ FBP({0, . . . , d}×Q).La relation de transition asso
ie à une paire de la forme 〈q, a〉 ∈ Q×Σ une formule booléennepositive sur les éléments de {0, . . . , d} × Q. L'hypothèse selon laquelle les su

esseurs de
haque sommet sont ordonnés nous permet d'asso
ier un �ls parti
ulier à 
haque mouvementdans l'automate. Chaque élément de {0, . . . , d}×Q spé
i�e une dire
tion dans laquelle on sedépla
e dans l'arbre (un su

esseur) et un état dans lequel passe l'automate. Par exemple,la transition

δ(q, a) = 〈0, q1〉 ∨ (〈0, q2〉 ∧ 〈1, q3〉)signi�e que lorsque l'automate est dans l'état q et que la lettre lue est a alors� soit on se dépla
e pour lire le 0-su

esseur du sommet 
ourant et l'automate entredans l'état q1,� soit on lan
e une 
opie de l'automate qui passe dans l'état q2 et se dépla
e dans ladire
tion du 0-su

esseur du sommet 
ourant, et une autre qui passe dans l'état q3 etse dépla
e dans la dire
tion du 1-su

esseur.La di�éren
e ave
 un automate d'arbres 
lassique est que la relation de transition laissela possibilité d'envoyer plusieurs 
opies de l'exé
ution dans la même dire
tion. Notons quele non-déterminisme 
orrespond à une disjon
tion dans la relation de transition. En e�et,plusieurs relations par rapport à la même paire 
omposée d'un état et d'une lettre, parexemple δ(q, a) = 〈0, q1〉 et δ(q, a) = 〈0, q2〉, peuvent être rassemblées dans la même transi-tion δ(q, a) = 〈0, q1〉 ∨ 〈0, q2〉.Un automate d'arbres alternant A = 〈Q, I,Σ, δ,Cond〉 d'arité d + 1 prend pour entréedes arbres de degré d + 1 dont les sommets sont étiquetés par des éléments de Σ. Uneexé
ution de A sur l'entrée T = 〈N, {n0}, δ,Γ〉 est un autre arbre Tr = 〈Nr, {n0,r},−→r,Γr〉dont la ra
ine est étiquetée par un état q0 ∈ I et les autres sommets par des éléments de
N ×Q. Un sommet de Tr étiqueté par une paire de la forme 〈q, n〉 
orrespond à une 
opiede l'automate dans l'état q et lisant la lettre asso
ié au sommet n de T . Chaque sommet de
Tr et son ensemble de su

esseurs doivent satisfaire la relation de transition :Pour tout sommet nr de Tr tel que Γr(nr) = 〈q, n〉 et δ(q,Γ(n)) = α, l'ensemble S ⊆
({0, . . . , d} ×Q) dé�ni par
〈a, q′〉 ∈ S ssi il existe un su

esseur de nr dans Tr étiqueté par 〈n′, q′〉 ∈ S tel que n′ est le

a-su

esseur de n dans T35



satisfait la 
ontrainte α.Notons qu'une exé
ution peut avoir des sommets sans su

esseurs, aussi appelés feuilles,puisque si α vaut ⊤ alors rien n'empê
he qu'on n'ait au
un su

esseur. Au 
ontraire il estimpossible de 
onstruire une exé
ution en utilisant une règle où α vaut ⊥.Une exé
ution est a

eptante ssi toutes ses bran
hes in�nies véri�ent la 
ondition d'a
-
eptation. Un arbre T de degré d est a

epté par A ssi il existe une exé
ution a

eptante de
A sur l'entrée T . L'ensemble des arbres de degré d a

eptés par A forme le langage a

eptépar l'automate A.Les 
onditions d'a

eptation utilisées sont similaires à 
elles des automates de motsmais s'appliquent à toutes les bran
hes in�nies de l'exé
ution. Dans le 
as d'une 
onditiond'a

eptation de Bü
hi, Cond est un sous-ensemble d'états de l'automate F ⊆ Q et unebran
he véri�e la 
ondition d'a

eptation ssi il existe un état de F visité in�niment souvent.De même, la 
ondition de Bü
hi généralisée est telle que Cond est un ensemble de sous-ensembles a

eptants. Une bran
he véri�e 
ette 
ondition ssi tous les sous-ensembles sontvisités in�niment souvent.Théorème 14 Un automate d'arbres alternant ave
 
ondition de Bü
hi généralisée peutêtre transformé en temps polynomial en automate d'arbres alternant ave
 
ondition de Bü
hia

eptant le même langage.La transformation reprend les mêmes opérations que dans le 
as des automates de mots.Dans le 
as d'une 
ondition d'a

eptation de parité, nous rappelons que Cond est unefon
tion Rang : Q → N qui asso
ie un rang (ou priorité) à 
haque état de l'automate.Une bran
he in�nie est a

eptée ssi la priorité minimale de l'ensemble des états visitésin�niment souvent est paire. Nous utilisons par la suite le fait qu'une 
ondition de Bü
hipeut être transformé en 
ondition de parité.Théorème 15 Un automate d'arbres alternant ave
 
ondition de Bü
hi peut être trans-formé en temps linéaire en automate d'arbres alternant ave
 
ondition de parité.Preuve : On a juste besoin de deux priorités. Les états �naux ont pour priorité 0 et lesautres 1. Le reste de l'automate ne 
hange pas. Il est fa
ile de véri�er qu'une bran
he passein�niment souvent par un état �nal ssi la priorité minimale est 0. �Le prin
ipal intérêt de 
ette transformation est que les langages re
onnus par les automatesd'arbres alternants ave
 
ondition de parité sont 
los par 
omplémentation. La 
onstru
tiond'un automate d'arbres alternant ave
 
ondition de parité re
onnaissant le 
omplément d'unautre automate de la même 
lasse est d'ailleurs peu 
oûteuse en terme de 
omplexité.Théorème 16 Étant donné un automate d'arbres alternant A ave
 
ondition de parité, onpeut 
onstruire en temps linéaire un autre automate d'arbres alternant Ã ave
 
ondition deparité tel que pour tout arbre T , T appartient au langage re
onnu par A ssi T n'appartientpas au langage re
onnu par Ã. 36



Pour 
onstruire Ã, il su�t de dualiser les formules qui dé�nissent la relation de transi-tion de l'automate et d'ajouter 1 aux priorités a�e
tées à 
haque état (pour la preuve de
orre
tion de 
ette 
onstru
tion, voir par exemple [Kir02℄). Cette propriété de 
l�ture par
omplémentation n'est pas vraie pour les automates d'arbres ave
 
ondition d'a

eptationde Bü
hi en général. L'ensemble des langages re
onnus par les automates d'arbres alternantave
 
ondition de Bü
hi est don
 in
lus dans l'ensemble des langages re
onnus par les auto-mates d'arbres alternant ave
 
ondition de parité (d'après le Théorème 15). Par 
ontre lesdeux 
lasses d'automates partage la propriété de 
l�ture par union et interse
tion.Théorème 17 L'ensemble des langages re
onnus par un automate d'arbres ave
 
onditiond'a

eptation de Bü
hi (respe
tivement parité) est 
los par interse
tion et union.En quelques mots, l'interse
tion de deux automates d'arbres alternants A1 = 〈Q1, {q
1
0},

Cond1,Σ1, δ1〉 et A2 = 〈Q2, {q
2
0},Cond2,Σ2, δ2〉 est obtenue en ajoutant un état supplé-mentaire q0 dé�ni 
omme le nouvel (et unique) état initial et en ajoutant une nouvelle règlede transition pour l'état initial qui envoie deux 
opies de l'exé
ution vers les états initiaux

q10 et q20 des automates A1 et A2. Ce
i peut se traduit par la règle
δ(q0, a) = δ1(q

1
0, a) ∧ δ2(q

2
0 , a)pour tout a ∈ Σ1 ∪ Σ2. Le reste de la relation de transition et la 
ondition d'a

eptation
oïn
ide, pour tout i ∈ {1, 2}, ave
 la dé�nition de Ai pour 
haque état de Qi (nous suppo-sons sans perte de généralité que Q1∩Q2 = ∅). La 
onstru
tion de l'automate qui re
onnaîtl'union des langages re
onnus par A1 et A2 est similaire en remplaçant la 
onjon
tion parune disjon
tion dans la règle δ(q0, a). Ainsi, à partir de l'état initial on peut 
hoisir de pour-suivre dans l'exé
ution dans l'un ou l'autre des automates.Pour 
e qui est du test du vide, 
e problème est dé
idable pour les automate d'arbresalternant ave
 
ondition de parité et la 
omplexité est la suivante.Théorème 18 Le problème du vide pour un automate d'arbres alternant A ave
 
onditionde parité est exptime-
omplet.Le résultat énon
é dans le Théorème 15 permet de voir que le problème du vide pour lesautomates d'arbres ave
 
ondition de Bü
hi est aussi dans exptime. De même, 
e problèmeest aussi exptime-dur.Théorème 19 Le problème du vide pour un automate d'arbres alternant A ave
 
onditionde Bü
hi ou de Bü
hi généralisée est exptime-
omplet.2.2.3 Méthodes à base d'automates pour les logiques arbores
entesIl existe moins de méthodes à base d'automates pour résoudre les problèmes liés auxlogiques arbores
entes. Citons juste les travaux de [Wil99, KVW00℄ qui montrent qu'onpeut 
onstruire un automate d'arbres alternant qui re
onnaît l'ensemble des modèles d'uneformules de CTL ou CTL⋆ donnée. Contrairement à la 
onstru
tion pour LTL à laquellenous faisons référen
e à plusieurs reprises, nous ne dé�nissons pas i
i la 
onstru
tion pour37



CTL⋆ que nous utilisons plus lo
alement dans 
e do
ument. Nous reprendrons les prin
ipauxéléments de 
ette 
onstru
tion le moment venu (voir Se
tion 7.3.2). Le résultat qui nousintéresse est le suivant.Théorème 20 Étant donnée une formule φ de CTL⋆ on peut 
onstruire en temps exponen-tiel par rapport à |φ| un automate d'arbres alternant Aφ ave
 une 
ondition d'a

eptationde parité tel que φ est satisfaisable ssi le langage re
onnu par Aφ est non-vide.Intuitivement, la 
onstru
tion de 
et automate se fait de manière indu
tive par rapport àla stru
ture de φ. Le 
as des formules de la forme Eψ utilise la 
onstru
tion dé�nie pour lesformules de LTL et la 
ondition de parité est né
essaire pour pouvoir 
omplémenter l'au-tomate obtenu dans le 
as où l'on voudrait 
onstruire l'automate qui re
onnaît les modèlesde A¬ψ. La taille de Aφ est par 
onséquent d'ordre exponentiel par rapport à 
elle de φ.2.3 Automates à 
ompteursUne dernière 
lasse d'automates qui tient une pla
e importante dans la suite est la 
lassedes automates à 
ompteurs. Les automates à 
ompteurs sont di�érents des automates quenous avons 
onsidérés jusqu'à présent. En e�et, 
es automates sont équipés d'un ensemble�ni de variables prenant des valeurs entières. En plus des lettres de l'alphabet, on asso
ieaux transitions des tests et mises à jour pour les variables. Un automate à 
ompteur estdon
 une stru
ture dé�nie par� un ensemble �ni d'états de 
ontr�le Q,� une ensemble d'états initiaux I,� un ensemble �ni de 
ompteurs C,� une relation de transition δ ∈ Q×P(Tests)×Up×Q telle que Tests est un ensemble�ni de tests sur les 
ompteurs et Up est un ensemble �ni de fon
tions de la forme
f : N|C| → N|C| dé�nissant une mise à jour des 
ompteurs,� et une 
ondition d'a

eptation.Nous oublions l'alphabet pour le reste de 
ette se
tion 
ar les propriétés qui nous intéressentportent prin
ipalement sur les exé
utions et pas les langages. Néanmoins, rien n'empê
hed'utiliser un automate à 
ompteurs 
omme générateur de langage.Les 
on�gurations d'un automate à 
ompteurs sont don
 des éléments de Q × N|C|dont la deuxième 
omposante représente une valuation pour les 
ompteurs. L'ensemble des
on�gurations d'un automate à 
ompteurs est don
 in�ni 
ontrairement aux automatesque nous avons vu jusqu'à présent. Nous notons 〈q, v〉 X,u−→ 〈q′, v′〉 ssi il existe un élément

〈q,X, u, q′〉 ∈ δ tel que la valuation des 
ompteurs v satisfait tous les tests de X et v′ = u(v).Une 
lasse parti
ulière d'automates à 
ompteur à laquelle nous auront à faire référen
eest la 
lasse des ma
hines de Minsky [Min67℄. Cette 
lasse est une 
lasse simple d'automatesà 
ompteurs dont les seules opérations permises sur les 
ompteurs sont l'in
rémentation etla dé
rémentation par 1 et les tests à zéro. Par rapport à la dé�nition 
i-dessus, une ma
hine38



de Minsky est un automate à 
ompteurs tel que :� l'ensemble des tests est un ensemble de tests à zéro de la forme x =? 0 pour tout
ompteur x ∈ C,� l'ensemble des fon
tions de mises à jour est telle que tout u ∈ Up, u(x1, . . . , x|C|) =
(u(x1), . . . , u(x|C|)) véri�e pour tout x ∈ C� u(x) = x� ou u(x) = x+ 1,� ou u(x) = x− 1.Notons que 
omme un 
ompteur ne peut pas avoir une valeur négative, toute opérationde dé
rémentation implique un test à zéro impli
ite. On dé�nit aussi un ensemble d'états�naux. Au lieu du problème du vide, on parle pour les ma
hines de Minsky� du problème de l'arrêt qui 
orrespond déterminer l'existen
e d'une exé
ution �nieterminant dans un état �nal,� et du problème de l'exé
ution ré
urrente qui 
orrespond à l'existen
e d'une exé
utionvéri�ant une 
ondition de Bü
hi.La raison pour laquelle nous introduisons 
ette 
lasse maintenant est que nous l'utilisonsà plusieurs reprises pour prouver des résultats d'indé
idabilité. En e�et, le problème del'a

essibilité pour les ma
hines de Minsky ave
 deux 
ompteurs ou plus est indé
idable.Théorème 21Le problème de l'arrêt pour les ma
hines de Minsky à deux 
ompteurs non-deterministes estindé
idable. [Min67℄Le problème de l'exé
ution ré
urrente d'une ma
hine de Minsky à deux 
ompteurs non-deterministes est Σ1

1-
omplet. [AH94, Lemme 8℄Comme les ma
hines de Minsky à deux 
ompteurs sont des automates à 
ompteurs assezsimples 
e résultat implique beau
oup de résultats d'indé
idabilité pour les problèmes liésà la 
lasse automates à 
ompteurs. Cependant, de nombreuses sous-
lasses ont été étudiées,pour lesquelles des problèmes de model-
he
king sont dé
idables :1. les réseaux de Petri [Pet81, Jan90, CEP95, DE95℄,2. les ma
hines à 
ompteurs dont le nombre d'alternations entre 
roissan
e et dé
rois-san
e des valeurs est borné [Iba78℄,3. les systèmes à 
ompteurs plats [CJ98℄,4. les systèmes à 
ompteurs plats ave
 des fon
tions de mise à jour a�nes formant unmonoïde �ni [Boi98, FL02, BFLP03℄,5. les systèmes à 
ompteurs admissibles ave
 
ontraintes de Presburger [DFGvD06℄.Certains langages de spé
i�
ation que nous introduisons par la suite ont pour obje
tif prin-
ipal de spé
i�er des propriétés sur les automates à 
ompteurs. Ainsi, les résultats pourles problèmes de model-
he
king 
orrespondants à 
es langages 
omplètent ou étendent lesrésultats 
onnus. 39
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Chapitre 3Logiques temporelles sur des domaines 
on
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utions linéaires d'un D-automate . . . . . . . . . . . . . . . . 513.2.3 Exé
utions arbores
entes d'un D-automate . . . . . . . . . . . . . 523.3 Domaines induits par l'arithmétique de Presburger . . . . . . . 533.3.1 Spé
i�
ation de propriétés sur les systèmes à 
ompteurs . . . . . . 533.3.2 Fragments étudiés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 543.1 Dé�nition du langage logique3.1.1 Extension de logiques sur domaines 
on
retsLes stru
tures de Kripke abstraient les états du programmes par rapport à un ensemblepropositions qui prennent des valeurs binaires. Cette abstra
tion des systèmes informatiquespeut paraître limitée puisque dans la réalité les programmes manipulent des variables quipeuvent représenter des entiers, des réels ou des 
haînes de 
ara
tères. De nombreuses re-présentations symboliques ont été introduites pour représenter des systèmes in�nis qui ma-nipulent des objets aussi divers que des 
ompteurs, des horloges, des �les, des 
anaux de
ommuni
ation. . . Il est intéressant de pouvoir spé
i�er sur 
es modèles des 
ontraintes plusri
hes que la simple a

essibilité d'un état de 
ontr�le. Cependant, les variables proposi-tionnelles ne sont pas satisfaisantes lorsque l'on souhaite exprimer des propriétés relativesaux objets manipulés par 
es représentations symboliques. C'est pourquoi nous introduisonsune famille d'extensions des logiques temporelles sur des domaines 
on
rets qui permettentd'exprimer des propriétés sur des variables qui évoluent dans un ensemble potentiellementin�ni au 
ours d'une exé
ution. 41



Soit VAR = {x0, x1, . . .} un ensemble in�ni dénombrable de variables. Un domaine
on
ret est une paire D = 〈D,R〉 telle que D est un domaine d'interprétation pour lesvariables et R est un ensemble dénombrable de relations sur les éléments de D. Nous notonsles 
ontraintes de D sous la forme R(xj1 , . . . , xjk) telle que R est un symbole asso
ié à unerelation du domaine dont l'arité est k et xj1, . . . , xjk ∈ VAR. Une valuation est une fon
tionde la forme v : VAR→ D qui assigne à 
haque variable une valeur dans D. Une 
ontrainte
R(xj1 , . . . , xjk) de D est satisfaite par une D-valuation ssi (v(xj1), . . . , v(xjk)) ∈ R où Rest la relation de D asso
iée au symbole R. Dans 
e 
as, nous notons v |= R(xj1 , . . . , xjk).De même, nous notons v |= X pour un ensemble de 
ontraintes X ssi v satisfait toutes les
ontraintes de X. Un domaine 
on
ret D = 〈D,R〉 est un domaine 
on
ret trivial ssi pourtoute relation R ∈ R, soit R = ∅ ou bien R = Dk où k est l'arité de R. Ce
i implique que lasatisfa
tion d'une 
ontrainte dans un domaine 
on
ret trivial ne dépend pas de la valuation.Nous dé�nissons dans 
e 
hapitre une famille d'extensions des logiques temporelles pro-positionnelles dans lesquelles les propositions sont rempla
ées par des 
ontraintes induitespar un domaine 
on
ret. À la di�éren
e de 
e qui est dit 
i-dessus, 
es 
ontraintes ne portentpas sur des variables mais sur des termes représentant les valeurs des variables à di�érentsétats du modèle. Un terme est une expression de la forme XX . . .Xx 
omposée d'une variablepré�xée par un 
ertain nombre de symboles X. Nous réutilisons le symbole X de la modalitéde LTL 
ar 
ela ne 
ause au
une 
onfusion par la suite. Nous dé�nissons l'abréviation Xixoù i ≥ 0 pour noter 
es termes mais leur 
odage requiert O(i + j) bits où j est la taillené
essaire pour 
oder x. L'interprétation de 
es termes sera formellement dé�nie plus loin.Intuitivement, Xix représente la valeur de x au ième état suivant le long d'une exé
ution.Par exemple, une 
ontrainte telle que Xx = x+ 1 exprime qu'à l'instant suivant, la variable
x est in
rémentée de 1 et X2x � Xy que la valeur de x dans 2 états est un sous-mot de lavaleur de y à l'état suivant. Une 
ontrainte transitionnelle est une 
ontrainte de la forme
R(Xi1xj1, . . . ,X

ikxjk) telle que i1, . . . , ik ≤ 1. Seules les valeurs des variables à l'état 
ou-rant et à l'état suivant sont utilisées dans 
e type de 
ontraintes 
e qui permet de voir 
es
ontraintes 
omme une mise à jour des variables.Bien que déjà présente dans la logique du premier ordre, 
ette idée d'étendre les logiquestemporelles ave
 des langages de 
ontraintes est inspirée des travaux réalisés dans le domainedes logiques de des
ription (voir par exemple [BH91, Lut04℄). Les travaux réalisés dans le
adre de la véri�
ation de données stru
turées ou semi-stru
turées introduisent aussi 
etype d'extensions a�n de 
omparer les données [BMS+06, Seg06℄. En 
e qui 
on
erne leslogiques temporelles, de nombreuses extensions pouvant être reliées à notre dé�nition ontété introduites [WZ00, BC02, GKK+03℄, souvent dans le but d'exprimer des relations de
omptage entre des variables interprétées par des entiers (voir par exemple [�er94, BEH95,BH96, CC00, DD07℄).3.1.2 Logiques du temps linéairesEn 
e qui 
on
erne les logiques temporelles linéaires, nous dé�nissons CLTL(D) 
ommel'extension de LTL dé�nie par la grammaire suivante :
φ ::= R(Xi1xj1 , . . . ,X

ikxjk) | φ ∧ φ | ¬φ | Xφ | φUφoù xj1, . . . , xjk ∈ VAR sont des variables et R(Xi1xj1, . . . ,X
ikxjk) est une 
ontrainte de Dsur des termes. Les opérateurs X et U de la logique sont les opérateurs 
lassiques de LTL.42



Nous utilisons aussi les opérateurs Fφ et Gφ dé�nis dans LTL respe
tivement par ⊤Uφ et
¬F¬φ. Étant donnée une formule φ de CLTL(D) nous dé�nissons sa longueur temporelle,notée |φ|X, 
omme étant le plus grand entier l tel qu'un terme de la forme Xlx appartient à
φ. Intuitivement, 
ette mesure dé�nit la taille d'une fenêtre d'états 
onsé
utifs du modèledans lesquels les di�érentes valeurs prises par les variables peuvent être 
omparées.Les modèles de CLTL(D) sont des séquen
es in�nies de valuations de la forme σ : N→
(VAR → D). La relation de satisfa
tion pour la logique CLTL(D) est dé�nie de la mêmefaçon que pour LTL, ex
epté au niveau atomique.� σ, i |= R(Xi

′
1xj1, . . . ,X

i′
kxjk) ssi (σ(i + i′1)(xj1), . . . , σ(i + i′k)(xjk)) ∈ R,� σ, i |= φ ∧ φ′ ssi σ, i |= φ et σ, i |= φ′� σ, i |= ¬φ ssi σ, i 6|= φ,� σ, i |= Xφ ssi σ, i+ 1 |= φ,� σ, i |= φUφ′ ssi il existe i0 ≥ i tel que σ, i0 |= φ′ et pour tout i ≤ j < i0 on a σ, j |= φ.Nous notons σ |= φ si σ, 0 |= φ. Le problème de la satisfaisabilité pour CLTL(D) 
onsiste àdéterminer, étant donnée une formule φ, s'il existe un modèle σ : N→ (VAR→ D) tel que

σ |= φ. Nous notons CLTLlk(D) le fragment de CLTL(D) restreint aux formules ayant auplus k variables et dont la longueur temporelle est inférieure ou égale à l.Avant de 
ontinuer, voi
i quelques exemples de formules de CLTL(D).� G(x = Xx) est une formule de la logique CLTL(〈Z,=〉) et plus pré
isément de sonfragment CLTL1
1(〈Z,=〉) qui signi�e qu'à tout moment la valeur de x à l'instantsuivant est égale à sa valeur 
ourante, 
e qui signi�e que la valeur de x est 
onstante.� F((x < Xy) ∧ (x < XXy) ∧ (x < XXXy)) est une formule du fragment CLTL3

2(〈Z, <〉)de CLTL(〈Z, <〉). Elle exprime qu'on atteint dans le futur une position où les 3pro
haines valeurs de y sont stri
tement supérieures à la valeur 
ourante de x.� (sent = Xsent)U(sent � Xreceived) est une formule du fragment CLTL1
2(〈Σ

∗,�〉) deCLTL(〈Σ∗,�〉) exprimant que le message envoyé reste le même jusqu'à 
e qu'il soitun sous-mot du message reçu à l'instant suivant.� conc(a, x,Xx) ⇒ Xconc(b,Xx, x) est une 
ontrainte de CLTL1
1(〈Σ

∗, Rconc〉) telle quepour tout a ∈ Σ et x, y ∈ VAR on a (a, x, y) ∈ Rconc ssi a · x = y. Cette 
ontraintesigni�e que si l'on dépile un a dans la pile x alors à l'instant d'après on empile un b.La formule F((x < Xy)∧ (x < XXy)∧ (x < XXXy)) est satisfaite par le modèle suivant (voirles positions en 
ara
tères gras) :
σ =

(
x : −1 4
y : −2 1

2 5 7 −1
−2 4 3 6

2 · · ·
−1 · · ·

)

.Les résultats qui suivent montrent des rédu
tions possibles entre les di�érents fragmentsde la forme CLTLlk(D). Ces rédu
tions établissent des 
orrespondan
es qui fa
ilitent la
lassi�
ation de 
es fragments en fon
tion de la restri
tion du nombre de variables et de la43



longueur temporelle des formules (voir la Se
tion 5.1.3). La première rédu
tion permet deréduire la longueur temporelle d'une formule mais augmente le nombre de variables.Lemme 2 Pour tous k, l, k′, l′ ∈ N \ {0} et pour tout domaine 
on
ret D, il existe unerédu
tion en temps exponentiel de CLTLlk(D) vers CLTLl′k′(D) lorsque k × l = k′ × l′ et
k′ = k ×m pour m ≥ 2.Preuve : L'idée de 
ette preuve est de 
oder m états d'un modèle de CLTLlk(D) en unseul état d'un modèle de CLTLl′k′(D). Par exemple, si k′ = 2k alors le modèle de CLTLlk(D)
i-dessous 





x0
1

x0
2

. . .
x0
k













x1
1

x1
2

. . .
x1
k













x2
1

x2
2

. . .
x2
k






. . .
orrespond au modèle de CLTLl/22k (D) suivant















x0
1

x0
2

. . .
x0
k

x1
1

x1
2

. . .
x1
k





























x2
1

x2
2

. . .
x2
k

x3
1

x3
2

. . .
x3
k















. . .

Nous dé�nissons une fon
tion f : CLTLlk(D) × {0, . . . ,m − 1} → CLTLl′k′(D) par in-du
tion sur la stru
ture de la formule telle que f(φ, 0) exprime les 
onditions 
i-dessus. Ledeuxième argument de la fon
tion f permet de se repérer par rapport au modèle original età déterminer lorsqu'il faut passer à l'état suivant dans le modèle d'arrivée. Ce
i se produità 
haque fois que l'on a passé m états du modèle original (voir par exemple la dé�nition
i-dessous de f(Xφ, pos)). Le deuxième argument 
ompte don
 les positions du modèle ori-ginal modulo m.� f(R(Xa1xb1 , . . . ,X
asxbs), pos) = R(Xa

′
1xb′1 , . . . ,X

a′sxb′s) oùpour tout i ∈ {1, . . . , s} on a a′i = qi et b′i = rik+ bi où qi et ri sont respe
tivement lequotient et le reste de la division eu
lidienne de ai + pos par m, 
'est-à-dire qu'on a
ai + pos = qim+ ri tel que 0 ≤ qi et 0 ≤ ri ≤ m− 1.Comme 0 ≤ qi ≤ (ai + pos)/m et 0 ≤ ai + pos < l + m nous obtenons 0 ≤ qi <
(l + m)/m. Notons que si k′ = km et kl = k′l′ on a l′ = ml 
e qui nous permet dedéduire que 0 ≤ qi < ((l′ + 1)m)/m. Don
 on a 0 ≤ ai ≤ l

′. De même 0 ≤ ri ≤ m− 1et 1 ≤ bi ≤ k impliquent 1 ≤ kri + bi ≤ km 
e qui fait que l'on a bien 1 ≤ b′i ≤ k
′.Cette opération permet de mettre en relation les termes du modèle original ave
 lemodèle d'arrivée. La division entière permet de savoir 
ombien d'états on saute dansle modèle d'arrivée. Pour un terme Xixj, 
e nombre d'états dépend bien entendu de

i mais aussi de la position pos où l'on se trouve dans le modèle original. À partir44



du reste de 
ette division, nous 
al
ulons alors à quelle variable de l'état d'arrivée
orrespond le terme.� f est homomorphique par rapport aux opérateurs Booléens.� f(Xφ, pos) = f(φ, pos + 1) pour tout pos < m− 1.Lorsque pos < m−1, le passage à un état suivant dans le modèle original ne 
orrespondpas à un 
hangement d'état du modèle �nal mais il est né
essaire de prendre en 
ompte
e fait dans la fon
tion.� f(Xφ,m− 1) = Xf(φ, 0).Lorsque pos = m− 1, le passage à un état suivant dans le modèle original 
orrespondaussi à un 
hangement d'état dans le modèle �nal.� f(φUψ, pos) est égal à
f(ψ, pos) ∨ (f(φ, pos) ∧ (f(ψ, pos + 1) ∨ . . . f(φ,m− 2) ∧ (f(ψ,m− 1)∨

((f(φ,m− 1) ∧ X(φ′Uψ′))) . . .))tel que� φ′ =
∧

0≤i≤m−1 f(φ, i),� ψ′ =
∨

0≤i≤m−1((
∧

0≤i′<i f(φ, i′)) ∧ f(ψ, i)).Puisque plusieurs états du modèle original sont 
odés dans un seul état du modèled'arrivée, nous ne pouvons pas nous 
ontenter de nous dépla
er d'état en état dans lemodèle d'arrivée. Il est né
essaire de véri�er que toute séquen
e de k variables 
odantun état du modèle original véri�e soit φ ou ψ. Ce
i explique tout le développementavant la sous-formule X(φ′Uψ′).La taille de la formule obtenue f(φ, 0) est exponentielle par rapport à la taille de φ.Nous pouvons fa
ilement montrer que φ est satisfaisable par un modèle de CLTLlk(D) ssi
f(φ, 0) est satisfaisable par un modèle de CLTLl′k′(D) en utilisant la 
orrespondan
e entreles modèles dé�nis au début de 
ette preuve. Pour tout modèle σk : N→ {x1, . . . , xk} → Dil existe un modèle σk′ : N → {x1, . . . , xk′} → D tel que pour tout i ∈ N et j ∈ {1, . . . , k}on a σk(i)(xj) = σk′(i

′)(xj′) tel que i = i′ ×m+ r et j′ = r × k + j ave
 i′, j′, r ≥ 0. Pourtout modèle σk′ , nous pouvons aussi dé�nir la 
onstru
tion inverse de σk véri�ant la mêmepropriété. Par 
onstru
tion de f , nous avons σk, i |= φ ssi σk′ , i′ |= f(φ, pos) où i = i′m+postel que i′ ≥ 0 et 0 ≤ pos ≤ m− 1. �Ce résultat permet par exemple de réduire le problème de la satisfaisabilté pour n'importequel fragment de la forme CLTLlk(D) au même problème pour CLTL1
kl(D). Comme pourtout fragment CLTLlk(D), la rédu
tion vers CLTL1

kl(D) se fait de manière uniforme, nousavons le 
orollaire suivant.Corollaire 1 Le problème de la satisfaisabilité pour CLTL(D) peut se réduire en tempsexponentiel au problème de la satisfaisabilité pour CLTL1(D).Nous dé�nissons maintenant un rédu
tion qui permet de réduire le nombre de variablesde la formule tout en augmentant la longueur temporelle.45



Lemme 3 Pour tous k, l, k′, l′ ∈ N\{0} et pour tout domaine 
on
ret D muni d'une relationd'égalité et ayant au moins trois éléments, il existe une rédu
tion en espa
e logarithmiquede CLTLlk(D) vers CLTLl′k′(D) lorsque 3k × l ≤ k′ × l′ et k = k′ ×m pour m ≥ 2.Preuve : L'idée de 
ette rédu
tion est de 
oder un état d'un modèle de CLTLlk(D) par
3m états d'un modèle de CLTLl′k′(D). Pour des raisons te
hniques liées à la transitivité dela relation d'égalité, seulement un état sur trois dans le modèle de CLTLl′k′(D) 
ode lesvaleurs du modèle de CLTLlk(D). Les états intermédiaires sont utilisés pour marquer ledébut des séquen
es de 3m états 
onsé
utifs qui 
orrespondent à un seul état du modèle deCLTLlk(D). Par exemple, le modèle de CLTLl2(D) suivant

(
x0

1

x0
2

)(
x1

1

x1
2

)

. . .est 
odé par le modèle de CLTLl′1 (D) 
i dessous
x0

1 = ◦ 6= ◦ 6= x0
2 6= ◦ 6= ◦ 6= x1

1 = ◦ 6= ◦ 6= x1
2 6= ◦ 6= ◦ . . .où ◦ dénote des valeurs arbitraires qui satisfont les relations ave
 leurs voisins représentéessur le s
héma. Notons que pour que 
es relations puissent toujours être satisfaites, il faut quele domaine d'interprétation 
omporte au moins trois éléments distin
ts. Un état du modèlede CLTLl′k′(D) est le début d'une séquen
e 
odant un état du modèle de CLTLlk(D) ssi lavaleur de la variable x1 à l'état suivant est identique à 
elle de l'état 
ourant (le 
hoix de lavariable x1 est arbitraire).Nous dé�nissons une fon
tion f qui transforme une formule de CLTLlk(D) en formule deCLTLl′k′(D) en véri�ant la 
orrespondan
e dé
rite 
i-dessus et qui for
e ainsi les variables

x1, . . . , xk à être interprétées par blo
s de 3m états dans la formule résultante.� f(R(Xa1xb1 , . . . ,X
asxbs)) = R(Xa

′
1xb′1 , . . . ,X

a′sxb′s) oùpour tout i ∈ {1, . . . , s} on a a′i = 3mai + 3qi et b′i = ri + 1 tel que qi > 0 et
ri ∈ {0, . . . , k

′−1} sont respe
tivement le quotient et le reste de la division eu
lidiennede bi − 1 par k′, 
'est-à-dire que bi − 1 = qik
′ + ri.Cette opération établie la 
orrespondan
e entre les termes du modèle original ave
 lemodèle d'arrivée. Puisqu'un état du modèle de départ 
orrespond à 3m états du modèled'arrivée, Xi dans le modèle original 
orrespond à X3mi dans le modèle d'arrivée.Ensuite il faut rajouter 3q état où q est le quotient de la division de b− 1 par k′ 
arle modèle d'arrivée a moins de variables et qu'on se sert de 3 états 
onsé
utifs pour
oder 
haque variable du modèle initial. Nous 
al
ulons en�n à quelle variable de l'étatd'arrivée 
orrespond le terme à partir du reste de la division.� f est homomorphique par rapport aux opérateurs Booléens,� f(Xφ) = (x1 6= Xx1)U((x1 = Xx1) ∧ f(φ)).Pour passer à l'état 
orrespondant à un état suivant du modèle original, il faut se 
alersur le pro
hain état du modèle d'arrivée véri�ant (x1 = Xx1).� f(φUψ) = ((x1 = Xx1)⇒ f(φ))U((x1 = Xx1) ∧ f(ψ)).Seuls les états véri�ant (x1 = Xx1) 
orrespondent au début d'un état du modèle origi-nal. Il faut que la formule f(φ) soit véri�ée dans tous les états véri�ant 
ette propriété46



jusqu'à 
e que f(ψ) le soit.La taille de f(φ) est linéaire par rapport à |φ|.Soit φ3m la formule suivante exprimant que la 
ontrainte x1 = Xx1 est vraie exa
tementtous les 3m états :
x1 = Xx1 ∧

∧

1≤i≤3m−1

X
i(x1 6= Xx1) ∧ G(x1 = Xx1 ⇔ X

3mx1 = Xx1)Un modèle σ satisfait φ3m ssi pour tout i ∈ N on a σ, i |= x1 6= Xx1 ⇔ i ≡3m 0.Nous pouvons fa
ilement montrer que la formule φ de CLTLlk(D) est satisfaisable ssila formule f(φ) ∧ φ3m est satisfaisable. Pour tout modèle σk : N → {x1, . . . , xk} → D ilexiste un modèle σk′ : N → {x1, . . . , xk′} → D tel que pour tout i ∈ N et j ∈ {1, . . . , k}on a σk(i)(xj) = σk′(3mi + 3q)(r + 1) tel que j − 1 = qk′ + r (q, r ≥ 0) et σk′ |= φ3m.Ce
i 
orrespond à la transformation dé
rite au début de 
ette preuve, qui est possible
ar D 
ontient 3 valeurs distin
tes. Étant donné un modèle σk′ tel que σk′ |= φ3m, nouspouvons aussi 
onstruire un modèle σk véri�ant la même 
orrespondan
e des valeurs engardant les valeurs signi�
atives de σk′ . Par 
onstru
tion de f , nous avons σk, i |= φ ssi
σk′ , 3im |= f(φ) ∧ φ3m (par indu
tion sur la stru
ture de φ). �De la même façon que pour le résultat pré
édent, le Lemme 3 nous permet de dé�nir unerédu
tion uniforme des formule de CLTL(D) tel que D est muni d'une relation d'égalité eta au moins trois éléments, vers CLTL1(D).Corollaire 2 Le problème de la satisfaisabilité pour CLTL(D) tel que D est muni d'unerelation d'égalité et 
ontient au moins trois éléments distin
ts peut se réduire en tempslogarithmique au problème de la satisfaisabilité pour CLTL1(D).3.1.3 Logiques arbores
entesNous nous intéressons maintenant au 
as des logiques arbores
entes. L'extension de lalogique temporelle CTL⋆ sur un domaine 
on
ret D = 〈D,R〉, notée CCTL⋆(D), est dé�niede la manière suivante.

φ ::= ⊤ | Eψ | ¬φ | φ ∧ φ
ψ ::= φ | R(Xi1xj1, . . . ,X

ikxjk) | ¬ψ | ψ ∧ ψ | Xψ | ψUψoù xj1, . . . , xjk ∈ VAR et R ∈ R. La longueur temporelle d'une formule est dé�nie de lamême manière que dans le 
as linéaire ainsi que les opérateurs F et G. Le quanti�
ateur Eest un quanti�
ateur existentiel sur les exé
utions, et nous utilisons son dual Aψ pour noterla quanti�
ation universelle qui est équivalente à ¬E¬ψ. Comme dans le 
as proposition-nel, nous distinguons dans CCTL⋆(D) les formules d'état représentées dans la dé�nitionpar φ et les formules de 
hemin représentées par ψ. Notons que les formules atomiques
R(Xi1xj1, . . . ,X

ikxjk) de la logique sont interprétées par rapport à un 
hemin à 
ause de laprésen
e des termes. En e�et, lorsqu'on utilise un terme Xix il est né
essaire de spé
i�ersi l'on réfère à une valeur future possible pour la variable x dans i états ou bien à toutesles valeurs possibles. Cependant, la logique CTL⋆ peut toujours être dé�nie par rapport à47



une instan
e parti
ulière de CCTL⋆(D). En e�et CTL⋆ est équivalent à CCTL⋆(D) tel que
D = 〈{0, 1}, JK〉 où JK est une relation d'interprétation unaire telle que JxK = ⊤ ssi x = 1.Dans les logiques que nous étudions par la suite, les variables propositionnelles peuvent laplupart du temps être rajoutées en utilisant des variables fraî
hes sous 
ondition que ledomaine soit non-trivial.Les modèles de CCTL⋆(D) sont des arbres asso
iant à 
haque sommet une valuation dela forme VAR → D. Soit T = 〈N, {n0},−→,Γ〉 tel que N est un ensemble �ni ou in�ni desommets, n0 ∈ N est la ra
ine du modèle, −→⊆ N ×N est un ensemble d'ar
s tel que pourtout n ∈ N il existe un sommet n′ ∈ N tel que n −→ n′, et Γ : N −→ (VAR −→ D) est unefon
tion asso
iant à 
haque sommet une valuation. Les modèles de CCTL⋆(D) héritent desdé�nitions que nous avons énon
ées pour CTL⋆ (voir la Se
tion 1.2), en parti
ulier :� le degré d'un sommet est le nombre d'arêtes ayant pour origine 
e sommet et le degréd'un graphe est la borne supérieure de l'ensemble des degrés de 
es noeuds,� un d-arbre est un arbre dont tous les sommets ont pour degré d,� les su

esseurs d'un noeud sont ordonnés.Nous rappelons qu'un 
hemin dans T est une séquen
e π = n0 · n1 · · · telle que pour tout
0 ≤ i < |π| on a ni −→ ni+1. Notons la 
orrespondan
e entre un 
hemin dans T et un modèledans le 
as linéaire. Nous notons aussi πi = ni · ni+1 · · · le ième su�xe de π et π(i) le ièmesommet. La relation de satisfa
tion pour une formule d'état est dé�nie par :� 〈T, n〉 |= ⊤ pour tout n,� 〈T, n〉 |= ¬φ ssi 〈T, n〉 6|= φ,� 〈T, n〉 |= φ ∧ φ′ ssi 〈T, n〉 |= φ et 〈T, n〉 |= φ′,� 〈T, n〉 |= E ψ ssi il existe un 
hemin in�ni π = n0 · n1 · · · dans T tel que n0 = n et

〈T, π〉 |= ψ,et la relation de satisfa
tion pour une formule de 
hemin par� 〈T, π〉 |= φ ssi 〈T, π(0)〉 |= φ,� 〈T, π〉 |= R(Xi1xj1, . . . ,X
ikxjk) ssi (Γ(π(i1))(xj1), . . . ,Γ(π(ik))(xjk)) ∈ R,� 〈T, π〉 |= ¬ψ ssi 〈T, π〉 6|= ψ,� 〈T, π〉 |= ψ ∧ ψ′ ssi 〈T, π〉 |= ψ et 〈T, n〉 |= ψ′,� 〈T, π〉 |= Xψ ssi 〈T, π1〉 |= ψ,� 〈T, π〉 |= ψUψ′ ssi il existe i ∈ N tel que 〈T, πi〉 |= ψ′ et pour tout 0 ≤ j < i on a

〈T, πj〉 |= ψ.Une formule φ de CCTL⋆(D) est satisfaisable ssi il existe un modèle T = 〈N, {n0},−→,Γ〉tel que 〈T, n0〉 |= φ. Le problème de la satisfaisabilité 
onsiste à déterminer si une formuledonnée est satisfaisable.Nous démontrons pour 
on
lure 
ette se
tion quelques propriétés sur les formules etmodèles de CCTL⋆(D) qui nous permettront par la suite de faire des restri
tions sans pertede généralité. Une formule de CCTL⋆(D) est sous forme positive si elle peut être dé�nie par48



rapport à la grammaire suivante :
φ ::= ⊤ | Eψ | Aψ | φ ∧ φ | φ ∨ φ

ψ ::= φ | R(Xi1xj1, . . . ,X
ikxjk) | ¬R(Xi1xi1 , . . . ,X

ikxjk) | ψ ∧ ψ | ψ ∨ ψ | Xψ | ψUψ | ψŨψoù xj1 , . . . , xjk ∈ VAR, R(Xi1xj1, . . . ,X
ikxjk) est une 
ontrainte de D et Ũ est le dual del'opérateur U, 
'est-à-dire que φŨφ′ ≡ ¬(¬φU¬φ′). N'importe quelle formule de CCTL⋆(D)peut s'é
rire sous forme positive.Lemme 4 Pour toute formule φ de CCTL⋆(D), il existe une formule φ′ de CCTL⋆(D) sousforme positive telle que φ est satisfaisable ssi φ′ est satisfaisable.Preuve : Étant donnée une formule φ de CCTL⋆(D), nous pouvons dé�nir une normali-sation des formules qui pousse les négations au niveau atomique. La fon
tion f est dé�niepar indu
tion sur la stru
ture de φ.� f est égal l'identité pour les 
as R(Xi1xj1 , . . . ,X

ikxjk) et ¬R(Xi1xj1, . . . ,X
ikxjk),� f(¬¬φ) = f(φ),� f(¬(φ ∧ φ′)) = f(¬φ) ∨ f(¬φ′),� f(¬(φ ∨ φ′)) = f(¬φ) ∧ f(¬φ′),� f(¬Eφ) = Af(¬φ),� f(¬Aφ) = Ef(¬φ),� f(¬Xφ) = Xf(¬φ),� f(¬(φUφ′)) = f(¬φ)Ũf(¬φ′),� f(¬(φŨφ′)) = f(¬φ)Uf(¬φ′),� pour les 
as restant, la fon
tion est homomorphique.Il est évident que le 
al
ul de f(φ) termine puisque les appels ré
ursifs dans 
haque 
as sefont sur des sous-formules et que nous identi�ons ¬¬φ ave
 φ. Par 
onstru
tion, les seulessous-formules qui peuvent être négatives sont les 
ontraintes atomiques et don
 f(φ) estsous forme positive. En�n, il est fa
ile de montrer par indu
tion que φ est satisfaisable ssi

f(φ) est satisfaisable 
ar toutes les règles de dé�nition de f respe
tent des équivalen
eslogiques. �Nous remarquons que la mise sous forme positive se fait en temps linéaire et que la taille de
φ′ est du même ordre que 
elle de φ. On a besoin d'un seul par
ours de la formule pour laréé
rire sous forme positive en poussant les négations à l'intérieur des sous-formules. Nousnotons E♯(φ) le nombre de quanti�
ateurs existentiels d'une formule sous forme positive φ.Nous dé�nissons maintenant des propriétés sur l'ensemble des modèles d'une formule de
CCTL⋆(D). Le résultat suivant énon
e le même genre de propriété de modèle réduit pour
CCTL⋆(D) que dans le 
as propositionnel (voir [ES84℄).Lemme 5 Une formule φ de CCTL⋆(D) est satisfaisable ssi il existe un arbre T de degré
E♯(φ) + 1 ayant pour ra
ine n0 tel que 〈T, n0〉 |= φ.49



Preuve : Soit φ une formule de CCTL⋆(D) et d = E♯(φ)+1. Nous notons {Eψ1, . . . , Eψd}l'ensemble des sous-formules existentielles de φ. Supposons qu'il existe un modèle T =
〈N, {n0},−→,Γ〉 qui satisfait φ. Nous dé�nissons la 
onstru
tion d'un nouveau modèle T ′qui préserve l'ensemble des formules d'états véri�ées à 
haque état en 
opiant les 
heminsqui servent à satisfaire les di�érentes formules de 
et ensemble. Ainsi, pour 
haque sommet
n′ de T ′ 
orrespondant à un sommet n de T et 
haque formule existentielle Eψi telle que
〈T, n〉 |= Eψi, il existe un 
hemin distin
t dans T ′ ayant pour origine n′ qui satisfait Eψi.L'arbre T ′ = 〈N ′, {n′0},−→′,Γ′〉 est dé�ni de la façon suivante :� L'ensemble des sommets est tel que N ′ ⊆ N × {1, . . . , d}∗. Chaque noeud de T ′ estnoté sous la forme d'une paire 〈n,w〉 telle que la première 
omposante représente lesommet de T auquel il 
orrespond et la deuxième dé
rit le 
hemin depuis la ra
inede T ′ jusqu'à 
e sommet. Ce 
hemin est unique 
ar un arbre n'a pas de 
y
le et noussert à di�éren
ier les di�érentes 
opies éventuelles d'un même sommet du modèle Toriginal. Nous appelons la longueur de 
e 
hemin le niveau du noeud.� La ra
ine est n′0 = 〈n0, ∅〉.� La fon
tion d'étiquetage véri�e Γ′(〈n,w〉) = Γ(n) pour tout 〈n,w〉 ∈ N ′.� Nous dé�nissons la relation −→′ par indu
tion sur le niveau des sommets.Supposons qu'il existe un 
hemin entre n′0 et un noeud 〈n,w〉 et posons {Eψn1 , . . . , Eψnk }l'ensemble des formules existentielles satisfaites par n dans T . Pour 
haque formule

Eψj appartenant à 
et ensemble, il existe un 
hemin in�ni π = nj0 · n
j
1 · n

j
2 · · · dans Ttel que nj0 = n et 〈G,π〉 |= Eψj . Nous ajoutons une 
opie de 
e 
hemin dans T ′ endé�nissant les ar
s suivants� 〈n,w〉 j

−→
′
〈nj1, w · j〉� 〈njl , w · (0)l〉 0
−→
′
〈njl+1, w · (0)

l+1〉 pour tout l > 0, où (0)l représente le mot 
omposéde l o

urren
es du 
ara
tère 0.Si l'ensemble de formules existentielles est vide alors nous 
opions n'importe lequeldes 
hemins au départ du noeud 
orrespondant dans T ′ a�n de préserver le 
ara
tère
omplet de l'ensemble des ar
s du modèle.Cette dé�nition implique que pour 
haque sommet, le 
hemin qui suit tout le temps ladire
tion 0 est dé�ni et 
orrespond au su�xe d'une 
opie d'un 
hemin déjà dé�ni ayantpour origine un sommet de niveau inférieur. Cependant, la 
onstru
tion au niveau i n'ajoutejamais de su

esseur qui n'est pas un 0-su

esseur à un sommet de niveau supérieur à i. Lesautres su

esseurs sont dé�nis lorsque l'on traite le sommet en question. Chaque sommet de
T ′ a don
 au plus d su

esseurs. Nous pouvons alors fa
ilement montrer que 〈T ′, n′0〉 |= φpar indu
tion sur la stru
ture de la formule φ. Cette propriété est dire
te 
onsidérant quel'ensemble des formules existentielles satisfaites par 
haque sommet est préservée.L'impli
ation inverse est triviale. �Ce résultat peut être légèrement modi�é de la façon suivante, a�n d'obtenir une 
lasse demodèles en
ore plus restreinte.Corollaire 3 Une formule φ de CCTL⋆(D) est satisfaisable ssi elle est satisfaite par un
(E♯(φ) + 1)-arbre. 50



Preuve : Dans la 
onstru
tion pré
édente le nombre de su

esseurs de 
haque sommetdépend du nombre de formules existentielles satisfaites dans le modèle initial. Nous pouvonsfa
ilement 
ompléter 
ette 
onstru
tion en rajoutant des 
opies d'un 
hemin déjà issu dela 
onstru
tion a�n que 
haque sommet ait un nombre de su

esseurs égal à E♯(φ) + 1.Comme 
es 
opies ne modi�ent pas l'ensemble de formules existentielles satisfaites à 
haqueposition, la propriété est toujours véri�ée. �3.2 Automates à 
ontraintes et model-
he
king3.2.1 Dé�nition des automates à 
ontraintesNous dé�nissons le problème du model-
he
king pour les logiques temporelles étenduessur des domaines 
on
rets par rapport à une 
lasse parti
ulière d'automates à 
ontraintes.Pour tout domaine 
on
ret D, un D-automate est un automate de Bü
hi ave
 un ensemblede variables asso
ié (
omme pour les automates à 
ompteur) dont les transitions sont éti-quetées par des 
ombinaisons Booléennes de 
ontraintes transitionnelles dé�nies par rapportà D. Les transitions impliquent des 
ontraintes sur les valeurs des variables à l'état 
ourantet à l'état suivant, 
e qui permet à la fois d'exprimer des tests 
omme par exemple x = 0où des mises à jour telles que Xx = x+ 1. Formellement, un D-automate A ave
 k variablesest une stru
ture 〈Q, δ, I, F 〉 telle que :� Q est un ensemble �ni d'états de 
ontr�le,� I ⊆ Q est un ensemble d'états initiaux,� F ⊆ Q est un ensemble d'états �naux,� δ ⊆ Q × 1SCk(D) × Q est une relation de transition �nie, où 1SCk(D) représentel'ensemble des formules obtenues par 
ombinaisons Booléennes de 
ontraintes transi-tionnelles dé�nies par rapport à D ave
 les variables {x1, . . . , xk}.Nous utilisons la notation q
α
−→ q′ lorsque 〈q, α, q′〉 ∈ δ. Notons qu'en général, les D-automates que nous 
onsidérons par la suite n'ont pas d'alphabet. Ils servent plus de modèlesopérationnels que d'a

epteurs de langages.Une 
on�guration de A est une paire 〈q, v〉 ∈ Q × Dk où v est une valuation pour lesvariables {x1, . . . , xk}. La sémantique sur un pas est dé�nie par 〈q, v〉 −→ 〈q′, v′〉 ssi il existeune transition 〈q, α, q′〉 ∈ δ dans A telle que la valuation qui pour tout i ∈ {1, . . . , k} asso
ieà xi la valeur v(xi) et à Xx la valeur de v′(xi) satisfait la 
ontrainte α. Nous notons 〈q, v〉 α−→

〈q′, v′〉 lorsque nous avons besoin de pré
iser la 
ontrainte sur la transition empruntée.3.2.2 Exé
utions linéaires d'un D-automateUne exé
ution linéaire de A, que nous appelons parfois 
hemin dans A, est une séquen
e�nie ou in�nie π d'éléments de Q×Dk telle que pour tout 0 ≤ i < |π|−1 on a π(i) −→ π(i+1).Nous notons π(i) le ième élément de π et πi le su�xe 
ommençant à la position i. Pourdes raisons de présentation, nous expli
itons parfois les transitions entre les 
on�gurationssu

essives de π en notant π de la façon suivante π(0)
α0−→ π(1)

α1−→ · · · .51



Nous notons −→∗ la 
loture transitive de −→ telle que 〈q, v〉 −→∗ 〈q′, v′〉 ssi il existe un
hemin �ni de 〈q, v〉 à 〈q′, v′〉. Une exé
ution a

eptante pour A est une exé
ution in�nie
π telle que π(0) ∈ I × Dk et l'ensemble {i ∈ N : π(i) ∈ F × Dk} est in�ni. La 
onditiond'a

eptation est don
 une 
ondition de Bü
hi standard qui ne tient pas 
ompte de la valeurdes variables. Un modèle σ : N → (VAR → D) réalise une exé
ution in�nie π = π(0)

α0−→

π(1)
α1−→ · · · de A ssi pour tout i ∈ N la 
on�guration π(i) est de la forme 〈qi, σ(i)〉 pour unétat qi ∈ Q.Le problème du model-
he
king pour CLTL(D) prend 
omme entrées une formule φ deCLTL(D) et un D-automate et 
onsiste à déterminer s'il existe un modèle σ qui réaliseune exé
ution a

eptante de A et satisfait φ. Si la réponse est positive, nous notons alors

A |= φ. Pour la restri
tion du problème au fragment CLTLlk(D), la formule φ appartient àCLTLlk(D) et l'automate A est un D-automate ave
 k variables. Sans perte de généralité,nous supposons aussi que φ et A sont 
onstruits sur le même ensemble de variables.Notons que le problème de la satisfaisabilité se réduit fa
ilement au problème du model-
he
king. En e�et, 
onsidérons le D-automate A⊤ dont l'ensemble des états est un singleton
{q0} et la relation de transition est dé�nie par la seule règle q0 ⊤−→ q0. Le langage re
onnupar 
et automate 
orrespond à l'ensemble des modèles de CLTL(D) 
ar toute séquen
ed'éléments de Q×DVAR est a

eptée. Par 
onséquent, il est fa
ile de montrer que A⊤ |= φ ssi
φ est satisfaisable. La rédu
tion inverse est aussi possible en utilisant la méthode de [SC85℄.Le 
omportement d'un D-automate dans le 
as linéaire peut en e�et être 
odé par uneformule de CLTL(D). La preuve de 
ette a�rmation est similaire à la rédu
tion pour LTL(voir Se
tion 1.1.1). Nous avons don
 le résultat suivant.Théorème 22 Le problème de la satisfaisabilité de CLTL(D) et le problème du model-
he
king de CLTL(D) sur les D-automates sont inter-redu
tibles en espa
e logarithmique.3.2.3 Exé
utions arbores
entes d'un D-automateDans le 
as des logiques arbores
entes, une exé
ution d'un D-automate A est représen-tée sous la forme d'un dépliage dont les sommets sont étiquetés par des 
on�gurations de
A appartenant à l'ensemble Q × Dk. De plus, l'étiquetage respe
te la relation de transi-tion. Formellement, une exé
ution d'un D-automate A = 〈Q, δ, I, F 〉 ave
 k variables estun arbre 〈N, {n0},−→,Γ〉 ave
 une fon
tion d'étiquetage de la forme Γ : N → Q×Dk tel que :� Γ(n0) = 〈q0,~0〉 où q0 ∈ I et ~0 est une valuation initiale,� Pour tout sommet n ∈ N tel que Γ(n) = 〈q, v〉 et toute transition 〈q, v〉 α

−→ 〈q′, v′〉possible dans A il existe un su

esseur de n étiqueté par 〈q′, v′〉.Une telle exé
ution est a

eptante ssi 
haque bran
he in�nie visite in�niment souvent un étata

eptant, 
e qui 
orrespond à une 
ondition de Bü
hi standard pour les automates d'arbres.Notons que 
haque bran
he π = n0 · n1 · · · ayant pour état initial la ra
ine 
orrespondà une exé
ution linéaire. Un D-automate A satisfait une formule φ de CCTL⋆(D) ssi ilexiste une exé
ution T = 〈N, {n0},−→,Γ〉 de 
et automate telle que 〈T ′, n0〉 |= φ où T ′ =
〈N, {n0},−→,Γ

′〉 est l'arbre 
orrespondant à T dont la fon
tion d'étiquetage Γ′ : N → Dkest la restri
tion de Γ aux valuations a�e
tées à 
haque sommet. Dans 
e 
as, nous notons
A |= φ. Plus généralement, nous notons JφKA l'ensemble des états de A qui satisfont φ. Nous52



avons 〈q, v〉 ∈ JφKA ssi il existe une exé
ution a

eptante pour A qui satisfait φ lorsque l'on�xe la ra
ine 
omme étant étiquetée par 〈q, v〉 (voir la 
onstru
tion du dépliage 
i-dessus).Don
 on a A |= φ ssi il existe q0 ∈ I tel que 〈q0,~0〉 ∈ JφKA.Le problème du model-
he
king pour CCTL⋆(D) prend 
omme entrée une formule φ de
CCTL⋆(D) et un D-automate A et 
onsiste à véri�er si il existe une exé
ution de A quisatisfait φ. Notons que 
e problème ne se réduit pas au problème de la satisfaisabilité. En ef-fet, si nous 
onsidérons en parti
ulier une exé
ution de l'automate A⊤ dé�ni pré
édemment,nous remarquons que l'ensemble des su

esseurs de l'état initial étiqueté par 〈q0,~0〉 est in�nipuisque les variables ne sont pas 
ontraintes par la transition q0 ⊤−→ q0. Nous n'avons au
unmoyen d'exprimer 
e genre de 
omportement dans la logique CCTL⋆(D).3.3 Domaines induits par l'arithmétique de Presburger3.3.1 Spé
i�
ation de propriétés sur les systèmes à 
ompteursDans la suite nous 
onsidérons plusieurs extensions de logiques temporelles utilisant desdomaines 
on
rets parti
uliers dont les 
ontraintes sont induites par l'arithmétique de Pres-burger, 
'est-à-dire la théorie du premier ordre sur les entiers sans la multipli
ation [Pre29℄.Les relations d'un domaine 
on
ret dé�nissent un langage de 
ontraintes qui peut aussi êtredé�ni par une grammaire dans 
ertains 
as. Pour tout langage de 
ontraintes L in
lus dansl'arithmétique de Presburger, nous notons simplement CLTL(L), CCTL⋆(L) ou CCTL(L)l'extension d'une logique temporelle sur le domaine 
on
ret induit par 
e langage. Le do-maine d'interprétation pour les variables n'est pas expli
ité dans 
ette notation. Cependant,il est fa
ile de mettre en relation 
ette dé�nition ave
 la dé�nition pré
édente des logiquessur domaines 
on
rets : le domaine d'interprétation est Z et l'ensemble in�ni des relationsest donné par le sous-ensemble de l'arithmétique de Presburger 
orrespondant au langage.Étendre des logiques temporelles ave
 de telles 
ontraintes permet d'exprimer des pro-priétés sur des automates à 
ompteur qui sont 
ontenus dans la 
lasse des automates ave

ontraintes de Presburger. Ce
i est parti
ulièrement intéressant 
ar 
e modèle à de nom-breuses appli
ations en véri�
ation. Il permet entre autre la représentation symbolique denombreux systèmes ayant un nombre in�nis d'états tels que les proto
oles de di�usion [FL02℄ou les programmes manipulant des variables de pointeurs [BFLS06, BBH+06℄. Même larestri
tion de 
e modèle à un seul 
ompteur a des appli
ations dans la véri�
ation de proto-
oles 
ryptographiques [LLT05℄ ou la validation de do
uments XML [CR04℄. Cependant denombreux problèmes de model-
he
king pour les automates à 
ompteur, tel que la simpleatteignabilité d'un état de 
ontr�le, sont indé
idables. C'est déjà le 
as pour les ma
hines deMinsky à deux 
ompteurs [Min67℄. Il existe néanmoins des 
lasses restreintes d'automatesà 
ompteurs dont 
ertains problèmes de model-
he
king sont dé
idables (voir la liste nonexhaustive de la Se
tion 2.3).De nombreux travaux établissent des résultats de 
omplexité pour LTL étendu ave
 des
ontraintes de Presburger [BEH95, CC00, DD07, Dem04℄. D'autres extensions pouvant êtreasso
iées à 
ette famille de logiques sont dé�nies dans [BEH95, CC00, ID01℄. Il existe moinsde résultats 
onnus sur les extensions arbores
entes de 
e type de logiques. Dans [DFGvD06℄le model-
he
king de CTL⋆ ave
 des 
ontraintes de Presburger sur des 
lasses restreintes53



d'automates ave
 
ontraintes de Presburger est 
onsidéré. Dans [�er94℄ 
'est le langage lo-gique qui est restreint au fragment existentiel de CTL⋆. L'extension de logiques temporellesave
 des 
ontraintes de Presburger nous permet à la fois de traiter des problèmes liés auxlangages logiques qui sont plus larges que la simple atteignabilité d'un état de 
ontr�le, maisaussi d'exprimer des 
ontraintes sur le 
omportement des 
ompteurs. Bien entendu, l'exten-sion d'une logique telle que LTL ave
 la totalité de l'arithmétique de Presburger est déjàindé
idable puisqu'on peut 
oder l'exé
ution d'une ma
hine de Minsky dans la logique. Ene�et, nous avons vu que dans les exé
utions linéaires d'un D-automate peuvent se 
oder parune formule de CLTL(D). Lorsque 
et automate permet d'exprimer les 
ontraintes x = y+1et x = 0, il peut simuler une ma
hine de Minsky. Notre obje
tif 
onsiste don
 à déterminerdes fragments dé
idables de logiques temporelles ave
 
ontraintes de Presburger. Les prin
i-pales restri
tions que nous 
onsidérons portent sur l'ensemble de 
ontraintes utilisées ou lesressour
es syntaxiques des formules telles que le nombre de variables ou la longueur tempo-relle. Nous présentons 
i-dessous les fragments de l'arithmétique de Presburger 
onsidéréspar la suite.3.3.2 Fragments étudiésNous séparons en deux 
atégories les fragments de l'arithmétique de Presburger que nous
onsidérons : les fragments qualitatifs et les fragments quantitatifs. Nous appelons 
ontraintequalitative une 
ontrainte qui n'implique pas de relation stri
te entre les variables telles que
x < y + 1 ou x ≡k y + 1, par opposition aux 
ontraintes quantitatives telles que x = y + 1.Pour pré
iser davantage, si l'on �xe une valeur pour x dans les deux premiers exemplesles solutions possibles pour y sont multiples, 
e qui n'est pas le 
as pour x = y + 1. Nousfaisons une ex
eption pour la relation d'égalité qui appartient à tous les fragments que nous
onsidérons. Un fragment est qualitatif lorsqu'il ne 
ontient pas de 
ontraintes quantitativeset quantitatif autrement. Cette 
lassi�
ation des fragments nous permet de montrer dansquelle mesure la présen
e de 
ontraintes quantitatives dans un fragment de l'arithmétique dePresburger 
ause plus fa
ilement l'indé
idabilité des logiques temporelles étendues ave
 
efragment. Intuitivement, la possibilité de pouvoir exprimer qu'une variable est in
rémentéeà l'état suivant grâ
e à une 
ontrainte de la forme Xx = x+ 1 simpli�e 
onsidérablement le
odage d'une ma
hine de Minsky. Nous dé�nissons 
i-dessous 
es di�érents fragments parrapport à 
ette 
lassi�
ation. Pour le reste de 
ette se
tion, nous 
onsidérons un ensemblein�ni dénombrable de variables VAR = {x0, x1, . . .}.Fragments qualitatifsNous 
ommençons par introduire les di�érents fragments qualitatifs auxquels nous fai-sons référen
e. Le langage de 
ontraintes IPC⋆ est le plus gros fragment qualitatif de l'arith-métique de Presburger que nous 
onsidérons. L'ensemble des 
ontraintes de IPC⋆ est dé�nipar la grammaire suivante :

α ::= θ | x < y | α ∧ α | ¬α

θ ::= x ≡k [c1, c2] | x ≡k y + [c1, c2] | x = y | x < d | x = d |
θ ∧ θ | ¬θ | ∃x θ54



où x, y ∈ VAR, k ∈ N \ {0}, c1, c2 ∈ N et d ∈ Z. Le symbole ∼ est utilisé pour représenter
= ou <. Nous utilisons par la suite les abréviations x ≡k c pour x ≡k [c, c] et x ≡k y + cpour x ≡k y + [c, c]. Nous dé�nissons aussi les restri
tions suivantes de 
e langage :� WIPC⋆ (fragment faible) est la restri
tion de IPC⋆ aux 
ontraintes dé�nies par

αw ::= x ∼ y | x ∼ d | x ≡k c | α ∧ α | ¬αoù x, y ∈ VAR, ∼∈ {<,=}, d ∈ Z et k, c ∈ N.� IPC++ est la restri
tion de IPC⋆ aux 
ontraintes représentées par θ.� Zc est la restri
tion de IPC⋆ aux 
ontraintes de la forme x ∼ y et x ∼ d pour
x, y ∈ VAR et d ∈ Z.� Z est la restri
tion de IPC⋆ aux seules 
ontraintes x ∼ y pour x, y ∈ VAR.La dé�nition de la sémantique est standard par rapport à l'arithmétique de Presburger.Une 
ontrainte α de IPC⋆ est satisfaite par une valuation v : VAR→ Z, noté v |= α ssi� v |= x ∼ y ssi v(x) ∼ v(y) ;� v |= x ∼ d ssi v(x) ∼ d ;� v |= x ≡k [c1, c2] ssi il existe c1 ≤ c ≤ c2 et z ∈ Z tels que v(x)− c = kz ;� v |= x ≡k y + [c1, c2] ssi il existe c1 ≤ c ≤ c2 et z ∈ Z tels que v(x)− v(y)− c = kz ;� v |= α ∧ α′ ssi v |= α et v |= α′ ;� v |= ¬α ssi v 6|= α ;� v |= ∃x α ssi il existe d ∈ Z tel que v[x← d] |= αoù v[x ← z] est la valuation qui 
oïn
ide ave
 v sur toute les variables di�érentesde x est assigne la valeur d à x, 
'est-à-dire que v[x ← d](x′) = v(x′) si x 6= x′ et
v[x← d](x) = d.Étant donné un ensemble X de 
ontraintes de IPC⋆, nous notons v |= X lorsque v |= αpour tout α ∈ X. Une 
ontrainte α est satisfaisable ssi il existe une valuation v telle que

v |= α. Deux 
ontraintes sont dites équivalentes ssi elles sont satisfaites exa
tement par lesmêmes valuations.Lemme 6 (I) Le problème de satisfaisabilité de IPC⋆ est PSPACE-
omplet.(II) Pour toute 
ontrainte de IPC⋆ il existe une 
ontrainte équivalente de IPC⋆ sans quan-ti�
ateur.Preuve : (I) Le problème de satisfaisabilité pour IPC++ est PSPACE-
omplet [Dem04℄et 
elui de Z est NLOGSPACE-
omplet. Comme les 
ontraintes de IPC⋆ sont des 
om-binaisons Booléennes de 
ontraintes de IPC++ et de Z, on peut prouver que le problèmede satisfaisabilité de IPC⋆ est dans PSPACE en étendant la preuve de [Dem04, Théorème3℄ qui dé�nit une pro
édure similaire à 
elle du model-
he
king de la logique du premier55



ordre [CM77℄. La PSPACE-dureté est une 
onséquen
e de la PSPACE-dureté de IPC++qui est un fragment de IPC⋆.(II) IPC++ admet l'élimination des quanti�
ateurs [Dem04℄ et don
 IPC⋆ aussi puisque Zn'a pas de quanti�
ateur. �Nous dis
utons à la �n de 
ette se
tion de l'expressivité et de la 
on
ision de IPC⋆. Nousmontrons d'abord que, bien que WIPC⋆ soit un fragment stri
t de IPC⋆, 
e langage estaussi expressif que IPC⋆.Lemme 7 Pour toute 
ontrainte α de IPC⋆, il existe une 
ontrainte équivalente α′ appar-tenant à WIPC⋆.Preuve : La 
onstru
tion de la formule α est possible grâ
e aux observations suivantes� D'après le Lemme 6 (II), IPC⋆ admet l'élimination des quanti�
ateurs.� Toute 
ontrainte x ≡k [c1, c2] est équivalente à
∨

c1≤c≤c2

x ≡k c.� Toute 
ontrainte x ≡k y + [c1, c2] est équivalente à
∨

c′1≡kc
′
2+c

′ t.q. c1≤c′≤c2 x ≡k c′1 ∧ y ≡k c′2.
�Notons 
ependant que la taille de la 
ontrainte α′ est exponentielle par rapport à |φ|.En�n, l'ajout dans IPC⋆ de 
ontraintes de la forme ax + by ≡k c où a, b, c ∈ Z rendle langage plus 
on
is mais n'ajoute au
une expressivité. En e�et, soit S l'ensemble despaires 〈cx, cy〉 ∈ {0, . . . , k − 1}2 telles que cx + cy ≡k c. Nous pouvons d'abord développerla 
ontrainte ax+ by ≡k c en utilisant l'équivalen
e logique suivante :

ax+ by ≡k c⇔
∨

〈cx,cy〉∈S

(ax ≡k cx ∧ by ≡k cy).Les 
ontraintes de la forme ax ≡k c peuvent ensuite être traduite dans IPC⋆ en résolvantl'équation diophantienne 
orrespondante. En e�et, une 
ontrainte de la forme ax ≡k c seréduit à� ⊥ si pgcd(a, k) ne divise pas c,� x ≡k′ c
′ ave
 k′×pgcd(a, k) = k pour un c′ qui peut être 
al
ulé en temps polynomialpar rapport à la taille de a, k et cx (grâ
e à l'algorithme d'Eu
lide) sinon.56



Le même genre de remarque s'applique dans le 
as général des 
ontraintes de la forme
Σaixi ≡k c.Fragments quantitatifsNous introduisons maintenant des fragments 
ontenant des 
ontraintes quantitatives.Contrairement aux fragments qualitatifs, nous 
ommençons par présenter le noyau 
ommunde 
es fragments pour ensuite parler des extensions. Ce 
hoix est fait a�n de mettre enéviden
e les 
ontraintes qui sont la 
ause prin
ipale de l'indé
idabilité des extensions delogiques temporelles sur des fragments quantitatifs. Le plus petit fragment quantitatif dontnous parlons est le langage de 
ontraintes de di�éren
es DL dont les 
ontraintes sont dé�niespar

α ::= x ∼ y + d | x ∼ d |α ∧ α | ¬αoù x, y ∈ V , d ∈ Z et ∼∈ {<,>,≤,≥,=}.Nous 
onsidérons aussi l'extension DL+ de 
ette logique ave
 des 
ontraintes de pério-di
ités de la forme x ≡k c et x ≡k y + c où k, c ∈ N.En�n, QFP est le fragment sans quanti�
ateur de l'arithmétique de Presburger que l'onpeut dé�nir par la grammaire :
α ::=

∑

i∈I

aixi ∼ d |
∑

i∈I

aixi ≡k c | α ∧ α | ¬αoù ai ∈ Z et I est un ensemble �ni d'indi
es. Nous avons don
 l'in
lusion suivante entre 
esdi�érents langages : DL ⊆ DL+ ⊆ QFP. Notons que 
omme l'arithmétique de Presburgeradmet l'élimination des quanti�
ateurs, le fragment QFP est aussi expressif que l'arithmé-tique de Presburger 
omplet (mais moins 
on
is).
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Deuxième partieLTL étendu ave
 des 
ontraintes surles entiers
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omplexité . . . . . . . . . . . . . 834.1 La logique CLTL(IPC⋆)4.1.1 Propriétés du langage logiqueDans 
e 
hapitre, nous 
onsidérons la logique CLTL(IPC⋆) qui étend LTL ave
 des
ontraintes induites par le langage de 
ontraintes IPC⋆ sur des termes. Par exemple, x < X2yet Xx ≡2 y+1 sont des 
ontraintes atomiques de CLTL(IPC⋆). Comme le langage IPC⋆ estobtenu en ajoutant à IPC++ des 
ontraintes de la forme x < y, il hérite don
 de la 
l�turepar 
ombinaisons Booléennes et de la quanti�
ation du premier ordre. Notons qu'au
une
ontrainte de la forme x < y n'est dans la portée d'un quanti�
ateur. Dans le 
as 
ontraire,nous pourrions exprimer la relation de su

esseur d'un entier. En 
onséquen
e, le langage de
ontraintes ne 
ontiendrait alors plus uniquement des 
ontraintes qualitatives et la logiqueserait indé
idable (voir Chapitre 5).Le langage de 
ontrainte IPC⋆ 
ontient des 
ontraintes de 
omparaison qui ont de nom-breuses appli
ations dans les formalismes logiques. Ainsi, la logique CLTL(IPC⋆) permet detraiter des abstra
tions par rapport à des relations de 
ongruen
e modulo un entier 
ommedans [CGL94, MOS05℄ ou des formalismes introduisant des 
ontraintes de 
alendrier telsque [LM01℄ et des formalismes de raisonnement dans les bases de données [BBFS98℄. Pardé�nition, CLTL(IPC⋆) ne 
ontient pas de variables propositionnelles mais il est fa
ile de
oder une variable propositionnelle p en introduisant des 
ontraintes atomiques xp = 0 où
xp est une variable fraî
he. 61



Il est déjà 
onnu que les problèmes de satisfaisabilité et model-
he
king pour la logiqueCLTL(IPC++) sont dans PSPACE [Dem04℄ de même que pour la logiqueCLTL(Z) [DD07℄.Bien que les preuves de 
es deux résultats utilisent une rédu
tion vers le problème du videpour un automate de Bü
hi, 
elles-
i sont de di�érentes natures. Dans [Dem04℄ la borne de
omplexité est obtenue à l'aide d'une propriété de modèle �ni alors que [DD07℄ utilise uneapproximation de la 
lasse des modèles symboliques 
ar 
ertaines formules de CLTL(Z) ontun ensemble de modèles qui n'est pas ω-régulier. Les résultats de 
e 
hapitre généralisent etuni�ent 
es résultats. Nous montrons que l'ajout des 
ontraintes de la forme x < y à IPC++
onduit à de nombreuses 
ompli
ations te
hniques mais pas à l'indé
idabilité. Nous amélio-rons la méthode introduite pour CLTL(Z) en ajoutant des 
ontraintes de la forme x ≤ d où
d ∈ Z et des 
ontraintes de périodi
ité. Dans [DD07℄, il est prouvé que la logique CLTL(Zc)est dans EXPSPACE en utilisant une tradu
tion vers CLTL(Z) qui augmente exponen-tiellement la taille de la formule lorsqu'on 
onsidère un 
odage binaire des 
onstantes. Nousra�nons don
 aussi 
e résultat. Le traitement optimal des 
onstantes est la prin
ipale 
ontri-bution te
hnique de la méthode que nous développons i
i. Cette méthode permet aussi demontrer la PSPACE-
omplétude pour CLTL(WIPC⋆) ou lorsque l'on étend CLTL(IPC⋆)ave
 des 
ontraintes de la forme ax + by ≡k c, malgré les di�éren
es de 
on
ision de 
eslangages.Ce 
hapitre est une version étendue de l'arti
le [DG05℄.4.1.2 IPC⋆-automatesLe problème du model-
he
king pour CLTL(IPC⋆) utilise 
omme modèle opérationnel la
lasse des IPC⋆-automates dont nous développons quelques 
ara
téristiques i
i. Notons queles problèmes du model-
he
king et de la satisfaisabilité pour CLTL(IPC⋆) sont équivalents.Cha
un peut se réduire à l'autre en espa
e logarithmique en utilisant le même genre dete
hnique que dans [SC85℄ (voir Se
tion 1.1.1). Dans la suite de 
e 
hapitre, nous parlonssurtout du problème de la satisfaisabilité mais nous gardons à l'esprit que les résultatss'appliquent aussi au problème du model-
he
king.Les IPC⋆-automates peuvent être vus 
omme une abstra
tion des ma
hines à 
ompteurs
lassiques où les in
rémentations et dé
rémentations sont abstraits par des opérations mo-dulo un entier. Cette abstra
tion permet par exemple de modéliser des programmes é
ritsdans 
ertains langages de programmation usuels où les opérations sont dé�nies moduloune puissan
e de deux [MOS05℄. Ainsi, une opération telle que x = y + 1 est représen-tée par la formule de CLTL(IPC⋆) x ≡2k y + 1 ∧ y < x où k est en général égal à 32ou 64. Une telle abstra
tion est une sous-approximation mais permet de véri�er des pro-priétés de sûreté par rapport au modèle original. Par exemple, l'évitabilité d'un état de
ontr�le dans la sous-approximation assure la même propriété pour le modèle initial. LaFigure 4.1 représente un IPC⋆-automate qui est l'abstra
tion du 
ontr�leur de 
abine télé-phonique de [CC00, Exemple 1℄. La variable x représente le nombre de piè
es insérées et
y le temps de 
ommuni
ation total. L'in
rémentation de la variable z est abstraite par laformule Xz ≡232 z+ 1∧Xz > z et la formule φ= est une abréviation pour Xx = x∧Xy = y.Les messages ne sont pas présents dans 
ette �gure 
ar ils ne sont pas importants dans le
adre des IPC⋆-automates. 62



q1 q2 q3 q4

q6 q5

x = 0 ∧ y = 0 φ= x > 0 ∧ φ=

y ≤ x ∧ φ=
φ=

φ=

x = y ∧ Xx = 0 ∧ Xy = 0

Xx ≡232 x+ 1 ∧ Xx > x ∧ Xy = y

Xx ≡232 x+ 1 ∧ Xx > x ∧ Xy = y

y ≤ x ∧ Xy ≡232 y + 1 ∧ Xy > y ∧ Xx = x

Xy ≤ x,Xy ≡232 y + 1 ∧ Xy > y ∧ Xx = xFigure 4.1: Un IPC⋆-automatePlusieurs 
lasses de modèles introduites dans la littératures peuvent être 
omparées àla 
lasse IPC⋆-automates. Le problème de l'équivalen
e pour les �Extended Single-StringAutomata� [LM01℄ peut se réduire au model-
he
king des IPC⋆-automates. Le problème dumodel-
he
king de CLTL(IPC⋆) englobe aussi le problème du model-
he
king pour le frag-ment linéaire de l'extension de CTL⋆ introduite dans [�er94℄. Le fragment linéaire de 
ettelogique 
orrespond à CLTL1(Zc) ave
 des formules atomiques supplémentaires référant auxétats de 
ontr�le du modèle. Les modèles 
onsidérés sont des automates relationnels ma-nipulant des entiers, introduits sous le nom de �Integral Relational Automata� (IRA). UnIRA est une représentation symbolique d'un programme ave
 un nombre de variables �niqui prennent leurs valeurs dans Z. Nous notons OP l'ensemble des opérations et tests de 
emodèle qui est 
omposé de :� 
omparaisons de la forme x < y, x < d, d < y,� a�e
tations de la forme x← y, x← d,� instru
tions d'entrée ?x,� instru
tions de sortie !x or !d,� instru
tion fa
ti
e NOP,où x et y sont des variables et d ∈ Z est une 
onstante. Plus formellement, un IRA peutêtre dé�ni 
omme un automate A = 〈Q, δ, op, g〉 tel que� Q est un ensemble �ni d'états de 
ontr�le,� δ ⊆ Q×Q,� op : Q→ OP,� g : δ → {+,−}.Nous notons Var(A) et Cons(A) les ensembles des variables et 
onstantes apparaissantdans les étiquettes dé�nies par la fon
tion op. Une 
on�guration de A est une paire 〈n, v〉où n ∈ Q et v est une valuation de la forme Var(A) ⊎ Cons(A) → Z telle que v(d) = dpour tout d ∈ Cons(A). Le graphe 〈S,→〉 des 
on�gurations de A est tel que l'ensembledes sommets S est égal à l'ensemble des 
on�gurations de A et on a un ar
 〈n, v〉 → 〈n′, v′〉ssi il existe une transition t = 〈n, n′〉 ∈ δ telle que v et v′ véri�ent les 
onditions suivantes63



imposées par op(n) :� si op(n) =?x alors pour tout y ∈ Var(A) \ {x} on a v′(y) = v(y),� si op(n) =!x ou NOP alors v′ = v,� si op(n) = x← a alors v′ = v[x← v(a)],� si op(n) = a < b alors v = v′ etsoit g(t) = + et v(a) < v(b),ou g(t) = − et v(a) ≥ v(b),où a, b ∈ Var(A)⊎Cons(A), et v[x← a] est la valuation telle que v[x← z](y) = z si x = yet v[x ← z](y) = v(y) dans les autres 
as. Notons que l'égalité entre deux éléments peutêtre testée en e�e
tuant deux tests 
onsé
utifs a < b et b < a.La 
lasse des IRA est in
luse dans 
elle des IPC⋆-automates. Cette in
lusion est bien en-tendu stri
te puisque les IPC⋆-automates permettent par exemple d'exprimer des 
ontraintesde périodi
ité. Ci-dessous, nous montrons qu'à partir d'un IRA on peut 
onstruire un IPC⋆-automate équivalent dans le sens où il existe un isomorphisme entre les graphes des 
on�-gurations des deux automates.Lemme 8 Pour tout IRA A on peut 
onstruire un IPC⋆-automate A′ équivalent à A.Preuve : À partir d'un IRA A = 〈Q, δ, op, g〉, nous 
onstruisons l'IPC⋆-automate A′ =
〈Q′, Q′0, δ

′, F ′〉 dé�ni de la façon suivante :1. Q′ = Q′0 = F ′ = Q. Sans perte de généralité, nous identi�ons Q ave
 un ensemble �nide 
onstantes de Z \ Cons(A).2. Pour 
haque transition t = 〈n, n′〉 dans A, on a un transition n φt
−→ n′ dans δ′, où φtest une 
onjon
tion de 
ontraintes dé�nie par :� Xic = n′ est une sous-
ontrainte de φt tel que ic est une variable introduite pourmémoriser la valeur du 
ompteur d'instru
tion,� si op(n) =?x alors ∧

y∈VAR(A)\{x} y = Xy est une 
ontrainte de φt,� si op(n) est une instru
tion de sortie ou NOP, alors ∧

y∈VAR(A) y = Xy est une
ontrainte de φt,� si op(n) = x← a alors ∧

y∈VAR(A)\{x} y = Xy ∧ Xx = a est une 
ontrainte de φt,� si op(n) = a < b alorssi g(t) = + alors a < b ∧
∧

y∈VAR(A) y = Xy est une 
ontrainte de φt,si g(t) = − alors a ≥ b ∧∧

y∈VAR(A) y = Xy est une 
ontrainte de φt.Toutes 
es 
onditions, ex
eptée la première, expriment simplement les 
ontraintes impo-sées par les transitions d'un IRA. Les graphes de 
on�gurations de A et A′ sont reliés parl'isomorphisme suivant. Il existe une transition 〈n, v〉 −→ 〈n′, v′〉 dans le graphe des 
on�gu-rations de A ssi 〈n, vic〉 −→ 〈n′, v′ic〉 appartient au graphe de 
on�gurations de A′ où vic :
Var(A)∪Cons(A)∪{ic} → Z est une extension 
onservative de v : Var(A)∪Cons(A)→ Zet vic(ic) = n. La valuation v′ic est dé�nie de la même façon par rapport à v′. �64



Dans 
ette preuve, la variable ic est introduite a�n de réduire le model-
he
king dufragment linéaire de la logique dé�nie dans [�er94℄ au problème du model-
he
king deCLTL(IPC⋆). En e�et, les formules atomiques de [�er94℄ peuvent référer à un état de
ontr�le. Les résultats qui suivent nous permettent don
 d'établir la borne PSPACE pourle model-
he
king du fragment linéaire de [�er94℄ sur les IRA. Notons en�n que les IPC⋆-automates sont plus 
on
is que les IRA puisqu'ils autorisent des 
onjon
tions de plusieurs
ontraintes sur les transitions. Ainsi, on peut par exemple e�e
tuer un test et une mise àjour sur la même transition dans les IPC⋆-automates. Cette opération ne peut se faire qu'endeux étapes dans les IRA dont la sémantique est plus pro
he de 
elle des programmes.4.2 Représentation symbolique des modèlesDans 
ette se
tion, nous dé�nissons une représentation symbolique des modèles d'uneformule de CLTL(IPC⋆) qui est la base de l'appro
he à base d'automate présentée ensuite.4.2.1 Valuations symboliquesÉtant donné un ensemble �ni X de 
ontraintes atomiques de CLTL(IPC⋆), 
omme parexemple l'ensemble des 
ontraintes atomiques d'une formule, nous utilisons les notationssuivantes :� l est le plus grand entier tel qu'un terme de la forme Xlx apparaît dans X. Si l'on
onsidère l'ensemble des 
ontraintes atomiques d'une formule φ, il s'agit de |φ|X.� V est l'ensemble �ni des variables apparaissant dans X.� Term est l'ensemble des termes {Xix | x ∈ V et i ∈ {0, . . . , l}}. Nous identi�onsparfois 
et ensemble ave
 V × {0, . . . , l}.� K est le plus petit 
ommun multiple (pp
m) des entiers k1, . . . , kn tels que des
ontraintes de périodi
ité utilisant les relations ≡k1 , . . . ,≡kn
appartiennent à X.� C est l'ensemble �ni des 
onstantes d apparaissant dans les 
ontraintes de X de laforme x ∼ d.� m le plus petit élément de C et M le plus grand.� C ′ est l'ensemble de 
onstantes {m,m+ 1, . . . ,M}.Nous supposons sans perte de généralité que 
es éléments sont dé�nis pour tout ensemble�ni de 
ontraintes atomiques de CLTL(IPC⋆). Notons que la taille de K est de l'ordre de

O(|k1|+ · · ·+ |kn|) et que la 
ardinalité de C est polynomiale en |X|. La taille de C ′ est del'ordre de O(2|m|+|M |) et 
ha
un de 
es éléments peut être 
odé sur O(|m|+ |M |) bits.Un ensemble maximalement 
ohérent X de 
ontraintes atomiques par rapport aux en-sembles Term et C est un ensemble de 
ontraintes utilisant uniquement les termes de Termet les 
onstantes de C tel qu'il existe une valuation v : Term→ Z satisfaisant X et toute ex-tension X ′ in
luant stri
tement X n'est pas satisfaisable. Nous dé�nissons une abstra
tion65



des valuations Term → Z sous la forme de trois ensembles disjoints de 
ontraintes véri-�ant les 
onditions énon
ées 
i-dessous. En quelques mots, deux ensembles de 
ontraintesfournissent des informations 
omplémentaires permettant d'évaluer les 
ontraintes de 
om-paraisons induites par le langage de 
ontraintes Zc et un troisième ensemble les informationspermettant d'évaluer les 
ontraintes de périodi
ité.Étant donné un ensemble �ni X de 
ontraintes atomiques de CLTL(IPC⋆), une valuationsymbolique sv est un triplet 〈Y1, Y2, Y3〉 tel que� Y1 est un ensemble maximalement 
ohérent de 
ontraintes de CLTL(Zc) par rapportà Term et C.� Y2 est une ensemble de 
ontraintes de la forme Xix = d où Xix ∈ Term et d ∈ C ′ \C.Pour tout Xix ∈ Term on a Xix = d ∈ Y2 pour un unique d ∈ C ′ \ C ssi pour tout
d′ ∈ C, Xix = d′ 6∈ Y1 et {m < x, x < M} ⊆ Y1. Ce
i implique que 
haque terme
Xix ∈ Term apparaît au plus une fois dans Y2.� Y3 est un ensemble de 
ontraintes de la forme Xix ≡K c où Xix ∈ Term et c ∈
{0, . . . ,K − 1} tel que tout terme Xix ∈ Term apparaît exa
tement une fois dans Y3.Cette abstra
tion est 
omparable à l'abstra
tion des régions pour les automates tempori-sés [AD94℄. Nous notons SV(X) l'ensemble des valuations symboliques 
onstruite par rap-port aux ressour
es syntaxiques de X, 
'est-à-dire l, K, V et C. Une 
onséquen
e de 
ettedé�nition est qu'au
une 
ontrainte appartenant à une valuation symbolique sv = 〈Y1, Y2, Y3〉n'apparaît dans plus d'un des ensembles qui 
omposent sv . Pour 
ette raison, nous notonspar la suite α ∈ sv à la pla
e de α ∈ Y1⊎Y2⊎Y3. Une valuation symbolique est satisfaisablessi il existe une valuation v : Term→ Z telle que v |= Y1 ⊎ Y2 ⊎ Y3.Lemme 9 Soit X un ensemble �ni de 
ontraintes de CLTL(IPC⋆) et sv = 〈Y1, Y2, Y3〉 untriplet tel que Y1 est un ensemble de 
ontraintes de CLTL(Zc) 
onstruit ave
 les éléments de

Term et C, Y2 est un ensemble de 
ontraintes de CLTL(Zc) 
onstruit ave
 les éléments de
Term et C ′\C, Y3 est un ensemble de 
ontraintes de la forme Xix ≡K c. On peut véri�er que
sv est une valuation symbolique satisfaisable en temps polynomial par rapport à la sommedes tailles respe
tives de X et sv .Preuve : Les 
onditions de non redondan
e des informations imposées par la dé�nitiondes valuations symboliques peuvent fa
ilement être véri�ées. Nous supposons don
 pour lasuite que 
haque terme apparaît au plus une fois dans Y2 et exa
tement une fois dans Y3.On peut aussi fa
ilement véri�er qu'au
une 
ontrainte de l'ensemble Y2 n'est pas en 
ontra-di
tion ave
 les 
ontraintes de Y1.La 
ohéren
e maximale de Y1 se véri�e en temps polynomial en utilisant une méthodesimilaire à [�er94, Lemme 5.5℄. L'ensemble de 
ontraintes Y1 est maximalement 
ohérentpar rapport à Term et C ssi le graphe asso
ié GY1 = 〈Term ⊎ C,

=
−→,

<
−→〉 tel que n ∼−→ n′ estun ar
 de GY1 ssi n ∼ n′ est une 
ontrainte de Y1 satisfait les 
onditions suivantes.(MC1) Pour tout n, n′, il existe ∼∈ {<,=} tel que n ∼−→ n′ ou n′ ∼−→ n.(MC2) =

−→ est une relation de 
ongruen
e 
ompatible ave
 <
−→.66



(MC3) Il n'existe pas de 
hemin n0
∼0−→ n1

∼1−→ . . .
∼|π|−1
−−−→ n|π| tel que n0 = n|π| et <appartient à {∼0,∼1, . . . ,∼|π|−1}.(MC4) Pour tout d1, d2 ∈ C, d1 ∼ d2 implique d1

∼
−→ d2.(MC5) Pour tout d1, d2 tel que d1 ≤ d2, il n'existe pas de 
hemin n0

∼0−→ n1
∼1−→ . . .

∼|π|−1
−−−→ n|π|où n0 = d1 et n|π| = d2 tel que le nombre d'o

urren
es de �<� dans ∼0, · · · ,∼|π|−1est stri
tement supérieur à d2 − d1.Nous devons aussi véri�er que l'ensemble des 
ontraintes de périodi
ité est 
ompatible ave
les deux autres ensembles.(MC6) Pour toute 
ontrainte Xix

=
−→ Xjy de Y1 telle que x, y ∈ V , les 
ontraintes Xix ≡K cet Xjy ≡K c′ de Y3 sont telles que c = c′. De même pour toute 
ontrainte Xix = ddans Y1 ∪ Y2, la 
ontrainte Xix ≡K d′ de Y3 est telle que d ≡K d′. �Comme l'illustre le résultat 
i-dessous, les valuations symboliques de SV(X) 
ontiennenttoutes les informations né
essaires pour évaluer les 
ontraintes 
onstruites par rapport auxressour
es syntaxiques de X. Une 
ontrainte de CLTL(IPC⋆) est 
onstruite par rapport auxressour
es syntaxiques de X ssi� les termes utilisés sont dans Term,� les 
onstantes utilisées sont dans C,� les relations de 
ongruen
es ≡k utilisées sont telles que k divise K.Lemme 10 Soit X un ensemble �ni de 
ontraintes atomiques de CLTL(IPC⋆).(I) Pour toute valuation v : Term→ Z il existe une unique valuation symbolique 〈Y1, Y2, Y3〉 ∈

SV(X) notée sv(v) telle que v |= Y1 ∪ Y2 ∪ Y3.(II) Pour tout v, v′ tel que sv(v) = sv(v′) ∈ SV(X) et pour toute 
ontrainte atomique α deCLTL(IPC⋆) 
onstruite par rapport aux ressour
es syntaxiques de X, on a v |= α ssi
v′ |= α.Preuve : (I) Étant donnée une valuation symbolique sv , nous dé�nissons Valsv 
ommeétant l'ensemble des éléments 〈z1, . . . , zn〉 de Z|V | (vus 
omme des fon
tions de la forme V →

Z) tel que 〈z1, . . . , zn〉 |= sv . On peut fa
ilement montrer que {Valsv : sv ∈ SV(X) et Valsv 6=
∅} est une partition de Z|V |.(II) Considérons deux valuations v et v′ telles que sv(v) = sv(v′). Nous pro
édons parindu
tion sur la stru
ture de α. Il est su�sant de montrer l'impli
ation v |= α ⇒ v′ |= α,l'autre sens est identique.� Supposons que α soit de la forme Xix ∼ Xjy. Si v |= α alors on a v(Xix) ∼ v(Xjy). Pardé�nition, une valuation symbolique est maximalement 
ohérente don
 il existe une
ontrainte de 
omparaison entre Xix et Xjy dans sv(v). Puisque l'on a v(Xix) ∼ v(Xjy)et v |= sv(v), la 
ontrainte α appartient à sv(v). Comme sv(v) = sv(v′), on a aussi

v′(Xix) ∼ v′(Xjy) et don
 v′ |= α. 67



� Si α est de la forme Xix ∼ d, la preuve est similaire. Puisque la 
ontrainte α est
onstruite par rapport aux ressour
es syntaxiques de X, la 
onstante d appartient à
C on a en
ore α ∈ sv(v).� Si α est de la forme Xix ≡k [c1, c2] et v |= α alors on a v(Xix) ≡k c pour un c ∈ [c1, c2].Par dé�nition, il existe une 
ontrainte de la forme Xix ≡K c′ dans sv(v) et don
 on aaussi v(Xix) ≡K c′. Comme α est 
onstruite par rapport aux ressour
es syntaxiquesde X, l'entier k divise K. Il est don
 fa
ile de prouver que c ≡k c′ en utilisant le faitqu'il existe i, j ∈ Z tels que c+ ik = c′+ jK et que k divise K. Comme sv(v) = sv(v′),on a aussi v′(Xix) ≡K c′ et puisque c ≡k c′ et k divise K, on peut fa
ilement endéduire que v′ |= α.� Si α est de la forme Xix ≡k Xjy + [c1, c2] et v |= α alors on a v(Xix) ≡k v(Xjy) + cpour un c ∈ [c1, c2]. La preuve est semblable au 
as pré
édent. Par dé�nition, il existeune 
ontrainte de la forme Xix ≡K cx dans sv(v) et une autre de la forme Xjy ≡K cy.Nous pouvons en déduire que Xix ≡K Xjy + (cx − cy) et 
omme k divise K on a
(cx − cy) ≡k c. Il est alors fa
ile de 
on
lure de la même manière que dans le 
aspré
édent.Par indu
tion nous supposons que pour toutes valuations v et v′ telles que sv(v) = sv(v′),si v |= α alors v′ |= α.� Si α est de la forme et ∃x α′ alors v |= α implique qu'il existe d ∈ Z tel que v[x ←
d] |= α′ où v[x← d] est la valuation qui assigne la valeur d à x et 
oïn
ide ave
 v surtous les autres éléments. Par dé�nition des valuations symboliques, nous obtenons que
sv(v[x ← d]) = sv(v′[x ← d]). En e�et, 
omme la valeur de x est la seule à 
hangerpar rapport à v, toute 
ontrainte de sv(v) qui n'implique pas x appartient aussi à
sv(v[x ← d]) et sv(v′[x ← d]). De plus, 
omme la valeur x prend la valeur d dansles deux valuations, on peut fa
ilement voir que toute 
ontrainte impliquant x dans
sv(v[x← d]) appartient aussi à sv ′(v[x← d]).Ainsi, en utilisant l'hypothèse d'indu
tion v[x← d] |= α′ et sv(v[x← d]) = sv(v′[x←
d]) impliquent que v′[x← d] |= α′. Don
 v′ |= ∃x α′.� En�n les 
as des 
ombinaisons booléennes peuvent fa
ilement être traités par indu
-tion. �Étant données une valuation symbolique sv ∈ SV(X) et une 
ontrainte α de CLTL(IPC⋆)
onstruite par rapport aux ressour
es syntaxiques de X, nous notons sv |=symb α ssi pourtoute valuation v telle que sv(v) = sv on a v |= α.Lemme 11 Étant données une valuation symbolique sv ∈ SV(X) et une 
ontrainte α deCLTL(IPC⋆) 
onstruite par rapport aux ressour
es syntaxiques de X, tester si sv |=symb αest un problème PSPACE-
omplet.Preuve. Nous montrons la PSPACE-dureté par rédu
tion du problème QBF. En fait, 
eproblème revient à tester qu'une 
ontrainte de IPC⋆ est satisfaite par une valuation sym-bolique. Ce
i est su�sant 
ar CLTL(IPC⋆) étend IPC⋆. Soit φ = Q1p1Q2p2 . . . Qnpnφ

′ uneformule sous forme prénexe telle que φ′ est une formule sous forme normale 
onjon
tive68



ayant pour variables propositionnelles {p1, . . . , pn} et {Q1, . . . , Qn} ⊆ {∀,∃}. Nous tradui-sons φ en une 
ontrainte de IPC⋆ à l'aide de la fon
tion f telle que :� f(∃ pi φi) = ∃ xi (xi = 0 ∨ xi = 1) ∧ f(φi),� t(∀ pi φi) = ∀ xi (xi = 0 ∨ xi = 1)⇒ f(φi),� f est homomorphique par rapport aux opérateurs Booléens,� f(pi) = (xi = 1).Il est fa
ile de voir que φ est valide ssi pour toute valuation symbolique sv on a sv |=symb

f(φ). Ce dernier problème est équivalent à tester si une valuation symbolique parti
ulièresatisfait f(φ) puisque 
ette formule n'a pas de variable libre.Pour la borne supérieure, nous utilisons un algorithme analogue à 
elui du model-
he
king de la logique du premier ordre [CM77℄. Soit MC(sv , α, α′) la fon
tion prenanten argument� une valuation symbolique sv ∈ SV(X),� une 
ontrainte α de IPC⋆ 
onstruite par rapport aux ressour
es syntaxiques de X,� une sous-
ontrainte α′ de α,et renvoyant �vrai� ssi sv |=symb α
′. Notons qu'une variable de sv qui n'est pas libre dans

α′ n'in�uen
e pas la relation de satisfa
tion sv |=symb α
′. La fon
tion MC est dé�nie paranalyse de 
as selon la stru
ture de la 
ontrainte α′. Soit sv = 〈Y1, Y2, Y3〉 une valuationsymbolique de SV(X), α une 
ontrainte atomique de CLTL(IPC⋆) 
onstruite par rapportaux ressour
es syntaxiques de X et α′ une sous-
ontrainte de α.� MC(sv , α, a = b) pour a, b ∈ Term ⊎C renvoie �vrai� ssi� a ou b est un terme et a = b appartient à sv ,� a et b sont des 
onstantes égales.� MC(sv , α, a < b) pour a, b ∈ Term ⊎C renvoie �vrai� ssi� a et b sont des termes et a < b appartient à sv ,� a est un terme et b une 
onstante et soit a < b appartient à sv , soit il existe une
onstante d < b telle que a ∼ d appartient à sv pour un ∼∈ {<,=},� a est une 
onstante et b un terme et soit a < b appartient à sv , soit il existe une
onstante a < d telle que d ∼ b appartient à sv pour un ∼∈ {<,=},� a et b sont des 
onstantes telles que a < b.� MC(sv , α,Xix ≡k [c1, c2]) renvoie �vrai� ssi il existe une 
ontrainte Xix ≡K c dans svtelle que c ≡k c′ pour c′ ∈ [c1, c2]. Cette véri�
ation peut se faire en espa
e polynomialpuisque la taille de K est polynomiale par rapport à |φ| et k divise K. Le 
as Xix ≡k

Xjy + [c1, c2] est similaire.� MC(sv , α, α′1 ∧ α
′
2) renvoie �vrai� ssi MC(sv , α, α′1) et MC(sv , α, α′2) renvoient �vrai�.� MC(sv , α, α′1 ∨ α
′
2) renvoie �vrai� ssi MC(sv , α, α′1) ou MC(sv , α, α′2) renvoie �vrai�.� MC(sv , α,∃x α′), renvoie �vrai� ssi il existe une valuation symbolique sv ′ = 〈Y ′1 , Y

′
2 , Y

′
3〉dans SV(X) telle que MC(sv ′, α, α′) renvoie vrai et sv ′ véri�e : pour toute 
ontrainte69



α ∈ sv qui n'implique pas la variable x on a aussi α ∈ sv ′ (dans le même ensemble dutriplet). Même si le nombre de valuations symboliques est exponentiel, il est possiblede les énumérer en utilisant un espa
e polynomial pour tester l'existen
e d'une tellevaluation symbolique. En e�et, la taille de 
haque valuation symbolique est polyno-miale par rapport à |X|.Il est fa
ile de véri�er que 
es opérations peuvent se faire en espa
e polynomial. Certainesinformations sont données 
i-dessus et les 
as restants soit reviennent à tester l'appartenan
ed'une 
ontrainte dans un ensemble, soit peuvent être prouvés par indu
tion. �4.2.2 Modèles symboliquesNous utilisons maintenant la représentation symbolique des valuations dé�nie 
i-dessuspour abstraire les modèles de CLTL(IPC⋆) par rapport à une formule donnée. Étant donnéeune formule φ de CLTL(IPC⋆), nous notons SV(φ) l'ensemble des valuations symboliques
onstruites par rapport à l'ensemble des 
ontraintes atomiques de φ. Une paire de valuationssymboliques 〈〈Y1, Y2, Y3〉, 〈Y
′
1 , Y

′
2 , Y

′
3〉〉 est 
ohérente sur un pas ssi1. pour tout 1 ≤ j, j′ ≤ l, on a Xjxi ∼ Xj

′
xi′ ∈ Y1 ssi Xj−1xi ∼ Xj

′−1xi′ ∈ Y
′
1 ,2. pour tout 1 ≤ j ≤ l, on a Xjxi ∼ d ∈ Y1 ∪ Y2 ssi Xj−1xi ∼ d ∈ Y

′
1 ∪ Y

′
2 ,3. pour tout 1 ≤ j ≤ l, on a Xjxi ≡K c ∈ Y3 ssi Xj−1xi ≡K c ∈ Y ′3 .Une séquen
e in�nie ρ : N→ SV(φ) de valuations symboliques par rapport à φ est 
ohérentepas à pas ssi pour tout i ∈ N la paire 〈ρ(i), ρ(i+1)〉 est 
ohérente sur un pas. Nous appelonsune telle séquen
e un modèle symbolique de φ. Un modèle symbolique ρ est satisfait par unmodèle σ de CLTL(IPC⋆) ssi pour tout i ∈ N et α ∈ ρ(i) on a σ, i |= α. Nous notons alors

σ |= ρ.La 
ohéren
e pas à pas des modèles symboliques permet de les représenter sous la formed'un graphe. Nous étendons la 
onstru
tion du graphe dé�nie dans la preuve du Lemme 9.Étant donné un modèle symbolique ρ, nous dé�nissons le graphe
Gρ = 〈(V ∪C ′)× N,

=
−→,

<
−→,mod〉où mod : (V ∪C ′)× N→ {0, . . . ,K − 1} est dé�ni de la façon suivante :

〈x, i〉
∼
−→ 〈y, j〉 ssi on a i ≤ j et x ∼ Xj−iy ∈ ρ(i)ou i > j et Xi−jx ∼ y ∈ ρ(j),

〈x, i〉
=
−→ 〈d, j〉 ssi x = d ∈ ρ(i),

〈d, i〉
=
−→ 〈x, j〉 ssi x = d ∈ ρ(j),

〈x, i〉
<
−→ 〈d, j〉 ssi il existe d′ ∼ d tel que x ∼′ d′ ∈ ρ et <∈ {∼,∼′},

〈d, i〉
<
−→ 〈x, j〉 ssi il existe d ∼ d′ tel que d′ ∼′ x ∈ ρ et <∈ {∼,∼′},70



〈d1, i〉
∼
−→ 〈d2, j〉 ssi d1 ∼ d2,

mod(〈x, i〉) = c ssi x ≡K c ∈ ρ(i),
mod(〈d, i〉) = c ssi d ≡K c,pour tout x, y ∈ V , d1, d2 ∈ C

′ et i, j ∈ N tel que |i − j| ≤ l. Dans 
ette 
onstru
tion, lesvariables et les 
onstantes sont traitées de la même façon. Nous insistons sur le fait qu'ilexiste un ar
 entre deux sommets 〈a, i〉 et 〈b, j〉 ssi |i− j| ≤ l. En fait, 
haque représentationlo
ale du graphe, 
'est-à-dire toute partie du graphe 
orrespondant à une fenêtre de l états
onsé
utifs, 
orrespond à la représentation d'une valuation symbolique. En 
onséquen
e,
ette 
onstru
tion assure que les 
onditions (MC1) à (MC6) dans la preuve du Lemme 9sont véri�ées �lo
alement�. La dernière 
ondition peut maintenant s'exprimer en fon
tion dela représentation graphique, 
e qui n'était pas le 
as dans la Se
tion 4.2.1 puisque GY1 netenait 
ompte que des 
ontraintes de Y1.(MC6) Pour tout n, n′ de Gρ tel que n =
−→ n′, on a mod(n) = mod(n′).Dans 
ette représentation graphique, nous disons qu'un sommet n représente la 
onstante

d ssi il est de la forme 〈d, i〉 pour un i ∈ N. Le niveau d'un sommet n = 〈a, i〉, noté lev(n),est l'entier i. Notons qu'il y a une 
ertaine forme de redondan
e dans Gρ 
on
ernant les
omparaisons ave
 les sommets représentant les 
onstantes. Néanmoins, 
e
i sera utile parla suite pour établir des relations plus étroites entre ρ et Gρ.Nous illustrons 
ette 
onstru
tion ave
 un exemple. Soit V = {x}, C = {2, 4}, K = 2 et
l = 1. Nous 
onsidérons la séquen
e ρ = sv0 · (sv 1 · sv2)ω telle que� sv0 = 〈Y 0

1 , Y
0
2 , Y

0
3 〉 où� Y 0

1 = {x = x,Xx = Xx, x < Xx, 2 < x, x < 4, 2 < Xx,Xx = 4},� Y 0
2 = {x = 3},� Y 0
3 = {x ≡2 1,Xx ≡2 0},� sv1 = 〈Y 1

1 , Y
1
2 , Y

1
3 〉 où� Y 1

1 = {x = x,Xx = Xx, x < Xx, 2 < x, x = 4, 2 < Xx, 4 < Xx},� Y 1
2 = ∅,� Y 1
3 = {x ≡2 0,Xx ≡2 1},� sv2 = 〈Y 2

1 , Y
2
2 , Y

2
3 〉 où� Y 2

1 = {x = x,Xx = Xx, x = Xx, 2 < x, 4 < x, 2 < Xx, 4 < Xx},� Y 2
2 = ∅,� Y 2
3 = {x ≡2 1,Xx ≡2 1}.Le graphe Gρ est représenté dans la Figure 4.2. A�n de simpli�er la représentation, nousomettons 
ertains ar
s qui peuvent être obtenus par transitivité ou en utilisant les propriétésde 
ongruen
e de =

−→. La fon
tion mod est dire
tement 
odée dans les étiquettes des sommets.Un 
hemin dans Gρ est une séquen
e (�nie ou in�nie) de la forme n0
∼0−→ n1

∼1−→ n2
∼2−→ . . .La longueur |π| d'un 
hemin π est égale à son nombre d'ar
s. Soit π = n0

∼0−→ n1
∼1−→ . . .

∼|π|−1
−−−→

n|π| un 
hemin �ni. Le 
hemin π est un 
y
le ssi n0 = n|π|. La longueur stri
te de π, notée71
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Figure 4.2: Exemple de représentation graphique Gρ
slen(π), est égale au nombre d'indi
es i ∈ {0, . . . , |π| − 1} tels que ∼i est égal à < et π estun 
hemin stri
t ssi slen(π) > 0. La longueur stri
te entre deux sommets slen(n1, n2) est laborne supérieure de l'ensemble des longueurs stri
tes asso
iées aux 
hemins �nis allant de
n1 à n2. Par 
onvention, nous posons slen(n1, n2) = −∞ s'il n'existe au
un 
hemin de n1vers n2. Par exemple, dans la Figure 4.2 la longueur stri
te slen(〈2, 2〉, 〈x, 3〉) est égale à 3(voir le 
hemin en gras).La 
ohéren
e pas à pas de ρ implique des 
ontraintes globales sur l'ensemble de sa repré-sentation graphique. Nous entendons par 
ontrainte globale une 
ontrainte sur l'ensemble dugraphe et pas seulement au niveau lo
al 
orrespondant à la représentation d'une valuationsymbolique ou de deux valuations symboliques 
onsé
utives.Lemme 12 Pour tout modèle symbolique ρ, le graphe Gρ véri�e les propriétés suivantes :(I) Gρ n'a au
un 
y
le stri
t.(II) Pour tout 
hemin �ni π dont l'origine 〈d, i〉 représente une 
onstante et la destinationest un sommet n de niveau j, si π est stri
t alors 〈d, j〉 <−→ n sinon 〈d, j〉 =

−→ n.(III) Pour tout un 
hemin �ni π dont l'origine est un sommet n de niveau j et la destinationun sommet 〈d, i〉 représentant une 
onstante, si π est stri
t alors n <
−→ 〈d, j〉 sinon

n
=
−→ 〈d, j〉.(IV) Pour tout 
hemin π ayant pour origine n et destination n′ qui ne 
ontient que desar
s de la forme =

−→, on a mod(n) = mod(n′).Preuve. (I) Nous montrons que tout 
hemin π = n0
∼0−→ n1

∼1−→ . . .
∼|π|−1
−−−→ n|π| tel que

n0 = n|π| véri�e for
ément slen(π) = 0. Nous pro
édons par indu
tion sur la longueur du
hemin. Le 
as où |π| = 1 est dire
t 
ar la représentation graphique lo
ale de la valua-tion symbolique ρ(lev(n0)) est maximalement 
ohérente et don
 on a n0
=
−→ n0 (d'aprèsla 
ondition (MC3)). Nous supposons maintenant que π est un 
y
le tel que |π| > 1et que la propriété est vraie pour tout 
hemin de longueur inférieure à |π|. Soit nlmaxle sommet ayant le plus grand niveau dans π. Nous supposons que 0 < lmax < |π|puisque l'on peut 
hoisir le début du 
y
le sans perte de généralité. Comme lev(nlmax)est maximal, on doit avoir |lev(nlmax−1) − lev(nlmax+1)| ≤ l et don
 la représentationde ρ(min{lev(nlmax−1), lev(nlmax+1)}) 
ontient les sommets nlmax−1, nlmax et nlmax+1. Par72




onstru
tion, il existe don
 des ar
s entre 
es trois sommets. Puisque la représentation de
ρ(min{lev(nlmax−1), lev(nlmax+1)}) satisfait (MC2), on a nlmax−1

<
−→ nlmax+1 ssi nlmax−1

<
−→

nlmax ou nlmax
<
−→ nlmax+1. Ce
i implique que slen(π) = 0 ssi slen(π′) = 0 où π′ est obtenuà partir de π en remplaçant le sous-
hemin entre nlmax−1 et nlmax+1 par l'ar
 entre nlmax−1et nlmax+1. Comme la longueur de π′ est stri
tement inférieure à 
elle de π, nous pouvons
on
lure en utilisant l'hypothèse d'indu
tion.(II) Nous démontrons que pour tout 
hemin π = n0

∼0−→ n1
∼1−→ . . .

∼|π|−1
−−−→ n|π| tel que

n0 = 〈d, i〉 on a 〈d, lev(n|π|)〉
<
−→ n|π| si π est stri
t et 〈d, lev(n|π|)〉

=
−→ n|π| sinon. Nouspro
édons par indu
tion sur la longueur de π. Le 
as de base où |π| = 1 est dire
t 
ar lareprésentation lo
ale de ρ(min{lev(n0), lev(n1)}) 
ontient tous les sommets 
on
ernés. Nous
onsidérons maintenant un 
hemin π = n0

∼0−→ n1
∼1−→ n2

∼2−→ . . .
∼|π|−1
−−−→ n|π| ave
 n0 = 〈d, i〉 et

|π| > 1 et nous supposons que 〈d, lev(n|π|−1)〉
<
−→ n|π|−1 si le sous-
hemin de π se terminantau sommet n|π|−1 est stri
t et 〈d, lev(n|π|−1)〉
=
−→ n|π|−1 sinon. Comme les sommets n|π|−1et n|π| sont reliés par un ar
, ils appartiennent tous deux à la représentation graphique dela valuation symbolique ρ(min{lev(n|π|−1), lev(n|π|)}). Cette représentation lo
ale satisfait(MC2) et don
 〈d, lev(n|π|−1)〉

<
−→ n|π| ssi 〈d, lev(n|π|−1)〉

<
−→ n|π|−1 ou n|π|−1

<
−→ n|π|. En
onséquen
e 〈d, lev(n|π|−1)〉

<
−→ n|π| si π est stri
t. Puisque 〈d, lev(n|π|−1)〉

=
−→ 〈d, lev(n|π|)〉,on a don
 bien 〈d, lev(n|π|)〉

<
−→ n|π| si π est stri
t (et 〈d, lev(n|π|)〉

=
−→ n|π| sinon) en utilisantla propriété (MC2).(III) La preuve de 
e 
as est similaire au pré
édent.(IV) Considérons un 
hemin de la forme π = n0

=
−→ n1

=
−→ . . .

=
−→ n|π|. Nous pro
édonspar indu
tion sur la taille de 
e 
hemin. Si |π| = 1 alors la représentation lo
ale de la va-luation symbolique ρ(min{lev(n0), lev(n|π|)}) 
ontient les deux sommets et nous pouvons
on
lure en utilisant (MC6). Sinon, supposons que |π| > 1 et mod(n0) = mod(n|π|−1) parhypothèse d'indu
tion. Comme il existe un ar
 n|π|−1

=
−→ n|π|, la représentation graphique
orrespondant à la valuation symbolique ρ(min{lev(n|π|−1), lev(n|π|−1)}) 
ontient les deuxsommets. Puisque 
ette représentation lo
ale satisfait (MC6) on a bien par transitivité

mod(n|π|) = mod(n|π|−1) = mod(n0). �Corollaire 4 Soit ρ un modèle symbolique et Gρ sa représentation graphique. Pour toutepaire de sommets 〈d1, i〉 et 〈d2, j〉 de Gρ représentant des 
onstantes telles que d1 ≤ d2, ona slen(〈d1, i〉, 〈d2, j〉) = d2 − d1.Preuve. Soient 〈d1, i〉 et 〈d2, j〉 deux sommets de Gρ représentant respe
tivement les
onstantes d1 et d2 telles que d1 ≤ d2. Nous traitons le 
as i ≤ j (le 
as j > i est symétrique).Il est évident que slen(〈d1, i〉, 〈d2, j〉) ≥ d2 − d1 puisque par 
onstru
tion le 
hemin suivantexiste et a pour longueur stri
te d2 − d1 :
〈d1, i〉

=
−→ 〈d1, i+1〉

=
−→ 〈d1, i+2〉

=
−→ · · ·

=
−→ 〈d1, j〉

<
−→ 〈d1 +1, j〉

<
−→ 〈d1 +2, j〉

<
−→ · · ·

<
−→ 〈d2, j〉.73



Nous montrons maintenant qu'il n'existe pas de 
hemin π entre 〈d1, i〉 et 〈d2, j〉 tel que
slen(π) > d2 − d1. Nous pro
édons par l'absurde et supposons qu'un tel 
hemin π existe.Considérons la restri
tion de la 
l�ture transitive de =

−→ aux sommets de π. D'après ladé�nition de la longueur stri
te, π a exa
tement slen(π) + 1 
lasses d'équivalen
es parrapport à 
ette relation puisque le nombre de 
lasses d'équivalen
e est lié au nombred'ar
 stri
t <
−→ du 
hemin. Soit X0, . . . ,Xslen(π) une énumération des 
lasses d'équiva-len
e du 
hemin π. D'après le Lemme 12 (II) et (III), 
haque sommet n de π véri�e

〈d1, lev(n)〉
∼
−→ n

∼′

−→ 〈d2, lev(n)〉 pour ∼,∼′∈ {<,=}. De plus, 
omme C ′ 
ontient toutesles 
onstantes entre m et M et les représentations lo
ales des valuations symboliques sontmaximalement 
ohérentes, pour tout i ∈ {0, . . . , slen(π)} il existe une 
onstante d′i ∈ C ′ telleque d1 ≤ d
′
i ≤ d2 et 
haque sommet n appartenant à Xi véri�e n =

−→ 〈d′i, lev(n)〉. D'après leLemme 12 (I), 
haque entier di doit être distin
t sinon il existe un 
y
le stri
te puisque lesdi�érentes 
lasses d'équivalen
e sont reliées lo
alement par des ar
s stri
ts. Nous avons don

slen(π) + 1 
lasses d'équivalen
e non vides, 
ha
une asso
iée à un entier distin
t 
omprisentre d1 et d2. Ce
i nous donne une 
ontradi
tion puisque l'ensemble {d1, . . . , d2} a pour 
ar-dinalité d2−d1+1 et nous avons besoin de slen(π)+1 > d2−d1+1 représentants distin
ts. �Pour terminer 
ette se
tion nous établissons la relation entre les modèles symboliques
onstruits par rapport à une formule φ de CLTL(IPC⋆) et les modèles 
on
rets de φ. Pour
ela, nous étendons la relation de satisfa
tion symbolique aux modèles symboliques. Cetterelation que nous notons aussi |=symb est dé�nie de la même façon que la relation de satis-fa
tion de CLTL(IPC⋆) ex
epté au niveau atomique : on a ρ, i |=symb α ssi ρ(i) |=symb α.Le résultat suivant est le pivot de l'appro
he que nous dé�nissons par la suite.Lemme 13 Une formule φ de CLTL(IPC⋆) est satisfaisable ssi il existe un modèle symbo-lique ρ et une séquen
e de valuations σ tels que ρ |= φ et σ |= ρ.Preuve : Soit σ un modèle qui satisfait φ. Nous 
onsidérons le modèle symbolique ρtel que pour tout i ∈ N on a ρ(i) = sv(vi) où vi : Term → Z est la valuation telle que
vi(X

jx) = σ(i+ j)(x) pour tout j ∈ {0, . . . , |φ|X}. D'après 
ette 
onstru
tion, la séquen
e ρest 
ohérente pas à pas et σ |= ρ. En utilisant le Lemme 10 (II), nous obtenons que pourtoute valuation v telle que sv(v) = ρ(i) on a pour toute 
ontrainte atomique α de φ, si
σ, i |= α alors v |= α. Ce
i implique que pour tout i ∈ N si σ, i |= α alors ρ, i |=symb α. Ilest alors fa
ile de 
on
lure que ρ |=symb φ par indu
tion sur la stru
ture de φ, puisque larelation |=symb n'est di�érente de |= qu'au niveau atomique.Ré
iproquement, supposons qu'il existe un modèle symbolique ρ et une séquen
e de va-luations σ tels que ρ |=symb φ et σ |= ρ. Puisque pour tout i ∈ N on a σ, i |= ρ(i), la valuationsymbolique ρ(i) est égale à sv(vi) où vi : Term → Z est la valuation dé�nie à partir de σtelle que vi(Xjx) = σ(i + j)(x) pour tout j ∈ {0, . . . , |φ|X}. D'après la dé�nition de |=symb,pour toute 
ontrainte atomique α de φ, si ρ(i) |=symb α alors vi |= α. Ce
i implique que si
ρ(i) |=symb α alors σ, i |= α. Nous pouvons alors déduire que 
omme ρ |=symb φ, on a σ |= φpuisque les deux relations de satisfa
tion ne di�èrent qu'au niveau atomique. �
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4.3 Modèles symboliques satisfaisablesD'après le Lemme 13, nous avons don
 besoin de 
ara
tériser l'ensemble des modèles sym-boliques qui sont satisfaisables. Jusqu'à présent nous avons établi des propriétés sur le graphe
Gρ uniquement. Nous dé�nissons maintenant des 
onditions sur Gρ qui sont équivalentes àl'existen
e d'un modèle qui satisfait ρ. Une solution pour un graphe de la forme Gρ obtenuà partir d'un modèle symbolique ρ est une fon
tion d'étiquetage lab : ((V ⊎ C ′) × N) → Zvéri�ant� pour tout ar
 n1

∼
−→ n2, lab(n1) ∼ lab(n2),� pour tout sommet n, lab(n) ≡K mod(n).Une telle solution est dite stri
te ssi pour tout sommet 〈d, i〉 de Gρ représentant une
onstante on a lab(〈d, i〉) = d.Lemme 14 Un modèle symbolique ρ est satisfaisable ssi Gρ a une solution.Preuve : Soit σ un modèle satisfaisant ρ et lab : ((V ∪C ′))×N→ Z la fon
tion d'étiquetagedé�nie par :

lab(〈x, i〉) = σ(i)(x) et lab(〈d, i〉) = d pour tout x ∈ V, d ∈ C ′ et i ∈ N.Il est fa
ile de montrer que lab est une solution stri
te de Gρ. En e�et, on a la suite d'im-pli
ations suivante :
〈x, i〉

∼
−→ 〈y, j〉 et i ≤ j,

⇒ x ∼ Xj−iy ∈ ρ(i) (d'après la dé�nition de Gρ),
⇒ σ, i |= x ∼ Xj−iy (
ar σ satisfait ρ),
⇒ σ(i)(x) ∼ σ(j)(y) (par dé�nition de |=),
⇒ lab(〈x, i〉) ∼ lab(〈y, j〉) (par dé�nition de lab).Don
 〈x, i〉 ∼−→ 〈y, j〉 et i ≤ j impliquent lab(〈x, i〉) ∼ lab(〈y, j〉). Les autres 
as 
on
ernantles 
ontraintes imposées par les ar
s <

−→ et =
−→ peuvent être traités de la même manière. Nousmontrons la satisfa
tion des 
ontraintes de périodi
ité en utilisant le même type développe-ment :

mod(〈x, i〉) = c,
⇒ x ≡K c ∈ ρ(i) (par dé�nition de Gρ),
⇒ σ, i |= x ≡K c (
ar σ |= ρ),
⇒ σ(i)(x) ≡K c (dé�nition de |=),
⇒ lab(〈x, i〉) ≡K c (dé�nition de lab).
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Ré
iproquement, soit lab une solution de Gρ. Nous 
onstruisons d'abord une solutionstri
te lab ′ à partir de lab. Le prin
ipe de la 
onstru
tion de lab ′ 
onsiste à séparer lesvaleurs supérieures à M en blo
s de K valeurs 
onsé
utives de manière à 
e que si lab(n)−
lab(〈M, lev(n)〉) = b > 0 alors lab ′(n) prend sa valeur dans le bème blo
.

bloc 0
︷︸︸︷

M

bloc 1
︷ ︸︸ ︷

M + 1 · · ·M +K

block 2
︷ ︸︸ ︷

M +K + 1 · · ·M + 2K . . .

bloc γ
︷ ︸︸ ︷

M + (γ − 1)K + 1 · · ·M + γK . . .La 
ontrainte dé�nie par la fon
tion mod impose alors une valeur unique pour lab ′(n) dans
e blo
. Nous pro
édons de la même manière pour les valeurs inférieures à m. Ce
i nousdonne la 
onstru
tion suivante de lab ′.� Pour tout sommet n = 〈x, i〉 tel que 〈x, i〉 <−→ 〈m, i〉, on pose lab ′(〈x, i〉) = a tel que1. a ≡K mod(〈x, i〉),2. m−(lab(〈m, i〉)−lab(〈x, i〉))×K ≤ a ≤ m−((lab(〈m, i〉)−lab(〈x, i〉)−1)×K−1.� Pour tout sommet 〈x, i〉 tel que 〈M, i〉
<
−→ 〈x, i〉, on pose lab ′(〈x, i〉) = a tel que1. a ≡K mod(〈x, i〉),2. M+((lab(〈x, i〉)−lab(〈M, i〉)−1)×K+1 ≤ a ≤M+(lab(〈x, i〉)−lab(〈M, i〉))×K.Dans les deux 
as 
i-dessus, nous rappelons que la valeur a est unique puisqu'elleappartient à un intervalle de longueur K (
.f. 2) et que la 
ontrainte de périodi
itéimpose une valeur unique dans 
et intervalle (
.f. 1).� Pour tout 〈x, i〉 tel que 〈x, i〉 =

−→ 〈d, i〉 pour d ∈ C ′, on pose lab ′(〈x, i〉) = d.� Pour tout sommet 〈d, i〉 représentant une 
onstante, on pose lab ′(〈d, i〉) = d.Il est fa
ile de montrer que lab ′ est une solution stri
te de Gρ. Par exemple, nous traitonsle 
as n <
−→ n′ où lev(n) ≤ lev(n′) ave
 〈M, lev(n)〉

<
−→ n et 〈M, lev(n′)〉

<
−→ n′. Les autres
as sont semblables. Puisque lab est une solution de Gρ, on a lab(〈M, lev(n)〉) < lab(n) <

lab(n′). Don
 d'après la 
onstru
tion de lab ′, la valeur de lab ′(n) se situe dans le blo

b = lab(n) − lab(〈M, lev(n)〉) et la valeur de lab ′(n′) se situe dans le blo
 b′ = lab(n′) −
lab(〈M, lev(n′)〉). Comme b < b′ on a don
 bien lab ′(n) < lab ′(n′). Les 
ontraintes imposéespar la fon
tion mod sont véri�ées par 
onstru
tion.Nous montrons en�n que le modèle σ dé�ni par σ(i)(x) = lab ′(〈x, i〉) pour tout x ∈ Vet i ∈ N satisfait ρ. Pour 
ela il su�t de dérouler les impli
ations de la première partie de
ette preuve dans l'autre sens. Par exemple, pour le 
as où Xjx ∼ d ∈ ρ(i) on a
Xjx ∼ d ∈ ρ(i),
⇒ 〈x, i+ j〉

∼
−→ 〈d, i + j〉 dans Gρ (par 
onstru
tion),

⇒ lab ′(〈x, i + j〉) ∼ lab ′(〈d, i + j〉) (
ar lab ′ est une solution de Gρ),
⇒ σ(i+ j)(x) ∼ d (par dé�nition de σ et puisque lab ′ est une solution stri
te),
⇒ σ, i |= Xjx ∼ Xj

′
y (par dé�nition de |=).L'avant-dernière étape illustre la né
essité que lab ′ soit une solution stri
te. �76



Le Lemme 14 établit la 
orrespondan
e entre un modèle symbolique ρ et sa représen-tation graphique Gρ. Nous pouvons maintenant 
ara
tériser les modèles symboliques sa-tisfaisables en dé�nissant une 
ondition 
ara
térisant les graphes Gρ qui admettent unesolution.Lemme 15 Soit ρ un modèle symbolique. Il existe une solution pour sa représentation gra-phique Gρ ssi pour toute paire de sommets n1, n2 de Gρ, on a slen(n1, n2) < ω.Rappelons que par 
onstru
tion de Gρ, pour tous sommets 〈d1, i〉 et 〈d2, j〉 représentant des
onstantes telles que d1 ≤ d2 on a slen(〈d1, i〉, 〈d2, j〉) = d2 − d1 (voir le Corollaire 4). C'estpour 
ette raison que nous n'avons besoin d'au
une 
ondition parti
ulière pour les sommetsdu graphe représentant les 
onstantes.Preuve : Si Gρ admet une solution lab, il est alors évident que pour toute paire desommets n1, n2 de Gρ on a slen(n1, n2) < lab(n2)− lab(n1).Ré
iproquement, si pour toute paire de sommets n1, n2 de Gρ on a slen(n1, n2) < ωalors nous dé�nissons la fon
tion d'étiquetage lab : (V ∪ C ′)× N→ Z telle que :� Pour tout d ∈ C ′ on a lab(〈d, i〉) = d,� Pour tout 〈x, i〉 ∈ V × N,� si 〈x, i〉 =
−→ 〈d, i〉 alors lab(〈x, i〉) = d� si 〈x, i〉 <−→ 〈m, i〉 alors lab(〈x, i〉) = a tel que1. a ≡K mod(〈x, i〉).2. m− slen(〈x, i〉, 〈m, i〉) ×K ≤ a ≤ m− (slen(〈x, i〉, 〈m, i〉) − 1)×K − 1.� si 〈M, i〉
<
−→ 〈x, i〉 alors lab(〈x, i〉) = a tel que1. a ≡K mod(〈x, i〉).2. M + (slen(〈M, i〉, 〈x, i〉) − 1)×K + 1 ≤ a ≤M + slen(〈M, i〉, 〈x, i〉) ×K.Notons que, 
omme dans la preuve du Lemme 14, la valeur de a est unique dans l'intervallede taille K à 
ause de la 
ontrainte de périodi
ité.Nous démontrons maintenant que lab ′ est une solution stri
te Gρ. Nous pro
édons paranalyse de 
as :� Supposons que n =

−→ n′. Nous traitons le 
as lev(n) < lev(n′) (l'autre 
as est symé-trique). Nous rappelons que 
omme il existe un ar
 entre n et n′ on a lev(n′)−lev(n) ≤ let don
 les sommets n et n′ appartiennent tous deux à la représentation lo
ale de lavaluation symbolique ρ(lev(n)).Cas 1 : 〈M, lev(n)〉
<
−→ n et 〈M, lev(n′)〉

<
−→ n′.Puisque n =

−→ n′ et 〈M, lev(n)〉
=
−→ 〈M, lev(n′)〉 on a

slen(〈M, lev(n)〉, n) = slen(〈M, lev(n)〉, n′).Don
 lab(n) et lab(n′) appartiennent au même blo
 de tailleK de valeurs supérieures à
M . De plus 
omme la représentation lo
ale de la valuation symbolique ρ(lev(n)) véri�e77



(MC6), on a mod(n) = mod(n′). Par dé�nition de lab on a don
 bien lab(n) = lab(n′).Cas 2 : Le 
as n <
−→ 〈m, lev(n)〉 et n′ <−→ 〈m, lev(n′)〉 est similaire au Cas 1, en 
onsi-dérant les blo
s inférieurs à m.Cas 3 : Nous 
onsidérons maintenant le 
as tel que 〈M, lev(n)〉

<
−→ n et n′ ∼−→ 〈M, lev(n′)〉et nous démontrons par l'absurde que 
e 
as est impossible. Si nous supposons le
ontraire alors 
omme ρ(lev(n)) véri�e (MC2), on a n ∼−→ 〈M, lev(n′)〉 puisqu'il existeun ar
 n =

−→ n′. Il existe don
 un 
hemin
〈M, lev(n)〉

<
−→ n

∼
−→ 〈M, lev(n′)〉

=
−→ 〈M, lev(n)〉,qui 
ontredit (MC3).Cas 4 : Le 
as n <

−→ 〈m, lev(n)〉 et n′ ∼−→ 〈m, lev(n′)〉 est similaire au Cas 3.Cas 5 : Le 
as n =
−→ 〈d, lev(n)〉 et n′ =

−→ 〈d′, lev(n′)〉 ave
 d < d′ est aussi impossible.Sinon, par 
onstru
tion de la représentation de ρ(lev(n)) nous avons un ar
 de la forme
〈d, lev(n)〉

<
−→ 〈d′, lev(n′)〉. Nous pouvons don
 
onstruire un 
y
le stri
t qui 
ontreditle fait que ρ(lev(n)) véri�e (MC3).� Le 
as n <
−→ n′ peut être traité de manière identique. �Nous avons don
 une 
ara
térisation exa
te des modèles symboliques qui sont satisfai-sables. Néanmoins, 
ette 
ara
térisation n'est pas vraiment satisfaisante 
ar nous désironsune 
ondition qui puisse être véri�ée à l'aide d'un automate. Ce
i n'est pas évident puisquel'ensemble des modèles symboliques satisfaisable n'est pas ω-régulier, en 
onséquen
e d'unrésultat de [DD07℄ pour le fragment CLTL(Z) (voir Lemme 17). Cependant, nous pouvonsdé�nir une 
ondition d'approximation ω-régulière telle que tout modèle symbolique ρ ulti-mement périodique est satisfaisable ssi Gρ véri�e 
ette 
ondition. Une séquen
e in�nie estultimement périodique ssi elle est de la forme δ · γω où δ et γ sont deux séquen
es �nies.Un 
hemin in�ni en avant dans Gρ est un 
hemin π tel que pour tout i ∈ N on a

π(i)
∼
−→ π(i + 1) et lev(π(i)) < lev(π(i + 1)). Un 
hemin in�ni en arrière est dé�ni de lamême manière ave
 pour tout i ∈ N, π(i)

∼
←− π(i + 1). Un 
hemin est in�niment souventstri
t s'il 
ontient un in�nité d'ar
s stri
ts.Un graphe Gρ satisfait la 
ondition (C) ssi il n'existe pas de paire de sommets n1, n2 de

Gρ tels que |lev(n1)− lev(n2)| ≤ l véri�ant toutes les 
onditions suivantes.(AP1) Il existe un 
hemin in�ni en avant πav partant de n1.(AP2) Il existe un 
hemin in�ni en arrière πar partant de n2.(AP3) Soit πav ou πar est in�niment souvent stri
t.(AP4) Pour tout i, j ∈ N tel que |lev(πav(i))−lev(πar(j))| ≤ l on a πav(i)
<
−→ πar(j) dansGρ.Un exemple de graphe qui ne satisfait pas la 
ondition (C) est donné dans la Figure 4.3(
ertains ar
s sont omis).Si un modèle symbolique ρ est satisfaisable, alors sa représentation graphique Gρ doitsatisfaire (C). Sinon, on a slen(n1, n2) = ω 
e qui entraîne une 
ontradi
tion d'après le78



n1

n2

< < < < <

< < < <

= = = = =Figure 4.3: Graphe ne véri�ant pas (C)Lemme 15. L'impli
ation inverse n'est pas vraie en générale. La Figure 4.4 est un exemplede graphe qui satisfait (C) et n'admet pas de solution 
ar slen(〈x, 0〉, 〈z, 0〉) = ω. Néanmoins,
z

y

x = = = = = = = =

= = = = = = = =

< < < < < < <

< < <

< < < <Figure 4.4: Graphe non satisfaisable véri�ant (C)lorsque le modèle symbolique est ultimement périodique 
ette 
ondition est su�sante.Lemme 16 Un modèle symbolique ultimement périodique ρ est satisfaisable ssi sa repré-sentation graphique Gρ satisfait (C).Preuve : Cette preuve est essentiellement la même que pour le 
as de CLTL(Z). Lesprin
ipales di�éren
es ave
 [DD07, Lemme 6.2℄ résident dans la présen
e de 
ontraintes depériodi
ité et de 
onstantes. Cependant, les résultats pré
édents nous permettent de traiteruniformément les variables et les 
onstantes et d'ignorer la fon
tion mod .Nous 
onsidérons un modèle symbolique 
onstruit sur des ressour
es syntaxiques V ,
C ′, l et K dé�nies à partir de l'ensemble des 
ontraintes atomiques d'une formule deCLTL(IPC⋆). Nous rappelons que si deux sommets n1, n2 violent la 
ondition (C) alors
slen(n1, n2) = ω. Don
 si ρ est satisfaisable alors Gρ satisfait (C) d'après les Lemmes 14et 15.Ré
iproquement, supposons que le modèle symbolique ρ soit de la forme δ · γω et que
Gρ n'admette pas de solution. Si Gρ n'a pas de solution, il existe d'après le Lemme 15 deuxsommets n1 et n2 tels que slen(n1, n2) = ω. Nous utilisons 
ette propriété pour montrer que
Gρ ne satisfait pas (C).Nous notons lev0 le plus petit niveau tel que� lev0 ≡|γ| |δ| (lev0 est égal à |δ| modulo |γ|),� lev0 ≥ lev(n1) et lev0 ≥ lev(n2), 79



et nous posons lev1 = lev0 + l|γ| × |V ∪ C ′|. Comme slen(n1, n2) = ω, il existe un 
hemin
π allant de n1 vers n2 tel que

slen(π) > lev1|V ∪ C
′|+ |γ| × |V ∪ C ′|.Nous pouvons supposer sans perte de généralité que π n'a pas de 
y
les puisque d'aprèsle Lemme 12 (I) Gρ n'a pas de 
y
les stri
ts et les 
y
les 
omposés de relations d'égalitéuniquement n'a�e
tent pas la longueur stri
te d'un 
hemin. En 
onséquen
e 
haque sommetde π est visité une seule fois. Comme il n'existe que lev1|V ∪C

′| sommets distin
ts de niveauinférieur ou égal à lev1 et que par dé�nition π 
ontient au moins slen(π) ar
s stri
ts, il existedon
 au moins |γ| × |V ∪C ′|+ 1 ar
s stri
ts entre des sommets de niveau supérieur ou égalà lev1.Nous disons que deux sommets 〈x, i〉 et 〈x′, i′〉 de niveau supérieur à |δ| (
'est-à-diredans la partie ultimement périodique) sont isomorphes ssi� x = x′,� i > |δ| et i′ > |δ|,� i ≡|γ| i
′.D'après la périodi
ité, pour tout j > |δ| on a ρ(j) = ρ(j + |γ|). Don
 il existe un ar
 entredeux sommets du graphe ssi il existe le même type d'ar
 entre leurs images par le mêmeisomorphisme. Par extension, il existe un 
hemin entre deux sommets du graphe ssi il existeun 
hemin entre leurs images par le même isomorphisme. De plus, il n'existe pas d'ensemble

X de sommets de niveau supérieur à lev1 tous non-isomorphes tel que |X| > |γ||V ∪ C ′|.Comme le nombre d'arêtes stri
tes de π dans la partie du graphe supérieure à lev1 eststri
tement plus grand que |γ||V ∪ C ′|, le 
hemin π visite deux sommets isomorphes n′1 et
n′2 tels que le sous-
hemin de π entre 
es deux sommets est stri
t. Nous supposons sansperte de généralité que n′1 est visité en premier par π.Nous pouvons 
onstruire à partir de π un 
hemin π′ visitant su

essivement n1, n

′
1, n
′
2et n2 qui se dé
ompose en plusieurs parties :1. un 
hemin en avant π1 de n1 vers n′1,2. un 
hemin stri
t en avant π2 de n′1 vers n′2ou un 
hemin stri
t en arrière de n′2 vers n′1 selon les 
as,3. un 
hemin en arrière π3 entre n2 et n′2.Cette 
onstru
tion repose sur l'observation suivante. Supposons qu'un 
hemin π ait pourorigine un sommet n et destination un sommet n′ telle que lev(n) < lev(n′). On peut
onstruire un 
hemin en avant entre n et n′ en pro
édant de la façon suivante. Soit i ∈ Nune position du 
hemin tel que lev(π(i+ 1)) ≤ lev(π(i)), 
'est-à-dire que l'ar
 pris n'est pasen avant. Considérons le plus petit indi
e j > i tel que lev(π(j)) > lev(π(i)), s'il existe. Lesommet π(j) doit véri�er lev(π(j)) − lev(π(i)) ≤ l 
ar par 
onstru
tion du graphe, un ar
traverse au plus l niveaux. Ce
i signi�e par dé�nition de Gρ qu'il existe un ar
 entre π(i)et π(j). Si π(j)

<
−→ π(i) alors on a un 
y
le stri
t, 
e qui n'est pas possible 
ar le graphevéri�e (MC3) lo
alement. Don
 les seuls 
as possibles sont π(i)

=
−→ π(j) ou π(i)

<
−→ π(j).Notons qu'on a π(i)

<
−→ π(j) ssi il existe un ar
 stri
t dans le sous-
hemin entre π(i) et π(j).On peut don
 �
ourt-
ir
uiter� le sous-
hemin entre π(i) et π(j) en prenant l'ar
 en avant80



entre 
es deux sommets. En itérant 
ette méthode de 
ourt-
ir
uit sur le 
hemin π, nousobtenons un 
hemin en avant. Le même genre d'argument nous sert à 
onstruire un 
heminen arrière lorsque lev(n′) < lev(n). Les 
hemins π1 et π3 peuvent être 
onstruit en utilisant
ette méthode de 
ourt-
ir
uit.Nous distinguons maintenant deux 
as. Si le niveau de n′1 est inférieur à 
elui de n′2 alorsla �gure suivante s
hématise la situation.
n1

n2

n′1 n′2

n′3n′4

π1
π2

π3

lev0 lev1

b|γ|

b′|γ|

πav

πar

Le 
hemin π2 
onstruit en utilisant la méthode de 
ourt-
ir
uit est un 
hemin en avantstri
t entre n′1 et n′2. Comme 
es sommets sont isomorphes, nous pouvons montrer qu'ilexiste un 
hemin en avant in�niment souvent stri
t à partir de n′1. Posons n′1 = 〈x, a〉 et
n′2 = 〈x, a + b|γ|〉 pour x, x′ ∈ V ∪ C ′ et a, b ∈ N. Le sommet n′2 = 〈x, a + b|γ|〉 est aussiisomorphe à 〈x, a+ 2b|γ|〉 par le même isomorphisme et don
 le 
hemin en avant stri
t quiexiste entre n′1 et n′2 existe aussi entre n′2 et 〈x, a+2b〉. Cet argument peut être répété pourtout 
ouple de sommets de la forme 〈x, a+ib〉 et 〈x, a+(i+1)b〉 ave
 i ∈ N a�n de 
onstruireun 
hemin en avant in�niment souvent stri
t. En 
onséquen
e il existe un 
hemin en avantin�niment souvent stri
t πav à partir de n1.De plus, notons que le 
hemin π3 traverse tous les niveaux entre lev0 et lev1 . Commeun ar
 traverse au maximum l niveaux, π3 visite au moins |γ||V ∪C ′|+ 1 sommets et don
deux de 
es sommets sont for
ément isomorphes. Nous notons n′3 et n′4 
es sommets telsque le niveau de n′3 est inférieur à 
elui de n′4. On a don
 un 
hemin en arrière entre n′3 et
n′4. En utilisant les mêmes arguments que pour le 
hemin entre n′1 et n′2, nous pouvons endéduire qu'il existe un 
hemin en arrière in�ni πar à partir de n2 (pas for
ément stri
t).Il reste à montrer que pour tous sommets nav de πav et nar de πar tels que |lev(nav) −

lev(nar)| ≤ l on a nav
<
−→ nar. Nous posons n′1 = 〈x, a〉, n′2 = 〈x, a + b|γ|〉, n′4 = 〈y, a′〉et n′3 = 〈y, a′ + b′|γ|〉 en respe
tant les isomorphismes respe
tifs entre 
es sommets. Pourtout i ∈ N, les sommets ni1 = 〈x, a + ibb′|γ|〉 et ni4 = 〈y, a′ + ibb′|γ|〉 sont isomorphes etsont des images de n′1 et n′4 sous le même isomorphisme. D'après les étapes pré
édentes denotre 
onstru
tion, pour tout i ∈ N le sommet ni1 appartient à πav et ni4 à πar. Soient navet nar des sommets respe
tifs de πav et πar tels que |lev(nav)− lev(nar)| ≤ l et 
onsidéronsdeux sommets ni1 et ni4 dé�nis par le même isomorphisme dont les niveaux sont minimauxtout en étant supérieurs aux niveaux de nav et nar. D'après les observations pré
édentes, ilexiste un 
hemin stri
t entre ni1 et ni4 
ar il existe le même type de 
hemin entre n′1 et n′4.Ce
i implique l'existen
e d'un 
hemin stri
t entre nav et nar 
ar ni1 appartient à πav et ni4à πar. Puisque |lev(nav)− lev(nar)| ≤ l il existe un ar
 entre les deux sommets. Cet ar
 est

nav
<
−→ nar sinon nous avons un 
y
le stri
t 
e qui est impossible d'après le Lemme 12 (I).Le dessin suivant s
hématise 
ette partie de la preuve.81
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Si l'on suppose maintenant que le niveau de n′1 est inférieur à 
elui de n′2 alors le 
hemin
π2 est en arrière. Ce
i nous permet de déduire l'existen
e d'un 
hemin en arrière in�nimentsouvent stri
t. Nous pouvons alors utiliser les mêmes arguments que dans le 
as pré
édentpour déduire un 
hemin in�ni en avant à partir de deux sommets isomorphes visités parle 
hemin π1 entre les niveaux lev0 et lev1 , puis pour montrer que 
es 
hemins véri�ent lapropriété (AP4) énon
ée dans la dé�nition de (C). �Pour 
on
lure 
ette se
tion, nous revenons sur l'a�rmation faite plus t�t 
on
ernant lanon-ω-régularité de l'ensemble des modèles symboliques satisfaisables. Le résultat suivantest une variante de [DD07, Corollaire 6.5℄.Lemme 17 Il existe des ensembles X de 
ontraintes atomiques de CLTL(IPC⋆) tels quel'ensemble des modèles symboliques satisfaisables 
onstruit par rapport à X n'est pas ω-régulier.Preuve : La preuve s'inspire de [DD07, Corollaire 6.5℄. Nous notons L l'ensemble desmodèles symboliques N → SV(X) 
onstruits par rapport à un ensemble X de 
ontraintesatomiques de CLTL(IPC⋆) ayant les ressour
es syntaxiques suivantes :� l = 1,� V = {x, y, z},� C = ∅,� la valeur de K n'est pas importante i
i.Nous notons Lsat ⊆ L l'ensemble des modèles symboliques satisfaisables et LC ⊆ L l'ensembledes modèles symboliques qui satisfont (C). Nous anti
ipons la 
onstru
tion de l'automate deBü
hi Asat de la Se
tion 4.4 et admettons que LC est un langage ω-régulier. De même il estévident que L est un langage ω-régulier puisque les éléments de 
e langage sont justes desséquen
es de valuations symboliques 
ohérentes pas à pas (voir la 
onstru
tion de Apap).Nous pro
édons par l'absurde. Supposons que Lsat soit ω-régulier. Comme les langages
ω-réguliers sont 
los par 
omplémentation et interse
tion, le langage L′ = (L \ Lsat) ∩ LCest ω-régulier. Le modèle symbolique représenté dans la Figure 4.4 satisfait (C) et n'estpas satisfaisable, il appartient don
 à L′. Puisque L′ est un langage ω-régulier non-vide, ilexiste un mot ultimement périodique ρ qui appartient à L′. Or, si ρ appartient à LC et ρ estultimement périodique alors d'après le Lemme 16 
e modèle symbolique est satisfaisable.Ce
i 
ontredit la dé�nition de L′ 
ar on doit avoir ρ 6∈ Lsat. �
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4.4 Constru
tion de l'automate et 
omplexitéÀ partir des résultats pré
édents et en suivant l'appro
he dé�nie dans [VW94℄, nous mon-trons maintenant 
omment, étant donnée une formule φ de CLTL(IPC⋆), on peut 
onstruireun automate de Bü
hi Aφ tel que φ est satisfaisable ssi le langage re
onnu par Aφ est non-vide. De plus, nous montrons que tester si le langage re
onnu par Aφ est non-vide peutse faire en espa
e polynomial par rapport à la taille de φ. Nous 
onsidérons une formule
φ de CLTL(IPC⋆) ainsi que les di�érents éléments asso
iés à l'ensemble de ses 
ontraintesatomiques dé�nis dans la Se
tion 4.2.1 (l, V , C, m, et
. . .).À la di�éren
e de la 
onstru
tion pour LTL, le langage re
onnu par Aφ n'est pas unensemble de modèles mais un ensemble de modèles symboliques. D'après les Lemmes 13et 16, l'automate Aφ peut être dé�ni 
omme l'interse
tion de trois automates de Bü
hi
Apap ∩ Asymb ∩ Asat tels que� L(Apap) est l'ensemble des séquen
es de valuations symboliques 
ohérentes pas à pas,� L(Asymb) est l'ensemble des séquen
es de valuations symboliques ρ qui satisfont sym-boliquement φ, 
'est-à-dire ρ |=symb φ,� L(Asat) est l'ensemble des séquen
es de valuations symboliques ρ véri�ant (C).Nous dé
rivons 
i-dessous la 
onstru
tion de 
es di�érents automates. Tous ont pouralphabet l'ensemble �ni SV(φ) dont la taille est exponentielle par rapport à |φ|. L'automate
Asymb est obtenu en adaptant la 
onstru
tion de [VW94℄ ave
 la relation de satisfa
tionsymbolique. Nous dé�nissons la 
l�ture habituelle de φ notée cl(φ) en 
onsidérant 
haqueformule atomique 
omme une proposition. Nous rappelons que cl(φ) est le plus petit en-semble 
ontenant φ est véri�ant les 
onditions suivantes :� φ1 ∈ cl(φ) ssi ¬φ1 ∈ cl(φ) (pour toute formule φ1, on identi�e φ1 et ¬¬φ1),� si φ1 ∧ φ2 ∈ cl(φ) ou φ1 ∨ φ2 ∈ cl(φ) alors φ1 ∈ cl(φ) et φ2 ∈ cl(φ),� si Xφ1 ∈ cl(φ) alors φ1 ∈ cl(φ),� si φ1Uφ2 ∈ cl(φ) alors φ1 ∈ cl(φ), φ2 ∈ cl(φ) et X(φ1Uφ2) ∈ cl(φ).Un atome de φ est un sous-ensemble maximalement 
ohérent de cl(φ). L'automate de Bü
higénéralisé Asymb = 〈Q, I, F, δ〉 est dé�ni de la façon suivante.� Q est l'ensemble des atomes de φ et I = {At ∈ Q | φ ∈ At},� At

sv
−→ At ′ est une transition de δ ssi(
ontraintes atomiques) pour toute formule atomique α dans At on a sv |=symb α,(
ohéren
e sur un pas) pour 
haque formule Xψ ∈ cl(φ) on a Xψ ∈ At ssi ψ ∈ At ′,� Soit {φ1Uψ1, . . . , φrUψr} l'ensemble des formules until de cl(φ). Si 
et ensemble estvide, tous les états sont a

eptants. Sinon, on pose F = {F1, . . . , Fr} tel que pour tout

i ∈ {1, . . . , r} on a Fi = {At ∈ Q | φiUψi 6∈ At ou ψi ∈ At}.D'après le Lemme 11, les 
onditions sur les 
ontraintes atomiques peuvent être véri�ées enespa
e polynomial, don
 la 
onstru
tion Asymb peut se faire en espa
e polynomial.83



L'automate Apap = 〈Q, I, F,→〉 est un automate de Bü
hi tel que Q = I = F = SV(φ)et la relation de transition est dé�nie par la règle :
sv1

sv
−→ sv2 ssi la paire 〈sv1, sv2〉 est 
ohérente sur un pas et sv = sv1.Nous rappelons que l'on peut tester qu'un triplet donné d'ensembles de 
ontraintes deCLTL(IPC⋆) est une valuation symbolique et qu'une paire de valuations symboliques est
ohérente sur un pas en temps polynomial. Don
, la relation de transition de Apap est 
al-
ulable en temps polynomial.Il nous reste à dé�nir la 
onstru
tion de Asat qui re
onnaît l'ensemble des séquen
esde valuations symboliques qui satisfont (C). Nous nous inspirons pour 
ette 
onstru
tionde [DD07℄. Au lieu de 
onstruire dire
tement Asat, il est plus fa
ile de passer par la 
onstru
-tion de l'automate de Bü
hi généralisé ÃC qui re
onnaît le 
omplément du langage L(Asat).L'automate ÃC est presque le même que l'automate B de [DD07, Se
tion 6℄, mais nousavons besoin d'étendre l'alphabet et de tenir 
ompte des relations entre les sommets dugraphe représentant des 
onstantes de C ′ 
ar 
ertaines 
omparaisons ave
 
es 
onstantesne sont pas expli
itées dans les valuations symboliques. En e�et, nous n'avons pas toutesles informations 
on
ernant les 
onstantes C ′ \ C dans la représentation symbolique desvaluations. Mis à part 
e point, les variables et les 
onstantes ont un traitement uniformedans la 
onstru
tion de ÃC . Formellement, l'automate ÃC = 〈Q, I, F,→〉 est dé�ni de lafaçon suivante.� Q = {q0}⊎{(V ∪C

′)×{0, . . . , l}×(V ∪C ′)×{0, . . . , l}×{av, ar}×{0, 1}} où l = |φ|X,� I = {q0},� La relation de transition véri�e les propriétés 
i-dessous.(a) q0 sv
−→ q0 pour tout sv ∈ SV(φ).(b) q0 sv
−→ 〈a, i, b, j, av, 0〉 et q0 sv

−→ 〈a, i, b, j, ar, 0〉 pour tout a, b ∈ V ∪ C ′, i, j ∈
{0, . . . , l} et sv ∈ SV(φ).(
) 〈a, i, b, j, p, bin〉 sv

−→ 〈a, i − 1, b, j − 1, p, bin〉 pour tout p ∈ {av, ar}, bin ∈ {0, 1},
i, j ≥ 1 et sv ∈ SV(φ).(d) 〈a, 0, b, j, av, bin〉 sv

−→ 〈a′, i′ − 1, b, j − 1, av, bin ′〉 tel que i′ > 0, j > 0 etsi a, a′ ∈ V alors,1. a < Xi
′
a′ ∈ sv et bin ′ = 1ou a = Xi

′
a′ ∈ sv et bin ′ = 0,2. si b ∈ V , Xi
′
a′ < Xjb ∈ sv ,si b ∈ C ′, il existe d tel que d ∼ b, Xi

′
a′ ∼′ d ∈ sv et <∈ {∼,∼′},si a ∈ V et a′ ∈ C ′ alors,1. a = a′ ∈ sv et bin ′ = 0ou il existe d tel que d ∼ a′, a ∼′ d ∈ sv , <∈ {∼,∼′} et bin ′ = 1,84



2. si b ∈ V , il existe a′ ∼ d tel que d ∼′ Xjb ∈ sv et <∈ {∼,∼′},si b ∈ C ′ alors a′ < b,si a ∈ C ′ et a′ ∈ V alors,1. a = Xi
′
a′ ∈ sv et bin ′ = 0ou il existe d tel que a ∼ d, d ∼′ Xi′a ∈ sv , <∈ {∼,∼′} et bin ′ = 1,2. si b ∈ V , Xi

′
a′ < Xjb ∈ sv ,si b ∈ C ′, il existe d tel que d ∼ b Xi

′
a′ ∼′ d ∈ sv et <∈ {∼,∼′},si a, a′ ∈ C ′ alors,1. a = a′ et bin ′ = 0ou a < a′ et bin ′ = 1,2. si b ∈ V , il existe d tel que a′ ∼ d, d ∼′ Xjb ∈ sv et <∈ {∼,∼′},si b ∈ C ′ alors a′ < b,(e) 〈a, i, b, 0, av, bin〉 sv

−→ 〈a, i− 1, b, j′ − 1, av, bin ′〉 si i > 0, j′ > 0 et les 
onditions du
as pré
édent sont véri�ées lorsqu'on opère les substitutions suivantes
a← b, a′ ← b′, b← a.(f) 〈a, 0, b, 0, av, bin〉 sv

−→ 〈a′, i′, b′, j′, av, bin ′〉 si la 
ombinaison naturellement dé�niedes 
ontraintes des 
as pré
édents est véri�ée.(g) Les 
onditions sont similaires lorsque le 
hemin in�niment souvent stri
t est πar,
'est-à-dire pour les états de la forme 〈a, i, b, j, ar, bin〉.� F est l'ensemble des états de la forme 〈a, i, b, j, p, 1〉 pour tout a, b ∈ V ∪ C ′, i, j ∈
{0, . . . , l} et p ∈ {av, ar}.Nous expliquons en quelques mots 
omment pro
ède l'automate ÃC . Lors d'une exé
u-tion, on bou
le d'abord sur l'état initial (point (a)) a�n de passer les valuations symboliquesqui se trouvent avant les sommets du graphe qui 
ontredisent (C). Puis, on devine de façonnon déterministe deux sommets n1 et n2 ainsi que lequel des 
hemins πav et πar est in�ni-ment souvent stri
t (point (b)). Ensuite, l'automate véri�e que 
es sommets satisfont toutesles 
onditions (AP1) à (AP4) (points (
) à (g) et 
ondition d'a

eptation). Le point (
)sert juste à attendre que le sommet 
ourant de πav ou πar soit de niveau 0 dans la valuationsymbolique 
ourante. Les di�érents 
as du point (d) reprennent les 
onditions 
orrespondantà l'existen
e d'ar
s dans le graphe a�n de poursuivre le 
hemin πav tout en testant que lenouveau sommet 
ourant véri�e bien (AP4). En�n, la 
ondition d'a

eptation garantit quedes ar
s étiquetés par < sont ren
ontrés in�niment souvent par le 
hemin supposé in�nimentsouvent stri
t. Nous sto
kons toutes 
es informations dans les états de l'automate ÃC. Parexemple, si l'automate est dans l'état 〈a, i, b, j, av, 0〉, 
ela signi�e que :� la position du sommet 
ourant du 
hemin en avant dans la valuation symbolique
ourante est 〈a, i〉,� la position du sommet 
ourant du 
hemin en arrière dans la valuation symbolique
ourante est 〈b, j〉, 85



� le 
hemin en avant est in�niment souvent stri
t.La dernière 
omposante (qui vaut 0 dans notre exemple) sert à marquer les moments oùle 
hemin in�niment souvent stri
t passe par un ar
 stri
t (voir le point (d)). Cette valeurvaut 1 lorsque le 
hemin fran
hit un ar
 étiqueté par <. C'est pour 
ela que la 
onditiond'a

eptation impose que l'on visite in�niment souvent un état dont la dernière 
omposanteest égale à 1.Lemme 18 Une formule φ de CLTL(IPC⋆) est satisfaisable ssi L(Aφ) est non-vide.Si la formule φ est satisfaite par un modèle symbolique ρ alors 
ette séquen
e est re
onnuepar Aφ, d'après le Lemme 13 et la 
onstru
tion de Aφ en tant que l'interse
tion de Apap,
Asymb et Asat. L'impli
ation inverse est moins triviale. Par propriété des automates de Bü
hisi le langage L(Aφ) est non-vide alors Aφ a

epte une séquen
e ultimement périodique ρ etdon
 nous pouvons utiliser le Lemme 16 pour prouver que ρ est satisfaisable. En e�et, par
onstru
tion de Aφ on a ρ ∈ L(Asat) et don
 ρ véri�e (C). De même, si ρ est re
onnu par
Aφ alors ρ satisfait symboliquement φ 
ar ρ ∈ L(Asymb). Don
 φ est satisfaisable d'après leLemme 13. Puisque nous pouvons 
onstruire Aφ à partir d'une formule φ, le problème dela satisfaisabilité pour CLTL(IPC⋆) est dé
idable. Nous avons aussi tous les éléments pourétablir la 
omplexité de 
e problème.Théorème 23 Le problème de la satisfaisabilité pour CLTL(IPC⋆) est PSPACE-
omplet.Preuve : La PSPACE-dureté est une 
onséquen
e de la PSPACE-dureté de LTL [SC85℄puisque LTL est in
lus dans CLTL(IPC⋆). Pour obtenir la borne supérieure, nous analysonsla 
omplexité de la 
onstru
tion de Aφ. La taille des automates Asymb, Apap et ÃC estexponentielle en |φ| mais 
es automates peuvent être 
onstruits en espa
e polynomial parrapport à |φ|.L'automate Asat peut être obtenu à partir de ÃC en utilisant la 
onstru
tion de Sa-fra permettant de 
omplémenter un automate de Bü
hi. Le nombre d'états P (|φ|) de ÃCest polynomial par rapport à |φ|. On peut don
 
onstruire un automate de Street non dé-terministe a

eptant le 
omplément de L(ÃC) et ayant un nombre d'états de l'ordre de
O(2P (|φ|)×log(|φ|)) en espa
e polynomial [Saf88℄. Cet automate peut être transformé en auto-mate de Bü
hi équivalent Asat ayant un nombre d'états du même ordre. Ce
i nous permetde 
onstruire l'automate Asat en espa
e polynomial en |φ|.Par 
onséquent, la 
onstru
tion de l'automate Aφ qui est l'interse
tion de Apap, Asymbet Asat peut se faire en espa
e polynomial par rapport à |φ|. Puisque le test du vide dans unautomate de Bü
hi est un problème NLOGSPACE-
omplet, nous obtenons une pro
édureen espa
e polynomial non-déterministe par 
omposition ave
 la 
onstru
tion de l'automate(voir [BDG88, Corollaire 3.36℄). D'après le théorème de Savit
h, 
ette pro
édure est aussidans PSPACE. �Puisque le problème de la satisfaisabilité est équivalent au problème du model-
he
king pourCLTL(IPC⋆), nous avons aussi le 
orollaire suivant.Corollaire 5 Le problème du model-
he
king pour CLTL(IPC⋆) est PSPACE-
omplet.86



Notons que la méthode d'abstra
tion que nous avons utilisée permet d'établir la mêmeborne de 
omplexité pour les problèmes de la satisfaisabilité et du model-
he
king de lalogique CLTL(WIPC⋆) ou de l'extension de CLTL(IPC⋆) ave
 des 
ontraintes de la forme
ax+ by ≡k c. En e�et, la même représentation symbolique des valuations véri�e le résultatdu Lemme 10 pour les 
ontraintes atomiques de 
es logiques respe
tives 
e qui permetd'adapter le résultat du Lemme 13 établissant la relation entre les modèles symboliqueset les modèles 
on
rets. La taille des valuations symboliques est toujours polynomiale parrapport à la taille de la formule donnée et malgré les di�éren
es de 
on
ision entre 
eslangages la 
onstru
tion de Aφ reste dans PSPACE.De plus tous les opérateurs temporels de CLTL(IPC⋆) peuvent être dé�nis dans lalogique monadique du se
ond ordre (MSO). En utilisant [GK03℄, nous pouvons don
 étendre
e résultat de PSPACE-
omplétude à n'importe quelle extension CxLTL(IPC⋆) obtenueen ajoutant à CLTL(IPC⋆) un ensemble �ni d'opérateurs MSO-dé�nissables. Nous devonsjuste modi�er Asymb en adaptant la 
onstru
tion de l'automate de Bü
hi qui re
onnaîtles modèles d'une formule appartenant à l'extension de LTL ave
 les mêmes opérateursMSO-dé�nissables.Théorème 24 Les problèmes de la satisfaisabilité et du model-
he
king pour CxLTL(IPC⋆)sont PSPACE-
omplets.En�n, d'après la 
orrespondan
e entre les IPC⋆-automates et les IRA établie par leLemme 8, un autre 
orollaire de 
es résultats est que le model-
he
king du fragment linéairede la logique de [�er94℄ sur les IRA est dans PSPACE. La borne de 
omplexité n'est pasétablie par les résultats de [�er94℄ pour 
e fragment.Corollaire 6 Le problème du model-
he
king du fragment linéaire de l'extension de CTL⋆introduite dans [�er94℄ sur les IRA est dans PSPACE.
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ontraintes quantitatives5.1.1 Présentation de la logiqueDans 
e 
hapitre nous nous intéressons à un nouveau fragment de LTL étendu ave
 unensemble de 
ontraintes de Presburger 
ontenant des 
ontraintes quantitatives de la forme
x = y + d où x et y sont des variables et d une 
onstante. Nous étudions prin
ipalementla logique CLTL(DL) dont les formules atomiques sont des 
ontraintes di�érentielles in-duites par le fragment DL de l'arithmétique de Presburger sans quanti�
ateurs (voir parexemple [SB05℄). Le fragment de l'arithmétique de Presburger dans CLTL(DL) est iden-tique à 
elui de la logique Lp de [CC00℄ qui est un fragment de CLTL1(DL). Contrairement89



à 
ette logique, il est possible dans CLTL(DL) d'exprimer des 
ontraintes entre deux étatsnon 
onsé
utifs du modèle. Les résultats de 
e 
hapitre illustrent que 
e langage est su�sam-ment expressif pour que des fragments fortement restreints de la logique soient indé
idables.Le langage de 
ontraintes DL étant lui même assez restri
tif, il peut être vu 
omme unesorte de noyau qui 
ause l'indé
idabilité.Comme CLTL(DL) est assez expressif pour simuler les ma
hines de Minsky [Min67℄,nous nous intéressons à des fragments de la logique dont le nombre de variables et la lon-gueur temporelle des formules sont bornés à l'avan
e. Cependant nous ne faisons au
unerestri
tion sur l'utilisation des opérateurs temporels, 
ontrairement à 
ertaines appro
hestelles que [BEH95, CC00℄ 
on
ernant des fragments de Presburger LTL. Restreindre lenombre de variables des formules est une méthode souvent utilisée pour dé�nir des frag-ments dé
idables de logiques indé
idables ou des 
lasses d'automates équipés de 
omp-teurs ou d'horloges dont le problème d'a

essibilité d'un état de 
ontr�le est dé
idable(voir par exemple [Hal95, ISD+00, FS00, OW04, LW05℄). Cette restri
tion permet aussi demieux 
erner les é
arts de 
omplexité dans le 
as de problèmes dé
idables [DS02, LMS04℄.Dans 
ette se
tion notre prin
ipal obje
tif est d'identi�er les di�érents fragments dé
idableset indé
idables par rapport aux 
ritères de restri
tions 
i-dessus, ra�nant les résultatsde [BEM97, CC00, DD07, DG05℄.Nous dé�nissons une 
lassi�
ation 
omplète des di�érents fragments restreignant lenombre de 
ompteurs et la longueur temporelle des formules. Nous notons déjà que leproblème de la satisfaisabilité pour CLTL(QFP) et ses fragments appartient à Σ1
1 dans lahiérar
hie analytique, puisque une formule de CLTL(QFP) peut se traduire en une formulearithmétique du premier ordre (
ar LTL est in
lus dans la logique du premier ordre) et quela re
her
he d'un modèle se traduit par un ensemble de quanti�
ateurs existentiels.1C'estaussi le 
as du problème du model-
he
king qui se réduit au problème de la satisfaisabilitéen utilisant les te
hniques de [SC85℄. Les deux prin
ipaux résultat d'indé
idabilité que nousmontrons sont les suivants :� les problèmes de la satisfaisabilité et du model-
he
king pour le fragment CLTL1

2(DL)sont Σ1
1-
omplets,� les problèmes de la satisfaisabilité et du model-
he
king pour le fragment CLTL2

1(DL)sont Σ1
1-
omplets.Ces résultats �xent la limite entre la dé
idabilité et l'indé
idabilité pour 
ette famille de frag-ments et ra�nent les résultats d'indé
idabilité 
onnus des fragments CLTL1

3(DL) [CC00℄et CLTL2(DL) [DD07℄. Pour 
ompléter 
es résultats nous prouvons aussi la PSPACE-
omplétude du fragment restant ave
 une variable et une longueur temporelle bornée à un.A�n de 
apturer le plus large fragment dé
idable possible, nous établissons en fait 
etteborne de 
omplexité pour une variante de CLTL1
1(DL+) 
ontenant des variables proposi-tionnelles en plus des 
ontraintes de di�éren
e et de périodi
ité au niveau atomique. L'ajoutde variables propositionnelles nous permet par la même o

asion de réduire le problème dumodel-
he
king au problème de la satisfaisabilité et don
 de montrer la même borne de 
om-plexité pour le problème du model-
he
king de 
ette logique. Ces résultats sont démontrés

1Dans la hiérar
hie analytique, Σ
1
1 
orrespond à la 
lasse des formules de la forme ∃X1 . . .∃Xnφ telles que

φ est une formule de l'arithmétique du se
ond ordre sans quanti�
ateur d'ensemble. Le problème de lasatisfaisabilité pour les formules de 
ette logique est indé
idable.90



en adaptant à nouveau la méthode par automate de [VW94℄. Ainsi, 
ette méthode peutêtre généralisée à plusieurs extensions de logiques temporelles sur des domaines 
on
retsgénérant des 
lasses de modèles ω-régulières du fait de la séparation entre la partie lo-gique temporelle et la partie domaine 
on
ret qui 
omposent CLTL(DL+). L'automate quenous 
onstruisons appartient à une 
lasse parti
ulière d'automates à 
ompteurs dont nousmontrons que le problème du vide est NLOGSPACE-
omplet.Ces résultats 
ontrastent ave
 la haute borne de 
omplexité établie dans [CC00℄ pour lefragment plat de CLTL1
ω(DL). En e�et, la dé
idabilité de 
e fragment qui restreint l'utilisa-tion de l'opérateur U est obtenue par rédu
tion à l'arithmétique de Presburger. De plus, nousobtenons 
omme 
orollaire que le model-
he
king des automates temporisés dis
rets à unehorloge de [DPK03℄ est dans PSPACE, 
e qui ra�ne 
onsidérablement les résultats d'indé-
idabilité de [DPK03, Se
t. 6℄. En�n, 
e résultat de dé
idabilité est optimal par rapport auxrestri
tions que nous 
onsidérons puisque la satisfaisabilité du fragment CLTL1

1(QFP) estun problème indé
idable. Cependant, nous montrons en utilisant le même genre de te
hniqueque pour prouver la dé
idabilité de CLTL1
1(DL+) que le model-
he
king de CLTL(QFP) estun problème PSPACE-
omplet lorsque l'on restreint les modèles à la 
lasse des automatesà un 
ompteur dont les mises à jour sont dans Z.Bien que l'intérêt des résultats évoqués 
i-dessus soit prin
ipalement théorique, nousinsistons sur le fait que les automates à un 
ompteur ont diverses appli
ations telle que lavéri�
ation de proto
oles 
ryptographiques [LLT05℄, la validation de �ux XML [CR04℄ ou ladé�nition de langages hors 
ontexte [BB90℄. L'intérêt de 
e modèle est que, 
ontrairementaux ma
hines ayant plusieurs 
ompteurs, les automates à un 
ompteur ont plusieurs pro-priétés de 
omportement dé
idables (voir par exemple [Ku£00, JKMS04℄ ou [BHM03℄). Deplus, 
ette 
lasse d'automates est équivalente à 
elle des automates à pile dont l'alphabet estun singleton, 
e qui fait que les algorithmes pour les automates à pile peuvent s'appliqueraussi à 
e modèle. Les problèmes de model-
he
king que nous 
onsidérons ra�nent don
plusieurs résultats 
onnus.Ainsi le problème du model-
he
king des automates à un 
ompteur ave
 le µ-
al
ul modalest dans PSPACE [Ser06℄, alors que le model-
he
king des automates à pile ave
 le µ-
al
ulmodal est dans exptime [Wal01℄ de même qu'ave
 le µ-
al
ul linéaire [BEM97℄. Néanmoins,les formules atomiques dans 
es travaux expriment uniquement des propriétés sur les étatsde 
ontr�le. Dans [FWW97℄, une extension de CTL⋆ ave
 des formules atomiques exprimantdes propriétés régulières sur le 
ontenu de la pile en plus de propriétés sur les états de 
ontr�leest introduite. Le problème de model-
he
king pour 
ette logique est montré dans exptimedans [FWW97℄ et l'exptime-
omplétude est prouvée dans [EKS03℄. Les 
ontraintes de DL+sont aussi des 
ontraintes régulières et les bornes de PSPACE-
omplétude que nous éta-blissons pour nos problèmes de model-
he
king permettent don
 de ra�ner 
es résultats.Notons néanmoins que dans le 
as du model-
he
king des DL-automates, le modèle est plusexpressif que les automates à pile ave
 une seule lettre puisqu'on autorise des in
rementsmodulo et des 
ontraintes plus larges 
omme Xx ≤ x+ 1. De plus nous rappelons que bienque LTL s'exprime dans le µ-
al
ul modal, 
es deux formalismes n'ont pas la même 
on
i-sion et don
 les résultats de 
omplexité ne peuvent pas toujours être transférés dire
tement.Les résultats présentés i
i sont issus de l'arti
le [DG07℄.91



5.1.2 Sous-
lasses de DL-automates.La 
lasse des DL-automates englobe plusieurs 
lasses 
onnues d'automates à 
ompteurs.En parti
ulier, les DL-automates peuvent fa
ilement simuler les ma
hines de Minsky nondéterministes. Nous faisons référen
e par la suite à plusieurs sous-
lasses de DL-automatesparti
ulières dé�nies 
i-dessous.Un 〈k,Z〉-automate à 
ompteurs est un DL-automate tel que pour 
ha
une des transi-tions q α
−→ q′ la 
ontrainte α est une 
onjon
tion de la forme ∧

i∈{1...k} αtesti ∧
∧

i∈{1...k} αmajioù pour tout i ∈ {1, . . . , k}� αtesti ∈ {⊤,¬xi = 0, xi = 0, xi > 0, xi < 0}� αmaji ∈ {Xxi = xi + u | u ∈ {umin, . . . , umax}}.De plus, la valeur initiale de tous les 
ompteurs vaut zéro, 
e qui signi�e que si q α
−→ q′ et qest un état initial alors pour tout i ∈ {1, . . . , k} la 
ontrainte αtesti vaut xi = 0. Pour fa
i-liter la présentation, nous �xons un ordre arbitraire des variables et dé�nissons un 
odage
on
is des ensembles de 
ontraintes αtesti et αmaji .� Les éléments de {⊤,¬xi = 0, xi = 0, xi > 0, xi < 0} sont 
odés par {⊤, 6=,=, >,<}.� Les éléments de {Xxi = xi+u | u ∈ {umin, . . . , umax}} sont 
odés par {umin, . . . , umax}.Ainsi, une transition telle que

q
(⊤∧x2=0)∧(Xx1=x1∧Xx2=x2−1)
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ q′sera notée

q
(⊤,=),(0,−1)
−−−−−−−→ q′.Un 〈k,N〉-automate est dé�ni de la même manière ex
epté que nous 
onsidérons uniquementdes valeurs non-négatives pour les 
ompteurs. Ce
i revient à imposer sur 
haque transitionque ∧

i∈{1,...,k} xi ≥ 0 soit une partie de la 
ontrainte. Lorsque le 
ontexte fait expli
ite-ment référen
e aux N-automates à 
ompteurs par la suite, nous omettons 
ette 
ontraintesupplémentaire sur les transitions.Dans le reste de 
e 
hapitre, nous 
onsidérons prin
ipalement des automates ayant auplus deux 
ompteurs. Pour établir la borne PSPACE du problème de satisfaisabilité deCLTL1
1(DL) nous adaptons la méthode par automate de [VW94℄ en utilisant un 〈1,Z〉-automate à 
ompteur dont les mises à jour sont restreintes à {−1, 0, 1}. Nous appelons 
esautomates des 〈1,Z〉-automates à 
ompteur simples. Ainsi, les DL-automates sont utilisés àla fois 
omme modèle opérationnel pour le problème du model-
he
king et 
omme générateurde langage dans notre pro
édure de dé
ision (l'alphabet né
essaire sera introduit plus tard).Notons que l'existen
e d'une exé
ution a

eptante pour un 〈1,Z〉-automate à 
ompteur estune question plus 
ompliquée que des questions similaires traitées dans [JKMS04, LLT05℄puisque nous avons une 
ondition d'a

eptation de Bü
hi, le 
ompteur prend ses valeurs dans

Z et les tests autorisés sont des tests à zero et des tests de signe. Nous montrons dans laSe
tion 5.4 que 
e problème est NLOGSPACE-
omplet pour les 〈1,Z〉-automate simples.Nous pro
édons en analysant la forme des exé
utions a

eptantes. Ce résultat 
omplète92



les résultats 
onnus à propos des automates de Bü
hi et des variantes d'automates à un
ompteur [VW94, LLT05℄.De plus, les 〈1,Z〉-automates forment une sous-
lasse stri
te des DL-automates. En e�et,la dé�nition des DL-automates autorise des 
ontraintes telles que Xx > x or Xx < x+ d surles transitions, qui ne peuvent être exprimées dans un 〈1,Z〉-automate. En 
e qui 
on
erne les
〈2,N〉-automates, le problème de l'existen
e d'une exé
ution a

eptante est Σ1

1-dur puisqueon peut y réduire fa
ilement le problème de l'exé
ution ré
urrente d'une ma
hine de Minskynon-deterministe. Ce dernier problème est Σ1
1-
omplet d'après le résultat de [AH94, Lemme8℄.5.1.3 Fragments indé
idables de la logiqueL'indé
idabilité du problème de la satisfaisabilité pour le fragment CLTL1

3(DL) est mon-trée dans [CC00℄ par rédu
tion du problème de l'arrêt d'une ma
hine de Minsky. Deux va-riables sont né
essaires pour 
oder les 
ompteurs et une troisième pour l'état de 
ontr�le.Cette rédu
tion n'utilise que des 
ontraintes de la forme x = y+1 et x = d. Au 
ontraire, lefragment plat de CLTL1(DL) est dé
idable. Cependant, 
e fragment restreint l'utilisationde l'opérateur U aux o

urren
es telles que la sous-formule de gau
he est une 
ombinaisonbooléenne de 
ontraintes atomiques. De plus, la pro
édure de dé
ision dé�nie dans [CC00℄ aune 
omplexité au moins aussi di�
ile que le problème de satisfaisabilité pour l'arithmétiquede Presburger (2exptime). Puisque DL est muni d'une relation d'égalité et d'un domained'interprétation in�ni, le Corollaire 2 peut s'appliquer et nous pouvons ra�ner 
es résultats.Théorème 25 Le problème de la satisfaisabilité pour CLTLω1 (DL) est Σ1
1-
omplet.Le résultat 
i-dessus montre que borner le nombre de variables ne su�t don
 pas pourdé�nir un fragment dé
idable de CLTL(DL). Néanmoins, la rédu
tion utilisée ne mar
heplus lorsque l'on borne la longueur temporelle des formules (voir preuve du Lemme 3).Le résultat suivant ra�ne la limite d'indé
idabilité et montre qu'une seule variable et unelongueur temporelle bornée à deux sont su�santes pour prouver l'indé
idabilité.Théorème 26 Le problème de la satisfaisabilité pour CLTL2

1(DL) est Σ1
1-
omplet.Preuve : Le problème de la satisfaisabilité de CLTL(DL) est dans Σ1

1. Nous démon-trons don
 la Σ1
1-dureté en réduisant l'existen
e d'une exé
ution a

eptante pour un 〈2,N〉-automate à 
ompteurs à la satisfaisabilité d'une formule de CLTL2

1(DL). Ce
i est su�santpuisque les 〈2,N〉-automates peuvent fa
ilement simuler une ma
hine de Minsky non deter-ministe dont le problème de l'exé
ution ré
urrente est Σ1
1-
omplet.La première étape 
onsiste à montrer que pour tout 〈2,N〉-automate à 
ompteurs A onpeut 
onstruire en espa
e logarithmique en |A| un 〈2,N〉-automate à 
ompteurs A′ tel que Aadmet une exé
ution a

eptante ssi A′ admet une exé
ution a

eptante et au
une transitionde A′ ne laisse tous les 
ompteurs in
hangés. Il nous faut don
 éliminer les transitions de

A′ de la forme q test1,test2,=,=
−−−−−−−−→ q′. Soit A = 〈Q, δ, I, F 〉 un 〈2,N〉-automate à 
ompteurs, le

〈2,N〉-automate à 
ompteurs A′ = 〈Q′, δ′, I ′, F ′〉 est tel que :93



� Q′ = Q ⊎ {t ∈ δ : t = q
test1,test2,=,=
−−−−−−−−→ q′},� I ′ = I et F ′ = F ,� δ′ est dé�ni à partir de δ en replaçant 
haque transition de la forme t = q

test1,test2,=,=
−−−−−−−−→

q′ par les transitions q test1,test2,+1,=
−−−−−−−−−→ t et t ⊤,⊤,−1,=

−−−−−→ q′.Nous montrons maintenant qu'un 〈2,N〉-automate à 
ompteurs A = 〈Q, δ, I, F 〉 telque 
haque transition modi�e au moins un 
ompteur peut être simulé par une formulede CLTL2
1(DL). Nous posons Q = {q1, . . . , qn}, I = {qa1 , . . . , qam} et F = {qf1, . . . , qfm′}.Une 
on�guration de A de la forme 〈qi, c1, c2〉 est 
odée par une sous-séquen
e du modèlede 2i états 
onsé
utifs c1 · c1 + c2 + 1 · · · c1 · c1 + c2 + 1 
omposée de i répétitions de la paire

c1, c1 + c2 + 1. Rappelons qu'un modèle de CLTL2
1(DL) est une séquen
e in�nie d'entiers
ar les formules de 
e fragment n'ont qu'une seule variable. Une nouvelle 
on�guration estdéte
tée lorsque quatre valeurs 
onsé
utives c · d · c′ · d′ véri�ent c 6= c′ ou d 6= d′, 
e quisigni�e que la valeur de l'un des 
ompteurs 
hange. Notons aussi que 
e 
odage permet dedi�éren
ier les positions paires et impaires puisqu'à tout moment on a c1 < c1 +c2 +1. Poursavoir si la valeur du modèle σ à la position i 
ode c1, il su�t de tester si σ, i |= x < Xx où

x est l'unique variable de la formule. Les formules suivantes nous permettent d'exprimer lesdi�érentes 
onditions permettant de 
oder une exé
ution de A.� La formule φch exprime que l'on 
hange de 
on�guration. Ce
i se traduit par le faitque l'un des 
ompteurs 
hange.
φch = x < Xx ∧ (x 6= X

2x ∨ X(x 6= X
2x))� La formule Suivi exprime que l'on se trouve à une position du modèle où l'état de
ontr�le va 
hanger pour devenir qi. Ce
i se traduit par le fait que l'un des 
ompteurs
hange et que i répétitions de la même paire de valeurs suivent avant que l'un des
ompteurs 
hange à nouveau.

Suivi
def
= φch ∧ X

2(
∧

0≤j<i−1

X
2j(x = X

2x ∧ X(x = X
2x)) ∧ X

2(i−1)φch)� La formule suivante 
ode les 
onditions initiales.
φinit

def
= x1 = 0 ∧ x2 = 1 ∧

∨

1≤i≤m

(
∧

0≤j<ai−1

X
2j(x = X

2x ∧ X(x = X
2x))

∧
∨

〈qai
,φ,qj′〉∈δ

X
2(ai−1)(φ′ ∧ Suivj′))� La formule φrec exprime l'existen
e d'un élément ré
urrent de F :

φrec
def
=

∨

1≤i≤m′

GFSuivfi
.� En�n la formule suivante simule une exé
ution :

φrun
def
= G

∧

1≤i≤n

(Suivi ⇒
∨

〈qi,φ,qj〉∈δ

X
2i(φ′ ∧ Suivj))94



où φ′ est obtenu à partir de φ� en remplaçant x1 = 0 par x = 0,� en remplaçant x2 = 0 par Xx = x+ 1,� en remplaçant Xx1 = x1 + d1 par X2x = x+ d1 pour tout d1 ∈ {−1, 0, 1},� en remplaçant, pour tout d2 ∈ {−1, 0, 1}, la 
ontrainte Xx2 = x2 + d2 par
∧

d1∈{−1,0,1}

(X2x = x+ d1)⇒ X(X2x = x+ (d1 + d2)).Il est maintenant fa
ile de montrer que 
ette 
onstru
tion est telle que A admet une exé
u-tion a

eptante ssi φinit ∧ φrun ∧ φrec est satisfaisable. �Nous pouvons aussi ra�ner le résultat de Σ1
1-dureté de CLTL1

3(DL) établi dans [CC00℄en utilisant le Théorème 26 et la rédu
tion énon
ée dans le Lemme 2.Corollaire 7 Le problème de la satisfaisabilité pour CLTL1
2(DL) est Σ1

1-
omplet.De plus, le problème de la satisfaisabilité peut fa
ilement se réduire au problème du model-
he
king. En e�et, soit A⊤ le DL-automate ave
 un seul état q ayant pour relation detransition la seul règle q ⊤−→ q. N'importe quel modèle est don
 a

epté par A⊤. Il est alorsévident qu'une formule φ de CLTL(DL) est satisfaisable ssi l'automate A⊤ satisfait φ. Nousobtenons don
 le 
orollaire suivant.Corollaire 8 Le problème du model-
he
king pour les fragments CLTL2
1(DL) et CLTL1

2(DL)sont Σ1
1-
omplets.La borne supérieure Σ1

1 est obtenue par rédu
tion du problème du model-
he
king à lasatisfaisabilité de CLTL(DL) en utilisant la méthode de [SC85℄. En inspe
tant les preuvesdu Théorème 26 et du Lemme 2, nous remarquons que la Σ1
1-dureté peut aussi être établiepour les problèmes de satisfaisabilité et model-
he
king de CLTL2

1(DL) et CLTL1
2(DL)lorsque l'on restreint la logique en remplaçant l'opérateur U par F.5.2 Extension dé
idable de CLTL1

1(DL+)Il nous reste à déterminer le statut du fragment de CLTL(DL) ave
 une seule variableet une longueur temporelle de un. C'est 
e que nous faisons en prouvant dans 
ette se
tionla PSPACE-
omplétude du problème de la satisfaisabilité pour 
e fragment. En fait nousétablissons 
ette borne pour un langage logique plus ri
he qui étend CLTL1
1(DL+) ave
des variables propositionnelles. Notons que l'ajout de variables propositionnelles peut êtrevu 
omme l'introdu
tion de variables supplémentaires prenant leurs valeurs dans un sous-ensemble �ni de Z. L'enri
hissement de CLTL1

1(DL+) ave
 des variables propositionnellesnous permet du même 
oup de déduire la PSPACE-
omplétude du problème de model-
he
king de CLTL1
1(DL+) par rédu
tion du problème de satisfaisabilité de CLTL1

1(DL+)ave
 variables propositionnelles. 95
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b, x++Figure 5.1: Représentation du langage {(ac)na(ε|cc)a(ca)nbmbm : n,m ≥ 1}En plus de 
ompléter notre 
lassi�
ation des fragments de CLTL(DL), 
e résultat estintéressant 
ar di�érents problèmes impliquant des automates à un 
ompteur peuvent se
oder dans CLTL1
1(DL+). Ces problèmes 
on
ernent des appli
ations variées telles quela véri�
ation de proto
oles 
ryptographiques [LLT05℄, la validation de �ux XML [CR04℄qui sont des représentations de do
uments XML sous la forme de 
haîne de 
ara
tères,ou en
ore dans l'apprentissage automatique de langages [WTT04℄. Par exemple, la 
lassedes DL-automates à une variable 
ontient la 
lasse d'automates à un 
ompteur utilisésdans [CR04, Se
t.5℄ pour valider les �ux XML par rapport à une spé
i�
ation donnée.Nous représentons dans la Figure 5.1 l'automate à un 
ompteur re
onnaissant le langage

{(ac)na(ε|cc)a(ca)nbmbm : n,m ≥ 1}. Dans 
ette représentation, x est un 
ompteur etl'alphabet est partitionné en un ensemble de balises ouvrantes {a, b, c} et un ensemble debalises fermantes {a, b, c}. L'abréviation x++ signi�e Xx = x+1, x−− signi�e x = Xx−1 etles tests à zéro sont omis. Tester si un mot appartient au langage re
onnu par 
et automateest un problème 
lé de [CR04, Se
t.5℄ qui peut s'exprimer dans notre formalisme. Le langageCLTL1
1(DL+) permet aussi d'exprimer des propriétés plus ri
hes telles que des propriétésde sûreté 
omme G(x < 2m) ou de viva
ité 
omme G(x ≡2n 0 ⇒ F(x ≡3m 1)). Nousrappelons aussi que les DL-automates sont stri
tement plus expressifs que les automates àun 
ompteur 
lassiques puisque les transitions ne sont pas limitées aux seules opérationsd'in
rémentation et de dé
rémentation. Le résultat de 
ette se
tion ra�ne aussi la borne de
omplexité établie dans [FWW97℄ pour le model-
he
king de propriétés régulières sur lesautomates à pile 
ar un automate à un 
ompteur est un 
as parti
ulier d'automate à piledont l'alphabet est un singleton.5.2.1 Ajout de variables propositionnellesSoit PROP = {p1, p2, . . .} un ensemble dénombrable in�ni de variables proposition-nelles. Nous dé�nissons la logique CLTL(DL+,PROP) 
omme l'extension de LTL ave
 des
ontraintes atomiques de DL+ et des propositions. Les modèles de CLTL(DL+,PROP) sontdon
 des paires de séquen
es in�nies de la forme 〈σ1, σ2〉 telles que σ1 : N → 2PROP est unmodèle standard de LTL et σ2 : N→ (VAR→ Z) est un modèle de CLTL(DL+). La rela-tion de satisfa
tion pour CLTL(DL+,PROP) est presque identique à 
elle de CLTL(DL+)ex
epté au niveau atomique.� Pour toute variable propositionnelle p ∈ PROP on a 〈σ1, σ2〉, i |= p ssi p ∈ σ1(i).96



� Pour toute 
ontrainte atomique α de CLTL(DL+) on a 〈σ1, σ2〉, i |= α ssi σ2, i |= αpar rapport à la relation de satisfa
tion de CLTL(DL+).Nous ne faisons pas de restri
tion sur les variables propositionnelles pour les fragments dela forme CLTLlk(DL+,PROP). Ainsi, la présen
e de variables propositionnelles permet deréduire le problème du model-
he
king de CLTL(DL+) au problème de satisfaisabilité deCLTL(DL+,PROP).Lemme 19 Le problème du model-
he
king pour CLTL(DL+) se réduit en espa
e logarith-mique au problème de la satisfaisabilité de CLTL(DL+,PROP).Preuve : La preuve de 
e résultat est similaire à 
elle de la rédu
tion du problème dumodel-
he
king au problème de la satisfaisabilité pour la logique LTL [SC85℄. Soit φ une for-mule de CLTL(DL+) et A = 〈Q, I, F, δ〉 un DL+-automate tel que δ ⊆ Q×1SCk(DL+)×Q.Nous dé
rivons la 
onstru
tion d'une formule φA de CLTL(DL+,PROP) telle que A |= φssi la formule φ ∧ φA est satisfaisable.Nous introduisons pour 
haque état de 
ontr�le qi ∈ Q de A une variable propositionnelle
pi. La formule suivante exprime qu'il n'existe qu'une unique variable propositionnelle vraieà 
haque position du modèle, don
 que l'automate est dans un unique état de 
ontr�le.

φuni
def
=

∨

i∈{1,...,|Q|}

(pi ∧
∧

j∈{1,...,|Q|}\{i}

¬pj).La relation de transition de A est exprimée par la formule suivante.
φδ

def
=

∧

i∈{1,...,|Q|}

(pi ⇒
∨

〈qi,α,qj〉∈δ

(α ∧ Xpj)).En�n, les 
onditions initiales et d'a

eptation sont 
odées respe
tivement par
φinit

def
=

∨

qi∈I

pi,

φacc
def
= GF(

∨

qi∈F

pi).Ce
i nous donne don
 que la formule φA est égale à
φA

def
= φinit ∧ φacc ∧ G(φuni ∧ φδ).

�En analysant 
ette preuve, nous pouvons déduire le même résultat 
on
ernant le model-
he
king du fragment CLTL1
1(DL+). En e�et la formule φA que nous 
onstruisons poursimuler le 
omportement de l'automate A appartient à CLTL1

1(DL+,PROP) puisque lesgardes d'un DL+-automate à une variable sont des formules atomiques de CLTL1
1(DL+)qui expriment des 
ontraintes entre la valeur de la variable à l'état 
ourant et sa valeurà l'état suivant. Don
 si la formule φ à véri�er appartient à CLTL1

1(DL+), la 
onjon
tion
φ ∧ φA est une formule de CLTL1

1(DL+,PROP).97



Corollaire 9 Le problème du model-
he
king pour CLTL1
1(DL+) se réduit en espa
e loga-rithmique au problème de la satisfaisabilité de CLTL1

1(DL+,PROP).Dans la suite, nous nous intéressons don
 à la logique CLTL1
1(DL+,PROP).5.2.2 Représentation Symbolique des ModèlesDans le reste de 
ette se
tion, nous montrons la dé
idabilité du problème de la satisfai-sabilité pour la logique CLTL1

1(DL+,PROP). Sans perte de généralité, nous supposons àpartir de maintenant que toutes les formules atomiques qui 
omparent x à Xx sont de laforme Xx = x+ d ou Xx ≡k x+ c ave
 d ∈ Z et k, c ∈ N.A�n de 
onstruire un automate qui re
onnaît des représentations symboliques des mo-dèles d'une formule de CLTL1
1(DL+,PROP), nous 
ommençons par introduire une représen-tation symbolique des valuations. Étant donné un ensemble �ni X de 
ontraintes atomiquesde CLTL1

1(DL+), nous 
onsidérons les ensembles suivants :� Cloc = {dmin, . . . , d−1, d0, d1, . . . , dmax} est l'ensemble des 
onstantes qui apparaissentdans X dans des 
ontraintes de la forme x ∼ d ou Xx ∼ d. Nous supposons que
dmin < · · · < d−1 < d0 < d1 < · · · < dmax.� Cstep = {emin′ , . . . , e−1, e0, e1, . . . , emax′} est l'ensemble des 
onstantes qui apparaissentdans X dans des 
ontraintes de la forme Xx ∼ x + e. Nous supposons que emin′ <
· · · < e−1 < e0 < e1 < · · · < emax′ .� K est le plus petit 
ommun multiple de l'ensemble des entiers k tels qu'une relationde la forme ≡k apparaît dans X.Sans perte de généralité, nous pouvons 
onsidérer que d0 = e0 = 0, dmax, emax′ ≥ 0 et

dmin, emin′ ≤ 0. Ces di�érents ensembles 
onstituent les ressour
es syntaxiques de X. Une
ontrainte est 
onstruite par rapport aux ressour
es syntaxiques de x ssi� les 
ontraintes de la forme x ∼ d et Xx ∼ d sont telles que d ∈ Cloc,� les 
ontraintes de la forme Xx ∼ x+ e sont telles que e ∈ Cstep� les 
ontraintes de périodi
ité utilisent des relations de la forme ≡k telles que k diviseK.Nous dé�nissons le même genre d'abstra
tion que dans le 
hapitre pré
édent pour les va-luations. Une valuation {x,Xx} → Z, qui peut aussi être vue 
omme une paire 〈z1, z2〉 ∈ Z2,est abstraite par un ensemble de 
ontraintes sv = 〈αx, θ, α
′
x, θ
′, αs〉 ∈ Cx ×Modx × CXx ×

ModXx × Cstep tel que� Cx est 
omposé des 
ontraintes de la forme� di < x ∧ x < di+1 pour i ∈ {min, . . . ,max−1},� x = di pour i ∈ {min, . . . ,max},� x < dmin et dmax < x.� CXx est 
omposé des 
ontraintes de la forme� di < Xx ∧ Xx < di+1 pour i ∈ {min, . . . ,max−1},� Xx = di pour i ∈ {min, . . . ,max},� Xx < dmin et dmax < Xx. 98



� Modx est 
omposé des 
ontraintes de la forme x ≡K i pour i ∈ {0, . . . ,K − 1},� ModXx est 
omposé des 
ontraintes de la forme Xx ≡K i pour i ∈ {0, . . . ,K − 1},� Cstep est 
omposé des 
ontraintes de la forme� x+ ei < Xx ∧ Xx < x+ ei+1 pour i ∈ {min′, . . . ,max′−1},� Xx = x+ ei pour i ∈ {min′, . . . ,max′},� Xx < x+ emin′ et x+ emax′ < Xx.Nous appelons sv une valuation symbolique et nous réutilisons la notation SV(X) pournoter l'ensemble des valuations symboliques 
onstruites par rapport àX. Par extension, nousnotons SV(φ) l'ensemble des valuations symboliques 
onstruites par rapport à l'ensemble des
ontraintes atomiques d'une formule φ de CLTL1
1(DL+). La taille de SV(φ) est exponentiellepar rapport à |φ| et 
haque élément de 
et ensemble peut être 
odé en espa
e polynomialpar rapport à |φ|. Étant données une valuation v : {x,Xx} → Z et une valuation symbolique

sv , nous notons v |= sv ssi v satisfait toutes les 
ontraintes de sv . Le résultat suivant établitla 
orre
tion de 
ette abstra
tion.Lemme 20 Soit X un ensemble �ni de 
ontraintes atomiques de CLTL1
1(DL+).(I) Pour toute valuation v : {x,Xx} → Z il existe une unique valuation symbolique notée

sv(v) ∈ SV(X) telle que v |= sv(v).(II) Soit v, v′ : {x,Xx} → Z deux valuations telles que sv(v) = sv(v′). Pour toute 
ontrainteatomique α de CLTL(DL+) 
onstruite par rapport aux ressour
es syntaxiques de Xon a v |= α ssi v′ |= α.Preuve : (I) La preuve de 
e résultat est la même que 
elle du Lemme 10 (I). Soit
sv ∈ SV(X) une valuation symbolique et Valsv l'ensemble des valuations {x,Xx} → Z,notées sous la forme de paires 〈zx, zXx〉 ∈ Z2, telles que 〈zx, zXx〉 |= sv . Il est évident quel'ensemble {Valsv | sv ∈ SV(X),Valsv 6= ∅} est une partition de l'ensemble Z2.(II) Soient v et v′ deux valuations telles que sv(v) = sv(v′) = 〈αx, θ, α

′
x, θ
′, αs〉 et supposonsque v |= α. Nous pro
édons par indu
tion sur la stru
ture de α :� Si α est de la forme x = d alors puisque nous supposons que α est 
onstruite parrapport aux ressour
es syntaxiques de X on a d ∈ Cloc et don
 x = d est une 
ontraintede Cx par 
onstru
tion de 
et ensemble. Par 
onséquent la 
ontrainte αx de sv doitêtre égale à α 
ar 
'est la seule 
ontrainte de Cx qui peut véri�er v |= α et v |= αx.Comme v′ |= sv , on a v′ |= αx et don
 v′ |= α.� Supposons que α soit de la forme x < d. Plusieurs 
as se présentent 
ar d'après la
onstru
tion de Cx plusieurs 
ontraintes αx permettent d'avoir v |= α et v |= αx :� αx = (x < dmin),� αx = (x = d′) tel que d′ < d,� αx = (d′ < x ∧ x < d′′) tel que d′′ ≤ d.Dans n'importe lequel de 
es 
as l'impli
ation αx ⇒ (x < d) est valide. Don
, 
omme

v′ |= αx nous obtenons v′ |= α. Le 
as d < x est symétrique.� Pour les 
as où α est de la forme Xx ∼ d et Xx ∼ x + e, le traitement est similaireaux deux points pré
édents en 
onsidérant respe
tivement les ensembles CXx et Cstep99



ainsi que les 
ontraintes 
orrespondantes dans sv .� Si α est de la forme x ≡k c alors k est un diviseur deK 
ar α est 
onstruite par rapportaux ressour
es syntaxiques de X. Nous posons θ = (x ≡K c′) dans sv . Comme v |= αet v |= sv , 
e
i implique qu'il existe i, i′ ∈ Z tels que v(x) = c+ ik et v(x) = c′ + i′K.Comme k diviseK, on peut en déduire que c′ ≡k c. Puisque v′ |= θ on a v′(x) = c′+jKpour un j ∈ Z qui peut se transformer en v′(x) = (c + j1k) + j2k (j1, j2 ∈ Z) en
onsidérant que c′ ≡k c et k divise K. Don
 on a bien v′ |= α.� Les 
as tels que α est de la forme Xx ≡k c ou Xx ≡k x+ c peuvent être traités de lamême manière que le 
as pré
édent en 
onsidérant respe
tivement la 
ontrainte θ′ de
sv et le 
ouple de 
ontraintes θ, θ′.� En�n, pour l'étape d'indu
tion, nous supposons que v et v′ véri�ent la propriété pourdeux 
ontraintes α et α′.� Si v |= α ∧ α′ alors v |= α et v |= α′. Par hypothèse d'indu
tion on a don
 v′ |= αet v′ |= α′ 
e qui implique v′ |= α ∧ α′.� Si v |= ¬α alors v 6|= α et v |= α′. Par hypothèse d'indu
tion on a don
 v′ 6|= α 
equi implique v′ |= ¬α.

�Étant donnée une formule atomique α de CLTL1
1(DL+), nous notons sv |=symb α ssipour toute valuation v telle que sv(v) = sv on a v |= α. Nous 
onsidérons maintenant desséquen
es de valuations symboliques par rapport à une formule φ de CLTL1

1(DL+). Une telleséquen
e ρ : N→ SV(φ) est satisfaisable ssi il existe un modèle σ : N→ Z de CLTL1
1(DL+)tel que pour tout i ∈ N on a σ, i |= ρ(i). Dans 
e 
as, nous notons σ |= ρ. Un modèlesymbolique par rapport à une formule φ de CLTL1

1(DL+,PROP) est une paire 〈σ1, ρ〉 telleque σ1 : N → 2PROP et ρ : N → SV(φ). La relation de satisfa
tion symbolique est étendueà 
es modèles symboliques en modi�ant la relation de satisfa
tion de CLTL1
1(DL+,PROP)pour le 
as des 
ontraintes atomiques de CLTL1

1(DL+) : 〈σ, ρ〉, i |=symb α ssi ρ(i) |=symb α.Le reste de 
ette relation est dé�ni de la même manière que pour la relation de satisfa
tionde CLTL1
1(DL+,PROP). Nous établissons maintenant la 
orrespondan
e entre les modèlessymboliques et les modèles de CLTL1

1(DL+,PROP).Lemme 21 Une formule φ de CLTL1
1(DL+,PROP) est satisfaisable ssi il existe un modèlesymbolique 〈σ1, ρ〉 tel que 〈σ1, ρ〉 |=symb φ et un modèle σ2 de CLTL1

1(DL+) tels que σ2 |= ρ.Preuve : Si une formule φ est satisfaisable alors il existe un modèle 〈σ1, σ2〉 tel que
〈σ1, σ2〉 |= φ. Soit ρ : N→ SV(φ) la séquen
e de valuations symboliques telle que pour tout
i ∈ N on a ρ(i) = sv(〈σ2(i), σ2(i + 1)〉) où 〈σ2(i), σ2(i + 1)〉 est vu 
omme la valuation quiasso
ie la valeur de σ2(i) à x et 
elle de σ2(i+ 1) à Xx. Par 
onstru
tion il est évident que
σ2 |= ρ. De plus d'après le Lemme 20 (II), nous avons pour tout v tel que sv(v) = ρ(i) etpour toute 
ontrainte atomique α de φ, v |= α ssi σ2, i |= α. Ce
i nous permet de prouver que
σ2, i |= α ssi ρ(i) |=symb α, par dé�nition de la relation de satisfa
tion symbolique. Puisquela relation de satisfa
tion symbolique ne di�ère de la relation de CLTL1

1(DL+,PROP) que100



pour le 
as des 
ontraintes atomiques héritées de CLTL1
1(DL+), nous pouvons 
on
lure que

〈σ1, ρ〉 |=symb φ.Ré
iproquement, supposons qu'un modèle symbolique 〈σ1, ρ〉 satisfasse symboliquement
φ et qu'il existe un modèle σ2 tel que σ2 |= ρ. Puisque σ2 |= ρ, pour tout i ∈ N ona σ2, i |= ρ(i) 
e qui signi�e que 〈σ(i), σ(i + 1)〉 |= ρ(i) puisque les éléments de SV(φ)
ontiennent des 
ontraintes qui référent à la valeur de l'état 
ourant et de l'état suivantuniquement. Par dé�nition de la relation |=symb, 
e
i implique que pour tout i ∈ N et toute
ontrainte atomique α de φ on a ρ(i) |=symb α ssi σ, i |= α. Nous pouvons alors déduire que
〈σ1, σ2〉 |= φ puisque les autres 
as de la relation de satisfa
tion sont identiques à la relationde satisfa
tion symbolique. �5.2.3 Appro
he par automateNous montrons maintenant 
omment à partir d'une formule φ de CLTL1

1(DL+,PROP)nous pouvons 
onstruire un automate Aφ re
onnaissant les modèles symboliques qui sa-tisfont les 
onditions requises par le Lemme 21. Pour dé�nir 
et automate, nous avonsbesoin d'étendre la dé�nition des 〈1,Z〉-automates à 
ompteur ave
 un alphabet Σ et des
ε-transitions. Les transitions de 
ette 
lasse d'automates sont don
 étiquetées par des élé-ments de Σ ∪ {ε}. Les autres 
onditions sur les transitions sont 
onservées. Puisque 
ettemodi�
ation est motivée par le besoin de re
onnaître un langage, nous dé�nissons le lan-gage a

epté par un 〈1,Z〉-automate A étendu. Les langages Lε(A) et L(A) sont dé�nis dela manière suivante.� Lε(A) = {w : N→ (Σ∪{ε}) | il existe une exé
ution a

eptante π : N→ (Q×Z) telleque ∀i π(i)

w(i),α
−−−→ π(i+ 1)}� L(A) = {w\ε | w ∈ L′(A) et |w\ε| = ω}, où w\ε est obtenu à partir de w en e�açantles o

urren
es de ε.Nous pré
isons que la 
ondition |w\ε| = ω de L(A) signi�e en fait qu'il existe un nombrein�ni d'éléments de Σ dans w. L'ensemble L(A) est le langage re
onnu par A (
omposé don
de séquen
es in�nies).D'après le résultat du Lemme 21, nous 
onstruisons l'automate Aφ 
omme l'interse
tionde deux automates Asymb et Asat tels que L(Asymb) est l'ensemble des modèles symbo-liques qui satisfont symboliquement φ et L(Asat) l'ensemble des modèles symboliques 〈σ1, ρ〉tels que ρ est satisfaisable. Nous dé�nissons 
es deux automates sous la forme de 〈1,Z〉-automates à 
ompteur simples étendus ave
 l'alphabet 2PROP × SV(φ) et des ε-transitions.Néanmoins l'automate Asymb est essentiellement un automate Bü
hi 
lassique 
ar il ne
omporte pas d'ε-transitions et les 
ompteurs ne sont pas vraiment né
essaires dans sa
onstru
tion.L'automate Asymb est à nouveau une adaptation de la 
onstru
tion pour LTL de [VW94℄que nous modi�ons au niveau du traitement des formules atomiques. Nous dé�nissons la
l�ture cl(φ) de φ en 
onsidérant à la fois les 
ontraintes atomiques issues de CLTL1

1(DL+)et variables propositionnelles 
omme des formules atomiques. Un atome de φ est toujoursdé�ni 
omme étant un sous-ensemble maximalement 
ohérent de cl(φ). Nous 
onstruisons101



A′symb = 〈Q, I, F, δ〉 l'automate de Bü
hi généralisé sur l'alphabet 2PROP × SV(φ) tel que :� Q est l'ensemble des atomes de φ et I = {At ∈ Q | φ ∈ At},� At
〈P,sv〉,⊤,u
−−−−−→ At ′ ssi(prop.) pour toute variable propositionnelle p appartenant à φ, on a p ∈ At ssi p ∈ P ,(
ontr.) pour toute 
ontrainte atomique α de At on a sv |=symb α,(1-pas) pour toute formule Xψ ∈ cl(φ) on a Xψ ∈ At ssi ψ ∈ At ′,� Soit {ψ1Uφ1, . . . , ψnUφn} l'ensemble des formules �until� de cl(φ). Si 
et ensemble estvide, F = {Q}. Sinon, nous posons F = {F1, . . . , Fn} tel que pour tout i ∈ {1, . . . , n}on a Fi = {At ∈ Q : ψiUφi 6∈ At ou φi ∈ X}.L'automate Asymb est l'automate de Bü
hi non généralisé équivalent à A′symb. Nous rappe-lons que 
ette 
onstru
tion peut s'e�e
tuer en espa
e logarithmique par rapport |A′symb|.Nous 
onsa
rons la dernière partie de 
ette se
tion à la 
onstru
tion de Asat et nousmontrons qu'elle peut se faire en espa
e polynomial par rapport à |φ|. Nous mettons don

ette partie de la 
onstru
tion de 
�té pour le moment.L'automate Aφ est obtenu en syn
hronisant les automates Asymb et Asat de la façonsuivante. Nous posons Asymb = 〈Qsy, Isy, Fsy, δsy〉 et Asat = 〈Qsa, Isa, Fsa, δsa〉. L'automate

Aφ = 〈Q, I, F, δ〉 est dé�ni par :� Q = Qsy ×Qsa,� I = Isy × Isa,� F = Fsy ×Qsa,� 〈q1, q2〉 ε,t,u−−→ 〈q′1, q′2〉 ∈ δ ssi q1 = q′1 et q2 ε,t,u−−→ q′2 ∈ δsa,� 〈q1, q2〉 〈P,sv〉,t,u−−−−−→ 〈q′1, q
′
2〉 ∈ δ ssi q1 〈P,sv〉,⊤,0−−−−−→ q′1 ∈ δsy et q2 〈P,sv〉,t,u−−−−−→ q′2 ∈ δsa.Don
 Aφ peut être 
onstruit en espa
e polynomial par rapport à |φ| grâ
e à la façon dont

Asat est 
onstruit (voir la Se
tion 5.2.4). De plus nous montrons dans la Se
tion 5.4 que leproblème du vide pour les 〈1,Z〉-automates à 
ompteur simples étendus ave
 un alphabetest NLOGSPACE-
omplet. Nous obtenons alors le résultat suivant.Théorème 27 Le problème de la satisfaisabilité pour la logique CLTL1
1(DL+,PROP) estPSPACE-
omplet.Preuve : La taille de l'automate Aφ est exponentielle par rapport à |φ| mais la 
onstru
-tion peut se faire en espa
e polynomial. Comme le problème du vide est dans NLOGSPACEpour 
et automate, nous obtenons une pro
édure en espa
e polynomial non-déterministe par
omposition des deux pro
édures [BDG88, Lemme 3.35℄. D'après le théorème de Savit
h
ette pro
édure est don
 dans PSPACE.La preuve de PSPACE-dureté est immédiate par rédu
tion du problème de la satis-faisabilté pour LTL. En e�et, puisque le nombre de variables propositionnelles n'est pas102



restreint dans le fragment CLTL1
1(DL+,PROP), toute formule de LTL appartient aussi àCLTL1

1(DL+,PROP). �Nous obtenons aussi la même borne de 
omplexité pour les problèmes de CLTL(DL+).Corollaire 10 Les problèmes de satisfaisabilité et de model-
he
king pour CLTL1
1(DL+)sont PSPACE-
omplets.Preuve : La preuve que 
es problèmes sont dans PSPACE est une 
onséquen
e dire
tedu Théorème 27 et du Lemme 19.Nous montrons la PSPACE-dureté par rédu
tion du problème de la satisfaisabilité pourle fragment de LTL ave
 une variable. Ce problème est PSPACE-
omplet d'après [DS02,Corollaire 3.2℄. Étant donnée une formule φ de LTL ayant une unique variable proposition-nelle p, nous 
onstruisons une formule φ′ de CLTL1

1(DL+) en remplaçant simplement leso

urren
es de p par la 
ontrainte x = 0. Il est évident que φ est satisfaisable ssi φ′ estsatisfaisable. En�n, nous rappelons que la satisfaisabilité se réduit au model-
he
king pourCLTL1
1(DL+) (voir la �n de la Se
tion 5.1.3), 
e qui implique la PSPACE-dureté de 
edernier problème. �Un 
orollaire de 
es résultats est que le problème du model-
he
king des automates dis-
rets à une horloge de [DPK03℄ ave
 CLTL1

1(DL+) est dans PSPACE. Ce résultat 
ontrasteave
 le résultat d'indé
idabilité de [DPK03, Se
tion 6℄. Les résultats du Corollaire 10 peuventaussi être étendus en autorisant l'utilisation de variables propositionnelles dans les formuleset automates.Comme dans le 
hapitre pré
édent, une parti
ularité de la méthode symbolique que nousutilisons réside dans le fait que la partie logique temporelle est traitée séparément de lapartie liée à l'arithmétique de Presburger. Ainsi, nous pouvons adapter la 
onstru
tion a�nde traiter n'importe quelle extension de LTL dont les modèles d'une formule donnée peuventêtre re
onnus par un automate de Bü
hi. Il nous su�t juste de modi�er l'automate Asymbpar rapport à la méthode de 
onstru
tion de 
ette automate. Ce
i in
lus les extensions deLTL ave
 des modalités référant au passé, des opérateurs dé�nis par des automates [Wol83℄ou des opérateurs de points �xes [Var88℄.Théorème 28 Les problèmes de satisfaisabilité et model-
he
king pour CxLTL1
1(DL+) sontdans PSPACE.Par 
onséquent, le model-
he
king du µ-
al
ul linéaire étendu ave
 des 
ontraintes de DLsur les DL-automates à une variable est PSPACE-
omplet, 
e qui ra�ne un résultatde [BEM97℄.5.2.4 Constru
tion de l'automate AsatNous dé
rivons maintenant la 
onstru
tion de l'automate Asat qui re
onnaît l'ensembledes modèles symboliques 〈σ1, ρ〉 tels que ρ est satisfaisable. Nous rappelons que l'on suppose103



sans perte de généralité que les 
onstantes de Cloc véri�ent d0 = 0, dmax ≥ 0 et dmin ≤ 0, etque 
elles de Cstep véri�ent e0 = 0, emax ≥ 0 et emin ≤ 0.Nous dé�nissons la 
onstru
tion l'automate Asat de manière modulaire. L'alphabet de
Asat est 2PROP × SV(φ) mais 
omme l'ensemble des variables propositionnelles n'intervientpas dans la satisfa
tion de ρ, nous allégeons les notations en omettant la partie de l'alphabet
orrespondant à 2PROP. Dans la suite lorsque nous dé�nissons une non-epsilon transition dela forme q sv ,test,maj

−−−−−−→ q′, nous avons en fait q 〈sv ,X〉,test,maj
−−−−−−−−−→ q′ pour tout X ∈ 2PROP.L'automate Asat est divisé en di�érentes 
omposantes 
onne
tées entre elles. Chaque
omposante est un 〈1,Z〉-automate à 
ompteur simple parti
ulier sur l'alphabet SV(φ) dela forme 〈Q, I, F, δ〉 tel que� les ensembles d'états initiaux et �naux I et F sont réduits à des singletons,� δ est un sous-ensemble de (Q \ F )× {ε} × {⊤,=, 6=, >,<} × {−1, 0, 1} × (Q \ I).Nous appelons entrée de la 
omposante l'unique état de I et sortie l'unique état de F . Les
omposantes sont reliées par des transitions allant de la sortie de l'une vers l'entrée de la sui-vante. Chaque 
omposante deAsat à pour r�le de véri�er une 
ontrainte de Cx, ou de modi�erla valeur du 
ompteur par rapport à une 
ontrainte de Modx ou un 
ouple de 
ontraintesde ModXx × Cstep (vu 
omme la 
onjon
tion de 
es deux 
ontraintes). Nous dé�nissons 
i-dessous les di�érentes 
omposantes de Asat, notées Aα,sv où α ∈ Cx∪Modx∪(ModXx×Cstep)et sv ∈ SV(φ). Nous notons respe
tivement qα,svin et qα,svout l'entrée et la sortie de Aα,sv ousimplement qin et qout lorsque le 
ontexte est 
lair.Pour toute valuation symbolique sv = 〈αx, θ, α

′
x, θ
′, αs〉 ∈ SV(φ), nous de�nissons les
omposantes suivantes :� La 
omposante Aαx,sv teste si la valeur du 
ompteur satisfait la 
ontrainte αx. Cette
omposante véri�e la propriété suivante :pour tout c ∈ Z on a 〈qαx,sv

in , c〉 −→∗ 〈qαx,sv
out , c′〉 ssi c = c′ et [x← c] |= αx.Les Figures 5.2, 5.3 et 5.4 représentent des 
omposantes de 
e type véri�ant respe
-tivement les 
ontraintes x = di, di < x ∧ x < di+1 et dmax < x lorsque di ≥ 0. La
onstru
tion est dé�nie de la même manière dans le 
as où di ≤ 0 (on rempla
e lesin
rémentations par des dé
rémentations et les tests x > 0 par x < 0).

qin

qout

0 1 2 di

ε,>,−1 ε,>,−1

ε,=, 0

ε,⊤,+1ε,⊤,+1Figure 5.2: Composante Ax=di,sv� La 
omposante A〈θ′,αs〉,sv met à jour la valeur du 
ompteur par rapport à la 
ontrainte
θ′ ∧ αs. Ce
i signi�e que 
ette 
omposante est telle que104



qin

qout

0 dj di+1 di+1−1

ε,>,−1

ε,⊤,+1

ε,=, 0 ε,=, 0Figure 5.3: Composante Adi<x<di+1,sv

qin

qout

0 1 2 dmax

ε,>,−1 ε,>,−1

ε,>, 0

ε,⊤,+1ε,⊤,+1Figure 5.4: Composante Admax<x,svpour tout c ∈ Z on a [x← c] |= θ et 〈q〈θ′,αs〉,sv
in , c〉 −→∗ 〈q

〈θ′,αs〉,sv
out , c′〉 ssi

[x← c,Xx← c′] |= θ′ ∧ αs.où θ est la 
ontrainte de sv appartenant à Modx. Par exemple, la Figure 5.5 représentela 
omposante A〈θ′,αs〉,sv telle que θ vaut x ≡2 1, θ′ vaut Xx ≡2 0 et αs vaut x <
Xx ∧ Xx < x + 7. Pour 
onstruire 
ette 
omposante, nous devons d'abord 
al
uler àpartir de θ, θ′ et αs que Xx = x+ i pour i ∈ {1, 3, 5}.

qin qout

ε,⊤,+1

ε,⊤,+1 ε,⊤,+1 ε,⊤,+1

ε,⊤,+1 ε,⊤,+1 ε,⊤,+1 ε,⊤,+1
ε,⊤,+1Figure 5.5: Composante A〈θ′,α′

x〉,sv� La 
omposante Aθ,sv met à jour le 
ompteur par rapport à la 
ontrainte θ. Cette miseà jour n'est utilisée que pour initialiser la valeur du 
ompteur au début de l'exé
ution(
e
i sera expli
ité lorsque nous dé�nissons les 
onne
tions entre les 
omposantes).Cette 
omposante est telle quepour tout c ∈ Z on a 〈qθ,svin , 0〉 −→∗ 〈qθ,svout , c〉 ssi [x← c] |= θ.La Figure 5.6 représente une 
omposante de la forme Ax≡Kc,sv .Le prin
ipe de la 
onstru
tion de Asat 
onsiste à 
onne
ter les di�érentes 
omposantesde la forme Aα,sv entre elles de manière à 
e qu'elles imposent que les di�érentes va-leurs du 
ompteur satisfassent bien les valuations symboliques su

essives. L'automate105



qin qout

0 1 c

+1 +(K − 1)

−1 −(K − 1)

ε,⊤,+1

ε,⊤,+1

ε,⊤,−1

ε,⊤,+1

ε,⊤,−1

Figure 5.6: Composante Ax≡Kc,sv

Asat = 〈Q, I, F, δ〉 est l'union disjointe des di�érentes 
omposantes Aα,sv dé�nies 
i-dessusqui 
omporte un état initial supplémentaire s0 et les transitions suivantes :� Pour tout sv = 〈αx, θ, α
′
x, θ
′, αs〉 ∈ SV(φ) on a une transition

s0
ε,⊤,0
−−→ qθ,svin ∈ δ.Ces transitions 
orrespondent au 
hoix de la première valuation symbolique. Nous dé-�nissons don
 une transition vers la 
omposante Aθ,sv a�n de s'assurer que la premièrevaleur du 
ompteur véri�e bien θ.� Pour tout sv = 〈αx, θ, α

′
x, θ
′, αs〉 ∈ SV(φ) on a une transition

qθ,svout

ε,⊤,0
−−→ qαx,sv

in ∈ δ.Lorsque l'automate est dans l'état de 
ontr�le qθ,svout nous savons par dé�nition de la
omposante Aθ,sv que la valeur du 
ompteur satisfait θ. Nous voulons maintenantvéri�er la pro
haine 
ontrainte αx. Ave
 
es transitions nous imposons que la seulefaçon de 
ontinuer l'exé
ution est d'entrer dans la 
omposante Aαx,sv .� Pour tout sv = 〈αx, θ, α
′
x, θ
′, αs〉 ∈ SV(φ) on a une transition

qαx,sv
out

ε,⊤,0
−−→ q

〈θ′,αs〉,sv
in ∈ δ.Lorsque l'automate est dans l'état de 
ontr�le qαx,sv

out , la valeur du 
ompteur satisfait
αx d'après la dé�nition de Aαx,sv . Nous mettons alors à jour la valeur du 
ompteur parrapport aux 
ontraintes que 
elle-
i doit véri�er au pas suivant, 
'est-à-dire θ′ et αs.C'est pourquoi nous imposons que la seule façon de 
ontinuer l'exé
ution soit d'entrerdans la 
omposante A〈θ′,αs〉,sv .� En�n, pour tout sv1 = 〈(αx)1, (θ)1, (α

′
x)1, (θ

′)1, (αs)1〉 ∈ SV(φ) et
sv2 = 〈(αx)2, (θ)2, (α

′
x)2, (θ

′)1, (αs)1〉 ∈ SV(φ) tels que (α′x)1[Xx ← x] = (αx)2 et
(θ′)1[Xx← x] = (θ)2 on a

q
〈(θ′)1,(α′

x)1〉,sv1

out

sv1,⊤,0
−−−→ q

(αx)2,sv2

in ∈ δ106



Si l'automate est dans l'état q〈(θ′)1,(α′
x)1〉,sv1

out alors d'après les 
onne
tions dé�nies audessus et la dé�nition de A〈(θ′)1,(α′
x)1〉,sv1

toutes les véri�
ations et mises à jour liéesà sv1 ont été faites ave
 su

ès. Nous pouvons don
 lire la lettre 
orrespondant à lavaluation symbolique sv1. Nous devons aussi 
hoisir une nouvelle valuation symbo-lique sv2 qui 
on
orde ave
 sv1 sur les 
ontraintes impliquant la valeur du 
ompteurà l'état suivant. Pour poursuivre l'exé
ution nous imposons don
 d'entrer dans une
omposante A(αx)2,sv2
telle que sv2 véri�e 
ette 
on
ordan
e. Notons que la 
ontrainte

(θ)2 n'a pas besoin d'être véri�ée puisqu'elle l'a été par la 
omposante A〈(θ′)1,(α′
x)1〉,sv1d'après la 
orrespondan
e entre (θ)2 et (θ′)1.En�n, l'ensemble des états �naux F est égal à Q. Par 
onstru
tion de Asat nous avons lapropriété suivante.Lemme 22 Pour tout 
ouple de valuations symboliques sv1 = 〈(αx)1, (θ)1, (α

′
x)1, (θ

′)1, (αs)1〉et sv2 = 〈(αx)2, (θ)2, (α
′
x)2, (θ

′)2, (αs)2〉 appartenant à SV(φ) et pour tout c, c′ ∈ Z, les pro-positions suivantes sont équivalentes :(I) [x← c] |= (θ)1 et 〈q(αx)1,sv1

i , c〉
ε
−→
∗
〈q
〈(θ′)1,(αs)1〉,sv1

in , c〉
ε
−→
∗
〈q
〈(θ′)1,(αs)1〉,sv1

out , c′〉
sv1−→ 〈q

(αx)2,sv2

in , c′〉
ε
−→
∗
〈q

(αx)2,sv2

out , c′〉,(II) [x← c,Xx← c′] |= sv1.Il su�t juste de 
onsidérer les di�érents modules traversés et les propriétés qu'ils véri�ent.Nous pouvons maintenant prouver le résultat attendu établissant que l'ensemble desmodèles symboliques satisfaisables est exa
tement le langage re
onnu par Asat.Lemme 23 Pour tout modèle symbolique 〈σ1, ρ〉, 〈σ1, ρ〉 est re
onnu par Asat ssi ρ estsatisfaisable.Preuve : Soit 〈σ1, ρ〉 un modèle symbolique satisfaisable. Nous posons pour tout i ∈ N,
ρ(i) = 〈(αx)i, (θ)i, (α

′
x)i, (θ

′)i, (αs)i〉. Puisque ρ est satisfaisable, il existe un modèle σ2 :
N → Z tel que σ2 |= ρ. Par 
onstru
tion des di�érentes 
omposantes de Asat et leursinter
onnexions, la séquen
e σ2 
orrespond à une exé
ution de la forme

s0
ε
−→ 〈q

(θ)0,ρ(0)
in , σ2(0)〉

ε
−→
∗
〈q

(αx)0,ρ(0)
in , σ2(0)〉

ε
−→
∗
〈q
〈(θ′)0,(αs)0〉,ρ0(0)
in , σ2(0)〉

ε
−→
∗

〈q
〈(θ′)0,(αs)0〉,ρ(0)
out , σ2(1)〉

ρ(0)
−→ 〈q

(αx)1,ρ(1)
in , σ2(1)〉

ε
−→
∗
〈q
〈(θ′)1,(α′

x)1〉,ρ(1)
in , σ2(1)〉

ε
−→
∗

〈q
〈(θ′)1,(α′

x)1〉,ρ(1)
out , σ2(2)〉

ρ(1)
−→ 〈q

(αx)2,ρ(2)
in , σ2(2)〉 . . .En e�et, une analyse des propriétés véri�ées par 
ha
une des 
omposantes montre que 
etteexé
ution est valide. Ce
i implique que 〈σ1, ρ〉 appartient à L(Asat).Ré
iproquement, supposons que 〈σ, ρ〉 ∈ L(Asat). Par 
onstru
tion de Asat il existe uneexé
ution a

eptante de la forme

s0
ε
−→ 〈q

(θ)0,sv0

in , c0〉
ε
−→
∗
〈q

(αx)0,sv0

in , c0〉
ε
−→
∗
〈q
〈(θ′)0,(α′

x)0〉,sv0

in , c0〉
ε
−→
∗107



〈q
〈(θ′)0,(α′

x)0〉,sv0

out , c1〉
ρ(0)
−→ 〈q

(αx)1,sv1

in , c1〉
ε
−→
∗
〈q
〈(θ′)1,(αs)1〉,sv1

in , c1〉
ε
−→
∗

〈q
〈(θ′)1,(αs)1〉,sv1

out , c2〉
ρ(1)
−→ 〈q

(αx)2,sv1

in , c2〉 . . .D'après la dé�nition des di�érentes 
omposantes de Asat et le Lemme 22, 
ette exé
utionvéri�e [x ← c0] |= (θ)0 et pour tout i ∈ N, [x ← ci,Xx ← ci+1] |= (αx)i ∧ (θ)i ∧ (α′x)i ∧
(θ′)i ∧ (αs)i. Il en résulte que le modèle σ2 : N → Z dé�ni par σ2(i) = ci pour tout i ∈ Nsatisfait ρ. �5.3 Model-
he
king de CLTL1

1(QFP)Une question naturelle est de se demander si le résultat du Corollaire 10 est optimal parrapport aux fragments de l'arithmétique de Presburger que nous 
onsidérons. Le résultatsuivant répond positivement à 
ette question puisque le problème de la satisfaisabilité estindé
idable pour le fragment CLTL1
1(QFP). Nous rappelons que l'ensemble des 
ontraintesdu fragment sans quanti�
ateur de l'arithmétique de Presburger peut être dé�ni par

α ::=
∑

i∈I

aixi ∼ d |
∑

i∈I

aixi ≡k c | α ∧ α | ¬αoù ∼∈ {<,=}, ai ∈ Z et I est un ensemble �ni d'indi
es.Lemme 24 Les problèmes de la satisfaisabilté et du model-
he
king pour CLTL1
1(QFP)sont Σ1

1-
omplets.Preuve La dureté est obtenue par rédu
tion de l'exé
ution d'une ma
hine de Minsky àdeux 
ompteurs. Une 
on�guration 〈qi, c1, c2〉 de la ma
hine peut se 
oder par la valeur du
ompteur 2i3c15c2 . L'in
rémentation d'un 
ompteur se fait alors à l'aide d'une multipli
a-tion, par exemple l'opération Xx = 3x 
orrespond à l'in
rémentation du 
ompteur c1, et lestests à zero peuvent s'exprimer par une 
ontrainte de périodi
ité, par exemple ¬(x ≡3 0)est vraie ssi le 
ompteur c1 vaut zéro. �La solution que nous 
hoisissons dans 
ette se
tion pour regagner la dé
idabilité est derestreindre la 
lasse d'automates pour le problème du model-
he
king aux 〈1,Z〉-automatesà 
ompteur. Nous montrons que le problème du model-
he
king sur les 〈1,Z〉-automatesà 
ompteur est dé
idable pour LTL étendu ave
 des 
ontraintes de QFP restreint à unevariable mais sans borne sur la longueur temporelle. Le 
omportement du 
ompteur est ene�et plus 
ontraint dans les 〈1,Z〉-automates à 
ompteur, 
e qui explique que nous retrou-vions la dé
idabilité.Soit A = 〈QA, IA, FA, δA〉 un 〈1,Z〉-automate à 
ompteur dont l'ensemble des mises àjour du 
ompteur est in
lus dans {Xx = x + u | u ∈ {umin, umin + 1, . . . , umax}} tel que
umin = −umax. Étant donné un ensemble �ni de formules atomiques X de CLTL1(QFP)nous 
onsidérons les ressour
es syntaxiques suivantes :108



� l est le plus grand entier tel qu'un terme de la forme Xlx apparaît dans X.� K est le plus petit 
ommun multiple des entiers k tels que ≡k apparaît dans X.� CONS est l'ensemble des 
onstantes d telles qu'il existe une 
ontrainte de la forme
∑
aiX

ix ∼ d dans X. Nous notons M et m les éléments maximal et minimal de 
etensemble et supposons sans perte de généralité que M = −m.� COEF est l'ensemble des 
oe�
ients entiers ai tels qu'il existe une 
ontrainte de laforme ∑
aiX

ix ∼ d dans X.Sans perte de généralité, nous supposons que amin = −amax où amin et amax sont respe
ti-vement les plus petit et plus grand éléments de COEF. Pour des raisons te
hniques (voir lapreuve du Lemme 25), nous posons CONS′ = {dmin, . . . , dmax} tel que
dmax = −dmin = M +

l(l + 1)

2
amaxumax.Nous dé�nissons une variante de l'abstra
tion de la Se
tion 5.2.2 tenant 
ompte desspé
i�
ités du nouveau problème. L'ensemble des valuations symboliques SV(A,X) parrapport à un ensemble �ni de formules atomiques X et A est dé�ni 
omme le produit

Cx ×Modx × C1
step × · · · × Cl

step tel que� Cx est l'ensemble de 
ontraintes 
omposé de� x < dmin,� dmax < x,� x = d pour tout d ∈ CONS′.� Modx est l'ensemble 
omposé des 
ontraintes x ≡K c pour tout c ∈ {0, . . . ,K − 1}.� Ci
step est l'ensemble 
omposé des 
ontraintes Xix = Xi−1x+u pour tout {umin, . . . , umax}.Nous notons SV(A, φ) l'ensemble des valuations symboliques 
onstruites par rapport àl'ensemble des 
ontraintes atomiques d'une formule φ de CLTL1(QFP) et de l'automate

A. Pour tout 
hemin �ni π = 〈q0, c0〉 . . . 〈q|π|, c|π|〉 dans l'automate A, nous notons vπ :

{x,Xx, . . . ,X|π|x} → Z la valuation telle que pour tout i ∈ {0, . . . , |π|} on a vπ(Xix) = ci.Nous montrons maintenant la 
orre
tion de 
ette nouvelle abstra
tion.Lemme 25 Soit φ une formule de CLTL1(QFP) et A un〈1,Z〉-automate à 
ompteur.(I) Pour tout 
hemin �ni π dans A tel que |π| = l, il existe une unique valuation symbolique
sv(vπ) ∈ SV(A, φ) telle que vπ |= sv(v).(II) Pour tout 
ouple de valuations v, v′ : {x,Xx, . . . ,Xlx} → Z telles que sv(v) = sv(v′) etpour toute 
ontrainte atomique α de φ on a v |= α ssi v′ |= α.Preuve (I) La dé�nition des di�érents ensembles qui 
omposent l'ensemble des valuationssymboliques SV(A, φ) induit une partition de Zl+1. Cette propriété peut être démontrée dela même manière que le Lemme 20 (I).(II) Nous pro
édons par indu
tion sur la stru
ture de la 
ontrainte α.Si α est de la forme ∑

aiX
ix ∼ d alors nous substituons les di�érents termes Xix enutilisant les 
ontraintes Xix = Xi−1x+ ubi appartenant à sv(v). Don
 la 
ontrainte109



a0x+ a1Xx+ a2X
2x · · · ∼ d devient

a0x+ a1(x+ ub1) + a2(Xx+ ub2) · · · ∼ d puis
(a0 + a1)x+ a2(x+ ub1 + ub2) · · · ∼ d− a1ub1 ,
(a0 + a1 + a2)x+ · · · ∼ d− ((a1 + a2)ub1 + a2ub2),. . .. . . et ainsi de suite jusqu'à se réduire à une 
ontrainte de la forme ax ∼ d′. Notons quepar dé�nition de dmax et dmin, la partie droite de l'expression est toujours un élément de

CONS′. En e�et, la partie de droite est toujours de la forme
D = d−

n∑

i=1

n∑

j=i

ajubipour un n < l. Comme pour tout 0 ≤ i ≤ n on a umin ≤ ubi ≤ umax et amin ≤ ai ≤ amax, lavaleur absolue de D est bornée par
|d−

n∑

j=i

amaxubi | ≤ |d−
n(n+ 1)

2
amaxumax|.Ce qui nous assure que dmin ≤ D ≤ dmax puisque n ≤ l et |d| ≤M .Considérons la 
ontrainte ax ∼ d′ obtenue après rédu
tion. Par la propriété 
i-dessus ona dmin ≤ d

′ ≤ dmax. Comme a est un entier et l'intervalle des 
onstantes est symétrique parrapport à 0, d′/a est aussi 
ompris entre dmin et dmax. Ainsi, si v |= sv alors la 
ontrainte αxde sv 
orrespondant à l'ensemble Cx doit être telle que la formule αx ⇒ ax ∼ d′ est valide,
ar Cx est 
onstruit par rapport à CONS′. Puisque sv(v) = sv(v′), nous avons v′ |=symb αxet don
 v′ |=symb αLe 
as de ∑
aiX

ix ≡k d est identique. En e�et, la 
ontrainte se réduit à ax ≡k d′ aprèssubstitutions su

essives. Nous pouvons alors 
on
lure en utilisant la 
ontrainte de sv(v)
orrespondant à l'ensemble Modx.En�n, les 
as des 
onne
teurs Booléens est évident par indu
tion. �Comme dans la Se
tion 5.2.2, nous dé�nissons une relation de satisfa
tion symbolique.Nous notons sv |=symb α ssi pour tout 
hemin π de longueur l dans A tel que sv(vπ) = svon a vπ |= α. Notons que la te
hnique de substitution utilisée dans la preuve pré
édentemontre que la satisfaisabilité d'une 
ontrainte atomique par une valuation symbolique seteste en temps polynomial. Nous étendons aussi la relation de satisfa
tion symbolique auxmodèles symboliques (séquen
es de valuations symboliques) par rapport aux formules deCLTL1(QFP).La relation entre les modèles symboliques de SV(A, φ) et les exé
utions de A est lasuivante. Pour tout modèle symbolique ρ : N→ SV(A, φ), une exé
ution a

eptée par A dela forme 〈q0, c0〉, 〈q1, c1〉, 〈q2, c3〉, . . . satisfait ρ ssi le modèle σ = c0 ·c1 ·c2 · · · est tel que pourtout i ∈ N on a σ, i |= ρ(i). L'automate A satisfait ρ ssi il existe une exé
ution a

eptée par
A qui satisfait ρ. Nous notons alors A |= ρ.Lemme 26 Soit φ une formule de CLTL1(QFP) et A un 〈1,Z〉-automate à 
ompteur. Ona A |= φ ssi il existe un modèle symbolique ρ : N→ SV(A, φ) tel que ρ |=symb φ et A |= ρ.110



Preuve : Cette preuve est similaire à 
elle du Lemme 21. Si la formule φ est satisfaitepar une exé
ution 〈q0, c0〉 −→ 〈q1, c1〉 −→ 〈q2, c2〉 . . . alors le modèle symbolique ρ tel quepour tout i ∈ N on a ρ(i) = sv(vπi
) où πi = 〈qi, ci〉 −→ 〈qi+1, ci+1〉 −→ · · · −→ 〈qi+l, ci+l〉satisfait symboliquement φ. Cette a�rmation se montre fa
ilement en utilisant le mêmedéveloppement que dans le Lemme 21 et le Lemme 25 
i-dessus.Ré
iproquement, si ρ |=symb φ alors toute exé
ution de A qui satisfait ρ satisfait aussi

φ. En e�et, nous pouvons fa
ilement montrer que pour tout i ∈ N, le 
hemin πi de longueur
l 
ommençant à la position i de l'exé
ution est tel que vπi

satisfait ρ(i). La �n de la preuveest alors identique à la preuve du Lemme 21. �Nous 
onstruisons don
 un automate AMC
φ = Asymb ∩ Asat tel que Asymb re
onnaîtl'ensemble des modèles symboliques qui satisfont symboliquement φ et Asat re
onnaît main-tenant l'ensemble des modèles symboliques qui sont satisfaits par une exé
ution de A. Ladé�nition de Asymb ainsi que la syn
hronisation entre les deux automates sont similaires à laSe
tion 5.2.3 en 
onsidérant le nouvel alphabet SV(A, φ)∪ {ε} et la relation de satisfa
tionsymbolique dé�nie dans 
ette se
tion.Lemme 27 Étant donnée une formule de CLTL1(QFP) et un 〈1,Z〉-automate à 
ompteur

A, on peut 
onstruire un 〈1,Z〉-automate à 
ompteur simple Asat sur l'alphabet SV(A, φ) ∪
{ε} tel que L(Asat) est l'ensemble des modèles symboliques ρ tels que A |= ρ.Preuve : Soit A = 〈QA, IA, FA, δA〉 un 〈1,Z〉-automate à 
ompteur et φ une formulede CLTL1(QFP). L'automate Asat est un 〈1,Z〉-automate à 
ompteur simple sur l'alpha-bet Σ = SV (A, φ) ave
 des ε-transitions. Comme dans la Se
tion 5.2.4, 
et automate est
onstitué de di�érentes 
omposantes véri�ant les 
ontraintes des valuations symboliques. Laprin
ipale di�éren
e est que nous devons 
onsidérer lors de la 
onnexion de 
es 
omposantesle 
omportement de A. Nous adaptons de manière naturelle les notations utilisées dans laSe
tion 5.2.4 pour référer aux di�érents attributs des 
omposantes de Asat (entrée et sortiepar exemple). Pour 
haque valuation symbolique sv = 〈αx, θ, α

1
s, . . . , α

l
s〉 et pour 
haqueétat qa ∈ QA nous dé�nissons les 
omposantes suivantes :� La 
omposante Aqaαx,sv véri�e que la valeur du 
ompteur satisfait la 
ontrainte αx.Pour tout c ∈ Z on a 〈qa, qαx,sv

in , c〉 −→∗ 〈qa, q
αx,sv
out , c′〉 ssi c = c′ et [x← c] |= αx.� La 
omposante Aqa

α1
s,sv

met à jour la valeur du 
ompteur par rapport à α1
s.Pour tout c ∈ Z on a 〈qa, qα1

s ,sv
in , c〉 −→∗ 〈qa, q

α1
s ,sv

out , c′〉 ssi [x← c,Xx← c′] |= α1
s.Ces di�érentes 
omposantes peuvent fa
ilement être dé�nies en s'inspirant de la 
onstru
-tion de la Se
tion 5.2.4 (voir les Figures 5.2 à 5.6).Ces 
omposantes sont 
onne
tées entre elles et ave
 un état initial supplémentaire s0 dela façon suivante :� Pour toute valuation symbolique sv = 〈αx, θ, α

1
s, . . . , α

l
s〉 ∈ SV(φ,A) telle que� αx vaut x = 0, 111



� θ vaut x ≡K 0,et pour tout état initial q0 ∈ IA de l'automate A, on a une transition
s0

ε,⊤,0
−−→ 〈q0, q

αx,sv
in 〉.Au début de l'exé
ution de A, le 
ompteur doit être égal à zéro. Contrairement à la
onstru
tion dé�nie dans la Se
tion 5.2.4, nous n'avons don
 pas besoin de mettre àjour la valeur du 
ompteur par rapport à θ. Nous imposons même que 
ette 
ontraintesoit x ≡K 0. Nous 
hoisissons don
 une valuation véri�ant 
es 
ritères et ajoutons unetransition vers la 
omposante 
orrespondante qui véri�e qu'on a bien x = 0. Notonsque 
ette véri�
ation est fa
ultative, mais elle permet de dé�nir l'automate de manièreplus homogène.� Pour toute valuation symbolique sv = 〈αx, θ, α
1
s, . . . , α

l
s〉 ∈ SV(φ,A) et pour tout état

qa ∈ QA on a une transition
〈qa, q

αx,fr
out 〉

ε,⊤,0
−−→ 〈qa, q

α1
s ,sv

in 〉 ∈ δ.Une fois que la 
ontrainte αx est véri�ée, nous devons mettre à jour la valeur du
ompteur par rapport à la mise à jour dé�nie par α1
s. Nous imposons don
 que la suitede l'exé
ution passe par la 
omposante Aα1

s ,sv
.� Pour tout 
ouple de valuations symboliques sv1 = 〈(αx)1, (θ)1, (α

1
s)1, . . . , (α

l
s)1〉 ∈

SV(φ,A) et sv2 = 〈(αx)2, (θ)2, (α
1
s)2, . . . , (α

l
s)2〉 ∈ SV(φ,A) et tout 
ouple d'états

qa, q
′
a ∈ QA véri�ant1. il existe une transition qa test ,maj

−−−−→ q′a ∈ δA telle que la formule αx ⇒ test est valideet maj = (α1
s)1,2. (α1

s)1 ∧ (θ)1 ⇒ (θ)2 est valide,3. pour tout 1 ≤ i ≤ l − 1, (αis)2 = (αi+1
s )1[X

i+1x← Xix,Xix← Xi−1x],on a une transition
〈qa, q

α1
s ,sv1

out 〉
sv1,⊤,0
−−−→ 〈q′a, q

(αx)2,sv2

in 〉 ∈ δ.Lorsque l'automate est dans l'état 〈qa, qα1
s ,sv1

out 〉 toute les opérations né
essaires ont étéfaites sur le 
ompteur. Nous pouvons don
 lire la valuation symbolique sv1 sous 
er-taines 
onditions :� Les 
ontraintes de sv1 sont en a

ord ave
 le 
omportement de l'automate (1).� Les 
ontraintes de la valuation symbolique suivante sont en a

ord ave
 
elles de
sv1 (2 et 3).Ces 
onditions peuvent être véri�ées en temps polynomial.En�n, l'ensemble des états �naux de Asat est {〈qf , qαx,sv

out 〉 | qf ∈ FA}.Cette 
onstru
tion véri�e la propriété suivante :pour sous-
hemin �ni 〈qi, q(αx)i,sv i

in , ci〉 −→ · · ·
sv i−→ 〈qi+1, q

(αx)i+1,svi+1

in , ci+1〉 −→ · · ·
sv i+1
−−→ · · ·

sv i+l−1
−−−−→

〈qi+l, q
(αx)i+l,svi+l

in , ci+l〉 d'une exé
ution de Asat, on a 〈ci, . . . , ci+l〉 |= sv i.112



Cette propriété nous permet de terminer 
ette preuve en utilisant les mêmes arguments quedans le Lemme 23. �L'analyse de 
ette 
onstru
tion montre queAMC
φ peut être 
onstruit en espa
e polynomialpar rapport à |φ|. Les arguments utilisés sont les mêmes que 
eux de la Se
tion 5.2.3. Ce
inous permet de 
on
lure à propos de la 
omplexité du problème de model-
he
king qui nousintéresse.Théorème 29 Le problème du model-
he
king de CLTL1(QFP) sur les 〈1,Z〉-automates à
ompteur est PSPACE-
omplet.La borne supérieure est une 
onséquen
e de la 
omplexité de la 
onstru
tion dé�nie dansle Lemme 27 et du Théorème 31 sur le test du vide pour les 〈1,Z〉-automates à 
ompteursimples (voir Se
tion 5.4). La dureté peut être obtenue en utilisant le résultat de [DS02℄sur la PSPACE-dureté pour LTL restreint à une proposition. Comme le Théorème 28, 
erésultat peut être étendu aux extensions de CLTL1(QFP) ave
 des opérateurs dé�nissablesdans MSO.Théorème 30 Le problème du model-
he
king de CxLTL1(QFP) sur les 〈1,Z〉-automatesà 
ompteur est PSPACE-
omplet.Ainsi, nous ra�nons un peu plus le résultat de [BEM97℄ sur la véri�
ation de propriétésrégulières sur le 
ontenu de la pile d'un automate à pile 
ar le model-
he
king du µ-
al
ullinéaire ave
 des 
ontraintes de QFP sur les 〈1,Z〉-automate à 
ompteur est PSPACE-
omplet.5.4 Problème du vide pour les 〈1,Z〉-automates à 
ompteurPour 
on
lure 
e 
hapitre, nous montrons que tester si le langage L(A) a

epté par un

〈1,Z〉-automate à 
ompteur simple A ave
 un alphabet et des ε-transitions est non-videest un problème dans NLOGSPACE. Ce problème est équivalent à tester si A admet uneexé
ution a

eptante dans laquelle il n'existe pas de position après laquelle on a uniquementdes ε-transitions. Ce résultat est utilisé dans les preuves de 
omplexité des Théorèmes 27et 29. La preuve que nous développons dans 
ette se
tion utilise plusieurs rédu
tions pourse ramener au problème de l'existen
e d'une exé
ution a

eptante dans une 
lasse d'auto-mates plus simple à manipuler, puis la 
omplexité est obtenue en analysant les exé
utionsa

eptantes et en montrant une propriété sur leur longueur minimale. Pour alléger la présen-tation nous ne pré
isons pas à 
haque fois que les automates que nous manipulons sont desautomates à 
ompteur simples. Néanmoins, nous supposons pour le reste de 
ette se
tionque l'ensemble des mises à jour du 
ompteur est restreint à {−1, 0,+1}.5.4.1 Rédu
tion vers les 〈1,N〉-automates à 
ompteurNous montrons d'abord que tester si L(A) 6= ∅ pour un 〈1,Z〉-automate à 
ompteur
A ave
 un alphabet et des ε-transitions peut se réduire au problème de l'existen
e d'une113



exé
ution a

eptante pour une sous-
lasse de 〈1,N〉-automates à 
ompteur. Nous dé�nissonspour 
ela plusieurs rédu
tions su

essives. La première étape 
onsiste à se débarrasser del'alphabet et des ε-transitions. La prin
ipale di�
ulté est d'éviter d'avoir toujours des ε-transitions après une 
ertaine position de l'exé
ution.Lemme 28 Tester si le langage re
onnu par un 〈1,Z〉-automate à 
ompteur ave
 un alphabetet des ε-transitions est non-vide se réduit en espa
e logarithmique au problème de l'existen
ed'une exé
ution a

eptante pour les 〈1,Z〉-automates à 
ompteur 
lassiques.Preuve Nous montrons qu'étant donné un 〈1,Z〉-automate à 
ompteur A ave
 un alphabetet des ε-transitions, nous pouvons 
onstruire en espa
e logarithmique un 〈1,Z〉-automateà 
ompteur A′ 
lassique tel que L(A) est non vide ssi A′ admet une exé
ution a

eptante.La 
onstru
tion de A′ 
onsiste à utiliser deux 
opies de A telle que la 
opie qui 
ontient lesétats �naux n'est a

essible lors d'une exé
ution qu'en fran
hissant une non-ε-transition.Puis lorsqu'un état �nal est visité, et si la pro
haine transition est une ε-transition, onretourne dans la 
opie sans états �naux, 
e qui nous oblige à attendre une nouvelle non-
ε-transition avant de visiter à nouveau un état �nal. La 
ondition de Bü
hi empê
he alorsqu'une exé
ution a

eptante deA′ fran
hisse uniquement des ε-transitions après une 
ertaineposition. Si 
'était le 
as, on resterait bloqué dans la 
opie sans états a

eptants.Formellement, l'automate A′ = 〈Q′, δ′, I ′, F ′〉 est dé�ni à partir de A = 〈Q, δ, I, F 〉 dela façon suivante :� Q′ = Q× {0, 1}, I ′ = I × {0} et F ′ = F × {1},� La relation de transition δ′ est telle que :� pour toute transition q a,t,u−−→ q′ ∈ δ de A telle que a 6= εon a une transition 〈q, i〉 t,u−→ 〈q′, 1〉 pour tout i ∈ {0, 1},� pour toute transition de la forme q ε,t,u−−→ q′ ∈ δ de A� si q ∈ F on a une transition 〈q, i〉 t,u−→ 〈q′, 0〉 ∈ δ′ pour tout i ∈ {0, 1},� sinon on a une transition 〈q, i〉 t,u−→ 〈q′, i〉 ∈ δ′ pour tout i ∈ {0, 1}.D'après les remarques plus haut, il est évident que 
ette 
onstru
tion véri�e que L(A) estnon vide ssi A′ admet une exé
ution a

eptante. En e�et, il existe une exé
ution a

eptantede la forme

〈q0, 0〉
ε,t0,u0
−−−→ · · ·

ai1−1,ti1−1,ui1−1
−−−−−−−−−−→ 〈qi1 , ci1〉

ε,ti1 ,ui1−−−−→ 〈qi1+1, ci1+1〉 −→

· · · −→ 〈qi2, ci2〉
ai2

,ti2 ,ui2−−−−−→ 〈qi2+1, ci2+1〉 −→ · · ·dans A ave
 qi2 ∈ F et ai1 6= ε, ssi il existe une exé
ution a

eptante de la forme
〈〈q0, 0〉, 0〉

t0,u0
−−→ · · ·

ti1−1,ui1−1
−−−−−−→ 〈〈qi1 , ci1〉, 0〉

ti1 ,ui1−−−→ 〈〈qi1+1, 1〉, ci1+1〉 −→

· · · −→ 〈〈qi2 , 1〉, ci2〉
ti2 ,ui2−−−→ 〈〈qi2+1, b〉, ci2+1〉 −→ · · ·dans A′ où b = 1 si ai2 6= ε et b = 0 sinon. Nous omettons les étiquettes des transitions quin'in�uent pas l'état de 
ontr�le d'arrivée. �114



Nous réduisons maintenant le problème de l'existen
e d'une exé
ution a

eptante pourles 〈1,Z〉-automates à 
ompteur au même problème pour les 〈1,N〉-automates à 
ompteur,plus simples à étudier.Lemme 29 Le problème de l'existen
e d'une exé
ution a

eptante pour les 〈1,Z〉-automatesà 
ompteur se réduit en espa
e logarithmique au même problème pour les 〈1,N〉-automatesà 
ompteur.Preuve Nous montrons qu'étant donné un 〈1,Z〉-automate à 
ompteur simple A nouspouvons 
onstruire en espa
e logarithmique un 〈1,N〉-automate à 
ompteur simple A′ telque A admet une exé
ution a

eptante ssi A′ admet aussi une exé
ution a

eptante. I
ien
ore, la 
onstru
tion de A′ est basée sur deux 
opies di�érentes de l'automate initial A.Une 
opie est utilisée pour simuler les valeurs positives du 
ompteur et l'autre les valeursnégatives. Le passage d'une 
opie à l'autre ne se fait que lorsque le 
ompteur vaut zéro etle signe 
hange. Nous pouvons tester dans quelle 
opie se trouve l'exé
ution en utilisant lestests x > 0 et x < 0.Formellement, l'automate A′ = 〈Q′, δ′, I ′, F ′〉 est dé�ni à partir de A = 〈Q, δ, I, F 〉 dela façon suivante :� Q′ = Q× {+,−}, I ′ = I × {+}, F ′ = F × {+,−},� La relation de transition δ′ et dé�nie à partir de δ de la manière suivante :� pour toute transition q t,0−→ q′ ∈ δ de A telle que t ∈ {=, 6=}, on a des transitions� 〈q,−〉 t,0−→ 〈q′,−〉 ∈ δ′ et� 〈q,+〉 t,0−→ 〈q′,+〉 ∈ δ′,� pour toute transition q >,0−→ q′ ∈ δ de A, on a une transition
〈q,+〉

6=,0
−→ 〈q′,+〉,� pour toute transition q <,0−→ q′ ∈ δ de A, on a une transition

〈q,−〉
6=,0
−→ 〈q′,−〉,� pour toute transition q =,−1

−−→ q′ ∈ δ de A, on a des transitions� 〈q,+〉 =,+1
−−→ 〈q′,−〉 ∈ δ′ et� 〈q,−〉 =,+1
−−→ 〈q′,−〉 ∈ δ′,� pour toute transition q >,−1

−−→ q′ ∈ δ de A, on a une transition
〈q,+〉

6=,−1
−−→ 〈q′,+〉 ∈ δ′,� pour toute transition q <,−1

−−→ q′ ∈ δ de A, on a une transition
〈q,−〉

6=,+1
−−→ 〈q′,−〉 ∈ δ′,� pour toute transition q ⊤,−1

−−→ q′ ∈ δ de A, on a des transitions� 〈q,+〉 6=,−1
−−→ 〈q′,+〉 ∈ δ′,� 〈q,+〉 =,+1
−−→ 〈q′,−〉 ∈ δ′ et 115



� 〈q,−〉 ⊤,+1
−−→ 〈q′,−〉 ∈ δ′,� pour toute transition q 6=,−1

−−→ q′ ∈ δ, on a des transitions� 〈q,+〉 6=,−1
−−→ 〈q′,+〉 ∈ δ′ et� 〈q,−〉 6=,+1
−−→ 〈q′,−〉 ∈ δ′,� les 
as restants 
on
ernant l'in
rémentation +1 peuvent être traités de façon symé-trique.Il est fa
ile de montrer que A admet une exé
ution a

eptante ssi A′ admet une exé
utiona

eptante en analysant 
ette 
onstru
tion et utilisant les remarques du début de la preuve.Par exemple, l'exé
ution suivante de A

〈q0, 0〉
⊤,+1
−−→ 〈q1, 1〉

>,−1
−−→ 〈q2, 0〉

=,−1
−−→ 〈q3,−1〉

⊤,−1
−−→ 〈q4,−2〉

<,+1
−−→ 〈q5,−1〉 −→ · · ·
orrespond à l'exé
ution de A′

〈〈q0,+〉, 0〉
⊤,+1
−−→ 〈〈q1,+〉, 1〉

>,−1
−−→ 〈〈q2,+〉, 0〉

=,+1
−−→ 〈〈q3,−〉, 1〉

⊤,+1
−−→ 〈〈q4,−〉, 2〉

<,−1
−−→ 〈〈q5,−〉, 1〉 −→ · · ·

�Pour terminer, nous simpli�ons une dernière fois le problème en restreignant la 
lassede 〈1,N〉-automates à 
ompteur que nous 
onsidérons.Lemme 30 Le problème de l'existen
e d'une exé
ution a

eptante pour les 〈1,N〉-automatesà 
ompteur se réduit en espa
e logarithmique au même problème pour des 〈1,N〉-automatessans test de la forme x 6= 0.Pour prouver 
e résultat il su�t d'étendre l'ensemble des états du 〈1,N〉-automates dedépart et de rempla
er 
haque transition de la forme q 6=,u−→ q′ par les transitions q ⊤,−1
−−→

q1
⊤,+1
−−→ q2

⊤,u
−→ q′ où q1 et q2 sont de nouveaux états. En e�et, 
ette suite de transitions nepeut être fran
hie sans avoir de valeur négative si le 
ompteur est égal à zéro.5.4.2 Exé
utions sans test à zéroLes résultats qui pré
èdent impliquent que tester si le langage re
onnu par un 〈1,Z〉-automate à 
ompteur ave
 un alphabet et des ε-transitions est non-vide se réduit en es-pa
e logarithmique au problème de l'existen
e d'une exé
ution a

eptante pour un 〈1,N〉-automate à 
ompteur sans test de la forme x 6= 0. En e�et, la 
omposition de rédu
tionsen espa
e logarithmique est une rédu
tion en espa
e logarithmique. Nous nous restreignonsdon
 maintenant à la 
lasse de 〈1,N〉-automates à 
ompteur où les seuls tests autorisés sont

x = 0 et ⊤.Soit A = 〈Q, δ, I, F 〉 un 〈1,N〉-automate véri�ant 
es propriétés. Une exé
ution π =

〈q0, c0〉
t0,u0
−−→ 〈q1, c1〉

t1,u1
−−→ . . . est sans test à zéro ssi pour tout i ∈ N on a ti = ⊤. La même116



dé�nition est valable pour les sous-exé
utions �nies. Nous traitons d'abord le 
as de 
e typede sous-exé
utions en montrant plusieurs propriétés utiles pour la suite.Lemme 31 Soit π = 〈q1, c1〉
t1,u1
−−→ . . .

t|π|−1,u|π|−1
−−−−−−−→ 〈q|π|, c|π|〉 une sous-exé
ution �nie sanstest à zéro. Il existe une sous-exé
ution �nie π′ = 〈q′1, c

′
1〉

t′1,u
′
1−−→ . . .

t′
|π′|−1

,u′
|π′|−1

−−−−−−−−→ 〈q′|π′|, c
′
|π′|〉telle que1. q′1 = q1,2. q|π| = q′|π′|,3. c′1 = c1 et4. |π′| ≤ |Q|2 + 2|Q|+ 1.Preuve : D'abord, remarquons que s'il existe deux indi
es i et j dans π tels que qi = qjet ci ≥ cj la partie 〈qi, ci〉 −→ · · · −→ 〈qj , cj〉 peut être supprimée. Les valeurs qui suiventla 
on�guration 〈qj , cj〉 dans π ont besoin d'être mises à jour en 
onséquen
e (en enlevant

ci − cj aux valeurs su

essives du 
ompteur) mais 
omme il est évident que les nouvellesvaleurs obtenues pour le 
ompteur sont supérieures, toutes les transitions de la �n de πpeuvent être fran
hies sans avoir de valeurs négatives pour le 
ompteur. Notons que 
e
i nepeut se faire qu'en l'absen
e de test x = 0, sinon on peut être bloqué par un tel test. Noussupposons don
, sans perte de généralité, que pour tout 
ouple d'indi
e i, j de π tels que
qi = qj on a ci < cj .S'il n'existe pas d'indi
es i, j tels que qi = qj dans π, alors la taille du 
hemin est bornéepar |Q|. Don
 nous posons π = π′.Sinon, il existe un unique 
ouple d'indi
es i0, j0 tel que� i0 < j0,� qi0 = qj0� les séquen
es q1, . . . , qi0 et qi0, . . . , qj0−1 sont 
omposées d'états de 
ontr�le distin
ts.Ces indi
es 
orrespondent au premier état de π qui se répète. Notons que d'après l'hypothèse
i-dessus sur les états de 
ontr�le qui se répètent dans π nous avons aussi cdiff = cj0−ci0 > 0.En examinant 
ette dé�nition, on peut fa
ilement montrer que i0 ≤ |Q| de même j0−i0 ≤ |Q|
ar les états avant i0 et entre i0 et j0 doivent être distin
ts.Puisque 〈qj0, cj0〉 tj0 ,uj0−−−→ . . .

t|π|−1,u|π|−1
−−−−−−−→ 〈q|π|, c|π|〉 est une sous-exé
ution de A sans test àzéro, il doit exister un 
hemin q′1 −→ q′2 −→ . . . −→ q′m tel que q′1 = qj0 et q′m = q|π| de longueurinférieure à |Q| dans le graphe orienté G = 〈Q, {〈r, s〉 : 〈r,⊤, u, s〉 ∈ δ}〉 qui est le graphedes états de 
ontr�le a

essibles dans A sans e�e
tuer de test x = 0. Nous utilisons alorsl'observation suivante sur les 〈1,N〉-automates à 
ompteur :S'il existe un 
hemin de longueur c entre un état q et un autre état q′ dans G alors on peutatteindre l'état de 
ontr�le q′ à partir de la 
on�guration 〈q, c〉 dans A.En e�et, la valeur du 
ompteur est su�samment élevée pour pouvoir fran
hir c transitionsquelles que soient les mises à jour (le pire 
as étant c dé
rémentations) et on n'a pas de test

x = 0 qui pourrait nous bloquer par dé�nition de G.117



Nous 
onstruisons alors l'exé
ution �nie π′ 
omme la séquen
e dé�nie par la suite desous-exé
utions suivantes :� 〈q1, c1〉 t1,u1
−−→ . . .

ti0−1,ui0−1
−−−−−−→ 〈qi0, ci0〉

ti0 ,ui0−−−→ . . .
tj0−1,uj0−1
−−−−−−→ 〈qj0, cj0〉,� 〈qi0 , ci0 + cdiff〉

ti0 ,ui0−−−→ . . .
tj0−1,uj0−1
−−−−−−→ 〈qj0, cj0 + cdiff〉,� 〈qi0 , ci0 + 2cdiff〉

ti0 ,ui0−−−→ . . .
tj0−1,uj0−1
−−−−−−→ 〈qj0, cj0 + 2cdiff 〉,...� 〈qi0 , ci0 + (|Q| − 1)cdiff〉,

ti0 ,ui0−−−→ . . .
tj0−1,uj0−1
−−−−−−→ 〈qj0 , cj0 + (|Q| − 1)cdiff〉,� 〈qj0 , cj0 + |Q|cdiff〉

t′1,u
′
1−−→ 〈q′2, c

′
2〉

t′2,u
′
2−−→ . . .

t′m−1,u
′
m−1

−−−−−−→ 〈q′m, c
′
m〉.Ce 
hemin est bien dé�ni 
ar qi0 = qj0 = q′1, ci0 + cdiff = cj0 et la valeur du 
ompteurest assez grande pour par
ourir la dernière partie qui 
orrespond au 
hemin dans G. Cettedernière propriété est assurée par la répétition du sous-
hemin entre i0 et j0.La restri
tion de π′ par rapport aux états de 
ontr�les visités est la suivante :

longueur ≤|Q|
︷ ︸︸ ︷
q1 . . . qi0−1 (

longueur ≤|Q|
︷ ︸︸ ︷
qi0qi0+1 . . . qj0−1qj0)

|Q|

longueur ≤|Q|
︷ ︸︸ ︷

q′2 . . . q
′
m .
e qui montre bien que la taille de 
e 
hemin est inférieure à |Q|2 + 2|Q|+ 1. �Notons que dans 
ette 
onstru
tion, en répétant un plus grand nombre de fois la bou
le
entrale du 
hemin, nous pouvons obtenir une valeur aussi grande que l'on veut pour lavaleur �nale du 
ompteur. Ce
i nous permet en parti
ulier d'établir qu'à partir de π et d'unentier d > 0 on peut 
onstruire une exé
ution π′ telle que q′1 = q1, q|π| = q′|π′| et c′|π| > c|π|+ddont la taille est bornée en fon
tion de |Q| et d.Corollaire 11 Soit π = 〈q1, c1〉

t1,u1
−−→ . . .

t|π|−1,u|π|−1
−−−−−−−→ 〈q|π|, c|π|〉 une sous-exé
ution �nie sanstest à zéro et d ∈ N. Il existe une sous-exé
ution �nie π′ = 〈q′1, c

′
1〉

t′1,u
′
1−−→ . . .

t′
|π′|−1

,u′
|π′|−1

−−−−−−−−→
〈q′|π′|, c

′
|π′|〉 telle que1. q′1 = q1,2. q|π| = q′|π′|,3. c′|π| > c|π| + d et4. |π′| ≤ |Q|2 + (2 + d)|Q|.Nous 
onsidérons maintenant les exé
utions sans tests à zéro qui 
omportent un état�nal répété in�niment souvent. Le but est d'extraire un 
y
le ayant pour origine 
et état�nal et qui peut se répéter in�niment souvent. En e�et, à partir d'un tel 
y
le on peut
onstruire une exé
ution véri�ant la 
ondition d'a

eptation de Bü
hi.Lemme 32 Soit π = 〈q1, c1〉

t1,u1
−−→ 〈q2, c2〉 . . . une exé
ution in�nie sans test à zéro tellequ'il existe un état �nal qf ∈ F visité in�niment souvent par π. Il existe un indi
e i ∈ Net une sous-exé
ution �nie π′ = 〈q′1, c′1〉 t′1,u′1−−→ . . .

t′
|π′|−1

,u′
|π′|−1

−−−−−−−−→ 〈q′|π′|, c
′
|π′|〉 tels que |π′| > 1 et

〈q′1, c
′
1〉 = π(i) véri�ant 118



1. q′1 = q′|π′| = qf ,2. c′|π′| ≥ c
′
13. et |π′| ≤ 2|Q|2 + 3|Q|.Preuve : La preuve de 
e résultat a de nombreuses similitudes ave
 
elle du pré
édent.Puisque l'ordre 〈N, <〉 est bien fondé et que l'ensemble des états Q est �ni, il existe deuxindi
es i0, j0 dans π tels que� i0 < j0,� qi0 = qj0 = qf et� ci0 ≤ cj0 .La sous-exé
ution π0 de π 
orrespondant à la partie entre 
es indi
es véri�e presque toute lespropriétés de l'énon
é. Seule la taille de π0 peut poser problème. Nous pro
édons alors de lamême manière que dans la preuve du Lemme 31. Sans perte de généralité, nous supposonsque pour tout 
ouple d'indi
e i, j ∈ {i0, . . . , j0} de π tels que qi = qj on a ci < cj. En e�etsi ci ≥ cj , la sous-exé
ution 
orrespondante peut être supprimée (nous avons alors besoinde mettre à jour la valeur du 
ompteur en 
onséquen
e).S'il n'existe pas d'indi
es i, j ∈ {i0, i0 + 1, . . . , j0} tels que qi = qj dans π, alors la tailledu 
hemin est bornée par |Q| et nous posons π′ = π0.Sinon, il existe un unique 
ouple d'indi
es i1, j1 ∈ {i0, i0 + 1, . . . , j0} tel que� i1 < j1,� qi1 = qj1� les séquen
es qi0 , . . . , qi1 et qi1, . . . , qj1−1 sont 
omposées d'états de 
ontr�le distin
ts.Ces indi
es 
orrespondent au premier état de π0 qui se répète. Nous posons cdiff = cj1−ci1 >

0. De plus, 
ette dé�nition implique que i1 − i0 ≤ |Q| et j1 − i1 ≤ |Q|.Comme 〈qj1 , cj1〉 tj1 ,uj1−−−→ . . .
tj0−1,uj0−1
−−−−−−→ 〈qj0, cj0〉 est une sous-exé
ution sans test à zérode A il doit exister un 
hemin q′1 −→ q′2 −→ . . . −→ q′m de longueur inférieure à |Q| dans legraphe orienté G = 〈Q, {〈r, s〉 : 〈r,⊤, u, s〉 ∈ δ}〉. L'observation faite à propos de G dans lapreuve du Lemme 31 nous permet de 
onstruire la sous-exé
ution π′ 
omme la su

essiondes séquen
es :� 〈qi0 , ci0〉 ti0 ,ui0−−−→ . . .

ti1−1,ui1−1
−−−−−−→ 〈qi1 , ci1〉

ti1 ,ui1−−−→ . . .
tj1−1,uj1−1
−−−−−−→ 〈qj1, cj1〉,� 〈qi1 , ci1 + cdiff〉

ti1 ,ui1−−−→ . . .
tj1−1,uj1−1
−−−−−−→ 〈qj1, cj1 + cdiff〉,� 〈qi0 , ci0 + 2cdiff〉

ti1 ,ui1−−−→ . . .
tj1−1,uj1−1
−−−−−−→ 〈qj1, cj1 + 2cdiff 〉,...� 〈qi0 , ci0 + 2|Q|cdiff〉

ti1 ,ui1−−−→ . . .
tj1−1,uj1−1
−−−−−−→ 〈qj1 , cj1 + 2|Q|cdiff〉,� 〈qj1 , ci0 + (2|Q| + 1)cdiff 〉

t′1,u
′
1−−→ 〈q′2, c

′
2〉

t′2,u
′
2−−→ . . .

t′m−1,u
′
m−1

−−−−−−→ 〈q′m, c
′
m〉.Ce 
hemin est bien dé�ni 
ar qi1 = qj1 = q′1, ci1 + cdiff = cj1 et la valeur du 
ompteur estassez grande pour par
ourir la dernière partie qui 
orrespond au 
hemin dans G.119



La restri
tion de π′ aux état de 
ontr�le est la suivante :
longueur ≤|Q|
︷ ︸︸ ︷
q1 . . . qi0−1 (

longueur ≤|Q|
︷ ︸︸ ︷
qi0qi0+1 . . . qj0−1qj0)

2|Q|+1

longueur ≤|Q|
︷ ︸︸ ︷

q′2 . . . q
′
m .Il est évident que la longueur de 
e 
hemin est bornée par 2|Q|2 + 3|Q|. Pour montrer que

c′m > ci0 nous étudions les mises à jour du 
ompteur. Dans le pire des 
as, la premièrepartie et la dernière dé
rémentent |Q| fois le 
ompteur 
ha
une. Or la partie du milieu, par
onstru
tion, in
rémente le 
ompteur de 2|Q|cdiff . Nous pouvons don
 
on
lure que c′m > ci0 .
�5.4.3 Exé
utions ave
 tests à zéroNous étudions maintenant les exé
utions qui 
omportent des tests à zéro (de la forme
x = 0). Nous rappelons d'abord un résultat qui nous sera utile ensuite.Lemme 33 [LLT05℄ Soit π = 〈q1, c1〉

t1,u1
−−→ . . .

t|π|−1,u|π|−1
−−−−−−−→ 〈q|π|, c|π|〉 une exé
ution �nie de

A telle que 〈q2, c2〉 t2,u2
−−→ . . .

t|π|−1,u|π|−1
−−−−−−−→ 〈q|π|, c|π|〉 est sans test à zéro et c|π| = c1 = 0. Ilexiste une exé
ution �nie π′ = 〈q′1, c′1〉 t′1,u′1−−→ . . .

t′
|π′|−1

,u′
|π′|−1

−−−−−−−−→ 〈q′|π′|, c
′
|π′|〉 telle que1. q′1 = q1,2. q′|π′| = q|π|,3. c′|π′| = c′1 = 0 et4. pour tout i ∈ {1, . . . , |π′|} on a c′i ≤ |Q|3 + |Q|2.Preuve : Nous supposons sans perte de généralité qu'entre la première et la dernièreposition de π où la valeur du 
ompteur est supérieure à |Q|2, la valeur du 
ompteur restetoujours supérieure à |Q|2. Si le 
ompteur repasse plusieurs fois en dessous de |Q|2, le
hemin π peut être dé
oupé en plusieurs sous-
hemins véri�ant 
ette propriété qui sont
ha
un traités de la même manière que 
i dessous.Supposons qu'il existe une position imax de π où la 
on�guration π(imax) = 〈qi, cimax〉est telle que cimax > |Q|

3 + |Q|2. Nous allons supprimer des mor
eaux de 
hemin a�n dediminuer la valeur du 
ompteur. Nous utilisons l'observation suivante :Dans tout 
hemin �ni 〈q0, c0〉 −→ · · · 〈q|π|, cs〉 tel que cs = c0 + |Q|, il existe un sous-
heminde la forme 〈qi, c〉 −→ · · · −→ 〈qj , c+ d〉 tel que qi = qj et 0 < d ≤ |Q|.Cette a�rmation est fa
ile à prouver 
onsidérant qu'une transition in
rémente le 
ompteurd'au plus 1 et que par 
onséquent s ≥ |Q|.Considérons le sous-
hemin π+ entre la première position où le 
ompteur vaut |Q|2 etla dernière position avant imax où le 
ompteur vaut |Q|3 + |Q|2. Nous pouvons dé
ouper
e 
hemin en |Q|2 parties π+
1 , . . . , π

+
|Q|2

telles que pour tout 1 ≤ i ≤ |Q|2 le 
hemin π+
idébute dans une 
on�guration 〈q+i , c+i 〉 et se termine dans une 
on�guration de la forme120



〈q+i+1, c
+
i + |Q|〉. Ces 
hemins véri�ent les 
onditions de notre observation pré
édente. Ilexiste don
 dans 
haque π+

i un sous-
hemin de la forme 〈q, c〉 −→∗ 〈q, c+ d+
i 〉. Comme pourtout 1 ≤ i ≤ |Q|2 on a 0 < d+

i ≤ |Q|, il existe une valeur d+ qui apparaît au moins |Q| foisdans {d1, . . . , d|Q|2}. On peut dé
ouper de la même façon le sous-
hemin entre la dernièreposition après imax où le 
ompteur vaut |Q|3 + |Q|2 et la première position après imax oùle 
ompteur vaut |Q|2 et trouver une valeur d− qui apparaît au moins |Q| fois dans lessous-
hemins de la forme 〈q, c〉 −→∗ 〈q, c − d−i 〉.Nous pouvons supprimer alors d− 
hemins de la forme 〈q, c〉 −→∗ 〈q, c + d+〉 dans π+ et
d+ 
hemins de la forme 〈q, c〉 −→∗ 〈q, c − d−〉 dans π− en mettant les valeurs du 
ompteurà jour en 
onséquen
e. Le fait que nous 
onsidérons des parties du 
hemin où la valeur du
ompteur est supérieure à |Q|2 assure que la valeur du 
ompteur reste positive après 
essuppressions. En e�et, 
ette 
onstru
tion dé
rémente le 
ompteur d'une position donnéed'au plus d+ × d−.Nous pouvons réitérer 
ette opération tant qu'il existe une position où la valeur du
ompteur dépasse la borne. �La preuve du résultat suivant est une 
onséquen
e dire
te du Lemme [LLT05, Lemme 42℄.Lemme 34 Soit π = 〈q1, c1〉

t1,u1
−−→ . . .

t|π|−1,u|π|−1
−−−−−−−→ 〈q|π|, c|π|〉 une exé
ution �nie de A telleque c|π| = c1 = 0. Il existe une exé
ution �nie π′ = 〈q′1, c′1〉 t′1,u′1−−→ . . .

t′
|π′|−1

,u′
|π′|−1

−−−−−−−−→ 〈q′|π′|, c
′
|π′|〉telle que1. q′1 = q1,2. q′|π′| = q|π|,3. c′|π′| = c′1 = 0 et4. |π′| ≤ |Q|5 + |Q|4.Preuve : Soit π un 
hemin véri�ant les propriétés de l'énon
é. Nous posons 1 = i1 < i2 <

. . . < im = n l'ensemble des indi
es du 
hemin tels que ci1 = ci2 = · · · = cim = 0 et au-
une autre 
on�guration n'a pour valeur du 
ompteur zéro. Notons que les sous-exé
utions
y
liques de la forme 〈q, c〉 −→ . . . −→ 〈q, c〉 peuvent être supprimées de l'exé
ution. Sansperte de généralité, nous supposons don
 que m ≤ |Q|. Pour tout 1 ≤ j ≤ m, les sous-exé
utions de π entre la position ij et la position ij+1 véri�ent les 
onditions du Lemme 33.Don
 pour tout j il existe sous-exé
ution π′j 
ommençant dans la 
on�guration 〈qij , 0〉 etterminant dans la 
on�guration 〈q′ij+1
, 0〉 telle que la valeur du 
ompteur est bornée par

|Q|3 + |Q|2. Comme les 
y
les peuvent être éliminés, nous pouvons supposer que la longueurde π′j est bornée par |Q| × (|Q|3 + |Q|2). Le 
hemin π′ obtenu en 
on
aténant les 
hemins
π1, . . . , πm−1 véri�e toutes les 
onditions requises. En parti
ulier, sa taille est bornée par
(m− 1)× |Q| × (|Q|3 + |Q|2) ≤ |Q|5 + |Q|4. �Nous 
onsidérons en�n les exé
utions a

eptantes qui 
omportent une in�nité de tests àzéro. Nous adaptons d'abord le Lemme 33. 121



Lemme 35 Soient qf ∈ F un état �nal et π = 〈q1, c1〉
t1,u1
−−→ . . .

t|π|−1,u|π|−1
−−−−−−−→ 〈q|π|, c|π|〉une exé
ution �nie de A telle que 〈q2, c2〉 t2,u2

−−→ . . .
t|π|−1,u|π|−1
−−−−−−−→ 〈q|π|, c|π|〉 est sans test àzéro, c|π| = c1 = 0 et qf ∈ {q1, . . . , q|π|}. Il existe une exé
ution �nie π′ = 〈q′1, c

′
1〉

t′1,u
′
1−−→

. . .
t′
|π′|−1

,u′
|π′|−1

−−−−−−−−→ 〈q′|π′|, c
′
|π′|〉 telle que1. q′1 = q1,2. q′|π′| = q|π|,3. c′|π′| = c′1 = 0, qf ∈ {q′1, . . . , q′n} et4. pour tout i ∈ {1, . . . , |π′|} on a c′i ≤ 2|Q|3 + |Q|2.Preuve : Nous développons uniquement les arguments qui permettent d'adapter la preuvede [LLT05, Lemma 42℄ (voir le Lemme 33).La di�éren
e ave
 l'énon
é du Lemme 33 est la présen
e de qf dans l'exé
ution. Nous nepouvons pas supprimer des sous-
hemins 
omme bon nous semble au risque de supprimertoutes les o

urren
es de qf . C'est pourquoi nous avons besoin d'un intervalle supplémen-taire entre les valeurs |Q|3 + |Q|2 et 2|Q|3 + |Q|2. Ainsi nous avons la possibilité de pro
éderaux suppressions de sous-
hemins soit dans la partie du 
hemin où la valeur du 
ompteurest 
omprise entre |Q|3 + |Q|2 et 2|Q|3 + |Q|2, soit dans la partie du 
hemin où la valeurdu 
ompteur est 
omprise entre |Q|2 et |Q|3 + |Q|2. Ce
i nous permet de ne pas supprimerune o

urren
e de qf que nous voulons garder en 
hoisissant de supprimer dans une autrepartie. �Nous établissons en�n un résultat qui nous permet de traiter la répétition d'un état �naldans les exé
utions a

eptantes qui 
omportent une in�nité de tests à zéro.Lemme 36 Soit qf ∈ F un état �nal et π = 〈q1, c1〉

t1,u1
−−→ . . .

t|π|−1,u|π|−1
−−−−−−−→ 〈q|π|, c|π|〉 uneexé
ution �nie de A telle que c|π| = c1 = 0 et qf ∈ {q1, . . . , qn}. Il existe une exé
ution �nie

π′ = 〈q′1, c
′
1〉

t′1,u
′
1−−→ . . .

t′
|π′|−1

,u′
|π′|−1

−−−−−−−−→ 〈q′|π′|, c
′
|π′|〉 telle que1. q′1 = q1,2. q′|π′| = q|π|,3. c′|π′| = c′1 = 0, qf ∈ {q′1, . . . , q′n} et4. |π′| ≤ 2|Q|5 + 4|Q|4 + |Q|3.Preuve : Nous pro
édons de la même façon que dans le Lemme 34. Nous notons 1 =

i1 < i2 < . . . < im = n les indi
es du 
hemin tels que ci1 = ci2 = · · · = cim = 0.Au
une autre 
on�guration n'a pour valeur du 
ompteur zéro. Comme les sous-exé
utions
y
liques de la forme 〈q, c〉 −→ . . . −→ 〈q, c〉 peuvent être supprimées de l'exé
ution, noussupposons don
 quem ≤ |Q|. Il existe un entier j ∈ {1, . . . ,m} tel qu'une 
on�guration de laforme 〈qf , c〉 appartient à la sous-exé
ution entre la position ij et ij+1. Cette sous-exé
utionvéri�e les 
onditions du Lemme 35. Il existe don
 une sous-exé
ution π′1 
ommençant dans122



la 
on�guration 〈qij , 0〉 et terminant dans la 
on�guration 〈q′ij+1
, 0〉 telle que la valeur du
ompteur est bornée par 2|Q|3+ |Q|2. Comme les 
y
les peuvent être éliminés, nous pouvonssupposer que la longueur de π′1 est bornée par |Q| × (2|Q|3 + |Q|2).Les sous-exé
utions entre la position 0 et ij et entre la position ij+1 et |π| véri�e les
onditions du Lemme 34. Pour 
es sous-exé
utions il existe don
 des sous-exé
utions π′0 et

π′2 
ha
un de longueur bornée par |Q|5 + |Q|4 allant respe
tivement de 〈q0, 0〉 à 〈qij , 0〉 etde 〈qij , 0〉 à 〈q|π|, 0〉.Le 
hemin π = π′0 · π
′
1 · π

′
2 obtenu par 
on
aténation de 
es di�érentes exé
utions �niesvéri�e les 
onditions requises. �5.4.4 Borne sur la taille des exé
utions a

eptantesNous disposons maintenant de tous les éléments pour établir une borne sur la tailleminimale d'un témoin �ni d'une exé
ution a

eptante dans un 〈1,N〉-automate à 
ompteursans test x 6= 0.Lemme 37 Soit P1(x) = x5 + x4 + x3 + 9/2x2 + 5x et P2(x) = 3x5 + 5x4 + x3 deuxpolyn�mes. Pour tout 〈1,N〉-automate à 
ompteur A sans test de la forme x 6= 0, il existeune exé
ution a

eptante pour A ssi l'une des propositions suivantes est vraie :(⋆) Il existe une exé
ution �nie π = 〈q1, c1〉

t1,u1
−−→ . . .

t|π|−1,u|π|−1
−−−−−−−→ 〈q|π|, c|π|〉 et un indi
e

i0 < |π| tels que1. |π| ≤ P1(|Q|)2. q1 ∈ I et c1 = 0,3. qi0 = q|π| ∈ F sont des états �naux,4. ci0 ≤ c|π|,5. la sous-exé
ution π′ = 〈qi0 , ci0〉
ti0 ,ui0−−−→ . . .

t|π|−1,u|π|−1
−−−−−−−→ 〈q|π|, c|π|〉 est sans test àzéro.(⋆⋆) Il existe une exé
ution �nie π = 〈q1, c1〉

t1,u1
−−→ . . .

t|π|−1,u|π|−1
−−−−−−−→ 〈q|π|, c|π|〉 et un indi
e

i0 < |π| tels que1. |π| ≤ P2(|Q|)2. q1 ∈ I et c1 = 0,3. {qi0, . . . , q|π|} ∩ F 6= ∅4. ci0 = c|π| = 05. la sous-exé
ution π′ = 〈qi0 , ci0〉
ti0 ,ui0−−−→ . . .

t|π|−1,u|π|−1
−−−−−−−→ 〈q|π|, c|π|〉 
ontient des testsà zéro x = 0.
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Preuve Si (⋆) ou (⋆⋆) est vrai, alors une exé
ution a

eptante peut fa
ilement être dé�nieen répétant une in�nité de fois le su�xe π′ (dans les deux 
as).Ré
iproquement, s'il existe exé
ution a

eptante π et une position i0 ∈ N dans 
etteexé
ution après laquelle plus au
un test à zéro n'est fait, alors nous pouvons montrer que(⋆) est véri�é. Pour tout i ∈ N nous notons π(i) = 〈qi, ci〉. Sans perte de généralité, noussupposons que i0 > 0 et ci0−1 = 0. En e�et si π est sans test à zéro nous pouvons poser
i0 = 1 puisque la valeur initiale du 
ompteur est zéro, sinon i0 est la position suivant ledernier test à zéro. D'après le Lemme 34 il existe une exé
ution �nie π1 entre 〈q0, 0〉 et
〈qi0−1, 0〉 de longueur inférieure à |Q|5 + |Q|4. Notons que 
ette étape est triviale dans le
as où l'exé
ution est sans test à zéro.Comme la sous-exé
ution 
ommençant après la position i0 est sans test à zéro, nouspouvons appliquer le Lemme 32. Ce
i nous permet de 
onstruire une exé
ution �nie π3débutant dans une 
on�guration 〈qi1 , c1〉 et �nissant dans une 
on�guration 〈q2, c2〉 telleque i1 
orrespond à une position de π telle que i1 ≥ i0, qi1 = q2 ∈ F et c1 ≤ c2. Lalongueur de π3 est bornée par 2|Q|2 + 3|Q| et d'après la 
onstru
tion dé�nie dans la preuvedu Lemme 32 
ette sous-exé
ution est sans test à zéro. Puisque une transition dé
rémentele 
ompteur d'au plus une unité et c1 ≤ c2 les transitions su

essives de π3 peuvent toutesêtre fran
hies pour toute valeur initiale c1 > |Q|2 + 3/2|Q|.Il reste à relier la �n du 
hemin π1 au début de π3. En utilisant le Corollaire 11, on peutmontrer qu'il existe une exé
ution π2 entre 〈qi0−1, 0〉 et 〈qi1 , c1〉 telle que c1 > |Q|2 +3/2|Q|.La longueur de 
ette exé
ution est bornée par (2 + |Q|2 + 3/2|Q|) × |Q| + |Q|2. En 
on
a-ténant π1, π2 et la variante π3 débutant dans la 
on�guration 〈qi1 , c1〉 d'arrivée de π2, nousobtenons une exé
ution �nie qui satisfait (⋆).Supposons maintenant que pour toute exé
ution a

eptante π il existe une in�nité detests à zéro. Nous montrons alors que (⋆⋆) est vraie. S'il existe une in�nité de tests à zérodans π, il existe en parti
ulier deux indi
es i0, i1 de π véri�ant qi0 = qi1 , ci0 = ci1 = 0 ettels qu'il existe un état �nal entre 
es deux positions. D'après le Lemme 34 il existe uneexé
ution �nie π1 entre 〈q0, 0〉 et 〈qi0, 0〉 de longueur inférieure à |Q|5 + 2|Q|4 + |Q|2.De plus en utilisant le Lemme 36, on sait qu'il existe une exé
ution �nie π2 entre 〈qi0 , 0〉et 〈qi1 , 0〉 = 〈qi0 , 0〉 de longueur inférieure à 2|Q|5 + 4|Q|4 + |Q|3 telle qu'une position j de
ette exé
ution véri�e qj ∈ F . Ce 
hemin 
omporte des tests à zéro, sinon l'exé
ution

〈q0, 0〉 −→ . . . −→ 〈qi0 , 0〉(−→ . . . −→ 〈qj, cj〉 −→ . . . −→ 〈qi0 , 0〉)
ω .est a

eptante et 
ontredit l'hypothèse qu'il existe une in�nité de tests à zéro pour touteexé
ution a

eptante. L'exé
ution �nie obtenue en 
on
aténant π1 et π2 véri�e les 
onditionsde (⋆⋆). �Nous pouvons maintenant montrer le résultat prin
ipal de 
ette se
tion.Théorème 31 Tester si le langage L(A) re
onnu par un 〈1,Z〉-automate à 
ompteur simple

A ave
 un alphabet et des ε-transitions est non-vide est un problème NLOGSPACE-
omplet.124



Preuve : Nous rappelons d'abord que 
omme la 
omposition de rédu
tion en espa
e loga-rithmique est une rédu
tion en espa
e logarithmique, 
e problème se réduit en espa
e loga-rithmique au problème de l'existen
e d'une exé
ution a

eptante pour un 〈1,N〉-automate à
ompteur sans test x 6= 0. Ce
i est démontré dans la sous-se
tion 5.4.1. De plus le Lemme 37permet de montrer que 
e dernier problème est dans NLOGSPACE en distinguant les exé-
ution ayant un nombre �ni et in�ni de tests à zéro. En e�et, nous pouvons véri�er qu'uneexé
ution �nie de taille polynomiale véri�e les 
onditions de l'énon
é du Lemme 37 en espa
elogarithmique.La 
omposition d'une fon
tion en espa
e logarithmique ave
 une fon
tion non-déterministeen espa
e logarithmique nous donne une fon
tion non-déterministe en espa
e logarithmique.Don
 le problème est dans NLOGSPACE. Comme souvent, la NLOGSPACE-dureté estobtenue fa
ilement par rédu
tion du problème d'a

essibilité dans les graphes. �Pour 
on
lure 
ette se
tion, notons que le même problème pour la 
lasse générale des
〈1,Z〉-automates à 
ompteur, où les mises à jour sont de la forme Xx = x+u pour u ∈ Z, estNP-dur. En e�et, le problème NP-
omplet SUBSETSUM se réduit fa
ilement à 
e problème.De plus, 
e problème est dans PSPACE puisqu'il peut être réduit en espa
e polynomial au
as des 〈1,Z〉-automates à 
ompteur simples. Nous ignorons 
ependant la 
omplexité exa
te.
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Synthèse ILe tableau suivant résume les di�érents résultats de 
ette partie relatifs aux extensionsde LTL ave
 des 
ontraintes induites par l'arithmétique de Presburger (voir [Gas05℄).MC (D-auto.) SAT MC (〈n,Z〉-auto.)CLTL(IPC⋆) PSPACE-
., Th. 23 PSPACE-
., Cor. 5 Σ1
1-
. [Min67, AH94℄CLTL1

3(DL) Σ1
1-
. [CC00℄ Σ1

1-
. [CC00℄ Σ1
1-
. [CC00℄CLTLω

2 (DL) Σ1
1-
. [Min67, AH94℄ Σ1

1-
. [DD07℄ Σ1
1-
. [Min67, AH94℄CLTL2

1(DL) Σ1
1-
., Cor. 8 Σ1

1-
., Th. 26 PSPACE-
, Th. 29 + [DS02℄CLTL1
2(DL) Σ1

1-
. [Min67, AH94℄ Σ1
1-
., Th. 26 Σ1

1-
. [Min67, AH94℄CLTL1
1(DL+) PSPACE-
., Cor. 10 PSPACE-
., Cor. 10 PSPACE-
, Th. 29 + [DS02℄CLTL1
1(QFP) Σ1

1-
., Lem. 24 Σ1
1-
., Lem. 24 PSPACE-
, Th. 29 + [DS02℄CLTLω

1 (QFP) Σ1
1-
., Lem. 24 Σ1

1-
., Lem. 24 PSPACE-
., Th. 29 + [DS02℄Nous avons établi une 
lassi�
ation détaillée des fragments de LTL étendu ave
 l'arith-métique de Presburger selon plusieurs 
ritères de restri
tions :� le fragment de l'arithmétique de Presburger 
onsidéré (qualitatif vs quantitatif),� le nombre de variables des formules,� la longueur temporelle des formules,� dans une moindre mesure, le modèle opérationnel 
onsidéré dans le problème du model-
he
king.La première remarque que nous pouvons faire est que l'introdu
tion de 
ontraintes quan-titatives provoque plus fa
ilement l'indé
idabilité de l'extension de LTL 
orrespondante. Cen'est pas le 
as pour les logique arbores
entes où la logique CCTL(Zc) restreinte au frag-ment qualitatif est déjà indé
idable (voir [�er94℄). Pour les fragments quantitatifs, nousavons établi des limites de dé
idabilité �nes par rapport aux restri
tions du nombre devariables et de la longueur temporelle. 127



Les résultats de dé
idabilité que nous avons montrés reposent sur des représentationssymboliques des modèles et une adaptation de la 
onstru
tion d'automate de LTL [VW94℄.A 
haque fois, nous avons besoin de dé�nir une relation de satisfa
tion symbolique puisde 
ara
tériser l'ensemble des modèles symboliques qui 
orrespondent à un modèle 
on
ret.Dans 
haque 
as, l'abstra
tion que nous dé�nissons permet de représenter de manière �niun ensemble in�ni de valuations. Les appro
hes que nous dé�nissons di�érent néanmoinset introduisent à 
haque fois une parti
ularité nouvelle par rapport à la 
onstru
tion 
las-sique d'automate pour LTL. Par exemple, les automates que nous utilisons pour montrerla dé
idabilité de CLTL1
1(DL+) sont des automates à un 
ompteur et la 
onstru
tion pourCLTL(IPC⋆) utilise une approximation de l'ensemble des modèles symboliques qui 
orres-pondent à un modèle 
on
ret.Nous dis
uterons plus tard des problèmes liés aux extensions arbores
entes des logiquesintroduites dans 
ette partie. Pour 
on
lure 
ette partie nous notons que le domaine 
on
ret

〈N, <,=〉 est équivalent au domaine sur les 
haînes de 
ara
tères 〈{0}∗,�,=〉 où l'alphabetest un singleton. L'étude des extensions de LTL sur des domaines 
on
rets où les variablessont interprétées par des mots sur un alphabet quel
onque permettrait peut être de générali-ser plusieurs des résultats de 
ette partie, en parti
ulier 
on
ernant les fragments qualitatifs.En�n, d'autres restri
tions sur le 
omportement des 
ompteurs pourraient aussi permettrede dé�nir des fragments dé
idables.

128



Troisième partieOpérateur de sto
kage
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Chapitre 6LTL ave
 
ontraintes de répétitionSommaire6.1 Mé
anismes de sto
kage dans les logiques . . . . . . . . . . . . . 1316.1.1 LTL ave
 l'opérateur freeze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1336.2 LTL ave
 des 
ontraintes de répétitions . . . . . . . . . . . . . . 1356.3 Appro
he symbolique pour CLTL♦(〈N,=〉) . . . . . . . . . . . . . 1416.3.1 Représentation symbolique des modèles . . . . . . . . . . . . . . . 1416.3.2 Automate Symbolique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1456.4 Cara
térisation des modèles symboliques réalisables . . . . . . 1486.4.1 Séquen
e de 
omptage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1486.4.2 Condition sur les modèles symboliques satisfaisables . . . . . . . . 1496.5 Pro
édure de dé
ision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1556.5.1 Automates à 
ompteurs ave
 test à zéro dé�nitif . . . . . . . . . . 1556.5.2 Automate pour les séquen
es de 
omptage satisfaisables . . . . . . 1586.5.3 Fragment dans PSPACE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1636.5.4 Répétition de valeurs dans le passé . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1676.1 Mé
anismes de sto
kage dans les logiquesNous 
onsidérons dans 
e 
hapitre une extension des logiques temporelles sur des do-maines 
on
rets dont la dé�nition est légèrement di�érente de 
elle utilisée jusqu'à présentpuisque nous introduisons une forme restreinte de quanti�
ation du premier ordre. Ce
i nouspermet de spé
i�er des propriétés plus ri
hes et en parti
ulier de dé�nir des mé
anismesde sto
kage d'une valeur. Dans la modélisation des systèmes informatiques, il est en e�etutile de pouvoir sto
ker des informations telle que la valeur d'une horloge ou d'un registre,l'adresse d'un noeud, l'origine du modèle, et
. . . Les instru
tions du type let x=...in...dans 
ertains langages de programmation ou plus simplement la quanti�
ation de la logique
lassique ∃x φ(x) sont aussi des exemples de mémorisation d'une information.131



De nombreux formalismes logiques introduisent ainsi des opérateurs permettant de sto-
ker une information. Par exemple, dans les logiques hybrides des opérateurs permettant desto
ker un état parti
ulier ont été 
onsidérés [BS95, Gor96℄ : la formule ↓x φ(x) est véri�éesi φ(x) est vraie dans une stru
ture de Kripke où la variable propositionnelle x n'est vraieque dans l'état 
ourant. C'est aussi le 
as de la λ-abstra
tion des prédi
ats [Fit02℄ utiliséepour interpréter les 
onstantes dans la logique modale du premier ordre.Dans le 
adre des logiques temporelles qui nous intéresse plus parti
ulièrement, plu-sieurs travaux utilisent de tels mé
anismes. Par exemple dans la logique temporisée TPTLde [AH94℄ la formule x.φ(x) est vraie si la formule φ dans laquelle on rempla
e toutes leso

urren
es de x par la valeur 
ourante de l'horloge est véri�ée. L'opérateur Now permet de
hanger le début du modèle pour le �xer à l'état 
ourant, 
e qui à pour 
onséquen
e d'ou-blier le passé (voir par exemple [LMS02℄). Ainsi la formule Now X−1⊤ n'est pas satisfaisablepuisque lorsque l'opérateur Now est utilisé l'origine du modèle est modi�ée. Par ailleurs,dans [KV06℄ est dé�nie une logique temporelle arbores
ente ave
 mémoire permettant deréférer au noeud 
ourant dans un 
hemin à partir de la ra
ine du modèle à l'aide d'uneproposition parti
ulière. La logique CLTL♦(〈N,=〉) que nous introduisons est une extensionde CLTL(〈N,=〉) qui utilise aussi un tel mé
anisme de sto
kage et permet d'exprimer des
ontraintes de répétition d'une valeur dans le modèle. Par exemple CLTL♦(〈N,=〉) permetd'exprimer qu'il existe une position dans le futur où la valeur de la variable y est égale àla valeur 
ourante de la variable x grâ
e à la 
ontrainte atomique x = ♦y. Contrairementaux travaux 
ités 
i-dessus, le mé
anisme de sto
kage dans la logique CLTL♦(〈N,=〉) estimpli
ite. Néanmoins l'évaluation d'une 
ontrainte de répétition implique de mémoriser lavaleur à répéter.En�n, nous avons omis dans la liste pré
édente, 
e
i a�n d'en parler plus en détailmaintenant, plusieurs travaux utilisant l'opérateur freeze pour étendre LTL sur des domaines
on
rets (voir [DLN07, DL06, Laz06℄). Cet opérateur dé�nit d'une manière expli
ite etgénérale le mé
anisme de sto
kage. L'utilisation d'un opérateur freeze, par exemple dans laformule ↓r=x φ, permet de sto
ker la valeur de x dans le registre r. La formule φ est alorsévaluée en remplaçant les o

urren
es de r par la valeur 
ourante de x. L'extension de LTLsur des domaines 
on
rets ave
 l'opérateur freeze est assez expressive pour 
oder 
ertainsformalismes 
ités 
i-dessus et en parti
ulier CLTL♦(〈N,=〉). Cependant, 
ette expressivitéest telle que 
e formalisme permet fa
ilement de 
oder le problème de l'arrêt des ma
hinesde Minsky. Il est don
 intéressant de 
onsidérer des fragments de 
ette logique 
omme
CLTL♦(〈N,=〉) qui permettent de retrouver la dé
idabilité.Avant de dé�nir formellement CLTL♦(〈N,=〉), nous nous attardons un peu sur la dé�ni-tion de 
ette logique et les résultats qui peuvent être déduits pour 
ertains de 
es fragmentsà partir de résultats 
onnus. Les résultats que nous démontrons ensuite 
omplètent les ré-sultats de dé
idabilité 
onnus pour divers fragments de la logique temporelle linéaire ave
l'opérateur freeze.Ce 
hapitre développe les résultats présentés dans [DDG07℄.
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6.1.1 LTL ave
 l'opérateur freezeA�n de mieux situer les résultats que nous énonçons par la suite, nous présentonsquelques résultats 
onnus sur les extensions de LTL utilisant l'opérateur freeze. Étant donnéun ensemble d'opérateurs temporels O in
lus dans {U,S,Xi,XiF,X−i,X−iF−1 | i ∈ N}, lalogique LTL↓(O) est dé�nie par la grammaire suivante :
φ ::= x = y | x = r | ¬φ | φ ∧ φ | O(φ1, . . . , φ) |↓r=Xix φ.où x, y, r sont des variables, O est un opérateur temporel de O et l'opérateur ↓ est appeléopérateur freeze. L'ensemble des variables est interprété dans N et est partitionné en deuxsous-ensembles� un ensemble Vf de variables �exibles qui sont des variables standards par rapport auxlogiques introduites jusqu'à présent,� un ensemble Vr de variables rigides qui sont utilisées 
omme des registres permettantde sto
ker des valeurs et dont la valeur peut être modi�ée uniquement par l'utilisationd'un opérateur freeze.Dans la dé�nition 
i-dessus, nous avons x, y ∈ Vf et r ∈ Vr. Nous notons LTL↓n,m(O) lefragment de LTL↓(O) restreint aux formules ave
 n variables et m registres. La logique

LTL↓({X,U}) étend CLTL(〈N,=〉) puisqu'il est démontrer dans [DLN07℄ qu'elle est stri
-tement plus expressive. Par exemple une propriété telle que �la variable x ne prend jamaisdeux fois la même valeur� (x est un non
e) ne peut être exprimée dans CLTL(〈N,=〉) et
orrespond à la formule G ↓r=x G(r 6= x) de LTL↓({X,U}).Nous 
onsidérons pour la logique LTL↓(O) à la fois les modèles �nis qui sont des sé-quen
es �nies de valuations de la forme {0, 1, 2, . . . , n} → (Vf → N) et les modèles in�nis dela forme N → (Vf → N) qui asso
ient à 
haque position une valeur aux variables �exibles.Nous notons |σ| la taille de σ qui est égale à la 
ardinalité de l'ensemble de dé�nition de
σ si σ est un modèle �ni ou ω si σ est in�ni. La relation de satisfa
tion est paramétréepar un 
ontexte κ qui asso
ie une valeur aux variables rigides. Nous notons κ[r ← i] le
ontexte a�e
tant la valeur i ∈ N à la variable r et κ(r′) à toute autre variable r′ di�érentede r. La relation de satisfa
tion |=κ dépendant du 
ontexte κ est dé�nie de la façon suivante :� σ, i |=κ x = y ssi σ(i)(x) = σ(i)(y),� σ, i |=κ x = r ssi σ(i)(x) = κ(r),� σ, i |=κ ¬φ ssi σ, i 6|=κ φ,� σ, i |=κ φ ∧ φ

′ ssi σ, i |=κ φ et σ, i |=κ φ
′,� σ, i |=κ↓r=Xjx φ ssi σ, i |=κ[r←σ(i+j)(x)] φ,� Les opérateurs temporels que nous utilisons dans LTL↓(O) par la suite sont standardet les formules de la forme O(φ1, . . . , φ) sont interprétées par rapport à la séman-tique de l'opérateur 
orrespondant à O en tenant 
ompte de la taille du modèle. Parexemple, nous avons 133



� σ, i |=κ Xjφ ssi i+ j < |σ| et σ, i+ j |=κ φ,� σ, i |=κ XjFφ ssi il existe i+ j ≤ j′ < |σ| tel que σ, j′ |=κ φ.Le problème de la satisfaisabilité dans le 
as �ni (respe
tivement in�ni) 
onsiste à déter-miner s'il existe un modèle �ni (respe
tivement in�ni) satisfaisant une formule de LTL↓(O)donnée. Il est démontré dans [DLN07℄ que le problème de la satisfaisabilité �ni et in�ni estindé
idable pour LTL↓({X,U}) (
e résultat peut aussi être obtenu en utilisant [LP05℄). Lestatut du problème de la satisfaisabilité pour di�érents fragments de la forme LTL↓1,m(O)est établi par les résultats de [DL06℄.� Le problème de la satisfaisabilité dans le 
as �ni est dé
idable pour LTL↓1,1({X,U}).Néanmoins, la 
omplexité pour LTL↓1,1({X,F}) est déjà non-primitive ré
ursive.� Le problème de la satisfaisabilité dans le 
as �ni est indé
idable pour le fragment
LTL↓1,1({X,F,X

−1,F−1}).� Le problème de la satisfaisabilité dans le 
as in�ni est indé
idable pour LTL↓1,1({X,F}).� Le problème de la satisfaisabilité dans les 
as �ni et in�ni est indé
idable pour lefragment LTL↓1,2({X,F}).Pour résumer, la satisfaisabilité dans le 
as �ni est dé
idable pour le fragment de la logique
LTL↓({X,U}) ave
 un registre et une variable �exible, mais 
e problème devient indé
idablelorsque l'on 
onsidère le 
as in�ni, ou lorsque l'on ajoute des opérateurs temporels passés,ou en
ore lorsque l'on utilise plus d'un registre. Les preuves de 
ertains de 
es résultatsutilisent des rédu
tions vers des problèmes pour des 
lasses d'automates à 
ompteurs ave
erreur d'in
rémentation. Nous montrons par la suite que le problème de la satisfaisablitépour LTL ave
 des 
ontraintes de répétition se traduit aussi vers un problème pour un 
lasseparti
ulière d'automates à 
ompteurs.Il est aussi établi dans [DL06℄ que tout fragment simple de LTL↓1,1({X,U}) est équivalentà une instan
e la logique du premier ordre sur les mots de données ave
 deux variables dela forme FO2(∼,+1,+2, . . . ,+k,<) telle que� les variables représentent des positions dans le mot,� ∼ est une relation d'équivalen
e entre les positions� +i (i ∈ N) représente la relation x = y + i.Un fragment simple de LTL↓1,1({X,U}) 
orrespond à la restri
tion d'un fragment de la forme
LTL↓1,1(O) tel que O = {X,X2, . . . ,Xm,Xm+1F,X−1,X−2, . . . ,X−m,X−(m+1)F−1} et danslequel l'utilisation des opérateurs de O n'est permise que si elle est dire
tement pré
édéed'un opérateur freeze. D'après 
ette équivalen
e, le problème de la satisfaisabilité dans le 
as�ni des fragments simples est dé
idables puisque 
e problème est dé
idable pour la logiquedu premier ordre FO2(∼,+1,+2, . . . ,+k,<) [BMS+06℄. Ce résultat nous sera utile par lasuite pour déduire la satisfaisabilité dans le 
as �ni de 
ertains fragments de notre logique(voir la preuve du Théorème 32).
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6.2 LTL ave
 des 
ontraintes de répétitionsNous utilisons une dé�nition étendue des logiques temporelles sur des domaines 
on
retsdans 
e 
hapitre. Soit VAR = {x1, x2, . . .} un ensemble in�ni dénombrable de variables. Lesformules de la logique ave
 
ontraintes de répétition CLTL♦(〈D,=〉) sont dé�nies par lagrammaire suivante
φ ::= X

ix = X
jy | x = ♦y | φ ∧ φ | ¬φ | Xφ | φUφ | X−1φ | φSφoù x, y ∈ VAR et i, j ∈ N. La prin
ipale di�éren
e ave
 la dé�nition utilisée jusqu'à présentest l'introdu
tion de 
ontraintes de la forme x = ♦y exprimant une 
ontrainte de répéti-tion de la valeur prise par la variable x dans un état futur de la variable y. Ce type de
ontrainte, introduit initialement dans le 
adre de raisonnement spatio-temporel [WZ00℄,peut être vu 
omme la disjon
tion in�nie ∨

i∈N
(x = Xiy). Nous utilisons aussi les opérateurstemporels référant au passé X−1 et S ainsi que les abréviations usuelles F−1 et G−1, a�nde pouvoir mieux situer les résultats qui suivent par rapport aux résultats 
ités plus t�t
on
ernant LTL↓(O). Étant donné un entier k ≥ 0, nous notons CLTL♦

k (D,=) le fragmentde CLTL♦(D,=) restreint aux formules ayant au plus k variables.Un modèle de CLTL♦(〈D,=〉) est une séquen
e �nie ou in�nie de valuations de la forme
VAR → D. Nous �xons D = N pour la suite mais les résultats peuvent être transposés àn'importe quel autre domaine d'interprétation �ni ou in�ni puisque les seules 
ontraintesautorisées sont des tests d'égalité. La relation de satisfa
tion σ |= φ de CLTL♦(〈N,=〉) estdé�nie de la façon suivante.� σ, i |= Xjx = Xj

′
y ssi i+ j ≤ |σ| − 1, i+ j′ ≤ |σ| − 1 et σ(i+ j)(x) = σ(i+ j′)(y),� σ, i |= x = ♦y ssi il existe i < j ≤ |σ| − 1 tel que σ(i)(x) = σ(i+ j)(y),� σ, i |= φ ∧ φ′ ssi σ, i |= φ et σ, i |= φ′,� σ, i |= ¬φ ssi σ, i 6|= φ,� σ, i |= Xφ ssi i+ 1 ≤ |σ| − 1 et σ, i+ 1 |= φ,� σ, i |= X−1φ ssi i > 0 et σ, i− 1 |= φ,� σ, i |= φUφ′ ssi il existe i ≤ j ≤ |σ|−1 tel que σ, j |= φ′ et pour tout i ≤ l < j, σ, l |= φ.� σ, i |= φSφ′ ssi il existe 0 ≤ j ≤ i tel que σ, j |= φ′ et pour tout j ≤ l < i, σ, l |= φ.Nous notons σ |= φ ssi σ, 0 |= φ. Toujours dans le but de ra�ner les résultats relatifs à

LTL↓(O), nous 
onsidérons les problèmes de satisfaisabilité pour CLTL♦(〈N,=〉) dans les
as �ni et in�ni. Étant donnée une formule φ de CLTL♦(〈N,=〉) nous voulons déterminerl'existen
e d'un modèle respe
tivement �ni ou in�ni satisfaisant la formule φ.Pour la logique propositionnelle LTL, la satisfaisabilité dans le 
as �ni peut se réduireen espa
e logarithmique au 
as in�ni en introduisant une variable propositionnelle p sup-plémentaire et en ajoutant la 
ontrainte que la formule pUG¬p soit véri�ée dans le modèle135



in�ni. Ainsi, la formule φ doit être satisfaite avant la position où on a ¬p, 
e qui implique derelativiser les formules. Par exemple, nous transformons φUφ′ en (p⇒ φ)U(p ∧ φ′) (voir leLemme 1). Cependant, la même rédu
tion ne fon
tionne pas pour CLTL♦(〈N,=〉) à 
ausedes 
ontraintes de la forme x = ♦y. En e�et, nous n'avons pas d'information sur la positionoù y prend la même valeur que x à l'état 
ourant et il est don
 impossible d'imposer que lapropriété p soit véri�ée à 
ette position sans étendre la logique. Nous distinguons don
 
esdeux problèmes par la suite.A�n de ne pas 
auser d'ambiguïté, nous n'introduisons pas dans notre dé�nition la
ontrainte Xix = ♦y. Cette expression peut être interprétée de di�érentes façons selon sil'on 
onsidère que la valeur future de y représentée par ♦y doit être re
her
hée à partir de laposition 
ourante ou après la ième position suivante (
'est-à-dire après la valeur représentéepar Xix). Les deux 
as peuvent s'exprimer dans la logique. Ainsi le premier 
as se traduit
∨

0≤j<i(X
jy = Xix) ∨ Xi(x = ♦y) et le se
ond simplement Xi(x = ♦y). Notons aussi ladi�éren
e entre la formule ¬(x = ♦y), qui signi�e qu'au
une valeur prise par y dans le futurn'est égale à la valeur 
ourante de x, et la 
ontrainte x 6= ♦y signi�ant qu'il existe unevaleur future de y di�érente de la valeur 
ourante de x. Cette dernière 
ontrainte n'est pasprésente formellement dans la dé�nition de CLTL♦(〈N,=〉) mais peut être exprimée grâ
eà l'équivalen
e suivante.

x 6= ♦y ⇔ (¬(x = Xy) ∧ X⊤) ∨
(
(x = Xy) ∧ X((y = Xy)U((y 6= Xy) ∧ X⊤))

)Si le modèle est in�ni, les o

urren
es de X⊤ peuvent être omises. De même, les 
ontraintesde la forme x = X−iy peuvent être exprimées dans la logique en utilisant l'équivalen
e
x = X

−iy ⇔ X
−i⊤ ∧ X

−i(y = X
ix).La logique CLTL♦(〈N,=〉) peut aussi exprimer qu'une variable est un non
e ave
 la formule

G¬(x = ♦x). En�n, il est possible d'exprimer dans CLTL♦(〈N,=〉) des propriétés plus 
om-plexes sur des données évoluant au 
ours du temps. Par exemple, 
onsidérons un ensemblede données {d1, . . . , dn} qui 
hange au 
ours du temps et deux variables send et receive. Lapropriété suivante
∧

i=1,...,n

G(di 6= ♦di) ∧
∧

i=1,...,n

G
(
(send = di)⇒ (di = ♦receive)

)exprime que si send prend la valeur d'une donnée alors il existe une valeur dans le futur où
receive prend 
ette même valeur. La première partie de la formule exprime que les donnéesne sont jamais 
onstantes. D'autres propriétés sur les systèmes à jetons qui évoluent au
ours du temps 
itées dans [LP05, Se
t.3℄ peuvent s'exprimer dans CLTL♦(〈N,=〉), 
e quitémoigne du pouvoir d'expressivité de 
ette logique.Nous pouvons dé�nir un problème de model-
he
king pour la logique CLTL♦(〈N,=〉)sur des automates à 
ontraintes dont les transitions sont étiquetées par des 
ombinaisonsbooléennes de 
ontraintes atomiques de CLTL♦(〈N,=〉). Un 〈N,=〉♦-automate ave
 k va-riables A = 〈Q, I, F, δ〉 est un 〈N,=〉-automate étendu tel que� Q est un ensemble �ni d'états de 
ontr�le,136



� I ⊆ Q est un ensemble d'états initiaux,� F ⊆ Q est un ensemble d'états �naux,� δ ⊆ Q× 1SC♦
k (〈N,=〉)×Q est une relation de transition �nie,où 1SC♦

k (〈N,=〉) est l'ensemble des formules obtenues par 
ombinaisons Booléennesde 
ontraintes transitionnelles de CLTL(〈N,=〉) et de 
ontraintes de répétition de laforme x = ♦y dé�nies ave
 les variables {x1, . . . , xk}.Une 
on�guration de A est une paire 〈q, v〉 ∈ Q × Nk 
omposée d'un état de 
ontr�le etd'un k-tuple d'entiers naturels vu 
omme une valuation pour les variables {x1, . . . , xk}. Lasémantique d'un 〈N,=〉♦-automate est un peu di�érente de 
elle des 〈N,=〉-automates à
ause des 
ontraintes de répétition. Pour évaluer une 
ontrainte de répétition, nous avonsen e�et besoin de 
onnaître la totalité de l'exé
ution. Il n'est don
 pas possible de dé�nirune transition sur un seul pas. Une exé
ution linéaire �nie de A est une séquen
e �nie de laforme π = 〈q0, σ(0)〉
α0−→ 〈q1, σ(1)〉

α1−→ · · ·
α|π|−1
−−−→ 〈q|π|, σ(|π|)〉 telle que σ est un modèle �ni de

CLTL♦(〈N,=〉) qui asso
ie à 
haque position une valuation de la forme {x1, . . . , xk} → Net pour tout 0 ≤ i ≤ |π| − 1, on a 〈qi, αi, qi+1〉 ∈ δ et σ, i |= αi. Dans 
e 
as nous disonstoujours que σ réalise π. Une exé
ution linéaire in�nie est dé�nie de la même manière parrapport à un modèle in�ni. Une exé
ution �nie est a

eptante ssi elle termine dans un état�nal. Une exé
ution in�nie est a

eptante ssi elle visite in�niment souvent un état �nal.Le problème du model-
he
king dans le 
as �ni (respe
tivement in�ni) pour la logique
CLTL♦(〈N,=〉) prend 
omme entrées une formule φ de CLTL♦(〈N,=〉) et un 〈N,=〉♦-automate et 
onsiste à déterminer s'il existe un modèle �ni (respe
tivement in�ni) σ quiréalise une exé
ution a

eptante de A et satisfait φ. Comme le 
omportement d'un 〈N,=〉♦-automate peut fa
ilement se traduire en une formule de CLTL♦(〈N,=〉) de la même manièreque pour les extensions de LTL sur domaine 
on
ret, le problème du model-
he
king estéquivalent au problème de la satisfaisabilité de CLTL♦(〈N,=〉) aussi bien dans le 
as �nique in�ni. C'est pourquoi nous 
onsidérons uniquement le problème de la satisfaisabilitédans la suite.Il est 
lair que la logique CLTL♦(〈N,=〉) est in
luse dans le fragment de la logique
LTL↓(X,U,X−1,S) restreint à un registre LTL↓ω,1(X,U,X

−1,S) puisque la 
ontrainte ato-mique Xix = Xjy telle que i ≤ j est équivalente à Xi ↓r=x Xj−i(r = y) et x = ♦y à
↓r=x XF(r = y). De la même manière que pour LTL↓(O), la logique CLTL♦(〈N,=〉) eststri
tement plus expressive que son fragment sans les 
ontraintes de la forme x = ♦y puis-qu'une propriété 
omme le non
e ne peut pas être exprimée en l'absen
e de tout opérateurpermettant de sto
ker une valeur 
ourante. Par 
ontre, la logique CLTL♦(〈N,=〉) n'est nienglobée par le fragment �safety� de LTL↓1,1(X,U) 
onsidéré dans [Laz06℄ ni non plus parle fragment plat de LTL↓ω,1(X,U,X

−1,S). Le fragment safety restreint l'utilisation de l'opé-rateur temporel U dans un nombre impair de négations et le fragment plat est obtenu enrestreignant l'utilisation de l'opérateur freeze dans les sous-formules de la forme φ = φ1Uφ2en fon
tion du nombre de négation : si φ est dans la portée d'un nombre pair de néga-tions alors φ1 ne 
ontient pas d'o

urren
e de l'opérateur freeze, sinon φ2 ne 
ontient pasd'o

urren
e de l'opérateur freeze. Contrairement à 
es logiques, CLTL♦(〈N,=〉) 
ontientdes opérateurs temporels référant au passé et n'a au
une restri
tion relatives à l'utilisation137



des opérateurs temporels ou de la négation dans les formules. Cependant des rédu
tions à
ertains fragments de LTL↓ω,1(X,U,X
−1,S) nous permettent d'établir déjà la dé
idabilité duproblème de la satisfaisabilité pour des fragments de CLTL♦(〈N,=〉) dans le 
as �ni.Théorème 32(I) Le problème de la satisfaisabilité pour CLTL♦(〈N,=〉) restreint aux opérateurs temporelsfuturs est dé
idable dans le 
as �ni.(II) Le problème de la satisfaisabilité pour CLTL♦(〈N,=〉) restreint aux opérateurs temporelsde l'ensemble {X,X−1,F,F−1} est dé
idable dans le 
as �ni.Preuve :(I) Toute formule de la logique CLTL♦(〈N,=〉) utilisant uniquement les opérateurs tempo-rels X et U peut être transformée en une formule de LTL↓ω,1(X,U) en exprimant les formulesatomiques à l'aide de l'opérateur freeze (voir plus haut). De plus, d'après [DLN07, Propo-sition 4℄, toute formule φ de LTL↓ω,1(X,U) peut par la suite être transformée de manièreuniforme en une formule φ′ ayant une seule variable �exible et le même nombre de registrestelle que φ est satisfaisable ssi φ′ est satisfaisable. La transformation dé�nie nous permetdon
 de réduire le problème de la satisfaisabilité dans le 
as �ni de LTL↓ω,1(X,U) au pro-blème de la satisfaisabilité dans le 
as �ni de LTL↓1,1(X,U) qui est dé
idable (voir [DL06,Corollaire 13℄ et Se
tion 6.1.1).(II) Soit φ une formule de CLTL♦(〈N,=〉) utilisant uniquement les opérateurs temporels del'ensemble {X,X−1,F,F−1}, V = {x1, . . . , xk} l'ensemble des variables de φ et l = |φ|X. Pouralléger un peu la suite de la preuve, nous supposons que toutes les 
ontraintes atomiquessont de la forme x = Xiy ou x = ♦y. Nous pouvons nous ramener à 
e 
as en transformantles 
ontraintes de la forme Xix = Xjy telles que i ≤ j en Xi(x = Xj−iy). La formule φ setransforme en formule de LTL↓ω,1({X,X
−1,F,F−1}) en utilisant les équivalen
es suivantes(X) x = Xiy ⇔↓r=x Xi(r = y),(♦) x = ♦y ⇔↓r=x XF(r = y).Nous posons N = 3k(l + 1) et ON l'ensemble des opérateurs temporels suivants :

ON = {X,X2, . . .XN ,XN+1
F,X−1,X−2, . . .X−N ,X−(N+1)

F
−1}.En utilisant les mêmes te
hniques de preuve que 
elles du Lemme 3, nous 
onstruisonsune formule φ′ appartenant au fragment simple de LTL↓1,1(ON ), 
'est-à-dire le fragmentoù 
haque opérateur temporel O ∈ ON est dans la portée dire
te d'un opérateur freeze

↓r=x Oφ, et au
une autre utilisation de l'opérateur freeze n'est permise. Nous rappelons quele problème de la satisfaisabilité dans le 
as �ni est dé
idable pour le fragment simple de
LTL↓1,1(ON ) [BMS+06, DL06℄.Nous 
odons un état d'un modèle ayant k variables en 3k états d'un modèle ave
 uneseule variable. Nous reprenons l'idée du Lemme 3 qui est d'utiliser un état sur trois dans lemodèle à une variable pour 
oder les valeurs du modèle original et les valeurs intermédiairespour marquer le début d'une séquen
e de 3k états 
orrespondant à un état du modèle138



original. Pour reprendre l'exemple du Lemme 3, si k = 2 alors le modèle suivant
(
y0
1

y0
2

)(
y1
1

y1
2

)

. . .est 
odé par le modèle à une variable
y0
1 = ◦ 6= ◦ 6= y0

2 6= ◦ 6= ◦ 6= y1
1 = ◦ 6= ◦ 6= y1

2 6= ◦ 6= ◦ . . .où ◦ dénote des valeurs arbitraires véri�ant les 
ontraintes spé
i�ées sur la �gure ave
 sesvoisins. Notons que de telles valeurs existent toujours 
ar le domaine d'interprétation N
omporte 3 valeurs distin
tes. Le début d'une séquen
e 
odant un état du modèle originalest marqué par la répétition de la même valeur. Don
 dans le modèle à une variable, la
ontrainte x = Xx est véri�ée lorsque l'on se trouve à une position 
odant le début d'unétat du modèle à k variables. On a

ède à la valeur 
orrespondant à Xixj dans le modèle à
k variables en référant au terme X3ik+3jx dans le modèle à une variable.Nous imposons que la 
ontrainte x = Xx soit véri�ée exa
tement tous les 3k états grâ
eà la formule suivante

φ3k
def
≡ (x = Xx) ∧

∧

0<i<3k

X
i(x 6= Xx)∧

G
(
((x = Xx) ∧ X

3k+1⊤)⇔ X
3k(x = Xx)

)
∧ G((x = Xx)⇒

∧

0<i<3k

X
i⊤)qui est équivalente en utilisant l'équivalen
e (X) à

↓r=x X(r = x) ∧
∧

0<i<3k

X
i ↓r=x X(r 6= x) ∧ ¬F

(
(↓r=x X(r = x) ∧ X

3k+1⊤

∧X
3k ↓r=x X(r 6= x)) ∨ ((↓r=x X(r 6= x) ∨ ¬X

3k+1⊤) ∧ X
3k ↓r=x X(r = x)))

)
∧

¬F(↓r=x X(r = x) ∧ (
∨

0<i<3k

¬X
i⊤)).Cette formule peut s'exprimer dans le fragment simple de LTL↓1,1(ON ) en utilisant les équi-valen
es suivantes(⋆) Fφ⇔ φ ∨ Xφ ∨ · · · ∨ XNφ ∨ XN+1Fφ (idem pour l'opérateur F−1) ,(⋆⋆) Oφ ⇔↓r=x Oφ si dans φ toutes les o

urren
es de r = x sont dans la portée d'unopérateur freeze.Nous dé�nissons maintenant une fon
tion f transformant la formule φ en formule φ′ ave
une seule variable et imposant que l'évaluation de φ′ respe
te les 
onditions de la rédu
tiond'un modèle ave
 k variables dé�nie 
i-dessus.� (X) f(xm = Xixn) =↓r=X3mx X3ik(r = X3nx)
ar xm = Xixn ⇔↓r=xm Xi(r = xn),
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� (♦) f(xm = ♦xn) =↓r=X3mx X3kF(X−3n(x = Xx) ∧ (r = x))puisque xm = ♦xn ⇔↓r=xm XF(r = xn) ;pour des raisons liées à l'utilisation de l'opérateur freeze, 
ette 
ontrainte est traduitede la façon suivante : nous 
her
hons une valeur dans le futur qui est égale à la valeurde l'état 
odant la valeur 
ourante de xm puis nous revenons en arrière a�n de véri�erque 
ette valeur 
ode bien un état de xn (si 
'est le 
as on doit avoir X−3n(x = Xx)),� f est un homomorphisme par rapport aux opérateurs Booléens,� f(Xφ) = X3kf(φ),� f(Fφ) = F(↓r=x X(r = x) ∧ f(φ)) ;il est né
essaire de s'assurer que l'on s'arrête sur un état 
odant le début d'un 
on�gu-ration du modèle original avant de véri�er f(φ), 
e qui explique l'ajout de la 
ontrainte
↓r=x X(r = x),� f(X−1φ) = X−3kf(φ),� f(F−1φ) = F−1(↓r=x X(r = x) ∧ f(φ)) ;la même remarque que pour le 
as de Fφ et valable.Nous montrons maintenant que toute formule obtenue en appliquant la fon
tion f peut s'ex-primer dans le fragment simple de LTL↓1,1(ON ). Nous développons les 
as de base 
on
ernant(X) et (♦) :(X) ↓r=X3mx X3ik(r = X3nx)

≡ X3m ↓r=x X3(ik−m)(r = X3nx)

≡↓r=x X3m ↓r=x X3ik−m+n(r = x).(♦) ↓r=X3mx X3kF(X−3n(x = Xx) ∧ (r = x))

≡ X3m ↓r=x X3(k−m)F(X−3n ↓r=x X(r = x) ∧ (r = x)).

≡↓r=x X3m ↓r=x X3(k−m)F(↓r=x X−3n ↓r=x X(r = x) ∧ (r = x)).Nous voyons bien que les formules obtenues ont une seule variable et utilisent un seul re-gistre. De plus, tous les opérateurs temporels sont dans la portée dire
te d'un quanti�
ateur.Le 
as des opérateurs de {X,X−1,F,F−1} peut être traité en utilisant les équivalen
es (⋆) et(⋆⋆) et 
elui des opérateurs booléens par indu
tion.Nous montrons en�n que la formule φ est satisfaisable ssi φ3k ∧ f(φ) est satisfaisable.Considérons une séquen
e d'entiers σ1 et un modèle σk : N → (V → N) dé�ni par
σk(i)(xj) = σ1(3ik + 3j) pour tout i ∈ N et xj ∈ V . Notons que, pour tout modèle σk, onpeut 
onstruire un modèle σ1 tel que pour tout i ∈ N et xj ∈ V on a σk(i)(xj) = σ1(3ik+3j)et σ1 |= φ3k 
ar N 
ontient assez de valeurs distin
tes pour pouvoir dé�nir assigner aux étatsintermédiaires des valeurs satisfaisant la 
ontrainte exprimée par φ3k. Sans perte de généra-lité nous supposons don
 que σ1 |= φ3k. Nous pouvons montrer par indu
tion sur la stru
turede φ que pour tout i ∈ N on a σ1, 3ik |= φ3k ∧ f(φ) ssi σk, i |= φ.� Si φ est de la forme (xm = Xjxn) alors la formule φ3k ∧ f(φ) est équivalente à

φ3k∧ ↓r=X3mx X3jk(r = X3nx). Comme pour tout i ∈ N on a σ1(3ik + 3m) =140



σ1(3(i+ j)k + 3n) ssi σk(i)(xm) = σk(i+ j)(xn), la propriété est véri�ée.� Si φ est de la forme (xm = ♦xn) alors la formule φ3k ∧ f(φ) est équivalente à
φ3k∧ ↓r=X3mx X3kF(X−3n(x = Xx) ∧ (r = x)). Supposons que σ1, 3ik |= φ3k ∧ f(φ).D'après φ3k, pour tout i ∈ N une position j > 3ik véri�e σ1(j) = σ(j+ 1) ssi j = 3j′kpour j′ ∈ N. De plus si σ1, 3ik |= φ3k ∧ f(φ) alors σ1(3ik + 3m) = σ1(3(i+ j′)k + 3n)
e qui signi�e que σk(i)(xm) = σk(i+ j′)(xn) et don
 que σk |= φ.L'impli
ation inverse est dire
te par 
onstru
tion puisque l'on suppose que σ1 |= φ3k.� Les 
as restants peuvent fa
ilement être traités par indu
tion. �Dans le 
as in�ni, il semble di�
ile d'utiliser le même genre de rédu
tion puisque leproblème de la satisfaisabilité de LTL↓1,1(X,F) est déjà indé
idable. Les résultats qui suiventgénéralisent le Théorème 32 en utilisant une méthode de tradu
tion vers des systèmes à
ompteurs. Nous montrons que le problème de la satisfaisabilité de CLTL♦(〈N,=〉) sansrestri
tion sur les opérateurs temporels est dé
idable à la fois pour les 
as �ni et in�ni.6.3 Appro
he symbolique pour CLTL♦(〈N,=〉)Nous introduisons dans 
ette se
tion une représentation symbolique des modèles de lalogique CLTL♦(〈N,=〉). Nous expliquons ensuite 
omment 
ette abstra
tion est utiliséepour dé�nir une pro
édure de dé
ision pour le problème de la satisfaisabilité en réduisant
e problème à un problème pour les réseaux de Petri. Nous passons d'abord par une étapeintermédiaire de tradu
tion vers le problème du vide pour une 
lasse parti
ulière d'automatesà 
ompteurs.6.3.1 Représentation symbolique des modèlesSoit X un ensemble �ni de formules atomiques de CLTL♦(〈N,=〉). Nous posons V =

{x1, . . . xk} l'ensemble des variables utilisées dans X et l le plus grand entier tel qu'un termede la forme Xlx apparaît dans X. Nous dé�nissons Ωl
k 
omme étant l'ensemble 
omposédes 
ontraintes de la forme Xix = Xjy et Xi(x = ♦y) telles que x, y ∈ {x1, . . . xk} et

i, j ∈ {0, . . . , l} ainsi que leurs négations.L'abstra
tion des modèles que nous dé�nissons est légèrement di�érente si l'on 
onsidèrele 
as �ni ou bien le 
as in�ni. Dans le 
as in�ni, une valuation symbolique par rapport à Xest un ensemble sv ⊆ Ωl
k maximalement 
ohérent dans le sens où il satisfait les 
onditionssuivantes :(F1) Pour toute 
ontrainte α ∈ Ωl

k, soit α appartient à sv ou bien ¬α ∈ sv , mais pas lesdeux (on identi�e α et ¬¬α).(F2) Pour tout i ∈ {0, . . . , l} et x ∈ V , on a Xix = Xix ∈ sv .(F3) Pour tout i, j ∈ {0, . . . , l} et x, y ∈ V , on a Xix = Xjy ∈ sv ssi Xjy = Xix ∈ sv .(F4) Pour tout i, j, j′ ∈ {0, . . . , l} et x, y, z ∈ {x1, . . . , xk}, si {Xix = Xjy,Xjy = Xj
′
z} ⊆ svalors Xix = Xj

′
z ∈ sv . 141



(F5) Pour tout i, j ∈ {0, . . . , l} et x, y ∈ V tels que Xix = Xjy ∈ sv , on a :� si i = j alors pour tout z ∈ {x1, . . . , xk} on a Xi(x = ♦z) ∈ sv ssi Xj(y = ♦z) ∈ sv ;� si i < j alors Xi(x = ♦y) ∈ sv , et pour tout z ∈ V , on a Xi(x = ♦z) ∈ sv ssi soit
Xj(y = ♦z) ∈ sv ou il existe i < j′ ≤ j tel que Xix = Xj

′
z ∈ sv .Notons que les 
onditions (F2) à (F4) expriment seulement que l'égalité est une relationd'équivalen
e. Les 
onditions de (F5) expriment la 
ohéren
e des 
ontraintes de répétition.Nous notons SV(X) l'ensemble des valuations symboliques 
onstruites par rapport à X.Par extension, SV(φ) est l'ensemble des valuations symboliques 
onstruit par rapport al'ensemble des 
ontraintes atomiques d'une formule φ de CLTL♦(〈N,=〉). Un modèle in�ni

σ satisfait une valuation symbolique sv à la position i ssi pour toute 
ontrainte α de sv ona σ, i |= α. Dans 
e 
as nous notons σ, i |= sv .Une valuation symbolique telle qu'elle est dé�nie 
i-dessus exprime des 
ontraintes sur létats 
onsé
utifs des variables. Dans le 
as �ni, il est né
essaire de 
onsidérer que le modèlepeut se terminer avant la lème position. Ce
i permet entre autre de traiter le 
as parti
ulieroù il existe un modèle dont la taille est inférieure à la longueur temporelle de la formule.Dans 
e but nous dé�nissons un ensemble de valuations symboliques SV′(X) di�érent pourle 
as �ni dont les éléments sont des paires 
omposées d'un ensemble de 
ontraintes maxi-malement 
ohérent et d'une information sur la taille du modèle. L'indi
ation sur la taille dumodèle est un élément de {0, . . . , l} ⊎ {nd} où nd est un élément parti
ulier signi�ant quele modèle ne termine pas avant la �n de la valuation symbolique. L'ensemble des 
onditionsrequises a besoin d'être adapté en fon
tion de 
ette nouvelle indi
ation puisque si le modèletermine à la position dé�nie par i ∈ {0, . . . , l} nous n'avons besoin de véri�er les 
onditions(F1) à (F5) qu'entre les positions 0 et i. Nous avons don
 〈sv , i〉 ∈ SV′(X) ssi i = nd et svvéri�e les 
onditions (F1) à (F5) du 
as in�ni ou bien i ∈ {0, . . . , l} et sv ⊆ Ωi
k tel que les
onditions suivantes sont respe
tées.(F1') Pour toute 
ontrainte α ∈ Ωi

k, soit α appartient à sv ou bien ¬α ∈ sv , mais pas lesdeux.(F2') Pour tout j ∈ {0, . . . , i} et x ∈ V , on a Xjx = Xjx ∈ sv .(F3') Pour tout j, j′ ∈ {0, . . . , i} et x, y ∈ V , on a Xjx = Xj
′
y ∈ sv ssi Xj

′
y = Xjx ∈ sv .(F4') Pour tout j, j′, j′′ ∈ {0, . . . , i} et x, y, z ∈ {x1, . . . , xk}, si {Xjx = Xj

′
y,Xj

′
y =

Xj
′′
z} ⊆ sv alors Xjx = Xj

′′
z ∈ sv .(F5') Pour tout j, j′ ∈ {0, . . . , i} et x, y ∈ V tels que Xjx = Xj

′
y ∈ sv , on a :� si j = j′ alors pour tout z ∈ {x1, . . . , xk} on a Xj(x = ♦z) ∈ sv ssi Xj′(y = ♦z) ∈ sv ;� si j < j′ alors Xj(x = ♦y) ∈ sv , et pour tout z ∈ V , on a Xj(x = ♦z) ∈ sv ssi soit

Xj
′
(y = ♦z) ∈ sv ou il existe j < j′′ ≤ j′ tel que Xjx = Xj

′′
z ∈ sv .(F6') Pour toute 
ontrainte Xj(x = ♦y) ∈ sv telle que j ∈ {0, . . . , i}, il existe j′ ∈

{j + 1, . . . , i} tel que Xjx = Xj
′
y ∈ sv .La dernière 
ondition exprime que toutes les 
ontraintes de répétitions doivent être sa-tisfaites avant la �n du modèle. Nous notons SV′(φ) l'ensemble des valuations symbo-liques 
onstruit par rapport à l'ensemble des 
ontraintes atomiques d'une formule φ de142
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z z zFigure 6.1: Exemple de représentation graphique d'une valuation symbolique
CLTL♦(〈N,=〉). Un modèle σ satisfait une valuation symbolique 〈sv , i〉 ∈ SV′(X) à la po-sition j ssi� soit i = nd et |σ| − (j + 1) ≥ l + 1ou i = |σ| − (j + 1)� et pour toute 
ontrainte α de sv on a σ, j |= α.Nous notons alors σ, j |= 〈sv , i〉.Lemme 38 Soit X un ensemble de 
ontraintes atomiques de CLTL♦(〈N,=〉) et σ un modèle
onstruit sur le même ensemble de variables. Pour tout 0 ≤ i ≤ |σ| − 1, il existe une uniquevaluation symbolique sv ∈ SV(X) (respe
tivement 〈sv , j〉 ∈ SV′(X)) telle que σ, i |= sv(respe
tivement σ, i |= 〈sv , j〉).Preuve : Par dé�nition, l'ensemble {{σ | σ |= sv} | sv ∈ SV(X)} est une partition del'ensemble des modèles de la forme N→ (V → N) où V est l'ensemble des variables de X.Don
 si σ est une séquen
e in�nie, le ième pré�xe de σ a for
ément une unique abstra
tion.Si σ est un modèle �ni alors deux 
as se présentent. Si |σ|− (i+1) ≥ l+1 alors la preuveest similaire au 
as pré
édent 
ar l'ensemble de 
ontraintes véri�e les mêmes 
onditionsque dans le 
as in�ni. Sinon, la partition à 
onsidérer est {{σ | σ |= 〈sv , |σ| − (i + 1)〉} |
〈sv , |σ| − (i+ 1)〉 ∈ SV′(X)}. �Une valuation symbolique sv de SV(X) ou SV′(X) peut être représentée par un graphenon orienté Gsv dont l'ensemble des sommets est 
omposé des paires 〈x, i〉 telles que x ∈
{x1, . . . , xk} et i ∈ {0, . . . , l}. Nous identi�ons le terme Xix ave
 le sommet 〈x, i〉. Il existeune arête entre deux sommets 〈x, i〉 et 〈y, j〉 de Gsv ssi la 
ontrainte Xix = Xjy appartient à
sv . Chaque sommet du graphe 〈x, i〉 est annoté par un ar
 sans destination (ouvert) étiquetépar l'ensemble des obligations futures lié à 
e sommet qui est dé�ni par

♦sv(〈x, i〉)
def
= {y | Xi(x = ♦y) ∈ sv}.La Figure 6.1 représente une valuation symbolique dans le 
as in�ni sur les variables {x, y, z}ave
 une longueur temporelle égale à 2. Par sou
i de lisibilité, 
ertaines arêtes qui peuventêtre obtenues par transitivité ne sont pas représentées.Le niveau d'un sommet 〈x, i〉 est sa 
omposante i. Nous dé�nissons la 
lasse d'équivalen
ede x au niveau i dans sv 
omme étant l'ensemble

[〈x, i〉]sv
def
= {y | Xix = X

iy ∈ sv}.143



Dans le 
as �ni, nous posons ♦〈sv ,j〉(〈x, i〉) = [〈x, i〉]〈sv ,j〉 = ∅ si i 6= nd et i > j. La dé�nitionest similaire au 
as in�ni lorsque i = nd ou i ≤ j.Une paire de valuations symboliques 〈sv , sv ′〉 ∈ SV(φ)2 est 
ohérente sur un pas ssi ellevéri�e les propriétés suivantes :� pour tout i, j ∈ {1, . . . , l}, on a Xix = Xjy ∈ sv ssi Xi−1x = Xj−1y ∈ sv ′,� pour tout i ∈ {1, . . . , l}, on a Xi(x = ♦y) ∈ sv ssi Xi−1(x = ♦y) ∈ sv ′.Une paire de valuations symboliques 〈〈sv , i〉, 〈sv ′, i′〉〉 ∈ SV′(φ)2 dans le 
as �ni est 
ohé-rente sur un pas ssi� 〈sv , sv ′〉 véri�e les 
onditions du 
as in�ni,� i 6= 0,� si i ∈ {1, . . . , l} alors i′ = i− 1 sinon i′ ∈ {l + 1,nd}.Un modèle symbolique par rapport à une formule φ est une séquen
e ρ de valuations sym-boliques telle que pour tout 0 ≤ i < |ρ| − 1, la paire 〈ρ(i), ρ(i + 1)〉 est 
ohérente sur unpas. Nous disons que la séquen
e ρ est 
ohérente pas à pas. Un modèle symbolique �ni doitterminer par une valuation symbolique de la forme 〈sv , 0〉. Cette 
ondition, asso
iée à la
ohéren
e pas à pas, implique qu'à toute position i d'un modèle symbolique �ni ρ on a� si |ρ| − (i+ 1) ≥ l + 1 alors ρ(i) est de la forme 〈sv ,nd〉,� sinon ρ(i) est de la forme 〈sv , |ρ| − (i+ 1)〉.Un modèle σ satisfait un modèle symbolique ρ ssi |σ| = |ρ| et pour tout 0 ≤ i ≤ |ρ| − 1 ona σ, i |= ρ(i).Nous dé�nissons une relation de satisfa
tion symbolique notée ρ, i |=symb φ entre lesmodèles symboliques et les formules de CLTL♦(〈N,=〉). Cette relation est dé�nie de lamême manière que la relation de satisfa
tion de CLTL♦(〈N,=〉) ex
epté au niveau atomique.Étant donnés une 
ontrainte atomique α, un modèle symbolique ρ et une position i ∈ N,nous notons
ρ, i |=symb α ssi α ∈ ρ(i).Par abus de notation, nous notons α ∈ 〈sv , i〉 dans le 
as �ni si la 
ontrainte α appartient àl'ensemble sv . Dans le 
as �ni, si 0 ≤ |ρ|−(i+1) ≤ l alors ρ(i) ne peut satisfaire de 
ontrainteréférant à des états hors du modèle 
ar la valuation symbolique est alors 
onstruite par rap-port à Ω

|ρ|−(i+1)
k .Soit φ une formule de CLTL♦(〈N,=〉) 
onstruite ave
 un ensemble �ni de variables Vtelle que |φ|X = l. Un modèle symbolique ρ par rapport à φ peut être représenté par ungraphe Gρ de la même façon qu'une valuation symbolique de SV(φ). Les sommets de Gρ sontdes paires de la forme 〈x, i〉 ∈ V ×N et on a une arête entre 〈x, i〉 et 〈y, j〉 ssi 0 ≤ j− i ≤ l etil existe une arête entre 〈x, 0〉 et 〈y, j − i〉 dans la représentation graphique dé�nie pour lavaluation symbolique Gρ(i). Les annotations 
on
ernant les obligations futures sont ajoutéesde la même manière. Notons que 
ette 
onstru
tion est bien dé�nie 
ar la séquen
e est
ohérente pas à pas. Nous étendons les notations relatives aux obligations futures et aux144
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yFigure 6.2: Exemple de représentation graphique d'un modèle symbolique
lasses d'équivalen
e d'une valuation symbolique pour qu'elles s'appliquent aux modèlessymboliques de la façon suivante :
♦ρ(〈x, i〉) = ♦ρ(i)(〈x, 0〉) et [〈x, i〉]ρ = [〈x, 0〉]ρ(i).Dans Figure 6.2 nous donnons la représentation graphique d'un modèle symbolique ave
une longueur temporelle égale à 1 ainsi qu'un modèle qui satisfait 
e modèle symbolique.Un 
hemin dans Gρ est une séquen
e (�nie ou in�nie) de sommets n0, n1 . . . telle que pourtout i les sommets ni et ni+1 sont 
onne
tés par une arête. Un 
hemin est en avant si pourtout i le niveau de ni et inférieur à 
elui de ni+1. Par la suite, nous identi�ons parfois ρ ave
sa représentation graphique Gρ.6.3.2 Automate SymboliqueL'appro
he symbolique que nous utilisons repose sur le résultat suivant.Lemme 39 Une formule φ de CLTL♦(〈N,=〉) est satisfaisable ssi il existe un modèle sym-bolique ρ tel que ρ |=symb φ et un modèle σ tel que σ |= ρ.Preuve : Nous développons d'abord le 
as in�ni. Supposons qu'une formule φ de la logique

CLTL♦(〈N,=〉) soit satisfaite par un modèle in�ni σ et que SV(φ) ⊆ P(Ωl
k). À partir de σ,nous pouvons 
onstruire un modèle symbolique ρ tel que pour tout i ∈ N on a σ, i |= ρ(i).D'après le Lemme 38, il existe pour tout i ∈ N une unique valuation symbolique sv i ∈ SV(φ)telle que σ, i |= sv i. Nous posons ρ(i) = sv i pour tout i ∈ N. Il reste à montrer que laséquen
e ρ est 
ohérente pas à pas. Supposons qu'il existe un indi
e i ∈ N tel que la paire

〈ρ(i), ρ(i + 1)〉 n'est pas 
ohérente sur un pas. D'après la 
ondition (F1) de la dé�nitiondes valuations symboliques, il existe don
 une 
ontrainte α ∈ Ωl
k telle que Xα ∈ ρ(i) et

¬α ∈ ρ(i + 1) où Xα est la 
ontrainte de Ωl
k obtenue à partir de α en remplaçant leso

urren
es de Xi par Xi+1 pour tout i ∈ {0, . . . , l−1}. Nous obtenons don
 une 
ontradi
tion
ar il est impossible d'avoir à la fois σ, i |= Xα et σ, i+ 1 |= ¬α.Par dé�nition de la relation de satisfa
tion symbolique et la propriété (F1), si σ, i |=

α alors ρ(i) |=symb α. Par indu
tion sur la stru
ture de φ, nous pouvons alors prouverque ρ |=symb φ 
ar la relation de satisfa
tion symbolique est di�érente de la relation desatisfa
tion de CLTL♦(〈N,=〉) seulement au niveau atomique.Ré
iproquement, supposons qu'il existe un modèle in�ni σ et un modèle symbolique ρtels que ρ |=symb φ et σ |= ρ. Par dé�nition, pour tout i ∈ N nous avons σ, i |= ρ(i). Pourtoute 
ontrainte atomique α de φ telle que ρ |=symb α on a σ, i |= α 
ar α ∈ ρ(i) d'après la145



relation de satisfa
tion symbolique. Nous pouvons alors pro
éder par indu
tion sur la stru
-ture de φ. D'après 
e qui pré
ède pour les 
ontraintes atomiques et le fait que la relationde satisfa
tion symbolique 
orresponde à la relation de satisfa
tion de CLTL♦(〈N,=〉) pourles autres 
as, il est fa
ile de 
on
lure.Le 
as �ni est semblable puisque d'après le Lemme 38 pour tout i ∈ {0, . . . , |σ|} il existeaussi une unique valuation symbolique 〈sv i, ji〉 ∈ SV′(φ) telle que σ, i |= sv i. Nous posons
ρ(i) = 〈sv i, ji〉 pour tout i ∈ {0, . . . , |σ|}. Cette séquen
e est 
ohérente pas à pas puisque
omme dans le 
as in�ni les ensembles de 
ontraintes su

essifs sont 
onstruits par rapportà des parties de σ qui se superposent partiellement et que l'indi
ation de taille 
orrespondaux nombres de positions restantes dans σ après la position 
ourante. Nous pouvons alorspro
éder par indu
tion sur la stru
ture de φ. Le 
as des 
ontraintes atomiques peut êtretraité en utilisant la dé�nition de la relation de satisfa
tion symbolique et la propriété (F1')(ou (F1) selon les 
as). Nous faisons juste remarquer que par dé�nition de la relation desatisfa
tion au niveau atomique, σ, i |= α et |σ| − (i + 1) ≤ l implique que α ∈ Ω

|σ|−(i+1)
ksinon α fait référen
e à des états en dehors du modèle. Les autres 
as sont dire
ts puisquela relation de satisfa
tion symbolique 
orrespond à 
elle de CLTL♦(〈N,=〉) dans 
es 
as. Laré
iproque peut aussi être traitée de manière analogue au 
as in�ni. �Considérons une formule φ de CLTL♦(〈N,=〉) 
onstruite ave
 un ensemble �ni de va-riables V = {x1, . . . , xk} et telle que |φ|X = l. Pour déterminer si φ est satisfaisable, nousétendons la 
onstru
tion d'automate de Bü
hi de [VW94℄ par rapport à notre abstra
tion.Nous dé�nissons un automate Aφ qui est l'interse
tion de trois automates Apap, Asymb et

Asat tels que� Apap re
onnaît l'ensemble des modèles symboliques valides(
ohérents pas à pas + 
onditions supplémentaires pour le 
as �ni),� Asymb re
onnaît l'ensemble des modèles symboliques qui satisfont symboliquement φet� Asat re
onnaît l'ensemble des modèles symboliques qui sont satisfaisables.L'automate Apap véri�e que la séquen
e en entrée 
orrespond bien à un modèle symbo-lique valide. Dans le 
as in�ni, il faut juste véri�er la 
ohéren
e pas à pas. Pour le 
as �ni,nous devons aussi nous assurer que la dernière valuation symbolique est de la forme 〈sv , 0〉et marque don
 bien la �n du modèle. Nous donnons 
i-dessous une dé�nition générique de
Apap = 〈Q, I, F, δ〉 pour les 
as �ni et in�ni.� Q est l'ensemble des valuations symboliques par rapport à φ et I = Q,� l'alphabet est aussi égal à l'ensemble des valuations symboliques par rapport à φ,� la relation de transition est dé�nie par sv1

sv
−→ sv2 (respe
tivement 〈sv 1, i1〉

〈sv ,i〉
−−→

〈sv2, i2〉) ssi� sv1 = sv (respe
tivement 〈sv1, i1〉 = 〈sv , i〉) et� la paire 〈sv 1, sv2〉 (respe
tivement 〈〈sv1, i1〉, 〈sv 2, i2〉〉) est 
ohérente sur un pas,� l'ensemble des états �naux est tel que146



� dans le 
as in�ni F = Q,� dans le 
as �ni F = {〈sv , 0〉 | 〈sv , 0〉 ∈ SV′(φ)}.Une exé
ution in�nie est a

eptée ssi elle visite in�niment souvent un état �nal (
onditionde Bü
hi). Dans le 
as �ni, une exé
ution est a

eptante ssi elle termine dans un état �nal.L'automate Asymb est l'adaptation de l'automate dé�ni pour la version propositionnellede LTL dans [VW94℄. Nous modi�ons 
ette 
onstru
tion en tenant 
ompte des formulesatomiques et de la relation de satisfa
tion symbolique de CLTL♦(〈N,=〉). Nous adaptons la
l�ture cl(φ) dé�nie dans le 
as propositionnel (ave
 les opérateurs passés) en 
onsidérant lesformules atomiques 
omme des propositions. L'ensemble des atomes de φ que nous notonsAtom(φ) est 
omposé des ensembles maximalement 
ohérents d'éléments de cl(φ). Pour le
as in�ni, l'automate Asymb est l'automate de Bü
hi généralisé tel que� l'ensemble des états est Q = Atom(φ),� l'ensemble des états initiaux I est le sous-ensemble de Q 
omposé des atomes At telsque� φ ∈ At ,� pour toute formule X−1φ′ ∈ cl(φ) on a ¬X−1φ′ ∈ At ,� l'alphabet de Asymb est SV(φ),� At
sv
−→ At ′ ssipour toute formule atomique α de At on a α ∈ sv ,pour tout Xψ ∈ cl(φ), on a Xψ ∈ At ssi ψ ∈ At ′ etpour tout X−1ψ ∈ cl(φ), on a ψ ∈ At ssi X−1ψ ∈ At ′.� soit {ψ1Uφ1, . . . , ψrUφr} l'ensemble des formules �until� dans cl(φ). Si 
et ensemble estvide alors F = Q. Sinon nous posons F = {F1, . . . , Fr} tel que pour tout i ∈ {1, . . . , r}on a Fi = {At ∈ Q : ψiUφi 6∈ At ou φi ∈ At}.Dans le 
as �ni, l'automate Asymb est un automate �ni sur l'alphabet SV′(φ) qui a

epteles entrées sur lesquelles l'exé
ution termine dans un état marquant la �n du modèle. Nousdevons aussi tenir 
ompte de la �n du modèle pour évaluer les sous-formules qui réfèrent àun état futur. Formellement, 
e
i se traduit par� Q = Atom(φ)× SV′(φ),� I ⊆ Q tel que pour tout 〈At , 〈sv , i〉〉 ∈ I on a� φ ∈ At ,� pour toute formule X−1φ′ ∈ cl(φ) on a ¬X−1φ′ ∈ At ,� 〈At , 〈sv , i〉〉

〈sv ,i〉
−−→ 〈At ′, 〈sv ′, i′〉〉 ssisi i = nd alors pour toute formule atomique α dans At on a α ∈ sv ,sinon pour toute formule atomique α ∈ Ωi

k ∩ At on a α ∈ sv ,si i = 0 alors il n'existe pas de formule de la forme Xφ dans At .sinon pour tout Xψ ∈ cl(φ), on a Xψ ∈ At ssi ψ ∈ At ′.147



pour tout X−1ψ ∈ cl(φ), on a ψ ∈ At ssi X−1ψ ∈ At ′.� F est l'ensemble des états de la forme 〈At , 〈sv , 0〉〉.La 
onstru
tion de Asat est développée plus tard. En admettant pour le moment que 
etautomate peut être 
onstruit, nous pouvons montrer le résultat suivant.Théorème 33 Une formule φ de CLTL♦(〈N,=〉) est satisfaisable ssi le langage a

epté par
Aφ est non vide.Ce résultat est une 
onséquen
e dire
te du Lemme 39 et de la 
onstru
tion de Aφ 
ommel'interse
tion de Apap, Asymb et Asat.6.4 Cara
térisation des modèles symboliques réalisablesPour déterminer si un modèle symbolique ρ est satisfaisable, nous asso
ions à ρ unensemble de 
ompteurs qui mémorisent le nombre de 
ontraintes de la forme x = ♦y àsatisfaire dans le futur. Par exemple, si la 
onjon
tion x = ♦y1 ∧ · · · ∧ x = ♦yn doitêtre satisfaite à la position 
ourante et qu'au
une de 
es 
ontraintes n'est satisfaite parla valuation symbolique 
ourante, nous in
rémentons un 
ompteur indexé par l'ensemble
{y1, . . . , yn} a�n de sto
ker 
ette obligation de répéter la valeur de x. Pour qu'un modèle�ni soit satisfaisable il est né
essaire que toutes les obligations soit satisfaites avant la �n dumodèle. Pour les modèles in�nis, 
ertaines obligations peuvent ne plus apparaître après une
ertaine position du modèle et les autres doivent être satisfaites in�niment souvent. Nousdé�nissons la 
ondition exa
te dans 
ette se
tion.6.4.1 Séquen
e de 
omptageNous 
onsidérons une formule φ 
onstruite ave
 un ensemble de variables V = {x1, . . . , xk}et telle que |φ|X = l. Pour 
haque ensemble X ∈ P+(V ) non vide, nous introduisons un
ompteur représentant le nombre de valeurs distin
tes qui doivent se répéter dans un étatfutur de 
ha
une des variables de X. Nous identi�ons l'ensemble de 
es 
ompteurs ave

P+(V ). Une valuation des 
ompteurs est une fon
tion de la forme v : P+(V )→ N asso
iantun entier naturel à 
haque 
ompteur. Par exemple, v({x, y}) est la valeur du 
ompteur {x, y}
'est-à-dire le nombre de valeurs distin
tes à répéter à la fois dans un état futur de x et unétat futur de y.Étant donnés une valuation symbolique sv ∈ SV(φ) et un 
ompteur X ∈ P+(V ), unpoint d'in
rémentation pour X dans sv est une 
lasse d'équivalen
e de la forme [〈x, 0〉]svtelle que� ♦sv (〈x, 0〉) = X et� 〈x, 0〉 n'est 
onne
té à au
un autre noeud de sv par une arête vers l'avant, 
'est-à-direqu'il n'existe au
une arête entre 〈x, 0〉 et un autre noeud de la forme 〈y, j〉 tel que

j ∈ {1, . . . l}.Une telle 
lasse d'équivalen
e 
orrespond à une valeur qui ne se répète plus dans un état fu-tur de la valuation symbolique 
ourante, elle ne se propage pas à un niveau supérieur. Nous148



parlons de propagation lorsqu'il existe une arête vers l'avant entre 〈x, 0〉 et 〈y, j〉 puisque unsous-ensemble des obligations asso
iées à 〈x, 0〉 se retrouve dans 〈y, j〉 (
ondition (F5) desvaluations symboliques). Si une valeur ne se propage pas, nous avons besoin de mémoriserles variables pour lesquelles 
ette valeur doit se répéter en in
rémentant le 
ompteur 
orres-pondant. Un point de dé
rémentation pour X dans sv est dé�ni de manière symétrique. Ils'agit d'une 
lasse d'équivalen
e de la forme [〈x, l〉]sv telle que� ♦sv (〈x, l〉) ∪ [〈x, l〉]sv = X et� 〈x, l〉 n'est 
onne
té à au
un autre noeud de sv par une arête vers l'arrière, 
'est-à-dire qu'il n'existe au
une arête entre 〈x, l〉 et un autre noeud de la forme 〈y, j〉 tel que
j ∈ {0, . . . l − 1}.Intuitivement, 
omme une telle 
lasse d'équivalen
e n'est 
onne
tée à au
un état passé, nouspouvons �xer arbitrairement une valeur pour les variables de 
ette 
lasse, 
e qui permet desatisfaire au moins partiellement une obligation laissée insatisfaite jusqu'à présent. Notonsque 
omme on a X = ♦sv(〈x, l〉) ∪ [〈x, l〉]sv , on est assuré de ne pas oublier des obligations.En e�et, les obligations de X qui ne sont pas satisfaites par la 
lasse d'équivalen
e [〈x, l〉]svdoivent être satisfaite plus tard 
ar la valeur a�e
tée à la 
lasse d'équivalen
e doit se répéterdans au moins un état futur de 
ha
une des variables de ♦sv (〈x, l〉). Notons que la dé�nitionn'autorise pas de point d'in
rémentation ou de dé
rémentation après la �n du modèle dans le
as �ni 
ar après la dernière position du modèle symbolique la 
lasse d'équivalen
e de 
haquesommet est vide. Nous notons u+

sv la valuation des 
ompteurs qui asso
ie à 
haque 
ompteur
X le nombre de points d'in
rémentation pour X dans sv . De même, u−sv est la valuation des
ompteurs qui asso
ie à 
haque 
ompteur X le nombre de points de dé
rémentation pour
X dans sv .Considérons un modèle symbolique ρ de la forme N → SV(φ) (ou {0, . . . , |ρ| − 1} →
SV′(φ)). Pour tout ensemble X ∈ P+({x1, . . . , xk}), un point d'in
rémentation pour Xdans ρ est une 
lasse d'équivalen
e de la forme [〈x, i〉]ρ telle que [〈x, 0〉]ρ(i) est un pointd'in
rémentation pour X dans la valuation symbolique ρ(i). Un point de dé
rémentationpour X dans ρ est une 
lasse d'équivalen
e de la forme [〈x, i〉]ρ telle que [〈x, l〉]ρ(i−l) est unpoint de dé
rémentation pour X dans la valuation symbolique ρ(i− l).Une séquen
e 
anonique de valuations symboliques γρ par rapport au modèle symbo-lique ρ, ou séquen
e de 
omptage, 
ompte les di�érentes obligations laissées insatisfaitesà 
haque position. Soit 
+ la variante de l'opération d'addition sur les entiers dé�nie par
n 
+m = max(0, n +m). La séquen
e de 
omptage γρ est dé�nie par indu
tion de la façonsuivante. Pour tout X ∈ P+(V ) on a� γρ(0)(X) = 0 et� pour tout 0 ≤ i ≤ |ρ| − 1,

γρ(i+ 1)(X) = γρ(i)(X) 
+ (u+
ρ(i)(X) − u−ρ(i+1)(X)).6.4.2 Condition sur les modèles symboliques satisfaisablesNous 
ara
térisons les modèles symboliques satisfaisables en utilisant les séquen
es de
omptage. 149



Lemme 40(I) Un modèle symbolique �ni ρ est satisfaisable ssi la valeur �nale de tous les 
ompteursde la séquen
e de 
omptage γρ vaut 0.(II) Un modèle symbolique in�ni ρ est satisfaisable ssi les 
onditions suivantes sont véri�ées.(C1) Il n'existe pas de 
hemin in�ni en avant dans Gρ et de 
ompteur X tels que 
haquenoeud du 
hemin a pour future obligation X et il existe une variable y ∈ X tellequ'au
un noeud de la forme 〈y, i〉 n'est 
onne
té à 
e 
hemin par une arête en avant.(C2) La séquen
e γρ est telle que 
haque 
ompteur X satisfait l'une des 
onditions sui-vantes :(a) il existe une position après laquelle la valeur du 
ompteur X vaut toujours 0 et iln'existe plus de point d'in
rémentation pour X,(b) il existe une in�nité de points de dé
rémentation pour X qui sont 
onne
tés parun 
hemin en avant à un noeud 〈x, i〉 tel que ♦ρ(〈x, i〉) ⊂ X dans Gρ,(
) pour 
haque x ∈ X il existe une in�nité de points de dé
rémentation pour X quisont 
onne
tés par un 
hemin en avant à un noeud de la forme 〈x, i〉 dans Gρ.Preuve : Soit ρ un modèle symbolique satisfaisant les 
onditions de l'énon
é et γρ laséquen
e de 
omptage 
orrespondante. Nous dé�nissons 
i-dessous un algorithme pour
onstruire un modèle σ satisfaisant ρ.Pour 
haque 
ompteur X ∈ P+({x1, . . . , xk}), nous introduisons une �le FIFO RepeatXdont les éléments sont des paires de N ×X 
ontenant une valeur à répéter et la pro
hainevariable de X qui doit prendre 
ette valeur. Le deuxième élément est utilisé dans le 
as où le
ompteur est dé
rémenté in�niment souvent a�n de s'assurer que toutes les variables de Xprennent la valeur à répéter dans le futur. Pour les mêmes raisons, nous �xons arbitrairementun ordre sur les variables tel que x1 < x2 < . . . < xk qui est utilisé 
omme ordre de répétitionpour les valeurs. Nous introduisons aussi pour 
haque variable x ∈ {x1, . . . , xk} un ensemble
Forbidx qui 
ontient toutes les valeurs que la variable x ne peut plus prendre. Chaque �le
RepeatX est initialisée par la �le vide et 
haque ensemble Forbidx par l'ensemble vide.La 
onstru
tion de σ est équivalente à la 
onstru
tion d'un étiquetage pour la représenta-tion graphique de ρ qui respe
te les 
ontraintes d'égalité et les obligations. Nous dé�nissonsun étiquetage qui asso
ie à 
haque sommet une valeur dans N × ({x1, . . . , xk} ∪ {∅}), lese
ond argument servant à garder une tra
e de 
ertaines obligations laissées insatisfaites.Nous pro
édons par indu
tion sur le niveau des sommets.(I0) Pour la représentation de la première valuation symbolique, il existe une valuationqui respe
te les relations d'égalité puisqu'une valuation symbolique est 
ohérente. Nousa�e
tons les valeurs de 
ette valuation au premier élément de l'étiquette de 
haquesommets. Le se
ond élément de 
ha
une des étiquettes de 
es sommets est ∅.(Ind) Supposons maintenant que le graphe est étiqueté jusqu'à la position i+ l, 
'est-à-dire jusqu'à la représentation de la valuation symbolique ρ(i). L'étiquetage au niveausuivant est dé�ni de la façon suivante.Nous traitons d'abord les points d'in
rémentation qui 
orrespondent à une obligation150



qui n'est pas satisfaite et ne se propage pas dans la valuation symbolique 
ourante. Ilfaut don
 mémoriser 
ette obligation.(Ind1) Supposons que l'étiquette de 〈x, i〉 est 〈a, b〉 et que [〈x, 0〉]ρ(i) est un pointd'in
rémentation. Nous ajoutons à la �n de la queue Repeat♦ρ(i)(〈x,0〉)
la paire 〈a′, b′〉telle que� a = a′,� si b 6= ∅ alors b′ = bsinon b′ est la variable la plus petite dans ♦ρ(i)(〈x, 0〉) (par rapport à l'ordre �xé).Puis nous ajoutons la valeur a à 
haque ensemble Forbidy tel que y 6∈ ♦ρ(i)(〈x, 0〉). Ene�et, nous ne pouvons plus à partir de 
e moment a�e
ter la valeur a à une variable yqui n'est pas dans ♦ρ(i)(〈x, 0〉) puisque 
ette absen
e 
orrespond à une 
ontrainte dela forme ¬(x = ♦y) (d'après la 
ondition (F1) des valuations symboliques).(Ind2) Une fois 
es opérations e�e
tuées, nous dé�nissons la valeur des étiquettes asso-
iées aux sommets du pro
hain niveau, 
'est-à-dire les sommets de la forme 〈x, i+l+1〉.Plusieurs 
as se présentent :(Ind2.1) Supposons que le sommet 〈x, i+ l+1〉 soit 
onne
té par une relation d'égalitéà un autre sommet 〈y, j〉 tel que i < j < i+ l + 1 et soit 〈a, b〉 l'étiquette de 〈y, j〉.Le sommet 〈x, i+ l + 1〉 est étiqueté par 〈a′, b′〉 tel que� a = a′,� si ♦(〈y, j〉) = ♦(〈x, i+ l + 1〉) alors b = b′sinon b = ∅.(Ind2.2a) Si 〈x, i + l + 1〉 n'est 
onne
té à au
un autre sommet de niveau inférieuralors [〈x, l〉]ρ(i+1) est un point de dé
rémentation pour un 
ompteur X.Si la �le RepeatX est vide alors nous a�e
tons l'étiquette 〈a, ∅〉 à tous les sommetsde [〈x, l〉]ρ(i+1) telle que a est une valeur qui n'est ni interdite, ni déjà utilisée a�nd'éviter des égalités non souhaitées par la suite. Formellement, 
e
i nous donne

a 6∈
⋃

y∈[〈x,l〉]ρ(i+1)

Forbidy ∪
⋃

X∈P+({x1,...,xk})

RepeatXet a véri�e les 
ontraintes imposées par les ar
s.(Ind2.2b) Si la �le RepeatX n'est pas vide, alors nous avons en
ore plusieurs 
as. Sinous 
onsidérons une séquen
e �nie, ou que le 
ompteur X satisfait la 
ondition(C2a), ou en
ore si l'on peut atteindre par un 
hemin en avant un sommet de laforme 〈y, j〉 à partir de 〈x, i+ l+ 1〉 tel que ♦(〈y, j〉) est stri
tement in
lus dans Xalors nous enlevons le premier élément 〈a, b〉 de la �le RepeatX et nous a�e
tons àtous les sommets de [〈x, l〉]ρ(i+1) l'étiquette 〈a, ∅〉.(Ind2.2
) Dans le 
as restant, nous enlevons le premier élément 〈a, b〉 de la �le RepeatXtel que b ∈ [〈x, l〉]ρ(i+1) et nous a�e
tons à tous les sommets de [〈x, l〉]ρ(i+1) l'éti-quette 〈a′, b′〉 telle que� a = a′ 151



� b′ est la plus petite variable supérieure à b qui n'est pas a

essible par un 
heminen avant à partir du sommet 〈x, i+ l+ 1〉, si une telle variable n'existe pas alors
b = ∅.S'il n'existe pas d'élément de RepeatX satisfaisant les bonnes 
onditions alors nouspro
édons 
omme dans le 
as (Ind 2.2.a) où la �le est vide.Nous démontrons maintenant que 
et étiquetage satisfait bien toutes les 
ontraintes in-duites par le graphe. Les 
ontraintes d'égalité représentées par des ar
s sont lo
ales et sontbien respe
tées d'après les règles (I0), (Ind2.1) et (Ind2.2.a). En e�et, pour toute positiondans le modèle symbolique les valeurs a�e
tées aux di�érentes 
lasses d'équivalen
es de lavaluation symbolique 
ourante sont distin
tes. Cette propriété est évidente pour la position

0. Si l'on suppose par indu
tion que pour toute position j < i 
haque 
lasse d'équivalen
ede la valuation symbolique 
ourante a une valeur distin
te alors une même valeur ne peutêtre ajoutée deux fois dans une �le (voir (Ind1)). Ce
i assure que l'ensemble des valeursprésentent dans les �les et la valuation symbolique 
ourante ne 
ontient pas de doublon.À la position i + 1, les valeurs des 
lasses d'équivalen
es sont a�e
tées de l'une des façonssuivantes :� par propagation au niveau suivant,� par suppression d'un élément d'une �le (
as des points de dé
rémentation),� par introdu
tion d'une nouvelle variable (Ind2.2.a).Ainsi à la position i+1 toutes les valeurs a�e
tées aux 
lasses d'équivalen
es sont distin
tespuisque les valeurs a�e
tées dans les deux premiers 
as sont distin
tes par hypothèse, demême que dans le dernier 
as par dé�nition de l'opération (Ind2.2.a).La mise à jour des ensembles Forbidx (voir (Ind1)) et le 
hoix des valeurs arbitraires(voir (Ind2.2.a)) impliquent que les 
ontraintes d'interdi
tion d'une valeur pour 
haquevariable sont respe
tées. En parti
ulier, si l'ensemble des obligations est vide alors 
elui-
iest satisfait. De plus 
ette remarque nous permet de pro
éder par indu
tion sur le nombrede variables dans lesquelles la valeur doit se répéter que nous appelons taille de l'obligation.Le 
as de base où X = ∅ est traité 
i-dessus.Considérons maintenant un ensemble d'obligations X et un sommet du graphe 〈x, i〉 telque ♦(〈x, i〉) = X et nous supposons que pour tout sommet dont l'ensemble des obligationsest stri
tement in
lus dans X, 
es obligations sont satisfaites (H1).(I) Considérons d'abord le 
as �ni. Si on n'atteint pas de point d'in
rémentation par un
hemin en avant à partir de 〈x, i〉 alors on atteint un sommet dont l'ensemble des obligationsest stri
tement in
lus dans ♦(〈x, i〉). En e�et, les 
onditions sur les valuations symboliquesdans le 
as �ni assure que les obligations sont satisfaites avant la �n du modèle, 
e quiimplique que lorsque l'on suit un 
hemin 
ontinu jusqu'à la dernière position du modèlel'ensemble des obligations asso
iées à 
e 
hemin diminue avant la �n. Dans 
e 
as, l'hypothèse(H1) permet de 
on
lure.Si on atteint un point d'in
rémentation sans atteindre de sommet dont l'ensemble desobligations est stri
tement in
lus dans ♦(〈x, i〉) alors la valeur val asso
iée à 〈x, i〉 est insérée152



dans RepeatX. Comme à la �n de la séquen
e de 
omptage tous les 
ompteurs valent 0, on aautant de point de dé
rémentation pour X que de point d'in
rémentation. De plus, d'aprèsla règle (Ind2.2b), pour 
haque point de dé
rémentation on retire un élément de RepeatX
e qui permet de prouver que toutes les �les sont vidées avant la �n de l'algorithme. Enparti
ulier, pour la valeur val qui nous intéresse deux 
as se présentent.� Soit le point de dé
rémentation utilisé pour retirer val de la �le est tel qu'on peut at-teindre un sommet dont l'ensemble des obligations est stri
tement in
lus dans ♦(〈x, i〉).Dans 
e 
as, nous pouvons 
on
lure.� Sinon, on atteint un nouveau point d'in
rémentation et val est réinsérée dans la �le.En e�et, nous rappelons qu'il est impossible d'atteindre la �n de la séquen
e sansqu'une obligation non-vide propagée le long du 
hemin ne diminue. Or, 
e
i ne peut seproduire qu'un nombre �ni de fois et don
 il existe dans le futur un point de dé
rémen-tation qui permet de retirer val de la �le et véri�e les 
onditions du point pré
édent.Don
 l'obligation X est bien satisfaite. Ce
i prouve que si ρ est �nie et que la valeur �nalede tous les 
ompteurs de la séquen
e de 
omptage γρ vaut 0 alors ρ est satisfaisable.Ré
iproquement, si ρ est satisfaisable alors la valeur de tous les 
ompteurs à la �n de laséquen
e de 
omptage est bien zéro. Sinon, le 
ompteur qui reste positif signale une obliga-tion laissée insatisfaite d'après la dé�nition d'un point d'in
rémentation.(II) Nous traitons maintenant le 
as in�ni. Nous supposons que (H1) est vraie et nousmontrons que l'obligation X de 〈x, i〉 est satisfaite par l'étiquetage. Plusieurs 
as se pré-sentent.� Supposons que le 
ompteur asso
ié à X satisfait la 
ontraintes C2(a).Avant tout, nous remarquons une propriété liée à la 
onstru
tion. Pour 
haque 
omp-teur X véri�ant C2(a), il existe un entier que nous notons iX tel que pour tout j ≥ iX ,
γρ(X)(j) = 0. De plus, 
omme 
haque point de dé
rémentation pour un 
ompteur vé-ri�ant (C2a) provoque la suppression d'un élément de la �le 
orrespondante lorsqu'ellen'est pas vide (Ind2.2b). En 
omparant 
ette règle ave
 la dé�nition d'une séquen
ede 
omptage, on s'aperçoit que pour tout i ∈ N, le nombre d'éléments dans RepeatXaprès i itérations de l'étiquetage est égal à αρ(X)(i). En parti
ulier, la �le RepeatXest vide après iX .Si i ≥ iX alors le 
ompteur n'est plus in
rémenté par la suite. Il existe don
 un 
heminvers l'avant à partir de 〈x, i〉 tel que1. soit 
e 
hemin passe par un sommet dont l'ensemble des obligations est stri
te-ment in
lus dans X,2. soit 
e 
hemin est in�ni.Un tel 
hemin existe sinon nous avons un point d'in
rémentation pour X. Dans lepremier 
as, l'hypothèse d'indu
tion nous permet de 
on
lure. Pour le deuxième 
as,la 
ondition (C1) assure que toutes les 
ontraintes de répétition imposées par X sontsatisfaites.Nous pro
édons par indu
tion pour les positions restantes. Nous venons de montrerque la propriété est véri�ée pour i0 ≥ iX . Nous montrons que si la propriété est véri�ée153



pour tout sommet 〈x, i〉 tel que ♦(〈x, i〉)ρ = X et (iX − j) ≤ i ≤ iX (H2) alors ellel'est aussi pour tout sommet 〈y, (iX − j − 1)〉 tel que ♦(〈y, (iX − j − 1)〉)ρ = X.S'il existe une arête entre 〈y, (iX − j− 1)〉 et un sommet 〈y′, j′〉 tel que j′ > iX − j− 1alors� soit l'ensemble d'obligations asso
ié à 〈y′, j′〉 est stri
tement in
lus dans X et nouspouvons utiliser l'hypothèse d'indu
tion (H1) pour 
on
lure,� soit l'ensemble d'obligations asso
ié à 〈y′, j′〉 est égal à X et nous pouvons utiliserl'hypothèse d'indu
tion (H2) pour 
on
lure.Sinon, [〈y, (iX − j − 1)〉]ρ est un point d'in
rémentation et il doit exister un pointde dé
rémentation [〈y′, j′〉]ρ tel que (iX − j − 1) < j′ ≤ iX 
ar la �le doit être videaprès iX . Nous pouvons alors 
on
lure de la même manière en utilisant l'hypothèsed'indu
tion (H1) ou (H2) en fon
tion des obligations asso
iées à 〈y′, j′〉.� Si le 
ompteur asso
ié à X ne véri�e pas la 
ondition (C2a) alors nous distinguonsen
ore plusieurs 
as.S'il existe un 
hemin in�ni vers l'avant à partir de 〈x, i〉 alors� soit 
e 
hemin passe par un sommet dont l'ensemble des obligations est stri
tementin
lus dans X et nous pouvons 
on
lure en utilisant (H1),� soit 
e 
hemin est in�ni et la 
ondition (C1) nous assure que l'obligation est satis-faite.Sinon, nous pouvons atteindre à partir d'un 
hemin �ni en avant un point d'in
rémen-tation de la forme [〈x′, i′〉] tel que i ≤ i′. Si l'ensemble des obligation asso
ié à 〈x′, i′〉est stri
tement in
lus dans X nous pouvons toujours 
on
lure en utilisant (H1). Au-trement, d'après la règle (Ind1) la valeur a�e
tée à 〈x, i〉 est insérée dans RepeatXau 
ours de l'algorithme. Nous montrons maintenant que toute valeur insérée dans la�le RepeatX satisfait les obligations 
orrespondant à X. Notons que dans 
e 
as uneobligation n'est pas satisfaite ssi un élément reste in�niment dans une �le.Le 
as pour lequel il existe une in�nité de points de dé
rémentation pour X à partirdesquels on peut atteindre un sommet dont l'ensemble des obligations est in
lus stri
-tement dans X est le plus fa
ile (C2b). En e�et, la règle (Ind2.2b) assure que tous leséléments peuvent être sortis de la �le et nous pouvons utiliser l'hypothèse d'indu
tion(H1) pour assurer que les obligations seront satisfaites.Sinon, à partir d'un 
ertain point les éléments de RepeatX sont sortis uniquement àl'aide de la règle (Ind2.2
). Notons, qu'au
un élément ne peut rester bloqué dans la�le grâ
e à la 
ondition (C3b) et le système de �le FIFO. Alors, le système de rotationdes variables de la deuxième 
omposante des étiquettes imposé par (Ind2.2
) assureque toutes les obligations de X sont satisfaites.Ré
iproquement, supposons que ρ est satisfaisable et ne satisfait pas (C1) ou (C2). Sila 
ondition (C1) n'est pas véri�ée alors il existe un 
hemin in�ni en avant dans Gρ donttous les sommets ont pour obligation X et une variable x ∈ X qui n'est jamais 
onne
téepar une arête avant à 
e 
hemin. Alors l'obligation de répéter la valeur asso
iée à 
e 
hemin154



dans un état futur de x ne peut être satisfaite 
ar la valeur de x dans tous les états futursest di�érente des sommets du 
hemin (sinon on aurait une arête). Ce
i 
ontredit le fait que
ρ soit satisfaisable.Si ρ véri�e (C1) et pas (C2) alors il existe un 
ompteur X qui ne véri�e au
une des
onditions (C2a), (C2b) et (C2
). Puisque X ne véri�e pas C2(a), il existe une in�nité depoints d'in
rémentation pour X, 
'est-à-dire que le 
ompteur est in�niment souvent positif.S'il n'existe qu'un nombre �ni de points de dé
rémentation pour X alors il est évident que
ertaines obligations ne sont pas satisfaites 
e qui nous 
onduit à une 
ontradi
tion.Nous supposons alors qu'il existe un nombre in�ni de points d'in
rémentation et de dé-
rémentation pour X. Puisque X ne satisfait pas (C2b), il n'existe qu'un nombre �ni depoints de dé
rémentation reliés par un 
hemin en avant à une sommet dont les obligationssont stri
tement in
luses dans X. Après le dernier points de dé
rémentation véri�ant 
ettepropriété, les autres points de dé
rémentation pour X ont pour obligation X et tous les som-mets a

essibles par des 
hemins en avant ont le même ensemble d'obligations. Or, 
omme
X ne véri�e pas (C2
) il existe une variable y ∈ X qui n'est reliée par un 
hemin en avantà 
es points de dé
rémentation qu'un nombre �ni de fois. Comme il existe une in�nité depoints d'in
rémentation et de dé
rémentation qui propagent l'obligation X, il existe un po-sition après laquelle l'obligation de répétition pour la variable y ne peut plus être satisfaite.Et nous obtenons à nouveau une 
ontradi
tion. �Nous allons maintenant montrer que 
ette 
ondition peut être re
onnue par un automateà 
ompteur parti
ulier dont le test du vide est dé
idable.6.5 Pro
édure de dé
ision6.5.1 Automates à 
ompteurs ave
 test à zéro dé�nitifNous introduisons maintenant une 
lasse d'automates à 
ompteurs ave
 une disjon
tionde 
ondition de Bü
hi généralisée qui a pour parti
ularité que dans toute exé
ution au plusun test à zéro est e�e
tué. Cette 
lasse d'automate nous permet de véri�er la 
ondition desatisfaisabilité d'un modèle symbolique in�ni du Lemme 40.Un automate à 
ompteurs ave
 test à zéro dé�nitif A est une stru
ture 〈Q, I,F ,Σ, C,→〉telle que :� Q est un ensemble �ni d'états,� Σ est un alphabet �ni,� C est un ensemble �ni de 
ompteurs,� I ⊆ Q est l'ensemble des états initiaux,� l'ensemble des états �naux est donné sous la forme F = {F0, F1, . . . , Fn} où n ≥ 0 etpour 
haque i = {1, . . . , n} l'ensemble Fi est un sous-ensemble de P(Q),� la relation de transition −→ est un sous-ensemble �ni de Q× P(C)× ZC × Σ×Q.155



Les transitions sont notées q Ctaz ,up,a
−−−−−→ q′ où la 
omposante Ctaz ⊆ C est interprétée 
ommeun test à zéro sur tous les 
ompteurs appartenant à l'ensemble Ctaz . Une 
on�guration

〈q, v〉 est un élément de Q×NC 
omposé d'un état et d'une valuation des 
ompteurs. Nousdé�nissons la sémantique sur un pas de la façon suivante : 〈q, v〉 → 〈q′, v′〉 ssi il existe unetransition q Y,up,a−−−→ q′ dans l'automate A telle que pour tout 
ompteur X ∈ C on a v(X) = 0si X ∈ Y et v′(X) = v(X)+ up(X). Une exé
ution est une séquen
e de 
on�gurations régiepar la relation de transition de A. Une exé
ution in�nie est a

eptée ssi il existe un ensemble
Fi ∈ F tel que 
haque ensemble d'états de Fi est visité in�niment souvent. L'ensemble desséquen
es de Σω qui étiquettent les transitions su

essives des exé
utions a

eptées formele langage re
onnu par A.La graphe des 
on�gurations d'un automate à 
ompteurs ave
 test à zéro dé�nitif Adoit véri�er 
ertaines 
onditions supplémentaires. Il existe une partition {Q0, . . . , Qn} del'ensemble des états Q et des ensembles 
orrespondants de 
ompteurs C0, C1, . . . , Cn tels que� C0 = ∅,� I ⊆ Q0,� pour tout i ∈ {1, . . . , n} une transition d'un état de Q0 vers un état de Qi ne peutêtre fran
hie que si les 
ompteurs de Ci sont égaux zéro,� toute transition d'un état de Qi 6= Q0 va vers un autre état de Qi,� toute transition vers un état de Qi ne modi�e pas la valeur des 
ompteurs de Ci.Une 
onséquen
e des 
es propriétés est que lorsqu'une exé
ution entre dans une 
on�gura-tion dont l'état de 
ontr�le appartient à Qi 6= Q0, les 
ompteurs de Ci sont à zéro et le restepar la suite. En�n, pour tout i ∈ {0, . . . , n}, on a Fi ⊆ P(Qi). Formellement, 
es 
onditionsse résument par :1. Q = Q0 ⊎ · · · ⊎Qn et I ⊆ Q0,2. F = {F0, F1, . . . , Fn} où 
haque Fi ⊆ P(Qi),3. il existe n + 1 ensembles de 
ompteurs C0, . . . , Cn ⊆ C tels que C0 = ∅ et la relationde transition →⊆ Q× P(C)× ZC × Σ×Q véri�e les 
onditions 
i-dessous :pour tout i, i′ ∈ {0, . . . , n}, q ∈ Qi et q′ ∈ Qi′ , les transitions de q vers q′ sont de laforme q Y,up,a−−−→ q′ où(a) si i 6= i′ alors i = 0 et Y = Ci′ ,(b) si i = i′ alors Y = ∅,(
) pour tout X ∈ Ci′ , up(X) = 0.Étant donnée une formule φ 
onstruite sur un ensemble de variables V , l'automate à 
omp-teurs que nous 
onstruisons à la �n de 
ette se
tion est tel que C = P+(V ) et n = 2|V | − 1,
e qui 
orrespond aux 
ompteurs des di�érentes obligations.Le résultat 
i-dessous établit la dé
idabilité du problème du vide pour les automates à
ompteurs ave
 test à zéro dé�nitif grâ
e un résultat de [Jan90℄ sur les réseaux de Petri.Lemme 41 Le problème du vide pour les automates à 
ompteurs ave
 test à zéro dé�nitifest dé
idable. 156



Preuve : Nous dé�nissons une rédu
tion de 
e problème au problème Ptemp qui 
onsiste àvéri�er des propriétés d'équité sur les réseaux de Petri. Ce problème est dé
idable d'après [Jan90℄.Nous rappelons d'abord le fragment de 
e problème qui nous intéresse. Un réseau dePetri N = 〈S, T,W,M0〉 est une stru
ture telle que� S est un ensemble �ni de pla
es,� T est un ensemble �ni de transitions,� W : (S × T ) ∪ (T × S)→ N est une fon
tion de poids,� M0 est un marquage initial des pla
es.Nous supposons que le le
teur est familier ave
 la sémantique de 
e modèle (pour plusd'informations, voir par exemple [Pet81℄). En quelques mots, W (s, t) dé�nit le nombre dejetons né
essaires pour a
tiver la transition t. Lorsqu'il existe une transition t telle que pourtout s ∈ S le nombre de jetons dans la pla
e s est supérieur à W (s, t) 
ette transition peutêtre fran
hie. Alors, pour toute pla
e s ∈ S un nombre W (s, t) de jetons est 
onsommé dansla pla
e s puis W (t, s) jetons sont produits 
ette même pla
e.Nous 
onsidérons le fragment du langage L(Q′,GF) de [Jan90℄ dont les formules sontdé�nies par la grammaire suivante :
φ ::= s = i | φ ∨ φ | φ ∧ φ | GFφ,où s ∈ S et i ∈ N. La formule atomique s = i exprime que le nombre de jetons dans lapla
e s est i. Les opérateurs G et F ont leur signi�
ation habituelle et don
 la formule GFφsigni�e que φ est véri�ée in�niment souvent. Dans sa dé�nition générale, le problème Ptempprend 
omme entrée une formule φ de L(Q′,GF) et un marquage initial M0 pour un réseaude Petri N et véri�e qu'il existe une exé
ution in�nie qui satisfait φ.Considérons un automate à 
ompteurs ave
 test à zéro dé�nitif A = 〈Q, I,F ,Σ, C,→〉tel que {Q0, . . . , Qn} est la partition de Q qui 
orrespond aux di�érents tests à zéros. Nous
onstruisons à partir de 
et automate un réseau de Petri NA qui simule le 
omportement de

A sans les tests à zéro. Cette tradu
tion d'un automate à 
ompteurs sans test à zéro versun réseau de Petri est standard [Reu90℄.1. Pour 
haque état de 
ontr�le q de A nous introduisons une pla
e sq dans NA et pour
haque 
ompteur c nous introduisons une pla
e sc.2. Pour 
haque transition de la forme q Y,up,a−−−→ q′ appartenant à l'automate A, nous dé�-nissons une transition dans NA qui� 
onsomme un jeton de la pla
e sq,� produit un jeton dans la pla
e sq′ et,� pour tout c ∈ C, produit ou 
onsomme up(c) jetons dans la pla
e sc selon si up(c)est respe
tivement positif ou négatif.Les tests à zéro de l'automate de départ sont pris en 
ompte dans la formule de L(Q′,GF)dé�nie plus bas. Un marquage initial pour NA 
ontient un unique jeton dans une pla
e de la157



forme sq0 telle que q0 ∈ I est un état initial de A. Il n'y a au
un autre jeton dans les autrespla
es, en parti
ulier 
elles de la forme sc, 
e qui signi�e que la valeur initiale des 
ompteursest 0. Notons qu'à partir de 
e marquage initial, tous les marquages obtenus sont tels qu'uneunique pla
e de la forme sq telle que q ∈ Q a un jeton (voir la relation de transition). Don
à tout moment de l'exé
ution, un seul état de 
ontr�le de l'automate à 
ompteur de départest a
tif.Nous a�rmons que tester si l'automate A admet une exé
ution a

eptante est équivalentà véri�er si la formule suivante est vraie dans NA.
φ ≡

∨

0≤i≤n

(
GF(

∧

c∈Ci

sc = 0) ∧ (
∧

Y ∈Fi

GF(
∨

q∈Y

sq = 1)
)Par 
onstru
tion, nous avons une 
orrespondan
e entre la relation de transition de A et 
ellede NA. Don
 s'il existe un i ∈ {0, . . . , n} tel que pour tout Y ∈ Fi on a in�niment souvent

(
∨

q∈Y sq = 1) alors la 
ondition d'a

eptation est véri�ée dans A.Pour montrer qu'une exé
ution deNA qui véri�e φ 
orrespond à une exé
ution a

eptantede A, il nous reste à montrer que lorsque l'on fran
hit une transition qui 
orrespond à unpassage vers un état de Qi alors les 
ompteurs de Ci valent bien 0. Si la formule φ est véri�éealors il existe un i ∈ {0, . . . , n} tel qu'on reste bloquer dans la 
omposante 
orrespondantaux états de Qi à 
ause de la 
ondition d'a

eptation. En e�et, 
omme NA est obtenu partradu
tion d'un automate à 
ompteurs ave
 tests à zéro dé�nitif, si on obtient un marquagetel que sq = 1 pour un état q ∈ Qi tel que Qi 6= Q0 alors pour tout marquage obtenu parla suite il existe q′ ∈ Qi tel que sq′ = 1 puisque toutes les transitions sortant d'un état de
Qi vont vers un autre état de Qi. De plus, pour tout marquage obtenu tel que sq = 1 pourun état q ∈ Qi le nombre de jetons dans les pla
es sc telles que c ∈ Ci ne 
hange pas parrapport au marquage pré
édent 
ar la transition 
orrespondante dans A ne modi�e pas lavaleur des 
ompteurs de c. Don
 si on obtient un marquage tel que sq = 1 pour un état
q ∈ Qi tel que Qi 6= Q0 alors le nombre de jetons les pla
es sc telles que c ∈ Ci n'est plusjamais modi�é. Ainsi, tout marquage obtenu où il existe un état q ∈ Qi tel que sq = 1 et
Qi 6= Q0 doit véri�er sc = 0 pour tout c ∈ Ci, sinon GF(

∧

c∈Ci
sc = 0) ne peut pas êtresatisfait 
ar le nombre de jetons dans les pla
es de la forme sc telle que c ∈ Ci ne 
hangeplus par la suite. Si Qi = Q0, alors on n'a pas besoin de test à zéro. Le test à zéro est don
bien simulé pour toute exé
ution de NA qui satisfait φ et nous pouvons 
on
lure que si NAsatisfait φ alors A a une exé
ution a

eptante.La ré
iproque est fa
ile à montrer 
ar il est évident qu'une exé
ution a

eptante pour

A est telle qu'il existe i ∈ {0, . . . , n} tel que pour tout c ∈ Ci la valeur de c vaut zéroin�niment souvent (c est toujours égal à zéro après le test) et 
haque ensemble de Fi estvisité in�niment souvent (
ondition d'a

eptation). L'exé
ution dans NA 
orrespondant àune telle exé
ution a

eptante de A véri�e φ. �6.5.2 Automate pour les séquen
es de 
omptage satisfaisablesNous pouvons maintenant 
onstruire l'automate Asat évoqué dans la Se
tion 6.3.2 quire
onnaît l'ensemble des modèles symboliques satisfaisables 
onstruits par rapport à φ.Nous 
ommençons par dé
rire la 
onstru
tion 
orrespondant au 
as in�ni. L'automate à158




ompteurs simple Asat est dé�ni 
omme l'interse
tion des automates A1 et A2 qui véri�entrespe
tivement les 
onditions (C1) et (C2) du Lemme 40 (nous rappelons 
es 
onditionsplus bas). Comme la 
ohéren
e du modèle symbolique est véri�ée par l'automate Apap dansla 
onstru
tion de Aφ, nous pouvons supposer que les séquen
es de valuations symboliquesque nous 
onsidérons sont des modèles symboliques valides dans la 
onstru
tion de 
es au-tomates.Le langage re
onnu par A1 est l'ensemble des modèles symboliques ρ : N→ SV(φ) danslesquels il n'existe pas de 
hemin in�ni en avant dans Gρ et de 
ompteur X dans la séquen
ede 
omptage asso
iée à ρ tels que 
haque noeud du 
hemin a pour future obligation X etil existe une variable y ∈ X telle qu'au
un noeud de la forme 〈y, i〉 n'est 
onne
té à 
e
hemin par une arête en avant. Nous dé�nissons en fait l'automate de Bü
hi A1 à partird'un automate Ã1 qui re
onnaît le 
omplément du langage a

epté par A1. L'automate Ã1a

epte don
 les séquen
es de valuations symboliques pour lesquelles il existe un 
heminin�ni en avant dans la représentation graphique tel que� tous les sommets du 
hemin ont la même obligation X,� il existe une variable x ∈ X telle qu'au
un sommet de la forme 〈x, i〉 n'est relié parune arête en avant au 
hemin.Nous posons Q = {q0} ⊎ (V × {0, . . . l}) 
omme étant l'ensemble des états de Ã1, I = {q0}et F = Q \ {q0}. La relation de transition de Ã1 est dé�nie par� q0
sv
−→ q0 pour tout sv ∈ SV(φ)Cette règle permet de passer les di�érentes valuations symboliques de la séquen
e enattendant la position à laquelle 
ommen
e le 
hemin.� q0
sv
−→ (〈x, i〉, y) pour tout sv ∈ SV(φ) tel que y ∈ ♦(〈x, i〉)svCette règle 
orrespond au 
hoix non-deterministe du début du 
hemin et de la variable

y qui n'est jamais reliée à 
e 
hemin.� (〈x, i〉, y)
sv
−→ (〈x, i − 1〉, y) pour tout i > 0 et sv ∈ SV(φ)Cette règle sert juste à attendre que le sommet 
ourant du 
hemin soit à la limite dela valuation symbolique 
ourante avant de passer au pro
hain sommet.� (〈x, 0〉, y)
sv
−→ (〈x′, i′〉, y) pour tout sv ∈ SV(φ) véri�ant les 
onditions suivantes :1. x = Xi

′+1x′ est une 
ontrainte de sv ,2. ♦(〈x, 0〉)sv = ♦(〈x′, i′ + 1〉)sv ,3. pour tout j ∈ {1, . . . , l} la 
ontrainte x = Xjy n'appartient pas à sv .La première 
ondition exprime que 〈x′, i′〉 est le pro
hain sommet du 
hemin et ladeuxième que l'ensemble des obligations sur le 
hemin reste le même. En�n, la der-nière 
ondition assure qu'au
un sommet 
orrespondant à la variable y n'est 
onne
téau 
hemin par une arête en avant.L'automate A1 est l'automate de Bü
hi obtenu en 
omplémentant l'automate 
i-dessus.Nous présentons maintenant l'automate A2 = 〈Q, I, F,Σ, C,→〉 tel que Σ = SV(φ),
C = P+({x1, . . . , xk}) et Q = SV(φ) ⊎

⋃

Z⊆C QAZ
où QAZ

est l'ensemble des états de159



l'automate AZ dé�ni plus bas et véri�ant les di�érentes 
onditions de (C2) énon
ées dansle Lemme 40 après que l'on ait e�e
tué un test à zéro sur les 
ompteurs appartenant à l'en-semble Z. L'ensemble des états initiaux est dé�ni par I = SV(φ) et la relation de transitionde A2 véri�e les règles suivantes.� sv
∅,up,sv
−−−→ sv ′pour tout sv , sv ′ ∈ SV(φ) et up véri�ant u+

sv (X) − u−sv ′(X) ≤ up(X) ≤ u+
sv (X) pourtout X ∈ C.� sv

Z,up,sv
−−−−→ q0,AZpour tout sv ∈ SV(φ), où q0,AZ

est l'état initial de l'automate AZ et up véri�ant
u+

sv (X) − u−sv ′(X) ≤ up(X) ≤ u+
sv (X) pour tout X ∈ C \ Z et up(X) = u+

sv (X) = 0pour tout X ∈ Z. Notons que la 
ondition impose qu'il n'existe au
un point d'in
ré-mentation pour un 
ompteur de Z dans sv .L'automate de Bü
hi AZ est dé�ni par :
AZ = A2a

Z ∩
⋂

X∈C\Z

(A2b
X ∪ A

2c
X ) où A2c

X =
⋃

x∈X

AX,x.tel que les di�érentes 
omposantes de 
et automate sont dé�nies de la façon suivante.� L'automate de Bü
hi A2a
Z véri�e la 
ondition (C2.a) pour les 
ompteurs de Z et don
re
onnaît l'ensemble des modèles symboliques dans lesquels il n'existe au
un pointd'in
rémentation pour un 
ompteur appartenant à Z. Ce
i assure que dans AZ les
ompteurs de Z ne sont plus jamais modi�és et restent à zéro (puisque les 
ompteursde 
et ensemble ont subi un test à zéro).Cet automate ne 
omporte qu'un seul état Q = {q0} tel que I = F = {q0} et uneexé
ution peut se poursuivre uniquement si on lit une valuation symbolique qui ne
omporte au
un point d'in
rémentation pour un 
ompteur de Z. Formellement 
e
inous donne la relation de transition suivante.

q0
sv
−→ q0 pour toute valuation symbolique sv ∈ SV(φ) telle que pour tout 
ompteur

X appartenant à Z, il n'existe pas de point d'in
rémentation pour X dans sv .� L'automate A2b
X véri�e la 
ondition (C2.b) pour un 
ompteur X 6∈ Z. Cet automatea

epte don
 les modèles symboliques pour lesquels il existe une in�nité de points d'in-
rémentation pour X à partir desquels on peut atteindre par un 
hemin vers l'avantun noeud de la forme 〈x, i〉 dont l'ensemble des obligations futures est stri
tementin
lus dans X. Pour 
e faire, A2b

X pro
ède de la façon suivante. L'automate 
hoisit defaçon non déterministe un sommet appartenant à point de dé
rémentation pour X.Il véri�e ensuite l'existen
e d'un 
hemin entre 
e sommet et un sommet dont les obli-gations sont stri
tement in
luse dans X. Lorsqu'un tel sommet est atteint, on entredans l'état �nal. Un mot est a

epté si 
et état �nal est atteint in�niment souvent.Formellement, 
e
i nous donne :� Q = {q0, qf} ⊎ (V × {0, . . . , l}) est l'ensemble des états de A2b
X ,� I = {q0} et F = {qf}, 160



� la relation de transition est dé�nie par� q0
sv
−→ q0 pour tout sv ∈ SV(φ),� q0
sv
−→ 〈x, l〉 pour toute valuation symbolique sv ∈ SV(φ) telle que [〈x, l〉]sv est unpoint de dé
rémentation pour X,� 〈x, i〉 sv
−→ 〈x, i − 1〉 pour tout i > 0 et sv ∈ SV(φ),� 〈x, 0〉 sv
−→ 〈y, i− 1〉 si ♦(〈x, 0〉)sv = X, i > 0 et x = Xiy est une 
ontrainte de sv .� 〈x, 0〉 sv
−→ qf si ♦(〈x, 0〉)sv est stri
tement in
lus dans X.� qf

sv
−→ q0 pour tout sv ∈ SV(φ).� L'automate A2c

X véri�e la 
ondition (C2.
) pour un 
ompteur X 6∈ Z. Sa 
onstru
tionest similaire au 
as pré
édent sauf que l'on ne passe dans l'état �nal qu'à 
haque foisque pour toute variable x de X on a deviné un point de dé
rémentation à partir duquelon peut atteindre un état de x.Il est fa
ile de véri�er que l'automate obtenu est un automate à 
ompteurs ave
 test à zérodé�nitif. En e�et la relation de transition de A2 assure que pour tout Z ⊆ C les 
ompteursde Z valent bien zéro avant d'entrer dans AZ puis la 
omposante A2a
Z de AZ assure que les
ompteurs de Z ne sont plus modi�és. De plus toutes les transitions de AZ restent dans AZ .Dans le 
as �ni, la 
onstru
tion de Asat est plus simple. Cette 
onstru
tion reprenddes éléments de la 
onstru
tion de A2. L'automate Asat pour le 
as �ni est un automate à
ompteur sans test à zéro 〈Q, I, F,Σ, C,→〉 tel que� Q = SV′(φ) est un ensemble �ni d'états, I = Q et F = Q� Σ = SV′(φ),� C = P+({x1, . . . , xk}) est un ensemble de 
ompteurs,� La relation de transition est dé�nie par

〈sv , i〉
∅,up,〈sv ,i〉
−−−−−→ 〈sv ′, i′〉pour tout 〈sv , i〉, 〈sv ′, i′〉 ∈ SV(φ) et up véri�ant u+

sv (X)−u−sv ′(X) ≤ up(X) ≤ u+
sv (X)pour tout X ∈ C.La 
ondition d'a

eptation pour 
et automate est un peu parti
ulière. Une exé
ution �nieest a

eptée ssi elle termine dans un état �nal ave
 tous les 
ompteurs égaux à zéro. Notonsque le problème du vide pour un tel automate se réduit à l'a

essibilité d'un marquage dansun réseau de Petri puisqu'un automate à 
ompteur sans test à zéro se traduit fa
ilement enréseau de Petri (voir par exemple la preuve du Lemme 41).Lemme 42 Un modèle symbolique ρ est satisfaisable ssi ρ appartient au langage re
onnupar Asat.Preuve : Considérons le 
as in�ni. Par 
onstru
tion, toutes les 
onditions du Lemme 40sont testées par Asat. Cependant, la séquen
e de 
omptage peut ne pas être 
anonique.161



En e�et, par dé�nition on peut fran
hir dans une exé
ution a

eptante π une transition
ρ(i)

∅,up,sv
−−−→ ρ(i) dans A2 telle qu'il existe X où γρ(i)(X) + up(X) > γρ(i)(X) 
+ (u+

ρ(i)(X) −

u−ρ(i+1)(X)).Cependant, la relation de transition deA2 autorise toutes les mises à jours entre u+
ρ(i)(X)−

u−ρ(i+1)(X) et u+
ρ(i)(X) entre deux états ρ(i) et ρ(i + 1) appartenant à SV(φ). Ce
i per-met de trouver une exé
ution a

eptante dans A2 suivant les mêmes états de 
ontr�le que

π telle que pour toute position i on a ρ(i)
∅,up,sv
−−−→ ρ(i + 1) ssi pour tout X ∈ C on a

γρ(i)(X)+up(X) = γρ(i)(X) 
+ (u+
ρ(i)(X)−u−ρ(i+1)(X)). Il su�t de prendre la transition quidé
rémente le plus possible les 
ompteurs à 
haque étape (sans être négatif). Par 
onstru
-tion, la valeur de 
haque 
ompteur est inférieure à 
elle de l'exé
ution originale. La positionaprès laquelle les 
ompteurs qui satisfont (C2a) valent toujours 0 peut don
 être antérieuremais 
ette 
ondition est toujours véri�ée. Les autres 
onditions ne sont pas in�uen
ées parla nouvelle valeur des 
ompteurs. Cette exé
ution témoigne don
 que ρ est satisfaisable.Ré
iproquement, un modèle symbolique satisfaisable véri�e les 
onditions du Lemme 40.Don
 il existe une exé
ution a

eptante dans A1 puisque la séquen
e véri�e (C1). Le 
as quipose problème est la 
ondition (C2.a) qui nous oblige à 
onsidérer la séquen
e de 
omptage.Or par dé�nition pour tout i ∈ N,

γρ(i+ 1)(X) = γρ(i)(X) 
+ (u+
ρ(i)(X)− u−ρ(i+1)(X)).
e qui signi�e que

γρ(i)(X) + (u+
ρ(i)(X) − u−ρ(i+1)(X)) ≤ γρ(i+ 1)(X) ≤ γρ(i)(X) + u+

ρ(i)(X).Par dé�nition de A2, il existe don
 toujours une transition qui permet de mettre à jourles 
ompteurs de la même manière que dans la séquen
e de 
omptage γ. Don
 s'il existeun ensemble de 
ompteurs Z qui restent à zéro après une 
ertaine position i dans γ, alorsil existe aussi une exé
ution de A2 où les 
ompteurs de Z restent aussi à zéro après laposition i. Par dé�nition de A2 on peut ensuite entrer dans la 
omposante AZ qui a

eptela séquen
e puisqu'elle véri�e la 
ondition (C2) (par hypothèse les 
ompteurs de Z ne sontplus modi�és après la position i).De la même manière que dans le 
as in�ni, nous pouvons 
onstruire dans le 
as �ni uneséquen
e de 
omptage 
anonique pour ρ à partir d'une exé
ution a

eptante dans Asat. La
ondition imposant que la valeur �nale de tous les 
ompteur vaut 0 est préservée puisquela valeur des 
ompteurs diminue. Ré
iproquement, toute séquen
e de 
omptage peut êtresimulée par l'automate Asat dans le 
as �ni. L'idée est la même que dans le 
as in�ni puisquela dé�nition de la relation de transition est similaire. D'après le Lemme 40 si ρ est satisfai-sable alors il existe une séquen
e de 
omptage dont la valeur �nale de tous les 
ompteursvaut 0. L'exé
ution qui 
orrespond à 
ette séquen
e de 
omptage dans l'automate Asat esta

eptante. �Nous pouvons maintenant prouver le résultat prin
ipal de 
e 
hapitre.Théorème 34 Le problème de la satisfaisabilité pour la logique CLTL♦(〈N,=〉) est dé
i-dable dans les 
as �ni et in�ni. 162



Preuve : Soit φ une formule de CLTL♦(〈N,=〉). Nous 
onstruisons l'automate à 
omp-teurs simple Aφ qui a

epte l'interse
tion des langages re
onnus par les automates Asymb,
Asat et Apap de la manière suivante.L'automate Asymb ∩ Apap est un automate de Bü
hi standard 
onstruit en faisant leproduit syn
hronisé des deux automates. Nous syn
hronisons ensuite 
et automate ave

Asat de la façon suivante : pour tout q, q′ ∈ Asymb ∩ Apap et qsat, q′sat ∈ Asat, on a
〈q, qsat〉

X,up,sv
−−−−→ 〈q′, q′sat〉 ssi q sv

−→ q′ est une transition de Asymb ∩ Apap et q X,up,sv
−−−−→ q′ unetransition de Apap. Puisque Asymb ∩ Apap n'a pas de 
ompteur, l'automate obtenu resteun automate à 
ompteurs ave
 test à zéro dé�nitif une fois les 
onditions d'a

eptation
ombinées. D'après le Lemme 41 tester que le langage qu'il re
onnaît est non-vide est unproblème dé
idable. On peut don
 en déduire que le problème de satisfaisabilité est dé
i-dable en utilisant le Théorème 33.La 
onstru
tion est la même dans le 
as �ni mais nous obtenons un automate à 
omp-teur �ni. Étant donné la 
ondition d'a

eptation de Asat dans le 
as �ni, le problème desatisfaisabilité se réduit à un problème d'a

essibilité dans les réseaux de Petri [Kos82℄ enutilisant la même méthode que dans le Lemme 41. La 
onstru
tion du réseau de Petri estidentique et l'on 
her
he à savoir si l'on peut atteindre un marquage où toutes les pla
esreprésentant un 
ompteur sont vides et il existe une pla
e représentant un état �nal ayantun jeton. Il est fa
ile de montrer que l'a

essibilité d'une telle 
on�guration est équivalenteà l'existen
e d'une exé
ution �nie pour Asat. �Les Théorèmes 33 et 34 peuvent être étendus à toute extension de LTL du moment queles opérateurs temporels sont dé�nissables dans MSO grâ
e à [Bü
62℄.Corollaire 12 Le problème de la satisfaisabilité pour la logique CLTL♦(〈N,=〉) étendueave
 des opérateurs dé�nissables dans MSO est dé
idable dans les 
as �ni et in�ni.6.5.3 Fragment dans PSPACENous étudions maintenant le fragment CLTL♦

1 (〈N,=〉) 
orrespondant à la restri
tion dela logique CLTL♦(〈N,=〉) ave
 une seule variable. Notons que les modèles de 
e fragmentsont des séquen
es d'entiers et le seul 
ompteur dont on a besoin est de la forme {x}où x est la variable utilisée dans la formule. Pour toute séquen
e de 
omptage γ, nousidenti�ons la valeur γ(i)({x}) de 
e 
ompteur à une position i ave
 γ(i). Étant donné unmodèle symbolique ρ sur l'alphabet SV(φ), la séquen
e de 
omptage γρ est telle que pourtout 0 ≤ i < |ρ| − 1, on a γρ(i + 1) = γρ(i) 
+ u+
i − u

−
i+1 où u+

i , u
−
i+1 ∈ {0, 1}. D'après leLemme 40, les 
onditions pour qu'un modèle symbolique 
onstruit sur une seule variablesoit satisfaisable se réduisent à l'existen
e d'une séquen
e de 
omptage telle que l'unique
ompteur reste toujours égal à zéro après une 
ertaine position ou bien est dé
rémentéin�niment souvent.Lemme 43 Un modèle symbolique ρ de la forme {0, . . . , |ρ| − 1} → SV(φ) ou N → SV(φ)tel que φ est une formule de CLTL♦

1 (〈N,=〉) est satisfaisable ssi(I) la dernière valeur de γρ vaut 0 dans le 
as �ni,163



(II) pour le 
as in�ni� soit il existe une position i0 telle que pour tout i > i0 on a γρ(i) = 0,� soit il existe un in�nité de point de dé
rémentation pour le 
ompteur.La véri�
ation de 
ette 
ondition est simpli�ée par le fait que le 
ompteur de toute séquen
ede 
omptage par rapport à un tel modèle symbolique est borné.Lemme 44 Pour tout modèle symbolique ρ 
onstruit par rapport à une formule du fragment
CLTL♦

1 (〈N,=〉), la séquen
e de 
omptage γρ véri�e γ(i) ≤ l pour tout 0 ≤ i < |ρ| − 1.Preuve : Soit φ une formule de CLTL♦
1 (〈N,=〉) et ρ un modèle symbolique in�ni de φ.Nous montrons que pour tout i ∈ N, le nombre de 
lasses d'équivalen
e distin
tes dans ρ(i),noté ♯(ρ(i)), est borné par l + 1− γρ(i). Nous pro
édons par indu
tion sur i.Pour i = 0, la valeur initiale de γρ vaut 0. Il nous faut don
 montrer que le nombre de
lasses d'équivalen
e dans ρ(0) est inférieur ou égal à l + 1. Notons que 
ette propriété esttoujours vraie pour n'importe quelle valuation symbolique 
ar le pire 
as qui puissent arriverest que tous les termes soient di�érents deux à deux, 
e qui donne l+1 
lasses d'équivalen
e(une par terme).Nous supposons maintenant que l'on a ♯(ρ(i)) ≤ l + 1 − γρ(i) et nous montrons que lapropriété est véri�ée pour i+ 1. Nous distinguons plusieurs 
as� Si γρ(i + 1) = γρ(i) + 1, alors nous avons obligatoirement u+

i = 1 et u−i = 0. Ce
iimplique que [〈x, 0〉]ρ(i) est un point d'in
rémentation et [〈x, l〉]ρ(i+1) n'est pas un pointde dé
rémentation. Par dé�nition des points d'in
rémentation et de dé
rémentation,
〈x, i〉 n'est égal à au
un sommet 〈x, j〉 pour i < j ≤ i+ l mais par 
ontre il existe unarête entre 〈x, i + l + 1〉 et un sommet 〈x, j〉 tel que i < j ≤ i + l. Par 
onséquent lenombre de 
lasses d'équivalen
e dans ρ(i+ 1) diminue de 1 par rapport à ρ(i), 
e quisigni�e que ♯(ρ(i)) = ♯(ρ(i+1))− 1. L'inégalité ♯(ρ(i+1)) ≤ l+1− γρ(i+1) est don
bien valable.� Si γρ(i + 1) = γρ(i) − 1 alors nous avons obligatoirement u+

i = 0 et u−i = 1. Ce
iimplique que [〈x, 0〉]ρ(i) n'est pas un point d'in
rémentation et [〈x, l〉]ρ(i+1) est unpoint de dé
rémentation. En suivant le même raisonnement que le 
as pré
édent,nous obtenons que le nombre de 
lasses d'équivalen
e augmente de 1 
ar 
e 
as estsymétrique. L'inégalité ♯(ρ(i + 1)) ≤ l + 1− γρ(i+ 1) est don
 aussi véri�ée.� Si γρ(i+ 1) = γρ(i) et u+
i = u−i = 1 alors [〈x, 0〉]ρ(i) est un point d'in
rémentation et

[〈x, l〉]ρ(i+1) est un point de dé
rémentation. Ce 
as peut se traiter de manière similaireaux pré
édents.� Le 
as restant né
essite un peu plus d'attention. En e�et, si γρ(i+1) = γρ(i) et u+
i = 0alors deux 
as peuvent se présenter :� soit [〈x, l〉]ρ(i+1) n'est pas un point de dé
rémentation,� soit [〈x, l〉]ρ(i+1) est un point de dé
rémentation mais on ne peut pas dé
rémenter
ar γρ(i) = 0.Bien entendu, [〈x, 0〉]ρ(i) lui n'est pas un point d'in
rémentation.164



Dans le premier 
as, nous pouvons utiliser le même développement que pour les 
aspré
édents pour montrer que ♯(ρ(i)) = ♯(ρ(i + 1)) et ainsi déduire que l'inégalité estvéri�é.Dans le deuxième 
as, nous avons γρ(i+1) = γρ(i) = 0. Nous pouvons alors utiliser laremarque faite au début de 
ette preuve pour montrer que ♯(ρ(i + 1)) est bien bornépar l + 1.Puisque le nombre de 
lasses d'équivalen
e dans 
haque valuation est positif, pour tout
i ∈ N nous avons don
 l + 1− γρ(i) > 0 
e qui est équivalent à l + 1 > γρ(i).La preuve dans le 
as �ni est essentiellement la même mais né
essite de 
onsidérer lesvaluations symboliques qui marquent la �n du modèle symbolique, 
e qui donne un peu plusde 
as di�érents. Ces valuations symboliques ne posent pas de problèmes 
ar les termes horsdu modèle n'introduisent pas de nouvelle 
lasse d'équivalen
e. �Ce
i permet de 
onstruire un automate A1

sat sans 
ompteur dans le 
as du fragment à unevariable CLTL♦
1 (〈N,=〉).Lemme 45 L'ensemble des modèles symboliques satisfaisables pour une formule du frag-ment CLTL♦

1 (〈N,=〉) est re
onnu par un automate de Bü
hi dans le 
as in�ni, et par unautomate �ni dans le 
as �ni.Preuve : D'après le Lemme 43, dans le 
as in�ni la séquen
e ρ est satisfaisable ssi ilexiste une position après laquelle la valeur du 
ompteur vaut toujours 0 ou bien il existe unein�nité de points de dé
rémentation pour le 
ompteur. Comme le 
ompteur est toujours
ompris entre 0 et l d'après le Lemme 44 nous pouvons 
onstruire l'automate de Bü
hi
A1

sat = 〈Q, I, F, δ〉 en 
odant la valeur du 
ompteur dans les états de l'automate.� L'ensemble des états Q est égal à SV(φ)×{0, . . . , l}×{dec,¬dec, zero}. La deuxième
omposante 
ode don
 la valeur du 
ompteur et la troisième est utilisée pour spé
i�erla 
ondition d'a

eptation.� L'ensemble des états initiaux est I = {〈sv , 0,¬dec〉 | sv ∈ SV(φ)}.� L'ensemble des états �naux est F = {〈sv , 0, zero〉 | sv ∈ SV(φ)} ∪ {〈sv , i, dec〉 | sv ∈
SV(φ) et i ∈ {0, . . . , l}}.� (T1) Pour tout sv , sv ′ ∈ SV(φ), i ∈ {0, . . . , l} et u ∈ {dec,¬dec} on a une transition
〈sv , i, u〉

sv
−→ 〈sv ′, i′, u′〉 ssi la paire 〈sv , sv ′〉 est 
ohérente sur un pas et� si u+

sv = 1 et u−sv ′ = 0, alors i′ = i+ 1 et u′ = ¬dec,� si u+
sv = 1 et u−sv ′ = 1, alors i′ = i et u′ = dec,� si u+
sv = 0 et u−sv ′ = 1, alorssoit i′ = i− 1 = 0 et u′ ∈ {dec, zero}ou i′ = i− 1 > 0 et u′ = dec,ou i′ = i = 0 et u′ ∈ {¬dec, zero},� si u+
sv = u−sv ′ = 0, alorssoit i′ = i = 0 et u′ ∈ {¬dec, zero},165



ou i′ = i > 0 et u′ = ¬dec.� (T2) Pour tout sv ∈ SV(φ), on a une transition 〈sv , 0, zero〉 sv
−→ 〈sv ′, 0, zero〉 ssi lapaire 〈sv , sv ′〉 est 
ohérente sur un pas et u+

sv = u−sv ′ .Par 
onstru
tion un modèle symbolique satisfaisable est a

epté par l'automate. Nousanalysons les di�érents 
as dé
rits dans le Lemme 43. S'il existe une position après laquellele 
ompteur reste égal à 0 alors d'après la relation de transition, il existe une exé
utionsur 
ette entrée où l'on entre dans un état de la forme 〈sv , 0, zero〉. D'après les règles de(T1) on a en e�et toujours la possibilité d'entrer dans un tel état lorsque la deuxième
omposante, qui 
orrespond à la valeur du 
ompteur, vaut 0. Comme le 
ompteur resteensuite à zéro, la règle de transition (T2) peut toujours être utilisée. Si le 
ompteur estdé
rémenté in�niment souvent mais qu'il est in�niment souvent positif alors il existe unexé
ution où l'on passe in�niment souvent par un états de la forme 〈sv , i, dec〉. En e�et, lesrègles de (T1) permettent que l'on passe par un tel état à 
haque fois que le 
ompteur estdé
rémenté.Ré
iproquement, par 
onstru
tion une séquen
e a

eptée est 
ohérente pas à pas et 
or-respond don
 à un modèle symbolique de φ. De plus une séquen
e est a

eptée si� soit l'exé
ution reste in�niment dans la sous-
omposante formée par les états de laforme 〈sv , 0, zero〉 (voir la règle (T2)), 
e qui signi�e que le 
ompteur reste toujoursà 0 après une 
ertaine position,� soit on visite in�niment souvent un état de la forme 〈sv , i, dec〉, 
e qui signi�e que le
ompteur est dé
rémenté in�niment souvent (voir la règle (T1)).Dans les deux 
as la séquen
e est satisfaisable d'après le Lemme 43.Pour le 
as �ni, nous voulons que l'exé
ution se termine ave
 le 
ompteur égal à zéro.La 
onstru
tion se simpli�e de la manière suivante :� Q = SV′(φ)× {0, . . . , l}.� I = {〈〈sv , i〉, 0〉 | 〈sv , i〉 ∈ SV′(φ)}.� F = {〈〈sv , 0〉, 0〉 | 〈sv , 0〉 ∈ SV′(φ)}.� Pour tout 〈sv , i〉, 〈sv ′, i′〉 ∈ SV′(φ) et j ∈ {0, . . . , l+1} on a une transition 〈〈sv , i〉, j〉 〈sv ,i〉−−→
〈〈sv ′, i′〉, j〉 ssi la paire 〈〈sv , i〉, 〈sv ′, i′〉〉 est 
ohérente sur un pas et j′ = max(0, j +
(u+

sv − u
−
sv ′)). Notons que d'après le Lemme 44 i′ ∈ {0, . . . , l}.La preuve de 
orre
tion de 
et automate est dire
te. Une exé
ution a

eptante de l'automate

A1
sat simule une séquen
e de 
omptage et la 
ondition d'a

eptation impose que le 
ompteurvaut 0. �La taille de l'automate A1

sat est exponentielle par rapport à |φ| mais 
et automate peutêtre 
onstruit en espa
e polynomial. De plus, tester si le langage re
onnu par le produitde 
et automate ave
 l'automate Apap ∩ Asymb de la Se
tion 6.3.2 peut se faire en espa
elogarithmique non-deterministe (par rapport à la taille de l'automate obtenu) puisqu'il166



s'agit d'un automate de Bü
hi (ou d'un automate �ni dans le 
as �ni). Ces éléments nouspermettent d'établir le résultat de 
omplexité suivant.Théorème 35 Le problème de la satisfaisablité pour CLTL♦
1 (〈N,=〉) est PSPACE-
ompletdans les 
as �ni et in�ni.Preuve : La 
onstru
tion de Aφ de la se
tion pré
édente peut être simpli�ée en utilisant

A1
sat au lieu de Asat. La propriété établissant que φ est satisfaisable ssi le langage re
onnupar Aφ est non-vide est préservée 
ar A1

sat re
onnaît l'ensemble des modèles symboliquessatisfaisables et les autres 
omposantes ne 
hangent pas. D'après les remarques au dessus, la
onstru
tion de l'automate de Bü
hi Aφ peut se faire en espa
e polynomial. En 
omposant,
ette 
onstru
tion ave
 le test du vide pour un automate de Bü
hi nous obtenons unepro
édure dans PSPACE.La borne supérieure est obtenue en utilisant la PSPACE-dureté du problème de la satis-faisabilité pour la logique CLTL1(〈N,=〉) qui est in
luse dans CLTL♦
1 (〈N,=〉). En e�et, leproblème de la satisfaisabilité pour CLTL(〈N,=〉) est PSPACE-dur 
ar on peut y réduirele problème de la satisfaisabilité pour LTL en 
odant les variables propositionnelles par des
ontraintes de la forme x = y. D'après le Corollaire 1 le fragment CLTL1(〈N,=〉) est aussiPSPACE-dur.La preuve pour le 
as �ni est similaire. �Une 
onséquen
e dire
te de 
e résultat est que le problème de la satisfaisablité dans les 
as�ni et in�ni de LTL↓1,1({X,X

−1,U,S}) est dans PSPACE lorsque l'on restreint l'utilisationde l'opérateur freeze aux sous-formules de la forme ↓r=x XF(r = x) et ↓r=x Xi(r = x) (où rest l'unique registre).6.5.4 Répétition de valeurs dans le passéNous montrons maintenant que nous pouvons étendre le langage logique pour exprimerdes 
ontraintes de répétition dans le passé tout en préservant la dé
idabilité. Nous 
onsi-dérons l'extension de CLTL♦(〈N,=〉) ave
 des 
ontraintes de la forme x = ♦−1y que nousnotons CLTL♦,♦−1
(〈N,=〉). La relation de satisfa
tion est étendue de la façon suivante.

σ, i |= x = ♦−1y ssi il existe 0 ≤ j < i tel que x = σ(j)(y).Notons que de la même manière que pour x 6= ♦y, la 
ontrainte x 6= ♦−1y peut être expriméedans le langage logique même si elle est omise dans la dé�nition
x 6= ♦−1y ⇔ (¬(x = X

−1y)∧X
−1⊤)∨

(
(x = X

−1y)∧X
−1((y = X

−1y)S((y 6= X
−1y)∧X

−1⊤))
)
.Pour traiter le problème de la satisfaisabilité de CLTL♦,♦−1

(〈N,=〉), nous devons étendrela représentation symbolique. Nous dé�nissons Ω′lk l'extension de Ωl
k ave
 les 
ontraintes dela forme Xi(x = ♦−1y) et leur négation pour i ∈ {0, . . . , l}. Une valuation symbolique esttoujours un ensemble maximalement 
ohérent de 
ontraintes de Ω′lk. En plus des 
onditions167
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zFigure 6.3: Représentation graphique d'une valuation symbolique ave
 obligations passées(F1) à (F5) dé�nie dans la Se
tion 6.3.1 pour la représentation symbolique des modèles de
CLTL♦(〈N,=〉), une valuation symbolique de CLTL♦,♦−1

(〈N,=〉) doit véri�er les 
onditionssupplémentaires suivantes exprimant la 
ohéren
e des répétitions passées :(FP) pour tout i, j ∈ {0, . . . , l} et x, y ∈ {x1, . . . xk}, si Xix = Xjy appartient à sv alors� si i = j, alors pour tout z ∈ {x1, . . . , xk} on a Xi(x = ♦−1z) ∈ sv ssi Xj(y =
♦−1z) ∈ sv ,� si i > j alors Xi(x = ♦−1y) ∈ sv , et pour tout z ∈ {x1, . . . , xk}, on a Xi(x = ♦−1z) ∈
sv ssi soit Xj(y = ♦−1z) ∈ sv ou bien il existe i > j′ ≥ j tel que Xix = Xj

′
z appar-tient à sv .Un modèle symbolique est toujours une séquen
e de valuations symboliques 
ohérente pasà pas, 
onsidérant notre nouvelle dé�nition de valuations symboliques. Ce
i signi�e qu'unepaire de valuations symboliques 〈sv , sv ′〉 est 
ohérente sur un pas ssi� pour tout i, j ∈ {1, . . . , l}, on a Xix = Xjy ∈ sv ssi Xi−1x = Xj−1y ∈ sv ′,� pour tout i ∈ {1, . . . , l}, on a Xi(x = ♦y) ∈ sv ssi Xi−1(x = ♦y) ∈ sv ′.� pour tout i ∈ {1, . . . , l}, on a Xi(x = ♦−1y) ∈ sv ssi Xi−1(x = ♦−1y) ∈ sv ′.Toutes 
es extensions s'appliquent naturellement au 
as �ni en 
onsidérant la dé�nition devaluation symbolique pour le 
as �ni.Nous étendons la représentation graphique des modèles à 
ette nouvelle abstra
tion. LaFigure 6.3 est un exemple de 
ette nouvelle représentation graphique. La di�éren
e ave
 laFigure 6.1 est la présen
e d'ar
s ouverts vers le passé représentant les répétitions dans lepassé ou obligations passées. Nous posons

♦−1
sv (Xix) = {y | Xi(x = ♦−1y) ∈ sv}.Comme nous devons maintenant aussi tenir 
ompte des obligations passées, les 
omp-teurs sont des paires de la forme 〈Xp,Xf 〉 appartenant à P+({x1, . . . , xk})×P

+({x1, . . . , xk})telle que Xp représente les obligations passées et Xf les obligations futures. Les valuationspour les 
ompteurs sont adaptées en 
onséquen
e. Pour pré
iser davantage, la valeur asso-
iée à 〈Xp,Xf 〉 représente le nombre de valeurs distin
tes qui sont apparues dans des étatspassés de 
ha
une des variables de Xp et doivent se répéter dans un ou plusieurs états futursde 
ha
une des variables de Xf . 168



Nous expliquons maintenant 
omment la séquen
e de 
omptage est étendue. Un pointd'in
rémentation pour un 
ompteur 〈Xp,Xf 〉 dans une valuation symbolique sv est une
lasse d'équivalen
e de la forme [〈x, 0〉]sv telle que� ♦sv (〈x, 0〉) = Xf ,� 〈x, 0〉 n'est 
onne
té à au
un autre noeud de sv par une arête vers l'avant� et [〈x, 0〉]sv ∪ ♦
−1
fr (x, 0) = Xp.Un point de dé
rémentation pour un 
ompteur 〈Xp,Xf 〉 dans une valuation symbolique svest une 
lasse d'équivalen
e de la forme [〈x, l〉]sv véri�ant� ♦sv (〈x, l〉) ∪ [〈x, l〉]sv = Xf ,� 〈x, l〉 n'est 
onne
té à au
un autre noeud de sv par une arête vers l'arrière,� et ♦−1

sv 〈x, l〉 = Xp.Ces nouvelles dé�nitions permettent d'enregistrer les répétitions des valeurs dans le passé.Les valeurs u+
sv et u−sv dénotent toujours respe
tivement le nombre de points d'in
rémenta-tion et de dé
rémentation de 
haque 
ompteur dans sv . Étant donné un modèle symbolique

ρ, la séquen
e de 
omptage γρ est maintenant dé�nie indu
tivement par� γ(0)(〈Xp,Xf 〉) = 0 et� pour tout i ∈ {0, . . . |ρ| − 1}, on a
γ(i+ 1)(〈Xp,Xf 〉) = γ(i)(〈Xp,Xf 〉) + (u+

ρ(i)(〈Xp,Xf 〉)− u
−
ρ(i+1)(〈Xp,Xf 〉)).Notons que la di�éren
e ave
 le 
as de CLTL♦(〈N,=〉) est le 
ara
tère obligatoire de ladé
rémentation. En e�et si un point de dé
rémentation porte pour information une répéti-tion passée, alors on doit absolument trouver une valeur qui 
orrespond parmi les valeursqui doivent se répéter. Dans 
ette dé�nition, le 
ompteur peut don
 devenir négatif maisde telles séquen
es de 
omptage seront é
artées par les 
onditions introduites par la suite.Intuitivement, si le 
ompteur devient négatif 
e
i signi�e qu'une 
ontrainte de répétitionpassée ne peut pas être satisfaite. Bien que nous ayons besoin de plus de 
ompteurs, l'intro-du
tion de 
ontraintes de répétitions passées n'introduit pas de réelles 
ompli
ations. Ce
ipeut être 
omparé à l'ajout d'opérateurs référant au passé dans LTL. En fait, le passé étant�ni les informations peuvent être a

umulées fa
ilement.Lemme 46 Un modèle symbolique ρ pour une formule de CLTL♦,♦−1

(〈N,=〉) est satis-faisabe ssi la séquen
e de 
omptage γρ est telle que pour tout i ∈ {0, . . . |ρ| − 1} on a
γ(i)(〈Xp,Xf 〉) ≥ 0 et les 
onditions suivantes sont satisfaites :(I) Si ρ est un modèle symbolique �ni alors la valeur �nale de tous les 
ompteurs de γρ vaut
0.(II) Si ρ est un modèle symbolique in�ni alors(C1) Il n'existe pas de 
hemin in�ni en avant dans Gρ et de 
ompteur 〈Xp,Xf 〉 tels que
haque noeud du 
hemin a pour future obligation 〈Xp,Xf 〉 et il existe une variable

y ∈ Xf telle qu'au
un noeud de la forme 〈y, i〉 n'est 
onne
té à 
e 
hemin par unearête en avant. 169



(C2) La séquen
e γρ est telle que 
haque 
ompteur 〈Xp,Xf 〉 satisfait l'une des 
onditionssuivantes :(a) il existe une position après laquelle la valeur du 
ompteur 〈Xp,Xf 〉 vaut toujours
0 et il n'existe plus de point d'in
rémentation pour 〈Xp,Xf 〉,(b) il existe une in�nité de points de dé
rémentation pour 〈Xp,Xf 〉 qui sont 
onne
téspar un 
hemin en avant à un noeud 〈x, i〉 tel que ♦ρ(〈x, i〉) ⊂ Xf dans Gρ,(
) pour 
haque x ∈ Xf il existe une in�nité de points de dé
rémentation pour
〈Xp,Xf 〉 qui sont 
onne
tés par un 
hemin en avant à un noeud de la forme 〈x, i〉dans Gρ.Preuve : La preuve de 
e résultat est très semblable à 
elle du Lemme 40. Nous insistonssurtout sur les 
hangements à opérer dans l'algorithme.Soit ρ un modèle symbolique satisfaisant les 
onditions de l'énon
é et γρ la séquen
e de
omptage 
orrespondante. Pour 
haque 
ompteur d'obligation 〈Xp,Xf 〉 ∈ P

+({x1, . . . , xk})×
P+({x1, . . . , xk}) nous introduisons une �le FIFO Repeat〈Xp,Xf 〉


ontenant des éléments del'ensemble N×Xf 
orrespondant à la valeur à répéter et la variable de Xf dont nous atten-dons qu'elle prenne 
ette valeur. Le se
ond argument est toujours utilisé pour les 
ompteursqui sont dé
rémentés in�niment souvent. Nous �xons dans 
e but un ordre sur les variablestel que x1 < x2 < . . . < xk. Nous utilisons aussi des ensembles Forbidx pour 
haque x ∈ Va�n de mémoriser les valeurs interdites pour la variable x. Ces éléments sont initialisésrespe
tivement ave
 la �le vide et l'ensemble vide. Nous modi�ons notre pro
édure d'éti-quetage de la représentation graphique de ρ. Le prin
ipal 
hangement est qu'un point dedé
rémentation ne peut plus être ignoré dans le sens où nous devons obligatoirement luia�e
ter une valeur en attente dans la �le 
orrespondante.(I0) Pour la première valuation symbolique, il existe une valuation des sommets quisatisfait les relations d'égalités 
ar l'ensemble de 
ontraintes est maximalement 
ohé-rent. Nous a�e
tons à 
haque sommet une étiquette 
omposée de la valeur qui lui estassignée par 
ette valuation et de l'ensemble vide.(Ind) Supposons maintenant que la séquen
e est étiquetée jusqu'à la valuation symbo-lique ρ(i). Nous dé�nissons l'étiquetage de ρ(i+ 1). Comme la séquen
e est 
ohérentepas à pas, nous devons juste dé�nir les étiquettes des sommets de niveau i+ l + 1.(Ind1) Nous nous o

upons d'abord des points d'in
rémentation de la forme [〈x, i〉].Soit 〈a, b〉 l'étiquette a�e
tée à 〈x, i〉. Nous insérons à la �n de la queue Repeat〈Xp,Xf 〉telle que Xp = ♦−1
ρ(i)(〈x, 0〉) ∪ [〈x, 0〉]ρ(i) et Xf = ♦ρ(i)(〈x, 0〉) la paire 〈a′, b′〉 véri�ant� a = a′,� si b 6= ∅ alors b′ = bsinon b′ est la variable la plus petite dans ♦ρ(i)(x, 0) (par rapport à l'ordre �xé).Ensuite, nous ajoutons la valeur a à tous les ensembles de la forme Forbidy tels que

y 6∈ ♦ρ(i)(x, 0).(Ind2) Nous dé�nissons ensuite la valeur des étiquettes asso
iées aux sommets de laforme 〈x, i+ l + 1〉 de la façon suivante :170



(Ind2.1) Si le sommet 〈x, i+ l+ 1〉 est 
onne
té par une relation d'égalité à un autresommet 〈y, j〉 tel que i < j < i + l + 1 alors soit 〈a, b〉 l'étiquette de 〈y, j〉. Nousa�e
tons à 〈x, i+ l + 1〉 la paire 〈a′, b′〉 telle que� a = a′,� si ♦(〈y, j〉) = ♦(〈x, i+ l + 1〉) alors b = b′sinon b = ∅.(Ind2.2) Si 〈x, i+ l+1〉 n'est 
onne
té à au
un autre sommet de niveau inférieur alorsplusieurs 
as se présentent.(Ind2.2a) Si ♦−1
ρ(i+1)(〈x, l〉) = ∅ alors nous a�e
tons l'étiquette 〈a, ∅〉 à tous lessommets de [〈x, l〉]ρ(i+1) telle que a véri�e les 
ontraintes imposées par les ar
s et

a 6∈
⋃

y∈[〈x,l〉]ρ(i+1)

Forbidy ∪
⋃

〈Xp,Xf 〉∈P+({x1,...,xk})2

Repeat〈Xp,Xf 〉
.Sinon [(x, l)]ρ(i+1) est un point de dé
rémentation pour un 
ompteur 〈Xp,Xf 〉. Noussupposons alors que Repeat〈Xp,Xf 〉

n'est pas vide. Nous montrons plus tard que si
'était le 
as, le 
ompteur 〈Xp,Xf 〉 serait négatif. Il reste alors les 
as suivants.(Ind2.2b) Si la séquen
e est �nie, ou si X est un 
ompteur qui satisfait la 
ondition(C2a), ou bien si l'on peut atteindre par un 
hemin en avant un sommet de la forme
〈y, j〉 à partir de 〈x, i + l + 1〉 tel que ♦(〈y, j〉) est stri
tement in
lus dans X alorsnous enlevons le premier élément 〈a, b〉 de la �le Repeat〈Xp,Xf 〉

et nous a�e
tonsaux sommets de la 
lasse d'équivalen
e [〈x, l〉]ρ(i+1) l'étiquette 〈a, ∅〉.(Ind2.2
) Sinon, nous enlevons le premier élément 〈a, b〉 de la �le Repeat〈Xp,Xf 〉
telque b ∈ [〈x, l〉]ρ(i+1) et nous a�e
tons à tous les sommets de [〈x, l〉]ρ(i+1) l'étiquette

〈a′, b′〉 telle que� a = a′� b′ est la plus petite variable supérieure à b qui n'est pas a

essible par un 
heminen avant à partir du sommet 〈x, i+ l + 1〉si une telle variable n'existe pas alors b = ∅.S'il n'existe pas d'élément de Repeat〈Xp,Xf 〉
satisfaisant les bonnes 
onditions alorsnous pro
édons 
omme dans le 
as (Ind2.2a).La prin
ipale di�éren
e ave
 l'algorithme du Lemme 40 est que dans tous les 
as où l'ontraite un point de dé
rémentation, un élément de la �le 
orrespondante est enlevé. Commepour 
haque point d'in
rémentation un élément est inséré et que dans la relation de 
omp-tage in
rémentations et dé
rémentations sont obligatoires, nous pouvons en 
on
lure quepour tout 0 ≤ i ≤ |ρ| et pour tout 
ompteur 〈Xp,Xf 〉, la taille de la �le Repeat〈Xp,Xf 〉

àl'étape i est égale à γ(〈Xp,Xf 〉)(i). C'est pourquoi nous pouvons supposer dans les point(Ind2.2.b) et (Ind2.2.
) que la �le et non-vide. En utilisant le même développement quedans la preuve du Lemme 40, nous pouvons montrer que 
et étiquetage satisfait toutes les
ontraintes du modèle symbolique à la fois dans les 
as �nis et in�nis.171



Ré
iproquement, nous pouvons aussi utiliser la même méthode pour le Lemme 40 a�n demontrer que tout modèle symbolique satisfaisable véri�e les 
onditions de l'énon
é. La seuledi�éren
e est qu'il nous faut montrer que la valeur des 
ompteurs n'est jamais négative. Siun 
ompteur 〈Xp,Xf 〉 devient négatif, 
'est qu'à 
e moment il existe plus de point de dé
ré-mentation que d'in
rémentation pour 
e 
ompteur dans la séquen
e, d'après la dé�nition dela relation de 
omptage. Ce qui signi�e que toutes les obligations 
orrespondant à 〈Xp,Xf 〉ont été satisfaites et qu'il n'existe pas de valeur qui est apparue dans les variables de Xp etdoit se répéter dans le futur dans des états des variables de Xf . La séquen
e n'est don
 passatisfaisable, 
e qui établit une 
ontradi
tion. �En 
onséquen
e, nous pouvons fa
ilement mettre à jour la 
onstru
tion deAφ par rapportaux nouveaux 
ompteurs et à la nouvelle dé�nition des séquen
es de 
omptage. L'automateobtenu est toujours un automate à 
ompteurs ave
 test à zéro dé�nitif dans le 
as in�ni etun automate à 
ompteur sans test à zéro dans le 
as �ni, 
e qui nous permet d'étendre lapreuve de dé
idabilité du Théorème 34.Théorème 36 Le problème de la satisfaisabilité pour CLTL♦,♦−1
(〈N,=〉) dans les 
as �niet in�ni est dé
idable.Comme 
orollaire, nous obtenons toujours la dé
idabilité du problème de la satisfaisabilitépour les extensions de CLTL♦,♦−1

(〈N,=〉) ave
 des opérateurs temporels dé�nissables dansMSO.Corollaire 13 Le problème de la satisfaisabilité pour la logique CLTL♦,♦−1
(〈N,=〉) étendueave
 des opérateurs dé�nissables dans MSO est dé
idable dans les 
as �ni et in�ni.Notons en�n que le Lemme 44 s'adapte aussi fa
ilement à l'extension CLTL♦,♦−1

1 (〈N,=〉)
e qui permet d'établir la 
omplexité pour le fragment à une variable.Théorème 37 Le problème de la satisfaisabilité pour CLTL♦,♦−1

1 (〈N,=〉) dans les 
as �niet in�ni est PSPACE-
omplet.
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Synthèse IINous avons démontré dans 
ette partie des résultats 
on
ernant une extension de lalogique CLTL(〈N,=〉) ave
 une forme restreinte de quanti�
ation du premier ordre per-mettant d'exprimer des 
ontraintes de répétition d'une valeur. Pour 
ette logique nommée
CLTL♦(〈N,=〉), nous avons montré un résultat de dé
idabilité en réduisant le problème dela satisfaisabilité d'une formule vers un problème sur les réseaux de Petri. Cette rédu
tionest plut�t surprenante puisqu'à priori la logique ne 
ontient que des 
ontraintes d'égalité etau
un mé
anisme de 
omptage 
ontrairement à CLTL(DL) (voir Chapitre 5). Ce résultatétablit une nouvelle relation entre les extensions de logiques temporelles sur des domaines
on
rets manipulant des entiers et les ma
hines à 
ompteurs.Comparé aux résultats 
on
ernant l'extension de LTL ave
 l'opérateur freeze, la logiqueque nous 
onsidérons ne 
ontient au
une restri
tion syntaxique sur le nombre de variables,la longueur temporelle et les opérateurs logiques. Le 
hoix qui a été fait i
i est de réduirel'utilisation de l'opérateur freeze tout en gardant l'expressivité du langage logique, a�nd'obtenir une preuve homogène de la dé
idabilité de la satisfaisabilité dans les 
as �ni etin�ni. Cependant, la 
omplexité de 
e problème reste à dé�nir puisque la 
omplexité pourles problèmes 
on
ernant les réseaux de Petri que nous utilisons n'est pas établie. Dans lefragment à une variable de la logique, la borne de PSPACE-
omplétude peut néanmoinsêtre prouvée 
ar le 
ompteur que nous utilisons dans la rédu
tion est borné. La 
omplexitégénérale de 
e problème est le prin
ipal problème laissé ouvert dans 
ette partie.Les extensions possibles pour la logique CLTL♦(〈N,=〉) 
on
ernent deux dire
tions nonorthogonales. D'une part, il est envisageable d'étendre la logique a�n de 
onsidérer des
ontraintes plus ri
hes. Dans les 
ontraintes de répétition de CLTL♦(〈N,=〉) nous n'avonsau
une information sur la position à laquelle la valeur se répète. Cette 
ontrainte peut êtrea�aiblie en autorisant la véri�
ation d'une autre 
ontrainte à la position où la répétition estsatisfaite. Par exemple x = ♦y(z=Xz) signi�e que dans le futur il existe une position où lavaleur de y est égale à la valeur 
ourante de x et qu'à 
ette position la valeur de z est égaleà la pro
haine valeur de z. Nous pouvons aussi imposer un ordre sur les répétitions ave
 detelles 
ontraintes. On peut envisager par exemple d'introduire des 
ontraintes telles que

x = ♦y(y=♦z(z=♦x))qui exprimerait que la valeur 
ourante de x se répète en y puis en z et à nouveau en x.Notons qu'une telle extension permettrai de réduire la satisfaisabilité dans le 
as �ni au
as in�ni. Nous 
onje
turons que 
ertaines méthodes dé�nies dans 
ette partie peuventêtre réutilisée pour montrer la dé
idabilité du problème de la satisfaisabilité au moins pour
ertains fragments de 
ette logique.En�n, il est aussi possible d'enri
hir les 
ontraintes en 
onsidérant des domaines plusri
hes autorisant d'autres relations que l'égalité, par exemple 〈N, <,=〉. Pour information,la logique sur les mots de données FO(�,=,+1) ave
 une ordre sur les données est indé
i-dables [BMS+06℄ mais le fait qu'on n'ait au
une information sur la position où la 
ontrainte
x < ♦y est satisfaite fait que la preuve d'indé
idabilité ne peut être adaptée de manièretriviale. 173
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Quatrième partieCTL⋆ sur des domaines 
on
rets
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Chapitre 7CCTL⋆(D) ave
 abstra
tion véri�able lo
alementSommaire7.1 Logiques arbores
entes sur domaines 
on
rets . . . . . . . . . . 1777.2 Représentation symbolique des modèles arbores
ents . . . . . . 1797.2.1 Rappels sur l'abstra
tion dans le 
as linéaire . . . . . . . . . . . . 1797.2.2 Modèles symboliques arbores
ents . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1807.3 Un résultat de dé
idabilité pour la satisfaisabilité . . . . . . . . 1837.3.1 Abstra
tion véri�able lo
alement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1837.3.2 Constru
tion de l'automate pour CCTL⋆(D) . . . . . . . . . . . . 1857.4 Problème du model-
he
king . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190Nous avons jusqu'à présent 
onsidéré uniquement des logiques temporelles linéaires surdes domaines 
on
rets. Nous nous intéressons maintenant aux extensions de logiques tem-porelles arbores
entes ave
 des domaines 
on
rets. Le but est de généraliser dans la mesuredu possible une partie des résultats obtenus dans le 
as linéaire. Nous 
ommençons parintroduire dans 
e 
hapitre une extension des formalismes utilisés pour l'appro
he à based'automates et nous dé�nissons un résultat général de dé
idabilité pour une sous-famille delogiques temporelles arbores
entes sur des domaines 
on
rets.7.1 Logiques arbores
entes sur domaines 
on
retsComparé aux nombreuses extensions de LTL sur des domaines 
on
rets, il existe a notre
onnaissan
e moins de travaux en relation ave
 les logiques temporelles arbores
entes éten-dues ave
 des domaines 
on
rets dans la littérature. La plupart de 
es travaux 
on
ernentsurtout des problèmes de model-
he
king de propriétés exprimées par des 
ontraintes dePresburger sur des systèmes à 
ompteurs. Ce problème en général est indé
idable puisquela simple a

essibilité d'un état de 
ontr�le dans une ma
hine de Minsky à deux 
ompteursest indé
idable [Min67℄. Pour les logiques temporelles arbores
entes étendues ave
 des do-maines 
on
rets, on sait aussi d'après un résultat de [�er94℄ que problème model-
he
kingde CCTL(Z) sur les Z-automates est indé
idable. Rappelons que le domaine 
on
ret Z estégal à 〈Z, <,=〉. Don
 
e résultat implique que la restri
tion à des ensembles de 
ontraintesqualitatives sur les entiers n'est pas su�sante pour retrouver la dé
idabilité dans le 
asarbores
ent (
ontrairement au 
as linéaire).177



Une solution possible pour dé�nir des fragments dé
idables de 
e problème 
onsiste àrestreindre le modèle 
onsidéré. Nous rappelons que de nombreuses restri
tions des sys-tèmes à 
ompteurs ont été introduites dans la littérature telle que les ma
hines à 
omp-teurs dont les valeurs ont un nombre borné d'alternations entre 
roissan
e et dé
rois-san
e [Iba78℄, les systèmes à 
ompteur plats [CJ98℄ ou les systèmes à 
ompteurs platsave
 des fon
tions de mise à jour a�nes formant un monoïde �ni [Boi98, FL02, BFLP03℄pour 
iter quelques exemples. Con
ernant le model-
he
king de propriétés exprimées dansdes logiques temporelles arbores
entes ave
 des 
ontraintes sur les 
ompteurs, il est dé�nidans [DFGvD06℄ une 
lasse d'automates à 
ompteurs pour laquelle le problème du model-
he
king de CTL⋆ étendu ave
 des 
ontraintes de Presburger est dé
idable. De même, ilest montré dans [BDR03℄ que le model-
he
king des automates temporisés dis
rets ave
une version temporisée et paramétrée de CTL est dé
idable. Nous avons aussi parlé pré
é-demment des travaux de [FWW97, EKS03℄ qui établissent des résultats de dé
idabilité et
omplexité pour le problème du model-
he
king des automates à piles ave
 un extension de
CTL⋆ 
omportant des 
ontraintes de régularité sur le 
ontenu de pile. Rappelons que lesautomates à pile généralisent la 
lasse des automates à un 
ompteur. Ces travaux sont aussiun exemple pour lequel l'ensemble d'interprétation des variables n'est pas les entiers.Des fragments de 
es problèmes peuvent être exprimés en termes de problèmes de model-
he
king des logiques temporelles arbores
entes sur des domaines 
on
rets, mais ils intro-duisent des restri
tions du problème général soit sur le modèle, soit sur les ressour
es syn-taxiques des formules. Nous voulons 
onsidérer dans un premier temps un 
adre aussi gé-néral que possible pour étendre la méthode à base d'automate que nous utilisons dans le
as linéaire. De plus, nous désirons dé�nir une appro
he permettant de traiter à la foisles problèmes de satisfaisabilité et de model-
he
king. Dans 
e 
hapitre, nous dé�nissonsune nouvelle représentation symbolique pour les modèles d'une formule appartenant à unelogique arbores
ente de la forme CCTL⋆(D). Cette abstra
tion utilise et généralise les dif-férentes représentations que nous avons introduites dans le 
adre linéaire jusqu'à présent.Nous utilisons ensuite 
ette représentation symbolique des modèles pour résoudre les pro-blèmes de la satisfaisabilité et du model-
he
king pour une sous-famille des logiques dela forme CCTL⋆(D) dans lesquelles le domaine 
on
ret véri�e une propriété générale quipermet de prouver l'existen
e d'un modèle 
orrespondant à une abstra
tion donnée en ef-fe
tuant uniquement des tests lo
aux sur le modèle symbolique, 
e qui fa
ilite la pro
édurede dé
ision. Bien que 
ette propriété puisse paraître à première vue restri
tive, de nom-breux travaux introduisent des extensions de LTL sur des domaines 
on
rets la véri�ant(voir par exemple [BC02, DD07, Dem04℄). D'autres logiques telle que l'extension de LTLave
 la logique de séparation de [BDL07℄ utilisent le même genre d'abstra
tion et entrentdon
 dans 
ette 
lasse de langages logiques. Nos résultats généralisent don
 les di�érentsrésultats de dé
idabilité démontrés dans 
es travaux et ra�nent 
ertaines bornes de 
om-plexité établies dans le 
adre des logiques temporelles linéaires, bien souvent des bornes dePSPACE-
omplétude. Une 
omparaison plus détaillée ave
 
es travaux sera faite au 
oursde 
e 
hapitre.Nous privilégions toujours une appro
he à base d'automates mais nous manipulons main-tenant des stru
tures arbores
entes. Nous adaptons di�érentes 
onstru
tions d'automatesd'arbres alternants introduites dans le 
adre des logiques temporelles arbores
entes propo-sitionnelles. Contrairement à [KVW00℄, nous ne dé�nissons pas de nouvelle 
lasse d'auto-178



mates, mais nos 
onstru
tions né
essitent plusieurs adaptations non triviales et 
ombinentdi�érents résultats liés aux automates d'arbres alternants. En e�et, la 
onstru
tion des au-tomates doit tenir 
ompte de la spé
i�
ité de la logique CCTL⋆(D) qui autorise entre autrela 
omparaison de variables à di�érents états du modèles. Cette spé
i�
ité en parti
ulier estprise en 
ompte à la fois dans la représentation symbolique des modèles et la 
onstru
tiondes relations de transition dans les automates. Les résultats qui suivent généralisent �dèle-ment les résultats 
onnus sur les fragment linéaires CLTL(D) des logiques étudiées puisquenous utilisons le même type d'appro
he et que la borne de 
omplexité optimale peut êtreretrouvée pour le 
as linéaire en utilisant 
ette appro
he.Notons en�n sur le plan te
hnique que le traitement du problème du model-
he
king n'estpas une 
onséquen
e dire
te du résultat sur le problème de la satisfaisabilité et né
essiteque nous dé�nissions une 
onstru
tion intermédiaire pour abstraire les exé
utions d'un D-automate. En e�et, si un domaine D possède un ensemble d'interprétation ayant un nombrein�ni d'éléments, le graphe des 
on�gurations d'un D-automate peut avoir un degré in�niet nous manipulons des automates d'arbres à bran
hement �ni. Nous rappelons que 
etargument prouve que le problème du model-
he
king pour les logiques arbores
entes surdes domaines 
on
rets ne se réduit pas toujours au problème de la satisfaisabilité puisquele langage logique ne nous permet pas d'exprimer qu'un état possède un nombre in�ni desu

esseurs.7.2 Représentation symbolique des modèles arbores
entsNous présentons i
i une représentation symbolique des modèles pour une formule appar-tenant à une logique arbores
ente de la forme CCTL⋆(D). Cette représentation généraliseles représentations symboliques qui ont été dé�nies dans le 
adre des logiques temporelleslinéaires.7.2.1 Rappels sur l'abstra
tion dans le 
as linéaireNous rappelons d'abord quelques propriétés des abstra
tions des modèles d'une formulede CLTL(D) que nous utilisons par la suite pour l'extension de l'abstra
tion au 
as ar-bores
ent. Dans le 
as linéaire, une valuation symbolique par rapport à un ensemble X de
ontraintes atomiques de CLTL(D), pour un domaine 
on
ret quel
onque D = 〈D,R〉, peutêtre dé�nie 
omme un ensemble 
ohérent de 
ontraintes de D par rapport à l'ensemble Termdes termes utilisés dans X. Pour toute valuation symbolique sv , nous notons v |= sv ssi
v satisfait toutes les 
ontraintes de sv . L'ensemble SV(X) des valuations symboliques parrapport à X dé�nit des 
lasses d'équivalen
es pour les valuations de la forme Term → D.Pour qu'une abstra
tion sous la forme de valuations symboliques satisfasse 
ette 
ondition,l'ensemble SV(X) doit don
 véri�er les propriétés suivantes :(SV1) Pour toute valuation v : Term→ D il existe une unique valuation symbolique dans

SV(X) notée sv(v) telle que v |= sv(v).(SV2) Pour toute paire de valuations v, v′ : Term → D telle que sv(v) = sv(v′) ∈ SV(X)et toute 
ontrainte atomique de X, on a v |= α ssi v′ |= α.179



Ces 
onditions imposent que {{v |= sv} | v : Term→ D et sv ∈ SV(X)} soit une partition�nie de l'ensemble des valuations de la forme Term→ D. Notons que toutes les abstra
tionsintroduites dans les 
hapitres pré
édents véri�ent 
ette dé�nition générale.Nous pouvons toujours supposer sans perte de généralité que le nombre de relations dudomaine 
on
ret que l'on 
onsidère est �ni 
ar le nombre de relations apparaissant dans
X est �ni. De même, l'ensemble des termes à 
onsidérer est aussi �ni. Alors, la façon laplus fa
ile de dé�nir une abstra
tion véri�ant les propriétés 
i-dessus 
onsiste à prendreles ensembles maximalement 
ohérents de 
ontraintes sur les termes de X par rapport auxrelations utilisées dans X. Ainsi on est sûr que les 
onditions (SV1) et (SV2) sont véri�ées
ar l'ensemble maximalement 
ohérents de 
ontraintes satisfaites par une valuation donnée vest unique et toute 
ontrainte de X satisfaite par v doit appartenir à sv(v) sinon l'ensemblen'est pas maximal par rapport aux relations et aux termes de X.Cependant, 
ette représentation n'est pas toujours la plus astu
ieuse en terme de 
om-plexité (voir les Chapitres 4 et 5). Par exemple, lorsque l'on 
onsidère un ensemble de
ontraintes de périodi
ité utilisant les relations de 
ongruen
e ≡2 et ≡3, il est plus judi
ieuxet 
on
is de 
onsidérer un ensemble de 
ontraintes maximalement 
ohérent par rapport à larelation ≡6. En e�et 
omme 2 et 3 divisent 6 il est possible de déterminer la satisfa
tion de
ontraintes utilisant les relations ≡2 et ≡3 en 
onnaissant la valeurs des di�érentes variablesmodulo 6.7.2.2 Modèles symboliques arbores
entsSoit φ une formule de CCTL⋆(D) sous forme positive. Nous notons V ⊆ VAR l'ensembledes variables utilisées dans φ, |φ|X = l et E♯(φ) + 1 = d. Pour évaluer la satisfa
tion d'une
ontrainte atomique de φ, il est né
essaire d'anti
iper les 
on�gurations d'un modèle le longde tous les 
hemins �nis de taille l. De plus, dans l'optique de résoudre le problème dela satisfaisabilité, nous pouvons restreindre la re
her
he de modèles pour φ à la 
lasse des
d-arbres d'après le Corollaire 3. C'est pourquoi l'élément de base de notre représentationsymbolique des modèles est un arbre �ni donnant les informations sur toutes les l pro
haines
on�gurations possibles dans un d-arbre.Supposons que l'on peut 
onstruire une abstra
tion des valuations satisfaisant les 
ondi-tions (SV1) et (SV2) par rapport à tout ensemble de 
ontraintes atomiques CLTL(D).Nous 
onsidérons l'ensemble de valuations symboliques noté SV(φ) 
onstruit par rapportà l'ensemble des 
ontraintes atomiques de φ. Nous étendons 
ette abstra
tion au 
as ar-bores
ent de la façon suivante. Une fenêtre symbolique fr est une fon
tion de la forme
{1, . . . , d}l → SV(φ) qui asso
ie à 
haque 
hemin �ni représenté par un mot de {1, . . . , d}lune valuation symbolique. Pour être 
ohérente par rapport à la dé�nition d'un arbre, 
ettefon
tion doit entre autre 
oïn
ider sur les pré�xes 
ommuns aux 
hemins, 
'est-à-dire :Pour tout w1, w2 ∈ {1, . . . , d}

l tel que w est le plus grand pré�xe 
ommun à w1 et w2, on a
α ∈ fr(w1) ssi α ∈ fr(w2)pour toute 
ontrainte atomique α de la forme R(Xi1xj1, . . . ,X

ikxjk) où 0 ≤ i1, . . . , ik ≤ |w|.Nous notons Frame(φ) l'ensemble des fenêtres symboliques 
onstruites par rapport à φ. No-tons que dans le 
as général, le fait qu'à 
haque 
hemin de longueur l soit a�e
té un ensemble180



de 
ontraintes 
ohérent ne su�t pas pour a�rmer que l'ensemble total de 
ontraintes qui
onstitue une fenêtre symbolique est satisfaisable. Cependant, 
ette 
ondition est su�santedans le 
as des domaines que nous 
onsidérons par la suite.Étant donné a ∈ {1, . . . , d}, une paire de fenêtres symboliques 〈fr , fr ′〉 de Frame(φ) est
a-
ohérente sur un pas ssi pour tout w ∈ {1, . . . , d}l−1 on a

R(Xi1xj1, . . . ,X
ikxjk) ∈ fr(a · w) et 0 < im ≤ l pour tout 1 ≤ m ≤ k

ssi R(Xi1−1xj1 , . . . ,X
ik−1xjk) ∈ fr(w · b) pour tout b ∈ {1, . . . , d}.Un d-arbre Tsymb = 〈N, {n0},−→,Γsymb〉 tel que Γsymb : N → Frame(φ) asso
ie une fenêtresymbolique à 
haque sommet, est 
ohérent pas à pas ssi pour tout sommet n ∈ N et

a ∈ {1, . . . , d} le a-su

esseur n′ de n est tel que la paire 〈Γsymb(n),Γsymb(n
′)〉 est a-
ohérente sur un pas. Nous appelons un tel arbre Tsymb un modèle symbolique arbores
entpar rapport à la formule φ.Considérant 
ette abstra
tion, nous pouvons dé�nir une relation de satisfa
tion symbo-lique et une sémantique pro
he de 
elle de CTL⋆. Nous rappelons que dans le 
as linéaire,étant données une valuation symbolique sv ∈ SV(φ) et une 
ontrainte atomique α de φnous notons sv |=symb α ssi pour toute valuation v ∈ SV(φ) telle que v |= sv on a v |= α.Notons que 
ette dé�nition n'a de sens que si l'ensemble des valuations symboliques véri�eles 
onditions (SV1) et (SV2). L'extension de 
ette relation au 
as arbores
ent est dire
teen 
onsidérant la relation de satisfa
tion de CCTL⋆(D). La seule di�éren
e est au niveaudes 
ontraintes atomiques de D. Soit Tsymb = 〈N, {n0},−→,Γsymb〉 un modèle symboliquearbores
ent. Pour tout 
hemin π = π(0)

a0−→ π(1)
a1−→ · · · dans un graphe, nous notons wπ laséquen
e a0 · a1 · · · .Pour tout 
hemin π dans Tsymb, on a 〈Tsymb, π〉 |=symb α ssi Γsymb(π(0))(wlπ) |=symb α où

wlπ est le pré�xe de longueur l de wπ.Notons que les 
ontraintes atomiques peuvent être interprétées dire
tement par rapport àun sommet du modèle symbolique arbores
ent 
ar 
elui-
i 
ontient toute l'information né-
essaire. Cependant, 
e
i nous oblige à dé�nir une relation de satisfa
tion plus 
omplexeparamétrée par des 
hemins. En e�et, la satisfa
tion d'une 
ontrainte atomique dans laportée d'un quanti�
ateur existentiel est 
onditionnée par un 
hemin parti
ulier qu'il nousfaut mémoriser pour déterminer la satisfa
tion à partir du sommet 
ourant. Contrairementau 
as linéaire, les 
ontraintes atomiques ne peuvent don
 pas être 
onsidérées exa
tement
omme des variables propositionnelles dans l'appro
he symbolique.Nous dé�nissons aussi une relation de satisfa
tion entre les modèles de CCTL⋆(D) et lesmodèles symboliques arbores
ents. Étant donné un graphe G = 〈N, {n0},−→,Γ〉 de degré ddont les su

esseurs de 
haque sommet sont ordonnés et un 
hemin �ni π dans 
e graphe,nous dé�nissons la valuation vπ telle que :
vπ(X

ix) = Γ(π(i))(x) pour tout x ∈ VAR et i ∈ {0, . . . , |π|}.Pour toute fenêtre symbolique fr ∈ Frame(φ), nous notons 〈G,n〉 |= fr ssi pour tout
w ∈ {0, . . . , d}l le 
hemin �ni π dé
rit par w et ayant pour origine n existe dans G etla valuation vπ satisfait fr(w). Le graphe G satisfait le modèle symbolique arbores
ent181



Tsymb = 〈N ′, {n′0},−→
′,Γsymb〉 ssi pour tout sommet n ∈ N atteint dans G en suivantun 
hemin dé
rit par un mot w depuis le sommet initial de G, le sommet n′ ∈ N ′ at-teint dans Tsymb en suivant le 
hemin dé
rit par le même mot w depuis la ra
ine véri�e

〈G,n〉 |= Γsymb(n
′).Cette relation de satisfa
tion implique plusieurs relations entre les ar
s et les sommetsdes graphes G et Tsymb. D'abord, d'après la relation de satisfa
tion d'une fenêtre symbo-lique, G doit être un d-graphe. Sinon, 
ertains 
hemins dé�nis dans une fenêtre symboliquene sont pas dé�nis à partir de 
ertains noeuds de G. De plus, tous sommets n ∈ N et n′ ∈ N ′atteints respe
tivement dans G et Tsymb en se déplaçant le long de 
hemins dé
rits par lemême mot à partir du sommet initial de 
haque graphe sont bisimilaires puisque la rela-tion de satisfa
tion 〈G,n〉 |= Γsymb(n

′) est toujours véri�ée pour un tel 
ouple de sommets.Notons que si G est un graphe quel
onque, alors plusieurs sommets de Tsymb peuvent êtrebisimilaires au même sommet de G. Néanmoins, lorsque G est un d-arbre alors il existe unebije
tion f : N → N ′ entre les deux ensembles de sommets telle que l'image du sommetinitial de G est la ra
ine de Tsymb et pour tout n ∈ G on a� 〈G,n〉 |= Γsymb(f(n)),� n′ est le a-su

esseur de n dans G ssi f(n′) est le a-su

esseur de f(n) dans Tsymb.Le résultat suivant peut être montré en 
onsidérant les dé�nitions de 
ette se
tion. Il géné-ralise les appro
hes que nous avons dé�nies dans le 
as linéaire.Lemme 47 Une formule φ de CCTL⋆(D) est satisfaisable ssi il existe un modèle symboliquearbores
ent Tsymb de φ et un d-arbre T tel que Tsymb |=symb φ et T |= Tsymb.Preuve : Soit φ une formule de CCTL⋆(D) et supposons que φ soit satisfaisable. D'aprèsle Corollaire 3, il existe un d-arbre T = 〈N, {n0},−→,Γ〉 tel que 〈T, n0〉 |= φ. Nous dé-�nissons un modèle symbolique Tsymb = 〈N ′, {n′0},−→
′,Γsymb〉 à partir de T qui satisfaitles 
onditions de l'énon
é. Nous notons N = {n0, n1, . . .} l'ensemble des sommets de T et

N ′ = {n′0, n
′
1, . . .} l'ensemble des sommets de Tsymb. La 
onstru
tion de Tsymb est dé�niepar indu
tion sur la distan
e par rapport à la ra
ine. Pour tout sommet n et toute séquen
e

w ∈ {1, . . . , d}l, la paire 〈n,w〉 est vue 
omme le 
hemin �ni dé
rit par w ayant pour originele sommet n.� La ra
ine de Tsymb est le sommet n′0 et Γsymb véri�e Γsymb(n
′
0)(w) = fr(v〈n0,w〉) pourtout w ∈ {1, . . . , d}l.� Pour tout sommet n′i de Tsymb l'ensemble des su

esseurs de n′i est dé�ni par la règlesuivante : pour tout a-su

esseur nj de ni dans T nous ajoutons un a-su

esseur n′j à

n′i et la fon
tion Γsymb est mise à jour de façon à 
e que Γsymb(n
′
j)(w) = fr(v〈nj ,w〉)pour tout w ∈ {1, . . . , d}l.Cette 
onstru
tion respe
te la 
ohéren
e pas à pas 
ar la fenêtre symbolique a�e
tée à
haque sommet est dé�nie par rapport à un sous-arbre ayant une partie 
ommune ave
le sous-arbre utilisé pour 
onstruire la fenêtre symbolique a�e
tée à son père. De plus,on dé�nit expli
itement une bije
tion f entre N et N ′ telle que pour tout ni ∈ N on a

f(ni) = n′i et d'après la dé�nition de Γsymb 
ette bije
tion véri�e 〈T, n〉 |= Γsymb(f(n))(w)182



pour tout n ∈ N . De plus la fon
tion f préserve les 
hemins puisque f(n0) = n′0, et pourtout n, n′ ∈ N on a n a
−→ n′ dans T ssi f(n)

a
−→
′
f(n′) dans Tsymb. Ce
i nous permet dedéduire qu'on a bien T |= Tsymb 
ar la relation de satisfa
tion est toujours respe
tée lorsquel'on suit le même 
hemin dans les deux arbres.Nous montrons maintenant que Tsymb |=symb φ. Nous pro
édons par indu
tion sur lastru
ture de φ. Considérons une 
ontrainte atomique α de φ. D'après la propriété (SV2)des valuations symboliques, pour tout sommet ni de T , w ∈ {1, . . . , d}l et toute valuation vtelle que sv(v) = sv(v〈ni,w〉) on a v |= α ssi v〈ni,w〉 |= α. Ce
i implique que si v〈ni,w〉 |= α alors

Γsymb(n
′
i)(w) |=symb α par 
onstru
tion de Γsymb. Don
 pour tout 
hemin π = ni0 · ni1 · · ·dans T , si 〈T, π〉 |= α alors 〈Tsymb, π

′〉 |=symb α où π′ = n′i0 ·n
′
i1
· · · puisque ni a

−→ nj implique
n′i

a
−→ n′j 
ar une propriété de f est de préserver les transitions. Les autres 
as sont triviauxen utilisant les propriétés de la bije
tion entre N et N ′ puisque la relation de satisfa
tionde CCTL⋆(D) est identique à la relation symbolique pour 
es 
as.Ré
iproquement, supposons que Tsymb |=symb φ et T |= Tsymb. Par 
onséquent, les som-mets de Tsymb et T reliés par une bije
tion f telle que pour tout n de T on a 〈T, n〉 |=

Γsymb(f(n)). Considérons un 
hemin π et w le pré�xe de longueur |φ|X de wπ. Si ona 〈Tsymb, π〉 |=symb α pour une 
ontrainte atomique α de φ alors par dé�nition on a
Γsymb(π(0))(w) |=symb α. Or, 
omme T |= Tsymb on a en parti
ulier 〈T, n〉 |= Γsymb(π(0))où n est l'image de π(0) par l'inverse de la bije
tion entre les sommets de T et Tsymb. Par
onséquent, nous avons v〈n,w〉 |= Γsymb(π(0))(w) 
e qui implique d'après la dé�nition dela relation de satisfa
tion symbolique pour les valuations symboliques v〈n,w〉 |= α. Don
,nous avons 〈T, 〈n,w〉〉 |= α. Nous pouvons alors fa
ilement 
on
lure pour les autres 
asen utilisant les propriétés de la bije
tion entre les sommets de T et 
eux de Tsymb et la
orrespondan
e entre la relation de satisfa
tion de CCTL⋆(D) et la relation de satisfa
tionsymbolique. �7.3 Un résultat de dé
idabilité pour la satisfaisabilitéNous dé�nissons maintenant la 
onstru
tion d'un automate qui re
onnaît les modèlesd'une formule de CCTL⋆(D) lorsque l'on peut 
al
uler une abstra
tion des modèles véri�antune propriété parti
ulière.7.3.1 Abstra
tion véri�able lo
alementNous disons qu'une abstra
tion symbolique des valuations véri�ant les propriétés (SV1)et (SV2) est véri�able lo
alement si pour toute valuation symbolique sv , toute valuation
v : Term′ → D qui satisfait le sous-ensemble de 
ontraintes de sv impliquant uniquement lestermes de Term′ peut être étendue en une valuation satisfaisant la totalité des 
ontraintesde sv . Un telle abstra
tion véri�e la propriété suivante.Lemme 48 Pour toute formule φ de CCTL⋆(D), tout modèle symbolique arbores
ent quiest 
onstruit à l'aide d'une abstra
tion véri�able lo
alement par rapport à φ est satisfaisable.183



Preuve : Soit Tsymb = 〈N ′, {n′0},−→
′,Γsymb〉 un modèle symbolique arbores
ent tel que

N ′ = {n′0, n
′
1, . . .}. Nous 
onsidérons l'arbre T = 〈N, {n0},−→,Γ〉 tel que N = {n0, n1, . . .}et pour tout i ∈ N on a ni −→ nj ssi n′i −→′ n′j. Nous montrons par indu
tion sur la distan
epar rapport à la ra
ine 
omment 
onstruire une valuation des sommets de T de manière à 
eque T |= Tsymb. Comme toute fenêtre symbolique est satisfaisable, Γsymb(n

′
0) en parti
ulierest satisfaisable. Il existe don
 un étiquetage qui asso
ie une valuation à tous les sommetsde T dont la distan
e par rapport à la ra
ine est inférieure ou égale à |φ|X satisfaisant les
ontraintes de 
ette fenêtre symbolique.Supposons qu'un étiquetage partiel des sommets de T satisfait toutes les fenêtres sym-boliques entre la ra
ine et un sommet n. Comme un modèle symbolique arbores
ent est
ohérent pas à pas, si l'a�e
tation partielle des sommets satisfait Γsymb(n) alors elle sa-tisfait aussi un sous-ensemble des 
ontraintes de Γsymb(n

′) pour tout su

esseur n′ de n.Comme l'abstra
tion est véri�able lo
alement, nous pouvons 
ompléter 
ette solution pourtous les su

esseurs de n. �Ce résultat implique que l'on peut véri�er qu'un arbre Tsymb est un modèle symboliquesatisfaisable en e�e
tuant uniquement des tests lo
aux. La seule 
ondition à tester est ene�et la 
ohéren
e pas à pas du modèle symbolique. Cette 
ondition porte sur un nombre �nide sommets 
ontrairement à la 
ondition requise par exemple sur les modèles symboliquesde CLTL(IPC⋆) qui implique l'ensemble des positions du modèle (voir le Lemme 15).Il existe une famille de logiques temporelles sur des domaines 
on
rets parti
uliers pourlesquelles toute abstra
tion véri�ant (SV1) et (SV2) est véri�able lo
alement. Un domaine
on
ret satisfait la propriété de 
omplétion ssi pour tout ensemble de 
ontraintes satisfai-sable de 
e domaine, toute valuation qui satisfait le sous-ensemble des 
ontraintes mettanten 
ause les variables du domaine de dé�nition de v peut être étendue en valuation satis-faisant l'ensemble total. Formellement, D = 〈D,R〉 satisfait la propriété de 
omplétion ssipour tout ensemble X de 
ontraintes de D et toute valuation v′ : V ′ → D telle que :� V ′ ⊆ VAR et� pour toute 
ontrainte de la forme R(xj1 , . . . , xjk) ∈ X telle que xj1, . . . , xjk ∈ V ′ on a
v′ |= R(xj1 , . . . , xjk),il existe une valuation v : VAR → D telle que pour tout x ∈ V ′ on a v(x) = v′(x) et

v |= X. Pour de tels domaines, il est évident qu'une abstra
tion 
orre
te des valuationsest véri�able lo
alement puisqu'une valuation symbolique est par dé�nition un ensemble
ohérent de 
ontraintes.Dans [DD07℄ il est établi que tout domaine 
on
ret de la forme 〈D,<,=〉 dense etouvert véri�e la propriété de 
omplétion. De nombreux domaines 
on
rets satisfont don

ette propriété qui est parfois introduite sous d'autres noms : 
ohéren
e globale [BC02℄,
ω-admissibilité [LM05℄. . . En intelligen
e arti�
ielle par exemple, le domaine RCC8 (RegionConne
tion Cal
ulus [CBGG97℄) exprimant des relations topologiques sur le plan des réels
R2 ou les relations de Allen sur les axes rationnels utilisées pour représenter des 
onnais-san
es sur des intervalles temporels sont des exemples parmi de nombreux autres dans 
edomaine d'appli
ations (une liste plus exhaustive est donnée dans [BC02, Se
t.2℄). Il est dé-montré dans [LM05℄ que l'on peut 
ombiner des domaines 
on
rets véri�ant la propriété de184




omplétion ave
 des 
on
epts généraux d'in
lusion permettant d'exprimer des 
onnaissan
esa
quises pour dé�nir des extensions de logiques de des
ription dé
idables, alors que 
es ex-tensions sont indé
idables pour d'autres domaines 
on
rets. Le résultat que nous montronsdans la suite est le pendant de 
e résultat pour la logique CTL⋆. Les exemples qui nousintéressent plus parti
ulièrement 
on
ernent les domaines utilisés pour étendre la logiquetemporelle linéaire LTL qui satisfont la propriété de 
omplétion, par exemple 〈Q, <,=〉,
〈R, <,=〉 [DD07℄ ou le système de raisonnement spatial qualitatif de [BC02℄.Beau
oup de domaines manipulant des entiers ne sont pas véri�ables lo
alement. Ce
iest une 
onséquen
e du domaine d'interprétation dis
ret qui 
omplique l'extension des va-luations véri�ant une partie d'un ensemble de 
ontraintes. Pour prendre un exemple simple,si on a x < y < z et que l'on �xe la valeur de x et z dans Z alors il n'existe pas toujoursde valeur pour y dans Z. Cependant, il existe une abstra
tion véri�able lo
alement pourles logiques temporelles étendues ave
 le domaine IPC++ [Dem04℄ 
apturé par IPC⋆. Nousrappelons que 
e domaine est la restri
tion de IPC⋆ aux 
ontraintes de la forme

θ ::= x ≡k [c1, c2] | x ≡k y + [c1, c2] | x = y | x < d | x = d |
θ ∧ θ | ¬θ | ∃x θLa propriété de 
omplétion n'est pas véri�ée pour des ensembles de 
ontraintes quel
onques.Par exemple, l'ensemble X = {x ≡2 y + 1, x ≡2 z + 1, z ≡3 y} est satisfait par la valuation

v = {x ← 1, y ← 0, z ← 0} mais la valuation v′ = {y ← 3, z ← 6} ne peut être 
omplétéebien qu'elle satisfasse le sous-ensemble {z ≡3 y}. Cependant 
e genre de 
ontre-exempleutilise le fait que l'ensemble n'est pas maximalement 
ohérent et n'est plus valable lorsqu'on
onsidère un ensemble de valuations symboliques dont les éléments sont maximalement
ohérents. Dans notre exemple, la 
ontrainte y ≡2 z devrait alors appartenir à X puisqu'ellepeut être déduite de x ≡2 y+ 1 et x ≡2 z+ 1 
e qui empê
he la valuation v′ de satisfaire lesous-ensemble de X impliquant seulement y et z.En�n, il existe des extensions de logiques temporelles ave
 des langages de 
ontraintespour lesquelles on peut dé�nir une abstra
tion véri�able lo
alement, bien que la logiquen'utilise pas de domaine 
on
ret. C'est le 
as des logiques 
onsidérés dans [BDL07℄ quiétendent LTL ave
 des fragments de la logique de séparation. Les abstra
tions utiliséesdans 
es travaux sont similaires à notre dé�nition générale et sont véri�ables lo
alement(voir [BDL07, Lemme 4℄).Les problèmes de la satisfaisabilité et du model-
he
king pour toutes les extensions deLTL 
itées 
i-dessus sont PSPACE-
omplets. Pour les domaines 
on
rets D satisfaisantla propriété de 
omplétion, un théorème général de [DD07℄ établit que les problèmes desatisfaisabilité et model-
he
king pour les logiques de la forme CLTL(D) sont PSPACE-
omplets. Les résultats qui suivent nous permettent de généraliser tous 
es résultats auxextensions arbores
entes. Nous établissons la borne optimale de 2exptime-
omplétude desextensions de CTL⋆ sur des domaines 
on
rets pour lesquelles il existe une abstra
tionvéri�able lo
alement qui est 
al
ulable.7.3.2 Constru
tion de l'automate pour CCTL⋆(D)Considérons une logique de la forme CCTL⋆(D) telle qu'il existe un algorithme permet-tant de 
al
uler une abstra
tion véri�able lo
alement pour toute formule φ de CCTL⋆(D).185



Les résultats des Lemmes 48 et 47 suggèrent l'appro
he suivante : pour toute formule φde CCTL⋆(D) nous 
onstruisons un automate véri�ant la satisfa
tion symbolique de φ etla 
ohéren
e pas à pas du modèle symbolique. Cet automate que nous notons Aφ est don
dé�ni 
omme l'interse
tion de deux automates d'arbres alternants Apap et Asymb tels quele langage re
onnu par Apap est l'ensemble des modèles symboliques 
ohérents pas à pas etle langage re
onnu par Asymb est l'ensemble des modèles symboliques qui satisfont symbo-liquement φ.Étant donnée une formule φ, on peut fa
ilement dé�nir un automate d'arbres alternant
Apap ave
 une 
ondition d'a

eptation de parité qui re
onnaît l'ensemble des arbres étiquetéspar des éléments de Frame(φ) qui sont 
ohérents pas à pas. L'ensemble des états de 
etautomate ainsi que son alphabet sont égaux à l'ensemble Frame(φ) et la relation de transitionest dé�nie par la seule règle

δ(fr , fr) =
∧

a∈{1,...,d}

∨

fr ′ ∈ Frame(φ)
t.q. 〈fr , fr ′〉 est a-
ohérent 〈a, fr ′〉pour tout fr ∈ Frame(φ). Pour tout 
ouple de fenêtres symboliques fr , fr ′ ∈ Frame(φ) telque fr 6= fr ′, on a don
 δ(fr , fr ′) = ⊥. Tout les états sont a

eptants 
e qui implique quetout 
hemin in�ni est a

eptant. Cette 
ondition peut être spé
i�ée par une 
ondition deparité en a�e
tant à tous les états de Q un rang égal à 0. Au 
ontraire, notons que la relationde transition n'autorise pas l'existen
e de 
hemin �ni dans le modèle symbolique.Nous nous 
on
entrons maintenant sur la 
onstru
tion de Asymb.Lemme 49 Étant donnée une formule φ de CCTL⋆(D), nous pouvons 
onstruire un auto-mate Asymb tel que pour tout modèle symbolique arbores
ent Tsymb par rapport à φ, on a

Tsymb |=symb φ ssi Tsymb est a

epté par Asymb.Preuve : L'automate Asymb est un automate d'arbres alternant ave
 
ondition de paritésur l'alphabet Frame(φ). Nous dé
rivons sa 
onstru
tion par indu
tion sur la stru
ture de
φ. Cette 
onstru
tion est une adaptation de la 
onstru
tion 
lassique pour CTL⋆ (voir parexemple [KVW00℄).Une sous-formule φ′ de φ est dite maximale ssi φ′ est une sous-formule d'état stri
te de
φ et il n'existe pas de sous-formule d'état stri
te φ′′ de φ telle que φ′ est une sous-formulestri
te de φ′′. Nous notons Max(φ) = {φ1, . . . , φs} l'ensemble des sous-formules maximalesde φ. Pour 
haque sous-formule maximale φi, nous supposons par indu
tion que l'automate
Aisymb = 〈Qi, {qi0}, Frame(φ), δi,Ranki〉 qui re
onnaît les modèles symboliques qui satisfont
φi est dé�ni, ainsi que son 
omplément Ãisymb = 〈Q̃i, {q̃i0}, Frame(φ), δ̃i, ˜Rank

i
〉. Rappelonsque le 
omplément d'un automate d'arbres alternant ave
 
ondition de parité se 
al
uleen temps linéaire (voir par exemple la preuve de [Kir02℄). Nous supposons sans perte degénéralité que tous les états de 
es automates sont disjoints.Si φ vaut ⊤ ou ⊥ alors la 
onstru
tion de Asymb est triviale.Si φ est une 
onjon
tion de la forme φ1 ∧φ2 alors l'automate Asymb = 〈Q1 ∪Q2∪{q0}, {q0}186



Frame(φ), δ,Rank〉 est dé�ni en ajoutant un état initial et en envoyant des 
opies vers lesautomates A1
symb et A2

symb. Formellement, 
e
i nous donne :� pour tout q ∈ Q1, on a Rank(q) = Rank1(q) et δ(q, fr) = δ1(q, fr) pour tout fr ∈
Frame(φ),� pour tout q ∈ Q2, on a Rank(q) = Rank2(q) et δ(q, fr) = δ2(q, fr) pour tout fr ∈
Frame(φ),� Rank(q0) = 0 et pour tout fr ∈ Frame(φ) on ajoute la règle de transition

δ(q0, fr) = δ(q10 , fr) ∧ δ(q20 , fr).Lorsque φ est une disjon
tion de la forme φ1∨φ2, la 
onstru
tion est la même en remplaçantla 
onjon
tion par une disjon
tion dans la règle δ(q0, fr).Si φ est de la forme Eψ, alors nous 
ommençons par 
onstruire l'automate d'arbres alternant
Aψ qui véri�e si la formule linéaire ψ est satisfaite par une bran
he de l'arbre lorsque l'on
onsidère les sous-formules maximales 
omme des propositions. Cet automate n'est pasune adaptation dire
te de l'automate de CLTL(D) puisqu'il est né
essaire de 
onnaître àl'avan
e les l pro
haines positions des sommets du 
hemin que l'on 
onsidère dans l'arbrepour évaluer une 
ontrainte atomique et 
e
i impose don
 de respe
ter 
ertains dépla
ementsdans l'arbre par la suite. Nous devons toujours 
onnaître l 
oups à l'avan
e et lorsqu'unetransition est fran
hie, nous suivons en fait le 
hemin déjà deviné et nous devinons le l+1èmepro
hain dépla
ement. Nous mémorisons les l pro
hains dépla
ements à e�e
tuer dans le
odage des états de 
ontr�le.Plus formellement, nous avons d'abord besoin de dé�nir une variante de la 
l�ture habi-tuelle d'une formule de LTL (utilisée par la 
onstru
tion de [VW94℄) 
ar nous manipulonsdes formules sous forme positive utilisant l'opérateur Ũ. La 
l�ture de ψ, notée cl(ψ) est leplus petit ensemble 
ontenant ψ et véri�ant :� pour toute formule φ′ appartenant à cl(ψ), la formule ¬φ′ appartient à cl(ψ) (onidenti�e ¬¬φ′ et φ′),� pour toute formule de la forme φ′ ∧ φ′′ ou φ′ ∨ φ′′ appartenant à cl(ψ) les formules φ′et φ′′ appartiennent à cl(ψ),� pour toute formule de la forme Xφ′ appartenant à cl(ψ), la formule φ′ appartient à

cl(ψ),� pour toute formule de la forme φ′Uφ′′ appartenant à cl(ψ) les formules φ′, φ′′ et
X(φ′Uφ′′) appartiennent à cl(ψ),� pour toute formule de la forme φ′Ũφ′′ appartenant à cl(ψ) les formules φ′, φ′′ et
X(φ′Ũφ′′) appartiennent à cl(ψ).Notons que d'après 
ette dé�nition, nous 
onsidérons à la fois les sous-formules maxi-males et les 
ontraintes atomiques 
omme des propositions. L'alphabet de Aψ est don


Frame(φ) × P(Max(φ)). Un atome est un ensemble maximalement 
ohérent d'éléments de
cl(ψ). Nous notons Atom(ψ) l'ensemble des atomes de ψ tel que At ∈ Atom(ψ) ssi187



� pour toute formule φ′ de cl(ψ), soit φ′ ∈ At ou bien ¬φ′ ∈ At mais pas les deux,� la formule φ′ ∧ φ′′ appartient à At ssi les formules φ′ et φ′′ appartiennent à At ,� la formule φ′ ∨ φ′′ appartient à At ssi φ′ ou φ′′ appartient à At ,� la formule φ′Uφ′′ appartient à At ssi la formule φ′′ appartient à At ou les formules φ′et X(φ′Uφ′′) appartiennent à At ,� la formule φ′Ũφ′′ appartient à At ssi φ′′ ∈ At et la formule φ′ ou X(φ′Ũφ′′) appartientà At .L'automate d'arbres alternant Aψ = 〈Q, {q0}, Frame(φ)× P(Max(φ)), δψ , F 〉 est tel que� Q = (Atom(ψ)× {1, . . . , d}l) ⊎ {q0},� δψ(q0, 〈fr ,X〉) =
∨

φ∈At

∨

w∈{1,...,d}l δψ(〈At , w〉, 〈fr ,X〉),� δψ(〈At , a · w〉, 〈fr ,X〉) =
∨

b∈{0,...,d}(a, 〈At ′, w · b〉) ssi� fr(a · w) |=symb α pour tout α ∈ At ,� φi ∈ X pour tout φi ∈ At ,� pour tout Xφ ∈ cl(ψ) on a Xφ ∈ At ssi φ ∈ At ′.� Soit {φ′1Uφ′′1, . . . , φ′rUφ′′r} l'ensemble des formules �until� de cl(ψ). Si 
et ensemble estvide nous posons F = Q, sinon F = {F1, . . . , Fr} tel que pour tout i ∈ {1, . . . , r},
Fi = {〈At , w〉 ∈ Q : φ′iUφ

′′
i 6∈ At ou φ′′i ∈ At}.D'après les Théorèmes 14 et 15, nous pouvons fa
ilement transformer 
et automate en unautomate ave
 
ondition de parité A′ψ = 〈Q′, {q′0}, Frame(φ)×P(Max(φ)), δ′ψ ,Rank′〉. Pourobtenir �nalement l'automate Asymb qui re
onnaît les modèles symboliques qui satisfont Eψil nous reste à 
ompléter la 
onstru
tion a�n de véri�er que les sous-formules maximalessupposées vraies à 
haque position de l'exé
ution de A′ψ sont satisfaites. Pour 
ela, nousenvoyons des 
opies vers les automates véri�ant 
es sous-formules en modi�ant la relationde transition de la façon suivante :

δ(q, fr) =
∨

X⊆Max(φ)

(
δ′ψ(q, 〈fr ,X〉) ∧

∧

φi∈X

δi(qi0, fr) ∧
∧

φi 6∈X

δ̃i(q̃i0, fr)
)
.Pour le 
as où φ est de la forme Aψ nous 
onstruisons l'automate pour E¬ψ puis nous le
omplémentons (en temps linéaire).Nous montrons pour terminer la 
orre
tion de 
ette 
onstru
tion. Nous développons le
as où φ est de la forme Eψ qui est le seul 
as non-trivial. Si un modèle symbolique Tsymbsatisfait symboliquement la formule φ alors il existe un 
hemin in�ni π à partir de la ra
inede Tsymb tel que 〈Tsymb, π〉 |=symb ψ. Par 
onstru
tion, on peut véri�er qu'une exé
ution de

Asymb qui pro
ède le long de wπ est a

eptante.Ré
iproquement, si un modèle symbolique Tsymb est a

epté Asymb, il existe une exé
u-tion a

eptante Tr sur l'entrée Tsymb et un 
hemin π de Tr tel que si Aψ pro
ède le long de
wπ alors Tsymb est a

epté. D'après la 
onstru
tion de Aψ on a don
 〈Tsymb, π

′〉 |=symb ψoù π′ est le 
hemin dé
rit par wπ à partir de la ra
ine de Tsymb. Par 
onséquent on a bien
Tsymb |=symb φ. �188



L'automate Aφ est l'automate d'arbres alternant ave
 
ondition d'a

eptation de paritéobtenu en faisant l'interse
tion 
lassique des automates Apap et Asymb. Notons que lorsque
φ est une formule de CLTL(D) alors Apap et Asymb sont des automates de mots (puisque
d = 1) et on peut véri�er que l'automate Asymb est similaire à l'automate de LTL puisquel'ensemble des sous-formules maximales est vide. De plus, la 
ondition d'a

eptation peutêtre spé
i�ée par une 
ondition de Bü
hi. En e�et, la 
ondition de parité est né
essairepour 
omplémenter les automates dans la 
onstru
tion de la preuve du Lemme 49. Cette
ondition n'est don
 pas né
essaire dans le 
as de CLTL(D). Pour le fragment linéaire,nous retrouvons don
 la 
onstru
tion d'un automate de Bü
hi sur des mots. Il nous reste àprouver que 
ette 
onstru
tion véri�e bien la propriété désirée.Lemme 50 Pour toute formule φ de CCTL⋆(D), si on peut 
onstruire une abstra
tionvéri�able lo
alement alors φ est satisfaisable ssi le langage a

epté par Aφ est non vide.Preuve : Supposons qu'il existe un arbre Tsymb qui est a

epté par Aφ. Cette arbre estdon
 a

epté à la fois par Apap et Asymb d'après la 
onstru
tion de Aφ. Comme l'arbre
Tsymb est re
onnu par Apap, il est 
ohérent pas à pas 
e qui signi�e que Tsymb est un modèlesymbolique satisfaisable 
ar l'abstra
tion 
onsidérée est véri�able lo
alement (Lemme 48).De plus, si Tsymb est a

epté par Asymb alors 
e modèle symbolique satisfait symboliquementla formule φ d'après le Lemme 49. En utilisant le Lemme 47 nous pouvons en déduire que
φ est satisfaisable.Ré
iproquement, si φ est satisfaisable alors il existe d'après le Lemme 47 un modèlesymbolique arbores
ent Tsymb et un d-arbre T tel que Tsymb |=symb φ et T |= Tsymb. Comme
Tsymb est un modèle symbolique, il est 
ohérent pas à pas et don
 Apap a

epte 
et arbre.De plus, d'après le Lemme 49 
et arbre est aussi a

epté par Asymb puisque Tsymb |=symb φ.Le modèle symbolique Tsymb appartient don
 au langage a

epté par Aφ. �Comme le test du vide pour un automate d'arbres alternant ave
 
ondition d'a

eptation deparité est dé
idable, nous pouvons don
 déduire la dé
idabilité du problème de la satisfaisa-bilité pour les extensions de CTL⋆ sur des domaines 
on
rets lorsqu'il existe une abstra
tionvéri�able lo
alement.Théorème 38 Le problème de la satisfaisabilité pour CCTL⋆(D) est dé
idable si on peut
al
uler une abstra
tion véri�able lo
alement pour les formules de 
ette logique.Nous étudions maintenant la 
omplexité de 
ette 
onstru
tion. Nous rappelons d'abordque toute formule de CCTL⋆(D) peut être mise sous forme positive en temps linéaire d'aprèsle Lemme 4. Lorsque la relation de satisfa
tion symbolique peut se tester en temps expo-nentiel par rapport à |φ|, l'automate Asymb peut être 
onstruit en temps exponentiel parrapport à |φ|. Il est alors 
lair qu'à partir d'une formule sous forme positive φ, l'automate
Aφ peut être 
onstruit en temps exponentiel par rapport à |φ| puisque 
ha
une des 
ompo-santes Apap et Asymb peut être 
onstruite en temps exponentiel. Notons que la taille de 
esdi�érents automates est aussi exponentielle par rapport à |φ|. Pour 
onstruire l'interse
tion189



de 
es deux automates, on a juste besoin d'ajouter un état initial à l'ensemble des états etune règle de transition qui envoie des 
opies vers les états initiaux des automates Apap et
Asymb. Le problème du vide pour les automates d'arbres alternants ave
 
ondition de paritéétant exptime-
omplet, nous obtenons une pro
édure totale dans 2exptime.Théorème 39 Le problème de la satisfaisabilité pour CCTL⋆(D) est 2exptime-
ompletlorsque l'on peut 
al
uler une abstra
tion véri�able lo
alement pour laquelle la relation desatisfa
tion symbolique se teste en temps exponentiel.La 2exptime-dureté de 
e problème est obtenue dire
tement puisque la famille de lo-giques 
onsidérée englobe CTL⋆ (lorsqueD n'est pas trivial). En e�et, les formules atomiquesde CTL⋆ n'expriment pas de 
ontraintes 
omparant plusieurs variables propositionnelles 
equi fait que le domaine 
orrespondant à CTL⋆ véri�e la propriété de 
omplétion. Notons queles exemples de domaines 
on
rets 
ités au début de 
ette se
tion véri�ent tous les 
ritèresdu Théorème 39. Pour le 
as linéaire nous retrouvons la borne de PSPACE-
omplétudelorsque la relation de satisfa
tion symbolique se teste en espa
e polynomial puisque nous
onstruisons un automate de Bü
hi en espa
e polynomial par rapport à φ pour lequel levide peut être testé en NLOGSPACE.7.4 Problème du model-
he
kingNous traitons maintenant le problème du model-
he
king des extensions de la forme
CCTL⋆(D) pour lesquelles il existe une abstra
tion lo
alement véri�able. Le prin
ipal pro-blème que nous ren
ontrons est lié au fait qu'un D-automate peut générer un graphe de
on�gurations ayant un degré de bran
hement in�ni. Nous ne pouvons pas manipuler un telgraphe ave
 les automates que nous avons utilisés dans la se
tion pré
édente. Nous dé�nis-sons don
 un automate qui re
onnaît des exé
utions symboliques de l'automate ayant unbran
hement �ni puis 
ombinons 
et automate ave
 la 
onstru
tion dé�nie pour résoudre leproblème de la satisfaisabilié.Soit φ une formule de CCTL⋆(D) sous forme positive et A = 〈Q, I, F, δ〉 un D-automate.Nous dé�nissons pour le reste de 
ette se
tion V l'ensemble des variables utilisées dans φ et
A et l = |φ|X. Sans perte de généralité, nous supposons que l > 0. Nous devons 
onsidérermaintenant un ensemble de valuations symboliques qui tient 
ompte du 
omportement del'automate A. Nous utilisons don
 l'ensemble des valuations symboliques 
onstruites parrapport à l'ensemble des 
ontraintes atomiques de φ et des 
ontraintes utilisées dans larelation de transition de A, que nous notons SV(φ,A). Nous supposons que 
et ensemblevéri�e les 
onditions (SV1) et (SV2) que nous avons dé�nies pré
édemment et que 
etteabstra
tion et véri�able lo
alement. Notons que la 
ondition (SV2) est don
 valable à lafois pour les 
ontraintes atomiques de φ et les 
ontraintes sur les transitions de A. Nousréutilisons aussi les dé�nitions relatives à l'abstra
tion dé�nie par SV(φ,A) :� pour toute valuation v, nous notons sv(v) l'unique valuation symbolique de SV(φ,A)telle que v |= sv(v),� pour toute 
ontrainte α et valuation symbolique sv ∈ SV(φ,A), nous notons sv |=symb

α ssi pour toute valuation v telle que sv(v) = sv on a v |= α.190



Nous introduisons la notation SV0(φ,A) pour l'ensemble 
omposé de la restri
tion deséléments de SV(φ,A) aux 
ontraintes utilisant ex
lusivement des variables et non des termes.Don
 pour tout ensemble X appartenant à SV0(φ,A) il existe au moins une valuationsymbolique sv ∈ SV(φ,A) telle que pour toute relation α de la forme R(xj1, . . . , xjk) ∈ svave
 xj1, . . . , xjk ∈ V on a α ∈ X ssi α ∈ sv . Une 
onséquen
e de 
ette dé�nition estque SV0(φ,A) véri�e (SV1) pour les valuations de la forme V → D et (SV2) pour les
ontraintes de X impliquant seulement des variables.Nous utilisons les éléments de SV0(φ,A) pour dé�nir une abstra
tion �nie de l'ensemblein�ni des états de A. Nous 
onstruisons à partir du D-automate A un automate de Bü
hi
lassique Aabs = 〈Q′, I ′, F ′, δ′〉 sur l'alphabet SV(φ,A) qui représente une abstra
tion de
A. L'ensemble des états Q′ est égal à Q× SV0(φ,A) et la relation de transition est dé�niepar 〈q,X〉 sv

−→ 〈q′,X ′〉 ssi� sv |= X, 
e qui signi�e que pour tout R(xj1 , . . . , xjk) ∈ X on a R(xj1, . . . , xjk) ∈ sv .� sv |= X ′[x ← Xx | x ∈ VAR] où X ′[x ← Xx | x ∈ VAR] est obtenu à partir de X ′en substituant 
haque o

urren
e de x par Xx pour tout x ∈ VAR. Ce
i signi�e quepour tout R(xj1, . . . , xjk) ∈ X ′ on a R(Xxj1, . . . ,Xxjk) ∈ sv .� il existe un 
hemin �ni q0 α0−→ q1
α1−→ · · ·

αl−1
−−→ ql dans A tel que� q0 = q et q1 = q′,� pour tout i ∈ {0, . . . , l − 1} on a sv |=symb Xiαi où Xiαi est la 
ontrainte atomiqueobtenue en substituant 
haque terme Xjx par Xi+jx dans αi.L'ensemble des états initiaux I ′ est égal {〈q0,X0〉 ∈ Q× SV0(φ,A) | q0 ∈ I et ~0 |= X} où

~0 est une valuation initiale, et l'ensemble des états �naux est F ′ = F × SV0(φ,A). Cette
onstru
tion se fait en temps exponentiel par rapport à |A| lorsque la relation de satisfa
tionsymbolique peut se tester en temps exponentiel. Notons que 
ette 
onstru
tion implique quepour tout q ∈ Q et v : V → D les états 〈q, v〉 de A et 〈q,X〉 de Aabs tel que v |= X sontbisimilaires. Ce qui nous intéressent plus parti
ulièrement est d'établir une 
orrespondan
eplus forte entre les exé
utions linéaires dans 
es deux automates.Lemme 51 Il existe une exé
ution in�nie de la forme 〈q0, v0〉 α0−→ 〈q1, v1〉
α1−→ . . . dans A ssiil existe une exé
ution in�nie de la forme 〈q0,X0〉

sv0−→ 〈q1,X1〉
sv1−→ . . . dans Aabs telle queles séquen
es σ = v0 · v1 · · · et ρ = sv0 · · · sv1 · · · véri�ent� ρ est 
ohérente pas à pas,� σ |= ρ, 
'est-à-dire que pour tout i ∈ N σ, i |= ρ(i). En parti
ulier pour tout i ∈ N ona vi |= Xi.Preuve : Soit 〈q0, v0〉 α0−→ 〈q1, v1〉

α1−→ . . . une exé
ution in�nie de A. Par 
onstru
tion del'abstra
tion, il existe pour 
haque sous-
hemin 〈qi, vi〉 αi−→ · · ·
αi+l−1
−−−→ 〈qi+l, vi+l〉 de longueur lune transition de Aabs de la forme 〈qi,Xi〉

sv(vl
i)−−−→ 〈qi+1,Xi+1〉 telle que vi |= Xi, vi+1 |= Xi+1et vli est la valuation dé�nie par vli(Xjx) = vi+j(x) pour tout j ∈ {0, . . . , l}. En e�et, d'aprèsles 
onditions (SV1) et (SV2) et la dé�nition de la relation de satisfa
tion symbolique ona bien 191



� vi |= Xi implique que sv(vli) |=symb Xi,� vi+1 |= Xi+1 implique que sv(vli) |= X ′[x← Xx | x ∈ VAR],� pour tout j ∈ {0, . . . , l − 1}, vi, vi+1 |= αi implique que sv(vli) |=symb Xiαi.Notons que d'après (SV1) les ensembles Xi et Xi+1 sont uniques pour vi et vi+1 don-nés. Nous posons sv i = sv(vli) pour tout i ∈ N. Comme les valuations symboliques sv iet sv i+1 sont dé�nies par rapport à des 
hemins qui se superposent partiellement, il estfa
ile de montrer que 
haque paire 〈sv i, sv i+1〉 est 
ohérente sur un pas. Don
 l'exé
ution
〈q0,X0〉

sv0−→ 〈q1,X1〉
sv1−→ 〈q2,X2〉

sv2−→ · · · est telle que la séquen
e ρ = sv0 · sv1 · · · est 
ohé-rente pas à pas. En�n, 
omme à 
haque position i ∈ N on a sv i = sv(vli), il est évident quela séquen
e σ = v0 · v1 · · · satisfait ρ.Ré
iproquement, supposons qu'il existe une exé
ution in�nie 〈q0,X0〉
sv0−→ 〈q1,X1〉

sv1−→ . . .dans Aabs telle que la séquen
e ρ = sv0 · sv1 · · · est 
ohérente pas à pas. Nous montrons
omment 
onstruire une exé
ution linéaire de A véri�ant les bonnes propriétés par indu
tionsur la position du 
hemin. Par dé�nition de la relation de transition de Aabs, il existe un
hemin q0
α0−→ q1

α1−→ · · ·
αl−1
−−→ ql de longueur l dans A tel que pour tout i ∈ {0, . . . , l − 1}on a sv0 |=symb Xiαi. De plus, 
omme sv0 est satisfaisable il existe une valuation v telleque v |= sv0. Par dé�nition de la relation de satisfa
tion symbolique, la sous-exé
ution �nie

〈q0, v0〉
α0−→ 〈q1, v1〉

α1−→ · · ·
αl−1
−−→ 〈ql, vl〉 telle que pour tout j ∈ {0, . . . , l} et x ∈ V on a

vj(x) = v(Xjx) est valide, 
'est-à-dire que les valuations vj et vj+1 satisfont αj pour tout
j ∈ {0, . . . , l − 1}.Supposons maintenant que nous pouvons 
onstruire une exé
ution 〈q0, v0〉 α0−→ 〈q1, v1〉

α1−→

· · ·
αi−2+l
−−−→ 〈qi−1+l, vi−1+l〉 de A satisfaisant toutes les valuations symboliques de ρ jusqu'àla position i − 1. Comme la séquen
e ρ est 
ohérente pas à pas, si sv i−1 |=symb Xjαi−1+jpour tout j ∈ {0, . . . , l − 1} alors sv i |=symb Xjαi+j pour tout j ∈ {0, . . . , l − 2}. De plus,la valuation vl−1

i dé�nie par vl−1
i (Xjx) = vi+j(x) pour tout j ∈ {0, . . . , l− 1} satisfait touteles 
ontraintes de sv i impliquant uniquement des termes de la forme Xix tel que i < l.Dans A, il existe une transition qi+l−1

αi+l−1
−−−→ qi+l telle que sv i |=symb Xlαi+l−1, sinon
omme la séquen
e ρ est 
ohérente pas à pas il n'existe pas de transition qi+l−1

αi+l−1
−−−→ qi+ltelle que sv i+l−1 |=symb αi+l−1 et par 
onséquent la transition 〈qi+l−1,Xi+l−1〉

sv i+l−1
−−−−→

〈qi+l,Xi+l〉 n'existe pas. Comme l'abstra
tion que nous utilisons est véri�able lo
alement,il existe une valuation vi+l qui étend vl−1
i en vli telle que vli(Xlx) = vi+l(x) et vli |= sv i. Pardé�nition de la relation de satisfa
tion symbolique, on a vli |= αi+l−1 et don
 l'exé
utionpeut être étendue en utilisant la transition 〈qi+l−1, vi+l−1〉

αi+l−1
−−−→ 〈qi+l, vi+l〉. �Nous posons d 
omme étant le maximum de E♯(φ)+1 et du degré de Aabs, 
'est-à-dire lenombre maximal de transitions issues d'un même état. Nous notons Frame(φ,A) l'ensembledes fenêtres symboliques de la forme {1, . . . , d}l → SV(φ,A). Une exé
ution symbolique de

Aabs est un modèle symbolique arbores
ent Tsymb = 〈N, {n0},−→,Γsymb〉 véri�ant les pro-priétés suivantes.� N ⊆ Q × SV0(φ,A) × {1, . . . , d}∗ où la dernière 
omposante marque le 
hemin suividepuis la ra
ine et sert à di�éren
ier les multiples 
opies d'un même état de Aabs,192



� Γsymb : N → Frame(φ,A),� n0 est de la forme 〈q0,X0, ε〉 où q0 ∈ I et Γsymb(n0) = fr0 tel que pour tout w ∈
{1, . . . , d}l on a X0 ⊆ fr0(w),� Soit n = 〈q,X,wn〉 un noeud de N tel que Γsymb(n) = fr et {n1, . . . , nd} l'ensemblede 
es su

esseurs. Nous notons nj = 〈qj,Xj , wn · j〉 pour tout j ∈ {1, . . . , d}. Cessommets véri�ent les propriétés suivantes :� pour tout j ∈ {1, . . . , d} il existe une transition 〈q,X〉 svj

−→ 〈qj,Xj〉 dans Aabs et ilexiste un mot w ∈ {1, . . . , d}l−1 tel que fr(j · w) = sv j,� pour toute transition 〈q,X〉 sv
−→ 〈q′,X ′〉 dans Aabs il existe j ∈ {1, . . . , d} tel que

〈q′,X ′〉 = 〈qj ,Xj〉 et il existe w ∈ {1, . . . , d}l−1 tel que fr(j · w) = sv j .� pour tout j ∈ {1, . . . , d} la paire 〈fr ,Γsymb(nj)〉 est j-
ohérente sur un pas.Par 
onstru
tion, Aabs et Tsymb sont liés par la propriété suivante. Nous réutilisons la dé�-nition de satisfa
tion symbolique |=symb entre les modèles symboliques arbores
ents et lessous-formules de φ.Lemme 52 Pour tout 
hemin in�ni 〈q0,X0, w0〉 −→ 〈q1,X1, w1〉 −→ · · · dans Tsymb, il existeune exé
ution linéaire de la forme 〈q0,X0〉
sv0−→ 〈q1,X1〉

sv1−→ . . . dans Aabs telle que la séquen
e
sv0 · sv1 · · · est 
ohérente pas à pas.Preuve : Considérons un 
hemin π = 〈q0,X0, w0〉

a0−→ 〈q1,X1, w1〉
a1−→ · · · dans Tsymb.Par dé�nition de Tsymb = 〈N, {n0},−→,Γsymb〉 il existe pour tout i ∈ N une transition

〈qi,Xi〉
sv i−→ 〈qi+1,Xi+1〉 dans Aabs 
e qui implique l'existen
e d'un 
hemin qi

αi−→ qi+1

αi
i+1
−−→

qii+2

αi
i+2
−−→ · · ·

αi
i+l−1
−−−→ qii+l dans A tel que� sv i |= Xi,� sv i |= Xi+1[x← Xx | x ∈ VAR],� sv i |=symb αi,� et il existe un mot w′′i ∈ {1, . . . , d}l−1 tel fr i(ai · w

′′
i ) = sv i où fr i = Γsymb(〈qi,Xi, i〉).Nous posons w′i = wπ(i) · · ·wπ(i + l) pour tout i ∈ N. Par dé�nition des fenêtres sym-boliques, la valuation symbolique fr i(w

′
i) 
oïn
ide ave
 sv i sur les termes de la forme xet Xx 
ar sv i = fr i(ai · w

′′
i ). Ce
i implique que fr i(w

′
i) |= Xi, fr i(w

′
i) |= Xi+1[x ←

Xx | x ∈ VAR] et fr i(w
′
i) |=symb αi. En réitérant les mêmes arguments, nous pouvonsprouver que fr i+j(w

′
i+j) |=symb αi+j pour tout j ∈ {1, . . . , l − 1} et 
omme par dé�ni-tion des modèles symboliques la séquen
e fr i(w

′
i) · fr i+1(w

′
i+1) · · · fr i+l−1(w

′
i+l−1) est 
ohé-rente pas à pas 
ela implique que fr i(w

′
i) |= Xjαi+j pour tout j ∈ {1, . . . , l − 1}. Toutesles 
onditions sont don
 réunies pour montrer l'existen
e d'une transition de la forme

〈qi,Xi〉
fr i(wi)
−−−→ 〈qi+1,Xi+1〉 dans Aabs. Par indu
tion, nous pouvons don
 
onstruire uneexé
ution 〈q0,X0〉

fr0(w′
0)−−−→ 〈q1,X1〉

fr1(w′
1)−−−→ · · · telle que fr0(w

′
0) · fr1(w

′
1) · · · est 
ohérente pasà pas. �193



Les Lemmes 51 et 52 nous permettent d'établir la relation suivante entre A et les exé-
utions symboliques de Aabs.Lemme 53 Pour toute formule φ de CCTL⋆(D) et tout D-automate A, on a A |= φ ssi ilexiste une exé
ution symbolique Tsymb de Aabs telle que Tsymb |=symb φ.Preuve : Nous pro
édons par indu
tion sur la stru
ture de φ. Le seul 
as non trivialest Eψ. Nous supposons par indu
tion que la propriété est vraie pour les sous-formulesmaximales de φ. Nous rappelons qu'une sous-formule maximale φ′ de φ est une sous-formuled'état stri
te de φ telle que pour toute sous-formule d'état stri
te φ′′ de φ, φ′ n'est pas unesous-formule stri
te de φ′′. Dans 
e 
as, si A |= φ alors il existe une exé
ution π = 〈q0, v0〉
α0−→

〈q1, v1〉
α1−→ · · · de A qui satisfait ψ. D'après le Lemme 51, il existe don
 une exé
ution

πabs = 〈q0,X0〉
sv0−→ 〈q1,X1〉

sv1−→ . . . dans Aabs telle que la séquen
e ρ = sv0 · sv1 · · · est
ohérente pas à pas et σ = v0 · v1 · · · véri�e σ |= ρ. En 
onséquen
e de la dé�nition desvaluations symboliques, pour toute 
ontrainte atomique de φ nous avons σ, i |= α ssi sv i |= α.D'après la 
onstru
tion dé�nie, il existe une exé
ution symbolique Tsymb dont l'undes 
hemins πsymb = 〈q0,X0, w0〉
a0−→ 〈q1,X1, w1〉

a1−→ · · · 
orrespond à πabs, 
'est-à-direque la fenêtre symbolique fr i asso
iée à 
haque noeud de la forme 〈qi,Xi, wi〉 est telleque fr(ai · · · ai+l) = sv i. Don
 pour toute 
ontrainte atomique de φ on a σ, i |= α ssi
〈Tsymb, π

i
symb〉 |=symb α. De plus, l'ensemble des sous-formules d'état satisfaites à une po-sition i de π dans A sont satisfaites symboliquement à la même position de πsymb dans

Tsymb par hypothèse d'indu
tion. Puisque les mêmes formules atomiques sont satisfaites à
haque position des deux 
hemins et que la relation de satisfa
tion 
orrespond à la rela-tion symbolique en dehors du 
as des 
ontraintes atomiques, nous pouvons 
on
lure que
〈Tsymb, πsymb〉 |=symb ψ.Ré
iproquement, si Tsymb satisfait Eψ alors il existe un 
hemin πsymb = 〈q0,X0, w0〉

a0−→

〈q1,X1, w1〉
a1−→ · · · tel que 〈Tsymb, πsymb〉 |=symb ψ. D'après la 
onstru
tion utilisée dans lapreuve du Lemme 52, il existe une exé
ution πabs = 〈q0,X0〉

sv0−→ 〈q1,X1〉
sv1−→ . . . de Aabstelle que pour tout i ∈ N, on a fr i(ai · · · ai+l) = sv i où fr i est la fenêtre symbolique asso-
iée au noeud 〈qi,Xi, wi〉. De plus, la séquen
e ρ = sv0 · sv1 · · · est 
ohérente pas à pas.D'après le Lemme 51 il existe don
 une exé
ution π = 〈q0, v0〉

α0−→ 〈q1, v1〉
α1−→ · · · de A telleque σ = v0 · v1 · · · véri�e σ |= ρ. Nous pouvons alors déduire en utilisant les propriétés desvaluations symboliques et l'hypothèse d'indu
tion que π |= ψ et par 
onséquent A |= Eψ. �Nous étendons don
 la 
onstru
tion de la se
tion pré
édente en interse
tant la variante del'automate Aφ sur l'alphabet Frame(φ,A) ave
 un automate A′abs qui re
onnaît l'ensembledes exé
utions symboliques de l'automate Aabs. Nous notons l'automate obtenu AMC

φ .L'ensemble des états de A′abs est identique à 
elui de Aabs, de même que l'ensemble desétats initiaux et �naux. L'alphabet de A′abs est Frame(φ,A) et la relation de transition quireprend les règles de 
onstru
tion d'une exé
ution symbolique est dé�nie par
δ(〈q,X〉, fr ) =

∧

〈q,X〉
sv

−→〈q′,X′〉

∨

i:∃w,fr(iw)=fr

(i, 〈q′,X ′〉)194



∧
∧

i∈{0,...,d}

∨

〈q,X〉
sv

−→〈q′,X′〉:∃w,fr(iw)=fr

(i, 〈q′,X ′〉)pour tout état 〈q,X〉 ∈ Q× SV0(φ,A) et fenêtre symbolique fr ∈ Frame(φ,A). La premièrepartie de 
ette règle exprime que 
haque transition de Aabs 
orrespond à un su

esseurdans le modèle symbolique et la se
onde partie que 
haque su

esseur 
orrespond à unetransition.La preuve du Lemme 50 peut fa
ilement être adaptée a�n de montrer que A |= φ ssile langage a

epté par l'automate AMC
φ n'est pas vide. Ce
i nous permet de prouver ladé
idabilité du model-
he
king.Théorème 40 Le problème de model-
he
king pour CCTL⋆(D) est dé
idable lorsqu'il existeune abstra
tion véri�able lo
alement pour les modèles de 
ette logique qui est 
al
ulable.La 
omplexité de 
ette pro
édure n'augmente pas par rapport au problème de la satis-faisabilité. En e�et, lorsque la relation de satisfa
tion symbolique peut se tester en tempsexponentiel, l'automate Aabs peut être 
onstruit en temps exponentiel par rapport à A demême que A′abs peut être 
onstruit en temps polynomial par rapport à Aabs.Corollaire 14 Le problème de model-
he
king pour CCTL⋆(D) est dans 2exptime lorsquel'on peut 
al
uler une abstra
tion véri�able lo
alement pour laquelle la relation de satisfa
tionsymbolique se teste en temps exponentiel.L'é
art de 
omplexité ave
 le model-
he
king de CTL⋆ s'explique par la 
onstru
tion de

Aabs qui fait qu'il est di�
ile de ra�ner la borne de 
omplexité en utilisant 
ette méthode.
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Chapitre 8CTL⋆ ave
 
ontraintes qualitatives sur les entiersSommaire8.1 CTL⋆ ave
 
ontraintes de Presburger . . . . . . . . . . . . . . . . 1978.2 Propriété des IPC⋆-automates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1998.2.1 Rappels sur les beaux préordres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1998.2.2 Systèmes bien stru
turés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008.2.3 WIPC⋆-automates généralisés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2058.3 Systèmes d'inégalités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2068.4 Algorithme symbolique de model-
he
king . . . . . . . . . . . . 2128.4.1 Idée générale de l'algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2128.4.2 Constru
tion pour le 
as Eψ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2158.4.3 Constru
tion de JφKA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2228.5 Preuve du Lemme 69 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223Nous nous intéressons maintenant à une extension de CTL⋆ sur un domaine dont lesvariables sont interprétées par des entiers qui n'appartient pas à la sous-famille de domaines
on
rets dé�nie dans le 
hapitre pré
édent. Nous 
onsidérons plus pré
isément le domaine
IPC⋆ 
ontenant des 
ontraintes de 
omparaisons telles que x < y ou x < d et des 
ontraintesde périodi
ité de la forme x ≡K y + c pour x, y ∈ VAR, k, c ∈ N et d ∈ Z (voir la dé�nitionexa
te dans la Se
tion 3.3.2). Nous dé�nissons une méthode permettant de 
onstruire l'en-semble des états d'un IPC⋆-automate qui véri�ent une formule du fragment existentiel de
CCTL⋆(IPC⋆) et nous en déduisons un résultat de dé
idabilité pour le problème de model-
he
king 
orrespondant.Les résultats présentés dans 
e 
hapitre 
orrespondent à l'arti
le [BG06℄.8.1 CTL⋆ ave
 
ontraintes de PresburgerLa méthode développée dans le 
hapitre pré
édent ne permet pas de traiter le 
as denombreux domaines 
on
rets manipulant des entiers. En e�et, le Lemme 15 illustre que lesmodèles symboliques de CLTL(IPC⋆) ne sont pas véri�ables lo
alement 
ar la 
ondition àvéri�er porte sur l'ensemble de la séquen
e de valuations symboliques. En fait, 
'est déjà197



le 
as pour les modèles symboliques de CLTL(〈N, <,=〉) d'après les résultats de [DD07℄.La 
ondition de 
ara
térisation des modèles symboliques satisfaisables pour 
ette logiqueutilise en e�et une 
ondition pro
he de 
elle du Lemme 15. Nous proposons i
i une autreméthode permettant de résoudre le problème du model-
he
king pour le fragment existentielde CTL⋆ étendu ave
 un ensemble de 
ontraintes sur les entiers.Notre obje
tif est de généraliser une partie des résultats 
on
ernant les extensions deLTL ave
 des 
ontraintes sur les entiers. Étant données les restri
tions né
essaires pourles fragments quantitatifs de Presburger, nous nous 
on
entrons sur le fragment qualitatif
IPC⋆. Malheureusement 
ette restri
tion n'est pas su�sante non plus 
ar le problème dumodel-
he
king de CCTL⋆(IPC⋆) est indé
idable. D'après un résultat de [�er94℄ on peutdéjà prouver l'indé
idabilité du problème du model-
he
king pour la restri
tion de la logique
CCTL⋆(Z) aux formules de longueur temporelle égale à 0. Par 
ontre, 
e même papier éta-blit la dé
idabilité du model-
he
king pour le fragment existentiel de CCTL⋆(Z) restreintau formules dont la longueur temporelle est 0 sur une 
lasse d'automates stri
tement in-
luse dans 
elle des Z-automates. Rappelons que nous avons déjà établi dans le Lemme 8 la
orrespondan
e entre la 
lasse des IRA utilisée dans [�er94℄ et les automates à 
ontraintesque nous 
onsidérons. Nous généralisons i
i 
e résultat 
on
ernant le model-
he
king de 
efragment de CCTL⋆(Z) :� en étendant le langage de 
ontraintes,� en étendant le modèle opérationnel,� et levant la restri
tion sur la longueur temporelle des formules.Contrairement aux résultats des 
hapitres pré
édents, le fragment que nous 
onsidéronsdans 
e 
hapitre restreint le langage logique et pas uniquement le langage de 
ontraintes.Nous n'avons don
 qu'un fragment de CCTL⋆(IPC⋆) mais nous proposons en 
ontrepartie detraiter un problème plus large que le problème du model-
he
king. En e�et, nous dé�nissonsune méthode permettant de 
onstruire une représentation de l'ensemble JφKA des états de
A qui satisfont φ. Cette méthode étend les travaux de [�er94℄ et 
ertaines preuves originales
omplètent 
ertains détails te
hniques omis dans 
es travaux.Comme nous l'avons déjà 
ité dans le 
hapitre pré
édent, de nombreux travaux exis-tant introduisent des logiques arbores
entes pour véri�er des propriétés sur les entiers.Dans [DFGvD06℄ la dé
idabilité est obtenue grâ
e à des restri
tions sur la relation detransition des modèles 
onsidérés. Les restri
tion que nous 
onsidérons i
i portent sur lelangage de 
ontraintes et la logique mais la relation de transition des automates que nous
onsidérons n'est pas 
ontrainte. En 
e qui 
on
erne les automates à pile, ils ne peuventsimuler plusieurs 
ompteurs don
 les 
ontraintes que nous véri�ons sont plus ri
hes que les
ontraintes régulières sur le 
ontenu de la pile 
onsidérées dans [FWW97, EKS03℄. La lo-gique temporelle sous-ja
ente que nous 
onsidérons est 
ependant moins ri
he que dans 
estravaux qui 
onsidèrent la totalité de CTL⋆.La méthode que nous dé�nissons dans 
e 
hapitre utilise des résultats sur les systèmesbien stru
turés (voir [FS01, A�JT00℄). Un intérêt de 
es systèmes est que l'ensemble des pré-dé
esseurs d'un ensemble d'états donné est 
al
ulable. La 
onvergen
e de l'algorithme de 
al-
ul est assurée par un beau préordre sur l'ensemble des états du système. D'autres méthodesont été introduites a�n de 
al
uler des points �xes plus 
omplexes permettant d'exprimerdes propriétés relatives à des problèmes de jeux ou de logiques temporelles [ABd03, BBS06℄.198



La méthode que nous dé�nissons i
i peut être vue 
omme un nouvel exemple de 
al
ul depoint �xe dans une famille de systèmes bien stru
turés puisque les propriétés de CTL⋆s'expriment dans le µ-
al
ul.8.2 Propriété des IPC⋆-automatesD'après le Lemme 7, toute 
ontrainte de IPC⋆ peut être transformée en 
ontrainte de
WIPC⋆. Nous nous restreignons don
 au langage de 
ontraintes WIPC⋆ sans perdre devue que 
e
i implique une explosion de la taille des formules. À partir de maintenant nous
onsidérons des formules sous forme positive du fragment existentiel de CCTL⋆(WIPC⋆) quenous notons ECTL⋆(WIPC⋆). Nous 
ommençons par dé�nir quelques propriétés 
on
ernantles WIPC⋆-automates.8.2.1 Rappels sur les beaux préordresLes propriétés que nous dé�nissons dans 
ette se
tion sont liées aux résultats sur lessystèmes bien stru
turés dont nous rappelons rapidement quelques dé�nitions et résultatsfondamentaux (pour plus d'informations, voir par exemple [FS01℄).Soit X un ensemble d'éléments quel
onque. Un beau préordre sur X est une relationbinaire � ré�exive et transitive sur les éléments de X telle que pour 
haque séquen
e in�nie
x0 · x1 · x2 · · · d'éléments de X il existe deux indi
es i et j tels que i < j et xi � xj . Unordre sur X est antisymétrique ssi pour tout x, y ∈ X, x � y et y � x implique x = y.Un ensemble U ⊆ X est fermé par le haut si pour tout x ∈ X et y ∈ U on a y � ximplique x ∈ U . Il est fa
ile de montrer que les ensembles fermés par le haut sont 
los parinterse
tion et unions.Lemme 54 L'interse
tion et l'union d'ensembles fermés par le haut est un ensemble fermépar le haut.Notons 
ependant que le 
omplément d'un ensemble fermé par le haut n'est pas un ensemblefermé par le haut (
'est un ensemble fermé par le bas). Par exemple, {x ≥ 2 | x ∈ N} estfermé par le haut par rapport à la relation ≥ mais pas son 
omplément. La fermeture parle haut d'un ensemble Y ⊆ X, notée ↑ Y , est l'ensemble {x ∈ X | ∃y ∈ Y tel que y � x}.Une base pour un ensemble fermé par le haut U est un sous-ensemble minimal Ub ⊆ U dontla fermeture par le haut est égale à U , 
'est-à-dire que ↑ Ub = U et pour tout x, y ∈ Ubon a x � y implique x = y. Par la suite, nous utiliserons le résultat suivant 
on
ernantl'existen
e d'une base pour les ensemble fermés par le haut lorsque l'on 
onsidère un beaupréordre antisymétrique.Lemme 55 [FS01℄ Étant donné un beau préordre antisymétrique � sur un ensemble X,tout ensemble fermé par le haut U ⊆ X par rapport � a une unique base �nie.Notre but dans le reste de 
e 
hapitre est de dé�nir un algorithme qui 
al
ule l'ensemble
JφKA à partir d'une formule φ de ECTL⋆(WIPC⋆) et d'un WIPC⋆-automate A. Nous éta-blissons dans 
ette se
tion que 
et ensemble est fermé par le haut par rapport à un beaupréordre que nous dé�nissons 
i-dessous. 199



8.2.2 Systèmes bien stru
turésLa méthode que nous développons s'inspire de [�er94℄ et repose sur la dé�nition d'unbeau préordre sur l'ensemble des états d'un WIPC⋆-automate. Nous étendons 
ette méthodeen la 
ombinant ave
 l'abstra
tion des modèles que nous avons dé�nie dans la Se
tion 4.2.Étant donné un ensemble de formules atomiques X de ECTL⋆(WIPC⋆), nous 
onsidéronsles ressour
es syntaxiques suivantes.� l est le plus grand entier tel qu'il existe un terme de la forme Xlx dans X.� V est l'ensemble des variables utilisées dans X.� Term est l'ensemble de termes {Xix : x ∈ V et i ∈ {0, . . . , l}},� C est l'ensemble des 
onstantes utilisées dans X. Nous notons m etM respe
tivementle plus petit et plus grand élément de C.� K est le plus petit 
ommun multiple des entiers k tels qu'il existe une 
ontrainte depériodi
ité utilisant la relation ≡k dans X.Sans perte de généralité, nous supposons que K > 0 et pour tout m < d < M on a d ∈ C.Nous dé�nissons la relation d'ordre �X sur les valuations de la forme Term → Z telle que
v �X v′ ssi� l'ordre des di�érents éléments est préservé,pour tout a, b ∈ Term on a v(a) ≥ v(b) ssi v′(a) ≥ v′(b),pour tout a ∈ Term et d ∈ C on a v(a) ≥ d ssi v′(a) ≥ d, et d ≥ v(a) ssi d ≥ v′(a)� les relations de 
ongruen
e par rapport à K sont préservées,pour tout a ∈ Term on a v(a) ≡K v′(a),� les valeurs a�e
tées par v′ sont plus �espa
ées� que 
elles de v,pour tout a, b ∈ Term si v(a) ≥ v(b) alors v′(a)− v′(b) ≥ v(a)− v(b),pour tout a ∈ Term et d ∈ C si v(a) ≥ d alors v′(a)− d ≥ v(a)− d,de même si d ≥ v(a) alors d− v′(a) ≥ d− v(a).Notons que 
es 
onditions ne sont pas in
ompatibles ave
 le premier point qui imposeque si v(a) = v(b) alors v′(a) = v′(b) (idem ave
 les 
onstantes). En e�et, toutes lesinégalités sont larges.D'après 
ette dé�nition, si v �X v′ alors les propriétés suivantes sont véri�ées.(O1) Pour tout terme Xix ∈ Term tel que v(Xix) > M on a v′(Xix) ≥ v(Xix). En e�et, s'ilen était autrement on aurait v′(Xix)−M < v(Xix)−M .(O2) De même pour tout terme Xix ∈ Term tel que v(Xix) < m on a v′(Xix) ≤ v(Xix).(O3) En�n, pour tout terme Xix ∈ Term tel qu'il existe d ∈ C véri�ant v(Xix) = d on a

v′(Xix) = v(Xix).Pour résumer, les termes ayant une valeur supérieure à toutes les 
onstantes 
roissent, lestermes ayant une valeur inférieure aux 
onstantes dé
roissent, et les termes qui sont égaux200



à une 
onstante ne 
hangent pas. De plus, d'après l'abstra
tion des valuations dé�nie dansla Se
tion 4.2, si v �X v′ alors sv(v) = sv(v′). Ce
i est une 
onséquen
e de la préservationde l'ordre des valeurs a�e
tées aux éléments de Term ⊎ C et des relations de 
ongruen
emodulo K. Nous pouvons don
 établir le résultat suivant qui dé
oule du Lemme 10 (II).Lemme 56 Pour toute paire de valuations v, v′ de la forme Term → Z telle que v �X v′et toute 
ontrainte atomique α de WIPC⋆ appartenant à X, on a v |= α ssi v′ |= α.Étant donnés une formule φ de ECTL⋆(WIPC⋆) et un WIPC⋆-automate A, nous notons
�φ,A l'ordre 
onstruit par rapport à l'ensemble des 
ontraintes atomiques de ECTL⋆(WIPC⋆)utilisées dans φ et dans la relation de transition de A. Par extension, étant donnés deux
hemins �nis π et π′ de longueur l nous notons π �φ,A π′ ssi vπ �φ,A vπ′ et pour tout
i ∈ {0, . . . , l} l'état de 
ontr�le à la position i est le même dans les deux 
hemins. Nous rap-pelons que pour tout 
hemin �ni π = 〈q0, v0〉 · 〈q1, v1〉 · · · dans A, la valuation vπ est dé�niepar vπ(Xix) = vi(x) pour tout i ∈ {0, . . . , |π|} et x ∈ V . Lorsque le 
ontexte est 
lair, nousnotons parfois la relation �X simplement �. L'ordre �X véri�e la propriété suivante quiest une 
onséquen
e du même résultat pour l'ordre sur les n-uplets d'entiers (voir [Pet81℄).Lemme 57 Pour tout ensemble X de formules atomiques de ECTL⋆(WIPC⋆), l'ordre �Xest un beau préordre antisymétrique sur l'ensemble des valuations de la forme Term→ Z.Preuve : Pour toute valuation v : Term→ Z nous dé�nissons deux ve
teurs :� vmod est le ve
teur de dimension |Term| indexé par des termes tel que pour tout

Xix ∈ Term on a 0 ≤ vmod.(X
ix) < K et vmod.(X

ix) ≡K v(Xix),� vdif est le ve
teur de dimension |Term × Term| + |Term × C| indexé par des 
ouplesformés d'éléments de Term ∪ C tel que pour tout a ∈ Term et b ∈ Term ∪ C on a
vdif .(a, b) = |v(a)− v(b)|.Le ve
teur vmod représente les modulo des di�érentes valeurs a�e
tées aux variables et vdifles é
arts entres 
es valeurs. Par dé�nition de �X , pour tout 
ouple de valuations v, v′ dela forme Term → Z on a v � Xv′ ssi vmod = v′mod et vmod �N v′mod tel que �N est l'ordretel que :
vmod �N v′mod ssi pour tout a ∈ Term et b ∈ Term ∪C on a vdif .(a, b) ≤ v

′
dif .(a, b).Nous pouvons alors fa
ilement prouver que �X est un beau préordre en utilisant les obser-vations suivantes.� le nombre de façons d'ordonner les éléments de l'ensemble �ni Term ∪ C est �ni,� le nombre de ve
teurs distin
ts véri�ant la dé�nition de vmod est �ni,� �N est un beau préordre sur les n-uplets d'entiers. �Nous utilisons parfois la restri
tion de l'ordre �X par rapport à un sous-ensemble de

Term. Étant données deux valuations v, v′ de la forme Term′ → Z telles que Term′ ⊆ Termnous notons aussi v �X v′ si toutes les 
onditions requises par la dé�nition de �X sont vé-ri�ées lorsque l'on 
onsidère seulement les éléments de Term′ et C. Ce
i nous permet entre201



autre d'utiliser la relation d'ordre sur les valuations de la forme V → Z et par extension surdes états d'un WIPC⋆-automate. Par exemple, nous notons 〈q, v〉 �φ,A 〈q′, v′〉 ssi q = q′ et
v �φ,A v

′ par rapport à la restri
tion de �φ,A aux valuations de la forme V → Z. Notons quepour tout ensemble Term′ ⊆ Term la restri
tion de la relation �X est un beau préordre surl'ensemble des valuations de la forme Term′ → Z. Une autre propriété de 
ette restri
tionest que pour toute paire de valuations v1, v2 de la forme Term → Z telle que v1 � v2, lesrestri
tions v′1, v′2 de v1 et v2 dé�nies sur le même sous-ensemble de termes véri�ent v′1 � v′2puisque dans l'ordre, les relations de périodi
ité et les é
arts entres les valeurs a�e
tées dansla restri
tion des valuations sont in
hangés.Nous terminons 
ette se
tion en montrant que pour toute formule φ de ECTL⋆(WIPC⋆)et tout WIPC⋆-automate A, l'ensemble JφKA est un ensemble fermé par le haut par rapportau beau préordre �φ,A. Nous établissons d'abord que A est un système bien stru
turé. Unsystème de transitions S = 〈N,−→〉 est bien stru
turé s'il existe un beau préordre � surl'ensemble des sommets N tel que pour toute transition n1 −→ n2 dans 
e système et toutétat n′1 ∈ N tel que n1 � n′1 il existe un état n′2 ∈ N tel que n2 � n′2 et n′1 −→ n′2. Lapreuve que les WIPC⋆-automates sont des systèmes bien stru
turés dé
oule d'un résultatde simulation plus fort énon
é 
i-dessous.Lemme 58 Soit A un WIPC⋆-automate, φ une formule de CLTL(WIPC⋆) et π = 〈q0, v0〉·
〈q1, v1〉 · · · un 
hemin in�ni dans A. Pour toute valuation v′0 telle que v0 �φ,A v′0, il existeun 
hemin in�ni π′ = 〈q0, v′0〉 · 〈q1, v′1〉 · · · tel que pour tout i ≥ 0 on a π(i) · · · π(i+ l) �φ,A
π′(i) · · · π′(i+ l).Preuve : Soit 〈q0, v0〉 α0−→ 〈q1, v1〉

α1−→ · · · les transitions su

essives prises par π dans A.D'après le Lemme 56, pour tout i ∈ N et toute valuation v′ telle que vπ(i)···π(i+l) � v′ ona vπ(i)···π(i+l) |= αi ssi v′ |= αi. Il nous su�t don
 de montrer qu'à partir de v′0 on peut
onstruire une valuation v′i pour 
haque position i > 0 de π′ tel que pour tout i ≥ 0 on a
vπ(i)···π(i+l) � vπ′(i)···π′(i+l). En e�et, le 
hemin π′ = 〈q0, v′0〉 α0−→ 〈q1, v

′
1〉

α1−→ · · · qui emprunteles même transitions que π est valide d'après la remarque 
i-dessus.Nous pro
édons par indu
tion sur la position dans la séquen
e. Nous 
ommençons don
par 
onstruire l − 1 valuations v′(1), · · · , v′(l) telles que si π′(i) = 〈qi, v
′
i〉 pour tout i ∈

{1, . . . , l} alors vπ(0)···π(l) � vπ′(0)···π′(l). Comme la valuation v′0 est déjà �xée, il nous fautdon
 
ompléter la valuation vπ′(0)···π′(l) de manière à 
e qu'elle véri�e la propriété. Poursimpli�er la présentation, nous notons v = vπ(0)···π(l), v′ = vπ′(0)···π′(l) et 
onformément à ladé�nition nous utilisons v(Xix) plut�t que vi(x).Nous 
onstruisons v′ par indu
tion. Pour le 
as de base, on sait que les restri
tions de
v et v′ aux éléments de V sont dé�nies et véri�ent la relation � puisque v0 � v′0. Noussupposons maintenant que nous pouvons 
onstruire une a�e
tation partielle v′p pour unsous-ensemble de termes Term′ véri�ant v′p(x) = v′0(x) pour tout x ∈ V et vp � v′p où
vp est la restri
tion de v aux éléments de Term′. Nous montrons qu'étant donné un terme
Xix ∈ Term \ Term′, on peut dé�nir une valeur v′(Xix) telle que la valuation v′p étendueave
 la valeur dé�nie pour Xix véri�e la relation � par rapport à la restri
tion de v auxéléments de Term′ ⊎ {Xix}. 202



• Si v(Xix) > M , nous 
onsidérons le terme de Term′ qui prend la plus grande valeur infé-rieure à v(Xix) dans v, 
'est-à-dire Xjy ∈ Term′ tel que v(Xiy) = max{vp(X
kz) | vp(X

kz) ≤
v(Xix)}. Si v(Xiy) ≤M alors nous posons v′(Xix) = v(Xix), sinon

v′(Xix) = v(Xix) + (v′p(X
jy)− vp(X

jy)).Nous montrons maintenant que la valuation v′p étendue ave
 la valeur dé�nie pour Xixvéri�e la relation � par rapport à la restri
tion 
orrespondante de v. Nous 
ommençons parle 
as où v(Xiy) > M .� Pour montrer que les relations de 
ongruen
es par rapport à K sont préservées, ilsu�t de remarquer que par dé�nition v′(Xix) − v′p(Xjy) = v(Xix) − vp(X
jy) et don


v′(Xix)− v′p(X
jy) ≡K v(Xix)− vp(X

jy). Comme vp � v′p on a v′p(Xjy) ≡K vp(X
jy), 
equi permet de déduire que v′(Xix) ≡K v(Xix).� Nous montrons maintenant que l'ordre des valeurs est préservé et que les é
arts nediminuent pas.Comme v′(Xix) ≥ v(Xix), 
ette propriété est dire
te pour tout terme Xkz ∈ Term′ telque vp(Xkz) ≤ M et toute 
onstante d ∈ C puisqu'on a vp(Xkz) ≥ v′p(X

kz) et que lavaleur de d ne 
hange pas.Considérons don
 les termes de la forme Xkz ∈ Term′ tels que vp(Xkz) > M . Si
vp(X

jy) ≥ vp(X
kz) alors on obtient par transitivité que v(Xix) ≥ vp(X

kz). Comme
vp � v′p on a aussi v′p(Xjy) ≥ v′p(X

kz) et vp(Xjy)− vp(Xkz) ≤ v′p(X
jy)− v′p(X

kz). Partransitivité, on obtient dire
tement v′(Xix) ≥ v′p(X
kz). De plus vp(Xjy) − vp(Xkz) ≤

v′p(X
jy)− v′p(X

kz) implique que v′p(Xkz)− vp(Xkz) ≤ v′p(Xjy)− vp(Xjy) et 
omme pardé�nition v′(Xix) − v(Xix) = v′p(X
jy)− vp(X

jy) on a v′p(Xkz) − vp(Xkz) ≤ v′(Xix) −

v(Xix). Don
 on a bien v(Xix)− vp(Xkz) ≤ v′(Xix)− v′p(Xkz).Si v(Xix) ≥ vp(Xkz) ≥ vp(Xjy) alors on a vp(Xkz) = vp(X
jy) 
ar par dé�nition vp(Xjy)est la plus grande valeur inférieure à v(Xix). Comme vp � v′p on a aussi v′p(Xjy) =

v′p(X
kz). La propriété et don
 respe
tée puisque par dé�nition v′(Xix) ≥ v′p(X

jy) et
v′(Xix)− v(Xix) = v′p(X

jy)− vp(X
jy).En�n si vp(Xkz) ≥ v(Xix) ≥ vp(Xjy) alors en utilisant vp � v′p on a v′p(Xkz)−v′p(Xjy) ≥

vp(X
kz)−vp(X

jy) 
e qui nous permet de déduire v′p(Xkz)−vp(Xkz) ≥ v′p(Xjy)−vp(Xjy).Comme v′(Xix)−v(Xix) = v′p(X
jy)−vp(X

jy) on a don
 v′p(Xkz)−vp(Xkz) ≥ v′(Xix)−
v(Xix). Ce
i nous permet de déduire que v′p(Xkz)− v′(Xix) ≥ vp(Xkz)− v(Xix) et que
v′p(X

kz) ≥ v′(Xix) 
ar vp(Xkz) ≥ v(Xix).Si v(Xiy) ≤ M alors pour tout terme Xkz ∈ Term′ on a soit vp(Xkz) ≤ M < v(Xix)ou M < v(Xix) ≤ vp(X
kz). Dans le premier 
as, on a v′p(Xkz) ≤ vp(X

kz) par les propriétés(O2) et (O3) de �. Don
 on a v′p(Xkz) < v′(Xix) et v(Xix)− vp(Xkz) ≤ v′(Xix)− v′p(Xkz)
ar v′(Xix) = v(Xix). La preuve pour les 
onstantes est similaire à 
e 
as 
ar pour tout
d ∈ C on a d ≤M < v(Xix). Dans le deuxième 
as, d'après (O1) on a vp(Xkz) ≤ v′p(X

kz).On obtient don
 v′(Xix) < v′p(X
kz) et vp(Xkz)− v(Xix) ≤ v′p(Xkz)− v′(Xix). La relation depériodi
ité par rapport à K est aussi préservée 
ar v′(Xix) = v(Xix).

• Si v(Xix) < m, la démonstration et similaire en 
onsidérant le terme Xjy ∈ Term′ tel203



que v(Xjy) = min{vp(X
kz) | vp(X

kz) ≥ v(Xix)} et en posant v′(Xix) = v(Xix) + (v′p(X
jy)−

vp(X
jy)) ou v′(Xix) = v(Xix) si v(Xjy) ≥ m.

• En�n, si m ≤ v(Xix) ≤ M alors il existe d ∈ C tel que v(Xix) = d. Pour satisfairel'ordre �, nous devons poser v′(Xix) = d a�n de préserver l'ordre entre les 
onstantes et lestermes. Les 
onditions requises sont véri�ées puisque elles le sont déjà dans v′p par rapportà la 
onstante d.Par indu
tion, la valuation v′ 
onstruite en suivant 
ette méthode est telle que v � v′.Supposons maintenant que la propriété est vraie jusqu'à la position i. Nous montronsque l'on peut étendre la 
onstru
tion à la position i+ 1. Par dé�nition de la restri
tion de
�, si vπ(i)···π(i+l) � vπ′(i)···π′(i+l) alors vπ(i+1)···π(i+l) � vπ′(i+1)···π′(i+l). Il faut don
 à nouveau
ompléter la valuation vπ′(i)···π′(i+l) pour qu'elle véri�e la propriété. La même 
onstru
tionque pour le 
as initial peut être réutilisée dans 
e but. �Nous pouvons don
 déduire que les WIPC⋆-automates sont des systèmes bien stru
turés.En e�et dans le résultat pré
édent, le fait que pour tout i ∈ N on ait π(i) · · · π(i + l) �
π′(i) · · · π′(i+l) implique en parti
ulier que π(i) � π′(i) d'après la dé�nition de la restri
tionde l'ordre �.Corollaire 15 Les WIPC⋆-automates sont des systèmes bien stru
turés.Ce
i nous permet en�n de prouver le résultat attendu.Lemme 59 Étant donnés une formule φ de ECTL⋆(WIPC⋆) et un IPC⋆-automate A, l'en-semble JφKA est fermé par le haut par rapport à la relation �φ,A.Preuve : Nous pro
édons par indu
tion sur la stru
ture de φ. Si φ = ⊤ alors la preuveest triviale puisque JφKA est l'ensemble des états de A qui est bien entendu fermé par lehaut. Supposons maintenant que (H1) pour toute sous-formule d'état φ′ de φ l'ensemble
Jφ′KA est fermé par le haut. Le 
as des 
onne
teurs booléens est dire
t en utilisant 
ettehypothèse d'indu
tion.Il reste le 
as où φ est de la forme Eψ. Dans 
e 
as, si un état 〈q0, v0〉 satisfait φ alorsil existe un 
hemin in�ni π à partir de la 
on�guration 〈q0, v0〉 qui satisfait ψ. D'après leLemme 58, pour tout état 〈q0, v′0〉 tel que v0 � v′0 on peut 
onstruire un 
hemin in�ni π′ayant pour origine 〈q0, v′0〉 tel que pour tout i ≥ 0 on a π(i) · · · π(i+ l) � π′(i) · · · π′(i+ l).Nous montrons par indu
tion sur la stru
ture de ψ que pour toute position i ∈ N et toutesous formule ψ′ de ψ si πi satisfait ψ′ alors π′i satisfait aussi ψ′.� Si ψ′ est une 
ontrainte atomique, alors d'après le Lemme 56 la propriété est véri�éepuisque pour tout i ≥ 0 on a vπ(i)···π(i+l) � vπ′(i)···π′(i+l).� Si ψ′ est une formule d'état alors nous pouvons 
on
lure en utilisant (H1). En e�etpour toute position i ∈ N, π(i) · · · π(i + l) � π′(i) · · · π′(i + l) implique en parti
ulier

π(i) � π′(i) et d'après (H1) Jψ′KA est fermé par le haut.204



� Supposons maintenant que (H2) pour toute sous formule de 
hemin de ψ est touteposition i ∈ N, si πi satisfait ψ′ alors π′i satisfait ψ′.Les 
as des opérateurs booléens ∧ et ∨ sont dire
ts par indu
tion.Les 
as des opérateurs temporels ne sont pas beau
oup plus 
ompliqués puisqu'à
haque position, le même ensemble de sous-formules est véri�é.Ce
i établit don
 que pour toute position i et toute sous-formule ψ′ de ψ si πi satisfait ψ′alors π′i satisfait aussi ψ′. En parti
ulier, pour la position 0, nous obtenons que si π satisfait
ψ alors π′ satisfait ψ. Ce
i nous permet de 
on
lure que 〈q0, v′0〉 satisfait φ. �8.2.3 WIPC⋆-automates généralisésPour des raisons te
hniques, nous avons besoin par la suite de 
onsidérer une dé�nitionétendue des WIPC⋆-automates. Un WIPC⋆-automate généralisé est un WIPC⋆-automatedont les transitions peuvent être étiquetées par une 
ombinaison booléenne de formulesatomiques de CLTL(WIPC⋆) ave
 des termes quel
onques et non plus uniquement destermes de la forme x ou Xx. Formellement la relation de transition d'un WIPC⋆ automategénéralisé est don
 un sous-ensemble de Q×X×Q où Q est l'ensemble des états de 
ontr�lede l'automate et X est un ensemble �ni de 
ontraintes de CLTL(WIPC⋆).La sémantique de 
e modèle pour les exé
utions in�nies ne 
hange pas. Il est 
epen-dant di�
ile de dé�nir une transition sur un pas puisque les gardes peuvent porter sur plusd'états futurs. Nous n'avons de toute façon pas besoin de 
ette dé�nition pour la suite. Nousrappelons don
 juste qu'une exé
ution in�nie est une séquen
e π = 〈q0, v0〉

α0−→ 〈q1, v1〉
α1−→

〈q2, v2〉
α2−→ · · · telle que pour tout i ≥ 0 la valuation vπi satisfait αi. La 
ondition d'a

ep-tation est toujours une 
ondition de Bü
hi.La 
onstru
tion du beau préordre �φ,A ne pose pas de problèmes parti
uliers puisqueles 
ontraintes sur les transitions d'un WIPC⋆-automate généralisé sont des 
ontraintesatomiques de ECTL⋆(IPC⋆). De plus, 
omme les prin
ipaux arguments utilisés dans lapreuve du Lemme 58 sont toujours valables pour les WIPC⋆-automates généralisés, 
elui-
ipeut être étendu.Lemme 60 Soit A un WIPC⋆-automate généralisé, φ une formule de CLTL(WIPC⋆) et

π = 〈q0, v0〉 · 〈q1, v1〉 · · · un 
hemin in�ni dans A. Pour toute valuation v′0 telle que v0 �φ,A
v′0, il existe un 
hemin in�ni π′ = 〈q0, v′0〉·〈q1, v′1〉 · · · tel que pour tout i ≥ 0 on a π(i) · · · π(i+
l) �φ,A π

′(i) · · · π′(i+ l).La même preuve que pour le Lemme 58 peut être utilisée. En e�et, le Lemme 56 s'appliqueaussi dans le 
as des gardes d'un WIPC⋆-automate généralisé par 
onstru
tion de l'ordre
�φ,A. Nous pouvons alors pro
éder de la même manière que dans le 
as non généralisé enutilisant la méthode permettant de 
ompléter les valuations su

essives.
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8.3 Systèmes d'inégalitésNous avons souligné dans la se
tion pré
édente le rapport entre la relation � et l'abstra
-tion des valuations de la Se
tion 4.2 en faisant remarquer que si v � v′ alors sv(v) = sv(v′).Cependant l'impli
ation inverse n'est pas vraie. Considérons par exemple les valuation
v = 〈x ← 1, y ← 3, z ← 7〉 et v′ = 〈x ← 1, y ← 5, z ← 7〉 et leurs abstra
tions parrapport aux ressour
es syntaxiques l = 0, V = {x, y, z}, C = ∅, et K = 2. On peut véri�erque sv(v) = sv(v′) par rapport à la dé�nition de SV(X) dans la Se
tion 4.2 puisque les deuxvaluations satisfont l'ordre x < y < z et les 
ontraintes de périodi
ité x ≡2 y ≡2 z ≡2 1. Ce-pendant on n'a ni v � v′ ni v′ � v 
ar v(z)−v(y) > v′(z)−v′(y) et v′(y)−v′(x) > v(y)−v(x).Nous avons don
 besoin de dé�nir une nouvelle représentation symbolique pour les ensemblesde valuations fermés par le haut qui étend la représentation symbolique introduite dans le
as linéaire. La prin
ipale information que nous devons ajouter est une information quanti-tative sur l'é
art entre les valeurs assignées par la valuation.Étant donnés un ensemble de variables VS, un ensemble de 
onstantes CS et un entier
KS > 0, un système d'inégalités est une paire d'ensemble de 
ontraintes S = 〈Xdif ,Xmod〉telle que� Xdif est un ensemble de 
ontraintes di�érentielles de la forme a− b ≥ d tel que� a ∈ VS et b ∈ VS ⊎ CS ou a ∈ VS ⊎ CS et b ∈ VS(si a, b ∈ CS la 
ontrainte est inutile),� et d ∈ N.� Xmod est un ensemble de 
ontraintes de périodi
ité tel que pour tout x ∈ VS il existeexa
tement une 
ontrainte de la forme x ≡KS

c où c ∈ {0, . . . ,KS − 1}.Notons que la dé�nition de Xmod est plus 
ontraignante 
ar on a exa
tement une 
ontraintepar variable. Un système d'inégalités est 
ohérent ssi il existe une valuation v : VS → Z telleque v |= Xdif ∪ Xmod. Cette dé�nition n'est pas minimale dans le sens où 
ertaines infor-mations peuvent être obsolètes. Par exemple, si l'ensemble de 
ontraintes Xdif = {x − y >
3, z − x > 2, z − y > 0} fait partie d'un système d'inégalités S alors la 
ontrainte z − y > 0peut être rempla
ée par z − y > 5 sans a�e
ter l'ensemble des valuations qui satisfont 
etensemble. Pour résoudre 
e problème, nous dé�nissons une forme normale pour les systèmesd'inégalités. Un système d'inégalités 〈Xdif ,Xmod〉 est sous forme normale ssi(NF1) pour 
haque 
ouple a, b ∈ VS ∪ CS il existe au plus une 
ontrainte de la forme

a− b ≥ d dans Xdif ,(NF2) pour tout a, b, c ∈ VS ∪ CS,� si les 
ontraintes a − c ≥ d1 et c − b ≥ d2 appartiennent à Xdif ave
 a ∈ VS ou
b ∈ VS,� ou si a− c = d1 et c− b ≥ d2 appartient à Xdif ave
 a, c ∈ CS et b ∈ VS,� ou en
ore si a− c ≥ d1 appartient à Xdif et c− b = d2 ave
 a ∈ VS et b, c ∈ CS,alors il existe une 
ontrainte dans Xdif de la forme a− b ≥ d telle que d ≥ d1 + d2,(
es 
onditions expriment la transitivité)(NF3) pour tout a, b ∈ VS∪CS tels qu'il existe une 
ontrainte de la forme a−b ≥ d dansXdif206



� si a, b ∈ VS alors il existe une 
ontrainte a ≡KS
ca appartenant à Xmod ssi il existeune 
ontrainte b ≡KS

cb appartenant à Xmod ave
 ca ≡KS
cb + d.� si a ∈ CS alors il existe une 
ontrainte b ≡KS

cb dans Xmod telle que a ≡KS
cb + d.� si b ∈ CS alors il existe une 
ontrainte a ≡KS

ca telle que Xmod ave
 ca ≡KS
b+ d.(
es 
onditions expriment la 
ompatibilité des 
ontraintes de Xmod ave
 
elles de Xdif).L'ensemble de 
es 
onditions exprime qu'au
une 
ontrainte ne peut être ajoutée ou ra�née(dans le sens de l'exemple pré
édent) sans modi�er l'ensemble des valuations qui satisfontle système.De la même manière que pour les valuations symboliques, un système d'inégalités peutfa
ilement être représenté par un graphe ave
 un étiquetage des sommets. Étant donné unsystème d'inégalités S, le graphe GS = 〈N,−→,mod 〉 est dé�ni par� N = Term ⊎C,� pour toute 
ontrainte de la forme a− b ≥ d dans S, il existe un ar
 entre a et b dontle poids est d que nous notons b d

−→ a,� pour toute 
onstantes d, d′ ∈ CS telles que d > d′, il existe un ar
 d′ d−d′−−→ d,� pour toute 
ontrainte de la forme a ≡K c dans S, le sommet a est étiqueté par lavaleur mod(a) = c,� pour toute 
onstante d dans CS le sommet d est étiqueté par la valeur mod(d) = ctelle que c ≡KS
d et 0 ≤ c ≤ KS − 1.Nous appelons le poids d'un 
hemin dans 
e graphe la somme des poids de 
es ar
s. La Fi-gure 8.1 montre la représentation graphique du système d'inégalités S = 〈Xdif ,Xmod〉 tel que

Xdif =







x− Xx ≥ 1 Xx− X2x ≥ 0,
Xx− X2x ≥ 2 x− y ≥ 0,
x− Xy ≥ 4 Xy − y ≥ 2,
6− Xy ≥ 0







et Xmod =







x ≡2 0 Xx ≡2 0,
X2x ≡2 0 y ≡2 1,
Xx ≡2 0 X2x ≡2 1





ainsi que la forme normale 
orrespondant à 
e système. Une valuation v satisfaisant S peutêtre vue 
omme un étiquetage des sommets de GS tel que� pour tout ar
 n′ d−→ n on a v(n)− v(n′) ≥ d,� pour tout sommet n on a v(n) ≡KS
mod(n).Lemme 61 Soit S = 〈Xdif ,Xmod〉 un système d'inégalités.(I) On peut tester si S est 
ohérent en temps polynomial.(II) Si S est 
ohérent alors il existe un système d'inégalités sous forme normale noté |S| telque pour tout v : VS → Z on a v |= S ssi v |= |S|.Preuve : (I) La preuve est similaire à 
elle du Lemme 9 et à [�er94, Lemme 5.5℄. Nousn'avons 
ependant pas besoin de véri�er que l'ensemble Xdif est maximal. Un système d'in-égalités S est 
ohérent ssi le graphe GS véri�e les 
onditions suivantes.207
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0
3Figure 8.1: Représentation graphique d'un système d'inégalités et de sa forme normale(SI1) Il n'existe pas de 
hemin n0

a0−→ n1
a1−→ . . .

a|π|−1
−−−→ n|π| tel que n0 = n|π| et ∑|π|−1

i=0 ai > 0.(SI2) Pour tout d1, d2 ∈ CS tel que d1 ≤ d2, il n'existe pas de 
hemin n0
a0−→ n1

a1−→ . . .
a|π|−1
−−−→

n|π| où n0 = d1 et n|π| = d2 tel que ∑|π|−1
i=0 ai > d2 − d1.(SI3) Pour tous sommets n, n′ de GS tels que n 0
−→ n′ et n′ 0

−→ n, on a mod(n) ≡K mod(n′).(II) Nous dé�nissons la normalisation de S par rapport à sa représentation graphique.Nous 
ommençons par supprimer les ar
s inutiles. Pour toute paire de sommets n1, n2 nousgardons uniquement l'ar
 ayant le poids maximal entre n1 et n2. Nous ajoutons ensuite tousles ar
s qui peuvent être obtenus par transitivité (n1 −→ n2 et n2 −→ n3 impliquent n1 −→ n3).Nous a�e
tons pour le moment un poids égal à 0 à 
es ar
s. Après 
ette étape, il existe au plusun ar
 entre 
haque paire de sommets du graphe don
 le système d'inégalités 
orrespondantsatisfait (NF1). Notons que 
ette transformation laisse l'ensemble des valuations satisfaisantle graphe in
hangé.Nous normalisons ensuite les poids par rapport aux 
ontraintes de périodi
ité. Pourtoute paire de sommets reliés par un ar
 n1
a
−→ n2, nous a�e
tons à l'ar
 un nouveaupoids a′ qui est le plus petit entier véri�ant a′ ≥ a et a′ ≡KS

mod(n) − mod(n′). Cetteopération n'ajoute pas d'ar
 et ne 
hange pas l'ensemble des solutions puisque pour toutentier a ≤ b < a′, si n1 − n2 = b alors l'une des 
ontraintes de périodi
ité n'est pasvéri�ée 
ar b 6≡KS
mod(n) −mod(n′). Notons que 
ette partie de la normalisation termineen temps linéaire par rapport à l'ensemble des ar
s 
ar 
omme on ne 
hange pas la fon
tion

mod , 
haque ar
 est traité une seule fois. Lorsque 
ette opération est terminée, le systèmed'inégalités 
orrespondant satisfait (NF1) et (NF3).Pour tout ar
 n1 −→ n2 dans le graphe obtenu, nous mettons en�n à jour le poids ena�e
tant le poids maximal des 
hemins entre n1 et n2. Comme le système d'inégalités estsatisfaisable, 
e poids est inférieur à ω 
ar il n'existe pas de 
y
le ayant un poids stri
tementpositif (SI1). I
i en
ore, 
ette opération ne modi�e pas l'ensemble des solutions. En e�et,pour tout 
hemin entre n1 et n2 la di�éren
e entre la valeur de n2 et 
elle de n1 doitêtre supérieure à la somme des di�éren
es entre deux sommets 
onsé
utifs du 
hemin (partransitivité). Cette modi�
ation ne 
hange pas non plus la satisfa
tion de la 
ontrainte(NF3). Comme le poids est mis à jour par rapport à un 
hemin �ni π entre n1 et n2et qu'avant la mise à jour le système satisfait (NF3), pour tout 0 ≤ i ≤ |π| − 1 on a
mod(π(i + 1)) ≡KS

mod(π(i)) + ai 
ar π(i)
ai−→ π(i + 1). Ce
i implique par transitivité que208



mod(n1) ≡KS
mod(n2) + Σ

|π|
i=0ai et Σ

|π|
i=0ai est bien le poids de π utilisé pour la mise àjour. Nous réitérons 
ette opération tant qu'il existe un poids qui peut être mis à jour.Pour s'assurer que 
et partie termine, nous pouvons pro
éder par indu
tion sur la distan
emaximale en nombre d'ar
s entre deux sommets (en identi�ant tous les sommets d'un même
y
le de poids nul).Une fois 
es opérations e�e
tuées, nous avons bien un système d'inégalités sous formenormale. De plus, l'ensemble des opérations que nous avons e�e
tuées préserve le mêmeensemble de solutions pour le système obtenu. �Nous appelons le système d'inégalités |S| dé�ni 
i-dessus la forme normale de S. Nous as-so
ions aux systèmes d'inégalités qui ne sont pas 
ohérents une forme normale parti
ulièreque nous notons Snil qui n'est pas satisfaisable. Un système d'inégalités sous forme normalevéri�e la propriété suivante.Lemme 62 Soit S un système d'inégalités sous forme normale. Si S 6= Snil alors toutea�e
tation d'un sous-ensemble de variables V ′ ⊆ VS qui satisfait toutes les 
ontraintes de Simpliquant uniquement les éléments de V ′ peut être étendu en valuation satisfaisant S.Preuve : Supposons que S soit un système d'inégalités sous forme normale et qu'il existeune a�e
tation v : V ′ → Z satisfaisant les 
onditions de l'énon
é. Nous raisonnons à nouveaupar rapport à la représentation graphique de S. De 
e point de vue, une telle a�e
tation
orrespond à un étiquetage partiel des sommets qui véri�e les 
ontraintes de poids sur lesar
s et la fon
tion mod .Soit x ∈ VS \V

′ une variable qui n'appartient pas au domaine de dé�nition de v. Si nousmontrons que l'étiquetage peut s'étendre à x alors par indu
tion la propriété est véri�ée.Soit val l'étiquetage partiel des sommets qui a�e
te v(n) à n si n ∈ V ′ et la 
onstante
orrespondant à n si n ∈ CS. Plusieurs 
as se présentent :1. S'il existe un ar
 entrant en x dans GS alors nous a�e
tons à x la valeur vx =

max{val(n) + d | n ∈ V ′ ∪ CS et n d
−→ x}.2. Sinon, s'il existe un ar
 sortant de x dans GS alors nous a�e
tons à x la valeur

vx = min{val (n)− d | n ∈ V ′ ∪CS et x d
−→ n}.3. En�n, s'il n'existe au
un ar
 ayant pour origine ou destination x, nous a�e
tons à xn'importe quelle valeur vx qui satisfait mod(x).Nous montrons maintenant que la valeur vx a�e
tée à x satisfait les 
ontraintes du sys-tème. Nous 
ommençons par la 
ontrainte imposée par mod (x).� Dans les deux premiers 
as, puisque le système d'inégalités est sous forme normalela valeur a�e
tée satisfait la 
ontrainte de périodi
ité représentée par mod(x) d'après(NF3). En e�et, (NF3) implique que pour tout n ∈ V , si n d

−→ x alors x ≡KS
val(n)+det si x d

−→ n alors val(n) ≡KS
x+ d.� Pour le dernier 
as, la satisfa
tion de la 
ontrainte de périodi
ité représentée par

mod(x) est expli
itée dans la dé�nition.209



Pour 
e qui est des 
ontraintes représentées par les ar
s entre x et les sommets qui ont déjàune valeur (
'est-à-dire les sommets de V ′ ∪CS), nous avons les 
as suivants.� Dans le premier 
as, pour tout sommet n tel que n d
−→ x on a vx ≥ val(n) + d 
ar pardé�nition vx = max{val(n) + d | n ∈ V ′ ∪ CS et n d
−→ x}. Nous pouvons don
 déduireque vx − val(n) ≥ d et don
 la 
ontrainte est respe
tée.Pour tout sommet n tel que x d

−→ n nous pro
édons de la façon suivante. Par dé�nition,il existe n′ ∈ V ′ tel que vx = val(n′) + d′ et n′ d′−→ x. Comme le système d'inégalitésest sous forme normale, il véri�e (NF2) et don
 on a n′
d+d′
−−→ n. Comme n et n′appartiennent tous les deux à V ′ ∪CS nous savons par dé�nition de val que val(n)−

val(n′) ≥ d+d′, 
e qui nous permet de déduire val(n)−vx ≥ d puisque val(n′) = vx−d
′.� Le deuxième 
as peut être traité de la même manière. Il est même plus 
ourt 
ar dans
e 
as il n'existe pas d'ar
 sortant de x.� Le 
as restant est trivial puisqu'il n'existe pas d'ar
s 
ontraignant la valeur vx. �Contrairement aux valuations symboliques que nous avons utilisées jusqu'à présent, lessystèmes d'inégalités ne forment pas une partition �nie de l'ensemble des valuations. Notrebut i
i n'est pas de dé�nir une abstra
tion de l'ensemble des modèles ayant pour élémentde base un ensemble �ni de valuations symboliques, mais un formalisme permettant dereprésenter de manière �nie les ensembles d'états qui satisfont une formule donnée. Pourpouvoir 
onstruire une telle représentation, nous dé�nissons des opérations élémentaires quinous permettent de manipuler plus fa
ilement les systèmes d'inégalités dans la suite.Considérons deux systèmes d'inégalités S = 〈Xdif ,Xmod〉 et S′ = 〈X ′dif ,X

′
mod〉 dont les
ontraintes de périodi
ité sont 
onstruites par rapport au même entier K. Sans perte de gé-néralité, nous pouvons aussi supposé que les ensembles de variables et de 
onstantes utilisésdans 
es deux systèmes d'inégalités sont identiques. Tous les systèmes d'inégalités que nousmanipulons par la suite véri�ent 
ette propriété. Nous n'avons don
 pas besoin de dé�nitiongénérale des opérations suivantes.� L'interse
tion S ∩ S′ est la forme normale de 〈X∩dif ,X

∩
mod〉 tel que X∩dif = Xdif ∪X

′
difet X∩mod = Xmod = X ′mod. Notons que si Xmod 6= X ′mod alors le système S ∩ S′ estin
ohérent (don
 S ∩ S′ = Snil).� La proje
tion de S sur un sous-ensemble X de VS, notée S|X , est la restri
tion de laforme normale de S aux 
ontraintes qui utilisent uniquement des variables de X.La preuve du résultat suivant est dire
te en 
onsidérant 
es dé�nitions ainsi que les résultatsqui pré
èdent.Lemme 63 Soit S = 〈X1

dif ,X
1
mod〉 et S′ = 〈X ′dif ,X

′
mod〉 deux systèmes d'inégalités dont les
ontraintes de périodi
ité sont 
onstruites par rapport au même entier K.1. Pour toute valuation v : Term→ Z, on a v |= S ∩ S′ ssi v |= S et v |= S′2. Pour toute valuation v : X → Z où X ⊆ VS on a v |= S|X ssi il existe une valuation

v′ : VS → Z telle que v′ |= S et v′(a) = v(a) pour tout a ∈ X.210



En e�et, la normalisation d'un système d'inégalités préserve l'ensemble des solutions d'aprèsle Lemme 61 (II). Pour la proje
tion, la propriété est une 
onséquen
e du Lemme 62 quipermet de 
ompléter une valuation satisfaisant une partie de la forme normale de S. En�n, ilest possible de dé�nir un ordre partiel sur les systèmes d'inégalités. Nous dé�nissons l'ordre
⊑ sur les systèmes d'inégalités tel que S ⊑ S′ ssi� VS = VS′ , CS = CS′ et KS = KS′ ,� pour toute 
ontrainte a− b ≥ c de Xdif il existe une 
ontrainte de la forme a− b ≥ c′dans X ′dif telle que c′ ≥ c,� Xmod = X ′mod.Notons que par dé�nition, si S ⊑ S′ alors toute valuation qui satisfait S′ satisfait S. Nouspouvons établir la propriété suivante sur 
et ordre.Lemme 64 Étant donnés un ensemble de variables V , de 
onstantes C et un entier positif
K, l'ordre ⊑ est un beau préordre antisymétrique sur l'ensemble des systèmes d'inégalités
onstruits par rapport à V , C et K.La preuve est aussi une 
onséquen
e de l'ordre sur les n-uplets d'entiers où n = |V ⊎ C|.En e�et, les 
ontraintes de Xdif peuvent être représentées par un ve
teur en a�e
tant uneposition arbitraire à 
haque paire d'éléments de V ⊎ C.Nous utilisons les systèmes d'inégalités par la suite pour représenter des ensembles d'étatsou de transitions d'un WIPC⋆-automates. Soit A un WIPC⋆-automate et φ une formule de
ECTL⋆(IPC⋆). Nous 
onsidérons les éléments l, K, V , C et Term dé�nis pré
édemment.Un système d'inégalités est lo
al par rapport à A et φ si VS = V , CS = C et K = KS.Un ensemble d'états X de A est représenté par une famille d'ensembles �nis de systèmesd'inégalités lo
aux (Sq)q∈Q ssi on a pour toute 
on�guration 〈q, v〉 de A

〈q, v〉 ∈ X ssi il existe un système d'inégalités S ∈ Sq tel que v |= S.Par dé�nition du beau préordre �φ,A, les systèmes d'inégalités permettent de représenterles ensembles fermés par le haut.Lemme 65 Soit U un ensemble d'états d'un WIPC⋆-automate A et φ une formule de
ECTL⋆(WIPC⋆). Il existe une représentation de U par une famille d'ensembles �nis desystèmes d'inégalités lo
aux ssi U est un ensemble fermé par le haut par rapport à l'ordre
�φ,A.Preuve : Supposons que U soit un ensemble fermé par le haut. Comme la relation � estantisymétrique, il existe d'après le Lemme 55 une base �nie {〈q1, v1〉, . . . , 〈qn, vn〉} telle que
U =

⋃n
i=1 ↑ {〈qi, vi〉}. Il nous su�t don
 de montrer qu'un ensemble de la forme ↑ {〈qi, vi〉}peut être représenté par un système d'inégalités. Le système d'inégalités S↑{〈qi,vi〉} est dé�nipar� pour tout x, y ∈ V tel que vi(x) − vi(y) ≥ 0, la 
ontrainte x − y ≥ d telle que
d = vi(x)− vi(y) appartient à S↑{〈qi,vi〉},211



� pour tout x ∈ V et d ∈ C tel que vi(x) − d ≥ 0, la 
ontrainte x − d ≥ d′ telle que
d′ = vi(x)− d appartient à S↑{〈qi,vi〉},� pour tout x ∈ V et d ∈ C tel que d − vi(x) ≥ 0, la 
ontrainte d − x ≥ d′ telle que
d′ = d− vi(x) appartient à S↑{〈qi,vi〉},� pour tout x ∈ V , la 
ontrainte x ≡K c telle que c ≡K vi(x) et 0 ≤ c ≤ K−1 appartientà S↑{〈qi,vi〉}.Par dé�nition de l'ordre � il est évident que toute valuation v′i véri�e vi � v′i ssi v′i |=

S↑{〈qi,vi〉}.Ré
iproquement, supposons que v satisfait un système d'inégalités S. Pour toute valua-tion v′ telle que v � v′ il est fa
ile de véri�er qu'on a bien v′ |= S. En e�et, la relationd'ordre préserve les 
ontraintes de 
ongruen
e par rapport à K et l'é
art entre les valeursa�e
tées augmente. En 
onséquen
e, si par exemple la 
ontrainte x − y ≥ d est satisfaitepar v alors 
omme v′(x)− v′(y) ≥ v(x)− v(y) par dé�nition de � on a bien v′ |= x− y ≥ d.Don
 tout ensemble de systèmes d'inégalités lo
aux représente un ensemble de valuationsde la forme V → Z fermé par le haut. Nous pouvons don
 en déduire que tout ensembled'états représenté par une famille d'ensembles de systèmes d'inégalités lo
aux est un en-semble fermé par le haut. �8.4 Algorithme symbolique de model-
he
king8.4.1 Idée générale de l'algorithmeLes résultats des Lemmes 59 et 65 impliquent qu'il est possible de représenter un en-semble de la forme JφKA grâ
e à une famille de systèmes d'inégalités. Notre but dans 
ettese
tion est don
 de dé�nir une méthode de 
onstru
tion pour 
ette représentation à par-tir d'une formule φ de ECTL⋆(WIPC⋆) et d'un WIPC⋆-automate A. Nous 
onsidérons un
WIPC⋆-automate A = 〈Q, I, F, δ〉 et une formule φ de ECTL⋆(IPC⋆) ainsi que les ressour
essyntaxiques l, K, V , C et Term utilisés dans A et φ (voir la Se
tion 8.3).Pour 
onstruire la représentation de JφKA, nous allons pro
éder par indu
tion sur lastru
ture de φ. Le 
as de base φ ≡ ⊤ est évident et l'étape d'indu
tion pour les 
onne
teursBooléens peut fa
ilement être prouvée en pro
édant à des unions d'ensembles de systèmesd'inégalités et des interse
tions de systèmes d'inégalités (les détails seront donnés plus tard).Le 
as le plus di�
ile 
on
erne les formules de la forme Eψ. Comme nous pro
édons parindu
tion, nous supposons que pour toute sous-formule d'état φ′ de ψ nous 
onnaissons unereprésentation de Jφ′KA.Nous réduisons la 
onstru
tion de la représentation de JφKA dans le 
as φ = Eψ à la
onstru
tion de la représentation d'un ensemble d'états à partir desquels il existe un 
heminvéri�ant un 
ertain nombre de propriétés. Étant donnés un ensemble d'états de A fermé parle haut U et un sous-ensemble d'états de 
ontr�le F de A, nous notons JπFU KA l'ensembledes états de A à partir desquels il existe un 
hemin in�ni tel que :� tous les états du 
hemin appartiennent à U ,� l'ensemble d'états de 
ontr�le F est visité in�niment souvent.212



Intuitivement, la 
onstru
tion de la représentation de JφKA peut être réduite à la 
onstru
-tion d'un ensemble d'états de la forme JπFU KA en utilisant la 
onstru
tion d'automate quire
onnaît les modèles d'une formule de LTL. L'ensemble F 
orrespond à l'ensemble des états�naux de 
ette 
onstru
tion et U représente les di�érents états pour lesquels un ensemblede sous-formules d'états dé�ni par la 
onstru
tion est satisfait a�n de pouvoir 
onsidérer
es sous-formules 
omme des propositions. Ainsi la représentation de U peut être 
al
uléeà l'avan
e à partir des représentations des ensembles Jφ′KA tels que φ′ est une sous-formuled'état de ψ d'après notre hypothèse d'indu
tion. Ces di�érents éléments sont développésdans la preuve du résultat 
i-dessous.Lemme 66 Soit A un WIPC⋆-automate et φ une formule de ECTL⋆(WIPC⋆) de la forme
Eψ pour laquelle la représentation de Jφ′KA est disponible pour toute sous-formule d'état φ′.La 
onstru
tion d'une représentation de JφKA se réduit à la 
onstru
tion d'un ensemble dela forme JπFU KA′ où A′ est un WIPC⋆-automate généralisé et la représentation de U estdisponible.Preuve : Considérons une formule de ECTL⋆(WIPC⋆) de la forme Eψ. La rédu
tionutilise une adaptation de la 
onstru
tion d'automate de LTL pour ψ en 
onsidèrant les
ontraintes atomiques et les sous-formules d'état maximales de φ 
omme des propositions.Une sous-formule maximale φ′ est une sous-formule d'état stri
te de φ telle qu'il n'existepas de sous-formule d'état stri
te φ′′ de φ dont φ′ est une sous-formule stri
te. Nous sup-posons que la représentation de Jφ′KA est disponible pour toute sous-formule maximale φ′.Nous 
onsidérons aussi sans perte de généralité que les di�érents systèmes d'inégalités qui
omposent 
es représentations sont 
onstruits par rapport aux mêmes ressour
es V , C et Kqui sont 
elles utilisées dans φ et A.Nous dé�nissons la 
l�ture standard de ψ pour les formules sous forme positives en
onsidérant les 
ontraintes atomiques et les sous-formules d'états 
omme des propositions(voir la 
onstru
tion du Lemme 49 pour le 
as Eψ). Nous 
onstruisons un automate in-termédiaire à partir duquel A′ peut être obtenu. L'ensemble des états de 
et automate est
Atom(ψ)×Q où Atom(ψ) est l'ensemble des atomes de ψ, 
'est-à-dire l'ensemble des sous-ensembles maximalement 
ohérents de la 
l�ture de ψ, et Q est l'ensemble des états de A.L'ensemble des états initiaux est 
omposé des états de la forme 〈At , q〉 tel que ψ ∈ At et
q ∈ Q. La relation de transition de 
e WIPC⋆-automate généralisé 
ombine la relation detransition de l'automate de LTL [VW94℄ et 
elle de A, on a

〈At , q〉
α∧αAt−−−→ 〈At ′, q′〉ssi � pour toute formule Xφ′ appartenant à la 
l�ture de ψ, Xφ′ appartient à At ssi φ′appartient à At ′,� q

α
−→ q′ est une transition de A,� αAt est la 
onjon
tion des formules atomiques de ECTL⋆(WIPC⋆) qui appartiennentà l'atome At . 213



La 
ondition d'a

eptation est spé
i�ée par une 
ondition de Bü
hi généralisée. Considéronsl'ensemble {φ1Uφ
′
1, . . . , φnUφ

′
n} des formules 
onstruites ave
 l'opérateur U dans la 
l�turede ψ. Si 
et ensemble est vide alors F = {〈At , q〉 | q est un état �nal de A et At ∈ Atom(ψ)},sinon F = {F1, . . . , Fn} tel que Fi = {〈At , q〉 | q est un état �nal de A et φiUφ′i 6∈ At ou

φ′i ∈ At}.Pour obtenir l'automate A′ nous utilisons la 
onstru
tion 
lassique qui permet de trans-former l'automate 
i-dessus en automate ave
 une 
ondition d'a

eptation de Bü
hi stan-dard. Comme 
ette 
onstru
tion introduit des 
opies des états de l'automate initial, nousnotons l'ensemble des états de A′ ave
 des éléments de Atom(ψ)×Q×{1, . . . , n} (l'ensembledes états initiaux et �naux est adapté en fon
tion).Par 
onstru
tion, s'il existe une exé
ution a

eptante à partir d'un état initial q′0 pour
A′ telle qu'à 
haque position les formules d'état appartenant à l'atome asso
ié à l'étatde 
ontr�le 
ourant sont véri�ées alors la formule ψ est satisfaite par un état initial q′0.L'existen
e d'une telle exé
ution 
orrespond à tester si l'état initial q′0 appartient à JπFU KA′tel que F est l'ensemble des états �naux de A′ et U est égal à :

⋃

〈At ,q,i〉∈A′

{〈〈At , q, i〉, v〉 | pour tout Eψ′ ∈ At on a 〈q, v〉 ∈ JEψ′KA}.D'après l'hypothèse d'indu
tion, la représentation de 
et ensemble peut être 
onstruite. Ene�et, la représentation de l'ensemble
{〈〈At , q, i〉, v〉 | pour tout Eψ′ ∈ At on a 〈q, v〉 ∈ JEψ′KA}est l'ensemble 
omposé des systèmes d'inégalités de la forme

⋂

Eψ′∈At

SEψ′ tel que SEψ′ ∈ Sq,Eψ′où Sq,Eψ′ est la représentation de l'ensemble des états de la forme 〈q, v〉 appartenant à
JEψ′KA. Notons que 
omme la 
onstru
tion de A′ n'introduit pas de nouvelle ressour
e syn-taxique qui n'est pas déjà présente dans A ou φ, tous 
es systèmes sont lo
aux par rapportà l'automate A′.Nous montrons maintenant que l'ensemble JEψKA est la proje
tion de l'ensemble desétats initiaux de A′ appartenant à JπFU KA′ sur les états de A, 
'est-à-dire que
〈q, v〉 ∈ JEψKφ ssi il existe un état de la forme 〈〈At, q, j〉, v〉 ∈ JπFU KA′ tel que ψ ∈ At .Si 〈q, v〉 ∈ JEψKA alors il existe un 
hemin π dans A tel que π |= ψ. On peut fa
ilementmontrer que pour tout i ∈ N, il existe un unique atome At i tel que πi |= At i 
ar l'ensembledes atomes dé�nit une partition des modèles linéaires (les séquen
es de la forme N →

(V → Z)). Par 
onstru
tion de A′ qui est une adaptation de la 
onstru
tion de l'automatepour LTL 
ombinée ave
 la relation de transition de A il existe une exé
ution a

eptante
〈〈At0, q0, j0〉, v0〉 −→ 〈〈At1, q1, j1〉, v1〉 −→ · · · telle que pour tout i ∈ N on a π(i) = 〈qi, vi〉.Cette exé
ution a

eptante visite don
 in�niment souvent un état �nal de F . Il reste à214



montrer que 
ette exé
ution visite seulement des états de U . Étant donné que pour touteposition dans l'exé
ution on a πi |= At i, on a en parti
ulier π(i) |= Eψ′ pour toute formule
Eψ′ appartenant à At i. Comme U représente l'ensemble des états de la forme 〈〈At , q, j〉, v〉pour lesquels toutes les formules d'états maximales appartenant à At sont véri�ées on abien π(i) ∈ U .Ré
iproquement 
onsidérons un état 〈〈At0, q0, j0〉, v0〉 ∈ JπFU KA′ tel que ψ ∈ At0. Il existedon
 un 
hemin de la forme 〈〈At0, q0, j0〉, v0〉 −→ 〈〈At1, q1, j1〉, v1〉 −→ · · · dans A′ qui passeuniquement par des états de U et visite in�niment souvent un état de F . Nous montronsque le 
hemin π = 〈q0, v0〉 −→ 〈q1, v1〉 −→ · · · dans A véri�e la propriété suivante pour tout
i ∈ N : pour toute sous-formule ψ′ de ψ dans At i on a πi |= ψ′.Notons que le 
hemin π est valide dans A 
ar la relation de transition de A′ utilise 
elle de
A. Nous pro
édons par indu
tion sur la stru
ture de ψ′.� Si ψ′ est une 
ontrainte atomique α alors πi |= α par dé�nition de la relation detransition de A′.� Si ψ′ est de la forme Eψ′′ alors 
omme π(i) appartient à U on a bien π(i) |= Eψ′′.� L'étape d'indu
tion pour les 
onne
teurs ∧,∨ et les opérateurs temporels peut ensuiteêtre traitée de façon standard par rapport à la preuve 
lassique pour LTL. Le 
as del'opérateur U peut fa
ilement être déduit en utilisant la dé�nition des états �naux qui
orrespond à 
elle de l'automate de LTL (voir [VW94℄).Ce
i prouve don
 que π |= ψ puisque ψ ∈ At0.Ainsi, la représentation de JEψKA peut fa
ilement être obtenue à partir de la repré-sentation de JπFU KA′ en faisant l'union des di�érents ensembles de systèmes d'inégalités de
ette représentation qui représentent des ensembles d'états initiaux ayant la même imagepar proje
tion sur les états de 
ontr�le de A. �8.4.2 Constru
tion pour le 
as EψÀ partir de maintenant, nous 
onsidérons don
 un WIPC⋆-automate généralisé A ayantun ensemble d'états de 
ontr�le Q. Les ensembles d'états initiaux et �naux ne sont pas im-portants pour la 
onstru
tion qui suit. Nous 
onsidérons aussi les ensembles V , C ainsi queles entiers K et l dé�nis pré
édemment par rapport à l'ensemble des 
ontraintes atomiquesdans la relation de transition de A. Notons que la relation de transition de l'automate
onstruit dans le Lemme 66 tient aussi 
ompte des ressour
es syntaxiques de la formule φque nous voulons véri�ée. Nous 
onsa
rons la suite à la 
onstru
tion d'un ensemble de laforme JπFU KA dans A, étant donnés un ensemble F ⊆ Q et une représentation de l'ensembled'états U .Pour 
onstruire 
ette représentation, nous avons besoin dans un premier temps de 
a-ra
tériser la relation d'a

essibilité dans A à l'aide de systèmes d'inégalités. Pour 
e faire215



nous devons 
onsidérer des systèmes d'inégalités parti
uliers. Soit V ′ l'ensemble de variablesobtenus en primant les variables de V . Un système d'inégalités transitionnel pour A est unsystème d'inégalités 
onstruit par rapport aux éléments de V ⊎ V ′ ⊎ C. Une paire d'états
〈q, v〉, 〈q′, v′〉 de A satisfait un système transitionnel St ssi la valuation qui pour tout x ∈ Va�e
te la valeur v(x) à x et pour tout x′ ∈ V ′ a�e
te la valeur v′(x) à x′ satisfait toutes les
ontraintes de St. Étant donnés deux états de 
ontr�les q et q′, un ensemble de systèmesd'inégalités transitionnels 
ara
térise une relation d'a

essibilité de la forme q −→∗ q′ si un
ouple de valuations v, v′ satisfait un système de 
et ensemble ssi il existe une exé
ution �niedans A entre 〈q, v〉 et 〈q′, v′〉. Nous appelons 
et ensemble de systèmes d'inégalités la repré-sentation de la relation d'a

essibilité q −→∗ q′. Nous 
onsidérons des relations d'a

essibilitéun peu plus 
omplexes par la suite. Étant donnés un ensemble d'états de A fermé par lehaut U et une séquen
e d'états de 
ontr�le π entre deux états de 
ontr�le q et q′, nous notons� q −→∗U q

′ ssi il existe une exé
ution �nie visitant uniquement des états de U débutantà l'état de 
ontr�le q et terminant dans l'état de 
ontr�le q′,� q
π
−→U q

′ ssi il existe une exé
ution �nie visitant uniquement des états de U et suivantle 
hemin dé
rit par la séquen
e d'états de 
ontr�le π entre les états de 
ontr�le q et q′.Nous montrons plus bas qu'étant donnés q, q′ et un 
hemin π entre 
es deux états de
ontr�le, 
es relations d'a

essibilité peuvent aussi être 
ara
térisée par un ensemble de sys-tèmes d'inégalités transitionnels de telle façon que si un 
ouple de valuations v, v′ satisfaitun élément de la représentation alors 〈q, v〉 −→∗U 〈q′, v′〉 (respe
tivement 〈q, v〉 π−→U 〈q
′, v′〉).L'opération de 
omposition de systèmes d'inégalités transitionnels S·S′ dé�nie 
i-dessousnous sera utile pour 
onstruire 
es 
ara
térisations.1. Soit V ′′ = {x′′ | x ∈ V } l'ensemble de variables obtenues en primant deux fois lesvariables de V . On met d'abord en 
orrespondan
e les variables d'arrivée de S ave
les variables de départ de S′ en renommant les variables de la façon suivante :� on substitue 
haque variable x′ ∈ V ′ dans S en x′′ ∈ V ′′,� on substitue 
haque variable x ∈ V dans S′ en x′′ ∈ V ′′.2. Le système S · S′ est la proje
tion sur V ⊎ V ′ de l'interse
tion des systèmes obtenusaprès renommage.Par 
onstru
tion il est évident que si 〈q, v〉, 〈q′′, v′′〉 satisfait S et 〈q′′, v′′〉, 〈q′, v′〉 satisfait S′alors 〈q, v〉, 〈q′, v′〉 satisfait S · S′. Intuitivement, 
ette propriété nous permet de 
al
uler lareprésentation d'une relation d'a

essibilité obtenue en 
omposant deux relations d'a

essi-bilité.Lemme 67(I) Étant donnés un 
hemin �ni π de q vers q′ et la représentation d'un ensemble d'états Ufermé par le haut, on peut 
onstruire une représentation de q π

−→U q
′.(II) Étant donnés deux états de 
ontr�les q est q′ et la représentation d'un ensemble d'états

U fermé par le haut, on peut 
onstruire une représentation de q −→∗U q′.216



Preuve : (I) Nous 
onsidérons |π|+ l + 1 
opies de l'ensemble des variables V que nousnotons V i pour tout i ∈ {0, . . . , |π|+ l}. Nous avons 〈x, i〉 ∈ V i pour tout i ∈ {0, . . . , |π|+ l}ssi x ∈ V . La représentation de U est donnée par une famille d'ensembles de systèmesd'inégalités lo
aux (SUq )q∈Q.Les disjon
tions de 
ontraintes atomiques sur les transitions de l'automate posent pro-blème 
ar elles sous-entende un 
hoix non-déterministe dans l'exé
ution. Nous supposonsdon
 que les 
ontraintes sur les transitions de l'automate sont des 
onjon
tions de 
ontraintesde la forme Xix ∼ Xjy, Xix ∼ d, d ∼ Xix ou Xix ≡K c pour ∼∈ {>,≥}. Nous pouvonstoujours nous ramener à 
e 
as de la manière suivante.� D'abord il est 
lair que toutes les relations de WIPC⋆ qui ne sont pas de la forme
x ≡K c, x ∼ y, d ∼ x, x ∼ d ou x ≡K c tel que ∼∈ {>,≥} peuvent s'exprimer pardes 
onjon
tions ou disjon
tions de relations de 
e type. Nous rappelons que K est lepp
m des entier k apparaissant dans les relations de périodi
ité ≡k. La négation peutaussi être supprimée de la même manière.� Ensuite, les formules obtenues peuvent être mises sous forme normale disjon
tive.� En�n pour 
haque transition q α

−→ q′ dans l'automate résultant, on dé
ompose la tran-sition de manière à avoir une transition q
α′

−→ q′ pour 
haque 
onjon
tion α′ qui estun disjoint de α (α est sous forme DNF). Cette 
onstru
tion préserve le graphe des
on�gurations 
ar 
haque disjoint peut être vu 
omme un 
hoix non-déterministe.Maintenant que toutes les transitions dans A sont étiquetées par des 
onjon
tions, nous
onsidérons un 
hemin parti
ulier πr = q0
α0−→ · · ·

|π|−1
−−→ q|π| suivant les états de 
ontr�ledé�nis par la séquen
e π. Soit S l'ensemble de systèmes d'inégalités tel que S ∈ S ssi les
onditions suivantes sont véri�ées :(1) pour tout i ∈ {0, . . . , |π|−1} la 
omparaison Xjx > Xj

′
y (resp. Xjx > d ou d > Xjx)est un 
onjoint de αi ssi 〈x, i + j〉 − 〈y, i + j′〉 ≥ 1 (resp. 〈x, i + j〉 − d ≥ 1 ou

d− 〈x, i+ j〉 ≥ 1) est une 
ontrainte de S,(2) pour tout i ∈ {0, . . . , |π|−1} la 
omparaison Xjx ≥ Xj
′
y (resp. Xjx ≥ d ou d ≥ Xjx)est un 
onjoint de αi ssi 〈x, i + j〉 − 〈y, i + j′〉 ≥ 0 (resp. 〈x, i + j〉 − d ≥ 0 ou

d− 〈x, i+ j〉 ≥ 0) est une 
ontrainte de S,(3) pour tout i ∈ {0, . . . , |π|−1} si la 
ontrainte de périodi
ité Xjx ≡K c est un 
onjointde αi alors 〈x, i+ j〉 ≡K c appartient à SCes 
onditions expriment les 
ontraintes liées aux transitions fran
hies. Nous devons aussitenir 
ompte des 
ontraintes imposées par l'ensemble U don
,(4) pour tout i ∈ {0, . . . , |π|}, il existe un système d'inégalités S′ ∈ SUqi tel que� x− y ≥ d appartient à S′ ssi 〈x, i〉 − 〈y, i〉 ≥ d appartient à S,� x− d′ ≥ d appartient à S′ ssi 〈x, i〉 − d′ ≥ d appartient à S,� d′ − y ≥ d appartient à S′ ssi d′ − 〈y, i〉 ≥ d appartient à S,� x ≡K c appartient à S′ ssi 〈x, i〉 ≡K c appartient à S.217



Notons que les systèmes obtenus ne sont pas sous forme normale. En e�et, on peut avoirpar exemple une 
ontrainte x− y ≥ 1 issue du point (1) et une autre de la forme x− y ≥ dave
 d 6= 1 issue du point (4) dans le même système d'inégalité.Considérons une séquen
e 〈q0, v0〉·〈q1, v1〉 · · · 〈q|π|, v|π|〉 suivant les états de 
ontr�le de π.Par 
onstru
tion, la valuation v telle que v(〈x, i〉) = vi(x) pour tout x ∈ V et i ∈ {0, . . . , |π|}satisfait S ssi 〈q0, v0〉 · 〈q1, v1〉 · · · 〈q|π|, v|π|〉 est une sous-exé
ution �nie valide dans A quisuit πr et visite uniquement des états de U . Le fait que l'exé
ution soit valide dé
oule despoints (1) à (3) et la 
ondition (4) impose que les états visités appartiennent à U .En utilisant le Lemme 63 (II), nous pouvons en déduire que la valuation v telle que
v(〈x, i〉) = vi(x) pour tout x ∈ V et i ∈ {0, |π|} satisfait la restri
tion de S aux variablesde V 0 ⊎ V |π| ssi il existe une valuation qui étend v et satisfait S, 
e qui implique l'existen
ed'une sous-exé
ution �nie valide 〈q0, v0〉 · 〈q1, v1〉 · · · 〈q|π|, v|π|〉 dans A qui suit πr et visiteuniquement des états de U . Nous pouvons don
 en 
on
lure que la relation d'a

essibilité ensuivant le 
hemin πr est 
ara
térisée par l'ensemble Sπr 
omposé des systèmes d'inégalitéstransitionnels obtenus par proje
tion des systèmes de S sur les variables de V 0 ⊎ V |π| etrenommage des variables de V 0 en V et V |π| en V ′.Comme π dé
rit l'ensemble des 
hemins de la forme πr 
onsidérés 
i-dessus, la 
ara
té-risation de q π

−→U q
′ est l'union de toutes les représentations obtenues à partir des di�érents
hemins πr.(II) Pour 
onstruire la représentation d'une relation de la forme q −→∗U q′ nous pro
édonspar indu
tion sur la longueur des 
hemins entre q et q′. Pour toute paire d'états de 
ontr�les

q, q′ ∈ Q nous posons� S1
q−→∗

Uq
′ = Sq−→Uq′

où Sq−→Uq′
est la représentation de la relation d'a

essibilité de q à

q′ sur une seule transition impliquant uniquement des états de U . Cette représentationpeut fa
ilement être 
onstruite 
ar 
'est en fait la représentation de la relation q π
−→
∗

U q
′telle que π = q · q′.� Si+1

q−→∗
Uq

′ = Si
q−→∗

Uq
′ ∪

⋃

q′′∈Q(Si
q−→∗

Uq
′′ · S

1
q′′−→∗

Uq
′).Par dé�nition de la 
omposition de systèmes d'inégalités, pour tout i ≥ 1 l'ensemble Si

q−→∗
Uq

′
ara
térise la relation de transition entre q et q′ par rapport aux 
hemins de longueur in-férieure à i et visitant uniquement des états de U . Bien que l'ensemble des 
hemins entredeux états de 
ontr�le q et q′ peut être in�ni, nous montrons que pour toute paire d'états de
ontr�le q et q′ la 
onstru
tion de Si
q−→∗

Uq
′ se stabilise. Nous 
onsidérons que la 
onstru
tionse stabilise s'il existe une position i > 0 telle que pour tout j ≥ i et toute paire d'états

〈q, v〉, 〈q′, v′〉 de A on a 〈q, v〉, 〈q′, v′〉 |= Si
q−→∗

Uq
′ ssi 〈q, v〉, 〈q′, v′〉 |= Sjq−→∗

Uq
′ .Pour 
ela nous dé�nissons un ordre sur les ensembles de systèmes d'inégalités qui utilisele beau préordre ⊑ sur les systèmes d'inégalités. Étant donnés deux ensembles de systèmesd'inégalités S et S ′, nous notons S ⊑ S ′ ssi pour tout système d'inégalités S dans S il existeun système d'inégalités S′ dans S ′ tel que S′ ⊑ S (attention, l'ordre des éléments 
hange).Notons que 
et ordre est ré�exif et transitif. Cette dé�nition implique que tout élémentappartenant à l'ensemble représenté par S appartient aussi à l'ensemble représenté par S ′,218



en 
onséquen
e de l'ordre sur les systèmes d'inégalités. Don
 si on a S ′ ⊑ S et S ⊑ S ′ alors
S et S ′ représentent le même ensemble. De plus, en analysant la dé�nition on remarque quesi S ⊆ S ′ alors S ⊑ S ′.Nous 
onsidérons une paire d'états de 
ontr�le q, q′ ∈ Q. Pour la suite nous notons Siau lieu de Si

q−→∗
Uq

′ pour tout i ≥ 0. D'après la 
onstru
tion, nous avons Si ⊆ Sj pour tout
i < j, par 
onséquent on a aussi Si ⊑ Sj pour tout i < j. Don
 s'il existe i > 0 tel que pourtout j > i on a Sj ⊑ Si alors la séquen
e se stabilise. Nous pro
édons par l'absurde. Si noussupposons qu'il n'existe pas une telle position, alors nous pouvons 
onstruire une séquen
ein�nie

Si0 ⊑ Si1 ⊑ Si2 ⊑ Si3 · · ·telle que pour tout j ≥ 0 on a ij < ij+1 et Sij+1 6⊑ Sij . Pour tout j′ < j on a aussi Sij 6⊑ Sij′sinon par transitivité Sij′+1
⊑ Sij′ .Nous montrons que 
ette séquen
e véri�e la propriété suivante : pour tout j > 0 il existeun système d'inégalités Sj ∈ Sij tel que pour tout j′ < j et Sj′ ∈ Sij′ on a Sj′ 6⊑ Sj. Nouspro
édons à nouveau par l'absurde. Supposons que pour tout Sj ∈ Sij il existe j′ < j et

Sj′ ∈ Sij′ tel que Sj′ ⊑ Sj. Comme ij′ ≤ ij−1, on a Sij′ ⊑ Sij−1 et don
 il existe Sj−1 ∈ Sij−1tel que Sj−1 ⊑ Sj′. Ce
i implique que pour tout Sj ∈ Sij il existe Sj−1 ∈ Sij−1 tel que
Sj−1 ⊑ Sj. Don
 on a Sj ⊑ Sj−1 
e qui nous donne une 
ontradi
tion.Le résultat 
i-dessus implique que nous pouvons 
onstruire une séquen
e in�nie S0 ·S1 · · ·de systèmes d'inégalités tels que pour tout i, j ≥ 0, si i < j alors on a Si 6⊑ Sj. Nous obte-nons don
 une 
ontradi
tion 
ar ⊑ est un beau préordre sur les systèmes d'inégalités.Don
, pour toute paire d'états de 
ontr�le q et q′ la 
onstru
tion se stabilise. Ce qui si-gni�e qu'il existe une position i telle que pour toute paire q, q′ ∈ Q on a Si+1

q−→∗
U q

′ = Si
q−→∗

Uq
′ .Lorsque 
ette position est atteinte on sait que l'on a atteint le point �xe de l'algorithme. Onpeut alors arrêter la 
onstru
tion et 
on
lure que Si

q−→∗
Uq

′ 
ara
térise la relation q −→∗U q′. �Un 
orollaire de 
e résultat est qu'étant donnés deux ensembles d'états X et U ainsi queleurs représentations on peut 
onstruire une représentation de l'ensemble des états à partirdesquels on peut atteindre un état de X en visitant uniquement des états de U . Nous notons
et ensemble Pre∗U (X).Corollaire 16 Étant donnés deux ensembles d'états X et U et leurs représentations, onpeut 
onstruire une représentation de l'ensemble
Pre∗U (X) = {〈q, v〉 | 〈q, v〉 −→∗U 〈q, v

′〉 tel que 〈q′, v′〉 ∈ X}.Preuve : Supposons que l'ensemble X soit représenté par une famille d'ensembles de sys-tèmes d'inégalités (SXq )q∈Q. À partir de la représentation de U , on sait d'après le Lemme 67qu'on peut 
onstruire une représentation de q −→∗U q′ pour toute paire d'états q, q′. La re-présentation de l'ensemble Pre∗U (X) est dé�nie par la famille (Sq)q∈Q telle que pour tout
q ∈ Q on a

Sq = {(S1 ∩ S′2)|V | S1 ∈ Sq−→∗
U q

′ et S2 ∈ S
X
q′ }219



où nous notons S′2 le système d'inégalités obtenu à partir de S2 en primant les variables,a�n de faire 
oïn
ider 
e système d'inégalités ave
 l'ensemble d'arrivée du système d'inéga-lités transitionnel S1. En utilisant le résultat du Lemme 63 (I) sur l'interse
tion de systèmesd'inégalités, il est fa
ile de montrer que 〈q, v〉 ∈ Pre∗U (X) ssi il existe un système d'inégalités
S ∈ Sq tel que 〈q, v〉 satisfait S. �Nous 
ara
térisons maintenant l'ensemble d'états JπFU KA en utilisant les dé�nitions 
i-dessus. Pour tout i ∈ N nous notons (π)i la séquen
e d'états de 
ontr�les obtenue en
on
aténant i fois le 
y
le π. Pour tout 
y
le π, nous dé�nissons les ensembles :� X�π = {〈q, v〉 | 〈q, v〉

π
−→U 〈q, v

′〉 et v � v′} et� X∞π = {〈q, v〉 | 〈q, v〉
(π)ω

−−→U}.Nous introduisons la notation 〈q, v〉 (π)ω

−−→U pour exprimer qu'il existe une exé
ution in�nieà partir de l'état 〈q, v〉 qui répète in�niment le 
y
le π et visite uniquement des étatsappartenant à U . L'ensemble JπFU KA peut être 
ara
térisé de la manière suivante.Lemme 68 Pour tout état 〈q, v〉 d'un WIPC⋆-automate généralisé A, on a 〈q, v〉 ∈ JπFU KAssi il existe un ensemble X tel que 〈q, v〉 ∈ Pre∗U (X) et X�π ⊆ X ⊆ X∞π où π est un 
y
leayant pour origine un état de 
ontr�le qf ∈ F .Preuve : Considérons un état 〈q0, v0〉 appartenant à JπFU KA. Par dé�nition de JπFU KA ilexiste un état �nal qf ∈ F et une exé
ution à partir de 〈q0, v0〉 de la forme :
〈q0, v0〉 −→

∗
U 〈qf , v1〉 −→

∗
U 〈qf , v2〉 −→

∗
U 〈qf , v3〉 · · ·Comme l'ordre �φ,A est un beau préordre sur les états de A (Lemme 57), il existe don
 i et

j tels que 0 < i < j et vi �φ,A vj . Par 
onséquent, nous avons 〈qf , vi〉 ∈ X�π tel que π est laproje
tion du sous 
hemin entre 〈qf , vi〉 et 〈qf , vj〉 sur les états de 
ontr�le de A. Le 
hemin
π est don
 bien un 
y
le ayant pour origine un état �nal. De plus, pour tout ensemble X telque X�π ⊆ X on a 〈qf , vi〉 ∈ X. Puisqu'il existe un 
hemin entre 〈q0, v0〉 et 〈qf , vi〉 passantuniquement par des états de U , on a bien 〈q0, v0〉 ∈ Pre∗U (X).Ré
iproquement, soit π un 
y
le ayant pour origine un état de 
ontr�le qf ∈ F et unensemble X véri�ant X�π ⊆ X ⊆ X∞π . Par dé�nition, si 〈q0, v0〉 ∈ Pre∗U (X) alors il existeun état 〈q, v〉 tel que 〈q0, v0〉 −→∗U 〈q, v〉 et 〈q, v〉 ∈ X. Or, puisque X ⊆ X∞π on a aussi
〈q, v〉 ∈ X∞π . Cela signi�e que q = qf et qu'à partir de 〈qf , v〉 il existe une exé
ution in�nierépétant la bou
le π dans A et visitant uniquement des états de l'ensemble U . Il est évidentque 
ette exé
ution visite in�niment souvent qf . Il existe don
 une exé
ution de la forme

〈q0, v0〉 −→
∗
U 〈qf , v〉

(π)ω

−−→Uqui témoigne que 〈q0, v0〉 ∈ JπFU KA. �Il nous faut don
 maintenant montrer qu'étant donné un 
y
le π, on peut 
onstruire unereprésentation d'un ensemble véri�ant les 
onditions du Lemme 68.220



Lemme 69 Étant donné un 
y
le π et la représentation d'un ensemble U fermé par le haut,on peut 
onstruire la représentation d'un ensemble X tel que X�π ⊆ X ⊆ X∞π .Nous 
onsa
rons la dernière se
tion de 
e 
hapitre à la preuve 
onstru
tive de 
e résultat(voir Se
tion 8.5). Nous avons maintenant tous les éléments né
essaires pour établir leprin
ipal résultat te
hnique de 
ette se
tion.Lemme 70 Étant donnés un ensemble d'états de 
ontr�le F et une représentation d'unensemble U fermé par le haut on peut 
onstruire une représentation de l'ensemble JπFU KA.Preuve : Pour 
haque qf ∈ F nous pouvons 
onstruire une représentation de la relation
qf −→

∗
U qf . D'après la preuve du Lemme 67 (II), 
ette 
onstru
tion termine après un nombre id'itérations et la représentation obtenue 
orrespond en parti
ulier à la relation d'a

essibilitépar des 
hemins de longueur inférieure à i. Nous pouvons don
 déduire qu'il existe unnombre �ni de 
hemins représentatifs {πf1 , . . . , πfnf

} de longueur inférieure à i pour la relation
qf −→

∗
U qf dans le sens où la représentation Sq−→∗

Uq
′ de la relation qf −→∗U qf est égale à

Si
qf−→

∗
Uqf

=
⋃

0≤j≤nf

S
πf

joù S
πf

j

est la représentation de qf πf
j
−→U qf .Pour 
ha
un de 
es 
y
les πfj , nous pouvons 
onstruire d'après le Lemme 69 la repré-sentation Sfj d'un ensemble d'états Xf

j tel que X�
πf

j

⊆ Xf
j ⊆ X∞

πf
j

. Ainsi nous pouvons
onstruire la représentation d'un ensemble X 
omme étant la famille (Sqf )q∈F telle quepour tout qf ∈ F on a Sqf =
⋃

0≤j≤nf
Sfj .Nous montrons maintenant que Pre∗U (X) = JπFU KA. Si un état 〈q, v〉 appartient à Pre∗U (X)alors il existe un état de 
ontr�le qf ∈ F et une valuation v′ telle que 〈q, v〉 −→∗U 〈qf , v′〉 et

〈qf , v
′〉 appartient à X. D'après la représentation de X, il existe un système d'inégalités Sappartenant à un ensemble de la forme Sfi tel que 〈qf , v′〉 |= S. Don
 l'état 〈q, v〉 appartientà Xf

i et nous pouvons utiliser le Lemme 68 pour 
on
lure.Ré
iproquement, si un état 〈q, v〉 appartient à JπFU KA alors il existe un 
hemin π de laforme
〈q0, v0〉 −→

∗
U 〈qf , v1〉 −→

∗
U 〈qf , v2〉 −→

∗
U 〈qf , v3〉 · · ·Nous reprenons alors les arguments du Lemme 68. D'abord, il existe i, j > 0 tels que i < j et

vi � vj puisque � est un beau préordre. De plus, 
omme ⋃

0≤j≤nf
S
πf

j


ara
térise la relationde transition qf −→
∗
U qf il existe un 
hemin πfk tel que 〈qf , vi〉, 〈qf , vj〉 |= Sπf

k

. Par 
onsé-quent la relation 〈qf , vi〉 πf
k−→U 〈qf , vj〉 et valide et don
 〈qf , vi〉 ∈ X�

πf
k

puisque vi � vj . Comme
X�
πf

k

⊆ Xf
k , l'état 〈qf , vi〉 satisfait aussi Sfk 
e qui implique que l'on a bien 〈q0, v0〉 ∈ Pre∗U (X).221



Comme nous pouvons 
onstruire une représentation de X et que la représentation de Uest disponible, il est aussi possible de 
onstruire une représentation de l'ensemble Pre∗U (X)d'après le Corollaire 16. Puisque Pre∗U (X) = JπFU KA 
ette représentation est aussi une re-présentation de JπFU KA. �8.4.3 Constru
tion de JφKAEn utilisant, les Lemmes 66 et 70 nous pouvons alors démontrer le résultat attendu.Théorème 41 Étant donnés un WIPC⋆-automate A et une formule φ de ECTL⋆(WIPC⋆),on peut 
onstruire une famille d'ensembles de systèmes d'inégalités représentant JφKA.Preuve : Nous pro
édons par indu
tion sur la stru
ture de la formule φ. Si φ = ⊤ alorsla représentation de JφKA est la famille d'ensembles de systèmes d'inégalités (Sq)q∈Q telleque pour tout q ∈ Q, Sq est l'ensemble des systèmes d'inégalités 
onstruits par rapport à Aet φ de la forme 〈Xdif ,Xmod〉 tel que Xdif = ∅. Ainsi pour tout état 〈q, v〉 il existe S ∈ Sqtel que 〈q, v〉 |= S (il su�t juste de 
hoisir le système d'inégalités ayant le bon ensemble de
ontraintes de périodi
ité).Supposons maintenant que pour toute sous-formule d'état φ′ de φ on dispose de lareprésentation (Sφ
′

q )q∈Q de Jφ′KGA
.La représentation (Sq)q∈Q de Jφ1 ∧ φ2KA est dé�nie par

Sq = {S1
q ∩ S2

q | S
1
q ∈ S

φ1
q et S2

q ∈ S
φ2
q }pour tout q ∈ Q. La représentation de Jφ1 ∨ φ2KA est la famille (Sq)q∈Q telle que pour tout

q ∈ Q on a
Sq = Sφ1

q ∪ S
φ2
q .En�n pour le 
as où φ est de la forme Eψ, on peut utiliser le Lemme 66 pour réduire leproblème à la 
onstru
tion de la représentation d'un ensemble de la forme JπFU KA′ où lareprésentation de U est disponible par hypothèse d'indu
tion. D'après le Lemme 70, la re-présentation de 
et ensemble peut être 
onstruite. �Nous pouvons don
 étendre le résultat de dé
idabilité établit dans la Se
tion 4.4 pour leproblème du model-
he
king de CLTL(IPC⋆).Théorème 42 Le problème du model-
he
king de ECTL⋆(IPC⋆) est dé
idable.Preuve : D'après le Lemme 7, 
e problème se réduit au model-
he
king de ECTL⋆(WIPC⋆)ave
 un explosion exponentielle de la taille des 
ontraintes de la formule et l'automate. Lerésultat du Théorème 41 établit que l'on peut alors 
onstruire une représentation, sous laforme d'une famille de systèmes d'inégalités, de l'ensemble des états qui satisfont la formule.Comme tester si un état de l'automate satisfait un système d'inégalités dans un ensemble222



donné est dé
idable, le problème du model-
he
king est aussi dé
idable. �Bien sûr, 
omme la négation d'une formule de ECTL⋆(IPC⋆) est une formule du fragmentuniversel ACTL⋆(IPC⋆) et vi
e-versa, nous obtenons le 
orollaire suivant.Corollaire 17 Le problème de model-
he
king de ACTL⋆(IPC⋆) est dé
idable.La 
omplexité de la pro
édure que nous utilisons est di�
ile à établir à 
ause des 
ondi-tions de terminaisons utilisées dans l'algorithme qui reposent sur des beaux préordres (enparti
ulier dans le Lemme 67).8.5 Preuve du Lemme 69Nous terminons par la preuve du Lemme 69 dont nous rappelons l'énon
é 
i-dessous :Étant donné un 
y
le π et la représentation d'un ensemble U fermé par le haut, on peut
onstruire la représentation d'un ensemble X tel que X�π ⊆ X ⊆ X∞π .Soit π un 
y
le ayant pour origine un état de 
ontr�le q et Sπ la représentation de larelation q π
−→U q, 
'est-à-dire la représentation de l'ensemble des 
ouples d'états 〈q, v〉, 〈q, v′〉tels que l'on peut aller de 〈q, v〉 à 〈q, v′〉 en suivant π et en visitant unique ment des étatsde U . Pour tout système d'inégalités transitionnel Sπ ∈ Sπ on peut 
onstruire un systèmed'inégalités lo
al S′π de façons à 
e que l'ensemble S ′π 
omposé des systèmes d'inégalités lo-
aux S′π obtenus à partir de l'ensemble des systèmes Sπ qui 
omposent Sπ véri�e la propriétésuivante

X�π ⊆ {〈q, v〉 | il existe S′π ∈ S
′
π tel que v |= S′π} ⊆ X

∞
π .L'idée de la 
onstru
tion est qu'à partir de 
haque système d'inégalités transitionnel Sπ ∈ Sπ,nous allons 
onstruire un système d'inégalités lo
al S′π tel que :� pour tout 
ouple de valuations v, v′ tel que v � v′ et v, v′ |= Sπ on a v |= S′π et� pour toute valuation v telle que v |= S′π il existe une séquen
e in�nie de valuations

v0, v1, · · · telle que v0 = v et vi, vi+1 |= Sπ.Nous identi�ons dans notre 
onstru
tion un système symbolique ave
 sa représentationgraphique, pour des raisons de présentation. Dans la représentation symbolique d'un sys-tème d'inégalités transitionnel S, nous introduisons les relations suivantes� a r b ssi b −→ a ou b′ −→ a′ dans S,� a rd b ssi b −→ a′ dans S,� a rg b ssi b′ −→ a dans S.Dans 
ette dé�nition, nous identi�ons a et a′ pour tout a ∈ C. Nous utilisons aussi lesnotations suivantes :� a(r1 ∪ r2)b ssi a r1 b ou a r2 b, 223



� a r∗1 b s'il existe un nombre �ni de sommets a1, . . . , as tel que a1 = a, as = b et
a1 r1 . . . r1 as.Nous dé�nissons à partir de 
es relations deux types de variables dans les systèmes d'inéga-lités transitionnels :� une variable 
roissante x ∈ V dans S est une variable telle que� x r∗ a0 rd a1 (r ∪ rd)

∗ x� ou bien x (r ∪ rd ∪ rg) y où y est une variable 
roissante,� une variable dé
roissante x ∈ V dans S est une variable telle que� x r∗ a0 rg a1 (r ∪ rg)
∗ x� ou bien y (r ∪ rd ∪ rg)x où y est une variable dé
roissante,Par 
onvention, les 
onstantes sont toujours 
onsidérées 
omme des variables à la fois 
rois-santes et dé
roissantes. La propriété qui nous intéresse sur 
es variables est la suivante.Proposition 1 Pour toute variable 
roissante (respe
tivement dé
roissante) x dans un sys-tème d'inégalités transitionnel S et toute paire v, v′ |= S telle que v � v′, on a v(x) ≤ v′(x)(respe
tivement v(x) ≥ v′(x)).Preuve : Considérons un 
ouple de valuations v, v′ tel que v, v′ |= S et v � v′. Pardé�nition de l'ordre �, nous avons v(a) ≤ v(b) ssi v′(a) ≤ v′(b) pour tout a, b ∈ V ∪C. Ce
iimplique que si a r∗ b alors v(b) ≤ v(a) et v′(b) ≤ v′(a). De plus si v, v′ |= S et a rd b alors

v(b) ≤ v′(a) par dé�nition de la satisfa
tion d'un système d'inégalités transitionnel.Nous pro
édons par l'absurde et supposons qu'une variable 
roissante x véri�e v(x) >
v′(x). Nous montrons par indu
tion que pour tout i ≥ 0 s'il existe une suite de relations dela forme

x r∗ a0 rd b0 · · · bi−1 r∗ ai rd bialors on a v(bi) < v(x) et v′(bi) < v′(x). Pour i = 0, nous utilisons les propriétés pré
édentespour montrer que v(b0) ≤ v′(a0) ≤ v′(x) 
ar x r∗ a0 et a0 rd b0. Comme v(x) > v′(x) nousavons bien v(b0) < v(x) et 
omme v � v′ 
e
i implique que v′(b0) < v′(x).Par indu
tion, supposons que v′(bi−1) < v′(x) et v(bi−1) < v(x). Comme bi−1 r∗ ai rd binous avons v(bi) ≤ v′(ai) ≤ v′(bi−1). Par hypothèse d'indu
tion on a v′(bi−1) < v′(x) don
on obtient v(bi) < v′(x). Puisque v′(x) < v(x) et v � v′ nous avons bien v(x) < v(bi) et
v′(x) < v′(bi).Par dé�nition si x est une variable 
roissante alors il existe une suite de relation de laforme

x r∗ a0 rd b0 · · · bi−1 r∗ ai rd bstelle que que bs = x. D'après le résultat pré
édent, nous obtenons une 
ontradi
tion 
ardans 
e 
as v(x) < v(bs) et bs = x. Ce
i implique que v(x) ≤ v′(x).Si y est une variable 
roissante et x (r ∪ rd ∪ rg) y alors nous supposons que y < y′.� si x r y alors v(y) ≤ v(x) et v′(y) ≤ v′(x). Par dé�nition de � 
e
i implique que
v′(y)− v(y) ≤ v′(x)− v(x) et 
omme v′(y) ≥ v(y) 
e
i nous donne v′(x) ≥ v(x).224



� si x rd y alors v′(y) ≤ v(x) et par transitivité nous obtenons y ≤ x 
e qui nous ramèneau 
as pré
édent.� si x rg y alors v(y) ≤ v′(x). Par l'absurde si nous supposons que v(x) > v′(x) alorspar transitivité nous obtenons v(x) > v(y) 
e qui nous ramène au premier 
as. Nousavons don
 une 
ontradi
tion puisque dans 
e 
as 0 ≤ v′(y)− v(y) ≤ v(x′)− v(x).La preuve pour les variables dé
roissantes est similaire. �La 
onstru
tion de S′π se divise en plusieurs étapes. Nous montrons d'abord le résultatsuivant.Proposition 2 À partir de Sπ, on peut 
onstruire un système d'inégalités sous forme nor-male T ∗(Sπ) véri�ant les propriétés suivantes :(a) {(〈q, v〉, 〈q, v′〉) | v, v′ |= Sπ et v � v′} ⊆ {(〈q, v〉, 〈q, v′〉) | v, v′ |= T ∗(Sπ)},(b) {(〈q, v〉, 〈q, v′〉) | v, v′ |= T ∗(Sπ)} ⊆ {(〈q, v〉, 〈q, v
′〉) | v, v′ |= Sπ},(
) pour toute variable 
roissante x ∈ V dans T ∗(Sπ) on a x −→ x′,pour toute variable dé
roissante x ∈ V dans T ∗(Sπ) on a x′ −→ x,pour tout a, b ∈ V ∪ C on a a −→ b ssi a′ −→ b′ dans T ∗(Sπ).Lorsqu'un système d'inégalités véri�e la 
ondition (
), nous disons qu'il est 
omplet. L'idéederrière 
e résultat est que l'on peut 
ompléter le système d'inégalités sans éliminer desolutions de Sπ de la forme v, v′ telle que v � v′ (et sans rajouter de solutions).Preuve : Soit T (Sπ) la forme normale du système d'inégalités obtenu à partir de Sπ enajoutant les ar
s suivants s'ils n'existent pas déjà.� Pour tout x ∈ V , si x est 
roissante dans Sπ alors on ajoute un ar
 x 0

−→ x′.� Pour tout x ∈ V , si x est dé
roissante dans Sπ alors on ajoute un ar
 x′ 0
−→ x.� Pour tout a, b ∈ V ∪ C tel qu'il existe un ar
 a −→ b on ajoute un ar
 a′ 0
−→ b′.� Pour tout a′, b′ ∈ V ′ ∪ C tel qu'il existe un ar
 a′ −→ b′ on ajoute un ar
 a 0
−→ b.Par 
onstru
tion, si v, v′ |= T (Sπ) alors v, v′ |= Sπ 
ar les ar
s ajoutés impliquent des
ontraintes supplémentaires et la normalisation ne 
hangent pas l'ensemble des solutions.De plus, si v, v′ |= Sπ et v � v′ alors v, v′ |= T (Sπ). En e�et, supposons que v, v′ |= Sπ et

v � v′. Nous montrons que le 
ouple v, v′ satisfait le système obtenu avant la normalisationpuisque 
ette opération ne 
hange pas l'ensemble des solutions. Les 
ontraintes induites parles ar
s déjà présents dans Sπ et les 
ontraintes de périodi
ité sont satisfaites par hypothèse.Pour les ar
s ajoutés, plusieurs 
as se présentent :� si on a rajouté un ar
 x 0
−→ x′ 
ar x est 
roissante, alors 
omme x est 
roissante d'aprèsla Proposition 1 on a bien v′(x)− v(x) ≥ 0 
ar v � v′,� de même, si on a rajouté un ar
 x′ 0

−→ x 
ar x est dé
roissante on a bien v(x)−v′(x) ≥ 0,� en�n, pour tout ar
 a 0
−→ b ou a′ 0

−→ b′ rajouté à 
ause de l'un des deux derniers pointsde la 
onstru
tion, la 
ontrainte induite est aussi satisfaite 
ar par propriété de �,225



l'ordre des éléments de V ⊎ C est le même que 
elui de V ′ ⊎ C.Pour tout i ∈ N, nous dé�nissons T i(Sπ) tel que T 0(Sπ) = T (Sπ) et T i+1(Sπ) =
T (T i(Sπ)). Il existe une position i ≥ 0 telle que T i+1(Sπ) = T i(Sπ). En e�et, le nombred'ar
s possibles dans un système d'inégalités normalisé est borné et les opérations que nouse�e
tuons ne suppriment jamais d'ar
. Il existe don
 un entier i tel que l'on ne peut plusrajouter d'ar
s à T i(Sπ). Nous posons alors T ∗(Sπ) = T i(Sπ).Par 
onstru
tion, T ∗(Sπ) est 
omplet. De plus, pour tout i ≥ 0 si v, v′ |= T i+1(Sπ) alors
v, v′ |= T i(Sπ). De même, pour tout i ≥ 0 si v, v′ |= T i(Sπ) et v � v′ alors v, v′ |= T i+1(Sπ).Par indu
tion, nous obtenons que si v, v′ |= T ∗(Sπ) alors v, v′ |= Sπ et si v, v′ |= Sπ et v � v′alors v, v′ |= T ∗(Sπ). Les propriétés (a) et (b) sont don
 bien véri�ées. �Pour obtenir une représentation d'un ensemble d'états à partir desquels il existe un 
he-min répétant in�niment la bou
le π, nous allons 
omposer itérativement la représentationde T ∗(Sπ) ave
 elle-même. À partir de T ∗(Sπ), nous 
onstruisons indu
tivement le systèmed'inégalités Siπ pour tout i ∈ N de la façon suivante.� S0

π = T ∗(Sπ),� Si+1
π est la forme normale de Siπ · T

∗(Sπ).Nous dé�nissons 
i-dessous une 
ondition d'arrêt pour 
ette étape de la 
onstru
tion. Nousarrêtons lorsque le graphe de la forme Siπ obtenu satisfait 
ertaines 
onditions qui nousseront utiles pour la dernière étape de la preuve.Proposition 3 Il existe un indi
e 0 ≤ if ≤ |V | tel que S
if
π véri�e les propriétés suivantes.(i) S

if
π est 
omplet.(ii) Il n'existe pas d'ar
 de la forme b −→ a′ ou c′ −→ a′ tel que a n'est pas une variable
roissante et c est une variable 
roissante dans T ∗(Sπ).(iii) Il n'existe pas d'ar
 de la forme a′ −→ b ou a′ −→ c′ tel que a n'est pas une variabledé
roissante et c est une variable dé
roissante dans T ∗(Sπ).Preuve : La propriété (i) est dire
te d'après la 
onstru
tion de T ∗(Sπ). On peut fa
ilementmontrer par indu
tion que pour tout i ≥ 0 toute variable 
roissante x on a un ar
 x −→ x′dans Siπ. Le 
as de base est une 
onséquen
e de la Proposition 2. De plus si par on supposequ'il existe un ar
 x −→ x′ dans Siπ alors 
omme il existe aussi un ar
 x −→ x′ dans T ∗(Sπ)on a bien x −→ x′ dans Siπ · T

∗(Sπ) par transitivité. Les autres 
onditions de 
omplétudepeuvent être montrée de la même manière.Nous montrons maintenant que la 
onstru
tion véri�e (ii). Nous montrons d'abord quepour tout i ∈ N tous les ar
s ayant pour destination a′ dans Siπ tel que a n'est pas 
roissantedans T ∗(Sπ) ont une origine une variable qui n'est pas une variable 
roissante (primée ounon). Pour le 
as i = 0, on a S0
π = T ∗(Sπ). Les deux 
as possibles sont des ar
s de la forme

b −→ a′ et b′ −→ a′. Dans les deux 
as, si b est une variable 
roissante, on obtient une 
ontra-di
tion 
ar on a respe
tivement a rd b et a r b selon le 
as, 
e qui implique que a devrait être
roissante. Pour l'étape d'indu
tion, supposons que la propriété soit vraie pour tout Siπ. Par226




onstru
tion, Si+1
π est la forme normale de Siπ · T

∗(Sπ) et par dé�nition Siπ et T ∗(Sπ) sontsous forme normale. Ce
i implique qu'on a un ar
 de la forme b −→ a′ dans Si+1
π ssi il existeun sommet c tel que b −→ c′ appartient à Siπ et c −→ a′ appartient à T ∗(Sπ). La variable cn'est pas 
roissante dans T ∗(Sπ) sinon on obtient que a est 
roissante. D'après l'hypothèsed'indu
tion, b n'est don
 pas 
roissante non plus 
ar l'ar
 b −→ c′ a pour destination unevariable qui n'est pas 
roissante. Pour le 
as où on a un ar
 de la forme b′ −→ a′ dans Si+1

πalors la propriété est dire
te 
ar par dé�nition de la 
omposition, on doit avoir b′ −→ a′ dans
T ∗(Sπ).Il nous reste don
 à montrer qu'il existe un entier 0 ≤ if ≤ |V | tel que S

if
π ne 
ontientpas d'ar
 de la forme b −→ a′ tel que a et b ne sont pas des variables 
roissantes. Remarquonsque si a et b ne sont pas des variables 
roissantes dans T ∗(Sπ), il n'existe pas de séquen
e dela forme a1 rd a2 rd · · · rd as telle que a1 = a, bs = b et s > V . Sinon, il existe deux indi
es jet j′ tels que aj = aj′ et nous obtenons que aj est 
roissante par dé�nition. Nous obtenonsalors une 
ontradi
tion puisque par transitivité 
e
i implique que a est 
roissante.Nous montrons maintenant que pour tout 0 ≤ i ≤ |V |, il existe un ar
 b −→ a′ dans Siπtel que a et b ne sont pas des variables 
roissantes ssi il existe une séquen
e de la forme

a1 rd a2 rd · · · rd as telle que a1 = a, as = b et s = i + 1. Cette propriété est évidente pourle 
as où i = 0 
ar S0
π = T ∗(Sπ). Pour l'étape d'indu
tion, nous rappelons que Si+1

π est laforme normale de Siπ · T
∗(Sπ) et Siπ, T ∗(Sπ) sont eux-mêmes sous forme normale. Ainsi ona un ar
 b −→ a′ ssi il existe c tel que b −→ c′ appartient à Siπ et c −→ a′ appartient à T ∗(Sπ).Nous pouvons fa
ilement en déduire qu'il existe une séquen
e a rd c rd · · · rd b où le nombred'éléments de c rd · · · rd b est i+1 par hypothèse d'indu
tion. Ré
iproquement s'il existe uneséquen
e a rd c · · · rd b de longueur i + 2 alors il existe un ar
 b −→ c′ dans Siπ et un autre

c −→ a′ dans T ∗(Sπ). Par 
onstru
tion de Si+1
π on a don
 un ar
 b −→ a′. La propriété estdon
 bien véri�ée.Ces résultats impliquent que si on prend if supérieur à la taille de la plus grande sé-quen
e a rd · · · rd b où a, b sont non 
roissantes alors tous les ar
s ayant pour destination a′tel que a est non 
roissante ont pour origine un sommet de la forme b′ tel que b est non
roissante. Comme la longueur maximale d'une séquen
e a rd · · · rd b est bornée par |V |, lapropriété est bien véri�ée.La preuve du point (iii) est similaire. �Nous notons S′′π le système d'inégalités transitionnel obtenu de la façon suivante. S'ilexiste un indi
e 0 ≤ i ≤ if tel que le système Siπ 
ontient une variable a pour laquelle

mod(a) 6= mod(a′) alors Siπ = Snil (par dé�nition de la 
omposition) et dans 
e 
as nousposons S′′π = Snil. Sinon S′′π est obtenu à partir de S
if
π en e�e
tuant la transformationsuivante : s'il existe un ar
 a d

−→ b alors on rempla
e l'ar
 a′ d′−→ b′ par a′ max(d,d′)
−−−−−→ b′. Noussupposons pour la suite que S′′π 6= Snil.Proposition 4 Le système d'inégalités S′′π véri�e les propriétés 
i-dessous.(a) Si v, v′ |= (T ∗(Sπ))

if et v � v′ alors v, v′ |= S′′π.(b) Si v, v′ |= S′′π alors 〈q, v〉 (π)
if

−−→ 〈q, v′〉.227



(
) pour tout v |= (S′′π)|V , il existe deux valuations v1 et v2 telles que v1 � v2, v, v1 |= S′′πet v1, v2 |= S′′π.Avant de prouver 
e résultat nous voulons souligner quelques 
onséquen
es de 
elui-
i.� D'après (a), tout 
ouple de valuations v, v′ tel que v � v′ qui satisfait (T ∗(Sπ))
ifsatisfait S′′π. Nous verrons plus tard que pour tout 0 ≤ i ≤ if , s'il existe une séquen
e�nie de valuations v0, v1, . . . vi telle que vj , vj+1 |= T ∗(Sπ) pour tout 0 ≤ j < i alors

v0, vi |= (T ∗(Sπ))
i a�n de relier 
e résultat ave
 la Proposition 2(a).� En utilisant le Lemme 60 et les propriétés (b) et (
), on peut déduire l'existen
e d'un
hemin in�ni répétant in�niment la bou
le π à partir de 〈q, v〉 tel que v |= (S′′π)|V .Preuve : Nous 
ommençons par prouver la propriété (a). Soit v, v′ un 
ouple de valua-tions tel que v, v′ |= (T ∗(Sπ))

if et v � v′. Par l'absurde, supposons que v, v′ 6|= S′′π. Alors ilexiste deux sommets a′ et b′ tels que b′ dm−→ a′ et v′(a) − v′(b) < dm. Comme par 
onstru
-tion dm = max(d, d′) tel que b d
−→ a et b′ d′−→ a′ dans (T ∗(Sπ))

if on a v(a) − v(b) ≥ d et
v′(a)− v′(b) ≥ d′. Comme v � v′ et v(a)− v(b) ≥ 0 on a v′(a)− v′(b) ≥ v(a)− v(b) ≥ d 
equi implique que v′(a) − v′(b) ≥ max(d, d′) 
ar v′(a) − v′(b) est aussi supérieur à d′. Nousobtenons don
 une 
ontradi
tion.D'après la 
onstru
tion S′′π, la propriété (b) peut fa
ilement être déduite de la Proposi-tion 2(b) et de la dé�nition de l'opération de 
omposition de systèmes d'inégalités transi-tionnels.La dernière propriété est plus 
ompliquée à prouver. D'abord, notons que dans la 
onstru
-tion de S′′π on n'ajoute pas d'ar
 à Siπ et les di�érents poids des ar
s augmentent don
 S′′πest 
omplet et hérite des propriétés (ii) et (iii) de S

if
π (voir Proposition 3).Si v |= (S′′π)|V alors il existe une valuation v′ telle que v, v′ |= S′′π Nous dé�nissons lavaluation v1 de la façon suivante :

v1(a) =







v′(a) +N1 si a est 
roissante et pas dé
roissante
v′(a)−N1 si a est dé
roissante et pas 
roissante
v′(a) sinonoù N1 est un multiple de K véri�ant1. N1 > max{|v′(b)− v′(a)| : a, b ∈ V ∪ C},2. v′(a) +N1 > M pour tout a ∈ V ∪ C,3. v′(a)−N1 < m pour tout a ∈ V ∪C.Notons que par dé�nition de N1, si b n'est ni 
roissante ni dé
roissante ou à l'inverse lesdeux à la fois alors� pour tout a ∈ V qui est 
roissante et pas dé
roissante v1(a) > v1(b),� pour tout a ∈ V qui est dé
roissante et pas 
roissante v1(b) > v1(a).228



Le fait que v, v1 |= S′′π peut être montrer par analyse de 
as.� les 
ontraintes de périodi
ité sont véri�ées 
ar N1 est un multiple de K et v, v′ |= S′′π.� les 
ontraintes induites par les ar
s de la forme b d
−→ a sont satisfaites 
ar v |= (S′′π)|V .� s'il existe un ar
 de la forme b′ d−→ a alors d'après (iii) b est une variable dé
roissanteet don
 v1(b) ≤ v′(b). Or 
omme v, v′ |= S′′π on a v(a) − v′(b) ≥ d 
e qui implique que

v(a) − v1(b) ≥ d est bien véri�é.� s'il existe un ar
 de la forme b d
−→ a′ alors d'après (ii) a est une variable 
roissante etdon
 v1(a) ≥ v′(a). Or 
omme v, v′ |= S′′π on a v(a) − v′(b) ≥ d 
e qui implique que

v1(a)− v(b) ≥ d est bien véri�é.� en�n pour tout ar
 de la forme b′ d
−→ a′ on a v′(a) − v′(b) ≥ d 
ar v, v′ |= S′′π.Si a est 
roissante et pas dé
roissante alors par (ii) b est aussi 
roissante. Ainsi

v1(a) = v′(a) + N1 et v1(b) = v′(b) + N1 et don
 v1(a) − v1(b) ≥ d. Les autre 
aspeuvent être traités de la même manière.De plus, nous avons v1 |= (S′′π)|V . On sait déjà que v1 |= (S′′π)|V ′ d'après le résultat 
i-dessus.Or, 
omme par 
onstru
tion de S′′π on a mod(a) = mod(a′) et a d
−→ b implique a′ d′−→ b′ telque d′ ≥ d pour tout a, b ∈ V ∪ C la propriété peut fa
ilement être déduite.Il nous reste à montrer que l'on peut 
onstruire à partir de v1 une valuation v2 telle que

v1, v2 |= S′′π et v1 � v2. Nous posons N2 
omme étant un multiple de K véri�ant :
N2 = max ( max{|v′(a)− v′(b)|+ d | b′

d
−→ a appartient à S′′π},

max{|v′(a)− v′(b)|+ d | b
d
−→ a′ appartient à S′′π} )et nous dé�nissons v2 par

v2(a) =







v1(a) +N2 si a est 
roissante et pas dé
roissante
v1(a)−N2 si a est dé
roissante et pas 
roissante
v1(a) sinonLa preuve que v1, v2 |= S′′π est très semblable à 
elle de v, v1 |= S′′π :� les 
as des 
ontraintes modulo et des ar
s de la forme a −→ b ou a′ −→ b′ sont similairesen 
onsidérant que v1 |= (S′′π)|V et v1 |= (S′′π)|V ′ d'après les résultats qui pré
èdent.� s'il existe un ar
 de la forme b′ d−→ a alors d'après (iii) b est une variable dé
roissanteet don
 v2(b) ≥ v1(b)−N2. Par dé�nition de la valeur N2 nous obtenons que v2(b) ≥

v1(b)− |v
′(a)− v′(b)|+ d. Don
 v1(a)− v2(b) ≥ v1(a)− v1(b)− |v′(a)− v′(b)|+ d ≥ d.La paire v1, v2 véri�e don
 la 
ontrainte induite par 
et ar
.� le 
as des ar
s de la forme b d

−→ a′ peut être traité de la même façon en utilisant le faitque d'après (ii) a est une variable 
roissante.En�n, nous montrons que v1 � v2. Cette propriété dé
oule dire
tement des observationssuivantes sur la dé�nition de v1 et v2 : 229



� pour tout a ∈ V qui est 
roissante et pas dé
roissante on a v2(a) ≥ v1(a) ≥M ,� pour tout a ∈ V qui est dé
roissante et pas 
roissante on a v2(a) ≤ v1(a) ≤ m,� pour les autres éléments a ∈ V ∪ C on a v2(a) = v1(a) et� pour tout a ∈ V qui est 
roissante et pas dé
roissante v1(a) > v1(b)� pour tout a ∈ V qui est dé
roissante et pas 
roissante v1(b) > v1(a).On peut fa
ilement véri�er en utilisant 
es propriétés que par dé�nition de v2, pour tout
a, b ∈ V ∪ C on a v1(a)− v1(b) ≥ 0 implique v2(a)− v2(b) ≥ v1(a)− v1(b). �Nous posons S′π = (S′′π)|V et montrons maintenant que

X�π ⊆ {〈q, v〉 | il existe S′π ∈ S
′
π tel que v |= S′π} ⊆ X

∞
πoù S ′π est l'ensemble 
omposé des systèmes d'inégalités lo
aux S′π obtenus à partir des sys-tèmes Sπ de Sπ en utilisant la transformation 
i-dessus.Si 〈q0, v0〉 ∈ X�π alors il existe un 
hemin in�ni de la forme 〈q, v0〉 π
−→U 〈q, v1〉

π
−→U

〈q, v2〉
π
−→U · · · tel que pour tout i ≥ 0 on a vi � vi+1. Ce
i est une 
onséquen
e du résul-tat de simulation dans les WIPC⋆-automates généralisés établi par le Lemme 60. En e�et,d'après 
e résultat pour tout 
hemin πv à partir de 〈q, v〉 et toute valuation v′ telle que

v � v′ il existe un 
hemin πv′ à partir de 〈q, v′〉 qui suit exa
tement les mêmes transitionstel que πv(i) � πv′(i) pour tout i ∈ N. Don
 si 〈q, v0〉 π
−→U 〈q, v1〉 et v0 � v1 alors il existe

v2 tel que 〈q, v1〉 π
−→U 〈q, v2〉 et v1 � v2 et ainsi de suite. On peut don
 répéter à 
haquefois la même séquen
e de transitions en satisfaisant tout le temps les mêmes ensembles de
ontraintes par propriété de �. En 
onséquen
e, il existe Sπ ∈ Sπ tel que pour tout i ≥ 0 ona vi, vi+1 |= Sπ (voir la preuve du Lemme 67 sur la 
onstru
tion des représentations pourles relations d'a

essibilité). D'après la Proposition 2(a), pour tout i ≥ 0 nous avons don


vi, vi+1 |= T ∗(Sπ) et par dé�nition de l'opération de 
omposition des systèmes d'inégalités
v0, vif |= (T ∗(Sπ))

if . Comme par transitivité v0 � vif , le système S′′π 
onstruit à partir de
(T ∗(Sπ))

if est di�érent de Snil 
ar par dé�nition de � on doit avoir mod(a) = mod(a′) pourtour a ∈ V ∪C. De plus, on a v0, vif |= S′′π d'après la Proposition 4(a). Don
 v0 |= S′π pourun système d'inégalités S′π ∈ S
′
π.Supposons maintenant que 〈q0, v0〉 ∈ {〈q, v〉 | il existe S′π ∈ S

′
π tel que v |= S′π}. Ilexiste don
 un système d'inégalités Sπ dans Sπ utilisé pour la 
onstru
tion du systèmed'inégalités S′π tel que v0 |= S′π. Par 
onstru
tion, S′π est la proje
tion sur l'ensemble desvariables d'un système d'inégalités transitionnel S′′π véri�ant les propriétés énon
ées dans laProposition 4. D'après la 
ondition (
) de la Proposition 4, il existe deux valuations v et v′telles que v′ � v′′, v0, v |= S′′π et v, v′ |= S′′π. En utilisant la propriété (b) de la Proposition 4nous obtenons don
 qu'il existe un 
hemin 〈q, v0〉 (π)

if

−−→U 〈q, v〉
(π)

if

−−→U 〈q, v
′〉. En itérant leLemme 60 sur la partie 〈q, v〉 (π)

if

−−→U 〈q, v
′〉 (
ar v � v′) nous obtenons que 〈q, v0〉 (π)ω

−−→U etdon
 〈q, v0〉 ∈ X∞π . �230



Synthèse IIINous avons 
onsidéré dans 
ette dernière partie les extensions des logiques temporellesarbores
entes ave
 des domaines 
on
rets. En plus de nos motivations générales liées à laspé
i�
ation de propriétés quantitatives sur les modèles des systèmes informatiques, 
esextensions permettent la généralisation et le ra�nement de 
ertains résultats et 
ertainesappro
hes du 
as linéaire.Nous avons dé�ni d'abord une méthode à base d'automates ave
 une abstra
tion desmodèles arbores
ents qui généralise les appro
hes utilisées dans les Parties II et III. Cetteméthode introduit une nouvelle représentation symbolique et une nouvelle 
onstru
tiond'automate. Les automates que nous manipulons dans 
e 
adre sont des automates d'arbresalternants. Nous avons ensuite appliqué 
ette méthode pour prouver la dé
idabilité desproblèmes de la satisfaisabilité et du model-
he
king pour une famille de logiques de la forme
CCTL⋆(D) qui véri�ent une propriété générale d'abstra
tion des modèles. Cette propriétépermet de véri�er fa
ilement qu'un modèle symbolique de CCTL⋆(D) 
orrespond à unmodèle 
on
ret à l'aide d'un automate d'arbres. Ces résultats ra�nent plusieurs résultats
on
ernant divers fragments linéaires de la forme CLTL(D) introduits dans la littératurequi véri�e 
ette même propriété [BC02, DD07, Dem04℄.Cependant les domaines 
on
rets qui manipulent des entiers utilisés dans la Partie IIne font pas partie de 
ette famille. Nous avons don
 utilisé une autre méthode repo-sant sur la dé�nition d'un beau préordre a�n de 
onstruire l'ensemble des états d'un
WIPC⋆-automate qui satisfont une formule du fragment existentiel ECTL⋆(WIPC⋆) dela logique CCTL⋆(WIPC⋆). Nous rappelons que l'ensemble des formules atomiques de 
elangage est 
omposé de 
ontraintes de périodi
ité et de 
omparaisons entre les entiers. Nouspouvons déduire de 
ette 
onstru
tion la dé
idabilité du problème du model-
he
king de
ECTL⋆(WIPC⋆) et plus généralement de ECTL⋆(IPC⋆). Ce résultat ra�ne don
 une partiedu résultat de dé
idabilité pour le problème du model-
he
king de CLTL(IPC⋆) démontrédans le Chapitre 4.Plusieurs problèmes restent ouverts. Tout d'abord la 
omplexité du problème du model-
he
king pour le fragment existentiel de la logique CCTL⋆(WIPC⋆) né
essiterait une analysefastidieuse de l'algorithme que nous avons dé�ni dans le Chapitre 8. La borne inférieure de
omplexité pour 
e problème n'est pas non plus 
onnue, 
e qui n'ex
lut pas l'existen
ed'une méthode plus e�
a
e en terme de 
omplexité. Notons 
ependant que la méthode quenous avons utilisée résout un problème plus général que 
elui du model-
he
king 
ar nous
onstruisons une représentation de l'ensemble des états véri�ant la formule en entrée.De plus, la dé
idabilité du problème de la satisfaisabilité de CCTL⋆(WIPC⋆) ne peut pasêtre déduite des résultats de 
e 
hapitre. Il est possible que la méthode à base d'automated'arbres alternant que nous avons dé�nie permette de résoudre 
e problème. Plus générale-ment, nous 
onje
turons que 
ette méthode à base d'automate peut être adaptée à plusieursdomaines 
on
rets D tels que CCTL⋆(D) n'appartient pas à la famille de logiques traitéesdans le Chapitre 7. Ce
i né
essite essentiellement de 
ara
tériser à l'aide d'un automatel'ensemble des modèles symboliques de CCTL⋆(D) qui 
orrespondent à un modèle 
on
ret.231
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Con
lusionNous avons dé�ni un 
adre général pour l'extension des logiques temporelles ave
 des
ontraintes atomiques induites par des domaines 
on
rets. Cette famille de langages permetd'exprimer des propriétés quantitatives sur des représentations symboliques des systèmesinformatiques, en parti
ulier sur des 
ontraintes mettant en relation des 
ompteurs lorsqueles variables que l'on manipule prennent des valeurs entières. Nous avons démontré plu-sieurs résultats de dé
idabilité et de 
omplexité pour les problèmes de satisfaisabilité et demodel-
he
king liés à 
es logiques en utilisant prin
ipalement des méthodes basées sur destradu
tions vers des automates.Les di�érents résultats que nous avons démontrés peuvent se 
lasser dans trois prin
i-pales 
atégories qui 
orrespondent aux di�érentes parties de 
e do
ument.� les logiques temporelles linéaires étendues ave
 des 
ontraintes sur les entiers,� les logiques temporelles linéaires étendues ave
 des mé
anismes de sto
kage des valeurs,� les logiques temporelles arbores
entes étendues sur les domaines 
on
rets.En 
e qui 
on
erne les logiques temporelles linéaires étendues ave
 des 
ontraintes surles entiers, nous avons établi une 
lassi�
ation de di�érents fragments restreignant prin
i-palement� l'ensemble des 
ontraintes utilisées,� le nombre de variables des formules,� et la longueur temporelle des formules.Il apparaît que la 
ause prédominante de l'indé
idabilité pour 
ette famille de logiques estla présen
e de 
ontraintes de la forme x = y+ 1. Cette remarque n'est pas très surprenantemais 
e qui l'est plus est la di�
ulté de retrouver des fragments dé
idables en présen
e detelles 
ontraintes ou plus généralement de mé
anisme de 
omptage dans la logique. Nousavons établi pour de telles logiques les limites entre dé
idabilité et indé
idabilité. Le seulfragment dé
idable à la fois pour les problèmes de model-
he
king et de satisfaisabilitéen présen
e de mé
anisme de 
omptage est le fragment 
omposé des formules ayant unelongueur temporelle de un 
onstruite sur une seule variable. Ces problèmes sont mêmePSPACE-
omplets 
omme le fragment de LTL 
orrespondant. Cependant, en adaptant laméthode utilisée pour prouver la dé
idabilité, nous obtenons que le model-
he
king du frag-ment sans quanti�
ateur de l'arithmétique de Presburger sur les automates à un 
ompteurest aussi PSPACE-
omplet. À l'inverse, en l'absen
e de tels mé
anismes de 
omptage, onpeut beau
oup plus fa
ilement dé�nir des extensions dé
idables de LTL. Ainsi, nous avonsmontré que l'extension de LTL ave
 un large ensemble de 
ontraintes sur les entiers qui ne
ontient pas de 
ontraintes de la forme x = y+1, que nous appelons ensemble de 
ontraintesqualitatives, a des problèmes de satisfaisabilité et de model-
he
king PSPACE-
omplets.Dans une autre partie nous avons 
onsidéré une extension de LTL ave
 des mé
anismesde sto
kage des valeurs qui permet d'exprimer des 
ontraintes de répétition d'une valeur.Les résultats de dé
idabilité que nous avons démontrés 
omplètent les résultats 
onnus surde telles logiques. Nous établissons aussi un autre type de relation entre 
e formalisme etles systèmes à 
ompteurs 
ar la te
hnique que nous utilisons repose sur une rédu
tion vers233



un problème pour les réseaux de Petri.En�n dans la dernière partie nous avons 
onsidéré les extensions des logiques arbores-
entes sur les domaines 
on
rets. Nous avons dé�ni une extension des appro
hes à based'automates de mots utilisées dans le 
as linéaire et appliquée 
elle-
i à une famille généralede domaines 
on
rets. Nous obtenons la dé
idabilité des problèmes de la satisfaisabilité et dumodel-
he
king pour 
ette sous-famille de logiques qui permettent de véri�er qu'un modèle
on
ret 
orrespond à un modèle abstrait en e�e
tuant des tests lo
aux. Puis nous avons uti-lisé une appro
he 
onstru
tive pour prouver la dé
idabilité du problème de model-
he
kingpour le fragment existentiel de CTL⋆ étendu ave
 le langage de 
ontraintes qualitativesutilisé dans la partie sur les logiques temporelles linéaires, généralisant ainsi une partie desrésultats de 
e 
hapitre.Nous avons tout au long de 
e do
ument dis
uté de plusieurs extensions possibles pourles di�érents résultats que nous avons établi. Nous rappelons pour 
on
lure quelques unesdes pistes les plus prometteuses.Con
ernant les domaines 
on
rets, la perspe
tive la plus réaliste pour le moment est degénéraliser une partie des résultats que nous avons établis pour les entiers sur les 
haînes de
ara
tères. Les domaines 
on
rets ayant pour domaine d'interprétation les 
haînes de 
ara
-tères apportent quelques di�
ultés supplémentaires telle que le fait que les ordres 
onsidéréssoient partiels 
ontrairement aux domaines sur les entiers que nous avons 
onsidérés. Leste
hniques utilisées pour les entiers ne peuvent don
 pas s'adapter telle qu'elle aux 
haînesde 
ara
tères mais il est possible qu'elle puissent être étendue pour traiter 
es problèmes.Une autre dire
tion intéressante 
on
erne les extensions arbores
entes. Certains travauxprésentés i
i peuvent être vus 
omme des travaux préliminaires dans le sens où il est raison-nable de penser que les te
hniques utilisées peuvent être adaptées pour d'autres extensionsde logiques arbores
entes sur des domaines 
on
rets. En parti
ulier, la méthode dé�nie dansle Chapitre 7 peut s'appliquer aux domaines 
on
rets manipulant des entiers à 
onditionde trouver une 
ara
térisation des modèles symboliques arbores
ents satisfaisables similaireà 
elle du Chapitre 4. Une autre perspe
tive dans 
ette dire
tion serait de généraliser lesrésultats sur les logiques ave
 mé
anismes de sto
kage pour les logiques temporelles arbo-res
entes.En�n, il existe de nombreuses autres perspe
tives plus générales 
on
ernant les restri
-tions que nous avons 
onsidérées tout au long de 
ette thèse. Dans la mesure du possible,nous avons essayé de garder tout le pouvoir expressif du langage logique et des modèlesen restreignant uniquement les 
ontraintes et les ressour
es syntaxiques des formules. Il estpossible d'envisager le problème d'une autre façon en 
onsidérant un langage de 
ontraintesle plus large possible et restreignant le langage logique ou les modèles 
onsidérés. Ce genrede restri
tions laisse la pla
e à de nombreux autres travaux.
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