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Sur le probleme d’équivalence de certaines
structures infinitésimales.

Mdémoire de PAULETTE LIBERMANN (& Strasbourg).

Résumé. - Aprés avoir rappelé la définition et quelques propriéiés des pseudogroupes de Lie.
on définit les structures infinitésimales régulisres. On peut foujours associer des connexions
affines & de telles structures; courbure el torsion de ces connexions. Hquivalence locale
de deux structures infinitésimales. Application & Uélude des siruclures presque complexes,
presque paracomplexes, presque symplectiques, presque hermitiennes, presque parahernvi-
tienmes, presque qualernionienncs, presque quaternioniennes de deuxiéme espéce.

INTRODUCTION

La théorie de U équivalence développée par B. CARTAN dans de nombreux
mémoires (notamment dans [10] et [13]) (*) est & la base de la géoméirie dif-
férentielle ; elle permet également l'intégration de certains systémes diffé-
rentiels.

L’exposé de cette théorie fait I'objet de la premiére partie du présent
travail ; le probléme d’équivalence est formulé en le rattachant & la théoric
des espaces fibrés, en particulier en introduisant la notion de structure infi-
nitésimale réguliére dite & C. EHRESMANN [26]: une structure infinitésimale
réguliére du premier ordre sur une variété différentiable V,, est une structure
fibrée subordonnée & la siructure fibrée de ’espace des vecteurs tangents &
Va (le groupe structural G est un sous-groupe du groupe linéaire homogéne
L,, la fibre est R". Le probléme d'équivalence de E. CARTAN se raméne an
probléme d’équivalence locale de ces structures; nous n’aborderons pas le
probléme d’existence de telles structures gqui condunit & des < obstacles », ni
celui de ’équivalence globale,

Dans la recherche des conditions d’équivalence locale de deux structures
on est amené & d¢tudier le pseudogroupe de leurs automorphismes locaux,
d’ott I’introdaction de la notion de pseudogroupe fini ou infini de LIE
(« groupe fini» oun «groupe infini» de LIk suivant la terminologie de K.
CARTAN). (est d’ailleurs V'étude du probléme d’équivalence qui a conduit
E. CarraN a édifier sa théorie des « groupes infinis » de LiE, que I'on trouve
exposée notamment dans [9] et [12]; les transformations de ce « gronpe infini»
constituent 1’intégrale générale d’un systéme d’équations aux dérivées par-
tielles que 'on peut ramener & un systéme de PFAFF en involution.

Dans le chapitre I, consacré aux pseudogroupes de LIE, je rappelle d’abord

{*) Les nombres entre crochets renvoijent & I’index hibliographique.
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quelques propriétés des systémes d’équations aux dérivées partielles et l'es
principales notions de la théorie des systémes de PFAFF en involution. Ensuite
est exposée la définition d’un psendogroupe de LIE, telle qu’elle a 6té donnée
par C. EHRESMANN [26] en utilisant la notion de groupoide de jets; un
pseudogroupe de LIE est caractérisé par son ordre; de plus j introduis, pour
les pseudogroupes finis, la notion de degré. Les deux théorémes fondamentanx
de BE. CARTAN relatifs & la théorie des pseudogroupes de LiE sont démontrés
en utilisant la notion de prolongement &’ une variété différentiable [26), notion
déja utilisée bien que non formulée explicitement par U. AMALDI dans son
ouvrage sur les «groupes infinis» [1]. En vertu du premier théoréme de
E. CARTAN, tout pseudogroupe de Lit admet un prolongement du premier
ordre et, 8'il est fini, un prolongement d’ordre et de degré égaux a 1. Dans
le deuxiéme théoréme sont énoncées des conditions pour qu’un psendogroupe
de transformations soit un pseudogroupe infini (resp, fini) de Lar d’ordre 1
(resp. d’ordre et de degré égaux i 1),

Dans le chapitre I1 est définie I’ équivalence locale de deux structures
infinitésimales régulit¢res. Une structure infinitésimale régulidre est détermi-
née localement par un ensemble de # formes de Prarr dont la restriction
a tout point de V, est un «corepére ». On envisage en particulier des
structures ésofropes, localement homogénes, intégrables. A toute structure infi-
nitésimale régulidre sont associées des commexions affines [26]; & chacune
des connexions correspond un tenseur de courbure et un temseur de forsion.
Je démontre deux théorémes relatifs aux structures infinitésimales régulieres
intégrables. J'expose ensuite les méthodes de E. CARTAN pour ftraiter le
probleme d’équivalence restreint (structures dont le groupe structural est
la transformation identique). Dans la résolution du probléme d’ équivalence
général, on cherche 4 déterminer en chaque point un corepére distingué; si
cette détermination est possible, on est ramend au probléme d’équivalence
restreint, Lorsqu’on peut associer canoniquement & la structure une connexion
affine, le pseudogroupe de ses automorphismes est un psendogroupe de Lik
de type fini de degré 2; dans le cas contraire, le pseudogroupe de ses auto-
morphismes locaux est en général un psendogroupe infini de L1k (si I’on
suppose de plus les données analytiques).

Les théories générales exposées dans la premiére partie de ce travail
ont leurs applications dans la deuxiéme partie, consacrée aux structures
infinitésimales réguliéres définies sur une variéts Von, de dimension 2n, dont
le groupe structural G est: le groupe linéaire homogéne complexe 1, ou le
groupe linéaire homogéne « paracomplexe » L. (isomorphe a Lyn>< Ly ou
encore le groupe symplectique Ls,; ces structures sont appelées respective-
ment presque complexes, presque < payracomplexes »y presque symplectiques. On
¢tudiera également dans cette deuxidme partie des structures subordonnées
aux précédentes, dont le groupe structural est isomorphe & une forme réelle
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du groupe L',: groupe u;nitaire Us, groupe U,® unitaire «d’espdce k »,
groupe « para-unitaire » U, et groupe L, (ces deux derniers isomorphes & L,)
et si n =2p, groupe linéaire homogéne quaternionien I, et quaternionien
« de deuxidéme espéce » i"p (identique afzp). Contrairement & ce qui a lieu
pour les structures presque complexes, presque paracomplexes et presque
symplectiques, on peut associer canoniquement au moins une connexion affine
4 ces giroctures (structures presque hermitiennes, presque hermitiennes « d’ espéce
k », presque parahermiliennes, presque qualernioniennes, presque quaternion-
iennes de deuxiéme espéce). Pour chacune de ces connexions, on peut définir,
outre les tenseurs de courbure et de torsion, des tenseurs de courbure et de
torsion conformes. La recherche de celles de ces structures qui sont isotropes
conduit aux structures intégrables et aux structures localement équivalentes
a une structure d’espace hermitien elliptigue ou hyperbolique (si le groupe
structural est U,), d’espace hermitien d’espdce k (si le groupe structural
est U,™) ou & une structure parahermitieune sur la variété P, (E)> P,(FR)
(si le groupe structural est ffn). On obtient ainsi des espaces riemanniens
symétriques & métrique définie ou indéfinie. En définissant une isotropie
restreinte, on est conduit aux structures précédentes ef en outre & des
structures localement équivalentes & une structure presque hermitienne sur
la sphére S, ou & une structure presque parahermitienne sar la quadrique
réelle §,; ces structures admettent respectivement come groupe d’automorphi-
smes le groupe simple compact G, & 14 paramétres et le groupe simple &,
qui sont les deux formes réelles d’un méme groupe complexe.

Dans le chapifre III (qui est purement algébrique) sont étudides des
structures de la fibre B* admettant comme groupe d'automorphismes L',
Ii’,,, f;zn, U., U,», ﬁ”,’f; Dans le dernier paragraphe de ce chapitre est
définie I adjoinie d’une forme extérieure 9 par rapport & une forme extérieure
quadratique € de rang 2r; I'opérateur A, adjoint de I’ opérateur Ly=9 A @
ne dépend que de @ et non de la forme quadratique définie positive échan-
geable avec @; il en est de méme de la notion de classe; il est également
prouvé que la décomposition d’une forme en formes de classe déterminée
(dont je donne une démonstration différente de celle d’EckMANN-GUGGEN-
HEIMER) est identique & la décomposition de LEPAGE.

Ces résultats sont utilisés dans le chapitre IV, relatif au probléme
d’ équivalence des formes différentielles extérieures quadratiques, et dans le-
quel est introduite la notion de codifférentielle par rapport & une forme
différentielle extérienre quadratique.

Dans le chapitre V sont étudiées les structures presque complexes et
presque paracomplexes, ainsi que les structures presgue hermitiennes, presque
hermitiennes d’espéce k, presque parahermitiennes. En particulier, le probléme
d’équivalence des structures presque complexes et presque hermitiennes sur
une variété V, est traité en détail.
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Enfin les structures infinitésimales réguliéres de groupe structural T
(structures presque quaternioniennes de deuxiéme espéce si » = 2p) font
I’ objet du chapitre VI; & de telles structures on peut associer canoniquement
trois connexions affines en général distinctes. On envisage également dans
ce chapitre des structures subordonnées aux précédentes, de groupe structural
isomorphe au groupe orthogonal O, {on détermine celles de ces structures
qui sont isotropes); si # =2p, on envisage aussi des structures de groupe
structural isomorphe & L, > L, > L, > L, ou & L, > L, ou & un de leurs
sous—groupes ; parmi ces dernisres, celles dont le groupe structural est iso-
morphe & L, et qui sont isotropes sont ou bien intégrables ou bien localement
équivalentes & wune structure parahermitienne complexe sur la variéte
Py(C) XX Pp(C).

Qu’il me soif permis d’exprimer ma profonde reconnaissance & Monsieur
CHARLES EHRESMANN pour 1'aide qu’il a bien voulu m’accorder dans mes
recherches et dont les nombreux conseils ont été précienx dans 1’ élaboration
de ce travail.

PREMIERE PARTIE

CHAPITRE 1,
Pseudogroupes finis et infinis de Lie.

1. - Systéemes d’éyuations aux dérivées partielles complétoment intégrables
et systémes de Pfaff en involution (').

4) Nous rappellerons d’abord la notion de jef [26]: soit f une applica-
tion d’un voisinage U d'un point x, d' une variété différentiable V, (de
dimension %) dans une variété différentiable V, (de dimension p) s’exprimant
& l'aide des coordonndes locales de & s U et y = f(x) par des fonctions f*
admettant des dérivées partielles continues d’ordre am moins égal a g; le
jet jif d’ordre ¢ de la fonction f (jet de source x, de but y) est la classe des
applications g d’un voisinage de x dans V,, appliquant & sur g, telles que
les dérivées partielles des g* d’ordre inférieur ou égal & ¢ prennent en x la
méme valeur que celles de méme espéce des f% I’ensemble de tous les g-jets
de V, dans V, est une variété JIV,, V,). La variété J°(V,, V,) est identifiée
A V< V,. Si r<gq, tout g-jet X%¢e J? (V,, V,) détermine un jet X" g
I (Va, Vp) ou projection de X¢ dans J"(V,, V). Soit (X¢),eJYV,, V,) un jet
de source x,, de but y,. Si @' f=1,..,n) et y* (A =1, .., p) sont respecti-

vement des systémes des corrdonnées locales sur V. et V, au voisinage de
am—l—.‘.+rxnyl

x, et g,, Vensemble des xf, g, W(

@, + &, + ..+ @p =1, ..., q) cOns-

() Pour les systdmes de Prarr voir E. Carran (9], [14] et H. CarTan [16]. Nous
utiliserons la terminologie de E, CARTAN.
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titue un systéme de coordonnées locales sur J9V,, V,) dans un voisinage W
de (X9),. Tout systdme 3¢ &’ équations aux derivées partielles d’ordre g

(l = 1, see s m)
) dont ot angh (E=1, .., B
1.1 i | A— ’
( ) (I’l (117 y Y (ami)al . (amﬂ)an) 0 ()\ = 1, vy D)
(OC‘ + oy Oy = 13 ey Q}

définit un sous-ensemble M? de J4V,, V,) dont les jets appartiennent & W.
Nous supposerons désormais que les @; sont des fonctions analytiques des
coordonnées locales dans W et le sous-ensemble M? sera appelé variété ana-
lytique élémentaire extraite de JYV,, V,). Deux systémes d’équations aux
dérivées partielles définissant la méme variété M¢ seront dits équivalents.
Soit f une application analytique de V,, dans V, définie dans une partie de
U; désignons par H4(f) le sous-ensemble de J?(V,, V,) engendré par tous les
jets 7if quand x parcourt U. Une solution analytigue du systéme Z? est une
application analytique f telle que: T%f) M? (Nous ne considérerons que
des solutions analytiques). Soit II¢ la réunion de tous les I1%(f) correspondant
4 Pensemble des solutions f de 29 Omn a: Il M4

Le systéme X¢ est dit complétement intégrable si 119 = M9, c’est-a-dire si
4 tout jet X2 & M? correspond au moins une solution f de 29 telle que
X9 e II¢(f). Le prolongement d’ordre ¢ + k d'un systéme d’équations aux dérivées
partielles Z¢ est le systéme Z9+* d’ordre g + % obtenu par dérivations totales
successives des équations de Z¢ par rapport a toutes les variables indépen-
dantes. Ce systéme Z9+* définit une variété élémentaire M9*+* extraite de
J+R(V,, V,) dont tout jet X9+* se projette dans JYV,, V,) suivant un jet
X¢ e M9; les jets de M9+* appartiennent & un ouvert W, de J7+*(TV,, 1)
se projetant dans JYV,, V,) suivant W. Toute solution de X2 est solution
de Z9+* et inversement. Si le systéme Z¢ est complétement intégrable, & tout
jet X¢ ¢ M? correspond au moins un jet X4+* ¢ M9+* admettant X¢ comme
projection : en effet si f est une solution de X7 telle que jaf = X9, le jet
XTf appartient 4 M9%* of admet X¢ come projection. Donc pour que le
systdme 3¢ soit complétement intégrable, il faut que, quel que wmoit &, la
projection de la variété extraite M2+* dans J9V,, V,) soit une application
de Me*+* sur MY ou encore: il faut que toute équation aux dérivées partielles
d’ordre < ¢ d’un prolongement quelconque de 27 scit vérifiée identiquement
en tenant compte des équations de X% Le prolongement d’un systéme comple-
tement intégrable 2¢ n’est pas nécessairement complétement intégrable. Pour
que tout prolongement de ¢ soit compldtement intégrable, il faut que la
projection de Me+k+s dans J2V#(V,, V,) soit une application de DM +k*s sur
Me+¥ {quels que soient & et s). Un systdme X?¢ jouissant de cette propriété
est appelé passif suivant la terminologie de RIQUIER [43].

Supposons que la variété élémentaire M7 puisse étre définie par un sys-
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tdme 2¢ ayant la forme suivante: pour s=0, 1, ..., g, toutes les dérivées
d’ordre s sout des fonctions analytiques des variables indépendantes et de
certaines dérivées (appelées dérivées paraméfriques) dont 'ordre est inférieur
aal—f—...+anyl
3 ’ensemble des x* et des dérivées paramétriques d’ordre s ayant un rang
constant m,. Le systéme ¢ définit une représentation paramétrique de la
variété extraite M?; le jacobien j, ayant un rang constant m, pour tous les
jets X¢ g M9, ces jets sont des points réguliers de cette variété extraite (dont
la dimension est m,). La projection M* de M? dans J*V,., V,} est définie
par le systdéme X° constitué par 1’ ensemble des équations d’ordre < s
figurant dans X9: M* est upe variété élémentaire extraite de J*(V., V)
dont tous les points sont réguliers et dont la dimension est m,. (Cest pour-
quoi nous dirons que MY est complélement réguliére et que le systéme Z? est
complétement régulier. La variété extraite M? est alors une sous-variélé de
J9Y V., V,) et sera appelée sous-variété élémeniaire complétement régulicre.

On peut donc énoncer la proposition suivante: les projections dans
'V, Vol vy J97 (Ve Vy) dune sous-variété élémentaire complélement régu-
liere de JUV,, V,) sont des sous-variétés complétement réguliéres.

Un systéme compldtement régulier %9 est dit de MaAvER-LIE s'il existe un
nombre << g tel que l'ordre maximum des dérivées paramétriques soit égal a
r—1; nous désignerons le nombre r par degré du systéme. Liorsque le systéme 29
est complétement intégrable, il en est de méme du systéme complétement régu-
lier 2* définissant la sous-variété M7*. Alors par différentiations successives

aou+...+'zny).

d’ordre « 4 ... -+ 2, > en fonction des dérivées d’ordre <r —1 (si 'on cal-
cule une dérivée de deux maniéres différentes, les conditions de compatibilité
ne font intervenir que des dérivées d’ordre < -—1 et sont donc identiquemens
vérifides). Il en résulte que: 1° X¢ est équivalent & un prolongement de X7 et
par conséquent toute solution de X7 est solution de Z"; 2° les prolongements
successifs de Z? sont compléftement intéprables et compldtement réguliers.
Comme & tout jet X*~'e M7 * correspond un jet et un seul X" —+5g Mfr—t+¢
{(quel que soit 8), Ia projection de M*"—**+* sur M "~* est un isomorphisme. A tout
jet X't g M™*! corrrespond (dans un voisinage suffisamment petit de la
source de X7~} une solution de X" et une seule.

Soit £ un systdme complétement intégrable et complétement régulier,
qui ne soit pas de MAYER-LIE, mais supposons que pour le prolongement
Ta+! leg dérivées d’ordre g+ 1 s’expriment en fonction des dérivées d’ordre <g;
le systéme X2+ est alors un systéme de MAYER-LIE complétement intégrable
de degré ¢. On démontre comme précédemment que tous les prolongements
successifs de X¢+! sont complétement réguliers et complétement intégrables.

ou égal & 8, le jacobien j, des (¢, 4+ ... + @, = 8) par rapport

des équations de X7, on obtient une expression de toute dérivée
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B) Soit dans le voisinage U d’un point @, d’ une variété différentiable V,,
le systéme de Prarr §':
(1.2) fileh) = 0 (=1, ..., o)
(1.3) I* =X a2dx! = 0, @a=1,.., g,)

ot les f; et @, sont des fonctions analytiques des ecoordonnées locales .
Toute solution de § est solution du systéme fermé S’ [14] (obtenu en ajoutant
aux équations de S le équations dont les premiers membres sont les diffe.
rentielles extérieures des premiers membres de S):

(1.4) fi=0, M»=0,4df, =0, dlI*>=0;

ce systdbme &' peut s’ écrire:

fl(mi) =0, (l =1, .., £o)
(1.5) €8 = 0, B=1,..., p,+p,)
=0, (@=1.., p,),

oir les 6F sont des formes de PraFr linéairement indépendantes linéaires
en dx?, les p» étant des formes quadratiques extérieures (égales aux dll#).
Nous désignerons par G la variété engendrée par tous les éléments de
contact de dimension 2 (h =1, .., m} tangents & la variété V,,. Les déqua-
tions (1.2) définissent une souns-variété de V,, que nous désignerons par &§°;
nous supposerons F° réguliére (¢’ est-a-dire ayant tous ses points réguliers}.
Si dans un voisinage U’ C U, le rang du systéme des formes 8% a une valeur
constante s,, les points de &° situés dans ce voisinage sont dits réguliers pour
le systéme de Pfoff S; le nombre s, est le caractére d’ordre 0 du systeme S.
Un élément de contact linéaire E' intégral de § sera dit ordinaire s’il passe
par un point régulier pour le systéme S. Soit §*' la famille de tous ces élé-
ments de contact linéaires intégraux ordinaires. Supposons que dans la
variété @' il existe un voisinage U/, d’un élément (E'), £ §F! jouissant de la
propriété suivante: le rang du systéme linéaire auquel doit satisfaire un
élément de contact linéaire pour engendrer avec un élément de contact
appartenant & &' un élément de confact intégral 4 deux dimensions posseéde
un rang constant s, + s, pour tout élément de F* situé dans U, ; les éléments
de contact appartenant & &' [} U, sont dits réguliers; si s, + s, <m — 1, par
un élément de contact ordinaire BE' passent des éléments de contact intégranx
a deux dimensions (appelés éléments ordéinaires); le nombre s, est le caractére
d’ordre 1 du systéme S. On définit de méme de proche en proche les carac-
teres §,, .., Sn_y; . & partir des familles &2, ..., F"—, ... d’6léments de contact
intégraux ordinaires de dimensions 2,.., 2 —1,... Si s+ 8, 4+ ..+ 8p_,
< # — (b — 1) par un élément de contact régulier E"* passent des éléments
de contact intégraux ordinaires E"; le systéme § est alors dit ew involution
pour la dimension h.

Soit E* un élément de contact intégral ordinaire; on pent lui associer
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au moins une chaine d’éléments de contact E*—*, .., E', E° intégraux régu-
liers: E°C E'C..C E*»'C E* En utllisant le théoréme de Cavcry=-Ko-
WALEWSKI, on démontre le théoréme suivant:

Si E* est un dlément de contact intégral ordinaire et si BE°*C E' ... C E*
est une chaine attachée & E", par E° passe aw wmoins une courbe intégrale &,
tangente & E*', par 9, passe au moins une variété inlégrale ), tangenie
E2, ..., par O),_, passe au moins une variélé intégrale 0y, langente & Ex,

Une variété 9, intégrale du systéme S est dite générale si tous ses
¢léments de contact de dimension » sont généraux. L’existence d’une telle
variété est démontrée par le théoréme précédent (Nous ne comsidérons que
les solutions analytiques).

Soit maintenant sur une variété V, > V, un systéme de Prarr S:

fl(wi » y’) = Ov
I = 3 (a;*doct + by2dy) = 0,

ott les «* et les y* sont des coordonnées locales au voisinage de wx, eV, et
Yo € Vp, les a;* et les by* étant des fonctions analytiques de ces coordonndes.
Le systéme S (ou le systéme fermé S’ obtenu a partir de S} est dit en invo-
lution relativement aux variables x* §’il est en involution pour la dimension »
et g'il existe des éléments intégraux ordinaires se projetant sur un élément
de contact de dimension % tangent & V, (¢’ est-a-dire dont les équations de
définition n’introduisent aucune relation entre les différentielles des variables
indépendantes «f). Pour gue le systéme soif en involution pour la dimension #,
il faut et il suffit que les caractéres du systéme vérifient 1’ inégalité:
8, + 8+ e+ 8py < p+ 1. Pour qu’il existe des variétés intégrales & n
dimensions sur lesquelles les x* soient des variables indépendantes, il faut
et il suffit (d’aprés les propriétés des systémes linéaires) que le rang par
rapport aux dy* de chacun des systémes linéaires définissant les éléments
de contact intégraux ordinaires de toutes dimensions soit égal au rang par
rapport & I’ensemble des da’ et dy* du méme systéme. Les rangs par rapport
aux dy* de ces systémes linéaires permettent de définir les caractéres réduits
&y, ., §u_y infroduits par E. CARTAN. Pour que le systéme soit en involution
relativement aux variables &%, il faut et il suffit que §;,—s; (=0, 1,..., n—1),

J. M. THOMAS a démoniré [45] que les variétés intégrales générales V,,
d’un systdme en involution par rapport aux variables x* constituent ’ensemble
des solutions d’un systéme Z' d’equations aux dérivées partielles du premier
ordre qui, en effectnant au besoin une transformation linéaire sur les coor-
données xf, peuvent &tre résolues par rapport aux dérivées

(1.6)

dy™i

ot

Ce systéme 2* qui est complétement intégrable et complétement régulier

est une forme particuliére de systéme orthonome passé/ défini par R1Quier [43).

=1,..,n; =1 ..,m; m=8, +8 -+ ..+ 84}
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Ainsi I'ensemble des solutions générales d'un systéme de Pfaff en involu-
tion relalivement auwx variables x* est Uensemble des solutions d’wun systéme
aux dérivies partielles complélement régulier et complétement infégrable.

Inversement considérons un systéme d’équations aux dérivées pariielles
%7 d’ordre ¢ qui soil complétement intégrable ef complétement régulier; si
I’on prend comme fonctions inconnues les gy et leurs dérivées jusquw & U'ordre
q — 1, le systéme Z7 pent étre considéré comme un systéme du premier ordre
définissant une sous-variété I' de J'(V,, J7 V., Vp)). A ce systéme du
premier ordre correspond un systéme de PrA¥r; & tout jet appartenant i It
correspond dans JYV,, J~YV,, V,)) un élément de contact E" de dimension
n se projetant suivant un élément de contact tangent & V, mais cet élément
E™ n’est peut-étre pas ordinaire: le systéme de PFAFF n’est peut-ctre pas
en involution relativement aux variables wx'.

2. Notion de pseudogroupe de Lie [26].

Soit sur une variété V,, un psendogroupe de transformations analytiques (?).
LI’ ensemble des jets j2 f (d’ordre ¢) correspondant & tous les £ ¢ ' constitue
un sous—ensemble JFUI') de la variété J9V,, V,) engendrée par tous les jets
d’ordre g de V,, dans V,.

Si f et g sont deux applications dont le composé est défini, on a, en
raison de la loi de composition entre jets:

(2.1) JUEr) = (79,8179 ;

donc JU(l') est un groupoide appelé groupoide d’ordre g associé & I' [26];
on définit ainsi les groupoides associés FI'), F4I), ..., FYT}... d ordres
0,1,..,9... Sis <gq, tout jet X7 ¢ JFYI') se projette dans J*(V,, V,) suivant
un jet X* g §(I); donc toute solution de T} (ou application » dont les
jets jlo appartiennent & FYT')) est solution de F4I); si en particulier toute
solution de F(I') est une transformation de TI'. il en est de méme de toute
solution de J(I'), ou encore: si I' est 1’ensemble des solutions de F*I), T
est également 1’ensemble des solutions de J%I). On peut alors donmner les
définitions suivantes :

Dermviriox 2.1 - Un pseudogroupe de transformations analytiques T' est
dit complet d’ordre q 8’ il ewiste des groupoides associés a I' tels que T soit
U'ensemble de leurs solutions et si q est U'ordre minimum des groupoides jowissant
de cetle propriété.

(?) @ ¢tant I'ensemble des ouverts de V,, un pseudogroupe d’automorphismes locaux
de V, est un ensembie I' d’homdéomorphismes vérifiant les axiomes: 1°) tout f& I' est un
homdomorphisme de Uc® sur f(U) &€ ¢; 29 si U=y U; et U; € &, pour gu'un homéomor-

i

phisme { dcfini dans U appartienne 4 I, il faut et il suffit que sa restriction & chaque U,
appartienne a I'; 8% pour tont U g & I'application identique de U appartient 3 T'; si f& I,
ona: f~tel el fz2 I, f'¢ L etsiff est défini, on a: ff' ¢ l. Voir C. EHrESMANN [24].
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DEFINITION 2.2. = Un pseudogroupe de transformations analytiques T' est
appelé un pseudogroupe de Lie si T' est complet d'ordre q et st le groupoide associé
F4T) est une sous-variété analytique complétement régulicre de JUV,,, V,), c’est—
a-dire si tout jet X? ¢ J9I') admet un voisinage distingué W dans J%( V.., Vy) tel
que la composante connexe de X? dans Vintersection &7(T) [1 W soit une sous-
variété analytique élémentaire complétement régulicre M? En raison méme
de la définition de FT), & tout jet X? e FYI) correspond au moins une
solution ; donc une sous-variété élémentaire M¢C J9(I') est définie par un
systéme d’équations anx dérivées partielles B¢ qui est complétemment intégrable.
Supposons %¢ mis sous la forme complétement régulidre définie dans § 1.
Désignons par U (resp. V) 'image de M? dans la projection «¢ (resp. 37 de
JUVu, Vi) dans V, qui & tout jet fait correspondre sa source (resp. son but).
U et V sont des ouverts; soient «*, ... x"; ', .., y" des coordonnées locales
respectivement dans U et V. La projection M° de M? dans V,> V. peut
étre représentée par les équations:

(2'2) yp'o+k = Fﬂ(wi) b} mn) yl’ tery y[’.u) (k == 17 ) n— ['LC‘)’
le rang des F* par rapport & I’ensemble des xf et des y' étant n— p,; le
rang des I'* par rapport aux ' est amasi égal & n-—p,, sinon les g/
(f=1,.., n) seraient liés par des relations ne contenant pas les x! et ne
seraient plus des variables indépendantes. Si I'on fixe le point « & U, les
équations (2.2) définissent l’intersection de V ef de la classe d’intransitivifé
de x (c’est-a-dire de 1’ensemble de tous les points z £ V, tels qu’il existe
au moins une transformation f ¢ I' appliquant x sur 2). Considérons I’ensemble
des classes d’intransitivité quand x parcourt U; =i dans I'intersection de V
et de chacune de ces classes on fixe un point (y), en donnant a ', .., ye
des valeurs constantes indépendantes de la classe d’intransitivité, les inter-
sections de U et des classes d’intransitivité sont définies par les équations:

(2.3) Fr(a, ..., a") = ¢*°, (== 1, .y 2 — p1,).

Comme le rang des F* par rapport aux 2 est ® — p,, on pent choisir les
coordonnées locales dans le voisinage U de facon que les équations (2.3)
puissent & écrire xwt* =¢% (k=1, .., » — ) et les équations (2.2) devien-
nent: gtk — gtk Le systdme X9 peut alors s’écrire (en omeftant les équa-
tions qui se déduisent de celles déja écrites par différentiation totale):

YpotF otk h=1,.., n—0yp)
I
a_:z;i = aiMe, ¥, uc,), A=1,.., )
du

(24} 3;1:)2 biv(m) Y, Uy, u(y))’ _(V = 1’ e P‘l)
dufy—y)

Y = Gip(w: ¥ e, u‘(q)): e=1,.., Pq—t)a
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les dérivées paramétriques d’ordre 1, ... g étant désignées par:
1 . 1 i
Uitys ey U5 U), oee s Ud; gy, e W

Lorsque ie pseudogroupe T est transitif, ¢’ est-a-dire lorsque la classe d’in-
transitivité de fout point x & V, est la variété V, elle-méme, la variéié
F°(T) peut étre identifiée & V, > V,, et Ion a: B, = 7.

La projection de la sous-variété élémentaire M9 dans J*(V,, V) est une
sous-variété élémentaire pour s=0,.., ¢ —1 (¢t § 1). On peut démonirer
que les groupoides associés i I' d'ordre inférieur & q sont, de méme que F(T),
des sous-variélés complétement réguliéres. (Ces groupoides sont les projections
de 3UT) dans J%V,, Vy), .., J94V,, V,)). Par contre nous ignorons si les
groupoides associés & I' d’ordre supérieur a4 g sont des variétés extraites.

DeriNtTioN 2.3. - Un pseudogroupe de Lie I' dordre q est dit de type fini,
de degré r, si foute sous-variété élémentaire M2 &YUI) peut étre définie par
un systeme de Mayer-Lie de degré r ou par un systéme admetiant un prolon-
gement de Mayer-Lie complétement intégrable de degré r.

Un pseudogroupe de LIE qui n'est pas de type fini est dit de type infini
(¢« groupe infini » de LIe suivant la terminologie de K. CarraN).

Comme les prolongements d’un systéme de MAYER-LIE compldtement
intégrable sont complétement intégrables et complétement réguliers, on peut
en déduire que lous les groupoides associds & un pseudogroupe de Lie de type
finé, de degré v, sont des sous-variéiés complélement réguliéres isomorphes i
J4T) (A tout jet X*—* ¢ F'— () correspond un jet X"—'+7 g Fr—*+4I) et
inversement). Le degré d’un pseudogroupe de type fini est supérieur ou égal
& son ordre: en effet si on avait r < ¢, toute solution de JF¢I') serait solution
de F(I"} d’ aprés § 1 et [' serait complet d’ordre 7.

Parmi les pseudogroupes de LIE de type fini nous envisagerons les pseudo-
groupes déduits d’un groupe de Lie {27]; G étant un groupe de transformations
de LIk opérant sur une variété V,, soit I' ’ensemble de toutes les applica-
tions f jouissant de la propriété suivante: f est une application biunivoque
d’un ouvert I/ de V, sur un ouvert f(Uj de V, dont la restriction & un
voisinage suffisamment petit de tout point de U est la restriction d’une
application de G ; I' est un pseudogroupe de LiE (déduit de G).

Exemples de pseudogroupes de Lie: 1°) le pseudogroupe des automorphismes
locaux analyliques complexes de I'espace numérique complexe C” {(que 'on peut
identifier & R!") est un pseudogroupe infini d’ordre 1; JF4I') est une variété
élémentaire M* définie par e systéme d’équations aux dérivées partielles X':

a,yj ay1+n Syj Byj*‘"

(2.5) gk — Ak’ kR T T ok (4, E=1,.,, n).

20) le pseudogroupe déduit du groupe affine complexe est un pseudogroupe
d’ordre 2, de degré 2; une variété élémentaire M® peut étre définie par le
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systéme X°:
(2.6) A " T  &=1 .., %)
. -
Sxﬁgm\‘ = (@ B, vy=1,.., 2n)

3°) le pseudogroupe déduil du groupe des déplacements euclidiens de £ est
d’ordre 1, de degré 2; en effet ¢’est I’ensemble des solutions du systéme Xf:

!
(2.7) zja% = & 1=1,.., n

et par dérivation totale des équations (2.7) et éliminations, on obtient:

3y’

(28) ke

0 4, k l=1,.., n).

Le systéme ‘' est localement équivalent &4 un systéme complétement
régulier.

Si Pon se borne & des groupoides JFYI) qui soient des variétés extraites
non nécessairement complétement réguliéres, on est conduit & la notion de
pseudogroupe de LIE au sens large:

DerintTIiON 2.2, - Un pseudogroupe de transformations analyliques T est
appelé un pseudogroupe de Lie aw sens large si I' est complet d’ordre q et s’il
existe un nombre ¢ =q tel que le groupoide associé FV(I) soit une variété
exiraite de J¥(V,., V,).

Si J?Y(I") est une variété extraite qui n’est pas complétement régulidre,
J4T) n’est peut-étre pas une variété exfraite; c¢’est pourquoi il y a lieu
d’introduire deux ordres ¢ et ¢, alors que pour les pseudogroupes de LIE,
si (') est une variété extraite, il en est de meéme de F(I).

3. Prolongements d’un pseudogroupe de Lie. Premier théoréme fonda-
mental de E. Cartan.

Soit I' un psendogroupe de Liw d’ordre ¢ opérant sur une variété T,.
La projection 7' de J**(V,, V,) sur V, qui a tout jet X¢* ¢ J9=4V,, V,)
faif correspondre sa source x définit sur JY—*(V,, V,) une structure fibrée
de base ¥, [26]. Toute transformation f & I' appliquant un ouvert U V,, sur
un ouvert U’ = f(U) se prolonge en un homéomorphisme f9 de (x¢~*)~'U sur
(x9=4)='T’, appliquant fibre sur fibre, défini de la maniére suivante: f? est
I application qui & tout jet X?—*! & J9*(V,, V,), de source xz & U, de bui y,
fait correspondre le jet X'e—t = Xe4(j27f)~1, de source x' = f(x), de méme
but . L’ensemble des transformations f¢ correspondant & toutes les transfor-
mations f de I' est un pseudogroupe de transformations analytiques (*) opérant

(3) Ce pseudogroupe a é6té introduit par Amawnpr [1].
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sur la variété J*—(V,,, V,) et la@'ssant invariant le groupoide F7—4I): en effel
si X2~ g 24}, comme (52 'f)~* & J2—(T), on a alors: Xe—(jZ ') e Fe—4T).

Nous désignerons par I'? la restriction de ce pseudogroupe & la sous-
variété Fa—(T): T2 est donc un pseudogroupe de transformations opérant sur
la sous-varidté F7-4(I).

Soit M?-* la projection dans J9!(V,, V,) d’une sous-variété élémentaire
M2 FUD) et soit U l'image de M2?2—* dans V, par la projection «29—* Considé-
rons 1’ ensemble y? des transformations de I'? laissant invariante la sous-
variété clémentaire M?-'. A toute application g 2 I' dont les jets d’ordre g
appartiennent & J¢ correspond une application ¢ d’une partie U, de U dans
M2-*, définie par: gx)=ji 'g= X' ol @ & U,; le jet du premier ordre
Y__chp est déterminé par le jet X? ==jig, ce qui permet d’identifier J%(V.,., V,)
avec un sous-espace de J'(V,, J2(V,, Va))[26]. Remarquons que application
27"*¢ est I’application identique de U,. Soit ® I’ensemble des applications ¢
correspondant & toutes les solutions g d’un systdme d’équations aux dérivées
partielles 3¢ définissant la variété M?: @ est !’ensemble des solutions du
systeme Z? considéré comme systéme du premier ordre sur J*(V,, J&(V,, V,)),
ou encore, 2¢ étant écrit sous la forme (2.4), @ est I’"ensemble des solutions
du systéme de Prarr §9:

yp.o—t-fc j— wpo-rk’ (’C =] 1, , N — }Lo)
@3.1) 9:‘” =dy— X a;-(m, Y, W, )det = 0,‘ (A= 1 . Bk
9:'2) —_ duu —Z b:(w‘ Y, Yy, '“’(z))dm’ = 0: (v= 1 1);
e(PQ) - d“fq 1) Of(m, Y, Uigyy ey Uig)dae! = 0, =1, py))

Toute application f? g y? transforme une application ¢ ¢ ® en une applica-
tion ¢ g @ telle que: g'{@) = f2'¢[(f) ~'(«')] ; par conséquent f? laisse invariant
le systdme de PFAFF S7. Inversement soit f{ une application de J9=4(V,, V,)
dans J94(V,, V,) laissant invariant le systéme S§7; f{ est la projection d’une
application f§*' de JUV,, V,) dans J9V., V) 1alssant invariante la souns-
variété M?; done fI'! se projette dans V, suivant une solution de Fo(I)
¢’ est~a-dire, puisque I' est complet d’ordre ¢, snivant une applieation f, T
et par conséquent on a: f¢ g y?.

Toute application f2 = y? transformant un jet de but y en un jet de
méme but laisse invariantes les p, formes wfj=2 a,,dm’ (a1ns1 que les formes
mm* = dxiot¥) ef par suite également les formes dwp) = Zofy A ©j; les formes
w; qui peuvent g éerire: ©i =2 A0 + 2 BLO, (mod. w})) sont invariantes
mod. ©},; or le systéme S? demeurant invariani, les formes 6+ sont repro-
duites & une combinaison linéaire et homogéne prés et les formes II; =
=3 Aﬂﬁtll “+ X B,,e(g) sont invariantes. On peut démontrer que parmi ces formes
il y a p® - p! formes linéairement indépendantes 0, , o' " Les formes duwg,
gsont invariantes. En poursuivant le rmsonnement on démontre que les
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applications de v? laissent invariantes n 4- 1w, + ... + pg— == M,_, formes de
PFAFF linéairement indépendantes (4 coefficients analytiques):

: x
dyt, wyle, ¥, w,, de, dy), W), Y, Uy, Uy, 4T, Ay, dig,), ...,
wfq)(“’; % u({)’ "'7u’(q)3 dm} d.% duu)a eory du(q—’,));

les formes w(lp) sont linéaires en dx, dy, du,,,, ..., dt,_,,, les coefficients étant
fonctions des x, ¥, %, .., Uy -
Il résulte de 1’ étude précédente que I’ ensemble des applications de ¥y
est 1’ensemble des solutions du systéme de PrarFr §?:
LBtk — ootk gyt = g k=1 .., n—p,; i=1..,n
w}“(m’, Y, ul(l)ﬂ dw', dy):w;*n(w, y, u(i)} dm: dy):
(3.2) e
qu)('”': Yy Wy ooy Wiy, @ dy, AWy, . ., AWy ,))

= 00, Yy Uiy, ey gy 0, AY, Ay, s AU y)-

L’ ensemble des solutions du systéme &? est 1’ensemble des solutions d’un
gystéme d’équations aux dérivées partielles du premier ordre qui peut &tre
mis sous une forme complétement régulidre et définit ainsi une soms-variété
6lémentaire complétement régulidre N*' de JY(JS™'(V,, Vi), JY(V., V).
Donc lensemble y¢ des applications du psendogroupe I'? laissant invariante
la. sous-variété élémentaire M'~' est un « noyau » de pseudogroupe de Lie du
premier ordre: y? est 'ensemble des solutions de la sous-variété N*,
voisinage des jets du premier ordre de I’application identique de M?~*'. On
peut en déduire que le psendogroupe I'* est un pseudogroupe de LIE du
premier ordre (ou pseudogroupe normal smivant la définition donnée par
K. Carran) d’ou le prewmier théoréme fondamental de E. Cortan [12]:

TukoREME 3.1. — A fout pseudogroupe de Lie I' d’ ordre q, opéran!l sur
une variélé Ve, est associé un pseudogroupe de Lie I'? du premier ordre (appelé
premier prolongement normal de 1), opérant sur lo variété extraite F9—'(I)
(de dimension m,_,), toute application de I élant le prolongement d une
application de T ; I'ensemble des applications de I'Y laissant invariante une
sous-variété élémentaire M~ F—T'} (st caractérisé par la propriété de laisser
invariantes m,_, formes de Pfaff linéairement indépendanies.

8i les groupoides associés & I' d’ordre supérieur & ¢ sont des variétés
extraites, on peut démontrer de meéme que les pseudogroupes [+, 'e+? .,
[e+& . opérant sur les variétés extraites F4L), F9+!(I),..., F+i—4l),... sont
des pseudogroupes de LIE du premier ordre (le prolongement I'*** est appelé
kitme prolongement normal de I'). En particulier si I' est de type fini, de
degré r, on peut définir ses prolongements normaux successifs qui sont de
type fini; nous désignerons par prolongement normal principal de I' le pro-
longement normal I'" opérant sur la variété g —*I'); ce prolongement normal
principal est un pseudogroupe de Lie d’ordre et de degré égaux a 1.

Il
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4. Equations de structure. Denxiéme théoréme fondamental de E. Cartan.
4) Soit I' un pseudogroupe de Lie et I'Y son premier prolongement
normal. Supposons que le groupoide JF7+'(I') soit une variété extraite définie
localement par an systéme d’équations aux dérivées partielles 2¢+' anquel
correspondent uu systéme de PFAFF S9! (appelé prolongement du systéme
S¢ défini par les égquations (3.1)) et un systéme de Pra¥r §7+! (appelé prolon-
gement du systéme &¢ défini par les équations (8.2)). Le systéme 87! contient
les équations de 37 auxquelles on adjoint p, équations:

H ’ ‘ ’ ’ ' ' —
m(‘H-l)(wJ Y, Wins s Wigarns dﬁ(}, di) duu)y veey du’(q))—
]
:‘”(q%-—l)(“’}: Y, Uiys ooy Uigpnys dmz di; dum: () du(q!)-

Changeons de notation et désignons par ' les dérivées paramétriques d’or-
dre inférieur ou égal 21 g—1, par v* les dérivées paramétrlques d’ordre gq,
par o le formes wj,.., p(q, et par =n* les p, formes ofyy; On a:
dw' =3 w® A w¥, ot les formes w’; (définies mod. w!) sont linéaires en du, dy,
du, dv; en uafilisant le méme rmsonnement que dans § 3, on démontre que

les formes dwi peuvent s’ éerire:
(4.1) o' =3 cewd A\ oF + T ! A 77, (i G k=1, m)
& -+ ;= 0,

ot les aj, wont invariants par les transformations de I'?. En désignant de
maniére abrégée les formes o (&, ¥, o', v, da’, dy, du') par v on a également:

de't =3 c'f}cm" Aw* 4+ X ar;’;m’f A
Le systéme §¢** peut s’ écrire:
4.2) W' = w?, e (E=1,.0, my_: a=1 .., 1)
On en déduit, en tenant compte des relations: a}';maﬁa:
(4.3) o;ik = c;k, @ 7, k=1, ... m,_,).

Ces coefficients sont donc invariants par les transformations de T'? laissant
invariante la sous-variété élémeniaire M¢—! et par suite sont des fonctions
des invariants xvi¥. Les équations (4.1) sont appelées équations de structure
du pseudogroupe normal I'Z
Le systéme de Prarr §¢:
0 —wi=0 t=1,..,, my_)

(auquel on adjoint les équations d(w* — w))=0) n’est peut-étre pas en invo-
lution. Pour qu’il le soit, il faut et il suffit d’aprés § 1 que les caractéres
réduits §°; de ce systéme soient égaux aux caractéres s;; cette condition est
équivalente a la suivante: il faut et il suffit que le nombre de paramétres
(que nouns désignerons par ©)), dont dépend 1'élément intégral ordinaire &
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m,_, dimensions soit & ¢gal &:
§, 4 28, 4o 4 (N — 1)'51 -1~ Now,
oit 'on a posé N =m,_, (pour simplifier les notations} ct
Oy ==ty 4+ N (8, + &, 4 o + ¥t

N ) i AN Y EETPI
Comme le caractore §, est égal an rang des formes o — ! ¢ est-d-dire
/ r A ’ . !
A N, on a: oy=p,— (&, +§&,+ ... + §x_). Les nombres §,, 8§, +8,,
§, +§,+5,,.. sont le rangs respectifs des systemes d’céquations:

(4.4), 3 (wlai, 4 uad, + .. + %"(lri,)ﬂ" =0 (i=1.... n)
(44), z B W, 00, o W) = 0, (=1, .. n
) I (lal, + ey, .+ v, = 0, '
S Z (u’iaiz -+ u2a?za —+ ... + ’M/"aim)n”- = U,
(4'4)3 Z (vlaia -+ ﬁgaéq —+ e + ’U"a:;‘)rx = 0, (=1, .., u),
( 2 (' als+ 1t oy o 4 20 gl =0,

ou les i, v, w' .. sont des coefficients arbitraires tels que le rangs des
systémes (4.4),, (4.4},, (4.4),. ... sont les plus grands possibles.

Le nombre 9 est égal au nombre de coefficients indépendants {; définis
par :

nt =3 frwk

(4.5) 5 aﬁmt}éwfk/\ o =L wg =1, V).
Lorsque le systéme $? est en involution, le systéme des coefficients aj, est
dit involuilif.

B) Soit I' un pseudogroupe de LIE de type fini et I'" son prolongement
normal principal. Désignons par u* les dérivées parametriques d'ordre infe-
rieur ou égal & r — 1, par »’ les formes w{y,.., w}. Comme il N’y a pas
de dérivées paramétriques d’ordre r les coefficients des formes w’/ sout
fonctions de 2, y, u et les coefficients uﬁ,-i sont nuls (ces coefficients consti-
tuent encore un systéme involutif), Les équations (4.1} deviennent:

duwi =3 ¢;,07 \ o,
(4.6) a§k+c§;7—j=0,/\ G 3§, k=1, ..., m,).
Ces équations sont les équations de structure de ', Le systéme de PFATF &7
ol =w" (i=1,.., m,) est complélement intégrable. Si le pseudogroupe T est
transitif, il en est alors de meéme de I'", restriction de I' & la varicle
Fr= )@ (') des jets ayant pour but un peint fixe ¥, V, (le coefficients
cjx sont dans ce cas des constantes) et il existe une transformation ¢t une

seule f” & I'" appliquant un point arbitraire X7 ¢ F"UI) sur an point arbi-
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traire X7t F"~Y(I'}. Nous dirons que I"" est dans ce cas simplement fran-
sitif. Le prolongement normal principal joue un role analogue A celui du
groupe des parameétres dans le cas d’un groupe de transformations de Lik.

C) Sar une variété V,, de dimension n, la suite (w',.., 0"} de n
formes de PFAFF linéairement indépendante wi= 3% Xjdx’ {ou les x/ sont des
coordonnées locales dans le voisinage U d’un point de V, et les A} des
fonctions analytiques de ces coordonnées locales) constitue une formme diffs-
rentielle du premier ordre w [26]: o est une fonction continue qui a tout
point @ € U fait correspondre un corepére du premier ordre w, d’origine x
¢’ est-a-dire un jet du premier ordre inversible de V, dans 1’espace numéri-
que E”, de source x, de buf 0. Ainsi la suite des formes w/ définies dans B)
constitue une forme différentieile sur la variéte J=—*(I).

Considérons maintenant la suite w(u) =[o'(x, u, dx), ..., o"(x, u, dx)] ou
les formes wi(w, #, dx) = I Xj(x, u)dx sont linéairement indépendantes, les l;
étant des fonctions analytiques des coordonnées locales «* et de p paramétres
ut, ..., ut. Cette suite o(u) définit dans I’espace H*(V,) de tous les corepéres
du premier ordre sur V, une sous-famille analytique de corepéres du premier
ordre dont I’origine est dans U. Ainsi la suite des formes ®!, ..., 0™i— défi-
nies dans 4) constitue une sous-famille analytique de corepéres sur F?—YI).

I’étnde faite dans 4) et B) conduit & Ia réciproque du deuxiéme théoréme
fondamental de E. Cartan:

THROREME 4.1. - Soit sur une varidté V, un pseudogroupe de transfor-
mations analytiques U jouissant de la propriélé suivanie: tout point de V,
admmet un voisinage distingué U lel que les transformations fe T donl la
source et le but (*) appartiennent o U constituent I’ ensemble des solutions du
systémme de Pfaff
(£7) wie, u, de) = oix, w, dx) (i=1,.., n

ot les wiw, u, dx) définissent dans U une sous-famnille analytique de corepéres
duw premier ordre. Si le systéme (4.7} est en involution, cest-G-dive si les diffeé-
rentielles do' peuwvent 8 écrive

dw' = 3 gjewd A 0F 4 3 aj,0f A T

(4.8) (G f, k=1,.., n)

C;:k -+ C;.cj =0
(ont les aj, et ci sont invariants par les tramsformations de T, les Wy consti-
tuant un systéme énvolulif of les formes n* élant définies sur la varidtée H¥(V,)),
le pseudogroupe I est un pseudogroupe de Lie du premier ordre. En particu-
tier st les a?a sont nuls, le pseudogroupe I' est un pseudogroupe de type flni
de degré 1.

(*) Si f est une application d’un sous-ensemble U/’ de V, sur f(U'), I’ est appelé la
source de f et £(U') le but de f [28].
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En effet si le systdme de Prarr (4.7) est en involntion, il résulte de
I’étude faite dans § 1 que I’ensemble des solutions générales de ce sys.téme
est 'ensemble des solutions d’un systéme d’équations aux derivées partielles
du premier ordre compldtement intégrable et complétement régulier: le
psendogroupe I' est alors un pseudogroupe complet du premier ordre tel que
le groupoide &'() soit une variété analytique complétement réguliére extraite
de J'(Vy, V,). Comme on n’a pas démontré que Uensemble des solutions d’un
systéme d’équations aux dérivées partielles complétement intégrable et com-
plotement régulier est I’ensemble des solutions générales d’un systéme de
Prarr en involution, le deuxiéme théordme fondamental de E. CARTAN n’est
pas démontré non plus sauf dans le cas d’un pseudogroupe de type fini, de
degré 1: les conditions énoncées dans le théoréme 4.1 (avec uj, = 0) sont alors
nécessaires pour gque I' soit un pseudogroupe de Lie de type fini, de degré et
d’ordre 1. Remarquons que si les aj, sont nuls, la suite. w = (', ..., ©")
definit dans U une forme différentielle du premier ordre.

Si le systéme (4.7) n’est pas en involution mais admet des prolongements
en involufion, 1’ensemble des solutions générales de ce prolongement est
’ensemble des solutions d’un systdme d’équations anx dérivées partielles
complétement intégrable mais pas nécessairement compldtement régulier: le
pseudogroupe T est un pseudogroupe de Lie au sens large.

CHariTrE II.
Le probleme d’équivalence de E. Cartan.

5. Définition de 1'équivalence locale des struetures infinitésimales.

L’espace T(V,) des vecteurs tangents & une variété V,, de dimension n,
r fois différentiable (on suppose r=>=3) est un espace fibré de symbole
T(V., B", Ly, H), le groupe structaral L, étanf le groupe linéaire homogéne
de l’espace numérique R" [24]; 'espace fibré principal H|(V,) associé & T(V,)
ou prolongement principal du premier ordre de la variété V, est I’ensemble
des isomorphismes de R" sur I’espace tangent T, & V, au point x g V,
lorsque x parcourt V,. Chacun de ces isomorphismes est un repére du pre-
mier ordre sur V.. On désigne par siructure infinitésimale réguliére du pre-
mier ordre [26] (que nous appellerons plus bridvement structure infinitésimale
régulidre car nous n’envisagerons pas de structure infinitésimale d’ ordre
supérienr} une structure fibrée subordonnée a T(Va): cette structure subor-
donnée a pour symbeole I'(V,, B", G, H'), le groupe structural G étant un
sous—-groupe de L,. Si R" est muni d’une structure s subordonnée i sa
strucfure d’espace vectoriel réel, admettant @ comme groupe d’automor-
phismes, cette structure est transportée par un isomorphisme &, ¢ H'(V,) sur
une structure bien déterminée définie dans 7T,. A chaque @ correspond une
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famille H,' de repéres distingués (ou reperes appartenant & H'(V,)). On a :
H, = h,G. Dans le voisinage U d’un point de V,, la struckure infinitésimale
réguliére, que nous désignerons par 8, peut é&tre déterminée par une forme
différentielle du premier ordre ®, ¢ est-a-dire une fonction continue qui au
point @ & U fait correspondre un isomorphisme %,~* de 7, sur E", (ou core-
pere distingué d’origine x); 'ensemble H,” des corepéres distingués d’origine x
est alors H,* = Gh, !. Cette forme différentielle @ est encore la suite de n
formes de PFAFF of, .., 0", différentiables, linéairement indépendantes en
chaque point x; le corepére h,~!' (que nous désignerons aussi par w,) peut
etre identifié a la suite (v,',.., w,”) des resirictions des formes o', .., @"
& Ty; la structure s peut étre déterminée dans U par toute autre suite &
de n formes de PFAFF linéairement indépendantes &’ = 2 ulw telles que les
u! soient des fonctions différentiables de x et que la matrice # d’éléments w]
définisse en chaque point une transformation de G.

Sur la variété V,, une forme différenticlle extérieure fensorieile ® de
degré ¢ est une fonction qui & tout point « & V, fait correspondre wune
application linéaire @, de l’espace des g-vecteurs en x dans 1’espace des
tenseurs de type donné en a. A tout corepére w, (lequel définit une base
dans le dual de T,) correspondant des composantes (®j. ), de ®,. A la
forme différentielle w = (w',..., o") définie dans U V, correspondent des
formes différenticlles extérieures (I)f,-';;‘,_, de degré g, c’est-a-dire les fonctions:
X — ((I);;c)m Ces formes peuvent s’ écrire :

(5.1) b = S A e A A (i, k=1,.., a),

oit la restriction a4 chaque point =z des A}'-k___,]__,,m sont Jes composantes d’un
tenseur. A la forme differentielle & = (&', ..., ") ou &/ = X ujw! correspondent

les formes différentielles extérieures dp; . =3 J{,’g:,‘,g,__.ngﬁl A .. A 0¥ telles que:
(5.2) $gsr. = T ufvivk ... D (@, b, e =1,.., ),

oii les v} sont les éléments de la matrice u—'. On en déduit:
Al?c...{il...ﬁq =X ugvgvc.“ oo ’Ugi e ’UggA;k...al...xq .

Soient deux variétés V, et V,, de dimension n, sur lesquelles sont défi-
nies respectivement des structures infinitésimales régulieres g et s, de méme
groupe structural G; un disomorphisme local des deux structures est par
définition un homéomorphisme différentiable ¢ d’un voisinage U d’un point
de V, sur un ouvert T, jouissant de la propriété¢ suivante: la struc-
ture 8 6tant déterminée dans U par la forme différentielle w, la structure 8
est déterminée dans U par la forme différentielle v, fransformée de/w\par P

(désignée par u):cp*@) ot telle que:

(5.4) Wy :?J;(w;j:,:p pour tout x € U,
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olt j,p désigne, comme dans § 1, le jet du premier ordre de source 2 de la
fonction . Soient p et E les projections canoniques des espaces {fibrés
H{V,) et H’{Tf,}) sur leurs bases respectives; I'isomorphisme local p se pro-
longe en un homéomorphisme ¢ de p~—4¥) sur p—*{U), ces voisinages étant
respectivement homéomorphes & U>< & et U > G. L’ isomorphisme o associe
épalement & toute forme différentielle extérieure tensorielle © définie dans U
une forme différentielle extérieure tensorielle ® définie dans L? de méme
degré et de méme type. La structure ‘s sera dite localement #s0mnorphe {oun
localement équivalente) & $ si pour tout point @ € V,, il existe an isomorphisme
local ¢ appliquant un ouvert ' V, sur un voisinage U de =. Si ¢, et o,
sont deux isomorphismes locaux de V, sar V,, 1'égalité o (x) = o,(x} (ou
xe V,, eV, est éguivalente a: &’ =¢,,(r) ol v, est un auioinorphisme
local de la structure 8. Le probléme d’isomorphie locale {ow probléme d’'équiva-
tence de E. Cartan) est la recherche des condifions nécessaires et suffisantes
pour qu’'une structure infinitésimale réguliere soit localement isomorphe &
une autre.

Une structure infinitésimale régulidre de groupe structural G est dite
intégrable si elle est localement isomorphe A& la structure g, de ce fype
déterminée sur R" par la forme différentielle w = d (¢’ est-a-dire la suite
da', ..., dx"). SBoit G le sous-groupe du groupe affine & n variables tel que
le plus grand sous-groupe de ( laissaunt fixe le point O soit le groupe G.
Désignons par O le pseudogroupe de LIE, opérant sur R", déduit (cf. § 2
du groupe G et par ' le pseudogroupe des auntomorphismes locanx de la
strocture §,. On a O I. Dautre part le jet du premier ordre de tont auto-
morphisme local détermine une transformation linéaire appartenant & ©. On
en déduit que le groupoide du premier ordre J*I) associé¢ & T coincide avec
le groupoide J'(0) associé & ©. Si le pseudogroupe O est complel du premier
ordre, les pseudogroupes I' et © sont identiques: les seuls changements de
coordonnées locales admissibles sont linéaires.

Une structure infinitésimale régulidre est dite isofrope au point x §'il
existe un automorphisme local de la structure transformant un corepere
d’origine x en un corepére arbitraire de meéme origine; la structure est dite
localement homogéne s’ il existe un automorphisme local de la structure
transformant un point arbitraire @ 2 U en un point arbitraire x'e U; le
pseudogroupe des automorphismes locanx de la structure est alors transitif.

6. Connexions affines assocides & une structure infinitésimale. Courbure
et torsion.

Soit sur une variété V¥, une structure infinitésimale réguliére dont le
groupe structural & est de dimension p; désignons encore par G le sous-
groupe du groupe affine dont G est le plus grand sous-groupe laissant fixe
le point O.
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D’aprés une définition donnée par C. EHRESMANN [25], une connexion
infinitésimale (°) dans 1 espace fibré H'(V,) est déterminée par une applica-
tion I de la varicté T{H') des vecteurs tangents & H’ dans 1 espace tangent
T.[G) & la variété du groupe @ en e (6lément neutre de G); cette application
est une forme différentielle vectorielle vérifiant les conditions suivantes:

1o Si I'on fixe le repere b & H'(V,), la restriction de II aux vecteurs
It +- dh d’origine h est lincaire.

(6.1)

20 Ilh(w -+ du)) = u="(u - du), ot u & G.
3° I{h -+ dhjm) = w™ 'T(A 4~ dh)u.

Par conséquent si I’on considére le repére i =hu—*, on a:
(6.2) Uk + dh) = ull(h + dhju—" — (1 - duju—".

L’ application IT est définie par les formes différenticlles wj sur T(H') telles
que IIth + dk) soit la transformation infinitésimale du groupe ( représentée
par:

(6.3} de' = X w;(h -+ dh)x i=1,.., n\.

Le rang des formes wj est p; ces formes w} sont done lides par #* — p rela-
tions linéaires
(6.4) Z 2 %w) =0 (x=1, .., n*— pj,

i’j
ott les coefficients 1”} sont comstants; en effet les équations (6.4) sont les
équations linéaires qui définissent T,(G} comme sous-espace vectoriel de
T,L,) ot L, est loe groupe linéaire homogéne de R™.

Comme (% - duju—! est la transformation infinitésimale de G :
(6.5) die* = = dupla’ E=1,.., n),
I"application (i, #) — ha~ ' fait correspondre & la forme différentielle vecto-
rielle 11 la forme différentielle vectorielle II, définie dans H'>< G, a valeurs
dans T,(G), de composantes:
(6.6) iy = 3 (— dulvh + uivhol) = 2 (uidvs + ubdod) (1, k=1,..., n)
(ot les it sont les éléments de la matrice u, les vi les éléments de la ma-
trice #™*).

A la connexion définie par 1’ application II est associde la connexion

affine définie par la fonction I qui fait correspondre A tout vecteur
I+ dh ¢ T(H’) la trapsformation infinitésimale du groupe & représentée par:
(5.7) dx! = o'(pth + dh)) + Z wih + dhe’ i=1,... n)
p désignant encore la projection canonique de H'(V,| sur V,; on a:

w!(p(l +- dh)) = (p*o'){h + dh) f=1,.., n).

(% Pour I’¢tude des vonnexions infinitésimales voir é¢galement 8. Currx [19].
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Nous dirons que la connexion affine II' est définie par les formes w' et ;.
Aun vecteur h + dh (ot b = hu~*) est associée la transformation infinitésimale
de G représentée par:

(6.8) die? = &Y (p(h + dh)) + 3 ok(h + dhja’ l=1,.., n

ol Hf =X u,w les uk étant deéfinis par (6.6).

Soit sur une variété V, una structure s localement isomorphe & la
structure s sur V,; un isomorphisme local %, deux fois différentiable. appli-
quant le voisinage U d'un point de V, sur T V,,, associe & toute connexion
affine sur U une connexion affine sur U: en effet ¢ se prolonge en un
homéomorphisme différentiable ¢ de e HU) sur p- ‘(/U\ et la connexion affine
sur U sera détermmee par les formes "ot et m’ transformées des formes ! et m'
par I'application $—

Dans § 5, la forme w = (', ..., w®) définie dans un ouvert U de V,
déterminait une section dans Vespace H'#V,) des corepéres distingués. Nous
supposerons qu’il en sera de méme dans le suite de ce chapitre. Par consé-
quent les formes w;, qui avec les formes w?, définissent la connexion affine
II' sont des formes sur V, alors que le formes oy (qui avec les formes
o= X u,liuﬂ définissent la méme connexion) sont des formes sur H'(V,)

A la connexion affine II' sur V, est associée une différentiation cova-
riante. Soit ® une forme différentielle extérieure tensorielle (cf. § 51 dont
les composantes par rapport a la forme différentielle v sont (Djk Nous allons
montrer que les formes D@} définies par:

(6.9) DB =ddii A+ S0l ADj.— I of ADhi. — Bk A4 (], k=1..., %)
(ot d est le symbole de différentation extérienre) sont les composantes rela-
tivement & © d’une forme différentielle extérieure tensorielle que I'on désigne
par D® et qui est appelée la différentielle covariante de la forme @ par
rapport & la conmexion affine II'.

En effet si ®;. sont les composantes de @ _correspondant & & = (@',..., &%)
ot @' = X ulo! et si on définit les formes Doy, par:

Do — adl + 3 o ADL. — S of ADh — S e ADIL + . (@, b c=1,.., n),
on vérifie, en tenant compte de (6.6}, les relations:
(6.10) DY =3 ulvivk .. DCD;.-‘;{,,_ (@, b, e=1,.., n),

et les formes DCD]]c Stant des formes différentielles extérieures sur V,,, il
en est de méme des formes D®; (alors que les formes ddy. sont des

formes sur H'[V,)}.
Ainsi la différentielle covariante d’une forme différentielle extérieure
tensorielle @ de degré ¢ est une forme différentielle extérieure DD, de

méme type, de degré g + 1.
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En particulier considérons la forme différentielle extérieure tensorielle
{que nous désignerons par le symbole c?w) qui & tout point e V, fait cor-
respondre 1’application identigue de 7, . Cette forme de a pour composantes
(relativement & la forme ®): wo!, .., w® La différentielle covariante Ddx est
donc une forme différentielle tensorielle de degré 2, appelée forsion de la
connexion II'. Ses composantes

(6.11) Qf = Dot = do* + 2 0} A\ of E=1,.., n)
sont appelées formes de forsion de la connexion II'; si Pon pose
Q=T ALw® A wf, les Ay définissent le ienseur de forsion.

Lies formes différentielles extérieures quadratiques
(6.12) Q) = dw, — 2 o} A wi G i=1..n

constituent également les composantes (correspondant & la forme w) d’une

forme différentielle extérieure tensorielle; en effet & la forme & correspondent
les formes Q;c =diy — 2 Co};: A ﬂﬁ, Vérifiant les relations :

(6.13) = 5 u}Q & I=1,.., n);

ces relations (6. 1:‘») se démonirent en utlhsant les relations (6.6).
Les formes Q sont appelées formes de courbure de la conmexion II' et

si Uon pose Q) = % Rjj.0! A 0™, les Rj,. définissent le tenseur de courbure
de la connexion. Par dlfférentlatlon extérienre des relations:

(6.11) dot' =3 o/ A v} 4 Q! =1, .., n),
(6.12y dw} =% o} A of + Q {t, §=1,.., n),
on obtient les relations suivantes généralisant les idenfilés de Bianchi:

(6.14) dQ' +3Q/ A wf — 2w A Q=0 i=1,.., n)
(6.15) A+ QA wf—Zwj A Q=0 G j=1,.., n)
relations qui peuvent s’écrire:

(6.14) DOt =% A 9 (t=1,.., n),
(6.16) D9 =0 G §=1,... n).

Donc la différentation covariante du tenseur de courbure r’introduit pas de
nouveau tenseur [19] (¥).

Pour toute structure infinitésimale régulitére, il existe foujours des con-
nexion affines [25]. Il peut arriver qu’on puisse imposer d’avance de maniére
canonique un tenseur de torsion (ce sera le cas de toutes les structures que
nous étudierons ultérieurement) mais la connexion affine associée a la siruc-

(*) Remarquons que pour la forme différentielle extérleure tensonelle P de composan
tes @i, on a: Dy =ZQIAd%: —Ee! AL L— e AR s ® = dx, on
obtient les formules (6. 14}’
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ture n’est pas nécessairement déterminée (structures presque complexes,
presque symplectiques par exemple). Pour certaines structures le choix de
la torsion détermine de maniére unigue la connexion affine associée a la
strueture (structures presque hermitiennes, presque quaternioniennes par
exemple), le oroupe structural G est alors tel que les relation (6.4) et
dw! — Qf = Y o/ /‘\ w; déterminent entlélement les v} (ou encore les relations
(6.4) et T w? A\ ©;=0 entrainent w;=0).

Considérons maintenant une structure infinitésimale réguliére (de groupe
structural G) qui soit intégrable c’ est-ad-dire localement isomorphe 2 la
structure $, déterminée sur R™ par la forme dx = (dx!, ..., de”}. A la struc-
ture g, correspond dans R™ une connexion naiurelle. Tout isomorphisme local
d’un ouvert de B®™ sur un ouvert [ de V, associe & cette connexion naturelle
une connexion affine dans U que nous appellerons intégrable : cette connexion
intégrable peut étre définie par des formes ! et wj- telles que o!= dx’,
wj-:O; par conséquent, en raison de {6.6), la m8me connexion est définie
par les formes &f =2 uidzt et By = — 3 dutvh. La courbure et la torsion de
cette connexion intégrable sont nulles et nous allons montrer que ces pro-
priétés caractérisent une connexion intégrable associée & une structure inté.
grable. En effet si la courbure est nulle, le systdme

(6.16) @ = 3 (uidvk + uivhol) =0

est complétement intégrable; en raison des conditions (6.1) les vecteurs tan-
gents aux variétés intégrales ne peuvent étre tangents aux fibres de H’(V,,)_.
donc chaque variété intégrale de (6.16) définit une section de H'(V,), ¢’ est-
4 dire une fonction continue qui a tout @ ¢ V,, fait correspondre un corepare

By = (B, ..., OF) tel que: dot=Q! ({=1,.., n). Si de plus la torsion est
nulle, on a d&'=0 (i=1,.., n) et il existe un systdme de coordonnées
locales z',..., #* telles que dx'=&'. La structure considérée est donc inté-

grable et la connexion associée, définie par les formes dic' et @j=0 est
intégrable; d’oi:
THEOREME 6.1. — Si parmi les connexions affines que l'on peul associer
a une structure infinitésimale réguliére 8, il en exisle une & courbure et torsion
nulles, la structure s est intégrable et la connexion considérée est intégrable.
Remarque : suivant une définition domnée par C. EHRESMANN, une con-
nexion infinitésimale ' dans H'(V,) est dite intégrable si le champ C trans-
versal aux fibres déterminé par la connexion est compldtement intégrable;
pour qu’'il en soit ainsi, il faut et il suffit que la courbure et la torsion de
connexion soient nulles [25]. Done les connexions intégrables que nous avons
définies sont aussi des connexions dont le champ C transversal aux fibres
est complétement intégrable.
Soit sur wne variété V, une structure infinitésimale réguliére intégrable
8 et soient ¢, et ¢, deux isomorphismes locaux deux fois différentiables dont
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les sources appartiennent 4 R"®, les bufs de ces isomorphismes étant respec-
tivement des ouverts U, et U, de V,; désignons par ¢,, 1’automorphisme
local de R™ tel que ¢,(x) = p,(x) soit équivalent & a'=¢, (x) ot = s B",
# ¢ R* A la connexion naturelle dans E* sont associées par ¢, et ¢, denx
connexions intégrables dans U, [ U,. Pour que ces connexions coincident,
il faut et il suffit que ¢,, appartienne au pseudogroupe © déduit du groupe
aftine G (dont le groupe structural & de & est le plus grand sous-groupe
laissant fixe le point O). En effet dans U, [] U, la premiére connexion peut
stre definie par les formes da' et o, =0, ou encore par les formes
de’t =D uldat (ou les ur définissent en chaque point une transformation u
bien déterminée de G) ef By = — 3 duﬁfuﬁc (les vy définissant la transformation
w~'); la deuxidme connexion peut &tre définie par les formes dx’ et o =0;
les deux comnexions colncident si les u sont des constantes. Par conséquent
si on ne peut associer qu’une seule connexion affine intégrable & la struc-
fure 8, cette structure est localement équivalente & une structure g, de R™
dont le pseudogroupe des automorphismes locaux est le pseudogroupe 8.

Pour tontes les structures infinitésimales réguliéres que nous étudierons
ultérieurement, nous imposerons de maniére canonique un tenseur de torsion
de facon que la torsion de toute structure intégrable soit nulle: pour une
stroncture intégrable §, parmi les connexions affines compatibles avec ce
choix de la torsion se trouvent toutes les connexions intégrables que 1’on
peut associer & cette structure; si de plus le groupe structural G est tel que
le choix de la torsion détermine de manidre unique une connexion affine,
on ne peut alors associer & la structure intégrable 8 qu’'une seule connexion
affine intégrable et 1’on obtient le théoréme suivant:

THEOREME 6.2. - Soif 8 wune structure infinitésimale réguliére intégrable
doni le groupe structural G est tel que pour foule structure infinilésimale
réguliére de méme groupe structural, le choix de la lorsion délermine canoni-
quemenl wne connexion offine associe. Le pseudogroupe des automorphismes
locunx de la structure 8, de méme type sur B™ (i loguelle § est localement
équivalente) est alors le pseudogroupe © déduit du groupe affine G (dont G
est le plus grond sous-groupe laissant fixe le point 0).

Par conséquent si une sfructure inségrable § est localement équivalente
4 une structure 8, de R" dont le pseundogroupe des automorphismes locaux
est un pseudogroupe de LIE de type infini, pour aucune structure infinitési-
mate régulidre de méme groupe structural, le choix de la torsion ne peut
déterminer de maniére unique une connexion affine (structures presque com-
plexes, presque symplectiques).

Remarques: 1°) pour qu’une structure infinitésimale réguliére telle que le
choix de la torsion déltermine cononiquemen! une connexion affine associée soit
intégrable, il faut et il suffit que la courbure et la torsion de cette connexion
canonique soient nulles. Cette proposition résulte du théordme 6.1,
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2°) La torsion étant déterminée canoniquement, tout automorphisme
local d’une structure infinitésimale réguliére laisse invariantes les compo-
santes A} do tenseur de torsion. Donc si la structure est isotrope en tout
point @ d’un voisinage U, les A% sont en chaque point indépendantes du
corepére distingué. Si, de plus, la structure est localement homogéne dans U,
les Agt sont des constantes.
Lorsque le choix de la torsion détermine canoniquement une connexion
affine associée, on obiient Jes mémes résultats pour les composantes R;-;m
du tenseur de courbure.

7. Probléme d’équivalence restreint [18).

Le probleme d’équivalence restreint est relatif & des structures infinité-
simales régulidres s et 8 (définies respectivement sur des variétés V, et V,)
dont le groupe structural G est réduwit 4 la transformation identique, ce qui
correspond & un parallélisme sur V, et V,.

La structure s (resp “#) étant définie dans le voisinage U d’un point de
V. (resp. le voisinage U d’un point de V,) par la suife de » formes de
Pra¥r linéairement indépendantes w'(x, dx) (resp. 6?(—9},\ dz)), hnéalres _par
rapport aux différentielles des coordonnées locales @, ..., @" (resp. m . :ic"),
les coeflicients étant fonctions de ces coordonnées, wun 1somorph1sme local
de U dans T est un homéomorphisme différentiable solution du systdme
de PraFr:

(7.1) | i, da) = wix, dr) E=1,.., n)
De ces équations on déduit:

(7.2) dwi(x, dr) = do'(x, du) (i=1,.., n).
Les différentielles dw! peuvent s’ écrire :

(7.3) dw' = 2 chfmjo! A o*;

de mdéme on a:
dot =X c‘ (o) o \or,

En raison du théoréeme 4.1, _le pseudogroupe des automorphismes locaunx
de chacune des structures s et s est un pseudogroupe de LiE de type fini
d’ordre et de degré égaux & 1.°

Supposons d’abord les cj;c constants : le psendogroupe des automorphismes
locaux de la structure s est simplement transitif; pour que la structure s soit
localement équivalente & s, il faut et il suffit que -

o, = % @, j, k=1,..., n),
car alors le systéme (7.1) est complétement intégrable; le pseudogroupe des
automorphismes locaux de la structure s est également simplement transitif,
Tout point « € U peut &étre appliqué sur un point arbitraire x & T.
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Lorsque les coefficients cixlx) ne sont pas de constanies, en obtient par
différentiations successives :

i i
dG:,'k =2 Cik | 10)1,

(7.4) dc;.'k jp=2x C;k [ ™,

............

é —wc ¢
deje .0, = 5 % 1.0, e

Les fonctions ojk”l 4,(@) sont invariantes par tout automorphisme local de la
structure . Soit p le plus petit nombre tel que toutes le fonctions
C;klll...lp...lq (ot ¢ > p} soient des fonctions des cjk,h 5, (h="p}; soit n, le
nombre des ¢jx;.; qui sont indépendantes (¢’est-a-dire dont les différen-
tielles sont linéairement indépendantes). On definit _de méme des invariants
’;“ pour la structure s; pour que la structure s soit localement équiva-
lenfe a la structure s il faunt que les invariants de mémes indices soient
égaux pour les deux structures; en particulier les nombres p et n, doivent
étre les mémes.

Si n, =n, le pseudogroupe des automorphismes locaux de chacune des
deux structures est le pseudogroupe des applications idemtiques des ouverts
de V7, 011’17,,. Toute solution de (7.1) est solution du systéme

o) = FE)
5 e
;kll z(w) ""Ojku, 1( ),
Che | 11...1”‘(95) = Oy zl...zpﬂ{m)a

ot inversement toute solution de (7.5) est solution de (7.1). En effet si les
équations (7.1) sont satisfaites, on obtient les équations (7.5) par différentiations
successives. Inversement si I’ on prend dans U {resp T) des coordonnées
locales «',.., ®" (resp. R s m“) fonctions de cjk]l (resp /c;k” 'h) ol

h<p, les équatlons (7.5 b) peuvent s ’écrire (en posant du' = Z‘ A'mf daet = /13613-
w! =, ..., a" =", 7&'——7&’ (¢4, § =1, ..., n). Par conséquent le rang de la
matrice 1' (resp. ) étant n, si les équatlons (7.5) sont satisfaites, il en est
de méme des équations (7.1). Ces condition réalisées, tout point x & U est
applicable sur un point bien déterminé 2eT.

Si n, <n, toute solution de (7.1) est encore solution de (7. o) Prenons
dans U (resp. U) un systéme de coordonnées locales ', ..., ™ (resp T, .y T,
tel que «',..., &™ (resp. ',.. ,m"l) soient des fonctlons de €k y..0, (resp

c/;';” ,) et posons: dx* =2 Aot das = X l“w‘ les indices grecs variant de 1
1 ety
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a n,, les indices latins de 1 & n. Pour toute solution de (7.5), on a: =z,
)T?:lg (x=1,.., n, ¢é=1,.., n). Done si I'on remplace dans (7.1) les
& par w®, on obtient un systéme de PrAFF w! —wl=0 (f=1,.., n) tel que
le rang des formes ! —w! (linéaires par rapport aux différentielles de

——

2n — n, variables x!,.., ", amtl, ..., "} soit n —n,. On a:

33 Gal@llo? — ) A (0F — )+ (o) + ) A (0 — o)

d((!)‘ —/U;Z) =
i=1,.., n);

le systéme (7.1) devient donc compldtement intégrable.
Le pseudogroupe des automorphismes locaux de la structure y ef de la

structure y qui lui est localement équivalente est un pseudogroupe de LIE
de type fini admettant », invariants.

8, Probleme d’équivalence général.

A) Structures pour lesquelles le choix de la forsion ne délermine par
canoniquement une connexion affine associde.

Nous supposons déterminée canoniquement la torsion (ce qui est possi-
ble pour toutes les structures étudiées unltérieurement). Nous supposons, de
plus, dans ce paragraphe les données analytiques.

Soit sur une variété V,, une structure infinitésimale régulidre s, de
groupe structural G, déterminée dans le voisinage U d’un point de V, par
une forme différentielle © ={w!,..,, w*), les différentielles dw! vérifiant les
relations (6.11)":

do* = 0! p o} + QF

oit les formes Qf==3 4%0° A o’ sont les formes de torsion. Aux formes
& = ¥ it définissant la méme structure, correspondent les formes
Q= A00 A n" telles que: Ay = S ub il 4%, (cf. formules (5.3)).

Lorsqu’en chaque point x € U, les composantes Ak du tenseur de torsion
ne sont pas toutes indépendantes du corepére, on pent choisir en tout point
® ¢ U, dans la famille H,* des corepéres distingués d’origine x, une sous-
famille distinguée H®* telle pour chacun des corepéres appartenant &
HU'™* le plus grand nombre possible de composantes A}y prennent une valeur
donnée indépendante de x {on choisit le plus grand nombre possible de com.-
posantes nulles); les composantes qui ne peuvent prendre des valeurs arbi-
traires ont des valeurs indépendantes du choix au corepére appartenant a
H'*: ces composantes sont des fonctions de z, mvarlantes par tout auto-
morphisme local de la structure. Lorsque les composantes Ak, du tenseur de
torsion sont en fout point « € U indépendantes du corepére appartenant a
H.* mais ne sont pas toutes des constantes, on peut encore choisir une
sous-famille distinguée Hl’* de la maniére snivanfe: les différentielles dAk;,
sont des formes invariantes par les automorphismes locaux de la structure ;
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Pune d’elles peut &' écrire : p=2Zan =Tadl avec a, =3 via;, et les a,
sont donc les composantes d’un tenseur; on détermine la sous-famille H*
en donnant aux composantes des différents tenseurs correspondant & foutes
les formes invariantes le plus grand nombre possible de valeurs constantes
arbilraires.

On associe canoniquement a la famille H"* de nouveaux temseurs (en
considérant par exemple des formes de PFA¥F invariantes). Par la méme
méthode que précédemment, on distingue en chaque point # € U une sous-
famille H?* < H"*. En poursaivant Vapplication de cefte méthode, on obtient
en chaque point « des sous-familles H,'* > HI* 5. 5 HI™ et les opérations
se terminent lorsque I’une des conditions suivantes est réalisée :

1°) la sous-famille H,’* se réduit en chaque point & un seul corepére
distingué et I’on est ramené au probléme d’équivalence restreint. Tout iso-
morphisme local de U sur un ouvert U d’une variété V, applique le corepére
distillg_ué/\d’origine x & U sur un corepére distingué bien déterminé d’ori-
gine = T

29) les composantes de tout tenseur que I’on peut associer canonigue-
ment & la sous-famille H{'* sont indépendantes du corepére appartenant
a HD*; il existe alors un automorphisme local de la structure ¢ transformant
un corepére arbitraire %,' ¢ H* en un corepére arbitraire hy ' e H{'*.
Lorsque « parcourt U, HY{'* engendre une sous-famille analytique de core-
peres définie par des formes @/(x, #, dx) dépendant de paramétres !, ..., uf.
Les différentielles d®! peuvent s’ écrire:

(8.1) dirt = 3 cixd! A 0 + T abe? A Il= i=1,.., n)

o les formes II* (définies mod. w/), linéaires en ®* et du’ sont lindairement
indépendantes par rapport aux du’; les coefficients ¢y, a5, sont invariants
par les automorphismes locaux de la structure s. Si les aﬁa formenf un
systéme dnvolutif, en raison du théoréme 4.1, le pseudogroupe des automor-
phismes locaux de la structure s est un pseudogroupe de Lie du premier ordre
{il en est de méme du pseudogroupe des auntomorphismes locaux de toute
structure ‘s localement équivalente & la structure g). Si les a?a ne forment
pas un systéme invi)lutif, on prolonge le systéme @’/= @&’ en lui adjoignant
les équations II* = [I*. Si le nouvean systdme n’est pas en involution, on en
considére des prolongements successifs; dans tous les exemples que nous
étudierons, on obtient finalement un systéme en involution et d’aprds une
remarque de § 4, le pseudogroupe des automorphismes locaux de la struc-
ture 8 est alors un pseudogroupe de Lie au sems large.

Lorsque nous appliquercns cette méthode, nous nous trouverons toujours
dans le cas suivant: le sous-familles H*, ..., HY'* détinissent des structures
infinitésimales régulidres s, .., 8, chacune subordonnée a la précédente

et la structure s est donc isotrope. Considérons en effet la sous-famille HP*
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par exemple; en tenant compte de ce que toutes les composantes de tenscurs
associés & HY'* ont des valeurs indépendantes du corepére appartcnant i
H* ot en utilisant les relations (5.3), on démontre que la transformation
de & qui transforme le corepére k' e HY* en le corepére Ryt e HD™ taisse
invariante la sous-famille HS’*; par conséquent, on a: HY = ¢Vr7' on G
est un sous-groupe de @. Lorsque GY pe depend pas de «, on a quel que
soit a: HY = G, et la sous—famille H,‘cl}* définit une structure infinité-
simale réguliere, de groupe structural G.

B) Structures auxquelles on peul associer canoniquement une connexion
affine.

La restriction a chaque repére h, & H'(V,) de Iensemble des formes p*@
(transformées des formes &' par la projection p' de H'(V,) sur V) et &,°
définit un corepére sur la variété H'(V,): & chaque h, correspond canoni-
quement un seul corepeére sur H'(V,) et 'on est ramené au probléme d’équi-
valence restreint; en raison des relations (6.11) et (6.12) les composantes
des tenseurs de courbure et de torsion jouent le méme role que les coeffi-
cients c¢jx definis dans § 7. Soit § la structure définie sur H'(V,) par la forme
différentielle qui a tout h, € H'(V,) fait correspondre le corepére distingué
d’origine %k, ; le psendogroupe des antomorphismes locaux de cette structure $
est un pseudogroupe de Lim de type fini d’ordre ei de degré éganx & 1 et
le pseudogroupe des automorphismes locaux de la structure & sur V, est
un pseudogroupe de Lie de type fini, de degré 2.

Pour que la structure s soit isofrope en tout point x d’un voisinage U
d’un point de V, ¢’ est-a-dire pour qu’il existe un antomorphisme local f
de la structure s (se prolongeant en un homéomorphisme f d’un ouvert de
H'(V,) sur un ouvert de H'(V,)) appliquant un repére arbitraire hpe H(V.)
gsur un repdre arbitraire W, e H'(V,), il fant et il soffit d’aprés 1’étude
faite dans § 7, qu en tout point xe U, les composantes des tenseurs
snivants soient indépendantes du repére h, et soient par conséquent des
invariants pour la structure s: tenseur de torsion, tenseur de courbure,
tenseurs obtenus par différentiations successives de ces premiers tenseurs
jusqu’a ce que tout invariant soit fonction des invariants obtenus précédem-
ment. En particulier si les composantes des tenseurs de courbure et de torsion
sont en chaque point ® € U indépendantes du repére %, et sont des constan-
tes, la structure 8 est isofrope en tout point @ & U et localement homogéne
dans U7, La structure est localement équivalente &4 une structure dont le
pseudogroupe des automorphismes locaux est déduit d'un groupe de Lie.

Dans le cas d’une structure non isotrope, on peut chercher 4 déterminer
en chaque point = £ V, un corepére distingué sur V, ou une sous-famille
distinguée de corepéres. On applique les mémes méthodes que dans A), en
considérant, outre les composantes du teuseur de torsiom, celles du tenseur

de courbure.
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Le probléme d’équivalence des structures riemanniennes (dont le groupe
structural est le groupe orthogomnal 0,) a été étudié par E. CaArran [15] et
8. CHERN [17].

DEUXIEME PARTIE

CrarirreE III.

Structures de E!” subordonnées a sa structure
vectorielle réelle.

9. Formes réelles d’un groupe linéaire complexe,

Soit § un sous-groupe du pgroupe linéaire homogéne I, de !’espace
vectoriel complexe O" c’est-a-dire du groupe de toutes les n >{7 matrices
réguliéres & éléments complexes. Supposons que & soit un groupe de LIk
et que son algébre de Lim soit un espace vectoriel complexe de dimension p:
§ est alors un groupe complexe; une forme 7delle du groupe S est un
sous-groupe de § admettant comme algébre de LIE un espace vectoriel réel
de dimension p.

Soit dans C" une antiinvolution 2 — A(2) (ot 2& C"); cette antiinvolution
est de premiére espéce si par un changement de coordonnées dans C%, on
peut la réduire a la forme canonigque: Z‘—Z°* (s=1,..., n). La transformée
par !’ antiinvolution de premiére espéce 4 de la matrice g & L, est:
g =AgA~* ot g est la matrice dont les éléments sont les imaginaires
conjugués de ceux correspondants de g; & l'antiinvelution 4 dans C™ corres-
pond donc dans Pespace des # >< # matrices & éléments complexes l’antiinvo-
lution B: g — AgA—*; cette antiinvolution B est de premidre espédce car si 4
est mise sous forme eanonique, B se réduit 4: g — g. Comme V’algdbre de
Lie de I/, est isomorphe & Vespace de toutes les n >{# matrices complexes,
muni de la loi de composition: [XY]= YX — XY (%), 'antiinvolution B opére
sur I’algdbre de Lar de L/,,.

Supposons que le groupe § (qui est de dimension réelle 2p) soit invariant
par une antiinvolution de premiére espdce B et que le sous-groupe G de §
engendré par les matrices g & § invariantes par B soit de dimension p:
@G est alors une forme réelle de &. En effet si par unm changement de coor-
données, ’antiinvolution est mise sous forme canonique, toute matrice g & G
est & élémenis réels.

10. Structure vectorielle complexe [24].

Une structure vectorielle complexe dans I’espace numérique E*", subor-
donnée & sa structure d’espace vectoriel réel, est déterminée par un auto-
morphisme J de R*" tel que J* = —1. Un sous-espace X, (de dimension p)

(%) Voir CaevaLLEY [20].
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de R*" sera dit réel si XP et son transformé JX, par J sont supplémentaires;
un sous-espace X, , invariant par J, sera dit complexe (de dimension com-
plexe g).

En prolongeant la transformation J & 1’espace vectoriel complexe C*”
dont R*" est un sous-espace, on définit dans C*" une transformation linéaire
admettant les valeurs propres == ¢; les vecteurs propres correspondant & — ¢
et -+ 4 engendrent respectivement deux sous-espaces supplémentaires imagi-
naires conjugués 9, et &, de dimension complexe #n. Réciproquement tout
sous—espace &, de C*" tel que &C,, (] 8, = 0 détermine un automorphisme J
de carré — 1.

Seient 2',..., 2*® les coordonnées canoniques dans C?* et soit J, I’auto-
morphisme déterminé par les sous-espaces (8C,,), ot (9€,,), définis respectivement
par les équations:

#=0; 2=0 (s=1,.., n; 8 =8+ mn).
Nous suppeserons désormais (sauf mention contraire) que les indices latins
varient de 1 & n, les indices grecs de 1 &4 2n et que &' =5 + =.

E** est défini par les équations: #”=2* (s=1,..., n) et si 'on pose:
#F=a" 3y’ ; " =x'— iy, les coordonndes x° et y* sont réelles dans R”*:
ce sont les coordonnées canoniques de R*". La transformation J, est définie
par: 2 — 4%, 2" — — 2", ou encore par: x° — — ¥, ¥ — x° (s=1, ..., n).

La structure vectorielle complexe dans E** déterminée par 1’ automor-
phisme J, admet le groupe linéaire homogéne complexe L', comme groupe
d’ automorphismes. Ce groupe I',,, considéré comme sous-groupe du groupe
linéaire homogéne L,,, est isomorphe a une forme réelle du groupe complere
L', > LI/, (sous-groupe de L',,): en effet soit l;» le plus grand sous-groupe
de L'y, laissant invariants les sous-espaces (€C,)s et (8C.)5: Lom qui peut &tre

identifié an groupe des matrices (1(;1' I(\)T) (o M et N sont des # > % matrices

régulieres & éléments complexes) est isomorphe a I/, X L', ; le groupe L,’
. M O\ . .

est le sous—groupe de J,, engendré par les matrices 0 17[)’ Invariantes par

Vantiinvolution B de ’espace des 2n>< 2n matrices correspondant & ’antiinvolu-
tion 4 de C*” définie par: &% — 2, & — 2 (s=1,..., n).

11. Structure de module unitaire paracomplexe sur R" [41).

Soit ¢ la structure déterminée dans I’espace vectoriel R** par la donnée
de deux sous-espaces supplémentaires X, et X', de méme dimension » Le
couple (X,, X',) définit un automorphisme involutif § de R» (¢’ est-a~dire
tel que & = 1), dont les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres
+1 ef — 1 engendrent respectivement les sous-espaces X, ot X', (appelés
respectivement sous-espace positif et sous-espace négatif de & (21]). Inverse-
ment une structure s dans BE** est déterminée par la donnée Q' une
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(n, n)-involution & de R** [en désignant par (p, 2n — p)-involution un auto-
morphisme involutif de R** dont les sous-espaces positif et négatif sont de
dimensions respectives p et 2n — p).

Soit ¢ un vecteur de E'* mnon situé dans X, ou X’,; les vecteurs e
ot Je déterminent un plan invariant par &, coupant suivant uue droite cha-
cun des sous-espaces X, ot X', car: e+ Je e X,,, e —esdf 8 X',,. Les trans-

formations linéaires 129 ot L9 !iolles que: L3y 1+ (1—8¢
2 2 | L2 2 2

=1 ;3 ot (l ;3)(1 _2- 3) =0| qui a tout vecteur e font correspondre

respectivement les vecteurs ga—;é}e et 8—236 sont des projections sur X, et

X', et non pas des automorphismes de R**.

Soit (e,,.., ¢,) un ensemble de #n vecteurs lindairement indépendants
non situés dans X, ou X', et dont les projections sur X, sont linéairement
indépendantes: les vecteurs e, , e ,.., e,, Je, constituent nune base de R*®,
Considérons maintenant la (n, n)-involution J, définie par: =* — ¢, y* — °
(s=1, ..., n). Le sous-espace positif (X}, et le sous-espace négatif (X)),
de &, sont définis respectivement par les équations:

w—y'=0; 2*+y°=0 (s=1,.., n),
ot x%,,., &%, ¥', .., y" sont les coordonnées canoniques dans R**. A ces
coordonnées correspond la base canonique de E": (g, €,1,, .., &4, &) 6t
VPon a: g, =8 (8=1,.., #). A cotte base est associée également nn

systéme canonique de #» coordonnées <« paracomplexes » z°“‘=a;‘+iy" (s=1,
., #) en désignant par nombre paracomplexe tout élément d’ une extension
quadratique [5] du corps des réels, de base (I, j) avec j°=1. L’algébre 4

°
des nombres paracomplexes ne forme pas un corps; en effet soit 2 —=ax — iy
<
le conjugué du nombre paracomplexe z=—x 4+ 4y; la norme de z est:

N{z) = 78 = (¢ + jy)e — éy) = — y* et N(z) n’est pas définie positive. La
structure o, de B*" délerminée par la (n, n)-involution &, est donc une struc-
ture de module unitaire A" par rapport & Ualgébre des nombres paracomplexes.
Le groupe des automorphismes de cette structure, que nous désignerons par
i’" sera appelé groupe linéaire homogéne paracomplexe. Ce groupe peut 8tre
identifié au groupe des . > #n matrices réguliéres & éléments paracomplexes
(pour qu’une matrice & éléments paracomplexes soit régulidre ¢’ est-a-dire
admeite nne inverse il ne suffit pas que son déterminant soit nul, algébre 4
ne formant pas un corps}. Le groupe L', laissant invariants (Xo)e et (X'0),
est isomorphe & L,>L,; fn’ est donc isomorphe & la forme réelle de
I/, >< L', correspondant & V’antiinvolution de C*": 2% — 2, 25— 2 (s=1,.., n)

On désignera par droifes paracomplexes le sous-variétés linéaires de A"
4 unne dimension paracomplexe, ¢’ est-a~dire Jes plans de R*" invariants
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par &, et mon sitnds dans (X,), ou (X'n),. La variété P,_,(4) des droites
paracomplexes de A" peut étre identifiée a la variété des couples de droites
id, ) ot d g (X,),, & & (X'),. La variété P,_(4) que nous appellerons espace
projectif paracomplexe 3 (n — 1) dimensions peut domc étre identifice an
produit topologique P,_(R)>< P,_,(B), P._,(R) désignant 1’ espace projectif
réel & (# — 1) dimensions. Alors que la donnée de I’antomorphisme & tel
que (¥,)'= —1 détermine une orientation de E’", il n’en est pas de mcéme

pour Iinvolution &,.

12. Antomorphismes de carré — 1 et involutions échangeables.

a) Soient dans R!® deux involutivns J et J échangeables, ¢’est-a-dire
telles qu'e: IJF = JJ. L’ involution H = JF est anssi échangeable avec J et J.
Soient X et X’ les sous-espaces positif et négatif de o, ¥ et Y’ ceuxde J,
Z et Z' ceux de & ; le sous-espace X est invariant par & et A, donc X est
la réunion des deux sous-espaces X, et X,, X, étant I'intersection Y [} Z
et X,= Y[} Z. On démontre de méme que X' estla réunionde X, =Y 1 Z°
ot X, =Y’ [} Z Par suite les sous-espaces Y, Y’', Z, Z' sont respectivement
engendrés par la réunion de: X, et X,, X, ef X,, X, et X,, X, et X ;
soient p,, p,, p,, p, les dimensions des sous-espaces X, , X,, X,, X, {on a:
P, +p, +p, +p,=2n). Le groupe des antomorphismes de la structure défi-
nie sur R*" par la donnée des involutions J et J laisse invariant chacun des
sous—espaces X,, X,, X,, X,: ce groupe est isomorphe & L, > Ly, >< Ly, > Ly, .
En particulier si les involutions J, &, K sont des (r, n)-involutions, on doit
avoir: p, =p, =p, =p,; donc dans ce cas n=2p et le groupe des auto-
morphismes est isomorphe & L, L, < L, X L,.

A l'ensemble de quatre sous-espaces deux a deux supplémentaires X,
X,, X;, X, dont la réunion est [*", correspondent quatre ensembles de trois
involutions deux & deux échangeables (on prend successivement comme
intersection des sous-espaces positifs de trois involutions chacun des sous—
espaces X, X,, X,, X))

b} Soient dans R'" deux automorphismes J et & tels que: F* = — 1,
F*=—1, JF =3J. L’automorphisme K = JF est une involution et 'on & -
IN=HI=—&, IA=KIF=—3. Inversement la donnée de l'automorphisme g
et de I'involution K tels que IHK = KIJ détermine I’ automorphisme & — HJ,
Les sous-espaces positif et négafif X et X' de ¥ sont invariants par J et &:
X et X' sont de dimension paire ¢ et 2n — g ; donc n = 2p.

La structure définie sur R*'’ par la donnée de J ot I peut également
étre déterminée par la donnée de 1’automorphisme I (d’ ot une structure
d’ espace vectoriel complexe dans R") et de deux sous-espaces complexes
(cf. § 10} supplémentaires X et X'. Cette structure admet comme groupe d’aunto-
morphismes un groupe isomorphe au groupe L' >}X L',y En particulier si & est
une (2p, Zp)-involution le groupe des automorphismes est isomorphe & Ly Ly,
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13. Strueture d’espace vectoriel quaternionien [24] et de module unitaire
quaternionien de deuxiéme espdce [39].

a) Soient dans R°" deux automorphismes & et &, de carré —1, tels

que: IF=—FI=K; ona: H*=—1 et JK =—JJ==7F. Aux automorphismes

J, #, K est associé le corps des quaternions usuels de base (1, 4, j, k) telle que:

(181) #=—1, =1, Be=—1, j=—ji=Fk ki=—ik=j, jh=—kj= .

Donc la donnée dans R’ d’une structure d’espace vectoriel complexe (déter-
minée par un automorphisme & tel que J° = —1) et d’un auntomorphisme &
de K*" tel que: F = —1 et JF = — FJ détermine dans E!" une slructure
d’ espace wvectoriel quaternionien, admettant un groupe d’automorphismes iso-
morphe au groupe linéaire quaternionien L,” [24].

b) La donnée dans R?", (n étant quelconque) d’une sirncture d’espace
vectoriel complexe (ou d’un automorphisme J de carré — 1) et d’un sous-
espace réel (cf. § 10) X, de dimension » détermine également dans R*" une
structure de module unitaire paracomplexe: le sous-espace X, et son trans-
formé JX, étant supplémentaires, le couple (X, X’,) détermine une (n, n)-
involution &.

Soit v un vecteur de R*". On a: v=e +¢, ol ec X,, ¢ ¢ X',; dou
Fov=Fe+Je—=e—e; JFo=Je—3Je'; Jv=Te+Je' avec: JezX',, JeX,;
donc $Iv = Je' — Je et par suite: JF = — FJ. Réciproquement soient J et &
deux antomorphismes de R*" tels que: §°=—1, F =1, JF =—3J3. Toul vecteur
propre de & correspondant & la valeur propre -+ 1 est transformé par ¢ en
un vecteur propre correspondant &4 — 1: & est done une (u, #)-involution.
Soit & 1 automorphisme J&F. On a: H*=+1, HI=—IH =3. Donc KR est
une {n, n)-involution dont les sous-espaces positif et négatif sont échangés
par J. La donnée du couple (J, K) détermine & De méme la donnée du
couple (¥, #) d’involutions de R*" telles que JFH = — HI détermine I'auto-
morphisme J=HKF tel que J* =~ 1; J échange le sous-espaces positif et
négatif de & et de H qui sont done des (n, n)-involutions; d’ ol :

TakorEME 13.1. — Soient F et K deux awtomorphismes de Uespace vectoriel
R tels que $ =1, H* =1, §H = — RKJ. Chacun de ces automorphismes est
une (n, nj-thvolution dont les sous—espaces posilif et négatif sont échangds
par Uautre involution ainst que par U automorphisme o = HF, lequel définit
dans R:" une structure d’ espace vectoriel complexe.

TrEoREME 13.2 = Tout triplet (X,., X'n, Y,) de sous-espaces de B, de
dimension m, deux & deuw supplémentaires délermine un triplet (J, &, HK)
d’ automorphismes de R*" ltels que: P=—I1, F=HK=1 F=—3=H,
X, et X', éfanl les sous-espaces positif et négatif de &, Y, le sous-espace
positif de K.

DEMONSTRATION : le couple (X,, X',) détermine une (n, n)-involution &
qui transforme tout vectour ¢ Y, en un vecteur Je non situé dans Y, ; en
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offet le vecteurs e et Je, qui sont distincts, engendrent un plan P coupant
X, ot X',; le plan P (et par suite Je) n’est donc pas contenu dans Y, ; le
transformé &Y, du sous-espace Y, par automorphisme & est par conséquent
un sous—espace Y, tel que les quatre sous-espaces X,, X',. Y, et Y,
soient deux & deux supplémentaires. Soit H I’involution associée au couple
(Y., Y',) et soit v=-e+¢ (o0l e € ¥,, ¢ € Y,) un vecteur quelconque de R*".
On a alors: Ho=3He +He' =e —¢'; JHv=5Fe — Je'; KFv = HFe + KFe' =
=—ge+ Je' (car Fec Y, et Fe'cY,. Donc JH = —HKF=—3F et St =—1.

Considérons Ia structure s, de R** déterminée par la donnée de Iautomor-
phisme J; défini dans § 10 et de 'involution &, définie dans § 11 ¢’est-a~dire
par les transformations J, (#° — — g, y° — a*) et F, (@° — »°, y* — x°). On
a Jd, = —&,J, =H, et 'involution K, est définie par: a* — xf, y* — — #°.
Soient (X,), et (X',), les sous-espaces positif et négatit de &,, (¥,), et (¥),
ceux de K,; (X.)y, (X'w)y, (Ya)o, (Y's) sont définis respectivement par les
éguations :

(13.2) -y =0, 4y =0, y=0 z'=0, (s=1,.., n)

Le groupe des automorphismes de s, (que nous désignerons par f;) laisse
invariant chacun des sous-espaces (X,),, (X),, (Yo, , (¥',): L, est isomorphe

au groupe linéaire homogéne réel L,. Ce groupe L, laisse également invariant
tout sous-espace X, defini par les équations:

x4+ py' =0 (s=1,.., n)

o u est un paramédtre réel. L'ensemble F' des sous-espaces X,(*) sera appelé
faisceau de sous-espaces: les sous-espaces de ce faiscean sont en correspon-
dance biunivoque avec les points de la droite réelle. Au triplet (u ., p,, p,)
de points de cette droite, correspond le triplet (X, X, X, () de sous-
espaces d’oit le triplet (J,, &,, &, )y d'antomorphismes. Le sous-espace négatif
de (Hehupys correspond an conjugné harmonique de p, par rapport & p, et p.,.

Aux automorphismes J,, JF,, I, est associée une algsbre quaternionienne
de dewxiéme espéce & sur le corps des réels (7), de base (1, 4, 7, k) avec:

(183) ¢#=—1, =1, K =1, §j=—ji=h jh= —kj =—i, ki = — ik =j.

Soit un guaternion ¢ =a, + @, + a,j + a,k, son conjugué ¢=a, —a,i—
—a,f —ak et la norme de g est: N(g)=qq =(a,)° + (@) — (@) — ().
L’ algébre € n’est donc pas un corps. Les bases (I, #, §, k) de Ualgébre qui
vérifient les relations (13.3) sont en correspondance biunivoque avec les
triplets (X, fm), X, )u), X, () ; on en déduit que le groupe £ des automorphismes
de Ualgébre & est isomorphe aw groupe des iransformations homographiques.
Ce groupe £ opére d’une maniére simplement transitive sur la quadrique @,

(") On réservera le terme quaternionien pour les guaternions usuels [5].
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d’équation : (X')* + (X?)* — (X% — (X*)* =1, dont tout point peut &tre repré-

senté par un quaternion de norme 1.
Supposons n = 2p. La donnée des automorphismes J,, &,, K, détermine

dans R'P une structure de module unitaire NP sur P algébre &.
L’automorphisme &, permet d’identifier R*# & I'espace vectoriel complexe

C*P; soient 2, .., 2*? les coordonndes canoniques dans C*#. Si I’on pose:

Lt=a"—iz", Z"=2"—iz’ (s==1,.., p; ¢ =s4-p), la transformation &,

est définie par:

Zs—Z%, 7V Z* (s=1,.., p; §=8+p)

On peut alors définir dans NP les coordonnées canoniques: q* = Z* -4- jZ¢ =
= u' + W' - jut -+ kv¥ ol w' vt = Z°% w + w¥ =Z¥ o est-a-dire u' =
=&+ y, v*'=y" —a¥, u’=a" +y', v¥=y" — . Le sous-groupe i”p
da groupe L',, qui laisse invariante la transformation &, sera désigné par
par groupe lindaire gualernionien de deuxiéme espéce: j?_'/’p est identique a Z\w.
Le sous-groupe £, de L”, qui laisse invariante la forme 3 ¢’¢* =3 [(u*)* -+
+ () — (u”)" — (v*)*] = 4 X (&'y" — x*'y*) sera appelé groupe unitairve quater-
nionien de deuxiéme espéce; ce groupe est isomorphe aw groupe symplectique
réel L,,. Le groupe £, est identique a £.

~ 14. Struectures admettant le groupe unitaire [24] et le groupe « para-
unitaire » comme groupe d’automorphismes [41].

@) A la donnée d’une forme quadratique définie positive F' (de rang 2n)
ot d’un automorphisme J de R'", de carré — 1, laissant invariante F, sont
‘associées une forme quadratique exterieure @ de rang 2n, échangeable avec F
et une forme d’HERMITE définie positive @ [24]; en effet on peut trouver
dans R*" un systéme de coordonnées «',.., a™, B',.., " tel que Ia trans-
formation J étant définie par: of — — 3%, B* — af (s=1,..., n), la forme }
8’ éerive : '

F = (al)z T {“n)z + (Bl)2 4 e (pn)ﬂ;

le groupe des automorphismes de la structure définie par la donnée de F
et J laisse invariantes les formes:

Q=g APt " AP, D=+ . "

oft #* = a*+i3° La donnée de @ et de F' détermine dans R** un automor-
phisme & de carré — 1 (produit des dualités par rapport 4 Q et F), 4’ ol
une structure d’espace vectorial complexe. Par contre 4 la donnée de la
forme Q et d’un automorphisme ¢ de carré — 1, sonf associées une forme
quadratique et une forme d’HERMITE qui ne sont pas nécessairement définies
positives; en effet on peat trouver dans E*"* un systéme de coordonnées
My, AT pd ., pt (@70l les coordonnées complexes tf = Af 4 ip’) tel que J
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étant définie par: tf — 4t%, T — —it* (s=1,.., n),  puisse § écrire:
Q =it At 4. A TF AT A et LTt A1)
a cette structure sont assocides la forme d’ HERMITE
D) = 17 4 ... TRTE — TRHT — g
et la forme quadratique
FUO) = (A)? - (1) 4 oo A (RF? - (9)? = QB — (pEH)? — o — (A7)t — ()2,

En particulier la transformation J, (@* — — g, ¥* —a°) ol les x* et y*
sont les coordonndes canoniques dans R®" laisse invariante la forme

F,=(x) + ') + ... + (") + (")
Le sous-groupe de L’, laissant invariante F, est le groupe unitaire U, ;
ce groupe laisse invariantes les formes:

Q =iz A2+t 2" A2, B =27 4.+ 2"
ot les #* sont les coordonnées canoniques dans C%; U, laissant invariante
la forme @, qui peut & écrire: 2{@' A »' + ...+ a" A ") est un sous-groupe
du groupe symplectique réel L,,.

De méme nous désignerons par groupe unitaire d’espéce k le sous-groupe
U, % de L', laissant invariante la forme

B = (2] () + oot @5 (08 — @ — g — o — @) — )

b) A la donnée d’une forme quadratique extérieure 2 de rang 2n et
& une (n, n)-involution & dont les sous-espaces positif et négatif X, et X',
sont intégraux de Q (c’est-a-dire sont tels que la restriction de & a X, ou
X', soit nulle), est associée une forme quadratique F' décomposable en une
somme de 7 carrés positifs et de n carrés négatifs: X, et X', sont intégranx
de cette forme F'. Alors que la donnée de Q et F définit un seul automor-
phisme J, aux formes @ et F' qui ont en commun 2"~' couples (X,, X',)
de sous-espaces supplémentaires intégraux, sont associés 2"~ (», n)-involu-
tions &. ‘

En particulier les sous—espaces positif et négatif (X,), et (X',), de I'invo-
lution &, (* — ¥°, y, — x*) sont intégraux de la forme 2, définie dans a) et
qui peut 8 écrire: Q, =2 (®* + ¥*) A (®* —y°). Le sous-groupe fr, e L', qui
laisse invariante la forme Q, sera appelé groupe para-unitaire. Ce groupe l?.,
laisge invariante la forme quadratique

Fly=(z' + g —y) + o + (@ + y)a” —g7).
En introduisant les coordonnées paracomplexes 2= x + ty*, on peut écrire

F’, sous la forme: - . . s
O, =22+ .. "

La forme @', sera dite parahermitienne.
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¢) Soit I, le sous-groupe de L/, laissant invariants les sous-espaces
supplémentaires (5C,), et (%C,), de C** ainsi que la forme quadrathue extérieure
complexe Z#° A z* dont (3C,), et (9C,), sont intégraux; 7,, peub étre identifié
0y . . .

0 M’) ol M est une n > n matrice régulidre & élé-
ments complexes af et M’ (1 ¢léments complexes ai) sa contragrédiente
(Z ahot = 8}); I,, est donc isomorphe & IL’,. Le sous-groupe de Ty, engendré
par les matrices invariantes- par l’antunvolution B de P'espace des nXXn
matrices complexes correspondant & 1’antiinvolution de C™*: 2° A
(s=1,.., n) est le groupe unitaire U, (pour ce groupe on a: 2 ahai= 3}).
Le groupe unitaire U,*! d’espdce & est la forme réelle de Ty correspondant
& U antiinvolution: 2° — 2%, 2¥ — 2%, & — — 2", 2 — — 2% (s=1,..., u;
§=s+4+k;A=k+1,.., n; N =X+ n). Le groupe para~unitaire U est la
forme réelle de 1, correspondant & 1’ antiinvolution: 2% — z‘ 2 — g

ol

. (ll«I
au groupe des matrices

0
0 N’)
N est une »n > # matrice & éléments réels et N’ sa contragrédiente: le groupe
T, est isomorphe a L, (et par suite a L,). Le groupe U peut également &tre
1dentlflé an groupe des n><n matrices réguliéres 4 éléments paracomplexes
u;, 4 +th telles que: ...uhut_ét

Nous avons ainsi démontré que les groupes U,, U,%), f]n,/L\u sont iso-
morphes & des formes réelles du groupe linéaire complexe L,’. Si »—= 2p, ,L\,p
est 1dent1que au groupe linéaire guaternionien de deuxmme espéce L”p; ce
groupe Lp et le groupe linéaire gquaternionienm L”, sont isomorphes 2 des
formes réelles d’un méme groupe complexe.

Si on considére les groupes unimodulaires SU,, SU,®, ST?,,, SL, et,
si n = 2p, SQL"p, SL",, on obtient, & un isomorphisme prés, toutes les formes
réelles du groupe linéaire homogéne complexe unimodulaire [11] (groupe
simple complexe du type 4 [8]).

De méme le groupe unitaire quaternionien de deuxiéme espéce £y (iso-
morphe au groupe symplectique réel L,,) et le groupe unitaire quaternionien
(isomorphe au groupe des 2p><2p maftrices unitaires laissant invariante une
forme extérieure quadratique de rang 2p) sont isomorphes A des formes
réelles du groupe symplectique complexe & 2Zp variables (groupe simple
complexe du type C).

(s =1, .., n). Donc U, peut é&tre identifié an groupe des matrices (N

15. Isomorphismes associés & ume forme quadratique extériemre 2, de
rang 2n [29] et [40].

Soit & I’isomorphisme de 1’ espace vectoriel E** sur son dual qui a4 tout
vecteur X & R** fait correspondre la forme wu(X)=X_1Q (ou le symbole J
désigne le produit intérieur [6]). Le prolongement de « & 1’ensemble des
p—vecteurs sera encore désigné par «: lisomorphisme « de l’espace vectoriel
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des p-vecteurs sur 1’ espace vectoriel de p~formes associe & tout p-vecteur
décomposable X, = X' A ... A X?, la p-forme décomposable a(X,) = «(X*) A
A - A %(X?) (que nous désignerons aussi par forme mondme). Inversement
& toute p-forme ¢,, correspond un p-vecteur a~'(py). A cette forme ¢,, on
fait 6galement correspondre une (2n — p)-forme qui sera désignée par *Py
et qui sera appelée adjointe de ¢, par rapporf & Q, cette forme *¢, 6tant
définie par:

~ Qr
(15.1) Yo, =0 (¢,) i

L’ opérateur % est un isomorphisme de 1’espace vectoriel des p-formes
sur I espace vectoriel des (2 — p)-formes (°). On démontre la propriété

suivante :
(10.2) X0, = @,.

Remarquons qu’en raison d’un théordme démontré dans {6], si ¢, est
décomposable il en est de méme de o, =a*(¢,) -In—’; puisque a™'{p,) est

aussi décomposable.
En raison des propriétés du produit intérieur [6], on a, ¢, et ¢, étant

des formes de degrés p et gq: ‘
N | Qn Qn
oy A 9= o) A (r] 4y = 2= (e) [a="o0 Ay

soit
(15.3) #(9p A 99} = a7 ) d (39g) = (— 1JP%{9g) A (39,) ;
en particulier si 0 est une forme linéaire, ona: 8 A ¥ Q=a—%(6).12 =16, d’ou:
(156.4) =0 A Q.
On démonfre également les formules:

. Qn—t QP Qn-s .an
(155 CE=mmnr FpiTmopr ATl
Soit F' une forme quadratique définie positive échangeable avec Q et soient
®!, ..., ®*", un ensemble de 2n formes linéaires linéairement indépendantes
telles que:

Q=o' A 0" + ... + 0" A 0",

F:(ﬂ)‘)z <+ (m”"”)?—l—... —}-((&)")2 —i—((n’")’.
Soit J I’antomorphisme de E*", produit des dualités par rapport & Q et F.
I’ automorphisme €, contragrédient de J dans le dual de R*», so prolonge

aux p-formes. On a, en partficulier: Cu/ = w/+" Cui+n — _ et, en posant
8/ = w’/ 4 ", on obtient: 08/ = — 8/, O = 407,

(%) I’ opérateurs x est I’ opérateur désigné par * dans [40].
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Cet opérateur C, utilisé por GUGGENHEIMER [51), es! au signe prés, U opéro-
teur C introduit par A. WEIL [46].

L’adjointe par rapport & la forme gquadratique ¥ d’une p-forme ¢, égale
a 3 dg..g0f A ... A ofe, est par définition [42]:

(15.6) @, =2 55 0 Ap 08 A L A 0B,
On a, entre x¢, ef *p,, la relation:

nin—1)j
(15.7) gy =(—1) T TxCy,.

Introduisons I’ opérateur L et ses adjoints A et A par rapport a Q et F':
(15.8) Loy, =19, A &, I&(Pp = *Lx*yp,, Ag, = (— 1)PxLixgp,.

En raison de (15.7): flcpp =« 0(xOp, A Q) = (O, A Q) = (- 1)PxLxyp, car
»C = Cx. Done:
(15.9) Ag,=Ag,.

L’opérateur A, identique & A, ne dépend que de Q et non de la forme quadra-
tigue échangeable avec Q. On wutilisera désormais uniquemeni le symbole A.
Eemarquons qu’ en raison de (15.3):

(15.10) Ap, = o—(Q) ¢, .

Nous supposerons désormais p <n. Une p-forme ¢, sera dite effeclive ou de

classe 0 si Ap, =0, c’est-a-dire si «a= Q) d¢, =0. Une p-forme sera dite de
or

classe k si :p,,:cpp_“/\k—! olt ¢, _5, est effective. Une forme de classe

déterminée sera dite sémple. m

Par répétition de 1’opérateur A on obtient les opérateurs: A2 .., A%l
B
Pouor une p-forme ¢,, on a: A["]‘lcpp = 0. Par conséquent & toute p-forme

on peut associer un nombre ! bien déterminé compris entre O et [‘g] que

nous appellerons son genre tel que: Altig, =0, Alp, = 0. La forme Alg, est
done effective; (si ¢, est effective, [=0). On peut de méme définir les
opérateurs A,, ..., A,. ..., Am tels que:

2

2

TueorimE 1b.1. -~ L’adjointe par rapport & Q@ d'une forme effective ¢, est:

(15.11) Aoy = FLo5g, = a—2%) A o, (s =1, .., [ﬁ

. Qn—p plp—1}
(15.12) *LIJp p—t Epf.l)p /\ m s ol Ep fmd (— 1) 2 .
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On démontre d’abord le théordme pour les formes mondmes. La forme Q
étant réduite a4 la forme canonique I @/ A w/*", pour qu’ une forme II,
mondéme par rapport aux o8 soit effective, il famt et il suffit qu’elle ne
renferme aucun couple d’ indices différant de #n. Pour une telle forme
I, = 4g,.5,0% A .. \ 0P on a: a='(Ily) = Ap,.0:804n A\ o N €aptn, OU les e

forment la base duale des b, avec B + 2% — —f, d’ ou:
plp—1) n
W, =(—1) 2 b A .. A0 Aon Aontt AL A o2 A s
pip—-1) pn—r

p— (— I’T(ﬁﬁl /\ " /\ wbr /\ m .

Si la forme effective ¢, n’est pas mondome, on démontre le théordme en
décomposant ¢, en la somme:
IO, + 3 (@ A o/+" — of A o) A I 5 4
+ 2 (0 A 0% — @ A o) A (0f A 0Pt —of A ot AT L

olt les formes Il sont des sommes de monodmes effectifs,
k

Q
COROLLAIRE. - Soit @, =1, s A T Bt p-forme de classe k; son

adjoinle est égale & :
. Qn—p+k
*Pp = €p_axQpgn N\ (m!
Qn-—p k!
m—p)ln—p+K!'

(15.13)

=(— l)kep% A

On en déduit les formules suivantes, relatives & la forme simple ¢, :

m—p k1) Qr—t
Ao, — _ Qe
o m—p+rml - Ap—qy
n—p+k+ 2! Qic—t
Ao, = Ao, — _ e
(15.14) PR TR b Ay
o  (n—p+ 21 .

A riop_Achp —_ ln"‘—_p"i—k)!q}p_lk,

Ar oy = Ay 0, =0.

Pour une forme simple le genre est done égal a la classe.
TrRoREME 15.2. - Toute forme ¢, de degré p se décompose de maniére
unique en o somme :

Qe
(1515)  p=tp+ 4y AQ bty Ay aveo g< [IQ’J

les formes §,_qp étant effectives (ou nulles).
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Ce théoréme de décomposition est dit 3 ECEMANN-GUGGENHEIMER [22)
mais nous en donnons une démonstration différente: soit ¢ le genre de w,;
on peunt poser Aacpp:%:%lz_g;—)]% $psq OU p_,, est effective; en raison
des formules (15.14), la forme ¢, — ¢, _,, A q—j est de genre inférieur ou égal

- QN (n - p+4 29 —2)!
d g—1 et 'on peut poser: A¢ ‘(opp-—-npp_,a AN a):: i ___ﬁ) +qq_ 1)}! $p—ro-+2
olt O, _244; est effective ou nulle; on définit ainsi de proche en proche des
formes effectives {,_pq,.s $p_s, $, et I'on obtient la décomposition de g,
en formes simples; en raison de la signification des formes ¢, _,x, cette
décomposition est unique.

On déduit da théordme 15.2 la décomposition de *¢,; la forme *¢, se
décompose de manidre unique en la somme:

¥op=cpld, — s A n_p+1 + .

Qe A Qn--»
—p+1l).(m—pi+q) ' (m—p

(15.16)

+ (_ 1)q¢p-—q /\ ln

ce qui permet de démontrer le théoréme suivant:

TeRoREME 15.8. - L'opérateur [ tel que f(p,) = m—p ¥L"Pp, est un
automorphisme de U espace vectoriel des p-formes awux valewrs propres dugquel

correspondent les formes simples.

n—p
La formule {15.16) peut 8 écrire: *p, =[f"*(¢,) A {%9;——19)1 Pour foute
Qr
forme 9,p, 0N 8% Puyp =["'(¥Pun4p) /\1—9—! ce qui exprime le théordéme de

Lrpage [35]
Awutre énoncé du théoréme 15.3: 1application qui a tout p-vecteur X,

Qr
fait correspondre la forme X, J—’ est un isomorphisme de I'espace vectoriel

. Qn—p _ Qr
des p-formes sur son dual. On a en effet: *(cpp Am—}ﬂ!)za ‘(cpp)_jz-]—!.

Conséquences du théoréme 15.3.
1° Pour qu'une forme ¢, soit effective, il faut et il suffit que:

(16.17) O, A QP =0
La décomposition en formes simples est donc identique & lo décomposition de
Lepage.

20 Pour qu’'une forme ¢, soit de genre g, il faut et il suffit que:

gp N\ QPFHTHL =0,
(16.18) ¢p A QPP 0.
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3¢ Si deux formes ¢, et ¢, sont de méme degré p, on a:

(15.19) Po A *9p = (— 1P A % op.
En particulier si p est impair,
(15.20) Pp A ¥, =0.

Ces trois propriétés se démontrent en ufilisant la décomposition en formes
simples et le théoréme de LEpAcE. Remarquons qu’en raison du théordéme
de décomposition et des formules (15.14) les opérateurs A, et A* sont identiques
. quelle que soit la forme 3,.

Ce théoréme et ces formules permeftent également de démontrer le
théoréme suivant:
. TrEOREME 15.4. - L'opérateur A*L* (1 <k <n — 1) est un automorphisme
de U espace vsecloriel des p-formes, aux valeurs propres duguel correspondent
les formes simples (p=1, ..., n — k).

EoEKMANN et GUGGENHEIMER ont d’ailleurs démontré que AL est un
automorphisme de 1’espace vectoriel des formes de degré p <n — 2.

CHAPITRE IV.
Structures presque symplectiques.

La plupart des résultats de ce chapitre ont 6été exposés dans [29], [40].
Les notations sont différentes: les opérateurs désignés par * et & dans [40]
seront désignés respecfivement par x et 3 (cf. § 15).

16. Définitions.

La donnée sur une variété V,,, de dimension 2r (qui sera supposée
deux fois différentiable) d’une forme différentielle extérieure quadratique 2,
différentiable, de rang 2n en tout point » & V,,, définit sar V,, une structure
que nous appellerons presque symplectique (¢’ esi-a-dire une structure infini-
tésimale réguliére dont le groupe siructural est le groupe symplectique ﬁ,,,}.
Si la forme Q est fermée, ¢ est-d-dire si la différentielle dQ2 est nulle, la
structure est dite symplecligue, suivant la définition donnée par C. EnrEs-
MANN [24].

En chaque point @, la restriction Q, de @ & l’espace tangent T, & V,,
détermine un isomorphisme «, (défini dans § 15) de T, sur son dual, iso-
morphisme que 1’on peut prolonger & I’ensemble des p-vecteurs. Le champ
de ces isomorphismes faif correspondre & fout champ X de p-vecteurs sur
Vin une forme différentielle extérieure qui sera désignée par «(X). Inverse.
ment & toute forme différentielle extérieure p,, de degré p, correspond un
champ de vecteurs a~*(p,). On peut ainsi définir 'adjointe d’une forme diffé-
rentielle extérieure par rapport a @, ainsi que 1’opérateur A, d’ ot la mnotion
de classe d'une forme différentielle extérieure.
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Si I'on se donne sur V,,, outre la forme Q, une métrique riemannienne F
définie positive, échangeable avec @, on détermine sur V,, une structure
presque hermitienne, structure qui sera étudide ultérieurement (§ 22). Soit
dans 1'espace tangent T, A V,,, l'automorphisme J,, produit des dualités
par rapport & Q, et F, et soit C, le contragrédient de cet antomorphisme
dans le dual de T,. Nous désignerons par Cp, la forme différentielle exté-
rieure dont la restriction & 7, est la transformée par C, de la restriction
de @,.

Paf définition, la codifférentielle d’une forme ¢, relativement 3 & est la
forme &¢,, de degré p — 1, définie par:

(16.1) g, = *dip,.

On a: 55%-_—0.
La codifférentielle d’une forme ¢, par rapport & la métrique rieman-
nienne F est par définition [31]:

(16.2) 8, == — +dxgp,.
De la relation (15.7), on déduit:

gcpp = ¥d¥xyp, = — Cadrypy, = CBCcpp,
soit ;
(16.3) gcpp = (— 1)?C*3Cy,.

Une forme g, telle que dy,=0, 76<p,,m0, sera dite harmonique par rapport a Q.
Supposons la variété V,, compacte. On peut alors définir le produit
scalaire de deux formes ¢, et 6, de méme degré par:

(16.4) (Pp, Bp) = [ ep A\ * 0y,

V2 ”

Le carré scalaire (p,, ¢,) peut étre nul sans que ¢, =0, en particulier si p
est impair, il est nul pour toute forme ¢,.
Soient @, et 0,,, deux formes de degrés p et p+ 1. On a: (dgy, Opy,)=
= (— 1)P+(o,, §p+,) car fd{cpp A %8,,,) = 0. En particulier:
v

n
(16.5) {¢p > gdc?p) = (— 1P+Ydyy, dypy) et (o> dg‘?p) =(— 1)”('&??’ ScF’p)'

Done si Bdg, =0, on a: (dygy, dpg) =0, ce qui n’entraine pas nécessairement

do, = 0. _
Contrairement aux formes harmoniques par rapport & une métrique

riemannienne, une forme harmonique relativement & Q peut dtre homologue

ou cohomologue a 0 sans étre nulle.
Dans la suite la variété V,, n’est pas nécessairement compacte.
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17. Covariants associés & une structure presque symplectique.

Soit sur une variété V,, une structure presque symplectique définie par
la donnée d'une forme différentielle exiérieure quadratique Q. On obtient un
covariant [26] en considérant la codifférentielle 3Q de la forme par rapport
A elle-méme :

7.1 35Q = diQ = dQ A o
(17. ) * =d*Q@=dQ A m,
~ ~ ~ -~ "n—1
or 53R étant de degré 1, ¥3Q =08Q A *Q@ =232 A (ngﬁl, en raison de (15.4).
D ou:
(17.9) (dQ — 5:3 A 19) A Qrt =0,

Nous supposerons d’abord z > 2. En raison du premier corollaire du
théoréme (15.3), cette derniére relation est équivalente &:
59 AR
n—1

(17.3) aQ = ¢ +

ot ¢ est effective.
On obtient ainsi la décomposition de dQ en formes simples, d’ou, en uti-
lisant les formules (15.14) et (15.10):

(17.4) §Q = AdQ = 2-'(Q) AdQ.

Cette formule identifie 3Q au vecteur covariant de cowrbure de Q, introduit

par LEE [33], et la formule (17.3) identifie la forme ¢ aun « dewwiéme temseur -

conforme de cowrbure >, Nous désignerons respectivement les formes 5Q et ¢

~ par forme de forsion et forme de lorsion conforme, définitions qui seront
justifiées nltérieurement (cf. § 18).

En utilisant la décomposition de dQ, on peut démontrer les formules

sunivanfes :

N N

(17.6) o g) J d%’: = A7d g = 1)(’[‘(;_2’1’) 718
(17.7) isz—ﬁ%;!—i—gQ/\(h%,

(17.8) 3649 =d§(‘;ﬁ7g‘]_g_ 50 A d2 A m_g—%aﬁ'

Par différentiation de (17.3), on montre que doQ est effective, d’oii:
$5dQ A Q=0 et 3dQ est effective également. La formule (17.8) peut alors
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~ -~ ~ n-—3
8’ éerire: *3dQ = — ¥doQ — R A dQ A w3 ou en introduisant 1’ opé-
rateur A = dé + &d:
e AQ"—* Qn-3

On a de méme (si p > 1): '

s Qp - Qn—p ~ n—p—=2 Qp-—z \
(17.00) 33 % =8 2 = a0 A BR A g *(dsz AR A=)

| )

- . - Qn-—1
AQ étant effective, *AQ = — AQ A (T2)'I; on en déduit, en raison de (17.9):

x AQ A Q
aQ A & 4 3 — =, ou ¢, est effective, d’ott la décomposition de dR A EQ
en formes sunples.

~ AQ A Q

(17.11) dQ A SR =, — n—/\2 ;

la formule (17.10) peut & éorire:

SRR 9P 2@ A EQ A Qr—r—2 + AQ A Qn—p+t
p! m—p)! —p—2)! (n—p+ 1)!
on encore :
QP 200 \BQ A QP2 AQ A QP!
17.12 A— + .
(17.13) p! (p—2)! (p— 1!

On en déduit: APAQP =0 et AQP est de genre p — 1.

Si 8@ =0, on a: diQP = 3dQ? = AQr =0, quel que soit p. Si Q4 0,
comme 5Q A #AQ =0, soit en raison de (15.8): a—'(3Q) AR =0, il en résulte
que AQ est de rang inférieur i 2n.

En appliquant plusieurs fois les opérateurs d, 5, 4, A, on obtient un
ensemble de covariants en général non nuls; si parmi eux il y a 2n formes
linéaires indépendantes on peut wmellre Q sous une forme canonique et le
probldme d’équivalence se raméne au probléme d’équivalence resireint. Si
3Q =0, tous les invariants obtenus précédemment sont nuls et le probléme
d’ équivalence ne peut &tre résolu par les mémes méthodes.

Supposons maintenant n=2. On a alors: *Q =0, d'od *dQ =dQ et
dQ =3%Q A Q, relation qui résulte également de (17.2). Par différentiation,
on obtient: d5Q A @, done d5Q est effectlve et *(dSQ)—-—- d8Q. D’autre part
:(Sd@):d*dse-dasa Done AQ =0,

Si la forme Q est cofermée (3R =0), elle est galement fermée (dQ = 0),
contrairement & ce qui a lien en géméral pour n quelconque.



50 P. LiemrManN: Sur le probléme d’équivalence, ete.

Le probléme d’équivalence des formes différentielles extérieures quadra-
tiques & 4 variables a 6té traité par YEN-OmIH-TA [47]. Daus le cas le plus
général (celui om d¥Q est de rang 4), Q et dEQ peuvent se mettre sous la
forme canonique:

= ot ? 4wt 4
(17.13) AR A

AfQ = A(w! A 0® —0® A ),
les formes !, ! ©? ' éftant entidrement déterminées par les conditions:
§Q = 0! + 0%, d) = 1,0 + A (2,4, EO).

YEN-CHrE-TA a montré que si d3Q A Q =0, le pseudogroupe des auntomor-
phismes de la structure est un pseudogroupe infini de Lrk; en dehors de ce
cas, il n’a traité que ceux pour lesquels on peut déterminer canoniquement
4 formes de PraFvF.

18. Formes Q admettant un facteur intégrant.
Si I'on multiplie la forme Q par une fonction différentiable 2, on peut
définir la codifférentielle ¥Q' de la forme Q' = \Q par rapport i elle~-méme.

o A o 1o ao 4, TRAR
On a: d9_1d9+T/\9, don: dQ' =4 +(T;'T
' = A

FQ =289 + (n — 1)-‘1—7‘.

, avec:

(18.1)

Par suite: d8Q = d5 Q' (d8Q est le « premier tenseur ecovariant de courbure »
de LEE).

Done si I’on multiplie la forme Q par une fonction différentiable A, le
« premier tenseur covariant de courbure » est invariant et la forme de torsion
conforme est multipliée par X, ce qui justifie le terme <« conforme ».

Pour que la forme Q admette un facteur intégrant, o est-a-dire pour
qu’il existe une fonction A telle que d(AQ) =0, il faut que ¢ =0 ot d5Q = 0.
3Q A Q
n—1
d5Q =0, si #>2; il existe alors une fonction X telle que localement :

8Q + (n — 1) %} =0, d’otr d(AQ)=0 en raison des formules (18.1); si 2 =2,

et d5Q A Q =0, ce qui entraine

Réciproquement si $=0,0n a: dQ =

$ =0 identiquement et la condition cherchée est: d5Q — 0. On obtient ainsi
le théoréme suivant [29] démontré également par LEE d’une maniére différente:

THROREME 18.1. - Pour que la forme Q admette un facteur intégrant
local, il faut ef pour n > 2, il suffit gue la forme de torsion conforme soit
nulle (ou encore que lo forme dQ soit une forme de classe 1), ce qui enilraine
d3Q=0. 8 n=2, & foul et 4 suffit que lo codifférenticlle 3Q soit une
forme fermde.
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Remarquons que le facteur intégrant n’est défini qu’a un facteur constant
prés. Si la forme 3Q est homologue &4 0, la forme @ admet un facteur inté.

grant global.
Si la forme @ est fermde, il existe dans le “-oisinage U de tout point

de V., des systdmes de coordonnées locales x', .., «*, y',.., y" tels que
cette forme puisse &’ écrire :
(18.2) Q —dx' A dy' + dx® A dy® + ... + da® A dy™.

En effet soit o une forme de PFAFF telle que dans le voisinage U, on ait
dw = Q. On démontre que w peut s'écrire : ®'dy' + ... + x™dy” et par suite Q
peut s’ écrire sous la forme (18.2). Voir par exemple THOMAS [44].

Si la forme @ admet un facteur intégrant A, on peut choisir le systdme

de coordonnées locales de fagon que y' =3 et que & puisse 8 écrire au voi-
sinage d’un point ou dQ==0:
(18.3) Q = y'(dx' A dy' + da* A dy* + ... + dx™ A dy”).

Dans les deux cas, le pseudogroupe des automorphismes locaux de la struc-
ture est un pseudogroupe de Lim de type infini. :

Lorsque les conditions du théoréme 18.1 sont réalisées, dQ étant divisi-
ble par Q, tout élément intégral de Q est également élément intégral de d9;
il existe alors une variété intégrale de dimension » tangente &4 un élément
intégral arbitraire (de dimension n) de Q. La forme Q est dite complélement
intégrable. Réciproquement pour que & soii complétement intégrable il est
nécessaire que tout élément intégral de Q soit aussi élément intégral de dQ,
ot d’aprés un théordme de LEPAGE et PaPY [34] il est nécessaire que d@
soit divisible par @, ¢ est-a-dire si # > 2, d’aprés le théoréme 18.1 que £
admette un facteur intégrant (ou soit fermée} puisque la forme ¢ est alors nulle.

Donec pour %> 2, si une forme différentiable Q (de rang 2n) est compléte-
ment intégrable, elle est localement équivalente a4 I’une des demx formes
(18.2) ou (18.3). Pour n =2 toute forme Q de rang 4 est complétement
iniégrable.

19. Torsion associée & une structure presque symplectique.

Dans ce paragraphe (dont les résultats n’ont pas éié publiés), nous sup-
poserons que les indices grecs varient de 1 & 2u, les indices latins de 1 & m,
et que j =j + n.

Dans le voisinage I/ d’un point de V,,, une structure presque symplec-
tique peut &tre déterminée par la donnée de 2% formes de PFAFF linéaire-
ment indépendantes of,..., ©** telles que la forme différentielle extérieure
définissant la structure puisse s’ écrire:

(19.1) Q=72 w Ao
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La méme structure peut 8tre déterminée par les formes &v = I ufwt ol les u}
sont des fonctions locales différentiables définissant en chaque poiut une
transformation du groupe symplectique L,, .

2 (ufui’ — wiuf) =0,

k, A K, ks )

(19.2) E (ujmy — upny ) = 0, g, k t=1,.., n).

= (ujuy — upul) = 8.
La restriction & tout point x de V,, des formes @* sera appelée « corepére
symplectique ».

Une connexion affine associée & cette structure (cf. § 6) est déterminée

par 1’ensemble des formes wf et de 4n® formes m$ vérifiant le relations

(cf. § (6.4):

(19.3) o)+ ofl =0, of =ul, wf=uwh, (G j=1,.., n).

Les formules (6.11)' peuvent alors s’ écrire :

(19.4) dw! =3 o' A m{+2w”/\w{/+91,
' dw? =T o’ A of + 3o A of 4+ QF

ol les formes Qf et Q¥ définissent la torsion.

Nous allons montrer que I’on peut imposer de maniére canonique un
lenseur de forsion mais la connexion affine correspondanie n’' est pas détermi-
née por les formules (19.3).

En raison de ces relations (19.3), on a: dQ =3 QA o —QF A w); or
la forme d@ peut &’écrire: dQ =3 B u* A wf A vy, les coefficients B,
vérifiant les relations:

Bdﬁr -+ Barﬁ = 0, Ba?‘r‘ = BB\"O‘ = BTGB (a, B, T = 1, ey 'I’b)
Nous déterminerons les formes de torsion par les conditions :
(19.5) Q=3 Bgyr* A wB, - Q'=_3% Bagio* Awb (f=1,.., 2n),

conditions équivalentes & :
1
(19.6) P =50~ (wf) NdQ B=1,.., 2n)

ol o~—* ‘est I'opératenr défini dans § 16. On vérifie en effet que les former Q8
ainsi définies soit les composantes d’une forme différentielle extérieure
tensorielle : aux formes &Y== 2 ufwP sont associées les formos

~ 1 &
Qr — g @) ddQ, ou: Qr= %m“‘(z ufw?) | dQ
= 5% la(oF) 1d0 = Zuf |- () dQ} = Zu} Q.




P. Lisermannt Sur le probléme d’équivalence, ete. 53

Pour que la structure soit intégrable o est-a-dire pour que dans le
voisinage U il existe un systéme de coordonnées locales 2y, @ Y e, Yt
tel que la structure puisse étre déterminée par les formes &* = dx*, &* = dy¥,
il faut el il suffit que la torsion soit nitlle; en eoffet si la structure est inté-
grable, Q@ peut s'écrire localement da! A dy -+ ... + dx™ A dy®, donc dQ =0 et
Q*=0; inversement si la torsion est nulle, 2 =0 et Q peut se mettre sous
la forme canonique (18.2). Le pseudogroupe des automorphismes locanx de
la structure symplectique est un pseudogroupe de L1k de type infini, ce qui est
bien conforme au théoréme 6.2 (puisque le choix de la torsion ne détermine
pas cancniquement une connexion affine associde).

Nous allons introdunire une torsion conforme, multipliée par un scalaire
lorsqu’on multiplie la forme Q par une fonction différentiable A. Si la strue-
ture presque symplectique s associée & la forme & est déterminée dans le
voisinage U d’un point de V,, par les formes «/, w’, la structure s; asso-
ciée & la forme AR peut &tre déterminée par les formes &7 —pw!, & = pw?
(o p* =21), si X est positif, par les formes &/ = pw’, & = — pw’ (ol p*=—1])
8i A est négatif. On a:

adod =T @* A w§+d_p/\m1+pgj,
e
~ §r ~ i’ dP ] '
ao’ :Ewd/\maq——P A ©F 4-epQ,

Soient @4, Q7 les formes de torsion de la structure s,. Si 1'on pose:

%P—: ¥ (@xw* + apw®), un calcul simple montre que on a:

f&f:p[gl+2%9/\ o — apet N\ ol —ayE o /\mk’},
QJ’:sp[QJ’+2%P/\ o) — a0 A o —a; T o¥ A m"].

Par suite on définit la torsion conforme par les formes:

I.[j — Qj '—n—i—l {Z Bkﬁrﬂ)k —+ Bk!ﬁttl)k’) /\ (l)j -+ E Bkk!j(.l)k /\ Q)'U],

(19.7)
=07+ /,7_3‘1 [Z (Brj* - Brryro®) A\ 07 4= 3 Bioegoo™ A 0F].

6 :
La forme = (IIF Aw” —TI¥ A w/) est égale & 42— P | [ (Brjpo* + Briyy*) A Q)
1 ~
¢’ est-a-dire a: dQ -1 QA Q=14
C’est pourquoi les formes §Q et ¢ ont 6té appelées respectivement forme
de torsion et forme de torsion conforme (cf. § 17).
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Le théoréme 18.1 peut &' exprimer de la fagon suivante:

TeROREME 19.1. - Elant donnée une struciure presque symplectique s,
pour qu'il existe une fonction A\ felle que lo structure s, soil intégrable, il
faut et pour n > 2, ¥l suffit que la torsion conforme soil nulle.

20. Remarques concernant les structures symplectiques.

Certains des résultats de ce paragraphe ont ét6 également démontrés
par GUGGENHEIMER [31].

Lorsque dQ=0, on a alors: §Q =0 et Q est harmonique. Les relations
suivantes sont également vérifides:

(20.1) dL = Ld, A§=3A.

Si la forme §,, est effective, on a: ¥, A Q=0, did, A Q=0, ou: *&pp/\ﬂzo.
Done si ¢, est effective, 54, est également effective; A’ oit: dwd, = %8¢, =

Qun—p—1 Qn-—» . Qn—p
= 25, 59p A =epdd, A m—p)! puisque *d, = e, A

m—p+1)! N (r—p)!~
Done: |d¢, — (— l)p—i% A Q"2 =0, goit en raison de (15.17):
E Q
(20.2) Ay = dpiu + (— 1P ,TLP_EI:\TJ )

ot ¢, est effective. D’ ou:

TrtorkEME 20.1. - Si lo forme ¢, est effective, sa différentielle dy, est
la somme directe d’ une forme effective el d'une forme de classe 1. Pour
que di, soit effective, il faut et il suffit que 3P, =0. (On a alors 5dy, = 0).

CorROLLAIRE 20.1. - 8% ¢, est une forme simple de classe k, dp, est la somme
directe d'une forme de classe k et d’une forme de classe k+1, 5@,0 la somme
directe d'une forme de classe k — 1 et d'une forme de classe k. En particulier
si dy, est simple, Scpp est simple également.

Qk
En effet, soit: ¢, =, 52 A Fis on at

Qk
(20.3) App = dPp_ox N\ 1’

Qr—p—k k1

(20.4) by, = dicpp =t A G = e

dpp A 2*F;
pour que dg, soit simple, il fant et il suffit que dd,_sx le soit; il en est
alors de médme de 3¢, et réciproquement.

CoROLLAIRE 20.2. - Une forme simple fermde est harmonique par rapport
& L. Ce corollaire résulte de la formule (20.4).

Inversement si Bc,op =0, ddp_sx N\ Q" P** =0, ce qui entraine dg, =0
si k=1, Si k=0, 39, =0, entraine seulement que dyy, est effective.
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THEOREME 20.2. - Si une forme ¢, est harmonigue par rapport & Q, ses
composantes simples sont harmoniques également.

La démonstration utilise la décomposition en formes simples de ¢, et %o,
ainsi que le théoréme 20.1. Les composantes simples de dg, et d¥p, étant
nulles, on démontre successivement que les composantes de classe 0, 1,..., ¢
de ¢, sont fermées, donc harmoniques,

On déduit du théoreme 20.2 la proposition: si ¢, est harmonique par
rapport & £, il en est de méme de o, A QF.

REMARQUE: de la relation (20.2) on déduit:

o — 41
by N 99 = (= Py A Q4+ DB RS A g
d’otr: ,
5 x 8§, A QR+
Bty A 0F) = By A Q4 A Q= (— 1Py A 06— 2005 — ( pay, p 29

Donc si ¢, est une forme quelconque :

(20.5) §Lo, — Lig, == (— 1)Pdy, .
On démontre de méme:
(206) dhgp — Ado, = (— 1)Pbo,,.

Si 'on supposait la forme £ cofermée mais non fermée les relations démon-
trées dans ce paragraphe ne sont plus applicables & une forme de degré
quelconque mais certains résultats subsistent pour les formes de degré 1.
Soit @ une forme de PFAFF; comme d*Q =20, on a: 3o =d5w=d(® A *Q) =
=dw A *Q = (¥dw) A\ Q (en raison de (15.19)}; d’oix:

5(1) = Adw.

La formule (20.6) est donc encore applicable aux formes de Prarr. Pour
que la forme ® soit cofermée, il faut et il suffit que dw soit effective. En
particulier une forme de PFAFF fermée est harmonique par rapport a L.

CHAPITRE V.
Sur les variétés presque complexes et presque paracomplexes.

A) Structures presque complexes el presque paracomplexes.

21. Détermination de ces structures.

Sar une variété V,,, de dimension 2xn, r fois différentiable (» = 3) une
structure infinitésimale régulidre (cf. § D), de groupe structural L', (groupe
linéaire homogéne complexe) est une structure presque complexe [24].

Nous désignerons par presque paracomplexe [41] une structure infinitési-
male régulidre dont le groupe structural est le groupe linéaire homogéne

paracomplece (§ 11).
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Soit sur une variété V,, une structure presque complexe I'(V,,,, O, I',,, H):
I ensemble des homéomorphismes k, de R*" (identifié & (") sur 1’ espace
tangent I, & V,, en x ¢ V,, détermine dans T, une structure d’espace
vectoriel complexe. Ou peut définir I’ espace fibré T¢(V,.), associé a T(V,,),
dont les fibres T,° sont isomorphes & C®*"; tout sous-espace de T,° & ap-
pelle n-élément de contact complexe tangent en x. Une structure presque
complexe peut élre déterminée par la donnée d'un champ d’automorphismes J,
de Uespace tangent T, , lels que (I, = — 1 ou par la donnée d’un champ C
de n-éléments de contact complexes X, tels quwen chague point X, et X, soient
supplémentaires (cf. § 10).

De méme si I'on se donne sur une variété V,, une structure presque
paracomplexe, '’ensemble des homéomorphismes de RE*" {muni de sa structure
de module unitaire paracomplexe) sur l'espace tangent T, définit dans T,
une structure de module unitaire paracomplexe (cf. § 2}. Donc une sfructure
presque paracomplexe peut éire délerminée por lo donnée d un champ de
(n, n)-involutions 3, de Vespace tangent T, ow encore par la donnde de deux
champs C, et C, deux fois différentiables de n-élémenis de contact supplémen-
taires X, el X'y.

Le probléme d’existence d’une structure presque complexe ou presque para-
complexe conduit & des «obstacless. (Pour le cas presque complexe voir [24)).

Dans la suite de ce chapitre nous adopterons les conventions suivantes
(sauf mention spéciale): les indices latins varient de 1 & %, les indices grecs
de 1 & 2n, avec: §=s+n; o’ =a+n sl a<<n, &’ =a~n 8i 2> n.

Dans le voisinage U d’un point de V,, une structure presque complexe
peut &ire déterminée par la donnée de »n formes de Prarr différentiables
complexes linéairement indépendantes dans le domaine complexe ®* = 2°® 4 ia"
(o les 2% formes réelles «f, «* sont linéairement indépendantes); la méme
structure peut emncore éfre déterminée par les n formes de Prarr &' =3 u, /v’
ot les u,’ sont des fonctions locales différentiables & valeurs complexes,
définissant en chaque point une transformations de I./,.

De méme dans un voisinage U, une structure presque paracomplexe peut
étre déterminée par la donnée de n formes paracomplexes ¢¥ = o® + jo*’
(les 2 formes of, «* étant linéairement indépendantes) ou par la donnée
de n autres formes paracomplexes ¢’= 2 plo* ou les pt=a,' + jb,! sont
des fonctions locales & valeurs paracomplexes définissant en chaque point
une transformation de L,/ (on snppose que le fonctions a@,’ et b,’ sont diffé-
rentiables). Les deux champs C, et C, sont définis dans le voisinage U par
équations:

(21.1) w =o' —a" =0, ' =o' +a” =0 s=1,.., n)

ou en posant &Y = I u lw, &@'= I u, v (avec u,t= a,t— b}, u,l=0a,+b,)
par les équations: &" =0, &'=0,
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Aux formes ®f, »* correspond en chaque point une base duale de T,
telle que le vecteurs e, soient les vecteurs propres de &, correspondant i
-+ 1, les vecteurs e, les vecteurs propres correspondant & — 1.

En résumé une structure presque complexe (resp. paracomplexe) peut
atre déterminée dans le voisinage U d’un point de V,, par 2n formes de
PraFr lindairement indépendantes dans le domaine réel w®, w*; si la struc-
ture est presque complexe, les w* et w* sont complexes et liées par les rela-
tions: o =w* (s=1,.., #); si la structure est presque paracomplexe les
formes ©f et ¥ sont réelles. Dans ce qui suit le composantes T¢. 7 d’ un
tenseur associé & wune structure presque paracomplexe sont réelles, celles
d’un tenseur associé & une structure presque complexe sont complexes (en
général), lides par les relations Té"f;;_ﬂ,:f’é‘{_‘j_; cette convention s’ appliquera
également aux composantes d’une forme différentielle extérieure tensorielle
(par exemple courbure et torsion) ainsi qu’anx formes w,’ (qui ne constituent
pas les composantes d’un tenseur).

Une connexion affine (cf. § 6) associée & la structure presque complexe
(resp. presque paracomplexe) est définie par I’ensemble des formes w’, w' et
de 2n® formes w;, w,” linéaires en o' et w¥; les équations (6.11) peuvent
alors s’ éorire : ,

8 —— 1] s
@1.2) do ’_ Zow ,/\ m;t’+ T g
dp* = 2 0¥ A wp + 1'%,

ol 1’ensemble des formes I'* et I'* définit la torsion. On peul délerminer
canoniquement la forsion par les conditions:

s — Y At 4
(213) P'—quiu) /\(L) s
I' =X djpo’ A of,
On vérifie que ces conditions permettent de définir les composantes d’une
forme diftérentielle extérieure tensorielle; en effet si 'on associe aux formes
@ = N u,lwf, 6 =3 u, 0" les formes 10 =X u,T*, ¥ =2 u,T", ces formes
peuvent & écrire: [ =23 Ao A ev, TV =3 4, .00 A o

En tenant compte des conditions (21.8) les formes w; sont définies mod. w!
ot les formes o) sont définies mod. w¥: ces condition ne suffisent pas pour
défterminer canoniquement une connexion affine.

Dans le cas d’une structure presque paracomplexe, si ’un des champs
seulement (O, par exemple) est complétement intégrable, on a: ' =0, I = 0.

Pour qu'une structure presque complexe soit intégrable, ¢’est~a~dire puisse
dtre définie dans le voisinage U d’un point quelconque de V,, par n formes
complexes linéairement indépendantes ®'=de!, ..., ®"* =dz", il faut que la
forsion soit nulle (propriété démontrée par G. DE RuAv); C. EHRESMANN a
démontré que cette condition est suffisante lorsqu’on suppose la structure
déterminée par n formes of = o+ i telles que les formes de PFAFF
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réelles o, a* soient analytiques réelles. Cette condition réalisée, la structure
presque complexe dérive d’une structure aualytique complexe.

Une structure presque paracomplexe est intégrable &'il existe dans le
voisinage d’un point quelconyue de V,, un systéme de coordonnés locales
®'y .., ", y' .., y* tel que la structure puisse &tre déterminée par les n
formes de PFAFF paracomplexes ¢" = da”® + jdy"; le champs C, et C, sont
alors définis respectivement par les équations: da® — dy® =0, da* + dy" =0
(h=1,.., n); les champs C, et C, sont par conséquent complétement inté-
grables. Donc en raison du théoréme e FROBENIUS, pour qu’ une struclure
presque paracomplexe sott intégrable, il faul et il suffit que sa forsion soit
nulle. Si cette condition est réalisée, la structure sera dite paracomplexe:
une variété paracomplexe Vy, est une variété sur laquelle sont définis deux
champs dewx fois différentiables ce n~éléments de contact complétement inté
grables supplémentaires. Chacun de ces champs définit sur V,, une structure
feuilletée différentiable.

Le pseudogroupe des automorphismes locaux d’une structure presque
complexe ou presque paracomplexe est un pseudogroupe de LIE.

B) Structures presque hermitiennes el presque parahermitiennes.

22. Connexion hermitienne et connexion parahermitienne.

Une structure presque hermilienne (resp. parahermitienne) est par défini-
tion une structure subordonnée & une structure presque complexe (resp. pa-
racomplexe) dont le groupe structural est le groupe unitaire U, (resp. para-
unitaire l?',,) Les structures presque hermitiennes (ainsi que les structures
presque complexes) ont ét6 définies par C. EEREsMANN [24]. L’ étude des
structures presque parahermitiennes a été faite dans [41].

Si la structure presque complexe & laquelle est subordonnée la structure
presque hermitienne dérive d'une structure complexe, la structure considérée
est dite hermifienne; de méme une structure presque parahermitienne subor-
donnée & une structure paracomplexe (c’est-a-dire telle que les champs C,
et C, soient complétement intégrables), est dite parahermitienne.

En raison des propriétés énoncées dans § 14, une structure presque
hermitienne peut étre définie par la donnée d’une métrique riemannienne F
définie positive et d’un champ d’auntomorphismes J, de I’espace tangent 7T,
A Vey en w, J, étant de carré — 1 et laissant invariante la restriction I,
de F & T,. Cette structure peut emcore étre déterminée par la donnée d’une
métrique riemannienne F et d’une forme différentielle extérieure quadrati-
que { de rang 2n en tout point de V,, et échangeable avec F.

De mdme une structure presque hermitienne d’espéce & (de groupe sfruc-
tural le groupe unitaire d’espéce k) peat éfre déterminée par la donnée d’une
méirique riemannienne F'*! (décomposable en chaque point en une somme
de 2% carrés positifs et 2x — 2% carrés négatifs) et dun champ d’automor-
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phismes J, laissant invariante F,*! on par la donnée de F*) et d’une forme
différentielle extérieure quadratique échangeable avec F'*

Une structare presque parahermitienne peut étre déterminée par la
donnée de deux champs C, et (, deux fois différentiables de n-éléments de
n—6léments de contact supplémentaires X, et X', et d’une forme différen-
tielle extérieure quadratique Q de rang 2n, telle que X, et X', en soient
des éléments intégraux, ou bien par la donnée des champs C, et C, et d'une
métrigne riemannienne indéfinie F' dont X, et X', sont des 6lémenis
intégraux.

Une structure presque hermitienne (resp. presque hermitienne d’espéce k,
presque parahermitienne) est donc subordonnée & une structure symplectique
et & une structure riemannienne dont la métrique est définie positive (resp.
indéfinie). Lorsqu’elle dérive d'une structure symplectique (c’est~a-dire si
dQ = 0) la structure est dite presque kihlérienne (resp. presque kithlérienne
d’ espéce k, presque parakithlérienne); une structure presque k#hlérienne
(resp. presque k#hlérienne d’espéce k) telle que la structure presque com-
plexe dérive d’une structure complexe est dite kithlérienne (resp. kithlérienne
d’espéce k). Définition analogue d’une strueture parakiéhlérienne.

Dans le voisinage U7 d’un point de Vi, une structure presque hermi-
tienne peut dtre déterminée par la donnée de 2n formes de PFAFF complexes
w’, w¥ telles que: w* = w*, la forme d’HERMITE et la forme extérieure asso-
ciées & la structure pouvant 8’ écrire:

(22.1) d =o', Q=ile A"

De méme une structure presque parahermitienne peut étre déterminée loca-
lement par la donnée de 2n formes de PFA¥F réelles ©°, o¥, linéairement
indépendantes telles que la métrique riemannienne et la forme extérieure
associées a la structure puissent s’ écrire:

(22.2) F'=TZe'e”, Q=3Iou A"

La structure presque hermitienne (resp. parahermitienne) peut encore étre
déterminde par les 2n formes &' = B ule', & =2 ubo® les u) et ub, définis-
sant en chaque point une transformation du groupe unitaire U, (resp. para-
unitaire ﬁ,,). On a: Zutuy — 5], La restriction a 1’espace tangent T, des 2n
formes ®!, ®” constitue un « corepére unitaire » (resp. para-unitaire}.

On peut déterminer de maniére unique des formes w;, o linéaires en

o' et 0¥ telles que:
do’ =T w! A o] + 3 Ajw? A\ of 4 2 Byo! A o s, 1=1 »)
1 sl BJ 4 - i -.-’
(223) dw® =3 ¥ A (Dfl + 2 Appo¥ A ¥ 4 5 Bryw! A ot
©f 4 wh = 0, AET -+ A;’B == 0, Bg, + B.?B =0, (o 8, vy=1,..,2n),

les convention adoptées étant toujours celles indiquées dans § 21.



60 P. LigerMANN: Sur le probléme d'équivalence, cte.

Ces équations ont 6té indiquées par CHERN [18) dans le cas hermitien
(pour le cas presque hermitien voir [41]).

On peut ainsi associer canoniguement ¢ la structure presque hermitienne
(resp. presque parahermitienne) une connexion affine, en plus de la connexion
riemannienne associée & la métrique F' (resp. F'). Cette connexion sera appelée
hermitienne (resp. parahermitienne).

Les formes Q7 =27X 4! A of, @ =3 4} 0" A\ o définissent la premiére
torsion de la connexion hermitienne (resp. parahermitienne} la deuaiéme for-
sion étant définie par les formes I == I Bjw” A\ o, T¥ = % Bi.w! A o,

La courbure est définie par les formes Qf = dw — 2 o} A ©f et
Q) = duwj — S wj, A wf qui vérifient les équations: Qf + Q). =0, et les rela-
tions généralisant les identités de BrawcaI (cf. formules (6.14) et (6.15]

AR +T") +-2(Q +TH A ) — Tl A Qf =0,
AQY +T) I (R 4-TY) A wj —Z ¥ A Q) =0,
A +2 G A of —Zwi A Qf =0,

dQy 4+ 2 @ A o) — 2o A QF = 0.

(22.4) (s, I=1,.., n).

En raison des équations {22.3}, on a:
(22.5) dQ =X (@ 4+ I") A w" —Z (@ 4 T) A ',

En raison d’une remarque de § 6, pour que la connexion soit intégrable, il
faut et il suffit que la courbure et la torsion soient nulles. Il existe alors
dans le voisinage U un systéme de coordonnées locales complexes (resp.
paracomplexes) z° tel que la forme d’ HERMITE (resp. parahermitienne) puisse
8 6crire : Sdz'dz’.

Si la structure est hermitienne (resp. parahermitienne) la deuxiéme tor-
sion est nulle; si la structure est presque kithlérienne (resp. presque para-
kihlérienne), en raison de {22.5) la premiere torsion est nulle et I (I'" A o,/ —
—I'" A w)=0, soit:

(22.6) Biy+ By+ By=0, Biy+4-Biy+Bi=0 (,ts=1,..,n)

Les formes de courbure de la connexion hermitienne associée a4 une structure
presque hermitienne (resp. presque parahermitienne) peuvent s’ écrire ;

(22.7) Q =3 (Bhao? A 0" + Bipo® A 0" — Ryppo A o) s, 1=1,.., n)
' QF =2 (Rimnwt A oM + Rigo? A o — Rlgot A wh) ! T
ot :

i 4 '
R;t/;, =] Rs'ht/, -Rluth -+ R?ht - O, R;rt/hr -+ Rfrhru =0 (S, l, l‘r, h = 1, iy n)

Dans le cas d'une structure presque parabermitienne, si I'un au moins
des champs définissant la structure (C, par exeinple] est complétement inte-
grable, on a: By =0, (s, I, £ =1,..., n). En utilisant les identités de BIANCHI,
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on ebtient: Ry =0, (s, I, {, =1, ..., n); donc les formes induites par les
formes @] sur les variétés intégrales du champ €, (défini par v =0) sont
nulles. I ou:

TunoriME 22.1. - Si au moins I’ un des champs associés a une siructure
presque parahermitienne est complétement intégrable, la connexion induite sur
les variétés intégrales de ce champ est & courbure nulle. Si, de plus, la pre-
wmiére torsion de la connexion parahermitienne est nulle (ce qui a liew notamn-
ment quand la structure est presque parakihlérienne), la structure induite sur
les variélés intégrales du champ est une structure intégradle.

Lorsque ) ensemble des formes définissant la deuxiéme torsion est nul,
ce qui a lieu pour les structures hermitiennes et parahermitiennes, on a
alors: Ry =0, Riyn =0, d’otr:

(22.7a) Of =S Rypoot’ A 0r,  OF =3 Rigwt A o (s, 1=1, ..., n),

(relations démontrées par CHERN pour les structures hermitiennes). Dans le cas
des structures parahermitiennes, en raison du théordme 22.1, la connexion
indunite sur les variétés intégrales de chacun des champs C, et C, est &
courbure nulle.

Si la premiére torsion d’une structure presque hermitienne (resp. para-
hermitienne) esi nulle, en utilisant encore les identités de BIANCHI, on
démontre les relations :

(22.8) R?th -+ Rtsm + Riu = O, Rfrlg/w -+ Rgrlh'zf —+ R%mr =0 (S, h, l, t == 1, ey n)

Une structure presque hermitienne d’espéce k peut étre déterminde dans
un voisinage U par la donnde de 2r formes de PFAFF complexes w’, ¥
telles que 0" = w* si s <k, o' =—0' si s>k la forme d’ HERMITE et la
forme extérieure associées a la structure pouvant ¢’ écrire:

QiF) = T e
Q=13 0* \ 0"
On peut définir un « corepére para-unitaire d’espéce k». Les formules

(22.3), {22.4), (22.7) sont applicables anx structures presque hermitiennes
d’ espdce k, & condition d’adopter les conventions suivantes:

3/ s 8’ As 8/ e 37 8 9/ s
wy = — wj, Ajy=—Ak, Biwv=— By, R =—Rm, Buw=— Run,
si le nombre d’indices supérieurs 4 k est impair,

3 s af A8 g’ o sf s S8 HE
o] =w;, A=Ay, Biy= B, Riumw = Bwm, Bim = Bun,

dans le cas contraire; on peut ainsi associer cancniquement une connexion
affine & une strncture presque hermitienne d’espéce &.
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23. Struetures isotropes et localement homogénes [30] et [41].

Rappelons (§ B} qu’ une structure presque hermitienne (resp. presque
parahermitienne) est dite isolrope au point a &'il existe un antomorphisme
de la structure transformant un corepére unitaire (resp. para-unitaire) d’ ori-
gine x en un corepére unitaire (resp. para-unitaire) arbitraire de méme
origine ; la structure seva dite localement homogeéne dans le voisinage U de »
¢'il existe un aufomorphisme de la structure transformant un corepére d’ori-
gine x en un corepére d’origine x' & U. Pour que la structure soit isotrope
en ¥ (resp. localement homogéne), il faut que les composantes des tenseurs
de courbure et de torsion soient indépendantes du corepére considéré (resp.
égales & des constantes). Lies conventions adoptées sont celles de § 21.

Aux formes o" =2 upo®, & = 5 uliw* sont associées les formes (7 Qr
rn, T QR QW) telles que (of. § 6)

Or =13 u:'Q’, ov =3 ufo",
(23.1) i =3 ullr, v =3 us T, h, m=1, .., n),
Gh=Tue”Q}, O =T ulu0},

car la matrice ||ul || est la contragrédiente de la matrice |ul|.
On a par exemple (cf. (5.31))

P13 h, o/ 9 g8 5k [
Amp =2 Ug Uy 'M%Dr Au s Bmp =2 U U, ’M/fBz’t,
=~h h 7 r
(28.2) Bopry = Z ugululuy’ R, , (hy m, p, g=1, ..., n).

h h o g m ps
.Rmpq =2 Wa Ui %gr%p thr .

On obtient des condition nécessaires pour gque la structure soit isotrope, en
considérant des transformations particuliéres de U, (resp. Ue,,), des transfor-
mations diagonales par exemple; en raison des relations (23.2), on démontre
que les composantes du tenseur de torsion doivent &tre nulles et par suite
Ry =0, Riyp =04 aprés (22.7a); en considérant encore les transformations
diagonales, on déduit des équations (23.2) que les composantes du tenseur
de courbure doivent étre nulles sauf Riq, Rivs, Biw, Bl (s, L=1, .., n).

En considérant maintenant des transformations telles que: 6)"=ufw’,
@ == M?w", @ =w' sl I[Fh, s, on démontre qu'on doit avoir:

Ry = R = R, Ryprg = R;';/h, 8L HLh=1,.., n)
¢’ est-a~dire :
Qf = Aw? A 0, Qi=pu” A 0 4 pI ol A ol

(23.3) OF =l A w¥, Qb==pw’ A 0 + p Yol A o

(S, ! = 1, ceny n)

A, p», p étant réels quelle que soif la nature de la structure. En utilisani les
identités de BraxcHI, on démontre que: A = p = g = constante.
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Les composantes des tenseurs de courbure et de ftorsion étant des con-
stantes, ces conditions nécessaires sont suffisantes pour I’isotropie et entrai-
nent aussi 1’homogénéité locale.

Si A =0, la structure est intégrable.

Si A3=0, nous allons interpréter successivement les formules obfenues
pour les structures hermitiennes et parahermitiennes.

Dans le premier cas, on obtient:

dw® = X o A o],

doj =2 o A of + 2ol A o,  (si sk 1),
dwi =12 0} A of + A[o* A 0° + 3o’ A v,
0] + 0y = 0.

(23.3a) (s, 1=1, .., n).

Ces équations sont vérifiées si la variété V,, est l’espace hermitien elliptique
(si A < 0) ou Vespace hermitien hyperbolique (si 2 > 0).

Soit en effet dans I'espace vectoriel complexe C"*! une base ¢,, ¢, ..., €,;
on peut définir le produit scalaire (e, &) de deux vecteurs e = z,e, + ... -+ 2x€n
ot & =z e+ ... + 24, par:

(23.4) (e, &) = (2, ) =2,2, + 2 2.2, ;

(on suppose que les indices s, I... varient de 1 a ).

Les 2,, #, constituent un systdme de coordonnées homogénes de I'espace
projectif complexe P,(C) et I’on peut normaliser ces coordonnées par la
condition: (2, #) = 1. Considérons dans C"*' une base variable ¢, ¢,, ..., ¢
telle que:

(s 8 =1, (e, e)=1, (e, e)=0, (e,, €)=0 si s=L

On a:
de, = ¢pe, + % Pie,
de, =9, e, + 2 ¢le;,
dqo:=2]<plo/\cpf, 2 s=1,... n)
det =Z ¢t A g+ 92 A (o] — ),
dgp =29l A o)+ @, A 9,
avec:

e+e=0 ¢ +3'=0 ¢ +¢ =0
On peut définir dans P,(C) la métrique:

(28.5) ds* = (de,, de,) — (g, d5,)e,, dey)-




(23.35)
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Si I'on pose: 9, =16, ¢,) =0, (si s 1), ¢, — ¢;=w,’, cette métrique peunt
8’ écrire: ds* = I w’w’ et 1’on obtient:

dm':zwl A tl)l',
dvt=ZF 0 \Aw!+9,° Agl=Z0t A wtl_a' A o (8, I=1,.., n)
dm":Ewa’ /\ mt'+ :?la /\ q)n'—l——chlo/\(Polzzm.'/\o)t’——?o’/\m’—zaz/\ ml’

¢’ est-d-dire les équations (13.3a) odt A=—1.

Ce raisonnement a été indiqué par OHERN [18]. 1. espace hermitien
hyperbolique est obtenu de maniére analogne en définissant dans C"** le
produit scalaire (e, €) ==2,2, — I 2,2,/ et considérant dans P,(C) la métrique:

(23'6) ds* = (eo ’ dgo)(etn deo) - (dso; d_Eo),
ol e,, €,,..., &, €8t une base telle que:

(Eo: go)=1: (Esa_sa’=_15 (EDI es)=07 (E.n El)':o si s==1
d’ol:
o +9, plef =0 ¢ =09. (s, I=1,..., n).

On déduit des résultats précédents le théoréme suivant:

THEOREME 23.1a. - Une structure presque hermitienne isolrope en chagque
point est localement homogéne. Ceile structure est intégrable ou bien localement
équivalente & la structure d’espace herwmitien elliptique ou hyperboligue.

Pour les structures presque parahermitiennes, on obtient le théoréme:

TeEOoREME 235.1b. -~ Une structure presque parahermilienne isofrope en
chaque point est localement homogéne. Celle struclture est intégrable ou bien
localement dquivalente & wune siruclure parahermitienne sur la variéfé
P,(R)>< P.(R), appelée structure d’espace parahermilien.

Les relations (23.3) peuvent en effet & éerire pour les structnres para-
hermitiennes (les formes w®, w* étant réelles).

do®* =2 o' A\ oS, dw’ == 2 v \ wj,
dw =2 w0 A v, do¥ A of, dw = % wl A Wl - Aw! A 0
dw, =Bt A0+ Ao A0’ ABol Aw!,  do) =3I o A of + Ae* A 07+ AT w? A v

w,* - ms’y ==0 (S> l = 1, ey %],
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ol 'on peut supposer A < 0: en chdque point 'antomorphisme contragrédient
de &, (qui transforme Q, en —1),) conserve les formes w?’, transforme les.
w” en — w* et par conséquent tfransforme A en — A; on obtient la méme espéce
de structure quel que soit le signe de X contrairement an cas hermitien.

Soit dans 1’espace vectoriel R'"** une structure d¢ module unitaire
paracomplexe (§ 11) définie par deux sous-espaces supplémentaires X,,, ef
X'nir; 8Oib €, €,,..., &, une base dans X,,, et ¢/, e/, ..., &, une base dans
X'net- A deux vecteurs quelconques e = u'e, + I u'e, et ¢ = u’e, + T u"e/,
on peut associer le produit scalaire (e, &) = I u'u" + u'u"

Considérons les bases variables e;, ¢,,..., &, dans X,,, et ¢, /,..., &
dans X',,, telles que:

(Eoy Eo’) =1, (E“ 5:’}—_— 1: (Eur E,’)-—-—O, (5“ E,'):O 8l Sz*zl

On a:

de, = e, + Z 9,¢,, dey = @', + I ¢/,

de, = @,°¢, + X @,'¢y, des = ¢,/c, + 2 ¢ley,

doy =Z ¢, A 90 des=Z ¢, A\ ¥

de," =Z¢,' A g+ 9,° A (9" — %)), dy*, = Z ¥, A g + 9% A (95 — ¢,
do=Z ¢, A 9+ 9,° A ¢, doy =T g, A o)+ A ogh,

avec

ch + (P’: =0, CPO"I + 9, = 0: '\Oa’” + ¢f = 0. (3: l= 1: ey n).

On peut définir dans 1 espace projectif paracomplexe Pu(4) (cf. § 11)
¢’ est-a-dire dans P,(B)>< P,(R) la métrique suivante:

8% = (de,, de,) — (&, de,)(e,, de,).

Si Ion pose' e, =0, ¢l=uwl (si skl ¢ —gp=uS, ¢ =0"
g, f =Y, 9,7 —¢°=w,, la métrigue peut &’écrire: ds* =21 o'’ et I'on
obtient les équations (23.35) ou A=—1. Appelons espace parahermitien
I’ espace projectif paracomplexe muni de cette métrique.

Si on se borne & une {sofropie resireinie telle que tout vorepére d’ori-
sine x puisse dtre transformée en un corepére se dédumisant du premier par
une transformation du groupe unitaire (resp. para-unitaire) ummodula,zre (le
groupe para-unitaire unimodulaire étant le sous-groupe de o, isomorphe au
groupe linéaire homogéne réel unimodulaire), le méme raisonnement que
pour les structures isotropes conduit aux structures définies par le théoréme
23.1 et, en outre, pour % =3, & une structure déterminée localement par
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des formes ', w” vérifiant les équations:

do' =o' A 0! + 0° A vl o' A ol — 2p0° A o,
do®* =o' A o] 4- 0* A ol 4+ 0® A of — pe’® A 0}
dw’ =o' A\ o] 40 A o) 4+ 0¥ A 0} — 200! A o,
duw! = ' A w4+ 0% A 0} 4 0® A 0! — 20 A 0F
(23.7) do® =o' A 04 0% A of 4+ 0% A 0 — 20° A 0
dw® = 0* A 0] 4+ ° A of 4 0 A 0l — 20w! A v,
T, =0, o,! + v, =0,
dol =X ol A of — 3pp'n" A (, s=1, 2, 3)
do’ =T o, A 0 —3pp'0” A\ o' -+ pp’ Tl A o

(23.8) p = ¢’ = constante positive.

On est d’abord conduit & des structures pour lesquelles les formes o*,
o' vérifient les equations (23.7) et la relation pp’ — constante, mais on peut
choisir en chaque point une classe de corepéres unitaires (resp. para-unitai-
res) modulo le groupe unitaire (resp. para—unitaire) tels que g = p’ = constante.

Si la structure est presque hermitienne, les formes w’, w* sont com-
plexes' avec w* = w’. Les équations (23.7) et (23.8) sont les équations de
structure du groupe simple compact G, & 14 paramétres qui opére transiti-
vement sur la sphére S;. Si la structure est presque parahermitienne, les
formes w’, w* sont réelles et I'on obtient les équations de structure du groupe
simple @," qui est la deuxiéme forme réelle du groupe complexe dont @, est
la forme réelle compacte [8], [11]. Ce groupe G,” opére transitivement sur la
quadrique @, @ équation: Z® + X'Y! 4+ X?¥V? 4- X?Y? = 1.

On en déduit:

THEOREME 23.2. - Une structure presque hermilienne (resp. presque para-
hermitienne) isotrope d’ume maniére restreinte en chaque point est ou bien
isotrope ou bien localement équivalente & une structure presque hermitienne s
(resp. presque parahermitienne ¢') sur la sphére S, (resp. la quadrique réelle Q.)
admettant le groupe G, (resp. G,’) comme groupe & automorphismes.

Le deuxiéme torsion n’étant pas nulle, la structure hermitienne g sur S,
définie par les équations (23.7) et (23.8) ne dérive pas d’une structure complexe.
Comme G, ne laisse invariante sur S, qu’une seule structure presgue com-
plexe, la structure s est isomorphe & la structure définie a I’aide des octaves
de Cayley [32), ¢’est-a-dire d’une algébre sur le corps des réels de base
(1, e,.., e) telle que:

(23.9) EF=—1ce=—ee & lfs elee)=(e)e 1,.., 7
: . g=1,.. .
€5 == Cip1Cypy = CopgPes — €540y, O e, — ¢, ( s )

-
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D’autre part comme tout espace localement homogéne de LIE compact
et simplement connexe est équivalent & un espace homogéne de LIE [23] et
qu’en dehors du groupe orthogonal, G, est le seul groupe de LIE compact
opérant transitivement sur S, [4], foufe structure localeiment homogéne sur S
est équivalente a la structure 3.

La structure 8 sur ¢, peut étre déterminée par la donnée de deux
champs de génératrices supplémentaires de dimension 3; la demxiéme torsion
n’étant pas nulle, ces champs ne sont pas complétement intégrables, c'est-a-
dird la structure ne dérive pas d’une struciure paracomplexe ; on peut d’ailleurs
démontrer qu’il n’existe, en dehors des génératrices elles-mémes, aucune
sous-variété a4 3 dimensions de @, tangente & un champ de génératrices. La
structure ¢ peut également étre définie & Vaide d’oclaves de Cayley de
deuxiéme espéce, en désignant par octaves de CAYLEY de deuxidme espéce

les éléments d’une algdbre sur le corps réels de base (1, e, ..., ) telle gque:
60 = —ee, 8i s, es(ese!) = (ea)gel (s, I=1,.., 7)
prao) O =EF ==l =1 e =) =Er=—1,

€6, =28, €8e=2¢, 66 =28, € — &, €6,=2¢,,

6,0, = —€,, €,8,=—¢,.
Soit 1’ octave de deuxidme espéce x = x° + x'e, + x’e, -+ &P, - x'e, +
+ x°e, + x'e, + x’e,; = est la partie réelle (notée Rex) et x-— x° sa partie
imaginaire pure; le conjugué de x est égal x: Z =x* — a'e, — x’e, — x’e, —
— x'e, — x’e, — x’e, — x’e, ; la norme de x est:

N =22 = @) — @) — @) - @) — @) + @) + &) —
@3.11) + (@) = (@) + @+ (@ — 2t + ) + (0 — 2t)at + o) +
+ (@' — 2®){xe” + o).
On peut définir le produit scalaire de deux octaves x et y par:
(@, y) = Re(xy) = Re(zy) = x'y’ + «'y' + 'y + 2'y* + o'y" — «’y* —

{23'12) — mays o w‘sy.%_

Tout point de 1'espace numérique K’ peut étre représenté par un octave de
deuxiéme espdce imaginaire pur x=x'e, + x’e, + &’e,+ x'e, + x'e, + x’e, + e, .
Tout point de la quadrigue ), peut 8tre représenté par un octave imaginaire
pur, de norme égale & 1. 8i « et y représenfant denx points de @, on a:
xy = — yx ot dans 1’hyperplan orthogonal & x (qui se déduit par translation
du plan tangent 7, a @, en z), la multiplication & gauche par = est une
(8.3)-involution &,.

On peut également chercher 4 déterminer des structures presque hermi-
tiennes d’espéce k qui soient isotropes ou localement homogénes. Un raison-
nement analogue & celui utilisé pour les structures presque hermitiennes ou
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presque parahermitiennes conduit au structures intégrables ou a des struc-
tures définies localement par les formes complexes w’, w4 telles que la
forme d’HeaMITE associée & la structure puisse &' écrire:

Dk = E ' — 2 wiol,
et vérifiant les équations:

do’ =Z (0% A o] 4 w8 A v}),

BoA =3 (0 uf 08 of

dw] = Z (v} A of +of A 0f) -+ Aa! A o, |

dwy =Z (W, A ©f + of A 0f) + Ao A of + A EZ (@0 A ol — 0B A of)
(23.3¢) dop =3 (wh A 0f' + 0f A 0f) —A0B A w4,

- dof =3 (wl A of + 0§ A 0f) — X84 A ©f - AS (@ A ©F - oF A 0F)

doly=Z (0l A of + 0 A of) — Aa4 A o,

i =Z (0] A of + 0 A uf) + 207 A 04,

wi+61’=0,'6§+6)f=0, w;‘+Ef4=0,

(les indices minuscules s, 7, ¢ variant de 1 a %, les indices majuscules 4, B, ¢
de X+ 1 a n). 7
On peut supposer la constante X négative, en remplagant an besoin la
forme ®*! par — ®* ¢’est-a-dire en considérant une structure d’espéce n—k,
Désignons par espace hermitien d’espéce & V espace projectif complexe
P,(C) dans lequel on définit les coordonnées normales par la condition :

(3 8) = 22" 4+ 2.2, .. b 048n — B iBags — oo — By = 1 ;

on définit ainsi dans "+ le produit scalaire (e, &) =z,2, + Z 2,2, — % 2,2,
Si Pon choisit dans C"+* une base variable €05 €550, &y telle que:

(&, E,,):(E,-, 5—1)':1: {ea, EA)=_1: (& ;s):{ew E—A)=O: (e,, gA)=03

(E,,E;):O si 8=*=l, (34,—53)=0 8i A'—'}=B,

ot 8i on définit dans P,(0) la métrique: (de,, de,) — (e,, de,)e,, de,), le
méme raisonnement que ponr ’espace hermitien elliptigne conduit aux équa-
tions (23.3¢c) avec A== —1; d’or: -

- THEOREME 23.1c. ~ Une structure presque hermilienne d’espéce k est loca-
lement homogéne ; cette structure est intégrable ou bien localement équivalente
a lo structure d’espace hermitien d’ espéce k. : :

I/ espace hermitien d’espdce k est un espace riemannien symétrique a
métrigue indéfinie.

Les structures presque hermitiennes d’ espace k isotropes d’une manidre
restreinte sont isotropes; d’ailleurs les groupes G, et G,’ sont les deux seules
formes réelles du groupe simple complexe exceptionnel & 14 paramétres [t1].
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24. Courbure scalaire [38] et [41).

Soit sur une variété V,, une structure presque hermitienne (déterminée
par une métrique riemannienne F et un champ d’antomorphismes J,). Dans
I'espace tangent T, & V,,, muni de sa structure d’espace vectoriel complexe
considérons deux vecteurs V et W de composantes &, .., E"; %%, .., 3" par
rapport & un repére unitaire (nous adoptons encore la convention: £ =E°,
7" =7°). L/ensemble des vecteurs mV + pW tels que le rapport p/m soit réel
engendre un élément plan P A deux dimensions réelles; si en particulier P
est invariant par |’automorphisme &, P est une droite complexe de T,°%;
P peut alors étre engendré par les vecteurs V et J,V.

De méme soit sur une variété V,, une structure presque parahermitienne (d¢-
terminée par une forme différentielle extérieure © et un champ d’involutions &,).
Dans Vespace tangent T, soit un élément plan P engendré par deux vecteurs V
et W de composantes: £',.., &", &% .., E*; n', .., 9", N .., %" par rapport
4 un repére para-unitaire tel que les vecteurs e, engendrent le sous-espace
positif de J,, les vecteurs e, son sous-espace négatif. Si P est invariant
par I’antomorphisme &, (c’est-a~dire si P est une droite paracomplexe tan-
gente & V,,), il peut étre engendré par les vecteurs V et J,V.

Dans I’ élément plan P on peut définir la courbure scalaire de la struc-
ture presque hermitienne (resp. presque parahermitienne) par (cf. [2]}:

ojr — Z (Bl alEn* — &) -+~ Bin(E'* — 21') — Buen(8n" — E9°)E* — E77))
2 & — EMEMT — &)+ B EWT — E)E T — &)

Z [RimAE™ — &Y + RionlEn™ — E¥q%) — B — EMY))E"n* — EY)
> (El'.r‘s _ ga-nl'»élnsl . &s’.ql) - > (atns — Es.ql)(gllnsl e Ea'nl’)

soit ;

Z [Ria(8n" —&"1%) + Rin(En" — EMY) — Rww(En™ — EVnt)Ele— Evy)
Z (& — EIET = &)+ T Eh — T & — &)

(24.1) K=

car @ + QL =0. Donc k est réel méme pour les structures presque hermi-
tiennes.

La courbure scalaire est définie dans tout élément plan si la structure
est presque hermitienne; dans le cas d’une structure presque parahermitienne,
le scalaire de courbure n’est pas défini dans un élément plan situé dans le
sous-espace positif ou négatif de JF,. On vérifie que le scalaire K défini par
(24.1) est bien indépendant du repére unitaire (resp. para—u?itaire); par
contre ’automorphisme &, (transformation n’appartenant pas a U,) change K
en — K.

TukoriME 24.1. - Si en chaque point x & V,,, le scalaire de courbure est
indépendant de [ élément plan P passani par ce point, ce scalaire est nul.
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Pour démontrer ce théoréme on comsiddre des plans engendrés par les
vectenrs V et W dont les seules composantes non nulles sont: &, &, £, £¥';
7%, oY, & E; la condition imposée entraine:

Rus + R:o’l = 4K, Rus + stfz + Ran +- R‘la’s =—K, R%m + Rpyy = — 2K,
dott K =0,
Par suite on a:
Riyn + Risa=0, Rip+ Ran=0, Ris-+ Rig=0,
Rf'lw + Rg:’al’ =0, Rf"t'hf + R:"Vh/ =0, Rivn + sz’wv =0,

La condition K =0 n' impligue pas nécessairement que lo lenseur de
courbure soit nul. Nous ferons sur la structure des hypotheses supplémentai--
res permeftant de conclure que ce tenseur est nul.

Supposons d’abord la structure kdhlérienne (resp. parakdhlérienne); dans
co cas la torsion étant nulle, en raison des identités de BraNcHI on a:
Yol A Q =0, ot Ry = Rigr, Bimw = Bha; donc si K =0, d’aprés (24.2).

R‘;!fh =0 -Rf’,th’ =0 ) (S’ L, t: h= 11 ey n)a

et la structure est intégrable; d’ou:

TunoriME 24.2. - Les structures kihlériennes (vesp. parakdhlériennes) @
courbure scalaire nulle sont intégrables.

Les théorémes 24.1 et 24.2 on ét6 démontrés par BOOHNER en supposant
la variété kihlérienne [2].

Si la premidre torsion d’une structure presque hermitienne (resp. presque
parahermitienne) est nulle, nous avons démontré que: Riy -+ R + R =0;
comme Riy + Rin =0, si K =0, en raison des formnles (14.2) on a: Rjp =0
(s, 3, t, h=1,.., n); ces relations sont également vérifiées lorsque la
deuxidme torsion seule est nulle (cf. § 22). Par suite si I’une des torsions
est nulle et si K =0, on a Q) =X Ryso¥ A w*; les relations (24.2) entrainent
alors: T8 A o' A 0¥’ =0, d’ot en raison des identités de Brawonr:

A0 A 0¥ +ZQ A o A v =0, on bion Lals A v’ +ZP A of A 0¥ =0,
TA A 0 +DQ" A wi A\ w0 =0, LAY A w4+ ZIV A wh A 0=0;
ces relation peuvent s’ écrire: ‘ »
SAQ A o) —EQBAQ =0, Tdl*Ae)—ZTAT¥=0,
TAQY A\ o) —ZQY AQ =0, EZdI¥Aw)—ZT¥AT=0.

En parficulier si dQ=0, on a: QL=0Q"=0 et LI*A 0¥ =0,
EIY Ao =0; si de plus K=0, on obtient: ZI* A ['"=0; on en déduit
notamment : Z BEBjy =0 (I, t=1, ..., n).

Si la structure est presque kihlérienne, les relations = BiBy == 0 entrai-

(24.2) &Rt l=1,... 7).

(24.3)

nent By —0; les deux torsions sont donc nulles et d’aprds le théoréme 24.2,
le tenseur de courbure est nul. IV ou:
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TurorEME 24.8. - Les structures presque kdihlériennes & courbure scalaire
nulle sont intégrables,
Lorsque la structure est presque parakiihlérienne les relations = BBjy=0

1’ entrainent pas nécessairement que la deuxidme torsion svit nulle. Suppo-
sons de plus que 'un des champs définissant la structure soit compldtement
intégrable, C, par exemple; si I'" =0, la premiére torsion étant nulle, on en
déduit: T’ A Q) =0, doit: Ry = Rig; si K=0, le tenseur de courbure
est nul; donc les structures presque parakihlériennes a courbure scalaire
nulle et telles que 'un des champs de n-¢6léments qui leur sont associés
soit complétement intégrable, ont leur tenseur de courbure nul.

Si U'on se limite aux éléments plans invariants par J, (resp. 3,) c’est—G—
dire aux droites complexes (resp. paracomplexes), on démonire que les structures
hermiliennes (resp. parahermitiennes) pour lesquelles K est indépendant de
U élément plan sans élre nul sont les struciures isolropes non infégrables (défi-
nies par le théoréme 23.1). Ce résultat a 6t6 démontré par BocHNER en sup-
posant la structure kihlérienne [2].

On pourrait également définir un scalaire de courbure pour les structures
presque hermitiennes d’espéce k; les théorémes 24.1 et 24.2 demeurent vala-
bles pour ces structures.

25. Courbure et torsion eonformes [33] et [41].

Soit sur une variété V,, une structure presque hermitienne ¢ déterminée
par la donnée d’un champ d’automorphismes J, et par une métrique rieman-
nienne F définie positive. Considérons maintenant la famille de structures
presque hermitiennes s, déterminées par le champ d’automorphismes J, et
la forme F, = AF, A étant une fonction différentiable de x; si @ est la forme
extérieure associée & la structure s, & la structure s, est associée la forme
extérieure AQ.

De méme soit ¢ une structure presque parahermitienme déterminée par
la donnée d’une forme différentielle extérieure quadratique Q et d’un champ
de (n, n)-involutions &, dont le sous-espaces positif et négatif sont intégraux
de Q. On peut considérer les structures s, déterminées par la donnée du
champ & antomorphismes &, et de la forme AL.

A chaque structure ¢, (resp. ;') est associde canoniquement une connexion
affine, d’otl un tenseur de courbure ef un tenseur de torsion. Nous allons de
plus introduire une courbure et une torsion conformes respectivement inva-
riante ou multipliée par un scalaire, lorsque I’on mulitiplie £ par A

Comme la donnée de J, définit une orientation de T, toute transfor-
mation du groupe linéaire complexe L, conserve le signe de { et les struc-
ures @, correspondent & une valeur positive de A. La donnée de JF, ne
définit pas une orientation de T,. mais Iinvolution &, transformant Q en —©Q,
il suffit de considérer les structures s, pour lesquelles A est positif.
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Si la structure ¢ (resp. ¢') est déterminée localement par 2m formes de
PrAFF complexes felles que 0” = w* (resp. réelies), la forme Q &’ écrivant
iZw* A w” (resp. Zu* A\ v¥), la structure s, (resp. 8,') peut dtre déterminée
par les 2n formes de PFAFF: &' = pw’, 6" = pu* (ol p est fonction réelle
telle que p*=2). Soient Qf, Q¥; I I'*v: Q) QU les formes définissant
respectivement la premidre torsion, la deuxidme torsion et la courbure de la
structure s (resp. ) et soient {5, (o' I Ie; Of, (7, les formes définissant
les torsions ef la courbure de la structure s, (resp. 8).

On a: do*= ‘i—p A 0 - pdwd, d6e = d—:’ A & + pdo”, soit en posant

I _ 8+ 6 (ot 8 est une forme lindaire en ¥, 6 une forme linéaire en ov):
do* = Z &' A @ + Q8 4 T,
(25.1) do¥ = & A b+ Qo + T¥, 3=1,.., )
G)l. + G’i’l prowed y
avec:
& = o] + 3 (8 —0) o = ) + 5 (6 — )
(25.2) o = p(Qe + 26 A o), 0 = Q" + 26 A o)
) [ = pI, ¥ = pl¥,
Qf = QF + 257d, O = Qf + 25]d.
Par suite nous définirons la cowrbure conforme par les formes
T Q; SRR o o-4
(25.3) o = Qf — & m.i M= Qf — 3 - e

la premiére torsion comforme par

ngﬂg_(P/\ms H”:Q”—-MI
n—1"’ 1 —1

ou
=2T Aju!, ¢ =24j,0" {avec Q8= AJu' A o, Q¥ =13 A% 0" A w¥).

La deuxiéme lorsion conforme est par définition identique o la deuxiome

torsion.
Si =z, désigne I'isomorphisme de T, sur son dual défini dans § 16, la

forme ¢ + ¥ est égale an produit intérieur 2 4Q) (R A 0¥ — Q¥ A ¥ ou
encore :
P+ ¢ =a Q) AE[(Q 4-T%) A o — (Q + [} A o] = a—4(Q) Jd2Q.

La forme ¢+ ¢’ est donc la codifférentielle 3Q (cf. § 17).
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SQAQ
n—1"~
Cette forme et la forme ¢ + ¢’ sont done respectivement la forme de torsion
conforme et la forme de torsion de la structure presque symplectique &
laquelle est subordonnée la structure @ (resp. s'}; les deux formes envisagées
ne dépendent par conséquent que de la forme Q et non de la forme F
(resp. F') échangeable avec L,

TatorEME 25.1. — Efan? donnde une siructure presque hermitienne = (resp.
parahermitienne '), pour qu’il existe une foncltion A felle que la structure s
(resp. ') soit intégrable, il faut et, pour n > 2, il suffit que la courbure et lo
torsion conformes soient nulles.

Démonstration : il est évident que les conditions énoncées sont nécessai-
res en raison méme de la définition de la courbure et de la torsion confor-
mes. Inversement si I*=I"=0, I¥*=T*=0, on a: Qs 2:’/\ (i)s, Qs'zq;/\ mls
ot ¢ est lindaire en w! et ¢’ lindaire en w”; de méme si I} =0, II}; =0, on
a: QI=0, 0y =0 (si sk, Q) =0, Qi=0% (I, s=1, ..., n). Des identités
de Brawcmr (22.4), on déduit alors: o* A (dp—Q3) =0, v’ A (dp —Q)=0
s=1,.., n)

Par suite si #>>2, on a: dp=29), dy' =% dott: dp+d¢ =0; il
existe donc une fonction p (réelle quelle que soit la nature de la structure)
dp_ 949
po 2m—1)°
de la structure s; (resp. %;') définie par les formes &= pv®, & == pw* sont
nuls, en raison des relations (25.2), (on suppose A= p*}; donc la structure s,
(resp. s;) est intégrable.

La forme Z (II* + I's) A 0¥ — Z (II* 4 I'¥) A w® est égale a: dQ —

telle que localement — Les tenseurs de courbure et de torsion

EQAQ
n—1
que d(p -+ ¢') = d3Q est nul mais le raisonnement indiqué ici est valable
pour des structures qui seront étudiée ultérieurement (§ 31).

Si w=2, II* =0 identiquement, mais il faut imposer, outre la condition
] =0, la condition dip + ¢)= d5Q =0 pour que la structure s, (resp. ;)
soit intégrable, ce qui est en accord avec les résultats de § 18.

Remarquons que la fonction A introdumite dans le fthéoréme 25.1 n’est
définie qu’a un facteur constant prés. Si la structure s, (resp. s,) est inté-
grable, la structure initiale s (resp. ') est hermitienne (resp. parahermitienne)
et dans le voisinage U/ d’un point de V,,, on peut trouver un systéme de
coordonnées locales complexes (resp. paracomplexes) 2%, ..., z" telles que la
ferme d'HEBMITE (resp. forme parahermitienne) associée a la structure &
(resp. &) puisse 8’ écrire:

On peut d’ aillenrs déduire directement de la relation dQ —

=0

1 . -
m (dzidzl —+ o+ dz"dz").



74 P. LiBerMANN: Sur le probléme d’équivalence, ete.

Si la structure s (resp. &) est de plus supposée kihlérienne (resp. para-
kihlérienne), il faut que A soit une constante: la strncture % (resp. s') est
donc intégrable. Ce résultat a 6t6 démontré d’une autre manidre par BOCHNER

pour les structures kihlériennes [3).
THROREME 25.2. - Etant donnde une structure hermitienne s (resp. para-

hermitienne %), pour qu’il existe une fonciion A lelle que la structure s,
(resp. 8,) soit kdhlérienne (resp. para-kdhiériemne), il faut el pour n > 2 il
suffit que la torsion conforme soit nulle. 50 A Q

En effet cette condition réalisée, la forme ¢ = dQ — n_/_\ i est nulle

et la forme { admet un facteur intégrant d’aprés le théordme 18.1.

REMARQUE: Si la courbure conforme d’une structure presque hermitienne
(resp. presque parahermitienne) est nulle, on a: Ris = Bin=0, Rim =0,
Rlvw =0 (si s1); si de plus la courbure scalaire est nulle, en raison de
(24.2): By + Riye =0, d’0it; Riyp= Ripn =0 si t4=h; de (24.2) on déduit
également Rpy, =0; comme Q)= 0! on a aussi: Bhu=0 (8, h=1,.., n).
On démontre de la méme manidre que Ko =0, Riyp =0, Ripm=0
(8, {, h=1,..., n). Par suite le tenseur de courbure est nul, d’oir la proposi-
tion suivante :. 8¢ la courbure conforme et le scalaire de courbure sont nuls, le
fenseur de courbure est nul également. Si de plus la torsion conforme est
nulle (dans le cas de n =2 si d5Q=10) il existe une structure s, (resp. s,)
intégrable dont la courbure est par conséquent nulle: A est donc une con-
stante ; ainsi lorsque la courbure et la lorsion conformes somt nulles de méme
que le scalaire de courbure, la structure correspondante est intégrable, ce qui
précise les résuliats de [38).

C) Problémes & équivalence des structures presque complexes ef presque
hermitiennes sur une variété a 4 dimensions.
Cette partie du chapitre V utilise et compléte les résultats de [37].

26. Probléme d’équivalence des structures presque complexes.

Nous allons appliquer la méthode générale exposée dans le chapitre II
& l'étnde du probléme d’équivalence relatif A des structures presque com-
plexes définies sur des variétés de dimension 4. Soit sur une variéte ¥V, une
structure presque complexe définie par un champ d’automorphismes J, de
I’ espace tangent I,. Si I’on suppose la torsion non nulle, on démontrera
que on peut associer canoniquement & la structure un champ C & éléments
de contact & deux dimensions invariants par la transformation Jp Cest-a-dire
un champ de droites complexes, ce qui n’a pas lien en général pour n
quelconque. ‘

Sur la variété V, la structure presque complexe % peut 8tre déterminde
dans le voisinage U d’mun point @ par la donnée de deux formes de Prarp
complexes linéairement indépendantes 6! et 6°; les différentiolles d6* of 9t
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peuvent &’ écrire (cf. (21.2)):
dBt =6 A 6 + 6 A 8.+ 40 A 67,

26. _
( 1) d82=61Aef+62AB;+A261 A B,

ot les 0. sont des formes de PFAFF complexes linéaires en 0, 8.

En chaque point, parmi le corepéres qui se dédumisent du corepére ini-
tial par une transformation du groupe linéaire complexe L., en vertu des
formules (5.3), on peut choisir une famille F' de corepéres tels que les com-
posantes du tenseur de iorsion soient respectivement égales & 1 et 0, ce qui
détermine une structure & subordonnée a s, de groupe structural @, sous-
groupe de L,. Cette structure &' est déterminée localement par les formes

complexes w' et w* telles que:

26.2) dot = o' A wj+ 0 A 0+ o' A 0F
dw? =o' A 0] + o A ol

La méme structure peut é&fre déterminée par les formes de PFAFF

! = wit - uze?,

26.
{26.3) = e,
avec:
i
(26.4) W = % don: wa=1
EN

les u] étant des fonctions différentiables de x qui en chague point définissent
une transformations de @. En raison des relations (26.3) et (26.4), ce groupe &',
4 deux paramdtres complexes, laisse invariant un sous-espace de R* a 2
dimensions et une forme quadratique extérieure de rang 2. A la structure &’
est donc associée canoniquement un champ C d’éléments de confact X, a
deux dimensions, défini localement par 1’équation: o*=0; chaque élément
de contact X, est donc invariant par 1’automorphisme 3, ; & la structure est
également associée une forme différentielle extérieure de rang 2: ¢ = * A wt,
Remarquons que par différentiation des équations (16.4) on obtient:

i 2 372
(26.5) du, 9%, W T, Iy,
woow o u w3
On a:

dv® = 0* A wl+ o' A (@0 + a,0%), soit:

duz uz n? o ) u? 2 _
dn? = =n? w:— +a, 5|t —ul ot o, 2 | m—ul _—) *
A2 u” 'u,ui ul A *al *unl Pyl A
u’ - _ e, (A .
=m AR4+a, 57 AT+ 4 22t A w2
/\ i u:u /\ u ul 2 ui 2 /\
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et 'on peut écrire:
dn* =n* A = + a,/7 A 7+ a7 A =

1) 8¢ dw®* A ©*==0, on peut choisir en chaque point une famille de
corepéres tels que a,” ou @,’ prenne la valeur 1.

Bi a,3=0, ¢’est-d-dire si le champ C wn’est pas complétement intégrable,
on choisit en chaque point une famille de corepéres tels que a,’ =1 (ce qui
détermine u; d’out u}), puis parmi ces corepéres, on choisit un corepére
distingué tel que o, =0; d’ou:

drn' = n' A (B,w' + h,m*) 4 7° A (k,nt + Lt + 1,70 4 =t A 72,

26.6 - b -
(26.6) dn® = ' A ¢ + n' A (m,w' 4 0,7+ n,nd)

On obtient en général 8 invarianis complexes.

Sia, =0, le champ C est complétement intégrable ; on chomlt une famille
de corepéres tels que a,’ =1 (ce qui détermine u! d’oft %%); on obtient ainsi
une sfructure s” subordonnée a ¢, ¢" pouvant étre déterminée également
par les formes w' = w' + uw®, ©* =0’ La forme dw® est un invariant pour
la structure ” et 'on peut déterminer en chaque point un corepére distingué
tel que: dr'=n'An®+ 7 A (B,n' +b,n') ou b, et b, sont des invariants;
la différentiation de cette relation montre qu’on a alors

dn' =n' A [(b, — b)r' + k'] + 7* A (B, 7 4- Lmt 4 L,n%) 4wt A 7

{26.7) _ -
an* ==n' A n* + 7 A (b,n' + b,=').

On obtient en général 6 invariants complexes.

2) Si dw® A\ w'=0, anx formes o' et ®® on peut associer de maniére
unique les formes ] et w) (la forme w} étant définie modulo ®?) vérifiant
les équations:

dw® = 0 A 0l 4 aw! A ¥
(26.8) do' =o' A 0! + 0 A ol 4+ o A 7,
W+ ei=0 o —o+ol=0.
Pour tout autre corepére, on a:

du} a
) E‘n‘ N\ 7,

) J— 2 2
ant==n /\(c»2 "

du;

3
n* - -
1 i i 1,1 i 1% i .
dn' = ' A (m‘— ?) + ??/\ (105 — dug + w0} + augw') 1wt A w?

(s t]

on peut donc associer aux formes n! et n* les formes

2
(26.9) R e

P
uE

qui en raison de (26.5) veérifient les relations n}-m=0, n! —n! 4 n2=0.
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1%} Si @ 40, on choisit u! et par suite u? de fagon que g-: = 1. On
définit ainsi une structure s” (subordonnée & 8'), dont le groupe structural @
est 4 un paramdire complexe, les changements de corepére étant définis par:

! =t 4 ulnt,
n't = n%
La forme =} (et par suite =) est un invariant pour la structure s".
Si nt Aa*A =0, on détermine un corepére distingué tel que:
n = ha't 4+ k't 4-in? (ou si =0, tel que m;=k,x'"); les fonctions h, K,
I, k, sont alors des invariants.
Si n!= Hn*4 Kn’, on peut déterminer un corepére distingué dans le
cas ol Pune des denx formes dH A n* A =t ou dK A n* A n* est différente
de 0. Dans le cas contraire, la structare s” est isofrope; on a alors:

drt = n' A { 7:2+K;c”)+7:’2/\1t;+1_t‘/\7;2,

(26.10) _ - .
dr?t = =* A [(K — H)=* + (H — K)7*] + 7t A =,

(ot = est une forme lindaire en =, =', =%, n* ot dul) et 'on démontre facile-
ment que le systéme

?F(ch&"; , dx, dﬂg) = nije, uy, do, duy),
ni(x, UL, de, dul) = (e, ul, du, dul),

o~

“H{w) = H(x),
"Kix) = K(x)

est en involution. Si I’on suppose les données analytiques, en raison de
théoréme 4.1, le pseudogroupe des automorphismes locanx de la structure
est un pseudogroupe de LIE de type infini.

20) 8i =0, on a:

dw‘:wi/\wiq—m?/\m;—{-t;*/\m*,
2 — p? 2
dw® = w® A wl,

(26.11)

En raison des relations (26.9), les formes dw! et do} sont des invariants
pour la structure ¢'; la différentiation de (26.11) monire gu’on a alors:

dw? = J® A o,
%+ z’Bl)w’ A 0* 4+ Bo' A w* 4+ Co' A o,

(26.12) dw: = idw' A (;1 + (_

oll » est un invariant réel tel que di A w® A ©* =0, et 4, B, C des fonctions
réelles (non invariantes). En particalier lorsque A =0, on peut déterminer =*
4 un facteur constant prés de facon que dm®=0: il existe alors une fonction
complexe [ telle que localement n* = af.
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@) Si dol A ©* A 0*<4=0, on peut choisir en chaque point une famille
de corepéres tels que:

(26.13) dnt = eint A 7 4 (—g + z'h,) AR

ot e==1 et k sont des invariants. On obtient ainsi une structure 8, subor-
donnée & ¢, s8," pouvant étre également déterminée localement par les formes:

. ! =um!
(26.14) ‘2 o 2
w?=umn
ol :
- w
(26.15) wyit; = 1, u; =1

wy

A la structure s, (dont le groupe structural G, est un sous-groupe 2
un paramétre réel du groupe upitaire U,) est associée une forme différentielle
extérieure invariante: «' A ' + = A n?, ainsi que la forme de PFAFF =} -+ T_cj.
Ona: nf + 7 =A 7' + 4,7 + 4,7° + A,;n* et comme d(n' + 1')=2ein' A\ n* -+
~+ 2ihn* A 7%, A, n’est pas nulle; on peut donc choisir en chague point un
corepere distingué tel que: = + n} = k,(n"' + 1Y) + k,n'? + kv, ou k, et k,
sont des invariants (k, étant réel positif).

B) Si dol \ 0 A w? =0 ef dot Awt=£0, on a: 4=0, C4=0; on choisit
une famille de corepéres tels que: dnl==n'A n? 4wt A w40t A n? &’ on
une structure 8" de groupe structural G”, s” pouvant etre également déterminée
par les formes =" —==' 4 wuin®, 7*==x*. La forme =! devient une forme
invariante et I’on peut déterminer un corepére distingné tel que: n'==kn't 4
+ kn? 4 k't (si B, =0, tel que ='=rknt+ k7', si = 1In"? + I'n't tel
que dl ==t + m="?.

Y) Si dw} =(——% + ih) w® A w*, ot k est un invariant tel que dh A w? A w?

on peut distinguer encore 4 cas:

1. 8i Uun des imvariants X ou h au moins n'est pas une constante,
on choisit n* de fagon que dx oi dh soit égal & p(n®+ =*) ol p est un
invariant réel positif; on définit ainsi une strocture ¢, de groupe structural G,’
qui peut étre également déterminée localement par les formes

== uint 4 uyn?, = x’,

ot u; est réel; la forme =n} est alors invariante et si =t A =® A m2==0, on
peut choisir en chaque point un corepére distingué tel que: =l =fkrn' — % =*
(ot kk=1). o

Si nj=pn® — p =° (ol p est un invariant tel que dp A n* A a*=0), la
structure &', est isofrope. On obtient les équations :
drnt =r' Axnln® A w47t A
dn* = — prn® A @,

(26.16)
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ol m} est une forme lindaire en w*, =*, =', n* et du}, la forme =} étant linéaire
en w!, n*, w!, n%, du! (telle que le coefficient de ©* dépend & un paramétre v).
Le systtme nf =r!, =* = =?, =1y, B =h o’ 6tant pas en involution, on le
Ellolonge et 1’on obtient le systéme en involution : ©* = =, = = =?, 71:?: T,
n = ﬂ;,/ﬁz B, =y car on a:

dnt = n' A © + = A 7w - 7wt A

dn* = — pm* A\ 72,
(26.17) dnt = (_g+ m) A

dn;=n;/\(n;—@&2)+(—%+z‘h+l)n*/\ﬁ‘+ 8 A=,

olt 9 est une forme linsaire en =', n*, n', n*, du!, du}, dv (définie modulo =*).
Supposons désormais les données analytiques: en raison de 1’étude faite
dans § 4, le pseudogroupe des antomorphismes locaux de la structure consi-
dérée est un pseudogroupe de Lie au sens large.

2, 8i L el h sont des conslantes, & n’ étan! pas nulle, la structure ¢’ est
isotrope ; on a les équations:

dnj:n‘/\ui-}—n’/ﬁné-}—u‘/\n’,
an? =—nt A\ (v — m}),

(26.18) dnl = (— Z;,“ +'z'h) = A\ 7,
drl = =} A (2n} —77::)—1—(— %+ih + 1)11:i AT 46 A

Le systéme prolongé"rt?l ==, nt=rn, ?rf: n, ?c?..—_- w; est en involution: on
a encore un pseudogroupe de LIE au sens large.

8. 8i A=0 et si h est une constante non nulle, on peut déterminer la
forme =* (2 un facteur constant prés) de fagon que dn®=0. On obtient ainsi
une strueture 8,” (subordonnée A &) qui est isofrope et dont le pseudogroupe
des automorphismes locanx est également un pseudogroupe de LIE au sens
large; on a en effet:

dit=n' Ani+n A=+ A 72,

dn* =0,

dn' = ihn® A\ m°,

drt =i A w4 (ih + 1wt A =+ 6 A n°,

(26.19)

et le systéme prolongé/E‘ =, =n w=r, 71:\;:1:; est en involution.
4. Si A\=h =0, on peut déterminer #; & un facteur constant pros
(@ ot #*) de facon que x;= 0. On définit ainsi une structure g’ de groupe
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structural G (ef. cas 1°). Cette structure est isofrope et localement homogeéne
car on a les équations:

dnt =w? A w7t A T

(26.20)
dn* =0,

ot n; est une forme linéaire en =!, n?, ©!, =, et du;. Le systéme o =",
n* = n? Gtant en involation, le pseudogroupe des automorphismes locaux de
la structure est un pseudogroupe de Lie de type infini.

I’ étude faite dans § 26 peunt se résumer de la manidre suivante: étant
donnée sur une variété V, une structure presque complexe telle que la torsion
ne soit pas nulle, on peut en’ général déterminer canoniquement on chaque
point un corépere distingué (notamment lorsque le champ O associé 2 la
structure n’est pas compldtement intégrable); dans le cas conmtraire, le
pseudogroupe des automorphismes locaux de la structure est un pseudogroupe
de L1E de type infini ou un pseudogroupe de LiE au sens large.

27. - Probléme d’éguivalence des structures presque hermitiennes.

Soit sur une variété V, une structure presque hermitienne S telle que
la deuxi¢me torsion de la connexion hermitienne associée & la structure ne
soit pas nulle. Cette structure S peut &tre définie dans le voisinage U d’un
point de V, par deux formes de PFAFF complexes 8! ef 6° telles que la métrique
hermitienne et la forme extérieure £} correspondante & écrivent respectivement :
ds® = 60" 4 6°6° ot Q = 4|0 A\ 6' 4 02 A B2).

Les différentielles df' et d6* vérifient les équations (cf. (22.3)):

db' = 0' A B} 4 6% A B -4- 16! A 62 4 atft A D2

a6 — 6! /\Of+92/\9:+ﬁ’91/\92+a26‘/\ﬁ’,

6+ 6! =0, 824 62 =0, 4 6 = 0.
En chaque point on peut choisir une famille ¥ de corepéres unitaires tels
que les composantes du tenseur définissant la deuxidme torsion soient respec-
tivement un nombre réel positif et 0; & cette famille F est associée une

structure §' subordonnée & S (de groupe structural g sous-groupe de U,)
déterminée localement par les formes complexes o' et w® telles que:

dw' = 0* A 0]+ 0° A 0} 4 C'o! A 0f 4 do' A o,
(27.1) do® = 0' A 0]+ 0* A 0l 4 Co' A ©?,
oy 4+ 0} =0, w; + wl =0, @ 4 ol =0,
ot 4 est un invariant réel positif; la méme structure peut atre déterminée
localement par les formes
T = u',

(27.2)

P
7t = ugw?,
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ou

1
%%; =1, =soit: u; =(®é’2;
u; et u; déterminent en chaque point une transformation de g lequel est done
4 un paramétre réel; g laisse invariants deux sous—espaces supplémentaires
4 deux dimensions de R*. Par suite & la structure S’ sont associés deux
champs C, et C, d’éléments de contact supplémentaires X, et X, & deux
dimensions (définis respectivement par o' =0, ©* =0j; X, et X, sont inva-
riantes par ’aunfomorphisme &, ; done (cf. § 12) & la structure S’ sont égale-
ment associés un champ d’involutions &, telles que J,, = F,J, et un champ
d’antomorphismes ¥, = ,8,. Il en résalte que la structure S’ est également
subordonnée & une structure infinitésimale régulidre de groupe structural
isomorphe & L/ > L, (cf. §. 33).

Aux formes ©' et =* sont associées les formes =, ni, @}, m telles que:

(27.3) whi, =1, =1,

du} ul
n::_—wi—?i‘, ﬂf:qﬁ(ﬂf,
27.4 ‘ '
= g L
nz_m2_ag_? nz";:wz'
. -~ . : du, , du}
Par différentiation des équations (27.3), on obtient: 2 o F o = 0 et
par suite: ! ’
(27.5) 2! 4wl = 20! + w?.

La forme 2w, + w est donc un invariant pour la structure §'. Sont
épalement invariantes les formes:

N - 9 2 F] 1 o 2 i ___ i
d4, o' Aw', o' A, o Ao, del, dol, Q=do!— oA o,

Q = dw] — ol A 0], QFA QL

Remarquons que les formes &1, QZ Q) Q) définissent la courbure de la
connexion hermitienne.

D’aprés un théoréme de LEPAGE (§ 15), anx formes dQ, id(w' A wl),
id(w? A ©?), & qui sont de degré 8, correspondent les formes de PFAFF bien
déterminées 8, 0,, 0,, 6, telles que:

AQ=0A8, idv'\o')=0QA8,, id* \o*)=0QA8,, id2%=—id2=0QA8,

(27.6) (on a: ® =0, + 8,

La condition nécessaire ef suffisante pour que la structure soit subordonnée
4 une structure presque kihlérienne est que © = 0.

Les formes , o' A w!, iw® A v iw! A\ v} étant réelles, les formes
8, 0,, 0,, 8, sont réelles également ainsi que d4 et {20} 4+ ©}); I’une d’elles
peut § éerire: M o' + X0 4+ A,0° 4 2,00,
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10) Si ¢ une au moins des formes de Pfaff invariantes w est pas nulle,
on peut déterminer en chaque point un corepére distingué tel que.l’ une de
ces formes s 6erive K (m' 4 w')— ha® -+ h7t, k, et h étant des invariants
(k, est réel positif). Si A, = 0, on choisit la forme =* de fagon que la forme
invariante soit égale & k,(n®+ 7*), k, Stant un invariant réel positif. La
forme =' est alors définie an signe prés.

20) 8 toutes les formes de Pfaff invariantes sont nulles, on a alors
une structure subordonnée i une structure presque kihlérienne et les deux
champs C, et C, sont de plus complétement intégrables. Dans ce cas comme
d»' A ©') =0, la forme «! peut & écrire a,w' -+ @,0* et I'on a:

U (O, = a - -
1 i i i 2 —_— 1 1 —_— fod r_9
(27.7) = (ﬁ—i'n: + n’)_. a,(ul)'w + a (w7t = a/'n' + a7
. 2 i 2

w) Si la forme w. wn’'est pas nulle, on détermine en chaque point un
corepére distingué tel que a,” soit réel positif (on a 4 déterminations pour u;)
ou si @, =0, tel que a; soit réel positif (b déterminations pour u}).

B) Si la forme o) est nulle, la structure S’ est isotrope et localement
homogéne. On a en effet:

dnt=m' A w' + Ant A 7, an* = — 2n® A\ =!,

ot A est une constante positive; la différentiation de ces équations montre
que: dr!=mnx* A%’ avec n = A*. Nous obtenons donc en définitive les
équations :

dn' =x' A\ n! + Amt A\ w2,
(27.8) dn’ = — 2n° A =,

dri = A*n* A =%,
ou = est une forme linéaire en =o', m, n%, #%, du!: les formes =o', 2, n! sont
définies sur la variété des corepéres déterminant la structure S’ (cette variété
est & O dimensions réelles). Les équations (27.8) sont les équations de strue-
ture d’un groupe de Lie & 5 paramétres réels; on en déduit que le pseudo-
groupe des automorphismes locaux de la structure est équivalent ¢ un pseudo-
groupe de Lie o 5 paramétres. ,

Si Uon pose: n'=0'+ 8, n* = 0° - 0%, =l = — %95 (6%, 6%, 0%, 0%, 6% stant

des formes réelles}, on obtient:

del=%GZA65+A(91A93_82/\84)’

1
2 . _ T p 5 1 4 2
@1.80) G0 = — 5 04 A\ 65— 410" A B 460 A 69,
A0 = — 6* A 65,
a6t = 6% A\ %,

dbs = 44765 A 0,
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Le groupe de LIt admet un sous-groupe distingué a 2 paraméfres (défini
par 6* =0'=6°=0) isomorphe au groupe des translations du plan, le
groupe quotient étant isomorphe au groupe des rotations & 3 paramétres.

Considérons & wnouvean la variété V,; sur les variéiés intégrales du
champ O, (défini par A' = 6°=0), a la métrique (6°) + (6%)° est associée une
connexion riemannienne & courbure constante négative (égale a — 44%). Sur
les variéiés intégrales duo champ C, (défini par 0° = 0'=0), & la métrique
(04)2 4- (6%)* est associée une connexion riemannienne & courbure nulle; ces
variétés intégrales sont munies d’'une structure d’espace localement euclidien.

Les résultats de § 7 peuvent se résumer de la maniére suivante: étan
donnée sur une variét¢ V, une structure presque hermitienne, on peut en
général déterminer canoniquement en chaque point un corepédre unitaire
distingué (notamment lorsque la structure n’est pas presque kithlérienne);
dans le cas contraire la structure admet une structure subordonnée isotrope
et localement homogéne dont le groupe structural est & un paraméfre réel.
Ces résultats sont conformes an théordme 6.2 pnisque 1’on peut associer
canoniquement une connexjon affine & une structure presque hermitienne.

28. Remarques concernant le probléme d° équivalence des structures
presque paracomplexes et presque parahermitiennes.

Sur une variété V, A une structure presque paracomplexe déterminée
par la donnée de deux champs C, et &, non complétement intégrables d’éle-
ments plans supplémentaires P, et P,, on peut associer canoniquement un
troisidme champ C d’éléments plans P tels gu’en chaque point » de V,,
P coupe respectivement P, et P, suivant une droite: le champ @ est un
champ de droites paracomplexes. Le probléme d’équivalence se traite par les
mémes méthodes que pour les structures presque complexes mais est conduit
4 envisager un nombre de cas supérieur.

Si Pon suppose de plus la structure presque parahermitienne (les champs
@, et @, étant toujours supposés non compldtement intégrables), & cette struc-
ture S sont associés canoniquement deux champs C et ¢’ d’éléments plans
supplémentaires P et P’ coupant respectivement l’élément plan P, (resp. P,
suivant les droites D, et D, (resp. D, et D,); par suite & la structure §
gont associés trois champs de (1, 1)-involutions &, ,JF, H, telles que
Iy =Fpdy =Hy (ct. § 12); on peut déterminer sur V, une structure §’
subordonnée & S, dont le groupe structural est & un paramétre réel, structure
également subordonnée & une structure infinitésimale réguliére dont le groupe
structural est isomorphe & L, > L, X L, X L, (cf. § 33).

Comme pour les structures presque hermitiennes, on peut en général
déterminer canoniquement en chaque point un corepére para-unitaire (notam-
ment lorsque la strocture S n’est pas presque parakihlérienne); dans le cas
contraire, la structure S’ qui est alors dsofrope et localement homogéne peut



84 P. LiBerMaNN: Sur le probléeme d’équivalence, etc.

atre déterminée localement par les formes réelles o', @, w? w* ou par les

) 1
formes n' =wjw', 1* =ulw’, v = ulv’, ' = uln* (011 wuy=1, wu; =1, u; =(—ui)—z)
4,
telles que les champs @,, @,, O, (' soient respectivement définis par:
T=pt=0n=n=0,=1'=0, ' = =0.
Les différentielles d=* vérifient les équations :

drt =n' A n! + 2w A Y,
dn® = — 2x® A\ =!,

(28.1) dnd® = — w® A n! 4 un' A 77,
dnt =2n* A =,

dn; =nn® A\ =¢,

ol # est une constante, la forme n! étant une forme linéaire en !, n°, w5, =n'
et du,: I’ensemble des formes =', n%, =%, =%, n! est définie sur la variété des
repéres {4 5 dimensions).

Le psendogroupe des automorphismes locaux de cette structure est loca-
lement équivalent & un groupe de LIE & b paramétres.

CHAPITRE VI

Structures presque quaternloniennes de deuxiéme espéce.

Les résultats obtenus dans ce chapitre ont 6t6 exposés en partie dans [39].
Comme dans le chapiire V, les indices latins varient de 1 & n et, sauf men-
tion spéciale, les indices grecs de 1 & 2n, aveec 8 = s + n. Par confre nous
n’ adopterons pas la notation ®* pour I’imaginaire conjuguée d’une forme
complexe ou paracomplexe o’

29. Généralités.

Nous étudierons dans ce chapitre des structures infinitésimales régulidres
% définies sur une variété V,,, r fois différentiable {r = 3), de groupe struc-
tural 'L, (cf. § 13). Si n est pair (n=2p), la structure S sera dite presque
quaternionienne de deuxiéme espéce (de groupe structural f/’p). Les structures
presque quaternioniennes, dont le groupe structural est le groupe linéaire
quaternionien L”, ont 6t6 définies par C. EHRESMANN [24],

Il résulte des propriétés étudides dans § 13:

TeEOoREME 29.1. — Sur une variéte V,, une structure infinitésimale régu-
tiére, de groupe structural L, est déterminde par lao donnde d’ un triplet
(C,, G, C;) de champs deux fois différentiables de n—dléments de contact X,
X', Y, deux & deux supplémentaires ouw par la donnde de I'un des couples
@ &), @, K), 3, &) de champs d automorphismes J,,, Fer Ky de Uespace
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tangent Ty & Vi, au point © € Vs, tels que (J,)° = —1, (G =1, (K) =1,
3.3, =—3.9, =K, ou encore par la donnde d un champ d’ automorphismes
J. et dun champ de n-éléments de contact réels.

A la strncture est associée un quatridme champ C, de n-éléments
Y, =3.Y,.

La méme structure & peut étre déterminée par tout triplet [, Ctd, Clw)]
de champs dépendant de trois constantes arbitraires p,, u,, p,; mais tout
triplet [Cw), O, Cld] de champs dépendant de trois fonction arbitraires
b, fty, Py détermine une famille &, de structures de méme espéce que la
structure % mais non la méme structure (°).

30. Connexions affines associées & une structure 5.

Dans le voisinage U d’un point de V,, une structure % peut étre déter-
minée par la donnée de » formes de PFAFF complexes w®=—as+ ia¥ (s =1, ..., n)
telles que les 2n formes réelles «°, ¥ soient lindairement indépendantes, les
champs C,, C,, C,, C, étant définis respectivement par les équations:

Bop) =" _9 ¢=""FT_ o w—0 w=0 (s=1,..,n5n)
V2 V2

La méme structure peut étre déterminée par 2n formes de PFAFF complexes

w' = S wiw, on les u’ sont des fonotions locales différentiables & valeurs

réelles, déterminant en chaque point @ & U une transformation de L,,.

A la structure & qui est & la fois subordonnée & une structure presque
complexe ot & deux sfructures presque paracomplexes, or peul associer cano-
niquement trois connexions affines, distincles en général:

1) 1a connexion (4) que nous appellerons connexion associée au champ
d’ automorphismes &, (c'est-a-dire A la structure presque complexe), définie
par les formes réelles w; (linénires en o! et of) telles que:

<

dw' = 3 0! A of + I Ajwt A ol 4 I Bio' A o),

304 A/
( ) A+ A =0, By + By=10

(s, t, i=1,.., n)

ou les Ay et B sont complexes,
2) la connexion (B) associée au champ d’automorphismes oK, , définie
par les formes réelles «; (linéaires en & et af) telles que:

ded = al A\ of + S agel A\ o - B agpa? A oF,

(30 B) dos' = Zat' A af + T afra? A of 4 T ajal Aol
5 8
oaf = af age + o = 0;

(s, t=1,..., n
(5: ?’: T = Lo 2”’)

(%) Ceci corrige ce qui a été écrit dans [39].
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3) la connexion (C) associée au champ d’ automorphismes &,, définie
par les formes réelles 6; (lincaires en 8¢ et 6¥) telles que:

der =Z 08 A\ 0] 4- Thabt A 0 4 T bi0¢ A 67,
(30 C) ab = L 6Y A 6 +- b0 A 6% - T hE6t A B
0 =07, bg,+b=0.
Les af, et bg, sont réels,

Les formes T djof A wl; Eapat A\ &, Z ajpet’ A a¥; SO A 6, Shi6r A 6
définissent respectivement la premisre torsion des connexions (4), (B) et (C)-
De mdme les formes I Biw' A o'; Zafpal A of, Sahat A al; Db b A 6Y,
T o6t A 6 définissent respectivement la dewwxiéme forsion de ces connexions,
On pourrait également pour chacune de ces connexions définir le tenseur de
courbure et déduire les relations généralisant les identités de BIANCHL. Comme
pour les structures presque parahermitiennes (§ 22), on peut démontrer que
i 'un au moins des deux champs C, ou C, (resp. C, ou (,) est complétement
intégrable, la connexion induite par (B) (resp. (C)) sur ses variétés intégrales
est & courbure nulle.

On peunt écrire les équations (30 B) par exemple, sous la forme :

(5, t=1, ..., n
G BEr=1.., 2n

age =Z 0 A af + L_ T (o -+ an -+ afy + alp)® A 467 A 0Y) +

2V2
-+ —11 I (o -+ ai — afy — agp)(6t A 6 4 62 A 6Y).
2vV2
(30 B !

abr = Z 0 A\ of + 5V3 X (ai — ai + i — aja)(6F A\ B 4- 07 A 6Y) 4

1 8 8’ s LY ’ 4
—+ 2—\7—5 = (a/ﬂ — g ey - a,t,pj(ﬂt /\ Bl -+ ot /\ Bl)
ou sous la forme:

1 . . —
dor =T ot A af + 32 (afy + g — ajy — iai (ot A of 4 ot A w) +

(30 BY) f“ o
+ 7= (@a—+doq + aby -+ daiy) (o A of + vt A )
d’otr:
8 1 8’ 8 4 r
Gt’ = + V—Q z (w:l -+ Qi — Oy — a,:,p)ﬂl —+
(30.2) \ ' ’ 8 t=1,.., n)
-+ VE z (af; —_— a?: — af:z’ -+ a:qf}B’ H

1 . g . 8\
g = ai P z (Ct?z + dag + apy + mf,;,)wl +
(30.3) 1 ’ , (s, t=1,.., n)
' +5 Z (ah — dai + ajp — day)o



P. LigermanNy: Sur le probléme déquivalence, efe. 87

Deux des connexions colncident si «f =w; ou of=290 on 6f = w}
(s, t=1,.., n); d’olr:

THEOREME 30.1 - Pour gque deux des frois connexion coincident, il faut
et i suffil que la deuxiéme lorsion de la troisiéme connexion soil nulle.

Par conséquent si la structure dérive d’ume structure complexe, les
connexions associées aux automorphismes of, et K, cofneident (on a alors:
af == B;).

En particulier pour que les frois connexions coincident, il faut et il
suffit que la denxiéme forsion de deux des connexions soit nulle; cette con-
dition réalisée, en raison des formules (30 B) par exemple, la premiére torsion
de la connexion unique est nulle. Inversement si 1'une des connexions est &
torsion nulle, les trois connexions coincident. Les quatre champs C,, C,, O,
O, sont alors complétement intégrables. Il résulte d’une propriété démontrée
précédemment que la connexion induite sur les variétés intégrales des quatre
champs esf & courbure nulle; la torsion étant nulle, la structure induite sur
ces variétés est intégrable: D’oii:

TetorEME 30.2. — Pour que les {rois cownnexions coincident, il faut et il
suffit que les guatre champs C,, C,, C,, O, soient complélement intégrables.
La structure induife sur leurs variéiés inilégrales est alors intégrable.

Tout champ C® de n-éléments X, défini localement par les équations:

{(30.4) o 4 pat =0, (s=1,.., n)

ol 1 est une constante, est de médme complétement intégrable. Ces champs de
n-éléments définissent sur V,, une famille & un paraméire de feuillelages.

Si les données sont analyiiques, la torsion étant nulle, la structure sur
V;, dérive d’une structure complexe.

Pour que la structure & soit intégrable, il faut et il suffit que la counr-
bure et la torsion de 1'une des connexions soient nulles (en raison d’une
remarque de § 6); les trois connexions coincident alors. Il existe dans le
voisinage de tout point de V,, un systéme de coordonnées locales x!, .., a7,
y'y ., y" tel que les champs C,, O,, C,, C, soient définis respectivement
par les équations:

(30.5) A —y) =0, dx*+y)=0, dy*=0, da*=0, (s=1,.., n)

Suivant le théoréme 6.2 le pseudogroupe des automorphismes locaux de la
structure est localement équivalent au groupe affine de R** dont le groupe L,
est le plus grand scus-groupe homogéne. On peut d’ailleurs démontrer direc-
tement que les changements de coordonnées locales

X5 = 3ty ..., 2",

(30.6) Y= g*x*, o, 9",
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tels que les champs C,, C,, C,, C, puissent &tre définis par: d{X*— Y5 =0,
dX*+ Y )=0, dY*=0, dX*=0 sont des changements de coordonnées
linéaires.

Dans la sunite de ce paragraphe, nous supposercns # pair (n=2p). Les
indices latins varieront de L & p, les indices grecs de 1 & 2p, avec § = s+ p,
La sfructure & est alors une structure presque gquaternionienne de deuxidme
espdce; dans un voisinage U elle peui étre déterminée par les 2p formes de
Prarr complexes lindairement indépendantes =% = w® 4 v, 7" =— w® — jw*
(8=1, ..., n} ou par 2p autres formes 7 =3I afn= les fonctions complexes af
défmlssant en chaque point une transformation du groupe linéaire quaternlo
nionien de deuxiéme espéce L” (@i = ai, ap = at).

Les équations (30 4) déflnlssant la connexion affine associée aux auto-
morphismes J, peuvent &’ écrire :

drr=3ntAnj+Za¥" A ny+ 2 Hyn* A\nf+ S Kpn* A 78, (s, t=1, ..., p)
(80 4') dn¥ =Zwt Ami S n¥ Amp + I Hogr® A nB 4 3 Kjgna A\ o8,

—a a’ ]
n::n;’r, T =Ty .

(On a: 27 = w; + il + wf a0}, 2n) = of + iv] — o) iwy).

Une structure presque quaternionienne de deuxidme espéce intégrable
sera dite qualernionienne de deuxiéme espéce. IV aprés ce qui a ét6 démontreé
précédemment, on obtient seulement des wvariélés localement affines.

Remarquons gqu’une structure presque guaternionienne peut &tre définie
localement par 2p formes de PFAFF complexes =* ou par 2p autres formes
=2 afre (avec af = ai, ai = — af). On peut associer canoniquement 3
une telle structure une connexion affine définie par des équations analogues
a (30 4) mais ol les formes ng vérifient les relations:

t e v —t
Ty == Mg , Ty = — T (8 t=1,.., p)

C. EBRESMANN a démontré [24] que toute variété quaternionienne est locale.
ment affine.

31. Courbure et torsion conformes.

Supposons définie une structure & sur une variété V,, (n étant quelcon-
que); considérons la famille &, de structures de mame espéce. Si 1'on
fixe en chaque point I’automorphisme J, (¢’ est-a-dire la structure presque
complexe), on obtient une famille &, de structures (dépendant d’'une fonction
arbitraire A,); chacune de ces structures peut étre définie localement par les
5 formes complexes

Ty = A,0° = X, (&® + ia¥) (s=1,.., n; § =s+mn)
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la structure % étant déterminée par les formes of, «¥ ou 69, 0 définies par
(80.1); on peut supposer la fonction A, de module 1 (A, = cosp, +¢sinp, ou
p, est réel). Les champs (C .k, (Clu, (Cohy, (Chy associés a la structure &
sont définis respectivement par les équations:

(xf —a¥) cos p, — (@*+a¥) sinp, =0, (2°+ a*)cos p, + (& — a*)sing, =0,
(31.2) e*sinp, + a%¥ cosp, =0, ascos p, — a¥ sinp, =0,
(s=1, .., n).
Les automorphismes (J,),, et (H,),, peuvent 8ire représentés respective-
ment par:
(31.8) 3, cos 2p, — K, 8in 2p, , Fp sin 2p, + K, cos 2, .

De méme que pour les structures presque hermitiennes et presque para-
hermitiennes (§ 25), on peut définir une courbure et une torsion conformes
correspondant & la connexion (4) (associée aux antomorphismes J,). En dési-
gnant par Q¢, I, Qf les formes définissant respectivement la premiére torsion,
la deuxidme torsion, la courbure de la connexion (4), on définit la courbure

conforme par: 1
(31.4) M= — 5t 2k
la premiére torsion conforme par:

- g— - R CP‘ /\ ©?
(31.5) s = Q T

olt ¢, = 23 Afo® est invariante par tout changement de corepdre appartenant
19, P g p PP
a L, ; la deuxiéme torsion conforme est par définition identique 2 la deuxidme

torsion. La forme ®, — ¢, — ¢, transformée en @' = @, + 2(n — 1) C;— par la

transformation wf— A w® sera appelée forme de forsion associée i la connexion
(4) (cf. structures presque symplectiques et structures subordonnées). Le
méme raisonnement que pour les structures presque hermitiennes et presque
parahermitiennes (§ 25) conduit aux théorémes suivants:

TapoRRME 31.1. - Etant donnée ume structure &, pour qu’il exisle une
fonction différentiable X, telle que la structure %, soit intégrable il faui et
pour n> 2, il suffit que la courbure et la torsion conformes soient nulles.

Si n>2 M*=0 et II; =0 entrainent d®, =0. Si # =2, on a [[*=0
identiguement mais il faut imposer, outre la condition Il =0, la condition
d®, = 0 pour que la structure & soit intégrable.

Les conditions du théoréme 31.1 étant réaliseés la fonction A, est définie
4 un facteur constant prds. On démontre de maniére analogune le théoréme
suivant :

TuroREME 31.2. — Pour qu' il existe une fonction A, telle que les champs
(C s (Chs (Cokys (C,)r, sotent compléfement intégrables, il faut el il suffit
que la lorsion conforme et la différentielle de la forme de torsior soient nulles,
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Contrairement aux structures presque symplectiques (et structures subor-
données), la condition II* = 0 n’entraine pas nécessairement d®, = 0.

FEn lixant en chaque point 1'automorphisme &, (resp. &.), on obtient
des structures &,, (resp. &) dépendant d’une foncticn arbitraire 2, (resp. A,).
Si l'on fixe &, (c’est-a~dire les m~éléments X, et X,'), chaque structure %,,
peut 8tre déterminde localement par les # formes paracomplexes

(316) “??.a) = ef?-z) +j9{83,~2) = 12(6&""].93/) (S =1, vev s ﬂ’)

U

ol A, esf -un tombre paracomplexe que ’on pent supposer de norme 1
(Ay=chp, +jshp,, p, étant réel); on a:

(BLY) (Joh, =3I ch2, —Hosh2,,  (H,h, =3I, sh 2, + I, ch 2p,.

Si l’on"fixe—e’j{,, (c’est-é,—dire Y, et Y,'), chacune des structures &,, peut
étre déterminde localement par les # formes paracomplexes

(31.8) T = s - Jpa) = Ay + ja) 8=1,.., n
ol A;=chp,+jshp,; d ol les automorphismes
(81.9) (Ju), = Jpch 20, — &, 8h 2, (F2hs = I 8h 2p, + &, ch 2p,.

On peut définir pour chacune des connexions (B) et (C) une courbure et
une torsion conformes, ainsi qu’une forme de torsion. Les théordmes 31.1 et
31.2 ¢’ appliquent aux structures &;, et &,,.

32. Structures 4 groupe structural isomorphe au groupe orthogonal O,,.

Le méme raisonnement que pour les structures presque hermitiennes et
presque parahermitiennes montre que les seules structures S isotropes sont
intégrables ; par contre nous allons montrer qu’on obtient des structures iso-
tropes non intégrables en considérant des structures &' subordonnées aux
structures %, de groupe structural isomorphe a 0, .

Si Pon se donne sur une variété V,, une structure S [déterminée par
exemple par un triplet (C,, C,, C,) de champs de n-éléments X,, X, ¥,]
et une forme différentielle ext¢rieure Q (de degré 2, de rang 2n) telle que
les n-éléments X,, X,’, Y, soient intégraux de Q, on définit sur V,n une
structure &' dont le groupe structural @ est isomorphe & 0,: cette structure
est subordonnée & une structure presque hermitienne et & deux structures
presque parahermitiennes. Localement une structure &' peut &tre déterminée
par la donnée de n formes de PrAFF complexes linéairement indépendantes
W =a® 4 i (s =1,.., %) telles que la forme Q & erive: Q=4 T w?* A @* =—
=2a* Aa” le champs C,, C,, C,, C, étant définis par les 6quations (30.1).
A cette structure sont associées une métrique hermitienne ¢ = 3 w¥w* ot deux
métriques parahermitiennes §," = Z (0° + ja*')(a® — ja¥), §,' = 2 (b* 4 JO¥)(0s — 0=},
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d’ ot la métrique riemannienne définie positive F = I [(«%)® + (*)'] =
= S [(6%)° 4 (8*)*] et les métrigues riemanniennes indéfinies

F! =3[0 — (a"F] =22 8%, F,=Z[{8) — (#)7] =2 I ',

On peut associer canoniquement 2 la struneture &' six connexions affines
en général distinctes: une connexion hermitienne, deux connexions paraher-
mitiennes et trois connexions riemanniennes.
Si les champ O, et C, (resp. C, et C,) sont complétement intégrables,
la métrique riemannienne F est localement réductible [36] c’est-a-dire il
existe dans le voisinage de tout point de V,, un systéme de coordonnées
locales ', .., x®, @', .., y* tel que F=f +f, o f, = I g,lx)de’dy’,
f: = I haly)dy*dy".
Si les quatre champs C,, C,, C,, C, sont compldtement intégrables, la
connexion hermitienne et les connexions parahermitiennes coincident; la
structure induite sur les variétés intgérales des quatre champs est une
structure d’espace localement euclidien.
En cherchant les structures &’ isotropes, on esf conduit [par le méme
raisonnement que pour les structures presque hermitiennes (§ 23)] aux strue-
, tures %' intégrables (pour % quelconque) et de plus, pour » = 3, & des struec-
tures déterminées localement par des formes réelles «?, ¥ qui vérifient les
équations :
dot —a® A\ &b+ a® A 2l + ac® A o® + bx® A ab,
da* = a' A\ 2 + a® A o 4+ ax® A ot + ba® A\ ot
de® =o' A\ o} + o&® A o 4+ aat A\ oF + bt A of
daf==a® A\ ol +af A ol +a'a® Aa® 4 e A o
do® = a* Aol +a® Nata'a® A al 4+ bad A at

(32.1) do® = a* A o o’ Ao+ aet Aot +bat A a?
do? = of A ol + a'ba' A o + aba' A o® — bW {a' A a® 4 a® A af),
dod = oy N\ ol + a'b'a? A a® + aba® A af —bb(a? A a® + a2 A o),
dog = a2 A ab + a'®a® A at - aba® A ot — b (a® A at +a' A af),
ab 4 af =0 (s, t=1, 2, 3

a, b, o/, b’ étant des constantes.

La structure %/, au lieu d’étre déterminée par les champs C,, C,, C, de
n-6léments X,, X,/, Y, peut étre déterminée par tout triplet (C'w), Cls, CW)
de champs de n-¢léments o@ p,, p,, 1, sont des constantes. Cherchons s'il
existe des champs C® définis par les équations a° + pa? =0 (s=1,..., nj
qui sont compldtement intégrables; pour cela il faut et il suffit que le
nombre p vérifie la relation:

(32.2) 30 + pra + pa’ +b=0.
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Si I'équation (32.2) a 3 racines réelles distinctes, les équations (82.1)
peuvent se ramener i :

dat = a® A o, dat = A\ of,
(82.3) dn® = o® A !, do’ = ab A at,

da® = a' A af, daf =at A o,

en choisissant en chaque point le corepére de fagon que les «; soient nuls;
d’ot une structure &' sur la variéts S, < S,.

Si Iéquation (32.2) a une racine simple ef une racine double, les é6quations
{82.1) peuvent se ramener a:

do' = a® )\ af, dat == 0,
(8249 dat = a® A al, da® =0,

do® = a' A «f, do® = 0,

d’ott une structure &' sur la variété S, >< R® (I espace numérique R*® étant
muni de sa structure d’espace euclidien).

Si I'équation (32.2) a une racine réelle el deux racines imaginaires conju-
gudes, les équations peuvent se ramener i :

du' = w? A w?,
(32.5) dw® = v A 0!,

| J—
dw® = o! A o?,

les ®*® étant complexes; d’ou une structure %' sur la variété du groupe des
rotations complexes A trois paramaétres.
Si I'équation (32.2) a une racine Iriple, on se raméne aux équations :

da' =0, da' = ot A of,
(32.6) da® == 0, do® = a® A al,
da® =0, da® = ot A a?,

On obtient les équations de structure d’un groupe g a 6 parameires, exten-
sion de R® par R*® [7].

En résumé on obtient le théoréme suivant:

TatorEME 32.1. ~ Une structure S’ isotrope est localement homogéne; cette
slructure est intégrable ou bien localement équivalente & une structure de méme
espéce sur Uune des variétés suivantes: S, < S,, S, R®, variété du groupe g
extension de B* par R® (si la structure ne dérive pas d'une structure complexe),
variété du groupe des rotations complexes & 3 paramétres (si la structure dérive
d’une shructure complexe).

&
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83. Structures & groupe structural isomorphe A L, < Ly X Ly X Ly,
a L'y > L', ou & un de leur sous-groupes.

En raison de Pétude faite dans § 12, sur une variété V,, de dimension 4p,
une structure infinitésimale régulidre de groupe structural isomorphe a
L,>L,>L,>< L, peat étre déterminée par la donnée d’un ensemble
ordonné (C,, C,, C,, C,) de quatre champs deux fois différentiables de
p-éléments de contact demx & deux sapplémentaires ou par la donnée de
I'un des couples (J, &), (&, K), (K, J) de champs de 2p, 2p)-involutions J,,
&, K, de Pespace tangent T, & V,,, telles que: J,ds = F,dp = Ha.

Sur une variété V, une structure infinitésimale réguliére de groupe
structural isomorphe & L', > L', peut étre déterminée par la donnée d’une
structure presque complexe et de deux champs deux fois différentiables C, et C,
&’ 6léments de contact complexes (cf. § 10) supplémentaires X,, et X';p ou
par la donnée d'un champ de (2p, 2p)-involutions H, et d'un champ d’ auto-
morphismes J, tels que: (J,)" = — 1, Jpdls = Hodw.

Dans un voisinage U ume telle structure peut &tre déterminée par la
donnée de 2p formes de PFAFF complexes linéairement indépendantes telles
“que les champs C, et C, soient définis respectivement par:

(33.1) wg =0, 0w =10 s=1,.., p; § =8+ p)h

La méme structure peut étre déterminée par les formes =3 ujws,
n":)]uf,’;ws’ ol les u. et u., sont des fonctions différentiables complexes.
Les différentielles dw* peuvent &’ écrire :

dws = 2 vt A\ w; + Q8

¢ 3. .
(3 2) d(l)s‘ — E wt/ /\ (Ug! + QS”

(s=1,..,p; s =s+0p

ou les formes complexes w; (définies mod. w®) et wy (définies mod. ©*) sont
linéaires en ®* w¥, w*, ot les formes (° et Q¥ qui définissent la torsion
stant des formes différentielles extérieures quadratiques (Q¢ en w®, wk, o,
Q¥ en o*, w* o%). On ne pent associer canoniquement une connexion affine
4 cette structure (qui dérive de deux structures presque complexes corres-
pondant aux champs d’automorphismes J, et &, = JJH.).

Si de plus, on se donne dans 1’espace tangent & Vip en chacun de ses
points (muni de sa structure d’espace vectoriel complexe) une forme diffé-
rentielle extérieure complexe de rang 2p dont les sous-espaces X,, et X'y
sont des éléments intégraux, on détermine sur V,, une structure & dont le
groupe structural G esé isomorphe a I/,; en effet localement la structure
peut étre déterminée par les formes ®* et ©®* ou par les formes =% uto®
ot ¥ =3 ubw telles que Q puisse s’écrire: T v’ A 0¥ =X o A=’ et Yon a:
T wiuy = 5F ; le groupe @ est le groupe I, défini dans § 14. h
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On peut associer canoniquement une connexion affine & cette structure ;
. - 4 . e
on peut en effet déterminer de fagon unique.les formes o} et o qui vérifient
les équations :

dw’ =T ot A o + Qs
(33.3) do* = Zov A wf + QF (8, t=1,.., p)

@f 4+ 0 =0,
ot les formes Q¢ et @ qui définissent la torsion de la connexion s’ éerivent:

Q* = (i A + dppw? A 4 Bhot Aot 4 Bl Aot 4- Blawt Awh 4
+ Binpw?” A o + Ghot A o + ot A o + Chpo® A o),

Q¥ = T (Afp ol Aot + Aot Awvh + Bipot Aok + Biaov Aw® + Biwo! Aot +
(33.4) + Biw* A 0" + Cino?” A oY 4 Clho® A ob + Chot A\ ob)

avec: Am + An=0, App + =0, Ch + C = 0, Cinw + Chp =0,
A + A =0, A5+ 4% =0, Ch + Cly =0, Ch+ Cf=0,
& 1
-B:h oy leh, th/ = Bg/h-

On peut de méme définir un tenseur de courbure ainsi qu’ un scalaire
de courbure, une courbure conforme et une forsion conforme.

Si la structure § dérive d’ une structure complexe, on peut la désigner
par presque parahermitienne complexe; si de plus les deux champs C, et C,
sont complétement intégrables, la structure sera dite parahermitierne complexe.

La recherche de celles des structures § qui sont isotropes (cfr. § 28)
conduit aux structures & intégrables et & des structures localement équiva-
lentes & une structure parahermitienne complexe sur la variété Pp(C) <X Py 0),
Pp(C) désignant 1’espace projectif complexe a p dimensions. On obtient ainsi
un espace riemannien symétrique complexe,

En se limitant & une isotropie restreinte (transformations unimodulaires),
on est conduit en outre & des structures localement équivalentes a4 wune
structure presque parahermitienne complexe sur la quadrique complexe & 6
dimensions @,(C). Cette structure sur @,(C) admet comme groupe d’automor-
phismes le groupe simple & 14 paramétres dont G, et G,” sont les formes
réelles et dont les équations de structure sont les équations (23.7) et (23.8),
ot I'on suppose les formes ©%, ®¥ complexes et linéairement indépendantes
dans le domaine complexe. ‘

La structure peut étre déterminée par la donnée de deux champs de
génératrices supplémentaires de dimension 3, isomorphes & L, (0) [24].
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