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Résumé.— Soit 2 un domaine borné de R? (d = 2 en pratique) représentant la base d'un
bassin sédimentaire, et soient ¢'le flux de matiére et S(¢,x) la hauteur de sédiment en un
point x €  a l'instant t. Alors, I’équation de conservation de masse s’écrit :

aS
o tdivd =0, €0 T zeq,

avec deux expressions possibles du flux ¢ :
i) qlt.z) = =A|VS(ta)+ V(e S(t,2)|, id) dlt,@) = -A|VS(t+7,2)+ V(2 S(t,2))

ou A est un coefficient jouant un role de limiteur de flux, V représente les facteurs de
transport et 7 est un “petit” paramétre positif, correspondant a un temps de relaxation.
Ainsi, on a étudié les deux modéles, d’inconnues S, A, suivants :

Modéle de %—f —div{A|[VS+V (9]} - TA%—‘? — 0 dans J0, T[x,
Darcy-Barenblatt a5
(1 >0) S =0, i 0 sur |0, T[x052, S(0,-) =Sy p.p. dans .
Modéle de % ~div {A [vs LV 5)} } ~0, % +E>0 dans]0, T[xQ,
Darcy S =0 sur 0, T[x09, S(0,-) =Sy p.p. dans Q.

Pour réguler le flux, on cherche A € H(% + E), ot H(r) =0sir <0, H(r) =1sir >0
et H(0) = [0,1], et ot £ > 0 est une constante.

Le probléme de Darcy-Barenblatt est résolu en remplagant A par A. : r € R — A (r) =
min(%, 1), € > 0. En outre, on a un résultat de régularité : si Sy € Wol’p(Q), oup > 2,
alors la solution S. € W1>°(0, T; W,"(Q)) ; la méthode utilisée ici ne fonctionne que pour
d < 2 et repose sur des résultats de Meyers et de Necas. La régularité entraine 'unicité a
partir d’une valeur critique 7* de 7.

Le modéle de Darcy, localement hyperbolique, est moins régulier mais on a des solutions
dans le cas discret en temps. En dimension 1, on a obtenu une solution continue pour le
cas de la sédimentation marine en résolvant un probléme de Bernoulli d’évolution.

Mots-clés : Modéles stratigraphiques, Pseudo-parabolique, Loi de conservation dégé-
nérée, Frontiéere libre.

Ce travail a été préparé au sein de

Laboratoire de Mathématiques et de leurs Applications de Pau
UMR-CNRS 5142



Two mathematical models of the evolution of a sedimentary basin
Phenomena of erosion, sedimentation and transport in geology
Applications in petroleum prospecting

Abstract.— Let Q be a bounded domain of R? (d = 2 in practice) representing the
basis of a sedimentary basin. Let’s denote by ¢ the flow of matter and by S := S(¢,x),
(t,x) €]0,T[x the sediments height. Then, the mass conservation law is given by :

as
o tdivd =0, tel0, T zeq,

with two possible expressions of the flow ¢ :

i) qt,z) = —A[vsa,xnwx,sa,x»}, i) qt, ) :—)\[VS(t+7,x)+X7(z,S(t,x)) ,

where )\ is a coefficient playing the role of a flux limiter, 1% represents the factors of
transport and 7 is a “small” positive parameter, corresponding to a relaxation time. Thus,
we studied two models, of unknowns S, \ :

Model of ﬁ—div{)\ [VS—}-V(-,S)]}—TA@:O in 0, T[x €,
Darcy-Barenblatt ot 9 ot
(r > 0) S =0, gl 0 on |0, T[x09, S(0,-) =Sy a.e.in €.
Model of %—f—div{)\[VSJrV(-,S)” —0, g—f+Ezo in )0, T[x 2,
Darcy | §20 onl0,7[x0Q,  S(0,) =S, ae.in .

To regulate the flow, we sought A\ € H(% + E), where H(r) = 0if r < 0, H(r) = 1 if
r > 0 and H(0) = [0, 1], and where E > 0 is a constant.

The problem of Darcy-Barenblatt is solved by replacing A by A, : r € R —— A (r) =
min(%, 1), & > 0. Furthermore, there is a regularity result : if S, € W,"(Q), where
p > 2, then the solution S. € Wh*°(0,T; W, 7(Q)) ; the methode used here works only for
d < 2 and based on the results of Meyers and Necas. The regularity yields the uniqueness
of the solution if 7 is large enough.

The Darcy’s model, which is locally hyperbolic, is less regular but there are solutions in
the discrete case in time. In dimension 1, we have solved a Bernoulli evolution problem
to obtain a continuous solution in the case of the marine sedimentation.

Keywords : Stratigraphic models, Pseudo-parabolic, Degenerated conservation laws,
Free boundary.

This work was prepared within

Laboratory of Mathematics and its Applications of Pau
UMR-CNRS 5142
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Principes généraux des modéles stratigraphiques

On analyse dans cette recherche des modéles mathématiques, concernant la forma-
tion et I’évolution d’un bassin sédimentaire, sous le triple effet des phénoménes d’érosion,
sédimentation et transport, dii aux vents, pluies, courants de ruissellement, bathymé-
trie, marées, etc ... . Il s’agit de stratigraphie, c’est-a-dire de la formation des couches
géologiques sur une échelle de plusieurs millions d’années. Ces modéles ont été élaborés a
I'Institut Francais du pétrole et présentent un intérét crucial pour la prospection pétroliére
par une bonne compréhension de la formation et 1’évolution des bassins sédimentaires. On
convient d’entreprendre ici une analyse mathématique d’un tel phénoméne physique sous
la contrainte d’un taux d’érosion maximal dépendant de la composition du mélange et
de T'environnement climatique. Cette démarche nous conduit & découvrir des équations
non linéaires d’évolution, de diffusion-transport d’un type original donnant lieu & des pro-
blémes de frontiéres libres.

Outre les applications en prospection pétroliére pour la localisation la plus probable des
réserves d’huile et de gaz, le modéle étudié ici rend compte des modifications des reliefs
de type désertique sous 'effet de vents parfois violents. Un exemple intéressant est donné
par une mission de I’'Unesco qui concerne l’espace désertique créé par ’asséchement de
la mer d’Aral au Kazakhstan a la suite d’irrigations conduites de maniére catastrophique
sur le plan écologique : privée de la plus grande partie de son approvisionnement fluvial
en eau, cette mer intérieure s’est retirée et sa superficie a été divisée par trois. Les vents
violents de la région arrachent le sable et le sel déposé sur le fond de la mer naguére
recouvert d’eau. Selon des estimations, on rapporte (Le Monde du 13 juillet 2007, p.3)
que 200 000 tonnes de sel et de sable sont ainsi chaque année transportées dans un rayon
de 300 km, outre les restes de pesticides et d’engrais auparavant répandus en quantité
dans les cultures irriguées en amont et charriés dans le bassin par les fleuves alimentant
la mer. Ces conditions conduisent & des transformations brutales de I’écologie locale et
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sont causes de graves conséquences sanitaires. Des modéles mathématiques de simulation
présentent donc des possibilités de prévision des évolutions et d’anticiper la prise de dé-
cision pour améliorer la situation.

Un autre exemple peut étre illustré par 'action érosive de vents forts transportant du
sable contre certaines parties de la Grande Muraille de Chine et qui pose le probléme de
la préservation du site.

La situation des transports marins recoit une illustration actuelle par les travaux de
désensablement de la baie du Mont Saint-Michel. Un barrage en construction, agissant
comme un régulateur des flux et des reflux, est destiné a libérer ’endroit de la gangue des
sédiments qui, jour aprés jour, emprisonne I’édifice, autrefois distant de quatre kilométres
du continent et désormais de quelques dizaines de métres. Les marées, dont les courants
montants sont toujours plus puissants que les jusants, ont provoqué I'accumulation de
débris sableux mélangés a des débris de coquillages : la tangue. On construit un ouvrage
hydraulique a double effet sur la riviére locale, le Couesnon dont le flux est aujourd’hui
faible, pour retenir dans un premier temps l'eau dans un réservoir en amont, a marée
haute; au reflux, huit vannes généreront des chasses d’eau dans le lit du Couesnon qui
repousseront les sédiments au large. Selon les expertises, en deux ans de fonctionnement,
la moitié des 3 millions de métres cubes d’alluvions qui se sont amoncelés devrait avoir été
déblayée. En huit ans, les quatre-cinquiémes, et, a I’horizon du milieu du siécle, la cote
moyenne des fonds devrait avoir baissé de 70 centimétres (Le Monde daté du 29 juillet
2007).

Ces deux situations illustrent, dans le premier cas, le transport éolien et, dans le second
cas, le transport marin, naturel ou forcé.

Un aspect particulier de la compréhension de la formation des bassins sédimentaires avec
effet de transport concerne la mémoire des sédiments : & la maniére des carottes glaciaires
qui conservent en mémoire les climats de la planéte au cours des siécles, la séquence des
strates et leurs configurations donneraient des informations sur les évolutions climatiques
et en particulier sur les phénomeénes météorologiques extrémes (fortes tempétes, fortes
houles, oscillation atlantique analogue au phénoméne El Nino, conjecture des cycles cli-
matiques, etc..). On pourra se reporter pour une étude dans ce sens & un numéro récent
de la revue Marine Geology [4].

1.2 Présentation des modéles

Pour mettre en lumiére les difficultés d’ordre mathématique que présentent ces mo-
deéles, on convient d’analyser ici la situation d’une colonne monolithologique.
On note  un domaine borné de R%, d = 2 (ou éventuellement d = 1), figurant la base du
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bassin sédimentaire, supposée horizontale au niveau topographique zéro, et de frontiére
I' réguliére ; on introduit 7" un réel strictement positif, fixant la durée de ’observation du
phénomeéne et ) =]0, T[xQ. On note S (¢, z) la hauteur des sédiments déposés a l'instant
t, au-dessus d’un point x de 2.

A Torigine, les deux modéles objets de cette recherche sont issus des observations phy-
siques suivantes :

1. le flux des matiéres est proportionnel au gradient de la hauteur S des sédiments
déposés ; il s’agit d'un modéle gravitaire régi par la pente du relief mesurée par V.5,
et présentant une analogie mathématique avec la loi de Darcy.

2. le flux est aussi proportionnel aux facteurs de transport (marin ou éolien) qui sont
représentés ici par un terme vectoriel non linéaire V' (x, S).

En notant A le coefficient de proportionnalité entre le flux des matiéres d’une part, et la
pente et le terme de transport d’autre part, on traduit ces observations en écrivant la loi
d’état du flux, de type darcéen, suivante :

7 =-A\VS+V(9),
avec deux lectures possibles selon les géologues :
“qltr) = -A[VS(t )+ V(w S(t, )
* q(t,r) = —)\[VS(t V) + V(a, S(t,x))}, >0,

T étant un “petit” parameétre.

En plus, par des méthodes classiques de viscosité de Barenblatt, on approche, pour 7 > 0,
VS(t + 7,2) par VS(t,z) + TV (¢, z), au premier ordre. On obtient dans ce cas la loi
suivante, nommée “loi de Darcy-Barenblatt”, avec un terme cinétique correctif :

. ~ oS

7 =-\ [vs 4V (x,S) + Tvg],
le paramétre 7 étant un réel strictement positif, dimensionné a un temps, et représentant
un délai d’atteinte de I’équilibre, le cas ot 7 est nul modélisant 1’équilibre instantané ou

parfait.

D’autre part, pour gérer la régulation du flux, on prend en compte
1. une vitesse limite d’érosion, notée E et supposée constante et positive.

2. une contrainte unilatérale d’asservissement instantané régit les variations de 1’éro-
sion a l'intérieur du domaine et sur une partie fixe de la frontiére.
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Le coefficient A dépend de %—f et de E, en prenant ses valeurs dans [0, 1], pour assurer une
condition globale d’asservissement unilatérale et jouer le role, en outre, d'un limiteur de
flux par la contrainte globale (pour le modéle de Barenblatt en dimension d = 1,2 et pour
le modéle de Darcy en dimension 1) :

—% < FE p.p.dans Q, (1.1)

avec pour effet recherché de rendre compatibles deux obligations dans I’écriture des mo-
déles :

i) respecter la contrainte d’érosion maximale

ii) respecter le principe fondamental de conservation de la masse.

Ce point important et essentiel du point de vue des géologues, va étre détaillé dans ce qui
suit, car I’équation de continuité doit étre satisfaite a tout instant, en tout point, tout en
permettant la réalisation de la contrainte globale (1.1).

De sa part, ’équation de conservation de la masse, donne que

%%—divqﬁ =0 p.p. dans Q.

En remplagant ¢ par ses expressions données par les deux lois précédentes, on obtient les
deux modéles objets de cette étude : le modéle de Darcy, appelé aussi le modéle statique ou
le modéle de I’équilibre parfait, o 7 est pris nul; et le modéle de Darcy-Barenblatt, appelé
aussi le modéle dynamique ou cinétique, ol 7 est strictement positif. Ce sont les suivants :

Darcy :
T=0
o8 05 3
E—dw{/\ (E+E) [VS+V(1~,S)}} —0,

Darcy-Barenblatt :

T>0
2s oS , . 25 8
E—dlv{/\ <E+E> [VS+V(x,S)]}—wa{A (E+E> VE} ~0.

Nous commencons par le modéle de Darcy-Barenblatt, car la présence du 7 donne lieu a
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des estimations a priori riches, indispensables pour la résolution du probléme mathéma-
tique lié au modeéle a effet régularisant.

Mathématiquement, le choix de A est guidé par la nécessit¢ de respecter les contraintes
suivantes, donnant lieu & un probléme a frontiére libre, selon T. Gallouét [43] :

%+E > 0,0<A<1 et (1—)\)(%+E)=0 p.p. dans @, (1.2)

ce qui conduit a prendre, sous réserve d'une régularité suffisante, A € H(% + E), ou 'H
est le graphe maximal monotone lié¢ a la fonction de Heaviside. En particulier,

sien (t,z), % + E > 0, autrement dit, le taux d’érosion maximal n’est pas atteint,

alors, A = 1 et donc la contrainte est inactive : le flux n’est pas limité.

sien (t,x), %—FE = 0, situation limite ; la contrainte est active ; alors A doit prendre

une valeur appropriée entre 0 et 1 pour rendre possible la réalisation de I’équation
de continuité.

*

*

Il n’est pas certain qu’'un tel A, s’il existe, soit unique en son genre, et la question se posera
de savoir quel est le A\ physiquement significatif.

Sous réserve que la régle de dérivation a la chaine soit valide dans le cadre fonction-
nel que I'on va retenir, on observe que :

oS 0S 08 08 ,
A\ (E + E) Va =\ (E + E) v (E + E> (car E mne dépend pas de x)

+
=V (% + E) (dérivation & la chaine dans H'(Q)),

pour tout choix de A € H(% + E) d’aprés la régle de Marcus et Mizel.

Donc,
oS oS oS oS
i =V — > 0.
)\(at+E>Vat v@t si 8t+E_O
D’ou l'idée de considérer I’équation modifiée, pour le modéle de Darcy-Barenblatt :
oS . oS - oS
E—dw{)\(a—kE) [VS+V(x,S)]}—TAE—0. (1.3)

Equation dite pseudo-parabolique, présentant un terme régularisant par rapport a I'équa-
tion du modéle de Darcy.
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Pour nous permettre de mieux gérer les opérations qu'un calcul informel fait rencon-
trer, on va prendre une approximation réguliére de A, type ’approximation lipschitzienne
croissante, de Yosida, suivante :

(1 sir>e,
r .

A(r) = B si0<r<e,
0 sir <0,

avec € > 0.

[nversement, pour un modéle, par exemple, a conditions de bord de type Dirchlet homo-
génes, le choix de la fonction-test <%—f + E) dans (1.3) et Papplication de la formule de

Green pour le probléme de Darcy-Barenblatt et le choix de multiplier (1.3) par 1 (25 1 B0y
t

avec 7 = 0 pour le probléme de Darcy 1 — D, montrent que la contrainte (1.1) est auto-
matiquement réalisée dés que la fonction A est nulle sur R™, E étant non négative. Dans
ce cas l'expression A2 5, coincide avec l'expression div {)x (85 + E) Vas } A étant prise

dans H(% + E>

t

En conclusion, les modéles “Barenblatt” et “Barenblatt modifi¢” ne sont pas équivalents
pour les choix de A = A, type approximation de Yosida de H, mais sont asymptotiquement
équivalents lorsque le limiteur A est régi par le graphe maximal monotone H de la fonc-
tion de Heaviside, ¢’est-a-dire, au moins informellement, & la limite lorsque ¢ — 07. Dés
lors, le probléme de type Darcy-Barenblatt prenant en compte exactement les conditions
unilatérales globales (1.2) peut s’énoncer sous forme d’une équation pseudo-parabolique
(c’est-a-dire régularisée par un terme de viscosité) :

Trouver le couple (S, \) tel que :

05 N 05
8.5 € L0, T HY(Q), A€ L (Q)DH<E+E>

vérifiant pour presque tout ¢ de |0, 7 et pour tout v de Hy(£2)
- oS
/ —0 dx—i—/)\[VS—l—V(x,S)} -V dx—l-T/ VE'VU dr =0, (1.4a)
Q

S(0,-) =Sy  dans Hy(%). (1.4D)

Le modéle de Darcy s’obtient en prenant 7 = 0 dans I'écriture précédente et pourrait se
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formuler de la fagon suivante :

Trouver le couple (S, \) tel que :

S e L0, T; HY(Q)) N HY(Q), A € L=(Q) ﬁH(%—f + E)

vérifiant pour presque tout ¢ de |0, 7 et pour tout v de Hy(£2)

9, dx+/)\[VS+X7(x,S)] Vo dz =0, (1.5a)
Q at Q

S(0,-) =Sy dans Hy(Q). (1.5h)

Ici, s’ouvre une question délicate pour ce dernier modéle en dimension d’espace d > 2
et qui sera développée a la remarque 4.1 ; doit-on inclure dans la définition d’une solution
la propriété

aa—f +E>0 p.p. dans @ (1.6)

ou bien cette contrainte est-elle implicitement contenue dans la formulation variation-
nelle? En effet, on a p.p. en t et p.p. dans €2 et par la non-négativité de F,

0< (% + E) < div A (VS +V(@,9)) | Loz meny

et
/\1{%+E<o} =0,

et la question (sans objet en dimension 1 par le lemme de Saks) est de savoir si cela
implique que

div [A (vs+x7(x,5)>] —0 pp. dans {g—f+E<0}.

On verra que la réponse est négative en dimension d > 2 sans informations supplémen-
taires plus précises sur le limiteur A, et que la condition unilatérale (1.6) doit a priori
étre incorporée dans la définition d’une solution en dimension d’espace d > 2.

1.3 Analogie avec des modeéles d’asservissements ther-
miques. Nécessité d’un limiteur de flux

On peut se convaincre a partir d'un cas trés simple relevant de ce dernier modéle
de la nécessité d’introduire un limiteur de flux pour assurer la compatibilité entre la
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contrainte (1.1) et la loi de conservation de la masse :
prenons des données trés réguliéres :

So € Hy () N H*(Q)
V(z,S)=0
E >0, E une constante.,

et supposons qu’il existe une solution (5, 1), i.e. A = 1 partout (flux non régulé). Dans ce

. S . o o
cas, la fonction £ = — vérifie, au moins informellement, par dérivation par rapport a t,

ot

— —A¢=0 dans @
P ot

E=0sur X, £0,-) =AS, dans Q

et donc la satisfaction de la contrainte (1.1) implique que 1'on ait (il y a en outre équiva-
lence), selon un principe du minimum :

ASo+FE >0 p.p- dans ,

ce qui n’est pas vérifié en général : il suffit pour obtenir un contre-exemple de prendre une
topographie initiale présentant des zones concaves, a concavité suffisamment forte.
En outre, une condition liant deux quantités étrangéres I'une a l'autre n’aurait pas de
sens physique et serait artificielle. Par analogie, on peut interpréter le probléeme P _y)
comme une équation de diffusion isotrope de la chaleur avec des parois maintenues & 0
degré, et si la température initiale présente des zones a trés fortes variations du gradient
de température, on ne peut obtenir un refroidissement avec une vitesse de refroidissement
limitée sans un procédé de régulation thermique. Il y a la une étroite analogie avec les
modéles de climatisation ot le flux de refroidissement doit étre régulé de fagon & éviter une
trop forte et rapide variation de température en un point, ce qui aurait des conséquences
physiologiques. Lorsque le vecteur V est pris non nul, cela correspond dans cette analogie
au cas ou le flux thermique est composé d’un flux de diffusion et d’un flux de convection
(ou transport forcé).
Cependant, ce type de modéle avec une contrainte sur une vitesse n’est pas pris en compte
dans le chapitre 2, “Asservissements thermiques” du livre de G. Duvaut - J. L. Lions [34].
Donc, dans I'esprit de notre démarche, la classique équation de diffusion de la chaleur
ou

i div (¢(x)Vu) = f

doit étre revisitée sous la forme plus sophistiquée

0 0
8_1: —div ( (a—?)Vu) = f,
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ou bien, pour un processus d’autorégulation,

ou . ou
i div (H(E +E)Vu) —f 30

+C.I.+C.B,

E étant une valeur-seuil pour la vitesse de refroissement (en degré par unité de temps),
a ne pas dépasser. On peut imaginer le méme type de contrainte pour des processus
industriels de refroidissement d’un bloc d’aluminium, par exemple, sorti du four, pour
lesquels la vitesse de refroidissement doit étre maitrisée. L’ajout d’un terme de convection
forcée peut étre transcrit par le vecteur de transport V(x, u).

1.4 Cadre fonctionnel, notations et principaux résul-
tats utilisés

Nous nous placons tout au long de cette thése dans le cadre général des espaces
de Sobolev, en faisant la majorité du travail dans un cadre hilbertien. Nous utilisons les
notations suivantes :

1.4.1 Notations

Q2 : un domaine borné lipschitzien de R?, de frontiére I', d = 2 ou, éventuellement,
d=1
Pour V' = (11, Va),

IVl s max(Villiw). avec [Vili(o) = sup Vil

Pour 1 < p < o0,
1l oy = IV Flzogen.

si p =2 (le cas hilbertien), on note
[z ) = IV Fllz2)-

lips : constante de lipschitz de f.

[T max(f,0).

f~ : max(—f,0).

C.I., C.B. : Condition initiale, Condition au bord.

P.p- : presque partout.

‘H : le graphe maximal monotone lié a la fonction de Heaviside.

8,51&.
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1.4.2 Principaux résultats utilisés

Outre le théoréme de la convergence monotonne de Beppo-Lévi, le théoréme de la
convergence dominée de Lebesgue, le théoréme de Schauder-Tikhonov de point fixe, le
théoréme de Lax-Milgram, le lemme de Gronwall (dans le cas continu), le lemme de Saks,
le lemme de Marcus et Mizel et le lemme de Urysohn, on utilise les résultats principaux
suivants :

Le lemme 1.1 est prouvé dans le livre de Haim Brézis : Opérateurs maximaux mono-
tones, pages : 140-145 (|29]).

Lemme 1.1. Soient [0,T] un intervalle de R, F un espace de Banach réflexif et un réel
p tel que 1 < p < +oo. Alors, toute fonction u € WHP(0,T; F) est telle que : pour tout
to, t €10,T] on a

¢
u(t) = u(to) + / u'(s) ds.

to

Pour le lemme 1.2 suivant voir Bainov [22].

Lemme 1.2. Soit (z,)nen une suite de nombres réels, supposons que go, ky, pn sont des
nombres réels non négatifs tels que

n—1 n—1
r<go et Vn>1 z<go+ Y p+ Y ku
=0 =0

alors

Vn > 1, Ty < (go—l-Zpl) erp (Zkl> :
1=0 1=0

Le résultat suivant est un théoréme de J. B. Pettis, cf. [30]
Théoréme 1.3. Soient (X, B, ) un espace mesuré et Y un espace de Banach. Alors,
DVapplication f : X —— Y est fortement pu-mesurable si et seulement si
1. f est faiblement p-mesurable, et

2. f est u-essentiellement & valeurs séparées, C’est-a-dire il existe A € N(u) (A€ B
avec u(A) =0) tel que f(X \ A) est un sous-ensemble séparable de Y.

Pour énoncer les deux résultats suivants, on se donne B = (b;;)1<; j<q4 une matrice
symétrique a coefficients dans L>(£2) telle que :

E|O<061§042, VfER27
a|é)? < Z?j:l bij(2)&&; < aslé]?, pour presque tout x dans .

Le théoréme de Meyers suivant est démontré dans [25].
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Théoréme 1.4. (N. G. Meyers)
Si Fe HYQ) et u € Hy(Q) est l'unique solution du probleme variationnel :

Trouver u € H}(Q) telle que ¥V v € HI(Q),

ou (%
/ Z bz] al,z 81'] r =< F’U >H*1(Q)><H3(Q)a

i,j=1
alors, il existe un réel pg > 2 dépendant de aq, s et Q) tel que
Vp € [2,po], 3C, >0 tel que si F € W 2(Q) on a,
15
uwe WoP(Q) et [lullyrg) = IVull 2 < GollFllw-1r@)

Le théoréme de Necas suivant concerne les problémes elliptiques a coefficients conti-
nus, et il est démontré dans [53].

Théoréme 1.5. (J. Necas)
Soit Q C R, d > 1, de fronticre I de classe C™, et soient uy € Wol’p(Q) ., p>2et
(fo, f) € LP(Q) x (LP(Q))4. Considérons le probleme suivant

0 ou
(N) “or (b e ]) fo— dwf dans
U = Ug sur T,
ot les coefficients b;; sont tels que
bij € C(Q), bi;&& > alé]* VE€RY, avee a > 0.

Alors, soit u la solution du probléeme (N'); il existe C, > 0, telle que

d
||U||W1,p(Q) <G (HUOHWLP(Q) + Z ||fi||LP(Q)>
i=0
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1.5 Plan de travail

Le plan du travail est le suivant :

1. Dans la premiére partie, nous étudions le modéle de Darcy-Barenblatt régi par I’ap-
proximation A, € > 0; nous faisons une approche par semi-discrétisations implicites
en temps, ce qui va nous mettre en mesure d’appliquer un théoréme de point fixe de
Schauder-Tikhonov pour trouver une solution dans le cas discret en temps. Grace
a des estimations a priori, que vérifie cette solution, et a l'aide d’une propriété
d’unicité supplémentaire que ’on va mettre en évidence et qui entrainera ’appel au
théoréme de J. B. Pettis (c¢f. [30]), on achéve la preuve de I'existence d’une solution
de la formulation continue dans le cas hilbertien. La méthode utilisée développe de
fait des arguments de compacité mis en oeuvre par G. Gagneux et G. Vallet dans
[42] et généralisables aux problémes pseudo-paraboliques, avec termes de transport.
Ensuite, en utilisant des théorémes de N. G. Meyers (cf. [25]) et J. Necas (cf. [53]),
on verra que la propriété de régularité sur ’état initial est héréditaire par le schéma
semi-discrétisé, et de la méme facon que dans le cas hilbertien, on passe a une for-
mulation continue avec un gain de régularité L”, p > 2. En d’autres termes, si l’état
initial est dans W,"(Q), avec p > 2, la solution construite par semi-discrétisation
est dans W1°°(0,T; W, 7(Q)). En fin de la partie, on prouve I'unicité de la solution
pour un délai de relaxation 7 assez grand, grace aux inégalités de Sobolev, via le
gain de régularité.

2. Dans la seconde partie, nous faisons pour le modéle “raide” de Darcy une démarche
similaire & la précédente, sauf qu’ici on n’est pas en mesure de passer au cas continu
en dimension 2 ; nous prouvons donc l’existence et 'unicité de la solution du modéle
discret, puis nous spécifions ’étude pour le cas des phénoménes de sédimentation
en transport marin en dimension 1 d’espace. En particulier, nous mettons en évi-
dence le caractére hyperbolique dégénéré de 1’équation qui régit ce modele par divers
effets révélateurs : existence de zones mortes et d’effets de cloisonnement, construc-
tions de solutions particuliéres de type “traveling waves” avec obstacle mobile pour
pointer des phénoménes de propagation a vitesse finie. A la fin de la partie, nous
donnons, toujours en dimension 1 d’espace, un résultat d’existence d’une solution
de formulation continue, en résolvant de fait un probléme de Bernoulli d’évolution.

3. Nous présentons dans un appendice un contre-exemple que nous a fourni le profes-
seur L. Ambrosio (ENS Pise) et qui répond & une question que le modéle étudié ici
pose de facon récurrente :

Si Fe {52 (Rd)}d, d>2 etsi div F calculé au sens des distributions, est dans

loc

> (R%), peut-on affirmer que div F =0 sur {ﬁ = 6} ?
On verra que la réponse est non, sans informations supplémentaires, grace a un ré-
sultat de Lusin sur les gradients dia a G. Alberti [1]. Il s’agit d’une question qui joue

un role important dans les équations d’évolution qui traduisent une loi de conserva-
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tion de la masse en dimension d’espace d > 2 :

si

@+divc]: 0, Ou € L'(Q),

ot ot
peut-on affirmer que div ¢= 0 sur {¢'= 6} et donc
ou
ot 1{q 0y — 07

Un aspect particulier ([11], 16], [7] [12]) est donné lorsque ¢ est de la forme
qg= /\B )\ une fonction scalaire et B un champ de vecteurs faiblement dérivable, et
qu’il s’agit de donner des formules de dérivation & la chaine pour la divergence au
sens des distributions, 7.e. pour div (Aé), en particulier lorsque A est la fonction
indicatrice d’un ensemble & périmétre fini.

Sous ces aspects, le cas monodimensionnel est singulier, 'opérateur divergence se
réduisant au gradient, pour lequel les résultats de Marcus et Mizel [49] apportent
les réponses dans les algébres L>®(Q) N H'(Q2) ou plus généralement dans L>°(Q2) N
BV (), selon A.IL Volpert [57].



Premiére partie

Modéle de Darcy-Barenblatt
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Chapitre 2

Formulation du probléme
“Darcy-Barenblatt” et existence d’une
solution

2.1 Formulation du probléme

Soit © un domaine borné lipschitzien de R?, de frontiére I'. Le probléme “Darcy-
Barenblatt” consiste a trouver une fonction S, £3—mesurable sur Q := |0, T'[x 2, vérifiant
de maniére informelle les quatre relations suivantes :

as . oS - a8
gl div {)\ <E + E> [VS +V (m,S)} } - TAE =0 dans Q, (2.1a)
S =0 sur X =|0,T[xT, % =0 sur X, (2.1b)
S(0,z) = So(z) pour x € . (2.1c)

avec \ € H(% + E), ol H est le graphe maximal monotone de la fonction de Heaviside.

La fonction V est supposée L3 — mesurable, définie presque partout sur Q x R, a valeurs
dans R?, et bornée ainsi que ses dérivées partielles premiéres. Autrement dit :

Ve Whe(Q x R, R?).
En particulier, elle est uniformément par rapport & x lipschitzienne en S, ¢’est-a-dire :
dM >0 tel que VxeeQ V.S, §€R,on a
HV@:,S)—V@E)HRZ < M’S—g‘. (2.2)

22
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Dans ce chapitre et le chapitre suivant, nous travaillons avec 'approximation \. définie
dans la section 1.2. Nous nous proposons alors d’étendre les résultats établis dans sa thése
par A. Mokrani [51] lorsque le modéle prend de plus en compte un terme de transport
non linéaire (marin ou éolien) exprimé par le champ de vecteurs V.

Par analogie avec les modéles d’asservissements thermiques décrits en 1.3, on prend donc
en compte dans ce qui suit Ieffet d’une convection forcée.

Nous choisissons un cadre fonctionnel convenable pour donner un sens & chacune des
expressions qu'un calcul informel fait rencontrer. Ainsi, on suppose que la configuration
initiale Sy est dans HJ(2), et on multiplie équation (2.1a) par v € H} (), puis on intégre
sur €); on peut donc, aprés 'application de la formule de Green, écrire la formulation va-
riationnelle suivante :

Trouver S. dans H'(0,T; H}(Q2)), tel que pour tout v de Hg(Q2) et p.p. ¢t €]0, T,

05. 05. — 05, B
ot v dx—l—/Q Ae (E + E) [VSE—FV(:E,SE)] Vv dr+T1 /QV BT Vv dr =0, (2.3a)

S:(0,z) = So(x) pour presque tout x dans (. (2.3b)

2.1.1 Propriétés descriptives des éventuelles solutions

Lemme 2.1. Sous réserve qu’une solution du probléeme (2.3) existe, alors cette solution
S: possede automatiquement les propriétés suivantes :

1. la contrainte du taux d’érosion mazimal (1.1) est implicitement contenue dans l’équa-
tion (2.3a) par le fait que E est une constante positive et que \. s’annulle sur R™.

2. pour presque tout t dans |0, T[, S- vérifie l’estimation d’énergie :

0S: |2 0S; |2 08, 08, -
€ € >\€ = E —€|: c , e i| =0, 24
H ot L2(Q)+TH ot Hé(g)—i_/Q ( ot + )V It VS. + V(x,S.) 0, (2.4)
et donc, en particulier pour presque tout t dans 10, T[, on dispose de [’estimation
d’énergie :
05. 1 .
H o1 ey = ;(HVSEHLQ(Q)Q + V]l mes(Q)). (2.5)

3. On dispose d’une information sur les zones d’érosion mazimale :
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Si E >0, alors l’ensemble, L*>— mesurable, {x €, 685; + FE = ()} est L2— négli-
geable, pour presque tout t dans ]0,T7.

4. La solution S. appartient en fait o l'espace W (0, T; HY(Q)) et on a

1
2 2\2 | 1
1Sllreo, 7 sy < 2% { (2 1S0ll2y @ + 20T ) et }

ou
€ = () (4102 + 2071 mes(2) ) e

T

Preuve :

1. On prend comme fonction-test, la fonction v = (%S; + E)~, ce qui est un choix licite ;

il vient donc du fait que A. est nulle sur R™, que pour presque tout ¢ dans |0, T,

05 (0S. - d5. 0Se - _
/Q BN (at +E) dx—i-T/QVat -V(at —i—E) de = 0,

comme FE est constante, alors,

2
85. 85S. - 8S. -
. = — <
Vo V(8t+E) {V(at+E>}_0,

donc, selon la relation précédente

0S. (08, -
g g E > )
/9815(615+ ) dx >0
Or

95, 9. T [ 9S.(08. - 9. -
/Q<at+E)(at+E> dx—/gat(at+E> dx+/QE<at+E) d

J/ .

>0 >0 car E>0
alors, p.p. en t,
S -1?
: E) dz < 0
[{(Grvp)} s
c’est-a-dire,
0. - 0,
||( 9 +E) < 0, d’ou BT +FE >0, p.p dans Q.
L2(Q)
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. . . 08, . .
2. On prend maintenant comme fonction-test, la fonction v = —— et on obtient direc-

ot
tement p.p. en ¢, Pégalité (2.4), qui nous donne p.p. en ¢, que
oS, 0S.
AN E [ }d
‘ o S (S + B)V=2[VS. + V(a,S.)

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz sur le membre de droite, on trouve

p.p- en t,
‘ 08,
ot

et comme V est bornée, on obtient (2.5).

__HW&+V@&)

9

L2(9)?

du

9Se
3. On prend ici la fonction-test v = [ ¥ pw oyl

dans ]0, T, que

a5,

ts VBSE 2
/855 /a v dx—l—/T 82 o) dz
o 0t \Jo A(u+E)+n o A(GF+E)+n

)‘(8S5+E) ¥ 055
S/Q)\(@SS+E)+U'(VS€+V)’V( at)

avec n > 0. Il vient, p.p.

dzx,

d’ou, par le théoréme de convergence monotone de Beppo Lévi quand n — 0, p.p.

en t,
a5,
tE VBSE 2
/858 /3 du dr + /7_ (85815) dr
Q at 0 >‘€(u+E) Q /\E( 8; + E)

/ - 0S.
< .
Q

Cette estimation est beaucoup plus subtile que celles données en (2.4) et (2.5) et
donne des informations sur le comportement des éventuelles solutions dans et au
voisinage des zones critiques ou 'on est proche du taux maximal d’ erosion admis-

sible. On observe donc que pour presque tout t, I'expression 835 fo or As(qurE est
finie £2—presque partout ; or, en particulier,
85/% du E/EmL 0. .
— = sur =0;;
ot Jo  A(u+ E) o Ae(u) ot
et si £ > 0, ceci est en contradiction avec le fait que l'intégrale fOE /\j&)
1 €
> - our r > 0, 2.6
Ae(r) —or P (26)
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d’ot la conclusion que I’ensemble o le taux d’érosion est maximal est de £?-mesure
nulle, pour presque tout t.

4. Elevant I'estimation (2.5) au carré, il vient p.p. en ¢, que
‘ 05,
ot

En utilisant le lemme 1.1, on trouve, pour presque tout ¢ dans |0, 77[.

2 o
< 2 (195 + 171 mes(e). 27

t
2 2 05, 2
19 < 2Vl + 2 [ VR bl
On utilise de nouveau l'inégalité de Cauchy-Schwarz, et on aura p.p. en ¢
t
2 2 aSa 2
IVS:lr2p < 2[[VSoll o) + QT/O HVWHHW do. (2.8)
Dong, il vient de (2.7) que, p.p. en t,

’ oS
ot

2 -
52 ||so||ip(m + [V ||mes(©)]

+ 2 I

Il suffit maintenant d’utiliser le lemme de Gronwall pour obtenir, pour presque tout
t dans )0, T7,

%1,

Cette derniére estimation nous donne que 8_255 est, en fait, dans L>(0, T; H}(Q)).

CO

4/|So +2||V|| mes Q))e

HY Q) T 7'2< HHI

Mais S, aussi, y était déja, car
HY0, T3 HY(Q) © C(0, Tl HA(Q) C© L=(0, T; H(S).
D’ou
S. € Wh (0, T; Hy(S)).
De plus, en posant
Cr) = =5 (4l1Solly 0y + 2V I mes(@) 7
on trouve de (2.8),

||Sa||§13(9) = 2||SO||12L15(Q)+20(7')T2

Donc on a

||*S(5||I/Vl,cx>(07 T H(l)(Q)) S max { (2 HSOHf'{&(Q) + 20<T)T2> : C(T)

[SIE
[NIE

} . (29)
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2.2 Existence d’une solution

2.2.1 Approche par semi-discrétisations implicites

On discrétise implicitement par rapport au temps, et soit h > 0 le pas de cette
discrétisation. On suppose que Sy est dans H}(Q). On cherche dans ce paragraphe la
configuration S.(h,z) pour presque tout x de §2; pour cela on considére le probléme sui-
vant :

Trouver S. dans H} () tel que pour tout v € H} (), on aura

/Sg_sovdx+/Ae<Sg_S°+E) VS 4+ V(2,5.)| - Vo do
a h Q h

+ r/v (SE_S”) Vo dz =0, (2.10)
o h

dont on va montrer I'existence d’une solution par une méthode de point fixe.
Considérons d’abord, pour un élément quelconque g de Hj(f2), le probléme linéaire sui-
vant :

Trouver S? dans H}(Q) tel que pour tout v € H} (), on ait
9 _ — .
/S‘f S%dx+/A6 (9 SO+E) [vsg+V(x,g) Vo dz
o h Q h

g _
+ r/v (SE - SO) Vo dz = 0. (2.11)
Q

Ce probléme admet d’aprés le théoréme de Lax-Milgram une unique solution dans H} ().
Si cette solution SY = g alors le probléme (2.10) a une solution. C’est ce que nous prou-
vons par la suite.

On prend v = S dans (2.11), et on remarque que

1 1 1
(S = S0) S2 = 5152 + 5152 = Sol” = 5 |0l

pour obtenir

1 1 g — S
7 ||Sg||i2(§2) Ty 152 — 50||i2(9) +2/ﬂ/\a ( A +E> ||VS§’|32(Q)2 dx

g 2 g 2
T 152120y + 7 152 = Soll o)

1 2 T 2 g9 —So —
:E||SO||L2(Q)+E||SUHH3(Q)_Q/Q/\é( T TE) V- VS dz.
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D’ou l'estimation :
T 2 1 2 T 2 -
TSIy < 3 1ol + 7 SollZgiey + 207 oo v/mes@) 15y
donc
2 2 2 = 2
71820 @) < 1S0llz20) + 7 S0l 0y + RV [1Zemes(Q) + R [1SE 5 o -

et finalement, on trouve, pour h €]0, 7/,

max(1,7) h
1523 e < \/ % ISolzg ) + == IV [Zmes(€).

Donc, pour tout g de Hg (L), la solution S du probléme (2.11) se trouve dans une boule
fermée de HJ(2). On définit alors lapplication :

¢ : H(Q) — Hy(Q)
g 57

pour chercher si elle posséde un point fixe.

Si on note

max(1l, 7 h
r= \/% ||50||H1 + —||V||2 mes(£), (2.12)

alors la boule fermée EH(} (0,7), de H}(£2), est stable par ¢, autrement dit ¢(§H3 (0,7)) C
EH(% (0,7); et comme cette boule est non vide, fermée, bornée, convexe, et dans un espace
séparable et réflexif, alors, pour appliquer le théoréme de point fixe de Schauder-Tikhonov
sur I’application ¢, on va montrer que cette derniére est faiblement-faiblement séquentiel-
lement continue de EHS(O,T’) dans EH% (0,7); c’est-a-dire, on montre que : si une suite
(gn)n C EH&(O,T), converge faiblement vers un élément g de EH(% (0,7), alors la suite
(S97),, converge faiblement vers S¢ dans HJ(2). On utilise ici le fait que la topologie
faible est métrisable sur les bornés, Hj(f2) étant séparable.

Soit donc (gn)n C EH&(O,T) une suite convergeant faiblement vers un élément g de
Bya(0,7), et (S27), la suite image associée par ¢. Comme la suite (S2"), est bornée dans
H(Q), alors on peut en extraire une sous-suite, notée (S2’);, qui converge faiblement
dans H}(Q); il existe alors x € Hj(Q) tel que : lorsque j — 400,

SS9 — ¥, faiblement dans H (<), (2.13)
et évidemment, on a lorsque 7 — 400,

g — g, faiblement dans H ().
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L’injection de Hj(2) dans L?(Q) étant compacte, alors, lorsque j — 400,
g9 —9g fortement dans L*(Q)
et pour une sous-suite de (g;), notée (gi), on a, lorsque k — +00,
gL — g p.p. dans Q; (2.14)
et évidemment, de (2.13) on a, lorsque k — +o00,

S — x faiblement dans H;(S2). (2.15)

Maintenant, comme ). est lipschitzienne, et comme V Vest aussi par rapport a sa deuxiéme
variable d’aprés (2.2), alors on trouve, lorsque k — +00,, que

&(%_%+é»ﬁ&e_%+E) p.p. dans €, (2.16)

h h
et que . .
Viz, gr) — V(z, g) p.p. dans Q. (2.17)

De (2.14), (2.15), (2.16) et (2.17), on peut passer & la limite dans la suite des problémes
linéaires de terme général :

Pour tout terme g de la suite (gy)ren, trouver S9% dans H)(Q) tel que pour tout v €
Hy (92),

9k _

9k _ — N
/ 55, da:+/ A (250 p) [VS§k+V(x,gk)] Vo d:c—i—r/ v 20 gy dr =0,
o h Q h Q h

On obtient a la limite, lorsque k£ — 400, le probléme variationnel :

Trouver x dans H}(f2) tel que pour tout v € H}(Q2), on a

/ X— SOU dm+/ aa(g — 50 +E) [Vx+\7(x,g)] -V d:p+7'/ V(X — SO)-VU dr = 0.
q h Q h w h
D’ou

X =52,
par argument d’unicité ; et en outre, I'unicité du point d’accumulation assure a posteriori
qu’il n’est pas nécessaire dans la démarche précédente d’extraire des sous-suites : en
d’autre termes, toute la suite S converge faiblement dans H}(Q) vers SY. Ainsi 'appli-
cation ¢ est faiblement-faiblement séquentiellement continue, et donc d’aprés le théoréme
de point fixe de Schauder-Tikhonov, ’application ¢ posséde au moins un point fixe, et
par conséquent le probléme (2.10) a une solution.

Nous avons donc démontré la
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Proposition 2.2. Soient S° € Hj(Q), N € N* et h = %; alors, il existe une famille

(S)1<i<n, telle que pour tout v € H}(Q), et pour tout i, on ait

i+l _ qi i+l _ gi ‘ . ‘
/ uv dr + / Ae <u + E> [VS;H +V (2, S5 | - Vo da
Q Q

h h
+ 7'/QV (W) -Vovdr =0. (2.18)
De plus, 4 '
S";%_Tsél +E >0, p.p. dans .

2.2.2 Passage a la formulation continue

Notre objectif dans ce paragraphe est de faire tendre le pas de discrétisation h vers
0% pour obtenir de maniére continue une configuration S.(¢,-) pour tout instant ¢ dans
I'intervalle [0,7]. Pour cela, on va mettre en oeuvre une méthode de compacité fondée
sur le fait qu’a chaque instant, on pourra construire des sous-suites extraites, de rang
dépendant de t, mais dont le point d’accumulation est unique en son genre. On montre
alors la

Théoréme 2.3. Pour une configuration initiale Sy € Hy (), il existe au moins une
fonction S, représentative de la topographie, vérifiant

S. € Whe(0, T H())

08,
ot
S:(0,-) = Sy p.p. dans

+E>0 p.p. dans @

et régie par ’équation variationnelle, p.p.en t €)0, T[ et quel que soit v de H} (),

+7 / VaSg (t) - Vv dx = 0. (2.19)
o Ot

Preuve :

A partir des configurations discrétes connues d’aprés la proposition 2.2, on construit les
fonctions suivantes, définies sur [0, 7] & valeurs dans H} () :
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N-1
SEE) = ST W, iy (8), (2.20)
i=0
- Nlrgitl _ gi ' -
CHOEDS {%(t —ih) + 54 Lin, @uym(t),  S2(0) = So (2.21)

i=0
et on note que la dérivée 8,5" calculée au sens de D'(0, T; HE(RQ)), est la fonction étagée

Sé'+l _ Sz

08I (t) = 7 Lin, rnni(); (2.22)

oit S := S.(ih,-), 0<i < N et S® = Sy; on a donc

N
HSgHiP(O, T; HY Q) — Zh Hs«i”ifol(g) ’
=1

atgh =

- max
L>=(0, T; HA(Q))  i€{0,1,...N—1}

h

141 7
‘Ss _Ss

Hg(Q)

et
N—

L i i||2
120, T5 HAQ) ZO h IS~ SEHH&(Q)’

Donc, en utilisant les notations des fonctions Sf et (9tSh il vient de I’équation (2.18) que
pour tout ¢ € [0, T], pour tout v € H}(Q),

0.5

/ 8,8 (t)v dx + /Q by (@gf(t) + E) [vsg(t) + 17(95,5?(75))} Vv dx

T / VoSt (t) - Vo dx = 0, (2.23)
Q

On s’intéresse & montrer que les suites ("), et (5), sont, indépendamment de h, bornées
respectivement dans L>(0, T; Hj(Q)) et WH>(0, T; H}(Q)).

i+1 _ qi

g =il vient que

En prenant comme fonction-test, dans (2.18), la fonction v = ;

S — 51\ st =S\
[C) e [0 o

] . ] i+l _ Qi
< / [vs;“ +V(a, S;“)] v (u)‘ dz
0 h
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d’ot1, en particulier, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

S-S5 i1 7
. . (11| gy oy + VeIV 1) (2.24)
Q

T

En outre, on peut écrire

4 i+1 Sk 1
VSt = vs0 4+ h Z e e )
de sorte qu’il vient ’estimation :
- . i+1 Sk 1
155 My < 15° ey + hZ - (2.25)
Hy ()
Donc, d’aprés (2.24),
. ; 3 bt
il < Vmes@Q)[V]ioe + 5]l 1 +h2 .(2.26)
HY(Q) Hg ()
D’ou
Gitl _ gi o Sk — Gk=1
(T —h) H% < V/mes(Q) ||V oo + ||SOHH(}(Q) = )
Hg(Q) Hy(Q)

En faisant I’hypothése, légitime en faveur du passage au cas continu, que h < 7, on peut
utiliser le lemme de Gronwall discret (1.2) qui nous donne, sous cette hypothése, que

_ Vmes(@ HVHooJrHSOHHl ( T )
exp )

T—h

S;'—H _ Sz
5

Hl(Q) h
et en faisant maintenant définitivement ’hypothése que h < 7, on obtient que

(\/Wuvnmﬂ\sonm ) = (2.27)

511 = 5t
5

HiQ)

Cette estimation ouvre la voie a la résolution du probléme; elle nous donne directement

que la suite ( ) demeure dans un borné fixe (ne dépend pas de h) de L*>°(0,T; H}(92)), ce
qui implique, d apreés I'inégalité (2.25), que la suite (S");, demeure elle aussi dans un borné
fixe de L>°(0,T; H}(€2)). Cela dit aussi que la suite (S");, est bornée dans L>(0,T; H} (2)),
car

S;'—i—l o Sz Sz-l—l Sz

| 3 =(t —ih) + St a2 < T 3 = + |52 | 123 (0
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Donc, (gf)h est uniformément, par rapport a h, bornée dans W>°(0,T; H}(Q)), ce qui

implique qu’il existe une sous-suite, qu’on note (Sfj)hj, et qu’il existe un élément de
Wtee(0,T; Hi(2)), qu'on note S., tels que, lorsque h; — 0,

gfj —, S. faible -* dans W'*°(0,T; Hy (1)), (2.28)

et d’aprés la continuité séquentielle de 'opérateur de dérivation dans D'(]0, T[, Hj(f)),
on a en particulier

oSt 0S.

ot ot

faiblement dans L*(0,T; Hy(Q)). (2.29)

Par ailleurs, comme pour tout h, la fonction 521 est continue sur [0, 7] & valeurs dans HJ ()
pour un choix approprié de représentant ; alors, pour tout ¢ € [0,7], on peut considérer
I’application :

Wh(0,T; Hy () — Hy(Q)

u — u(t).

Cette application est linéaire et continue pour les topologies naturelles, donc faiblement-
faiblement continue et ainsi,

Shi(t) — S.(t)  faiblement dans HJ(Q).

Or, pour t €]ih, (1 +1)h],0<i< N —1,0na

sh) - 8y = s - S5y g
_ g gi W(zﬁ b
_ —S§+lh_ %=t +in)
- SHT_S (i + 1)h — 1] (2.30)

Donc, considérant ¢ €]ih, (i + 1)h], il s’ensuit que
~ i+l Qe
st =20, = | 5], 16+ D0
— ‘ aﬁg(t)‘ ooy [ DA =1

< Ch, d’aprés (2.27).
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Alors, on en déduit que
Shi(t) — S.(t) faiblement dans H (),

)=
et de la compacité de H}(Q2) dans L*(Q), il vient que
) —

Sa(t

et pour une sous-suite de (52 (t))n,;. notée (Sfj’“(t))h].k, on a

Se(t) fortement dans L*(Q),

S (t) = S.(t)  p.p. dans Q, (2.31)
et on signale que
Gl (t) = Sc(t) faiblement dans H;(Q). (2.32)

D’autre part, comme la suite ( a:h) demeure dans un borné fixe de L>(0,T; H}(Q)),

alors, pour tout ¢t de [0, T]\Z ol Z est un ensemble négligeable, il existe une sous-suite

de ( ( ))n, on la note (agt (t))h,, et il existe un élément x.(t) de Hj () tels que, quand
h, — 0

%(t) — x:(t) faiblement dans H{(Q) ,

8%:’” (t) — xe(t) fortement dans L*(Q) ,

Shn &y
et pour une sous-suite de (%(t))hn, notée (858%(75))%]_, on a

o850
(9515 (t) — x(¢) presque partout dans (2,

Le point-clef de la démonstration consiste & montrer que x.(t) est unique en son genre car

il vérifie une propriété supplémentaire que 'on va mettre en évidence et qui entrainera

aastg (t)) est un singleton.
h

que le contingent des points d’accumulation possibles pour (

Par un argument classique, il s’ensuivra que toute la suite (3(;5;? (t)) converge vers .(t).
h

De fait, la méthode développe implicitement un argument de compacité.

Pour t €]0,T[\Z, il est possible désormais de passer a la limite dans (2.23), puisque,
si hy, — 0%,

Ae <8*25t (t) + E) Vo — A (xe(t) + E) Vo dans L*(Q)" fort
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v (t) = VS.(t) faiblement dans LQ(Q)d
V(z, S8 (t,2)) — V(z,8.(t,x))  dans L2(Q)* fort

par des arguments classiques de continuité et de convergence dominée, compte-tenu des
informations déja connues.

On observe alors que x(t) est solution du probléme stationnaire quasi-linéaire annexe
ainsi formulé :

Trouver w € H}(Q), vérifiant

Yo € Hy (), / wv d:c—i—/ Ae(w+E) [VSg(t) + V(z, Sg(t))} Vo dx—l—T/ Vw-Vou dr = 0.
0 0 0

(2.33)
En outre, ce probléme admet une solution unique, par le fait que la fonction \. est

lipschitzienne (lipy, = 1) et que VS.(¢) + V(z,S.(t)) appartient a L2(Q)". C’est ce que
nous affirme le lemme suivant :

Lemme 2.4. Le probléme (2.33) a au plus une solution.

Preuve :

On considére qu’il y a deux solutions éventuelles w et w. On fait la soustraction entre les

deux formulations associées, et on prend la fonction-test v = p,(w—w), oll pour p >
0,
(1 sir >
er ) ]
in )
pu(r) = n,u Sre e’u
0 sir<”
\ e

On prend, pour représentant borélien borné de p;l,

/ 1
p/,(, (1“) = ; 1[%,#] (T)

et en sachant que

!

Vv € Hy () Vpu(v) =p,(v)Vv p.p. dans €.
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Donc, il vient que

1
/(w —W)pu(w —w) de + 7'/ _ |Vw — Vi |* dz
Q Q

ML<w—p<py W— W

€ /52 = —
S

VS.(t) + V(z, Sa(t))‘ Vw — V| da,

ce qui implique que

1 -
/(w—w)pu(w—ﬁ)) dr < -/ ‘vsg(w + V(w,Sa(t))‘ Vw — Vi da. (2.34)
Q & Jan{t<w—i<pu}

Et comme, lorsque p — 0%,

lg,;—0 simplement dans R,
et

p, — signg  simplement dans R,

ou
. 1 sir>0
‘”9”3(”:{0 sir <0

alors, par la convergence dominée de Lebesgue, nous obtenons, quand p — 07 dans (2.34),
que
~\F
[(w — @) HLI(Q) <0,

c’est-a-dire,
w < W,

et, en permutant les réles de w et w, on a
w=w p.p. dans €,
d’on 'unicité de la solution du probléme (2.33). O
D’aprés ce lemme, x.(¢) est unique en son genre. et en simplifiant la notation, on re-
tient que pour t €]0,T[\Z, L}(Z) = 0, la suite
aSh
ot

outre les autres propriétés de convergence établies en amont pour le méme choix d’indices
h, indépendament de ¢ désormais.

(1) — xe(t) faiblement dans Hj(€2),

Il reste a identifier x.. Pour cela, on observe deux étapes enchainées que regroupe le
lemme qui suit.
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Lemme 2.5.

1. xe est fortement mesurable de 10, T a valeurs dans H}(Q).

2. Xe = 885; p.p. dans Q.

Preuve :

1. pour tout F € H~ (), la fonction numérique

t—<F', X:(t) >m-1)xmi@)
est mesurable comme limite simple des fonctions mesurables

ash
t—< I, W@) >pvqxui) ¢ €0, T\Z.

Dong, . est faiblement mesurable de ]0,7[ dans H{(f2), et comme HJ () est sépa-
rable, le théoréme 1.3 (théoréme de J. B. Pettis, cf. [30]) assure que x. est fortement

mesurable de |0, T[ dans H} ().
2. pour tout v de L*(0,T; H}(Q)),

h
/ va t€ -V dx — / Vxe - Vv dz p.p. dans ]0,T7;
Q Q

0
quand h — 0"

et puisqu’on dispose, p.p. en t, de la majoration uniforme :

Qh
/ Vase (t,x) - Vu(t,z) dz
Q

5 < Cllv®l g2

pour une constante universelle C, d’aprés I'estimation a priori dans L>(0,T; H} (2))

ash

pour ==, on déduit du théoréme de convergence dominée la convergence faible dans

at > !
L*(0,T; H}(Q)) de agtg vers X.. Il en résulte immédiatement que

_9S.
Xe = It

selon (2.29) et le fait que la topologie faible de L*(0,T; Hg(2)) est séparée.

O
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En outre, puisque la suite §f converge faiblement vers S. dans H'(0,T; Hj(€2)), il s’ensuit
que N
S™(0) — S.(0)  dans HE()

et puisque, par construction, B
S?(O) = 507
on a

S.(0) = So
puisque la topologie o(H () , H}()) est séparée.

Reportant w = 2% (¢) dans la formulation (2.33), on trouve (2.19).
Enfin, le cadre fonctionnel du théoréme rend légitime le choix de la fonction-test : v =
(%(t) + E)_ presque partout en ¢, et le fait que A, = 0, que 7 > 0 et que £ > 0
assure la propriété effective de taux d’érosion limité

05,
5 +E>0 p.p- dans Q. OJ



Chapitre 3

Régularité et unicité de la solution

3.1 Résultat de régularité

On indique de facon liminaire que les résultats prouvés dans cette section sont
propres a une dimension d’espace d < 2 si Q C R? ce qui est spécifiquement le cas
du modeéele de géologie, puisque €2 représente la base horizontale du bassin sédimentaire.
Un premier résultat classique de N. G. Meyers (le théoréme 1.4) permet un gain de ré-
gularité en faisant passer du cadre H}(Q) a W, P(Q), avec p > 2, mais en pratique trés
voisin de 27. Dés lors, ce gain limité de régularité permet cependant de mettre en lumiére
que le systéme semi-discrétisé approchant est constitué d’équations elliptiques & coeffi-
cients holdériens sur et par les résultats de J. Necas (le théoréme 1.5), on en déduit que
la régularité sur ’état initial se transmet totalement a chaque itéré. Les énoncés de ces
théorémes se trouvent dans la section 1.4 du chapitre 1.

Nous commencons par le lemme suivant qui concerne la régularité dans le cas discret :

Lemme 3.1. Soit S° := Sy € WyP(Q), p > 2, et soit h = L, N € N*. Alors, pour
i €{0,1,..., N — 1} la solution S du probléme

( TrouverS:™ € H(Q), tel que pour tout v € H}(Q),

i+1 Qi i+l _ Qi , . .
/ S N / A <u + E) [vs;“ + V(w, S*| Vo do
o h Q h

i+l _ i
+7/V<M)-Vvdxzo,
\ Q h

appartient & W, (Q).

Preuve :

39
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On a déja trouvé dans le paragraphe 2.2.1 du chapitre précédent, que pour Sy € HJ (),
il existe un S. € HJ (), solution de

Trouver S. € H} () tel que pour tout v € H}(2), on a

/SE_S%da;+/A€ 55 | p [VSE+‘7($,SE) Vo da
o h a h

+T/V(SE;SO)-VU dz = 0. (3.1)
Q

Grace & la régularité de A, et de V, la formulation (3.1) peut s’écrire sous la forme :

/ LT B L T s v da
0 I I

S. — S - S. — S
= <div {)\g ( A °+ E) V(xass)} + %ASO - TO’U ZH=1(Q)x HY () -

On pose

, S. — S, - S. — S,
F:dlv{)\5< . O+E) V(l’,Sg)}+%ASo— 3 0>

et on pose aussi, pour ¢,7 = 1,2; b;; = [)\5 (% + E) + %] 0ij.
Ainsi, on a pour tout v € H}(Q),

2
0S. 0
/Zb © o dr =< F,v > gpy@)
Q=1

et comme s g
T - —So T T
T (2222 )+ T<14 T p. dans Q, 3.2
- < ( - +)+h_ + 5 p.p. dans (3:2)
alors, la matrice diagonale B = (b;;);; est a coefficients dans L>(2) ; et elle vérifie que
T 2 T
VEER',  SlE < ”2::1 bijiy < (1+ ¢ p.p. dans Q.

Nous sommes donc en mesure d’appliquer le théoréme 1.4 (de N. G. Meyers) pour dire
qu’il existe un réel py > 2 tel que pour tout p € [2,p] il existe une constante C(p) > 0,
telle que, si F € W=(Q), alors, S € W,”(Q). Or, pour que F soit dans W~1P(Q) il
suffit que Sy soit dans VVO1 P(Q)). En conséquence, nous avons donc, d’aprés le résultat
de Meyers, qu'il existe py > 2 tel que, en particulier, pour Sy € Wol’po(Q) la solution
correspondante S., du probléme (3.1), appartient a Wy (). En fait, cette valeur de
po est en pratique trés voisine de 2 et dépend clairement de l'itération; cependant, on
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va prouver que cette information partielle suffit a établir que py = p a chaque itération
si Sy € Wol’p(Q), p > 2. En effet, la bonne chose que nous apporte ce dernier résultat

est que S. est maintenant dans C%%(Q) avec § = 1 — 1—27 > 0, ce qui implique, grace au

fait que A. est holdérienne, que les coefficients b;; sont maintenant dans C(€2), et méme
holdériens. On note ici que la dimension de I’espace RY dans lequel est plongé
() est essentielle : d < 25 si d = 3, la méthode développée ici n’est pas applicable.

D’autre part, (3.1) peut nous donner que

. Ss_SO T o SE_SO
o (B8 2w ) -

+ div {)\5 (@ + E> V(x, Se) + %VSO} )

Donc, en posant

fo= —@ (e LP(2), 1 < p < oo par les injections de Sobolev)

et

f=- [)@ (SE P = E) V(z,5.) + %Vso} (€ LP(9)" si So € WH()),

on peut écrire

0 0S. i
a—xi (bl]a—%) = fo — lef dans (2
S, =5y=0 surl.
Donc, si Sy € Wy*(Q) , p > 2, alors S. € W, (), d’aprés le théoréme 1.5 (résultat de J.
Nécas). De plus, il existe C,, > 0 telle que

ISl < Cp (ISollyaey + 1ol

(@) T HfHLP(Q)2> :

Le gain de régularité faisant passer de HL(Q) a W,P(Q) avec p > 2 est uniforme par

rapport a chaque itération, et se transmet par hérédité. Ainsi, le lemme 3.1 est prouvé.
O

On montre maintenant que la solution de la formulation continue, déja trouvée dans
Whee(0,T; HE (), est, en fait, dans W1>°(0,T; W, *(Q)), pour p > 2.



3. REGULARITE ET UNICITE DE LA SOLUTION 42

Théoréme 3.2. Pour Sy € Wol’p(Q), p > 2, la solution S., donnée par le théoréme 2.3,
est dans W1 (0,T; W, (Q)).

Preuve :

En utilisant les fonctions S et S* définies par (2.20) et (2.21) respectivement, on trouve

du lemme 3.1 que pour tout ¢ € [0, T] et pour tout v € Wol’ﬁ(Q),
/ 0,5M(t)v dx + / a. (8t§f(t) + E) [VSf(t) 4V (a, sg(t))] Vv dz
Q Q
+ 7 / V8,5"(t) - Vo dx = 0. (3.3)
Q

On cherche comment peut-on passer a la limite lorsque h — 0 dans (3.3). Pour cela, on
écrit I’équation générique du schéma semi-discrétisé sous la forme :

o Sitl_si\ . sitl-gi

+div {)\E (“T—S + E) [vs;*l +V(a, S;‘H)} } dans ©

Sett-si _ 0

- sur I'

li=0,1,....,N —1.

Pour tout 7 fixé, et indépendamment de i, il résulte des classiques résultats sur les pro-
blémes elliptiques (cf. par exemple J. Necas [53] ou S. Clain [30]) qu’il existe une constante
“universelle” C, strictement positive, telle que

Sitl _ gi H Sitl _ gi

—

: 4
1% LP(Q)d] (3.4)

En outre, d’aprés les injections de Sobolev, on peut écrire successivement, grace aux
estimations déja prouvées dans H; (), qu'il existe une constante C' strictement positive,
indépendante de i et de h, telle que

i+l _ Qi
HSE St

T <C

1 s
Wy P(Q)

Lr(Q)

h h

i+l _ Qi o
M , C — C(p, Q)’
he o

< C( ||V, So)  dapres (2.27). (3.5)

h

ga'

Lr(Q)

Et comme
‘ . i—1 Gkl _ gk
VS:=VS'+h V——=|,
(v )
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alors,

[vsi+]| < ||vs| +hH1 g5
€ Lr()¢ = Lr(Q)4 Z h
k=1

). (3.6)
Lr(Q)?

gcmWﬂL. (3.7)

On note que, comme (2 est borné,

v

Lr(Q)¢

Donc, de (3.5), (3.6), (3.7) et (3.4), il vient que

gi+l _ gi . i+1 gk _ gk—1
T —=—= < C’(Q,||V||OO,SO)+h E vV—&——= ,
h Wl,p(Q) h Lp d
0 k=1 ()

et, avec toujour '’hypothése que h < 3, on obtient

D’ou, il vient par le lemme 1.2,

i+l Qi
‘& St

h

Ceci nous assure que la suite (%)h, de fonctions définies par (2.22), est, indépendam-
ment de h, bornée dans L*>(0,T; Wol’p(Q)); et donc, d’aprés (3.6), les suites (SZL)h et
(Sh), définies respectivement par (2.21) et (2.20), sont bornées elles aussi, indépendam-
ment de h, dans L>(0,T; W, *(2)). Done, en particulier, la suite (S*), est bornée dans
Wh2(0,T; W, 7(Q)). Le reste de la démonstration est similaire a ce que nous avons fait
dans la preuve du théoréme 2.3.

Pour tout ¢t €]0, T[\Z, avec L(Z) = 0, il existe, dépendamment de ¢, une sous-suite d’une

Sitl _ gi mz’w Sk — gk-1

h

2 -

s T
W, P(Q) k=1

Vo

Lp(ﬂ)d> .

2y (3.9)

T

2 .
< ;O(Qv ||V||OO7 SO) exp(

Wo(9)

sous-suite de (agtg (t))n, qu’on note (8%;” (), et il existe un élément C.(t) € Wy (), tels
que
dShn

(t) — ((t) faiblement dans W;7?(Q),
fortement dans L%(Q),

presque partout dans (2.

ot

Donc, Vt €]0, T\ Z,

Nhn
A (asa <t>+E> Voo A () + ) Vo dans LX(9)” fort.
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D’autre part, la sous-suite (S (t)),, est bornée dans W, ?(Q), donc, on peut en extraire

~hn . .
une sous-suite (S: 7 (t));, et il existe un élément S.(t) € W, *(Q), tels que, lorsque h; — 0,

~hn.

S.M(t) — S.(t)  faiblement dans W,”(Q),

et par l'injection compacte de W, (Q) dans L2(Q), on a

o (t) — S.(¢) fortement dans L?(€).

Par ailleurs, on trouve, de (2.30, que pour t €lih, (i + 1)h],

< Ch,

st(t) - St

Wo P (9)
donc, on en déduit que

o (t) — S.(¢) fortement dans L?(€2),

B
et, finalement pour une sous-suite {S: "* (t)} on a

h”.ik

Se T (t) — S:(t) p.p. dans €.
D’ou,
I,
VSe 7 (t) = VS:(t) faiblement dans L2(Q)d
Ve, 5o (1)) — Vi, S.(t)  dans L3() fort.

On peut désormais, pour tout ¢ €]0, T[\ Z, passer a la limite, quand hn;, — 0, dans

ot ot

i
0S: "

+ 7 / V—

Q ot
et, on observe alors que (.(t) est solution du probléme (2.33), dont on a déja affirmé
I'unicité de sa solution par le lemme 2.4 dans le chapitre 2. Cela signifie que (.(¢) est
unique en son genre, et donc, la suite (agtg (t))n converge entiérement vers (.(¢) dans

Wy P(Q) — faible, et en utilisant le théoréme 1.3 (théoréme de J. B. Pettis, cf. [30] page

131) on montre que (. = %, et que S.(0) = Sp. O

ke i
/ 95 (t)v dx + / A (asg (t) +E> [vsf"f'k (t) + V(z, S (t))] Vo dzx
Q Q

(t)- Vo dx =0,

Remarque 3.1. On peut remarquer d’aprés (2.20), que pour tout ¢,

Hsg(t)”vvgvf’(ﬂ) - HS;+1||W01’I)(Q) Lyin,(i-+1)n)



3. REGULARITE ET UNICITE DE LA SOLUTION 45

et d’aprés (3.6) et (3.8) on a

i+1

; 2 - 2T
HSS+1HW01’I’(Q) < HSOHWOM’(Q) + hz [;C(Qv [V llos, So) exp(T) :
k=0
Comme i < N —1et Nh =T, alors,
2T

; 2T .
152 g rey < ISollwgr ey + —C(Q 1V [loo, So) exp(—)-

T
D’ou
2T

2T -
ISEOlluz o) < IS0l + = Cl 1V lloes So) exp(=-).

Finalement et d’aprés la convergence faible de S*(t) vers S.(t) dans Wy () pour presque
tout ¢ dans ]0, T'[, on a, par semi-continuité inférieure, que

2T

2T -
15 () llwpr @y < ISollwpr(@y + —C(Q [[Vleo, So) exp(—) = v/ Co(7), (3.9)

3.2 La question de 'unicité de la solution

On montre que pour une donnée initiale Sy dans Wol’p(Q), avec p > 2, il existe
une valeur critique 7* > 0, telle que pour tout 7 > 7%, le probléme de Darcy-Barenblatt
correspondant admet une solution unique.

Proposition 3.3. Pour Sy € Wol’p(Q), p > 2, il existe une valeur 7 strictement positive,
telle que pour T > 7%, il existe une et une seule fonction S, représentative de la topographie,
vérifiant
S. € Wh(0,T; W, *(Q))
05S-
ot
S:(0,-) =Sy p.p. dans

el régie par I’équation variationnelle, p.p.en t €]0,T| et quel que soit v de H} (),

+E2>0 p.p. dans @

/Q aéis (t)o dz + /Q A (%(t) + E) [VSE(t) +V(a, Sa(t))] Vo dz

+T/Vass(t)-Vvdx:0.
L ot
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Preuve :

On suppose éventuellement qu’il existe deux solutions S! et S? pour la méme condi-
tion initiale Sy € WyP(Q), p > 2.
En faisant la soustraction entre les équations variationnelles régies par les deux solutions

. C 1
S! et S2, et en prenant la fonction-test v = 0;5 d(%, on obtient

/(85’; —65‘3)2 de + 7
o\ Ot ot Q

2
_ /M@S& + B) V82 + V (@, 52| V(
o =\ o

st _ sz
ot ot

V( dx

05! _ s:
ot ot

) dx

dS! M 1 oS! 95.2
- /Q/\E( =+ B) |[VSE+ V(28| V(5F - 55) do,
ou bien sous la forme
89St 95%\? ast 9S82 |?
/Q(at_at> do T wat_W) d
852 9 1 oSl  9s?
/ V(S;, —S:) - V( T ot ) dx
oS! 1 oSl 952
/{ A(8t+E)]v55-V(at ©2) do
882 B 1 oSl 9s?
+ [ MG+ B89 ~ Vi 1] V(58 = 55 da
852 oS! ~ 0S8t 08,
5 E) — € 1y | e  THa
+ /Q {)\5( 5 + E) — A\ ( 5 )} Vi(x,S:) - V( o 5 ) dx
On va utiliser dans ce qui suit, I'inégalité de Young, sous la forme particuliére :
Va,beR,, V>0  ab< %GQ + ng. (3.11)

— Majoration de I :

N sy o 08 082
h= [ 0(GE + BVt - 8- V(GE - G dn

En utilisant U'inégalité (3.11), on trouve

IISQ
2

o8l asg)
ot ot

V(
Q

dx+—/‘v (82 — Sl)‘ dzx.
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Or, S1(0,-) = 52(0,-) presque partout dans Q, donc

2 1
/\vs? S| da:—/ /| 65 as)me} dz,

et par Cauchy-Schwarz, il vient

2 052 98! |2
V(82— SH| dx < = — )| dfdx
/Q‘ ( ) G VS )
t 52 98! |2
< t/ / S — —5)| dx db.
o Jol Vot ot )
Donc
oS! 0987 0s? 08! |
11_2/)v = - =8 dx+—t//‘v = — 25| do do.

— Majoration de I :

o2 oS! oSt s
12_/9[)\5( S= 4 E) = A% +E)}VS€~V(W—E) dz

Comme . est lipschitzienne, de constante de lipschitz lip,_, et en utilisant 'in-
égalité (3.11), on obtient

it [ 052 S .
< £
I: < 277/52(015 )|V3|d+ /

Le fait que Sy € Wol’p(Q), p > 2, implique d’aprés le théoréme 3.2 que les deux
solutions S! et S? sont dans W1>°(0, T; W,?(Q)), et donc p.p. en t,

851 052 2

da.
ot |

VSH? e L3(Q)

et grace aux injections de Sobolev, on a

1 2
(6051; 6;;)€Lq, 1<qg <o

ce qui nous permet d’utiliser 'inégalité de Holder pour obtenir

lipy 05?2 651 L
I, < : VS|P
2 S 2 </ < o % / |VSZ|P dx

1 2
/ 85 85 dx.
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D’aprés 'estimation (3.9), on a

(/Q VS dx)p < Cy(7),

et d’apreés les injections de Sobolev, grace a la dimension en espace,
Hy(Q) — LY(Q) pour 1 <g < o0,

donc

Cp, Q) Co(7)lips / 952 asl /
< £ 3]
I = 2 0 ( ot at de 5

851 852

dz.

On observe ici selon (3.9) que plus précisément, la fonction 7 —— Cy(7) est
décroissante, convergeant a l'infini vers ||SO||W1P( Q) On peut donc par exemple
prendre désormais 7 > 71 > 0, tel que

Co(7) < 2[[Soll1. (3.12)

()

de facon a posséder, pour 7 > 71, une borne indépendante de 7, ce qui sera utile
pour la suite de la méthode.

— Majoration de I3 :
981 0

852 - 9 - n
B~ [ MG+ BV (w52 = V(e 5] V(G = 58 do
D’aprés (2.2) on trouve directement
1 2
I < M/ 52— 81 vaai vasf iz
851 0522
< 2 112 €
/ |SZ — S2|F dx + = / 5 ,

et de la méme facon que dans le calcul de I;, on obtient
2 1

/IS2 S dr <t 85 @‘ dz df.

Donc

851 852

dx db,

2
13_2/ dz + MQ//aS 851
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et d’aprés 'inégalité de Poincaré, on a

2 1
35 @S d <@ /
d’ou

1 2
13_2/ as 8i‘d+—M2//

— Majoration de I :

9?2 95! B L

852 0S! 2
ot

dx,

2 1
85 85 d Jo.

Comme V est bornée sur € x R, et du fait que \. est lipschitzienne, on a
05?2 85 Lo oS! 052
L < Hvuoozzp&/‘ =yl

ot
et, d’aprés I'inégalité (3.11), on a

HVH2 lsz /‘852 0S12 /

ot

et, en utilisant l’megahte de Poincaré, on trouve

o5, _ ot

Iy <

‘ dx,

2 1 1 2
e g oo [ 00 028 0y [ 92522y,
Aprés ces calculs, et en posant, w = aa—“ifl — a(.if, il vient de (3.10) que

1 t
/w2 dm—l—7/|Vw|2 dr < ﬂ/|Vw|2 dx+—t/ /|Vw|2 dx df
Q Q

Cp, Q)Col(7)
L )0 ZpAE/leIQdH /!Vw\2dx

/|v |2d + o M2t/ /]Vw|2d:1:d6’
0 Q

V2.1
4 IVIEGi3, ZpAEC(Q)/ Vwl? d:cﬂ/ IVwl? dz
2n Q 2 Jq

donc, finalement,

lip? C(p,Q .
/w2 dx +T/ |Vw|? dx < (27) + APATAP ) (. ©) [00(7') + HV||§O]) / Vw|? dx
Q Q 2n Q

t
+ i(1 +C(Q)M / / IVw|* dz db. (3.13)
2n 0 Ja
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Rappelant que prenant désormais 7 > 7, et grace a (3.12), on a indépendamment de 7
pris plus grand que 77,

lip? C(p,Q
n P, (p )

2
Ui or

- lip3 C(p, Q)
Co(r) + V] < 2m + =2 2= (

— 2
208012 1m0y + Ve ) = A1)

et dés lors que l'on choisit 7 > 0 approprié pour minimiser A(7n), i.e. plus précisément,

1 . =
1= = 3/, Cp ) [Colr) + IV,

on peut a nouveau choisir 7 suffisamment grand pour réaliser en outre 7 — A(ny) > 0,
c’est-a-dire, en fait, aprés des calculs élémentaires,

T — 2\/lip?\EC(p, Q) |:CO(T) + HVHgO} > 0. (3.14)

Dans ces conditions, on en déduit, en particulier, de (3.13) qu’il existe une constante
strictement positive C] telle que

¢
vt >0, / |Vw|* dv < C’lt/ / IVw|* dz db.
Q 0 Jo

Utilisant le lemme de Gronwall, il vient
vt >0, / |Vw|? dz = 0,
Q

d’ou, pour tout t €]0, T et p.p. dans Q

ost ot .
ot o
par suite
Sl — 542

par raccord de la topographie initiale. Ainsi la démonstration de I'unicité de la solution
donnée par la proposition 3.3 est achevée et on peut dés lors considérer 7* la borne
inférieure des valeurs de 7 pour lesquelles la propriété d’unicité est avérée. 0

Remarque 3.2. La démonstration de la proposition 3.3 n’indique pas la valeur optimale
7*, mais Uexpression (3.14) jointe a (3.9) et a (3.12), permet d’obtenir des informations
sur les grandeurs physiques qui entrent en jeu. On observe qu’a priori 7* est d’autant plus
petit que la topographie initiale n’est pas trop accidentée.
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Une variante a la démonstration précédente peut étre donnée dans le souci d’estimer
au mieux la valeur critique 7*. Pour cela, on garde I’estimation de I3 sous la forme

/ 851 852 852 851
I3 < 5

20| 4Tt AP
sans faire apparaitre la constante de Poincaré. Dans ce cas I’ megahte (3.13) devient
li -
/w2 dx+7/ Vul dr < (204 “222 [0, 2)Colr) + |72 ) / Vul? da
Q Q U Q

+ %max(l,Mz)t[/Ot/Q (\w\2 + |Vw\2) dx d@]

Ui

Pour le méme choix de 7 et de 7 que précédemment (n = 1y et 7 vérifie (3.12) et (3.14)),
on obtient pour tout ¢ € [0, 7],

/ﬁﬁm+/wmwwxg//LW+WM)mw}

dx df

ol
o max(1, M*)T
7 2o min(1, 7 — A(no))
avec
- ]_ ) i . 9
w =5/ (200 Dol 00, + IV 122
et

1 — .
Alm) = 2m + 5= (200, DlSoll gy +IVIZ )

D’ou, par le lemme de Gronwall,
w = 0.

Remarque 3.3. Les résultats précédents reposent fortement sur le fait que la base €2 est
bidimentionnelle pour utiliser une injection dans un espace de type C%%(Q) et les résultats
de régularité des problémes elliptiques a coefficients héldériens. En dimension 3, le modéle
introduit ici n’a pas de signification physique, mais on peut se poser la question de ce qu’il
est possible de faire en dimension 3 pour le cas ot on étudierait un probléme de méme
nature mathématique, mais d’origine différente (phénoméne d’auto-régulation thermique
par exemple). Dans ce cas, on sait que I'exposant de Meyers est lié au conditionnement
de la matrice d’ellipticité, subordonné a la norme euclidienne et donc d’aprés (3.2), il y a
lieu de gagner un peu de régularité de type WP pour choisir le couple (7, h) tel que

14+~
h T
T O<h<§
h

soit le plus voisin possible de 17.
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Modéle de Darcy
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Chapitre 4

Le modeéle de Darcy en dimension 2
d’espace

4.1 Formulation du probléme

Soit 2 un domaine borné de R?, de frontiére I" lipschitzienne. Nous cherchons une
fonction S € H*(0,7T; L*(Q)) N L*(0,T; H}(Q)), telle qu’on aura, pour presque tout ¢ de
10, T et Vv € H (),

/ —v d:zH—/)\ [VS%—V(%S) -V dr =0, (4.1a)
88—5 +FE>0 p.p. dans Q@ (4.1b)
S(0,) =S p.p. dans Q (4.1¢)

avec \ € H(ﬁ + E) N L>®(Q), ot 'H est le graphe maximal de la fonction de Heaviside,
et Q =]0, T'[x S

C’est le cas de 7 = 0 dans le modéle de Darcy-Barenblatt. Nous avons considéré ce cas
séparément parce qu’il n’y a de solution unique pour le modeéle de Darcy-Barenblatt que,
a priort, pour 7 assez grand; ce qui ne va pas dans le sens de faire tendre 7 vers 0.
En outre, ces deux modéles ont des natures mathématiques trés différentes, comme on le
verra.

Remarque 4.1. Une question délicate est la suivante : la contrainte globale

oS

— > -F .p. dans

5 = p.p Q
doit-elle étre explicitement énoncée dans la définition d’une solution ou bien est-elle im-
plicitement contenue dans la formulation variationnelle ?

23
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On peut apporter les réponses suivantes, selon la dimension en espace :
Pour des fonctions-test dans D(f)), on a presque partout en ¢, par la formulation varia-
tionnelle,

div {)\ (@ + E) <VS + V(z, S))} = % dans D'

ot (Q), puis, p.p. dans Q.

Il vient en particulier, pour presque tout ¢t €]0, T,

. S B} a5
div [A (E + E) (vs 4V (z, S))] Los peny = — 5 125 5<o)
5
= <§ + E) Lios peoy

+E1{%+E<0}

oS B
> (= 4+ F E >0).
—(aﬁ ) , (£2>0)

En dimension un d’espace et par le fait que la fonction A est nulle sur R™, on a, en posant :

F=-)\ (% +E) (g—i +V(x,5))

que F' € H'(Q) et donc par le lemme de Saks (ou de Marcus et Mizel [49]), il vient

dF
p 0 p.p. dans l'ensemble mesurable {%—f +FE < O} c{F=0}.
T

En conséquence, il s’ensuit que

(%—FE) <0 p.p. dans (2,

pour presque tout ¢, et donc,

oS

E—I—E >0 p.p. en t, p.p. dans .
En dimension 1, la contrainte résulte de la formulation variationnelle qui la contient
implicitement.
En dimension 2, 'argumentation est en défaut d’aprés une communication personnelle de
Frangois Bouchut (ENS Ulm) et Luigi Ambrosio (ENS Pise) ; en effet, posant

Fo (g_f +E) (VS +V(,5),
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on observe que
F e H(div,Q) = {ﬁ € L2(Q)%, divF e LQ(Q)}
mais il n’est pas vrai en général que

divE =0 p.p. dans {ﬁz (0,0)},

la divergence étant calculée au sens des distributions. Pour cela, on pourra se rapporter a
L. Ambrosio, C. de Lellis et J.Maly [11]|, G.Alberti [1], et donc, en dimension 2 d’espace,
on inclut explicitement la contrainte globale dans la définition d’une solution. Il n’est pas
vrai, selon ces auteurs, que méme en dimension d = 2, si F € (L2)?, et si f = divF au

loc
sens des distributions, avec f € LS. , alors

f=0 p.p. sur {F = 0}.

On se reportera a " Appendice” en fin de la thése pour la construction d’un contre-exemple
précis, communiqué par le professeur Luigi Ambrosio.

L’argumentation se fonde sur une méthode utilisant un résultat de G. Alberti sur les
approximations de type Lusin de fonctions L' avec des gradients (cf. [1]) ; a titre d’exemple,
pour € un ouvert de R? et F : Q — R? une fonction L', il existe une fonction v € BV (R?)
et une fonction borélienne g : ) — R? telles que :

Vu=F.L+ §gH

J1gldH* < O(d)|| F| s

ot L% est la mesure de Lebesgue dans R? et H™! est la mesure de Hausdorff (d — 1)-
dimensionnelle. De 13, on peut construire des fonctions de classe C! dont le gradient
coincide avec F' en dehors d’un ensemble de mesure arbitrairement petite.

4.2 Le modéle de Darcy régi par une approximation du
graphe de Heaviside ‘H

Dans cette section, on remplace le limiteur de flux A, géré a ’aide d’un graph mo-
notone, par une approximation lipschitzienne de la fonction de Heaviside, type 'approxi-

mation suivante :
sir>e>0,

si0<r<e,
sir <0,

Ae(r) =

Omls =

Donc, notre objectif dans ce cas, est de chercher, pour une topographie initiale Sy € Hj (),

une fonction S. € L*(0,T; Hy()) telle que aa% € L*(0,T; L*(Q)), vérifiant, Vv € Hj (),
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et pour presque tout ¢ de |0, T

888'0 dr + / A % +F [VSE + V(:c, S:)| - Vo de =0, (4.2a)
o Ot o ot

8;;8 +E>0  pp. dans Q, (4.2b)

Se(0,+) = Sy p.p. dans €. (4.2¢)

Pour cela, on fait ’approche suivante :

4.2.1 Approche par semi-discrétisations implicites

Soit Sy € Hi(Q), et soit h > 0 le pas de discrétisation en temps. Alors, le probléme
semi-discret implicite par rapport au temps, correspondant au probléme (4.2), s’écrit, a
la premiére itération,

Trouver S. dans H} (), tel que pour tout v € Hy(f2)

(Pe) _ _ .
/ Se Sov dx + / Ae (Se 50 + E) [VSE + V(z, SE)] -Vovdr =0.
o h Q h

Ce probléme est dégénéré, par le fait que A. > 0; ce qui nous fait penser naturellement &
une méthode de viscosité artificielle pour se retrouver avec un probléme non dégénéré.
Le probléme non dégénéré :

Selon un procédé d’approximation classique, pour rendre le probléme (P.) non dé-
généré, on introduit un réel strictement positif d, tel qu'on aura & considérer de facon
transitoire, la formulation suivante :

Trouver S? dans H(2), tel que pour tout v € H}(Q)
(P2)

5 _ 0 _ 5
/Sg Sovd$+/ |:)\E(Sg So +E)+5} [VSS—I—V(x,Sf) -Vvdr =0.
o D Q h

Pour résoudre ce probléme, on va utiliser un théoréme de point fixe.
Soient g € H}(2) et le probléme linéaire :

Trouver S%9 dans HE(2), tel que pour tout v € H}(Q)
(P2)

5’ —_ _— —
/Sgg Sovd:(:—l—/ [/\8(9 So +E>+5} [VS§’9+V($,Q) -Vvdx =0.
o h Q h
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Ce probléme posséde, d’aprés le théoréeme de Lax-Milgram, une unique solution ; on peut
donc définir 'application :

v Hy(Q) — Hy(Q)
g +— Sg’g
pour chercher si elle posséde un point fixe.

On prend comme fonction-test, pour la formulation (P%9), la fonction v = S%9, et on
suppose que 0 < § < 1, il vient alors, que

5’ — — —
/ 527 = S0 64 gy +/ A (? % 4Byt o] | VS84 4 V(w,g)] - V529 dx = 0.
Q h Q h

Donc,

9

q
h

2 g_SO e 2
v L PG+ B) +0] P o

+/ [)\E(g S°+E)+5} [[V559]2+\VS5’9+V(56 9P| dz
Q

=450

ce qui implique, en particulier, que

1 -
S‘sg EHSOH +2HVH mes(Q).
Donc, o
U(Hg () C Bpyo(0,7),
avec 5
== 2V Q).
" 5hHSO LQ(Q)+(5 v 0o mes($)

Cette boule étant non vide, fermée, bornée, convexe et dans un espace séparable et réflexif,
alors, pour appliquer le théoréme de point fixe de Schauder-Tikhonov sur la restriction de
Y sur Byiq y(0,7), il suffit de montrer la continuité séquentielle de cette restriction. Pour

cela, soit (gj) une suite d’éléments de BH1 y(0,7), telle que
g — g faiblement dans H(2).

Comme, pour h et § fixés strictement positifs, la suite (Sg’gj)j est bornée indépendamment
de j, dans H} (), alors, il existe une sous-suite (Sc*); et il existe y € HA(Q), tels que

SP9m x  faiblement dans H,(Q).
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et évidemment,
gi, — g  faiblement dans H;(2),

et comme linjection de H}(Q2) dans L*(Q) est compacte, alors
9ix — g fortement dans L*().

Finalement, en troisiéme génération, il existe une sous-suite, notée cette fois-ci, (g, ), pour
simplifier ’écriture, telle que

gn — g p.p. dans €,

et évidemment,
S¢m — x  faiblement dans H;(f2), (4.3)

ce qui est suffisant pour passer a la limite quand n — +oo dans le probléme
Trouver S%9 dans H}(S2), tel que pour tout v € H(Q)

(P2)

h

pour obtenir & la limite, le probléme :

S,9n __ _ R
Q Q

Trouver x dans HJ (), tel que pour tout v € H}(Q)

[P des [ 052+ B) +0][Tx+ Viag)] - Vo do =0,

qui n’est rien d’autre que le probléme (P%9), qui admet, d’aprés Lax-Milgram, une unique
solution et qui a déja S comme solution par construction. D’oil

x = S%9. (4.4)

L’unicité en son genre du point d’accumulation assure a posteriori la convergence de toute
la suite.

D’aprés (4.3) et (4.4), on a
Y(gn) i= 829 — §%9 .= 4))(g) faiblement dans H;(Q),

c’est-a-dire que 1 est faiblement-faiblement séquentiellement continue de FHé(Q) (0,7) dans
EHé(Q)(O, r). Donc, d’apreés le théoréme de Schauder-Tikhonov de point fixe, il existe un
g € HL(Q) tel que 1(g) = g; autrement dit, il existe un S° € H}(2) solution de (P?).
En outre, comme on le verra en détail a la proposition 4.3 sur un cas plus général, on
peut montrer par les L' — techniques que S° est unique en son genre. Donc, nous avons
alors démontré la proposition suivante :



4. LE MODELE DE DARCY EN DIMENSION 2 D’ESPACE 59

Lemme 4.1. Soit Sy € Hj(Q), et soient deuz réels strictement positifs h et 0 ; alors, il
existe une fonction et une seule S° € HL(Q) telle que, pour tout v € H(S2),

5 o _ o
/SE Sovda:+/ [AE(M+E)+5] [vs§+V(x,S§)] Vv dz = 0.
o h Q h

On passe maintenant au probléme dégénéré :

Le probléme dégénéré :

En fait, le probléme dégénéré est le probléme (P.) lui-méme; car, dans le probléme
(P.), la fonction A, est a valeurs positives ou nulles. Nous allons obtenir une solution de
ce probléme en faisant tendre § vers 0 dans le probléme (P?).
On prend, pour la formulation variationnelle dans la proposition 4.1, la fonction-test

Sg—SO du .
V= Jo m, pour avolir,
50— S, 52=50 du
—— | de + [ VS (VS —VS)d
/ﬂ h </0 NEESHER Y /Q e (VS 0) dx
+/V~(VS§—VSO)CZ$:0.
Q
Or
VSe - (VS —VS,) = |VS: — VSy* + VS - (VS2 — VSy), (4.5)
alors, avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
1
R 1SE = Sollia + 152 = Solli ey < ISollmye 192 = Sollmyco

+ [V lloov/mes(Q)[152 = Solls3(0-

En particulier,
152 = Soll () < 190l () + IV oo v/mes(€),

et par I'inégalité triangulaire, il vient,

||S§HH3(Q) < 2|[Soll g o) + [V ||oov/mes(Q). (4.6)

Cette derniére estimation nous donne I'information que la suite (S%)s-¢ est, indépendam-
ment de §, bornée dans H} (), et donc, il existe une sous-suite de (S°)s=o, notée de méme,
et il existe un S. € H}(Q), tels que, lorsque § — 0T,

S0~ S, faiblement dans Hj(£2), (4.7)
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et
S0 — S, fortement dans L?(€2),

[

et pour une nouvelle sous-suite,
S0 — S, p.p. dans (L.

Avec cette derniére sous-suite, on peut passer & la limite dans le probléme (P?) lorsque
d — 0T, et on trouve a la limite la formulation du probléme (P.). Donc S est une solution
du probléme (P.).

De plus, par le choix licite de la fonction-test v = (% + E) , on trouve par le fait de
la non-négativité de E que :

S: — S

. +E£>0 p.p. dans €.

Nous avons donc démontré le théoréme suivant :

Théoréme 4.2. Soit S° € HY(Q). Alors, pour tout N € N*, tel que h = %, il existe une
séquence (S)1<;<n, telle que pour tout i et pour tout v € Hy(2), on a

i _ Qi1 i _ gi—l . o .
/ St — St v da + / )\6(& + E) [VS; + V(x, S;)] -Vvdx =0. (4.8)
Q h & h

De plus, pour tout i € {1,..., N},

i qQi-1
%+E >0 p.p. dans (2,

avec la convention que S? = S°.

Revenons maintenant a la question de I'unicité :

Théoréme 4.3. La solution donnée par le théoréme 4.2 est unique a chaque itération.

Preuve :

Il suffit de montrer cette propriété d’unicité pour la premiére itération; et pour cela,
on pose
B St — Sy

E
A +

We
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Donc, quel que soit v € H}(Q2), on a, d’aprés (4.8), que :
0= /(wa—E)vdm
Q
+h/{hVAJwJ—F&Q%)FNSO—hE)+V7@hQ%——E)+Sw]}-Vvdx
Q

Soient alors, S! et S! deux éventuelles solutions et w. et 1. les expression associées. 11
vient par soustraction membre a membre que :

0= /Q(w6 — W )v dx + h/QV[Ae(wE) — A (w.)| - Vv dx
+/ (/\s(ws) - )\e(ws)) V(S() - hE) -Vou dx
+/ ()\E(wf) - )\E(wE)) ‘7 (xy h(wg — E) + SU) -Vou dx

T /Q Ae(ie) [V (2, hlw. = B) + S0) = V (2, bt — B) + Sp)| - Vo dz. (4.9)

=
3
—~
=
I
=)
o
&,
Id
IN
<
IN
=

approximation appropriée lipschitzienne de la fonction

1 sir >0
ot () —
SW%OO_{O sir<0

et remarquant que les fonctions AZ! et \.o AZ!, définies sur RT, sont holdériennes d’ordre
1
3, alors,

| Ae(we) — /\6(185” < 01\/|A8(w5) — A ()],
‘V@m%—Eﬂﬁw—V@mmf4w+&)g@mmﬁmg—&mm,

on exploite (4.9) sous la forme :

[ e = 0y (Actw) = Ac(in)) o (4.10)
w0 [ [9]Adw) - )] 5, (Actwr) = Ao ds

< I+ 1)+ I3, (4.11)

/
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ou les expressions I, Is, I3 seront rappelées immeédiatement et ou 'on a noté

/ 1
p,(r) = ;X[g,n}(r)

et en sachant que, par dérivation a la chaine des superpositions lipschitziennes dans H} (),
Yo e Hy(Q) Vpy(v) = p,(v)Vo p.p. dans €.

Il vient plus précisément

I = / (\c(w.) — A(i2)) V(So — hE) - Vo da
Q
hof 2
_h o o
<3 [ (At = At00) [V (Actwd) - At | aa
2
L 3G V(S — hE)[? da,
4h Qm{gSAs(we)_As(we)gn}
et
I = / (Ae(wz) — Ae(@02)) V (z, h(w — E) + So) - Vo da
Q
hof 2
_h o o
<3 [ (At = At00) [V (Actwd) - At | aa
21177112
ST .
4h ON{2 <A, (we)— A (i0e) <17}
et aussi

[3:

/Q A (i) [17 (2, h(w. — E) + So) — V (2, h. — E) + so)} Vv dz

2

<3 [ (A = A00) |9 (At - A o

3
+ _022 / dx.
47 Jon{2<a (w)-Ac (o) <n}

Il vient donc, d’aprés (4.10), que

3C%
/WNMMM&wQ—&mmdﬁs—i V(S0 — hE)* d
) 4h Q{2 <A (we)—Ac (@e) <}
2117/1/2
§<M + 022> / dz,
4 h ON{2Z<A. (we)—Ac (D) <n}



4. LE MODELE DE DARCY EN DIMENSION 2 D’ESPACE 63

et comme, lorsque n — 0T,
Xz, — 0 simplement dans R,

alors, le membre de droite de la derniére inégalité tend vers zéro par la convergence
dominée de Lebesgue lorsque n — 0. D’autre part, on a
Py (Ac(we) — Ac(we))  —  signg (Ac(w.) — Ac(.)) presque partout dans €.
n— 07

Et comme la fonction A, est strictement croissante, alors, A.(w.) — A.(w.) et w. — W, ont
le méme signe. D’ou, aprés avoir faire tendre n vers 0T, il vient finalement

/(w8 — )t dx =0,
Q

c’est-a-dire,
We < We,

et, en permutant les roles de w, et w., on a
w, = W, et donc S! = §51 p.p. dans €.

L’unicité de S!, par celle de Sy, entraine trivialement I'unicité de S? pour i > 2. O

4.3 Le passage a la limite par rapport a ¢ et h

4.3.1 Le modéle discret régi par le graphe H (¢ — 0) :

Nous résolvons dans ce paragraphe le probléme envisagé (4.1) dans son cas discret
en temps, ce qui revient a passer a la limite quand € — 0% dans (4.8). Nous allons donc
démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.4. Pour S° € H}(Q) et N € N* tel que h = L, il eriste une unique suite

0 q N’ q
(S)1<i<n d’éléments de H} (), et il existe une suite (\'); avec \' € H (S’Ts_l + E) N
L>(Q), telles que, pour tout i et pour tout v € H}(Q), on a

i gi-1 . L .
/ %U dx + / A [VSZ + V{(z, S’)] -Vuvdr =0,
Q Q

Si _ Si—l

N +E>0 p.p. dans €.
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Preuve :

D’aprés (4.6) et (4.7), on a, pour tout ¢ € {1,..., N},

12 2y < 2018 ) + 1V [loov/mes(92). (4.12)
si—gi~t
Prenant la fonction-test v = fo h m, avec 7 > 0; il vient, pour tout ¢ €
{1,..., N},
o i
/S;—S;—l / z du 4
— —_— x
Q h 0 )\E(u + E) + n
)\5 Sé—_Sé’l + E ) 5 ) Si o Si—l
QN L B) 4 h

D’ou

1 S8t / )\6(52—5271 i E) o ' Gi _ gi-1
—— + 1 VS:+V(x,S)| - V———dz <0.
ETLE A QAA%%i—+E)+n[ (0] e

En observant que, pour tout i, p.p. sur ’ensemble mesurable

i Qi—l

on a, d’aprés le lemme de Marcus et Mizel,
VS~ Vi =0,
alors, nous avons, quand n — 0T,

si-sl @ i Qi1 i Qi
)\ES D i ) VS‘E 5 — VSE 5 p.p. dans Q,
A (55 4 B) + h h

et comme nous avons, en outre, indépendamment de n

M(SE- 4 B) si- s
N E) gk

Si— 51
< £ £

RQ

R2
alors, il vient par la convergence dominée de Lebesgue, lorsque n — 07, que

Sz‘ _ Si—l N ) . ] Sz _ Sz‘—l
—& & 9 1 7 . € € <
| n 1220 +/Q [VSE + V(z, Sa)} V—h dzx <0,
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¢’est-a-dire

i—1 1—1 i 1—1
|22 =% S 2, Q)+/v51 v /V(x,S’) v ST
n \ h

Par ailleurs,

VS (VS — VS = VS — [VS! P+ [VS: — VS,

alors,
St — gi-l I I 1yoi o
||T”L2 ﬁ”se”l%lol(ﬂ) - %Hs‘s 1||12L15(Q)+—||5 — 5 1”?{&(&2)
. Sz Sz 1
Q

Appliquant la formule de Green sur le membre de droite de cette inégalité (les termes de
bord étant nuls), il vient,

2 i—1 i—1
—/V(x, Sty - Vﬁ dr. :/diva(x, S;(x))u d.
) h 0 h

On sait que
V=V(\: (2,)) € QxR, et V= (Vi(z, ), Va(z,\)),

donc,

, S gt OV OViaS 8V, 9V,0Si\ Si— §i!
/QszV(” 5=, dw‘ = (8951 T oxom T om T ox 83:2) R

</ﬂ{l(8V1+6V185§+81/2+81/2882)2+1<S§—S§‘1>2} .

aZL’l 8)\ 61‘1 812 8/\ 6372 2 h

Comme les dérivées premiéres de V sont bornées par supposition, alors, il existe deux
constantes C et Cy, dépendant uniquement de V| telles qu’on aura, de (4.13),

151 Szl

€ ]- i 1 i— 1 ; i
o= i) + g IS ) — 5 155 ey + 35115% = SE ' iy
< G+ Gl Sl (414)

Par addition terme a terme des inégalités de type (4.14) entre 1 et n, 1 < n < N, et
multiplication par h, il vient

S‘* 1 1« A
—ZhH 6 720 §||S§||§101(Q)+§Zh|‘se—ss 1||12L15(Q)
i=1

—_

§y\so\|H1 +CT+C Y A EA e (4.15)
=1
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De (4.12) et (4.14), il vient
182111 (@) < 2h(Ch + 2G|V |[5gmes () + (1 + 8hC2) 152 71 -
d’on, par le lemme de Gronwall discret (le lemme 1.2),
152230 < (27(Cr + 2G5V [Zmes(2)) + 1% 3y o) )exp(1 + 8TCa). (4.16)

C’est-a-dire que la suite (S).~o demeure, indépendamment de ¢, dans un borné fixe de

Hi(2). Dong, il existe S € HJ () et il existe une sous-suite de (S?).~q convergeant vers S*

pour la topologie o(Hg, H™'), et fortement dans L*(), ce qui implique une convergence

p.p. dans € pour une nouvelle sous-suite. Ainsi, nous avons, pour tout ¢ € {1,..., N},
S Sz 1 Sz _ Sz‘—l

. +FE — — +F p.p. dans §, (4.17)

D’autre part comme 0 < A, < 1 pour tout € > 0, alors, il existe une sous-suite de
()\E(S =5 1 E)). et il existe \i € (L}(Q)) = L>(Q), tels que

Si _ Si—l )
As(% + E) ="\ faiblement * dans L*°(Q), (4.18)
En outre, on a, d’aprés le théoréme 4.2 que pour tout 7,
Si - Sifl
% +E>0 p.p. dans Q,

et donc, d’aprés (4.17), on a pour tout i,

i il
% +FE>0 p.p. dans €.
Posons

S Sz 1 Sz o Si—l Sz - Sz’—l
Al = {er/(T+E)(x)—>(T+E)($) et (T+E)(x)>0}

Alors, la suite A\, ,‘?

(%
XEH( =" 1 B ) En effet, soit x € A, alors dn, > 0 tel que

Si _ Si—l
(T + E) () > ngs

ce qui implique qu’il existe €,, > 0 tel que Ve < g,

+ E) converge, lorsque ¢ — 0T, partout dans A’ vers 1 et

Si— gt

(=2 4 B)@) > e
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Soit
5;73 = min(e,,, 7,),
alors,
, 5 g
V€<€nz (T—FE)(J?) > €.
D’ou, par construction de .,
, i g1
Ve <e, A ({T + E} (x)) =1 (4.19)

Donc, on peut écrire

Sz‘ _ Si—l )
Ae (%%—E) — 1 partout dans A"

e —0F

Pour montrer que \* € ‘H <S_T571 + E), on remarque, d’apres (4.18), que lorsque ¢ — 07,

) S-S5 i
Yo e L () M| ————+FE)vder — [ Nvdez.
Q h Q

On prend v = 1,4, alors

i Qi1 '
[0 (55 ) e [ v
Al h Ad

Donc, d’aprés (4.19), on a
/ (1—X)dx =0,
At

d’ott 1 = A sur A’ par le fait que 1 — X\ > 0 dans A’. Par conséquent, et a 'aide de
I'encadrement 0 < A < 1 sur €, il vient que \* € H (S_TSH + E)

On s’intéresse maintenant au passage a la limite quand ¢ — 0" dans le terme

Sz’ _ Sifl )
/ Ae(——— + E)VS. - Vv dx
Q h

qui fait a priori probléme, faute d’un résultat de convergence forte sur 'un des deux
termes. On va donc considérer Papproche suivante : partant de Sy dans H}(Q) et du
coefficient de diffusion A., on a d’aprés le lemme 4.1 qu’il existe un S! dans Hj(Q),
solution de

1_ 1_ o
/SE Sovda:+/)\E(H—FE)[VS;‘FV(%S;) Vo dr =0,
Q h Q h
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pour tout v de Hj(Q), avec les estimations correspondantes sur S! assurant, lorsque
e — 0T, la convergence de S! vers un élément noté S', comme dans (4.17).

La difficulté du passage a la limite est alors levée en écrivant :

1 1 _ 1_
A\ quE nglzh)\g u_,_g \V4 M+E
h h h
1_
+)\E(S€hSO+E) VS,

1 1 _
= hV H. (SE - S0 +E) + A (SE S0 +E) VS,

h

ou l'on a posé, pour r € R,

et
H.(r) — r* simplement dans R, quand e — 0.

En conséquence, rappelant que, si ¢ — 07,

1_ 1_
/)\5 (S6 hSO—i-E) VSO-VdeH/)\IVSo-Vde, avec /\IGH(S hSO—I—E)
Q Q

et que

1_ 1_ +
h/VHE % So—i—E -Vvd:c—>h/V & SO—i—E - Vo dx
Q h Q h

et d’aprés la régle de Marcus et Mizel,

1_ + 1 _ +
h/V(S€ S0 —i—E) - Vo dx:h/)\lv (S SO) - Vo dz,
Q h Q h

ainsi, le terme /
Q
On rappelle en effet que pour tout u € H}(Q), on peut écrire

St —
Ae ( £ N 5 + E) VS; - Vv dx converge vers / AVSY. Vo dz.
Q

V(ut) = AVu A étant pris quelconque dans H(u) N L>(Q)

par le fait que Vu = 0 sur 'ensemble mesurable {x € Q / u(z) = 0}.
Ainsi, S! étant construit, on reconduit la procédure & partir de ce nouvel état initial, [
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4.3.2 Le probléme du passage au cas continu (h — 0)

A Tlaide des solutions ‘approchées trouvées dans le paragraphe précédent, nous défi-
nissons les fonctions S™ et S* par les relations

N

vt €]0, 7] S™(t) = Zsil}(i—l)h, i (t), S"(0) = S°,

i=1

et

N . .
" Sz _ Sz—l ‘ o ~
vt €]0, T Sh(t) = g {T (t —(i— 1)h) + S* 1} Li—1)n, i) (1), S™(0) = So,
i=1

ash

et on note que la dérivée 22- calculée au sens de D'(0, T; L*(Q2)), est la fonction étagée
8§h N gi _ gi—1
9 Z Tl](iq)h, ih)-
i=1

Alors, d’aprés (4.16) et le fait que S? est la limite faible de S? dans H}(f2), on a, indépen-
dament de h, que S" € L>(0,T; H}(2)). Ainsi, de (4.15) on trouve que la suite (%)h
demeure, indépendament de h, dans un borné de L?(0,T; L*(€2)). De plus, en remarquant
que, pour tout t €](i — 1)h,ih], 1 <i < N,

|5 @ -5, . <15 =5y

Hg(2)

alors, on obtient ’estimation

H§h - Sh‘ i < Ch, (4.20)

L2(0,T5HE ()

avec C' une constante indépendante de h. Cette estimation permet de montrer lors des
extractions de sous-suites & venir, que I'on peut prendre, pour {S"} et {S"}, des sous-
suites de méme indice, et que les points d’accumulation sont identiques.
Nous avons du lemme 4.4 que pour tout ¢ € {1,..., N}, pour tout ¢ €|(i — 1)h, ih] et pour
tout v € Hy(Q),

oS" i ho Y7 h

P Wywde+ | A [vs +V(z, S )] Vo dz = 0,

Q Ot Q

et en utilisant estimation (4.20), on trouve que

agh i ah ¥ oh
St dr+ [ A [vs + V(2,8 )} Vv dz = oh),
Q Q
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avec \' € H (%(t, )+ E>
Finalement, en intégrant de 0 a 7 il vient, pour tout v € L?(0,T; H3 (%)),

a—Sh(t, x)v(x) dx dt + /

. A [v§h(t, )+ V(z, S"(t,2))| - Vo(a) da dt = o(h),
@ 9t Q

ou M = Zf\il )\il](i_l);h in €EH (aai;h + E), et avec

a~h
— +FE >0 p.p. dans Q.

ot
Ici, le probléme, non surmonté en général, du passage a la limite sur & vient du terme
NV St parce que les estimations que nous avons ne donnent qu’une convergence faible
dans L2(0,T; H}(2)) pour {S"} et une convergence faible -* dans L>(Q) pour {\"}.



Chapitre 5

Le modeéle de Darcy en dimension 1
d’espace

Dans le cas de la dimension un d’espace, le probléme est résolu dans certaines situa-
tions particuliéres grace au fait que la suite {\"} est, indépendamment de h, bornée dans
Iespace des fonctions a variations bornées sur (). En effet, cette appartenance donne la
convergence presque partout pour une sous-suite de {\"*}, ce qui est suffisant pour passer
a la limite dans le terme qui fait probléme, par le théoréme de la convergence dominée de
Lebesgue (cf G. Vallet [32]).

Dans ce qui suit, nous éclairons quelques cas particuliers en dimension un d’espace, des-
criptifs de comportements propres au modéle de Darcy.

5.1 Le comportement hyperbolique et ses conséquences :
zones mortes, effet de cloisonnement, etc ......

5.1.1 Une observation liminaire

On se limite ici aux seuls effets de sédimentation-transport sous l'action gravitaire
dans la prise en compte de courants marins ; en conséquence, on prend en neutralisant le
processus d’érosion :

E=0

ce qui induit désormais la contrainte

0S

— >0 .p. dans
9 = p.p Q
et la propriété sur le terme de transport (de type marin)

V(z,S)=0 pour S >0 (5.1)

71
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(pas de terme de transport aérien, au-dessus de la cote zéro).

Le caractére hyperbolique de I’équation qui régit la topographie S peut étre vu en écrivant
'équation de continuité sous la forme ( la fonction d’état limitant le flux A étant supposée
suffisamment réguliére) :

028 028 %S os 08

2 — — = T[xQ 2
v + b8t8x+cax2+d8t +eax g, (t,x) €]0,T[x (5.2)

ou a,b,c,d, e et g sont des fonctions des variables indépendantes x et t, avec plus précisé-
ment :

a=20
1.,05. 108
= V(5[5 + V(@ 9)]
oS
c=-Al5;)
d=1
a5 . oV
e = —A(E)%(JJ,S)
oS oV

= AN—)— .
9= M2 ()
On sait que Péquation linéaire (5.2) est dite hyperbolique si
b2 — ac > 0,

hyperbolique dégénérée si
b2 —ac > 0.

Ici, il vient

1 (.08 as 2
2 _
B —ac= ()\ (G (t.2) |52t 2) + V(a, S(t,x))}> >0,
d’ou le comportement hyperbolique par la présence du terme %, alors qu’on pourrait

penser faussement que ’équation est de type parabolique de diffusion-transport.

5.1.2 Illustration du caractére hyperbolique

Soit S une solution forte dans H*(Q) N L>°(0,T; H}(Q)) du probléme

/ aa—fv dr + / A (aa—f + E) VS + V(x,S)] - Vudr =0, (5.3a)
0 0
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S(0,-) =Sy p.p. dans €. (5.3b)

Alors, les premiéres propriétés qualitatives témoignant du caractére hyperbolique peuvent
étre résumées dans la proposition suivante :

Proposition 5.1. Sous Uhypotheése (5.1), toute solution S du probleme (5.3) est telle que
i) N(E)VST =0 p.p. dans Q
i) Yt >0, ST(t,-) =Sy p.p. dans €

et en conséquence,

iii) V¢ >0, S(t,-) =Sy p.p. sur {x €Q, So(x) >0},

Vt >0, 0> S(t,-) > Sy p.p. sur {x € Q, So(z) < 0}

ce qui traduit un effet de propogation hyperbolique. En effet, certaines régions restent
indéfiniment hors d’atteinte du phénomene physique.

Preuve

Pour le choix licite de la fonction-test v = ST il vient, p.p en t,

0S 08 9
+ N\ VST = A4
755 dx—i—/A( t)\ STFde =0 (5.4)

par le fait que p.p. en ¢, V(x, S) - VSt =0, dou ).
Par la régularité de la solution, on a presque partout dans @),
oS oS+ oSt 0S8

ESJF _ 7SJF, car — - = El[szob

de sorte qu’on déduit de (5.4) que

+
IVST|? do = — /Q %S&L dz.

oS 0S
— (St -5 dx+/)\—
Or, la contrainte 22 > 0 p.p. dans Q et la régularité de S impliquent que 95T > () dans

ot at
N
Q, d’ou,

+_ ot
p.p. en t, /M(S+—S§) dx <0,
Q ot
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et donc pour tout ¢ € [0, T,
/ ST (t,) —Sf P dr <0

d’ou 1), ainsi que les conséquences annoncées, par le fait que V¢t > 0, S(t,-) > So p.p.
dans € par la contrainte de sédimentation. En particulier, ’ensemble £!' — mesurable
{z € Q,So(x) > 0} est une zone sans activité, i.e. une zone morte. O

5.1.3 Effet de cloisonnement ou effet barriére

Nous allons mettre en évidence qu’une zone entourée d’un cordon sédimentaire élevé
au-dessus du niveau topographique zéro est isolée complétement des effets du phénomeéne ;
il s’agit d’un effet barriére.

Proposition 5.2. On suppose, sous l’hypothése (5.1), qu’il existe un ensemble compact
K, d’intérieur non vide et un ouvert lipschitzien w tels que

KcwcQet w\KcC{Sy>0}.

Alors, pour tout t > 0, S(t,-) = Sy p.p. dans K, et donc, par la proposition précédente,
YVt >0, S(t,-) =S p.p.dans w.

Preuve

Par le lemme d’Urysohn, on peut construire une fonction-test © dans Hj(f2), telle que
0<9<1dans Q, 9k =1 et 0 € Hj(w). Pour ce choix, il vient, p.p. en ¢ €]0, T,

/ %—fv dm—l—/ %—ff} dx—l—/ /\(aaf)(VS—i-V(x S)) - Vo dx
K K

+//\(aaf)(VS+V(x S)) - Vi dz =0

Or, d’aprés les résultats de la proposition précédente et leurs conséquences, p.p. en t,

oS oS

5t =0et )\(8 )(VS+V(z,5)) - Vo=0 p.p. dans w\K,

ce qui annule les intégrales sur w\ /. En outre, par construction, Vo = 0 p.p. dans K,
d’ou finalement, p.p. en t,

/—vdx—O /—dx—()
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05 oS
ce qui implique, par le fait que N > 0 p.p. dans K, que i 0 p.p.dans K, et donc,

YVt >0, S(t,-) = So p.p. dans K.
Puisque w\ K C {Sy > 0}, on a par la proposition précédente que
YVt >0, S(t,-) =Sy p.p. dans W\ K,

d’ou la conclusion : la zone “piégée” par la barriére w\ K est inactive, et, en conséquence,
la région w toute entiére est une zone morte. 0]

Cette proposition est surtout intéressante lorsque

o

So <0 p.p.dans K,

car alors, on sait que ce sous-bassin sédimentaire ne va pas se combler et reste a 1’état
d’origine, hors d’influence.

5.2 (Cas de non-unicité

Considérons un ouvert w sur lequel Sy est positive ou nulle. On a vu (proposition
5.1) qu’alors
vVt >0, S(t,-) =Sy p.p. dans w

et de la proposition 5.1, propriété 7), il s’ensuit que

/\(%—f)VSO =0 p.p. dans w.
Donc, en toute région de w non plane, i.e. 1a ou V.Sy # 0, le limiteur de flux est néces-
sairement nul et 'équation est complétement dégénérée. Sur toute région plane de w, le
limiteur de flux est indéterminé et peut prendre toute valeur entre 0 et 1, ce qui pose la
difficulté de I'étude de 'unicité sans introduire, le cas échéant, un critére discriminant.
Pour clarifier ce point, on va s’intéresser a des solutions particuliéres, dites solutions “tra-
veling waves”.

5.3 Les solutions “traveling waves” avec obstacle mobile

On se propose de construire des solutions explicites, dites “traveling waves”, en exa-
minant les possibilités de rechercher les solutions sous la forme (selon une idée de (S.N.
Antontsev [25]) :

S(t,x) = h(E), At,x) = A(E) ot € =+ put, 11> 0,
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z€|0,L], L>0,t€|0,T[, T >0, Q=]0,T[x]0, L],
soumises & un obstacle mobile de la forme
E(t, {13) = E*lQm{0§x+“t§§0}(t, x)+E**1Qﬁ{§0<m+ut§§1}, avec B > E* > 0et 0< 50 < 51.

Omettant provisoirement les conditions de bord sur la frontiére parabolique, le probléme
du limiteur de flux modélisé par le graphe maximal monotone associé a 1’échelon de
Heaviside, s’énonce :

Chercher (S, \) avec A € H(

> = [)\ (g_i +v<s>)]

S(0,-) =Sy dans |0, L],

+ E) et vérifiant :

TSRS

0, dans @ :=]0, T[]0, L],

et s’écrit dans la technique “traveling waves” :

Chercher £ — h(£), A — A(§) vérifiant :

uk (€)= {NQ O +V (@)} =0, >0, (53)

0< A<, ph(©+EE >0, (1-XE)(uh () +EE)=0,£>0  (5.6)
h(0) = Sp(0).  (5.7)

Ici, on a supposé que la fonction V' (z, S(t,z)) modélisant 'effet de transport marin ou
éolien ne dépend que de l'altitude ou la profondeur du point considéré, et on observe que

W@, =K (), V= V).

L’équation (5.5) montre immédiatement que, aprés une quadrature,

3Co €R [/ VE>0,  ph(€) — M) |B' (&) + V(h(&))| = Co. (5.8)

On propose alors de mettre en évidence des données qui permettent de réaliser le scénario
suivant :
* dans la région

Qo =QN{0 <z + put <&,
la contrainte est inactive, c¢’est-a-dire que
A§) =1
avec le respect de la relation d’érosion limitée :

ph'(§) + E* > 0.
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* dans la région
Q=0QN{& <z+ut <&},

la contrainte du limiteur de flux est activée, c’est-a-dire que
0<AE) <1etpuh (&) +E*=0.

La question est donc de montrer que ce scénario est réalisable et d’expliciter les solutions

h(€) et A(E).
Pour aller a I’essentiel, on va supposer que ’effet de transport se traduit par
V(S) = as, (5.9)
ol a est un réel de signe positif ou négatif, selon le sens de U'effet convectif, avec
la|<p

(hypothése signifiant que le transport est une “petite” perturbation de I'effet gravitaire).
On remarquera, pour la suite, que la fonction £ — h(€) est continue nécessairement, que
les fonctions & —— A(€) et € — R'(£) peuvent présenter des discontinuités mais que le
produit & — (&) [A' () + ah(€)] est continu.

Premiére phase : contrainte inactive dans @y = Q N {0 <z + ut < &}

On va montrer que I'on peut construire une solution dans Qg telle que plus précisé-
ment

ph' (€) + E* >0, M€) =1 pour € € [0,&][ et ph (&) + E* = 0. (5.10)
Il vient donc, d’aprés (5.8) et (5.9),

h'(§) = (u = a)h(€) — Co,

d’ou

avec
C
h(0) = Cy + —>—, par calcul
w—a
= 59(0), par définition .
Par ailleurs, la condition désirée

uh/(fo) +E =0
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implique que
E*

e~ (H=a)éo
p(p — a)

uC(pg)e~m% L B =0 dott Cy=—

et, finalement, pour & € [0, &/,

E* E*
h(§) = ————— elra)(E=%0) 4 e~ (a4 g ()
T u(n —a) 0
E*
= Sp(0) + ————— e~ W@ [1 — luma)] 5.11
0( ) N(N _ CL) [ ] ( )

Il reste a vérifier que ce choix est compatible avec la relation (5.10) ; or, pour £ € [0, &,

Mh,(f) 4+ Ef = —F* elhma)(E=60) 4 px
= FE* (1 — e(“_“)(g_&’)) > 0 par le fait qu’ici £ — & < 0et p—a > 0.

On retiendra pour la suite que
E*

et on prendra des données compatibles avec la relation :

*

—ah(&) > 0,

ce qui est possible pour |a| assez petit. On note la cohérence de cette expression en
précisant les unités :

L L 1 L? I?
E*:— = — = — :L = —_— —_ —
T? % Ta a L’ h ) CVO T’ A T

et donc, 'expression p — a doit étre lue comme p — Aa avec A = 1 et a pour dimension

c’est-a-dire une vitesse, alors que

est un scalaire adimensionné.
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Deuxiéme phase : activation de la contrainte pour limiter le flux diffusif et
convectif

Dans cette phase on doit réaliser les conditions simultanées :
ph (€) +E™ =0, 0< A6 <1 pour€ € [&,&l.

11 vient donc

{uM@—A@)—%*Hm@>=C@
ph' (&) + B =0, pour £ €6, &,

d’ou
h(§) = — p (€ = &o) + (o)
avec ) o o
h(&) = h(& ) = h(&5) = So(0) — wi—a) [1—e (u a)éo] ;

d’aprés (5.11) et la nécessaire continuité de h, c’est-a-dire

M@=—€j@—&»+&mw—mf§5wa*wmﬂ, pour £ € [6o. €]
puis, ©
o ph(§) — Co
>‘<£) - ah(é’) . %7
ou encore

— B (€ — &) + ph(&o) — Co
—E(6 — g) + ah(o) — B

I

A§) = pour & > &.

On observe alors que la fonction A est homographique sur |y, & [ et que selon (5.12), on
peut encore écrire :

—E"(€ = &) — £ + ah(&)

( ) _aE,; (5 - 50) + ah(fo) — ET
et en particulier,
£ — ah(&)
A& ) = Ef:*——ah(&))’ avec B > E* > 0,

i

d’ou le fait important que A(&;) €]0, 1[ et donc par la continuité de la fonction A, on peut
choisir § > & tel que A(§) € [0, 1] pour £ € [&, & ]. Plus précisément, ici,
Er—FE 1

= — a’

&1 =% +
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dimensionné & une longueur.

En résumé, on a construit une solution explicitement définie par
E*

S(t,l’) = So(O) -+ m

o~ (n—a)éo [1- e(wa)(szt)} , At,z) =1

pour (t,z) €]0,T[x]0, L[N{0 < =+ put < &}
E** E'*
x4+ pt — &) + So(0) — ——
M< o) + 50l0) p(p —a)
—E*(x + ut — &) — % + aH,
— B (2 4 pt — &) — B +aHy’
pour (t,z) €]0,T[x]0, L[N{& < x + ut < &}, on

S(t,x) = [1— e 0%]

At,z) =

B —FE 1

51:&)"‘ e M_Q?

et ou 'on note
E*

Hy = Sy(0) — W= a)

La donnée initiale est ici
E*

S(O, $) = S()(O) + m

o~ (1—a)éo [1 _ 6(u—a)ﬂq 7 pour x €]0; L,

So(0) étant un réel strictement positif, a discrétisation.

Les conditions de bord associées, de Dirichlet ou de Neumann selon la modélisation choi-
sie, découlent du calcul de S(¢,0), S(¢, L), )\(t,O)%(t,O), )\(t,L)%(t, L), etc ... . On note
la nécessité pour ce scénario que E** > E* (relachement de la contrainte) pour que 1'on
ait

&> & et MED) < 1.

Pour commenter cette situation, posons pour fixer les idées que 0 < L < &,. Il s’ensuit
que jusqu’a l'instant
1

t*
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le graphe de la fonction x —— S(t,z) est trés régulier, puis, pour ¢t > t*, le graphe,
lipschitzien seulement, présente un point anguleux mobile parcourant 'intervalle [0, L] de
droite a gauche, en

z(t) = & — pt,
les pentes en Z(t) étant respectivement :
0S E* oS E
—(t, (2(t))") = — t —( @) =~ S(t,z(t)) = H,
5 (1 FO)) =~ et (L E0)7) =~ S(3(0) = Ho,
la ot le limiteur de flux présente une discontinuité :
R N BT CLHO
At (3(0)7) = 1 et A(t (F0))F) = 2 €]0,1].
- CLHO

I

Vérification : le produit

est continu :

D’autres scénarios peuvent facilement étre construits par ce procédé. Prenons le cas ol
E*=0et £ >0 qui correspond a une seule procédure de sédimentation + transport
dans un premier temps, puis ensuite, un processus de sédimentation + érosion -+ trans-
port.

Il vient alors, sous la condition de cohérence Sy(0) > 0 et a < 0,

S(t,z) = So(0), A(t,x) =1 pour (t,x) €]0,T[x]0, L][N{0 < z + ut < &},

BT B =B (w4 pt — &) +aSo(0)
S(t,z) = ; (x 4+ ut — &) + So(0),  A(t,x) = —‘“%(Hut—go)—%JraSo(O)’

pour (t,z) € QN{& <z + pt <&}, ou
1
S =8%+——.
iL—a

S(0,x) = Sp(0) pour x €]0, L.

Prenant encore 0 < L < &y, on voit apparaitre un point anguleux apreés I'instant ¢*
en abscisse Z(t) = & — ut, les pentes valant a gauche et a droite respectivement 0 et
—ET**, les limiteurs de flux présentent un saut, puisque, pour t > %

At (2())7) =1, Mt (2(t)T) = %

I

— &—-L

€]0,1[.
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&o—L
B

On vérifie encore, pour t > , la continuité de la fonction

t— A(t, (1)) B—i(t, (1)) + aS(t,fc@))}

par le calcul :

GSO(O)
B CLS()(O)

o

1 x [0+ aSe(0)] =

X {—E: + aSO(O)] :

Pour le choix : 0 < &y < L, I’état initial est donné par

So(0) pour z €]0, &
S()(.Z‘) =

(x — &) + So(0) pour x € [&, L],

* %
123

de sorte qu’ici, le point anguleux est présent dans la topographie initiale et va se déplacer
immédiatement a la vitesse p de droite a gauche. La encore, on est en présence d’un phé-
noméne de propagation a vitesse finie, déformant une région plate continuée par un plan
incliné.

On peut observer que ’on peut obtenir la méme solution (¢, z) — S(t, z) que précédem-
ment avec la méme condition initiale et les mémes conditions de Dirichlet non homogénes,
pour le choix de \ différent :

(A(t,z) =0 pour (t,x) €]0,T[x]0, L[N{0 <z + ut < &}

E™ (x4 pt — &)
B+ (2 pt — &) — aSo(0)

“w

At,x) =

( pour (£,x) €]0, T[x]0, LIN{&o < 2 + put < &1}, avec & = 400,

la fonction A étant ici continue en Z(t) = & — ut; en fait, par réalisme, on doit avoir

S(tx) 20, ie. & =&+ = So(0);

cela pointe des possibilités de non-unicité, pour les couples (S, \), avec A € H(%—f + E).
Ces cas de non-unicité sont rencontrés a priori lorsqu’on impose une condition de sédi-
mentation sans érosion (E nul sur une certaine région A de @ =]0,7[x€), autrement dit,
95 > (0 dans A. En ce sens, les problémes associés a un obstacle qui reste strictement

ot
positif ou & un obstacle pouvant s’annuler semblent de nature trés différente.

Le cas général ou le terme de transport est modélisé par un terme non linéaire V' (S(¢, x))
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peut étre abordé de la méme facon. Considérons la phase de contrainte désactivée (avec
E* > 0), il vient, pour £ € [0, &,

Hh(€) = [W'(©) + V(hE)] = Co, ME) =1

ph(¢) + E* >0, ph(§)+ E*=0.

On suppose comme précédemment que 'influence gravitaire est prépondérante, ce qui se
traduit par

=1V |0,y > 0.

On note
¢u =pld =V,

fonction strictement croissante, et on prend pour grandeur de calage Hy = h(&p). Il vient,
en &, ,

ES

JiHy — {—% + V(Ho)] _ G

d’on o
C10 - 77D,u(‘[—‘[0) + 1 )

I’équation différentielle s’écrit donc

*

B (€) = b (h()) — u(Ho) — % el 6ol et h(&) = Ho > 0. (5.13)

Prenant pour simplifier un peu (la constante p est petite, ce qui légitime ce qui est fait),
la situation ou

* *

— > oscillation 1,
1

> V(Hy).

pmeo
On sait par des résultats généraux sur les équations différentielles que (5.13) admet une
unique solution h décroissante, de sorte qu’ipso facto,

ph (&) + E* = p[hu(h(€)) — Yu(Ho)] > 0 et ph'(§5) + E* = 0.

Le traitement de la deuxiéme phase (activation de la contrainte) conduit a prendre, lorsque
le taux d’érosion maximale est B** > E*,

hE) = —E; (€ — &) + Ho, € € [60,64]

et donc
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En particulier,
ET — V(Ho) +
et donc A(& €]0,1]

M) = 3o
5 = V(Hy)
ce qui permet par un argument de continuité de choisir &; le plus grand possible, de sorte

que les valeurs de A sur [£;, ] restent dans [0, 1].

En résumé, la solution construite par le procédé “travelling waves” est donnée par :
S(t,x) = h(z +tu), Mt,z) =1 pour (t,x) € QN{0 <z + put <&}

ou h est la solution de I’équation différentielle ordinaire
W) = Pu(h(€)) — u(Ho) — B u=pld =V, Ho = h(&), € €]0,&l,

—E* (x4 pt — &) + V(Hy) — 2=
E**
17

S(t,ZE) = —ET**(Z' + pt — 50) + H07 )\(t,JZ) = o
v [—T(x+ut—§o)+Ho -

| pour (t,x) € QN{& <z + pt <&},
avec la méme remarque sur les discontinuités des fonctions % et A le long de la droite

x—i_,ut:g(]?

c’est-a-dire en les points
Z(t) = & — ut lorsque Z(t) € [0, L.

Il vient, par exemple,
PO . £ — V(Hy)
At (@@)7) =1, 0<AE @(1)") = g5 <1,
= — V(H)
oS E* 0S8 E*
_ 7 = _-__ 7 +) — —
G E0)) == S E0)) =~
ou 2 =
ILL ILI/ _ * kok
&1 =8+ E**HO o E**qplll |:¢M(H0) + —:| )
B> B >0, et la

avec le fait que la propriété & > & est assurée par 'hypothése

stricte croissance de la fonction ,,.
En outre, on vérifie aisément que la fonction de “flux”
as . A

£3(0) + V(S((8,30)

t e At 3(t)) {%(



85

5. LE MODELE DE DARCY EN DIMENSION 1 D’ESPACE

est continue alors que certains termes de ce produit sont discontinus : en effet,

S0 GO + VIS @) )] = 1x |24 Vi)

At (3(1))) [

et
E _v(H, *ok
A @0 0. @0)) + VSt G0 = ((HO>) < [-E s vim)




Chapitre 6

Un probléme de Bernoulli d’évolution
Résultat d’existence dans le cas de la
sédimentation 1 — D avec transport
marin

Dans ce chapitre, on se propose en se limitant a la dimension 1 d’espace, de donner
une argumentation qui permet de passer a la limite dans la formulation semi-discrétisée
pour atteindre une formulation continue, via un procédé de compacité fondé sur une es-
timation a priori supplémentaire : en clair, sur les cas que 'on introduit, on va mettre
en évidence le fait que la suite des itérés représentatifs des limiteurs de flux a chaque pas
de temps reste dans un borné fixe de L>(Q) N BV(Q), d’oli une possibilité de conver-
gence forte dans L'(Q) ; en outre, on va dégager un principe constructif pour les solutions
explicites du schéma semi-discrétisé implicite, en résolvant un probléme a frontiére libre
avec des données de bord surdéterminées, ¢’est-a-dire un probléme de Bernoulli [28], [48] :
une équation aux dérivées partielles régie par un opérateur linéaire du second ordre et
trois conditions de bord (2 Dirichlet et 1 Fourier-Robin) sur une frontiére inconnue du
probléme. En outre, le schéma obtenu correspond a la valeur maximale (en un certain
sens) possible du limiteur de flux, & chaque itération, ce qui correspond a la solution “géo-
logiquement admissible” dans la mesure ot le flux doit étre limité au strict nécessaire pour
rendre compatibles I’équation de continuité et la contrainte globale de sédimentation sans
érosion. On verra que ce procédé n’est pas généralisable & une base bidimensionnelle pour
le bassin sédimentaire : il se fonde sur une idée due a G. Vallet, publiée en 2003 dans [56] et
reprise dans S. N. Antontsev et coauteurs [16], puis étendue ici pour les effets du transport.

On rappelle que L>=(Q) N BV (Q) représente I'ensemble des classes de fonctions de L>=(2)

dont les dérivées premiéres au sens des distributions de D' () sont des mesures de Radon
sommables sur 2 (il s’agit donc des fonctions £¢ — mesurables, essentiellement bornées

86
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et & variation bornée). On rappelle aussi (|36] Chapitre 5, [39] Chapitre 4, [57]) que si
Pouvert 2 C R? est borné et régulier, 'injection canonique de BV (Q)N L'(Q2) dans L'(f)
est compacte. En outre, un ensemble £¢ —mesurable w C RY a un périmétre fini dans Q si
et seulement si sa fonction indicatrice 1,, appartient & L>(2) N BV (Q) (voir par exemple
[36] p. 167 pour ces notions). L’espace BV () N LY(2) est un espace de Banach, normé
par 'application

f € BV(Q) N LN Q) — [lIfIIl = [f e + TValf)

avec

TVo(f) = sup {/ fdivd dz, & € D(Q)? et || B0 < 1}
Q
ol pour tout élément ® de D(RY), & = (B, Bs, ..., By),

D0 = max ([|®;] (o)) -

1<i<d
Dans ce chapitre, nous avons donc les données suivantes :
Q=|—-1,1] et E=0(il ny a pas d’érosion).

Le flux des sédiments est ici donné sous la forme, conformément au cadre de I'hypothése
(5.1),
qg=—-\NVS—2aS")

présentant un terme de transport non linaire lipschitzien, représentatif d’'une convection
sous-marine, ce terme disparaissant pour les cotes positives, et ol a est un réel négatif,
a priori “petit”. L’effet de diffusion est donc prépondérant par rapport a l'influence du
transport forcé.



6. UN PROBLEME DE BERNOULLI D’EVOLUTION,
RESULTAT D’EXISTENCE DANS LE CAS DE LA SEDIMENTATION 1 — D AVEC TRANSPORT MARIN 88

Hypothéses sur Sj :

( On distingue deux types de région :

Sur [—1,0]
On suppose que la donnée initiale Sy, prise dans H} (), est positive au
voisinage de (—1)" et de 07, nulleen —1eten O et sans hypothése

supplémentaire sur 'allure de la topographie initiale, sinon que Sy
est de fait dans Hj(] — 1,0]).

Sur [0, 1]

On suppose que la fonction Sy est négative de classe C! et que la fonction
x> Sy(z) + 2aSy(x) est strictement croissante, et on considére la fonction
[z Sp(z)e*™ et on note « €]0,1]

I'unique point tel que :

Vo €]0,a[ Sy(x) 4+ 2aS(z) < 0, (stricte décroissance de f)
Vo €]a, 1] Sy(x) + 2aSy(z) > 0

et

L Sy(a) + 2aSy(a) = 0.

Cette propriété correspond a une propriété de convexité de la partie immergée lorsque
a = 0 (sédimentation sans transport) et reste vraie pour une topographie initiale stric-
tement convexe dans sa partie immergée, de pente pas trop abrupte en x = 17, avec |a|
assez petit.

Remarque 6.1. L’hypothése

Vo €0, af So(z) + 2aSy(z) < 0

implique que

Ve €)ool (So(x)e*™) <0

et donc, que, en particulier,

vz €)0,af €S (a) < Sy(x) < 0.
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De la méme facon, il s’ensuit que

Ve €la, 1] @S (a) < Sy(z) < 0.



6. UN PROBLEME DE BERNOULLI D’EVOLUTION,
RESULTAT D’EXISTENCE DANS LE CAS DE LA SEDIMENTATION 1 — D AVEC TRANSPORT MARIN

90

Exemples d’une configuration de topographie initiale admissible

,

-

Fig. 6.1 -

So(z) = kx(x —1), z€]0.1],k>0,
a=—5(1—a—V1+a?), a€l—1,0
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Avec des adaptations mineures des démonstrations a venir, on verra que la situation
suivante est également appropriée :

FiG. 6.2 —

So(r) = mB(x—1) sur [3,1]

{mx sur [0.5], m <0,
B—1

1
a=—— avec 1+ 2a0 <0.
2a
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On est alors en mesure d’énoncer le résultat principal :

Théoréme 6.1. Sous les hypothéses précédentes, il existe un couple (S, \) solution du
probléeme de Cauchy-Dirichlet de sédimentation-transport, vérifiant

S € H'(Q) N L0, T (), A& L¥(Q) N BV(Q) nH(D),

et p.p. ent €]0,T[ et Vv € Hj(Q)

/8—87) dx—i—/)\(VS-Vv—%LS_Vv) dr =0
o Ot Q

S(0,-) =Sy partout dans SQ.

En outre, on a une précision de régularité supplémentaire, propre a la dimension 1
en espace, d’aprés le lemme d’Ascoli : S € C°(Q), pour un représentant canonique.
De plus, le limiteur de flux A apparait comme la fonction indicatrice d’un ensemble A C Q,
L% — mesurable & périmétre fini, la frontiére libre OA N Q étant le graphe d’une fonction
continue décroissante au sens large t — £(t).
Informellement, S est de fait solution du probléme & frontiére libre de type Bernoulli
d’évolution :

(S =5, dans Q\A

oS 0,08

P L2 95y = A.

Y 3x(8x aS™) =0 dans

S = SO s % = —QCLSO >
’aAmQ ‘BAOQ 0% |aAnQ AANQ

S(t,-)‘{m =0 p.p. en t,

S(0,:) =Sy p.p. dans €.

Enfin, d’aprés la remarque 4.1, la condition

\

oS
ey .p-
82?_0 p.p. dans @

résulte de la formulation variationnelle en dim 1 d’espace, car

- d
<88_f) T dr <)\ [g_i N QGS_}) 1{%<0} =0 pp. en t, p.p. dans Q.
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6.1 Principes de la construction des itérés (S*, \*) avec

Sk L Sk;—l
Noe H( ;

On s’intéresse d’abord a la premiére itération avec Q =] — 1,1 et E = 0, et donc,
on doit avoir :

), A¥ “maximal”

1 1
S =5 _20 (/\1 [%%—2@(51)}>:0 sur | — 1,1,

h Ox
1 1 1 1 1 S =S
(1) = 81(-1) =0, 8 e (- 1.1, A e >y,
Skz _ Skfl

Observant que la suite des {S*}; est croissante (car — > 0 p.p. dans §2), on en
st

déduit que la fonction x —— A! {8— - 2a(51)] est continue et croissante sur [—1,1].
x

D’aprés les propositions 5.1 et 5.2, on sait que (S*, A\') = (Sp,0) sur [—1,0]. On va alors

1 _ SO

chercher A\! le plus grand possible au sens des relévements de H( ) (la solution

géologiquement intéressante), et dés lors que A\' ne sera pas nécessairement nul, on va
chercher a le prendre égale a 1, ¢.e. sans limitation de flux.

On pose alors
z(h) = sup {x e [0,1], {/\1 (%—f - 2a(51)_) } (x) = 0} .

On remarque que z(h) ne peut étre nul : en effet, puisque Sy est négatif sur [0,1], S*
I’est aussi, comme on peut le voir en prenant la fonction-test (S')* dans la formulation
variationnelle, et nous aurions sinon par conditions de raccord :

1 1
ST — 5o a(ai+2a51>:0 sur |0, 1],

h Ox \ Oz
oS! oS!
1) — 1(0) — _ 1(1) —
S1(0) =0, e (0) +2aS*(0) =0 et donc o (0)=0, S'(1) =0,

ce qui est incompatible avec les relations S < 0 et S* > Sy, car

. o o [0St 1
St > Sy implique que — ( — +2aS" | >0 sur]0,1]
Oxr \ Ox
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1
et donc, la fonction x +—— (8_ + 2a51> (x) est croissante sur [0, 1], et comme
T
oS!
(E + 2a51) (0) =0, alors

1
Vz € [0,1] (%% + 2a51> (z) >0,

2ax

ce qui implique que la fonction z — S*(z)e est croissante sur [0, 1], d’ou

vz €]0,1] 0= 50) < S*(x)e**, et donc S'>0 ! contradiction.

Done, xz(h) > 0 devient une inconnue du probléme (frontiére libre) et 'on est amené a
résoudre le probléme & conditions de bord surdéterminées de type Bernouilli :

( Chercher z(h) €]0,1[, S* € H'(z(h),1) vérifiant

025! 05!
731 Sl —h(W+2a%) :S() dans ]l’(h),l[,

| 8" (@(h) = So(a(R), §'(1) =0, aa%

car, par conditions de raccord :

(z(h)) + 205" (2(h)) = 0,

i) S'(z(h)) = So(x(h)) car Hy([=1,1]) — C°([~1,1])

{
ii) par continuité de ¥ : z — Al o T 2aS" ) (z), sur [—1,1],
T

_os'

W(z(h)™) = 0= W((h)7) = -

(z(Rh)) + 2aS* (z(h)).

et donc 551
= (@(h) = =2aSo(x(h),

iii) S'(1) =0 car S* € Hy(] — 1,1]).

On voit ici I'influence du terme de transport (signe et valeur) sur la condition de raccord
du flux et I'allure géométrique des solutions, par la valeur du coefficient directeur de la
demi-tangente a droite, selon la profondeur en la cote So(x(h)).

On va montrer qu’il existe un élément x(h), pris le plus proche possible de «, dans |0, «f
qui permette de réaliser ce systéme et donc, a la premiére itération, on a

1 Osur [0,z(h)]
A= { 1 sur |z(h),1]
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1| Sosur [0, z(h)]
5= {Sl sur |z(h),1],

selon la construction P;.
1

Il est alors essentiel de noter que puisque TO est positif sur [0, 1], il s’ensuit par les

1
conditions de raccord que la fonction x — | — + QaSl) (x) est croissante sur [0, 1],

ox

négative sur [0, z(h)], nulle en x(h) et positive sur [z(h), 1], de sorte qu’on retrouve I’hypo-
thése de départ faite sur I’état initial pour la topographie a I'instant h, le point x(h) jouant
maintenant le role initial de « et le procédé peut étre reconduit par récurrence. La suite
a, z(h) = z*(h), z*(h), 23(h), etc... , marquant la frontiére libre est monotone (décrois-
sante au sens large) et ce point est 'argument de fond qui permet d’atteindre la formu-
lation continue dans cette situation particuliére & la dimension 1 d’espace : la suite (A"),
des itérés des limiteurs de flux est alors enfermée dans un borné fixe de L=(Q) N BV (Q),
ce qui permet une convergence forte dans L'(Q) par compacité. D’aprés C. Bardos [24]
(correspondance particuliére avec G. Gagneux, Octobre 2004), cette propriété d’estima-
tion uniforme dans I'espace BV (Q) en dimension 2 d’espace est irréalisable; il se fonde
sur les travaux de J. Rauch et des inégalités de Strichartz qui marquent les limites des
effets régularisants pour les problémes hyperboliques.

6.2 Description des solutions (S*, \*);cy+ du schéma semi-
discrétisé implicite
La détermination explicite des solutions semi-discrétisées fait I'objet de la proposi-
tion suivante :

Proposition 6.2. Sous les hypothéses H(Sy), il existe une suite décroissante, au sens
large, de points (x*(h)), dans ]0, o[ telle que pour tout k € N*, on ait explicitement :

M= Tpemyap S* = Solj-yakmy + W Ljskmyas

k

ot W* vérifie le probleme & frontiere libre x*(h) de type Bernoulli :
( 82 k O k
wk — h( a;jz + 2a 5; ) = wht dans )2*(h), 1],

W (2" (h)) = So(z"(h)),
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Représentation graphique des itérés illustrant les topographies successives, la formation
d’une frontiére libre et les changements de type de ’équation.

i L ; oo
Eane de degimirenes comphisbe o4 : .
de T'éepuaa Lhan d Typerbabicts Fomw dhe parababictld
[propagation 4 fpropaagia b A vilesse i)
fpriopaga Hon inalke) vibease Tine)

[ramatire Hhre

Ty

Xk X2 XI|Qu i
l I
T
Fig. 6.3 -

/

So(a) = —2a5y (), a < 0.

Si ce résultat est provisoirement admis, il fournit la clef de la démonstration de
la proposition. En effet, on en dégage une propriété nouvelle de compacité, qui permet

d’obtenir une convergence forte dans L'(Q) des fonctions (A*), vers un limiteur de flux
A dans L>*(Q) N BV (Q).
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Le fait que la suite de points {z*(h)}, est décroissante est ici primordial : la suite
des fonctions en escalier (\"), est alors une suite bornée dans L>(Q) N BV (Q) (Cf. [36],
Chapitre 5) et plus précisément, la variation totale de (A");, dans Q =]0, T[x ) est majorée
par T+ 1; i.e.
Vh >0, TVo(\)<T+1.

1l s’ensuit ([36], Theéo 4, p.176) qu'il existe une sous-suite {\"*} et une fonction A dans
BV(Q) N L>(Q) telle que
M —— X dans LY(Q),

ce qui implique la convergence presque partout dans Q pour une sous-suite de {\*}.
Cette propriété de convergence forte dans L'(Q) et presque partout dans @) permet de
passer a la limite dans la formulation discrétisée et d’atteindre la formulation continue.
En outre, la suite des fonctions {\"} ne prenant que les valeurs 0 et 1, il en découle que \
est une fonction de L>®(Q) N BV (Q) qui ne prend que les valeurs 0 et 1;\ est la fonction
caractéristique d’un ensemble A C @, £L? — mesurable & périmétre fini, i.e.

A= 1y;

en outre, la frontiére libre () N JA est le graphe d’une fonction numérique décroissante
au sens large et continue grace a la propriété de continuité de S dans C°(Q), propre a
la dimension 1 et résultant du lemme d’Ascoli, selon une observation de Ph. Bénilan en
1973 : S™ est ici scalairement continue de [0,7] dans H}(] — 1,1[), o Hi(] — 1,1[) —
CO’%([—L 1]), pour un bon représentant, héldérienne d’ordre %, uniformément par rapport
At et plus précisément, {S"} est une partie uniformément équicontinue de C°(Q) et donc
relativement compacte.

Montrons que la séparatrice est un arc continu. Soit ¢ — &(t) I’équation cartésienne de
la séparatrice I' = @Q N 0A et supposons par I'absurde que ty soit un éventuel point de
discontinuité, avec pour fixer les idées

E(tg) =6 >& = 6(&?)-

On sait en effet que & est une fonction a variation bornée et plus précisément décroissante,
L0, T)-limite de fonctions en escalier.
Or, pour t € [0, T\Z, £ (Z) =0, on a

S(t,€(t)) = Sol(&(t), So € C°([=1,1]),
et donc par la continuité de S dans @Q,
sit—ty, S(to,&) = So(&),
sit—td, S(te,&) = So(€1),
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avec So(&) < So(&1) par la stricte décroissance de Sy sur |0, a.
Or, pour € > 0 assez petit,

S(to+¢,61 +¢€) = So(&1) + ole)
par continuité de S dans Q ; et
S(to+¢e,6 +¢) > S(to+¢,&)

car (to+e,&+e) et (to+¢,&) appartiennent a 'ensemble {\ = 1}, ou V¢ > 0, z — S(¢, )
est croissante. Donc, si e — 0T,

S5(to, &o) = So(&o) = So(&1),
d’ou la contradiction par la décroissance stricte de Sy sur ]0, af.

Remarque 6.2. Les considérations précédentes aménent au calcul informel suivant :
pour t €]0,T[, on a

S(t,&(t)) = So(&(t)), par la propriété de raccord continu,

et au sens de la dérivée a droite en ¢+, par exemple, il vient informellement

99 08 050 .
S, (1 60) + € () - (t7.€(1) = € (1) 2 (€(1);

O (¢, (1)) = ~2aS(1,€(1)

= —2aS0(&(1)),

selon le procédé de construction des solutions via une condition de contact de type Fourier-
Robin, ce qui conduit a P'information (sans justification rigoureuse sans information sup-
plémentaire de régularité) :

95, .

B G 0)

§<t )_ 850 )
5 (&(t)) +2aS50(£(t))

quantité négative ou nulle, mesurant la pente de la séparatrice des deux régions (station-
naire et hyperbolique dégénéré). Cependant, d’aprés un théoréme de structure pour les
ensembles de périmétre fini ([36], Th 2, p.205), on sait que la séparatrice I est réunion dé-
nombrable de courbes de classe C*, en dehors d'un ensemble résiduel de points, négligeable
pour la mesure du périmétre.
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La démonstration de la proposition 6.2 résulte immédiatement du résultat préparatoire
suivant :

Lemme 6.3. Sous les hypothéses H(Sy), il existe un point unique x(h) dans |0, af tel que
le couple (S, \') défini par

St = Soljaami + Wlipm et A = Tag
ot w est la solution dans C*([z(h),1]) du probléeme différentiel
w— h(w" +2aw’) = Sy dans Jx(h), 1],

w(x(h)) = So(x(h)), w (x(h)) + 2aw(z(h)) = 0, w(1) =0,

Remarque 6.3. Le point important ici est de bien observer que w est solution d’un
probléme elliptique associé a des conditions de bord surdéterminées : un opérateur linéaire
du second ordre et trois conditions aux limites (une condition de Dirichlet homogéne, une
condition de Dirichlet non homogéne et une condition de Fourier-Robin) ; cependant, il
n’y a pas d’incohérence car le point z(h) est une frontiére libre de type Bernoulli.

Preuve du lemme 6.3 :

D’aprés les § 5.1.2 prop. 5.1 et § 5.1.3 prop. 5.2 et les considérations de constructions
précédentes, ST = Sy sur | — 1,0[ et plus précisément sur | — 1,z(h)[. En outre, pour
rechercher w, on considére ’équation homogéne associée dont I'équation caractéristique
admet deux racines réelles

1 1
r = —a -+ a2+ﬁ, To = —a — a2+5, ?"1>O7 T'2<O,

et on utilise la méthode de la variation des doubles constantes. On obtient, aprés calculs,

4 2a80(y>:| (rlem(xfy) _ 74267‘2(9:*?;)) dy (61)

1 v /
) = ) e [, 5w

ou x(h) est défini de facon unique dans |0, o[ par la condition

1
/(h) [(Sé@) + 26150(3/)} (rie 7Y — ppem2079)) dy = 0.



6. UN PROBLEME DE BERNOULLI D’EVOLUTION,
RESULTAT D’EXISTENCE DANS LE CAS DE LA SEDIMENTATION 1 — D AVEC TRANSPORT MARIN 100

[’existence d’un tel xz(h) peut étre obtenue en étudiant les variations de la fonction F'
définie par :

F() = /5 [(S(;(y) + 26150(?;)] (7"16”(1"/) — 726”(1’3’)) dy sur |0, af.

On a en particulier

i) F'(¢) < 0 sur ]0,af par le fait que 'application z + Sy(z) + 2aSy(z) est supposée
strictement négative sur |0, af, d’ott unicité.

ii) F(0)F(«) < 0, d’on existence par le théoréme des valeurs intermédiaires.

En outre, la condition de raccord continu fait que S* € H}(—1,1) et 'on a , au sens des
distributions de D'(] — 1, 1[), et presque partout sur | — 1, 1|

De plus, la propriété qui précise que la fonction S(/) + 2aSy est strictement croissante sur
| — 1,1 implique que
w> Sy dans |z(h), 1]

ce qui permet d’affirmer que
1
1) M eH (%)

2) La fonction %il + 2aSt est strictement croissante sur |z(h), 1] d’aprés I’équation
(6.2) et donc, le procédé par induction pourra étre utilisé puisque I'hypothése
“r > Sy(z) 4 2aSy(x) strictement croissante sur |0, 1[” est reconduite héréditaire-

ment ; en outre, la fonction = — Sll(x) +2aS"(x) est négative sur |0, z(h)[, nulle en
x(h) et positive sur |z(h), 1], ce qui reproduit 'hypothése faite sur la topographie
initiale, x(h) jouant maintenant le role de a. O

Remarque 6.4.

1) Dans le cas ot @ = 0 (pas de transport marin), on retrouve la formule

(o) = Sole) - [ ; 51(y) cosh <sz) dy,

S(h) étant défini par

1 y—1
Sy (y) cosh (—) dy =0,
/x(h) o) Vh
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2) Tintroduction du limiteur de flux A! a pour objet de rendre compatibles la loi de
conservation et la contrainte globale sur la vitesse d’érosion ; physiquement, I'inté-
rét est de limiter au strict nécessaire le flux, i.e. prendre \ le plus proche de 1 en
un certain sens (le cas trivialement possible est le prendre, ce qui est une solution
admissible, mais non pertinente, le limiteur de flux nul et donc la solution corres-
pondante est la topographie initiale). Donc, on peut étre amené a définir la solution
maximale pour les couples (S, \) & S donné en cherchant A tel que

I1>2A>p=>0

pour toute solution possible (S, ). On peut vérifier qu’ici, la solution construite par
la construction décrite par le lemme précédent est la solution maximale, pertinente
en géologie.

Remarque 6.5. La formule (6.1) permet d’évaluer la quantité (0p); de sédiments déposés
a chaque itéré (le pas de temps étant en pratique de 25 siécles pour couvrir une période
géologique). Il vient, par exemple, & la premiére itération

[(S(/] (y) + QCLSo(y)] (Tlem(x—y) _ T267-2(x—y)) dy) dr
(h)

-1 1
on=———[ (]
24/a? —1—% z(h) \Jz
quantité strictement positive.

Plus généralement,

" [(w;_l(y) + Qawk_l(y)} (rlem(z—y) _ 7nQem(z—y)) dy) de.
kh

(0p)r = 2\/;—21? /;g(lkh) (/:r

Généralisations : La situation présentée ici a été simplifiée pour mettre en relief le
principe constructif; le signe de a dans I'expression du flux peut étre quelconque pour
prendre en compte des situations de marées montantes ou descendantes : plus largement,
on peut construire & la main les solutions des itérés du schéma d’approximation pour des
termes de transport périodiques du type, dans 'expression du flux surfacique :

g=-X[VS—a(t)s7],
avec a une fonction numérique 7—périodique, 7 > 0, avec
al| oo,y <<< 1.

La situation se complique lorsque a dépend de x car il y a lieu alors de résoudre des
équations différentielles du second ordre a coefficients non constants. Le signe de a se
matérialise sur la figure 3. de la facon suivante :
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1. si a =0 (pas de terme de transport), le raccord a chaque itéré avec la courbe de la
topographie initiale s’effectue avec une demi-tangente horizontale.

2. si a < 0 (marée descendante), la demi-tangente a un coefficient directeur négatif.

3. si @ > 0 (marée montante), le coefficient directeur est positif.
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Chapitre 7

Appendice

7.1 Un contre-exemple & une extension vectorielle du
lemme de Saks

Soit € un domaine borné de R? | d > 2.

Dans le cadre de ce travail, on a été conduit a réfléchir & valider ou infirmer la conjecture
suivante :

Si
F e H(div,Q) = {ﬁ e (L2 () divEF € L? (Q)} ,

la divergence étant calculée au sens des distributions, alors peut-on dire que divF = 0
presque partout dans {ﬁ = 6} ?

Dans le cas scalaire qui correspondrait & d = 1, la réponse est évidemment positive
par le lemme de Saks ou le lemme plus général de Marcus et Mizel [49)].

En dimension d > 2, la réponse est négative comme on va le voir sur un contre-exemple
que nous ont fourni Fran¢ois Bouchut (ENS Ulm) et Luigi Ambrosio (ENS Pise).

Dans un préprint intitulé On the chain rule for the divergence of BV like vector fields :
applications, partial results, open problems, [11], L. Ambrosio, C. De Lellis et J. Maly

> 1d ait une

indiquent en introduction, sans autre précision, qu’il peut arriver que U € {L5?,

divergence f € Ly, (au sens des distributions), mais que

f#0 £Y —p.p. dans {[7:6}
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On détaille ici un exemple d’une telle pathologie en utilisant des approximations de type
Lusin pour les gradients ; par-la méme, on comprend que les régles connues de dérivation

a la chaine de fonctions scalaires (au sens des distributions) pour les opérateurs . qui
L
reposent sur des "théorémes de Sard inverses" ne sont pas immédiatement généralisables

a des opérateurs de type divergence pour des champs vectoriels.

On prend d =2 et V = (y, —) dans le plan R? et donc curl V +£ () partout.

D’aprés un résultat de G. Alberti [1] (A Lusin Type Theorem for Gradients, Journal
of Functional Analysis, 100, (1991), n° 1, pp.110-119), pour toute boule ouverte B de
R? et pour tout € strictement positif, il existe une fonction ®. € C} (B) dont le gradient
coincide avec V en dehors d’un ensemble de £2—mesure inférieure ou égale & ¢, noté A,
i.e.

Vo, =V dans B \ A, L%(A) <e.

En fait, le théoréme d’Alberti donne davantage d’informations en indiquant ici que 1'on
peut prendre pour A, un ouvert, dense dans B.
On introduit alors, selon les indications de Luigi Ambrosio, le champ de vecteurs

- 0. 0.
Uo=|2+—, y—

: ( gy Y ox
construit en prenant, au sens du produit scalaire usuel de R?, un vecteur orthogonal a
V — V&, et de méme longueur.

On vérifie qu’au sens des distributions de D’ (B), on a

) dans B

0P, 0*®,
+1-
0xdy dyox

c’est-a-dire, puisque les opérateurs de dérivation au sens des distributions commutent,
que 'on a, indépendamment de ¢,

divﬁszl—i—

divU. =2 dans D’ (B) et L* — presque partout dans B

alors que (75 est nul sur I'ensemble d’Alberti B \ A. que l'on peut construire de
L2 —mesure aussi grande que 1'on veut.
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7.2 Contribution pour valider des possibilités d’exten-
sion

A partir de ce mode de construction, il est possible de créer une infinité de contre-
exemples, selon la méme méthode. Une conjecture nouvelle est que le résultat de type
Saks est valide lorsque 'ensemble d’annulation {ﬁ — 0} est a périmétre fini et que le
flux 7 F est continu de part et d’autre de ce périmétre, cette derniére condition étant
vraisemblablement liée au fait que la divergence de F , calculée au sens des distributions,
soit localement £2-intégrable, sans partie singuliére.

On donne dans ce sens une idée de démonstration proposée par le professeur W. P. Ziemer
(correspondance particuliére avec G. Gagneux et G. Vallet, Juin 2007) et pour laquelle il
conviendrait de trouver les hypothéses appropriées pour justifier la démarche.

On prend F dans L'(Q)?, d > 2 avec divF € L(Q), Q C R% et soit E C  tel que
E = {ﬁ = ( presque partout } avec LY(E) > 0,

et le but est de voir comment et quand on peut affirmer que divF =0 p.p- sur E.

Soit p la mesure de Radon positive associée a |div F |; 1 étant L%absolument continue et
se donnant € > 0, il existe un compact K (= K.) inclus dans E tel que |u|(E \ K) < &,
par un théoréme de régularité de Lusin. Soit aussi U un ouvert de €2, tel que K C £ C U.

Pour tout ¢ de D(U), on a selon la définition de la divergence au sens des distributions
de D'(U)

/ divF¢ dz = — / FN¢ dx
U U
= —/ FN¢ dx puisque F =0 dans K.
U\K

On écrit cette derniére ligne sous la forme

/K (divF)p de = — /U . [ﬁ.v¢ + (divﬁ)qs] dz.

Pour m € N* assez grand, on pose

Em:{er, ! Sd(m’,K)Si}CU\K,
m+1 m
ce qui est possible par un lemme de rétrécissement : il existe un voisinage ouvert V de K
avec l’adhérence V' C U, et selon le procédé de Urysohmn, on introduit la suite de fonctions
Um € CX(U), telles que :
0<¢Y, <1 dans U
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1 siod(z, K) < 5,
Um(z) =
0 si d(z,K) >+,

m

Donc, pour m assez grand, (1 — ¢,,)¢ € D(U \ K), et par un calcul simple, il vient que,
Vo € D(U),

/ (divF)¢ do = — / (FNw)o do — / [ﬁ.w + (divF) | by, da.
K U\K U\K
On observe pour cela que notant L la forme linéaire définie par

L(¢) = /U \K(ﬁ.w b odivE) dr, ¢ e D),

on a

L([1 = ¢m]o) =0
d’aprés la dérivation au sens des distributions dans D' (U \ K), (1 — ,,,)¢ appartenant &
DU \ K), et donc

L(¢) = L(¢m9).

La difficulté est alors de passer a la limite lorsque m tend vers 400 ; le terme
/ [ﬁ.v¢+ (divE)o| ¢y, d
U\K

tend vers 0 par convergence dominée et donc, puisque le membre de gauche est indé-
pendant de m, le terme fU\K(F.V@Dm)qﬁ dr admet, quand m — +oo, une limite, qu’il
faudrait identifier grace a des hypothéses supplémentaires adéquates.

Sous réserve que cette limite soit nulle, on aurait finalement que
divF =0 L4 —p.p. dans K,

et donc
[ul(E) = |p[(E\K) <e

et ceci pour tout e strictement positif, d’ou le résultat (conditionnel), dans ce cas.

Dans cette démarche pour une démonstration dans des cas favorables, on a vu que la
limite de

/ (ﬁ.Vwm)¢ dx, lorsque m — 400
U\K

existe. Le contre-exemple et ce qui précéde montrent que cette limite n’est pas nulle en
général.
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Une conjecture consiste donc a chercher des circonstances qui permettent d’assurer que
cette limite est nulle. Une direction possible serait peut-étre de se placer dans le cas ol
K est & périmétre fini (3 la maniére de L. Ambrosio et coauteurs [5], [6] et [8]) et soit
0, K la partie de la frontiére “measure theoretic boundary” au sens de L. C. Evans et R.
F. Gariepy (|36], Chapitre 5, p.p. 208-211).

On sait que pour H? ' —presque tout = de 0, K (|36], p. 209, theorem 1, generalized Gauss-
Green theorem), on peut définir un vecteur normal extérieur 7i(z) (measure theoretic unit
outer normal) et on peut imaginer alors que

lim OF Ny, dv = / GF .7t dH!

m—=+ JinKg 0K
=0

en définissant une trace de F sur 0. K, nulle par le fait que K = K C E.
Tout cela reste & prouver ou a infirmer ...



Chapitre 8

Conclusion et perspectives

Le modéle de Darcy-Barenblatt conduit & une formulation continue bien posée au
sens de Hadamart, au moins pour un temps de relaxation 7 assez grand ; cela résulte de
facon attendue de l'effet régularisant qui permet d’obtenir des informations de régularité
supplémentaires pour une topographie initiale pas trop accidentée. Pour cela, on a utilisé
sur des schémas convergents de discrétisation semi-implicite les résultats de Meyers puis
les résultats classiques sur la régularité des solutions d’équations elliptiques a coefficients
holdériens en jouant sur le fait spécifique qu’on se place en dimension d’espace 1 ou 2;
on a montré que ces proprié¢tés de régularité étaient stables lorsque les parameétres de
discrétisation tendent vers 0.

Il en va tout autrement pour la formulation continue du modéle bidimensionnel de Darcy
dont on a vu qu’il présente des comportements de nature hyperbolique (vitesse finie de
propagation, zones mortes et effets d’enclavement). Certes, dans la pratique des géologues,
les schémas numériques utilisés pour la résolution numérique correspondent a ceux pour
lesquels on a obtenu des résultats d’existence et de fait, les géologues ont élaboré leurs
modéles directement sous forme discréte en écrivant des bilans de masse et en introdui-
sant un limiteur de flux, sans passer par I’écriture d’'une équation “continue”, selon Th.
Gallouét [43], p. 95 et cela suffit pour simuler I’évolution de bassins sédimentaires, surtout
pour des périodes géologiques de plusieurs millions d’années.

Il semble cependant important de comprendre de quelles équations continues ces schémas
sont la discrétisation semi-implicite en établissant la convergence des solutions “préten-
dues approchées” vers la (ou une ?) solution du modéle continu lorsque les paramétres de
discrétisation tendent vers 0. La question de la convergence des solutions approchées est
A notre connaissance complétement ouverte et repose sur I'identification de la limite dans
une expression qui se présente comme le produit de deux convergences faibles et qui résulte
de la contrainte globale d’érosion limitée, d’expression mathématique trés inhabituelle. La
compréhension des équations continues résultantes serait d’un point de vue pratique utile
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pour élaborer des schémas implicites performants. Il est raisonnable de penser qu’il fau-
drait adjoindre a I’équation de continuité, un critére discriminant pour sélectionner la
solution géologiquement admissible ; pour cela, il faudrait traduire le fait que la solution
réaliste correspond a la situation, ou, a chaque instant, entre plusieurs solutions possibles
le cas échéant, le flux est limité au strict nécessaire pour rendre compatibles I’équation
de conservation et la contrainte globale. Cette condition sélective ne semble pas facile a
formuler mathématiquement ; cependant, dans des cas simples monodimensionnels, on a
vu comment prendre en compte ce critére en construisant a la main une solution explicite,
maximale en un certain sens et solution d’un probléme de Bernoulli d’évolution original.
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