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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥t

❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡♠❡r❝✐❡r ♠❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡ t❤ès❡✱ ▼♦♥s✐❡✉r ●ér❛r❞ ●❛✲
❣♥❡✉① ❡t ▼♦♥s✐❡✉r ●✉② ❱❛❧❧❡t✳ ❏❡ ❧❡✉r s✉✐s très r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❞✬❛✈♦✐r été ❞❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs
❞❡ t❤ès❡ très r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s✳ ▲❡✉r ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❡t ❧❡✉r ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡♥❡r à
❜✐❡♥ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

❏❡ s✉✐s très s❡♥s✐❜❧❡ à ❧✬❤♦♥♥❡✉r q✉❡ ♠✬♦♥t ❢❛✐t ▼♦♥s✐❡✉r ❘♦❜❡rt ❉❡✈✐❧❧❡ ❡t ▼♦♥s✐❡✉r
▲✐♦♥❡❧ ❚❤✐❜❛✉❧t ❡♥ ❛❝❝❡♣t❛♥t ❞✬êtr❡ ❧❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡r ❛✉
❥✉r②✳ ❏✬❛♣♣ré❝✐❡ s✐♥❝èr❡♠❡♥t ❧❡✉r ✐♥térêt ♣♦✉r ♠❡s tr❛✈❛✉① ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s
❛✈✐sés✳ ❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❛✉ss✐ ❡①♣r✐♠❡r ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡ à ▼❛❞❛♠❡ ▼❛r✐❛ ❈r✉③ ▲ó♣❡③
❉❡ ❙✐❧❛♥❡s ❇✉st♦ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡ ❧❛ ♣rés✐❞❡♥t❡ ❞✉ ❥✉r② ❡t à ▼♦♥s✐❡✉r ❏❛❝q✉❡s
●✐❛❝♦♠♦♥✐ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡ ❡①❛♠✐♥❛t❡✉r ❡t ♠❡♠❜r❡ ❞✉ ❥✉r②✳

❏❡ ♣r♦✜t❡ ❞❡ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ♣♦✉r r❡♠❡r❝✐❡r très s✐♥❝èr❡♠❡♥t ▼♦❤❛♠❡❞ ❖✉❧❞ ▼♦✉❛✇✐②❛
❡t ❆❤♠❡❞ ❙❛❧❡❦ ❖✉❧❞ ❇♦✉❤ ♣♦✉r ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥✳

❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❡①♣r✐♠❡r ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ♣r♦❢♦♥❞s à t♦✉t❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡✉r s♦✉✲
t✐❡♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡t ❧❡✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts✳

▼❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥t ✈♦♥t à ♠❡s ❝❤❡rs ❛♠✐s ❡t à ♠❡s ❝❤èr❡s ❛♠✐❡s✱ ② ❝♦♠♣r✐s t♦✉s ♠❡s
❝♦❧❧è❣✉❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts ❡t ❞♦❝t♦r❛♥t❡s q✉✐ ♠✬♦♥t ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳

❏❡ t✐❡♥s ❛✉ss✐ à r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳

✸



❘és✉♠é.− ❙♦✐t Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❞❡ Rd ✭d = 2 ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✮ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥
❜❛ss✐♥ sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡✱ ❡t s♦✐❡♥t ~q ❧❡ ✢✉① ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ❡t S(t, x) ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ sé❞✐♠❡♥t ❡♥ ✉♥
♣♦✐♥t x ∈ Ω à ❧✬✐♥st❛♥t t✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ s✬é❝r✐t ✿

∂S

∂t
+ ❞✐✈ ~q = 0, t ∈]0, T [, x ∈ Ω,

❛✈❡❝ ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ ✢✉① ~q ✿

i) ~q(t, x) = −λ
[
∇S(t, x)+ ~V (x, S(t, x))

]
, ii) ~q(t, x) = −λ

[
∇S(t+ τ, x)+ ~V (x, S(t, x))

]

♦ù λ ❡st ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❥♦✉❛♥t ✉♥ rô❧❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ✢✉①✱ ~V r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡
tr❛♥s♣♦rt ❡t τ ❡st ✉♥ ✏♣❡t✐t✑ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣♦s✐t✐❢✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ ét✉❞✐é ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s✱ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s S, λ✱ s✉✐✈❛♥ts ✿

▼♦❞è❧❡ ❞❡
❉❛r❝②✲❇❛r❡♥❜❧❛tt

(τ > 0)





∂S

∂t
− ❞✐✈

{
λ
[
∇S + ~V (·, S)

]}
− τ∆

∂S

∂t
= 0 dans ]0,T[×Ω,

S = 0,
∂S

∂t
= 0 sur ]0, T [×∂Ω, S(0, ·) = S0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω.

▼♦❞è❧❡ ❞❡
❉❛r❝②

{
∂S

∂t
− ❞✐✈

{
λ
[
∇S + ~V (·, S)

]}
= 0,

∂S

∂t
+ E ≥ 0 dans ]0,T[×Ω,

S = 0 sur ]0, T [×∂Ω, S(0, ·) = S0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω.

P♦✉r ré❣✉❧❡r ❧❡ ✢✉①✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ λ ∈ H(∂S
∂t

+ E)✱ ♦ù H(r) = 0 s✐ r < 0✱ H(r) = 1 s✐ r > 0
❡t H(0) = [0, 1]✱ ❡t ♦ù E ≥ 0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❉❛r❝②✲❇❛r❡♥❜❧❛tt ❡st rés♦❧✉ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t λ ♣❛r λε : r ∈ R 7−→ λε(r) =
min( r+

ε
, 1), ε > 0✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ ❛ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ✿ s✐ S0 ∈ W 1,p

0 (Ω)✱ ♦ù p ≥ 2✱
❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ Sε ∈ W 1,∞(0, T ;W 1,p

0 (Ω)) ❀ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ✐❝✐ ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ q✉❡ ♣♦✉r
d ≤ 2 ❡t r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ▼❡②❡rs ❡t ❞❡ ◆❡č❛s✳ ▲❛ ré❣✉❧❛r✐té ❡♥tr❛î♥❡ ❧✬✉♥✐❝✐té à
♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ τ ∗ ❞❡ τ ✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛r❝②✱ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ ❡st ♠♦✐♥s ré❣✉❧✐❡r ♠❛✐s ♦♥ ❛ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t ❡♥ t❡♠♣s✳ ❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ♦♥ ❛ ♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡
❝❛s ❞❡ ❧❛ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛r✐♥❡ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ▼♦❞è❧❡s str❛t✐❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ Ps❡✉❞♦✲♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✱ ▲♦✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞é❣é✲
♥éré❡✱ ❋r♦♥t✐èr❡ ❧✐❜r❡✳

❈❡ tr❛✈❛✐❧ à été ♣ré♣❛ré ❛✉ s❡✐♥ ❞❡

▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ P❛✉
❯▼❘✲❈◆❘❙ ✺✶✹✷

✹



❚✇♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡❞✐♠❡♥t❛r② ❜❛s✐♥
P❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❢ ❡r♦s✐♦♥✱ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❣❡♦❧♦❣②

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♣❡tr♦❧❡✉♠ ♣r♦s♣❡❝t✐♥❣

❆❜str❛❝t.− ▲❡t Ω ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ Rd ✭d = 2 ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✮ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
❜❛s✐s ♦❢ ❛ s❡❞✐♠❡♥t❛r② ❜❛s✐♥✳ ▲❡t✬s ❞❡♥♦t❡ ❜② ~q t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❜② S := S(t, x)✱
(t, x) ∈]0, T [×Ω t❤❡ s❡❞✐♠❡♥ts ❤❡✐❣❤t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

∂S

∂t
+ ❞✐✈ ~q = 0, t ∈]0, T [, x ∈ Ω,

✇✐t❤ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ~q ✿

i) ~q(t, x) = −λ
[
∇S(t, x)+ ~V (x, S(t, x))

]
, ii) ~q(t, x) = −λ

[
∇S(t+τ, x)+ ~V (x, S(t, x))

]
,

✇❤❡r❡ λ ✐s ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ ✢✉① ❧✐♠✐t❡r✱ ~V r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢❛❝t♦rs ♦❢
tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ τ ✐s ❛ ✏s♠❛❧❧✑ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤✉s✱
✇❡ st✉❞✐❡❞ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✱ ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥s S, λ ✿

▼♦❞❡❧ ♦❢
❉❛r❝②✲❇❛r❡♥❜❧❛tt

(τ > 0)





∂S

∂t
− ❞✐✈

{
λ
[
∇S + ~V (·, S)

]}
− τ∆

∂S

∂t
= 0 in ]0,T[×Ω,

S = 0,
∂S

∂t
= 0 on ]0, T [×∂Ω, S(0, ·) = S0 ❛✳❡✳ ✐♥ Ω.

▼♦❞❡❧ ♦❢
❉❛r❝②

{
∂S

∂t
− ❞✐✈

{
λ
[
∇S + ~V (·, S)

]}
= 0,

∂S

∂t
+ E ≥ 0 in ]0,T[×Ω,

S = 0 on ]0, T [×∂Ω, S(0, ·) = S0 ❛✳❡✳ ✐♥ Ω.

❚♦ r❡❣✉❧❛t❡ t❤❡ ✢♦✇✱ ✇❡ s♦✉❣❤t λ ∈ H(∂S
∂t

+ E)✱ ✇❤❡r❡ H(r) = 0 ✐❢ r < 0✱ H(r) = 1 ✐❢
r > 0 ❛♥❞ H(0) = [0, 1]✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ E ≥ 0 ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❉❛r❝②✲❇❛r❡♥❜❧❛tt ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ λ ❜② λε : r ∈ R 7−→ λε(r) =
min( r+

ε
, 1), ε > 0✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r✐t② r❡s✉❧t ✿ ✐❢ S0 ∈ W 1,p

0 (Ω)✱ ✇❤❡r❡
p ≥ 2✱ t❤❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ Sε ∈ W 1,∞(0, T ;W 1,p

0 (Ω)) ❀ t❤❡ ♠❡t❤♦❞❡ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ✇♦r❦s ♦♥❧② ❢♦r
d ≤ 2 ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ▼❡②❡rs ❛♥❞ ◆❡č❛s✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ②✐❡❧❞s t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss
♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ τ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳
❚❤❡ ❉❛r❝②✬s ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✱ ✐s ❧❡ss r❡❣✉❧❛r ❜✉t t❤❡r❡ ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❛s❡ ✐♥ t✐♠❡✳ ■♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s♦❧✈❡❞ ❛ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r✐♥❡ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❑❡②✇♦r❞s ✿ ❙tr❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ Ps❡✉❞♦✲♣❛r❛❜♦❧✐❝✱ ❉❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✱
❋r❡❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣r❡♣❛r❡❞ ✇✐t❤✐♥

▲❛❜♦r❛t♦r② ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P❛✉
❯▼❘✲❈◆❘❙ ✺✶✹✷

✺
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✶✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡s ❣é♥ér❛✉① ❞❡s ♠♦❞è❧❡s str❛t✐❣r❛♣❤✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✶✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
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✶✳✹✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✶✳✹✳✷ Pr✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ✉t✐❧✐sés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✺ P❧❛♥ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

■ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛r❝②✲❇❛r❡♥❜❧❛tt ✷✶

✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✏❉❛r❝②✲❇❛r❡♥❜❧❛tt✑ ❡t ❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ✷✷
✷✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✷✳✶✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡s ❞❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
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✷✳✷✳✶ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✷✳✷✳✷ P❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✸ ❘é❣✉❧❛r✐té ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✸✾
✸✳✶ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✸✳✷ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

■■ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛r❝② ✺✷

✹ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛r❝② ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❞✬❡s♣❛❝❡ ✺✸
✹✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✹✳✷ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛r❝② ré❣✐ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ H ✺✺

✹✳✷✳✶ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
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✹✳✸ ▲❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ε ❡t h ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✹✳✸✳✶ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✐s❝r❡t ré❣✐ ♣❛r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ H ✭ε→ 0✮ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✹✳✸✳✷ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉ ✭h→ 0✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✺ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛r❝② ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❞✬❡s♣❛❝❡ ✼✶
✺✳✶ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡t s❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ✿ ③♦♥❡s ♠♦rt❡s✱ ❡✛❡t ❞❡
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✻✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✐térés (Sk, λk) ❛✈❡❝ λk ∈ H(
Sk − Sk−1

h
), λk
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■■■ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡✱ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✵✸

✼ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ✶✵✹
✼✳✶ ❯♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ à ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❛❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
✼✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✵✾

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✶✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡s ❣é♥ér❛✉① ❞❡s ♠♦❞è❧❡s str❛t✐❣r❛♣❤✐q✉❡s

❖♥ ❛♥❛❧②s❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❡t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❛ss✐♥ sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡✱ s♦✉s ❧❡ tr✐♣❧❡ ❡✛❡t ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬ér♦s✐♦♥✱
sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t tr❛♥s♣♦rt✱ ❞û ❛✉① ✈❡♥ts✱ ♣❧✉✐❡s✱ ❝♦✉r❛♥ts ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❜❛t❤②♠é✲
tr✐❡✱ ♠❛ré❡s✱ etc ✳✳✳ ✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ str❛t✐❣r❛♣❤✐❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s
❣é♦❧♦❣✐q✉❡s s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬❛♥♥é❡s✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s ♦♥t été é❧❛❜♦rés à
❧✬■♥st✐t✉t ❋r❛♥ç❛✐s ❞✉ ♣étr♦❧❡ ❡t ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ✐♥térêt ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦s♣❡❝t✐♦♥ ♣étr♦❧✐èr❡
♣❛r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❜❛ss✐♥s sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❖♥
❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬❡♥tr❡♣r❡♥❞r❡ ✐❝✐ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ s♦✉s
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✉♥ t❛✉① ❞✬ér♦s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t
❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝❧✐♠❛t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t à ❞é❝♦✉✈r✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✲tr❛♥s♣♦rt ❞✬✉♥ t②♣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ❞❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡s ❧✐❜r❡s✳

❖✉tr❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ♣r♦s♣❡❝t✐♦♥ ♣étr♦❧✐èr❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ ❞❡s
rés❡r✈❡s ❞✬❤✉✐❧❡ ❡t ❞❡ ❣❛③✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ét✉❞✐é ✐❝✐ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s r❡❧✐❡❢s
❞❡ t②♣❡ ❞és❡rt✐q✉❡ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ✈❡♥ts ♣❛r❢♦✐s ✈✐♦❧❡♥ts✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❡st ❞♦♥♥é
♣❛r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬❯♥❡s❝♦ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞és❡rt✐q✉❡ ❝réé ♣❛r ❧✬❛ssé❝❤❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ ♠❡r ❞✬❆r❛❧ ❛✉ ❑❛③❛❦❤st❛♥ à ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬✐rr✐❣❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉✐t❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❛t❛str♦♣❤✐q✉❡
s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ é❝♦❧♦❣✐q✉❡ ✿ ♣r✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ s♦♥ ❛♣♣r♦✈✐s✐♦♥♥❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧
❡♥ ❡❛✉✱ ❝❡tt❡ ♠❡r ✐♥tér✐❡✉r❡ s✬❡st r❡t✐ré❡ ❡t s❛ s✉♣❡r✜❝✐❡ ❛ été ❞✐✈✐sé❡ ♣❛r tr♦✐s✳ ▲❡s ✈❡♥ts
✈✐♦❧❡♥ts ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❛rr❛❝❤❡♥t ❧❡ s❛❜❧❡ ❡t ❧❡ s❡❧ ❞é♣♦sé s✉r ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠❡r ♥❛❣✉èr❡
r❡❝♦✉✈❡rt ❞✬❡❛✉✳ ❙❡❧♦♥ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ♦♥ r❛♣♣♦rt❡ ✭▲❡ ▼♦♥❞❡ ❞✉ ✶✸ ❥✉✐❧❧❡t ✷✵✵✼✱ ♣✳✸✮
q✉❡ ✷✵✵ ✵✵✵ t♦♥♥❡s ❞❡ s❡❧ ❡t ❞❡ s❛❜❧❡ s♦♥t ❛✐♥s✐ ❝❤❛q✉❡ ❛♥♥é❡ tr❛♥s♣♦rté❡s ❞❛♥s ✉♥ r❛②♦♥
❞❡ ✸✵✵ ❦♠✱ ♦✉tr❡ ❧❡s r❡st❡s ❞❡ ♣❡st✐❝✐❞❡s ❡t ❞✬❡♥❣r❛✐s ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ré♣❛♥❞✉s ❡♥ q✉❛♥t✐té
❞❛♥s ❧❡s ❝✉❧t✉r❡s ✐rr✐❣✉é❡s ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t ❝❤❛rr✐és ❞❛♥s ❧❡ ❜❛ss✐♥ ♣❛r ❧❡s ✢❡✉✈❡s ❛❧✐♠❡♥t❛♥t
❧❛ ♠❡r✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❜r✉t❛❧❡s ❞❡ ❧✬é❝♦❧♦❣✐❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t

✽



1. INTRODUCTION 9

s♦♥t ❝❛✉s❡s ❞❡ ❣r❛✈❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s❛♥✐t❛✐r❡s✳ ❉❡s ♠♦❞è❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣rés❡♥t❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❡t ❞✬❛♥t✐❝✐♣❡r ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é✲
❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥✳

❯♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ér♦s✐✈❡ ❞❡ ✈❡♥ts ❢♦rts tr❛♥s♣♦rt❛♥t ❞✉
s❛❜❧❡ ❝♦♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ●r❛♥❞❡ ▼✉r❛✐❧❧❡ ❞❡ ❈❤✐♥❡ ❡t q✉✐ ♣♦s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ s✐t❡✳

▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s♣♦rts ♠❛r✐♥s r❡ç♦✐t ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ♣❛r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡
❞és❡♥s❛❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❜❛✐❡ ❞✉ ▼♦♥t ❙❛✐♥t✲▼✐❝❤❡❧✳ ❯♥ ❜❛rr❛❣❡ ❡♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛❣✐ss❛♥t
❝♦♠♠❡ ✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r ❞❡s ✢✉① ❡t ❞❡s r❡✢✉①✱ ❡st ❞❡st✐♥é à ❧✐❜ér❡r ❧✬❡♥❞r♦✐t ❞❡ ❧❛ ❣❛♥❣✉❡ ❞❡s
sé❞✐♠❡♥ts q✉✐✱ ❥♦✉r ❛♣rès ❥♦✉r✱ ❡♠♣r✐s♦♥♥❡ ❧✬é❞✐✜❝❡✱ ❛✉tr❡❢♦✐s ❞✐st❛♥t ❞❡ q✉❛tr❡ ❦✐❧♦♠ètr❡s
❞✉ ❝♦♥t✐♥❡♥t ❡t ❞és♦r♠❛✐s ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♠ètr❡s✳ ▲❡s ♠❛ré❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦✉r❛♥ts
♠♦♥t❛♥ts s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥ts q✉❡ ❧❡s ❥✉s❛♥ts✱ ♦♥t ♣r♦✈♦q✉é ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡
❞é❜r✐s s❛❜❧❡✉① ♠é❧❛♥❣és à ❞❡s ❞é❜r✐s ❞❡ ❝♦q✉✐❧❧❛❣❡s ✿ ❧❛ t❛♥❣✉❡✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♦✉✈r❛❣❡
❤②❞r❛✉❧✐q✉❡ à ❞♦✉❜❧❡ ❡✛❡t s✉r ❧❛ r✐✈✐èr❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❧❡ ❈♦✉❡s♥♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ✢✉① ❡st ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐
❢❛✐❜❧❡✱ ♣♦✉r r❡t❡♥✐r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧✬❡❛✉ ❞❛♥s ✉♥ rés❡r✈♦✐r ❡♥ ❛♠♦♥t✱ à ♠❛ré❡
❤❛✉t❡ ❀ ❛✉ r❡✢✉①✱ ❤✉✐t ✈❛♥♥❡s ❣é♥ér❡r♦♥t ❞❡s ❝❤❛ss❡s ❞✬❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐t ❞✉ ❈♦✉❡s♥♦♥ q✉✐
r❡♣♦✉ss❡r♦♥t ❧❡s sé❞✐♠❡♥ts ❛✉ ❧❛r❣❡✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡s ❡①♣❡rt✐s❡s✱ ❡♥ ❞❡✉① ❛♥s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱
❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s ✸ ♠✐❧❧✐♦♥s ❞❡ ♠ètr❡s ❝✉❜❡s ❞✬❛❧❧✉✈✐♦♥s q✉✐ s❡ s♦♥t ❛♠♦♥❝❡❧és ❞❡✈r❛✐t ❛✈♦✐r été
❞é❜❧❛②é❡✳ ❊♥ ❤✉✐t ❛♥s✱ ❧❡s q✉❛tr❡✲❝✐♥q✉✐è♠❡s✱ ❡t✱ à ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✉ s✐è❝❧❡✱ ❧❛ ❝♦t❡
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❢♦♥❞s ❞❡✈r❛✐t ❛✈♦✐r ❜❛✐ssé ❞❡ ✼✵ ❝❡♥t✐♠ètr❡s ✭▲❡ ▼♦♥❞❡ ❞❛té ❞✉ ✷✾ ❥✉✐❧❧❡t
✷✵✵✼✮✳
❈❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ✐❧❧✉str❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt é♦❧✐❡♥ ❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞
❝❛s✱ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ♠❛r✐♥✱ ♥❛t✉r❡❧ ♦✉ ❢♦r❝é✳

❯♥ ❛s♣❡❝t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❛ss✐♥s sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s ❛✈❡❝
❡✛❡t ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡s sé❞✐♠❡♥ts ✿ à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡s ❝❛r♦tt❡s ❣❧❛❝✐❛✐r❡s
q✉✐ ❝♦♥s❡r✈❡♥t ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❧❡s ❝❧✐♠❛ts ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s s✐è❝❧❡s✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s
str❛t❡s ❡t ❧❡✉rs ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞♦♥♥❡r❛✐❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❝❧✐♠❛t✐q✉❡s
❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s ❡①trê♠❡s ✭❢♦rt❡s t❡♠♣êt❡s✱ ❢♦rt❡s
❤♦✉❧❡s✱ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛t❧❛♥t✐q✉❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❊❧ ◆✐ñ♦✱ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s ❝❧✐✲
♠❛t✐q✉❡s✱ ❡t❝✳✳✮✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ s❡ r❡♣♦rt❡r ♣♦✉r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s à ✉♥ ♥✉♠ér♦ ré❝❡♥t
❞❡ ❧❛ r❡✈✉❡ ▼❛r✐♥❡ ●❡♦❧♦❣② ❬✹❪✳

✶✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

P♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞✬♦r❞r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ q✉❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❝❡s ♠♦✲
❞è❧❡s✱ ♦♥ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬❛♥❛❧②s❡r ✐❝✐ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♠♦♥♦❧✐t❤♦❧♦❣✐q✉❡✳
❖♥ ♥♦t❡ Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❞❡ Rd, d = 2 ✭♦✉ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t d = 1✮✱ ✜❣✉r❛♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉
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❜❛ss✐♥ sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡✱ s✉♣♣♦sé❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ t♦♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ③ér♦✱ ❡t ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡
Γ ré❣✉❧✐èr❡ ❀ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t T ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ✜①❛♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉
♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡t Q =]0, T [×Ω✳ ❖♥ ♥♦t❡ S (t, x) ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡s sé❞✐♠❡♥ts ❞é♣♦sés à ❧✬✐♥st❛♥t
t✱ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t x ❞❡ Ω✳

➚ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❝❡tt❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s♦♥t ✐ss✉s ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❤②✲
s✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❧❡ ✢✉① ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r S ❞❡s sé❞✐♠❡♥ts
❞é♣♦sés ❀ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣r❛✈✐t❛✐r❡ ré❣✐ ♣❛r ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞✉ r❡❧✐❡❢ ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ∇S✱
❡t ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✳

✷✳ ❧❡ ✢✉① ❡st ❛✉ss✐ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉① ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ✭♠❛r✐♥ ♦✉ é♦❧✐❡♥✮ q✉✐ s♦♥t
r❡♣rés❡♥tés ✐❝✐ ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ~V (x, S)✳

❊♥ ♥♦t❛♥t λ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡ ✢✉① ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❧❛
♣❡♥t❡ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ tr❛❞✉✐t ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ❧♦✐
❞✬ét❛t ❞✉ ✢✉①✱ ❞❡ t②♣❡ ❞❛r❝é❡♥✱ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

~q = −λ
[
∇S + ~V (x, S)

]
,

❛✈❡❝ ❞❡✉① ❧❡❝t✉r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s s❡❧♦♥ ❧❡s ❣é♦❧♦❣✉❡s ✿

✯ ~q(t, x) = −λ
[
∇S(t, x) + ~V (x, S(t, x))

]

✯ ~q(t, x) = −λ
[
∇S(t+ τ, x) + ~V (x, S(t, x))

]
, τ > 0,

τ ét❛♥t ✉♥ ✏♣❡t✐t✑ ♣❛r❛♠ètr❡✳

❊♥ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❞❡ ❇❛r❡♥❜❧❛tt✱ ♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♣♦✉r τ > 0✱
∇S(t + τ, x) ♣❛r ∇S(t, x) + τ∇∂S

∂t
(t, x)✱ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ❧♦✐

s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦♠♠é❡ ✏❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❇❛r❡♥❜❧❛tt✑✱ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❝♦rr❡❝t✐❢ ✿

~q = −λ
[
∇S + ~V (x, S) + τ∇∂S

∂t

]
,

❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ τ ét❛♥t ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é à ✉♥ t❡♠♣s✱ ❡t r❡♣rés❡♥t❛♥t
✉♥ ❞é❧❛✐ ❞✬❛tt❡✐♥t❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧❡ ❝❛s ♦ù τ ❡st ♥✉❧ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✐♥st❛♥t❛♥é ♦✉
♣❛r❢❛✐t✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉①✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡

✶✳ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❧✐♠✐t❡ ❞✬ér♦s✐♦♥✱ ♥♦té❡ E ❡t s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ♣♦s✐t✐✈❡✳

✷✳ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✉♥✐❧❛tér❛❧❡ ❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✐♥st❛♥t❛♥é ré❣✐t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬ér♦✲
s✐♦♥ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✜①❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳
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▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t λ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ∂S
∂t

❡t ❞❡ E✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t s❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0, 1]✱ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ✉♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✉♥✐❧❛tér❛❧❡ ❡t ❥♦✉❡r ❧❡ rô❧❡✱ ❡♥ ♦✉tr❡✱ ❞✬✉♥ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡
✢✉① ♣❛r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✭♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❛r❡♥❜❧❛tt ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d = 1, 2 ❡t ♣♦✉r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛r❝② ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✮ ✿

−∂S
∂t

≤ E p.p. dans Q, ✭✶✳✶✮

❛✈❡❝ ♣♦✉r ❡✛❡t r❡❝❤❡r❝❤é ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❞❡✉① ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s ♠♦✲
❞è❧❡s ✿

✐✮ r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬ér♦s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡
✐✐✮ r❡s♣❡❝t❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡✳

❈❡ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s ❣é♦❧♦❣✉❡s✱ ✈❛ êtr❡ ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❝❡ q✉✐
s✉✐t✱ ❝❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞♦✐t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡ à t♦✉t ✐♥st❛♥t✱ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t✱ t♦✉t ❡♥
♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✭✶✳✶✮✳

❉❡ s❛ ♣❛rt✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡✱ ❞♦♥♥❡ q✉❡

∂S

∂t
+ ❞✐✈ ~q = 0 ♣✳ ♣✳ ❞❛♥s ◗✳

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ~q ♣❛r s❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❧♦✐s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s
❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ✿ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛r❝②✱ ❛♣♣❡❧é ❛✉ss✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐q✉❡ ♦✉
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣❛r❢❛✐t✱ ♦ù τ ❡st ♣r✐s ♥✉❧ ❀ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛r❝②✲❇❛r❡♥❜❧❛tt✱ ❛♣♣❡❧é
❛✉ss✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♦✉ ❝✐♥ét✐q✉❡✱ ♦ù τ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

❉❛r❝② ✿ 



τ = 0

∂S

∂t
− ❞✐✈

{
λ

(
∂S

∂t
+ E

)[
∇S + ~V (x, S)

]}
= 0,

❉❛r❝②✲❇❛r❡♥❜❧❛tt ✿





τ > 0

∂S

∂t
− ❞✐✈

{
λ

(
∂S

∂t
+ E

)[
∇S + ~V (x, S)

]}
− τ ❞✐✈

{
λ

(
∂S

∂t
+ E

)
∇∂S

∂t

}
= 0.

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛r❝②✲❇❛r❡♥❜❧❛tt✱ ❝❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ τ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à
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❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s a priori r✐❝❤❡s✱ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡ ❧✐é ❛✉ ♠♦❞è❧❡ à ❡✛❡t ré❣✉❧❛r✐s❛♥t✳

▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ λ ❡st ❣✉✐❞é ♣❛r ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❢r♦♥t✐èr❡ ❧✐❜r❡✱ s❡❧♦♥ ❚✳ ●❛❧❧♦✉ët ❬✹✸❪ ✿

∂S

∂t
+ E ≥ 0 , 0 ≤ λ ≤ 1 ❡t (1 − λ)(

∂S

∂t
+ E) = 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Q, ✭✶✳✷✮

❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ♣r❡♥❞r❡✱ s♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉✣s❛♥t❡✱ λ ∈ H
(

∂S
∂t

+ E
)
, ♦ù H

❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❧✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

✯ s✐ ❡♥ (t, x)✱ ∂S
∂t

+E > 0✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡ t❛✉① ❞✬ér♦s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✬❡st ♣❛s ❛tt❡✐♥t✱
❛❧♦rs✱ λ = 1 ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ✐♥❛❝t✐✈❡ ✿ ❧❡ ✢✉① ♥✬❡st ♣❛s ❧✐♠✐té✳

✯ s✐ ❡♥ (t, x)✱ ∂S
∂t

+E = 0✱ s✐t✉❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❀ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❛❝t✐✈❡ ❀ ❛❧♦rs λ ❞♦✐t ♣r❡♥❞r❡
✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❡♥tr❡ 0 ❡t 1 ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té✳

■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝❡rt❛✐♥ q✉✬✉♥ t❡❧ λ✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡✱ s♦✐t ✉♥✐q✉❡ ❡♥ s♦♥ ❣❡♥r❡✱ ❡t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s❡ ♣♦s❡r❛
❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡❧ ❡st ❧❡ λ ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳

❙♦✉s rés❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝❤❛î♥❡ s♦✐t ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ r❡t❡♥✐r✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ✿

λ

(
∂S

∂t
+ E

)
∇∂S

∂t
= λ

(
∂S

∂t
+ E

)
∇
(
∂S

∂t
+ E

)
✭❝❛r E ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ x)

= ∇
(
∂S

∂t
+ E

)+

(❞ér✐✈❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❛♥s H1(Ω)),

♣♦✉r t♦✉t ❝❤♦✐① ❞❡ λ ∈ H
(

∂S
∂t

+ E
)
❞✬❛♣rès ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ▼❛r❝✉s ❡t ▼✐③❡❧✳

❉♦♥❝✱

λ

(
∂S

∂t
+ E

)
∇∂S

∂t
= ∇∂S

∂t
. s✐

∂S

∂t
+ E ≥ 0.

❉✬♦ù ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛r❝②✲❇❛r❡♥❜❧❛tt ✿

∂S

∂t
− ❞✐✈

{
λ

(
∂S

∂t
+ E

)[
∇S + ~V (x, S)

]}
− τ∆

∂S

∂t
= 0. ✭✶✳✸✮

➱q✉❛t✐♦♥ ❞✐t❡ ♣s❡✉❞♦✲♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✱ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ ré❣✉❧❛r✐s❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛r❝②✳



1. INTRODUCTION 13

P♦✉r ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♠✐❡✉① ❣ér❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s q✉✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥❢♦r♠❡❧ ❢❛✐t r❡♥❝♦♥✲
tr❡r✱ ♦♥ ✈❛ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ λ✱ t②♣❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡
❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❞❡ ❨♦s✐❞❛✱ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

λε(r) =





1 s✐ r ≥ ε,

r

ε
si 0 ≤ r ≤ ε,

0 si r ≤ 0,

❛✈❡❝ ε > 0✳

■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡ t②♣❡ ❉✐r❝❤❧❡t ❤♦♠♦✲

❣è♥❡s✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✲t❡st
(

∂S
∂t

+E
)−

❞❛♥s ✭✶✳✸✮ ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡

●r❡❡♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❉❛r❝②✲❇❛r❡♥❜❧❛tt ❡t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✭✶✳✸✮ ♣❛r 1{ ∂S
∂t

+E<0}

❛✈❡❝ τ = 0 ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❉❛r❝② 1 −D✱ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✶✳✶✮ ❡st ❛✉t♦✲
♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ré❛❧✐sé❡ ❞ès q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ ❡st ♥✉❧❧❡ s✉r R−✱ E ét❛♥t ♥♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❛s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ∆∂S

∂t
❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✐✈

{
λ
(

∂S
∂t

+ E
)
∇∂S

∂t

}
✱ λ ét❛♥t ♣r✐s❡

❞❛♥s H
(

∂S
∂t

+ E
)
✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✏❇❛r❡♥❜❧❛tt✑ ❡t ✏❇❛r❡♥❜❧❛tt ♠♦❞✐✜é✑ ♥❡ s♦♥t ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥ts
♣♦✉r ❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡ λ = λε✱ t②♣❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❨♦s✐❞❛ ❞❡H✱ ♠❛✐s s♦♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r λ ❡st ré❣✐ ♣❛r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦t♦♥❡ H ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❧♦rsq✉❡ ε → 0+✳ ❉ès
❧♦rs✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❉❛r❝②✲❇❛r❡♥❜❧❛tt ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✉♥✐❧❛tér❛❧❡s ❣❧♦❜❛❧❡s ✭✶✳✷✮ ♣❡✉t s✬é♥♦♥❝❡r s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣s❡✉❞♦✲♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡
✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ré❣✉❧❛r✐sé❡ ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té✮ ✿

❚r♦✉✈❡r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (S, λ) t❡❧ q✉❡ ✿

S,
∂S

∂t
∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)), λ ∈ L∞(Q) ∩H
(∂S
∂t

+ E
)

✈ér✐✜❛♥t ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t ❞❡ ]0, T [ ❡t ♣♦✉r t♦✉t v ❞❡ H1
0 (Ω)

∫

Ω

∂S

∂t
v dx+

∫

Ω

λ
[
∇S + ~V (x, S)

]
· ∇v dx+ τ

∫

Ω

∇∂S

∂t
· ∇v dx = 0, ✭✶✳✹❛✮

S(0, ·) = S0 ❞❛♥s H1
0 (Ω). ✭✶✳✹❜✮

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛r❝② s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t τ = 0 ❞❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ♣♦✉rr❛✐t s❡
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❢♦r♠✉❧❡r ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❚r♦✉✈❡r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (S, λ) t❡❧ q✉❡ ✿

S ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩H1(Q), λ ∈ L∞(Q) ∩H

(∂S
∂t

+ E
)

✈ér✐✜❛♥t ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t ❞❡ ]0, T [ ❡t ♣♦✉r t♦✉t v ❞❡ H1
0 (Ω)

∫

Ω

∂S

∂t
v dx+

∫

Ω

λ
[
∇S + ~V (x, S)

]
· ∇v dx = 0, ✭✶✳✺❛✮

S(0, ·) = S0 ❞❛♥s H1
0 (Ω). ✭✶✳✺❜✮

■❝✐✱ s✬♦✉✈r❡ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❞é❧✐❝❛t❡ ♣♦✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ d ≥ 2
❡t q✉✐ s❡r❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ à ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶ ❀ ❞♦✐t✲♦♥ ✐♥❝❧✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❧❛ ♣r♦♣r✐été

∂S

∂t
+ E ≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Q ✭✶✳✻✮

♦✉ ❜✐❡♥ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st✲❡❧❧❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ❄ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ♣✳♣✳ ❡♥ t ❡t ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω ❡t ♣❛r ❧❛ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈✐té ❞❡ E✱

0 ≤
(
∂S

∂t
+ E

)−

≤ −❞✐✈
[
λ
(
∇S + ~V (x, S)

)]
1{ ∂S

∂t
+E<0}

❡t
λ1{ ∂S

∂t
+E<0} = 0,

❡t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✭s❛♥s ♦❜❥❡t ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❛❦s✮ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❝❡❧❛
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

❞✐✈
[
λ
(
∇S + ~V (x, S)

)]
= 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s

{
∂S

∂t
+ E < 0

}
.

❖♥ ✈❡rr❛ q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ≥ 2 s❛♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡s ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s s✉r ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r λ✱ ❡t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉♥✐❧❛tér❛❧❡ ✭✶✳✻✮ ❞♦✐t a priori
êtr❡ ✐♥❝♦r♣♦ré❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ d ≥ 2✳

✶✳✸ ❆♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥ts t❤❡r✲

♠✐q✉❡s✳ ◆é❝❡ss✐té ❞✬✉♥ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ✢✉①

❖♥ ♣❡✉t s❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❛s très s✐♠♣❧❡ r❡❧❡✈❛♥t ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ✢✉① ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡♥tr❡ ❧❛
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❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✶✳✶✮ ❡t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✿
♣r❡♥♦♥s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s très ré❣✉❧✐èr❡s ✿





S0 ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)

~V (x, S) = ~0
E ≥ 0, E ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳,

❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (S, 1)✱ i.e. λ = 1 ♣❛rt♦✉t ✭✢✉① ♥♦♥ ré❣✉❧é✮✳ ❉❛♥s ❝❡

❝❛s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ξ =
∂S

∂t
✈ér✐✜❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à t✱

P(λ=1)





∂ξ

∂t
− ∆ξ = 0 ❞❛♥s Q

ξ = 0 s✉r Σ, ξ(0, ·) = ∆S0 ❞❛♥s Ω

❡t ❞♦♥❝ ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✶✳✶✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ✭✐❧ ② ❛ ❡♥ ♦✉tr❡ éq✉✐✈❛✲
❧❡♥❝❡✮✱ s❡❧♦♥ ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ✿

∆S0 + E ≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω,

❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✿ ✐❧ s✉✣t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ③♦♥❡s ❝♦♥❝❛✈❡s✱ à ❝♦♥❝❛✈✐té s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢♦rt❡✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧✐❛♥t ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés étr❛♥❣èr❡s ❧✬✉♥❡ à ❧✬❛✉tr❡ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ❞❡
s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡ ❡t s❡r❛✐t ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✳ P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ P(λ=1)

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❛r♦✐s ♠❛✐♥t❡♥✉❡s à 0
❞❡❣ré✱ ❡t s✐ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ③♦♥❡s à très ❢♦rt❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t
❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t
❧✐♠✐té❡ s❛♥s ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡✳ ■❧ ② ❛ ❧à ✉♥❡ étr♦✐t❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡s
♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❧✐♠❛t✐s❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡ ✢✉① ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞♦✐t êtr❡ ré❣✉❧é ❞❡ ❢❛ç♦♥ à é✈✐t❡r ✉♥❡
tr♦♣ ❢♦rt❡ ❡t r❛♣✐❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t✱ ❝❡ q✉✐ ❛✉r❛✐t ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s
♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ~V ❡st ♣r✐s ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡
❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡ ✢✉① t❤❡r♠✐q✉❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ✢✉① ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥ ✢✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥
✭♦✉ tr❛♥s♣♦rt ❢♦r❝é✮✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ✏❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥ts t❤❡r♠✐q✉❡s✑ ❞✉ ❧✐✈r❡ ❞❡ ●✳ ❉✉✈❛✉t ✲ ❏✳ ▲✳ ▲✐♦♥s ❬✸✹❪✳
❉♦♥❝✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞❡ ♥♦tr❡ ❞é♠❛r❝❤❡✱ ❧❛ ❝❧❛ss✐q✉❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r

∂u

∂t
− ❞✐✈ (c(x)∇u) = f

❞♦✐t êtr❡ r❡✈✐s✐té❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣❧✉s s♦♣❤✐st✐q✉é❡

∂u

∂t
− ❞✐✈

(
c(
∂u

∂t
)∇u

)
= f,
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♦✉ ❜✐❡♥✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛✉t♦ré❣✉❧❛t✐♦♥✱




∂u

∂t
− ❞✐✈

(
H(

∂u

∂t
+ E)∇u

)
− f ∋ 0

+C.I.+ C.B.,

E ét❛♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r✲s❡✉✐❧ ♣♦✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r❡❢r♦✐ss❡♠❡♥t ✭❡♥ ❞❡❣ré ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s✮✱
à ♥❡ ♣❛s ❞é♣❛ss❡r✳ ❖♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s
✐♥❞✉str✐❡❧s ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞✬❛❧✉♠✐♥✐✉♠✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s♦rt✐ ❞✉ ❢♦✉r✱ ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞♦✐t êtr❡ ♠❛îtr✐sé❡✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥
❢♦r❝é❡ ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s❝r✐t ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ~V (x, u)✳

✶✳✹ ❈❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✱ ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧✲

t❛ts ✉t✐❧✐sés

◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❤✐❧❜❡rt✐❡♥✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s
♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳✹✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s

Ω ✿ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ ❞❡ Rd✱ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ Γ✱ d = 2 ♦✉✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱
d = 1
P♦✉r ~V = (V1, V2)✱

‖~V ‖∞ : max
i=1,2

(‖Vi‖L∞), ❛✈❡❝ ‖Vi‖L∞(Ω) = sup
Ω

|Vi|.

P♦✉r 1 ≤ p <∞✱
‖f‖W

1,p
0

(Ω) = ‖∇f‖Lp(Ω),

s✐ p = 2 ✭❧❡ ❝❛s ❤✐❧❜❡rt✐❡♥✮✱ ♦♥ ♥♦t❡

‖f‖H1
0
(Ω) = ‖∇f‖L2(Ω).

lipf ✿ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❧✐♣s❝❤✐t③ ❞❡ f ✳
f+ ✿ max(f, 0)✳
f− ✿ max(−f, 0)✳
C.I.✱ C.B. ✿ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞✳
♣✳♣✳ ✿ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t✳
H ✿ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❧✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡✳

∂t ✿
∂

∂t
✳
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✶✳✹✳✷ Pr✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ✉t✐❧✐sés

❖✉tr❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠♦♥♦t♦♥♥❡ ❞❡ ❇❡♣♣♦✲▲é✈✐✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❝❤❛✉❞❡r✲❚✐❦❤♦♥♦✈ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉✮✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❛❦s✱
❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ▼❛r❝✉s ❡t ▼✐③❡❧ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❯r②s♦❤♥✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉①
s✉✐✈❛♥ts ✿

▲❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶ ❡st ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❍❛ï♠ ❇ré③✐s ✿ ❖♣ér❛t❡✉rs ♠❛①✐♠❛✉① ♠♦♥♦✲
t♦♥❡s✱ ♣❛❣❡s ✿ ✶✹✵✲✶✹✺ ✭❬✷✾❪✮✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳ ❙♦✐❡♥t [0, T ] ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ R✱ F ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ré✢❡①✐❢ ❡t ✉♥ ré❡❧
p t❡❧ q✉❡ 1 ≤ p ≤ +∞✳ ❆❧♦rs✱ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ∈ W 1,p(0, T ; F ) ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t
t0, t ∈ [0, T ] ♦♥ ❛

u(t) = u(t0) +

∫ t

t0

u
′

(s) ds.

P♦✉r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷ s✉✐✈❛♥t ✈♦✐r ❇❛✐♥♦✈ ❬✷✷❪✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✷✳ ❙♦✐t (xn)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ g0, kn, pn s♦♥t ❞❡s
♥♦♠❜r❡s ré❡❧s ♥♦♥ ♥é❣❛t✐❢s t❡❧s q✉❡

x0 ≤ g0 ❡t ∀n ≥ 1 xn ≤ g0 +
n−1∑

l=0

pl +
n−1∑

l=0

klxl

❛❧♦rs

∀n ≥ 1, xn ≤
(
g0 +

n∑

l=0

pl

)
❡①♣

(
n∑

l=0

kl

)
.

▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❡st ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❏✳ ❇✳ P❡tt✐s✱ ❝❢✳ ❬✸✵❪

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✳ ❙♦✐❡♥t (X,B, µ) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠❡s✉ré ❡t Y ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳ ❆❧♦rs✱
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f : X 7−→ Y ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t µ✲♠❡s✉r❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

✶✳ f ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t µ✲♠❡s✉r❛❜❧❡✱ ❡t

✷✳ f ❡st µ✲❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ✈❛❧❡✉rs sé♣❛ré❡s✱ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐❧ ❡①✐st❡ A ∈ N (µ) ✭A ∈ B
❛✈❡❝ µ(A) = 0✮ t❡❧ q✉❡ f(X \ A) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ sé♣❛r❛❜❧❡ ❞❡ Y ✳

P♦✉r é♥♦♥❝❡r ❧❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts✱ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ B = (bij)1≤i,j≤d ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
s②♠étr✐q✉❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s L∞(Ω) t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

{∃ 0 < α1 ≤ α2, ∀ξ ∈ R2,

α1|ξ|2 ≤
∑2

i,j=1 bij(x)ξiξj ≤ α2|ξ|2, ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t x ❞❛♥s Ω.

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❡②❡rs s✉✐✈❛♥t ❡st ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✷✺❪✳
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❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳ ✭◆✳ ●✳ ▼❡②❡rs✮
❙✐ F ∈ H−1(Ω) ❡t u ∈ H1

0 (Ω) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ ✿





Trouver u ∈ H1
0 (Ω) telle que ∀ v ∈ H1

0 (Ω),
∫

Ω

d∑

i,j=1

bij
∂u

∂xi

∂v

∂xj

dx =< F, v >H−1(Ω)×H1
0
(Ω),

❛❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ p0 > 2 ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ α1, α2 ❡t Ω t❡❧ q✉❡

∀p ∈ [2, p0], ∃Cp > 0 t❡❧ q✉❡ s✐ F ∈ W−1,p(Ω) ♦♥ ❛,

u ∈ W 1,p
0 (Ω) ❡t ‖u‖W

1,p
0

(Ω) = ‖∇u‖Lp(Ω)2 ≤ Cp‖F‖W−1,p(Ω)

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆❡č❛s s✉✐✈❛♥t ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥t✐✲
♥✉s✱ ❡t ✐❧ ❡st ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✺✸❪✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✺✳ ✭❏✳ ◆❡č❛s✮
❙♦✐t Ω ⊂ Rd✱ d ≥ 1✱ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ Γ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞✱ ❡t s♦✐❡♥t u0 ∈ W 1,p

0 (Ω) , p ≥ 2 ❡t

(f0, ~f) ∈ Lp(Ω) × (Lp(Ω))d✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t

(N )





− ∂

∂xi

(
bij

∂u

∂xj

)
= f0 − ❞✐✈~f ❞❛♥s Ω

u = u0 s✉r Γ,

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts bij s♦♥t t❡❧s q✉❡

bij ∈ C(Ω), bijξiξj ≥ α|ξ|2 ∀ξ ∈ Rd, ❛✈❡❝ α > 0.

❆❧♦rs✱ s♦✐t u ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭N ✮ ❀ ✐❧ ❡①✐st❡ Cp > 0, t❡❧❧❡ q✉❡

‖u‖W 1,p(Ω) ≤ Cp

(
‖u0‖W 1,p(Ω) +

d∑

i=0

‖fi‖Lp(Ω)

)
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✶✳✺ P❧❛♥ ❞❡ tr❛✈❛✐❧

▲❡ ♣❧❛♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✶✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛r❝②✲❇❛r❡♥❜❧❛tt ré❣✐ ♣❛r ❧✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ λε✱ ε > 0 ❀ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s
❡♥ t❡♠♣s✱ ❝❡ q✉✐ ✈❛ ♥♦✉s ♠❡ttr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡
❙❝❤❛✉❞❡r✲❚✐❦❤♦♥♦✈ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t ❡♥ t❡♠♣s✳ ●râ❝❡
à ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s a priori✱ q✉❡ ✈ér✐✜❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❡t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣r✐été
❞✬✉♥✐❝✐té s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❡t q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡r❛ ❧✬❛♣♣❡❧ ❛✉
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❏✳ ❇✳ P❡tt✐s ✭❝❢✳ ❬✸✵❪✮✱ ♦♥ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❤✐❧❜❡rt✐❡♥✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡
❢❛✐t ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ♠✐s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♣❛r ●✳ ●❛❣♥❡✉① ❡t ●✳ ❱❛❧❧❡t ❞❛♥s
❬✹✷❪ ❡t ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡s ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♣s❡✉❞♦✲♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s✱ ❛✈❡❝ t❡r♠❡s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ◆✳ ●✳ ▼❡②❡rs ✭❝❢✳ ❬✷✺❪✮ ❡t ❏✳ ◆❡č❛s ✭❝❢✳ ❬✺✸❪✮✱
♦♥ ✈❡rr❛ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉r ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❤éré❞✐t❛✐r❡ ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛
s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❤✐❧❜❡rt✐❡♥✱ ♦♥ ♣❛ss❡ à ✉♥❡ ❢♦r✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té Lp✱ p > 2✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ s✐ ❧✬ét❛t
✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❞❛♥s W 1,p

0 (Ω)✱ ❛✈❡❝ p ≥ 2✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
❡st ❞❛♥s W 1,∞(0, T ;W 1,p

0 (Ω))✳ ❊♥ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
♣♦✉r ✉♥ ❞é❧❛✐ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ τ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✱ via ❧❡
❣❛✐♥ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té✳

✷✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✏r❛✐❞❡✑ ❞❡ ❉❛r❝② ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡
s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ s❛✉❢ q✉✬✐❝✐ ♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ❛✉ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ❀ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞✐s❝r❡t✱ ♣✉✐s ♥♦✉s s♣é❝✐✜♦♥s ❧✬ét✉❞❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥
❡♥ tr❛♥s♣♦rt ♠❛r✐♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❡♥ é✈✐✲
❞❡♥❝❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞é❣é♥éré ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ q✉✐ ré❣✐t ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r ❞✐✈❡rs
❡✛❡ts ré✈é❧❛t❡✉rs ✿ ❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ③♦♥❡s ♠♦rt❡s ❡t ❞✬❡✛❡ts ❞❡ ❝❧♦✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ t②♣❡ ✏tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡s✑ ❛✈❡❝ ♦❜st❛❝❧❡ ♠♦❜✐❧❡ ♣♦✉r
♣♦✐♥t❡r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ à ✈✐t❡ss❡ ✜♥✐❡✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s
❞♦♥♥♦♥s✱ t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❞✬❡s♣❛❝❡✱ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❞❡ ❢❛✐t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✳

✸✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛ ❢♦✉r♥✐ ❧❡ ♣r♦❢❡s✲
s❡✉r ▲✳ ❆♠❜r♦s✐♦ ✭❊◆❙ P✐s❡✮ ❡t q✉✐ ré♣♦♥❞ à ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ét✉❞✐é ✐❝✐
♣♦s❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ré❝✉rr❡♥t❡ ✿
❙✐ ~F ∈

{
L∞

loc(R
d)
}d
, d ≥ 2 ❡t s✐ ❞✐✈ ~F ❝❛❧❝✉❧é ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❡st ❞❛♥s

L∞
loc(R

d)✱ ♣❡✉t✲♦♥ ❛✣r♠❡r q✉❡ ❞✐✈ ~F = 0 s✉r
{
~F = ~0

}
❄

❖♥ ✈❡rr❛ q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♥♦♥✱ s❛♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❣râ❝❡ à ✉♥ ré✲
s✉❧t❛t ❞❡ ▲✉s✐♥ s✉r ❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❞û à ●✳ ❆❧❜❡rt✐ ❬✶❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ ❥♦✉❡
✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ tr❛❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛✲
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t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ d ≥ 2 ✿

s✐
∂u

∂t
+ ❞✐✈~q = 0 ,

∂u

∂t
∈ L1(Q),

♣❡✉t✲♦♥ ❛✣r♠❡r q✉❡ ❞✐✈ ~q = 0 s✉r {~q = ~0} ❡t ❞♦♥❝

∂u

∂t
1{~q=~0} = 0?

❯♥ ❛s♣❡❝t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✭❬✶✶❪✱ ❬✻❪✱ ❬✼❪✱ ❬✶✷❪✮ ❡st ❞♦♥♥é ❧♦rsq✉❡ ~q ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
~q = λ~B, λ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❡t ~B ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❡t
q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✉
s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ i.e. ♣♦✉r ❞✐✈ (λ~B)✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧♦rsq✉❡ λ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ à ♣ér✐♠ètr❡ ✜♥✐✳
❙♦✉s ❝❡s ❛s♣❡❝ts✱ ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ s❡
ré❞✉✐s❛♥t ❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ▼❛r❝✉s ❡t ▼✐③❡❧ ❬✹✾❪ ❛♣♣♦rt❡♥t
❧❡s ré♣♦♥s❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s L∞(Ω) ∩H1(Ω) ♦✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s L∞(Ω) ∩
BV (Ω)✱ s❡❧♦♥ ❆✳■✳ ❱♦❧♣❡rt ❬✺✼❪✳



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛r❝②✲❇❛r❡♥❜❧❛tt

✷✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

✏❉❛r❝②✲❇❛r❡♥❜❧❛tt✑ ❡t ❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡

s♦❧✉t✐♦♥

✷✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❙♦✐t Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ ❞❡ R2✱ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ Γ✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✏❉❛r❝②✲
❇❛r❡♥❜❧❛tt✑ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ S, L3−♠❡s✉r❛❜❧❡ s✉r Q := ]0, T [×Ω✱ ✈ér✐✜❛♥t
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❧❡s q✉❛tr❡ r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

∂S

∂t
− ❞✐✈

{
λ

(
∂S

∂t
+ E

)[
∇S + ~V (x, S)

]}
− τ∆

∂S

∂t
= 0 dans Q, ✭✷✳✶❛✮

S = 0 sur Σ =]0, T [×Γ,
∂S

∂t
= 0 sur Σ, ✭✷✳✶❜✮

S (0, x) = S0 (x) ♣♦✉r x ∈ Ω. ✭✷✳✶❝✮

❛✈❡❝ λ ∈ H
(

∂S
∂t

+E
)
✱ ♦ù H ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ~V ❡st s✉♣♣♦sé❡ L3 −mesurable✱ ❞é✜♥✐❡ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t s✉r Ω×R✱ à ✈❛❧❡✉rs
❞❛♥s R2✱ ❡t ❜♦r♥é❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✿

~V ∈ W 1,∞(Ω × R,R2).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡❧❧❡ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à x ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❡♥ S✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

∃ M > 0 t❡❧ q✉❡ ∀x ∈ Ω ∀ S, Ŝ ∈ R, ♦♥ ❛∥∥∥~V (x, S) − ~V (x, Ŝ)
∥∥∥

R2
≤ M

∣∣∣S − Ŝ
∣∣∣. ✭✷✳✷✮

✷✷
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❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ λε ❞é✜♥✐❡
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛❧♦rs ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ét❛❜❧✐s ❞❛♥s s❛ t❤ès❡
♣❛r ❆✳ ▼♦❦r❛♥✐ ❬✺✶❪ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r❡♥❞ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭♠❛r✐♥ ♦✉ é♦❧✐❡♥✮ ❡①♣r✐♠é ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ~V ✳
P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥ts t❤❡r♠✐q✉❡s ❞é❝r✐ts ❡♥ ✶✳✸✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❞♦♥❝
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❢♦r❝é❡✳

◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥ s❡♥s à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
❡①♣r❡ss✐♦♥s q✉✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥❢♦r♠❡❧ ❢❛✐t r❡♥❝♦♥tr❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡ S0 ❡st ❞❛♥s H1

0 (Ω)✱ ❡t ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶❛✮ ♣❛r v ∈ H1
0 (Ω)✱ ♣✉✐s ♦♥ ✐♥tè❣r❡

s✉r Ω ❀ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝✱ ❛♣rès ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥✱ é❝r✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛✲
r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❚r♦✉✈❡r Sε ❞❛♥s H1(0, T ;H1
0 (Ω)), t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ❞❡ H1

0 (Ω) ❡t ♣✳♣✳ t ∈]0, T [,

∫

Ω

∂Sε

∂t
v dx+

∫

Ω

λε

(
∂Sε

∂t
+ E

)[
∇Sε+~V (x, Sε)

]
·∇v dx+τ

∫

Ω

∇∂Sε

∂t
·∇v dx = 0, ✭✷✳✸❛✮

Sε(0, x) = S0(x) pour presque tout x dans Ω. ✭✷✳✸❜✮

✷✳✶✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡s ❞❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳ ❙♦✉s rés❡r✈❡ q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✸✮ ❡①✐st❡✱ ❛❧♦rs ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥
Sε ♣♦ssè❞❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

1. ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✉ t❛✉① ❞✬ér♦s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ ✭✶✳✶✮ ❡st ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ✭✷✳✸❛✮ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ E ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t q✉❡ λε s✬❛♥♥✉❧❧❡ s✉r R−✳

2. ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t ❞❛♥s ]0, T [✱ Sε ✈ér✐✜❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✿

∥∥∥
∂Sε

∂t

∥∥∥
2

L2(Ω)
+ τ
∥∥∥
∂Sε

∂t

∥∥∥
2

H1
0
(Ω)

+

∫

Ω

λε

(∂Sε

∂t
+ E

)
∇∂Sε

∂t

[
∇Sε + ~V (x, Sε)

]
= 0, ✭✷✳✹✮

❡t ❞♦♥❝✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t ❞❛♥s ]0, T [, ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞✬é♥❡r❣✐❡ ✿ ∥∥∥

∂Sε

∂t

∥∥∥
H1

0
(Ω)

≤ 1

τ

(∥∥∇Sε

∥∥
L2(Ω)2

+
∥∥~V
∥∥
∞

√
mes(Ω)

)
. ✭✷✳✺✮

3. ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ③♦♥❡s ❞✬ér♦s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✿
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❙✐ E > 0✱ ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ L2− ♠❡s✉r❛❜❧❡✱
{
x ∈ Ω, ∂Sε

∂t
+ E = 0

}
❡st L2− ♥é❣❧✐✲

❣❡❛❜❧❡✱ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t ❞❛♥s ]0, T [✳

4. ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ Sε ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❡♥ ❢❛✐t à ❧✬❡s♣❛❝❡ W 1, ∞(0, T ; H1
0 (Ω)) ❡t ♦♥ ❛

∥∥Sε

∥∥
W 1,∞(0, T ; H1

0
(Ω))

≤ max

{(
2 ‖S0‖2

H1
0
(Ω) + 2CT 2

) 1

2

; C
1

2

}

♦ù

C =
(1

τ

)2(
4
∥∥S0

∥∥2

H1
0
(Ω)

+ 2
∥∥~V
∥∥2

∞
mes(Ω)

)
e(

2T
τ

)2 .

Pr❡✉✈❡ ✿

✶✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✲t❡st✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ v = (∂Sε

∂t
+E)−✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝❤♦✐① ❧✐❝✐t❡ ❀

✐❧ ✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ λε ❡st ♥✉❧❧❡ s✉r R−✱ q✉❡ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t ❞❛♥s ]0, T [,

∫

Ω

∂Sε

∂t

(
∂Sε

∂t
+ E

)−

dx+ τ

∫

Ω

∇∂Sε

∂t
· ∇
(
∂Sε

∂t
+ E

)−

dx = 0,

❝♦♠♠❡ E ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❛❧♦rs✱

∇∂Sε

∂t
· ∇
(
∂Sε

∂t
+ E

)−

= −
{
∇
(
∂Sε

∂t
+ E

)−
}2

≤ 0,

❞♦♥❝✱ s❡❧♦♥ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡

∫

Ω

∂Sε

∂t

(
∂Sε

∂t
+ E

)−

dx ≥ 0.

❖r
∫

Ω

(
∂Sε

∂t
+ E

)(
∂Sε

∂t
+ E

)−

dx =

∫

Ω

∂Sε

∂t

(
∂Sε

∂t
+ E

)−

dx

︸ ︷︷ ︸
≥0

+

∫

Ω

E

(
∂Sε

∂t
+ E

)−

dx

︸ ︷︷ ︸
≥0 ❝❛r E≥0

❛❧♦rs✱ ♣✳♣✳ ❡♥ t✱ ∫

Ω

{(∂Sε

∂t
+ E

)−}2

dx ≤ 0

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱
∥∥∥∥∥

(
∂Sε

∂t
+ E

)−
∥∥∥∥∥

L2(Ω)

≤ 0, ❞✬♦ù
∂Sε

∂t
+ E ≥ 0, ♣✳♣ ❞❛♥s Q.
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✷✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✲t❡st✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ v =
∂Sε

∂t
❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞✐r❡❝✲

t❡♠❡♥t ♣✳♣✳ ❡♥ t✱ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✷✳✹✮✱ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ♣✳♣✳ ❡♥ t✱ q✉❡

τ
∥∥∥
∂Sε

∂t

∥∥∥
2

H1
0
(Ω)

≤
∣∣∣∣
∫

Ω

λε

(∂Sε

∂t
+ E

)
∇∂Sε

∂t

[
∇Sε + ~V (x, Sε)

]
dx

∣∣∣∣ .

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ s✉r ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡
♣✳♣✳ ❡♥ t✱ ∥∥∥

∂Sε

∂t

∥∥∥
H1

0
(Ω)

≤ 1

τ

∥∥∥∇Sε + ~V (x, Sε)
∥∥∥

L2(Ω)2
,

❡t ❝♦♠♠❡ ~V ❡st ❜♦r♥é❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✭✷✳✺✮✳

✸✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ✐❝✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✲t❡st v =
∫ ∂Sε

∂t

0
du

λε(u+E)+η
, avec η > 0. ■❧ ✈✐❡♥t✱ ♣✳♣✳

❞❛♥s ]0, T [, q✉❡

∫

Ω

∂Sε

∂t

(∫ ∂Sε
∂t

0

du

λε(u+ E) + η

)
dx +

∫

Ω

τ
(∇∂Sε

∂t
)2

λε(
∂Sε

∂t
+ E) + η

dx

≤
∫

Ω

λε(
∂Sε

∂t
+ E)

λε(
∂Sε

∂t
+ E) + η

∣∣∣∣(∇Sε + ~V ) · ∇(
∂Sε

∂t
)

∣∣∣∣ dx,

❞✬♦ù✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞❡ ❇❡♣♣♦ ▲é✈✐ q✉❛♥❞ η → 0, ♣✳♣✳
❡♥ t✱

∫

Ω

∂Sε

∂t

(∫ ∂Sε
∂t

0

du

λε(u+ E)

)
dx +

∫

Ω

τ
(∇∂Sε

∂t
)2

λε(
∂Sε

∂t
+ E)

dx

≤
∫

Ω

∣∣∣∣(∇Sε + ~V ) · ∇(
∂Sε

∂t
)

∣∣∣∣ dx.

❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✉❜t✐❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✭✷✳✹✮ ❡t ✭✷✳✺✮ ❡t
❞♦♥♥❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❡t ❛✉
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡s ③♦♥❡s ❝r✐t✐q✉❡s ♦ù ❧✬♦♥ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✉ t❛✉① ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬ér♦s✐♦♥ ❛❞♠✐s✲

s✐❜❧❡✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ∂Sε

∂t

∫ ∂Sε
∂t

0
du

λε(u+E)
❡st

✜♥✐❡ L2−♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ❀ ♦r✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

∂Sε

∂t

∫ ∂Sε
∂t

0

du

λε(u+ E)
= E

∫ E

0

du

λε(u)
sur

{
∂Sε

∂t
+ E = 0

}
;

❡t s✐ E > 0, ❝❡❝✐ ❡st ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡
∫ E

0
du

λε(u)
❞✐✈❡r❣❡ ❝❛r

1

λε(r)
≥ ε

r
♣♦✉r r > 0, ✭✷✳✻✮
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❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♦ù ❧❡ t❛✉① ❞✬ér♦s✐♦♥ ❡st ♠❛①✐♠❛❧ ❡st ❞❡ L2✲♠❡s✉r❡
♥✉❧❧❡✱ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t✳

✹✳ ➱❧❡✈❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✮ ❛✉ ❝❛rré✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ♣✳♣✳ ❡♥ t✱ q✉❡
∥∥∥
∂Sε

∂t

∥∥∥
2

H1
0
(Ω)

≤ 2

τ 2

(∥∥∇Sε

∥∥2

L2(Ω)2
+
∥∥~V
∥∥2

∞
mes(Ω)

)
. ✭✷✳✼✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✱ ♦♥ tr♦✉✈❡✱ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t ❞❛♥s ]0, T [✳

‖∇Sε‖2
L2(Ω)2 ≤ 2

∥∥∇S0

∥∥2

L2(Ω)2
+ 2
∥∥
∫ t

0

∇∂Sε

∂t
dθ
∥∥2

L2(Ω)2
.

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱ ❡t ♦♥ ❛✉r❛ ♣✳♣✳ ❡♥ t

‖∇Sε‖2
L2(Ω)2 ≤ 2

∥∥∇S0

∥∥2

L2(Ω)2
+ 2T

∫ t

0

∥∥∇∂Sε

∂t

∥∥2

L2(Ω)2
dθ. ✭✷✳✽✮

❉♦♥❝✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ❞❡ ✭✷✳✼✮ q✉❡✱ ♣✳♣✳ ❡♥ t✱
∥∥∥
∂Sε

∂t

∥∥∥
2

H1
0
(Ω)

≤ 2

τ 2

[
2 ‖S0‖2

H1
0
(Ω) + ‖~V ‖2

∞mes(Ω)
]

+
4T

τ 2

∫ t

0

∥∥∇∂Sε

∂t

∥∥2

L2(Ω)2
dθ.

■❧ s✉✣t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r✱ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t
t ❞❛♥s ]0, T [✱

∥∥∥
∂Sε

∂t

∥∥∥
2

H1
0
(Ω)

≤ 1

τ 2

(
4
∥∥S0

∥∥2

H1
0
(Ω)

+ 2
∥∥~V
∥∥2

∞
mes(Ω)

)
e(

2T
τ

)2 .

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ q✉❡
∂Sε

∂t
❡st✱ ❡♥ ❢❛✐t✱ ❞❛♥s L∞(0, T ; H1

0 (Ω))✳

▼❛✐s Sε ❛✉ss✐✱ ② ét❛✐t ❞é❥à✱ ❝❛r

H1(0, T ; H1
0 (Ω)) ⊂ C([0, T ]; H1

0 (Ω)) ⊂ L∞(0, T ; H1
0 (Ω)).

❉✬♦ù
Sε ∈ W 1, ∞(0, T ; H1

0 (Ω)).

❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t

C(τ) =
1

τ 2

(
4
∥∥S0

∥∥2

H1
0
(Ω)

+ 2
∥∥~V
∥∥2

∞
mes(Ω)

)
e(

2T
τ

)2 ,

♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❡ ✭✷✳✽✮✱

‖Sε‖2
H1

0
(Ω) ≤ 2 ‖S0‖2

H1
0
(Ω) + 2C(τ)T 2.

❉♦♥❝ ♦♥ ❛

‖Sε‖W 1,∞(0, T ; H1
0
(Ω)) ≤ max

{(
2 ‖S0‖2

H1
0
(Ω) + 2C(τ)T 2

) 1

2

; C(τ)
1

2

}
. ✭✷✳✾✮
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✷✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

✷✳✷✳✶ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s

❖♥ ❞✐s❝rét✐s❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✱ ❡t s♦✐t h > 0 ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❝❡tt❡
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ S0 ❡st ❞❛♥s H1

0 (Ω)✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Sε(h, x) ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t x ❞❡ Ω ❀ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✲
✈❛♥t ✿

❚r♦✉✈❡r Sε ❞❛♥s H1
0 (Ω) t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1

0 (Ω)✱ ♦♥ ❛✉r❛
∫

Ω

Sε − S0

h
v dx +

∫

Ω

λε

(
Sε − S0

h
+ E

)[
∇Sε + ~V (x, Sε)

]
· ∇v dx

+ τ

∫

Ω

∇
(
Sε − S0

h

)
· ∇v dx = 0, ✭✷✳✶✵✮

❞♦♥t ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞✬❛❜♦r❞✱ ♣♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ g ❞❡ H1

0 (Ω)✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✲
✈❛♥t ✿

❚r♦✉✈❡r Sg
ε ❞❛♥s H1

0 (Ω) t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1
0 (Ω)✱ ♦♥ ❛✐t

∫

Ω

Sg
ε − S0

h
v dx +

∫

Ω

λε

(
g − S0

h
+ E

)[
∇Sg

ε + ~V (x, g)
]
· ∇v dx

+ τ

∫

Ω

∇
(
Sg

ε − S0

h

)
· ∇v dx = 0. ✭✷✳✶✶✮

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞♠❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s H1
0 (Ω)✳

❙✐ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ Sg
ε = g ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✶✵✮ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦✉✲

✈♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

❖♥ ♣r❡♥❞ v = Sg
ε ❞❛♥s ✭✷✳✶✶✮✱ ❡t ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡

(Sg
ε − S0)S

g
ε =

1

2
|Sg

ε |2 +
1

2
|Sg

ε − S0|2 −
1

2
|S0|2 ,

♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r

1

h
‖Sg

ε‖2
L2(Ω) +

1

h
‖Sg

ε − S0‖2
L2(Ω) + 2

∫

Ω

λε

(
g − S0

h
+ E

)
‖∇Sg

ε‖2
L2(Ω)2 dx

+
τ

h
‖Sg

ε‖2
H1

0
(Ω) +

τ

h
‖Sg

ε − S0‖2
H1

0
(Ω)

=
1

h
‖S0‖2

L2(Ω) +
τ

h
‖S0‖2

H1
0
(Ω) − 2

∫

Ω

λε

(
g − S0

h
+ E

)
~V · ∇Sg

ε dx.
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❉✬♦ù ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✿

τ

h
‖Sg

ε‖2
H1

0
(Ω) ≤

1

h
‖S0‖2

L2(Ω) +
τ

h
‖S0‖2

H1
0
(Ω) + 2‖~V ‖∞

√
mes(Ω) ‖Sg

ε‖H1
0
(Ω) ,

❞♦♥❝

τ ‖Sg
ε‖2

H1
0
(Ω) ≤ ‖S0‖2

L2(Ω) + τ ‖S0‖2
H1

0
(Ω) + h‖~V ‖2

∞mes(Ω) + h ‖Sg
ε‖2

H1
0
(Ω) ,

❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡✱ ♣♦✉r h ∈]0, τ [✱

‖Sg
ε‖H1

0
(Ω) ≤

√
max(1, τ)

τ − h
‖S0‖2

H1
0
(Ω) +

h

τ − h
‖~V ‖2

∞mes(Ω).

❉♦♥❝✱ ♣♦✉r t♦✉t g ❞❡ H1
0 (Ω)✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ Sg

ε ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✶✶✮ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❧❡
❢❡r♠é❡ ❞❡ H1

0 (Ω)✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

φ : H1
0 (Ω) −→ H1

0 (Ω)

g 7−→ Sg
ε

♣♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r s✐ ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡✳

❙✐ ♦♥ ♥♦t❡

r =

√
max(1, τ)

τ − h
‖S0‖2

H1
0
(Ω) +

h

τ − h
‖~V ‖2

∞mes(Ω), ✭✷✳✶✷✮

❛❧♦rs ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❢❡r♠é❡ BH1
0
(0, r), ❞❡ H1

0 (Ω)✱ ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r φ✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t φ(BH1
0
(0, r)) ⊂

BH1
0
(0, r) ❀ ❡t ❝♦♠♠❡ ❝❡tt❡ ❜♦✉❧❡ ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ❢❡r♠é❡✱ ❜♦r♥é❡✱ ❝♦♥✈❡①❡✱ ❡t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡

sé♣❛r❛❜❧❡ ❡t ré✢❡①✐❢✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❙❝❤❛✉❞❡r✲❚✐❦❤♦♥♦✈
s✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ φ✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t✲❢❛✐❜❧❡♠❡♥t séq✉❡♥t✐❡❧✲
❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ BH1

0
(0, r) ❞❛♥s BH1

0
(0, r) ❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ✿ s✐ ✉♥❡ s✉✐t❡

(gn)n ⊂ BH1
0
(0, r)✱ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs ✉♥ é❧é♠❡♥t g ❞❡ BH1

0
(0, r)✱ ❛❧♦rs ❧❛ s✉✐t❡

(Sgn
ε )n ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs Sg

ε ❞❛♥s H1
0 (Ω)✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ✐❝✐ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡

❢❛✐❜❧❡ ❡st ♠étr✐s❛❜❧❡ s✉r ❧❡s ❜♦r♥és✱ H1
0 (Ω) ét❛♥t sé♣❛r❛❜❧❡✳

❙♦✐t ❞♦♥❝ (gn)n ⊂ BH1
0
(0, r) ✉♥❡ s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs ✉♥ é❧é♠❡♥t g ❞❡

BH1
0
(0, r)✱ ❡t (Sgn

ε )n ❧❛ s✉✐t❡ ✐♠❛❣❡ ❛ss♦❝✐é❡ ♣❛r φ✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ s✉✐t❡ (Sgn
ε )n ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s

H1
0 (Ω)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡✱ ♥♦té❡ (S

gj
ε )j✱ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t

❞❛♥s H1
0 (Ω) ❀ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs χ ∈ H1

0 (Ω) t❡❧ q✉❡ ✿ ❧♦rsq✉❡ j → +∞,

Sgj
ε ⇀ χ, faiblement dans H1

0 (Ω), ✭✷✳✶✸✮

❡t é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❧♦rsq✉❡ j → +∞,

gj ⇀ g, faiblement dans H1
0 (Ω).
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▲✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ H1
0 (Ω) ❞❛♥s L2(Ω) ét❛♥t ❝♦♠♣❛❝t❡✱ ❛❧♦rs✱ ❧♦rsq✉❡ j → +∞,

gj → g fortement dans L2(Ω)

❡t ♣♦✉r ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ (gj)✱ ♥♦té❡ (gk)✱ ♦♥ ❛✱ ❧♦rsq✉❡ k → +∞,

gk → g p.p. dans Ω; ✭✷✳✶✹✮

❡t é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❞❡ ✭✷✳✶✸✮ ♦♥ ❛✱ ❧♦rsq✉❡ k → +∞,

Sgk
ε ⇀ χ faiblement dans H1

0 (Ω). ✭✷✳✶✺✮

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ λε ❡st ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ~V ❧✬❡st ❛✉ss✐ ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛ ❞❡✉①✐è♠❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♣rès ✭✷✳✷✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ tr♦✉✈❡✱ ❧♦rsq✉❡ k → +∞,✱ q✉❡

λε

(
gk − S0

h
+ E

)
→ λε

(
g − S0

h
+ E

)
p.p. dans Ω, ✭✷✳✶✻✮

❡t q✉❡
~V (x, gk) → ~V (x, g) p.p. dans Ω. ✭✷✳✶✼✮

❉❡ ✭✷✳✶✹✮✱ ✭✷✳✶✺✮✱ ✭✷✳✶✻✮ ❡t ✭✷✳✶✼✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ✿

P♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ gk ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (gk)k∈N✱ tr♦✉✈❡r Sgk ❞❛♥s H1
0 (Ω) t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈

H1
0 (Ω)✱

∫

Ω

Sgk
ε − S0

h
v dx+

∫

Ω

λε

(gk − S0

h
+E
)[
∇Sgk

ε +~V (x, gk)
]
·∇v dx+τ

∫

Ω

∇Sgk
ε − S0

h
·∇v dx = 0.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ ❧♦rsq✉❡ k → +∞, ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ ✿

❚r♦✉✈❡r χ ❞❛♥s H1
0 (Ω) t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1

0 (Ω)✱ ♦♥ ❛
∫

Ω

χ− S0

h
v dx+

∫

Ω

aε

(g − S0

h
+E

)[
∇χ+ ~V (x, g)

]
·∇v dx+ τ

∫

ω

∇(
χ− S0

h
) ·∇v dx = 0.

❉✬♦ù
χ = Sg

ε ,

♣❛r ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞✬✉♥✐❝✐té ❀ ❡t ❡♥ ♦✉tr❡✱ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ss✉r❡ a posteriori
q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❞❡s s♦✉s✲s✉✐t❡s ✿ ❡♥
❞✬❛✉tr❡ t❡r♠❡s✱ t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ Sgn

ε ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H1
0 (Ω) ✈❡rs Sg

ε ✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ φ ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t✲❢❛✐❜❧❡♠❡♥t séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❙❝❤❛✉❞❡r✲❚✐❦❤♦♥♦✈✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ φ ♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ❡t
♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✶✵✮ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é♠♦♥tré ❧❛
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❙♦✐❡♥t S0 ∈ H1
0 (Ω)✱ N ∈ N∗ ❡t h = T

N
❀ ❛❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡

(Si
ε)1≤i≤N ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1

0 (Ω)✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t i✱ ♦♥ ❛✐t

∫

Ω

Si+1
ε − Si

ε

h
v dx +

∫

Ω

λε

(
Si+1

ε − Si
ε

h
+ E

)[
∇Si+1

ε + ~V (x, Si+1
ε )

]
· ∇v dx

+ τ

∫

Ω

∇
(
Si+1

ε − Si
ε

h

)
· ∇v dx = 0. ✭✷✳✶✽✮

❉❡ ♣❧✉s✱
Si

ε − Si−1
ε

h
+ E ≥ 0, ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω.

✷✳✷✳✷ P❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ t❡♥❞r❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ h ✈❡rs
0+ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Sε(t, ·) ♣♦✉r t♦✉t ✐♥st❛♥t t ❞❛♥s
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, T ]✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✈❛ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❢♦♥❞é❡
s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s s♦✉s✲s✉✐t❡s ❡①tr❛✐t❡s✱ ❞❡ r❛♥❣
❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ t✱ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥✐q✉❡ ❡♥ s♦♥ ❣❡♥r❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡
❛❧♦rs ❧❛

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳ P♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ S0 ∈ H1
0 (Ω)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ Sε r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡✱ ✈ér✐✜❛♥t

Sε ∈ W 1,∞(0, T H1
0 (Ω))

∂Sε

∂t
+ E ≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Q

Sε(0, ·) = S0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω

❡t ré❣✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♣✳♣✳❡♥ t ∈]0, T [ ❡t q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t v ❞❡ H1
0 (Ω)✱

∫

Ω

∂Sε

∂t
(t)v dx +

∫

Ω

λε

(
∂Sε

∂t
(t) + E

)[
∇Sε(t) + ~V (x, Sε(t))

]
· ∇v dx

+τ

∫

Ω

∇∂Sε

∂t
(t) · ∇v dx = 0. ✭✷✳✶✾✮

Pr❡✉✈❡ ✿

➚ ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ❝♦♥♥✉❡s ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❞é✜♥✐❡s s✉r [0, T ] à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s H1

0 (Ω) ✿
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Sh
ε (t) =

N−1∑

i=0

Si+1
ε 1]ih, (i+1)h](t), ✭✷✳✷✵✮

S̃h
ε (t) =

N−1∑

i=0

[
Si+1

ε − Si
ε

h
(t− ih) + Si

ε

]
1]ih, (i+1)h](t), S̃h

ε (0) = S0 ✭✷✳✷✶✮

❡t ♦♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ∂tS̃
h
ε ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ D′(0, T ; H1

0 (Ω))✱ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ét❛❣é❡

∂tS̃
h
ε (t) =

N−1∑

i=0

Si+1
ε − Si

ε

h
1[ih, (i+1)h[(t), ✭✷✳✷✷✮

♦ù Si
ε := Sε(ih, ·)✱ 0 ≤ i ≤ N ❡t S0

ε = S0 ❀ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

∥∥Sh
ε

∥∥2

L2(0, T ; H1
0
(Ω))

=
N∑

i=1

h
∥∥Si

ε

∥∥2

H1
0
(Ω)
,

∥∥∥∂tS̃
h
ε

∥∥∥
L∞(0, T ; H1

0
(Ω))

= max
i∈{0,1,...,N−1}

∥∥∥∥
Si+1

ε − Si
ε

h

∥∥∥∥
H1

0
(Ω)

❡t
∥∥∥∂tS̃

h
ε

∥∥∥
2

L2(0, T ; H1
0
(Ω))

=
N−1∑

i=0

1

h

∥∥Si+1
ε − Si

ε

∥∥2

H1
0
(Ω)
,

❉♦♥❝✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s S̃h
ε ❡t ∂tS̃

h
ε ✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮ q✉❡

♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T ]✱ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1
0 (Ω)✱

∫

Ω

∂tS̃
h
ε (t)v dx +

∫

Ω

λε

(
∂tS̃

h
ε (t) + E

) [
∇Sh

ε (t) + ~V (x, Sh
ε (t))

]
· ∇v dx

+τ

∫

Ω

∇∂tS̃
h
ε (t) · ∇v dx = 0. ✭✷✳✷✸✮

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s s✉✐t❡s (Sh
ε )h ❡t (S̃h

ε )h s♦♥t✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ h✱ ❜♦r♥é❡s
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s L∞(0, T ; H1

0 (Ω)) ❡t W 1,∞(0, T ; H1
0 (Ω))✳

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✲t❡st✱ ❞❛♥s ✭✷✳✶✽✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ v =
Si+1

ε − Si
ε

h
✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡

∫

Ω

(
Si+1

ε − Si
ε

h

)2

dx + τ

∫

Ω

[
∇
(
Si+1

ε − Si
ε

h

)]2

dx

≤
∫

Ω

∣∣∣∣
[
∇Si+1

ε + ~V (x, Si+1
ε )

]
· ∇
(
Si+1

ε − Si
ε

h

)∣∣∣∣ dx
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❞✬♦ù✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱

τ

∥∥∥∥
Si+1

ε − Si
ε

h

∥∥∥∥
H1

0
(Ω)

≤
(∥∥Si+1

ε

∥∥
H1

0
(Ω)

+
√
mes(Ω)‖~V ‖∞

)
. ✭✷✳✷✹✮

❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡

∇Si+1
ε = ∇S0 + h

i+1∑

k=1

(∇Sk
ε − Sk−1

ε

h
)

❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ✈✐❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✿

∥∥Si+1
ε

∥∥
H1

0
(Ω)

≤
∥∥S0

∥∥
H1

0
(Ω)

+ h
i+1∑

k=1

∥∥∥∥
Sk

ε − Sk−1
ε

h

∥∥∥∥
H1

0
(Ω)

. ✭✷✳✷✺✮

❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ✭✷✳✷✹✮✱

τ

∥∥∥∥
Si+1

ε − Si
ε

h

∥∥∥∥
H1

0
(Ω)

≤
√
mes(Ω)‖~V ‖∞ +

∥∥S0
∥∥

H1
0
(Ω)

+ h
i+1∑

k=1

∥∥∥∥
Sk

ε − Sk−1
ε

h

∥∥∥∥
H1

0
(Ω)

.✭✷✳✷✻✮

❉✬♦ù

(τ − h)

∥∥∥∥
Si+1

ε − Si
ε

h

∥∥∥∥
H1

0
(Ω)

≤
√
mes(Ω)‖~V ‖∞ +

∥∥S0
∥∥

H1
0
(Ω)

+ h
i∑

k=1

∥∥∥∥
Sk

ε − Sk−1
ε

h

∥∥∥∥
H1

0
(Ω)

.

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧é❣✐t✐♠❡ ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉✱ q✉❡ h < τ ✱ ♦♥ ♣❡✉t
✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❞✐s❝r❡t ✭✶✳✷✮ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡✱ s♦✉s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ q✉❡

∥∥∥∥
Si+1

ε − Si
ε

h

∥∥∥∥
H1

0
(Ω)

≤
√
mes(Ω)‖~V ‖∞ + ‖S0‖H1

0
(Ω)

τ − h
❡①♣

(
T

τ − h

)
,

❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ h < τ
2
✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡

∥∥∥∥
Si+1

ε − Si
ε

h

∥∥∥∥
H1

0
(Ω)

≤ 2

τ

(√
mes(Ω)‖~V ‖∞ +

∥∥S0
∥∥

H1
0
(Ω)

)
e

2T
τ . ✭✷✳✷✼✮

❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦✉✈r❡ ❧❛ ✈♦✐❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❀ ❡❧❧❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t

q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (∂ eSh
ε

∂t
)h ❞❡♠❡✉r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❜♦r♥é ✜①❡ ✭♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ h✮ ❞❡ L∞(0, T ;H1

0 (Ω))✱ ❝❡
q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✷✺✮✱ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (Sh

ε )h ❞❡♠❡✉r❡ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ✉♥ ❜♦r♥é
✜①❡ ❞❡ L∞(0, T ;H1

0 (Ω))✳ ❈❡❧❛ ❞✐t ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (S̃h
ε )h ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L∞(0, T ;H1

0 (Ω))✱
❝❛r

‖S
i+1
ε − Si

ε

h
(t− ih) + Si

ε‖H1
0
(Ω) ≤ T‖S

i+1
ε − Si

ε

h
‖ + ‖Si

ε‖H1
0
(Ω).
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❉♦♥❝✱ (S̃h
ε )h ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à h✱ ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s W 1,∞(0, T ;H1

0 (Ω))✱ ❝❡ q✉✐
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡✱ q✉✬♦♥ ♥♦t❡ (S̃

hj
ε )hj

✱ ❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
W 1,∞(0, T ;H1

0 (Ω)), q✉✬♦♥ ♥♦t❡ Sε✱ t❡❧s q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ hj → 0✱

S̃hj
ε ⇀∗ Sε ❢❛✐❜❧❡ ✲✯ ❞❛♥s W 1,∞(0, T ;H1

0 (Ω)), ✭✷✳✷✽✮

❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s D′(]0, T [, H1
0 (Ω))✱

♦♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

∂S̃
hj
ε

∂t
⇀

∂Sε

∂t
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(0, T ;H1

0 (Ω)). ✭✷✳✷✾✮

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r t♦✉t h✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ S̃h
ε ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r [0, T ] à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥sH1

0 (Ω)
♣♦✉r ✉♥ ❝❤♦✐① ❛♣♣r♦♣r✐é ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❀ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T ]✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

W 1,∞(0, T ;H1
0 (Ω)) → H1

0 (Ω)

u 7−→ u(t).

❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡s t♦♣♦❧♦❣✐❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✱ ❞♦♥❝ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t✲
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❛✐♥s✐✱

S̃hj
ε (t) ⇀ Sε(t) ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H1

0 (Ω).

❖r✱ ♣♦✉r t ∈]ih, (i+ 1)h]✱ 0 ≤ i ≤ N − 1✱ ♦♥ ❛

Sh
ε (t) − S̃h

ε (t) = Si+1
ε − Si+1

ε − Si
ε

h
(t− ih) − Si

= Si+1
ε − Si

ε −
Si+1

ε − Si
ε

h
(t− ih)

=
Si+1

ε − Si
ε

h
(h− t+ ih)

=
Si+1

ε − Si
ε

h
[(i+ 1)h− t] . ✭✷✳✸✵✮

❉♦♥❝✱ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t t ∈]ih, (i+ 1)h]✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

∥∥∥Sh
ε (t) − S̃h

ε (t)
∥∥∥

H1
0
(Ω)

=

∥∥∥∥
Si+1

ε − Si
ε

h

∥∥∥∥
H1

0
(Ω)

[(i+ 1)h− t]

=
∥∥∥∂tS̃

h
ε (t)

∥∥∥
H1

0
(Ω)

[(i+ 1)h− t]

≤ Ch, ❞✬❛♣rès (2.27).
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❆❧♦rs✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

Shj
ε (t) ⇀ Sε(t) ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H1

0 (Ω),

❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ H1
0 (Ω) ❞❛♥s L2(Ω)✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡

Shj
ε (t) → Sε(t) ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(Ω),

❡t ♣♦✉r ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ (S
hj
ε (t))hj

✱ ♥♦té❡ (S
hjk
ε (t))hjk

✱ ♦♥ ❛

S
hjk
ε (t) → Sε(t) ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω, ✭✷✳✸✶✮

❡t ♦♥ s✐❣♥❛❧❡ q✉❡
S

hjk
ε (t) ⇀ Sε(t) ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H1

0 (Ω). ✭✷✳✸✷✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s✉✐t❡ (∂ eSh
ε

∂t
)h ❞❡♠❡✉r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❜♦r♥é ✜①❡ ❞❡ L∞(0, T ;H1

0 (Ω))✱
❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t t ❞❡ [0, T ]\Z✱ ♦ù Z ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡

❞❡ (∂ eSh
ε

∂t
(t))h✱ ♦♥ ❧❛ ♥♦t❡ (∂ eS

hn
ε

∂t
(t))hn

✱ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t χε(t) ❞❡ H1
0 (Ω) t❡❧s q✉❡✱ q✉❛♥❞

hn → 0✱

∂ eS
hn
ε

∂t
(t) ⇀ χε(t) ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H1

0 (Ω) ,

∂ eS
hn
ε

∂t
(t) → χε(t) ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(Ω) ,

❡t ♣♦✉r ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ (∂ eS
hn
ε

∂t
(t))hn

✱ ♥♦té❡ (∂ eS
hnj
ε

∂t
(t))hnj

✱ ♦♥ ❛

∂S̃
hnj
ε

∂t
(t) → χε(t) ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s Ω,

▲❡ ♣♦✐♥t✲❝❧❡❢ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ χε(t) ❡st ✉♥✐q✉❡ ❡♥ s♦♥ ❣❡♥r❡ ❝❛r
✐❧ ✈ér✐✜❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❡t q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡r❛

q✉❡ ❧❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r
(

∂ eSh
ε

∂t
(t)
)

h
❡st ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥✳

P❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐✈r❛ q✉❡ t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡
(

∂ eSh
ε

∂t
(t)
)

h
❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs χε(t)✳

❉❡ ❢❛✐t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té✳

P♦✉r t ∈]0, T [\Z✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞és♦r♠❛✐s ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ✭✷✳✷✸✮✱ ♣✉✐sq✉❡✱
s✐ hnj

→ 0+✱

λε

(
∂S̃

hnj
ε

∂t
(t) + E

)
∇v → λε (χε(t) + E)∇v ❞❛♥s L2(Ω)

d
❢♦rt
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∇Shnj
ε (t) ⇀ ∇Sε(t) ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(Ω)

d

~V (x, S
hnj
ε (t, x)) → ~V (x, Sε(t, x)) ❞❛♥s L2(Ω)

d
❢♦rt

♣❛r ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡✱ ❝♦♠♣t❡✲t❡♥✉ ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞é❥à ❝♦♥♥✉❡s✳

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛❧♦rs q✉❡ χε(t) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ q✉❛s✐✲❧✐♥é❛✐r❡ ❛♥♥❡①❡
❛✐♥s✐ ❢♦r♠✉❧é ✿

❚r♦✉✈❡r w ∈ H1
0 (Ω)✱ ✈ér✐✜❛♥t

∀v ∈ H1
0 (Ω),

∫

Ω

wv dx+

∫

Ω

λε(w+E)
[
∇Sε(t) + ~V (x, Sε(t))

]
·∇v dx+τ

∫

Ω

∇w·∇v dx = 0.

✭✷✳✸✸✮
❊♥ ♦✉tr❡✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✱ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λε ❡st
❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ✭lipλε

= 1
ε
✮ ❡t q✉❡ ∇Sε(t) + ~V (x, Sε(t)) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à L2(Ω)

d✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡
♥♦✉s ❛✣r♠❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✹✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✸✸✮ ❛ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

Pr❡✉✈❡ ✿

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s w ❡t ŵ✳ ❖♥ ❢❛✐t ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s
❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s✱ ❡t ♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✲t❡st v = pµ(w−ŵ), ♦ù ♣♦✉r µ >
0,

pµ(r) =





1 s✐ r ≥ µ

ln
er

µ
s✐ r ∈

[µ
e
, µ
]

0 s✐ r ≤ µ

e

❖♥ ♣r❡♥❞✱ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❛♥t ❜♦ré❧✐❡♥ ❜♦r♥é ❞❡ p
′

µ✱

p
′

µ(r) =
1

r
1[µ

e
,µ](r)

❡t ❡♥ s❛❝❤❛♥t q✉❡

∀v ∈ H1
0 (Ω) ∇pµ(v) = p

′

µ(v)∇v ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω.
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❉♦♥❝✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡
∫

Ω

(w − ŵ)pµ(w − ŵ) dx + τ

∫

Ω∩{µ
e
≤w−ŵ≤µ}

1

w − ŵ
|∇w −∇ŵ|2 dx

≤ 1

ε

∫

Ω∩{µ
e
≤w−ŵ≤µ}

∣∣∣∇Sε(t) + ~V (x, Sε(t))
∣∣∣ |∇w −∇ŵ| dx,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
∫

Ω

(w−ŵ)pµ(w−ŵ) dx ≤ 1

ε

∫

Ω∩{µ
e
≤w−ŵ≤µ}

∣∣∣∇Sε(t) + ~V (x, Sε(t))
∣∣∣ |∇w −∇ŵ| dx. ✭✷✳✸✹✮

❊t ❝♦♠♠❡✱ ❧♦rsq✉❡ µ→ 0+✱

1[µ
e
,µ] → 0 s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❛♥s R,

❡t

pµ → sign+
0 s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❛♥s R,

♦ù

sign+
0 (r) =

{
1 s✐ r > 0
0 s✐ r ≤ 0,

❛❧♦rs✱ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✱ q✉❛♥❞ µ→ 0+ ❞❛♥s ✭✷✳✸✹✮✱
q✉❡ ∥∥(w − ŵ)+

∥∥
L1(Ω)

≤ 0,

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱
w ≤ ŵ,

❡t✱ ❡♥ ♣❡r♠✉t❛♥t ❧❡s rô❧❡s ❞❡ w ❡t ŵ✱ ♦♥ ❛

w = ŵ ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω,

❞✬♦ù ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✸✸✮✳ �

❉✬❛♣rès ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ χε(t) ❡st ✉♥✐q✉❡ ❡♥ s♦♥ ❣❡♥r❡✳ ❡t ❡♥ s✐♠♣❧✐✜❛♥t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥ r❡✲
t✐❡♥t q✉❡ ♣♦✉r t ∈]0, T [\Z✱ L1(Z) = 0✱ ❧❛ s✉✐t❡

∂S̃h
ε

∂t
(t) ⇀ χε(t) ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H1

0 (Ω),

♦✉tr❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ét❛❜❧✐❡s ❡♥ ❛♠♦♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❤♦✐① ❞✬✐♥❞✐❝❡s
h✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠❡♥t ❞❡ t ❞és♦r♠❛✐s✳

■❧ r❡st❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r χε✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡✉① ét❛♣❡s ❡♥❝❤❛î♥é❡s q✉❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡
❧❡♠♠❡ q✉✐ s✉✐t✳
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▲❡♠♠❡ ✷✳✺✳

✶✳ χε ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❞❡ ]0, T [ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s H1
0 (Ω)✳

✷✳ χε = ∂Sε

∂t
♣✳♣✳ ❞❛♥s Q✳

Pr❡✉✈❡ ✿

✶✳ ♣♦✉r t♦✉t F ∈ H−1(Ω)✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

t 7−→< F , χε(t) >H−1(Ω)×H1
0
(Ω)

❡st ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❡s✉r❛❜❧❡s

t 7−→< F ,
∂S̃h

ε

∂t
(t) >H−1(Ω)×H1

0
(Ω) , t ∈]0, T [\Z.

❉♦♥❝✱ χε ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❞❡ ]0, T [ ❞❛♥s H1
0 (Ω)✱ ❡t ❝♦♠♠❡ H1

0 (Ω) ❡st sé♣❛✲
r❛❜❧❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✸ ✭t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❏✳ ❇✳ P❡tt✐s✱ ❝❢✳ ❬✸✵❪✮ ❛ss✉r❡ q✉❡ χε ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t
♠❡s✉r❛❜❧❡ ❞❡ ]0, T [ ❞❛♥s H1

0 (Ω)✳

✷✳ ♣♦✉r t♦✉t v ❞❡ L2(0, T ;H1
0 (Ω))✱

∫

Ω

∇∂S̃h
ε

∂t
· ∇v dx →

∫

Ω

∇χε · ∇v dx ♣✳♣✳ ❞❛♥s ]0, T [;

q✉❛♥❞ h→ 0+

❡t ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡✱ ♣✳♣✳ ❡♥ t✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✿
∣∣∣∣∣

∫

Ω

∇∂S̃h
ε

∂t
(t, x) · ∇v(t, x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ C ‖v(t)‖H1
0
(Ω)

♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ C✱ ❞✬❛♣rès ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ a priori ❞❛♥s L∞(0, T ;H1
0 (Ω))

♣♦✉r ∂ eSh
ε

∂t
✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥s

L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ❞❡ ∂ eSh

ε

∂t
✈❡rs χε✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡

χε =
∂Sε

∂t

s❡❧♦♥ ✭✷✳✷✾✮ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ❡st sé♣❛ré❡✳ �
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❊♥ ♦✉tr❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ S̃h
ε ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs Sε ❞❛♥s H1(0, T ;H1

0 (Ω))✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t
q✉❡

S̃h
ε (0) ⇀ Sε(0) ❞❛♥s H1

0 (Ω)

❡t ♣✉✐sq✉❡✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
S̃h

ε (0) = S0,

♦♥ ❛
Sε(0) = S0

♣✉✐sq✉❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ σ(H−1(Ω) , H1
0 (Ω)) ❡st sé♣❛ré❡✳

❘❡♣♦rt❛♥t w = ∂Sε

∂t
(t) ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✸✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✭✷✳✶✾✮✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ r❡♥❞ ❧é❣✐t✐♠❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✲t❡st ✿ v =(
∂Sε

∂t
(t) + E

)−
♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ❡♥ t✱ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ λε|

R−
= 0✱ q✉❡ τ > 0 ❡t q✉❡ E ≥ 0

❛ss✉r❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡ t❛✉① ❞✬ér♦s✐♦♥ ❧✐♠✐té

∂Sε

∂t
+ E ≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Q. �



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❘é❣✉❧❛r✐té ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

✸✳✶ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té

❖♥ ✐♥❞✐q✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❧✐♠✐♥❛✐r❡ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦✉✈és ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s♦♥t
♣r♦♣r❡s à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ d ≤ 2 s✐ Ω ⊂ Rd✱ ❝❡ q✉✐ ❡st s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣é♦❧♦❣✐❡✱ ♣✉✐sq✉❡ Ω r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞✉ ❜❛ss✐♥ sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡✳
❯♥ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ◆✳ ●✳ ▼❡②❡rs ✭❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✮ ♣❡r♠❡t ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ré✲
❣✉❧❛r✐té ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ♣❛ss❡r ❞✉ ❝❛❞r❡ H1

0 (Ω) à W 1,p
0 (Ω)✱ ❛✈❡❝ p > 2✱ ♠❛✐s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ très

✈♦✐s✐♥ ❞❡ 2+✳ ❉ès ❧♦rs✱ ❝❡ ❣❛✐♥ ❧✐♠✐té ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ♣❡r♠❡t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❧✉♠✐èr❡
q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s à ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❤ö❧❞ér✐❡♥s s✉r Ω ❡t ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❏✳ ◆❡č❛s ✭❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✺✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
❧❛ ré❣✉❧❛r✐té s✉r ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ s❡ tr❛♥s♠❡t t♦t❛❧❡♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ✐téré✳ ▲❡s é♥♦♥❝és ❞❡ ❝❡s
t❤é♦rè♠❡s s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳ ❙♦✐t S0
ε := S0 ∈ W 1,p

0 (Ω)✱ p > 2✱ ❡t s♦✐t h = T
N
✱ N ∈ N∗✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r

i ∈ {0, 1, ..., N − 1} ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ Si+1
ε ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡





TrouverSi+1
ε ∈ H1

0 (Ω), tel que pour tout v ∈ H1
0 (Ω),

∫

Ω

Si+1
ε − Si

ε

h
v dx+

∫

Ω

λε

(
Si+1

ε − Si
ε

h
+ E

)[
∇Si+1

ε + ~V (x, Si+1
ε )

]
∇v dx

+τ

∫

Ω

∇
(
Si+1

ε − Si
ε

h

)
· ∇v dx = 0,

❛♣♣❛rt✐❡♥t à W 1,p
0 (Ω)✳

Pr❡✉✈❡ ✿

✸✾
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❖♥ ❛ ❞é❥à tr♦✉✈é ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷✳✶ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ q✉❡ ♣♦✉r S0 ∈ H1
0 (Ω)✱

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ Sε ∈ H1
0 (Ω)✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

❚r♦✉✈❡r Sε ∈ H1
0 (Ω) t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1

0 (Ω)✱ ♦♥ ❛
∫

Ω

Sε − S0

h
v dx +

∫

Ω

λε

(
Sε − S0

h
+ E

)[
∇Sε + ~V (x, Sε)

]
· ∇v dx

+τ

∫

Ω

∇(
Sε − S0

h
) · ∇v dx = 0. ✭✸✳✶✮

●râ❝❡ à ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ λε ❡t ❞❡ ~V , ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
∫

Ω

[
λε

(
Sε − S0

h
+ E

)
+
τ

h

]
∇Sε · ∇v dx

= < ❞✐✈

{
λε

(
Sε − S0

h
+ E

)
~V (x, Sε)

}
+
τ

h
∆S0 −

Sε − S0

h
, v >H−1(Ω)×H1

0
(Ω) .

❖♥ ♣♦s❡

F = ❞✐✈

{
λε

(
Sε − S0

h
+ E

)
~V (x, Sε)

}
+
τ

h
∆S0 −

Sε − S0

h
,

❡t ♦♥ ♣♦s❡ ❛✉ss✐✱ ♣♦✉r i, j = 1, 2 ❀ bij =
[
λε

(
Sε−S0

h
+ E

)
+ τ

h

]
δij✳

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1
0 (Ω)✱

∫

Ω

2∑

i,j=1

bij
∂Sε

∂xi

∂v

∂xj

dx =< F, v >H−1(Ω)×H1
0
(Ω),

❡t ❝♦♠♠❡
τ

h
≤ λε

(
Sε − S0

h
+ E

)
+
τ

h
≤ 1 +

τ

h
♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω, ✭✸✳✷✮

❛❧♦rs✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ B = (bij)ij ❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s L∞(Ω) ❀ ❡t ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ q✉❡

∀ξ ∈ R2,
τ

h
|ξ|2 ≤

2∑

i,j=1

bijξiξj ≤ (1 +
τ

h
)|ξ|2 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω.

◆♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹ ✭❞❡ ◆✳ ●✳ ▼❡②❡rs✮ ♣♦✉r ❞✐r❡
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ p0 > 2 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t p ∈ [2, p0] ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C(p) > 0✱
t❡❧❧❡ q✉❡✱ s✐ F ∈ W−1,p(Ω)✱ ❛❧♦rs✱ S ∈ W 1,p

0 (Ω)✳ ❖r✱ ♣♦✉r q✉❡ F s♦✐t ❞❛♥s W−1,p(Ω) ✐❧
s✉✣t q✉❡ S0 s♦✐t ❞❛♥s W 1,p

0 (Ω)✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ rés✉❧t❛t
❞❡ ▼❡②❡rs✱ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ p0 > 2 t❡❧ q✉❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r S0 ∈ W 1,p0

0 (Ω) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ Sε✱ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✮✱ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à W 1,p0

0 (Ω)✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡
p0 ❡st ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ très ✈♦✐s✐♥❡ ❞❡ 2 ❡t ❞é♣❡♥❞ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ❀ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥
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✈❛ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ s✉✣t à ét❛❜❧✐r q✉❡ p0 = p à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥
s✐ S0 ∈ W 1,p

0 (Ω)✱ p > 2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❝❤♦s❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣♦rt❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r rés✉❧t❛t
❡st q✉❡ Sε ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❛♥s C0,θ(Ω) ❛✈❡❝ θ = 1 − 2

p
> 0✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ❣râ❝❡ ❛✉

❢❛✐t q✉❡ λε ❡st ❤ö❧❞ér✐❡♥♥❡✱ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts bij s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❛♥s C(Ω)✱ ❡t ♠ê♠❡
❤ö❧❞ér✐❡♥s✳ ❖♥ ♥♦t❡ ✐❝✐ q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ Rd ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❡st ♣❧♦♥❣é
Ω ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ✿ d ≤ 2 ❀ s✐ d = 3✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ✐❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✭✸✳✶✮ ♣❡✉t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r q✉❡

−❞✐✈

{[
λε

(
Sε − S0

h
+ E

)
+
τ

h

]
∇Sε

}
= −Sε − S0

h

+ ❞✐✈

{
λε

(
Sε − S0

h
+ E

)
~V (x, Sε) +

τ

h
∇S0

}
.

❉♦♥❝✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t

f0 = −Sε − S0

h
(∈ Lp(Ω), 1 ≤ p <∞ ♣❛r ❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈)

❡t
~f = −

[
λε

(
Sε − S0

h
+ E

)
~V (x, Sε) +

τ

h
∇S0

]
(∈ Lp(Ω)2 s✐ S0 ∈ W 1,p(Ω)),

♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ 



− ∂

∂xi

(
bij
∂Sε

∂xj

)
= f0 − ❞✐✈~f ❞❛♥s Ω

Sε = S0 = 0 sur Γ.

❉♦♥❝✱ s✐ S0 ∈ W 1,p
0 (Ω) ✱ p ≥ 2✱ ❛❧♦rs Sε ∈ W 1,p

0 (Ω)✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✺ ✭rés✉❧t❛t ❞❡ ❏✳
◆éč❛s✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ Cp > 0 t❡❧❧❡ q✉❡

‖Sε‖W 1,p(Ω) ≤ Cp

(
‖S0‖W 1,p(Ω) + ‖f0‖Lp(Ω) + ‖~f‖Lp(Ω)2

)
.

▲❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❢❛✐s❛♥t ♣❛ss❡r ❞❡ H1
0 (Ω) à W 1,p

0 (Ω) ❛✈❡❝ p > 2 ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❡t s❡ tr❛♥s♠❡t ♣❛r ❤éré❞✐té✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶ ❡st ♣r♦✉✈é✳
�

❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❞é❥à tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s
W 1,∞(0, T ;H1

0 (Ω)), ❡st✱ ❡♥ ❢❛✐t✱ ❞❛♥s W 1,∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω))✱ ♣♦✉r p > 2✳
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❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳ P♦✉r S0 ∈ W 1,p
0 (Ω)✱ p ≥ 2✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ Sε✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✱

❡st ❞❛♥s W 1,∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω))✳

Pr❡✉✈❡ ✿

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Sh
ε ❡t S̃h

ε ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✭✷✳✷✵✮ ❡t ✭✷✳✷✶✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T ] ❡t ♣♦✉r t♦✉t v ∈ W
1, p

p−1

0 (Ω)✱
∫

Ω

∂tS̃
h
ε (t)v dx +

∫

Ω

aε

(
∂tS̃

h
ε (t) + E

) [
∇Sh

ε (t) + ~V (x, Sh
ε (t))

]
· ∇v dx

+ τ

∫

Ω

∇∂tS̃
h
ε (t) · ∇v dx = 0. ✭✸✳✸✮

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♠♠❡♥t ♣❡✉t✲♦♥ ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❧♦rsq✉❡ h→ 0+ ❞❛♥s ✭✸✳✸✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥
é❝r✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿




−τ∆
(

Si+1
ε −Si

ε

h

)
= −Si+1

ε −Si
ε

h

+❞✐✈
{
λε

(
Si+1

ε −Si
ε

h
+ E

) [
∇Si+1

ε + ~V (x, Si+1
ε )

]}
❞❛♥s Ω

Si+1
ε −Si

ε

h
= 0 s✉r Γ

i = 0, 1, . . . , N − 1.

P♦✉r t♦✉t i ✜①é✱ ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ i✱ ✐❧ rés✉❧t❡ ❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ✭❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❏✳ ◆❡č❛s ❬✺✸❪ ♦✉ ❙✳ ❈❧❛✐♥ ❬✸✵❪✮ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
✏✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✑ C✱ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡

τ

∥∥∥∥
Si+1

ε − Si
ε

h

∥∥∥∥
W

1,p
0

(Ω)

≤ C

[∥∥∥∥
Si+1

ε − Si
ε

h

∥∥∥∥
Lp(Ω)

+
∥∥∇Si+1

ε

∥∥
Lp(Ω)d +

∥∥∥~V
∥∥∥

Lp(Ω)d

]
. ✭✸✳✹✮

❊♥ ♦✉tr❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t✱ ❣râ❝❡ ❛✉①
❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞é❥à ♣r♦✉✈é❡s ❞❛♥s H1

0 (Ω)✱ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C̃ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✱
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ i ❡t ❞❡ h✱ t❡❧❧❡ q✉❡

∥∥∥∥
Si+1

ε − Si
ε

h

∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤ C̃

∥∥∥∥
Si+1

ε − Si
ε

h

∥∥∥∥
H1

0
(Ω)

, C̃ = C̃(p,Ω),

≤ C(Ω, ‖~V ‖∞, S0) ❞✬❛♣rès ✭✷✳✷✼✮. ✭✸✳✺✮

❊t ❝♦♠♠❡

∇Si
ε = ∇S0 + h

i−1∑

k=0

(
∇Sk+1

ε − Sk
ε

h

)
,
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❛❧♦rs✱

∥∥∇Si+1
ε

∥∥
Lp(Ω)d ≤

∥∥∇S0
∥∥

Lp(Ω)d + h
i+1∑

k=1

(∥∥∥∥∇
Sk

ε − Sk−1
ε

h

∥∥∥∥
Lp(Ω)d

)
. ✭✸✳✻✮

❖♥ ♥♦t❡ q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ Ω ❡st ❜♦r♥é✱
∥∥∥~V
∥∥∥

Lp(Ω)d
≤ C(Ω)

∥∥∥~V
∥∥∥
∞
. ✭✸✳✼✮

❉♦♥❝✱ ❞❡ ✭✸✳✺✮✱ ✭✸✳✻✮✱ ✭✸✳✼✮ ❡t ✭✸✳✹✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡

τ

∥∥∥∥
Si+1

ε − Si
ε

h

∥∥∥∥
W

1,p
0

(Ω)

≤ C(Ω, ‖~V ‖∞, S0) + h

i+1∑

k=1

(∥∥∥∥∇
Sk

ε − Sk−1
ε

h

∥∥∥∥
Lp(Ω)d

)
,

❡t✱ ❛✈❡❝ t♦✉❥♦✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ h < τ
2
✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∥∥∥∥
Si+1

ε − Si
ε

h

∥∥∥∥
W

1,p
0

(Ω)

≤ 2

τ
C(Ω, ‖~V ‖∞, S0) +

2h

τ

i∑

k=1

(∥∥∥∥∇
Sk

ε − Sk−1
ε

h

∥∥∥∥
Lp(Ω)d

)
.

❉✬♦ù✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✱
∥∥∥∥
Si+1

ε − Si
ε

h

∥∥∥∥
W

1,p
0

(Ω)

≤ 2

τ
C(Ω, ‖~V ‖∞, S0) exp(

2T

τ
). ✭✸✳✽✮

❈❡❝✐ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (∂ eSh
ε

∂t
)h✱ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✭✷✳✷✷✮✱ ❡st✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠✲

♠❡♥t ❞❡ h✱ ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω)) ❀ ❡t ❞♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✻✮✱ ❧❡s s✉✐t❡s (S̃h

ε )h ❡t
(Sh

ε )h✱ ❞é✜♥✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✭✷✳✷✶✮ ❡t ✭✷✳✷✵✮✱ s♦♥t ❜♦r♥é❡s ❡❧❧❡s ❛✉ss✐✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠✲
♠❡♥t ❞❡ h✱ ❞❛♥s L∞(0, T ;W 1,p

0 (Ω))✳ ❉♦♥❝✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ s✉✐t❡ (S̃h
ε )h ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s

W 1,2(0, T ;W 1,p
0 (Ω))✳ ▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t

❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳
P♦✉r t♦✉t t ∈]0, T [�Z✱ ❛✈❡❝ L(Z) = 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡✱ ❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ t✱ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞✬✉♥❡

s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ (∂ eSh
ε

∂t
(t))h✱ q✉✬♦♥ ♥♦t❡ (∂ eS

hn
ε

∂t
(t)✱ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ζε(t) ∈ W 1,p

0 (Ω)✱ t❡❧s
q✉❡

∂S̃hn
ε

∂t
(t) ⇀ ζε(t) ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s W 1,p

0 (Ω),

❢♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(Ω),

♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s Ω.

❉♦♥❝✱ ∀t ∈]0, T [�Z✱

λε

(
∂S̃hn

ε

∂t
(t) + E

)
∇v → λε (ζε(t) + E)∇v ❞❛♥s L2(Ω)

d
❢♦rt.
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❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ s♦✉s✲s✉✐t❡ (Shn
ε (t))n ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s W 1,p

0 (Ω)✱ ❞♦♥❝✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡①tr❛✐r❡

✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ (S̃
hnj
ε (t))j✱ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t Sε(t) ∈ W 1,p

0 (Ω)✱ t❡❧s q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ hj → 0✱

S̃
hnj
ε (t) ⇀ Sε(t) ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s W 1,p

0 (Ω),

❡t ♣❛r ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ W 1,p
0 (Ω) ❞❛♥s L2(Ω)✱ ♦♥ ❛

S̃
hnj
ε (t) ⇀ Sε(t) ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(Ω).

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ tr♦✉✈❡✱ ❞❡ ✭✷✳✸✵✱ q✉❡ ♣♦✉r t ∈]ih, (i+ 1)h],

∥∥∥Sh
ε (t) − S̃h

ε (t)
∥∥∥

W
1,p
0

(Ω)
≤ Ch,

❞♦♥❝✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

S
hnj
ε (t) → Sε(t) ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(Ω),

❡t✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ {Shnjk
ε (t)} ♦♥ ❛

S
hnjk
ε (t) → Sε(t) ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω.

❉✬♦ù✱

∇Shnjk
ε (t) ⇀ ∇Sε(t) ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(Ω)

d

~V (x, S
hnjk
ε (t)) → ~V (x, Sε(t)) ❞❛♥s L2(Ω)

d
❢♦rt.

❖♥ ♣❡✉t ❞és♦r♠❛✐s✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈]0, T [�Z✱ ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ q✉❛♥❞ hnjk
→ 0✱ ❞❛♥s

∫

Ω

∂S̃
hnjk
ε

∂t
(t)v dx +

∫

Ω

λε

(
∂S̃

hnjk
ε

∂t
(t) + E

)[
∇Shnjk

ε (t) + ~V (x, S
hnjk
ε (t))

]
· ∇v dx

+ τ

∫

Ω

∇∂S̃
hnjk
ε

∂t
(t) · ∇v dx = 0,

❡t✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛❧♦rs q✉❡ ζε(t) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✸✸✮✱ ❞♦♥t ♦♥ ❛ ❞é❥à ❛✣r♠é
❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ s❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✹ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ζε(t) ❡st

✉♥✐q✉❡ ❡♥ s♦♥ ❣❡♥r❡✱ ❡t ❞♦♥❝✱ ❧❛ s✉✐t❡ (∂ eSh
ε

∂t
(t))h ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✈❡rs ζε(t) ❞❛♥s

W 1,p
0 (Ω) − faible✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✸ ✭t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❏✳ ❇✳ P❡tt✐s✱ ❝❢✳ ❬✸✵❪ ♣❛❣❡

✶✸✶✮ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ζε = ∂Sε

∂t
✱ ❡t q✉❡ Sε(0) = S0✳ �

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r ❞✬❛♣rès ✭✷✳✷✵✮✱ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t✱
∥∥Sh

ε (t)
∥∥

W
1,p
0

(Ω)
=
∥∥Si+1

ε

∥∥
W

1,p
0

(Ω)
1]ih,(i+1)h]
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❡t ❞✬❛♣rès ✭✸✳✻✮ ❡t ✭✸✳✽✮ ♦♥ ❛

‖Si+1
ε ‖W

1,p
0

(Ω) ≤ ‖S0‖W
1,p
0

(Ω) + h
i+1∑

k=0

[
2

τ
C(Ω, ‖~V ‖∞, S0) exp(

2T

τ
)

]
.

❈♦♠♠❡ i ≤ N − 1 ❡t Nh = T ✱ ❛❧♦rs✱

‖Si+1
ε ‖W

1,p
0

(Ω) ≤ ‖S0‖W
1,p
0

(Ω) +
2T

τ
C(Ω, ‖~V ‖∞, S0) exp(

2T

τ
).

❉✬♦ù

‖Sh
ε (t)‖W

1,p
0

(Ω) ≤ ‖S0‖W
1,p
0

(Ω) +
2T

τ
C(Ω, ‖~V ‖∞, S0) exp(

2T

τ
).

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ Sh
ε (t) ✈❡rs Sε(t) ❞❛♥sW

1,p
0 (Ω) ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡

t♦✉t t ❞❛♥s ]0, T [✱ ♦♥ ❛✱ ♣❛r s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ q✉❡

‖Sε(t)‖W
1,p
0

(Ω) ≤ ‖S0‖W
1,p
0

(Ω) +
2T

τ
C(Ω, ‖~V ‖∞, S0) exp(

2T

τ
) :=

√
C0(τ), ✭✸✳✾✮

✸✳✷ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ S0 ❞❛♥s W 1,p
0 (Ω)✱ ❛✈❡❝ p > 2✱ ✐❧ ❡①✐st❡

✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ τ ∗ > 0✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t τ ≥ τ ∗✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❉❛r❝②✲❇❛r❡♥❜❧❛tt
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ P♦✉r S0 ∈ W 1,p
0 (Ω)✱ p > 2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r τ ∗ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✱

t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r τ ≥ τ ∗✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Sε r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡✱
✈ér✐✜❛♥t

Sε ∈ W 1,∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω))

∂Sε

∂t
+ E ≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Q

Sε(0, ·) = S0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω

❡t ré❣✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♣✳♣✳❡♥ t ∈]0, T [ ❡t q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t v ❞❡ H1
0 (Ω)✱

∫

Ω

∂Sε

∂t
(t)v dx +

∫

Ω

λε

(
∂Sε

∂t
(t) + E

)[
∇Sε(t) + ~V (x, Sε(t))

]
· ∇v dx

+ τ

∫

Ω

∇∂Sε

∂t
(t) · ∇v dx = 0.
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Pr❡✉✈❡ ✿

❖♥ s✉♣♣♦s❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s S1
ε ❡t S2

ε ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ S0 ∈ W 1,p

0 (Ω)✱ p > 2✳
❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ré❣✐❡s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s
S1

ε ❡t S2
ε ✱ ❡t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✲t❡st v = ∂S1

ε

∂t
− ∂S2

ε

∂t
✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∫

Ω

(
∂S1

ε

∂t
− ∂S2

ε

∂t

)2

dx + τ

∫

Ω

∣∣∣∣∇(
∂S1

ε

∂t
− ∂S2

ε

∂t
)

∣∣∣∣
2

dx

=

∫

Ω

λε(
∂S2

ε

∂t
+ E)

[
∇S2

ε + ~V (x, S2
ε )
]
∇(

∂S1
ε

∂t
− ∂S2

ε

∂t
) dx

−
∫

Ω

λε(
∂S1

ε

∂t
+ E)

[
∇S1

ε + ~V (x, S1
ε )
]
∇(

∂S1
ε

∂t
− ∂Sε2

∂t
) dx,

♦✉ ❜✐❡♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
∫

Ω

(
∂S1

ε

∂t
− ∂S2

ε

∂t

)2

dx + τ

∫

Ω

∣∣∣∣∇(
∂S1

ε

∂t
− ∂S2

ε

∂t
)

∣∣∣∣
2

dx

=

∫

Ω

λε(
∂S2

ε

∂t
+ E)∇(S2

ep − S1
ε ) · ∇(

∂S1
ε

∂t
− ∂S2

ε

∂t
) dx

+

∫

Ω

[
λε(

∂S2
ε

∂t
+ E) − λε(

∂S1
ε

∂t
+ E)

]
∇S1

ε · ∇(
∂S1

ε

∂t
− ∂S2

ε

∂t
) dx

+

∫

Ω

λ(
∂S2

ε

∂t
+ E)[~V (x, S2

ε ) − ~V (x, S1
ε )] · ∇(

∂S1
ε

∂t
− ∂S2

ε

∂t
) dx

+

∫

Ω

[
λε(

∂S2
ε

∂t
+ E) − λε(

∂S1
ε

∂t
+ E)

]
~V (x, S1

ε ) · ∇(
∂S1

ε

∂t
− ∂S2

∂t
) dx

= I1 + I2 + I3 + I4. ✭✸✳✶✵✮

❖♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ✿

∀a, b ∈ R+, ∀η > 0 ab ≤ 1

2η
a2 +

η

2
b2. ✭✸✳✶✶✮

✕ ▼❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ I1 ✿

I1 =

∫

Ω

λε(
∂S2

ε

∂t
+ E)∇(S2

ε − S1
ε ) · ∇(

∂S1
ε

∂t
− ∂S2

ε

∂t
) dx.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✶✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

I1 ≤
η

2

∫

Ω

∣∣∣∣∇(
∂S1

ε

∂t
− ∂S2

ε

∂t
)

∣∣∣∣
2

dx+
1

2η

∫

Ω

∣∣∇(S2
ε − S1

ε )
∣∣2 dx.
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❖r✱ S1
ε (0, ·) = S2

ε (0, ·) ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s Ω✱ ❞♦♥❝
∫

Ω

∣∣∇(S2
ε − S1

ε )
∣∣2 dx =

∫

Ω

[ ∫ t

0

|∇(
∂S2

ε

∂t
− ∂S1

ε

∂t
)| dθ

]2
dx,

❡t ♣❛r ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱ ✐❧ ✈✐❡♥t
∫

Ω

∣∣∣∇(S2
ε − S1

ε )
∣∣∣
2

dx ≤
∫

Ω

t

∫ t

0

∣∣∣∇(
∂S2

ε

∂t
− ∂S1

ε

∂t
)
∣∣∣
2

dθ dx

≤ t

∫ t

0

∫

Ω

∣∣∣∇(
∂S2

ε

∂t
− ∂S1

ε

∂t
)
∣∣∣
2

dx dθ.

❉♦♥❝

I1 ≤
η

2

∫

Ω

∣∣∣∇(
∂S1

ε

∂t
− ∂S2

ε

∂t
)
∣∣∣
2

dx+
1

2η
t

∫ t

0

∫

Ω

∣∣∣∇(
∂S2

ε

∂t
− ∂S1

ε

∂t
)
∣∣∣
2

dx dθ.

✕ ▼❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ I2 ✿

I2 =

∫

Ω

[
λε(

∂S2
ε

∂t
+ E) − λε(

∂S1
ε

∂t
+ E)

]
∇S1

ε · ∇(
∂S1

ε

∂t
− ∂S2

ε

∂t
) dx

❈♦♠♠❡ λε ❡st ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡✱ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❧✐♣s❝❤✐t③ lipλε
✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥✲

é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

I2 ≤
lip2

λε

2η

∫

Ω

(∂S2
ε

∂t
− ∂S1

ε

∂t

)2

|∇S1
ε |2 dx+

η

2

∫

Ω

∣∣∣∇∂S1
ε

∂t
−∇∂S2

ε

∂t

∣∣∣
2

dx.

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ S0 ∈ W 1,p
0 (Ω)✱ p ≥ 2✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉①

s♦❧✉t✐♦♥s S1
ε ❡t S2

ε s♦♥t ❞❛♥s W 1,∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω))✱ ❡t ❞♦♥❝ ♣✳♣✳ ❡♥ t✱

|∇S1
ε |2 ∈ L

p
2 (Ω)

❡t ❣râ❝❡ ❛✉① ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✱ ♦♥ ❛

(∂S1
ε

∂t
− ∂S2

ε

∂t

)
∈ Lq, 1 ≤ q <∞;

❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r

I2 ≤ lipλε

2η

(∫

Ω

(∂S2
ε

∂t
− ∂S1

ε

∂t

) 2p
p−2

dx

) p−2

p
(∫

Ω

|∇S1
ε |p dx

) 2

p

+
η

2

∫

Ω

∣∣∣∇∂S1
ε

∂t
−∇∂S2

ε

∂t

∣∣∣
2

dx.
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❉✬❛♣rès ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮✱ ♦♥ ❛

(∫

Ω

|∇S1
ε |p dx

) 2

p

≤ C0(τ),

❡t ❞✬❛♣rès ❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱

H1
0 (Ω) →֒ Lq(Ω) ♣♦✉r 1 ≤ q <∞,

❞♦♥❝

I2 ≤
C(p,Ω)C0(τ)lipλε

2η

∫

Ω

(
∇∂S2

ε

∂t
−∇∂S1

ε

∂t

)2

dx+
η

2

∫

Ω

∣∣∣∇∂S1
ε

∂t
−∇∂S2

ε

∂t

∣∣∣
2

dx.

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ✐❝✐ s❡❧♦♥ ✭✸✳✾✮ q✉❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ τ 7−→ C0(τ) ❡st
❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t à ❧✬✐♥✜♥✐ ✈❡rs ‖S0‖2

W
1,p
0

(Ω)
✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

♣r❡♥❞r❡ ❞és♦r♠❛✐s τ ≥ τ1 > 0✱ t❡❧ q✉❡

C0(τ) ≤ 2‖S0‖2
W

1,p
0

(Ω)
✭✸✳✶✷✮

❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♣♦ssé❞❡r✱ ♣♦✉r τ ≥ τ1✱ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ τ ✱ ❝❡ q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧❡
♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳

✕ ▼❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ I3 ✿

I3 =

∫

Ω

λε(
∂S2

ε

∂t
+ E)[~V (x, S2

ε ) − ~V (x, S1
ε )] · ∇(

∂S1
ε

∂t
− ∂S2

ε

∂t
) dx.

❉✬❛♣rès ✭✷✳✷✮ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t

I3 ≤ M

∫

Ω

|S2
ε − S1

ε |
∣∣∣∇∂S1

ε

∂t
−∇∂S2

ε

∂t

∣∣∣ dx

≤ 1

2η
M2

∫

Ω

|S2
ε − S1

ε |2 dx+
η

2

∫

Ω

∣∣∣∇∂S1
ε

∂t
−∇∂S2

ε

∂t

∣∣∣
2

dx,

❡t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ I1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
∫

Ω

|S2
ε − S1

ε |2 dx ≤ t

∫ t

0

∫

Ω

∣∣∣
∂S2

ε

∂t
− ∂S1

ε

∂t

∣∣∣
2

dx dθ.

❉♦♥❝

I3 ≤
η

2

∫

Ω

∣∣∣∇∂S1
ε

∂t
−∇∂S2

ε

∂t

∣∣∣
2

dx+
1

2η
M2t

∫ t

0

∫

Ω

∣∣∣
∂S2

ε

∂t
− ∂S1

∂t

∣∣∣
2

dx dθ,
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❡t ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✱ ♦♥ ❛
∫

Ω

∣∣∣
∂S2

ε

∂t
− ∂S1

ε

∂t

∣∣∣
2

dx ≤ C(Ω)

∫

Ω

∣∣∣∇∂S2
ε

∂t
−∇∂S1

ε

∂t

∣∣∣
2

dx,

❞✬♦ù

I3 ≤
η

2

∫

Ω

∣∣∣∇∂S1
ε

∂t
−∇∂S2

ε

∂t

∣∣∣
2

dx+
C(Ω)

2η
M2t

∫ t

0

∫

Ω

∣∣∣∇∂S2
ε

∂t
−∇∂S1

ε

∂t

∣∣∣
2

dx dθ.

✕ ▼❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ I4 ✿

I4 =

∫

Ω

[
λε(

∂S2
ε

∂t
+ E) − λε(

∂S1
ε

∂t
+ E)

]
~V (x, S1

ε ) · ∇(
∂S1

ε

∂t
− ∂S2

ε

∂t
) dx.

❈♦♠♠❡ ~V ❡st ❜♦r♥é❡ s✉r Ω × R✱ ❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ λε ❡st ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡✱ ♦♥ ❛

I4 ≤ ‖~V ‖∞lipλε

∫

Ω

∣∣∣
∂S2

ε

∂t
− ∂S1

ε

∂t

∣∣∣
∣∣∣∇∂S1

ε

∂t
−∇∂S2

ε

∂t

∣∣∣ dx,

❡t✱ ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✶✮✱ ♦♥ ❛

I4 ≤
‖~V ‖2

∞lip
2
λε

2η

∫

Ω

∣∣∣
∂S2

ε

∂t
− ∂S1

ε

∂t

∣∣∣
2

dx+
η

2

∫

Ω

∣∣∣∇∂S1
ε

∂t
−∇∂S2

ε

∂t

∣∣∣
2

dx,

❡t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

I4 ≤
‖~V ‖2

∞

2η
lip2

λε
C(Ω)

∫

Ω

∣∣∣∇∂S2
ε

∂t
−∇∂S1

ε

∂t

∣∣∣
2

dx+
η

2

∫

Ω

∣∣∣∇∂S1
ε

∂t
−∇∂S2

ε

∂t

∣∣∣
2

dx.

❆♣rès ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ❡t ❡♥ ♣♦s❛♥t✱ w = ∂S1
ε

∂t
− ∂S2

ε

∂t
✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ❞❡ ✭✸✳✶✵✮ q✉❡

∫

Ω

w2 dx+ τ

∫

Ω

|∇w|2 dx ≤ η

2

∫

Ω

|∇w|2 dx+
1

2η
t

∫ t

0

∫

Ω

|∇w|2 dx dθ

+
C(p,Ω)C0(τ)lip

2
λε

2η

∫

Ω

|∇w|2 dx+
η

2

∫

Ω

|∇w|2 dx

+
η

2

∫

Ω

|∇w|2 dx+
C(Ω)

2η
M2t

∫ t

0

∫

Ω

|∇w|2 dx dθ

+
‖~V ‖2

∞lip
2
λε

2η
C(Ω)

∫

Ω

|∇w|2 dx+
η

2

∫

Ω

|∇w|2 dx

❞♦♥❝✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱
∫

Ω

w2 dx+ τ

∫

Ω

|∇w|2 dx ≤
(
2η +

lip2
λε
C(p,Ω)

2η

[
C0(τ) + ‖~V ‖2

∞

]) ∫

Ω

|∇w|2 dx

+
1

2η
(1 + C(Ω)M2)t

∫ t

0

∫

Ω

|∇w|2 dx dθ. ✭✸✳✶✸✮
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❘❛♣♣❡❧❛♥t q✉❡ ♣r❡♥❛♥t ❞és♦r♠❛✐s τ ≥ τ1✱ ❡t ❣râ❝❡ à ✭✸✳✶✷✮✱ ♦♥ ❛ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ τ
♣r✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ τ1✱

2η +
lip2

λε
C(p,Ω)

2η

[
C0(τ) + ‖~V ‖2

∞

]
≤ 2η +

lip2
λε
C(p,Ω)

2η

(
2‖S0‖2

W
1,p
0

(Ω)
+ ‖~V ‖∞

2
)

= A(η)

❡t ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t η > 0 ❛♣♣r♦♣r✐é ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r A(η)✱ i.e. ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱

η = η0 =
1

2

√
lip2

λε
C(p,Ω)

[
C0(τ) + ‖~V ‖2

∞

]
,

♦♥ ♣❡✉t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❤♦✐s✐r τ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❡♥ ♦✉tr❡ τ − A(η0) > 0✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❡♥ ❢❛✐t✱ ❛♣rès ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱

τ − 2

√
lip2

λε
C(p,Ω)

[
C0(τ) + ‖~V ‖2

∞

]
> 0. ✭✸✳✶✹✮

❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❡ ✭✸✳✶✸✮ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ C1 t❡❧❧❡ q✉❡

∀t ≥ 0,

∫

Ω

|∇w|2 dx ≤ C1t

∫ t

0

∫

Ω

|∇w|2 dx dθ.

❯t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

∀t ≥ 0,

∫

Ω

|∇w|2 dx = 0,

❞✬♦ù✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈]0, T [ ❡t ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω

∂S1
ε

∂t
− ∂S2

ε

∂t
= w = 0

♣❛r s✉✐t❡
S1

ε = S2
ε

♣❛r r❛❝❝♦r❞ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸ ❡st ❛❝❤❡✈é❡ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❞ès ❧♦rs ❝♦♥s✐❞ér❡r τ ∗ ❧❛ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ τ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✉♥✐❝✐té ❡st ❛✈éré❡✳ �

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸ ♥✬✐♥❞✐q✉❡ ♣❛s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡
τ ∗✱ ♠❛✐s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮ ❥♦✐♥t❡ à ✭✸✳✾✮ ❡t à ✭✸✳✶✷✮✱ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
s✉r ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♣❤②s✐q✉❡s q✉✐ ❡♥tr❡♥t ❡♥ ❥❡✉✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉✬❛ ♣r✐♦r✐ τ ∗ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s
♣❡t✐t q✉❡ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ ❛❝❝✐❞❡♥té❡✳
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❯♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉❝✐ ❞✬❡st✐♠❡r
❛✉ ♠✐❡✉① ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ τ ∗✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❣❛r❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ I3 s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

I3 ≤
η

2

∫

Ω

∣∣∣∇∂S1
ε

∂t
−∇∂S2

ε

∂t

∣∣∣
2

dx+
1

2η
M2t

∫ t

0

∫

Ω

∣∣∣
∂S2

ε

∂t
− ∂S1

ε

∂t

∣∣∣
2

dx dθ

s❛♥s ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✸✮ ❞❡✈✐❡♥t
∫

Ω

w2 dx+ τ

∫

Ω

|∇w|2 dx ≤
(
2η +

lipλε

2η

[
C(p,Ω)C0(τ) + ‖~V ‖2

∞

]) ∫

Ω

|∇w|2 dx

+
1

2η
max(1,M2)t

[ ∫ t

0

∫

Ω

(
|w|2 + |∇w|2

)
dx dθ

]
.

P♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❤♦✐① ❞❡ η ❡t ❞❡ τ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭η = η0 ❡t τ ✈ér✐✜❡ ✭✸✳✶✷✮ ❡t ✭✸✳✶✹✮✮✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T ]✱

∫

Ω

|w|2 dx+

∫

Ω

|∇w|2 dx ≤ C2

[ ∫ t

0

∫

Ω

(
|w|2 + |∇w|2

)
dx dθ

]

♦ù

C2 =
max(1,M2)T

2η0 min(1, τ − A(η0))
❛✈❡❝

η0 =
1

2

√(
2C(p,Ω)‖S0‖2

W
1,p
0

(Ω)
+ ‖~V ‖2

∞

)
lip2

λε

❡t

A(η0) = 2η0 +
1

2η0

(
2C(p,Ω)‖S0‖2

W
1,p
0

(Ω)
+ ‖~V ‖2

∞

)
lip2

λε
.

❉✬♦ù✱ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧✱
w = 0.

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts r❡♣♦s❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ Ω ❡st
❜✐❞✐♠❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ t②♣❡ C0,α(Ω) ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❤ö❧❞ér✐❡♥s✳ ❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
✐♥tr♦❞✉✐t ✐❝✐ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉✬✐❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ♦♥ ét✉❞✐❡r❛✐t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠ê♠❡
♥❛t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ✭♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬❛✉t♦✲ré❣✉❧❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▼❡②❡rs ❡st ❧✐é ❛✉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❡❧❧✐♣t✐❝✐té✱ s✉❜♦r❞♦♥♥é à ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✷✮✱ ✐❧ ② ❛
❧✐❡✉ ❞❡ ❣❛❣♥❡r ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ t②♣❡ W 1,p ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (τ, h) t❡❧ q✉❡

1 +
τ

h
τ

h

, 0 < h <
τ

2

s♦✐t ❧❡ ♣❧✉s ✈♦✐s✐♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ 1+✳



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛r❝②

✺✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛r❝② ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2
❞✬❡s♣❛❝❡

✹✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❙♦✐t Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❞❡ R2✱ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ Γ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ S ∈ H1(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1

0 (Ω))✱ t❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❛✉r❛✱ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t ❞❡
]0, T [ ❡t ∀v ∈ H1

0 (Ω)✱
∫

Ω

∂S

∂t
v dx+

∫

Ω

λ
[
∇S + ~V (x, S)

]
· ∇v dx = 0, ✭✹✳✶❛✮

∂S

∂t
+ E ≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Q ✭✹✳✶❜✮

S(0, ·) = S0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω ✭✹✳✶❝✮

❛✈❡❝ λ ∈ H
(

∂S
∂t

+ E
)
∩ L∞(Q)✱ ♦ù H ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡✱

❡t Q =]0, T [×Ω✳
❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ τ = 0 ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛r❝②✲❇❛r❡♥❜❧❛tt✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❝❡ ❝❛s
sé♣❛ré♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛r❝②✲❇❛r❡♥❜❧❛tt q✉❡✱
a priori✱ ♣♦✉r τ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ❀ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ✈❛ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❢❛✐r❡ t❡♥❞r❡ τ ✈❡rs 0✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ❝❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ♦♥t ❞❡s ♥❛t✉r❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s très ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡
✈❡rr❛✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❞é❧✐❝❛t❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❣❧♦❜❛❧❡

∂S

∂t
≥ −E ♣✳♣✳ ❞❛♥s Q

❞♦✐t✲❡❧❧❡ êtr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t é♥♦♥❝é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡st✲❡❧❧❡ ✐♠✲
♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❄

✺✸
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❖♥ ♣❡✉t ❛♣♣♦rt❡r ❧❡s ré♣♦♥s❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ✿
P♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✲t❡st ❞❛♥s D(Ω)✱ ♦♥ ❛ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ❡♥ t✱ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡✱

❞✐✈

[
λ

(
∂S

∂t
+ E

)(
∇S + ~V (x, S)

)]
=
∂S

∂t
❞❛♥s D′

(Ω), ♣✉✐s✱ ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω.

■❧ ✈✐❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t ∈]0, T [✱

−❞✐✈

[
λ

(
∂S

∂t
+ E

)(
∇S + ~V (x, S)

)]
1{ ∂S

∂t
+E<0} = −∂S

∂t
1{ ∂S

∂t
+E<0}

= −
(
∂S

∂t
+ E

)
1{ ∂S

∂t
+E<0}

+E1{ ∂S
∂t

+E<0}

≥
(
∂S

∂t
+ E

)−

, (E ≥ 0) .

❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✉♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❡t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ ❡st ♥✉❧❧❡ s✉r R−✱ ♦♥ ❛✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿

F = −λ
(
∂S

∂t
+ E

)(
∂S

∂x
+ V (x, S)

)

q✉❡ F ∈ H1(Ω) ❡t ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❛❦s ✭♦✉ ❞❡ ▼❛r❝✉s ❡t ▼✐③❡❧ ❬✹✾❪✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

dF

dx
= 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡

{
∂S

∂t
+ E < 0

}
⊂ {F = 0} .

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

(
∂S

∂t
+ E

)−

≤ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω,

♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t✱ ❡t ❞♦♥❝✱

∂S

∂t
+ E ≥ 0 ♣✳♣✳ ❡♥ t, ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω.

❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✐ ❧❛ ❝♦♥t✐❡♥t
✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳
❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ ❞é❢❛✉t ❞✬❛♣rès ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡
❋r❛♥ç♦✐s ❇♦✉❝❤✉t ✭❊◆❙ ❯❧♠✮ ❡t ▲✉✐❣✐ ❆♠❜r♦s✐♦ ✭❊◆❙ P✐s❡✮ ❀ ❡♥ ❡✛❡t✱ ♣♦s❛♥t

~F = −λ
(
∂S

∂t
+ E

)(
∇S + ~V (x, S)

)
,
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♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡
~F ∈ H(❞✐✈,Ω) =

{
~F ∈ L2(Ω)

2
, ❞✐✈~F ∈ L2(Ω)

}

♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ q✉❡

❞✐✈~F = 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s {~F = (0, 0)},

❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ét❛♥t ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ s❡ r❛♣♣♦rt❡r à
▲✳ ❆♠❜r♦s✐♦✱ ❈✳ ❞❡ ▲❡❧❧✐s ❡t ❏✳▼❛❧② ❬✶✶❪✱ ●✳❆❧❜❡rt✐ ❬✶❪✱ ❡t ❞♦♥❝✱ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❞✬❡s♣❛❝❡✱
♦♥ ✐♥❝❧✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s
✈r❛✐✱ s❡❧♦♥ ❝❡s ❛✉t❡✉rs✱ q✉❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d = 2✱ s✐ ~F ∈ (L∞

loc)
d, ❡t s✐ f = ❞✐✈~F ❛✉

s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛✈❡❝ f ∈ L∞
loc ✱ ❛❧♦rs

f = 0 ♣✳♣✳ s✉r {~F = ~0}.

❖♥ s❡ r❡♣♦rt❡r❛ à ❧✬✏❆♣♣❡♥❞✐❝❡✑ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡
♣ré❝✐s✱ ❝♦♠♠✉♥✐q✉é ♣❛r ❧❡ ♣r♦❢❡ss❡✉r ▲✉✐❣✐ ❆♠❜r♦s✐♦✳
▲✬❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ●✳ ❆❧❜❡rt✐ s✉r ❧❡s
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ▲✉s✐♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s L1 ❛✈❡❝ ❞❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ✭❝❢✳ ❬✶❪✮ ❀ à t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱
♣♦✉r Ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ Rd ❡t ~F : Ω → Rd ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ L1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ∈ BV (Rd)
❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦ré❧✐❡♥♥❡ ~g : Ω → Rd t❡❧❧❡s q✉❡ ✿





∇u = ~F .Ld + ~g.Hd−1

∫
|~g|dHd−1 ≤ C(d)‖~F‖L1

♦ù Ld ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ❞❛♥s Rd ❡t Hd−1 ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ (d − 1)✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❉❡ ❧à✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ❞♦♥t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ~F ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t❡✳

✹✳✷ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛r❝② ré❣✐ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉

❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ H
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ✢✉① λ✱ ❣éré à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤ ♠♦✲

♥♦t♦♥❡✱ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡✱ t②♣❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

λε(r) =





1 s✐ r ≥ ε ≥ 0,
r
ε

si 0 ≤ r ≤ ε,
0 si r ≤ 0,

❉♦♥❝✱ ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❡st ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r✱ ♣♦✉r ✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ S0 ∈ H1
0 (Ω)✱

✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Sε ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) t❡❧❧❡ q✉❡

∂Sε

∂t
∈ L2(0, T ;L2(Ω))✱ ✈ér✐✜❛♥t✱ ∀v ∈ H1

0 (Ω)✱
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❡t ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t ❞❡ ]0, T [

∫

Ω

∂Sε

∂t
v dx+

∫

Ω

λε

(
∂Sε

∂t
+ E

)[
∇Sε + ~V (x, Sε)

]
· ∇v dx = 0, ✭✹✳✷❛✮

∂Sε

∂t
+ E ≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Q, ✭✹✳✷❜✮

Sε(0, ·) = S0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω. ✭✹✳✷❝✮

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✹✳✷✳✶ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s

❙♦✐t S0 ∈ H1
0 (Ω)✱ ❡t s♦✐t h > 0 ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

s❡♠✐✲❞✐s❝r❡t ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✷✮✱ s✬é❝r✐t✱ à
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥✱

(Pε)





❚r♦✉✈❡r Sε ❞❛♥s H1
0 (Ω), t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1

0 (Ω)

∫

Ω

Sε − S0

h
v dx+

∫

Ω

λε

(
Sε − S0

h
+ E

)[
∇Sε + ~V (x, Sε)

]
· ∇v dx = 0.

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞é❣é♥éré✱ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ λε ≥ 0 ❀ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❢❛✐t ♣❡♥s❡r ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ♣♦✉r s❡ r❡tr♦✉✈❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré ✿

❙❡❧♦♥ ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (Pε) ♥♦♥ ❞é✲
❣é♥éré✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ δ✱ t❡❧ q✉✬♦♥ ❛✉r❛ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥
tr❛♥s✐t♦✐r❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(Pδ
ε )





❚r♦✉✈❡r Sδ
ε ❞❛♥s H1

0 (Ω), t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1
0 (Ω)

∫

Ω

Sδ
ε − S0

h
v dx+

∫

Ω

[
λε

(Sδ
ε − S0

h
+ E

)
+ δ
][
∇Sδ

ε + ~V (x, Sδ
ε)
]
· ∇v dx = 0.

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✳
❙♦✐❡♥t g ∈ H1

0 (Ω) ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿

(Pδ,g
ε )





❚r♦✉✈❡r Sδ,g
ε ❞❛♥s H1

0 (Ω), t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1
0 (Ω)

∫

Ω

Sδ,g
ε − S0

h
v dx+

∫

Ω

[
λε

(g − S0

h
+ E

)
+ δ
][
∇Sδ,g

ε + ~V (x, g)
]
· ∇v dx = 0.
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❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦ssè❞❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠✱ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❀ ♦♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

ψ : H1
0 (Ω) −→ H1

0 (Ω)

g 7−→ Sδ,g
ε

♣♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r s✐ ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡✳
❖♥ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✲t❡st✱ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ (Pδ,g

ε )✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ v = Sδ,g
ε ✱ ❡t ♦♥

s✉♣♣♦s❡ q✉❡ 0 < δ ≤ 1✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs✱ q✉❡
∫

Ω

Sδ,g
ε − S0

h
Sδ,g

ε dx+

∫

Ω

[
λε

(g − S0

h
+ E

)
+ δ
][
∇Sδ,g

ε + ~V (x, g)
]
· ∇Sδ,g

ε dx = 0.

❉♦♥❝✱

1

h

∥∥∥Sδ,g
ε

∥∥∥
2

L2(Ω)
+

1

h

∥∥∥Sδ,g
ε − S0

∥∥∥
2

L2(Ω)

+

∫

Ω

[
λε

(g − S0

h
+ E

)
+ δ
][
|∇Sδ,g

ε |2 + |∇Sδ,g
ε + ~V (x, g)|2

]
dx

=
1

h

∥∥∥S0

∥∥∥
2

L2(Ω)
+

∫

Ω

[
λε

(g − S0

h
+ E

)
+ δ
]
|~V (x, g)|2 dx,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ q✉❡

δ
∥∥∥Sδ,g

ε

∥∥∥
2

H1
0
(Ω

≤ 1

h

∥∥∥S0

∥∥∥
2

L2(Ω)
+ 2
∥∥∥~V
∥∥∥
∞

√
mes(Ω).

❉♦♥❝✱
ψ(H1

0 (Ω)) ⊂ BH1
0
(Ω)(0, r),

❛✈❡❝

r =
1

δh

∥∥∥S0

∥∥∥
2

L2(Ω)
+

2

δ

∥∥∥~V
∥∥∥
∞

√
mes(Ω).

❈❡tt❡ ❜♦✉❧❡ ét❛♥t ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ❢❡r♠é❡✱ ❜♦r♥é❡✱ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ sé♣❛r❛❜❧❡ ❡t ré✢❡①✐❢✱
❛❧♦rs✱ ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❙❝❤❛✉❞❡r✲❚✐❦❤♦♥♦✈ s✉r ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡
ψ s✉r BH1

0
(Ω)(0, r)✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥✳ P♦✉r

❝❡❧❛✱ s♦✐t (gj)j ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ BH1
0
(Ω)(0, r)✱ t❡❧❧❡ q✉❡

gj ⇀ g ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H1
0 (Ω).

❈♦♠♠❡✱ ♣♦✉r h ❡t δ ✜①és str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✱ ❧❛ s✉✐t❡ (S
δ,gj
ε )j ❡st ❜♦r♥é❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t

❞❡ j✱ ❞❛♥s H1
0 (Ω)✱ ❛❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ (S

δ,gjk
ε )jk

❡t ✐❧ ❡①✐st❡ χ ∈ H1
0 (Ω)✱ t❡❧s q✉❡

S
δ,gjk
ε ⇀ χ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H1

0 (Ω).
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❡t é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱
gjk

⇀ g ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H1
0 (Ω),

❡t ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ H1
0 (Ω) ❞❛♥s L2(Ω) ❡st ❝♦♠♣❛❝t❡✱ ❛❧♦rs

gjk
→ g ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(Ω).

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ tr♦✐s✐è♠❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡✱ ♥♦té❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ (gn)n ♣♦✉r
s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡

gn → g ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω,

❡t é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱
Sgn

δ ⇀ χ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H1
0 (Ω), ✭✹✳✸✮

❝❡ q✉✐ ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ n→ +∞ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

(Pδ,gn
ε )





❚r♦✉✈❡r Sδ,gn
ε ❞❛♥s H1

0 (Ω), t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1
0 (Ω)

∫

Ω

Sδ,gn
ε − S0

h
v dx+

∫

Ω

[
λε

(gn − S0

h
+ E

)
+ δ
][
∇Sδ,gn

ε + ~V (x, gn)
]
· ∇v dx = 0.

♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿




❚r♦✉✈❡r χ ❞❛♥s H1
0 (Ω), t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1

0 (Ω)

∫

Ω

χ− S0

h
v dx+

∫

Ω

[
λε

(g − S0

h
+ E

)
+ δ
][
∇χ+ ~V (x, g)

]
· ∇v dx = 0.

q✉✐ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (Pδ,g
ε )✱ q✉✐ ❛❞♠❡t✱ ❞✬❛♣rès ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠✱ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❡t q✉✐ ❛ ❞é❥à Sδ,g
ε ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❉✬♦ù

χ = Sδ,g
ε . ✭✹✳✹✮

▲✬✉♥✐❝✐té ❡♥ s♦♥ ❣❡♥r❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ss✉r❡ a posteriori ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ t♦✉t❡
❧❛ s✉✐t❡✳

❉✬❛♣rès ✭✹✳✸✮ ❡t ✭✹✳✹✮✱ ♦♥ ❛

ψ(gn) := Sδ,gn
ε ⇀ Sδ,g

ε := ψ(g) ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H1
0 (Ω),

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ψ ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t✲❢❛✐❜❧❡♠❡♥t séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡BH1
0
(Ω)(0, r) ❞❛♥s

BH1
0
(Ω)(0, r)✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❝❤❛✉❞❡r✲❚✐❦❤♦♥♦✈ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥

g ∈ H1
0 (Ω) t❡❧ q✉❡ ψ(g) = g ❀ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ Sδ

ε ∈ H1
0 (Ω) s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ (Pδ

ε )✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ❡♥ ❞ét❛✐❧ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸ s✉r ✉♥ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥
♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ♣❛r ❧❡s L1 − techniques q✉❡ Sδ

ε ❡st ✉♥✐q✉❡ ❡♥ s♦♥ ❣❡♥r❡✳ ❉♦♥❝✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❛❧♦rs ❞é♠♦♥tré ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
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▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳ ❙♦✐t S0 ∈ H1
0 (Ω)✱ ❡t s♦✐❡♥t ❞❡✉① ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s h ❡t δ ❀ ❛❧♦rs✱ ✐❧

❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ Sδ
ε ∈ H1

0 (Ω) t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1
0 (Ω)✱

∫

Ω

Sδ
ε − S0

h
v dx+

∫

Ω

[
λε

(Sδ
ε − S0

h
+ E

)
+ δ
][
∇Sδ

ε + ~V (x, Sδ
ε)
]
· ∇v dx = 0.

❖♥ ♣❛ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é❣é♥éré ✿

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é❣é♥éré ✿

❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é❣é♥éré ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (Pε) ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❀ ❝❛r✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
(Pε)✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λε ❡st à ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s ♦✉ ♥✉❧❧❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ δ ✈❡rs 0 ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (Pδ

ε )✳
❖♥ ♣r❡♥❞✱ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✲t❡st

v =
∫ Sδ

ε−S0

0
du

λε(
u
h
+E)+δ

✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r✱

∫

Ω

Sδ
ε − S0

h

(∫ Sδ
ε−S0

0

du

λ(u
h

+ E) + δ

)
dx +

∫

Ω

∇Sδ
ε · (∇Sδ

ε −∇S0) dx

+

∫

Ω

~V · (∇Sδ
ε −∇S0) dx = 0.

❖r
∇Sδ

ε ·
(
∇Sδ

ε −∇S0

)
= |∇Sδ

ε −∇S0|2 + ∇S0 ·
(
∇Sδ

ε −∇S0

)
, ✭✹✳✺✮

❛❧♦rs✱ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱

1

h(1 + δ)
‖Sδ

ε − S0‖2
L2(Ω) + ‖Sδ

ε − S0‖2
H1

0
(Ω) ≤ ‖S0‖H1

0
(Ω)‖Sδ

ε − S0‖H1
0
(Ω)

+ ‖~V ‖∞
√
mes(Ω)‖Sδ

ε − S0‖H1
0
(Ω).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
‖Sδ

ε − S0‖H1
0
(Ω) ≤ ‖S0‖H1

0
(Ω) + ‖~V ‖∞

√
mes(Ω),

❡t ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t✱

‖Sδ
ε‖H1

0
(Ω) ≤ 2‖S0‖H1

0
(Ω) + ‖~V ‖∞

√
mes(Ω). ✭✹✳✻✮

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (Sδ
ε)δ>0 ❡st✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠✲

♠❡♥t ❞❡ δ✱ ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s H1
0 (Ω)✱ ❡t ❞♦♥❝✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ (Sδ

ε)δ>0✱ ♥♦té❡ ❞❡ ♠ê♠❡✱
❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ Sε ∈ H1

0 (Ω)✱ t❡❧s q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ δ → 0+✱

Sδ
ε ⇀ Sε ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H1

0 (Ω), ✭✹✳✼✮
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❡t
Sδ

ε → Sε ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(Ω),

❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦✉s✲s✉✐t❡✱

Sδ
ε → Sε ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω.

❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ s♦✉s✲s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (Pδ
ε ) ❧♦rsq✉❡

δ → 0+✱ ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (Pε)✳ ❉♦♥❝ Sε ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (Pε)✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✲t❡st v =
(

Sε−S0

h
+E

)−
✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t ❞❡

❧❛ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈✐té ❞❡ E q✉❡ ✿

Sε − S0

h
+ E ≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω.

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é♠♦♥tré ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳ ❙♦✐t S0 ∈ H1
0 (Ω)✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t N ∈ N∗✱ t❡❧ q✉❡ h = T

N
✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

séq✉❡♥❝❡ (Si
ε)1≤i≤N ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ❡t ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1

0 (Ω)✱ ♦♥ ❛

∫

Ω

Si
ε − Si−1

ε

h
v dx+

∫

Ω

λε

(Si
ε − Si−1

ε

h
+ E

)[
∇Si

ε + ~V (x, Si
ε)
]
· ∇v dx = 0. ✭✹✳✽✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, ..., N}✱

Si
ε − Si−1

ε

h
+ E ≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω,

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ q✉❡ S0
ε = S0✳

❘❡✈❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷ ❡st ✉♥✐q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳

Pr❡✉✈❡ ✿

■❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬✉♥✐❝✐té ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❀ ❡t ♣♦✉r ❝❡❧❛✱
♦♥ ♣♦s❡

wε =
S1

ε − S0

h
+ E
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❡t

Aε(r) =

∫ r

0

λε(u) du , r ≥ 0.

❉♦♥❝✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t v ∈ H1
0 (Ω)✱ ♦♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ✭✹✳✽✮✱ q✉❡ ✿

0 =

∫

Ω

(wε − E)v dx

+

∫

Ω

{
h∇Aε(wε) + λε(wε)

[
∇(S0 − hE) + ~V (x, h(wε − E) + S0)

]}
· ∇v dx.

❙♦✐❡♥t ❛❧♦rs✱ S1
ε ❡t Ŝ1

ε ❞❡✉① é✈❡♥t✉❡❧❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡t wε ❡t ŵε ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s✳ ■❧
✈✐❡♥t ♣❛r s♦✉str❛❝t✐♦♥ ♠❡♠❜r❡ à ♠❡♠❜r❡ q✉❡ ✿

0 =

∫

Ω

(wε − ŵε)v dx+ h

∫

Ω

∇
[
Aε(wε) − Aε(ŵε)

]
· ∇v dx

+

∫

Ω

(λε(wε) − λε(ŵε))∇(S0 − hE) · ∇v dx

+

∫

Ω

(λε(wε) − λε(ŵε)) ~V (x, h(wε − E) + S0) · ∇v dx

+

∫

Ω

λε(ŵε)
[
~V (x, h(wε − E) + S0) − ~V (x, h(ŵε − E) + S0)

]
· ∇v dx. ✭✹✳✾✮

Pr❡♥❛♥t v = pη (Aε(wε) − Aε(ŵε)) ❛✈❡❝

pη(r) =





1 s✐ r ≥ η > 0
ln er

η
s✐ η

e
≤ r ≤ η

0 s✐ r ≤ η

e

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

sign+
0 (r) =

{
1 s✐ r > 0
0 s✐ r ≤ 0

❡t r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s A−1
ε ❡t λε◦A−1

ε ✱ ❞é✜♥✐❡s s✉r R+✱ s♦♥t ❤ö❧❞ér✐❡♥♥❡s ❞✬♦r❞r❡
1
2
✱ ❛❧♦rs✱

|λε(wε) − λε(ŵε)| ≤ C1

√
|Aε(wε) − Aε(ŵε)|,∣∣∣~V (x, h(wε − E) + S0) − ~V (x, h(ŵε − E) + S0)

∣∣∣ ≤ C2h
√

|Aε(wε) − Aε(ŵε)|,
♦♥ ❡①♣❧♦✐t❡ ✭✹✳✾✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

∫

Ω

(wε − ŵε)pη

(
Aε(wε) − Aε(ŵε)

)
dx ✭✹✳✶✵✮

+ h

∫

Ω

∣∣∣∇
[
Aε(wε) − Aε(ŵε)

]∣∣∣
2

p
′

η

(
Aε(wε) − Aε(ŵε)

)
dx

≤ I1 + I2 + I3, ✭✹✳✶✶✮
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♦ù ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s I1✱ I2✱ I3 s❡r♦♥t r❛♣♣❡❧é❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❡t ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♥♦té

p
′

η(r) =
1

r
χ[ η

e
,η](r)

❡t ❡♥ s❛❝❤❛♥t q✉❡✱ ♣❛r ❞ér✐✈❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡s ❞❛♥sH1
0 (Ω)✱

∀v ∈ H1
0 (Ω) ∇pη(v) = p

′

η(v)∇v ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω.

■❧ ✈✐❡♥t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t

I1 =

∣∣∣∣
∫

Ω

(λε(wε) − λε(ŵε))∇(S0 − hE) · ∇v dx
∣∣∣∣

≤ h

3

∫

Ω

p
′

η

(
Aε(wε) − Aε(ŵε)

) ∣∣∣∇
(
Aε(wε) − Aε(ŵε)

)∣∣∣
2

dx

+
3C2

1

4h

∫

Ω∩{ η
e
≤Aε(wε)−Aε(ŵε)≤η}

|∇(S0 − hE)|2 dx,

❡t

I2 =

∣∣∣∣
∫

Ω

(λε(wε) − λε(ŵε)) ~V (x, h(w − E) + S0) · ∇v dx
∣∣∣∣

≤ h

3

∫

Ω

p
′

η

(
Aε(wε) − Aε(ŵε)

) ∣∣∣∇
(
Aε(wε) − Aε(ŵε)

)∣∣∣
2

dx

+
3C2

1‖~V ‖2
∞

4h

∫

Ω∩{ η
e
≤Aε(wε)−Aε(ŵε)≤η}

dx,

❡t ❛✉ss✐

I3 =

∣∣∣∣
∫

Ω

λε(ŵε)
[
~V (x, h(wε − E) + S0) − ~V (x, h(ŵε − E) + S0)

]
· ∇v dx

∣∣∣∣

≤ h

3

∫

Ω

p
′

η

(
Aε(wε) − Aε(ŵε)

) ∣∣∣∇
(
Aε(wε) − Aε(ŵε)

)∣∣∣
2

dx

+
3

4
C2

2

∫

Ω∩{ η
e
≤Aε(wε)−Aε(ŵε)≤η}

dx.

■❧ ✈✐❡♥t ❞♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ✭✹✳✶✵✮✱ q✉❡
∣∣∣∣
∫

Ω

(wε − ŵε)pη (Aε(wε) − Aε(ŵε)) dx

∣∣∣∣ ≤
3C2

1

4h

∫

Ω∩{ η
e
≤Aε(wε)−Aε(ŵε)≤η}

|∇(S0 − hE)|2 dx

+
3

4

(C2
1‖~V ‖2

∞

h
+ C2

2

)∫

Ω∩{ η
e
≤Aε(wε)−Aε(ŵε)≤η}

dx,
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❡t ❝♦♠♠❡✱ ❧♦rsq✉❡ η → 0+✱

χ[ η
e
,η] → 0 s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❛♥s R,

❛❧♦rs✱ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ❧♦rsq✉❡ η → 0+✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛

pη (Aε(wε) − Aε(ŵε)) → sign+
0 (Aε(wε) − Aε(ŵε)) ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s Ω.

η → 0+

❊t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Aε ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❛❧♦rs✱ Aε(wε)−Aε(ŵε) ❡t wε − ŵε ♦♥t
❧❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡✳ ❉✬♦ù✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❢❛✐r❡ t❡♥❞r❡ η ✈❡rs 0+✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t

∫

Ω

(wε − ŵε)
+ dx = 0,

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱
wε ≤ ŵε,

❡t✱ ❡♥ ♣❡r♠✉t❛♥t ❧❡s rô❧❡s ❞❡ wε ❡t ŵε✱ ♦♥ ❛

wε = ŵε ❡t ❞♦♥❝ S1
ε = Ŝ1

ε ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω.

▲✬✉♥✐❝✐té ❞❡ S1
ε ✱ ♣❛r ❝❡❧❧❡ ❞❡ S0✱ ❡♥tr❛î♥❡ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ Si

ε ♣♦✉r i ≥ 2✳ �

✹✳✸ ▲❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ε ❡t h

✹✳✸✳✶ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✐s❝r❡t ré❣✐ ♣❛r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ H ✭ε→ 0✮ ✿

◆♦✉s rés♦❧✈♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥✈✐s❛❣é ✭✹✳✶✮ ❞❛♥s s♦♥ ❝❛s ❞✐s❝r❡t
❡♥ t❡♠♣s✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ ε → 0+ ❞❛♥s ✭✹✳✽✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝
❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳ P♦✉r S0 ∈ H1
0 (Ω) ❡t N ∈ N∗ t❡❧ q✉❡ h = T

N
✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s✉✐t❡

(Si)1≤i≤N ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ H1
0 (Ω)✱ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ (λi)i ❛✈❡❝ λi ∈ H

(
Si−Si−1

h
+ E

)
∩

L∞(Ω)✱ t❡❧❧❡s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t i ❡t ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1
0 (Ω)✱ ♦♥ ❛

∫

Ω

Si − Si−1

h
v dx+

∫

Ω

λi
[
∇Si + ~V (x, Si)

]
· ∇v dx = 0,

Si − Si−1

h
+ E ≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω.
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Pr❡✉✈❡ ✿

❉✬❛♣rès ✭✹✳✻✮ ❡t ✭✹✳✼✮✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, ..., N}✱

‖Si
ε‖H1

0
(Ω) ≤ 2‖Si−1

ε ‖H1
0
(Ω) + ‖~V ‖∞

√
mes(Ω). ✭✹✳✶✷✮

Pr❡♥❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✲t❡st v =
∫ Si

ε−S
i−1
ε

h

0
du

λε(u+E)+η
✱ ❛✈❡❝ η > 0 ❀ ✐❧ ✈✐❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈

{1, ..., N}✱
∫

Ω

Si
ε − Si−1

ε

h



∫ Si

ε−S
i−1
ε

h

0

du

λε(u+ E) + η


 dx+

∫

Ω

λε

(
Si

ε−Si−1
ε

h
+ E

)

λε

(
Si

ε−Si−1
ε

h
+ E

)
+ η

[
∇Si

ε + ~V (x, Si
ε)
]
· ∇Si

ε − Si−1
ε

h
dx = 0.

❉✬♦ù

1

1 + η
‖S

i
ε − Si−1

ε

h
‖2

L2(Ω) +

∫

Ω

λε

(
Si

ε−Si−1
ε

h
+ E

)

λε

(
Si

ε−Si−1
ε

h
+ E

)
+ η

[
∇Si

ε + ~V (x, Si
ε)
]
· ∇Si

ε − Si−1
ε

h
dx ≤ 0.

❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ♣✳♣✳ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡

Λi
ε = {x ∈ Ω ,

Si
ε − Si−1

ε

h
= −E},

♦♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ▼❛r❝✉s ❡t ▼✐③❡❧✱

∇Si
ε −∇Si−1

ε = 0,

❛❧♦rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ q✉❛♥❞ η → 0+✱

λε

(
Si

ε−Si−1
ε

h
+ E

)

λε

(
Si

ε−Si−1
ε

h
+ E

)
+ η

∇Si
ε − Si−1

ε

h
→ ∇Si

ε − Si−1
ε

h
♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω,

❡t ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ❡♥ ♦✉tr❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ η
∣∣∣∣∣

λε

(
Si

ε−Si−1
ε

h
+ E

)

λε

(
Si

ε−Si−1
ε

h
+ E

)
+ η

∇Si
ε − Si−1

ε

h

∣∣∣∣∣
R2

≤
∣∣∣∣∇
Si

ε − Si−1
ε

h

∣∣∣∣
R2

.

❛❧♦rs✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ η → 0+✱ q✉❡

‖S
i
ε − Si−1

ε

h
‖2

L2(Ω) +

∫

Ω

[
∇Si

ε + ~V (x, Si
ε)
]
· ∇Si

ε − Si−1
ε

h
dx ≤ 0,
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❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

‖S
i
ε − Si−1

ε

h
‖2

L2(Ω) +

∫

Ω

∇Si
ε · ∇

Si
ε − Si−1

ε

h
dx ≤ −

∫

Ω

~V (x, Si
ε) · ∇

Si
ε − Si−1

ε

h
dx.

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱

2∇Si
ε · (∇Si

ε −∇Si−1
ε ) = |∇Si

ε|2 − |∇Si−1
ε |2 + |∇Si

ε −∇Si−1
ε |2,

❛❧♦rs✱

‖S
i
ε − Si−1

ε

h
‖2

L2(Ω) +
1

2h
‖Si

ε‖2
H1

0
(Ω) −

1

2h
‖Si−1

ε ‖2
H1

0
(Ω) +

1

2h
‖Si

ε − Si−1
ε ‖2

H1
0
(Ω)

≤ −
∫

Ω

~V (x, Si
ε) · ∇

Si
ε − Si−1

ε

h
dx. ✭✹✳✶✸✮

❆♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥ s✉r ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ✭❧❡s t❡r♠❡s ❞❡
❜♦r❞ ét❛♥t ♥✉❧s✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t✱

−
∫

Ω

~V (x, Si
ε) · ∇

Si
ε − Si−1

ε

h
dx. =

∫

Ω

❞✐✈x
~V
(
x, Si

ε(x)
)Si

ε − Si−1
ε

h
dx.

❖♥ s❛✐t q✉❡

~V = ~V (x, λ) ; (x, λ) ∈ Ω × R, ❡t ~V = (V1(x, λ), V2(x, λ)),

❞♦♥❝✱
∣∣∣∣
∫

Ω

❞✐✈x
~V (x, Si

ε)
Si

ε − Si−1
ε

h
dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

Ω

(
∂V1

∂x1

+
∂V1

∂λ

∂Si
ε

∂x1

+
∂V2

∂x2

+
∂V2

∂λ

∂Si
ε

∂x2

)
Si

ε − Si−1
ε

h
dx

∣∣∣∣

≤
∫

Ω

{
1

2

(∂V1

∂x1

+
∂V1

∂λ

∂Si
ε

∂x1

+
∂V2

∂x2

+
∂V2

∂λ

∂Si
ε

∂x2

)2

+
1

2

(Si
ε − Si−1

ε

h

)2
}
dx.

❈♦♠♠❡ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❞❡ ~V s♦♥t ❜♦r♥é❡s ♣❛r s✉♣♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉①
❝♦♥st❛♥t❡s C1 ❡t C2✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ~V ✱ t❡❧❧❡s q✉✬♦♥ ❛✉r❛✱ ❞❡ ✭✹✳✶✸✮✱

1

2
‖S

i
ε − Si−1

ε

h
‖2

L2(Ω) +
1

2h
‖Si

ε‖2
H1

0
(Ω) −

1

2h
‖Si−1

ε ‖2
H1

0
(Ω) +

1

2h
‖Si

ε − Si−1
ε ‖2

H1
0
(Ω)

≤ C1 + C2‖Si
ε‖2

H1
0
(Ω). ✭✹✳✶✹✮

P❛r ❛❞❞✐t✐♦♥ t❡r♠❡ à t❡r♠❡ ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ t②♣❡ ✭✹✳✶✹✮ ❡♥tr❡ 1 ❡t n✱ 1 ≤ n ≤ N ✱ ❡t
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r h✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

1

2

n∑

i=1

h‖S
i
ε − Si−1

ε

h
‖2

L2(Ω) +
1

2
‖Sn

ε ‖2
H1

0
(Ω) +

1

2

n∑

i=1

h‖Si
ε − Si−1

ε ‖2
H1

0
(Ω)

≤ 1

2
‖S0‖2

H1
0
(Ω) + C1T + C2

n∑

i=1

h‖Si
ε‖2

H1
0
(Ω). ✭✹✳✶✺✮



4. LE MODÈLE DE DARCY EN DIMENSION 2 D’ESPACE 66

❉❡ ✭✹✳✶✷✮ ❡t ✭✹✳✶✹✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

‖Si
ε‖2

H1
0
(Ω) ≤ 2h(C1 + 2C2‖~V ‖2

∞mes(Ω)) + (1 + 8hC2)‖Si−1
ε ‖2

H1
0
(Ω),

❞✬♦ù✱ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❞✐s❝r❡t ✭❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✮✱

‖Si
ε‖2

H1
0
(Ω) ≤

(
2T (C1 + 2C2‖~V ‖2

∞mes(Ω)) + ‖S0‖2
H1

0
(Ω)

)
❡①♣(1 + 8TC2). ✭✹✳✶✻✮

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (Si
ε)ε>0 ❞❡♠❡✉r❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ε✱ ❞❛♥s ✉♥ ❜♦r♥é ✜①❡ ❞❡

H1
0 (Ω)✳ ❉♦♥❝✱ ✐❧ ❡①✐st❡ Si ∈ H1

0 (Ω) ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ (Si
ε)ε>0 ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ✈❡rs Si

♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ σ(H1
0 , H

−1), ❡t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(Ω)✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω ♣♦✉r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦✉s✲s✉✐t❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, ..., N}✱

Si
ε − Si−1

ε

h
+ E → Si − Si−1

h
+ E ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω, ✭✹✳✶✼✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ 0 ≤ λε ≤ 1 ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✱ ❛❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡
(λε(

Si
ε−Si−1

ε

h
+ E))ε ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ λi ∈ (L1(Ω))

′

= L∞(Ω)✱ t❡❧s q✉❡

λε(
Si

ε − Si−1
ε

h
+ E) ⇀∗ λi ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✯ ❞❛♥s L∞(Ω), ✭✹✳✶✽✮

❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱

Si
ε − Si−1

ε

h
+ E ≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω,

❡t ❞♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ✭✹✳✶✼✮✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t i✱

Si − Si−1

h
+ E ≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω.

P♦s♦♥s

Ai =

{
x ∈ Ω/(

Si
ε − Si−1

ε

h
+ E)(x) → (

Si − Si−1

h
+ E)(x) et (

Si − Si−1

h
+ E)(x) > 0

}
.

❆❧♦rs✱ ❧❛ s✉✐t❡ λε(
Si

ε−Si−1
ε

h
+ E) ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❧♦rsq✉❡ ε→ 0+✱ ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s Ai ✈❡rs 1 ❡t

λi ∈ H
(

Si−Si−1

h
+ E

)
✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t x ∈ A✱ ❛❧♦rs ∃ηx > 0 t❡❧ q✉❡

(
Si − Si−1

h
+ E

)
(x) > ηx,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ εηx
> 0 t❡❧ q✉❡ ∀ε < εηx

(
Si

ε − Si−1
ε

h
+ E)(x) > ηx.
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❙♦✐t
ε
′

ηx
= min(εηx

, ηx),

❛❧♦rs✱

∀ε < ε
′

ηx
(
Si

ε − Si−1
ε

h
+ E)(x) > ε.

❉✬♦ù✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ λε✱

∀ε < ε
′

ηx
λε

([
Si

ε − Si−1
ε

h
+ E

]
(x)

)
= 1. ✭✹✳✶✾✮

❉♦♥❝✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡

λε

(
Si

ε − Si−1
ε

h
+ E

)
→ 1 ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s Ai.

ε→ 0+

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ λi ∈ H
(

Si−Si−1

h
+ E

)
✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡✱ ❞✬❛♣rès ✭✹✳✶✽✮✱ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ε→ 0+✱

∀v ∈ L1(Ω)

∫

Ω

λε

(
Si

ε − Si−1
ε

h
+ E

)
v dx→

∫

Ω

λiv dx.

❖♥ ♣r❡♥❞ v = 1Ai ✱ ❛❧♦rs
∫

Ai

λε

(
Si

ε − Si−1
ε

h
+ E

)
dx→

∫

Ai

λi dx.

❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ✭✹✳✶✾✮✱ ♦♥ ❛ ∫

Ai

(1 − λi) dx = 0,

❞✬♦ù 1 = λi s✉r Ai ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ 1 − λi ≥ 0 ❞❛♥s Ai✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡

❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t 0 ≤ λi ≤ 1 s✉r Ω✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ λi ∈ H
(

Si−Si−1

h
+ E

)
✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ ε→ 0+ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡
∫

Ω

λε(
Si

ε − Si−1
ε

h
+ E)∇Si

ε · ∇v dx

q✉✐ ❢❛✐t a priori ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❢❛✉t❡ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦rt❡ s✉r ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉①
t❡r♠❡s✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣❛rt❛♥t ❞❡ S0 ❞❛♥s H1

0 (Ω) ❡t ❞✉
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ λε✱ ♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ S1

ε ❞❛♥s H1
0 (Ω)✱

s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
∫

Ω

S1
ε − S0

h
v dx+

∫

Ω

λε(
S1

ε − S0

h
+ E)

[
∇S1

ε + ~V (x, S1
ε )
]
· ∇v dx = 0,
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♣♦✉r t♦✉t v ❞❡ H1
0 (Ω)✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s✉r S1

ε ❛ss✉r❛♥t✱ ❧♦rsq✉❡
ε→ 0+✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ S1

ε ✈❡rs ✉♥ é❧é♠❡♥t ♥♦té S1✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ✭✹✳✶✼✮✳

▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❡✈é❡ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ✿

λε

(
S1

ε − S0

h
+ E

)
∇S1

ε = hλε

(
S1

ε − S0

h
+ E

)
∇
(
S1

ε − S0

h
+ E

)

+ λε

(
S1

ε − S0

h
+ E

)
∇S0

= h∇Hε

(
S1

ε − S0

h
+ E

)
+ λε

(
S1

ε − S0

h
+ E

)
∇S0,

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♣♦sé✱ ♣♦✉r r ∈ R✱

Hε(r) =

∫ r

0

λε(s) ds

❡t
Hε(r) → r+ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❛♥s R, q✉❛♥❞ ε→ 0+.

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ r❛♣♣❡❧❛♥t q✉❡✱ s✐ ε→ 0+✱
∫

Ω

λε

(
S1

ε − S0

h
+ E

)
∇S0 · ∇v dx→

∫

Ω

λ1∇S0 · ∇v dx, ❛✈❡❝ λ1 ∈ H
(
S1 − S0

h
+ E

)

❡t q✉❡

h

∫

Ω

∇Hε

(
S1

ε − S0

h
+ E

)
· ∇v dx→ h

∫

Ω

∇
(
S1 − S0

h
+ E

)+

· ∇v dx

❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ▼❛r❝✉s ❡t ▼✐③❡❧✱

h

∫

Ω

∇
(
S1

ε − S0

h
+ E

)+

· ∇v dx = h

∫

Ω

λ1∇
(
S1 − S0

h

)+

· ∇v dx,

❛✐♥s✐✱ ❧❡ t❡r♠❡
∫

Ω

λε

(
S1

ε − S0

h
+ E

)
∇S1

ε · ∇v dx ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs
∫

Ω

λ1∇S1 · ∇v dx✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ H1

0 (Ω)✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡

∇(u+) = λ∇u λ ét❛♥t ♣r✐s q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❛♥s H(u) ∩ L∞(Ω)

♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ∇u = 0 s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡ {x ∈ Ω / u(x) = 0}✳
❆✐♥s✐✱ S1 ét❛♥t ❝♦♥str✉✐t✱ ♦♥ r❡❝♦♥❞✉✐t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✱ �
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✹✳✸✳✷ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉ ✭h→ 0✮

➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤é❡s tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❞é✜✲
♥✐ss♦♥s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Sh ❡t S̃h ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

∀t ∈]0, T ] Sh(t) =
N∑

i=1

Si1](i−1)h, ih](t), S
h(0) = S0,

❡t

∀t ∈]0, T ] S̃h(t) =
N∑

i=1

[
Si − Si−1

h

(
t− (i− 1)h

)
+ Si−1

]
1](i−1)h, ih](t), S̃h(0) = S0,

❡t ♦♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ∂ eSh

∂t
❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ D′(0, T ; L2(Ω))✱ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ét❛❣é❡

∂S̃h

∂t
=

N∑

i=1

Si − Si−1

h
1](i−1)h, ih].

❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ✭✹✳✶✻✮ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ Si ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ Si
ε ❞❛♥s H1

0 (Ω)✱ ♦♥ ❛✱ ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♠❡♥t ❞❡ h✱ q✉❡ Sh ∈ L∞(0, T ;H1

0 (Ω))✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡ ✭✹✳✶✺✮ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (∂ eSh

∂t
)h

❞❡♠❡✉r❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠❡♥t ❞❡ h✱ ❞❛♥s ✉♥ ❜♦r♥é ❞❡ L2(0, T ;L2(Ω))✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t
q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈](i− 1)h, ih]✱ 1 ≤ i ≤ N ✱

∥∥∥S̃h(t) − Sh(t)
∥∥∥

H1
0
(Ω)

≤
∥∥Si − Si−1

∥∥
H1

0
(Ω)
,

❛❧♦rs✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
∥∥∥S̃h − Sh

∥∥∥
2

L2(0,T ;H1
0
(Ω))

≤ Ch, ✭✹✳✷✵✮

❛✈❡❝ C ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ h✳ ❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧♦rs ❞❡s
❡①tr❛❝t✐♦♥s ❞❡ s♦✉s✲s✉✐t❡s à ✈❡♥✐r✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡✱ ♣♦✉r {Sh} ❡t {S̃h}✱ ❞❡s s♦✉s✲
s✉✐t❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ✐♥❞✐❝❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✹ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, ..., N}✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈](i− 1)h, ih] ❡t ♣♦✉r
t♦✉t v ∈ H1

0 (Ω)✱

∫

Ω

∂S̃h

∂t
(t)v dx+

∫

Ω

λi
[
∇Sh + ~V (x, Sh)

]
· ∇v dx = 0,

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✵✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡

∫

Ω

∂S̃h

∂t
(t)v dx+

∫

Ω

λi
[
∇S̃h + ~V (x, S̃h)

]
· ∇v dx = o(h),
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❛✈❡❝ λi ∈ H
(

∂ eSh

∂t
(t, ·) + E

)
✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❞❡ 0 à T ✐❧ ✈✐❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω))✱

∫

Q

∂S̃h

∂t
(t, x)v(x) dx dt+

∫

Q

λh
[
∇S̃h(t, x) + ~V (x, S̃h(t, x))

]
· ∇v(x) dx dt = o(h),

♦ù λh =
∑N

i=1 λ
i1](i−1)h, ih] ∈ H

(
∂ eSh

∂t
+ E

)
✱ ❡t ❛✈❡❝

∂S̃h

∂t
+ E ≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Q.

■❝✐✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦♥ s✉r♠♦♥té ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s✉r h ✈✐❡♥t ❞✉ t❡r♠❡
λh∇S̃h✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♥❡ ❞♦♥♥❡♥t q✉✬✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡
❞❛♥s L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ♣♦✉r {S̃h} ❡t ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ✲∗ ❞❛♥s L∞(Q) ♣♦✉r {λh}✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛r❝② ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1
❞✬❡s♣❛❝❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✉♥ ❞✬❡s♣❛❝❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st rés♦❧✉ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛✲
t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❣râ❝❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ {λh} ❡st✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ h✱ ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❜♦r♥é❡s s✉r Q✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ♣♦✉r ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ {λh}✱ ❝❡ q✉✐ ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ♣❛ss❡r
à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ q✉✐ ❢❛✐t ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡
▲❡❜❡s❣✉❡ ✭❝❢ ●✳ ❱❛❧❧❡t ❬✸✷❪✮✳
❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s é❝❧❛✐r♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✉♥ ❞✬❡s♣❛❝❡✱ ❞❡s✲
❝r✐♣t✐❢s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣r♦♣r❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛r❝②✳

✺✳✶ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡t s❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ✿

③♦♥❡s ♠♦rt❡s✱ ❡✛❡t ❞❡ ❝❧♦✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❡t❝ ✳✳✳✳✳✳

✺✳✶✳✶ ❯♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧✐♠✐♥❛✐r❡

❖♥ s❡ ❧✐♠✐t❡ ✐❝✐ ❛✉① s❡✉❧s ❡✛❡ts ❞❡ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥✲tr❛♥s♣♦rt s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❣r❛✈✐t❛✐r❡
❞❛♥s ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝♦✉r❛♥ts ♠❛r✐♥s ❀ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♥❡✉tr❛❧✐s❛♥t ❧❡
♣r♦❝❡ss✉s ❞✬ér♦s✐♦♥ ✿

E = 0

❝❡ q✉✐ ✐♥❞✉✐t ❞és♦r♠❛✐s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

∂S

∂t
≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Q

❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ✭❞❡ t②♣❡ ♠❛r✐♥✮

V (x, S) = 0 ♣♦✉r S ≥ 0 ✭✺✳✶✮

✼✶
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✭♣❛s ❞❡ t❡r♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❛ér✐❡♥✱ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ❝♦t❡ ③ér♦✮✳

▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ q✉✐ ré❣✐t ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ S ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❧✐♠✐t❛♥t ❧❡ ✢✉① λ ét❛♥t s✉♣♣♦sé❡
s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡✮ ✿

a
∂2S

∂t2
+ 2b

∂2S

∂t∂x
+ c

∂2S

∂x2 + d
∂S

∂t
+ e

∂S

∂x
= g, (t, x) ∈]0, T [×Ω ✭✺✳✷✮

♦ù a, b, c, d, e ❡t g s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s x ❡t t✱ ❛✈❡❝ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé✲
♠❡♥t ✿

a = 0

b = −1

2
λ

′

(
∂S

∂t
)
[∂S
∂x

+ V (x, S)
]

c = −λ(
∂S

∂t
)

d = 1

e = −λ(
∂S

∂t
)
∂V

∂S
(x, S)

g = λ(
∂S

∂t
)
∂V

∂x
(x, S).

❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✺✳✷✮ ❡st ❞✐t❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ s✐

b2 − ac > 0,

❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞é❣é♥éré❡ s✐
b2 − ac ≥ 0.

■❝✐✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

b2 − ac =
1

4

(
λ

′

(
∂S

∂t
(t, x))

[∂S
∂x

(t, x) + V (x, S(t, x))
])2

≥ 0,

❞✬♦ù ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ t❡r♠❡ ∂2S
∂t∂x

✱ ❛❧♦rs q✉✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t
♣❡♥s❡r ❢❛✉ss❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ t②♣❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✲tr❛♥s♣♦rt✳

✺✳✶✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡

❙♦✐t S ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❛♥s H1(Q) ∩ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

∫

Ω

∂S

∂t
v dx+

∫

Ω

λ

(
∂S

∂t
+ E

)
[∇S + V (x, S)] · ∇v dx = 0, ✭✺✳✸❛✮
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S(0, ·) = S0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω. ✭✺✳✸❜✮

❆❧♦rs✱ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s té♠♦✐❣♥❛♥t ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ rés✉♠é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✺✳✶✮✱ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ S ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✺✳✸✮ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡

✐✮ λ(∂S
∂t

)∇S+ = 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Q

✐✐✮ ∀t ≥ 0, S+(t, ·) = S+
0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω

❡t ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱

✐✐✐✮ ∀t ≥ 0, S(t, ·) = S0 ♣✳♣✳ s✉r
{
x ∈ Ω, S0(x) ≥ 0

}
,

∀t ≥ 0, 0 ≥ S(t, ·) ≥ S0 ♣✳♣✳ s✉r
{
x ∈ Ω, S0(x) ≤ 0

}

❝❡ q✉✐ tr❛❞✉✐t ✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ♣r♦♣♦❣❛t✐♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ré❣✐♦♥s r❡st❡♥t
✐♥❞é✜♥✐♠❡♥t ❤♦rs ❞✬❛tt❡✐♥t❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❤②s✐q✉❡✳

Pr❡✉✈❡

P♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✲t❡st v = S+ ✐❧ ✈✐❡♥t✱ ♣✳♣ ❡♥ t✱
∫

Ω

∂S

∂t
S+ dx+

∫

Ω

λ(
∂S

∂t
)|∇S+|2 dx = 0 ✭✺✳✹✮

♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣✳♣✳ ❡♥ t✱ ~V (x, S) · ∇S+ = 0✱ ❞✬♦ù i)✳
P❛r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s Q✱

∂S

∂t
S+ =

∂S+

∂t
S+, ❝❛r

∂S+

∂t
=
∂S

∂t
1[S≥0],

❞❡ s♦rt❡ q✉✬♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✺✳✹✮ q✉❡

∫

Ω

∂S+

∂t
(S+ − S+

0 ) dx+

∫

Ω

λ(
∂S

∂t
)|∇S+|2 dx = −

∫

Ω

∂S+

∂t
S+

0 dx.

❖r✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ∂S
∂t

≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Q ❡t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ S ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ ∂S+

∂t
≥ 0 ❞❛♥s

Q✱ ❞✬♦ù✱

♣✳♣✳ ❡♥ t,

∫

Ω

∂(S+ − S+
0 )

∂t
(S+ − S+

0 ) dx ≤ 0,
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❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T ]✱

1

2

∫

Ω

|S+(t, ·) − S+
0 |2 dx ≤ 0

❞✬♦ù ii)✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❛♥♥♦♥❝é❡s✱ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ∀t ≥ 0, S(t, ·) ≥ S0 ♣✳♣✳
❞❛♥s Ω ♣❛r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L1 − mesurable
{x ∈ Ω, S0(x) ≥ 0} ❡st ✉♥❡ ③♦♥❡ s❛♥s ❛❝t✐✈✐té✱ i.e. ✉♥❡ ③♦♥❡ ♠♦rt❡✳ �

✺✳✶✳✸ ❊✛❡t ❞❡ ❝❧♦✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♦✉ ❡✛❡t ❜❛rr✐èr❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ q✉✬✉♥❡ ③♦♥❡ ❡♥t♦✉ré❡ ❞✬✉♥ ❝♦r❞♦♥ sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡ é❧❡✈é
❛✉✲❞❡ss✉s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ t♦♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ③ér♦ ❡st ✐s♦❧é❡ ❝♦♠♣❧ét❡♠❡♥t ❞❡s ❡✛❡ts ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❀
✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❡✛❡t ❜❛rr✐èr❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✺✳✶✮✱ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❛❝t
K✱ ❞✬✐♥tér✐❡✉r ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❡t ✉♥ ♦✉✈❡rt ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ ω t❡❧s q✉❡

K ⊂ ω ⊂ Ω ❡t ω \K ⊂ {S0 ≥ 0}.

❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0✱ S(t, ·) = S0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s K✱ ❡t ❞♦♥❝✱ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱
∀t ≥ 0, S(t, ·) = S0 ♣✳♣✳❞❛♥s ω✳

Pr❡✉✈❡

P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬❯r②s♦❤♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✲t❡st ṽ ❞❛♥s H1
0 (Ω)✱ t❡❧❧❡ q✉❡

0 ≤ ṽ ≤ 1 ❞❛♥s Ω✱ ṽ|K = 1 ❡t ṽ ∈ H1
0 (ω)✳ P♦✉r ❝❡ ❝❤♦✐①✱ ✐❧ ✈✐❡♥t✱ ♣✳♣✳ ❡♥ t ∈]0, T [✱

∫

ω\K

∂S

∂t
ṽ dx+

∫

K

∂S

∂t
ṽ dx +

∫

ω\K

λ(
∂S

∂t
)
(
∇S + V (x, S)

)
· ∇ṽ dx

+

∫

K

λ(
∂S

∂t
)
(
∇S + V (x, S)

)
· ∇ṽ dx = 0

❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ❧❡✉rs ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s✱ ♣✳♣✳ ❡♥ t✱

∂S

∂t
= 0 ❡t λ(

∂S

∂t
)
(
∇S + V (x, S)

)
· ∇ṽ = 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s ω\K,

❝❡ q✉✐ ❛♥♥✉❧❡ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s s✉r ω�K✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ∇ṽ = 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s K✱
❞✬♦ù ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣✳♣✳ ❡♥ t✱

∫

K

∂S

∂t
ṽ dx = 0, i.e.

∫

K

∂S

∂t
dx = 0
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❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
∂S

∂t
≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s K✱ q✉❡

∂S

∂t
= 0 ♣✳♣✳❞❛♥s K✱ ❡t ❞♦♥❝✱

∀t ≥ 0, S(t, ·) = S0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s K.

P✉✐sq✉❡ ω�K ⊂ {S0 ≥ 0}, ♦♥ ❛ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡

∀t ≥ 0, S(t, ·) = S0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s ω�K,

❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ ❧❛ ③♦♥❡ ✏♣✐é❣é❡✑ ♣❛r ❧❛ ❜❛rr✐èr❡ ω�K ❡st ✐♥❛❝t✐✈❡✱ ❡t✱ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱
❧❛ ré❣✐♦♥ ω t♦✉t❡ ❡♥t✐èr❡ ❡st ✉♥❡ ③♦♥❡ ♠♦rt❡✳ �

❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st s✉rt♦✉t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❧♦rsq✉❡

S0 ≤ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s
◦

K,

❝❛r ❛❧♦rs✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❝❡ s♦✉s✲❜❛ss✐♥ sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡ ♥❡ ✈❛ ♣❛s s❡ ❝♦♠❜❧❡r ❡t r❡st❡ à ❧✬ét❛t
❞✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❤♦rs ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡✳

✺✳✷ ❈❛s ❞❡ ♥♦♥✲✉♥✐❝✐té

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♦✉✈❡rt w s✉r ❧❡q✉❡❧ S0 ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ ♥✉❧❧❡✳ ❖♥ ❛ ✈✉ ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✺✳✶✮ q✉✬❛❧♦rs

∀t ≥ 0, S(t, ·) = S0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s w

❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✱ ♣r♦♣r✐été i)✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

λ
(∂S
∂t

)
∇S0 = 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s w.

❉♦♥❝✱ ❡♥ t♦✉t❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ w ♥♦♥ ♣❧❛♥❡✱ i.e✳ ❧à ♦ù ∇S0 6= 0, ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ✢✉① ❡st ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡♠❡♥t ♥✉❧ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣❧ét❡♠❡♥t ❞é❣é♥éré❡✳ ❙✉r t♦✉t❡ ré❣✐♦♥ ♣❧❛♥❡ ❞❡ w✱ ❧❡
❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ✢✉① ❡st ✐♥❞ét❡r♠✐♥é ❡t ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥tr❡ 0 ❡t 1✱ ❝❡ q✉✐ ♣♦s❡ ❧❛
❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té s❛♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡✱ ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✱ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t✳
P♦✉r ❝❧❛r✐✜❡r ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ♦♥ ✈❛ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ ❞✐t❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✏tr❛✲
✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡s✑✳

✺✳✸ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✏tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡s✑ ❛✈❡❝ ♦❜st❛❝❧❡ ♠♦❜✐❧❡

❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ ❞✐t❡s ✏tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡s✑✱ ❡♥ ❡①❛✲
♠✐♥❛♥t ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭s❡❧♦♥ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ✭❙✳◆✳
❆♥t♦♥ts❡✈ ❬✷✺❪✮ ✿

S(t, x) = h(ξ), λ(t, x) = λ(ξ) ♦ù ξ = x+ µt, µ > 0,
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x ∈]0, L[, L > 0, t ∈]0, T [, T > 0, Q =]0, T [×]0, L[,

s♦✉♠✐s❡s à ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ♠♦❜✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

E(t, x) = E∗1Q∩{0≤x+µt≤ξ0}(t, x)+E
∗∗1Q∩{ξ0<x+µt≤ξ1}, ❛✈❡❝ E∗∗ > E∗ > 0 ❡t 0 < ξ0 < ξ1.

❖♠❡tt❛♥t ♣r♦✈✐s♦✐r❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ✢✉① ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬é❝❤❡❧♦♥ ❞❡
❍❡❛✈✐s✐❞❡✱ s✬é♥♦♥❝❡ ✿





❈❤❡r❝❤❡r (S, λ) ❛✈❡❝ λ ∈ H(
∂S

∂t
+ E) ❡t ✈ér✐✜❛♥t :

∂S

∂t
− ∂

∂x

[
λ

(
∂S

∂x
+ V (S)

)]
= 0, ❞❛♥s Q :=]0, T [×]0, L[,

S(0, ·) = S0 ❞❛♥s ]0, L[,

❡t s✬é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✏tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡s✑ ✿
❈❤❡r❝❤❡r ξ 7→ h(ξ)✱ λ 7→ λ(ξ) ✈ér✐✜❛♥t ✿

µh
′

(ξ) −
{
λ(ξ)

[
h

′

(ξ) + V (h(ξ))
]}′

= 0, ξ > 0, ✭✺✳✺✮

0 ≤ λ(ξ) ≤ 1, µh
′

(ξ) + E(ξ) ≥ 0, (1 − λ(ξ))(µh
′

(ξ) + E(ξ) = 0, ξ > 0 ✭✺✳✻✮

h(0) = S0(0). ✭✺✳✼✮

■❝✐✱ ♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V (x, S(t, x)) ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧✬❡✛❡t ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♠❛r✐♥ ♦✉
é♦❧✐❡♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ♦✉ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✉ ♣♦✐♥t ❝♦♥s✐❞éré✱ ❡t ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡

∂S

∂t
= µh

′

(ξ),
∂S

∂x
= h

′

(ξ), V = V (h(ξ)).

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✮ ♠♦♥tr❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡✱ ❛♣rès ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✱

∃C0 ∈ R / ∀ξ > 0, µh(ξ) − λ(ξ)
[
h

′

(ξ) + V (h(ξ))
]

= C0. ✭✺✳✽✮

❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❛❧♦rs ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡ s❝é♥❛r✐♦
s✉✐✈❛♥t ✿

✯ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥
Q0 = Q ∩ {0 ≤ x+ µt ≤ ξ0},

❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ✐♥❛❝t✐✈❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡

λ(ξ) = 1

❛✈❡❝ ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬ér♦s✐♦♥ ❧✐♠✐té❡ ✿

µh
′

(ξ) + E∗ ≥ 0.
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✯ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥
Q1 = Q ∩ {ξ0 < x+ µt ≤ ξ1},

❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ✢✉① ❡st ❛❝t✐✈é❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡

0 ≤ λ(ξ) ≤ 1 ❡t µh
′

(ξ) + E∗∗ = 0.

▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡ s❝é♥❛r✐♦ ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡t ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
h(ξ) ❡t λ(ξ)✳

P♦✉r ❛❧❧❡r à ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧✱ ♦♥ ✈❛ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ tr❛♥s♣♦rt s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r

V (S) = aS, ✭✺✳✾✮

♦ù a ❡st ✉♥ ré❡❧ ❞❡ s✐❣♥❡ ♣♦s✐t✐❢ ♦✉ ♥é❣❛t✐❢✱ s❡❧♦♥ ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❝♦♥✈❡❝t✐❢✱ ❛✈❡❝

| a |< µ

✭❤②♣♦t❤ès❡ s✐❣♥✐✜❛♥t q✉❡ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❡st ✉♥❡ ✏♣❡t✐t❡✑ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❣r❛✈✐t❛✐r❡✮✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛✱ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✱ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ξ 7−→ h(ξ) ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✱ q✉❡
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ξ 7−→ λ(ξ) ❡t ξ 7−→ h

′

(ξ) ♣❡✉✈❡♥t ♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ♠❛✐s q✉❡ ❧❡
♣r♦❞✉✐t ξ 7−→ λ(ξ)

[
h

′

(ξ) + ah(ξ)
]
❡st ❝♦♥t✐♥✉✳

Pr❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ✿ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥❛❝t✐✈❡ ❞❛♥s Q0 = Q ∩ {0 ≤ x+ µt ≤ ξ0}
❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s Q0 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé✲

♠❡♥t
µh

′

(ξ) + E∗ > 0, λ(ξ) = 1 ♣♦✉r ξ ∈ [0, ξ0[ ❡t µh
′

(ξ0) + E∗ = 0. ✭✺✳✶✵✮

■❧ ✈✐❡♥t ❞♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ✭✺✳✽✮ ❡t ✭✺✳✾✮✱

h
′

(ξ) = (µ− a)h(ξ) − C0,

❞✬♦ù

h(ξ) = C1 e
(µ−a)ξ +

C0

µ− a
❛✈❡❝

h(0) = C1 +
C0

µ− a
, ♣❛r ❝❛❧❝✉❧

= S0(0), ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ .

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞és✐ré❡

µh
′

(ξ0) + E∗ = 0
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✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

µC1(µa)e
(µ−a)ξ0 + E∗ = 0 ❞✬♦ù C1 = − E∗

µ(µ− a)
e−(µ−a)ξ0

❡t✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ξ ∈ [0, ξ0],

h(ξ) = − E∗

µ(µ− a)
e(µ−a)(ξ−ξ0) +

E∗

µ(µ− a)
e−(µ−a)ξ0 + S0(0)

= S0(0) +
E∗

µ(µ− a)
e−(µ−a)ξ0

[
1 − e(µ−a)ξ

]
. ✭✺✳✶✶✮

■❧ r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡ ❝❤♦✐① ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✵✮ ❀ ♦r✱ ♣♦✉r ξ ∈ [0, ξ0[✱

µh
′

(ξ) + E∗ = −E∗ e(µ−a)(ξ−ξ0) + E∗

= E∗
(
1 − e(µ−a)(ξ−ξ0)

)
> 0 ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❝✐ ξ − ξ0 ≤ 0 ❡t µ− a > 0.

❖♥ r❡t✐❡♥❞r❛ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡

C0 = (µ− a)h(ξ0) +
E∗

µ
✭✺✳✶✷✮

❡t ♦♥ ♣r❡♥❞r❛ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

E∗

µ
− ah(ξ0) > 0,

❝❡ q✉✐ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r |a| ❛ss❡③ ♣❡t✐t✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡♥
♣ré❝✐s❛♥t ❧❡s ✉♥✐tés ✿

E∗ =
L

T
, µ =

L

T
, a =

1

L
, h = L, C0 =

L2

T
, λ =

L2

T

❡t ❞♦♥❝✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ µ− a ❞♦✐t êtr❡ ❧✉❡ ❝♦♠♠❡ µ− λa ❛✈❡❝ λ = 1 ❡t ❛ ♣♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥

L

T
+
L2

T
× 1

L
=
L

T

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡✱ ❛❧♦rs q✉❡
E∗

µ
− ah(ξ0)

❡st ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é✳
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❉❡✉①✐è♠❡ ♣❤❛s❡ ✿ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ✢✉① ❞✐✛✉s✐❢ ❡t
❝♦♥✈❡❝t✐❢

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ♦♥ ❞♦✐t ré❛❧✐s❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✐♠✉❧t❛♥é❡s ✿

µh
′

(ξ) + E∗∗ = 0, 0 ≤ λ(ξ) ≤ 1 ♣♦✉r ξ ∈ [ξ0, ξ1].

■❧ ✈✐❡♥t ❞♦♥❝ {
µh(ξ) − λ(ξ)

[
−E∗∗

µ
+ ah(ξ)

]
= C0,

µh
′

(ξ) + E∗∗ = 0, ♣♦✉r ξ ∈]ξ0, ξ1[,

❞✬♦ù

h(ξ) = −E
∗∗

µ
(ξ − ξ0) + h(ξ0)

❛✈❡❝

h(ξ0) = h(ξ−0 ) = h(ξ+
0 ) = S0(0) − E∗

µ(µ− a)

[
1 − e−(µ−a)ξ0

]
,

❞✬❛♣rès ✭✺✳✶✶✮ ❡t ❧❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ h✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

h(ξ) = −E
∗∗

µ
(ξ − ξ0) + S0(0) − E∗

µ(µ− a)

[
1 − e−(µ−a)ξ0

]
, ♣♦✉r ξ ∈ [ξ0, ξ1]

♣✉✐s✱

λ(ξ) =
µh(ξ) − C0

ah(ξ) − E∗∗

µ

,

♦✉ ❡♥❝♦r❡

λ(ξ) =
−E∗∗(ξ − ξ0) + µh(ξ0) − C0

−aE∗∗

µ
(ξ − ξ0) + ah(ξ0) − E∗∗

µ

, ♣♦✉r ξ > ξ0.

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ ❡st ❤♦♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡ s✉r ]ξ0, ξ1[ ❡t q✉❡ s❡❧♦♥ ✭✺✳✶✷✮✱ ♦♥
♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ é❝r✐r❡ ✿

λ(ξ) =
−E∗∗(ξ − ξ0) − E∗

µ
+ ah(ξ0)

−aE∗∗

µ
(ξ − ξ0) + ah(ξ0) − E∗∗

µ

,

❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

λ(ξ+
0 ) =

E∗

µ
− ah(ξ0)

E∗∗

µ
− ah(ξ0)

, ❛✈❡❝ E∗∗ > E∗ > 0,

❞✬♦ù ❧❡ ❢❛✐t ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ λ(ξ+
0 ) ∈]0, 1[ ❡t ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ✱ ♦♥ ♣❡✉t

❝❤♦✐s✐r ξ1 > ξ0 t❡❧ q✉❡ λ(ξ) ∈ [0, 1] ♣♦✉r ξ ∈ [ξ0, ξ1]✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❝✐✱

ξ1 = ξ0 +
E∗∗ − E∗

E∗∗

1

µ− a
,
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❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é à ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✳

❊♥ rés✉♠é✱ ♦♥ ❛ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

S(t, x) = S0(0) +
E∗

µ(µ− a)
e−(µ−a)ξ0

[
1 − e(µ−a)(x+µt)

]
, λ(t, x) = 1

♣♦✉r (t, x) ∈]0, T [×]0, L[∩{0 ≤ x+ µt ≤ ξ0}

S(t, x) =
E∗∗

µ
(x+ µt− ξ0) + S0(0) − E∗

µ(µ− a)

[
1 − e−(µ−a)ξ0

]
,

λ(t, x) =
−E∗∗(x+ µt− ξ0) − E∗

µ
+ aH0

−aE∗∗

µ
(x+ µt− ξ0) − E∗∗

µ
+ aH0

,

♣♦✉r (t, x) ∈]0, T [×]0, L[∩{ξ0 ≤ x+ µt ≤ ξ1}✱ ♦ù

ξ1 = ξ0 +
E∗∗ − E∗

E∗∗

1

µ− a
,

❡t ♦ù ❧✬♦♥ ♥♦t❡

H0 = S0(0) − E∗

µ(µ− a)

[
1 − e−(µ−a)ξ0

]
.

▲❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ✐❝✐

S(0, x) = S0(0) +
E∗

µ(µ− a)
e−(µ−a)ξ0

[
1 − e(µ−a)x

]
, ♣♦✉r x ∈]0;L[,

S0(0) ét❛♥t ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ à ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❛ss♦❝✐é❡s✱ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♦✉ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s❡❧♦♥ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝❤♦✐✲
s✐❡✱ ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ S(t, 0)✱ S(t, L)✱ λ(t, 0)∂S

∂x
(t, 0)✱ λ(t, L)∂S

∂x
(t, L)✱ etc ... ✳ ❖♥ ♥♦t❡

❧❛ ♥é❝❡ss✐té ♣♦✉r ❝❡ s❝é♥❛r✐♦ q✉❡ E∗∗ > E∗ ✭r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✮ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬♦♥
❛✐t

ξ1 > ξ0 ❡t λ(ξ+
0 ) ≤ 1.

P♦✉r ❝♦♠♠❡♥t❡r ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♣♦s♦♥s ♣♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s q✉❡ 0 < L < ξ0✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t
q✉❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬✐♥st❛♥t

t∗ =
ξ0 − L

µ
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❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7−→ S(t, x) ❡st très ré❣✉❧✐❡r✱ ♣✉✐s✱ ♣♦✉r t > t∗✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡✱
❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ s❡✉❧❡♠❡♥t✱ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛♥❣✉❧❡✉① ♠♦❜✐❧❡ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, L[ ❞❡
❞r♦✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡✱ ❡♥

x̂(t) = ξ0 − µt,

❧❡s ♣❡♥t❡s ❡♥ x̂(t) ét❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿

∂S

∂x
(t, (x̂(t))−) = −E

∗

µ
❡t

∂S

∂x
(t, (x̂(t))+) = −E

∗∗

µ
, S(t, x̂(t)) = H0,

❧à ♦ù ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ✢✉① ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ✿

λ(t, (x̂(t))−) = 1 ❡t λ(t, (x̂(t))+) =

E∗

µ
− aH0

E∗∗

µ
− aH0

∈]0, 1[.

❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t

λ(t, x̂(t))
[
S

′

(t, x̂(t)) + aS(t, x̂(t))
]

❡st ❝♦♥t✐♥✉ ✿

1 ×
[
−E

∗

µ
+ aH0

]
=

E∗

µ
− aH0

E∗∗

µ
− aH0

×
[
−E

∗∗

µ
+ aH0

]
.

❉✬❛✉tr❡s s❝é♥❛r✐♦s ♣❡✉✈❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ❝❡ ♣r♦❝é❞é✳ Pr❡♥♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
E∗ = 0 ❡t E∗∗ > 0 q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✰ tr❛♥s♣♦rt
❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♣✉✐s ❡♥s✉✐t❡✱ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✰ ér♦s✐♦♥ ✰ tr❛♥s✲
♣♦rt✳
■❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs✱ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ S0(0) > 0 ❡t a < 0✱

S(t, x) = S0(0), λ(t, x) = 1 ♣♦✉r (t, x) ∈]0, T [×]0, L[∩{0 ≤ x+ µt ≤ ξ0},

S(t, x) = −E
∗∗

µ
(x+ µt− ξ0) + S0(0), λ(t, x) =

−E∗∗(x+ µt− ξ0) + aS0(0)

−aE∗∗

µ
(x+ µt− ξ0) − E∗∗

µ
+ aS0(0)

,

♣♦✉r (t, x) ∈ Q ∩ {ξ0 < x+ µt ≤ ξ1}✱ ♦ù

ξ1 = ξ0 +
1

µ− a
.

S(0, x) = S0(0) ♣♦✉r x ∈]0, L[.

Pr❡♥❛♥t ❡♥❝♦r❡ 0 < L < ξ0✱ ♦♥ ✈♦✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛♥❣✉❧❡✉① ❛♣rès ❧✬✐♥st❛♥t t∗ = ξ0−L

µ

❡♥ ❧✬❛❜s❝✐ss❡ x̂(t) = ξ0 − µt✱ ❧❡s ♣❡♥t❡s ✈❛❧❛♥t à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 0 ❡t
−E∗∗

µ
✱ ❧❡s ❧✐♠✐t❡✉rs ❞❡ ✢✉① ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ s❛✉t✱ ♣✉✐sq✉❡✱ ♣♦✉r t > ξ0−L

µ

λ(t, (x̂(t))−) = 1, λ(t, (x̂(t))+) =
aS0(0)

E∗∗

µ
− aS0(0)

∈]0, 1[.
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❖♥ ✈ér✐✜❡ ❡♥❝♦r❡✱ ♣♦✉r t > ξ0−L

µ
✱ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

t 7−→ λ(t, x̂(t))

[
∂S

∂x
(t, x̂(t)) + aS(t, x̂(t))

]

♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✿

1 × [0 + aS0(0)] =
aS0(0)

E∗∗

µ
− aS0(0)

×
[
−E

∗∗

µ
+ aS0(0)

]
.

P♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ✿ 0 < ξ0 < L✱ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

S0(x) =





S0(0) ♣♦✉r x ∈]0, ξ0[

−E∗∗

µ
(x− ξ0) + S0(0) ♣♦✉r x ∈ [ξ0, L],

❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❝✐✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❛♥❣✉❧❡✉① ❡st ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ✈❛ s❡ ❞é♣❧❛❝❡r
✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ µ ❞❡ ❞r♦✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ♦♥ ❡st ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣❤é✲
♥♦♠è♥❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ à ✈✐t❡ss❡ ✜♥✐❡✱ ❞é❢♦r♠❛♥t ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ♣❧❛t❡ ❝♦♥t✐♥✉é❡ ♣❛r ✉♥ ♣❧❛♥
✐♥❝❧✐♥é✳
❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♠ê♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ (t, x) 7−→ S(t, x) q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡s✱
♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ λ ❞✐✛ér❡♥t ✿





λ(t, x) = 0 ♣♦✉r (t, x) ∈]0, T [×]0, L[∩{0 ≤ x+ µt ≤ ξ0}

λ(t, x) =
E∗∗(x+ µt− ξ0)

E∗∗

µ
+ aE∗∗

µ
(x+ µt− ξ0) − aS0(0)

♣♦✉r (t, x) ∈]0, T [×]0, L[∩{ξ0 ≤ x+ µt ≤ ξ1}, ❛✈❡❝ ξ1 = +∞,

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ ét❛♥t ✐❝✐ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ x̂(t) = ξ0 − µt ❀ ❡♥ ❢❛✐t✱ ♣❛r ré❛❧✐s♠❡✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r

S(t, x) ≥ 0, i.e. ξ1 = ξ0 +
µ

E∗∗
S0(0);

❝❡❧❛ ♣♦✐♥t❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ♥♦♥✲✉♥✐❝✐té✱ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (S, λ)✱ ❛✈❡❝ λ ∈ H(∂S
∂t

+ E)✳
❈❡s ❝❛s ❞❡ ♥♦♥✲✉♥✐❝✐té s♦♥t r❡♥❝♦♥trés ❛ ♣r✐♦r✐ ❧♦rsq✉✬♦♥ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ sé❞✐✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ s❛♥s ér♦s✐♦♥ ✭E ♥✉❧ s✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ré❣✐♦♥ Λ ❞❡ Q =]0, T [×Ω✮✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱
∂S
∂t

≥ 0 ❞❛♥s Λ✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛ss♦❝✐és à ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ q✉✐ r❡st❡ str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐❢ ♦✉ à ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ♣♦✉✈❛♥t s✬❛♥♥✉❧❡r s❡♠❜❧❡♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡ très ❞✐✛ér❡♥t❡✳

▲❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ♦ù ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ V (S(t, x))
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♣❡✉t êtr❡ ❛❜♦r❞é ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞és❛❝t✐✈é❡ ✭❛✈❡❝
E∗ > 0✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t✱ ♣♦✉r ξ ∈ [0, ξ0]✱

µh(ξ) −
[
h

′

(ξ) + V (h(ξ))
]

= C0, λ(ξ) = 1

µh(ξ) + E∗ ≥ 0, µh
′

(ξ−0 ) + E∗ = 0.

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛✈✐t❛✐r❡ ❡st ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ s❡
tr❛❞✉✐t ♣❛r

µ− ‖V ′‖L∞(0,L) > 0.

❖♥ ♥♦t❡
ψµ = µId− V,

❢♦♥❝t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❡t ♦♥ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❝❛❧❛❣❡ H0 = h(ξ0)✳ ■❧ ✈✐❡♥t✱
❡♥ ξ−0 ✱

µH0 −
[
−E

∗

µ
+ V (H0)

]
= C0

❞✬♦ù

C0 = ψµ(H0) +
E∗

µ
,

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝

h
′

(ξ) = ψµ(h(ξ)) − ψµ(H0) −
E∗

µ
, ξ ∈]0, ξ0[ ❡t h(ξ0) = H0 > 0. ✭✺✳✶✸✮

Pr❡♥❛♥t ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ✉♥ ♣❡✉ ✭❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ µ ❡st ♣❡t✐t❡✱ ❝❡ q✉✐ ❧é❣✐t✐♠❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t✮✱
❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù

E∗

µ
≥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ψµ,

E∗

µ
≥ V (H0).

❖♥ s❛✐t ♣❛r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❣é♥ér❛✉① s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s q✉❡ ✭✺✳✶✸✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡
✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ h ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐♣s♦ ❢❛❝t♦✱

µh
′

(ξ) + E∗ = µ[ψµ(h(ξ)) − ψµ(H0)] ≥ 0 ❡t µh
′

(ξ−0 ) + E∗ = 0.

▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❤❛s❡ ✭❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✮ ❝♦♥❞✉✐t à ♣r❡♥❞r❡✱ ❧♦rsq✉❡
❧❡ t❛✉① ❞✬ér♦s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡st E∗∗ > E∗✱

h(ξ) = −E
∗∗

µ
(ξ − ξ0) +H0, ξ ∈ [ξ0, ξ1]

❡t ❞♦♥❝

λ(ξ) =
µh(ξ) − ψµ(H0) − E∗

µ

V (h(ξ)) − E∗∗

µ

, ξ ∈]ξ0, ξ1].
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❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

λ(ξ+
0 ) =

E∗

µ
− V (H0)

E∗∗

µ
− V (H0)

❡t ❞♦♥❝ λ(ξ+
0 ∈]0, 1[,

❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ♣❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ξ1 ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❞❡ s♦rt❡
q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λ s✉r [ξ+

0 , ξ1] r❡st❡♥t ❞❛♥s [0, 1]✳

❊♥ rés✉♠é✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝é❞é ✏tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ✇❛✈❡s✑ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿




S(t, x) = h(x+ tµ), λ(t, x) = 1 ♣♦✉r (t, x) ∈ Q ∩ {0 ≤ x+ µt ≤ ξ0}

♦ù h ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ :
h

′

(ξ) = ψµ(h(ξ)) − ψµ(H0) − E∗

µ
, ψµ = µId− V, H0 = h(ξ0), ξ ∈]0, ξ0[,

S(t, x) = −E∗∗

µ
(x+ µt− ξ0) +H0, λ(t, x) =

−E∗∗(x+ µt− ξ0) + V (H0) − E∗

µ

V
[
−E∗∗

µ
(x+ µt− ξ0) +H0

]
− E∗∗

µ

♣♦✉r (t, x) ∈ Q ∩ {ξ0 < x+ µt ≤ ξ1},

❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ r❡♠❛rq✉❡ s✉r ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ∂S
∂x

❡t λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡

x+ µt = ξ0,

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ❧❡s ♣♦✐♥ts

x̂(t) = ξ0 − µt ❧♦rsq✉❡ x̂(t) ∈ [0, L].

■❧ ✈✐❡♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱




λ(t, (x̂(t))−) = 1, 0 < λ(t, (x̂(t))+) =

E∗

µ
− V (H0)

E∗∗

µ
− V (H0)

< 1,

∂S

∂x
(t, (x̂(t))−) = −E

∗

µ
,
∂S

∂x
(t, (x̂(t))+) = −E

∗∗

µ
,

♦ù

ξ1 = ξ0 +
µ

E∗∗
H0 −

µ

E∗∗
ψ−1

µ

[
ψµ(H0) +

E∗ − E∗∗

µ

]
,

❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ξ1 > ξ0 ❡st ❛ss✉ré❡ ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✿ E∗∗ > E∗ > 0✱ ❡t ❧❛
str✐❝t❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψµ✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✏✢✉①✑

t 7−→ λ(t, x̂(t))

[
∂S

∂x
(t, x̂(t)) + V (S((t, x̂(t)))

]
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❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s t❡r♠❡s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t s♦♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱

λ(t, (x̂(t))−)

[
∂S

∂x
(t, (x̂(t))−) + V (S(t, (x̂(t))−))

]
= 1 ×

[
−E

∗

µ
+ V (H0)

]

❡t

λ(t, (x̂(t))+)

[
∂S

∂x
(t, (x̂(t))+) + V (S(t, (x̂(t))+))

]
. =

E∗

µ
− V (H0)

E∗∗

µ
− V (H0)

×
[
−E

∗∗

µ
+ V (H0)

]

= −E
∗

µ
+ V (H0).



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥

❘és✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛

sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ 1 −D ❛✈❡❝ tr❛♥s♣♦rt

♠❛r✐♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❡♥ s❡ ❧✐♠✐t❛♥t à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❞✬❡s♣❛❝❡✱ ❞❡ ❞♦♥♥❡r
✉♥❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé❡
♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ✈✐❛ ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❢♦♥❞é s✉r ✉♥❡ ❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ a priori s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✿ ❡♥ ❝❧❛✐r✱ s✉r ❧❡s ❝❛s q✉❡ ❧✬♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t✱ ♦♥ ✈❛ ♠❡ttr❡
❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ✐térés r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s ❞❡s ❧✐♠✐t❡✉rs ❞❡ ✢✉① à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s
❞❡ t❡♠♣s r❡st❡ ❞❛♥s ✉♥ ❜♦r♥é ✜①❡ ❞❡ L∞(Q) ∩ BV (Q)✱ ❞✬♦ù ✉♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❢♦rt❡ ❞❛♥s L1(Q) ❀ ❡♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ ✈❛ ❞é❣❛❣❡r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥str✉❝t✐❢ ♣♦✉r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞✉ s❝❤é♠❛ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❢r♦♥t✐èr❡ ❧✐❜r❡
❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❜♦r❞ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❬✷✽❪✱ ❬✹✽❪ ✿
✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ré❣✐❡ ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❡t
tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ✭2 ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t 1 ❋♦✉r✐❡r✲❘♦❜✐♥✮ s✉r ✉♥❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♦❜t❡♥✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
s❡♥s✮ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ✢✉①✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✏❣é♦✲
❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✑ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡ ✢✉① ❞♦✐t êtr❡ ❧✐♠✐té ❛✉ str✐❝t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r
r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ s❛♥s
ér♦s✐♦♥✳ ❖♥ ✈❡rr❛ q✉❡ ❝❡ ♣r♦❝é❞é ♥✬❡st ♣❛s ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡ à ✉♥❡ ❜❛s❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r
❧❡ ❜❛ss✐♥ sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡ ✿ ✐❧ s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞✉❡ à ●✳ ❱❛❧❧❡t✱ ♣✉❜❧✐é❡ ❡♥ ✷✵✵✸ ❞❛♥s ❬✺✻❪ ❡t
r❡♣r✐s❡ ❞❛♥s ❙✳ ◆✳ ❆♥t♦♥ts❡✈ ❡t ❝♦❛✉t❡✉rs ❬✶✻❪✱ ♣✉✐s ét❡♥❞✉❡ ✐❝✐ ♣♦✉r ❧❡s ❡✛❡ts ❞✉ tr❛♥s♣♦rt✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ L∞(Ω)∩BV (Ω) r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ L∞(Ω)
❞♦♥t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ D′

(Ω) s♦♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❘❛❞♦♥
s♦♠♠❛❜❧❡s s✉r Ω ✭✐❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Ld −mesurables✱ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡s

✽✻
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❡t à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜♦r♥é❡✮✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ✭❬✸✻❪ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ❬✸✾❪ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❬✺✼❪✮ q✉❡ s✐
❧✬♦✉✈❡rt Ω ⊂ Rd ❡st ❜♦r♥é ❡t ré❣✉❧✐❡r✱ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ BV (Ω)∩L1(Ω) ❞❛♥s L1(Ω)
❡st ❝♦♠♣❛❝t❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Ld−mesurable ω ⊂ Rd ❛ ✉♥ ♣ér✐♠ètr❡ ✜♥✐ ❞❛♥s Ω s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ 1ω ❛♣♣❛rt✐❡♥t à L∞(Ω)∩BV (Ω) ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❬✸✻❪ ♣✳ ✶✻✼ ♣♦✉r ❝❡s ♥♦t✐♦♥s✮✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ BV (Ω) ∩ L1(Ω) ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ♥♦r♠é
♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

f ∈ BV (Ω) ∩ L1(Ω) 7−→ |||f ||| = ‖f‖L1(Ω) + TVΩ(f)

❛✈❡❝

TVΩ(f) = s✉♣

{∫

Ω

f❞✐✈~Φ dx, ~Φ ∈ D(Ω)d ❡t ‖~Φ‖∞ ≤ 1

}

♦ù ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t ~Φ ❞❡ D(Ω; Rd)✱ ~Φ = (Φ1,Φ2, ...,Φd)✱

‖~Φ‖∞ = max
1≤i≤d

(
‖Φi‖L∞(Ω)

)
.

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

Ω =] − 1, 1[ ❡t E = 0 (✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬ér♦s✐♦♥).

▲❡ ✢✉① ❞❡s sé❞✐♠❡♥ts ❡st ✐❝✐ ❞♦♥♥é s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
✭✺✳✶✮✱

q = −λ(∇S − 2aS−)

♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♥♦♥ ❧✐♥❛✐r❡ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥✱ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥
s♦✉s✲♠❛r✐♥❡✱ ❝❡ t❡r♠❡ ❞✐s♣❛r❛✐ss❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ❝♦t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❡t ♦ù a ❡st ✉♥ ré❡❧ ♥é❣❛t✐❢✱
a priori ✏♣❡t✐t✑✳ ▲✬❡✛❡t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉
tr❛♥s♣♦rt ❢♦r❝é✳
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❍②♣♦t❤ès❡s s✉r S0 ✿

H(S0)





❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ré❣✐♦♥ ✿

Sur [−1, 0] :
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ S0, ♣r✐s❡ ❞❛♥s H1

0 (Ω), ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❛✉
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ (−1)+ ❡t ❞❡ 0−, ♥✉❧❧❡ ❡♥ − 1 ❡t ❡♥ 0 ❡t s❛♥s ❤②♣♦t❤ès❡
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ s✐♥♦♥ q✉❡ S0

❡st ❞❡ ❢❛✐t ❞❛♥s H1
0 (] − 1, 0[).

❙✉r [0, 1] :
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ S0 ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ❡t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
x 7−→ S

′

0(x) + 2aS0(x) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
f : x 7→ S0(x)e

2ax ❡t ♦♥ ♥♦t❡ α ∈]0, 1[
❧✬✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t t❡❧ q✉❡ ✿

∀x ∈]0, α[ S
′

0(x) + 2aS0(x) < 0, (str✐❝t❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ f)

∀x ∈]α, 1[ S
′

0(x) + 2aS0(x) > 0

❡t

S
′

0(α) + 2aS0(α) = 0.

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠♠❡r❣é❡ ❧♦rsq✉❡
a = 0 ✭sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ s❛♥s tr❛♥s♣♦rt✮ ❡t r❡st❡ ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ str✐❝✲
t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❞❛♥s s❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠♠❡r❣é❡✱ ❞❡ ♣❡♥t❡ ♣❛s tr♦♣ ❛❜r✉♣t❡ ❡♥ x = 1−✱ ❛✈❡❝ |a|
❛ss❡③ ♣❡t✐t✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✶✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡

∀x ∈]0, α[ S
′

0(x) + 2aS0(x) < 0

✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
∀x ∈]0, α[

(
S0(x)e

2ax
)′
< 0

❡t ❞♦♥❝✱ q✉❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

∀x ∈]0, α[ e2a(α−x)S0(α) < S0(x) < 0.
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❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

∀x ∈]α, 1[ e2a(α−x)S0(α) < S0(x) < 0.
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❊①❡♠♣❧❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡

❋✐❣✳ ✻✳✶ ✕

{
S0(x) = kx(x− 1), x ∈ [0.1], k > 0,

α = − 1
2a

(1 − a−
√

1 + a2), a ∈] − 1, 0[
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❆✈❡❝ ❞❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ♠✐♥❡✉r❡s ❞❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s à ✈❡♥✐r✱ ♦♥ ✈❡rr❛ q✉❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ✿

❋✐❣✳ ✻✳✷ ✕

S0(x) =

{
mx s✉r [0.β], m < 0,
mβ

β−1
(x− 1) s✉r [β, 1]

α = − 1

2a
❛✈❡❝ 1 + 2aβ < 0.
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❖♥ ❡st ❛❧♦rs ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬é♥♦♥❝❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✶✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (S, λ) s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❉✐r✐❝❤❧❡t ❞❡ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥✲tr❛♥s♣♦rt✱ ✈ér✐✜❛♥t

S ∈ H1(Q) ∩ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), λ ∈ L∞(Q) ∩BV (Q) ∩H(

∂S

∂t
),

❡t ♣✳♣✳ ❡♥ t ∈]0, T [ ❡t ∀v ∈ H1
0 (Ω)





∫

Ω

∂S

∂t
v dx+

∫

Ω

λ(∇S · ∇v − 2aS−∇v) dx = 0

S(0, ·) = S0 ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s Ω.

❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ♣r♦♣r❡ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1
❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬❆s❝♦❧✐ ✿ S ∈ C0(Q)✱ ♣♦✉r ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ✢✉① λ ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Λ ⊂ Q✱
L2 −mesurable à ♣ér✐♠ètr❡ ✜♥✐✱ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❧✐❜r❡ ∂Λ ∩Q ét❛♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡ t 7−→ ξ(t)✳
■♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ S ❡st ❞❡ ❢❛✐t s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❢r♦♥t✐èr❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ t②♣❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐
❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✿ 




S = S0 ❞❛♥s Q\Λ

∂S

∂t
− ∂

∂x
(
∂S

∂x
− 2aS−) = 0 ❞❛♥s Λ.

S∣∣∣∂Λ∩Q

= S0
∣∣∣∂Λ∩Q

,
∂S

∂x
∣∣∣∂Λ∩Q

= −2aS0
∣∣∣∂Λ∩Q

,

S(t, ·)∣∣∣∂Ω
= 0 ♣✳♣✳ ❡♥ t,

S(0, ·) = S0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω.

❊♥✜♥✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

∂S

∂t
≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Q

rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ❞✐♠ 1 ❞✬❡s♣❛❝❡✱ ❝❛r
(
∂S

∂t

)−

=
d

dx

(
λ

[
∂S

∂x
− 2aS−

])
1{ ∂S

∂t
<0} = 0 ♣✳♣✳ ❡♥ t, ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω.
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✻✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✐térés (Sk, λk) ❛✈❡❝

λk ∈ H(
Sk − Sk−1

h
), λk ✏♠❛①✐♠❛❧✑

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞✬❛❜♦r❞ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ Ω =] − 1, 1[ ❡t E = 0✱ ❡t ❞♦♥❝✱
♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ✿

S1 − S0

h
− ∂

∂x

(
λ1

[
∂S1

∂x
− 2a(S1)−

])
= 0 s✉r ] − 1, 1[,

S1(1) = S1(−1) = 0, S1 ∈ H1
0 (] − 1, 1[), λ1 ∈ H(

S1 − S0

h
).

❖❜s❡r✈❛♥t q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s {Sk}k ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭❝❛r
Sk − Sk−1

h
≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω✮✱ ♦♥ ❡♥

❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7−→ λ1

[
∂S1

∂x
− 2a(S1)−

]
❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r [−1, 1]✳

❉✬❛♣rès ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✺✳✶ ❡t ✺✳✷✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ (S1, λ1) = (S0, 0) s✉r [−1, 0]✳ ❖♥ ✈❛ ❛❧♦rs

❝❤❡r❝❤❡r λ1 ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s r❡❧è✈❡♠❡♥ts ❞❡ H(
S1 − S0

h
) ✭❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

❣é♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡✮✱ ❡t ❞ès ❧♦rs q✉❡ λ1 ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♥✉❧✱ ♦♥ ✈❛
❝❤❡r❝❤❡r à ❧❡ ♣r❡♥❞r❡ é❣❛❧❡ à 1✱ i.e. s❛♥s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉①✳
❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs

x(h) = sup

{
x ∈ [0, 1],

{
λ1

(
∂S1

∂x
− 2a(S1)−

)}
(x) = 0

}
.

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ x(h) ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♥✉❧ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ S0 ❡st ♥é❣❛t✐❢ s✉r [0, 1]✱ S1

❧✬❡st ❛✉ss✐✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✲t❡st (S1)+ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡t ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s s✐♥♦♥ ♣❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ r❛❝❝♦r❞ ✿





S1 − S0

h
− ∂

∂x

(
∂S1

∂x
+ 2aS1

)
= 0 s✉r ]0, 1[,

S1(0) = 0,
∂S1

∂x
(0) + 2aS1(0) = 0 ❡t ❞♦♥❝

∂S1

∂x
(0) = 0, S1(1) = 0,

❝❡ q✉✐ ❡st ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s S1 < 0 ❡t S1 > S0✱ ❝❛r

S1 > S0 ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
∂

∂x

(
∂S1

∂x
+ 2aS1

)
> 0 s✉r ]0, 1[
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❡t ❞♦♥❝✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7−→
(
∂S1

∂x
+ 2aS1

)
(x) ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r [0, 1]✱ ❡t ❝♦♠♠❡

(
∂S1

∂x
+ 2aS1

)
(0) = 0✱ ❛❧♦rs

∀x ∈ [0, 1]

(
∂S1

∂x
+ 2aS1

)
(x) > 0,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7−→ S1(x)e2ax ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r [0, 1]✱ ❞✬♦ù

∀x ∈]0, 1] 0 = S1(0) < S1(x)e2ax, ❡t ❞♦♥❝ S1 > 0 ✦ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❉♦♥❝✱ x(h) > 0 ❞❡✈✐❡♥t ✉♥❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭❢r♦♥t✐èr❡ ❧✐❜r❡✮ ❡t ❧✬♦♥ ❡st ❛♠❡♥é à
rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞❡ t②♣❡ ❇❡r♥♦✉✐❧❧✐ ✿

P1





❈❤❡r❝❤❡r x(h) ∈]0, 1[, S1 ∈ H1(x(h), 1) ✈ér✐✜❛♥t

S1 − h(
∂2S1

∂x2 + 2a
∂S1

∂x
) = S0 ❞❛♥s ]x(h), 1[,

S1(x(h)) = S0(x(h)), S
1(1) = 0,

∂S1

∂x
(x(h)) + 2aS1(x(h)) = 0,

❝❛r✱ ♣❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ r❛❝❝♦r❞ ✿

✐✮ S1(x(h)) = S0(x(h)) ❝❛r H1
0 ([−1, 1]) →֒ C0([−1, 1])

✐✐✮ ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ Ψ ✿ x 7→ λ1

(
∂S1

∂x
+ 2aS1

)
(x)✱ s✉r [−1, 1]✱

Ψ(x(h)−) = 0 = Ψ(x(h)+) =
∂S1

∂x
(x(h)) + 2aS1(x(h)).

❡t ❞♦♥❝
∂S1

∂x
(x(h)) = −2aS0(x(h)),

✐✐✐✮ S1(1) = 0 ❝❛r S1 ∈ H1
0 (] − 1, 1[).

❖♥ ✈♦✐t ✐❝✐ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ✭s✐❣♥❡ ❡t ✈❛❧❡✉r✮ s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ r❛❝❝♦r❞
❞✉ ✢✉① ❡t ❧✬❛❧❧✉r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛
❞❡♠✐✲t❛♥❣❡♥t❡ à ❞r♦✐t❡✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡♥ ❧❛ ❝ôt❡ S0(x(h))✳

❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t x(h)✱ ♣r✐s ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ α✱ ❞❛♥s ]0, α[
q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❝❡ s②stè♠❡ ❡t ❞♦♥❝✱ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛

λ1 =

{
0 s✉r [0, x(h)]
1 s✉r ]x(h), 1]
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S1 =

{
S0 s✉r [0, x(h)]
S1 s✉r ]x(h), 1],

s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ P1✳

■❧ ❡st ❛❧♦rs ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ♣✉✐sq✉❡
S1 − S0

h
❡st ♣♦s✐t✐❢ s✉r [0, 1]✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t ♣❛r ❧❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ r❛❝❝♦r❞ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7−→
(
∂S1

∂x
+ 2aS1

)
(x) ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r [0, 1]✱

♥é❣❛t✐✈❡ s✉r [0, x(h)]✱ ♥✉❧❧❡ ❡♥ x(h) ❡t ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r [x(h), 1]✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧✬❤②♣♦✲
t❤ès❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❢❛✐t❡ s✉r ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ à ❧✬✐♥st❛♥t h✱ ❧❡ ♣♦✐♥t x(h) ❥♦✉❛♥t
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ rô❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ α ❡t ❧❡ ♣r♦❝é❞é ♣❡✉t êtr❡ r❡❝♦♥❞✉✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ▲❛ s✉✐t❡
α, x(h) = x1(h), x2(h), x3(h), etc... ✱ ♠❛rq✉❛♥t ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❧✐❜r❡ ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ ✭❞é❝r♦✐s✲
s❛♥t❡ ❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡✮ ❡t ❝❡ ♣♦✐♥t ❡st ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❢♦♥❞ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❞✬❡s♣❛❝❡ ✿ ❧❛ s✉✐t❡ (λh)h

❞❡s ✐térés ❞❡s ❧✐♠✐t❡✉rs ❞❡ ✢✉① ❡st ❛❧♦rs ❡♥❢❡r♠é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❜♦r♥é ✜①❡ ❞❡ L∞(Q)∩BV (Q)✱
❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦rt❡ ❞❛♥s L1(Q) ♣❛r ❝♦♠♣❛❝✐té✳ ❉✬❛♣rès ❈✳ ❇❛r❞♦s ❬✷✹❪
✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❛✈❡❝ ●✳ ●❛❣♥❡✉①✱ ❖❝t♦❜r❡ ✷✵✵✹✮✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ BV (Q) ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❞✬❡s♣❛❝❡ ❡st ✐rré❛❧✐s❛❜❧❡ ❀ ✐❧ s❡ ❢♦♥❞❡
s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❏✳ ❘❛✉❝❤ ❡t ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❙tr✐❝❤❛rt③ q✉✐ ♠❛rq✉❡♥t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡s
❡✛❡ts ré❣✉❧❛r✐s❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✳

✻✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s (Sk, λk)k∈N∗ ❞✉ s❝❤é♠❛ s❡♠✐✲

❞✐s❝rét✐sé ✐♠♣❧✐❝✐t❡

▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé❡s ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s H(S0)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❛✉ s❡♥s
❧❛r❣❡✱ ❞❡ ♣♦✐♥ts (xk(h))k ❞❛♥s ]0, α[ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N∗✱ ♦♥ ❛✐t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✿

λk = 1]xk(h),1[, Sk = S01]−1,xk(h)] + ωk1]xk(h),1[,

♦ù ωk ✈ér✐✜❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❢r♦♥t✐èr❡ ❧✐❜r❡ xk(h) ❞❡ t②♣❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✿




ωk − h(
∂2ωk

∂x2 + 2a
∂ωk

∂x
) = ωk−1 ❞❛♥s ]xk(h), 1[,

ωk(xk(h)) = S0(x
k(h)),

∂ωk

∂x
(xk(h)) + 2aωk(xk(h)) = 0,

ωk(1) = 0.
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❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s ✐térés ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡s t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✱ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❧✐❜r❡ ❡t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ t②♣❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✻✳✸ ✕

S
′

0(α) = −2aS0(α), a < 0.

❙✐ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ♣r♦✈✐s♦✐r❡♠❡♥t ❛❞♠✐s✱ ✐❧ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❣❛❣❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦rt❡ ❞❛♥s L1(Q) ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s (λh)h ✈❡rs ✉♥ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ✢✉①
λ ❞❛♥s L∞(Q) ∩BV (Q)✳



6. UN PROBLÈME DE BERNOULLI D’ÉVOLUTION
RÉSULTAT D’EXISTENCE DANS LE CAS DE LA SÉDIMENTATION 1 − D AVEC TRANSPORT MARIN 97

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts {xk(h)}k ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡st ✐❝✐ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ✿ ❧❛ s✉✐t❡
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡♥ ❡s❝❛❧✐❡r (λh)h ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ s✉✐t❡ ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L∞(Q) ∩BV (Q) ✭❈❢✳ ❬✸✻❪✱
❈❤❛♣✐tr❡ ✺✮ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡ (λh)h ❞❛♥s Q =]0, T [×Ω ❡st ♠❛❥♦ré❡
♣❛r T + 1 ❀ i.e.

∀h > 0, TVQ(λh) ≤ T + 1.

■❧ s✬❡♥s✉✐t ✭❬✸✻❪✱ ❚❤é♦ ✹✱ ♣✳✶✼✻✮ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ {λhk} ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ ❞❛♥s
BV (Q) ∩ L∞(Q) t❡❧❧❡ q✉❡

λhk −→ λ ❞❛♥s L1(Q),

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s Q ♣♦✉r ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ {λhk}✳
❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦rt❡ ❞❛♥s L1(Q) ❡t ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s Q ♣❡r♠❡t ❞❡
♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✐s❝rét✐sé❡ ❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s {λh} ♥❡ ♣r❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs 0 ❡t 1✱ ✐❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ q✉❡ λ
❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ L∞(Q) ∩BV (Q) q✉✐ ♥❡ ♣r❡♥❞ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs 0 ❡t 1 ❀λ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Λ ⊂ Q✱ L2 −mesurable à ♣ér✐♠ètr❡ ✜♥✐✱ i.e.

λ = 1Λ;

❡♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❧✐❜r❡ Q ∩ ∂Λ ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡
❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ S ❞❛♥s C0(Q)✱ ♣r♦♣r❡ à
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❡t rés✉❧t❛♥t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞✬❆s❝♦❧✐✱ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ P❤✳ ❇é♥✐❧❛♥ ❡♥
✶✾✼✸ ✿ Sh ❡st ✐❝✐ s❝❛❧❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ [0, T ] ❞❛♥s H1

0 (] − 1, 1[)✱ ♦ù H1
0 (] − 1, 1[) →֒

C0, 1
2 ([−1, 1])✱ ♣♦✉r ✉♥ ❜♦♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t✱ ❤ö❧❞ér✐❡♥♥❡ ❞✬♦r❞r❡ 1

2
✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt

à t ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ {Sh} ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t éq✉✐❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ C0(Q) ❡t ❞♦♥❝
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t❡✳
▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ❡st ✉♥ ❛r❝ ❝♦♥t✐♥✉✳ ❙♦✐t t 7→ ξ(t) ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡
❧❛ sé♣❛r❛tr✐❝❡ Γ = Q ∩ ∂Λ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉❡ t0 s♦✐t ✉♥ é✈❡♥t✉❡❧ ♣♦✐♥t ❞❡
❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s

ξ(t−0 ) = ξ0 > ξ1 = ξ(t+0 ).

❖♥ s❛✐t ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ξ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜♦r♥é❡ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱
L1(0, T )✲❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡♥ ❡s❝❛❧✐❡r✳
❖r✱ ♣♦✉r t ∈ [0, T ]\Z, L1(Z) = 0✱ ♦♥ ❛

S(t, ξ(t)) = S0(ξ(t)), S0 ∈ C0([−1, 1]),

❡t ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ S ❞❛♥s Q✱

s✐ t→ t−0 , S(t0, ξ0) = S0(ξ0),

s✐ t→ t+0 , S(t0, ξ1) = S0(ξ1),
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❛✈❡❝ S0(ξ0) < S0(ξ1) ♣❛r ❧❛ str✐❝t❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ S0 s✉r ]0, α[✳
❖r✱ ♣♦✉r ε > 0 ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱

S(t0 + ε, ξ1 + ε) = S0(ξ1) + o(ε)

♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ S ❞❛♥s Q ❀ ❡t

S(t0 + ε, ξ0 + ε) ≥ S(t0 + ε, ξ1)

❝❛r (t0+ε, ξ0+ε) ❡t (t0+ε, ξ1) ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {λ = 1}✱ ♦ù ∀t > 0, x 7→ S(t, x)
❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❉♦♥❝✱ s✐ ε→ 0+,

S(t0, ξ0) = S0(ξ0) ≥ S0(ξ1),

❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ str✐❝t❡ ❞❡ S0 s✉r ]0, α[✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✷✳ ▲❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❛♠è♥❡♥t ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥❢♦r♠❡❧ s✉✐✈❛♥t ✿
♣♦✉r t ∈]0, T [✱ ♦♥ ❛

S(t, ξ(t)) = S0(ξ(t)), ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ r❛❝❝♦r❞ ❝♦♥t✐♥✉,

❡t ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ à ❞r♦✐t❡ ❡♥ t+✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t

∂S

∂t
(t+, ξ(t)) + ξ

′

(t+)
∂S

∂x
(t+, ξ(t)) = ξ

′

(t)
∂S0

∂x
(ξ(t));

♦r✱

∂S

∂x
(t+, ξ(t)) = −2aS(t, ξ(t))

= −2aS0(ξ(t)),

s❡❧♦♥ ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✈✐❛ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❞❡ t②♣❡ ❋♦✉r✐❡r✲
❘♦❜✐♥✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭s❛♥s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡ s❛♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣✲
♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té✮ ✿

ξ
′

(t+) =
−∂S
∂t

(t+, ξ(t))

∂S0

∂x
(ξ(t)) + 2aS0(ξ(t))

,

q✉❛♥t✐té ♥é❣❛t✐✈❡ ♦✉ ♥✉❧❧❡✱ ♠❡s✉r❛♥t ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ré❣✐♦♥s ✭st❛t✐♦♥✲
♥❛✐r❡ ❡t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞é❣é♥éré✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞✬❛♣rès ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r ❧❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣ér✐♠ètr❡ ✜♥✐ ✭❬✸✻❪✱ ❚❤ ✷✱ ♣✳✷✵✺✮✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❛ sé♣❛r❛tr✐❝❡ Γ ❡st ré✉♥✐♦♥ ❞é✲
♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1✱ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ rés✐❞✉❡❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡
♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ♣ér✐♠ètr❡✳
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▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷ rés✉❧t❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞✉ rés✉❧t❛t ♣ré♣❛r❛t♦✐r❡
s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✻✳✸✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s H(S0)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ✉♥✐q✉❡ x(h) ❞❛♥s ]0, α[ t❡❧ q✉❡
❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (S1, λ1) ❞é✜♥✐ ♣❛r

S1 = S01]−1,x(h)[ + ω1]x(h),1[❡t λ
1 = 1]x(h),1[,

♦ù ω ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s C2([x(h), 1]) ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧





ω − h(ω
′′

+ 2aω
′

) = S0 ❞❛♥s ]x(h), 1[,

ω(x(h)) = S0(x(h)), ω
′

(x(h)) + 2aω(x(h)) = 0, ω(1) = 0,

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✸✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ✐❝✐ ❡st ❞❡ ❜✐❡♥ ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ω ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ✿ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡
❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❡t tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✭✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ✉♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✲❘♦❜✐♥✮ ❀ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧
♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡ ❝❛r ❧❡ ♣♦✐♥t x(h) ❡st ✉♥❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ t②♣❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✻✳✸ ✿

❉✬❛♣rès ❧❡s § ✺✳✶✳✷ ♣r♦♣✳ ✺✳✶ ❡t § ✺✳✶✳✸ ♣r♦♣✳ ✺✳✷ ❡t ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ S1 = S0 s✉r ] − 1, 0[ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t s✉r ] − 1, x(h)[✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♣♦✉r
r❡❝❤❡r❝❤❡r ω✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❞♦♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
❛❞♠❡t ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ré❡❧❧❡s

r1 = −a+

√
a2 +

1

h
, r2 = −a−

√
a2 +

1

h
, r1 > 0, r2 < 0,

❡t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦✉❜❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ❛♣rès ❝❛❧❝✉❧s✱

ω(x) = S0(x) −
1

2
√
a2 + 1

h

∫ x

x(h)

[
S

′

0(y) + 2aS0(y)
] (
r1e

r1(x−y) − r2e
r2(x−y)

)
dy ✭✻✳✶✮

♦ù x(h) ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s ]0, α[ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

∫ 1

x(h)

[
(S

′

0(y) + 2aS0(y)
] (
r1e

r1(1−y) − r2e
r2(1−y)

)
dy = 0.
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▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡❧ x(h) ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

F (ξ) =

∫ 1

ξ

[
(S

′

0(y) + 2aS0(y)
] (
r1e

r1(1−y) − r2e
r2(1−y)

)
dy s✉r ]0, α[.

❖♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

✐✮ F
′

(ξ) < 0 s✉r ]0, α[ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ x 7→ S
′

0(x) + 2aS0(x) ❡st s✉♣♣♦sé❡
str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡ s✉r ]0, α[✱ ❞✬♦ù ❧✬✉♥✐❝✐té✳

✐✐✮ F (0)F (α) < 0✱ ❞✬♦ù ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ r❛❝❝♦r❞ ❝♦♥t✐♥✉ ❢❛✐t q✉❡ S1 ∈ H1
0 (−1, 1) ❡t ❧✬♦♥ ❛ ✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ D′

(] − 1, 1[)✱ ❡t ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t s✉r ] − 1, 1[

S1 − S0

h
− ∂

∂x

(
λ1

(
∂S1

∂x
− 2a(S1)−

))
= 0. ✭✻✳✷✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ S
′

0 + 2aS0 ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r
] − 1, 1[ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

ω > S0 ❞❛♥s ]x(h), 1[

❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡

✶✮ λ1 ∈ H
(
S1 − S0

h

)

✷✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ∂S1

∂x
+ 2aS1 ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r ]x(h), 1[ ❞✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✭✻✳✷✮ ❡t ❞♦♥❝✱ ❧❡ ♣r♦❝é❞é ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
✏x 7→ S

′

0(x) + 2aS0(x) str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r ]0, 1[✑ ❡st r❡❝♦♥❞✉✐t❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡✲
♠❡♥t ❀ ❡♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ S1

′

(x) + 2aS1(x) ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ s✉r ]0, x(h)[✱ ♥✉❧❧❡ ❡♥
x(h) ❡t ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r ]x(h), 1[✱ ❝❡ q✉✐ r❡♣r♦❞✉✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐t❡ s✉r ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡
✐♥✐t✐❛❧❡✱ x(h) ❥♦✉❛♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ rô❧❡ ❞❡ α✳ �

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✹✳

✶✮ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù a = 0 ✭♣❛s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♠❛r✐♥✮✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

ω(x) = S0(x) −
∫ x

x(h)

S ′
0(y) cosh

(
y − x√

h

)
dy,

S(h) ét❛♥t ❞é✜♥✐ ♣❛r

∫ 1

x(h)

S ′
0(y) cosh

(
y − 1√
h

)
dy = 0,
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✷✮ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ✢✉① λ1 ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❣❧♦❜❛❧❡ s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬ér♦s✐♦♥ ❀ ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧✬✐♥té✲
rêt ❡st ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❛✉ str✐❝t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❧❡ ✢✉①✱ i.e. ♣r❡♥❞r❡ λ ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1 ❡♥
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s ✭❧❡ ❝❛s tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❧❡ ♣r❡♥❞r❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ♠❛✐s ♥♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡✱ ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ✢✉① ♥✉❧ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✮✳ ❉♦♥❝✱ ♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛♠❡♥é à ❞é✜♥✐r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (S, λ) à S ❞♦♥♥é ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t λ t❡❧ q✉❡

1 ≥ λ ≥ µ ≥ 0

♣♦✉r t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ (S, µ)✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉✬✐❝✐✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ♣❡rt✐♥❡♥t❡
❡♥ ❣é♦❧♦❣✐❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✺✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✻✳✶✮ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té (δρ)k ❞❡ sé❞✐♠❡♥ts ❞é♣♦sés
à ❝❤❛q✉❡ ✐téré ✭❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ét❛♥t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ 25 s✐è❝❧❡s ♣♦✉r ❝♦✉✈r✐r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡
❣é♦❧♦❣✐q✉❡✮✳ ■❧ ✈✐❡♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥

(δρ)1 =
−1

2
√
a2 + 1

h

∫ 1

x(h)

(∫ x

x(h)

[
(S

′

0(y) + 2aS0(y)
] (
r1e

r1(x−y) − r2e
r2(x−y)

)
dy

)
dx

q✉❛♥t✐té str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱

(δρ)k =
−1

2
√
a2 + 1

h

∫ 1

x(kh)

(∫ x

x(kh)

[
(ω

′

k−1(y) + 2aωk−1(y)
] (
r1e

r1(x−y) − r2e
r2(x−y)

)
dy

)
dx.

●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ✿ ▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐ ❛ été s✐♠♣❧✐✜é❡ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ r❡❧✐❡❢ ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥str✉❝t✐❢ ❀ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ a ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ♣❡✉t êtr❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♣♦✉r
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛ré❡s ♠♦♥t❛♥t❡s ♦✉ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡s ✿ ♣❧✉s ❧❛r❣❡♠❡♥t✱
♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ à ❧❛ ♠❛✐♥ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ✐térés ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s
t❡r♠❡s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞✉ t②♣❡✱ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ✢✉① s✉r❢❛❝✐q✉❡ ✿

q = −λ
[
∇S − a(t)S−

]
,

❛✈❡❝ a ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ τ−♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ τ > 0✱ ❛✈❡❝

‖a‖L∞(0,T ) <<< 1.

▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ s❡ ❝♦♠♣❧✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ a ❞é♣❡♥❞ ❞❡ x ❝❛r ✐❧ ② ❛ ❧✐❡✉ ❛❧♦rs ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥ts✳ ▲❡ s✐❣♥❡ ❞❡ a s❡
♠❛tér✐❛❧✐s❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿



6. UN PROBLÈME DE BERNOULLI D’ÉVOLUTION
RÉSULTAT D’EXISTENCE DANS LE CAS DE LA SÉDIMENTATION 1 − D AVEC TRANSPORT MARIN 102

✶✳ s✐ a = 0 ✭♣❛s ❞❡ t❡r♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✮✱ ❧❡ r❛❝❝♦r❞ à ❝❤❛q✉❡ ✐téré ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❧❛
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♠✐✲t❛♥❣❡♥t❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳

✷✳ s✐ a < 0 ✭♠❛ré❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡✮✱ ❧❛ ❞❡♠✐✲t❛♥❣❡♥t❡ ❛ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡✉r ♥é❣❛t✐❢✳

✸✳ s✐ a > 0 ✭♠❛ré❡ ♠♦♥t❛♥t❡✮✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡✉r ❡st ♣♦s✐t✐❢✳



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❆♣♣❡♥❞✐❝❡✱ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✶✵✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❆♣♣❡♥❞✐❝❡

✼✳✶ ❯♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ à ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞✉

❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❛❦s

❙♦✐t Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❞❡ Rd , d ≥ 2.

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♦♥ ❛ été ❝♦♥❞✉✐t à ré✢é❝❤✐r à ✈❛❧✐❞❡r ♦✉ ✐♥✜r♠❡r ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❙✐
~F ∈ H(❞✐✈,Ω) =

{
~F ∈ {L2 (Ω)}d , ❞✐✈~F ∈ L2 (Ω)

}
,

❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ét❛♥t ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛❧♦rs ♣❡✉t✲♦♥ ❞✐r❡ q✉❡ ❞✐✈~F = 0

♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s
{
~F = ~0

}
❄

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s s❝❛❧❛✐r❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛✐t à d = 1✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡
♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❛❦s ♦✉ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ▼❛r❝✉s ❡t ▼✐③❡❧ ❬✹✾❪✳

❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ≥ 2 ✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ✈❛ ❧❡ ✈♦✐r s✉r ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡
q✉❡ ♥♦✉s ♦♥t ❢♦✉r♥✐ ❋r❛♥ç♦✐s ❇♦✉❝❤✉t ✭❊◆❙ ❯❧♠✮ ❡t ▲✉✐❣✐ ❆♠❜r♦s✐♦ ✭❊◆❙ P✐s❡✮✳

❉❛♥s ✉♥ ♣ré♣r✐♥t ✐♥t✐t✉❧é ❖♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❇❱ ❧✐❦❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s ✿
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣❛rt✐❛❧ r❡s✉❧ts✱ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❬✶✶❪✱ ▲✳ ❆♠❜r♦s✐♦✱ ❈✳ ❉❡ ▲❡❧❧✐s ❡t ❏✳ ▼❛❧ý
✐♥❞✐q✉❡♥t ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ s❛♥s ❛✉tr❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉❡ ~U ∈ {L∞

loc}d ❛✐t ✉♥❡
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ f ∈ L∞

loc ✭❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✱ ♠❛✐s q✉❡

f 6= 0 LN − ♣✳♣✳ ❞❛♥s
{
~U = ~0

}
.

✶✵✹
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❖♥ ❞ét❛✐❧❧❡ ✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡
▲✉s✐♥ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❀ ♣❛r✲❧à ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥

à ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s❝❛❧❛✐r❡s ✭❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
∂

∂xi

q✉✐

r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ✧t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❙❛r❞ ✐♥✈❡rs❡s✧ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡s
à ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝❤❛♠♣s ✈❡❝t♦r✐❡❧s✳

❖♥ ♣r❡♥❞ d = 2 ❡t ~V = (y,−x) ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ R2 ❡t ❞♦♥❝ ~curl ~V 6= ~0 ♣❛rt♦✉t✳

❉✬❛♣rès ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ●✳ ❆❧❜❡rt✐ ❬✶❪ ✭❆ ▲✉s✐♥ ❚②♣❡ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r ●r❛❞✐❡♥ts✱ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✱ ✶✵✵✱ ✭✶✾✾✶✮✱ ♥◦ ✶✱ ♣♣✳✶✶✵✲✶✶✾✮✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❜♦✉❧❡ ♦✉✈❡rt❡ B ❞❡
R2 ❡t ♣♦✉r t♦✉t ε str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φε ∈ C1

0 (B) ❞♦♥t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ~V ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ L2−♠❡s✉r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ε✱ ♥♦té Aε✱
✐✳❡✳

∇Φε = ~V ❞❛♥s B \ Aε ✱ L2 (Aε) ≤ ε.

❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❆❧❜❡rt✐ ❞♦♥♥❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥ ✐♥❞✐q✉❛♥t ✐❝✐ q✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r Aε ✉♥ ♦✉✈❡rt✱ ❞❡♥s❡ ❞❛♥s B.
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛❧♦rs✱ s❡❧♦♥ ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ▲✉✐❣✐ ❆♠❜r♦s✐♦✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs

~Uε =

(
x+

∂Φε

∂y
, y − ∂Φε

∂x

)
❞❛♥s B

❝♦♥str✉✐t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t✱ ❛✉ s❡♥s ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✉s✉❡❧ ❞❡ R2✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à
~V −∇Φε ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✳
❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉✬❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ D′ (B)✱ ♦♥ ❛

❞✐✈ ~Uε = 1 +
∂2Φε

∂x∂y
+ 1 − ∂2Φε

∂y∂x

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♠♠✉t❡♥t✱
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ε✱

❞✐✈ ~Uε = 2 ❞❛♥s D′ (B) ❡t L2 − ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s B

❛❧♦rs q✉❡ ~Uε ❡st ♥✉❧ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❆❧❜❡rt✐ B \ Aε q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡
L2−♠❡s✉r❡ ❛✉ss✐ ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t✳



7. APPENDICE 106

✼✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬❡①t❡♥✲

s✐♦♥

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ❝♦♥tr❡✲
❡①❡♠♣❧❡s✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❯♥❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡st q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ t②♣❡
❙❛❦s ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ {~F = ~0} ❡st à ♣ér✐♠ètr❡ ✜♥✐ ❡t q✉❡ ❧❡
✢✉① ~n · ~F ❡st ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ❝❡ ♣ér✐♠ètr❡✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ét❛♥t
✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐é❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ~F ✱ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱
s♦✐t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t L2✲✐♥té❣r❛❜❧❡✱ s❛♥s ♣❛rt✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡✳

❖♥ ❞♦♥♥❡ ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❢❡ss❡✉r ❲✳ P✳ ❩✐❡♠❡r
✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❛✈❡❝ ●✳ ●❛❣♥❡✉① ❡t ●✳ ❱❛❧❧❡t✱ ❏✉✐♥ ✷✵✵✼✮ ❡t ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧
❝♦♥✈✐❡♥❞r❛✐t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡✳

❖♥ ♣r❡♥❞ ~F ❞❛♥s L1(Ω)
d✱ d ≥ 2 ❛✈❡❝ ❞✐✈~F ∈ L1(Ω), Ω ⊂ Rd✱ ❡t s♦✐t E ⊂ Ω t❡❧ q✉❡

E =
{
~F = ~0 ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t

}
❛✈❡❝ Ld(E) > 0,

❡t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❡t q✉❛♥❞ ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r q✉❡ ❞✐✈~F = 0 ♣✳♣✳ s✉r E✳
❙♦✐t µ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦❝✐é❡ à |❞✐✈ ~F | ❀ µ ét❛♥t Ld✲❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t
s❡ ❞♦♥♥❛♥t ε > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t K (= Kε) ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s E t❡❧ q✉❡ |µ|(E \K) < ε✱
♣❛r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ▲✉s✐♥✳ ❙♦✐t ❛✉ss✐ U ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ Ω✱ t❡❧ q✉❡ K ⊂ E ⊂ U ✳
P♦✉r t♦✉t φ ❞❡ D(U)✱ ♦♥ ❛ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❞❡ D′

(U)
∫

U

❞✐✈~Fφ dx = −
∫

U

~F .∇φ dx

= −
∫

U\K

~F .∇φ dx ♣✉✐sq✉❡ ~F = ~0 ❞❛♥s K.

❖♥ é❝r✐t ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
∫

K

(❞✐✈~F )φ dx = −
∫

U\K

[
~F .∇φ+ (❞✐✈~F )φ

]
dx.

P♦✉r m ∈ N∗ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ♦♥ ♣♦s❡

Em =

{
x ∈ U,

1

m+ 1
≤ d(x,K) ≤ 1

m

}
⊂ U \K,

❝❡ q✉✐ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ✉♥ ❧❡♠♠❡ ❞❡ rétré❝✐ss❡♠❡♥t ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt V ❞❡ K
❛✈❡❝ ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ V ⊂ U ✱ ❡t s❡❧♦♥ ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❯r②s♦❤♥✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
ψm ∈ C∞

c (U), t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
0 ≤ ψm ≤ 1 ❞❛♥s U
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ψm(x) =





1 s✐ d(x,K) ≤ 1
m+1

,

0 s✐ d(x,K) ≥ 1
m
.

❉♦♥❝✱ ♣♦✉r m ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ (1 − ψm)φ ∈ D(U \K)✱ ❡t ♣❛r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡✱
∀φ ∈ D(U)✱

∫

K

(❞✐✈~F )φ dx = −
∫

U\K

(~F .∇ψm)φ dx−
∫

U\K

[
~F .∇φ+ (❞✐✈~F )φ

]
ψm dx.

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ ♥♦t❛♥t L ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

L(φ) =

∫

U\K

(~F .∇φ+ φ❞✐✈~F ) dx, φ ∈ D(U),

♦♥ ❛
L([1 − ψm]φ) = 0

❞✬❛♣rès ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❛♥s D′

(U \K), (1− ψm)φ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à
D(U \K)✱ ❡t ❞♦♥❝

L(φ) = L(ψmφ).

▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❧♦rsq✉❡ m t❡♥❞ ✈❡rs +∞ ❀ ❧❡ t❡r♠❡
∫

U\K

[
~F .∇φ+ (❞✐✈~F )φ

]
ψm dx

t❡♥❞ ✈❡rs 0 ♣❛r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❡t ❞♦♥❝✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡st ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥t ❞❡ m✱ ❧❡ t❡r♠❡

∫
U\K

(~F .∇ψm)φ dx ❛❞♠❡t✱ q✉❛♥❞ m → +∞✱ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡✱ q✉✬✐❧
❢❛✉❞r❛✐t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❣râ❝❡ à ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛❞éq✉❛t❡s✳

❙♦✉s rés❡r✈❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ s♦✐t ♥✉❧❧❡✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉❡

❞✐✈~F = ~0 Ld − ♣✳♣✳ ❞❛♥s K,

❡t ❞♦♥❝
|µ|(E) = |µ|(E \K) < ε

❡t ❝❡❝✐ ♣♦✉r t♦✉t ε str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✮✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s ❢❛✈♦r❛❜❧❡s✱ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧❛
❧✐♠✐t❡ ❞❡ ∫

U\K

(~F .∇ψm)φ dx, ❧♦rsq✉❡ m→ +∞

❡①✐st❡✳ ▲❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❡t ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧❧❡ ❡♥
❣é♥ér❛❧✳
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❯♥❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡
❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❯♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡r❛✐t ♣❡✉t✲êtr❡ ❞❡ s❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
K ❡st à ♣ér✐♠ètr❡ ✜♥✐ ✭à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ▲✳ ❆♠❜r♦s✐♦ ❡t ❝♦❛✉t❡✉rs ❬✺❪✱ ❬✻❪ ❡t ❬✽❪✮ ❡t s♦✐t
∂∗K ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ✏♠❡❛s✉r❡ t❤❡♦r❡t✐❝ ❜♦✉♥❞❛r②✑ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲✳ ❈✳ ❊✈❛♥s ❡t ❘✳
❋✳ ●❛r✐❡♣② ✭❬✸✻❪✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♣✳♣✳ ✷✵✽✲✷✶✶✮✳
❖♥ s❛✐t q✉❡ ♣♦✉rHd−1−♣r❡sq✉❡ t♦✉t x ❞❡ ∂∗K ✭❬✸✻❪✱ ♣✳ ✷✵✾✱ t❤❡♦r❡♠ ✶✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ●❛✉ss✲
●r❡❡♥ t❤❡♦r❡♠✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ❡①tér✐❡✉r ~n(x) ✭♠❡❛s✉r❡ t❤❡♦r❡t✐❝ ✉♥✐t
♦✉t❡r ♥♦r♠❛❧✮ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ❛❧♦rs q✉❡

lim
m→+∞

∫

U\K

φ~F .∇ψm dx =

∫

∂∗K

φ~F .~n dHd−1

= 0

❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞❡ ~F s✉r ∂∗K✱ ♥✉❧❧❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ K = K ⊂ E✳
❚♦✉t ❝❡❧❛ r❡st❡ à ♣r♦✉✈❡r ♦✉ à ✐♥✜r♠❡r ✳✳✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✽

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛r❝②✲❇❛r❡♥❜❧❛tt ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé❡ ❛✉
s❡♥s ❞❡ ❍❛❞❛♠❛rt✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ♣♦✉r ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ τ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ❀ ❝❡❧❛ rés✉❧t❡ ❞❡
❢❛ç♦♥ ❛tt❡♥❞✉❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ré❣✉❧❛r✐s❛♥t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣❛s tr♦♣ ❛❝❝✐❞❡♥té❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé
s✉r ❞❡s s❝❤é♠❛s ❝♦♥✈❡r❣❡♥ts ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ▼❡②❡rs ♣✉✐s
❧❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s s✉r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❤ö❧❞ér✐❡♥s ❡♥ ❥♦✉❛♥t s✉r ❧❡ ❢❛✐t s♣é❝✐✜q✉❡ q✉✬♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ 1 ♦✉ 2 ❀
♦♥ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ét❛✐❡♥t st❛❜❧❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ t❡♥❞❡♥t ✈❡rs 0✳

■❧ ❡♥ ✈❛ t♦✉t ❛✉tr❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❉❛r❝②
❞♦♥t ♦♥ ❛ ✈✉ q✉✬✐❧ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✭✈✐t❡ss❡ ✜♥✐❡ ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ③♦♥❡s ♠♦rt❡s ❡t ❡✛❡ts ❞✬❡♥❝❧❛✈❡♠❡♥t✮✳ ❈❡rt❡s✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡s ❣é♦❧♦❣✉❡s✱
❧❡s s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❝❡✉① ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ❛ ♦❜t❡♥✉ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❢❛✐t✱ ❧❡s ❣é♦❧♦❣✉❡s ♦♥t é❧❛❜♦ré ❧❡✉rs
♠♦❞è❧❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✐s❝rèt❡ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ❞❡s ❜✐❧❛♥s ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐✲
s❛♥t ✉♥ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ✢✉①✱ s❛♥s ♣❛ss❡r ♣❛r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✏❝♦♥t✐♥✉❡✑✱ s❡❧♦♥ ❚❤✳
●❛❧❧♦✉ët ❬✹✸❪✱ ♣✳ ✾✺ ❡t ❝❡❧❛ s✉✣t ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛ss✐♥s sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s✱ s✉rt♦✉t
♣♦✉r ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬❛♥♥é❡s✳

■❧ s❡♠❜❧❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❞❡ q✉❡❧❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❝❡s s❝❤é♠❛s
s♦♥t ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ ét❛❜❧✐ss❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✏♣rét❡♥✲
❞✉❡s ❛♣♣r♦❝❤é❡s✑ ✈❡rs ❧❛ ✭♦✉ ✉♥❡ ❄✮ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ t❡♥❞❡♥t ✈❡rs 0✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤é❡s ❡st
à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt❡ ❡t r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s
✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ q✉✐ s❡ ♣rés❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❢❛✐❜❧❡s ❡t q✉✐ rés✉❧t❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬ér♦s✐♦♥ ❧✐♠✐té❡✱ ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ très ✐♥❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✳ ▲❛
❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s rés✉❧t❛♥t❡s s❡r❛✐t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡ ✉t✐❧❡

✶✵✾
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♣♦✉r é❧❛❜♦r❡r ❞❡s s❝❤é♠❛s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts✳ ■❧ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉✬✐❧ ❢❛✉✲
❞r❛✐t ❛❞❥♦✐♥❞r❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❀ ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t tr❛❞✉✐r❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
ré❛❧✐st❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♦ù✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s
❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✱ ❧❡ ✢✉① ❡st ❧✐♠✐té ❛✉ str✐❝t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ sé❧❡❝t✐✈❡ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ❢❛❝✐❧❡ à
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♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ■♥t❡❣r❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✱ ❱♦❧ ✶✾✱ ◆➦ ✶✷✱ ✭❉é❝✳ ✷✵✵✻✮✱
♣♣✳ ✶✸✾✶✲✶✹✶✷✳

❬✶✾❪ ❆♥t♦♥ts❡✈ ❙✳ ◆✳✱ ●❛❣♥❡✉① ●✳✱ ▲✉❝❡ ❘✳ ✫ ❱❛❧❧❡t ●✳ ✿ ◆❡✇ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s
✐♥ str❛t✐❣r❛♣❤②✳ ❊❙❆■▼✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✳ ❱♦❧✳ ✹✵✱ ◆➦✹✱
♣♣✳ ✼✻✺✲✼✽✹✱ ✷✵✵✻✳
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❬✷✵❪ ❆♥t♦♥ts❡✈ ❙✳ ◆✳✱ ●❛❣♥❡✉① ●✳✱ ▼♦❦r❛♥✐ ❆✳ ✫ ❱❛❧❧❡t ●✳ ✿ ❙tr❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ♠♦❞❡❧✲
❧✐♥❣ ❜② t❤❡ ✇❛② ♦❢ ❛ ♣s❡✉❞♦♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❆ ♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❆❞✈❛♥❝❡s
✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❱♦❧✳ ✶✾✱ ✷✵✵✾✳

❬✷✶❪ ❆rt♦❧❛ ▼✳ ✿ ❙✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s q✉❛s✐✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❇♦❧ét✐♥ ❯▼■
✭✻✮✱ ✺✲❇✱ ♣♣✳ ✶✹✽✲✶✺✺✱ ✶✾✼✼✳

❬✷✷❪ ❇❛✐♥♦✈ ❉✳ ✫ ❙✐♠❡♦♥♦✈ P✳ ✿ ■♥t❡❣r❛❧ ■♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❱♦❧✳ ✺✼ ✭❑❧✉✲
✇❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❉♦r❞r❡❝❤t ✶✾✾✷✮✳

❬✷✸❪ ❇❛♠❜❡r❣❡r ❆✳ ✿ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❘❛♣♣♦rt ■♥t❡r♥❡
♥➦ ✹ ❞✉ ❈❡♥tr❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❆♣♣❧✐q✉é❡s ❞❡ ❧✬➱❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✶✾✼✼✳

❬✷✹❪ ❇❛r❞♦s ❈✳ ✿ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡ à ●✳ ●❛❣♥❡✉①✱ ✇♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ✏❋❧✉✐❞❡s ■♥✲
❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✑ ✭❆❧❣❡r✐❛✱ ❯❙❚❍❇✱ ✷✵✵✹✮✳

❬✷✺❪ ❇❡♥s♦✉ss❛♥ ❆✳✱ ▲✐♦♥s ❏✳ ▲✳ ✫ P❛♣❛♥✐❝♦❧❛♦✉ ●✳ ✿ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ♣❡r✐♦✲
❞✐❝ str✉❝t✉r❡s✱ st✉❞✐❡s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❊❞✐t♦rs ✺✱ ◆♦rt❤ ❍♦❧❧❛♥❞✮✱
✶✾✼✽✳

❬✷✻❪ ❇é♥✐❧❛♥ P✳ ✫ ●❛r✐❡♣② ❘✳ ✿ ❙tr♦♥❣ ❙♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ L1 ♦❢ ❉❡❣❡♥❡r❛t❡ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❊q✉❛✲
t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✱ ✶✶✾✱ ♣♣✳ ✹✼✸✲✺✵✷✱ ✶✾✾✺✳

❬✷✼❪ ❇é♥✐❧❛♥ P✳✱ ●r❛♥❞❛❧❧ ▼✳ ●✳ ✫ P❛③② ❆✳ ✿ ❇♦♥♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ s❡♠✐✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ❈✳ ❘✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s ❙ér✳ ■ ▼❛t❤✳✭✸✵✻✮ ✭✶✾✽✽✮ ✺✷✼✲✺✸✵✳

❬✷✽❪ ❇❡✉r❧✐♥❣ ❆✳ ✿ ❖♥ ❢r❡❡✲❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❙❡♠✐♥❛rs ♦♥
❆♥❛❧②t✐❝ ❋✉♥❝t✐♦♥s ✭■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❙t✉❞✐❡s✱ Pr✐♥❝❡t♦♥✱ ✶✾✺✽✮✱ ♣♣✳ ✷✹✽✲✷✻✸✳

❬✷✾❪ ❇ré③✐s ❍✳ ✿ ❖♣ér❛t❡✉rs ▼❛①✐♠❛✉① ▼♦♥♦t♦♥❡s ❡t s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s
❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❙t✉❞✐❡s✱ ❊❞✐t♦rs ✺✱ ◆♦rt❤ ❍♦❧❧❛♥❞✱ ✶✾✼✸✳

❬✸✵❪ ❈❧❛✐♥ ❙✳ ✿ ❊❧❧✐♣t✐❝ ❖♣❡r❛t♦rs ♦❢ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t②♣❡ ✇✐t❤ ❍ö❧❞❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡s✳ ❘❡♥❞✐❝♦♥t✐ ❞✐ ▼❛t❡♠❛t✐❝❛✱ ❙❡r✐❡ ❱■■✱ ❱♦❧✳ ✶✼✱ ❘♦♠❛ ✶✾✾✼✱ ✷✵✼✲✷✸✻✳

❬✸✶❪ ❈♦❤♥ ❉✳ ▲✳ ✿ ▼❡❛s✉r❡ t❤❡♦r②✳ ❇✐r❦❤ä✉s❡r✱ ✶✾✽✵✳

❬✸✷❪ ❈✉❡st❛ ❈✳✱ ✈❛♥ ❉✉✐❥♥ ❈✳ ❏✳ ✫ ❍✉❧s❤♦❢ ❏✳ ✿ ■♥✜❧tr❛t✐♦♥ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤
❞②♥❛♠✐❝ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡ ✿ ❚r❛✈❡❧❧✐♥❣ ✇❛✈❡s✱ ❊✉r✳ ❏✳ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳ ✶✶ ✭✷✵✵✵✮ ✸✽✶✲✸✾✼✳

❬✸✸❪ ❉✉✈❛✉t ●✳ ✿ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s✳ ▼❛ss♦♥✱ ✶✾✾✵✳
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❬✸✹❪ ❉✉✈❛✉t ●✳ ✫ ▲✐♦♥s ❏✳ ▲✳ ✿ ▲❡s ✐♥éq✉❛t✐♦♥s ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❉✉♥♦❞✱
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❬✸✺❪ ❊t✐❡♥♥❡ ❉✳ ✿ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s str❛t✐❣r❛♣❤✐q✉❡s✳
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❬✸✻❪ ❊✈❛♥s ▲✳ ❈✳ ✫ ●❛r✐❡♣② ❘✳ ❋✳ ✿ ▼❡❛s✉r❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ ✜♥❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
❈❘❈ Pr❡ss✱ ✶✾✾✷✳

❬✸✼❪ ❊②♠❛r❞ ❘✳ ✫ ●❛❧❧♦✉ët ❚✳ ✿ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡r♦s✐♦♥
❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✱ ❱♦❧✉♠❡ ✹✸ ✱ ■ss✉❡ ✻✱ P❛❣❡s ✿
✷✸✹✹ ✲ ✷✸✼✵✱ ✭✷✵✵✻✮✳

❬✸✽❪ ❊②♠❛r❞ ❘✳✱ ●❛❧❧♦✉ët ❚✳✱ ●r❛♥❥❡♦♥ ❉✳✱ ▼❛ss♦♥ ❘✳ ✫ ❚r❛♥ ◗✳ ❍✳ ✿ ▼✉❧t✐✲
❧✐t❤♦❧♦❣② str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r ♠❛①✐♠✉♠ ❡r♦s✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ■♥t❡r♥❛t✳ ❏✳ ◆✉✲
♠❡r✳ ▼❡t❤♦❞s ❊♥❣r❣✳ ✻✵ ✭✷✵✵✹✮ ✺✷✼ ✲ ✺✹✽✳

❬✸✾❪ ●❛❣♥❡✉① ●✳ ✫ ▼❛❞❛✉♥❡✲❚♦rt ▼✳ ✿ ❆♥❛❧②s❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ♣étr♦❧✐èr❡✳ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❱♦❧ ✷✷✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱
P❛r✐s ✭✶✾✾✻✮✳

❬✹✵❪ ●❛❣♥❡✉① ●✳ ✫ ▼❛❞❛✉♥❡✲❚♦rt ▼✳ ✿ ❯♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
❞✐✛✉s✐♦♥✲❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✳ ❈✳❘✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s✱ t✳ ✸✶✽✱ ❙ér✐❡ ■✱ ♣♣✳ ✾✶✾✲✾✷✹✱ ✶✾✾✹✳

❬✹✶❪ ●❛❣♥❡✉① ●✳ ✫ ❱❛❧❧❡t ●✳ ✿ ❙✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥ts str❛t✐❣r❛♣❤✐q✉❡s✱
❈♦♥tr♦❧✱ ❖♣t✐♠✳ ❛♥❞ ❈❛❧❝✳ ❱❛r✳ ✽ ✭✷✵✵✷✮ ✼✶✺✲✼✸✾✳

❬✹✷❪ ●❛❣♥❡✉① ●✳ ✫ ❱❛❧❧❡t ●✳ ✿ ❆ r❡s✉❧t ♦❢ ❡①✐st❡♥❝❡ ❢♦r ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥
❡q✉❛t✐♦♥✱ ❘❡✈✐st❛ ❞❡ ❧❛ ❘❡❛❧ ❆❝❛❞❡♠✐❛ ❞❡ ❈✐❡♥❝✐❛s✱ ❙❡r✐❡ ❆ ✿ ▼❛t❡♠át✐❝❛s ✭❘❆❈❙❆▼✮
✾✾✱ ✭✷✵✵✺✮ ✶✷✺✲✶✸✶✳

❬✹✸❪ ●❛❧❧♦✉ët ❚✳ ✿ ❊q✉❛t✐♦♥s s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤é❡s✱ ❈♦♥❢é✲
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