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Introduction

La tenue des structures en béton armé aux chargements dynamiques (impacts, explosions,
séismes, ...) est une des exigences auxquelles sont soumis les ouvrages de l’industrie du nu-
cléaire. Au delà de la ruine de la structure qui présente un danger évident, la fissuration du
béton, par exemple pour les enceintes de confinement des réacteurs, doit être évitée. Puisqu’il
n’est bien entendu pas possible de tester toutes les structures existantes à tous les chargements
possibles (essais particulièrement coûteux, pensons notamment à la chute d’avions), le besoin
d’estimations prédictives fiables est très important dans ce domaine. Pour les ouvrages de
génie civil courants, où le risque reste limité en cas de dégradations, le dimensionnement
s’effectue généralement à partir de méthodes forfaitaires, issues de réglements où les cas de
sollicitations dynamiques, souvent qualifiés d’accidentel sont pris en compte au moyen de
coefficients de sécurité sur le chargement et les caractéristiques des matériaux. Cependant
lorsque le chargement devient trop important, que l’ouvrage est particulièrement sensible ou
que l’on souhaite optimiser une structure (quantités de béton ou de ferraillage par exemple),
ces méthodes de dimensionnement s’avèrent insuffisantes, et on a recours à des méthodes plus
sophistiquées.

Dans le cas d’impact, l’empirisme reste cependant largement de mise, par l’application de
formules établies à partir d’une large base d’essais expérimentaux [NRD46, BSG+78, RR84].
Ces formules permettent d’estimer les dommages causés par unprojectile sur une structure en
fonction de sa forme, de sa vitesse, de sa masse. Q.M. Li présente un état de l’art exhaustif
des formules de dimensionnement dans le cas des chocs durs dans [LRWT05]. L’analogie avec
des systèmes équivalents constitués de masses et de ressorts, au comportement linéaire ou non,
est, pour sa part, une pratique relativement courante dans le cas des chocs mous [CEB88].
Cependant, ces méthodes ne permettent pas une estimation précise de la réponse de la structure,
en particulier, elles ne donnent pas d’informations sur l’état de dégradation local ni sur la
fissuration. Pour aller au delà il est nécessaire de recourirà une modélisation numérique plus
complexe. C’est dans cette optique que ce travail de thèse a été mené, avec l’ambition de
présenter une modélisation fine du comportement et de l’endommagement des structures en
béton armé en dynamique.

Le parti pris initial est celui d’utiliser la méthode des éléments finis pour la modélisation,
même si dans ce domaine particulier des sollicitations rapides sur structures d’autres méthodes
ont prouvé leur efficacité, comme les éléments discrets [CS79, MD99], les modèles cohésifs ou
les méthodes SPH (Smooth Particle Hydrodynamics) [GM77, RES04].

La prévision du comportement global et l’estimation des dommages locaux dans le cas de
calcul de structures réelles étant l’objectif final de ce travail, se pose la question de l’échelle de la

Endommagement anisotrope et comportement dynamique des ouvrages en béton armé jusquà la ruine



2 Introduction

modélisation. Les échelles globales (éléments de poutre "béton armé"[Koe07]) ou semi-globales
(éléments de poutre à fibres "béton" et "acier" [GPP94]) ne permettent pas de représenter ce
qui se passe localement dans le béton à cette échelle. Par exemple, la description 3D de la
fissuration ou de la multifissuration n’est pas possible. On se placera donc à l’échelle locale, en
utilisant des éléments finis 3D (tout du moins pour le béton) avec des lois de comportements
tridimensionnelles.

Parmi les modèles de comportement que l’on peut utiliser, ily a ceux qui décrivent explicite-
ment la microstructure ou la mésostructure du béton et ceux qui considèrent le béton comme
un matériau homogène. Avec les modèles mésoscopiques [WM06], le maillage reproduit la
structure ’visible’ hétérogène du béton, en considérant demanière distincte les granulats, la pâte
de ciment et éventuellement les auréoles de transition autour des granulats. Cette modélisation
est bien adaptée pour les chargements thermo-mécaniques complexes, par exemple pour la prise
en compte des réactions chimiques ou des aspects multiphasiques comme en cas d’incendie. Ce
type de modélisation est cependant en général mal adapté au calcul de structures, et encore
moins en dynamique du fait de la finesse du maillage nécessaire et du temps de calcul que cela
induit. On peut faire le même constat au sujet des modèles microplans [BBC84, Fic96], qui
traduit l’aspect directionnel de l’endommagement par la discrétisation de la loi de comporte-
ment sur un certains nombres de plans (microplans) définis ausein de l’élément de volume.
La modélisation microscopique, qui décrit à une échelle encore inférieure la structure du béton
(échelle des hydrates), est par conséquent encore moins adaptée à nos préoccupations.

C’est donc à l’échelle macroscopique que l’on va se placer, enconsidérant le matériau béton
comme un matériau homogène à l’échelle de l’élément de volume de la mécanique des milieux
continus.
Le modèle utilisé doit alors permettre de représenter à l’échelle macroscopique la globalité
des phénomènes qui se produisent à l’échelle microscopique. On parle dans ce cas de modèle
phénoménologique. L’anisotropie induite par le chargement, qui se traduit macroscopiquement
par une dissymétrie du comportement entre la traction et la compression et microscopiquement
par une fissuration différemment orientée est le plus important de ces phénomènes pour les
matériaux cimentaires. La plupart des modèles d’endommagement pour le béton sont dévelop-
pés dans cet esprit [Maz84], et c’est sur la base du modèle d’endommagement anisotrope pour
les matériaux fragiles [DGR07] que s’établit ce travail de thèse. Dans ce modèle, l’endom-
magement est représenté par une variable tensorielle d’ordre 2, ce qui lui confère un caractère
naturellement directionnel. Le seuil d’endommagement et la loi d’évolution, tous deux écrits
en fonction des déformations positives, permet de reproduire simplement l’anisotropie induite
par le chargement et la dissymétrie du comportement. Outre une description plus naturelle du
comportement du béton, l’anisotropie de l’endommagement est absolument nécessaire pour
certains cas de calcul de structures fréquemment rencontrés en dynamique. Pour un calcul
d’impact par exemple, la zone située sous le projectile peuts’endommager de manière im-
portante en compression. Si l’endommagement est directionnel, comme c’est le cas avec le
modèle étudié, la raideur n’est affectée que dans certainesdirections. Avec un endommagement
scalaire isotrope, la raideur est égale à la raideur endommagée dans toutes les directions si bien
que si l’endommagement est important, les éléments n’ayantpratiquement plus de raideur se
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déforment de manière excessive jusqu’à un point où le calculn’est plus possible. Ce problème
se rencontre également autour des appuis ou dans les zones oùles directions de sollicitations
tournent.

On fait le choix de respecter le cadre de la thermodynamique des processus irréversibles qui
assure au modèle un certain nombre de propriétés sur l’existence et l’unicité de la solution. Le
modèle est ainsi robuste, c’est à dire qu’il converge vers une solution.

Le comportement non-linéaire du matériau est uniquement dûà l’endommagement, les
déformations anélastiques ne sont pas reproduites. Cette simplification du comportement réel
se justifie par le fait que dans la plupart des cas traités en dynamique, leur influence n’est pas
prépondante et leur prise en compte alourdirait excessivement l’écriture du modèle pour un
résultat peu significatif.

L’apport principal de ce travail de thèse est d’étendre aux cas de chargement dynamiques ce
modèle écrit pour les sollicitations quasi-statiques. Le caractère dynamique du chargement se
traduit essentiellement en terme de modélisation par :

• Une vitesse de déformationε̇ parfois importante (jusqu’à environ 100/s) qui n’est pas sans
influence sur la résistance du béton [Rei82, BP91, RMT+94]
[BKK97] et doit de ce fait être prise en compte dans la modélisation.

Pour reproduire l’effet de vitesse, on modifie la loi d’évolution de l’endommagement de
manière à y introduire une dépendance en temps (chapitre 3).Cette nouvelle loi s’inspire des
travaux réalisés au LMT Cachan sur le visco-endommagement [DPCL96a] et sur l’endommage-
ment à effet retard [AD97]. La particularité de ce modèle estd’étendre ce type de loi au cas de
l’endommagement anisotrope et de combiner dans une même loila viscosité (qui reproduit
l’effet de vitesse) et l’effet retard (qui impose une durée non nulle au processus de rupture).

• Une alternance des directions du chargement due aux reflexions d’ondes sur les bords
libres et les appuis.

Le modèle doit donc être capable de représenter le comportement cyclique du béton en
statique (chapitre 1) et en dynamique (chapitre 3). Sous chargement alterné, les fissures ini-
tialement ouvertes en traction se referment en compression, et la raideur est en grande partie
restaurée. Ces phénomènes connus sous le nom d’effet unilatéral [MB89] sont reproduits na-
turellement par le modèle du fait de son anisotropie. Il est néanmoins nécessaire de définir un
endommagement actif (dact) égal à la projection du tenseur d’endommagement sur les directions
des déformations positives, qui, introduit dans la fontionseuil d’endommagement et dans la
loi d’évolution (statique et visqueuse) permet de désactiver les dommages sous sollicitations
alternées.

Le modèle d’endommagement anisotrope, construit sous une forme modulaire, a été im-
planté lors de cette thèse dans deux codes de calcul aux éléments finis développés au sein du
Service d’Études Mécanique et Thermique du CEA Saclay : Cast3Met Europlexus. L’utilisation
de deux codes différents se justifie dans la mesure où le premier est un code implicite alors que
le second est explicite, et donc plus particulièrement adapté aux calculs en dynamique rapide.
Les schémas numériques utilisés sont présentés pour le modèle initial ainsi que pour le modèle
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étendu à la dynamique (respectivement aux chapitres 2 et 3).

Pour comprendre et analyser au mieux les résultats numériques obtenus et valider la modé-
lisation des développements complémentaires sont apportés au modèle initial. Une méthode de
post-traitement est développée pour interpréter les résultats du modèle continu d’endommage-
ment en termes d’ouverture de fissure et d’autre part l’algorithme de calcul est enrichi pour
estimer la dissipation d’énergie par endommagement au cours du temps (présentés au chapitre
2).

Les modèles de comportement adoucissants, dont font partieles modèles d’endommage-
ment, présentent intrinsèquement une dépendance pathologique au maillage due au phénomène
de localisation des déformations [Baz76, HMP76, BDB88]. Des méthodes de régularisation
existent [PCB87, Aif87, Nee88] et parmi elles, certaines (non-local et/ou effet retard) sont
implémentées pour le modèle présenté. L’objectif que nous souhaitons atteindre est celui d’un
calcul fiable, mais néanmoins rapide, ainsi chacune des méthodes employées doit être assortie
d’un domaine de validité où son utilisation est la plus pertinente. Le chapitre 4 est consacré à
cette étude.

La conséquence des phénomènes observés en dynamique se traduit par des modes de ruine
observés radicalement différents de ceux obtenus pour un chargement équivalents en statique.
Afin de le mettre en évidence et de disposer de données expérimentales fiables, des essais
ont été menés au CEA de Saclay sur la tour de chute instrumentéeOrion du Laboratoire
d’Etudes de Dynamique (DYN). Le développement des caméras numériques rapides (jusqu’à
plusieurs dizaines de milliers d’images par seconde) et d’outils d’analyse d’images (logiciel
CORRELI pour la corrélation d’images [HRB+02]) permet d’interpréter de façon plus avancée
ces nouveaux résultats (chapitre 5).

Enfin, l’intérêt d’une modélisation et la fiabilité de résultats se mesurent en confrontant le
calcul à l’expérimentation. Les essais d’impact sur tour dechute vont servir de base de données
à la validation du modèle d’endommagement en dynamique. Lesessais de souffle de Pontiroli
[Pon95] sont également simulés pour permettre d’élargir cette validation à un second type de
sollicitation (chapitre 6).
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Chapitre 1

Modélisation du comportement et de
l’endommagement anisotrope du béton

1 Généralités

Si l’on regarde la bibliographie consacrée à la modélisation du béton, on constate plusieurs
choses relativement singulières. Premièrement, cette bibliographie est très abondante, les ré-
férences les plus anciennes [Cou73] datent d’un grand nombred’années mais la production
scientifique ne diminue pourtant pas avec le temps, au contraire. Cette longévité et cette quantité
est même étonnante pour un matériau si courant que l’on rencontre tous les jours et a priori
peu sophistiqué. En effet, si l’on s’en réfère à son faible coût et aux volumes importants qui
peuvent être produits de manière industrielle, le béton estun matériau relativement facile à
fabriquer. Ce serait néanmoins faux que de dire que le béton n’évolue pas ou plus. La recherche
de bétons toujours plus "performants" est à ce point efficace qu’on ne sait plus quels noms
donner à ces nouveaux bétons (après les BHP, béton hautes performances,les BTHP, bétons très
hautes performances et les BFUP, bétons fibrés ultras performants). Ce n’est cependant pas à
ce type de béton auquel on s’intéresse dans ce travail de thèse, c’est bien au béton ordinaire,
simplement constitué de ciment, de granulats et d’eau. La seconde constatation que l’on peut
se faire, c’est que les modélisations proposées sont également assez variées. Les modèles de
comportement continus sont très divers, de degré de complexité très différents et nécessitant un
nombre de paramètres également fortement variable d’un modèle à l’autre. Mais dans le même
temps coexistent des modélisations moins "classiques" en nombre non négligeable (modèles
particulaires de type éléments discrets [CS79, HDD04, ID03], méthodes SPH [CMCO08],
modèles cohésifs...), aux résultats probants.

De ce constat, une conclusion s’impose : il n’existe pas aujourd’hui de modèle universelle-
ment adopté parce qu’il serait capable de tout représenter avec un nombre limité de paramètres
que l’on identifierait facilement avec très peu d’essais et qui de plus serait numériquement
robuste et convergerait rapidement. Et si ce modèle n’existe pas c’est que le comportement
mécanique du béton est complexe, les phénomènes à reproduire sont nombreux, ce qui impose
souvent de faire des choix : choix d’un domaine de validité (en température, en déforma-
tions maximales, en vitesse de sollicitations, ...), choixd’un type d’applications particulières
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(chargements multi-axiaux, cycliques, dynamiques, fluage, comportement hydromécanique, ...)
et choix finalement de l’échelle de la modélisation déterminée par le fait que l’on s’intéresse
plutôt au comportement physico-chimique du béton ou plutôtau comportement de structures.

Pour cela on commencera par définir les applications que l’onsouhaite faire du modèle et
à partir de là les phénomènes à reproduire. Ainsi on fixera parla même occasion les limites
-inévitables- de la modélisation. Les phénomènes à reproduire seront mis en évidence sur
des résultats expérimentaux de référence de la littérature. Le but final de ce travail étant le
calcul de structures, les aspects du comportement du matériau auxquels on s’intéresse sont les
aspects macroscopiques globaux. Dans un premier temps, on présentera donc le comportement
macroscopique uniaxial bien connu du béton, puis son comportement cyclique qui a fait l’objet
d’un nombre beaucoup plus limité d’études.

Ce premier chapitre a principalement pour objet d’introduire le modèle d’endommagement
anisotrope appelé par la suite modèle "initial". Développé auLMT-Cachan pour les applications
quasi-statiques d’abord monotones puis sismiques, ce modèle sera la base du développement
d’un nouveau modèle de comportement dynamique pour le béton. On s’attachera à justifier
le développement de ce nouveau modèle, réflexion forcément nécessaire devant le nombre
de modèles déjà existants. En effet, chaque modèle présenteun certain nombre d’avantages
et d’inconvénients imputables aux choix de modélisation qui ont été faits au départ. On ne
s’intéressera ici qu’aux modèles continus, écrit dans le cadre de la thermodynamique des
processus irréversibles, qui est le cadre dans lequel on se place. Parmi ceux-ci, il existe deux
grandes classes de modèles : les modèles élasto-plastiqueset les modèles d’endommagement.
Enfin, afin de modéliser plus précisément les non-linéaritésdu béton, certains modèles couplent
endommagement et plasticité, voire considèrent l’endommagement pour les états (multiaxiaux)
de traction et la plasticité uniquement pour les états (multiaxiaux) de compression.

Le modèle initial présenté ici est donc un modèle de comportement continu écrit dans un
cadre thermodynamique rigoureux, ce qui le rend robuste quelles que soient les sollicitations
considérées. C’est un modèle élastique-endommageable, quireprésente l’endommagement au
travers d’une unique variable thermodynamique tensorielleDDD, et de ce fait permet de reproduire
un endommagement anisotrope. Sa particularité est d’être écrit dans un cadre non-standard, ce
qui implique de vérifier la positivité de la dissipation ([Des06])

L’aspect unilatéral du comportement du béton (effet de refermeture des micro-fissures et
restauration de la raideur sous sollicitations alternées)est présenté dans une dernière partie
ainsi que les moyens de le modéliser.
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2 Modélisation du comportement monotone du béton

2.1 Anisotropie induite par le chargement

Si l’on regarde la micro-structure (le mélange de granulatset de pâte de ciment) d’un
béton bien formulé (fig. 1.1), on observe un matériau relativement isotrope, dans le sens où
il n’y a pas d’orientation privilégiée comme sur un matériauà fibres longues par exemple.
L’anisotropie n’apparaît que lorsque l’on sollicite le matériau. On constate expérimentalement

FIG . 1.1:Structure multi-échelles d’un béton d’après [Auv03]

que la résistance en compression est environ 10 fois plus grande que la résistance en traction.
L’anisotropie n’existant pas à l’origine, on parle donc d’anisotropie induite par le chargement
ou tout simplement d’anisotropie induite. Elle peut s’observer au niveau de la micro-structure,
le mécanisme de dégradation (la micro-fissuration) qui se développe dans les deux cas est
profondément différent.

2.1.1 Comportement en traction uniaxiale

La réalisation d’un essai de traction directe sur une éprouvette est compliqué à réaliser.
On préfère souvent, si l’on cherche à connaître uniquement la résistance en traction d’un
béton, utiliser un essai de flexion 4 points ou un essai de fendage (également appelé essai
brésilien). Ces différents essais sont représentés à la figure 3.5. En revanche, pour accéder au
comportement post-pic du béton, il faudra avoir recourt à des techniques plus sophistiquées.

La figure 1.3 représente la réponse d’un essai de traction. Audébut du chargement (jusqu’à
50-60 % de la résistance en traction,ft) le comportement est quasiment linéaire. Le module
d’Young commence ensuite à lentement diminuer jusqu’au picde contrainte. Une fois le pic
atteint (σ = ft), la contrainte chute brutalement (on parle d’adoucissement) et les fissures
s’orientent perpendiculairement au chargement.

En traction, la non-linéarité apparaît très rapidement et de façon importante. Elle est princi-
palement liée à la fissuration : les microfissures progressent et coalescent jusqu’à donner nais-
sance à une fissure macroscopique perpendiculaire à la sollicitation. C’est un endommagement
directionnel, le matériau, en se fissurant devient orthotrope (voir aussi figure 1.5). Cependant la
propagation des fissures s’effectue dans la pâte de ciment encontournant les granulats, plus
résistants. La fissuration n’est donc pas parfaitement perpendiculaire au chargement ce qui
provoque des frottements internes qui se traduisent par desdéformations permanentes, comme
on peut le voir lors des décharges effectuées en fin d’essai. Comme la déformation à la rupture
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(a) Différents essais pour accéder à la résistance
en traction d’un béton

(b) Essai de compression simple sur une
éprouvette de béton

FIG . 1.2:Détermination expérimentale de la résistance du béton

en traction est faible (0,2 %), il est courant de ne pas modéliser les déformations anélastiques.
L’endommagement est alors défini à partir du module sécant mesuré sur la courbe de l’essai.

FIG . 1.3:Traction simple, d’après [Ter80]

La partie post-pic de la courbe n’est pas intrinsèque au matériau mais dépend de la longueur
de l’éprouvette. Fixer la taille expérimentale de l’échantillon testé revient à fixer une longueur
caractéristique au sens de la théorie de la régularisation spatiale non-locale (qui sera détaillée au
chapitre 4). On verra plus loin que la raideur dégradée du matériau est récupérée en compression
[MB89].

2.1.2 Comportement en compression simple

Le comportement en compression est plus facilement accessible que celui en traction. On
pratique généralement un essai sur une presse hydraulique en ayant au préalable pris soin
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de s’affranchir des effets parasites dus au frettage soit par un surfaçage cage au soufre, soit
par rectification. Sur la figure 3.5.b, on voit une éprouvettenormalisée cylindrique placée
entre les deux plateaux de la presse qui permettent la mesurede la force appliquée et du
déplacement vertical. Un capteur de déplacement annulaireest placé à mi-hauteur pour mesurer
les déformations latérales pendant l’essai.

FIG . 1.4:Résultat d’un essai de compression simple [TB93]

L’analyse d’un essai de compression [Maz84] distingue 4 phases que l’on rappelle :
- Phase 1 : Réponse quasi-linéaire jusqu’à 30-50 % de la chargeultime en compression

fc,
- Phase 2 : Apparition de la non-linéarité et de l’irréversibilité (déformations perma-

nentes) entre 75 et 90 % defc,
- Phase 3 : Jusqu’àfc on assiste à une propagation instable : la non-linéarité augmente,

les fissures s’orientent macroscopiquement plutôt parallèlement à la direction de chargement.
On commence à fissurer la pâte de ciment.

- Phase 4 : Au delà defc, la contrainte diminue (adoucissement). On constate que
cette diminution est d’autant plus brusque que la charge ultime fc du matériau considéré est
importante.
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FIG . 1.5:Évolution de la micro-fissuration en compression - pétrographie Shah

En compression simple la rupture présente un caractère ductile, des fissures principalement
verticales apparaissent avant la phase de localisation proprement dite (figure 1.5) et le volume
augmente (dilatance). Le mécanisme gouvernant la non-linéarité semble être l’endommagement
(dû à l’apparition des micro-fissures) mais également le frottement interne entre les lèvres
des fissures mais aussi entre les granulats. Cet endommagement provoque la diminution de
la raideur et l’apparition de déformations permanentes dues à l’ouverture des fissures.

2.1.3 Phénomènes à modéliser

De ces deux essais (ou types d’essais) les conclusions à tirer en termes de modélisation sont
les suivantes :

- le comportement élastique initial du béton en traction comme en compression est linéaire
isotrope (de même module d’élasticité)

- le comportement présente un caractère adoucissant aussi bien en traction qu’en compres-
sion,

- la dissymétrie du comportement se constate aussi bien sur les contraintes pic (10 fois plus
élevées en traction qu’en compression) que sur les déformations (facteur 10 également),

- le phénomène à l’origine des non-linéarités s’interprètecomme étant de l’endommagement
du fait de la perte de raideur constatée sur les décharges élastiques. Cet endommagement se
traduit au niveau microscopique par des micro-fissures orientées qui coalescent pour former des
macrofissures conduisant à la ruine,

- des déformations permanentes apparaissent du fait de l’ouverture de ces micro-fissures.
Ces déformations sont plus importantes en compression qu’entraction et en compression elles
sont plus importantes latéralement que suivant l’axe de la sollicitation (phénomène classique de
dilatance dans les géomatériaux).

De ces interprétations on peut envisager en termes de modélisation trois catégories de
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modèles continus : les modèles de plasticité, d’endommagement ou les modèles couplés. C’est
suivant ce schéma qu’est présentée l’étude bibliographique qui suit.

2.2 Modèles de plasticité

2.2.1 Formulation générale des modèles de plasticité

A l’origine, les modèles de comportement élasto-plastiques ont été développés pour mod-
éliser le comportement des métaux [Hil50, SH98]. Par la suite on a tenté d’adapter cette for-
mulation ainsi que le cadre thermodynamique associé au béton, matériau qui par son caractère
fragile est fondamentalement différent [War75, Ort85, VAL94, GPC03].

Le potentiel thermodynamique associé aux modèles de plasticité correspond à l’énergie libre
spécifiqueψ écrite en fonction des variables suivantes : la déformationtotaleεεε, la déformation
anélastique communément appelée déformation plastiqueεεεp et la, ou les, variable(s) d’écrouis-
sager.

ρψ = ρψ(εεε−εεεp, r) = ρ ψe(εεε−εεεp)︸ ︷︷ ︸
énergie élastique

+ρ ψan(r)︸ ︷︷ ︸
énergie bloquée

=
1
2
(εεε−εεεp) :EEE : (εεε−εεεp)+ρψan(r) (1.1)

La loi d’élasticité s’obtient classiquement comme :

σσσ = ρ
∂ψ
∂εεεe (1.2)

R est la force d’écrouissage associée àr définie par :

R=
∂ψan

∂r
(1.3)

La loi d’élasticité peut se simplifier pour la cas de l’élasticité isotrope (qui est le nôtre pour le
béton)

σσσ = 2G(εεεD −εεεpD)+Ktr(εεε−εεεp)1 (1.4)

avec G et K respectivement les modules de cisaillement et de compressibilité.
On définit alors le domaine à l’intérieur duquel le matériau reste élastique. Pour les métaux

où l’on assiste le plus souvent à une rupture ductile en traction et en compression, on décrit un
domaine élastique symétrique par rapport à l’origine (toutdu moins pour un état de sollicitation
nul), comme avec le critère de von Mises. Pour le béton, la rupture a lieu en traction pour une
déformation beaucoup plus faible qu’en compression. Pour reproduire cette dissymétrie, on peut
soit utiliser deux (ou plusieurs) surfaces seuils différentes comme dans la théorie de plasticité
multi-critère de Mroz [Mro67, Mro69], soit une seule non symétrique. Dans le premier cas la
surface seuil "de traction" correspond souvent à un critère de rupture et on néglige alors les
déformations irréversibles. On parle de modèle élastique fragile ou de modèle de fissuration
élastique. Parmi les critères utilisés dans ce cas, deux le sont plus fréquemment : le critère de
Rankine dit de contrainte principale maximale et celui d’Ottosen [Ott77] tous deux écrits en
contraintes.
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Les différents modèles de plasticité de la littérature se différencient d’une part par leur
fonction critère et d’autre part par leur loi d’écrouissage.

2.2.2 Les critères de plasticité

Pour les métaux les mécanismes microscopiques à l’origine de la plasticité (glissement des
dislocations au niveau des joints de grains) sont activés encisaillement. Ainsi un des critères
de limite élastique fréquemment utilisé pour les métaux estle critère de von Mises (1913),
uniquement fonction du second invariant du déviateur des contraintes :J2 = 1

2trσσσD2. Ce critère
ne permet pas d’atteindre la limite d’élasticité pour un chargement hydrostatique pur ce qui n’est
pas réaliste dans le cas du béton. L’introduction du premierinvariant du tenseur de contraintes
I1 = trσσσ permet de lever cette difficulté [DP52]

Le critère de Willam-Warnke [WW75] est différent dans la mesure où la dissymétrie entre
le comportement en traction et celui en compression est introduite en faisant intervenir en plus
le troisième invariant du tenseur des contraintesJ3 = 1

3trσσσ3 par l’intermédiaire de l’angle de
Lodeθ.

Ces deux critères sont ouverts sur l’axe hydrostatique en compression, on ne peut donc pas
activer la plasticité en tri-compression et représenter correctement le comportement du béton
fortement confiné. Pour refermer le critère de Willam-Warnke sur l’axe hydrostatique, il faut
faire intervenir un quatrième paramétrée (critère de Willam Warke à 4 paramètres) qui permet
de reproduire la forme parabolique des méridiens dans le plan (p = 1

3trσσσ,τ).
La liste des critères existants est encore longue, on pourrait en citer beaucoup d’autres, des

plus simples comme le critère de Tresca (un seul paramètre) aux plus compliqués [HTC82,
Gur77, NT84]. Tous sont écrits en contraintes et font intervenir les invariants deσσσ ou deσσσD.

2.2.3 Les lois d’écrouissage

Les possibilités suivantes sont envisageables lorsque l’on atteint la limite du domaine d’élas-
ticité :

- soit le matériau continue de se déformer en étant parfaitement plastique et casse lorsque
l’on atteint la déformation ultime,

- soit le matériau continue de se déformer mais la contraintecontinue également à
évoluer soit positivement (écrouissage positif) soit négativement (écrouissage négatif, qui per-
met de reproduire l’adoucissement).

La première possibilité a été largement exploitée associéeau plus simple des critères, celui
de von Mises. Cependant ces modèles ne permettent pas de décrire l’adoucissement post-pic du
béton. Pour palier à ce manque on introduit une variable d’écrouissage plastique qui, associée
à une loi d’écrouissage, permet de définir l’évolution de la surface limite d’élasticité. Cette
loi modélise au niveau macroscopique l’augmentation ou la perte de résistance du matériau
associée à la micro-fissuration. Cependant, elle ne permet pas de reproduire les dégradations
des propriétés élastiques.
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Deux types d’écrouissage sont alors possibles :
- l’écrouissage isotrope, bien adapté aux chargements monotones, où les surfaces de

charge courantes se déduisent de la surface de charge initiale par une homothétie dans l’espace
des contraintes.

- l’écrouissage cinématique où les surfaces de charges courantes se déduisent de la
surface de charge initiale par une translation dans l’espace des contraintes. Cet écrouissage est
finalement peu utilisé pour les bétons, si ce n’est parfois pour la modélisation des chargements
cycliques
[RG03].

2.2.4 Conclusion

La modélisation du comportement du béton par un modèle de plasticité s’inspirant du cadre
thermodynamique développé pour les matériaux métalliquesest possible, mais ne permet en
aucun cas de reproduire la perte de raideur du matériau (modélisé par l’endommagement).
Cependant les modèles les plus fidèles nécessitent l’emploi d’une fonction seuil sophistiquée
(parce que dissymétrique et refermée sur l’axe hydrostatique) ou de plusieurs fonction seuil.
Une loi d’écrouissage est nécessaire pour reproduire le caractère adoucissant du matériau, et
cet écrouissage se doit d’être cinématique pour reproduirele comportement du béton sous
sollicitations alternées.

2.3 Modèles d’endommagement

Le but de la théorie de l’endommagement est de disposer d’un outil capable de modéliser via
les variations des caractéristiques élastiques, la dégradation progressive du matériau en fonction
du chargement et donc le phénomène d’adoucissement des contraintes. C’est un phénomène à
part entière qui repose sur l’observation d’un état endommagé(ici micro-fissuré) et qui nécessite
donc l’introduction d’une nouvelle variable interne au sens de la thermodynamique notéeD .
La théorie de l’endommagement suppose qu’il existe un état dans lequel le matériau est sain
(ou proche de l’être) où l’endommagement est nul (ou quasiment nul).

2.3.1 Concept de la contrainte effective

La notion de matériau sain et de matériau endommagé conduit àla notion de contrainte
effective initialement proposée par Kachanov et Rabotnov [Kac58, Rab69]. Pour la définir, on
part de la définition de la contrainte qui peut s’écrire commele rapport d’une force sur une
surfaceσ = F

S. Dire que le matériau est endommagé équivaut à dire que la microstructure du
matériau n’est plus continue, il y existe des micro-fissuresou des micro-cavités. Ainsi la surface
Ssur laquelle s’applique la forceF peut être considérée comme la somme d’une surface saine
S̃(la matière) et d’une surface endommagéeSD (les vides et les fissures).

Du point de vue du comportement de la matière, la force ne s’applique effectivement qu’à
la surface saine que l’on appellera alors surface effectiveS̃= S−SD.
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Il en découle la notion de contrainte effective qui s’écrit :

σ̃ =
F

S̃
=

F
S−SD

=
F

S(1− SD
S )

(1.5)

Le termeSD
S représente la variableD d’endommagement en 1D ou dans le cas d’un endom-

magement isotrope. C’est une variable scalaire, l’endommagement est donc égal dans toutes les
directions. La contrainte effective peut encore s’écrire :

σ̃ =
σ

1−D
(1.6)

De la même manière on peut définir le module d’Young du matériau endommagé ou module
effectif Ẽ par le principe d’équivalence en déformations [Lem71] :

σ̃ = Eε ⇐⇒ σ = Ẽε et Ẽ = E(1−D) (1.7)

Dans la pratique l’évolution de l’endommagement est déduite des mesures expérimentales
du module de Young faites lors de décharges élastiques. Le module d’Young effectifẼ varie
donc entre E pour le matériau sain et E (1-Dc) pour le matériau rompu à l’endommagement
critiqueDc. L’endommagementD est donc borné et prend les valeurs suivantes :

- D = 0→ matériau sain ou état vierge
- 0 < D < Dc → matériau endommagé
- D = Dc →matériau rompu

2.3.2 Formulation d’un modèle d’endommagement pour le béton

La formulation thermodynamique d’un modèle d’endommagement est similaire à celle des
modèles de plasticité précités. Cependant, il peut être danscertains cas plus commode de
considérer le potentiel d’état comme étant l’enthalpie libre de Gibbsρψ∗ [DGR07] (écrite
en fonction des contraites) plutôt que l’énergie libreρψ de Helmoltz [Mar81]. Le passage de
l’une à l’autre se fait par une transformée de Legendre. Les variables intervenant dans le po-
tentiel varient d’un modèle à l’autre. On trouve ou non une variable d’écrouissage pour décrire
l’évolution de la surface seuil d’endommagement. On trouveaussi, et ce choix est maintenant
largement contesté, des modèles à deux variables d’endommagement, une pour la traction et
une pour la compression. Ce choix n’est pas thermodynamiquement admissible, une variable
d’endommagement traduit un état (au sens thermodynamique)de micro-fissuration et ne peut
dépendre, dans sa définition, du signe de la contrainte (ou dela déformation). On préférera la
notion d’anisotropie induite de l’endommagement que l’on retrouve dans les modèles à une
seule variable pour les matériaux quasi-fragiles. Cette variable d’endommagement peut être
scalaireD ou tensorielleDDD, les conséquences de ce choix seront détaillées par la suite. L’opposé
de la force thermodynamique associée à l’endommagementY (ouY pour un endommagement
tensoriel) est appelée taux de restitution de densité d’énergie.

La fonction critère définissant l’évolution de l’endommagement est alors représentée soit
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par une fonction des déformations soit du taux de restitution d’énergie pour une meilleure
description de la dissymétrie du comportement traction-compression.

Pour les modèles écrits à partir de l’enthalpie libre de Gibbs, le choix d’une loi d’évolution
de l’endommagement gouvernée par les extensions1 implique que le modèle sorte du cadre des
matériaux standards [HN75, CHMM03] pour lesquels les lois d’état et d’évolutions dérivent
par normalité d’un potentiel d’évolution. Un cadre thermodynamique couplant élasticité et
endommagement initiallement proposé par [Lad83] pour les matériaux composites dans le cas
d’un endommagement tensoriel d’ordre 2 a été rendu non standard [Des06] et ainsi adapté aux
matériaux quasi-fragiles dont le béton fait partie.

2.3.3 Modèles d’endommagement isotrope pour le béton

Modèle de Mazars [Maz84]

Mazars en 1984 formule un premier modèle élastique endommageable isotrope pour le
béton qui fait depuis référence et dont de nombreux auteurs se sont inspiré. Par la suite, afin
de mettre en évidence les avantages de l’anisotropie de l’endommagement, il sera considéré
comme le modèle de référence. Pour ces raisons, une description précise s’impose.

Le modèle de Mazars introduit une variable d’endommagementscalaireD, si bien que le
matériau élastique isotrope à l’état sain reste isotrope quand il s’endommage, on peut le qualifier
de matériau élastique isotrope à élasticité variable dont le module d’Young vautE = E0(1−D).

La formulation 3D de la loi d’état du modèle de Mazars symétrique en traction-compression
s’écrit :

σσσ = (1−D)[Ktrεεε1+2GεεεD] (1.8)

Avec K et G les modules de compressibilité et de cisaillement. Le coefficient de Poisson,
ν est égal àν0 à chaque instant. La prise en compte de la dissymétrie du comportement
traction-compression se fait dans la définition du seuil d’endommagement et de l’évolution de
l’endommagement. Le modèle associe l’endommagement à l’état d’extension locale, au travers
de la variablêε, la déformation équivalente de Mazars définie comme suit :

ε̂ =
√

∑ < εI >2 (1.9)

〈.〉 est l’opérateur partie positive (d’un scalaire) :〈 x 〉 = max (x, 0), et lesεI sont les composantes
principales du tenseur des déformationsεεε dans la directionI . Le seuil initial d’endommagement
(donc pour un matériau sain àD =0) est défini par :

ε̂−κ0 = 0 (1.10)

Il est donc bien différent en traction et en compression. Unefois le seuil initial atteint, on définit
le seuil d’évolution de l’endommagement, fonction de l’état d’endommagement par :

ε̂−κ(D) = 0 avecκ(D) tel queκ(D = 0) = κ0 (1.11)

1Les extensions< εI > sont les valeurs propres positives du tenseur des déformationsεεε
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Du fait de la dissymétrie du comportement traction-compression, 2 lois d’évolution sont définies
pour l’endommagement, une en traction :

Dt = 1− κ0(1−At)

ε̂
− At

e[−Bt (̂ε−κ0)]
(1.12)

et une pour la compression :

Dc = 1− κ0(1−Ac)

ε̂
− Ac

e[−Bc(̂ε−κ0)]
(1.13)

Ces deux lois sont identiques, seuls les paramètres (At et Bt pour la traction etAc et Bc pour la
compression) diffèrent. On peut parler dans ce cas "d’endommagement à deux vitesses". Les
paramètres sont identifiés à partir d’essais uniaxiaux de traction et de compression.

FIG . 1.6:Modélisation du comportement uniaxial du béton par le modèle de Mazars

En traction uniaxiale, la variable d’endommagementD est égale à l’endommagement de
tractionDt , et en compression simple,D =Dc Dans tous les autres cas, on obtient la valeur deD
par combinaison deDc etDt suivant la relation suivante :

D = αβ
t Dt +αβ

cDc (1.14)

avecαt un coefficient qui traduit l’importance relative des tractions, etαc un coefficient qui
traduit l’importance relative des compressions. On les obtient en partitionnant les contraintes
en une partie positive et une partie négative :

σσσ = 〈σσσ〉+ + 〈σσσ〉− (1.15)

où〈σσσ〉+ (respectivement〈σσσ〉−) est la partie positive (négative) du tenseur des contraintes au sens
des valeurs propres. On a alors :

trσσσ = tr〈σσσ〉+ + tr〈σσσ〉− (1.16)

On peut également partitionner les déformationsεεε = εεεt +εεεc, avec

εεεt =
1+ν

E
〈σσσ〉+− ν

E
tr〈σσσ〉+1 (1.17)
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et

εεεc =
1+ν

E
〈σσσ〉−− ν

E
tr〈σσσ〉−1 (1.18)

On définit les coefficientαt et αc par :

αt = ∑
I

(
εtI < εI >)

ε̂2

)
(1.19)

et
αc = ∑

I
i
(εcI < εI >

ε̂2

)
(1.20)

avecHi= 1 siεi > 0, et 0 sinon. On retrouve bien alorsαt=1 etαc=0 en traction simple etαt=0
et αc=1 en compression simple.

Rappelons que ce modèle très efficace et très utilisé introduit les notions d’endommagement
de traction et d’endommagement de compression, incompatibles a priori avec la thermody-
namique car l’endommagement correspond à un phénomène unique.

Le modèle de De Vree [dVBvG95]La philosophie de ce modèle est assez proche de celle
du modèle de Mazars, mais avec l’avantage majeur de ne comporter qu’une seule variable
d’endommagementD, grâce à une nouvelle définition de la déformation équivalente :

εeq =
k−1

2k(1−2ν)
I1 +

1
2k

√
(k−1)2

1−2ν
I2
1 +

6k
1+ν2 I2 (1.21)

oùk est le rapport de la résistance en compression sur celle en traction,I1 = trεεε et I2 = 1
3tr(εεε2) .

Le modèle de La Borderie [LaB91]se différencie des deux modèles précédent par son po-
tentiel écrit non plus en déformations mais en contraintes utilisant une partition de l’énergie
basée sur le signe des contraintes pour representer l’effetde la refermeture des micro-fissures :

ρΨ =
1
2

< σσσ >+:< σσσ >+

E0(1−D1)
+

1
2

< σσσ >−< σσσ >−
E0(1−D2)

+
1
2

ν
E0

[
σσσ : σσσ− tr σσσ2] (1.22)

Ce modèle présente le même problème d’admissibilité thermodynamique que le modèle de
Mazars du fait de la présence à nouveau de deux variables d’endommagement différentes selon
le signe des contraintes.

2.3.4 Les limites de l’endommagement isotrope

L’endommagement isotrope est le plus simple à formuler d’oùle fait que les premiers
modèles d’endommagement pour le béton ont été écrits en fonction de la variable scalaireD.
Des limitations existent cependant et il est important de les signaler.

Dans le cas où l’endommagement se manifeste par des micro-vides au sein de la micro-
structure, il est raisonnable de définir l’endommagement comme la densité de vides au sein de
la matière :

Dv =
δVvides

δVVER
. (1.23)
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Cette définition doit être remise en question lorsqu’il n’existe pas uniquement des micro-
vides mais également des micro-fissures dans la mesure où la densité de fissuration s’exprime
plus naturellement via une quantité surfacique que volumique. Il semble plus juste de définir la
variable d’endommagement par rapport à un plan. Elle correspond alors à la densité de fissures
dans ce plan et peut s’écrire pour le plan de normale~n (cf. figure 1.7) :

D(~n) =
δSD

δS
(1.24)

FIG . 1.7:Endommagement physique et endommagement mathématique, d’après [LD05]

Lorsque l’endommagement ne dépend pas de la normale (même densité de fissuration dans
tous les plans), on peut définir la variable d’endommagementcomme une variable scalaireD =
δSD
δS .

Si l’endommagement n’est pas isotrope, mais comme par exemple pour le béton où il est
perpendiculaire aux extensions principales, cette définition n’a pas de sens. Dans ce cas il est
plus correct de définir l’endommagement par une variable tensorielle [Cha79, LO81].

L’endommagement isotrope est donc par définition mal adaptéau béton, et ne peut pas
reproduire dans l’état la dissymétrie traction/compression de l’état de micro-fissuration. C’est
pour palier ces difficultés que nombre de modèles d’endommagement introduisent non pas une
mais deux variables d’endommagement scalaires.

L’autre limitation de ce type d’endommagement apparaît pour les chargements dont les
directions principales tournent. Prenons l’exemple d’un élément de volume tout d’abord soumis
à un chargement de traction suivant une première direction,puis, après décharge, suivant une
seconde. Lors du second chargement la raideur du matériau est égale à la raideur endommagée
E(1−D) quelle que soit la direction. Le matériau est alors beaucoupplus fragile qu’il ne l’est
dans la réalité du fait de l’orientation privilégiée de la fissuration.

Les limites de l’endommagement isotrope seront illustréesdans un cas d’un calcul de
structure (modélisation numérique d’un essai brésilien) au chapitre suivant.
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2.3.5 Choix de l’ordre de la variable d’endommagement tensorielle

Puisque le développement des microfissures, gouverné par l’action des contraintes et des dé-
formations appliquées induit un état d’endommagement pourle béton essentiellement anisotrope,
en toute logique, il est préférable de le représenter par unevariable tensorielle. De nombreuses
théories ont donc été développées pour une variable d’endommagement allant du vecteur au
tenseur d’ordre 4. Les tenseurs d’ordre impair peuvent de suite être éliminés puisqu’ils ne
conservent pas les invariants quand le repère initial tourne. Le choix le plus naturel est celui
d’un tenseur d’ordre 4,Di jkl comme variable d’endommagement [Cha79, LO81, Kra85]. Il a
été montré [KM95] qu’un tenseur d’ordre supérieur (6) conduisait à la même estimation du
module effectif qu’un tenseur d’ordre 4 (égale à la solutionexacte), et qu’un tel niveau de
complexité était de fait inutile. On étend facilement à l’anisotropie l’expression de la contrainte
effective :

σ̃i j = (1−DDD)−1
i jkl σkl σi j = (Ii jkl −Di jkl )Eklpqεe

pq (1.25)

Le sens d’une telle variable est assez obscur et ses composantes si nombreuses (81 !) qu’une
identification rigoureuse ne peut pas être vraiment raisonnable dans une approche purement
phénoménologique. (En revanche, une telle approche est naturelle si fondée sur la micro-
mécanique).

De ce fait, d’autres auteurs ont cherché à modéliser un endommagement orthotrope, ce qui
pour le béton est un choix qui fait sens puisque les fissures sont soit parallèles soit perpendicu-
laires à la direction du chargement. Ainsi, il paraît naturel d’exprimer l’endommagement sous la
forme d’un tenseur d’ordre 2 symétrique :DDD ayant 3 valeurs principales assimilables à 3 réseaux
de micro-fissures orthogonaux les uns aux autres [CS82]. Dansce cas la contrainte effective que
l’on calcule est une approximation de la contrainte effective calculée avec un tenseur d’ordre 4.

On se limitera donc par la suite à l’étude des modèles d’endommagement anisotropes
tensoriels d’ordre 2.

2.3.6 Modèles d’endommagement anisotropes

Les modèles d’endommagement tensoriels d’ordre 2 ont déjà une longue histoire et sont par
conséquent relativement nombreux. On distingue néanmoinsdes caractéristiques communes
et des différences notoires. La majorité des modèles d’endommagement se basent sur une
même forme de potentielρψ pris comme étant l’énergie libre spécifique de Helmholtz écrite en
déformations [MK96, HD96, BGL07, CLC05]. Dans sa forme la plus générale, ce potentiel est
une combinaison des 10 invariants de base du couple (εεε, DDD) :

trεεε, tr(εεε2), tr(εεε3), trDDD, tr(DDD2), tr(DDD3), tr(εεεDDD), tr(εεε2DDD), tr(εεεDDD2), tr(εεε2DDD2)

Cependant, la plupart des auteurs postulent le potentiel quadratique enεεε et linéaire enDDD,
puisque le matériau est élastique linéaire àDDD constant. Il n’y a alors plus que 7 invariants en
jeu. D’autre part on aψ(εεε = 0,DDD) = 0, ce qui supprime également trDDD de la liste des invariants.
L’expression classique du potentiel pour les modèles d’endommagement écrits en déformations
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devient :

ρψ(εεε,DDD) =
1
2

λ(trεεε)2 +2µtr(εεε2)+η1trDDD(trεεε)2 (1.26)

+ η2trDDDtr(εεε2)+η3trεεεtr(εεε.DDD)+η4tr(εεε2.DDD) (1.27)

Outre les valeurs des coefficientsηi qui varient, les modèles diffèrent par l’existence ou
non d’une seconde variable interne (sorte d’écrouissage) pour modéliser l’évolution de la sur-
face seuil d’endommagement avec le chargement (c’est le caspour le modèle de Murakami
[MK96]). Dans le cas du modèle de [CLC05] le potentiel est complété par un second terme
ψ1 fonction uniquement deDDD. Dans [BGL07] les auteurs font le choix constestable (et déjà
contesté plus haut) d’introduire deux variables d’endommagement, l’une anisotrope pour l’en-
dommagement en traction en l’autre isotrope scalaire pour l’endommagement en compression
(sous l’hypothèse que l’endommagement de compression est un endommagement diffus non
directionnel).

Ces modèles suivent ensuite le cadre classique des matériauxstandards pour la définition
des lois d’état et des lois d’évolution. Cela conduit à un domaine élastique et une évolution
de l’endommagement exprimés en fonction de la force thermodynamiqueY . L’anisotropie de
Y est induite par le chargement (i.e. le signe et la valeur des déformations), cette anisotropie
se transmet naturellement àDDD. Le principal reproche que l’on peut faire alors à ce type de
formulation est de provoquer un endommagement croissant dans toutes les directions, quelle
que soit la direction du chargement, avec néanmoins un endommagement plus important dans
la direction des déformations positives. Par exemple, en traction simple où la fissuration est
clairement identifiée comme étant perpendiculaire au chargement, on a aussi un endommage-
ment non nul dans les deux directions parallèles du fait de ladépendance entrεεε deY et donc
de l’évolution deDDD.

D’autres modélisations existent par ailleurs comme le modèle de Fichant [FPCL97] qui
est en fait une simplification du modèle micro-plan de Bazant [BO90], mais qui n’est pas
écrit dans le cadre thermodynamique des processus irréversibles. Celui de Papa et Talierco
[PT96], écrit dans un cadre thermodynamique non standard présente le même travers que celui
de Badel mais introduit non plus deux mais cette fois trois variables d’endommagement (une
scalaire et deux tensorielles, une pour la traction et une pour la compression). Enfin un certain
nombre de modèles de référence comme celui de Ju ou de Chow et Wang [Ju89, CW82]
posent d’importants problèmes numériques en ne satisfaisant pas la condition de continuité
de la relation contraintes-déformations.

2.4 Couplage endommagement et plasticité

Le fait de coupler l’endommagement et la plasticité permet de décrire à la fois l’irréversibil-
ité des déformations, la dégradation des caractéristiquesélastiques et l’adoucissement post-
pic de la réponse contrainte-déformation. On distingue parmi les modèles alliant plasticité et
endommagement trois grandes catégories.

Il y a tout d’abord les modèles où la plasticité et l’endommagement sont réellement couplés.
Dans ce cas on utilise des variables d’état différentes pourmodéliser l’endommagement et la
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plasticité [Ju89, LOD96, PT96, HD00, Bur97, JHPCG06]. Ces variables sont d’une part le
tenseur de déformation plastiqueεεεp et éventuellement une variable d’écrouissage(r ouX) pour
le comportement irréversible et d’autre part la variable d’endommagementD, généralement
scalaire (et l’endommagement est alors isotrope).

Cette modélisation conduit généralement à considérer deux fonctions critère différentes
comme limite d’élasticité. Les évolutions des deux variables peuvent alors être pilotées dans
deux espaces différents par des quantités différentes (généralement les contraintes pour la
plasticité et les déformations pour l’endommagement). Cette modélisation permet de coller au
plus prés du comportement réel du béton mais présente l’inconvénient de nécessiter un grand
nombre de paramètres.

D’autre part il y a les modèles de comportement où les deux phénomènes ne sont gouvernés
que par une seule variable d’état. Pour les modèles de plasticité couplé à l’endommagement,
le comportement non-linéaire du matériau est uniquement défini par des variables d’état irré-
versibles. L’effet de la micro-fissuration sur les caractéristiques mécaniques du matériau est
introduit en écrivant ces caractéristiques comme des fonctions des déformations plastiques. On
a alors un seul type de variable macroscopique pour modéliser à la fois l’apparition des déforma-
tions permanentes, l’évolution du module de Young et l’adoucissement (ou écrouissage) [FD87,
Ulm96, ML06]. Le modèle de Matallah et La Borderie. propose une formulation nouvelle,
où l’anisotropie des déformations élastiques module l’effet de l’endommagement représenté
par une variable scalaire. L’introduction d’une variable interne supplémentaireεεεOUF désactive
partiellement l’évolution de l’endommagement en compression si bien que l’on obtient des
réponses différentes, malgré un endommagement qui reste isotrope avec une unique variable
scalaireD.

Enfin la dernière approche est le pendant de la seconde, qui sans introduire de variable
d’état supplémentaire reproduit l’endommagement et le caractère anélastique du comportement
en pilotant les déformations permanentes via la variable d’endommagement. C’est le cas du
modèle de La Borderie [LaB91] où interviennent néanmoins deuxvariables d’écrouissage qui
sont en fait l’équivalent de la déformation plastique cumulée.

3 Modèle d’endommagement anisotrope initial

3.1 Potentiel d’état pour l’endommagement anisotrope

Le choix d’une contrainte effective symétrique du typeσ̃σσ = (1−DDD)−1/2σσσ(1−DDD)−1/2 ne
permet pas d’écrire le potentiel élastiqueψ∗ de manière à ce que la contrainte dérive d’un
potentiel thermodynamique [CS82].

Si σ̃σσ = (1−DDD)−1/2σσσ(1−DDD)−1/2 ψ∗ tel queσσσ =
∂ψe

∂εεε
n’existe pas (1.28)

Une possibilité existe cependant, elle consiste à décomposer la contrainte équivalente en
une partie déviatorique et une partie hydrostatique [LDS00] :

σ̃σσ = [(1−DDD)−1/2σσσD(1−DDD)−1/2] +
σH

1−ηDH
1 (1.29)
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avecσH = 1
3trσσσ etDH = 1

3trDDD.
Avec cette expression, on différencie l’effet de l’endommagement sur la partie hydrostatique

et sur la partie déviatorique par l’introduction d’un nouveau paramètreη, le paramètre de
sensibilité hydrostatique.

Le potentiel d’état correspondant est l’enthalpie libre deGibbs suivante :

ρψ⋆ =
1+ν
2E

tr [HHHσσσDHHHσσσD]+
(1−2ν)

6E
σ2

H

1−ηDH
(1.30)

avecHHH = (1−DDD)−1/2.
Ce potentiel thermodynamique est continûment différentiable, ce qui assure la continu-

ité de la relation contrainte-déformation et la contrainteeffective obtenue est indépendante
des paramètres d’élasticité [LD05]. Dans le cas d’un chargement hydrostatique négatif (tri-
compression) les mécanismes observés relèvent davantage de la plasticité que de l’endommage-
ment (on n’observe pas de micro-fissures). Il convient donc de différencier les deux types de
chargement hydrostatique en introduisant deux paramètresde sensibilité différents :

ρψ⋆ =
1+ν
2E

tr[HHHσσσDHHHσσσD]+
(1−2ν)

6E

[ 〈σH〉2

1−ηtDH
+

〈−σH〉2

1−ηcDH

]
(1.31)

On considère généralement (et c’est ce qui est fait dans la suite) que pour le bétonηc = 0
(en compression) etηt = 3 de sorte queηt DH = tr DDD. Le module de compressibilité effectif est
alorsK̃ = K(1− trDDD) pour les contraintes hydrostatiques positives etK̃ = K inchangé pour les
contraintes hydrostatiques négatives.

3.2 Lois d’état

Les lois d’état qui déterminent les forces thermodynamiques associées aux variables d’état
sont les suivantes :

εεε = ρ
∂ψ⋆

∂σσσ
=

1+ν
E

[HHHσσσDHHH]D +
(1−2ν)

3E

[ 〈σH〉
1− trDDD

−〈−σH〉
]
1 (1.32)

On définit alors la contrainte effective de manière naturelle :

εεε = ρ
∂ψ⋆

∂σσσ
=

1+ν
E

σ̃σσ− ν
E

trσ̃σσ1 (1.33)

que l’on identifie par (1.32) et (1.33) comme étant :

σ̃σσ = [(1−DDD)−1/2σσσD(1−DDD)−1/2]D + [
〈σH〉

1− trDDD
−〈−σH〉]1 (1.34)

La force thermodynamique associée à l’endommagement, le tenseur taux de restitution de
densité d’énergie, s’écrit :

Y = ρ
∂ψ⋆

∂DDD
(1.35)

et se calcule, mais pas si simplement [LaABD09].
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3.3 Fonction critère

Le critère utilisé est très proche du critère de Mazars (eq. 1.17), mais s’exprime désormais,
puisque l’endommagement est devenu tensoriel, comme une fonction de la trace de l’endom-
magement (cas particulier de l’expression générale formulée par [MBR90])

f = ε̂−κ(trDDD) et ε̂ =
√
〈εεε〉+ : 〈εεε〉+ (1.36)

avec :

κ(trDDD) = a.tan

[
trDDD
aA

+arctan
(κ0

a

)]
(1.37)

κ0 est le seuil d’endommagement en déformation, eta etA deux paramètres d’endommagement
sans dimension.

3.4 Loi d’évolution

Comme on l’a vu au 1.1.1 la micro-fissuration du béton est parallèle à l’axe de sollicitation
en compression simple et perpendiculaire en traction simple, ce qui revient à dire que la
micro-fissuration est perpendiculaire aux directions des déformations positives. Pour reproduire

FIG . 1.8:Tenseur d’endommagement associé à un état de fissuration donné

fidèlement ce phénomène, on écrit la loi d’évolution de l’endommagement comme une fonction
des déformations positives :

ḊDD = λ̇〈εεε〉2
+ (1.38)

où 〈εεε〉+ correspond à la partie positive (au sens des valeurs propres) du tenseur des déforma-
tions.
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L’expression du multiplicateur d’endommagementλ̇ s’obtient par la condition de cohérence
f = 0, ḟ = 0 :

f = 0→ tr DDD = κ−1(̂ε) → trḊDD =
dκ−1

dε̂
˙̂ε (1.39)

D’après la loi d’évolution, on a

tr ḊDD = λ̇ tr〈εεε〉2
+ = λ̇ ε̂2 (1.40)

On obtient finalement l’expression suivante :

λ̇ =
dκ−1

dε̂

˙̂ε
ε̂2 =

A

1+

(
ε̂
a

)2

˙̂ε
ε̂2 (1.41)

où l’on remarque que sia est de l’ordre de 10−3, son rôle est négligeable en traction alors

qu’en compression le terme
(

ε̃
a

)2
ralentit le taux de croissance de l’endommagement (a du

même ordre de grandeur que les déformations).

3.5 Identification des paramètres

Le modèle présenté ci-dessus comporte en tout 5 paramètres matériaux :E, le module
d’Young, ν, le coefficient de Poisson,κ0 la déformation seuil d’endommagement et enfinA
et a les deux paramètres de la fonction critère.E et κ0 sont identifiables à partir d’un essai de
compression simple. Si l’on mesure en plus les déformationslatérales durant l’essai, on peut
également connaître la valeur du coefficient de Poisson. Lesdeux derniers paramètres,a et A
permettent d’ajuster les valeurs pics expérimentales en traction (obtenues par exemple par un
essai de flexion 4 points) et en compression simple. Deux essais (classiques) sont donc suffisants
pour identifier la totalité des paramètres du modèles.

On suppose que le paramètre de sensibilité hydrostatique entraction ηt ne varie pas en
fonction du béton utilisé. Il n’est donc pas considéré commeun paramètre "matériau" et sera
pris égal à 3.

3.6 Réponse du modèle pour les sollicitation uniaxiales

Dans ce paragraphe on présente la réponse analytique du modèle initial pour trois sollici-
tations simples : la traction simple, la compression simpleet le cisaillement pur. Le choix des
paramètres matériaux est le suivant [Des04] :
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Paramètre Valeur
E 42 GPa
ν 0,2
κ0 5.10−5

A 5000
a 2,93.10−4

TAB . 1.1:Paramètres du modèle d’endommagement anisotrope,d’après[Des04]

3.6.1 Réponse en traction simple

Pour un cas de traction simple suivant l’axe 1, on impose la déformation ε1, les autres
déformations sont calculées à partir de la loi d’élasticité. L’état de déformation est le suivant :

εεε =




ε1 > 0 0 0
0 ε2 = ε3 < 0 0
0 0 ε2 = ε3 < 0


→ 〈εεε〉+ =




ε1 0 0
0 0 0
0 0 0


 et ε̂ = ε1

et la réponse analytique est représentée sur la figure 1.9.
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(a) Réponse du modèle en traction simple (b) Réponse du modèle en compression simple

FIG . 1.9:Réponse du modèle en traction et compression simple

3.6.2 Réponse en compression simple

La déformation imposée est toujoursε1 et l’état de déformation est maintenant le suivant.

εεε =




ε1 < 0 0 0
0 ε2 = ε3 > 0 0
0 0 ε2 = ε3 > 0


→ 〈εεε〉+ =




0 0 0
0 ε2 0
0 0 ε2


 et ε̂ =

√
2ε2
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On constate (fig 1.9) que l’anisotropie induite par le chargement est bien représentée par le
modèle avec une résistance en traction de 3,98 MPa et en compression de 37,4 MPa, soit un
rapport de l’ordre de 10 entre les deux.

3.6.3 Réponse en cisaillement

Le tenseur des contraintes pour une sollicitation de cisaillement pur suivant la direction (1,2)
à la forme suivante, avec deux composantes égales sur les termes non diagonaux.

εεε =




0 ε12 0
ε12 0 0
0 0 0




Pour calculer la déformation équivalente et le tenseur d’endommagement associé, on ramène
le tenseur des déformations dans sa base principale pour en prendre sa partie positive :

εεεDIAG =




ε12 > 0 0 0
0 −ε12 < 0 0
0 0 0




BP

d’où→ 〈εεε〉+ =




ε12 0 0
0 0 0
0 0 0




BP

et ε̂ = ε12

Ainsi dans la base principale (BP) le tenseur d’endommagement DDD a la forme suivante :

DDD =




DI 0
0 0 0
0 0 0




BP

et ramené dans la base initiale :DDD =
1
2




DI DI 0
DI −DI 0
0 0 0




Le tenseur des contraintes finalement calculé comporte 4 composantes égales (σ11, σ22, σ12

et σ21) dans la base initiale. La réponse est tracée sur la figure 1.10.
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FIG . 1.10:Réponse analytique du modèle en cisaillement
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4 Modélisation du comportement cyclique du béton

4.1 Alternance des sollicitations en dynamique rapide

Un des cas les plus courants où le comportement cyclique du béton est pris en considération
est le cas des chargements sismiques. Le bâtiment ou l’ouvrage soumis à un séisme subit un
déplacement alterné de sa base qui induit dans la structure une alternance de sollicitations de
traction et de compression (entre autres). Ce cas d’alternance se retrouve également pour les
structures soumises aux vibrations (vent, trafic, ...). Le comportement cyclique du béton est
donc un sujet d’étude important, notamment parce que ce typede chargement conduit souvent
à des dégradations importantes, voire, au pire, à la ruine dela structure.

Dans le cas de sollicitations dynamiques rapides, comme l’impact ou le souffle, la structure
est mise en vibration, et la prise en compte du comportement cyclique ou tout du moins
alterné est de ce fait nécessaire. Cependant, la rupture sousimpact arrive souvent en quelques
millisecondes, bien avant que la structure ne se mette à vibrer. Les déformations engendrées par
le premier pic d’effort sont suffisantes pour endommager très sévèrement la structure. On ne
peut néanmoins s’affranchir de modéliser le comportement cyclique. Dans le cas d’un impact,
par exemple, la zone sous le projectile est d’abord sollicitée en compression, mais l’onde qui se
développe suite au choc, en atteignant le bord libre de la structure se réfléchit en une onde de
traction. Du fait de la dissymétrie du comportement entre traction et compression, il se peut, si le
chargement n’est pas trop violent, que l’onde en compression n’endommage que partiellement
le béton alors qu’une macro-fissure se développe au passage de l’onde de traction. C’est ce
phénomène qui se produit lorsque l’on observe de l’écaillage en face arrière d’une structure
soumise à un impact. Il sera étudié en détail au paragraphe 4 du chapitre 3.

Pour ces deux raisons (vibrations et reflexions d’ondes), ilest également indispensable en
dynamique rapide de reproduire le comportement du béton sous sollicitations alternées. Cette
partie est donc consacrée à la présentation et l’interprétation des résultats expérimentaux, et aux
manières de modéliser le comportement alterné dans le cas des modèles d’endommagement et
en particulier pour le modèle anisotrope utilisé lors de cette thèse.

4.2 Résultats cycliques expérimentaux et interprétation

Les résultats expérimentaux sont très rares sur ce sujet du fait de la complexité de réaliser un
essai de traction directe et surtout de générer un état d’endommagement diffus dans le matériau.
Un des rares, sinon le seul essai réalisé dans ce domaine a étéréalisé au LMT-Cachan par Mazars
et Berthaud en 1989 [MB89]. Le résultat présenté ici, est celuiobtenu pour un chargement en
traction fortement endommageant suivi d’un chargement en compression (fig 1.11).
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FIG . 1.11:Réponse expérimentale du béton sous sollicitations alternées d’après [MB89]

L’information principale de cet essai est que lorsque que l’on sollicite en compression
une éprouvette préalablement endommagée en traction, la raideur du matériau n’est pas la
raideur endommagée (Ẽ = E(1− D) pour un endommagement scalaire), mais une raideur
"restaurée" proche de la raideur initiale du matériau sain (16,2 GPa pour 16,5 GPa initiale-
ment). Ce phénomène est connu sous le nom d’effet unilatéral et s’interprète comme l’effet de
la refermeture en compression des microfissures ouvertes entraction (fig.1.12). On constate
également que la récupération de raideur n’est pas immédiate lorsque la contrainte devient
négative, la refermeture des fissures nécessite d’appliquer un effort non nul (ici, la contrainte de
compression pour laquelle on retrouve la raideur initiale est de l’ordre de 0,5 MPa). La prise en
compte de ce phénomène a donné lieu à l’écriture de plusieursmodèles où il est modélisé de
façons très variées. Le paragraphe suivant permettra de passer en revue les différents moyens
de le prendre en compte dans les modèles de comportement.

FIG . 1.12:Refermeture des fissures sous sollicitations alternées
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4.3 Modélisation de l’effet unilatéral

La description isotrope de l’endommagement par une unique variable scalaire pose des
difficultés quand on cherche à modéliser la refermeture de fissures. En effet, une seule raideur
étant définie, la raideur initiale en compression après un chargement en traction est la raideur
endommagéẽE = E(1−D). Pour modéliser le caractère unilatéral, il faut donc dans ce cas
désactiver l’endommagement provoqué par la traction [LL84, Lie89, LD05]. C’est ce que fait
Matallah pour le béton dans son modèle [ML06] où l’endommagement scalaireD, piloté par les
déformations anélastiques, est activé ou désactivé progressivement en fonction de la sollicitation
par une nouvelle variable interneεεεOUF.

εεεOUF = Sεεεan
t +εεεan

c (1.42)

avec S une fonction qui fait intervenir un paramètreσ f , la contrainte de refermeture de fissures.
Cette nouvelle variable intervient de la façon suivante dansle potentiel d’état :

ρψ =
1
2
(εεε−DεεεOUF) : E : (εεε−DεεεOUF)+ρψan (1.43)

Dans le cas où, comme pour le modèle de Mazars, l’endommagement est décrit par deux
variables distinctes pour la traction et la compression, lamodélisation de la refermeture des
micro-fissures se fait de manière plus naturelle, sans variable supplémentaire. Le modèle de
La Borderie [LaB91], l’un des plus souvent utilisé pour la modélisation des structures sous
sollicitations sismiques, s’inscrit dans ce cadre avecD1 l’endommagement en traction etD2

en compression. Le potentiel est décomposé en deux parties suivant le signe des contraintes,
respectivement affectées parD1 pour la partie positive etD2 pour la partie négative. La prise
en compte de l’effet unilatéral se fait en ajoutant à ce potentiel une fonction de refermeture de
fissuresψan définie de la façon suivante :

ρψan =
β1D1

E0(1−D1)
g(tr σσσ)+

β2D2

E0(1−D2)
tr σσσ (1.44)

avec

trσσσ < −σ f → g(trσσσ) = 0 (1.45)

−σ f < trσσσ < 0 → g(trσσσ) = trσσσ
(

1+
trσσσ
2σ f

)
(1.46)

σ f > 0 → g(trσσσ) = trσσσ (1.47)

(1.48)

où σ f est à nouveau la contrainte de refermeture de fissures. Ainsi, l’endommagementD1

est complètement actif en traction simple, complètement inactif en dessous deσ f et varie
quadratiquement entre les deux. L’effet de la refermeture de fissures est ainsi modélisé comme
de l’élasticité non linéaire, mais nécessite l’introduction de trois nouveaux paramètres.

De la même manière pour le modèle de [BGL07] la refermeture desfissures se fait naturelle-
ment puisque l’endommagement de traction (anisotrope)DDD agit sur la partie positive du tenseur
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de déformations et l’endommagement de compression (isotrope)d sur la partie négative. Dans
ce cas il n’y a pas de contrainte seuil pour la reprise de raideur, la restauration se fait donc pour
σ = 0.

Pour les modèles d’endommagement anisotropes, le caractère directionnel de l’endom-
magement permet de reproduire plus facilement l’aspect unilatéral du comportement. L’en-
dommagement étant différent en traction et en compression et gouverné par les déforma-
tions, la modélisation de la refermeture des micro-fissuresest simplifiée. On peut par ex-
emple introduire un paramètre fonction du signe des déformations [MK96]. Pour [CLC05],
les conditions unilatérales sont ainsi prises en compte en supprimant du potentiel les termes
couplés trDDD(tr < εεε >+)2 et trDDD tr(< εεε >2

+). Le terme tr(< εεε >2
+) n’est malheureusement pas

continûment différentiable.
Le modèle développé lors de cette thèse étant anisotrope, piloté par les déformations pos-

itives, la prise en compte de l’effet unilatéral peut se faire de manière simple, et surtout sans
variables ni paramètres supplémentaires. En effet, comme les endommagements de traction et
de compression sont portés par des directions différentes,l’endommagement en compression est
nul après un chargement en traction. C’est ce point qui sera développé au paragraphe suivant.

4.4 Modèle initial pour les chargements alternés [Sou08]

4.4.1 Réponse du modèle "monotone" pour un chargement alterné

Le modèle présenté au paragraphe 3 ne donne pas dans sa formulation initiale une réponse
satisfaisante pour un chargement cyclique (cf. figure 1.13)[Sou08, SDRD09]. Une partie de
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(b) Détail du comportement à l’origine

FIG . 1.13:Réponse analytique du modèle initial en traction puis compression pour différents
endommagements

la raideur est récupérée àσσσ = 0, mais l’apparition de l’endommagement en compression est
beaucoup plus tardif. La récupération partielle de raideurprovient du fait que l’endommagement
hydrostatique, trDDD ne joue que sur la partie positive de la trace des contraintes(eq. 1.31). En
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traction cette trace est positive, et donc affectée par l’endommagement, en compression, elle
est négative, elle n’est donc pas affectée. En revanche sur la partie déviatorique du potentiel,
on ne fait pas de partition de la contrainte, ainsi, l’endommagement influe de manière égale en
traction et en compression. Une restauration totale de la raideur est possible, mais nécessite une
réécriture du potentiel. On utilise la partition de la partie déviatorique en considérant des parties
positives "spéciales"σσσD

+,σσσD
− , qui conduit au potentiel suivant :

ρψ⋆ =
1+ν
2E

[
tr(HHH p < σσσD >+ HHH p < σσσD >+)+ tr(HHHn < σσσD >− HHHn < σσσD >−)

]

+
(1−2ν)

6E
[

〈σH〉2

1−ηtDH
+ 〈−σH〉2] (1.49)

On conserve les propriétés du potentiel initial (dérivabilité du potentiel et continuité de la
relation contrainte-déformation. Deux termes nouveaux apparaissent dans cette équationHHH p et
HHHn qui permettent de pondérer l’effet de l’endommagement sur les parties positives et négatives
du déviateur des contraintes. Ils sont ici définis de la façonsuivante :

HHH p = (1−hpDDD)−
1
2 (1.50)

HHHn = (1−hnDDD)−
1
2

où on introduit deux paramètres,hp ethn ∈ [0 ;1].
La refermeture totale des fissures implique que le paramètrehn soit nul, et sihp est pris égal à

1 en traction on conserve le même endommagement que pour le modèle initial [LDS00, LD05].
Les définitions des parties positives des déviateurs ne sontpas classiques (voir [Lad83] ou
[LD05] pour plus de détails) et font intervenir les valeurs propres des tenseursHHH pσσσD etHHHnσσσD.

L’expression du potentiel devient alors :

ρψ⋆ =
1+ν
2E

[
tr(HHHσσσD

+HHHσσσD
+)+σσσD

− : σσσD
−)
]

+
(1−2ν)

6E
[

〈σH〉2

1−ηtDH
+ 〈−σH〉2] (1.51)

La loi de comportement qui dérive de ce nouveau potentiel n’est pas analytiquement in-
versible et nécessite d’ajouter pour l’intégration numérique un schéma de Newton supplémen-
taire. Devant les difficultés numériques engendrées par ce nouveau potentiel nous opterons pour
une restauration partielle de la raideur obtenue avec le potentiel initial.

4.4.2 Une fonction critère pour les chargement alternés

L’apparition trop tardive de l’endommagement pour des sollicitations cycliques provient du
fait que la fonction seuil d’endommagementκ du critère est isotrope et fait intervenir la trace
du tenseurDDD dont la valeur se trouve modifiée pour un matériau endommagé.tr DDD agit ici sur la
surface seuil comme un écrouissage isotrope, or, et ce résultat est bien connu pour les matériaux
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métalliques, un écrouissage isotrope n’est pas adapté à la modélisation du comportement sous
sollicitations alternées. On utilise dans ce cas un écrouissage cinématique.

f = ε̂−κ(trDDD) (1.52)

Pour un matériau sain,trDDD =0, et on atteint pour la première foisf = ε̂−κ = 0 pour̂ε = κ(0) =
κ0, soit en compression suivant la direction 1 pour

√
2νε1 = κ0. Si maintenant trDDD n’est pas nul,

ce critère est atteint pour une déformation longitudinaleε1 beaucoup plus importante comme le
montre la figure 1.14.
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FIG . 1.14:Évolution du seuil d’endommagement en compression en fonction de l’endommage-
ment en traction

Pour palier ce problème de dépendance du seuil d’endommagement en fonction de l’histoire
en chargement, la fonction critère est réécrite en remplaçant tr DDD par la projection du tenseur
d’endommagement sur le tenseur des déformations positivesnormé par sa plus grande valeur
valeur propre [SDRD09]. Cette nouvelle grandeur est nommée "endommagement actif" et notée
dact et est introduite dans la fonction critère en lieu et place detrDDD :

f = ε̂−κ(dact) avecdact =
DDD : 〈εεε〉+
max(εI

) (1.53)

En traction suivant 1 on a :

dact =
1
ε1




D1 0 0
0 0 0
0 0 0


 :




ε1 0 0
0 0 0
0 0 0


= D1 = trDDD

La compression suivant la direction 1 sur un matériau sain donne :

dact =
1
ε2




0 0 0
0 D2 0
0 0 D2


 :




0 0 0
0 ε2 0
0 0 ε2


= 2D2 = trDDD
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Ces deux dernières propriétés montrent que la réponse du modèle en chargement monotone est
inchangée par rapport au modèle initial. Les paramètres "matériau"A, a et κ0 sont inchangés.
En compression après traction :

dact =
1
ε2




D1 0 0
0 D2 0
0 0 D2


 :




0 0 0
0 ε2 0
0 0 ε2


= 2D2

qui est la valeur serait obtenue si la traction n’avait pas eulieu : l’endommagement actif permet
de désactiver l’effet du dommage dû à la traction.

Pour résumer, la réponse en monotone n’est donc pas modifiée (puisquedact = trDDD dans ces
cas), et pour des chargements alternés on retrouve les mêmesseuils que pour les chargements
monotones, sans traction (ou compression) préalable.

4.4.3 Réponse pour un chargement alterné

Les réponses en contrainte-déformation obtenues avec la fonction critèref = ε̂−κ(dact)sont
présentées sur la figure 1.15.
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(b) Détail du comportement à l’origine

FIG . 1.15:Réponse analytique du modèle modifié en traction puis compression pour différents
endommagements

Du fait de la récupération partielle de la raideur, la contrainte pic en compression diminue
lorsque l’endommagement en traction augmente, mais la déformation à la rupture reste in-
changée.

Aucun paramètre matériau supplémentaire n’a été introduit, notamment pas de contrainte
de refermeture de fissures ni de déformation permanente, si bien que la récupération -partielle-
de raideur se fait àσ =0.
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5 Domaine de validité du modèle initial

Le modèle de comportement initial répond à un certain nombredes exigences généralement
requises pour un modèle d’endommagement de béton développépour le calcul de structures.
Reprenons les critères de la liste établie par Challamel et al.[CLC05], le modèle doit pouvoir :

1) Assurer la continuité de la relation contrainte-déformation. Ce critère est vérifiée puisque le
potentiel est continu et continûment différentiable.
2) Être écrit dans le cadre cohérent de la thermodynamique. C’est le cas, mais le cadre retenu est
non standard. La preuve de la positivité de la dissipationY : ḊDD > 0 est donnée dans [Des06].
3) Reproduire le comportement dissymétrique du béton en traction et en compression (résis-
tance mais aussi adoucissement différents). Avec une résistance 10 fois plus élevée en com-
pression qu’en traction, on vérifie donc bien le premier critère. Le second est également vérifié
puisque en traction, la déformation au pic correspond à 42 % de la déformation ultime alors
qu’en compression elle n’est que de 17 %
4) Reproduire l’effet de la refermeture de fissure inclu dans les propriétés unilatérales. La
dernière partie a montré que l’on était capable de reproduire une restauration partielle de la
raideur.
5) Reproduire un comportement endommagé anisotrope : après unchargement endommageant,
le comportement élastique est anisotrope. C’est le cas grâce au choix de représentation tensoriel
de l’endommagement.

Rajoutons à cette liste un point supplémentaire qui est d’avoir un nombre de paramètres
minimal (5 contre 8 par exemple pour le modèle de Mazars). Rappelons qu’introduire plus de
physique (comme l’anisotropie) doit réduire le nombre de paramètres (parfois au prix d’une
plus grande complexité mathématique).

Néanmoins, le modèle a des limites qu’il est important de souligner.
La toute première concerne l’aspect dynamique des phénomènes que l’on souhaite in fine

modéliser. Ce modèle ne prend pas en compte l’effet de la vitesse sur la résistance du béton. Il
sera montré par la suite que cet effet est prépondérant en traction à partir d’une certaine vitesse
de déformation (de l’ordre dėε = 10−1). Le modèle sera donc enrichi pour tenir compte de
l’effet de vitesse.

L’évolution de l’endommagement piloté par les déformations positives ne permet pas de
décrire le comportement non linéaire du béton en compression confinée (toutes les déformations
sont négatives ou nulles). Ce sera un point à prendre en comptelors de l’analyse de simulations
numériques d’impact. En effet sous impact, le matériau, du fait des effets inertiels engendrés
par l’accélération, se retrouve alors dans ce cas.

Enfin, le modèle ne reproduit pas l’existence des déformations anélastiques. Ce phénomène
est relativement négligeable en traction, mais ces effets sont importants en compression. Dans
le cas où la rupture est essentiellement liée à des phénomènes relevant de la traction, ne pas
prendre en compte le caractère irréversible des déformations est peu pénalisant. Les cas test qui
seront étudiés par la suite (essais de fendage, essais de traction dynamique par écaillage, dalle
soumise au souffle et poutre sous impact) mais aussi un grand nombre d’applications pratiques
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sont principalement de cette sorte. La simplification de la réalité du comportement du béton
peut alors se justifier.

6 Conclusion et bilan des équations du modèle

Le comportement non linéaire du béton a pour origine deux phénomènes distincts que sont
l’endommagement et l’existence de déformations anélastiques. Leur couplage dans un même
modèle est possible, mais conduit souvent à des modélisations compliquées dont la complexité
n’est pas sans influence sur la bonne intégration numérique du modèle.

Pour les applications que nous souhaitons traiter, il nous asemblé plus judicieux de priv-
ilégier l’endommagement, le modèle sur lequel se base cetteétude (modèle initial) présenté
dans ce chapitre est un modèle élastique endommageable. Il reproduit la dissymétrie traction-
compression du comportement du béton grâce à une variable d’endommagement tensorielle
d’ordre 2,DDD, pilotée par les extensions (déformations positives). L’endommagement ainsi intro-
duit étant anisotrope, le comportement du béton endommagé le devient également contrairement
aux modèles d’endommagement scalaires où le comportement reste isotrope. On verra par la
suite (chapitres 2 et 6) quels sont les grands avantages de cette modélisation dans le cas de
calculs de structures.

Le modèle initial avec désactivation des dommages a été présenté. Il permet de reproduire,
sans variables supplémentaires et sans augmenter le coût ducalcul, une restauration partielle de
la raideur, proche de celle observée expérimentalement.

Enfin, les chargements dynamiques donnent lieu par nature à des phénomènes de propaga-
tion d’ondes qui conduisent à des états alternés de sollicitation. De ce fait, il a été jugé nécessaire
de tenir compte de cet aspect particulier du chargement dansla modélisation.

Modèle initial pour des chargements monotones

εεε =
1+ν

E
[(1−DDD)−

1
2σσσD(1−DDD)−

1
2 ]D +

(1−2ν)

3E

[ 〈σH〉
1− trDDD

−〈−σH〉
]
1

f = ε̂−κ(trDDD)

ḊDD = λ̇ < εεε >2
+

où le multiplicateur d’endommagement est donné par les conditions de Kuhn-Tucker classique :
λ̇ > 0, f 6 0 et λ̇ f = 0.
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Modèle initial pour des chargements alternés

εεε =
1+ν

E
[(1−DDD)−

1
2σσσD(1−DDD)−

1
2 ]D +

(1−2ν)

3E

[ 〈σH〉
1− trDDD

−〈−σH〉
]
1

f = ε̂−κ(dact) avecdact =
DDD : 〈εεε〉+
max(εI )

ḊDD = λ̇ < εεε >+

avecλ̇ > 0, f 6 0 etλ̇ f = 0.
La fonctionκ(x) est la même dans les deux cas :

κ(x) = a.tan
[ x

aA
+arctan

(κ0

a

)]
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Chapitre 2

Implantation numérique et
développements complémentaires

Le passage du modèle thermodynamique au calcul de structurenécessite une discrétisation
spatiale et temporelle. Les problèmes liés à la discrétisation spatiale de la structure (problèmes
de dépendance au maillage) seront abordés ultérieurement (chapitre 4). On décrit ici la discréti-
sation temporelle qui conduit à l’intégration numérique dela loi de comportement [DGR07].
Malgré le schéma implicite utilisé, l’intégration exacte de la loi de comportement se fait sans
itérations.

Ce travail de thèse modifie la procédure numérique initiale dela gestion de la rupture. Cette
nouvelle procédure permet de ne pas fixer a priori le plan (ou la direction) d’endommagement
lorsque l’endommagement critique est atteint dans une (ou deux) directions. Elle présente ainsi
l’avantange de ne pas conserver numériquement la matrice depassage entre la base initiale et
la base propre de l’endommagement.

On présente également aux paragraphes 2 et 3 des développements complémentaires menés
lors de cette thèse pour améliorer l’analyse et l’interprétation du calcul de structures : le calcul
de la dissipation intrinsèque et de l’estimation de l’ouverture de fissures. Un premier exemple
est traité au paragraphe 4 qui permet de mettre en évidence l’intérêt de l’anisotropie, de tracer
des cartes de dissipation et enfin d’estimer dans un cas simple une ouverture de fissures à partir
d’un calcul d’endommagement continu.

1 Implantation numérique du modèle initial dans un code
éléments finis

Dans ce paragraphe on rappelle la discrétisation temporelle qui permet d’intégrer la loi de
comportement dans un code aux éléments finis. Le schéma numérique présenté est le même pour
les deux codes de calcul utilisés (Cast3M et Europlexus), la différence entre un code explicite et
un code implicite se faisant au niveau de la résolution de l’équilibre global, qui n’est pas traité
ici. Pour plus d’informations sur ce sujet, se reporter à [CEA09, JI09]
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1.1 Schéma numérique d’intégration du modèle initial

Supposons connues l’ensemble des variables au tempsn : contraintesσσσn, déformationsεεεn

et la variable interneDDDn. On connaît par ailleurs après la résolution de l’équilibreglobal, les
déformations au tempsn+ 1 : εεεn+1. L’intégration numérique de la loi de comportement suit
alors le schéma suivant :

1) Prévision élastique :

On calcule la valeur de la fonction seuilf = ε̂n+1−κ(trDDDn), avec
ε̂n+1 =

√
< εεεn+1 >+:< εεεn+1 >+

1 En notantεI la Iemevaleur propre deεεε, on peut aussi écrire
ε̂n+1 sous la forme

√
Σ < εI n+1 >2.

2) Test sur le critère

a) Si f < 0 : chargement élastique ou décharge. On reste dans le domaine élastique si
bien que l’endommagement n’évolue pas.DDDn+1 = DDDn et on passe directement à l’étape 4.

b) Si f > 0, l’endommagement évolue, (étape 3).

3) Discrétisation temporelle de l’endommagement

DDDn+1 = DDDn +∆DDD = DDDn +∆λ〈εεεn+1〉2
+

4) Calcul du multiplicateur d’endommagement

On détermine∆λ à partir de la relation de cohérence :fn+1 = 0

fn+1 = 0→ trDDDn+1 = κ−1(̂εn+1)

∆λ =
tr DDDn+1− tr DDDn

ε̂2

On connaît ainsi sous l’hypthèse queε̂2 est constant sur un pas de temps l’expression exacte de
∆λ sans itérations.

5) Mise à jour du tenseur d’endommagement

DDDn+1 = Dn +∆λ〈εεε〉2
+. Le tenseurDDDn+1 est également connu de manière exacte.

On calculeHHH−1
n+1 = (1−DDDn+1)

1
2 etDH n+1 = 1

3trDDDn+1

6) Calcul du tenseur des contraintes effectives

1 < εεεn+1 >+, la partie positive du tenseur des déformations calculée comme suit :
: - (i) Rendreεεε diagonal :εεεdiag = PPP−1εεεPPP
: - (ii) Prendre la partie positive au sens des valeurs propres 〈εεεdiag〉+
: - (iii) Ramener ce tenseur dans la base initiale :〈εεε〉+ = PPP〈εεεdiag〉+PPP−1 .
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La contrainte effective est calculée à partir de la loi d’élasticité :σ̃σσn+1 =EEE : εεεn+1, soit ici :

σ̃σσn+1 =
E

1+ν

(
εεεn+1 +

ν
1−2ν

trεεεn+11

)

7) Calcul du tenseur des contraintes totales

La contrainte totale s’obtient par inversion de la définition de la contrainte effective :

σσσn+1 = HHH−1
n+1σ̃σσn+1HHH

−1
n+1−

(1−DDDn+1) : σ̃σσn+1

3− trDDDn+1
(1−DDDn+1)

+
1
3
[(1−ηtDH n+1) < trσ̃σσn+1 > − < −trσ̃σσn+1 >]1

La loi d’élasticité (eq. 1.32) reliantεεε à σσσ étant analytiquement inversible, l’intégration
numérique se fait sans itérations malgré un schéma implicite.

1.2 Schéma numérique d’intégration du modèle pour chargements al-
ternés

La schéma d’intégration du modèle avec désactivation des dommages (avec une fonction
seuil fonction dedact) est globalement équivalent à celui qui vient d’être présenté. Les seules
modifications qui sont apportées le sont au niveau :

- de la fonction critère qui devient :

f = ε̂n+1−κ−1(dact n)

avecdact =
DDD:〈εεε〉+
max(εI )

- de la loi d’évolution de l’endommagement que l’on écrit sans le carré :

Ḋ = λ̇〈εεε〉+ →DDDn+1 = DDDn +∆λ〈εεεn+1〉

avec la nouvelle expression du multiplicateur d’endommagement :

∆λ =
d∗

act n+1−dact n

ε̂εε2
n+1

oùdact n+1 est calculé parκ−1(̂εεεn+1).
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1.3 Modification de la gestion de la rupture

1.3.1 Gestion initiale de la rupture

L’endommagement est physiquement défini sur [0 ;1], avec pour D (ou Di dans la cas
tensoriel) = 1, un matériau considéré comme rompu (ou rompu dans la directioni). Il est donc
nécessaire à l’intérieur du schéma numérique d’introduireune borne sur l’endommagement.
Remarquons également que numériquement, la valeur D (ouDi) = 1 n’est acceptable que
si l’on évite dans le calcul de travailler avecHHH = (1−DDD)−1/2 (qui conduit à diviser par 0).
L’endommagement sera en fait borné à une valeur critique, notéeDc, inférieure à 1, pour éviter
des problèmes de distorsion d’éléments qui seront détaillés par la suite. Notons au passage
que les éléments finis étendus de type X-FEM permettent de lever cette difficulté [MDB99].
Dans le cas tensoriel, cela conduit à borner chacune des valeurs propres deDDD à Dc. Le schéma
numérique précédent est modifié pour intégrer cette procédure dite de gestion de la rupture au
niveau de l’étape numéro 5 :
5) Mise à jour du tenseur d’endommagement:

a)DDDn+1 = DDDn +∆λ〈εεε〉α
+ avecα = 1 ou 2 suivant le modèle considéré (avec ou sans désacti-

vation des dommages).
b) Calcul des valeurs propres et vecteurs propres deDDDn+1, avecDn+1I > Dn+1II > Dn+1III

etPPP la matrice de passage rendant le tenseur d’endommagement diagonal.
c) Test surDI ,

Si DI < Dc, on ne modifie pasDDDn+1 et on passe à l’étape 6,
Si DI > Dc, on fixeDI = Dc et on réitère l’opération surDII .

d) On repasse le tenseur diagonalDDDdiag
n+1 ainsi borné dans la base initiale parDDDn+1 =PPPDDDdiag

n+1PPP−1.

Cette procédure de gestion de la rupture comporte deux inconvénients. D’un point de vue
numérique, cette procédure est assez longue puisque elle nécessite de tester une par une les
valeurs propres deDDD, ce qui implique un certain nombre de tests dans le programme.

Cette méthode fixe a priori le plan (puis direction) d’endommagement une fois queDc est
atteint dans une (puis deux) direction(s). La direction oùDc est atteint est conservée pour le pas
de temps suivant au cours duquel l’endommagement ne pourra évoluer que dans le plan normal
à cette direction, même si par exemple les directions de chargement tournent. Cela nécessite de
conserver d’un pas de temps à l’autre la matrice de passagePPP

On propose une nouvelle procédure de gestion de la rupture pour palier les problèmes de la
procédure initiale.

1.3.2 Nouvelle procédure "sans base propre fixée"

On introduit dans le schéma numérique une nouvelle variableDDD∗, le tenseur d’endommage-
ment non tronqué, et on reprend le schéma d’intégration précédent :

1) Prévision élastique: calcul de la fonction critèref = ε̂n+1−κ(trDDDn),
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2) Test sur la fonction critère

3) Discrétisation temporelle de l’endommagement

DDD∗
n+1 = DDDn +∆DDD = DDDn +∆λ〈εεεn+1〉α

+

4) Si f > 0, on calcule le multiplicateur d’endommagement∆λ

f = 0→ trDDD∗
n+1 = κ−1(̂εn+1)

∆λ =
trDDD∗

n+1− trDDDn

ε̂εε2

5) Mise à jour du tenseur d’endommagement

a)DDD∗
n+1 = DDDn +∆λ〈εεε〉2

+.
b) Calcul des valeurs propres et vecteurs propres deDDD∗

n+1 etPPP la matrice de passage.

c) On définitDDDdiag
n+1 par :

DDDdiag
n+1 =




< D∗
I ,n+1−Dc >− +Dc 0 0

0 < D∗
II ,n+1−Dc >− +Dc 0

0 0 < D∗
III ,n+1−Dc >− +Dc




d) On effectue un changement de base pour ramenerDDDdiag
n+1 dans la base initiale deDDD∗

n+1

parDDDn+1 = PPPDDDdiag
n+1PPP−1.

Cette nouvelle procédure permet donc de ne pas fixer a priori labase propre deDDDn+1 puisque
celle-ci est recalculée à chaque pas de temps sans qu’aucunedes directions ne soit fixée par
avance. L’opération qui conduit à limiter lesDI àDc se fait sans boucles et enfin, on ne conserve
à la fin du pas de temps qu’une seule variable scalaire trDDD∗ contre 9 précédemment (les 9
composantes dePPP).

On compare sur un cas simple (cube à 8 points de Gauss en compression simple piloté en
déplacements imposés) le temps CPU d’un même calcul avec la procédure de gestion de la
rupture initiale et la procédure modifiée. On introduitRCPU le rapport suivant :

RCPU =
Temps CPU avec la procédure modifiée
Temps CPU avec la procédure initiale

La figure 1.3.2 montre l’évolution de ce rapport en fonction du nombre de pas imposé pour
atteindre la déformation imposée maximale. On constate effectivement une réduction du temps
de calcul lié à la procédure de gestion de la rupture.

2 Calcul de la dissipation intrinsèque

La connaissance de la dissipation intrinsèque due à l’endommagement est une donnée
supplémentaire dans la compréhension et l’analyse des résultats numériques de calculs de
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FIG . 2.1: Influence de la procédure de gestion de la rupture sur le tempsde calcul

structures [Jir97].
Le modèle d’endommagement présenté est écrit dans un cadre de la thermodynamique

des processus irréversibles qui n’est pas celui des matériaux standards généralisés défini par
Halphen et Nguyen [HN75]. Hors de ce cadre, la positivité de la dissipation n’est pas intrin-
sèquement assurée. Desmorat a montré que pour une certaine classe de modèles anisotropes
(dont font partie les précédents) développés dans le cadre défini par Ladevèze [Lad83] la
condition pour assurer la positivité de la dissipation était seulement d’assurer la condition
naturelleḊDD > 0 [Des06].

Sachant que la dissipation est positive, on s’intéresse icià la calculer. C’est une donnée qui
peut avoir son intérêt si on la rapporte par exemple à l’énergie apportée au système ou à l’énergie
de fracturation du béton pour évaluer l’état de dégradationprovoqué par un chargement donné.

Plusieurs méthodes et algorithmes sont étudiés pour le calcul de la dissipation. Leur com-
paraison permet d’une part de s’assurer de la justesse du calcul et d’autre part de choisir la
méthode la plus efficace en terme de temps de calcul.

La dissipation est calculée à chacun des points de Gauss des éléments de la structure, ce qui
permet de tracer des cartes de dissipation intrinsèque. En intégrant la dissipation sur l’ensemble
de la structure, on peut connaître l’énergie totale dissipée par l’endommagement. Sous certaines
hypothèses, on peut évaluer l’augmentation de température(faible, on le verra) à partir de la
connaissance de l’énergie dissipée par endommagement.

2.1 Deux expressions de la dissipation intrinsèque

On établit l’expression de la dissipation intrinsèque à partir du potentiel thermodynamique
du modèle (eq. 1.31) dont l’expression est rappelée ici :

ρψ⋆ =
1+ν
2E

tr [HHHσσσDHHHσσσD]+
(1−2ν)

6E

( 〈trσσσ〉2

1−ηtDH
+ 〈−trσσσ〉2

)
(2.1)
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Pour simplifier l’écriture, on noteg(DH) = 1
1−ηtDH

(qui est une fonction croissante,g′ > 0).
On obtient par dérivation par rapport au temps :

ρ
dψ⋆

dt
=

1+ν
E

[HHHσσσDHHH]D : σ̇σσ+
1−2ν

3E
[g(DH)(〈trσσσ〉+ 〈−trσσσ〉)trσ̇σσ (2.2)

+
1+ν

E
(σσσDHHHσσσD) : ḢHH +

(1−2ν)

6E
〈trσσσ〉2 :

d
dt

[g(DH)]

où l’on peut regrouper les différents termes de manière à faire apparaître la dissipation intrin-
sèqueY : ḊDD ( Y étant la force thermodynamique associée à l’endommagement) :

ρψ̇⋆ = εεε : σ̇σσ+Y : ḊDD (2.3)

La dissipation peut ainsi être calculée par deux méthodes :
- Soit directement (méthode directe) :

D = Y : ḊDD =
1+ν

E
(σσσDHHHσσσD) : ḢHH +

(1−2ν)

6E
〈trσσσ〉2 :

d
dt

[g(DH)] (2.4)

- Soit indirectement (méthode indirecte)D = ρψ̇⋆ −εεε : σ̇σσ que l’on réécritD = σσσ : ε̇εε−ρψ̇.
ρψ, le dual deρψ∗, est l’énergie libre de Helmholtz et s’obtient à partir de l’inversion de la
relation de comportement (eq 1.32) :

εεε = ρ
∂ψ⋆

∂σσσ
=

1+ν
E

[HHHσσσDHHH]D +
(1−2ν)

3E

[ 〈σH〉
1− trDDD

−〈−σH〉
]
1 (2.5)

Cette relation, rappelons-le peut être inversée de manière àexprimer le tenseur des contraintes
en fonction de celui des déformations :

σσσ =
E

1+ν

(
(HHH−1εεεHHH−1)− (1−DDD) : εεε

3− trDDD
(1−DDD)

)
+

E
3(1−2ν)

[〈trεεε〉(1−ηtDH)−〈−trεεε〉]1
(2.6)

La relation (2.6) s’obtient par dérivation de l’enthalpie libre de Gibbs (eq.2.1). De la même
manière, l’énergie libre de Helmholtz est définie comme étant la primitive de la relation de
comportement exprimée en contraintes. On obtient :

ρψ =
E

2(1+ν)

(
tr(HHH−1εεεHHH−1εεε)− [(1−DDD) : εεε]2

(3− trDDD)

)

+
E

6(1−2ν)

[
((1−ηtDH)〈trεεε〉2 + 〈−trεεε〉2)

]
(2.7)
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2.2 Discrétisation temporelle pour le calcul de l’incrément de dissipation

Comme pour l’évolution de l’endommagement, on discrétise l’évolution temporelle de la
dissipation. On note alors :

Dn+1 =Dn +∆D (2.8)

L’incrément de dissipatation∆D s’écrit avec la méthode directe :

∆D =
Z tn+1

tn
Y : ḊDDdt (2.9)

Dans le cas de la méthode indirecte, on peut calculer directementDn+1 avec :

Dn+1 =
Z εn

0
σσσ : dεεε

︸ ︷︷ ︸
we

n

+
Z εn+1

εn

σσσdεεε− [ρΨ(εεε,DDD)]n+1
0︸ ︷︷ ︸

Ψ0=Ψ(0,0)=0

(2.10)

On exprime donc directementDn+1 :

Dn+1 = we
n +

Z εn+1

εn

σσσdεεε−ρΨn+1 (2.11)

oùwe
n est l’énergie élastique restituable au pas de tempsn.

Pour les deux méthodes présentées, directe et indirecte, deux schémas numériques pour
discrétiser l’intégration seront comparés, la méthode dite des rectangles à droite et celle des
trapèzes (fig.2.2). On suppose que la méthode des rectanglesà gauche présente les mêmes
performances que celle des rectangles à droite, si bien que l’on se contente d’étudier la méthode
des rectangles à droite.

(a) méthode des rectangles à droite (b) méthode des trapèzes

FIG . 2.2:Méthodes numériques de discrétisation temporelle
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2.2.1 Méthode directe

A partir de 2.4 et en discrétisant par la méthode des rectangles (DRE pour Directe Rectan-
gles Exacte), on arrive, avecDH = 1

3trDDD, à :

∆DDRE =
1+ν

E
(σσσDHHHσσσD)n+1 : ∆HHH +

(1−2ν)

6E
〈trσσσ〉2

n+1(g(Dn+1
H )−g(Dn

H)) (2.12)

et par la méthode des trapèzes (DTE pour Directe Trapèzes Exacte) on obtient :

∆DDTE =
1+ν

E
(σσσDHHHσσσD)n+1 +(σσσDHHHσσσD)n

2
: ∆HHH

+
(1−2ν)

6E

〈trσσσ〉2
n+1 + 〈trσσσ〉2

n

2
(g(Dn+1

H )−g(Dn
H)) (2.13)

avec

∆HHH = HHHn+1−HHHn = (1−DDDn+1)
− 1

2 − (1−DDDn)
− 1

2 (2.14)

Dans les deux cas, on fait apparaître une différence entre les fonctions deDDD au tempsn et
n+ 1. Numériquement, c’est une opération qui peut conduire à des erreurs (notamment à des
erreurs d’arrondis) et que l’on préférera approcher par desdéveloppements au premier ordre de
manière à faire apparaître un produit. Pour∆g(DH) le développement de son expression conduit
au résultat suivant :

∆(g(DH)) = g(Dn+1
H )−g(Dn

H) ≃ g′(DH)∆DH =
ηt

(1−ηtDn
H)2(Dn+1

H −Dn
H) (2.15)

Pour calculer∆HHH, on commence par exprimerHHHn+1 en fonction deDDDn :

HHHn+1 = (1−DDDn+1)
− 1

2 = (1−DDDn−∆DDD)−
1
2 (2.16)

HHHn+1 = (1−DDDn)
− 1

4 [1− (1−DDDn)
− 1

2 ∆DDD(1−DDDn)
− 1

2 ]−
1
2(1−DDDn)

− 1
4

HHHn+1 ≃ (1−DDDn)
− 1

4 [1+
1
2
(1−DDDn)

− 1
2 ∆DDD(1−DDDn)

− 1
2 ](1−DDDn)

− 1
4

On substitue cette nouvelle expression deHHHn+1 dans celle de∆HHH :

∆HHH = HHHn+1−HHHn ≃ (1−DDDn)
− 1

4
1
2
(1−DDDn)

− 1
2 ∆DDD(1−DDDn)

− 1
2(1−DDDn)

− 1
4

∆HHH ≃ 1
2
(1−DDDn)

− 3
4 ∆DDD(1−DDDn)

− 3
4 (2.17)

On obtient finalement deux nouvelles expressions de l’incrément de dissipation. Pour la
méthode des rectangles (DRA pour Directe Rectangles Approchée) :

∆DDRA =
1+ν

E
(σσσDHHHσσσD)n+1 : [

1
2
(1−DDDn)

− 3
4 ∆DDD(1−DDDn)

− 3
4 ]

+
(1−2ν)

6E
〈trσσσ〉2

n+1
ηt

(1−ηtDn
H)2(Dn+1

H −Dn
H) (2.18)
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et pour celle des trapèzes (DTA pour Directe Trapèzes Approchée) :

∆DDTA =
1+ν

E
(σσσDHHHσσσD)n+1 +(σσσDHHHσσσD)n

2
: [

1
2
(1−DDDn)

− 3
4 ∆DDD(1−DDDn)

− 3
4 ] (2.19)

+
(1−2ν)

6E

〈trσσσ〉2
n+1 + 〈trσσσ〉2

n

2
ηt

(1−ηtDn
H)2(Dn+1

H −Dn
H) (2.20)

2.3 Méthode indirecte

Pour la méthode indirecte on approxime également l’intégrale par la méthode des rectangles
à droite et par celle des trapèzes, on obtient à nouveau deux nouvelles expressions de la
dissipation intrinsèque.

Par la méthode des rectangles (IR pour Indirecte Rectangles)on a :

D IR
n+1 =Dn +σσσn+1 : ∆εεε−ρΨ(εεεn+1,DDDn+1) (2.21)

Et par la méthode des trapèzes (IT pour Indirecte Trapèzes) :

D IT
n+1 =Dn +

σσσn+1 +σσσn

2
: ∆εεε−ρΨ(εεεn+1,DDDn+1) (2.22)

2.4 Choix de la méthode de calcul

On a donc six expressions différentes de la dissipation intrinsèque que le tableau 2.1 réca-
pitule.

Méthode Rectangles Trapèzes

Directe
Exacte DRE DTE

Approchée DRA DTA
Indirecte IR IT

TAB . 2.1:Récapitulatif des différentes méthodes étudiées

On applique ces différentes expression au cas d’un élément cubique à huit points de Gauss
sollicité en traction simple jusqu’à la ruine. L’évolutionde la dissipation intrinsèque (volu-
mique) pour les différentes expressions est tracée à la figure 2.4. Deux valeurs de l’incrément
de déformation sont testées :∆ε = 1.10−5 et ∆ε = 1.10−6. On effectue le même calcul dans le
cas de la compression simple (fig. 2.4).
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(a) ∆ε= 1.10−5
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(b) ∆ε= 1.10−6

FIG . 2.3: Evolution de la dissipation sur un point de Gauss en tractionavec les notations du
tableau 1
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(a) ∆ε= 1.10−5
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(b) ∆ε= 1.10−6

FIG . 2.4: Évolution de la dissipation sur un point de Gauss en compression avec les notations
du tableau 1

Enfin la figure 2.5 montre l’évolution de la dissipation pour un cube en cisaillement.
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(a) ∆ε= 1.10−5
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(b) ∆ε= 1.10−6

FIG . 2.5: Évolution de la dissipation sur un point de Gauss en cisaillement avec les notations
du tableau 1

La cohérence des résultats des méthodes directes et indirectes valide le calcul. D’autre part
on constate que toutes les méthodes convergent vers le même résultat lorsque l’on diminue le
pas de temps. La méthode DTE est dans ce cas la plus efficace (c’est pour elle que le résultat
varie le moins lorsque l’on diminue le pas de temps).

2.5 Estimation de l’élévation de température

L’équation complète de la chaleur s’écrit dans sa forme la plus générale [LC85] :

k∆T = ρCṪ −σσσ : ε̇εεp +Ak : V̇k− rq−T

[
∂σσσ
∂T

: ε̇εεe+
∂Ak

∂T
: V̇k

]
(2.23)

où ∆ est l’opérateur laplacien, C la chaleur spécifique du matériau, k la conductivité thermique
etrq une source interne de chaleur. LesVk sont les variables internes (dans notre cas uniquement
DDD) et lesAk les forces thermodynamiques associées aux variables internes (dans notre cas -Y ).

On peut dans le cas particulier qui est le nôtre, y apporter les simplifications suivantes :
• Sans déformations anélastiquesσσσ : ε̇εεp = 0
• Sans production interne de chaleur crée par des sources extérieures :rq = 0

• Sans couplage thermo-mécanique∂σσσ
∂T : ε̇εεe = 0 et ∂Ak

∂T : V̇k = 0
L’équation de la chaleur devient :

ρCṪ = k∆T +Y : ḊDD (2.24)

En faisant en plus l’hypothèse d’évolution adiabatique (hypothèse qui peut se justifier par
le fait que les phénomènes étudiés sont rapides), on obtientfinalement l’expression suivante de
l’évolution de la température :
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Ṫ =
Y : ḊDD

ρC
(2.25)

On peut alors connaître l’élévation de la température en chacun des points de Gauss du
maillage en divisant la dissipation volumique calculée parρC. Pour le béton,ρ est de l’ordre de
2400 kg.m−3 et C est environ égal à 880 J.kg−1◦C −1. Une application sera faite au paragraphe
4 de ce chapitre.

3 Estimation de l’ouverture de fissures

Dans la cadre des ouvrages du nucléaire (entre autres) la connaissance de l’ouverture de
fissure est une donnée importante [MLM98, FLPC99, DPCCH08] notamment si l’on souhaite
évaluer l’évolution de la perméabilité du béton soumis à un chargement mécanique donné
(par exemple pour un ouvrage de confinement). Un nouvel indicateur pour estimer l’ouverture
des fissuresI , basé sur le concept d’endommagement actif décrit au chapitre 1 est présenté
[CDD+09]. Soit AB un trajet entre deux points situés de part et d’autre d’une zone fissurée
(représentée par la mécanique de l’endommagement parD = Dc ≃ 1), l’indicateur s’écrit alors
en 3D :

I3D =
Z B

A
DDD : 〈εεε〉+dx=

Z B

A
dactmax(εI )dx (2.26)

et en 1D :

I1D =
Z B

A
dact εdx=

Z B

A
D〈ε〉+dx= I1D (2.27)

FIG . 2.6: Indicateur d’ouverture de fissure

- Si la bande où l’endommagement est localisé est en compression, 〈ε〉+ = 0 etI = 0, ainsi
l’ouverture de fissure est nulle.

- Sous l’hypothèse (bien vérifiée dans le cas de calculs de structures en béton) d’un trajet
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A’B’ dans une zone fortement endommagée àD = Dc entourée d’une zone saine (non endom-
magée) entre A et A’ et entre B et B’, l’indicateur s’écrit :

I1D =
Z B

A
D〈ε〉+ dx=

Z A′

A
D〈ε〉+ dx+

Z B′

A′
D〈ε〉+ dx+

Z B

B′
D〈ε〉+ dx (2.28)

= 0+
Z B′

A′
Dcεdx+0 =

Z B′

A′
Dc

du
dx

dx

= Dc(u(B′)−u(A′)) ≃ [u]

où [u] correspond bien à l’ouverture de fissure.

4 Première application : l’essai brésilien

Une première application est présentée ici pour illustrer les différents points développés
dans ce chapitre.

4.1 Description de l’essai

Il s’agit d’un essai brésilien (également appelé essai de fendage) sur un éprouvette en béton
dont les dimensions sont les suivantes : 100 cm2 de section et 5 cm d’épaisseur. Ces dimensions
sont choisies afin de comparer les résultats de calcul aux résultats d’essais présentés dans
[BPD+09]. Le dispositif expérimental utilisé correspond à celuide la figure 2.7.

FIG . 2.7:Dispositif expérimental pour un essai brésilien d’après [BPD+09]

Le maillage et les conditions aux limites sont présentés à lafigure 2.8. Ce maillage est
constitué de 8000 éléments cubiques à 8 points de Gauss. Le centre de l’éprouvette est maillé
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de manière régulière pour ne pas influencer la propagation del’endommagement. Le repère
utilisé tout au long de cet exemple est celui de la figure 2.8. Le chargement correspond à
un déplacement imposé de compression suivantz de l’arrête supérieure de l’éprouvette. Le

FIG . 2.8:Maillage de l’éprouvette de béton pour l’essai brésilien

déplacement maximal atteint est de 0,25 mm, ce qui engendre pour un calcul en élasticité une
contrainte maximale de traction suivanty de l’ordre de 12 MPa (fig. 2.11,E= 30 GPa etν =
0,2). On compare dans CAST3M les résultats obtenus avec deux modèles d’endommagement
différents : le modèle d’endommagement isotrope de Mazars (c.f. chapitre 1) et le modèle
anisotrope initial. Les caractéristiques mécaniques du béton de l’expérience n’étant pas connues
avec précision, on se contente de caler les paramètres des deux modèles pour une réponse
équivalente en traction et compression simple (fig. 2.10). Notre objectif prioritaire est d’obtenir
des résistances égales en traction et en compression simples. Les paramètres utilisés pour le
modèle anisotrope sont les mêmes que précédemment. Pour le modèle de Mazars, on utilise le
jeu de paramètres suivant :

Paramètre Valeur Paramètre Valeur
E 42 GPa ν 0,2
κ0 1,06.10−4 β 1,06
Ac 1,515 Bc 2340
At 0,96785 Bt 10450

FIG . 2.9:Paramètres du modèle de Mazars

Enfin, les calculs sont effectués avec les versions locales des modèles (et donc dépendante
du maillage, c.f. chapitre 4). La taille des éléments centraux est de 3,5 mm.
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FIG . 2.10:Comparaison des réponses des deux modèles d’endommagement

Le champs de contrainte pour un calcul en élasticité est présenté sur la figure 2.11. Il met
en évidence une zone centrale fortement sollicitée en traction (bien au-delà de la résistance
du béton) et des zones proches des appuis en compression (avec une contrainte de l’ordre de
100MPa).

(a) Champ de contraintesσyy (b) Champ de contraintesσzz

FIG . 2.11:Champ de contraintes en élasticité à 0,25 mm de déplacement imposé

4.2 Apport de l’anisotropie

4.2.1 Code implicite : Cast3m

La difficulté de ce calcul provient du fait que le champ de contrainte est loin d’être ho-
mogène. La zone sous l’appui s’endommage fortement en compression, il peut alors s’avérer
difficile de transmettre l’effort au reste de la structure. C’est ce que l’on observe avec le modèle
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isotrope (fig. 2.12) où seule la zone en compression s’endommage (et non la zone sollicitée en
traction où la macro-fissure se propage). Un très (trop) fortendommagement dans cette zone
survient avant la rupture en traction et le calcul ne converge plus.

(a) Vue générale (b) Vue en coupe

FIG . 2.12:Isovaleur d’endommagement pour le modèle de Mazars - implicite

Avec un modèle anisotrope, l’endommagement est naturellement lié à une direction. Ainsi
l’endommagement des deux zones comprimées ne perturbent pas la transmission des efforts
au reste de la structure, et le calcul peut être mené à terme. On parvient ainsi à reproduire
la fissuration (au travers d’un endommagement critique) en traction de la zone centrale de
l’éprouvette. L’endommagement étant tensoriel, on ne peutreprésenter sur une carte d’endom-
magement qu’une seule des composantes du tenseur. Ici, on montre l’endommagement suivant
y qui correspond à l’endommagement dans la zone de rupture et suivantzqui correspond à celui
de la zone comprimée (fig. 2.13) .

(a) EndommagementDyy (b) EndommagementDzz

FIG . 2.13:Isovaleurs d’endommagement pour le modèle anisotrope - implicite

On compare par ailleurs les réactions calculées par les deuxmodèles (fig. 2.14). Le modèle
isotrope, du fait de son incapacité à reproduire l’endommagement de la principale zone affectée
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prévoit une force de réaction plus importante que le modèle anisotrope. Dans les deux cas on
constate une chute brutale de l’effort qui caractérise un comportement fragile et instable (et
pathologiquement dépendant du maillage).
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FIG . 2.14: Comparaison de la force de réaction pour les deux modèles d’endommagement
(calculs locaux)

4.2.2 Code explicite : Europlexus

La même simulation est menée avec le code explicite Europlexus. Le même constat est
fait vis à vis de l’endommagement isotrope : la zone d’appui et sous la zone où est appliqué
le chargement s’endommagent rapidement et fortement si bien qu’il n’est pas possible de
transmettre le chargement au reste de la structure. Il en résulte un état d’endommagement très
localisé et qui ne correspond pas aux observations expérimentales (fig. 2.15).

Le résultat obtenu avec le modèle anisotrope est conforme auprécédent, la zone centrale est
fortement endommagée suivanty, ce qui correspond bien à l’expérience.

4.2.3 Limites de l’endommagement isotrope

On a pu montrer par cet exemple que l’endommagement isotrope, même lorsque l’on
différencie l’endommagement de traction et l’endommagement de compression, n’était pas
capable de traiter les cas où l’endommagement est fortementlocalisé au niveau des appuis
ou du chargement.

Le schéma d’intégration temporel explicite introduit un décalage temporel dans la mesure
où les forces sont calculées au pas de tempsn+ 1 à partir des déplacements au tempsn. On
constate sur cet exemple que ce décalage n’est pas suffisant pour laisser le temps aux efforts
d’être transmis au reste de la structure.
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(a) Modèle isotrope D =αcDc +αt Dt (b) Modèle anisotropeDyy

FIG . 2.15:Isovaleur d’endommagement pour le calcul- explicite

4.3 Dissipation intrinsèque

On présente ici la carte de dissipation intrinsèque calculée par la méthode directe exacte des
trapèzes (DTE) décrite précédemment pour le modèle anisotrope (fig. 2.16) On constate que les
zones où l’on dissipe le plus d’énergie sont les zones comprimées, ce qui s’explique par le fait
que l’énergie nécessaire pour atteindre l’endommagement critique en compression est environ
25 fois supérieure à cette même énergie en traction.

FIG . 2.16:Carte de dissipation volumique intrinsèque [J/m3] et d’élévation∆T de température

La carte de température montre une élévation insignifiante de la température. Cette variation
est tellement faible qu’il est impossible de la mesurer expérimentalement. Néanmoins, cela
concorde avec le fait que l’on ne constate pas pour le béton, d’augmentation importante de la
température après fissuration.
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4.4 Estimation de l’ouverture de fissure

On estime l’ouverture de fissure sur l’une des faces de l’éprouvette à différentes hauteurs par
la méthode décrite précédemment. La zone étudiée comporte 6éléments répartis à gauche et à
droite du diamètre central. La hauteurh = 5,64 cm correspond à la demi-hauteur de l’éprouvette.
L’estimation de l’ouverture de fissure est ensuite calculéetous les centimètres de part et d’autre
du centre de la surface. On constate (fig 2.17) que cette ouverture est globalement homogène
sur toute la hauteur de l’éprouvette.

Comme pour la force de réaction, on constate un saut importantde l’estimation de l’ou-
verture fissure, qui caractérise à nouveau le caractère fragile de cet essai. La comparaison aux
résultats expérimentaux montre que l’ordre de grandeur de l’estimation est correct (15µm pour
le calcul contre environ 50µm expérimentalement), mais que l’outil développé ne reste pour le
moment qu’un indicateur.
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(a) Résultats numériques - code implicite (b) Résultats expérimentaux

FIG . 2.17:Estimation de l’ouverture de fissure vs Résultats expérimentaux

L’estimation de l’ouverture de fissure sous chargement mécanique est un sujet qui fait
actuellement l’objet d’un projet national (CEOS.fr, Comportement et Évaluation des Ouvrages
Spéciaux - Fissuration et Retrait [RGC08]) auquel le LMT Cachan participe. La question de
l’estimation de l’ouverture de fissure y est traitée par la méthode décrite dans ce chapitre pour
le cas d’une poutre en béton armé sollicitée par un chargement de flexion 3 points (cf. chapitre
4 et [CLN+09]). Le projet national se poursuit mais les résultats numériques obtenus jusqu’à
présent par cette méthode sont encourageants.

5 Conclusion

L’intégration numérique dans un code de calcul aux élémentsfinis du modèle de comporte-
ment initial présenté au chapitre 1 se fait de manière directe (i.e. sans itérations), ce qui présente
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un avantage certain en terme de temps de calcul. Cependant le passage au calcul numérique
nécessite de prendre certaines précautions, notamment avec ce que l’on appelle la "gestion de
la rupture". Il faut en effet introduire dans le schéma numérique une procédure qui permet
de borner les valeurs propres du tenseur d’endommagementDDD pour qu’elles restent dans le
domaine de définition physique de l’endommagement (le domaine [0 ;1]). La procédure initiale
de gestion de la rupture imposait le plan dans lequel l’endommagement évoluait à partir du
moment où la plus grande des valeurs propres du tenseur d’endommagementDDD atteignait sa
valeur critiqueDc (très peu différente de 1), puis elle fixait la direction d’endommagement
lorsque deux des valeurs propres avaient atteintDc. La nouvelle gestion de la rupture ne fixe
pas de direction d’endommagement, même une fois queDc est atteint. Les résultats numériques
ne sont pas fondamentalement différents, mais cette procédure permet de réduire de manière
importante le nombre de variables conservées par le code de calcul d’un pas de temps à l’autre.

Le cadre thermodynamique dans lequel le modèle a été développé permet d’assurer la
positivité de la dissipation. Lors de ce travail de thèse, deux expressions équivalentes de la
dissipation intrinsèque ont été établies. Plusieurs discrétisations temporelles du calcul de la dis-
sipation ont été proposées et comparées pour finalement n’enretenir qu’une pour l’application
aux calculs de structures. L’application au calcul d’un essai brésilien en statique montre que la
dissipation intrinsèque dans ce cas est essentiellement due aux dégradations en compression,
qui ne sont pas celles qui mènent à la ruine.

Un estimateur de l’ouverture de fissure, basé sur le concept d’endommagement actif (rappelé
au chapitre précédent) a été développé. Son application au calcul (local, et donc dépendant du
maillage) de l’essai brésilien donne le bon ordre de grandeur en comparaison aux résultats
expérimentaux.

Enfin, cet exemple de calcul sur une structure (l’essai brésilien) a permis d’illustrer l’in-
térêt de l’anisotropie de l’endommagement. L’endommagement anisotrope confère au matériau
endommagé un comportement élastique anisotrope (les paramètres d’élasticité ne sont pas
dégradés de la même manière dans toutes les directions). Dans le cas de l’essai brésilien, la
zone où l’on applique le chargement et la zone d’appuis sont sollicitées en compression, ce qui
conduit avec le modèle d’endommagement anisotrope à dégrader l’élasticité dans les directions
perpendiculaires au chargement. La direction parallèle auchargement garde sa raideur initiale,
ce qui permet de transmettre les efforts au reste de la structure. Il a été montré qu’avec un
modèle scalaire isotrope, le fait de dégrader la raideur dans toutes les directions, y compris
celles orthogonales au chargement, conduisait à l’impossibilité de mener le calcul dans ce cas,
pourtant apparemment simple, jusqu’à la ruine.
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Chapitre 3

Modélisation du comportement
dynamique du béton

Par essais dynamiques on désigne une large gamme d’essais à des vitesses de sollicitation
très différentes mais qui ont en commun le fait que le temps influe sur la réponse de l’éprouvette
ou de la structure testée. Les effets temporels sont de deux natures : inertiels quand ils sont liés
à l’accélération induite par la vitesse chargement et "visqueux" quand c’est le comportement du
matériau qui est dépendant de la vitesse de la déformation (ou de la contrainte).

De nombreuse techniques et moyens expérimentaux ont été développés pour caractériser le
comportement dynamique des matériaux et dans le cas qui nousintéresse du béton, pour des
vitesses de sollicitation allant du quasi-statique (σ̇ ≤ 10−5GPa.s−1 ou ε̇ de 10−4 à 10−2s−1) aux
vitesses rapides (σ̇ > 100 GPa.s−1 ou ε̇ >10 s−1). Les moyens expérimentaux à mettre en oeuvre
varient en fonction de la vitesse à atteindre et nécessite des dispositifs différents. Il est donc dans
ces conditions rare de connaître les caractéristiques d’unmême béton sur toute l’étendue de la
gamme de vitesse de sollicitation mentionnée. D’autre part, ces essais sont délicats à réaliser du
fait des difficultés liées aux réflexions d’ondes et aux vibrations. L’acquisition des données est
plus complexe que pour des essais statiques (problème de filtrage, de calage temporel précis des
mesures [ZG96],...) et nécessite un matériel adapté. Les données expérimentales couvrent donc
un dommaine assez restreint de sollicitations, les donnéesles plus nombreuses concernant les
essais uniaxiaux. De plus elles se rapportent le plus souvent à des éprouvettes de petites tailles.

Ces essais ont permis de mettre en évidence une forte sensibilité du béton à la vitesse de
sollicitation en traction, et une plus faible sensibilité en compression. On explique ces effets de
vitesse par des considérations "matériau" (effets visqueuxet obscurcissement de défauts) et par
des effets inertiels [BJ71, Ros91, DH00a].

De nombreux modèles de comportement pour le béton, qu’ils soient de plasticité
[GR03], d’endommagement [DPCL96b] ou couplés
plasticité - endommagement [Ser97, Gat99, PSS08] reproduisent cet effet de la vitesse de
sollicitation. Lors de cette thèse, un nouveau modèle d’endommagement avec effet de vitesse
en traction a été développé. Il présente la particularité d’une part de borner la vitesse d’endom-
magement et d’autre part de tenir compte de l’effet des sollicitations alternées (non seulement
sur le seuil d’endommagement mais aussi sur l’effet de la vitesse de sollicitation). Le cadre
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thermodynamique dans lequel il a été développé permet d’assurer la positivité de la dissipation
intrinsèque et de la calculer.

1 Effet de la vitesse sur la résistance du béton

1.1 Effet de la vitesse de sollicitation en compression

Historiquement, les essais dynamiques sur le béton ont consisté dans un premier temps, à
pratiquer des essais de compression classiques sur machines hydrauliques, mais en faisant varier
la vitesse de sollicitation. Cependant la manière la plus courante de caractériser le comportement
dynamique du béton en compression repose sur des essais au barres de Hopkinson (essai SHPB,
Split Hopkinson Pressure Bars),développés par [Hop14] puisaméliorés par [Kol53].

Comme le montre la synthèse de ces essais réalisée par Bischoffet Perry [BP91], la résis-
tance apparente du béton augmente avec la vitesse de sollicitation (fig. 3.1). Il est classique d’ex-
primer (surtout dans le cas d’une synthèse d’essais sur des bétons différents) l’augmentation de
résistance comme le rapport de la résistance dynamiquef dyn

c sur la résistance en quasi-statique
fc(à ε̇ = 10−6s−1). L’échelle des vitesses de sollicitation est alors une échelle logarithmique.

FIG . 3.1:Effet de vitesse en compressionf dyn
c
fc

Vs ε̇ d’apres Bischoff et Perry [BP91]

On distingue ainsi deux régimes de comportement :
Pour des vitesses de sollicitation comprises entre 10−4 et 10 s−1, l’augmentation de résis-

tance est faible, on peut exprimer l’acroissement de résistance comme une fonction linéaire du
logarithme de la vitesse.

Au delà 10 s−1, la résistance du béton croit plus rapidement avec la vitesse de sollicitation
(on passe d’un rapport résistance dynamique/résistance statique de 1,5 à 10 s−1 à un rapport de
3 à 100 s−1).
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Des essais dynamiques sur barres de Hopkinson ont permis d’atteindre des vitesses encore
plus élevées (jusqu’à environ 1000 s−1) et tendent à confirmer cette observation [RTK95]. On
représente donc régulièrement l’effet de vitesse en compression comme une fonction bilinéaire
du logarithme de la vitesse de sollicitation.

L’augmentation de résistance en compression peut s’expliquer, comme on le verra au para-
graphe 1.3, par des considérations structurelles liées à l’inertie de l’échantillon testé.

1.2 Effet de la vitesse de sollicitation en traction

Les essais de traction en dynamique sont réalisés principalement grâce à deux dispositifs.
Pour les essais "lents" on a recours à des presses (relativement) rapides, asservies classiquement.
Ces presses permettent en général une montée en charge de 0,05MPa/s à 50 GPa/s. Pour les
vitesses supérieures on utilise le dispositif dit des barres de Hopkinson modifiées [WR89]
[Wee91, BKK97, KB01]. L’avantage de combiner ces deux essais est qu’ils peuvent se faire
sur les mêmes éprouvettes cylindriques. L’essai sur barre de Hopkinson modifié ne permet pas
d’atteindre les mêmes vitesses de sollicitation qu’en compression et ce pour la simple raison
qu’en augmentant la vitesse on endommage d’abord l’éprouvette en compression (et non en
traction). Ainsi la vitesse maximale qui a été atteinte n’est que légèrement supérieure à 100 s−1.
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FIG . 3.2:Comportement dynamique du béton en traction uniaxiale - courbe de synthèse

Comme en compression, on exprime l’augmentation de contrainte comme le rapport de la

résistance dynamique sur la résistance statiquef dyn
t
ft

. On distingue également deux régimes : le

premier régime où l’augmentation de résistance est plutôt faible jusqu’àε̇ = 1s−1 et au-delà où
l’augmentation est beaucoup plus marquée (fig. 3.2). L’effet de la vitesse de sollicitation est
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beaucoup plus sensible en traction qu’en compression (on multiplie la résistance par 14 au lieu
de 3 en compression). Comme précédement certains auteurs ontexprimé cet effet de vitesse
comme une fonction bilinéaire, mais il semble qu’une loi puissance soit également bien adaptée
(fig.3.3).

FIG . 3.3:Approximation de l’effet de vitesse en traction par une loi puissance, d’après [BP91]

1.3 Interprétation de l’effet de vitesse

On identifie en traction comme en compression un premier régime où l’effet de vitesse est
faible. La limite de vitesse ce premier régime est 10 fois plus importante en compression qu’en
traction (10 s−1 contre 1 s−1). Dans cette gamme de vitesse, l’effet de vitesse est plus important
en traction qu’en compression (à 1 s−1, la valeur de résistance statique est multipliée par 1,4
en compression et par 2 en traction). Une interprétation de ce phénomène a été avancée par
Rossi [Ros91]. L’idée est que si l’on évapore toute l’eau contenue dans les pores de la matrice
cimentaire, on n’observe alors quasiment plus aucun effet de vitesse (fig. 3.4).

FIG . 3.4:Variation de la résistance en tractionf dyn
t − ft avec la vitesse de chargementσ̇ ,d’après

[Tou95]
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Cette observation a été faite aussi bien en traction qu’en compression. On en déduit donc
que la sensiblité du béton à la vitesse de sollicitation dansla gamme de vitesse considérée est
directement reliée à la présence d’eau libre dans le béton. Cette eau se trouve sollicitée comme
un fluide visqueux par le déplacement rapide des parois des pores. La contrainte macroscopique
appliquée au matériau béton se trouve donc reprise au sein dela microstructure d’une part par le
squelette mais aussi par des contraintes visqueuses au seindu fluide. On appelle ce phénomène
"l’effet Stefan" (fig. 3.6(a)). On peut comparer ce phénomèneà une précontrainte du squelette
par l’eau qui retarderait la rupture suivant la direction d’extension.

(a) Différents essais pour accéder à la résistance
en traction d’un béton

(b) Essai de compression simple sur une
éprouvette de béton

FIG . 3.5:Détermination expérimentale de la résistance du béton

(a) Effet Stefan d’après Toulemonde 95 (b) Comparaison de la résistance en traction d’un
béton sec et d’un béton humide, d’après [BK06]

FIG . 3.6: Influence de l’eau libre sur l’effet de vitesse

Pour le second régime, les effets visqueux liés à la présenced’eau dans les pores ne suffisent
plus à expliquer l’effet de vitesse. Même si une différence persiste entre les bétons secs et les
bétons humides, il existe bel et bien un effet de vitesse pourles bétons secs (cf. fig. 3.6(b), qui
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n’est donc pas lié à la présence d’eau. L’effet de vitesse estdonc la conséquence d’au moins
deux phénomènes : les effets visqueux et au moins un autre quin’est visiblement pas le même
en traction et en compression.

En compression, une interprétation possible est en effet laparticipation des effets d’inertie.
Quand on sollicite dynamiquement le béton en compression , il a tendance à vouloir s’éten-
dre latéralement. Les forces d’inertie limitent cette extension et confine alors le béton (fig.
3.7). Comme en quasi-statique, le confinement permet d’accroÃ R©tre la résistance du béton

FIG . 3.7:Origine des effets d’inertie

[KHR69, FGG08]. Les simulations numériques dans lesquelleson prend en compte les forces
d’inertie permettent de reproduire ce phénomène. La figure 3.8 représente la relation contrainte-
déformation pour un élément cubique pour deux vitesses de sollicitation (ε̇ = 10−2s−1 et
10s−1). Pourε̇ = 10s−1, on fait également une simulation sans matrice de masse de manière à
ne pas engendrer d’effets d’inertie. On constate alors que l’inertie seule permet de reproduire
l’effet de vitesse en compression (résultat classique ennoncé par [BJ71] et confirmé par [LM03]
retrouvé ici avec le modèle d’endommagement anisotrope).

Le calcul est fait sur un élément cubique à 8 noeuds et 8 pointsd’intégration (CUB8) avec
le code implicite Cast3M. Les résultats sont ceux directement calculés aux points de Gauss.
Le modèle utilisé est le modèle d’endommagement anisotropedéjà présenté. Les paramètres
du calcul sontE =42 MPa,ν=0,2, a=2,93.10−3, A=5000 etκ0 = 5.10−5. L’influence des
effets d’inertie est proportionnelle à la masse de la structure et donc à son volume. On choisit
ici de modèliser un cube de 10 cm de côté, ce qui correspond bien à l’ordre de grandeur
des structures étudiées. Les conditions limites de la modélisation consistent à imposer un
déplacement croissant sur une des faces du cube, la face opposée étant bloquée dans la direction
du déplacement imposé.

Dans ce cas de figure la résistance est multipliée par un facteur 1,5, ce qui correspond aux
résultats expérimentaux. Pour un élément de volume plus important, l’accriossement dynamique
de la résistance aurait été plus important. Si on augmente encore davantage la vitesse (à 1000/s
par exemple), la résistance de ce même élément atteint environ 300 MPa, ce qui est trop
important au vu des résultats expérimentaux. Un résultat plus réaliste pourrait être obtenu en
modifiant l’expression de la fonction seuil de manière à y faire apparaÃR©tre par exemple
le premier invariant du tenseur des dèformations et ainsi tenir compte de l’aspect confinè du
comportement.
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FIG . 3.8:Accroissement de r/’esistance due à la prise en compte des effets d’inertie

En traction, selon cette théorie, il doit se passer le phénomène inverse, les forces d’inertie
doivent engendrer un état de contrainte proche de la traction triaxiale, ce qui ne doit pas générer
d’augmentation de la résistance.

L’explication de l’effet de vitesse en traction doit donc sechercher ailleurs. Dans la pratique
on observe que le faciès de fissuration est complétement différent pour le premier et le second
régime. Pour les vitesses de sollicitation lentes, il se développe une macro-fissure au sein du
matériau alors que pour les vitesses élevées c’est une multi-fissuration diffuse qui provoque la
ruine du matériau. La vitesse de propagation des fissures estinférieure à la vitesse des ondes
pour ces vitesses. On empêche alors la première macrofissurede se développer et dans le même
temps d’autres micro-fissures apparaissent. On peut parlerde rupture retardée. Ce mécanisme de
dégradation a été décrit par [DH00a] qui l’a nommé mécanismed’obscurcissement de défauts.

1.4 Effet de vitesse pour des sollicitations alternées

Comme cela a déjà été évoqué précédemment, en dynamique, la propagation et les reflexions
d’ondes jouent un rôle déterminant sur le comportement et l’endommagement des structures.
Or on ne dispose d’aucun résultat d’essais sous sollicitations dynamiques alternées. Les essais
sur barre de Hopkinson modifiées induisent vraissemblablement un endommagement diffus en
compression, mais très délicat à quantifier. En l’absence dedonnées, les seules hypothèses que
l’on puisse faire sont de l’ordre de la conjecture. En s’appuyant sur les observations faites en
statique sur les directions privilégiées de fissuration du béton, il est probable qu’un endom-
magement généré en compression n’affecte que peu l’effet devitesse en traction. Comme pour
le cas statique on s’attend à retrouver l’effet unilatéral,et donc à ne pas avoir de dégradation
importante des caractéristiques mécaniques. D’autre partles micro-fissures qui se développent
en compression étant perpendiculaires à celles dues à une traction, leur potentiel d’obscurcisse-
ment au sens de [DH00a] est très faible. Il n’y donc en ce sens pas de raison de considérer un
accroissement de la résistance en dynamique du fait de l’existence d’un état pré-endommagé.

Endommagement anisotrope et comportement dynamique des ouvrages en béton armé jusquà la ruine



66 Modélisation du comportement dynamique du béton

Dans l’état actuel des connaissances, le plus raisonnable semble de considérer un effet neutre
de l’alternance des sollicitations sur l’effet de la vitesse de déformation.

2 Modélisation du comportement et de l’endommagement
du béton en dynamique

2.1 Modèles élasto-plastiques avec effet de vitesse

Comme il a été montré au paragraphe précédent, l’accroissement de résistance peut s’écrire
comme une fonction linéaire par morceaux de la vitesse en échelle logarithmique. De cette
constation sont nées des lois phénoménologiques où la résistance en tractionf dyn

t s’exprime
comme une fonction de la vitesse de déformationε̇ [BV92, MCWS95],

σ = f dyn
t = f (ε̇) (σ > 0) (3.1)

L’écrouissageR(r) est rendu dépendant de la vitesse de déformation au travers d’une vitesse
de déformation effectivėεe f f (R(r, ε̇e f f)). La définition du domaine élastique devient :

f (σσσ,(r, ε̇e f f)) < 0 (3.2)

Cette modélisation présente plusieurs difficultés :
- l’extension de la loi de l’effet de vitesse au cas 3D (tensoriel) s’avère délicat,
- la définition de la vitesse de déformation effectiveε̇e f f est sujette à discussion,
- la règle de cohérence intègre désormais un terme lié à l’évolution de la vitesse de défor-

mation effective pendant l’écoulement plastique, ce qui amène lors de la résolution à faire des
hypothèses sur l’évolution de la surface de charge.

La modélisation proposée par [PSS08] (visco-élastique, visco-plastique endommageable)
propose de reproduire l’effet de vitesse constaté pour les vitesses moyennes de sollicitation (et
attribué à l’effet Stefan) par une modélisation visco-élastique du comportement.

2.2 Modèles élasto-visco-plastiques

En élasto-visco-plasticité le domaine élastique reste défini comme en elasto-plasticité :

f (σσσ, r) < 0 (3.3)

mais le domaine plastique est étendu à l’ensemble des pointsf > 0 qui ne vérifient pas cette
condition. Ainsi si on nommeDE le domaine élastique, on peut écrire :

σσσ ∈ DE ⇔ f (σσσ, r) = σv < 0

σσσ 6∈ DE ⇔ f (σσσ, r) = σv > 0 (3.4)

où σv est la contrainte visqueuse.
Ce domaine n’est donc plus limité aux points sur la surface limite d’élasticité. La règle
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d’écoulement définit alors l’évolution dans le temps des déformations permanentes lorsque
l’état de contrainte est à l’extérieur de la surface de charge. On perd l’aspect instantané des
déformations plastiques. Classiquement, on utilise pour lebéton deux modèles visco-plastiques
qui se différencient par leur règle d’écoulement et leur loid’écrouissage :

- le modèle de [Per66] (notamment utilisé par [Cor75, OD82, Gat99]) qui s’écrit :

ε̇εεvp = λ̇
∂F
∂σσσ

(3.5)

avec F = f comme potentiel d’évolution pour le cas associé et :

λ̇ =

〈
f
m

〉n

si f > 0 (3.6)

λ̇ = 0 si f < 0 (3.7)

metn sont les deux paramètres de cette loi de viscosité.
- le modèle de [DL72], utilisé par [SKG88, GR03]. Dans ce modèle, le taux de déformations

visco-plastiquėεεεvp dépend de la différence entre l’état de contrainte viscoplastiqueσσσ extérieur
à la surface de charge et l’état de contrainte plastiqueσσσ projeté sur la surface de charge (et qui
vérifie f = 0 et ḟ = 0),

ε̇εεvp =
1
τ
E

−1 : [σσσ−σσσ] si f > 0 (3.8)

ε̇εεvp = 0 si f ≤ 0 (3.9)

avecτ un paramètre temps de relaxation.

2.3 Modélisation des effets de vitesse par un écrouissage visqueux

C’est l’hypothèse de modélisation retenue par [Ser97]. Ce modèle élasto-plastique endom-
mageable a une variable d’écrouissage dont la nature est celle d’une déformation visqueuse.
Cet écrouissage est un écrouissage cinématique non plastique qui vient s’ajouter à l’écrouissage
plastique classique de l’élasto-plasticité. La principale différence entre ces deux écrouissages
tient au fait que l’écrouissage visqueux apparaît pour une certaine vitesse de déformation (que
l’on soit ou pas sur la surface de charge), alors que l’écrouissage plastique n’apparait que sif
= 0.

FIG . 3.9:Modèle visco-élastoplastique avec écrouissage visqueux,d’après [Ser97]
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Le domaine élastique se trouve translaté par l’écrouissagevisqueux (fig 3.9) dans le plan
cisaillement (τ) - contrainte hydrostatique (p = 1

3trσσσ). On reconnait ici la forme particulière du
domaine d’élasticité de Willam-Warnke à 4 paramètres [WW75].

2.4 Modèles visco-endommageables

La prise en compte des effets de vitesse pour les modèles d’endommagement est assez
proche de ce que l’on a décrit pour les modèles élasto-plastiques. Deux méthodes sont générale-
ment envisagées :

- Soit le seuil d’endommagement est modifié et exprimé en fonction de la vitesse de défor-
mation. Par exemple, dans [Pon95], l’expression du seuil d’endommagement en déformation
κ0 en quasi-statique (égal pour le critère de Mazars en traction et en compression) devient en
dynamique :

κdyn
0 = αtκ

dyn t
0 +αcκdyn c

0 (3.10)

avec

εdyn t
0 = κ0

[
1+at(|̇ε|)bt

]
et εdyn c

0 = κ0

[
1+ac( ˙|ε|)bc

]

où at , bt , ac et bc sont des coefficients "matériau" respectivement pour les effets de vitesse en
traction (t) et en compression (c).

- Soit la loi d’évolution de l’endommagement est modifiée pour autoriser les états de charge
à l’extérieur de la surface seuil. Ces modèles sont appelés visco-endommageables [Lad91,
DPCL96a, PT05].

Sans viscosité, le domaine d’élasticité est défini comme le domaine pour lequelf , la fonc-
tion critère, est négative . (La fonction est en général reformulée f = g(ε)−D). Ainsi l’endom-
magement évolue lorsquef = 0 et ḟ = 0.

Pour reproduire l’effet de vitesse on introduit une loi visqueuseDv = D(ε̇) dans la fonction
critère. L’endommagement n’évolue alors plus pourf =0 mais pourf = g(ε)−D = Dv > 0. La
loi de viscosité classiquement utilisée en visco-endommagement est la loi de Norton-Perzyna .

Dv = mḊ
1
n (3.11)

avecmetn les paramètres de viscosité. Avec cette loi de viscosité, lavitesse d’endommagement
Ḋ n’est pas bornée et atteint des valeurs très importantes quand la vitesse de déformation
augmente. Or il a été montré que la vitesse d’endommagementḊ sature à partir d’une certaine
valeur de la vitesse de déformation [All01]. D’autres auteurs [AD97] ont donc proposé ou utilisé
une loi d’evolution de l’endommagement exponentielle qui borne la vitesse d’endommagement
à Ḋ∞ :

Ḋ = Ḋ∞[1−exp(−b(g(̂ε)−D))] (3.12)

où b est un paramètre de viscosité. On verra au chapitre suivant que ce type de loi permet
en outre de limiter le phénomène de localisation des déformations.
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2.5 Un modèle visco-plastique visco-endommageable

Comme on l’a vu au chapitre 1, la prise en compte de l’ensemble des phénomènes non-
linéaires observés ne peut se faire qu’avec un modèle couplant plasticité et endommagement.
L’extension de ce type de modèle à la dynamique nécessite d’introduire un effet de vitesse
pour la plasticité et pour l’endommagement. On présente iciun modèle visco-plastique, visco-
endommageable développé par [Gat99, FG02]. Les résultats obtenus avec ce modèle seront
utilisés par la suite comme base de comparaison pour les résultats du modèle d’endommagement
anisotrope. On pourra ainsi estimer la perte d’informationdue à la non prise en compte des
déformations irreversibles.

La loi d’élasticité de ce modèle fait intervenir un endommagement scalaire :

σσσ = E(1−D) : εεεe (3.13)

oùεεεe=εεε−εεεp est la déformation élastique,εεε la déformation totale etεεεp la déformation plastique.

2.5.1 Modèle visco-endommageable

Le modèle d’endommagement utilisé découle du modèle de Mazars décrit au 1.2.2.2. Les
surfaces seuil d’endommagement ont été écrites en fonctiondes déformations élastiquesεεεe (au
lieu des déformations totales). :

f t ouc
D (̂εe) = ε̂e−κ0−

1
At ouc

(
Dt ouc

1−D t ouc

)1/Bt ouc

(3.14)

ε̂e =
√

Σ〈εe
I 〉 (3.15)

La loi d’évolution de l’endommagement est une loi visqueuse(qui autorise les états de
contraintes à l’extérieur de la surface de charge) du type decelle de Norton-Perzyna :

Dt
v = mDt Ḋ

1
nDt
t

Dc
v = mDcḊ

1
nDc
c (3.16)

Comme pour le modèle de Mazars, on définit deux endommagements: un en compression
Dc et un en tractionDt . L’endommagement D est alors défini comme une combinaison linéaire
de ces deux termes :

D = αcDc +αtDt (3.17)

avecαc et αt fonctions du type de sollicitation comme pour le modèle de Mazars.
Il existe dans ce modèle deux fonctions seuils qui diffèrentuniquement par les valeurs des

paramètres matériaux :Ac et Bc en compression etAt et Bt en traction. Il en est de même pour
la loi d’évolution avec les paramètresmD et nD qui prennent des valeurs différentes suivant
que l’on est en traction ou en compression. On introduit pourle modèle d’endommagement 9
paramètres en plus de ceux d’élasticité (contre 5 pour le modèle anisotrope). L’influence de ces
paramètres est décrite dans [Gat07].
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2.5.2 Modèle visco-plastique (décrit ici sans endommagement)

Le partie visco-plastique du modèle doit servir à reproduire les phénomènes observés sous
un chargement sphérique (déformations permanentes notamment). Les résultats expérimentaux
montrent que sous ce type de sollicitations le comportementest sensible à la vitesse.

La surface seuil utilisée est le critère de Gurson modifiée par [NT84] qui s’écrit en fonction
des invariantsJ2 = 1

2σσσD : σσσD et I1 = trσσσ :

FNT(σσσ, f ∗) =
3J2

σ2
M

+2q1 f ∗cosh

(
q2

I1
2σm

)
− (1+(q3 f ∗)2) = 0 (3.18)

f ∗ correspond à la porosité du béton,σM est la contrainte limite d’élasticité (incluant l’écrouis-
sage) dans une matrice fictive sans vides etq1,q2, q3 sont des paramètres du critère. L’influence
de ces différents paramètres, est développée dans [Bur97], et rappelée dans [Gat99].

On lui associe le modèle de comportement suivant :

σσσ = Ktrεεεe
I +2GεεεDe (3.19)

Les scalairesG etK, respectivement modules de cisaillement et de compressibilité tiennent
compte de la variation de la porosité via la méthode d’homogénéisation de Mori Takana.

La loi de viscoplasticité est une loi de type Norton-Perzyna:

ε̇εεvp = λ̇
∂FNT

∂σσσ
(3.20)

L’évolution des déformations plastiques équivalentes a laforme visco-plastique écrite par
[CS96]. Le multiplicateur plastique prend en compte l’endommagementD en considérant que
l’endommagement correpond à la création des vides, leur augmentation et leur coalescence, et
donc à la porosité du matériauf ∗ que l’on définit parf ∗ = 1

2−D . L’expression du multiplicateur
d’endommagement, exprimée en fonction de la porosité a pourexpression :

λ̇ =
f ∗

1− f ∗
<

∂FNT

mvp
>nvp (3.21)

Lorsque f ∗ est nulle, ce qui correpond physiquement au cas où la porosité est entièrement
refermée, on retrouve le comportement élastique.

La diminution de la porosité est controlée par l’écoulementplastique. L’évolution des micro-
vides au sein de la matrice est supposée liée à la déformationvolumique irreversible.

Pour un béton standard la porosité initialef ∗0 est d’environ 0,3, elle diminue lorsque la
trace des déformations plastiques augmentent pour progressivement retrouver le comportement
élastique

2.5.3 Couplage avec l’endommagement

Le couplage des deux modèles décrits précédemment conduit àla relation suivante :
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σσσ = (1−D)[Ktrεεεe
1+2GεεεeD] (3.22)

où les modules de cisaillement et de compressibilité sont définis par homogénéisation de Mori
Tanaka et peuvent être affectés par l’endommagement.

FIG . 3.10:Surfaces seuils du modèle de Gatuingt dans l’espace de contraintes, d’après [HGI05]

En traction, seule la surface seuil de Mazars est activée puisque celle-ci est atteinte beaucoup
plus rapidement que celle de Gurson. Dans ce cas il n’y a pas decouplage entre la visco-
plasticité et le visco-endommagement.

En compression simple, les deux surfaces entrent en compétition et c’est la valeur des
différents paramètres qui déterminera laquelle sera activée. Par exemple siσM est suffisament
grand on activera uniquement la surface de Mazars, dans le cas contraire, on activera d’abord
celle de Gurson puis celle de Mazars. Dans la plupart des cas statiques le comportement sera
découplé, on peut néanmoins avoir un comportement couplé endynamique si les paramètres de
viscosité le permettent.

Lorsque les déformations restent constamment négatives (compression hydrostatique), on
retrouve le modèle visco-plastique seul.

L’organigramme de calcul est donné en annexe A et la surface seuil dans l’espace des
contraintes est représentée figure 3.10

2.5.4 Synthèse des équations du modèle

- Elasticité couplé à la porosité et à l’endommagement :

σσσ = (1−D)[Ktrεεεe
I +2GεεεeD] (3.23)

- Module de compressibilité et de cisaillement :

K( f ∗) =
4KMGM(1− f ∗)
4GM +3KM f ∗

G( f ∗) =
GM(1− f ∗)

1+ 6KM+12GM
9KM+8GM

f ∗
(3.24)
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avecKM et GM respectivement les modules de compressibilité et de cisaillement de la matrice
sans vides.

Modèle visco-endommageable :

Endommagement de traction et de compression :

D = αcDc +αtDt (3.25)

Déformation élastique équivalente de Mazars :

ε̂ =
√

Σ〈εI 〉2 (3.26)

Fonctions seuils :

F t ouc
D (̂εe) = (̂εe)−κ0−

1
At ouc

(
Dt ouc

1−Dt ouc

)1/Bt ouc

(3.27)

Evolution de l’endommagement (vitesse d’endommagement) :

Ḋt =

(
F t

D

mDt

)nDt

Ḋc =

(
Fc

D

mDc

)nDc

(3.28)

Modèle visco-plastique :

Surface seuil de Gurson :

FNT(σσσ,σM, f ∗) =
3J2

σ2
M

+2q1 f ∗cosh

(
q−2

I1
2σm

)
− (1+(q3 f ∗)2) = 0 (3.29)

Déformation visco-plastique

ε̇εεvp = λ̇
∂FNT

∂σσσ
(3.30)

Multiplicateur plastique :

λ̇ =
f ∗

1− f ∗
<

∂FNT

mvp
>nvp (3.31)

2.6 Identification des paramètres

Le tableau de la figure 3.1 résume le processus expérimental d’identification des paramètres.
Les différents essais sont désignés par les sigles suivants: T pour Traction, C pour Compression
, O pour Oedométrique, H pour Hydrostatique, S pour Statiqueet D pour Dynamique.
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T. S. C. S. T D. C. O. S. C.O D. C. H. S.
At , Bt ⋆
Ac, Bc ⋆

nDt , mDt ⋆
nvp, mvp ⋆

σM0, q1, q2, q3, k ⋆ ⋆
κ0, E, ν ⋆ ⋆

f ∗0 , mDc, nDc

TAB . 3.1: Identification des paramètres du modèle

Six essais sont donc nécessaires pour identifier les quasi-totalité des paramètres du modèle.
Les derniers paramètres non encore déterminésf ∗0 , mDc, et nDc sont fixés de manière plus
arbitraire.
Un jeu de paramètre a été déterminé pour le béton MB50 (un microbéton de résistance en
compression de 50 MPa) [Gat99]. Ces paramètres seront utilisés par la suite pour toutes les
simulations à l’exception du module de Young que l’on adaptera sur celui du modèle anisotrope.
Ils sont donnés dans le tableau 3.2.

Paramètre Valeur Paramètre Valeur
E 57 GPa ν 0,2
ρ 2500 kg/m3 κ0 1.10−4

Ac 3000 Bc 4
At 20000 Bt 1,6
nDt 3 mDt 0,5.10−4

nDc 20 mDc 0,5.10−3

nvp 1,5 mvp 1.10−4

σM0 70 MPa q1 1,5
q2 0,8 q3 1,0
k 15 f ∗0 0,3

TAB . 3.2: Paramètres du modèle visco-plastique visco-endommageable pour un béton MB50,
d’après [Gat99]
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3 Extension du modèle d’endommagement anisotrope initial
aux chargements dynamiques

Dans ce paragraphe on propose un moyen d’étendre le modèle anisotrope initial décrit au
chapitre 1 aux cas de sollicitations dynamiques en prenant en compte l’effet de vitesse constaté
expérimentalement.

3.1 Loi d’évolution de l’endommagement

Comme cela a été précédemment décrit au paragraphe 2.4, une manière d’introduire cet
effet de vitesse dans un modèle elastique endommageable estde modifier la loi d’évolution
de l’endommagement pour la rendre dépendante de la vitesse de sollicitation, ce qui revient à
introduire de la viscosité dans l’évolution de l’endommagement.

La loi proposée s’inspire fortement de celle proposée par [AD97] mais est étendue au cas de
l’endommagement anisotrope. Pour cela, il est suffisant d’exprimer trḊDD plutôt que de calculer
une vitesse d’endommagement pour chacune des composantes du tenseur. La loi de viscosité
devient :

trḊDD = Ḋ∞[1−exp(−b(g(̂ε)− trDDD))] (3.32)

On a réecrit ici la fonction seuil d’endommagement pour faire apparaître directement trDDD.
Le domaine élastique est ainsi défini par :

ε̂−κ(trDDD) < 0 → f = g(̂ε)− trDDD < 0 (3.33)

et la fonctiong par

g(̂ε) = κ−1(̂ε) = aAarctan

(
ε̂
a
−arctan

(κ0

a

))
(3.34)

On rappelle que l’effet de vitesse en compression est d’une part considérablement plus faible
qu’en traction et d’autre part qu’il peut être reproduit parla simple considération des effets
d’inertie. On désactive donc l’effet de vitesse matériau dûà la loi de viscosité en compression
de la manière suivante :

H (trεεε)trḊDD = Ḋ∞[1−exp(−b(g(̂ε)− trDDD))] (3.35)

avecH (.) la fonction de Heaviside qui vaut 1 si trεεε est positif (ce qui est le cas en traction)
et 0 si tr εεε est négatif (donc en compression). Ainsi en traction ou pourtout chargement à
déformation hydrostatique positive (trεεε > 0) on retrouve la loi à effet retard (eq. 3.32). En
compression ou pour tout autre chargement àtrεεε < 0, on a f = g(̂ε)− trDDD = 0, et on retrouve
le modèle d’endommagement initial sans effet de vitesse.
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3.2 Bilan des équations du modèle d’endommagement anisotrope pour
sollicitations dynamiques

εεε =
1+ν

E
[(1−DDD)−

1
2σσσD(1−DDD)−

1
2 ]D +

(1−2ν)

3E

[ 〈σH〉
1− trDDD

−〈−σH〉
]
1

f = g(̂ε)− trDDD → ∗ f < 0 : élastique

∗ f = Dv > 0 : visco-endommagement
H (trεεε)trḊDD = Ḋ∞[1−exp(−b(g(̂ε)− trDDD))]

La condition sur la positivité de la dissipationḊDD reste vérifiée avec cette nouvelle loi d’évolu-
tion. En effet l’endommagement n’évolue que pourf = g(̂ε)− trDDD > 0 et trḊDD est strictement
positif dans ce cas.

3.3 Schéma numérique d’intégration

On préfère utiliser un schéma implicite pour intégrer la loide comportement car il a été
montré [GD06, GDC+08] qu’un schéma explicite pouvait mener à des oscillationsnumériques.

Désormais, l’endommagement évolue pourf = Dv > 0. Inversons tout d’abord la relation
(3.32) afin d’exprimer directementf = g(̂ε)− trDDD en fonction detrḊDD :

f = g(̂ε)− trDDD = −1
b

trḊDD− Ḋ∞

Ḋ∞
= Dv (3.36)

En dérivant cette expression, on obtient :

g′(̂ε) ˙̂ε− trḊDD =
1
b

trD̈DD

Ḋ∞ − tr ḊDD
(3.37)

On discrétise l’équation 3.37, en calculant les dérivées autempsn+1 sous la forme :

trD̈DDn+1 ≈ trḊDDn+1− trḊDDn

∆t
(3.38)

˙̂εn+1 ≈ ε̂n+1− ε̂n

∆t
(3.39)

où ∆t = tn+1 − tn, le pas de temps. En remplaçant les différentes dérivées de 3.37 par leurs
valeurs discrétisées, on obtient le polynôme du second degré suivant, dont les racines sont les
valeurs de tṙDDDn+1 :

(trḊDDn+1)
2−
(
g′(̂εn+1)

˙̂εn+1 + Ḋ∞ +
1

b∆t

)
trḊDDn+1 +g′(̂εn+1)

˙̂εn+1Ḋ∞ +
trḊDDn

b∆t
= 0 (3.40)
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Tous les termes de cette équation sont connus, puisqueb et Ḋ∞ sont des paramètres matéri-
aux, que∆t est fixé pour un calcul donné et qu’on connaîtεεεn+1 au début du pas de temps ce qui
nous permet de calculerε̂n+1.

La dérivée de la fonctiong(̂ε) (eq. 3.34) est :

g′(̂ε) =
A

1+
(

ε̂
a

)2 (3.41)

La solution qui permet de retrouver la loi quasi-statique trḊDDn+1 = g′(̂εn+1)
˙̂εn+1 quandb tend

vers 0 est :

trḊDDn+1 =
1
2

Bn+1

[
1−
√

1−4
Cn+1

B2
n+1

(
1+

trḊDDn

b∆tCn+1

)]
(3.42)

avec

Bn+1 = g′(̂εn+1)
˙̂εn+1 + Ḋ∞ +

1
b∆t

(3.43)

et
Cn+1 = g′(̂εn+1)

˙̂εn+1Ḋ∞ (3.44)

On calcule alors la valeur de trDDDn+1 :

trDDDn+1 = trDDDn + trḊDDn+1∆t (3.45)

puis le multiplicateur d’endommagement∆λ :

∆λ =
trDDDn+1− trDDDn

ε̂2 (3.46)

et on met finallement à jour le tenseur d’endommagement :

DDDn+1 = DDDn +∆λ〈εεε〉2 (3.47)

La procédure d’intégration de la loi de comportement (à anisotropie induite de l’endom-
magement, avec effet de vitesse) se fait ainsi toujours sansitérations locales (i.e. sans schéma
de Newton).

3.4 Identification des paramètres

On cherche à identifierb et Ḋ∞, les deux paramètres de la loi de viscosité. La valeur du
paramètreḊ∞ a un sens physique, puisque c’est la vitesse de saturation dela vitesse d’en-
dommagement, mais aucun essai expérimental n’a permis de ladéterminer pour le béton.
Néanmoins, pour des raisons de régularisation de la solution, on souhaite borner la vitesse
d’endommagement pour des vitesses de l’ordre deε̇ = 200s−1 au maximum.

Le paramètreb joue sur l’allure de la courbe d’effet de vitesse. Vu la dispersion expérimen-
tale (cf. fig 3.2), c’est un paramètre de viscosité quasimentimposible à mesurer directement.
On va simplement chercher à reproduire le plus fidèlement l’effet de vitesse tout en s’assurant
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de satureṙD∞ pour les vitesses de déformations importantes.
Dans un premier temps on cherche à déterminer la valeur du produit b× Ḋ∞. Réécrivons la

loi de viscosité en fonction def , la fonction seuil :

trḊDD = Ḋ∞[1−exp(−b× f )]

Quandf tend vers 0, ce qui correspond aux cas où la déformation ou la vitesse de déforma-
tion est faible, on a :

lim
f→0

d trḊDD
d f

= lim
f→0

bḊ∞exp(−b f) ≃ bḊ∞ (3.48)

On choisira donc la valeur du produit en question de manière àavoir un effet de vitesse très
limité pour ε̇ <1 s−1.

La valeur b Ḋ∞ = 50000 satisfait le critère ennoncé. On va donc faire varierles deux
paramètresb et Ḋ∞ et de manière à garder ce produit constant. On présente ici les résultats
pour 3 couples de valeurs :

- b = 0.1 etḊ∞ = 500000s−1

- b = 1 etḊ∞ = 50000s−1

- b = 2 etḊ∞ = 25000s−1

avec comme autres paramètres du modèle les paramètres du modèle initial (quasi-statique)
du tableau 1.1 du chapitre 1 :E = 42 GPa,ν = 0,2, a = 2,93.10−3, A = 5000 etκ0 = 5.10−5.

La figure 3.4 représente la loi comportementσ - ε calculée numériquement avec Cast3M
pour les différents couples de paramètres mentionnés ci-dessus et pour différentes vitesses de
sollicitation. Le cas test consiste en un essai de traction piloté en déplacement sur un élément
cubique à 8 points de Gauss. On fait varier la vitesse du déplacement de manière à obtenir des
vitesses de sollicitations allant de 1.10−4 s−1 à 200 s−1.

Pour chacun des couples de valeurs considérés on trace égalementtrḊ fonction de f (fig.
3.12) pour étudier la saturation de la vitesse d’endommagement.
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(b) Ḋ∞ = 5.104s−1b = 1

0 0,0001 0,0002 0,0003 0,0004

Déformation

0

2

4

6

8

10

12

C
o
n
tr

a
in

te
 [

M
P
a
]

100/s
10/s
1/s
0,1/s
0,01/s
0,0001/s
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FIG . 3.11:Influence des paramètres de viscosité sur l’effet de vitesse
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FIG . 3.12: Saturation de la vitesse d’endommagement pourε̇=100 s−1à b Ḋ∞ = 50000
s−1constant
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On observe que pluṡD∞ est grand et plus la résistance de pic est faible pour les fortes
vitesses de sollicitation. Pour ce qui est du "quasi-statique" et des faibles vitesses de déformation
(jusqu’à ε̇ = 1 s−1) la réponse est la même quels que soient les paramètres utilisés. On vérifie
bien que c’est la valeur du produitb× Ḋ∞ qui gouverne la réponse pour les faibles vitesses et
non la valeur de chacun des paramètres. A partir des résultats précédents, on choisit de retenir
le couple de valeurs :b = 1, Ḋ∞ = 50000 s−1 qui présente le meilleur compromis vis à vis des
critères que nous avons fixés.

3.5 Influence de la viscosité sur la dissipation intrinsèque

Le visco-endommagement augmente la déformation à la rupture du béton en même temps
que sa résistance en traction. On modifie donc la valeur de l’énergie dissipée par endommage-
ment quand la vitesse de déformation augmente. La figure 3.13représente l’évolution de la
dissipation intrinsèque pour les différents couples de valeurs étudiés et les différentes vitesses
de sollicitations.

On constate que pour le troisième couple de valeur (b=2) la dissipation devient excessive et
dépasse même la dissipation à la rupture en compression. Cette nouvelle information justifie
encore d’avantage le choix précédemment effectué quant auxvaleurs deb et Ḋ∞. Pour les
valeurs des paramètres retenus, la dissipation est multipliée par 3 à̇ε = 100.s−1 et par 7 pour
ε̇ = 200.s−1, ce qui reste raisonnable en l’absence de données expérimentales qui pourraient
justifier notre choix. On constate également que l’augmentation de la dissipation est plus lente
lorsque la vitesse de déformation s’accroît.

3.6 Désactivation des dommages en dynamique

Le seuil d’endommagement du modèle de comportement proposéf = g(̂ε)− trDDD est fonc-
tion de l’état d’endommagement au travers du terme trDDD, ce qui, comme cela a été montré
au chapitre 1, ne permet pas de reproduire de manière satisfaisante le comportement du béton
sous sollicitations alternées. Ce seuil est donc modifié comme cela avait été fait précédement en
faisant intervenir l’endommagement actif,dact.

De plus, la prise en compte de l’effet de vitesse via la loi de visco-endommagement fait
également intervenir le terme trDDD, ce qui implique que la vitesse d’endommagement trḊDD dépend
elle aussi de l’état d’endommagement. En conséquence, comme cela est montré sur la figure
3.14, un endommagement initial en compression augmente de manière importante la résistance
ultime du béton en traction dynamique (f dyn

t ) : l’effet de vitesse est plus important pour un
chargement alterné que pour un chargement de traction monotone.

Pour cette figure, l’endommagement atteint en compression au moment de la décharge est
égal à 0,5 dans les deux directions perpendiculaires au chargement et la vitesse de sollicita-
tion en traction est de 10.s−1. Les paramètres du modèle sont les mêmes que ceux utilisés
précédemment pour la partie statique et les deux paramètresde viscosité sont ceux que l’on a
identifiés :b =1, Ḋ∞=50000 s−1. Le calcul est mené sur un unique élément cubique et est piloté
en déplacement.

Cette modélisation ne parait pas réaliste d’un point de vue physique et on propose pour
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FIG . 3.13:Influence des paramètres de viscosité sur la dissipation intrinsèqueD =
R

Y : ḊDDdt

remedier au problème de remplacer trDDD pardact dans l’expression de la fonction seuil comme
cela a déjà été fait pour le modèle statique (paragraphe 4.4 du chapitre 1) et dans la loi
d’évolution de l’endommagement . On rappelle l’expressiondedact, l’endommagement actif :

dact =
DDD : 〈εεε〉+
max(εI )

La nouvelle loi d’évolution de l’endommagement avec effet de vitesse et désactivation des
dommages en dynamique a pour expression :

H (trεεε)ḋact = Ḋ∞[1−exp(−b(g(̂ε)−dact))] (3.49)
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Le modèle de comportement présenté se réécrit donc :

εεε =
1+ν

E
[(1−DDD)−

1
2σσσD(1−DDD)−

1
2 ]D +

(1−2ν)

3E

[ 〈σH〉
1− trDDD

−〈−σH〉
]
1

f = g(̂ε)−dact → ∗ f < 0 : élastique

∗ f = Dv > 0 : visco-endommagement
H (trεεε)ḋact = Ḋ∞[1−exp(−b(g(̂ε)−dact))]

Rappelons que l’écriture avec l’endommagement actif ne change pas la réponse en traction
monotone et en compression monotone. Le résultat obtenu avec ce nouveau modèle est égale-
ment présenté sur la figure 3.14. La réponse n’est pas identique à celle d’un chargement en
traction simple. Cela est dû au fait que la restauration de la raideur n’est que partielle, comme
cela a déjà été évoqué au chapitre 1 pour le cas quasi-statique. Les résistances sont néanmoins
égales, seules les valeurs de la déformation au pic est modifiée.
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FIG . 3.14: Influence de la désactivation des dommages sur la résistanceen traction pour un
chargement alterné en dynamique (compression jusqu’à D=0,5 puis traction à̇ε= 10.s−1)

On trace par ailleurs l’évolution de la dissipation intrinsèque pour ce même cas de charge-
ment (fig. 3.15). Signalons que sur cette figure l’origine de la courbe en traction monotone a
été décalée au niveau de la dissipation après décharge pour un chargement alterné de manière à
pouvoir comparer les évolutions.
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FIG . 3.15: Influence de la désactivation des dommages sur la dissipation pour un chargement
alterné en dynamique -ε̇= 10.s−1

Le modèle entrDDD conduit à une dissipation très importante comparée à la valeur attendue
qui est celle de la traction simple monotone (après décalage). Avec la prise en compte de la
désactivation des dommages la dissipation est du même ordrede grandeur que cette dernière.

4 Application à l’essai de traction dynamique par écaillage

Le but de cette nouvelle application numérique est triple :
• Montrer que la prise en compte des effets de vitesse joue un rôle important sur la réponse d’un
calcul de structure.
• Montrer que la désactivation des dommages (ou prise en compte de la désactivation des
dommages) est également nécessaire pour une modélisation réaliste.
• Montrer l’influence de la viscosité sur la dissipation totale.

Pour cela on se propose de reproduire numériquement l’essaide traction dynamique par
écaillage mis au point par [KB01].

4.1 Description de l’essai

Le schéma de principe de cet essai est présenté sur la figure 3.16.
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4.1.1 Dispositif expérimental

FIG . 3.16:Schéma de principe de l’essai de traction dynamique par écaillage d’après, [KB01]

Une éprouvette cylindrique de béton est impactée sur l’une de ses faces par une barre (dite de
mesure) elle même impactée par un projectile, ce qui engendre une onde de compression dans
l’éprouvette. En atteignant la seconde face, libre, de l’éprouvette, l’onde se réfléchit en une onde
de traction de même intensité qui mène à la ruine de l’éprouvette du fait de la dissymétrie du
comportement du béton. Cette éprouvette a un diamètre de 4 cm pour une longueur de 12 cm.
Le chargement expérimental est connu (figure 3.17) sous la forme de l’évolution la vitesse de
la face impactée en fonction du temps. Le maximum de ce chargement est atteint au bout de
0,03 ms. Avec une masse volumiqueρ de 2400 kg/m3 et une module d’YoungE de 42 GPa, la

vitesse des ondes dans le béton (calculée parc =
√

E
ρ ) est de 4183 m/s, ce qui signifie que le

maximum du chargement atteint la face libre de l’éprouvette0,059 ms après l’impact.
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FIG . 3.17:Chargement expérimental pour l’essai de traction dynamique

Cet essai conduit à la ruine de l’éprouvette par l’apparitiond’une macro-fissure qui coupe
l’éprouvette en deux morceaux. Le résultat expérimental dont on dispose est la position cette
fissure (fig. 3.18), située à 5,42 cm de la face impactée. La position de la zone de rupture
dépend d’une part du chargement (intensité et durée), de la vitesse des ondes, mais également
de la résistance en traction du béton. En effet, lors de la réflexion, l’onde de traction et l’onde
de compression se superposent, ce qui conduit même pendant un court instant à un état de
contraintes nulles (cf fig. 3.19 qui représente l’évolutionde la contrainte au cours du temps
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FIG . 3.18:Résultat d’un essai de traction dynamique

pour un calcul en élasticité). La rupture n’a donc pas lieu expérimentalement au niveau de la
face libre, mais plus loin, quand la contrainte de traction devient suffisament importante pour
dépasser celle de compresion et atteindre la valeur de la résistance du béton. L’effet de vitesse a
donc un rôle prépondérant dans cet essai puisque c’est lui qui détermine la valeur de la résistance
en traction, et de ce fait la position de la zone de rupture. D’autre part le chargement incident en
compression n’est pas neutre vis à vis de l’endommagement latéral. La valeur de la contrainte
calculée en élasticité est de l’ordre de 30MPa, soit une valeur assez proche de la résistance du
béton en compression. La désactivation des dommages modifiea priori dans ce cas la réponse
du calcul numérique. Cet essai peut nous permettre de confirmer ou d’infirmer l’hypothèse
précédemment formulée sur la relation entre l’état d’endommagement et l’effet de vitesse en
traction.

FIG . 3.19:Evolution de la contrainte longitudinale pour un calcul élastique
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4.1.2 Paramètres de la simulation numérique

Le maillage utilisé est celui présenté sur la figure 3.20. Il est composé de 13632 éléments
prismatiques à 6 points de Gauss. La discrétisation spatiale dans la longueur en 48 éléments
conduit à une taille d’éléments suivant l’axe longitudinalx de 0,25 cm.

FIG . 3.20:Maillage Eléments finis 3D pour la simulation de l’essai de traction dynamique

On ne peut dans le logiciel utilisé (le code implicite Cast3m)imposer qu’un chargement en
déplacement, aussi on intègre le chargement expérimental en vitesse pour obtenir un déplace-
ment en fonction du temps (fig 3.21).
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FIG . 3.21:Chargement imposé numériquement

On compare les résultats obtenus avec quatre versions différentes du modèle : le modèle
initial (fonction critère entrDDD, sans effet de vitesse) , le modèle initial avec désactivation des
dommages (fonction critère endact, sans effet de vitesse), celui avec un effet de vitesse en
traction (fonction critère entrDDD) et enfin le modèle avec effet de vitesse et désactivation des
dommages (dact. On les désigne par la suite par les abréviations suivantes :
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Modèle Désignation
Initial INI

Initial avec désactivation des dommages INI-dact

Dynamique sans désactivation des dommages DYN
Dynamique avec désactivation des dommagesDYN-dact

TAB . 3.3:Différentes versions du modèle d’endommagement anisotrope

Les paramètres du modèle, déjà utilisés auparavant, sont rappelés ici :

Paramètre Valeur
E 42 GPa
ν 0,2
κ0 5.10−5

A 5000
a 2,93.10−4

Si modèle avec effet de vitesse
b 1

Ḋ∞ 50000 s−1

TAB . 3.4:Paramètres du modèle d’endommagement anisotrope

Aucune condition aux limites autre que le déplacement de la face impactée n’est imposée.
On remarque néanmoins que l’intégration de la vitesse conduit à imposer un déplacement
constant lorsque la vitesse redevient nulle alors qu’expérimentalement, l’éprouvette est laissée
complètement libre, ce qui est numériquement impossible avec le code de calcul utilisé.

4.2 De la nécessité de l’effet de vitesse en calcul de structures

Afin de mettre en évidence les différences entre les versionsdu modèle étudiées, on compare
les cartes d’endommagement suivant l’axex (la direction de la propagation de l’onde). Ces
cartes nous permettent de localiser l’endroit où la ruptureest prévue et ainsi d’interpréter les
effets de chacunes des modifications apportées au modèle initial.

Pour toutes les versions du modèle présentées, l’évolutionde l’endommagement est iden-
tique en compression (état caractérisé partr εεε <0, donc sans autre effet de vitesse que celui
dû à l’inertie). L’endommagement est dans ce cas porté par les directions perpendiculaires
au chargement . L’éprouvette étant un cylindre d’axex, l’endommagement est égal suivant
n’importe lequel des axes perpendiculaires àx (Dyy = Dzz). On représente la carte d’endom-
magement suivanty (donc équivalente à celle suivantz) à la fin du calcul (fig 3.22). Signalons
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par ailleurs que l’endommagement n’évolue plus dans cette direction à partir du moment où
l’onde se réflechit, c’est alorsDxx qui évolue en traction.

FIG . 3.22:Carte d’endommagement latéral (Dyy = Dzz) à 0,06 ms

L’endommagement maximal atteint en compression est loin d’être négligeable, puisque de
l’ordre de 0,75. Cet endommagement n’est pas uniforme, il estnotamment nul à proximité
du bord libre, là où les ondes de traction et de compression sesuperposent au moment de la
réflexion.

4.2.1 Calcul avec le modèle anisotrope initial (INI)

On trace l’évolution de l’endommagement pour le modèle initial, donc sans effet de vitesse
ni désactivation des dommages.

FIG . 3.23:Evolution de l’endommagement suivantx pour le modèle INI à différents instants

L’endommagement critique (que l’on interprète comme correspondant la zone de rupture de
l’éprouvette) est localisé à proximité du bord libre aux alentours de 0,075 ms (pour x≃ 10 cm).
La rupture n’a pas lieu à l’endroit où l’on atteint la résistance en traction pour la première fois,
qui a lieu aux environs de 0,06 ms à une distance plus grande dubord libre (c.f. fig 3.24).
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FIG . 3.24:Contrainte de traction suivantx pour un calcul en élasticité

On constate que la rupture survient lorsque l’on remplit simultanément deux conditions : on
atteint la résistance en traction et l’endommagement en compression (Dyy) est nul ou faible. On
a vu que sans la prise en compte des effets unilatéraux, on atteignait le seuil d’endommagement
en traction après un chargement en compression pour une déformation beaucoup plus grande
que pour un chargement en traction simple. C’est ce phénomènequi est illustré ici. La non prise
en compte des effets unilatéraux est donc préjudiciable pour cette simultation puisque la rupture
n’a lieu ni au bon endroit, ni au bon moment .

4.2.2 Calculs avec le modèle anisotrope initial avec désactivation des dommages (INI-
dact)

Comme on pouvait s’y attendre, la prise en compte des effets unilatéraux conduit à une
rupture plus précoce et dans une zone plus éloignée du bord libre, ce qui correspond d’avantage
au résultat du calcul élastique présenté précédemment. La rupture a lieu à 0,66 ms à environ
7,25 cm de la face libre (de gauche) (cf. fig. 3.25).

FIG . 3.25:Evolution de l’endommagement suivantx pour le modèle INI-dact
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4.2.3 Calcul avec le modèle anisotrope avec effet de vitesse(DYN)

La prise en compte de l’effet de vitesse en traction doit logiquement conduire à une rupture
plus tardive dans une zone plus éloignée du bord libre (à x≃ 1,5 cm). C’est ce que confirme la
figure 3.26.

FIG . 3.26:Evolution de l’endommagement suivantx pour le modèle DYN

L’endommagement maximum se situe à proximité du bord impacté et apparaît plus tard que
sans effet de vitesse.

4.2.4 Calcul avec le modèle anisotrope avec effet de vitesseet désactivation des dom-
mages (DYN-dact)

La désactivation des dommages en dynamique permet, nous l’avons vu, de retrouver pour un
chargement alterné l’effet de vitesse identifié en tractionsimple. Cet effet induit une résistance
à la rupture plus faible et de ce fait, la rupture de l’éprouvette arrive plus tôt et dans une zone
plus proche de la face libre (c.f. fig. 3.27).

FIG . 3.27:Evolution de l’endommagement suivantx pour le modèle DYN-dact
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C’est cette modélisation qui est la plus réaliste. La non concordance exacte avec les résultats
expérimentaux vient du fait que le comportement du matériaun’est pas identifié et que les
paramètres du modèle sont ceux d’un béton quelconque qui ne correspond pas forcément à celui
de l’expérience. Par exemple si l’on modifie la masse volumiqueρ, on observe un changement
de la localisation de la fissure expérimentale (cf. figure 3.28 à x =5,7 cm). Le module d’Young

a bien entendu un rôle similaire (inverse), la célérité des ondes étantc =
√

E
ρ .

FIG . 3.28:Influence de la masse volumique sur la localisation de la fissuration en dynamique

4.3 Influence de la viscosité sur la dissipation intrinsèque

4.3.1 Localisation des zones de dissipations maximales

On trace pour les mêmes instants que pour les cartes d’endommagement précédentes les
cartes de dissipation volumique pour les 4 versions du modèle (fig. 3.29).

Le premier constat est que les valeurs maximales atteintes varient de manière importante
suivant les modèles utilisés, de 3000 J/m3 pour le modèle INI à 22000 J/m3 pour le modèle
DYN. La dissipation intrinsèque est ici la somme de la dissipation accumulée pendant le passage
de l’onde de compression puis de l’onde de traction. La localisation de la zone de dissipation
maximale n’est donc pas forcément concommitante avec la zone de rupture puisque que la
dégradation du béton en compression est plus dissipative qu’en traction. Comme l’endommage-
mentDyy est le même pour tous les modèles, la dissipation maximale sera plus importante si la
rupture a lieu dans une zone endommagée en compression que sielle a lieu dans une zone non
endommagée. C’est ce que l’on observe lorsque l’on compare les modèles INI et INI-Sdact. La
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(a) Modèle INI et INI-dact

(b) Modèle DYN et DYN-dact

FIG . 3.29:Carte de dissipation intrinsèque pour l’essai de traction dynamique

dissipation maximale pour le second est donc logiquement plus importante que le premier pour
lequel la macro-fissure se situe près du bord libre.

La prise en compte de l’effet de vitesse induit une dissipation plus importante, puisque
la dissipation en traction augmente sous l’effet de la viscosité. La différence entre les deux
modèles dynamiques peut s’expliquer par le fait que la priseen compte des effets unilatéraux
conduit à une résistance en traction dynamique plus faible,et donc à une dissipation moins
importante pour le même état d’endommagement.
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4.3.2 Evolution de la dissipation totale

La dissipation intrinsèque totale est calculée en intégrant la dissipation intrinsèque vo-
lumique sur l’ensemble du maillage. On la compare à l’énergie injectée qui est calculée en
intégrant le produit de la vitesse de la face impactée par la force de réaction sur cette face,

Ein j =
Z t

0
F(t).v(t)dt (3.50)

L’énergie injectée totale est de 3,49 J. La figure 3.30 montreles évolutions de la dissipation
intrinsèque totale (

R

DdV) pour les différents modèles et la figure 3.31 celles du pourcentage
de l’énergie injectée qui est dissipée par endommagement (

R

DdV
Ein j

∗100).
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FIG . 3.30:Evolution de la dissipation intrinsèque totale
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FIG . 3.31:Part de l’énergie injectée dissipée par endommagement

Les évolutions se superposent parfaitement jusqu’à environ 0,06 ms, soit le temps nécessaire
pour que le pic de chargement atteigne la face libre de l’éprouvette. Au delà on constate les
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différents effets des choix de modélisation :
• L’effet de vitesse augmente la dissipation totale, mais dans des proportions plus faibles

que pour la dissipation volumique maximale. Il y a par exemple moins d’un facteur 2 entre le
modèle initial avec désactivation des dommages et son équivalent dynamique (INI-dact et DYN-
dact).

• Pour les deux modèles, avec et sans viscosité, la modélisation de la refermeture de fissures
conduit à une énergie dissipée plus faible puisque que le seuil d’endommagement est atteint plus
tôt.

• La part de l’énergie dissipée varie de 8 à 40 %. Plus la ruptureest tardive ( ou éloignée de
la face libre) et plus l’énergie dissipee est grande.

• Pour le modèle initial avec refermeture de micro-fissures (par désactivation des dom-
mages), la dissipation cesse d’augmenter beaucoup plus tôtque pour les autres modèles. Dans
ce cas, l’endommagement de traction est localisé au milieu de l’éprouvette. Une fois l’endom-
magement critique atteint dans cette zone, l’etat du reste de la structure n’évolue plus.
Si l’on compare l’énergie totale dissipée pour le modèle INI-dact (0,25 J) avec l’énergie de
fracturation du béton on retrouve le même ordre de grandeur (GF = 81J/m2 d’après [GJP92],
soit pour l’éprouvette de sectionSep, une énergie de fracturation deGep

F = GF ×Sep = 0,11J).

5 Conclusion

Le modèle de visco-endommagement ou d’endommagement à effet retard développé lors
de cette thèse modélise l’influence de la vitesse de sollicitation en retardant l’évolution de l’en-
dommagement lorsque la vitesse de déformation augmente (d’où le nom d’effet retard). Cela
a pour conséquence d’augmenter la résistance ultime du matériau f dyn

t . La loi proposée borne
la vitesse d’endommagement par une valeurḊ∞ ; sans cela, la vitesse d’endommagement peut
tendre vers l’infini, ce qui n’est physiquement pas réaliste. Néanmoins la vitesse de saturation
de la vitesse d’endommagement n’a jamais à ce jour été déterminée expérimentalement, si bien
que ce paramètre est déterminé de manière à reproduire correctement l’effet de vitesse.

Pour les vitesses élevées de sollicitation en compression,l’effet de vitesse peut être at-
tribué aux effets de l’inertie. Ainsi, sa modélisation par le modèle d’endommagement n’est
pas nécessaire et le modèle présenté n’introduit qu’un effet de vitesse pour les chargements
de traction (définis comme les chargements à trace des déformations positives). Cet effet de
vitesse est isotrope (il agit sur la trace de la vitesse d’endommagemenṫDDD), ce qui est suffisant
pour reproduire l’effet de vitesse en traction. On a pu montrer de manière numérique que pour
le modèle anisotrope, les considérations inertielles suffisaient pour reproduire l’effet de vitesse
en traction.

Comme pour le modèle initial, le cas des sollicitations alternées a été étudié. Pour reproduire
d’une manière a priori convenable l’effet de vitesse en traction après un chargement endom-
mageant en compression, il est nécessaire de désactiver lesdommages dus à la compression.
On modifie pour cela la loi de viscosité pour exprimer non plusla trace de la vitesse d’endom-
magement (trḊDD) mais la vitesse de l’endommagement actif (ḋact).

Le schéma numérique d’intégration est dans les deux cas implicite sans itérations, comme
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pour le modèle initial.
La simulation numérique d’un essai de traction dynamique par écaillage a permis de met-

tre en évidence la nécessité de considérer à la fois l’effet de vitesse et la désactivation des
dommages pour parvenir à un résultat proche de l’expérience. Le calcul de la dissipation
intrinsèque pour cet essai a montré que sans effet de vitesse, mais avec désactivation des
dommages on retrouve l’ordre de grandeur de l’énergie de fracturation du béton en statique.
D’autre part, l’augmentation de la dissipation due à la visosité peut être quantifiée. Pour l’essai
brésilien dynamique, on calcule une dissipation totale de 0,25 J pour le modèle sans effet de
vitesse mais avec désactivation des dommages contre 1,3 J pour celui avec effet de vitesse.

Enfin, on a constaté sur les différentes simulations numériques que sans effet de vitesse,
la zone de rupture (qui correspond à la zone où l’endommagement vaut Dc) se réduit à un
nombre limité d’éléments. Ce dernier phénomène, connu sous le terme de localisation est
une conséquence pathologique de l’adoucissement, il conduit à des résultats non objectifs,
dépendants du maillage. Le chapitre suivant y est en grande partie consacré.
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Chapitre 4

Instabilités, dépendance au maillage et
régularisations

Le modèle d’endommagement présenté au chapitre 1 et étendu àla dynamique au chapitre
3 permet de reproduire le comportement adoucissant du béton, observé expérimentalement.
L’adoucissement, qui se traduit par le fait que la matrice tangente cesse d’être définie positive,
reflète au niveau macroscopique l’apparition de micro-fissures au sein du matériau. La con-
trainte pour un matériau adoucissant réduit alors graduellement à mesure que les micro-fissures
se développent pour finalement atteindre zero quand celles-ci coalescent en une macro-fissure
visible. En conséquence, les solutions des équations différentielles qui gouvernent le comporte-
ment du matériau perdent leur unicité [Baz76, LB88, BBG91]. On distingue le cas statique où
ces équations perdent leur ellipiticité et deviennent hyperboliques et le cas dynamique où elles
deviennent elliptiques. Le problème à résoudre devient alors mal posé. Une infinité de solutions
existent et les résultats des simulations numériques dépendent de la discrétisation.

Pour les matériaux fragiles, la rupture est localisée, et setraduit par l’apparition une macro-
fissure, autour de laquelle se développe généralement une micro-fissuration diffuse. Le com-
portement adoucissant reproduit la localisation de la rupture, cependant il ne va pas sans
poser des problèmes d’ordre numérique qui se traduisent parune dépendance pathologique au
maillage. En effet les déformations se localisent dans une bande étroite dont la largeur dépend
de la taille des éléments. Si cette taille tend vers 0, la zonede localisation se réduira d’autant
ce qui conduitin fineà une dissipation d’énergie qui tend elle aussi vers 0 lors duprocessus de
fissuration.

Le présent chapitre est en grande partie dédié à ce phénomène, son origine, sa mise en
évidence numérique et surtout aux moyens de s’affranchir des difficultés qu’il engendre. On
présentera les différents "limiteurs de localisation" également appelés méthodes de régular-
isation. Parmi eux, deux sont employés pour le modèle d’endommagement anisotrope : la
régularisation non-locale
[PCB87] et la régularisation visqueuse (ou régularisation par effet retard) [Nee88]. Cette dernière,
particulièrement adaptée aux problèmes de dynamique, perdde son efficacité lorsque la vitesse
de sollicitation diminue, c’est pourquoi on étudie ici également l’influence de la vitesse de
sollicitation sur la régularisation.
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Enfin, dans une dernière partie on aborde le problème de la mise en évidence d’une autre
instabilité, celle-ci inhérente au caractère anisotrope de l’endommagement et à sa représentation
tensorielle.

1 Origine du phénomène de localisation des déformations en
dynamique

Afin de rappeler l’origine du phénomène de localisation, on se place ici dans le cas d’un
problème unidimensionnel (par exemple le cas d’une poutre en traction) en dynamique. On
considère que le matériau est modélisé par un modèle adoucissant, par exemple un comporte-
ment bi-linéaire (fig 1). La matrice tangente (ou de le cas 1D bilinéaire le module d’Young)
prend deux valeurs :E+ (positive) etE− (négative).

On commence par écrire l’équation du mouvement :

∂σ(x, t)
∂x

= ρ
∂2u(x, t)

∂t2 (4.1)

avecu(x, t), le déplacement du point d’absisce x à l’instant t. La loi de comportement dans
ce cas biliéaire très simple s’écrit :

σ(x, t) = Eε(x, t) (4.2)

avecE = E+ si ε < εpic etE = E− si ε < εpic. La déformation s’exprime par :

ε(x, t) =
∂(u(x, t))

∂x
(4.3)

En dérivant ces équations par raaport au temps, il vient :

∂σ̇(x, t)
∂x

= ρ
∂2v(x, t)

∂t2 car v=
∂u(x, t)

∂t
(4.4)
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ε̇ =
∂v(x, t)

∂x
(4.5)

σ̇(x, t) = E+ε̇(x, t) si ε ≤ εpic (4.6)

σ̇(x, t) = −E−ε̇(x, t) si ε > εpic (4.7)

A partir de ces 4 dernières équations on peut écrire les deux équations aux dérivées partielles
suivantes :

E+

ρ
∂2v(x, t)

∂x2 − ∂2v(x, t)
∂t2 = 0 avant le pic (4.8)

−E−
ρ

∂2v(x, t)
∂x2 − ∂2v(x, t)

∂t2 = 0 après le pic (4.9)

Le problème de la localisation peut alors s’expliquer de deux manières.
Tout d’abord d’un point de vue mathématique, on considère une équation différentielle (E)

de la forme :

a(x, t)
∂2 f
∂x

+2b(x, t)
∂2 f
∂x∂t

+c(x, t)
∂2 f
∂t

= F(x, t) (4.10)

Par définition, on sait que :
Une équation telle queb2(x, t)−a(x, t)b(x, t) > 0 dans un domaineD est dite hyperbolique

dans ce domaine. Elle admet deux familles de courbes caractéristiques dansD.
Une équation telle queb2(x, t)−a(x, t)b(x, t) = 0 dans un domaineD est dite parabolique

dans ce domaine. Elle admet une seule famille de courbes caractéristiques dansD.
Une équation telle queb2(x, t)−a(x, t)b(x, t) < 0 dans un domaineD est dite elliptique dans

ce domaine. Elle n’admet pas de famille de courbes caractéristiques (réelles) dansD.
Dans le cas oùε < εpic, b2(x, t)−a(x, t)c(x, t) = E+

ρ > 0. L’équation aux dérivées partielles
est hyperbolique, le problème est donc bien posé.

Dans l’autre cas,ε > εpic, b2(x, t)−a(x, t)c(x, t) = E−
ρ < 0, l’équation devient elliptique et

n’admet pas de solution réelle, le problème est mal posé.
D’un point de vue physique, on reconnait dans l’équation (4.10) l’équation de propagation

d’une onde avecEρ = c2 le carré de la célérité des ondes. Tant queε < εpic, la vitesse est positive,
il n’y a donc aucun problème, en revanche, lorsqueε > εpic cette célérité devient brusquement
complexe. Les ondes restent alors "confinées" au premier élément où le signe du module change.
L’augmentation de déformation n’est pas transmise aux éléments voisins, la déformation est
donc localisée dans cet unique élément. Si on réduit la taille de cet élément, la déformation se
localise alors dans une zone plus petite, qui tend vers 0 si l’on raffine à l’extrême le maillage.

En 3D et en quasi-statique, on montre [Hil58] que l’on perd l’unicité de la solution lorsque
le tenseur du second ordreniLi jkl nl devient singulier c’est à dire lorsque :

det(niLi jkl nl ) = 0 ou det(nLn) = 0 (4.11)

Le tenseurLi jkl correspond à la rigidité tangente et est défini en dérivant larelation contrainte-
déformation :

σ̇i j = Li jkl ε̇kl ou σ̇σσ = L : ε̇εε (4.12)

La perte d’unicité ne survient plus alors automatiquement au pic de contraintes.
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1.1 Illustration du phénomène de localisation

Afin d’illustrer les conséquences bien connues du problème de la localisation en dynamique
reprenons l’exemple du chapitre précédent (l’essai de traction dynamique par écaillage) en
faisant varier la taille du maillage. On choisit de comparerquatre discrétisations différentes :
24, 48, 92 et 184 élements dans la longueur, soit une taille d’éléments allant de 0,5 cm à 0,0625
cm. Le maillage de la base du cylindre reste lui inchangé pourles 4 discrétisations choisies.
Les différents maillages utilisés sont représentés à la figure 4.1. Le modèle utilisé est le modèle
initial et le chargement (évolution de la vitesse de de la face impactée) est celui de la figure
3.17. Les calculs sont menés avec le code implicite Cast3m.

FIG . 4.1: Différentes discrétisations pour l’étude de la dépendanceau maillage (le nombre
d’éléments dans la longueur est indiqué)

1.1.1 Cartes d’endommagement

Les cartes d’endommagement suivantx sont tracées pour les 4 maillages à un même instant t
= 0,075 ms postérieur au temps 0,059 ms d’un aller de l’onde detraction/compression (fig. 4.2).
On constate que le choix du maillage n’influe ici qu’assez peusur la taille de la zone rompue
mais d’avantage sur le profil de rupture. Pour le maillage le plus fin, on distingue clairement
deux zones oùDxx = Dc, le maillage fin laisse entrevoir également une seconde zonefortement
endommagée alors qu’avec les maillages moyen et grossier, on n’obtient clairement qu’une
seule fissure.
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FIG . 4.2:Cartes d’endommagement pour le modèle initial à t = 0,075 ms

1.1.2 Evolution de la vitesse d’éjection

Après avoir comparé les cartes d’endommagement qui illustrent le fait que le faciès de
rupture est dépendant de la taille du maillage, on veut quantifier ici l’impact de la localisation
sur un aspect plus global du comportement. Pour cela, on propose de comparer l’évolution
temporelle de la vitesse d’éjection (fig. 4.3). Cette vitesseest la vitesse de la face libre (à gauche)
de l’éprouvette, calculée en son centre qui correspond à la vitesse du fragment éjecté.
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FIG . 4.3:Evolution de la vitesse d’éjection pour différents maillages

Avant rupture, cette vitesse est indépendante de la taille du maillage, les courbes se super-
posent donc très bien. Après t = 0,075 ms, instant qui correspond à l’apparition de la zone
fortement localisée, les courbes commencent à montrer des différences importantes, avec des
écarts de valeurs allant jusqu’à 25 %.

L’analyse de la vitesse d’éjection met bien en évidence le phénomène de localisation, ce sera
donc par la suite un bon critère pour évaluer l’efficacité desdifférents limiteurs de localisation.
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1.1.3 Evolution de la dissipation

La localisation des déformations a pour conséquence en monotone de faire tendre la dissipa-
tion à la rupture vers 0 quand on raffine le maillage. Dans le cas présenté, on dissipe de l’énergie
sur le trajet "aller" de l’onde de manière indépendante du maillage et c’est l’énergie de rupture
en traction, sur le trajet "retour", qui tend vers 0 quand on raffine le maillage. On trace sur la
figure 4.4 l’évolution de la dissipation totale dans la structure
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FIG . 4.4:Evolution de la dissipation intrinsèque totale pour différents maillages

Si on constate bien en fin d’évolution que la dissipation diminue quand on raffine le mail-
lage, les différences observées demeurent très faibles. Cela s’explique d’une part par le fait que
la majorité de l’énergie dissipée est en fait due à la dégradation en compression et donc égale
pour tous les maillages et d’autre part parce qu’il semble que dans ce cas la localisation joue
d’avantage sur le nombre de fissures que sur leur largeur. Ainsi pour les deux maillages les plus
fins, la dissipation totale finale est égale. Le fait d’avoir deux fissures pour le maillage le plus
fin compense le fait que l’endommagement est localisé sur unetrès faible largeur.

Dans ce cas particulier où la dissipation est majoritairement due à l’onde de compression
incidente, l’évolution de la dissipation ne paraît pas êtreun critère pertinent pour évaluer la
qualité de la régularisation d’un limiteur de localisationdonné.

2 Les limiteurs de localisation

2.1 Les modèles à énergie constante

Le phénomène de localisation conduit à une dissipation par endommagement et donc une
énergie de rupture qui dépend de la taille de l’élément dans lequel la localisation survient et
qui tend vers zero à mesure que l’on raffine la discrétisation. Pour s’en affranchir une méthode
consiste à imposer que la dissipation soit fonction de la taille de l’élément de manière à la
rendre justement indépendante de la finesse du maillage [HMP76, BO83]. Pour cela on modifie
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la partie post-pic de la loi de comportement, qui contrôle l’énergie dissipée.
Cette approche ne trouve pas de réelle justification physique(si ce n’est conserver l’énergie

de rupture) et elle ne fonctionne bien que lorsque le trajet de fissuration est connu a priori et que
les éléments dans la zone de localisation ont tous la même taille (et qu’ils ne sont pas distordus).

De ce fait, elle ne fait plus aujourd’hui l’objet de développements mais reste une des
méthodes les plus utilisées, du fait de sa simplicité, dans le cadre industriel.

En dynamique, la difficulté liée à cette méthode est de connaitre l’énergie de rupture à
imposer car elle est également fortement fonction de la vitesse de chargement.

2.2 Les modèles non-locaux intégraux

2.2.1 Principe de la régularisation non-locale

Ce limiteur de localisation développé entre autres par [BBC84] pour la plasticité et par
[PCB88] pour l’endommagement, impose une dimension finie à la région où se localise la
déformation, cette dimension étant considérée comme une caractéristique du matériau. Dans
le cas du béton, on justifie le choix de cette valeur par des considérations micro-mécaniques,
elle est classiquement estimée à 4 fois la taille du plus grosgranulat. Cette méthode consiste à
remplacer une des variables gouvernant le comportement du matériau, souvent la déformation
équivalente, par une variable dite non-locale obtenue par une moyenne pondérée des valeurs de
cette variable sur un domaine entourant le point considéré ou sur l’ensemble des éléments de
la structure. SoitV (x) la valeur d’un champ local sur un domaineΩ. La variable non-locale
associée s’écrit sur ce domaine :

f nl(x) =
Z

Ω
α(x,s) f (s)ds (4.13)

où α(x,s) est la fonction de poids non-locale définie par :

α(x,s) =
α∞(||x−s||)

R

Ω α∞(||x−s||)ds (4.14)

si bien que suffisament loin des bords, la fonction de poids nedépend que de la distance entre le
terme "source"set le pointx où l’on calcule la valeur non-localeV nlx. A proximité des bords, la
fonction de poids est modifiée pour conserver un champ uniforme. La fonctionα∞,dite fonction
de poids pour un milieu infini, est une fonction décroissantede la distance||x−s||, généralement
une fonction gaussienne ou une fonction "en cloche".

Le choix de la variable à rendre non-locale a été étudié dans [Jir97]. Jirasek conclut que
certains choix sont à proscrire puisqu’ils ne permettent pas de revenir à un état de contrainte
nulle après la rupture. C’est le cas des modèles où la variablerendue non-locale est l’endom-
magement ou la déformation irréversible.Pour les modèles d’endommagement quasi-fragiles,
Jirasek préconise de pondérer la déformation totaleεεε, la déformation équivalent̂ε ou encore
Y , la force thermodynamique associée à l’endommagement. On préfèrera utiliser une variable
non-locale scalaire, numériquement moins lourde,Y ou ε̂ pour un modèle d’endommagement
scalaire et̂ε pour un modèle tensoriel.
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2.2.2 Écriture non-locale du modèle d’endommagement anisotrope

Le modèle anisotrope initial présenté au chapitref 1 a été écrit sous une forme non locale
dans [DGR07]. La variable rendue non-locale est la déformation équivalentêε qui a l’avantage
d’être scalaire, on la note par la suiteε̂nl.

Pour construire le modèle non-local, il suffit alors de réecrire la fonction seuil de Mazars
f = g(̂ε)− trDDD du modèle local en fonction de la déformation équivalente non-locale :

f = g(̂εnl)− trDDD (4.15)

aveĉεnl défini de la manière suivante :

ε̂nl = ε̂nl(x) =
Z

Ω
α(x,s)̂ε(s)ds (4.16)

avecα la fonction de poids non-locale (décroissante) :

α∞(x−s) = e
− 4||x−s||2

l2c (4.17)

où lc est la longueur caractéristique ou interne du matériau qui définit le volume sur lequel on
moyennêε .

Pour la suite de la modélisation du comportement, le seul changement intervient dans le
calcul de l’évolution de l’endommagement (ḊDD = λ̇〈ε〉2

+). Pour le modèle initial, le multiplicateur
d’endommagement (obtenu en écrivantḟ = 0) devient :

λ̇ =
dg

dε̂nl

˙̂ε
nl

ε̂2 (4.18)

ainsi, la loi d’évolution de l’endommagement devient non locale via ε̂nl, c’est à dire que la
vitesse d’endommagementḊDD(x) au pointx est une fonction des points environnants :

ḊDD = g′(̂εnl)
˙̂ε
nl

ε̂2 〈εεε〉
2
+ (4.19)

Si l’on prend en compte la désactivation des dommages, aucunchangement particulier n’est
à apporter si ce n’est que la fonction seuil s’écrit (cette fois avecḊDD = λ̇〈ε〉+) :

f = g(̂εnl)−dact (4.20)

Même pour un modèle qui considère l’anisotropie induite parle chargement, l’introduction
d’une longueur interne isotropelc est suffisante pour les applications pratiques.

2.3 Les modèles de type second gradient

Ce type de limiteur de localisation, d’abord développé dans le cadre de la plasticité en
statique [MA91, dBM92] puis en dynamique [Slu92]
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[SdB94] a été plus récemment étendu au cadre thermodynamiquede l’endommagement [PdBrBdV96a,
FN96, PdBrBdV96b]. En substituant l’expression de la déformation équivalentêε par son
expression développée en une série de Taylor dans la définition de la déformation équivalente
non-locale (eq 4.16), on obtient une nouvelle expression dela déformation équivalente non
locale [MA91, dBM92] :

ε̂nl = ε̂+ci
∂2ε̂
∂x2

i

+ci j
∂4ε̂

∂x2
i ∂x2

j

+ ... (4.21)

où les coefficientsci et ci j sont calculés en intégrant la fonction de poids sur un domaine qui
dépend de la longueur interne. Les termes impairs n’apparaissent pas dans l’équation car ils
s’annulent par symétrie. On peut alors approcherε̂nl (en négligeant les termes d’ordre 4 et
supérieurs ) par une relation différentielle qui fait intervenir le second gradient :

ε̂nl = ε̂+c∇2ε̂ (4.22)

Cette forme est appelée "second gradient explicite", la variable non-localêεnl est exprimée
en fonction de la variable localêε et de son Laplacien∇2ε̂ .

Comme pour le modèle non-local intégral, on remplace alorsε̂ par la valeur que l’on vient
de calculer pour l’expression de la surface seuil et de la loid’évolution de l’endommagement
(eq. 4.19). La longueur interne que l’on introduit pour le calcul dec est équivalente dans une
certaine mesure à celle du modèle non-local défini plus haut.

Peerlings [Pee99] a montré que le choix d’une définition implicite de la variable non-locale :

ε̂nl −ci
∂2ε̂nl

∂x2
i

−ci j
∂4ε̂nl

∂x2
i ∂x2

j

− ... = ε̂ (4.23)

est meilleur (il permet d’obtenir une convergence quadratique notamment) avec au final comme
modélisation retenue :

ε̂nl −c∇2ε̂nl = ε̂ (4.24)

L’avantage de ce modèle par rapport aux modèles non-locaux classiques est que la déforma-
tion équivalente aux points de Gauss ne dépend plus des déformations équivalentes des éléments
voisins. On définit une sorte de nouvel élément contenant uneinconnue supplémentaire en plus
des déplacements aux noeuds : la déformation non-locale équivalente. La suite du problème
peut alors être traitée par la méthode classique des éléments finis, on peut notament calculer la
matrice tangente de l’élément.

Le problème qui reste à résoudre est celui des conditions limites. En introduisant une
inconnue supplémentaire on doit également introduire une nouvelle condition limite qui n’est
pas a priori évidente. La discussion à ce sujet est toujours ouverte.

2.4 L’effet retard

2.4.1 La régularisation par effet retard

Needleman [Nee88] a montré que si l’on prend en compte la dépendance au taux de défor-
mation dans la loi de comportement d’un matériau, il n’y a plus de perte d’ellipticité pour le
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problème quasi-statique et la vitesse des ondes demeure réelle pour le problème dynamique. Le
problème reste bien posé tant que le niveau de contrainte reste faible devant la raideur élastique.
La dépendance au taux de déformation introduit de manière implicite une longueur dans le
problème aux limites sans que celle-ci soit un paramètre de la modélisation. C’est cette longueur
qui permet la régularisation de la solution. Needleman montre dans cet article comment un
comportement visco-plastique permet de rendre la solutionindépendante de la discrétisation
spatiale à la fois dans le cas d’un chargement statique et d’un chargement dynamique. D’autres
études ont confirmé ce résultat par la suite [Slu92, BMPS93, Suf04, PSS08].

Le même principe a été appliqué par la suite dans la cadre des modèles d’endommagement.
L’introduction d’une dépendance en vitesse ralentit l’évolution de l’endommagement (on parle
d’endommagement retardé ou d’endommagement à effet retard) et régularise la solution. En
effet, en retardant l’endommagement, on laisse le temps à une zone plus importante de s’en-
dommager, la déformation n’est plus localisée dans un unique élément. La première formulation
d’un modèle d’ endommagement à effet retard semble être due àLadevèze [Lad91, Lad92] qui
propose la loi d’évolution de l’endommagement suivante pour les composites stratifiés :

Ḋ =
1
m
〈Y−Y(d)

Yc
〉n pourD ≤ 1 (4.25)

Y(D) = Y0 +Ycd sinon

Elle fait intervenir deux paramètresm et n déjà rencontrés aux paragraphes 2.4 et 2.5 du
chapitre 3 etY0 etYc sont des constantes qui définissent l’évolution de l’endommagement. Par la
suite, cette loi a été modifiée, toujours pour la modélisation des composites stratifiés de manière
à introduire une borne supérieure pour la vitesse d’endommagement [AD97] :

Ḋ = Ḋ∞(1−exp[−b〈g(εe)−D〉]) pourD ≤DDDc (4.26)

D = Dc sinon

où Ḋ∞ est l’inverse d’un temps caractéristiqueτb. La justification physique de cette borne est
que la rupture sous l’effet d’un chargement croissant ne peut pas être instantanée. Elle doit donc
être gouvernée par un temps interne caractéristique qui traduit un certain retard. Combinée avec
une analyse dynamique, ce temps caractéristique introduitune longueur caractéristique à travers
la vitesse des ondes. La distinction doit être faite pour lescomposites entre les modèles d’en-
dommagement retardé et les modèles de viscosité. Certains composites fragiles (les stratifiés
epoxy/verre par exemple) ont un comportement éminemment visqueux. Pour autant le temps
caractéristique introduit n’est pas lié au processus de rupture, il différe du temps caractéristique
de l’endommagement retardé de plusieurs ordres de grandeur. Ce temps caractéristique est
déterminé à partir de la longueur caractéristique du matériau, elle-même fonction de la micro-
structure. L’endommagement à effet retard ne sert donc pas le plus souvent à reproduire un effet
de la vitesse de sollicitation puisque celui-ci n’existe pas pour les composites étudiés. C’est un
outil de modélisation qui permet de rendre la rupture non instantannée et de ce fait régulariser
la solution du problème.

La même loi d’évolution a ensuite été appliquée pour des matériaux métalliques dans le cas
de sollicitations dynamiques [Suf04] puis pour les bétons et la glace [CMCO08] .
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2.4.2 Modèle local et non-local d’endommagement anisotropeà effet retard

Pour les matériaux fragiles comme le béton, et contrairement aux matériaux précédemment
cités, il existe un effet de la vitesse de sollicitation, quel’on reproduit pour le modèle d’endom-
magement isotrope par une loi visqueuse d’évolution de l’endommagement [DPCL96a]. Pour le
modèle présenté, la loi de viscosité s’inspire fortement decelle proposée par Allix et Deü dans
le cas de l’endommagement à effet retard, mais a été modifiée pour le cas d’un endommagement
anisotrope :

H (trεεε)trḊDD = Ḋ∞[1−exp(−b(g(̂εεε)− tr DDD))]

On pourra confondre "effet retard" et "viscosité" à la condition que le temps caractéristique
introduit dans la loi d’évolution de l’endommagement soit du même ordre de grandeur dans les
deux cas.

Pour le cas de la viscosité, on identifie ce temps interne à partir des courbes donnant
l’accroissement de résistance en fonction de la vitesse de sollicitation. On a identifié au chapitre
précédent la vitesse maximale de propagation de l’endommagement :Ḋ∞ ≃ 50000 s−1. Cette
vitesse peut être reliée au temps caractéristique parτb = 1

Ḋ∞
, soitτb ≃ 2.10−5 s.

On définit généralement la longueur caractéristique du béton comme étant égale à 4 fois la
taille du plus gros granulat soit de l’ordre de la dizaine de centimètre. (C’est tout du moins ce
qui est fait quand il s’agit de définir la longueur caractéristique d’un modèle non local). On peut
relier cette dimension au temps caractéristique parc la célérité des ondes, on obtient alorsτc =

lc/c≃ 2,4.10−5s avecc =
√

E
ρ ≃ 4200m/s.

Les deux temps caractéristiques calculés,τb etτc sont très proches, on peut donc considérer
que le modèle de visco-endommagement présenté au chapitre 3est un modèle d’endommage-
ment à effet retard dans le sens où Allix et Deü l’ont défini. Ce modèle peut donc a priori
d’une part reproduire l’effet de vitesse et d’autre part régulariser la solution avec un unique
jeu de paramètre. On ne refait pas ici la description du modèle et de son intégration numérique
puisque rien ne diffère de ce qui a été présenté au chapitre précédent.

Comme on l’a montré au chapitre 3, l’effet de vitesse sur la résistance en traction du béton
est sensible à partir d’une certaine valeur deε̇, de l’ordre de 1.s−1 En deÃ§à, la contrainte de
pic en traction est égale à la contrainte de pic en quasi-statique. Si le matériau n’est pas sensible
à l’effet de vitesse, il n’y a donc a priori pas de régularisation de la solution pour des tailles
de mailles et de pas de temps raisonnables. L’effet retard n’est donc pas pour notre modèle et
avec les paramètres retenus, un limiteur de localisation judicieux pour les faibles vitesses de
sollicitation.

Afin de permettre la régularisation de la solution sur la totalité de la gamme des vitesses de
sollicitations, on propose un modèle non-local d’endommagement à effet retard. Ce modèle doit
permettre de reproduire l’effet de vitesse pour toutes les vitesses de sollicitation, de régulariser
la solution en dynamique grâce à l’effet retard et et de régulariser la solution en statique par son
caractère non local. La loi d’évolution s’écrit àf = g(̂εnl)− trDDD = Dv avecε̂nl comme définie
au paragraphe 2.2 ; elle devient :

H (trεεε)trḊDD = Ḋ∞[1−exp(−b(g(̂εnl)− trDDD)))] (4.27)

avec la désactivation des dommages en dynamique, on l’écrit:
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H (trεεε)ḋact = Ḋ∞[1−exp(−b(g(̂εnl)−dact)))] (4.28)

2.5 La multifragmentation

Les matériaux fragiles (bétons, céramiques) rompent, en traction soit sous l’effet d’une
macro-fissure unique (en quasi-statique) soit par multifragmentation (en dynamique). Dans tous
les cas la rupture s’initie au niveau de défauts préalablement existants au sein du matériau.
Le modèle proposé par Denoual et Hild [DH00b] tient compte ducaractère probabiliste de la
contrainte à rupture lié à la répartition initiale aléatoire des défauts. La probabilité de rupture
s’exprime par une loi de Weibull :

PF = 1−exp(−λt(σ)Ve f f) (4.29)

oùλt(σ), la densité de défaut, s’exprime parλt(σ) = λ0

[
σ
S0

]m
et oùVe f f correspond au volume

effectif.
En dynamique, il se crée autour des défauts activés (ou des fissures amorcées) une zone dans

laquelle les contraintes sont relaxées si bien que la propagation de l’onde de contrainte ne peut
engendrer une nouvelle fissure dans cette zone même si un défaut existe. Le volume (en 3D) de
cette zone au tempst pour un défaut activé au tempsτ s’exprime par :

VObs=
4
3
[kc(t − τ)]3 (4.30)

avec c, la célèrité des ondes etkc la vitesse de propagation de la fissure. Ce phénomène
"d’obscurcissement de défauts" est schématisé sur la figure 2.5 où les défauts situés enM1

etM2 écrantent ceux 3 et 4.

(a) Obscurcissement des défauts dans un schéma
espace-temps

(b) Changement de mode rupture en fonction de
la vitesse

FIG . 4.5:Modèle probabiliste d’obscurcissement des défauts, d’après [DH00a, DH00b]
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Sur le même principe qu’en quasi-statique, on définit en dynamique la probabilité d’ob-
scurcissment par une loi de Weibull. Cette probabilité,P0 permet ensuite la définition d’une
variable d’endommagement écrite dans le cadre de la mécanique classique de l’endommage-
ment continu. La figure 4.5 compare les résulats obtenus de manière analytique avec ceux d’une
simulation de Monte-Carlo.

On constate que l’on reproduit l’accroissement de la contrainte en fonction de la vitesse
de sollicitation (prise en compte dans le modèle dynamique). D’autre part la dispersion des
résultats par la méthode de Monte-Carlo diminue à mesure que le taux de contrainte augmente,
comme expérimentalement.

Pour les faibles vitesses, où une fissure unique se propage, la dispersion est importante. On
utilise dans ce cas les méthodes stochastiques décrites plus hauts pour le passage micro-macro.
En dynamique, la rupture par multi-fragmentation a un caractère quasi-déterministe, il peut être
traitée par la mécanique de l’endommagement.

Cette modélisation qui reproduit finement ce qu’il se passe auniveau microscopique, in-
troduit une longueur interne via la taille de la zone d’obscurcissement. En conséquence la
solution du modèle d’endommagement est indépendante vis à vis du maillage. La modélisation
phénoménologique selon ce genre d’approche semble prometteuse, mais elle demeure plus
délicate à mettre en oeuvre que la "simple" considération d’un visco-endommagement. Nous
ne poursuivrons pas cette voie

3 Sensibilité à la méthode de régularisation

On étudie l’efficacité de différents limiteurs de localisation sur l’essai de traction dynamique
de Klepaczko et Brara déjà décrit (impact sur la face latéraledroite d’un cylindre). La solu-
tion est considérée régularisée si lorsque l’on raffine le maillage, la bande d’endommagement
maximum garde une largeur constante. On tracera donc les cartes d’endommagement pour
vérifier numériquement la régularisation (ou la non régularisation). On comparera également
l’évolution au cours du temps de la vitesse "d’éjection" de lapartie de l’éprouvette située en
amont de la rupture (face gauche). Deux vitesses de chargement seront étudiées, la première
(fig 3.17) est la vitesse expérimentale déjà décrite (impactrapide), la seconde reprend la même
fonction de chargement mais en multipliant la durée d’application par un facteur 4.

Les limiteurs de localisations comparés sont l’endommagement à effet retard, la régulari-
sation non-locale, ainsi que ces deux limiteurs combinés. Rappelons que l’onde met 0,059 ms
pour parcourir le barreau (aller simple).

3.1 Impact rapide

L’impact rapide correspond en terme de géométrie et de chargement au cas expérimental
déjà traité. La vitesse de déformation obtenue avec Cast3m pour le modèle de visco-endommagement
anisotrope (fig. 4.6) est très chahutée mais est globalementsupérieure à 100.s−1, soit clairement
dans le domaine où l’effet de vitesse est sensible.
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FIG . 4.6:Vitesse de déformatioṅε à t=0,07ms

3.1.1 Non-régularisation avec le modèle d’endommagement initial

Les résultats obtenus pour le modèle local sans effet de vitesse sont ceux présentés au
paragraphe 1 sur l’illustration du phénomène de localisation. On a pu constater que le nombre de
zones de localisation variait avec la finesse du maillage et que les différentes vitesses d’éjection
différaient à partir du moment où la localisation de l’endommagement apparaissait (t=0,075ms).

3.1.2 Régularisation par endommagement à effet retard

Le premier limiteur de localisation étudié est le visco-endommagement ou effet retard (eq.
3.35).

FIG . 4.7:Cartes d’endommagement avec effet retard (impact rapide)

Les cartes d’endommagement pour les différents maillages (fig. 4.7) montrent que l’en-
dommagement n’est plus localisé dans un unique (ou un faiblenombre) d’éléments . La zone
"rompue" converge vers une taille constante, le calcul est donc bien régularisé.

On constate la même efficacité de la régularisation sur les courbes représentant l’évolution
de la vitesse d’éjection en fonction du temps. Les courbes pour les différents maillages ne
présentent aucun écart jusqu’à 0,06ms et un écart très faible au-delà.
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FIG . 4.8:Evolution de la vitesse d’éjection avec effet retard (impact rapide)

3.1.3 Régularisation non-locale

Rendre le calcul non-local est très coûteux, on multiplie parenviron 20 le temps de calcul.
De ce fait, on ne simule pas l’essai de traction dynamique surle maillage le plus fin, pour lequel
le temps de calcul est tel que l’on n’arrive pas au bout du calcul. La comparaison des cartes

FIG . 4.9:Cartes d’endommagement régularisation non-locale (impactrapide)

d’endommagement (fig. 4.9) pour les trois maillages (grossier 24 éléments dans la longueur,
moyen : 48 éléments et fin 96 éléments) montrent que le calcul est parfaitement régularisé.
Cependant la zone endommagée est relativement large, ce qui correpond assez mal au type
de rupture (localisée) observé. On a l’impression que la régularisation non-local conduit à un
"étalement" artificiel de l’endommagement quand celui-ci est lié à une propagation d’onde.
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(a) Evolution complète (b) Détail

FIG . 4.10:Evolution de la vitesse d’éjection régularisation non-locale (impact rapide)

Les courbes de l’évolution de la vitesse d’éjection (fig. 4.10) montrent, comme les cartes
d’endommagement, une régularisation parfaite.

3.1.4 Régularisation par endommagement à effet retard et non-local

FIG . 4.11:Cartes d’endommagement régularisation non-locale et effetretard (impact rapide)

Pour le cas de la régularisation non-locale pour le modèle avec effet de vitesse, l’endom-
magement n’atteint pas (tout du moins sur les bords) sa valeur critiqueDc, l’endommagement
maximal est ici de l’ordre de 0,85. Néanmoins, on constate sur une coupe transversale que
l’endommagement atteint à coeur est maximal et bien régularisé. Il semblerait que l’on ren-
contre des difficultés à traiter ce qu’il se passe sur les bords quand on combine effet retard
et régularisation non-locale. Les courbes d’évolution de la vitesse d’éjection montrent une
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FIG . 4.12: Evolution de la vitesse d’éjection régularisation non-locale et effet retard (impact
rapide)

régularisation assez moyenne, meilleure que sans aucune régularisation, mais néanmoins moins
bonne qu’avec l’effet retard ou le non-local seul.

3.2 Impact lent

3.2.1 Paramètres de la simulation numérique

On choisit d’appliquer pour l’impact lent la même valeur de déplacement maximum, mais
on multiplie le temps de montée en charge par un facteur 4. La nouvelle fonction du déplacement
imposé en fonction du temps est donné à la figure 4.13.

Le temps nécessaire pour atteindre le déplacement maximum imposé est maintenant de
0,24 ms. Comme la vitesse de propagation des ondes reste constante (elle n’est fonction que
des paramètres matériau qui restent inchangés), garder la même géométrie d’éprouvette que
précédemment conduirait à une superposition quasi-permanente d’ondes dans l’éprouvette.
L’onde incidente met en effet environ 0,06 ms pour traverserl’éprouvette de 12 cm, soit 4 fois
moins de temps que la durée totale du chargement. On décide donc d’augmenter la longueur de
l’éprouvette afin d’atteindre la fin du chargement avant que l’onde ne commence à se réfléchir.
La nouvelle longueur est 4 fois supérieure à celle de l’éprouvette précédente, soit une longueur
de 96 cm. On choisit néanmoins de conserver la même discrétisation que précédement en 24,
48, 96 et 184 éléments dans la longueur, ce qui implique donc une taille d’éléments 4 fois plus
grande. Les différents maillages, toujours en 3D, sont présentés sur la figure 4.14

La vitesse de déformation calculée est beaucoup plus lente mais tout aussi chahutée que
pour l’impact rapide. La vitesse de déformation maximale est de l’ordre de 3 s−1, ce qui se
situe à la limite entre les deux régimes de vitesse.
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FIG . 4.13:Chargement appliqué pour l’impact lent

FIG . 4.14:Maillages 3D pour l’impact lent avec nombres déléments dansla longueur

FIG . 4.15:Vitesse de déformatioṅε à t=0,4ms

3.2.2 Sans régularisation

Pour le modèle d’endommagement anisotrope initial, les cartes d’endommagement mettent
clairement en évidence la localisation. Plus le maillage est fin et plus la zone endommagée est
étroite (fig 4.22). Les vitesses d’éjection sont elles aussides indicateurs de la dépendance au

Endommagement anisotrope et comportement dynamique des ouvrages en béton armé jusquà la ruine



Sensibilité à la méthode de régularisation 113

FIG . 4.16:Cartes d’endommagement sans régularisation - impact lent

maillage dans ce cas, on obtient ici des réponses en fin de simulations profondément différentes
(fig. 4.17)
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FIG . 4.17:Evolution de la vitesse d’ejection sans régularisation (impact lent)

3.2.3 Regularisation par endommagement à effet retard

Comme on pouvait s’y attendre, la régularisation par effet retard est sans effet pour des
calculs dynamiques lents. Les cartes d’endommagement (fig.4.18) sont clairement dépendantes
du maillage et les courbes de vitesse d’éjection (fig 4.19) nese superposent pas.

3.2.4 Regularisation non-locale

La régularisation non-locale pour une vitesse d’impact lente présente de bons résultats, l’en-
dommagement (fig. 4.20) n’est pas localisé, et les vitesses d’éjection (fig 4.21 sont également
régularisées.
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FIG . 4.18:Carte d’endommagement suivantx avec effet retard à t=0,55 ms (impact lent)
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FIG . 4.19:Evolution de la vitesse d’ejection avec effet retard (impact lent)

FIG . 4.20:Cartes d’endommagement régularisation non-locale (impactlent)
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(a) Evolution complète (b) Détail

FIG . 4.21:Evolution de la vitesse d’éjection régularisation non-locale (impact lent)

FIG . 4.22:Cartes d’endommagement régularisation non-locale et effetretard (impact lent)

3.2.5 Regularisation par endommagement à effet retard non-local

L’effet retard combiné à l’endommagement non-local donne ànouveau des résultats assez
peu satisfaisants aussi bien pour les cartes d’endommagement (fig.4.22) que pour les vitesses
d’éjection (fig.4.23). En revanche, le problème que l’on rencontrait pour l’impact rapide d’un
endommagement non uniforme sur la section ne se retrouve plus dans ce cas.

3.2.6 Discussion sur la régularisation

Cet exemple aura permis de montrer que pour des sollicitations dynamiques rapides (ici
ε̇ ≃ 100s−1) la régularisation par effet retard était particulièrement adaptée et suffisante par
elle-même. De plus la manière dont l’effet de vitesse a été introduit dans le modèle permet à la
fois de régulariser le problème en dynamique et de reproduire correctement l’augmentation de
la résistance dynamique en tractionf dyn

t pour toutes les vitesses de sollicitation.
Pour cette même gamme de vitesse de sollicitation, la régularisation non-locale est elle aussi
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FIG . 4.23: Evolution de la vitesse d’éjection régularisation non-locale et effet retard (impact
lent)

efficace, mais la zone endommagée est excessivement large. D’autre part, l’effet de vitesse n’est
pas reproduit.

Pour les vitesses lentesε̇ ≃ 3s−1, l’effet retard ne régularise pas la solution alors que le
calcul non-local donne de bons résultats.

La combinaison des deux limiteurs de localisation conduit àun état d’endommagement en
dynamique rapide qui n’est pas homogène sur la section de l’éprouvette, les bords sont moins
endommagés que la partie centrale. Le problème semble ne pasapparaître pour l’impact lent
sans toutefois donner un résultat complètement satisfaisant.

Rappelons enfin que la durée d’un calcul non local est environ 20 fois supérieure à la
durée du même calcul en local, ce qui exclut son utilisation avec un code explicite. En effet,
en explicite, le pas de temps est volontairement réduit, ce qui conduit à effectuer un nombre très
important de pas de temps. Il n’est donc pas concevable d’introduire ce type de régularisation
qui rendrait quasiment inabordable le moindre calcul.

4 Un nouveau type d’instabilité due à l’anisotropie induite

4.1 Origine de l’instabilité

Dans le cas du modèle d’endommagement anisotrope développé(mais également dans
d’autres modèles [BO90, Fic96]...), l’anisotropie est diteinduite, c’est à dire que le matériau
initialement isotrope acquiert un comportement anisotrope en fonction du chargement, (l’élas-
ticité devenant orthotrope). Les déformations imposées (comme les déformations longitudi-
nales précédentes) mais également les déformations non imposées directement (comme les
déformations radiales) sont calculées par le modèle et affectées par l’endommagement (via un
coefficient de Poisson pour les déformations radiales). Or ce sont les déformations qui pilotent
l’endommagement, ou plus exactement les déformations positives par la loiḊDD = λ̇〈εεε〉2

+.
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Dans le cas d’un chargement en traction selon l’axe 1 la seuledéformation positive est la
déformation imposée, le risque de rencontrer une instabilité est, nous allons le comprendre,
inexistant. En revanche, en compression, les déformationspositives sont celles, latéralesε22 et
ε33, calculées via le modèle, c’est ce qui provoque, nous allonsle montrer, l’apparition d’un
comportement erratique pour des contraintes de compression élevées (cf. figure 4.24) où l’on
représente l’évolution des coefficients de Poisson apparents suivanty et z en fonction de la
déformation de compression imposée suivantx ).

(a) Evolution dẽν en compression simple (b) Evolution des endommagementD22 etD33

FIG . 4.24:Instabilité en compression simple suivant 1

Ce paragraphe est consacré à l’analyse de ce comportement, à la justification analytique
de l’existence de cette instabilité et enfin à la propositiond’une solution pour s’affranchir du
problème.

4.2 Existence d’une instabilité en compression simple

Un comportement instable signifie que s’il existe une erreurà un pas de tempsn, au pas
de tempsn+ 1, cette erreur s’amplifie. Si on noteδXn l’erreur surX au pas de temps n, alors
δXn+1 > δXn.

Nous allons montrer que le comportement en compression simple du modèle anisotrope
initial est instable. On suppose que cette instabilité se traduit dans le cas d’un chargement d’axe
1, par un endommagement porté selon la loi d’évolutionḊDD = λ̇〈εεε〉2

+ par les deux directions
latérales,D2 et D3, éventuellement différent. En notantδ(DDD)n l’erreur surDDD au temps n et
δ(DDD)n+1 l’erreur au tempsn+1, la relation linéaire qui lie les deux erreurs s’écrit :δ(DDD)n+1 =
CCCδ(DDD)n. Le comportement sera instable lorsqueρ(CCC) > 1, avecρ(CCC) le rayon spectral deCCC.
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4.2.1 Expression des coefficients de Poisson apparents

En considérant le cas d’une compression simple pilotée par la déformation suivant 1, on
connait (impose)ε1 et on obtient par le calcul les déformations transversesε2 etε3. Les relations
suivantes régissent ces déformations :

ε2 = −ν̃12ε1 et ε3 = −ν̃13ε1 (4.31)

Si l’on exprime la loi d’élasticité couplée à l’endommagement anisotrope sous forme scalaire
εi = Bi

σ
E en compression, on peut exprimer les coefficients de Poissoneffectifs :

ν̃12 = −ε1

ε2
= −B2

B1
et ν̃13 = −ε1

ε3
= −B3

B1
(4.32)

Les termesBi sont obtenus à partir de la relation :

εεε =
1+ν

E
(HHHσσσDHHH)D +

1−2ν
3E

(
< trσσσ >

1−ηtDH
− < −trσσσ >

)
1 avecHHH = (1−DDD)−

1
2 (4.33)

avec trσσσ = σ < 0, on a donc :

εεε =
1+ν

E
((1−DDD)−

1
2σσσD(1−DDD)−

1
2)D +

1−2ν
3E

σ).1 (4.34)

Dans le cas oùD1 = 0 etD2 = D3, avecHHH sous la forme :

HHH =(1−DDD)−
1
2 =




(1−D1)
− 1

2 = 0 0 0

0 (1−D2)
− 1

2 = (1−D3)
− 1

2 0

0 0 (1−D3)
− 1

2 = 1−D2)
− 1

2




B1 =
1+ν

9

(
4+

2
1−D2

)
+

1−2ν
3

(4.35)

B2 = B3 =
1+ν

9

(
− 1

1−D2
−2

)
+

1−2ν
3

(4.36)

Si maintenant,D2 6= D3, on a alors :

B1 =
1+ν

9

(
4+

1
1−D2

+
1

1−D3

)
+

1−2ν
3

(4.37)

B2 =
1+ν

9

(
−2− 2

1−D2
+

1
1−D3

)
+

1−2ν
3

(4.38)

B3 =
1+ν

9

(
−2+

1
1−D2

− 2
1−D3

)
+

1−2ν
3

(4.39)
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et

ν̃12 = −
1+ν

3 (−2− 2
1−D2

+ 1
1−D3

)+1−2ν
1+ν

3 (4+ 1
1−D2

+ 1
1−D3

)+1−2ν
(4.40)

ν̃13 = −
1+ν

3 (−2− 2
1−D3

+ 1
1−D2

)+1−2ν
1+ν

3 (4+ 1
1−D2

+ 1
1−D3

)+1−2ν
(4.41)

qui sont les expressions des coefficients de Poisson du matériau endommagé. Les déformations
transverses en compression s’en déduisent par l’équation (4.34).

4.2.2 Problème complet

On considère qu’il existe une solution de référence telle queD2 = D3, pour laquelle on peut
écrire∆DDDre f = ∆λre f〈εεε〉2

+ soit encore en compression (D1 =0) :

∆Dre f
2 = ∆λre f ν̃2

12ε2
1 (4.42)

∆Dre f
3 = ∆λre f ν̃2

13ε2
1 (4.43)

On peut alors exprimer l’endommagement calculé numériquement aux instantsn et n+ 1, DDDn

DDDn+1 comme la somme de la solution de référence et d’une erreur ou perturbation aux mêmes
pas de tempsδ(DDD)n et δ(DDD)n+1 :

DDDn = DDDre f
n +δ(DDD)n etDDDn+1 = DDDre f

n+1 +δ(DDD)n+1 (4.44)

Par la suite on simplifiera la notation en écrivantδDDDn pourδ(sDDD)n.
La discrétisation temporelle conduit à l’expression suivante :

∆D2 = Dn+1re f
2 −Dnre f

2 +δDn+1
2 −δDn

2 (4.45)

∆D2 = ∆Dre f
2 +δDn+1

2 −δDn
2 (4.46)

∆D2 = ∆λre f ν̃2
12ε2

1 +δDn+1
i −δDn

i (4.47)

avec̃ν12= ν̃12(D
n+1re f
2 +δDn+1

2 ,Dn+1re f
3 +δDn+1

3 ) par les équations (4.44 et 4.45). On développe
l’expression précédente au premier ordre enδD2 et δD3 pour obtenir :

∆Dre f
2 +δDn+1

2 −δDn
2 = (∆λre f +

∂∆λ
∂D2

δD2+
∂∆λ
∂D3

δD3)ε2
1(ν̃

re f 2
12 +

∂ν̃12

∂D2
δD2+

∂ν̃12

∂D3
δD3) (4.48)

et

∆Dre f
3 +δDn+1

3 −δDn
3 = (∆λre f +

∂∆λ
∂D2

δD2+
∂∆λ
∂D3

δD3)ε2
1(ν̃

re f 2
13 +

∂ν̃13

∂D2
δD2+

∂ν̃13

∂D3
δD3) (4.49)

Pour la solution de référence, on a∆Dre f
i = ∆λre fε2

1ν̃re f 2
i3 , si bien que, pour un schéma implicite

(dérivées calculées au pas de tempsn+1) la différence des erreurs s’écrit :
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δDn+1
2 −δDn

2 = (4.50)

ε2
1[δDn+1

2 ( ∆λre f ∂ν̃12

∂D2

∣∣∣
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∣∣∣
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3 + ν̃re f 2
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12 )]

avec ici ∂ν̃1i
∂D j j

=
∂ν̃1 j
∂Dii

∣∣
n+1 En considérant les termes du second ordre comme négligeables, et

de développant de manière identiqueδDn+1
3 − δDn

3 on peut mettre le système sous la forme
matricielle suivante :


 1− ε2
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) ε2

1(−∆λre f ∂ν̃2
12

∂D3
− ν̃re f 2

12
∂∆λre f

∂D3
)

ε2
1(−∆λre f ∂ν̃2

13
∂D2

− ν̃re f 2
13

∂∆λre f

∂D2
) 1− ε2

1(∆λre f ∂ν̃2
13

∂D3
− ν̃re f 2

13
∂∆λre f

∂D3
)




︸ ︷︷ ︸
CCC−1




δDn
2

δDn
3


=




δDn+1
2

δDn+1
3




où la matriceCCC représente la manière (stable ou instable) dont se propage une perturbation
ou erreur numériqueδDDD sur l’endommagementDDD. Montrer queρ(CCC) > 1 et donc l’instabilité
revient à montrer que la plus petite des valeurs propres deCCC−1 est strictement inférieure à 1,
soit min(V p(CCC−1)) < 1

4.2.3 Problème simplifié : justification de l’hypothèseδD3 = −δD2

A partir de la simulation numérique d’un cube en compressionsimple, on constate que
la moyenne des coefficients de Poisson apparentsν̃12+ν̃13

2 est égale au coefficient de Poisson

apparent pour la solution de référenceDre f
2 = Dre f

3 , ν̃12 = ν̃13 = ν̃re f (fig. 4.24(a)). La solution
stable étant obtenue en forçantε2 = ε3, ce qui équivaut à ecrire que :δν̃13 = −δν̃12.
Or on a :

δD2 = δD2(ν̃12, ν̃13) =
∂δD2

∂ν̃12
δν̃12+

∂δD2

∂ν̃13
δν̃13 (4.51)

δD3 = δD3(ν̃12, ν̃13) =
∂δD3

∂ν̃12
δν̃12+

∂δD3

∂ν̃13
δν̃13 (4.52)

ainsi que :
∂ν̃12

D2
=

∂ν̃13

D3

∂ν̃12

D3
=

∂ν̃13

D2
(4.53)

si bien que l’on obtient finalement :

δD3 = δD2(
∂δD2

∂ν̃13
− ∂δD2

∂ν̃12
) = −δD2 (4.54)

δν̃13 = −δν̃12 ⇔ δD3 = −δD2 (4.55)
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Ces calculs montrent que l’hypothèseδD3 = −δD2 (que l’on va considérer pour simplifier
l’analyse) est justifiée. Cette hypothèse implique également quetr∆DDD = tr∆DDDre f , ce qui revient
à dire que le multiplicateur est pour les deux cas :∆λre f = ∆λ : sa valeur n’est pas affectée par
la perturbation.

4.2.4 Preuve de l’existence d’une instabilité pour le problème simplifié

La manière dont la perturbation se propage, précédemment écrite sous forme matricielle, se
simplifie sous l’hypothèseδD3 = −δD2 ,

δDn+1
2 =

δDn
2

1− ε2
1(∆λ(

∂ν̃2
12

∂D2
− ∂ν̃2

12
∂D3

)− ν̃re f
12 (∂∆λ

∂D2
− ∂∆λ

∂D3
))

(4.56)

Prouver que le schéma numérique est instable revient donc à prouver queδDn+1
2 > δDn

2 et
donc que le dénominateur est inférieur à 1. Pour cela, exprimons tout d’abord les dérivées des
coefficients de Poisson (en posantα(D2,D3) = 1+ν

3 (4+ 1
1−D2

+ 1
1−D3

)+1−2ν ) :

∂ν̃12

D2
= − 1

α2

1+ν
(1−D2)2

(
1+ν

9

(
−2− 3

1−D3

)
− (1−2ν)

)
< 0 (4.57)

∂ν̃12

D3
= − 1

α2

(1+ν)2

9(1−D3)2

(
6− 1

1−D2

)
(4.58)

D’autre part, comme on a (∂∆λ
∂D2

− ∂∆λ
∂D3

= 0) et∆λ > 0 la condition pour l’instabilité devient :

∂ν̃2
12

∂D2
− ∂ν̃2

12

∂D3
> 0 (4.59)

La détermination du signe est faite de manière graphique (figure 4.25) en supposantD2 =
D3, hypothèse raisonnable dans la mesure où les deux valeurs à l’origine de l’instabilité sont
très proches (fig. 4.24(b)). L’expression est toujours positive, l’instabilité existe donc bien en
compression, et ce quelle que soit la valeur de l’endommagement.

En traction suivant l’axe 1, l’endommagement n’est portée que par une seule composante,
D1, et son évolution est gouvernée parε1 > 0, la déformation imposée. Elle est donc par nature
non affectée par l’endommagement et donc insensible au typed’instabilité considéré.

4.3 Influence du choix du schéma

Le calcul précédent a été fait pour un schéma implicite∆DDD = ∆λ〈εn+1〉2
+. Les dérivées des

∆λ et des̃ν1i ont été calculées au pas de tempsn+ 1. En reprenant le même calcul pour une
discrétisation explicite de la loi d’évolution de l’endommagement∆DDD = ∆λ〈εn〉2

+(dérivée au
tempsn), on obtient :

δDn+1
2 =

(
1+∆λε2

1

(
∂ν̃12

D2

∣∣∣
n
− ∂ν̃12

D3

∣∣∣
n

))
δDn

2 (4.60)
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FIG . 4.25:Positivité de∂ν̃12
D2

− ∂ν̃12
D3

D’aprés le résultat ci-dessus (fig 4.25) on montre à nouveau queδDn+1
2 > δDn

2, et donc que

le schéma est instable également. Cependant, si l’on compareles valeurs de 1+∆λε2
1

(
∂ν̃12
D2

− ∂ν̃12
D3

)

et de 1

1−∆λε2
1(

∂ν̃12
D2

− ∂ν̃12
D3

)
on montre que :

1+∆λε2
1

(
∂ν̃12

D2
− ∂ν̃12

D3

)
>

1

1−∆λε2
1(

∂ν̃12
D2

− ∂ν̃12
D3

)
(4.61)

On en conclut donc que considérer que la direction de∆DDD est donnée par les déformations
positives àn+1, 〈εεεn+1〉+, est plus instable que de la considérer donnée par〈εεεn〉+, ce qui signifie
que l’instabilité est plus violente ou encore que l’erreur se propage plus rapidement donc plus
tôt.

On se propose donc de modifier le schéma d’intégration de la loi de comportement de
manière à ralentir l’instabilité en prenant comme directions d’endommagement les directions
des déformations positives au pas de tempsn (et non plusn+1). La loi d’évolution de l’endom-
magement initiale (pour les chargements monotones) :

∆DDD = ∆λ < εεεn+1 >2
+ devient : ∆DDD = ∆λ < εεεn >2

+ (4.62)

La figure 4.26 montre l’influence sur la réponse en compression du schéma choisi pour la
recherche des directions d’endommagement.

Pour les chargements cycliques et dynamiques, les mêmes modifications sont apportées à la
loi d’évolution deDDD.
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(a) Courbe contrainteσ1- déformationε1 (b) Coefficients de Poisson apparentsν̃12 et̃ν13

FIG . 4.26:Influence du schéma d’intégration sur l’instabilité (compression suivant 1)

4.4 Influence de la dicrétisation du chargement

Lorsque l’on rencontre une instabilité, la discrétisationdu chargement peut avoir une influ-
ence importante sur la propagation de l’erreur. Supposons que l’on impose un accroissement
de déformation suivant 1δε entre εn et εn+1 et étudions l’influence sur l’instabilité de la
discrétisation du chargement.

Dans le cas où l’on ne fait qu’une seule itération entreεn et εn+1, on a :

δDn+1 = CδDn (4.63)

avec C = 1

1−∆λε2
1(

∂ν̃12
D2

− ∂ν̃12
D3

)
pour un schéma implicite et 1+∆λε2

1

(
∂ν̃12
D2

− ∂ν̃12
D3

)
pour un schéma

explicite. Si, maintenant, on divise par k le chargement et que l’on effectue désormais k itéra-
tions entreεn et εn+1, l’erreur surDn+1 s’écrit :

δDn+1 ≃CδDn+ k−1
k

≃C2δDn+ k−2
k

= ... = CkδDn (4.64)

Comme on a montré queC > 1 quel que soit le schéma choisi, on a doncCk > C, ce qui est
équivalent à dire que le schéma devient plus instable lorsque l’on diminue le pas de chargement.
C’est bien ce qui a été observé numériquement.

4.5 Influence de la viscosité sur l’instabilité

Les problèmes d’instabilité peuvent souvent être résolus par l’introduction d’une viscosité
dans la réponse du modèle [Nee88]. Il a été montré que l’effetretard, qui correspond à une
évolution visqueuse de l’endommagement, résolvait les problèmes de dépendance au maillage
pour les modèles adoucissants dans une certaine gamme de vitesse.
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Le modèle proposé au chapitre 3 permet à la fois de régulariser la solution, mais aussi de
reproduire l’effet de vitesse en traction. L’effet de vitesse en compression pouvant être reproduit
par les effets inertiels, l’action de la viscosité se limitait alors à la traction. On se propose ici
d’étendre l’utilisation de cette loi visqueuse à la compression.

H (−trεεε)trḊ = Ḋc
∞(1−exp(−bc(g(̂ε)− trDDD))) (4.65)

Un nouveau jeu de paramètre est proposé pour tenir compte du plus faible effet de vitesse
en compression. On retient le couple de valeurbc = 0,01,Ḋc

∞ = 1.107s−1 (pour les chargement
à trεεε < 0) qui permet d’obtenir une augmentation de résistance de 2,1 pour une vitesse de
déformatioṅε = 100/s et un effet très faible pour les vitesses inférieures.
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FIG . 4.27:Réponse en compression pour une vitesse de déformationε̇ = 1.10−2

La figure 4.27 montre que l’instabilité en compression apparaît en fait plus tôt lorsque l’on
introduit la viscosité, même si avant d’atteindre le comportement instable, les réponses sont
rigoureusement équivalentes. On observe également que réduire le pas de temps (ou la valeur
de l’incrément de déformation) rend le comportement plus instable, comme dans le cas sans
viscosité.
Pour les faibles vitesses de déformation la viscosité n’estdonc pas la solution adéquate pour les
problémes d’instabilité.

Les figures 4.28 et 4.29(b) montrent que l’instabilité disparait à partir dėε = 100s−1, soit
à partir du moment où la viscosité est sensible sur la réponse. Mais on constate également que
la courbe de l’évolution du coefficient de Poisson apparent change complètement d’allure pour
cette vitesse. En effet, l’origine n’est plus àν = 0,2 (le paramètre matériau imposé) mais à 0. On
comprend bien dans ce cas que ce n’est plus la valeur du coefficient de Poisson qui gouverne les
déformations latérales mais les efforts d’inertie. L’instabilité n’existe donc pas en dynamique
rapide, et c’est l’inertie et non la viscosité qui stabilisele comportement.

La raison pour laquelle l’apport de viscosité ne stabilise pas le schéma numérique vient du
fait que la loi d’évolution visqueuse est isotrope, (on calcule l’évolution detrḊDD), si bien que
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FIG . 4.28:Réponse en compression pour une vitesse de déformation pour différentes vitesses
de déformationṡε

la viscosité affecte de manière équivalenteD2 et D3. Cette manière de procéder ne permet pas
de régulariser la solution, il faudrait pour cela introduire une loi d’évolution anisotrope donnant
directemenṫDDD et nontrḊDD.
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FIG . 4.29:Influence de la vitesse de déformation sur le coefficient de Poisson apparent

4.6 Nouvelle direction d’endommagement

4.6.1 Nouvelle loi d’evolution pilotée par les déformations effectives

Un moyen de supprimer de l’instabilité consiste à modifier ladirection d’endommagement.
Au lieu de piloter l’évolution de l’endommagement par les déformations positives, on propose
de réecrire la loi d’évolution en fonction des déformationseffectives positives< ε̃εε >+, les
déformations effectives étant calculées parε̃εε = E−1σσσ. Ainsi les déformations calculées (en
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compression, les déformations latérales) dépendent directement du coefficient de Poissonν,
paramètre constant du modèle, et non plus du coefficient de Poisson effectif affecté par l’endom-
magement. De cette manière, on évite l’apparition de l’instabilité en empêchant la possibilité
d’avoir une erreur sur les déformations latérales.

4.6.2 Schéma numérique d’intégration de la loi de comportement

La nouvelle loi d’évolution de l’endommagement devient :

ḊDD = λ̇ < ε̃εε >2
+ ε̃εε = E

−1σσσ (4.66)

Cependant, afin de conserver la même réponse du modèle en traction et compression simple,
pour cela il est nécessaire de modifier l’expression du multiplicateur d’endommagementδλ. On
détermine sa nouvelle expression de la manière suivante :

En prenant la trace de cette nouvelle loi d’évolution, on obtient :

tr∆DDD = ∆λtr < ε̃εε >2
+= ∆λ̂̃ε

2 ̂̃ε
2
=
√
〈̃ε〉+ : 〈̃ε〉+ (4.67)

Or, pour la compression (f = g(̂ε)− trDDD = 0, donc pas d’effet de vitesse autre qu’inertiel)

tr∆DDD = trDDDn+1− trDDDn = g(̂εn+1)− trDDDn (4.68)

avectrDDDn+1 obtenue grâce à la fonction critère d’endommagement :

f = 0↔ trDDDn+1 = g(̂εn+1) (4.69)

On connait donc exactement∆λ̂̃ε
2

+. On peut ainsi réécrire la loi d’évolution :

∆λ =
g(̂εn+1)− trDDDn

̂̃εn+1
2 (4.70)

∆DDD = ∆λ < ε̃εεn+1 >2
+

La partie positive du tenseur des déformations équivalentes est obtenue comme pour le
tenseur des déformations, par diagonalisaton (c.f. chapitre 1). Finalement, on actualise le tenseur
d’endommagementDDDn+1 = DDDn +∆DDD.

De cette manière, on évite l’apparition de l’instabilité (c.f. fig. 4.30), la question de la
meilleure stabilité entre recherche explicite ou implicite de la direction d’endommagement ne
se pose plus. Les différences en terme de réponse du modèle étant très peu significatives, les
deux schémas pourront être considérés comme équivalents.
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FIG . 4.30:Réponse en compression du nouveau schéma

4.7 Influence de l’instabilité sur le résultat d’un calcul de poutre en flex-
ion

L’instabilité décrite ci-dessus semble n’affecter le comportement que dans le cas où l’on
a deux endommagements supposés être égaux et où la déformation qui les pilote n’est pas
imposée directement mais calculée. Ce cas de figure se rencontre typiquement en compression
simple mais pas en traction. Cependant dans la majorité des cas, la ruine d’une structure en
béton (ou béton armé) provient des sollicitations de traction plus que de compression, comme
c’est le cas par exemple pour une poutre en flexion correctement ferraillée. On va cependant
montrer que cette instabilité a un impact important sur le résultat global d’une telle simulation.

4.7.1 Paramètres de la modélisation

Le cas test simulé est celui de la poutre en flexion 3 points du projet national CEOS.fr (Com-
portement et Evaluation des Ouvrage Spéciaux, fissuration retrait) [CEO, CLN+09] Cet exem-
ple s’inspire lui-même d’un précédent benchmark organisé par EDF [GCD03]. La géométrie,
le ferraillage, l’instrumentation et les conditions limites de l’essai sont présentés sur la figure
4.31. La longueur totale de la poutre est de 5,4 m et la distance entre appuis de 5,0 m.

Le chargement expérimental est un chargement en effort appliqué par un verin au centre de
la poutre. L’effort maximal imposé est de 304 kN. La maillageutilisé est celui de la figure
4.32, il est constitué de 4800 éléments cubiques (5,6 cm× 4 cm × 5 cm). Les armatures
sont représentées explicitement par des éléments de type barre. La taille de ces éléments est
la même que celle des éléments volumiques (soit 88 éléments dans le sens de la longueur).
Tous les noeuds coïncidants de ces deux maillages sont connectés si bien que l’on reproduit un
comportement de type adhérence parfaite entre les armatures et le béton.
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FIG . 4.31:Géométrie et feraillage de la poutre étudiée

FIG . 4.32:Maillage de la poutre du projet national CEOS.fr

Le modèle utilisé pour le béton est dans un premier temps le modèle d’endommagement
anisotrope avec effet retard ( avec la loiḊDD = λ̇ < εεε >2

+) puis le même modèle modifié pour
s’affranchir de l’instabilité (écrit en fonction des déformations effectives de loi̇DDD = λ̇ < ε̃εε >2

+).
Les paramètres des deux modèles sont les mêmes que ceux utilisés jusqu’à présent (tableau 1.9
du chapitre 1). La vitesse à laquelle le chargement est imposé est suffisament lente pour consid-
érer qu’elle n’a pas d’influence sur le comportement du bétonen traction. Le comportement des
armatures en acier est représenté par un modèle elasto-plastique parfait de von Mises (module
d’YoungE =210 GPa, limite d’élasticitéσy 500 MPa, coefficient de Poissonν = 0,3).

4.7.2 Réponse globale

La figure 4.33 compare les réponses globales force-déplacement obtenues avec les deux
modèles quand on impose un chargement en effort ou un chargement en déplacement. La
réponse expérimentale est reportée pour comparaison. Avecle modèle initial, la réponse en
déplacement imposé et en force imposée ne se superposent pas. La différence est même réelle-
ment importante. Elle est l’expression de l’instabilité puisque le modèle écrit en déformations
équivalentes ne présente pas la même pathologie. Le fait de ne pas tenir compte de l’existence
de cette instabilité peut conduire à d’importantes erreurspour la simulation numérique de

Endommagement anisotrope et comportement dynamique des ouvrages en béton armé jusquà la ruine



Conclusion 129

structures. Précisons que les calculs ont été menés sans activer la modélisation non-locale. Ils
sont donc dépendant de la discrétisation.
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FIG . 4.33:Réponse globale en force et déplacement imposés

4.7.3 Cartes d’endommagement

En revanche, les cartes d’endommagement (fig. 4.34) sont similaires pour les deux modèles
(calcul en force imposée pour les deux modèles).

5 Conclusion

Les problèmes de régularisation pour les modèles présentant un adoucissement sont des
problèmes complexes pour lesquels la solution idéale n’estpas immédiate. On a pu voir dans
ce chapitre que le choix du limiteur de localisation à employer dépendait des vitesses de
sollicitations considérées. On utilisera l’effet retard pour régulariser les calculs en dynamique
rapide et la régularisation non-locale pour les caculs quasi-statiques ou lents.

Un des atouts de la loi de viscosité proposée pour le modèle d’endommagement anisotrope
est de permettre à la fois de reproduire l’effet de vitesse etde régulariser la solution quand
cet effet de vitesse est sensible. Ce cas est particulier au matériau béton où l’on a la chance
d’avoir la même valeur du temps caractéristique pour les effets de vitesse (identifié à partir des
résultats expérimentaux) et pour la régularisation (identifié à partir de la longueur caractéristque
associée à la micro-structure et de la vitesse des ondes qui dépend des caractéristiques matériau
du béton).

On a également mis en évidence une nouvelle instabilité liéeà l’anisotropie induite du
comportement. Cette instabilité apparaît pour les états de compression importants. Pour s’en
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FIG . 4.34: Comparaison des cartes d’endommagement pour le modèle initial et le modèle
modifié

affranchir, un nouveau modèle est proposé non plus écrit en fonction des extensions mais en
fonction des "extensions effectives".

Bilan des équations du modèle proposé

σ̃σσ = [(1−DDD)−1/2σσσD(1−DDD)−1/2]D + [
〈σH〉

1− trDDD
−〈−σH〉]1

εεε = E
−1 : σ̃σσ

f = g(̂ε)−dact → ∗ f < 0 : élastique

∗ f = Dv > 0 : visco-endommagement

dact =
DDD : 〈εεε〉+
max(εI )

Ḋ = λ̇〈̃εεε〉+ où ε̃εε = E
−1 : σσσ

H (trεεε)ḋact = Ḋ∞ [1−exp(−b(g(̂ε)−dact))]
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Chapitre 5

Résultats expérimentaux sur structures en
dynamique

Après avoir caractérisé au chapitre 3 le comportement dynamique du matériau béton, rap-
pelé une modélisation couplant plasticité et endommagement isotrope et développé un modèle
d’endommagement anisotrope avec effet de vitesse, on s’intéresse dans ce chapitre au com-
portement de structures sous chargements dynamiques. La philosophie de la plupart des essais
dynamiques sur structures est de mettre en évidence sur des structures simples (poutres, dalles)
un certain nombre de phénomènes locaux et globaux afin de permettre la modélisation de cas
plus complexes (au niveau de la structure étudiée et du chargement). Les essais réalisés au
Laboratoire d’Études de Dynamique (DYN) du CEA Saclay lors decette thèse s’inscrivent dans
cette perspective. Deux types d’essais sur tour de chute ontété réalisés : des essais brésiliens
en dynamique et des essais d’impact sur poutres. Les essais brésiliens en dynamique sont
relativement peu courants dans la littérature ([TRK93] a réalisé les premiers essais brésiliens sur
des barres de Hopkinson), mais forts intéressants. Une caméra numérique rapide a été utilisée en
plus d’une instrumentation classique mais précise et efficace (accéléromètre, mesure de déplace-
ment par caméra et capteurs d’efforts). Les images enregistrées sont analysées par corrélation
d’images grâce au logiciel CORRELI développé au LMT Cachan [HRB+02, BHR06, RH08].

Les essais d’impact sur poutres (4 essais au total) ont eu pour objectif d’étudier le passage
d’un mode de rupture ductile (en flexion) à un mode de rupture fragile (par cône de cisaille-
ment). Les deux facteurs influant dans cette études sont l’élancement de la poutre et le ferraillage
transversal. Dans ce cas aussi la corrélation d’image est utilisée pour mieux comprendre les
phénomènes mis en jeu.

1 Comportement dynamique des structures en béton armé

1.1 Chargements et structures étudiés

L’enjeu de la connaissance du comportement des structures de génie civil sous sollicitations
dynamiques est généralement lié à des questions de sûreté (installations nucléaires, bâtiments
sensibles) mais aussi parfois à des problèmes économiques (ponts, plates-formes pétrolières,
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routes ...). Il est extrêment rare que ces sollicitations soient les sollicitations courantes d’un
ouvrage, il arrive même souvent qu’au cours de la vie de cet ouvrage, ce type de chargement
ne se rencontre jamais. Cependant le risque engendré est tropimportant pour que l’on puisse
négliger de le considérer. Ces sollicitations sont par nature la plupart du temps accidentelles
(collision d’un véhicule [WSH92, HWS93] ou d’un bateau sur unepile de pont, chute de blocs
en montagne
[BRTDM03, DD03, ZTLH08], impact de projectiles durant une tornade ou encore chute de
conteneurs de déchets radioactifs [VS88, Ser97]) ou malveillante (impact ballistique [LRWT05,
BDDE05], chute d’avion [Rie68, APGN95] , attentats [Lep04] ...)

Parmi les cas possibles énoncés, on distingue deux grandes catégories : ceux qui relèvent de
l’impact et ceux qui relèvent de l’onde de choc [Pon95, Tou95]. Le premier cas se caractérise
par le contact entre deux solides alors que pour le second cas, le chargement consiste en
une augmentation brutale de la pression. Les phénomènes engendrés dans ces deux cas sont
nombreux et complexes et pas toujours facilement observables du fait de la rapidité à laquelle
ils surviennent. Ce domaine du génie civil est l’un des domaines où les essais sont le plus
nombreux, puisque ce n’est qu’en répétant les expériences et en faisant varier les paramètres que
l’on a réussi à appréhender le comportement des structures.Les progrès dans l’instrumentation
continuent d’améliorer notre compréhension sur ces sujets, c’est pourquoi, on continue de par
le monde à faire des essais d’impact et de souffle sur des structures en béton armé.

Le cas de sollicitions couplées, onde de choc et impact de fragments, a également été
étudié [Lep04] et a conduit à la conclusion que l’on pouvait modéliser les deux cas de manière
découplée. Du point de vue de la modélisation, cela revient àappliquer le chargement dû à
l’explosion sur une structure déjà endommagée par le ou les impacts.

Rares sont les cas où les expériences sont menées sur des structures réelles avec les sollicita-
tions réellement envisagées. Ces expériences coûteuses (par exemple chute de bloc sur un pare-
bloc [DMMP05] ou impact d’un avion [STK+93]), n’apportent pas toujours plus d’informations
que des essais sur maquettes. C’est pourquoi, on trouve dans la littérature un nombre important
d’essais sur des structures simples telles que des dalles oudes poutres [JMRR79, SS84, JS86,
BMB86, ?, BMBP89, GaZ01, ZK07, ZRY08, CM09, IML+09].

Dans la plupart des cas la méthodologie suit l’idée suivante: on cherche d’abord à identifier
les phénomènes de dégradation du béton, on identifie ensuiteles facteurs qui influencent le
résultat, puis on confirme par la modélisation les conclusions des essais.

On propose ici une rapide synthèse des conclusions des résultats d’essais d’impact sur struc-
tures. On distingue deux niveaux de réponse pour une structure sous chargement dynamique : le
niveau global et le niveau local. A ces deux niveaux, les phénomènes observés sont foncièrement
différents de ceux induits par un chargement statique. On constate généralement qu’un impact
engendre des dégradations liées à l’action combinée de mécanismes aux deux échelles.
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1.2 Identification des mécanismes locaux sous impact

1.2.1 Compactage dynamique

Dans le cas d’un chargement violent (par exemple l’impact d’un avion) le premier phénomène
observé est le compactage du béton dans la zone directement sollicitée (sous un projectile). Il
se développe à cet endroit, dans le cas de chargements de forte intensité un état de contrainte
pratiquement triaxial du fait des forces d’inertie engendrées par l’accélération brutale. Le béton
est tout d’abord pulvérisé en surface au contact du projectile, puis il se produit une diminution
de volume due à l’effondrement de la structure poreuse du béton. Cette diminution du volume
peut atteindre 10 % voire plus sous un état de contrainte trèsimportant (de l’ordre de 1000MPa
avec une forte composante triaxiale). Pour mieux caractériser et modéliser le comportement
du béton sous de telles sollicitations, des essais spécifiques ont été mis au points en statique
[Bur97, BPCD01, GMD08] et en dynamique grâce à des barres de Hopkinson [Gat99, FGG08].

Les paramètres qui influencent le plus le phénomène de compaction semblent être d’une
part la vitesse de l’impact (qui permet de générer les fortescontraintes hydrostatiques) mais
également la porosité du béton. Le modèle visco-plastique visco-endommageable présenté
au chapitre 3 reproduit la compaction via la diminution de laporosité du béton. Le modèle
d’endommagement anisotrope lui ne rend pas compte de la compaction, la compressibilité
K reste néanmoins constante en compression. Son domaine de validité n’inclue pas les états
triaxiaux en compression. Des améliorations en ce sens (couplage avec la plasticité) peuvent
être apportées mais ne font pas l’objet de cette thèse.

1.2.2 Ecaillage

L’écaillage est un phénomène qui se produit généralement sur la face non impactée d’une
structure. Il est lié à la propagation des ondes dans le matériau. Lorsque l’onde de compression
générée par l’impact atteint une face libre de la structure,elle se réfléchit et le béton dans cette
zone est alors tendu. Si le niveau de contrainte est suffisant, il y a rupture et une certaine quantité
de béton est éjectée. C’est le phénomène qui est observé lors d’un essai de traction dynamique
par écaillage sur barre de Hopkinson (cf. chapitre 3 et 4).

Si cette explication du phénomène d’écaillage est assez largement acceptée, les moyens
modernes d’acquisition (caméras rapides) et la simulationnumérique semblent mettre en évi-
dence un lien entre la mise en flexion de la structure et l’écaillage [Koe07]. L’analyse d’images
permet en effet de savoir à quel instant survient l’écaillage et cet instant ne correspond pas au
temps de l’aller-retour d’une onde.

Expérimentalement on constate (fig. 5.1) que le volume de matière éjecté par écaillage direct
correspond à l’enrobage (le béton compris entre la surface libre et les armatures).

1.3 Modes de ruine globaux

Si localement les conditions de rupture n’ont pas été atteintes, la structure va répondre de
manière globale à la sollicitation. La réponse en dynamiquepeut être différente de la réponse
sous un chargement quasi-statique équivalent (même effortmaximal par exemple). Les modes
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FIG . 5.1:Écaillage suite à un impact sur une dalle, d’après [ZK07]

de rupture statiques vont rentrer en compétition avec des modes de rupture purement dy-
namiques. La vitesse de sollicitation joue un rôle primordial pour le passage d’un mode à l’autre.

1.3.1 Rupture par flexion

Pour des chargements relativement lents, on assiste à une rupture "classique", en flexion. Les
effets d’inertie jouent néanmoins un rôle important dans cecas, la réponse n’est pas immédiate,
elle "fait suite" à la sollicitation. Si la sollicitation s’exerce pendant un temps long devant la
période propre de la structure (cas d’un projectile dit "mou"par exemple), il peut s’établir un
régime de vibrations et dans ce cas la déformée de la poutre est différente de celle observée
sous un chargement quasi-statique.

May et Chen [MCO+05, CM09] ont étudié la rupture en flexion de poutre en béton armé
sous impact. Le poutres étudiées ont toutes le même ferraillage, les caractéristiques du béton
varient peu d’un impact à l’autre, et la vitesse et la masse duprojectile restent constantes. Ce
qui varie, ce sont les conditions d’appui (appui simple ou articulation), la longueur de la poutre,
la forme du projectile (plat ou hémisphérique) et la présence ou non de bois sous l’impact pour
amortir le choc.

La présence de bois et le choix d’un impacteur hémisphériquepermet de réduire le maxi-
mum de la force d’impact mesurée et de ce fait d’éviter des dégradations locales trop impor-
tantes comme observées sur la figure 5.2. En revanche les autres paramètres n’influencent pas
le mode de rupture puisque dans tous les cas on observe une rupture par flexion. Le nombre et
l’inclinaison des fissures ne sont pas non plus modifiés. Le caractère dynamique du chargement
provoque l’apparition de fissures en face supérieure de la poutre. Il faut en effet un certain temps
avant que la totalité de la poutre soit fléchie. Durant les premiers instants de l’impact, la fibre
supérieure est tendue car elle ne suit pas immédiatement le mouvement de la zone sous impact.
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(a) Poutre longue, articulations, projectile
hémisphérique avec bois

(b) Poutre longue, appuis simples, projectile
hémisphérique avec bois

(c) Poutre courte, articulations, projectile
hémisphérique avec bois

(d) Poutre longue, articulations, projectile plat
sans bois

FIG . 5.2:Faciès de fissuration après impact, d’après [MCO+05]

1.3.2 Rupture par cisaillement global

En augmentant la vitesse de sollicitation sans augmenter l’intensité du chargement, les con-
traintes au niveau des appuis s’accroissent et font passer d’une rupture en flexion à une rupture
en cisaillement, caractérisée par des fissures à 45˚ partantdes appuis [ZK07]. La présence ou
non d’armatures d’effort tranchant joue un rôle important dans ce type de rupture. Il se rencontre
également en quasi-statique en l’absence d’un ferraillaged’effort tranchant suffisant.

1.3.3 Rupture par cône de cisaillement ou "punching cone"

Le dernier mode global de rupture est la rupture par cône de cisaillement. Ce cas de figure
se rencontre pour des projectiles plus "durs", quand l’onde dechargement ne parvient pas
jusqu’aux appuis. Un "bouchon" (en forme de cône ou de cloche)se découpe au droit de
l’impact là où la limite en cisaillement est atteinte. Troiscas de figures sont ensuite possi-
bles. Soit les armatures sont plastifiées puis rompues et le cône est éjecté. L’énergie cinétique
emmenée par le cône correspond environ à l’énergie d’impactà laquelle on retranche l’énergie
dissipée par endommagement, frottement des fissures (entrele cône et le reste de la structure)
et par plastification des armatures (cf. fig. 5.3). Soit le projectile rebondit avec une énergie
égale comme dans le cas précédent à l’énergie d’impact moinsl’énergie dissipée, soit encore, il
s’arrête si toute l’énergie et dissipée.

Ce type de rupture a été maintes fois reproduit [JMRR79, GS79, Bar82, ZK07], notam-
ment sur des dalles et l’influence des divers paramètres a étélargement étudiée. Des modèles
simplifiés ou formules empiriques qui prévoient la profondeur de pénétration existent.

1.4 Combinaison des mécanismes

Les instants auxquels ces différents mécanismes (locaux etglobaux) se déclenchent ne sont
pas coïncidants. La figure 5.4 montre la superposition des différents phénomènes dans le cas de
l’impact d’un bloc sur une structure pare-bloc.
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FIG . 5.3:Détachement d’un cône au droit de l’impact d’aprèsYankelevsky

FIG . 5.4: Combinaison des différents mécanismes dans le cas d’une chute de bloc, d’après
[DMMP05]

Les différents phénomènes s’influencent également entre eux. Dans sa modélisation du
détachement du cône de cisaillement, [Yan97] prend en compte la profondeur de pénétration du
projectile. Plus le projectile compacte le béton et s’enfonce et plus faible est la force s’opposant
au détachement du cône.

L’interprétation faite par Jonas [JMRR79] des essais "Meppen"d’impact sur dalle conduit
à la cinématique de la perforation de la figure 5.5. On constate que c’est la succession des
différents mécanismes de dégradation qui mène à la perforation de la structure et que ces
différents mécanismes interagissent entre eux. Dans le casprésenté par Jonas, se superposent
du cisaillement, de l’écaillage et de la flexion qui affaiblissent conjointement la structure.

1.5 Classification des impacts

Devant le nombre important de facteurs pouvant influencer lemode de ruine, de nombreuses
tentatives pour qualifier et classer les différents impactsont vu le jour. Dans de nombreux cas,
on a voulu distinguer deux types d’impact : les chocs durs, oùles dégradations locales et surtout
le compactage joueraient un rôle majeur et les chocs mou où l’on assisterait davantage à une
rupture globale. Ainsi classés en deux catégories les différents impacts pourraient être traités
par des méthodologies différentes adaptées à l’un ou l’autre des cas. Une définition du choc dur
assez largement admise est celle d’un choc où le projectile se déforme peu (ou pas) pendant le
choc. Par opposition, pour un choc mou, le projectile s’écrase progressivement sur la cible et

Endommagement anisotrope et comportement dynamique des ouvrages en béton armé jusquà la ruine



Comportement dynamique des structures en béton armé 139

FIG . 5.5:Cinématique de la perforation dans le cas d’un choc mou, d’après [JMRR79]

reste en quelle que sorte "collé" à celle-ci, il n’y a donc pas de rebond. Dans le cas d’un choc
mou, le déplacement de la cible étant faible devant celui du projectile, l’analyse est souvent
faite de manière découplée en représentant le chargement par une force équivalente. Une telle
analyse n’est pas possible suivant la définition du choc dur que l’on vient d’énoncer.

[KP09] font remarquer que cette définition ne tient pas compte de la vitesse de l’impact au
rôle pourtant prépondérant dans la transition d’un mode de rupture vers un autre. Ils proposent
donc une nouvelle définition du choc mou qui stipule que le projectile ne pénètre pas la cible.
La mise en équation d’un tel critère nécessite de considérerla résistance du projectileσP, sa
masse volumiqueρP et sa vitesseV0 d’une part et d’autre part la résistance en traction de la
cible σt

R = ft . Leur critère s’écrit alors :

σP

σt
R

+
ρPV2

0

σt
R

< 1 (5.1)

Sa représentation est donnée sur la figure 5.6. De cette distinction, on tire les mêmes
conséquences en terme de modélisation couplée ou non de l’impact.

FIG . 5.6:Classification des impacts à basse vitesse, d’après [KP09]
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2 Essais d’impact sur tour de chute

Un modèle de comportement est pertinent dans la mesure où il est capable de donner des
résultats prédictifs auxquels on peut faire confiance. La confrontation des résultats de calculs
aux résultats expérimentaux permet d’évaluer la fiabilité d’un modèle. Or les essais présentés
dans la littérature ne sont pas tous suffisamment instrumentés ou suffisamment documentés.
C’est pourquoi, dans le cadre de ce travail de thèse il a été décidé de procéder à une série
d’essais d’impact sur tour de chute. Ces essais sont de deux types : impact sur des éprouvettes et
impact sur des poutres renforcées. Dans le premier cas, il s’agit de reproduire un essai brésilien,
mais en dynamique. Pour les impacts sur poutres, les conditions expérimentales sont choisies
de manière à obtenir deux modes de rupture différents : en flexion et par cône de cisaillement
et tester ainsi la capacité du modèle à reproduire ces deux modes. Le dispositif expérimental et
son instrumentation sont décrits dans le paragraphe qui suit. Une des nouveauté de cette série
d’essais est l’utilisation de la corrélation d’images pourl’analyse des résultats expérimentaux.

2.1 Dispositif expérimental

2.1.1 La tour de chute Orion

Les essais d’impact sont réalisés sur la tour de chute Orion (fig. 5.7(b)) du Laboratoire
d’Études Dynamiques du CEA Saclay (DYN) en collaboration avec T. Valin et P. Piteau. Cette
tour de chute permet de lâcher un projectile d’une hauteur allant jusqu’à 7 m, ce qui permet
d’atteindre une vitesse d’impact d’environ 11,5 m/s. Ce projectile est guidé par 4 rails afin qu’il
tombe et rebondisse verticalement.
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(a) Projectile (b) Tour de chute Orion

FIG . 5.7:Dispositif expérimental du CEA Saclay

2.1.2 Projectile

Différents projectiles sont disponibles, de masses diverses, dans des matériaux divers. Le
projectile choisi est le plus léger. Il est constitué d’un corps creux en aluminium et d’une tête
interchangeable en acier. La tête est fixée au corps par 4 vis sur une surface circulaire de 22 cm
de diamètre (fig 5.7(a)). Deux têtes ont été usinées pour cette série d’essais, une plate pour les
essai brésiliens et une légèrement arrondie pour les essaissur poutres. Le projectile plat a une
surface circulaire de diamètre 22 cm, le projectile arrondia une base rectangulaire de section
11× 22 cm2.

2.1.3 Définition des appuis

Les appuis de la poutre sont construits de manière à permettre la rotation mais à empêcher
le décollement de la poutre. Ils sont fixés au sol sur une plaque qui permet de faire varier leur
écartement (fig. 36).

Endommagement anisotrope et comportement dynamique des ouvrages en béton armé jusquà la ruine



142 Résultats expérimentaux sur structures en dynamique

(a) Vue globale du dispositif (b) Appuis articulés

FIG . 5.8:Dispositif expérimental pour les impacts sur poutre

2.2 Instrumentation

2.2.1 Mesure du déplacement du projectile

Le déplacement du projectile est mesuré par une caméra "Zimmer", qui détecte le passage
d’une ligne dans le champ de vision de la caméra et mesure son déplacement. Pour la mesure,
une cible est fixée au projectile.

D’autre part, un accéléromètre est également embarqué sur le projectile. La double intégra-
tion de l’accélération permet de connaître le déplacement et de vérifier la mesure effectuée par
la caméra.

2.2.2 Mesure de la force d’impact

La force est mesurée grâce à un capteur de force piézo-électrique précontraint placé entre la
partie supérieure et la tête du projectile. Ce capteur a une résolution de 0,02 N et sa rigidité très
importante confère au dispositif de mesure une fréquence propre très élevée. La force mesurée
est corrigée pour tenir compte des forces d’inertie engendrées par le projectile durant le choc
grâce aux valeurs données par l’accéléromètre embarqué.

2.2.3 Mesure des réactions d’appuis

Un capteur d’effort identique à celui du projectile est placé sur chacun des appuis de la
poutre. Pour un souci de fiabilité, la mesure est à nouveau redondante. Ce dispositif n’est pas
utilisé dans le cas des essais brésiliens.

2.2.4 Mesure de l’accélération le long de la poutre

Afin de mesurer l’accélération verticale le long de la poutre, 3 accéléromètres "1 axe" sont
placés sur la face supérieure de la poutre. Ils sont répartissur une moitié de celle-ci entre la
surface d’impact et les appuis (fig. 5.9). Ces accéléromètres, identiques à celui du projectile,
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spécialement conçus pour le choc, ont une fréquence d’acquisition très importante (jusqu’à
10000 Hz) et peuvent supporter des décélérations très violentes (de l’ordre de 50000g).

FIG . 5.9:Disposition des accéléromètres le long de la poutre

2.3 Mesures de champs

La caméra numérique rapide du LMT-Cachan enregistre les images de l’essai. Cette caméra
a une fréquence d’acquisition maximale de 80 000 images par secondes. En revanche la capacité
de stockage est limitée. Elle dépend de la durée de l’enregistrement, de la fréquence d’acquisi-
tion mais aussi de la taille des images (nombre de pixels). Uncompromis est donc à trouver en
fonction de la taille de la zone filmée et de la qualité de la résolution voulue. Cette résolution
est importante dans la mesure où elle détermine en partie la qualité des résultats obtenus par la
corrélation d’images.

2.3.1 Le logiciel CORRELI

Le logiciel CORRELI développé au LMT Cachan permet à partir d’images numériques
de déterminer l’évolution au cours du temps des champs de déplacement et des champs de
déformation [BHR06]. On compare deux images codées en niveauxde gris, une image de
référence et une image "déformée". Les images sont discrétisées suivant un maillage régulier et
on attribue à chacun des noeuds du maillage une intensité en niveau de gris. Le logiciel permet
d’interpréter comme un champ de déplacement les variationsobservées entre les deux images
en faisant l’hypothèse de conservation du flux optique. Des fonctions de formes identiques à
celles de éléments finis sont ensuite utilisées pour interpoler le champ de déplacement sur le
reste de l’image.

2.3.2 Préparation des surfaces

Pour que les résultats obtenus soient satisfaisants, il faut (entre autre) que les images analysées
présentent un spectre en niveau de gris suffisamment large. Le logiciel CORRELI trace l’his-
togramme des niveaux de gris, ce qui permet d’estimer a priori la qualité de l’image. L’axe des
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abscisses correspond au niveau de gris, 0 correspondant au noir et le blanc valant 2nbits, soit
256 pour une image 8 bits. La valeur en ordonnée représente lenombre de pixels ayant cette
intensité du niveau de gris.

Un bon histogramme présentera donc un spectre large (du noirau blanc) et de préférence
assez plat. On essayera d’éviter les courbes en cloches, quidénotent un contraste assez faible,
l’éclairage joue ici un rôle important.

Pour les essais brésiliens, la surface observées est la surface visible après découpe d’une
éprouvette. On y voit les différents constituants du béton,pâte de ciment, granulats, sable ainsi
que la porosité. Le contraste est donc relativement important (fig 5.10). L’histogramme n’est pas

(a) Image analysée (b) Histogramme de niveau de gris

FIG . 5.10:Zone d’intérêt pour l’analyse de l’essai brésilien

très bon, puisqu’il présente un fort pic pour une valeur de niveau de gris. Cependant, il présente
un spectre assez large, ce qui doit néanmoins permettre d’obtenir des résultats satisfaisants par
corrélation d’images.

La figure 5.11 présente le spectre pour une face d’un poutre enbéton. La structure du
béton n’est pas visible, si bien que l’image est trop uniforme, les seules variations de contraste
provenant de l’éclairage insuffisamment uniforme. L’histogramme est très resserré sur une
faible gamme de valeurs et reflète bien cette homogénéité de ton.

Pour l’analyse d’images d’une face coffrée d’une poutre, ilest donc nécessaire d’augmenter
le contraste. Pour cela on réalise un mouchetis de peinture,dont la taille des taches est légère-
ment supérieure à la taille d’un pixel de l’image (de l’ordrede 5 mm). Deux couches de peinture
sont appliquées, une blanche et une noire afin d’élargir le spectre le plus possible. Le résultat
de la figure 5.12 est plutôt satisfaisant.
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(a) Image analysée (b) Histogramme de niveau de gris

FIG . 5.11:sans mouchetis

(a) Image analysée (b) Histogramme de niveau de gris

FIG . 5.12:Zone d’intérêt pour l’analyse d’une poutre

3 Essais brésiliens dynamiques

Le béton et les éprouvettes ont été réalisés lors de cette thèse au département de Génie Civil
de l’ENS Cachan, en collaboration avec G. Bernier.

3.1 Géométrie des éprouvettes et chargement expérimental

Les éprouvettes utilisées sont des éprouvettes cylindriques découpées dans des éprouvettes
de compression normalisées de diamètre 16 cm et de hauteur 32cm. La base du cylindre
conserve son diamètre initial, seule la longueur varie. La hauteur de chute du projectile (et
par conséquent la vitesse d’impact) varie également d’un essai à l’autre. Les caractéristiques
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des différents essais et leur désignation sont données au tableau 5.1. On utilise le projectile plat
dont le diamètre est de 22cm, c’est pourquoi, la longueur deséprouvettes ne peut dépasser cette
valeur.

L’application du critère donné par [KP09] pour la classification des impacts (σP
σt

R
+

ρPV2
0

σt
R

< 1
pour un choc mou) donne un résultat très supérieur à 1 pour lesdeux vitesses d’impact (1,47
m/s et 2,42 m/s). Dans ce cas la résistance du projectile est très grande devant celle de la cible, si
bien que le choc peut être qualifié de dur au sens de ce critère quelle que soit la vitesse d’impact.

Désignation Longueur Hauteur de chute Vitesse
B10 9,4 cm 12 cm 1,47 m/s
B11 22 cm 12 cm 1,47 m/s
B12 22 cm 30 cm 2,42 m/s
B13 6,8 cm 12 cm 1,47 m/s

TAB . 5.1:Caractéristiques et désignations des essais brésiliens

3.2 Caractéristiques des bétons testés

Deux gâchées ont été nécessaires pour réaliser les poutres testées sous impact (paragraphe
4). Pour caractériser le béton des poutres testées, des éprouvettes normalisées 16× 32 ont été
fabriquées pour chacune des gâchées. Les résultats des essais de compression normalisés à 28
jours sont présentés au tableau 5.2.

Gâchée Contrainte mesurée [MPa]Résistance moyenne [MPa]
1 29,75 - 34,20 - 36,55 32,90
2 32,40 - 32,35 - 33,25 33,66

TAB . 5.2:Résistance en compression à 28 jours du béton (3 essais par gâchée)

Les éprouvettes des essais brésiliens dynamiques sont toutes issues de la première gâchée.

3.3 Mesure de la force d’impact

Les courbes de la figure 5.13 représentent l’évolution de la force de choc en fonction du
temps. Sur la première on regarde l’influence de la vitesse d’impact (les deux éprouvettes ont la
même longueur) et sur la seconde l’influence de la longueur del’éprouvette (la vitesse d’impact
est identique pour les deux essais). On constate que la vitesse d’impact a peu d’influence sur la
valeur de la force de choc, on mesure un écart au niveau de la force maximale de 32 kN (soit 13
%). En revanche la force de choc est directement proportionnelle à la longueur de l’éprouvette
puisque le rapport Fmax

Longueur est quasiment égal pour les essais B10 et B11. La durée du choc
n’est pas influencée par la longueur de l’éprouvette mais diminue quand la vitesse d’impact
augmente. On récapitule dans le tableau 5.3 les différentesvaleurs mesurées.
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FIG . 5.13:Mesure de la force de choc

Essai Temps à F=Fmax Durée du 1er pic Durée totale
B10 0,75 ms 1,7 ms 9,6ms
B11 0,6 ms 1,8 ms 6,0 ms
B12 0,35 ms 1,4 ms 5,0 ms

TAB . 5.3:Durée de l’impact en fonction de la vitesse et de la géométrie

3.4 Cinématique globale de l’impact

On représente sur la figure 5.14 le déplacement vertical du projectile en fonction du temps
et sur la figure 5.15 l’évolution de l’accélération mesurée sur le projectile. Pour tous les essais

(a) Influence de la vitesse d’impact (b) Influence de la longueur de l’éprouvette

FIG . 5.14:Mesure de la force de choc

on peut décomposer l’évolution du déplacement en trois parties :
• Une première partie linéaire qui correspond à la chute libredu projectile et dont la pente

est égale à la vitesse d’impact,
• Une seconde partie, qui correspond à l’impact proprement dit, durant laquelle le déplace-
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ment ralentit jusqu’à changer de signe,
• Une dernière partie, quasiment linéaire mais de pente plus faible où le projectile remonte :

c’est le rebond.
On constate que la vitesse de rebond est plus importante si lavitesse d’impact est plus

grande. De même, si la surface de contact diminue, la vitessedu rebond augmente (on dissipe
dans ce cas moins d’énergie). On calcule une vitesse de rebond de 0,115 m/s pour l’essai B10,
de 0,07 m/s pour B11 et de 0,24 m/s pour B12 (cf. Annexe C).
L’accélération et la force de choc semblent directement liées, ainsi, la vitesse d’impact influe

(a) Influence de la vitesse d’impact (b) Influence de la longueur de l’éprouvette

FIG . 5.15:Mesure de l’accélération du projectile

peu sur l’accélération maximale (2520 m/s2 pour l’essai B12 contre 2320 m/s2 pour B11), en
revanche c’est la surface de contact (ici la longueur de la tranche l’éprouvette) qui joue un rôle
prépondérant (on a seulement 710 m/s2 pour l’essai B10). Toutes les courbes expérimentales
sont données en annexe C.

3.5 Analyse de l’enregistrement de la caméra rapide

3.5.1 Éprouvette complète, 6000 images/s

On analyse les images enregistrées pendant l’essai B10 avec la caméra rapide (vitesseV0

= 1,47 m/s, L = 9,4 cm). La fréquence d’acquisition est de 6000images par secondes, soit
une image toutes les 0,166 ms. On considère comme temps 0, le temps de l’image (a) juste
antérieure à celle où la fissure apparaît (b). Il n’est pas possible par la seule analyse des images
de déterminer l’instant du contact. La vitesse d’acquisition ne permet pas de voir la fissure
se propager, la fissure de fendage apparaissant complètement en une seule image (Sa vitesse de
propagation est ainsi supérieure à16.10−2

0.16610−3 ≃ 1000 m/s. Rappelons au passage que la vitesse des
ondes de compression est de l’ordre de 4100 m/s et que celle des ondes de Rayleigh de l’ordre
de 2770 m/s pour le béton.). Elle est continue sur presque toute la hauteur de l’éprouvette (en
dehors des appuis) et elle contourne les granulats pour se propager dans la pâte de ciment,
moins résistante. Sur les images suivantes, on voit la fissure s’ouvrir et les extrémités s’écraser
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(a) Avant l’impact (b) t = 0,166 ms (c) t = 1,0 ms (d) t = 1,833 ms

FIG . 5.16:Évolution de la fissuration, essai brésilien B10

progressivement. Après l’impact (cf Annexe C), l’éprouvette est fendue en deux, une des
moitiés étant systématiquement éjectée latéralement.

3.5.2 Zoom - 30000 images/s

Afin de tenter d’observer la propagation de la fissure, on décide pour l’essai B13 de restrein-
dre la zone filmée pour augmenter la vitesse d’acquisition à une image toutes les 0,0333 ms. La
zone filmée de taille 5× 5 cm2 est centrée sur le diamètre vertical de l’éprouvette légèrement
décalée vers le haut de l’éprouvette. Comme précédemment on constate que la fissuration est

(a) Avant l’impact (b) t = 0,033 ms (c) t = 0,1 ms (d) t = 0,433 ms (e) t = 1,10 ms

FIG . 5.17:Évolution de la fissuration, essai brésilien B13

trop rapide pour être observée avec une caméra rapide. On passe en une image d’un état a priori
sain à un état entièrement fissuré, soit une vitesse de propagation supérieure à 1515 m/s.
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3.6 Analyse par mesure de champs

3.6.1 Champ de déplacement horizontal

FIG . 5.18: Champ de déplacement horizontal essai B10 en pixels calculé par le logiciel
CORRELI

La corrélation d’images permet de visualiser des champs de déplacement et de calculer
des champs de déformation avant la fissuration. On trace le champ de déplacement horizontal
obtenu par corrélation sur les images de l’essai B10 précédemment analysées. L’image de
référence pour le calcul des déplacements n’est pas présentée. Elle est située 5 images avant
l’image t = 0 ms. On en arrive à la même conclusion que sans corrélation, la rupture en fendage
a lieu en moins de 0,166ms, puisque que l’on ne peut, même avecla corrélation, observer un
état intermédiaire entre l’état sain et l’état fissuré (fig. 5.18). Les champs de déformation ne sont
pas présentés dans la mesure où ils n’apportent pas plus d’informations.

3.6.2 Champ de déplacement vertical

L’analyse du déplacement vertical apporte en revanche des informations supplémentaires
(fig. 5.19). Tout d’abord on constate que l’image t = 0 ms précédente ne correspond pas à
l’image précédent le début de l’impact puisque l’on mesure un champ de déplacement vertical
sur cette image et celle qui la précède ( t = 0 ms et t = -0,166ms). Ce déplacement, localisé
sur le diamètre vertical de l’éprouvette, décroît sur toutela hauteur ce qui signifie que l’onde
de compression a déjà atteint le bord inférieur. Le temps nécessaire pour qu’une onde de
compression parcoure les 16 cm qui séparent la face impactéede l’appui est det = h

c = 0,039
ms avecc la célérité des ondes de compression égale à 4100 m/s. Il n’est donc pas surprenant
de ne pas voir se propager l’onde de compression à une telle vitesse.
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FIG . 5.19:Champ de déplacement vertical essai B10 en pixelscalculé par le logiciel CORRELI
(échelle différente pour chaque vue).

Ce résultat nouveau est particulièrement intéressant dans l’optique de validation d’un mod-
èle de comportement en dynamique puisque l’on dispose d’unenouvelle donnée qualitative de
référence (apparition de contraintes de compression avantl’ouverture de la fissure) à comparer
aux résultats numériques. La corrélation d’images permet de plus de dater précisément le début
de l’impact et donc l’instant de la fissuration. Cette donnée cette fois quantitative est un critère
de plus pour la validation.

4 Essais d’impact sur poutre

Les poutres de cette campagne expérimentale (formulation et fabrication du béton, façon-
nage des armatures et instrumentation) ont été réalisées audépartement de Génie Civil de l’ENS
Cachan, en collaboration avec Gérard Bernier.

4.1 Géométrie, ferraillage et chargement expérimental

On réalise quatre essais d’impact sur poutres avec le dispositif d’impact déjà présenté dans
le but d’obtenir deux modes de rupture différents sous un chargement identique. Le projectile
utilisé pour tous les essais est le projectile hémisphérique et la vitesse d’impact est de 8,43 m/s.
Les 4 poutres ont la même section 15×20 cm2 et le ferraillage longitudinal est constitué de 2
armatures HA 20 en fibre inférieure et de 2 HA 8 en fibre supérieure. L’enrobage des armatures
est de 25 mm et les armatures longitudinales sont soudées à chacune des extrémités de la poutre
sur une plaque d’about pour éviter le glissement.

Deux longueurs de poutre sont testées, les 2 poutres longuesont une distance entre appuis
(portée) de 1,50 m et une longueur totale de 1,80 m, et les 2 poutres courtes une portée de
1,00 m et une longueur de 1,30 m. Les deux poutres longues et une des poutres courtes sont
renforcées à l’effort tranchant par des cadres de diamètre 6mm espacés de 20 cm et répartis
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symétriquement de part et d’autre de la zone d’impact.
La disposition des armatures est présentée à la figure 5.20 (cadres en grisé) et le tableau 5.4
résume les caractéristiques des différentes poutres.

(a) Vue en long (b) Vue en coupe

FIG . 5.20:Géométrie et ferraillage de la poutre

Poutre Longueur Portée Cadres Gâchée Mouchetis
P 1 1,8 m 1,5 m Oui 2 Non
P 2 1,8 m 1,5m Oui 1 Oui
P 3 1,3 m 1,0m Non 2 Non
P4 1,3 m 1,0m Oui 1 Oui

TAB . 5.4:Caractéristiques de poutres et désignation

On observe selon le renfort, une rupture en flexion des poutreP1, P2 et P4 (cf. fig.5.21)
et une rupture par cône de cisaillement de la poutre P3 sans cadres (cf. fig.5.28) . Pour les 4
poutres l’impact est celui d’un projectile de masse 100kg à une vitesseV0 de 8,43 m/s.

FIG . 5.21:Faciès de rupture en flexion

Comme pour l’essai brésilien, la résistance de la cible est faible devant celle du projectile,
si bien que le choc est dur au sens de [KP09] quelle que soit la vitesse d’impact.

4.2 Rupture en flexion

On présente ici l’analyse des résultats effectuée pour la poutre P1, On ne dispose pas à
l’heure actuelle des résultats d’essais (mesures des capteurs) des poutres P2 et P4. Ces mesures
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existent mais n’ont pas encore été traitées. La même analysepeut être conduite pour ces deux
poutres. L’essai a été mené en plaçant un couche de balsa d’environ 2 cm de hauteur au niveau
du point d’impact dont le but est de limiter légèrement la valeur du premier pic pour protéger le
capteur d’effort (dont la charge ultime est de l’ordre de 700kN).

4.2.1 Mesure de la force d’impact
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FIG . 5.22:Force d’impact mesurée pour la poutre P1

La courbe d’effort se décompose en deux parties, une première, relativement courte qui
correspond au violent pic d’effort généré par l’impact, puis un plateau assez long marque la
mise en flexion de la poutre. L’effort maximal atteint pendant le picFmaxest de 597 kN (mesure
filtrée à 2000 Hz) et la valeur d’effort pendant le plateau oscille autour de 70 kN. La montée
en charge est légèrement ralentie en début d’impact du fait de la présence de la couche de bois
(balsa) entre le projectile et la poutre.

L’instant où l’effort mesuré redevient nul (autour de t=24 ms) marque le rebond du projec-
tile. (Si l’on disposait de l’intégralité de l’évolution dela force d’impact, on pourrait constater,
comme sur le film de l’essai qu’il y a en fait plusieurs impactsdus aux rebonds successifs.)

4.2.2 Cinématique globale de l’impact

Les courbes de la figure 5.23 représentent l’évolution mesurée du déplacement et de l’ac-
célération du projectile.
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(b) Accélération du projectile

FIG . 5.23:Cinématique de l’impact, poutre P1

On peut faire la même analyse que pour les essais brésilien avec un processus en 3 étapes :
chute, impact et rebond. La vitesse de rebond mesurée sur la courbe est de 2,12 m/s et la durée
du choc est de 3,6 ms. L’accélération atteint un maximum de 5000 m/s2 soit 500g, ce qui est
moins que pour les essais brésilien. La présence de bois joueici un rôle important.

4.2.3 Mesure de réactions d’appuis
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FIG . 5.24:Réactions d’appuis mesurée pour la poutre P1

La mesure des réactions d’appui (fig. 5.24) montre que le premier pic de réaction mesurée
est négatif. Les appuis décollent au moment de l’impact du fait du caractère très dynamique du
chargement. Le second pic (positif) a une valeur de l’ordre de F reac

max = 100 kN, on ne retrouve

donc pas l’équilibre statique de la poutre (2×F reac
max 6= F(imp)

max . Pendant la partie correspondant au
plateau de la force d’impact (de t≃ 5 ms à t≃ 15 ms) , on mesure une force qui oscille autour de
50 kN, ce qui est supérieur à la moitié de la force d’impact mesurée pendant le plateau (F≃ 70
kN). On continue à mesurer des pics de réaction périodiquement (toutes les 18 ms environ) qui
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s’amortissent petit à petit pendant un temps relativement long (jusqu’à plus de 100 ms). Notons
que la première fréquence propre calculée pour cette poutreest de 165 Hz, soit une période
propre de 6,1 ms. La période propre mesurée après impact est moindre que la période propre
calculée pour la même poutre, non endommagée. La dégradation des propriétés élastiques du
matériau a pour conséquence de diminuer les valeurs des fréquences propres de la structures

(proportionnelles à
√

E
ρ et donc à augmenter les périodes propres.

4.2.4 Accélération verticale le long de la poutre

L’accélération verticale mesurée le long de la poutre (fig. 5.25) montre plusieurs phéno-
mènes intéressants. On constate que le signe de l’accélération mesurée par le 3emeaccéléromètre
(le plus éloigné de l’impact) est positif au départ alors quede celui des deux autres est négatif.
L’accélération négative traduit un déplacement vers le basde la poutre, ce qui est logique pour
une poutre sollicitée en flexion. L’accélération positive du troisième accéléromètre traduit elle
un déplacement vers le haut. Ce phénomène s’explique par le fait que la mise en flexion de
la poutre sous un chargement dynamique passe par une étape transitoire où le chargement se
propage sous la forme d’ondes et où la déformée de la poutre tend progressivement vers une
déformée classique en flexion.

D’autre part, avec ces 3 accéléromètres on peut mesurer le temps que met le chargement
à parcourir la distance qui sépare deux accéléromètres, et ainsi la vitesse de propagation des
ondes de surface. Il faut en effet 0,018 ms pour que l’accélération observée sur le premier
accéléromètre parvienne (avec moins d’intensité) au second, soit une vitesse de propagation
de 833 m/s. Cette vitesse de propagation est moindre que la vitesse théorique des ondes de
Rayleigh (de l’ordre de 2700 m/s). En revanche, le chargementatteint le troisième en même
temps le second et le dernier accéléromètre ce qui montre quece n’est pas le passage des
mêmes ondes de chargement qui est mesuré. (La vitesse des ondes qui atteignent en premier le
troisième accéléromètre est double, soit 1666 m/s). Il est donc difficile de connaître la nature
des ondes à l’aide de ces mesures.
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FIG . 5.25:Force d’impact mesurée pour la poutre 1

4.2.5 Analyse des images enregistrées par la caméra rapide

Les images de l’essai sont enregistrées à une fréquence de 10000 images par secondes,
l’objectif est centré sur le milieu de la poutre.
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(a) t = 0,3 ms (b) t = 2,8 ms (c) t = 37,4 ms

FIG . 5.26:Évolution de la dégradation de la poutre P1

On observe sur la figure 5.26(a).a l’apparition simultanée de plusieurs fissures de flexion
(une fissure verticale au milieu de la poutre et des fissures deplus en plus inclinées à mesure
que l’on s’éloigne du milieu). Ce qui semble être un fissure en haut à gauche de l’image est en
fait un fil de connexion d’un des accéléromètres verticaux).A mesure que le temps progresse,
ces fissures s’ouvrent mais aucune nouvelle fissure n’apparaît. Au moment du rebond (t = 37,4
ms) on remarque la dégradation locale du béton sous l’impact, une épaisseur de béton parallèle
à l’épaisseur de la poutre se détache.

4.2.6 Analyse par mesure de champs

La corrélation d’images réalisée à partir du film de l’essai P2 (essai identique à l’essai P1,
mais avec en plus la réalisation d’un mouchetis de peinture)est présentée sur la figure 5.27. On
représente l’évolution du déplacement vertical, l’axe desdéplacements croissants est orienté
vers le bas.

(a) t = 0,1ms (b) t = 0,2 ms (c) t = 0,3 ms

(d) t = 0,4 ms (e) t = 0,5 ms (f) t = 0,6 ms

FIG . 5.27: Champ de déplacement vertical mesuré par corrélation d’images (logiciel
CORRELI)
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On distingue très clairement l’apparition rapide d’un cônede déplacements homogènes
(en blanc sur la figure) dont le déplacement est plus important et qui a tendance à vouloir se
détacher. Il est probable que ce sont les armatures transversales qui empêchent son éjection. Les
fissures de flexion inclinées ne correspondent pas aux limites de ce cône, il semble donc que
deux mécanismes entrent en compétition. La flexion l’emporte finalement car le chargement
appliqué n’est pas suffisant pour rompre les cadres.

4.3 Rupture en cisaillement

La poutre P3, courte et surtout sans cadres rompt du fait de laformation, sous la zone
d’impact, d’un cône de béton qui se détache et dont le déplacement provoque la plastification
des armatures (fig. 5.28).

FIG . 5.28:Faciès de rupture par cône de cisaillement

4.3.1 Mesure de la force d’impact
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FIG . 5.29:Force d’impact mesurée pour la poutre P3, courte sans cadres

Comme pour la rupture en flexion, la force de choc présente un premier pic important dont
la valeur maximale est ici légèrement plus faible (Fmax = 551kN). La force redevient nulle puis
très rapidement une seconde phase de chargement a lieu, d’amplitude plus importante (jusqu’à
160kN) que pour la rupture en flexion et rapidement décroissante (il n’y a pas ici de "plateau"
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correspondant au moment de flexion de la poutre). Le premier pic peut s’interpréter comme la
formation du cône et le second comme son déplacement ralentipar la présence des armatures
longitudinales.

4.4 Cinématique globale de l’impact

Les courbes de la figure 5.30 représentent l’évolution du déplacement et de l’accélération
du projectile.
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FIG . 5.30:Cinématique de l’impact, poutre P3

Contrairement à l’essai précédent (poutre P1) on n’observe pas de rebond sur la courbe du
déplacement, le projectile s’arrête directement. L’impact est en effet plus long et le déplacement
à la fin est très lent. Il semble suivre le déplacement de la poutre ou plutôt du cône qui se détache.
L’accéléromètre du projectile mesure une accélération maximale de 4590 m/s2 (mesure filtrée).

4.4.1 Mesure des réactions d’appuis
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FIG . 5.31:Réactions d’appuis mesurée pour la poutre P3
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La figure 5.31 reproduit l’évolution des réactions d’appui mesurées au cours de l’essai. La
premier pic de réaction mesuré est positif, il n’y a donc pas dans ce cas de décollement des
appuis. La force mesurée est a peu près égale à la moitié de la valeur du second pic d’effort
mesuré par le projectile (160kN pour le projectile contre 80kN aux appuis) et la suite de
l’évolution de la réaction d’appui suit celle de la force d’impact. De plus, on ne constate pas
comme c’était le cas pour la rupture en flexion de mise en vibration de la structure. Dans ce cas,
il semble que les appuis ne voient que la deuxième partie du chargement, celle qui correspond
au déplacement du cône de cisaillement créé par l’impact.

4.4.2 Analyse des images

Cet essai est le seul à présenter une rupture en cisaillement mais, effectué en premier, il n’a
pas été préparé pour la corrélation d’images. L’analyse desphénomènes de dégradation se fait
donc uniquement sur les images du film. Comme précédemment, ilfaut faire attention à ne pas
confondre le fil de l’accéléromètre avec une fissure !

(a) Avant l’impact (b) t = 0,8 ms (c) t = 2,5 ms

(d) t = 7,3 ms (e) t = 35,6 ms (f) t = 475,6 ms

FIG . 5.32:Évolution de la dégradation de la poutre P3

La deuxième image (5.32(b), à t= 0,8ms) ressemble beaucoup àcelle de la poutre P1, à
la différence près que certaines fissures sont d’avantage ouvertes, ce sont celles qui délimitent
par la suite le cône de cisaillement. L’angle de ces fissures est proche de 45 ˚ et ces fissures
remontent plus haut dans la poutre, quasiment jusqu’à sa face supérieure, sous l’impacteur.
Les fissures se rejoignent ensuite et le cône se détache. On remarque que le béton est fortement
dégradé entre les deux lèvres des fissures ainsi que directement sous l’impact. Comme en flexion
des écailles se détachent parallèlement à l’impact en partie supérieure de la poutre.
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5 Conclusion

Ces essais d’impact sur tour de chute s’inscrivent dans une longue tradition d’essais d’im-
pacts gravitaires comme cela a été rappelé au début de ce chapitre. L’un des objectifs de cette
campagne d’essais était de mettre au point un dispositif expérimental et une instrumentation
fiables, dont on ne disposait pas au début de cette thèse. La tour de chute existait déjà mais
il a fallu concevoir les dispositifs d’appui pour les poutres, leur instrumentation, concevoir un
"nez" pour le projectile et enfin choisir les capteurs les mieux adaptés. Tous les essais se sont
déroulés sans encombres et tous les enregistrements, ont parfaitement fonctionné. Le qualité de
ces résultats ouvre la voie au CEA vers d’autres campagnes d’essais plus importantes, où l’on
pourra étudier l’influence d’autres facteurs, comme la vitesse d’impact par exemple, et où l’on
pourra vérifier la répétabilité des résultats.

Une des nouveautés de ces essais est d’avoir associé à l’instrumentation traditionnelle l’anal-
yse par mesure de champs grâce à une caméra rapide et au logiciel CORRELI du LMT-Cachan.
Un des constats est que les phénomènes observés sont très rapides, souvent même trop rapides
au vu de la fréquence d’acquisition de la caméra (utilisée jusqu’à 30000 images/secondes). De
plus, les déformations à la rupture sont trop faibles pour pouvoir être mesurées avant l’apparition
des fissures. Néanmoins, on a pu observer deux phénomènes quel’on n’aurait pas pu voir sinon :

• Pour l’essai brésilien, on a pu comparer les champs des déplacements verticaux (direction
de l’impact) et horizontaux (perpendiculaires à l’impact). On a pu constater que le champ
vertical s’établissait en premier, mais que la rupture de l’éprouvette avait lieu avant que l’onde
de compression ne se réfléchisse sur l’appui.

• Pour l’impact sur la poutre, on a pu observer la création d’uncône de déplacement
uniforme, qui ressemble, au moins en partie supérieure de lapoutre au niveau de l’impacteur,
au cône qui se détache lors de la rupture en cisaillement.

D’autre part, les essais d’impact sur poutres ont permis de mettre en évidence deux modes de
rupture différents. La comparaison des poutres P3 et P4 (courtes avec et sans cadres) montre que
l’élément qui détermine le mode de ruine est la présence ou non d’armatures d’effort tranchant,
puisque tout est identique par ailleurs. La corrélation d’image a également permis de montrer
que le mode de ruine vers lequel tendent toutes les poutres est ce second mode, par cisaillement,
puisque que le mouvement naturel de la poutre va dans ce sens.Pour les longueurs étudiées,
l’élancement n’a pas joué de rôle sur le mode de rupture. Il pourrait néanmoins être intéressant
de refaire le même essai (même géométrie, même vitesse d’impact) sur une poutre longue sans
cadres pour confirmer ce constat.

Ces essais avait également pour objectif de fournir une base de données expérimentales
pour la validation du modèle d’endommagement anisotrope développé lors de cette thèse. Les
résultats des simulations numériques sont présentés au chapitre suivant.
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Chapitre 6

Modélisation de structures en béton armé
soumises à l’impact et au souffle

Ce dernier chapitre est consacré à l’application du modèle d’endommagement développé
lors de cette thèse et synthétisé en conclusion du chapitre 4sur des cas de calculs de structures
réelles, de complexité croissante. Les paramètres du modèles sont ceux du tableau 3.4 de la
page 86 . Trois exemples sont traités, les deux essais réalisés sur tour de chute présentés au
chapitre précédent (essai brésilien dynamique et impact sur poutres renforcées) ainsi que le cas
d’un essai de souffle sur une dalle en béton armé [Pon95].

1 Essai brésilien dynamique

1.1 Paramètres de la modélisation

La géométrie et le chargement sont ceux de l’expérience menée sur la tour de chute Orion
(cf. fig. 5.1). Les trois premiers essais, B10 (L= 9,4 cm,V0 = 1,47 m/s), B11 (L= 22 cm,V0 = 1,47
m/s) et B12 (L= 22 cm,V0 = 2,42 m/s) sont simulés pour voir si l’on retrouve numériquement
l’influence de la vitesse d’impact et de la longueur de l’éprouvette observée expérimentalement.

Le code de calcul utilisé (le code explicite Europlexus) permet de simuler l’impact entre
deux solides. On reproduit donc précisément le chargement en modélisant d’une part l’éprou-
vette et d’autre part le projectile auquel on impose une vitesse égale à la vitesse d’impact (V0).
Pour les conditions aux limites, on autorise le glissement (latéral) entre les deux solides et on
bloque les déplacements verticaux de la génératrice inférieure de l’éprouvette.

Le projectile est représenté par un cylindre d’acier plein ayant la même masse (100 kg) et le
même diamètre (22 cm) que le projectile utilisé lors de l’expérience. Le maillage est constitué
d’éléments cubiques à 8 points de Gauss pour l’éprouvette (7200 pour B10 et 17600 pour B11
et B12) et de 900 éléments prismatiques à 6 points de Gauss pourle projectile.
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1.2 Résultats de simulation

La direction verticale (hauteur de l’éprouvette) est la directionzet la direction latérale esty.
(La longueur est ainsi selonx).

1.2.1 Cartes d’endommagement

(a) Essai B10 (L =9,4 cm,V0

= 1,47 m/s),t = 0,30 ms
(b) Essai B11 (L =22 cm,V0

= 1,47 m/s), t = 0,30 ms
(c) Essai B12 (L =22 cm,V0

= 2,42 m/s), t = 0,15 ms

FIG . 6.1: Isovaleurs d’endommagementDyy

Les trois simulations numériques permettent de reproduirele mode de rupture expérimental
caractérisé par une fissure centrale traversante (fig 5 pour le résultat expérimental et fig 6.1
à 6.3 pour les résultats numériques associés). Pour les trois structures (B10, B11 et B12),
l’endommagement suit la même évolution, il apparaît tout d’abord sous l’impact puis au niveau
de l’appui. De ces deux amorces se propagent deux fissures quifinalement se rejoignent au
centre de l’éprouvette (fig 6.2). La propagation proprementdite a lieu en moins de 0,05 ms, soit
en une durée moindre que la fréquence d’acquisition de la caméra (qui est pour mémoire d’une
image toutes les 0,166 ms)

(a) t = 0,05 ms (b) t = 0,1 ms (c) t = 0,13 ms (d) t = 0,15 ms

FIG . 6.2:Propagation de l’endommagementDyy

1.2.2 Cartes de déplacement, comparaison avec la corrélation d’images

La corrélation d’images a permis de mettre en évidence que lechamp de déplacement verti-
calUZ s’établissait avant le champ latéralUy (chapitre 5). Le résultat de la simulation numérique
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confirme cette observation (fig. 6.3). L’onde de chargement vertical atteint le bord inférieur au
bout de 0,1 ms alors qu’il faut le double du temps pour que le champ horizontal s’établisse
dans toute l’éprouvette. Le retard dans létablissement du champ de déplacement latéral peut
s’expliquer par l’existence de forces internes d’inertie tendant à limiter ce déplacement.

(a) Uz t = 0,05 ms (b) Uz t = 0,1 ms (c) Uz t = 0,2 ms (d) Uz t = 0,45 ms

(e) Uy t = 0,05 ms (f) Uy t = 0,1 ms (g) Uy t = 0,2 ms (h) Uy t = 0,45 ms

FIG . 6.3:Evolution des déplacements (Les échelles diffèrent d’une image à l’autre)

1.2.3 Forces d’impact et déplacements

(a) Influence de la longueur de l’éprouvette (b) Influence de la vitesse d’impact

FIG . 6.4:Comparaison des forces d’impact numériques

Les essais sur tour de chute ont montré que la force d’impact était peu sensible à la vitesse
d’impact (tout du moins pour les vitesses étudiées,V0 = 1,47 m/s etV0 = 2,42 m/s) mais en
revanche directement proportionnelle à la longueur (mesurée suivant l’axex). La simulation
numérique reproduit cette dernière observation (on voit sur la figure 6.4 que la force d’impact
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est double pour l’éprouvette la plus courte). En revanche, le calcul numérique exagère l’influ-
ence de la vitesse d’impact, elle est double pour la vitesse rapide alors qu’expérimentalement
l’augmentation n’était que de quelques pourcents. On n’observe pas expérimentalement une
influence aussi importante de la longueur de l’éprouvette sur la durée du choc. Enfin on constate
que le résultat est très bruité pour l’impact rapide et qu’unfiltrage numérique de la réponse se
justifierait certainement.
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FIG . 6.5:Comparaison de la force d’impact numérique et expérimentaleessai B11

Néanmoins sans recalage aucun (paramètres du tableau 3.4),la figure 6.5 montre que l’ordre
de grandeur de la force d’impact pour l’essai B11 est correct (de même que pour l’essai B10).
En revanche si les durées d’impact sont quasiment identiques également, les aspects des deux
courbes sont différents. La montée en charge est plus violente expérimentalement et la force de
choc décroît plus vite.
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FIG . 6.6:Déplacement du projectile, résultats numériques
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Les courbes du déplacement du projectile en fonction du temps (fig. 6.6) mettent en évidence
plusieurs difficultés :

• La vitesse de rebond est quasiment la même que la vitesse d’impact. Le calcul numérique
ne dissipe pratiquement pas d’énergie durant l’impact. La prise en compte des déformations
permanentes du béton permettrait peut être d’améliorer ce résultat.

• La durée de l’impact et le déplacement maximal du projectileaugmente avec la longueur
de l’éprouvette ce qui n’est pas vérifié par l’expérience.

2 Essai d’impact sur poutre

Ce paragraphe est consacré à la modélisation numérique d’essais d’impact sur des poutres
en béton armé. Les calculs numériques correspondent aux essais sur structures présentés au
chapitre 5. Les calculs sont menés avec le modèle d’endommagement à effet retard anisotrope
développé lors de cette thèse dont les paramètres sont donnédans le tableau 3.4. L’orientation
de la poutre par rapport au repère est la suivante : longueur selon l’axex, largeur suivanty et
hauteur suivantz.

2.1 Paramètres de la modélisation

Les paramètres de la modélisation sont choisis de manière à reproduire les essais expéri-
mentaux. Trois calculs différents sont menés :

• Simulation de la poutre P1 ou P2, longue avec des cadres d’effort tranchant,
• Simulation de la poutre P3, courte sans cadres,
• Simulation de la poutre P4, courte avec cadres.
Le projectile est modélisé par un solide déformable ayant lamême section que la tête du

projectile utilisé et la même masse (m =100 kg) que celui-ci.Son comportement est élastique
et ses propriétés sont celle de l’acier (masse volumiqueρ = 7850 kg/m3, module d’YoungE =
210 GPa et coefficient de Poissonν = 0,3).

Le maillage de la poutre est constitué de 5 élements dans la largueur, 10 dans la hauteur et
de 130 éléments dans la longueur pour la poutre courte (180 pour la poutre longue), soit un total
de 6500 éléments (9000 pour la longue) parallépipédiques dedimension 1× 3× 2 cm3.

Les armatures sont modélisées par des éléments de type barreconnectés au maillage 3D de
la poutre (adhérence parfaite). Elles ont un comportement elasto-plastique parfait (modèle de
von Mises dont les paramètres sontρ = 7850 kg/m3, E = 210 GPa,ν =0,3 etσy= 500 MPa ). Les
armatures de flexion en fibre inférieure ont un diamètre de 20 mm, celles en fibre supérieure 8
mm et les cadres, eux ont un diamètre de 6 mm.

Les deux lignes d’appuis sont complétement bloquées suivant la direction verticalez et on
impose au projectile une vitesse verticaleV0 de 8,43 m/s qui correspond à la vitesse d’impact.
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2.2 Résultats de simulation

2.2.1 Evolution de la force d’impact

Les forces d’impact numériques et expérimentales sont comparées pour les poutres P1
(longue avec cadres) et P3 (courte sans cadres) (fig. 6.7). Lacorrélation est bonne pour la poutre
courte P3 à l’exception du premier pic qui est sous-évalué par le calcul. La durée du premier
pic et surtout la seconde phase de l’impact, correspondant àl’ouverture du cône de cisaillement
sont assez bien reproduites.

Pour la poutre longue, P1, la simulation donne des résultatsmoins satisfaisants. Le premier
pic d’effort est cette fois largement supérieur à la réponseexpérimentale et surtout la partie
post-pic montre une succession de rebonds que l’on n’observe pas au cours de l’essai. L’impact
n’est pas assez amorti, la dégradation du béton ne dissipe pas suffisament d’énergie. (Notons
néanmoins que la valeur extrême de la force d’impact n’est représentée que par un unique point
isolé qui peut être erroné. Si on ne tient pas compte de ce point, le premier pic d’impact est
assez bien reproduit).

Une différence entre l’essai et le calcul est la présence de bois entre le projectile et la poutre
(comme on peut le voir à la figure 6.7). Cependant, le film de l’essai montre que cette fine couche
de balsa s’écrase très rapidement (moins d’une milli-seconde) et d’autre part l’évolution de la
force d’impact montre aussi (au tout début) que l’énergie dissipée dans le bois est relativement
faible. Cette couche de bois a pour fonction, rapellons-le, d’amortir le premier pic pour protéger
le capteur d’effort placé sur le projectile. On a tenté de la modéliser grâce au modèle de bois
orthotrope implanté dans Europlexus, mais les éléments sont alors tellement écrasés que le pas
de temps, régi automatiquement par la condition de Courant diminue trop. Les calculs présentés
sont donc sans la couche de balsa.

0 5 10 15 20 25

Temps [ms]

-200

0

200

400

600

800

1000

1200

F
o
rc

e
 d

'i
m

p
a
c
t 

[k
N

]

Modèle anisotrope
Expérimental

(a) Poutre P1

10 15 20 25

Temps [ms]

-100

0

100

200

300

400

500

600

F
o
rc

e
 d

'i
m

p
a
c
t 

[k
N

]

Modèle anisotrope
Expérimental

(b) Poutre P3

FIG . 6.7:Evolution de la force d’impact

La figure 6.8 représente les évolutions des forces d’impact pour les 2 poutres courtes qui ne
diffèrent entre elles que par la présence ou non de cadres d’effort tranchant. Les différences sont
tellement minimes qu’elles peuvent être considérées commenégligeables. Pourtant l’analyse
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des contraintes dans les armatures montrent qu’elles sont sollicitées et qu’elles reprennent un
effort (de l’ordre de 3kN). Les essais ont cependant montré que la présence de cadres avait une
influence primordiale puisqu’ils permettaient le passage d’un mode de rupture à l’autre.
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FIG . 6.8: Influence des cadres dans le calcul numérique, comparaison des forces d’impact pour
les poutres courtes P3 (sans cadres) et P4 (avec cadres)

2.2.2 Cinématique de l’impact
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(a) Poutre P1, longue avec cadres
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(b) Poutre P3, courte sans cadres

FIG . 6.9:Evolution des déplacements de la poutre et du projectile

La figure 6.9 compare pour les poutres P1 et P3 les déplacements de la poutre et du projectile
(déplacement vertical du point au centre de la surface d’impact du projectile et son opposé au
niveau de la poutre). Pour P3, la poutre (courte) et le projectile restent en contact jusqu’au
rebond (les deux courbes se superposent), puis lorsque le projectile décole, la poutre se met à
vibrer. Pour la poutre longue (P1), l’impact est plus long, si bien que pour une même durée
de simulation, on n’atteint pas la phase vibratoire. On constate que numériquement il existe
une phase où les deux solides ne sont plus en contact, ce qui s’observe également sur la force
d’impact puisqu’elle passe par une phase nulle.
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FIG . 6.10:Déplacement du projectile, Poutre P1

La comparaison avec les résultats expérimentaux (fig. 6.10)montre une bonne corrélation
durant tout le début de l’impact, cependant la durée calculée de l’impact est plus courte donc
moins dissipant ce qui conduit à une vitesse de rebond plus importante.

2.2.3 Cartes d’endommagement et d’endommagement effectif

La figure 6.11 représente l’évolution de l’endommagement pour les poutres P1 et P3 qui
rompent respectivement en flexion et par cône de cisaillement. Pour la poutre P3, on observe la
succession de différents phénomènes :

• endommagement de flexion en fibre inférieure (t = 0,2 ms),
• fissures verticales en fibre supérieure (t = 1 ms),
• développement d’une large zone endommagée délimitant un cône à la base de la zone

d’impact.
L’évolution de l’endommagement représente assez bien dansle cas de la rupture par cône

de cisaillement les différents phénomènes observés au cours de l’essai. Comme pour la force
d’impact, la présence ou non de cadres d’effort tranchant nemodifie pas la réponse.
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(a) t = 0,25 ms

(b) t =0,50 ms (c) t = 1,00 ms

(d) t =1,50 ms (e) t =2,00 ms

(f) t =2,50 ms (g)

FIG . 6.11: Carte d’endommagement avec le modèle anisotrope pour la poutre courte sans
cadres P3

Pour la poutre P1 les résultats sont plus difficiles à analyser dans la mesure où des zones
sont successivement sollicitées en traction puis en compression (ou l’inverse) si bien que des
fissures s’ouvrent puis se referment. Au début de l’impact, la fibre supérieure est tendue et la
fibre inférieure (à l’exception du milieu de la poutre) est comprimée. Par la suite on retrouve un
état de flexion "quasi-statique", où les fissures s’ouvrent en fibre inférieure. Si l’on représente
simplement la fissuration par l’endommagement comme pour lapoutre P3, les fissures dévelop-
pées en début d’impact sembleraient ouvertes en même temps que celles de la fin, ce qui n’est
pas réaliste puisque les premières sont refermées quand lessecondes s’ouvrent (fig 6.12). Si
l’on regarde la première composante principale d’endommagement, le résultat est encore moins
clair, car les différents états d’endommagement se superposent (dans différentes directions) et
la structure paraît complètement endommagée alors que ce n’est pas le cas.
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(a) Dxx (b) Dyy (c)

(d) Dzz (e) D principal

FIG . 6.12: Carte d’endommagement avec le modèle anisotrope pour la poutre longue avec
cadres P1 à t =2,5ms

On propose donc de représenter l’endommagement effectif, défini au chapitre 1 parde f f =
DDD:〈εεε〉

max(εI )
(cf. fig. 6.13). Cette valeur scalaire ne donne pas d’informations sur la direction de l’en-

dommagement. Sa valeur est comprise entre 0 (état sain) et trDDD pour un élément complètement
endommagé. On peut faire l’analyse (simplifiée) suivante des cartes d’endommagement effectif
à rupture. Les zones où l’endommagement vaut 1 sont plutôt endommagées en traction, et les
fissures sont ouvertes. Les zones où l’endommagement vaut 2 sont en compression (à rupture).
Les fissures de traction préalablement ouvertes dans cette zone sont alors refermées.

A t = 0,25 ms, la zone sous l’impact est comprimée et la fibre supérieure autour de la zone
d’impact est tendue, les fissures s’ouvrent. Progressivement, la zone tendue autour l’impact se
déplace vers les bords ouvrant progressivement des fissuresen fibre supérieure et dans le même
temps, la fibre inférieure s’endommage en compression. Finallement (t = 2,0ms et t = 2,5 ms)
le schéma s’inverse, la fibre supérieure est comprimée et lesfissures sont refermée et la fibre
inférieure est tendue, les fissures sont ouvertes.
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(a) t = 0,25 ms

(b) t =0,50 ms

(c) t = 1,00 ms

(d) t =1,50 ms

(e) t =2,00 ms

(f) t =2,50 ms

FIG . 6.13:Carte d’endommagement effectif avec le modèle anisotrope pour la poutre longue
avec cadre P1

Une dernière possibilité de représentation consiste à ne plus tracer des cartes d’isovaleurs
mais des vecteurs d’endommagementDDD~nI = DI~nI . Ces vecteurs ont pour direction celle du
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vecteur propre~nI associé à la plus grande des valeurs propres et pour norme la valeur propre
associée,DI . On étudie deux facteurs d’échelle différents (0,15 et 0,05). Les résultats sont
présentés sur la figure 6.14.

(a) facteur d’échelle 0,15 (b)

(c) facteur d’echelle 0,05 (d)

FIG . 6.14:Représentation du plus grand vecteur propre d’endommagement, t = 2,5 ms

Sur ces cartes, surtout pour le plus petit des facteurs d’échelle, la direction de l’endommage-
ment est plus simple à interpréter. On voit qu’en fibre inférieure et en dessous du projectile, les
fissures sont plutôt verticales alors qu’en fibre supérieure, l’endommagement est plutôt parallèle
à la longueur de la poutre (axe x). Néanmoins comme le nombre de vecteurs reprśentés est
important, on a une impression de "fouillis" si le facteur d’échelle est grand, et si on le réduit,
on a davantage de mal à lire la direction.

La représentation de l’endommagement tensoriel est une grande difficulté rencontrée, surtout
dans les cas où, comme ici, les directions principales tournent et les sollicitations sont alternées.
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3 Essai de souffle sur dalles armées

3.1 Description des essais

Ces essais, réalisés au Centre d’Études de Gramat (CEG) dans le cadre de la thèse de
Pontiroli [Pon95], consistent à étudier le comportement mécanique de dalles circulaires en
béton armé soumises à une onde de souffle générée par une explosion proche. Une description
générale du dispositif expérimental (tube à choc) est donnée sur la figure 6.15. L’onde de choc
se crée par la brusque libération, au travers d’un système convergent-divergent, d’un volume
d’air initialement comprimé (stocké) dans un réservoir.

FIG . 6.15:Dispositif expérimental pour les essais de souffle sur dalles, d’après [Pon95]

Dans le but d’observer différents modes de ruine, 3 dalles qui se distinguent par leur
épaisseur, leur ferraillage, leurs conditions aux limitesainsi que par les caractéristiques de leur
béton sont testées. La première est faiblement endommagée,la seconde rompt en cisaillement
et la troisième en flexion (fig. 6.16). C’est à cette dernière, la troisième, que l’on s’intéresse
ici. La modélisation a été menée en collaboration avec S. Moulin et S. Potapov du département
AMA (EDF-R&D, Clamart).
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(a) Photographie de la face tendue

(b) Relevé de fissures et ferraillage

FIG . 6.16:Faciès de fissuration de la face tendue pour une rupture en flexion

3.2 Paramètres de la modélisation

La dalle a un diamètre de 1,30 m et une épaisseur de 10 cm. Elle est renforcée par deux
nappes d’armatures (treillis soudés) de diamètre 6 mm à mailles carrés de côté 10 cm symétrique-
ment réparties par rapport à la fibre moyenne. La pression maximale atteinte expérimentalement
est dePmax = 0,325 MPa en 0,05 ms. La pressionP(t) redescend ensuite progessivement pour
redevenir nulle aux alentours de 300 ms.

Dans cet essai, la dalle n’est pas maintenue sur ses parties latérales afin de lui permettre de
fléchir sur les bords. Elle est simplement appuyée entre deuxcouronnes métalliques relative-
ment peu épaisses qui peuvent donc se déformer en cours d’essai (figure 6.17). Leur rigidité
n’étant pas connue, elles ne sont pas modélisées.
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On ne modélise qu’un quart de la dalle, et on impose des conditions de symétrie. Les
armatures sont des éléments de type barre 1D, connectés aux élements 3D du maillage béton.
Elles sont modélisées par le modèle de von Mises avec les paramètres suivants :ρ = 7800 kg/m3,
E = 207,77 GPa,ν =0,3 etσy, la limite d’élasticité égale à 450 MPa. Les paramètres du modèle
d’endommagement anisotrope (avec effet de vitesse) sont les mêmes que pour les deux calculs
précédents (tableau 3.4), à l’exception du module d’Young et de la masse volumique qui sont
pris égaux à ceux de l’expérience,E = 31 GPa etρ =2300 kg/m3.
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FIG . 6.17:Paramètres de la modélisation

3.3 Résultats de simulation

3.3.1 Amorçage et propagation des fissures

Les calculs ont été menés avec le code de calcul explicite Europlexus.
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(a) t = 0,3 ms (b) t = 0,35 ms (c) t = 0,4 ms

(d) t = 0,45 ms (e) t = 0,5 ms

FIG . 6.18:Endommagement maximum principal - Vue de la face chargée et tranche

La figure 6.18 montre que l’endommagement se développe d’abord en face arrière libre ce
qui s’apparente tout à fait au phénomène d’écaillage, l’onde de compression se propage puis
change de signe lors de sa réflexion sur la face libre. La faible épaisseur endommagée en face
avant (celle chargée par la pressionP(t)), est principalement portée par la directionz (celle de
l’épaisseur de la dalle), ce qui correspond donc à une sorte de "calote" qui serait éjectée s’il n’y
avait pas de pression sur cette face. On ne peut malheureusement comparer cette observation
aux résultats expérimentaux car on dispose uniquement de photos de la face arrière (face libre).
Cependant sur un chargement légèrement plus important (qui correspond à un autre des essais de
Pontiroli, sur la même dalle, mais avec une pression maximale de 0,380 MPa), il a été constaté
que la dalle en son centre est complètement dégradée (on voitau travers) : on a donc bien un
endommagement sur les deux faces.
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(a) t = 2,0 ms (b) t = 2,7 ms (c) t = 2,8 ms (d) t = 3,0 ms

(e) t = 3,2 ms (f) t = 3,3 ms (g) t = 3,4 ms (h) t = 3,6 ms

(i) t = 3,7 ms (j) t = 3,8 ms (k) t = 3,9 ms (l) t = 4,2 ms

(m) t = 4,3 ms (n) t = 4,4 ms (o) t = 4,5 ms

FIG . 6.19:Endommagement maximum principal - Vue de la face libre (arrière)

La carte d’endommagement de la face arrière (libre) (fig. 6.19) présente un aspect très
proche du profil de fissuration expérimental (fig. 6.16). La dalle s’endommage tout d’abord au
niveau de la couronne d’appui (fig. a), cet endommagement estdû aux efforts de compression
qui se développent dans cette zone. On voit ensuite s’amorcer (fig. 6.19(b)) et se propager (fig.
6.19(c) et 6.19(d)) deux fissures symétiques, le long des axetransversauxx et y (cf. figure 6.21
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pour le repère). On verra par la suite que l’on peut estimer lavitesse de propagation de ces deux
fissures. La figure (e) montre la coalescence de deux fissures perpendiculaires (et superposées
au ferraillage, cf. fig 6.21 (b)) qui se propagent ensuite à 45˚ (6.19(f), 6.19(g) et 6.19(h)). Cette
fissure se sépare en deux, et donne niassance à une nouvelle fissure qui bifurque par rapport à la
direction de propagation initiale (fig. 6.19(g) et 6.19(h)). Les fissures suivantes (6.19(i), 6.19(j),
6.19(k), 6.19(l), etc) montrent l’amorçage de nouvelles fissures, mais cette fois non plus au
centre de la dalle, mais au niveau des appuis. Ces fissures se propagent vers le centre et coales-
cent avec les fissures déjà existantes. Notons enfin que deux fissures se créent à partir des deux
premières fissures (fig. 6.19(i)) et se propagent perpendiculairement à celles-ci en suivant la
disposition du ferraillage (fig. 6.21) Le faciès final d’endommagement calculé numériquement
présente dans ce cas une très bonne corrélation avec les résultats expérimentaux, on reproduit
bien le réseau de fissures, avec d’une part au centre des fissures qui se superposent au ferraillage
et plus loin des fissures orientées à 45˚ par rapport aux armatures.

(a) t = 3,1 ms (b) t = 3,3 ms (c) t = 3,5 ms (d) t = 3,7 ms

(e) t = 3,9 ms (f) t = 4,1 ms (g) t = 4,3 ms (h) t = 4,5 ms

(i) t = 4,7 ms (j) t = 4,9 ms (k) t = 5,0 ms

FIG . 6.20: Accélération verticale (la déformée est tracée à partir desvecteurs d’accélération
avec une amplification de 0,0005

La figure 6.20 représente l’évolution de l’accélération verticale dans la dalle pour un calcul
en élasticité. Le cycle complet de propagation et réflexion de l’onde dure environ 2ms, on
ne trace ici qu’un seul cycle, celui qui correspond à une période de propagation des fissures.
Pendant la phase où l’onde se déplace du centre vers le bord (de t = 3,1 ms à t = 3,7 ms )
les fissures se propagent majoritairement vers les bords. Lafissuration ralentit ensuite pendant
la phase de reflexion et reprend finalement des bords vers le centre quand la direction de
propagation de l’onde de chargement s’inverse.
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3.3.2 Vitesse de propagation des fissures

On s’intéresse ici à l’étude de la vitesse de propagation desfissures. On étudie le cas de
deux fissures repérées sur la figure 6.21.

(a) identifications des des deux fissures étudiées -
t = 3,5 ms

(b) Disposition des nappes d’armatures - t =
4,8ms

FIG . 6.21:Amorçage,propagation, bifurcation et coalescence des fissures

La vitesse moyenne calculée durant la phase de propagation est de 1410 m/s pour la fissure
1 et de 1620 m/s pour la fissure 2. Cette vitesse est calculée surun nombre limité de pas de
temps (entre 3 et 4, soit une moyenne de 2 ou 3 valeurs), ce qui peut sembler a priori un peu
faible pour une bonne précision. Néanmoins cette vitesse est à comparer aux vitesses théoriques
de propagation des ondes dans le béton (Pour les descriptions des ondes et l’expression de leur
vitesse de propagation, se reporter à [RD96]). On calcule pour E= 31GPa,ρ = 2300 kg/m3 et ν
= 0,2, les paramètres de modèle anisotrope les vitesses suivantes (tableau 6.1) :

Ondes Vitesse

CompressionVc =
√

E
ρ 3671 m/s

LongitudinalesVl =
√

E(1−ν)
ρ(1+ν)(1−2ν) 3870 m/s

CisaillementVcis

√
E

ρ(1+ν) 3351 m/s

Rayleigh 2310 m/s

TAB . 6.1:Vitesse théorique des ondes dans le béton,E = 31 GPa,ν = 0,2,ρ = 2300kg/m3

Les deux fissures étudiées présentent la particularité, parmi les différentes fissures ob-
servées, de se propager à une vitesse constante. Les autres fissures, elles, bifurquent, coalescent
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ou s’arrêtent puis repartent, il est donc plus délicat pour celles-ci d’évaluer une vitesse de prop-
agation. Cette vitesse reste inférieure à toutes les vitesses théoriques calculées. Ce phénomène
est lié à la dispersion importante des ondes de Rayleigh.

3.3.3 Flèche de la dalle

La figure 6.22 représente l’évolution de la flèche mesurée au centre de la dalle.

FIG . 6.22:Evolution de la flèche au centre de la dalle

La valeur maximale expérimentale et celle calculée par le modèle d’endommagement présente
une assez bonne correspondance, aussi bien en valeur qu’en évolution. Le déplacement maximal
mesuré est de l’ordre de 2 cm contre 2,2 cm pour celui calculé.Le résultat du modèle de
plasticité de Drücker-Prager est également comparé sur cette figure. On présente le résultat
obtenu avec ce modèle car celui-ci est courament utilisé dans l’industrie et notamment chez
EDF. Les paramètres numériques dans le code Europlexus de cemodèle sont la résistance en
traction ft = 3MPa et la résistance en compressionfc = 30 MPa. Les paramètres classiques du
critère de Drücker-Prager (la cohésionc et l’angle de frottementφ) sont calculé par Europlexus
à partir des valeurs de résistance en traction et en compression. Le module d’Young, la masse
volumique et le coefficient de Poisson ont les mêmes valeurs que pour le modèle anisotrope,
c’est à direE = 31 GPa,ρ = 2300 kg/m3 etν = 0,2. Ce modèle, quant à lui, conduit à surestimer
très largement le déplacement au premier pic ainsi que les déformations résiduelles car le
modèle de Drücker-Prager est parfaitement plastique (pas d’é crouissage).

Les parties post-pic diffèrent d’avantage. On observe toutd’abord des oscillations impor-
tantes sur la réponse numérique, ce qui traduit une réponse vibratoire importante avec une
prédominance du premier mode de flexion. Expérimentalement, ce premier mode est quasiment
entièrement amorti, le comportement de la dalle est alors quasi-statique. Numériquement, aucun
amortissement autre que celui, faible, lié à la dissipationpar l’endommagement n’est introduit,
ni numérique, ni au niveau de l’adhérence acier-béton.

D’autre part la flèche résiduelle calculée est d’environ 0,6cm contre 1 cm pour l’essai.
La déformation résiduelle est la conséquence des déformations anélastiques du béton et des
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armatures. Le modèle de comportement des aciers est un modèle elasto-plastique parfait qui
peut donc reproduire un comportement anélastique, mais peut-être de manière insuffisament
précise. Le modèle de comportement elastique-endommageable considéré ici pour le béton, lui,
ne peut modéliser l’existence de déformations permanentes. L’introduction des déformations
permanentes est en cours pour le modèle sans effet de vitessepour des applications sismiques
(Thèse de G. Lebon) où elles jouent un rôle plus important quepour les ruptures en dynamiques.
Cet exemple semble cependant signifier qu’il pourrait être utile pour certaines de nos applica-
tions de ne pas négliger le comportement irréversible du béton.

4 Difficultés numériques liées à l’endommagement isotrope

Les 3 mêmes cas test sont simulés avec le modèle visco-plastique visco-endommageable
isotrope introduit au chapitre 3 [Gat99] et disponible dansle code de calcul Europlexus. Par la
suite pour simplifier l’écriture on appelle "modèle isotrope" ce modèle et "modèle anisotrope"
le modèle avec effet de vitess développé lors cette thèse. Les paramètres su modèle isotrope
sont ceux du tableau 3.1, avec comme module d’Young, celui dumodèle anisotrope, soit 42
GPa.

4.1 Essai brésilien dynamique

La simulation numérique de l’essai brésilien dynamique s’arrête au bout de 0,1 ms alors
que l’on avait pu calculer jusqu’au bout le même cas test avecle modèle anisotrope. L’arrêt
du calcul vient de l’existence d’éléments distordus (croisés) dans le maillage. La figure 6.23
permet de comprendre ce phénomène. Les élements directement sous l’impact s’endommagent
très rapidement du fait des contraintes de compression importantes qui se développent dans
cette zone. On y atteint l’endommagement critiqueDc = 0,999 très rapidement si bien que la
raideur endommagée n’est plus égale qu’à 0,1 % de la raideur saine initiale. Comme on continue
d’appliquer un chargement sur ces éléments, ils se déforment de manière importante, jusqu’à ce
que les noeuds se croisent.
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(a) Carte d’endommagement (b) Déformée de la zone d’impact

FIG . 6.23:Modèle d’endommagement isotrope, t=0,04ms

Sur la figure 6.24 on compare la force d’impact et la vitesse moyenne du projectile calculées
avec les deux modèles. Le résultat numérique de ce même essaiest présenté au chapitre 5 (fig.
5.13). Rappelons que le modèle anisotrope estimait de manière satisfaisante la force maximale
et la durée de l’impact.
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FIG . 6.24:Comparaison de la force d’impact et de la vitesse du projectile

La force d’impact calculée avec le modèle isotrope coïncideau tout début avec celle du
modèle anisotrope. Cependant elle atteint son maximum et surtout chute beaucoup plus tôt.
Cette chute correpond à nouveau au moment où les éléments sonttotalement endommagés
et ne peuvent alors plus reprendre d’effort. Il en va de même avec la vitesse moyenne, dont
l’évolution s’arrête pour une vitesse de -1,46 m/s alors quela vitesse d’impact est de -1,53 m/s.
Cela signifie que l’impact n’arrête pas le projectile et que sile calcul pouvait continuer (en
utilisant de l’érosion par exemple) le projectile traverserait l’éprouvette.

Endommagement anisotrope et comportement dynamique des ouvrages en béton armé jusquà la ruine



Difficultés numériques liées à l’endommagement isotrope 185

4.2 Impact sur poutre

Comme précédemment les 3 poutres, P1, P3 et P4 sont simulées sous impact avec le modèle
isotrope (paramètres du tableau 3.1 etE = 42 GPa).
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FIG . 6.25:Evolution de la force d’impact

La figure 6.25 représente la comparaison entre la force d’impact calculée et celle mesurée.
Comme avec le modèle anisotrope (résultats présentés à la figure 6.7) la force maximale d’im-
pact est surestimée pour la poutre longue et sous-estimée pour la courte, mais les valeurs
extrêmes calculées avec les deux modèles correspondent bien. En revanche la force calculée
en isotrope s’effondre juste après le pic. Comme pour la simulations précédente, l’endom-
magement se localise au niveau de la zone d’impact, provoquant la perte de raideur totale des
éléments et empêchant ainsi toute transmission de l’effort.

Le calcul s’arrête lorsque les éléments sont trop déformés,soit aux alentours de 3 ms pour
la poutre P1 et de 7 pour P3. Comme avec le modèle anisotrope lesdifférences observées entre
les deux poutres courtes P3 (sans cadres) et P4 (avec cadres)sont minimes en dehors du fait que
le calcul stoppe légèrement plus tard (0,5 ms d’écart).
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FIG . 6.26:Evolution des déplacements de la poutre et du projectile

Si l’on compare le déplacement du projectile et de la poutre,on constate tout d’abord que le
projectile a un déplacement quasi-linéaire, c’est à dire que le contact avec la poutre ne ralentit
pas sa chute (figure 6.26). D’autre part les deux courbes ne sesuperposent pas, si ce n’est au tout
début. Le déplacement de la poutre est supérieur à celui du projectile ce qui signifie que l’impact
confère aux éléments (totalement endommagés) de la poutre une vitesse supérieure à celle du
projectile. Quand le projectile revient au contact du béton, les deux courbes se superposent à
nouveau, il pénètre alors complètement la poutre.

C’est ce que l’on observe également sur les cartes d’endommagement (figures 6.27 et 6.28),
où l’on voit la zone sous impact se déformer totalement au contact du projectile. Pour le modèle
anisotrope, les cartes d’endommagement de ces mêmes essaissont données sur les figures 6.11
et 6.12.
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(a) Poutre P1 (longue avec cadres) (b) Poutre P3(courte sans cadres)

FIG . 6.27:Evolution de l’endommagement (modèle isotrope)

En dehors de la zone d’impact, les cartes d’endommagement des deux poutres présentent
des faciès très différents. On reconnait sur la poutre courte le cône de cisaillement et la fissure
centrale en flexion qui se propagent du bas vers le haut. Sur lapoutre longue, on perd rapidement
la symétrie du problème, mais on remarque néanmoins une forte déformation en flexion en fibre
inférieure.

Dans les deux cas, des fissures verticales de flexion s’initient en fibre inférieure à dis-
tance régulière. Ces fissures s’arrêtent au niveau des armatures que l’on repère facilement
du fait de l’endommagement localisé qu’elles génèrent. Ce phénomène ne correspond pas à
un phénomène physique observé, et traduit la difficulté pourun modèle isotrope de traiter les
sollicitations de cisaillement qui se développent autour des armatures.

FIG . 6.28:Carte d’endommagement poutre P4
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4.3 Essai de souffle

La simulation numérique de l’essai de souffle menée avec le modèle isotrope présente la
même pathologie que l’essai brésilien et les essais sur poutres : l’endommagement est localisé
dans la zone où la dégradation apparaît en premier (ici la couronne d’appui) et l’effort n’est pas
transmis au reste de la structure (fig. 6.29).

FIG . 6.29:Carte d’endommagement, modèle visco-plastique visco-endommageable - t = 0,5ms

4.4 Discussion sur l’endommagement isotrope pour des calculs de struc-
tures en dynamique

Ces trois exemples ont permis de mettre en évidence les grandes difficultés liées à la
considération d’un endommagement isotrope. Nous concluons à la nécessité de représenter
l’anisotropie de l’endommagement pour calculer des structures en dynamique où l’application
et la propagation du chargement a un rôle important dans le mécanisme de dégradation (sous
l’impacteur, proche d’appuis). En effet l’anisotropie induite de l’endommagement lui confère
un caractère directionnel ce qui permet de conserver une raideur non nulle dans les directions
non endommagées et ainsi de transmettre les efforts sans déformer de manière excessive les
éléments. L’endommagement isotrope au contraire tend à localiser l’endommagement dans les
zones où les conditions limites s’appliquent (impact, appuis) et de ce fait ne permet pas de
représenter correctement la ruine des structures.

5 Conclusion

Ce dernier chapitre était consacré à l’application du modèled’endommagement avec effet
de vitesse à des cas réels de calculs de structures. Trois cas, de complexité croissante ont été
étudiés : l’essai brésilien dynamique sur tour de chute, l’essai d’impact sur poutres renforcées
et un essai de souffle sur une dalle en béton armé. Pour les deuxpremiers cas les données
expérimentales provenaient des essais sur tour de chute réalisés lors de cette, pour l’essai de
souffle les données sont issues de la thèse de C. Pontiroli [Pon95].

Pour l’essai brésilien, les résultats obtenus sont satisfaisants pour le faciès de fissuration et
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le maximum de la force d’impact malgré une identification très grossière des paramètres du
modèle. L’évolution de la force d’impact et la vitesse du rebond du projectile restent des points
à améliorer.

Pour la poutre sous impact, les résultats sont plus mitigés.Pour la poutre qui rompt en
cisaillement, les cartes d’endommagement correspondent assez bien aux observations, et la
comparaison des forces d’impact donne des bons résultats. En revanche, pour les poutres qui
rompent en flexion l’interprétation des résultats est plus délicate. En effet l’aspect vibratoire
du chargement provoque une alternance des sollicitations.Or ces sollicitations sont impor-
tantes et endommagent la structure successivement en traction et en compression. Représenter
l’endommagement directement n’est pas réaliste puisqu’une partie des fissures ouvertes en
traction sont refermées, ce qui n’est pas représenté lorsque l’on trace l’endommagement. La
poutre a alors un aspect beaucoup plus endommagé que ce qu’elle l’est réellement. Si l’on
trace l’endommagement effectif, on se trouve confronté à unproblème d’echelle, puisque
l’endommagement effectif est borné par 2 en compression simple et par 1 en traction simple.
La solution de situe peut être dans la définition d’un nouvel endommagement effectif tensoriel
et directionnel.

La dernière simulation, celle de la dalle soumise à une rapide augmentation de pression est
celle qui donne les résultats les plus intéressants. D’une part la flèche maximale de la dalle est
assez bien représentée, mais surtout, l’état d’endommagement est fidèle au résultat expérimen-
tal. La difficulté de ce cas test vient du fait que, en plus de l’amorçage et de la propagation
des fissures, il nécessite de reproduire la coalescence, l’embranchement et la bifurcation des
fissures, ce que fait bien le modèle développé lors de cette thèse. On constate également qu’il
est capable de reproduire une propagation non continue des fissures (avec des temps d’arrêt dus
aux reflexions d’ondes).

Un des points faibles de cette modélisation et qui a été mis enévidence sur tous les cas
traités est la dissipation trop faible d’énergie au cours ducalcul. Cela se constate au niveau de
la vitesse du rebond du projectile pour les essais d’impact et de la flèche résiduelle pour l’essai
sur dalle. C’est la conséquence des choix initiaux de modélisation. En choisissant de ne pas
modéliser les déformations anélastiques et en considérantun adhérence parfaite entre le béton
et les armatures, on s’impose d’obtenir in fine une dissipation d’énergie plus faible que dans la
réalité.

Enfin, la comparaison avec un modèle visco-plastique visco-endommageable isotrope a mis
en évidence la nécessité de considérer un endommagement anisotrope pour calculer ce type de
structures jusqu’à la ruine où l’aspect directionnel de l’endommagement est primordial.

Endommagement anisotrope et comportement dynamique des ouvrages en béton armé jusquà la ruine



190 Modélisation de structures en béton armé soumises à l’impact etau souffle

Endommagement anisotrope et comportement dynamique des ouvrages en béton armé jusquà la ruine



Conclusion et perspectives

Conclusion

Au cours de cette thèse un modèle d’endommagement anisotrope a été développé pour
le béton sous sollicitations dynamiques. Cependant, pour des chargements quasi-statiques ou
lents, dans le cas de sollicitations monotones ou alternées, le modèle redonne le comportement
du modèle d’endommagement anisotrope écrit sans dépendance à la vitesse de sollicitation.
Ce modèle est donc capable de traiter toute la gamme des vitesses de sollicitation généralement
envisagées pour des structures en béton. Une limitation concerne les vitesses de sollicitation très
élevées où les forces d’inertie engendrées par l’accélération sont importantes et conduisent à un
état de contraintes fortement confiné. Dans ce cas où toutes les déformations sont négatives,
la raideur du matériau n’est pas dégradée, et le comportement reste élastique. L’expérience
montre que dans de telles conditions, le béton a plutôt tendance à augmenter sa raideur du
fait de la refermeture de la porosité interne et la rupture est ductile. Le phénomène de dilatance
a lieu également. Il ne peut être modéliser que par l’introduction des déformations permanentes.

Dans le modèle présenté, l’endommagement est représenté par une unique variableDDD, un
tenseur du second ordre. A l’état sain (quand l’endommagement est nul), le matériau présente
un comportement élastique isotrope. L’anisotropie est induite par le chargement. Le fait d’in-
troduire une variable tensorielle pour l’endommagement confère à l’élasticité un caractère
directionnel : le matériau endommagé a un comportement élastique anisotrope. On a montré
que cette propriété était essentielle pour mener à terme la majorité des calculs de structures.
En effet, un endommagement isotrope, qui dégrade de manièreuniforme l’élasticité dans toutes
les directions conduit à des difficultés très importantes dans les zones de concentration d’ef-
forts comme les appuis ou les points d’applications des efforts extérieurs (exemples des essais
brésiliens, impacts sur poutres ou dalles soumises au souffle aux chapitres 2 et 6).

Ce modèle reproduit naturellement (i.e. avec une unique variable d’endommagement et une
unique fonction seuil) la dissymétrie du comportement traction-compression. Pour cela le seuil
d’endommagement est lui-même dissymétrique (on atteint plus tôt le seuil d’endommagement
en traction qu’en compression) et cela grâce à son écriture en fonction de la déformation
équivalente de Mazars (écrite en fonction des déformationspositives). La loi dévolution de
l’endommagement est une loi tensorielle pilotée par les déformations positives. L’endommage-
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ment évolue donc naturellement de manière différente en traction et en compression.

Dans le cas de sollicitations alternées (par exemple traction puis compression), la fonction
seuil telle qu’elle est écrite dans le modèle initial pour les chargements monotones conduit à
une limite d’élasticité initiale quand le signe de la sollicitation s’inverse (en compression dans
le cas mentionné) beaucoup plus importante que sous un chargement monotone. Le domaine
d’élasticité est comme écroui de manière isotrope et le matériau est beaucoup plus résistant
dans toutes les directions de l’espace. Pour ce type de sollicitations on utilise donc une autre
expression du seuil d’endommagement où les dommages sont désactivés. Une autre variable
intervient dans l’expression du seuil, l’endommagement actif qui est la projection du tenseur
d’endommagement sur les déformations positives [Sou08, SDRD09]. A partir de ce concept, on
a développé un indicateur de l’ouverture de fissures. On estime l’ouverture d’une fissure dans
la direction perpendiculaire à l’axe de la fissure comme étant égale à l’intégrale sur ce chemin
du produit de l’endommagement et de la déformation positivedans cette direction. Ainsi si
l’élément est endommagé dans cette direction et que la déformation est positive, on obtient une
valeur de l’ouverture, si la déformation est négative, la fissure est considérée comme refermée
et l’ouverture est nulle (chapitre 2).

Dans l’expression du potentiel d’état, pris comme étant l’enthalpie libre de Gibbs, on sépare
les parties hydrostatiques et déviatoriques. Ainsi, on peut écrire la relation de comportement
qui lie les contraintes aux déformations comme étant la dérivée du potentiel. Ce potentiel
étant continûment différentiable et la relation de comportement étant continue, le modèle est in
fine robuste. La loi d’évolution de l’endommagement ne dérive pas d’un potentiel d’évolution
(ou d’un pseudo-potentiel) par une règle de normalité. Ce modèle ne s’inscrit donc pas de ce
fait dans le cadre des matériaux standards et la positivité de la dissipation n’est pas a priori
assurée. Cependant elle a été prouvée pour le quasi-statique[Des06] et on a pu montrer qu’en
dynamique, la condition pour assurer la positivité de la dissipation (̇DDD > 0) était conservée et
toujours vérifiée.

On a pu établir deux expressions équivalentes de la dissipation intrinsèque due à l’en-
dommagement (chapitre 2). En discrétisant ces expressionson peut calculer l’évolution de la
dissipation au cours du temps. On montre ainsi dans le cas de sollicitations uniaxiales que
le modèle présenté dissipe par endommagement environ 1000 J/m3 au moment de la rupture
en traction et environ 25000 J/m3 en compression ( résultats obtenus en quasi-statique). La
dissipation d’énergie est donc elle aussi dissymétrique entre la traction et la compression. Elle
est calculée par le code de calcul au moment où l’on intègre laloi de comportement. On connaît
ainsi la dissipation intrinsèque volumique en chacun des points de Gauss et on peut tracer des
cartes de dissipation de la même manière que l’on peut tracerdes cartes de déformations ou
d’endommagement.

L’extension du modèle à la dynamique consiste à considérer une dépendance de la résistance
du béton à la vitesse de déformation (chapitre 3). L’effet decette vitesse est beaucoup plus
important en traction qu’en compression, et pour les vitesses de déformation élevées (i.e.
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supérieure à 10 s−1) l’effet de la vitesse en compression est essentiellement lié à des considéra-
tion inertielles. Les forces internes d’inertie confinent le béton et le rendent plus résistant. Pour
cette raison on décide de ne pas introduire d’effet de vitesse en compression au niveau de la loi
de comportement. La faible augmentation de la résistance pour des chargements lents, liée par
exemple à la viscosité de l’eau dans les pores du béton, est donc négligée. Ainsi, seul l’effet de
vitesse en traction est introduit dans le modèle. Le modèle est modifié pour introduire une loi
de visco-endommagement (ou endommagement à effet retard).Plus la vitesse de sollicitation
est importante et plus l’endommagement est ralenti, et ainsi plus on augmente la résistance du
matériau. On reproduit ainsi l’effet de vitesse expérimental en traction. Cette loi de viscosité
fait intervenir un paramètrėD∞ qui borne la vitesse d’évolution de l’endommagement. Cette
vitesse est l’inverse d’un temps caractéristique..

La loi de viscosité est une loi isotrope, ce qui s’avère suffisant dans notre cas où l’on ne
considère qu’un effet de vitesse en traction. Dans le cas de sollicitations alternées en dynamique,
on utilise, comme en quasi-statique, le concept d’endommagement actif pour la désactivation
des dommages. Ainsi, l’effet de vitesse en traction après unchargement endommageant en
compression est le même que pour un chargement en traction dynamique monotone.

La dissipation intrinsèque en dynamique dépend fortement de la vitesse de déformation et
des paramètres de la loi de viscosité, mais pour les paramètres choisis, on multiplie par 3 la
dissipation à̇ε = 10s−1 et par environ 50 à̇ε = 100s−1.

La dépendance au maillage a également été étudiée et deux limiteurs de localisation clas-
siques ont été comparés, le non-local intégral d’une part etl’effet retard d’autre part (chapitre
4). L’effet retard est directement introduit dans le modèlepar la loi de viscosité puisque que
le temps caractéristique de la régularisation (déterminé àpartir de la vitesse des ondes et de
la longueur caractéristique liée à la micro-structure) et le même que le temps caractéristique
du visco-endommagement (identifié à partir des résultats d’essais reliant la résistance en trac-
tion à la vitesse de déformation). Le non-local est lui introduit de manière classique (de type
[PCB87])en choisissant comme variable non-locale la déformation équivalente de Mazars. On
a pu montrer que pour les calculs où la vitesse de déformationavait peu d’influence, seule la
régularisation non-locale était efficace, alors que dans lecas contraire, l’effet retard est meilleur
d’une part parce que le temps de calcul est beaucoup plus court et d’autre part parce que la
rupture reste localisée alors que le non-local a tendance à élargir à outrance la zone de rupture.
La combinaison des deux régularisations conduit à une moinsbonne régularisatison et à des
difficultés au niveau des bords.

Une nouvelle instabilité a été mise en évidence et son existence a pu être prouvée (chapitre
4). Elle est due au caractère induit de l’anisotropie de l’endommagement qui est instable dans
le sens où l’on propage les erreurs, numériques par exemple,dues à des perturbations. Cette
instabilité apparaît dans le cas en compression simple. Dans ce cas une différence même minime
entre les deux valeurs d’endommagement transverses, orthogonales au chargement, conduit à
un comportement rapidement et violemment instable (il n’y aplus alors qu’un seul des deux
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endommagements qui évolue). La loi d’évolution de l’endommagement anisotrope induit a été
modifiée de manière à ne plus écrire l’endommagement comme une fonction des déforma-
tions positives (fonctions de l’endommagement à travers lecoefficient de Poisson apparent)
mais comme une fonction des déformations effectives positives (uniquement fonctions des
paramètres matériaux initiaux). En dynamique cette instabilité n’existe pas puisque ce sont les
forces d’inertie qui contrôlent les déformations latérales non imposées plutôt que les coefficients
de Poisson apparents.

Les deux derniers chapitres de cette thèse (5 et 6) sont consacrés à la validation dans le cadre
de calculs de structures du modèle développé. Le premier (chapitre 5) traite principalement
des essais réalisés sur tour de chute de manière à obtenir desrésultats d’essais fiables. Ces
essais (essais brésiliens en dynamique sur des éprouvettesde béton et impact sur poutres en
béton armé) étaient instrumentés de manière à fournir une base de données pour la validation
numérique du modèle. Pour les essais brésiliens, la force d’impact, l’accélération du projectile
ainsi que son déplacement ont été mesurés. Pour les poutres,en plus des mesures précédentes,
furent également mesurées les réactions d’appuis et les accélérations verticales en trois points de
la poutre. De plus une caméra rapide a été utilisée pour filmerles essais et analyser le processus
de dégradation. Cependant la vitesse d’acquisition de la caméra utilisée n’est pas suffisamment
rapide (entre 6000 et 30000 images par secondes) pour observer la propagation des fissures. La
corrélation d’images sur les films des essais a cependant permis d’observer les déplacements
globaux de la poutre et de l’éprouvette avant la fissuration.Le nombre d’essais réalisés étant
relativement faible (4 essais brésiliens et 4 poutres), peude paramètres ont pu être étudiés.
Pour les essais brésiliens on a pu montré que le paramètre le plus déterminant sur la valeur de la
force d’impact était la longueur de l’éprouvette (longueurde contact), plus que vitesse d’impact.
Lors des essais sur poutres pour la vitesse d’impact imposée(8,43 m/s), on passe d’un mode de
rupture en flexion à une rupture par cône de cisaillement lorsque l’on supprimait les armatures
d’effort tranchant. L’influence de la vitesse d’impact n’a pas été étudiée.

Les simulations numériques (essais brésiliens quasi-statique et dynamiques, impacts sur
poutres renforcées et essai de souffle sur dalle renforcée) ont montré que le modèle anisotrope
permettait de mener le calcul jusqu’à un état de dégradationtrès avancé, contrairement au
modèle d’endommagement isotrope auquel on l’a comparé. Avec le code implicite Cast3M
(essai brésilien quasi-statique, chapitre 2), le calcul converge jusqu’à la ruine. Avec le code
explicite Europlexus, l’anisotropie de l’endommagement permet de conserver une raideur dans
la direction du chargement et des réactions d’appui même si les éléments sont endommagés
dans les autres directions. Ainsi, on ne se retrouve pas confronté à des problèmes de distorsion
d’éléments comme c’est le cas avec le modèle isotrope. On peut donc qualifier le modèle de
robuste, ce qui était l’un des objectif de cette thèse.

Le modèle anisotrope reproduit bien (tout du moins pour les essais brésiliens et pour l’essai
d’impact sur poutre) le faciès de fissuration. Pour les essais sur poutres, le résultat est moins
satisfaisant, notamment à cause des difficultés de visualisation d’un endommagement tensoriel.
Dans le cas de l’essai brésilien, les directions principales d’endommagement coïncident avec
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les directions du maillage, et ces directions sont à peu prèsles mêmes pour tout le maillage et
ne tournent pas au cours du calcul. On a choisi dans ce cas de tracer l’endommagement suivant
les axes du maillage et le résultat est facilement interprétable. Pour la dalle soumise au souffle,
la représentation est également assez simple et compréhensible puisque là aussi les directions
ne tournent pas et que les fissures ouvertes ne se referment pas. On représente ici la plus
grande composante principale du tenseur d’endommagement,on n’a donc pas d’informations
sur la direction mais l’aspect localisé de l’endommagementet le fait de pouvoir suivre sa
propagation nous permet de comprendre néanmoins facilement les cartes tracées. En revanche
pour les poutres la représentation est beaucoup plus compliquée : les directions principales
ne sont pas les mêmes sur tout le maillage de la poutre, ces directions tournent au cours du
calcul et les fissures s’ouvrent et se referment. Si l’on représente l’endommagement principal,
différents phénomènes se superposent et s’accumulent si bien que la poutre a vite un aspect
très endommagée où l’on ne peut plus discerner les différents phénomènes. De plus on n’a pas
d’informations sur l’ouverture et la refermeture des fissures. Si l’on représente l’endommage-
ment actif, le résultat est plus facile à analyser mais on n’apas là non plus d’informations
sur la direction de l’endommagement. De plus il peut être difficile d’interpréter des cartes
d’endommagement où les valeurs sont comprises entre 0 et 3. Un travail important doit être
entrepris sur la représentation de l’endommagement anisotrope pour rendre les résultats lisibles.

La simulation d’essais de souffle sur une dalle en béton armé apermis d’illustrer certaines
des possibilités du modèle d’endommagement anisotrope. Sur cette simulation, en plus de
l’amorçage et la propagation des fissures, on montre que le modèle est capable de gérer sans
aucunes modifications :

• la bifurcation d’une fissure,
• le branchement (une fissure qui se sépare en deux) ,
• la coalescence de fissures (deux fissures se rejoignent pour donner naissance à une nou-

velle fissure, dans une direction différente),
• l’arrêt et le redémarrage d’une fissure.

On peut estimer à partir de la simulation la vitesse de propagation qui est assez largement
inférieure à la vitesse des ondes de Rayleigh, qui borne théoriquement la vitesse de propagation.

Enfin, toutes les simulations ont mis en évidence (soit au niveau de la vitesse de rebond
du projectile, soit au niveau de la flèche résiduelle pour l’essai de souffle), une dissipation
d’énergie trop faible par rapport à la réalité (les résultats d’essai). Diverses explications sont
envisageables (adhérence acier-béton, absence de déformations permanentes) qui seront plus
largement abordées dans les perspectives.

Perspectives

Les résultats obtenus lors de cette thèse montrent que les choix initiaux, celui de la mo-
délisation par éléments finis de structures en béton armé en dynamique et celui du modèle
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d’endommagement anisotrope à effet retard se justifient, même si bien entendu, ces choix ne
doivent pas être considérés comme les seuls choix ou comme les seules stratégies possibles.
Cependant, on a pu mettre en évidence certains points qui mériteraient d’être davantage étudiés
et améliorés.

D’un point de vue expérimental, ce travail ouvre des perspectives. Un des objectifs de
ces essais était de mettre au point un dispositif expérimental pour l’impact sur tour de chute.
Les derniers essais restent à analyser mais l’objectif sur ce point a été atteint. Une campagne
expérimentale plus vaste, où l’on pourrait étudier plus de paramètres (l’influence de la vitesse
d’impact, de la masse, du ferraillage de manière plus complète) et évaluer la répétabilité des
résultats peut être lancée au vu des résultats obtenus.

La visualisation des résultats est aussi un point qui a été soulevé. Il est indispensable de
trouver une représentation facilement compréhensible ddel’endommagement anisotrope et de
la refermeture des fissures dans les cas complexes où les sollicitations sont alternées et où les
directions tournent.

On a régulièrement évoqué le fait que l’on ne dissipait pas suffisamment d’énergie en ne
considérant que l’endommagement du béton et la plastification des aciers comme phénomènes
dissipatifs. L’introduction de déformations anélastiqueest en cours (thèse de G. Lebon) pour
le modèle d’endommagement "quasi-statique" dans le cadre desollicitations sismiques. Cette
modélisation pourrait par la suite être étendue au modèle dynamique développé lors de cette
thèse. Le second processus dissipatif que l’on pourrait prendre en compte est la dégradation des
propriétés d’adhérence entre l’acier et le béton. Une solution proposée par Vincent Faucher de
l’équipe de développement d’Europlexus permettrait de le faire d’une manière simple. Plutôt
que de considérer une adhérence parfaite entre l’acier et lebéton en fusionnant les noeuds des
éléments de barre des armatures et ceux des éléments tridimensionnels du béton, il propose de
découpler les deux maillages. La liaison entre les deux maillage pourrait être faite par pénali-
sation, ce qui permettrait de l’affaiblir progressivement, suivant une loi d’endommagement et
ainsi d’introduire une nouvelle source de dissipation d’énergie.

Pour mener les calculs réellement jusqu’à la ruine, il faut également se poser la question
de l’introduction de discontinuités. Au niveau des armatures, cela peut être fait de manière
relativement simple, en introduisant un critère d’érosionqui permettrait de supprimer les élé-
ments de barre considérés comme rompus. Cela peut être fait relativement rapidement puisque
l’érosion est déjà programmée dans Europlexus. Pour les éléments de béton les développements
à apporter sont plus importants, des méthodes numériques existent pour représenter des discon-
tinuités (X-FEM, embedded discontinuities, éléments cohésifs ...), reste à savoir laquelle serait
la mieux adaptée dans le cadre d’un modèle d’endommagement anisotrope et de sollicitations
dynamiques. On pourrait alors modéliser la perte et l’éjection de fragments et ainsi modéliser
la perte de masse que l’on observe au cours des essais.
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Enfin la loi de viscosité proposée pour ce modèle est inspiréede celle proposée pour les
matériaux composites, qui n’est certainement pas la mieux adaptée au matériau béton. Un
nouvelle analyse des essais expérimentaux permet d’identifier directement la loi de viscosité
du matériau. Nous en dressons les grandes lignes.

Une nouvelle analyse des essais expérimentaux pour l’identification de la loi de
viscosité du béton

L’idée est de partir des essais expérimentaux pour identifier la forme et les paramètres de
la loi de viscosité. On décide de garder l’écriture usuelle de la loi de viscosité comme une
fonction de la fonction seuilf = g(̂ε)− trDDD (ou f = g(̂ε)−dact pour les chargements alternés)
et d’identifier la loi à partir des résultats expérimentaux obtenus en traction dynamique.

Une synthèse des résultats expérimentaux se révèle nécessaire. On reprend d’une part les
résultats d’une synthèse déjà existante [BP91] et régulièrement utilisée par différents auteurs
à laquelle nous adjoignons des résultats plus récents, obtenus pour des vitesses de sollicitation
plus élevées [BKK97, BCKM01, KB01, BK06]. On décide délibérémentd’utiliser des résultats
obtenus de manières différentes (barres de Hopkinson, presse hydraulique ...) sur des bétons
différents, humides et secs, de maniére à dégager une forme de loi de viscosité la plus générale
possible. Cette synthèse est loin d’être exhaustive mais elle recouvre une large gamme de
vitesses, ce qui nous interesse particulièrement. On choisit de représenter en ordonnée l’aug-
mentation relative de résistance et non la résistance de picpuisque pour les différents bétons
la résistance quasi-statique n’est pas la même au départ. D’autre part pour l’axe des abscisses
(vitesse de sollicitation) on utilise une échelle logarithmique (fig. 6.30).
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FIG . 6.30:Synthèse de différents résultats d’essais de traction dynamique

On va maintenant chercher à tracer directement la vitesse d’endommagemenṫD comme une
fonction def , la fonction seuil.

Endommagement anisotrope et comportement dynamique des ouvrages en béton armé jusquà la ruine



198 Conclusion et perspectives

Principe de l’identification : cas de l’endommagement isotrope

Un modèle d’endommagement isotrope simple pour les matériaux quasi-fragiles s’écrit
comme :

σ = E(1−D)ε (6.1)

oùD est la variable scalaire d’endommagement La résistance maximale, au pic correspond à :

σ̇ = 0⇔ E(1−D)ε̇−EεḊ = 0 (6.2)

Le modèle d’endommagement isotrope comme le modèle d’endommagement anisotrope
que l’on a décrit, présente une phase adoucissante pratiquement symétrique (par rapport àε =
εpic) à la phase de chargement. Dans ce cas on peut faire l’hypothèse, sans commettre d’erreur
importante, que le pic de résistance est obtenu pour la valeur D ≈0,5. Grâce à cette hypothèse
et à l’équation ci-dessous on peut exprimer la vitesse d’endommagement proche du pic :

Ḋ =
ε̇

2εpic
(6.3)

que l’on peut mettre sous la forme suivante en utilisant le fait que σpic = σR = E(1−
0.5)εpic :

Ḋ =
Eε̇
4σR

(6.4)

On a maintenant une expression de la vitesse d’endommagement Ḋ en fonction dėε et σR

qui sont les deux informations que l’on connaît des résultats expérimentaux. Il reste à calculer la
valeur f par f = g(ε)−D ≈ g(2σR

E )− 1
2, et vérifier si l’on peut identifier un courbe intrinsèque

au matériau. C’est ce qui est fait sur la figure 6.31.
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FIG . 6.31:Identification d’un loi de viscosité pour le béton avec un modèle d’endommagement
isotrope (̇D Vs f=g(̂ε)-D)

Cette figure montre trois choses intéressantes :

- Le premier point c’est qu’une courbe "matériau" semble se dessiner mais avec une dis-
persion relativement importante. Il faut néanmoins noter que l’on a cherché à placer sur ce
graphique un grand nombre d’essais expérimentaux. On a donclà des essais réalisés de manières
différentes sur des béton différents, avec des conditions de séchage différentes (ce qui joue,
rappelons-le, un rôle important en dynamique). Le module d’Young des bétons, qui est un
paramètre utilisé pour tracer cette courbe, n’est pas connuavec précision pour tous les bé-
tons testés. Les résultats d’essais de traction dynamique,qui sont la base de cette démarche,
présentent une dispersion beaucoup moins grande.

- Malgré cette dispersion une allure générale se dégage et neva pas dans le sens de la loi
de viscosité exponentielle présentée au chapitre 3. La tendance ici est plutôt celle d’une loi
puissance. Le fait que l’on puisse observer la forme de la loide viscosité justifie bien notre
démarche.

- Enfin, dans la gamme de vitesse étudiée (ε̇max=180s−1) on n’observe pas la saturation de
la vitesse d’endommagement.

Extension au modèle anisotrope

On peut tracer la même courbe avec le modèle anisotrope avecσ = Ẽ1ε, 1 désigne la
direction du chargement, en utilisant la loi d’élasticité (eq. 1.32 du chapitre 1) avec un tenseur
d’endommagement diagonalDDD = diag(D1,0,0), représentatif d’un endommagement généré en
traction.
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Ẽ1 = Ẽ1(D1) =
9E(1−D1)

4(1+ν)+(5−4ν)(1−D1)
(6.5)

L’hypothèseD1≈ 0,5 au pic de contrainte reste valable pour le modèle anisotrope comme on
le montre sur la figure 6.32. Sur cette figure, on représente les courbes contraintes-déformations
pour différentes valeurs de vitesse de sollicitationε̇. Sur cette même courbe, on trace la droite de
penteE

2 (qui correspond à D= 0,5), pour constater que cette droite coupe les courbes contraintes-
déformations à proximité de leur maximum.

(a) Faibles vitesses de sollicitation (b) Vitesses de sollicitation élevées

FIG . 6.32:Courbes contraintes-déformations comparées àσ= 1
2Eε

Sous cette hypothèse (D= 0,5 au pic), on obtient :

Ẽ1(0,5) =
9E

13+4ν
(6.6)

On peut également calculer la dérivée :

Ẽ′
1 = Ẽ′

1(D1) = − 36E(1+ν)

[4(1+ν)+(5−4ν)(1−D1)]2
(6.7)

soit :

Ẽ′
1(0,5) =

144E(1+ν)

[13+4ν]2
(6.8)

A partir de ces deux expressions on peut écrire la vitesse d’endommagement proche du pic :

Ḋ1 = trḊDD = −Ẽ1(0,5)

Ẽ′
1(0,5)

ε̇
εpic

=
81Eε̇

144(1+ν)σR
(6.9)

et tracer tr(ḊDD) en fonction def = g(̂ε)− trDDD, la fonction seuil (équivalent en traction monotone
à tracerḋact en fonction def = g(̂ε)−dact) :
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FIG . 6.33:Identification d’une loi de viscosité avec le modèle anisotrope (trḊDD vs f

De la même manière que pour l’endommagement isotrope, la loide viscosité qui se dégage
de cette identification est plutôt une loi de type puissance.Néanmoins, lorsque l’on passe du
diagrammeσR = f(ε̇) à un diagramme tṙDDD = F ( f ), on observe une plus grande dispersion
des résultats au point que l’on peut se demander si la courbe tracée est bien une courbe
caractéristique du matériau.

Puisque l’une des méthodes pour prendre en compte la dissymétrie de l’effet de vitesse entre
la compression et la traction est d’introduire la partie positive de la trace des déformations dans
la loi de viscosité, on peut essayer de voir l’effet de cette modification sur la dispersion des
résultats. On va donc cette fois-ci tracer trεεε× tr(ḊDD) = F ( f ) (fig. 6.34).

FIG . 6.34:Identification d’une loi de viscosité avec le modèle anisotrope (trεεε× tr(ḊDD) vs f
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Le résultat est similaire à celui de la figure 6.33, mais la dispersion est réduite. Elle peut
l’être encore davantage (fig. 6.35) en traçant(trεεε)2× trḊDD = F ( f ).

FIG . 6.35:Identification d’une loi de viscosité avec le modèle anisotrope (〈trεεε〉2× tr(ḊDD) vs f

Rappelons qu’un terme de Heavyside a été introduit au paragraphe 3.1 du chapitre 3 pour
tenir compte de la dissymétrie de l’effet de vitesse entre latraction et la compression. On
considère de mêmeH (trεεε)(trεεε)2trḊDD = 〈trεεε〉2trḊDD comme ordonnée et donc comme valeur à
identifier.

La loi de viscosité s’écrit alors de manière générale (dans le cas monotone) :

〈trεεε〉2trḊDD = F ( f ) (6.10)

et dans le cas de sollicitations alternées (avec la notion d’endommagement actif du chapitre 1) :

〈trεεε〉2ḋact = F ( f ) (6.11)

La fonction F ( f ) qui correspond le mieux à la courbe tracée (fig. 6.35) est une fonction
puissance, c’est à dire :

F ( f ) =
1
m

f n (6.12)

Néanmoins, pour conserver les propriétés de saturation de la vitesse d’endommagement on
préferera utiliser une loi de type :

F ( f ) = Ḋ∞(1−exp− (b fn)) (6.13)

similaire à la loi de Weibull en rupture fragile.
Ainsi on propose la fonction pour la loi de viscosité :
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trḊDD = Ḋ∞(1−exp(−b(g(̂ε)− trDDD)n)) (6.14)

ou dans le cas des sollicitations alternées :

ḋact = Ḋ∞(1−exp(−b(g(̂ε)−dact)
n)) (6.15)

On a dans cette loi les trois paramètres de viscosité suivants :

- Ḋ∞ qui est à la vitesse maximale de propagation de l’endommagement que l’on peut relier
au temps caractéristique parḊ∞ = 1

τb

- b un paramètre qui sera identifié à partir des résultats expérimentaux

- n appelé "exposant de Weibull".

Il faudra identifier les paramètres de cette nouvelle loi, laprogrammer (dans les deux codes
de calculs utilisés, Cast3M et Europlexus) et étudier sa pertinance pour le calcul de structures.
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Annexe A

Schéma numérique d’intégration dans un code de calcul du modèle visco-plastique,
visco-endommageable d’après [Gat99]
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Caractérisation mécanique des armatures des poutres sollicitées par impact
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Annexe C

Résultats complémentaires pour les essais brésiliens dynamiques

FIG . 36: Après impact
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FIG . 37: Force d’impact mesurée

Cinématique de l’impact
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FIG . 38: Déplacement du projectile
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FIG . 39: Détermination de la vitesse du rebond
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FIG . 40: Accélération du projectile
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(a) Avant l’impact (b) t = 0,166 ms (c) t = 1,0 ms

(d) t = 1,833 ms (e) t = 2,666 ms (f) t = 3,500 ms

FIG . 41: Evolution de la fissuration, essai brésilien B12
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