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Chapitre 1

Introduction

Ces dernieres années, la complexité des systémes et réseaux informatiques ne fait qu’augmenter et de
facon extrémement rapide. Cette complexité est liée a la taille, la fiabilité, la performance et la capacité
du systeme a s’adapter a différentes conditions d’exécution. La conception des systemes informatiques
ne peut pas €tre seulement fondée sur I’expérience (et parfois, I’intuition) du concepteur de ces systemes.
De plus en plus, des outils sophistiqués sont nécessaires pour la planification et gestion de ces systemes.

Afin de prévoir les problemes de performance des systémes, avant méme 1’étape de prototypage et
de test, I'utilisation des méthodes de modélisation et de prédiction de performances deviennent fonda-
mentales. Nous allons nommer les étapes de modélisation et de prédiction de performances par le terme
générique d’évaluation de performance.

Tout au long du cycle de vie du systeme (i.e., de la spécification a 1’exploitation), 1’évaluation de
performance est essentielle pour comprendre le comportement dynamique du systéme et répondre a des
questions de cofit et de performance.

Pour chaque étape du cycle de vie, I'utilisation de certaines méthodes sont plus efficaces que d’autres :
les formalismes de modélisation et les méthodes de simulation [120] sont utilisés au début du cycle de vie
du systeme (i.e., dans la phase de spécification du systéme) ; I’observation (monitoring) n’est appliquée
qu’a la fin du cycle de vie (i.e., au moment ot le systeme est déja implanté) et donc les modifications
nécessaires au systéme peuvent, parfois, amener a des changements cofiteux.

Nous nous sommes intéressés, dans cette these, a l'évaluation de performance pour la premiere
phase du cycle de vie du systeme (i.e., I’abstraction du systéme par un modele). Nous nous intéressons
plus particulierement a la conception des systemes informatiques paralleles et distribués.

Des systemes informatiques paralleles et distribués sont naturellement grands et trop complexes pour
étre traités par des méthodes traditionnelles' d’évaluation de performance. La modélisation d’un systéme
complexe en utilisant les chaines de Markov [126] peut parfois rendre impraticable le calcul de la solution
du modele a cause de la complexité de sa description (e.g., un systeme avec des centaines de millions
d’états). Lutilisation d’un formalisme de haut-niveau devient alors impératif pour que nous puissions
appréhender toutes les caractéristiques importantes du systeme étudié.

"Une reprise des méthodes traditionnelles d’évaluation de performance connues dans la littérature sera présentée dans la
section suivante.
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Les systemes paralleles et distribués sont fréquemment composés par des modules et des interactions
entre ces modules sont assez rares. Ces interactions se font par des mécanismes comme la synchroni-
sation. Plateau a proposé le formalisme de modélisation des Réseaux d’Automates Stochastiques (SAN
- Stochastic Automata Networks) [110, 4] qui bien décrit ce type de comportement des systémes pa-
ralleles et distribués. L’idée principale du formalisme SAN est de modéliser un systéme en plusieurs
sous-systemes, i.e., un systeme composé de modules. Le formalisme SAN représente de plus la matrice
de transition de la chaine de Markov équivalente par une formule tensorielle [42] (appelée descripteur)
qui réduit énormément les besoins de stockage de cette matrice.

Les travaux de cette thése s’adressent a I’évaluation de performance de systemes complexes repré-
sentés par des modeles compositionnels avec de trés grands espaces d’états qui sont décrits par des
formalismes de haut-niveau.

Lorsque nous parlons des systemes modélisés par des formalismes de haut-niveau, le principal pro-
bleme qui surgit est I’explosion combinatoire de I’espace d’états du modele. La génération de I’espace
d’états est le principal défi pour la grande majorité des outils de vérification formelle (par exemple, le
vérificateur de modeles [37]). Des modeles décrits par des formalismes de haut-niveau permettent auto-
matiquement la vérification et I’évaluation de performance de systemes dont I’analyse, autrement, serait
impossible.

Certains types d’analyse sont basés sur la vérification systématique des états d’un modele décrit par
un formalisme de haut-niveau [28, 84, 33, 73]. Toutefois, des techniques performantes pour la généra-
tion symbolique de I’espace d’états, qui n’exigent pas la vérification explicite de chaque état du modele,
peuvent étre employées pour les modeles compositionnels [36, 25, 105, 102, 103, 94, 104]. Ces tech-
niques permettent de générer I’espace d’états de modeles compositionnels avec des millions ou méme
billions d’états.

L’objectif de cette these consiste a proposer des méthodes pour la génération de [’espace d’états
atteignables de modeles compositionnels a temps continu qui utilisent des taux fonctionnels.

Dans les systemes modélisés sur une échelle de temps continue, un seul événement peut avoir lieu a
chaque instant de temps car la loi d’occurrence d’un événement est un variable aléatoire indépendante
suivant une distribution exponentielle. Dans les systemes modélisés sur une échelle de temps discrete, a
chaque intervalle de temps, plusieurs événements peuvent avoir lieu dans le méme instant : la loi d’oc-
currence d’un événement est une variable aléatoire indépendante suivant une distribution géométrique.
La possibilité d’avoir des événements simultanés rend la modélisation de systemes en temps discret plus
complexe que la modélisation de systemes en temps continu.

Un deuxieme objectif de cette theése est de proposer, a partir d’une algebre sur les événements et
d’une algebre sur des matrices de transition “locale”, une méthode numérique pour la résolution d’un
modele a temps discret dont la matrice de transition de la chaine de Markov est représentée sous un
format tensoriel.

Nous présentons, dans la section suivante, une synthese des méthodes d’évaluation de performance
connues dans la littérature. Ensuite, nous présentons les objectifs de cette these en soulignant ses apports
par rapport aux travaux de la littérature.
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1.1 Méthodes d’évaluation de performances

Nous pouvons séparer I’évaluation de performances en deux étapes distinctes : la modélisation du
systeme et la résolution du modele.

L’étape de modélisation du systéme est basée sur le développement d’une description formelle du
systeme et I’étape de résolution du modele consiste calculer a partir de cette description pour 1’obtention
des prédictions de performances du systeme.

Dans la section suivante, nous allons présenter les formalismes de modélisation et, dans la section
1.1.2, nous allons présenter les méthodes de résolution.

1.1.1 Formalismes de modélisation

Les recherches destinées a la modélisation et prédiction de performances ont toujours été tres liées.
Les travaux les plus anciens viennent de I’analyse des processus stochastiques [128] et plus généralement
des chaines de Markov [52, 126]. Le formalisme des chaines de Markov est un des formalismes de
modélisation le plus ancien et aussi un des plus employés dans 1’évaluation de performance.

De maniere a répondre a la complexité des nouvelles générations de systemes, plusieurs techniques
de modélisation ont été développées. Ces techniques sont fondées sur le méme principe, consistant a
définir de facon successive :

e les états” du systeme ;
e les transitions entre les états, i.e., la dynamique du systéme ;

e la temporisation des transitions.

En se basant sur ce principe, les modeles permettent d’analyser le comportement dynamique d’un
systeéme en déterminant I’ensemble de toutes les transitions possibles entre les différents états de ce sys-
teme. Ces systeémes modélisés s’exécutent dans un environnement aléatoire. Le formalisme des chaines
de Markov, que ce soit a temps continu ou a temps discret, facilite I’analyse des performances des sys-
teémes dynamiques dans de nombreux domaines d’application [67, 89, 126, 51, 61, 101]. Notamment, il
est aussi bien adapté a I’étude des systemes paralleles que distribués [125, 130, 3, 65].

Néanmoins, lorsque le nombre d’états d’'un modele est important (de I’ordre de millions d’états), il
est pratiquement impossible d’envisager une modélisation directe sous la forme état-transition. La taille
de I’espace d’états d’un modele est parfois si grande qu’il est impossible d’obtenir de fagon exacte des
indices de performances de ce modele. D’ailleurs, la représentation de la matrice de transition de la
chaine de Markov de ce modele devient aussi impossible.

Afin de répondre a cette limitation des chaines de Markov, plusieurs techniques et formalismes de
modélisation de haut-niveau ont été développés au cours des dernieres années. La forme structurée de
ces formalismes de haut-niveau permet de prendre en compte 1’aspect compositionnel et hiérarchique
des systemes.

Dans cette these, on se restreint 4 des systémes avec un nombre fini d’états.
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Vers la fin des années 50, Jackson a proposé une nouvelle approche pour les Réseaux de Files d’At-
tente |77, 78]. Ce formalisme est devenu trés populaire a la fin des années 80, notamment avec les travaux
de Little [88], Baskett, Chandy, Muntz et Palacios [6], et Reiser et Lavenberg [116].

Le domaine d’application des réseaux de files d’attente classiques est toutefois assez limité. Pour
traiter de problémes plus complexes (e.g., des systémes avec synchronisation), des approches alternatives
ont souvent abouti a des extensions du formalisme des réseaux de files d’attente, comme c’est le cas des
travaux sur :

e les méthodes d’approximation de Chandy et Sauer [26] et de Courtois [38];
e les réseaux a capacité limitée de Dallery (fork-join) [40, 41];
o les réseaux avec clients négatifs (réseaux généralisés) [66];

e les réseaux avec controle de décision [13, 80] ;

les réseaux hiérarchiques [20].

Ces extensions des réseaux de files d’attente ont fourni des outils puissants pour la modélisation de
systemes d’attente. Néanmoins, le domaine d’application de ces extensions continue a étre relativement
restreint a des systémes d’attente.

D’autres approches ont abandonné le formalisme de réseaux de files d’attente. Ainsi, le formalisme
de Réseaux de Petri [108, 109, 107, 14, 117] est devenu populaire au début des années 80 et d’autres
approches ont adopté les réseaux de Petri comme formalisme de base en ajoutant des extensions qui vont
de simples temporisations constantes [118, 127] jusqu’a des mécanismes beaucoup plus sophistiqués,
comme par exemple :

o les réseaux de Petri stochastiques [58] ;
e les réseaux de Petri colorés [71,72,79];
o les réseaux de Petri stochastiques généralisés [2, 1] ;

o les réseaux de Petri stochastiques généralisés superposés [48, 49].

Le formalisme des Algebres de Processus Stochastiques permet de modéliser des délais dans les al-
gebres de processus, et il est donc particulierement bien adapté a I’évaluation des performances. Plusieurs
variantes existent aussi pour les algebres de processus stochastiques tels que PEPA [74, 75], EMPA [11]
et TIPP [69].

Enfin, le formalisme des Réseaux d’Automates Stochastiques (SAN - Stochastique Automata Net-
works) [110, 4, 54, 8, 124, 15] permet a la fois de structurer I’approche par composants (automates) et
de modéliser les délais.

La plupart des travaux en évaluation de performance utilisent des chaines de Markov a temps continu
et notamment les formalismes de haut-niveau cités précédemment en font partie. Les hypotheses proba-
bilistes de systemes modélisés a temps continu (durée ayant une distribution exponentielle, donc non
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bornée et sans mémoire, et aucune simultanéité d’événements) rendent relativement aisée la génération
de la matrice de transition de la chaine de Markov sous-jacente.

Il n’en est pas moins vrai que I'intérét d’étudier un systeme en temps discret est réel : lorsque la
réalité est percue lors d’intervalles de temps discrétisé, les modeles en temps discret permettent de mo-
déliser des durées fixes et bornées et enfin la simultanéité d’événements est possible. Différemment des
modeles en temps continu, la grande difficulté pour les modeles en temps discret est le calcul effectif
de la formulation matricielle de la chaine de Markov sous-jacente. Cette difficulté vient essentiellement
de la combinatoire générée par la possibilité d’avoir des événements simultanés. Cette combinatoire est
particulierement importante dans le cas de modeles a base de composants (e.g., les modeles décrits par
des formalismes structurés), dédiés a I’étude des systemes paralleles et distribués.

Nous nous intéressons, dans le cadre de cette these, plus spécifiquement au formalisme des Réseaux
d’Automates Stochastiques (SAN).

L utilisation du formalisme SAN est devenue populaire dans le domaine de la modélisation stochas-
tique de systemes informatiques paralleles et distribués telles que processeurs concurrents, la mémoire
partagée, la communication inter-processus, les protocoles de communication et d’autres dans le do-
maine d’application des chaines de Markov [96, 53, 5, 12, 50, 27, 45, 16].

1.1.2 Meéthodes de résolution

Nous nous sommes intéressés a calculer des indices de performance du systeme modélisé dans le
cadre Markovien, indépendamment du formalisme de modélisation utilisé. Dans ce but, plusieurs mé-
thodes de résolution sont proposées dans la littérature. Certains méthodes sont plus spécifiques a un
formalisme donné que d’autres, cependant des techniques peuvent étre adaptées d’un formalisme a un
autre.

Parmi ces méthodes de résolution, nous pouvons faire la distinction entre :

e les méthodes analytiques 6, 85, 116];
e les méthodes numériques [52, 122, 126];

e les simulations [119, 81, 134].
Les méthodes de simulations ne serons pas étudiées dans le cadre de cette these.

Les méthodes analytiques sont les méthodes qui donnent une solution sans passer par la résolution
numérique du systeme linéaire 7() = 0, ol 7 est le vecteur solution et () est la matrice de transition de
la chaine de Markov (appelé aussi de générateur infinitésimal). Un des avantages de ces méthodes est
d’éviter la résolution du systeme linéaire qui est généralement tres grand.

Certains chaines de Markov, de par leur structure, ont des solutions avec une forme-produit. Un cas
simple de ce type de solution est le cas trés particulier de chaine de Markov : les processus de naissance
et mort [128]. 1l est possible de trouver des solutions a forme-produit pour des cas plus complexes
que les processus de naissance et mort. Les cas les plus étudiés parmi les modeles Markoviens avec
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solution a forme-produit sont probablement les réseaux de files d’attente [85, 46]. D’autres solutions a
forme-produit sont connues en partant d’autres formalismes de modélisation, comme c’est le cas pour
les réseaux de Petri stochastiques [58] et réseaux de Petri stochastiques généralisés [2, 1]. Pour quelques
modeles de réseaux d’automates stochastiques, une solution a forme-produit a pu étre trouvée [114, 62,
63, 60].

Les méthodes numériques peuvent étre classées en deux groupes : les méthodes numériques directes
et les méthodes numériques itératives.

La littérature décrivant les méthodes numériques de résolution de systemes linéaires est tres riche
[86, 122, 52, 126]. De facon générale, les méthodes numériques de résolution de systeémes linéaires
applicables aux chalnes de Markov sont des méthodes itératives. Les méthodes directes (e.g., la méthode
de Gauss [86, 52]) ne sont pas utilisables pour des modeles de trés grande taille comme ceux qui nous
préoccupent dans cette these.

Les méthodes itératives peuvent aller des méthodes simples (e.g., la méthode de la puissance, Jacobi,
Gauss-Siedel et sur-relaxation successive) jusqu’a des méthodes plus complexes (e.g., les méthodes de
projection : Arnoldi, GMRES, Lanczos, efc). Les descriptions de ces méthodes peuvent étre trouvées en
détail dans [126, 122].

D’autres méthodes numériques de résolution sont applicables aux modeles Markoviens, avec des
propriétés structurelles du générateur () :

e la résolution des modeles ou le générateur est une matrice géométrigue [99, 100] ;
e la résolution des modeles utilisant des fechniques de décomposition [38, 115, 64, 98].

11 est aussi possible d’appliquer les méthodes numériques de résolution aux modeles Markoviens qui
donnent une solution purement numérique de la résolution du systeme 7() = 0, telles que :

e la résolution des modeles ou le générateur est stocké sous une forme creuse [52, 122, 126], i.e.
seulement les éléments non-nuls et leur position sont stockés ;

e la résolution des modeles ou le générateur est représenté par un format tensoriel [112, 48, 20, 55,
10], i.e., le générateur est décrit par une formule contenant des opérateurs matriciels de 1’algebre
tensorielle [42].

Des méthodes de résolution qui utilisent le générateur stocké sous une forme creuse représentent un
gain significatif par rapport a I’utilisation de matrices stockées sous format plein. Les restrictions ne sont
plus en fonction du carré de la taille du probleme (i.e., de I’ordre du générateur), mais en fonction du
nombre d’éléments non-nuls du générateur.

Le stockage sous format tensoriel de la matrice de transition (appelé de descripteur) est de plus en
plus utilisé [48, 20, 98, 10] a cause de sa faible exigence au niveau de la quantité de mémoire demandée
(des matrices bien plus petites que la matrice de transition sont stockées). Si les opérations de base
sont déja tres efficaces pour les générateurs sous format creux, le plus grand défi pour 1’application des
méthodes de résolution pour les descripteurs sous format tensoriel reste la faible efficacité de ces mémes
opérations de base. La multiplication d’un vecteur par le descripteur est I’opération fondamentale de
toutes les méthodes itératives (simples ou sophistiquées).
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Dans le cadre de cette these, nous nous sommes intéressés aux méthodes itératives, plus particuliere-
ment a ’opération fondamentale des méthodes itératives : la multiplication d’un vecteur de probabilité
par le descripteur de la chaine de Markov.

1.2 Objectifs de cette these

Dans cette these, les travaux présentés se situent dans le contexte de la recherche de méthodes d’éva-
luation de performance liée au formalisme des Réseaux d’ Automates Stochastiques.

Les objectifs de cette these s’articulent autour de deux axes de recherche : les formalismes de modé-
lisation et les méthodes numériques. Plus précisément, nous abordons la génération de I’espace d’états
atteignables d’un modele décrit par le formalisme des réseaux d’automates stochastiques afin de calculer
d’une facon performante I’espace d’états du systeme modélisé. Et de plus en matiere de méthode, nu-
mérique, dans le contexte des réseaux d’automates stochastiques a temps discret dont le descripteur est
représenté sous un format tensoriel, appelé produit tensoriel complexe, nous proposons une méthode de
multiplication vecteur-matrice que prend en compte 1’aspect compositionnel du modele.

Les principales contributions de cette these sont :

e la définition d’une formule tensorielle qui représente les relations de transition entre les états d’un
modele décrit par les réseaux d’automates stochastiques a temps continu (cette formule est appelée
de descripteur d’atteignabilité et sera présentée en détail dans le chapitre 4) ;

e la définition de méthodes de génération de I’espace d’états atteignables de modeles composition-
nels a temps continu. L’avancée par rapport a 1’état de I’art a été de proposer de méthodes qui
prennent en compte des fonctions qui expriment des relations entre les composants des modeles.
La contribution de ce travail a conduit a une publication dans la conférence internationale QEST
(Quantitative Evaluation of SysTems) [123];

e la preuve de propriétés de 1’ Algebre Tensorielle Complexe (une algebre adaptée a la composition
parallele des réseaux d’automates stochastiques a temps discret pour la représentation du descrip-
teur) ;

e la définition d’'une méthode de multiplication d’un vecteur de probabilité par le descripteur d’un
modele exprimé sous forme d’un produit tensoriel complexe, sans jamais générer la matrice qui
représente ce descripteur.

1.2.1 Plan de la theése

Cette these s’articule autour de deux partie : Réseaux d’Automates Stochastiques a temps continu et
Réseaux d’Automates Stochastiques a temps discret.

Nous dédions la premiere partie de cette these a la présentation et définition du formalisme des ré-
seaux d’automates stochastiques a temps continu afin de proposer des méthodes pour la génération de
I’espace d’états atteignables de modeles décrits par ce formalisme. Alors que, dans la deuxieéme partie
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de cette these, nous présentons les définitions et notations du formalisme des réseaux d’automates sto-
chastiques a temps discret, ainsi que la proposition d’une algebre tensorielle adaptée a la composition
parallele de ce formalisme, afin de présenter une méthode de multiplication d’un vecteur par le descrip-
teur d’un modele décrit par les réseaux d’automates stochastiques a temps discret.

Réseaux d’Automates Stochastiques a temps continu

Le chapitre 2 traite du formalisme des réseaux d’automates stochastiques a temps continu. Nous
commengons donc le chapitre présentant le formalisme de facon informelle afin de permettre la com-
préhension des modeles développés. Ensuite, une description formelle du formalisme est présentée pour
éviter toute ambiguité dans les modeles.

Nous présentons dans le chapitre 3 des exemples de modélisation de systemes utilisant le formalisme
des réseaux d’automates stochastiques a temps continu. Les exemples présentés dans ce chapitre ont pour
but de présenter les différents types d’interaction entre automates d’un modele. Ces exemples sont aussi
utilisés pour tester I’efficacité des méthodes présentées dans le chapitre 5.

Le chapitre 4 présente une formule tensorielle qui exprime les relations de transition entre les états
d’un modele. La formule tensorielle qui permet la représentation de ces relations est dénommée descrip-
teur d’atteignabilité. L’ objectif du descripteur d’atteignabilité est de représenter les relations de transition
entre les états globaux d’un modele (et non a quels taux ils peuvent étre atteignables), i.e., le descripteur
d’atteignabilité est un descripteur restreint aux relations d’atteignabilité, sans considérer les taux.

Nous présentons dans le chapitre 5 les méthodes de génération de I’espace d’états atteignables d’un
modele compositionnel. L’avancée par rapport d’autres méthodes de génération trouvées dans la littéra-
ture est de proposer des méthodes qui prennent en compte des fonctions qui expriment des relations entre
les composants des modeles.

Dans le chapitre 6, nous présentons quelques mesures de performance obtenues avec les méthodes
présentées dans le chapitre 5 pour la génération de I’espace d’états atteignables de modeles qui utilisent
des taux fonctionnels. Les mesures présentées dans ce chapitre explicitent les différences entre les mé-
thodes de génération proposées dans cette these.

Réseaux d’Automates Stochastiques a temps discret

Dans le chapitre 7, nous présentons le formalisme des réseaux d’automates stochastiques a temps
discret. La définition formelle présentée dans ce chapitre nous permet de définir un modele SAN pour
une sémantique en temps discret et d’obtenir la chalne de Markov associée a ce modele.

Le chapitre 8 présente des exemples de modélisation de systemes utilisant le formalisme des réseaux
d’automates stochastiques a temps discret. Ces exemples ont pour but d’illustrer plusieurs facons de
représenter des interactions dans les modeles et de présenter les spécificités du formalisme SAN a temps
discret.

Dans le chapitre 9, nous présentons une nouvelle algebre tensorielle (appelée Algebre Tensorielle
Complexe) adaptée a la composition parallele des réseaux d’automates stochastiques a temps discret.
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Nous démontrons des propriétés de cette algebre qui servent de base aux méthodes itératives pour la
résolution de la chaine de Markov associée au modele SAN a temps discret.

Le chapitre 10 présente une formule tensorielle (appelée descripteur discret) basée sur 1’algebre
tensorielle complexe présentée dans le chapitre 9 qui a pour but la représentation compacte de la matrice
de transition d’un modele SAN a temps discret.

Enfin, dans le chapitre 11, nous présentons une méthode de multiplication d’un vecteur de probabilité
par le descripteur discret d’un modele SAN, sans jamais générer la matrice qui représente ce descripteur,
i.e., sans jamais générer la matrice de transition de la chaine de Markov du modele. Cette méthode vise a
exploiter des propriétés de I’algebre tensorielle complexe présentée dans le chapitre 9 de facon a ce que la
multiplication par un opérateur sur I’espace produit du modele soit remplacée par une suite d’opérations
qui manipulent des données de la taille d’'une composante du modele (et pour toutes les composantes).

Conclusion

Dans la conclusion, nous présentons un bilan des travaux développés dans cette theése, ainsi que les
travaux en cours. Finalement, nous présentons des considérations sur les travaux futurs envisagés pour
donner suite a cette these.

Annexe

Dans I’annexe intitulée Algebre Tensorielle, nous présentons un résumé des notations et propriétés
de ’algebre tensorielle classique avec les opérateurs somme tensorielle et produit tensoriel. Nous pré-
sentons aussi les notations et propriétés de 1’algebre tensorielle généralisée avec les opérateurs somme
tensorielle généralisée et produit tensoriel généralisé utilisés au long de cette these.



10

CHAPITRE 1. INTRODUCTION




Premiere partie

Réseaux d’Automates Stochastiques a
temps continu






Chapitre 2

Formalisme des Réseaux d’Automates
Stochastiques (SAN) a temps continu

A cause de la nécessité de manipuler de grands volumes de données nécessaires pour modéliser des
systemes complexes, les recherches actuelles visent a trouver des solutions de plus en plus rapides et per-
formantes. Dans ce contexte, le formalisme des Réseaux d’Automates Stochastiques (SAN - Stochastic
Automata Networks) [110, 4, 54, 8, 124] propose des techniques qui permettent de traiter la modélisation
de systemes complexes.

Le formalisme SAN est basé sur le formalisme des Chaines de Markov [126]. Néanmoins, la mo-
délisation de systemes complexes en utilisant le formalisme des Chaines de Markov peut parfois rendre
impraticable la réalisation du modele a cause de la complexité de sa description, e.g., un systeme avec
des centaines de millions d’états.

Ainsi, le formalisme des Réseaux d’ Automates Stochastiques, centre d’intérét de ce chapitre!, fournit
une fagon compacte et performante pour la description de systemes complexes a grand espace d’états,
et des méthodes pour optimiser des solutions stationnaires et transitoires. Ainsi, le formalisme SAN
associe des techniques qui visent a éliminer (ou a réduire au maximum) la difficulté de modélisation en
améliorant la vitesse d’obtention d’indices de performance, et en facilitant la modélisation des systemes
a grand espace d’états.

Un réseau d’automates stochastiques représente une chaine de Markov. En conséquence, les proprié-
tés des Chalnes de Markov sont aussi applicables a 1’objet décrit par des Réseaux d’ Automates Stochas-
tiques. Le formalisme SAN permet la modélisation d’un systeme complexe par des petits sous-systemes
presque indépendants de facon a ce que soit possible le parallélisme (quand les automates n’interagissent
pas) et le synchronisme (quand les automates interagissent).

D’abord, dans la section 2.1, le formalisme SAN est décrit d’une facon informelle pour présenter,
sans préoccupation théorique, les idées de base de 1’outil : les automates, les événements, les taux et
probabilités (constants ou fonctionnels), efc. Ensuite, dans la section 2.2, une description formelle est
donnée afin de lever les ambiguités et pour obtenir le descripteur Markovien du systeme modélisé.

"La présentation du formalisme SAN 2 temps continu donnée dans ce chapitre est commune dans cette these et dans [15].
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2.1 Description informelle des SAN a temps continu

Le formalisme des Réseaux d’ Automates Stochastiques a été proposé par Plateau [110]. L’idée prin-
cipale du formalisme SAN est de modéliser un systeme en plusieurs sous-systemes, i.e., un systeéme
composé de modules. Cette modularité définie par le formalisme permet le stockage et la solution de
systemes complexes en faisant face au probleme de 1’explosion combinatoire de [’espace d’états. Le
formalisme SAN est utilisé pour la modélisation de systemes a grand espace d’états.

Chaque sous-systeme est représenté par un automate stochastique. Les transitions entre les états de
chaque automate représentent les transitions d’un processus stochastique a échelle de temps continue ou
discrete, grace a des distributions exponentielles ou géométriques respectivement.

Il est intéressant de remarquer que tout modele SAN peut étre représenté par un seul automate sto-
chastique qui a tous les états possibles du systtme modélisé. Cet automate correspond a la chaine de
Markov équivalente au modele SAN (Section 2.1.6, page 20).

Les modeles SAN présentés dans ce chapitre peuvent étre interprétés dans une échelle de temps
discrete ou continue. Cependant, 1’explication et les exemples présentés dans ce chapitre font référence a
I’échelle de temps continue (faux d’occurrence), a la différence des modeles a échelle de temps discrete
(probabilité d’occurrence). Un modele SAN a échelle de temps continue gere une chaine de Markov
a échelle de temps continue (CTMC - Continuous Time Markov Chain), tandis qu’un modele SAN a
échelle de temps discrete gere une chaine de Markov a échelle de temps discrete (DTMC - Discrete Time
Markov Chain). Une description formelle du formalisme SAN a échelle de temps discrete, qui est le
formalisme d’intérét de la deuxieme partie de cette these, sera présenté dans le chapitre 7. Dans cette
theése, on va adopter les notations suivantes pour la définition de modeles SAN. Pour le temps continu,
nous allons présenter ce qui se trouve dans [54, 8, 124].

# Soit
A i-eme automate d’un modele SAN, ou AWM est le premier automate ;
2(® z-2me état de I’automate A®, ot 0) est le premier état de ’automate A®) ;
e I’identificateur d’un événement (local ou synchronisant)2 ;
e(m) I’identificateur d’un événement e avec une probabilité de routage 7 ;

Les probabilités de routage () sont utilisées quand un événement a plusieurs alternatives de transi-
tion. La probabilité peut &tre omise dans le cas ou elle est égale a 1. De plus, la somme des probabilités
pour les transitions du méme événement partant du mé€me état local doit étre égale a 1.

Dans ce qui suit, on va introduire les notions d’automates et d’événements, qui sont les notions
de base du formalisme SAN. Ensuite, on présente les concepts d’éléments fonctionnels, ainsi que le
concept de fonction d’atteignabilité et de fonction indice de performance. Enfin, on montre comment
faire la génération d’une chaine de Markov a partir d’un modele SAN.

*Dans le contexte de cette these, on utilise le caractére e comme identificateur d’un événement. Cependant n’importe quel
caractere peut étre utilisé pour définir I’identificateur d’ un événement.
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2.1.1 Automates stochastiques

Un automate stochastique est un modele mathématique d’un systeme qui possede des entrées et
sorties discretes. Le systeme peut se trouver dans un quelconque état ou configuration interne. L’état
dans lequel le systeme se trouve résume les informations sur les entrées précédentes et indique ce qui est
nécessaire pour déterminer le comportement du systéme pour les entrées suivantes [76].

Selon cette définition, on peut décrire un automate stochastique comme un ensemble d’états et un
ensemble de transitions entre eux [113]. La désignation stochastique attribuée aux automates signifie
que le traitement du temps se fait par des variables aléatoires, qui suivent une distribution exponentielle
sur une échelle de temps continue ou une distribution géométrique sur une échelle de temps discrete.

Graphiquement, un réseau d’automates stochastiques peut étre représenté par un ensemble de graphes
orientés, ou chaque graphe est associé a un automate. Les noeuds d’un graphe représentent les éfats d’un
automate et les arcs entre les états représentent la transition d’un état a ’autre.

L’état local du systeme modélisé par un SAN est I’état individuel de chaque automate du modele.
L’ état global d’un modele est composé par I’ensemble des états locaux de chaque automate du systéme
modélisé. Le changement de I’état global du systéme est le résultat du changement de 1’état local d’un
(au moins) automate du modele.

Le changement d’un certain état local a I’autre est fait par I’occurrence des événements qui pro-
voquent des transitions. Les transitions sont des primitives qui indiquent la possibilité de changement
d’un état a I’autre. Chaque transition est associée a un ou plusieurs événements. Dans FIG. 2.1, on pré-
sente un modele SAN avec trois automates completement indépendants.

A®

() »
/‘\a
() x

. €1 €6
€3 es €4 €g

loc e o loc €4 1 loc e 1
loc e 5] loc es A loc er o
loc es ol

FI1G. 2.1 — Modele SAN avec 3 automates indépendants

Dans ce premier exemple, les automates A1) et A®) du modele possedent trois états® chacun : les
états 0V, 11 et 201 correspondent aux états du premier automate, les états 0), 16) et 26 corres-
pondent aux états du troisiéme automate et I’automate A(?) possede seulement deux états 02 et 1(2),

3Indépendamment du choix des étiquettes des états locaux d’une automate, chaque état posséde une représentation
numérique récurrente de ’ordre de la modélisation, i.e., un état posséde une représentation numérique entre les valeurs
0,1,2,...,n%9 — 1, ot n est le nombre d’états de I’automate A®.
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Huit événements sont modélisés dans cet exemple : trois événements (e1, ez et e3) se produisent dans
’automate AM) ; deux événements (eq et e5) se produisent dans I’automate A®@): et les autres trois
événements (eg, e et eg) se produisent dans 1’automate A®). Vu qu’il n’y a pas d’interaction entre les
automates, la solution de ce type de modele peut étre obtenue de maniere totalement indépendante pour
chacun des automates, i.e., chaque automate peut étre évalué individuellement et pour le systeme global
on a une forme produit.

2.1.2 Evénements

L’événement est I'entité du modele responsable de I’occurrence d’une transition qui modifie I’étar
global du modele. Un ou plusieurs événements peuvent &tre associés a une transition. Une transition est
provoquée par I’occurrence d’un des ses événements.

Chaque événement doit avoir un taux de franchissement et une probabilité de routage. Le taux de
franchissement et la probabilité de routage peuvent avoir des valeurs constantes ou fonctionnelles (Sec-
tion 2.1.3, page 18). Le non-déterminisme entre le tirage des différents événements associés a une méme
transition est traité par un comportement Markovien, i.e., tous les événements habilités peuvent se pro-
duire et leurs taux de franchissement respectifs définissent la fréquence avec laquelle ils vont se produire.

Deux types d’événements peuvent étre modélisés par le formalisme SAN : événements [ocaux ou
synchronisants.

2.1.2.1 Evénements locaux

Les événements locaux sont utilisés dans les modeles SAN pour modifier I’état interne (local) d’un
seul automate, sans que cette modification cause un changement d’état dans autre automate du modele.
Ce type d’événement est particulierement intéressant, vu qu’il permet que plusieurs automates aient un
comportement parallele, travaillant de facon indépendante entre eux.

Notamment, on peut observer des exemples d’événements locaux dans FIG. 2.1, qui contient exclu-
sivement par ce type d’événement.

2.1.2.2 Evénements synchronisants

Si les événements locaux sont trés simples a définir, les événements synchronisants, au contraire,
sont plus complexes. Les événements synchronisants changent 1’état local de deux ou plus automates
simultanément, i.e., I’occurrence d’un événement synchronisant dans un automate oblige I’occurrence
de ce méme événement dans les autres automates concernés. Il est possible de modéliser 1’interaction
entre des automates en utilisant des événement synchronisants. Cette interaction se fait sous la forme de
synchronisme dans le tirage des transitions.

Un événement est classé comme local ou synchronisant selon 1’occurrence de I’identificateur de
I’événement e dans I’ensemble des événements d’un automate. Un événement est dit local si son identi-
ficateur est associé aux transitions d’un seul automate. SiI’identificateur d’un événement est associé aux
transitions de plusieurs automates, cet événement est classé comme synchronisant.



2.1. DESCRIPTION INFORMELLE DES SAN A TEMPS CONTINU 17

A A®) AB)
€3 ‘1 es e €3 c
C

Type ‘ Even. | Taux H Type | Even. ‘ Taux || Type | Even. ‘ Taux
loc

ey « syn €4 loc e 10
loc e 5] loc es A
syn €3 v

FI1G. 2.2 — Modele SAN avec événements synchronisants

FI1G. 2.2 est un modele SAN modifié par rapport au modele présenté dans FIG. 2.1. Dans ce nou-
veau modele, les événements e3 et e4 ne sont plus locaux mais sont des événements synchronisants, car
I’identificateur de ces deux événements apparait dans deux automates. L.’événement e3 synchronise les
automates A1) et A®) de telle facon a changer les états locaux de chaque automate simultanément, i.e.,
I’occurrence de I’événement e3 change I’état de I"automate A™) de 2(1) vers 0(1) en méme temps qu’elle
change aussi I’état de 1’automate A) de 2(3) vers 0(3). De facon analogue, I’occurrence de 1’événement

e4 change I’état de I’automate A® de 0@ vers 12 en méme temps qu’elle change 1’état de 1’automate
AB) de 16) vers 203),

A A® AB)

Type ‘ Even. ‘ Taux H Type | Even. | Taux H Type ‘ Even. | Taux
0

loc e « syn ey loc I m
loc e I5) loc es A
syn €3 Y

F1G. 2.3 — Modele SAN avec probabilités de routage

Des événements synchronisants, ainsi que les événements locaux, peuvent avoir des probabilités de
routage pour un méme événement. Les probabilités de routage sont utilisées pour déterminer dans quelles
proportions les transitions alternatives possibles se produisent. Dans FIG. 2.3, I’événement synchronisant
e4 peut déclencher deux transitions différentes. Ainsi, I’occurrence de I’événement dans I’automate A®)
déclenche avec probabilité 7r; la transition de 1’état 13) vers I’état 23, et avec probabilité 75 la transition
de I’état 16 vers I’état 03,
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2.1.3 Taux et probabilités fonctionnels

Une possibilité d’exprimer une interaction entre des automates est 1’utilisation d’événements syn-
chronisants. Une autre fagon est I’utilisation de fonctions pour définir des taux et/ou probabilités qui
permet d’associer a un méme événement différentes valeurs déterminant son occurrence en fonction de
I’état local des autres automates du modele. L'utilisation de taux et probabilités fonctionnels peut &tre
employée autant que avec des événements locaux ou synchronisants.

Les taux et probabilités fonctionnels sont exprimés par des fonctions qui ont comme parametres
des états courants des automates du modele. FIG. 2.4 présente une variation du modele présenté dans
F1G. 2.3, o I’événement e; possede un taux d’occurrence fonctionnel au lieu d’un taux d’occurrence
constant, i.e., ’événement e se produit avec un taux exprimé par la fonction* f;. Ici, (st AB) == 0)
est la fonction caractéristique de 1’ensemble d’états ol I’automate A®) est dans 1’état 0.

A A AB)

)

fi = (stA® ==0) x a m = (stAV == 1) m=1-—m

Type | Even. ‘ Taux H Type | Even. ‘ Taux H Type ‘ Even. ‘ Taux
loc e f syn €y 5 loc €6 1

loc € o) loc es A syn er o
syn es v

Fi1G. 2.4 — Modele SAN avec taux fonctionnel

Ainsi, la fonction f; détermine un taux d’occurrence variable pour I’événement e;. Selon la fonction
f1, Poccurrence de 1’événement e; se produira avec le taux suivant :

a  sil’automate A®) est dans 1’état 003
fi =<0 silautomate A® est dans I’état 1(3)
0 silautomate A®) est dans 1’état 2(3)

L’évaluation de f; donne le résultat en faux quand 1’automate A®) est dans les états 1(3) ou 203,
i.e., la valeur résultant pour cette comparaison est zéro, qui annule le taux d’occurrence de I’événement
e1. Donc, le taux fonctionnel associé au tirage de I’événement e; est tel que, le taux est « si I’état de
I’automate A®) est égal 2 0 et nul, ce qui empéchera que 1’événement e; puisse étre tiré, pour tous les
autres cas.

Les probabilités de routage d’un événement peuvent aussi étre exprimées par des fonctions. La défini-
tion de fonctions utilisées pour exprimer les probabilités fonctionnelles sont les mémes que les fonctions
utilisées pour exprimer les taux d’occurrence d’un événement.

“Dans cette these, les fonctions sont définies utilisant le notation adoptée par le logiciel PEPS [17].
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Dans FIG. 2.4, il faut observer que les probabilités de routage 7 et mo de ’événement e, sont aussi
exprimées par une fonction. Comme on I’a dit précédemment, la somme des probabilités des transitions
d’un événement a partir d’'un méme état doit étre toujours égale a 1 (100%). Donc, de méme si les
probabilités de routage d’un événement sont exprimées par une fonction, cette caractéristique doit &tre
respectée.

1 sil’automate A est dans 1’état 1(1)

1 =
! 0 sil’automate A1) est dans I’état 0V ou 2(1)

0 si Pautomate AW est dans I’état 1)
1 sil’automate AM est dans 1’état 01) ou 2(1)

Dans cet exemple, les probabilités 7 et o s’excluent, i.e., si le résultat de I’évaluation de la probabi-
lité 7 est égal a 1, le résultat de la probabilité o sera égal a 0, et vice-versa. Cependant, des probabilités
exprimées par des fonctions n’ont pas toujours 1’obligation de 1’exclusion.

2.1.4 Fonction d’atteignabilité

Il y a un autre utilisation des fonctions pour la modélisation dans le formalisme SAN : la fonction
d’atteignabilité. Les expressions qui définissent la fonction d’atteignabilité sont décrites de la méme
facon que les fonctions pour les taux et probabilités fonctionnels. Cependant, ce type de fonction a un
role différent dans le formalisme.

Comme la représentation d’un modele SAN est faite de fagon modulaire et I’automate global (équi-
valent a chaine de Markov) est composé de la combinaison de tous les états des automates du modele
(Section 2.1.6, page 20), il faut déterminer une fonction sur le modele global qui définit les ézats attei-
gnables du modele SAN.

La définition de quels états peuvent étre atteignables ou accessibles dans un modele SAN est donnée
par la fonction d’atteignabilité. Jusqu’a présent, la fonction d’atteignabilité est définie par I'utilisateur. Il
faut aussi remarquer que la fonction d’atteignabilité pourrait étre calculée a partir d’un état initial et de
transitions définies par le modele. Ceci sera 1’objet de notre contribution du chapitre 5.

Cette fonction utilise les regles adoptées pour la définition des taux et probabilités fonctionnels.

La notion de fonction d’atteignabilité est plus claire si on imagine, par exemple, un modele de partage
de ressources avec IV clients distincts qui partagent R ressources communes identiques entre elles. Ce
systeme peut étre modélisé par le formalisme SAN en utilisant un automate avec deux états pour chaque
client. L’état 0) indique que la ressource n’est pas utilisée par le client 7, tant que ’état 1) indique que
la ressource est utilisée par le client 7. Il est facile d’imaginer que s’il y a plus de clients que de ressources
(N > R),I’état global qui représente tous les clients utilisant une ressource ne pourra pas se produire. Les
états qui possedent telle caractéristique sont nommés de états non-atteignables et doivent étre éliminés
du modele par la fonction d’atteignabilité. La probabilité du modele se trouver dans quelconque de ces
états est égale a zéro. La fonction d’atteignabilité correcte pour le modele de partage de ressources décrit
ci-dessus est’ :

reachability = nb [AM. . AM]1 < R

SNotation utilisée par le logiciel PEPS [17].
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Ainsi, la fonction d’atteignabilité représente un concept important dans la description de modeles
SAN. Néanmoins, la complexité de certains modeles peut rendre la description de la fonction d’atteigna-
bilité difficile a réaliser.

2.1.5 Fonction a intégrer

Une autre utilisation des fonctions dans la modélisation avec le formalisme SAN est I'utilisation de
Jonctions a intégrer. Une fonction a intégrer est utilisée pour 1’obtention d’indice de performance ou de
fiabilité moyens sur le modele. Ces fonctions évaluent, par exemple, la probabilité du modele SAN de
se trouver dans un état donné. Calculer un indice de performance moyen revient a intégrer cette fonction
sur le vecteur de probabilité stationnaire ou transitoire du modele.

Par exemple, avec le modele de partage de ressources (décrit dans la section 2.1.4), on peut définir
la fonction u pour déterminer la probabilité de 1’automate A1) de ne pas utiliser une ressource (quand
I’automate A se trouve dans I’état 0(1)).

u = (st(A(l)) == )

Toutes les fonctions utilisées dans les modeles SAN sont décrites de la méme fagon, ce qui les différencie
est I'utilisation de chaque fonction dans le modele.

2.1.6 Construction de la chaine de Markov équivalente

Bien qu'un modele SAN soit représenté par un ensemble d’automates, il peut aussi étre représenté
par un seul automate qui contient tous les états globaux possibles du modele. Cet automate est une
représentation de la chaine de Markov du systeéme modélisé [55]. Une autre représentation est sa matrice
de transition, ou bien le descripteur qui sera calculé ultérieurement (Section 2.1.7, page 21).

Dans cet automate global, il n’y a plus d’événements synchronisants, mais seulement des événements
locaux. Les arcs de cet automate global sont étiquetés par les taux d’occurrence des événements et
les probabilités de routage. Les durées de résidence dans chaque état sont des variables aléatoires de
distribution exponentielle. Donc, a un instant de temps, le changement vers un état suivant ne dépend
que de I’état courant et pas du temps écoulé dans cet état.

La représentation graphique de la chalne de Markov équivalente est un graphe a états-transitions qui
représente I’automate global du systéme. Les états de la chaine de Markov sont formés a partir du produit
cartésien des états locaux de chaque automate du modele SAN. Dans FIG. 2.5, on présente la chaine de
Markov (CTMC) équivalente au modele présenté dans FIG. 2.4, en supposant que 1’état global initial est
égal a 000.

Pour représenter clairement les états de la CTMC équivalente, on omet les indices de chaque auto-
mate, en supposant que le chiffre le plus a gauche représente 1’état du premier automate et le chiffre plus
a droite représente 1’état du dernier automate, i.e., I’état 201 est équivalent 2 1état 2(1) dans 1’automate
AM 02 dans I’automate .A®@ et 1) dans 1’automate A®).

Le formalisme SAN propose une vision modulaire du systéeme, alors que la CTMC équivalente (ou
I’automate global) représente une vision “centralisée” (mais potentiellement trés grande) du méme sys-
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a

FI1G. 2.5 — CTMC équivalente au modele SAN dans FIG. 2.4

teme. Le générateur infinitésimal de cette chaine de Markov est représenté directement par une matrice,
dont la taille est exprimée par le nombre d’états atteignables du modele. Comme on peut I’observer dans
F1G. 2.4, il y a seulement 16 (sur 18) états atteignables dans le modele. Les états 002 et 012 ne sont pas
représentés, vu qu’ils ne sont jamais atteignables dans le modele (en faisant des tirages successifs des
transitions possibles du modele, on n’atteint jamais ces deux états).

Vu que le formalisme SAN propose une représentation modulaire du systeme, la représentation du
générateur infinitésimal de la chaine de Markov équivalente au modele SAN peut aussi étre exprimée
de facon modulaire. Conséquemment, au lieu de 1’obtention d’une seule matrice de transition, on a un
ensemble de perites matrices pour chaque automate de taille (n(V)2, ot n() est le nombre d’états de
I’automate A, L obtention du générateur infinitésimal 2 partir de cet ensemble de petites matrices est
exprimée par un format tensoriel, qui est aussi nommé descripteur Markovien. Dans ce qui suit, on va
démontrer comment on peut obtenir le descripteur Markovien a partir d’'un modele SAN.

2.1.7 Descripteur Markovien

En plus de faciliter la description des modeles, un des avantages du formalisme SAN est de gé-
nérer automatiquement et d’une facon compacte le générateur infinitésimal () de la chaine de Markov
équivalente du modele. Cette facon compacte de représenter le générateur infinitésimal est une formule
mathématique nommée descripteur Markovien [55, 111].
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La formule du descripteur Markovien est basée sur 1’algebre tensorielle. Quand le modele utilise des
taux et/ou probabilités fonctionnels, il est impératif d’utiliser I’algebre tensorielle généralisée pour la
représentation du descripteur Markovien. Cependant, I'utilisation de 1’algebre tensorielle généralisée ne
change rien par rapport a la structure de la formule du descripteur. Les propriétés de 1’algebre tensorielle
classique et de 1’algebre tensorielle généralisée sont présentée dans Annexe A. D’autres formalismes,
tels que les Réseaux de Petri Stochastiques Généralisés [49] et I’ Algebre de Processus [75] par exemple,
utilisent des techniques similaires pour représenter le générateur infinitésimal d’une chaine de Markov
d’une facon compacte et performante.

AW A®)
es(my) ‘1 es e
e3(m2)
€2
Type | Even. | Taux fi=(stA®» ==0) x a
loc €1 f1 o
syn eo ﬁ ™ = 0.4
syn €3 1 79 = 0.6

F1G. 2.6 — Modele SAN

Pour simplifier la démonstration de la génération du descripteur Markovien d’un modele SAN, on
va utiliser I’exemple présenté dans FI1G. 2.6, ou I’état global initial est égal a 00. Ce petit exemple a six
états potentiels, mais seulement trois des états sont atteignables : 00, 10 et 21.

La chaine de Markov équivalente au modele montrée dans F1G. 2.6 est présentée dans FI1G. 2.7. Il y
a seulement trois états atteignables, et le changement de 1’état global 00 vers I’état 10 est exprimé par le
taux fonctionnel f7.

A partir de ce petit exemple, on montre comme s’obtient le descripteur Markovien d’un modele SAN.
La formule mathématique qui représente le descripteur est décomposée en deux parties : locale et syn-
chronisante. La partie locale représente les transitions des événements locaux des automates du modele,
tandis que la partie synchronisante représente les transitions de chaque événement synchronisant.

Par rapport a partie locale, a chaque automate est associé une matrice nommée Ql(z), qui regroupe
toutes les transitions des événements locaux de 1’automate A(). La partie locale du descripteur est re-
présentée par la matrice (); qui est définie comme la somme tensorielle des matrices locales de chaque
automate. Pour I’exemple présenté dans FIG. 2.6, la partie locale du modele est représenté par :
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Ty a
K2 o
21 o 1 10
B
00 01 10 11 20 21
00 - 0 a 0 0 0
01 0 0 0 0 0 0

11 0 0 0 0 0 0
20 0 0 0 0 0 0
21 st 0 UTT 0 0 -l

F1G. 2.7 — CTMC équivalente au modele FIG. 2.6

—fi f1 0
0 0
Q=Q"eQP=(0 00 (0 o>
g 0 0 0)

Chaque matrice Ql(z) a la taille n;, ol n; est le nombre d’états de 1’automate A, 11 est intéressant

. 2 . . 212 2 N Lz
de remarquer que la matrice Ql( ) est une matrice nulle, i.e., tous les éléments sont égaux a zéro, car
I’automate A2 (FIG. 2.6) ne possede pas d’événements locaux.

Les matrices locales sont formées a partir des transitions locales de chaque automate. Ainsi, I’élément
sur la ligne 7 et la colonne j de la matrice représente la transition de 1’état 7 vers I’état j de I’automate.
Cet élément possede le taux (constant ou fonctionnel) de I’événement local qui correspond a la transition
entre les états de I’automate. L’élément diagonal i (ligne ¢, colonne 7) représente 1’ajustement de telle
maniere que la somme de tous les éléments de la ligne soit égale a zéro. L’ état global 01 n’est pas un état
atteignable (F1G. 2.7). Donc, la transition de 1’état 01 vers 11 ne se produit pas. Ainsi, la fonction f; est
évaluée a 0 pour I’occurrence de I’événement dans I’état 01. En utilisant la somme tensorielle généralisée
[55] pour I’obtention de la matrice (J;, on a la matrice suivante :

Qi

(o] el o] el
O OO OO O
O OO OO O
O OO OO O

o oo oo
o o|lo oo
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A la différence de la partie locale du descripteur Markovien qui est obtenue d’une facon directe
(une matrice pour chaque automate du modele), la partie synchronisante est composée, pour chaque
événement, de deux ensembles de matrices : positives et négatives.

Les matrices positives représentent 1’occurrence des événements synchronisants, tandis que les ma-
trices négatives représentent 1’ajustement diagonal. Donc, chaque événement synchronisant est associé
a une paire de matrice (positive et négative) pour représenter son occurrence pour chaque automate
concerné. Les matrices positives et négatives synchronisantes associées a I’automate ¢ possédent aussi la
taille n; (en fonction du nombre d’états de chaque automate A(i)).

La matrice positive Qg représente ’occurrence de 1’événement e dans 1’automate .A®). Pour

k
I’exemple dans FIG. 2.6, le modele SAN a deux événements synchronisants : ey et es3. Donc, les ma-
trices positives pour les événements synchronisants de ce modele sont :

0 0/0 0]0 O
0 0[O0 0[O0 O

0 0 0
NG ISPNG ) 0 1\ | 0o0[0 0[O0 B
QeJ_QJ%’Q;_ ggg ®<0 )‘ 0 00 0/0 O
J 0 0/]0 0]0 0
0 0[O0 0[O0 O
0 0] 0 o]0 0
0 0| 0 00 O

0 0 0
_ A 2 _ o0oo0oy | O O 0 0[O0 O
Qe;—Qe;(§Qe;— ?T 28@(1())_ 0O 0] 0 0]0 O
KT 172 I 0 0] 0 0]/0 O
/1,71'10/1,71'2000

Les matrices positives sont remplies de la méme facon que les matrices locales, ou I’élément 7
représente la transition de 1’état 7 vers 1’état j de I’automate. Cependant, un événement synchronisant
concerne deux ou plusieurs automates. Donc, pour chaque événement synchronisant, il faut associer
deux (ou plus) matrices pour représenter I’occurrence de cet événement.

On peut prendre la convention que la matrice positive correspondante a I’automate de plus petit indice
de I’événement recoit le taux d’occurrence de I’événement. Les autres matrices des automates concernés
de cet événement synchronisant recoivent la valeur 1 pour chaque transition entre les états locaux. Par
exemple, pour I’événement synchronisant es, la matrice positive QZ? recoit le taux d’occurrence [ dans

la position 12 (ligne 1, colonne 2) équivalent 2 la transition de I’état 1 vers I’état 2 de 1’automate A ;
et la matrice positive Q(;) recoit la valeur 1 dans la position 01 pour représenter la possibilité de la
2

transition de 1’état 0 vers 1état 1 de I’automate A(?) (cf. FIG. 2.6).

De facon analogue, on met en place les transitions globales pour I’événement synchronisant es.
Néanmoins, cet événement posséde des probabilités de routage, qui doivent apparaitre dans les matrices.
Ainsi, les probabilités m; et my apparaissent dans les positions des matrices équivalentes aux transitions
qui causent le changement d’état de I’automate.

L’exemple présenté dans FIG. 2.6 est un petit modele SAN, ou les deux événements synchronisants
ey et ez apparaissent dans tous les automates du modele. Pour des exemples plus complexes, ol un
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événement synchronisant n’apparait pas dans tous les automates, les matrices positives et négatives de
cet événement sont égales a matrices identités, i.e., des matrices qui conservent 1’état de I’automate pour
les automates non concernés par 1’occurrence de 1’événement.

La somme de toutes les matrices positives des événements synchronisants représente la matrice po-
sitive de la partie synchronisante du descripteur Markovien, i.e., pour cet exemple, la partie positive du
descripteur est représentée par la matrice ).+ qui est la somme des matrices positives () e et @ et des
événements synchronisants es et es respectivement.

o 0|l 0o 0]0 0
o 0| 0 0/0 0

B |70 0] 0 o]0 B
Qs =@y ¥ =1| o ol 0 o0lo o0
0 0] 0 00 0

pump O pum 010 O

Les matrices négatives des événements sont obtenues de fagon a ce que la somme des matrices
positives et négatives soit des matrices dont la somme des éléments de chaque ligne soit égale a 0. Les
matrices négatives possedent des éléments non nuls sur les positions diagonales. Les matrices négatives
pour les événements synchronisants e et eg sont :

0 0/0 0[]0 0
0 00 00 0

0 0 0
PNCIIONCI ) 1 0o\ [0 o[ 0o o0
O =05 0% =0 7 0 ®<0 o>_ 0 0/0 0/0 0
! 0 0/]0 0[0 0
0 0/0 0[0 0
0 0/0 00 0
(1) (2) 000 0 O 888888
O3 =@ G900 0 ®<01>: 0 0[0 0|0 0
w7s 0 0/0 0[O0 0
0 0/0 0[0 -

La partie négative est aussi obtenue par la somme de toutes les matrices négatives des événements
synchronisants. Donc, la partie négative du descripteur est représenté par la matrice (), :

0 0lo 00 0
0 0l0o 0l0 0

B |0 0[5 00 o
Q-=C;+Q =1 o 010 0l0o o
0 0l0 0/0 0

0 0l0 00 -

Le descripteur Markovien est représenté par deux parties : locale et synchronisante. La partie locale
@ représente les transitions locales et la partie synchronisante, divisée en la partie positive Q).+ et la
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partie négative (.-, représente les transitions des événements synchronisants. Donc, le descripteur @)
qui représente un modele SAN est obtenu par la somme de ses parties :

-« 0| a« 0|0 O

O O 0 0|0 O

_ B 0 0| -8 00 §
Q_QI+Q€++Q67_ O 0 O O 0 O
0O 0 0 0|0 O

pry Ol pume 010 -u

Comme le descripteur Markovien sera représenté dans un format tensoriel, il est important de remar-
quer que seulement les matrices locales Ql(z) et les matrices positives Qg et négatives QS_) des événe-
ments synchronisants sont stockées. Ainsi, seulement les petites matrices de taille n; sont manipulées en
permettant d’avoir une représentation compacte et structurée du modele. Généralement, le descripteur
Markovien () n’est pas représenté de facon entiere, sachant qu’il y a des méthodes numériques perfor-
mantes pour utiliser le descripteur dans un format tensoriel [55, 10].

2.2 Description formelle des SAN a temps continu

Dans cette section, on va présenter d’une facon formelle les notations et définitions de base utilisés
tout au long de cette these pour le formalisme SAN. Dans ce qui suit, on présente les restrictions im-
posées a ces définitions précisant le concept de SAN bien défini, ainsi que la génération du descripteur
Markovien obtenu a partir d’un modele SAN.

2.2.1 Définitions de base

On va considérer dans cette thése la formalisation d’un modele SAN comprenant /N automates et £/
événements synchronisants.

#» Soit
A I’ensemble des automates (|.A|= N)°;
& I’ensemble des événements ;
F la fonction d’atteignabilité.

L’ensemble d’automates .A comprend N automates nommés A, o1 i € [1..N]. Tout au long de
cette these, on adopte la notation [¢..j] pour le sous-ensemble de N (des valeurs discrétes) contenant
toutes les valeurs de 7 jusqu’a j (ces valeurs incluses) et [7, j] pour le sous-ensemble de R (des valeurs
continues) contenant toutes les valeurs de ¢ jusqu’a j (ces valeurs incluses).

On adopte la notation |X| afin de définir la cardinalité d’un ensemble X'
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Définition 2.2.1. S est ’ensemble des états (locaux) de I’automate AW.

Définition 2.2.2. L’espace d’états produit (potentiels) S d’un modele SAN est défini par le produit car-
N

tésien des espaces d’états S @) je., S = H S

i=1

# Soit

z(® I’état local de I’automate A%,
Définition 2.2.3. L’érat global & = (z),... 2N} d’un modéle SAN est le vecteur des états locaux
des N automates, o @ € S.
# Soit

w un ensemble d’indices d’automates, ott w C [1..N];

FAC)) le vecteur des états locaux z(¥) tel que i € w.

Il est intéressant de remarquer que la définition d’un état local d’un automate () et la définition
d’un état global (%) peuvent étre vues comme des cas particuliers de Z(“). Un état local (") est le cas ou
w = {i}, et I’état global Z est le cas ot w = {1,2,3,...,N}.

Définition 2.2.4. S est ‘espace d’états produit de I'ensemble des états locaux des automates A, o1l
1€ w.

Définition 2.2.5. Un élément fonctionnel f (5’ (“’)) est une fonction de S — RY, on I'ensemble d’in-
dices d’automates w C [1..N].

Notons que les états z(9, ol i € w, sont les parametres d’évaluation pour I’élément fonctionnel
f(S@), ie., I'espace d’états S“) est le domaine de définition de la fonction de 1’élément fonctionnel f.

# Soit
f(@@) I’élément fonctionnel f(S)) évalué pour le vecteur 7).

Définition 2.2.6. Un élément fonctionnel f1(S“)) est identique a I’élément fonctionnel f2(S“)), si et
seulement si Vi@ € S@), fl(j(w)) = fQ(j(w)).

Les éléments fonctionnels sont utilisés pour définir des taux et probabilités fonctionnels des événe-
ments. Tous les taux et probabilités fonctionnels peuvent étre considérés comme des éléments fonction-
nels, méme ceux qui ont des valeurs constantes. Une telle définition ne représente pas une restriction,
sachant que des éléments constants peuvent étre vus comme des fonctions constantes et w = (). Ainsi,
tous les éléments d’un modele SAN peuvent étre considérés comme des fonctions de S — R*.

Définition 2.2.7. Dans un modéle SAN, un événement est défini par un identificateur e, ot ¢ € E.

Définition 2.2.8. Un tuple d’événement (e, T.) est composé de :
1. e, Uidentificateur de I’événement ;

2. 1., I’élément fonctionnel défini de S — R, représentant le taux d’occurrence de I’événement e.
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Les définitions 2.2.7 et 2.2.8 précisent les événements d’un modele SAN. Notamment, la définition
2.2.7 identifie chaque événement du modele et la définition 2.2.8 associe un taux d’occurrence 7, a un
événement e.

# Soit

Te(T) le taux d’occurrence de I’événement e exprimé par I’élément fonctionnel 7, évalué
pour I’état global 7.

Définition 2.2.9. L’ensemble T contient tous les tuples de transition (e, ). Un tuple de transition
(e, ) est composé de :

1. e, Uidentificateur de I’événement ;

2. e, I’élément fonctionnel défini de S — [0, 1], représentant la probabilité de routage d’une transi-
tion lors de [’occurrence de I’événement e.

L’ensemble 7 contient au moins un tuple de transition pour chaque événement e de I’ensemble des
événements £. On utilise 7* pour définir que 7* = 7 U {0}.

Définition 2.2.10. QW est la fonction de transition de S x S — T* qui contient les tuples de
transition de I"automate AW,

Définition 2.2.11. Q est la fonction de transition de S x S — T*, qui contient les tuples de transition
de I’automate global.

#0 Soit

QW (@ y®)  la fonction de transition de 1’état local (") vers 1’état local y(*), qui contient une
liste de tuples de transition (e, 7. ) dans 7

Q(fc, 7) la fonction de transition de 1’état global & vers I’état global y, qui contient une
liste de tuples de transition (e, 7 ) dans 7*;

La fonction de transition Q) d’un automate A (Définition 2.2.10) indique la relation entre les états
de I’automate et les événements qui peuvent étre tirés. Cette relation est décrite par les tuples de transition
(e, me) qui composent I’ensemble de tuples de transition 7 (Définition 2.2.9). Chaque tuple de transition
définit, outre I’identificateur, la probabilité de 1’événement pour une transition. Le nombre de tuples de
transition associé a une mé€me transition est égal au nombre d’événements qui peuvent déclencher cette
transition.

# Soit : Etant donné e € &,

o) I’ensemble d’indices i (i € [1..N]) tel que 1’automate .A*) contienne au moins un
tuple de transition avec I’identificateur de 1’événement e dans un élément de Q¥ ;

L) I’indice minimum de I’ensemble O(©), i.e., 'indice le plus petit des automates qui
posseédent au moins un tuple de transition de 1’événement e.
Définition 2.2.12. Un événement e est classé comme :
1. événement local, si |O®)|=1;

2. événement synchronisant, si |O©)|> 1.
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Définition 2.2.13. L’ensemble des événements locaux & est défini comme & = {e € & tel que |O®)|=

1

Définition 2.2.14. L’ensemble des événements synchronisants E, est défini comme Es = {e € & tel que
|0©)|> 1}. On note |E,| = E.

Définition 2.2.15. L’ensemble des événements E est défini comme € = E U E; et E N Es = ().

La définition 2.2.12 classe chaque événement qui peut &tre un événement local ou un événement syn-
chronisant. 11 est intéressant de remarquer qu’on n’a pas besoin de classer un événement pour le définir,
vu que ce classement est seulement utilisé lors de la création des tenseurs du Descripteur Markovien
(Section 2.2.3, page 30), qui est composé par une partie locale (événements locaux) et d’autre partie
synchronisante (événements synchronisants).

Définition 2.2.16. Un automate AW est défini par :

1. un ensemble d’états SU ;

2. une fonction de transition Q).

#o Soit

7o (2, () la probabilité de routage associée au tuple de transition (e, 7 ) dans Q) (z("), y(®)) ;

7o(z®,yM) (&) laprobabilité de routage associée au tuple de transition (e, 7, ) dans Q) (2, y(*))
évaluée pour 1’état global 7 ;

succe(z™) I’ensemble des états successeurs 3 de z(® tels que Q) ("), y(*) possede un
tuple de transition avec I’identificateur e et 7. # 0, we(:c(i), y(i)) # 0. L’ensemble

des états successeurs de I’événement e a partir de () peut étre vide, cas ot la
transition ne peut pas étre tirée dans z(?) par I’événement e.

On peut dire qu’un événement synchronisant e est réalisable dans I’état global z, si et seulement si
Vi € O I’ensemble des états successeurs y() € succ.(z(?)) n’est pas vide et (%) # 0.

Définition 2.2.17. La fonction d’atteignabilité F est un élément fonctionnel défini de S — [0..1]. La
fonction associe aux états globaux ¥ € S la valeur 1 si ils sont atteignables et la valeur 0 si ils sont
non-atteignables.

Définition 2.2.18. L’espace d’états atteignables S est le sous-ensemble de SiScS) composé de tous
les états globaux T tels que F(Z) = 1.

La fonction d’atteignabilité F s’évalue pour tous les états globaux = € S d’un modele SAN et ainsi
détermine quels sont les états atteignables de ce modele. Donc, il est possible d’obtenir I’espace des états
atteignables d’un modele SAN avec cette fonction.

Définition 2.2.19. Un modéle SAN composé de N automates et |E| événements est défini par :

1. chacun des événements e € £, ainsi que son tuple d’événement (e, T.) et ses tuples de transition

(e,me) €T ;
2. chacun des automates A% (i € [1..N]) et leur fonction de transition ;

3. la fonction d’atteignabilité F.
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2.2.2 SAN bien définis

Les définitions de ce modele doivent tre non ambigués. Pour cela quelques restrictions doivent étre
faites pour assurer la propriété Markovienne de 1’automate global. Les modeles SAN respectant ces
restrictions sont dit SAN bien définis.

Restriction 1 Un automate A" est bien défini, si et seulement si pour tout & € S, pour tout ¥ € S
et pour tout e € & tel que succe(x)) n’est pas vide et pour y¥) € succ,(z) :

1.1. > 7o (W, y)(£) | =1
y(D Esucce (z(D)

La restriction 1.1 impose que la somme des probabilités de toutes les transitions en sortant d’un
méme état doit étre égale a 1.

Restriction 2 Un événement e € & est bien défini, si et seulement si :
2.1. V2 y® € SO tel que y¥) € succ.(x?) et (e,7.) € QW (x), y(@)
si ey, me,) € QW (2 y@)) alors ey est un événement différent de e.

La restriction 2.1 imposée aux événements exige que I’identificateur d’un événement doit apparaitre
une seule fois dans la liste de tuples de transition d’un état donné a I’autre.

Restriction 3 La fonction d’atteignabilité F est bien définie, si et seulement si I’automate global (la
chaine de Markov équivalente) est représenté par un graphe fortement connexe.

La troisieéme restriction assure I’irréductibilité de la chaine de Markov équivalente au modele SAN
et permet d’employer les théorémes standards.

Restriction 4 Un modele SAN est bien défini, si et seulement si :
4.1. tous ses automates sont bien définis ;
4.2. tous ses événements sont bien définis ;

4.3. sa fonction d’atteignabilité est bien définie.

2.2.3 Descripteur Markovien

Le descripteur Markovien est une formule algébrique qui permet d’écrire de facon compacte le géné-
rateur infinitésimal de la chaine de Markov équivalente a un modele SAN par le biais d’une formulation
mathématique [55, 111]. Cette formulation mathématique décrit le générateur infinitésimal de la chaine
de Markov équivalente au modele SAN a partir des tenseurs (matrices) de transition de chaque automate.

#» Soit
Qll) la matrice qui réunit toutes les transitions des événements locaux de 1’automate
A
Q(l) la matrice de synchronisation positive qui représente I’occurrence de I’événement
et

synchronisant e dans 1’automate A ;
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QS,) la matrice de synchronisation négative qui représente I’ ajustement nécessaire pour
Q..
e
@ (2 y@)  1élément de la matrice Q' de la ligne () et la colonne y(?, ot i € [1..N] et
k = [ (représentant une matrice locale), k = e (représentant une matrice de syn-
chronisation positive), ou k = e~ (représentant une matrice de synchronisation
négative) pour tout e € & ;

|S®)] le nombre d’états de I’espace d’états S ;

I, la matrice identité de taille n;, ot i € [1..N] et n; = |S@|.

Ainsi, pour chaque automate .A(*) est associé : une matrice Ql(z), regroupant tous les taux des tuples

de transition des événements locaux de I’ensemble &; et 2|E5| matrices (Qg et QEBZ_)), regroupant tous les
taux des tuples de transition des événements synchronisants de 1’ensemble &;.

Définition 2.2.20. Les éléments de la matrice de transition locale Q;i) de I'automate A sont définis
par:

1. Ve € &, Yz y® € SO tel que y) € succe(x™) er () £ 3@
Q1 @,y = ¥ 7eme(a,y )

e€e&;
2. Yz ¢ 80
QW (@™, 20y = — 3 > Teme(z®,y®)

eESl y(i)63ucce($(i))
3. vz y) e SO tel que 4V & succ.(z?) et (D) #£ y®)
Q.4 M) =0

La premiere partie de la définition 2.2.20 correspond aux éléments non-diagonaux de la matrice de
transition locale (taux des événements locaux), tandis que la deuxieme partie correspond aux éléments
diagonaux (I’ajustement diagonal des taux des événements locaux). La troisieme partie définit les élé-
ments nuls de la matrice de transition locale.

Définition 2.2.21. Les éléments de la matrice de synchronisation positive qui représentent I’occurrence
de I’événement synchronisant e € E; de I’automate AW sont définis par :

1. Vig O
Q=1 50|
2. V:U(L(e)),y(‘(e)) e SU) fel que y(b(e)) € succe(:v(b(e)))
QU (@), ) = rm (), )
3. Vie 06 tel que i # 119, V2 ¢y e SO tel que y) e succe(x(i))
QU (@@, y0) = e (2D, @)
4. Vi e 0©), vz 4y ¢ SO tel que y ) & succe(x™)
QU (a0, y®) =0
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La premiere partie de la définition 2.2.21 correspond aux matrices des automates non concernés
par I’événement synchronisant e. La deuxieme partie définit les éléments non-nuls (diagonaux et non-
diagonaux) de la matrice de 1’automate de plus petit indice concerné par I’événement e. La troisieéme par-
tie définit les éléments non-nuls (diagonaux et non-diagonaux) des matrices des automates non concernés
par I’événement e. Finalement, la quatrieme partie définit les éléments nuls des matrices des automates
concernés par I’événement e.

Définition 2.2.22. Les éléments de la matrice de synchronisation négative qui représentent |’ ajustement
nécessaire a I"occurrence de I'événement e € & de I'automate A sont définis par :

1. Vig O

QS-) = Iis0
2. ¥z e s

L(e) e e e e
QL (¢, 20 = — S (@), )
y(L(e))ESUCCe(:L‘(L(e)))

3. Vie 0©), i) ervz® e SO

QS_) (2,20 = S To(2®, @)

y() esucce(z(D))

4. Vie 06 vz y() e 8O o (1) £ /()
QY (z,y0) =0

Ces matrices sont des matrices diagonales, étant donné qu’il s’agit de I’ajustement diagonal des
matrices précédentes.

Définition 2.2.23. Le générateur Markovien @) correspondant a la chaine de Markov associée a un
modele SAN bien défini est représenté par la formule tensorielle dénommée Descripteur Markovien
[54, 110] :

N N N
=@ " +> | ®,el+ R, e @.1)
=1 ec&s =1 i=1

Etant donné que toute somme tensorielle est équivalente 2 une somme de produits tensoriels particu-
liers (voir Annexe A), le descripteur Markovien peut étre présenté par :

(N+2&) N

= > Qe (2.2)
Jj=1 i=1

I|8Fi)‘ pourj < Nej#i
0 Q" pourj < Nej=i
N ] .
oqu = Q(Q pour N < j < (N+ &)
(§—N)

pour j > (N+ | & |)

€~ (N+IEs]))
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TAB. 2.1 représente les tenseurs de transition nécessaires a 1’écriture de 1’équation (2.2). La partie
supérieure du tableau contient les matrices locales des automates et correspond a la somme tensorielle
@f\; 1 Ql(z). La partie inférieure du tableau comprend d’une part les tenseurs qui contiennent les taux
d’occurrence des événements synchronisants (™) et d’autre part les tenseurs diagonaux qui contiennent
I’ajustement de I’occurrence de ces événements (e™).

;1) ® I\S@)\ ® ® I‘s(N—l)‘ ® I‘s(N)‘
g o g g g
sy ® Q7 ® ® Iisvn) ®© s
g g g g
N
s ©® g © o QMY @ Tisov)
g g g g ¥
[|S(1)\ ® 1‘5(2)‘ ® ® I‘S(N—l)‘ ® Ql(
Z g g g g
QW e Q% @ ® QY e Q¥
1 g °1 g g 1 g 1
e+
@ s gl s QY o QY
2’5‘S| lesl g &l g g I€s] g N
(1) (2) (N-1) (N)
I
e :
W o @?® o .. @ ¥V g QW
Cles| 9 Cles] 9 g €les) g Cles)

TAB. 2.1 — Descripteur Markovien

2.2.4 Génération des matrices

Dans cette section, on va présenter un petit exemple afin de montrer 1’obtention des matrices du
générateur infinitésimal d’un modele décrit par le formalisme SAN a temps continu. Le déroulement est
fait en détail, illustrant pas a pas la génération des tenseurs concernés dans la construction du descripteur
Markovien du modele.

2.2.4.1 Description

F1G. 2.8 présente un modele décrit par le formalisme SAN & temps continu qui posséde trois auto-
mates, ol I’état initial du modele est 01)02)0®). L’ automate A™) possede deux états 0V et 1M, un
événement local e4 et un événement synchronisant ez. L automate A2 possede trois états 02), 1(2)
et 2(2), deux événements locaux e et eo, et deux événements synchronisants es et es. Et le troisieme
automate (A(3)) possede deux états 03) et 1), un événement local eg et un événement synchronisant
€5.

Apres I'identification des types des événements (locaux et synchronisants), il est possible de générer
les tenseurs utilisés pour 1’obtention du descripteur Markovien de cet exemple.
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AB)

€6 €5

)

Type | Even. ‘ Taux H Type ‘ Even. | Taux || Type | Even. | Taux
loc syn €3 T3 syn €5 T5
loc loc €4 T4 loc €6 T6

—
—_
N

€4 €3

O

62(71'4)

€1 T1
()

T2

Fi1G. 2.8 — Modele SAN avec trois automates

2.2.4.2 Tenseurs

Une fois identifié le nombre d’automates (/N = 3), ainsi que le nombre d’événements synchronisants
(|€s|= 2) du modele, on peut calculer le nombre de tenseurs (matrices) du descripteur Markovien selon
I’équation (2.1) :

N(1+21&]) =3x (142 x2)=15tenseurs

Ensuite, on va démontrer pas a pas 1I’obtention de tous les tenseurs concernés dans I’équation (2.1).
D’abord, on identifie I’ensemble des événements locaux & = {eq, ez, €4, €6} du modele. Ainsi, on peut

construire les matrices locales Q;Z) correspondants aux automates A% :

‘0(2) 12 922

o 1M 0B 16)
O_gmT o o o?=% | m 0 3) 0(3)‘ o
Lo S (S e -Tp  ToT L
1(1) - _ 213 2 2714 1(3) _
o 22| 0 0 0 oo

Apres cela, on identifie 1’ensemble des événements synchronisants £ = {es, e5}. Une fois identifié
les événements, on génere les matrices positives qui représentent 1’occurrence des événements synchro-
nisants dans chaque automate. Ainsi, on a les matrices positives Q(;Z correspondants aux automates A (%)
pour chaque événement :
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2 2 2
QU= m Q¥=lu| 0 o o @Y= T 0
1Mo 0 ° oo 1
2(2) T T 0
2 2 2
o0 10 - 02 1% 2@ [0® 1®)
QU= T 0 Q= 0 o T QY=o 1
1Mo 1 ° o1® 0 0
22 | 0 0 0

11 est intéressant d’observer que 1’automate A() est le premier automate ol I’événement synchroni-
sant es est référencé. Toutefois, pour I’événement synchronisant es, le premier automate concerné par
I’événement est I’automate A . Le taux d’occurrence de chacun de ces événements est présent dans la
matrice du premier automate concerné.

Finalement, on construit les matrices négatives qui représentent I’ajustement nécessaire. Donc, on a
les matrices négatives Qi_) correspondant aux automates A® :

" ‘ oM 1M o 0T 0 0 0 " ‘ 0B 1)
1) _ 1 2) _ 3 3
Q- =0 0 Q7= @ | g 0 0 Q7= 06| 1 0
o100 ’ o0 1
22 | 0 0 1
2 2 2
QU="0m 1 0 @@=V 0 Y QP m T
€5 1(1) 0 1 €5 1 0 0 0 €5 1(3) 0 0

Une fois obtenu tous les tenseurs du descripteur Markovien, on peut finalement construire le généra-
teur infinitésimal (). Les indices de () sont composés dans 1’ordre lexicographique de la composition des
états des automates : 000203 0M@16)  1122)16), Le générateur infinitésimal Q du modele
décrit par le formalisme SAN, obtenu par I’équation (2.2), est présenté dans MAT. 2.1.
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MAT. 2.1 Descripteur Markovien

(L +7)—| %2 0 0 0 0 L 0 0 0 0 0
0 V1 0 0 0 0 0 L 0 0 0 0
iaxa) 0 Ao.wn_uwbn_um.wvl 9, €%y 0 0 0 i3 0 0 0
0 vues 0 (V2 +2)— 0 oL 0 0 0 VL 0 0
0 0 L 0 (L 474 1)— o 0 0 0 0 L 0
& 0 0 52 0 (274 L)— 0 0 0 0 0 VL
0 0 e 0 Cubs 0 (LA 8)— | % 0 0 0 0
0 0 0 TuL 0 2N 0 E1— 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 Yuts 0 | (r+E)—] % dind 0
0 0 0 0 0 0 0 vutL 0 oL — 0 ELbL
0 0 0 0 0 0 0 0 L 0 | (2+1)- L
0 0 0 0 0 0 9 0 0 2 0 (L +12)—
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2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté le formalisme SAN a temps continu et ses principales caractéristiques.
Le formalisme a comme principal atout une démarche modulaire pour décrire un systeme. De plus,
I'utilisation d’éléments fonctionnels (tels que des taux et probabilités fonctionnels) permet une plus
grande flexibilité au formalisme pour I’expression des interactions entre les composants du systeme.

On a aussi expliqué comment un SAN représente une chaine de Markov, et comment un modele
SAN peut étre représenté de une fagcon compacte dans ce contexte. Cette fagon compacte de représenter
un modele est possible grace au format tensoriel du générateur de la chaine de Markov équivalente au
modele SAN.

Dans le chapitre suivant, on va présenter quelques exemples décrits par le formalisme SAN a temps
continu. Ces exemples seront utilisés dans cette these afin d’illustrer les résultats obtenus pour les mé-
thodes proposées (dans le chapitre 5) pour le formalisme SAN.
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Chapitre 3

Exemples de modélisation a temps continu

Dans ce chapitre, on présente quelques exemples de modélisation qui sont utilisés dans cette these
afin d’illustrer I'utilisation du formalisme des Réseaux d’Automates Stochastiques (SAN - Stochastic
Automata Networks). Les exemples sont modélisés avec une échelle de temps continu. De plus, ces
exemples sont aussi utilisés pour tester 1’efficacité des méthodes présentées dans le chapitre 5.

Ce chapitre présente quatre exemples. Ces exemples ont aussi pour but d’illustrer plusieurs manieres
de décrire des itérations dans les modeles. Les exemples développés dans ce chapitre sont :

Diner des Philosophes (Section 3.1) ;
Patron de Service Alterné (Section 3.2) ;
Atelier avec kanbans (Section 3.3) ;

— Partage de Ressources (Section 3.4).

Le premier exemple illustre le diner des philosophes : un probleme classique de systemes informa-
tiques. Cet exemple concerne 1’ordonnancement de processus et I’allocation de ressources a ces derniers.
Cet exemple montre une bonne flexibilité du formalisme SAN pour I'utilisation d’événements locaux
avec des taux fonctionnels au lieu d’événements synchronisants.

Le deuxieme exemple représente un réseau de files d’attente ouvert qui est largement couvert par la
littérature. Les files d’attente ont des capacités finies (avec blocage ou perte) et elles peuvent servir les
clients avec un patron de service alterné, i.e., le serveur de la file sert les clients suivant différents taux
exponentiels.

Le troisieme exemple illustre un modele SAN d’un atelier avec quatre postes de travail ou des kan-
bans (tickets) sont utilisés pour contrdler le flux de pieces. Cette méthode, déployée a la fin des années
1950 dans les usines Toyota, est mise en place entre deux postes de travail et limite la production du
poste amont aux besoins exacts du poste aval [132].

Enfin, le quatrieme exemple illustre aussi I’ utilisation des éléments fonctionnels dans un modele sans
événements synchronisants. Le partage des ressources est un exemple ou I’approche modulaire des SAN
apporte un gain réel.
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3.1 Diner des Philosophes

Le probléme du diner des philosophes (FIG. 3.1) est un probleme classique de systémes informa-
tiques. Il concerne I’ordonnancement des processus et I’allocation des ressources a ces derniers. Ce
probleme a été énoncé par Dijkstra [47].

F1G. 3.1 — Illustration du probléme

La situation du probleme est la suivante : un nombre N de philosophes se trouve autour d’une table ;
chaque philosophe a devant lui un plat de spaghetti et une fourchette se trouve a droite de chaque assiette.
Quand un philosophe a faim, il va essayer de prendre des fourchettes pour manger. Pour manger, un
philosophe a besoin de deux fourchettes : celle qui se trouve a droite de sa propre assiette, et celle qui se
trouve a droite de son voisin a gauche, i.e., les fourchettes qui se trouvent autour de sa propre assiette.

Pour construire un modele SAN de ce probleéme, on modélise chaque philosophe P9 (ol i € [1..N])
avec trois états : 1" (thinking) indique que le philosophe pense pendant un temps ; I (right) il possede la
fourchette qui se trouve a droite de son assiette ; et L (left) il possede la fourchette qui se trouve a gauche
de son assiette.

Dans FIG. 3.2, on présente le modele SAN pour le probleme du diner des philosophes, en utilisant
des événements (locaux et synchronisants) avec des taux constants.

Le probleme consiste a trouver un ordonnancement des philosophes tel qu’ils puissent tous manger,
chacun a leur tour. Dans FIG. 3.2, un philosophe P(*) reste pensif (Iétat 7(")) pendant un temps et quand
il a faim, il va essayer de prendre la fourchette qui se trouve 2 droite de son assiette (Iétat R()). Alors,
pour prendre sa fourchette droite, il faut que la fourchette gauche de son voisin a droite soit disponible,
i.e., que son voisin de droite! (le philosophe P(*+1)) n’utilise pas sa fourchette gauche (I'état LU+1).

'Le philosophe P se trouve a gauche de P, ainsi que le voisin a droite du philosophe P™¥) est le philosophe P1.
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P @ Iy

Type | Even. | Taux | Type | Even. | Taux | Type | Even. | Taux
syn | 711 a1 | syn lq 61 | loc t1 1
Syn ) (67%) Syn l2 ﬁg loc tQ 175

syn | ry | ay | syn | Iy | Oy | loc | tn | pun
FIG. 3.2 — Diner des Philosophes - modele SAN (taux constants)

Celui-ci doit se trouver soit dans Iétat 71 soit dans I’état R(“t1) . Le philosophe P(*) change de I’état
T vers Iétat R (i.e., il prend sa fourchette droite) par le tirage de I’événement synchronisant 7; qui
synchronise P et PU+1),

Pour manger effectivement, le philosophe () a besoin de la deuxieéme fourchette, la fourchette qui
se trouve 2 gauche de son assiette. Dans FIG. 3.2, le philosophe P prend la fourchette gauche quand
il change de 1I’état R vers I’état L(®) par le tirage de 1’événement synchronisant /; qui synchronise P(*)
et P~ Pour prendre sa fourchette gauche, il faut que son voisin 2 gauche (le philosophe P(~1) se
trouve dans Iétat 701 i.e., que le philosophe P~1) ne mange pas et par conséquence qu’il n’utilise
pas sa fourchette droite (1’état R("~1)). Une fois que le philosophe a mangé, il revient a I’état (%), i.e., il
change de I’état L) vers I’état T'%) par le tirage de I’événement local ¢;.

11 est intéressant de remarquer que le dernier philosophe (P(¥)) est gaucher, i.e., il va essayer de
prendre sa fourchette gauche avant sa fourchette droite, afin d’éviter une situation d’interblocage.

Ce probleme du diner des philosophes peut aussi étre modélisé en utilisant seulement des événe-
ments locaux et de taux fonctionnel. Dans FIG. 3.3, on présente ce modele SAN, ou les événements
synchronisants (r; et [;) du modele SAN présenté dans FIG. 3.2 sont remplacés par des événements lo-
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caux. Toutefois, les événement locaux r; et [; dans FIG. 3.3 se produisent avec un taux exprimé par les
fonctions fr; et fl; respectivement.

Type | Even. | Taux | Type | Even. | Taux | Type | Even. | Taux
loc | r | fr1 | loc l fli | loc ty 1
loc | ro | fry | loc Iy fls | loc to 1)

loc TN f?“N loc ZN fZN loc tN HUN

fri= (st(PO) = L®) x oy fli = (st(PW)N = RW)) x 3
Fra = (st (PO = L®) x ay fly = (st(PW) == TW) x 3,
fra = (st(PO) = L) x ay flv = (st(PN) == TO) x gy

F1G. 3.3 — Diner des Philosophes - modele SAN (taux fonctionnels)

Dans le modele SAN présenté dans FIG. 3.3, le changement d’état du philosophe P() nécessite
I’évaluation des fonctions fr; et fl; associées aux taux d’occurrence des événements locaux r; et [;
respectivement, ot les arguments de ces fonctions sont les états des philosophes voisins, i.e., les états des
philosophes PU+1) et PG—1),



3.2. PATRON DE SERVICE ALTERNE 43

3.2 Patron de Service Alterné

Cet exemple décrit un petit réseau de files d’attente ouvert avec quatre files (Q1, @2, @3 et (Q4) de
capacité (finie) K, Ko, K3 et K, respectivement. Dans FIG. 3.4, on présente le routage des clients
dans cet exemple, ou les clients arrivent dans ()1 et ()2 avec des taux constants A1 et Ay respectivement.
Le départ d’un client de Q1 vers Q3 est possible si et seulement il y a de la place disponible dans Q3
(mécanisme de blocage). Le départ d’un client de ()5 vers Q3 est possible s’il y a de place disponible dans
Q3 ou, autrement, le client est perdu si la file est pleine (mécanisme de perte). Le mécanisme de blocage
est aussi utilisé pour les clients qui sortent de Q3 vers Q4. Les clients sortent de Q4 vers I’extérieur du

systéme.
OO —IIO;-
M1 131 H
Ql Q3 32 Q4

Ao perte H3p

FIG. 3.4 — Patron de Service Alterné (ASP)

Les stations des files (01, Q2 et Q4 servent les clients avec un taux exponentiel j, o et puy res-
pectivement. Toutefois, le serveur de la file (3 sert les clients avec un patron de service alterné (ASP -
Alternate Service Pattern), i.e., le taux de service de ()3 change en fonction de P différents patron de ser-
vice (us1, - - -, u3p). Lorsque un client est servi par (03, la file peut changer son patron de service. Ainsi,
quand un client est servi par le patron de service F;, ce patron de service peut rester pour le client suivant
avec une probabilité 7;;, ou il peut alterner pour un autre patron de service F; avec une probabilité 7;;
(pour tous les patrons de service P, : Zle mij = 1).

Dans le modzle SAN de cet exemple, chaque file d’attente Q; est représentée par un automate A
(ou i € [1..4]). L’automate A®) représente le patron de service courant de la file 3. Les événements
locaux e et ey représentent les arrivées de clients de 1’extérieur vers les files (1 et Qo respectivement,
et I’événement local e4 représente le départ de clients de Q4 vers I’extérieur. Les événements synchro-
nisants eq3 et esy représentent le transfert de clients de Q1 vers Q3 et Q3 vers (4 respectivement, et
I’événement synchronisant eg3 représente le transfert de clients de ()2 vers ()3, et aussi le départ de
clients de Qo vers I’extérieur (perte), lorsque la file (05 est pleine.

F1G. 3.5 présente le modele SAN pour cet exemple, avec un nombre de patrons de service P = 2. Une
extension de ce modele pour un nombre plus grand de patrons de service correspond a ajouter des états
locaux a ’automate A(®), qui aura toujours P états locaux. Dans FIG. 3.5, tous les événements locaux et
synchronisants de ce modele SAN se produisent avec des taux constants. Les événements ezy(1) €t €34(2)
se produisent avec un taux d’occurrence constant égal a 1131 et j132 respectivement. Un modele SAN (avec
taux constants) de P patron de services aura P événements synchronisants €sy(1), €34(2); - - - ; €34(P)
ou chaque événement se produit avec un taux psi, ise,. .., 43p respectivement. Il est intéressant de
remarquer que I’événement es,, outre qu’il synchronise les automates A®) et A®), synchronise aussi
I’automate A®) pour un (possible) échange de patron de service.
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634(2) €34(2)
el el €34(1 €34(1)
) — i /N —
.u .~
€13 €13 €4
€34( 2) T22)
€2 €2 634(1) 7T12
— S
. )
~— ~—
€93 €923 634 7T21
€34(1 7T11
€23 €23
€13 €13 Type ‘ Even. ‘ Taux H Type ‘ Even. ‘ Taux
— — 623
AB) loc | e M | loc | ey Ao
~_ ~_ - syn €13 1 syn €23 2
€34(1) €34(1) Syn | €s4¢1) | M31 || SyD | €34(2) | H32
€34(2) €34(2) loc ey m

FIG. 3.5 — ASP - modele SAN (taux constants)

Dans FIG. 3.6, on présente un modele SAN (équivalent au modele présenté dans FIG. 3.5) avec
I’utilisation de fonctions dans les taux d’occurrence des événements. Dans le modele SAN présenté
dans FIG. 3.6, I’événement e34 se produit avec un taux exprimé par la fonction f34, qui posséde comme
arguments les états de I’automate A®).

€1 €1 €34 €34
— S — i
1> A<4>
T~ — ~— — T~ — ~—
€13 €13 €4 €4
634 7T22
€2 €2 634 7T12
— S
2) &A
-~ -~ —
e e €34 7T21
» % 634 71'11 s
€9: €9
» 23 Type | Even. | Taux | Type | Even. | Taux
€13 €13
3) /Degg loc er A1 loc €9 Ao
syn e syn e
o - y 13 M1 ly 23 H2
syn & oC (&
€31 ess y 30| fau 4| s

1= ((st(A®) == P”)) x i) + ((st(A®) == P")) x pugo)

FIG. 3.6 — ASP - modele SAN (taux fonctionnels)
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3.3 Atelier avec kanbans

Cet exemple présente un modele d’un atelier avec quatre postes de travail ou des kanbans (tickets)
sont utilisés pour contrdler le flux de pieces. Le modele SAN présenté dans FIG. 3.7 a été inspiré du
modele décrit par des Réseaux de Petri Stochastiques (SPN - Stochastic Petri Nets) et présenté dans [94].

Le flux global de pieces de I’atelier est le suivant : une piece entre dans le poste de travail 1, apres elle
est divisée en deux autres pieces qui entrent dans les postes de travail 2 et 3, et ensuite ces deux pieces
sont a nouveau assemblées en une seule piece qui entre dans le poste de travail 4, d’ou la piece sort de
I’atelier. Une piece peut seulement entrer dans un poste de travail s’il y a un kanban disponible dans ce
poste et, apres qu’elle est traitée, elle est examinée afin de savoir si elle doit étre retraitée par ce poste.
Notamment, une pi¢ce peut seulement sortir du poste de travail 1 s’il y a un kanban dans les postes de
travail 2 et 3, et une piece peut seulement sortir du poste de travail 2 (poste de travail 3) s’il y a aussi une
piece préte dans le poste de travail 3 (poste de travail 2) et un kanban dans le poste de travail 4.

Dans FIG. 3.7, chaque poste de travail i (ot i € [1..4]) de I’atelier est modélisé par quatre automates :
Pm;, indique le nombre de pieces qui sont traitées par le poste simultanément; Pback;, indique le
nombre de pieces qui doivent étre retraitées par le poste ; Pout;, indique le nombre de pieces prétes ; et
P;, indique le nombre de kanbans disponibles dans le poste. Chaque automate d’un poste possede N + 1
états énumérés de 0 a N, ou N est le nombre de kanbans (i.e., la capacité) dans le poste. Dans ce modele
SAN, tous les événements sont synchronisants avec des taux constants. L’état initial du systeéme pour le
modele présenté dans FIG. 3.7 est : pour tout i € [1..4], I’automate Pm; est dans I’état 0 ; I’automate
Pback; est dans 1’état 0 ; I’automate Pout; est dans 1’état O ; et I’automate P, est dans I’état V.

Poste de travail 1 Poste de travail 2

ORNORKOR  KORKOMONO]

Postedetwavail3 . Posedetravail4
Pmg Pbacks Pouts Py ! ! Pmy Pback, Pouty Py
Hc;( )i;ﬂ by ( )rd $934 ( >0k3 9,2;;( )sm ! 3 ;h( )iju by ( )m out ( )o]m $934 ( )(?ut,
2‘7@1 ) )2121 b3 ( )73 sm( )ok; bm( )9234 i Z’}Q( ’ )zzu by ( )74 out ( )01».1 bm( )out

Type ‘ Even. ‘Taux H Type ‘ Even. ‘Taux H Type ‘ Even. ‘Taux H Type ‘ Even. ‘ Taux
syn | r1|ay, syn | ry |ap, syn | 13 |ap, syn | i |ap,
syn | oky |apr, | syn | oka |k, | syn | oks |k, | syn | oks |app,

syn | b |ay, syn | by |y, syn | by |, syn | by |y,

syn 5123 O‘Sug syn 5934 asw syn out Aoyt
syn | in |y

FIG. 3.7 — Atelier avec kanbans - modele SAN (taux constants)
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Ce modele peut aussi étre modélisé d’une fagon différente, ol les automates P et P, ne sont plus
représentés dans le modele. Les événements in et out sont modélisés comme des événements locaux,
ou I’événement in posseéde un taux fonctionnel exprimé par la fonction f;,. La fonction f;, est utilisée
pour assurer que le nombre de kanbans du poste de travail 1 n’est pas supérieur a [V, i.e., la somme des
indices des états des automates Pmy, Pback; et Pout; ne doit pas étre supérieure a V.

D’ailleurs, dans ce nouveau modele, le taux d’occurrence constant de I’événement synchronisant Sos4
est remplacé par un taux d’occurrence fonctionnel exprimé par la fonction fs,,,. D’une fagon analogue a
la fonction f;;,, la fonction f,,., est utilisée dans le poste de travail 4. Ce modele peut étre traduit par le
SAN présenté dans FIG. 3.8.

Poste de travail 1 Poste de travail 2

Pmsy Pbacksy Poutsy

Lo n | Lo s 3
! 0,1l¢1< by bl( T 5123( oky | 1 022< b;m bz( Ty 9224( ok 5122 S934 |

>3123 52( )7’2 S234 )0/@2 Sus 3234

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff v O

syn 5123 | O g syn 5934 .f323.1 loc out Qoyt

fin = ((st(Pmq) + st(Pback;) + st(Pout;)) < N) X a;,
f5234 = ((St(sz;) + st(Pback4) -+ St(POUt4)) < N) X Qlgpa,

FIG. 3.8 — Atelier avec kanbans - modele SAN (partiellement fonctionnel)

On peut encore modéliser cet exemple de facon a ce que les automates P» et P3 soient éliminés. En
utilisant 1’idée présentée dans le modele dans FIG. 3.8, le taux d’occurrence constant de 1’événement
synchronisant sj23 est remplacé par un taux d’occurrence fonctionnel exprimé par la fonction f;,,,. La
fonction f,,, est utilisée pour assurer que le nombre de kanbans des postes de travail 2 et 3 n’est pas
supérieur a N. Le modele SAN pour I’exemple décrit pour ce dernier modele est présenté dans FIG. 3.9.
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Poste de travail 1 Poste de travail 2

Type | Even. | Taux | Type | Even. | Taux | Type | Even. | Taux | Type | Even. | Taux
syn | r; oy | syn| 7o | | syn | T3 |, syn | ry | Qp,
syn | ok |aop, | syn | oka |Qop, | Syn | oks |aup, | syn | oks |,
syn | by |y, syn | by |ap, | syn | b3 |ay, syn | by |ay,
syn | s123 | fo, | SYN | S231 | fey, loc | out |u
loc | in |fin

fin = ((st(Pmy) + st(Pbacky) + st(Pouty)) < N) X
Jow = ((st(Pmy) + st(Pbacky) + st(Pouty)) < N) X as,,,
fors = (((st(Pmg) + st(Pbacks) + st(Pouts)) < N) && ((st(Pmg) + st(Pbacks) + st(Pouts)) < N)) X a,,

FIG. 3.9 — Atelier avec kanbans - modele SAN (taux fonctionnels)

3.4 Partage de Ressources

Dans cet exemple N clients distincts se partagent I’utilisation des R ressources communes identiques
entre elles. Chacun des clients est représenté par un automate A (ot i € [1..N]), qui possede deux
états : SO (sleeping) état de repos; et U®) (using) état actif. Un automate supplémentaire AN+
est utilisé pour représenter 1’état de la ressource. Cet automate possede R + 1 états, et I’état » (rr €
[0..R]) signifie que r unités de ressource sont actuellement utilisées. Les événements de prise (a;) et de
relache (r;) de ressource sont alors des événements synchronisants entre 1’automate du client ¢ (.A(i))
et I’automate ressource. En effet, un prise de ressource doit incrémenter 1’état de 1’automate ressource
(ANFD)) et elle n’est possible que si ce dernier état est différent de R. Au contraire, une reliche de
ressource implique un décrément de 1’état de I’automate ressource (AN+1). Ce modele, appelé partage
de ressources (RS - Resource Sharing), est illustré dans F1G. 3.10.
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A AW) AN+
a r eeseay v Y "
ay TN
a.l 7’.1
Type | Even. | Taux | Type | Even. | Taux ay v
syn | a Al | syn | 7 T :
syn | as | Ay | syn | 7o | [ a r
syn | as A3 | syn | 73 143 iy ry
syn | ay | Ay | syn | ry | un @

FIG. 3.10 — RS - modele SAN (taux constants)

Dans FIG. 3.10, tous événements se produisent avec des taux d’occurrence constants. Dans FIG.
3.11, on présente un modele SAN équivalent au modele SAN présenté dans FIG. 3.10. Ce nouveau
modele SAN (FIG. 3.11) possede seulement des événements locaux. Chaque événement a; se produit
avec un taux exprimé par une fonction f,,, qui contrdle le nombre de ressources utilisées actuellement.
Par conséquence, 1’ automate ressource (AV11) n’existe plus. L'événement a; se produit seulement s’il
y a des ressources disponibles, i.e., si nb [AD) AN U < R.

AWM AWN)

a 1 eee an N

Type | Even. | Taux || Type | Even. | Taux

loc | a; fu, | loc | 7 1
loc a9 Sfu, | loc T9 Lo
loc as fu, | loc T3 13

loc | any | fuy | loc | rv | un

fu, = (nb[AD AN U < R) x \;

FIG. 3.11 — RS - modele SAN (taux fonctionnels)
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté différents exemples de modélisation a 1’aide du formalisme des
Réseaux d’ Automates Stochastiques (SAN) a temps continu. Nous illustrons a travers ces exemples les
différents types d’interaction entre automates, en modélisant certains systemes de différentes fagons.

Les exemples illustrés dans ce chapitre présentent une variété des concepts de modélisation du for-
malisme SAN suffisante pour les tests ultérieurs.
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Chapitre 4

Descripteur d’atteignabilité pour la
génération de ’espace d’états atteignables

Pour T'utilisation des méthodes de génération de 1’espace d’états atteignables de modeles, il faut
tenir compte des structures qui stockent d’une fagon performante la relation de transition entre les états du
modele. Une structure qui permet le stockage de ces relations est dénommée descripteur d’atteignabilité.

Les matrices qui composent le descripteur d’atteignabilité d’un modele a temps continu sont ba-
sées sur les matrices locales et de synchronisation du descripteur Markovien de ce méme modele. Le
descripteur d’atteignabilité est aussi représenté par un format tensoriel généralisé.

Toutefois, comme 1’objectif du descripteur d’atteignabilité est de représenter les relations de transi-
tion entre les états globaux du modele (et non a quels taux ils peuvent étre atteignables), toutes les infor-
mations correspondantes aux taux des événements ne sont plus utilisées. On peut dire que le descripteur
d’atteignabilité est un descripteur restreint aux relations d’atteignabilité, sans considérer les taux. En uti-
lisant ce format tensoriel du descripteur d’atteignabilité, il est possible d’obtenir les états atteignables par
tirage d’un événement a partir d’un état donné.

Dans ce qui suit, on va donner les notations utilisées pour la représentation d’une matrice globale
d’atteignabilité d’un modele SAN, ainsi que comment obtenir les matrices d’atteignabilité partielles
utilisées pour le descripteur. Ensuite, on démontre comment décomposer le descripteur d’atteignabilité
dans un format tensoriel afin de I’utiliser pour la génération de I’espace d’états atteignables d’un modele
SAN. Enfin, on présente un exemple d’un petit modele SAN afin d’illustrer I’obtention du descripteur
d’atteignabilité du modele.

4.1 Matrice globale d’atteignabilité

Une matrice globale d’atteignabilité représente la relation de transition entre les états globaux d’un
modele SAN.
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#» Rappelons

succe () I’ensemble des états successeurs §j de 7 tels que Q(%,7) posseéde un tuple de
transition avec I’identificateur e et 7.(Z) # 0, m.(Z,y) # 0. L’ensemble des états
successeurs de I’événement e a partir de & peut étre vide, cas ou la transition ne
peut pas €étre tirée dans & par I’événement e.

Définition 4.1.1. Une matrice globale d’atteignabilité R qui représente la relation de transition entre
les états globaux d’un modele SAN a temps continu a des éléments dans R qui sont définis par :

1. Vx,9y € S tel que § € succ.(T) n’est pas vide, e € £
R(z,9) #0
2. V&, € Stel queVe € £, € succe(T) est vide

~

R(z,9) =0

Le but de ce chapitre est de prouver qu'un descripteur d’atteignabilité (défini dans la Section 4.3)
d’un modele SAN a temps continu est une matrice globale d’atteignabilité de ce méme modele. Dans ce
qui suit, on va donner les définitions et notations des matrices d’atteignabilité partielles utilisées pour le
descripteur d’atteignabilité.

4.2 Matrices d’atteignabilité partielles

Les matrices d’atteignabilité partielles d’un modele SAN a temps continu sont obtenues a partir des
matrices du descripteur Markovien de ce modele. Une matrice d’atteignabilité partielle représente le re-
lation de transition entre les états locaux de chaque automate du modele. Ainsi, avant de définir comment
les matrices d’atteignabilité partielles sont obtenues, on va tenir compte des divers types d’éléments des
matrices du descripteur Markovien d’un modele SAN a temps continu.

#» Rappelons

Q,(j) (:c(i), y(i)) I’élément de la matrice Qg) a la ligne 2 et la colonne y(¥, correspondant a
I’automate A®), o1 i € [1..N], avec soit k = [ représentant une matrice locale,
soit k = e représentant une matrice de synchronisation positive pour tout e €
Ess

f (S‘ (“’)) un élément fonctionnel exprimé par la fonction f qui possede comme 1’ensemble
d’états d’arguments S), ot w C [1..N].

Définition 4.2.1. L’élément qui represente la transition de I'état £V vers I"état y de I'automate A
(oui € [1..N]) d’'une matrice Q . estdans l'un des cas suivants :
1. nul : Q( )(ac(Z y@) =0,

2. assimilé-constant : Q( )(ac(Z YD) £ 0 ou Q (x(z YD) = F(SW) tel que le résultat de Iélé-
ment fonctionnel f(S G(w) ) soit toujours différent de zéro pour tous les états de SW

3. fonctionnel : Q,(;)( ), y@D) = f(SW)) tel que le résultat de I'élément fonctionnel f(S“)) soit
égal a zéro au moins pour un état de S (W),
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Il est intéressant de remarquer que si le résultat de la fonction d’un élément fonctionnel (taux ou
probabilité) d’une matrice est roujours différent de zéro (i.e., pour tous les états de S@), le résultat
évalué est toujours différent de zéro), cet élément fonctionnel peut étre vu comme un élément constant
du point de vue de 1’étude de I’atteignabilité car la fonction ne s’annulant pas, I’élément est toujours
atteignable. En conséquence, 1’élément fonctionnel est équivalent a une valeur constante non-nulle (e.g.,
la valeur 1), vu que I’objectif d’une matrice d’atteignabilité est de préserver la relation de transition entre
les états.

Donc, dans ce chapitre, toutes les fois qu’on parle d’un élément fonctionnel, le taux ou la probabilité
de cet élément est slirement exprimée par une fonction dont 1’évaluation peut avoir comme résultat la
valeur zéro pour au moins un état de I'espace d’états de la fonction. Autrement, cet élément peut étre
traité comme un constant.

# Notations

}U%l(i) la matrice d’atteignabilité partielle locale qui réunit toutes les transitions des évé-
nements locaux de I’automate A, o1 i € [1..N];

]:Zli) (:c(i), y(i)) I’élément de la ligne 2@ et la colonne y de la matrice ]:Zl(z) correspondant a

I’automate A, ot i € [1..N] et 2, ¢y € SO ;

Ré” la matrice d’atteignabilité partielle de synchronisation (positive) qui indique les
transitions de 1’événement synchronisant e € &, dans 1’automate A, ot i €
[1..N];

ROz, y@)  1élément de la ligne =) et la colonne y(® de la matrice B correspondant a
’automate A®, ot i € [1..N],e € & et 2@y e SO,

Toutes les matrices d’atteignabilité partielles d’un modele SAN sont basées sur les matrices du des-
cripteur Markovien de ce méme modele. Ainsi, les matrices d’atteignabilité partielles locales, ainsi que
les matrices d’atteignabilité partielles de synchronisation sont définies a partir des matrices locales et de
synchronisation du descripteur Markovien respectivement.

)

Définition 4.2.2. Les éléments de la matrice d’atteignabilité partielle locale }?l(z de I’automate A (ol

i € [1..N]) sont définis par :
1. Vz@ y® e 8O ge] que £ £ 4@, si Ql(i) (x(i),y(i)) est un élément
nul, alors ]:Zl(z) (@, y@) =0
assimilé-constant, alors inl(i) (2@, y®) =1
Jonctionnel, alors ]:Zl(z) (2@, y®) = Ql(i) (@, y@)
2. vz € 8O
]fil(i) (x(i),x(i)) =0

La premiere partie de la définition 4.2.2 correspond aux éléments non-diagonaux de la matrice d’at-
teignabilité partielle locale, tandis que la deuxieme partie correspond aux éléments diagonaux de la
matrice (les éléments qui correspondaient aux ajustement des taux des événements). Il est intéressant
d’observer que les éléments fonctionnels qui sont définis comme éléments assimilé-constants (c.f. Défi-
nition 4.2.1) sont remplacés par la valeur constante 1. Ce remplacement est effectué afin d’optimiser le
stockage des matrices d’atteignabilité partielles (matrices qui peuvent devenir des matrices booléennes),
puisque les valeurs constantes des taux ou probabilités ne sont plus pertinents.
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Définition 4.2.3. Les éléments de la matrice d’atteignabilité partielle de synchronisation RS) qui repré-
sentent les relations de transition de I’événement synchronisant e € E, de I’automate A (oii € [1..N])

sont définis par :
1. Yz 40 e SO tel que Q( (@, y@)) est un élément

nul, alors Ré )(CC(Z) yl )) =0

assimilé-constant, alors Rg (2@, y)) =
(@
[

fonctionnel, alors RY )(m(z) YD) =Q +)( () Ly @)

D’autre part, la définition 4.2.3 ne tient pas compte du remplacement des éléments diagonaux par la
valeur 0 (zéro), vu que les ajustements pour les événements synchronisants ne sont pas stockés dans les
matrices de synchronisation (positives) du descripteur Markovien.

En observant les définitions 4.2.2 et 4.2.3, on constate que les matrices d’atteignabilité partielles
(locales ou de synchronisation) ne possedent que des éléments de valeur 0, 1, ou fonctionnel.

Dans ALG. 4.1, on présente 1’algorithme pour obtenir, a partir des matrices du descripteur Markovien,
les matrices d’atteignabilité partielles utilisées pour le descripteur d’atteignabilité d’un modele SAN.
L’obtention des matrices est réalisée en deux parties. Dans la premiere partie (lignes 2 - 11), une matrice
d’atteignabilité partielle locale est obtenue pour chaque automate du modele SAN. Dans la deuxiéme
partie (lignes 12 - 21), pour chaque automate, on obtient E (ot E = |&|) matrices d’atteignabilité
partielles de synchronisation correspondantes aux transitions des événements synchronisants pour cet
automate.

On remarque qu’un élément Q%) (az(i) , y(i)) est considéré assimilé-constant s’il respecte la définition
4.2.1. Pour vérifier cette propriété, il faut évaluer la fonction pour vérifier qu’elle ne s’annule jamais.

4.3 Descripteur d’atteignabilité

Dans cette section, on va présenter des notations de base utilisées pour I’expression d’un descripteur
d’atteignabilité d’un modele SAN a temps continu dont la formulation tensorielle est le résultat central
de ce chapitre. Cette formulation tensorielle n’est pas quelconque : elle sépare les éléments des matrices
suivant les sous-espaces ol elles peuvent devenir identiquement nulles. La raison de ceci deviendra claire
au Chapitre 5. Nous prenons ceci comme contrainte dans ce chapitre.

De fagcon analogue au descripteur Markovien d’un modele SAN pour chaque automate .A(®) du mo-
dele est associé une matrice d’atteignabilité partielle locale R (les transitions des événements locaux

de I’ensemble &) et |Es| matrices d’atteignabilité partielles de synchronisation Re (les transitions des
événements synchronisants de I’ensemble &;).

Cependant, I'intérét principal du descripteur d’atteignabilité est de stocker les relations de transition
entre les états du modele, sans représenter les taux et les ajustements nécessaires a 1’occurrence des
événements. Ainsi, les éléments diagonaux (éléments négatifs) des matrices d’atteignabilité partielles lo-
cales sont des éléments nuls, vu qu’ils n’ont plus besoin de représenter 1’ajustement pour les événements
locaux. Par conséquent, les matrices d’atteignabilité partielles de synchronisation négatives ne sont pas
représentées.
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ALG. 4.1 PartialReachabilityMatrices()

1: fori =1to N do

2. forall z(V € SO do
3: for all ) ¢ S() do
4 if (z(9) == y() then
S: Rl(z) (:C(i), y(i)) =03 /¥ Lélément diagonal n’est pas considéré pour les matrices locales */
6: else if (Ql(z) (™, y®)) est assimilé-constant) then
7 Rl(l) (x(i), y(i)) =1,  /* Tout élément non-nul ou assimilé-constant est remplacé par 1 */
8: else A
9: }?l(l) (x(i), y(i)) = Ql(z) (x(i),y(i)) 5 /¥ L’élément fonctionnel est conservé */
10: end for
11:  end for
122 fore=1to E do
13: for all () € SO do
14: for all (V) € SO do
15: if (Qg (z®, y(®) est assimilé-constant) then
16: RS) (x(i) , y(i)) =1  /* Tout élément non-nul ou assimilé-constant est remplacé par 1 %/
17: else _
18: RS) (x(i) , y(i)) = QSJZ (x(i) , y(i)) ; /¥ L’élément fonctionnel est conservé */
19: end for
20: end for
21:  end for
22: end for

Pour I'utilisation des méthodes de génération de I’espace d’états atteignables de modeles SAN (voir

Chapitre 5), le descripteur d’atteignabilité doit étre représenté par un format tensoriel qui utilise les
matrices d’atteignabilité partielles du modele. Ceci permet d’avoir une fonction “next-state” structurée
selon I’espace produit.

# Soit
f 1) (2D (D)) I’élément fonctionnel de la ligne 2 et la colonne y(i) de la matrice d’atteignabi-
lité partielle locale ]:Zl(z) de I’automate A®, ot i € [1..N] et 2,y € SO);
fe(i)’(m(i)7y(i)) I’élément fonctionnel de la ligne 2 et la colonne y(i) de la matrice d’atteigna-
bilité partielle de synchronisation RS) de I’événement synchronisant e € £ dans
I’automate A®, ot i € [1..N] et () y®) € SO ;
F70) les états antécédents de la valeur 0 (zér0) de la fonction f, i.e., f~1(0) = {z“) e

S f(@w)) =0},

On considere que tous les éléments d’une matrice d’atteignabilité partielle peuvent étre vus comme

des fonctions. Notamment, les éléments nuls et constants sont des fonctions (sans paramétres, i.e.,w = ()
qui ont toujours le méme résultat.
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Dans les définitions qui suivent, on va définir des relations d’équivalence qui vont classer les fonc-
tions suivant les sous-espaces ou elles s’annulent, par type de matrice.

Définition 4.3.1. Pour les éléments d’une matrice d’atteignabilité partielle locale ]fil(z) de I'automate

A9 (oii € [1..N]), on définit une relation d’équivalence Rl(i) tel que fl(i)7(x(i),y(i))Rl(i)fl(i)7(z(i)7w(i)) &

fl?i)l,(m(i)7y(i))(0) = fl?i)l,(z(i),w(i))(o)’ oi 2@, y@), () (@) ¢ S6),

Définition 4.3.2. Pour les éléments d’une matrice d’atteignabilité partielle de synchronisation RS}’ de
I’événement synchronisant e € £, dans I'automate AY (oir i € [1..N]), on définit une relation d’équiva-

En utilisant les relations d’équivalence définies pour les matrices d’atteignabilité partielles, on peut
définir des classes d’équivalence sur I’ensemble d’éléments d’une matrice d’atteignabilité partielle (lo-
cale ou de synchronisation).

Définition 4.3.3. C' ,gl) est le nombre' de classes d’équivalence des éléments de la matrice d’atteignabilité
partielle }u%,(j) de I'automate A pour la relation d’équivalence R(l), oui € [1.N] et pour k =1
représentant une matrice d’atteignabilité partielle locale, ou bien pour k = e représentant une matrice
d’atteignabilité partielle de synchronisation pour tout e € Es.

Définition 4.3.4. (C,(;)c est la classe d’équivalence d’indice c (ou c € [1..C,gi)] ) des éléments de la matrice
d’atteignabilité partielle R,(;) de I'automate A" pour la relation d’équivalence Rg), oui € [1..N] et
pour k = [ représentant une matrice d’atteignabilité partielle locale, ou bien pour k = e représentant

une matrice d’atteignabilité partielle de synchronisation pour tout e € &s.

On impose que si une matrice possede seulement des éléments nuls, alors la classe d’équivalence
(4 , e (1 T . .
de ces éléments n’est pas considérée. Par exemple, soit Rl( ) une matrice d atteignabilité partielle locale

nulle de I"automate A, le nombre de classes d’équivalence des éléments de cette matrice est égal 2
zéro, i.e., Cl(l) =0.

Dans ALG. 4.2, on présente 1’algorithme pour obtenir les classes d’équivalence des éléments des
matrices d’atteignabilité partielles d’un modele SAN. L’obtention des classes d’équivalence est réalisée
en deux parties : la partie consacrée aux matrices locales (lignes 2 - 23) et la partie consacrée aux matrices
synchronisantes (lignes 24 - 47).

Par rapport a la partie locale, pour chaque élément non-nul d’une matrice locale (ligne 5), on vérifie
si cet élément se trouve déja dans une classe d’équivalence existante (lignes 6 - 12). Pour réaliser cette
vérification, on vérifie si I’élément est en relation avec un autre élément g d’une classe d’équivalence
déja existante (ligne 9). Si I’élément n’appartient a aucune classe d’équivalence, on crée une nouvelle
classe d’équivalence (lignes 14 - 15) et on vérifie quels autres éléments de la matrice sont en relation
avec lui (ligne 18). De cette facon, lorsqu’on crée une nouvelle classe d’équivalence, on cherche tous les
éléments de la matrice qui appartiennent a cette classe (ligne 13 - 21). Cette démarche est appliquée de
facon analogue pour les matrices synchronisantes (lignes 24 - 47).

"La classe d’équivalence d’élément nul n’est pas considérée.
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ALG. 4.2 EquivalenceClasses()

1: fori =1to N do

c=o;

forall:c() e S do
for all () € SO d

3
4
5: if (f10), (200 ) 75 0) then
6:
7
8

N

NewClass < true ;
for c = 1to C\") do
g — Pick(@l(fg) ; /% Prend un élément de (Cl(lg #/

9: if (f16),(z) ,yu))Rl(Z)g) then
10: NewClass «— false ;
11: break ;
12: end for
13: if (NewClass) then
14: C( D - C( KRS
15: C(i) @ < 0
1,C,
16: for all 2(V € S() do
17: for all w(® ¢ SO do
18: if (f;), (20 yu))R fm) (0 w())) then
19: (C( é< ) Ci’élm U {fl(i)7(z(i)’w(i))} 5 /*Ajoute fl(i)y(z(i)yw(i)) a classe (Cl(%l“) */
20: end for
21: end for
22: end for

23:  end for
24: fore=1to E do

25: Ce(i) =0;
26: for all z(V € SO do
27: for all () € SO do
28: if (fe() (o0 400y 7 0) then
29: NewClass < true ;
30: forc = 1to Ce(z)' do
31: g — Pick(@g%)c) i /* Prend un élément de C("), */
32: if (f.o ,(mu),y(i))RS)g) then
33: NewClass +— false ;
34: break ;
35: end for
36: if (NewClass) then
37: c =c 41,
38: c® o <=0
e,C!
39: for all z() € S g
40: for all w(® ¢ 3<Z> do
41: if (foi) (200 400 RV, (@), (2 () then
4z C(Z)C(z) C( )c( y UL o win s
43: end for
44: end for
45: end for
46: end for

47: end for
48: end for

7 . ()
/% Ajoute f iy (.G i)y @ classe Cecg“ */
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# Soit
}v%l(lg la matrice d’atteignabilité partielle locale de I’automate A (ot i € [1..N]) qui

posséde seulement les éléments de la classe (C( ") d’indice ¢ (ol ¢ € 1. C( )])

}?Ql la matrice d’atteignabilité partielle de synchronisation de 1I’événement synchro-
nisant e € &, dans I'automate A% (ot i € [1..N]) qui posséde seulement les

éléments de la classe (Cg)c d’indice ¢ (ot ¢ € [1..C’él)]).

Définition 4.3.5. Les éléments de la matrice d’atteignabilité partielle locale }u%l(lg de I'automate A (oir
i € [1..N]) sont définis par :

1. V2@ 4 € SO tel que Ji) (@) 40y € (Cl(lc) est un représentant de cette classe
Rl(lc) @D,y D) = fi6) (00 i)

2. V2 4 e SO tel que fl(i)7($(i)7y(i)) ¢ (C;Zc)
A, y9) =0

,C

Définition 4.3.6. Les éléments de la matrice d’atteignabilité partielle de synchronisation RSZ

nement synchronisant e € E dans "automate AW (oi i € [1..N]) sont définis par :

de ’évé-

1. V2@ 4@ e SO te] que fe(i),(x(“,y(i)) € Cé)c est un représentant de cette classe
Rz, ) = Fel@) (2 40

2. V() y( ) e 8 ge] que fe(i)7(x(i)7y(i)) & (Cez;)c
R( )(;,3(@) y) =0

En utilisant les classes d’équivalence d’une matrice d’atteignabilité partielle, on peut représenter la
matrice par une somme de matrices qui ne possedent que des éléments d’une seule classe d’équivalence.

Propriété 4.3.1. Une matrice d’atteignabilité partielle locale Rl(z) de I'automate A" (oi i € [1..N])
peut étre représentée par la somme de Cl(l) matrices d’atteignabilité partielles locales, utilisant la rela-
tion d’équivalence Rgl) (Définition 4.3.1, page 56) définie pour I’ensemble d’éléments de la matrice.

Démonstration. Tout élément de la matrice }v%l(l) appartient é une seule classe d’équivalence (Cl(lg

c,ouc € [1..Cl(i)]. En effet, Vep, ¢ € [1..C’l(i)],C(i) lCQ = .

l,cl

d’indice

Les éléments de la classe d’équivalence (Cl( 9

]:Zl(zc) définie par :
V@ y@ e §@)
Ji) (2 0y € C§2 R
R

J16) (2 g0y & Cl .=

d’indice ¢ (ou ¢ € [1. C ]) figurent dans une matrice

l(c)( @y D) = f10) (20 40
@@,y ) =0
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Ainsi, on a que :
V@) y®) e SO
Rl(,lc) (x(i),y(i)) = fl(i),(m(i)g(i)) = Ve € [1“01(@')]’ ol ¢ 75 C, Rl(jc)l (;U(i)’y(i)) =0

v

Rl(lc) (2@, y) =0 = 3¢, € [1..Cl(i)], ol ¢; # c, tel que Rl(zc)l (2, 40y = Fyo (i) i) €t
Wey € [1.C)"), ot ey # e1, R (a9, y®) = 0

Cc2

Donc, on a finalement :
c®
l

R =S RY 4.1)
c=1
|

De facon analogue, on peut appliquer cette propriété pour les matrices d’atteignabilité partielles de
synchronisation.

Propriété 4.3.2. Une matrice d’atteignabilité partielle de synchronisation RS) de I’événement e € &

dans I'automate A% (oni € [1..N]) peut étre représentée par la somme de Ce(z) matrices d’atteignabilité

partielles de synchronisation, utilisant la relation d’équivalence Rg) (Définition 4.3.2, page 56) définie
pour I’ensemble des éléments de la matrice et

RO =>"R0) (4.2)

Ensuite, dans ALG. 4.3, on présente 1’algorithme pour la décomposition des matrices d’atteignabilité
partielles d’un modele SAN par classe d’équivalence. La décomposition des matrices est faite en deux
parties : (1) décomposition des matrices d’atteignabilité partielles locales (lignes 2 - 12) et (2) décompo-
sition des matrices d’atteignabilité partielles de synchronisation (lignes 13 - 25).

L’idée principale de ALG. 4.3 est de décomposer une matrice d’atteignabilité partielle (locale ou de
synchronisation) en plusieurs matrices en fonction du nombre de classes d’équivalence des éléments de
cette matrice. Pour chaque matrice, on analyse les classes d’équivalence de cette matrice. On prend un
élément quelconque d’une classe d’équivalence et on vérifie tous les autres éléments de la matrice qui
sont en relation avec cet élément, conservant ces éléments dans une nouvelle matrice d’atteignabilité
partielle.

En utilisant les matrices d’atteignabilité partielles d’'un modele SAN, on peut représenter la ma-
trice globale d’atteignabilité R par une formule tensorielle généralisée équivalente. Cette formulation
tensorielle généralisée est dénommée descripteur d’atteignabilité d’un modele SAN. Ensuite, dans le
théoreme 4.3.1, on démontre que le descripteur d’atteignabilité R d’un modele SAN est une matrice
globale d’atteignabilité R de ce modele.
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ALG. 4.3 SplitPartialReachabilityMatrices()

I: for i =1to N do
2. forc=1to C’l(z) do
3 g «— Pick‘(@l(?z) ; /% Prend un élément de (CL('C) */
4 for all (V) € SO do
5: for all () € SO do
6 if (f;0) 7($(i)7y(i))Rl(Z)g) then
7 Rl(jc) (:U(i),y(i)) = fl(i)7(x(i),y(i)) 3 /% Préserve fi) (,() () dans Rl(lc) (x(i),y(i)) */
8 else
9: Rl(fc) (:E(i),y(i)) =0; /*Ignore Ji6) (z(0) (i) dans Rl(lc)(x“), y(i)) 4
10: end for
11: end for
12:  end for
13:  fore=1to E do
14: forc = 1to C” do
15: g Pz‘ck((Céf)c) s /% Prend un élément de (Cg)c */
16: for all (V) € S do
17: for all vy ¢ SO do
18: if (fe(i),(m(i)g(i))Rg)g) then
19: ]ffg)c(w(i), y(i)) = er),(a:(i),y(i)) 3 /EPréserve [y (,G) )y dans ééfl(x(i),y(i)) *
20: else
21: é(i) (x(i) y(i)) =03 /*Ignore f iy .y , i), dans ]v%éii(ac(i)7y(i)) */
€e,C ) el (zt*),ylt) ’
22: end for
23: end for
24: end for

25:  end for
26: end for
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#» Rappelons

o) I’ensemble d’indices i (i € [1..N]) tel que I’automate .A(*) contienne au moins un
tuple de transition avec I’identificateur de 1’événement e dans un élément de Q¥ ;

Théoreme 4.3.1. Le descripteur d’atteignabilité R d’un modéle SAN a temps continu représenté par la
formule tensorielle généralisée :

N N
R @, H+ Y @, R @
i=1 e€ls j=1

est une matrice globale d’atteignabilité.

Démonstration. Les éléments de 1’algebre tensorielle utilisés pour cette démonstration sont explicités
dans I’ Annexe A.

Notons 7; et 7, les parties dites locale et synchronisante respectivement de 1’équation (4.3), ou :

N
I

(4.4)
g
i=1
N
T, = @g R (4.5)
i=1
En utilisant seulement des produits tensoriels généralisés pour 1’équation (4.4), on a :
v 1)
T = R ® @) © - & Iison + -+
Ls® ... @BV ® ... @ Lgawy +...+
g g g 9. )
I‘S(l)‘ R...Q® I‘S(N71)| & Rl(
g g g
Pour tout ¢ € [1..N], on note
’];(Z):I‘S(l”@@}?l(l)@®I‘S(N)| (46)
g g g g
Alors,
= (@)
7
=27
i=1

Et par conséquent,
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Utilisant I’équation (4.6), pour tout Z,y € S,ona

N
7(2,9) = B 2D,y N)@) x [ 6D,y0) @4.7)
j=1,j#i

ol 0(x,y) est la fonction Kronecker définie comme suit :

5z, ) 1 siz=y
T,Y) =
Y 0 siz#y

D’ol, pour tout i, 7 € S, pour tout i € [1..N]

Z(i) (7.9) = }V%l(l) (@, y@)(z) s1gz € succe(:%) n’est'pas vide, e € & @8)
0 si g € succ.(Z) est vide, e € &
Utilisant I’équation (4.5), pour tout z,y € S, pour tout e € &, on a
(%9 = [[ RO @Y, y")(@) 4.9)

ie0(e)

Remarquons que si I’automate .A4() n’est pas concerné par 1’événement synchronisant e (i.e., i €
(), alors RS}’ = I (- Donc, I’équation (4.9) implique que :

Tz = [[ RO,y @) x [ 66=",99) (4.10)
i€0(®) igO©)

D’ou, pour tout .,y € S, pour tout e € &

H RO (2D 4D (%) sij € succ.(F) n’est pas vide, e € &
1e(%,9) = { ic0© 4.11)
0 si g € succe(T) est vide, e € &

Pour démontrer que le descripteur d’atteignabilité R est une matrice globale d’atteignabilité, il faut
qu’il respecte la définition 4.1.1.

Car,
1. Vi,j € S tel que §j € succ, (&) n’est pas vide,
si e € &, alors par ’équation (4.8), ’Z;(i) (%,7) = }u%l(i) (2, y®)(%) qui est différente de zéro
s1 g € succe(T)
si e € &, alors par I’équation (4.11), 7.(Z,y) = H R (2@ y®)(%) qui est différente de

el
2810 8i § € succe(T)

qui remplit la condition 1 de la définition 4.1.1.
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2. Vi, jeStelqueVe € &, € succe(Z) est vide,
si e € &, alors par I’équation (4.8), 7;(2) (Z,9)=0
si e € &, alors par I’équation (4.11), 7.(Z,y) = 0

ce qui nous remplit la condition 2 de la définition 4.1.1.

a

On va maintenant développer I’expression du descripteur d’atteignabilité. Etant donné que toute
somme tensorielle est équivalente a une somme de produits tensoriels particuliers (voir Annexe A), on
peut réécrire 1’équation (4.3) de la fagon suivante :

=Y @ Y @ R w0 = [RTsi=n
B g 7 g ° o sij#£i '
e€ls J

j=1 =1 i=1 I|3(i)\

—_

En utilisant les propriétés 4.3.1 et 4.3.2 des matrices d’atteignabilité partielles - équations (4.1) et
(4.2), on peut encore réécrire 1’équation (4.12) et le descripteur est alors :

(i)
! 5(0)

N ¢ 7 L
(1) 5(%) L) Le S1J=1
" RY) ouR" =41 4.13
®g J:¢ ®g Z ’ s { Sij%i ( )

=1 i1 Tiso)

Q

i
WE

Q
Il
—
o
m
n
3
-
Il
—
Q
Il
—

Propriété 4.3.3. En utilisant la propriété de la distributivité du produit tensoriel sur la somme [55] et
avec les classes d’équivalence (Définitions 4.3.3 et 4.3.4), on a la décomposition

N ¢ o o) 50 S
(Z O i sij=1
R Y@ H Y Y Y @, wd-{f
j=1 =1 =1 e€€s cM=1  M=1 =1 |S@)| J
(4.14)

En observant I’équation (4.14), on présente dans FIG. 4.1 une comparaison du nombre de termes
tensoriels du descripteur d’atteignabilité d’un modele SAN avec le nombre de termes tensoriels du des-
cripteur Markovien de ce modele.

Il est intéressant de remarquer que si un modele posseéde seulement des éléments constants dans ses
matrices, alors le descripteur Markovien et le descripteur d’atteignabilité possedent la méme quantité
de termes tensoriels (des termes locaux et de synchronisation positive), vu qu’il y a une seule classe
d’équivalence pour les éléments constants des matrices d’atteignabilité partielles.

4.4 Exemple d’obtention du descripteur d’atteignabilité

Dans cette section, on présente un petit modele SAN afin d’illustrer I’obtention des matrices du
descripteur d’atteignabilité a partir des matrices du descripteur Markovien du modele.
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Termes tensoriels ‘

Descripteur Markovien Descripteur d’atteignabilité
N N
N+|E,| S o+ S [[e®
1=1 ecls 1=1

F1G. 4.1 — Comparaison du nombre de termes tensoriels des descripteurs

Dans FIG. 4.2, on présente un modele SAN avec trois automates, ou I’état initial du modele est
00203, L automate AM) possede deux états 01 et 1(1) et deux événements synchronisants e; et ey.
L automate A?) possede trois états 02, 1) et 2(2), deux événements locaux es et e5, et un événement
synchronisant e4. Le troisieme automate (A(%)) posséde deux états 03) et 1(3), un événement local ey et
un événement synchronisant e .

AB)

€9 61(71'1)

SO
()

(2) =
©
)

€4

Type | Even. | Taux || Type | Even. | Taux | Type | Even. | Taux fa= (st AV ==10) x 5
syn el a loc es f3 loc es A m = (st A® == 0?)
loc € B syn €4 0

7T2:1*7T1

FI1G. 4.2 — Modele SAN

De plus, on peut observer dans FIG. 4.2 que le taux de 1’événement local e3 est exprimé par la
fonction f3 qui dépend de I’automate A1), De méme, I’événement synchronisant e; posséde deux pro-
babilités de routage fonctionnelles 7 et w2 dans les transitions de 1’automate A®B) | Les taux de tous les
autres événements du modele sont exprimés par des valeurs constantes.

A partir des matrices du descripteur Markovien du modgle proposé dans FIG. 4.2, on peut obtenir les
matrices (partielles) du descripteur d’atteignabilité de ce méme modele. En utilisant I’algorithme décrit
dans ALG. 4.1, les matrices locales du descripteur d’atteignabilité sont présentées dans FIG. 4.3.

En observant les matrices d’atteignabilité locales dans F1G. 4.3, les taux constants A et § ont été
remplacés par la valeur 1, et les éléments diagonaux des matrices ]:Zl(Q) et }v%l(g) des automates A et A(3)
ont été remplacés par la valeur 0. Il y a seulement un élément qui n’a pas changé de valeur : 1’élément
fonctionnel f3 dans la matrice ]fil(Q) de I’automate A(?). La fonction f3 de I’élément reste représentée

dans la matrice pour étre évaluée ultérieurement pour les états globaux du modele (voir FIG. 4.7).
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matrices locales du matrices locales du
descripteur Markovien descripteur d’atteignabilité
Ql(l) QZ(Q) Ql(s) él(l) él@) ]“%1(3)
- 3 0 0 0
00 f £ 00 0 0 fs 00
0 o 00 0 55 - 00 0 Lo
A0 -A 1 0 0
V=0 o =2 o =1

F1G. 4.3 — Les matrices d’atteignabilité locales du modele SAN présenté dans FIG. 4.2

De méme, les matrices d’atteignabilité de synchronisation peuvent €tre obtenues a partir des ma-
trices de synchronisation du descripteur Markovien du modele SAN. Dans FIG. 4.4, on peut observer
les matrices du descripteur Markovien des événements synchronisants e; et ey, ainsi que les matrices
équivalentes de ces événements pour le descripteur d’atteignabilité du modele SAN présenté dans FIG.
4.2.

matrices de synchronisation matrices de synchronisation
du descripteur Markovien du descripteur d’atteignabilité
QL QY QY Ry RS RS
0 0 1 00
0 0 1
010 f2 1 010 f2 1
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1
ey =1 8 =1 ce =2
o o o ) 7 R
0 0 O 0 0 O
0 0 1 0 00 1 0
0 0 1 0 0 1
0 0 0 1 1 0 0 1
0 0 O 000
el =1 & =1 ol =1

FI1G. 4.4 — Les matrices d’atteignabilité de synchronisation du modele SAN présenté dans FIG. 4.2

De fagon analogue, les taux constants « et 6 ont aussi été remplacés par la valeur 1 dans les matrices
d’atteignabilité de synchronisation dans F1G. 4.4. Les deux éléments fonctionnels f; et f5 (correspondant
aux probabilités de routage m; et my respectivement) sont conservés dans la matrice d’atteignabilité
partielle fzf{’

On ne tient pas compte des matrices de synchronisation (négatives) des événements synchronisants
du descripteur Markovien, sachant que 1’objectif du descripteur d’atteignabilité est de ne représenter que
les relations de transition entre les états du modele. Tous les ajustements de 1’occurrence des événe-
ments ne sont pas analysés, par conséquent les matrices d’atteignabilité de synchronisation négatives des
événements ne sont pas représentées.

Une fois que les matrices du descripteur d’atteignabilité sont obtenues, il faut décomposer ces ma-
trices de maniere a ce que ses éléments soient en relation conformément a relation d’équivalence définie
a partir des états qui annulent (ou non) cette fonction (Définitions 4.3.1 et 4.3.2, page 56).
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Comme on peut I’observer dans FIG. 4.3 et FIG. 4.4, il y a seulement deux matrices d’atteignabilité
(}?1(2) et RQ)) qui possedent plus d’une classe d’équivalence (i.e., C’l@) = 2et Ce(,‘j’) = 2). Dans ce cas,
ces matrices doivent étre décomposées en deux autres matrices. En utilisant I’algorithme présenté dans

ALG. 4.3, on présente dans FIG. 4.5 les matrices d’atteignabilité décomposées équivalentes aux matrices
v 2 v
Rl( ) et Rg?f).

(2
Rz(,1) “(3)
e1,l
2 3
c | 000 C o s
o - 00 00
R §
1 1 0 0 Rg)
0 f50
000 |— » 52 (f)l _
100 e 7O
(2) 0(3):2 e1,2
c® =2 0 f5 0 & fo
o | 20 ®) 02 0
C2 | 000 (e

F1G. 4.5 — La décomposition des matrices d’atteignabilité du modele SAN présenté dans FIG. 4.2

Il faut aussi tenir compte du format tensoriel du descripteur d’atteignabilité. Ce format permet de
représenter d’une facon compacte les relations de transition entre les états, en stockant un ensemble de
petites matrices au lieu d’une grande matrice globale. Dans FI1G. 4.7, on présente la matrice globale
d’atteignabilité R équivalente au descripteur d’atteignabilité R du modele SAN présenté dans FIG. 4.2.

Toutefois, comme les matrices sont décomposées, de nouveaux termes tensoriels sont présentés dans
le descripteur d’atteignabilité et une nouvelle représentation tensorielle équivalente est obtenue. Dans
F1G. 4.6, on présente les termes tensoriels du descripteur d’atteignabilité décomposé pour le modele
présenté dans FIG. 4.2.

En observant FIG. 4.6, on vérifie qu’il y a des matrices qui sont utilisées dans plus qu’un terme
H(1)

tensoriel (e.g., la matrice o1,

1 dans le cinquieme et sixieéme terme tensoriel).

Dans FIG. 4.7, on observe que les éléments fonctionnels f1, f5 et f3 sont déja évalués pour les états
globaux du modele. Par exemple, le résultat de I’évaluation de f3 est différent de zéro pour I’élément
}?(6, 8) (ligne 6 et colonne 8 de la matrice globale d’atteignabilité R) correspondant a I’élément global
1MW0®2)06) du modele, tandis que le résultat de I’évaluation pour cette méme fonction est égal a zéro
pour les éléments R(0,2) et R(1,3).

Il est intéressant de remarquer qu’on peut facilement vérifier quels sont les états globaux atteignables
et non-atteignables du modele en regardant les colonnes de la matrice globale d’atteignabilité, i.e., si
une colonne de la matrice possede seulement des éléments nuls, alors 1’état global correspondant a cette
colonne est un état non-atteignable.

Cependant, la matrice globale d’atteignabilité n’est pas utilisée dans son format plein, vu que le for-
mat tensoriel du descripteur d’atteignabilité (équivalent a la matrice globale) permet une représentation
plus compacte.
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Descripteur d’atteignabilité

Descripteur d’atteignabilité

décomposé
o (1 = (1
Rl() %) I|S(2>\ %) I\S<3)\ Rl(,l) 029 I|S(2>\ %) I\S<3)\
o (9 (2
I|S(1)| %) Rl() ® I\S<3)\ I|S(1)| %) Rl(,l) %) I\S<3)\
(2
Isop © B3 © I
o (3 (3
Do | o ® lsw © B Do | dsw) ® s © R
W oo B o A B o R o A2,
5(1 (2 5(3
RY, © RY e R
g g
W oo #D o A W o A g A

FI1G. 4.6 — Les termes tensoriels du descripteur d’atteignabilité du modele SAN présenté dans FIG. 4.2

0 0/o o]lo oflo 1]0 0]0 O
1 0/0 0[O0 0J/l0 0[O0 O[O0 O

0 0|0 0[O0 O0J[0 0[O0 0[]0 O

0 0/0 0[O0 O0J/l0 0[O0 0[]0 O

1 0/0 o[0 of[o 0l0 O0]1 O

£ 0 1/0 0|1 0]/l0 0[O0 0[]0 O
| o of[o of[0o offo o]1 o]0 O
0 0/0 0[O0 Of1 0[O0 1[0 O

0 0|0 0|1 0][0 0[O0 0[]0 O

0 0/0 0[O0 10 0|1 0[]0 O

0 0/0 o[0 of[1t 0ol0 0[]0 O

0 0/0 0[O0 O0J/0 0[O0 0[]0 O

FIG. 4.7 — La matrice globale d’atteignabilité du modele SAN présenté dans FIG. 4.2

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté le descripteur d’atteignabilité d’un modele SAN a temps continu et
comment on peut obtenir les matrices d’atteignabilité de ce descripteur a partir des matrices du descrip-
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teur Markovien de ce méme modele. On a aussi définit le format adéquat du descripteur d’atteignabilité
qui sera utilisé par les méthodes de la génération de I’espace d’états atteignables des modeles SAN (voir
Chapitre 5). Il constitue une expression “structurée” de la fonction “next-state”, nécessaire a la généra-
tion d’espace d’états atteignables. Ce format tensoriel du descripteur d’atteignabilité permet un calcul
performant de I’espace d’états atteignables.

On a présenté 1’algorithme utilisé pour I’obtention des matrices d’atteignabilité du descripteur, ainsi
que I’algorithme pour décomposer ces matrices afin d’adapter le format tensoriel du descripteur d’attei-
gnabilité.

Dans le chapitre suivant, on va présenter les nouvelles méthodes de la génération de 1’espace d’états
atteignables de modeles qui posseédent taux ou probabilités représentés par des fonctions.



Chapitre 5

Génération de ’espace d’états atteignables
de modeles qui utilisent des fonctions

Dans ce chapitre, on présente des méthodes de génération de l’espace d’états atteignables (RSS -
Reachable State Space) de modeles qui utilisent des fonctions. On commence d’abord par faire référence
a des travaux antérieurs [1, 94, 23, 30] qui sont réécrits dans le contexte du formalisme des Réseaux
d’Automates Stochastiques (SAN) et ensuite on présente un travail original pour la génération du RSS
de modeles qui possedent des taux et probabilités fonctionnels.

Dans les modeles SAN, le faux d’occurrence d’un événement, ainsi que la probabilité de routage
d’une transition lors de I’occurrence d’un événement peuvent étre exprimés par une fonction. Les travaux
précédents de I’algorithme de Saturation [32, 30], ainsi que I’algorithme de Parcours en Largeur (BFS -
Breadth-First Search) [94] considerent I’utilisation de fonctions, ol les arguments de ces fonctions sont
limités a I’espace d’états local d’un sous-systeme (i.e., fonctions qui peuvent étre évaluées a priori). Les
nouvelles méthodes de génération de I’espace d’états atteignables présentées dans ce chapitre permettent
I’utilisation des fonctions sans hypothése sur les arguments.

L utilisation des Diagrammes de Décision Binaire (BDD - Binary Decision Diagrams) [18] a eu une
grande influence sur la vérification de modeles de systemes. Les BDD ont fourni des gains de perfor-
mance pour la génération de I’espace d’états de modeles en utilisant des techniques traditionnelles ex-
plicites [25]. Les vérificateurs de modeles symboliques basés sur les BDD [35] sont capables de vérifier
automatiquement des propriétés temporelles de circuits complexes et de contrdleurs synchrones. Toute-
fois, ces vérificateurs ne sont pas directement performants pour des modeles composés de sous-systemes
qui interagissent et se synchronisent entre eux par des événements partagés (e.g., des modeles de sys-
temes décrits par formalismes structurés de haut-niveau). D’une fagon générale, ces modeles souffrent
du probleme de I’ explosion combinatoire de I’espace d’états.

La génération de I’espace d’états est le principal défi pour la grande majorité des outils de vérification
formelle (par exemple, le vérificateur de modeles [37]). L'ensemble des états initiaux et la fonction
“next-state” sont utilisés par les générateurs traditionnels de ’espace d’états symboliques afin d’obtenir
I’espace d’états du systeme modélisé représenté sur la forme d’un BDD. La représentation de I’espace
d’états atteignables par un BDD d’un modele est faite par I’application itérative de la fonction “next-
state” en utilisant I’ensemble d’états initiaux représenté aussi par un BDD.
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Parmi les différents générateurs explicites de I’espace d’états (pour lesquels on observe une augmen-
tation linéaire de I’utilisation de la mémoire en fonction du nombre d’états explorés), 1’algorithme BFS a
la caractéristique d’offrir une augmentation et une réduction de la mémoire utilisée pendant I’exécution.
En général, bien avant que I’algorithme ne finisse, le pic de mémoire utilisée pour représenter 1’espace
d’états par un BDD est a méme d’étre stocké dans la mémoire d’un ordinateur moderne.

Les modeles de systemes décrits par des formalismes structurés possedent des représentations struc-
turées des états et de la fonction “next-state”. Les états sont représentés par des vecteurs, ou chaque
position du vecteur représente 1’état d’un sous-systeme du systeme modélisé. L’ensemble des vecteurs
d’états peut étre naturellement représenté par des Diagrammes de Décision Multi-valués (MDD - Multi-
valued Decision Diagrams) [82]. Un MDD est une extension de la structure de BDD, appliquée a une
logique non-binaire.

Dans ce qui suit, on décrit comment un espace d’états peut étre représenté par un MDD. Dans la
section 5.2, on montre comment les taux et probabilités fonctionnels des modeles peuvent étre aussi re-
présentés par des MDD. Dans la section 5.3, on montre comment peut se faire la génération du MDD qui
représente I’ensemble d’états pour lesquels 1’évaluation de toutes les fonctions concernées par un terme
tensoriel est différente de zéro. La décomposition préalable proposée dans le chapitre 4 nous amenera
toujours dans ce cas. Dans les sections 5.4 et 5.5, on présente les algorithmes BF'S et de Saturation res-
pectivement, qui sont les méthodes de génération du RSS de modeles qui utilisent des fonctions. Pour
I’implantation, dans la section 5.6, on présente en détail les structures de donnés utilisées pour la re-
présentation et manipulation des noeuds d’un MDD. Et finalement on conclut ce chapitre par la section
5.7.

5.1 Espace d’états représenté par des MDD

Les Diagrammes de Décision Binaire (BDD - Binary Decision Diagrams) [18] sont des graphes
acycliques orientés (DAG - Directed Acyclic Graph) avec deux noeuds terminaux représentés par les
valeurs O et 1. En initiant un chemin a partir de la racine du graphe, on peut représenter des fonctions
booléennes. Chaque noeud non-terminal du graphe représente une variable booléenne avec deux noeuds
fils (pour les valeurs O et 1) qui représentent 1’évaluation de la fonction booléenne pour faux ou vrai
respectivement.

L’étude des BDD [105] a émergé comme une alternative pour le stockage de 1’espace d’états at-
teignables de modeles de Réseaux de Petri Stochastiques (SPN - Stochastic Petri Nets), réduisant le
stockage de I’espace d’états pour résoudre le probleéme de I’explosion combinatoire pour des systemes
complexes. Ces travaux ont inspiré les premieres études [94, 95] d’une nouvelle structure dénommée
Diagramme de Décision Multi-valués (MDD - Multi-valued Decision Diagram) [82].

Un MDD est une extension de la structure de BDD, appliquée a une logique non-binaire. D’abord,
les MDD ont été représentés par un sous-groupe de vecteurs [33], ou chaque vecteur représente un
niveau (i.e., un composant ou sous-systeme) d’un modele SPN. Plus tard, I’utilisation de vecteurs pour
représenter la structure de chaque niveau a été abandonnée, car les vecteurs ne sont pas des structures
performantes pour exécuter des tiches comme la recherche et 1’insertion.

Des concepts basiques préalablement étudiés pour les BDD, tels que 1’ordre et la réduction de I’es-
pace d’états, sont aussi a 1’origine du format compact d’un MDD. Les deux structures, BDD et MDD,



5.1. ESPACE D’ETATS REPRESENTE PAR DES MDD 71

trouvent leur format canonique si leurs espaces d’états sont bien ordonnés et réduits. Des regles de réduc-
tion [105] sont appliquées sur une structure ordonnée [19] pour éliminer des états redondants. Le choix
du critere du meilleur ordre est obtenu a partir de I’'implémentation de tous les ordres possibles, jusqu’a
ce que la structure présente un format compact qui représente 1’espace d’états concerné.

Une fois le MDD ordonné et réduit, il est dénommé Diagramme de Décision Multi-valués Ordonné
et Réduit (ROMDD - Reduced and Ordered Multi-valued Decision Diagram), et considéré dans un for-
mat canonique. Notons que, pour des raisons de simplification, dans le contexte de cette these, on va
simplement référencer un ROMDD comme un MDD, vu que toutes les structures MDD seront dans le
format canonique.

Les modeles structurés basés sur I’occurrence d’événements permettent la représentation d’espaces
d’états via leur fonction caractéristique qui est une fonction de SV x SIV=1 x ... x S — {0,1},
ou NV est le nombre de sous-systemes du modele.

# Soit
N0 I’espace d’état local d’un sous-systeme [ € [1..N], et un élément de S©) est noté
z® € [0..n-1], ot m; = |SW| et N est égal au nombre de sous-systemes du
modele ;
T I’état global représenté par N variables (ZC(N ). ,x(l)) d’un modele structuré de

N sous-systemes.

Remarque : Un espace d’états S € S(N) x SIV=1) x ... x S() peut étre représenté par un MDD via
sa fonction caractéristique fstel que fs(Z) =1 7 € S.

Un sous-espace d’états S de S(V) x SIN=1) x ... x S(1) peut étre alors naturellement représenté par
un MDD. En effet, un MDD peut représenter des fonctions du type :

{O,l,...,nN—l}x{O,l,...,nN_l—l}x---X{O,l,...,nl—l}—>{0,1}.

Dans le reste de la section, le MDD représente (ou on dira “code”) les états d’un ensemble S inclus
dans SW) x SV-1) ... x SO,

Définition 5.1.1. Un diagramme de décision multi-valués (MDD) est un multi-graphe acyclique orienté
avec des arcs étiquetés qui a les propriétés suivantes :
— les noeuds sont disposés sur N + 1 niveaux, ou p.lvl indique le niveau du noeud p;
— le niveau N posséde un seul noeud non-terminal r (la racine), alors que les niveaux N — 1 jusqu’a
1 possedent un ou plusieurs noeuds non-terminaux ;
— le niveau 0 posseéde deux noeuds terminaux : 0 et 1;
— un noeud non-terminal p au niveau | possede n; arcs qui pointent vers des noeuds au niveau
| — 1. Les arcs sortant du niveau | sont étiquetés par les états de SU, et pour un arc d’étiquette
W € SO du noeud p qui pointe vers le noeud q, on note p[ac(l)] =q;
— 1l n’y a pas de noeuds doubles (voir Définition 5.1.2).

Définition 5.1.2. Soit deux noeuds non-terminaux p et p’ au niveau | d’'un MDD. On dit que p et p’ sont
noeuds doubles si et seulement si p[z] = p'[z V] pour tour z € SO
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F1G. 5.1 présente le MDD d’un espace d’états S, sous-espace de 1’espace produit d’un systeme divisé
en quatre sous-systmes. Le sous-systtme S(4) a quatre états {0, 1,2, 3}, les sous-systemes S ®) et SMW
ont deux états chacun {0, 1}, et le sous-systeme S(?) a trois états {0, 1,2}.

Les espaces d’états Espace d’états S

S = {0101, 1001, 1101,
2001, 2111, 2121,
3001, 3111, 3121}

SW=1{0,1,2,3}

SG) = {0,1}
S =1{0,1,2}
SW={o,1}

F1G. 5.1 — Exemple de représentation d’un espace d’états S par un MDD

Dans F1G. 5.1, les noeuds non-terminaux sont représentés par des cercles et les noeuds terminaux
sont représentés par des carrés. Un élément de S est un état obtenu a partir des étiquettes des arcs sur
un chemin allant de la racine vers le noeud terminal 1. Les noeuds et les arcs en pointillés sont sur des
chemins qui n’atteignent que le noeud terminal O (pas dans ), tandis que les autres arcs sont sur des
chemins qui codent les états de S. Désormais, pour une question de clarté, on montre seulement les arcs
qui représentent le codage de 1’espace d’états S d’un MDD, et les autres noeuds et les arcs pointillés,
ainsi que le noeud terminal O (zéro) ne seront pas dessinés.

Les opérations d’union et d’intersection pour les MDD peuvent étre effectuées via des opérations
logiques sur les fonctions caractéristiques. Par exemple, I’'union d’ensembles d’états correspond a la
disjonction des MDD. La complexité de ces opérations est dépendante du nombre de noeuds des MDD
qui sont les parametres de 1’opération et non du nombre d’états représentés par les MDD [30].

Définition 5.1.3. A partir d’un noeud p au niveau | d’un MDD et d’une séquence o = (m(l), .. ,x(l/))
d’états locaux qui atteint un noeud p’ du niveau I’ (on | > '), on définit récursivement p|c| de la fagon
suivante :

P si o = (), la séquence est vide
plo] =< plzW][o'] sio = (zV,0"), o z® € SV
P sio = (x®, ... z1)

Définition 5.1.4. Etant donné un noeud p au niveau l, I’ensemble d’états B(p) représente les sous-états
“dessous” p (“below” p), soit B(p) = {0 € SW x - x SW : p[o] = 1}.

Définition 5.1.5. Etant donné un noeud p au niveau l, I’ensemble d’états A(p) représente les sous-états
qui atteignent le noeud p au niveau l, i.e., “dessus” p (“above” p), soit A(p) = {0 € SW) ... xSt .
r|o] = p}, out le noeud r est la racine du MDD.
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Un autre détail important dans la représentation de 1’espace d’états des modeles structurés par un
MDD est la numérotation d’arriere-vers-l’avant (N a 1) des sous-systémes au lieu d’un ordre croissant
naturel. Ce codage inversé des sous-systemes est di au fait qu’en optant pour cette convention [135] les
noeuds terminaux du MDD se trouveront toujours au niveau 0 (zéro).

5.2 MDD associés a des taux et des probabilités fonctionnels

Lutilisation des taux et probabilités fonctionnels est I’'une des caractéristiques des modeles SAN.
Afin de profiter de cette caractéristique, il est important tout d’abord de déterminer comment les taux et
probabilités fonctionnels pourront étre utilisées au sein des méthodes proposées dans ce chapitre.

Par définition, un MDD est une structure utilisée pour représenter des fonctions (ou des caracté-
ristique de ces fonctions) sur un ensemble fini de variables. Ainsi, on peut représenter par un MDD
I’ensemble d’états d’une fonction ou la fonction ne s’annule pas. C’est de cette information dont nous
aurons besoin par la suite.

La génération d’un MDD pour représenter des espaces d’états de modeles SAN est réalisé de facon
simple, grace a la structure modulaire du formalisme SAN, ou les automates sont représentés par des
niveaux du MDD et les états des automates sont représentés par des arcs.

#» Rappelons

w un ensemble d’indices d’automates, ott w C [1..N];

FAC)) le vecteur des états locaux z(%) tel que i € w;

S I’espace d’états produit de I’ensemble d’états locaux des automates A® (i € w);
f(@@) un élément fonctionnel f(S“)) évalué pour le vecteur 2.

Définition 5.2.1. FuncMdd;q est le MDD qui représente I’ensemble d’états pour lesquels I’évaluation
de la fonction fiq est différente de zéro (i.e., pour tout #Wid) € SWia), fid(@(wid)) #0).

Par exemple, FIG. 5.2 présente les MDD FuncMdd de deux fonctions booléennes (f1 et fo) d’un
modele SAN qui a trois automates, olt chaque automate a trois états qui sont {0, 1, 2}.

Comme on peut ’observer dans FIG. 5.2, le domaine de la fonction f; tient compte de 1’espace
d’états local des automates A1) et A2 (le domaine S(“’l), ol w; = {1,2}), alors que le domaine de la
fonction f; tient compte des automates A et A®) (le domaine S“2), ot wy = {2,3}).

# Soit
F le nombre de fonctions distinctes d’un modele SAN.

Chaque fonction (taux ou probabilité) d’un modele SAN posséde un identificateur id unique, ou
id € [1..F]. On considere que si deux fonctions f; et f; possedent des identificateurs différents (i.e.,
i # j), elles ne sont pas identiques (voir Définition 2.2.6, page 27).
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Les espaces d’états FuncMdd, pour FuncMddy pour
fi=(st AW > st A®) fo=(st A® < st A®))
S ={0,1,2}
l 2
S? ={0,1,2} 2 2 2
1
0 0 0/
SW=1{0,1,2} 1 1
1 |2 2

F1G. 5.2 — Taux fonctionnels représentés par des MDD

Le MDD FuncMdd;; associé a la fonction f;; peut étre produit par 1’algorithme décrit dans ALG.
5.1. L’obtention du MDD FuncM dd;; associé a une fonction f;; est une tache relativement simple, vu
qu’il est obtenu par I'union de tous les états pour lesquels I’évaluation de la fonction est différente de
z€éro. Autrement dit, évaluant une fonction sur tous les états de son domaine, il est possible de produire un
MDD associé a cette fonction en faisant I’union de tous les états pour lesquels 1’évaluation de la fonction
est différente de zéro.

# Soit

id I’identificateur d’une fonction du modele, ou id € [1..F];
StateToMdd(z“)) la procédure (ALG. 5.2) qui construit un MDD 2 partir de 1’état () ;

Union(M7, M3) laprocédure qui réalise I’union entre les MDD M, et Ms.

ALG. 5.1 FuncMdd(in id : integer) : MDD
: /* Initialisation du MDD associé a la fonction fiq */
- FuncMdd;g «+— 0 ;
: /* Parcours des états du domaine de la fonction fiq */
. for each 7(wia) ¢ §id) do
/* Union des états pour lesquels I’évaluation de la fonction est différente de zéro */
if (fi4(2“i1)) # 0) then
StateMdd — StateToMdd(wid)) ;
FuncMdd;; < Union(FuncMdd;g, StateMdd) ;
end for
return FuncMdd;, ;

D A T o e

_
e

Il est intéressant de remarquer que dans ALG. 5.1, on évalue seulement les états du domaine de la
fonction f;4 (i.e., I’évaluation est faite pour tout zWwia) ¢ SWia)) au lieu de tout 7 € S du modzle.
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ALG. 5.2 StateToMdd(in G state) : node

: /* p un noeud initialisé au noeud terminal 1 */

p—1;
/% Prendre chaque état local 'V de I’état global &)/
for each [ € w do
/* Création d’un noeud au niveau | du MDD */
r < NewNode(l) ;
r[z0] — p;
p—=T;
end for
/* Retourne le noeud (“racine”) du MDD qui représente 1’état global AL
return r;

R A U > e

— =
—_ O

Remarque : La décomposition proposée dans le chapitre 4 (Section 4.3, page 54) des matrices d’attei-
gnabilité selon les classes d’équivalence, assure que toutes les fonctions d’une matrice d’atteignabilité
d’un terme tensoriel ont le méme “noyau” (i.e., le méme ensemble d’arguments ou elles s’annulent).
Donc, toutes les fonctions f;q (id € [1..F|) qui sont taux de transition d’une matrice d’atteignabilité R
ont des FluncM dd;,; égaux. En conséquence, pour I’'une de ces matrices R et étant donné 1'une des fonc-
tions f;4 de cette matrice et son MDD associé FuncM dd,;;, la matrice R est une matrice nulle lorsque
ses fonctions sont évaluées pour & € FuncM dd;,.

#0 Soit

9

R(Z) la matrice d’atteignabilité R évaluée pour I’état global Z.

Propriété 5.2.1. Etant donné une matrice d’atteignabilité R du descripteur d’atteignabilité, une fonction
fid qui est taux de transition de cette matrice R en position I, 7, on aura :

i & FuncMdd,y < R(&) = f;q(Z) =0

Démonstration. Sachant que tout élément d’une matrice d’atteignabilité R appartient 2 une méme classe
d’équivalence, tous éléments fonctionnels de la matrice R ont le méme noyau (i.e., le méme ensemble
d’arguments ou I’évaluation des éléments fonctionnels est égale a zéro) et conséquemment le méme
MDD FuncMdd.

Ainsi, on a que :
i & FuncMddyg, fia(3) = 0 = R(Z,§) =0
& € FuncMddg, si R(Z) = fia(3) # 0 = R(&,7) # 0
|

Remarque : Cette condition que toutes les fonctions d’'une méme matrice aient le méme noyau est,
semble-t-il, une condition trop forte. Il suffirait que les fonctions d’'une méme ligne de la matrice aient le
méme noyau. La preuve de cette conjecture sera I’objet d’un travail ultérieur.

Bien que la génération d’un MDD soit une tadche apparemment simple, parfois, elle peut avoir un
colit de calcul tres élevé. Par exemple, soit un modele SAN avec 32 automates de 2 états chacun, si le
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domaine d’une fonction f;; est I’ensemble des 32 automates, il faut évaluer les 232 états de SWwia) pour
construire son MDD. De plus, il y aura encore un cott de calcul pour effectuer I’'union entre le MDD
associé a la fonction (FuncM dd;q) et le MDD de chaque état pour lequel 1’évaluation de la fonction f;4
est différente de zéro (StateM dd).

Donc, la génération des MDD FuncM dd associés aux fonctions du modele est la partie qui demande
le plus de calcul, vu qu’a I’heure actuelle nous n’avons pas de fagon performante de produire le MDD
associé a une fonction sans analyser tout I’espace d’états de la fonction. Bien que cette partie ne soit pas
tres performante, les méthodes pour la génération de I’espace d’états atteignables en utilisant des MDD
pour le formalisme SAN ont donné de bons résultats pour différentes classes d’exemples (voir Chapitre
6).

5.3 MDD associés a des fonctions d’un terme tensoriel

Comme on I’a présenté dans le chapitre 4 (Propriété 4.3.3, page 63), le descripteur d’atteignabilité R
représente les relations de transition entre les états globaux d’un modele SAN et il est représenté par la
formule tensorielle :

N o otV o N S
BN @Y Y e 3 @R, Wil {0
j=1 c=1 i:1g e€€s c(1)=1 c(N)=1 Z‘:lg 7 I‘S(i)‘ S1J 7&2

Le terme tensoriel de base qui nous intéresse est
N
&), £ (5.2)
i=1

ou les autres indices ont été omis (pour les matrices d’atteignabilité partielles) afin de simplifier la nota-

tion.
N
Définition 5.3.1. Soit un terme tensoriel t = ® RO, ce terme tensoriel est classé comme :
iz’
— assimilé-constant, si tous les éléments non-nuls des matrices d’atteignabilité partielles R de ce
terme sont assimilé-constants (voir Définition 4.2.1, page 52) ;
— fonctionnel, s’il y a au moins un élément fonctionnel (annulable) dans les matrices d’atteignabi-

lité partielles R de ce terme (voir Définition 4.2.1, page 52).

L’ objectif de cette section est de montrer comment on peut générer un seul MDD associé aux élé-
ments fonctionnels qui apparaissent dans les matrices d’un terme tensoriel du descripteur d’atteignabilité
d’un modele SAN.

Comme on I’a démontré dans le chapitre 4 (F1G. 4.1), le nombre de termes tensoriels d’un descripteur
d’atteignabilité R est :

N ) N
S+ Y [[e® (5.3)
1=1

e€ls i=1
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ou C(i) et C(i) sont les nombres de classes d’équivalence des éléments des matrices d’atteignabilité
partielles Rl( D et R(Z) de I’automate A respectivement (voir Définition 4.3.3, page 56).

Les transitions entre les états globaux d’un modele SAN provoqués par un événement (local ou
synchronisant) peuvent étre représentées dans un ou plusieurs termes tensoriels du descripteur d’attei-
gnabilité. On parle de terme tensoriel (du descripteur d’atteignabilité) associé a un événement du modele.

Définition 5.3.2. Soit un événement e € £ d’'un modéle SAN, on définit T, I’ensemble des termes tenso-
riels du descripteur d’atteignabilité R d’un modele SAN associés a I’événement e de la facon suivante :
Etant donné la formule donnée dans la propriété 4.3.3 (page 63)

Cl(j) N C(l) C(N) N

N
R:Z ®g gc + Z Z Z ®g Rec(l)
Jj=1 c=1 ;= e€€s c(1)=1 cN)=1 4=

On définit
— pour e € &, les termes tensoriels associés a cet événement sont
pour j € O et tout indice ¢ € [1..Cl(j )] de classe d’équivalence

te = ®g RY e T,

i=1

=

— pour e € &g, les termes tensoriels associés a cet événement sont
pour toutes les suites (¢, ..., V) e {{1, ...,C’él)} X o x {1, ...,C’éN)}} les

- ®g RSZW e T,

=1

Il est intéressant de remarquer que les événements locaux d’une méme classe d’équivalence d’un
automate possedent le méme terme tensoriel associé a eux.

Définition 5.3.3. L’ensemble des termes tensoriels T du descripteur d’atteignabilité R d’un modele SAN
est défini comme T = U T..
ecf

Définition 5.3.4. Pour un terme tensoriel t, T'F M dd; est le MDD qui représente [’ensemble d’états pour
lesquels I’évaluation de toutes les fonctions des éléments fonctionnels qui apparaissent dans les matrices
d’atteignabilité du terme tensoriel t € T est différente de zéro.

Dans ALG. 5.3, on présente I’algorithme qui génere tous les 7"F' M dd du descripteur d’atteignabilité
d’un modele SAN.

#o Soit

}u%g) la matrice d’atteignabilité correspondante 2 I’automate A% du terme tensoriel
t, € T associé a I’événement e € £ ;
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FuncId(R(:U, y)) laprocédure qui rend I’identificateur de la fonction de 1’élément fonctionnel de la
matrice R de la ligne x et la colonne ¥ ;

Intersect(M7, Mo) la procédure qui réalise 1’intersection entre les MDD M et Mo.

On rappelle que ces termes tensoriels ont été fabriqués (voir Chapitre 4, Définitions 4.3.3 et 4.3.4
- page 56 - et Propriété 4.3.3 - page 63) de facon a ce que les fonctions d’une méme matrice ont le

N
méme FuncMdd. C’est-a-dire que pour t, = ® }?(Z), les fonctions de la matrice }U%g) ont le méme
g

i=1
MDD noté FuncM ddgz), et donc ce qu’on cherche (I’espace ou aucune ]:Zgz) n’est nulle) est égale a
I'intersection de tous les FruncM ddgz)

delaN.

. Ce qui explique que dans ALG. 5.3 on ait (ligne 5) une boucle

ALG. 5.3 TensorFuncMdd()
1: for each e € £ do
2: foreacht, € T do

3 /* Initialisation du MDD (T F' M dd:, ) associé a des fonctions du terme tensoriel t. */
4 TFMdd,, — 1;
5 fori =1to N do
6: /* Initialisation de “found” pour vérifier si un élément fonctionnel a été trouvé dans la matrice ]V%,Z) */
7 found — false ;
8 /* Parcours des éléments de la matrice RZ) du terme tensoriel te ¥/
o: for all z() € S do
10: for all (V) ¢ SO do
11: if (RE? (™, @) est un élément fonctionnel) then
12: /* Indique qu’un élément fonctionnel a été trouvé */
13: found — true;
14: TFMdd;, — Intersect(T FMddy, , FuncMdd.);
15: break ; /* Sortie de la boucle : “for all y(i) e SWray
16: end for
17: if (found = true) then
18: break ; /*Sortie de la boucle : “for all z'V € 8@ 3/
19: end for
20: end for
21:  end for
22: end for

Remarque : Etant donné un terme tensoriel assimilé-constant t € T, le MDD TFMdd; de ce terme est

~

égala 1, ie., TFMdd, = S.
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5.4 Génération symbolique traditionnelle

Avant de procéder plus avant, nous introduisons 1’état de I’art en matiere de génération symbolique
d’espace d’états atteignables pour des modeles a états discrets généraux.

Définition 5.4.1. Un modeéle discret est défini par le t-uple (3,./\/', STty o
~Sestl ‘espace d’états produit (potentiels), i.e., ['ensemble d’états qui contient tous les états T
potentiellement valides pour le systéme modélisé ;
— N est la fonction “next-state” ( S —2° ), i.e., ou N (&) détermine I’ensemble des états qui peuvent
étre atteignables a partir de [’état global T ;
— Sinit est ’ensemble d’états initiaux, ont S;nir C S.

Un modele a états discrets peut étre vu comme un graphe orienté, ou les noeuds du graphe sont les
états du modele et les arcs sont les transitions entre les états. D’une fagon générale, les modeles décrits
par des formalismes structurés de haut niveau ne sont pas directement représentés par un graphe, et le
graphe peut étre calculé a partir de la structure de haut niveau de la description du systéme.

Typiquement, les modeles exprimés par un formalisme structuré de haut niveau sont divisés en N
sous-systémes, ol I'espace d’états produit S = SO x ... x SU et SO est I'espace d’états du i-eme
sous-systeme. L’état (global) x du systeme modélisé peut étre décrit par le N-uple (ZC(N ). ,x(l)) des
états locaux de chaque sous-systeéme.

La génération de I’espace d’états atteignables S a comme objectif de trouver, a partir d’un ensemble
d’états initiaux, les états globaux atteignables de I’espace d’états S,ou S C S. Le travail pour trou-
ver I’espace d’états atteignables n’est pas vraiment difficile, vu qu’il correspond a I’obtention d’un état
atteignable suivant a partir d’un état donné. La génération explicite de 1’espace d’états atteignables exa-
mine pour chaque état atteignable initial quel est son ensemble d’états atteignables, donc le temps et la
complexité d’exécution de ce travail est linéaire en fonction du nombre d’états atteignables du systeme
modélisé [30].

Les modeles de systemes informatiques ont généralement un tres grand nombre d’états, par exemple
des modeles avec des milliard d’états. Ces modeles décrits par des formalismes structurés de haut niveau,
parfois, peuvent étre apparemment simples, i.e., chaque sous-systeéme a une structure simple et avec peu
d’états. Cependant, la taille de I’espace d’états du systeéme augmente exponentiellement en fonction du
nombre de sous-systemes du modele. Un défi constant est d’élaborer des méthodes performantes capables
de calculer I’espace d’états atteignables de modeles, de plus en plus rapidement et en utilisant le moins
de mémoire.

Pour réaliser ce travail, on présente dans la section 5.4.2 (ALG. 5.5, page 81) 'algorithme de par-
cours en largeur (BFS - Breadth-First Search) qui calcule, a partir d’un ensemble d’états initiaux, I’es-
pace d’états atteignables du modele comme une cloture réflexive et transitive de la fonction “next-state”
du modele :

S = Sinit U N(Sznzt) UNZ(Sinit) U...= N*(Sinit)7

ou la fonction “next-state” est étendue pour supporter comme parametre des ensembles d’états, i.e.,
N@x) = [ N@).

TEX
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5.4.1 MDD associés a des termes tensoriels

En pratique, pour utiliser 1’algorithme BFS dans le contexte des SAN, il faut étre capable de représen-
ter la fonction “next-state” et des grands ensembles d’états d’une maniere compacte dans la mémoire de
I’ ordinateur, de manipuler de facon performante les opérations (union et intersection) de ces structures,
ainsi que d’appliquer directement la fonction “next-state” sur ces représentations.

D’abord, pour I'utilisation de I’algorithme BFS, il faut représenter les états de départ de transitions
possibles représentées dans un terme tensoriel. Cet ensemble d’états dans un terme tensoriel ¢, est repré-
senté par un MDD noté par EnableM ddy, .

Définition 5.4.2. Soit un événement e € £ d’un modele SAN et un terme tensoriel t. € T, on appelle
EnableMdd;, le sous-espace des T de S pour lequel il y a une entrée différente de zéro sur la ligne
correspondante a T dans le terme t.. Ce sous-espace (représenté par un MDD) est [’ensemble des états
de départ de transitions possibles représentées dans le terme tensoriel t..

Définition 5.4.3. Soit un événement e € £ d’un modele SAN et un terme tensoriel t. € T, on définit le
MDD TensorMddy, :

— te est um terme tensoriel assimilé-constant : TensorMdd,, = EnableMdd;,

— t. est um terme tensoriel fonctionnel : Tensor Mdd;, = EnableMdd;, N T FMddy,

Dans ALG. 5.4, on présente 1’algorithme pour générer le T'ensorMdd;, de chaque terme tensoriel
te du descripteur d’atteignabilité d’un modele SAN.

ALG. 5.4 TensorMdd()
1: for eache € £ do
2 for each t, € T do
3 EnableMdd;, < 1; /% hitialisation du MDD EnableMdd:, */
4 for/ =1to N do
5: if (Rg}) n’est pas une matrice identité) then
6
7
8
9

p < NewNode(l); /* Création d’un noeud p au niveau 1 */
/* Parcours des éléments de la matrice Rx) du terme tensoriel t. */
for all z() € SO do

for all y© € SO do

10: if (RE? (z®,4") n’est pas nul) then

11: plz®] —1;

12: end for

13: end for

14: EnableMdd;, < Intersect(EnableMddy,, p);

15: end for

16: if (t. est un terme tensoriel fonctionnel) then

17: TensorMdd;, « Intersect(EnableMdd;,, TFMdd;,);
18: else

19: TensorMdd;, «— EnableMddy, ;

20:  end for
21: end for
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5.4.2 Algorithme de Parcours en Largeur (BFS) pour le calcul du RSS

Dans ALG. 5.5, on présente 1’algorithme BFS qui parcourt et manipule des ensembles d’états au lieu
de manipuler le modele état-par-état explicitement. Etant donné un état initial, I’idée de 1’algorithme
est de chercher de nouveaux états atteignables a partir des transitions représentées dans les matrices
des termes tensoriels du descripteur d’atteignabilité du modele. L’algorithme BFS calcule dans M dds,
I’espace d’états atteignables du modele.

# Soit
Mdds le MDD qui représente 1’espace d’états atteignables S du modele ;
Enabled le MDD qui représente 1’ensemble d’états de départ de transitions possibles pour
un terme tensoriel ;
Reached le MDD qui représente 1’ensemble d’états qui sont atteignables a partir de Enabled
par I’occurrence des transitions représentées dans les matrices d’un terme tenso-
riel ;

RootNode(M)  la procédure qui rend le noeud racine d’un MDD.

ALG. 5.5 BFS(in T;,;; : state)
1: Mdds « StateToMdd(Z;,;¢);  /* Initialisation de Mdds avec I’état initial % iniz */
2: repeat
3: Old «+— Mdds; /* Conserve dans Old la valeur courant de Mdds *
4. foreache € & do
5 for each t, € T do
6:

/* Enabled représente les états de départ qui se trouvent dans Mdds (I’espace d’états atteignables courant)

des transitions représentées dans les matrices de t. */

7: Enabled «— Intersect(Mdds, T'ensorMdd;,) ;
8 /%Si Enabled # 0, alors il y a au moins un état dans M dds qui est un état de départ des transitions représentées
dans te */
9: if (Enabled # ()) then
10: /* Reached représente les états atteignables par I’occurrence des transitions de t. a partir de Enabled */
11: Reached «+ Fire(t., RootNode(Enabled)) ;
12: /* Ajoute les états atteignables (Reached) a Mdds */
13: Mdds < Union(Mdds, Reached) ;
14: end for

15:  end for
16: until (Old = Mdds)

Dans ALG. 5.5, a partir de I’ensemble d’états courant (Mdds), on examine quels sont les états
de T'ensorMdd;, qui permettent I’occurrence des transitions représentées dans le terme tensoriel ¢,
provenant d’un événement e du modele. En utilisant I’algorithme Fire (ALG. 5.6), on trouve les états qui
sont atteignables a partir de E'nabled par I’occurrence des transitions représentées dans le terme ..

On ajoute les états atteignables (Reached) a I’ensemble d’états atteignables courant (M ddgs) afin de
trouver ultérieurement d’autres nouveaux états atteignables. L’espace d’états atteignables d’un modele
est considéré dans son état final au moment ol aucun autre état atteignable n’est trouvé a partir du Mdds
courant par I’occurrence des transitions représentées dans les matrices de ..
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Dans ALG. 5.6, on présente 1’algorithme pour la procédure Fire. Cet algorithme utilise deux para-
metres : ¢ un terme tensoriel, et p un noeud du MDD qui représente les états de départ des transitions
représentées dans ¢, états qui se trouvent dans M dds. L’idée de cet algorithme est de retourner le noeud
“racine” du MDD qui représente I’ensemble d’états qui sont atteignables de p par 1’occurrence des tran-
sitions représentées dans ¢.

Définition 5.4.4. Soit un événement e € E d’un modéle SAN, on définit O\Vte) I’ensemble des indices
d’automates dont ’état est argument des fonctions qui apparaissent dans les matrices du terme tensoriel
te €T.

Définition 5.4.5. Soit un terme tensoriel t, associé a un événement e € £ d’un modele SAN. L’indice
I € [1..N] d’un automate (AY) est concerné par le terme t, si et seulement si | € O©) U Olee),

Définition 5.4.6. Bot(t.) est défini comme [’indice minimum de |’ ensemble 0 yoUte) je. indice le
plus bas des automates concernés par le terme tensoriel t. provenant d’un événement e € E.

Définition 5.4.7. Top(t.) est défini comme [’indice maximum de I’ensemble 0©) y o) je., lindice
le plus élevé des automates concernés par le terme tensoriel t. provenant d’un événement e € E.

Remarque : Soit un noeud p au niveau / d’'un MDD, les arcs sortants du noeud indiquent quels sont les
états représentés par ce noeud, i.e., si () € SO est représenté par le noeud p, alors p[:v(l)] # 0.

La procédure Fire, présentée dans ALG. 5.6, est un algorithme récursif qui examine I’occurrence des
transitions possibles représentées dans le terme ¢ a partir des états de départ représentés dans le noeud p.
On examine quels sont les états (locaux) de départ (qui sont représentés par le noeud p) et les transitions
représentées dans les matrices de ¢.

Dans cet algorithme, chaque fois qu'un noeud p est exploré, on crée un noeud r résultant (ligne 7) afin
de stocker les états d’arrivée des transitions représentées dans ¢ a partir d’états de départ représentés par
p. Pour chaque état (de départ) 2(Y) non-nul de p, on examine localement les transitions représentées dans
les matrices de ¢ afin d’obtenir les états (d’arrivée) y(*). Grace a la décomposition des matrices proposée
dans le chapitre 4 du descripteur d’atteignabilité, on peut z(ls)surer, en utilisant la propriété 5.2.1, que si

l

2 est un état de départ d’une transition dans la matrice int d’un terme tensoriel ¢, alors tous éléments
(assimilé-constants ou fonctionnels) qui se trouvent dans la ligne z(¥) de R,ﬁ” sont états d’arrivée de ces

transitions (lignes 16 - 20).

La condition [ < Bot(t) est la condition de terminaison de I’algorithme récursif Fire, sachant que

pour tout automate d’indice [, ou Bot(t) > | > 1, la matrice d’atteignabilité R,ﬁ” est une matrice identité.

Ensuite, on note les variables les plus significatives utilisées dans la procédure Fire (ALG. 5.6).

#» Notation
t un terme tensoriel du descripteur d’atteignabilité ;
D le noeud du MDD courant de I’espace d’états atteignables, dont les étiquettes

(valeurs) d’arcs sont analysées. Au premier appel le noeud p est le noeud racine
du MDD Enabledetl = N ;

r le noeud du MDD qui stocke les nouveaux états atteignables.
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On rappelle que ALG. 5.6 va créer un MDD qui est I’ensemble des états atteignables par des transi-
tions d’un terme tensoriel ¢ a partir des états atteignables courants que 1’on a restreint aux états de départ
des transitions de t.

ALG. 5.6 Fire(in t : tensor term, in p : node) : node
1: /* Conserve dans | la valeur courant de p.lvl. Au premier appel | = N */

2: [ — p.lvl;

b

/* Les états des automates d’indice | < Bot(t) (i.e., qui ne sont pas concernés par le terme t) ne sont pas modifiés par

l’occurrence des transitions de t. C’est la condition de terminaison de I’algorithme récursif */

4: if (I < Bot(t)) then
5: return p;
6: /* Création d’un noeud r au niveau | qui va stocker les nouveaux états atteignables */
7. r < NewNode(l) ;
8: for all z() € SO do
9: 7% 8i 2V est un état local courant & considérer */
10:  if (p[z(®] # () then
11: /* Le noeud q sera le noeud du sous-arbre des états atteignables au niveau | — 1 */
12: q — Fire(t, p[z(®]);
13: 7% 8i D est un état de départ, alors tout y(l) e 8W, tel que Rt(l) (ac(l), y<l)) est non-nul
14: est un état d’arrivée (Propriété 5.2.1) */
15: /* Construction du noeud r au niveau | */
16: for all y) € SO do
17: if (Rgl)(:n(l), yU) n’est pas nul) then
18: /* On construit les sous-arbres des états atteignables du noeud r au niveau | */
19 rly®] — Union(g, rlyV));
20: end for
21: end for

22: return 7 ;

En utilisant I’algorithme BFS avec des espaces d’états représentés par des MDD, il est possible
d’obtenir des résultats trés probants en ce qui concerne I’utilisation de la mémoire, ainsi que le temps
d’exécution pour la génération de I’espace d’états [94]. Toutefois, bien que 1’espace d’états représenté par
un MDD utilise trés peu de mémoire, la quantité de mémoire utilisée par les ensembles d’états pendant
I’exécution de I’algorithme peut augmenter tres vite. Ce probléme provient du résultat des opérations
sur les noeuds des MDD, i.e., chaque fois que 1’ensemble d’états est actualisé, des nouveaux noeuds du
MDD sont ajoutés par I’opération union, plutoét que modifier les noeuds existants.

5.4.3 Bilan de la génération symbolique traditionnelle

Lutilisation de I’algorithme BFS pour le calcul du RSS de modeles qui utilisent des fonctions de-
mande la génération des MDD T'ensorMdd (ALG. 5.4) associés aux termes tensoriels du descripteur
d’atteignabilité du modele.

Pour les modeles qui n’utilisent pas de fonctions - ou qui utilisent des fonctions dont les arguments
de ces fonctions sont limités a I’espace d’états local d’un sous-systeme, e.g., des modeles décrits par le
formalisme des Réseaux de Petri Stochastiques (SPN - Stochastic Petri Nets) - 1a génération d’un MDD
Tensor M dd est faite en analysant les éléments non-nuls des matrices de ce terme : dans ce cas le MDD
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Tensor M dd du terme tensoriel est égal au MDD EnableM dd de ce terme. Toutefois, pour les modeles
qui utilisent des fonctions sans restriction sur les arguments, il faut tenir compte de I’utilisation du MDD
TFMdd (ALG. 5.3), i.e., du MDD associé a des fonctions du terme tensoriel. Dans ce cas, le MDD
pertinent, T'ensor M dd est I’intersection des MDD T F'M dd et Enable M dd.

En comparant les algorithmes ALG. 5.5 et ALG. 5.6 de cette theése et les algorithmes pour la géné-
ration du RSS de modeles décrits par le formalisme SPN [94], le principe général des algorithmes est
le mé&me. Par rapport a la génération du RSS présentée dans [94], 1’élément nouveau est [’ajustement
des sous-espaces (modélisé par les MDD T'F M dd et EnableMdd) qu’il faut ajouter a chaque étape
de la construction du RSS. Cette génération des MDD T F' M dd (ALG. 5.3), ainsi que la génération des
MDD FuncMdd (ALG. 5.1) est l'idée originale pour la génération du RSS des modéles qui utilisent
des fonctions de cette these.

5.5 Génération basée sur la saturation

L’algorithme basé sur la saturation (présenté dans cette section) pour la génération de I’espace d’états
atteignables de modeles de systemes concurrents basés sur des événements repose sur la représentation
d’états atteignables par des MDD et la fonction “next-state” par des produits de Kronecker. D’autres
méthodes de génération basée sur la saturation ont déja été proposées pour des modeles qui ne repré-
sentent pas la fonction “next-state” par des produits de Kronecker [93, 34, 133]. Toutefois, dans cette
these, on s’intéresse a une représentation de Kronecker de la fonction “next-state” qui est bien adaptée
aux modeles décrits par le formalisme SAN.

Un élément important est le stockage de la fonction “next-state”. Pour les modeles de systemes
complexes, parfois, il n’y a pas de fagcon compacte et performante pour stocker le MDD qui représente
la fonction “next-state”. Des méthodes [24] utilisant des partitions conjonctives ou disjonctives, pour
la fonction “next-state”, sont employées pour optimiser 1’utilisation de cette fonction. En fait, pour les
modeles de systemes synchrones avec /N sous-systemes, la fonction “next-state” peut étre exprimée par
la conjonction :

N(Z) = NN () x - x Ni(2),

ol la fonction “next-state” Nj(Z) indique le changement de 1’état local =(!) (I’état local du [-iéme sous-
systeme) de 1’état global x. De la mé&me facon, pour les modeles de systeémes asynchrones, ou il y a
seulement un sous-systeme qui change son état local a la fois, la fonction “next-state” peut €tre exprimée
par la disjonction :

N
N(j):UINXXIl-Fl XM(i)XIl_lx...XII’
=1

ol Z, (g # 1) indique que I’état local du g-iéme sous-systeme reste le méme. En effet, pour les modeles
de systemes concurrents (e.g., modeles décrits par les formalismes des Réseaux de Petri Stochastiques
ou Réseaux de Automates Stochastiques), les événements synchronisants du modele se produisent nor-
malement dans un petit ensemble de sous-systemes. Cette localité de I’événement est déja utilisée dans
I’algorithme BFS (i.e., seulement pour les niveaux concernés par un terme tensoriel ¢) et elle est utilisée
de fagon tres performante dans I’algorithme de Saturation (voir la section 5.5.4, page 90).
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Dans cette section, on utilise plusieurs fonctions “next-state” locales au lieu d’une seule fonction
“next-state” globale pour obtenir ’espace d’états atteignables d’un modele. Grace a cette démarche, il
est possible de manipuler localement les structures de donnés, éliminant ainsi des surcofits en terme de
calcul. De méme, le tirage d’un événement est considéré comme une opération de poids faible a cause
de la localité (Définition 5.5.3, page 86) de I’événement, puisque pour la grande partie des modeles
structurés, le tirage d’événements change 1’état local de seulement quelques composants (sous-systemes)
du modele.

Les opérations (par exemple, 1’'union ou I’intersection) sur les noeuds d’un MDD déterminent la
création des nouveaux noeuds. Afin de réduire le cofit de calcul de ces opérations, la génération basée
sur la saturation réalise de facon directe (“sur place”) le traitement des noeuds d’'un MDD. On dit qu’un
noeud d’'un MDD est actualisé “sur place” quand la valeur de ses arcs est modifiée sans que soit créé un
nouveau noeud. Cette démarche originale pour la manipulation directe des noeuds d’'un MDD fournit des
gains de performance importants, autant en réduction de I’utilisation de mémoire qu’en coit de calcul.

5.5.1 Représentation de Kronecker de la fonction “next-state’

Pour profiter de la structure modulaire des formalismes structurés de haut-niveau pour la génération
de I’espace d’états atteignables, on utilise des expressions de Kronecker avec des matrices d’atteigna-
bilité pour représenter les fonctions “next-state” d’un modele. Dans ce contexte, on peut profiter de la
localité des événements de modeles structurés pour 1’algorithme de génération symbolique de I’espace
d’états.

Les travaux précédents, initialisés dans [90], représentent la fonction “next-state” de modeles struc-
turés par des diagrammes de décision. Ainsi, on représente la fonction “next-state” dans un format
disjonctif-conjonctif organisé par terme tensoriel ¢ du descripteur d’atteignabilité et sous-systéme [. Ce
format est proche d’un ensemble de N x |T| matrices, o IV est le nombre de sous-systémes et |T| est le
nombre de termes tensoriels du descripteur d’atteignabilité du modele.

Ce format de la fonction “next-state” est inspiré des méthodes qui représentent d’une facon compacte
la matrice de transition d’une chaine de Markov a échelle de temps continue en utilisant une somme de
produits de Kronecker [111]. L'utilisation de cette représentation de Kronecker pour la génération de
I’espace d’états a été initialement proposé par [83], mais pour la génération explicite de I’espace d’états.

Remarque : La fonction “next-state” N d’un modele SAN (o0 & = SW) x ... x SW et n; = \S(l)\)
est décomposée par terme tensoriel ¢ € T du descripteur d’atteignabilité R, i.e., N' = U N:.
teT

Pour obtenir une représentation de Kronecker de la fonction “next-state”, N; est représentée par
une matrice carrée N, de taille |S|, olt N¢[Z, 3] # O si et seulement si § € N(Z) et les états T et
y (utilisés comme des indices d’états globaux) sont interprétés comme des nombres naturels de base
mixte & = s z® . H;;ll ng ety = n>i> y . H;;ll ng respectivement. Toutefois, la matrice
N, n’est pas stockée de facon pleine, mais elle est représenté par un produit généralisé de Kronecker

N; = Ny, ® -+ ® Ny, ou chaque matrice carrée N ; de taille n; est une matrice d’atteignabilité }?gl)
g g

du descripteur d’atteignabilité du modele.
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Définition 5.5.1. On note Ny la fonction “next-state” (locale) du terme tensoriel t € T pour le l-iéme
automate (I € [1..N]). On dit qu’un état local y Y est atteignable a partir d’un état local () si et
O]

seulement si ’élément de la matrice d’atteignabilité Rt de la ligne ) et la colonne y\V) est différent

de zéro, i.e., yV) € M,t(ﬁﬂ(l)) <~ Rgl)(fﬂ(l),y(l)) # 0.

Définition 5.5.2. Soit un terme tensoriel t € T du descripteur d’atteignabilité d’un modele SAN, la
fonction “next-state” N; de ce terme est représentée par le produit de N fonctions locales, i.e., Ny =
Ny x - X Nyg, oa Ny e SO _, o8® pour N > 1> 1.

Comme on I’a dit précédemment, la localité d’un événement est un concept important pour la per-
formance de 1’algorithme de la Saturation. Ce concept peut aussi &tre appliqué sur un terme tensoriel ¢,
provenant de tout événement e du modele SAN.

Définition 5.5.3. Soit un terme tensoriel t, € T du descripteur d’atteignabilité provenant d’un événe-
ment e € £ d’un modele SAN. On définit la localité de t. par ’ensemble d’indices d’automates qui se
trouvent entre le Top(t.) et le Bot(t.) de ce terme, i.e., I’ensemble d’indices d’automates | € [1..N] tel
que Top(t.) > | > Bot(t,).

Remarque : Soit un événement ¢ € £ d’'un modele SAN et un terme tensoriel ¢, € T, étant donné un
indice [ d’un automate tel que [ ¢ O'©), alors la fonction “next-state” locale J\/Lte(x(l)) = 2 pour tous
W e 8O, je., Ny ¢, est une matrice identité de taille n;.

5.5.2 L’idée de noeud saturé

Pour la génération basée sur la saturation, on présente un nouvel ordre de parcours des termes tenso-
riels du descripteur d’atteignabilité basé sur le tirage exhaustif de tous les événements représentés par ces
termes qui affectent un noeud quelconque du MDD (et ses fils, i.e., les noeuds aux niveaux inférieurs) de
telle facon que ce noeud trouve son format final : saturé. L’analyse des noeuds est considérée de bas en
haut, i.e., lorsque un noeud est analysé, tous ses fils sont déja analysés (saturés).

On étend quelques définitions de la fonction “next-state” afin de les utiliser dans la génération basée
sur la saturation de I’espace d’états atteignables de modeles SAN.

# Soit

Nigt la fonction “next-state” du terme tensoriel ¢ € T pour les automates de [ a g
représentée par le produit des fonctions “next-state” locales de ces automates, i.e.,
-N’l:g,t:-/\/’l,tx"'x g,t,POlerZlZng;

Ni:g.t(X) la fonction “next-state” du terme tensoriel ¢ € T pour les automates de [ a g
appliquée a I’ensemble d’états X, i.e., Nj.;+(X) = U Nigi(3), on X € SO x

iex

---XS(g)etNZlZgZh

Nigm (X) la fonction “next-state” de I’ensemble des termes tensoriels T/ C T pour les auto-

mates de [ a g appliquée a I’ensemble d’états X', i.e., Nj.g 1/ (X) = Uy Nisg,t(X),
AT CT,XCSO x...xSWetN>1>g>1;

N< une fagon plus courte de représenter NV;.; (t€T-Top(t) <1} -
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Définition 5.5.4. Soit un noeud p au niveau | d’un MDD, ce noeud est saturé si a partir des états (de
départ) représentés par ce noeud le tirage d’un événement quelconque du modéle ne conduit pas a un
état inexploré. On peut dire encore que I’ensemble d’états B(p) d’un noeud p ne change plus apres le
tirage d’un événement, i.e., que B(p) = NZ,(B(p)) est valide.

On peut facilement démontrer par 1’absurde que, si le noeud p est saturé, tous les noeuds parcourus
entre le noeud p et 1 doivent aussi étre saturés [30].

L’algorithme de Saturation est en moyenne de plusieurs ordres de grandeur plus performant en temps
et utilisation de mémoire [30] que les algorithmes traditionnels de génération basés sur des MDD. No-
tamment, le pic de mémoire utilisée est usuellement plus proche de la quantité de mémoire finale utilisée
pour représenter 1’espace d’états.

En comparant 1’algorithme de Saturation avec les précédents algorithmes de génération de I’espace
d’états qui utilisent des MDD [31, 94], on vérifie qu’il élimine des surcofits en terme de calcul, réduit le
nombre moyen de tirages d’événements, et permet une utilisation plus simple et performante du cache.

5.5.3 Saturation avec des taux et probabilités fonctionnels

Comme on I’a dit précédemment, la saturation d’un noeud au niveau [ du MDD par un terme ten-
soriel t. consiste a considérer toutes les transitions possibles représentées dans les matrices de ce terme
tensoriel, transitions qui ont comme état de départ un Z dont la [-idme composante z") est 1'étiquette
d’un arc sortant de ce noeud.

L’élément nouveau, par rapport a I’état d’art, est que dans les modéles SAN, le taux d’occur-
rence d’un événement, ainsi que la probabilité de routage d’une transition lors de ’occurrence
d’un événement peuvent étre exprimés par une fonction (sans hypothése concernant les arguments
- les travaux précédents de I’algorithme de Saturation [32, 30] considérent des fonctions avec des
arguments locaux au sous-systeme).

Définition 5.5.5. Soit une matrice d’atteignabilité Rte du descripteur d’atteignabilité du terme tensoriel
te € T associé a I'événement e € € d’'un modéle SAN, si Ry, (x,y) # 0, alors on dira que la transition
de I’état x vers [’état y est représentée dans la matrice Ry, .

Définition 5.5.6. Soit un terme tensoriel assimilé-constant t. € T du descripteur d’atteignabilité as-
socié a l'événement e € £ d’un modéle SAN, I’état global & € S est un état de départ d’au moins une
transition représentée dans les matrices de t. si la fonction “next-state” a partir de T n’est pas vide, i.e.,

si N3, () # 0.

Pour les modeles SAN qui utilisent seulement des éléments constants (taux ou probabilités), il est
facile de déterminer si un état global & € S est un état de départ d’une transition globale Q(Z,y) du
modele (voir Définition 2.2.11, page 28).

En considérant la localité (Définition 5.5.3, page 86) d’un terme tensoriel assimilé-constant ¢, et que
la fonction “next-state” de t. peut étre représentée par le produit de [V fonctions locales (Définition 5.5.2,
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page 86), pour déterminer si I’état global = est un état de départ d’au moins une transition représentée
dans les matrices de t., il suffit que la fonction “next-state” vérifie Ni.q ;. (Z) # 0 (ou | = Top(t.) et g =
Bot(t.)), sachant que pour tout automate d’indice 7 > Top(t) et i < Bot(t.), N ¢, (ac(z)) = 20,

Par exemple, soit 1’état global x = (:c(4),:c(3),x(2),:v(1)) du modele SAN décrit dans F1G. 5.3, pour
savoir si = (1, 0,0, 2) est un état de départ d’une transition du terme tensoriel ¢., associé a I’événement
e1, il faut que \Vj o, (x(!)) ne soit pas vide pour tout [ € O(°) = {3,2},i.e., N3, (0) # Bet No, (0) # 0,
ce qui est le cas ici.

Type | Even. | Taux | Type | Even. | Taux
loc Iy oq | loc ly %)
loc I3 a3 | loc ly oy
loc l5 (074 loc lG Qg
loc l; a7 | loc ls ag
Syn €1 H1 syn €9 M2

F1G. 5.3 — Modele SAN (taux constants)

1 0 O 0 w1 O 0 1 0 1 0 O
0O 1 O 0O 0 O
®, ®, [0 00| ® |01 0
0O 0 1 0O 0 O 0 0 O 0 0 1
= (4 (3 (2 = (1
@ 7O 7@ M

F1G. 5.4 — Matrices du terme tensoriel ¢., de FI1G. 5.3

Toutefois, pour les termes tensoriels qui ont des éléments fonctionnels qui s’annulent (i.e., termes
tensoriels fonctionnels), il faut aussi prendre compte cette possibilité d’annulation.

Définition 5.5.7. Soit un terme tensoriel fonctionnel t. € T du descripteur d’atteignabilité associé a
I’événement e € € d’un modele SAN, ’état global T € S est un état de départ d’au moins une transition
représentée dans les matrices de t. si :

- V1€ 0©, Ny (W) £ 0

—etx € TFMdd,,
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Remarque : Pour vérifier que & € T'F'Mddy,, étant donné I’indice de niveau g4, = max Ote) qu
TFMddy,, il suffit que le sous-vecteur d’états i(o(fte)) de 7 (i.e., le vecteur des états locaux 2@ tel

que i € ol te)) soit une suite d’étiquette dans un chemin du 7'F'M dd;, allant du niveau g,,q, au noeud
terminal 1 au niveau 0.

Par exemple, soit 1état global # = (2, 23, () (1)) du modele SAN décrit dans FIG. 5.5, pour
savoir si £ = (1, 0,0, 2) est un état de départ d’une transition du terme tensoriel ¢., associé a I’événement
ey, outre que NV, (x(l)) ne soit pas vide pour tout I € (1) il faut aussi que le résultat de I’évaluation
de la fonction f; pour I’état & soit différente de zéro.

AW AB) AWM
®
(+9) () () 1
ly h ls €1 ls €1 e ly
BB BB BB B_®

Type | Even. | Taux | Type | Even. | Taux

loc Iy oy | loc Iy o7 <1>
loc az | loc ly 5

MDD pour la fonction
fi = ((stAW == 10) && (stAD == 200)) x 1y
TFMddy,

l3 Gy
loc l5 as | loc lg ag

loc l7 azg
syn | e1 | fi

loc ls Qg m

syn €9 12

FIG. 5.5 — Modele SAN (fonctionnel)

R R R ALY
1 0 0 0 fi O 01 0 1 0 0
01 0

(X)g 0 0 0 (X)g 0 0 0 ®g 01 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1

F1G. 5.6 — Matrices du terme tensoriel ¢., de FI1G. 5.5

L’ensemble d’états pour lesquels 1’évaluation de la fonction f; est différente de zéro est représenté
par le MDD T'FMdd;, . En considérant le MDD T'F M ddy, , pour analyser si le résultat de la fonction
f1 est différente de zéro, on examine s’il est possible de parcourir un chemin a partir du noeud racine
de TFMddy,, jusqu’au noeud terminal 1 dont les arcs sont étiquetés par les états locaux @ = Tet
(1) = 2, qui sont les arguments de la fonction f;.
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5.5.4 Algorithme de Saturation pour le calcul du RSS

Etant donné un état global initial # € S d’un modéle SAN, on peut générer I’espace d’états attei-
gnables (RSS) de ce modele représenté par le MDD M dds via I’exécution de 1’algorithme de Saturation :

Mdds < Generate(Z)

L’algorithme de Saturation posseéde en fait quatre procédures principales : Generate, Locals, Saturate
et Fire. Ensuite, on détaille ces quatre procédures de 1’algorithme de Saturation.

Les procédures Saturate et Fire sont mutuellement récursives. La saturation d’un noeud implique a
la recherche de nouveaux états, d’ou Saturate exécute Fire. La récursion mutuelle est nécessaire pour
permettre que les noeuds fils (du noeud qui est saturé) soient aussi saturés ; chaque nouveau noeud créé
pendant I’exécution de Fire sera immédiatement saturé via I’exécution de Saturate. La preuve (proof of
correctness) de I’algorithme de Saturation peut étre trouvée dans [30].

5.5.4.1 La procédure Generate

Dans ALG. 5.7, on présente 1’algorithme de la procédure Generate. Cette procédure initialise 1’exé-
cution de I’algorithme de Saturation afin de calculer le MDD qui représente I’espace d’états atteignables
du modele.

A partir d’un état global initial Z, pour chaque niveau I du MDD (ot on considere les niveaux de bas
en haut, i.e., de 1 2 V), un noeud est créé, initialisé en fonction de I’état local () et saturé immédiate-
ment.

A la fin de I'exécution de la procédure Generate (au niveau N), le noeud r se trouvera dans son
format final (saturé) et il sera le noeud “racine” du MDD qui représente I’ensemble d’états atteignables
du modele a partir de 1’état global initial .

Ensuite, on note les variables les plus significatives utilisées dans la procédure Generate (ALG. 5.7).

#» Notation
T I’état initial du modele SAN utilisé pour démarrer 1’exécution de I’algorithme de
Saturation ;
P un noeud auxiliaire ;
r le noeud qui est créé et initialisé a chaque niveau (automate) du modele. Lorsque

le noeud r se trouve saturé, il est le noeud racine du MDD qui servira a calculer
I’ensemble d’états atteignables du modele. Le calcule est terminé au niveau V.
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ALG. 5.7 Generate(in T : state) : node
1: /* p un noeud initialisé au noeud terminal 1 */

2. p—1;

3: /* Parcours de chaque état local de [’état global T */

4: for! =1to N do

S: /* Création du noeud r au niveau | */
6: 1 < NewNode(l);
7: /% Initialisation de r en fonction de 'V, i.e., il y a un arc sortant de v vers p étiqueté par la valeur de xV %/
g0 rlz¥] —p;
9: /* Saturation du noeud r */
10:  Saturate(r) ;
11: /* Mise a jour du noeud p pour la saturation du noeud suivant */
12: p<r;
13: end for

14: /* Retourne le noeud (“racine”) r du MDD qui représente le RSS du modele */
15: return r;

5.5.4.2 La procédure Locals

La procédure Locals prend en parametre : ¢ (un terme tensoriel du descripteur d’atteignabilité du
modele) ; nf (un noeud du MDD T F'Mdd,), et p (un noeud du MDD courant de 1’espace d’états attei-
gnables).

Dans ALG. 5.8, on présente 1’algorithme de la procédure Locals. Locals examine si les valeurs (éti-
quettes) des arcs sortant du noeud p au niveau (automate) [ sont d’états (locaux) de départ d’au moins

. o (. .
une transition représentée dans la matrice Rg ) du terme tensoriel .

Un terme tensoriel peut étre classé comme assimilé-constant ou fonctionnel (voir Définition 5.3.1,
page 76). Dans la section 5.5.3, on a démontré comment on peut déterminer si = est un état de départ
d’une transition représentée dans les matrices d’un terme tensoriel (assimilé-constant ou fonctionnel) ¢,
analysant individuellement chaque état local de z = (z(™), ..., z(1)).

Dans ALG. 5.8, pour savoir si les états représentés par p (i.e., les étiquettes des arcs sortant du noeud
p) au niveau [ sont des états de départ d’au moins une transition représentée dans les matrices du terme
t, on examine, pour tous les arcs sortant de p (ligne 7),

1. sil € OU), alors I’état de I’automate A" est argument d’une fonction dans les matrices de ¢.
Dans ce cas, pour savoir si z(") est un état de départ d’une transition, I’algorithme examine 1’arc
sortant du noeud nf étiqueté par z(!) (ligne 12) pour savoir si I’évaluation de la fonction conduira
vers une valeur non nulle (donc on a une transition possible) ;

2. autrement, I’analyse des étiquettes des arcs sortant du noeud p est faite seulement par la fonction
“next-state” locale N ; (ligne 17).

Ensuite, on donne des notations pour les variables les plus significatives utilisées dans la procédure
Locals (ALG. 5.8).
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# Notation

t un terme tensoriel du descripteur d’atteignabilité ;

D un noeud au niveau [ du MDD courant de I’espace d’états atteignables ;

nf un noeud au niveau [ du MDD T F' M dd; ;

Idx I’ensemble des étiquettes des arcs sortant de p (i.e., des états représentés par p)

qui sont d’états de départ d’au moins une transition représentée dans la matrice
d’atteignabilité partielle Rgl) du terme tensoriel £.

ALG. 5.8 Locals(in t : tensor term, in nf : node, in p : node) : set of states

1: /* Conserve dans [ la valeur courant de p.lvl */
2: [+ p.lvl;
3: /* Initialisation de Idx */
4: Idx — 0;
5. for all z()) € SO do
6: /% Létar £V est une étiquette d’un arc sortant de p */
7. if (p[z®] # () then
8: /% Analyse si I'état de I"automate A" est argument d’une fonction quelconque dans les matrices de t */
9: if 1 € 0/*)) then
10: /%8il € OYD alors t est un terme tensoriel fonctionnel */
11: /* Donc, analyse si le noeud nf possede aussi un arc sortant étiqueté par la valeur z®
12: if (nf[z"] # () then
13: /%W est un état de départ d’une transition représentée dans les matrices de t */
14: Idx — Idz U {z®};
15: else
16: /%Sil & OY) alors analyse si z® est un état de départ d’une transition via la fonction “next-state” locale */
17: if (Vi (z(D) # 0) then
18: 7% 2 est un état de départ d’une transition représentée dans les matrices de t %/
19: Idz — Idz U {z®};
20: end for

21: /* Retourne I’ensemble d’états de p qui sont d’états de départ d’une transition représentée dans une matrice de t */
22: return Ildz;

5.5.4.3 La procédure Saturate

Dans ALG. 5.9, on présente 1’algorithme de la procédure Saturate. La procédure Saturate(p) prend
en parametre un noeud p qui se situe au niveau [ du MDD qui représente 1’espace d’états atteignables
courant et sature ce noeud immédiatement. Dans cette saturation, les valeurs des arcs du noeud p sont
modifiées de facon a éviter la création de nouveaux noeuds au niveau [ (ce qui avait lieu dans 1’algorithme
BFS - Section 5.4.2, page 81). On utilise I’expression sur place pour parler de ce traitement.

Définition 5.5.8. Soit | € [1..N] l'indice d’un automate d’'un modéle SAN, on définit I’ensemble de
termes tensoriels T par TV = {e € £,t, € T : Top(t.) = 1}.
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#» Notation
te un terme tensoriel du descripteur d’atteignabilité, ot t, € T, i.e., I = Top(t.);
nf un noeud du MDD T'F M ddy, ;
P le noeud du MDD courant de 1’espace d’états atteignables qui est saturé. Le noeud

p est une variable du type in/out, i.e., une modification en p indique une modifica-
tion a la variable qui a été passée comme parametre a I’exécution de Saturate.

Sachant que I’algorithme de Saturation assure que tous les noeuds fils de p sont déja saturés, la
saturation de p implique de considérer toutes les transitions possibles représentées dans les matrices des
termes tensoriels ¢, € T, transitions qui ont comme état de départ un  dont la [-ieme composante z(*)
est I’étiquette d’un arc sortant de ce noeud.

Soit un terme tensoriel £, € T du descripteur d’atteignabilité d’un modele SAN, la saturation d’un
noeud p au niveau [ du MDD est faite en trois étapes :

ETAPE 1 : découvrir quels sont les sous-vecteurs d’états #(?) € B(p) de i qui sont d’états de
départ des transitions représentées dans les matrices du terme tensoriel ¢., o O est I’ensemble
d’indices d’automates de Top(t.) a Bot(t.), i.e., O = {Top(t.), ..., Bot(te)} ;

ETAPE 2 : & partir de ces états de départ #(©) € B(p), découvrir les états d’arrivée 7(©) des tran-
sitions représentées dans les matrices de t., en utilisant la fonction “next-state” Ny, ;

ETAPE 3 : ajouter les nouveaux états (atteignables) d’arrivée g(0> au MDD du RSS courant (i.e.,
ajouter ces états aux noeuds de ce MDD).

Dans ALG. 5.9, ETAPE 1 (lignes 14 - 23) correspond 2 1’exécution de la procédure Locals (pour
trouver la l-idme composante z() de #(©)) aprés I’exécution de la procédure Fire (pour trouver les
composantes de #(©) d’indices inférieurs a [). La procédure Fire sera expliquée ensuite dans la section
5.5.4.4 (page 95). Le noeud n f du T'F' M dd;, est initialisé en fonction du niveau [ analysé.

ETAPE 2, ligne 28 dans ALG. 5.9, correspond 2 trouver via la fonction “next-state” locale Nig, la
l-i2me composante y") de §(9), I’état d’arrivée des transitions représentées dans t.. Grice 2 la propriété
5.2.1 (page 75), si 2 de 7(9) est un état de départ d’une transition de t, tout élément (assimilé-constant
ou fonctionnel) de NV 4, (1) est état d’arrivée y») de 7(©) des transitions de t,.

Alors, la derniere étape (ETAPE 3), lignes 29 - 32 dans ALG. 5.9, correspond 2 ajouter les états
d’arrivée y) au noeud p du MDD courant de I’espace d’états atteignables du modele SAN. Quand on
trouve de nouveaux états d’arrivée 3!, i.e., le résultat de I’'union de B(q) et B(p[y(l)])) (stocké dans u -
ligne 29) est différent de B(p[y(l)] (ligne 30), il faut encore saturer le noeud p afin de que la condition
B(p) = NZ,(B(p)) soit valide. II faut remarquer que les valeurs des arcs du noeud p sont modifiées sur
place, évitant ainsi la création de nouveaux noeuds. En ajoutant directement les états d’arrivée y® au
noeud p, tout I’ensemble d’états qui utilise ce noeud (i.e., tous les chemins de A(p)) tire avantage de cette
modification.
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ALG. 5.9 Saturate(in/out p : node)

1: /* Conserve dans [ la valeur courant de p.lvl */
2: [« p.lvl;
3: /* Saturation du noeud p jusqu’a ne plus ajouter des nouveaux états atteignables a ce noeud */
4: repeat
S: /* Initialisation de change pour garder en mémoire le fait que le noeud p est modifié */
6:  change — false ;
7. foreache e £ do
8: for each ¢, € T®) do
9: /* Le noeud v f est le noeud racine du MDD T F M dd,, */
10: rf <« RootNode(T'F'Mddy,);
11: /* Prends les valeurs d’étiquettes (états) 2z des arcs sortant de p qui sont les états de départ des transitions
représentées dans les matrices de t. */
12: for each z(V) € Locals(t,, rf,p) do
13: /* Initialisation du noeud nf du MDD T F'Mdd;, en fonction du noeud r f */
14: if (t. est un terme tensoriel fonctionnel) then
15: if (r f.lvl = [) then
16: /* Le noeud nf est un noeud fils du noeud r f */
17: nf — rflz®];
18: else
19: /% Sinon, | > rf.vl, alors le noeud nf =rf */
20: nf—rf;
21: else
22: /*te est assimilé-constant, alorsnf =rf =1%
23: nf «—rf;
24: /* Analyse si les états représentés par le noeud fils p[:v(l)] sont aussi états de départ des transitions représen-
tées dans les matrices de te */
25: q < Fire(te, nf, plz®]);
26: 7% Si 2O est un état de départ d’une transition de t., alors tout y(l) [S M,te (x(”) est un
27: état d’arrivée (Propriété 5.2.1) */
28: for each y» € Nj; (z(V) do
29: u « Union(q, pyV]);
30: if (u # p[y")]) then
31: plyY] — u;
32: change «— true ;
33: end for
34: end for
35: end for

36:  end for
37: until (change = false)
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Gréice 2 la représentation de la fonction “next-state” N;, (i.e., la fonction “next-state” peut étre repré-
sentée par le produit de N fonctions locales), I’exploration des états de départ et des états d’arrivée des
transitions représentées dans les matrices du terme tensoriel ¢, dépend seulement des états des automates
d’indices de Top(t.) a Bot(t.) et ne dépend pas des automates de N a Top(t.)+1.

Les procédures Saturate et Fire sont mutuellement récursives : la saturation du noeud p exécute la
procédure Fire qui peut créer de nouveaux noeuds aux niveaux inférieurs a [, et ces noeuds doivent étre
saturés avant que la saturation de p ne continue. On présente maintenant la procédure Fire.

5.5.4.4 La procédure Fire

La procédure Fire prend en parametre : ¢ (un terme tensoriel du descripteur d’atteignabilité du mo-
dele) ; nf (un noeud du MDD T F'M ddy), et p (un noeud du MDD courant du RSS).

On présente la procédure Fire dans ALG. 5.10. Ensuite, on donne les notations pour les variables les
plus significatives utilisées dans ALG. 5.10.

#» Notation

t un terme tensoriel du descripteur d’atteignabilité ;

nf un noeud du MDD T'F M dd; ;

P le noeud du MDD courant de I’espace d’états atteignables, dont les étiquettes
(valeurs) d’arcs sont analysées ;

s le noeud du MDD courant de I’espace d’états atteignables qui est le résultat de
I’exécution de Fire(t, nf, p).

nfils un noeud du MDD T F' M dd;.

La procédure Fire (ALG. 5.10) analyse a partir des arcs sortant du noeud p s’il y a une suite d’éti-
quettes (i.e., les valeurs des arcs sortant des noeuds) qui représente un état de départ pour une transition
représentée dans les matrices du terme ¢. Il est intéressant de remarquer que 1’exécution de Fire est faite
de facon récursive pour tous les noeuds qui se trouvent entre les niveaux Top(t) et Bot(?), i.e., la localité
du terme tensoriel ¢ (voir Définition 5.5.3). La condition [ < Bot(t) est la condition de terminaison de
I’algorithme récursif Fire, sachant que pour tout automate d’indice I, ot Bot(t) > | > 1, la matrice

d’atteignabilité }v%gl) est une matrice identité.

Au contraire de la procédure Saturate, la procédure Fire utilise un nouveau noeud s au lieu de modi-
fier directement les arcs du noeud p, sachant que (a) le noeud p se trouve déja saturé et (b) il peut pointer
vers des autres noeuds au niveau [ + 1.

Si dans une exécution récursive de Fire, s’il n’y a pas d’étiquette () d’arc sortant de p qui représente
un état de départ d’une transition représentée dans les matrices de ¢ (i.e., iﬂw(l) € Locals(t, nf, p)), alors
le noeud s = 2 (le noeud spécial! au niveau [ qui représente 1’ensemble vide).

"Plus de détails sur le noeud spécial z; se trouve dans la section 5.6, page 97.



CHAPITRE 5. GENERATION DE L’ESPACE D’ETATS ATTEIGNABLES DE MODELES QUI UTILISENT

96

DES FONCTIONS

Il est intéressant de remarquer qu’avant de retourner le noeud s, la procédure Fire exécute Saturate(s)

afin d’assurer que les noeuds du MDD aux niveaux inférieurs sont saturés.

ALG. 5.10 Fire(in t : tensor term, in nf : node, in p : node) : node

1:
2:
3:

Nk

o *®

10:
11:
12:
13:

21:
22:
23:
24
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:

/* Conserve dans | la valeur courant de p.lvl */
I «— p.lvl; /% Au premier appel | = Top(t) */
/* Les états des automates d’indice | < Bot(t) (i.e., qui ne sont pas concernés par le terme t) ne sont pas modifiés par
l’occurrence des transitions de t. C’est la condition de terminaison de I’algorithme récursif */
if (I < Bot(t)) then
return p;
s < NewNode(l); /* Création du noeud résultant s au niveau | du MDD */
/* Prends les valeurs des étiquettes (états) 2 des arcs sortant de p qui sont les états de départ des transitions représentées
dans les matrices de t */
for each (") € Locals(t, nf, p) do
/* Initialisation du noeud n fils du MDD T'F M dd, en fonction du noeud nf (parametre) */
if (¢ est un terme tensoriel fonctionnel) then
if (nf.lvl = [) then
/* Le noeud n fils est un noeud fils du noeud nf */
nfils — nflz®];
else
/* Sinon, | > nf.lvl, alors le noeud nfils = nf */
nfils —nf;
else
/%t est assimilé-constant, alors nfils =nf = 1%
nfils —nf;
/* Analyse si les états représentés par le noeud fils p[az(l)] sont aussi états de départ des transitions représentées dans
les matrices de t */
q «+ Fire(t, nfils, p[x(l)]) ;
/% Si &V est un érat de départ d’une transition de t, alors tout y(l) € ./\/'l,t(:v(l)) est un
état d’arrivée (Propriété 5.2.1) */
for each y) € N 4(2(V)) do
/* On construit les sous-arbres des états atteignables du noeud s au niveau | */
s[y®] — Union(q, s[y¥]);
end for
end for
/* Saturation du noeud résultant s */
Saturate(s) ;
return s;

5.5.5 Bilan de la génération basée sur la saturation

La génération basée sur la saturation de 1’espace d’états atteignables de modeles qui utilisent des

fonctions repose sur la représentation d’états atteignables par des MDD et de la fonction “next-state”
par des produits de Kronecker. Les algorithmes présentés précédemment pour la génération basée sur la
saturation dans ce chapitre se sont inspirés des travaux réalisés pour le formalisme de Réseaux de Petri
Stochastiques (SPN - Stochastic Petri Nets) [32, 30].
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Toutefois, ces travaux pour le formalisme SPN ne présentent pas de solution pour les modeles qui
utilisent des fonctions lorsque les arguments de ces fonctions ne sont pas limités a 1’espace d’états local
d’un sous-systeme. La solution pour I’utilisation de fonctions sans hypothese sur les arguments est mise
en évidence dans les procédures :

— Locals (ALG. 5.8, page 92) : lignes 9 - 14
— Saturate (ALG. 5.9, page 94) : lignes 14 - 23 ;

— Fire (ALG. 5.10, page 96) : lignes 10 - 19.

Ces modifications dans les algorithmes sont possibles grace a :

1. Le descripteur d’atteignabilité. 11 est représenté par un format tensoriel qui utilise les matrices
d’atteignabilité partielles du modele. Les termes tensoriels du descripteur sont fabriqués de facon
a ce que les fonctions d’une méme matrice aient le méme ensemble d’états ou elles peuvent deve-
nir identiquement nulles. Ceci permet d’avoir une fonction “next-state” structurée selon 1’espace
produit ;

2. Des MDD associés a des taux et des probabilités fonctionnels. La représentation par un MDD de
I’ensemble d’états pour lesquels I’ évaluation d’une fonction est différente de zéro (ALG. 5.1, page
74);

3. Des MDD associés a des fonctions d’un terme tensoriel. La représentation par un MDD de I’en-
semble d’états pour lesquels 1’évaluation de toutes les fonctions des éléments fonctionnels qui
apparaissent dans les matrices d’atteignabilité d’un terme tensoriel est différente de zéro (ALG.
5.3, page 78).

5.6 Implantation

Dans cette section, on va introduire les types et les structures de données utilisées pour la manipula-
tion des noeuds d’'un MDD.

Au contraire de [82] ou les MDD sont représentés par des BDD, il est démontré dans [94] que
I’utilisation directe des MDD peut fournir des gains de performance pour la génération de 1’espace d’états
atteignables de modeles. La manipulation d’un état local dans un MDD est faite seulement dans un noeud
au lieu de plusieurs noeuds du BDD qui représenteraient le noeud du MDD.

Pour I’implantation, les types de donnés sont simplement des integers dans un intervalle adéquat.
Comme pour les algorithmes de génération symbolique traditionnels de I’espace d’états, on utilise un
tableau unique pour la détection des noeuds doubles (Définition 5.1.2, page 71) et des caches (cache
d’union et cache de tirage) pour éviter le recalcul d’opérations déja effectuées pour les noeuds du MDD.
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Les noeuds sont divisés en N groupes, un pour chaque niveau (automate). A fin d’éviter les noeuds
doubles, chaque groupe de noeuds est géré par une table de hachage (tableau unique) de dimension

variable qui supporte les insertions et suppressions de noeuds pendant 1’exécution, et un acces en femps
constant pour chaque élément.

# Soit
ur le tableau unique (table de hachage) pour les noeuds d’'un MDD, ou UTY[(] est
le tableau unique pour les noeuds du niveau [ du MDD (pour N > [ > 1). Les

valeurs des arcs d’un noeud sont utilisées comme clé pour ce tableau unique, i.e.,

soit un noeud p au niveau /, on utilise les valeurs des arcs p[0], ..., p[n; — 1] pour
trouver le noeud p dans UT[];

Dans F1G. 5.7, on présente I’implantation des noeuds au niveau [ quelconque d’un MDD utilisant
des vecteurs extensibles de noeuds et d’arcs.

Le vecteur de noeuds (node) est organisé selon les indices des noeuds du MDD, i.e., la partie

constante des données du noeud p au niveau [ est stockée dans node[l][p]. L’indice du noeud p est unique
dans le niveau [. Un noeud quelconque doit étre référencé par une paire (I, p).

Les noeuds d’un MDD au niveau [ :

~

5
!

n [ [e[w]’ [alsDufo o] [o[refele]® [cTefoJo o]" [iulv]o]n

ol 7, 1, ¢, ... sont les valeurs (integer) des arcs des noeuds

oJoToToTo ]

Le codage de cette configuration en utilisant les vecteurs node[l] et arc[l] :

noeud 1
noeud 2
noeud 3
noeud 4
noeud 5
noeud 6

flags vecteur node[l]
count (les compteurs - count - sont initialisés a 1
. car la valeur 0 est reservée au noeud spécial 2;)
size |514]5]2]5]2
start ’
Lelslxlofefolnfnle [eln[alu]v]ofn]o]o]o]r[v]w]e ] vectourantn
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

F1G. 5.7 — L’implantation des noeuds d’un MDD utilisant des vecteurs extensibles [30]

On réserve un noeud spécial z; au niveau [ d’un MDD pour indiquer I’ensemble qui va vers le noeud

terminal O : B(z;) = (). Tous les arcs du noeud z; pointent vers le noeud z;_1, et zy représente le noeud
terminal 0.

Le vecteur d’arcs est indexé par le champ start et size du vecteur de noeuds, i.e., si node(l|[p].start =
a et node|l|[p].size = b, alors p[i] est stocké dans arcs[l|[a + i] pour 0 < i < b. Les arcs sont stockés
dans un format plein tronqué, i.e., b < n; indique que p[b] = --- = p[n; — 1] = z_1, ol n; est la taille
du noeud au niveau /.
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Chaque noeud ayant des caractéristiques différentes par rapport a I’utilisation de la mémoire, des
flags sont utilisées pour les différencier. Il est intéressant de remarquer que I’indice 0 (zéro) du vecteur
de noeuds (node) de chaque niveau est réservé au noeud spécial z;.

Soit les vecteurs node[l] et arc[1] dans FIG. 5.7, on exécute :

r < NewNode(l)

pour créer un nouveau noeud 7 au niveau /. Dans ce cas, on ajoute un élément au vecteur node[l] (i.e., il
passe a 7 éléments) et le noeud r est initialisé :

0 1 2 3 4

noeudr7 [0 [0 [0]O]O]T

Soit le noeud r créé précédemment au niveau [ dans FIG. 5.7 et un noeud p au niveau [ — 1, I’exécu-
tion :
r[0] < p
change les vecteurs nodell] et arc[l] de la fagon suivante :

nodel[l][7].start =23 ol 23 est la position initiale dans le vecteur arc[l]
pour le noeud r (i.e., le noeud 7)

node[l][7].size = 1

arc[l][23] =6 ou ) est la clé du noeud p pour le tableau
unique U7 au niveau [ — 1

et le noeud r est modifi€ :

0 1 2 3 4

noeudr [0 [0]0OJO]O]7

#o Soit

uc le cache d’union pour les noeuds d’un MDD, ou UC'[l] est le cache de 1’opération
union entre les noeuds du niveau [ du MDD (pour N > [ > 1). Soit deux noeuds
p et ¢ au niveau [, on utilise I’ensemble non-ordonné {p, ¢} comme clé pour ce
cache afin de récupérer un noeud s qui est le résultat de I’opération union entre
les noeuds p et g, i.e., B(s) = B(p) U B(q).

Le cache d’union (UC) est utilisé pour éviter de recalculer I’opération d’union entre deux noeuds
d’un MDD. Ce cache sert dans la procédure Union utilisée dans les algorithmes de ce chapitre (e.g., ligne
29 dans ALG. 5.9, page 94). On a deux procédures pour gérer le cache UC :

— Insert(UCl], {p, ¢}, r) : le noeud r est le noeud résultant de I’opération union entre les noeuds p
et . La procédure Insert stocke dans le cache d’union au niveau [ (UC]) le noeud r en utilisant
I’ensemble non-ordonné {p, ¢} comme clé;
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— Find(UCIl], {p, q}, ) : en utilisant I’ensemble non-ordonné {p, ¢}, la procédure Find rend dans r
le résultat de I’opération d’union entre les noeuds p et ¢ du niveau /.

# Soit

FC le cache de tirage pour les noeuds d’un MDD, ou F'C[l] est le cache de tirage
d’événements pour les noeuds du niveau [ du MDD (pour N > [ > 1). Soit un
noeud p au niveau [/ et un terme tensoriel t, € T associé a un événement e € &.
On utilise ’ensemble {p, t. } comme clé pour ce cache afin de trouver un noeud s
tel que B(s) = NZ; (N, (B(p))), ot Top(t.) > 1 > Bor(t.).

Le cache de tirage (F'C') est utilisé pour éviter de réexaminer les transitions représentées dans les
matrices d’un terme ¢ pour un méme noeud p. Le cache F'C' est utilisé dans les procédures Fire (ALG.
5.6, page 83 et ALG. 5.10, page 96). On a aussi deux procédures pour gérer le cache F'C :

— Insert(F'C[l], {p,t}, r) : le noeud r est le noeud résultant de 1’exécution Fire(t, p). La procédure
Insert stocke dans le cache de tirage au niveau [ (F'C[l]) le noeud r en utilisant I’ensemble non-
ordonné {p,t} comme clé pour ce cache ;

— Find(F'CIl], {p,t}, r) : en utilisant I’ensemble non-ordonné {p, ¢}, la procédure Find rendre dans
r le résultat de I’exécution Fire(t, p) stocké dans ce cache.

11 est intéressant de remarquer que F'C|l] ne posseéde pas d’éléments pour ¢ € T, vu que I’algo-
rithme sature un noeud en modifiant directement les valeurs des arcs de ce noeud ; pour la méme raison,
on n’utilise pas les caches en UC' et F'C au niveau N.

Définition 5.6.1. Soit un noeud non-terminal p au niveau | d’'un MDD, p est un noeud redondant si
pli] = p[0] pour tout 0 < i < ny.

Dans cette these, on utilise des MDD quasi-réduits. Un MDD quasi-réduit est un MDD qui permet
I’utilisation des noeuds redondants. En effet, il y a des gains importants grace a I’implantation des MDD
(quasi-réduits) ou les arcs des noeuds pointent d’un niveau [ vers un niveau [ — 1 (i.e., la différence entre
les niveaux d’un noeud p qui pointe vers un noeud ¢ est égale a 1) :

e les opérations (e.g., 'union entre deux MDD) utilisées dans I’algorithme de Saturation (Section
5.5.4, page 90) sont exécutées sur les noeuds d’'un méme niveau. D’une fagon analogue aux BDD,
chaque opération des MDD utilise un cache pour réduire la complexité de calcul. Vu que les caches
sont organisés par niveaux, on n’a pas besoin stocker des informations de niveau des noeuds ;

e les opérations des MDD sont effectuées directement sur les noeuds aux niveaux qui concernent le
tirage d’un événement au lieu d’appliquer les opérations sur les états codés par ces noeuds ;

e le champ count du vecteur node[l|[p] représente le nombre d’arcs qui pointent vers le noeud
p. Lorsqu’un arc qui pointe vers p est redirigé vers un autre noeud, on diminue la valeur de
nodell][p|.count (i.e., nodell][p].count = nodell][p].count — 1) et s’il est égal a 0, alors le noeud p
est déconnecté du MDD et il peut étre supprimer du tableau unique ultérieurement.
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5.7 Conclusion

Lalgorithme de Saturation présenté dans ce chapitre est une méthode symbolique basée sur des dia-
grammes de décision qui peut &tre utilisée de facon performante pour la génération de 1’espace d’états
atteignables de modeles SAN. L’idée de base pour obtenir cette performance est d’explorer systémati-
quement I’effet local des tirages d’événements.

L’algorithme de Saturation utilise des Diagrammes de Décision Multi-valués (MDD) qui représentent
naturellement la structure des vecteurs d’états définis pour des modeles structurés (modulaires). De plus,
il permet 'utilisation d’expressions de Kronecker pour la représentation des fonctions “next-state”, sto-
ckant ces expression via un ensemble de matrices. Ainsi, 1’algorithme utilise des opérations de poids
faible dans la manipulation des MDD, en améliorant 1’efficacité par rapport au temps de génération des
méthodes traditionnelles (qui ont une seule itération et une fonction “next-state” de poids fort).

La génération basée sur la saturation est une nouvelle démarche pour la génération symbolique de
I’espace d’états atteignables de modeles SAN. L’algorithme de Saturation présenté dans ce chapitre,
outre qu’il permet 1'utilisation des fonctions sans hypothese sur les arguments, permet aussi la repré-
sentation d’un trés grand espace d’états atteignables d’un modele SAN par un MDD (par exemple, des
modeles avec des milliard d’états), alors que la représentation vectorielle courante de cet espace d’états
atteignables est inefficace, ou méme infaisable. Toutefois, la génération des MDD FuncM dd de fonc-
tions sans hypothese sur les arguments (ALG. 5.1, page 74) peut avoir un coft de calcul trés élevé. Le
colt de calcul pour générer un MDD FuncM dd;q d’une fonction f;g est :

Z E(fc(wid)) + Z M(:E(Wid)) + U(j(wid))

F(wid) cS§(wid) Fwid) eSWid) / f; 4 (2(wid))£0

ol E(#@id)) est le coiit de calcul de ’évaluation de la fonction pour I’état Z(“id), et pour tout état
£wia) pour lequel I’évaluation de la fonction est différente de zéro, M (%(“id)) est le coiit de calcul de
la génération du MDD qui représente 1’état (“id) et U(:E(“id)) est le cofit de calcul de I’opération union
entre le MDD FuncMdd,4 et le MDD qui représente I’état & (“id).

La décomposition proposée dans le chapitre 4, des matrices d’atteignabilité selon les classes d’équi-
valence, et la représentation de I’ensemble d’états pour lesquels 1’évaluation d’une fonction est différente
de zéro par un MDD ont permis le développement d’algorithmes de génération du RSS de modeles qui
utilisent fonctions (notamment, pour les modeles SAN). L’utilisation de ces algorithmes n’est pas limi-
tée au formalisme SAN, ces algorithmes peuvent étre utilisés pour d’autres formalismes structurés de
haut-niveau qui possedent une représentation généralisée de Kronecker.

En bref, la génération basée sur la saturation amene les noeuds d’un MDD vers le format final (sa-
turé) le plus tot possible, considérant les niveaux des noeuds de bas en haut. Le tirage d’événements
profite de la structure modulaire du modele SAN, ainsi que la représentation de Kronecker des fonctions
“next-state” locales. La modification des valeurs des arcs des noeuds de facon directe favorise le plus
fréquemment possible la réutilisation des noeuds du MDD, au lieu de la génération de plusieurs noeuds
qui seront normalement déconnectés du MDD (de la méme facon que les méthodes classiques basées sur
des BDD [90]). En utilisant ces caractéristiques, on peut calculer I’espace d’états atteignables de modeles
d’une facon tres performante, alors que le pic de mémoire reste relativement bas.
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Les résultats expérimentaux pour la génération basée sur la saturation du RSS de modeles SAN est
en moyenne de plusieurs ordres de grandeur plus performant en temps et utilisation de mémoire que la

génération symbolique traditionnelle.

Dans le chapitre 6, on va présenter les résultats obtenus pour la génération (symbolique traditionnelle
et basée sur la saturation) de I’espace d’états atteignables des modeles SAN présentés dans le chapitre 3.



Chapitre 6

Etudes d’exemples a temps continu

Dans ce chapitre, on présente quelques mesures de performance obtenues avec les méthodes et algo-
rithmes que nous avons présentés dans le chapitre 5 pour la génération de 1’espace d’états atteignables
des modeles qui utilisent des fonctions (notamment, pour les modeles SAN). Ces algorithmes ont été
développés dans un module du logiciel PEPS (Performance Evaluation of Parallel Systems) [17]. Les
mesures de performance de ce chapitre ont été obtenues utilisant le module du logiciel PEPS sur un
ordinateur AMD Opteron (avec 8 processeurs double coeur) a 2.2 GHz, sous un systéme Linux Debian
2.6.23-1-amd64, et avec 32 Giga octets de mémoire vive. Les mesures présentées dans ce chapitre ont
été obtenues en utilisant seulement 1 processeur.

Les modeles SAN utilisés dans ce chapitre sont les mémes que ceux décrits dans le chapitre 3 :

— Diner des Philosophes (Section 6.1);
Patron de Service Alterné (Section 6.2) ;
Atelier avec kanbans (Section 6.3) ;
Partage de Ressources (Section 6.4).

Pour chacun de ces exemples (avec taux constants et fonctionnels), utilisant les algorithmes BFS et
de Saturation, on présente les mesures de performance dans un tableau avec les colonnes suivantes :

e (Noeuds MDD) Final : le nombre final de noeuds du MDD qui représente 1’espace d’états attei-
gnables (RSS - Reachable State Space) ;

e (Noeuds MDD) Pic : le pic du nombre de noeuds utilisés pendant la génération du RSS;

e (Mémoire) Final : la quantité finale de mémoire utilisée pour stocker le MDD qui représente le
RSS;

e (Mémoire) Pic : le pic de mémoire utilisé pendant la génération de I’espace d’états atteignables ;
o (Espace d’états) RSS : le nombre d’états atteignables ;

o (Espace d’états) PSS : le nombre d’états de I’espace produit (PSS - Product State Space) ;
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e (Temps) Fonctions' : le temps nécessaire a la génération de tous MDD FuncMdd ;

o (Temps) RSS : le temps nécessaire a la génération de 1’espace d’états atteignables.

6.1 Diner des Philosophes

Dans cette section, on présente les mesures de performance obtenues utilisant les deux algorithmes
BFS et de Saturation pour la génération du RSS des modeles SAN taux constants (F1G. 3.2) et taux
fonctionnels (F1G. 3.3). N est le nombre de philosophes de I’exemple décrit dans la section 3.1 (page
40).

On présente dans TAB. 6.1 les mesures obtenues pour les modeles SAN (taux constants) utilisant
I’algorithme BFS, et dans TAB. 6.2 les mesures obtenues pour les modeles SAN (taux fonctionnels)
utilisant aussi 1’algorithme BFS.

Noeuds MDD Mémoire (bytes) Espace d’états Temps (sec)
N Final | Pic Final | Pic RSS | PSS RSS
10 35 841 7,312 257,119 | 5.74 x 103 [ 5.90 x 10* [ 1.19 x 1072
50 195 29,761 36,752 7,940,999 | 1.17 x 10Y | 7.18 x 10* | 2.35 x 10
100 395 124,411 73,552 32,683,849 | 1.62 x 10%® | 5.15 x 10*7 | 6.50 x 10°
500 | 1,995 | 3,221,611 | 367,952 | 836,146,905 | 2.08 x 10! | 3.64 x 10%3® | 1.60 x 102
1,000 | 3,995 | 12,943,111 | 735,952 | 3,354,275,629 | 5.09 x 10382 | 1.32 x 10*"7 | 9.10 x 102
TAB. 6.1 — Diner des Philosophes (taux constants) - Algorithme BFS
Noeuds MDD Mémoire (bytes) Espace d’états Temps (sec)
N Final | Pic Final | Pic RSS | PSS Fonctions | RSS
10 35 713 7,312 218,684 | 5.74 x 10° [ 5.90 x 10 | 1.60 x 10~* | 9.07 x 1073
50 195 23273 | 36,752 6,365,324 | 1.17 x 10" | 7.18 x 10%* | 7.87 x 10~* | 2.27 x 10°
100 395 96,473 | 73,552 26,018,264 | 1.62 x 103 | 5.15 x 10*7 | 1.76 x 1072 | 5.44 x 100
500 | 1,995 | 2,482,073 | 367,952 | 662,045,088 | 2.08 x 10191 | 3.64 x 10?38 | 1.55 x 1072 | 1.26 x 102
1,000 | 3,995 | 9,964,073 | 735,952 | 2,654,078,472 | 5.09 x 10382 | 1.32 x 10*"7 | 4.95 x 1072 | 8.19 x 10?

TAB. 6.2 — Diner des Philosophes (taux fonctionnels) - Algorithme BFS

En observant les deux tableaux (TAB. 6.1 et TAB. 6.2), on remarque que le temps pour la génération
du RSS pour les modeles SAN (taux fonctionnels) est un peu plus petit que celui des modeles SAN
(taux constants). La durée de la génération des MDD FuncM dd est trés petit, sachant que les fonctions
utilisées dans ce modele sont évaluées sur un espace d’états tres petit. Une fonction f quelconque dans ce
modele possede les états de deux automates seulement comme arguments (i.e., |wy| = 2). Vu que I’espace
d’états de tous les automates est égal a 3 (trois), la génération d’un MDD FuncM dd quelconque est faite
évaluant seulement états du domaine de la fonction, i.e., 3 X 3 = 9 états.

Dans les tableaux suivants (TAB. 6.3 et TAB. 6.4), on présente les mesures de performance obte-
nues utilisant 1’algorithme de Saturation pour les modeles SAN (taux constants) et modeles SAN (taux
fonctionnels) respectivement.

"Les MDD FuncM dd ne sont que utilisés dans les modeles SAN avec taux fonctionnels.



6.2. PATRON DE SERVICE ALTERNE 105

Noeuds MDD Mémoire (bytes) Espace d’états Temps (sec)

N | Final | Pic Final |  Pic RSS | PSS RSS
10 35 56 7,312 34,448 | 574 x 10° [ 5.90 x 10* [ 1.54 x 1073
50 195 296 | 36,752 417,251 | 1.17 x 10 | 7.18 x 10?3 | 8.96 x 1073
100 395 596 | 73,552 1,445,101 | 1.62 x 103® | 5.15 x 10*7 | 1.84 x 1072
500 | 1,995 | 2,996 | 367,952 31,627,901 | 2.08 x 10! | 3.64 x 1023® | 1.08 x 1071
1,000 | 3,995 | 5,996 | 735,952 | 124,256,401 | 5.09 x 10382 | 1.32 x 1077 | 2.44 x 10~*

TAB. 6.3 — Diner des Philosophes (taux constants) - Algorithme de Saturation
Noeuds MDD Mémoire (bytes) Espace d’états Temps (sec)

N | Final | Pic Final | Pic RSS | PSS Fonctions |  RSS
10 35 83 7,312 34,171 | 574 x 10° [ 5.90 x 10* [ 1.70 x 10~% | 1.25 x 1073
50 195 443 | 36,752 361,048 | 1.17 x 10" | 7.18 x 10*® | 8.12x 10~* | 7.31 x 1073
100 395 893 | 73,552 | 1,183,248 | 1.62 x 1038 | 5.15 x 10*7 | 1.86 x 1072 | 1.51 x 102
500 | 1,995 | 4,493 | 367,952 | 24,320,848 | 2.08 x 101 | 3.64 x 10%3® | 1.60 x 1072 | 8.98 x 102
1,000 | 3,995 | 8,993 | 735,952 | 94,642,848 | 5.09 x 10382 | 1.32 x 1077 | 5.08 x 1072 | 1.81 x 107!

TAB. 6.4 — Diner des Philosophes (taux fonctionnels) - Algorithme de Saturation

Comme on peut I’observer dans TAB. 6.3 et TAB. 6.4, la génération du RSS pour les modeles SAN
(taux fonctionnels) est encore un peu plus rapide que celle des modeles SAN (taux constants). On re-
marque aussi que la mémoire utilisée pour les modeles SAN (taux fonctionnels) est inférieure a la mé-
moire utilisée pour les modeles SAN (taux constants).

En regardant les quatre tableaux de mesures (TAB. 6.1, TAB. 6.2, TAB. 6.3 et TAB. 6.4), on constate
que les mesures obtenues pour les modeles SAN (taux fonctionnels) utilisant 1’algorithme de Saturation
sont treés performants, vu qu’on génere un tres grand espace d’états (e.g., pour N = 1,000, le RSS est
d’ordre de 103%2 états) en moins d’une seconde.

6.2 Patron de Service Alterné

On présente dans cette section les mesures obtenues utilisant les algorithmes BFS et de Saturation
pour la génération du RSS des modeles SAN taux constants (F1G. 3.5) et taux fonctionnels (F1G. 3.6). P
est le nombre des différents patrons de service et K7, Ko, K3 et I, sont les capacités (finies) des files
d’attente (01, Q2, Q3 et Q4 respectivement de 1’exemple décrit dans la section 3.2 (page 43).

Les mesures obtenues pour les modeles SAN (taux constants) utilisant 1’algorithme BFS pour cet
exemple sont présentés dans TAB. 6.5, ainsi que les mesures pour les modeles SAN (taux fonctionnels)
utilisant aussi 1’algorithme BFS sont présentés dans TAB. 6.6.

On remarque que tout I’espace d’états des modeles SAN de cet exemple est atteignable (i.e., RSS =
PSS). L’espace d’états atteignables du modele est représenté par un nombre tres petit de noeuds (dans ce
cas, 5 noeuds). En comparant les mesures de performance de TAB. 6.5 et TAB. 6.6, on constate que les
temps de la génération du RSS pour les modeles avec taux fonctionnels sont plus rapides que ceux des
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modeles avec taux constants. Dans ce cas, le modele SAN (taux fonctionnels) utilise seulement 1 événe-
ment synchronisant (e34) au lieu de P événements synchronisants (€34(1), €34(2)> ---» €34(p)) du modele
SAN (taux constants). Par conséquence, le nombre de termes tensoriels du descripteur d’atteignabilité
du modele SAN (taux fonctionnels) est trés inférieur au nombre de termes tensoriels du descripteur
d’atteignabilité du modele SAN (taux constants), ce qui diminue significativement la quantité de calcul.

Noeuds MDD Mémoire (bytes) Espace d’états Temps (sec)
P | Final | Pic Final ‘ Pic RSS ‘ PSS RSS
K; =300 K> =300 K3 =600 K4 =600
2| 5 21,050 | 9,352 | 25,082,174 | 6.55 x 100 | 6.55 x 100 | 6.12 x 109
3 5 21,653 | 9,356 | 25,406,745 | 9.82 x 1010 | 9.82 x 10'° | 6.66 x 10°
4| 5 ]22256 | 9360 | 25,643,920 | 1.31 x 10" | 1.31 x 10'* | 7.39 x 10°
5| 5 |2285 | 9,364 | 25,914,851 | 1.64 x 10" | 1.64 x 10" | 8.24 x 109
15| 5 | 28,889 | 9,404 | 28,444,965 | 4.91 x 10" | 4.91 x 10" | 1.39 x 10!
25| 5 | 34919 | 9,444 | 31,263,383 | 8.18 x 10" | 8.18 x 10" | 2.10 x 10!
TAB. 6.5 — Patron de Service Alterné (taux constants) - Algorithme BFS
Noeuds MDD Mémoire (bytes) Espace d’états Temps (sec)
P | Final | Pic Final | Pic RSS | PSS Fonctions | RSS
K; =300 K;=300 K3=600 K,4=600
2] 5 19,852 [ 9,352 [ 19,272,713 | 6.55 x 1010 [ 6.55 x 100 | 1.21 x 107° | 3.86 x 10°
3| 5 19,852 | 9,356 | 19,296,793 | 9.82 x 100 | 9.82 x 10'0 | 1.21 x 107° | 3.87 x 10°
41 5 19,852 | 9,360 | 19,320,881 | 1.31 x 10" | 1.31 x 10" | 1.21 x 107® | 3.90 x 10°
5/ 5 19,852 | 9,364 | 19,344,977 | 1.64 x 10" | 1.64 x 1011 | 1.29 x 107® | 3.99 x 10°
15| 5 19,852 | 9,404 | 19,586,377 | 4.91 x 10" | 4.91 x 101 | 1.91 x 107® | 4.18 x 10°
251 5 19,852 | 9,444 | 19,828,577 | 8.18 x 101" | 8.18 x 10" | 2.41 x 107° | 4.34 x 10°

TAB. 6.6 — Patron de Service Alterné (taux fonctionnels) - Algorithme BFS

Comme on peut I’observer dans TAB. 6.6, le temps pour générer le MDD FuncMddy,, de la fonc-
tion f34 utilisée dans le modele SAN (taux fonctionnels) est trés petit (i.e., d’ordre de 10~?). Le domaine
de la fonction f34 tient seulement compte de Iespace d’états de 1’automate A®) qui est dépendant du
nombre de patrons de services (P) du modele. Dans ce contexte, 1’évaluation de fs34 est faite pour les P
états de I’automate A(®).

Dans les tableaux suivants (TAB. 6.7 et TAB. 6.8), on présente les mesures de performance obtenues
en utilisant I’algorithme de Saturation pour les modeles SAN (taux constants) et modeles SAN (taux
fonctionnels) respectivement.

Les temps pour la génération du RSS des modeles SAN (taux constants et fonctionnels) utilisant
I’algorithme de Saturation sont tres proches. Les modeles avec taux fonctionnels sont 1égerement plus
rapide que les modeles avec taux constants.

En regardant les mesures présentées dans cette section, on peut observer que les mesures obtenues
pour les modeles SAN (taux fonctionnels) utilisant I’algorithme de Saturation sont les plus performants :
on génére un grand espace d’états atteignables (e.g., 10! états) d’un modele classique de réseaux de files
d’attente tres rapidement (proche de 1 seconde).
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Noeuds MDD Mémoire (bytes) Espace d’états Temps (sec)
P Final ‘ Pic Final ‘ Pic RSS ‘ PSS RSS
K;=300 K,=300 K3=600 K,=600
607 | 9,352 935,826 | 6.55 x 10'Y | 6.55 x 10'Y | 8.44 x 107!
607 | 9,356 945,955 | 9.82 x 1019 | 9.82 x 10'9 | 8.49 x 10~*
607 | 9,360 956,100 | 1.31 x 10'' | 1.31 x 10'* | 8.55 x 10~*
607 9,364 966,261 | 1.64 x 1011 | 1.64 x 1011 | 8.77 x 107!
607 9,404 | 1,068,751 | 4.91 x 10" | 4.91 x 10" | 9.22 x 10!
607 9,444 | 1,172,841 | 8.18 x 10! | 8.18 x 10! | 1.02 x 10°
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TAB. 6.7 — Patron de Service Alterné (taux constants) - Algorithme de Saturation

Noeuds MDD Mémoire (bytes) Espace d’états Temps (sec)

P | Final | Pic Final | Pic RSS | PSS Fonctions | RSS
K; =300 K,=300 K3=600 K,=600

607 9,352 | 925,793 | 6.55 x 10" | 6.55 x 1019 | 1.19 x 107° | 8.41 x 10!
607 9,356 | 925,851 | 9.82x 1010 [9.82 x 1019 | 1.29 x 10~° | 8.45 x 10!
607 9,360 | 925917 | 1.31 x 10" | 1.31 x 10" | 1.31 x 107° | 8.50 x 107!
607 9,364 925,991 | 1.64 x 101 | 1.64 x 10" | 1.38 x 107° | 8.71 x 107!
607 9,404 927,171 | 4.91 x 101 | 4.91 x 10" | 1.91 x 107° | 8.85 x 10~*
607 9,444 929,151 | 8.18 x 101 | 8.18 x 101 | 2.29 x 1075 | 9.02 x 10~*
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TAB. 6.8 — Patron de Service Alterné (taux fonctionnels) - Algorithme de Saturation
6.3 Atelier avec Kanbans

Dans cette section, on présente les mesures de performance obtenues utilisant les algorithmes BFS
et de Saturation pour la génération du RSS des modeles SAN (taux constants) - FIG. 3.7, des modeles
SAN (partiellement fonctionnel) - FI1G. 3.8, et des modeles SAN (taux fonctionnels) - F1G. 3.9. N est le
nombre de kanbans (capacité) dans les postes de travail du systeme décrit dans la section 3.3 (page 45).

Dans TAB. 6.9, TAB. 6.10 et TAB. 6.11, en utilisant I’algorithme BFS, on présente les mesures
obtenues pour les modeles SAN (taux constants), modeles SAN (partiellement fonctionnel) et modeles
SAN (taux fonctionnels) respectivement.

Dans les modeles SAN (partiellement fonctionnel), les automates P; et P, ne sont pas représentés,
mais remplacés par deux fonctions sont utilisées (fi,, et fs,,,), ou le domaine de chaque fonction est de
(N + 1)3 états. En comparant les mesures de performance de TAB. 6.9 et TAB. 6.10, on constate que
les temps de la génération du RSS pour les modeles SAN (partiellement fonctionnel) sont un peu plus
rapides que les modeles SAN (taux constants), méme si on considere le temps pour la génération des
MDD FuncMddy,, et FuncMddy,, . .

Dans les modeles SAN (taux fonctionnels), outre les fonctions f;, et f,.,,, on utilise la fonction f; ,,
au lieu des automates P, et Ps. Le domaine de cette fonction est de (N + 1)° états et par conséquence la
génération du MDD FuncMddy, ,  est tres lente. Dailleurs, cela nécessite beaucoup de mémoire pour
générer explicitement le FuncMddy, ., limitant la génération du RSS de ce modele a des V' < 25.
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Noeuds MDD Mémoire (bytes) Espace d’états Temps (sec)
N Final | Pic Final | Pic RSS | PSS RSS
5 111 7,420 19,660 2,534,919 | 2.55 x 10° 2.82 x 102 [6.41 x 10T
10 256 32,810 43,260 11,619,239 | 1.01 x 10° 4.59 x 1016 1.74 x 10°
15 451 84,050 77,160 30,783,259 | 4.70 x 1010 | 1.84 x 10 | 3.44 x 10°
20 696 169,015 122,360 63,741,479 | 8.05 x 10! 1.43 x 1021 | 8.69 x 10
25 991 295,580 179,860 114,418,399 | 7.68 x 10'2 | 4.36 x 10?2 | 1.28 x 10!
50 3,216 1,828,030 686,860 785,640,999 | 1.04 x 106 | 2.09 x 1027 | 1.13 x 102
100 | 11,416 | 12,541,055 | 3,198,360 | 6,312,076,199 | 1.73 x 107 | 1.17 x 10%? | 3.03 x 10°
TAB. 6.9 — Atelier avec Kanbans (taux constants) - Algorithme BFS
Noeuds MDD Mémoire (bytes) Espace d’états Temps (sec)
N Final | Pic Final | Pic RSS | PSS Fonctions | RSS
5 99 6,536 17,556 2,252,297 | 2.55 x 105 [ 7.84 x 1010 [873x10°% [ 1.72 x 10!
10 234 29,911 39,436 10,617,221 | 1.01 x 10 | 3.80 x 10 | 5.70 x 1073 | 1.51 x 109
15 419 78,736 71,416 28,857,045 | 4.70 x 1019 | 7.21 x 1016 | 2.82 x 1072 | 3.04 x 10°
20 654 161,636 114,496 60,804,181 | 8.05 x 101t | 3.24 x 10'® | 8.15 x 1072 | 6.74 x 10°
25 939 287,236 169,676 110,774,897 | 7.68 x 1012 | 6.45 x 10'9 | 1.87 x 10~ | 1.11 x 10*
50 | 3,114 | 1,857,611 662,076 793,624,997 | 1.04 x 10'6 | 8.05 x 10?3 | 2.08 x 10° | 9.66 x 10!
100 | 11,214 | 13,160,236 | 3,129,376 | 6,662,168,661 | 1.73 x 10*° | 1.15 x 10%® | 1.89 x 10! | 2.97 x 103
TAB. 6.10 — Atelier avec Kanbans (partiellement fonctionnel) - Algorithme BFS
Noeuds MDD Mémoire (bytes) Espace d’états Temps (sec)
N | Final | Pic Final | Pic RSS ‘ PSS Fonctions | RSS
5 57 9,939 | 11,092 2,652,393 | 2.55 x 106 | 2.18 x 10 [ 5.02 x 1072 | 1.10 x 107!
10| 102 190,559 | 18,892 44,658,109 | 1.01 x 10° | 3.14 x 10'2 | 3.15 x 10° | 8.05 x 107!
15| 147 | 1,603,454 | 27,592 386,186,509 | 4.70 x 1010 | 2.81 x 10'* | 4.45 x 10! | 2.15 x 10°
20 | 192 | 7,870,249 | 37,192 | 1,990,498,153 | 8.05 x 10'" | 7.36 x 10'® | 9.80 x 102 | 5.88 x 10°
25 | 237 | 27,766,319 | 47,692 | 7,385,592,319 | 7.68 x 10" | 9.54 x 1016 | 1.42 x 10* | 1.05 x 10!

TAB. 6.11 — Atelier avec Kanbans (taux fonctionnels) - Algorithme BFS

Si on observe les tableaux des différents modeles SAN (TAB. 6.9, TAB. 6.10 et TAB. 6.11), on
constate que les temps pour la génération du RSS sont tres proches et la grande différence entre eux est
le temps pour la génération des MDD F'uncM dd des fonctions des modeles.

Dans TAB. 6.12, TAB. 6.13 et TAB. 6.14, on présente les mesures obtenues utilisant 1’algorithme de
Saturation pour les modeles SAN (taux constants), modeles SAN (partiellement fonctionnel) et modeles
SAN (taux fonctionnels) respectivement.

En observant les mesures de performance présentées dans TAB. 6.12, TAB. 6.13 et TAB. 6.14, on
remarque que les temps pour la génération du RSS des modeles SAN utilisant 1’algorithme de Saturation
sont aussi trés proches. On peut aussi observer que la génération du MDD FuncM dd des modeles est le
goulet d’étranglement de la méthode de la génération.

Dans cet exemple, il est intéressant de remarquer que les modeles SAN qui utilisent des taux fonc-
tionnels ne sont pas toujours les plus performants par rapport aux modeles SAN avec taux constants. Il
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Noeuds MDD Mémoire (bytes) Espace d’états Temps (sec)
N Final [ Pic Final | Pic RSS | PSS RSS
5 111 142 19,660 55,755 | 2.55 x 105 | 2.82 x 1012 | 2.74 x 1073
10 256 287 43,260 96,235 | 1.01 x 10 | 4.59 x 1016 | 1.01 x 102
15 451 482 77,160 153,415 | 4.70 x 1010 | 1.84 x 1019 | 2.48 x 1072
20 696 727 122,360 228,295 | 8.05 x 1011 | 1.43 x 10?! | 4.80 x 1072
25 991 1,022 179,860 321,875 | 7.68 x 1012 | 4.36 x 10?2 | 8.41 x 1072
50 3,216 3,247 686,860 1,105,275 | 1.04 x 10' | 2.09 x 10%" | 5.19 x 10!
100 11,416 11,447 3,198,360 4,649,575 | 1.73 x 10" | 1.17 x 10%? | 3.51 x 10°
500 | 257,016 257,047 | 209,170,360 | 241,923,975 | 7.09 x 1026 | 1.58 x 10% | 3.57 x 102
1,000 | 1,014,016 | 1,014,047 | 1,501,335,360 | 1,630,816,975 | 1.42 x 10%Y | 1.02 x 10*® | 3.38 x 10?
TAB. 6.12 — Atelier avec Kanbans (taux constants) - Algorithme de Saturation
Noeuds MDD Mémoire (bytes) Espace d’états Temps (sec)
N Final | Pic Final | Pic RSS | PSS Fonctions | RSS
5 99 368 17,556 103,313 [ 2.55 x 105 [ 7.84 x 101 [ 853 x 10~% [3.69 x 1073
10 234 1,653 39,436 406,413 | 1.01 x 10° | 3.80 x 10 | 5.55 x 1073 | 1.52 x 1072
15 419 4,638 71,416 1,150,813 | 4.70 x 10'0 | 7.21 x 10'® | 2.91 x 1072 | 4.02 x 1072
20 654 10,073 114,496 2,593,513 | 8.05 x 10* | 3.24 x 10'8 | 8.46 x 1072 | 7.88 x 102
25 939 18,708 169,676 5,031,513 | 7.68 x 10*2 | 6.45 x 10! | 1.93 x 107! | 1.47 x 10~ ?
50 | 3,114 136,133 662,076 45346,013 | 1.04 x 10¥0 | 8.05 x 1023 | 2.14 x 10° | 9.64 x 107!
100 | 11,214 | 1,042,233 | 3,129,376 485,397,513 | 1.73 x 1019 | 1.15 x 1028 | 1.90 x 10! 7.20 x 10°
TAB. 6.13 — Atelier avec Kanbans (partiellement fonctionnel) - Algorithme de Saturation
Noeuds MDD Mémoire (bytes) Espace d’états Temps (sec)
N |Final [ Pic Final | Pic RSS | PSS Fonctions |  RSS
5 57 5,367 | 11,092 1,145,025 | 2.55 x 105 [ 2.18 x 10° | 4.99 x 1072 | 4.28 x 103
10 | 102 173,922 | 18,892 39,000,325 | 1.01 x 10° | 3.14 x 10'2 | 3.12 x 10° | 1.97 x 1072
15| 147 | 1,567,302 | 27,592 373,397,525 | 4.70 x 1010 | 2.81 x 10" | 4.42 x 10! | 5.96 x 1072
20| 192 | 7,807,132 | 37,192 | 1,967,349,625 | 8.05 x 10'' | 7.36 x 10'® | 9.71 x 102 1.94 x 107!
25 | 237 | 27,668,787 | 47,692 | 7,348,569,625 | 7.68 x 10'2 | 9.54 x 10'6 | 1.40 x 10* | 7.01 x 107!

TAB. 6.14 — Atelier avec Kanbans (taux fonctionnels) - Algorithme de Saturation

est important de tenir compte du domaine de la fonction au moment de la modélisation du probleme.
Lutilisation d’une fonction qui posséde un grand domaine peut limiter la génération du RSS du modele
a cause de la génération explicite du MDD F'uncM dd de cette fonction. Cette limitation est encore plus
évidente dans I’exemple suivant.

6.4 Partage de Ressources

On présente dans cette section les mesures de performance obtenues utilisant les algorithmes BFS
et de Saturation pour la génération du RSS des modeles SAN : faux constants (F1G. 3.10) et taux fonc-
tionnels (FIG. 3.11). N est le nombre de clients distincts qui partagent I’'utilisation de R ressources
communes du systeme décrit dans la section 3.4 (page 47).
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Les mesures obtenues pour les modeles SAN (taux constants) utilisant 1’algorithme BFS pour cet
exemple sont présentés dans TAB. 6.15, ainsi que les mesures pour les modeles SAN (taux fonctionnels)
utilisant aussi 1’algorithme BFS sont présentés dans TAB. 6.16.

Noeuds MDD Mémoire (bytes) Espace d’états Temps (sec)
R | Final | Pic Final | Pic RSS | PSS RSS
N=10
1 21 179 5,344 91,532 | 1.10 x 101 [ 2.05 x 10> | 1.05 x 102
5 51 813 9,720 295,068 | 6.38 x 10> | 6.14 x 10° | 4.03 x 1072
9 65 899 | 11,856 340,596 | 1.02 x 103> | 1.02 x 10* | 4.08 x 1072
N=20
50 111 3,773 | 19,840 1,308,238 | 2.17 x 10* [ 6.29 x 10° [ 6.75 x 10!
10| 176 5,723 | 29,360 1,986,768 | 6.17 x 10> | 1.15 x 107 | 8.13 x 107!
19| 230 6,104 | 37,676 2,259,426 | 1.05 x 10° 2.10 x 10" | 9.15 x 1071
N=25
5 141 6,078 | 24,900 2,087,823 | 6.84 x 10* [ 2.01 x 105 [ 9.11 x 107!
12| 260 | 10,761 | 42,288 3,684,817 | 1.68 x 107 | 4.36 x 108 1.20 x 10°
24| 350 | 11,569 | 56,136 4,250,441 | 3.36 x 10" | 8.39 x 108 | 1.34 x 10°
N =100
5| 591 106,653 | 100,800 | 35,621,598 | 7.94 x 107 | 7.61 x 1030 [ 6.60 x 10Y
50 | 3,876 | 657,603 | 578,880 | 217,295,568 | 6.84 x 10 | 6.47 x 10°! | 3.38 x 10!
99 | 5,150 | 683,544 | 777,036 | 243,363,666 | 1.27 x 10%° | 1.27 x 10** | 4.36 x 10
TAB. 6.15 — Partage de Ressources (taux constants) - Algorithme BFS
Noeuds MDD Mémoire (bytes) Espace d’états Temps (sec)
R | Final | Pic Final | Pic RSS | PSS Fonctions | RSS
N=10
1 19 139 4,908 51,801 | 1.10 x 10! | 1.02 x 10% [ 1.85 x 107* | 6.16 x 10~*
5 35 2,777 7,228 607,513 | 6.38 x 102 | 1.02 x 103 | 1.05 x 1072 | 3.75 x 1073
9 19 532 | 4,940 139,337 | 1.02 x 10° | 1.02 x 10®> | 5.76 x 10~* | 1.75 x 1073
N=20
5 95 64,711 | 17,384 | 12,932,283 | 2.17 x 10* | 1.05 x 105 | 7.73 x 101 | 2.29 x 102
10 | 120 | 2,783,330 | 20,968 | 565,087,339 | 6.17 x 10° | 1.05 x 10% | 6.17 x 10! | 1.33 x 107!
19 39 2,082 | 9,340 539,287 | 1.05 x 10% | 1.05 x 10% | 2.06 x 1071 | 7.42 x 103
N=25
5] 125] 187,653 | 22,408 | 36,986,418 | 6.84 x 10* | 3.36 x 107 [ 9.46 x 10° [ 5.26 x 102
24 49 3,232 | 11,540 835,862 | 3.36 x 107 | 3.36 x 107 | 7.41 x 10° | 1.19 x 102

TAB. 6.16 — Partage de Ressources (taux fonctionnels) - Algorithme BFS

Dans les modeles SAN (taux fonctionnels) de cet exemple, I’automate AN+ n’est pas représenté
et N fonctions sont utilisées (f,,, ot i € [1..N]), et le domaine de chaque fonction est de 2% états.
En comparant les mesures de performance de TAB. 6.15 et TAB. 6.16, on remarque que les temps de la
génération du RSS pour les modeles SAN (taux fonctionnels) sont plus rapides que les modeles SAN
(taux constants). Toutefois, comme on 1’a déja remarqué dans I’exemple précédent, la génération des
MDD FuncM dd des fonctions est la partie plus lente de la méthode et elle limite beaucoup la génération
du RSS de ces modeles (dans cet exemple, pour les N > 25).
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Dans TAB. 6.17 et TAB. 6.18, on présente les mesures obtenues utilisant 1’algorithme de Saturation
pour les modeles SAN (taux constants) et modeles SAN (taux fonctionnels) respectivement.

Noeuds MDD Mémoire (bytes) Espace d’états Temps (sec)
R | Final | Pic Final | Pic RSS PSS RSS
N=10 |
1 21 42 5,344 30,096 | 1.10 x 10' 2.05 x 103 1.04 x 1073
5 51 72 9,720 47480 | 6.38 x 10> | 6.14 x 10> | 3.95 x 1073
9 65 86 | 11,856 56,992 | 1.02 x 10° 1.02 x 10* | 5.28 x 1073
N =20
5 111 152 | 19,840 156,110 | 2.17 x 10* | 6.29 x 10° 1.65 x 1072
10| 176 217 | 29,360 223,890 | 6.17 x 10° 1.15 x 107 | 3.04 x 1072
19| 230 271 | 37,676 289,362 | 1.05 x 106 | 2.10 x 107 | 4.37 x 1072
N=25
5 141 192 | 24,900 232,775 | 6.84 x 10* | 2.01 x 10° | 2.65 x 1072
12| 260 | 311 | 42288 379,551 | 1.68 x 107 | 4.36 x 108 | 5.87 x 1072
24 | 350 | 401 | 56,136 511,847 | 3.36 x 107 | 8.39 x 10% | 8.84 x 1072
N =100
5] 591 792 | 100,800 | 3,170,750 | 7.94 x 107 | 7.61 x 10%° | 5.85 x 10~!
50 | 3,876 | 4,077 | 578,880 | 16,893,170 | 6.84 x 10% | 6.47 x 103! | 7.54 x 10°
99 | 5,150 | 5,351 | 777,036 | 23,873,122 | 1.27 x 1030 | 1.27 x 10?2 | 1.16 x 10!
TAB. 6.17 — Partage de Ressources (taux constants) - Algorithme de Saturation
Noeuds MDD Mémoire (bytes) Espace d’états Temps (sec)
R | Final | Pic Final | Pic RSS ‘ PSS Fonctions | RSS
N=10
1 19 110 | 4,908 38,397 | 1.10 x 10F [ 1.02 x 10% | 1.91 x 10~* | 8.66 x 10~*
5 35 2,593 7,228 555,297 | 6.38 x 102 | 1.02 x 10% | 1.04 x 1072 | 3.53 x 1073
9 19 255 4,940 74,493 | 1.02 x 10% | 1.02 x 103 | 5.65 x 10~* | 2.09 x 1073
N =20
5 95 63,937 | 17,384 | 12,724,827 | 2.17 x 10* | 1.05 x 10° | 8.02 x 10~ | 3.07 x 102
10 | 120 | 2,782,111 | 20,968 | 564,781,503 | 6.17 x 10° | 1.05 x 10% | 6.19 x 10' | 4.09 x 1072
19 39 925 9,340 277,423 | 1.05 x 105 | 1.05 x 10° | 2.07 x 107! | 9.15 x 1073
N=25
5] 125] 186,434 | 22,408 | 36,664,142 | 6.84 x 107 | 3.36 x 107 [ 9.13 x 10° [ 5.79 x 102
24 49 1,410 | 11,540 426,438 | 3.36 x 107 | 3.36 x 107 | 7.50 x 10° | 1.46 x 102

TAB. 6.18 — Partage de Ressources (taux fonctionnels) - Algorithme de Saturation

La limitation de I’utilisation d’une fonction qui posseéde un grand domaine est aussi observée dans
TAB. 6.17 et TAB. 6.18 pour les modeles SAN (taux constants et fonctionnels) utilisant 1’algorithme
de Saturation. Au contraire des mesures de performance présentées dans TAB. 6.15 et TAB. 6.16 (pour
I’algorithme BFS), la différence entre les temps de la génération du RSS des modeles (taux constants et
fonctionnels) utilisant I’algorithme de Saturation est assez petite.

Il est intéressant de remarquer que I’utilisation de la mémoire pour les modeles SAN (taux fonction-
nels) augmente significativement en fonction de N et R du modele, sachant que la génération des MDD
FuncMdd des fonctions du modele dépendent de ces deux parametres.
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6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté les mesures de performance des méthodes de génération de I’espace
d’états atteignables de modeles SAN a temps continu décrits dans le chapitre 3, utilisant les algorithmes
BEFS et de Saturation.

Les mesures présentées dans ce chapitre soulignent la différence entre les deux algorithmes (BFS
et de Saturation), ou I’algorithme de Saturation gere I’utilisation de mémoire de facon plus perfor-
mante. Le pic de mémoire est plus proche de la mémoire finale utilisée et la génération du RSS des
modeles est plus rapide. Comme le pic de mémoire de I’algorithme de Saturation reste petit par rapport
au pic de mémoire de I’algorithme BFS, I’algorithme de Saturation permet la génération du RSS de mo-
deles qui ne sont pas possibles utilisant I’algorithme BFS (e.g., N = 1,000 pour le modele de I’Atelier
avec Kanbans).

Dans le formalisme SAN a temps continu, 1’utilisation d’éléments fonctionnels (tels comme des taux
et probabilités fonctionnels) permet une plus grande flexibilité pour 1’expression de I’interaction entre
les composants du systeme. On a montré également une comparaison entre les mesures de la génération
du RSS de modeles SAN (taux constants) et modeles SAN (taux fonctionnels), utilisant les algorithmes
BFS et de Saturation. La génération du RSS de modeles SAN (taux fonctionnels) qui possédent
petites fonctions (i.e., le domaine de la fonction est inférieur a quelques millions d’états) peut étre plus
performante que la génération du RSS de modeles SAN (taux constants), puisque le nombre de
termes tensoriels du descripteur d’atteignabilité est plus petit et la génération des MDD FuncM dd des
fonctions est faite de fagon rapide. Toutefois, pour les modeles SAN (taux fonctionnels) qui utilisent des
fonctions a grand espace d’états (e.g., le modele de I’exemple de Partage de Ressources, ou le domaine
des fonctions est égal a I’espace d’états produit du modele), la génération des MDD FuncMdd de ces
fonctions est la partie qui demande le plus de calcul, vu que le MDD FuncMdd d’une fonction est
obtenu explicitement en évaluant état-par-état de son espace d’états. On remarque que la génération des
MDD FuncMdd des fonctions a grand espace d’états de facon explicite est un travail a améliorer afin
de permettre la génération du RSS de modeles SAN (taux fonctionnels) autant grands que les modeles
SAN (taux constants), e.g., N = 100 pour le modele de Partage de Ressources.

Enfin, par rapport a I’état d’art, les méthodes présentées dans le chapitre 5 sont nouvelles pour la
génération de I’espace d’états atteignables de modeles qui utilisent des fonctions. Comme on I’a ob-
servé dans les mesures présentées, ces nouvelles méthodes permettent la génération de I’espace d’états
atteignables de modeles SAN de facon rapide et utilisant peu de mémoire. Elles permettent aussi la
représentation de trés grands espaces d’états atteignables par un MDD (e.g., pour le modele du Diner
des Philosophes, ou N = 1,000, le RSS est d’ordre de 10%%? états). La représentation du RSS de mo-
deles SAN par un MDD constitue une amélioration importante lorsqu’on compare avec la représentation
vectorielle courante du RSS de modeles SAN.



Deuxieme partie

Réseaux d’Automates Stochastiques a
temps discret






Chapitre 7

Formalisme des Réseaux d’Automates
Stochastiques (SAN) a temps discret

Depuis la proposition du formalisme des Réseaux d’ Automates Stochastiques (Stochastic Automata
Networks - SAN) par Plateau dans [110, 111], la plupart des travaux ont porté sur une échelle de temps
continue. Le formalisme a temps discret a recu beaucoup moins d’attention et cela s’explique par la
difficulté de modéliser des systemes complexes avec des distributions discretes.

Dans ce chapitre, on va donner les définitions de base du formalisme SAN a temps discret! (Section
7.2) qui nous permettrons de définir un algorithme pour la construction de la chaine de Markov représen-
tée (Section 7.3). Mais d’abord, pour mieux comprendre le probléme, on va introduire dans la section 7.1
les motivations et travaux précédents sur les SAN et aussi sur d’autres formalismes structurés a temps
discret.

7.1 Motivation et travaux précédents

Contrairement aux systemes modélisés sur une échelle de temps continue, ol un seul événement peut
avoir lieu a chaque instant de temps, en temps discret, plusieurs événements peuvent avoir lieu dans
une méme unité de temps et donc, chaque combinaison d’événement possible doit étre déterminée. Par
exemple, pour deux événements e; et e, quatre combinaisons sont possibles : (1) e; a lieu et es n’a pas
lieu; (2) e; n’a pas lieu et eg a lieu; (3) eg a lieu et e, a lieu aussi ; et (4) e; n’a pas lieu et es n’a pas lieu
non plus.

Cependant, la grande difficulté de la modélisation de systémes a temps discret n’est pas de déterminer
toutes les combinaisons possibles, mais de résoudre les conflits, lorsque le tirage d’un événement amene
a un état ot I’autre n’est plus réalisable.

On trouve dans la littérature un certain nombre de propositions de formalismes pour modéliser des
systemes a temps discret : Réseaux de Petri Stochastiques [97, 29], Réseaux de Files d’Attente [68] et
Réseaux d’Automates Stochastiques [112, 8].

"La présentation du formalisme SAN 2 temps discret donnée dans ce chapitre est commune dans cette thése et dans [15].
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Au niveau des Réseaux de Petri Stochastiques, différentes sémantiques ont été proposées pour traiter
le probleme des transitions concurrentes (deux transitions réalisables dans la méme unité de temps)
[97, 29, 136, 121]. Pour illustrer ceci, supposons que plusieurs transitions soient possibles au méme
instant de temps, par exemple les transitions ¢; et {5 dans FIG. 7.1. Ces deux transitions sont dites
concurrentes, car le déclenchement d’une transition empéche I’occurrence de I’autre.

P 'u@,<:::>
F1G. 7.1 — Exemple d’un réseau de Petri avec transitions concurrentes

Une des premieres sémantiques pour traiter la concurrence a été proposée par Molloy dans [97]. Dans
cette proposition, deux transitions concurrentes ne peuvent pas avoir lieu en méme temps. Notons que,
sur le graphe de marquage du réseau de Petri obtenu par cette sémantique, on insere des probabilités de
choix, comme indiqué sur I’exemple de FIG. 7.2, ol p est la probabilité d’occurrence de la transition ¢;
et ¢ la probabilité d’occurrence de to.

(1-p)(-9) p(1—q)
1-pg 1= 010

FI1G. 7.2 — Graphe de marquage du modele de F1G. 7.1 selon Molloy

Une autre sémantique a été proposée par Ciardo dans [29]. Dans cette sémantique, Ciardo propose
d’associer un poids a chaque transition, i.e., wy et wy pour le modele de FIG. 7.1, et lorsque les deux
transitions sont potentiellement réalisables en méme temps, la probabilité de la transition effectivement
réalisée est pondérée par la probabilité de chaque transition. FIG. 7.3 montre le graphe de marquage
obtenu par cette sémantique.

. _ p(l — q) + pqw1wlw2
(1-p)1—q) /*m

100
001

wa

(1 —p)g + pa" P

F1G. 7.3 — Graphe de marquage du modele de FIG. 7.1 selon Ciardo

Dans ces deux approches, la simultanéité est écartée alors qu’elle peut avoir un sens physique dans
certains systemes.
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Au niveau des Réseaux d’ Automates Stochastiques (SAN), les travaux sont moins nombreux [112, 8].
La premiere proposition de SAN a temps discret a été faite par Plateau et Atif dans [112]. Dans cette
approche, la notion d’événements compatibles a été introduite pour définir les ensembles d’événements
qui peuvent se réaliser de facon simultanée. Cependant, la sémantique a adopter en cas de conflit n’est
pas tres explicite et le descripteur markovien obtenu devient souvent tres complexe a cause du grand
nombre de combinaisons possibles d’événements compatibles. Certains méthodes ont été proposées pour
simplifier cette approche, soit par I’agrégation/désagrégation des automates [70], soit par les propriétés
structurelles du modele [59], mais ces méthodes s’appliquent a un sous-ensemble trés réduit de modeles.

Une nouvelle proposition a été faite par Benoit dans [8]. Dans cette proposition, Benoit introduit
la notion d’ordre de priorité entre les événements du modele. L’ordre de priorité permet de définir le
comportement a suivre en cas de conflit et rend possible la construction d’une sémantique de chaine de
Markov.

La définition formelle présentée dans la section 7.2 utilise la sémantique des SAN a temps discret
proposée par Benoit dans [8]. Dans la section 7.3, nous définissons les regles de construction de 1’auto-
mate global d’un modele SAN. La section 7.4 présente la procédure d’obtention de la chaine de Markov
représentée par le modele SAN. Enfin, la section 7.5 présente les conclusions de ce chapitre.

7.2 Description formelle des SAN a temps discret

Dans cette section, on va présenter les notations et les définitions de base qui seront utilisées pour la
construction du Descripteur Markovien d’un modele SAN a temps discret.

On va considérer un modele SAN comprenant /N automates et £/ événements.
# Notation

A I’ensemble des automates? (| A |[= N).

7.2.1 Définitions et notations de base pour un automate dans un réseau

On note A®, oti i € [1..N], le i-eme automate d’un modele SAN.

Pour les notations suivantes, on adopte [..5] pour le sous-ensemble de N contenant toutes les valeurs
de 7 jusqu’a j (ces valeurs incluses) et [z, 7] pour le sous-ensemble de R (des valeurs continues) contenant
toutes les valeurs de 7 jusqu’a j.

# Notation
SO I’ensemble d’états de 1’automate A ;
(@) I’état local de I’automate A9, ot () € SO,

%On adopte la notation | X' | afin de définir la cardinalité d’un ensemble X'
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Définition 7.2.1. A tous les ensembles S\ on rajoute un état ®, appelé état fantome.

Cet état sera utilisé comme état intermédiaire transitoire lorsque plusieurs événements ont lieu dans
la méme unité de temps. On verra I'utilité de 1’état fantéme plus en détail sur I’automate A dans FIG.
7.4 (page 120).

# Notation

S ’ensemble d’états d’un automate A@ d’un modele SAN, S = SO U &.

Définition 7.2.2. L’espace d’états produit S d’un modéle SAN est défini par le produit cartésien des

N
espaces d’états S e, S = HS(i).

i=1
#» Notation
T I’état global d’un modele SAN défini par la combinaison des états locaux des N
automates, T = (ac(l), .. ,x(N)), oz es;
w un ensemble d’indices d’automates, ot w C [1..N];
G le vecteur des états locaux 2 tel que i € w.

On remarque que la définition d’un état local d’un automate (ac(i)) et la définition d’un état global (Z)
peuvent étre vues comme des cas particuliers de #(“). Un état local (") est le cas ot w = {i}, et I’état
global z estlecasouw = {1,2,3,...,N}.

#> Notation
S@) I’espace d’états produit de I’ensemble des états locaux des automates A%, on
1€ w;
F(S@) une fonction de S) — R+, ot I’ensemble d’indices d’automates w C [1..N];
f(2) la fonction f(S)) évaluée pour le vecteur d’états locaux z(«) e S©).

Notons que les états (!, o1 i € w, sont les parametres d’évaluation pour la fonction f (S (”)), ie.,
I’espace d’états S(“) est le domaine de définition de la fonction f.

#) Notation
& I’ensemble d’événements du modele SAN considéré ;
e I’identificateur d’un événement, ol e € £.

Définition 7.2.3. Pour e € &, on appelle tuple d’événement, le triplet (e, pe, 0.) composé de :

1. e, Uidentificateur de I’événement ;

2. pe, la fonction définie de S — [0, 1], la probabilité d’occurrence de I’événement e. L’occurrence
de I’événement ¢ est une variable aléatoire de loi de Bernoulli de paramétre p.. Pour e # €' les
lois sont indépendantes ;

3. 0e, la priorité de 1I’événement. La priorité est une valeur entiére strictement positive, 1 est la
priorité maximum et +00 est la priorité minimum. Deux événements différents ne peuvent pas
avoir la méme priorité.
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La définition 7.2.3 associe une probabilité d’occurrence p. et une priorité g. a un événement e. La
priorité détermine I’ordre d’occurrence lorsque plusieurs événements sont possibles dans la méme unité
de temps.

.

Définition 7.2.4. Pour 2V e S ¢r y() ¢ SO, on appelle tuple de transition locale un couple
(e, me(x, 1)) :
1. e, Uidentificateur d’un événement de & ;

2. (™, y®), une fonction définie de S — [0, 1], qui est appelée la probabilité de routage de ce

tuple.
#» Notation
T I’ensemble des tuples de transition locale d’un modele SAN ;
27 I’ensemble de parties de 7. Une partie de 7 sera appelée élément de transition.

Définition 7.2.5. P est la matrice de transition locale de S x S@ — 27 qui définit les éléments
de transition de I"automate A",

# Notation

PO (2™ y@)  Pélément de transition de I’état local () € S vers 1’état local y*) € SO, qui
contient un sous-ensemble des tuples de transition locale dans 7.

La matrice de transition locale P d’un automate .4 (Définition 7.2.5) indique la relation entre les
états de 1’automate A et les événements qui peuvent déclencher une transition d’un état a 1’autre dans
cet automate. La transition peut étre déclenchée par n’importe quel événement qui figure dans un tuple
de I’élément de transition associé. On remarque que 1’état fantdme P n’est jamais [’état de départ d’une
transition.

Définition 7.2.6. Un automate AW est défini par :
1. un ensemble d’états S@ K
2. un ensemble d’événements £ ;

3. une matrice de transition locale P,

Pour représenter graphiquement un automate stochastique, on associe un graphe a I’automate. Les
noeuds du graphe représentent les états de 1I’automate, et les arcs représentent les transitions entre ces
états. Les arcs sont étiquetés par un élément de transition ou figurent les événements qui peuvent déclen-
cher la transition.

Dans FIG. 7.4, on décrit un automate avec 3 états plus I’état fantome @ (S®) = {0@);1(1); 2, o},
On remarque que lorsque la probabilité de routage est égale a 1.0, alors on remplace sur le dessin (eq,
1.0(0(1), 1(1))) par e afin d’alléger la présentation, une fois qu’on connait 1’état de départ et d’arrivée
de la transition par le dessin.
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Notons qu’il se peut qu’un méme événement, en partant du méme état, puisse mener dans plusieurs
états différents. Pour définir la probabilité d’aller dans chacun des états d’arrivée, on utilise la probabilité
de routage du tuple de transition locale associé.

Evénement ‘ Prob. ‘ Priorité

€1 P1 3
€2 P2 1
€3 P3 2
es Ps 5

FIG. 7.4 — Représentation graphique de I’automate A1)

A partir de cette représentation graphique, on peut déduire la matrice de transition locale P1) de
I’automate A :

‘ p) H oM ‘ 1M ‘ o(1) ‘ ) ‘
e 7 {(e1,1.0)]) 0 0
10 {(es,m)} 0 {(es,m2)} | {(e1,1.0)}
20 1 {(e3,1.0); (e5,1.0)} | {(e,1.0)} 0 0

TAB. 7.1 — Matrice de transition locale P1) de I’automate A de FiG. 7.4

On remarque que les indices (") et y(?) associés aux probabilités de routages ont été enlevés de la
matrices de transition locale pour également alléger la présentation.

Définition 7.2.7. Soit un état local V) € SO d’un automate AW et un événement ¢ € &, on dé-
finit succ,(z)) I'ensemble d’états successeurs y) € S de 2. Ces états y\¥) sont ceux tels que
PO (x(z),y(i)) possede au moins un tuple de transition locale avec 'identificateur e ou : p, # 0 et

(2, y D) £ 0,

On remarque que I’ensemble d’états successeurs de (@ grace a I’événement e peut étre vide (i.e.,
succe () = (), cas ol aucune transition ne peut avoir lieu dans z() par 1’événement e.

Par exemple, I’ensemble d’états successeurs de chaque état de 1’automate AW, présenté dans FIG.
7.4, pour chaque événement ¢ € £ est :
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‘ Evénement H Successeurs de () = o) ‘ Successeurs de () = 1D ‘ Successeurs de (1) = 21 ‘

succe, (V) {1} 0 0

succe, (x0)) 0 0 {1}
succe, () 0 {0 2y {0}
succe, () 0 0 {0y

TAB. 7.2 — Ensemble d’états successeurs de I’automate A1) de FiG. 7.4

Définition 7.2.8. Soit un état local x'9) € SW d’un automate A%, on défini pot(x)) I’ensemble d’évé-
nements e € & tel qu’il existe y) e SO, on PO (x(i),y(i)) possede un tuple de transition locale
(e, e (2D, y)). On appelle pot(x?)) I'ensemble des événements possibles a partir de ().

La définition 7.2.8 définit I’ensemble d’événements possibles a partir de I’état (). On remarque
aussi que si suce,(z()) n’est pas vide, alors e € pot(z(?).

Dans TAB. 7.3, on présente les ensembles d’événements possibles pour chaque état de I’automate
AW de FIG. 7.4.

‘ Etat local H Evénements possibles ‘

pot(O(l)) {e1}
pot(l(l)) {e1;e3}
pot(21) {ea;esies}

TAB. 7.3 — Evénements possibles 2 partir de chaque état de 1’automate A(Y) de FIG. 7.4

Etant donné un état (9 € SO et I’ensemble pot (x(?)) (Définition 7.2.8), la sémantique probabiliste
donnée a cet automate est la suivante :

1. I’événement le plus prioritaire e; de pot(x(i)) est déclenché a partir de () avec probabilité Pers

ce qui méne a Iétat 2\") ;

2. si I’événement suivant le plus prioritaire de pot(:c(i)) est réalisable dans :cgz) (ce qui se voit car il
doit étre dans pot(:ﬂgz))), alors son occurrence amene a xg) et on répete les étapes 2 et 3 jusqu’a
avoir examiné tous les événements de pot (%)) ;

3. si I’événement suivant le plus prioritaire de pot(z(")) n’est pas réalisable dans :cgi) (i.e. 'événe-

ment n’est pas dans pot(m&l) ), alors on I’ignore et on répete les étapes 2 et 3 jusqu’a avoir examiné
tous les événements de pot(z(®).

On remarque que cette sémantique autorise la réalisation de plusieurs événements dans la méme
unité de temps. Par exemple, pour une file d’attente a temps discret, dans un état ou le nombre de client
est n > 0, une arrivée et un départ de la file peuvent survenir dans la méme unité de temps.

Dans I’exemple précédent et pour I’état 1), 1’ensemble d’événements possibles inclut I’événement
ey associée a la transition vers I’état fantome ®. Ceci signifie que e; est dans pot(l(l)). Cependant, cet
événement sera réalisable uniquement si I’occurrence de I’événement es, plus prioritaire, amene a I’ état
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0, ou ey est réalisable (donc dans pot(O(l))) et amene vers un état “vrai” de I’automate (pas I’état
fantome D).

Prenons par exemple 1'état 1(1) et son ensemble pot(11)) = {ey;e3}. Lorsque 1’événement le plus
prioritaire (e3) a lieu, deux états sont possibles (succes(l(l))) - 0 avec probabilité 7 et 2() avec
probabilité mo. Pour I’état successeur 0, I’événement suivant le plus prioritaire (e1) est réalisable et
mene a 1"état 1(1). Cette suite d’occurrence ((e3, 1), (e1, 1.0)) représente une transition de la chaine de
Markov de I’état 1(1) vers lui-méme. Pour 1’état successeur 2(1), I’événement suivant le plus prioritaire
(e1) n’est pas réalisable (e1 ¢ pot(2(1))), alors on I'ignore. Etant donné qu’il n’y a plus d’événement
possible, la suite d’occurrence (formée uniquement par (e3, 72)) provoque une transition de la chaine de
Markov de I’état 1(1) vers 1"état 2(1).

Pour une file d’attente, I’état fantdme ® peut, par exemple, autoriser ’arrivée et le départ d’un client
dans la mé&me unité de temps, si n = 0. C’est la modélisation qui autorise cet enchainement. L’ exemple
de file d’attente de F1G. 7.5 présente cette modélisation.

A

Evénement | Prob. | Priorité
a Pa Oa
d pd 0d

F1G. 7.5 — File d’attente avec arrivée et départ pour n = 0

Dans cet exemple (FI1G. 7.5), si pg < g, (i.e., si ’événement d est plus prioritaire que 1’événement
a) a partir de I’état 2(1) la réalisation simultanée des événements d (départ tardif) et a est possible. Si
0a < 0g (i.e., si 'événement a est plus prioritaire que 1I’événement d), alors a partir de 1’état 00 la
réalisation simultanée des événements « (arrivée tardive) et d est possible grace a 1’état fantome P.

7.2.1.1 Automate complété

Dans la composition parallele d’automates pour les SAN (voir dans la section suivante) on aura
besoin d’exprimer le fait que, par exemple, si I’événement e; de I’automate A1) et I’événement e, de
I’automate A sont réalisables au méme instant, alors quatre possibilités existent : (1) e; alieuetey n’a
pas lieu; (2) e; n’a pas lieu et e4 a lieu ; (3) e a lieu et e4 a lieu aussi ; et (4) e; n’a pas lieu et e4 n’a pas
lieu non plus.

Pour ce faire, nous avons besoin de représenter de facon explicite sur I’automate le résultat de la non
occurrence d’un événement. A cet effet, on va introduire des événements factices, appelés “événements
complémentaires” pour chaque événement présent dans un automate.

Définition 7.2.9. A rous les événements e d’un modéle SAN, o e € £ dont le triplet est (e, pe, 0c), on
associe un événement complémentaire défini par le triplet (€, pz, 0z) o :
1. e, Uidentificateur de I’événement complémentaire associé a lI’événement e ;

2. pe la fonction définie par 1 — p., représentant la probabilité d’occurrence de I’événement com-
plémentaire € ;

3. 0e la priorité de I’événement complémentaire. La priorité d’un événement complémentaire est
égale a la priorité de I’événement auquel I’événement complémentaire est associé (i.e., 0z = 0e).
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#n Soit
£ I’ensemble d’événements complémentaires de £ ;
£ ’union des ensembles d’événements € et £ (5 =EUé).

Définition 7.2.10. A rous les événements complémentaires € € E, on associe des tuples de transition
locale défini par :

1. V2@ € SO tel que (e, mo (29, y D)) € PO (2D @)Y er (D) £ 40)
(e, me(z, z()))

2. Yz € SO tel que (e, mo (), ®)) € PO (1), ®)
(e, me(x®, ®))

Tous les tuples de transition locale des événements complémentaires ont comme probabilité de rou-
tage 1.0. L’occurrence d’un événement complémentaire amene toujours vers 1’état de départ.

# Notation

T I’ensemble des tuples de transition locale des événements complémentaires de
I’ensemble & ;

T I’union des ensembles des tuples de transition locale 7 et 7 (7 = 7 UT);

o7 I’ensemble des parties de T.

Ces événements complémentaires sont utiles pour la composition parallele dans le SAN. On appelle
automate complété, I’ automate ol apparaissent les tuples des événements complémentaires.
Définition 7.2.11. L’automate complété, noté AD, d’un automate A (S’ @ ¢, P(i)) est défini par :

1. ’ensemble d’états S :
2. un ensemble d’événements & ;
3. une matrice de transition locale P : 8@ x S — 9T .
vz e SO vy e SO tel que () # ()
p (i) (2, y@) = PO (£ ()
vz € SO)
Ppi) (2@, z()) =
PO (20 (1) U {(e, 7s(z®, @)}
Yy eSO Veef tel que 3 (e,me(z() (1)) eP® (2(0) 4())
vz e SO
PO &) =P (0 &) U {(e, (2, ®))}
Vel tel que 3 (e,me(x(),@))eP ) (z(),®)

L’automate complété A est défini sur le méme ensemble d’états S de son automate A, L’en-
semble d’événements & de 1’automate complété contient les événements du modele SAN et aussi les
événements complémentaires ajoutés au modele. La définition de la matrice de transition locale PO de
I’automate complété est présentée dans la troisieme regle de la définition 7.2.11. Aux éléments diago-
naux sont ajoutés les tuples de transition locale des événements complémentaires. Un tuple de transition
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locale d’un événement complémentaire € est ajouté a P (ac(i),x(i)) uniquement s’il existe une transi-
tion d’un 2 a un état y (ot y@ différent de I’état fantdme ®) qui peut étre déclenchée par un tuple
de transition locale avec un identificateur de I’événement e. De facon similaire, un tuple de transition
locale d’un événement complémentaire € est ajouté a P (z(), &), pour chaque tuple de transition lo-
cale associé a P () ®). Les tuples de transition locale des événements complémentaires associés a
des tuples de transition locale qui amene a I’état fantdme ® sont associés a la méme transition, i.e., a
la transition vers 1’état fantome ®. Cette représentation rend I’événement complémentaire possible sans
que soit réalisable a partir de z:(%).

Prenons par exemple 1’automate A1) de FIG. 7.4 (page 120). A partir de I’état 1(1), les événements
e1 et ez sont possibles, cependant uniquement I’événement e3 est réalisable a partir de cet état. L'événe-
ment e; sera réalisable uniquement si I’occurrence de I’événement e3 a amené a I’état 01, Pour garder
cette sémantique, I’événement complémentaire €; peut avoir lieu uniquement si I’événement e3 (plus
prioritaire) a eu lieu d’abord et a amené 2 1’état 0(1). Par conséquence, I’événement complémentaire &
doit étre associé 2 la transition de I’état 111 vers I’état fantdme ®. De cette facon, 1'événement complé-
mentaire &; est possible a partir de I’état 1(1) mais n’est pas réalisable.

Dans FIG. 7.6, on montre la représentation graphique de 1’automate complété PO de I’automate
PO présenté dans FIG. 7.4 (page 120).

AM Evénement | Prob. | Priorité
€1 P1 3
€2 P2 1
€3 P3 2
€5 Ps 5

Evénement | Prob. | Priorité

él 1*p1 3
ég 17/)2 1
€3 1—[)3 2
€5 1—ps 5

FIG. 7.6 — Représentation graphique de 1’automate complété AW de ’automate AD) de FIG. 7.4

La matrice de transition locale () de I’automate complété AM de FIG. 7.6 est :

‘ p) H o ‘ 1M ‘ 2(1) ‘

=|| A

o {(e1,1.0)} {(e1, 1.0)} 0
| {em)) [ {(5,10)} {(es, m2)) {1, 1.0)i (&1, 1O}
20| {(es, 1.0): (e5, LO)} | {(e2, 1.0)} | {(72, 1.0); (7, 1.0); (75, LO)} 0

TAB. 7.4 — Matrice de transition locale P(!) de I’automate complété AWM de FI1G. 7.6

A partir de la matrice de transition locale de 1’automate complété (Définition 7.2.11) et de I’ensemble
d’événements possibles a partir de chaque état, on peut construire la chaine de Markov représentée par
I’automate complété.
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Pour un seul automate (¢ = 1, réseau réduit a un automate), les états “vrai”” de I’automate représentent
les états de la chaine de Markov? tandis que les probabilités de transition sont calculées par un calcul
probabiliste des occurrences des événements possibles, sachant que I’hypothese de base est que tous ces
événements ont des lois de probabilités de Bernoulli représentant des variables aléatoires indépendantes
(Définition 7.2.3, page 118). La définition de la chaine de Markov pour un réseau d’automates est dé-
taillée dans la section 7.3. Cependant, les principes de base présentés informellement ci-apres, pour la
construction de la chaine de Markov d’un seul automate, sont les mémes que pour un réseau d’automates.

Le calcul de la probabilité d’occurrence de chaque transition de la chaine de Markov est fait de la
fagon suivante :

— Pour chaque état “vrai” de I’automate (¥ € S(®)), on définit I’ensemble d’événements possibles
(pot (1)) ;

— Pour chaque événement e de pot(z(?)), il existe dans P(*) des tuples de transition locale. Ces
tuples de transition locale peuvent étre réécrit sous forme de chainons de transition globale (voir
définition formelle dans définition 7.3.1, page 132) de la forme suivante : si P(*) (z(), y(*)) contient
le tuple (e, 7. (2, y®)) alors (), yD), e, 7. (z?),y")) est appelé chainon de AW,

— La sémantique que 1’on donne au comportement markovien de I’automate est la suivante : pour
que les événements {e1, e, ..., ec} € pot(x()) avec o) < 02 < ... < oc soient réalisables en 1
unité de temps il faut qu’il existe une suite de chainons tel que :

— Chaque événement n’apparait qu’'une fois ;

— L’état d’arrivée d’un chainon est égal a 1’état de départ du chainon suivant. Il faut que les chai-
nons d’une liste de chainons s’enchainent de facon a forme une chaine. Ces listes de chainons de
transition globale sont appelées chaines de transitions globales. Les regles qui définissent une
chaine de transitions globales sont définies formellement dans la définition 7.3.2 (page 132).

On va maintenant illustrer la construction de la chaine de Markov de 1’automate complété AD de
F1G. 7.6.

Prenons par exemple 1’état 0(1). A partir de cet état, deux événements sont possibles (pot(O(l)) =
{e1;€1}). Pour cet ensemble d’événements, on peut construire les chainons de transition globale a par-
tir de tuples de transition locale de I’automate. TAB. 7.5 présente les tuples de transition locale et les
chainons obtenus a partir de chaque tuple de transition locale.

Evénement | Tuple de trans. locale | Chainon de trans. globale || Evénement | Tuple de trans. locale | Chainon de trans. globale
el (e1,1.0) (01D ¢1,1.0) B (e1,1.0) (0,0M &;,1.0)

TAB. 7.5 — Ensemble de chainons de transition globale pour I’ensemble d’événements de pot(O(l))

A partir de ces chainons, on peut construire deux chaines de transitions globales : {(0(), 1(1) ¢;,1.0)}
et {(0U, 0, &;,1.0)}. La chaine de transitions globales {(0(), 1) ¢;,1.0)} contient un seul chainon
qui représente la transition de I’état 0(1) vers I’état 1(1) déclenchée par 1’événement e;. La probabi-
lité d’occurrence de transition de 1'état 0 vers I’état 11 de la chaine de Markov est simplement la
probabilité d’occurrence (p;) de 1’événement e;. La chaine de transitions globales {(0(), 00V, &,1.0)}
représente une transition de 1’état 0() vers lui-méme. Cette chaine aussi contient un seul chainon et la

3Pour un réseau d’automates, les états de la chaine de Markov est le produit cartésien des espaces d’états de chaque automate
du modele.
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probabilité de transition de la chaine de Markov est égale a 1 — p1, i.e., la probabilité d’occurrence de
I’événement e;. FI1G. 7.7 présente les chemins de construction de ces deux chaines.

Etat de depart =0
pot(0) = {er;e1}

e1 alieu (py) e alieu (1 — py)
{(0D,1,e1,1.0)} {(0M,0M, &, 1.0)}
Etat d’arrivée 1 (1
Prob. d’occurrence p1 (1—p1)

FIG. 7.7 — Construction des chaines de transitions globales pour I’état 0(1) de I’automate AWM de FiG.
7.6

Prenons maintenant I’état 1(1) de I’automate complété A de FIG. 7.6. A partir de cet état, quatre
événements sont possibles (pot(1(1)) = {es;e3;e1;€;}). Pour cet ensemble d’événements, on a I’en-
semble de chainons suivant :

Evénement | Tuple de trans. locale | Chainon de trans. globale || Evénement | Tuple de trans. locale | Chainon de trans. globale
€3 (63 7T1) (1(1),0(”,63,7{'1) €3 (63,1.0) (1(1>,1(1)7ég,1.0)
(ej,wg) AW, 20 eg m5) (e3,1.0) (2 2 &5,1.0)
(e3,1.0) 2W 00 e3,1.0)
el (e1,1.0) (01D ¢1,1.0) e (21,1.0) (0™, 0M,&,1.0)

TAB. 7.6 — Ensemble de chainons de transition globale pour I’ensemble d’événements de pot(l(l))

Pour cet ensemble de chainons, quatre chaines de transitions globales sont possibles :
1. {(1(1),2(1),63,71'2)};

2. {(1W, 00 eg,mp); (0,00, &1, 1.0)} ;

3. {(1MW, 00 e3,mp); (01,10 e1,1.0)}

4. {1 1M &5,1.0)}.

Ces chaines de transitions globales sont des listes de chainons de transition globale construites de
facon a ce que chaque chainon de transition globale soit enchainé au chainon suivant. Dans F1G. 7.8, on
présente les chemins de construction de ces quatre chaines de transitions globales.

On va regarder en détail chaque chaine de transitions globales de cet état.

On va commencer par deuxiéme chaine de F1G. 7.8 : {(1(),0(1) e5, m;); (01,0 &1,1.0)}. Cette
chaine de transitions globales va de 1état 1(!) vers I’état 0(!) de la chaine de Markov. La probabilité d’oc-
currence calculée en multipliant la probabilité d’occurrence (p3) de 1’événement e3 du premier chainon
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Etat de départ = 1)
pot(1) = {es, &, €1, }

ez alieu (p3) ez alieu (1 — p3)
{10, 00, e5,m)} {(10, 20, e, m5)} {10,105, 1.0)}
e alieu (p1) ey alieu (1 — py) ey et €1 ne sont ey et €1 ne sont
‘ ‘ pas réalisables pas réalisables
{A®, 00, e5,m); {(AM,00, e5,m);
(0M,1M ¢),1.0)} (01,0, ¢;,1.0)}
Etat d’arrivée 1M oW 2() 1@
Prob. d’occurrence P31 pami(1l — p1) P37 (1= p3)

FIG. 7.8 — Construction des chaines de transitions globales pour ’état 1(1) de I’automate AWM de Fic.
7.6

de la chaine par la probabilité de routage du chalnon (71) et par la probabilité d’occurrence (1 — pp) de
I’événement €; du deuxieme chainon de la chaine. La transition de 1’état 1) vers Iétat 01 de 1a chaine
de Markov a comme probabilité p3mi (1 —p;). On remarque que pour cette chaine de transitions globales,
on a une séquence d’événements qui sont réalisables. La probabilité d’occurrence de la transition de la
chaine de Markov doit prendre en compte la probabilité d’occurrence de tous les événements de la chaine
de transitions globales.

La chaine de transitions globales {(1(1),2(1) e3, 75)}, troisieme chaine dans FIG. 7.8 contient un
seul chainon pour une transition de I’état 111 vers I’état 2() de la chaine de Markov. La probabilité
d’occurrence de cette transition est calculée en multipliant la probabilité d’occurrence (p3) de 1’événe-
ment e3 qui déclenche la transition par probabilité de routage 7o du chainon. La probabilité d’occurrence
est égale a p3mo.

Prenons maintenant la premiere et la derniere chaine de transitions globales. On remarque que ces
deux chaines arrivent au méme état. Cela représente deux possibilités pour une seule transition, et donc,
la probabilité d’occurrence de cette transition dans la chaine de Markov est la somme des probabili-
tés d’occurrence de chaque chaine de transitions globales. Calculons maintenant la probabilité d’oc-
currence de chaque chaine de transitions globales. La probabilité d’occurrence de la chaine de transi-
tions globales {(1(1), 0, ez, 71); (00, 1(1) ¢, 1.0)} est calculée en multipliant la probabilité d’occur-
rence p3 de I’événement e par la probabilité de routage 71 du premier chainon et par la probabilité
d’occurrence p; de I’événement e; du deuxieéme chainon. La deuxieme chaine de transitions globales
{(1(1)7 1M g, 1.0)} est composée d’un seul chainon, donc la probabilité de transition est simplement
la probabilité d’occurrence (1 — p3) de ’événement e3. La probabilité d’occurrence de 1’état 1M vers
lui-méme de la chaine de Markov est psm1p1 + (1 — p3).

A partir de I’état 21), six événements sont possibles (pot(2(1)) = {ey; &; e3; €3; e5; &5 }). Pour cet
ensemble d’événements, on peut construire les chainons de transitions globales a partir de tuples de
transition locale de 1’automate. Dans TAB. 7.7, on présente les tuples de transition locale et les chalnons
obtenus a partir de chaque tuple de transition locale.
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| Evénement ‘ Tuple de trans. locale | Chainon de trans. globale H Evénement | Tuple de trans. locale ‘ Chainon de trans. globale |

e (e2,1.0) 2MW, 1M ey, 1.0) &2 (e2,1.0) (2M 20 &y, 1.0)

€3 (83,71'1) (1<1>,0 1),65,71'1) €3 (63,1.0) (1(1>7 1<1),65,1.0)
(e3,m2) AW, 20 eg, 7o) (e3,1.0) (22 &5,1.0)
(e3,1.0) 2M, 0 e3,1.0)

es (e5,1.0) 200 ¢5,1.0) es (e5,1.0) (2M 20 &5,1.0)

TAB. 7.7 — Ensemble de chainons de transition globale pour I’ensemble d’événements de pot (2(1))

A partir de cet ensemble de chainons, on peut construire sept chaines de transitions globales sortant
de I’état 2(1). La construction de ces chaines de transitions globales est présentée dans FIG. 7.9.

Ftat de départ = 2(1)
pot(2) = {ea; E2; €3: 3 €55 85}

/\

ey alieu (pa) &y alieu (1 — p)
{2010, ¢y, 1.0)} {20,208, 1.0)}
es alieu (p3) e alieu (1 - p3) eg alieu (p3) e alieu (1 — p3)
| | \
( 20,10 ¢y, 1.0); ( (1) 10, ¢y, 1.0); (20,10 ey, 1.0);  {(2) Q“J 5, 1.0); PAION &, 1.0);
10,00, ¢5,m)} 1] 21 €3,72)} 1<‘>A1f1;,@,1.0) (2000 ¢ 1.0)} (210200 25 1.0)}
e5 et €; ne sont e alieu (ps5) és alieu (1 — ps) e5 et €5 ne sont e5 et €; ne sont e5 alieu (ps) és alieu (1 — ps)
pas réalisables ‘ ‘ pas réalisables pas réalisables ‘
2 1) ¢, 1.0 20 1) ¢y 1.0 20 2() &, 1.0);
{(1 1) 2(1 > )‘) {(10 262 )) {(2“). 5 610 ):
Ez” 0, e 10)} Ez“ )2 ¢, 10)} %2“).2“),5 1.0;}
Etat d’arrivée om 00 o) 1(1) om 2
Prob. d’occurrence p2p3TL P2p3T2P5 p2p3ma(l = ps) p2(1=p3) (= p2)ps (1= p2)(1 = p3)ps (1= p2)(1 = ps)(1— p5)

FIG. 7.9 — Construction des chaines de transitions globales pour I’état 2(1) de 1I’automate A de FiG.
7.6

Le calcul des probabilités de transition pour I’état 2(1) suit la méme procédure. La définition formelle
de la chaine de Markov représentée par le modele SAN sera présentée dans la section 7.4 (page 135).

Dans FIG. 7.10, on présente la chaine de Markov représentée par 1I’automate complété A de Fic.
7.6.

I—p

(1= p2)pst

(1= p2)(1 = p3)ps+
P2pP3T2P5+

P2P37T1

P1
pami(l— p1)

p2(1— p3) psmipr + (1 — ps3)

p2p3ma(l — ps)+
(1= p2)(1 = p3)(1 = ps)

FIG. 7.10 — Chaine de Markov représentée par I’automate A1)
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7.2.2 Définitions et notations de base pour un réseau d’automates

Soit un ensemble d’automates A, ot i € [1..N], selon la définition 7.2.6 (page 119). On va utiliser
le modele SAN décrit par F1G. 7.11 pour illustrer les définitions qui suivent.

A?)
Evénement ‘ Prob. ‘ Priorité
€1 P1 3
€ P2 1
es €2 €3 P3 2
€4 €4 P4 4
€5 f 5

@ @ £ = (st A®) —22)) x ps

€4

F1G. 7.11 — Dessin d’un réseau d’automates

Définition 7.2.12. Un réseau d’automates stochastiques (ou modele SAN) composé de N automates et
FE événements est défini par :

1. un ensemble d’événements e € £ commun a tous les automates, chaque événement avec son tuple
d’événement (e, pe, 0c) et |E| = E;

2. chacun des automates AW (i € [1..N]), son espace d’état SO et sa matrice de transition locale
PO

3. Despace d’état produit S = T[S ;

4. la fonction d’atteignabilité F, qui définit I’ensemble d’états atteignables du modele SAN dans S
(voir Définition 7.2.13).

Définition 7.2.13. La fonction d’atteignabilité F est une fonction définie de S — [0..1]. La fonction
associe aux états globaux T € S la valeur 1 s’ils sont atteignables et la valeur 0 s’ils sont non-
atteignables.

Définition 7.2.14. L’espace d’états atteignables S est le sous-ensemble de Sics) composé de tous
les états globaux T € S tels que F () = 1.

La fonction d’atteignabilité JF s’évalue pour tous les états globaux & € S d’un modele SAN et ainsi
détermine quels sont les états atteignables de ce modele.

#> Soit : Etant donné ¢ € &,

O. I’ensemble d’indices i (i € [1..N]) tel que la matrice de transition locale P(*)
contienne au moins un tuple de transition locale avec I’identificateur de 1’événe-
ment e.
Définition 7.2.15. Un événement e € £ est appelé :
1. événement local, si | O, |=1;

2. événement synchronisant, si | O |> 1.
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La définition 7.2.15 classe chaque événement qui peut étre un événement local ou un événement syn-
chronisant. Par définition un événement synchronisant est réalisable uniquement s’il est réalisable au
méme instant dans tous les automates concernés par I’événement. Le déclenchement d’un événement
synchronisant change, de facon synchronisée, I’état local de tous les automates concernés par I’événe-
ment au mé€me instant.

Pour le modele SAN décrit par F1G. 7.11, on peut classer les événements ainsi :

Evénement H Type ‘ O, ‘
el local {1}
€9 synchronisant | {1;2}
es synchronisant | {1;2}
ey local {2}
es local {1}

TAB. 7.8 — Classement des événements du modele SAN de F1G. 7.11

7.2.2.1 Réseau d’automates complétés

Définition 7.2.16. Un réseau d’automates stochastiques complétés composé de N automates complétés
et 2F événements est défini par :

1. un ensemble d’événements e € £ commun a tous les automates, chacun avec son tuple d’événe-
ment (€, pe, 0e), ot |E| = 2F;

2. chacun des automates complétés AW (i e [1..N]), son espace d’état SO et sa matrice de transi-
tion locale P :

3. la fonction d’atteignabilité F, qui définit [’ensemble des états atteignables du SAN dans S.

Dans FIG. 7.12, on présente le réseau d’automates complétés déduit du réseau d’automates présenté
dans F1G. 7.11.

A® ,
Evénement | Prob. | Priorité
EZ €1 P1 3
€4 €9 P2 1
€3 03 2
€4 P4 4
€5 f 5
€2
€4 &, Evénement | Prob. ‘ Priorité
€1 1-— P1 3
€2 1-— P2 1
€4 1-— P4 4
“ & 1-f| 5

= (st A® == 2@ x ps

F1G. 7.12 — Représentation graphique d’un réseau d’automates complétés du modele SAN de F1G. 7.11
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7.2.3 SAN bien définis

Quelques restrictions doivent étre faites pour assurer le cadre Markovien d’un modele SAN. Les
modeles SAN respectant ces restrictions sont appelés SAN bien définis.

# Notation

7o(z®,yM) (&) la probabilité de routage associée au tuple de transition locale (e, m. (¥, 3®)))
dans P () y(®)) évaluée pour 1’état global 7.

Restriction 5 Un automate A" est bien défini, si et seulement si pour tout & € S, pour tout 9 € SO,
pour tout e € & tel que succe(x")) n’est pas vide et pour y\") € succ, (") :

5.1. we(x@'),y(i))(@)) =1

<y(i)€succe(x(i))

La restriction 5.1 impose que la somme des probabilités de routage de toutes les transitions en sortant
d’un méme état doit étre égale a 1.

Restriction 6 Un événement e € &£ est bien défini, si et seulement si :
6.1. Yo Yy € SO tel que y») € succ,(zD) et (e, me(x®,y®)) € PO () 4@)
si ey, me, (29, y D)) € PO (2O @) alors ey est un événement différent de e.
6.2. Yo vy e SO tel que y») € suce,(zD) et (e, me(x®,y®)) € PO () 4@)
si ey, me, (29, yD)) € PO () @) alors ey est un événement différent de e.

La restriction 6.1 imposée aux événements exige que l’identificateur d’un événement apparaisse
une seule fois dans le sous-ensemble de tuples de transition locale d’un état donné vers un autre. La
restriction 6.2 impose qu’il ne doit pas exister un tuple de transition locale (e, . (), y(?))) a partir d’un
état donné (9 € SO vers I"état fantdme P, s’il existe déja un tuple de transition locale de () vers un
état () € S avec le méme événement e.

Restriction 7 Un modele SAN est bien défini, si et seulement si :
7.1. tous ses automates sont bien définis ;

7.2. tous ses événements sont bien définis.

7.3 DL’automate global

L’ objectif d’'un modele SAN est de décrire de facon modulaire un automate unique (dit automate glo-
bal) qui décrit le comportement de I’ensemble du réseau d’automates. Dans cette section nous procédons
a cette définition.

Dans cette section, on va considérer un modele SAN tel que défini dans la définition 7.2.16 (page
130).
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7.3.1 Transition globale

Définition 7.3.1. Etant donné un SAN complété (€, A%, S, F), oni € [1..N], on associe pour tout i €
S, pour tout §j € S et pour tout e € & tel que pour tout i € O, il existe (e, We(m(i),y(i))) € P(x(i),y(i)),
un chainon de transition globale (Z, g, e, I1.(Z,3)) o :

1. x, I'état global de départ ;
2.y, létat global d’arrivée ;
3. e, Uidentificateur d’un événement qui déclenche la transition ;
4. 11.(Z,y), la probabilité de routage globale définie par :
M.(%,§) = 11 me(x®, y ).
1€0e,3(e,me(z(D) y(D))eP (x(D) y(D)

Un chalnon de transition globale représente une transition de 1’état global T vers I’état global ¢ par le
déclenchement uniquement de 1’événement e avec une probabilité de routage globale I1.(Z, §) calculée
par le produit des probabilités de routage de tous les automates concernés par I’événement e vers 1’état
d’arrivée y( quand i € O,.

7.3.2 Chaine de transitions globales

#> Notation
7. I’ensemble de chainons de transition globale déclenchés par I’événement e ;
€ un sous-ensemble d’événements de & ;
’Zi I’union des ’j’e, olle €¢ (’t = U ’j;).

ece

Définition 7.3.2. Soir un ensemble d’évenements €, on appelle chaine de transitions globales, une
liste ordonnée {(Z1,91,e1,1le, (Z1,01)), - - -, (T, Yo, ecy e (T, o))} composée des C chainons de
transition globale de 1., qui respecte les regles suivantes :
1. 0e; < 0ey < oo < Qe
2. Vie2.C]
T = Yi1
3. A&, 7, e, 1.(%, 7)) € T tel que
Oc < Qey €1y = T1
4. Nz, 9, e,10.(2,7)) € T tel que
Oc < e €1T = YC
5. Vie[l..C —1],3(&, 7, e H.(%,7)) € T tel que
Oc; < Oe < Qe;pq €1Yi =X

La définition 7.3.2 établit un ensemble de reégles pour qu’une liste de chainons de transition globale
soit considérée une chaine de transitions globales. La régle 1 définit I’ordre des chainons de transition
globale dans la chaine, respectant 1’ordre de priorité des événements dans la chaine. La regle 2 garantit
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I’enchainement de tous les chainons. Cette regle assure que 1’état d’arrivée y; d’un chainon d’indice 7 sera
I’état de départ x;11 du chainon suivant (d’indice ¢ + 1). On se restreint uniquement aux chaines les
plus longues qui respectent les regles 1 et 2. Autrement dit, aucun autre chainon de transition globale
ne peut &tre enchainé, soit au début, soit au mieux, soit a la fin de la chaine. Les 3 dernieres regles
assurent cette condition. La reégle 3 garantit qu’aucun chainon de transition globale ne peut étre enchainé
au début de la chalne. La régle 4 assure qu’aucun chainon de transition globale ne peut tre ajouté a la
fin de la chaine. La régle 5 garantit qu’aucun chainon de transition globale ne peut étre enchainé entre
deux chainons qui se suivent.

#» Notation

T, I’état de départ du ¢-eme chainon de transition globale de la chaine de transitions
globales g ;

Yig I’état d’arrivée du i-eme chainon de transition globale de la chaine de transitions
globales ¢ ;

Le I’ensemble des chaines de transitions globales de I’ensemble d’événements ¢ ;

L(Z,7) I’ensemble de chaines de transitions globales g € L) tel que 71, = T et
Yo, = y ou Cy est le nombre de chainons de transition globale de la chaine de
transitions globales g ;

L I’ensemble des chaines de transitions globales du modele SAN.

Pour illustrer les chaines de transitions globales qui nous intéressent, on va considérer I’automate
complété A de FIG. 7.13 et un ensemble d’événements € = {ey;;;eo;e; e3;e3}. Cet ensemble
d’événements correspond au € = pot(0)) = {e1;€;; eg; ; e3; €3} (Définition 7.3.3, page 135).

Evénement | Prob. | Priorité

€1 p1 1
[ P2 2
[ P3 3

Evénement | Prob. ‘Priorité

e 1—pm 1
2 1—po 2
é3 1—ps 3

F1G. 7.13 — Exemple d’un automate complété AWM

Pour I’ensemble d’événement € et I"automate complété A®M de FIG. 7.13, dans TAB. 7.9, on présente
I’ensemble des chainons de transition globale 7. du modele. Pour simplifier la lecture, on va représenter,
par exemple, un chainon (0,11 ey, 1) par (0,1, eq, ).

Etant donné le grand nombre de chaines possibles a partir des chainons de TAB. 7.9, on va présenter
uniquement quelques chaines qui expliquent les régles de la définition 7.3.2.
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Evénement ‘ Chainon de trans. globale H Evénement ‘ Chainon de trans. globale ‘

€1 (0,1,61,7‘(1) €1 (0,0, él,l)
(0, 4, 61,7T2)

€9 (1,2,e9,1) €9 (1,1,e9,1)
(3,0, e0,1) (3,3, é,1)

€3 (1,3, 63,1) €3 (1,1,63,1)
(2,3,e3,1) (2,2,e3,1)
(4, 3, €3, 1) (4, 4, es, 1)

TAB. 7.9 — Ensemble de chainons de transition globale 7, de FIG. 7.13

Etant donné € = pot(0)) = {ey;&;;eq;Ez;e3;3}. On considere la liste de chainons suivante
{(0,1,e1,71);(1,2,e2,1);(2,3,e3,1)}. Dans cette liste, on peut voir que les chainons sont ordonnés
selon ordre de priorité des événements et 1’état d’arrivée 1 du chainon (0, 1,e;,7;) est égal a I’état de
départ du chainon (1,2,e9,1) et son état d’arrivée est égal a I’état de départ du chainon (2,3, e3,1)
qui le suit. On voit aussi qu’aucun autre chainon de transition globale ne peut étre introduit a la liste,
soit au début (il n’y a pas d’événement plus prioritaire que e;, premier chainon de la chaine), soit au
milieux (aucun chainon de I’ensemble des chainons possibles 7. présenté dans TAB. 7.9 ne peut étre
inséré entre deux chainons de cette chaine), soit a la fin (aucun événement est moins prioritaire que es,
dernier chainon de la chaine). Dans ce cas, en respectant les régles de la définition 7.3.2, cette liste est
une chaine de transitions globales.

Considérons maintenant la liste de chainons suivant {(0, 1, eq,m); (1,2, e2,1)}. Cette liste est une
sous-liste de la liste précédente, et, les chainons sont ordonnés selon I’ordre de priorité des événements
et les états de départ et d’arrivée des chainons s’enchainent. Cependant, il existe un chainon (2, 3, e3, 1)
dans 7, qui peut étre encore ajouté a la fin de la liste, en effet, g, < ¢, et I’état d’arrivée du dernier
chainon de la chaine (1,2,e9,1) est égal a I’état de départ du chainon (2,3, e3,1) de ’ensemble des
chainons 7; (TAB. 7.9). Cette liste n’est pas une chaine de transitions globales, car elle ne respecte pas
la reégle 4 de la définition 7.3.2, qui définit qu’une liste des chainons de transition globale est une chaine
de transitions globales uniquement s’il n’existe pas d’autres chainons de transition globale qui puissent
étre ajouté a la fin de la liste.

On va considérer maintenant la liste de transitions globales {(0,1,e1,71); (1,3, e3,1)}. Cette liste
respecte 1’ordre de priorité des événements, 1’enchainement des chainons et aucun autre chainon de
transition globale dans 7 (TAB. 7.9) ne peut étre introduit au début (e; est I’événement le plus prio-
ritaire) ou a la fin (e3 est I’événement le moins prioritaire) de la liste. Cependant, il existe un chainon
(1,1,e,1) € 7., qui peut étre introduit entre les deux chainons de la liste : go; < e, < 0e; €t 1'état
d’arrivée du premier chainon de la liste (0, 1, e, 71 ) est égal a I’état de départ du chainon (1,1, é5,1) et
I’état d’arrivée est égal a I’état de départ du dernier chainon de la liste (1,3, e, 1). Autrement dit, cette
liste ne respecte pas la regle 5 de la définition 7.3.2 et elle n’est pas une chaine de transitions globales, car
il existe une chaine plus longue ({(0,1,e1,m1);(1,1,¢é2,1);(1,3,e3,1)}) qui contient tous les chainons
de la liste {(0,1,e1,71); (1,3,e3,1)}.

Prenons un exemple de chaines de transitions globales qui ne contiennent pas tous les événements
possibles de 1"état 0(1) de I’automate complété A1), Prenons la liste de transitions globales {(0, 4, ey, 7);
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(4,3,e3,1)}. Cette liste est une chaine de transitions globales. Les chainons sont ordonnés par 1’ordre
de priorité de événements, I’état d’arrivée du chainon (0,4, e1, m2) est égal a I’état de départ du chainon
(4,3, e3,1) et aucun autre chainon ne peut étre introduit, soit au début, soit au mieux, soit a la fin de la
liste. Il faut remarquer que cette chaine de transitions globales ne contient pas des chainons avec I’événe-
ment ey, ni son événement complémentaire é,, qui sont dans I’ensemble € = {eq;€1; eq; €2; €3; €3}, Le.,
dans pot(O(l)). Les événements es et e ne sont pas présents dans cette chaine car le premier chainon de
la chaine (0,4, e1, m2) amene a I’état 4, ou les événements e5 et €5 ne sont pas réalisables.

La définition suivante nomme 1’ensemble des événements possibles a partir d’un état global z. Pour
que I’événement soit un événement possible globalement, il doit étre réalisable dans tous les automates
concernés par l’événement.

Définition 7.3.3. Soit un état global T € S, on définit I’ensemble d’événements pot(T) comme : e €
pot(Z) © Vi € O, e € pot(x®)

7.3.3 Automate global

Définition 7.3.4. Soit un SAN complété (€, AW S, F), oiv i € [1..N], l'automate global A est défini
par :

Uensemble d’états S ;
Iensemble d’événements & ;

la fonction d’atteignabilité F ;

N oo o~

la matrice de transition globale G Sx8S =L
VieS Vjed
g9 = U ¢

Vg€eL(Z,7)

Contrairement au formalisme SAN en temps continu, ici un automate local n’est pas le méme objet
mathématique que ’automate global. En effet, les éléments de transition de la matrice de transition
locale d’un automate contiennent un ensemble des tuples de transition locale (e, ) ou 1’occurrence de
n’importe quel événement de 1’élément de transition déclenche la transition. Dans 1’automate global,
les éléments de transition de la matrice de transition globale contiennent un ensemble de chaines de
transitions globales {(Z1, 71, €1, Lz, 3,)), - - -, (Zo, Uos ec, Hizq ) } ol tous les événements associés
aux chainons de cette chaine doivent avoir lieu pour que la transition se réalise.

7.4 La chaine de Markov

La probabilité d’occurrence d’une chaine de transitions globales est le produit de toutes les probabi-
lités d’occurrence p,. des événements de la chaine de transitions globales et des probabilités de routage
globales I1.(z, 7).
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#» Notation
Pe(T) la probabilité d’occurrence de I’événement e évaluée pour 1’état global 7 ;
(e,11(z,7)) le tuple de transition globale de I’événement e avec la probabilité de routage glo-

bale I1.(z,7) de I’état global = vers 1’état global 7 ;

e (Ze, ge ) () la probabilité de routage globale II.(Z., ¥.) du chainon de transition globale
(Zey e, €, e (Ze, e )) évaluée pour I’état global Z. On remarque de 1’état global
T est égal a I’état de départ du chainon.

Définition 7.4.1. Etant donné une chaine de transitions globales g = {(%1,71, e1, e, (Z1,71)), -,
(Zc,¥c,ec, Uer (Tc,Yc))}, la probabilité d’occurrence, notée 114, de cette chaine est :

Iy = (pey(@1) X Ty (@1, 51) (1)) -+ % (pec(ic) x Mo (Fe,50) @) ),

ou “x” note le produit de réels.

La chaine de Markov représentée par un modele SAN est définie sur les états atteignables S du
modele SAN. A partir de I’automate global, on peut aisément définir la chaine de Markov représentée
par le modele SAN. La suite des états pris par I’automate global est un processus aléatoire. Dans la
construction qu’on vient de faire, ce processus est tel que la probabilité d’atteindre I’état suivant ne
dépend que de I’état courant et de la probabilité d’occurrence d’un ensemble d’événements simultanés
qui sont ceux des chalnes qui sont associées aux transitions dans G. On peut donc lui associer une matrice
de transition de Markov de la facon suivante :

Définition 7.4.2. Soit un modéle SAN dont I’automate global A ((‘j , S ,G,F), la matrice de transition de
la chaine de Markov modélisé par ce modéle SAN :

I. P:SxS—R:
Ve S,Vyeds
P(jag): Z Hg

VgeG(&,7)

La probabilité de transition de I’état = vers 1’état y de la chaine de Markov est la somme des proba-
bilités d’occurrence de chaque chaine de transitions globales qui amene de I’état  vers I’état g.

7.4.1 Exemple de construction de la chaine de Markov

Pour clarifier la construction de la chaine de Markov, on va présenter pour un exemple et pour chaque
état global atteignable (Z € S), ’ensemble d’événements possibles (pot(Z)) ainsi que 1’ensemble de
chainons de transition globale pour chaque pot(Z) et les chaines de transitions globales sortant de chaque
état.

Le modele considéré est celui présenté dans FIG. 7.12 (page 130). On rappelle ce modele.
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Evénement | Prob. | Priorité
€1 P1 3
€9 P2 1
€3 P3 2
€4 P4 4
€5 f 5
z, Evénement | Prob. ‘ Priorité
€] 1-— P1 3
€9 1-— P2 1
€4 1-— P4 4
es 1—f 5

FIG. 7.14 — Réseau d’automates complétés

= (st A® == 2)) x p;

Pour 1’état global 0)0(?), 1’ensemble d’événements possibles est pot(0D0R)) = {ey, 1, e4,84}.
L’ensemble de chainons de transition globale pour cet ensemble %ot(o(l)O(Q)) est présenté dans TAB.

7.10.

Evénement ‘ Chainon de transition globale H Evénement ‘ Chainon de transition globale ‘

el (0@ 1M3) e 1) e1 (0o oMo3) &, 1)
(0(1)1(2)71(1)1(2) e1,1) (0(1 1@, oM1E e, 1)
(0(1)2(2)7 123 ¢ 1) (0( @, 0M2@) g 1)
e4 (0(1)0(2)70(1)2(2)7647 1) e4 (0( @, 000®@ g, 1)
(0(1)1(2),0(1)2(2),64, 1) (0( 2,001 g, 1)
(1(1)0(2)7 123 ¢, 1) (1( 2, 1Mp@ gy, 1)
(1(1)1(2), 1M2@) ¢y, 1) (1( 2,101 g, 1)
(2(1)0(2),2(1)2(2),64, 1) (2( 2,200 gy, 1)
(2(1)1(2)7 222 ¢ 1) (2( @), 2M1®@) g, 1)

TAB. 7.10 — Ensemble de chalnons de transition globale pot(000(2)) de FIG. 7.14

A partir de ces chainons, on peut construire les chaines de transitions globales (TAB. 7.11) pour I’état

global 0V 0(?) et calculer les probabilités d’occurrence des transitions.

Etat d’arrivée H Chaine de transitions globales

‘ Probabilité de transition ‘

oMo {(0(1)0(2) 0003 &, 1); (0@ 0Mo3 &, 1} (1—p1)(1—ps)
0Mo?2) {(0(1)0(2) 000@ &, 1); (0@ 0M23) ¢, 1} (1—p1)pa
1M @) {(0(1)0(2)7 1W0@ ¢, 1); (1Mo®@ 1M3) &, 1} p1(1— py)
1M92(2) {(0(1)0(2)7 1W0@ ¢, 1); (1Mo 11023 ¢ 1} p1p4

TAB. 7.11 — Ensemble des chaines de transitions globales de I’état global 0102 de F1G. 7.14

Dans FIG. 7.15, on présente les chemins de construction des chaines de transitions globales pour

I’état 0D 03,
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Etat de départ = (1)
pot(0D0R)) = {ey;e1; e4;84}

=

e alieu (p1)

{(0W0@, 1003 ¢1,1.0)}

/

eq alieu (py)

eqalieu (1 — py)

\

eq alieu (py)

ey alieu (1 — py)

{(0<1)0(2)7‘0(1JO(Q>A e1,1.0)}
| |

00, 1W03 ¢y, 1.0); {(0M0@ 1M0@ ¢, 1.0); {(0M0@ 0M0@ ¢, 1.0); {(0M0@ 0M0@ ¢, 1.0);
,1M2G) ¢y 1.0)} (1Mo 1M &, 1.0)} (0M0®@, 02 ¢, 1.0)} (0M0®), 0@, ¢, 1.0)}
\ \ \ \
Etat d’arrivée 112 1Mo® 012 0o
Prob. d’occurrence 1P pi(l = py) (1= p1)ps (1= p1)(1=ps)

eqalieu (1 — py)

FIG. 7.15 — Construction des chaines de transitions globales pour I’état 0(1)0(2)

Pour 1’état global 0(1)1(?), I’ensemble d’événements possibles est pot(0001(2)) = {e1, &1, eq, 4}
L’ensemble de chainons de transition globale pour cet ensemble 7. pot(0(01(2)y est présenté dans TAB.
7.12.

Evénement ‘ Chafinon de transition globale H Evénement ‘ Chafinon de transition globale ‘

e (0(1)0(2)71(1)0(2) e1,1) e (0(1)0(2)70(1)0(2) é1,1)
(M1 1M13) e 1) (M1 M1 & 1)
(0(1)2(2)7 1M2@) ¢ 1) (0(1)2(2)70(1)2(2)7 é1,1)
4 (0(1)0(2)70(1)2(2)7 e4,1) e4 (0(1)0(2)70(1)0(2)7 és,1)
(0(1) 1@ 0023 ¢, 1) (0(1) 1@ 0013 g, 1)
(1Mo 1M023) ey 1) (1Mo 1Mp3) g4, 1)
(1(1)1(2)7 123 ¢, 1) (1(1)1(2)7 1M1 ¢4, 1)
(2(1)0(2)7 222 ¢ 1) (2(1)0(2)7 2@ gy, 1)
(2M132) 2M2(3) ) 1) (2M132) 2M13) &, 1)

TAB. 7.12 — Ensemble de chainons de transition globale T pot(0(1(2)) de F1G. 7.14

A partir de ces chainons, on peut construire les chaines de transitions globales (TAB. 7.13) pour I’état
global 01V 1(2) et calculer les probabilités d’occurrence des transitions.

Etat d’arrivée H Chaine de transitions globales ‘ Probabilité de transition ‘

0M1®) {(0(1) 1@ 0013 ¢, 1); (013 oM7) ey, 1)} (1—p1)(1—ps)
0Mo?2) {(0(1)1(2) 0013 &, 1); (013 0M23) ¢ 1} (1—p1)pa
1M1@) {(0(1)1(2)7 1(1)1(2)7 e1,1); (1MW1® 1013 &, 1} p1(1— ps)
1M9o(2) {(0(1)1(2)7 1M1 ¢y, 1); (1M13@ 11023 ¢, 1} p1p4

TAB. 7.13 — Ensemble des chaines de transitions globales de I’état global 0112 de F1G. 7.14

Dans FIG. 7.16, on présente les chemins de construction des chaines de transitions globales pour
I"état global 0V 1(2),
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Etat de départ = 0()1()
pot(0W1?) = {ey; €15 eq; 64}

ey alieu (p1) ey alieu (1 — py)

{(0(1)1(2)7 101@ ¢y 1.0)} {(0(1)1(2)’ 0M1@ ¢, 1.0)}
ey alieu (pyg) ey alieu (1 — py) ey alieu (py) eqalieu (1 — py)
{(0M1® 1012) ¢; 1.0); {(0W1®,101@) ¢, 1.0); {(0M1® o112 &) 1.0); {(0M1® M1 &,1.0);
(1M1 1M2@) ¢, 1.0)} (1M1 1012 ¢, 1.0)} (0132 0M2@) ¢4 1.0)} (W13 012 &, 1.0)}
\ \ \ \
Etat d’arrivée 1M2(2) 1M1(2) 0202 012
Prob. d’occurrence P1P4 p1(1— py) (1= p1)pa (1—=p)(1 = py)

FIG. 7.16 — Construction des chaines de transitions globales pour I’état 0(1)1(2)

Pour I’état global 01)2(2), I’ensemble d’événements possibles est pot(0M2()) = {e; &}. L'en-
semble de chainons de transition globale pour cet ensemble 7;;015(0(1)0(2)) est présenté dans TAB. 7.14.

Evénement ‘ Chafinon de transition globale H Evénement ‘ Chafinon de transition globale ‘

el (0@ 1M3) e 1) e1 (0o oMo3) &, 1)
(0M132 1013 ep 1) (M1 oMW1 & 1)
(0(1)2(2)7 12 ¢ 1) (0(1)2(2)70(1)2(2)7 é1,1)

TAB. 7.14 — Ensemble de chalnons de transition globale pot(0(M2(2)) de FIG. 7.14

A partir de ces chainons, on peut construire les chaines de transitions globales suivantes (TAB. 7.15)
pour Iétat global 011)2(2) ainsi que les probabilités d’occurrence de chaque transition.

Etat d’arrivée H Chaine de transitions globales ‘ Probabilité de transition ‘
oMo {(0(1)2(2)70(1)2(2)7 e1,1)} (1—p1)
1M9(2) {(0(1)2(2)7 1M2@) ¢, 1} o1

TAB. 7.15 — Ensemble des chaines de transitions globales de I’état global 0))2(2) de F1G. 7.14

Dans FIG. 7.17, on présente les chemins de construction des chaines de transitions globales pour
I’état global 0()2(2),
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Etat de départ =012

pot(012%) = {ey; e}
/
ey alieu (p1) }eu (I =p1)
{(0(1)2(2), 1(1)2(2)’ e1,1.0)} {(0(1)2(2)’ 0(1)2(2)7 €1),1.0)}
Etat d’arrivée 1M2() 0M2(2)
Prob. d’occurrence ot (I—p1)

FIG. 7.17 — Construction des chaines de transitions globales pour I’état 0(1)2(2)

Pour 1’état global 1)0(?), I’ensemble d’événements possibles est pot(1(002)) = {e1, &1, eq, 4}
L’ensemble de chainons de transition globale pour cet ensemble 7. pot(100(2) est présenté dans TAB.
7.16.

Evénement ‘ Chainon de transition globale H Evénement ‘ Chainon de transition globale ‘

e (0@ 1M3) e 1) e (0o oMo3) &, 1)
0 013 10 )1(2)76171) (0(1)1(2)70(1)1(2)76171)
(0(1)2(2)7 112 e, 1) (0(1)2(2)70(1)2(2)7 e1,1)
e4 (0(1)0(2)7 (1)2(2)76471) e4 (0(1)0(2)70(1)0(2)75471)
(M1 M2 ey 1) (M1 M1 g4 1)
(1(1)0(2)7 123 ¢, 1) (1(1)0(2)7 1W0@) ¢4, 1)
(1M1 1M023) ey 1) (1M1 1013 g, 1)
(2M0?2) 212(2) ¢y 1) (2M0@ 2M03) g4 1)
(2(1)1(2)7 222 ¢ 1) (2(1)1(2)7 213 &, 1)

TAB. 7.16 — Ensemble de chalnons de transition globale Tot(1<1>0<2>) de FIG. 7.14

On remarque que les événements e et €1 sont des événements possibles a partir de cet état, mais ils
ne sont pas réalisables. En sachant que les événements e; et e; sont les événements plus prioritaires de
pot(l(l)O(Q)) et donc, aucun autre événement peut avoir lieu avant eux, ils ne apparaissent dans aucune
chaine de transitions globales a partir de cet état.

A partir de ces chainons, on peut construire les chaines de transitions globales suivantes (TAB. 7.17)
pour Iétat global 1102,

Etat d’arrivée H Chaine de transitions globales ‘ Probabilité de transition ‘
1Mp®) {1Mo®,1M0®@ ¢, 1)} (1—ps)
1M9(2) {(1(1)0(2)7 1M2@) ¢, 1} 4

TAB. 7.17 — Ensemble des chaines de transitions globales de I’état global 1102 de F1G. 7.14
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Dans FIG. 7.18, on présente les chemins de construction des chaines de transitions globales pour
I’état global 1003,

Etat de départ = 1(V0()
pot(1V0®) = {es; e4}

T

ey alieu (pg) eq alieu (1 — py)
{(1(1)0(?)’ 1(1)2(2)7 es,1.0)} {(1(1)0(2)’ 1(1)0(2), e4),1.0)}
| |
Etat d’arrivée 11202 1M03)
Prob. d’occurrence 04 (1= pg)

FIG. 7.18 — Construction des chaines de transitions globales pour I’état 1(10(?)

De facon similaire a 1’état global précédente, pour I’état global 1(01(2), I’ensemble d’événements
possibles est composé uniquement de 1I’événement e, et de son événement complémentaire é4. L’en-

semble de chainons de transition globale pour cet ensemble pot(1(11(2)) €St le méme présenté dans TAB.
7.16.

Cependant, les chaines de transitions globales sont différentes, car I’état de départ n’est pas le méme.
Dans TAB. 7.18, on présente les chaines de transitions globales pour 1état global 1(11(2),

Etat d’arrivée H Chaine de transitions globales ‘ Probabilité de transition ‘
1 [ {01, 1010 6, 1)} (= p1)
1M9(2) {(1(1)1(2)71(1)2(2)76471)} 4

TAB. 7.18 — Ensemble des chaines de transitions globales de I’état global 1112 de F1G. 7.14
Dans FIG. 7.19, on présente les chemins de construction des chaines de transitions globales pour
I’état global 1(11(2),

Etat de départ = 1(V1()
pot(191®) = {es; ey}

T

eq alieu (py) e, alieu (1 — py)
{(1(1>1(2)7 1(1)2(2)7 es,1.0)} {(1(1)1(2)7 1(1)1(2)’ e4),1.0)}
| |
Etat d’arrivée 1M22) 1M1
Prob. d’occurrence P4 (1—ps)

FIG. 7.19 — Construction des chaines de transitions globales pour I’état 1(1)1(2)
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Pour I’état global 1(12(), I’ensemble d’événements possibles est pot(1(M2(2)) = {e3, &3, e, }.
L’ensemble de chainons de transition globale pour cet ensemble 7. pot(1(02(2)y est présenté dans TAB.
7.19.

Evénement ‘ Chafinon de transition globale H Evénement ‘ Chainon de transition globale ‘

es (1M2) 0M0?) | e3, ) e3 (1M22) 1M2?) &5 1)
(1(1)2(2)7 203 e, ) (2(1)2(2)7 222 &, 1)
(2(1)2(2) L0002 e, 1)

e (0(1)0(2)71(1)0(2)76171) e (0(1) 0@ 0(1)0(2)75171)
(M1 1M13) e 1) (M1 oMW1 & 1)
(0(1)2(2)71(1)2(2)76171) 0 ot )2(2)7 (1 )2(2)75171)

TAB. 7.19 — Ensemble de chalnons de transition globale Tot(1(1>2(2>) de FIG. 7.14

A partir de ces chainons, on peut construire les chaines de transitions globales suivantes (TAB. 7.20)
pour Iétat global 11)2(2).

‘ Etat d’arrivée H Chaine de transitions globales ‘ Probabilité de transition ‘
0Mp®) {(1(1)2(2)70(1)0(2)7637771) (0o 0Mo3 &, 1} p3mi(1— p1)
1Mp®@ {(1(1)2(2)70(1)0(2)7637771)’( 00 0@ 1MW) ¢, D)} P31 P1
1M9(2) {(1(1)2(2)7 1M2@) ¢, 1)} (1—p3)
2(Mp?2) {(1(1)2(2)72(1)0(2)7637772)} D3

TAB. 7.20 — Ensemble des chaines de transitions globales de I’état global 1(02() de FiG. 7.14

Dans FIG. 7.20, on présente les chemins de construction des chaines de transitions globales pour
I’état global 1(1)2(2),

Etat de départ = 1()2(
pot(1122)) = {ez: &3 €156, }

es alieu (p3) e3 alieu (1 — p3)
{122 00 e3, 71)} WO ey, 7)) {1022 1M02@) &5 1.0)}
ey alieu (p;) ey alieu (1 — py) e et €; ne sont ey et €; ne sont
‘ ‘ pas réalisables pas réalisables
{122 0Mo@) g3, my); {12 1)0 ,€3,71);
(01>0 100@, ¢, 1.0)} (o 0<2 L0002 2, 1.0)}
\ \
Etat d’arrivée 1@ 0Mo® PIONIC) 12@)
Prob. d’occurrence P3TLPL psmi(1— p1) P32 (1—p3)

FIG. 7.20 — Construction des chaines de transitions globales pour I’état 1(1)2(2)

Pour Iétat global 202, I’ensemble d’événements possibles est pot(202)) = {ey, &, e4, &4, €5, E5}.
L ’ensemble de chainons de transition globale pour cet ensemble 7_ pot(2(D0(2) est présenté dans TAB. 7.21.
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| Evénement | Chainon de transition globale || Evénement | Chainon de transition globale |

ey (2(1)0(2) 1D1@ ey, 1) & (2(1)0(2) 2003 &, 1)
eq (002 02 ¢4 1) ey (0(1)0(2) 0M0® &4,1)
(0<1)1<2>,o<1>2(2>,e4,1) (012 oMW1 &4 1)
(1(1)0(2),1(1)2(2)764’1) (1(1)0(2 1Mo &, 1)
(1(1)1(2)71(1)2(2)764’1) (1(1)1(2) 1M1 g, 1)
(2(1)0(2),2(1)2(2),64,1) (2(1)0(2 2@ ¢, 1)
(2(1)1(2)72(1)2(2)764’1) (2(1)1(2) 2(1)1(2) 647 1)
es (2(1)0(2),0(1)0(2)765’1) &5 (2(1)0(2) 20 @), es,1)
(2(1)1(2)’0(1)1(2)765’ 1) (2(1)1(2) (1)1(2) ,é5,1)
(2(1)2(2),0(1)2(2),65,1) (2(1)2(2) 21022 & 1)

TAB. 7.21 — Ensemble de chainons de transition globale T pot(2(00(2)) de F1G. 7.14

A partir de ces chainons, on peut construire les chaines de transitions globales suivantes (TAB. 7.22)
pour Iétat global 2(1)0(2).

| Etat d’arrivée H Chaine de transitions globales ‘ Probabilité de transition |
0Mp®) {(2(1)0(2)7 200 &, 1); (2(1)0(2)7 200 ¢, 1); (2(1)0(2)’ 0M0®@ ¢;, 1} 0
0M9o) {(2(1)0(2)7 200 &, 1); (2(1)0(2)7 202 ¢, 1); (2(1)2(2)7()(1)2(2>7e57 1)} (1 — pa2)paps
101®@) {(2(1)0(2)71(1)1(2)76271);(1(1)1(2)71(1)1(2)75471)} pa(1 — py)
1(M22) {(2(1)0(2)7 1W1@ e, 1); (1(1)1(2)’ 1M2@) ¢, 1} pap4
212 {2M0®@,200@ &,,1); (2MW0@, 200 &4, 1); (2M0@, 2003 &5,1)} (1—p2)(1 = pa)
2(M9(2) {2M0@, 2003 &,,1); (20, 2023) ¢, 1); (202 2W20) &5 1)} (1 — p2)pa(l — ps)

TAB. 7.22 — Ensemble des chaines de transitions globales de I’état global 2(1)0(2) de F1G. 7.14

Dans FIG. 7.21, on présente les chemins de construction des chaines de transitions globales pour
I’état global 2102,

Etat de départ = 200(2)
pot(2D0@) = {eg; ;€43 €43 €51 85})

ey alieu (p2) e alieu (1 — py)
{(2W0®, 1013 ey 1.0)} {(2W0®, 200 &,,1.0)}
ey alieu (py) ey alieu (1 — py) eq alieu (pyg) éqalieu (1 — py)
2W0@ 1113 ¢y, 1.0); {(2W0@ 1013 ¢y, 1.0); 200 200 &y, 1.0); {(2W0® 2003 &y, 1.0);
(1 W72, 1(1 2@ ¢y, 1.0)} (1(1 1?11 ,e4),1.0)} (2(1)0(2)_2(1)2(2)v54_1_0)} (2(1)0(2)‘2“)0(2»_;4'1_0)}
e5 et & ne sont e5 et €5 ne sont e alieu (ps) és alieu (1 — ps) e5 alieu (0) es alieu (1 —0)
pas réalisables pas réalisables ‘ [ o) ‘ [ ) [ o) ‘ [ o)
{(2W0®, 1>0 L2,1.0); {(2<“0 ‘>0i2>.: 1. 0) (2000®, 200, &,,1.0); {(200®, 20003 &, 1.0);
(2Wo®), z“ 23 ey, 1.0); (2Wo®), z<‘ 4, 1.0); (2W0® 20 &, 1.0); (2W0® 20 &,,1.0);
(223 oM z< Les5,1.0)} (2023 202® &5 1.4 (2W0® 0M0?), ¢5,1.0)} (2W0® 20 &5, 1.
Etat d’arrivée 1122 101 02 212 0@ 200®@
Prob. d’occurrence P2p1 p2(1 = pa) (1= p2)paps (1= p2)pa(l = ps) 0 (1= p2)(1 = pa)

FIG. 7.21 — Construction des chaines de transitions globales pour I’état 2(1)0(2)

Pour I’état global 2(1(), I’ensemble d’événements possibles est pot(2(M12)) = {ey, &4, e5,e5}.
L’ensemble de chainons de transition globale pour cet ensemble 7. pot(2(01(2)) st présenté dans TAB.
7.23.
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Evénement ‘ Chainon de transition globale H Evénement ‘ Chainon de transition globale ‘

(00 0M23) ¢4 1)

e4 &4 (0() @ 0M0® g4,1)
(0(1)1(2)’0(1)2(2)76471) (0(1)1(2) 01 &4, 1)
(1(1)0(2),1(1)2(2)764’1) (1(1)()(2) 1M0®) g, 1)
(1MW13) 1MW) ¢, 1) (1W1®) 1M1 g4 1)
(2(1)0(2),2(1)2(2)764’1) (2(1)0(2) 202 ¢4, 1)
(2(1)1(2)72(1)2(2)764’1) (2(1)1(2) 2113 ¢4, 1)
es 2M0@ 003 5, 1) es 2MW0@ 203 &5 1)
(2M01@) 013 e5 1) (201 213 &5 1)
(202 022 e 1) (2M2(2) 22 &5 1)

TAB. 7.23 — Ensemble de chalnons de transition globale T pot(201(2)) de FIG. 7.14

A partir de ces chainons, on peut construire les chaines de transitions globales suivantes (TAB. 7.24)

pour 1I"état global 2(1)

13,

‘ Etat d’arrivée H

Chaine de transitions globales

‘ Probabilité de transition ‘

0M1®) {(2(1)1(2) 211® &, J1):(2 2(1)1(2) ()(1)1(2) ces, 1)} 0
0Ma(2) {(2MW1® 2 202 ¢, 1)’(2(1)2(2) o es,1)} p4P5
2(1)1(2) {(2(1)1(2) 2013 g, 1)7(2(1 1(2) 2(1)1(2) 65’ 1} (1— py)
2(1)9(2) {2MW1® 2023 ¢, 1); (22 (2) o0 1)} pa(1 — ps)

TAB. 7.24 — Ensemble des chaines de transitions globales de I’état global 2112 de FiG. 7.14

Dans FIG. 7.22, on présente les chemins de construction des chaines de transitions globales pour

I’état global 2(11(2),

Ftat de départ = 201
pot(2N1@)) = {es;e45e5;85}

/\

eq alieu (pg)

{2W1®) 2020 ¢, 1.0)}

/

e5 alieu (ps)

(2(1)1(2)’ 202 ¢, 1.0);
(2023 0W2@) e 1.0)}

022
Paps

Etat darrivée
Prob. d’occurrence

és alieu (1 — ps)
F(2M2(2) ‘

esa
f(2(1>2(2))
{(2W1® 2023 ¢, 1.0);
(223 22 & ,1.0)}
2(1)9(2)
pa(1 = ps)

(2(1)1<2)7 2(1)1(2)_’ 4,1.0);
(201 oMW1 e 1.0)}

éq alieu (1 — py)

{(2M1® 2013 &, 1.0)}

/

lieu (0)

Q f(2(1)1(2))

es5 alieu (1)

2112
(1= pa)

oh1®@
0

FIG. 7.22 — Construction des chaines de transitions globales pour I’état 2(1)1(2)

‘ { f( 2(1)1(2>)

(0M0®@ oM™ &, 1.0);
(201@ 201 &, 1.0)}
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Pour I’état global 2(1)2(2) I’ensemble d’événements possibles est pot(2(02(2)) = {e3, &3, e5,e5}.
L’ensemble de chainons de transition globale pour cet ensemble 7 pot(2(02(2)y est présenté dans TAB.
7.25.

Evénement ‘ Chainon de transition globale H Evénement ‘ Chainon de transition globale ‘

e3 (1M2@) M3 e, 1) &3 (1(1)2(2)7 1M2@) ¢, 1)
(1M2) 202 e5, 75) (2M2(2) 2M2(2) &5 1)
(2M2(2) 0(1)0(2),63, 1)

es 2M0@ 0M®) e5,1) es (2M0@ 2M03) &5 1)
(2(1) 1@ 0013 e, 1) (2(1) 1@ 2013 &, 1)
(2022 oM2(?) es 1) (2M2() 2(M2(2) &5 1)

TAB. 7.25 — Ensemble de chalnons de transition globale T pot(2(02(2)) de F1G. 7.14

A partir de ces chainons, on peut construire les chaines de transitions globales suivantes (TAB. 7.26)
pour Iétat global 2(1)2(2).

Etat d’arrivée H Chaine de transitions globales ‘ Probabilité de transition ‘
oMo {(2(1)2(2) ,000®@) e, 1} 03
0Mo?2) {(2(1)2(2)7 22 &4 1); (2(1)2(2)7 0W2@ e 1} (1—p3)ps
9(1)9(2) {(2(1)2(2)7 22 &, 1); (2(1)2(2)7 202@) & 1} (1—p3)(1—ps)

TAB. 7.26 — Ensemble des chaines de transitions globales de I’état global 2(02() de FiG. 7.14

Dans FIG. 7.23, on présente les chemins de construction des chaines de transitions globales pour
I’état global 2(1)2(2),

Etat de depart 202(2)

pot(202?)) = {ey: &3: e5; 85}
esa heu (p3) e3 a lieu (1 — p3)
{(2<1>2<2>,010 ,es,1.0)} {202 2<> 2 £5,1.0)}
e et F5 ne sont es alieu (ps) e5 alieu (1 — ps)
pas réalisables ‘ ' Fa2®) ‘ ' F(22@)
{(2M2@),202@) &, 1.0); {(2W2®),21020) &5, 1.0);
(2023 2™ e. 1.0)} (2023 212 &. 1.0)}

Etat d’arrivée 0o 023 2M02®
Prob. d’occurrence p3 (1= ps)ps (I—ps)(1—ps)

FIG. 7.23 — Construction des chaines de transitions globales pour I’état 2(1)2(2)
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Avec les probabilités de transitions calculées a partir des chaines de transitions globales, on peut en
déduire la chaine de Markov représentée par le modele SAN (FIG. 7.24).

(1=p1)(1 = pa)

p1(1 = pa)

(1 - /Jz)P4P5

(1= p3)ps

(I=ps)X=ps)  (L—pa)

F1G. 7.24 — Chaine de Markov équivalente au modele de F1G. 7.11.

Et sa matrice de transition (les états étant dans 1’ordre lexicographique) :

(I =p1)(1 = pa) 0 (L =p1)ps | pr(1 = pa) 0 P1P4 0 0 0
0 (L=p1)(L=pa)  (L=p1)ps 0 pi(1=ps)  pipa 0 0 0
0 0 (1—p1) 0 0 01 0 0 0
0 0 0 (1= pa) 0 P4 0 0 0
P= 0 0 0 0 (1= py) P4 0 0 0
p3mi(l = p1) 0 0 P3P 0 (1—-p3) P37 0 0
0 0 (1= p2)paps 0 p2(L=pa)  p2ps | (1= p2)(1 = pa) 0 (1= p2)pa(l — ps)
0 0 paps 0 0 0 0 (1—p4) pa(l—ps)
3 0 (L= ps)ps 0 0 0 0 0 (1= ps)(1—=ps)

7.5 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre une définition formelle pour les réseaux d’automates stochastiques a
temps discret.

Tout d’abord, on a défini les notations de base d’un automate et d’un réseau d’automates. A partir
de ces définitions de base et de la matrice de transition locale de chaque automate, on a introduit la dé-
finition d’automate complété et de réseau d’automates complétés. Un automate complété ou un réseau
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d’automates complétés inclut tous les transition définies pour un automate et aussi les transitions qui re-
présentent la non-occurrence de chaque événement. La non-occurrence d’un événement a été représentée
par ’ajout d’un événement complémentaire.

A partir d’un réseau d’automates complétés, on a formalisé I’automate global représenté par le réseau
d’automates. L’automate global nous a permis par la suite de définir la matrice de transition de la chaine
de Markov représentée par le modele SAN. Ceci nous donne la sémantique, en terme de processus
aléatoire de I’évolution d’un modele SAN a temps discret.

Dans le chapitre suivant, on va présenter quelques exemples décrits par le formalisme SAN a temps
discret.
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Chapitre 8

Exemples de modélisation a temps discret

Dans ce chapitre, on présente quelques exemples de modélisation afin d’illustrer I’utilisation du for-
malisme des Réseaux d’ Automates Stochastiques (SAN - Stochastic Automata Networks) a temps discret
présenté dans le chapitre 7.

Ces exemples ont pour but d’illustrer les caractéristiques de modélisation du formalisme SAN a
temps discret.

Les systemes informatiques présentés dans ce chapitre sont mémes que ceux des exemples présentés
dans le chapitre 3 :

— Diner des Philosophes (Section 8.1) : un probléme classique qui concerne I’ordonnancement de
processus et I’allocation de ressources a ces derniers ;

— Patron de Service Alterné (Section 8.2) : un exemple d’un réseau de files d’attente ouvert, ou ces
files d’attente ont des capacités finies (avec blocage ou perte) et peuvent servir les clients suivant

différentes probabilités ;

— Atelier avec kanbans (Section 8.3) : un exemple d’un modele d’un atelier avec quatre postes de
travail ou des kanbans (tickets) sont utilisés pour controler les flux de pieces ;

— Fartage de Ressources (Section 8.4) : un exemple de modélisation du probléeme classique de par-
tage des ressources.

On va insister dans ces exemples sur la combinatoire possible des événements dans la méme unité de
temps : caractéristique particuliere de la modélisation de systémes en temps discret.

8.1 Diner des Philosophes

La description du probleme présenté pour ce modele SAN a temps discret est la méme que celle
présentée pour le modele SAN a temps continu, i.e., un nombre N de philosophes se trouve autour
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d’une table ; chaque philosophe a devant lui un plat de spaghetti et une fourchette se trouve a droite de
chaque assiette. Lorsque un philosophe a faim, il va essayer de prendre des fourchettes pour manger. Un
philosophe a besoin de deux fourchettes pour manger : celle qui se trouve a droite de sa propre assiette,
et celle qui se trouve a droite de celle de son voisin a gauche, i.e., les fourchettes qui se trouvent autour
de sa propre assiette.

Le modele SAN a temps discret (présenté dans F1G. 8.1) représente chaque philosophe par un au-
tomate P tel que i € [1..N], ot chaque automate possede trois états : T' (thinking) qui indique que
le philosophe pense pendant un temps ; R (right) s’il posséde la fourchette qui se trouve a droite de son
assiette ; et L (left) s’il possede la fourchette qui se trouve a gauche de son assiette.

Le probléme consiste a trouver un ordonnancement des philosophes tel qu’ils puissent tous manger,
chacun a leur tour. On présente le comportement des philosophes pour ce modele SAN a temps discret.

Le philosophe P reste pensif (I’état 7)) pendant un temps et lorsqu’il a faim, il va essayer de
prendre la fourchette qui se trouve a droite de son assiette (I'état R()). Alors, pour prendre sa fourchette
droite, il faut que la fourchette gauche de son voisin a droite! (le philosophe P(*+1)) soit disponible, i.e.,
que son voisin de droite doit se trouver soit dans I’état 7(+1) soit dans 1’état RU*+Y) . Le philosophe P®)
change de I’état T() vers I’état R(¥) (i.e., il prend sa fourchette droite) par 1’occurrence de 1’événement
Ti.

Pour manger effectivement, le philosophe P prend la deuxiéme fourchette, i.e., la fourchette qui
se trouve 2 gauche de son assiette, en changeant de 1’état R() vers I’état L(*) par I’occurrence de I’évé-
nement [;. Toutefois, pour prendre sa fourchette gauche, il faut que son voisin a gauche (le philosophe
P=1) se trouve dans Iétat T70—1 i e., que le philosophe 1) ne mange pas et par conséquence qu’il
n’utilise pas sa fourchette droite (I’état R(~1)). Une fois que le philosophe a mangé, il revient 2 I’état
T®, je., il change de I’état L) vers 1’état T®) par I’occurrence de 1’événement ¢;. Les événement r;
et [; dans ce modele (FIG. 8.1) se produisent avec une probabilité exprimée par les fonctions fr; et fi;
respectivement.

Remarquons que le dernier philosophe (P(N)) est gaucher. Dans ce cas, il va essayer de prendre sa
fourchette gauche avant sa fourchette droite, afin d’éviter une situation d’interblocage.

Dans le contexte des SAN a temps discret, plusieurs événements peuvent avoir lieu dans la méme
unité de temps, e.g., entre philosophes non voisins, tous les événements peuvent avoir lieu dans une
méme unité de temps. Alors, on définit pour ce modele qu’un philosophe P peut prendre les deux
fourchettes des qu’elles soient disponibles, i.e., il peut passer dans une méme unité de temps de I’état
T vers I’état L) par I’occurrence des événements r; et I;. Afin de permettre cette possibilité, on
modélise une transition de ’état 7)) vers 1’état fantdome ® par I’occurrence de I’événement [;, sachant
qu’apres 1’occurrence de I’événement r;, ’événement [; sera autorisé a étre tiré dans la mé€me unité de
temps. Sachant aussi que le dernier philosophe (P¥)) est gaucher, on modélise la transition de I’état
TW) vers I’état fantome @ par 1’événement 7. Dans ce cas, I’événement ry pourra étre tiré dans la
méme unité de temps que I’événement [, permettant que le philosophe PN) passe de I’état TN) vers
Iétat RW).

Dans le modele SAN présenté dans FIG. 8.1, le changement d’état du philosophe P() nécessite
I’évaluation des fonctions fr; et fl; associées aux probabilité d’occurrence des événements 7; et [; res-

'Le philosophe P%Y) se trouve a gauche de P, ainsi que le voisin a droite du philosophe PV est le philosophe P,
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to
ae) 2ol p)
G
Type | Even. | Prob. Priorité
loc 1 f?"l 1 f?"] = (St(P(Q))' = L(Q)) X Pry
loc l l 2
loc ti ﬁtl 3 fT’Q = (St(P(s))' = L(3)> X Pry
loc | ry | fr 4 :
loc lQ flz 5 er = (St(P(l))' = L(l)) X Pry
oo | ° fly = (st(PX) = RY) x p,
loc | Iy | fly [(N=1)x3)+1 flo = (st(PV) == TW) x p,,
loc N f?“N ((N — 1) X 3) +2
loc | ty | pry |((N—1)%x3)+3 fly = (st(PNV) == TW=D) 5 py,

F1G. 8.1 — Diner des Philosophes - modele SAN a temps discret

pectivement, ol les arguments de ces fonctions? sont les états des philosophes Pt et PO—1 e, les
états des philosophes voisins.

Une autre caractéristique des modeles SAN a temps discret est I’ordre de priorité des événements qui
permet de définir le comportement a suivre en cas de conflit. Dans FIG. 8.1, on a modélisé le philosophe
PW plus prioritaire que le philosophe P2, qui est plus prioritaire que le philosophe P®) et ainsi de suite
jusqu’au dernier philosophe P(V). Et, pour les événements de chaque philosophe P(*), 1’événement 7;
est plus prioritaire que I’événement /; qui est plus prioritaire que I’événement ¢;. On remarque que pour
les événements du dernier philosophe P(™), 1’événement [y est plus prioritaire que 1'événement 7y qui
est plus prioritaire que I’événement ¢ .

“Dans cette thése, les fonctions sont définies utilisant la notation adoptée par le logiciel PEPS [17]. L interprétation d’une
fonction est I’évaluation d’une expression de langage de programmation non-typé, e.g., langage C. Chaque comparaison d’une
fonction est évaluée a 1 (vrai) ou O (faux).
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On remarque que, avec le jeu de priorités des événements, il est possible que le philosophe P(!)
prenne ses fourchettes (par I’occurrence des événements 71 et 1) et que le philosophe P3) prenne aussi
ses fourchettes (par I’occurrence des événements 73 et [3) dans la mé€me unité de temps. Par contre, le
philosophe P*) ne peut pas prendre ses fourchettes dans la méme unité de temps que les philosophes
P et PO), car les événements de P3) (les événements 73 et [3) sont plus prioritaires que les événe-
ments 74 et Iy de P™ et ’occurrence des ces événements (r3 et [3) amenent vers un état dans lequel les
événements r4 et [4 ne sont plus réalisables.

8.2 Patron de Service Alterné

On va présenter dans cette section un modele d’un réseau de files d’attente ouvert avec quatre files
(notées (1, Q2, Q3 et Q) de capacité (finie) K1, Ko, K3 et K4 respectivement. Les clients arrivent dans
les files Q1 et (2 avec des probabilités py, et p), respectivement. Le départ d’un client de la file ()1 vers
la file (Y3 est possible si et seulement il y a de la place disponible dans ()3 (mécanisme de blocage). Le
départ d’un client de (05 vers Q3 est possible s’il y a de place disponible dans (03 ou, autrement, le client
est perdu si la file est pleine (mécanisme de perte). Le mécanisme de blocage est aussi utilisé pour les
clients qui sortent de Q3 vers Q4. Les clients sortent de (04 vers 1’extérieur du systéme.

Les stations des files (1, Q2 et Q4 terminent le service des clients avec une probabilit€ p,,,, p,, et
pu, Tespectivement. Toutefois, le serveur de la file ()3 sert les clients avec un patron de service alterné
(ASP - Alternate Service Pattern), i.e., la probabilité de service de la file (3 change en fonction de P
différents patrons de service (p,,,- - -, Pusp)- Quand un client est servi par la file (3, cette file peut
changer son patron de service. De cette fagon, quand un client est servi par le patron de service P;, ce
patron de service peut rester pour le client suivant avec une probabilité 7;;, ou il peut alterner pour un
autre patron de service P; avec une probabilit€ 7;; (pour tous les patrons de service F; : Zle mij = 1).

Dans FIG. 8.2, on présente le modele SAN a temps discret pour cet exemple avec un nombre de
patrons de service P = 2. Dans ce modgle, chaque file Q; est représentée par un automate A%, tel que
i € [1..4]. On représente par 1’automate A®) le patron de service courant de la file Q3. Les événements
e1 et eg représentent les arrivées de clients de 1’extérieur vers les files (01 et (o respectivement, et 1’évé-
nement ey représente le départ de clients de (04 vers I’extérieur. Les événements e13 et es4 représentent
le transfert de clients de ()1 vers Q3 et Q3 vers (Q4 respectivement, et I’événement es3 représente le
transfert de clients de Q2 vers ()3, et aussi le départ de clients de Qo vers ’extérieur (perte), lorsque la
file Q)3 est pleine.

On remarque que I’événement e34 dans FIG. 8.2 se produit avec une probabilité exprimée par la
fonction fs4, qui posséde comme arguments les états de 1’automate A®).

Pour un modele SAN a temps discret, il faut déterminer 1’ordre de priorité des événements du modele
afin de définir le comportement a suivre en cas de conflit de I’occurrence simultanée des événements.
Dans cet exemple, on a déterminé que les événements qui amenent les clients vers 1’extérieur du sys-
teme sont les plus prioritaires. Dans ce cas, les événements de la file ()4 sont plus prioritaires que les
événements de la file (3 qui sont plus prioritaires que les événements des files (1 et (o, i.e., I’ordre des
événements du plus prioritaire au moins prioritaire est : e4, €34, €13, €23, €1 €t 3.

De plus, une file d’attente a temps discret permet le départ et I’arrivée d’un client dans la méme unité
de temps. Pour cette raison, on modélise une transition du dernier état de I’automate A® ot i € [1..4]
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€1 €1 €1 €1 €34 €34 €34 €34
— — i — - — — —
A<1> i) A(4) i)
T~ ~—— ~—_ ~— ~— T~
€13 €13 €13 €4 €4 €4
634(7T22
654 T 12)
€9 €9 €2 €2 5
) — — — A®
2
w\_/ w\_/ €34 7T21)
834(7T11
€9 €923 €23
Type | Even. | Prob. | Priorité
loc e 1
€23 €23 €23 4 P
€13 €13 €13 €13 Syn €34 f34 2
— — i —
A®B) @ @ o syn | ei3 | py 3
~— ~—_ ~—_ €93 Syn 623 p‘uz 4
€34 €34 €34 loc e ) 5
1
loc €9 Py 6

far = ((st(A®) == PP x p,) + ((st(A®) == PV x p,.)

F1G. 8.2 — ASP - modele SAN a temps discret

(i.e., automate qui représente la file ();) vers I’état fantdbme ®. Par exemple, pour la file )1, on a une

1)

transition de K f vers I’état ® par I’occurrence de I’événement e;. Cette modélisation permet le départ

d’un client (i.e., le changement de I’état K; ® vers I'état K @) — 1) et 'arrivée d’un autre client (i.e., le

changement de I’état Ki(i) — 1 vers I’état K ) dans la file Q; dans la méme unité de temps.

Par exemple, dans ce modele, imaginons que chaque file (); posséde un client (i.e., les automates
A® sont dans I’état 1) tel que i € [1..4]). Dans une méme unité de temps, selon I’ordre de priorité
donné, les événements ey, es4, €13, €23, €1 et €2 peuvent avoir lieu, ainsi que les événements ey, ey, €13,
es3, €1 et eg, ou bien les événements €4, €34, €13, €93, €1 €t 9.

Cette combinatoire possible d’événements dans une méme unité de temps dans un systeme en temps
discret rend plus complexe le calcul effectif de la formulation matricielle de la chaine de Markov sous-
jacente.

8.3 Atelier avec kanbans

Le modele présenté dans cette section est un exemple d’un atelier avec quatre postes de travail ou
des kanbans (tickets) sont utilisés pour controler le flux de pieces. Le flux de pieces dans cet atelier est le
suivant : une piece entre dans le poste de travail 1, apres elle est divisée en deux autres pieces qui entrent
dans les postes de travail 2 et 3, et ensuite ces deux pieces sont a nouveau assemblées en une seule piece
qui entre dans le poste de travail 4, d’ou la piece sort de I’atelier. Une piéce peut seulement entrer dans un
poste de travail s’il y a un kanban disponible dans ce poste et, apres qu’elle est traitée, elle est examinée
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afin de savoir si elle doit étre retraitée par ce poste. Notamment, une pie¢ce peut seulement sortir du poste
de travail 1 s’il y a un kanban dans les postes de travail 2 et 3, et une pi¢ce peut seulement sortir du poste
de travail 2 (poste de travail 3) s’il y a aussi une piece préte dans le poste de travail 3 (poste de travail 2)
et un kanban dans le poste de travail 4.

On présente dans FIG. 8.3 le modele SAN a temps discret pour cet exemple. Dans FI1G. 8.3, chaque
poste de travail 7 (ol 7 € [1..4]) de cet atelier est représenté par trois automates :

— Pm; : indique le nombre de pi¢ces qui sont traitées par le poste de travail ¢ simultanément ;
— Pback; : indique le nombre de pieces qui doivent étre retraitées par le poste de travail 7 ;

— Pout; : indique le nombre de pieces prétes dans le poste de travail 2.

Chaque automate d’un poste de travail possede N +1 états énumérés de 0 a N, ou N est le nombre de
kanbans (i.e., la capacité) dans le poste de travail. Dans le modele dans FIG. 8.3, les événements in, s123
et s34 se produisent avec des probabilités exprimées par les fonctions fi,, fs,.5 €t fs,4, respectivement.
Ces fonctions sont utilisées pour assurer que le nombre de kanbans dans chaque poste de travail n’est
pas supérieur a N. Par exemple, la fonction f;,, posseéde comme arguments les états des automates Pmy,
Pback, et Pouty, et pour que I’événement ¢n puisse avoir lieu avec une probabilité p;,, la somme des
indices des états des automates Pm, Pback; et Pout; ne doit pas &tre supérieure a N.

L état initial du systeme pour le modele présenté dans FIG. 8.3 est : pour tout i € [1..4], les automates
Pm;, Pback; et Pout; sont dans 1’état 0.

Pour ce modele, on a déterminé que les événements du poste de travail qui amene les pieces vers
I’extérieur de I’atelier sont les plus prioritaires, i.e., on a précisé que le départ de pieces de I’atelier
est plus prioritaire que I’arrivée de pieces. Dans ce cas, les événements du poste de travail 4 sont plus
prioritaires que les événements des postes de travail 3 et 2 qui sont plus prioritaires que les événements du
poste de travail 1. On peut observer dans le tableau dans F1G. 8.3 I’ordre de priorité de tous événements
de ce modele du plus prioritaire au moins prioritaire : out, oky, b4, r4, S234, 0ks, b3, 13, 0ka, ba, 12, 5123,
oky, by, r1 etin.

Dans ce modele, par exemple, on peut avoir 1’occurrence simultanée des événements out, oky, by,
S234, Oks, b3, oka, ba, s123, 0k1, b1, et in dans la méme unité de temps. Cette occurrence simultanée des
événements représente :

1. une piece sort de I’atelier, i.e., une piece sort du poste de travail 4 (out);
une piece est préte dans le poste de travail 4 (oky);

aucune piece ne doit étre retraitée par le poste de travail 4 (by) ;

i

une piece du poste de travail 2 et une autre piece du poste de travail 3 sont assemblées en une seule
piece qui entre dans le poste de travail 4 (s234) ;

une piece est préte dans le poste de travail 3 (ok3) ;
aucune piece doit étre retraitée par le poste de travail 3 (b3) ;
une piece est préte dans le poste de travail 2 (oks) ;
aucune piece doit étre retraitée par le poste de travail 2 (by) ;

© ® N

une piece du poste de travail 1 est divisée en deux autres pieces qui entrent dans les postes de
travail 2 et 3 (s123);
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10. une piece est préte dans le poste de travail 1 (oky);
11. aucune piece doit étre retraitée par le poste de travail 1 (by);
12. une piece entre dans I’atelier, i.e., une picce entre dans le poste de travail 1 (in).

Dans cet exemple, on peut aussi constater la complexité de la combinatoire possible d’événements
dans la méme unité de temps.

Poste de travail 1 Poste de travail 2

~__
~)
5
55
SN
i

~_
=)
>~
w
<
L )
A A

Type | Even. | Prob. | Priorité | Type | Even. | Prob. | Priorité
loc | out |pou 1 syn | oka | pok, 9
syn | oky | pok, 2 syn | by | pu, 10
syn | by | pu, 3 syn | 1o | pr, 11
syn | T4 | Pry 4 syn | 8123 | fou 12
SYNn | 5234 | fons 5 syn | oki | pok, 13
syn | oks | pok, 6 syn | by | pp 14
syn | by | pu, 7 syn | 1| pr 15
syn | 13 | pr, 8 loc | | fin 16

fin = ((st(Pmy) + st(Pbacky) + st(Pouty)) < N) X pin
fons = ((st(Pmy) + st(Pbacky) + st(Pouty)) < N) X ps,,
Form = (((st(Pmg) + st(Pbacks) + st(Pouty)) < N) && ((st(Pms) + st(Pbacks) + st(Pouts)) < N)) X ps,,,

FIG. 8.3 — Atelier avec kanbans - modele SAN a temps discret
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8.4 Partage de Ressources

Dans cette section, on présente un modele SAN a temps discret d’un systeme de partage de res-
sources (RS - Resource Sharing).

Dans ce modele, on a N clients distincts qui se partagent 1’utilisation des R ressources communes
identiques entre elles. On représente un client d’indice ¢ par un automate A® (ot € [1..N]), qui possede
deux états : SO (sleeping) état de repos; et U (using) état actif. Chaque automate A possede deux
événements : a;, I’événement de prise de ressource ; et r;, ’événement de relache de ressource. Chaque
événement a; se produit avec une probabilité exprimée par une fonction f,, qui controle le nombre de
ressources utilisées actuellement. L’événement a; se produit avec une probabilité p,, seulement s’il y a
des ressources disponibles, i.e., si nb [.A(l)...A(N)] U < R. Dans FIG. 8.4, on présente le modele SAN a
temps discret de cet exemple.

Type | Even. | Prob. | Priorité

-A(l) A(M loc 71 Pry 1
(%) (5 R
loc ry Pry N
a 1 e an N loc | a | fo, | N+1
H loc as fu, | N+2
a ay n loc | ay fux | N+N
® ® fu, = (nb [AV AN U < R) x p,,

F1G. 8.4 — RS - modele SAN a temps discret

Pour ce modele SAN, on a déterminé que le relachement d’une ressource par un client est plus prio-
ritaire que la prise d’une ressource. Dans ce cas, I’événement r; est plus prioritaire que 1’événement a;
dans I’automate A . D’ailleurs, on a modélisé que le premier client (I’automate A1) est plus prioritaire
que le deuxieéme client (I’automate A(Q)) et ainsi de suite jusqu’au dernier client (I’automate AW )).

Dans cet exemple, on a modélisé qu’un client peut prendre une ressource dans la méme unité de
temps qu’il a relaché une autre ressource. Cette modélisation est possible grace a la transition de I’état
U® vers Iétat fantdome ® par I’occurrence de I’événement a; dans 1’automate A Dans ce cas, dans
une méme unité de temps, un client représenté par 1’automate A peut passer de ’état U vers I’état
(@) (par I’occurrence de I’événement ;) et revenir a I’état U@ par ’occurrence de 1I’événement a;.

On a aussi modélisé le fait qu'un client puisse prendre une ressource dans la méme unité de temps
qu’un autre client (e.g., le premier et le deuxieme client peuvent prendre une ressource dans la méme
unité de temps par I’occurrence des événements a; et ao).

De plus, il est possible que dans une méme unité de temps plusieurs clients puissent relacher une
ressource et en prendre encore une autre simultanément. Par exemple, le premier et le deuxieéme client
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peuvent relacher une ressource chacun (par I’occurrence simultanée des événements r; et r2) et, dans
la mé&me unité de temps, ils peuvent aussi prendre une autre ressource (par I’occurrence simultanée des
événements aq et as).

On voit ainsi la complexité du systtme modélisé par ce modele SAN dont le graphe est relativement
simple.

8.5 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre différents exemples de modélisation utilisant le formalisme des Ré-
seaux d’Automates Stochastiques (SAN) a temps discret présenté dans le chapitre 7. Ces exemples ont
illustrés une grande variété des concepts de modélisation du formalisme SAN a temps discret. En se
basant dans ces exemples, nous illustrons des différents types d’interaction entre automates et nous pré-
sentons les principales caractéristiques de modélisation du formalisme.

En fait, la grande différence entre élaborer un modele d’un exemple utilisant le formalisme SAN
a temps discret et le formalisme SAN a temps continu est de déterminer les cas possibles de conflit
de I’occurrence simultanée des événements dans le formalisme SAN a temps discret, i.e., les cas ou les
événements peuvent avoir lieu dans une méme unité de temps et amenent a un conflit. Le choix de I’ordre
de priorité des événements a alors un role important dans la modélisation d’un exemple utilisant les SAN
a temps discret, car cet ordre de priorité est primordial dans la description de la dynamique du modele.

11 faut garder a I’esprit que les SAN a temps discret construisent non seulement des espaces d’états
complexes - comme les SAN a temps continu - mais aussi des transitions trés complexes (combinatoire
possible des événements dans une méme unité de temps) entre ces états.
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Chapitre 9

Algebre Tensorielle Complexe (ATX)

Dans ce chapitre, on va introduire 1I’Algebre Tensorielle compleXe (ATX). Notre objectif est de pré-
senter les notations et propriétés de I’ATX afin de proposer une formule tensorielle (voir Chapitre 10)
pour le descripteur d’un Réseau d’ Automates Stochastiques (SAN) a temps discret.

L’ Algebre Tensorielle Complexe est définie par un opérateur matriciel nommé produit tensoriel com-
plexe.

On remarque que les éléments et les couples d’éléments dans le contexte de ce chapitre sont inspirés
des notions d’événements et tuples de transitions définis pour les Réseaux d’Automates Stochastiques
(SAN) a temps discret (Chapitre 7). Par la suite nous ferons les identifications nécessaires.

Dans ce qui suit, on va donner les notations et propriétés des opérateurs relatifs aux éléments de
matrice d’un produit tensoriel complexe (Section 9.1). Dans la section 9.2, on étend les définitions de
ces opérateurs et, finalement, dans la section 9.3, on présente' les définitions et propriétés du produit
tensoriel complexe de matrices.

9.1 Opérateurs

Dans cette section, on présente les opérateurs relatifs aux éléments des matrices d’un produit tensoriel
complexe. Typiquement, ces éléments sont les événements d’un modele SAN, et dans la suite on les
appellera aussi événements.

Définition 9.1.1. Soit un ensemble & composé de deux types d’événements : actifs, notés e € £, et a tout
événement actif est associé un événement complémentaire, noté e € £, on £ = E U E.

On remarque que les événements actifs sont tous les événements e de 1’ensemble d’événements £
d’un modele SAN et les événements complémentaires sont tous les événements complémentaires € de
I’ensemble d’événements &.

"Les définitions et extensions des opérateurs présentées dans ce chapitre sont communes dans cette these et dans [15].
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On va introduire les définitions de deux événements particuliers de £.

Définition 9.1.2. On définit un événement nul, noté O.

Définition 9.1.3. On définit un événement neutre, noté I;.

A tout événement actif et complémentaire, on donne une notion de priorité. Cette notion de prio-
rité adoptée pour les événements actifs e complémentaires est la méme que celle employée pour les
événements d’'un modele SAN.

Définition 9.1.4. Soit un événement e € &, on définit une priorité g, € [1..400] associée a cet événement
telle que : quelque soit e1,e3 € &, €1 7# €2 = 0c; F Oey-

Définition 9.1.5. Un événement € € € possede la méme priorité o, que son événement actif correspon-
dant e € &, i.e., la priorité 0z = 0.

Dans la suite, on définit trois opérateurs “-”, “+” et “*” sur I’ensemble d’événements £. On note £T
I’ensemble obtenu par toutes les expressions légales de ces opérateurs. L'ensemble £ est I’ensemble
sur lequel opere ces trois opérateurs.

Dans les sections suivantes, on présente les notations et propriétés de ces opérateurs qui sont attri-
buées aux événements d’ensemble £.

9.1.1 Opérateur de simultanéité

Définition 9.1.6. On définit sur I’ensemble & d’événements un opérateur, noté “-”. On appelle cet opé-
rateur de produit de simultanéité et on le définit par :

1. Soiteq € év', es € <‘j, e1 - ey est irréductible et n’a un sens que si po, < Qe,. avec cette définition,
ey - ey n’'a pas de sens, et ey - €1 n’a pas de sens non plus ;
2. Pour I’événement nul :
Ve € &, e-0g = O
3. Pour I’événement neutre :
Ve € &, e-Ig=e
4. L’opérateur de simultanéité est un opérateur associatif. Quels que soient les événements eq, eo, €3 €
E tel que p¢; < Oey < Ocy, alors

€1 (62'63) = (61'62)'63

Dans un modele SAN, le produit de simultanéité est la représentation de I’occurrence simultanée de
plusieurs événements dans une seule unité de temps. e; - e; n’a pas de sens, car I’événement e; ne peut
pas avoir lieu simultanément avec lui méme. De méme, e; - €; n’a pas de sens, car I’événement e; et son
événement complémentaire €; ne peuvent pas avoir lieu simultanément non plus.
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Définition 9.1.7. Soient s événements distincts de &, on écrit la forme itérée de I’opérateur de simulta-
néité, appelé combinaison simultanée (cs), par la notation suivante :

C§= - e =¢€] €2 ..."€g, 9.1

ou les priorités sont telles que 0o, < 0ey < ... < Qe,. On note Ess C & lensemble de facteurs qui
apparaissent dans la combinaison simultanée cs.

, oy . . . . . S . . e
Définition 9.1.8. Soit cs la combinaison simultanée cs = -1ez~ =e1-€ey-...-€Es on définit cs~% la
=

combinaison simultanée cs ou ’événement e; est remplacé par I’événement neutre I » Le, cs % =
61'...'6j,1-Ig-ejJrl'...-es.

9.1.2 Opérateur de choix

Définition 9.1.9. On définit sur I’ensemble E un opérateur, noté “+”. On appelle cet opérateur de
somme de choix et on le définit par :

1. Veq,eq, e1 + e a un sens et est irréductible ;
2. Pour I’événement nul :

Ve € €, e+0g=e
3. Pour I’événement neutre :

Ve € & , e+ Ig est irréductible

4. L’opérateur de choix est un opérateur associatif et quels que soient les événements e1, es, e3 € &,
ona:

e1+ (e2 +e3) = (e1 +e2) +e3
5. L’opérateur de choix est un opérateur commutatif et quels que soient les événements ey, ey € &,
ona:

e1+ex =¢e3+ e

Dans un modele SAN, la somme de choix est la représentation de I’occurrence de plusieurs événe-
ments qui peuvent déclencher une méme transition. Par exemple, soit une transition de 1’état = vers I’état
y dans un modele SAN, transition qui peut étre déclenchée par 1’événement e; ou par I’événement es.
Ceci en est représentée par e + es.

Définition 9.1.10. Soient c événements de &, on écrit la forme itérée de I’opérateur de choix avec la
notation suivante :

C
_—|—1ei =e;+e+...+e (9.2)
i=
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9.1.3 Opérateur de concurrence

Définition 9.1.11. On définit sur I’ensemble E un opérateur, noté “x”. On appelle cet opérateur de
produit de concurrence et on le définit par :

1. Vei,es € &, e1 * ey existe et si e1 # es, alors e * eo est irréductible ;
2. Pour I’événement nul :
Ve € &, ex Og = Og
3. Pour I’événement neutre :
Ve € &, exlg=e
4. Soit un événement e € &, on associe un degré d’idempotence entier, noté n, € [1.. + oo, tel que
l’on ait les propriétés suivantes :

Vee E,Vi,1<i<mn exex...xe=0g¢ 9.3)
i fois

Vee E,Vi,1 <i<ne exex...xe=Iz (9.4)
i fois

Veeg,i:ne exex...xe=e¢e 9.5)
i fois

Vi, i > 1ne exex... ke n’a pas de sens (9.6)

i fois

5. L’opérateur de concurrence est un opérateur associatif et quels que soient les événements ey, ea, e3 €
57
e1 % (eg xe3) = (e x e2) * e3
6. L’opérateur de concurrence est un opérateur commutatif et quels que soient les événements e1, es €
57
€]k ey = eg ke
7. L’opérateur de concurrence “x” est distributif sur [’opérateur de choix “+” et quels que soient
les événements eq, eo,e3 € &,
e1 % (ea +e3) = (e1 xez) + (e1 * e3)

Dans un modele SAN, le produit de concurrence est la représentation de I’occurrence dans la méme
unité de temps d’événements dans différents automates. Par exemple, e * ey représente 1’occurrence
de I’événement e; dans un automate et I’occurrence de I’événement e dans un autre automate dans la
méme unité de temps.

Dans la propriété (4) de la définition 9.1.11 sont présentées les propriétés d’un produit de concur-
rence relatif au degré d’idempotence d’un événement. Le degré d’idempotence sera mis en relation avec
le nombre d’automates concernés par un événement dans un modele SAN. Pour un événement synchro-
nisant concernant 7, automates, celui-ci ne pourra avoir lieu que sie x e * ... x €.

ne fois

Définition 9.1.12. Soient p événements de &, on écrit la forme itérée de I’ opérateur de concurrence avec
la notation suivante :

P
A*lei:el*ez*...*ep 9.7
1=
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Dans un modele SAN a temps discret, ou plusieurs événements peuvent avoir lieu simultanément
dans un méme automate, les facteurs d’un produit de concurrence peuvent étre des combinaisons simul-
tanées au lieu de “simples” événements de £.

Définition 9.1.13. Soient p combinaisons simultanées (cs;)?_,, on appelle cc la combinaison concur-
rente des (cs;)!_; :

p
CC = * CS; = CS1 % CS2 % ... * CSp (9.8)
i=1

Les facteurs d’une combinaison concurrente sont des combinaisons simultanées qui représentent le
produit de simultanéité d’événements dans un méme automate. On remarque qu’un événement e; € &
peut étre interprété comme une combinaison simultanée c¢s d’un seul événement (s = 1), i.e., .5 = {e1}.

Définition 9.1.14. Soit un événement e € £ et une combinaison concurrente cc, on définit O.(cc) le
nombre de fois que I’événement e apparait dans les combinaisons simultanées (cs) de cc.

Dans le contexte des SAN, soit une combinaison concurrente et un événement, on cherche le nombre
de fois que I'identificateur de cet événement apparait dans les combinaisons simultanées de la combinai-
son concurrente. On remarque que e apparait au plus une fois dans chaque cc.

Propriété 9.1.1. Soit un événement e € & de degré d’idempotence 1., une combinaison concurrente
cc = €S1%. . .%csp avec p combinaisons simultanées et un O, (cc) donné, alors le produit de concurrence
“x” a les propriétés suivantes :

1. cc=csyx...xcsp=e-(cs) x...xcs)) csi=19 . S 9.9)
T(,)—/ cs; ¢ sie € &g,
elCC)=T]e
. = cs sie & Es,
2. cc:031*...*csp:cs'l*...*cs; sie€Eetes, = Z_e _ gvcsl (9.10)
N———— Ccs; St e € Ccs;
Oe(cc)<ne
3. cc=csy*...%cs, = 0O¢g siee & 9.11
p £
—_———
Oe(cc)<ne

La propriété 9.1.1 est une extension de la propriété (4) de la définition de I’opérateur “x” (Définition
9.1.11), ou les facteurs d’un produit de concurrence sont des combinaisons simultanées au lieu de simples
événements de &.

Dans le contexte des SAN, un événement est réalisable uniquement s’il est réalisable au méme ins-
tant dans tous les automates concernés par cet événement. On rappelle que I’ensemble d’indices d’auto-
mates concernés par un événement e est noté par O, et |O.| = 7.. Avec la vision de cet aspect positionnel
des événements d’un modele SAN a temps discret, le produit de concurrence “x” posséde la propriété
suivante.

Propriété 9.1.2. Soit un événement e € é une combinaison concurrente cc = €Sy * ... * CSN avec
N combinaisons simultanées, out une combinaison simultanée cs; représente |’occurrence simultanée
d’événements dans I’automate complété AD et ensemble d’indices d’automates concernés O, par cet
événement e, alors le produit de concurrence “x” a les propriétés :
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e Si pour tout cs;, o i € O, € € écsi alors

cs; sie & Ees,
cc=csy*%...xcsy =e-(cs|) *...xcsly) csh = . . . (9.12)
cs; ¢ sie€ &g,

o S'il existe csj, oui € O, tel que e & E., alors

. ~ cs; sie d Es,
sie€& cc=csyx...%kCcsN =csy k... xcsly cs, = - ) o (9.13)
cs; sie€ E,

sie€ &, cc=csy*...xcsy = Og (9.14)

La propriété 9.1.2 est un cas particulier de la propriété 9.1.1, ol les combinaisons simultanées cs
d’une combinaison concurrente cc posseéde une information positionnelle en fonction des indices d’auto-
mates d’un modele SAN.

Cette vision permet d’obtenir une optimisation algorithmique. Par exemple, si on évalue la combi-
naison concurrente cc de gauche a droite, des le premier indice ¢ € O, tel que e ¢ &, alors on constate
par la propriét€ 9.1.2 que cc est évaluée a O. Cette constatation est présentée par le corollaire suivant.

Corollaire 9.1.1. Soit un événement e € £ et une combinaison concurrente cc = (cca) * (ccg), oit cca
et ccp sont des combinaisons concurrentes tel que ccy = €81 % ... % CSp el CCB = CSpy1 * ... * CSN,

s’il existe i € O, oni < p, tel que e & év'csi, alors

I’évaluation de cca = Oy et par le produit de concurrence avec I’événement nul (propriété 2 de la
définition 9.1.11) ce qui donne cc = Og.

Sachant qu’une combinaison simultanée cs; représente 1’occurrence simultanée d’événements dans
I’automate complété A d’un modele SAN 2 temps discret (ol i € [1..N]) et I’opérateur de concurrence
est un opérateur commutatif, on peut définir un “attribut” pour chaque combinaison simultanée cs dans
une combinaison concurrente cc = c¢sj * ... x c¢sy afin de garder I’information relative a I’automate
d’origine de cette combinaison simultanée.

Définition 9.1.15. Soit un modele SAN ((‘j, AW S, F) atemps discret (oii € [1..N]) et une combinaison
concurrente cc relative a I’occurrence globale d’événements du modele SAN telle que cc = cs1 * ... %
CSN, oll cs; représente [’occurrence simultanée d’événements dans I’automate complété AD on définit
Uattribut de position “a” pour la combinaison simultanée cs; tel que :

a(cs;) =i
étant i l'indice de I"automate complété AW du modele SAN (oii € [1..N]).
L’utilisation d’un attribut de position pour les combinaisons simultanées dans une combinaison

concurrente a un rdle important dans la méthode de résolution d’un modele SAN a temps discret qui
sera présentée dans le chapitre 11.
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9.2 Extension de ces opérateurs

Dans cette section, on va étendre les définitions et propriétés des opérateurs présentés dans la section
précédente.

Les opérateurs présentés dans la section 9.1 sont appliqués aux éléments de 1’ensemble &. Dans
cette section, au lieu d’utiliser les éléments de &, on présente 1’extension des opérateurs pour les couples
d’éléments. Les couples d’éléments sont typiquement les couples de transitions d’un modele SAN, com-
prenant un événement et une probabilité de routage. Désormais, on va utiliser tuples de transitions pour
faire référence aux couples d’éléments.

Définition 9.2.1. Soit T I’ensemble des tuples de transitions (e, mc(x,y)), o e € € et w(x,y) € [0,1]
est une probabilité, fonction de x et y, ou x et y appartiennent a un espace S.

Un tuple de transition (e, 7. (z, y)) représente typiquement une transition de 1’état = vers I’état y dé-
clenchée par I’événement e avec la probabilité de routage 7. (z,y) dans un automate d’'un modéle SAN,
x et y appartenant a I’espace d’état S de 1’automate. I est intéressant de remarquer que la probabilité de
routage 7. (x,y), ainsi que la probabilité d’occurrence p,. de I’événement e peuvent étre exprimées par
des fonctions définies dans 1’espace (ou sous-espace) d’états du modele SAN. Dans ce chapitre, on se
restreint a la présentation des définitions et propriétés des opérateurs de 1’algebre tensorielle complexe.
Le traitement de fonctions des probabilités d’occurrence et probabilités de routage des événements est
reprise au chapitre 11 lors de la résolution du modele.

Notons qu’un méme événement e € £ peut étre associé a plusieurs tuples de transitions de T, ie.,
soit un événement e € &, (e, m.(x,y)) € T et (e, 7e(z,w)) € T sont deux tuples de transitions distincts
de I’événement e si x # z ou y # w.

Définition 9.2.2. On définit un tuple de transition nul (O, 0), noté O.4.

Définition 9.2.3. On définit un tuple de transition neutre (14, 1), noté 1;.

Dans la suite, on définit trois opérateurs “-”, “+” et “x” sur I’ensemble de tuples de transitions T.
On note 7 ™ I’ensemble obtenu par toutes les expressions 1égales de ces opérateurs. L’ensemble 7 T est
I’ensemble sur lequel opere ces trois opérateurs.

Dans les sections suivantes, on va présenter les notations et propriétés des opérateurs “-”, “+” et
“x” pour les tuples de transitions de 1’ensemble 7. Ces notations et propriétés sont des extensions des
notations et propriétés présentées dans les sections précédentes.

9.2.1 Extension de ’opérateur de simultanéité

Définition 9.2.4. On définit sur I’ensemble de tuples de transitions T l’opérateur de simultanéité, noté
“.”. Cet opérateur est défini par :

1. Soit (617 Teq (.’L’l, yl)) < j—v (627 Tey (1’2, yQ)) S Ij-’
(e1, e, (X1,y1)) * (€2, ey (T2, y2)) est irréductible et n’a un sens que si 0¢; < Qc, €t Y1 =
x9. On remarque que (e1,me, (x1,y1)) - (e1,7e, (1,y1)) n’a pas de sens, et (e1,me, (x1,91)) -
(é1,7mz,(x1,y1)) n’a pas de sens non plus ;
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2. Pour le tuple de transition nul :

V(e,me(z,y)) € T, (e,me(x,y)) - Oy = Ox

3. Pour le tuple de transition neutre :
V(e,ﬂe(m,y)) € T? (67776('7;7y)) [’f’ - (67776('7;7y))

4. L’opérateur de simultanéité est un opérateur associatif. Quels que soient les tuples de transitions

(elaﬂ-el(xlyyl)), (62)7T62(x2ay2))5 (6357T63(x3?y3)) € ij tel que Qe < QOes < Oes et Yy = T2 et
Yo = x3, alors

(1, 7ex (21, 1)) + [ (€2, T (22, 2) - (€5, e (w3, 3))]| =
[(1,7ey (@191)) - (2, ey (2, 2)) | - (€3, (@3,93))

Définition 9.2.5. Soient s tuples de transitions de T, on écrit la forme itérée de I’opérateur de simulta-
néité, appelé combinaison simultanée de couples (csc), avec la notation suivante :

CSC = él(eiaﬂ'ei(ﬁﬂi,yi)) = (61’77-61 ($1,y1)) ! (62,77—62 (:Cz,yg)) R (68’7765 (Cﬂs,ys)), 9.15)

1=

oul les priorités sont telle que 9o, < ey < ... < 0e, etVi € [1..s—1],y; = ;11. On note ’ZV;SC - T len-
semble des facteurs qui apparaissent dans csc et E.qc C E Uensemble des événements qui apparaissent
dans csc.

Définition 9.2.6. Soit csc la combinaison simultanée de couples csc = ?1(&’ Te; (zi,yi)) = (e1, me, (x1,91))
1=

(€9, Teo (X2, Y2)) - ... - (€5, Te (T, Ys)), on définit csc™% la combinaison simultanée de couples csc on
(€2, ey (22, 2)) (€s, e, (s, Ys)) p

le tuple de la transition (ej;, Te; (x,y;)) est remplacé par le tuple de transition neutre 1z, i.e., csc™ =
(61’ ey (561, yl)) et (6];1, Trejfl(xjfl’ yjfl)) : I’f’ : (€j+1, 7T€j+1(xj+1’ yj+1)) et (es, Tegs (ms, ys))

9.2.2 Extension de ’opérateur de choix

Définition 9.2.7. On définit sur [’ensemble de tuples de transitions T l’opérateur de choix, noté “+”.
Cet opérateur est défini par :

1L v(el’ Tey (ml’ yl))’ (625 ey (mQa y2)) € Ijﬂ’
(e1,Te; (x1,y1)) + (€2, ey (T2, y2)) a un sens et est irréductible ;
2. Pour le tuple de transition nul :
V(e,me(z,y)) € T, (e,me(x,y)) + Oz = (e, me(z,y))
3. Pour le tuple de transition neutre :
Ve, me(x,y)) € 7, (e,me(x,y)) + Ly est irréductible
4. L’opérateur de choix est un opérateur associatif. Quels que soient les tuples de transitions (e1, e, (1,91)),

(€2, ey (T2,Y2)), (€3, Tes (T3, y3)) € T, alors

(e1, ey (71, 1)) + [(6277T62 (w2,2)) + (€3, Mey(23,3)) | =

(€1, ey (21,91)) + (€2, ey (2, 42)) | + (€3, Tes (73, y3))
5. L’opérateur de choix est un opérateur commutatif, quels que soient les tuples de transitions
(61’7761 (ml’yl))’ (62’7T62 (Cﬂg,yg)) € ij’
(€1, e, (21, 41)) + (€2, ey (X2, 42)) = (€2, e, (22,2)) + (€1, e, (21,91))
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Définition 9.2.8. Soient c tuples de transitions de T, on définit la forme itérée de ’opérateur de choix
avec la notation suivante :

“T‘l(ehﬂ'ei(xiayi)) = (e1, e, (z1,91)) + (€2, Tey (2, y2)) + ... + (€c, Te, (X, Ye)) 9.16)

1=

9.2.3 Extension de ’opérateur de concurrence

Définition 9.2.9. On définit sur I’ensemble de tuple de transitions T 1’opérateur de concurrence, noté
“x”. Cet opérateur est défini par :

1. Y(er, me, (21, 91)), (€2, ey (12,2)) € T, (€1, 7ey (w1,1)) % (€2, ey (T2, 112)) existe et si ey #
eq, alors (e1, e, (71,y1)) * (€2, Te, (T2, y2)) est irréductible ;

2. Pour le tuple de transition nul :
v(67 7Te(£C, y)) S ij’ (6, 7Te(£> y)) * O’f’ = O'f‘
3. Pour le tuple de transition neutre :
V(e,me(z,y)) € ’j', (e,me(z,y)) * I3 = (e, me(,y))
4. Soit un événement e € E et n tuples de transitions (e, me (D, y)) € T (o0 j € [1.n] et

) 49) sont les paramétres de la probabilité du j-éme tuple de transition), on associe un degré
d’idempotence entier, noté n. € [1.. + oo, tel que on ait les propriétés suivantes :

Vi, 1 <i<ne (e me(x™, yM)) s . (e, me(x™,y™)) = O siee & (9.17)
i fois

Vi, 1 <i<me (e,me(zM yW)) . x (e, me(2™,y™)) = I siec€ & (9.18)
i fois

i=n (em@®y) s ema™y ™) = (o DY) 019
i fois

Vi>ne (e, 7T($(1), y D)) sk (e, me (2, y ™)) n’a pas de sens (9.20)
i fois

5. L’opérateur de concurrence est un opérateur associatif. Quels que soient les tuples de transitions
(617 Teq (.%'1, yl))7 (627 Teqy (1'2, y2))7 (637 Tes (.%'3, y3)) S T: alors

(1, 7ex (21, 91)) * [ (€2, ey (22, 52) * (€3, 7 (3, 43)) | =

[(e1, e, (21, 91) * (02, e (@2, 32)) | * (€5, 7, (23,93))
6. L’opérateur de concurrence est un opérateur commutatif, quels que soient les tuples de transitions
(1,7, (21,91)); (€2, Tes (22, 92)) € T,
(€1, e, (w1, 41)) * (€2, Tey (T2, 42)) = (€2, Tey (2, y2)) * (€1, e, (41, 41))
7. L’opérateur de concurrence “x” est distributif sur [’opérateur de choix “+”, i.e., soient les tuples
de transitions (e1, we, (21,11)), (€2, Tey (22, y2)), (€3, ey (x3,y3)) € T,

(1, ey (21,91)) * | (€2, e (w2, 2)) + (€3, ey (w3, 9)) | =

(1,7, (21,90)) * (e e (@2, 92)) | + [ (2, 7y (21,9)) # (3,7, (@3, 30))
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Définition 9.2.10. Soient p tuples de transitions de T, on définit la forme itérée de I’opérateur de concur-
rence avec la notation suivante :

p
(e me, (w0, yi)) = (€1, Tey (21, 91)) * (€2, ey (02, 92)) * - % (€es e (Tes Ye)) 9.21)
Définition 9.2.11. Soient p combinaisons simultanées de couples (csci)le , on appelle ccc la combi-
naison concurrente de couples des (csc;)t_; :

P
CCC = * CSC; = CSC| * CSC * ... % CSCp (9.22)
i=1

Définition 9.2.12. Soit un événement e € £ et une combinaison concurrente de couples ccc, on définit
Oc(ccc) le nombre de fois que 1’événement e apparait dans les combinaisons simultanées de couples
(csc) de ccc.

Propriété 9.2.1. Soit un événement e € £ de degré d’idempotence 1., une combinaison concurrente de
couples ccc = cscy * ... % csc, avec p combinaisons simultanées de couples et un O (ccc) donné, alors
le produit de concurrence “x” a les propriétés suivantes :

1. ccc=csep* ... % csep = (e, I Te(z®,y D)) (esc) % ... x csc;,)
i€[l..p]/e€&esc;
Oe(ccc)=ne
o (9.23)
. . csc;  sied Eege,
sie € & et csc, = ie , o
csc; sie € Ese,
/ /
2. ccc=cscp k... kCSCp = CSCY KLk CSC,
—_———
Oe(ccc)<ne
‘ (9.24)
) _ cse; sie & Eese,
sie € € et csc; = Z_e _ 7 e
csc; sie€ Eese,
3. ccc=cscrk...xcsc, =05 sie€l
(9.25)
Oe(ccc)<ne
Propriété 9.2.2. Soit un événement ¢ € &, une combinaison concurrente de couples ccc = cscy *

...xcscy avec N combinaisons simultanées de couples, ot une combinaison simultanée de couples csc;
représente ’occurrence simultanée de tuples d’événements dans I’automate complété AD et I’ensemble
d’indices d’automates concernés O, par cet événement e, alors le produit de concurrence “x” a les
propriétés :

o Si pour tout csc;, ot i € O, e € Ecye, alors

cce = csey * ... xcsey = (e, I1 Te(x® y W)Y - (esd) * ... x escly)
ie[l--N]/eegcsci
, Jese sied SVCSCZ. (9.26)

—e . >
csc; sie € Ecge,
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e S’il existe csc, o i € O, tel que e & (‘jcsci alors

. c / /
SleEE,ccc:cscl*...*cscN:cscl*...*cscN

cse;  sied g'csci (9.27)

ot csc, = e . 9
csc; sie € Eese,

sie € E, ccc = cscyx.. xcsey = Oz

(9.28)

Corollaire 9.2.1. Soit un événement e € £ et une combinaison concurrente de couples ccc = (cccq) *
(ccep), o cee et cecp sont des combinaisons concurrentes de couples tel que cccq = cscy * ... % €SCp
et ccCp = CSCpy1 * ... * CSCN,

s’il existe i € O, o i < p, tel que e & écscir alors

I’évaluation de cccy = Oy et par le produit de concurrence avec le tuple de transition nul (propriété 2
de la définition 9.2.9) ce qui donne ccc = O.

Définition 9.2.13. Soit un modeéle SAN ((‘:’ JAD S F ) a temps discret (o € [1..N]) et une combinaison
concurrente de couples ccc relative a une transition globale du modele SAN telle que ccc = cscy * . .. %
csen, ol esc; représente ’occurrence simultanée de tuples d’événements dans I’automate complété A,

“

on définit I’attribut de position “a” pour la combinaison simultanée de couples csc; tel que :
a(cse;) =1

étant i Uindice de I'automate complété A du modele SAN (o i € [1..N]).

9.3 Produit Tensoriel Complexe

Dans cette section, on va présenter les définitions et notations pour le produit tensoriel complexe.
Le produit tensoriel complexe est un opérateur matriciel. Les éléments des matrices qui sont les facteurs
d’un produit tensoriel complexe sont des tuples de transitions combinés sur un ensemble 7.

Définition 9.3.1. On appelle combinaison complexe sur T une forme “multi-linéaire” du type :

n Pi
cx =+ " (€ij; Te;; (Tij, Yij))
i=1 j=1

Par exemple, (€1, Te, (21,Y1)) - (€2, Tey (22, Y2)) + (€3, ey (3, Y3)) - (€4, e, (24, y4)) est une combi-
naison complexe composée par les tuples de transition (e, 7e, (€1,Y1)), (€2, Tey (T2, Y2)), (€3, Tes (T3,Y3))

et (64, Tey (%4, y4))

Définition 9.3.2. On appelle matrice complexe sur T une matrice dont les éléments sont des combinai-
sons complexes sur T .
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# Soit
A une matrice complexe carrée” ;
na la dimension de la matrice complexe A ;
ajj la combinaison complexe de la ligne 7 et la colonne j de la matrice complexe A ;
alik), 1) la combinaison complexe de la ligne &k du ¢-éme bloc horizontal et la colonne [ du

j-eme bloc vertical de la matrice complexe A.

Le produit de concurrence de deux matrices complexes carrés A et B de dimension n est une matrice
carré de dimension n.

Définition 9.3.3. On appelle produit de concurrence de deux matrices complexes A et B de dimension
n la matrice complexe C' = A x B de dimension n dont les éléments sont définis par :

€[l..n],l € [1..n],

n 9.29)
cit = +1(air % bry)
r=

Par exemple, soient deux matrices complexes A et B :
A:<a11 a12> B:<b11 b12>
as] G99 b21 b22
Le produit de concurrence défini par C = A x B est égal a:

a1 * bi1 | arn * bio
+ +
a2 * ba1 | aio * bao

ao1 * b11 | ag1 * bio
+ +
@22 * ba1 | ago * boo

On pourrait aisément étendre cette définition a des matrices non-carrées avec les contraintes habi-
tuelles de cohérence des dimensions (ligne, colonne).

Ensuite, on va introduire 1’opérateur matriciel nommé produit tensoriel complexe.

Le produit tensoriel complexe de deux matrices complexes A et B de dimensions n 4 et np respec-
tivement est une matrice de dimension n 4n . Cette matrice peut étre vue comme une matrice avec n 4

20On se restreint ici pour nos besoin a des matrices carrées, mais 1’opérateur du produit tensoriel complexe peut étre utilisé
par des matrices non-carrées.
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blocs, chacun de dimension np. La définition de chacun des éléments de la matrice résultante est faite

en précisant a quel bloc I’élément appartient et sa position interne dans le bloc.

Définition 9.3.4. On appelle produit tensoriel complexe de deux matrices complexes A et B la matrice

complexe M = A ® B de dimension ny; = nanp dont les éléments sont définis par :

Mk, (1] = ij * bri

I1 faut garder a ’esprit que les €léments de la matrice complexe M = A ® B sont des produits de
concurrence (Définition 9.2.9, page 167) des combinaisons complexes des matrices A et B.

aveci € [1.nal, j € [1.nal, k € [l.ngletl € [1.ng]

Par exemple, soient deux matrices complexes A et B :

an am bi1 bz bi3
A= B =1 by by b
a1 G2 bt b b
31 b32 b33
Le produit tensoriel complexe défini par C = A ® B est égal a:
aiy * B a1 * B
C p—
a9gq * B a9o9 * B
a1 *bi1 ar1 x b2 apr xbig | a2 x by aex b arz * bi3
a11 *ba1  a1n *bay ajp x bz | aj2 xbar @iz * bag  ago * bog
- | o b3t a11xb3y air xb3z | aia*b31 aio* bz a1 * by
a1 ¥ bi1  ag1 x b2 agr xbig | age ¥ b1 age * bia  ag * bi3
a1 * ba1  agq ¥ bay  agy x baz | aga x bay  age * bag  agn * bog
a1 * b31  agy x b3 agr x b3z | aze x b3 age * b3y agn * b33

Dans cet exemple, 1’élément c53 (i.e., I’élément a9y * bos) est dans le bloc (2, 1) et sa position interne

dans ce bloc est (2, 3).

Définition 9.3.5. On appelle I, la matrice identité complexe de dimension n telle que I’élément 6;; (i.e.,
I’élément dans la ligne i et la colonne j de cette matrice) est égal a I’élément neutre Ly (si i = j) ou

égal a l’élément nul Oz (sii # j), oni € [1.n] et j € [1..n].

Un cas spécifique de produit tensoriel complexe est le produit tensoriel complexe d’une matrice com-
plexe carrée par une matrice identité complexe. On appelle ce produit de facteur normal. Par exemple,

soit la matrice complexe A et une matrice identité complexe I3 :
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Le facteur normal A ® I3 est égal a :

a1 * Ij— aill * Oj— ail *x Oj— a1 * Ij— a1 * Oj— a2 * Oj— ail Oj— Oj— a1z Oj— Oj—
ail * 07“— ail * [7— ail * 07“— aiz * 07“— aio * [7— aio * 07“— 07“— ail 07“— 07“— a2 07“—
ail * Oj— ail * Oj— aiqy * Ij— ai2 * Oj— ai2 * Oj— a2 * Ij— o Oj— Oj— ail Oj— Oj— ai2
a1 * [7— aoy * 07“— aoq * 07“— a2 * [7— a2 * 07“— a2 * 07“— - a1 07“— 07“— a2 07“— 07“—
a21 * Oj— ao1 * Ij— a1 * Oj— a22 * Oj— a2 * Ij— a2 * Oj— Oj— a1 Oj— Oj— a22 Oj—
a21 * Oj— ao1 * Oj— a21 * Ij— a22 * Oj— a22 * Oj— a22 * Ij— Oj— Oj— a21 Oj— Oj— a22
Le facteur normal I3 ® A est égal a :

I,ZV— * a1l [7— * a12 07— * a1l O,ZV— * a12 O,ZV— * a1l 07— * a12 ail ai12 07“— 07“— 07“— 07“—
Ij— * 21 Ij— * a22 Oj— * 21 Oj— * 22 Oj— * a21 Oj— * 22 a1 a2 Oj— Oj— Oj— Oj—
O,ZV— * a1l 07— * a12 I,ZV— * a1 I,ZV— * a12 O,ZV— * a1l 07— * a12 _ 07“— 07“— ail ai2 07“— 07“—
qu— * a21 Oj— * 422 Ij— * 421 Ij— * a22 Oj— * a21 Oj— * 422 - Oj— Oj— a1 a22 Oj— Oj—
O,ZV— * 11 07— * a12 07— * a11 O,ZV— * A12 [7— * a11 I,ZV— * 12 07“— 07“— 07“— 07“— all ai2
Oj— * 21 Oj— * a22 Oj— * 21 Oj— * 22 Ij— * a21 Ij— * 22 Oj— Oj— Oj— Oj— a1 a2

# Notation

N
iy ooyim ][] | €1€ment de la matrice complexe A= lg de taille [[;" | ny localisé dans le bloc

de taille H;’lz n; de coordonnées 71, j1, puis a I'intérieur de ce bloc, dans le bloc
de taille [];" 5 n; de coordonnées i, jo et ainsi de suite jusqu’a la position iy, , jm,
du bloc (plus interne) de taille n,,,.

Propriété 9.3.1. Le produit tensoriel complexe est un opérateur associatif.

Démonstration. Soient trois matrices complexes carrées A, Bet C,on a:

(A®B)®C=A® (B® ()

Soit :
— D le produit tensoriel complexe A ® B

E le produit tensoriel complexe B & C'

H le produit tensoriel complexe (A ® B) ® C'

— H' le produit tensoriel complexe A ® (B ® C)

Les éléments de la matrice complexe D = A ® B ont la forme :
i,j € [l.nal, k,l € [1.npg],
diir.[j) = @ij * it
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Les éléments de la matrice complexe H = D ® C' ont la forme :
i,j € [l.nal, k,l € [1.ng], m,n € [1.n¢c],
i jtn) = ik, 1) * Cmn

En remplacgant les éléments de D par leur valeur dans 1’égalité des éléments de H, puisque * est un
opérateur associatif :
i,7 € [l.nal, k,l € [l.ng], m,n € [l.n¢c],

Plikm)jin] = (@ij * bki) * Cmn = @ij * by * Cn

Les éléments de la matrice complexe £ = B ® C ont la forme :
1,7 € [1..’1’LB], k.l e [1..710],
€] 1) = Dij * Cri

Les éléments de la matrice complexe H' = A ® E ont la forme :
i,7 € [l.na], k,l € [1.ng], m,n € [1.n¢c],

I[z'km},[jln} = Qij * €[km],[in]

En remplagant les éléments de F par leur valeur dans 1’égalité des éléments de H', puisque * est un
opérateur associatif :

i,7 € [l.nal, k,l € [l.ng], m,n € [l.n¢c],

/ = A —
h[ikm},[jln} = Q4j * (bkt * cmn) = ij * bl * Cmn,

Les éléments des matrices complexes H et H' sont égaux et par conséquence

(A B)®C=A® (B® ()

o
#> Notation

o une permutation sur I'intervalle [1..N] (une permutation o servira a établir un
nouvel ordre pour une suite de N matrices indexée de 1 a N);

o(i) le nouveau rang de la 7-éme matrice dans 1’ordre identifié par la permutation o ;

Ok I’indice de la matrice placée au rang k de I’ordre identifié par la permutation o (si
o =1i,0(i) = k);

[i1,...,iN], une modification de I’ordre des coordonnés d’un vecteur selon une permutation
o

P, la matrice de permutation de taille Hf\i 1 n; définie par :

1 sijy, =i,,, avecm € [1..N]
p[ily---yiNM.jly"'vjN}O' = 0

sinon

Pr la transposée et aussi I’inverse de la matrice P,.
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Propriété 9.3.2. Soient deux matrices complexes carrées A et B et la transposition o sur [1..2], oi
(1) =2 et 0(2) =1, alors avec la définition de P, ci-dessus :

A®B=P,x (B®A) x PT

Démonstration. Nous allons prouver cette propriété pour le cas plus général qui s’applique a une suite
de N matrices complexes dans les mémes termes :

N N
® AW = p x ® Al x pT (9.31)
k=1 k=1

Soit : N

— H le produit tensoriel complexe, membre gauche de 1’équation (9.31), ® A®*)

k=1

N
— C'le produit tensoriel complexe, ® A(7+)
k=1

N
— D le membre droit de I’équation (9.31), P, x C' x PT' = P, x @ Alx) x PT
k=1

Les éléments de la matrice complexe H ont la forme :

ik Jr € [1.1g),

Rfissindlnein] =

Le produit C' x PI" permutant les colonnes de C et le produit P, x C permutant les lignes de C, on
calcule les éléments de P, x C' x Pl selon :

iakajak € [1"n0'k]’

Aiysin][G1sin] = Clioy yemsioyJo Loy o o
N (op)
Clioyrrioyloliormdonle = % Higy joy,

Etant donné que & est une bijection sur [1..N], il est possible de remplacer oy, par [ et k par o'(1) :

ir, 1 € [1.ny],
a(N) )
d[ilv"'viNHjlv-"ajN] = l::(l)ailjl

9

En sachant que I’opérateur “x” est commutatif :

ik, Ji € [1..ng),s
o(N
Naw W o
k=1 ‘kJk I=0(1) ug
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Par la définition de C et H :

h[il,...,

iN][jlr"?jN} = c[iol 7---aioN}o[jol 7--'7jUN}o

Par la définition de D :

h[il,---yiNHjl,---,jN} = d[i17~~~7iN][J'17~~~JN]

o

Propriété 9.3.3. Soient quatre matrices complexes carrées A, B, C et D (de dimensions n 4, ng, nc et
np respectivement), on a la propriété de distributivité suivante, sous réserve que ngo = npetnc = np :

(A®C)Yx(B® D)= (AxB)® (C*D)

Démonstration. Soit :

E le produit tensoriel complexe A ® C'

F' le produit tensoriel complexe B ® D

H le produit de concurrence E * F'

E' le produit de concurrence A * B

F’ 1e produit de concurrence C' * D

— H' le produit tensoriel complexe £’ ® F’

Les éléments de la matrice complexe E ont la forme :
i,j €[l.na], k,l€[l.ngl,
€[ik],[j1] = Qij * Ckl
Les éléments de la matrice complexe F' ont la forme :
xz,y € [l.ng]|, z,w € [l.np],
f[:vz},[yw} - bmy * oy
Les éléments de la matrice complexe H ont la forme :

i€[l.na], yell.ng], kell.nc], well.np],
nA no
hisw fyw) = £ (jl(e[z'k},[rs] < f [rsl,[yw1)>
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En remplacant les éléments de E et F' par leurs valeurs dans les égalités des éléments de H :

na [ ne
h[ik},[yw} = ri_l ( + (air * Clg ¥ bry * dsw))

Ss=

Les éléments de la matrice complexe E’ ont la forme :

iell.na), yell.ng
/ nA
€y = Ti—l(air * bry )

Les éléments de la matrice complexe F” ont la forme :

kel.nc], well.np],
nc
f]:;w = + (Cks * dsw)
s=1
Les éléments de la matrice complexe H' ont la forme :
i€[l.na], yell.npg], kell.nc], well.np],
! _ /
k], fyw] = €iy * S
En remplagant les éléments de E’ et F’ par leurs valeurs dans les égalités des éléments de H' :
, na nc
h[ik],[yw] = r‘i‘l(az’r * bry) | * Si‘l(cks * dsy)

Par la propriété de la distributivité du produit de concurrence sur la somme de choix, les éléments de

la matrice complexe H' ont la forme :

na [ ne
— -|-1 < + (@ir * byy * Chs * dgyy)
r—=

Ss=

En sachant que le produit de concurrence “*” est un opérateur commutatif, les éléments des matrices

complexes H et H’' sont égaux et par conséquence :

(A®C)Yx(B® D)= (AxB)® (C*D)
|

Propriété 9.3.4. Soient deux matrices complexes carrées A et B, le produit tensoriel complexe A ® B

peut étre décomposé en facteurs normaux, i.e. :
9.32)

(A® B) = (A® L) * (In, ® B)
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Démonstration. La décomposition en facteurs normaux est facilement vérifiée comme un cas particulier
de la propriété 9.3.3, en sachant que :

AxIl,, =A et I, +A=A

Il est possible de remplacer A ® B par (A * I, ) ® (I,,, * B) dans I’équation (9.32), i.e. :

(AxI,,)® (In, * B) = (A® I,,) * (I, ® B) (9.33)

L’équation (9.33) devient un corollaire de la propriété 9.3.3.

#» Notation
nleft; le produit des dimensions de toutes les matrices avant A®), i.e., H};ll ny (cas
particulier : nleft; = 1);

nright; le produit des dimensions de toutes les matrices apres A®, i.e., H]k\[:Z 41N (cas
particulier : nrighty = 1);

Propriété 9.3.5. La propriété 9.3.4 peut étre généralisée pour une suite de N matrices, i.e. :

N . N .
@114(2) = *1 (Inlefti ® A(Z) ® Inm'ghh) (934)

i=

Démonstration. L’ équation (9.34) peut étre réécrite dans les termes suivants :

AD @ . .. AN-2) @ AN-1) g AN) —
A(l) & Inrightl
*Inl ® A(Q) & [m"ightg
* P
*InleftN_l ® A(Nil) ® InN
*InleftN ® A(N)

(9.35)

On va démontrer cette propriété par récurrence.

Soit :
— H®) la matrice complexe A ;
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- HNV-D 1e produit tensoriel complexe AN @ HN) (une matrice complexe de dimension
ny_iny = nrightn_o);

- H® 1e produit tensoriel complexe AR @ F (k+1) (une matrice complexe de dimension ngngyi...ny =
nrighty_1);

En utilisant la propriété 9.3.4 sur H(V-1)

HIN-1) _AN=-1) g g(N)
=AYV @ I, ) * (I, ® HM)

En remplagant H(N)

HNY — (AN D g1, )*(I

nNN-1

® AN)

En utilisant la propriété 9.3.4 sur H(N-2)
HW-2) _ g(N-2) g pr(N-1)
:(A(N—Q) ® Lnrighty_y) * (Iny_y ® H(N—l))

En remplacant H(V-1) .

H(N—Q) = (A(N_Q) ® InrightN—z)

* <I"N—2 ® [(A(N_l) ® Ly ) * (Iny_, ® A(N))]>

En utilisant les propriétés 9.3.1 et 9.3.3 :

HWV=2) = (AN-2) g Lrighty_»)

s (Lny_, ® AV V@ L, Vs (Iny_, ® Iy, ® AN

=1

NN—-2NMN-1 *

En sachant que [,,,, , ® I,

nNN-1

H(NfQ) = (A(N72) ® InT‘ightN—2)

# (Iny_, ® ANV @ L)+ (L g, ® AN

En appliquant ces mémes pas jusqu’a H 1) on obtient :

HD —AD g Iy
#ly, @ AD @ L,y
* oo e

*1,

ni.my—2

*Inl...nN_l ® A(N)

® ANV g

nn



9.4. CONCLUSION 179

Par définition de nleft et nright ona:

HW =AY & Lyigh,
s, ® A® @ Iyigns,
$lptefin, ® AN Va1,
* plefiy ® AW)

9.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté 1’algebre tensorielle complexe (ATX) et ses propriétés. Ces propriétés
seront utilisées dans le chapitre 10 pour la définition d’une formule tensorielle pour le formalisme des
Réseaux d’ Automates Stochastiques (SAN) a temps discret.
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Chapitre 10

Descripteur discret

La modélisation de systemes complexes sur une échelle de temps discret est telle que plusieurs évé-
nements peuvent avoir lieu dans une méme unité de temps. Une des grandes difficultés de la modélisation
de ces systemes n’est pas seulement de déterminer toutes les combinaisons possibles de tels événements
(dans la méme unité de temps), mais aussi de résoudre les cas de conflits lorsque le tirage d’ un événement
amene a un état ol un autre n’est plus réalisable (dans la méme unité de temps).

Dans ce chapitre, on va présenter! une facon compacte de représenter les transitions d’un modele
SAN a temps discret, utilisant une représentation tensorielle complexe dénommée descripteur discret.
La représentation tensorielle complexe du descripteur discret est basée sur I’algebre tensorielle complexe
définie dans le chapitre 9.

Dans la section 10.1, on va reprendre la définition de 1’automate global d’un modele SAN a temps
discret afin de réécrire sa matrice de transition globale G de facon a faciliter la présentation du descripteur
discret du modele. On présente dans la section 10.2 les matrices utilisées pour le descripteur discret.
Ensuite, dans la section 10.3, on présente le descripteur discret d’un modele SAN a temps discret et on
donne un exemple d’un petit modele SAN afin d’illustrer I’obtention du descripteur discret de ce modele.

10.1 Automate global

Un modele SAN est une facon modulaire de représenter I’automate global qui décrit le comportement
de I’ensemble du réseau d’automates. On considére un modele SAN tel que défini dans la définition
7.2.16 (page 130).

#» Rappelons

—

L(Z,7) I’ensemble de chaines de transitions globales g € L,y z) tel que T1, = T e
yc, = Y, ou Cy est le nombre de chainons de transition globale de la chaine de
transitions globales g.

Comme on I’a présenté dans le chapitre 7 (Définition 7.3.4, page 135), soit un SAN complété
(£, AW S F), oui € [1..N]. Alors, I'automate global A est défini par :

"Les définitions et notations nécessaires a définir le descripteur discret sont communes dans cette these et dans [15].
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I’ensemble d’états S = Hf\il S .
I’ensemble d’événements & ;

la fonction d’atteignabilité F ;

R

la matrice de transition globale G : S x S — L, telle que :
VieSVjed
gxy)= U g

Vg€eL(Z,7)

On rappelle que I’objet mathématique qui décrit I’automate global n’est pas le méme que celui d’un
automate local d’un modele SAN. Dans un automate local, les éléments de transition de la matrice
de transition contiennent un ensemble des tuples de transitions locales (e, 7(x,y)), ot I’occurrence de
n’importe quel événement de 1’élément de transition déclenche la transition. Dans 1’automate global, les
éléments de transition de la matrice de transition contiennent un ensemble de chaines de transitions glo-
bales {(z1,91,€1,1Le, (Z1,91)), - - ., (Tc, Yo, ec, e (Zc,Yc))}, ol tous les événements associés aux
chainons de cette chaine doivent avoir lieu pour que la transition se réalise.

# Notation

(e, (2,7)) le tuple de transition globale de I’état global Z vers 1’état global ¢ correspondant
au chainon de transition globale (Z, 7, e, 1. (Z,7)).

Définition 10.1.1. Soit une chaine de transitions globales g = {(T1, 1, e1, e, (21, 91)), - - . (T, oy,
ecy Hecg (Tc,,Jc,))} composée de Cy chainons de transitions globales, on peut représenter cette
chaine par un produit de simultanéité de tuples de transition globale, ot un tuple de transition globale
est typiquement un couple’> composé par lidentificateur de 1’événement du chainon et de la probabilité
de routage globale de ce chainon. Par extension, on pourra écrire g de deux facon différentes, sous forme
de chaine de transitions globales ou sous forme de produit de simultanéité :

g = {('%17917 el,Hel ('i'lvgl))7 R (i.Cgngg7 ng7Hng ('%Cgvgcg))} (101)

ou bien .
g = 'gl(ei)Hei(jiagi)) (102)

1=

On va réécrire la matrice de transition G de I’automate global en utilisant 1’algebre tensorielle com-
plexe comme le permet la définition précédente. Dans cette réécriture, I’union des chalnes de transitions
globales sera une somme de choix de I’algébre tensorielle complexe et une chaine de transitions globales
sera une combinaison simultanée de transitions globales, i.e. :

VieS,VjeS
Cy

5.5) = (et Ty By
Gap= & (M, @)

(10.3)

Cette nouvelle vision en utilisant I’algebre tensorielle complexe sur les éléments de la matrice de
transition d’un modele SAN prépare la présentation du descripteur discret de ce modele.

0On remarque que la représentation d’un chainon de transition globale par un tuple de transition globale maintient tout les
informations nécessaires pour I’enchainement puisque on conserve les connaissances des parameétres Z; et §; de Ile, (Zi, ¥i ).
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Dans la section suivante, on va donner les définitions et notations des matrices d’événements utilisées
pour le descripteur discret.

10.2 Matrices d’événements

Comme on I’a dit précédemment, plusieurs événements peuvent avoir lieu dans une méme unité de
temps dans un méme automate. Les matrices d’événements représentent les possibilités d’occurrence de
plusieurs événements a partir d’un état local du modele. L’ occurrence de plusieurs événements dans un
méme automate et dans une méme unité de temps est représenté par une chaine de transitions locales.
On reprend maintenant quelques notations utilisées dans le chapitre 7 afin de présenter la définition des
chaines de transitions locales.

# Notation

T I’ensemble des tuples de transition de 1’automate complété A ouie [1..N] et
TGO C T
Te(i) I’ensemble des tuples de transition de 1’automate complété A® déclenchés par

I’événement e, ol i € [1..N] et T.") € T(;

(e, me(z®, D)) le tuple de transition de 7.’ qui représente la transition de I’état local 2V € S@)
vers 1"état local ¥ € S de I’automate complété A déclenchée par 1’événe-
ment e avec la probabilité de routage 7, (z™, () ;

€ un sous-ensemble d’événements de & ;

’Te(i) I’union des Te(i), olle € ¢, le., ’Te(i) = U Te(i).

ece

Définition 10.2.1. Soit un ensemble d’événements € et un automate complété AD on appelle chaine de

transitions locales sur ¢, une liste ordonnée {(e;, wel(xgi),ygi))), o (eo, ey (xg),yg)))} composée

)

de C tuples de transition locale de TE(Z , qui respectent les regles suivantes :

1. 0e; < 0ey < oo < Qeq
2. Vje2.C]

=i
iﬂ(e,ﬂe(m(i),ym)) € ’Tg(i) tel que
()
1

w

Qe < Qe €1 y(l) =T

4. Fe, mo(z, y@)) € 79 tel que
Oec < Qe €t 2 = yg)
5.V € [1.C —1],B(e, me (2@, yD)) € 79 tel que

Oc; < O < Qe et yj@ =z
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Les chaines de transitions locales d’intérét sont les chaines qui prennent leurs événements dans
un ensemble € = pot(x(z)) et qui réalisent un enchainement maximal de tuples de transitions locales
des événements potentiellement réalisables a partir d’un état (V).

De facon similaire aux chaines de transitions globales, on peut représenter une chaine de transitions
locales par un produit de simultanéité de ses tuples de transitions locales.
P : . .. B () (i) @) ()
Définition 10.2.2. Soit une chaine de transitions locales | = {(e1, me, (1", Y1), - - -, (e, Tee (T Y, )}

composée de Cj tuples de transitions locales de I’automate complété AD on peut représenter cette
chaine par un produit de simultanéité de ses tuples de transition. Alors, la chaine de transitions locales
[ peut étre exprimée par une chaine de transitions locales ou par un produit de simultanéité :

L= {(er, me, (287, 4)), . ey Moo (25 9EN)) (10.4)

ou bien,

_ G @) ()
l—jél(e]mej(xj Y;0)) (10.5)

Dans F1G. 10.1, on présente un exemple d’un automate complété AW Cet automate possede trois
états, quatre événements (e, es, €3, et e5) et quatre événements complémentaires (€1, €, €3, et €5).

.,Z((l) Evénement | Prob. | Priorité
€1 P1 3
€ P2 1
e3 P3 2
€s Ps o

Evénement | Prob. | Priorité
€1 1-— P1 3
€s 1— P2 1
€3 1-— P3 2
€5 1-— Ps5 5

F1G. 10.1 — Exemple d’un automate complété

Pour I"automate complété A1) présenté dans FIG. 10.1, pour chaque état local (9 € S@ de Iau-
tomate, on a I’ensemble d’événements ¢ = pot(ac(i)) (voir Définition 7.2.8, page 121). A partir de I’en-
semble d’événements e relatif a chaque état de I’automate complété A on peut obtenir pour cet auto-
mate les chaines de transitions locales présentées dans TAB. 10.1.
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Etat de départ 0 ;e = pot(0 ) = {ej,e1}

Etat d’arrivée ‘

Chatines de transitions locales

{(él ) ey (0(1)7 0(1)))}
{(61 ) ey (0(1)7 1(1)))}

Etat de départ 1V ; € = pot (1) = {e3, e3,e1, 81}

Etat d’arrivée ‘

Chatines de transitions locales

0(1) {(6377763(1(1)70(1)))a (6177T51( (1)70(1)))}
11 {(637 7763(1(1)7 0(1))); (617 7T€1( (1)7 1(1)))}
11 {(é3v7Té3(1(1)7 1(1)))}
2() {(6377763(1(1)72(1)))}

Etat de départ 2D €= pOt(2(1)) = {eq, €9,€3,€3,€5,€5}

Etat d’arrivée ‘

Chaines de transitions locales

o) {(627 Teo (2(1)7 1(1))); (637 7T€3(1(1)7 0(1)))}
o {(627 Teo (2(1)7 1(1))); (637 7T€3(1(1)7 2(1)))7 (65 Tes (2( ) 0(1)))}
o) {(627 ey (2(1)7 2(1))); (637 Tes (2(1)7 0(1)))}
o) {(627 ey (2(1)7 2(1))); (é?n Tes (2(1)7 2(1)))7 (657 Tes (2( ) 0(1)))}
10 {(627 Teo (2(1)7 1(1))); (637 ﬂ-és(l(l)v 1(1)))}
2() {(627 Teo (2(1)7 1(1))); (637 7T€3(1(1)7 2(1))); (657 Tes (2(1)7 201 ))}
2 {(627 ey (2(1)7 2(1))); (é?n Tes (2(1)7 2(1))); (657 Tes (2(1)7 2(1)))}

TAB. 10.1 — Les chaines de transitions locales de 1’automate complété AW de Fi6. 10.1

Utilisant les chaines de transitions locales, pour chaque automate complété A® d’un modele SAN,
on peut obtenir une matrice d’événements P"). Les éléments d’une matrice d’événements P(*) sont
des produits de simultanéité des tuples de transition des chaines de transitions locales.

# Notation

I’ensemble des chaines de transitions locales de ’ensemble d’événements ¢ de
I’automate complété A9 . On s’intéressera typiquement 2 un e de type pot(x(z)) ;

I’ensemble de chaines de transitions locales I € £ )t( @) tel que xgzl) = 2 et
ygl) = y@, ot C} est le nombre de tuples de transition locale de la chaine de

transitions locales [ ;
I’événement du j-eme tuple de transition de la chaine de transitions locales  ;

la probabilité de routage pour la transition de I’état local acx) e SO vers I'état
local yj(:) € 8 de I'automate complété A déclenchée par I’événement e;, du
j-eme tuple de transition de la chaine de transitions locales /.
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Définition 10.2.3. Les éléments de la matrice locale d’événements P\ de I’automate complété A®
sont définis par :

Vo e S, vy(i) c S,
@)

PO® y0) = 4+ oo m (2D 0
(1’ y ) Vleﬁ(i)(x(i)vy(i)) j:1<ejl s 1 (le y]l ))

Cette définition exprime que la transition de z(*) vers y(*), peut étre réalisée par 1’une quelconque
des chaines de £V

pot(z())

représentée par un produit de simultanéité (“-”) des C tuples de transition de cette chaine. L’élément de

la ligne 2 et colonne y(i) de la matrice d’événements P9 est une somme de choix (“4”) de toutes les
chaines de transitions locales dont 1’état de départ du premier tuple de transition locale (acgl)) est égal a

qui amenent a y D, ie., de £ (ac(i) , y(i)). Une chaine de transitions locales est

€ 9y

I’état () et I’état d’arrivée du dernier tuple de transition locale (yg)) est égal a I’état y(®).

Pour I’automate complété AWM présenté dans F1G. 10.1, a partir des chaines de transitions locales de
TAB. 10.1, on peut obtenir la matrice d’événements P(1) :

(&1, 76, (01, 00))) (e1, e, (01, 1)) o

(e3,7e, (11,000)) - (er, e, (0, 100))
(e3,me,(1,00)) - (&1, 7, (01, 00))) (e3,me, (10,20))

+
(e, (11, 10))

P =
(62,7, (20, 10) - (37, (100, 001
+
(e2,7ea (2, 10)) (e, s (10, 20) - (e, e, (200, 00)) (62, ea(20),2)) - (e, ey (2, 20) - (5, ey (200, 200))
+ (62,76, (21, 1)) - (3,7, (10,10))) +
(82,7, (29,29)) - (e3, 7, (20, 000)) (02,7, (20,10)) - (e3, 7, (10, 20)) - (@3, 7, (200, 20)))
+
(62 7mey (21, 200) - (B, gy (2, 20) - (e, 5 (20, 00)

Dans la section suivante, on présente le descripteur discret d’un modele SAN a temps discret utilisant
les matrices d’événements définies précédemment.

10.3 Descripteur discret

Le descripteur discret est une fagon compacte de représenter les transitions d’un modele SAN a
temps discret. Le descripteur discret d’'un modele SAN est représenté par une formule tensorielle com-
plexe (i.e., vial’algebre tensorielle complexe défini dans le chapitre 9) utilisant les matrices d’événements
de ce modele.

En utilisant I’algebre tensorielle complexe, les événements (Définition 7.2.3, page 118) d’un modele
SAN a temps discret sont des éléments actifs (Définition 9.1.1, page 159), et les événements complémen-
taires (Définition 7.2.9, page 122) du modele sont des événements complémentaires (Définition 9.1.1,
page 159) de I’algebre tensorielle complexe. De plus, les tuples de transition (Définition 7.2.4, page
119) d’un modele SAN sont de couple d’éléments (Définition 9.2.1, page 165) de I’algebre tensorielle
complexe.
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Définition 10.3.1. Ezant donné un SAN complété (£, AD S, F), ou i € [1..N], et pour chaque auto-
mate A9 sa matrice locale d’événements P, alors le descripteur discret P est défini par la formule
tensorielle complexe :

P=@®PY (10.6)

qu’est égal a la matrice de transition G de I’automate global de ce modéle comme définie dans la défini-
tion 7.3.4 (page 135).

Le lecteur peut trouver dans [15] la démonstration de 1’égalité entre le descripteur discret P d’un
modele SAN a temps discret et la matrice de transition G de I’automate global de ce modele.

Ensuite, on va présenter, pas a pas, un exemple d’obtention du descripteur discret. Pour illustrer la
procédure d’obtention du descripteur, on va reprendre 1’exemple d’un réseau d’automate complété (F1G.
7.12, page 130) présenté au chapitre 7. On rappelle ce modele dans F1G. 10.2.

b 1(2)
_A(l) A Evénement | Prob. | Priorité
éZ €1 P1 3
‘ €4 €2 P2 1
€3 p3 2
@ €4 P4 4
. 6 es f 5
ey e Evénement | Prob. | Priorité
‘ €1 1- P1 3
€9 1-— P2 1
CENOEREE
é4 1- P4 4
2 “ & 1—f| 5

= (st A® —— 2@) x p;

F1G. 10.2 — Exemple d’un réseau d’automates complétés

On remarque que 1’automate AW est le méme que celui de F1G. 10.1, donc on va présenter ici
uniquement 1’obtention de la matrice d’événements de I’automate A, car I’obtention de la matrice
d’événements P() de I’automate A1) a été déja présentée dans la section 10.2 (page 186).

On va commencer par définir I’ensemble d’événements possibles (pot(ac(i))) pour chaque état de
I’automate A, A partir du pot(x(z)), on peut obtenir pour cet automate les chaines de transitions locales
de cet automate. Ces chaines de transitions sont listées dans TAB. 10.2.
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Etat de départ 02 ; pot(0?)) = {ey; &2; e4; 43 }
Etat d’arrivée ‘ Chatines de transitions locales

07 | {2 mey 0707 ) (o1, 7, 0,00}
1) {(6277T62(0(2)71 2)));(6477764(1 71(2)))}
202 {(627 ey (0(2)7 1(2))); (647 7764(1(2)7 2(2)))}
22 {(627 ey (0(2)7 0(2))); (647 Tey (0(2)7 2(2)))}

Etat de départ 1) ; pot (1)) = {ey;e4}

Etat d’arrivée ‘ Chatines de transitions locales
1 {(e4,72,(1®), 1))}
2(2) {(e4, me, (13, 200))}

Etat de départ 2 ; pot (2?)) = {es;e3}

Etat d’arrivée ‘ Chatines de transitions locales
0 {(e3, me, (2%, 0)))}
2(2) {(e3, 7z, (2%, 200))}

TAB. 10.2 — Les chaines de transitions locales de I’automate complété A® de FiG. 10.2

On rappelle que les éléments d’une matrice d’événements sont des produits de simultanéité des tuples
de transition des chaines de transitions locales et sont définis selon la définition 10.2.3 (page 185).
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(T @m0 @2 m0) 11 2)

(@200 @ T1m0)I") - ((mT1)0 T 1) I 2)

(T @Tm0) ™1 "2) - (()T(1)0 ()T (1)0) P11 12)

(@810 ©010) “IL") - (010 @0 (1)0) I 2)

(@00 010) 1L 72) - (010 )0(1)0) 11 12)

1 @ SINPI JUOS OLIJBW B[ 9P J0[q 90 P SIUAWYQ s9[ ‘(891 aed ‘17 ¢ 9udoiq) sousjodwapr, p 9i91idoid e[ reg

(@2 @2) =2 %2) * (10 (10) 22 T2)

+0 * (00 (n0) 2 T2)

(@0 (@) L €2) * (((1)0 ‘(1)0) 22 ‘T2)

(@2 D)2 2) = (10 (1)0) £ 12)

(T @) 2L 72) * (0 (1)0) 22 ‘T2)

0 * (0 (p0) 22 12)

(@2 ©0) ™2 72) - ()0 £)0) 22 %2) * (((1)0* (1)0) 22 T2)
AT
(@8 @D £ 72) - ()T @)0) 72 %) * ()0 (1)0) ?212)

I SJUBAINS SJUSWII[D SI[ B

(T @D 72) - (¢ *()0) % @) * (((1)0 " (1)0) 2£ T2)
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(@@ @em0) 1)

o
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: g S)NPT JUOS SOLIBW B[ OP 90[q 99 9P SIUAWY[P s9f (89] o3ed ‘17 6 99udoiq) aouajodwepr,p 99udoid e[ eg
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Yo+ (1 m0) P+ 12)

(@0 ()8) 2 %) * ()T (1)0) "+ 12)
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1 ¢ S)INPI JUOS 9OLIBW B[ 9P 90[q 90 9P SIUAWI[P $9 (9] 93ed) 6’7’6 uontuygp e[ 9p (7) 919udoid e[ g

()2 @y2) 22 %2) x £

Lo+ 40

()0 (gy@) 2 “82) + *O

()2 1) 2 72) * £0

(@1 @D e T2) = £0

(@) (0) 2 72) - ()0 (£)0) ¢ ‘%2) * *O
+
(@2 @D "2 72) - (T @0)“L @) x 0

(T D) 2L 72) - (5T (5)0) Px @) x *0
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*o *0 (@000 @00) 11 12) - ()00 (@) (nT) “I1‘€2)
o0 &0, 0
l)NQ %Q l)NQ

: g S)INPT JUOS 9OLIBW B[ OP 90[q 99 9P SIUAWIY[P s9f (89] o3ed ‘17 6 9oudoiq) aouajodwepr,p 9i9udoid e[ e
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A partir des chaines de transitions globales du descripteur discret P (égal 4 la matrice de transition de
I’automate global), on peut obtenir la matrice transition de la chaine de Markov en évaluant les chaines
de transitions globales selon la définition 7.4.1 (page 136).

Evaluons par exemple la chaine de transitions globales de la derniere ligne et derniere colonne (po-
sition P[Q(l) 2(2)][21) 2] - Cette chalne de transitions globales est égale a :

Py o)) 2 = (83, g (22 29y . (g5, I, (2022 2D 2(2)y)

Evaluons chaque tuple de transition globale séparément. Le premier tuple de transition globale
(e3,TT, (2022 2(D2(2))) a la probabilité d’occurrence de I’événement é3 égale & 1 — ps. Cet évé-
nement a une probabilité d’occurrence constante (1 — p3), i.e., sa valeur ne dépende pas de I’état global
du modele. La probabilité de routage globale (produit des probabilités de routage des tuples de transition
locale) de ce tuple de transition globale est aussi constante et égale a 1.

Le deuxieme tuple de transition globale (&5, IIg, (2(02(2), 2(1)2(2))) a 1a probabilité d’occurrence de
I’événement e5 égale a 1 — f, ou f est la fonction :

f=(st A® ==22)) x pg

En évaluant cette fonction pour 1’état globale 2(1)2(2) (état de départ du tuple de transition globale),
on obtient :

J=ps

Alors, la probabilité d’occurrence de ce tuple de transition globale, lorsque sa fonction est évaluée
pour I’état globale 2(1)2(2) est égale 2 1 — ps. La probabilité de routage de ce tuple de transition globale
est constante et égale a 1.

En évaluant la chaine de transitions globales de la position P[2(1)72(2)][2(1),2(2)} (notée par g) selon la
définition 7.4.1 (page 136), on a I’évaluation suivante :

II

s = (11— p3(2(1)2(2))) > 1‘[63(2(1)2(2)72(1)2(2))(2(1)2(2))) X

(1- f(2(1)2(2))) % 1‘[65(2(1)2(2)7 2(1)2(2))(2(1)2(2))>
= (1= p3)(1 = ps)

En évaluant toutes les chaines de transitions globales du descripteur PP du modele de FIG. 10.2 (page
187), on obtient la matrice de transition suivante :

(1= p1)( = pa) 0 (I —=p1)ps | p1(1— pa) 0 p1p4 0 0 0
0 (I=p1)(L=ps) (1—p1)pa 0 p1(L—pa)  pipa 0 0 0
0 0 (1—p1) 0 0 , 0 0 0
0 0 0 =) 0 4 0 0 0
pP= 0 0 0 0 (1 pa) o4 0 0 0
p3mi(l—p1) 0 0 P3P 0 (1 —ps) p3T2 0 0
0 0 (1= p2)paps 0 p2(L=pa)  paps | (1= p2)(1 = pa) 0 (L= p2)pa(l = ps)
0 0 paps 0 0 0 0 (1—ps) pa(1 = ps)
3 0 (1= p3)ps 0 0 0 0 0 (1= p3)(1 = ps)
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10.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté une représentation compacte pour la matrice de transition de 1’au-
tomate global d’un modele SAN a temps discret. Cette représentation compacte (appelé descripteur
discret) est une représentation tensorielle qui utilise 1’algebre tensorielle complexe (présentée dans le
chapitre 9).

L’association de 1’algebre tensorielle complexe et des regles de construction des chaines de transi-
tions locales (et par conséquence des matrices d’événements) cache a I’utilisateur toute la complexité
d’un modele a temps discret, ce qui fait de cette association (algebre tensorielle complexe et algebre des
événements) un outil puissant pour la construction de modeles SAN a temps discret. Plus précisément, les
regles de construction des chaines de transitions locales masquent la complexité de 1’occurrence simulta-
née de plusieurs événements dans un méme automate pendant que le produit tensoriel complexe masque
la modélisation de 1’occurrence d’événements concurrentes (1I’occurrence d’événements dans différents
automates). Les cas de conflit sont gérés par la priorité et par la définition de 1I’ensemble d’événements
possibles de chaque état.

Dans le chapitre suivant, on exploite la représentation compacte du descripteur discret (i.e., la repré-
sentation tensorielle qui utilise I’algebre tensorielle complexe) afin de proposer une méthode de résolu-
tion pour des modeles SAN a temps discret.
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Chapitre 11

Multiplication vecteur-descripteur discret

Les systemes ciblés par le formalisme des Réseaux d’ Automates Stochastiques (SAN) sont les sys-
teémes a grand espace d’états et pour ces systemes les méthodes itératives sont les plus adéquates. La
multiplication d’un vecteur de probabilité par le descripteur est I’opération fondamentale de toutes les
méthodes itératives et pour le formalisme SAN a temps continu est été largement étudié [55, 9, 56].
Cependant, le formalisme SAN a temps discret a recu beaucoup moins d’attention.

Dans ce chapitre, on présente une méthode de “multiplication” d’un vecteur de probabilité T par le
descripteur discret P d’un modele SAN a temps discret.

Notons d’emblée que le vecteur de probabilité 7 et le descripteur discret P sont des objets mathéma-
tiques différents. Le descripteur discret P d’un modele SAN a temps discret, présenté dans le chapitre
10, est une formule tensorielle complexe qui permet de représenter d’une facon compacte les transitions
du modele. C’est pourquoi la terminologie “multiplication” est un abus de langage.

Dans la section suivante, on présente quelques notations et définitions des éléments de base utilisés
dans la méthode de “multiplication” proposée dans ce chapitre. Dans la section 11.2, on présente la
méthode de “multiplication” d’un vecteur de probabilité par le descripteur discret d’'un modele SAN a
temps discret, sans jamais générer la matrice de transition de la chaine de Markov de ce modele. On
présente, dans la section 11.3, quelques expériences numériques qui doivent étre réalisées afin de tester
la performance de la méthode. Et finalement on conclut ce chapitre par la section 11.4.

11.1 Notations et définitions

Le descripteur discret P d’un modele SAN a temps discret est une formule tensorielle qui utilise
I’algebre tensorielle complexe (décrite dans le chapitre 9) pour représenter de facon compacte le modele.
Le descripteur discret permet aisément de générer la chaine de Markov représentée par le modele SAN a
temps discret.

Vo

Dans tout le chapitre, on a un modele SAN (£, A% S, F) a temps discret, ot i € [1..N], et le

N .
descripteur discret P = ® P de ce modele, M (P) est la matrice de transition de la chaine de Markov
i=1
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obtenue a partir du descripteur discret P de ce modéle. La matrice M(P) est une matrice carré de
dimension Hf\; 1 M, ou n; est la dimension de la matrice d’événements P du descripteur discret P.

Les valeurs des entrées de la matrice de transition M (P) sont des probabilités d’occurrence des
chaines de transitions globales (Définition 11.1.1). On rappelle qu’une chaine de transitions globales est
obtenue par le produit de concurrence des chaines de transitions locales des matrices P(*) du descripteur
discret P.

#) Notation
Pe(T) la probabilité d’occurrence de 1’événement e évaluée pour I’état global 7 ;
(e,11e(Z,7)) le tuple de transition globale de 1I’événement e avec la probabilité de routage glo-
bale II.(Z, y) de I’état global Z vers 1’état global 7 ;
II(z,9)(2) la probabilité de routage globale I1.(Z, 7) de I’état global Z vers I’état global ¢ de

I’événement e évaluée pour I’état global .

Définition 11.1.1. Soit une chaine de transitions globales g = {(e1,1l¢,(Z1,71)), ..., (ec, e (T, 9c))}
composée de C tuples de transition globale, la probabilité d’occurrence 11, de cette chaine est :

My = (per (1) X Ty (81,51) (81) ) % -+ % (pec (80) * Teg (0, G0)(@e)) (LD

Si on a obtenue la matrice de transition M (P) de la chaine de Markov présentée précédemment, on
peut calculer I’opération :

X M(P) =1 (11.2)

ol 7 est le vecteur de probabilité et 7w’ est le vecteur de probabilité résultant.

Toutefois, en réalisant 1’opération de multiplication du vecteur 7 par la matrice de transition M(P),
on ne profite pas de la représentation compacte du descripteur discret P de fagon a calculer la multipli-
cation de 7 par les matrices opérandes du descripteur. D’ailleurs, pour des modeles a tres grand espace
d’états, le colit de stockage de la matrice de transition M (P) peut étre tres élevé.

Alors, pour réaliser la “multiplication” du vecteur 7 par le descripteur discret P, sans jamais générer
la matrice de transition M (P) de ce modele, on a besoin que le vecteur de probabilité 7 et le descrip-
teur P soient des objets mathématiques de méme nature. Autrement dit, on a besoin que le vecteur de
probabilité 7 soit un vecteur d’objet du méme type que les éléments des matrices d’événements P(*)
du descripteur P. II faut garder a ’esprit que les éléments d’une matrice d’événements P(*) (Définition
10.2.3, page 185) sont en fait des chaines de transitions locales (Définition 10.2.1, page 183) qui repré-
sentent ’occurrence simultanée des événements d’un état (") vers un état y(9) dans I’automate A,

On va définir un élément, appelé tuple de probabilité, afin de permettre que les probabilités du vecteur
7 puissent réaliser les opérations produit de simultanéité, somme de choix et produit de concurrence de
I’algebre tensorielle complexe avec les éléments des matrices du descripteur.
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Définition 11.1.2. Soit une probabilité T € [0, 1], on définit par le couple (I1¢,T) le tuple de probabilité
de T, ou I s est I’événement neutre défini dans I’algebre tensorielle complexe (Définition 9.1.3, page 160).
Dans le contexte de I’algébre tensorielle complexe, le tuple de probabilité a les propriétés suivantes' :

l. ec€ é
(Ig,’T) x (e, me(z,y)) = (e,7 X Te(z,y))

2. e € g,eg € é,
(Ig, ) x [(e1, ey (21, 91)) - (€2, Tey (22, 92))] = (€1, T X ey (21,41)) - (€2, ey (T2, y2))

- (6177761 (xlvyl)) : (6277— X 7762(1.27y2))

3. e € g,eg € é,
(Iév T) * [(617 Tey (xlv yl)) + (627 Tey (1’27 yQ))] = (617 T X Tey (.’L'l, yl)) + (627 T X Tey (x27 yQ))

On remarque qu’un tuple de probabilité est de la méme nature qu’un tuple de transition.

On va donc considérer dans la suite des vecteurs d’événements v qui peuvent avoir des éléments du
type :
— tuples de probabilité et tuples de transition ;
— expressions de I’algebre tensorielle complexe, telles que produits de concurrence de chaines de
transitions locales ;
— chaines de transitions globales.

En utilisant le concept du tuple de probabilité, on peut obtenir un vecteur d’événements v (dont les
éléments sont initialement de tuples de probabilités) a partir d’un vecteur de probabilité 7.

# Notation

vli] I’élément dans la position 7 du vecteur d’événements v ;
i) I’élément dans la position i du vecteur de probabilité 7 ;
S I’espace d’états produit du modele ;

Définition 11.1.3. Soit un vecteur de probabilité w, on peut obtenir le vecteur d’événements v tel que :
Vi € [1\3 ],
vli] = (Ig, i)

On va étendre la définition de I’attribut de position (Définition 9.2.13, page 169) pour les tuples de
probabilité du vecteur d’événements v de facon a ce que :

Vi € [1.]S]],
a((Ig,w[i])) ~0
'On rappelle que le produit de simultanéité est noté par “-”, la somme de choix est notée par “+ et le produit de concurrence

@ [TAAL)

est noté par “x”. Le produit entre probabilités (valeurs réelles) est noté par “x” et (e, me(x,y)) est le tuple de transition de
I’événement e et e (z,y) € [0, 1] est une probabilité, fonction de x et y, ol z et y appartiennent a un espace S.
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Cet attribut de position d’un tuple de probabilité a un role important dans I’une des optimisations de
la méthode présentée dans la section suivante (page 220).

A partir d’un vecteur d’événements v (dont les éléments sont des chaines de transitions globales), on
peut obtenir un vecteur de probabilité .

# Notation
g une chaine de transitions globales ;
I1, la probabilité d’occurrence de la chaine de transitions globales g (calculée comme
décrite dans la définition 11.1.1) ;
A; I’ensemble de chaines de transitions globales qui se trouvent dans v[i].

Définition 11.1.4. Soit un vecteur d’événements v, dont les éléments sont de chaines de transitions
globales, on peut obtenir le vecteur de probabilité w tel que :

Vi e [1..]S]],

lif = Y I,

VgGAi

La probabilité d’un élément du vecteur 7 est égal a somme des probabilités d’occurrence des chalnes
de transitions globales de 1’élément du vecteur v.

La procédure ProbEv implante la notion présentée dans la définition 11.1.3 et la procédure EvProb
implante la notion présentée dans la définition 11.1.4. Ces deux procédures sont essentielles pour la mé-
thode de “multiplication” d’un vecteur d’événements par le descripteur discret présentée dans la section
11.2. L’ utilisation de ces procédures deviendra claire dans la section suivante.

Dans la section suivante, on présente la méthode de “multiplication” d’un vecteur de probabilité m
par le descripteur discret P d’un modele SAN a temps discret.

11.2 Multiplication des Facteurs normaux

Un des avantages de représenter un modele SAN a temps discret par un descripteur est la fagon
compacte par laquelle on peut représenter les transitions du modele : on remplace une description dans
un espace produit par un unique produit tensoriel portant sur des facteurs qui décrivent ce qui se passe
sur une seule dimension (une composante du modele SAN). Afin de profiter de cette représentation,
on présente dans cette section la méthode de la “multiplication” d’un vecteur d’événements v par le
descripteur discret P du modele, sans jamais générer la matrice qui représente ce descripteur, i.e., sans
jamais générer la matrice de transition M (P) de la chaine de Markov du modele. La méthode vise a
profiter de la propriété de la décomposition du produit tensoriel complexe en facteurs normaux de facon
a ce que la multiplication par un opérateur sur I’espace produit soit remplacée par une suite d’opérations
qui manipulent des données de la taille d’une composante (et pour toutes les composantes). Nous verrons
ici une démarche analogue aux résultats connus en temps continu.
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On rappelle que le descripteur discret P est le produit tensoriel complexe composé d’une suite de N
matrices d’événements notées P(%) avec i € [1..N], chacune associée 2 un automate complété A d’un
modele SAN a temps discret, i.e. :

P=@®PY (11.3)

Ensuite, on rappelle quelques notations pour des suites finies de matrices?.

#» Rappelons

n; la dimension de la z-€éme matrice d’une suite ;

nleft; le produit des dimensions de toutes les matrices a gauche de la i-eme matrice
d’une suite, Le., Hz;ll ny, (cas particulier : nleft; = 1);

nright; le produit des dimensions de toutes les matrices a droite de la i-¢me matrice d’une
suite, i.e., Hivziﬂ ny, (cas particulier : nrighty = 1);

g le produit des dimensions de toutes les matrices sauf la i-¢me matrice d’une suite,
ie., H]kV:1 ki Wk (M = mleft; X nright;);

Selon la propriété de décomposition des produits tensoriels complexes en facteurs normaux (Pro-

priété 9.3.5, page 177), tout produit tensoriel complexe de N matrices d’événements est égal au produit

de concurrence de IV facteurs normaux. En utilisant cette propriété pour le terme ® P du descripteur
i=

discret, on a :

* < nlefta & P ) Inright2>

*

(11.4)
nleftN 1 ®P(N b ®InmghtN 1)

(Tatesin ® P)

*

Suivant quelques notations du vecteur d’événements v utilisé dans la méthode de “multiplication” du
vecteur de probabilité 7 par les facteurs normaux du descripteur discret.

# Notation

v le vecteur d’événements résultant du produit de concurrence de v par le facteur
normal d’indice 7 ;

le vecteur initial d’événements obtenu a partir d’un vecteur de probabilité. Initia-

lement, le vecteur v(?) posséde seulement des tuples de probabilité.

La “multiplication” d’un vecteur de probabilité 7 par les facteurs normaux du descripteur discret P
est alors réalisée par les étapes suivantes :

"Dans le reste de la thése, les suites finies de matrices seront appelées seulement suites de matrices. Car, seules les suites
finies seront abordées.
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1. Obtention du vecteur d’événements v a partir du vecteur de probabilité 7 (i.e., le vecteur initial

d’événements v(©)), utilisant la procédure ProbEv (Définition 11.1.3) : v(©) = ProbEv(r)

. Sachant que les éléments du vecteur d’événements v sont du méme type que les éléments des

matrices d’événements des facteurs normaux, le vecteur v est multiplié (par I’opérateur de concur-
rence “x” - Définition 9.3.3, page 170) de fagon itérative par chaque facteur normal du descripteur
discret ;

Apres la multiplication du vecteur v par le dernier facteur normal (i.e., aprés I’obtention de v(V)

qui possede des chaines de transitions globales), on obtient le vecteur de probabilité résultant 7/
a partir du vecteur d’événement v(N), utilisant la procédure EvProb (Définition 11.1.4) : 7/ =
EvProb(v(M).

Dans FIG. 11.1, on présente le schéma de la “multiplication” du vecteur de probabilité 7 par les

facteurs normaux afin d’illustrer les étapes décrites précédemment.

X M(P)=n'

<
e

= ProbEv(7)

’U(l) = 1)(0) * (P<1) ® ]nrightl)

v = oW s (Lyesr, ® PO @ Lirigit,)
U(Z) = U(i_l) * (Inleftz ® P(Z) ® Im“ighti)

V™) = v s (Togegsy ® PY)

7 = EvProb(v™))

FI1G. 11.1 — Schéma de la “multiplication” du vecteur de probabilité par les facteurs normaux

Les étapes 1 et 3 du schéma présenté précédemment sont facilement réalisables utilisant les procé-

dures ProbEv et EvProb (Définitions 11.1.3 et 11.1.4). Pour réaliser la deuxieme étape, il est nécessaire
et suffisant de savoir multiplier un vecteur d’événements par les facteur normaux du descripteur discret.
Le vecteur v(9) doit étre multiplié par le premier facteur normal, le résultat (le vecteur v(1)) est multiplié
par le deuxieme facteur normal et ainsi de suite jusqu’au dernier des facteurs normaux, ce qui donne le
vecteur d’événements v("V). Cette multiplication est possible grice a la propriété d’associativité du pro-
duit de concurrence de matrices. D’ailleurs, la propriété de commutativité entre facteurs normaux permet
le produit de concurrence des facteurs normaux dans un ordre quelconque.
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Cette méthode de “multiplication” d’un vecteur par les facteurs normaux présentée dans FIG. 11.1 a
été inspirée de 1’algorithme Shuffle utilisé pour les modeles SAN a temps continu [55]. L’idée de cette
méthode est de réaliser, deés la multiplication du vecteur par le premier facteur normal, le mélange parfait
(shuffle) des éléments du vecteur de facon a ce que le nombre de multiplications par les éléments des
matrices du descripteur soit minimum.

N

Cette méthode est connue pour les modeles a temps continu, ol les matrices du descripteur ne
contiennent pas d’éléments fonctionnels. Cependant, dans la méthode présentée dans cette section, les
éléments fonctionnels ne sont évalués qu’a la fin, i.e., I’évaluation des éléments fonctionnels (probabilité
d’occurrence et probabilité de routage fonctionnelles des événements) est réalisée apres 1’obtention des
chaines de transitions globales et leurs probabilités d’occurrence sont calculées comme présenté dans la
définition 11.1.1. Nous n’avons donc ici aucune restriction concernant la forme de ces relations fonc-
tionnelles comme cela a pu étre le cas dans le contexte des modeles a temps continu.

Alors, méme pour des modeles qui contiennent d’éléments fonctionnels, il est possible de réaliser la
multiplication d’un vecteur par les facteurs normaux dans un ordre quelconque.

On remarque que v(¥, v, .. v() sont des notations pour les différentes valeurs du méme vecteur
v afin d’indiquer précisément les étapes de la multiplication du vecteur v par les facteurs normaux.
Lorsqu’on multiplie v = v(© x (PM @& T,,,4,ns,), le vecteur v est multiplié par le premier facteur
normal et le résultat de cette multiplication est stocké dans le méme vecteur v.

N .
Pour calculer la multiplication d’un vecteur v par le descripteur discret P = ® P il est donc
i=1
suffisant de savoir multiplier un vecteur par un facteur normal 7, ot i € [1..N] :

p® = =1 (Inlefti ® PO @ Inrighti) (11.5)

On présente d’abord la multiplication du vecteur v par le dernier facteur normal, i.e. :
U(N) = U(Nil) * (InleftN ® P(N)) (11.6)
Pour réaliser la multiplication du vecteur v par le dernier facteur normal, il suffit de multiplier nle ft 5

portions de taille n v du vecteur par la matrice d’événements PW)_ sachant que la matrice I ¢ f1y @PW)
est une matrice bloc diagonale (FIG. 11.2).

L’algorithme pour la multiplication du vecteur par le dernier facteur normal est présenté dans ALG.
11.1. Cet algorithme correspond 2 I’obtention des portions de taille ny du vecteur v¥—1) (comme pré-
senté dans FIG. 11.3) et leur multiplication par P(N).

Ensuite, on présente la multiplication du vecteur v par le premier facteur normal, i.e. :
oD = 0 4 <p(1) ® Inrightl) (11.7)
Le premier facteur normal, grice a la propriété de pseudo-commutativité (Propriété 9.3.2, page 174),

est égal a:
Py x (Inpight,; ® PY) x PT (11.8)

ol o est la permutation qui passe de {1,2,..., N} a{2,..., N, 1}.
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—[Hl(*,fty ® P(\)
v ~ A
( -l
ny = W
L -t
-
N P
NG
n PV
L W,

F1G. 11.2 — Multiplication du vecteur v par le dernier facteur normal

ny ny ny

Zin
Portion 1 [ ce e }
Z?ﬂ ¢ .
Portion 2 [ J

Zin
Portion nle fty

FI1G. 11.3 — Obtention des portions du vecteur v pour la multiplication du dernier facteur normal

Alors, on peut calculer la multiplication du vecteur v par le premier facteur normal de fagon ana-
logue au cas précédent (i.e., de la multiplication de v par le dernier facteur normal). Dans ce cas, la
multiplication du vecteur v est réalisé en trois étapes :

1. la multiplication de v par la matrice de permutation P ;
2. la multiplication du résultat de la premicre étape par le facteur normal commuté 1,,,;4n¢, ® JON

3. la multiplication du résultat de la deuxiéme étape par la matrice de permutation P, .
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ALG. 11.1 Multiplication du vecteur v par le dernier facteur normal

1: base =0;  /*base : indice du début de la portion dans le vecteur */

2: /* Boucle pour les nleftyn portions du vecteur */
3: for j = 1to nlefty do

4: index = base + 1 s /*index : indice de I’élément courant du z;y, dans le vecteur */
5: /* Extraction du zin, */

6: fork=1tonydo

7: zin|k] = vl[index] ;

8: index = index + 1;

9:  end for
10: multiply z,,; = zip, * pW) s /% “x” est le produit de concurrence entre ziy, et PN %/
11: index = base + 1 s /*index : indice de I’élément courant du zoqt dans le vecteur */
12: /* Stockage du résultat zZous */
13:  fork=1tonydo
14: v[index] = zout[k] 5
15: index = index + 1;

16:  end for
17: base = base + ny;  /*Saut dans le vecteur pour la portion suivante */

18: end for

La premiere étape correspond a une permutation du vecteur v. Cette permutation peut étre exécutée

lors de I’extraction de portions du vecteur v, i.e., dans les remplissages des vecteurs z;, dans ALG.
11.1 (lignes 4-9). Pour le cas de la multiplication du dernier facteur normal (i.e., le cas non-permuté), le
vecteur z;, est rempli avec des portions successives de taille 7.

En revanche, la permutation nécessaire pour le premier facteur normal équivaut a accéder au vecteur

en prenant un élément a chaque intervalle de taille nright;. On présente dans FIG. 11.4 la procédure
de permutation, qu’il faut comparer a la procédure équivalente pour le cas sans permutation (décrit dans
F1G. 11.3).

nright, nright, nright,
~ ~

o [ C. .

. [ } .o

Portion 1 Zin [
Portion 2 Zin

Portion nright;

FI1G. 11.4 — Permutations exécutés lors de la multiplication du premier facteur normal
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Laraison de cette permutation peut étre compris en observant le format de la matrice PO®T nright -

1 1 1
pgg * Im’ightl Pg% * Inrightl o piZLl * Inm'ghtl
1) (1) 1)
D1 * Lnright D55 * Lnright ER % * Inright
P(l) ® [nm'ghtl _ 2,1 .nrlg 1 2,2 .nmg 1 2,n1 . nrighty
1 1 1
ngl)J * Inrightl p1(11)72 * Inrightl e pgn),m * Inrightl

La deuxieme étape est identique au cas précédent, i.e., la multiplication répétée des portions du
vecteur v par la matrice P(!). La troisidme étape est la permutation symétrique 2 la premiere et peut,
donc, étre exécutée lors du stockage des éléments du vecteur temporaire z,,; (ALG. 11.1, lignes 11-
16). L’algorithme pour cette multiplication (i.e., pour la multiplication du vecteur par le premier facteur
normal) est présenté dans ALG. 11.2.

ALG. 11.2 Multiplication du vecteur v par le premier facteur normal

1: base = 0;  /*base : indice du début de la portion dans le vecteur */

2: /* Boucle pour les nrighty portions du vecteur */

3: for [ = 1to nright; do

4. index = base + 1 s /*index : indice de I’élément courant du z;, dans le vecteur */
5 /* Extraction du zin */

6: fork=1ton; do

7: zinlk] = vl[index] ;

8 index = index + nrighty ;

9:  end for

10: multiply z,.; = 2, * 20 . /% “x” est le produit de concurrence entre ziy, et P %/
11: index = base + 1 s /*index : indice de I’élément courant du zoqt dans le vecteur ¥/
12: /* Stockage du résultat zour */

13:  for k = 1ton; do

14: v[index] = zou[k]

15: index = index + nrighty ;
16:  end for

17: end for

Les autres facteurs normaux (i.e., du deuxieme facteur normal jusqu’a I’avant-dernier facteur normal)
sont traités comme des combinaisons des deux cas précédents. La méthode de base consiste toujours a
appliquer la propriété de pseudo-commutativité (Propriété 9.3.2, page 174) au facteur normal d’indice 7,
ie.:

Inlefti ® P(Z) ® Im"ighti = Pa X <Inlefti ® Im’ighti ® P(Z)> PO'T7

ol o est la permutation qui passe de {1,...,i—1,4,i+1,...,N}a{l,...,i—1,i4+1,...,N,i}. Ceci
amene a multiplier toujours des facteurs normaux de la forme :

ou 7n; est le produit des dimensions de toutes les matrices sauf la ¢-eme matrice d’une suite, i.e., n; =
nleft; x nright;.
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De cette fagon, les permutations sont faites selon la position de la matrice P(*). Dans ALG. 11.3,
on présente 1’algorithme pour réaliser la “multiplication” du vecteur de probabilité 7 par le descripteur

N .
discret P = ® P, Cet algorithme représente le schéma de la “multiplication” du vecteur par les
i=1

1=
facteurs normaux du descripteur présenté dans F1G. 11.1. On va appeler I’algorithme présenté dans ALG.
11.3 algorithme de base.

Dans ALG. 11.3, les facteurs normaux sont traités du premier (: = 1) jusqu’au dernier facteur normal
(1 = N) et 7’ est le vecteur de probabilité résultant de la “multiplication” du vecteur de probabilité 7 par
les facteurs normaux du descripteur.

ALG. 11.3 Algorithme de base : “Multiplication” du vecteur de probabilité 7 par des facteurs normaux

l: v= PI‘ObEV(TF) 5 /* Obtention du vecteur d’événements v a partir du vecteur de probabilité m */
2: /* Boucle sur les facteurs normaux */

3: fori =1to N do

4: base = 0;  /*base : indice du début de la portion dans le vecteur */

5 /* Boucle sur les portions */

6: for j = 1to nleft; do

7: /* Détail de la portion : boucle sur les zin */

8 for [ = 1to nright; do

9 index = base + [ s /*index : indice de I’élément courant du z;y, dans le vecteur */

10: /* Extraction du ziy, de la portion [ (sauts de nright;) */

11: for K = 1ton; do

12: zinlk] = v[index] ;

13: index = index + nright;;

14: end for

15: multiply z,,; = 2, * P ; /% “x” est le produit de concurrence entre zin et PV %/
16: index = base + [ s /*index : indice de I’élément courant du zo.: dans le vecteur ¥/
17: /* Stockage du résultat zou: (sauts de nright;) */

18: for K = 1ton; do

19: v[index] = zout|k] ;

20: index = index + nright; ;

21: end for

22: end for

23: base = base + (nrighti X n,) 5 /*Saut dans le vecteur pour la portion suivante */
24:  end for

25: end for

26: /* Stockage du résultat final dans ' */
27: ' = EvProb(v);  /* Obtention du vecteur de probabilité ©' & partir du vecteur d’événements v */

Pour illustrer la “multiplication” d’un vecteur de probabilité par le descripteur discret d’un modele
SAN a temps discret, on prend par exemple le vecteur de probabilité 7 et le descripteur discret P sui-

vants :
1 2 3 4 5 6 7 8

v =[m [m |7 |77 |7 | 7r [ 78 ]

(11.9)

PopWgp@gp®_ (b b5 s (b b (11.10)
s1 81 la 1o s1 81
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ou 7; est la probabilité dans la position ¢ du vecteur de probabilité 7, [1, l2 et I3 sont événements locaux,
51 est un événement synchronisant et I’ordre de priorité de ces événements est o5, < 9, < 01, < 0i5-

A partir du vecteur de probabilité 7 de cet exemple - équation (11.9) - on peut obtenir le vecteur
d’événements v utilisant la procédure ProbEv (Définition 11.1.3, page 205) afin de réaliser la multiplica-
tion de ce vecteur par les facteurs normaux du descripteur. Dans FIG. 11.5, on présente alors le vecteur
d’événements v obtenu a partir du vecteur de probabilité 7.

v = ProbEv(7)

1 2 3 4 5 6 7 8
v o= | [gm) | Ug,m) | Ugms) | Ug,ma) | (g, ms) | (Ig,me) | g mr) | (g ms) |

F1G. 11.5 — Le vecteur d’événements v obtenu a partir du vecteur de probabilité 7

Alors, la multiplication de v * (P(l) ® PP @ P(3)) est égal a multiplication de v par les facteurs
normaux P @ I nright, (le premier facteur normal), [cf, ® P g nright, (le deuxieéme facteur
normal) et [ e f¢, ® P®) (le dernier facteur normal).

Pour éviter d’alourdir la représentation des éléments du vecteur v, on va représenter un tuple de
transition locale, par exemple, (I, 7, (z1,y1)) par simplement (l1,7;, ). Dans cet exemple, toutes les
probabilités de routage associées aux tuples de transition locale des événements sont égales a 1.

Sachant que les tuples de transition locale d’un événement complémentaire peuvent disparaitre si cet
événement n’atteint pas son degré d’idempotence (Equation (9.24), Propriété 9.2.1, page 168) lors de
I’obtention d’un tuple de transition globale, on n’effectue pas les multiplications numériques de probabi-
lité pour éviter de perdre I’information de la probabilité du tuple de probabilité. Toutefois, une fois qu’on
a le tuple de transition globale d’un événement complémentaire, on applique la propriété 1 (Définition
11.1.2, page 204) sans risquer de perdre I’information de la probabilité du tuple de probabilité.

Pour le moment, on se restreint a appliquer la propriété 1 du tuple de probabilité seulement aux tuples
de transition locale des événements actifs. Dans ces conditions, en multipliant le vecteur v présenté dans
F1G. 11.5 par le premier facteur normal, on obtient le vecteur v résultant présenté dans FIG. 11.6.

Afin de faciliter la compréhension des figures suivantes dans cette section, on met en gras les valeurs
des probabilités du vecteur 7.

On peut observer dans F1G. 11.6 que la propriété 1 (Définition 11.1.2, page 204) des tuples de pro-
babilité a été seulement appliquée aux tuples de transition locale des événements actifs. Par exemple, en
observant la valeur de v[1] :

[(Ié’ﬁl)*(l_lvwfl)]+[(5177T5 Xﬂ-sl)]’ (11.11)

la propriété 1 n’est pas appliquée aux tuples de probabilité (/g,7r1) et de transition locale (I, 77,)s
puisque [ est un événement complémentaire. Par contre, sachant que s; est un événement actif, la pro-
priété 1 est appliquée aux tuples de probabilité (I, 7s5) et de transition locale (s1,7s,) ce qui donne
(81,75 X gy ).

En multipliant le vecteur v (de FI1G. 11.6) par le deuxiéme facteur normal, on obtient le vecteur v
présenté dans F1G. 11.7.
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1 [(Tey m0) # (T, m )] + [T m5) * (51, 73)] L (T, 1) # (T, )]+ [(s1, 75 x )]
2| (T w2) (B )] + (L o) * (51, ma)] | pomrigs e 2| (g, 02) % (w1 + (1,76 X )]
3| (g, ms) * (T, m,)] + (g, m7) + (s1,m,,)] | (Pl de probabilité 3| (g ms) + (T m,)) + (1,707 % 7))
v=4|[(Ig,ma) * (L, m,)] + [(Ig, 78) * (s1,7s,)] v=4|[(Ig,ma) * (L, 7)) + (51,78 X 7y,)
5| [(Lgma) * (L, my)] + [(Ig, 75) * (51, 75,)] al;’;;ﬁ?éisdiz 5 [(lr, 7y x my)] + [(Lg, 7w5) * (51, 75,)]
6 [(Ig,ma) * (I, m,)] + [(Is, m6) = (51,75,)] | événements actifs 6 (11, 702 x )] + [(I, 6) % (51, 75,)]
7| [(Lg; ) * (I, my)] + [(Lg, 77) * (51, 75,)] 7 (I, 73 x m)] + [(Lg, w7) * (51, 75,)]
8| (g, 7a) * (L, m)] + [Ty, ms) * (51,75,)] 8| [(hmax m)] + (T, ms) * (51,7m5,)]

| (g, 1) 5 (h,m7,) * (51, 75,)] + [(s1, 705 X 70g,) (51, 705, ) |+
[(l, 77,) * (I, 3 X mm,)| + [(81, 77 X 705,) * (L2, 72,)]
2 [({5~7"2) * (l177Tll) (‘51 T 1)} + [(‘5177‘.6 X Tsl) (51./7'(';1)}—}—
(L, 77,) * (Lo, 70a X )|+ [(51, 78 X 705, ) * (L2, 72,
3 [(I,77,) * (51,701 X e, )] + [(s1, 705 X ;) % (51,700, )]+
[(Ig,73) * (I, m7,) * (I, mp,)] + [(s1, 707 X ;) * (o, 7))
o= 4| [00m) * (51,2 X my)] + (51,76 X g, ) (51,73, )]+
(I, 7wa) % (I, m7,) * (Lo, 1)) + [(s1, 708 X 75,) * (I, 7))
5 [(llvﬂ-l X 7T11) (5 1)] + [([5 91 77-51) (§l 77-51)}+
[(l, 75 x m,) * (Lo, m,)] + (51, 7T~n) (1277T7 X 7))
6 [(11771-2 Xﬂll)*(§l7ﬂ-l)]+[([ 91 7T81) (91 7T§1ﬂ+
[(l, w4 x m,) * (Lo, m,)] + (51, 7Tsl) (127778 X T,)]
7 [(11771-1 X ﬂ—h) * (217 7T"l)] + [( 7T51) (‘517 5 X 7T51)]+
(I, 703 x m,) * (I, m,)] + [(Lg, 07) % (51, 75,) * (I2, m3,)]
8 [(ll 2 X 7T]1> * (2 1)] + [( 7T51> (‘517776 X 7T51)1+
(I, w4 x ) % (I, )] + [( gﬂ"s) (81, ms,) * (I2,73,)]

FI1G. 11.7 — Le vecteur v apres la multiplication par le deuxiéme facteur normal

Et finalement, en multipliant le vecteur v (de FIG. 11.7) par le dernier facteur normal, on obtient le
vecteur v présenté dans F1G. 11.8.

Il est intéressant de remarquer qu’apres la multiplication du vecteur v par un facteur normal d’in-
dice 7, un élément de ce vecteur posseéde nleft; facteurs, car les éléments sont des éléments complexes
(i.e., des produits de concurrence des chaines de transitions locales). Dans ce cas, le calcul de la pro-
babilité d’occurrence de la chaine de transitions globales d’un élément de v est seulement faite apres la
multiplication de v par le dernier facteur normal.

Alors, apres la multiplication de v par le dernier facteur normal, on applique la propriété d’idem-
potence des événements (Propriété 9.2.1, page 168) pour les produits de concurrence des chaines de
transitions locales afin d’obtenir les chaines de transitions globales et, par conséquence, on calcule la
probabilité d’occurrence de ces chaines de transitions globales. Par exemple, en prenant la valeur de
v[1] (de FIG. 11.8) qui posseéde la somme de 8 produits de concurrence des éléments des matrices du
descripteur, on peut obtenir les chaines de transitions globales suivantes :
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by my,) (51, 7s,) o (I3, 7)) =+ (51, 705 X 706, % (51,75, ) (I3, 7m,) ]+
(lpy 73 x m,) * (I3, my,)] + [(s1, 07 X m5,) * (Lo, m,) * (I3, 77,) |+
(81,75,) * (81,72 X 75,)] + [(51, ™6 X 7s,) * (51, 75,) * (81,75, )]+
(lo, wq X ) * (s1,75,)] + [(s1, T8 X s, ) * (l2, 7m,) * (81, 7s,)]
(
(

—

81, 7s,) * (I3, w1 X )] + [(51, 75 X m5,) * (81, 75,) * (I3, m1,) ]+
L7 ) ok (Lo, 73 X ) o (I3, )] 4 [(81, 77 X 7g)) * (I, m,) * (I3, 7m,)]+

» T,
& 71'2)

*
*
* (l1,7rj) (81,7s,) * (81, ms5,)] + [(51, w6 X Tsy) * (81, 75,) * (81, ms,)|+
« (lo, g X 1) * (81, 75,)] + [(81, w8 X 75,) * (2, m1,) * (51, 75, )]

7%)
. 7T,) (S}7ﬂ1 X Wfl) * (13,7@)] + [(s1, 75 X 75,) * (51,705, ) * (13.,7173)}+
(b mg,) * (I, ) * (I, )] 4 [(s1, 707 X 7, ) o (L, g, ) (I3, 7, )]+
51,2 X Tg,) % (51, 7)) + [(51, 76 X ) * (51, 7s,) * (51,705, )]+
la, m,) * (81,74 X 7, )] + [(51, 708 X 7y,) * (I, 77,) * (51,75,)]

N 1,1 X 7T51) * (13,7{'13)] =+ [(81,71'5 X 7T51) * (_817 ﬂ'sl) * (lg./ 71'[3)}4-
: 2,m7,) * (I3, g X )| 4 [(s1, 707 X ,) * (Lo, 7,) o (I3, m,) |+
llvﬂ-ll §1, T2 X 77-?1) (‘§177T§1)} [(517776 X 7T91) (8177TSI) * (5177‘-51)}_‘—

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
( :
([évﬂ- ) (llvwll) (1277T12 (5177“1)} [(5177‘-8 X 7T81) * (127 71—12) * (glv 7T§1)]
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

fj‘v 71'3)
» T

ST,

) *
51,7, ) * (_i:s,ﬂzs)] [( 5771'5) * (51, ms,) * (81, ms,) * (I3, m7,) ]+
b, m,) * (I3, mg,)] 4 [(81, 75,) * (lo, 707 X m,) * (3, )]+
177751) (81771-51)} + [( 1) (Slvﬂ-bl) (51771-6 X 71-51)}_'—

11,71‘1 X 7T11)
11,71'3 X 7T11)
ly, 72 X )

l

l
l
l

.

, g X Ty,

Iy, m,) * (51,7s,)] + [(81,75,) * (Lo, 78 X 7,) * (51, 7s,)]

1 ) +
1,71 X 7T11) ,7T§]) (l3,7T13)] + [( ) (51,7-[?1) * (l3>ﬂ-5 X 7”3)}+
1,73 X 7Tl1) 1277[-[2) (l37 ﬂ-l?” +
1
1

[
S1, s ) (5177‘—91)}"’_

(51,

[(Z¢
(51,
(51,

S1
(157 777)

%
% ) * (ZQ,TF7 X 77_12) * (l37 ﬂ—ls)}_‘_

, Ty X Ty, ) * ,T6) * (51,7s,) * (51, 7s,) * (51, 75,) |+

%

l l2,71'12) (5177781)] la, g x le) * (5177151)}

, Ty X T +
177781) * (1_377qu)] +
+

1

/\/\

Ts,) *
(1 m5,) * (1,75 X ;) * (I, 77, ]+
7@) * (I3, 7%)} [ 51,75, ) * (1277@) * (1377T1’3)]+
1 sy) * (51, 7)) + | 1) # (51,76 X )+ (1,705, ) )+
2,7,) * (81, 7,)] + [(51,75,) * (Lo, 77,) * (81, 78 X 7 )]
s1,7s,) * (I3, m, )] + [(3 ) * (s1, 75 X s, ) * (I3, m,)]+
o, m7,) * (I3, m,)] + (81, 75, ) * (Lo, m7,) * (I, 707 X 7))+
fla%) (Slvﬂsl)}Jr[(gl»”gl)*( §1, 6 X ;) * (51, 75,)] 4
lo, mp,) % (51, 7s,)] + [(Ig, w8) * (51, 75,) * (I, 7y,) * (51, 75,)]

Ly, ™ X m,

S
1 2
S

* o~

11,71'2 X m

*

*
1 *
*

l
Ly, g X l

)
)
l1,71'3 X 7Tl)
)
)

ll,ﬂ'l X T,

)
)

*
11,71'3 X 7T]1) *
ll,ﬂ'z X 7711) *

[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

l1,7T4 X 7T]1) *

F1G. 11.8 — Le vecteur v apres la multiplication par le dernier facteur normal

L (Ig,71) (I, ) * (51, s, ) + (I3, g, ) = (I, 7wy x 10, ) - (I, I, ) < L événement complémentaire
51 ne respecte pas son degré d’idempotence dans le produit de concurrence et, par la propriété
9.2.1 (Equation (9.24), page 168), son tuple de transition sera égal a I et par conséquence il
va disparaitre de la chaine de transitions globales. On applique la propriété¢ 1 (Définition 11.1.2,
page 204) du tuple de probabilité 4 I’événement complémentaire /1, une fois qu’on a le tuple de
transition globale de cet événement.

2. (51,75 X Ts,) * (51,75,) * (I3,77,) = Oz : Lévénement s1 ne respecte pas son degré d’idem-
potence dans le produit de concurrence et, par la propriété 9.2.1 (Equation (9.25), page 168), ce
produit de concurrence des chaines de transitions locales est évalué a O.+.

3. (I, mp, ) (lo, g xmyy )+ (I3, wp, ) = (11, 107, ) - (lg, w3 X 10y, ) - (I3, 11, ) = Tous les événements locaux
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de ce produit de concurrence respectent leurs degré d’idempotence. On conservent les tuples de
transition globale de ces événements qui forment la chaine de transitions globales.

. (s1,77 x mg,) * (I2,m,) * (I3, 77,) = Oz : Ce produit de concurrence, ainsi que les produits

de concurrence des items 5, 6, 7 et 8 sont évalués a O pour la méme raison que le produit de
concurrence de I’item 2 est aussi évalué a O (i.e., 'événement s; ne respecte pas son degré
d’idempotence).

. (il,ﬂjl) % (81,75, ) * (81,72 X Ts,) = O

5
6.
7
8

51, Mg X Mgy ) * (51,75, ) * (51,7s,) = Oz

(
. (l_l’ﬂfl) * (l2,7r4 X 7T12) * (81,71'31) = 07“-
(

51,71-8 X 7T31) * (l2,7T12) * (31,7731) = O’j’

En prenant la premiére chaine de transitions globales (I1, 71 x II7 ) - (I3, II7,) de v[1], on calcule la
probabilité d’occurrence® (Définition 11.1.1) de cette chaine de la facon suivante :

T X P X Pls

Alors, en obtenant les chaines de transitions globales* pour tous les éléments de v (de FIG. 11.8),
on peut calculer le vecteur de probabilité 7’ résultant a partir de EvProb(v). Dans FIG. 11.9, on présente
le vecteur de probabilité 7’ résultant de la multiplication du vecteur de probabilité 7 par le descripteur
discret P (présentés en page 213).

7' = EvProb(v)

L (e x pr, % pp,) + (03 X pr, X pr, X p7,)

2| (myx pp, X i) + (72 X pp,) + (703 X i, X pry, X i) + (2 X p, X pi,)

3| (s x py, X pp, ¥ pr,) + (6 X psy)

/I __
T = 4| (w3 x p, X p, X pi) + (74 X py, X pp,)

S| (o x iy X pp) + (03 X pry X piy X pp,) + (705 X pp,) + (77 X pi, X py,)

6 | (10X o1y X pig) + (02 X piy) + (03 X piy X pry X pig) + (a X piy X piy)+
(775 X p13) + (776 X pgl) + (777 X piy X plz) + (7r8 X plz)

T (73 X p, X py, X py,) + (77 X pp, X pg,)

8 | (s X pi, X pr, X pi,) + (74 X pi, X py,) + (77 X pp, X p1,) + (78 X py,)

FIG. 11.9 — Le vecteur de probabilité 7’ obtenu a partir du vecteur d’événements v

30n rappelle que par cet exemple toutes les probabilités de routage associées aux tuples de transition locale des événements
sont égales a 1 ce qui donne une probabilité de routage globale égale a 1 associées aux tuples de transition globale.

*On s’intéresse uniquement aux chaines de transitions globales qui sont différentes de Oz, car une chaine de transitions
globales évaluée a O+ posséde une probabilité d’occurrence égale a 0 (zéro).
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Dans la section suivante, on présente la complexité de 1’algorithme (présenté dans ALG. 11.3) de
la “multiplication” du vecteur de probabilité 7 par les facteurs normaux du descripteur discret P d’un
modele SAN a temps discret.

11.2.1 Complexité

N .
La complexité de la “multiplication” du vecteur par le descripteur discret P = ® P est obtenue en
i=1
comptant le nombre de produits de concurrence du produit vecteur-matrice (i.e., le nombre de produits

de concurrence du vecteur z, par le matrice P(%) du facteur normal 7) exécuté dans ALG. 11.3 (ligne
15).

En supposant que les matrices P(*) sont pleines, le nombre de produits de concurrence pour chaque
produit vecteur-matrice est égal a (nz)2 On rappelle que les vecteurs v, z;, €t z,,; sont des vecteurs
d’événements avec des expressions non réduites de I’algebre de tensorielle complexe (i.e., des produits
de concurrence des chaines de transitions locales). Dans ce cas, a chaque produit de concurrence de z;,
par un facteur normal d’indice ¢ (ligne 15, ALG. 11.3), chaque élément de z;,, possede nleft; facteurs,
d’ou nleft; est le colit du produit d’un élément du vecteur par le facteur normal ¢. Encore, a chaque
boucle en i de ALG. 11.3, nleft; x nright; (i.e., n;) produits vecteur-matrice sont exécutés avec des
matrices de taille n;. La complexité de ALG. 11.3 est’ :

N N N
Z (ﬁ, x (n;)? x nlefti) = an X Z (n; x nleft;) (11.12)
i=1 i=1 i=1

Si les matrices P(*) sont stockées dans un format creux, le nombre de produits de concurrence pour
chaque produit vecteur-matrice est, en général, inférieur a (n;)2. Dans ce cas, si nz; est le nombre d’élé-
ments non-nuls de la matrice P(Z), la complexité de ALG. 11.3 est :

N N N oo
(7 X nz; xnzei):HnixZ<—l xnzei> , (11.13)
i=1

i=1 =1 \ i
i—1
N nzy
ou nze; = H —,etnze; = 1.
N
k=1

Dans la section suivante, on présente quelques optimisations afin de réduire le nombre de produits
de concurrence (la complexité) de I’algorithme présenté dans ALG. 11.3.

11.2.2 Optimisations

Comme on I’a mentionné précédemment, 1’idée de la méthode présentée dans ce chapitre est de
réaliser un mélange parfait des éléments du vecteur, partant de la multiplication du vecteur par le premier
facteur normal, de facon a ce que le nombre de multiplications entre ces éléments par les matrices du

“Rappelons que par la définition du formalisme des Réseaux d”Automates Stochastiques, ainsi que pour la définition des
suites de matrices, n; X n; = nleft; X nright; X n; = Hfil M.
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descripteur soit minimum. Les optimisations qu’on va présenter dans cette section visent a profiter de la
sémantique du formalisme SAN a temps discret afin de réduire le nombre de produits de concurrence du
produit vecteur-matrice exécuté dans ALG. 11.3 (ligne 15).

Optimisation Locale

La premiere optimisation est liée a 1'utilisation du degré d’idempotence associé aux événements
locaux du modele.

Pour que le nombre de produits de concurrence du produit vecteur-matrice soit toujours minimum,
il faut qu’on applique depuis les premieres multiplications des éléments du vecteur par les éléments des
matrices la propriété 1 (Définition 11.1.2, page 204). Dans un premier temps, on restreint I’application de
cette propriété aux tuples de transition locale des événements actifs. Cette restriction évite la perte de la
valeur de la probabilité du tuple de probabilité, sachant que le tuple de probabilité d’un événement com-
plémentaire peut disparaitre si cet événement n’atteint pas son degré d’idempotence (Equation (9.24),
Propriété 9.2.1, page 168).

Toutefois, les événements locaux, par la définition du formalisme SAN (Définition 2.2.12, page 28),
respectent toujours leurs degré d’idempotence, i.e., le degré d’idempotence d’un événement local est
égal a 1 et une fois qu’un événement local apparait dans un produit de concurrence, il respecte déja son
degré d’idempotence. Alors, on peut appliquer la propriété 1 entre le tuple de probabilité et les tuples de
transition locale des événements locaux (indépendamment du fait que 1’événement soit du type actif ou
complémentaire) et simplifier I’expression.

Si on reprend I’exemple de la multiplication du vecteur v (de FIG. 11.5) par le premier facteur normal
du descripteur discret P (présenté en page 213), alors en appliquant I’ optimisation locale on obtient le
vecteur v présenté dans F1G. 11.10.

U] [(Lg,7eq) * (I, m)] + [(Lg, 705) * (51,7, 1 [(hmy xomy)] + [(s1,75 X 7))

2| (T m2) * ()] + (T 6) * (51, 7m)) | broubgt 2| [(Bmr <)) + (51,76 X )]

3| (g, ms) * (1, m,)] + (g, )  (s1,m,,)] | (Pl de probabilité 3| [ s x )]+ [(s1,m7 x )]
v= 4| [(Igma) * (b, m)] + [(Ig,78) * (s1,7,)] v= 4| [(lh,maxm)] + [(s1,78 X 7,)]

51 g m1) * (i, my)] + [(Lg, 75) * (51, 75,)] al;’;;ﬁ?éisdiz 51 [(ymexomy)] + [(Lg,7ws) * (51, 75,)]

6| [(Ig, 72) * (b, m,)] + [(Is, 76) * (51, 75,)] Szfgr?i?;rrllttss:(}:/trilf_s 6| [(l,maxm)] + [(Is,me) * (51, 7,)]

7| [(Lg, ms) (L, m,)] + [(Ig, 1) # (51,75,)] | et événements locaux 7| [, 7 xm)] + [(Lg,77) * (51, 75,)]

8| [(Ig,7a) * (L, m)] + (T, ws) * (51,75,)] 8 [nmaxm)] + [y ms) % (51,75,

F1G. 11.10 — Le vecteur v optimisé apres la multiplication par le premier facteur normal

Dans 11.10, on peut remarquer 1’application de la propriété 1 (Définition 11.1.2, page 204) du tuple
de probabilité aux tuples de transition locale (I1,77,) de I'événement complémentaire /1 dans v[1], v[2],
v[3] et v[4]. L’application de cette propriété, des la multiplication du premier facteur normal, aux tuples
de transition locale va se propager pour la multiplication du vecteur par les facteurs normaux suivants.
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Optimisation Positionnelle

La deuxiéme optimisation repose sur ’aspect positionnel des événements synchronisants dans les
automates du modele.

Dans le contexte des SAN, un événement est réalisable uniquement s’il est réalisable au méme instant
dans tous les automates concernés par cet événement. On rappelle que I’ensemble d’indices d’automates
concernés par un événement e est noté par O, et |O.| = 7. (le degré d’idempotence de 1’événement
e). En utilisant cet aspect positionnel des événements synchronisants dans un produit de concurrence de
chaines de transitions locales, on peut obtenir une optimisation appliquant le corollaire 9.2.1 (page 169).
On rappelle ce corollaire :

Soit un événement e € & et une combinaison concurrente de couples ccc = (ccca) * (ccep), o
ccey et ccep sont des combinaisons concurrentes de couples tel que cccy = cscy * ... * cscp et cccg =
CSCpt1 * ... * CSCN,

s’il existe i € O, oi < p, tel que e & Svcsci, alors

I’évaluation de cccy = Oy et par le produit de concurrence avec le tuple de transition nul (propriété 2
de la définition 9.2.9, page 167) ce qui donne ccc = Ox.

Alors, dés la multiplication des éléments du vecteur par le deuxieéme facteur normal, on peut ap-
pliquer le corollaire 9.2.1 aux événements synchronisants actifs afin d’éviter le produit de concurrence
(obtenu apres la multiplication du deuxiéme facteur normal) par les facteurs normaux suivants, car le
produit de concurrence obtenu apres la multiplication du dernier facteur normal sera forcément évalué a
Oy lors de I’obtention de la chaine de transitions globales.

Pour illustrer cet optimisation, on reprend 1’exemple de la multiplication du vecteur v par le deuxieéme
facteur normal du descripteur discret P (présenté en page 213). Par exemple, on prend le premier produit
de concurrence de v[3] (FIG. 11.7) apres la multiplication par le deuxiéme facteur normal, i.e. :

(I, 77, % (51,701 X 74, )] (11.14)
cscy (1D

Dans ce modele, I’ensemble d’indices d’automates concernés par I’événement s; est égal a Oy, =
{1,2,3}. Dans ce cas, en observant le produit de concurrence présenté dans 1’équation (11.14), on
constate qu’il existe un ¢ € Oy, (e, i = 1) tel que 51 & (‘:’csci. Alors, méme si I’on continue a
multiplier ce produit de concurrence par les éléments des facteurs normaux, cette chaine sera finale-
ment évaluée a Oz. Dans ce cas, une fois que cette situation est constatée, le produit de concurrence
[(l1,77,) * (51,71 X s, )] par les éléments du dernier facteur normal, i.e., (I3, 7, ) et (I3, 7, ), n’est pas
réalisée.

Cette optimisation peut, en fonction des caractéristiques du modele, diminuer considérablement le
nombre de produits de concurrence (complexité) de 1’algorithme présenté dans ALG. 11.3.

Grace a la commutativité du produit de concurrence, il est possible d’imaginer un re-ordonnancement
des automates du modele de facon a ce que les automates concernés par un événement synchronisant
soient proches (i.e., que les facteurs normaux relatifs a ces automates se trouvent dans un ordre tel que
I’un soit apres 1’autre).
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D’ailleurs, outre I’optimisation du nombre de produits de concurrence, cette optimisation réduit la
quantité de mémoire nécessaire pour stocker les éléments (produits de concurrence des chaines de tran-
sitions locales) du vecteur v. Il faut toujours garder a ’esprit que les éléments du vecteur v sont des
expressions non réduites de 1’algebre tensorielle complexe (i.e., des produits de concurrence de chaines
de transitions locales).

Prenons les valeurs v[1] et v[2] du vecteur v aprés la multiplication par le deuxieme facteur normal
de I’exemple présenté précédemment. Dans ce cas, on peut observer dans FIG. 11.11 qu’au lieu de 4
produits de concurrence, on effectue seulement 2 produits de concurrence avec cette optimisation.

Vecteur v Vecteur v
1 (L, 7m0 > m) o+ (31, m5,)] + (51,705 X 7)) % (51, 75,)] + 1 (L, 1 X m7,) * (51, 75,)] +
[( 1, T3 X ﬂ—ll) * (1277‘—12)] + [(51 7 X 7rs1> (1277‘—]2)] [(l1~,773 X 7T1 ) (]2771'12)}
[Ty, 72 x ) % (51, 75,)] + [(s1,76 X ) % (51,75,)] + | D0 appliquant le (@, 72 % 77) * (51, 70)] +
2 l l I corollaire 9.2.1 2 iz 5
(I, g x g, ) o (L, )]+ (51,708 X 7g,) o (12, 70, )] [(I1, 7q x ;) (/z,mzﬂ
aux produits
[ ]
de concurrence

FI1G. 11.11 — Le vecteur v optimisé apres la multiplication par le deuxieme facteur normal

De plus, cette optimisation se propage pour la multiplication du vecteur par les facteurs normaux
suivants. Dans ce cas, aprés la multiplication du vecteur v par le dernier facteur normal, v[1] et v[2]
auraient 4 produits de concurrence au lieu de 8 (F1G. 11.12).

Vecteur v
4 _ — I\
[(l}v ™ X 7T71) * (517 7T§1) * (}3771-[73)] +
! [({1,773 X 7T‘1) * (la, m,) * (l37771'3)] +
[({1; Ty X 7T’1> * (glv 7T§1> * (817 7T$1)] +
[(lla Ty X Wil) * (l27 7-”2) * (Slv 7T5])]
[(l:lv ™ X ﬂul) * (glv 71—51) (l37 7715)] +
2 [({17 3 X 7T’1) * (l27 7”2) (l377773)] +
[(l_laﬂ'Z X 7I"1) * (5177[-51) (8177751)] +
[(l, 7ma X mp) * (L2, m,) * (81, 75,)]
G J

FI1G. 11.12 — Le vecteur v optimisé apres la multiplication par le dernier facteur normal
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11.3 Expériences numériques

On va présenter dans cette section quelques expériences numériques qui doivent étre faites afin de
tester la performance de la méthode et des optimisations suggérées dans la section précédente. En raison
de manque temps, la méthode et les optimisations présentées n’ont pas pu étre développées dans un
module du logiciel PEPS (Performance Evaluation of Parallel Systems) [17] au cours de cette thése pour
I’obtention des résultats numériques.

L’implantation de ce module sera faite comme un prolongement immédiat afin d’obtenir des mesures
numériques pour la méthodes et les optimisations présentées dans ce chapitre. On envisage de réaliser
des mesures numériques pour les expériences suivantes :

(1) I’Algorithme de base (ALG. 11.3);

(2) I’'Optimisation Locale ;

(3) I’Optimisation Positionnelle ;

(4) I’Optimisation Locale et Positionnelle.

Les mesures numériques réalisées pour ces expériences doivent impérativement prendre en compte
deux aspects :

— le temps d’exécution pour réaliser la multiplication du vecteur de probabilité par le descripteur
discret (i.e., le temps nécessaire pour réaliser les trois étapes de la multiplication décrites en page
208);

— la quantité finale de mémoire utilisée pour stocker les éléments du vecteur v (i.e., la mémoire
utilisée pour représenter les expressions non réduites de I’algebre tensorielle complexe).

En réalisant I’expérience (1), i.e., I’algorithme de base, on s’intéresse a la performance de la méthode
de multiplication vecteur-descripteur proposée dans ce chapitre. L’expérience (2), I’optimisation locale,
essaie de réduire le nombre de produits de concurrence du produit vecteur-matrice (i.e., le nombre de
produits de concurrence du vecteur z;, par le matrice P(%) du facteur normal i) exécutées dans ALG.
11.3 (ligne 15). L’expérience (3), I'optimisation positionnelle, tente de réduire le nombre d’éléments
(produits de concurrence des chaines de transitions locales) stockés dans le vecteur v et par conséquence
de réduire aussi le nombre de produits de concurrence du produit vecteur-matrice. L’expérience (4),
I’optimisation locale et positionnelle, envisage d’exploiter ensemble le gain de ces deux optimisations
afin de réduire le maximum possible le nombre de produits de concurrence du produit vecteur-matrice,
ainsi que la quantité de mémoire utilisée pour stocker les éléments du vecteur.

Alors que les optimisations proposées réduisent potentiellement le nombre de produits de concur-
rence du produit vecteur-matrice, ainsi que la quantité de mémoire nécessaire pour la représentation des
éléments (produits de concurrence des chailnes de transitions locales) du vecteur, ces optimisations n’as-
surent pas un gain réel de temps d’exécution pour I'utilisation de la méthode, car le cofit de I’implantation
de ces optimisations peut étre élevé et ceci mérite d’€tre évalué.
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Afin d’analyser I'impact des optimisations suggérées pour la méthode, on envisage de tester les
expériences pour des modeles avec des différentes caractéristiques telles que :

(a) un modele SAN avec des événements locaux seulement dans tous les automates ;,
Un modele avec des événements locaux seulement dans tous les automates est un modele in-
téressant pour tester 1’optimisation locale. On envisage d’appliquer 1’optimisation locale, des la
multiplication du premier facteur normal, aux tuples de transition locale afin de propager ce gain
pour la multiplication des éléments du vecteur par les facteurs normaux suivants. Un modele avec
ces caractéristiques, par exemple, est le cas des modeles du Diner des Philosophes (F1G. 8.1, page
151) et Partage de Ressources (F1G. 8.4, page 156).

(b) un modele SAN avec un seul événement synchronisant, ot tous les automates sont concernés
par cet événement ;
Un modele avec un seul événement synchronisant, ou tous les automates sont concernés par cet
événement, est spécialement intéressant pour analyser 1’impact de 1’optimisation positionnelle.
Dans ce cas, une fois qu’'un tuple de transition de cet événement apparait dans un élément du
vecteur (i.e., dans un produit de concurrence des chaines de transitions locales), on peut alors
appliquer I’optimisation positionnelle a cet élément et pour toutes les multiplications suivantes de
cet élément par les facteurs normaux, afin d’éviter des multiplications pour les cas ou cet élément
sera forcément évaluée a O (I’élément nul) lors de I’obtention de la chaine de transitions globales.

(c) unmodele SAN avec un automate qui possede des événements synchronisants seulement et tous
les événements synchronisants ;
Un modele avec un automate qui posseéde seulement des événements synchronisants et tous les
événements synchronisants du modele est aussi un modele particulierement intéressant pour tester
I’ optimisation positionnelle proposée précédemment. Par exemple, un modele avec ces caractéris-
tiques est le cas du modele du Patron de Service Alterné (I’automate A®) - FIG. 8.2, page 153).
Sachant que le produit de concurrence est un opérateur commutatif, on peut re-ordonner les au-
tomates de facon a ce que cet automate (qui possede seulement des événements synchronisants
et tous les événement synchronisants du modele) soit le premier automate et par conséquence le
facteur normal relatif a cet automate soit le premier facteur normal. On peut aussi appliquer cette
optimisation a presque tous les facteurs qui suivent. Dans ce cas, on peut envisager de re-ordonner
les automates en fonction de nombre d’événements synchronisants de fagon a ce que le premier
automate soit I’automate qui possede seulement des événements synchronisants et tous les événe-
ments synchronisants du modele, suivi de I’automate qui possede quasiment tous les événements
synchronisants du modele et ainsi de suite jusqu’a I’automate qui possede un ou aucun événe-
ment synchronisant. Pour des modeles avec cette caractéristique, en re-ordonnant les automates
et appliquant 1’optimisation positionnelle, on peut réduire le nombre de produits de concurrence
du produit vecteur-matrice deés la multiplication des éléments du vecteur par le deuxieme facteur
normal. On peut encore envisager plusieurs heuristiques de re-ordonnancement des automates.
Cependant, ce travail ne sera pas étudié dans cette these et sera I’objet d’un travail ultérieur.

(d) des modeles SAN sans caractéristiques particuliéres.
Il est aussi intéressant de tester les expériences suggérées pour des modeles SAN sans caracté-
ristiques particulieres. Ceci est le cas, par exemple, du modele de I’Atelier avec kanbans (FI1G.
8.3, page 155). On envisage de voir I’'impact des optimisations (positionnelle et locale) pour ce
modele.
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Les expériences proposées dans cette section vont permettre de comparer le gain réel de I'implan-
tation des optimisations suggérées pour la méthode de la multiplication du vecteur par le descripteur
présentée dans ce chapitre.

Dans Ia littérature, la représentation de la chaine de Markov sous-jacente d’un modele structuré par
un descripteur est largement appliquée a des formalismes de modélisation en temps continu [111, 48, 49,
83, 55, 129, 21, 22, 39]. La représentation du descripteur discret par un unique produit tensoriel portant
sur des facteurs qui décrivent ce qui se passe sur une seule dimension (une composante du modele SAN)
est un résultat nouveau tres favorable pour la proposition d’autres méthodes (que celle du Shuffle) de
multiplication d’un vecteur de probabilité par le descripteur.

Par exemple, dans [22], la génération des éléments de la matrice de transition de la chaine de Markov
représentée par le descripteur est faite lorsqu’ils sont requis, i.e., une génération des éléments qui a lieu
a la volée [44]. Sachant que le descripteur de la méthode présentée dans ce chapitre est représenté par
un seul produit tensoriel, on peut envisager une adaptation de cette méthode a la volée de facon a ce que
les éléments du descripteur soient générés dynamiquement. Cette approche a comme effet de réduire la
quantité de mémoire utilisée dans la multiplication vecteur-descripteur, car une fois qu'un élément du
descripteur est requis pour multiplier un élément du vecteur, cet élément est généré (i.e., le produit de
concurrence des chaines de transitions locales est réalisé et réduit a une chaine de transitions globales),
la probabilité de cet élément est calculée, puis 1’élément est détruit.

D’ailleurs, les optimisations proposées précédemment (i.e., I’optimisation locale et/ou positionnelle)
peuvent aussi étre employées dans la méthode qui génere les éléments du descripteur a la volée.

11.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté une méthode de “multiplication” d’un vecteur de probabilité par un
descripteur discret d’'un modele décrit par le formalisme SAN a temps discret. Le descripteur discret
d’un modele SAN est la facon compacte par laquelle on peut décrire les transitions du modele. Un aspect
important de cette méthode est qu’elle permet de “multiplier” un vecteur de probabilité par le descripteur
discret du modele, sans jamais générer la matrice de transition de la chaine de Markov de ce modele.

En profitant de la représentation tensorielle du descripteur, la méthode réalise une suite d’opérations
qui manipulent des donnés de la taille de I’espace d’états d’une composante (i.e., d’un automate) du
modele au lieu de réaliser des opérations sur I’espace d’états produit de ce modele. Cette suite d’opé-
rations est possible grace a la propriété de décomposition des produits tensoriels complexes en facteurs
normaux.

Cette méthode emploie une approche inspirée de 1’algorithme Shuffle, utilisé pour les modeles SAN a
temps continu [55], et elle est la premiere approche de la “multiplication” d’un vecteur par un descripteur
(I'opération fondamentale des méthodes itératives pour la résolution d’un modele) d’un modele SAN a
temps discret qui utilise la sémantique présentée dans le chapitre 7.

En se basant sur certaines propriétés des opérateurs utilisés pour la description du formalisme SAN
a temps discret, telles que le degré d’idempotence des événements locaux et I’aspect positionnel des évé-
nements synchronisants dans un produit de concurrence, on a proposé des optimisations pour la méthode
présentée dans ALG. 11.3 afin de réduire le nombre de produits de concurrence nécessaires pour réaliser
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le produit vecteur-matrice. De plus, ces optimisations permettent une réduction dans la représentation
(stockage) des éléments intermédiaires calculés (produits de concurrence des chaines de transitions lo-
cales) du vecteur.
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Chapitre 12

Conclusion et perspectives

L’ apport scientifique de cette thése est centré sur le formalisme des Réseaux d’Automates Stochas-
tiques (SAN - Stochastic Automata Networks) et s’articule autour de deux axes de recherche : les forma-
lismes de modélisation et les méthodes de calcul.

Les principales contributions de cette these sont : (1) la définition de méthodes efficaces de génération
de l’espace d’états atteignables de modeles SAN a temps continu basées sur la formulation tensorielle ;
(2) la définition d’une méthode de multiplication d’un vecteur de probabilité par le descripteur d’un
modele a temps discret exprimé sous forme d’un produit tensoriel complexe, sans jamais générer la
matrice qui représente ce descripteur.

Dans cette conclusion, nous présentons un bilan de ces contributions en rappelant les principaux
résultats obtenus et les mises en ouvre pour les obtenir. Et, dans la section 12.3, nous mentionnons des
perspectives de travaux ouvertes grice aux travaux développés dans cette these.

12.1 Méthodes de génération de I’espace d’états atteignables

Les travaux précédents de méthodes de génération de I’espace d’états atteignables (RSS - Reachable
State Space) [94, 32, 30] considerent I'utilisation de fonctions, ou les arguments de ces fonctions sont
limités a I’espace d’états local d’un sous-systeme (i.e., fonctions qui peuvent étre évaluées a priori).

Afin de permettre la génération de I’espace d’états atteignables de modeles qui utilisent des fonctions
(sans hypothese concernant les arguments), nous avons montré comment nous pouvons représenter par
un Diagramme de Décision Multi-valués (MDD) I’ensemble d’états oit une fonction ne s’annule pas et
nous avons présenté une formulation tensorielle (dénommée descripteur d’atteignabilité) qui sépare les
éléments des matrices suivant les sous-espaces ol elles peuvent devenir identiquement nulles.

En se basant sur des méthodes précédentes de génération de I’espace d’états atteignables de modeles
compositionnels, nous avons défini des méthodes efficaces de génération de ’espace d’états atteignables
de modeles SAN a temps continu basée sur la formulation tensorielle du descripteur d’atteignabilité. Ces
nouvelles méthodes de génération du RSS de modeles compositionnels prennent en compte de [’utilisa-
tion de fonctions qui expriment des relations entre les composantes des modeles.
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La génération de I’espace d’états atteignables d’un modele compositionnel est reconnue comme un
probleme difficile du fait de 1’explosion combinatoire de I'espace d’états du modele. Notamment, pour
des modeles qui ont des transitions qui dépendent de I’état global, i.e., qui expriment des relations entre
les composantes des modeles. Des fonctions avec cette caractéristique ne peuvent pas étre évaluées a
priori, puisqu’elles doivent étre évaluées pendant la génération de I’espace d’états atteignables du mo-
dele, et rendent plus complexe le calcul de I’espace d’états atteignables.

L utilisation des méthodes de génération présentées dans cette these n’est pas limitée au formalisme
SAN, ces méthodes peuvent étre employées pour d’autres formalismes structurés de haut-niveau qui
possedent une représentation généralisée de Kronecker.

Ces méthodes, outre qu’elles permettent 1'utilisation de fonctions sans hypothése sur les arguments,
permettent aussi la représentation d’un tres grand espace d’états atteignables d’un modele SAN par un
MDD. La représentation du RSS de modeles SAN par un MDD constitue une amélioration importante
lorsqu’on compare avec la représentation vectorielle courante du RSS de modeles SAN, car nous pouvons
calculer le RSS de modeles plus grands d’une facon performante, alors que le pic de mémoire utilisée
reste relativement bas.

12.2 Méthode de multiplication vecteur-descripteur discret

Des méthodes numériques (notamment les méthodes itératives) sont particulierement bien adaptées
aux systemes a tres grand espace d’états. Une des grandes difficultés pour I’application de ces méthodes
est la multiplication d’un vecteur de probabilité par le descripteur du modele.

La représentation de la chaine de Markov sous-jacente d’un modele structuré par un descripteur est
largement appliquée pour des formalismes de modélisation en temps continu [111, 48, 49, 83, 55, 129,
21,22, 39].

En ce qui concerne les systetmes modélisés sur une échelle de temps discrete, a chaque intervalle
de temps, plusieurs événements peuvent avoir lieu. La grande difficulté pour ces modeles est le calcul
effectif de la formulation matricielle de la chaine de Markov sous-jacente. Cette difficulté vient essen-
tiellement de la combinatoire générée par la possibilité d’avoir des événements simultanés.

Dans la littérature, nous trouvons un certain nombre de propositions de formalismes pour modéliser
des systemes a temps discret : Réseaux de Petri Stochastiques [97, 29], Réseaux de Files d’Attente [68]
et Réseaux d’Automates Stochastiques [112, 8].

Au niveau des Réseaux de Petri Stochastiques, Molloy dans [97] propose une sémantique pour traiter
la concurrence de transitions (i.e., deux transitions réalisables dans la méme unité de temps), ol on
insere des probabilités de choix aux transitions. Ciardo dans [29] propose d’associer un poids a chaque
transition et lorsque les deux transitions sont potentiellement réalisables en méme temps, la probabilité
de la transition effectivement réalisée est pondérée par la probabilité de chaque transition. Dans ces deux
approches, la simultanéité est écartée alors qu’elle peut avoir un sens physique dans certains systemes.
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Au niveau des Réseaux d’Automates Stochastiques, Benoit dans [8] introduit la notion d’ordre de
priorité entre les événements du modele SAN a temps discret afin de préciser le comportement a suivre
en cas de conflit, lorsque le tirage d’un événement amene a un état ol un autre n’est plus réalisable. Ce
travail a présenté un algorithme pour générer la chaine de Markov a temps discret sous-jacente, mais il
ne propose pas de représentation tensorielle du générateur de cette chaine de Markov.

Dans le but de gérer cette combinatoire d’événements dans un modele a temps discret, nous avons
proposé une algebre tensorielle (appelée Algebre Tensorielle compleXe - ATX) adaptée a la composition
parallele des Réseaux d’Automates Stochastiques a temps discret. Grace a cette algeébre, il est possible de
représenter de fagon compacte par une formulation tensorielle (appelée descripteur discret) les transitions
de la chaine de Markov sous-jacente d’un modele SAN a temps discret.

La sémantique de 1’algebre tensorielle complexe cache a ['utilisateur du formalisme foute la com-
plexité d’'un modele a temps discret, ce qui fait de cette sémantique un outil puissant pour la construction
de modeéles SAN a temps discret. Plus précisément, les regles de I’algebre appliquées sur les événements
masquent la complexité de la combinatoire générée par la possibilité d’avoir des événements simultanés
dans le méme automate, alors que le produit tensoriel complexe, outre qu’il masque I’ explosion combina-
toire de I’espace d’états du modele, gere aussi la modélisation de I’occurrence d’événements concurrents
(i.e., 'occurrence d’événements dans différents automates dans la méme unité de temps).

Nous avons démontré quelques propriétés de 1’algebre tensorielle complexe qui permettent la dé-
composition du descripteur discret en facteurs normaux. Cette décomposition sert de base aux méthodes
itératives pour la résolution d’un modele SAN a temps discret. Les définitions de [’algebre tensorielle
complexe, ainsi que les propriétés de cette algeébre présentées dans cette theése sont des travaux innovants
qui ont permis, outre la représentation compacte des modeles, la proposition de méthodes de résolution
de modeles pour une sémantique en temps discret.

En se basant sur I’algorithme de Shuffle [55] largement utilisé pour la résolution de modeles SAN
a temps continu, nous avons présenté une méthode de multiplication d’un vecteur de probabilité par un
descripteur discret d’un modele SAN a temps discret, sans jamais générer la matrice de transition qui
représente ce descripteur.

L’idée de base de cette méthode est de profiter de la représentation tensorielle du descripteur de
facon a ce que la multiplication par un opérateur sur l’espace produit soit remplacée par une suite
d’opérations qui manipulent des données de la taille d’une composante (et pour toutes les composantes).
De cette facon, la méthode réalise une suite d’opérations qui manipulent des donnés de la taille de
I’espace d’états d’une composante (i.e., d’un automate) du modele au lieu de réaliser des opérations
sur l’espace d’états produit de ce modele. Cette suite d’opérations est possible grace a la propriété de
décomposition des produits tensoriels complexes en facteurs normaux de I’algebre tensorielle complexe.

Nous avons aussi proposé des optimisations pour cette méthode en vue de réduire le nombre de pro-
duits de concurrence nécessaires pour réaliser la multiplication vecteur-descripteur, ainsi que la quantité
de mémoire utilisée dans la représentation (stockage) des éléments intermédiaires calculés du vecteur.
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12.3 Perspectives

Les perspectives de cette theése sont multiples : les perspectives a court, moyen et long terme. Les
perspectives a court terme concernent les travaux d’implantation de la méthode de multiplication en
temps discret. Les perspectives a moyen terme concernent les travaux autour des méthodes de génération
pour modeles a temps continu et de la méthode de multiplication vecteur-descripteur pour des modeles
a temps discret. Les perspectives a long terme implique dans les travaux ol des apports dans d’autres

domaines sont requises.

12.3.1 Perspectives a court terme

Implantation de la méthode de multiplication vecteur-descripteur (SAN discret)

Nous envisageons dans un futur immédiat 1’implantation de la méthode, ainsi que les optimisations
suggérées, de multiplication vecteur-descripteur d’un modele SAN a temps discret. Cette implantation
sera développée dans un module du logiciel PEPS (Performance Evaluation of Parallel Systems) [17,
106] pour I’obtention des résultats numériques.

Les mesures numériques pour tester 1’efficacité de la méthode proposée doivent étre effectuées pour
les expériences présentées dans le chapitre 11 (Section 11.3, page 222). Ces expériences vont permettre
de comparer le gain réel (de temps d’exécution et mémoire utilisée) de I’implantation des optimisations
suggérées pour la méthode de multiplication vecteur-descripteur présentée dans cette these.

12.3.2 Perspectives a moyen terme

Evaluation des fonctions pour la génération de I’espace d’états atteignables (SAN continu)

Dans le but de profiter de I'utilisation des taux et probabilités fonctionnels dans la description des
modeles, nous avons montré comment les taux et probabilités fonctionnels ont été utilisées au sein des
méthodes de génération présentées dans cette these.

Nous avons représenté par un MDD 1'ensemble d’états d’une fonction ou la fonction ne s’annule
pas. La génération de ce MDD est une tache relativement simple, sachant qu’il est obtenu par 1’'union de
tous les états pour lesquels 1’évaluation de la fonction est différente de zéro. Autrement dit, nous avons
évalué une fonction (de fagon explicite) sur tous les états de son domaine et donc nous avons produit un
MDD en faisant I’union de tous les états pour lesquels 1’évaluation de la fonction est différente de zéro.
Cependant, comme nous I’avons montré dans les résultats présentés dans le chapitre 6, la génération de
ce MDD d’une fonction sans hypothese sur les arguments peut avoir un cofit de calcul tres élevé.

Il est possible d’envisager une évolution de facon a ce que [’évaluation d’une fonction soit seulement
faite lorsqu’elle est requise. Cette démarche mérite une étude approfondie afin d’analyser 1’impact de
cette adaptation dans ce contexte.



12.3. PERSPECTIVES 231

Cette approche peut apporter des gains considérables en temps d’exécution de la génération de I’es-
pace d’états de modeles qui utilisent des fonctions a trés grand espace d’états.

Diagramme de Matrices (SAN continu)

Dans les méthodes de génération de I’espace d’états atteignables présentées dans cette thése, nous
avons représenté la fonction “next-state” par le descripteur d’atteignabilité (présenté dans le chapitre
4). On rappelle que le descripteur d’atteignabilité d’un modele est un descripteur restreint aux relations
d’atteignabilité de ce modele, sans considérer les valeurs des taux.

La génération de 1’espace d’états atteignables est une premiere étape pour I’évaluation d’un modele.
La représentation compacte de la matrice de transition pour la résolution du modele est une autre étape a
réaliser. Une démarche performante et largement utilisée pour la représentation de la matrice de transition
de modeles décrits par le formalisme des Réseaux de Petri Stochastiques est I’ utilisation des diagrammes
de matrices (MxD - Matrix Diagram) [91, 92]. Un diagramme de matrice est une structure similaire a
la structure d’un MDD, sauf que les noeuds non-terminaux sont des matrices dont les éléments sont des
valeurs réelles et des pointeurs pour des autres noeuds.

Nous envisageons d’utiliser des diagrammes de matrices pour la représentation de la fonction “next-
state” afin de profiter des méthodes de génération basées sur la saturation adaptées aux modeles a temps
continu qui utilisent des fonctions.

Pré-évaluation des fonctions pour la méthode de multiplication (SAN discret)

L utilisation des éléments fonctionnels (i.e., la probabilité d’occurrence fonctionnelle d’un événe-
ment ou la probabilité de routage fonctionnelle d’une transition lors de I’occurrence d’un événement) est
I’une des caractéristiques des modeles SAN.

Les éléments résultants de la multiplication vecteur-descripteur de la méthode présentée dans cette
these sont des chaines de transitions globales qui peuvent disposer d’éléments fonctionnels. Afin d’ex-
ploiter la puissance de I’algorithme Shuffle [54] (i.e., de réaliser le produit de concurrence des éléments
du vecteur par les matrices le plus tot possible) dans les modeles a temps discret, nous envisageons de
réaliser une pré-évaluation des fonctions des éléments fonctionnels.

La pré-évaluation d’une fonction peut étre réalisée a partir du moment ou les états des automates ar-
guments de cette fonction sont connus. Dans ce cas, si le résultat de 1’évaluation d’une fonction est égal
a zéro, la chalne de transitions globales qui contient cette fonction est aussi évaluée a zéro. Si le résultat
est différent de zéro, ce résultat est multiplié par la probabilité du tuple de transition de 1I’événement qui
contient cette fonction et alors cette fonction n’est plus évaluée. Toutefois, pour des modeles a temps dis-
cret, les régles qui permettent de savoir les états des automates arguments d’une fonction sont complexes
a cause de la combinatoire d’événements possibles dans la méme unité de temps. La pré-évaluation des
fonctions est une optimisation qui mérite d’étre étudiée attentivement.

En se basant sur I'idée employée dans 1’algorithme de Shuffle, il est aussi possible d’imaginer un
re-ordonnancement des automates du modele afin de que les éléments fonctionnels soient évalués le plus
tot possible.
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12.3.3 Perspectives a long terme

Génération de I’espace d’états atteignables de modeles a temps discret (du continu au discret)

Les méthodes proposées dans cette these pour la génération de I’espace d’états atteignables de mo-
deles a temps continu tirent parti de la représentation et manipulation performantes d’espaces d’états par
des MDD. Nous envisageons d’utiliser cette méme démarche pour des modeles a temps discret. Cette dé-
marche semble possible pour les modeles SAN a temps discret, cependant, une adaptation a la sémantique
des événements (i.e., la possibilité d’avoir des événements simultanés) doit étre étudiée.

Comme nous ’avons déja dit, contrairement aux modeles a temps continu, dans les systeémes mo-
délisés sur une échelle de temps discrete, a chaque intervalle de temps, plusieurs événements peuvent
avoir lieu dans le méme instant. Dans ce cas, il est important de considérer la sémantique utilisée pour
la simultanéité des événements afin d’obtenir le descripteur d’atteignabilité d’un modele SAN a temps
discret.

Les matrices du descripteur d’atteignabilité d’un modele SAN a temps continu sont obtenues a par-
tir des matrices du descripteur Markovien de ce modele. Contrairement au descripteur Markovien des
modeles SAN a temps continu, le descripteur discret est représenté par un unique produit tensoriel com-
plexe portant sur des facteurs qui décrivent ce qui se passe sur un seul automate du modele SAN a
temps discret. Dans ce cas, 1’obtention du descripteur d’atteignabilité d’un modele SAN a temps discret
n’est pas fait de la méme facon. Une étude méticuleuse doit étre réalisée afin d’analyser 1’impact de la
combinatoire d’événements possible pour des modeles a temps discret en vue d’obtenir le descripteur
d’atteignabilité d’un modele SAN a temps discret.

Drailleurs, de la méme facon que nous 1’avions envisagé, d’utiliser des diagrammes de matrices pour
la représentation de la fonction “next-state” pour des modéles SAN a temps continu, il est aussi possible
d’envisager 'utilisation des diagrammes de matrices pour des modeles SAN a temps discret.

Proposition d’autres méthodes de multiplication (SAN discret)

La représentation tensorielle du descripteur discret par un unique produit tensoriel complexe por-
tant sur des facteurs qui décrivent ce qui se passe sur une seule composante du modele SAN est une
représentation adéquate pour la proposition d’autres méthodes de multiplication vecteur-descripteur.

La méthode présentée dans cette these est inspirée de I’algorithme de Shuffle qui est amplement uti-
lisée pour des modeles a temps continu. Il semble possible d’envisager la proposition d’autres méthodes
de multiplication vecteur-descripteur pour une sémantique en temps discret qui tirent parti de caractéris-
tiques des méthodes de multiplication vecteur-descripteur employées aux formalismes de modélisation
en temps continu. Ceci est le cas, par exemple, du travail présenté dans [22] pour le temps continu.

Dans [22], la génération des éléments de la matrice de transition de la chaine de Markov représentée
par le descripteur est faite lorsqu’ils sont requis, i.e., une génération des éléments qui a lieu a la volée
[44]. Nous pouvons envisager une adaptation de cette méthode a la volée de facon a ce que les éléments
du descripteur discret soient générés dynamiquement.
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Utilisation de I’ATX dans d’autres formalismes de modélisation (SAN discret)

Comme nous 1’avons mentionné précédemment, plusieurs formalismes de modélisation en temps
continu [111, 48, 49, 83, 55, 129, 21, 22, 39] profitent de la représentation structurée du modele pour
représenter la chaine de Markov sous-jacente par un descripteur.

En se basant sur I’ ATX (Algebre Tensorielle compleXe) présentée dans cette these et de la représenta-
tion tensorielle particuliere du descripteur discret d’un modele SAN, nous pouvons envisager d’utiliser
la sémantique employée aux événements d’un modele SAN a temps discret a d’autres formalismes de
modélisation a temps continu dans le but de proposer une formulation tensorielle pour ces formalismes,
tirant parti du pouvoir de description et de représentation du formalisme SAN a temps discret.

De plus, nous pouvons aussi envisager une comparaison du pouvoir de description du formalisme des
Réseaux d’Automates Stochastiques a temps discret avec d’autres formalismes analogues (e.g., Réseaux
de Petri Stochastiques [97, 29] et Réseaux de Files d’Attente [68]) afin d’explorer et étudier I’ensemble
des systemes qui pourront étre mieux décrits par ce formalisme.

Simulation (SAN discret)

En se basant sur le format particulier du descripteur discret (i.e., représenté par un unique produit
tensoriel complexe), il est possible d’envisager des méthodes de simulation qui profitent de la structure
tensorielle du descripteur et tirent aussi parti de la puissance de description du formalisme des Réseaux
d’ Automates Stochastiques a temps discret.

Par exemple, des méthodes de simulation qui prennent en compte les priorités des événements, ou
bien des méthodes qui réalisent la simulation directement sur les chaines de transitions globales au lieu
de I’occurrence de simples événements.

Des méthodes de simulation parfaite [131] ont déja été proposée pour le formalisme SAN a temps
continu [57]. Le mé&me concept pourrait étre exploité pour le formalisme SAN a temps discret.

Vérification de systémes (SAN continu et discret)

Nous envisageons la possibilité de développer un module pour le logiciel PEPS que puisse réaliser
de la vérification de propriétés. Le grand défi pour la plus grande partie des outils de vérification formelle
(e.g., le vérificateur de modeles [37]) est la génération de I’espace d’états atteignables du modele.

Les méthodes de génération de ’espace d’états atteignables de modeles présentées dans cette these
permettent la représentation performante de trés grands espaces d’états par un MDD. Sachant que les
MDD représentent et manipulent de facon efficace un tres grand espace d’états, il semble possible d’en-
visager un vérificateur symbolique basé sur MDD (CTL - Computation Tree Logic) qui vérifie une pro-
priété de modeles décrits par le formalisme des Réseaux d’ Automates Stochastiques a temps continu et
temps discret.

La proposition, ainsi que I’implantation d’un tel module pour le logiciel PEPS reste encore comme
un défi a étre remporté.



234 CHAPITRE 12. CONCLUSION ET PERSPECTIVES




Bibliographie

(1]

(2]

(3]

(4]

(5]

[6]

(7]
(8]

M. Ajmone-Marsan, G. Balbo, G. Conte, S. Donatelli, and G. Franceschinis. Modelling with
Generalized Stochastic Petri Nets. John Wiley & Sons, 1995.

M. Ajmone-Marsan, G. Conte, and G. Balbo. A Class of Generalized Stochastic Petri Nets for the
Performance Evaluation of Multiprocessor Systems. ACM Transactions on Computer Systems,
2(2) :93-122, 1984.

S. Alouf, F. Huet, and P. Nain. Forwarders vs. centralized server : an evaluation of two approaches
for locating mobile agents. Performance Evaluation, 49(1-4) :299-319, 2002.

K. Atif. Modélisation du parallélisme et de la synchronisation. PhD thesis, Institut National
Polytechnique de Grenoble, France, 1992.

L. Baldo, L. G. Fernandes, P. Roisenberg, P. Velho, and T. Webber. Parallel PEPS Tool Per-
formance Analysis using Stochastic Automata Networks. In M. Donelutto, D. Laforenza, and
M. Vanneschi, editors, Euro-Par 2004 International Conference on Parallel Processing, volume
3149 of Lecture Notes in Computer Science, pages 214-219, Pisa, Italy, August/September 2004.
Springer-Verlag Heidelberg.

F. Baskett, K. Chandy, R. Muntz, and F. Palacios. Open, Closed, and Mixed Networks of Queues
with Different Classes of Customers. Journal of the ACM, 22(2) :248-260, 1975.

R. Bellman. Introduction to Matrix Analysis. McGraw-Hill, New York, 1960.

A. Benoit. Méthodes et algorithmes pour I’évaluation des performances des systémes informa-
tiques a grand espace d’états. PhD thesis, Institut National Polytechnique de Grenoble, France,
2003.

A. Benoit, P. Fernandes, B. Plateau, and W. J. Stewart. On the benefits of using functional transi-
tions and Kronecker algebra. Performance Evaluation, 58(4) :367-390, 2004.

A. Benoit, B. Plateau, and W. J. Stewart. Memory-efficient Kronecker algorithms with applications
to the modelling of parallel systems. In Proceedings of International Parallel and Distributed
Processing Symposium, pages 275-282, Nice, France, April 2003.

M. Bernardo and R. Gorrieri. A tutorial on EMPA : A theory of concurrent processes with non-
determinism, priorities, probabilities and time. Theoretical Computer Science, 2002(1-2) :1-54,
1998.

C. Bertolini, L. Brenner, P. Fernandes, A. Sales, and A. F. Zorzo. Structured Stochastic Modeling
of Fault-Tolerant Systems. In 12" IEEE/ACM Internacional Symposium on Modelling, Analysis
and Simulation on Computer and Telecommunication Systems (MASCOTS’ 04), pages 139-146,
Volendam, The Netherlands, October 2004. IEEE Computer Society.

V. S. Borkar. Control of Markov chains with long-run average cost criterion : the dynamic pro-
gramming equations. SIAM Journal on Control and Optimization, 27(3) :642—-657, 1989.



236

BIBLIOGRAPHIE

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

(21]

[22]

(23]

[24]

[25]

[26]

[27]

(28]

[29]

(30]

[31]

G. W. Brams. Réseaux de Petri : théorie et pratique. Masson, Paris, 1983.

L. Brenner. Réseaux d’Automates Stochastiques : Analyse transitoire en temps continu et Algebre
tensorielle pour une sémantique en temps discret. PhD thesis, Institut Polytechnique de Grenoble,
France, 2009.

L. Brenner, P. Fernandes, J. M. Fourneau, and B. Plateau. Modelling Grid5000 point availability
with SAN. Electronic Notes in Theoretical Computer Science, 232 :165-178, 2009.

L. Brenner, P. Fernandes, B. Plateau, and I. Sbeity. PEPS2007 - Stochastic Automata Networks
Software Tool. In Fourth International Conference on the Quantitative Evaluation of Systems
(QEST’07), pages 163—-164, Edinburgh, UK, 2007. IEEE Computer Society Press.

R. E. Bryant. Graph-Based Algorithms for Boolean Function Manipulation. [EEE Transactions
on Computers, C-35(8) :667-691, 1986.

R. E. Bryant. Symbolic Boolean manipulation with ordered binary-decision diagrams. ACM
Computing Surveys, 24(3) :293-318, 1992.

P. Buchholz. A class of hierarchical queueing networks and their analysis. Queueing Systems,
15(1-4) :59-80, 1994.

P. Buchholz. Structured Analysis Approaches for Large Markov Chains. Applied Numerical
Mathematics, 31(4) :375-404, 1999.

P. Buchholz, G. Ciardo, S. Donatelli, and P. Kemper. Complexity of memory-efficient Kronecker
operations with applications to the solution of Markov models. INFORMS Journal on Computing,
13(3) :203-222, 2000.

P. Buchholz and P. Kemper. Hierarchical reachability graph generation for Petri nets. Formal
Methods in Systems Design, 21(3) :281-315, 2002.

J. R. Burch, E. M. Clarke, and D. E. Long. Symbolic Model Checking with Partitioned Transition
Relations. In International Conference on Very Large Scale Integration, pages 49-58, Edinburgh,
Scotland, 1991. North-Holland.

J. R. Burch, E. M. Clarke, K. L. McMillan, D. L. Dill, and L. J. Hwang. Symbolic Model Che-
cking : 10?° states and beyond. Information and Computation, 98(2) :142—170, June 1992.

K. M. Chandy and C. H. Sauer. Approximate Methods for Analyzing Queueing Network Models
of Computing Systems. ACM Computing Surveys, 10(3) :281-317, 1978.

R. Chanin, M. Corréa, P. Fernandes, A. Sales, R. Scheer, and A. F. Zorzo. Analytical Modeling
for Operating System Schedulers on NUMA Systems. Electronic Notes in Theoretical Computer
Science, 151(3) :131-149, 2006.

G. Chiola. Compiling Techniques for the Analysis of Stochastic Petri Nets. In Proceedings of
the 4" International Conference on Modeling Techniques and Tools for Computer Performance
Evaluation, pages 11-24, Palma de Mallorca, Spain, Septembre 1988.

G. Ciardo. Discrete-time Markovian stochastic Petri nets. In Proceedings of the 2" International
Conference on the Numerical Solution of Markov Chains, pages 339-358, Raleigh, NC, USA,
1995.

G. Ciardo, G. Liittgen, and A. S. Miner. Exploiting interleaving semantics in symbolic state-space
generation. Formal Methods in System Design, 31(1) :63-100, 2007.

G. Ciardo, G. Liittgen, and R. Siminiceanu. Efficient Symbolic State-Space Construction for
Asynchronous Systems. In International Conference on Applications and Theory of Petri Nets,
volume 1825 of Lecture Notes in Computer Science, pages 103—122. Springer-Verlag, 2000.



BIBLIOGRAPHIE 237

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]
[38]

[39]

[40]

[41]

[46]

[47]
[48]

G. Ciardo, G. Liittgen, and R. Siminiceanu. Saturation : An Efficient Iteration Strategy for Symbo-
lic State-Space Generation. In Tools and Algorithms for the Construction and Analysis of Systems
(TACAS), volume 2031 of Lecture Notes in Computer Science, pages 328-342. Springer-Verlag,
2001.

G. Ciardo and A. S. Miner. Storage Alternatives for Large Structured State Spaces. In 9th In-
ternational Conference on Modelling Techniques and Tools for Computer Performance Evalua-
tion, volume 1245 of Lecture Notes in Computer Science, pages 44-57, St. Malo, France, 1997.
Springer-Verlag Heidelberg.

G. Ciardo and A. J. Yu. Saturation-based symbolic reachability analysis using conjunctive and
disjunctive partitioning. In Proceedings of the Correct Hardware Design and Verification Methods
(CHARME’05), volume 3725 of Lecture Notes in Computer Science, pages 146—161, Saarbriicken,
Germany, 2005. Springer.

A. Cimatti, E. M. Clarke, F. Giunchiglia, and M. Roveri. NuSMV : A New Symbolic Model
Verifier. In Computer-Aided Verification (CAV’99), volume 1633 of Lecture Notes in Computer
Science, pages 495499, Trento, Italy, 1999. Springer-Verlag Heidelberg.

E. M. Clarke, E. A. Emerson, and A. P. Sistla. Automatic verification of finite-state concurrent
systems using temporal logic specifications. ACM Transactions on Programming Languages and
Systems, 8(2) :244-263, 1986.

E. M. Clarke, O. Grumberg, and D. A. Peled. Model Checking. MIT Press, 1999.

P. J. Courtois. Decomposability : queueing and computer systems applications. London : Acade-
mic Press, 1977.

R. M. Czekster, P. Fernandes, J. M. Vincent, and T. Webber. Split : a flexible and efficient al-
gorithm to vector-descriptor product. In Proceedings of the 2™ International Conference on

Performance Evaluation Methodologies and Tools (VALUETOOLS’07), page 83, Nantes, France,
2007. ACM.

Y. Dallery. Approximate Analysis of General Open Queuing Networks with Restricted Capacity.
Performance Evaluation, 11(3) :209-222, 1990.

Y. Dallery, Z. Liu, and D. Towsley. Equivalence, reversibility, symmetry and concavity properties
in fork-join queuing networks with blocking. Journal of the ACM, 41(5) :903-942, 1994.

M. Davio. Kronecker Products and Shuffle Algebra. [EEE Transactions on Computers, C-
30(2) :116-125, 1981.

M. Davio, J. P. Deschamps, and A. Thayse. Discrete and switching functions. New York :
McGraw-Hill, 1978.

D. D. Deavours and W. H. Sanders. “On-the-Fly” Solution Techniques for Stochastic Petri Nets
and Extensions. IEEFE Transactions on Software Engineering, 24(10) :889-902, 1998.

F. Delamare, F. L. Dotti, P. Fernandes, C. M. Nunes, and L. C. Ost. Analytical modeling of
random waypoint mobility patterns. In Proceedings of the 3" ACM International Workshop on
Performance Evaluation of Wireless Ad Hoc, Sensor, and Ubiquitous Networks (PE-WASUN’06),
pages 106-113, Terromolinos, Spain, October 2006. ACM Press.

P. J. Denning and J. P. Buzen. The Operational Analysis of Queueing Network Models. ACM
Computing Surveys, 10(3) :225-261, 1978.

E. Dijkstra. Hierarchical Ordering of Sequential Processes. Acta Informatica, 1 :115-138, 1971.

S. Donatelli. Superposed stochastic automata : a class of stochastic Petri nets with parallel solution
and distributed state space. Performance Evaluation, 18 :21-36, 1993.



238 BIBLIOGRAPHIE

[49] S. Donatelli. Superposed generalized stochastic Petri nets : definition and efficient solution. In
R. Valette, editor, Proceedings of the 15" International Conference on Applications and Theory
of Petri Nets, pages 258-277. Springer-Verlag Heidelberg, 1994.

[50] F. L. Dotti, P. Fernandes, A. Sales, and O. M. Santos. Modular Analytical Performance Models
for Ad Hoc Wireless Networks. In 3"¢ International Symposium on Modeling and Optimization
in Mobile, Ad Hoc, and Wireless Networks, pages 164—173, Trentino, Italy, April 2005. IEEE
Computer Society.

[51] C. Durbach, F. Quessette, and A. Troubnikoff. Solving Large Markov Model based on Stochastic
Automata Network. In Advances in Computer and Informmation Sciences 1998, 10S press, Belek-
Antalya, Turkey, 1998.

[52] E. A.Souza e Silva and R. R. Muntz. Métodos Computacionais de solugcao de Cadeias de Markov :
aplicacdes a sistemas de computacio e comunicacdo. In VIII Escola de Computagdo, Instituto de
Informatica, UFRGS, Porto Alegre, 1992.

[53] A. G. Farina, P. Fernandes, and F. M. Oliveira. Representing software usage models with Sto-
chastic Automata Networks. In Proceedings of the 14" International Conference on Software
Engineering and Knowledge Engineering, pages 401-407. ACM Press, 2002.

[54] P. Fernandes. Méthodes numériques pour la solution de systemes Markoviens a grand espace
d’états. PhD thesis, Institut National Polytechnique de Grenoble, France, 1998.

[55] P.Fernandes, B. Plateau, and W. J. Stewart. Efficient descriptor-vector multiplication in Stochastic
Automata Networks. Journal of the ACM, 45(3) :381-414, 1998.

[56] P.Fernandes, R. Presotto, A. Sales, and T. Webber. An Alternative Algorithm to Multiply a Vector
by a Kronecker Represented Descriptor. In 215¢ UK Performance Engineering Workshop, pages
57-67, Newcastle, UK, June 2005.

[57] P. Fernandes, J-M. Vincent, and T. Webber. Perfect Simulation of Stochastic Automata Networks.
In 15" International Conference Analytical and Stochastic Modeling Techniques and Applications
(ASMTA 2008), volume 5055 of Lecture Notes in Computer Science, pages 249-263, Nicosia,
Cyprus, June 2008. Springer-Verlag Heidelberg.

[58] G. Florin and S. Natkin. Les réseaux de Petri stochastiques. Tecniques et Sciences Informatiques,
4(1) :143-160, 1985.

[59] J. M. Fourneau. Discrete time stochastic automata networks : using structural properties and sto-
chastic bounds to simplify the SAN. In Proceedings of the 2" International Conference on Per-
formance Evaluation Methodolgies and Tools, ACM International Conference Proceeding Series,
pages 1-10, Nantes, France, October 2007. ACM.

[60] J. M. Fourneau. Product Form Steady-State Distribution for Stochastic Automata Networks with
Domino Synchronizations. In Proceedings of the 5" European Performance Engineering Work-
shop, volume 5261 of Lecture Notes in Computer Science, pages 110-124, Palma de Mallorca,
Spain, September 2008. Springer.

[61] J. M. Fourneau, M. Lecoz, and F. Quessette. Algorithms for an irreducible and lumpable strong
stochastic bound. Linear Algebra and Applications, 386 :167-186, 2003.

[62] J. M. Fourneau, B. Plateau, and W. J. Stewart. Product form for stochastic automata networks. In
Proceedings of the 2"¢ International Conference on Performance Evaluation Methodologies and
Tools (VALUETOOLS 07), page 32, Nantes, France, 2007. ACM.

[63] J. M. Fourneau, B. Plateau, and W. J. Stewart. An algebraic condition for product form in stochas-
tic automata networks without synchronizations. Performance Evaluation, 65(11-12) :854-868,
2008.



BIBLIOGRAPHIE 239

[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

[73]

[74]

[75]

[76]

[77]
[78]
[79]

[80]

[81]

[82]

J. M. Fourneau and F. Quessette. Graphs and Stochastic Automata Networks. In International
Workshop on the Numerical Solution of Markov Chains, Raleigh, USA, Janvier 1995.

H. Garavel and H. Hermanns. On Combining Functional Verification and Performance Evaluation
Using CADP. In Proceedings of the International Symposium of Formal Methods Europe, volume
2391 of Lecture Notes in Computer Science, pages 410-429, Copenhagen, Denmark, July 2002.
Springer-Verlag.

E. Gelenbe. Product form queueing networks with negative and positive customers. Journal of
Applied Probability, 28 :656—-663, 1991.

E. Gelenbe and 1. Mitrani. Analysis and synthesis of computer systems. Academic Press, London
and New York, 1980.

E. Gelenbe and G. Pujolle. Introduction to queueing networks. John Wiley & Sons, New York,
USA, 1987.

N. Gootz, U. Herzog, and M. Rettelbach. Tipp - a stochastic process algebra. In Proceedings
of Workshop on Process Algebra and Performance Modelling (PAPM’93), pages 427-430, Edin-
burgh, UK, 1993.

O. Gusak, T. Dayar, and J. M. Fourneau. Iterative disaggregation for a class of lumpable discrete-
time stochastic automata networks. Performance Evaluation, 53(1) :43-69, 2003.

S. Haddad. Une catégorie réguliere de réseaux de Petri de haut niveau : définition, propriétés et
réduction. PhD thesis, Université Paris VI, Paris, 1987.

S. Haddad. A reduction theory for colored nets. In High-Level Petri Nets : Theory and Application,
Springer-Verlag Heidelberg, 1991.

B. R. Haverkort, A. Bell, and H. Bohnenkamp. On the Efficient Sequential and Distributed Ge-
neration of Very Large Markov Chains from Stochastic Petri Nets. In Proceedings of the The 8"
International Workshop on Petri Nets and Performance Models, pages 12-21, Zaragoza, Spain,
1999. IEEE Computer Society.

J. Hillston. Compositional Markovian Modelling Using a Process Algebra. In W. J. Stewart, editor,
Proceedings of the 2™ International Workshop on the Numerical Solution of Markov Chains.
Kluwer, 1995.

J. Hillston and L. Kloul. An Efficient Kronecker Representation for PEPA models. In L. de Alfaro
and S. Gilmore, editors, Proceedings of the first joint PAPM-PROBMIV Workshop), pages 120—
135, Aachen, Germany, September 2001. Springer-Verlag Heidelberg.

J. E. Hopcroft and J. D. Ullman. Introduction to automata theory, languages and computation.
Addison-Welsey, 1979.

J. R. Jackson. Networks of waiting lines. Operations Research, 5 :518-521, 1957.
J. R. Jackson. Jobshop-like queueing systems. Management Science, 10 :131-142, 1963.

K. Jensen. Colored Petri nets. In High-Level Petri Nets : Theory and Application, Springer-Verlag
Heidelberg, 1991.

S. Stiham Jr. and R. Weber. A survey of Markov decision models for control of networks of
queues. Queueing Systems, 13(1-3) :291-314, 1993.

R. Jungblut-Hessel, B. Plateau, W. J. Stewart, and B. Ycart. Fast simulation for road traffic net-
work. RAIRO - Operations Research - Recherche Opérationnelle, 35(2) :229-250, 2001.

T. Kam, T. Villa, R. K. Bryaton, and A. Sangiovanni-Vincentelli. Multi-valued decision diagrams :
theory and applications. Multiplie-Valued Logic, 4(1-2) :9-62, 1998.



240

BIBLIOGRAPHIE

[83]

[84]

[85]

[86]

[87]

[88]
[89]

[90]

[91]

[92]

[93]

[94]

[95]

[96]

[97]

(98]

[99]

[100]

[101]

P. Kemper. Numerical Analysis of Superposed GSPNs. IEEE Transactions on Software Enginee-
ring, 22(9) :615-628, 1996.

P. Kemper. Reachability Analysis Based on Structured Representations. In Proceedings of the
17" International Conference on Application and Theory of Petri Nets, volume 1091 of Lecture
Notes in Computer Science, pages 269-288, Osaka, Japan, June 1996. Springer-Verlag.

L. Kleinrock. Queueing Systems. John Wiley & Sons, New York, 1975.

P. Lascaux and R. Théodor. Analyse numérique matricielle appliquée a l’art de 'ingénieur (vol.
1 & 2). Masson, Paris, 1994.

R. J. Lechner. Transformations among switching function canonical forms. IEEE Transactions
on Eletronic Computers, EC-12(2) :129-130, 1963.

J. D. C. Little. A proof of the queueing formula L = AW. Operating Research, 9 :383-387, 1961.

W. A. Massey. Open Networks of Queues : Their Algebraic Structure and Estimating Their Tran-
sient Behavior. Advances in Applied Probability, 16(1) :176-201, 1984.

K. L. McMillan. Symbolic model checking : An approach to the state explosion problem. PhD
thesis, Carnegie Mellon University, Pittsburgh, USA, 1992.

A. S. Miner. Implicit GSPN reachability set generation using decision diagrams. Performance
Evaluation, 56(1-4) :145-165, 2004.

A. S. Miner. Saturation for a General Class of Models. IEEE Transactions on Software Enginee-
ring, 32(8) :559-570, 2006.

A. S. Miner and S. Cheng. Improving efficiency of implicit Markov chain state classification.
In Proceedings of the 1t International Conference on the Quantitative Evaluation of Systems
(QEST’ 04), pages 262-271, Washington, DC, USA, 2004. IEEE Computer Society.

A. S. Miner and G. Ciardo. Efficient Reachability Set Generation and Storage Using Decision
Diagrams. In Proceedings of the 20" International Conference on Applications and Theory of
Petri Nets, volume 1639 of Lecture Notes in Computer Science, pages 6-25, Williamsburg, VA,
USA, June 1999. Springer-Verlag Heidelberg.

A. S. Miner, G. Ciardo, and S. Donatelli. Using the exact state space of a Markov model to com-
pute approximate stationary measures. In Proceedings of the 2000 ACM SIGMETRICS Conference
on Measurements and Modeling of Computer Systems, pages 207-216, Santa Clara, California,
USA, June 2000. ACM Press.

L. Mokdad, J. Ben-Othman, and A. Gueroui. Quality of Service of a Rerouting Algorithm Using
Stochastic Automata Networks. In Proceedings of the 6! IEEE Symposium on Computers and
Communications, pages 338-343, Hammamet, Tunisia, July 2001. IEEE Computer Society.

M. K. Molloy. Discrete Time Stochastic Petri Nets. IEEE Transactions on Software Engineering,
11(4) :417-423, 1985.

P. Moreaux. Struturation des chaines de Markov des réseaux de Petri stochastiques - décomposi-
tion tensorielle et agrégation. PhD thesis, Université Paris Dauphine, Paris, France, 1996.

M. F. Neuts. Matrix geometric solutions in stochastic models, an algorithmic approach. John

Hopkins University Press, Baltimore, 1981.

M. F. Neuts. Structured stochastic matrices of M/G/I type and their applications. Marcel Dekker,
New York, NY, 1989.

V. Nguyen, R. Mathias, and G. D. Smith. A stochastic automata network descriptor for Markov
chain models of instantaneously coupled intracellular Ca®* channels. Bulletin of Mathematical
Biology, 67(3) :393-432, 2005.



BIBLIOGRAPHIE 241

[102] E. Pastor and J. Cortadella. Efficient Encoding Schemes for Symbolic Analysis of Petri Nets. In
Proceedings of the Design, Automation and Test in Europe (DATE), pages 790-795, Paris, France,
February 1998. IEEE Computer Society.

[103] E. Pastor and J. Cortadella. Structural Methods Applied to the Symbolic Analysis of Petri Nets.
In Proceedings of IEEE/ACM International Workshop on Logic Synthesis, June 1998.

[104] E. Pastor, J. Cortadella, and M. A. Pena. Structural Methods to Improve the Symbolic Analysis
of Petri Nets. In Proceedings of the 20" International Conference on Applications and Theory of
Petri Nets, volume 1639 of Lecture Notes in Computer Science, pages 26—45, Williamsburg, VA,
USA, June 1999. Springer-Verlag Heidelberg.

[105] E. Pastor, O. Roig, J. Cortadella, and R. M. Badia. Petri net Analysis Using Boolean Manipulation.
In I5th International Conference on Application and Theory of Petri Nets, volume 815 of Lecture
Notes in Computer Science, pages 416-435, Zaragosa, Spain, 1994. Springer-Verlag Heidelberg.
[106] PEPS. Performance Evaluation of Parallel Systems. http ://www-id.imag.fr/Logiciels/peps/.
[107] J. L. Peterson. Petri Nets. ACM Computing Surveys, 9(3) :223-252, 1977.

[108] C. A. Petri. Kommunikation mit Automaten. PhD thesis, Institut fiir instrumentelle Mathematik,
Bonn, 1962.

[109] C. A. Petri. General net theory. In Computing System Design : Proc. of the Joint IBM University
of Newcastle upon Tyne Seminar, pages 131-169. University of Newcastle upon Tyne, 1977.

[110] B. Plateau. De [’Evaluation du Parallélisme et de la Synchronisation. PhD thesis, Paris-Sud,
Orsay, 1984.

[111] B. Plateau. On the stochastic structure of parallelism and synchronization models for distributed
algorithms. In Proceedings of the 1985 ACM SIGMETRICS conference on Measurements and
Modeling of Computer Systems, pages 147—-154, Austin, Texas, USA, 1985. ACM Press.

[112] B. Plateau and K. Atif. Stochastic Automata Networks for modelling parallel systems. [EEE
Transactions on Software Engineering, 17(10) :1093-1108, 1991.

[113] B. Plateau and J. M. Fourneau. A methodology for solving Markov models of parallel systems.
Journal of Parallel and Distributed Computing, 12 :370-387, 1991.

[114] B. Plateau and W. J. Stewart. Stochastic  Automata Networks : product
forms and iterative solutions. Technical Report 2939, INRIA, Grenoble, 1996.
ftp ://ftp.inria.fr/INRIA/publication/RR/RR-2939.ps.gz.

[115] F. Quessette. De nouvelles méthodes de résolution pour I'analyse quantitative des systemes pa-
ralléles et des protocoles. PhD thesis, Paris-Sud, Orsay, 1994.

[116] M. Reiser and S. S. Lavenberg. Mean-value analysis of closed multichain queueing networks.
Journal of the ACM, 27(2) :313-322, 1980.
[117] W.Reisig. Petri nets : an introduction. Springer-Verlag Heidelberg, 1985.

[118] G. Richter. Clocks and their use for time modelling. In Information Systems : Theoretical and
Formal Aspects, pages 49—-66, North Holland, Amsterdam, 1985.

[119] T. G. Robertazzi. Computer networks and systems : queueing theory and performance evaluation.
New York : Springer-Verlag, 1990.

[120] S. M. Ross. Simulation. 2nd Edition, Academic Press, 1997.

[121] O. H. Roux, D. Delfieu, and P. Molinaro. Discrete time approach of time Petri nets for real-time
systems analysis. In Proceedings of the 8" IEEE International Conference on Emerging Techno-
logies and Factory Automation, volume 2, pages 197-204, Nice, France, 2001. IEEE Computer
Society Press.



242

BIBLIOGRAPHIE

[122]
[123]

[124]

[125]

[126]

[127]
[128]

[129]

[130]

[131]

[132]

[133]

[134]
[135]

[136]

Y. Saad. Iterative Methods for Sparse Linear Systems. Boston : PWS Publishing Company, 1996.

A. Sales and B. Plateau. Reachable state space generation for structured models which use functio-
nal transitions. In Proceedings of the 6! International Conference on the Quantitative Evaluation
of Systems (QEST’09), pages 269-278, Budapest, Hungary, September 2009. IEEE Computer So-
ciety.

I. Sbeity. Evaluation de Performance et Conception de Logiciel. PhD thesis, Institut National
Polytechnique de Grenoble, France, 2006.

R. Stansifer and D. Marinescu. Petri net models of concurrent Ada programs. Microelectronics
and reliability, 31(4) :577-594, 1991.

W. J. Stewart. Introduction to the numerical solution of Markov chains. Princeton University
Press, 1994.

M. Tazza. Andlise Quantitativa de Sistemas. Escola Brasileira-Argentina de Informaética, 1988.

K. S. Trivedi. Probability & statistics with reliability, queuing, and computer science applications.
Englewood Cliffs : Prentice-Hall, 1982.

E. Uysal and T. Dayar. Iterative methods based on splitting for stochastic automata networks.
European Journal of Operational Research, 110(1) :166-186, 1998.

V. Veéque and J. Ben-Othman. MRAP : a multiservices resource allocation policy for wireless
ATM network. Computer Networks and ISDN Systems, 29(17-18) :2187-2200, 1998.

J. M. Vincent. Perfect Simulation of Queueing Networks with Blocking and Rejection. In Pro-
ceedings of the IEEE/IPSJ International Symposium on Applications and the Internet Workshops
(SAINT 2005 Workshops), pages 268-271, Trento, Italy, February 2005. IEEE Computer Society.

J. B. Waldner. Cim : Principles of Computer-Integrated Manufacturing. John Wiley & Sons,
1992.

M. Wan and G. Ciardo. Symbolic State-Space Generation of Asynchronous Systems Using Ex-
tensible Decision Diagrams. In Proceedings of the 35" Conference on Current Trends in Theory
and Practice of Computer Science (SOFSEM’05), volume 5404 of Lecture Notes in Computer
Science, pages 582-594, Spindleruv Mlyn, Czech Republic, 2009. Springer.

B. Ycart. Modeéles et Algorithmes Markoviens. Springer-Verlag, 2002.

T. Yoneda, H. Hatori, A. Takahara, and S.I. Minato. BDDs vs. Zero-Suppressed BDDs : for CTL
Symbolic Model Checking of Petri Nets. In Formal Methods in Computer-Aided Design, volume
1166 of Lecture Notes in Computer Science, pages 435-449. Springer-Verlag, 1996.

A. Zimmermann, J. Freiheit, and G. Hommel. Discrete Time Stochastic Petri Nets for the Mode-
ling and Evaluation of Real-Time Systems. In Proceedings of the 15" International Parallel and
Distributed Processing Symposium (IPDPS’01), pages 1069-1074, Washington, DC, USA, 2001.
IEEE Computer Society Press.



Annexe A

Algebre Tensorielle

Dans cet annexe, on présente 1’algebre tensorielle classique [42, 43, 7] (CTA - Classical Tensor
Algebra) ainsi que ’algebre tensorielle généralisée [54, 4, 110] (GTA - Generalized Tensor Algebra).
Dans la section A.1, on présente 1’algebre tensorielle classique et ses propriétés et 1’algebre tensorielle
généralisée et ses propriétés sont présentées dans la section A.2.

A.1 Algebre Tensorielle Classique (CTA)

L’algebre tensorielle classique est définie par deux opérateurs matriciels :

— les produits tensoriels (aussi appelés produits de Kronecker) ; et
— les sommes tensorielles.

Les définitions traditionnelles des ensembles de nombres naturels et réels, ainsi que des intervalles
contenus dans ces ensembles sont adoptées. Cependant, il est utile de rappeler la définition pour trois cas
précis :

# Notation
[a..b] le sous-ensemble de N contenant tout les valeurs de a jusqu’a b (ces valeurs in-
cluses) ;
[a, b] le sous-ensemble de R contenant toutes les valeurs de a jusqu’a b (ces valeurs
incluses) ;
la, b] le sous-ensemble de R contenant toutes les valeurs de a jusqu’a b (a exclue, b
incluse).

A.1.1 Produit Tensoriel

Le produit tensoriel de deux matrices A et B, de dimensions (a; X a2) et (1 X [2) respectivement,
est une matrice de dimensions (131 X agf2). Cette matrice peut étre vue comme une matrice avec



244 ANNEXE A. ALGEBRE TENSORIELLE

a1 X as blocs, chacun avec dimension 31 X (2. La définition de chacun des éléments de la matrice
résultante est faite en déterminant a quel bloc 1’élément appartient et sa position interne dans le bloc.

# Notation

A la matrice nommée A ;

A® B le produit tensoriel des matrices A et B ;

Ax B le produit (traditionnel) des matrices A et B ;

ajj 1I’élément dans la ligne 7 et la colonne j de la matrice A ;

alik), 1) I’élément dans la ligne k du ¢-eéme bloc horizontal et la colonne [ du j-¢me bloc

vertical de la matrice A.

Par exemple, prenons deux matrices A et B :

B =1 by by bz ba

> bi1r bz b1z bua
b31 b3z b3z b

Le produit tensoriel défini par C = A ® B estégal a:

C - auB algB
-\ aa1B agB

a11b1r  a11biz airbiz  aiibig | arebin aisbiz ai2biz  a12big
a11ba1  aitbas  ai1baz  aitbey | aiobar  aisbss  aiobaz  aisboy
Cc— a11b31  a11b3zz aii1bsy aiibsg | aiebzr  aisbzs  a12bzz  ai12bag
ag1b11  azibia a1biz  azibig | asebir  agsbia  asebiz  azsbig
ag1b21  azibas  a1baz  asiboy | asobar  agsbas  acobaz  azsboy
as1b31  az1b3a  azibsz  azibsg | azebzr  asobsz  asobsz  a2bsg

Dans cet exemple, I’élément c47 (= ag2b13) est dans le bloc (2, 2) et sa position interne dans ce bloc
est (1,3). Le produit tensoriel C' = A ® B est défini algébriquement par I’ affectation de la valeur a;;by;
a I’élément dans la position (k, ) du bloc (i, j), i.e. :

Clik),[j1] = @ijbki

. . (A.1)
aveci € [l.aq], j € [l.awa], k € [1..51] etl € [1..09]

Cette représentation des éléments d’une matrice correspondant a un produit tensoriel induit un ordre
sur les €léments c[; () qui est I"ordre lexicographique sur les doublets d’indice.
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A.1.1.1 Facteurs Normaux

Un cas spécifique de produit tensoriel est le produit tensoriel d’une matrice carrée par une matrice
identité. Appelons ces produits des facteurs normaux.
# Notation

I, la matrice identité de dimension n.

Avec une matrice carrée A et une matrice identité I,, deux facteurs normaux sont possibles : (A® I,,)
et (I, ® A).

Reprenons la matrice A de I’exemple précédent et une matrice identité de taille 3 :

1 0 0
A:(“” “12> L=|010
a1 a2 00 1
Le facteur normal A ® I3 est égal a
al 0 0 a1 0 0
0 a1l 0 0 a2 0
0 0 al 0 0 a2
as 0 0 ago 0 0
0 an 0 0 a2 0
0 0 as 0 0 aoo
Le facteur normal I3 @ A est égal a
ayy ajz | 0O 0 0 0
azy ag | 0O 0 0 0
0 0 all a2 0 0
0 0 ag1 agy 0 0
0 0 0 0 a1 ar2
0 0 0 0 as1 a2

Un cas encore plus particulier de produit tensoriel est le produit de deux matrices identités. Ce produit
est une matrice identité dont la dimension est égale au produit des dimensions de chacune des matrices,

ie.:
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A.1.2 Somme Tensorielle

#» Notation
Ao B la somme tensorielle des matrices carrées A et B ;
A+ B la somme (traditionnelle) des matrices A et B ;
na la dimension (nombre de lignes et de colonnes) de la matrice carrée A.

La somme tensorielle de deux matrices carrées! A et B est définie comme la somme de facteurs

normaux de chacune des matrices selon la formule :

A®B=(A® I,,)+ (In, ® B)

Prenons par exemple les matrices A et B définies par :

(A.2)

a i bi1 b2 bi3
A= ( S > B = by by by
b31 b3z b33
La somme tensorielle définie par C' = A @ B est égal a :
all 0 0 a1 0 0 bn b12 513 0 0 0
0 al 0 0 a2 0 521 b22 523 0 0 0
C - 0 0 a1l 0 0 a1 + b31 b32 b33 0 0 0
any 0 0 a2 0 0 0 0 0 b11 b12 b13
0 as 0 0 aoo 0 0 0 0 b21 b22 523
0 0 asi 0 0 a9 0 0 0 b31 b32 b33
a1 + b1t b12 b13 a2 0 0
bo1 a1 + baa bo3 0 a2 0
C— b31 b32 aiq + b33 0 0 a2
as 0 0 ag + b1 b12 b13
0 ao1 0 bo1 a2 + baa ba3
0 0 as b31 b3z asy + b33

La somme tensorielle C' = A @ B est définie algébriquement par I’affectation de la valeur a;;0;; +
d;jbg; a1’élément dans la position (&, 1) du bloc (7, j), i.e.

Clikl.l4 :aiﬁ +5Z~b
k], [j1) = @Okt + Oijbs (A3)

aveci,j € [l.na]etk,l € [1l.np],

ol 0;; (delta de Kronecker) est I’élément dans la ligne ¢ et la colonne j d’une matrice identité défini par :
Sit =17

1
0ij = L,
0 sii#j

"Bien que le produit tensoriel soit défini pour des matrices non carrées, la somme tensorielle est définie exclusivement pour

les matrices carrées.
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L’opérateur produit tensoriel (®) est prioritaire sur 1’opérateur somme tensorielle () et les deux
opérateurs tensoriels sont prioritaires sur les opérateurs traditionnels de multiplication et addition (x et
+).

A.1.3 Propriétés

Ces propriétés ont été déja prouvés dans le cadre de la définition des produits de Kronecker [7]. Pour
ces propriétés aucune démonstration n’est présentée dans cette these. Le lecteur peut trouver dans les
travaux de Davio, Deschamps et Thayse [42, 43] et dans le livre de Bellman [7] la preuve des propriétés
suivantes :

— Associativité :
AR (BeC)=(A®B)®C
Ao (BaeC)=(AeB)aC

— Distributivité sur la somme :
(A+B)@(C+D)=(AC)+(BC)+ (A® D)+ (B® D)

— Compatibilité avec la multiplication :
(AxB)®@ (CxD)=(A®C)x (B®D)

— Compatibilité avec la transposition des matrices :
(A B)T = AT @ BT

— Compatibilité avec I’inversion des matrices (si A et B sont des matrices carrées et inversibles) :
(A B)'=A"1tg B!

Comme Davio [42] I’a déja remarqué pour les premieres applications des produits de Kronecker
[87], la propriété de la compatibilité avec la multiplication est fondamentale, car elle établit la relation
entre les produits traditionnels de matrices et les produits tensoriels. Cette propriété est a la base des
démonstrations des deux propriétés proposées dans les travaux directement liées au formalisme SAN
[110, 113, 112, 55] :

— Décomposition en Facteurs Normaux :
A®B=(A®1I,,) x (I, ® B)

— Distributivité sur la multiplication par I’identité :
AxB)®I,=(A® 1, x (B®I,)
I,® (Ax B)= (I, ® A) x (I, ® B)?

*Encore que cet propriété puisse étre déduite par la propriété Compatibilité avec la multiplication, elle a été définie par
Fernandes, Plateau et Stewart [55].
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A.2 Algebre Tensorielle Généralisée (GTA)

Lalgebre tensorielle généralisée est définie comme une extension de I’algebre tensorielle classique.
La différence fondamentale apportée par ’algebre tensorielle généralisée est I’introduction du concept
d’éléments fonctionnels. Une matrice peut désormais étre composée d’éléments constants (appartenant a
R) ou d’éléments fonctionnels. Un élément fonctionnel est une fonction a valeur dans R selon un jeu de
parametres composé par les indices de ligne d’une ou de plusieurs matrices.

Un élément fonctionnel b qui possede 1’indice de ligne de la matrice A dans son jeu de parametres
est dit dépendant de la matrice A. Par abus de langage, on appelle parametres d’un élément fonctionnel
toutes les matrices dont I’élément est dépendant. Une matrice contenant au moins un élément fonctionnel
dépendant de la matrice A est dite dépendante de la matrice A. Les parametres d’une matrice sont I’union
des parametres de tous ses éléments.

Dans le contexte du formalisme SAN, les matrices sont utilisées pour représenter des transitions entre
les états d’un automate (I’élément 7, j représente la transition de I’état a; vers I’état a;). Cette interpréta-
tion, particuliere au formalisme SAN, nous permet de faire une correspondance bi-univoque entre I’état
d’un automate dans un modele SAN et I’indice de ligne d’une matrice. Notons que ceci ne représente en
aucun cas une restriction d’utilisation de 1’algebre tensorielle généralisée exclusivement au formalisme
SAN. Les définitions et propriétés présentées sont indépendantes de I’interprétation donnée a 1’indice
de ligne. Cependant, ceci est fait dans le cadre du formalisme SAN pour faciliter la compréhension
sémantique des éléments fonctionnels.

A Dinstar de 1’algebre tensorielle classique, 1’algebre tensorielle généralisée est définie par les deux
opérateurs matriciels :
— les produits tensoriels généralisés (®) ; et
g

— les sommes tensorielles généralisées ().
g

Les notations définies dans la section précédente sont toujours valides pour les matrices n’ayant
pas d’éléments fonctionnels, appelées matrices constantes. Les matrices avec des éléments fonctionnels,
appelées matrices fonctionnelles, seront décrites par la notation suivante :

# Notation

ayg I’indice de la ligne % de la matrice A, utilisé dans le contexte du formalisme SAN
aussi comme 1’état de 1’automate .4 auquel la matrice A correspond ;

A(B,C) la matrice fonctionnelle A qui posséde comme parametres les matrices B et C';

a;j(B,C) I’élément fonctionnel i, j de la matrice A(B,C);

A(bg,C) la matrice fonctionnelle A(B,C) ou I'indice de ligne de la matrice B est déja
connu et égal a k (cette matrice peut étre considéré comme dépendante de la ma-
trice C' seulement) ;

a;j(bg,C) I’élément fonctionnel ¢, j de la matrice A(bg,C);

A(bg, ) la matrice fonctionnelle A(B,C) avec les éléments évalués pour les états corres-

pondants aux lignes k et [ des matrices B et C' respectivement (cette matrice,
ayant tous ses parametres connus, est considérée comme constante) ;
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a;j(bi, ¢1) I’élément constant (élément fonctionnel évalué) i, j de la matrice A (b, ¢;) ;
lk(A) la matrice avec tous les éléments mis a zéro, sauf ceux appartenant a la ligne £ qui
na
est égale a la ligne & de la matrice A (A = Z lp(A));
k=1
A(B) ® B(A)  le produit tensoriel généralisé entre les matrices A(B) et B(A);
g
A(B) ® B(A)  lasomme tensorielle généralisée entre les matrices A(B) et B(.A).
g

A.2.1 Produit Tensoriel Généralisé

Prenons par exemple deux matrices A(B) et B(.A) définies par :

bulA] biz[A] bis[A]
A(B):<an[l’>’] aw@) B = | bulA] bnlA] bulA]
A A A

bs1[A]  bs2[A] b33 A
Le produit tensoriel défini par C = A(B) @ B(A) est égal a:
g
air(b1)bii(ar) a11(br)biz(ar) a11(br)biz(ar) | ar2(br)bii(ar) ara(bi)biz(ar) aiz(bi)biz(ar)
ar1(b2)bai(ar) ai1(b2)boz(ar) a11(b2)boz(ar) | ar2(b2)bar(ar) aia(b2)bae(ar) aia(b2)baz(ar)
C— a11(b3)bz1(a1) a11(b3)bsa(ar) ai1(bs)bss(ar) | ar2(bz)bsi(ar) aia(bs)bsa(ar) ai2(bz)bsz(ar)
az (b1)bi1(az) az1(br)bi2(az) a21(b1)biz(az) | a2z(bi)bii(az) aga(bi)bia(az) age(bi)biz(az)
az1(b2)ba1(az2) az1(b2)baz(az) a21(b2)baz(az) | a2z(b2)bai(az) aga(b2)ba(az) az(b2)baz(az)
az1(b3)bz1(az) az1(b3)bs2(az) a21(b3)bsz(az) | azz(bz)bsi(az) aga(b3)bsa(az) aza(b3)bsz(az)

La définition algébrique du produit tensoriel généralisé C' = A(B) ® B(.A) est faite par I’ affectation
g
de la valeur a;;(by )bk (a;) & I'élément cjjy ) i.e. :

clir, i) = @ij (bk)bri(as)

(A.4)
aveci,j € [l.naletk,l € [1.ng]

A.2.2 Somme Tensorielle Généralisée

La définition de la somme tensorielle généralisée est faite en utilisant des produits tensoriels généra-
lisés sur I’équation (A.2) :

g g g
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Reprenons les matrices A(B) et B(.A) utilisées pour décrire le produit tensoriel généralisé. La somme
tensorielle défini par C = A(B) @ B(A) est égal a:
g

a11(b1) + bi1(ar) bi2(a1) biz(ar) a12(by) 0 0
ba1(a1) a11(b2) + baa(ar) bas(ar) 0 a12(b2) 0
c— b31(a1) b3 (a1) a11(b3) + baz(a1) 0 0 aia(bz)
as (b1) 0 0 az2(b1) + bi1(a2) b12(ag) bi3(az)
0 a1 (b2) 0 b1 (az) aga(b2) + baz(az) bas(az2)
0 0 a1 (bs) b1 (az) baa(az) aga(b3) + bsz(az)

La définition algébrique de la somme tensorielle généralisée C' = A(B) & B(.A) est faite par I’affec-
g
tation de la valeur a;;(by)dx; + bri(a;)d;; a1'élément cpipy (5, Le.

clik g = @ij (k)oK + bri(ai)di

o (A.6)
aveci,j € [l.naletk,l € [1.np]

A.2.3 Propriétés

Dans ce section, on présente les propriétés de 1’algebre tensorielle généralisée définies par Fernandes,
Plateau et Stewart [55] :

— Distributivité du produit tensoriel généralisé sur la somme traditionnelle de matrices :

[A(C,D) + B(C,D)] %) [C(A,B)+ D(A,B)] = A(C,D) %C(A,B) + A(C,D) %D(A,B) +
B(C,D) %a C(A,B) + B(C,D) %{) D(A,B)

— Associativité du produit tensoriel généralisé et de la somme tensorielle généralisée :

[ A(B,C) (?B(A,C) ] %)C(A, B) = A(B,C) % [ B(A,C) %{) C(A,B) ]
[ A(B,C) ?B(A,C) ] ?C(A, B) = A(B,C) ? [ B(A,C) ? C(A,B) ]

— Distributivité sur la multiplication par I’identité :
[A(C) X B(C)] ® 1o = A(C) ® I, x B(C)® L,
g g g

Lo ® AC)] X B(C) =L © AC) x Lo ® B(C)

— Décomposition en Facteurs Normaux I :
AR B(A)=1,, ® B(A) x A®I,,
g g g

— Décomposition en Facteurs Normaux II :
AB) @ B=AB)®I,, x I,,®B
g g g
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— Pseudo-Commutativité :
A(B) ® B(A) = P, x B(A)® A(B) x P,"
9 g

— Décomposition en Produits Tensoriels Classiques :

A B(A) = > (A) ® Blax)
k=1
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pour une sémantique en temps discret

Résumé : Cette these présente des méthodes et des algorithmes pour I’évaluation de performance de systémes a grand espace
d’états décrits par des formalismes de haut niveau. Parmi les différents formalismes de haut niveau normalement utilisés, nous
nous sommes intéressés au formalisme des Réseaux d’Automates Stochastiques (SAN). Le formalisme SAN se caractérise par
la modélisation de systeémes complexes, oll un systeéme est représenté par la composition de sous-systemes (automates) qui
interagissent entre eux. Cette interaction se réalise par 1’occurrence des événements synchronisants ou des taux fonctionnels.
Lorsqu’on calcule I’espace d’états atteignables de systemes complexes, le principal probleme qui surgit est I’explosion combi-
natoire de ’espace d’états du modele. Dans la premicre partie de cette these, nous proposons des méthodes pour la génération
de I’espace d’états atteignables de modeles compositionnels qui utilisent des taux fonctionnels. Nous utilisons les Diagrammes
de Décision Multi-valués (MDD) pour représenter et manipuler les espaces d’états et le formalisme SAN pour la modélisation
de systemes. Un MDD est une structure de donnée arborescente qui permet de représenter et de manipuler de facon performante
un tres grand espace d’états. L’avancée par rapport a I’état de 1’art a été de proposer de méthodes qui prennent en compte ces
fonctions qui expriment des relations entre les composants des modeles. Des études d’exemples sont présentées afin d’illustrer
les apports de ces méthodes.

Dans la deuxiéme partie de cette thése, nous nous sommes intéressés a la résolution d’'un modele SAN a temps discret dont
la matrice de transition est représentée par une formule tensorielle (appelée descripteur discret). A cet effet, nous présentons
I’Algebre Tensorielle compleXe (ATX) adaptée a la composition parallele des SAN a temps discret pour la représentation du
descripteur et nous démontrons des propriétés qui servent de base aux méthodes itératives pour la résolution de la chaine de
Markov associée au modele SAN. Un des avantages de représenter un modele SAN par un descripteur est la fagon compacte par
laquelle on peut représenter les transitions du modele : on remplace une description dans un espace produit par un unique produit
tensoriel portant sur des facteurs qui décrivent ce qui se passe sur une seule dimension (une composante du modele SAN). Afin
de profiter de cette représentation, nous présentons une méthode de multiplication d’un vecteur de probabilité par un descripteur
discret adaptée a cette algebre. Cette méthode vise a exploiter des propriétés du produit tensoriel complexe de facon a ce que la
multiplication par un opérateur sur I’espace produit soit remplacée par une suite d’opérations qui manipulent des données de la
taille d’une composante (et pour toutes les composantes).
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Title : Stochastic Automata Networks : Reachable state space generation and Vector-descriptor product for a semantic of
discrete time models

Abstract :  This thesis presents methods and algorithms for the performance evaluation of large state space models described
by high-level formalisms. Among the various formalisms we use Stochastic Automata Networks (SAN) formalism. SAN forma-
lism is dedicated to modeling very large systems by the composition of its subsystems (automata), where these automata interact
with each other by synchronizing events or functional rates and probabilities.

The state space explosion of a model is a common problem when computing the reachable state space of complex systems.
In the first part of this thesis, we propose reachable state space generation methods of structured models which use functional
rates (general state dependant rates) and probabilities. We use Multi-valued Decision Diagrams (MDD) to store sets of reachable
spaces and SAN formalism to describe structured models. MDD is a multilevel data structure which efficiently manipulates a
extremely large state spaces. Regarding state-of-the-art generation methods, our methods allow to construct a huge reachable
state space of a model which uses functional rates and probabilities. The methods are tested on some models in order to illustrate
this contribution.

In the second part, we are interested in the solution of a discrete time SAN model whose transition matrix is represented by
a tensor formula (called discrete descriptor). For this purpose, we present the Complex Tensor Algebra (XTA) adapted to the
parallel composition of the discrete time SANs in order to represent the discrete descriptor and we prove some properties that
are the basis for iterative methods for solving the Markov chain associated to the SAN model. Representing a SAN model by a
descriptor is a compact way to describe the transitions among global states of the model : we replace a description in a product
space by a single tensor product on factors that describe what happens on a single dimension (one automaton of the SAN model).
In order to take advantage of this representation, we present a vector-descriptor product method which performs the multiplication
of a probability vector and the discrete descriptor. This method aims at exploiting the properties of the complex tensor product so
that the multiplication by an operator on the product space is replaced by a series of operations that manipulate data on the size
of an automaton (and for all automata).

Keywords : Performance Evaluation, Stochastic Automata Networks, Continuous and Discrete Time Models, State Space
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