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mettre votre savoir et vos critiques constructives m’ont été particulièrement précieux. Veuillez accepter
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soutien de tous les jours et votre bonne humeur. Et surtout à Oriane et Audrey pour “ce” qu’on partage

depuis tant d’années et pour votre douce folie qui me fait parâıtre “normale”.
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Résumé :

La phase de primo-infection à VIH qui correspond aux premières semaines de l’infection est une phase cruciale qui détermine

en partie l’évolution clinique de la maladie. La dynamique du virus et des lymphocytes T CD4+ (principale cible) durant

cette phase est complexe. D’une part cette phase est asymptomatique dans plus de la moitié des cas et est semblable à

un syndrome grippal ; elle passe par conséquent très souvent inaperçue et peu de données sont disponibles. D’autre part

la date d’infection est généralement inconnue ce qui complique l’étude de l’évolution au cours du temps des marqueurs

viro-immunologiques. Les modèles dynamiques basés sur des systèmes d’équations différentielles permettent de prendre en

compte l’interaction complexe et non-linéaire existant entre le VIH et le système immunitaire. De plus, leur aspect mécanis-

tique peut être très utile pour la compréhension de la physiopathologie ou l’effet d’intervention. Cependant l’estimation de

ces modèles est complexe et plusieurs méthodes sont disponibles à ce jour. Nous proposons dans cette thèse une méthode

d’estimation pour des modèles dynamiques prenant en compte l’incertitude sur la date d’infection. Nous appliquons cette

méthode à un jeu de données réelles de 761 séroconverteurs de la Collaboration CASCADE durant leur première année de

suivi. Ces modèles possèdent un grand nombre de paramètres pouvant inclure des effets aléatoires et des variables expli-

catives. La sélection du meilleur modèle peut nécessiter l’estimation d’un grand nombre de modèles et peut s’avérer très

longue. Nous proposons des tests du score pour sélectionner les effets aléatoires et les variables explicatives plus rapidement

dans le cadre général des modèles non-linéaires à effets mixtes avec une illustration sur des modèles dynamiques. Enfin,

nous proposons de comparer plusieurs modèles biologiques possibles de la primo-infection à VIH pour prédire la dynamique

de la charge virale plasmatique et des CD4.

Dynamical modelling of host-pathogen interaction applied to primary HIV infection

Abstract :

Primary HIV infection which corresponds to the first weeks of infection, is a crucial phase which determines partly the

clinical progression. The dynamics of HIV viral load and CD4 count during this phase is complex. First, as it is asymptotic

in most of the cases, the primary HIV infection is not observed. Moreover, the date of infection is generally unknown and

the evolution of markers with respect to the time of infection is difficult. Dynamical models based on systems of ordinary

differential equations (ODE) allow to take into account complex non-linear between HIV and the immune system. Moreover,

their mechanistic characteristic can be usefull through the understanding of physiopathology or the effect of an intervention.

However, the estimation of this kind of models is complex and several methods are currently available. We propose here a

method of estimation for ODE models taking into account the uncertainty of the date of infection. This method is applied

to real dataset of 761 seroconverters from the CASCADE Collaboration during their first year of follow-up. Dynamical

models have many parameters on which we can include random effects and explanatory variables. The selection of the best

model can be time-consuming if we consider the computation’s time issues met during estimation. We develop score tests

for exploring complex models with an application to HIV dynamics models. Finally, we compare different biological models

of primary HIV infection to predict the dynamics of plasma viral load and CD4 count.

MOTS CLÉS : infection par le VIH, primo-infection, modèles dynamiques, données longitudinales, tests du score

KEY WORDS : HIV infection, primary infection, dynamical models, longitudinal data, score tests
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1.2 Etude de la primo-infection à VIH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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5.1 Contexte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
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5.3.1 Modèles biologiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
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Chapitre 1

Description de la dynamique des

marqueurs du VIH

1.1 Infection à VIH

Le Virus d’Immunodéficience Humaine (VIH) a été découvert au début des années 80

(Barre-Sinoussi et al., 1983) et a rapidement été considéré comme un enjeu majeur de

santé publique. D’après le rapport publié par ONUSIDA (UNAIDS, 2008), le nombre de

malades vivant avec le VIH est d’environ 33 millions et le nombre de nouvelles infections

en 2007 était d’environ 3 millions.

1.1.1 Cycle de réplication du virus

Le VIH est un rétrovirus appartenant à la famille des lentivirus dont la pathologie est

caractérisée par une longue période entre l’infection et les manifestations cliniques. Deux

types viraux ont été identifiés : le VIH-1 présent dans le monde entier et le VIH-2 répandu

principalement en Afrique de l’Ouest. Les cellules cibles du VIH sont essentiellement les

lymphocytes T-CD4+ (CD4), en particulier lorsqu’ils sont activés (Ribeiro et al., 2002;

Grossman et al., 2002). Le virus peut également infecter les monocytes/macrophages, les

cellules dendritiques et au niveau du système nerveux central, les cellules microgliales.

Pour se multiplier, le virus va utiliser à son propre compte la machinerie de trans-

cription/traduction de la cellule cible. Il doit pour se faire, se lier à une cellule cible,

pénétrer dans le cytoplasme puis dans le noyau et intégrer le génome. Le virus se lie à la
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membrane cellulaire au niveau d’un récepteur CD4 présent à la surface de la cellule cible

grâce à sa glycoprotéine gp120. La fusion des membranes peut alors s’effectuer grâce aux

co-récepteurs CCR5 et CXCR4 ; une fois le virus dans le cytoplasme de la cellule hôte,

l’ARN viral est transformé en ADN viral par la transcriptase inverse puis dupliqué en

ADN double brin. Cet ADN est alors intégré au génome de la cellule hôte grâce à l’inté-

grase. L’ARN polymérase de l’hôte va alors transcrire l’ADN proviral en ARN messagers

qui vont permettre la synthèse de protéines virales (Fig. 1.1).

Fig. 1.1 : Cycle de réplication du virus.

1.1.2 Histoire naturelle de l’infection

Comme nous l’avons précisé précédemment, le VIH est un lentivirus et par conséquent

une longue période peut se passer avant les manifestations cliniques. L’histoire naturelle

de l’infection à VIH peut se diviser en trois phases distinctes (Fig. 1.2). La primo-infection,

qui correspond aux premiers mois de l’infection, est caractérisée par un taux de réplication

virale important et à une chute brutale du nombre total de CD4 (Clark et al., 1991; Daar
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et al., 1991; Piatak et al., 1993). On peut observer un pic de charge virale plasmatique

dans les deux à trois semaines qui suivent l’infection (Clark et al., 1991; Daar et al., 1991).

Cette phase de primo-infection est accompagnée de symptômes dans moins de 50% des

cas et sont similaires à un syndrome grippal (Kahn et Walker, 1998).

Après cette phase, le nombre de CD4 total et la charge virale se stabilisent à des états

d’équilibre (Kaufmann et al., 1998; Schacker et al., 1998; Sterling et al., 2001) souvent

appelé“setpoint”et le patient entre alors dans la seconde phase de la maladie : la phase dite

“latente”. Cette phase peut durer plusieurs années et est caractérisée par une charge virale

constante et un nombre de CD4 diminuant progressivement. La durée de cette phase est

variable et dépend de nombreux facteurs (âge, sexe, consommation de drogues, ...). Il a été

montré grâce à des modèles explicatifs (que nous présenterons dans le chapitre suivant),

que cette phase dite de “latence clinique” est en fait le siège d’une interaction intense entre

le virus et le système immunitaire et que le virus continue de se répliquer activement :

Perelson et al. (1996) estiment à 1010 le nombre de virions produits quotidiennement.

Fig. 1.2 : Evolution de la dynamique des marqueurs viro-immunologiques du VIH en

absence de traitement.

La troisième et dernière phase de l’infection à VIH est celle de l’immunodéficience

sévère. Durant cette phase, on observe une remontée de la charge virale et un déclin du
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nombre de CD4. La survenue d’infections opportunistes majeures définit le stade Syn-

drome d’Immunodéficience Humaine Acquise (SIDA).

1.1.3 Réponses immunes contre le VIH

Le système immunitaire est à la fois la cible du virus et la ligne de défense. On distingue

deux types de réponse immunitaire : la réponse humorale et la réponse cellulaire.

Les réponses humorales sont caractérisées par la production d’anticorps par certains

lymphocytes dirigés contre toutes les protéines du virus : les protéines enveloppes (gp120,

gp41), les protéines de capside (p24, p18, nef, ...). Un patient infecté par le VIH développe

une concentration élevée d’anticorps anti-VIH généralement entre un et trois mois après

l’infection (Moore et al., 1994; Fiebig et al., 2003). Cette réponse est essentiellement ciblée

contre les débris viraux (Parren et al., 1997) et n’a par conséquent qu’un faible impact sur

la dynamique virale (Burton et al., 2005). Le rôle précis des anticorps dans le contrôle viral

reste cependant incertain. En effet, on observe un déclin de la charge virale plasmatique

avant l’apparition d’anticorps anti-VIH lors de la primo-infection (Fig. 1.2) et chez certains

patients non-progresseurs à long-terme on n’observe pas de réponse anticorps puissante

alors que le virus est contrôlé.

La réponse cellulaire est basée sur l’action directe de certains lymphocytes T-CD8+

(dits cytotoxiques) et élimine directement les cellules infectées. Les lymphocytes T-CD4+

auxiliaires spécifiques du VIH, capables de produire des interleukines, IFNγ et TNFα , ont

un rôle déterminant dans la réponse acquise car ils amplifient les réponses cytotoxiques

(CTL) au VIH. Durant les premières semaines de l’infection, le nombre de CD8 circu-

lant spécifiques au VIH augmente pouvant atteindre jusqu’à 20 fois son niveau normal

(Pantaleo et al., 1997). Il a été montré que cette augmentation a lieu très précocement

durant l’infection (Koup et al., 1994; Borrow et al., 1994) et coincide avec le déclin viral

(Koup et al., 1994; Musey et al., 1997; Kassutto et al., 2004). L’amplitude de la réponse

cytotoxique peut varier en fonction de la force de la réponse due aux anticorps (Appay

et al., 2002). Les CTL spécifiques au VIH sont dirigés contre des protéines structurales

(gag et env) et régulatrices (tat et rev) du VIH et leurs précurseurs sont présents en

quantités importantes dans le sang. Mackewicz et al. (1991) ont également mis en évi-

dence une activité suppressive du VIH médiée par des facteurs dérivées des CD8 lors de
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la primo-infection. Ils jouent un rôle majeur dans le contrôle initial du virus avant l’appa-

rition d’anticorps neutralisants efficaces. Les cellules CD8 anti-VIH restent présentes en

quantités importantes durant toute la durée de l’infection et sont détectables chez plus

de 90% des sujets infectés. Durant la primo-infection, la réponse immunitaire due aux cy-

tokines est essentiellement constituée par l’expression de IFNγ. Graziosi et al. (1993) ont

mis en évidence un pic précoce d’expression de IFNγ ainsi qu’une expression plus tardive

et plus lente d’IL-10 et TNFα durant la transition entre la phase de primo-infection et la

phase chronique. Le pic d’expression de IFNγ coincide avec l’augmentation des CD8. Les

lymphocytes CD4+ auxiliaires permettent grâce à la production de IFNγ lors de la phase

précoce de l’infection de contrôler la réplication virale. Les lymphocytes T-CD8 (CD8), et

notamment les lymphocytes T cytotoxiques (CTL), sont l’un des principaux mécanismes

impliqués dans la lutte virale (Streeck et al., 2009).

1.1.4 Mesures des marqueurs viro-immunologiques

Durant le suivi des patients, deux marqueurs sont usuellement mesurés afin d’évaluer

la progression de l’infection : la quantité de virus circulant ainsi que le nombre total

de CD4. La mesure des CD4 est généralement obtenue par la technique de cytométrie

de flux et s’exprime en nombre de cellules par mm3 (ou µL). Malgré l’amélioration des

techniques de mesures, le nombre de CD4 est connu pour avoir une grande variabilité avec

des fluctuations diurnes (Malone et al., 1990). Chez un sujet sain, le nombre de CD4 est

estimé en moyenne à 830 cellules/mm3 (écart-type= 288) (Bofill et al., 1992; Maini et al.,

1996).

La mesure du nombre de virus circulant, abusivement appelée “charge virale”, corres-

pond au nombre de copies d’ARN viral présentes dans le compartiment sanguin (plasma).

Elle ne représente pas nécessairement la quantité totale de virus présent dans l’organisme.

La quantification est réalisée le plus souvent par PCR et est exprimée en copies d’ARN

par mL ou en logarithme de base 10 du nombre de copies, afin de minimiser les variations

de faibles amplitudes et d’approcher une distribution normale.

La charge virale et le nombre total de CD4 sont les données les plus fréquemment

disponibles dans les études cliniques courantes mais d’autres mesures peuvent être effec-

tuées. Ainsi, certaines cohortes de patients infectés par le VIH mesurent également en
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routine d’autres marqueurs tels que le nombre de CD8, le pourcentage de CD4 et de CD8

parmi l’ensemble des lymphocytes T ou l’ADN viral total ou intégré. D’autres marqueurs

immunologiques sont quantifiés dans des études plus spécifiques. Par exemple, on peut

mesurer les CD8 spécifiques du VIH ou même l’activité spécifique des CTL. Une autre

classe de marqueurs intéressante est la mesure d’activation tant des CD8 que des CD4

par l’intermédiaire de marqueurs membranaires tels que CD38 ou HLA-DR (Hunt et al.,

2003; Deeks et al., 2004).
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1.2 Etude de la primo-infection à VIH

1.2.1 Intérêts de son étude

La phase de primo-infection correspond aux premiers mois de l’infection et détermine

en grande partie son évolution clinique (Mellors et al., 1995). Les valeurs pronostiques

de la charge virale plasmatique au moment du pic viral et à son état d’équilibre ont été

étudiées et l’impact déterminant de la primo-infection sur l’évolution clinique de l’infection

a été mis en évidence. En effet, il a été montré que la hauteur du pic de charge virale

(entre 105 et 107 copies/mL) est corrélée au niveau d’équilibre atteint par celle-ci au

moment de la phase asymptomatique (Lindback et al., 2000). Ce niveau d’équilibre est

lui-même associé à la progression clinique (Mellors et al., 1995) : ainsi, plus le niveau

d’équilibre viral d’un patient est élevé, plus sa progression vers le stade SIDA sera rapide.

De même, une primo-infection symptomatique est prédictive d’une progression clinique

plus rapide qu’une primo-infection asymptomatique (Henrard et al., 1995; Vanhems et al.,

1998). Mieux comprendre la constitution de cet équilibre viral permettrait potentiellement

d’expliquer pourquoi certains patients sont des progresseurs rapides (stade SIDA déclaré

en moins de 7 ans) ou au contraire des non-progresseurs à long terme.

Comme nous l’avons précédemment décrit, la primo-infection à VIH est caractérisée

par un taux de réplication virale très important. Dans les semaines qui suivent le pic viral,

la charge virale décroit d’un facteur 100 à 1000. La clairance relative de la virémie initiale

et le contrôle ultérieur de la réplication virale peuvent être dus à plusieurs composantes

de la réponse immunitaire : la réponse immunitaire non-spécifique du virus par les cellules

NK, la réponse immunitaire humorale spécifique médiée par des anticorps, la réponse

immunitaire cellulaire spécifique médiée par les CTL mais également à la chute du nombre

de cellules cibles. En effet, le nombre de CD8 anti-VIH atteint son niveau maximal au

moment où la virémie décrôıt. De plus, une association très forte entre certaines molécules

HLA de classe 1, molécules présentant les antigènes viraux aux CD8, et l’absence de

progression clinique a été démontrée (Saah et al., 1998; Altfeld et al., 2003).

Améliorer les connaissances sur les mécanismes d’interaction entre le VIH et le système

immunitaire durant les premiers mois de l’infection est au coeur de la recherche biomé-

dicale actuelle. Par l’étude de l’effet de traitement précose mais également dans le cadre
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de la recherche vaccinale. L’objectif de mettre sous traitement précocement des individus

infectés par le VIH est de rendre la charge virale plasmatique indétectable et ainsi préser-

ver les fonctions des CD4. De nombreuses études se sont donc intéressées à l’effet d’une

mise sous traitement antirétroviral durant les premiers mois de l’infection (Fidler et al.,

2008; Kilby et al., 2008; Pantazis et al., 2008; Seng et al., 2008; Voirin et al., 2008 ; ...).

Les bénéfices d’une telle intervention sont toutefois limités ; même si les fonctions des CD4

et des CD8 sont mieux préservées, des phénomènes de toxicités et de résistances appa-

raissent rapidement (Kaufmann et al., 2004). La réponse immunologique à une mise sous

traitement précoce est efficace mais la réponse virologique est quant à elle plus discutée.

En effet, on observe bien chez certains patients un contrôle du virus mais des rebonds sont

souvent observés : ils sont plus précoces chez les patients ayant été traités plus tardive-

ment (Hecht et al., 2006; Steingrover et al., 2008). Se pose donc la question de démarrer

le traitement le plus tôt possible après l’infection avant que l’équilibre viral se soit établi.

Les rebonds de charge virale observés sont dus à l’existence de cellules infectées latentes

qui se réactivent et produisent du virus infectieux (Sedaghat et al., 2007). Ce réservoir

de cellules infectées latentes est constitué très tôt durant l’infection, probablement durant

la phase de primo-infection (Chun et al., 1998). L’étude de l’effet d’une mise sous traite-

ment précoce rejoint les questions de l’effet de traitement prophylactique pré-exposition

(PreP). Connaitre l’efficacité minimale des traitements nécessaires pour rendre la charge

virale indétectable dès le début de l’infection est alors essentiel pour mettre au point un

traitement préventif efficient. D’autre part, comprendre (et connaitre) les caractéristiques

de l’infection lui permettant d’échapper au système immunitaire (via la constitution d’un

réservoir notamment) sont des éléments pertinents à la réalisation d’un modèle vacci-

nal. La constitution d’un réservoir de cellules infectées latentes, l’hypervariabilité du VIH

et des facteurs génétiques intervenant dans la réponse CTL sont les principaux freins à

l’élaboration actuelle d’un vaccin.

Notons enfin que toutes ces études ont été effectuées sur des patients infectés par le

VIH-1 et que des différences notables sont observées dans le cas d’une infection par le

VIH-2. On sait que le niveau d’équilibre de charge virale est plus faible et celui des CD4

plus élevé (Bock et Markovitz, 2001) chez des patients infectés par le VIH-2. Le déclin

des CD4 est plus lent conduisant ainsi à comparer ces patients à des non-progresseurs à
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long terme VIH-1 (Rowland-Jones et Whittle, 2007).

Ainsi, mieux comprendre les mécanismes d’interactions qui entrent en jeu durant la

phase précoce de l’infection à VIH permettrait de faire des hypothèses physiopatholo-

giques sur les différences observées de progression clinique : progresseurs rapides vs. non-

progresseurs à long terme, VIH-1 vs. VIH-2.

1.2.2 Difficultés liées à son étude

L’étude de la primo-infection parait donc être essentielle à une meilleure compréhension

de l’infection à VIH dans son ensemble. Malheureusement, peu de données de patients

récemment infectés sont disponibles. En effet, l’une des difficultés majeures dans l’étude

de la primo-infection à VIH est que la date d’infection est inconnue. La phase de primo-

infection étant dans la majorité des cas asymptomatique, elle passe inaperçue et très peu

de patients se font diagnostiquer durant cette période, à moins d’avoir eu un comportement

à risque. D’après l’InVS (2008), en 2007, parmi les personnes diagnostiquées en France

dont le stade clinique est documenté, 12% sont diagnostiqués en primo-infection, 58%

durant le stade asymptomatique, 13% en phase symptomatique non-sida et 17% au stade

sida.

Ainsi, au vu du peu de données disponibles, des cohortes de patients à risque ont

été créées proposant des dépistages réguliers à ses participants, la plus importante étant

la cohorte américaine MACS (Multicenter AIDS Cohort Study). De nombreuses autres

cohortes existent l’Amsterdam Cohort Study among drug users ou encore la Greek hae-

mophilia Study. Dans le meilleur des cas, nous disposons d’une date de dernière sérologie

négative et d’une date de première sérologie positive. Ces deux dates pouvant être espacées

de plusieurs mois voire de plusieurs années. La séroconversion (apparition des anticorps

anti-VIH) ayant eu lieu entre ces deux dates. Les rares cas où cette fenêtre de temps

est courte (moins de 6 mois) correspondent à des patients ayant eu une primo-infection

symptomatique et/ou des comportements à risque à répétition. Se limiter à l’étude de

ces patients induit un biais de sélection important au vu des conséquences d’une primo-

infection symptomatique sur la progression clinique.

En 1997, en Europe, une collaboration de cohortes s’est créée avec pour objectif de

mettre en relation des épidémiologistes, des statisticiens, des virologues et des cliniciens. La
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collaboration CASCADE (pour Concerted Action on SeroConversion to AIDS and Death

in Europe) regroupe les données de patients séroconverteurs en Europe, au Canada et en

Australie et suivent les patients tout au long de leur vie. La date de séroconversion (date

d’apparition des anticorps anti-VIH) peut être estimée pour chaque patient soit à partir

de la date médiane entre les dates de dernière sérologie négative et de première sérologie

positive soit sur la base de preuves biologiques de séroconversion (Western Blot incomplet

et charge virale détectable par exemple). Nous avons basé nos travaux sur les données

issues de cette collaboration. En novembre 2006, elle incluait 17 240 patients. Cependant,

761 patients seulement ont des données suffisamment répétées durant la première année

de suivi pour pouvoir être utilisées dans une étude des dynamiques de la charge virale

et des CD4 durant la première année d’infection (correspondant à la primo-infection). Le

nombre médian de mesures disponibles par patient est de 4 (écart-interquartile (EIQ)=

[3 ; 5]) pour la charge virale et les CD4. Nous disposons donc de l’une des bases de données

les plus importantes de séroconverteurs. La figure 1.3 représente l’ensemble des données

disponibles pour cet échantillon ainsi qu’une prédiction par régression polynomiale locale

pour la charge virale plasmatique et les CD4. On peut remarquer que certains patients ont

une charge virale détectable au moment de leur dernière sérologie négative. Ainsi, bien

qu’ayant une sérologie négative, ils étaient déjà infectés par le VIH. On peut également

relever la tendance d’un pic précoce de charge virale comme il est attendu d’observer en

primo-infection et démontrant la richesse du jeu de données utilisé.
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Fig. 1.3 : Données de charge virale et de CD4 disponibles chez 761 séroconverteurs issus

de la collaboration CASCADE.

L’étude des dynamiques des CD4 et de la charge virale plasmatique durant la primo-
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infection à VIH semble donc pertinent afin de mieux comprendre l’évolution de la maladie.

Cette période initiale offre l’opportunité d’examiner l’interaction entre le virus et l’hôte

immmunologiquement compétent au moment où les mécanismes immunologiques qui s’op-

posent à la réplication et à la dissémination du virus se mettent en place.





Chapitre 2

Modélisation de l’infection à VIH

Plusieurs approches peuvent être envisagées pour modéliser l’évolution des marqueurs

viro-immunologiques dans le cadre de l’infection à VIH. La plus courante se base sur des

modèles dit “descriptifs” qui vont, comme leur nom l’indique, décrire les variations des

marqueurs en fonction du temps. Une seconde approche, qui est développée depuis le

début des années 90, se base sur des modèles dit “explicatifs” qui vont, en plus de décrire

l’évolution des marqueurs, modéliser leurs interactions de manière mécanistique.

2.1 Modèles descriptifs

Les modèles linéaires mixtes (Laird et Ware, 1982) permettent de modéliser le suivi

longitudinal de marqueurs en prenant en compte les variabilités inter-individuelles. Ces

modèles peuvent s’écrire, pour un individu i, ayant ni mesures répétées, sous la forme :

Y i = X iβ + Ziαi + εi

αi ∼ N (0,G)

εi ∼ N (0,Σi)

αi ⊥ εi,∀i

où Y i est le vecteur des variables à expliquer, β le vecteur des coefficients de régression

(commun à tous les individus i), αi est le vecteur des effets aléatoires de l’individu i

supposé gaussien d’espérance nulle et de matrice de variance-covariance G. Les vecteurs

αi représentent les écarts individuels à la tendance globale et εi est le vecteur d’erreurs

individuelles dues essentiellement aux erreurs de mesures. La matrice X i représente l’en-
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semble des variables explicatives (en particulier les temps de mesure dans notre contexte)

et Zi est une sous-matrice de X i contenant uniquement les variables explicatives sur

lesquelles on place un effet aléatoire (i.e. une variabilité individuelle). Ce type de modéli-

sation permet de décrire l’évolution supposée linéaire d’une population en tenant compte

des spécificités de chaque individu et de la corrélation entre les mesures.

Ces modèles ont été utilisés notamment pour décrire l’évolution de la charge virale et

des CD4 au cours du temps après une mise sous traitement. Une modélisation linéaire

à deux pentes en fonction du temps depuis l’initiation du traitement est souvent uti-

lisée. Ces modèles constituent une première approche dans une tentative d’explication

des déterminants de la réponse viro-immunologique à un traitement antirétroviral. Etant

donné l’interaction existante entre le VIH et les CD4, il semble pertinent de modéliser

leur évolution simultanément (Boscardin et al., 1998) à l’aide de modèles linéaires biva-

riés. La corrélation entre les deux marqueurs se faisant par l’intermédiaire de la matrice

de variance-covariance des effets aléatoires. Thiébaut et al. (2003) montrent la supériorité

de cette approche bivariée par rapport à la modélisation séparée des deux marqueurs. Des

corrélations négatives ont été mises en évidence entre les pentes de la charge virale et des

CD4 (Brown et al., 2001; Thiébaut et al., 2003) : plus le traitement est efficace en terme

de chute de la charge virale, plus la remontée des CD4 est importante. Cependant cette

corrélation peut évoluer avec le temps (Brown et al., 2001) et les interactions entre les

marqueurs ne peuvent être synthétisés par la seule matrice de corrélation.

Bien qu’utilisés très fréquemment, pour leur simplicité d’estimation et d’interprétation,

les modèles descriptifs ne prennent pas en compte les interactions biologiques connues

existant entre les marqueurs et ignorent ainsi le modèle biologique sous-jacent à l’infection

à VIH. Il parâıt alors assez naturel de se baser sur une modélisation mécanistique de

l’interaction entre le VIH et le système immunitaire.
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2.2 Modèles explicatifs

Les modèles explicatifs sont basés sur des connaissances biologiques et permettent de

prendre en compte les interactions complexes et non-linéaires existant entre le système

immunitaire et le VIH par l’intermédiaire de systèmes d’Equations Différentielles Ordi-

naires (ODE en anglais). Les paramètres de ces modèles ont une signification biologique,

tels que le taux d’infectiosité du virus, le taux de décès de cellules, ...

2.2.1 Les premiers modèles

Les premiers modèles explicatifs se sont intéressés à la dynamique virale après mise

sous traitement. Ainsi, dans un numéro de Nature de 1995 (Ho et al., 1995; Wei et al.,

1995), deux articles utilisent deux modèles très simples de l’interaction entre le VIH et

le système immunitaire et estiment ainsi des taux similaires de décès du virus (environ 2

jours−1). Le virus V est produit par des cellules infectées à un taux noté P et meurt à

un taux c supposé constant. On a alors dV/dt = P − cV . On peut considérer que l’effet

d’un traitement mis en place est parfait dans les premiers jours qui suivent son initiation,

ce qui signifie qu’aucun virus ne sera produit (P = 0). La dynamique virale s’écrit alors

dV /dt = −cV (Ho et al., 1995). Durant les premiers jours de la mise sous traitement, on a

donc : V (t) = V0 exp(−ct), où V0 est le niveau de charge virale à la mise sous traitement.

Si on dispose de données de charge virale dans les premiers jours suivant la mise sous

traitement, cette équation permet d’estimer c. Mais cette estimation n’est qu’une valeur

minimale de c, car en réalité, le traitement n’est pas parfait et par conséquent P > 0. La

demi-vie du virus peut être déduite : t1/2 = ln(2)/c. Si on suppose que les données ont été

recueillies durant la phase asymptomatique de l’infection, alors la charge virale peut-être

considérée comme stable et on a P = cV0. On peut donc obtenir une estimation du taux

de production P à partir de celle de c. Le même type de raisonnement peut être appliqué

pour la dynamique des CD4 afin de déduire leur taux de production P ′. Wei et al. (1995)

proposent un modèle comparable et donne en plus une estimation de la demi-vie des

cellules infectées productrices. Ces deux papiers ont eu un impact considérable car ils ont

démontré que le cycle de réplication du virus est extrêmement rapide, bien que le niveau

de charge virale soit constant. La phase asymptomatique ne doit donc pas être vue comme
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une pause dans l’infection, mais au contraire comme une période de renouvellement intensif

du virus et des CD4. Ainsi, Ho et al. (1995) trouvent une corrélation négative entre le

niveau des CD4 à la mise sous traitement et leur remontée. Les patients ayant un niveau

initial de CD4 plus bas, ont remontée plus importante après la mise sous traitement.

La déplétion lymphocytaire devrait donc être interprétée comme une conséquence de la

destruction des CD4 (due à la cythopathogénicité du virus) et non comme un déficit de

leur production.

Ces estimations ont été affinées par Perelson et al. (1996) en combinant la dynamique

des CD4 infectés à celle du virus. Ils présentent un modèle biomathématique de type

“proie-prédateur”. Ce modèle est devenu le modèle de référence dans la modélisation de

l’interaction VIH-système immunitaire. En l’absence de traitement, ce modèle s’écrit :


dT
dt

= λ− kV T − dT

dI
dt

= kV T − δI

dV
dt

= pI − cV

(2.1)

où T est la concentration de CD4 activés non infectés (les cellules cibles du virus), I est

la concentration de CD4 activés infectés et V est la concentration de virus circulant. Les

cellules T sont produites à un taux journalier λ, elles s’infectent à un taux k et meurent

avec un taux d. Le nombre journalier de nouvelles cellules infectées est le terme kV T qui

suit une loi d’action de masse : le nombre de nouvelles cellules infectées I est donc pro-

portionnel au nombre de cellules cibles T et de virions V présents. Chaque cellule infectée

I produit p virions par jour. Les cellules I meurent à un taux δ et les virions à un taux c.

Les deux principaux mécanismes d’action des traitements antirétroviraux sont des an-

tiprotéases et des inhibiteurs de la transcriptase inverse. Les antiprotéases vont induire

la production de virus non-infectieux par les cellules infectées et vont donc jouer sur le

paramètre p du modèle (2.1). Il convient alors de distinguer le virus infectieux VI et le

virus non-infectieux VNI dans le modèle. L’efficacité d’une antiprotéase est notée ηPI . Les

inhibiteurs de la transcriptase inverse vont bloquer (ou du moins ralentir) l’infection de

nouvelles cellules ; ils vont modifier le taux d’infectiosité k ; leur efficacité est notée ηRT .
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Le modèle sous antiprotéase peut s’écrire :

dT
dt

= λ− kV T − dT

dI
dt

= kV T − δI

dVI

dt
= (1− ηPI)pI − cVI

dVNI

dt
= ηPIpI − cV NI

En faisant comme hypothèses que le nombre de cellules cibles (T ) est constant et que l’ef-

ficacité de l’antiprotéase est parfaite (i.e. ηPI=1), on peut donner une formule analytique

de l’évolution de la charge virale V = VI + VNI en fonction de δ et de c :

V (t) = V0 exp(−ct) +
cV0

c− δ

{
c

c− δ
[exp(−δt)− exp(−ct)]− δt exp(−ct)

}
(2.2)

En réalisant une régression non-linéaire patient par patient, Perelson et al. (1996) estiment

ainsi la clairance virale (c) à 3 jours−1 (soit une demi-vie d’environ 6 heures) et le taux

de décès des cellules infectées (δ) à 1.6 jours−1 (soit une demi-vie de 10 heures).

De nombreuses extensions de ces modèles ont été proposées par la suite en intégrant

un délai d’action du traitement (Dixit et Perelson, 2004), la pharmacocinétique de la

molécule (Huang et al., 2003) ou l’évolution du virus (Ball et al., 2007).

2.2.2 Modélisation de la primo-infection

Comme nous l’avons vu dans le chapitre 1, la phase de primo-infection est cruciale

dans l’histoire de l’infection. Comparativement à la mise sous traitement, les dynamiques

de la charge virale et des CD4 ont été moins souvent modélisées essentiellement à cause du

manque de données disponibles. Néanmoins, plusieurs études de simulations ont été réa-

lisées dans ce contexte : Phillips (1996), Tuckwell et Le Corfec (1998), Wick et al. (2002),

Wodarz et Hamer (2007), Burg et al. (2009). Dans l’article de Phillips (1996), il est dé-

montré à l’aide d’un modèle simple (proche de celui proposé par McLean et al. (1991))

que le déclin de l’ARN viral après le pic peut être une conséquence du comportement

“proie-prédateur” de l’interaction du VIH avec le système immunitaire et par conséquent

indépendant d’une réponse immunitaire spécifique. Il utilise un modèle incluant des cel-

lules CD4 activées non-infectées R, des cellules infectées latentes L, des cellules activées
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infectées E et des virions circulant V . Le modèle peut s’écrire sous la forme :

dR
dt

= Γτ − µR− βRV

dL
dt

= pβRV − µL− αL

dE
dt

= (1− p)βRV + αL− δE

dV
dt

= πE − σV

Les cellules activées non-infectées sont produites à un taux constant Γτ où Γ est le taux

de nouvelles cellules produites et τ la proportion activée, elles meurent à un taux µ

indépendant du virus ou sont infectées avec un taux βV . Après l’infection, une proportion

p devient latente (L) ; cellules qui peuvent s’activer à un taux α ou mourir à un taux µ

indépendemment du virus. Les cellules E sont générées immédiatement après l’infection

par les cellules R ou par activation des cellules L et meurent à un taux δ. Enfin, les virions

V sont produits à un taux π et meurent à un taux σ.

Ce modèle, bien que simple comparé à la réalité, permet de capturer la dynamique de la

charge virale et des CD4 durant la primo-infection (Fig. 2.1). Cependant, il ne permet

pas d’expliquer le déclin progressif du nombre de CD4 durant la phase asymptomatique

de l’infection.

Certains auteurs ont proposé d’ajouter une composante stochastique dans le système

d’équations différentielles pour prendre en compte l’aspect aléatoire des mécanismes bio-

logiques. Une limite des modèles biomathématiques déterministes serait de ne pas intégrer

l’aspect intrinsèquement aléatoire des interactions entre le virus et le système immunitaire.

Ainsi, Tuckwell et Le Corfec (1998) proposent notamment une amélioration du modèle de

primo-infection (2.1) : 
dT
dt

= λ− dT − kV T −
√

kV TdW

dI
dt

= kV T − δI +
√

kV TdW

dV
dt

= pI − cV −
√

kV TdW

où W est un processus Brownien standard, de moyenne 0 et de variance t à la date t : la

rencontre virus-CD4 devient alors un processus aléatoire.

D’autres modèles plus ou moins complexes ont été proposés pour modéliser la phase de

primo-infection. Ainsi, Wodarz et Hamer (2007) distinguent les cellules spécifiques et non-

spécifiques au VIH et incluent également des cellules effectrices (CTL) näıves et mémoires

dans leurs modèles. Ou plus récemment, Burg et al. (2009) complexifient le modèle (2.1)
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Fig. 2.1 : Phillips, Science (1996)

(modèle proche de celui proposé par Ciupe et al. (2006)) en ajoutant un compartiment

de cellules effectrices E pour induire une réponse immunitaire suite à l’infection :



dT
dt

= s− dT − βV T

dI
dt

= βV T − [αd + k0E]I

dV
dt

= πI − cV

dE
dt

= αE
I

θ+I
− dEE

où T représente les cellules cibles du virus, I les cellules infectées et V les virions circulant.

Une fonction de saturation des cellules E dépendant du nombre de cellules I est introduite

avec une stimulation limite θ. Les cellules effectrices n’étant pas mesurées et le nombre

de paramètres du modèle étant grand, ils proposent une simplification du modèle en

utilisant une approximation de l’état d’équilibre des cellules E. L’hypothèse faite étant

que les cellules effectrices ont une dynamique plus rapide que la phase de primo-infection
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(environ 1 mois). Ils s’intéressent alors au modèle suivant :
dT
dt

= s− dT − βV T

dI
dt

= βV T − [αd + k I
I+θ

]I

dV
dt

= πI − cV

L’ajout d’un terme de saturation dans le modèle montre qu’une réponse immunitaire anti-

VIH peut être présente dès le pic viral sans l’introduction d’une réponse immunitaire se

déclenchant après un certain délai.

La limite majeure de ces modèles est que les paramètres sont fixés : les trajectoires

de charge virale et de CD4 sont obtenues par simulation. Les valeurs choisies pour les

paramètres sont très rarement justifiées biologiquement et ne sont pas toujours basées

sur des résultats antérieurs. Il est alors nécessaire de prendre un certain recul sur les

conclusions biologiques issues de ces travaux.

Peu de publications se sont penchées sur l’estimation de modèles dynamiques en primo-

infection à VIH. Comme nous l’avons déjà évoqué, peu de données sont disponibles et une

autre difficulté se pose quant à l’origine des temps du modèle. En effet, la date d’infection,

qui correspond à t = 0, est généralement inconnue. Ainsi, la majorité des publications

ont choisi de prendre comme origine des temps la date des premiers symptômes et de

retrancher à cette date une vingtaine de jours, ce qui fournit une date approximative pour

l’infection.

Stafford et al. (2000) estiment les paramètres du modèle (2.1) pour 10 patients en utilisant

des données de charge virale uniquement. Cette estimation est effectuée par une méthode

des moindres carrés non-linéaires et patient par patient. Ils font l’hypothèse que le nombre

de cellules cibles T est constant. Ils proposent également un modèle pour expliquer la

dynamique à long terme en faisant dépendre du temps le taux de décès des cellules infectées

δ :

δ(V ) =

 0 t < t1

f(t)V t ≥ t1

où f(t) = β
1+κ exp(−(t−t1)/∆T1)

− β
1+κ exp(−(t−t2)/∆T2)

. Les trajectoires individuelles ainsi ob-

tenues sont cohérentes avec les données observées (Fig. 2.2). Ils fournissent également une

estimation du nombre de reproduction de base R0 déterminé à partir du système ODE.
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R0 correspond au nombre moyen d’infections secondaires causé par l’introduction d’une

cellule infectée dans une population de cellules cibles supposée infinie. Cette quantité

s’obtient facilement en multipliant le nombre de virions produits par une cellule infectée

durant sa vie de cellule infectée par le nombre de cellules infectées par virion durant sa

vie. Elle peut être également obtenu en effectuant le rapport entre k et kc où kc est le taux

d’infectiosité critique nécessaire pour bifurquer de l’état d’équilibre initial (sans virus) à

l’état d’équilibre post-infection. Le nombre de reproduction de base R0 pour le modèle

(2.1) est défini par :

R0 =
λkπ

δdc

Pour les 10 patients inclus dans leur étude, Stafford et al. (2000) estiment un R0 médian

à 5.7 (min=2.8, max=11.0).

 

Fig. 2.2 : Stafford et al., Journal of Theoretical Biology (2000)

Little et al. (1999) modélisent la dynamique virale à l’aide d’une simplification du

modèle (2.1). Les cellules infectées I sont supposées avoir une distribution exponentielle

dépendant du taux de croissance virale noté r0 : I(t) = I0 exp(r0 t). Ce taux de croissance

est alors supposé égal à β T0 − δI où β est le taux d’infectiosité du virus et δI le taux de

décès des cellules infectées (estimable à partir des données de mise sous traitement). Ils

donnent ainsi une estimation de r0 et de R0 pour 8 patients ayant eu une primo-infection

symptomatique. Cependant, leurs calculs diffèrent de ceux effectués par Stafford et al.
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(2000) ; r0 et R0 sont déterminés à partir de r̂ (le taux de croissance observé de la charge

virale), δI , T0 (le nombre de CD4 chez un individu sain) et T̂ (le nombre de CD4 observé

proche du temps du pic viral), ainsi :

r0 =
T0

T̂
(r̂ + δI)− δI et R0 =

T0

T̂
(1 +

r̂

δI

) exp(r̂τ),

où τ correspond au temps nécessaire pour qu’une cellule infectée devienne productrice.

Pour le modèle (2.1), Little et al. (1999) estiment un R0 moyen à 7.1 (min=5.2, max=9.1)

pour un modèle sans délai (τ=0) et à 19.3 (min=7.4, max=34.0) pour un délai de 24h (i.e

une fois infectée, une cellule met un jour avant de pouvoir produire du virus).

Kaufmann et al. (1998) proposent une classification en “patterns” de la dynamique vi-

rale en primo-infection suivant la hauteur du pic et la vitesse de convergence vers le niveau

d’équilibre (Fig. 2.3). Ils se basent sur un modèle biexponentiel inspiré de ceux développés

en pharmacocinétique (Gibaldi et Perrier, 1982). L’origine des temps correspond à la date

de début des symptômes et la charge virale est modélisée sous la forme suivante :

V (t) =
Avka

Vc(ka − ke1)

{
exp(−ke1t)− exp(−kat)

}
+

VR

Vcke2

{
1− exp(−ke2t)

}
où Av est le nombre de virions relâchés dans le plasma par chaque cellule infectée durant

la phase du pic, ka est le taux de production virale, ke1 le taux d’élimination du virus

pendant le pic viral, VR la production journalière de virions durant la seconde phase, ke2

le taux d’élimination du virus pendant la seconde phase et Vc le volume sanguin. Ils ne

mettent pas en évidence d’association entre l’état d’équilibre viral et le pic ou le déclin

après le pic, de même que les taux de déclin des CD4 ne sont pas corrélés avec le pic, le

déclin ou l’équilibre viral.

2.2.3 Conclusion

En conclusion, les modèles dynamiques ont permis de mettre en évidence la dynamique

très rapide du virus et des cellules infectées (bien que celles-ci ne soit pas mesurées) en

utilisant des données de charge virale après une mise sous traitement antirétroviral. Ils per-

mettent de fournir in vivo une estimation de l’efficacité des traitements et peuvent attester

de la pertinence d’hypothèses biologiques. Dans le cadre de l’étude de la primo-infection,

ils ont notamment permis de fournir une description précise de la dynamique virale durant
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Fig. 2.3 : Kaufmann et al., The Journal of Infectious Diseases (1998)



Chapitre 2 : Modélisation de l’infection à VIH 32

les premières semaines de l’infection en utilisant un modèle simple de l’interaction entre

le virus et le système immunitaire. Des estimations du nombre de reproduction de base

R0 ont également été fournit permettant ainsi à Little et al. (1999) de déterminer l’effica-

cité minimale nécessaire pour éradiquer théoriquement le virus : une extinction virale se

traduisant par un R0 < 1.

Les modèles explicatifs, basés sur des connaissances biologiques, imposent, de par leur

complexité, de faire des hypothèses souvent fortes (traitement parfait, nombre de cellules

cibles constant, production immédiate de virus après l’infection, ...) pour pouvoir estimer

les paramètres. Dans la plupart des études publiées, les paramètres étaient estimés patient

par patient et présentés en terme de moyenne, médiane ou variance empirique obtenue

sur l’ensemble des sujets. Les modèles dynamiques sont donc des outils plus adaptés que

les modèles descriptifs pour l’étude de systèmes biologiques complexes mais l’estimation

de tels modèles est complexe si aucune simplification du modèle n’est faite.
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2.3 Méthodes d’estimation

Nous donnons dans cette section un cadre statistique plus formel à ces modèles ainsi

qu’une revue des outils statistiques disponibles pour l’estimation de modèles dynamiques.

2.3.1 Structure générale et notations

Modèle biomathématique pour le système

On considère un échantillon de n patients indépendants. Pour un sujet i (i = 1, . . . , n),

on note K le nombre de composantes du vecteur d’état X (K = 3 dans le modèle (2.1)).

A chaque instant t ∈ R+, la valeur de X est notée X i(t) = (X i
1(t), ..., X

i
K(t)). Le vecteur

de paramètres du modèle est noté ξi = (ξi
1, ..., ξ

i
p) qui détermine la trajectoire attendue

du vecteur d’état : 
dXi(t)

dt
= f(X i(t), ξi)

X i(0) = h(ξi)

(2.3)

où f et h sont supposées deux fois différentiables par rapport à ξi. L’existence d’une

condition d’équilibre à t0 est une hypothèse fréquente, mais pas indispensable : cette

hypothèse est souvent contredite par les données réelles.

Dans la mesure où (2.3) n’a pas de solution analytique, certains auteurs proposent

de faire certaines hypothèses biologiques comme nous l’avons discuté précédemment. Ces

hypothèses permettent de simplifier le modèle de départ et de travailler sur un modèle

défini par une solution explicite.

Modèle statistique pour les observations

Les observations ne correspondent pas toujours aux vecteurs d’états du système. Par

exemple, on peut distinguer dans le modèle du virus infectieux et du virus non-infectieux

alors que la mesure effectuée ne les différencie pas ou encore des cellules cibles des cel-

lules infectées mais nous ne mesurons que la somme des deux (les CD4 totaux). De plus,

pour des raisons d’adéquation aux hypothèses d’homoscédasticité, on préfère travailler sur

des transformations des quantités mesurées ; on travaille généralement en échelle logarith-

mique pour la charge virale. D’après des travaux basés sur des modèles descriptifs, utiliser

une transformation logarithmique ou racine carrée (voire quatrième) des CD4 conduit à
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des résidus homoscédastes. De manière plus générale, on observe des fonctions des va-

riables d’états du système gm(.) de RK vers R. L’ensemble de ces M fonctions est appelé

“compartiments observés”. On pose yijm la j-ème observation du m-ème compartiment

(j ≤ nim) observé du sujet i au temps tijm. Le modèle pour les observations peut s’écrire :
yijm = gm(X(tijm, ξi)) + εijm

ξi ∼ N (φ′,Σ′)

εijm = εijm,mes + εijm,ech

(2.4)

où εijm représente les variations intra-sujets non expliquées par le modèle. εijm peut

se décomposer en une erreur d’observation εijm,mes et une erreur d’échantillon εijm,ech.

Celles-ci sont supposées gaussiennes et indépendantes conditionnellement à ξi ; en outre

E(εijm,mes|ξi) = E(εijm,ech|ξi) = 0.

Nous tenons compte des contraintes existant sur les paramètres, en particulier celle de

positivité des paramètres biologiques, en imposant des transformations Ψ aux paramètres.

En notant ξ̃i
l = Ψl(ξ

i
l ), l ≤ p le vecteur des paramètres individuels reparamétrisés, le

système (2.4) devient : 
yijm = gm(X(tijm, ξ̃

i
)) + εijm

ξi ∼ N (φ,Σ)

εijm ∼ N (0, σ2
m)

(2.5)

Les fonctions gm sont obtenues par résolution numérique du système d’équations différen-

tielles (2.3). Notons que l’essentiel des travaux de la littérature reposent sur une approche

simplifiée et gm a dans ce cas une écriture explicite.

Le modèle statistique pour les observations est une extension du modèle (2.5) : yijm = gm(X(tijm, ξ̃
i
)) + εijm

ξ̃i
l = φl + zi

lβl + ωi
lb

i, l ≤ p
(2.6)

où φl est l’intercept du l-ème paramètre biologique ξ̃i
l , zi

l et ωi
l sont les vecteurs des

variables explicatives associées respectivement aux effets fixes et aux effets aléatoires de ξ̃i
l .

Le vecteur βl correspond aux coefficients de régression associés aux effets fixes. On suppose

que bi ∼ N (0,Σ), où bi est le vecteur individuel des effets aléatoires de dimension q et

bi|zi ⊥ εi|zi, où zi = (zi
l )l=1,..,p. Soit A = (al′′l′)l′≤l′′≤q la matrice triangulaire inférieure de

termes diagonaux positifs telle que AA′ = Σ (décomposition de Cholesky). On peut écrire
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bi = Aui avec ui ∼ N (0, Iq). Notons φ = (φl)l=1,..,p, β = (βl)l=1,..,p, σ = (σm)m=1,..,M et

θ = (φ, β, A, σ) avec dim(θ) = s.

Notations

Soit p(yi|zi, ui; φ, β, A, σ) la vraisemblance de l’individu i sachant les effets aléatoires

ui et les covariables zi. On peut écrire :

p(yi|zi, ui; φ, β, A, σ) =
∏
j,m

1

σm

√
2π

exp

−1

2

(
Yijm − gm(X(tijm, ξ̃

i
))

σm

)2


On en déduit la contribution marginale de l’individu i à la vraisemblance observée, en

notant Φ la densité de la loi normale standard de dimension q :

p(yi|zi; φ, β, A, σ) =

∫
u∈Rq

∏
j,m

1

σm

√
2π

exp

−1

2

(
Yijm − gm(X(tijm, ξ̃

i
))

σm

)2
Φ(u)du

(2.7)

Les patients étant supposés indépendants, on peut en déduire la vraisemblance observée

sur l’échantillon p(y|z; θ) ainsi que la log-vraisemblance L(y; θ) :

p(y|z; θ) =
∏

i

p(yi|zi; θ)

L(y; θ) =
∑

i

L(yi; θ) =
∑

i

log
[
p(yi|zi; θ)

]
L’estimateur du maximum de vraisemblance est : θ̂EMV = Argmax

θ∈Rs

L(y; θ).

Soit Ii(θ) la Matrice d’Information de Fisher (FIM) individuelle et I(θ) la FIM sur

tout l’échantillon. Pour simplifier les notations, supposons qu’il n’y ait pas de variables

explicatives dans le modèle. On a :

Ii(θ) = Eθ

(
−∂2L(yi; θ)

∂θ∂θ′

)
I(θ) = Eθ

(
−∂2L(y; θ)

∂θ∂∂θ′

)
Soit H la Hessienne de la log-vraisemblance L(y; θ) :

H(θ) =
∂2L(y; θ)

∂θ∂θ′

et on a 1
n
H(θ̂EMV )

p−→ −Ii(θ
∗) (borne de Rao), si θ∗ est le vecteur des vrais paramètres.

Sous réserve de régularité et d’identifiabilité du modèle, l’estimateur du maximum de

vraisemblance est asymptotiquement distribué selon une loi normale, d’espérance θ∗ et
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de matrice de variance-covariance I(θ∗)−1 :
√

n
(
θ̂EMV − θ∗

)
−→
n→∞

N (0, Ii(θ
∗)−1). La

Hessienne au maximum de vraisemblance fournit donc un estimateur de la matrice de

variance-covariance des paramètres estimés. Pris marginalement, ses éléments fournissent

une estimation de la variance des paramètres estimés.

2.3.2 Approche bayésienne

Le paradigme bayésien

Le principe des méthodes bayésiennes est de considérer le vecteur paramètre θ comme

une variable aléatoire et non pas inconnu et déterministe. L’incertitude sur θ est modélisée

par une loi de distribution notée π(θ) sur Θ (l’espace des paramètres). Cette loi est appelée

“loi a priori”. L’inférence se base sur la loi de distribution de θ conditionnellement aux

observations Y , π(θ|Y ) appelée “loi a posteriori”. D’après le théorème de Bayes :

π(θ|Y ) =
p(Y |θ)π(θ)∫
p(Y |θ)π(θ)dθ

où p(Y |θ) est la vraisemblance du modèle. Le problème est alors d’évaluer la loi a pos-

teriori π(θ|Y ) ∝ p(Y |θ)π(θ). La loi a posteriori est alors connue aux constantes de nor-

malisation près. Quand la vraisemblance n’a pas d’expression analytique et les constantes

de normalisation des différentes distributions ne pouvant être calculées, l’évaluation de

cette loi a posteriori est difficile. Les méthodes de Monte-Carlo par Châınes de Markov

(MCMC) ont été développées pour contourner ce problème.

Méthode bayésienne hiérarchique

Dès 1998, Wu et al. (1998) propose une estimation des paramètres d’un modèle dy-

namique à l’aide de modèles non-linéaires hiérarchiques. Ils modélisent la dynamique vi-

rale après mise sous traitement à l’aide du modèle (2.2). Les modèles hiérarchiques ont

l’avantage d’être flexibles et de prendre en compte les données riches et déséquilibrées des

patients. Ils permettent également d’inclure des covariables. Ces modèles ont été introduit

en pharmacocinétique/pharmacodynamique par Sheiner et al. (1972). Cette méthode a

été utilisée pour estimer un modèle non-simplifié de la dynamique de la charge virale par :

Putter et al. (2002), Han et Chaloner (2004), Huang et al. (2006), Huang et Wu (2006). Le
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modèle bayésien hiérarchique à effets mixtes peut s’écrire d’après les 3 niveaux suivants

(Davidian et Giltinan, 1995) :

• Niveau 1. Variation intra-sujet :

yi = gm(θ) + εi, avec [εi|σ2, θ] ∼ N (0, σ2Inim).

• Niveau 2. Variation inter-sujet :

θ = φ + bi, avec [bi|Σ] ∼ N (0,Σ).

• Niveau 3. Distribution des hyper-priors :

σ−2 ∼ Ga(a, b), φ ∼ N (η,Λ) et Σ−1 ∼ Wi(Ω, ν), où les distributions Gamma

(Ga), normale (N ) et Wishart (Wi) sont mutuellement indépendantes pour simpli-

fier les calculs.

Huang et al. (2006) proposent de combiner l’échantillonnage de Gibbs et l’algorithme de

Metropolis-Hastings. Dans leur approche, l’échantillonnage de Gibbs (Geman et Geman,

1984) met à jour σ−2, φ et Σ−1 alors que l’algorithme de Metropolis-Hastings (Metropolis

et al., 1953; Hastings, 1970) met à jour les θ.

L’approche bayésienne permet d’apporter une certaine souplesse comparée à l’approche

fréquentiste car il est possible théoriquement d’estimer tous les paramètres du modèle. En

effet, au lieu de fixer certains paramètres nous pouvons les introduire dans le modèle avec

des a priori “forts”. De plus, le fait d’utiliser les connaissances a priori sur les paramètres

est d’autant plus pertinent dans le cadre de modèles déjà basés sur les connaissances bio-

logiques tels que les modèles dynamiques de l’interaction entre le VIH et le système immu-

nitaire. Notons également que les temps de calculs dus à l’utilisation d’approche MCMC

peuvent être importants pour des modèles complexes et que les critères de convergence et

de sélection de modèles ne sont pas toujours bien définis.

2.3.3 Approche fréquentiste

Nous présentons maintenant deux méthodes d’estimation réalisant une maximisation

exacte de la vraisemblance. L’une est fondée sur l’utilisation de l’algorithme Expectation-

Maximisation (EM) et l’autre sur l’algorithme de Newton-Raphson (NR).
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Méthode basée sur des approximations stochastiques

L’algorithme EM a été proposé par Dempster et al. (1977). Afin d’éviter le calcul des

intégrales numériques de (2.7), il propose de poser à l’itération k :

Q(θ|θk) = E [log(p(y, u|z; θ)|y; θk)].

On montre que si Q(θ|θk) ≥ Q(θk|θk) alors L(y ; θk) ≥ L(y; θ). Ainsi L(y ; .) augmente

avec Q. La suite des paramètres (θk) converge vers un extremum de la vraisemblance.

S’appuyant sur ce principe, Dempster et al. (1977) proposent l’algorithme itératif EM. A

l’itération k :

• Etape E : Calcul de l’espérance conditionnelle de la log-vraisemblance : Q(θ|θk).

• Etape M : Maximisation de Q(θ|θk), on prend θk+1 = Argmax
θ∈Θ

Q(θ|θk).

L’algorithme SAEM (pour Stochastic Approximation EM ) décrit par Kuhn et Lavielle

(2005) repose sur une approximation stochastique de l’étape E de l’algorithme EM, passant

ainsi outre le problème numérique du calcul intégral. L’étape E est alors divisée en une

étape de simulation et une étape d’approximation stochastique.

A l’itération k, on simule une réalisation uk de u d’après une loi conditionnelle π(θ|y; θk)

(étape de simulation), puis on réalise une approximation stochastique en mettant à jour

Qk en introduisant une suite décroissante de pas positifs (γk) :

Qk+1(θ) = Qk(θ) + γk(log p(y, uk; θk)−Qk(θ)).

L’étape de maximisation M consiste alors à mettre à jour θk en prenant :

θk+1 = Argmax
θ∈Θ

Qk+1(θ)

Quand la loi conditionnelle π(u|y; θk) ne peut pas être simulée, Kuhn et Lavielle (2004)

ont proposé de combiner leur algorithme avec une méthode de MCMC. L’étape de si-

mulation est alors la seule modifiée. A l’itération k, on simule uk par un algorithme de

Metropolis-Hasting d’après une probabilité de transition Πθk
correspondant à une châıne

de Markov de loi stationnaire π(u|y; θk).

Cette méthode est plus rapide et plus efficace en terme de biais et d’erreur de moindre

carré (RMSE) qu’un algorithme EM classique. Cet algorithme a, d’autre part, été com-

plexifié pour prendre en compte la censure à gauche de la charge virale (Samson et al.,
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2006) mais également permettre l’estimation de modèles dynamiques stochastiques (Don-

net et Samson, 2008).

Méthode basée sur un algorithme de type Newton

L’algorithme de Newton-Raphson est une méthode classique d’estimation par maxi-

mum de vraisemblance. C’est un algorithme itératif qui se base sur les fonctions de score

(U ) et hessienne (H) de la vraisemblance d’après le schéma suivant :

θk+1 = θk −H−1(θk)U (θk).

Le plus fréquemment U et H sont calculées par différences finies :

U (θ) ' L(y; θ + dθ)− L(y; θ − dθ)

2 ∗ dθ

H(θ) ' L(y; θ + dθ + dθ′)− L(y; θ + dθ)− L(y; θ + dθ′) + L(y; θ)

dθdθ′

mais des approximations de Monte-Carlo (Tanner, 1996; McCulloch, 1997) et stochas-

tiques (Robbins et Monro, 1951) de l’algorithme NR ont également été proposées.

Une autre méthode d’estimation est celle développée par Guedj et al. (2007) qui se

base sur l’algorithme RVS (pour Robust Variance Scoring) proposé par Commenges et al.

(2006). Cette méthode utilise seulement les dérivées premières de la log-vraisemblance

pour l’estimation des paramètres. La vraisemblance p(yi|zi; φ, β, A, σ) pour chaque in-

dividu i est calculée par quadrature-gaussienne adaptative. Le calcul des scores se réalise

en 2 étapes :

• Calcul des scores de la vraisemblance totale conditionnellement aux effets aléatoires :

U i(θ|ui)

• Calcul des scores de la vraisemblance observée par intégration : U i(θ)

Cette seconde étape utilise la relation de Louis (1982) généralisée par Commenges et

Rondeau (2006) :

U i(θ) = p(yi|zi; θ)−1

∫
Rq

p(yi|zi, ui; φ, β, A, σ)U i(θ|ui)Φ(u)du.

La Hessienne à l’itération k est approchée par :

G(θk) =
∑
i≤n

U i(θk)U
′
i(θk) +

ν

n
U(θk)U

′(θk)
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où ν est un poids, U i le vecteur des scores pour l’individu i (U ′
i sa transposée) et U =∑

i≤n U i. A convergence, la matrice G(θ̂) est un estimateur de la matrice d’information

I(θ∗).

Cet algorithme est plus rapide et plus performant que le Newton-Raphson original et

Marquardt. De plus, les critères de convergence sont définis clairement en comparaison

avec l’approche bayésienne et le SAEM. La prise en compte de données censurées à gauche

a également été implémentée. Cependant, sur des modèles complexes, les temps de calcul

peuvent être long. L’algorithme doit résoudre le système ODE, calculer une intégrale

multiple dont la dimension est égale au nombre d’effets aléatoires inclus et enfin maximiser

la vraisemblance. Le nombre d’effets aléatoires est généralement limité à 3 ou 4 pour ces

questions numériques.

2.3.4 Maximum a posteriori

Une troisième approche, qui peut être considérée comme intermédiaire entre l’approche

bayésienne et l’approche fréquentiste, est celle du maximum a posteriori (MAP). Cette

méthode fut abandonnée par les bayésiens au profit des méthodes MCMC mais est toujours

utilisée en imagerie et ingénierie biomédicale. Elle permet de combiner les avantages des

deux approches car elle prend en compte les a priori sur les paramètres et ne fait pas

d’approximation de la vraisemblance.

L’estimateur du maximum de vraisemblance θ̂EMV est défini par : θ̂EMV = Argmax
θ∈Θ

L(y; θ)

et l’estimateur du MAP θ̂MAP par : θ̂MAP = Argmax
θ∈Θ

π(θ|y). D’après le théorème de

Bayes, on a : θ̂MAP = Argmax
θ∈Θ

[
L(y; θ) + log(π(θ))

]
. On peut donc voir le MAP comme

une vraisemblance pénalisée au sens classique (Commenges, 2009). Si on suppose que θ est

gaussien de vecteur moyenne µ et matrice de variance-covariance Ω alors θ̂MAP maximise

la fonction :

L(y; θ)+log

{
1

(2π)s/2 detΩ
exp(−1

2
(θ−µ)′Ω−1(θ−µ)

}
∝ L(y; θ)− 1

2
(θ−µ)′Ω−1(θ−µ).

Les estimateurs MAP sont asymptotiquement équivalents aux estimateurs du maximum

de vraisemblance classiques (Diaconis et Freedman, 1986). Lorsque la taille de l’échantillon

tend vers l’infini, l’information contenue dans cet échantillon devient prédominante par

rapport à l’information “fixe” apportée par la loi a priori π(θ).



2.3 : Méthodes d’estimation 41

Cette méthode permet de prendre en compte les connaissances a priori sur les para-

mètres et de réaliser une maximisation exacte de la vraisemblance. Elle semble pertinente

dans le contexte de l’étude de l’interaction hôte-pathogène étant donné que les paramètres

des modèles dynamiques ont une signification biologique. L’algorithme SAEM offre la pos-

sibilité d’inclure des a priori sur les paramètres à estimer et le MAP est très facilement

implémentable dans la méthode proposée par Guedj et al. (2007).

2.3.5 Conclusion

En conclusion, plusieurs méthodes d’estimation sont disponibles pour les modèles dy-

namiques. Il faut cependant prendre en considération les difficultés numériques liées à ce

type de modélisation. Les calculs sont en effet très lourds avec les méthodes MCMC et le

choix entre les différentes méthodes fréquentistes dépend de nombreux critères : biais, pré-

cision, efficacité et temps de calculs. Aucune comparaison formelle n’a été jusqu’à présent

réalisée dans le cadre des modèles dynamiques.
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2.4 Objectif du travail de thèse

Nous avons présenté, dans ce second chapitre, une modélisation basée sur les connais-

sances biologiques qui permet de prendre en compte l’interaction complexe et non-linéaire

qui existe entre le VIH et les cellules du système immunitaire ainsi que les difficultés liées

à l’estimation de ce type de modèle. Nous avons exposé dans le chapitre 1, l’intérêt d’étu-

dier la phase de primo-infection à VIH qui permet de mieux comprendre les mécanismes

viro-immunologiques précoces de l’infection qui vont régir en partie l’évolution clinique

de la maladie. Par ailleurs, nous avons exposé les difficultés liées à l’étude de la primo-

infection : manque de données et date d’infection inconnue.

Il nous a semblé pertinent d’utiliser les données de cohortes issues de la collaboration

CASCADE qui constitue l’une des plus grandes bases de données de patients sérocon-

verteurs infectés par le VIH. Cette base de données constitue une source d’information

importante puisque les patients sont suivis de leur séroconversion jusqu’au décès. Afin

d’étudier les dynamiques viro-immunologiques durant la phase de primo-infection, il est

nécessaire de développer une méthode d’estimation prenant en compte l’incertitude sur la

date d’infection (origine des temps du modèle). Au vu des travaux antérieurs de l’équipe

en matière d’estimation de modèles non-linéaires à effets mixtes et plus particulièrement

dans le domaine de la modélisation dynamique de l’infection à VIH, nous avons choisi de

travailler sur l’algorithme proposé par Guedj et al. (2007).

D’autre part, le nombre de paramètres présents dans les modèles étudiés étant souvent

important (6 dans le modèle de Perelson et al. (1996) et 11 dans celui de Guedj et al.

(2007)), le choix des effets aléatoires et des variables explicatives à inclure est un pro-

blème non-négligeable. En effet, le nombre de modèles à comparer (et donc à estimer)

peut devenir très grand et il devient alors impossible de tous les tester. Le développement

d’un outil permettant de tester rapidement les différentes possibilités semble alors indis-

pensable pour permettre la sélection de modèles.

Plusieurs modèles sont fréquemment utilisés pour décrire la phase primo-infection à VIH :

le modèle de base présenté par Perelson et al. (1996), un modèle incluant des cellules

quiescentes et des cellules activées, ou encore un modèle incluant une réponse immuni-

taire. En outre, il semble pertinent de les comparer en terme d’estimation de paramètres

(taux de décès des cellules cibles, des cellules infectées, nombre de reproduction de base
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R0), de dynamique (temps du pic viral, nombre de cellules infectées à l’équilibre, ...) mais

surtout en terme statistique et d’adéquation aux données.

La présentation de nos travaux est la suivante : dans le chapitre 3, nous proposons une

méthode d’estimation prenant en compte l’incertitude sur la date d’infection pour des

modèles dynamiques. Cette méthode est illustrée par l’estimation des paramètres de deux

modèles dynamiques pour 761 patients issus de la collaboration CASCADE. Dans le cha-

pitre 4, nous développons des tests du score pour l’exploration de modèles complexes avec

une application à la modélisation dynamique du VIH et dans le chapitre 5, nous réalisons

une comparaison de différents modèles dynamiques ayant été estimés à partir des données

de 761 patients durant la première année de suivi. Une conclusion générale prend place

dans le chapitre 6.





Chapitre 3

Estimation d’un modèle ODE en

prenant en compte l’incertitude sur

la date d’infection

Les chapitres 1 et 2 ont montré l’apport des modèles dynamiques dans l’étude de

l’interaction entre le système immunitaire et le VIH ainsi que l’intérêt d’étudier la phase

de primo-infection à VIH. L’une des difficultés majeures dans l’étude de l’infection à VIH

est que la date d’infection est inconnue. Or cette date correspond à l’origine des temps

pour un modèle dynamique de primo-infection. Cependant, pour certains patients, nous

disposons d’une date de dernière sérologie négative et d’une date de première sérologie

positive. Ces deux dates nous renseignent sur la date de séroconversion (date d’apparition

des anticorps anti-VIH) et par conséquent sur la date d’infection.

Nous proposons donc dans cette partie une méthode d’estimation pour un modèle ODE

prenant en compte l’incertitude sur l’origine des temps dans le cadre de l’infection à VIH

basée sur celle décrite par Guedj et al. (2007). En supposant que la date d’infection pour

un sujet i (τi) a une densité connue fτi
de support [bi

inf , b
i
sup]. La vraisemblance observée

pour le sujet i est donnée par :∫
u∈Rq

∫ bi
sup

bi
inf

p(yi|τ i, zi, ui; φ, β, A, σ)fτi
(s)Φ(u)dsdu

La vraisemblance observée totale s’obtient donc en intégrant sur les effets aléatoires et

sur la fenêtre de dates d’infection possible. La densité de la date d’infection fτi
a été
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définie à partir des travaux de Fiebig et al. (2003) et prend en compte le délai nécessaire

à la production d’anticorps par un individu infecté mais également celui nécessaire pour

avoir un niveau détectable d’anticorps. En effet, un patient peut avoir un test sérologique

négative mais être déjà infecté par le VIH et peut même avoir une charge virale détectable.

Nous avons appliqué cette méthode à un jeu de données réelles de séroconverteurs issus

de la collaboration CASCADE. Nous avons proposé deux modèles de primo-infection. Le

modèle de Perelson et al. (1996) :
dT
dt

= λ− γV T − µT T

dT ∗

dt
= γV T − µT ∗T ∗

dV
dt

= πT ∗ − µV V

Les compartiments sont supposé être à l’équilibre avant l’infection, ce qui peut se traduire

par : T0− = λ/µT , T ∗
0− = 0 et V0− = 0. Après l’introduction de virus dans le système

(V0 = 10−6 virions/mm3), l’état d’équilibre initial est perturbé et le système converge vers

un nouvel état d’équilibre si R0 (R0 = γλπ
µT µT∗µV

) est supérieur à 1 :
T̄ = µT∗µV

γπ

T̄ ∗ = λγπ−µT µT∗µV

γπµT∗

V̄ = λγπ−µT µT∗µV

γµT∗µV

Ce modèle fait l’hypothèse qu’une cellule, une fois infectée, devient immédiatement ca-

pable de produire des virions, alors qu’il a été montré in vitro qu’un délai d’environ un

jour était nécessaire pour qu’une cellule infectée devienne productrice (Kiernan et al.,

1990; Barbosa et al., 1994). Pour prendre en compte ce délai, nous proposons un second

modèle en introduisant un compartiment supplémentaire. Ce modèle distingue les cellules

infectées non-productrices I des cellules infectées productrices P comme précédemment

proposé par Nowak et al. (1997) :

dT
dt

= λ− γV T − µT T

dI
dt

= γV T − µII − δI

dP
dt

= δI − µIP

dV
dt

= πP − µV V

Le taux pour qu’une cellule infectée devienne productrice est noté δ. L’équilibre avant

infection pour ce modèle peut s’écrire : T0− = λ/µT , I0− = 0, P0− = 0 et V0− = 0.
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Le système se stabilise à un nouvel équilibre après introduction de virus si R0 (R0 =

λγπα
µT µIµV (µI+α)

) est supérieur à 1 :

T̄ = µIµV (µI+α)
γπα

Ī = λ
µI+α

− µT µV µI

γπα

P̄ = α
µI

(
λ

µI+α
− µT µV µI

γπα

)
V̄ = πα

µV µI

(
λ

µI+α
− µT µV µI

γπα

)

Ce travail fait l’objet d’un article soumis dans Annals of Applied Statistics.
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�_`v&V`A9�G#&.>�=<�:/����e�.�w-yx�z�{|=,&+MW&+=s��9aI5G��,)HGq>*��9��,&+�A9H/c"�6�9H&+�q/�9O���f6F":�[/H&+MW&+�O��=g�W&����H/
0 }����#$7P*�:)Hd £T³W¬e¨,k X ~V�V�V� 3T����=,&8/H/a9�G#&+�q���H&;9��H&���9H&8$�`�^aG��,/aMA���O��=s/O&+9�>?":���A95�,/a�:/O/H"A)+��@
��9H&8$KI5��9�G�)+=������,)���=U>��H":CV�H&8/O/��,":�D0 j�&+=�=,":�H/ £T³W¬e¨�k X l�mVmVn 3(`

∗ � âØÂ�Ä§ÌBÚ
Ñ"í�Æ
Ò��%Ä´Ñ�Ò�Ñ�Æ
ÛTÑ�Ý¶Ëïã�Ö²Â[È�Ä�Ë�Ç4Ó®Ð$Ä´ÔVÊùÞoèxúBÞoè�Âæû=Þ�Ô�Ç²Ò�Ñ"Ä§Ó´Ñ�Ýyè�Ò"Ó´Æ
ÔVÇ_Ô�Ç0úØÑ"Ä´Ô4Ò�ÔVÇØÛTÑçÄ§ÜÙ§Æ
Ô�Ç0Ó´ÔWè�Î&Â2úyË�ÇeÝ¶ÂxÑ#Ë�Ó´ÖyÆ
Ç\û�ÃÅÄ´ÔVÉ!Ñ°ó�û�ÃBÄ´Ô�É!Ñ#Ë�Ç0Þ�ÔVÊ°Ê°Æ
Ù§Ù§Æ
ÔVÇ\òBÄ�Ë�Ê°Ñ"íoÔ�Ä´×¶ã�Ä´Ô�È�Ä�Ë�Ê ÷Vô
† Þ�Ô�Ä§Ä´Ñ�Ù§É!Ô�ÇeÝÅÆ�ÇBÈ°Ë�ÃÅÓ´Ö²Ô�Ä��BÄ´ÔØÝÅÔVÚ
É²ÖBÑVâ Ó´Ö²Æ
Ñ�äeË�ÃBÓ��gÆ
Ù§É!Ñ#Ý�â ÃÅÜ�ä!Ô�Ä�ÝBÑ�Ë�ÃBá��4â Ð�Ä�[�����S���2���T���:�����8�F����������ÂgÌÅÇ²Ë�Ê°Æ
Ò#Ë�Ú�Ê°ÔØÝBÑ�Ú©Õ"Ç²ÔVÇÅÜ�Ú�Æ
ÇBÑ#Ë�ÄkÊ°ÔØÝBÑ�Ú
Ù�Õ�Ô�Ä�ÝBÆ
ÇeË�Ä§Ì2ÝBÆéê�Ñ"Ä´Ñ"ÇØÓ´Æ�Ë�ÚTÑ#ë4ÃeË�Ü

Ó´Æ
Ô�Ç²Ù�ÕeÍ�Î�Ï ÝÅÌÅÇeË�Ê°Æ
Ò�Ù�ÕÅÉBÄ´Æ
Ê_Ë�Ä§Ì¶Æ
ÇBÐ$Ñ�Ò"Ó´Æ
ÔVÇ �

48



� � âBÂ������iû�õMÎ§Þ��\û®ì[è	��â

����O���f&+9����,)L���#$D�#":�D>*���O���f&+9����,)K$�&8/O)+����>�9���MW&��f"%$�&+=,/eG*�8MW& P?&8&+� /���CVCW&8/�9H&8$

62":� '#9�9�����C �H&+>g&���9H&8$|�f&��:/����H&+�f&+�u9H/t"�61Y[Z.\ ���#$ �.��- x z.{ 02":�qMA���O��=;=,"W�:$*3
0 Z���P���� £T³Y¬!¨�k X l�mVm�\ 
 Z;&8/��A����=�P?&+9 £T³W¬e¨,k X ~V�V��\ 
 
����A9O��
8�,/ £4³î¬e¨,k X ~V�V�Vn 
 ��&8)OGu9 £4³Y¬e¨,k X
~V�V��� 
 �;&8/�d%�#/ £T³Y¬e¨,k X ~V�V��� 3(`u{ �f&8)HG*�����,/�9��,);��>�>��H"W�:)HGqP*�:/H&8$f":� ":�H$7���*�����f$7���g&+��@
&+�u9��<��=A&��A�*��9��,":�#/ 0��.Z�� 3gG*�:/U��=,/H"aPg&8&+�!/���CVCW&8/�9H&8$�0 
�G���=�=���>#/ X l�mVm�� 
 Z;&��a"A&+�.���#$K
	&+�H&+=,/H":� X
l�mVm�� 3(`�^aG#&8/H&�����9�G#&+����9��,)���=7�f"%$�&+=,/s>��H&8/H&+�A9	/H&+MW&+�O��=%�:$7M:���A9O��CW&8/�`�o����H/�9�X�9�G#&+�4���H&
P*�:/H&8$R":�eP��,":=,":CV�,)���=�d%�#"�I5=,&8$7CW&V`:^aG#&+�H&(62":�H&VX�9�G#& >*���O���f&+9H&+�H/r���8�pG*��MW&a$7���H&8)+9�P���@
":=,":CV�,)���=��f&���������C����#$t9�G#&e�H&+=<��9��,":�#/�G���>NP?&+9�I &8&+�Q������dW&+�H/.�,/.�f"A$�&+=,&8$�9�G��H":��CVG
P��,":=,":CV�,)���=.�f&8)OG*�����,/��f/q�O��9�G#&+�q9�G*��� >*���O���f&+9����,)Q)8":���H&+=<��9��,":� /�9����#)+9����H&8/�`��%&8)(@
":�#$�X�9�G��,/ 9w�%>g&K"�6.$7�%�*��� �,)���=c�f"A$�&+=5�,/b��P�=,&q9H"Q)���>�9����H&L)8":� >�=,&! ���u9H&+�O�:)+9��,":�
P?&+9�I &8&+��������dW&+�H/�`*o#":� ���#/�9O���#)8&VX#9�G#&8/H&p�f"A$�&+=,/�)�����>��H&8$7�,)+9 9�G#&!$�&8)+�H&��:/H&!"�6rMA��@
�O��=s=,"W�:$ 62":=�=,"�I5����C�9�G#&;>g&���dq�:/��1)8":�#/H&��u�#&+�#)8&!"�6	9�G#&4=���� ��9O��9��,":��"�6r9O����CW&+9 )8&+=�=,/
0 
�G���=�=���>#/ X l�mVm�� 3(`T^aG#& '#�H/�9 �f"A$�&+=,/f�#/H&8$J���B9�G��,/f)8":�A9H&! %9fCu��MW&K��� >g":��9O���u9����7@
/���CVGu9H/�":�K9�G#&p$7�A�*��� �,)8/�"�6�9�G#&;���76F&8)+9��,":�t���#$KG#"�Iy9H"f)8":�A9��H":=U��9!0 z."�I[��d £T³W¬e¨,k X
l�mVm���P 
 }���9�9�=,& £T³Y¬!¨�k X l�mVmVm 3(`Az ���f&+�H":�#/a��9�9H&+� >�9H/T9H"!��� >��H"�MW&��f"A$�&+=,/TG*�8MW&�P?&8&+�
>���P�=��,/�G#&8$ 0 Z;&"�a"A&+� ���#$K
�&+�H&+=,/H":� X l�mVm�� 
 # �,)Od X l�mVmVm 
 �A9O�$��":�H$ £T³W¬e¨,k X ~V�V�V� 3(`
jt"V/�9f"�629H&+�sXr9�G#&q>*���O���f&+9H&+�H/ "�6�9�G#&8/H&q�f"%$�&+=,/����H&q�#":9�&8/�9�������9H&8$ ���#$JM:��=��#&8/
I5G��,)HG���>�>g&����&%w�H&��:/H":�*��P�=,&!'!���H&4)HG#"V/O&+�s`#�w�#$�&8&8$�X�&8/H9�������9�����Cf9�G#&4>*���O���f&+9H&+�H/c���
/��#)HG �f"A$�&+=,/b�,/�$7��(�)+��=�9�`[^U"D��� >��H"�MW&t�,$�&+�u9���'S��P���=���9��WXa�O���#$�":� &!��&8)+9H/b�f"A$�&+=,/
02":��>g":>���=<��9��,":� ��>�>��H"W�:)HGS3�)����BPg&q�#/H&8$�`T�."�I[&+MW&+��X�9�G#&L)8":�RP����*��9��,":� "�6.�#":�7@
=����#&����&�.Z��h/��7/�9H&+�f/T���#$ �O���#$�":� &!�g&8)+9H/�=,&��:$�/T9H"4$7��(�)+��=�9T�A���f&+���,)���=*>��H":P�=,&+�f/
0 
���9�9H&+� £T³W¬e¨,k X ~V�V�V~ 
 o���=�9H&+� £T³W¬e¨�k X ~V�V�Vn 
 ���*����C £T³W¬e¨,k X ~V�V��� 
 �7���f/H":� £T³W¬e¨,k X
~V�V��� 
 �.�#&8$�) £T³î¬!¨�k X ~V�V���:� 
 Ya�:" £4³î¬e¨,k X ~V�V��� 3(`
^aG#&K$7�A�*��� �,)8/b"�6�9�G#&qP��,":������dW&+�H/�$7��������Ch>������������J�.��- ���76F&8)+9��,":� �,/*�u����9H&

)8":� >�=,&! g`#���K9�G#&;6F&+Iy/�9��#$7�,&8/�X7I5G#&+�H&+�.Z�� �f"A$�&+=,/5G*��MW&pPg&8&+�K�#/H&8$q���L9�G#&4)8":�7@
9H&! %95"�6U>������������b���762&8)+9��,":�sX%9�G#&.>*���O���f&+9H&+�H/5I &+�H&;&8/�9�������9H&8$qI5��9�Gq9�G#&.M%���O��=S=,"W�:$
$#��9O�Q":��=��|0 ,p���762������� £4³î¬e¨,k X l�mVm�� 
 }���9�9�=,& £T³W¬e¨,k X l�mVmVm 
 �A9O�$��":�H$ £T³Y¬e¨,k X ~V�V�V� 

}����#$7P*�:)Hd £T³W¬e¨,k X ~V�V�V� 
 Y ����>g& £T³Y¬e¨,k X ~V�V��� 3R":� 9�G#&q���#$7��M%�,$7�*��=5'#9f"�6;9�G#&�Y[Z�\
)8":���u9H/e$#��9O�KI[�:/!MW&+���NP*�:$ 0 j������O��� £T³Y¬!¨�k X l�mVm�� 3(`sj�":�H&8"�MW&+��XU9�G#&f>*���O���f&+9H&+�H/
I &+�H&p�#":9c&8/H9�������9H&8$LI5��9�GL�O���#$�":� &!��&8)+9H/5�f"%$�&+=,/�`
�w�J9�G#& >������������ �.��- ���762&8)+9��,":�B)8":�A9H&! %9�Xr9�G#&K/H�%/�9H&+� �,/1���B�-%w9�����MA�<��=�'K&��u����@

=���P�������� /�9O��9H&QI5��9�G#":��9tMA�����#/t���#$ ��9L�,/L$7�,/�����>�9H&8$ Pu�|9�G#&Q���A9��H"A$7�#)+9��,":� "�6 �
/�����=�=.�A�*���u9���9���"�6�MA�����#/O&8/R0�9�G#&�%w���76F&8)+9��,":�N&+MW&+�u9/'�3(`g^aG#&!$#��9H&R"�6����762&8)+9��,":�t�!�#/�9
9�Gu�#/�P?&4d%�#"�I5�J0����t)8":�A9��O�:/�9 9H"b/�9��#$7�,&8/ "�6�9�G#&p�H&8/H>?":�#/H&p9H"�� 9��H&���9��f&+�A9�������9��<��@
9��,":�Q6F���.62�H":� 9�G#&1���762&8)+9��,":�S3(`U^aG��,/p$#��9H& �,/;�f"V/�9p"�629H&+�Q����dA�#"�I5�0
sP�������CV����Ct���
�:$�$7��9��,":�*��=c$7��(�)+��=�9w�W`�{a9eP?&8/�9�XU9�G#&b":��=�� �8MV����=<��P�=,&b���76F":������9��,":�J�,/e9�G#&b$#��9H& "�6
9�G#&1=<�:/�9p/H&+�H":�#&+Cu��9���MW& 9H&8/�9p���#$�'#�H/�9p/O&+�H":>?"V/���9���MW&19H&8/H9;":�;'#�H/H9p$�&+9H&8)+9O��P�=,&f����-
x z.{R`?�w�Q/H":�f&1)8":G#":��9p/�9��#$7�,&8/f02/H�#)HGh�:/;9�G#&1j���=�9��,)8&+�A9H&+�!{.��Z"��Y[":G#":��9p/�9��#$7�
0 j����#"1
 £4³Y¬e¨,k X l�mVmV~ 3�3R9�G#&q=<�:/�9 /H&+�H":�#&+Cu��9���MW&L$#��9H&K�,/1>��H"V/�>g&8)+9���MW&+=�� �,$�&+�u9���'*&8$
$7��������CL6F":=�=,"�Ia@_��>s`U���Q�f"V/�9!)��:/O&8/�Xg>*��9��,&+�u9H/1���H&f/H&+�H":>g"V/���9���MW&���9!&+�A9����N���u9H"L9�G#&
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)8":G#":��9b���#$J9�G#&K=<�:/�9 /H&+�H":�#&+Cu��9���MW&t$#��9H&q�,/ �H&+9��H"V/�>g&8)+9���MW&+=��D�H&8)8":�H$�&8$�`���/��*��=�=��WX
9�G#&4$#��9H&."�6�/H&+�H"A)8":�AMW&+�H/��,":�L�,/[��� >���9H&8$L��9a9�G#&.� �,$7>?":���A95P?&+9�I &8&+�L=<�:/�9a�#&+Cu��9���MW&
���#$ '#�H/�9f>g"V/���9���MW&L�.��-E/H&+�H":=,":CV� 9H&8/�9�0 o��,$7=,&+� £T³î¬e¨,k X ~V�V��� 3(` �%&+MW&+�O��=��f&+9�G#"A$�/
G*�8MW&;Pg&8&+�q/H��CVCW&8/�9H&8$b62":�5&8/�9�������9�����C 9�G��,/5$#��9H&4�:)8)8":�H$7����C 9H"e9�G#&.������dW&+�5M:��=��#&8/
0 �[&+������� X l�mVmV� 
 Z;& �.����9�9H":=<� £T³W¬e¨,k X l�mVm7l 
 Z���P���� £T³Y¬!¨�k X l�mVm�\ 
 �;&8/�d%�#/ X ~V�V�V� 3(`
�;&8/�d%�#/ £T³W¬e¨�k 0 ~V�V��� 3�>g&+��62":���f&8$D�K)8":�#$7��9��,":�*��=T�f&����i��� >���9O��9��,":�D9H"L&8/�9�������9H&
9�G#&p$#��9H&p"�6r���762&8)+9��,":�L9�G*��9 I[�:/c�#/O&8$L�:/59�G#&4P*�:/H&+=����#&;6F":�5=����#&����c� �� �&8$K�f"%$�&+=,/�`
�w� 9�G#&.>��H&8/H&+�u95>*��>g&+��X%I &;>��H":>g"V/H&.�R�f&+9�G#"%$b62":�5&8/�9�������9�����C 9�G#&.>*���O���f&+9H&+�H/

"�6e$7�%�*��� �,)N�f"A$�&+=,/K�#/H����C � >g":>���=<��9��,":� ��>�>��H"W�:)HG 9O��dA����C ���A9H" �:)8)8":���u9L9�G#&
���#)8&+��9O�����u9w�f"�6?9�G#&[���762&8)+9��,":�f$#��9H&V`1#i&a&8/�9�������9H&a9�G#&a>*���O���f&+9H&+�H/�"�6��.$7�A�*��� �,)���=
�f"A$�&+=%�#/�����C;����- x z.{J���#$ Y[Z.\.)8":���A9�$#��9O� ��� �5=<����CW&a)8":=�=<��P?":�O��9��,":�1���#)+=��#$7����C
)8":G#":��9H/f"�6�>*��9��,&+�A9H/ I5��9�G ��$�"A)+���f&+�A9H&8$B$#��9H&K"�6��#&+Cu��9���MW&L���#$J>g"V/���9���MW&q����-
/H&+�H":=,":CV�,&8/R02�.�w- /H&+�H"%)8":�uMW&+��9H&+�H/�3(`
^aG#&+�H&b���H&f/H&+MW&+�O��= $7���H&8)+9e��>�>�=��,)���9��,":�#/e"�65/H�#)HGD���D��>�>��H"W�:)OGs`	o����H/�9�XsI &�)����

&8/�9�������9H&R6����#$#���f&+�A9O��=�>*���O���f&+9H&+�H/4/H�#)HGi�:/ M%�����,":�N)+=,&����O���#)8&VXS9�G#&R���76F&8)+9H&8$�)8&+=�=
$�&���9�GD�O��9H&N0 
	&+�H&+=,/O":� £T³W¬e¨,k X l�mVm�� 3(XsM%�����#/!���76F&8)+9���M%��9w� 0 # ��=,/H":� £T³W¬e¨,k X ~V�V��� 3p":�
9�G#&TP*�:/��,) �H&+>��H"%$7�#)+9���MW& �A���!Pg&+��x��!0 }s��9�9�=,& £T³W¬e¨,k X l�mVmVm 3(`��%&8)8":�#$�X�9�G#& Gu��CW&[M:������@
��P���=���9w�4���49�G#&�>g&���d�=,&+MW&+=W"�6��.�w-Jx z.{D���#$4"�679�G#&�M%���O��=W/H&+9�>?":���A9[0 ,p���762������� £T³W¬e¨,k X
l�mVm�� 
 }s��9�9�=,& £T³W¬e¨�k X l�mVmVm 35�����LPg&R&! 7>�=<�����#&8$�Pu�L9�G#&eMV�����<��P���=���9w�t"�6�9�G#&e>*���O���1@
&+9H&+�H/L���y9�G#&Q>g":>���=<��9��,":� 9�G*��9t)�������� �J$7���H&8)+9tP��,":=,":CV�,)���=!���A9H&+��>��H&+9O��9��,":� 02)8&+=�=
$�&���9�G �O��9H&8/�XUM%�����#/!���76F&8)+9���M%��9w�WX�MA�����#/e>��H"%$7�#)+9��,":�sX�`�`�` 3(`r^aG����H$�X	9�G#& &!��&8)+9e"�6 >*��@
9��,&+�u94)HG*���O�:)+9H&+���,/�9��,)8/4":�����u9H&+��MW&+�A9��,":�#/p)8":��=,$�Pg&p)OG#&8)HdW&8$N9�G��H":��CVG�9�G#&+����P��,":=,":C:@
�,)���=T�f&8)HG*�����,/H� ���#$hPu�Q�#/�����Ct�L�f"A$�&+=a��P�=,&f9H"q'#9e)8":� >�=,&! i9��O�$)�&8)+9H":���,&8/�`Uo#":�
���#/�9O���#)8&VX	":�#&b)8":��=,$i=,"%":dh��9!9�G#&b&!�g&8)+9e"�6c���J���u9����H&+9��H"�MA���O��=a�H&+CV���f&+�J)8":�!P����7@
����C��H&+MW&+�H/H&49��O���#/O)+����>�9O�:/H&p����G���P���9H":�H/10�P�=,"A)OdA����Cb9�G#&4���76F&8)+9��,":�t"�6r�#&+I )8&+=�=,/�35���#$
>��H":9H&��:/H&4����G���P���9H":�H/R0�CW&+�#&+�O��9�����Cq�1G���CVG#&+�c>��H":>g":��9��,":��"�6r�#":�7@_���762&8)+9��,":�#/ MA�����,":�S3
0 #Q�t���#$LZ.����C X l�mVmVm 3!���#$Q9H"�$�&('#�#&����#$7��MA�,$7�*��=�=��Q9�G#&b":>�9�������=T9����f&�"�659��H&���9�@
�f&+�u9T������9��<��9��,":�s`A�w9�I[":��=,$b��=,/H";Pg&a���u9H&+�H&8/H9�����C!9H"4=,"%":d1��9�9�G#& &!�g&8)+9T"�6g9�G#&59��O���#/�@
� �,/H/��,":��"�6��!��9O��9H&8$LM%�����#/H&8/!0 o��,$7=,&+� £4³Y¬e¨,k X ~V�V��� 3[":�5G#"V/�95CW&+�#&+9��,)8/ )OG*���O�:)+9H&+���,/�@
9��,)8/�0 o#&+=�=<��� £4³Y¬e¨,k X ~V�V��� 3r":�f9�G#&c&�����=��1$7�%�*��� �,)8/�`Wo�����9�G#&+���f":�H&VXA9�G#&5>��H":P*��P���=���9w�
$7�,/�9�����P���9��,":�h"�6T9�G#& $#��9H&1"�6 ���76F&8)+9��,":�i)8":��=,$NPg&R�#/O&(6���=���949�G#&e>?":>���=<��9��,":�Q=,&+MW&+=
62":�c$�&('#������C 9�G#&;���#)+�,$�&+�#)8&p"�6��.�w-y���76F&8)+9��,":��":�a9�G#&;�O��9H&4"�6�$7�,/H&��:/H&.>��H":CV�H&8/H/��,":�
���#$q9H"e&8/H9�������9H&�9�G#&;���#$7�#)+9��,":�K9����f& 02$�&+=<���bPg&+9wI[&8&+�L9�G#&;$#��9H&."�6����762&8)+9��,":�L���#$
{���Z"� /�9O��CW&�3(`
^aG#&T>*��>g&+�U�,/�":��Cu����� 
�&8$ �:/s6F":=�=,"�Ic/�`����R/H&8)+9��,":� ~7X�I[& $�&8/H)+����Pg& � �f&+9�G#"%$!P*�:/H&8$

":� =���dW&+=���G#"%"A$ ���$ 7��� � 
���9��,":� 6F":��9�G#&�&8/�9�������9��,":�|"�6p>*���O���f&+9H&+�H/K"�6R�QCW&+�#&+�O��=
>?":>���=<��9��,":� �.Z�� �f"%$�&+=aI5��9�G ��� ����dA�#"�I5� ":����CV���B"�6�9����f&V`���� /H&8)+9��,":��
7X�I &
$�&8/H)+����P?&b9wI["N����- $7�A�*��� �,)8/e�f"%$�&+=,/e���#$DI &b>��H&8/H&+�u9f��/����!��=<��9��,":� /�9��#$7�W`��w�
/H&8)+9��,":�|\#XTI[&t/�G#"�I 9�G#&��H&8/���=�9H/b6F":�q�D/O��� >�=,&�"�6 �1�7l�����- @_���76F&8)+9H&8$ >*��9��,&+�u9H/
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0_Y[{���Y[{.Z�� 3(`*{ )8":�#)+=��#/��,":�L�,/5CV��MW&+�����L/H&8)+9��,":�tn7`
�oý Coÿ���ÿ�
��4ÿ�
������
	i�����
����þU� 
¢þ����u���iþ	��� ý
~7`�lV`�� £V­�£V¸#¬e¨�±T³´¬!³¢ &±V³¢ §µ�¬e¨�¤=¦Ø¡�£T¨��T¦!¸0±�«²±V³�£V¤¥±9¬e­®¡Q¦���±Ø£V¸V¾B¬!³¢ §¦e­�±8k
o����H/�9�X�I &b$�&8/H)+����Pg& 9�G#&f�f"%$�&+=�6F":�e�qd%�#"�I5� $#��9H&�"�6a���762&8)+9��,":�s`.#i&f)8":�#/��,$�&+�

��� �.Z��B�f"%$�&+=�
762":�c/H��P )�&8)+9
i
I5��9�G

i � lVX�`�`�` n X�I &p)�����I5����9H&��
{

dXi(t)
dt

= f(X i(t), ξi)
Xi(0) = h(ξi)

I5G#&+�H&
Xi(t) = (X i

1(t), ..., X
i
K (t))

�,/.9�G#&!MW&8)+9H":�4"�6�9�G#&
K
)8":� >?":�#&+�A9H/p���#$

ξi�,/!� MW&8)+9H":�R"�6
p
���#$7��MA�,$7�*��= �*��9����O��=�02":�pP��,":=,":CV�,)���= 3.>*���O���f&+9H&+�H/RI5G��,)HGD��>�>g&����

���i9�G#& �.Z�� /��7/�9H&+�L` #i&f�:/H/����f&19�G*��9
f
���#$

h
���H& 9wI5�,)8&�$7���g&+�H&+�A9��<��P�=,&fI5��9�G

�H&8/�>?&8)+9 9H"
ξi `

�%&8)8":�#$�X7�p�f"A$�&+=?�,/ ���u9��H"%$7�#)8&8$�6F":�T9�G#&
ξi 9H"R��=�=,"�I|���u9H&+��@_���#$7��M%�,$7�*��=�M:�����<��P���=�@��9w���

{

ξ̃l
i
= Ψl(ξ

i
l )

ξ̃l
i
= φl + zi

lβl + ωi
lu

i, l ≤ p
I5G#&+�H&

φl

�,/ 9�G#&4���u9H&+�H)8&+>�9�X
zi
l

���#$
ωi

l

���H&p9�G#&pMW&8)+9H":�H/�"�6�&! 7>�=<���*��9H":���KM:�����<��P�=,&8/
�:/H/H"%)+�<��9H&8$ �H&8/H>?&8)+9���MW&+=�� 9H"D9�G#&t'� �&8$ ���#$ 9H" 9�G#&��O���#$�":� &!��&8)+9H/ "�6e9�G#&

l
9�G

P��,":=,":CV�,)���=A>*���O���f&+9H&+��`�^aG#&
βl �
/	���H&TMW&8)+9H":�H/	"�67�H&+CV�H&8/H/��,":�e)8"A&!(�)+�,&+�A9H/r�:/O/H"A)+�<��9H&8$

9H"59�G#&�'� �&8$p&!��&8)+9H/�` #i& �:/H/H���f&
ui ∼ N (0,Σ)

X�I5G#&+�H&
ui �,/s9�G#&����#$7��M%�,$7�*��=uMW&8)+9H":�"�6s�O���#$�":� &!��&8)+9H/ "�6U$7���f&+�#/H�,":�

q
���#$

Σ
��9H/ M:�����<���#)8& ����9����� �I5G��,)HG I &;�:/H/����f&

9H" P?&4$7�<��CW":�*��=s62":� /���dW&4"�6r/���� >�=��,)+��9��W`
^aG����H$�X	I[&b)8":�#/H9����#)+9 ���f"%$�&+=T6F":�!9�G#&q":P#/H&+��MV��9��,":�#/�`��;&+�#&+�O��=�=��WX�I &q$�"��#":9

$7���H&8)+9�=���":P#/H&+��MW&f��=�=�9�G#& )8":� >g":�#&+�u9H/!"�6
Xi X?P���94�O��9�G#&+� M ≤ K

6����#)+9��,":�#/4"�6
Xi 
gI & )���=�=�9�G#&8/O&e6����#)+9��,":�#/ %�":P#/O&+��M:��P�=,&f)8":� >g":�#&+�u9H/ 'O`�#i& ":P#/H&+��MW& Yijm

Xg9�G#&
j
9�GR�f&��:/H���H&+�f&+�u9�"�6#9�G#&

m
9�G1":P#/H&+��MV��P�=,& )8":� >g":�#&+�u9�6F":�	/���P )�&8)+9

i
��9�$#��9H&

dijm
`

�_6�I &;d%�#"�Iy9�G#&4$#��9H&4"�6����762&8)+9��,":�
τi
X7I &4)����L)8":� >���9H&49�G#&;9����f&4/H���#)8&;���762&8)+9��,":�

tijm = dijm − τi
���#$KI[&!�:/H/����f&;9�G*��9��

Yijm = gm(X(tijm, ξ̃i)) + εijm j = 1, ..., nim m = 1, ...,M

I5G#&+�H&T9�G#&
εijm

���H&����#$�&+>g&+�#$�&+�u9 �4���#/O/��<���!�f&��:/����H&+�f&+�A9�&+���H":�H/UI5��9�G 
�&+�H"c�f&����
���#$�MV�����<���#)8&8/

σ2
m

`A^aG#&
gm(.), m = 1, ..,M

X����H&c9�I5�,)8&�$7����&+�H&+�u9��<��P�=,&.62���#)+9��,":�#/
"�6�� K 9H"��b`
~7` ~7`! �" £S �±�±�¹�£X¦#�\¹i­%$B­®¦'&æ­ ¡�¬!³�£¥¦(�\ �­��4£�µ4³¢ ¢¦!­?k
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#i&��:/H/����f&�9�G*��9!9�G#&b$#��9H&�"�65���762&8)+9��,":�
τi
G*�:/e�qd%�#"�I5� $�&+�#/���9w�

fτi

I5��9�G �
/���>�>?":��9

[bi
inf , bi

sup]
` #i& $�&+�#":9H&�Pu�

di
−

0��H&8/�>s`
di
+

3r9�G#&.$#��9H& "�6s=<�:/H9T/H&+�H":�#&+Cu��9���MW&
9H&8/�9a0��H&8/H>s`8'#�H/�9r/H&+�H":>g"V/���9���MW&�9H&8/�9�3�6F":�U>*��9��,&+�u9

i
`�o#":��MW&+���4=,":��C����A9H&+��M:��=,/���9�I ":��=,$

P?&5�H&+=,&+MV���u9 9H"49O��dW&59�G#&c$�&+�#/H��9w�1>��H":>?":��9��,":�*��=S9H"p�.�w- ���#)+�,$�&+�#)8&V` �A���#)8& I &5I[":��d
I5��9�G ���u9H&+��MV��=,/K"�6R�f"%$�&+�O��9H&N=,&+��CV9�G 0�
D�W&����H/q���$ 7���!���b3(X59�G#&����#)+�,$�&+�#)8&i)����
P?&;)8":�#/��,$�&+�H&8$L��>�>��H"  %������9H&+=��K)8":�#/�9O���A9�`�^aG#&+�H&(62":�H&VX7I[&;9H"A":df������6F":��� $�&+�#/���9��,&8/
P?&+9�I &8&+�

di
−

���#$
bi
sup = min(di

+, di11)
XrI5G#&+�H&

di11
�,/19�G#& $#��9H&K"�6�'#�H/�9 ����-

x z.{ $�&+9H&8)+9O��P�=,&p�f&��:/H���H&+�f&+�u9�`
��"�I &+MW&+��X*���#":9�G#&+�5>��H":P�=,&+� �,/a9�G*��95>*��9��,&+�A9H/5���8� G*�8MW&;Pg&8&+�q���762&8)+9H&8$qPg&(62":�H&

9�G#& =<�:/�9[/H&+�H":�#&+Cu��9���MW&.$#��9H&V` o��,&+P���C £T³W¬e¨,k 0 ~V�V� 
 3�$�&+9H&+��� ���#&8$ 9�G*��9 9�G#&��.�w-|9H&8/�9
P?&8)8":�f&8/�>g"V/���9���MW&a":���8MW&+�O��CW& �Vm�$#���%/�0FmVn

%
Y[":�7'*$�&+�#)8& �w�A9H&+��M:��= � \ ��@Ol 
V�W3T��6�9H&+����762&8)+9��,":�s`?^aG#&!I5���#$�"�I "�6�>g"V/H/���P�=,&!���762&8)+9��,":���,/c9�GA�#/

[bi
inf , bi

sup]
X*I5G#&+�H&

bi
inf =

(di
− − 130)

`r��"�I &+MW&+��Xr��9e�,/R=,&8/O/R=���dW&+=��h9�G*��9 ��>*��9��,&+�u9 G*�:/ePg&8&+�D���76F&8)+9H&8$|l 
V�
$#�8�7/pPg&(62":�H&

di
−

9�G*��� nq$#�8�7/pPg&(62":�H&
di
−

6F":�4���#/�9O���#)8&V`s^aG#&+�H&(6F":�H&VXsI[&��:/H/����f&8$
=����#&�����=��f���#)+�H&��:/�����C1$�&+�#/���9��,&8/TPg&+9wI[&8&+�

bi
inf

���#$
di
−

/�9O����9�����CeI5��9�G
fτi

(bi
inf ) = 0

`
^aGu�#/�X�9�G#&!$�&+�#/���9w�

fτi

�,/c$�&('#�#&8$�Pu� �

fτi
(s) =















0
��6

s ≤ bi
inf

fτi
(di
−)(s−bi

inf
)

di
−−bi

inf

��6
bi
inf ≤ s ≤ di

−

fτi
(di
−)

��6
s ≥ di

−

I5G#&+�H&
fτi

(di
−) = 2

2bi
sup−di

−−3bi
inf

`
~7` 
7`�� ¦�ª!À�¨$  $e£T¨�  " ¦Ø¦Ø¡Ak
^aG#&!�f"%$�&+=��,/�)8":� >�=��,)���9H&8$NPA�L9�G#&R$�&+9H&8)+9��,":�N=���� ��9H/

ζij
"�6 �:/H/O�8�7/�=,&��:$7����C 9H"

=,&(6�9�@w)8&+�#/H":�H&8$�":P#/H&+��M:��9��,":�#/5"�6r����- x�z�{ 62":�a9�G#&
j
9�GK�f&��:/����H&+�f&+�A9c6F":�a/H��P )�&8)+9

i
` #i&;$�&('#�#&4�.�w- x z.{y�:/a9�G#& '#�H/H9a":P#/O&+��M:��P�=,&;)8":� >*����9��f&+�u910

m = 1
3[���#$bI[&

":P#/H&+��MW&
Yij1

":� {Yij1 < ζij}
`�^aG#&b=,&(6�9�@w)8&+�#/H":�H&8$ ":P#/H&+��MV��9��,":�#/e���H&b9O��dW&+� ���u9H"

�:)8)8":���u94�:/c��� ^aG����+P*����9 £T³î¬!¨�k 0 ~V�V��� 3c���#$ �.�#&8$�) £T³W¬e¨�k 0 ~V�V���:� 3(`*z�":9�����C
δij =

�
{Yij1>ζij}

Xs��65I[&b�:/H/����f&�9�G#&�$#��9H&b"�6a���76F&8)+9��,":�
τi
d%�#"�I5�sXU9�G#& 62��=�=�=���dW&+=���G#"%"A$

CV��MW&+�L9�G#&4�O���#$�":� &!��&8)+9H/c�,/5CV��MW&+��Pu���
LFi|ui,τi

=

ni1
∏

j=1











1

σ1

√
2π

exp






−1

2





Yij1 − g1(X(tij1, ξ̃
i
))

σ1





2
















δij 





Φ





ζij − g1(X(tij1, ξ̃
i
))

σ1











1−δij

∏

m=1,M

j=1,nim











1

σm

√
2π

exp






−1

2





Yijm − gm(X(tijm, ξ̃
i
))

σm





2















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I5G#&+�H&

Φ
�,/49�G#& )+���!��=<��9���MW& $7�,/�9�����P���9��,":�Q62���#)+9��,":�h"�6a9�G#&f/�9O���#$#���H$Q������MV�����<��9H&

�#":������=U$7�,/�9�����P���9��,":�s`#^aG#&;���#$7��M%�,$7�*��=�=���dW&+=���G#"A"%$qCV��MW&+�L9�G#&4$#��9H&4"�6����762&8)+9��,":�K�,/��

LOi|τi
=

∫

�
q
LFi|ui,τi

(u)φ(u)du

I5G#&+�H&
φ
�,/ 9�G#&q�!��=�9���MV�����<��9H&��#":������=�$�&+�#/���9w� "�6 N (0, Iq)

`�^	"i$�&+9H&+��� ���#&L9�G#&
":P#/H&+��MW&8$K���#$7��M%�,$7�*��=U=���dW&+=���G#"%"A$h0 LOi

3(X7I[&4���u9H&+CV�O��9H& LOi|τi

":�
[bi

inf ; bi
sup]

�

LOi
=

∫ bi
sup

bi
inf

LOi|τi
(s)fτi

(s)ds =

∫ bi
sup

bi
inf

∫

�
q
LFi|ui,τi

(u, s)φ(u)fτi
(s)du ds

#i&p�#":9H&
LFi|ui,τi

= log LFi|ui,τi

���#$
LOi

= log LOi|τi

`*^aG#&!CV=,":P*��=	":P#/H&+��MW&8$
=,":C:@_=���dW&+=���G#"A"%$1�,/

LO =
∑

i≤n
LOi

`�^aG#&[���A9H&+CV�O��=*":�R9����f&a�,/r)���=,)+��=<��9H&8$1PA�!�H&8)+���H/���MW&
�:$#��>�9���MW& �4���#/H/�@w}s&+CW&+�#$7�H& �A�*�:$7�O��9����H&V`
~7` \#`��   $e£V¨$  " ¦Ø¦Ø¡?¤=¬Øºe �¤¥ ��Ø¬�³¢ ¢¦e­gk
{Dz.&+I59H":�7@_=���dW&��f&+9�G#"%$4I[�:/U�#/H&8$.6F":�����$ %��� � 
8����C�9�G#&�=���dW&+=���G#"A"%$�`8^aG��,/s�f&+9�G#"%$

�#/H&8/�9�G#&T'#�H/H9�$�&+����MV��9���MW&8/�"�6*9�G#&[=,":C:@_=���dW&+=���G#"A"%$K0�9�G#&a/H)8":�H&8/�3[0 Y[":� �f&+��CW&8/ £T³W¬e¨,k X
~V�V��� 3(`V^aG#&5":P#/H&+��MW&8$f/H)8":�H&8/T)���� P?&a":P�9O�����#&8$fPA�1��>�>�=��%����C49wI5�,)8& }s":���,/

�
6F":���!��=<�

0 }s":���,/ X l�m��V~ 3 �

UOi
=

∂LOi

∂θ
= (LOi

)−1
∫ bi

sup

bi
inf

LOi|τi
(s)UOi|τi

(s)fτi
(s)ds

I5G#&+�H&��

UOi|τi
(.) = (LOi|τi

(.))−1
∫

�
q
LFi|ui,τi

(u, .)UFi |ui,τi
(u)φ(u)du

^aG#& /O)8":�H&8/
UFi|ui,τi

���H&q$�&+9H&+��� ���#&8$JPA�h$7���g&+�H&+�A9��<��9�����C
LFi|ui,τi

Pu�
θ
XsI5G#&+�H&

θ = ((φl)l=1,p, (βl)l=1,p, (ul)l=1,q, σ = (σl)l≤M )
`

~7` n7`�� ��¦²±V³�£T¸� §¦e¸V Y£�±V³¢ �¤=¬!³¢ §¦e­�±S¬e­®¡Q¡e �±T³¢¸�  �V¹�³¢ ¢¦!­�¦(�S³ " £X¡�¬!³�£¥¦(�\ &­ �4£#µØ³¢ ¢¦e­gk
�w�#$7��M%�,$7�*��=7>*���O���f&+9H&+�H/

ξ̃i I &+�H&a&8/�9�������9H&8$ePA�!9�G#&a&+� >������,)���=��a���W&8/�&8/�9�������9H":�H/
ˆ̃
ξi XAI5G#&+�H& ˆ̃

ξi
l = φ̂l + zi

l β̂l +wi
l û

i ���#$ ûi �,/[9�G#&�>?"V/H9H&+���,":� �f"%$�&�"�6s9�G#&.$�&+�#/���9���"�6
ui CV��MW&+�f9�G#&c$#��9O�7`V^aG#&+�sXV���#$7��M%�,$7�*��=#9��O�$)�&8)+9H":���,&8/�I &+�H& >��H&8$7�,)+9H&8$ Pu�1)8":� >���9�����C
X̂i = X(t, ˆ̃ξi)

`
{ �1&8/�9�������9H":��"�6*9�G#& ¬W��¦²±V³�£T¸� §¦e¸V  $7�,/�9�����P���9��,":�f"�6*9�G#&a$#��9H&5"�6*���76F&8)+9��,":�sX

fτi|Yi

X
)����b9�G#&+�bP?&�)8":� >���9H&8$ ��9 9�G#&�&8/�9�������9H&8$b���#$7��M%�,$7�*��=S>*���O���f&+9H&+�H/ ˆ̃

ξi ` #i& $�&+�#":9H&Pu�
Yi
9�G#&�MW&8)+9H":�c"�6��f&��:/����H&+�f&+�u9H/c62":�5/���P )�&8)+9

i
���#$qPu�

fYi|τi

X%9�G#&.>��H":P*��P���=���9w�
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$�&+�#/���9w�K62���#)+9��,":�N"�6
Yi
CV��MW&+��9�G#&e$#��9H&!"�6����76F&8)+9��,":�s`?{ >�>�=��%����C �5�8�W&8/

�
6F":���!��=<�7X

I &4G*��MW&��
fτi|Yi

(.|Yi) =
fYi|τi

(Yi|.)fτi
(.)

∫ bi
sup

bi
inf

fYi|τi
(Yi|s)fτi

(s)ds

��ý ( ��� � �����w�S���	�:
 	 �����ù8:1�U 
¢þ����u�!ÿ�
���þ ý

7`�lV` �6¦Ø¡�£T¨�± �4¦e¸S³ " £ �V §¦e¨©¦�ªe §µ�¬e¨�±V«²±V³�£V¤�k
#i&D)8":�#/H�,$�&+�H&8$ 9�I " �.Z�� �f"A$�&+=,/�6F":���.�w- ���76F&8)+9��,":� �.9�G#& %wP*�:/H�,)h�f"%$�&+=�'

���#$y9�G#& %w>��H"%$7�#)+9���MW&h)8&+=�=,/t�f"%$�&+=�'O` ^aG#& %wP*�:/��,)h�f"A$�&+=�'QG*�:/t9�G��H&8&h)8":� >*����9�@
�f&+�u9H/��

T
0��#":�7@_���76F&8)+9H&8$ Y[Z.\A3(X

T ∗ 0�>��H"A$7�#)+9���MW&+=��N���76F&8)+9H&8$DY[Z.\A34���#$ V
0 6��H&8&

MA�����,":�S3+0 z."�Ia��d £T³Y¬!¨�k X l�mVm���P 
 �A9O�$��":�H$ £T³W¬e¨�k X ~V�V�V� 
 
�&+�H&+=,/H":� X ~V�V�V~ 3(`8^aG��,/s�f"%$�&+=
)����LP?&;I5����9�9H&+�N�:/��











dT
dt

= λ− γV T − µT T
dT ∗

dt
= γV T − µT ∗T

∗

dV
dt

= πT ∗ − µV V^aG#& �������76F&8)+9H&8$LY[Z�\ )8&+=�=,/a&+�u9H&+�a9�G#&�P�=,"A"%$ )+���H)+��=<��9��,":����9 �O��9H&
λ
X7���#$b$7�,&4��9

9�G#&1�O��9H&
µT
`?^aG#&+�N)����QPg&R���76F&8)+9H&8$NPu��9�G#&eMA�����#/R��9.9�G#&1�O��9H&

γ
`?^aG#&1���76F&8)+9H&8$

Y[Z�\e$7�,& ��9T9�G#&c�O��9H&
µT ∗

���#$�>��H"A$7�#)8& MA�����,":�#/[��9�9�G#&c�O��9H&
π
`u-������,":�#/ $7�,& ��9T9�G#&

�O��9H&
µV
���#$ )����b��=,/H".���76F&8)+9�":9�G#&+�[Y[Z.\p)8&+=�=,/ 02o���CV���H& l 0F�W3�3(`Vjt"%$�&+=�>*���O���f&+9H&+�H/

���H&p/���� ������� 
�&8$L���L^���P�=,& l `
���
	���
��

�s���2���c��� ���w� ����� ���[���O�V���������5���8� � � !
ã�Ë�Ä�Ë�Ê°Ñ"Ó´Ñ"Ä �NÑ#Ë�Ç²Æ
Ç²È\ó©É!Ñ"Ä%ÝBË�Ìeô

λ
��Ë�Ó´ÑæÔ�Ð

T
Ò"Ñ�Ú
ÚkÉBÄ´ÔØÝÅÃ²Ò"Ó´Æ
Ô�ÇNÉ!Ñ"Ä

µL

µT∗

ÂxÑ#Ë�Ó´ÖyÄ�Ë�Ó´ÑæÔ�Ð
T ∗ Ò�Ñ�Ú
Ú
Ù

π
�gÃBÊYä!Ñ"ÄoÔ�Ð�ÛØÆéÄ´Æ
ÔVÇ²Ù�É!Ñ"Ä

T ∗ Ò�Ñ�Ú
Ú
Ù
µT

ÂxÑ#Ë�Ó´ÖyÄ�Ë�Ó´ÑæÔ�Ð
T
Ò�Ñ�Ú
Ú
Ù

γ
Î�ÇÅÐ
Ñ�ÒçÓ´Æ�Ô�ÇNÄ�Ë�Ó´ÑæÔ�Ð

T
Ò�Ñ�Ú
Ú
Ù%É!ÑçÄ�ÛØÆéÄ´Æ
ÔVÇ0É!ÑçÄ

µL

µV

Þ�Ú
Ñ#Ë�Ä�Ë�Ç²Ò�Ñ2Ô�Ð�Ð$Ä´Ñ�ÑæÛØÆéÄ´Æ
ÔVÇ²Ù
α

��Ë�Ó´ÑxÓ´ÔYä!Ñ"Ò�ÔVÊ°ÑæÉÅÄ´ÔØÝBÃ²ÒçÓ´Æ�ÛVÑxÒ�Ñ�Ú
Ú
Ù

#i& �:/H/����f&59�G*��9 9�G#&c�f"%$�&+=#�,/ ��9 &��u����=���P�������� P?&(6F":�H&5���76F&8)+9��,":�sXu/H"!��9
t = 0−

X
I &4G*��MW&��











T0− = λ
µT

T ∗
0− = 0

V0− = 0
^aG#&c������9��<��=*���#"%)+��=���� "�6gM%�����,":�#/��,/�'� 7&8$ ��9

10−6 M%�����,":�#/�"�� � 3 0 Y ����>?& £T³W¬e¨,k X~V�V��� 
 �A9O�$��":�H$ £T³Y¬e¨�k X ~V�V�V� 3 I5G��,)HG �,/�&��A����M:��=,&+�A9b9H"DnQM%�����,":�#/f6F":�bnQ=���9H&+�H/b"�6
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����� � !��g�2����� ���_���A�_� �:�F���������<��� �,����� �	� � ����
_��� �����5���+� �
��� ���c���:��� � ���U�:�2������� � �
��� ��� � � ���5���8� �
�
��
���!

P�=,"A"%$�`u^aG#&5���A9��H"A$7�#)+9��,":�K"�6gMA�����,":�#/ ���f9�G#&�/��%/H9H&+� ��9
t = 0

XA$7�,/�����>�9H/�9�G#& ������9��<��=
/�9O��P���=���9w�N���#$t9�G#&1/��7/�9H&+� /�9O��P���=�� 
�&8/;9H"q�f�#&+I &��A����=���P�������� ��6T9�G#&!�H&+>��H"%$7�#)+9���MW&
�u���!Pg&+��x.�K0

R0 = λγπ
µT µT∗µV

3 �,/5G���CVG#&+�c9�G*���Dl��














T̄ = µT∗µV

γπ

T̄ ∗ = λγπ−µT µT∗µV

γπµT∗

V̄ = λγπ−µT µT∗µV

γµT∗µV

^aG#&�/H&8)8":�#$;�f"%$�&+=S0�9�G#&	%w>��H"%$7�#)+9���MW&T)8&+=�=,/��f"%$�&+=�'�3g$7����&+�H&+�u9��<��9H&8/	�#":�7@_>��H"A$7�#)+9���MW&
���762&8)+9H&8$D)8&+=�=,/b0

T ∗ 34���#$h>��H"A$7�#)+9���MW&����762&8)+9H&8$i)8&+=�=,/ 0 P 3f02o���CV���H& l 0�PS3�3p�:/4>��H&(@MA�,":�#/�=��N/���CVCW&8/�9H&8$N��� z."�Ia��d £T³Y¬!¨�k 0 l�mVm��:� 3(`�^aG��,/4/H&8)8":�#$Q�f"%$�&+=����#)+=��#$�&8/!":�#&
�f":�H& >*���O���f&+9H&+�

α
0�9�G#& �O��9H& 9H"pPg&8)8":�f& >��H"%$7�#)+9���MW& ���76F&8)+9H&8$�)8&+=�=,/(3(`u^aG#&��f"A$�&+=

)����LP?&;I5����9�9H&+�N�:/��


















dT
dt

= λ− γV T − µT T
dT ∗

dt
= γV T − µT ∗T

∗ − αT ∗

dP
dt

= αT ∗ − µT ∗P
dV
dt

= πP − µV V
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^aG#&p&��u����=���P�������� P?&(6F":�H&4���76F&8)+9��,":�L�,/��


















T0− = λ
µT

T ∗
0− = 0

P0− = 0
V0− = 0

{c629H&+�59�G#&;���u9��H"%$7�#)+9��,":��"�6rMA�����,":�#/�X79�G#&4/H�%/�9H&+� /�9O��P���=�� 
�&8/c9H"f�!�#&+I &��u����=���P��������
��6rx.�K0

R0 = λγπα
µT µT∗µV (µT∗+α)

3 �,/5G���CVG#&+� 9�G*���hl��






































T̄ = µT∗µV (µT∗+α)
γπα

T̄ ∗ = λ
µT∗+α

− µT µV µT∗

γπα

P̄ = α
µT∗

(

λ
µT∗+α

− µT µV µT∗

γπα

)

V̄ = πα
µV µT∗

(

λ
µT∗+α

− µT µV µT∗

γπα

)


7` ~7` �®³´¬!³¢ &±V³¢ §µ�¬e¨�¤=¦Ø¡�£T¨�±�k
#i&K)���� )8":�#/�9����#)+9�/H9O��9��,/�9��,)���=5�f"A$�&+=,/b�:/ ���B/H&8)+9��,":� ~7`�lV`�#i&K9H"%":d

Ψl(.) =
log(.)

6F":�K��=�=
l
9H" &+�#/����H&�>g"V/���9���MA��9�� "�6!>*���O���f&+9H&+�H/�`a^aG#&����#$7��M%�,$7�*��=.>*���O���1@

&+9H&+�H/i���H&
ξ̃i = (λ̃i, µ̃i

T ∗ , π̃
i, µ̃i

T )
I5��9�G

λ̃i = log λi X µ̃i
T ∗ = log µi

T ∗
X

π̃i =
log πi ���#$ µ̃i

T = log µi
T

`	�[&8)����#/O&b"�6 �,$�&+�A9���'S��P���=���9w�J�,/H/��#&8/�Xs9�G#& M:��=��#&8/1"�6 9�G#&
":9�G#&+�K>*���O���f&+9H&+�H/KI &+�H&Q9O��dW&+� �:)8)8":�H$7����C 9H" 9�G#&N=���9H&+�O��9����H&��

µV �
~V�7` �J$#��� −10 x���� �O��9��*��� £4³Y¬e¨,k X l�mVmVm 3����#$

γ � �7` �V�V�V~��[M%�����,":�#/ −1 $#��� −1 µL−1 0 # ��=,/H":� £T³î¬e¨,k X~V�V��� 3(`�^aG#&�>*���O���f&+9H&+�
α
�,/�'� 7&8$!��9 l�$#�8� −1 Pg&8)����#/H&�9�G#&�9����f&T=<��CcP?&+9�I &8&+�RMA�����#/&+�u9����p���#$4M%�����#/�>��H"A$7�#)+9��,":�R�,/s��P?":��9 l�$#�8�f0 ,;�,&+���*��� £T³Y¬e¨,k X l�mVmV� 
 �5����Pg"V/O� £T³W¬e¨,k X

l�mVm�\ 3(`
^aG#&e":P#/O&+��MW&8$Q)8":� >?":�#&+�A9H/pI &+�H&19�G#&eP*�:/H&(@Ol�� =,":Cu������9�G�� "�6a����- x�z�{ =,"W�:$

0��u���!Pg&+�1"�6aM%�����,":�#/p>g&+�
µL
34���#$i9�G#& 6F":����9�Gi�H"A":9R"�6a9H":9O��=aY[Z�\t)8":���u9K0��u���1@

P?&+�;"�6T)8&+=�=,/.>?&+�
µL
3(`So*":��9�G#&"%wP*�:/��,)R�f"A$�&+=�'OX

g1(X) = log10(V )
���#$

g2(X) =
(T +T ∗)0.25 I5G#&+�H& X = (T, T ∗, V )

`�o#":�r9�G#& %w>��H"A$7�#)+9���MW&5)8&+=�=,/��f"%$�&+=�'OX
g1(X) =

log10(V )
���#$

g2(X) = (T +T ∗+P )0.25 I5G#&+�H& X = (T, T ∗, P, V )
`�^aG#&8/H& 9��O���#/�@

62":������9��,":�#/[���H&5)8":� �f":��=��e�#/O&8$e62":���:)HG��,&+M%����C!�#":������=���9��f���#$1G#":�f"V/H)8&8$#�:/�9��,)+��9w�
"�6��f&��:/����H&+�f&+�A9.&+���H":��$7�,/�9�����P���9��,":�#/R0 ^aG����+P*����9 £T³Y¬!¨�k X ~V�V� 
 3(` #i&4G*��MW&��

Yij1 = g1(X(tij1, ξ̃i)) + εij1 j = 1, ..., ni1

Yij2 = g2(X(tij2, ξ̃i)) + εij2 j = 1, ..., ni2

I5G#&+�H&
εij1

���#$
εij2

���H&;���#$�&+>g&+�#$�&+�u9"�4���#/H/H�<���KI5��9�G-
�&+�H" �f&��������#$LM:�����<���#)8&8/
σ2

V L

���#$
σ2

CD4

�H&8/�>g&8)+9���MW&+=��W`
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7` 
7` �� �¤¥¹k¨©¬!³¢ ¢¦!­:±V³¢¹�¡e«uk
#i&a/����!��=<��9H&8$��./O��� >�=,&5"�6rl��V�./���P )�&8)+9H/�$7��������C!>������������R�.�w- ���762&8)+9��,":� �#/�����C

9�G#&�%wP*�:/��,)T�f"A$�&+=�'T62":��/���� >�=��,)+��9w�W`�^aG#&T>*���O���f&+9H&+�rMV��=��#&8/UI[&+�H& $�&('#�#&8$1�:)8)8":�H$7����C
9H"t>���P�=��,/HG#&8$ /H9��#$7�,&8/e":�1)+=,"V/H&b9H"�9�G#&q&8/�9�������9H&8/1"�6�":��� ��>�>�=��,)���9��,":� 02/H&8&b�#&! %9
/H&8)+9��,":�S3(`:Z;��9H&8/�6F":�U9�G#&a�.�w-B/O&+�H":=,":CV�!9H&8/�950��#&+Cu��9���MW&5���#$R>g"V/���9���MW&VX��H&8/�>g&8)+9���MW&+=���3
I &+�H&;/����!��=<��9H&8$L�:)8)8":�H$7����C19H"R9�G#&.>����,":�[$7�,/�9�����P���9��,":�L$�&('#�#&8$ ���q/H&8)+9��,":�K~7`�l.���#$
I5��9�Gt�1I5���#$�"�I "�6�nV� $#���%/cP?&+9�I &8&+��=<�:/H9c�#&+Cu��9���MW&!���#$q'#�H/�95>g"V/���9���MW&p$#��9H&V`
^aG#&q9����f&8/ "�6��f&��:/����H&+�f&+�A9H/

tijm
��629H&+�e���76F&8)+9��,":� I &+�H&�$#�8�7/KlVX �7X[l�n7X5lVl 


���#$ l�m�� 6F":�!&��:)OGD/���P )�&8)+9
i
���#$D":P#/H&+��MW&8$h)8":� >g":�#&+�u9

m
`�#i&����#)+=��#$�&8$i���#$�&(@

>?&+�#$�&+�A95�O���#$�":� &!�g&8)+9H/[6F":�a9�G#& '#�H/H9[9�I "1>*���O���f&+9H&+�H/!0
λ
���#$

µT ∗
3(`7^aG#&+�H&(62":�H&VX

9�G#&fMW&8)+9H":�!"�65>*���O���f&+9H&+�H/R9H"L&8/�9�������9H&fIa�:/
(ξ̃i, σ

λ̃
, σµ̃T∗

, σV L, σCD4)
`	x &8/���=�9H/

���H&L>��H&8/H&+�A9H&8$ ��� ^���P�=,& ~ `T^aG#&�mVn
%
)8":�7'*$�&+�#)8&����u9H&+��MV��=,/����#)+=��#$�&8$ 9�G#&K9����#&

M:��=��#&8/�"�6	>*���O���f&+9H&+�H/�`
���
	���
��

����� ���������������2���c��� ���w� ���V�����
%

�_���	�S�8��� �w� ����� ��� �O��� ����� ��� � � �5��� �F�T���O�F���5��� ���������
� ��
+��� � � � ��� �T���_��� � ���O�
�����a� � ��� � ��� �F������� �<��� ��� !

ã�Ë�Ä�Ë�Ê°Ñ"Ó´Ñ"Ä ì�Ä´Ã²Ñ û�Ù¢Ó´Æ
Ê_Ë�Ó´Ñ#Ý ���
%
Þ�ÔVÇBåeÝBÑ�ÇBÒ�Ñ

ÛVË�Ú�ÃBÑ Û�Ë�Ú
ÃBÑ Î�Ç4Ó´Ñ"Ä´Û�Ë�Ú
λ̃ � â ����ß � â ÷Vö(� � � â ����ß��!ßBâ � ß����

µ̃T∗

Ü��Øâ �Vö�� Ü´øVâ ���V÷ � Ü�ø�â
ø � ÷��eÜ��Åâ �Tö�÷��
π̃

�4â ����� �4â ��ßVß ���Øâ �Øø�÷����4â ��ö(� �
µ̃T

Ü � â �(��ß Ü � â ÷���� � Ü&ßÅâ ��� ø��eÜ � â �V÷��!�
σλ̃

�Øâ � ÷�� �Åâ � �+� ���Øâ � ÷+�"�#�Åâ ß��+� �
σµ̃T∗

�Øâ � �+� �Åâ � �+� ���Øâ
øH�����#�Åâ ßTö�� �
σV L

ø�â �Øø	� øVâ �(��� ���Øâ ��ß"�"��øVâ
ø�øVø$�
σCD4

�Øâ ��ß4ö �Åâ � � ß ���Øâ �(�Vö"�#�Åâ ��÷Tö �
σλ̃

Ë�ÇeÝ
σµ̃T∗

Ë�Ä´ÑæÓ´ÖBÑxÙ¢Ó�Ë�Ç²Ý²Ë�Ä�ÝyÝBÑ�ÛØÆ�Ë�Ó´Æ
Ô�Ç²Ù�Ô�Ð�Ä�Ë�ÇeÝBÔ�Ê¼Ñ"ê�Ñ�Ò"Ó�Ð$Ô�Ä
λ̃
Ë�Ç²Ý

µ̃T∗

σV L

Ë�ÇeÝ
σCD4

Ë�Ä´ÑxÓ´Ö²ÑæÙ¢Ó�Ë�Ç²Ý²Ë�Ä�ÝNÝBÑ"ÛÅÆ�Ë�Ó´Æ�Ô�Ç²Ù�Ô�Ð�Ó´ÖBÑxÔVäBÙ§Ñ"Ä´Û�Ë�Ó´Æ
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Chapitre 4

Tests du score pour l’exploration de

modèles complexes

Comme nous l’avons évoqué dans le chapitre 2, l’estimation des modèles ODE est

complexe et souvent longue. De plus, ces modèles possèdent de nombreux paramètres

biologiques incluant des effets fixes, des effets aléatoires et des variables explicatives. La

sélection de ces deux derniers types de variables conduit à l’estimation d’un grand nombre

de modèles. Les tests classiquement utilisés sont le test du rapport de vraisemblance

et le test de Wald. Ils nécessitent cependant d’estimer tous les modèles pour pouvoir

les comparer et sélectionner le meilleur. Dans le cadre de la modélisation dynamique,

l’estimation peut être longue et il parâıt alors impossible d’estimer tous les modèles.

Le développement d’un outil pour tester rapidement la présence d’effets aléatoires et de

variables explicatives dans nos modèles sans avoir à tous les estimer semble donc pertinent.

Nous proposons dans cette partie d’utiliser les tests du score pour sélectionner les

variables à inclure dans le modèle. Ces tests ont deux avantages majeurs : seul le modèle

sous l’hypothèse nulle doit être estimé et la statistique de test prend une forme simple :

linéaire des résidus pour les tests d’effet de variables explicatives et quadratique pour les

tests d’homogénéité. Nous avons ainsi développé deux tests du score : un pour les variables

explicatives et un test d’homogénéité.

Ce travail fait l’objet d’un article accepté par Biometrical Journal.
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Score Tests for Exploring Complex Models: Application to HIV
Dynamics Models
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Summary

In biostatistics, more and more complex models are being developed. This is particularly the case in system
biology. Fitting complex models can be very time-consuming, since many models often have to be explored.
Among the possibilities are the introduction of explanatory variables and the determination of random ef-
fects. The particularity of this use of the score test is that the null hypothesis is not itself very simple;
typically, some random effects may be present under the null hypothesis. Moreover, the information matrix
cannot be computed, but only an approximation based on the score. This paper examines this situation with
the specific example of HIV dynamics models. We examine the score test statistics for testing the effect of
explanatory variables and the variance of random effect in this complex situation. We study type I errors
and the statistical powers of this score test statistics and we apply the score test approach to a real dataset of
HIV-infected patients.

Key words: Homogeneity, Score test, Random effects, Asymptotic distribution, HIV dynamical model

1 Introduction

The three main statistics used for constructing statistical tests are the likelihood ratio, the maximum
likelihood estimator and the score. Score tests have the advantage of simplicity for two reasons: (i) only
the model under the null hypothesis needs to be fitted; (ii) the score statistic is often simple in form.
Point (i) is especially relevant if the alternative involves a model which is numerically more challenging
than the one involved under the null hypothesis. Because of point (ii) the score test approach has yielded
many conventional tests such as the χ2, linear rank tests and the log-rank test and is also a good basis for
constructing permutation tests (Commenges, 2003). Indeed, the score statistic is typically a linear form
of residuals for testing regression coefficients, and a quadratic form for homogeneity testing. Point (i) is
especially relevant for homogeneity testing because the null hypothesis of homogeneity is much simpler
than the alternative. Since the breakthrough made by Liang (1987), homogeneity testing has flourished and
been applied to generalized linear models (Hamerle, 1990; Jacqmin-Gadda and Commenges, 1995; Lin,
1997; Zhu and Zhang, 2006) and to the proportional hazards model (Commenges and Andersen, 1995);
see (Commenges and Jacqmin-Gadda, 1997; Goeman et al., 2006) for general studies. The score test
has been used for testing the fit of a model (Le Cessie and Van Houwelingen, 1995), in multiple testing
situations (Liquet and Commenges, 2005; Cook et al., 2007; Commenges and Liquet, 2008), in genetic
linkage (Commenges, 1994; Dudoit and Speed, 1999; Putter et al., 2002; Lebrec and van Houwelingen,
2007) and in transmission/disequilibrium tests as well as in association studies (Clayton, 1999; Goeman
et al., 2004) and familial aggregation studies (Houwing-Duistermaat et al., 1995).

In biostatistics, more and more complex models are being developed. This is particularly the case in
system biology. Often, biological mechanisms are represented by a system of differential equations. The
parameters of this system may vary from one subject to another and this can be taken into account by
random effects. This kind of model involves three layers of numerical complexity for a direct maximum

∗ Corresponding author: e-mail: daniel.commenges@isped.u-bordeaux2.fr, Phone: +33 557 571 182 Fax: +33 556 240 081

Copyright line will be provided by the publisher
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likelihood approach: differential equations must be numerically solved; multiple integrals must be com-
puted; and the likelihood must be maximized. This is feasible by a combination of algorithms (Guedj et al.,
2007a) computing the first derivative of the log-likelihood by differentiated differential equations and using
a Newton-like algorithm (Commenges et al., 2006) which approximates the Hessian of the log-likelihood
using the scores. In spite of these tricks, maximization of the likelihood remains a time-consuming task,
while many models often have to be explored. Among the possibilities are the introduction of explanatory
variables and the determination of random effects. Here the score test approach may be useful, allowing
these possibilities to be explored without having to fit more complex models. The particularity of this use
of the score test is that the null hypothesis is not itself very simple; this is mainly due to the presence of
random effects in the null hypothesis. Moreover, the information matrix cannot be computed, but only an
approximation based on the score.

The aim of this paper is to study score tests for both explanatory variables and random effects as a
tool for exploring complex models. In section 2, we examine score test statistics for testing the effect of
explanatory variables and the random effect in this complex situation. In section 3, we study type I errors
and the statistical powers of these score test statistics in a simulated model of HIV dynamics. In section 4,
we apply the score tests to a real dataset of HIV-infected patients. A conclusion is given in section 5.

2 Score Tests for Complex Models

2.1 The non-linear mixed model

For subject i with i = 1, . . . , n, we consider a model which specifies the distribution of the observed
vector Yi = (Yij , j = 1, . . . , ni):

Yij = g(tij , ξ̃
i) + εij , j = 1, ..., ni, (1)

where Yij is the jth measurement for subject i at the time tij , the εij are independent Gaussian mea-
surement errors with zero mean and variances σ2. The function g(.) is a twice differentiable (generally
non-linear) function. The individual parameters ξ̃i = (ξ̃i

l , l = 1, . . . , p) are modeled as a linear form:
ξ̃i
l = φl + ωlu

i
l + z

i
lβl, where φl is the intercept, ωl is the standard deviation of the random effect and z

i
l

is a vector of explanatory variables of the l-th parameter. The βl ’s are vectors of regression coefficients.
We assume u

i ∼ N (0, Ip), where u
i = (ui

l , l = 1, . . . , p) is the individual vector of random effects. We
denote by θ = (φl, ωl, βl, l = 1, . . . , p) the set of parameters of the model, itself denoted (P θ)θ∈Θ.

We denote by Lθ
Yi|ui(Yi|u), the likelihood of observations for subject i given that the random effects u

i

take the value u. Given u
i, the Yij are independent, so Lθ

Yi|ui(Yi|u) =
∏
j

Lθ
Yij |ui(Yij |u) where:

Lθ
Yij |ui(Yij |u) =

1√
2πσ

exp

{
− (Yij − g(tij , ξ̃

i))2

2σ2

}
.

The observed log-likelihood for subject i is:

Lθ
i = log

∫
�

p

Lθ
Yi|ui(Yi|u)φ(u)du ,

where φ is the multivariate normal density of N (0, Ip). We denote L = Lθ
1 + . . . + Lθ

n, the global
log-likelihood.

2.2 Score test for explanatory variables

We want to test a possible effect of an explanatory variable z
i
l on ξ̃i

l . The null hypothesis H0 is “βl =

0” which defines a submodel (P θ)θ∈Θ0
, where Θ0 is the subset of Θ such that βl = 0. The class of

Copyright line will be provided by the publisher
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alternative hypotheses is the model (P θ)θ∈Θ, where βl is different from 0. The score for βl, U•
βl

(θ), is
∂L/∂βl|θ. If H0 is true, the true probability P ∗ belongs to (P θ)θ∈Θ0

; that is, there is a θ∗ ∈ Θ0 such
that P θ∗ = P ∗. Because U•

βl
= U1

βl
+ . . . + Un

βl
, a direct application of the central limit theorem shows

that U•
βl

(θ∗)/
√

Var U•
βl

(θ∗) has a standard normal distribution. Denote by θ̂0 the maximum likelihood

estimator of θ∗ in (P θ)θ∈Θ0
. If H0 is true, θ̂0 is consistent for θ∗, and by the continuous mapping theorem

we have the same asymptotic distribution for the score test statistic:

S =
U•

βl
(θ̂0)√

V̂ar U•
βl

(θ̂0)
, (2)

where V̂ar U•
βl

(θ̂0) is a consistent estimator of Var U•
βl

(θ̂0).
The scores U i

βl
(θ̂0) are easily obtained using scores computed during the optimization procedure. We

have U i
βl

(θ̂0) = z
i
lU

i
φl

(θ̂0); since a Newton-like algorithm computes the gradient of the log-likelihood at
each iteration, U i

φl
(θ̂0), i = 1, . . . , n are by-products of these computations at the last iteration.

The variance of the score U•
βl

(θ̂0) under H0 is asymptotically (Cox and Hinkley, 1974):

Iβl,βl
− Iβl,θ\βl

(Iθ\βl
,θ\βl

)−1 (Iβl,θ\βl
)T , (3)

where θ is partitioned as θ = (βl, θ\βl
) and Iβl,βl

=
∑

E(
∂Lθ

i

∂βl
)2, Iθ\βl

,θ\βl
=

∑
E(

∂Lθ
i

∂θ\βl

(
∂Lθ

i

∂θ\βl

)T ),

Iβl,θ\βl
=

∑
E(

∂Lθ
i

∂βl
(

∂Lθ
i

∂θ\βl

)T ), and all is calculated at θ̂0.
Conventionally, these blocks of the information matrix are estimated by the corresponding blocks of the

Hessian of the log-likelihood. For complex models, the Hessian cannot always be computed. For instance,
Guedj et al. (2007a) use a quasi-Newton algorithm which avoids computing the Hessian. In that case an
empirical estimator of the variance of the score can be used. Using the law of larger numbers, we have:

n−1
n∑

i=1

U i
βl

2
(θ∗)

p−→ Var U i
βl

(θ∗).

If H0 is true, θ̂0 converges in probability toward θ∗. Applying the continuous mapping theorem we have:

n−1
n∑

i=1

U i
βl

2
(θ̂0)

p−→ Var U i
βl

(θ∗).

It follows that if we take V̂ar U•
βl

(θ̂0) = U1
βl

2
(θ̂0) + . . . + Un

βl

2(θ̂0) in (2), S has an asymptotic standard
normal distribution under H0. The test, however, will be slightly conservative because Var U •

βl
(θ̂0) is

slightly smaller than Var U•
βl

(θ̂
∗
). This is reflected by the correction term in (3) (that is neglected in this

approach).
A global score test for explanatory variables can also be defined. Here the null hypothesis is H0 :

“βl = 0, l = 1, . . . , p” and the test statistic is SG = U
•T [V̂ar U

•]−1
U
•, where U

• is the vector of scores
U•

βl
(θ̂0), for l = 1, . . . , p and V̂ar U

• is the empirical variance of U
• as above. This statistic has an

asymptotic normal χ2
p distribution under H0.

2.3 Score test of homogeneity

Let us now look at the problem of testing whether there is a random effect ui
l on ξ̃i

l . The null hypothesis
H0 is “ωl = 0”. This defines a sub-model (P θ)θ∈Θ′

0
. The class of alternative hypotheses is the model

Copyright line will be provided by the publisher

72



4 Julia Drylewicz, Daniel Commenges, and Rodolphe Thiébaut: Score Tests for Complex Models

(P θ)θ∈Θ, where ωl is different from 0. For this we can use the general form of the score test of homo-
geneity developed in section 2 of Commenges and Jacqmin-Gadda (1997). We denote by Lθ

Y|ui
l

the global
likelihood conditional on the ui

l and byLθ
Yij |ui

l

the likelihood conditional on the ui
l for the jth measurement

of subject i.
The general robust score statistic for H0 is TWPC = U

T
W

∗
U− tr(̂IεW

∗), where U is the vector of
dimension N = n1 + ... + nn of U ij

l = ∂logLθ
Yij |ui

l

/∂εijl|θ̂0
with εijl = ωlu

i
l, Îε is the matrix whose

entries are−∂2 logLθ
Yij |ui

l

/∂εijl∂εi′j′l|θ̂0
and W

∗ is the correlation matrix of ui
l minus the identity matrix.

As recommended in Commenges and Jacqmin-Gadda (1997), we retain the weighted pairwise correlation
(WPC) term which is more robust to overdispersion than the crude score statistic. The matrix W

∗ is a
square matrix of dimension N which can be denoted by diag(1∗,1∗, ...,1∗), where each 1

∗ is a matrix of
dimension ni with element ij equal to 1− δij (δij , the Kronecker symbol).

The scores U ij
l are obtained by using the fact that g(tij , ξ̃

i) depends on εijl through ξ̃i
l = φl + εijl. We

have:

∂ logLθ
Yij |ui

l

∂εijl

=
1

σ2

(
Yij − g(tij , ξ̃

i)
) ∂g(tij , ξ̃

i)

∂εijl

and

∂ logLθ
Yij |ui

l

∂φl

=
1

σ2

(
Yij − g(tij , ξ̃

i)
) ∂g(tij , ξ̃

i)

∂φl

Applying the chain rule of differentiation, we can see that:

∂g(tij , ξ̃
i)

∂εijl

=
∂g(tij , ξ̃

i)

∂ξ̃i
l

∂ξ̃i
l

∂εijl

=
∂g(tij , ξ̃

i)

∂ξ̃i
l

=
∂g(tij , ξ̃

i)

∂φl

.

So, we have: ∂logLθ
Yij |ui

l

/∂εijl|θ̂0
= ∂logLθ

Yij |ui
l

/∂φl|θ̂0
.

In the conventional setting there is no random effect under H0. Since the Yij are independent according
to the random effects, the conditional log-likelihood is the sum: logLθ

Y|ui
l

=
∑

i,j logLθ
Yij |ui

l

. It follows
that the matrix Îε is diagonal, and tr(̂IεW

∗) = 0. This simplification, however, does not occur in the
complex situation at hand, and this raises a challenging issue since Îε involves the second derivative of
a complex likelihood, a computation that we wish to avoid. It seems that the informative term is still
U

T
W

∗
U but in the complex situation we do not have E[UT

W
∗
U] = 0 under H0: the second term is

needed to ensure E[TWPC ] = 0. We propose to keep U
T
W

∗
U for the test statistic but we have to find a

way of computing its expectation under H0. Specifically our statistic is:

T = U
T
W

∗
U =

n∑

i=1

Ti, where Ti =
∑

j,j′≤ni

j′ 6=j

U ij
l U ij′

l .

Clearly that the expectation of T is equal to zero if U ij
l and U ij′

l are independent under H0 (the conven-
tional case), and generally different from zero if they are not (the complex case). Therefore, we propose
the test statistic defined by:

SH =
T − ÊH0

[T ]√
V̂ar H0

T

,
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where ÊH0
[T ] and V̂ar H0

T are estimators of the expectation and variance of T under H0. It has an
asymptotic N (0, 1) distribution under H0. This allows the construction of a one-side test, because under
the alternative, EH1

(T ) > EH0
(T ). Therefore, H0 is rejected for large positive values of SH . To obtain

ÊH0
[T ] and V̂ar H0

T , we use a parametric bootstrap. That is, we simulate K datasets of n patients under
P θ̂0 ; for each replication we compute the statistic T(k), and ÊH0

[T ] and V̂ar H0
T are the empirical mean

and variance of these values.
For non-linear mixed effects models, we need to compute a multiple integral of dimension q (the number

of random effects under H0) to compute the likelihood and hence each T(k). Although the computation of
SH is not very simple, it is much quicker than fitting a model under the alternative hypothesis, which is
necessary for likelihood ratio or Wald tests.

2.4 Ascendent strategy

The score test can be applied to guide an ascendent strategy in the construction of a complex model.
Starting with a model with few random effects and no explanatory variables, we can perform score tests
for introducing explanatory variables and additional random effects. There may be competition between
explanatory variables and random effects. Indeed, random effects are often interpreted as reflecting the
effect of omitted explanatory variables. Therefore, if we find an explanatory variable and a random effect
for the same parameter, we include the explanatory variable first. Then, we can test the presence of a
random effect on this parameter to check for unexplained variability.

3 Simulation Study

In this section, we study the performance of the score tests for explanatory variables and random effects.
We take the example of a conventional HIV dynamics model.

3.1 HIV dynamics model

We consider an Ordinary Differential Equations (ODE) model for the interaction between HIV and the
immune system. The model has been mainly used after treatment initiation (Perelson et al., 1996; Nowak
et al., 1997; Bonhoeffer et al., 1997), but also in primary infection as in Stafford et al. (2000). For subject
i, we consider three compartments: T i (target cells: CD4+ T lymphocytes), I i (infected cells) and V i (free
virions). The model can be written as a system of ordinary differential equations:

dT i

dt
= λi − γV iT i − µi

T T i,
dI i

dt
= γV iT i − µi

II
i,

dV i

dt
= πiI i − µV V i. (4)

The target cells enter the blood circulation at rate λi (partly due to thymic production), they can be infected
by the virus at the rate γ and die at the rate µi

T . The infected CD4 die at the rate µi
I and produce virions at

the rate πi. Virions die at the rate µV and can also infect other target cells.
Because of identifiability issues (Guedj et al., 2007b), γ and µV are taken to be known and common

for all subjects. We can construct a statistical model as in section 2.1, where the individual parameters
are ξ̃i = (λ̃i, µ̃i

I , π̃
i, µ̃i

T ) with λ̃i = log λi, µ̃i
I = log µi

I , π̃i = log πi and µ̃i
T = log µi

T . The log-
transform ensures the positivity of the estimates of the biological parameters which appear in equation (4).
Generally, we do not directly observe all the components of the system, but rather M < 3 functions of
X

i = (T i, I i, V i). We observe Yijm, the jth measurement of the mth observable component for subject i
at time tijm. The function g defined in equation (1) is then g = (g1, ..., gM ) so we have:

Yijm = gm(Xi(tijm, ξ̃i)) + εijm, j = 1, ..., nim m = 1, ..., M ,
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Table 1 Parameters of the HIV dynamics model: meaning and values used for the simulation

Parameter Meaning (per day) Value Reference
λ Rate of T cell production per µL 32.7 Drylewicz et al. (2009)
µI Death rate of I cells 1.86 Drylewicz et al. (2009)
π Number of virions per I cells 194.0 Drylewicz et al. (2009)

µT Death rate of T cells 0.04 Drylewicz et al. (2009)
γ Infection rate of T cells per virion 0.00027 Phillips (1996); Davenport et al. (2006)

µV Clearance of free virions 20.0 Ramratnam et al. (1999)
σ

λ̃
Standard deviation of random effect on λ̃ 0.30

σµ̃I
Standard deviation of random effect on µ̃I 0.20

where the εijm are independent Gaussian measurement errors with zero means and variances σ2
m. Specif-

ically, the observed components were the base-10 logarithm of HIV RNA load (g1(X) = log10(V ) ) and
the fourth root of total CD4 count (g2(X) = (T + I)0.25). These transformations are commonly used for
achieving normality and homoscedasticity of measurement error distributions (Thiébaut et al., 2003).

3.2 Simulations

Data were simulated from model (4) using values of parameters from Drylewicz et al. (2009) (see table
1). We assume that the model is at equilibrium before infection, so at t = 0, we have (omitting the
superscript ”i” for notational simplification):

T0 =
λ

µT

, I0 = 0, V0 = 0.

The initial inoculum of virions is fixed at 10−6 virions/mm3 (Ciupe et al., 2006; Stafford et al., 2000)
which is equivalent to 5 virions for 5 liters of blood. The introduction of virions in the system disrupts the
initial stability and the system stabilizes to a new equilibrium if the basic reproductive number R0 is higher
than 1 (De Leenheer and Smith, 2003):

T̄ =
µIµv

γπ
, Ī =

λγπ − µT µIµV

γπµI

, V̄ =
λγπ − µT µIµV

γµIµV

.

The times of measurement tijm were: 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 40, 50 and 60 for each subject i and ob-
served component m. We simulated data for 100 patients. We included random effects for two parameters:
λ and µI (see table 1).

We computed the type I errors and the statistical powers of score tests according to the regression
coefficient of the explanatory variables (binary or continuous) and the standard deviation of the random
effect. For binary explanatory variables, we used a Bernoulli distribution with p=0.20 which is similar to
the distribution of the variable gender in the application. For continuous explanatory variables, we used
a normal distribution with expectation 35 and standard deviation 9.5 (similar to the distribution of the
variable age in the application). The expectation and the variance under H0 for the test on random effects
were calculated using 100 datasets simulated under H0. Results for 100 datasets are presented in figures 1
and 2.

The type I errors for the score tests were around 0.04 and 0.05, for explanatory variables and random
effects, respectively. The speed of convergence toward 1 (when the effect to be detected increases) is
different according to the parameters. The score test is more powerful to detect an explanatory variable on
λ and µT than on µI and π. Similarly, score tests of homogeneity are more powerful to detect a random
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Fig. 1 Power of the score test for binary and continuous explanatory variables for λ (solid line), µI (dashed line), π

(dotted line) and µT (dotted-dashed line)
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Fig. 2 Power of the homogeneity score test for π (solid line) and µT (dashed line)

effect on µT than on π. The initial equilibrium of the ODE is defined by the ratio λ/µT , which may
explain why a small variation of one of these parameters is more easily detected than for other parameters.
Moreover, the total CD4 counts (T +I) is observed and this gives more information on T than on I because
T >> I during all the dynamics. We made simulations assuming that we observed T , I and V . In this
case, the powers for π and µI increased as fast as the powers for λ and µT (not shown).

We also studied the robustness of the score tests to misspecification of the random effects in terms of
type I error. We simulated 100 datasets with three random effects (on λ, µI and π with standard deviations
of 0.30, 0.20 and 0.30 respectively). We included only the first two under the null hypothesis; thus, H0

was incorrectly specified. We tested a possible effect of a binary explanatory variable on each parameter
and a possible random effect on the fourth parameter (µT ). The results for 100 simulations are presented
in table 2. The type I errors were around 0.05 when the model was misspecified. Therefore, it seems that
the score tests are robust to misspecification of random effects.

To study the competition between explanatory variables and random effect which may arise in the ascen-
dent strategy demonstrated in section 2.4, we simulated a dataset of 100 patients with a binary explanatory
variable on µT (µ̃i

T = φµT
+zi

µT
βµT

, with βµT
= 0.3) with the same distribution as previously described.

The score test of homogeneity for H0 : ωµT
= 0, not including the explanatory variable, was significant

(SH = 2.17, p=0.015) and the score test for the explanatory variable on this parameter (H0 : βµT
= 0)

was also significant (S = 4.25, p=2.10−5). We included the explanatory variable in the model and the
score test of homogeneity was no longer significant (SH = 0.72, p=0.24).

The computation time for simulating 100 datasets under H0 for the score test on random effects in-
creases linearly with the number of patients and the number of measurements times. Indeed, we need to
simulate the same number of patients and the same times of measurement as in the testing dataset. We
studied the power of the score test statistic by simulating only 1 and 10 datasets under H0. For a standard-
deviation of a random effect of 0.1, the difference in power was on average 15% and 2% (for 1 and 10
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Table 2 Type 1 errors of score tests for explanatory variables and random effects for well-specified and misspecified
models

Parameter Well-specified misspecified
Explanatory Variables λ 0.04 0.05

µI 0.04 0.05
π 0.04 0.04

µT 0.04 0.05
Random effects π 0.04 0.03

µT 0.05 0.04

datasets respectively); for a standard deviation of 0.3 it was 7% and 1% respectively. Thus, simulating 10
datasets seems to be sufficient for a faster exploration.

In spite of this computation time, these score tests are much quicker than performing a likelihood ratio
test. Indeed, estimating another model can be very time-consuming. The time for fitting an ODE model
ranges from hours to days according to the model and the dataset. In contrast, computing the score test for
explanatory variables takes seconds and the score test of homogeneity just a few minutes.

4 Application

We applied these tests to a real dataset from the Concerted Action on Seroconversion to AIDS and
Death in Europe (CASCADE) study. CASCADE is an international collaboration pooling data from sero-
converters in Europe, Canada and Australia. The CASCADE study has been described in detail elsewhere
(CASCADE, 2003) in the context of primary HIV infection. This period is the first phase of HIV infection
and the main difficulty in this context is that the date of infection is unknown. This date is the origin of
time for our model. However, the patients included in this collaboration have a date of last negative HIV
test and a date of first positive HIV test. These dates give a time interval for the date of infection. We
adapted the algorithm of estimation to take into account the uncertainty of the date of infection (Drylewicz
et al., 2009). Moreover, the left-censoring of the HIV RNA load due to the detection limit is taken into
account in the computation of the likelihood (Thiébaut et al., 2006; Guedj et al., 2007a).

We selected patients if the delay between their last negative and first positive HIV test was less than
3 years, if they did not receive any antiretroviral treatment during the first year following the date of
seropositive test and if they had more than 3 measurements of CD4 or viral load during the first year of
follow-up with the first detectable viral load measurement during the first three months after the date of
seropositive test. A total of 761 patients met these criteria.

We fitted the model described in section 3.1 with random effects on λ and µI and no explanatory
variable as in Drylewicz et al. (2009). Then, we tested two explanatory variables: gender and age at
inclusion. In the sample of 761 patients, the median age at inclusion was 34 years (InterQuartile Range
[IQR]=21-40) and 84% were men (N=640). We simultaneously tested each variable on the four estimated
parameters using the global test previously described (this test follows a Chi-square distribution with 4
degrees of freedom). For the variable gender, the test was not significant: SG = 1.06, p=0.90. When age
was taken as a continuous variable, the global test was not significant: SG = 0.84, p=0.93. However, if
we considered age as a binary variable coded 1 for older patients (≥ 50 years) and 0 for younger (50 years
old is the 95-th percentile), the global test was significant (SG = 13.03, p=0.01). In fact, the rationale of
testing a threshold effect for older age is that aging tends to compromise the immune response (Dorshkind
et al., 2009) and the ability of the thymus to produce new CD4+ T cells (Douek et al., 1998). We tested
individually the effects of age on all the parameters and found a significant effect for µI (S = −1.99,
p=0.04). This means that subjects over 50 have a lower death rate of infected T cells, which may reflect a
less efficient immune response as compared to younger patients.
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We also tested the presence of random effect on π and µT . To determine the expectation and the variance
under the null hypothesis, we simulated 10 datasets of 761 patients under H0 with the same measurement
design as the real dataset, and we assumed that the date of infection was the mode of the a posteriori
distribution computed during the optimization procedure. The tests for additional random effects were not
significant at the 0.05 level: SH = 1.42 (p=0.08) and SH = 1.55 (p=0.06), for π and µT respectively.

5 Conclusion

We have developed score tests in non-standard situations that arise in complex modeling. Indeed, choos-
ing random effects and explanatory variables in non-linear models including several parameters can be
difficult and time-consuming. Score tests can be used in an ascendent strategy for exploring a family of
complex models.

With regard to efficiency, score tests have optimal properties (Cox and Hinkley, 1974). Therefore, the
only issue to be discussed is the effect of using the statistic U

T
W

∗
U in the complex situation rather than

the complete score statistic which is U
T
W

∗
U − tr(̂IεW

∗). We must disregard the term tr(ÎεW
∗) in

complex situations where we cannot reliably compute the second derivative of the log-likelihood. It is dif-
ficult to prove that this term does not carry much information but three arguments can be put forward: (i) it
involves only the second derivative of the log-likelihood; (ii) it does not appear in the simple situation; (iii)
simulations studies show the tests have good power. For µT , for instance, the power is above 0.80 when the
standard-deviation is 0.50. This standard-deviation bearing on the logarithm of the biological parameters
can be interpreted as the coefficient of variation. As noted by a reviewer, robustness could be an issue since
we compute the expectation of U

T
W

∗
U by simulation under the null hypothesis. However, most tests

are based on the distribution of the statistic under the null hypothesis. Second, we use the WPC version
of the score statistics, which is more robust to overdispersion than the crude score statistics (Commenges
and Jacqmin-Gadda, 1997). Third, a simulation study shows good robustness to misspecification of other
random effects.

These tests can be used in particular in dynamics models where the number of parameters and the
estimation computation time is high. The number of models to be explored can be huge and these score
tests can help in selecting the variables with the largest effect, while estimating all possible models is
impossible. The illustration from the CASCADE study is promising because it already yields important
results in a very complex situation (due to the unknown date of infection). The ascendent strategy should
prove a powerful tool for more thoroughly exploring HIV dynamics models. The proposed methods could
also be useful for exploring other complex models
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Chapitre 5

Dynamique de la primo-infection à

VIH

5.1 Contexte

Comme nous l’avons expliqué dans le chapitre 1, la primo-infection est une période

cruciale de l’infection à VIH. La primo-infection est caractérisée par un taux de réplication

virale très important associé à une chute du nombre de lymphocytes T-CD4+ dans le sang.

Quelques études se sont intéressées à l’étude de la dynamique virale durant cette phase

précoce de l’infection (Kaufmann et al., 1998; Little et al., 1999; Stafford et al., 2000 ;...).

Elles se basaient sur un petit nombre de patients, hautement sélectionnés mais ayant des

données très riches. Ainsi, la date du pic de virémie a pu être estimée ainsi que sa valeur

(Kaufmann et al., 1998). D’autres auteurs ont calculé le nombre de reproduction de base

R0 qui reflète le nombre de nouvelles cellules infectées par une seule cellule infectée. Cette

quantité peut permettre d’estimer l’efficacité nécessaire à une intervention de prévention

de l’infection (Little et al., 1999).

Dans cette partie, nous proposons de décrire la dynamique viro-immunologique de

la primo-infection à VIH et d’estimer les paramètres biologiques de 761 patients prove-

nant de cohortes de séroconverteurs de la collaboration CASCADE. Nous estimons tout

d’abord le modèle proposé par Perelson et al. (1996) et étudions l’effet de variables expli-

catives sur les différents paramètres biologiques. Nous proposons ensuite quatre modèles

dynamiques de l’interaction du VIH et du système immunitaire. Ces modèles font des
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hypothèses biologiques différentes de cette interaction complexe. Nous les comparons en

terme d’estimation de paramètres, de dynamique mais également en terme statistiques au

modèle de Perelson et al. (1996).

5.2 Un modèle de base

Une partie du travail de cette section a été présentée par poster (n◦ 512) à la 16ème

Conference on Retroviruses and Opportunistic Infection à Montréal (Canada, 8-11 Février

2009).

5.2.1 Données

L’échantillon d’étude est issu de la collaboration CASCADE (Concerted Action on

Seroconversion to AIDS and Death in Europe). CASCADE est une collaboration interna-

tionale qui regroupe les données de séroconverteurs en Europe, au Canada et en Australie

(CASCADE, 2003). Les objectifs de cette étude sont d’aborder des questions sur l’histoire

naturelle de l’infection à VIH-1 qui ne peuvent pas être correctement étudiées par une

seule étude de cohorte. Les données utilisées sont issues de la base 2006 des vingt co-

hortes participantes. Nous avons sélectionné les séroconverteurs ayant un délai entre leur

dernière sérologie négative (d−) et leur première sérologie positive (d+) inférieur à 3 ans,

n’ayant pas suivi de traitement antirétroviral et ayant au moins 3 mesures de CD4 ou de

charge virale durant la première année de suivi (avec la première mesure de charge virale

détectable dans les trois mois suivant la date de sérologie positive). Nous avons inclus 761

patients.

Les caractéristiques des patients sont présentés dans le tableau 5.1. Les patients sé-

lectionnés ont en médiane 4 mesures de CD4 et de charge virale (Ecart InterQuartile

(EIQ)= [3 ; 5]). La majorité des patients a été infectée par voie homosexuelle (71%). Le

suivi a été censuré 1 an après d+ conduisant à un suivi médian de 195 jours après d+

(EIQ= [119 ; 260]). Le délai médian entre d− et d+ était de 170 jours (EIQ=[91 ; 273]).

La figure 5.1 représente les données disponibles des 761 patients inclus à partir de la date

de dernière sérologie négative ainsi qu’une prédiction par régression polynomiale locale

pour la charge virale et le nombre de CD4. On peut remarquer que certains patients ont
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une charge virale détectable au moment de leur dernière sérologie négative. Ainsi, bien

qu’ayant une sérologie négative, ils étaient déjà infectés par le VIH. On peut également

relever la tendance d’un pic précoce de charge virale comme il est attendu d’observer en

primo-infection et démontrant la richesse du jeu de données utilisé.
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Fig. 5.1 : Données disponibles de charge virale plasmatique (gauche) et du nombre de

CD4 (droite) pour les 761 patients inclus de la Collaboration CASCADE.

5.2.2 Modèle biologique

Nous proposons d’utiliser un “modèle de base” de l’interaction entre le VIH et le

système immunitaire. L’un des modèles les plus utilisés dans la littérature est le modèle

proposé par Perelson et al. (1996). Ce modèle comporte trois compartiments (Fig. 5.5a) :

des cellules CD4 cibles T , des cellules infectées productrices T ∗ et des virions circulant

V . Il possède 6 paramètres biologiques et a souvent été utilisé pour modéliser la réponse

viro-immunologique après une mise sous traitement mais également dans le contexte de

la primo-infection à VIH (Stafford et al., 2000).

Tous les paramètres ont été reparamétrisés par une transformation logarithmique

pour s’assurer de leur positivité. Pour un sujet i, le vecteur de paramètres est : ξ̃i =

(λ̃i, µ̃i
T ∗ , π̃i, µ̃i

T ). Pour des problèmes d’identifiabilité, nous avons fixé les autres para-

mètres à des valeurs issues de la littérature : µV =20.0 jour−1 (Ramratnam et al., 1999),

µQ=0.00014 jour−1 (Mclean et Michie, 1995), ρ=0.017 jour−1 (Ribeiro et al., 2002) et γ

=0.00027 virions−1 jour−1 µL−1 (Wilson et al., 2007). Les compartiments observés sont

le logarithme en base 10 de la charge virale (nombre de virions par µL) et la racine qua-

trième du nombre total de CD4 (nombre de cellules par mm3) : CD4total = (T + T ∗)0.25.

Ces transformations sont couramment utilisées pour s’assurer de l’homoscédasticité des
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Tab. 5.1 : Caracteristiques des 761 patients de la Collaboration CASCADE inclus dans

cette étude.

Caracteristiques N (%)

Total 761 (100)

Sexe Homme 639 (84)

Femme 122 (16)

Groupe d’exposition Homosexuel 540 (71)

Hétérosexuel 267 (22)

Toxicomane 23(3)

Inconnu 20(2.6)

Hétérosexuel + Toxicomane 4 (0.5)

Autre 4 (0.5)

Homosexuel + Toxicomane 3 (0.4)

Coinfection VHC Non 548 (71)

Oui 91 (12)

Inconnu 122 (16)

Séroconversion symptomatique Non 86 (12)

Oui 186 (24)

Inconnu 489 (64)

Médiane (EIQ*)

Age à la première sérologie positive 34 (21 ;40)

Délai entre dernière sérologie négative et première sérologie positive (en jours) 170 (91 ; 273)

Nombre de mesures de CD4 4 (2 ;5)

Nombre de mesure de charge virale plasmatique 4 (2 ;5)

* Ecart InterQuartile

erreurs de mesures (Thiébaut et al., 2003)

Les paramètres ont été estimés par maximum de vraisemblance prenant en compte

l’incertitude sur la date d’infection (Drylewicz et al., 2009) et la censure à gauche de la

charge virale plasmatique (Thiébaut et al., 2006). Pour chaque patient i, nous disposons

d’une date de dernière sérologie négative di
− et d’une date de première sérologie positive

di
+. Comme dans Drylewicz et al. (2009), nous supposons que la date d’infection d’un

patient (τ i) se situe dans l’intervalle [binf i; bsupi], où binf i = di
− − 130 et bsupi est la

date la plus récente entre di
+ et la date de première charge virale détectable. Les effets

aléatoires ont été sélectionnés en utilisant le test du score (Drylewicz et al., 2009) présenté

dans le chapitre 4.
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5.2.3 Dynamique de la primo-infection à VIH

Principaux paramètres dynamiques

Le modèle final incluait des effets aléatoires pour les deux premiers paramètres (λ et

µT ∗). En échelle naturelle, la demi-vie moyenne (ln(2)/Taux de décès) des cellules cibles

et infectées était 17 et 0.37 jours respectivement. Au moment du pic viral (valeur médiane

5.97 log10 copies/mL, EIQ= [5.59 ;6.18]), le nombre médian estimé de cellules infectées

était de 97 cellules/µL (EIQ= [41 ;159]) parmi 580 CD4 cellules/µL (EIQ= [502 ;645])

et la charge virale plasmatique médiane estimée était de 5.97 log10copies/mL (EIQ=

[5.59 ;6.18]).

Tab. 5.2 : Prédictions au moment du pic viral (en jours après l’infection) pour les cellules

cibles (en cellules/mm3), cellules infectées (en cellules/mm3) et virions circulant (en log10

copies/mL).

Min Q1 Médiane Q3 Max

Cellules cibles (T ) 55 352 470 590 1405

Cellules infectées (T ∗) 0.01 41 97 159 377

CD4 total (T + T ∗) 358 502 580 645 1405

Virions circulant (V ) 2.09 5.59 5.97 6.18 6.56

Date du pic viral 8 13 16 23 500

La médiane du nombre de CD4 estimé à l’équilibre était de 470 cellules/µL (EIQ=

[378 ;590]) ce qui était similaire au niveau observé médian (basé sur la dernière mesure

disponible après 365 jours de suivi chez 430 patients) : 470 (EIQ= [371 ;615]). Au même

moment, la médiane du nombre de cellules infectées estimé était de 7 (EIQ= [4 ;12]).

Les prédictions médianes de l’équilibre viral étaient aussi proche de celles observées chez

403 patients : 4.86 log10 copies/mL (EIQ= [4.57 ;5.05]) vs. 4.59 (EIQ= [4.04 ;5.00]). Les

tableaux 5.2 et 5.3 présentent la distribution des CD4 totaux et de la charge virale plas-

matique pour les 761 patients inclus au moment du pic viral et du setpoint.

De plus, nous avons étudié la corrélation entre les paramètres dynamiques tel que

la charge virale à l’équilibre ou la date du pic viral en fonction des paramètres estimés.

Ainsi, nous avons trouvé que 62% des variations du setpoint viral étaient expliquées par les

variations du taux de décès des cellules infectées (µT ∗). Ce paramètre expliquait également

98% du setpoint des CD4 totaux et 52% du niveau de la charge virale au moment du pic.
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Tab. 5.3 : Valeurs prédite et observé des CD4 totaux (en cellules/mm3) et de la charge

virale plasmatique (en log10copies/mL) au moment de l’équilibre.

Min Q1 Médiane Q3 Max

Nombre prédit de cellules cibles (T ) 108 367 463 587 1413

Nombre prédit de cellules infectées(T ∗) 0.01 3.82 7.46 11.52 44.74

Nombre de CD4 total prédit (T + T ∗) 152 378 470 590 1415

Nombre de CD4 observé 120 371 470 615 1211

Nombre de virions prédit (V ) 2.09 4.57 4.86 5.05 5.63

Charge virale plasmatique observée 1.69 4.04 4.59 5.00 6.16

Nous avons trouvé une corrélation positive entre le niveau de charge virale plasmatique

au moment du pic viral et le setpoint viral (r=0.98) : plus un patient à un pic de charge

virale élevé plus son setpoint viral sera élevé. Ce résultat est similaire à ceux publiés

précédemment (Kaufmann et al., 1999; Lindback et al., 2000).

Pour chaque patient, nous avons calculé une distribution a posteriori de la date d’in-

fection en fonction de la fenêtre d’infection possible (Fig. 5.2) Les distributions observées

étaient très variées et dépendent de la taille de la fenêtre mais également du nombre de

mesures disponibles pour chaque patient. Plus un patient a une fenêtre courte et des

mesures répétés proches du pic viral plus sa distribution a posteriori sera précise. Nous

avons également représenté les trajectoires prédites de charge virale plasmatique et du

nombre de CD4 à partir de la date la plus probable d’infection pour chaque patient.

Les trajectoires obtenues sont comparables à celles de la littérature (Kaufmann et al.,

1998 ; Lindback et al., 2000 ; Stafford et al., 2000) malgré des oscillations marquées. Des

trajectoires individuelles et les valeurs observées sont présentées dans la figure 5.3.

Prédiction du temps de progression clinique

Nous avons fait une étude supplémentaire pour voir si les valeurs individuelles pré-

dites d’équilibre étaient associées au temps de progression clinique (apparition d’une in-

fection opportuniste, décès ou mise sous traitement antirétroviral). Nous avons utilisé

un modèle de Cox pour décrire la progression clinique en fonction de la dynamique de

primo-infection : paramètres biologiques (λ et µT ∗), setpoint prédit et observé.

Parmi les 761 patient inclus, 719 ont commencé un traitement antirétroviral, 2 ont été

classés stade SIDA avant la mise sous traitement et 1 est décédé après un délai médian
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Fig. 5.2 : Distributions a posteriori de la date d’infection pour trois patients, où le jour

0 est la date de dernière sérologie négative.

Tab. 5.4 : Evènements apparaissant durant le suivi des 761 patients

Caractéristiques N

Total 761

Progression clinique SIDA 102

Décès avant SIDA 6

Total 108

Mise sous traitement (ART) Yes 719

No 42

Evènements ART + SIDA + Décès 54

ART + SIDA + Vivant 46

ART + Décès + pas SIDA 5

ART + pas SIDA + Vivant 614

pas ART + SIDA + Décès 2

pas ART + Décès + pas SIDA 1

pas ART + pas SIDA + Vivant 39

Médiane (EIQ*)

Délai (en mois) entre ART et SIDA 12 (2-26)

ART et Décès 32 (19-53)

SIDA et Décès 20 (7-32)

Délai (en années) entre Sérologie négative et ART 1.9 (1.2-3.5)

Sérologie négative et SIDA 7.9 (5.9-8.7)

Sérologie négative et Décès 5.7 (3.9-7.5)

Sérologie négative et 1er évènement 1.8 (1.2-3.2)

*Ecart InterQuartile

entre la dernière sérologie négative et le premier évènement de 1.8 ans (EIQ= [1.2 ;3.3]). Le

tableau 5.4 présente les évènements survenus dans l’échantillon d’étude. Nous avons trouvé

un risque de progression clinique plus élevé pour les patients ayant un plus haut niveau
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Fig. 5.3 : Trajectoires individuelles prédites à partir de la date d’infection la plus probable

et valeurs observées de charge virale plasmatique et du nombre de CD4 pour trois patients,

où le jour 0 est la date de dernière sérologie négative.

de setpoint viral (Hazard Ratio [HR]= 2.33 pour 1 log10 copies/mL, p<.001) et un niveau

plus bas de CD4 à l’équilibre (HR= 0.82 pour 100 cells/µL, p<.001). De plus, les setpoints

estimés (HR= 0.76 pour 100 CD4 de plus ; HR=2.78 pour 1log10 de plus) et le taux de

décès des cellules infectées individuel (HR=0.88 pour 0.1 unité de plus, p<.0001) étaient

de meilleurs prédicteurs de la progression clinique que les setpoints observés (définis par

la dernière mesure observée durant la première année de suivi) : AIC=7996 pour le taux

de décès des cellules infectées vs. 8220 pour le setpoint viral observé.

Estimation du R0

L’estimation des paramètres de modèles dynamiques permettent également de fournir

une estimation du nombre de reproduction de base R0 qui correspond au nombre moyen

d’infections secondaires causé par l’introduction d’une cellule infectée dans une population

de cellules cibles supposée infinie. Le nombre de nouvelles infections dues à une seule cellule

infectée est obtenu en multipliant le nombre de virions produit durant la vie d’une cellule

infectée par le nombre de cellules infectées par chaque virion durant sa vie (Bonhoeffer
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et al., 1997).

Pour le “modèle de base”, le R0 médian estimé était de 1.45 (EIQ= [1.43 ; 2.30]). Ces

valeurs sont plus faibles que celles précédemment publiées (Little et al., 1999; Stafford

et al., 2000). Les modèles utilisés dans ces deux études étaient similaires au nôtre mais

les hypothèses biologiques faites et leur échantillon d’étude étaient un peu différents. Ils

n’incluaient que des patients ayant eu une primo-infection symptomatique et ayant des

données très répétées de charge virale plasmatique. La date d’infection était estimée à

partir de la date de début des symptômes ou d’une date d’exposition au VIH. Ils ont

utilisé le “modèle de base” pour étudier la dynamique de la charge virale plasmatique

uniquement.

Stafford et al. (2000) utilisent la même méthode que la nôtre pour estimer R0 mais

ils supposent que les cellules cibles T sont uniquement des cellules activées ; le nombre de

cellules activées est faible dans le sang. De plus, ils supposent que ce nombre est constant

au cours de l’infection (T0 = 10 cellules/mm3) pour simplifier le modèle. Cette hypothèse

a un impact majeur sur l’estimation des paramètres et sur celle du R0. Ainsi, le R0 médian

pour 10 patients était de 5.7 (min=2.8, max=11.0).

Little et al. (1999) modélisent la dynamique virale à l’aide d’une simplification du

“modèle de base”. Les cellules infectées sont supposées avoir une distribution exponentielle

dépendant du taux de croissance virale noté r0 : I(t) = I0 exp(r0 t). Ce taux de croissance

est alors supposé égal à β T0 − δI où β est le taux d’infectiosité du virus, δI le taux de

décès des cellules infectées et T0 le nombre de CD4 avant infection. Le paramètre δI est

estimé à partir des données de mise sous traitement et r0 et R0 sont déterminés à partir

de r̂ (le taux de croissance observé de la charge virale), δI , T0 et T̂ (le nombre de CD4

observé proche du temps du pic viral) par les formules suivantes :

r0 =
T0

T̂
(r̂ + δI)− δI et R0 =

T0

T̂
(1 +

r̂

δI

),

La valeur de T0 a été fixée à différentes valeurs : 500, 1000 et 1500 cellules/mm3. Ils

estimaient un R0 moyen à 7.1 (min=5.2, max=9.1).

La figure 5.4 représente la distribution de R0 dans la population obtenue à partir de

nos estimations ; les valeurs estimées par les deux études présentées peuvent être obtenues

à partir de nos estimations. Utilisant les données de Little et al. (1999), nous avons calculé
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Fig. 5.4 : Distribution estimée de R0 obtenue à partir de nos estimations.

pour leurs patients, les valeurs des effets aléatoires individuels d’après les estimations de

notre modèle en utilisant le mode a posteriori de la densité des effets aléatoires sachant les

données (Guedj et al., 2007; Drylewicz et al., 2009). Nous avons défini par chaque patient

un fenêtre d’infection possible. Nous avons supposé que la date de première sérologie

positive était la date de première mesure de charge virale détectable et la date de dernière

sérologie négative a été fixée à 30 jours avant la date de première sérologie positive. Le

tableau 5.5 présente les estimations avec les deux méthodes.

Tab. 5.5 : Estimation de R0 pour les 4 patients issus de Little et al., 1999.

Patient Notre méthode Little et al. (1999)

059 2.1 5.2

004 2.1 9.1

045 2.0 5.9

056 1.8 8.1

Moyenne 2.0 7.1

Les estimations du R0 obtenues pour ces quatre patients en utilisant notre méthode

sont très similaires à celles obtenues sur notre échantillon de 761 patients. Les différences

observées avec les résultats de Little et al. (1999) ne semblent par conséquent pas être
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dues à la sélection des patients mais bien à la méthode de calcul du R0.

Estimer R0 lors de la primo-infection peut permettre de déterminer l’efficacité mini-

male nécessaire pour une intervention de prévention de l’infection. Une telle intervention

peut être un vaccin, une circoncision masculine (Auvert et al., 2005) ou une prophylaxie

pre/post-exposition (Grant et al., 2005). En effet, l’infection se maintient dans l’orga-

nisme si et seulement si R0 est supérieur à 1. Il est donc possible d’estimer l’efficacité

nécessaire pour prévenir une infection à partir des estimations obtenues sur CASCADE.

L’infectiosité du virus (γ) doit diminuer de (1−1/R0)%, soit 46% (EIQ= [30 ;57]) d’après

nos estimations de paramètres.

Effet de variables explicatives

Nous avons utilisé les tests du score présentés dans le chapitre 4 (Drylewicz et al.,

2009) pour tester l’effet possible de variables explicatives sur chaque paramètres. Nous

avons testé un modèle incluant l’une des variables explicatives suivantes versus un modèle

sans variable explicatif (modèle estimé sous l’hypothèse nulle). Nous nous sommes intéres-

sés aux variables : sexe, séroconversion symptomatique, groupe d’exposition (toxicomane

vs. autres) et âge à la première serologie positive. Nous n’avons trouvé aucun effet des

variables sexe, séroconversion symptomatique, groupe d’exposition et âge pris en variable

continue. Le test était significatif quand nous avons considéré âge comme une variable bi-

naire codée 1 pour >50 ans et 0 pour les plus jeunes (50 ans étant le 95ième percentile) :

p=0.04 pour le taux de décès des cellules infectées (µT ∗). Nous avons ensuite estimé le

modèle incluant cette variable explicative et trouvé un taux de décès des cellules infectées

plus élevé pour les patients les plus jeunes : 1.79 vs. 0.80 jours−1. Nous avons également

trouvé un effet significatif de la variable coinfection VHC pour le paramètre λ (taux de

production des cellules cibles) : p=0.003. Ce résultat suggère que les patients coinfectés

par le VHC ont un taux de production de cellules cibles plus bas que les autres. Nous

n’avons pas inclus cette variable dans notre modèle car nous n’avons aucune information

sur la date d’infection par le VHC et nous ne pouvons pas savoir si les patients étaient

déjà infectés au moment de leur primo-infection à VIH.

De plus, une tendance en fonction de la période d’infection sur la dynamique a été

observée (Tab. 5.6). Le nombre de reproduction de base R0 augmente, suggérant un chan-
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gement dans la pathogénicité du virus ou un recrutement de patients plus récemment in-

fectés. De même, nous avons observé un setpoint pour les CD4 plus bas dans les périodes

les plus récentes (2001-2006) et un setpoint viral plus élevé. Ces résultats sont en accord

avec ceux d’autres études (Vanhems et al., 1999; Dorrucci et al., 2007; Crum-Cianflone

et al., 2009).

Tab. 5.6 : Charge virale et nombre de CD4 médian (EIQ) observé et prédit au moment

de l’équilibre et estimation du R0 suivant la période d’infection.

1985-1995 1996-2000 2001-2006 1985-2006

(N=131) (N=316) (N=314) (N=761)

R0 1.6 (1.4 ; 1.8) 1.7 (1.5 ; 2.2) 2.0 (1.7 ; 2.7) 1.8 (1.5 ; 2.3)

Viral setpoint observé 4.5 (4.1 ; 4.9) 4.5 (3.9 ; 4.9) 4.7 (4.1 ; 5.1) 4.6 (5.0 ; 5.0)

Viral setpoint prédit 4.6 (4.4 ; 4.8) 4.7 (7.5 ; 4.9) 4.9 (4.7 ; 5.1) 4.8 (4.6 ; 5.0)

Setpoint observé des CD4 585 (430 ; 779) 493 (390 ; 614) 424 (314 ; 516) 471 (371 ; 615)

Setpoint prédit des CD4 629 (499 ; 798) 517 (414 ; 430) 440 (325 ; 551) 500 (398 ; 627)

Limites du modèle de base

Cette section illustre ce qui est faisable et le type de questions auxquelles on peut

répondre avec une telle approche. Cependant, le “modèle de base” donnait des résultats

inattendus : une date de pic viral assez précoce (16 jours après l’infection), une estimation

du R0 faible et des trajectoires très oscillantes. D’autre part, d’après la distribution estimée

de R0, 17% des patients présentent un R0 < 1. Ces patients pourraient représenter ceux

que l’on appelle des“elite controllers”(patients avec une charge virale chutant à des valeurs

indétectable sans traitement antirétroviral). Cependant, le nombre de ce type de patients

est supposé être très faible, environ 0.36% dans la French Hospital Database HIV (Grabar

et al., 2009). Enfin, la simplicité de ce modèle peut être discutée aux regards de plusieurs

mécanismes biologiques important soulignés dans la littérature et détaillés dans la section

suivante.
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5.3 Comparaison de modèles biologiques

5.3.1 Modèles biologiques

Le “modèle de base” fait l’hypothèse qu’une cellule, une fois infectée, devient immé-

diatement capable de produire des virions, alors qu’il a été montré in vitro qu’un délai

d’environ un jour était nécessaire pour qu’une cellule infectée devienne productrice (Kier-

nan et al., 1990; Barbosa et al., 1994). Ce délai peut avoir un impact important sur

l’estimation de R0 (Lloyd, 2001). Pour prendre en compte ce délai, nous introduisons un

compartiment supplémentaire au “modèle de base” en distinguant les cellules infectées

non-productrices I des cellules infectées productrices P (Fig. 5.5b) comme précédemment

proposé par Nowak et al. (1997).
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Fig. 5.5 : “Modèle de base” (a) et “modèle cellules productrices” (b). Les cellules cibles T sont produites

avec un taux λ, sont infectées à un taux γ et meurent à un taux µT . Les virions V sont produits à un

taux π par les cellules infectées productrices T ∗ (ou P pour le modèle (b)) et meurent à un taux µV . Les

cellules infectées deviennent productrices à un taux δ et meurent à un taux µT∗ (µI pour le modèle (b)).

Ces deux modèles font l’hypothèse que toutes les cellules CD4+ sont des cellules cibles

pour le virus. Hors, il a été montré que le VIH infecte préférentiellement les cellules

CD4 qui prolifèrent ; cellules dites “activées” (Grossman et al., 2002). Nous proposons

donc un troisième modèle (“modèle cellules activées”, Fig. 5.6a) qui distingue des cellules
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quiescentes (Q) des cellules activées (A). Nous supposons qu’il existe une activation de

base α (présente avant l’infection) et une activation dépendante de la concentration en

virus α′.
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Fig. 5.6 : (a) “Modèle cellules activées” : les cellules quiescentes Q sont produites à un taux λ, sont

activées avec un taux de base α et dépendant de la charge virale α′ et meurent à un taux µQ. Les cellules

activées A retournent à l’état quiescent avec un taux ρ, sont infectées avec un taux γ et meurent à un

taux µA. Les cellules infectées T ∗ produisent π nouveaux virions par jour et meurent à un taux µT∗ . Les

virions V meurent à un taux µV . (b) “Modèle cellules effectrices” : Les cellules cibles T sont produites

avec un taux λ, sont infectées à un taux γ et meurent à un taux µT . Les virions V sont produits à un

taux π par les cellules infectées productrices T ∗ et meurent à un taux µV . Les cellules effectrices E sont

produites proportionnellement au nombre de cellules infectées, modifient leur taux de décès et meurent à

un taux µE .

Dans les trois premiers modèles, nous ne prenons pas en compte la réponse immunitaire

spécifique au VIH. Le déclin de la charge virale est alors due à la réduction du nombre

de cellules cibles (Phillips, 1996). Cependant, les lymphocytes T cytotoxiques (CTL),

responsables de la destruction des cellules infectées peuvent jouer un rôle important dans

cette dynamique (Koup et al., 1994; Musey et al., 1997). Plusieurs extensions du “modèle

de base” ont ainsi été suggérées (Wodarz et al., 1998; Stafford et al., 2000; Wodarz et
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Nowak, 2000; Burg et al., 2009). Cette réponse peut être modélisée de différentes manières :

en faisant dépendre du temps le taux de décès des cellules infectées ou en introduisant un

nouveau compartiment de cellules effectrices. Comme aucune mesure de cellules effectrices

n’était disponible, nous avons choisi d’utiliser le modèle proposé par Burg et al. (2009)

(Fig. 5.6b). Utilisant l’hypothèse de quasi-équilibre de cellules effectrices E, nous avons un

terme supplémentaire pour le compartiment des cellules infectées. Celles-ci meurent à un

taux µT ∗ et à un taux du à la réponse spécifique au VIH : κT ∗/(T ∗ + θ) ; le terme θ étant

un terme de saturation. Toutes ces hypothèses sont complémentaires et il semble alors

assez naturel de les combiner dans un “modèle complet” faisant ainsi la distinction entre

les cellules quiescentes Q, les cellules activées A (cibles du virus), les cellules infectées

non-productrices I, les cellules infectées productrices P et incluant une réponse spécifique

au VIH (Fig. 5.7).
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Fig. 5.7 : “Modèle complet” : les cellules quiescentes Q sont produites à un taux λ, sont activées avec

un taux de base α et dépendant de la charge virale α′ et meurent à un taux µQ. Les cellules activées A

retournent à l’état quiescent avec un taux ρ, sont infectées avec un taux γ et meurent à un taux µA. Les

cellules infectées I deviennent productrices à un taux δ et produisent alors π nouveaux virions par jour

et meurent à un taux µI . Les virions V meurent à un taux µV . Les cellules effectrices E sont produites

proportionnellement au nombre de cellules infectées (I et P ) et modifient leur taux de décès. Les cellules

E meurent à un taux µE .
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5.3.2 Modèles statistiques

Tous les paramètres ont été reparamétrisés par une transformation logarithmique pour

s’assurer de leur positivité. Pour un individu i, les vecteurs de paramètres sont ξ̃i =

(λ̃i, µ̃i
I , π̃

i, µ̃i
T ) pour le “modèle cellules productrices”, ξ̃i = (µ̃i

T ∗ , α̃i, λ̃i, α̃′, π̃i, µ̃i
T ) pour le

“modèle cellules activées”, ξ̃i = (λ̃i, µ̃i
T ∗ , π̃i, µ̃i

A, κ̃i) pour le “modèle cellules effectrices” et

ξ̃i = (µ̃i
I , α̃

i, λ̃i, α̃′, π̃i, µ̃i
A, κ̃i) pour le “modèle complet”.

Pour des problèmes d’identifiabilité, nous avons fixé les autres paramètres à des valeurs

issues de la littérature : µV =20.0 jour−1 (Ramratnam et al., 1999), µQ=0.00014 jour−1

(Mclean et Michie, 1995), ρ=0.017 jour−1 (Ribeiro et al., 2002) et γ =0.00027 virions−1

jour−1 µL−1 (Wilson et al., 2007) pour les modèles “cellules productrices” et “cellules

effectrices”et γ=0.05 virions−1 jour−1 µL−1 pour le“modèle cellules activées”et le“modèle

complet” (informations supplémentaires en section 7). Le paramètre δ est fixé à 1 jour−1,

le temps entre l’infection d’une cellule et sa capacité à produire des virions étant estimé

à environ 1 jour (Kiernan et al., 1990; Barbosa et al., 1994) ; le paramètre θ est fixé à 2

(Burg et al., 2009). L’inoculum initial de virions est fixé à 10−6 virions/mm3 (Ciupe et al.,

2006; Stafford et al., 2000) ce qui correspond à 5 virions pour 5 litres de sang.

Les compartiments observés sont le logarithme en base 10 de la charge virale (nombre

de virions par µL) et la racine quatrième du nombre total de CD4 (nombre de cellules par

mm3) : pour le“modèle cellules effectrices”CD4total = (T +T ∗)0.25, pour le“modèle cellules

productrices” CD4total = (T + I + P )0.25, pour le “modèle cellules activées” CD4total =

(Q+A+T ∗)0.25 et pour le“modèle complet”CD4total = (Q+A+I+P )0.25. Les paramètres

ont été estimés avec la même méthode que celle décrite dans la section précédente.

5.3.3 Dynamique de la primo-infection

Le modèle final incluait des effets aléatoires pour les deux premiers paramètres du

“modèle cellules productrices” (λ et µI) et du “modèle cellules effectrices” (λ et µT ∗) et

pour les trois premiers paramètres pour le “modèle cellules activées” (λ, µT ∗ et α) et le

“modèle complet” (λ, µI et α).

Le meilleur modèle était le “modèle complet” (plus petit AIC). Le tableau 5.7 ré-

sume les dynamiques obtenues suivant le modèle. La demi-vie moyenne des cellules cibles

(ln(2)/Taux de décès) était similaire pour le “modèle de base” et le “modèle cellules pro-
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ductrices” (18 et 21 jours). Elle était plus faible pour le “modèle cellules activées” et le

“modèle complet” (13 et 4 jours) et plus élevée pour le “modèle cellules effectrices” (36

jours). La demi-vie des cellules infectées était similaire pour les deux premiers modèles

(0.37 et 0.40 jours) et plus faible pour les autres (1.45, 1.48 et 1.85 jours).

Tab. 5.7 : Estimations des demi-vies et de la dynamique pour les différents modèles.

Modèle Modèle Modèle Modèle Modèle

Paramètre de base cellules productrices cellules activées cellules effectrices complet

CD4 totaux avant infection

(en cellules/mm3) 857 837 692 1189 540

Demi-vie moyenne des

cellules cibles (en jours) 18.06 20.69 13.07 36.15 17.45

Demi-vie moyenne des

cellules infectées (en jours) 0.37 0.40 1.45 1.58 1.85

Temps moyen du pic viral (en jours) 16 38 2 20 12

Charge virale moyenne au pic viral

(en log10 copies/mL) 6.03 5.65 5.48 6.10 5.07

CD4 total au pic viral

(en cellules/mm3) 457 480 659 818 542

Nombre total de cellules infectées

au pic viral (en cellules/mm3) 110 55 17 368 13

Charge virale moyenne à l’équilibre

(en log10 copies/mL) 4.91 4.75 4.44 4.96 4.64

CD4 total à l’équilibre

(en cellules/mm3) 434 483 467 404 464

Nombre total de cellules infectées

à l’équilibre (en cellules/mm3) 8 7 2 27 5

R0 2.01 1.76 25.37 4.21 11.97

AIC 15010 14300 14157 14117 13983

Nous pouvons déterminer la dynamique moyenne de chaque compartiment inclus dans

les modèles et pas seulement ceux observés. Ainsi, nous pouvons calculer le nombre total

de CD4 avant infection, la dynamique des cellules infectées, les états d’équilibre de chaque

compartiment,... Le nombre prédit de CD4 avant infection était proche des connaissances

actuelles (Bofill et al., 1992; Maini et al., 1996) : entre 540 et 1189 cellules/mm3. De plus,

les modèles “cellules activées” et “complet” prédisaient un nombre de cellules activées

(parmi les CD4 totaux) similaire à ceux de la littérature (Sachsenberg et al., 1998) :

6 et 2%. La distinction de cellules infectées non-productrices et productrices a comme

principale conséquence de retarder le pic viral (38 jours après l’infection) et ainsi d’être
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plus en accord avec les études publiées (Clark et al., 1991; Daar et al., 1991; Kaufmann

et al., 1998; Kahn et Walker, 1998; Little et al., 1999). En effet, ils l’observaient deux

à trois semaines après le début des symptômes. Lorsque nous avons inclus une réponse

immunitaire spécifique au VIH dans le modèle, nous avons également observé un pic viral

plus tardif (Fig. 5.8). Le nombre de cellules infectées au moment du pic viral est élevé

pour les modèles “de base”, “cellules productrices” et “cellules effectrices” (entre 11 et 45%

des CD4 totaux) et diminue à un nombre plus faible à l’équilibre (entre 2 et 7%). Pour

les deux autres modèles, ce nombre semble constant (2 et 1%).
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Fig. 5.8 : Trajectoires moyennes de charge virale plasmatique et des CD4 totaux suivant

le modèle : (a) “modèle de base”, (b) “modèle cellules productrices”, (c) “modèle cellules

activées”, (d) “modèle cellules effectrices” et (e) “modèle complet”.
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5.4 Discussion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la dynamique de la primo-infection à VIH en

utilisant des modèles biomathématiques. Le“modèle de base”, qui est souvent utilisé, n’est

pas le meilleur modèle pour décrire simultanément la dynamique virale et celle des CD4

durant cette phase précoce de l’infection. Nous avons modifié ce modèle pour prendre en

compte plus d’hypothèses biologiques de l’interaction du VIH et du système immunitaire :

seulement une partie des CD4 est cible du virus, présence d’une réponse immunitaire

spécifique au VIH et un délai entre l’infection de cellules et la production de nouveaux

virions. Cependant, aucun modèle n’était satisfaisant. En effet, les trajectoires prédites ont

soit trop d’oscillations (le “modèle de base” par exemple) ou aucune (le “modèle complet”)

et ces modèles ne peuvent pas expliquer les dynamiques à long terme : tous prédisent un

état d’équilibre stable pour la charge virale et les CD4 survenant dans la première année

de l’infection. De plus, les valeurs estimées de CD4 avant infection du “modèle complet”

sont trop faibles comparées aux connaissances actuelles, de même que la différence de

niveau de la charge virale entre le moment du pic et celui du setpoint : nous savons

que la charge virale plasmatique décrôıt après ce pic (Mellors et al., 1995; Kaufmann

et al., 1998; Schacker et al., 1998; Sterling et al., 2001). Nous connaissons également un

ordre de grandeur de la demi-vie des cellules infectées productrices : entre 0.6 et 1.4 jours

(Markowitz et al., 2003) ; estimations obtenues à partir d’études à la mise sous traitement.

Les estimations du “modèle de base” et du “modèle cellules productrices” semblent ainsi

trop faibles.

Nous avons ainsi montré comment cette approche pourrait permettre de répondre à

des questions cliniques/biologiques telles qu’avoir une idée de la dynamique précoce en

regardant l’effet mécanistique de facteurs pronostiques connus et le lien entre paramètres

biologiques et progression clinique.

Cependant, l’estimation peut être améliorée en prenant en compte certains a priori

sur les paramètres biologiques en utilisant la méthode de Maximum A Posteriori présenté

dans le chapitre 2. Par exemple, nous pourrions utilisé un prior sur la valeur des CD4 avant

infection pour obtenir des valeurs prédites plus plausibles. Une autre source d’information

possible serait d’utiliser des données à la mise sous traitement. Dans la base de données

CASCADE, nous disposons du suivi des patients inclus dans notre étude et certains d’entre
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eux commencent un traitement antirétroviral peu de temps après la primo-infection. Nous

pourrions utiliser cette information pour étendre le modèle aux dynamiques à la mise sous

traitement.



Chapitre 6

Conclusion générale et perspectives

Dans cette thèse nous nous sommes principalement intéressés à l’étude de la dynamique

de la primo-infection à VIH. Cette étude est complexe pour plusieurs raisons : (i) elle est

asymptomatique chez la majorité des sujets donc difficilement détectable et (ii) la date

d’infection est inconnue. D’autre part, les dynamiques viro-immunologiques sont rapides et

complexes et nécessitent des données très riches afin de pouvoir les observer. Notre étude

se base sur une approche mécanistique de l’interaction VIH-système immunitaire. Les

modèles biologiques proposés sont représentés par des systèmes d’équations différentielles

ordinaires qui peuvent capturer la nature complexe des interactions qui existent entre les

compartiments.

Nous avons développé une méthode d’estimation basée sur un algorithme de maximisa-

tion de la vraisemblance permettant à chaque patient de contribuer à l’estimation quelque

soit son nombre de mesures ; nos critères de sélection de patients sont donc plus larges

que les études publiées jusqu’à présent (Kaufmann et al., 1998; Little et al., 1999; Stafford

et al., 2000; Ciupe et al., 2006). De plus, notre méthode prend en compte l’incertitude sur

la date d’infection utilisant les dates de dernière sérologie négative (di
−) et première séro-

logie positive (di
+) ; nous n’imputons pas de valeurs à l’origine des temps du modèle (i.e.

la date d’infection). Nous avons défini une distribution a priori pour la date d’infection en

nous basant sur les travaux de Fiebig et al. (2003). Nous avons supposé que la probabilité

d’avoir été infecté entre di
−-130 jours et di

− est linéaire croissante puis constante entre di
−

et di
+. Nous avons également testé d’autres distributions (par exemple exponentielle) et

nos résultats étaient stables. Cependant, la borne inférieure de notre intervalle pourrait
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être améliorée en utilisant la dynamique des anticorps ou une information sur la date de

début des symptômes ou une date d’exposition au VIH par exemple.

Nous avons proposé cinq modèles dynamiques de primo-infection faisant différentes

hypothèses sur l’interaction entre le VIH et le système immunitaire. D’après nos résultats,

le meilleur modèle est celui distinguant des cellules quiescentes des cellules activées, mais

également des cellules infectées non-productrices des cellules infectées productrices et

incluant une réponse immunitaire spécifique au VIH. Cependant, les paramètres estimés

ne sont pas en accord avec les connaissances biologiques actuelles. Prendre en compte ces

connaissances semble être la prochaine étape pour améliorer notre méthode d’estimation.

Ainsi, nous pourrions estimer certains paramètres qui étaient fixés pour des questions

d’identifiabilité. En fait, il est très difficile de trouver des données plus riches en primo-

infection.

Il s’agit à notre connaissance de la première étude de la dynamique de la primo-

infection à VIH sur un échantillon de grande taille (761 patients) et utilisant toutes les

informations disponibles (mesures de charge virale et du nombre de CD4). Comme notre

approche est basée sur un modèle mécanistique, les paramètres du modèle devraient avoir

une signification biologique. Nous pouvons estimer les demi-vies des cellules et prédire le

temps du pic viral ainsi que les niveaux d’équilibre. A partir des paramètres estimés, nous

pouvons également calculer le nombre de reproduction de base R0 qui reflète la capacité

du virus à se répandre et à se maintenir dans l’organisme. De manière surprenante, nous

trouvons des valeurs inférieures à celles précédemment publiées en utilisant les mêmes

modèles (Little et al., 1999; Stafford et al., 2000). Ces différences semblent être dues

aux hypothèses biologiques faites dans les modèles et aux méthodes de calcul utilisées

par les auteurs (nombre constant de cellules cibles, valeurs de paramètres fixés,...). Avoir

une estimation du R0 permet de déterminer l’efficacité nécessaire d’un traitement pour

éradiquer l’infection. Cependant, cette estimation n’est qu’une borne inférieure car notre

modèle ne prend pas en compte la constitution d’un réservoir de cellules latentes infectées

ni les phénomènes de mutations (éventuellement transmises) : le réservoir de cellules

latentes étant constitué durant la phase de primo-infection (Chun et al., 1998; Finzi et al.,

1999). Même avec un niveau de charge virale indétectable, on peut observer une nouvelle

propagation du virus due à ces cellules latentes infectées.
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Bien que nos modèles semblent s’ajuster aux données, ils sont une représentation im-

parfaite de l’interaction entre le VIH et le système immunitaire. Cette interaction ne peut

être entièrement modélisée à cause de sa complexité et du fait que les phénomènes impli-

qués ne sont pour l’heure actuelle pas encore tous connus. De plus, nous n’observons pas

tous les compartiments inclus dans le modèle biologique (par exemple les cellules activées

ou les cellules infectées) et nous devons fixer certains paramètres à des valeurs issues de

la littérature (taux d’infectiosité du virus, clairance virale,...). Des mesures plus variées

telles que les lymphocytes cytotoxiques ou encore des marqueurs d’activation (HLA-DR,

CD38,...) permettraient d’améliorer nos estimations.

Enfin, l’étude de la primo-infection à VIH pourrait être complétée en considérant l’effet

de certains facteurs génétiques tels que le groupe HLA, le sous-type viral ou le tropisme

du virus. En effet, un lien entre la progression clinique et le groupe HLA des patients a

été mis en évidence (Altfeld et al., 2003; Fellay et al., 2007). Les patients exprimant HLA-

B57 semble avoir moins souvent une primo-infection symptomatique et ont un meilleur

contrôle du virus sans la mise en place de traitement antirétroviral.

L’estimation de modèles dynamiques peut être complexe et longue. Nous avons donc

développé des tests du score pour comparer différent modèles. Cet outil permet de sé-

lectionner les effets aléatoires et les variables explicatives sans estimer tous les modèles

possibles ; chose que nous devons faire si on utilise un test de rapport de vraisemblance

ou un test de Wald. Cependant, pour le test du score d’homogénéité, nous utilisons un

bootstrap paramétrique pour éviter le calcul de la matrice d’information et le nombre

de répliques doit être choisi pour chaque modèle. Pour le modèle de base proposé par

Perelson et al. (1996), la simulation de 10 jeux de données semble suffisante pour avoir de

bonnes propriétés statistiques. Mais pour des modèles plus complexes comme ceux pro-

posés dans le chapitre précédent, un plus grand nombre de répliques est nécessaire (entre

100 et 500). La multiplicité des tests doit également être prise en compte dans une telle

approche de sélection de modèles. En effet, les tests du score proposés ne prennent pas

en compte la corrélation entre les tests et les p-values devraient être corrigées (Liquet et

Commenges, 2001; Liquet et Commenges, 2005). Nous pourrions également étendre ces

tests à des variables dépendantes du temps pour tester différentes fonctions du temps

pour le taux de décès des cellules infectées pour modéliser l’établissement de la réponse
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immunitaire spécifique au VIH comme proposé par Stafford et al. (2000).

Comme nous l’avons déjà expliqué, il y a plusieurs méthodes d’estimation disponibles

pour les modèles dynamiques mais aucune comparaison formelle n’a pour le moment été

réalisée. Du fait de l’utilisation croissante de ce type de modélisation et de la complexi-

fication des modèles, il semble pertinent de réaliser une telle comparaison en terme de

biais, de précision et de temps de calculs. Parmi toutes les approches proposées, celle du

maximum a posteriori (MAP) semble être la plus prometteuse car elle combine l’utilisa-

tion d’information a priori et les propriétés du maximum de vraisemblance telle que les

critères de convergence.

D’autre part, l’approche de modélisation proposée est basée sur les connaissances bio-

logiques et les paramètres doivent avoir une signification biologique. En comparaison avec

les modèles descriptifs, les modèles dynamiques sont censés apporter plus d’informations

et d’explications sur les phénomènes étudiés. Il serait par conséquent pertinent de com-

parer ces deux types de modélisation en terme d’adéquation aux données mais aussi en

terme de prédictions. De même, une comparaison des paramètres estimés par un même

modèle dynamique utilisé dans deux phases distinctes de l’infection (primo-infection et

mise sous traitement par exemple) permettrait de confirmer le caractère explicatif de ces

modèles.

Pour conclure, nous avons développé une méthode d’estimation pour étudier la primo-

infection à VIH prenant en compte l’incertitude sur la date d’infection. Nous avons éga-

lement amélioré la sélection de modèles et la méthode d’estimation (MAP). Il y a plu-

sieurs perspectives à ce travail. D’un point de vue statistique, une comparaison des diffé-

rentes méthodes semble prioritaire pour trouver le meilleur outil pour estimer les modèles

dynamiques. De nombreuses applications pourraient être envisagées suite à ce travail.

Par exemple, nous pourrions utiliser les estimations de la date d’infection pour estimer

l’incidence due aux patients récemment infectés en appliquant notre méthode après des

analyses phylogénétiques. Ces analyses permettent de reconstruire la phylogénie d’échan-

tillons viraux à partir de séquences génétiques pol pour identifier des réseaux potentiels de

transmission. Combiner ces deux estimations (date d’infection et réseaux de transmission)

pourrait donner une idée du nombre de patients récemment infectés impliqués dans des
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réseaux de transmission pour une période de temps donnée. Ceci fait l’objet d’un projet

en collaboration avec Stéphane Hué (Centre for Medical Molecular Virology, University

College London). Une autre application est la comparaison de l’infection à VIH-1 et VIH-

2. Nous savons que la progression clinique est différente pour les deux infections ainsi que

les états d’équilibre viral et des CD4 (Drylewicz et al., 2008) mais également en terme

de réponse à un traitement antirétroviral (Drylewicz et al., 2008; Drylewicz et al., 2009).

Mieux comprendre comment les états d’équilibre s’établissent pourrait être un moyen

de poser des hypothèses sur les différences observées entre ces deux virus et de manière

plus générale, trouver les facteurs pouvant expliquer les différentes progressions cliniques

observées (progresseurs rapides vs. non-progresseurs à long-terme).





Chapitre 7

Matériels complémentaires

Modèles biomathématiques

Le “modèle de base” peut s’écrire sous la forme du système d’équations différentielles

ordinaires suivant : 
dT
dt

= λ− γV T − µT T

dT ∗

dt
= γV T − µT ∗T ∗

dV
dt

= πT ∗ − µV V

On suppose que les compartiments sont à l’équilibre avant l’infection, ce qui peut se

traduire par : T0− = λ/µT , T ∗
0− = 0 et V0− = 0. Après l’introduction de virus (V0 = 10−6

virions/mm3), l’état d’équilibre initial est perturbé et le système converge vers un nouvel

état d’équilibre si R0 (R0 = γλπ
µT µT∗µV

) est supérieur à 1 :
T̄ = µT∗µV

γπ

T̄ ∗ = λγπ−µT µT∗µV

γπµT∗

V̄ = λγπ−µT µT∗µV

γµT∗µV

Le “modèle cellules productrices” peut s’écrire sous la forme suivante :

dT
dt

= λ− γV T − µT T

dI
dt

= γV T − µII − δI

dP
dt

= δI − µIP

dV
dt

= πP − µV V

Le taux pour qu’une cellule infectée devienne productrice est noté δ. L’équilibre avant

infection pour ce modèle peut s’écrire : T0− = λ/µT , I0− = 0, P0− = 0 et V0− = 0. Le
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système se stabilise à un nouvel équilibre si R0 (R0 = λγπα
µT µIµV (µI+α)

) est supérieur à 1 :

T̄ = µIµV (µI+α)
γπα

Ī = λ
µI+α

− µT µV µI

γπα

P̄ = α
µI

(
λ

µI+α
− µT µV µI

γπα

)
V̄ = πα

µV µI

(
λ

µI+α
− µT µV µI

γπα

)
Le “modèle cellules activées” peut s’écrire sous la forme suivante :

dQ
dt

= λ− αQ− α′QV + ρA− µQQ

dA
dt

= αQ + α′QV − γV A + ρA− µAA

dT ∗

dt
= γV A− µT ∗T ∗

dV
dt

= πT ∗ − µV V

L’équilibre avant infection s’écrit sous la forme suivante :

Q0− =
λ(ρ + µA)

µQρ + µAα + µAµQ

, A0− =
λα

µQρ + µAα + µAµQ

, T ∗
0− = 0, V0− = 0.

L’introduction de virions conduit à un nouvel équilibre si R0 est supérieur à 1 : R0 =

γπλα
µT∗µV (ρµQ+µAα+µAµQ)

.

Le “modèle cellules effectrices” s’écrit sous la forme suivante :
dT
dt

= λ− γV T − µT T

dT ∗

dt
= γV T −

[
µT ∗ − κ T ∗

T ∗+θ

]
T ∗

dV
dt

= πT ∗ − µV V

Avant infection, l’hypothèse d’équilibre conduit aux mêmes équations que pour le “modèle

de base”, le nombre de reproduction de base R0 est également identique.

Le “modèle complet”, combinant la distinction entre cellules infectées productrices et

non-productrices, cellules quiescentes et activées et incluant des cellules effectrices peut

s’écrire sous la forme : 

dQ
dt

= λ− αQ− α′QV + ρA− µQQ

dA
dt

= αQ + α′QV − γV A + ρA− µAA

dI
dt

= γV A−
[
µI − κ I+P

I+P+θ

]
I − δI

dP
dt

= δI −
[
µI − κ I+P

I+P+θ

]
P

dV
dt

= πP − µV V
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Avant infection, ce système est supposé être à l’équilibre :

Q0− =
λ(ρ + µA)

µQρ + µAα + µAµQ

, A0− =
λα

µQρ + µAα + µAµQ

, I0− = 0, P0− = 0, V0− = 0.

Il converge vers un autre état d’équilibre si R0 est supérieur à 1 : R0 = γπλαδ
µIµV (δ+µI)(ρµQ+αµA+µAµQ)

.

Correspondances entre modèles

Pour comparer les paramètres des différents modèles, il est nécessaire de prendre en

compte les différents compartiments et leur correspondance. Ainsi, il est possible de passer

du “modèle cellules productrices” au “modèle de base” en posant T ∗ = I + P . On a alors

dT ∗

dt
= dI

dt
+ dP

dt
, on obtient le système suivant :

dT
dt

= λ− γV T − µT T

dT ∗

dt
= γV T − µT ∗T ∗

dV
dt

= π̆T ∗ − µV V

où π̆ = π P
P+I

et µT ∗ = µI . Ces deux modèles devrait donc nous fournir des estimations

similaires pour tous les paramètres A l’exception du nombre de virions produit par une cel-

lule infectée par jour. Si on connâıt l’ordre de grandeur du rapport P
P+I

, on peut connâıtre

le nouvel ordre grandeur de ce paramètre.

De la même manière, il est possible de passer du “modèle cellules activées” au “modèle

de base” en posant T = Q+A. On a alors dT
dt

= dQ
dt

+ dA
dt

et on obtient le système suivant :
dT
dt

= λ− γ̆V T − µQQ− µAA

dT ∗

dt
= γ̆V T − µT ∗T ∗

dV
dt

= πT ∗ − µV V

Or on sait que µQ << µA car les cellules quiescentes sont des cellules à longue vie. On

peut donc supposer que pour tout t, µQQ << µAA donc :
dT
dt

= λ− γ̆V T − µ̆T T

dT ∗

dt
= γ̆V T − µT ∗T ∗

dV
dt

= πT ∗ − µV V

où γ̆ = γ A
Q+A

et µ̆T = µA
A

Q+A
. On s’attend donc à avoir des valeurs différentes pour le

taux d’infectiosité du virus et le taux de décès des cellules cibles. A cause de problèmes
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d’identifiabilité, nous avons été obligé de fixer certains paramètres dont γ, il est donc

important de prendre en compte cette correspondance entre modèles pour savoir à quelle

valeur il est nécessaire de le fixer. Ainsi, dans le “modèle de base”, nous avons pris γ

=0.00027 virions−1 jour−1 µL−1 (Wilson et al., 2007). Si on considère que chez un individu

sain, la proportion de cellules activées est de 1% (Sachsenberg et al., 1998) alors on doit

prendre γ =0.05 virions−1 jour−1 µL−1.

On peut passer du “modèle cellules effectrices” au “modèle de base” en posant µT ∗ +

κ T ∗

T ∗+θ
= ˘µT ∗ ; on s’attend donc à un taux de décès des cellules infectées différents dans

ces deux modèles. Enfin, pour passer du “modèle complet” au “modèle de base”, on pose

T ∗ = I + P et T = Q + A, on obtient le système suivant :
dT
dt

= λ− γ̆V T − µ̆T T

dT ∗

dt
= γ̆V T − ˘µT ∗T ∗

dV
dt

= π̆T ∗ − µV V

où π̆ = π P
P+I

, ˘µT ∗ = µI + κ I+P
I+P+θ

, γ̆ = γ A
Q+A

et µ̆T = µA
A

Q+A
.
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Guedj, J., Thiébaut, R. et Commenges, D. (2007). Maximum likelihood estimation in

dynamical models of HIV. Biometrics 63, 1198–1206.

Han, C. et Chaloner, K. (2004). Bayesian experimental design for nonlinear mixed-effects

models with application to HIV dynamics. Biometrics 60, 25–33.

Hastings, W. (1970). Monte Carlo sampling methods using Markov chains and their

applications. Biometrika 57, 97–109.

Hecht, F., Wang, L., Collier, A., Little, S., Markowitz, M., Margolick, J., Kilby, J., Daar,

E., Conway, B. et Holte, S. (2006). A multicenter observational study of the potential

benefits of initiating combination antiretroviral therapy during acute HIV infection.

The Journal of Infectious Diseases 194, 725–733.

Henrard, D., Daar, E., Farzadegan, H., Clark, S., Phillips, J., Shaw, G. et Busch, M.

(1995). Virologic and immunologic characterization of asymptomatic primary HIV-1

infection. Journal of Acquired Immune Deficiency Syndromes and Human Retrovirology



Bibliographie 118

9, 305–310.

Ho, D. D., Neumann, A. U., Perelson, A. S., Chen, W., Leonard, J. M. et Markowitz, M.

(1995). Rapid turnover of plasma virions and CD4 lymphocytes in HIV-1 infection.

Nature 373, 123–126.

Huang, Y., Liu, D. et Wu, H. (2006). Hierarchical bayesian methods for estimation of

parameters in a longitudinal HIV dynamic system. Biometrics 62, 413–423.

Huang, Y., Rosenkranz, S. et Wu, H. (2003). Modeling HIV dynamics and antiviral

response with consideration of time-varying drug exposures, adherence and phenotypic

sensitivity. Mathematical biosciences 184, 165–186.

Huang, Y. et Wu, H. (2006). A Bayesian approach for estimating antiviral efficacy in HIV

dynamic models. Journal of Applied Statistics 33, 155–174.

Hunt, P., Martin, J., Sinclair, E., Bredt, B., Hagos, E., Lampiris, H. et Deeks, S. (2003). T

cell activation is associated with lower CD4+ T cell gains in human immunodeficiency

virus-infected patients with sustained viral suppression during antiretroviral therapy.

The Journal of Infectious Diseases 187, 1534–1543.
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Figure 1: Biological models, basic model (a), 
productive cells model (b) and activated cells model 
(c). 
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COMPARISON OF THREE DYNAMICAL MODELS DURING PRIMARY COMPARISON OF THREE DYNAMICAL MODELS DURING PRIMARY 
HIV INFECTION: APPLICATION TO THE CASCADE DATASETHIV INFECTION: APPLICATION TO THE CASCADE DATASET

Julia Drylewicz * 1,2 , Rodolphe Thiébaut 1,2 and Daniel Commenges 1,2 for the CASCADE Collaboration

(1) INSERM U897 Epidemiology and Biostatistics Research Centre, Bordeaux, France (2) University of Bordeaux 2, Bordeaux, France

Methods:Methods:
CASCADE is a collaboration of observational cohorts of HIV-1 infected patients in Europe, Canada and Australia. We 
compared a 3-compartments model (the “basic model” ) including target cells, infected cells and free virions (fig. 1a) with two 
4-compartments models: a “productive cells model” differentiating infected non-productive cells and infected productive cells 
(fig. 1b) and a “activated cells model” differentiating quiescent non-infected cells and activated non-infected cells (fig. 1c). 
Parameters were estimated in population models with a maximum likelihood approach (Guedj et al., Biometrics 2007). Moreover, 
the uncertainty of the date of infection was taking into account. 

CASCADE collaborationCASCADE collaboration: Steering Committee: Julia Del Amo (Chair), Laurence Meyer (Vice Chair), Heiner C. Bucher, Geneviève Chêne, Deenan Pillay, Maria Prins, Magda Rosinska, Caroline Sabin, Giota Touloumi.  Co-ordinating Centre: Kholoud Porter (Project Leader), Sara Lodi, Sarah Banbury, Kate Coughlin, Sarah Walker, Abdel 
Babiker, Janet Darbyshire. Clinical Advisory Board: Heiner Bucher, Andrea de Luca, Martin Fisher, Roberto Muga
Collaborators: Australia Sydney AIDS Prospective Study and Sydney Primary HIV Infection cohort (John Kaldor, Tony Kelleher, Tim Ramacciotti, Linda Gelgor, David Cooper, Don Smith); Canada South Alberta clinic (John Gill); Denmark Copenhagen HIV Seroconverter Cohort (Louise Bruun Jørgensen, Claus Nielsen, Court Pedersen); 
Estonia Tartu Ülikool (Irja Lutsar); France Aquitaine cohort (Geneviève Chêne, Francois Dabis, Rodolphe Thiebaut, Bernard Masquelier), French Hospital Database (Dominique Costagliola, Marguerite Guiguet), Lyon Primary Infection cohort (Philippe Vanhems), SEROCO cohort (Laurence Meyer, Faroudy Boufassa); Germany German cohort 
(Osamah Hamouda, Claudia Kucherer); Greece Greek Haemophilia cohort (Giota Touloumi, Nikos Pantazis, Angelos Hatzakis, Dimitrios Paraskevis, Anastasia Karafoulidou); Italy Italian Seroconversion Study (Giovanni Rezza, Maria Dorrucci, Benedetta Longo, Claudia Balotta); Netherlands Amsterdam Cohort Studies among homosexual 
men and drug users (Maria Prins, Janne van der Helm, Anneke Krol, Hanneke Schuitemaker); Norway Oslo and Ulleval Hospital cohorts (Mette Sannes, Oddbjorn Brubakk, Anne Eskild, Johan N Bruun); Poland National Institute of Hygiene (Magdalena Rosinska); Portugal Universidade Nova de Lisboa (Ricardo Camacho); Russia Pasteur 
Institute (Tatyana Smolskaya); Spain Badalona IDU hospital cohort (Roberto Muga, Jordi Tor), Barcelona IDU Cohort (Patricia Garcia de Olalla, Joan Cayla), Madrid cohort (Julia Del Amo, Jorge del Romero), Valencia IDU cohort (Santiago Pérez-Hoyos, Ildefonso Hernandez Aguado); Switzerland Swiss HIV Cohort Study (Heiner C. Bucher, 
Martin Rickenbach, Patrick Francioli); Ukraine Perinatal Prevention of AIDS Initiative (Ruslan Malyuta); United Kingdom Edinburgh Hospital cohort (Ray Brettle), Health Protection Agency (Valerie Delpech, Sam Lattimore, Gary Murphy, John Parry, Noel Gill), Royal Free haemophilia cohort (Caroline Sabin, Christine Lee), UK Register of HIV 
Seroconverters (Kholoud Porter, Anne Johnson, Andrew Phillips, Abdel Babiker, Janet Darbyshire, Valerie Delpech), University College London (Deenan Pillay), University of Oxford (Harold Jaffe).

Results:Results:
The estimated half-lives of target and infected cells and the estimated R0 
were higher in the “activated cells model”. The predicted day of viral peak 
was later for the “productive cells model” (tab. 1).
The fit of the “productive cells model” was the best (lowest AIC) (fig. 2). The 
improvement brought by this model w.r.t. the “basic model” can be 
considered as large and w.r.t. the “activated cells model” as moderate 
(Commenges et al., The Annals of Applied Statistics 2008). 

Conclusion:Conclusion:
We estimated the parameters of three dynamical models in 761 patients taking into account the uncertainty of infection date. 
Including more compartments in the model leads to a better fit of observed dynamics but requires also to re-examine the 
interpretation and the values of fundamental parameters.

Background:Background:
We aim at comparing three different mathematical models for fitting the dynamics of plasma HIV RNA and CD4 cell count 
during primary HIV infection in 761 HIV-1 seroconverters included in the CASCADE Collaboration.

 Basic model Productive cells 
model 

Activated cells 
model 

AIC 15010 14300 14567 
    

R0 (median IQR) 1.85 (1.43 ; 2.30) 1.80 (1.53 ; 2.30) 3.02 (1.89 ; 5.27) 
    

Half-live of target 
cells (in days) 18.06 20.69 69.65 

    

Half-live of infected 
cells (in days) 0.37 0.40 0.65 

    

Median day of viral 
peak (IQR) 16 (13 ; 23) 28 (21 ; 35) 14 (10 ; 22) 

    

Median day of 
setpoint* (IQR) 

64 (51 ; 77) 62 (52 ; 72) 62 (46 ; 78) 

* Predicted setpoint of CD4 and HIV RNA are defined by a variation of less than 50 cells and a 
between variation of less than 0.5log10 between time t and time t+1. 

Table 1: Estimates for the three models based on 761 patients.

Figure 3: A priori and a posteriori distributions of the date of infection.
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Figure 2: Individual predicted fit of HIV RNA and CD4 cell count for two patients with 
the three models: the “basic model” (a), the “productive cells model” (b) and the 
“activated cells model” (c).

(a)

(b)

(c)

We determined for each patient the a posteriori distribution of the date of infection (fig. 3). We assume that the infection 
date is between (d- -130 days) and d+. For patients with data around the time of the viral peak, we were able to reduce the 
window of infection date. The mode of the posterior distribution could be before the date of last negative serology (day 0).
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Peterson K., Bissagnene E., Dabis F., Thiébaut R. for IeDEA West Africa Study Group. accepté
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