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INTRODUCTION

Introduction au contexte physique Une antenne est un dispositif destiné a recevoir ou émetiee u

information (texte, image, son, etc.) sous la forme d’'ungeoélectromagnétique (EM). Typiquement, la

transmission d’une information met en jeu une antenne @t une ou plusieurs antennes réceptrices.
On distingue généralement deux domaines d’étude d’'unragstie transmission : d’'une part le codage

de l'information et d’autre part la propagation de I'onde.

La discipline dite duraitement du signatéxamine les aspects du codage et du décodage de I'informa-
tion. Le signaldésigne ainsi I'onde électromagnétique en tant que suplgdiinformation. Sans entrer
dans les détails, précisons simplement que ce signal esttéasé par une onde porteuse simple (mo-
nochrome). Linformation a transmettre se traduit alors gies (petites) variations de fréquences et/ou
d’amplitude de ce signal monochrome (modulations).

Dans un autre cadre d’'étude, celui qui nous intéresse, onéeequpe du phénomene de la propa-
gation des ondes électromagnétiques en laissant de aditgérifiation codée. Il s’agit essentiellement de
déterminer I'énergie transmise d’'un systéme a un autre éeeption, le réle d'une antenne consiste a
« récupérer » I'énergie EM de I'espace libre ; en émissiofaijis de répartir cette énergie dans I'espace
libre de telle sorte que les récepteurs soient en mesure dlgérer. Du point de vue énergétique,
lorsque I'on s’intéresse a la propagation d’un signal deééeur vers le récepteur, on néglige les modu-
lations de I'onde porteuse et on se restreint a I'étude dedpgmation d’'une onde monochrome dont la
fréquence de fonctionnemertrrespond a unanal de transmissian

Pour étre opérationnelle, une antenne émettrice est seunuss contraintes de qualité généralement
exprimées dans un cahier des charges. Par exemple, laqessansportée par I'onde émise dans I'es-
pace libre doit respecter certains seuils : d'une part Ieaidoit étre suffisamment fort dans la zone ou
des antennes réceptrices sont susceptibles de se trouautt part il doit rester faible dans la zone
complémentaire afin d’éviter les interférences avec déutlispositifs de transmission. Plus précisément,
la qualité d’'une antenne se mesure a l'aide de grandeursopi@gscaractéristiques. La conception d’une
antenne revient donc a chercher des configurations (formeataposants de I'antenne, choix des maté-
riaux, type d’alimentation, etc.) qui satisfont ces cet®physiques pertinents.

En vue du développement de techniques d’aide a la concefatiqnalité d’'un systéeme est modélisée
par une fonction numérique qui dépend de ces grandeursqiassi Cette fonction est communément
appelédonction codufonction objectifou encordonctionnellg(puisqu’elle dépend d’une fonction qui
est le champ électromagnétique). Ainsi, on peut définir leception optimale d’'une antenne comme la
minimisation (ou la maximisation) d’'une fonction objectif

Méthodes multiniveaux pour I'optimisation de forme de sysémes soumis a des EDP Les méthodes
numeériques de résolution d’équations aux dérivées plati€EDP) ont atteint une maturité qui leur per-
met de participer a des procédés d’aide a la conception émiege. Parallélement, le domaine de I'opti-
misation s’est considérablement développé avec les tnfictares de calcul. On dispose aujourd’hui d’'un
certain nombre d’algorithmes pour la résolution de proldemeprogrammation non-linéairedétermi-
nistes (méthodes de descente, simplexe) comme stoches(rgauit simulé, algorithmes évolutionnaires,
algorithmes par essaim de particules, etc.). Il parait ad@tarel de combiner ces deux domaines afin de
proposer des stratégies automatiques d’'aide a la conodpdigées sur la simulation. Pour cela, en vue
de son optimisation, le systéme étudié est avant tout dctitavers de paramétres de contrdle, discrets
ou continus : composants, matériaux, topologie, géomédtie Ce vaste domaine pose de nombreuses
questions, de la théorie aux architectures informatigugsassant par la méthodologie de résolution.
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On distingue deux grandes difficultés majeures qui peuvettrenen défaut les algorithmes d’opti-
misation. La premiére est liée a la formulation du probléBe effet, la notion de conception optimale
est basée sur la définition d’'une fonction colt qui constitnenodéle de la qualité du systeme. S'il
peut arriver que cette fonction possede un minimum globajue) il existe souvent de nombreux mi-
nima locaux vers lesquels les algorithmes sont suscegptildeonverger prématurément (multimodalité).
La deuxieme est liée au processus itératif des algorithoqessont soumis aux difficultés numériques
classiques dues a la raideur (convergence lente).

C’est dans ce contexte que s'inscrit la présente thésevishea contribuer a la méthodologie d’aide
a la conception optimale d’une d’antenne émettrice, ou gdugralement d’'une « structure rayonnante ».
En particulier on s’attachera a formuler et examiner degtétries hiérarchiques pour I'optimisation de
la forme de réflecteurs. Sur la base de représentationgdtidgaes de la géométrie, ces méthodes s'ins-
pirent en partie des méthodes multigrilles. D’'une partsetteerchent a rendre les algorithmes moins
sensibles a la multimodalité (robustesse), d'autre pées elherchent a améliorer la vitesse de conver-
gence.

Optimisation multicritere  La conception de systémes complexes en ingénierie s'imstrrellement
dans le cadre de I'optimisation multicritére : I'enjeu r’'g&néralement pas exprimé sous la forme d'un
critére unigue mais au contraire par un ensemble de reqo@&sarables, pertinentes selon le contexte
physique, et qui constitue le cahier des charges. D'un plginue mathématique, chaque requéte est une
fonction objectif a minimiser. Intuitivement, on compreqae la difficulté d’'un tel probléeme repose sur
I'antagonisme des objectifs : I'optimisation d’'un des &niis est susceptible de dégrader la performance
des autres. On est donc contraint de réaliser un comproririsles critéres.

Parmi les objectifs classiguement considérés on trouved(olie croissant de difficulté) : (1) I'opti-
misation multipoint ; les objectifs ne difféerent que par wrgmeétre de fonctionnement qui agit sur I'état ;
(2) l'optimisation monodisciplinaire : on considére pksis objectifs de nature différente mais dont la
physique sous-jacente reste la méme ; (3) I'optimisatiottidisciplinaire : les objectifs different par leur
contexte physique (électromagnétisme, mécanique duesalidcanique des fluides, etc.).

En pratique, une antenne émettrice n’est pas congue posntettre un seul signal a une fréquence
unique de fonctionnement. Au contraire une antenne effidaiteétre capable d’émettre plusieurs si-
gnaux distincts, chacun caractérisé par une fréquencemitidonement donnée. Idéalement, le cahier
des charges doit étre respecté sur une bande de fréquenest @onc confronté a un probléme d’opti-
misation multipoint ou le paramétre de fonctionnement&s$tdquence du régime harmonique. Dans le
cadre de cette thése on propose également une stratégiechigue qui vise a réduire le temps de calcul
et augmenter la robustesse des algorithmes de base.

Enfin, nous serons amenés a évaluer la qualité d’'une antelatisement a deux criteres. Le premier
critére est lié & la puissance rayonnée dans I'espace lébdeuxiéme est lié & la puissance émise a la
source ou plutdt aux pertes de puissance dans une sourageglligheut arriver que ces deux criteres
soient couplés dans des configurations dites « compactesa»solirce et les surfaces rayonnantes sont
proches. Les techniques largement utilisées pour la résnld’un tel probléme font appel aux notions
d’'optimalité de Pareto pour fournir un ensemble de compso@is techniques s’'avérent toutefois trés
colteuses. On conduit ici une étude numérique qui défendite ge vue des jeux dynamiques pour la
recherche d’un compromis.

Plan de lathése Le chapitré 1 est dédié a la simulation de la propagationaierEM et a la définition
de fonctions objectifs. Dans le chapitre 2 on pose le probléfoptimisation a proprement parler, en
définissant d’'une part le contréle au moyen de paramétres@ttigues et en décrivant les principaux
algorithmes de résolution. On en profitera pour rappelerdssitats de caractérisation d’'un minimum.
Le chapitré 3 est dédié a I'étude théorique d'un algorithriggille idéal pour I'optimisation de forme.
Par analogie aux algorithmes multigrilles dans le contebassique de la résolution d'un systéme linéaire
issu de la discrétisation d’'une EDP linéaire, une étude detaergence sera conduite. Les résultats de
ce chapitre motivera le développement des algorithmesmugaiux décrits au chapitre 4 et appliqués a
I'optimisation d’une antenne. Enfin les chapitres b et &ératide problémes multicriteres : dans le cha-
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pitre/5 on propose une stratégie multiniveau sur le calclhdgiadrature d’une fonctionnelle dépendant
d'un parametre de fonctionnement. Dans le chapitre 6 onuibnde expérimentation numérique d’un
probléme bicritére qui défend I'approche par des stragédeejeux.
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Ce premier chapitre a pour but de familiariser le lecteurcdes notions relatives aux antennes et
en particulier aux antennes a réflecteurs. Aprés avoir erni@nt rappelé les notions fondamentales de
I'électromagnétisme on énonce les hypothéses de travaiystiéme considéré. L'équation d’état est un
probleme classique de diffraction en régime harmonique donaborde les aspects de la simulation

numeérique. Enfin, on présente des fonctionnelles du chaegrigjue rayonné qui caractérisent la qualité
des antennes.






1.1. EQUATIONS DEMAXWELL

1.1 Equations de Maxwell

On renvoie le lecteur aux ouvrages de référence [93, 52,duR] pne présentation détaillée de I'élec-
tromagnétisme classique et des équations de Maxwell airsux ouvrages [26, 75] pour I'étude des
antennes en particulier.

1.1.1 Formulation générale
Les phénoménes électromagnétiques sont décrits par legpsteuivants :

champ électrique

champ magnétique
induction électrique
induction magnétique
densité de courant électrique
densité de charge électrique

SRR W T )

lls sont liés entre eux par les équations de Maxwell :

Qo
ISHIS S
+ o
!

roté =
roth =
divd =
divh =

(1.1)

OV Ve,

Le domaine d'étude est composé de milieux (diélectriques} th matiére est caractérisée par la
permittivité électrique et la perméabilité magnétiquespectivement notéeset . Elles interviennent
dans les relations constitutives :

d=c¢ b= uh. (1.2)
En général, dans un milieu inhomogéne et anisotrope, leslgtas: ety sont des tenseurs d’'ordre 2. Par
la suite, en dehors de certains obstacles, seul un milidectligue homogéne et isotrope sera considéré.
Par conséquentet i sont équivalents a des constantes réelles positives. Fais@ment, on considérera
que le milieu d’étude a les propriétés du vide dont les cératiques et 1o sont bien connues.

Par ailleurs, sachant que pour tout champ de vecteégulier on a
divrot 7 =0
et d'aprés les relations 2 et 3 de (1.1), on obtient la loi deseovation

% +divy=0. (1.3)

1.1.2 Dépendance temporelle harmonique : systéme de Helnitmo

Les champs du systeme de Maxwell sont des fonctions de tesgtalu temps. On suppose ici que la
dépendance temporelle est harmonique. Autrement dit, gmague grandeur, la dépendance temporelle
est de la forme™*. Par convention on note en majuscule la dépendance spategdea-dire st désigne

un champ de vecteurs on a . 4
v(x,t) = V(x)e™!

ou x désigne un point de I'espacele temps, etv la pulsation. Par conséquent, sachant ggJ(eiwt) =
iwe™t, en supprimant par linéarité la dépendance temporelle etitiéisant les relations constitu-
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tives [1.2), le systéme de Maxwell (1.1) devient

rot B = —iwuﬁ

7’—0{‘[:2 = iwsE_'Jrj‘ (1.4)
divD = p

divB = 0

On obtient alors le systéeme de Helmholtz en appliquant I’m}m@r@ aux deux premiéres relations

de (1.4)

Fo?t(@ﬁ)—kQE = —iwpJ (1.5)
rot(rot H) — k2H = rotJ '

olion a noté:? = w?ue le nombre d’onde caractéristique du milieu ). La vitesse de propagation de

I'onde ¢ est définie patr? = i Onadonc ausdi = £ = 27,

Dans le cadre de I'étude d’antennes, la pulsation de |'altat@dn est une donnée du probléme comme
nous le verrons par la suite. On parlera plut6t de frequefal@rntationf = ;- (ou encore fréquence
de fonctionnement).

1.1.3 Conditions aux limites et conditions d’interface

Pour une large classe de problémes le domaine d’étude esigéom par morceaux : il est constitué
de plusieurs milieux dont les conditions a l'interface dégent du type de matériau.

Condition d'interface diélectrique Soit2; etQ, deux milieux diélectriques caractérisés respective-
ment par(ey, 1) et (2, u2). A linterface il y a continuité des composantes tangelasetiu champ,
soit

ﬁAElZﬁAEQ et ﬁ/\ﬁlzﬁ/\ﬁg (16)
lorsque cette interface n’est pas support de densité dacbWRar la suite on ne considérera pas ce type
d’interface. En dehors des obstacles (qui ne sont pas desurniiélectriques) I'espace de propagation
est homogene.

Condition aux limites métallique Soit un objet métallique parfaitement conducteur de serfadgu-
ligre (de class€'') dont la normale extérieure est notéell s’agit d’'un cas limite non physique ou I'on
considere que la conductivitéde cet objet est infinie. Ce modéle est valide si la différateceonducti-
vité entre deux milieux est telle que> we. Cette propriété s’exprime comme une condition appliquée
au champ électrique sur le bafddu conducteur parfait : les composantes tangentiellesradiats, soit

ANE =0. (1.7)

Un conducteur parfait se distingue par le fait que le champrEdiste pas a l'intérieur d’un tel objet :
ce n'est pas un milieu diélectrique mais un obstacle.

Condition de rayonnement en espace libre non borné Pour un probléme de propagation en domaine
non borné, une condition de rayonnemaritinfini est nécessaire pour assurer I'unicité de la solution.
La condition de Sommerfeld (1.8) caractérise la conditierxchon retour des ondes » ou la notion de
solution sortante

T—00

lim 7 (aE + zkE> =0 (1.8)
or

our représente la distance a I'origine d’un systéme de coorélesif = |x|).

or
harmonique £*“* oue~**. On adopte ici le formalisme de [8] dont est issu le code de stioula

1Dans la littérature on trouve égalemetiin r <8—E - zkﬁ) = 0. Le signe dépend de la convention adoptée pour le régime
T —00
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1.2 Rayonnement des antennes a réflecteur

Nous sommes désormais en mesure de modéliser un probléniffrdetidn électromagnétique. Il
s’agit d’écrire les équations dans un domaine qui met engggdmposants typiques d'une antenne. Une
fois les équations posées on abordera les aspects de lati@solumérique.

1.2.1 Modélisation d'une antenne en émission

Une antenne a réflecteur en émission est schématiquemepbsémd’une alimentation (élément ac-
tif) et d'un ensemble de surfaces rayonnantes (élémensifgad alimentation se traduit par la connais-
sance d’'une des variables du probléme dans un domaine étieint (le complémentaire est appelé do-
maine extérieur) : elle peut étre définie soit comme une tieds courant sur un domaine conducteur
(générateur), soit par un champ EM incident au bord du doeatérieur. Dans le premier cas, I'incon-
nue est le champ EM dans le domaine extérieur, dans le deexiaal’inconnue est le courant induit a la
surface des conducteurs du domaine extérieur; on en dddrstla champ EM rayonné dans un second
temps. On se place dans ce dernier cas.

Soit les domaines ouverts @ suivants (voir la Figure 1.1) :

— D : le domaine intérieur de bord (élément actif qui sera en général un guide d’'onde).

— A :undomaine de bord régulier métalligSegéléments passifs, ensemble des obstacles rayonnants
tels le prolongement du guide d’onde et les réflecteurs).

— Q: le domaine extérieur, espace de propagation libre et nomélgui a les caractéristiques du vide
(on appelleespace libreun espace homogene, isotrope et sans charge). Il est détimitnaniére
fictive par lasphére a I'infiniS? qui représente les directions de rayonnement de I'antenne.

g

FIG. 1.1 -Domaine d’étude de la diffraction d’'une onde EM émise par un guide & ¢aomaine intérieuP de bord
¥)) par un réflecteur (domaind de surface métallique régulié®) dans I'espace libré&. L’espace de propagation
non bornéQ est délimité par la surface fictive?, sphére des directions de rayonnemenspheére a l'infini

PuisqueA est un conducteur parfait on considere que le champ est fiotérileur. De méme, on ne
cherche pas a déterminer le champ dans le domairieute I'information de I'alimentation est contenue
a sa surfac&. On reviendra sur ce dernier point a la section 1.3.4 lomgabordera les caractéristiques
du guide d’'onde.
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Dans ce contexte, d’aprés (1.5), (1.7) et (1.8), 'équatjoirégit le champ électriqué’ en régime
harmonigue dans le domaine extérieur est

rotrot E — k2E = 0 xeN
ANE = 0 xe8 (1.9)
lim r (98 +ikE) = 0 8

Remarque Le champ magnétiqul peut étre obtenu grace a la relatiost £ = —iwpH de I'équation[(L.4).

Sauf cas particuliers, les antennes considérées par Ecuitprennent deux éléments passifs : le
prolongement du guide d’onde (ou cornet) de surtfget un réflecteur de surfac®. (S = S, US,). On
suppose que la géométrie du systéme présente une symatieotlgion : 3 est une section du domaine
D cylindrique ; les surface$ sont les surfaces de révolution définies par les courbesraféicés ou
méridienne<C, C, pour le guide eC, pour le réflecteur (c.f. Figure 1.2 et Figure 1.3, les donsine
intérieursD et A ne sont plus représentés). L'alimentation est équivalerthamp électromagnétique
donné sur la section amohtdu guide d’onde.

waveguide - meridian
60

401
)
g 30|
QU
20 Cg
1 —
' n
100 ) '
'
'
0 L 11 L L L L L Il
-100 -80 -60 -40 =20 0 20 40 60
z (mm)
(a) méridienne (b) surface de révolution

FiG. 1.2 —Guide d’onde de section circulaire uniforme. On suppose que le champvieese est connu dans une
section amonk au dela duquel se trouve le domaine intérigdi{non représenté ici). Le guide est prolongé par la
surface parfaitement conductric®,, surface de révolution générée par la couthe

antenna - meridian

7
2501
Q
2001
Cr
1001
50+ Cg
‘ 200 250 ;
z

p (mm)

o . . . .
-100  -50 0 50 100 150 300
(mm)

(a) méridienne (b) surface de révolution

FiG. 1.3 —Eléments passifs d’une antenne a symétrie de révolution : prolongemengdide d'onded,) et réflec-
teur (paraboloide(,.).

Remarque Dans certains cas I'antenne sera alimentée par un dipdle, sourceg@nictéale, dont le rayonnement
est connu analytiguement. On ne considérera alors qu’un réflecieume élément passif.
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1.2.2 Simulation de la propagation d’ondes en espace libre

Pour pouvoir évaluer les grandeurs utiles a I'estimatiotladgualité de I'antenne, il est nécessaire
de déterminer le champ EM rayonné par I'antenne en un poitiedpacef) et en particulier en zone
lointaine, la ou des antennes réceptrices sont susceptiblse trouver.

D’un point de vue qualitatif la démarche est la suivante :

1. le champ électromagnétique incident connu en amont diegisupposé parfait dans un premier
temps, c’est-a-dire de longueur infinie) induit des cowsaria surface des supports conducteurs du
domaine extérieur (le cornet et/ou le(s) réflecteur(s))clamp est harmonique de fréquerfce

2. le systéme de Helmholtz (1.9) exprimé sous la forme d’upetion intégrale (principe de Huy-
gens) est résolu par une méthode de collocation (élémerngsdiénsurface) pour déterminer la
densité de courant surfacique sty ce probléme est bien posé [75, 13];

3. une partie du champ rayonné est réfléchie a l'intérieuramnaineD, c'est-a-dire dans le guide
parfait; un coefficient de réflexion modélise cette perteagtidéduite des solutions obtenues pré-
cédemment (par linéarité des équations) ; on obtient adardlonnement réel du guide ;

4. ces courants sont alors eux-mémes sources d'ondesoéhegnétiques : le champ électromagné-
tique rayonné dans I'espace libre résulte de la somme dectsushamps (propriété due a la linéa-
rité des équations de Maxwell) ;

5. enfin, le champ électrique en zone lointaine est détertnpaatir d’approximations asymptotiques
lorsque la distance d’observation tend vers I'infini. Cepragimations sont valides dans la zone
dite de Fraunhofer. Dans cette zone le champ EM peut s'é&wire la forme d’une onde sphérique :
elle est le produit d’'une fonction dépendant des variabhegikaires (direction de rayonnement) et
d’'une fonction dépendant de la variable radialee décroissance ejﬂ

Fonction de Green
Le systeme (1)9) peut étre reformulé plus simplement ad'diel la relation
rotrot = Vdiv—A (1.10)

Sachant par ailleurs que le domaine extéri@uest libre de chaigﬁg(f 0), on a également la relation
div E = 0. Ainsi, pour toutx de€2 on écrit de maniére équivalentet rot = —A. llen découle I'équation
de Helmholtz vectorielle (1.11) par analogie a I'équatierHelmholtz scalaire.

(A+K)E =0. (1.11)

La fonction de Greex de I'opérateur scalairé + k2 est la solution du probleme fondamental

(A + k)G (x) = -5 x€Q
(1.12)
0o s

. aG .
Thﬁnolor (W + sz)
ou ¢ est la fonction/mesure de dirac. Le domaiieitant non borné, la condition de Sommerfeld est
nécessaire pour déterminérde maniéere unique. Daif&® \ {0} on a

—ik|x]| —ikr

(& (&

G(x) (1.13)

B 47 |x| T dmr

Equations intégrales : principe de Huygens

On noteM un point de?, appelé point d’observation, &’ un point du borddQ2 (X, S, 52), appelé
point source M et M’ sont respectivement de coordonnéest x’. On note égaleme® = x — x’ le
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vecteurM’M etR = |R| la distance qui sépare ces deux points. Le principe de Hsygpgorime le fait
que le champ rayonné en un poiht résulte de la contribution des champs et courants sur tdutrie
(i.e. de tous les points sourdé’). On retrouve ce principe dans les formules de Stratton<@hencore
dans les formules de Kottler.

D’un point de vue mathématiqué et J sont & prendre au sens faible (au sens physique on aurait
= aE ce qui n'a pas de sens dans notre cas limite oo ; cette propriété est traduite par la condition
i A E = 0 surS). J réapparait dans la formulation variationnelle sous la #oda courant équivalent
iiAH.En adoptant le formalisme des distributions on peut reoles formules de Kottler [8].

Sachant qué est libre, le champ rayonné en tout poiitest donné par [26, 75]

k41

B = — [ [PG®)G A H) + (7 A H) - Vo) Var GR)
iwe Joo (1.14)

+iwe(ii A B) A Vg G(R)} dr

On distingue les trois types de la frontiéif :

1. Sury. les quantitésH! = 7 A H et E = it A E sont les composantes transverses du champ
incident, données du probléeme (cf. section 1.3.4).

2. SurS la condition métallique imposg A E = 0etonnote] & 7 A H, c’est-a-dire le courant

équivalent dans le cas d'un conducteur parfait, I'incondu@robléme.
3. SurS? lintégrale s’annule d’'aprés les conditions aux limitesSj1
Le champ électrique est donc donné en tout pdint Q par

., 1 _ .
E(x) =— [kQG( VAL + (HE - Vg ) Var G(R) + iwe B A Vg G(R)}dF
b))

(1.15)

1 ) .o

_ . V4 / F
i L. [k GR)T+ (J-Var) Vi G(R)}d

que I'on écrit de maniére condensée

E(x) = In(Ej, Hy,x) + Is(J, ). (1.16)

ou Iy, lintégrale surX, est linéaire erkz| et H{, et s, I'intégrale surS, est linéaire er/.

Méthode de collocation point-segment

On cherche a approcheff dans un espace de dimension finie et chaigiriori. Soit un espace de
dimensionN généré par la famille libré 7, }2_,. La densité de courant se décompose dans cette base
comme

N
=3 ). (117)

Les conditions aux limites de type métallique (1.7) appdiegide part et d’autre de (1/16) nous donne
I'équation B o

ANIs(J,x) = —ii A Is(ES, HE, %), vx eS (1.18)
Le courant/(1.1l7) doit satisfaire (1.18), soit

N
> Ik [N Is(G, x)] = =it A In(Ej, Hf, %),  Vx €S (1.19)
k=1

Cette équation est vérifiée én points)/; € S de coordonnées;, ce qui conduit au systeme linéaire

AT =b (1.20)
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ou A est une matrice pleine dont les éléments sont
ajr = 1A Is(Jk, %;) (1.21)
etb est le second membre de composantes
b; = —ii A In(EY, HE, x;). (1.22)

Cette méthode revient a choisir comme fonctions test lesiressle dirad,,,. En effet, l'intégrale
surS du produit de I'équation (1.19) pay,, revient au calcul de (1.19) en ce point (d'aprés la définition
dej).

Remarque Lors de I'assemblage de la matriceon s’'apercoit que les intégrales deviennent impropres lorsque
R = 0, c’est-a-dire lorsque le point d’observatidi se confond avec le point d’intégratidd’. On montre cependant
que les composantes tangentielleddet I, (77 A Is et A Ix) sont définies [8].

Géomeétrie a symétrie de révolution

La méthode de collocation se simplifie sous I'hypothése desije axiale des structures rayonnantes.
Soitx’ un point deS dont la méridienn€ est donnée par la courbe paramétfge), z(s)) :

o(s) cosp
x'(s,¢) = | p(s)sinp (1.23)
z(s)

ouy € [0 27] est I'angle azimutal et I'abscisse curviligne de la méridienne.

La densité de courant surfacique est nécessairement pgréosliivanty. Les équations étant linéaires
on peut décomposer la dépendance azimutale en modes derFouri

J(x') = Z J(s,m)e™? (1.24)

m>0

et résoudre le systeme mode par mode. En pratique, les aéitieers considérees [8] seront telles que
J(s,m) est non nul pour le seul mode = 1, soit (voir la sectioh 1.3.4)

-

J(x') = J(s)e'. (1.25)

Lintégration de (1.16) selop se fait de maniére analytique. Dans ce cas la relation |(hé8) se
réécrire en deux intégrales curvilignes SuEn notant(&;, €;) un repére local du plan tangenSaenx’,
la méthode de collocation revient & choisir des fonctionbakes de la forme

Teg (X)) = Tej(s,0) = fu(s)e™€(s,0)  j=1,2 k=1,...,N (1.26)

ce qui conduit a un systeme2aV inconnues § fonctions réellesf;, de la variable curvilignes et 2
composantes tangentielles par fonction de base).

Modele approché dOptique Physique

Dans certains cas on utilisera une approche simplifiée @sous le nom @ptique PhysiqueCe
modeéle fournit un cadre idéal pour la validation des méteatleptimisation. En effet, le champ rayonné
devient alors une fonction explicite de la forme de la stitetrayonnante : d'une part la simulation est
rapide, d'autre part le gradient ainsi que le hessien derlatfon objectif par rapport a la géométrie sont
exacts. Il est utilisé uniqguement dans le contexte d’'unecgoponctuelle (dipdle).

Soit (Ei, ﬁ’?) le champ incident d’un dip6le. On cherche a approcher laitéeds courant sur les
conducteurs parfaits. L'approximation@ptique Physiqueonsiste a négliger la courbure du réflecteur :
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la densité de courant en chaque point de la surface est dg@@ar la densité de courant qu'il y aurait
sur le plan tangent. En pratique cette approche est judiifiégue le rayon de courbure est beaucoup plus
grand que la longueur d’onde. Il en résulte une relationieitplentre le champ magnétique incident et
la densité de courant [6]

Jop(x') = =2 A H(X), x €8. (1.27)

On obtient ainsi de maniere explicite le champ rayonné daspéce libre en sommant le champ incident
et le champ diffracté : . . .
Eop(x) = E*(x) + Is(Jop,x), x€Q (1.28)

ol Is est l'intégrale sutS de I'équation[(1.15).

Approximation en zone lointaine

Une fois les courants équivalents déterminés, on est enrmdsticalculer le champ rayonné en tout
point de I'espace libré&) grace a la relation (1.15). On se place dans le cas ol le poinservation)/
est situé « loin » de I'antenne, c’est-a-dire loin des zooescesY:. U S. Le sens de «loin » est déterminé
par les approximations qui suivent.

'

FiG. 1.4 —Configuration géométrique de I'observation du champ EM en zone lointaifieparcourt les zones
sources de I'antenne (zone bleue).

Soit O le centre du repére situé au niveau de I'antenne. Gn=a OM, x’ = OM’, et on notep
_— ) ) 3 e , )
langle (OM,OM’) (voir Figure 1.4). La distanc& = | M M’| s'écrit donc

R=|x—-X|= \/|X‘272X~X/+|X/|2:7"\/172TT,/COSQD+§ (1.29)

T
ou on a noté = |x| etr’ = |x’|. D’aprés le développement limité

2

\/1+x:1+g— %+O(a:3) (1.30)
on peut approcheR par
_ VAN 1,2 I 5\2 1
R=__—¥ %+5-0" - %%+0 () (1.31)
ot o)
o(1)

<A . . . y e
oux = * est |e vecteur unitaire de la direction d’observation .

On utilise ce développement pour approcher la fonction de@#(R) dans|(1.15). Au dénominateur
(approximation de I'amplitude) on se contente de I'appmation R = r + O(1) qui est valide lorsque
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r > ¢’ pour toutM’. Si on notel le diameétre de I'antenne cette condition se traduitpas [. Au
numérateur (approximation de la phase) on ne peut pas rédgigterme erO(1). En revanche le terme
en O(%) peut étre négligé si > ? On considére alors I'approximatioR = r — x’ - x + O(%). En
résumé, les conditions de champ lointain qui définisserite zlite de Fraunhofer (voir Figure 1.5) sont

212
r>1 et r > N (1.32)

(Fraunhofer)

FiG. 1.5 -Zone de Fraunhofer.

D'apres [(1.15) et en développant les expressigns G et (i - V) VG, le champ électrique
a la forme d’'une onde sphérique, c’est-a-dire est tel quetfreddance radiale est de la forme7(x)
uniguement, donc découplée de la dépendance angilasmt
—ikr

= e

E(x) ~ Exs(%)

g (1.33)

1.2.3 Le logiciel SRSR

Le code d'analyse utilisé pour réaliser les simulationdesbde SRSR développé a Orange Labs,
La Turbie. Il est issu des travaux de thése [8, 9] pour la sitiwrh des antennes a symétrie de révolution
(calcul du champ lointain et du coefficient de réflexion). @rpeésente les principales caractéristiques.

Discrétisation de la géométrie

La géométrie des antennes a symétrie de révolution estel@imileur méridienné. Dans SRSR, sa
définition est hiérarchisée en trois niveaux :
— Lesparties définissent globalement les composants logiques de I'matemi sont souvent non
connexes : par exemple le guide, le cornet et le(s) réfledseuChaque partie, notég, est une
courbe paramétrée :

c=Ua )= { ols) (1.34)

— Une partie est continue par morceaux, composée d’'un emseataportions (linéaires, coniques,
polynomiales, etc.).

— Enfin, les portions sont discrétiséessmgmentsy. lIs sont déduits des portions et d'une densité
de maillage qui dépend de la longueur d’onde (en généralquied 5 & 10 segments par longueur
d’'onde).
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En vue de I'optimisation géométrique des antennes nousisergcessairement amenés a manipuler
ces entités. Seules les parties et portions sont accessihlan fichier de description de la géométrie, les
segments étant calculés en derniére instance par uneeanitanne pour 'assemblage de la matrice et du
second membre.

D’un point de vue technique les parties serviront a idemtiie zones a optimiser. Ces parties seront
composées de portions linéaires uniquement : elles coastita discrétisation pour I'optimisation. Il y a
donc deux niveaux de discrétisation : un pour I'optimisatiet un autre, plus fin, pour I'analyse.

Fonctions de base de la collocation point-segment

Les fonctions de bases de la collocation sont des fonctisnpport local basées sur les segmepts

def
)

supp(fx) = Th—1 U Tk U Tht1 (1.35)

Elles sont définies par

ay + b sin(k(s — s)) + ¢ sin2(km) s € su
fuls) = { b+ besin(k(s — 5i)) + o ) s € supp(fi) (1.36)
0 sinon
ou s est I'abscisse curviligney, le milieu du segment;, et (ax by cx) des parameétres liés au support.
Les points d’observatiof/; sont les points d’abscisses (i.e. les milieux des segments).

Résolution du systéme linéaire

Le systeme linéairé (1.20) est résolu par la méthode didet@auss. La taille de la matrice est de
I'ordre de 300 pour les problémes les plus petits et 2000 pEsiplus grands. Le co(t total de la si-
mulation en terme de temps CPU est de 0.5s et 15s respectivéassemblage + résolution + calcul
du champ lointain). Il s'agit donc de problemes assez pejiice a I'hypothése de symétrie qui réduit
considérablement la taille du probléme. Toutefois, dartaire d’'un algorithme d’optimisation, le codt
d’une itération qui requiert une évaluation de fonctiotmedste dominé par le colt de I'analyse. En com-
paraison, les opérations réalisées lors d’une itératian dlgorithme d’optimisation sont négligeables.

1.3 Caractéristiques typiques des antennes

Les grandeurs qui vont nous permettre d’estimer la qualit@edantenne sont liées a la puissance
rayonnée. On s'intéresse donc a I'énergie portée par une Bhtqui se propage dans I'espace libre.

1.3.1 Energie et puissance électromagnétique en espace éilgiélectrique
Soit une onde EM se propageant en espace libre en régime higieo soité(x, t) = E(X)@M et
h(x,t) = H(x)e™!. Limpédance du milieu est donnée pae /1u/z.

Définition 1.1. L'énergie électromagnétique instanta®ét) dans un volume V de 'espace libre est
donnée par

1 ~ o
W(t) = 5/ elletx, 1)1 + pllh(x, )[[dV. (1.37)
14
Définition 1.2. La puissance instantangét) est donnée par
p(t) = d—w(t) = - / P iidS (1.38)
dt s

ou S représente le bord d& et i est la normale extérieure 8. On appellep la densité de puissance
instantanéeou vecteur de Poyntingd.a puissance fournie a I'extérieur dé est donc égale au flux de la
densité de puissance a travers son bSrd
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Définition 1.3. En régime harmonique leecteur de Poynting comple)éreprésente la valeur moyenne
de la densité de puissance au cours d'une période de diiyéeit

ﬁ—I/T A()dt = LB A (1.39)
-1 PV T ' '

La densité de puissance actigst la partie réelle du vecteur de Poyntingi%'etﬁ sont en phase alors
le vecteur de Poynting est purement réel.

1.3.2 Intensité et directivité

Lorsque I'on étudie une antenne a réflecteur on s'intéresseipalement a son rayonnement en
champ lointain, ou se trouve potentiellement un récep@ura défini a la section 1.2.2 la zone lointaine
ou zone de Fraunhofepar les conditions (1.32). En pratique, pour les antennesidérées (micro-

ondes), la condition la plus contraignante est la conditionla phase: > % ou \ est la longueur
d’'onde de la source (monochromatiquej est le diametre du systéme (encombrement de I'antenne).
Du point de vue de la zone d'observation, I'antenne pew-@&similée au poir®, centre du repére
sphérique. Une direction de propagatiomest équivalente a un vecteur unitaire d’origitel’ensemble
des directions de propagation est donc caractérisé pah&ae§? centrée er0. Toute directionk s'ex-

prime en fonction des variabléqcolatitude) etp (azimut).

On a vu que les formules de Kottler se simplifiaient sous Igethéses de champ lointain. Le champ
EM prend alors la forme d’'une onde sphérique

efzkr

E(x) = E(r,0,0) = Ex (6, ¢) (1.40)

4mr
Puisque la dépendance radiale du champ est séparée de taldépe angulaire, on appelle par abus
de langage « champ lointain » la grandély, (0, ¢) qui n'a pourtant pas la dimension d’'un champ élec-
trique. Elle représente simplement la répartition du ch&haptrique dans toutes les directions de propa-
gation, sans considérer son atténuation radiale qui efstrome en%. D’autre part les champs électrique et

magnétique sont perpendiculaires, en phase, et leurstanigsisont liées par la relatidle|| = || H]|.
Le vecteur de Poynting prend donc la forme suivante :

B8P, B0l
2n 2n(47r)?

B (1.41)

On définit une grandeur de puissance indépendante de lackstadiale :

Définition 1.4. La puissance rayonnée par unité d’angle sotidéntensité de rayonnemett est

— 2||P|| = M
La puissance totale de rayonnemBntest I'intégrale de l'intensité sw§2, soit
27 T
P, = / U8, p)dS* = / / U(0, ) sin 0dOd. (1.43)
S2 0 0

Il est parfois plus adéquat de manipuler des grandeurs agiorenalisées :

Définition 1.5. Ladirectivitéest I'intensité de rayonnement normalisée par la puissamagenne rayon-
née

U, E@6,9)|
D(b,¢) = i ?) _ - |L( ‘p)z”. . (1.44)
EPT EJIHE(Q,QD)H sin 0dfdy

S2
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Pour ¢ = ¢ fixé on définit également la directivité comme l'intensitéal@nnement normalisée par la
puissance moyenne rayonnée sur ce plan, soit

1 1 L '
-P, 7/ [|E (8, ©o)||? sin #d6
2 2 Jo

1.3.3 Diagramme de rayonnement

L'argument de symétrie ainsi que des hypothéses sur laedteid’alimentation (mode TE11, cf.
section 1.3.4) nous permet de restreindre la mesure dedaanie rayonnée a deux « plans » fixés par les
angles azimutauy = 0 ety = 7 (voir Figure 1.6). Ces plans sont également appelés platpres
H car ils contiennent le champ électrique et le champ maguétiespectivement (pour I'alimentation
considérée).

— planE z
=== planH
Vo=,
\ 7
£ /,
Was
Vs
PI=

)y

Fic. 1.6 —SphéreS? des directions de rayonnement. Le systéme rayonnant est situéteideia sphére et a pour
axe de symeétrie I'axe. Les plansy = 0 (bleu, pointillées) epp = 7 (vert, trait plein) correspondent aux directions
de rayonnement que nous considérons par la suite.

La puissance rayonnée sur les plans E et H est représenteenlaingramme de rayonnement. Un
diagramme de rayonnement est la représentation en dé¢iiplsle I'intensité. L'échelle de puissance
en décibels est une échelle relative logarithmique. On dié&fomc avant tout une intensité de référence
Uyey- Il est courant de prendi&,., comme le maximum de l'intensité, ou encore comme l'inténdé
la source isotrope équivalente

Définition 1.6. Une source isotropeest une source idéale non physique telle que l'intenSitéest
constante dans toutes les directions.daaurce isotrope équivalendeun systeme rayonnant est la source
isotrope telle qué/; = % (puissance moyenne).

On adonc _
db(0, o) = 1010g,g L02¥) (1.46)
ref
avec dans le cas particulier 8. = U;
dbi (0, p) = 101og,o D(6, ¢) (1.47)

Pour donner un ordre de grandeur, une différence de 3 dbspmel a un facteur 2 en puissance.

S'il est naturel de représenter le diagramme en coordonpdesges, il est d'usage de le représenter
en coordonnées cartésiennes. Par exemple, on représenkéguite 1.7 le diagramme de rayonnement
de I'antenne illustrée sur la Figure 1.3 pour une alimeatatie fréquencg, 133333 GHz.
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(a) coordonnées polaires (b) coordonnées cartésiennes

Fic. 1.7 —Diagramme de rayonnement d’'un paraboloide alimenté par un guidede’optimiséU...; = Umax.

1.3.4 Coefficient de réflexion d’une source guidée

Le guide d’onde est I'élément source de I'antenne. |l estmsé d’'un circuit d’alimentation prolongé
par un guide de section uniforn¥. Dans notre cas la section est nécessairement circulaire qes
raisons de symeétrie (voir Figure 1.8). Lorsque ce guide esgjuide d'onde parfai{de longueur infinie),
le champ EM(Ej, ﬁo) sur une section d’un tel guide s’obtient analytiquement 3.

FiG. 1.8 -Schéma d’un guide d'onde parfait de section circulal?é.représente le champ transverseida direction
de propagation (longitudinale, normale a la sectid). D est le domaine intérieur qui représente I'alimentation
(électronique) a I'intérieur duquel nous ignorons le comportementdungp.

Le mode du guide d'onde circulaire principalement congidést le mode difransverse Electric
TE11. Ce champ est de la forme

ot o ) .
By = Eysing+ Byoosy (149
Hj = Hjcosp+ Hysing
ce qui justifie la représentation du courant (1.25). Lesdigde champ des composantes tangentielles sur
une sectiort sont représentées a la Figure 1.9.

Cependant, il n'existe pas de guide d’onde parfait. Le cheagpnné réel est modélisé comme étant
la somme d’'une onde incidente (parfaite) et d’'une onde téiéédJne caractéristique essentielle d’'un
guide d’onde est le coefficient de réflexion :

Définition 1.7. Le coefficient de réflexiod® au niveau d’une section du guide est le rapport des ampli-
tudes complexes des champs électriques transverses réftéobident respectivement. Le champ EM
transversg E*, H') dans une section du guide devient donc

Bt = (1+D)E (1.49)
A = (1-T)H;



CHAPITRE1l. FORMULATION DE PROBLEMES DE CONCEPTION OPTIMALE DANTENNE

FIG. 1.9 —Lignes de champ des composantes transvéﬁserait plein) etﬁé (pointillées) du mode principal TE11
d’'un guide d’onde de section circulaiie.

Du point de vue de la puissance, si on nBtgla puissance d’alimentation, la puissance active émise
P. est

P, =(1-[TP)P, (1.50)
puisque le vecteur de Poynting s’écrit
P o= LEad
2

1 — —
= —E'AH™

2

1 =y 1t rTtx
= 5 +I)(1-T)E! A HY
= (11— +23()P.

On en déduit la relation entre la puissance active d’alilei@or et la puissance active émise en prenant
la partie réelle de chaque coté de I'égalité.

Remarque Dans un milieu sans pertes on s’attend a ceBue= P,.. Cependant, en partie a cause de I'approxi-
mation en zone lointaine, ce n'est pas toujours vrai. Dans le contextgothiteme d’optimisation numérique, il est
donc plus judicieux de manipuler des grandeurs adimensionnaliséesectandirectivité.

Le coefficient de réflexion dépend non seulement du guide asssi de la configuration proche de
l'antenne (c'est-a-dire des surfaces rayonnantes du toinet éventuellement des réflecteuts). Le
calcul del est détaillé dans [8].

En pratique on représente souvenRapport d’'Ondes Stationnaireeu impédance relativau lieu
de la norme du coefficient de réflexion :

Définition 1.8. Le Rapport d’'Ondes StationnaifROS oltage Standing Wave RatidSWR) oumpé-
dance relativeZ est le rapport

(1.51)

1.4 Fonctions objectifs pour la conception optimale d’antenne

Dans les sections précédentes on a défini des grandeured/atisn d’une antenne. On également
détaillé la méthode de calcul de ces grandeurs basée sardéasion d’'ondes EM en espace libre. On dé-
finit désormais des fonctionnelles dont le réle est d’estilmeualité d’'une antenne et que I'on cherchera
a optimiser.

Du point de vue du champ lointain, le principe général de teception optimale d’antenne est de se
rapprocher le plus prés possible d’une configuration idégleamp lointain, puissance, directivité). On
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parle alors de problemes de synthése ou de reconstructioreries mathématiques il s’agit d’'un pro-
bléme inverse : on cherche a déterminer s'il existe un syast@me forme) dont le rayonnement conduit
a une solution idéale. Ces problémes sont généralementaséé et requiérent des méthodes robustes
pour s’approcher au mieux de la configuration souhaitée.dpandra en partie a cette question a l'aide
de méthodes hiérarchiques sur la géométrie.

Du point de vue de la source il s'agit d’'un probléeme de maxatiom de la puissance émise (ou
de maniére équivalente de minimisation des pertes, c-a-cbdfficient de réflexion). Comme nous le
verrons par la suite, il est facile d’optimiser une sourcené fréquence donnée. En revanche, il est plus
délicat d’obtenir les mémes performances sur une bandetdadnce, surtout si I'antenne est compacte
(c’est-a-dire lorsqu’un réflecteur est proche de I'ouvertdu guide et contribue ainsi a un fort coefficient
de réflexion).

1.4.1 Problemes inverses sur la puissance rayonnée en zooiataine

Soit O(E) une observation de la variable d’état, fonctibn sur les directions de propagation®t
une fonction cible idéale. Le probléme inverse consiste @miser la normel, de la différence entre
I'observation et la valeur cible, soit

-3,

L'observationO peut étre le champ lui-méme, l'intensité, la directivité, d'autres mesures encore
(voir [4]).

Si O est le champ cela suppose que I'on connaisse toutes ses samtg® complexes, c'est-a-dire a
la fois la phase et I'amplitude. Il est difficile et peu int&sant de construire une telle cible, sauf si celle-ci
vient du calcul d’'une structure connue. Il s’agit alors djpnebléme de reconstruction qui n'a d'intérét
que pour des exercices de validation.

Un cas plus intéressant consiste a se donner une répasditigruissance. Une des difficultés de ce
genre de probléme est qu'il nexiste probablement pas ddisal Pour des raisons de normalisation il
est plus adéquat de se donner une cible en directivité gjutéh puissance. Un cas largement traité dans
cette thése est le cas d’une cible ou la directivité est umiéosur un sous ensemble 8&.

O(E) - @H2d52. (1.52)

Cas d’une cible en directivité uniforme

On cherche a résoudre le probléme de minimisation suivant
I | N
min F(E) = - / <D(E) - D) ds?. (1.53)
E 2 §2

Tout d’abord, sur les plans E et H, notons que

T s 2 T
/ D(0)sindf = / ({(9) sin 0d6 = P—/ U(0)sin6df = 2 (1.54)
0 0 0

2+ T

par définition deP,.. Donc une cible) en directivité doit nécessairement satisfaire cette ¢mdiSoit
maintenant I'intervallgd , 5], 0 < 6, < 6 < 7, pour lequel on souhaite que la directivité soit uniforme
et maximale. Pour qu’elle soit uniforme on note trivialemBx) = D sur[6;, 6-]. Pour que la directivité
D soit maximale il suffit queD (6) soit nulle en dehors de I'intervalle souhaité. La valeuteib est donc
donnée par la condition (1.54) :

T 02 - 2
/ D(#)sinfdfd =2 = Dsinfdd =2 = D=
0

_— 1.55
Jo, cos 1 — cos Oy ( )

On exclut évidemment le cas @y = 6,. On donne un exemple a la Figlre 1.106890= 0° etfs = 60°.
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o
1200 . 60°

00

1200 . ...~60°
Qe

(a) Zone de rayonnemefit< 60° (b) rayonnement d'un paraboloide défocalisé (plans E et
H) et diagramme cible (rouge)

F1G. 1.10 —lllustration d’un cas-test d’optimisation d’'un diagramme uniforme
Quelques résultats de calcul différentiel

Considérons la fonctionnelle (1.53) dépendant du chamPn calcul sa différentielle par rapport
a une variation du chamgpu. Par la suite, connaissant les dérivées partielles @ar rapport a des
déformations de la forme d’'un réflecteur, par compositiofodetions, en en déduit les dérivées partielles
de la fonction codt par rapport a ces déformations.

On adopte les notations suivantes
w,0u, 60 € X =Lo(S%,C3) |z’ =2-2=2T2 ©Cc8 |0]= / ds?
(S

ol est non identiquement nul € non vide.

fonctionnelles

(puissance moyenne) P,.: X — R,
1 / 2 oo
ur— — [ Jul||”dS
0] Jo

(directivité) D: X — Ly(O,Ry)

2
w0l
P,

(fonctioncolt) F: X — R,

U — %/@ (D(u) —D)zds2
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dérivées premieres

D/ 71 w-ou 2
(P).(u), 6u) = 9/@%( ou)dS

2R(u - 6u)P,(u) - ]| ® (P! (w), 6
P2 (u)

D' (u)du =

(F'(w), 5u) = /O D' (wsu (D(w) - D) ds?

dérivées secondes

(P! (u)dv, du) :l/ R(6v - du)dS?
6l Jo

D" (u)(dv, du) ~i() {Pr(u) [2@)%(50 - Su) P, (u) + 2R(u - 6u) (P! (u), 6v)

— 2R(u - dv) (PL(u), 6u) — [lul)® (P! (u)ov, 5u>}

-2 [2%(1‘ ) 5“)137"(u) - HU||2 <P;(u), 5u>} <13;(u)7 6U> }

(F" (u)dv, du) :/@D’(u)év D' (u)éu + <D(u) - D) D" (u) (v, du) dS?

1.4.2 Minimisation des pertes dans la source guidée

La formulation d'une fonction objectif pour I'optimisatiale la source est triviale. Afin de minimiser
le coefficient de réflexion on cherche tout simplement & miggm

F(T) = % r? (1.56)

ou le carré a été rajouté pour des raisons de différentiébili

1.4.3 Optimisation multipoint sur une bande de fréequence

On désigne désormais pata variable d’état qui désigné ouT. Pour une fréquence de fonctionne-
ment f donnée, on note(f) la solution unique de I'’équation d'état. Les fonctionnelfgécédemment
considérées étaient de la forigu) = F(u(f)). Soit désormais une bande de fréquehee= [f_ f.]
et ||-|| une norme de fonctions de la variable réelle définiesIguD’'une maniére générale, I'objectif
multifréquence s’écrit sous la forme

Fy, (u) = |[F(u())] (1.57)

Differentes stratégies peuvent étre envisagées, difié@as ou non selon la normd,(, max,
moyenne, etc.). On abordera ces problémes au chapitre 5.
1.4.4 Optimisation bicritére

L'optimisation d’'une antenne requiert de maniére quasté&yatique I'optimisation du rayonnement
et de la source. Lorsque le(s) réflecteur(s) et le guide sdpieiment couplés ces deux processus peuvent
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étre réalisés indépendamment. Dans des configurationsazespd’antennes, c'est-a-dire ou la source
et le réflecteur sont proches, il est plus délicat d’amétiarecritére sans dégrader l'autre.

L'optimisation multicritere (bicritére ici) n'est pas umgbléme d’'optimisation au sens strict. En effet
il i’y a pas de relation d’'ordre lorsque plusieurs criteregrent en jeu. On abordera au chapitfe 5 les
notions de dominance et d'optimalité au sens de Pareto.
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Dans ce chapitre on aborde les notions générales liéestarisption numérique de forme, du traite-
ment de la géométrie aux algorithmes. On insiste en paicslir les représentations hiérarchiques des
formes en vue de I'étude de stratégies multiniveaux. On efitprégalement pour rappeler les grandes
classes de méthodes d’'optimisation numérique en détai#aralgorithmes que nous utiliserons et en
validant les codes correspondants.
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2.1 Généralités

2.1.1 Formulation d’'un probléme d’optimisation de forme

On se place dans le cadre de I'optimisation d’'un systéemeeayoé\par une EDP. Dans une formulation
typigue on désigne paf la forme qui définit la géométrie du systéme étudié. L'éamrat’état[(1.9) qui
régit le systéme est notée sous sa forme implicite

M(S, fu) =0 (2.1)

ouu désigne la variable d'état (champ et/ou coefficient de rigftgxet f un point de fonctionnement (la
fréquence d’'alimentation). En admettant que (2.1) soit Ipiesé, il existe une solution unique que I'on
désigne également sous sa forme explicite u(S, f).

On cherche a minimiser la fonctionnelle de la variable d'&téu) (une parmi celles définies au
chapitre 1 pourvu que soit physique, c’est-a-dire pourvu quesatisfasse I'équation d’état (2.1). For-
mellement on cherche a résoudre le probléeme de minimisatioa contrainte suivant :

muin F(u)
{ tg.  M(S, f,u)=0

2.2)

En utilisant la formulation explicite de on considére de maniére équivalente la fonctionnelle de
forme J
min 7 (S) = F(u(S, f))- (2.3)

Pour minimiser on agit sur la formeS. Dans certains problémes inverses de détection, on pelg-éga
ment considérer la fréquence comme variable d’optimisgBd]. Dans notre cas il s’agit d’'un paramétre
de fonctionnement imposé.

Pour l'instant le probléme n’est pas correctement formuwl&gu’on n'a pas encore donné de sens
au contrdle, c’est-a-dire a la maniere dont on manipule targ#rie. Un des objectifs de ce chapitre est
de préciser ce que I'on entend par « agir sur la forme » et défmespace de recherch&n pratique
on considérera une représentation paramétrique de la fdmméflecteur. La paramétrisation consiste a
définir un espace de formes de dimension finie. En d’autresstgion considérera des représentations de
S sous la forme

S=8(x) zeR" (2.4)
ou z est le vecteur deparametres de conceptiohe probléme intrinsequé (2.3) devient un probléme
d’optimisation paramétrique de dimension finie

min J(z) = J(S(x)). (2.5)

zER™

2.1.2 Conditions d’optimalité

Le probléme d'optimisation en dimension finje (2.5) est éwellement soumis a des contraintes
additionnelles d’égalité et/ou d'inégalité sur les paraegde conception. Il s’écrit alors comme un
probléme classique d’optimisation :

min J(x)
zER™
t.qg. g(x)=0 (2.6)
h(z) <0

olig: R" — R™ eth: R" — R™iL,
On introduit quelques définitions utiles.

1 es relations d’égalité et d’inégalité entre deux vectearst définies ici terme a terme.
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Définition 2.1. L'espace admissiblest le sous-ensemble d&" dont les éléments satisfont les
contraintes, soit
F={zeR"|g(x) =0, h(z) <0} (2.7)

Définition 2.2. Une contrainte d’inégalité est diteactiveenz si h;(x) = 0. On notel, 'ensemble des
contraintes actives en, soit tel queh, (z) = 0.

Une notion importante mais délicate & aborder est la notiagudlification des contraintesrsqueg
eth sont dérivables (voir [74] par exemple). |l s’agit d'uneinotlocale qui caractérise le fait que la linéa-
risation des contraintes représente bien les directionssaibles. Une condition suffisante pour assurer
la qualification des contraintes est I'indépendance Ilieédes gradients de I'ensemble des contraintes
d’égalité et des contraintes actives. On dit alors que legramtes sont qualifiées, ce que I'on supposera
toujours par la suite.

On suppose désormais que g et h sont de class€? surRR™. On noteV.J(z) le gradient deJ,
H(z) le hessien, e§’ eth' les jacobiennes des contraintes. On a les conditions réresst suffisantes
d’optimalité suivantes (voir par exemple [45, 11]) :

Conditions nécessaires d’'optimalité du premier ordre (Kaush-Kuhn-Tucker)

Soit z un minimum local de[(2/6) dont:, contraintes sont actives. Alors il existe € R™« et
u € R™e (appelés multiplicateurs de Lagrange) tels que
(a) VJ(z)+hi, (@)X +g'(2) =0
(b) g(z) =0
(¢) h(z) <0 (2.8)
(d) hlo (SL’) =0
(€) 220
La condition [(2.8)e exprime le fait que les directions deceese deJ vont a I'encontre de I'espace
admissible. En introduisant le lagrangien

L: R*"xR™ xR™ — R
(z, A, 1) — Lz, A\ p) = J(x) + A h(z) + p"g(x)
la condition(2.8)a s'écrit sous la forme

(2.9)

VaeLl(z, A\, u) =0 (2.10)
ol on a noté\; = 0 pouri ¢ Ij.
Dans le cas particulier sans contraintes on a la condition
VJ(z)=0 (2.11)
que I'on peut retrouver avec un simple développement deotay!
La condition [(2.8)a revient a dire que le gradient de la famctodt s’exprime comme une combi-
naison linéaire des gradients des contraintes actives” Sk (h}, (z)" ¢'(x)") € R"*(me+mi) désigne

le transposé de la matrice de linéarisation des contraenes alorsV J(z) € R(AT). Or comme
R(AT) = N(A)* etsiZ est une base orthogonale 8& A) alors on a

ZTVJ(x) =0 (2.12)

qui est souvent utilisé dans les algorithmes en tant quediagprojeté ». Dans le cas ou seules des
contraintes d’'égalité sont considérées et sist admissibleg(x) = 0), (2.12) est équivalent & (2.8), le
signe des multiplicateurs de Lagrang@’important pas.

Un pointz qui satisfait[(2.8) est appef#bint stationnairgpuisque les variations du premier ordre de
J dans les directions admissibles sont nulles ou positivess 8es hypothéses de convexité du domaine
admissible et de la fonction co(t, les conditions (2.8) sofftsantes pour caractériser le minimum global.
Dans le cas général ce point peut toutefois ne pas étre umumimilocal.
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Conditions suffisantes d’optimalité du second ordre

Des conditions suffisantes s’obtiennent lorsque la fonatimdt est localement convexe dans les di-
rections admissibles. Cela ce déduit du comportement Ecalecond ordre. On se restreint au cas ou
un minimum local est associé & un unique couple de multiglioa (\, 1), ce qui s’obtient sous des
hypothéses de qualification de contraintes.

On introduit la notion de cone critique :

Définition 2.3. Le cbne critiqueen un pointz qui vérifie(2.8) est 'ensembl€ des directions
C={deR" | ¢(x)"d=0, K} (z)"d=0, K (z)"d<0} (2.13)

Le pointz est un minimum local dont:,, contraintes sont actives ssi il existec R™« ety € R«
tels quel(2.B) soit satisfait et

vde C(z); d#0  d'V2,L(z)d >0 (2.14)

ou' V2, L(z) désigne le hessien du lagrangien (2.9) par rapport &
Dans le cas sans contraintesgst un minimum local ssi

VJ(z)=0

2.15
H(x) estdéfinie positive (2.19)

Comme pour les conditions nécessaires gist une base orthogonale du noyau de la jacobienne des
contraintes d'égalité et des contraintes actives au poaibrs on a la relation

ZTVJ(z) =0

. . . (2.16)
Z" H(x)Z estdéfinie positive

qui est équivalent a (2.14) dans le cas des seules congaitétgalité sir est admissible.

2.1.3 Méthodologie générale

A proprement parler, le probléme de minimisatibn (2.6) éstesen la recherche d’'un (du) minimum
global. Sans résultat d’existence et d'unicité préalabléesm’avons aucun critére numérique pour carac-
tériser un tel minimum. Alternativement, si 'on est munudé routine du calcul du gradient, on peut
caractériser un point stationnaire, voire un minimum Isidé calcul du hessien (exact ou approché) est
accessible, ce qui est rarement le cas en pratique.

L'enjeu de I'optimisation numérique est donc de trouver uror » minimum local. La réalisation
de cette recherche passe par la construction itérativeedsuite minimisante. On décrit dans les grandes
lignes la procédure d’optimisation d’une antenne :

1. Dans un premier temps on identifie les composants de Haetegue I'on souhaite considérer
comme contrdle ; les parties choisies sont remaillées etioperlinéaires puis on définit un es-
pace paramétrigue du contrble. La ou les fréquence(shamtation est/sont définie(s).

2. Etant donné un vecteur de paramétres de concepiionconstruit la géométri§ pour laquelle on
souhaite évaluer la fonctionnelle ; un maillage&lest construit (d’'un point de vue technique on
génére un fichier de description de la méridie@risible par SRSR).

3. L'équation d'état est résolue par SRSR.

4. La variable d'état: (champ + coefficient de réflexion) est renvoyée ; on calcudesdh fonction
co(t ainsi que les contraintes et éventuellement le gradien

5. Selon la valeur de la fonction codt, le meilleur candidstreis a jour, on modifie les paramétres
de conception et on recommence le processus en 2.

On s’attache maintenant & préciser ce que I'on entend pacegmramétrique, c-a-d le traitement de
la géométrie. Puis on discutera des méthodes numériques.
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2.2 Représentation de la géométrie

2.2.1 Approche continue

Cette approche est en premier lieu théorique. Elle conaidtinir les objets mathématiques concer-
nant les formes et leur évolution/déformation. On donneaiain sens a une classe de formes pour la-
quelle la fonction7 (S) est bien définie [90]. Sous certaines hypothéses on peuuferman gradient
et un hessien de forme. Le calcul du gradient de forme selfa® @ar une méthode adjointe dont on
réfere 'origine a|[17]. La formulation du gradient de forraeson utilisation en vue d’une optimisation
numeérique a fait I'objet des théses [68, 34] dans la cadrealggmes de diffraction électromagnétique.
Le gradient numérique est alors I'expression discréte ddlignt de forme continue. Cette méthode est
cependant délicate a mettre en ceuvre et n'est pas toujoapsémdaux codes existants de résolution du
probléme direct.

2.2.2 Approche topologique

Dans I'approche précédente on cherche a optimiser un denpaindéformation de sa frontiere. En
général cela suppose que la topologie de ce domaine ait é& fdans une autre approche on cherche
a optimiser la topologie du domaine pour laquelle on troume tormulation rigoureuse du gradient
dans|[64, 89, 18] (gradient topologique). Schématiquenediet est la formulation asymptotique de I'in-
sertion d'un « trou » dans le domaine a optimiser. Dans leecddmprobléemes d’optimisation en électro-
magnétisme et de problemes inverses de rayonnement, dergrémpologique a été formulé et utilisé
numériquement dans des cas concrets (détection et imagmreesol [65, 66], optimisation de guide
d’'onde [82]). En pratique, son calcul repose aussi sur urtbadé adjointe.

On mentionne également la technique des lignes de nivéewed 6€} qui permet des changements
faciles de topologie [76]. Dans cette méthode on représdeifitentiere d’'un domaine par une formulation
implicite ¢ = 0 (c-a-d la ligne de niveau 0 de la fonctigi. On cherche alors a faire varier cette frontiére
en agissant sur la fonctiah Si cette méthode permet la séparation d’'un domaine otlgment connexe
ou I'agrégation d’'un domaine non connexe, il semble tousefifficile de faire apparaitre des « trous » [2].
Dans le cadre de problémes inverses de diffraction électgmétique, la méthode thvel set été utilisée
dans|[42, 79]. De plus, a I'aide d’'un gradient de forme, ekgalement été appliquée dans [34, 10, 43].

Par la suite, on ne cherchera pas a changer la topologie dessgaoptimiser. Par ailleurs, on consi-
dérera des représentations discrétes des formes.

2.2.3 ApprocheCAD-free (non paramétrique)

Le calcul d’analyse de la densité de courant repose sur taéfiisation des surfaces métalliques.
L'ensemble des éléments (triangles, nceuds, segmenjsatictérise d’'une part le domaine de définition
de la variable d’état et d’autre part la structure discrételdmaine a optimiser. Chacun de ces éléments
peut donc étre considéré comme un degré de liberté du prebidoptimisation. Le maillage constitue
donc a la fois le support des inconnues discrétes de I'étas eariables de conception.

Cependant, les caractéristiques du maillage (finessatamige, etc.) sont avant tout déterminées par
des contraintes liées au calcul d’analyse. Il n’y a pas liepénser que cette structure soit adaptée a
I'optimisation. En patrticulier cette approche conduit & ¢geoblémes de grande taille nécessaire pour
la précision du calcul de I'état mais potentiellement smetisionnés du point de vue de I'optimisation.
Pour ces raisons on préférera une approche qui sépare é&segpation discrete de la géométrie pour le
calcul d’analyse de celle en vue de son optimisation.
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2.2.4 Approche paramétrique classique

De maniére générale, une courbe paraméirdeR? est décrite par

C(t) = { (1) (2.17)

out est le paramétre de la représentatiold dane abscisse curviligne). Lorsque la paramétrisatiocris’é
sous forme polynomiale, c-a«(t) = 3", axt® ety(t) = >, byt* dans la base canonique, alors les
coefficientsay, etby, décrivent entieremerit. On est donc en mesure de définir des espaces de dimension
finie décrivant des formes continues.

Parmi les représentations possibles pour une méme c@urertaines s’'averent plus adéquates du
fait que les coefficients;, et b, ont un sens géomeétrique. Ces représentations constimdigse de
la Conception Assistée par Ordinate(€AO) ou Computer Aided Desig(CAD) largement utilisée en
ingénierie. De la plus simple a la plus générale, on trous@éamétrisations suivantes :

— Bézier: représentation polynomiale dans la base de Bamndes coefficients ou points de controle
forment un polygone qui donne une idée grossiére de la forme propriété d’élévation du degré
permet une définition hiérarchiqug-énrichissement) [39].

— B-splines : représentation polynomiale par morceauxadisd'une généralisation de la représen-
tation de Bézier; le support des fonctions de bases est;loogbeut contrdler la continuité de la
courbe aux points de jonction des patchs; elles possédemirdpriétés d’enrichissement de type
p (élévation du degré) (diminution du support et insertion de fonctions de mémeéegu encore
k (h etp) [27].

— NURBS (Non Uniform Rational B-Splines) : il s’agit d'uneprésentation par des fonctions ration-
nelles de B-splines et permet en particulier la représemaixacte de sections coniques [80].

— T-splines : ces derniéres ont été introduites récemmdiss, ®ont une généralisation des NURBS
et permettent des raffinements locaux non conformes [87, 85]

Dans notre cas seules les deux premiéres techniques sefftgatrstes pour les configurations considérées.

Bien gu’elle constitue une représentation exacte du pantue de I'optimisation, I'approche para-
métrique classique ne nous affranchit pas d’'une procédudisgrétisation des formes ainsi définies dans
le but de réaliser le calcul d’analyse.

Représentation de Bézier

Les polyndmes de Bernstein sont définis pogr[0 1] par

Br(t) = CFtb(1 — )k (2.18)
ouCk = ﬁlw sont les coefficients binomiaux (voir Figure 2.1).

Une courbe de Bézier de degiéansR? est une courbe paramétrée définie par
P(t)=> Bpt)P te[01] (2.19)

ou P, € R? sont legpoints de contrblele la courbe. Elle a les propriétés élémentaires suivantes :
— la courbe passe par les poititset P, ;
—_— —_ .
— les vecteurd, P, et P,_1 P, sont tangents a la courbe;
— la courbe se trouve dans I'enveloppe convexe du polygoneodi6le formé par les points de
contréle ;
— la dérivée et I'intégrale d’'une courbe de Bézier est unelmde Bézier;
Par ailleurs, on a la propriété essentielle des courbes dieBgite délévation du degré
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Bernstein polynomials of degree 9

0.8

0.6

0.4

0.2

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FiG. 2.1 —Polyn6mes de Bernstein de degré 9.

\ P
Py
Py =P =P
(a) courbe de Bézier de degré 4 (b) courbe identique exprimée comme une courbe de Bézier de

degré 5

FiG. 2.2 —lllustration d’'une courbe de Bézier avec ses propriétés élémentaimgg@ne de contréle, enveloppe
convexe, et élévation du degré).



2.2. REPRESENTATION DE LA GEOMETRIE

Propriété 2.1. Soit P(¢t) une courbe de Bézier de deguédéfinie par les points de controlg,. Alors
P(t) estla courbe de Bézier de degtét 1 définie par les points de controf,

n+1

P(t)=_ B ()

k=0

tels que
P, = PR
P = 5P+ (1-35)R k=1..n (2.20)
P%+1 = b

En d'autres termes, toute courbe de Bézier de degréut étre exprimée comme une courbe de Bézier
de degré + 1 dont les points de contrdle sont des combinaisons convesegaints de contrdle initiaux
(c-a-d de la courbe de degug. En appliquant récursivement la propriété d’élévatiomdgré, une courbe
de Bézier de degré peut étre exprimée comme une courbe de Bézier de degré n en appliquant
m—n fois la propriété 2.11. La courbe de Bézier est la limite loiste degré tend vers I'infini du polygone
de contr6le. La propriété d'élévation du degré constitugalse des algorithmes hiérarchiques.

Une surface de Bézier est définie par un produit tensoriebdebes de Bézier, soit la surface para-
métréeS (s, t)

g ng

S(s,t)=>_ > B (s)B* ()P (2.21)
=0 k=0
La propriété d’élévation du degré s’étend trivialement auxfaces de Bézier : I'élévation du degré s’ap-
plique alors sur chaque dimension d’espace.

B-splines

Les fonctions B-splines sont entierement définies par rénge a partir des données suivantes :

— un degrél (ou ordred + 1) ;

— une suite den + 1 réels non décroissanf8 = {tk}?:ll appelés nceudd'(est le vecteur des
nceuds).

Soit N¢ la k-éme fonction B-spline de degr Les fonctions B-splines de degré 0, constantes par

morceaux, sont

1 si teftet
N{() = Xie, tk+1[={ 0 sinon e el (2.22)

On a donen fonctions Ny telles que
Supp(NR) = [tk trti] (2.23)

Puis, pourd > 0 etl < k <m — (d + 1), N{ est définie par la formule de récurrence

Ni(t) = Wi (ONTH + (1= wia (8) N () (2.24)
=t gty £t
d — thrd—tk k k+d 2 2
wi () { 0  sinon (2.29)

On adonen — (d + 1) fonctions telles que
Supp(Ni) = Supp(N) U Supp(N{ ) = [t tegas (2.26)

Ainsi n fonctions B-splines de degrésont nécessairement définies par un vecteunde n + d + 1
nceuds.
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Une courbe B-spline s’exprime comme une combinaison lieédgs fonctions B-splines, soit
n
P(t)=> N{®)P:  t€ltotmp] - (2.27)
k=0

La régularité de la courbe au niveau d'un nceud est déternpiaéla multiplicité de ce nceud : &} est
répétém,, fois dans le vecteur de nceuds alét§) est de class€¢~™* ent = t;. Pour que la courbe
coincide avec les points de contrble aux extrémités, ciuxdbarnes ett,,. 1, il est nécessaire de copier
d + 1 fois les valeurs extrémes du vecteur de nceuds, soit

O=t1 = =tgp1 <lagga < -+ <tpy1 =+ =tpgay1 = 1. (2.28)

Remarque Les courbes de Bézier de degr&orrespondent au cas particulier des courbes B-splines ou le vecteur
des nceuds estdonné fae= [0 ... 01 ... 1].
ﬁa L__w_/\_wﬁ_j

n+1 n+1

En général, afin d’assurer une continuité, on manipulera des splines cubiquéds= 3) de support
uniforme {1 — tx = njm, d+1 < k < n). On représente de telles fonctions a la Figure 2.3 pour
n =10 (doncm =n +d+ 1 = 14).

uniform B-spline functions of degree 3
1 T T T T

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FiG. 2.3 —Fonctions B-splines de degré 3 (d'ordre 4) définies par un vecteurodeds uniformément répartis sur
lintervalle [0 1].

Toutefois, il est d’'usage pour I'optimisation d’un guidedte de rajouter des « iris » : pour un guide
circulaire cela revient a déformer I'intérieur du guide pas patchs constants qui sont bien représentés
par des B-splines de degré 0.

Bien évidemment, si plusieurs composants d’'une antennveiioétre optimisés dans un méme pro-
cessus, les paramétrisations de chacun d’entre eux s@mendantes (la nature et le degré peuvent varier
d’'un composant a I'autre). On donne a la Figure 2.4 un exexlipleenne composée d'un guide et d'un
réflecteur dont les méridiennes sont modélisées par unbe@sspline d’ordre 1 et une courbe B-spline
d’ordre 4 respectivement.

Deux types d’enrichissement sont possibles :

— élévation du degré : comme pour les courbes de Bézier, drppsser d’une base de polynémes de
degré 3 par morceaux a une base de polyndmes de degré 4 paamorde support des fonctions
de la base est alors élargi.

— insertion d'un nceud : en insérant un nceud dans le ve@teur ajoute une fonction de base ; on
diminue le support des fonctions voisines et on diminue ¢ulaité en un point si le nouveau
noeud augmente la multiplicité d’'un nceud déja existant.
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(a)avant déplacement des points de contrdle (b) apres déplacement des points de contrdle

FiG. 2.4 -Modélisation de la méridienne d’une antenne par courbes B-splinegplacement des points de contrdle
déforme les parties a optimiser selon la régularité requi6€ pour le guide d’onde (rouge) & pour le réflecteur
(bleu).

A propos d’'autres paramétrisations polynomiales

Les représentations de Bézier et B-splines sont adéquateslg description de géométries com-
plexes. Elles ont également une structure hiérarchiquiegatque via la propriété 2.1 qui font d’'elles des
paramétrisations de choix pour les méthodes multiniveaux.

Toutefois, cette propriété s'étend pour toutes les autasseddes espaces polyndbmideik En effet,
on aP™ C P™ pourm > n, c-a-d tout polynéme de degré au pluest également un polynéme de
degré au plusn. Si en plus on muniP™ et P™ des base8" et B™ respectivement, alors il existe une
application linéaire d®”™ dansR™ qui donne les coefficients dans la b#¥e de I'espace”™ du méme
polynéme exprimé dans la ba#. En particulier pour la base canonique ou les bases de polgsd
orthogonaux, cette application est triviale.

Certaines bases de paramétrisation s'averent numériquanieux adaptées mais d'un point de vue
géomeétrique n'ont pas les bonnes propriétés de la CAO. dresffet difficile de modéliser une antenne a
partir des polynédmes de Legendre par exemple. Cette diffiast levée avec I'approche de déformation
Free-Form

2.2.5 Approche paramétriqueFree-Form

Lantenne de la Figure 2.4 a été modélisée « a la main » par alébes B-splines. En pratique
il est rare de concevoir une antenne a partir de rien. Le gtmienpose quasi-systématiquement une
configuration initiale déja fournie. Selon la maniére dagite géométrie est décrite, il est nécessaire de
réaliser une procédure préliminaire d’approximation ecoad avec la représentation paramétrique. On
distingue les cas suivants :

— l'antenne est décrite sous forme continue, par des partiersections coniques, polynémes, etc. :
on recherche les paramétres de contrdle qui décrivent exactt ou au mieux la géométrie (au
sens d’une interpolation par exemple).

— I'antenne est décrite par son maillage : on approche la g&@par une procédure d’interpolation.

Alternativement, I'approche de déformatiéinee-Form (FFD) propose une gestion élégante de la

paramétrisation qui évite toute approximation initialleEEonsiste a utiliser les techniques de la CAO
pour la paramétrisation de la déformation au lieu de la foeffeméme. Cette technique a été introduite
dans|[86].

Soit S une géométrie initiale contenue dans un domdnéd.e déplacemenhS de S résulte de la
déformation du domain® tout entier. Formellement la courbe déformée s’exprimeroemne fonction
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des paramétres de conceptienee-Formz de la maniére suivante :
S(z) = So + AS(x) (2.29)
oUAS(x) correspond & une paramétrisation classique.

lllustrons le principe de I&FD pour la déformation de la méridienne d’'une antenne, c-a-érun
semble de courbes dans un espace a 2 dimenQwonsni d’'un systéme de coordonnéesréditl. Soit D
une boite (domaine rectangulaire) contensnet défini comme le domaine de déformation. On munit
ce domaine d’'un systéme de coordonnées lggal) € [0 1]%. Quel que soit le point du domairig, son
déplacement est défini continlment comme une combinaiséaitende produits tensoriels de polynémes
de Bernstein (la déformation prend alors la forme d'uneasgfde Bézier) dont les coefficierf®s, sont
aussi appelépoints de contr6leSoit M un point deD de coordonnées localég, ¢) ; la déformation de
M en coordonnées réelles s'écrit

nj ng

v = (30) =Y B OB O (2.30)

7=0 k=0

Puisque la déformation est définie srtout entier alors elle I'est pour tout point d&&. En particulier
si SO est définie par un maillage, la courbe déformée est obtenueégbarmation de chacun des points

du maillage. Avec cette approche, de la déformation d’urllagg résulte un maillage de la géométrie
déformée.

PuisqueAS a la forme d’'une surface de Bézier, alors on a une formulesdation du degré pour
la FFD (2.30) : une déformation de dedré;, ;) peut étre exprimée comme une déformation de degré
(mj, my) Sim; > n; etmy > ny.

Historiquement, la paramétrisation FED (2.30) est un pitddasoriel de courbes de Bézier. On peut

toutefois étendre le concept de la FFD en remplacant lesipolgs de Bernstein par d’autres fonctions
de base (par ex. a support local comme les B-splines).

150

p (mm)
p (mm)

100

50 50
z (mm) z (mm)

(a) avant déformation (b) aprés déformation

FiG. 2.5 —Application de la FFD pour la déformation d’une antenne. Deux boites s&fitiids autour des parties a
optimiser. La déformation des boites par les points de contrdle déforme le gegikkzules les parties logiguement
inclues sont déformées. La boite du réflecteur a pour degrén.) = (1, 5) et celle du guidén;, n,) = (16,1).

Remarque Le cas présent est particulierement simple puisque la méridienneeesimple courbe d&?. Grace a

la propriété de partition unité des polynémes de Bernsteifi (, By (t) = 1) et puisquen; = 1 ouny = 1, sion
requiert la conditionPy, = Py, pour toutk alors la déformation FFD s’exprime comme une simple courbe de Bézier
et non comme un produit tensoriel. Cela revient a réduire I'épaisselar lobite a 0, c-a-d a exprimer la déformation
comme une fonction de I'abscisse curviligne seule.

Par ailleurs on ne déforme que selon I'axeu I'axe p selon la partie (guide ou réflecteur). Ainsi on a

np nj
Az=Y"B()Ps ou Ap=> Bl (C)P;.
k=0 k=0
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2.2.6 Déformation de la surface par un champ normal

Un résultat fondamental de [90] est que le gradient de forede@rmal a la surface. Intuitivement
on comprend que les déplacements tangentiels ne modifiete farme et donc I'état. On propose donc
une parameétrisation de type FFD pour la déformation de laégpar un champ normal a la méridienne.
La différence majeure avec cette méthode est que I'espacectierche est redéfini a chaque itération
puisque la paramétrisation dépend de la forme elle-ménmsepammeétres de conception n'appartiennent
plus & une structure d’espace vectoriel.

Formellement la déformation de la méridienne a l'itératigexprime comme une vitessé:
C (@t el =CT+ V(C 2. (2.31)

On construit la paramétrisation de la maniére suivantet:tsa [0 1] I'abscisse curviligne d€; on
désigne pafii(t) le champ normal unitaire & (voir Figurel 2.6) ; une base de fonctions de déformation
normales &¢ est définie & partir d’'une base de fonctidifs } (Bernstein, B-splines, etc. voir la section
précédente) :

Vilt) = f®)i'(t)  k=0...n (2.32)
250
200+
150
s
E
QU
100
50+
050 160 150 260 2‘50 360
z (mm)

FIG. 2.6 —Champ normal unitaire a la méridienne d’un réflecteur.

On représente une telle base a la Figure 2.7 lorsque lesdanfit sont des fonctions B-splines de
degré 3. Ainsi la déformation totalg est donnée en fonction du vecteur de conceptibre R™+!
comme une combinaison de ces vitesses de base :

V(Ca') = Vi (2.33)

Pour exprimec? en fonction de la forme initial€® il faut retracer toute I'histoire de la convergence :
Cl(zt,C%),C%(2%,Ch),...,Ci(x%,CI~1). Les variables de conceptiafi n’appartiennent pas a une struc-
ture d’espace vectoriel. Pour cette raison, on verra quid’akgorithme de plus grande descente a un sens
dans cette paramétrisation.
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FIG. 2.7 —Base de vitesses normales au réflecteur.
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lllustrons cette approche par un exemple de déformation diflecteur en simulant deux phases
d'optimisation a la Figure 2]8. On verra que les stratégiésahnchiques sont possibles dans cette para-

métrisation. En effet, la finesse de la paramétrisationt@esfucune maniére imposée dans le processus

d’optimisation. A chaque itération le degré peut étre médifi

cl=C0+V(C0,ah) C2=Cl+V(Ca?)
250

250

200 2001

p (mm)

5
8

50

o . . . . , .
50 100 150 200 250 300 50 100
z (mm)

(a)itération 1 (b) itération 2

. . . ,
150 200 250 300
z (mm)

FiG. 2.8 —Simulation de deux itérations d’optimisation d'un réflecteur dans une badéfdemation par un champ
normal. A l'itération 1 (a), la courbe initial&® (bleu) est déformée par le champ normal (vert) qui est une combi-
naison linéaire des vitesses de base de la Figure 2.7 et donne la nouveitkemée C* (pointillée). A l'itération

2 (b), C" devient la courbe de référence (bleu) et est déformée a nouveaunpetiamp normal pour donnet’
(pointillée).

2.2.7 Contraintes sur les variables de conception

Afin de compléter la mise en équation du probléme d’optinosd2.6) on pose les contraintes sur les
variables de conception. D’'une maniére générale peu deadot@s seront considérées. Pour la plupart
des cas seules des contraintes linéaires d'égalité seitast u

Dans le cas de surfaces a symétrie de révolution il est (stunécessaire d’assurer la continuité
de la surface au niveau de I'axe de symétrie (abseiss®). Cela revient a imposer que le plan tangent au
réflecteur soit normale a I'axe de symétrie. Similairemkntangente a I'extrémité du réflecteur (abscisse
s = 1) peut &tre imposée. Si on ndi&s) le vecteur tangent & la méridienne, ces conditions sont

T0) = (0 1)T

- _ (2.34)
T(1) =T,
Par ailleurs, les extrémités sont parfois fixées, salt/$k) désigne un point de la méridienne,
M(0) = M,
(0) = My (2.35)
M(@1) =M

Ces contraintes s’expriment trivialement comme des conés linéaires d'égalité sur les paramétres de
conception. On illustre ces quatre contraintes a la Figuge 2
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FiG. 2.9 —Contraintes d’égalité sur le réflecteur.
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2.3 Algorithmes d’optimisation numérique

Dans cette section on présente les grandes classes de sgthogtimisation numérique. Les algo-
rithmes utilisés par la suite sont détaillés.

2.3.1 Enjeux
L'enjeu principal d’'un algorithme d’optimisation numéuig est de construire une suite minimisante.

Définition 2.4. Unesuite minimisantgx?} est une suite telle quig/(z%)} satisfait
J(xt) > J(x?) > - > J(z¥) > - (2.36)

Dans l'idéal on souhaite que cette suite converge vers lénmim global de la fonction objectif.
En pratique, & moins d’avoir des résultats préalables ditéyion ne sait pas caractériser un tel mini-
mum. SiJ est une fonction différentiable dont on sait évaluer le gmat] on souhaite obtenir au moins
les conditions nécessaires d’optimalité. On recherche donpoint stationnaire dont on pourra vérifier
éventuellement s'il satisfait les conditions suffisantes.

Les principales difficultés de I'optimisation numériqueso

— la multimodalité : il existe plusieurs minima locaux quins@utant de points d'attraction vers
lesquels les algorithmes risquent de converger ; un algnetest dirobustes'il est plus capable
de déterminer le minimum global parmi les minima locaux.

— la raideur : la suite minimisante converge lentement aeaesla raideur du probléeme posé ; une
convergence (numeérique) acceptable peut étre hors degintdn trop grand nombre d'itérations
est nécessaire.

On distingue deux grandes classes d’algorithmes : lesitigoes basés sur le gradient (parfois appelés
algorithmes de descente) et les algorithmes sans grat@npremiers sont efficaces pour converger vers
un minimum local mais sont peu robustes ; les derniers sastrpbustes mais sont plus colteux en temps
de calcul.

2.3.2 Algorithmes de descente

SoitJ : R™ — R une fonction différentiable. Dans un souci de clarté on e ici un probleme
de minimisation sans contraintes.

Définition 2.5. Une direction de descentgour la fonctionJ au pointx est un vecteurl € R™ qui
satisfait
VJ(x)-d<D0. (2.37)

Un développement de Taylor d’'ordre 1 montre qu& i n’est pas nul alors il existe une telle direc-
tion. La plus évidente est= —V.J(z). Etant donnée une direction de descente il existe un réélfpos
tel queJ(x + 7d) < J(z). Par conséquent, sP désigne un vecteur initial, on est capable de construire
une suite minimisante’ de maniére récursive en calculant une directibet un pas’ en chaque point
de la suite
gt =g+ rd (2.38)

jusqu’a ce que les conditions de stationnarité soientfa#éis a une tolérance numérique donnée. Il reste
a déterminer le paramétrequi est appel@as de descente long ded. La méthode a pas fixe est la plus
simple mais converge sous des hypothéeses particuliéret @anvexité). Dans I'idéal, un algorithme a
pas optimal résout le sous-probléme

7% = argmin, J(z + 7d) (2.39)
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a chaque itération. En pratique il existe plusieurs méthatites derecherche linéaireou encore de
globalisationpour approcher le pas optimal (dichotomie, interpolatioadratique, etc.). Lors de cette
procédure il est d'usage d’assurer que le gagérifie les conditions de Wolfé (2.40) ét (2.41) :

J(z' +7'd) < J(z") + wi TV I (2) - d (2.40)
VJ(z' +7id") - d" > wa VI (2%) - d° (2.41)

ou0 < w; < ws < 1. Ces conditions assurent que

1. la fonction colt diminue suffisamment ; on évite ainsi qatgbrithme converge vers un point non
stationnaire a cause d’'une suite de pas trop petits — condi@.40) appelée également condition
d’Armijo.

2. lapente en’ + 7¢d’ (le long ded®) est plus grande que celle e (soit négative et de plus petite
amplitude, soit positive) — condition (2.41).

Des valeurs typiques des parametres sgnt 0.001 etws = 0.9. La condition|(2.41) peut étre remplacée
par la condition plus restrictive

|VJ(z" +7'd") - d'| < |w2 VI (2") - d| (2.42)
qui assure une réduction de la pente le longitld_ensemble[(2.40) et (2.42) constitue les conditions

fortes de Wolfe.

Si les conditions (2.41) €t (2.42) sont utiles pour les pesude convergence, elles sont en revanche
colteuses a évaluer car elles nécessitent I'évaluatiomatlientV J (x* + 7¢d*) pour chaque valeur de
testée dans le processus de globalisation. On ne vérifierlaqondition d’Armijo.

Un prototype d’algorithme de descente a pas optimal estédans I'Algorithme 1.

Algorithme 1 : Algorithme de descente a pas optimal
Entrées: 20, ¢

descente : procédure de calcul d'une direction de descente (2.37)

/I Initialisation
JO — J(20)
d’ — —VJ(z)

10

/I Itérations de descente
tant que || VJ(z)|| > ¢ faire
7% — argmin_ J(z* + 7d*)
.CL'H_l — J}i +Tidi
Ji+1 - J(xi—Q—l)
dt! — descente (VJ(z'*1), VJ(z%),d', xt, 1)
1—i+1
fin

Sorties: i, z, J, V.J (%)

Il reste & déterminer la direction de descente. La méthogduka simple et la plus intuitive est la

méthode deplus grande descente _ _
d'=-VJ(z*") (2.43)

appelée ainsi puisqu’elle satisfait

VJ(z )
- HVJESC§| = argminy g, VJ(2) - d (2.44)
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Cette méthode est rarement utilisée car elle convergesnésrhent (voir la section 2.4.1). On présente
deux autres classes de méthodes de descente : le Gradigng@®mon-linéaire et les méthodes de
Newton et quasi-Newton.

Gradient Conjugué non-linéaire

L'algorithme du Gradient Conjugué non-linéaire est un@egion directe de la méthode du Gradient
Conjugué pour la résolution de systémes linéaires symisigléfinis positifs. Toutefois, dans le cas
non-linéaire, la notion de directions conjuguées n'a pkisehs.

La direction de descente est donnée par

d® = —-VJ(z°)

{ di = —VJ(z') + fd i>0 (2.45)

Il existe deux versions du Gradient Conjugugest soit le coefficient de Fletcher-Reeves

IV J(")]]?
= 2.46
PrR = I P (2:49)
ou le coefficient de Polak-Ribiére
VJ(z) - (VJ(z?) — VJ (2t

() - (VI(x') ~ V(') 247

brr = VI @)

Newton et quasi-Newton

On suppose qud est de class€?. Une direction de descente d’une méthode de Newton ou de
quasi-Newton a la forme _ ‘ ‘
d' = —(B) " 'VJ(z") (2.48)

ou B est le hessien exact (Newton) ou approché (quasi-Newtoppautiz’ agissant comme précondi-
tionneur du gradient. I8¢ est définie positive aloré est effectivement une direction de descente.

La stratégie quasi-Newton la plus utilisée est la méthoadgden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS).
Cette stratégie consiste a raffiner I'approximation du ie@sgar différences finies a partir des itérations
précédentes : soitt = VJ(z') — VJ(z' 1) ets’ = ' — 2'~1. La mise a jour BFGS du hessien s'écrit

yiyi,T - BiSiSiTBi

;T

BH' =B 4+ — ——
yz st s? B’LS’L

(2.49)

Les termes de correction constituent une mise a jour de ragtgs@nt symétriques. Il est donc évident
gue B? est symétrique pour toutsi B° I'est. La matriceB*! est garantie définie positive a chaque
itérations pourvu que la matrice initiafe° le soit et quer’ vérifie les conditions de Wolfe. En pratique
on poseB = I. Si la technique de globalisation ne prend pas en compteleditions de Wolfe, il est
possible qued’ ne soit plus définie positive. Dans ce cas il est alors cowramnéinitialiser la matrices’

a l'identité.

Il existe une variante des méthodes de quasi-Newton otefg®/ du hessien est approché plutdt
gue le hessien lui-méme. Cela nous permet résoudre le pned2.48) directement. Cependant, lorsque
le probléme est soumis a des contraintes supplémentdies, plus adéquat de résoudre un probléme
de « programmation quadratique ». Si I'algorithme de qiesiston est plus colteux que celui de plus
grande descente ou du Gradient Conjugué étant donné qustéersylinéaire (2.48) doit étre résolu a
chaque itération, dans le contexte d’'un probléme d’opaitios soumis a la résolution d’'une EDP, ce
co(t devient négligeable devant I'évaluation de la fonttbjectif.
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Evaluation du gradient

Le gradient peut étre évalué de plusieurs manieres :

— par des méthodes adjointes : la formulation d'un gradierfbdne pour un probléme de diffraction
électromagnétique a fait I'objet des theses [68, 34] basefOs]; en vue d’'une optimisation nu-
mérique, le gradient est obtenu par discrétisation du gradie forme continu. On n’utilisera pas
cette méthode puisque certaines géomeétries considéré&easisfent les hypothéses de régularité.

— par différentiation automatique (DA) : le code de calcull@donction co(t est regardé comme
une composition de fonctions élémentaires ; la techniqubAl@nalyse le code pour générer un
code de calcul du gradient numérique exacte. Le code SRSR pete pas a la différenciation
automatique ; en revanche, pour motiver les approchesmugfux proposées, nous seront ame-
nés a étudier le hessien de la fonction co(t lorsque I'établgenu par le modéle d’'OP. Comme
nous connaissons le gradient analytiquement, le hesdi@b&nu par DA avec le logiciel TAPE-
NADE [50]2.

— par différences finies : le schéma centré

0 J(x — heg) —2J(x) + J(x + hey)

gkj(x) = 72

+O(h?) (2.50)

est utilisé pour le calcul du gradient avec le modele de MdixWest certes colteux en temps de
calcul 2n évaluations par itération) mais permet toutefois d’étuttiecconvergence des stratégies
de descente. Pour des raisons de stabilité on calcule legtatk I'étatu. (champ électrique) par
différences finies plutét que celui dedirectement, soi¥ ppu(x). On en déduit alor§ J(z) =
F'(u(x))Vrpu(z) ot F est une fonctionnelle de I'état &t sa différentielle par rapport@

2.3.3 Algorithmes sans gradient
Simplexe

Les méthodes dites du simplexe sont des algorithmes détistes sans gradient. Elles peuvent étre
appliquées pour la minimisation de fonctions non difféiaries. La version originelle du simplexe pour
la minimisation d'une fonction numérique daR§ a été introduite par Spendl&y al. [91] puis étendu
par Nelder et Mead [72]. Elle consiste & explorer I'espaceedberche en faisant évoluer les sommets
d’'un simplexe de degré + 1. Chaque sommet du complexe est un vecteur de paramétresckption
qui correspond a une forme candidate pour laquelle on élabfoaction objectif. En fonction des valeurs
obtenues pour un simplexe donné, des régles de transfomsatnt appliquées afin de parcourir 'espace
de recherche de telle sorte que I'on se dirige vers un meitlandidat (réflexion par rapport a un sommet,
expansion ou contraction du simplexe).

Une version introduite par TorczoM(iltidirectional Search AlgorithinMSA) [96] est particuliére-
ment appréciée pour ses résultats de convergence, centait aux algorithmes de base. Elle est origi-
nellement dédiée aux architectures paralléles.

Des algorithmes hiérarchiques basés sur la méthode duesimpht été développés et appliqués avec
succeés dans le cadre de la conception optimale de forme edysé@mique [1].

Algorithmes Evolutionnaires

Les Algorithmes Evolutionnaires (EAs) sont des algoritBreans gradient & population dont les Al-
gorithmes Génétiques (GAs) sont les plus connus [46, 7$oltg réputés pour leur robustesse mais sont
colteux en terme de temps de calcul puisque le colt d'uraité@rest dominé par le temps de calcul des
évaluations de la fonction objectif par tous les individedal population.

http://Iwww-sop.inria.fr/tropics/
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Algorithme par Essaim de Particules

Enfin, on présente un algorithme introduit par Kennedy etriidoe [55] appeléOptimisation par
Essaim de Particule§OEP) ouParticle Swarm OptimizatiorQPSdi. On verra par la suite que cette
approche est particulierement bien adaptée aux stratiigieschiques.

L'algorithme PSOs’inspire de la dynamique du mouvement d’un essaim dangd@sambiant. Plus
précisément, il a été développé en premier lieu pour I'éetda simulation d’essaims d'oiseaux. Dans
un second temps, par analogie avec la recherche communéeliipropice (par exemple riche en nour-
riture), il a été utilisé pour la minimisation d’une fonati@lansR™. Chaque particule de I'essaim est un
vecteur de parameétres de conception. L'espace de rechesthexploré par I'essaim de maniére « in-
telligente » en suivant une dynamique (position et vitegs@ées par I'expérience de chaque particule
ainsi que par des échanges d'information entre les indiviflette dynamique est régie en partie par
des régles déterministes et en partie par des termes stiogieess On parle d’algorithme de population
semi-stochastique.

Soit un essaim dé particules, c-a-dV vecteurs d&R™. A I'itération 7, chaque particulg est carac-
térisée par une position; et une vitesse;. L'évolution de I'essaim est régie par la simple relation de
dynamique

i+l _ i i
T =) + Atv; (2.51)

ou At est un « pas de temps » que I'on prend égal a 1 en général (Is &shpne notion fictive dans ce
contexte, une unité de temps correspond a une itératioridimgation). La fonction objectif est évaluée
en chacune des positions, enrichissant ainsi I'expéridad@ssaim. En particulier on garde en mémoire
les valeurs suivantes :

— la meilleure position trouvée par I'essaim (mémoire glepar™ = arg min, ; J(x;'-) ;

— la meilleure position trouvée par la particylémemoire locale) z; = argmin, J(x;'-) ;
Cette expérience intervient dans I'expression de la ndewelesse affectée a chaque particule. Plus
précisément, la vitesse est une pondération de confianake letglobale :

vj»“ = clTl(:U;“- - a:j) + coro(a* — xj) (2.52)

olic; etcy sont deux coefficients fixés, et etr, sont deux nombres aléatoires suivant une loi uniforme
sur [0 1], ce afin d’accroitre la diversité de I'essaim. Chaque terewt Btre vu comme une force de
rappel vers les meilleurs points a la connaissancg. déne version légerement modifiée de la vitesse
integre un terme d'inertie qui en pratique permet de coatrégalement la diversité de I'essaim au cours
des itérations :

vj-“ = wivj- +ear(z] — x;) + cora(z” — m;) (2.53)

ouw® est le coefficient d’inertie a l'itératioh Siw® > 1 alors I'essaim a tendance a s’étendrey Sk 1
il a tendance a se regrouper. On controle la valeur de ce cesffide sorte qua* > 1 au cours des
premiéres itérations et” < 1 en fin de convergence a I'aide de la réduction géométrique

w' ™t = wew' (2.54)

pourw® > 1 et0 < w. < 1 donnés. On résume I'ensemble de la procédure dans I'Algo&t2.

Il existe quelques résultats de convergence et de statidlité des cas particuliers [25]. Ici la réduction
du coefficient d’inertie impose une convergence de I'essaimn point qui n’est pas nécessairement un
point stationnaire. En pratigue un nombre maximal d'iiéra est fixé. Alternativement, un critére de
convergence peut étre défini a partir de données statistipibessaim comme la variance de la fonction
co(t ou des positions (utilisée comme une mesure de la d&els 'essaim).

La version historique de I'algorithme PSO décrit dans [58pané naissance & de nombreuses exten-
sions. Parmi les contributions proposées on trouve encpdigr
— une borne supérieuis, ., sur la norme des vitesses.

SLe sitehttp://www.swarmintelligence.org/ référence les projets, articles, tutoriels, etc. en refasivec les algo-
rithmes PSO et leurs applications.
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— une condition de décroissance de l'inertie plutot qu’'uéerdissante géométrique : on décide par
exemple d’appliquer la réduction (2.54) si la meilleureipos n’a pas changée pendant itéra-
tions.

— un critere de « folie » : il existe une (faible) probabiliig pour qu’'une particule ne suive pas la
reégle [(2.53) mais prenne une direction purement aléatoire.

— une mémoire intermédiaire entre la mémoire locale et la awénglobale. La version de l'algo-
rithme telle qu’elle a été utilisée dans ce travail comparte modification de la définition de la vi-
tesse : il s’agit de I'algorithme appélénified PSQvoir [77, 78]). Dans un premier temps on définit
des sous-groupes de particules au moyen d’une notion deagéesdifférente de celle donnée par
une métrique de I'espace de recherche, afin d’éviter I'agélation de particules. Typiquement,
une topologie circulaire basée sur I'indice des particelstsutilisée : on notg, le sous ensemble
de particules défini par les,, premiers éléments dgj,j +1,...,N —1,N,1,...,5 — 1}. Soit
Ty la meilleure position trouvée par le groupg la vitesse est définie par

G = (¢ — 2}) + cora (2 — 27)
*

£§+1 = 017"/1 (xj — x;) + CQT’Q(ij - :L';) (2.55)

i+1 » i+1 i+1
v;-Jr :uﬁv;—i—ugfr —|—(1—u)£§7L

Algorithme 2 : Optimisation par Essaim de Particules

Données. N, ¢y, ¢, w°, we, imax, p
Entrées: 20

rand : routine de calcul d'un nombre pseudo-aléatoire uniformiesfd 1]

/I Initialisation de la mémoire globale
J* — J(2%)

.77*(—1'0

/I Initialisation aléatoire de l'essaim (positions et vite sses)
Distribution uniforme des positions dafs= B, (2°, p)

9~UD) j=1...N
Distribution uniforme des vitesses daB$ = B, (0, vmax)

W~UD)  j=1...N

/I Evolution de I'essaim
pour i < 0 aimax faire
x* — argmin, ; J(x})
x} « argmin; J(z})
ry < rand ()
ro < rand ()
2 ' ) )
v}"‘ —w'vj +ciry (.rj — acj) + corg(z* — T;)
—~—
inertie mémoire locale mémoire globale

i i+1
«— L .
z; + v

i1
) _
wtl — wiw,

fin

Sorties: z*,J(x*)

Notons que la dynamique de I'algorithme PSO est soumis ainsrparametres qu'il faut régler. On
trouve dans la littérature des valeurs communément wisBar la suite, sauf explicitement modifiées,
on utilisera les valeurs données dans le Tabledu 2.1.



2.4. DIAGNOSTIC DE LA CONVERGENCE

Parametre| Valeur typique

C1 2

Co 2

w? 1.2

We 0.8

Ne 3
Vmax idiam(D)
De 0.05

U 0.4

Ny round (£N)

TAB. 2.1 —Valeurs standards des parametres de I'algorithme PSO.

2.3.4 Hybridation

A partir des méthodes sans gradient et des méthodes de tiesogpeut construire des algorithmes
hybrides afin de bénéficier a la fois des performances en rguhglobale des unes et des performances
en recherche locale des autres. On adopte ici la plus sineglstdatégies qui consiste a réaliser successi-
vement une optimisation globale puis un raffinement par uéthade locale.

2.4 Diagnostic de la convergence

Une maniéere de caractériser la performance d’un algoritimgtimisation numérique est d’étudier
la convergence de la suite minimisante qu'il produit.

2.4.1 Taux et vitesse de convergence
Définition 2.6. On appellee’ = x* — 2* I erreur itératived’une suite{x'} convergeant vers*.
Définition 2.7. Soit{x'} une suite deF convergeant vers*. S'il existeu €]0 1] tel que

il i+1
lim M = lim He H =pu (2.56)

1—00 ||£U17I*H 1—00 ||€Z||

alors i est letaux de convergencknéaire : I'erreur est réduite asymptotiqguement d’'un faat i a

chaque itération. Si _
|
lim e =0 (2.57)
imoe ||t — x|

alors on dit que le taux de convergence sgber-linéaireEn particulier si on &2.57)et si il existey > 0

tel que

[t

lim =u (2.58)

: . @
i—00 ||(EZ — {L*H

poura > 1, alors la convergence est diseiper-linéaire d’ordrev (quadratique siv = 2). En revanche si

Nl e
lim —— =

i—oo |[|at — ¥

1 (2.59)
alors le taux de convergence estus-linéaire
En optimisation on représente plutdt la convergence deite guvers.J* = J(z*). La représentation

de la suiteJ en fonction des itérations comme sur la Figure 2.10 nouselone idée de la performance
itérative d'un algorithme. Cependant, cela ne nous donsaljpadication sur le codt itératif. Il est donc
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FIG. 2.10 —lllustration du taux de convergence de suites.

parfois plus judicieux de représenter la valeur de la famstelle en fonction du temps CPU. Dans le
contexte de I'optimisation de systemes gouvernés par dé% EBst le calcul d'analyse qui domine le
co(t d'une itération. Cela revient a représenter I'évalntile la suite minimisante en fonction du nombre
d’évaluations de fonctionnelle. Pour un algorithme de gnaidcela revient a dire que I'on prend en
compte les évaluations effectuées au cours de la recheechasdoptimal.

On montre dans [54] que le taux de convergence locale de lhoaétde plus grande descente est

linéaire, celui des Gradient Conjugué non-linéaire et dadthode BFGS est superlinéaire, et celui de la
méthode de Newton est quadratique.

2.4.2 Critére d'arrét

Un algorithme de gradient est un algorithme de rechercheu gtationnaire. Un critére de conver-
gence s’exprime donc naturellement en fonction de la nonmsédéenne du gradient : I'algorithme s’ar-
réte dés que cette norme est inférieure a une toléradoanée (voir I'Algorithme 1).

Cependant, dans le cadre d’'un probléme d’optimisation dadola précision du calcul du gradient
peut varier selon la paramétrisation adoptée. Par aillsutsy schéma de différences finies est appliqué,
il est difficile d’établir une tolérance en accord avec lagsi®n du calcul. On préfére utiliser un critére
qui s’exprime en fonction du résidu de la fonction codt :dalithme s’arréte dés que la fonctionnelle
«ne descend plus », c-a-d tant que le résidu absolu

ri=Jgt— gt (2.60)

est plus petit qu’une tolérance fixée. On peut vérifier la reodm gradieng posteriori Si la fonction colt
ne tend pas vers 0 on mesure de préférence le résidu relatif

; Jz _ Jifl

et la tolérance est choisie de I'ordre de la précision magHie critére[(2.62) est un compromis entre les
deux notions de résidu relatif et absolu en fonction de lawadle la fonction codt [45].

r

i Jl _ Jifl

Ty (2:62)
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2.5 Validation des algorithmes et illustration de cas pathologiques

Cette section est dédiée a valider les codes d'optimisationérique et a illustrer leur convergence
sur des problémes standards. On cherche a minimiser untdiod¢ dansR?. On noter = (x; 2)7.

2.5.1 Algorithmes de descente et illustration de la raideur

La fonction deRosenbroclet la fonction dePowell mal conditionnéeonduisent a des probléemes
raides.

Fonction de Rosenbrock

F(z) = (1 — 1)+ 100 (z2 — CL’?)Q (2.63)

— domaine de définition[—2 2]2

point initial : 2° = (—1.2 1)

solution :z* = (1 1)

valeur de la fonction co(t a la solutio* = 0

nombre max d'itérations200

(a)surfacez = F(z1,x2) (b) courbes de niveau, point initi®, solutionl

FiG. 2.11 —Fonction de Rosenbrock.

On présente les résultats a la Figure 2.12 pour les méthadphusgl grande descente (1e ligne), gra-
dient conjugué (2e ligne) et quasi-Newton BFGS (3e ligne}eeme de convergence de la fonctionnelle
(1e colonne), convergence de la norme du gradient (2e cejatrchemin parcouru par la suite minimi-
sante (3e colonne).

Au bout de 200 itérations I'approximation obtenue par lahnde SD parait proche de la solution sans
I'atteindre : la convergence est linéaire avec un taux peatdn 1. En outre, la norme du gradient peine a
diminuer et oscille, comme les positions successives:tieSes observations sont symptomatiques d’un
probléme raide.

La convergence de la méthode CG est bien meilleure : elldastment superlinéaire. La solution
est atteinte en 60 itérations. La norme du gradient convgigerégulierement et le chemin parcouru par
lesz® est beaucoup moins oscillant.

Enfin la convergence de la méthode de QN est trés satisfaisamt observe bien le comportement
d’une suite qui converge superlinéairement. La solutioatsinte en 40 itérations et la norme du gradient
converge de maniére encore plus réguliére.
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(a) SD - fonction objectif (b) SD - norme du gradient
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(d) CG - fonction objectif (e) CG - norme du gradient
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(9) ON - fonction objectif (h) QN - norme du gradient (i) QN - chemin

FiG. 2.12 —Convergence des méthodes de descente : plus grande descenigré8@nt conjugué de Polak-Ribiere
(CG), quasi-Newton BFGS (QN).
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Fonction de Powell mal conditionnée

F(z) = (100002125 — 1)* + (€7 + ™2 — 1.0001)° (2.64)

— domaine de définition[~10 10]?

point initial : 2% = (0 1)

solution :z* = (1.098159 - 10~° 9.106146)
valeur de la fonction co(t a la solution’ = 0

nombre max d'itérations200

10 N
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
(a)surfacez = F(z1,z2) (b) courbes de niveau, point initi#®, solutionl

FiG. 2.13 —« Badly Scaled Powell Function ».

On présente les résultats a la Figure 2.14 pour les méthadphusdl grande descente (1e ligne), gra-
dient conjugué (2e ligne) et quasi-Newton BFGS (3e ligneYeeme de convergence de la fonctionnelle
(1e colonne), convergence de la norme du gradient (2e ce)atrchemin parcouru par la suite minimi-
sante (3e colonne).

Le méme comportement que pour la minimisation de la fona®r Rosenbrock » est observé : la
raideur s’observe par la convergence (trés) lente de ltdlgne SD : au bout de 200 itérations I'approxi-
mation est toujours loin de la solution. La convergenceirétlire avec un taux proche de 1. En outre la
norme du gradient peine a diminuer et oscille, comme legipasisuccessives des.

Ce probléme s’avére encore plus raide que le précédentuteltaconvergence linéaire de la méthode
CG est plus petit et la solution est quasiment atteinte maie@ergence de la norme du gradient est
toujours trés oscillante. L'algorithme s’est arrété autbde 120 itérations (& satisfaction du critére du
résidu absolu).

Enfin la convergence de la méthode de QN est encore la meilieur observe bien le comportement
d’une suite qui converge superlinéairement, la norme ddigré. converge de maniére plus réguliére vers
la précision machine.
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ferations
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(a) SD - fonction objectif
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(d) CG - fonction objectif
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i

(9) ON - fonction objectif

FiG. 2.14 —Convergence des méthodes de descente : plus grande descenigré8@nt conjugué de Polak-Ribiere
(CG), quasi-Newton BFGS (QN).
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(e) CG - norme du gradient
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2.5.2 Algorithme PSO et illustration de la robustesse

Les fonctions dé&oldstein & Priceet deSchwefesont des fonctions multimodales (celleSehwefel
est fortement multimodale).

Fonction de Goldstein & Price

=(z1+22+1)
b= (19 — 14(z1 + x2) + 6z122 + 3(2] + 23))
¢ = (221 — 3xzq) (2.65)
d= (18 32x1 + 48x9 — 362120 + 12:171 + 27x2)

F(z) = (1+ a®b) (30 + *d)

— domaine de deflmtlon[ 2 2)?

point initial : 2° = (—0.5 0.25)

— solution :z* = (0 —1)

— valeur de la fonction coQt & la solutio* = 3
— nombre de particulesi0

— nombre d'itérations 100

/|
/) \ = //"/i'
79 V) 72
R (/
N ) = \\
[/ — DN |
2

-15 -1 -0.5 0 05 1 15 2

(a)surfacez = F(z1,x2) (b) courbes de niveau, point initi#®, solutionl

Fic. 2.15 —Fonction de Goldstein & Price.

On illustre les résultats a la Figure 2.16. On représentenaargence dd’ — J* pour tout I'essaim.
La convergence par sauts de la meilleure position est tgpipul’algorithme PSO. Chaque saut est un
changement probable de bassin d’attraction. Contrairemex algorithmes de descente, I'algorithme
PSO ne produit pas de suite strictement minimisante. Onngmajue lorsque la valeur de la fonction-
nelle stagne, I'inertie est réduite géométriquement. eCfethctionnelle est peu multimodale : I'essaim
converge rapidement vers la solution (90 itérations). @etle montre I'efficacité de I'algorithme sur
un probleme simple.
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(a) fonction colt de I'essaim

(b) réduction de l'inertie

L L L
40 50 60 70

FiG. 2.16 —Convergence de la méthode PSO : évolution des valeurs de la fonctionifodigeliessaim et réduction

conditionnelle de l'inertie.

Fonction de Schwefel

point initial : 2% = (0 0)

n

F(x) = 418,9820n — 3 (mi sin |xi|)

i=1

domaine de définition[—500 500]2

solution :z* = (420.9687 420.9687)
valeur de la fonction codt a la solutio* = 0

nombre de particulesi0
nombre d'itérations 250

2000
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1000 “ - ® ‘ . ‘ 100l
° - - e of

0 ' ~» b A
-100

500 v

v

500 500

(a)surfacez = F(z1,x2)
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\‘ ‘ ' < 200
0 v «* \

D © e

(2.66)
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400 b

300

v 200

300

-400

© @

T

-500 L L
-500 -400 -300 -200 -100 0 100 200

(b) courbes de niveau, point initi®, solutionl

FIG. 2.17 —Fonction de Schwefel.

On illustre les résultats a la Figure 2118. Ce probléme estibeup plus difficile car il posséde de
nombreux minima locaux. Lorsque les valeurs de la fonctiofit cle I'essaim sont réparties, I'espace
est exploré, lorsqu’il tend vers la meilleure valeur c’esedout I'essaim a tendance a converger vers la
meilleure particule dont la localisation a peu changé. Oseole qu'il faut plus de 150 itérations pour
gue I'essaim converge. Le saut vers la 110e itération egjugpd’'un changement de bassin d’attraction.
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(a)fonction colt de I'essaim (b) réduction de l'inertie

FiG. 2.18 —Convergence de la méthode PSO : évolution des valeurs de la fonctionifoligelessaim et réduction
conditionnelle de l'inertie.

2.5.3 Probleme inverse sur la puissance rayonnée

Les problémes inverses sont des exercices pratiques datiahi des méthodes pour le traitement de
problémes concrets. Par exemple, on montre ici un cas dewoafion d’'une antenne par rapport a un
diagramme en puissance

1 2 t 2\? 2
7S =5 [, (DI = lu(s', DIF) ds (2.67)
ou St est la forme cible donnée par la géométrie d’une antenneusorfPour illustrer le fait que ces

problémes sont a la fois soumis a des problémes de raidearmtillimodalité on représente la fonction
co(t en fonction de deux parameétres de déformation a la &@do.

-0.02

-0.06

-0.06 -0.04 -0.02

(a)surfacez = J(z1,z2) (b) courbes de niveau

FiG. 2.19 —Représentation de la fonctionnelle paramétrique de forme autour de la sotitiprobléme inverse en
fonction des points de contréle FFB; et P». Le degré de la paramétrisation est= 2, on a fixéP, = 0. La forme
initiale est la forme cibles® = S* de telle sorte que la solution est obtenue pdus= (0 0 0)”.
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Conclusion

Dans ce chapitre on a exposé les généralités concernatitiisgtion numérique de forme. Dans un
premier temps on a rappelé les résultats fondamentaux detéasation d’'un minimum local dans le
cadre d’'un probléme d’optimisation en dimension finie. Ayaaopté une approche paramétrique pour la
représentation de la géométrie, le probléme posé se rdflatieement a un probléme en dimension finie.
On a alors introduit les paramétres d’optimisation dansoletexte de I'optimisation de la forme d’'une
antenne a réflecteur. En particulier on a introduit une patasationFree-Formainsi qu'une approche
de déformation des surfaces réguliéres par un champ normal.

Dans un second temps on a présenté les méthodes d’'optomisatmérique. Les codes développés
ont été validés sur des fonctions modeles. Dans le cas desdeStde descente, on a pu observer que les
taux de convergence numeériques sont en accord avec lesdawpndergence théoriques.

Dans ce contexte on est en mesure de résoudre numériqueesgrothlémes de conception optimale
de la forme d’'une antenne a réflecteur. On s’attache dansdisdhapitres suivants a développer et
expérimenter des approches multiniveaux dans le but deopes’une part des méthodes robustes et
d’autre part des méthodes dont la convergence est plusrgpidvec les méthodes classiques.
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Ce chapitre a deux objectifs : rappeler les caractéristigassentielles des algorithmes multigrilles ;
en paralléle, a l'aide d’'un probléme modeéle, montrer controes algorithmes peuvent étre étendus a des
problémes d’'optimisation de forme. Dans le chapitre suiearjustifiera en quoi le probléme modéle est
représentatif des problémes raides pour la conceptiortatiae.
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3.1 Etatde I'art et enjeux

Les méthodes multigrilles (MG) pour la résolution d’'EDP @té largement étudiées par le passé.
Introduites par Fedorenko [40, 41] pour la résolution déjiFmes linéaires comme I'équation de Poisson,
elles sont utilisées aujourd’hui pour la résolution de gsanystémes non-linéaires avec des approches
de typeFull Approximation Schem@AS ou Newton [14, 49, 101, 29, 16]. A l'origine basées sur une
hiérarchie de représentations géométriques, elles orététdues a une approche purement algébrique
(AMG) [81]. Plus récemment, des méthodes ont été propossextargir les multigrilles au contexte de
I'optimisation de forme appliquée a des systémes gouvgragses EDP. Parmi celles-ci on trouve les
méthodes ditesne-shotl'algorithmeMG/Opt ainsi que des méthodes d’optimisation paramétrique [63].
Dans un cadre plus général d’optimisation multiniveau, ote @galement les travaux [53]. On trouvera
une bibliographie compléte dans [12].

La stratégieone-shotconsiste a rassembler dans un méme systeme les équatitatset’'&s condi-
tions de stationnarité de la fonction codt. Le tout étant-l@aire, une stratégie MG de typé&\Sou
Newton est appliquée pour résoudre le systeme enrichi 515,684, 33, 98]. Lorsque I'équation d’'état
est linéaire et résolue par une méthode directe, comme iciel&t cas, cette stratégie ne s’avére plus
pertinente.

L'algorithme MG/Opt [70, 56, 57] est un algorithme d’optimisation de forme dépglé par Nash
et. al inspiré par 'algorithmeFAS Il est basé sur la hiérarchie des espaces d’approximagda #a-
riable d’état. Ces espaces d’approximation reposent gémaent sur un maillage (comme par exemple
les fonctions de base d’'une méthode d’éléments finis). Baikgfonction colt dépend de I'état, & chaque
finesse de maillagk correspond une approximation de la fonction cdgtEn d'autres termes, une hié-
rarchie d’espaces d’approximation de I'état implique uigedrchie d’approximation de la fonction codt,
et ce quel que soit le type de contrdle adopté (appr@&i@-freeou approche paramétrique indépendante
du maillage). Afin d’assurer la consistance de la fonctionidimiser entre deux niveaux d'approxima-
tion, une stratégie de tygeASest adoptée : une direction de descente sur un niveau gressedors une
direction de descente sur le niveau fin.

Dans ce chapitre on s'intéresse aux stratégies qui potterd Riérarchie des variables de conception
dans un contexte d’'optimisation paramétrique. Ici la fireBsmaillage pour le calcul de I'état reste fixée
au cours des itérations. Ainsi, un espace grossier pargmétne change pas le calcul de la fonction co(t.
On verra dans le chapitre suivant que la raideur numériqueedains problémes concrets peut étre due
a la dimension de I'espace de recherche. Par conséquentétlesdas itératives telles que les méthodes
de descente deviennent moins efficaces. Pour illustrer éaquhéne et construire des algorithmes effi-
caces on considere ici un probleme modéle géométrique nakogie aux méthodes MG ditealeson
propose différentes stratégies a deux niveaux dont oneéétadayon spectral afin de montrer si le cycle
améliore la convergence ou non (si le taux de convergencgde est indépendant de la dimension de
I'espace de recherche ou non). Chacune des stratégiesisgerada définition d’un opérateur de transfert
qui généralise I'élévation du degré.

3.2 Définition d’un probleme modele géométrique

On considere le probléeme géométrique de meilleure appmtiam « en moyenne » d’'une fonction
dans un sous-espace de dimension finie. On verra que ce m®@Blapparente étroitement au probléme
de Poisson-Awu = f qui est le probleme modele typique des méthodes MG linéaires

Dans les sections qui suivent on ndig I'espace de Hilbert des fonctiords, sur I'intervalle [0 1]
telles quef(0) = f(1) = 0 muni du produit scalaire usuel dahs

1
(f.9) = / F(Hg(ydt (3.1)
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et de sa norme associée "

1l = V) = (/ HORONE (3.2)

3.2.1 Probleme de meilleure approximation

Soitz une fonction def{, et F' un sous-espace dé,. La meilleure approximation dé dansF' est
I'élémentu € F' qui minimise la normd.,, de la différence entre et la ciblex, soit

. 1 2 Lt <012

min () = 5 lu =l = 5 [ fute) ) . (3.3)

J est évidemment continue, différentiable et quadratiqeaé¢donvexe). Soif sa différentielle

1
(G(u), ou) = (u — u,du) = / (u(t) — a(t))ou(t)dt, YoueF (3.4)
0
et’H le hessien )
(H(u)du, dvy = (du, dv) = / du(t)dv(t)dt, Vou,dv e F (3.5)
0

Puisque” est quadratiqué{ ne dépend pas deet est défini positif : pour tout on a(H (u)du, du) =
[6u® > 0.

3.2.2 Fonctionnelle paramétrique

Comme détaillée au chapitre 2, I'approche paramétriqusistina définii: dans un espace de dimen-
sion finie. Soit{uy, }7_, une famille libre de,. L'espaceF’ = vect{. .., us, ... } €stun sous-espace de
H, de dimensiom (ou de degré:. — 1 pour les espaces polyndmiaux).

On noteu[z] la fonction deF dontx € R™ est le vecteur des coefficients dans la basg}_,, c-a-d

ul)(t) = wxun(t). (3.6)
k=1

Si on injecte cette représentation dans](3.3) on obtient

2

1|l n
YueF, J(u)= 1/ > wpun(t) — at)| dt. (3.7)
2Jo i
On en déduit la fonction codt paramétrique définielRUr.
J(x) = T (ulz]) (3.8)

qui est simplement I'expression de la fonctionnédlle (3.&firde sur le sous-espade en terme des va-
riables de conception. Etant donné un sous-espaegil existe une infinité de bases ; un méme probléme
peut donc conduire a des formulations différentes de latfoncelle paramétrique. On verra que le choix
de cette base peut étre critique du point de vue des proprnét@ériques qui en découlent. Plus précisé-
ment, la convergence d’une méthode de descente peut dexérimement lente a cause d’un mauvais
conditionnement de la matrice hessienne.

Le gradient de J est

G(z) = | (Gulz]),ur) |, (3.9)
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et le hessiedd

Hir) = | (Mlauew) | (3.10)

On peut reformuler plus simplement la fonctionnelle paraimée sous la forme classique

J(x) = %xTHx bz +ec (3.11)
oub, = (4, uy) etc = 3 ||a||2. Notons queH est toujours définie positive pour les mémes raisonsigue
est définie positive. Dans ce cas, la condition nécessaidialité G(x) = 0 & Hx — b = 0 est une
condition suffisante pour caractériser le minimum glob&s®&udre le probléme (3.3) est donc équivalent
a la résolution du systeme linéaifer = b. On étudie désormais les propriétés numériques du hegkien
dont les éléments;,; sont

1
hkj :/O uk(t)uj(t)dt (312)

dans une baséu}}_, particuliére. Par la suite, on réfere ce probléme en tantpgabléme modeéle
d’optimisation de forme.

3.2.3 Application a la paramétrisation P1

On considére un espace d’approximation linéaire par marcé&léments P1) comme espace d’ap-
proximation dei. Cette paramétrisation dépend de la discrétisation duastifipl] de la fonctionf. Soit
75, une discrétisation uniforme de l'intervalle 1] : ¢, = kh, h = %ﬂ k=0,...,n+ 1. Les fonctions
P1 (voir Figure 3.1) sont définies par

Bt teftpoity] k>0
up(t) =9 254t ety ty] k<n+1 . (3.13)
0 t ¢ [tp—1 trt1]

k-2
FiG. 3.1 —Eléments P1 sur l'intervalle [0 1].

Le support local des fonctionsg, implique que la matrice hessienne, nofég a une structure bande.
Avec une approximation linéaire la largeur de bande est de 3 :

2

7 ()

hijk = 2fy () dt =
h

o (L—7)dt

j=k=0j=k=n+1
O<j=k<n+1 . (3.14)
j=k+1,j=k—1

olzw|Rwlz
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On adoncH;, = 4B avec

B= € R™™ (3.15)

ou on a appliqué les conditions aux limites de Dirichlet{@;&n a ignoré les fonctions, etu,,1).

B est une matrice réelle symétrique. Elle admet donc une dalgation orthogonal® = QAQT
avec des valeurs propres réelles. En oudtrest strictement a diagonale dominante. D'apres le théoréme
de Gershgorin le spectre dg est tel quesr(B) C [2 6]. Par conséquent le nombre de conditionnement
de B est borné pak. < 3, quelle que soit la dimension de la discrétisation.

On étudie désormais le spectre BePour cela on rappelle I'équation bien connue de Poissoen 1

Relation avec I'équation de Poisson

L'équation de Poisson 1D sur l'intervalle ferrfié1] avec conditions homogénes de Dirichlet est
—u’(t) = f(t) te€]ol]
{ w(0) = u(1) = 0 (3.16)
On considére le schéma centré de différences finies (3.1f)gpprocher la dérivée seconde.

, —u(t —h) +2u(t) —u(t+h
—u(t) = (t=h) hQ() ( )+O(h2). (3.17)
En appliguant cette approximation aux ncetiddu maillage uniformeZ;, on obtient le systéme linéaire
Apup, = fr 0l

1
Ap= —A=— € R, (3.18)

(un)k = u(te) €t(fa)x = f(tr).

Comme poumB, A est réelle et symétrique et admet donc une décompositibngwhaled = STIST
avec des valeurs propres réelles. De plus, toujours d'dptégoréme de Gershgorin, le spectreAlest
tel ques(A) € [0 4].

Les deux problémes modeélés (3.3) et (3.16) conduisent aigraes linéairedl,x = by, et Ajuy, =
fn respectivement. On a vu qué, = %B etA, = #A ou A et B ne dépendent pas de la discrétisation.
Il est trivial de vérifier que les deux problemes sont liéslpaelation

B=6I—A. (3.19)

Avant d’aborder le traitement numérique de la résolutionsiestémes, discutons de la structure spectrale
de A etB.

Analyse spectrale
D’aprés[(3.19), la décomposition spectrale/glest déduite de celle dé :

Q = S (3.20)
A = 6I-TI (3.21)
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Les deux matrices ont la méme base orthogonale de vectapepr Supposons sans perte de généralité
que les valeurs propres dg notées., sont ordonnées de maniére croissante

0< g <-o- < pp <4, (3.22)
alors les valeurs propres dg& notées\;, sont
A=6—pur = 6>A>--->\,>2 (3.23)

c-a-d, les valeurs propres, sont ordonnées en sens inverse degt sont translatées.

La diagonalisation ded est bien connue (voir [29, 28] par exemple) :Si est le vecteur propre
associé au, on a

Sk = V2h | sin(jkmh) |, pr =2 —2cos (krh). (3.24)

Remarque On remarque que les spectres deet B sont bien dans les intervalles donnés par le théoréme de
Gershgorin. Par ailleurs, les inégalités (3.22) et (3.23) étant strictessafB) < 3.

Remarque S est a la fois symétrique et orthogonal, dafie= S7 = S~*.

Les vecteurs propres sont les modes de Fourier discref, guoir Figure 3.2). Le coefficieny/2h est
un coefficient de normalisation. A chaque vecteur propressocie le paramétre de fréquerge= krh.
On appelle les modes drute frequencéHigh Frequency, HF) les vecteurs proptgstels qued, > 7
et les modes dbasse frequencgow Frequency, LF) ceux qui vérifiedf, < 7.

En utilisant la terminologie introduite ci-dessus, lesxiptoblémes se distinguent par leur structure
spectrale de la maniére suivante : les modes LF sont associ@gleurs propres les plus petites dans
le cas du probléme de Poisson; ils sont associés aux valeypsep les plus grandes dans le cas du
probleme de meilleure approximation. Symétriguementiedes HF sont associés aux valeurs propres
les plus grandes dans le cas du probléeme de Poisson et aursvatepres les plus petites dans le cas du
probléeme de meilleure approximation (voir Figure!3.3).

Par conséquent, les opérateurs linéaitgset H;, ont des propriétés de lissage opposées : le produit
d’'un vecteur par I'une de ces matrices amplifie les modegspondant aux plus grandes valeurs propres,
c-a-d les modes LF ou HF selon le probléme. A la maniére de [6# méthode simple pour illustrer
numeériquement qu’un opérateur linéaivé est un lisseur (ou un « anti-lisseur ») est d’'observer lastran
formée de Fourier discréte (DFT) des vecteurs de Kryfox Mz pourz quelconque (non nul dans la
direction de chaque vecteur propre). Un exemple est donad-gyliré 3.4 avec les matricelset B : en
accord avec leur structure spectralg (resp.H;) amplifie les composantes HF (resp. LF)ade

La connaissance analytique du spectreRlaous sera utile par la suite pour I'étude de la conver-
gence de schémas bigrilles idéaux. En anticipant sur la,soit réalise déja qu’une stratégie multigrille
classique pour la résolution du probléeme modéle d’optitrasade forme ne fonctionnera pas. En effet
nous manquons d’'un opérateur de lissage. Pour précisereckoguentend palisseuron revient sur les
méthodes itératives de base en faisant un paralléle emtoériede vue de I'optimisation (voir section 2.3)
et le point de vue de la résolution de systémes linéaires.

Remarque Les méthodes MG sont efficaces pour la résolution de systemes raidiesprobleme de meilleure
approximation dans la paramétrisation P1 est trés bien conditioiné<( 3). A la sectior 3.5 on généralise ce
probléme a d’autres paramétrisations dont on étudie numériqguemeintidtuse spectrale. On verra alors que le
conditionnement explose avec la dimension.
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FiG. 3.4 —Vecteurs de Krylog’ etqh ot ¢y = ¢% = v, = by, est un vecteur aléatoire et = 64. La DFT
du vecteur initial ne montre aucune répartition en fréquence particuligpee#une itération les modes HF dg
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3.3 Méthodes itératives de base

Soit M une matrice réelle s.d.p. de dimensioptb un vecteur quelconque @&*. Dans cette section
on considere le systeme linéaire
Mz =1b (3.25)

qui est équivalent au probléme de minimisation sans conési

~ _ 17 T
Inin J(x) = 5% Mz —b" x. (3.26)

3.3.1 Rappels sur la convergence d’une itération linéaire
Soit la suite{x*} générée par l'itération linéaire
' =Ga' 4 ¢ (3.27)
pourz® donné .G est appelée lmatrice d’amplificationLe rayon spectrap d’une matrice carréé’ est
p(G) = max|g;] (3.28)

ou lesg; sont les valeurs propres d& Une condition nécessaire et suffisante pour que la suig)y3.
converge est que(G) < 1. Par ailleurs sG est inversible (don¥i g; # 0 nécessairement), alofs— G
est inversible.

On suppose désormais qéeest inversible et que(G) < 1. La limite 2* de la suite[(3.27) est le
point fixe (théoréme du point fixe de Banach) :

*=Gr*tecerr=(1-G)"'c (3.29)
Lerreur itérativee! = z¢ — z* satisfait donc
et = Gget (3.30)

ce qui signifie que l'itération linéaire (3.27) est équivakea 'amplification (ou amortissement) de I'er-
reur parG.

Supposons qué’ soit diagonalisable. On not@ = TT'T~! ot est la matrice diagonale avec
0 < |g1] < -+ <|gn| < 1. Les colonnes d& sont des vecteurs propres associés aux valeurs prgpres

On adonc ) )
T71€’L+1 _ FT71€’L

Gt i (3.31)
ot Te % e?, c-a-de! est I'erreur itérative dans la base moddle Une itération correspond donc a
I'atténuation de I'erreur d’un factely, | dans la direction du mode correspondant

62“ = grer. (3.32)

Les coefficientgy, sont appelésoefficients d’amortissememhieur valeur absolue peuvent étre interprétée
comme des taux de convergence linéaire par composante end@alaux de convergence global d'une
itération est donné par le rayon specigat-a-d le coefficient d’amortissement de plus grande aogit

On examine désormais des méthodes itératives pour résnatteeprobléme de deux points de vue
différents : comme un systéme linéaire (3.25) (méthode d@Jacobi) ou comme la minimisation d’'une
fonctionnelle quadratiqué (3.26) (méthode de plus gramsgeehte). On explicite leur matrice d'amplifi-
cation.
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3.3.2 Itération de Jacobi

La méthode de point-Jacobi (ou de Jacobi) est la méthoaeitér
=T - D 'M)z" + Db (3.33)

ou D estla partie diagonale de . SoitT > 0 un paramétre de relaxation. Litération de Jacobi génsgali
est
gt =(I—-7D'M)z'+7D""b (3.39)
soit en terme d’erreur itérative } }
et = (I —tD7 ' M)e'. (3.35)

En outre, on suppose sans perte de généralité que le prohl@&téepréconditionné au préalable par
l'inverse de la diagonale d&/ de telle sorte qu® = I (procédé de « mise aI'échelle »). Alors la matrice
d'amplification d’une itération de Jacobi est

G,=1—1M. (3.36)

Plus généralement, aprésitérations de Jacobi pour les coefficients de relaxatignj = 1...k, la
matrice d’amplification s’écrit
Gr=I—-mM)---(I -7 M). (3.37)

Les coefficients; peuvent étre choisis de maniere optimale afin de réduire awntierreur dans la
direction des modes correspondant & un sous-ensemble cuesfigette méthode est connue comme la
méthode de Richardson ou encore comme la méthode d’adiéféda Tchebychev.

3.3.3 Accélération de Tchebychev, méthode de Richardson

Soit A une valeur propre d&/ (on rappelle que\ > 0); si le paramétre de relaxation de (3.34) est tel
quer = % alors la composante de I'erreur dans la direction du modespondant a cette valeur propre
est annihilée en une itération. Par conséquent, si on pread)\;, « = 1...n successivement alors la
solution est atteinte en itérations.

En pratique le spectre d& n’est pas connu (sinon le probléme est résolu!). De manléamative,
supposons gqu’un sous-ensemblesd@/) est inclus dans lintervalléz ], 0 < a < b. On considere:
itérations de relaxatiotk < n), soit

etk = (I —meM)--- (I =T M)e'. (3.38)
Les paramétres de relaxation optimaux pour I'intervallé] sont ceux qui minimisent le rayon spectral
deG = TI*_,(I — 7;M). Cela revient & trouver les; qui minimisent la norme infinie du polynéme
P(\) =15, (1 —7)\) ol € [ab].
SoitT}, le k¢ polyndbme de Chebychev &t i = 1. ..k, ses racines. On peut montrer que le polyndme

optimal a pour racineg; = ”Jga + ’7‘7‘1& et que les parameétres optimaux sont leurs inverses Hi
Une preuve est donnée dans [29].

3.3.4 Méthode de plus grande descente

Le gradient de la fonction (3.26) est
VJ(x)=Mz—b. (3.39)
L'application de la méthode de plus grande descente pouritamisation deJ donne litération
linéaire suivante
=2t — 7V J(2Y)
=a2' — 1(Mz' —b) (3.40)
= (I —71M)z" +7b
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ou le pas de recherche linéaireest soit fixé soit donné par une procédure de minimisatioarig e la
direction de descent®/ =" — b.

Ainsi, une itération de la méthode de plus grande descenteéige vue comme une itération de
Jacobi avec paramétre de relaxatiosi le probléme a été mis a I'échelle au préalable (c-a-d lgatiale
de M est I'identité). Par conséquent la matrice d’amplificatsh équivalente a (3.36) pour une itération
et a(3.37) pouk itérations.

3.3.5 Préconditionnement par une méthode de type quasi-Newrt
On a vu qu’une itération de quasi-Newton s’écrit
™t =2 — (BT V J(2) (3.41)

ou B! est le hessien approché par la formule BFGS par exemplagditslonc d’une itération de Jacobi
préconditionnée.

On suppose que’ = 1 (cette condition est nécessaire pour obtenir un taux descgance superli-
néaire). Appliquée au probleme quadratique (3.26), on a

o =2t — (BN (M —b)

L , - (3.42)
= (I — (BY M)z + (B) b
En terme d’erreur itérative, pouritérations, cela s'écrit
e = (I — (BTFH7IM) - (I — (BY) ' M)e'. (3.43)

Autrement dit, une itération de la méthode de RichardsoB8f3peut étre vue comme une itéra-
tion de QN ou le hessien est approché par la matrice diagd¥alét’ = y;1, j = 1...k telle que
(Bi=1Hi)=1 = %I =7;1.

J

3.3.6 Fonction d’amortissement

Revenons aux problémes modeles initiaux. On a vu I'équinaal’une itération de Jacobi et d'une
itération de plus grande descente pour lesquelles on alddatméme matrice d’amplification. Appliquée
aux problémes modéles, on en déduit les coefficients d'asserhent.

Dans un premier temps on met a I'échelle les systemes legaira-d

D' Apfa =Dyl op (3.44)
Dnghxh = Dglbh (345)

On en déduit les matrices d’amplification

Gr=1-374A (3.46)

GE=1-1B (3.47)
Les deux matrices sont diagonalisables et les coefficiéatsattissement sont

ot =1-3m, (3.48)

gf =1— Tk (3.49)

En rappelant que les vecteurs propres sont les modes deeFdistiret, on représente a la Figure 3.5
la fonction d’amortissement, c-a-d les coefficients d'aiiseement en fonction des paramétres de fré-
quence, pour plusieurs valeursdéon observe donc les taux de convergence en fonction deqadrice
du mode). Les fonctions d’amortissement sont des fonctiomsotones du parameétre de fréquence : elle
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factor

05
0.3333

-0.3333
-0.5

decay factor

-=T=12
—_—1=2/3

- = =7=1

64

(a) Poisson equation

I
128

mode frequency

I
192

factor

decay factor

-0.5

-
[—

m— 1=4/5

== =7=1

(b) best approximation

I
128

I
192

mode frequency

255

FiG. 3.5 —Fonction d'amortissement d’'une itération de Jacobi (ou de plus graledeente) pour différentes valeurs
du parametre de relaxation et pourn = 255.

est décroissante dans le cas de I'équation de Poisson stanté dans le cas du probléme d’optimisation.

Pourvu que les coefficients soient compris dans I'inteejall 1 1], le paramétre de relaxatianpeut
modifier le comportement de la convergence. Idéalemenidriit optimiserr de telle sorte que le rayon
spectral soit minimisé. Cependant, un probleme raide ¢eléel’équation de Poisson discréte est caracté-
risé par un rayon spectral proche de 1 quelle que soit la vdket. Il est donc plus pertinent d’optimiser
T sur un sous-ensemble de I'espace plutbt que I'espace ttet.¢tar la suite on distingue I'espace d’'ap-
proximation (ou espace de recherche) en deux sous-espaugi€raentaires : I'espace généré par les
modes LF et I'espace généré par les modes HF, identifié régpment par les sous-ensembles d’'indices
I r etIgr (en supposant gue est impair)

n—1 n+1
ILF—{lv"'v 5 } IHF—{ 5 7'",”}-

Dans les sections qui suivent on fournit les valeurs opesidler qui minimisent I'un des critéres
suivant

(3.50)

p=_max |[g] (3.51)

pLr = max |gi|
k€lLrUlpF kEILF|

pHFP = max g%

en accord avec le probléme considéré.

Parameétre de relaxation optimal pour I'équation de Poisson

Tout d’abord notons que la méthode convergerssst compris danf) 1]. On assure ainsi que les
coefficients d’amortissement satisfdpf' | < 1.

Pour toutr dans|0 1], les coefficients LF sont positifs. Puisque la fonction dbatissement est mo-
notone décroissante par rappo#,de coefficient de plus grande magnitude gbt= 1 — 7 + 7 cos Th =
1 — O(h) qui est minimum pour- = 1, impliquantp,» = cos7h. En d'autres termes l'itération ne
peut pas étre efficace sur I'espace LF a moins/gaeit assez grand (c-a-d une paramétrisation avec peu
de degrés de liberté). Puisqueest nécessairement supérieur ou égala (ici p = prr) il N'est pas
judicieux non plus d’optimiser globalement.

En revanchey peut étre optimisé pour minimiser; 7. En ce sens la valeur optimale est= %
pour laquelle le plus grand coefficient est obtenukesn ”7“ et égal ag. Il est important de noter que
cette valeur est indépendante de la taille du mailfageans la terminologie multigrille cet opérateur est

1rétude de la méthode de Jacobi appliquée a I'équation desGisst un probléme bien connu ; on rappelle les résultats dans
un souci de comparaison avec le probleme d’optimisation.
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appelélisseur puisque qu'il réduit efficacement (optimalement) les madésde I'erreur. Le lisseur est
également appeleolution operatordans la littérature anglophone.

Les coefficients d’amortissement sont alors
1
g = 3 (14 2cos(kmh)) (3.52)
Le rayon spectral correspondant dtérations de Jacobi est donc donné par

p(G;) = 3% max|(1+ 2cos(kmh))"|

1 n
=30 (ml?x 1+ 2cos(k7rh)) (3.53)

= 3% (1 + 2cos(mh))"

Parametre de relaxation optimal pour le probléme inverse doptimisation de forme

Dans ce cas la convergence de la méthode impose go# compris dan$0 %] (autorisant ainst a
étre un parametre de sur-relaxation). La principale diffée avec le probléeme précédent est gyeut
étre optimisé pour I'un ou l'autre des sous-espaces corgsdéF ou HF. Cette propriété est due au fait
gu’aucune valeur propre dé n’est proche de O.

D’un point de vue global, le parameétre optimal qui minimisest obtenu pour = 1 et donnep =
%cos(wh), qui est dépendant du maillage bien que borné supérieutepaeé. Cela définit I'itération
qui a le plus petit taux de convergence lin€aire. Sur le sspsce HF, la valeur optimale egtr =

L(2cos(wh) — 1) et atteint poutr = %, qui est aussi dépendant du maillage et borné supérieutgraen

i

3

On supposera toutefois qu’aucune de ces configurationserigisageable. On justifie ce choix pour
deux raisons : d’'une part on cherche a développer une méidédie dont le taux de convergence est
indépendant du maillage, ce qui n'est pas possible si ndisseur » I'est; d'autre part, dans d’autres
paramétrisations, telle que celle de Bézier-Bernsteipydbléeme est raide (la plus petite valeur propre
tend vers 0, voir [30]) et pour lequel aucun paramétre dexatian ne peut améliorer de maniére signifi-
cative la convergence sur I'espace HF. Cela est bien iumtmériquement a la section 3.5.1. Cependant,
puisque nous n'avons pas de forme analytique du spectre, rlons est pas possible de conduire une
étude rigoureuse de la convergence des schémas idéausgsopo

Dans ce contexte on cherche a minimiggf- (le solution operatorest alors un boanti-lisseu). La
valeur optimale espy,r = % (qui est bien indépendant du maillage) et obtenue po:ur%. On a alors

1
gP = £ (1 —2cos (krh)) (3.54)
Ainsi, le rayon spectral de la matrice d’amplification éqénte an itérations de Jacobi est

p(GE) = % max |(1 —2cos(krh))"|

1 n
o <m}§xx 1 — 2cos(k7rh)|> (3.55)

1 n
== (1 + 2cos(mh))
Influence de la taille du maillage sur le rayon spectral

Il estintéressant d’observer le comportement du rayontsgdete la méthode itérative de base lorsque
la taille du maillage diminue afin de comparer ce résultat dee méthodes hiérarchiques des sections
suivantes.
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Lorsqueh — 0 on acos(mh) — 1. Donc, le rayon spectral de chacun des problémes a la ptéprié
suivante )
p(G) = 3z (14+2)" =1 (3.56)
ce qui signifie que la méthode tend vers une méthode qui neemmyas, alors que

p(GF) — <§)n (3.57)

ce qui signifie que dans le pire des cas la méthode convemgauts.

A la section suivante notre but est de montrer comment cétaépeut étre amélioré dans le contexte
de l'optimisation de forme en s’appuyant sur les démoristiatdu probléme de Poisson. Par améliorer
on entend trouver un cycle idéal dont le taux de convergesteles petit que la valeur limite (3.57)
et indépendant de la taille du maillage Les résultats nous permettrons de construire des steatégi
multiniveaux non-linéaire pour I'optimisation d’antenne

3.4 Algorithmes multigrilles

La popularité des méthodes MG repose sur deux propriétésle {hux de convergence est indé-
pendant du maillage ; (2) la complexité de I'algorithme gdtroalement proportionnelle a la tailledu
maillage.

Dressons ici brievement les concepts de base des MG (vairl[2H pour une présentation appro-
fondie). Premiérement admettons que nous sommes pourvasmhillage que nous appelomsillage
fin. L'espace d’approximation qui repose sur ce maillage p#at\dl comme la somme directe de deux
sous-espaces en somme directe : un espace basse fréquemesace haute fréquence. Lefficacité des
MG pour la résolution numérique d’'une EDP repose sur la cémphtarité de deux méthodes :

1. une méthode itérative simple (Jacobi, Gauss-Seidel, 8@R réduit efficacement les composantes
HF de I'erreur : lelisseur(voir section 3.3) ;

2. des opérateurs de transfert entre le maillage fin et deages grossiers (a définir) sont utilisés
pour représenter ce qu'il reste de 'erreur dans le souagsspF ; on cherche alors a réduire ou
annihiler les composantes LF de I'erreur : c’esttarection de grille grossiérg¢ou Coarse Grid
CorrectionCGC).

Les cycles MG sont composés de phases de relaxation (ljsshde phases de correction de grille
grossiére. Sur le maillage fin on a vu que le rayon spectraisseur est dépendant du maillage, a cause
de son inefficacité a réduire les modes LF de I'erreur. Enrrelva il est indépendant du maillage sur la
partie HF. Dans un second temps les modes LF de I'erreur semréprésentés sur un maillage grossier.
Relativement a ce maillage grossier les modes de plus h&étpseences deviennent les modes HF du
nouveau probléme. De nouveau, le lisseur peut étre apptiguée nouveau maillage afin de réduire
efficacement (c-a-d avec un taux de convergence indépeddanaillage) I'erreur dans la direction des
modes HF nouvellement définis. En outre, le colt de calcuisdadie est plus faible puisque la taille du
maillage est plus petite. Ceci peut étre répété récursimese des maillages de plus en plus grossiers.
On suppose que le nombre de d.d.l. sur le dernier niveau st gtit pour que I'on puisse résoudre
exactement le probleme (par exemple a I'aide d’'une méthaeetd). Dans ce cas l'algorithme est dit
idéal.

Un cycle MG peut étre vu comme une itération linéaire. Rigosement, on étudie I'efficacité du
cycle en analysant le spectre de la matrice d’amplificatmuiv@lente au cycle. Un cycle bigrille idéal
est suffisant pour montrer que le taux de convergence eshdaptou non du maillage. C’est le but de
cette section.

L'équation de Poisson est le probléme standard typique dediMdaires. En effet, la structure spec-

trale du probleme discret est telle que le transfert du téaidne grille grossiére est exact (car les modes
propres sont les modes de Fourier discret) ; en 1D, la métledacobi est un bon lisseur pour la moitié
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supérieure du spectre (HF). Dans le cadre de I'optimisai®ifiorme ces propriétés ne sont pas immé-
diates. Dans le cas particulier du probléme de meilleurecqapation en norme., dans I'espace des
fonctions linéaires par morceaux, le transfert est égatéreact (les modes propres sont également les
modes de Fourier discret). Malheureusement la méthodecdeiJ@u de plus grande descente) n'a pas la
propriété requise de lissage. Au contraire on a vu qu’elle bahne propriété d'« anti-lissage ». On peut
donc douter de la pertinence d’'une méthode MG classiquatitrgment la restriction du résidu sur une
grille grossiére ne semble pas utile puisque le probléma déja été bien résolu sur I'espace grossier.
On démontre cette assertion de maniére rigoureuse en Btlglimyon spectral d’'un cycle bigrille idéal.
Par la suite on examine deux opérateurs de transfert alifsrpaur pallier ce probléme, pour lesquels on
conduit une étude similaire des cycles idéaux nouvelleméfinis.

3.4.1 Opérateurs de prolongement et de restriction

Soit deux grilles7;, et 75, comme définies a la section 3.2.3 avec respectivemesttn’ nceuds
intérieurs (voir Figuré 3.6). On les appelle grille fine eillgrgrossiére. Supposons que la dimension du
probléme est = 27 — 1 sur la grille fine e’ = 2P~ — 1 sur la grille grossiére poyr > 1. Dans ce cas
on a larelatior2n’ + 1 = n, ce qui revient a dire que la taille de la discrétisation awgrille grossiere:’
est deux fois plus grandeé = 2h. On cherche a résoudre les systemes linéalsgsg, = f,, et Hyz = by,
sur la grille fine7},.

T, . . . . - >

T, — e e e & e e . . .

0 t2(N’+1)
FiG. 3.6 —Discrétisations finé;, et grossiéreZzy,.

Tout d’abord on définit des opérateurs de transfert entregdiies : un opérateur de prolongement
P : T3, — T;, et un opérateur de restrictioR : 7;, — 73;,. Puisqu’on a considéré des conditions aux
limites de Dirichlet, on ne considére que les nceuds int&idune fois que ces opérateurs sont définis,
on distingue deux définitions d’un sous-probléme sur ldeggtossiere :

— Approximation de Galerkin (Galerkin Coarse grid Approxgition, GCA) : la matriced’ de la
grille grossiére est obtenue par projection de la matricendgille fine en utilisant les opérateurs
de transfert, soitd’ = RA,P;

— Approximation discréte (Discrete Coarse grid Approxiimat DCA) : la matriceA’ de la grille
grossiére est obtenue par discrétisation sur le maillagalu probleme original, soifl’ = A,,.

Si les opérateurs sont bien définis, alors ces deux défisisont équivalentes. Cette propriété est adé-
quate pour les preuves de convergence comme on peut le moras I’Annexe Al

20n parle depropriétés variationnellekrsque les opérateurs de transfert vérifidnt, = RA; P et qu'il existea > 0 tel que
R =aPT.
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Soit P I'opérateur d’interpolation linéaire :

D= = D=

[ I ey Sl

pP= . (3.58)

D= = D=

[ Iy Sl

En ce qui concerne I'équation de Poisson, si I'opérateuredtiction est I'opérateur det. %PT (opé-
rateur de moyenne), alors les définitions GCA et DCA sontvadgintes 4,;, = %PTAhP). En ce qui

concerne le probléme d’optimisation de forme, I'équivakelst obtenue gt et pr (Ho, = PTH,P).

Par la suite, dans les schémas, on natd’opérateur de restriction,” ou 1 I'opérateur de pro-
longement,[J] une phase de relaxation Ik une correction idéale. On note, = Apu, — f1 (resp.
r, = Hpx — by) le résidu. Pour touts;, (resp.x) on a l'égalité Ae;, = Auy — fr, = r (resp.
Hypep = Hpx — by, = 1) ouu* (resp.z*) est la solution exacte ef, = u, — u* (resp.e, = = — x*)
I'erreur.

Remarque Dans les sections qui suivent, le contexte sera suffisant pour déggrsnifon traite du probleme de
Poisson ou d’optimisation de forme. On enléve donc les expoéaett€ des matrices d’amplificatiot pour alléger

les notations. Ains{7, fait référence a une relaxation ddtérations de Jacobi, dont le paramétre est optimisé selon
le probleme.

3.4.2 Enrichissement progressif Nested Iteration

Supposons que I'on dispose det 1 grilles 7ok, & = 0...7n (un niveau fin et: niveaux intermé-
diaires et grossier) construites de la méme maniereZgreOn noteP,f+1 I'opérateur de prolongement
entre deux niveaux successifs.

La stratégie la plus intuitive est la stratégie ditemtichissement progressifu Nested IterationElle
consiste a fournir au niveau fin une valeur initialg) obtenue par prolongement d’'une approximation
du systeme sur les grilles grossiéres. Dans un premier tempsnsidére le probleme sur la grille la plus
grossiere, soit

Agnpugnp = fanp, (3.59)

que I'on traite par relaxation. Vu le faible nombre de degiédiberté, ce probléme est supposé simple.
Le prolongement de cette premiére approximation sert deopiditionneur pour le niveau suivant
Wl = P ugny, (3.60)
On résout alors le probléme de nouveau par relaxation, cdaquie, pouv itérations de Jacobi
e (0) /
Ugn—1p = Gy, 1), + fon-1p, (3.61)

ou f} est un terme qui dépend d&g.-1;, 7, G-, etv. Ce probléme est plus colteux et plus raide mais
converge plus vite a partir de I'approximation de la grillégédente qu’avec une approximation quel-
conque.

La nouvelle approximation est alors prolongée sur le niv&avant et constitue de nouveau un pré-
conditionneur pour ce probleme plus fin. Ainsi de suite, qreté ces opérations jusqu’au dernier niveau
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pour lequel on effectue autant d’itérations que nécespaire atteindre une tolérance numérique donnée.

(0)

Ugk-1p,

(0) /
Ugk—1p = GVUQk—lh + f2k—1h

Schématiguement, I'algorithme d’enrichissement pragjfest illustré a la Figure 3.7.

Th [ |

/!
Top, O

/

7—271,}7‘ |:|

FiG. 3.7 —Schéma de I'algorithme d’enrichissement progressif.

On reviendra sur cette stratégie au chapitre suivant. E, dfilgorithme d’optimisation PSO asso-
cié a une stratégie d’enrichissement progressif s'avare gbuste que sa version originelle. Ce résultat
concerne l'optimisation globale. En matiére d’optimisatiocale on s’intéresse a des schémas plus éla-
borés dont I'algorithme de base est I'algorithme bigridéal.

3.4.3 Algorithme bigrille idéal
Soit deux grilles7;, et 75;,. Lapproximation initiale est notéegf)). Un algorithme bigrille idéal met
en jeu trois phases :
1. une phase de pré-relaxation sur la grille fine : lissageeateelr grace a quelques itérations de
Jacobi; on obtient une premiére approximatiéﬁ :

ulV = Gl + fh (3.63)
2. une phase de correction de grille grossiére : le résidu
r= Awf’ —Jn (3.64)
vérifie sur la grille grossiere I'équation
RA;, Peyy, = Rr (3.65)

résolue exactement. On en déduit une deuxiéme approximadida solution sur la grille fine par
prolongement de I'erreu,;, sous la forme d’une correction

uf) = ugll) — Pegyy, = ug) — P (RA;LP)_1 Rr (3.66)
3. une phase de post-relaxation : une derniére approximaibdonnée par relaxation d{f), soit
uy) = G + £ (3.67)

Ces trois phases sont illustrées a la Figure 3.8.

Pour I'étude de la convergence d’un tel algorithme on carsich sans perte de généralité une seule
itération de Jacobi en guise de relaxation, comme indiquné Halgorithme[3. On en déduit la matrice
d’amplification équivalente a un cycle idéal :

G=a, [I — P(RA,P) ' RA,| G, (3.68)

On montre I'efficacité de I'algorithme en étudiant le ray@estral deG.
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75

T O O

Ton u

Fic. 3.8 —Schéma de I'algorithme bigrille idéal.

Algorithme 3 : Algorithme bigrille idéal.

/I Relaxation
ul) = Goul 7,
/I Correction de Grille Grossiére

r= Ahug) - fh
RAyPes, = Rr
uf) = ug) — Peyp, = ug) ~ P(RAP) " Rr

/I Relaxation

uf) = G-,—u;?) + 7fn

Rayon spectral du cycle idéal

La preuve de la convergence est donnée dans I'Aninexe A.1ftnde®e comparaison avec le probleme
d’optimisation. La trame de la preuve consiste dans un @et@mps a montrer qug est similaire a une
matrice de la form&D? (voir). On en déduit alors le spectre ded’aprés celui d&&D? :

— n' valeurs propres sont nulles;;

— n’ + 1 valeurs propres sont égaleg;a
On a donep(G) = % D’une part la méthode est convergente<( 1), d’autre part elle est indépendante

du maillage. La convergence est donc efficace quelle quéasiille de la grille fine.
Pour donner un ordre d’'idée, sur une grille finerde= 31, soith = 3% on peut donner le nombre
d'itérations de Jacobi qu'il faut pour atteindre le mémextda convergence. On cherche dantel que

(3.69)

Nl

p(Gn) <

Soit
. log(9)
~ log(3) —log(1 + 2cosmh)

~ 684 (3.70)

Sachant qu’on a considéré 2 itérations de Jacobi pour lesephde pré- et post-relaxation, il faut
donc que le travail effectué pour la CGC soit inférieur a @@2ations. Pour les résultats de complexité
on renvoie par exemple a [29, 101].

3.44 MG, FMG, FAS

Dans I'Algorithmé 3, la phase de correction est supposésuégxactement. En considérant d’autres
grilles plus grossiéres on peut appliquer récursivemegdrithme idéal pour résoudre cette phase. Un
cycle bigrille devient un cycle multigrille. Sur le niveagiplus bas on suppose également que le probleme
est résolu exactement. Plus la grille est grossiére, mainsl&xation est colteuse et plus il est facile de
résoudre compléetement le probléme puisque la raideur dienaivec la dimension.
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Un cycle symétrique composé de phases de pré- et post-ielaest appel&ycle en V, un cycle
composé d'une phase de pré-relaxation uniquement estaé epdent de scieces schéma MG sont
illustrés a la Figure 3.9.

T O O T O O
N\ / N\
7—2h O (] Tzh O T
N / N
Tan ] Tun |
(a)cycleen Vv (b) cycle en « dent de scie » (saw-tooth)

FIG. 3.9 —Schémas de cycles MG sur trois niveaux

Enfin, le schéma le plus élaboré est le schém&ulitMultigrid (FMG) : il rassemble dans un méme
processus la technique d’enrichissement progressif atyleles MG. Plus précisément, il s’agit d'une
stratégie d’enrichissement ou chaque niveau est résolunpau plusieurs cycles MG (le nombre de cycles
peut étre déterminé par une condition sur le résidu). Brisar, sur trois niveaux (grossier-moyen-fin),
il se décompose de la maniére suivante :

1. Le probléeme est résolu complétement sur la grille grossié

La solution est prolongée sur la grille suivante.

Un cycle a deux niveaux est utilisé pour résoudre le probléur le niveau moyen.
La solution est prolongée sur la grille fine.

. Un cycle a trois niveaux est utilisé pour résoudre le protd.

Ce schéma est illustré a la Figure 3.10. Pour plusieursegrititermédiaires on répéte les étapes 2 et 3
autant de fois que nécessaire. On montre que la complexitétdagorithme est optimalement propor-
tionnelle au nombre de noeuds de la grille fine.

GEENNANN

Th ] 0

Ton 0 O 0 0

/ N\ / N\ /
ﬂh u | |

FIG. 3.10 —Schéma de I'algorithme FMG sur trois niveaux : nested + MGV.

Enfin, ces schémas sont valides pour les problémes lindaaesne sont pas adaptés a la résolution
d’'un systéme non linéaire du type
Alu) = f (3.71)

En effet, dans ce cas le résidu non linéaire= A(u) — f ne vérifie pas la relatiood(e) = r. Dans
ce cas la consistance du probléme sur les grilles grosgigespas évidente. L'algorithmeAS prend
en compte un terme de correction qui assure cette consist@rcverra par la suite, dans I'extension
des méthodes MG a I'optimisation de forme d’antenne ou ldigra de la fonctionnelle est non-linéaire
par rapport aux parameétres de conception, qu’une fornauate correction est suffisante pour traiter la
non-linéarité (sachant que les contraintes, elles, rebtgraires).

3.4.5 Application des algorithmes classiques pour 'optinsation de forme

On s'intéresse désormais au probléme d’optimisation. Darn@emier temps on applique le schéma
bigrille idéal tel gu’il est décrit a la section 3.4.3. On sa@ere toujours les paramétrisations P1Bpet
Ty, ainsi que I'opérateur d'interpolation linéaif@ comme opérateur de prolongement.

Soitz(©) I'approximation initiale des paramétres de conception d®arit les phases de I'algorithme
idéal en terme d’optimisation :
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— Les phases de relaxation sont regardées comme une itédatjplus grande descente avec pas
— La CGC estregardé comme la minimisation exacte sur la ptresation grossiére du probleme de
correction
min J(z + Py) (3.72)

yE€Tap

pourz donné par une phase de relaxation. La fonction objectifagrille grossiére est toujours
guadratique et le domaine est convexe, le minimum global@st caractérisé uniquement par les
conditions de stationnarité.

Avec une phase de pré-relaxation et une phase de postiielara a I'Algorithme 4.

Algorithme 4 : Algorithme bigrille idéal en optimisation.

/I Relaxation
M =G,z 4 7b,
/I Correction de Grille Grossiere

Ay = argmin,c 7, j(y) = J(x(l) + Py)
@ =z 4 PAy
/I Relaxation

® =G 2?4 7by,

Explicitons la condition de stationnarité sur la grille gstere. Puisque le gradient est linéaire par
rapport ax on a

gly) = PTVJ@M + Py)

= PT(Hp(a™M) + Py) — by)
PTH, Py + P"(Hpz'™ — by)
PTH,Py+ PTr

our = HyzM — by, est le résidu linéaire. La condition de stationnarité stédors g(Ay) = 0, soit
Ay = — (PTH,P)” PTy (3.73)

donc =
2@ =0 _p (pTth) Py (3.74)

Similairement a I'Algorithme B on en déduit la matrice d'difipation équivalente au cycle
G =G, 1= P(PTH.P)" PTH)| G, (3.75)

gui a exactement la méme structure que celle de (3.68). Natarefois gu’ici, 'opérateur de restriction
doit étre le transposé de 'opérateur de prolongement :

R% pT. (3.76)

Rayon spectral du cycle idéal

On donne le détail du calcul du rayon spectral en annexe actioséA.1.3. Comme pour le pro-
bleme de Poisson on commence par effectuer des transformatimilaires (toujours en annexe, a la
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section A.1.1). On montre qu& est également similaire & une matrice de la fodie? ot D est diago-
nale et a la structure particuliére illustrée a la Figlre A.1.

Les valeurs propres sont cependant plus délicates a alfEenaffet, si la structure dE est la méme,
il est difficile d’en simplifier les valeurs. On adopte aloasskratégie suivante :

a) une hypothése sur la structure des vecteurs propresfesivée ;

b) des systémes linéaires sont déduits de cette hypothése;

c) les systemes sont résolus en utilisant le logiciel deutalgmbolique Maple ;

d) les solutions sont vérifiées ainsi que I'indépendancgsiie des vecteurs propres.

On obtient le résultat suivant :

— n' valeurs propres;, sont nulles.

— Qpy1 = % est une valeur propre évidente.

— lesn’ autres valeurs propres données par Maple sont

127 — 144cos? (%) + 304 cos* (%) — 320 cos® (%) + 160 cos® (%)

L 2
25 3 — 8cos? (%") + 8cos? (%") '

Qn/414+k =

Le rayon spectral du cycle idéal s’écrit donc
p(XD?) = max |ag]|
k=1..n

= max ||
k=n’+1..n

On peut montrer que,/ 414+, > % pourk = 1...n' et quex est une fonction monotone décrois-
sante sup €]0 Z[. Alors le maximum est atteint eh= 6, c-a-dp(XD?) = a2 qui est dépendant
du maillage. Lorsque I'on fait tendre la taille du maillagers 0 ¢ — 0) on aay, 12 — 2% = (%)2.
C’est exactement le comportement de 2 itérations de Jacobilé section 3.3.6). En d’autres termes la

correction de grille grossiéere est inutile.

3.4.6 Redéfinition des opérateurs de transfert

On a bien vu que la stratégie classique est inefficace pountdéme d’optimisation de forme. En
effet, il nous manque la complémentarité entre le lisseula ebrrection de grille grossiére : la phase
de relaxation agissant comme un anti-lisseur et la remictu résidu sur la grille grossiére comme un
filtre passe-bas, seuls les modes déja bien atténués (LRegwésentés. Les valeurs propres nulles de la
matrice d’amplification du cycle idéal correspondent auxiemannihilés : les modes de basse fréquence.

Dans cette section on s’attache & la définition de nouveaératgurs de transfert pour le probleme
d’'optimisation. Dans ce cadre, les notions de prolongememnte restriction sont étendues a d'autres
paramétrisations, bien que I'étude de la convergence se tasijours sur la base des fonctions P1. On
garantit toutefois que la nouvelle définition est cohérants la formulation classique.

Soit F' I'espace de recherche de référence (la paramétrisatioh dirié un sous-espace dg (la
paramétrisation grossiérey.est isomorphe B" etV aR" (n’ < n). Comme on I'avu & la section 3.2.3,
I'espace fin repose sur la paramétrisation }}'_,. En tant qu’élément dé&'’, tout élémenb deV C F
s’écrit dans cette base de maniéere unique. Dans une foiprutgnérale, un sous-espdcéesst défini par

Vz{v:ZxkukeF ‘ z = Qy, vyeR"’} (3.77)
k=1

ol @ est la matrice de I'application linéaire @& dansR™ qui exprime toutv de V dans la base de
paramétrisation dé (les colonnes d€) constituent une base dé exprimée dang’) : Q peut étre vu
comme un opérateur de prolongement.
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Selon le type de transfert, la notion de « grille », fine ou gi&r®, n'a plus lieu d'étre. Puisqu'il
s’agit d’'un probléme d’optimisation, on parle encore dasp de recherche de grande et petite dimen-
sion. Par ailleurs, par « grossier » on entend peu de degrfisetig# mais pas nécessairement un espace
d'approximation plus lisse (basse fréquence).

Trois cas sont considérés :

1. les sous-espaces sont des espaces de paramétrisatlmitéesy; cette formulation équivaut a la
formulation classique étendue a d’autres paramétrisstion

2. les sous-espaces sont des espaces de paramétrisatimisées préconditionnés par une matrice
anti-diagonale de permutation (matrice d’échange) afindimid un filtre passe-haut; c’est la mé-
thode proposée dans [30].

3. les sous-espaces sont des sous-espaces propres ; tadsigeére formulation on s’'affranchit des
espaces de paramétrisations emboitées et on adopte uggistde type algébrique. Sur la base de
I'analyse de Fourier des vecteurs propres on est en mesudéfiher n'importe quel type de filtre
comme opérateur de restriction.

Pour chacune de ces formulations on examine le rayon spdatrycle idéal lorsque la paramétrisation
est celle des éléments P1.

Paramétrisations emboitées

Soitn espaces de paramétrisations emboiiées V> C --- C V,,. Chaque espace est muni d'une
base{u}g/:1 (par ex. les espaces polyndmiaux de degré croissant daasdadie Bernstein, les fonctions
B-splines de degré constant avec insertion de nceuds, ®tit)f' = V,, I'espace fin. On suppose que
pour tous ces espaces il existe une application linéaife"delansR™ notéekE?, telle que

n n
Yy € R"I, z=Epy = ov= Z ykuz/ = Zxkuz € V. (3.78)
k=1 k=1

Autrement ditE?, est I'application qui transforme les composantes dansV,,; dans la base d&. Pour
les espaces polynomiagx” et P" (de dimensiom’ + 1 etn + 1 resp.) dans la base de Bernstein, cette
application est Elévation du degrécf. section 2.2.4). Formellement les sous-espaces sont

Vo = span{uzl = {v = Za:kuz erF ' x=E})y, Vye Rnl} — Q=E,. (379
k=1

Remarque Lopérateur de prolongemed = £, exhibe une structure triviale lorsque la base des sous-espaces
V., est composée d’un sous-ensemble de la base de I'espdceGiast le cas de la base canonique et des polynémes
orthogonaux pour les espaces polynémiaux. Précisément cetteeapétavient

no o < I'rL’X'rL’ )
" O(n—n’)xn '
ou I,/ estla matrice identité &, ), une matrice nulle.
Si I'espace de paramétrisation est défini avec les élémdnislétrsQ est I'opérateur classique d'in-
terpolation linéaire) = P. On a déja montré que dans ce cas, I'Algorithme 4 n’est pasaeffi Pour

d’autres paramétrisations telles que la paramétrisatioBékier-Bernstein, des expériences numériques
corroborent ce résultat [102, 120].

Réorganisation de la structure spectrale par permutation di spectre

Dans cette deuxieme section on examine la méthode propaség3D]. On garde I'hypothése selon
laquelle on est muni d’espaces de paramétrisations englso@téde leurs bases ainsi que d'opérateurs



80

CHAPITRE 3. ALGORITHME BIGRILLE IDEAL POUR L' OPTIMISATION DE FORME

d’élévation du degré&”, (prolongement classique). Un nouvel opérateur de tranegtrdéfini de telle
sorte qu’il agisse comme un filtre passe-haut. Les modesute fréquence sont projetés dans un espace
«grossier ».

Soit H la matrice hessienne. Comme elle est réelle s.p.d., allrest diagonalisable, ses vecteurs
propres constituent une base orthonormé®&teet ses valeurs propres sont strictement positivids=
QAQT, QTQ = Q0T = I,,. On suppose (sans perte de généralité) que les valeursprgpsont triées
par ordre croissant. Soit les sous-espaces suivants :

V, = {'u = Zwkuk €eF ’ r=QPQTEYy, Vyc R”/} — Q=0PQ"E"  (3.80)
k=1

ouP est la matrice anti-diagonale de permutation

P= . (3.81)
1

Le r6le d'un tel opérateur est de réorganiser les couplesedteurs et valeurs propres de sorte que les
modes de haute fréquence soient associés aux valeurs ptepm@us grandes.

Stratégie algébrique : sous-espaces propres

Enfin, dans cette derniére formulation on s’affranchit dgsaees de paramétrisations emboitées. Elle
peut étre vue comme une version algébrique du transfertee préoccupe plus de I'analyse de Fourier
des modes propres, seule la relation entre la grandeur dsrsgropres et la vitesse de convergence
nous intéresse.

Soit I'espace de recherche ffi muni de la bas€u;}. Les sous-espaces sont directement déduits
de la diagonalisation du hessien : le sous-espace de diomerisest généré par leg derniers vecteurs
propres (on a supposé au préalable que les vecteurs prapresrslonnés par ordre décroissant, de
maniére consistante avec la section 3.2.3), c-a-d

Ay 0 [Qf
H=0A" = (0 Q) (01 A2> (92) (3.82)
ou

Ql = |WwWwr ... Wpn—n' s QQ = Wn41—n' NN Wn, (383)

et

Vo = span{Qy} = {1} = Zxkuk er
k=1

z =0y, Wy € R"’} — Q=00,. (3.84)

Remarque Ce formalisme prend en compte simplement les contraintes linéaireditBégeans ce cagl est pris
comme le hessien projeté sur I'espace admissible. Alors, les vecteymegf appartiennent également a I'espace
admissible. Une correction grossiere est prolongée sur la pararntiétriiae en utilisant une base orthonormée

du noyau de la jacobienne des contraintes= ZQ.y etQ = Z. Ainsi, les espaces de recherche grossiers ne
sont pas soumis a ces contraintes d’'égalité.

3.4.7 Reévision de I'algorithme bigrille idéal

Les sous-espacéssont considérés comme des espaces de correction. En &'&erimees, pout™ €
F donné, le probléme grossier consiste en un probléme de msetiion sur I'espace affine* + V, soit
x =x* + Az ouAx = Qy quel que soily € R™ . La fonction objectif du probléme grossier est

i(y) = J(@" + Qy). (3.85)
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Donc le gradient dg est donné par

9(y) = Q" G(z" + Qy) (3.86)

et la matrice hessienne
h(y) = QTH(z" + Qy)Q. (3.87)

La phase CGC de I'Algorithimie 4 peut étre réécrite comme
Ay = argmin, ey j(y) = J (') + Qy)

@ =20 4 QAy

Et la matrice d’amplification équivalent & un cycle est dopaé
G =G, [1-Q(Q"H\Q) " Q"H,| Gy (3.88)

La formulation est sensiblement la méme si ce n'est que les-espace¥” sont généralisés a une
définition plus large des espaces de paramétrisatiagest un des opérateurs de prolongement proposés
a la section précédente.

Notons que 'opérateur de restriction est automatiquerteetransposé de I'opérateur de prolonge-
ment. Par ailleurs on ne sait riapriori de la matrice du probléme grossi@f H, Q. C’est pourquoi les
sous-problémes sont définis au sens d'une approximation. @dtkement dit le choix de I'opératew)
définit le sens de la paramétrisation grossiére.

Rayon spectral du cycle idéal avec réorganisation des valeupropres

On considére toujours la paramétrisation P1 sur chacun ideawnetE], = P. On conduit une
analyse spectrale de la matrice d’amplification (3.88) ayee- QPQ” P. Comme pour le calcul du
rayon de la méthode classique on adopte la méthodologiargeiv

a) Lexpression du probléme grossiBt = Q7 H,,Q est simpilifié.

b) On en déduit une forme plus simple He- QH'~'QT H,, et des transformations de similarité sont

appliquées & ; Il s’ensuit queG est similaire & une matrice de la forr? ol D est diagonale.

c) Le calcul des entrées deexhibe une structure illustrée a la Figlre A.1.

d) On propose une hypothése sur la structure des vecteupsegrdeXD? et le systéme linéaire
résultant est résolu avec l'aide de Maple. On en déduit umelte analytique des vecteurs propres

et par conséquent le rayon spectral.
La démonstration est faite en annexe (voir la section A. Dé)trouvep(G) = 5.

Rayon spectral du cycle idéal algébrique

La preuve est beaucoup plus simple que pour la méthode pnétdétant donné que la base est consti-
tuée des vecteurs propres. Comme ces derniers sont orthanrrlors est simplifiée trivialement. On
trouve égalemeni(G) = % (voir la section A.1.5).

Comparaison des algorithmes idéaux avec plusieurs pas d'eméthode de gradient

D’aprés I'étude du rayon spectral des algorithmes idéaemdits a I'optimisation de forme, le rayon
spectral du cycle est indépendant du maillage. Avec deuatités de Jacobi/gradient (pré- et/ou post-
relaxation) avec pas = % le rayon spectral est

1
MG = 55 (3.89)
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Avecn itérations de plus grande descente on a (voir 3.3.6)

3 n
py < (5) (3.90)

log(25)

quelle que soit la taille de maille. Il faudrait donc seulete > To2(5)—Tos3)

atteindre le méme taux de convergence (csad 7).

En d'autre termes, le travail effectué pour résoudre le j@le grossier ne doit pas excéder le travalil
équivalent a 5 itérations de Jacobi pour que la stratégie ditpkus efficace. Encore une fois, on rappelle
que cela est d{ au fait que le probleme d’optimisation dahade P1 est bien conditionné. Le condition-
nement peut devenir séverement mauvais dans d’autres @aisations et/ou lorsque la physique entre
en jeu.

~ 6.30 itérations pour

3.4.8 Expériences numériques

Afin d'illustrer et de confirmer les résultats théoriqueserhts précédemment, on conduit quelques
expériences numeériques d’un algorithme multigrille supurbléme de reconstruction de forme avec les

différents opérateurs de prolongement proposes.
La paramétrisation est linéaire par morceaux sur les grifle, oup = 0,1,2,... eth = n%rl est
la taille de maille de la paramétrisation fine. Le membre dgtelrest donné par le vecteur illustré a la

Figure 3.11. On réalise I'expérience pour les maillagesifias 127 etn = 512.

On représente la convergence en terme de ndipdiscrete du résidu(z) def |Hnz — bnll,- Le

seuil de convergence est fixéca= 10~ 410 ot 70 = 7(2(?)) est le résidu de I'approximation initiale
=0
X .

Right Hand Side

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FiG. 3.11 —Cas-test : membre de droite.

Paramétrisationn = 127

— niveaux p =0,...,6
— paramétre de relaxatiorr:= 1
— pré-relaxation v, = 1 itération de Jacobi

— post-relaxation v, = 1 itération de Jacobi
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Les résultats obtenus sont illustrés sur les Figures 3d@i), 3.13 (MGV classique),let 3/14 (MGV
optimisation). Comme prévu, le taux de convergence de lAodétde Jacobi tend vegs: 0.6. Le seuil
de convergence est atteint en un peu plus de 40 itérationgsidu est alors de haute fréquence. Le taux
de convergence de la méthode MGV classique tend(@f"s: 0.36, soit I'équivalent de deux itérations
de Jacobi (pré- et post-relaxation). Le seuil est atteintirg® vingtaine de cycles, soit une quarantaine
d’itérations de Jacobi. Le résidu est également de haueérice. Enfin, le taux de convergence de la
méthode MGV modifié est d% = 0.04 comme prédit. La convergence est atteinte en une dizaine de
cycles, soit 20 itérations de Jacobi sur la grille fine. Ledé®st de basse fréquence.

Approximation

15

0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) Approximation et résidu
Lo-norm of residual

r(")

-10|

10

-15

10

0 10 20 30 40
number of iterations - 4

50

(b) Convergence

Fic. 3.12 —-Méthode de Jacobi, = 127.

3

-3

0 0.2

x107" Residual

0.4 0.6 0.8 1

convergence rate

10 20 30 40
number of iterations - 4

50
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Approximation

15

-15 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) Approximation et résidu

10°

Lo-norm of residual

-15

10

0 5 10 15 20 25
number of cycles - v

(b) Convergence

FiG. 3.13 -Méthode MGV classique, = 127.

5 10" Residual
2
1
0
-1
-2
-3 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 038 1
convergence rate
1 : ‘ : :
0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25

number of cycles - v
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. Approximation o 1074 Residual

-2

0.2 0.4 0.6 0.8 1 ] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) Approximation et résidu

0

Lo-norm of residual
10 ‘ : : : :

convergence rate

o)

10

10 . . . . . 0

0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10
number of cycles - v number of cycles - v

(b) Convergence

FiG. 3.14 -Méthode MGV optimisatiom, = 127.
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Paramétrisation n = 511

niveaux p =0,...,8
parametre de relaxatiorn:= %
pré-relaxation v; = 1 itération de Jacobi

post-relaxation v, = 1 itération de Jacobi

Les résultats obtenus sont illustrés sur les Figures 3a®hl), 3.16 (MGV classique),let 3.17 (MGV
optimisation). Pour les trois méthodes, des taux de corveryidentiques a ceux de la paramétrisation
n = 127 sont obtenus. Il faut donc un méme nombre de cycles poundttele seuil de convergence fixé.

Approximation x 107 Residual

(a) Approximation et résidu

0

Lo-norm of residual
10 : : ‘ :

convergence rate

10715 L L L L 0 L L L L
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

number of iterations - 7 number of iterations - ¢

(b) Convergence

FiG. 3.15 —Méthode de Jacobi; = 511.
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Approximation
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(a) Approximation et résidu

0

Lo-norm of residual
10 : : ‘ :
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15
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0 5 10 15 20 25
number of cycles - v

(b) Convergence

FiG. 3.16 -Méthode MGV classique, = 511.
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Approximation X 10 Residual
15
1
0.5
0
-0.5
-1
-15
s ‘ ‘ ‘ ‘ - ‘ ‘ ‘ ‘
) 0.2 04 0.6 08 1 0 0.2 0.4 06 0.8 1
(a) Approximation et résidu
. Ly-norm of residual convergence rate
10 T T T T T 1 T T T
10°
=
~
loflU L
10715 L L L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
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(b) Convergence

FiG. 3.17 -Méthode MGV optimisatiom, = 511.
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3.5 Influence de la paramétrisation sur la raideur

La raideur se traduit par un mauvais conditionnement de iceshessienne. La horme matricielle
induite par la norme vectoriellg ||, est définie par

[ Az]],
| A, = sup . (3.91)
1?750 ||me
Le nombre de conditionnemesy} d’'une matrice inversiblel est
rp(4) = Al [[A7Y], - (3.92)
En particulier, poup = 2 on a
ko(A) = )\—" (3.93)
A1

3.5.1 Paramétrisation de Bézier

On reformule le probléeme de meilleure approximation dangspace polynémial. Dans la base de
Bernstein cela revient a considérer une représentatioredeeBdu graphe de. En comparaison avec la
paramétrisation P1, une forme plus réguliére avec peu dergres est obtenue.

On définitn + 2 fonctions de bases;, paru, = Bf ;| (voir la section 2.2.4). SeuB? , ; est non nul
ent = 0 et B'f} non nul ert = 1, les conditions de Dirichlet s’écrivent alors simplement
zo =0, Tn+1 = 0.

Le hessien projeté sur I'espace admissible est immédiatent#enu en supprimant les premieres et
derniéres lignes et colonnes du hessien. Les éléments datli@erhessienne sont donnés par [39] :

1 Ck+1cj+1 1
L (bt = Znin . 94
i /0 e (E)utg () chi T 2n+ 1) +1 (3.94)

On ne connait pas de forme analytique des vecteurs et valmpees d’'une telle matrice. On les approche
numériquement.

Pour étre consistent avec I'analyse conduite avec les élisntieéaires par morceaux, on suppose
que le probléme a été mis a I'échelle (c-a-d, préconditigrard’inverse de la diagonale). Les facteurs
d'amplification sont donc obtenus par le calcul des pairesetteurs et valeurs propres dlb;{lH ou
Dy est la diagonale dé/, le hessien projeté. Les Figures 3.18 et 3.19 illustrenvéeteurs propres et
valeurs propres respectivement.

On observe une structure spectrale similaire a ceux des@lédr?1 : les vecteurs propres ressemblent
a des modes de Fourier dans le mesure ou chaque mode eséiséaoar un nombre d’alternances de
signe ; les modes LF sont associés aux plus grandes valepsepret les modes HF aux plus petites.
La matrice est cependant trés mal conditionnée : posr 16 on axq (D' H) ~ 10°. Il en résulte une
matrice d’amplification de I'erreur telle qu'aucun paraméde relaxationr ne peut définir un lisseur.
Pour illustrer quel amplifie les modes LF, on représente les vecteurs de Keylpour z, quelconque
etn = 32 ala Figure 3.20

A la Figure 3.21 on montre les facteurs d’amplification d'uiéeation de Jacobi dont la matrice est
G,=I1—-71D;'H.

La convergence est obtenue ssi|0 %ﬁx[ oU A\nax ~ 6. Dans cet intervalle, le taux de convergence des
modes HF reste proche de 1. Ici, si on se réfere a la définigsredsembles LF et HF de la section 3.3.6,
mémep,,r est proche de 1. Autrement dit, aucune des méthodes de hassdérées n'est capable de
réduire efficacement I'erreur sur la partie LF du spectre cBaséquent, la paramétrisation grossiére d’'un
cycle idéal doit étre redéfinie en tant qu’espace de dimersipérieure a la moitié de la dimension de
la paramétrisation fine. Pour un algorithme & plusieursanixe cela revient & considérer beaucoup de

niveaux intermédiaires.
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Eigenvalues — Bernstein parameterization

FiG. 3.19 —Bernstein - valeurs propresn = 16
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FiG. 3.21 —Coefficients d’amortissement pour le probleme d’optimisation dans la de8ernstein» = 16.
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3.5.2 Paramétrisation B-splines

A notre connaissance on ne connait pas de forme analytiquelpuégrale du produit de deux
fonctions B-splines de degré Cependant, comme ce produit de fonctions est un polynéndegie&2d,
pour calculer un hessien numérique exact, on peut utilgsqubdrature de Gauss avkt+ 1 points.

Comme pour la paramétrisation de Bézier, les contraintelesyparametres de contrble s’écrivent

z9=0 et Zp, =0 (3.95)

On suppose toujours que le probleme a été mis a I'échelled(cppéconditionné par l'inverse de
la diagonale). Les facteurs d’amplification sont obtenusl@aalcul des pairs de vecteurs et valeurs
propres deD,‘{lH ou Dy estla diagonale d&f, le hessien projeté. Les Figures 3.22 et 3.23 illustrent les

vecteurs propres et valeurs propres respectivement. kakaés s’apparentent a ceux de la représentation

de Bernstein.
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FiG. 3.22 —B-spline - vecteurs proprest = 16
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Eigenvalues - 4th order B—spline parameterization
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FIG. 3.24 —Vecteurs de Krylov pour la paramétrisation de B-spline= 32
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FIG. 3.25 —Coefficients d’amortissement pour le probléme d’optimisation dans la #a8-spline n = 16.

3.5.3 Polyndmes orthogonaux

On rappelle un résultat de meilleure approximation d'unefmn ¢ de Hy dans I'espace des poly-
ndmes de degré sur[0 1] notéP™. Tout d’abord on note quB™ est bien un sous-espace Hg puisque
[0 1] est borné et fermé (et dont les fonctions sont donc sommjables

Une base orthogonale d@" est donnée par les polyndmes de LegenBgepour le produit sca-
laire (3.1). On a

1
/ Pk(t)Pj (t)dt = akékj (396)
-1
ol d;,; est le symbole de Kronecker &t = 5%+

Le probléme de meilleure approximation devient trivialguuie la matrice hessienne a invergeest
diagonale avety; = ay. Les coefficients du second memilbge= (4, pi) sont la projection orthogonale
de sur la base’, et 'inversion correspond & la normalisation par= || P, ||* de chacun des coefficients
de la projection.

Le spectre et le conditionnement de ce systéme est évidagyauqu'il est diagonal. Les vecteurs
propres (en terme de paramétres de conception) sont lesuwedate la base canonique B&+! (consti-
tuant I'identité), les fonctions propres sont les fonctipg, et les valeurs propres sont les éléments dia-
gonauxay. Le conditionnement de ce systéme est alodd) = 22 = 2n + 1.

= a/n =
Les conditions au bord(0) = u(1) = 0 s’écrivent

D=0 et > (~1)fzp =0 (3.97)
k=0

k=0

3.5.4 Influence de la dimension sur la raideur

L'inverse du nombre de conditionnement donne une distankzemaatrice non inversible la plus
proche [28]. En ce sens, plus le nombre de conditionneméndles, plus la matrice s’apparente a
une matrice non inversible, ce qui conduit a un problémeerdish arithmétique flottante, si cette distance
est de I'ordre de la précision machine, la matrice est numérnent non inversible.

On représente a la Figure 3126 une estimation du nombre dkticomement des matrices hessiennes
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pour plusieurs paramétrisations (Bernstein, B-splingdrare, Tchebychev) en fonction du nombre de

Condition number w.r.t. problem dimension Condition number w.r.t. problem dimension
le+18 — T T T T 90 T N T T T T T T
Bernstein —+— { B-spline —x—
le+16 1 80 I Legendre ]
o
8 les14 | ] 590 I Tchebychev 1
Q Q
E le+l2 ] E 60 Ff ]
a a
o le+10 1 o 50 | !
S [9)
= 1le+08 1 =40 | 1
) 5]
g 1le+06 f 1 g 30f 1
< <
3 10000 1 S 20 F XX
100 f — 10 M
1 0 - - . . L L . .
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

degrees of freedom

(a) Bernstein (échelle logarithmique)

degrees of freedom

(b) Autres (échelle linéaire)

FiG. 3.26 —Comparaison du conditionnement de la matrice hessienne du problemneégéue pour différentes
paramétrisations.

3.5.5 Expériences numériques

On cherche a approcher le graphe de la fonction cible déctaéigure 3.27 par une courbe de Bézier
de degrén. La fonction cible est une somme de fonctions gaussienxgsiientielles), elle n'appartient
donc pas a un espace polynémial. La valeur optinydl@le la fonction objectif est calculée a partir de
la forme obtenue par projection orthogonale de la fonctibtecdans I'espace des polynémes de degré
n (dans la base des polyndmes de Legendre). On est donc enendesteprésenter la convergence des
méthodes numériques en terme d’erreur sur la fonction tibjee= J — J*.

target shape

initial approximation

15F

0.51

(a) fonction cible (b) fonction initiale

FiG. 3.27 —Description du cas-test de meilleure approximation de forme par uneeaie Bézier. La fonction cible
est une somme de gaussiennes. L'approximation initiale est nulle.

La paramétrisation fine est de degré= 24. On réalise dans un premier temps une optimisation
numérigue classique sur le seul niveau fin. Les résultatsikastrés a la Figuré 3.28. Ce probléme est
effectivement trés raide : la convergence est linéaire bot@ux de convergence est proche de 1.

Les stratégies multiniveaux sont testées avec deux typegdles : un cycle en « dent de scie » et
un cycle en V. Par ailleurs, on se place désormais dans lextent’un probléme d’optimisation, on
ne supposera pas que le probléme a été préconditionné paerse de la diagonale du hessien. Une
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(b) convergence

FiG. 3.28 -Méthode du Gradient Conjugué de Polak-Ribiére sur le niveau fin.

approximation du pas optimal est obtenue par une procédureatherche linéaire a chaque itération. On
fait en sorte que le nombre d'évaluations de la fonction tffjsoit environ égal a 1000.

Les parametres des schémas multiniveaux sont :

— degrés des paramétrisations= 3,6,9,12,15,18,21,24

— pré-relaxation v, = 2 itérations de Gradient Conjugué (Polak-Ribiére)

— post-relaxation v, = 2 itérations de Gradient Conjugué (Polak-Ribiére) (V-cyadguement)

Cycle en « dent de scie »

Les résultats sont présentés sur les Figures 3.29, 3.38kp8ur les transferts : a) classique, b) avec
permutation du spectre, ¢) algébrique. On constate quediggte classique est inefficace : I'erreur reste
du méme ordre de grandeur qu’'avec la stratégie a un seulinatela taux de convergence tend vers 1
également. En revanche les autres stratégies semblergffitaces : la fonction colt descend plus bas
avec un taux de convergence linéaire plus petit(70). L'erreur uniforme est environ 25 fois plus petite.
La méthode algébriqueJ(— J* ~ 10~®) semble cependant meilleure que la méthode de réorgamisati
du spectre { — J* ~ 1075). Pour cette derniére le taux de convergence tend &6rsur les derniers
cycles. On résume a la Figure 3.32 la convergence de 'erlsatels méthodes en terme d’évolution de
la fonction objectif.

CycleenV

Les résultats sont présentés sur les Figures| 8.33, 3.38%®pdur les transferts : a) classique, b)
avec permutation du spectre, c) algébrique. On constatedeses résultats qu’avec les cycles en dent de
scie. On résume a la Figure 3.36 la convergence de I'enseteblenéthodes en terme d’évolution de la
fonction obijectif.
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FiG. 3.29 —Transfert classique.
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Conclusion

Dans ce chapitre on a formalisé un ensemble de stratégidmivehux pour I'optimisation de forme
dans le cadre modéle d'une fonction objectif quadratiquenda mesure du possible on s’est efforcé
de rattacher les concepts liés a I'optimisation aux corsckfsg aux méthodes multigrilles linéaires. Cela
nous a conduit a la formulation d’un algorithme bigrille@iéont on a explicité la matrice d’amplification
équivalente.

D’aprés I'analyse de Fourier des applications linéairesaspondant aux méthodes itératives de base
(gradient, Jacobi), les opérateurs classiques de tramsfeété revus. Il en découle plusieurs stratégies
hiérarchiques. Pour chaque stratégie, on a étudié le rgyeetral de la matrice d’amplification afin de
montrer la convergence d’un cycle idéal. Ce faisant, on aenigvidence les stratégies susceptibles
d’améliorer la vitesse de convergence. En particulierstestégies efficaces sont celles dont les niveaux
« grossiers » correspondent & des sous-espaces de hauenrégour lesquels I'erreur itérative est la
plus grande. Les résultats théoriques on été confirmés panqgigriences numeériques.
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4.1 Etude du hessien paramétrique pour un probléme inverse

On consideére le probléme de minimisation

min 7(S) = 1(/ (Iu(8. I ~ [Ju(s", 1)]*) " ds?. (4.1)

2 /g2
ou St est une forme connue qui appartient a I'espace admissible d&formation d’'une forme donnée

S9. En particulier, en choisissai’” = S, une (la) solution est donnée par le vecteur de conception
Free-Formz = 0.

Cet exercice nous permet d'étudier le hessien en un poinbdeeption qui est par construction une
solution de[(4.1). Pour une paramétrisation donnée, ofi@épiie les conditions suffisantes d’optimalité
sont satisfaites, c-a-d que le hessien paramétrique egerient défini positif (le minimum est alors un
minimum strict). Soumis a des contraintes d’égalité, dansaisinage du minimum, les variations sont
dominées par les termes du second ordre dans les directdomssibles. Ces termes sont donnés par le
hessien projeté (voir chapitre 2) dont on étudie le speareapalogie avec le probleme géométrique du
chapitré 3.

4.1.1 Modele approché dOptique Physique

Soit la géométrie cible&S® représentée a la Figure 4.1 dont le rayonnement est calaulé modeéle
approché dOptique Physique

200 0 T
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(a) Géomeétrie (b) Diagramme

FiG. 4.1 —Configuration de 'antenne cible : paraboloide alimenté par un dip6le situédistance focale ef0, 0).

Le champ incident est donné par un dipble. Le champ EM diffsaet donc le champ total rayonné,
est une fonction explicite de la géométrie. Etant donnéesumiace métallique dont la méridienne est
discrétisée en segments, on connait les dérivées pastieliectes du champ par rapport a la position
des nceuds des segments. On dispose également du hessigiqueregact obtenu par différentiation
automatique du code de calcul des dérivées [19]. On en dédyriddient et le hessien de la fonctionnelle
par rapport aux variables de conception paramétriques $ection 1.4.1).

La décomposition spectrale est calculée numériqu@wmﬁ des espaces de recherche de dimension
6 et 10 avec conditions aux limites de Dirichlet (soit desaesg admissibles de dimension 4 et 8 resp.)
dans les paramétrisations de Bézier-Bernstein et B-spline

lle calcul des spectres est réalisé a l'aide de la librairi@lggtbre linéaire LAPACK disponible a Iadresse
www.netlib.org/lapack


www.netlib.org/lapack
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Paramétrisation de Bézier-Bernstein

Dans la paramétrisation de Bernstein on représente leswsgbropres a la Figure 4.2 et les valeurs
propres a la Figure 4.3. Les modes propres présentent wneilst spectrale similaire aux modes de
Fourier discrets et sont proches des modes propres du prelg€omeétrique (voir la Figure 3.18); les
modes de basse fréquence sont associés aux valeurs pegpmsd grandes et ceux de haute fréquence
aux valeurs propres les plus petites.

921 192 A3 vy
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0 0 0 0
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o 25 5 o 25 5 o 25 5 o 25 5
(@n=4
Q Qs Q3 Q
1 1 1 1
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o 45 o o 45 s o 45 o o 45 9
Qs Qg Q7 Qg
1 1 1 1
05 05 05 05
0 0 0 0
Y -05 -05 -05
o 45 s o 45 s o 45 o o 45 9
(b)yn =8

FiG. 4.2 —Vecteurs propres du hessien paramétrique (Bézier-Bernstein) dadtidonelle(4.1) au pointz = 0 tels
quexy = x,4+1 = 0 pour les degrés = 4 (a) etn = 8 (b). Les modes propres pour la paramétrisation de degré
n = 4 correspondent aux modes de basse fréquence de la paramétrisatimycen = 8.

Paramétrisation B-spline

Dans la paramétrisation B-spline d’ordre 4 on représergavéeteurs propres a la Figure 4.4 et les
valeurs propres a la Figure 4.5. Comme pour la base de Barnkts modes propres sont proches des
modes du probleme géométrique (voir Figlre 3.22) et ont dove structure spectrale similaire aux
modes de Fourier discrets. Les modes de basse fréquencassmiés aux valeurs propres les plus
grandes et inversement ceux de haute fréquence aux valeprep les plus petites.
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Eigenvalues - Bernstein parameterization Eigenvalues - Bernstein parameterization
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FiG. 4.3 —Valeurs propres du hessien paramétrique (Bézier-Bernstein) de ltidanelle(4.1) au pointz = 0; les
valeurs propres sont toutes positives (le minimum est bien un minimum strmegnotones décroissantes en fonction
du modek ; on distingue le spectre en deux sous-ensembles correspondamicaies LF et HF.
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FiG. 4.4 —Vecteurs propres du hessien paramétrique (B-splines d’ordre ¥ fictionnelle(4.1) au pointz = 0.



108 CQHAPITRE4. METHODES HIERARCHIQUES POUR’IOPTIMISATION PARAMETRIQUE D UNE ANTENNE

Eigenvalues — 4th order B—spline parameterization Eigenvalues - 4th order B-spline parameterization

0.9r
0.81
0.71

0.6F LF
HF

HF

(@n=4 (byn =8
FIG. 4.5 —Valeurs propres du hessien paramétrique (B-splines d’'ordre 4) fenletionnelle(4.1) au pointz = 0.
4.1.2 Modele électromagnétique

Soit la géométrie cibleS? représentée a la Figure 4.6 dont le rayonnement est donrié pgsteme
de Helmholtz et résolu par SRSR.

‘ i . . . . & piane’
300 1 ] Hplane ——
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200 - J } \
‘ g 20
100 B ‘:
2 -30
ol T 1 8 V\
°
Q
N 40 \/\/\[v VI\V
-100 [ \/
g W
20 | 2 .50
-300 F : 4 -60
‘ § ‘ ‘ ‘ ‘ -180  -120 -60 0 60 120 180
-200 -100 0 100 200 300 400 500 theta (degree)
(a) Géométrie (b) Diagramme

FiG. 4.6 —Configuration de I'antenne cible : réflecteur conformé a un diagramnadireenté par un guide d’onde.

Comme nous n'avons pas de formule exacte (discrete ou catiu hessien, on en calcul une
approximation a I'aide du schéma centré de différencessf{die). Le pas est choisi expérimentalement
pour assurer la stabilité du calcul.

o1
Or, O,y (z) ~
J(x+ hiej+ey)) + J(x — h(ej +ex)) — J(x + h(e; —ex)) — J(x + h(—e; + ey))
4h?

(4.2)

Comme pour le modéle @ptique Physiqueon conduit une analyse spectrale numérique dans les
deux bases de paramétrisation : Bézier-Bernstein et Besglordre 4.

Remarque Les résultats présentés dans les sections qui suivent sont doubkuetis a des erreurs numériques,
d’'une part dues au calcul du hessien par différences finies efre’part au calcul du spectre. Cela peut expliquer
quelques anomalies dans la structure des vecteurs propres (nolmscitlations, etc.). A ces variations prés, ces
résultats semblent globalement pertinents.
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Paramétrisation de Bézier-Bernstein

On représente les vecteurs propres a la Figure 4.7 et learsaieopres a la Figure 4.8. Hormis
le vecteur propre unimodal qui est absent, la structuretsglecsemble conservée : lorsque les valeurs
propres sont triées par ordre décroissant, la frequencenddss associés augmente.

seq se se3 se
1 1 1 1
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0 45 9 0 45 9 0 45 9 0 45 9
(b)n =8

FiG. 4.7 —Vecteurs propres du hessien paramétrique approché (Béziestémhde la fonctionnellé4.1) au point
z =0.

Eigenvalues - 4th order B—spline parameterization Eigenvalues - 4th order B—spline parameterization
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FIG. 4.8 —Valeurs propres du hessien paramétrique approché (Bézier-Rem)sle la fonctionnell¢4.1) au point
r = 0.
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Paramétrisation B-splines

On représente les vecteurs propres a la Figure 4.9 et lesrsgleopres a la Figure 4.10. Comme pour
la paramétrisation de Bernstein, le premier mode est alpsaistle reste de la structure est conservée.
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FiG. 4.9 —Vecteurs propres du hessien paramétrique approché (B-spline)fdadtionnelle(4.1) au pointz = 0.

Eigenvalues — 4th order B—spline parameterization
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Eigenvalues — 4th order B—spline parameterization
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FIG. 4.10 —Valeurs propres du hessien paramétrique approché (B-spline) datdiémnelle(4.1) au pointz = 0.
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4.1.3 Conclusion sur I'étude des hessiens paramétriques

D’apres I'étude spectrale réalisée dans cette sectionemanque que le hessien du probléme phy-
sique ressemble au hessien du probleme géométrique durehagicédent : d’'une part on peut associer
a chaque vecteur propre un parameétre de fréquence lié auraafiaiternances de signe de ses compo-
santes, d’autre part, une fois cette structure établieeprarque que les valeurs propres sont une fonction
décroissante de ce paramétre.

Dans la mesure ou le hessien représente un modéle quaeérktagli de la fonctionnelle au voisinage
de la solution, on s’attend a ce que les méthodes de desqmpliguetes a des problémes de conception
optimale d’antenne se comportent comme pour le problemeégimue, en particulier si le probleme
devient de plus en plus raide avec la dimension du probleme.

4.2 Hiérarchisation des parametres de conception

Désormais on s’attache a formuler et expérimenter deségiest multiniveaux appliquées a I'op-
timisation de la géométrie d’antennes a réflecteurs. Pdara® a vu que I'on disposait de plusieurs
hiérarchies de paramétrisation. Selon le contexte, gldgisse d’'une optimisation globale ou locale,
I'utilisation d’une hiérarchie plutét qu'une autre s'aeéa plus adéquate. On revient sur I'ensemble des
stratégies dont nous disposons.

4.2.1 Prolongement classique : élévation du degré

Cette stratégie correspond a la généralisation de la tgobrdélévation du degréTypiquement, les
espaces de recherche sont des espaces polynomiaux dottisedaipropriété d’inclusion (tout polyndme
de degrén est également un polynéme de degjé

Ym<n, P™CP" (4.3)
pour établir une hiérarchie de paramétrisations. Plusdgédest élevé, plus la représentation de la méri-

dienne est fine et plus I'espace de recherche est grand.

Considérons deux espaces polynomiaux de degeén tels quem < n (paramétrisation grossiere et
fine respectivement). Chaque espace est muni d’'unefpdse' } et {u}*'}. Soitz € R™*! un vecteur
de déformation dan®™, alors il existe toujours un vecteyre R™*+! qui définit la méme déformation
dansP™. On noteP € R(+1)x(m+1) |3 matrice de prolongement entre les espaces de recheicsiar
et fin, par analogie aux méthodes multigrilles (voir la sat®.4.1). Ainsi les vecteurs ety tels que

y = Px (4.4)

définissent la méme déformation de la méridienne

m—+1 n+1

AC(t) = Z zpul () = Z yrupH(t). (4.5)
k=1 k=1
On référe I'opérateuP comme I'opérateur @&lévation du degré

4.2.2 Prolongement basé sur le hessien paramétrique

On se rapporte ici aux opérateurs de la section 3.4.6. Orid&mesune paramétrisation fine de dimen-
sionn et des paramétrisations grossiéres munies d’opérateéiévetion du degré correspondants.
Soitx € R™ un vecteur de conception de la paramétrisation finé et Z7 H(x)Z le hessien projeté sur
I'espace admissible en L'opérateur de prolongemen est issu de 'alternative suivante :

1. Q = P : prolongement classique



112 CQHAPITRE4. METHODES HIERARCHIQUES POUR’IOPTIMISATION PARAMETRIQUE D UNE ANTENNE

2. Q = QPQT P : réorganisation du spectre
3. Q = Q5 : sous-espace modal

Lopérateur de restriction est simplement le transpos@ ¢e&f. chapitré 3). Notons que les opérateurs 2 et
3 de l'alternative peuvent changer au cours des cycles pilsdépendent de la décomposition spectrale
du hessien en un poirtdonné. Le probleme n’étant pas quadratique, on peut mejtiig dopérateur)

au cours de la convergence deCependant, ce calcul est & la fois coliteux et imprécis. Erasant sur
I'étude de la section 411, on propose de rempldégrar une approximation purement géométrique.

4.2.3 Approximation par le modéle géométrique : filtre passénaut

Soit H, la matrice hessienne donnée par (3.10), le hessien du prebj€ométrique de meilleure
approximation. Puisque ce probleme est quadratique, sidmase dépend pas du vecteur de conception.
On modélise en quelque sorte le comportement quadratiqle fdectionnelle par son comportement
géomeétrique. L'avantage de cette approche est que lestepé&sale transfert sont obtenus sans codt
significatif supplémentaire. Sachant gqtig = QQAQQZ ona:

2.Q= QgIP’QgP : réorganisation du spectre géométrique
3. Q = Q2 : sous-espace modal géometrique

L'enjeu des expériences numeériques qui vont suivre est diteréjue cette approche améliore toutefois
le taux de convergence bien que les espaces grossiers espmmdent pas exactement aux modes dans
les directions desquelles les algorithmes convergenule lphtement.

Remarque On pourrait également approchéf par le hessien exact d’'un métamodéle Heissu par exemple
d’'une base de données pourvue par les évaluations réalisées au'cme procédure d’optimisation par PSO. Cette
approche est utilisée par exemple dans|[22, 21, 35, 36, 38].

4.3 Algorithmes hiérarchiques en optimisation globale

Les algorithmes hiérarchiques sont étudiés en deux phd&dsord dans le contexte de I'optimisation
globale, puis dans le contexte de I'optimisation localet{sel4.4), afin de respecter I'ordre de la stratégie
hybride d’optimisation successive (globale+locale)isgié par la suite.

4.3.1 Extension de I'algorithme PSO

En s’inspirant de I'algorithme d’enrichissement progieémir section[ 3.4.2) on construit un algo-
rithme hiérarchique ou chaque niveau est résolu (entiGneme par relaxation) sur la base d’'un algo-
rithme PSO. On utilise la mémoire globale pour transmetirednnaissance d’un bon candidat d’'un
niveau a un autre au moyen de I'élévation du degré. Cetteegteaest également décrite dans [37].

En partant d’'une paramétrisation grossiére, par exempldedeén = 2, vu la faible dimension
du probleme, on est en mesure de converger rapidement vessrucandidat que I'on note*2. En
utilisant la propriété d’élévation du degré de la pararsétion choisie (voir la sectidn 4.2) cette méme
déformation est exprimée dans un espace de dimension suggrpar exemple = 4, et on noter**
le vecteur de conception correspondant. On utilise altscomme initialisation de la mémoire globale
dans le voisinage de laquelle les particules sont distebu@déatoirement selon une loi uniforme. On
conduit alors quelques itérations de PSO. Ce nouveau pnebdsta priori plus difficile car les risques
de convergence vers un minimum local augmentent avec langilme Cependant, en partant d’'un point
« intelligent », on espere accroitre la robustesse. En plgrdiamétre du domaine d'initialisation est
réduit. Plus précisément, sionndte > 0 B (z*,p) = {x € R"; ||z — 2*|| < p} la boule fermée
centrée en:* pour la norme infinie, alors l'initialisation du domaine égffinie parD, = B(xo, po) Sur
le premier niveau. Puig est réduit a chague changement de niveau de paramétrigatiam coefficient
de contractior3. L'ensemble de la procédure est décrite dans I'Algorithme 5
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Algorithme 5 : Optimisation Multiniveau par Essaim de Particules (MPSO)
Données. PSO —N, ¢y, ¢, wo, W, imax
Données MPSO —k; < kg < --- < k,, : degrés des paramétrisations
Données. MPSO —py, (3 : parameétres d'initialisation
Entrées: zq

PSO: Algorithmée 2, PSO classique
elevation  :routine d'élévation du degré pour la paramétrisation aéree

/I Géométrie initiale sur le niveau grossier
calcul initial de la fonction colt J* — J(xg) (zo € R*)
initialisation de la meilleure particulex**' — z,
domaine d'initialisation centré ety : Dy «— Boo (20, p0)

/I Enrichissement progressif

pour i < 1 an — 1 faire
PSOclassique z** « PSQN, c1, 2, wo, we, imax;, z*%)
transfert de la mémoire globale:**i+1 « elevation — (z**¢)
réduction du domaine d'initialisationy; 1 — Gp;
nouveau domaineD; | « Bo,(z**i+1 p;1 1)

fin

/[ Paramétrisation fine

PSOclassique z*¥» « PSQN, c1, c2, wo, We, iMax,,, z*+»)
solution approchéex* « z*F»

fonction colt :\J* «— J(z*)

Sorties: z*, J*
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4.3.2 Expériences numériques de validation e@ptique Physique
Validation de la méthode par un probléme de conception invese

On commence par un cas-test modéle de reconstruction de fenchamp électrique rayonné est
approché par le modéle @ptique PhysiqueCe cas-test a deux avantages pour valider la méthode : (1)
le probléme inverse ainsi défini a une solution exacte con(®)de temps de calcul d’'une évaluation de
la fonction objectif est trés court, on peut donc se perraeté réaliser un grand nombre d’expériences.
En faisant varier le paramétre aléatoire de I'algorithm®R peut analyser les résultats par rapport a
I'échantillon statistique obtenu. Le cas-test est dédatRigure 4.11.
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g -50 1 Ao i i ) r
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70
-80 :
; ‘ ‘ -180  -120 -60 0 60 120 180
200 3 100 200 300 theta (degree)
(a) géométries initiale$p, rouge) et cible (noir) (b) diagrammes initial §p) et cible

FiG. 4.11 —Description d’'un cas-test de reconstruction de forme. Le champ élaetegt calculé par le modéle
approché dOptique Physique

On utilise trois niveaux qui sorit — 10 — 15. Le nombre de particules est fixéM = 40 et le
nombre maximal d’itérations a 300. Le coefficient de corttoacest fixé §3 = 0.25 et on considére un
critere de convergence sur la diversité de I'essaim pouagsage a un niveau supérieur : si la variance
des positions est réduite de moiti€, on change de niveadeSlarnier niveau on réalise 300 itérations.
Les parametres de I'algorithme PSO sont ceux fixés dans led@B.1. Enfin, on réalise 50 expériences
indépendantes par rapport aux séquences aléatqireis. Les résultats globaux de I'échantillon sont
représentés a la Figure 4.12.
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FiG. 4.12 —Représentation des résultats de I'échantillon sous forme de « boites & ciwmista

Algorithme moyenne médiane écart type
PSO 0.238 6.9-107° 0.434
MPSO 0.081  1.7-1073 0.124

TAB. 4.1 —Indicateurs statistiques sur la convergence des approximations du nmmimu
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D’apres les résultats obtenus il apparait que I'algorithiRSO est environ 3.5 fois moins dispersif
que l'algorithme classique. Il est moins sensible aux tans de la séquence aléatoire. En ce sens il est
plusrobuste

Remarque Le terme derobustessepparait dans le domaine de I'optimisation a plusieurs titres. Ici on parle de
robustesse lorsque gu’un algorithme est peu sensible aux minima Idtalagit de la robustesse par rapport a une
configuration initiale. Dans le cadre d’un probleme d’optimisation multipomparle également de robustesse par
rapport a un parametre de fonctionnement.

Optimisation d’un diagramme en directivité

Désormais, toujours dans le cadre du modéepdique Physiqueon cherche a uniformiser le dia-
gramme de rayonnement sur l'intervalle10° 10°] & partir d’un paraboloide alimenté par un dipdle.
Comme le dipdle est placé a la distance focale du parabgl@diagramme est directif (la puissance
rayonnée est concentrée dans une direction), il s'agit damcmauvais point de départ (cf. Figure 4.13).
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©
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-100 | 4 ‘g
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-80 :
oo ; -180 -120 -60 0 60 120 180

-100 0 11;0 2&;0 300 theta (degree)

(a) géométrie initiale (b) diagramme initial (plans E et H) et cible (rouge)

FiG. 4.13 —Description du cas-test d’optimisation d’'un diagramme en directivité paréthode MPSO.

Ce probleme est trés multimodal comme le montre la Figurd 411 on a représenté la fonction
objectif en fonction de la déformation par rapport a deuxapstres de conception. Le point= 0
correspond a une déformation nulle, c’est-a-dire au pédoéde.

Dans un premier temps on compare les algorithmes PSO et MRS&ree de convergence de la
fonction objectif pour un nombre de particules donné, aisavo= 30. Les niveaux sors — 10 — 15
(Figurel 4.15a). Puis on augmente le nombre de particule&atipiithme PSO jusqu’a atteindre une

50

(a) courbes de niveaux de la fonction colt (b) localisation de minima locaux

FiG. 4.14 —Valeur de la fonction objectif pour 2 degrés de liberté dans un voisinagefdete initiale (paraboloide).
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Multi Level vs Single Level, 30 part. Multi Level vs Number of Particles
50

= I =5 ‘ " fine level, 30 part,
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(@) MPSO vs PSO (influence de la dimension) (b) MPSO vs PSO (influence du nombre de particules)

Fic. 4.15 —lllustration de la convergence de la fonction codt en fonction des itératiommushe (a) on compare
la convergence de I'algorithme MPSO pour la hiérarchie de degrés 5 — 10 — 15 avec I'algorithme PSO
pour les degrés, 10, et 15 indépendamment ; plus la dimension augmente, moins I'algorithme PSObeste ;

la convergence sur le seul niveau fin est trés mauvaise : la valeur dedtida colt est 6 fois supérieure & celle
obtenue avec I'algorithme MPSO au bout de 200 itérations. A la Figurer{tugmente progressivement le nombre
de particules de la méthode PSO : il faut 60 particules pour atteindre la padace de I'algorithme MPSO.

28

T
target

T
target

_2m i 1 1 i i i i _ea

(a)PSO, 15 d.d.l., 60 particules (b) MPSO, 5->10->15 d.d.l., 30 particules

FiG. 4.16 -Diagrammes de rayonnement des formes convergées de I'algoritB@eafec 60 particules (a) et MPSO
avec 30 particules (b) : les deux résultats sont satisfaisants du pointedéwoahier des charges mais la méthode a
un seul niveau est deux fois plus colteuse en temps de calcul.

précision (en terme de valeur de la fonction objectif) dedie de celle obtenue avec I'algorithme MPSO
(Figurel 4.15b). A nombre égal de particules, I'algorithmB SO est plus robuste. Il faut 60 particules a
I'algorithme PSO pour atteindre la méme performance, stiplus d'évaluations de fonction co(t.

Si on compare les diagrammes des formes obtenues a conwerdes algorithmes PSO et MPSO
(avec 60 et 30 particules resp.) on s'apercoit que dans les ckes la cible est atteinte de maniere sa-
tisfaisante (cf. Figure 4.16). Cependant, si on comparéétargitrie des réflecteurs (Figure 4.17), celle
obtenue a convergence de la stratégie multiniveau estipies Ce résultat est confirmé par I'expérience
suivante.



4.3. ALGORITHMES HIERARCHIQUES EN OPTIMISATION GLOBALE 117
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(a) PSO, 15 d.d.l., 60 particules (b) MPSO, 5->10->15 d.d.I., 30 particules

FiG. 4.17 —Formes convergées : la géométrie obtenue avec la méthode multinivgausegéguliére.

4.3.3 Application a I'optimisation d’'un diagramme en directivité d’une antenne

Considérons désormais le modéle de Maxwell. On chercheimispt un réflecteur alimenté par un
guide d’'onde pour que la puissance rayonnée soit uniformé&isiervalle [—40° 40°] et la plus faible
possible ailleurs. Les paramétres du cas-test sont inglidais le Tableau 4.2 et la géométrie initiale a la
Figure 4.18.

Fréquence f=7.13333GHz
Paramétrisation Bernstein

Hiérarchie n=>5—10— 15— 20— 25 — 30
Nombre d’itérations (MPSO) imax =20 — 30 — 40 — 60 — 80 — 170
Nombre d'itérations (PSO) imax = 400

Nombre de particules N =100

TAB. 4.2 —Parameétres du cas-test.
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(a) géométrie initiale : le contrdle est le réflecteur (b) diagramme initial (plans E et H) et cible (rouge)

FIG. 4.18 —Description du cas-test d’optimisation de la géométrie d'un réflecteur.

La Figurel 4.19 montre la convergence des algorithmes eretefévolution de la performance au
cours des itérations. Les Figufes 4.20 et 4.21 illustrentllagrammes et les formes convergées respec-
tivement. La performance en terme de fonction co(t est ewa#l avec la stratégie multiniveau : la plus
petite valeur atteinte est de 34% plus petite que celle oltewec la stratégie classique. A la vue des
diagrammes de rayonnement dans la zpnré0° 40°], la cible est atteinte par les deux stratégies. La
directivité maximale est alors de 9.75 dbi et 9.87 dbi reBpement. Le diagramme de I'antenne obtenue
avec la stratégie multiniveau est toutefois meilleur dansdne complémentaire ou le maximum de la
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directivité est de -18 db (par rapport a -12 db avec I'aldwnié classique). La différence la plus évidente
réside dans la géométrie des réflecteurs : la forme obteragd@agtratégie multiniveau est beaucoup plus

réguliére.
MPSO algorithm: fitness convergence MPSO algorithm: fitness convergence
100 : : : : 1000
PSO ——
MPSO——
100 E
10 F E
] ]
] S 10 E
2 2
Q Q
s 1t 1 £
1 ]
best particle
01 ) ) ) ) ) ) ) 01 swarm gqneratlons ) ) ) )
) 0 50 100 150 200 250 300 350 400 ’ 0 50 100 150 200 250 300
number of iterations number of iterations
(a) PSO vs MPSO, meilleure particule (b) MPSO, meilleure particule et essaim
FiG. 4.19 —Convergence de la fonction co(t.
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FiG. 4.20 —-Diagrammes de rayonnement des formes convergées.
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FiG. 4.21 —Géométrie des antennes a convergence des algorithmes.
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4.4 Algorithmes hiérarchiques en optimisation locale

4.4.1 Algorithme multiniveau non-linéaire

On cherche a étendre les stratégies multiniveaux du cle&pidr 'optimisation de forme des réflec-
teurs. Clairement, les fonctions objectifs ne sont pas @t@gies par rapport aux paramétres de concep-
tion. La recherche d’'un point stationnaire est donc un gnoigl non-linéaire.

Comme pour tout algorithme de descente on dispose d’unwedteconception initiak’. Les sous-
espaces de recherche, y compris le niveaurfisont considérés comme des espaces de correction. Plus
précisément, pout € F' donné, on cherche a résoudre le probléeme de minimisation

min j(y) = J(z + Qy) (4.6)
yeER™
pour la correction der sur un sous-espadé de dimensionn (3.77) ouQ est un des opérateurs de
prolongement proposés a la section 4.2. Il est fondameetakoharquer que pour tout niveau (c-a-d
guelle que soit la dimension du sous-espace), la fonctiGhest toujours évaluée sur I'espace finLes
sous-probléemes (4.6) sont donc consistants avec le prekilétial : la minimisation deJ.

Supposons que soit un vecteur de conception du niveau fin obtenu au bout ciutain temps du
processus de minimisation et posgfis= 0 comme vecteur initial de correction. On a

i) = J(x) (4.7)
Vyiy") = Q'V.J() (4.8)
de telle sorte que gi est stationnaire
Vo) =0 = V,iy°)=0 (4.9)
quel que soit), et sinon
— Q) - Ve (3) = Vol ()7 QQTV, I (2) =~ ||QTV. I )| <0 (4.10)

ol QV,j(y°) est le prolongement sur le niveau fin du gradientjden y°. En d’autres termes, d’une
part il y a continuité de la fonction colt entre deux niveddx’), et d'autre part le prolongement de
—V,j(y°), qui est la direction de plus grande descente poemy°, est une direction de descente pour

J enz (4.10).

Au méme titre que I'Algorithme 4 pour la résolution du prable modele linéaire, les sous-
problemes|(4.6) sont soumis a une phase de relaxation éeptiga quelques itérations d’une méthode
de descente (SD, CG). Il s’agit alors d’'un « anti-lisseur bosi se référe a I'analyse spectrale de la sec-
tion[3.5.1. Par analogie avec les méthodes idéales, ondérasa une convergence compléte sur le niveau
de plus faible dimension, soit a I'aide d’'une méthode de MawRaphson (c-a-d par inversion du hessien
exact, pourvu qu'il soit défini positif) soit avec une métbatke quasi-Newton (jusqu’a satisfaction d’'un
critére de convergence).

On appellecycleune séquence de sous-espaces de recherche pour la corsettessive des para-
meétres de conception. Un tel cycle est entierement définigopdimension des sous-espacesa, ma,
mg, etc. et le choix de I'opérateur de prolongement. Ce cydleépgté autant de fois que nécessaire pour
atteindre une tolérance numérique donnée. Si les sousespeposent sur la décomposition spectrale
du hessien en un pointdonné, alors ils ne sont pas définis de maniére unique. Ligteanon-linéaire
consiste a mettre a jour les sous-espaces a l'issue de cbyejaeUn exemple typique de cycle en « dent
de scie » & niveaux (nx = n) estillustré a la Figure 4.22 ol on a n@#une phase de relaxation sur
le niveau fin précédée par un calcul des sous-espaces pohphesssien en(¥), approximation obtenue
aprés le cycley. L'algorithme/ 6 résume I'ensemble de la procédure.
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Algorithme 6 : Algorithme d’optimisation multiniveau

Données: paramétrisation finé’ (dim(F) = n), K sous-espacés,,, (F = V,,,. = Va)
Données tolérances, nombre d’itérations de relaxation
Entrées: 29 ¢ F

descente : routine de calcul d’une direction de descente

spec : routine de calcul de la décomposition spectrale

update :routine de calcul de I'opérateur de prolongement

critere  :routine de calcul d'un critére de convergence (norme ddigrd, résidu, etc.)

v—0
/[ Tant que le critere de convergence n'est pas satisfait
tant que r(*) > ¢ faire

/I Mise a jour des sous-espaces propres
H «— V2 J(z™)
QAQT « spec (H)

/' Sur chaque sous-espace du cycle
pour chaqueV,,, faire

/I Opérateur de prolongement
Q@ < update (2, m)

/I Initialisation de la correction
Yy’ — 0 cR™

/I Résolution compléte OU Relaxation
sim = m; alors
‘ 2t — () 4 Qarg min, J(z™) + Qy)
sinon
pour j « 1 av faire
d’~1 « descente (y7~1)
gl il it
2D () 4 Qyi
fin
fin

fin
v—uv+1

r® — critere  (VJ(z®), J(z®), J(z*~D))

fin

Sorties: v, z(*), J(z(*))

) F=V, H | H
(fln) \ \ \
Vingk g T 7
N\
(grossier) \ .
Vina L u

FiG. 4.22 —Schéma de cycles en dents de scie avec mise a jour des sous-espacesda®n ; J=relaxation,
H=mise a jour des sous-espaces et relaxatlrcorrection idéale.



4.4. ALGORITHMES HIERARCHIQUES EN OPTIMISATION LOCALE 121

4.4.2 Expériences numérigues
Cas-test modéleOptique Physique

On considére un réflecteur alimenté par un dipdle. On chexal@formiser le diagramme sur I'in-
tervalle[—60° 60°]. La forme initiale représentée a la Figlre 4.23 est obtemae Balgorithme MPSO
dans la paramétrisation de Bézier de degré 15 sur le nivead firartir de cette solution on cherche a
raffiner la forme obtenue avec une méthode de descente.

200 : : : 0 /\NV\
1 -10
100 | q
= N / \ I
g2 U V
g / /
o -30 “ vv U U UV l
O S S Q
kel
(5
N 40
©
£
-100 ¢ 2 -50
E plane
; 60 H plane,
200 s i s -180  -120 -60 0 60 120 180
-200 -100 0 100 200 theta (degree)
(a) géométrie (b) diagramme

FiG. 4.23 —Configuration initiale du cas-test d’optimisation multiniveau.

L'intérét de réaliser un cas-test avec une analyse par lecleaiiOptique Physiquevient du fait
que I'on dispose a la fois du gradient exact et du hessien nquaexact obtenu par différentiation
automatique. On peut donc comparer les stratégies mdtnivlorsque le transfert est basé sur le hessien
exact (sectioh 4.22) ou lorsqu'il est basé sur le hessiemgéigue (section 4.2.3).

Dans les expérimentations qui suivent on adopte les nagsioivantes pour identifier les méthodes :
simple niveau : SL

multiniveau avec transfert « élévation du degré » : MLY

multiniveau avec transfert « réorganisation du spectrglkZ

multiniveau avec transfert « algébrique » : MLO

Pour les stratégies MLZ et MLO on précisera si le hessien xasttgOptique Physiquenoté H) ou
géomeétrique (noté/, ). Les parametres sont donnés dans le Tableau 4.3.

Fréquence f=T7.0GHz
Paramétrisation Bernstein

Hiérarchie n=4-7—-10—-13-16—-19-21-22-25
Cycle dents de scie (Figure 4.22)
Relaxation CGr=2

Nombre maximal de cycles 100

TAB. 4.3 —Parameétres de I'algorithme multiniveau.

Les résultats en terme de convergence de la fonction cofiteymrésentés a la Figure 4]24 : a gauche
(a) les sous-espaces de correction sont mis a jour par lalclds vecteurs propres du hessien exact; a
droite (b) les sous-espaces de correction sont donnésgegedteurs propres du probléeme géométrique.
On donne également dans le Tableau 4.4 les valeurs de ladionctit normalisée obtenus au bout de
100 cycles, ce qui correspond environ a 2000 évaluationa tnktion colt pour la stratégie a un seul
niveau.

Globalement il apparait que les stratégies multiniveaux @ sont plus efficaces que la stratégie a
un seul niveau ou que la stratégie multiniveau Y. Ces résuitant en accord avec ceux obtenus pour
le probléme modéle géométrique. Par ailleurs, lorsquedas-sspaces de correction sont définis par les
espaces propres du hessien exact, les stratégies Z et @spiis performantes en terme de convergence
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itérative. Cependant on n’a pas représenté le colt du adichessien. En ce sens, si la version géomé-
trique des stratégies Z et O est moins efficace en terme dedagnvergence, elle est moins colteuse
en temps de calcul. On garde toutefois en téte que si le tempaldul est un facteur important, c’est
bien la convergence qui nous intéresse,

SL ML Y ML Z ML O
H 1, H Hy
0.92919 0.93672 0.84471 0.86765 0.85038 0.86959

TAB. 4.4 —Performance au bout de 100 cycles, soit environ 2000 évaluationsfdadton co(t.

fitness value
fitness value

0.84

0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000

number of fitness evaluations number of fithess evaluations
(a) hessien exacl (b) hessien géométriqui

FiG. 4.24 —Evolution de la performance en fonction du nombre d’évaluations de la fonctiot. La relaxation est
réalisée par une méthode de CG.

On modifie désormais la méthode de relaxation (voir Table&l:4n utilise une méthode de quasi-
Newton (QN) BFGS. On compare la stratégie SL avec la stat€iyi Z. D’aprés la convergence de la
fonction co(t (cf. Figure 4.25a), les stratégies SL et ML Zdmasur le hessien exact semblent aboutir a la
méme valeur optimale au bout de 500 évaluations de fonctiGh(d* ~ 0.70). La version géométrique
de la stratégie multiniveau est moins performante. En désuermes la stratégie multiniveau n'apporte
pas d’amélioration supplémentaire au préconditionneB&@S (on ne représente pas de résultats avec
la méthode MLO, les résultats étant sensiblement les mémes)

Enfin, si on change la paramétrisation de Bernstein par delleegendre, la convergence est encore
plus rapide (convergence en moins de 300 itérations) et miésise (* ~ 0.63, cf. Figure 4.25b).
On rappelle que la base de Legendre est mieux conditionngmidti de vue du probléme purement
géométrique (voir la Figure 3.26).

Fréquence f=T7.0GHz
Paramétrisation Bernstein / Legendre
Hiérarchie n=4-7—-10—-13-16—-19-21-22-25
Cycle dents de scie (Figure 4.22)
Relaxation ON,v =2

Nombre maximal de cycles 100

TAB. 4.5 —Parametres de I'algorithme multiniveau.

En résumé, on compare a la Figure 4.26 la convergence deggalies stratégies : simple niveau avec
la méthode du Gradient Conjugué dans la paramétrisatioredesEin, multiniveau avec relaxation par
Gradient Conjugué, et simple niveau avec la méthode de-fNeston BFGS dans les paramétrisations
de Bernstein et Legendre. Il apparait que dans le contextedtratégie itérative du Gradient Conjugué,
les méthodes multiniveaux améliorent le taux de converg@oarvu que les sous-espaces soient correc-
tement choisis (MLZ ou MLO). Cependant, la méthode de gNasion est un bon préconditionneur
pour lequel les stratégies multiniveaux n’ont pas d'infeeesupplémentaire.
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1 1
SL bN Legendr‘e —a
ML Z QUAD —e— Bernstein
0.95 MLZPO —— | 0.95 4
0.9 1
0.9
0.85 4
o 0385 ®
= E
g § os ]
2 08 2
E £ 075 ]
T oo -
0.7 1
0.7 | 0.65 1
0.65 . . . . 0.6 . . . .
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
number of fitness evaluations number of fitness evaluations
(@)ML Z, Bernstein (b) SL, Bernstein vs Legendre

FiG. 4.25 —Evolution de la performance en fonction du nombre d’évaluations de la fonctiot. La relaxation est
réalisée par la méthode de QN BFGS.
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number of fitness evaluations

FiG. 4.26 —Convergence des principales stratégies.
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On représente les diagrammes et les formes obtenus a ceneerdes méthodes simple niveau QN
pour chaque paramétrisation sur les Figlres 4.27 et 4.2 ctsement. La différence maximale de la
puissance rayonnée dans la z¢n€0° 60°] par la forme initiale est de -4.5 db (cf. Figure 4.23b). Aprés
optimisation de la forme du réflecteur elle est de -3db (Beinyet de -2.5db (Legendre). Ce résultat
est cependant a relativiser du point de vue de la physique ébané que les formes, trés irréguliéres, ne
satisfont plus les hypothéses d'approximation du champepaodéle dOptique Physiqud_es résultats
pertinents de cette expérience se rapportent essentalteinla convergence numérique des stratégies
multiniveaux proposées dans le contexte d’'un probléme taadnplexe non-linéaire.

On cherche désormais a confirmer ces résultats dans le dags&pe d’'une analyse par le modele
de Maxwell. Seule la stratégie « géométrique » est congdeuésque nous n’avons pas d’autre approxi-
mation que celle fournie par un calcul de différences finteguéserait trop colteuse en temps de calcul.

. N
5 20 i) /JJ x\\ M\ anl g 20 | m M \M\ M\
e I 18t - 1 IR
22 v 2 IR
PR REEAT PN LY |
: u u s N oy
g 50 g -50

E plane E plane
6o LHplane, ‘ o LHPplane ——
-180 -120 -60 0 60 120 180 -180 -120 -60 0 60 120 180
theta (degree) theta (degree)
(a)Bernstein (b) Legendre

FiG. 4.27 —-Diagrammes a convergence des algorithmes SL QN dans les parartiéirssde Bernstein et Legendre.

200 T T T 200
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(a)Bernstein (b) Legendre

FiG. 4.28 —Formes convergées des algorithmes SL QN dans les paramétrisati@esmgein et Legendre.

Optimisation d’une d’antenne en directivité

On reprend le probléeme d’optimisation de la section 4.3efdrme initiale est donnée par I'algo-
rithme MPSO dans la paramétrisation de Bézier de degré 18 sireau fin. La forme est réguliere et le
diagramme proche de la cible mais pas encore satisfaisamigare/ 4.29). On conduit une expérimen-
tation numérique de I'ensemble des stratégies multinvéacales.

Trois paramétrisations sont considérées : Bézier-Bemstd3-spline d’ordre 4 dans une formulation

FFD classique (cf. section 2.2.5), et B-spline d'ordre 4sdame formulation de déformation normale (cf.
section 2.2.6).
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FiG. 4.29 —Configuration initiale de I'antenne en vue de I'optimisation du diagramme parmaéthode multiniveau.

Dans la base des fonctions B-splines, ni 'opérateur d&léxa du degré ni celui d’insertion de nceuds
n'a été considéré. Ainsi, seule la stratégie multiniveauyge « algébrique » (MLO) est expérimentée.
L'avantage de cette méthode est de créer une hiérarchierdengtiisations emboitées a partir d'une
paramétrisation quelconque. Toutefois, le terme « algéleri> peut paraitre inapproprié puisqu’on ne
dispose pas du hessien exact. Les sous-espaces de cargettides sous-espaces propres du probleme
géomeétrique, utilisant de ce fait I'argument géométrigadedstratégie, a savoir que ce sont les modes de
haute fréquence dont la convergence est la plus lente.

On considére un cycle en dents de scie comme illustré sugladi4.22, sans mise a jour du hessien
ni convergence compléte sur le niveau le plus bas. Les diowendes sous-espaces sont données dans le
Tableal 4.6. En général, la relaxation est réalisée parthodé du Gradient Conjugué. Cependant, dans
la paramétrisation de déformation normale, seule une aéitax par la méthode de plus grande descente
a un sens (cf. section 2.2.6). Le nombre d'itérations dexegian est fixé & = 2. Enfin, lorsque cela
sera possible, on comparera les résultats des stratégléniveaux avec celui d’'une stratégie a un seul
niveau et la méthode de quasi-Newton (c-a-d dans le cas dan@aisations classiques).

\ Hiérarchie de la dimension des sous-espaces
Bernstein 6—49—-12—-15—16—>18 - 21 — 24
B-spline |3— 6—49—12—-15—-16—18—21 —24 — 27— 30

TAB. 4.6 —Dimensions des hiérarchies de paramétrisations.

En résumé, on trouve dans le Tablead 4.7 'ensemble deégiratexpérimentées selon la paramétri-
sation et les méthodes de relaxation correspondantes.

SL MLY MLZ MLO

Bernstein CG QN CG CG CG
B-spline CG QN CG
B-spline, normal SD SD

TAB. 4.7 —Résumé des expériences numériques réalisées.

Paramétrisation classique — Bernstein La convergence de la fonction objectif est représentée a la
Figurel4.30. Lallure des courbes de convergence est caovef@ux résultats précédents : les stratégies
multiniveaux O et Z améliorent le taux de convergence papadpa la stratégie sur le seul niveau fin
(au bout de 400 évaluations de la fonction codt, la perforaast meilleure) ; la stratégie multiniveau Y
converge plus lentement. Enfin, la stratégie QN est la plicaet.

Les améliorations relatives sont toutefois assez failpes rapport a la forme initiale, le critére est ré-
duit de 2.0% par la méthode simple niveau, de 1.5% par la rdétkpet d’environ 2.5% par les méthodes
Z et O. Ce résultat se retrouve dans les diagrammes (cf. &#31) et les formes (cf. Figure 4/32) : les
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0 . 96 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400

FiG. 4.30 —Evolution de la fonction codt — Bernstein

diagrammes ne sont pas discernables entre eux, ni avegi@nlime initial ; les déformations de la stra-
tégie a un seul niveau et de la méthode Y sont identiquegscddls méthodes Z et O comportent plus de
modes de haute fréquence.

Le probléme est rendu extrémement raide par une parantitrnisaal conditionnée. Méme la mé-
thode QN semble peu efficace, qui, & convergence au bout dérafians, améliore de moins de 4%
le critére initial. Il est probable que la solution obtenwit in minimum local ou que le gradient ne
soit pas assez précis dans cette paramétrisation. Pourifieryén réalise la méme expérience avec la
paramétrisation B-spline d’ordre 4, mieux conditionnéendboint de vue géométrique.

Paramétrisation classique — B-spline La convergence de la fonction objectif est représentéeasur |
Figurd 4.33, les diagrammes sur la Figure 4.34 et les formmda &igure 4.35. Au bout de 400 évaluations
la stratégie a un seul niveau améliore de 30.0% le critétialigivec la méthode du Gradient Conjugué.
Encore une fois, la stratégie multiniveau ML O est plus efficaelle atteint la méme performance en
200 évaluations (soit deux fois moins d’effort de calculpke améliore de 37.5% le critére initial en 400

évaluations. Enfin, la méthode de quasi-Newton est la pficaeé : elle converge en 200 évaluations et
améliore le critére initial de 50.0%.

Méme avec une paramétrisation bien conditionnée la métimdigniveau s’avére avantageuse dans
le contexte d'un optimiseur de type CG. Dans I'expériendeasite ou la déformation est normale a la
méridienne, la méthode de quasi-Newton ou du Gradient @ojun’a pas de sens. La relaxation est
effectuée par une méthode de plus grande descente.

Paramétrisation normale — B-spline La convergence de la fonction objectif est représentéeaski |
gure 4.36, les diagrammes sur la Figure 4.37 et les formda §igure 4.38. Des courbes de convergence
similaires a celle de la paramétrisation classique sorgralgs. Au bout de 400 évaluations la stratégie a
un seul niveau améliore de 31.5% le critére initial. La giga multiniveau ML O est également efficace :
elle permet d’atteindre cette performance en 160 évalnsti elle améliore de 38.0% le critére initial
en 400 évaluations.
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FiG. 4.31 -Diagrammes obtenus a convergence ou au bout de 400 évaluation$atetmn co(t — Bernstein
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Conclusion

Dans le chapitre précédent on a développé des stratégi¢imimmdux pour traiter un probléme mo-
déle d’optimisation de forme. Dans cette section on a éteadstratégies pour le traitement de problémes
complexes. Des applications a la conception optimale diarg ont été réalisées. On a motivé nos choix
algorithmiques en mettant en relation le probléme modétergdrique et le probléme physique. Cela
nous a permis de proposer une simplification des opérateusdsfert basée sur une notion purement
géométrique et non plus algébrique. Plus précisément, oplaité le fait que les modes de haute fré-
guence convergent lentement. Puis on a abordé la résoldtiggrobléeme en deux étapes : I'approche
globale suivie de I'approche locale.

Dans la premiere phase on a vu qu’une stratégie d’enriagnisseprogressif de la paramétrisation
permettait d’accroitre la robustesse de I'algorithme sstmchastique PSO et que les formes convergées
étaient plus réguliéres. La spécificité de I'algorithme R&(Ds cette stratégie vient du fait que I'infor-
mation transmise par élévation du degré de la mémoire gidloadst-a-dire du meilleur candidat sur un
espace donné) est conservée et reste intacte sur le niveéresu ; au contraire, dans le cadre d'un al-
gorithme génétique, il semble que I'information transnpaeélévation du degré du meilleur individu est
altérée ou « diluée » au cours des itératiogén@ration} par croisemenet mutation(voir par exemple
les tests effectués dans [3]).

Dans la deuxiéme phase on a vu qu’une stratégie s'inspiesmimEthodes multigrilles et prenant
en compte la non-linéarité du gradient de la fonction ofj@eirmettait d’accélérer la convergence de
méthodes de descente, pourvu qu’un transfert adéquattsisié LiToutefois, I'intérét de I'approche mul-
tiniveau locale ne parait pas significatif devant I'effit@alu préconditionnement par une méthode de
quasi-Newton.

Cela étant dit, les remarques suivantes peuvent étre faites

— dans les cas traités, la dimension de I'espace de recheiekede pas 30 d.d.l., ce qui reste rai-
sonnable pour une stratégie quasi-Newton ; or, lorsquergne de d.d.l. augmente, les stratégies
guasi-Newton s’avéerent coliteuses en mémoire et en tempsatiéce quasi-hessienne doit étre
gardée en mémoire et un systéme linéaire par itération tteitrésolu) ; alternativement il existe
des versions a mémoire limitée (LM-BFGS) [73, 71]. Il fautidlonc comparer ces méthodes aux
stratégies multiniveaux sur des problémes ou la géométieaanplexe (3D).

— dans la mesure ou la géométrie est déformée par un champhbéemstratégies multiniveaux res-
tent pertinentes puisque les méthodes de quasi-Newton Guatlient Conjugué n'ont pas de sens;
par analogie aux méthodes quasi-Newton on peut égalemasagar de formuler un précondition-
nement du gradient en prenant en compte les variations éespshde vitesse de déformation entre
deux itérations.

— si on ne connait pas le gradient, ce qui est souvent le caslel@adre de la conception optimale
de systemes gouvernés par des EDP puisque son calcul n&sivi, alors les stratégies multi-
niveaux pourraient améliorer les algorithmes de type saxphui s’apparentent a des méthodes de
descente sans gradient.

Par ailleurs, on rappelle que 'on a traité les problémes diimodalité et de conditionnement dans
deux contextes séparés. Il serait judicieux de traiter eag groblemes dans un méme processus, hybride,
tout en exploitant les différentes représentations hidigues de la géométrie. A la vue des résultats
précédents, on propose un schéma multiniveau de type FM@'pptimisation de forme paramétrique
ou I'on combinerait les techniques développées précédemaams un méme algorithme :

— en utilisant I'élévation du degré classique pour la robsse dans un schéma d’enrichissement

progressif;

— en utilisant les opérateurs de transfert comme filtre phasiet un schéma en V ou en dent de scie

pour la vitesse de convergence.
Dans un premier temps on résout complétement le problémie siwveau grossier. Puis I'espace de re-
cherche est enrichi pour raffiner 'approximation obterfe@ur améliorer la convergence sur ce niveau on
applique un schéma de correction de telle sorte que la gritiesiére soit un espace « haute fréquence »
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(méthode MLZ ou MLO). De nouveau I'espace de recherche eatteifau moyen d’un opérateur clas-
sique de prolongement). Enfin, un schéma de correction Heédqaence est appliqué. On illustre cet
algorithme a la Figure 4.39 ou on note’] I'opérateur d'élévation classique et]], [ ] les opérateurs
de restriction et de prolongement haute fréquence respeutnt.

fin O a
/! N e
moyen O (] O O
/! B e 1, .
grossier | ® ()

FIG. 4.39 —schéma FMG a trois niveaux de paramétrisation pour I'optimisation : les sfgstpleins @ et @)
correspondent & des phases de correction compléte, les symbateq{Vidt O) a des phases de relaxation. L&s (
et M) sont des espaces d’enrichissement etdest{®) des sous-espaces « haute fréquence ».
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A une fréquence donnée correspond un canal de transmissi@anal ou régime de fonctionnement
d’'une antenne est imposé par le contexte d'utilisatioré{iélon, radio, application militaire, etc.). En
général une antenne n’est pas congue pour transmettrefdemations a un régime unique ; au contraire
on cherche a la rendre efficace pour un ensemble de fréquédeeberche alors a résoudre un probléme
d’optimisation dit multipoint qui est un cas particulier bBeptimisation multicritére. On propose dans
ce chapitre une méthode hiérarchique sur les fréquencesndtidnnement pour I'optimisation d’'une

antenne sur une bande de fréquence.
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5.1 Généralités sur I'optimisation multicritere

Dans cette section on rappelle les concepts fondamentalisptienisation multicritére ou multiob-
jectif (MOP pourMultiobjective Optimization Problemans la littérature anglophone) ainsi que les prin-
cipales stratégies de résolution. Pour une étude rigoardeda formulation et des résultats de caracté-
risation dans le cas différentiable on renvoie a I'ouvragjé.[On se concentre ici sur les méthodes qui
se rapportent a la notion d’optimalité au sens de Paretos Baohapitre suivant on abordera une autre
maniére de traiter un probléme multicritere en faisant hppe stratégies de jeux.

5.1.1 Formulation d’'un probléme d’optimisation multicrit ere
Soit N fonctions objectifs/; : F Cc R™ — R. On considére le probleme

mmin {N(z), (2), ..., In(2)}
t.qg. reF

(5.1)

ou x est le vecteur de conception £tC R" désigne I'espace admissible (éventuellement défini par un

ensemble de contraintes d'égalité et/ou d'inégalité).dressdu probléme (5.1) est de minimiser simulta-
nément tous les critéres. Lorsque cela n’'est pas possibi,qu'il existe un conflit entre au moins deux
criteres, on cherche alors a réaliser un « bon » compromis. fBaonaliser ce compromis, on introduit les
concepts de Pareto qui reposent sur la relation d’ordreicnitére dedominance

5.1.2 Optimalité au sens de Pareto

On désigne par et y deux points de I'espace admissible de conception. On déte =
(J1,...,Jn)T le vecteur de performance.

Définition 5.1. On dit que.J(z) domineJ(y) (notéJ(x) < J(y)) si « est au moins aussi performant
guey pour tous les critéres et strictement plus performant paun®ins un critére, c-a-d si

Vie{l,...,N} J;(z) < J;(y)
et (5.2)

Jie{l,...,N} Ji(z) < Ji(y)
Définition 5.2. L'ensemble de Paretst formé des vecteurs de conceptiotels queJ(z) estnon-
dominé Autrement ditx appartient & 'ensemble de Pareto si pour taute F on aJ(y) £ J(z),

c-a-d
Jie{l,....N}  Ji(z) < Ji(v)

ou (5.3)
VJG{].,,N} J](x)gJ](y)
On dit alors quer estPareto-optimal

Définition 5.3. Le front de Paret@st I'ensemble des vecteuféx) donné pour tout: de 'ensemble de
Pareto (I'image parJ de I'ensemble de Pareto).

On illustre a la Figure 51 la notion de dominance et d’endemlion dominé pour un probléme

bicritere. A la Figure 5.2 on illustre le fait que le front darBto est borné par les minima de chacun des

criteres lorsqu’ils existent.
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FiG. 5.1 —Dominance : on considére un ensemble de vecteurs de conceptiaur lesquels on évalue les fonctions
objectifs J; et J,. Chaque vecteur de performan¢é; (), J2(z))” est représenté par un point dans I'« espace
objectif » R?). A la Figure (a) on se place du point de vue de la performancelle domine toutes les performances
e, les points sont plus performants par rapport au critéfe et les points par rapport au critéreJ;. A la Figure

(b) on a identifié toutes les performanaeson dominées.

J1

FiG. 5.2 —Exemple de front de Pareto pour deux critéres : les minimums glofawet J5 sont atteints e} etx3
respectivement (supposés uniques). Les performahed9 et J(x3) ne peuvent pas étre dominées et forment donc
les extrémités du front.
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5.2 Méthodologies d’optimisation multicritére

Avec la notion d’optimalité de Pareto on a défini un critéraméanatique de compromis. Sans critere
supplémentaire, on est incapable de distinguer la quaépdints du front puisqu’ils sont tous mutuel-
lement plus performants pour au moins un critére. La détidio choix d’'un concept parmi I'ensemble
non dominé reste en suspens. Si on prend en compte le prob@mpromis+décision, [97] propose une
classification (d'aprés Fonseca et Fleming) des technideedsolution d’'un probléme MO selon que la
décision précede, interagit, ou suit la procédure d’ofgtation.

Parmi les techniques ou la décision précede I'optimisatiarconsidére classiquement des techniques
d’agrégation comme une combinaison linéaire des fonctinsctifs (en particulier une combinaison
convexe) ou une formulation minmax. La décision précédptifuisation dans la mesure ou le choix
a priori des coefficients ou de la forme minmax détermine un criterg da recherche le minimum
global supposé unique. D’autres méthodes font appel ébgutient a un cahier des charges en terme de
valeurs cibles. On cherche alors a minimiser la fonctionmasure I'écart a la cible dans I'espace des
objectifs (par exemplgoal programmind23] ougoal attainmenf24]). En ce qui concerne les méthodes
interactives, que I'on n'abordera pas ici, on référe ledact [15]. Enfin, la derniére classe de méthodes
(et la plus populaire) consiste a rechercher en premiemdigiestimation du front de Pareto et de laisser
le probleme de décision a une procédure ultérieure.

5.2.1 Optimisation d’'une combinaison convexe des objecsif

Soit le critére
N N
Je(x) def ZwiJi(a:) tel que Zwl =1 et Viw; >0 (5.4)
i=1 i=1

ou la valeur des coefficients refléte I'importance relative ¢on attribue a chaque critetg. La réso-
lution du probléme multiobjectif consiste alors a mininmi¢g4) a I'aide d’une méthode d’optimisation
classique.

Pour une combinaison donnée, le point optimal/dest nécessairement Pareto-optimal. Cependant,
'ensemble des points Pareto-optimaux obtenus par miatiis de toutes les combinaisons convexes
ne décrit pas I'ensemble de Pareto dans le cas général. Houpar, on montre que si le front n'est
pas convexe alors certains points du front ne sont pas agtieigs. Il est donc difficile de choisir le jeu
de coefficientsy; qui assure que la performance obtenue a convergence d'arithfge d’optimisation
satisfasse le cahier des charges préalablement établefd@) on verra que cette formulation a un sens
particulier dans le contexte d’'un probléme d’optimisatmualtipoint.

5.2.2 Minimisation du pire des cas

Une autre stratégie d’optimisation multicritere constminimiser le maximum des performances
individuelles :
Jo(z) = max J;(x) (5.5)

i=1,...,
On assure ainsi que toutes les performances sont bornéés gerformance obtenue a convergence de
I'algorithme. L'inconvénient majeur de cette méthode viéu fait que ce critére n’est pas différentiable
et qu'il ne se préte donc pas aux méthodes de descente.

5.2.3 Recherche de front de Pareto

La majorité des algorithmes de recherche de front de Paadttappel aux Algorithmes Evolution-
naires Multiobjective Evolutionary AIgorithmMOE). Le processus général consiste a guider la re-

1Une liste bibliographique régulierement mise a jour conceires algorithmes de type MOEA est tenue par Coello & I'agress
suivante http://www.lania.com.mx/~ccoello/EMOO/EMOODbib.html |
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cherche vers le front de Pareto tout en assurant la divedsiéindividus et une répartition uniforme
des performances sur le front. Pour cela on dispose d'usystie notation ou d’affection d’'un rang
(ranking) en relation avec le front de Pareto. La maniére la plus mglient a affecter le rang 0 aux
individus dont la performance n’est pas dominée et 1 auxaubes systémes de notation plus élaborés
sont souvent utilisés. Par exemple, Goldberg propose dsidgner une succession de fronts en incré-
mentant le rang que I'on affecte aux points non dominés defailption a laquelle on a supprimé les
éléments de rang inférieur. Fonseca et Fleming proposerngaffecté a chaque élément de la popula-
tion qui correspond au nombre de points dont la performanagnk I'élément considéré (les points non
dominés sont alors de rang 0).

Parmi les algorithmes les plus répandus on trouve les sisipar ordre chronologique) :
— Niched Pareto Genetic AlgorithfiNPGA) [51]

— Nondominated Sorting in Genetic Algorit{tdSGA) [92]

— Multiobjective Genetic AlgorithfMOGA) [44]

— Strength Pareto Evolutionary Algorith(8PEA) [103]

Remarque On référe généralement le premier MOEA\&ctor Evaluated Genetic Algorith(WEGA) [83]. Cette
méthode ne fait toutefois pas appel aux notions de Pareto. Elle consistardaremier temps a diviser la population
en autant de groupes qu'il y a d’objectifs. Les individus sont alotéseelon I'objectif attribué au groupe auquel
ils appartiennent. Les meilleurs individus de chaque groupe sont séleési@uis croisés pour former une nouvelle
génération, formant ainsi un brassage des objectifs.

5.2.4 Cas particulier de I'optimisation multipoint

Jusqu’'a présent on s’est intéressé a I'optimisation d’umterane dont le régime harmonique a été fixé
a une fréquence donngé. On a cherché a minimiser une fonction co(t du type

J(S, ) = F(u(S, f)) (5.6)

ouwu(S, f*) est le champ rayonné péra la fréquencg™ et F' une fonctionnelle champ rayonné (direc-
tivité, écart quadratique de la puissance, coefficient flexién, etc.).

Soit désormais la bande de fréquedge= [f* — 1A f; f* + 3Af]. Sil'application est différen-
tiable par rapport & surl;, on peut naturellement chercher & minimiser

mSinJ(S,f*) +al0rJ(S, )] (5.7)

ou « est un coefficient de normalisation, c-a-d, on cherche amisar a la fois la fonctionnellg/ a

une fréquence donnée ainsi que les variations/ddu premier ordre par rapport a ce parametre. Tou-
tefois, ce formalisme correspond davantage a |'optimisatobuste et reste valide tant que I'intervalle
Iy est «petit» (la notion de « petit » étant liée & I'ordre de deam des variations du second ordre).
Dans notre cas on sera amené a considérer de grands irgerdalfonctionnement. Alternativement, on

adopte des stratégies dit@siltipointsoul I'intervalle Iy est échantillonné efv points de fonctionnement

f1, fo, ..., fn eta partir desquels on défink criteres.7;(S) def. Ji(8S, f;) & minimiser simultanément.

En ce sens I'optimisation multipoint est un cas particufiel’optimisation multicritére.

Minimisation en moyenne

Classiquement, on cherche a ce que la performance moyenihg soit minimisée, soit
_ 1 1
(8= 37 ), TSN AfEij (S. 1) (5.8)

ou lesw; sont les poids de quadrature affectés aux fréquefic€ette approche revient donc a minimiser
une combinaison convexe (5.4) des performances indivielugluisque les poids); sur I; satisfont
nécessairement, w; = Af.
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Remarque On peut également se baser sur une formulation en ndgren augmentant progressivemerpour
se rapprocher de la norme max tout en gardant la différentiabilité detiiém colt

TS =D wJ(S, f:)"  p=2 (5.9)

Cette méthode a été utilisée dans [10].

5.3 Meéthode hiérarchique sur les points de fonctionnement

Dans cette section on propose une stratégie d’optimisatidtipoint dans laquelle une hiérarchie des
points de fonctionnement est utilisée. On cherche a résdagirobléme multicritére au sens d’une mini-
misation en moyenne. La stratégie hiérarchique consistiiaer progressivement le calcul de quadrature
de la fonctionnellg (5)8).

5.3.1 Description du cas-test

On considére un probléme inverse en directivité/d@st une directivité idéale constante sur l'inter-
valled € [—60°;60°] et nulle ailleurs (voir Figure 5.3). On cherche a minimisécart quadratique entre
la directivité réelle et la directivité idéale

1

J(@) =5 /S 2 (D(xpz) - D(X))QdSQ (5.10)

sur la bande de fréquende = [f* — 2Af; f*+ 1A f] ol f* =7.133333GHz e\ f = 1.0 GHz.

0 :
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Hplane ——
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‘ i ‘ ‘ ‘ -180  -120 -60 0 60 120 180
-200 -100 0 100 200 300 400 theta (degree)
(a) géométrie initiale : guide d’onde et réflecteur. (b) diagramme initial (plans E et H) et diagramme cible (rouge).

Fic. 5.3 —Configuration initiale de I'antenne a optimiser : le guide d’onde est de sectiviorme et le réflecteur
est un paraboloide défocalisé ; le diagramme est évalué a la fréqu€neer.133333 GHz.

La cible est une distribution idéale de la directivité quiréalité n’est pas atteignable : ce probleme
est mal posé. En pratique, on considére qu’un diagrammatsfeésant si la différence entre la puissance
rayonnée dans la zone ou I'on cherche a uniformiser le diagra et la puissance maximale atteinte en
Omax N'exceéde pas 3db (c-a-d une division de la puissance par&)gle 03,4, correspond a I'angle a
partir duquel la puissance est inférieure & 3 db. On cherohe d obtenir un diagramme tel qbg;, =
60°. En plus de mesurer I'angle & 3 db pour les plans E et H on ceresld plan de polarisation normale
(ou plan N) d’apres la®3définition de Ludwig [60]. En cherchant a uniformiser le d@gme on cherche
a minimiser I'amplitude des oscillations (la fonctionee[b.10) pénalise les variations du diagramme).
On mesure donc I'amplitude maximateP en db de ces oscillations sur le plan N.



142

QHAPITRES. OPTIMISATION MULTIPOINT SUR UNE BANDE DE FREQUENCE

5.3.2 Diagramme initial sur une bande de fréquence

En anticipant sur la suite, évaluons les diagrammes de reyyoant de la forme initiale en quatre
fréquences dé;. Ces diagrammes sont représentés a la Figure 5.4. D'un geintie qualitatif, le dia-
gramme cible est trés éloigné des diagrammes de la formal@itla puissance entr#)° et 60° est
d’environ -20 db par rapport a la puissance maximale.

0 0

7
- ﬂf \\h
= U/ \ "l TN
% Mv/ \v

normalized power (dbi)
normalized power (dbi)

| Ll \
!

-180 -120 -60 0 60 120 180 -180 -120 -60 0 60 120 180
theta (degree) theta (degree)
() f = 6.758333 GHz (b) f = 7.008333 GHz
0 Jaa\ 0 i
// \\ J/ \M
g 20 f f F -20
z | | =) /\ /’\
$ 30 T i g .30
: / \ : y/
o °
S -40 & -40
© ©
€ £
2 0 M’VW/ \WWM 2 50 R“W \WM
-60 -60
-180 -120 -60 0 60 120 180 -180 -120 -60 0 60 120 180
theta (degree) theta (degree)
(c) f = 7.258333 GHz (d) f = 7.508333 GHz

FiG. 5.4 —Diagrammes de rayonnement de I'antenne initiale évalués en quatre fréggiele fonctionnement uni-
formément réparties suf.

5.3.3 Conception optimale a une fréquence

Dans un premier temps on conduit une expérimentation ngpnéril’optimisation a une fréquence
donnée. Une premiére phase d’'optimisation est réaliséla pa¢thode MPSO. L'approximation obtenue
est améliorée par une phase d’optimisation de descent@detiasi-Newton BFGS. On impose comme
contrainte la continuité du réflecteur au niveau de I'axeyaeétrie. La fréquence de fonctionnement est
fixée af*.

Phase d’optimisation robuste — MPSO

Les parametres sont donnés dans le Taldleau 5.1. La coneergenl’algorithme est illustrée a la
Figure 5.5 et la configuration de I'antenne a convergencdastée a la Figure 5.6

A premiére vue, le diagramme de rayonnement des plans E einblsesatisfaisant : la différence
maximale de puissance dans l'intervelle60°; 60°] est de I'ordre de 3db. Sauf pour le plan E, I'angle
6345 €St proche dé0° (voir Tablead 5.2). La directivité est de 7.93 dbi.
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Fréguence f=7.133333 GHz
Paramétrisation Bernstein
Hiérarchie n=3—-6—9—12—15

Nombre d'itérations
Nombre de particules

64

imax =20 — 30 — 40 — 50 — 60

TAB. 5.1 —Parameétres de la méthode MPSO.

MPSO algorithm: fitness convergence
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FiG. 5.5 —Convergence de l'algorithme MPSO.

antenna — meridian

300 0
e N\
2501 -10
200} 3 -20 // X\
' £ i/ \
g 150} % -30
= o
100 - E -40
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50+ 8 -50 H ’3'3?3?, -
o | ‘ ‘ ‘ I ‘ ‘ ‘ -60 ‘ ‘
-100 -50 50 100 150 200 -180 -120 -60 0 60 120 180
z (mm) theta (degree)
(a) méridienne (b) diagramme
FiG. 5.6 —Forme et diagramme a convergence de I'algorithme MPSO.
plan amax (o) 03db (O) AP (db)
E 20.0 32.0 3.12
H 0.0 58.5 1.37
N 20.5 57.5 1.51

TaB. 5.2 —Caractéristiques du rayonnement a l'issue de la phase d’optimisatiarsteb
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Phase d'optimisation locale — QN-BFGS

On cherche a améliorer la performance obtenue sur la pargaté&n fine a I'aide d'un algorithme
de quasi-Newton BFGS. La convergence en terme de réductida fbnction codt et de la norme du
gradient est illustrée a la Figure 5.7. En 50 itérations lecfmnnelle est diminuée de 14% et la norme
du gradient de 90%. La forme convergée et son diagramme damaynent sont illustrés a la Figure 5.8.
D’aprés les caractéristiques du diagramme obtenu a coeneegde la procédure d’optimisation locale
(voir Tableau 5.3) I'antenne est satisfaisante. La diviétiest de 7.32 dbi.

Quasi-Newton algorithm: fitness convergence Quasi-Newton algorithm: gradient 2-norm convergence
0.69 0.08
0.68 0.07
0.67
o 0.66 g 0.06¢
3 0
3 0.65 £ 0.05
> 0.64 ~
'] £ 0.04
% 0.63 s
5 o.e2 T 0.03 |
d 8
0.61 ® 0.02 f
0.6
0.59 0.01 |
0.58 : . : . 0
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
number of iterations number of iterations
(a) fonction codt (b) norme du gradient
FIG. 5.7 —Convergence de 'algorithme QN/BFGS.
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250 /J \\
200} :'S, -20 / \
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5 Hplane ——
50 2 -50 3db —
]
o | . . . . . ) _60 i i
-100 -50 0 50 100 150 200 -180 -120 -60 0 60 120 180
z(mm) theta (degree)
(a) méridienne (b) diagramme

FiG. 5.8 —Forme optimisée a la fréquengé et diagramme de rayonnement.

plan emax (O) 93db (o) AP (d b)
E 50.0 56.5 1.75
H 0.0 58.5 1.68
N 50.0 58.0 0.91

TAB. 5.3 —Caractéristiques du rayonnement a 'issue de la phase d’'optimisatiofgloca
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Qualité de la forme convergée sur la bande de fréquence

On vient de réaliser une optimisation numérique de la formeéflecteur a une fréquence donnée.
Cela nous a permis d’obtenir une antenne qui satisfait largime de qualité que I'on s’est fixée. On
évalue la performance de cette configuration sur la bandeédpiéncel; : pour cela on calcule les
valeurs de la fonction codt sur tout I'intervalle, puis orselve les diagrammes de rayonnement de la
forme optimisée en certains points.

On a déja constaté a la Figure 5.4 que 'antenne initialé¢ gtailvaise en quatre points de L'éva-
luation de la fonction co(t sur toute la bande de fréquencdirooe la mauvaise performance de cette
configuration (cf. Figure 5.9a). La Figure 5.9b montre guptimisation de I'antenne a une fréquence
améliore significativement la performance sur tout l'intdle : la performance la plus mauvaise est 25
fois plus petite que la plus mauvaise des performances deetiae initiale. En outre, les performances
les plus mauvaises sont obtenues pour les fréquences kélpignées de la fréquence d’optimisation.

Initial antenna configuration Optimized antenna (single point)
120 T T 6 T T
frequency band frequency band
optimization point ° optimization point [
100 ¢ SO q 5 r MPSO
MPSO + QN -
80 r 4 4 b
[ (3]
= =
S 60 r 1 S 3
123 [9]
4 3
g 47 1 g7
20 1 1r
0 . . -— . . 0 . . -~ . .
6.6 6.8 7 7.2 7.4 7.6 6.6 6.8 7 7.2 7.4 7.6
frequency (GHz) frequency (GHz)
(a) performance de la configuration initiale (b) performance de la configuration optimisée

Fic. 5.9 —Valeur de la fonction colt au voisinage de la fréquence d’optimisation.

Les diagrammes de la Figure 5/10 confirment ce résultat :agdohent les diagrammes sont plus
proches de la cible que les diagrammes initiaux. Ceux obteour des fréquences proches de la fré-
guence d’'optimisation semblent satisfaisant (FigureBbelf 5.10c), contrairement a ceux les plus éloi-
gnés (Figures 5.10a let 5.10d). On trouve dans le Tableaurbtdsumé des caractéristiques du rayon-
nement. La procédure d’optimisation pour la seule frégaeficpeut fournir un point de départ pour
I'optimisation sur un voisinage dg*.

fréquence(GHz) AP (db)plan N directivité (dbi)

6.758333 5.45 8.88
7.008333 2.01 7.36
7.258333 2.51 7.54
7.508333 5.08 10.05

TAB. 5.4 —Caractéristiques du rayonnement sur l'intervallea I'issue de la phase d’optimisation & une fréquence.
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FiG. 5.10 —Diagrammes de rayonnement de I'antenne optimisée a la fréqughésalués en quatre fréquences
uniformément réparties suy.
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5.3.4 Conception optimale sur une bande de fréquence

Dans les expériences qui suivent on considére la formul@&momoyenne (5.8) avec une quadrature
de Gauss-Legendreld = 9 points. L'algorithme MPSO est appliqué a partir de la fornptiraisée a
la fréquencef* (cf. Figurd 5.8). La convergence et la forme obtenue samitilées a la Figure 5.11. On
évaluea posterioriles performances individuelles de la forme convergée suaimantillon del; beau-
coup plus fin que celui de la quadrature. Elles sont compadeis Figure 5.12 avec les performances
individuelles de la forme optimisée a la fréquerfce

Il n'est pas surprenant de constater que la performanceéggadée dans un voisinage fle alors
gu’elle est améliorée ailleurs. Plus précisément, la eai# performance est dégradée d'un factiebr
(a la fréquencef = f*), alors que le pire des cas est amélioré d’'un fac®ww (a la fréquencef =
7.633333 GHz).

antenna — meridian

. 3001
MPSO: fitness convergence

1000 Fre—r
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o 100 2000
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i £
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]
<
_ﬁ 100+
“
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]
0.1 : : : : | . . . .
0 50 100 150 200 250 oo -50 0 50 100 150 200
; ; ; ; ; z (mm)
number of iterations (64 evaluations/iteration)
(a) convergence (b) méridienne

FiG. 5.11 —Convergence de I'algorithme MPSO : évolution de la fonction multicriteére eaéaconvergée.
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FiIG. 5.12 —Performance monofréquence slyr apreés optimisation multipoint par la méthode MPSO de la forme
optimisée a la fréquencg” (e). Les+ correspondent aux fréquences d’optimisation (points de Gauss).
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5.3.5 Méthode hiérarchique sur les fréquences

Dans la section précédente, une phase d'optimisationigleesa une fréquence a été réalisée afin de
pourvoir un bon point de départ pour une optimisation mdltiience. On se demande s'il ne serait pas
plus efficace, en terme de robustesse et de temps de caleigndre cette stratégie a plusieurs niveaux
de quadrature : en s’inspirant de I'algorithme d’enrichisgnt progressif on propose de raffiner le calcul
de la fonction objectif multifréquence (5.8) a I'aide d'ulniérarchie de points de fonctionnement.

Dans un premier temps, sur le niveau grossier de la paraattm, on compare les résultats d’optimi-
sation pour plusieurs finesses de quadrature. Puis oneéadis optimisation hiérarchique en fréquence
sur ce méme niveau de paramétrisation. Enfin on propose wnitalgpe hiérarchique a la fois sur les
points de fonctionnement et sur la parameétrisation.

Optimisations indépendantes pour plusieurs niveaux de quirature

Soitw = maxX_; w; la taille (ou poids) caractéristique d'une quadrature qoedue aV points pour
I'approximation de I'intégrale d’'une fonction de la varialvéelle sur un intervalle. A chaque quadrature
correspond la fonction colt multicritére

N
Tu(S) &S w, (S, £i) (5.11)
=1

dont la précision d’approximation qé (5.8) augmente avec le nombre de points. Lorstjue> co on a
w — 0 etdonc’,, — J.On espére alors que le minimum approchéfdetende vers le minimum d¢'.

Dans cet exercice préliminaire on réalise une série d’dpétions numériques indépendantes pour
les quadratures de Gausd a3, 5 et9 points et sur le seul niveau grossier de la paramétrisatios: (
3). On réalise 20 itérations de PSO. Par la suite, on comp&eam@sultat obtenu sur le niveau fin de
la quadrature avec une méthode hiérarchique sur les frégae®n représente sur la Figlre 5.14 la
convergence de I'algorithme et sur la Figlre 5.13 la perforoe des formes optimisées en terme de
performance individuelle sufy.

single level multipoints - d.o.f.=3

12 R T
1 point ]
3 points
10 5 points A
9 points .

S

[0}
=)
[
>
1
s 4 7\\ <
2 \ . -
0
6.6 6.8 7 7.2 7.4 7.6

frequency (GHz)
FiG. 5.13 —Performance de la forme optimisée par une méthode PSO sur le niveaiegms la paramétrisation.

Au bout de 20 itérations, quelle que soit la quadraturegtathme PSO peine & améliorer signi-
ficativement le meilleur candidat. L'essentiel de la déssance est réalisé en une dizaine d'itérations.
Autrement dit, avec peu de degrés de liberté (3 d.d.l.),dbl@me est simple a résoudre.
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FiG. 5.14 —Convergence de l'algorithme PSO pour chaque niveau de quadra@@dtérations suffisent pour que
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I'algorithme converge sur le niveau grossier de la paramétrisation.
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Les performances des formes convergées pour 3, 5 et 9 pamfsatirature semblent identiques. La
performance a un seul point de quadrature est plus mauvaie2dsHZ a 7.6 GHz mais meilleure de
6.6 GHz a 7.2 GHz. Sachant qu’une évaluation de la fondtidtifsest d’autant plus colteuse qu'ily a
de points, on se demande si la forme convergée a une fréqummopte tenu de I'erreur commise sur le
calcul de I'intégrale, peut tout de méme fournir une bonr@aximation (de colt négligeable) pour une
optimisation a 3 points, puis 5 points et ainsi de suite.

Hiérarchie de points de fonctionnement sur le niveau groser de la paramétrisation

On établit désormais une hiérarchie de quadrature de praaisoissante d& + 1 niveaux (cf. Fi-
gure 5.15). SoifV;, le nombre de points sur le niveau

Nye=2+1  k=0...K (5.12)

et on notew” la taille caractéristique de la quadrature sur le nivealie niveau 0 est une quadrature &
un point : le point milieuf*.

frequency

f+ b

T

f— b o

iterations
FIG. 5.15 —lllustration d’une hiérarchie de points de fonctionnemerita- 1 = 4 niveaux { — 3 — 5 — 9) sur
la bande de fréquendg~ f*] avecf* = % Les points de quadrature sont les points de Gauss.

On considére une paramétrisation de degréixé et les fonctionnelles paramétriqués: (x) as-
sociées. La stratégie hiérarchique consiste en une suiphases de relaxation pour la minimisation
successive des fonctionnelles paramétriques (cf. Algot 7).

Algorithme 7 : Optimisation multipoint avec stratégie d’enrichissety@ogressif
Entrées: degré fink, concept initial: € R

Aa:go) —0

pour k «— 0 a K faire
Az®) — relaxation de argminy J,x(z+ Az) apartir deAxék)
Ax(()kﬂ) — Az®)

fin

Sorties: Az, J, x (x + AzK))

En guise de relaxation on réalise 10 itérations de I'alparg PSO, ce qui revient B0 x Ny X
Nyare €valuations de la fonction codt alV,,,: est le nombre de particules constituant I'essaim. On
représente a la Figure 5.16a la performance obtenue a cmivpats de quadrature. A la Figure 5.16b
on compare la performance obtenue avec la méthode hiégaecleit celle obtenue avec directement 9
points de quadrature. Il est clair que la méthode hiératehiest plus efficace : toutes les performances
individuelles sont améliorées.
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(a) performance a l'issue de la relaxation sur chaque niveau (b) performance multiniveau en fréquence et simple niveau

FiG. 5.16 —Performance globale de la méthode d’enrichissement progressif gaenée sur le niveau grossier de
paramétrisation.

On représente a la Figure 5.17 la convergence en terme diéwolde la fonction co(t. On remarque

que :

— le nombre d'itérations de relaxation est plus grand poundtghode hiérarchique (Figure 5.17a);
cependant les itérations sur les niveaux grossiers de guadrsont peu colteuses relativement
au niveau fin; a nombre égal d'évaluations de fonction ca@liméthode hiérarchique est plus
performante (Figure 5.17b);

— engénéral il n'y a pas continuité des performances lorfqoepasse d’'un niveau de quadrature a
un autre (sinon cela voudrait dire qu’une quadrature deélegst aussi précise qu’une quadrature
de degrék + 1); en ce sens les problémes grossiers ne sont pas consiat@atde probleme
fin; toutefois, le saut de la performance entre deux niveaomngie lorsque le nombre de points
augmente (I'erreur commise dans le calcul de 'intégrateidue).

Fitness convergence of PSO algorithm Fitness convergence of PSO algorithm
le+12 le+12 T
1 — 1 —
le+1l 1->3 b le+1l 1->3 1
1->3->5 e 1->3->5 .
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1e+08 9 1le+08
g 1e+07 1 g 1e+07
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100 . 1 | | | B i 100 | | | ey i i i
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0O 20 40 60 80 100 120 140 160 180
number of iterations number of functional evaluations
(a) évolution de la performance en fonction du nombre d'it€lg-évolution de la performance en fonction du nombre d’'évalua-
tions de PSO tions de la fonction par nombre de particules

FiG. 5.17 —Evolution de la fonction codt des méthodes classique et d’enrichissgmogméssif en fréquence sur le
niveau grossier de paramétrisation.

Stratégie d’enrichissement progressif de la paramétrisabn et de la quadrature

Sur le niveau grossier de paramétrisation, une méthodeffileeraent du calcul de la fonction codt
a l'aide d’'une hiérarchie de points de fonctionnement nodisuani une géométrie plus performante
qu’avec une stratégie a un seul niveau de quadrature. Enazampn avec la performance obtenue sur
le niveau fin de paramétrisation et de quadrature (cf. Figut@) la performance globale est toutefois
encore loin d’'étre satisfaisante. Il nous faut donc raffiaeiéformation du réflecteur : la forme obtenue
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sur le niveau grossier est choisie comme point de départlfmpiimisation sur un niveau intermédiaire
de paramétrisation.

Comme pour la paramétrisation grossiere, on propose diymalle méme processus hiérarchique en
fréquence sur ce niveau de paramétrisation dans le but deifome forme initiale performante pour le
niveau suivant, et ainsi de suite jusqu’au niveau fin. L'emsle de cette procédure hiérarchique d’enri-
chissement progressif en fréquence et en paramétrisatiwui a I'Algorithme 8 illustré a la Figufe 5.18.

Algorithme 8 : Stratégie d’enrichissement progressif : paramétrisagioquadrature
Entrées: degré fin de quadratur&, hiérarchie de paramétrisations < ns < --- < ns

elevation  :routine d'élévation du degré pour la paramétrisation wéree
mfreq : routine de relaxations successives sur une hiérarchieidérgture (Algorithme 7)
imax : nombre d’itérations de relaxation

/I Initialisation sur le niveau grossier
M) —0eR™

/I Enrichissement de la paramétrisation
pour i =1 a M faire

/I Enrichissement de la quadrature
Az — mfreq (K,z®,imax)

/I Correction et élévation du degré
sii < M alors z(+1) — elevation (2", n; — niy1)

fin

Sorties: (M), J, x (x(M))

Application numérique

Soit les degrés de paramétrisatidr- 6 — 9 — 12 — 15. A la Figure 5.19a-e, pour chaque niveau
de paramétrisation, on représente la performance obtenbadue étape de la hiérarchie de quadrature.
Sur la Figure 5.19f on représente la performance obtenuissué de la hiérarchie de quadrature pour
chaque degré de paramétrisation. Si la phase d’'optimisatione fréquence a tendance a dégrader la
performance aux bornes de l'intervallg, elle est cependant uniformément améliorée sur le niveau fin
(K points de quadrature) pour chaque niveau de paramétrisatio

En comparaison avec la stratégie simple niveau de quadrgiaur une quantité équivalente d'éva-
luations de la fonction codt, la méthode multiniveau ess plerformante (cf. Figure 5.20).

Diagrammes et formes convergées

Enfin, on compare les formes (cf. Figlire 5.21) et les diagram(of. Figures 5.22 ét 5.23) des an-
tennes obtenues a convergence des méthodes hiérarchigireple niveau pour 4 fréquences données.
Les caractéristiqgues du rayonnement (voir Tableau 5.5&tdanfirment la différence de performance
des deux stratégies : d'apres la différence maximale desanice sur le plan de polarisation normale et
dans la zone optimisée, le rayonnement de la forme obtemla pethode hiérarchique est plus petite.
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° single frequency optimization

. . D R multiple frequency optimization
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guadrature dimension

FiG. 5.18 —Schéma de I'algorithme d’enrichissement progressif en fréquerem garamétrisation.
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FiG. 5.19 —Performances individuelles a chaque étape de la stratégie hiérarchigfrégurence et en paramétrisa-
tion.
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FiG. 5.20 —Comparaison de la performance finale de la méthode hiérarchique aweétlaode sur le seul niveau fin
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FIG. 5.22 —Diagrammes a convergence de I'algorithme MPSO a un niveau de quadrévalués en quatre fré-
guences uniformément réparties dur

fréquence(GHz) AP (db)plan N directivité (dbi)
6.758333 2.48 8.19
7.008333 2.25 8.22
7.258333 2.81 8.11
7.508333 2.60 7.62

TAB. 5.5 —Caractéristiques du rayonnement sur l'intervalle & l'issue de la phase d’optimisation multifréquence
a un niveau de quadrature.
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FiG. 5.23 —Diagrammes a convergence de |'algorithme MPSO avec hiérarchie ldulade quadrature évalués en
quatre fréquences uniformément réparties Bur

fréequence(GHz) AP (db)plan N directivité (dbi)

6.758333 1.21 7.44
7.008333 1.95 7.19
7.258333 1.65 7.21
7.508333 2.20 7.70

TAB. 5.6 —Caractéristiques du rayonnement sur l'intervalle & I'issue de la phase d’optimisation multifréquence
avec hiérarchie de quadrature.
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Conclusion

Dans ce chapitre on a considéré un probleme de conceptionaletd’'une antenne sur une bande de
fréquence. Etant donné un critére classique a une fréquen@eadopté une formulation d’optimisation
en moyenne de ce critére. La moyenne est évaluée a l'aide dumule de quadrature.

Toujours dans le souci d’exploiter des structures hiéiguds d’approximation, on a développé une
méthode d’optimisation multipoint a plusieurs niveaux dedyature pour I'approximation du critére
continu (la moyenne). Un « niveau » est défini par le nombrealstg de quadrature, constituant un
« maillage » de la bande de fréquence. Le probléeme d’opttioisaevient a minimiser la quadrature la
plus fine. Sachant que le calcul de la quadrature est d’aptasicolteux qu'il y a de points de fonction-
nement, on s’est demandé si la minimisation de quadratuossigres (donc peu codteuses) permettait
de pourvoir un concept plus performant agissant comme poétionneur pour le probléme fin. Combi-
née avec une stratégie d’enrichissement progressif (MPS83)expériences numériques montrent que
la stratégie hiérarchique de raffinement en fréquence astp@rformante que la stratégie MPSO seule a
co(t égal en terme de nombre de simulations.

Les niveaux fins, pour la quadrature comme pour la paramaébis ont été fixéa priori. En pratique,
le nombre de points de fonctionnement et la richesse dedtsgde recherche nécessaires pour atteindre
une précision uniforme donnée ne sont pas connus. Le présdrarchique associé a un critere de
convergence, par exemple basé sur le gain relatif obtenaguehchangement de niveau, permettrait de
s’arréter automatiqguement sur le niveau le plus fin utile.

On a vu que la stratégie d’enrichissement progressif dedaigure était similaire a une méthode de
résolution d'un probléme non-linéaire ou les espaces dapmation grossiers ne sont pas consistants
avec le niveau fin. Il serait donc judicieux d’envisager utratégie multiniveau plus élaborée de type
FAScomme celle suggérée dans [70].
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Dans les chapitres précédents on s’est intéressé a deempmbld’optimisation & un seul critéere
physique, I'optimisation du diagramme de rayonnementioaen régime multifréquence. On cherche
désormais a résoudre un probléme couplé ou les deux objddiifent étre traités simultanément. Plut6t
que I'approche multicritére exposé au chapitre précédeatmpte une méthodologie basée sur la théorie
des jeux ou I'espace de recherche alloué a un critére est oelraonfluence pour le second critére.
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6.1 Approche d’optimisation bicritére par stratégie de jeux

6.1.1 Généralités

Latendance générale de I'optimisation multicritére, leasé les concepts de Pareto, a été brievement
exposée au chapitre précédent. On a vu que la méthodolqgisait sur la recherche de vecteurs de
conception appartenant a I'espace admissibbgui réalisent un compromis défini soit par agrégation des
objectifs, soit par une relation d’ordre entre les vectel@performance (dominance).

Une autre approche, récente et peu utilisée a notre coanaissfait appel a la théorie des jeux [99].
Il s’agit de mettre en compétition dgsueurspour la minimisation simultanée de chacun des critéres.
L'espace de décision (ou espace de recherche) alloué a earjest un sous-ensemble de I'espace ad-
missible. L'ensemble des espaces de décision forment utieqrade F (les espaces de décision sont
disjoints deux a deux et leur union est un recouvrementlid_e vecteur de conception global résulte
alors de la contribution des décisions de chaque joueurefdnt dit, un joueur adapte sa stratégie dans
I'espace qui lui est propre en fonction des stratégies deesjoueurs. On espére ainsi atteindre un équi-
libre pour lequel aucun des joueurs ne souhaite modifieratégte. Une des difficultés d’interprétation
de cet équilibre, si il existe, vient du fait qu'a notre coissance il N’y a pas de résultat qui établisse un
lien avec I'optimalité de Pareto.

La maniére dont les joueurs échangent leur décision poendser le vecteur de conception donne
naissance a de nombreuses catégories de jeux. On n'abogleites jeux non coopératifs et en parti-
culier les jeux de Nash non coopératifs [69] qui sont syrgats par rapport aux joueurs. Dans le cadre
de I'optimisation multicritére on trouve également I'ajgption de jeux de Stackelberg, qui sont asymé-
triques de type meneur-suiveur. Comme exemples d’apmitde jeux dynamiques a des problémes de
conception optimale multicritére/multidisciplinaire sigstéemes gouvernés par des EDP on a [58, 100, 95]
(aérodynamique) ou encore [48, 47] (structure, biologie).

6.1.2 Introduction aux jeux de Nash

Soit deux critéres/4 et Jg définis surF. Pour la simplicité du discours considérons le cas sans
contraintes = R"™. On poseF = F4 & Fp (c-a-d F4 et Fg sont deux sous-espaces en somme
directe).F 4 (resp.Fp) est I'espace de décision du jouedi(resp.B) pour minimiser le critére/ 4 (resp.

Jg). Formellement le jeu de Nash consiste a résoudre le prab{éit) :

min Ja(z + y)
. : (6.1)
STy

Supposons quéim(F4) = n —m etdim(Fg) = m tel que0 < m < n, c-a-d tel gu’aucun
sous-espace ne soit vide (on a bitm(F4) + dim(Fg) = dim(F)). On munitF,4 et Fp des bases
Sy € R<(n=m) et S € R™ ™ respectivement. Les sous-espaces étant supplémentairestrice
S = (Sa Sp) € R"*" est donc une base d&*. On appelleS la matrice departagedu territoire F (S
poursplit). Tout vecteur de conceptians’écrit donc

x(u,v)—:cA(u)Jra:B(v)—SAquSBv—S(Z) (6.2)

pouru € R("=™) ety € R™. En fonction de ces nouvelles variables, les critéres iéar

Ja(u,0) B Ja(z(uv)) et Jp(u,0) EIp(au) (6.3)
Un équilibre de Nash est un cougle*, v*) tel que niA ni B n’a intérét a changer de stratégie étant
donné la décision de I'autre joueur :
u* = argmin,, Ja(u,v")

(6.4)

v* = argmin, Jp(u*,v)
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En optimisation différentiable, une condition nécessasecaractérisé par
Vudaw*,v*) =0
Al . *) (6.5)
Vodpu*,v*) =0
ou l'opérateurv,, (resp.V,) désigne le gradient partiel dans le sous-espace auquesp.v) appartient.

Tel que le probleme est posé, le choix des sous-esplgest F, c-a-d le choix de la matrice de
partagesS, est arbitraire. Pourtant il détermine le déroulement du @n montre qu'il existe une maniéere
optimale de choisir ce partage [31, 1].

6.1.3 Résultat de partage optimal de territoire

On se base sur la méthodologie proposée dans [31] pour élalmue stratégie d’optimisation bicri-
tére. On montre qu'il faut mesurer dans un certain sens birtgmce de I'antagonisme et déterminer dans
quel(s) sous-espace(s) le conflit est le plus critique.

Dans un premier temps on suppose que les deux critéres driéétéchisés par le concepteur en tant
que critére principal et critére secondaire. On pose aib#ment/, comme critére principal. Supposons
gu’un processus d’optimisation pour la minimisation de G&ie a été réalisé. On aboutit alors au point
stationnairer’, (V Ja(z%) = 0) pour lequel on notd”, = J(z%). Le développement de Taylor d’ordre
2 du critereJ4 enz* et dans la directiol\z € R™ tel que||Az||, = 1 est

1
Vh>0 Ja(e” +hAv) = J5 + Sh*AaT H(a) Az + O(h°) (6.6)

A partir de ce point on cherche alors a résoudre le probléritdrie au moyen du jeu de Nash (6.7) :

min  Ja(u,v)

ueR”*"’j (67)
min Jp(u,v)
veR™
ou
Ja(u,v) €y (:gj; +8 (Z)) et Jp(u,v) Jg (:g; +S (Z)) . (68)

Si z*% est un minimum local, alorg4 ne peut étre que dégradé dans un voisinage*deOn utilise
le théoreme de Courant-Fisher 6.1 pour trouver le souseegparmi tous les sous-espaces de dimension
m qui minimise les perturbations d&; au second ordre. Pour cela on introduit le quotient de Ralylei

Définition 6.1. SoitH une matrice symétrique de dimensiontz un vecteur non nul dB™. Le quotient

de Rayleighp(z, H) est défini par

xTHz
Ty

On peut restreindre le quotient de Rayleigh aux vecteursormalisés tels quédlz|, = 1 puisque

plaz, H) = p(xz, H) pour touta # 0.

pla, H) = (6.9)

On a le théoreme suivant dont on trouvera une preuve dangf&xemple :

Théoréme 6.1. (Courant-Fisher minimax) Soit I une matrice réelle symétrique. On pade= QAQT
et on suppose que les valeurs propres sont ordonnées pa omissant\; < Ay < --- < \,, associées
aux vecteurs propres;, ws, . . . , wy, qui sont orthogonaux en vertu de la symétrieffieAlors on a

; Az H) =\ — i Ay, H 6.10
Juin o max p(Az, H) =\, Jmax, Anin p(Ay, H) (6.10)
dim(Fg)=m |Az]|=1 dim(Fa)=n-m+1  ||Ay[=1

et 'optimum est atteint pour
Fp =vect{w1,...,wn} Fa =vect{wm,...,wn} . (6.11)

Un vecteur maximisanhx et minimisantAy estw,,.
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Sachant que le développement de Taylor|(6.6) s'écrit au&s@ du quotient de Rayleigh
1
Vh >0 Ja(z*+hlAz)=J4 + §h2p(AJc, H(x%)) + O(h®) (6.12)

les territoires affectés aux joueurs A et B peuvent étrerdéteés a l'aide du théoréme 6.1 : trouver le
sous-espacé&p de dimensionm qui minimise le maximum potentiel de perturbation localedeau
second ordre revient & minimiser le maximum du coefficienRdgleigh parmi tous les sous-espaces de
dimensionm. En effet, en utilisant la partie gauche de (6.10), un teksespace est donné en terme des
vecteurs propres, de H. Ainsi, pour définir la matrice de partage, on utilise la déposition spectrale
de la matrice hessienne dg au pointz*

H(z%) = QuAp QY (6.13)

ou les valeurs propres sont ordonnées par ordre décroissians le partage optimal est donné par la
matrice
S =Qy. (6.14)

Cet espace est alors alloué au jouBuypour la minimisation de/i. En pratique, il reste a déterminer
la dimensionm de I'espace. Ceci peut étre décidéosteriorid’aprés la décomposition spectrale du
hessien et sur la base de I'ordre de grandeur relatif desirgapgopres.

6.1.4 Méthodologie pour I'optimisation d’une antenne

Dans la méthodologie précédente on a supposé qu’un dessréait prépondérant et qu’une opti-
misation numeérique de ce critére avait été conduite. Dacadele I'optimisation bicritére d’une antenne,
on ne sait paa priori quel critére est prépondérant. On tente de le détermindasase de I'étude spec-
trale du hessien : pour cela on réalise deux optimisationgnigues indépendantes pour la minimisation
de J4 et Jp. En chacun des points optimaux convergés, notget 7, respectivement, on calcule une
approximation du hessiel{}, = Ha(z% ) et Hy = Hp(z%). On détermine alors les sous-espaces de
moindre influence mutuelle d’aprés la décomposition spéetles matrices hessiennes. En ce sens on
mesure I'antagonisme des deux critéres en deux pointcpketis du front de Pareto, a savoir les points
extrémes du front (cf. Figufe 5.2). On en déduit le critegppndérant sur la base des valeurs propres.

6.2 Optimisation d’une antenne compacte a une fréquence

Dans cette section on traite un cas-test d’optimisationtbre d’'une antenne compacte. On cherche a
la fois a satisfaire un critére en directivité et a minimikecoefficient de réflexion dans la source guidée.
Les objectifs (cahier des charges) sont donnés dans lealablé. Dans un premier temps on considére
un régime de fonctionnement fixé & la frequerfe®5 GHz.

(1) maximisation de la directivité eh= 0°
(2) lobe secondaire inférieur a -20 db par rapport a la puigsanaximale (el = 0°)
(3) ROS inférieur a 1.05

TAB. 6.1 —Cabhier des charges de I'optimisation d’'une antenne compacte.

On réalise dans un premier temps une optimisation numédgudacun des critéres dans I'espace de
recherche tout entier. Puis on étudie la décompositiontsgledu hessien pour déterminer le sous-espace
de « moindre influence » pour les deux critéres. On pourramdtera posteriorila dimensionn de Fg
en fonction des valeurs propres.
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6.2.1 Description du cas-test

Soit I'antenne de la Figufre 6.1. Elle est composée d’un gdidiede et de deux réflecteurs : un sous-
réflecteur et un réflecteur principal. Le contrble est forrhénd portion en amont du guide d’onde et de
la portion du sous-réflecteur qui fait face a I'ouverture didg. Le réflecteur principal est fixe.

La paramétrisation des portions a optimiser est la suivante
— portion du guide : B-splines d’ordre 1, d.d.l. =7
sous-réflecteur : B-splines d'ordre 4, d.d.l. =7

— contraintes zy = 0 etzg = 0 (pour chaque portion)

300 T T T T 30

100

-100

-200

300 ‘ i ‘ ‘ . ‘ ‘ i ‘ ‘ ‘
-200 -100 0 100 200 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

(a) géomeétrie : guide d'onde (noir) sous-réflecteur (vert) et(t® contrdle : portion amont du guide d’onde et sous-réflecteur
flecteur (bleu)

FiG. 6.1 —lllustration des composants de I'antenne et du contréle. Un sous-tetieest situé juste devant I'ouver-
ture du guide.

Les caractéristiques de rayonnement de la géométrielng@nt données dans le Tableau 6.2.

(1) directivité end = 0° : 38.90 dbi
(2) diagramme : voir Figure 6.2
(3) ROS:1.448

TAB. 6.2 —Caractéristiques de I'antenne initiale.

0 T 0 T T
E plane E plane
R | Hplane —— Hplane ——
10 10
20 4 \
2 .30 3
g 8] g
3 -40 A\ IR A g -30 A f
3 / \ 3 [ \
e} el
g 50 & 40
£ 0 g [ \
£ - | | £
g A S 50 M\ [ /\ A AW
70 \/ V | f v \/
-80 -60
-180 -120 -60 0 60 120 180 -30 -25 -20 -15 -10 -5 O 5 10 15 20 25 30
theta (degree) theta (degree)

(a)diagramme de rayonnement : plans E et H, cible (rouge)b) diagramme : zoom sux30° < 0 < 30°

FIG. 6.2 —Rayonnement de I'antenne initiale. Le diagramme est trés directif : I'aaagBdb est de 1
Pour atteindre les objectifs 1 et 2 énoncés dans le TabléaarGchoisit de minimiser la fonctionnelle

Ja(z) = %/S (D(u(x)) - D>2d5‘2 (6.15)
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ou D est un profil uniforme sur l'intervalle-0.5° 0.5°]. En ce sens on cherche & maximiser la puissance
sur [—0.5° 0.5°] tout en la minimisant ailleurs. Pour atteindre I'objectif & cherche simplement a
minimiser le coefficient de réflexion

To(e) = 5 IC(u(x). (6.16)

6.2.2 Optimisation du coefficient de réflexion

A l'issue de la phase d’optimisation numérique du critdfgg on obtient 'antenne illustrée sur la
Figure 6.3 et dont les caractéristiques du rayonnementkomtées dans le Tabldau 6.3. La convergence
estillustrée sur la Figufe 6.4.

(1) directivité end = 0° : 38.86 dbi
(2) diagramme : voir Figure 6.3
(3) ROS:1.000

TAB. 6.3 —Caractéristiques de I'antenne optimisée poly.

30 T T T T T T 0 T T
: E plane
Hplane ——

| gu i
. [
50 /] / \ N

.l ‘ ] ) \/\/ | f \/\/

-60
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ -30 -25 -20 -15 -10 -5 O 5 10 15 20 25 30
30 20 10 o 10 20 30 40 theta (degree)

(a) géométrie (b) diagramme

normalized power (db)

FiG. 6.3 —Configuration de I'antenne apres optimisation du coefficient de réfleséah

1 1
oo | T | 01
B 0.01
0.0001
0.001
1e-06 - 1 o 0.0001
~ =
le-08 O 1le-05
le-06
le-10
le-07
le-12 1e-08
le-14 \ \ \ \ \ \ \ 1e-09 \ \ \ \ \
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12
number of evaluations number of iterations
(a) fonction colt (b) norme du gradient

FiG. 6.4 —Convergence de 'algorithme QN-BFGS.
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6.2.3 Optimisation du diagramme

A lissue de la phase d’optimisation numérique du critdrg on obtient 'antenne illustrée sur la
Figuré€ 6.5 et dont les caractéristiques du rayonnementkontées dans le Tabldau 6.4. La convergence
est illustrée sur la Figure 6.6.

(1) directivité end = (0° :

40.44 dbi

(2) diagramme : voir Figure 6.5

(3) ROS:56.610

TAB. 6.4 —Caractéristiques de I'antenne optimisée poly.

30

10

a0 b

20

-30

(a) géométrie

E p‘lane‘
Hplane ——

-10

-20

-30

-40

normalized power (db)

-50

A hoa

-60

| |

-30

L
30 20

-256 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 30
theta (degree)

(b) diagramme

FiG. 6.5 —Configuration de I'antenne aprés optimisation du diagramme seul.

2.45e+06 90000
2.4e+06 [ 80000 1
\ 70000
2.35e+06 1
\ 60000
2.3e+06 || 1 « 50000 |
N { _
2.25e+06 \‘1 © 40000 -
30000 |
2.2e+06 1 1
L 20000 |
2.15e+06 | \q“ 1 10000 |
LI
2.1e+06 : : : : : : 0
0 50 100 150 200 250 300 350
number of evaluations
(a) fonction codt (b) norme

FIG. 6.6 —Convergence de I'algorithme QN-BFGS.
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number of iterations

du gradient
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6.2.4 Etude numérique de la sensibilité des fonctionnellesissecond ordre
On étudie les spectres des fonctionnelles normalisées

o JA(Z‘)

Ja(z) = i _ Jp(x)

et JB(i)— N
B

(6.17)

ou J et Jj sont les valeurs de fonctionnelles obtenues a la conveegdes algorithmes de descente
pour les objectifs du diagramme et du coefficient de réflergspectivement.

Il est clair, d’apres les Figures 617, 6.8 et/6.9, que I'esgeedimensiom: = 5 de moindre influence
sur la fonctionnelle/ 4 enz?, est 'espace de déformation de la portion amont du guided#oBn outre,
I'ordre de grandeur des plus petites valeurs propres velaiient aux plus grandes (en valeur absolue)
sont telles que les déformations du guide d’onde n’ont agidnftuence significative sur la fonctionnelle
J4 (c-a-d sur le diagramme).

Parallelement, d’'aprés les Figures 6.10, 6.1 et 6.12pdles de dimensiom = 5 de moindre
influence sur la fonctionnellég enz}; est donné par une base de fonctions propres composeée de defor
mations du guide et du sous-réflecteur (les déformationsudlegsemblent moins influant, cf. les trois
premiers vecteurs propres de la Figure 6.11). D’aprési@oda grandeur des plus petites valeurs propres,
si les déformations ont le moins d’influence, elles ne sostgmaur autant négligeables. On remarque par
ailleurs que parmi les modes propres qui ont le plus d’infbeesur./z (cf. Figure 6.12) figurent princi-
palement des modes de déformations du sous-réflecteur.

En guise de synthése on remarque que d’une part, & partif, dee sous-espace de déformation du
guide n’a pas d'influence au second ordre sur le diagrammmiggt On peut donc chercher & optimiser
le coefficient de réflexionfz) sans se soucier de dégrader la performance obtenue poiagi@chme
(Ja). D'autre part, 'approche symétrique n’est pas vraie : Hipde z}; la déformation dans le sous-
espace de moindre influence dg est potentiellement néfaste a la performance obtenue. Earcg on
confirme la hiérarchie des fonctions cofl, étant le critére principal devadis.

x 10°
3 X

FiG. 6.7 —Valeurs propres du hessien projeté de la fonction objektifévalué au pointc’;. Le point stationnaire
n’est pas un minimum local : il existe deux valeurs propres négativés phécision numérique du gradient preés,
2% est donc un point selle ; I'algorithme échoue cependant a diminuer Iditoncodt dans les directions propres
correspondantes en raison d'un « crash » de la simulation provenamt probléme de maillage ; autrement dit,
ces directions peuvent étre considérées comme des directions norsiateaisL’espace propre de dimension 5
correspondant a I'espace de moindre sensibilité par rappoftsacorrespond aux modes dont les valeurs propres
sont les plus petites : elles sont encadrées en rouge.
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1 1 1 ! !
05 05 05 05 03
(guide d'onde)  © 0 ° ’ ’
-05 -05 -05 -05 -05
i a -1 -1 -1
0 5 0 5 0 5 0 5 ° ®
1 1 1 ! !
05 05 05 05 05
(sous-réflecteur) 0 0 0 0
05 -05 -05 05 w05
o1 -1 -1 -1 -
Q 5 Q 5 o 5 = - —
A3 A4 As A6 A7

FIG. 6.8 —Vecteurs propres du hessien projeté de la fonction objettiicorrespondant aux valeurs propres de
plus petite valeur absolue. Chaque colonne représente un mode miwsé en deux parties : la ligne supérieure
correspond aux déformations du guide d’onde, la ligne inférieure aforaé@tions du sous-réflecteur. lls sont triés
de gauche a droite par ordre croissant des valeurs propres ass®cié

1 1 1 1 1
05 05 05 05 05
(guide d'onde) o 0 0 0 0
-05 -05 -05 -05 -05
o 5 % s % s % s % 5

1 1 1 1 1
3 05 05 05 05 05

(sous-réflecteur) 0\—/\/\ . Ow OW Of/\ﬁ
-05 -05 -05 -05 -05

q s, s % s T s 5,

A1 A2 As Ao Ao

FIG. 6.9 —Vecteurs propres du hessien projeté de la fonction objettiicorrespondant aux valeurs propres de
plus grande valeur absolue. Chaque colonne représente un mogeehvisé en deux parties : la ligne supérieure
correspond aux déformations du guide d’onde, la ligne inférieure aforaéations du sous-réflecteur. lls sont triés
de gauche a droite par ordre croissant des valeurs propres assecié
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12

0.8

0.6

0.2

FIG. 6.10 —Valeurs propres du hessien projeté de la fonction objektifévalué au point:;;. Le point stationnaire
est un minimum local : toutes les valeurs propres sont positives. Llcesp@pre de dimension 5 correspondant a

I'espace de moindre sensibilité par rapporffg correspond aux modes dont les valeurs propres sont les plus petites :

elles sont encadrées en rouge.

1 1 1 t !
05 05 AJ\ 05 0.5 05

(guide d'onde) o 0 0/\/\/ 0 T
~05 -05 -05 -0.5 -05

o 5 s o 5 s o 5

1 1 1 L !

05 05 05 05 05 /\/\
(sous-réflecteur) o 0 0 0/\/ 0
05 -0.5 -0.5 -0.5 -0.5

e 5 g 5, b 5 o 5 _10_ 5

A1 A2 A3 A4 As

FiG. 6.11 —Vecteurs propres du hessien projeté de la fonction objdgti€orrespondant aux valeurs propres de plus
petite valeur absolue.

1 1 1 1 1
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
(guide d'onde) oF—m— o~~~ —~\_— f— o
-0.5 -0.5 -0.5 -0.5 -0.5 —\r
o 5 5 o 5 5 o 5
1 1 1 1 1
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
(sous-réflecteur) | . . . .
-0.5 -0.5 -0.5 -0.5 \ ’ -0.5
-1 -1 -1 -1 -1

Q 5 QL 5 0 5 O 5 QU 5
X6 A7 As Ao A0
FiG. 6.12 —Vecteurs propres du hessien projeté de la fonction objdgti€orrespondant aux valeurs propres de plus
grande valeur absolue.




170

CHAPITRE 6. STRATEGIE DE MOINDRE SENSIBILITE POUR LOPTIMISATION BICRITERE

6.2.5 Optimisation dans le sous-espace de moindre sensiigil

On cherche désormais a optimiser le coefficient de reflexipartr dex?, et dans le sous-espace de
déformation du guide d’onde. A l'issue de la phase d’optatich numérique du criterdz, on obtient

I'antenne illustrée sur la Figure 6/13 et dont les carastiéies du rayonnement sont données dans le
Tableau 6.5. La convergence est illustrée sur la Figure 6.14

Effectivement, la directivité a trés peu baissé (-0.06 dibq éorme du diagramme reste la méme (le
lobe secondaire est bien inférieur-20 db), alors que le ROS a la valeur optimale de 1.0.

(1) directivité erd = 0° : 40.38dbi
(2) diagramme : voir Figure 6.13
(3) ROS:1.000

TAB. 6.5 —Caractéristiques de I'antenne optimisée poly puis Jz.

30 0 T T
E plane
Hplane ——
| -10 // \\
0 b g 20
g
2 30
oI e R R RRRR LT EEERRRY (CURREPRRRRE LT o
el
8 40
ol ;;;; = E v v
i g 50 Ak A
1 \ /
; -60
) ) ‘ ) ) ) -30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 30
R 20 10 3 10 20 30 40 theta (degree)
(a) géométrie (b) diagramme

FiG. 6.13 —Configuration de I'antenne aprés optimisation du diagramme puis du cieetfide réflexion dans le
sous-espace de moindre sensibilitéfe

100 10
Ll \ 1 i
—
0.01 m—— _ 01 | i
0.0001 - 001 r il
0001 | 1
1e-06 N
- N 00001 | 1
1e-08 5l
\ = 1le-05 r b
1e-10 \ 1006 | |
le-12 1 te07 | i
le-14 N 1le-08 7
1e-16 ‘ ‘ ‘ ‘ 1e-09 ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

number of evaluations number of iterations

(a) fonction colt (b) norme du gradient

FIG. 6.14 —Convergence de I'algorithme QN-BFGS.
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6.3 Application pour I'optimisation d’'une antenne sur une bande
de fréquence

Dans une configuration plus réaliste, on cherche a optintistée méme antenne (Figlire 6.1) sur la
bande de fréquencg = [2021] GHz. On cherche a minimiser en moyenne les critéres (6.1) £6),
au sens multicritére. Pour cela on adopte la méme méthodaloéa la section précédente en choisissant
comme critére principal alternativement celui qui portelsiwcoefficient de réflexion d’une parfi§) et
celui qui porte sur le diagramme de rayonnement d’autre(part

6.3.1 Coefficient de réflexion comme critére principal

Le critereJp est choisi comme critére principal, que I'on minimise ciggement dans un premier
temps. Puis on étudie le spectre du hessien numérique dena fonvergée afin d’en déduire le partage
optimal. Enfin, on réalise un jeu de Nash dans le sous-esgag®ihdre sensibilité.

Optimisation du coefficient de réflexion

L'optimisation numérique ddz en moyenne suf; est illustrée sur la Figure 6.15. On représente la
forme convergée définie pat;, la convergence de la fonction de codt, et les performaniegsiaes sur
Is.

30 ‘ ‘ ‘ Convergence of the descent algorithm
1
20 r R 0.9995 ,‘
- 0999 ||
10 LILILIL 1 = \
T 0.9985 -
£ \
0 g oo |
o 09975 | %
-10 ¢ 1 = X
Iy S 0997 X
Tg M%
-20 f S 09965 | i
§ 0.996 . . . . .
30 s s s 2 0 20 40 60 80 100 120
-10 0 10 20 30 40 number of functional evaluations
(a) forme convergée (b) convergence de la fonction objectif
Directivity performance over the frequency band SWR performance over the frequency band
39 — T T T 15 - T T T
initial shape — required upper bound e
SWR optimization — initial shape —
14 | SWR optimization —
38.5
- o« 13
Q2
3 38t 2
2 1.2
=
3]
L 375
S 11 1
. ‘ ‘ ‘ ‘ L I e s
20 20.2 20.4 20.6 20.8 21 20 20.2 20.4 20.6 20.8 21
frequency (GHz) frequency (GHz)
(c) performance en terme de la directivité (d) performance en terme du ROS

FIG. 6.15 —Optimisation numérique du coefficient de réflexigg) sur la bande de fréquendg. La convergence
numérique est obtenue au bout de 110 évaluations de fonctionnelle. sSfiguees (c) et (d) on représente les
performances de la forme initiale (rouge) et de la forme optimisée (bleu) suDn constate que le ROS a été
uniformément diminué, alors que la directivité a été dégradée.
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Etude numérique de la sensibilité

Une étude numérique du hessienfigenz?; est réalisée. Sur la Figure 6.16 on représente les valeurs
propres, et sur les Figures 6117 et 6.18 les vecteurs propessmodes sont effectivement couplés : les
vecteurs propres sont constitués de déformation a la fagidie et du sous-réflecteur. L'espace engendré
par les vecteurs propres associés aux 5 valeurs propresuegetites (cf. Figuré 6.17) constitue le
territoire du joueutd pour améliorer la directivité tout en dégradant le moinssgiale Jg (déja optimisé).

0.1p
0.08 -
0.06
0.04 -

0.02

-0.02 L L L L L L I I |

FiG. 6.16 —Valeurs propres du hessien projeté de la fonction objekgifévalué au point:;. Le point stationnaire

est un minimum local : toutes les valeurs propres sont positives. Lécesp@pre de dimension 5 correspondant a
I'espace de moindre sensibilité par rapporfig correspond aux modes dont les valeurs propres sont les plus petites :
elles sont encadrées en rouge.

0.5 05 05 0.5 05 ‘/\/
H L —’_—/\
(guide d'onde) © 0 ° 0 0
-0.5 -05 -0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1 -1 -1
0 5 0 5 0 5 0 5 0 5
1 1 1 1 1
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
, 0 0 \/\ 0 /\/_/\ 0 \/\ 0 \/—\/
(sous-réflecteur)
-0.5 -0.5 -0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1 -1 -1
0 5 0 5 0 5 0 5 0 5
A1 A2 A3 A4 A5

FiG. 6.17 —Vecteurs propres du hessien projeté de la fonction objdgtiforrespondant aux valeurs propres de plus
petite valeur absolue.
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FiG. 6.18 —\Vecteurs propres du hessien projeté de la fonction objdgti€orrespondant aux valeurs propres de plus
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Jeu de Nash

Enfin, on réalise un jeu de Nash avec le partage optimal pedaéabnt décrit. La convergence du jeu
et les résultats obtenus a I'équilibre sont représentétastigure 6.19. Globalement, les résultats sont
peu satisfaisants, notamment a cause du caractére locapdenhlité du partage qui semble perdue au
cours de la réalisation du jeu.

30 ‘ ‘ ‘ Convergence of the descent algorithm
1.07 TSWR
20 | 106 1 diag |
105 | [\
kel
10 [ LT ] g 104
= 103
E 102
0 o
< 101
a‘:J’ 1
-0 ¢ MU ] g 099
< 0.98
20 ¢ 1 S 097
§ 096 L L L L L L
-30 I I I = 0 5 10 15 20 25 30 35
-10 0 10 20 30 40 number of game iterations
(a)forme convergée (b) convergence des fonctions objectifs
Directivity performance over the frequency band SWR performance over the frequency band
39 — T 1.5 - T T
initial shape — required upper bound —_—
SWR optimization — initial shape —
Nash game —+— 14 | SWR optimization — ]
38.5 4 ' Nash game ——
= o« 13 1
3 38 1 2
2 12 1
2
©
5 ¥ 1 1.1 /—d_»
© X \ 4
//A—F—O\\N
37 L L L L 1 L L L
20 20.2 20.4 20.6 20.8 21 20 20.2 20.4 20.6 20.8 21
frequency (GHz) frequency (GHz)
(c) performance en terme de la directivité (d) performance en terme du ROS

FIG. 6.19 —Résultats de la réalisation d'un jeu de Nash avec partage optimal du terriligueJz soit le critere
principal. Un équilibre est obtenu en 35 cycles environ. Cependantjiiaité du partage, qui est un résultat local,
ne semble plus pertinent : en effet, dés les premiéres itérations du jeepiesiiteres sont dégradés. La performance
de I'équilibre est représentée en vert. Si la performance en terme eetidité est améliorée par rapport a la forme
précédemment optimisée pail, elle est toutefois moins bonne que celle de la forme initiale. Comme prévuSle RO
est dégradé ; il reste meilleur par rapport a la forme initiale pglir- 20.3 GHz et moins bon ailleurs.
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6.3.2 Diagramme de rayonnement comme critére principal

Le critereJ 4 est désormais choisi comme critére principal. De la mémdénaron étudie le spectre
du hessien numérique de la forme convergée (par rapport nlanisation classique de ce critére) afin
d’en déduire le partage optimal. Comme pour le probléeme afidiggience, on observe un sous-espace
de sensibilité locale du second ordre nulle. On réalisesalmie optimisation classique du coefficient
de réflexion dans ce sous-espace, puis un jeu de Nash dansistesggace enrichi (le sous-espace de
sensibilité nulle ne suffisant pas, comme on le verra).

Optimisation du diagramme

L'optimisation numérique dg, en moyenne suf; est illustrée sur la Figure 6.20. On représente la
forme convergée définie paf, la convergence de la fonction de coQt, et les performanisgsiaes sur
Is.

30 ‘ ‘ ‘ Convergence of the descent algorithm
1 T T T T T
20 r Y 1 ‘
0.995 i 1
o
| L 1 8 i
g 0.99 || E
5 i
0 e ‘
' 0.985 i 1
] %
a0 piginipt ] 5 i
> 098 | L |
3 .
20 + Z 4 5
§ 0.975 . . . . .
.30 . . . = 0 50 100 150 200 250 300
-10 0 10 20 30 40 number of functional evaluations
(a) forme convergée (b) convergence de la fonction objectif
Directivity performance over the frequency band SWR performance over the frequency band
39 T T T T 15
14 r
38.5
13 ) J
= 14 required upper bound e
) 38 % initial shape —
> 12 L diagram optimization — |
= ’
°©
L 375 1
S 11 r 1
initial shape —
37 ‘ diagram optimization L 1 W ) )
20 20.2 20.4 20.6 20.8 21 20 20.2 20.4 20.6 20.8 21
frequency (GHz) frequency (GHz)
(c) performance en terme de la directivité (d) performance en terme du ROS

FIG. 6.20 —Optimisation numérique du diagramme de rayonnemény} 6ur la bande de fréquendg. La conver-
gence numérique est obtenue au bout de 250 évaluations de fonctioBuelles figures (c) et (d) on représente les
performances de la forme initiale (rouge) et de la forme optimisée (bleu);su®n constate que la directivité a été
uniformément augmentée, alors que le ROS a été tres fortement dégradé.

Etude numérique de la sensibilité
Une étude numérique du hessienfleenz? est réalisée. Sur la Figure 621 on représente les valeurs

propres, et sur les Figures 6.22 et 6.23 les vecteurs propresbserve sur la Figure 6.22 gu'il existe
un sous-espace de sensibilité nulle qui correspond a desmlEtions du guide d’onde uniquement. Ce
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sous-espace est utilisé dans une méthodologie d’optimnssticcessive a la maniere de la section 6.2.5.
Puis on réalise un jeu de Nash en ajoutant a ce sous-espadémarssion supplémentaire (considérant
alors des déformations du sous-réflecteur également).

25r

K direction pathologique

25 I I I I I I I I )
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

FIG. 6.21 —Valeurs propres du hessien projeté de la fonction objekti€valué au point’;. Le point stationnaire
n’est pas un minimum local : il existe une valeur propre négative. A |aigign numérique du gradient prés}

est donc un point selle; I'algorithme échoue cependant & diminuer la fonctdt le long de cette direction en
raison d’'un « crash » de la simulation provenant d’'un probleme de mailjagutrement dit, cette direction peut
étre considérée comme une direction non admissible. L'espace peptanension 5 correspondant a I'espace de
moindre sensibilité par rapport d4 correspond aux modes dont les valeurs propres sont les plus petifes sont
encadrées en rouge.

1 1 1 1 1
0.5 05 0.5 0.5 05
(guide d'onde) © 0 0 0 0
-0.5 -0.5 -0.5 -0.5 -05
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0 5 0 5 0 5 0 5 0 5
1 1 1 1 1
0.5 05 0.5 0.5 05
L, 0 0 0 0 0

(sous-réflecteur)

-0.5 -0.5 -0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1 -1 -1

0 5 0 5 0 5 0 5 0 5

)\2 )\3 )\4 )\5 )\6

FIG. 6.22 —Vecteurs propres du hessien projeté de la fonction objdgtiforrespondant aux valeurs propres de plus
petite valeur absolue : ils ne correspondent qu'a des déformations de gmiduement.
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1N 1 1 1 1
05 / 05 05 05 05
(guide d’'onde) 0 0 0 0
-0 05 -05 -05 -05
1 -1 -1 -1 -1

0 5 0 5 0 5 0 5 0 5
1 1 1 1 1
0 05 05 05 05
, 0 0 0 0

(sous-réflecteur)
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o ~—"5 b s N s Y P 5

A1 A7 As Ao Ao

FiG. 6.23 —\Vecteurs propres du hessien projeté de la fonction objdgtiforrespondant aux valeurs propres de plus
grande valeur absolue : ils ne correspondent qu’a des déformatioméftecteur uniguement.
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Optimisation dans le sous-espace de moindre sensibilité

Dans un premier temps on adopte la stratégie d’optimisaticnessive dont les résultats sont illustrés
sur la Figure 6.214. Si la directivité est effectivement pes dégradée et que le ROS est significativement
amélioré par rapport & la performance obtenue aprés opiioisde.J 4, cela n’est pas suffisant (en ce

qui concerne le ROS, la forme initiale est globalement torg@lus performante).

30
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I 4 ]
-10 0 10 20 20

(a)forme convergée

Directivity performance over the frequency band
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directivity (dbi)

38
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37

40

initial shape
diagram optimization
diagram->SWR optimization

20

20.2

20.4 20.6
frequency (GHz)

(c) performance en terme de la directivité

FIG. 6.24 —Optimisation numérique du ROS dans le sous-espace de moindre senglbitfieension 5). Le résultat
de sensibilité nulle (locale du second ordre) est vérifiée : la directivité @sfteu dégradée. Le ROS est bien amélioré
mais toujours moins performant que la forme initiale : le sous-espace pessassez riche pour atteindre un résultat

acceptable pour le concepteur d’antenne.
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Jeu de Nash

Enfin, on réalise un jeu de Nash avec le partage optimal peéeéent décrit de telle sorte que le
joueur B ait un territoire de dimension 6 (un mode de déformation diss@flecteur est donc considéré
pour minimiser le ROS). La convergence du jeu et les résutihtenus a I'équilibre sont représentés
sur la Figure 6.25. Les résultats sont tres satisfaisaatdiréctivité est trés Iégérement dégradée, restant
supérieure a la performance de la forme initiale, tandisqtéerme du ROS, la forme obtenue a I'équilibre
est également plus performante que la forme initiale.

30 Convergence of the descent algorithm
1.02 T T T T T
20 1 1.01 W i
kel 1 i
10 LML | g [
T 099 1
£ |
= | SWR—*—
0 2 098 ‘\ diag
o 097 f
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FIG. 6.25 —Résultats de la réalisation d’'un jeu de Nash avec partage optimal du territigue J 4 soit le critére
principal. Un équilibre local est obtenu en moins de 30 cycles. La petoo® de I'équilibre est représentée en vert.
La performance en terme de directivité est trés légérement dégradéamort a la forme précédemment optimisée

pour J4. Le ROS est bien amélioré : le pire des cas est inférieur & 1.10 alors duiedecla forme initiale est de
1.15.

6.3.3 Synthése

D’aprés les expériences numériques réalisées, on obskme gdart que I'étude numérique de la
sensibilité des critéres apporte des informations utilesr pe traitement de la compétition au moyen
d’'un jeu de Nash. D’autre part si le critére principal estbaioisi, alors, sur la base de cette analyse
de sensibilité, le partage optimal du territoire permeg¢efement d’obtenir un équilibre local dont les
performances sont satisfaisantes.
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CHAPITRE 6. STRATEGIE DE MOINDRE SENSIBILITE POUR LOPTIMISATION BICRITERE

Conclusion

Dans ce chapitre on a cherché & motiver une méthodologidintigation bicritére basé sur une
mesure de I'antagonisme. Cette méthodologie conduit elieunent a une approche du traitement de
I'optimisation multicritere par des jeux dynamiques.

Dans une approche classique basée sur les concepts de Bargterche a améliorer tous les critéres
a la fois « tant que cela est possible », c-a-d jusqu’a ce quonfiit entre deux critéres apparaisse, auquel
cas le concept trouvé est diareto-optimal Cependant, lorsque I'objectif est exprimé au moyen d’'un
cahier des charges, ce concept peut ne pas étre satisféisamtitre, chercher tous les concepts Pareto-
optimaux est un processus co(teux.

Dans cette nouvelle approche, on suppose que I'on part @iint ge Pareto particulier : un optimum
global d'un des critéres. En tant que point de Pareto, iltrpess possible d’améliorer les deux critéres a
la fois. On cherche alors dans un premier temps a déterniingrdrtance de I'antagonisme en ce point.
Puis, pour traiter ce conflit, on propose de faire appel amébisme des jeux non coopératifs ou chaque
joueur cherche a améliorer un critére dans I'espoir qu’unildge satisfasse le cahier des charges, sur la
base d’un résultat de partage optimal de territoire. Il@ave que dans notre cas, I'étude de I'antagonisme
a mis en évidence un sous-espace de « non sensibilité » ntdagmobléme plus simple a résoudre, sans
recourir a la réalisation du jeu.

La question reste de savoir si avec cette approche on edileagarester sur le front de Pareto. Dans
des cas plus complexes, il serait également peut-étre pltimgnt de partir d’'un autre point de Pareto
gue I'une des extrémités du front comme le suggere [32].
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Cette thése s’est articulée autour du théme central de leeption optimale d’antennes a réflecteur.
Comme bon nombre de systémes complexes en ingénierie, heégé® est un parameétre dont la mise au
point est déterminante pour le bon fonctionnement du disposnsidéré. Sur la base de la simulation de
la propagation d’'ondes électromagnétiques en espacediite régime harmonique a I'aide du logiciel
SRSR développé par France Télécom R&D, on a cherché a d@eslep expérimenter des méthodes
efficaces pour I'optimisation numérique de la forme des céflers dans des configurations a symétrie de
révolution.

Dans un premier temps, aprés avoir établi des fonctionctfgearactéristiques pour I'optimisation
d’'une antenne, on a exposé nos choix sur la représentatioardrdle. Si I'optimisation de forme est in-
trinseéquement un probléme d’optimisation en dimensiomiefil'approche paramétrique nous a semblé
pertinente pour deux raisons principales : d’'une part edlengt une représentation exacte du contréle,
indépendante des représentations discrétes liées a ldaionutypiquement un maillage), d’'autre part
elle possede une propriété régularisante (le nombre detslelgr liberté de la paramétrisation étant lar-
gement inférieur au nombre de degrés de liberté du maill&€gyernier point est essentiel lorsque I'on
s’attache a assurer la faisabilité des concepts recherEngsarticulier on a adopté des stratégies de pa-
ramétrisation de la déformation par la technique FFD, cepgamet un traitement assez général de la
géomeétrie en partant de concepts existants sans se soagprakimations préliminaires.

La physique de la diffraction électromagnétique conduigés problemes difficiles d’optimisation. En
particulier, on s’est rapidement apercu que les fonctidiedatifs étaient fortement multimodales. Il nous
est donc apparu impératif de considérer les deux points declassiquement distingués au niveau du
traitement numérique de I'optimisation : le point de vuebglopour la robustesse et le point de vue local
pour la précision. L'originalité de ce travail a consistéomer ces deux problémes a 'aide de stratégies
multiniveaux. Autrement dit, on a examiné les contribusigotentielles de représentations hiérarchiques
de la géométrie dans des contextes méthodologiques vaigaisation numérique. Dressons un bilan
des stratégies élaborées et des résultats expérimenttanusb

— Dans le contexte de I'optimisation globale, afin d’exptdiespace de recherche, il est d'usage
de faire appel aux algorithmes de population. Par ailleansa vu que I'algorithme PSO était
bien adapté aux stratégies multiniveaux dans la mesuresomémoires, éléments centraux de
la dynamique d’exploration de I'espace de recherche, pigemiele transfert d’information entre
les niveaux de paramétrisation. Une premiere hiérarchigademétrisations emboitées a alors été
considérée. Les expériences numeériques réalisées sémimbaitrer que la robustesse de I'algo-
rithme PSO est accrue grace a un schéma d’enrichissemeynepsif. En outre, les relaxations sur
les niveaux grossiers semblent avoir un effet régularisantes formes convergées.

— Dans le contexte de I'optimisation locale, I'élaboratalgorithmes hiérarchiques a été motivée
en deux étapes : premiérement, sur la base d'un problemelend@ptimisation de forme, des
algorithmes bigrilles idéaux directement inspirés deomtlgmes multigrilles ont été décrits. lls
mettent en jeu des méthodes de descente qui jouent le roddad@tion. Les différentes stratégies
proposées different par la nature des opérateurs de trapsfiee les niveaux de paramétrisation.
Le cadre du probléme modeéle nous a permis de conduire une #tadrique du taux de conver-
gence et d’en déduire ainsi les stratégies efficaces. Daxexieent, une étude numérique du hes-
sien d'un probléme de conception optimale d’antenne a étduite afin de justifier la pertinence
du probléeme modéle. Des expériences numériques d’optimsd’'une antenne montrent que les
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stratégies susceptibles d’améliorer le taux de convemenat effectivement en accord avec les
résultats du probléme modéle. Le résultat principal reposéa nature géométrique de la paramé-
trisation grossiére : contrairement aux multigrilles slases, elle est composée ici de modes de
haute fréquence.

— Enfin, une derniere approche hiérarchique a été abordé&delaadre de I'optimisation en moyenne
d’un critere dépendant contindment d’un paramétre. Iaaleul de la fonction objectif est appro-
ché par quadrature dont la précision et le colt sont liés awbn® de points. Une distribution de
points est ainsi regardée comme une « grille » d’approxivnatUne stratégie d’enrichissement
progressif a été formulée et utilisée pour I'optimisationrg antenne sur une bande de fréquence.
D’aprés les résultats expérimentaux, cette stratégie lastgerformante pour un co(t de calcul
donné. En outre, cette approche est prometteuse pour déggrprogressivement la dimension
utile du niveau fin.

Avant tout, indépendamment des stratégies hiérarchidjussparait que le choix de la paramétrisa-
tion est primordial. Pour une classe de formes donnée,qltssbases de paramétrisation sont possibles.
Il s’agit donc d’'un choix laissé au concepteur qui ne modifie pécessairement la nature du probléme.
Or, d’'un point de vue purement géométrique, a nombre égaédegd de liberté, le conditionnement est
fortement lié au choix de la paramétrisation. La raideunitelpeut donc étre un facteur artificiellement
pénalisant. D'aprés I'étude du probléme modele géomédrign préconise I'utilisation de fonctions a
support local, en particulier les courbes et surfaces Byegl: en effet, le conditionnement semble borné
par une valeur indépendante du nombre de degrés de libet&ijllgurs, on conserve une certaine régu-
larité de la forme tout en gardant une structure hiérarahiqu

Cela étant dit, un certain nombre de critiques peuvent &madlées. Tout d’abord, il est naturel
de se poser la question de I'extension des applicationsn @i considéré ici des géomeétries axisymé-
triques, on souhaite optimiser par la suite des géométdemlexes 3D. Egalement, toujours en ce qui
concerne les antennes, une plus large classe de problénmea gtye traitée en considérant des matériaux
quelconques et non plus des obstacles métalliques uniguie®e pense par exemple a I'optimisation
de lentilles multicouches dont les propriétés diélece®uarient d’un milieu a l'autre. Dans ces deux
configurations, la représentation des formes demande wngeand nombre de variables et donc plus
de degrés de liberté pour I'optimisation comme pour la satioh. Face a ce probleme, si I'algorithme
MPSO s’avére efficace, il reste néanmoins trés colteux cemteore de particules nécessaires pour I'ex-
ploration de I'espace de recherche est lié au nombre de sldgréberté du niveau fin. A cette critique on
peut répondre que la robustesse de I'algorithme MPSO pdutisation d'un plus petit nombre de par-
ticules sur les niveaux les plus grossiers, limitant aiesid(t de la relaxation. Par ailleurs, I'algorithme
PSO est bien adapté aux architectures de calcul parali@le.rBduire encore les codts liés a la simula-
tion de configurations réalistes et complexes, on peut ageid'utilisation d’'un préconditionnement par
métamodele (réseau de neurones artificiel, kriging, eterjroe cela est proposé dans [88, 59].

Considérons le point de vue algorithmique désormais. On@néaans des contextes indépendants
gue les stratégies hiérarchiques permettaient d’élaggiplerformances d’algorithmes classiques, soit
pour la robustesse, soit pour la raideur. Il semble cepdnddispensable de traiter ces deux aspects
a l'aide d’'un unique processus. Si on a vu que l'algorithmeS@Pétait robuste, rien n’'a été conau
priori pour la raideur numérique. En effet, une particule représsen vecteur de conception dont les
éléments sont les composantes dans la base canonique dhrésantation paramétrique. Initialement,
les particules sont distribuées dans des hypercubes. Gissefors la question de la diversité d’une telle
distribution de I'essaim. Comme évoqué précédemmentjdauaest liée en partie au conditionnement
de la base de paramétrisation. La distance euclidienne Estiparticules dans cette base ne représente
donc pas nécessairement une « bonne » métrique : la divdesitéssaim est amoindrie dans le sens
ou des particules « éloignées » selon cette métrique risgliétre attirées rapidement vers le méme
minimum local. Intuitivement, on réalise qu'il faudraitgmdre en compte une métrique qui exploite le
conditionnement du probléme. Pour établir cette métrique, piste serait d'utiliser un précondition-
neur basé sur I'information des évaluations de la fonctdlerpar toutes les particules. Par exemple, ce
préconditionneur peut étre construit a I'aide d’une régj@s quadratique, d’'un métamodele, ou encore
d'une Analyse en Composantes Principales (ACP) commeofiilgne CMA-ES [94] le produit dans le
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cadre d'un algorithme génétique. En ce sens, tout I'essamicipe a la dynamique de recherche sur la
base des meilleures performances (mémoires) et de la rdi€conditionneur).

Dans le méme ordre d'idée, si les résultats des algorithmatnimeaux dans un contexte local (uni-
modal) semblent prometteurs, il arrive que la présence démailocaux court-circuite la relaxation sur
les niveaux grossiers et dirige le candidat vers un maunassib d’attraction. Dans le chapitre 4 on a
proposé une stratégie de type FMG pour rassembler les tpamimultiniveaux qui nous ont permis
duction du co(t de calcul. Ce méme métamodele peut égaldmenir une approximation du hessien
pour la définition des sous-espaces de correction (cett@spation se situe comme intermédiaire entre
le hessien exact, précis mais codteux, et le hessien dugonebféométrique, qui repose uniquement
sur une hypothése). Enfin, les problémes traités n'ont étdsoqu’a des contraintes linéaires d'égalité.
Dans ce cas I'espace admissible est trivial et s’étend sagiueh niveau de maniere exacte. Pour traiter
les non-linéarités des contraintes, il faudrait examires techniques plus élaborées afin de rendre les
problémes grossiers consistants par rapport aux corgg{ph pense a généraliser I'algorithme FAS par
exemple).

Pour finir, on attire I'attention sur le potentiel des jeuxndyniques pour la résolution de problémes
multicriteres. En particulier, a la vue des résultats dedreice préliminaire traité au chapitre 6, il semble
qu'il faille bien distinguer dans ce domaine I'optimisaticollaborative de I'optimisation compétitive. La
stratégie de partage optimale de territoire a pour but detraau mieux » un conflit. Or il n’y a conflit
que lorsqu’un concept est Pareto-optimal. Au contraiieny a pas de conflit, autant essayer avant tout
de minimiser I'ensemble des criteres. Si la Pareto-opitdapparait souvent comme un aboutissement
du traitement d’'un probléme multicritére, confronté & unidéur (ou a un cahier des charges), il se peut
que cette propriété ne soit pas pleinement satisfaisaptéaitement du conflit par les jeux semble étre
alors une alternative a la procédure colteuse de la reahdiah front de Pareto. En outre, des questions
théoriques en relation avec les notions de Pareto sontumiguvertes.
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A.1 Rayon spectral des algorithmes bigrille idéaux

A.1.1 Transformation de similarité des matrices d’amplificaion
Définitions et propriétés
On rappelle les propriétés de similarité de deux matricegea.

Définition A.1. Soit A et B deux matrices carrés de méme dimensidmt B sont similaires si il existe
une matrice inversiblé telle queA = S~'BS. On noted ~ B.

Théoreme A.1. Si A ~ B alors A et B ont les mémes valeurs propres.

Théoréme A.2. Soit A et B deux matrices carrées. AlosB ~ BA.

Transformations

Au chapitre 4 on a obtenu les matrices d’amplificati@nd’un algorithme bigrille idéal pour le pro-
bléeme de Poisson et d’optimisation de forme. On a vu@est de la forme

G=a, [1 ~ P(RA,P)"RA,| G, (A1)
ou
aR = PT (A.2)
poura > 0 et
G, =1—_A,. (A.3)
v

En outre on a les égalitéd;, = 6,bA = BrQAQ et Ay, = Gon A’ = PV AN Q) avec = %
indépendants dk.

Pour étudier le rayon spectral déde chacun des probléemes on dresse une relation de siméarité
utilisant les théoremes de la section précédente :

G ~ QGO
06,00 [I — P(RA,P)! RAh} Q0G0

(I - %QAQ) [T — BOP(A") ' ROQAQ) (I — %QAQ)

(I- %A) [1 - amRTQ'A'*IQ'RQA} (I- %A)

(I- %A) [A*l - aﬁQRTQ'A'*IQ'RQ} A(I - %A)
~ [A*l - aﬁQRTQ’A’*IQ’RQ} A(I - %A)Q

SoitD la matrice diagonale telle quey, = di = v/ Ax(1-ZAz), c-a-dD = Az ( —ZA) =( —gA)A%
et soitoc = Q' RQ). On peut réécrire

G ~ [A—l _ aﬁaTA/‘la} D? = x.D?

Structure de la matrice Sigma

On simplifie I'écriture deX. On rappelle que I'on considére deux grillégs et 7o, telles queh =

3% = wig et2h = 51 = Fy, c-a-dN = 2N’ + 1. De plus, on a la propriété suivante : sajt,
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k =1,...,N les valeurs propres si, et \’, j = 1,..., N’ les valeurs propres stf. Alors, pour
toutj =1,..., N ona\; = Ay;.

Premierement on évalue On rappelle de (3.24) qug;. = |/ x> sin(ikwh) = V2hs.
o =S'RS = 2V/2hs'Rs (A.4)

avecs), = sin(ikm2h) = s9; ) = ;2. DONC UN élément d& Rs s’écrit

N/
1 1
(s'Rs) i, = 5 i;szj,i [S2i—1,k + 2821k + S2it1,k] = 50 Tik- (A.5)
Donc
hv/2
oo V2 (A.6)
«

Aprés quelques transformations trigonométriques (vat ffar exemple) on a

%COSQ(%’“) 1<j=k<N’
Gk =4 —jeos® () 1<j=N+1-k<N' (A7)
0 sinon

Maintenant que nous avons une forme simplifiée de peut réécrir&

2 2
P Lt Vo PR ) (A.8)
« «
ou
N GG
Cjo=3 =%, jk=1..N. (A.9)
21

i=1
On distingue les différents cas possibles (voir Figure A.1)
(A) j=k
Al) 1<j=k<N
(A2) NN+1=j=k=N'+1
(A3) N'+2<j=k<N
B) j=N+1-k
(C) j#kandj #N+1—k
On déduit del(A.7) les valeurs d&, :

ot (1)
N2 Al

0 A2
cost (%)

Cjr = )\2(N+1—k)h2 A3 (A.10)

cos? (%) cos? (%’“) 5

a Aajh?

0 C
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Finalement, on donne une forme généraléde

1 28cost (%)

A a A

1

Ak

1 23 cost (%)

S = 26
! Ak @ Ay(Nt1-k)
23 cos? (%) cos? (%)
a Aoj
0

Al

A2

A3 (A.11)

C

Il apparait quex est non nulle sur la diagonale et I'« anti-diagonale » sealgm

1 ce N N+1 N'+2 N
C
Al B
A2
C C
B A3
C

FIG. A.1 —Structure de la matric&.

Application au probléme de Poisson

—a=2
-3=4

- A, =2—2cos(f) = 4sin2(%’“)
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Al: 1<k<N’'

A2: k=N +1=4%

A3: N +2<k<N

B:1<j=N+1-k=4—-k<N

4sin®(%)  4sin®(%)cos2(%)
1 cos?(%:)(1 — cos?(%))
4 sin®(%)cos?(%)
1
4
1
Z =
w 4sin2(%)
- 1
B 4sin*(%)
_ !
2
0054(%’“)
4sin?(%)  4sin®((N +1— k)mh)
1 cos* (%)
4sin®(%) 4sin?(0y,)
1
4
cos? (%) cos? (%)
= L

Yk

Application au probléme d’optimisation

-

B

= =

A =4+ 2cos(0)

_ 1 0052(7’“)
4sin®(Z — %)

_ 1

T4

Yrj = Xjk
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Al: 1<k<N’
1 cos*(%)
E _ . 2
H Ak A2k
A2: k=N +1=5;
1
» - - -
ok 4 + 2 cos(0)
_ 1
- 4+2cos(%)
1
4
A3: N'+2<k<N
1 cos4(%’€)

Bk = T T Zoos(@(N + 1= B)rh)

1 cos‘%%)
Ak A2k
B:1<k=N+4+1-—j<N’

sin? (%) cos? (%)

S =
i A2k

Xkj = Mjk

A.1.2 Rayon spectral du cycle idéal classique

On rappelle qued;, = HA = 50IIQ et Ay, = 5 A = QI Soit R 'opérateur de
restriction « moyenne sk = %PT de telle sorte queRA,P = A,,. D'apre§Al.letAlllonala
propriété de similarité suivante

G ~ |I'—8 I 'o| D* = D2

avecD = I13 (I — I10), o = Q'RQ, et

1 1
4 4
1 1
4 4
1 1
4 1 4
= 1 (A.12)

1 1

4 4
1 1
4 4

=
=
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C’est pourquoiG est similaire a
d3 i

1 dn , A3 o
) 2d3 41 , . (A.13)
di Ay oo

»D?

@ By
di dy

On donne désormais les couples de valeurs et vecteurs prepgea;, ) deXD?2. Soitey, les vecteurs
de la base canonique;, = J;;. On distingue trois cas :

i) Soitk < N’ etwy, = e, + eny1_g. Il estimmédiat de vérifier que,, est un vecteur propre avec
valeur proprey, = 5 (df + d3,1_;)-
i) De méme il est clair quev /11 = e 1 €St UN vecteur propre associé a la valeur prepye;; =
o
iii) Enfin soitk > N’ + 2 etw;, = d},,_,ex — dieny1_r. On Vérifie que lesv, sont des vecteurs
non nuls qui appartiennent au noyauXiB?. Ce sont donc des vecteurs propres associés a la valeur
proprea;, = 0.

Puisque tous led’ vecteurswy, ainsi définis sont linéairement indépendants, touts leplesisont trou-
vés. Donc le rayon spectral du cycle MG est donné par

»D?) =
p(XD*) max o]
max di + d?\/+1—k

1
4 p=1.N"+1

SoitT = % tel qu'on I'a défini pour que7.; soit le lisseur optimal (voir la section 3.3.6). Puisque

2
di = (1= Fm)
2(1—cosfy) (1—2(1— cosHk))2
= 2(1—cosfy)(1+2cos 05)°

alors
S(dp+dii1_x) = (1—cosby)(1+2cos 0)° + (14 cos0y,) (1 — 2cos b,)*
= (142cosb)* + (1 —2cosby)’
+ cos O ((1 + 2c0s6;)° — (1 — 2cos Gk)2>
= 2 (1 + 4 cos? Hk) — 8cos? O,
2
Donc 141
YD?) =-— = . A.l4
pED) =753 (A.14)

Le rayon spectral d'un cycle idéal est indépendant du nualigt plus petit que 1). Quelle que soit le
taille de la grille fine, cette méthode a une convergencealeapi



A.1. RAYON SPECTRAL DES ALGORITHMES BIGRILLE IDEAUX 193

A.1.3 Rayon spectral du cycle idéal en optimisation

On rappelle que;, = 2B = 2QAQ et Hy, = 2B’ = 2Q/A’Q. Pour un souci de consistance
avec les notations précédentes, on écrit les transfertsreretde I'opérateur de restriction. D’apres la
sectiont A.1.1 on a la relation de similarité

1 _
G ~ |[A - 5oTA’ 'o| D% = ¥ D?

avecD = A%(I — M), 0 = Q'RQ, et

2 . 12
-2z kAN +1
{\k Aok J 7
- i =k=N'+1
=14 1 7 + (A.15)
cos? (%) sin? (%)
j+k=N+1

Aok, .

0 sinon

¥, et par conséqueitD?, a la structure décrite a la Figure A.1. Spit= % le parametre de relaxation
optimal obtenu a la section 3.2.3. Les valeurs de la matimgothaleD? sont

& o= M(1-Ix)°
= (1—%(4+2cos9k))2
= =X (1 —2cos ).

Ainsi, les entrées non nulles d&h? sont
i) j=k#N' +1

1 1 cos* (8=
(ED*pe = 3 (}\k — /\2(]€2)> Ak (1= 2cosb)?
Aok — Aj, cos? (%
L Azk = Ak COS (%) (1 —2cosby)’

25 Aok
i) j=k=N'+1

11
%ZAN/_'_l (1 — 2cos g)z

11
— 24
254
1

25

(ED*)Nijin1 =

i) o+ k=N41
icos2 (%’“) sin® (%’“
25 Aok

(ED*r = ))\k (1 —2005016)2

On cherche les couples de valeurs et vecteurs proprési2fe Un couple est évident : pour =
N’ + 1, il est facile de vérifier quevy, = e, est un vecteur propre associé a la valeur prepre= %
L'expression desV — 1 = 2N’ autres couples n’est pas aussi simple que pour I'équatidPoieson.
Pour les obtenir on adopte la stratégie suivante : dans umigréemps on effectue une hypothése sur les

entrées non nulles des vecteurs propsgs on en déduit un systéme linéaire a résoudre ; ces systemes
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sont résolus en utilisant le logiciel de calcul symboliquadié® ; enfin on vérifie l'indépendance linéaire
des vecteurs propres.

Pour toutk < N’ supposons que, est tel quewy, = zrep + TN+1—keN+1—F -

T
W =

IN+1-k

On suppose sans perte de généralité gne;_, = 1 puisque les vecteurs propres sont définis a
une constante multiplicative prés (de maniére équivalenteeut supposer que les vecteurs propres sont
normalisésy? + %, ,_, = 1, et on choisitz;, > 0). Pour toutw, le systéme linéaire suivant doit étre
résolu :

(BD*)wy, = Wy (A.16)

En injectant I'hypothése suv;, dans[(A.16) on a

2k (BD?)g i + (D), N41-k = Tk
(D) N1k + EDHDNi1_kNt1-k = Qg
ou les inconnues sont, et a,. On définit ainsiN’ systémes linéaires pour = 1,..., N’. Chaque

systeme peut étre réécrit comme une équation du secondendse et une équation linéaire ewy. Il
s’ensuit, si elles existent, deux paires de solutions pbaque systeme : 1€V’ couples restant.

D’aprés Maple on obtient les résultats suivant :
i) les N’ vecteurs linéairement indépendant
W) = COS (‘9") ( — 8cos? ( ) + 16 cos? (92 ))ek
—sin (ek) (1 — 8sin? ( ) + 16sin? (02 )) eNt+1-Fk

appartiennent au noyau dé& Ce sont des vecteurs propres de valeur progre- 0.

ii) Les N’ vecteurs linéairement indépendants
WN/41+k = sin ( ) (1 + 2sin? (Tk)) ex
+ cos? ( ) (1 + 2 cos? (7’“)) eNt1-k
sont des vecteurs propres associés aux valeurs propres

1 27 — 144 cos? ( ) + 304 cos (—) — 320 cos® (%") + 160 cos (7")
an’ = — .
N+ o5 3 — 8cos? (7’“) + 8cos? (9 )

Le rayon spectral du cycle idéal s'écrit donc
¥D?%*) =
p(ED7) max fay|

max o]
k=N'+1..N

On peut montrer que;, > 5= pourk = 1... N’ et quex est une fonction monotone décroissante sur
6 €]0 Z[. Alors le maximum est atteint éh= 6, c-a-dp(XD?) = a4 qui est dépendant du maillage.
Lorsque on fait tendre la taille du maillage versi0-¢ 0) on aay/ 2 — % = (%)2. C’est exactement le
comportement de 2 itérations de Jacobi (voir la sectior6B.&n d’autres termes la correction de grille

grossiéere est inutile.
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A.1.4 Rayon spectral du cycle idéal avec réorganisation desheurs propres

On considére toujours la paramétrisation P1 sur chacun igeawnetEY, = P. On conduit une
analyse spectrale de la matrice d’amplification (3.88) agee- QPQ” P. Comme pour le calcul du
rayon de la méthode classique on adopte la méthodologiargeiv

a) Lexpression du probléme grossiBf = Q7 H;,Q est simplifié.

b) On en déduit une forme plus simple He- QH'~'QT H,, et des transformations de similarité sont
appliquées & ; Il s’ensuit queG est similaire a une matrice de la forrfe)? ol D est diagonale.

c) Le calcul des entrées deexhibe une structure illustrée a la Figlre A.1.

d) On propose une hypothése sur la structure des vecteupseprdeXD? et le systéme linéaire
résultant est résolu avec I'aide de Maple. On en déduit umelfle analytique des vecteurs propres
et par conséquent le rayon spectral.

On rappelle quéd;, = 8, B = BL,QAQT etG, =1 — IB.

[a] Lamatrice du sous-probléme est
QTH,Q = pyPTaroToAQT PO P
= B, PTQPAPQT P
= p,Pfcp
oli on a noté”’ = QPAPQT. Le produitQP permute les colonnes tandis que le prodtst permute les
lignes. Les vecteurs proprég ont les propriétés de symétrie suivantesk sist impair, alorsS;, est pair

par rapport a la valeur du milieu et inversement sist pair, alorsS;, est impair par rapport a la valeur du
milieu (voir la section 3.2.3). Formellement cela s’écrit

g o Sjr Kk impair
(NFL1=)k = _Sj, Kk pair
Alors on a
QP=|Sy - 51 et PQ=1(5 -S S3 --- —=Sy_1 Sn

En outre comméPQ)” = QP, alors

C = QPAPQT = : St =Sy -+ —Sn-1 Sn

*55—1 AN

Cik = > A\ (1) sijsin
=1
) N
= 20 (=1)""™" > (4 + 2cos ;) sin(ib;) sin(i6))
1=1

L'orthogonalité des vecteurs propres donne

a 4
> dsin(it;)sin(iby) = 50k
=1

N

1
> " 2cos(6;) sin(if;) sin(ify) = o7 Gih-1+ 0j511)
=1
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Donc

-1 4
Finalement, de simples multiplications avec I'opératéinterpolation linéaireP donne

QTH,Q = 8, PTCP = 48,1 (A.17)
@ D'aprés((A.17)on a
1-QQ"HQ ', = 1- -QQ7 5,040
= I- %QIF’QPPTQ]P’AQ
On applique des transformations de similarité&ien utilisant le fait qué€2 est symétrique et orthogonal :
G = G-[1-QQ"HQ) ' Q"Hi| G,

= GO0 {1 — iQPQPPTQJP’AQ} 000G,
= G0 [1 — iPQPPTQJP’A] ATAQG-

~ QG,.Q [A‘l - iIP’QPPTQIP’] AQG.Q

2

{Al - iIPQPPTQP} AT - %\)2 = ¥D?

ou on a noté

D= {Al - le]P’QPPTQIP’} et  D?=A(l- % )2. (A.18)
De plus, puisqu@ est orthogonal, on & ~ (PXP)(PD?P) avec
PYP = [IPAllP’ - iQPPTQ] et  PD?P=PAP(I — %IP’A]P’)? (A.19)

Pour évaluePXP on doit calculeQQPPTQ. Pouri=1...N' etk=1...Nona
1
(PTQ) = 3 (S2i—1,k + 252 .k + S2it1,k)

Donc, puisqué2PPTQ) = (PTQ)T PTQ, alors

N/

1

(QPPTQ) ;. = 1 Z (S2i—1,5 + 252 + S2i+1,5) (S2i—1,k + 252i & + S2i41,k)

i=1

2h

= 7 S2i—1,j (S2i—1,k + S2i.k + S2i+1,k)
i=1
+ 259; j (S2i—1,k + S2ik + S2i11.k)

+ 82141, (S2i-1,k + S2ik + S2i41,k)
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ou on a pos&;, = v2hs;; = V2hsin(j60). En utilisant la formule
sin(a — b) + sin(a + b) = 2sin(a) cos(b) (A.20)
on obtient

82i—1,5 + S2i+1,5 — 51n(229] — 6J) + SIH(QZQJ + 0])
25in(2i6;) cos(8;)
25,5 cos(6;)

donc

N/
(QPPTQ)jk = h(l + cos 9]) Z 5245 (821;_17k + 524,k + 52i+1,k) .
i=1

D’aprés la définition d&;;, en (A.5) et puisqu& P PT (2 est symétrique, on a
Tjk 1<j<N, Vk
) 51ej 1<k<N', Vj
(QPPTQ) i = 2h cos® (%) ki o) P J

Feos’ (%) N +2<j=k<N
0 sinon

D’aprés|(A.7) qui donne les valeurs ég;, pourj =1... N’ etk =1... N alors

2cos?t (%) 1<j=k<N, jk#N +1
(QPPTQ)jp = { —2cos? (%) cos? (%") j+k=N+1 jk##N +1

0 sinon

et
5jk 1 T
(PEP), = — 2(QPPTQ) (A.21)
J ANy1-k 4

Avec

AN+1—k =4+ 2cos(Ons1-k) =4 —2cos b
on obtient finalement

) j=ketjk#N' +1
1 cos*(%:)(2 — cos Oy,)

PYP)., =
( )3’“ 4 —2cos by
i) j=k=N'+1
1 1
PYP)., = = -
( )Jk )\N’+1 4

i) j+k=N+1letjk#N +1

PXP)., = 1cos2 Ok ) gin? (%
jk 9

2 2

iv) sinon
(PLP),, =0

Il s’ensuit que la structure des éléments non nul§f¥eP) est la méme que celle décrite a la Figure A.1.
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@ On calcule désormais les valeurs et vecteurs propré®d@)(PD?P). D’aprés|(A.18) la matrice
diagonalePD?P est telle que

PD?P = PAP(] — %]P’AIP’)Q
dont les entréeg? sont
dip = ANt1-k (I - E)\Nﬂfk)Q
AvecT = g en particulier on a

1
d2 = %/\Nﬂ_k(l + 2cos Oy )?

Du fait de la structure dé€PXP) (PD?P), il est évident que le vectew /1 = ey, €St un vecteur
propre associé a la valeur propsg; 1 = id?v,ﬂ = % Pour les autres couples on adopte la méme
stratégie qu'a la section 3.4.5.

Soit K < N’ et considérons I'hypothése suivante sur la structure detewss propresw; de
PXPPD?P : supposons quev est tel quew, = zper + rni1_reni1_x. Par ailleurs, sans perte
de généralité, soit 1 = 1, soitw;, est normalisé (c-a-a} + 2%, ,_,) etx; > 0. Pour chaquev,
on doit résoudre le systeme linéaire

(PEPPD*P)wy, = oW,
En injectant I'hypothése on obtient

xk(PZPPDQP)k)/C + (PZPPD2P);C,N+1_1€ = QT
xk(PEPPDz}P))N_i_l_k’k + (PZPPD2P)N+1_1€7N+1_1€ = g

ou les inconnues sonf, etay. On a donc définiV’ systemes linéaires. Chaque systéme peut étre séparé
en une équation du second degrézgret une équation linéaire en,. On a ainsi deux couples:, ay)
de solutions par systeme : |28/’ couples restant.

D’aprés Maple on a le résultat suivant :
i) Les N’ vecteurs non nuls et linéairement indépendants

wi = ((4sin? (ek) —3)2 sinz(g’f) 1) e
+(4sin (—) —3)?sin (02 Jent1—k
appartiennent au noyau dé Ce sont des vecteurs propres associés a la valeur prgpe0.

i) Les N’ vecteurs non nuls et linéairement indépendants

Witk = sin®(%2)(2sin®(%) — 3)ey,

(25in”(%) + D)(sin®(%) — Den1-

sont des vecteurs propres associés aux valeurs propres

1
N1tk = o (1 — 8cos?(%)sin?(%) COSQ(ek))
Le rayon spectral du cycle idéal est donc
2 _
p(PEPPD*P) = max ||
= max
k=N'+1..N

Si on étudie la fonctiorf : 6 — 1 — 8 cos?(#) sin®(f) cos?(26) et sa dérivée sur l'intervall® Tlon peut
montrer quef est positive et bornée supérieurement par 1. Alors, pourktou N’ + 1, oy, est plus petit
que 4. Puisquevy-41 = 5= alors le rayon spectral est donné par

1

p(PEXPPD?*P) = aniyq = 5 (A.22)
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A.1.5 Rayon spectral du cycle idéal algébrique

TOn rappelle quon & = Q, G, = I — ;B etH, = B ouf, = % On examine la matrice GCA
Q" H,Q du probleme grossier :

T
QTHNQ = BT [ Q) <f?)1 /?2) [&T] 2,

o nfy D
= Brha.

Il est donc facile d’'inverser le probléme grossier, ce quirt®

S o= 1-Q(QTHQ)  QTH,
= I-06,'0A'023,B

_ A0 [9f
= I-QA'00 [ Q] (7 )[1]
2850 [ 2]<0 Ao) |OF

= T — QA A0T7
= 1007

En appliquant des transformations de similarité Gwn obtient

G = G.XG,
= G,0072007G,
QT20)(Q7G,0)?

ou

Qv = 1-9T0,070
00 I 0
- I‘(o 1')_(0 0)

oTa.0 = I—%A

et

DoncG est similaire a
I o0 TN L (T=2A0)7 0
~ —_ — = 4
o~ (o o) (=50 = (U754
de telle sorte que le rayon spectral est donné par
T A 2 T 2
p(G) = (1 — Z min 1) = (1 — Z}\Nu'_l) .

En particulier, avee = % et sachant quay .1 =4o0na

Le rayon spectral est identique a la méthode de réorgamisdéis paires de vecteurs et valeurs propres.
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A.2 Développement logiciel : plate-forme d’optimisation

les travaux de cette these ont abouti au développement glate-forme d’optimisation de forme

pour la conception optimale d’antenne a réflecteur. Cetttegbrme intégre :

— des outils de manipulation géométrique de type CAO, éedlatment en formulatiofree-Form;

— des outils d’optimisation numérique robuste (PSO) etlio@méthodes de descente : plus grande
descente, gradient Conjugué, Quasi-Newton BFGS) ;

— une interface avec le logiciel de simulation numeérique &gsations de Maxwell en régime har-
monique pour les Structures Rayonnantes a Symétrie de Rioro(SRSR) développé a France
Télécom R&D La Turbie;

— des algorithmes avancés utilisant des techniques higgares inspirées des Multigrilles et visant a
améliorer la robustesse et/ou la vitesse de convergersa(tés ont été exposés dans la présente
these);

— des techniques de parallélisation pour accélérer le capimhisation en réalisant des simulations
simultanées dans le cadre d’une optimisation robuste jpoutt, ou encore pour le calcul du gra-
dient par différences finies;

— des outils pratiques de compilation du code, notammertt @GJ/Make.

A.2.1 Structure logigue des composants de la plate-forme

Le processus d'optimisation numérique de la forme d'uneram respecte le schéma classique
géométrie— maillage — analyse— optimisation (évaluation/sélection)> déformation— géométrie
— ---. Chacune de ces taches correspond aampartiment logicielLa plate-forme est 'assemblage
de ces compartiments dont une illustration est donnée stiglag A.2.

Concrétement, ces compartiments correspondent a desesute calcul dont le domaine d’applica-

tion est plus ou moins étendu :

— Le compartimentéformationcomprend des outils trés généraux de CAO [39] (Bézier, Bisp)
etc.) ainsi que des outils de FED [86].

— Le compartimengéomeétrieassure l'interface entre les outils de CAO et le format decdgson
des géométries de SRSR.

— Les compartimentnaillageet analysesont assurés par des routines internes de SRSR.

— Le compartimentptimisationcomprend des algorithmes classiques d’optimisation niguépa-
ramétrique (méthodes de descente, PSO, [45, 54, 77])lisabte dans d’autres contextes et voué
a étre enrichi.

— Le cceur de la plate-forme assemble ces outils dans un grece®ptimisation qui met en jeu
des algorithmes élaborés, hiérarchiques, et dont le but@stéliorer la robustesse et la vitesse de
convergence.

La plate-forme comprend également deux dossiers de dépd@tépdt de géométries au format SRSR

et un dépot de fichiersiblespour les problémes inverses.

A.2.2 Librairies externes

L'ensemble de la plate-forme est codé en FORTRAN 77, exdept®utines C de lecture des fichiers
de géométrie SRSR. Lé®ttantssont en double précision. Elle dépend des librairies erteBLAS et
LAPACKZ. Par ailleurs, il existe deux versions du code : une versdguentielle et une version paralléle
basée sur les instructions MPI. Les routines parallelesstilisées pour les évaluations simultanées de
la fonctionnelle dans le contexte de I'algorithme PSO etfans le contexte d’'une optimisation multifré-

Thttp ://iwww.netlib.org/blas
http ://www.netlib.org/lapack
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guence ou encore pour le calcul d'un gradient par différefficges. Le code nécessite alors une librairie
qui integre les routines de communication MPI comme par @kei@pen MPi ou MPICHZ.

A.2.3 Extension de la plate-forme

Chaque composant est prévu pour étre enrichi ou remplacé, @ maniere indépendante (moyen-

nant parfois quelques routines d’interfaces) :

— les techniques de paramétrisation et de déformation kisionnelle s’étendent trés simplement
aux probleémes tridimensionnels. En particulier, la teghriFFD s’applique pour tout objet inclus
dans unéoite3D. Si cet objet est défini par un maillage, chacun des pointsaillage est déformé
selon le méme principe, c'est-a-dire grace au déplacengenpmints de contrble qui agissent sur
des produits tensoriels de fonctions de base (BernstegpliBe, etc.). Les outils de déformation
inclus dans les librairies sont déja préts pour leur utilisadans des configurations 3D ;

— la librairie des algorithmes classiques d’optimisatia@utpétre facilement enrichie par d’autres
algorithmes (recuit simulé, algorithmes génétiques, Br® etc.) ; ces algorithmes sont ainsi in-
tégrée de maniére transparente dans les processus higueshégalement, au sein d’'une méme
hiérarchie, plusieurs algorithmes peuvent étre utilisgeda est prévu dans le but d’expérimenter
des technigues multiniveaux d’hybridation ;

— enfin, il est prévu que le calcul du gradient soit remplatérigurement par un code adjoint.

Shttp ://www.open-mpi.org
“http ://www.mcs.anl.gov/research/projects/mpich2
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géometrie initiale
parameétrisation —

SRSRDOPT
symétrie de révolution
\ 4
Code principal
SRSR
mins J (u(S)) Librairies
Maxwell harmonique u(S)
> optimisation
M(u,S) =0
( ) < > (GRAD, PSO)
min, J(u(x))
A
Algorithmes
Multiniveaux
fichier
ge |9éométrie
9% 1" srsR
déformation
T < > (CAO, FFD)
! Interface o S=e)
L -

géométrie finale
|y  convergence

FiG. A.2 —lllustration des unités logiques de la plate-forme d’optimisation de struct@gsmmantes a symétrie de
révolution.
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Titre Méthodes hiérarchiques pour I'optimisation géomeétrigeetiuctures rayonnantes

Résumé Une antenne a réflecteur est une dispositif encore largemtiéigsé pour la communication sa-
tellite. La durée de vie d’un tel dispositif est étroitemkée a la fatigue due a la consommation d’énergie
pour émettre le signal. Un des enjeux de la conception oftitiane antenne revient donc a produire
des systémes dont le rendement est le meilleur possibleapport & une tache donnée. La particularité
d'une antenne a réflecteur se traduit par la présence deceanfayonnantes dont la géométrie constitue
le paramétre principal pour assumer cette tache. Sur ladslsesimulation de la propagation d’'une onde
électromagnétique en espace libre et en régime harmoroquest capable de développer des méthodes
d’optimisation numérique de la forme de surfaces rayoramr®n cherche a minimiser un critére qui
traduit en terme mathématique la tache a effectuer d’'untptdn/ue énergétique. Cependant, les mé-
thodes utilisées sont souvent soumis a des difficultés &aesit que ces problémes sont mal posés et
numeériquement raides. Le contrdle étant géométrique, crami@é dans cette these les contributions
potentielles de représentations hiérarchiques afin ditéetes performances d'algorithmes classiques
d’optimisation. Ces extensions empruntent ses fondensentenéthodes multigrilles pour la résolution
d’EDP. Un exemple théorique d’optimisation de forme perdiasseoir les stratégies appliquées a I'op-
timisation d’antennes. Puis des expériences numériqugsintiisation montrent que les algorithmes de
bases sont améliorés en terme de robustesse comme en tevitesde de convergence.

Mots-clés électromagnétisme, antenne a réflecteur, optimisatioed paramétrique, méthodes de
descente, Optimisation par Essaim de Particules, méthndimiveaux, optimisation multipoint

Title Hierarchical methods for optimal shape design of radiasimgctures

Abstract A reflector antenna is a device that is widely use for satetldmmunication. The life length
of such a device depends highly on the fatigue due to the greamgsumption for the signal emission.
Thus, one of the goals of the optimal design of an antennaimpeoove the productivity of systems de-
signed for a given task, for a fixed input power. A reflectoregumia is characterized by radiating surfaces
whose geometry is the main parameter that can be controfatfitthe task. Based on the time-harmonic
wave propagation simulation in free space, numerical mhoees for the optimal design of the shape of
radiating structures are examined. Namely, we aim at miimgia criterion that represents the task in
mathematical terms. In this framework, classical optimiimamethods are often submitted to challenging
difficulties related to the fact that the problems are ilspd because multimodal and numerically stiff.
Since the control is the geometry of the reflectors, we hawesitigated in this thesis the potential enhan-
cements of basic algorithms using hierarchical paramegpcesentations. The theoretical foundations of
the proposed algorithms rely on the Multigrid methods fdvismy PDE. A theoretical example for shape
optimization is considered in order to derive different tieVel strategies. These strategies are then ap-
plied to real-case problems for the optimal design of refleahtennas. Numerical experiences show that
basic algorithms are effectively enhanced in terms of roiess and convergence rate.

Keywords electromagnetics, reflector antenna, parametric shapmiaption, descent methods, Par-
ticle Swarm Optimization, multilevel methods, multipooytimization
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