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In mathematics you don't understand things. You just get used to them.

En mathématiques, on ne comprend pas les choses. On s'y habitue.

� Johann von Neumann

Mathematics is not a deductive science, that's a cliche. When you try to prove a

theorem, you don't just list the hypotheses, and then start to reason. What you do is

trial and error, experimentation, guesswork.

Les mathématiques ne sont pas une science déductive, c'est un cliché. Quand on essaye

de démontrer un théorème, on ne se contente pas de lister les hypothèses, et ensuite

commencer à raisonner. Ce que l'on fait, c'est essayer et se tromper, expérimenter et

hasarder.

� Paul Richard Halmos

Die Mathematiker sind eine Art Franzosen : Redet man zu ihnen, so übersetzen sie es

in ihre Sprache, und dann ist es alsobald ganz etwas anders.

Les mathématiciens sont comme les français : quoi que vous leur disiez ils le traduisent

dans leur propre langue et le transforment en quelque chose de totalement di�érent.

Johann Wolfgang von Goethe
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INTRODUCTION 1Introdu
tionMa thèse porte sur l'étude des stru
tures proje
tives proprement 
onvexe. Ce sujet �irteave
 l'étude des sous-groupes dis
rets et Zariski-denses des groupes de Lie et la géométrie "àla Klein". Détaillons un peu 
es points.Sous-groupes dis
rets et Zariski-denses des groupes de Lie. � Un des thèmes de 
ettethèse est la 
onstru
tion de sous-groupes dis
rets et Zariski-denses dans les groupes de Lie. Ilexiste essentiellement deux te
hniques pour 
onstruire des groupes dis
rets dans un groupe deLie : l'arithmétique et la géométrie. Les groupes arithmétiques, 
omme leur nom le laisse penser,sont essentiellement les groupes obtenus en prenant les points entiers d'un groupe algébrique.Borel a réussi à montrer le théorème suivant grâ
e à des 
onstru
tions arithmétiques et à 
ejour, même si la preuve de 
e théorème a été simpli�ée, elle repose toujours sur les groupesarithmétiques.Théorème (Borel). � Tout groupe de Lie rédu
tif admet au moins un réseau uniforme et unréseau non-uniforme.Les réseaux des groupes de Lie semi-simple sont les plus gros sous-groupes dis
rets dans lesens où la dimension virtuelle 
ohomologique d'un sous-groupe dis
ret Γ d'un groupe de Lierédu
tif G est majorée par la dimension virtuelle 
ohomologique de tout réseau uniforme de G,ave
 égalité si et seulement si Γ est un réseau uniforme de G. Les 
onstru
tions arithmétiques nenous intéresseront pas dans 
ette thèse mais il est essentiel de savoir qu'elles sont indispensablespour 
onstruire des sous-groupes dis
rets.Les méthodes géométriques pour 
onstruire un sous-groupe dis
ret et Zariski-dense d'ungroupe de Lie sont très variées, la plus simple est peut-être la 
onstru
tion des groupes deS
hottky. Nous ne donnerons pas de dé�nition pré
ise des groupes de S
hottky, on peut simple-ment retenir que 
e sont des groupes libres, dis
rets et souvent Zariski-dense qui sont obtenusen jouant au ping-pong. Et, 
e sont les plus petits sous-groupes dis
rets Zariski-denses au sensoù tout sous-groupe Zariski-dense d'un groupe de Lie semi-simple 
ontient un sous-groupe deS
hottky Zariski-dense.Nous allons nous intéresser à des sous-groupes dis
rets et Zariski-denses de SLn(R) et plusparti
ulièrement dans 
ette thèse nous nous 
on
entrerons sur SL3(R) et SL4(R).Le groupe SLn+1(R) agit transitivement sur l'espa
e proje
tif réel Pn. Tout ouvert proprement
onvexe Ω de l'espa
e proje
tif réel Pn possède une distan
e naturelle : la distan
e de Hilbert.Cette distan
e est préservée par le groupe Aut(Ω) des transformations proje
tives qui préserventl'ouvert Ω. On obtient ainsi une famille d'espa
es métriques très intéressante. L'exemple le plusimportant de tels ouverts est l'espa
e hyperbolique réel. Le sous-groupe SOn,1(R) préserve l'in-térieur Hn de l'hypersurfa
e d'équation {x2
1 + ... + x2

n − x2
n+1 = 0}. L'ouvert Hn est le modèleproje
tif de l'espa
e hyperbolique réel de dimension n.Les groupes sont au 
entre de notre intéret. Nous allons don
 nous 
on
entrer sur les ouvertsproprement 
onvexes qui possèdent "beau
oup de symétries". L'expression "beau
oup de sy-métries" n'a bien entendu au
un sens mathématique intrinsèque, nous lui donnerons deux sensdi�érents. Tout d'abord, le 
as "
o
ompa
t" : on dira qu'un ouvert proprement 
onvexe Ω estdivisible lorsqu'il existe un groupe dis
ret Γ de transformations proje
tives qui préservent Ωet tel que le quotient Ω/Γ est 
ompa
t. En�n, le 
as "
ovolume �ni" : tout ouvert proprement
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onvexe possède une mesure naturelle préservée par le groupe Aut(Ω). On se restreindra à ladimension 2 pour s'intéresser aux surfa
es obtenues 
omme quotient d'un ouvert proprement
onvexe Ω par un sous-groupe dis
ret Γ de Aut(Ω) et qui sont de volume �ni pour la mesurehéritée de Ω.Le 
as "
o
ompa
t" a déjà été beau
oup étudié, alors qu'à ma 
onnaissan
e le 
as "
ovolume�ni" n'avait jamais été étudié avant.Une première motivation pour l'étude des 
onvexes divisibles peut être le théorème suivantd'Yves Benoist [Beno8℄ :Théorème (Benoist). � Soit Ω un 
onvexe divisible irrédu
tible divisé par le groupe Γ, si Ωn'est pas homogène alors Γ est Zariski-dense dans SLn+1(R) et le groupe Aut(Ω) est dis
ret.Ainsi, les 
onvexes divisibles permettent de 
onstruire des exemples de sous-groupes dis-
rets Zariski-denses dans SLn+1(R) qui ne sont ni des réseaux de SLn+1(R), ni des groupes deS
hottky.On pourra trouver une dé�nition des 
onvexes divisibles irrédu
tibles dans l'introdu
tion du
hapitre 2. Il faut simplement retenir que tout 
onvexe divisible est un produit de 
onvexesdivisibles irrédu
tibles et qu'un 
onvexe divisé par un groupe Γ est irrédu
tible si et seulementsi le groupe Γ est irrédu
tible. On trouvera aussi une dé�nition de 
onvexe homogène.Les 
onvexes divisibles sont des objets naturels. � Une se
onde motivation réside dansleur aspe
t naturel que l'on peut formuler de la façon suivante. Soit Γ un groupe dis
ret, ondé�nit :
βn(Γ) =





ρ est �dèle
ρ ∈ Hom(Γ, SLn+1(R)) Im(ρ) est dis
rèteIm(ρ) divise un ouvert Ωρproprement 
onvexe 


Kozsul a montré que βn(Γ) est ouvert dans Hom(Γ, SLn+1(R)) ([Kos℄). Benoist a montré([Beno6℄) que βn(Γ) est fermé dans Hom(Γ, SLn+1(R)) si le 
entre virtuel de Γ est trivial, (la dimension 2 a été faite par Choï et Goldman dans [ChGo℄ et le 
as où Γ est un réseau
o
ompa
t de SO3,1(R) a été fait par Kim Inkang dans [Kim℄).Théorème (Benoist). � Soit Γ un groupe dis
ret dont le 
entre virtuel est trivial, alorsl'espa
e βn(Γ) est une réunion de 
omposantes 
onnexes de Hom(Γ, SLn+1(R)).Les 
onvexes divisibles en tant qu'objet géométrique. � La 
onstru
tion d'a
tion degroupe dis
ret sur des espa
es métriques est au 
÷ur de la géométrie depuis le programmed'Erlangen de Félix Klein. Les exemples 
lassiques de telles a
tions sont donnés par l'a
tiond'un sous-groupe �ni du groupe orthogonal SOn+1 sur la sphère eu
lidienne Sn, ou par l'a
tiond'un sous-groupe dis
ret du groupe des dépla
ements de l'espa
e eu
lidien En, ou en�n parl'a
tion d'un réseau du groupe SOn,1 sur l'espa
e hyperbolique Hn.Les groupes dis
rets qui agissent �dèlement et proprement sur l'espa
e eu
lidien ou la sphèreeu
lidienne sont virtuellement abéliens. Par 
onséquent, 
e sont don
 des groupes élémentairesdu point de vue de la théorie géométrique des groupes. Les groupes pro
hes d'un réseau de

SOn,1 sont don
 beau
oup plus intéressants.



INTRODUCTION 3Une troisième motivation est le théorème suivant d'Yves Benoist ([Beno9℄) qui montre que les
onvexes divisibles stri
tement 
onvexes sont des objets géométriques très pro
hes des espa
eshyperboliques.Théorème (Benoist). � Soit Ω un ouvert proprement 
onvexe divisé par un groupe Γ, l'ou-vert Ω est stri
tement 
onvexe si et seulement si Γ est Gromov-hyperbolique.Terminons par une quatrième motivation. Le théorème suivant dû à Yves Benoist en dimen-sion 4 ([Beno1℄) et Misha Kapovi
h en dimension n > 4 ([Kapo℄) montre que les 
onvexesdivisibles permettent d'étudier une famille de groupes qui 
ontient stri
tement les réseaux 
o-
ompa
ts de SOn,1.Théorème (Kapovi
h). � Pour tout n > 4, il existe un 
onvexe divisible stri
tement 
onvexede dimension n qui n'est pas quasi-isométrique à l'espa
e hyperbolique réel de dimension n.Signalons que tout 
onvexe divisible stri
tement 
onvexe de dimension 2 (resp. 3) est quasi-isométrique à l'espa
e hyperbolique réel de dimension 2 (resp. 3). En dimension 2, 
e fait estévident alors qu'en dimension 3, il l'est beau
oup moins. C'est une 
onséquen
e des travaux dePerelman et d'Yves Benoist ([Beno2℄).Les 
onvexes divisibles : résumé des épisodes pré
édents. � Un des points di�
ilesde la théorie des 
onvexes divisibles est la 
onstru
tion de 
onvexe divisible non homogène.Les 
onvexes divisibles se divisent en quatre familles obtenues en distinguant le fait d'êtrehomogène ou non, et le fait d'être stri
tement 
onvexe ou non.Les 
onvexes divisibles stri
tement 
onvexe et homogène. � Vinberg a montré que tout 
onvexedivisible stri
tement 
onvexe et homogène est proje
tivement équivalent à l'espa
e hyperboliqueréel. Par 
onséquent, il existe un et un seul 
onvexe divisible stri
tement 
onvexe et homogèneen toute dimension n > 2.Les 
onvexes divisibles stri
tement 
onvexe et non homogène. � L'union des travaux de Kozsul([Kos℄) et de Johnson et Millson ([JoMil℄) permet de montrer qu'il existe des 
onvexes divisiblesstri
tement 
onvexes et non homogènes en toute dimension n > 2.Les 
onvexes divisibles irrédu
tibles non stri
tement 
onvexe et non homogène. � Il est 
las-sique que tout 
onvexe divisible irrédu
tible de dimension 2 est stri
tement 
onvexe. Par 
ontrela généralisation de 
e résultat en dimension supérieur est fausse ([Beno2℄). En e�et, YvesBenoist a 
onstruit des exemples de 
onvexes divisibles irrédu
tibles non stri
tement 
onvexeset non homogènes en dimension 3, 4, 5 et 6 ([Beno1℄). Cette famille de 
onvexe divisible restela plus di�
ile à 
onstruire en e�et on ne sait pas s'il existe des 
onvexes divisibles irrédu
tiblesnon stri
tement 
onvexes et non homogènes en dimension supérieure ou égale à 7.Les 
onvexes divisibles irrédu
tibles non stri
tement 
onvexe et homogène. � Vinberg a 
om-plètement 
lassi�é 
ette famille. On pourra trouver dans l'introdu
tion du 
hapitre deux uneliste dé
rivant 
ette famille. Retenons simplement que 
es objets n'existent pas en toute dimen-sion et que 
e sont les espa
es symétriques asso
iés aux groupes SLn(R), SLn(C), SLn(H) (pour
n > 3) et au groupe de Lie ex
eptionnel E6(−26).Problématique de ma thèse : espa
e des modules de stru
tures proje
tives propre-ment 
onvexes. � La problématique prin
ipale de ma thèse est la 
onstru
tion de stru
turesproje
tives proprement 
onvexes et plus pré
isement l'étude des espa
es des modules asso
iéesà 
elles-
i. Elle 
omporte deux dire
tions di�érentes. La première en dimension 3, où j'ai étudié



4 TABLE DES MATIÈRESles 
onstru
tions de 
onvexes divisibles à l'aide des groupes de Coxeter. La se
onde en dimen-sion 2 est une première étude du 
as où l'on rempla
e l'hypothèse de 
ompa
ité du quotient
Ω/Γ par une hypothèse de �nitude du volume. Détaillons un peu 
es deux sujets.Les 
onvexes divisibles et les groupes de Coxeter. � Vinberg a trouvé une méthode géomé-trique pour 
onstruire des 
onvexes divisibles à l'aide des groupes de Coxeter. Cette méthodeest elle-même inspirée par les travaux de Poin
aré pour 
onstruire des réseaux du groupe desisométries de l'espa
e hyperbolique réel. Un 
as parti
ulier de la méthode de Poin
aré 
onsisteà se donner un polyèdre P de Hn dont les angles entre deux (n − 1)-fa
es adja
entes est unsous-multiple de π. Le groupe engendré par les ré�exions qui �xent les fa
es de P est alors ungroupe de Coxeter, il agit proprement sur Hn et P est un domaine fondamental.Vinberg a généralisé 
ette méthode au 
adre proje
tif de la façon suivante. On se donne unpolyèdre proprement 
onvexe P de Pn et des ré�exions qui �xent les fa
es de P . Cette fois-
i,on a des degrés de liberté pour 
hoisir 
es ré�exions. Dans 
e 
as l'hypothèse "les angles dièdresde P sont des sous-multiples de π" devient "le produit de deux ré�exions par rapport à desfa
es adja
entes est 
onjugué à une rotation d'ordre �ni". Dans 
e 
as, le groupe Γ engendrépar 
es ré�exions est un groupe de Coxeter, qui agit proprement sur un ouvert 
onvexe Ω de
Pn qui 
ontient l'intérieur de P et P ∩Ω est un domaine fondamental pour l'a
tion de Γ sur Ω.Cette 
onstru
tion motive l'introdu
tion de la notion de polyèdre proje
tif miroir. Il s'agitde la donnée d'un polyèdre proje
tif P et de ré�exions par rapport aux fa
es de P . On a alorsune notion naturelle d'angle diédre (on donnera les dé�nitions pré
ises à la se
tion 1.2). Dansle premier 
hapitre de 
ette thèse, on s'intéresse au problème suivant : étant donné le graphed'un polyèdre G dont les arêtes sont étiquetées par des réels θ ∈]0, π

2
]. On 
her
he à 
omprendrel'espa
e des modules XG des polyèdres proje
tifs miroirs qui ont la 
ombinatoire �xée par G, etdont les angles diédres sont les angles �xés par les étiquettes de G.Pour pouvoir dé
rire la topologie de XG, nous aurons besoin de faire une hypothèse surla 
ombinatoire du graphe de polyèdre G. Nous allons dé�nir une sous-
lasse de graphes depolyèdres : les é
imaèdres. De façon imagée, il s'agit des polyèdres obtenus à partir du tétraèdreet par une suite �nie de 
oupes "près d'un sommet" (voir dé�nition 1.3.1). On montrera lethéorème suivant :Théorème (1.3.15). � Soit G un é
imaèdre étiqueté, l'espa
e XG est vide ou di�éomorpheà la réunion de n 
opies d'un 
ertain Rd, où les entiers n et d s'expriment à l'aide de la
ombinatoire de G et de ses étiquettes.On donnera une 
ritère pré
is et simple pour savoir si XG est vide ou non. On donnera aussiun système de 
oordonnées expli
ite de l'espa
e XG.Rappellons que notre obje
tif est de 
onstruire des 
onvexes divisibles. Il est don
 essentielde savoir qu'il existe une in�nité d'é
imaèdres étiquetés permettant grâ
e à la méthode deVinberg de 
onstruire des 
onvexes divisibles. On montrera aussi le théorème suivant qui seraun 
orollaire évident du théorème pré
édent.Théorème (Corollaire 1.3.18). � Soient P un é
imaèdre hyperbolique de H3 
ompa
t donttous les angles diédres sont aigus ou droits, et G le graphe de P étiqueté par les angles diédres



INTRODUCTION 5du polyèdre P , alors, l'espa
e des modules des polyèdres proje
tifs miroirs qui réalisent G estdi�éomorphe à Re+−3, où e+ est le nombre d'arêtes de P dont l'angle diédres est di�érent de π
2
.Les surfa
es proje
tives proprement 
onvexes de volume �ni. � Tout ouvert proprement 
onvexe

Ω de Pn est naturellement muni d'une distan
e, la distan
e de Hilbert, qui vient d'une métriqueFinslérienne. Par 
onséquent, l'ouvert Ω porte une mesure naturelle qui est absolument 
onti-nue par rapport à la mesure de Lebesgue. Tous 
es objets sont préservés par le groupe Aut(Ω).Il est don
 naturel de s'intéresser à l'étude des ouverts proprement 
onvexes Ω pour lesquels ilexiste un sous-groupe dis
ret Γ de Aut(Ω) tel que le quotient Ω/Γ est de volume �ni. Ces objetsn'ont jamais été étudié, nous les étudierons en dimension 2.Les surfa
es proje
tives proprement 
onvexes 
ompa
tes ont été beau
oup étudiées notam-ment par Goldman et Choi. Mon travail a 
onsisté à généraliser un 
ertain nombre de résultats
onnus dans le 
as 
ompa
t au 
as de volume �ni. Ce travail est fortement inspiré par la géo-métrie hyperbolique et les travaux de Goldman.Un premier résultat est le théorème suivant qui fait apparaître la di
hotomie entre le 
ashomogène et le 
as non homogène.Théorème (2.7.16). � Soient Γ un sous-groupe dis
ret de SL3(R) et un ouvert proprement
onvexe Ω tel que µ(Ω/Γ) <∞, on suppose que Ω n'est pas un triangle. Alors, on a l'alternativeex
lusive suivante :� L'adhéren
e de Zariski ΓZ de Γ est 
onjuguée au groupe SO2,1(R) et Ω est un ellispsoïdeet Aut(Ω) = ΓZ .� Le groupe Γ est Zariski dense dans SL3(R) et Aut(Ω) est un sous-groupe dis
ret de Ω. Enparti
ulier, Γ est d'indi
e �ni dans Aut(Ω).Le théorème suivant est une généralisation d'un résultat bien 
onnu en géométrie hyperbo-lique, les démonstrations sont toujours très pro
he. L'idée de la démonstration de 
e théorèmedans le 
adre hyperbolique est que l'aire de tout triangle idéal est égale π. Ce
i est faux, pourles triangles idéaux des ouverts proprement 
onvexes de P2, mais leurs aires restent minoréespar une 
onstante.Théorème (2.6.18). � Toute surfa
e sans bord admettant une stru
ture proje
tive propre-ment 
onvexe de volume �ni est de type �ni.Le théorème suivant est aussi une généralisation d'un théorème 
lassique de géométrie hy-perbolique. Ce théorème est le 
oeur du 
hapitre 2 de 
ette thèse. Il montre en parti
ulier quele fait d'être de volume �ni ne dépend que de l'holonomie des la
ets élémentaires.Théorème (2.6.27). � Soit S une surfa
e sans bord et de type �ni, une stru
ture proje
tiveproprement 
onvexe sur S est de volume �ni si et seulement si l'holonomie des la
ets élémen-taires (Dé�nition 3.3.1) de S est parabolique.Comme nous travaillons à l'intérieur de la géométrie proje
tive, nous disposons d'une notionde dualité. Il est important de noter que 
ette notion se 
omporte bien ave
 la notion de surfa
eproje
tive proprement 
onvexe de volume �ni.Théorème (2.7.7). � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe et Γ un sous-groupe dis
retqui préserve Ω, l'a
tion de Γ sur Ω est de 
ovolume �ni si et seulement si l'a
tion de tΓ surl'ouvert dual Ω∗ est de 
ovolume �ni.



6 TABLE DES MATIÈRESOn sait que tout 
onvexe divisible de dimension 2 qui n'est pas un triangle est stri
tement
onvexe et son bord est C1. Ce
i est en
ore vrai dans le 
adre "
ovolume �ni".Théorème (Théorèmes 2.7.4 et 2.7.8). � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe et Γ unsous-groupe dis
ret qui préserve Ω, on suppose que l'a
tion de Γ sur Ω est de 
ovolume �ni etque Ω n'est pas un triangle. Alors, Ω est stri
tement 
onvexe et le bord ∂Ω de Ω est C1.La notion d'ensemble limite est essentielle pour 
omprendre les sous-groupes dis
rets linéaires.Cette notion apparaît i
i naturellement pour 
ara
tériser les a
tions de 
ovolume �ni.Théorème (2.7.10). � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe et Γ un sous-groupe dis
retde SL3(R) qui préserve Ω, on suppose que Γ n'est pas virtuellement abélien. Alors, l'a
tion de
Γ sur Ω est de 
ovolume �ni si et seulement si Γ est de type �ni et l'ensemble limite ΛΓ de Γvéri�e ΛΓ = ∂Ω.On peut aussi s'intéresser à l'espa
e des modules des stru
tures proje
tives de volume �nisur les surfa
es. On verra que l'on peut aussi dé�nir une notion de volume �ni sur les surfa
esà bords. On peut alors montrer le résultat suivant qui a été démontré par Goldman dans le 
asdes surfa
es 
ompa
tes sans bord. On notera Σg,p la surfa
e de genre g et à p pointes.Théorème (3.3.4). � Supposons que la surfa
e Σg,p soit de 
ara
téristique d'Euler stri
te-ment négative alors l'espa
e des modules des stru
tures proje
tives proprement 
onvexe devolume �ni sur la surfa
e Σg,p est homéomorphe à une boule de dimension 16g − 16 + 6p.On obtiendra un systéme de 
oordonnées à la "Fen
hel-Nielsen" sur l'espa
e des modules.On traitera aussi le 
as d'une surfa
e à bord, mais dans 
e 
as l'espa
e des modules n'est pasune variété mais un espa
e topologique strati�é. On donnera une dé�nition pré
ise de 
ettenotion au 
hapitre 3, pour le moment, on peut se 
ontenter de retenir qu'il s'agit d'une réunionde variétés qui se re
ollent agréablement.Pour �nir, nous montrerons que les stru
tures proje
tives proprement 
onvexes de volume�ni sont des objets très naturelles.Théorème (3.4.7). � On se donne une surfa
e sans bord S de 
ara
téristique d'Euler stri
te-ment négative. L'espa
e des modules des stru
tures proje
tives proprement 
onvexe de volume�ni sur la surfa
e S s'identi�e à l'une des 
omposantes 
onnexes de l'espa
e des représentationsirrédu
tibles du groupe fondamental de S dans SL3(R) dont l'holonomie des la
ets élémentairesest parabolique, à 
onjugaison près.



CHAPITRE 1ESPACES DES MODULES DE CERTAINSPOLYÈDRES PROJECTIFS MIROIRS
1.1. Introdu
tionUn ouvert 
onvexe Ω de l'espa
e proje
tif réel Pn(R) est dit divisible lorsqu'il existe unsous-groupe dis
ret Γ du groupe des transformations proje
tives PGLn+1(R) qui préserve Ω etagit proprement et 
o
ompa
tement sur Ω. On dit aussi que Γ divise Ω. Vinberg a trouvé uneméthode géométrique pour 
onstruire des 
onvexes divisibles à l'aide des groupes de Coxeter.Cette méthode a été initiée par Poin
aré pour 
onstruire des réseaux du groupe des isométriesde l'espa
e hyperbolique réel.Dans la méthode de Poin
aré, on 
ommen
e par se donner un polyèdre P de l'espa
e hy-perbolique réel Hn et une famille d'isométries qui identi�e 2 à 2 les (n − 1)-fa
es de P . Si
es isométries véri�ent des relations de 
ompatibilité, qui disent que l'on pave bien autour de
haque (n−2)-fa
e, alors le groupe engendré par 
es isométries agit proprement sur Hn et P estun domaine fondamental pour 
ette a
tion. En parti
ulier, si P est un polyèdre de Hn dont lesangles entre les (n− 1)-fa
es adja
entes sont des sous-multiples de π, alors le groupe engendrépar les ré�exions qui �xent les fa
es de P est un groupe de Coxeter ; il agit proprement sur Hnet P est un domaine fondamental.Vinberg a généralisé 
ette méthode au 
adre proje
tif de la façon suivante. On se donne unpolyèdre 
ompa
t P de Pn(R) et des ré�exions qui �xent les fa
es de P . Cette fois-
i, on ades degrés de liberté pour 
hoisir 
es ré�exions. L'hypothèse "les angles dièdres de P sont dessous-multiples de π" devient "le produit de deux ré�exions par rapport à des fa
es adja
entesest 
onjugué à une rotation d'ordre �ni". Alors, le groupe Γ engendré par 
es ré�exions est ungroupe de Coxeter, qui agit proprement sur un 
ertain ouvert 
onvexe Ω de Pn(R) qui 
ontient
P̊ et P ∩ Ω est un domaine fondamental pour l'a
tion de Γ sur Ω.Cette 
onstru
tion motive l'introdu
tion de la notion de polyèdre proje
tif miroir. Il s'agitde la donnée d'un polyèdre proje
tif P et de ré�exions par rapport aux fa
es de P . On a alorsune notion naturelle d'angle dièdre (on donnera les dé�nitions pré
ises à la partie 1.2). Dans
e texte, on s'intéresse au problème suivant : étant donné le graphe d'un polyèdre G dont lesarêtes sont étiquetées par des réels θ ∈]0, π

2
], on 
her
he à 
omprendre l'espa
e des modules XGdes polyèdres proje
tifs miroirs qui ont la 
ombinatoire de G, et dont les angles dièdres sont lesangles �xés par les étiquettes de G.Choi s'est intéressé à 
e problème dans [Choi2℄, sous un angle un peu di�érent : il �xe unpolyèdre proje
tif P dont il étiquette les arêtes par des réels θ ∈]0, π

2
], et il 
her
he à 
omprendrel'espa
e des ré�exions par rapport aux fa
es de P qui font de P un polyèdre proje
tif miroir



8 CHAPITRE 1. ESPACES DES MODULES DE CERTAINS POLYÈDRES PROJECTIFS MIROIRSdont les angles dièdres sont les étiquettes des arêtes de P . Choi montre sous une hypothèsedite "d'ordonnabilité" que 
et espa
e des modules est une variété lisse dont il sait 
al
uler ladimension. Il faut noter que l'hypothèse d'ordonnabilité de Choi porte non seulement sur la
ombinatoire du polyèdre P mais aussi sur les étiquettes des arêtes de P .Pour pouvoir dé
rire la topologie de XG, nous aurons besoin de faire une hypothèse surla 
ombinatoire du graphe de polyèdre G. Nous allons dé�nir une sous-
lasse de graphes depolyèdres : les é
imaèdres. De façon imagée, il s'agit des polyèdres obtenus à partir du tétraèdreet par une suite �nie de 
oupes "près d'un sommet" (voir dé�nition 1.3.1). On montrera lethéorème suivant :Théorème (1.3.15). � Soit G un é
imaèdre étiqueté, l'espa
e XG est vide ou di�éomorpheà la réunion de n 
opies d'un 
ertain Rd, où les entiers n et d s'expriment à l'aide de la
ombinatoire de G et de ses étiquettes.On donnera une 
ritère pré
is et simple pour savoir si XG est vide ou non. On donnera aussiun système de 
oordonnées expli
ite sur l'espa
e XG (Théorème 1.3.64).Rappellons que notre obje
tif est de 
onstruire des 
onvexes divisibles. Il est don
 essentielde savoir qu'il existe une in�nité d'é
imaèdres étiquetés permettant grâ
e à la méthode deVinberg de 
onstruire des 
onvexes divisibles. On montrera aussi le théorème suivant qui seraun 
orollaire évident du théorème 1.3.15.Théorème (Corollaire 1.3.18). � Soient P un é
imaèdre hyperbolique de H3 
ompa
t donttous les angles diédres sont aigus ou droits, et G le graphe de P étiqueté par les angles diédresdu polyèdre P , alors, l'espa
e des modules XG des polyèdres proje
tifs miroirs qui réalisent Gest di�éomorphe à Re+−3, où e+ est le nombre d'arêtes de P dont l'angle diédre est di�érent de
π
2
.Terminons 
ette introdu
tion en donnant le plan de 
et arti
le. La première partie est 
onsti-tuée de rappel et de dé�nition. On rappelle les dé�nitions de polyèdre proje
tif et de groupe deCoxeter. Ensuite, on dé�nit la notion de polyèdre proje
tif miroir qui est l'objet 
entral de 
etarti
le. Pour motiver 
ette dé�nition, nous rappelons le théorème de Vinberg. Pour 
al
uler lesentiers n et d du théorème 1.3.15, nous introduirons la notion de 3-
ir
uits de G, il s'agit des tri-plets (r, s, t) de fa
es fermées de G mutuellement adja
entes. Le théorème d'Andreev, qui est unanalogue hyperbolique de notre théorème et dont nous rappellerons un énon
é, nous poussentà dé�nir les notions de 3-
ir
uits prismatiques(i.e r ∩ s∩ t = ∅), non prismatiques , mais aussiles 3-
ir
uits sphériques, a�nes et hyperboliques selon la somme des angles dièdres θr∩s, θs∩t et
θt∩r ; et en�n de 3-
ir
uit ave
 angle droit ou sans angle droit selon que l'un des angles θr∩s,
θs∩t ou θt∩r est droit ou non. Toutes 
es notions sont 
ru
iales dans l'étude de la topologie deXG.Dans la se
onde partie, on 
ommen
e par présenter la notion d'é
imaèdre qui sera la seulehypothèse du théorème 1.3.15. On montre que les é
imaèdres peuvent être obtenus en re
ollantdes blo
s fondamentaux le long de fa
es triangulaires. Un blo
 fondamental étant un tétraèdretronqué en un ou plusieurs sommets distin
ts. Ensuite, on 
onsa
re un paragraphe à la présen-tation du théorème 1.3.15.Les paragraphes à partir du paragraphe 1.3.3 jusqu'au paragraphe 1.3.11 
onstitue la dé-monstration du théorème 1.3.15. On 
ommen
era par montrer les points les plus simples du



1.2. NOTION DE POLYÈDRE PROJECTIF MIROIR 9théorème. Au paragraphe 1.3.5, on montre que l'espa
e des modules du triangle est homéo-morphe à R (ou à un point s'il y a un angle droit), pour 
ela on introduit l'invariant R d'untriangle miroir. Cet invariant sera la 
lé de voûte de la paramétrisation de l'espa
e XG.Dans le paragraphe 1.3.6, on 
onstruit pour tout 3-
ir
uit prismatique (r, s, t) un plan 
ano-nique 
oupant P à l'intérieur des arêtes 
ommunes à r, s, t. Ce plan nous permet de dé
oupergéométriquement le polyèdre P , en blo
s fondamentaux que nous 
omprendrons par la suite.Lorsque le 3-
ir
uit est prismatique, sans angle droit et, a�ne ou sphérique, l'invariant R nepeut pas à appartenir à un intervalle 
ompa
t. C'est 
ette obstru
tion qui est la 
ause de lanon 
onnexité de l'espa
e XG. Dans les paragraphes 1.3.7, 1.3.8 et 1.3.9, on 
her
he à ramenerl'étude des 
omposantes 
onnexes de XG a un problème de 
ombinatoire sur des forêts.En�n, dans la partie 1.3.10, nous 
al
ulons l'espa
e des modules pour le tétraèdre et pour lesblo
s fondamentaux. Et, dans la partie 1.3.11 nous dé
rivons la manière de re
oller deux blo
sfondamentaux.On termine la deuxième partie en expli
itant au paragraphe 1.3.12 un système de 
oordon-nées sur l'espa
e des modules des polyèdres proje
tifs miroirs.En�n, la troisième partie dé
rit des exemples 
on
rets d'espa
e des modules de polyèdresproje
tifs miroirs.Je tiens à remer
ier Yves Benoist pour m'avoir guidé pendant 
e travail, mais aussi pourm'avoir fait dé
ouvrir les 
onvexes divisibles. Je remer
ie aussi Mi
kaël Crampon pour ses
onseils de réda
tion.1.2. Notion de polyèdre proje
tif miroirCommençons par donner des dé�nitions pré
ises et par rappeler le théorème de Vinberg. Nousen pro�terons pour rappeler le théorème d'Andreev dont le théorème 1.3.15 est un analoguenaturel.1.2.1. Les 
onvexes de P+(V ). � Soit V un espa
e ve
toriel réel de dimension �nie n+1 >

3. Notons P+(V ) = {demi-droites ve
torielles de V } = (V −{0})/R∗
+
la sphère proje
tive ; 
'estune variété proje
tive di�éomorphe à la n-sphère eu
lidienne usuelle. Le groupe des transfor-mations proje
tives de P+(V ) est SL±(V ) = {u ∈ GL(V ) tel que det(u) = ±1} ≃ GL(V )/R∗

+
.Dé�nition 1.2.1. � Une partie Ω de P+(V ) est dite 
onvexe (resp. proprement 
onvexe)s'il existe une 
arte a�ne dans laquelle Ω est un 
onvexe (resp. 
onvexe borné). Elle est ditestri
tement 
onvexe si le bord ∂Ω = Ω\Ω ne 
ontient pas de segments non triviaux. On ditqu'un ouvert 
onvexe est divisible s'il existe un sous-groupe dis
ret Γ de SL±(V ) qui préserve

Ω, agit proprement sur Ω et tel que le quotient Ω/Γ soit 
ompa
t. On dit aussi que Γ divise Ω.Pour en savoir plus sur la théorie des 
onvexes divisibles, on pourra 
onsulter la série d'arti
lesde Benoist : [Beno9, Beno8, Beno6, Beno2℄, pour une étude 
omplète de la dimension 2 onpourra 
onsulter l'arti
le de Goldman : [Gold1℄.Donnons tout de suite des exemples de 
onvexes divisibles :



10 CHAPITRE 1. ESPACES DES MODULES DE CERTAINS POLYÈDRES PROJECTIFS MIROIRS� La sphère proje
tive est un 
onvexe divisible.� N'importe quel espa
e a�ne de dimension n in
lus dans P+(Rn+1) est divisé par le groupe
Zn ; Rn est don
 un exemple de 
onvexe divisible non proprement 
onvexe.� On peut 
onstruire un autre 
onvexe divisé par Zn de la façon suivante. La base 
anoniquede Rn+1 dé�nit naturellement un pavage de P+(Rn+1) en n−simplexes au nombre de 2n+1.Si on note Ω l'intérieur de l'un deux, alors la 
omposante neutre du stabilisateur de Ωdans SLn+1(R) est le groupe D des matri
es diagonales à diagonale stri
tement positivede déterminant 1. Le groupe D agit proprement et simplement transitivement sur Ω, etl'image Γ de toute représentation �dèle et dis
rète de Zn dans D est un réseau 
o
ompa
tde D. Ainsi, Γ divise Ω qui est don
 un 
onvexe divisible proprement 
onvexe mais nonstri
tement 
onvexe.� Terminons 
ette liste d'exemples par la 
onstru
tion d'un 
onvexe divisible stri
tement
onvexe. Soient q une forme quadratique sur V de signature (n, 1), et Ω l'une des 2 
om-posantes 
onnexes de l'ouvert {[v] ∈ P+(V ) | q(v) < 0}. Il s'agit du modèle proje
tif del'espa
e hyperbolique réel Hn : il est don
 divisé par tous les réseaux 
o
ompa
ts deIsom(Hn), le groupe des isométries de Hn.Nous allons 
onstruire dans 
e texte des 
onvexes divisibles Ω, divisés par des groupes deCoxeter W , selon une méthode initiée par Vinberg.1.2.2. Les polyèdres proje
tifs. � On notera p : V \{0} → P+(V ) la proje
tion naturelle.Dé�nition 1.2.2. � Un polyèdre proje
tif est un fermé proprement 
onvexe P d'intérieurnon vide de P+(V ) tel qu'il existe un nombre �ni de formes linéaires α1, ..., αf sur V tel que

P = p({x ∈ V \ {0} | αi(x) 6 0, i = 1...f}).Pour tout polyèdre proje
tif P de P+(V ), on dé�nit une relation d'équivalen
e ∼P sur P dela façon suivante :
x ∼P y ⇔ le segment [x, y] se prolonge stri
tement des deux 
�tés dans PLes adhéren
es des 
lasses d'équivalen
es de ∼P s'appellent les fa
es de P . Il est 
lair que toutefa
e est in
luse dans un unique sous-espa
e proje
tif maximal. On appelle dimension (resp.
odimension) d'une fa
e la dimension (resp. 
odimension) de l'unique sous-espa
e maximal la
ontenant.1.2.3. Groupes de Coxeter. � Les groupes de Coxeter seront au 
oeur de nos motivations ;nous allons don
 rappeler quelques dé�nitions.Dé�nition 1.2.3. � Un système de Coxeter est la donnée d'un ensemble �ni S et d'unematri
e symétrique M = (Mst)s,t∈S telle que les 
oe�
ients diagonaux véri�ent Mss = 1 et les
oe�
ients non diagonaux véri�ent Mst ∈ {2, 3, ...,∞}. Le 
ardinal de S s'appelle le rang dusystème de Coxeter (S,M). À un système de Coxeter, on asso
ie un groupe de Coxeter WS. Ils'agit d'un groupe dé�ni par générateurs et relations. Les générateurs sont les éléments de S eton impose les relations (st)Mst = 1 pour s, t ∈ S tels que Mst 6= ∞.Ave
 toute partie S ′ de S, on peut former le groupe de Coxeter WS′ asso
ié au système deCoxeter (S ′,M ′), où M ′ est la restri
tion de M à S ′. Un 
orollaire du théorème de Vinbergmontre que le morphisme naturel WS′ → WS est inje
tif. Ainsi, WS′ peut être identi�é ave
 le



1.2. NOTION DE POLYÈDRE PROJECTIF MIROIR 11sous-groupe de WS engendré par la partie S ′. On utilisera don
 la notation WS′ pour désigner
es deux groupes.1.2.4. Polyèdre proje
tif miroir. � Dans le 
adre proje
tif, si on se donne un polyèdreproje
tif, on peut 
hoisir pour 
haque fa
e une ré�exion qui la préserve. Nous allons nousservir de 
ette liberté pour 
onstruire de nombreux 
onvexes divisibles asso
iés à un groupe deCoxeter.1.2.4.1. Le théorème de Vinberg. � Le but de 
e paragraphe est de rappeller l'énon
é duthéorème de Vinberg dont on peut trouver une démonstration dans [Vin3℄ et dans [Beno7℄.Soit P un polyèdre proje
tif ; on note S l'ensemble des fa
es de 
odimension 1 de P , et onsuppose que P = p({x ∈ V \ {0} | αs(x) 6 0, s ∈ S}). En parti
ulier, pour toute fa
e s ∈ S etpour tout élément x ∈ s, on a αs(x) = 0. On se donne pour 
haque fa
e s de 
odimension 1,une ré�exion proje
tive σs = Id − αs ⊗ vs ave
 vs ∈ V et αs(vs) = 2 qui �xe la fa
e s, et onnote Γ le groupe engendré par les ré�exions σs pour s ∈ S, et ast = −αs(vt).Une étude lo
ale autour des fa
es de 
odimension 2 montre que des 
onditions né
essairespour que les γ(P ) pavent une partie de P+(V ) (
'est à dire que les γ(P ) soient d'intérieurdisjoints) sont les suivantes :
∀s, t ∈ S, tels que 
odim(s ∩ t) = 2, on a :



1) ast > 0 et (ast = 0 ⇔ ats = 0)

2)a) astat,s > 4 ou b) astats = 4 cos2
(

π
mst

)ave
 mst > 2 entierLe théorème de Vinberg a�rme que 
es 
onditions sont en fait su�santes.Nous allons relâ
her légèrement la 
ondition (2) en la 
ondition (2') qui autorise les angles àprendre toutes les valeurs dans ]0, π
2
].

2')a) astats > 4 ou b) astats = 4 cos2(θst)ave
 θst ∈]0, π
2
]Dé�nition 1.2.4. � Un polyèdre proje
tif miroir est la donnée d'un polyèdre proje
tif P et,pour 
haque fa
e s de 
odimension 1 de P , d'une ré�exion σs = Id−αs ⊗ vs qui �xe s, ave
 les
onventions suivantes : P = p({x ∈ V \{0} | αs(x) 6 0, s ∈ S}), αs(vs) = 2 et les 
onditions (1)et (2'b) sont véri�ées. On dit que l'angle dièdre entre deux fa
es s et t telles que 
odim(s∩t) = 2est θst ∈]0, π

2
] si astats = 4 cos2(θst).Remarque 1.2.5. � Il est important de noter que l'on ex
lut le 
as 2')a) de la dé�nition depolyèdre proje
tif miroir. En e�et, la seule dé�nition d'angle dièdre a

eptable pour le 
as 2')a)serait un angle nul, et 
e 
as ne nous intéresse pas.Notations 1. � Soit P un polyèdre miroir, on désignera par la lettre S l'ensemble de ses fa
esde 
odimension 1. On s'est donné pour 
haque s ∈ S une ré�exion σs = Id− αs ⊗ vs telle que

αs(vs) = 2 et P = p({x ∈ V \ {0} | αs(x) 6 0, s ∈ S}). Cette 
onvention de signe détermineun unique 
ouple ([αs], [vs]) ∈ P+(V ∗) × P+(V ). On appellera le point [vs] la polaire de la fa
e
s. On fera bien attention au fait que le 
ouple (αs, vs) n'est pas unique. En e�et, si (αs, vs)
onvient alors pour tout λ ∈ R∗

+ le 
ouple (λ−1αs, λvs) 
onvient aussi. En�n, si s, t ∈ S alors onnotera µst la quantité αs(vt)αt(vs) qui est bien dé�nie. Par dé�nition, si s et t sont deux fa
esde P telles que 
odim(s ∩ t) = 2 alors µst = 4 cos2(θst) ; dans 
e 
as on notera mst = π
θst

. Cesnotations et 
onventions seront utilisées tout au long de 
e texte.



12 CHAPITRE 1. ESPACES DES MODULES DE CERTAINS POLYÈDRES PROJECTIFS MIROIRSDé�nition 1.2.6. � Soit P un polyèdre proje
tif miroir dont les angles dièdres sont des sous-multiples de π. Le système de Coxeter asso
ié à P est le système de Coxeter (S,M), où S estl'ensemble des fa
es de 
odimension 1 de P et pour tout s, t ∈ S, on a Mst = mst si les fa
es set t véri�ent 
odim(s ∩ t) = 2 et Mst = ∞ sinon. On note WS le groupe de Coxeter asso
ié ausystème (S,M).Théorème 1.2.7 (Vinberg). � Soit P un polyèdre proje
tif miroir dont les angles dièdressont des sous-multiples de π. Soient (S,M) le système de Coxeter asso
ié à P , WS le groupede Coxeter asso
ié et Γ le groupe engendré par les (σs)s∈S. Alors,a) Les polyèdres γ(P )γ∈Γ pavent un 
onvexe Ω de P+(V ).b) Le morphisme σ : WS → Γ dé�ni par σ(s) = σs est un isomorphisme.
) Le groupe Γ est un sous-groupe dis
ret de SL±(V ).d) Le groupe Γ agit proprement sur Ω̊, l'intérieur de Ω.e) L'ensemble Ω est ouvert si et seulement si pour toute fa
e v de P , WSv
est �ni, où

Sv = {s ∈ S | v ⊂ s}.Remarque 1.2.8. � Lorsque le graphe de Coxeter de WS est 
onnexe, que WS est in�ni etque les vs engendrent V , alors Ω est proprement 
onvexe (Cela est démontré dans [Beno7℄).Remarque 1.2.9. � Le point e) du théorème de Vinberg et la 
lassi�
ation des groupes deCoxeter �nis ([Bou℄) montrent que si Ω est ouvert et le polyèdre P de dimension 3, alorspour tout sommet v de P le groupe WSv
est de type (2, 2, n) ave
 n > 2, ou (2, 3, 3), (2, 3, 4)ou en
ore (2, 3, 5). En parti
ulier, tout sommet de P doit être de valen
e 3 pour obtenir un
onvexe divisible Ω.1.2.4.2. Combinatoire d'un polyèdre de P+(R4). � On se restreint désormais à la dimension 3et on appellera une fa
e de 
odimension 1 (resp. 2, resp. 3) une fa
e (resp. une arête, resp. unsommet). Certaines propriétés 
ombinatoires des polyèdres seront essentielles, nous allons don
donner quelques dé�nitions.A tout polyèdre P , on asso
ie un graphe GP planaire et 3-
onnexe (i.e GP a plus de quatresommets et GP privé de 2 sommets quel
onques non adja
ents est en
ore 
onnexe) dont lessommets sont les sommets de P et les arêtes les arêtes de P .Dé�nition 1.2.10. � Soient P un polyèdre et G un graphe, on dira que P réalise G lorsque

G et GP sont des graphes planaires isomorphes.Remarque 1.2.11. � En fait, on peut montrer qu'un graphe est réalisé par un polyèdre si etseulement s'il est planaire et 3-
onnexe (Théorème de Steinitz, voir le livre [JG℄).Ce qui nous intéresse, 
'est de réaliser des polyèdres ave
 des angles dièdres pres
rits ; on envient don
 à la dé�nition suivante :Dé�nition 1.2.12. � Un graphe étiqueté est la donnée d'un graphe de valen
e 3, planaire et3-
onnexe G et pour 
haque arête e de G d'un réel θe ∈]0, π
2
].Remarque 1.2.13. � Un graphe étiqueté G est en parti
ulier un graphe planaire et 3-
onnexe,la notion de fa
e de G est don
 bien dé�nie.Notations 2. � Soit G un graphe étiqueté, si e est une arête de G, on désignera par θe l'angleasso
ié. De plus, on désignera par µe le réel 4 cos2(θe), et si θe = π

m
, où m est un entier supérieurou égale à 2 ; on dira que l'arête est d'ordre m. De plus, si s et t désignent deux fa
es de G quipartagent une arête alors 
ette arête sera notée st, et θst désigne alors l'angle qu'elle porte.



1.2. NOTION DE POLYÈDRE PROJECTIF MIROIR 13Lorsque l'on étudie l'espa
e des modules d'un objet mathématique, il est souvent utile d'in-troduire un marquage.Dé�nition 1.2.14. � Un graphe étiqueté (resp polyèdre miroir) est dit marqué lorsqu'unenumérotation de ses fa
es a été 
hoisie.Dé�nition 1.2.15. � Soient G un graphe étiqueté marqué, et P un polyèdre miroir marqué ;on dit que P réalise G lorsque le polyèdre sous-ja
ent à P réalise le graphe sous-ja
ent à G viaune identi�
ation qui respe
te leur marquage et que les angles dièdres du polyèdre proje
tifmiroir P 
orrespondent aux étiquettes de G.Remarque 1.2.16. � Pour alléger la réda
tion, on supposera impli
itement tout au long de
e texte que tous les graphes étiquetés et tous les polyèdres proje
tifs miroirs sont marqués.La notion suivante va permettre de dé
rire des propriétés 
ombinatoires des polyèdres quiseront essentielles pour la suite.Dé�nition 1.2.17. � Soit G un graphe planaire et 3-
onnexe, un k-
ir
uit orienté (resp k-
ir
uit) Γ de G est une suite (f1, e1, f2, e2, ..., fk, ek) dé�nie à permutation 
ir
ulaire près (respà permutation 
ir
ulaire près et à sens de par
ours près) tel que :




les fi sont des fa
es distin
tes de G,les ei sont des arêtes de G,
∀i = 1...k, fi ∩ fi+1 = ei, où fk+1 = f1.De plus, si toutes les extrémités des arêtes de Γ sont distin
tes, alors on dit que Γ estprismatique.Remarque 1.2.18. � On remarquera que les 3 arêtes d'un 3-
ir
uit non prismatique ont unsommet en 
ommun puisque G est de valen
e 3.Dé�nition 1.2.19. � Soient G un graphe étiqueté et Γ un k-
ir
uit de G, on note (θi)i=1...kles angles des arêtes de Γ ; posons Σ =

∑

i=1...k

θi.
On dira que Γ est  sans angle droit si les θi sont tous di�érents de π

2
pour i = 1...k,ave
 angle droit si l'un au moins des θi est égal à π
2
pour i = 1...k,sphérique lorsque Σ > (k − 2)π,a�ne lorsque Σ = (k − 2)π,hyperbolique lorsque Σ < (k − 2)π.1.2.4.3. Le théorème d'Andreev. � L'étude des polyèdres hyperboliques et des polyèdres pro-je
tifs miroirs fait apparaître une famille de graphes étiquetés qui né
essite un traitement à part.Il s'agit des graphes étiquetés de la �gure 1 que nous appellerons les prismes ex
eptionnels etnous les noterons Gα,β,γ.Théorème 1.2.20 (Andreev). � Soit G un graphe étiqueté qui n'est pas le graphe d'un té-traèdre. Alors, il existe un polyèdre 
ompa
t hyperbolique P qui réalise G si et seulement si lesquatre 
onditions suivantes sont véri�ées :� Tout 3-
ir
uit non prismatique de G est sphérique.� Tout 3-
ir
uit prismatique de G est hyperbolique.� Tout 4-
ir
uit prismatique de G est hyperbolique.� G n'est pas un prisme ex
eptionnel.De plus, 
e polyèdre est unique à isométrie près.
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βγ

α

Figure 1. Prisme ex
eptionnel, ave
 α, β, γ ∈]0, π
2 ]On peut trouver une démonstration du théorème d'Andreev dans [And℄ ou [RHD℄. On vas'intéresser à présent à un analogue proje
tif de 
e résultat.1.2.4.4. Espa
es des modules d'un polyèdre proje
tif miroir. � Soit G un graphe étiqueté mar-qué ; on introduit l'espa
e suivant :

YG = {P polyèdre proje
tif miroir marqué tel que P réalise G}.Le groupe SL±
4 (R) agit naturellement sur YG. On souhaite 
omprendre l'espa
e quotient XG =

YG/SL±

4 (R) que l'on appelle espa
e des modules des polyèdres proje
tifs miroirs marqués quiréalisent G.1.3. RésultatDans 
e texte, nous nous intéressons ex
lusivement à une 
lasse très parti
ulière de polyèdres,que nous allons dé�nir et étudier dans toute la partie 1.3.1 ; nous appellerons 
es polyèdres lesé
imaèdres.1.3.1. Les é
imaèdres 
ombinatoires. � Soient un graphe planaire 3-
onnexe G de va-len
e 3 et un sommet v de G ; on dé�nit un nouveau graphe G′ planaire 3-
onnexe de valen
e 3où le sommet v a été rempla
é par un triangle dont les sommets appartiennent aux arêtes issuesde v, 
omme sur la �gure 2. Cette opération sera appelée l'é
image du graphe G au sommet v.

Figure 2. É
imageDé�nition 1.3.1. � Un graphe G est un é
imaèdre 
ombinatoire lorsqu'on peut l'obtenir àpartir du graphe du tétraèdre 
ombinatoire (i.e le graphe 
omplet à 4 sommets) et d'un nombre�ni d'é
images. Un polyèdre P est un é
imaèdre si son graphe GP est un é
imaèdre 
ombinatoire.
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Figure 3. Graphes de T0 et T1

Figure 4. Graphes de T2 et T3

Figure 5. Graphe de T4Dé�nition 1.3.2. � Soient G1 (resp. G2) un polyèdre 
ombinatoire qui possède une fa
e tri-angulaire T1 (resp. T2) et une identi�
ation φ de T1 et T2. Le polyèdre 
ombinatoire G obtenuen re
ollant les polyèdres 
ombinatoires G1 et G2 le long des fa
es triangulaires T1 et T2 vial'identi�
ation φ est le polyèdre obtenu en retirant les arêtes et les sommets de T1 (resp. T2) à
G1 (resp. G2) et en identi�ant les 3 arêtes qui n'ont plus qu'un sommet de G1 ave
 les 3 arêtesqui n'ont plus qu'un sommet de G2 via φ.Nous allons dé
omposons les é
imaèdres 
ombinatoires en blo
s fondamentaux. Il s'agit desé
imaèdres (Ti)i=0,...,4. L'é
imaèdre Ti est obtenu en é
imant le tétraèdre 
ombinatoire T0 en isommets distin
ts. Leurs graphes sont représentés par les �gures 3, 4 et 5.



16 CHAPITRE 1. ESPACES DES MODULES DE CERTAINS POLYÈDRES PROJECTIFS MIROIRSProposition 1.3.3. � Tout é
imaèdre 
ombinatoire est obtenu en re
ollant un nombre �ni deblo
s fondamentaux le long de fa
es triangulaires. Et, inversement tout polyèdre 
ombinatoirequi est obtenu 
omme re
ollement de blo
s fondamentaux le long de fa
es triangulaires est uné
imaèdre 
ombinatoire.Démonstration. � La démonstration se fait en deux parties et à 
haque fois par ré
urren
e.Commençons par montrer que tout é
imaèdre 
ombinatoire G est obtenu en re
ollant unnombre �ni de blo
s fondamentaux le long de fa
es triangulaires, par ré
urren
e sur le nombred'é
image subit par G.L'initialisation de notre ré
urren
e est évidente. À présent, si G a subi n é
images alors il estobtenu en é
imant un sommet v d'un é
imaèdre H qui est par hypothèse de ré
urren
e obtenuen re
ollant des blo
s fondamentaux (Bi)i∈I en nombre �ni. Le sommet v appartient don
 àun blo
 fondamental Bi0 . Distinguons deux 
as, ou bien le sommet v de Bi0 est un sommet dutétraèdre sous-ja
ent à Bi0 ou bien il est sur fa
e provenant de l'é
image.Si le sommet v est un sommet du tétraèdre sous-ja
ent à Bi0 alors l'é
imaèdre obtenu ené
imant Bi0 au sommet v est en
ore un blo
 fondamental, par 
onséquent G est obtenue enre
ollant un nombre �ni de blo
s fondamentaux le long de fa
es triangulaires.Si le sommet v est sur une fa
e de Bi0 venant de l'é
image alors v est sur une fa
e tri-angulaire s de Bi0 . Dans 
e 
as, G est obtenu en re
ollant l'une des deux fa
es triangulairesdu blo
 fondamental T2 ave
 la fa
e s de H. Ainsi, G est obtenu en re
ollant un nombre �nide blo
s fondamentaux le long de fa
es triangulaires. Ce qui 
on
lut la première partie de ladémonstration.Montrons à présent que tout polyèdre 
ombinatoire qui est obtenu 
omme re
ollement deblo
s fondamentaux le long de fa
es triangulaires est un é
imaèdre, par ré
urren
e sur le nombrede blo
s fondamentaux du re
ollement.L'initialisation de notre ré
urren
e est en
ore évidente. À présent, si le polyèdre 
ombina-toire G est obtenu en re
ollant n blo
s fondamentaux le long de fa
es triangulaires, alors parhypothèse de ré
urren
e G est obtenu en re
ollant un é
imaèdre H et un blo
 fondamental lelong d'une fa
e triangulaire s. Par 
onséquent, le polyèdre G est obtenu en é
imant la fa
e s en1,2 ou 3 sommets. C'est don
 un é
imaèdre.Nous avons d'abord besoin de quelques dé�nitions purement 
ombinatoire.Dé�nition 1.3.4. � Soient G un graphe planaire et 3-
onnexe et Γ un 3-
ir
uit orienté de G.La 
oupe droite (resp. gau
he) de G le long de Γ est le graphe Gd
Γ (resp. Gg

Γ) obtenu en retiranttous les sommets et les arêtes de G à gau
he (resp. droite) de Γ et en ajoutant un triangle dontles sommets sont les extrémités des arêtes de Γ qui sont à gau
he (resp. droite) de Γ. (Voir�gure 6.)Dé�nition 1.3.5. � Soit G un é
imaèdre, on dit qu'un 3-
ir
uit prismatique est 
ombinatoi-rement essentiel lorsqu'il ne fait pas le tour d'une fa
e triangulaire.Remarque 1.3.6. � Maintenant, que l'on sait que tout é
imaèdre est obtenu en re
ollant desblo
s fondamentaux le long de fa
es triangulaires. Il est fa
ile de voir que tout 3-
ir
uit nonprismatique de G est in
lus dans un et un seul des blo
s fondamentaux qui dé
omposent G.Tout 3-
ir
uit prismatique non 
ombinatoirement essentiel de G est in
lus dans un ou deuxblo
s fondamentaux qui dé
omposent G, et s'il est in
lus dans 2 alors l'un d'eux est un prismetriangulaire. En�n, tout 3-
ir
uit prismatique 
ombinatoirement essentiel de G est in
lus dansexa
tement deux blo
s fondamentaux. Pour 
onséquent, l'ensemble des 3-
ir
uits de G peut être
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Figure 6. Coupe d'un graphe étiquetéréalisé 
omme un ensemble de 
ourbe simple, 
ontinue, tranverse aux arêtes de G et disjointes.Nous allons dé
ouper G le long de 
es 
ourbes.On a des dé�nitions analogues pour les graphes étiquetés.Dé�nition 1.3.7. � Soient G un graphe étiqueté et Γ un 3-
ir
uit orienté de G ; on dé�nit la
oupe droite (resp. gau
he) de G le long de Γ, 
omme le graphe étiqueté Gd
Γ (resp. Gg

Γ) dont legraphe sous-ja
ent est la 
oupe droite (resp. gau
he) du graphe sous-ja
ent à G, et on étiquetteles nouvelles arêtes de Gd
Γ (resp. Gg

Γ) par des 2 et les an
iennes gardent leurs étiquettes. (Voir�gure 6.)Remarque 1.3.8. � Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté sur le 3-
ir
uit Γ, on allégera les notations
Gd

Γ et Gg
Γ en notant Gd

Γ = Gd et Gg
Γ = Gg.Dé�nition 1.3.9. � Soit G un é
imaèdre étiqueté, on dit qu'un 3-
ir
uit prismatique estessentiel lorsqu'il ne fait pas le tour d'une fa
e triangulaire dont toutes les arêtes sont d'ordre2.Dé�nition 1.3.10. � Un blo
 fondamental étiqueté est un graphe étiqueté et dont le graphesous-ja
ent est un blo
 fondamental 
ombinatoire, et les fa
es triangulaires issues de l'é
imagene possèdent que des arêtes d'ordre 2.Remarque 1.3.11. � Il faut bien faire attention aux blo
s fondamentaux qui sont des prismestriangulaires. En e�et, 
es derniers possèdent deux fa
es triangulaires mais une seule de 
esdeux fa
es provient de l'é
image. Par 
onséquent, les blo
s fondamentaux qui sont des prismestriangulaires ne possèdent à priori qu'une seule fa
e triangulaire qui porte uniquement desarêtes d'ordre 2.Tout 
ela va nous permettre d'asso
ier à tout é
imaèdre G, un arbre AG qui "mémorise" lesé
images e�e
tués. Cet arbre permet de 
oder une partie de la 
ombinatoire de G.Nous allons dé
ouper G le long de 
es 3-
ir
uits prismatiques. Pour 
ela, on se donne unefamille (Γj)j∈J de 3-
ir
uits orientés de G où 
haque 3-
ir
uit est représenté exa
tement une et
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Figure 7. L'arbre AT0 et l'arbre AT1

Figure 8. L'arbre AT2 et l'arbre AT3une seule fois. La remarque 1.3.6 montre que si l'on dé
oupe G le long d'un 3-
ir
uit prismatique
Γi0 de G alors les 3-
ir
uits (Γi)i6=i0 sont des 3-
ir
uits de Gd

Γ ou bien de Gg
Γ. On dé
oupe G le longde tous les 3-
ir
uits (Γj)j∈J qui sont prismatiques. Les é
imaèdres obtenus par 
e dé
oupage nepossède au
un 3-
ir
uit prismatique essentiel. Par 
onséquent, la proposition 1.3.3 nous montreque 
e sont des blo
s fondamentaux étiquetés.Dé�nition 1.3.12. � Soit G un é
imaèdre 
ombinatoire, on se donne une famille (Γj)j∈J de3-
ir
uits orientés de G où 
haque 3-
ir
uit est représenté exa
tement une et une seule fois.L'arbre asso
ié à G sera noté AG et il est dé�ni de la façon suivante : les sommets de AGsont les blo
s fondamentaux (Bi)i=1...n+1 résultant du dé
oupage de G le long des 3-
ir
uitsprismatiques de la famille (Γj)j∈J et les sommets de G. Deux sommets de AG qui sont des blo
sfondamentaux Bi et Bj de AG sont reliés par une arête lorsque Bi et Bj partagent un 3-
ir
uitde (Γj)j∈J . Et, un sommet v de G est relié à un blo
 fondamental lorsque v appartient à 
eblo
.On représentera les arêtes extrémales de AG en pointillés, 
ar elles sont en bije
tion ave
les sommets de G, alors que les arêtes non extrémales sont en bije
tion ave
 les 3-
ir
uitsprismatiques de G. De plus, les arêtes extrémales du sous-arbre en trait plein sont en bije
tionave
 les 3-
ir
uits prismatiques non 
ombinatoirement essentiels.On a représenté les arbres ATi

pour i = 1, ..., 4 à l'aide des �gures 7, 8 et 9.
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Figure 9. L'arbre AT4Remarque 1.3.13. � Il faut bien prendre garde au fait que l'appli
ation G 7→ AG n'est pasinje
tive. En revan
he, on véri�e fa
ilement que l'image de 
ette appli
ation est l'ensemble desarbres dont les sommets non extrémaux sont de valen
e 4.Nous allons montrer que l'on peut 
onstruire tous les é
imaèdres miroirs dont le graphesous-ja
ent n'est pas 
elui d'un tétraèdre en re
ollant "des blo
s fondamentaux miroirs".1.3.2. Enon
é du résultat. � Pour énon
er notre résultat, nous avons besoin d'introduireplusieurs quantités asso
iées à G. Nous allons 
al
uler la dimension attendue de XG de façonheuristique.Rappelons que lorsque deux fa
es adja
entes s et t partagent une arête s ∩ t qui portel'étiquette µst alors (dé�nition 1.2.4 et notations 1) :� On a −αs(vt) > 0.� Si l'arête s ∩ t est d'ordre 2 alors les deux équations suivantes doivent être véri�és :
αs(vt) = αt(vs) = 0.� Si l'arête s∩t n'est pas d'ordre 2 alors une seule équation doit être véri�ée : αs(vt)αt(vs) =

µst.On peut voir XG de la façon suivante : soient S l'ensemble des fa
es de G et f le 
ardinal de
S.1. Nombres d'in
onnues : ([αs], [vs])s∈S ∈ (P+((R4)∗)×P+(R4))S est une variété de dimension

6f .2. Nombres d'équations : on a e + e2 équations, où e est le nombre d'arêtes de G et e2 lenombre d'arêtes d'ordre 2.3. Modulo SL±
4 (R) qui agit librement et proprement sur YG et dim(SL±

4 (R)) = 15.Don
 la dimension attendue de XG est d(G) = 6f − e − e2 − 15. Or, G est de valen
e 3,il possède don
 2
3
e sommets. La relation d'Euler montre que f = 6+e

3
, il vient don
 d(G) =

(e− e2) − 3 = e+ − 3, où e+ = e− e2 est le nombre d'arêtes de G d'ordre di�érent de 2.Dé�nition 1.3.14. � Soit G un é
imaèdre étiqueté, on dé�nit les quantités suivantes :� d(G) = e+ − 3.� n(G) est le nombre de 3-
ir
uits a�nes ou sphériques, prismatiques, sans angle droit G.� m(G) est le nombre de 3-
ir
uits a�nes ou sphériques, prismatiques, ave
 angle droit G.



20 CHAPITRE 1. ESPACES DES MODULES DE CERTAINS POLYÈDRES PROJECTIFS MIROIRSThéorème 1.3.15. � Soit G un é
imaèdre étiqueté marqué. Alors,1) Si m(G) = 0 et d(G) > 0 alors XG est di�éomorphe à κ(G) 
opies de Rd(G), où κ(G) estet G n'est pas un prisme un entier pair ou égal à 1, qui véri�e 1 6 κ(G) 6 2n(G).ex
eptionnel2) Si m(G) = 0 et d(G) < 0 alors on a deux 
as :a) Le graphe sous-ja
ent à G est un tétraèdre 
ombinatoireet XG est un singleton.b) G = Gα,β, π
2
pour un 
ertain 
ouple (α, β)ave
 α + β < π
2
et XG = ∅.3) Si m(G) > 0 et XG 6= ∅ alors m(G) = 1 et G = Gα, π

2
−α, π

2
et XG est un singleton.4) Si G = Gα,β,γ est un prisme alors a) si α + β + γ < π alors XG = ∅.ex
eptionnel ave
 b) si α + β + γ = π alors XG est un singleton.

0 < α, β, γ < π
2


) si α + β + γ > π alors Card(XG) = 2.Remarque 1.3.16. � Il faut bien remarquer que les points 1, 2, 3, et 4 sont disjoints. Laseule di�
ulté est de voir que le 
as 4) est disjoint des trois autres. Mais dans le 
as 4, on a
m(G) = 0, d(G) = 0 et G est un prisme ex
eptionnel.Corollaire 1.3.17. � Soit G un é
imaèdre étiqueté marqué alors XG est une variété qui pos-sède un nombre �ni de 
omposante 
onnexe, toutes les 
omposantes 
onnexes de XG sont ho-méomorphes à des boules et elles ont toutes la même dimension.En�n, l'espa
e XG est vide si et seulement si on est dans l'un des 
as suivants :1. XG est un prisme ex
eptionnel dont l'unique 3-
ir
uit prismatique est hyperbolique.2. m(G) > 1 et G n'est pas un prisme ex
eptionnel dont l'unique 3-
ir
uit prismatique esta�ne ave
 angle droit.Démonstration. � En e�et, si m(G) = 0 alors les 
as 1), 2) et 4) du théorème 1.3.15 montreque XG = ∅ si et seulement si G un prisme ex
eptionnel dont l'unique 3-
ir
uit prismatique esthyperbolique. Et, si m(G) > 1 alors 
'est le 
as 3) du théorème 1.3.15 qui 
on
lut.Corollaire 1.3.18. � Si G est un é
imaèdre étiqueté qui véri�e les 
onditions du théorèmed'Andreev alors XG est di�éomorphe à Rd(G).Démonstration. � Il est 
lair que m(G) = n(G) = 0 et que G n'est pas un prisme ex
eptionnel,il reste don
 à véri�er que d(G) > 0, pour appliquer le point 1). Il faut noter que G n'estpas un tétraèdre puisqu'il véri�e les hypothèses du théorème d'Andreev. Le plus simple est dedistinguer deux 
as : G est un prisme ou bien G n'est ni un tétraèdre, ni un prisme.Dans le premier 
as, il est fa
ile de voir que tout prisme non ex
eptionnel qui véri�e que
m(G) = 0 possède au moins 3 arêtes qui ne sont pas d'ordre 2. Par suite, d(G) > 0.Si G est un é
imaèdre qui n'est ni un tétraèdre, ni un prisme alors G possède au moins deux3-
ir
uits prismatiques. Comme G véri�e les hypothèses du théorème d'Andreev, tout 3-
ir
uitprismatique de G est hyperbolique et possède don
 au plus une seule arête d'ordre 2. L'é
imaèdreétiqueté G possède don
 au moins 4 arêtes d'ordre di�érent de 2. Par suite, d(G) > 0.Remarque 1.3.19. � L'hypothèse d'ordonnabilité de Choi est plus faible dans le 
as où legraphe G est trivalent que notre hypothèse selon laquelle G est un é
imaèdre. Nous avons



1.3. RÉSULTAT 21supposé que les graphes étiquetés étaient des graphes de valen
e 3, et dans 
e 
as, on peutmontrer que, si G est un graphe étiqueté ordonnable, alors le graphe sous-ja
ent à G est uné
imaèdre 
ombinatoire. Mais il existe des graphes planaires et 3-
onnexes de valen
e supérieureà 3 qui sont ordonnables (s'ils sont étiquetés 
orre
tement). Il faut noter que pour 
onstruire un
onvexe divisible via la méthode de Vinberg, une 
ondition né
essaire (voir la remarque 1.2.9)est que le polyèdre de départ soit de valen
e 3.Remarque 1.3.20. � Pour 
al
uler κ(G) nous allons retirer 
ertaines arêtes de l'arbre AG etnous obtiendrons une forêt que l'on notera FG. Puis on introduira la notion d'orientation par-tielle et d'orientation partielle admissible de la forêt FG (voir partie 1.3.7). En�n on démontreraque κ(G) est le nombre d'orientations partielles admissibles de la forêt FG (voir le théorème1.3.64).Remarque 1.3.21. � Nous énon
erons à la �n de 
e texte le théorème 1.3.64 qui pré
ise lapartie 1) du théorème 1.3.15 en donnant une paramétrisation expli
ite de XG.Nous allons 
ommen
er par les points 2) et 3) qui sont beau
oup plus fa
iles à montrer. Puisnous attaquerons à la démonstration des points 1) et 4).1.3.3. Démonstration des points 2 et 3. �Lemme 1.3.22. � Soit P un polyèdre miroir, soient s et t deux fa
es distin
tes quel
onquesde P ; alors −αs(vt) > 0 et −αs(vt) = 0 si et seulement si s et t partagent une arête d'ordre 2.Démonstration. � Si s et t sont adja
entes alors les 
onditions 1)-2'b) (dé�nition 1.2.4 etnotations 1) montre que dans 
e 
as le lemme est 
lair. À présent, soient s et t deux fa
es nonadja
entes de P , et r1, ..., rk les fa
es de P adja
entes à t. Comme P est un polyèdre proprement
onvexe, son dual dans P+(R4) est aussi un polyèdre proprement 
onvexe dont les sommets sontles fa
es de P . Par 
onséquent, le segment qui relie [−αs] à [−αt] traverse l'enveloppe 
onvexedes ([−αri
])i=1,...,k dans P+(R4). Par 
onséquent, −αs peut s'é
rire 
omme une 
ombinaisonlinéaire à 
oe�
ients stri
tement positifs des (−αri

)i=1,...,k et de αt. Les inégalités −αri
(vt) > 0pour i = 1...k et l'égalité αt(vt) = 2 entraînent l'inégalité −αs(vt) > 0.Remarque 1.3.23. � Rappelons que pour tout polyèdre proje
tif miroir P , pour toute fa
e

s de P , la polaire [vs] de s n'appartient pas à P puisque −αs(vs) < 0. Le lemme 1.3.22 montreque tout segment proje
tif issue de [vs] et ren
ontrant P , ren
ontre la fa
e s.Le lemme suivant démontre le point 3) et un résultat sur les 3-
ir
uits a�nes ou sphériques,prismatiques qui sera utile à plusieurs reprises.Lemme 1.3.24. � Soit G un graphe étiqueté tel que XG 6= ∅, alors tout 3-
ir
uit Γ a�ne ousphérique, prismatique de G possède au plus un angle droit. Et s'il en possède un alors G est leprisme ex
eptionnel Gα, π
2
−α, π

2
pour un 
ertain α ∈]0, π

2
[ et XG est un singleton.Démonstration. � Soient P un polyèdre miroir qui réalise G et Γ un 3-
ir
uit orienté prisma-tique ave
 angle droit, a�ne ou sphérique.Commençons par numéroter de 1 à 3 les fa
es qui forment Γ de telle sorte que l'arête adja
enteaux fa
es 1 et 2 soit d'ordre 2. Le 3-
ir
uit Γ est prismatique don
 il existe une fa
e à gau
he de Γet une à droite de Γ qu'on numérote 4 et 5. On peut supposer que l'on a la 
on�guration suivantedans une base (ej)j=1...4 de R4 : αi = −e∗i pour i = 1...4. On souhaite avoir une forme simplepour la forme linéaire α5, nous allons montrer que l'on peut supposer que α5 = −e∗1−e∗2−e∗3+e∗4.Le stabilisateur des ([αi])i=1...4 est le groupe des matri
es diagonales à diagonales stri
tementpositives dans la base (ej)j=1...4 de R4. La forme linéaire α5 se dé
ompose dans la base duale



22 CHAPITRE 1. ESPACES DES MODULES DE CERTAINS POLYÈDRES PROJECTIFS MIROIRSde la base (ej)j=1...4. Il su�t de véri�er que les signes des 
oe�
ients de 
ette dé
ompositionsont les bons. Le polyèdre dual de P est un polyèdre 
onvexe dont les sommets sont les fa
esde P , par 
onséquent le segment dans P+(R4) reliant [−α4] à [−α5] traverse le triangle dont lessommets sont les points [−α1], [−α2] et [−α3]. Par 
onséquent, α5 est une 
ombinaison linéaireà 
oe�
ient positif de −α1, −α2, −α3 et α4. On peut don
 supposer que α5 = −e∗1−e∗2−e∗3 +e∗4.Soient vij les 
oordonnées de (vi)i=1...5. On a :



v1

v2

v3


 =




−2 0 v13 v14

0 −2 v23 v24

v31 v32 −2 v34


On rappelle que si les fa
es i et j sont adja
entes alors vijvji = µij = 4 cos2(θij) (Dé�nition1.2.4 et notations 1). Le lemme 1.3.22 a�rme que vij > 0 pour i 6= j et que les inégalitéssuivantes doivent être véri�ées :





−α5(v1) > 0 
'est-à-dire v13 > 2 + v14,

−α5(v2) > 0 
'est-à-dire v23 > 2 + v24,

−α5(v3) > 0 
'est-à-dire µ13

v13
+ µ23

v23
> 2 + v34.Don
 v13 > 2 et v23 > 2 et ainsi, µ13 +µ23 > 4 et don
 θ13 + θ23 6

π
2
. Or, θ13 + θ23 >

π
2
(
ar Γest a�ne ou sphérique) don
 θ13+θ23 = π

2
, et µ13+µ23 = 4. Il vient �nalement que v13 = v23 = 2,et don
 v31 = µ13

2
et v32 = µ23

2
, puis v14 = v24 = v34 = 0, et en�n α5(v1) = α5(v2) = α5(v3) = 0.Les fa
es 4 et 5 sont don
 adja
entes aux fa
es 1, 2 et 3, d'après le lemme 1.3.22.Ainsi, le polyèdre miroir Q obtenu à l'aide des fa
es 1,2,3,4,5 de P réalise un Gα, π

2
−α, π

2
pour

α = arccos(
√

µ13

2
) ∈]0, π

2
[ et le polyèdre Q est 
lairement unique puisque les 
oordonnées desve
teurs (vi)i=1...5 ont été 
al
ulées expli
itement.Cela montre aussi que si XG est non vide alors tout 3-
ir
uit prismatique a�ne ou sphériqueave
 angle droit est a�ne. Par 
onséquent, le polyèdre Q est le polyèdre P lui-même. En e�et,si P possédait d'autres fa
es, alors 
omme P est un é
imaèdre, P posséderait un 3-
ir
uitprismatique sphérique ave
 angle droit.Maintenant que le point 3) est a
quis, on peut montrer le point 2).Démonstration du point 2. � On a par hypothèse m(G) = 0 (i.e. tout 3-
ir
uit prismatiqueave
 angle droit de G est hyperbolique). Par 
onséquent, au
un 3-
ir
uit prismatique de G nepossède deux angles droits. Mais on a aussi supposé que d(G) < 0, par 
onséquent e+ < 3.Don
, l'é
imaèdre étiqueté G 
ontient au plus un 3-
ir
uit prismatique.Les seuls é
imaèdres qui possèdent au plus un 3-
ir
uit prismatique sont le tétraèdre 
ombi-natoire et le prisme triangulaire 
ombinatoire.Commençons par le 
as où le graphe sous-ja
ent à G est un prisme triangulaire 
ombinatoire.On a supposé que d(G) < 0 don
 G possède au moins 7 arêtes d'ordre 2, et 
omme G n'a pas de3-
ir
uit a�ne ou sphérique, prismatique, ave
 angle droit (m(G) = 0), G possède exa
tement7 arêtes d'ordre 2, et G = Gα,β, π

2
pour un 
ertain 
ouple (α, β) ∈]0, π

2
[2 tels que α + β < π

2
. Onreprend le 
al
ul de la démonstration du lemme 1.3.24.On rappelle que dans la démonstration du lemme 1.3.24, on a en parti
ulier 
al
ulé l'espa
edes modules d'un prisme ex
eptionnel dont l'unique 3-
ir
uit prismatique est à angle droit eta�ne ou sphérique. À présent, on doit 
al
uler l'espa
e des modules d'un prisme ex
eptionneldont l'unique 3-
ir
uit prismatique est à angle droit et hyperbolique.On reprend les mêmes notations pour les fa
es et on suppose toujours que 
'est l'arête parta-gée par les fa
es 1 et 2 qui est d'ordre 2. On obtient les 
oordonnées suivantes pour les formes



1.3. RÉSULTAT 23linéaires (αi)i=1,...,5 et les ve
teurs (vi)i=1,...,5.
αi = −e∗i , i = 1, ..., 4

α5 = −e∗1 − e∗2 − e∗3 + e∗4




v1

v2

v3


 =




−2 0 v13 0

0 −2 v23 0

v31 v32 −2 0


Le lemme 1.3.22 a�rme que vij > 0 pour i 6= j et que les inégalités suivantes doivent êtrevéri�ées :





−α5(v1) > 0 
'est-à-dire v13 > 2,

−α5(v2) > 0 
'est-à-dire v23 > 2,

−α5(v3) > 0 
'est-à-dire µ13

v13
+ µ23

v23
> 2.Don
 v13 > 2 et v23 > 2 et don
 µ13

v13
+ µ23

v23
< 2, puisque µ13, µ23 < 4, 
e qui 
ontredit latroisièmé inégalité. Il vient que XG = ∅.Il reste le 
as où le graphe sous-ja
ent à G est un tétraèdre 
ombinatoire. La démonstrationde 
e point sera faite au paragraphe 1.3.10.1, proposition 1.3.53, où l'on 
al
ule l'espa
e desmodules d'un tétraèdre étiqueté marqué quel
onque.Remarque 1.3.25. � On remarquera que le lemme 1.3.24 et le se
ond point du théorèmemontre le quatrième point du théorème dans le 
as, où l'un des angles α, β ou γ est droit.1.3.4. Plan de la démonstration des points 1) et 4). � A partir de maintenant tousles graphes étiquetés que l'on 
onsidère n'ont au
un 3-
ir
uit a�ne ou sphérique, prismatique,ave
 angle droit, autrement dit ils véri�ent m(G) = 0.La démonstration se déroule en 6 étapes :1. Comme les 3-
ir
uits vont jouer un r�le essentiel dans la 
ompréhension des polyèdres mi-roirs, nous allons 
ommen
er par nous intéresser aux triangles miroirs. Dans la partie 1.3.5on introduit l'invariant R qui paramètre l'espa
e des modules d'un triangle 
ombinatoireétiqueté.2. L'idée pour 
omprendre l'espa
e XG est de dé
ouper les polyèdres miroirs qui réalisent Gle long de leurs 3-
ir
uits prismatiques essentiels. On obtient ainsi des polyèdres miroirsqui réalisent des blo
s fondamentaux. Les démonstrations des lemmes né
essaires à la
onstru
tion des blo
s fondamentaux et des plans pour dé
ouper P font l'objet de lapartie 1.3.6.3. Une bonne méthode pour 
omprendre les 
omposantes 
onnexes de XG est de parlerd'orientation partielle admissible de la forêt FG qui est une sous-forêt de l'arbre AG. Nousdonnerons les dé�nitions de tout 
ela dans la partie 1.3.7.4. Pour que la bije
tion entre les 
omposantes 
onnexes de XG et les orientations partiellesadmissibles de FG soit la plus simple possible, il faut introduire un outil te
hnique : lessystèmes puits-sour
e de 3-
ir
uits de G. Cela sera fait dans la partie 1.3.8.5. Il faut ensuite 
omprendre XG pour les blo
s fondamentaux et les prismes ex
eptionnelssans angle droit, 
e qui est fait dans la partie 1.3.10.6. En�n, une fois que l'on a dé
oupé P en blo
s fondamentaux, il faut 
omprendre 
ommenton peut les re
oller, 
'est la partie 1.3.11.



24 CHAPITRE 1. ESPACES DES MODULES DE CERTAINS POLYÈDRES PROJECTIFS MIROIRS1.3.5. Les triangles miroirs. �Dé�nition 1.3.26. � On appellera triangle 
ombinatoire le graphe 
omplet à 3 sommets. Untriangle étiqueté est la donnée d'un triangle 
ombinatoire T et pour 
haque sommet s de T d'unréel θ ∈]0, π
2
]. Un triangle 
ombinatoire est dit marqué lorsque l'on a numéroté ses arêtes de 1 à3. On a une dé�nition analogue à 
elle des paragraphes pré
édents de triangle ave
 angle droit,sans angle droit, a�ne, sphérique, hyperbolique, proje
tif, miroir, marqué et aussi d'espa
e desmodules de triangles miroirs marqués.Remarque 1.3.27. � Le marquage de T fournit une orientation naturelle de T .Proposition 1.3.28. � Soient T un triangle étiqueté marqué, et XT l'espa
e des modulesasso
ié.� Si T ne possède au
un sommet d'ordre 2 alors XT est di�éomorphe à R. De plus, si l'onnumérote les arêtes du triangle proje
tif miroir T via le marquage de T , alors l'appli
ation :

T 7→ RT = log

(
α1(v2)α2(v3)α3(v1)

α1(v3)α3(v2)α2(v1)

)est un di�éomorphisme de XT sur R.� Si T possède un sommet d'ordre 2 alors XT est un singleton.Démonstration. � On ne démontre que le 
as où tous les sommets sont d'ordre di�érent de 2,l'autre 
as se démontre par un 
al
ul analogue. Numérotons les fa
es du triangle étiqueté T de 1à 3, et notons (ei)i=1...3 la base 
anonique de R3. On peut supposer que αi = −e∗i . Le stabilisateurde α1, α2, α3 dans SL±
3 (R) est l'ensemble des matri
es diagonales, on peut don
 supposer quedans la base (ei)i=1...3, le ve
teur v1 = (−2,

√
µ12,

√
µ13). Le stabilisateur de α1, α2, α3 et v1 estréduit à l'identité.On note en
ore pour tout i, j = 1, ..., 3, vij = −αj(vi), on rappelle que les équations suivantesdoivent être véri�ées pour tout i, j = 1, ..., 3 : vijvji = µij (Dé�nition 1.2.4 et notations 1)On obtient don
 pour un 
ertain x ∈ R∗

+ :
(
v2

v3

)
=

( √
µ12 −2

√
µ23x√

µ13

√
µ23

x
−2

)Cela montre que l'appli
ation T 7→ log
(

α1(v2)α2(v3)α3(v1)
α1(v3)α3(v2)α2(v1)

)
= −2 log(x) est un di�éomorphismede XT sur R.Soit T un triangle étiqueté marqué, les quantités suivantes vont se révéler 
ru
iales dans lasuite. On note σ = µ12 + µ23 + µ31, p =

√
µ12µ23µ31. Lorsque T est sphérique (et sans angledroit, i.e p > 0) on dé�nit aussi la quantité rT = 2 log

(
4−σ+((4−σ)2−p2)

1
2

p

)
> 0. Il n'est pas 
lairque la quantité rT est bien dé�nie mais nous le montrerons dans la démonstration du lemme1.3.29.Lemme 1.3.29. � Soient un triangle étiqueté marqué T ave
 au plus un angle droit et untriangle miroir marqué T qui réalise T . On note B une base de R3 dont l'orientation est opposéeà 
elle de la base antedual du triplet (α1, α2, α3).



1.3. RÉSULTAT 251)Si T est hyperbolique alors detB(v1, v2, v3) > 0a�ne sans angle droit et RT 6= 0sphérique sans angle droit et |RT | > rT2) Si T est a�ne ave
 angle droit alors detB(v1, v2, v3) = 0.a�ne sans angle droit et RT = 0sphérique sans angle droit et |RT | = rT3) Si T est sphérique sans angle droit et |RT | < rT alors detB(v1, v2, v3) < 0.sphérique ave
 angle droitRemarque 1.3.30. � On rappelle que les 
ouples (αi, vi)i=1,...,3 sont bien dé�nis à une 
onstantemultipli
ative stri
tement positive près (notations 1). Par 
onséquent, la valeur de la quantité
detB(v1, v2, v3) n'a pas de sens, mais son signe et sa nullité ont un sens.Démonstration. � Notons (ei)i=1...3 la base 
anonique de R3. On peut supposer que αi = −e∗i .La base 
anonique de R3 possède bien une orientation opposée à 
elle de la base antedual dutriplet (α1, α2, α3). Commençons par le 
as où Γ est ave
 angle droit. On suppose que 
'estl'angle entre l'arête 1 et l'arête 2 qui est égale à π

2
. On obtient fa
ilement que :




v1

v2

v3


 =




−2 0
√
µ31

0 −2
√
µ23√

µ31
√
µ23 −2


Par 
onséquent, D = det(v1, v2, v3) = 2(µ23 + µ13 − 4) = 8(cos2(θ23) + cos2(θ31) − 1). Par
onséquent, D > 0 si θ23 + θ31 <

π
2
, nul si θ23 + θ31 = π

2
et D < 0 si θ23 + θ31 >

π
2
.On suppose à présent T sans angle droit et on pose D = det(v1, v2, v3). Le lemme 1.3.28montre que




v1

v2

v3


 =




−2
√
µ12

√
µ13√

µ12 −2
√
µ23e

−RT
2

√
µ13

√
µ23e

RT
2 −2


On aD = pe

RT
2 +pe

−RT
2 +2(σ−4). On pose P (x) = px2−2(4−σ)x+p ; ainsiD = e−

RT
2 P (e

RT
2 ).Si ∆ est le dis
riminant de P , on a ∆ = 4(σ − 4 − p)(σ − 4 + p). Commençons par remarquerque 
omme p > 0, si les ra
ines de P sont réelles alors elles sont toutes les deux du signe de

4 − σ. Ensuite, un peu de trigonométrie montre que
4 − σ − p = −16 cos

(
θ12+θ23+θ31

2

)
cos
(

θ12−θ23+θ31

2

)
cos
(

θ12+θ23−θ31

2

)
cos
(

−θ12+θ23+θ31

2

)
.On remarque que 
omme les angles θij sont aigus le produit des 3 derniers membres eststri
tement positif.On distingue don
 3 
as :1. Si T est sphérique, alors 4 − σ − p > 0, par suite ∆ > 0 et 4 − σ > 0. Les ra
ines uT , u−1

Tde P sont don
 réelles, stri
tement positives et inverses l'une de l'autre. On peut supposerque uT > 1 et en remarquant que rT = 2 log(uT ), on obtient don
 que la quantité rT estbien dé�nie, stri
tement positive. La quantité D est stri
tement positive si et seulementsi |RT | > rT et elle est nulle si et seulement si RT = rT .2. Si T est a�ne, alors 4 − σ − p = 0 ; par suite ∆ = 0 et 4 − σ > 0, et ainsi 1 est ra
inedouble. La quantité D est stri
tement positive si et seulement si RT 6= 0, et nulle sinon.



26 CHAPITRE 1. ESPACES DES MODULES DE CERTAINS POLYÈDRES PROJECTIFS MIROIRS3. Si T est hyperbolique, alors 4−σ−p < 0. Alors soit 4−σ+p 6 0 et les ra
ines de P sontstri
tement négatives ou 4− σ + p > 0 et les ra
ines de P sont 
omplexes. La quantité Dest toujours stri
tement positive.Notations 3. � Soient G un é
imaèdre étiqueté marqué, P un polyèdre miroir qui réalise XGet Γ un 3-
ir
uit orienté de G. Alors Γ dé�nit un triangle étiqueté marqué T dont les sommetssont les arêtes traversées par Γ, les arêtes de T sont les fa
es traversées par Γ, les étiquettesportées par les sommets sont les étiquettes portées par les arêtes de Γ, et on marque les arêtesà l'aide de l'orientation de Γ.Lorsque Γ est sans angle droit, on notera RΓ(P ) le réel RT introduit dans l'énon
é du lemme1.3.28 ; si T est sphérique, on notera rΓ le réel rT introduit avant le lemme 1.3.29 et si T esta�ne, on pose rΓ = 0. Cette 
onvention nous permettra de ne pas distinguer le 
as a�ne du
as sphérique.On utilisera une autre 
onvention, si un 3-
ir
uit Γ est ave
 angle droit alors on pose RΓ(P ) =

0. Cette 
onvention nous permettra de distinguer le 
as sans angle droit du 
as ave
 angle droituniquement lorsque 
'est né
essaire.En�n, plus généralement, si (f1, ..., fk) est une suite de fa
es de P , on peut dé�nir la quantitésuivante :
R(f1,...,fk)(P ) = log

(
αf1(vf2)αf2(vf3) · · · αfk

(vf1)

αf1(vfk
)αf2(vf1) · · · αfk

(vfk−1
)

)
.Ainsi, lorsque Γ est un 3-
ir
uit orienté, il dé�nit naturellement une suite de fa
es et l'onretrouve la dé�nition pré
édente.Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté, on allégera les notations en notant R(f1,...,fk)(P ) = R(f1,...,fk)et RΓ(P ) = RΓ.1.3.6. Les lemmes de 
oupe. � On 
her
he tout d'abord à 
onstruire les blo
s fondamen-taux miroirs en 
oupant un tétraèdre miroir le long de ses 3-
ir
uits. C'est l'objet des lemmes1.3.34, 1.3.35 et 1.3.39, des deux pro
hains paragraphes. Ensuite, on se donne un polyèdre mi-roir P et on souhaite dé
ouper P le long de ses 3-
ir
uits prismatiques essentielles pour obtenirdes blo
s fondamentaux. Nous allons avoir besoin des dé�nitions suivantes :Dé�nition 1.3.31. � Soient P un polyèdre miroir et Γ un 3-
ir
uit de P qui traverse lesfa
es r, s, t de P . On désignera par ΠΓ le sous-espa
e proje
tif engendré par les points polaires

[vr], [vs], [vt]. On dira que ΠΓ 
oupe P le long de Γ lorsque ΠΓ est un plan et l'interse
tion de
ΠΓ ave
 les arêtes de P est in
luse dans les arêtes ouvertes le long desquelles se ren
ontrent lesfa
es r, s, t.Remarque 1.3.32. � Soient un polyèdre miroir P de XG et Γ un 3-
ir
uit non essentiel de
P . On numérote de 1 à 3 les fa
es traversées par Γ, et on numérote 4 la fa
e triangulaire dont
Γ fait le tour. Nous allons montrer que si ΠΓ est un plan alors la ré�exion σ4 est entièrementdéterminée par les ré�exions σ1, σ2, σ3.En e�et, 
omme Γ n'est pas essentiel, les arêtes de la fa
e 4 sont toutes d'ordre 2 (en parti
ulier
σ4 
ommute ave
 σ1, σ2 et σ3), par 
onséquent les points v1, v2 et v3 véri�ent α4(v1) = α4(v2) =

α4(v3) = 0 (dé�nition 1.2.4 et notations 1). Ainsi, le plan proje
tif dé�nissant la fa
e 4 est leplan proje
tif ΠΓ qui est engendré par les points polaires [v1], [v2] et [v3]. Et, la polaire [v4] dela fa
e 4 véri�ent les équations α1(v4) = α2(v4) = α3(v4) = 0, 
'est don
 l'interse
tion des plansproje
tifs dé�nit par les fa
es 1,2 et 3 (
ette interse
tion est réduite à un point 
ar P est unpolyèdre 
onvexe).



1.3. RÉSULTAT 27Nous allons montrer que, pour tout polyèdre miroir P de XG et tout 3-
ir
uit prismatiqueessentiel Γ, ΠΓ est un plan et que 
e dernier 
oupe P le long de Γ. On peut don
 dé�nir la 
oupedroite P d
Γ (resp. gau
he P g

Γ) de P le long de Γ 
omme le polyèdre miroir obtenu en retirant lesfa
es et les ré�exions par rapport aux fa
es à gau
he (resp. droite) de Γ et en ajoutant l'unique(remarque 1.3.32) ré�exion par rapport au plan ΠΓ qui 
ommute ave
 les ré�exions asso
iéesaux fa
es traversées par Γ.Remarque 1.3.33. � Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté sur le 3-
ir
uit Γ, on allégera les nota-tions P d
Γ et P g

Γ en notant P d
Γ = P d et P g

Γ = P g.1.3.6.1. Lemme d'é
image. �Lemme 1.3.34. � Soient P un polyèdre miroir et Γ un 3-
ir
uit orienté de P . Le sous-espa
e
ΠΓ est un plan proje
tif sauf si les 
onditions 1)2)3) ou 1)2)3)′ ou 1)2)3)′′ sont réunies.1) Le polyèdre P est un tétraèdre ou un prisme.2) Les arêtes des fa
es qui ne sont pas traversées par Γ sont d'ordre 2.3) Le 3-
ir
uit Γ est a�ne sans angle droit et RΓ = 0.3)′ Le 3-
ir
uit Γ est sphérique sans angle droit et |RΓ| = rΓ.3)′′ Le 3-
ir
uit Γ est a�ne ave
 angle droit.Démonstration. � Soient s1, s2, s3 les fa
es de P traversées par Γ. Soit s4 une fa
e quel
onquede P di�érente de s1, s2, s3. On peut supposer que les fa
es (si)i=1,...,4 sont dé�nies par les formeslinéaires (−e∗i )i=1,...,4, où (ei)i=1,...,4 est une base de R4, 
ar P est un polyèdre 
onvexe. ΠΓ n'estpas un plan proje
tif si et seulement si la matri
eM = (−αj(vi))j=1...4, i=1...3 est de rang 2, don
si et seulement si tous les mineurs de taille 3 extraits de la matri
e M sont nuls. On a :

M =




−2 v21 v31

v12 −2 v32

v13 v23 −2

v14 v24 v34


où, les vij désignent les 
oordonnées de (vi)i=1...3 dans la base (ej)j=1...4.Le mineur obtenu en rayant la dernière ligne donne le déterminant du lemme 1.3.29. Don
,si ΠΓ n'est pas un plan, alors l'une des 
onditions 3), 3)′ ou 3)′′ est réalisée.Cal
ulons à présent le mineur D1 obtenu en rayant la 1ère ligne :

D1 = v12(v23v34 + 2v24) + v13(2v34 + v32v24) + v14(4 − µ23).Le lemme 1.3.22 montre que vij > 0 pour i 6= j ; de plus µ23 < 4 et don
 v14 = 0 quand D1 = 0.De la même façon, le 
al
ul des mineurs obtenus en rayant la 2ème ou la 3ème ligne montreque v24 = v34 = 0. Le lemme 1.3.22 montre don
 que la fa
e s4 est adja
ente à s1, s2 et s3 . Les
onditions 1) et 2) sont alors réalisées 
ar il y a au plus 2 fa
es adja
entes simultanément à s1,
s2 et s3.Lemme 1.3.35. � Soient P un polyèdre miroir et Γ un 3-
ir
uit qui entoure un sommet v.On suppose que P n'est pas un tétraèdre dont la fa
e opposée à v ne possède que des arêtesd'ordre 2. On suppose aussi que ΠΓ est un plan proje
tif et que Γ possède au plus un angledroit. On note P0 le polyèdre proje
tif sous-ja
ent à P .



28 CHAPITRE 1. ESPACES DES MODULES DE CERTAINS POLYÈDRES PROJECTIFS MIROIRS1)Si Γ est hyperbolique alors ΠΓ 
oupe P0 le long de Γ.a�ne sans angle droit et RΓ 6= 0sphérique sans angle droit et |RΓ| > rΓ2) Si Γ est a�ne ave
 angle droit alors ΠΓ ∩ P0 = {v}.a�ne sans angle droit et RΓ = 0sphérique sans angle droit et |RΓ| = rΓ3) Si Γ est sphérique sans angle droit et |RΓ| < rΓ alors ΠΓ ∩ P0 = ∅.sphérique ave
 angle droitRemarque 1.3.36. � Pour alléger, l'énon
é du lemme 1.3.35 nous apportons une pré
isionau 
as 3) sous la forme d'une remarque. On numérote les fa
es de Γ de 1 à 3. On note ei la i-èmearête fermée traversée par Γ et C le 
onvexe polyedral obtenu à partir de P0 en oubliant les fa
estraversées par Γ. On note Mi le point d'interse
tion du plan ΠΓ ave
 la droite Li engendrée par
ei qui est in
lus dans C, pour i = 1, ..., 3. Il n'est pas évident que les points (Mi)i=1,...,3 sontbien dé�nis mais nous montrerons que 
'est le 
as. En�n, on note Di l'interse
tion C ∩Li. Nousallons montrer que dans le 
as 3), les points Mi sont dans l'intérieur de Di \ ei.Remarque 1.3.37. � Avant de démontrer 
e lemme, on pourra remarquer que 
es 
onditions
orrespondent aux 
onditions du lemme 1.3.29.Démonstration. � Soient (si)i=1,...,3 les fa
es de P traversées par Γ et soit s4 une fa
e quel
onquede P . Soit ΠΓ le sous-espa
e engendré par les points polaires [v1], [v2] et [v3]. On a supposé que
ΠΓ est un plan proje
tif.Comme on travaille dans le revêtement à deux feuillets de P(R4) l'interse
tions de trois plansen positions génériques est la réunion de deux points opposés. On dé�nit les six pointsM±

1 ,M
±
2etM±

3 , de la façon suivante : {M+
1 ,M

−
1 } = ΠΓ∩{α2 = 0}∩{α3 = 0}, {M+

2 ,M
−
2 } = ΠΓ∩{α3 =

0} ∩ {α1 = 0}, {M+
3 ,M

−
3 } = ΠΓ ∩ {α1 = 0} ∩ {α2 = 0}.Commençons par véri�er que les points M±

1 ,M
±
2 et M±

3 sont bien dé�nis. On ne traite queles points M±
1 . Il s'agit de montrer que l'ensemble des solutions des équations suivantes est unespa
e ve
toriel de dimension 1.

{
α2(xv1 + yv2 + zv3) = 0

α3(xv1 + yv2 + zv3) = 0Le 
al
ul expli
ite de 
e système donne :
{
xα2(v1) + 2y + zα2(v3) = 0

xα3(v1) + yα3(v2) + 2z = 0Ce système est de rang 2 puisque 4−α2(v3)α3(v2) = 4−µ23 > 0. Les points M±
1 ,M

±
2 et M±

3sont don
 bien dé�nis.On peut supposer que les (si)i=1,...,4 sont dé�nies par αsi
= −e∗i pour i = 1...4 dans une base

(ei)i=1...4 de R4. Ainsi, le plan proje
tif ΠΓ est dé�ni par une équation de la forme {ax1 + bx2 +

cx3 + dx4 = 0}, où a, b, c, d ∈ R. Il faut prendre garde au fait que les quantités a, b, c, d sontbien dé�nis à une 
onstante non nul près.On peut don
 supposer que dans la base (e1, ..., e4) on a : M+
1 = [−d : 0 : 0 : a], M+

2 =

[0 : −d : 0 : b], M+
3 = [0 : 0 : −d : c] et M−

1 = [d : 0 : 0 : −a], M−
2 = [0 : d : 0 : −b] et

M−
3 = [0 : 0 : d : −c]. Introduisons la quantité :
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D =

∣∣∣∣∣∣

−2 v21 v31

v12 −2 v32

v13 v23 −2

∣∣∣∣∣∣
,où les vij désignent les 
oordonnées de (vi)i=1...3 dans la base (ej)j=1...4. La quantité D est ledéterminant du lemme 1.3.29.Le plan ΠΓ d'équation ax1 + bx2 + cx3 + dx4 = 0 est le plan engendré par les ve
teurs v1, v2et v3. Par 
onséquent, il existe un λ 6= 0 tel que pour tout x, y, z, t ∈ R on a :

∣∣∣∣∣∣∣∣

−2 v21 v31 x

v12 −2 v32 y

v13 v23 −2 z

v14 v24 v34 t

∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ(ax+ by + cz + dt)Nous allons distinguer les 
as D > 0, D = 0 et D < 0.Commençons par supposer que D > 0. D'après le lemme 1.3.29, 
ette hypothèse revient àse pla
er dans le 
as 1), on a alors D = λd 6= 0. Pour �xer les idées, on suppose à présent que

d = −1.Les formules de Cramer permettent de 
al
uler a. On a aD = v14(4−µ23)+v24(2v12+v13v32)+

v34(v12v23 + 2v13).Par hypothèse Γ possède au plus un angle droit don
 au plus une seule des quantités
v12, v13, v23 est nulle. De plus, on a supposé que P n'était pas un tétraèdre où la fa
e op-posée à v ne possédait que des arêtes d'ordre 2. Par 
onséquent, l'une des arêtes de la fa
e 4n'est pas d'ordre 2. Il vient don
 que v14 ou v24 ou v34 est stri
tement positif. Il est don
 
lairà présent que aD > 0. De la même façon, on obtient que b et c sont stri
tement positif. Enrésumé αi(M

+
i ) < 0 et α4(M

−
i ) < 0 pour i = 1, ..., 3 . Ainsi, on obtient que le point M+

i està l'intérieur de l'arête adja
ente aux fa
es i + 1 et i + 2 (les indi
es sont 
al
ulés modulo 3)du tétraèdre formé par les fa
es 1,2,3 et 4. Mais la fa
e s4 est une fa
e quel
onque de P . Par
onséquent, le pointM+
i est à l'intérieur de l'arête adja
ente aux fa
es i+1 et i+2 (les indi
essont 
al
ulés modulo 3) du polyèdre P0. Ce qui entraîne que ΠΓ 
oupe P0 le long de Γ.À présent, si D < 0 alors le lemme 1.3.29 montre que l'on est dans le 
as 3). On supposeen
ore que d = −1. On a en
ore l'égalité aD = v14(4−µ23)+v24(2v12+v13v32)+v34(v12v23+2v13).Cette fois-
i on obtient que α4(M

−
i ) < 0 pour i = 1, ..., 3 et αi(M

−
i ) > 0 pour i = 1, ..., 3. Ainsi,le pointM−

i n'appartient pas à l'arête adja
ente aux fa
es i+1 et i+2 (les indi
es sont 
al
ulésmodulo 3) du tétraèdre formé par les fa
es 1,2,3 et 4 mais le point M−
i véri�e α4(M

−
i ) < 0.Mais la fa
e s4 est une fa
e quel
onque de P . Par 
onséquent, le point M−

i n'appartient pasà l'arête adja
ente aux fa
es i+ 1 et i+ 2 (les indi
es sont 
al
ulés modulo 3) du polyèdre P0mais il appartient au 
onvexe C = p({x ∈ R4 |αs(x) 6 0, s 6= 1, 2, 3}). Ce qui entraîne que
ΠΓ ∩ P0 = ∅ et la remarque 1.3.36.En�n, si D = 0 alors le lemme 1.3.29 montre que l'on est dans le 
as 2), mais dans 
e 
as,on a d = 0, et par suite les ensembles {M+

i ,M
−
i } (pour i = 1, ..., 3) sont 
onfondus et égaux à

{±v}. Ce qui 
on
lut la démonstration.Remarque 1.3.38. � Il est important de noter que 
ette étude est exhaustive1.3.6.2. Lemme de non-
hevau
hement. �Lemme 1.3.39. � Soient P un polyèdre miroir, u, v deux sommets de P reliés par une arête
e. Soit Γu (resp. Γv) un 3-
ir
uit qui entoure u (resp. v). On suppose que ΠΓu

(resp. ΠΓv
)
oupe P le long de Γu (resp. Γv). Si P0 désigne le polyèdre proje
tif sous-ja
ent à P , alors

P0 ∩ ΠΓu
∩ ΠΓv

= ∅.



30 CHAPITRE 1. ESPACES DES MODULES DE CERTAINS POLYÈDRES PROJECTIFS MIROIRSDémonstration. � On peut supposer que l'arête e est adja
ente aux fa
es 1 et 2, et que u(resp. v) est le sommet partagé par les fa
es 1, 2 et 3 (resp. 4). On peut supposer que la fa
e
i du polyèdre P est donné par la forme linéaire αi = −e∗i , pour i = 1, ..., 4, où (ei)i=1...4 estune base de R4. Soit D = ΠΓu

∩ ΠΓv
la droite proje
tive de P+(R4) qui 
ontient v1 et v2. Onpeut la paramétrer par [x : y] ∈ P+(R2) 7→ [xv1 + yv2] ∈ P+(R4). On notera vij la quantité

vij = −αj(vi), et on rappelle que si i 6= j alors vij > 0 (lemme 1.3.22).Supposons que P0 ∩ ΠΓu
∩ ΠΓv

6= ∅ ; alors il existe un 
ouple (x, y) ∈ R2 \ {0, 0} tels que :




−α3([xv1 + yv2]) = xv13 + yv23 > 0

−α4([xv1 + yv2]) = xv14 + yv24 > 0

−α1([xv1 + yv2]) = −2x+ yv21 > 0

−α2([xv1 + yv2]) = xv12 − 2y > 0Nous allons montrer que 
e
i est absurde. Pour 
ela 
ommençons par montrer que x ou y estpositif ou nul.Supposons que x et y sont stri
tement négatifs. Alors v13 = v23 = v14 = v24 = 0, 
e quientraîne que θ13 = θ23 = θ14 = θ24 = π
2
, don
 Γu et Γv sont sphériques ave
 angle droit. Lelemme 1.3.35 montre qu'alors, les interse
tions de ΠΓu

et ΠΓv
ave
 P sont vide, 
e qui est
ontraire à notre hypothèse. Don
 x ou y est positif ou nul.Montrons à présent que x et y sont positifs ou nuls en distinguant les 
as θ12 6= π

2
et θ12 = π

2
.Si θ12 6= π

2
, alors les deux dernières inégalités montrent que x et y sont positifs ou nulspuisqu'alors v12 et v21 sont stri
tement positifs.Si θ12 = π

2
, alors v12 = v21 = 0 et par suite, x et y sont négatifs ou nuls. Il vient que x ou yest nul. Supposons que x = 0. Alors y est stri
tement négatif et par 
onséquent v23 = v24 = 0.Par suite, θ23 = θ24 = π

2
, don
 Γu et Γv sont sphériques ave
 angle droit. Le lemme 1.3.35montre qu'alors, les interse
tions de ΠΓu

et ΠΓv
ave
 P sont vide, 
e qui est 
ontraire à notrehypothèse. Il en est de même si on suppose que y = 0, don
 x et y sont positifs ou nuls.Dans tous les 
as, il vient que x ou y est stri
tement positif, et don
 les deux dernièresinégalités montrent que x, y, v12 et v21 sont stri
tement positifs, et en�n que v12v21 = µ12 > 4,
e qui 
ontredit le fait que θ12 > 0.1.3.6.3. Lemme de 
oupe le long d'un 3-
ir
uit prismatique essentiel. �Lemme 1.3.40. � Soient P un polyèdre miroir et Γ un 3-
ir
uit prismatique essentiel. Alors

ΠΓ 
oupe P le long de Γ.Démonstration. � Comme P possède un 3-
ir
uit essentiel, P n'est ni un tétraèdre, ni unprisme et par 
onséquent, le lemme 1.3.34 permet d'a�rmer que ΠΓ est un plan. On supposeque les fa
es traversées par Γ sont numérotées de 1 à 3. On se donne une fa
e adja
ente à l'unedes fa
es 1, 2 ou 3, et on la numérote 4.On note ei l'arête adja
ente aux fa
es i+ 1 et i+ 2. On note Di l'interse
tion entre la droiteengendrée par ei et l'espa
e a�ne p({x ∈ R4 |α4(x) < 0}). On note Mi le point d'interse
tiondu plan ΠΓ ave
 Di (les indi
es sont 
al
ulés modulo 3). Le lemme 1.3.35 est exhaustif, ainsien utilisant la remarque 1.3.36, on distingue trois 
as :� Le point Mi appartient à l'intérieur de ei, pour i = 1, ..., 3.� Les points Mi sont égaux et égales à l'interse
tion des arêtes (ei)i=1,...,3.� Les points Mi appartiennent à l'intérieur de Di \ ei, pour i = 1, ..., 3.Comme Γ est prismatique essentiel et on peut 
hoisir la fa
e 4 à gau
he 
omme à droite du3-
ir
uit Γ. Par 
onséquent, seul le premier 
as peut être réalisé, ΠΓ 
oupe P le long de Γ.1.3.7. La forêt FG et son orientation. �



1.3. RÉSULTAT 311.3.7.1. Classi�
ation des arêtes de AG. � Nous somme à présent en mesure de dé�nir l'en-semble IGΓ des valeurs possibles à priori pour la quantité RΓ.1. Γ est a�ne ou sphérique ave
 angle droit prismatique alors IGΓ := ∅2. { Γ est hyperbolique
Γ est a�ne ou sphérique ave
 angle droit quel
onqueave
 angle droit non prismatique alors IGΓ := {0}3. { Γ est hyperbolique
Γ est a�ne ou sphérique sans angle droit quel
onquesans angle droit non prismatique alors IGΓ := R4. Γ est a�ne ou sphérique sans angle droit prismatique alors IGΓ := R − [−rΓ, rΓ]Remarque 1.3.41. � On rappelle que lorsque le 3-
ir
uit Γ est a�ne sans angle droit onutilise la 
onvention rΓ = 0 (voir notations 3).Ces notations sont justi�ées par les propositions suivantes :Proposition 1.3.42. � Soient G un é
imaèdre étiqueté et P un polyèdre miroir qui réalise G.Soit v un sommet de G, on note Γ le 3-
ir
uit orienté qui entoure le sommet v et tel que la
oupe gau
he Gg

Γ ne 
ontient pas le sommet v. Alors, ΠΓ 
oupe P le long de Γ si et seulementsi RΓ(P ) ∈ I
Gg

Γ
Γ .Démonstration. � Cette proposition est essentiellement une simple rele
ture du lemme 1.3.35.Pour appliquer le lemme 1.3.35 il su�t de véri�er que ΠΓ est un plan dès que RΓ(P ) ∈ I

Gg
Γ

Γ .Seul deux 
as pose problème d'après le lemme 1.3.34.1. Si G est un tétraèdre alors le lemme 1.3.34 montre que ΠΓ est un plan dès que RΓ(P ) ∈ I
Gg

Γ
Γ .2. Si G est un prisme ex
eptionnel alors pour tout sommet v de P , on a IGg

Γ
Γ = ∅.Proposition 1.3.43. � Soient G un é
imaèdre étiqueté qui véri�e m(G) = 0 et qui n'est pasun prisme ex
eptionnel, P un polyèdre miroir qui réalise G et Γ un 3-
ir
uit orienté de G alors

RΓ(P ) ∈ IGΓ .Démonstration. � Il faut distinguer les 4 
as de la dé�nition de IGΓ . Le 
as 1) ne peut pasapparaître puisque on a supposé m(G) = 0. Si Γ est du type 2 de la 
lassi�
ation alors on ala 
onvention RΓ(P ) = 0 (notations 3). Si Γ est de type 3 alors il n'y a rien à montrer. En�n,si Γ est de type 4, dans 
e 
as un des deux polyèdres 
ombinatoires étiquetés Gg
Γ ou Gd

Γ n'estpas un tétraèdre 
ar Γ est prismatique. Supposons que Gg
Γ n'est pas un tétraèdre et notons Qle polyèdre 
ombinatoire étiqueté obtenu en 
ollant un tétraèdre sur la fa
e triangulaire de Gg

Γdont Γ fait le tour (autrement dit que Q est le polyèdre 
ombinatoire obtenu à partir de Gg
Γ enoubliant la fa
e dont Γ fait le tour dans Gg

Γ). On note Q le polyèdre obtenu à partir de P parle même pro
édé.Si le 3-
ir
uit Γ de G est essentiel alors le lemme 1.3.40 montre que ΠΓ 
oupe P le long de
Γ. En parti
ulier, ΠΓ 
oupe Q le long de Γ.Si le 3-
ir
uit Γ de G n'est pas essentiel alors pour montrer que ΠΓ 
oupe Q le long de Γ. Ilsu�t de montrer que ΠΓ est un plan. Le lemme 1.3.34 
on
lut 
ar Γ est prismatique et G n'estpas un prisme ex
eptionnel.Ainsi, le lemme 1.3.35 appliqué à Q montre que RΓ(P ) ∈ IGΓ .



32 CHAPITRE 1. ESPACES DES MODULES DE CERTAINS POLYÈDRES PROJECTIFS MIROIRSSi G est un é
imaèdre étiqueté, alors les arêtes de AG sont par dé�nition en bije
tion ave
 les3-
ir
uits de G. On a don
 une dé�nition naturelle d'arête a�ne, sphérique, hyperbolique, sansangle droit, ave
 angle droit, prismatique et en�n, non prismatique.Remarque 1.3.44. � On rappelle que l'on suppose toujours, depuis le paragraphe 2.3.8, quetout é
imaèdre étiqueté véri�e m(G) = 0 ; il n'y a don
 pas d'arête du type 1 de la 
lassi�
ationque l'on vient de donner dans AG.Dé�nition 1.3.45. � Soit G un é
imaèdre étiqueté. La forêt asso
iée à G est la forêt ob-tenue en supprimant les arêtes ave
 angle droit de l'arbre AG (i.e. les arêtes de type 2 de la
lassi�
ation). Les arêtes (resp. les 3-
ir
uits de G) de FG se séparent en deux familles via la
lassi�
ation énon
ée plus haut :� les arêtes (resp. les 3-
ir
uits) hyperboliques sans angle droit quel
onques et les arêtes(resp. les 3-
ir
uits) a�nes ou sphériques sans angle droit non-prismatiques ;� les arêtes (resp. les 3-
ir
uits) a�nes ou sphériques sans angle droit prismatiques que nousdésignerons dorénavant par le terme spé
iales (resp. spé
iaux ).1.3.7.2. Orientation de la forêt FG. �Dé�nition 1.3.46. � Soit F une forêt orientée. On dira qu'un sommet s de F est un puits(resp. une sour
e) lorsque toutes les arêtes in
identes à s possèdent le même but (resp. la mêmesour
e).Dé�nition 1.3.47. � Soient G un é
imaèdre étiqueté, et FG la forêt asso
iée.� Une orientation globale admissible de FG est une orientation de FG qui ne 
ontient au
unsommet de valen
e 4 qui soit un puits ou une sour
e.� Une orientation partielle de FG est une orientation de toutes les arêtes spé
iales de FG.� Une orientation partielle admissible de FG est une orientation partielle de FG telle qu'ilexiste une orientation globale admissible de FG qui la prolonge.Nous allons voir que si G est un é
imaèdre étiqueté alors les 
omposantes 
onnexes de XGsont en bije
tion ave
 les orientations partielles admissibles de la forêt FG. Cette bije
tion est
onstruite à l'aide du signe des quantités RΓ(P ), où Γ est un 3-
ir
uit orienté spé
ial de G et Pun polyèdre proje
tif miroir qui réalise G. Pour uniformiser la 
onstru
tion de 
ette bije
tion,il faut 
hoisir 
orre
tement un système de 3-
ir
uits orientés. Nous appellerons 
es systèmes lessystèmes puits-sour
e de 3-
ir
uits et nous allons les dé�nir dès à présent.1.3.8. Système puits-sour
e de AG. �1.3.8.1. Orientation d'une arête de AG induite par l'orientation d'un 3-
ir
uit de G. � Chaquearête e de AG dé�nit une tripartition des arêtes de G : {e} et les deux 
omposantes 
onnexesde AG −{e}. Le 
hoix d'une orientation de l'arête e permet de distinguer les deux 
omposantes
onnexes de AG − {e}. On a 
elle donnée par le but de l'arête orientée e et 
elle donnée par sasour
e.De même, 
haque 3-
ir
uit Γ de G dé�nit une tripartition des 3-
ir
uits de G. Le 
hoix d'uneorientation du 3-
ir
uit Γ permet de les distinguer. On a le 3-
ir
uit Γ, les 3-
ir
uits de G àdroite de Γ et les 3-
ir
uits de G à gau
he de Γ.Il est évident que la bije
tion entre les 3-
ir
uits de G et les arêtes de AG respe
te 
ettetripartition. On a don
 une dé�nition naturelle d'orientation d'une arête de AG induite parl'orientation d'un 3-
ir
uit de G.



1.3. RÉSULTAT 33Dé�nition 1.3.48. � Soient G un graphe étiqueté, Γ un 3-
ir
uit orienté de G et e l'arête
orrespondante de l'arbre AG. On dira que e est orienté dans le sens (resp. sens 
ontraire) de
Γ lorsque l'orientation de e est telle que la 
omposante 
onnexe de AG −{e} donnée par le but(resp. la sour
e) de l'arête orientée e 
orrespond aux 3-
ir
uits de G à droite de Γ.1.3.8.2. Système puits-sour
e de AG. �Dé�nition 1.3.49. � Soit G un é
imaèdre étiqueté, un système puits-sour
e de 3-
ir
uits de
G est le 
hoix d'une orientation de 
haque 3-
ir
uit de G, de telle sorte que si toutes les arêtesde l'arbre AG sont orientées dans le sens des 3-
ir
uits orientés 
hoisis, alors tous les sommetsde AG sont des puits ou des sour
es.Remarque 1.3.50. � Puisque le graphe AG est un arbre, il est 
lair que tout é
imaèdreétiqueté G possède exa
tement deux systèmes puits-sour
es inverses l'un de l'autre.1.3.9. Orientation partielle et globale de FG induite par P ∈ XG via un systèmepuits-sour
e. �1.3.9.1. Orientation partielle induite. �Dé�nition 1.3.51. � Soient G un é
imaèdre étiqueté et P un polyèdre miroir qui réalise
G. On suppose que l'on s'est donné un système puits-sour
e de 3-
ir
uits de G. L'orientationpartielle de FG induite par P est l'orientation obtenue en orientant toute arête spé
iale e de FGdans le sens de Γ (l'unique 3-
ir
uit orienté 
orrespondant à e via notre système puits-sour
e),lorsque RΓ(P ) > 0 et dans le sens 
ontraire lorsque RΓ(P ) < 0.Remarque 1.3.52. � Il n'y a pas d'ambiguïté dans la dé�nition pré
édente. En e�et, si Γ estun 3-
ir
uit spé
ial de G, alors RΓ(P ) 6= 0.1.3.9.2. Orientation globale induite. � Soit G un é
imaèdre étiqueté. On se donne un systèmepuits-sour
e de 3-
ir
uits orientés de G. Supposons à présent que pour tout 3-
ir
uit sans angledroit Γ de G, on ait RΓ(P ) 6= 0. Alors on peut dé�nir de façon analogue une orientation globalede FG induite par P via notre système puits-sour
e.1.3.9.3. Obstru
tion. � Il faut bien faire attention au fait que toutes les orientations globalesou partielles de FG ne peuvent pas être induites par des polyèdres miroirs.En e�et, si on note, pour 
haque sommet s de FG de valen
e 4, (Γs

i )i=1...4 les quatre 3-
ir
uitsorientés via notre système puits-sour
e, qui 
orrespondent aux arêtes de FG in
identes à s,et si P est un polyèdre miroir qui réalise G, alors la dé�nition même des (RΓs
i
(P ))i=1...4 (voirnotations 3) montrent qu'ils véri�ent la relation suivante :

RΓs
1
+RΓs

2
+RΓs

3
+RΓs

4
= 0. (∗)Par 
onséquent, au
une orientation induite partielle ou globale ne peut posséder de sommet devalen
e 4 qui soit un puits ou une sour
e, 
e qui explique la dé�nition d'orientation partielle ouglobale admissible.Nous allons montrer que les 
omposantes 
onnexes de XG sont en bije
tion ave
 les orienta-tions partielles admissibles de FG.1.3.10. Le tétraèdre miroir et les blo
s fondamentaux. �



34 CHAPITRE 1. ESPACES DES MODULES DE CERTAINS POLYÈDRES PROJECTIFS MIROIRS1.3.10.1. Le tétraèdre miroir. � La proposition suivante donne une paramétrisation de l'espa
e
XG lorsque G est un tétraèdre 
ombinatoire étiqueté. Cette proposition 
on
lut la démonstrationdu point 2)a) du théorème 1.3.15 et est le point de départ pour l'étude des blo
s fondamentaux.Proposition 1.3.53. � Soit G un tétraèdre 
ombinatoire étiqueté marqué. Alors XG est dif-féomorphe à Rd(G) si d(G) > 0 et est un singleton sinon.� Cas 1 : Si toutes les arêtes de G sont d'ordre di�érent de 2, on 
hoisit un système puits-sour
e de 3-
ir
uits de G, {Γ1,Γ2,Γ3,Γ4}. L'appli
ation P ∈ XG 7→ (RΓ1 , RΓ2 , RΓ3 , RΓ4) ∈

{(r1, r2, r3, r4) ∈ R4 tels que r1 + r2 + r3 + r4 = 0} est un di�éomorphisme.� Cas 2 : Si une seule arête de G est d'ordre 2, alors G possède exa
tement deux 3-
ir
uitsorientés (à orientation près) sans angle droit Γ1 et Γ2. L'appli
ation P ∈ XG 7→ (RΓ1 , RΓ2) ∈
R2 est un di�éomorphisme.� Cas 3 : Si exa
tement 2 arêtes de G sont d'ordre 2, et si elles sont sur la même fa
e,alors G possède exa
tement un 3-
ir
uit orienté (à orientation près) Γ sans angle droit.L'appli
ation P ∈ XG 7→ RΓ ∈ R est un di�éomorphisme.� Cas 4 : Si exa
tement 2 arêtes de G sont d'ordre 2, et si elles ne sont pas sur la mêmefa
e, alors il existe un unique 4-
ir
uit sans angle droit Γ de G (à orientation près). L'ap-pli
ation P ∈ XG 7→ RΓ ∈ R est un di�éomorphisme.� Cas 5 : Si au moins 3 arêtes de G sont d'ordre 2, alors XG est un singleton.Démonstration. � On ne démontre la proposition que lorsque G ne possède pas d'arête d'ordre2, les autres 
as se démontrent de façon analogue. Soit P un tétraèdre qui réaliseXG. On pro
ède
omme pour le triangle étiqueté (proposition 1.3.28). On note (ei)i=1...4 la base 
anonique de R4.On peut supposer que αi = −e∗i pour i = 1...4 et v1 = (−2,

√
µ12,

√
µ13,

√
µ14). Le stabilisateurde α1, ..., α4, v1 est réduit à l'identité. On rappelle que les notations mises en pla
e au paragraphenotations 1 fournissent les équation suivantes sur v2, v3, v4 :

αi(vi) = 2 pour i = 1, ..., 4

αi(vj)αj(vi) = µij pour i, j = 1, ..., 4 et i 6= jAinsi, on obtient les 
oordonnées des ve
teurs v2, v3 et v4.
v2 =




√
µ12

−2√
µ23x√
µ24

y


 v3 =




√
µ13√
µ23

x

−2√
µ34z


 v4 =




√
µ14√
µ24y√
µ34

z

−2


ave
 x, y, z > 0. On a alors : RΓ1 = −2 ln(xyz), RΓ2 = 2 ln(z), RΓ3 = 2 ln(y) et RΓ4 = 2 ln(x).Ce qui montre le résultat.1.3.10.2. Les blo
s fondamentaux. �Proposition 1.3.54. � Soit G un blo
 fondamental étiqueté qui n'est pas un prisme ex
ep-tionnel et tel que m(G) = 0. On se donne un système puits-sour
e de 3-
ir
uits de G et on note

(Γi)i=1...4 les quatre 3-
ir
uits de G de notre système puits-sour
e qui viennent du tétraèdre Tsous-ja
ent à G.



1.3. RÉSULTAT 35L'appli
ation ϕ : P ∈ XG 7→ Q ∈ XT , où Q est le tétraèdre miroir sous-ja
ent à P , est undi�éomorphisme sur son image {Q ∈ XT | ∀i = 1, ..., 4 , RΓi
(Q) ∈ IGΓi

}. En parti
ulier, XG estdi�éomorphe à κ(G) 
opies de Rd(G) où κ(G) est le nombre d'orientations partielles admissiblesde FG.Démonstration. � Soit P un polyèdre miroir de XG. Comme G n'est pas un prisme ex
eption-nel, le lemme 1.3.34 montre que pour tout 3-
ir
uit prismatique Γ de G, ΠΓ est un plan.Commençons par montrer que l'appli
ation ϕ : P ∈ XG 7→ Q ∈ XT le tétraèdre sous-ja
entest inje
tive. On appellera fa
es tronquées les fa
es de P qui ne sont pas des fa
es de Q. Les fa
estronquées sont des fa
es triangulaires où toutes les arêtes sont d'ordre 2. La remarque 1.3.32nous montre que la ré�exion par rapport à une fa
e tronquée s est entièrement déterminée parles ré�exions par rapport aux fa
es adja
entes à s.Montrons ensuite que l'image de ϕ est in
luse dans {Q ∈ XT | ∀i = 1, ..., 4 , RΓi
(Q) ∈ IGΓi

}.C'est exa
tement le 
ontenu de la proposition 1.3.43.Ensuite, il faut montrer que l'image de ϕ est exa
tement {Q ∈ XT | ∀i = 1, ..., 4 , RΓi
(Q) ∈

IGΓi
}. Donnons-nous un tétraèdre Q ∈ XT qui véri�e que ∀i = 1, ..., 4 , RΓi

(Q) ∈ IGΓi
, alors laproposition 1.3.42 nous montre si Γi est prismatique et RΓi

(Q) ∈ IGΓi
alors le plan ΠΓi


oupe Qle long de Γi. En�n, le lemme 1.3.39 nous montre que les nouvelles fa
es 
rées par 
es é
imagesne se 
hevau
hent pas, par 
onséquent il existe un polyèdre miroir P ∈ XG tel que ϕ(P ) = Q.En�n, il ne nous reste plus qu'à montrer que l'inverse de ϕ est 
ontinue. Mais, il s'agitsimplement de voir que la ré�exion par rapport à une fa
e tronquée s dépend 
ontinuement desré�exions par rapport aux fa
es adja
entes à s. Et, 
ela est 
lair à la vue de la remarque 1.3.32.Comme m(G) = 0 tous les ensembles IGΓi
sont non vides (remarque 1.3.44) et ainsi la propo-sition 1.3.53 montre que E est une réunion d'ouverts 
onvexes disjoints, naturellement indexéepar les orientations partielles admissibles de FG.Pour illustrer 
ette proposition on donne un tableau dont les entrées en 
olonnes indiquentle nombre de 3-
ir
uit a�ne ou sphérique, sans angle droit et prismatique de G. Les entrées enlignes indiquent de quel é
imaèdre G il s'agit (on rappelle que Ti est le tétraèdre é
imé en isommets distin
ts). Les sorties sont les nombres κ(G) 
orrespondant.

T0 T1 T2 T3 T40 1 1 1 1 11 2 2 2 22 4 4 43 8 84 141.3.10.3. Les prismes ex
eptionnels. � Nous avons déjà traiter le 
as des prismes ex
eptionnelsave
 angles droits à l'aide du lemme 1.3.24 et du se
ond point du théorème 1.3.15.Proposition 1.3.55. � Soit G un prisme ex
eptionnel sans angle droit. On note Γ l'unique3-
ir
uit prismatique de G.� Si Γ est sphérique, alors Card(XG) = 2.� Si Γ est a�ne, alors XG est un singleton.� Si Γ est hyperbolique, alors XG = ∅.Démonstration. � On numérote les fa
es de l'unique 3-
ir
uit prismatique Γ de G de 1 à 3, eton numérote les deux autres fa
es 4 et 5. Les mêmes arguments que 
eux de la démonstrationde la proposition 1.3.24 montre que l'on peut supposer que l'on a la 
on�guration suivante dans



36 CHAPITRE 1. ESPACES DES MODULES DE CERTAINS POLYÈDRES PROJECTIFS MIROIRSune base (ei)i=1...4 de R4 : αi = −e∗i pour i = 1...4 et α5 = −e∗1 − e∗2 − e∗3 + e∗4. En�n, poursimpli�er la dis
ussion, on suppose que µ31 > µ12.On obtient ainsi que XG est homéomorphe à :




(v12, v23, v31) ∈ R3 tels que : v12, v23, v31 > 0

v12 + µ13

v31
= 2

v23 + µ12

v12
= 2

v31 + µ23

v23
= 2




.Ainsi, si on pose x = v12 et que l'on substitue les quantité v31 et v23 dans la dernière lignedu système pré
édent, alors on obtient que XG est en bije
tion ave
 les ra
ines de f(x) =

µ31

2−x
+ µ23

2−µ12
x

− 2 qui appartiennent à l'intervalle ]µ12

2
, 2[.On pose σ = −µ23+µ31−µ12−4

4−µ23
et p = µ12(4−µ31)

4−µ23
. On est ainsi ramené à l'étude du polyn�me

Q = x2 − 2σx+ p sur ]µ12

2
, 2[. On pose alors Y = x− σ, δ = σ2 − p, u = µ12

2
− σ et v = 2 − σ.On est ainsi ramené à l'étude du polyn�me R = Y 2 − δ sur ]u, v[.Le dis
riminant δ de R est égal à

δ =
(4 − µ31 − µ12 − µ23 −

√
µ31µ12µ23)(4 − µ31 − µ12 − µ23 +

√
µ31µ12µ23)

(4 − µ23)2
.Comme dans la preuve du lemme 1.3.29, on a :

4 − µ31 − µ12 − µ23 −√
µ31µ12µ23 =

−16 cos
(

θ12+θ23+θ31

2

)
cos
(

θ12−θ23+θ31

2

)
cos
(

θ12+θ23−θ31

2

)
cos
(

−θ12+θ23+θ31

2

)
.On remarque que, 
omme les angles sont aigus, le produit des 3 derniers membres est stri
tementpositif.On rappelle que par dé�nition µij = 4 cos2(θij), où 0 < θij <

π
2

ar on a supposé quem(G) = 0(i.e. Γ sans angle droit). Nous allons montrer les inégalités suivantes (qui formeront le système

(S1)) :




v = 4−µ23+µ31−µ12

4−µ23
> 0

u2 − δ = µ12µ23(4−µ12)
4(4−µ23)

> 0

v2 − δ = µ31(4−µ12)
4−µ23

> 0
µ12µ23

2
<

√
µ31µ12µ23Ces quatres inégalités viennent de l'hypothèse µ12 6 µ31 et des inégalités 0 < µ12, µ23, µ31 < 4.Le signe de la quantité D = 4− µ31 − µ12 − µ23 −

√
µ31µ12µ23 est 
ru
iale dans 
ette preuve.Pour 
on
lure, il faut distinguer 2 
as :1) Γ est sphérique (i.e. D > 0) ou a�ne (i.e. D = 0). On 
al
ule

{
δ > 0

−u =
4−µ31−µ12−µ23+

µ12µ23
2

4−µ23
> 0Ces deux inégalités sont évidentes puisque qu'on a supposé que D > 0.Don
 si Γ est sphérique, alors u < −

√
δ <

√
δ < v don
 R possède 2 ra
ines sur l'intervalle

]u, v[, et si Γ est a�ne, alors R possède une ra
ine double sur l'intervalle ]u, v[.2) Si Γ est hyperbolique (i.e. D < 0), alors il faut de nouveau distinguer 2 
as, posons
D = 4 − µ31 − µ12 − µ23 +

√
µ31µ12µ23 :a) Si D > 0 alors δ < 0 et les ra
ines de R sont 
omplexes.b) Si D 6 0 alors −u(4−µ23) < D 6 0, puisque la quatrième inégalité du système S1 entrainel'inégalité suivante : 4 − µ31 − µ12 − µ23 + µ12µ23

2
< D 6 0.On a √

δ < u < v : les ra
ines de R sont réelles mais à l'extérieur de ]u, v[.



1.3. RÉSULTAT 371.3.10.4. Blo
s fondamentaux à stru
ture proje
tive �xée. � Dans 
e paragraphe, on 
her
heà 
omprendre l'espa
e des modules d'un blo
 fondamental G dont la stru
ture proje
tive d'untriangle est �xée.Notations 4. � Soit G un blo
 fondamental étiqueté marqué, on suppose que l'on s'est donnéun système puits-sour
e de 3-
ir
uits de G. Soit Γ un 3-
ir
uit prismatique orienté de G. On sedonne r ∈ IGΓ et on pose Xr
G = {P ∈ XG|RΓ = r}.On dira qu'une orientation de FG est 
ompatible ave
 r lorsque r appartient à la 
omposante
onnexe de IGΓ donnée par l'orientation de FG.Corollaire 1.3.56. � Soit G un blo
 fondamental étiqueté qui n'est pas un prisme ex
eptionnelet tel que m(G) = 0, muni d'un système puits-sour
e. Soit Γ un 3-
ir
uit prismatique de Gorienté via le système puits-sour
e, et r ∈ IGΓ .Alors, Xr

G est di�éomorphe à κ(G,Γ, r) 
opies de Rd(G)−1 où κ(G,Γ, r) est le nombre d'orien-tations partielles admissibles de FG 
ompatibles ave
 r.Démonstration. � L'idée de la démonstration est que les propositions 1.3.53 et 1.3.54 nousfournissent une paramétrisation de l'espa
e XG uniquement à l'aide des quantités (RΓi
)i=1,...,4où les (Γi)i=1,...,4 sont les 3-
ir
uits du tétraèdre étiqueté T sous-ja
ent à G de notre systèmepuits-sour
e.On peut remarquer que 
omme m(G) = 0 et que G n'est pas un prisme ex
eptionnel, letétraèdre étiqueté T possède au plus 3 arêtes d'ordre 2. On obtient fa
ilement le résultat, endistinguant les 
as T ne possède au
une arête d'ordre 2, une seule arête d'ordre 2, deux arêtesopposées d'ordre 2, deux arêtes non opposées d'ordre 2 ou exa
tement 3 arêtes d'ordre 2.Remarque 1.3.57. � Il est fa
ile de voir que 
omme G est un blo
 fondamental, κ(G,Γ, r) =

2l(G,Γ), où l(G,Γ) est le nombre de 3-
ir
uit a�ne ou sphérique, sans angle droit et prismatiquede G di�érent de Γ. En parti
ulier, κ(G,Γ, r) ne dépend pas de r, on le notera don
 κ(G,Γ).1.3.11. Lemme de re
ollement. � On 
her
he à présent à 
omprendre 
omment 
oller 2polyèdres miroir le long d'une fa
e triangulaire dont les arêtes sont d'ordre 2.Notations 5. � Comme il y a plusieurs polyèdres en jeu dans le lemme qui suit, on notera
RΓ(P ) la quantité que l'on notait habituellement RΓ asso
iée à un 3-
ir
uit orienté Γ de P .Lemme 1.3.58. � Soit G un graphe étiqueté tel que m(G) = 0 et d(G) > 0. On suppose que
G possède un 3-
ir
uit orienté prismatique essentiel Γ. On note Gd

Γ et Gg
Γ les 
oupes droite etgau
he de G par rapport à Γ.On suppose que Gd

Γ est un blo
 fondamental étiqueté.Soient s une fa
e traversée par Γ, l une fa
e de G à gau
he de Γ, et en�n d une fa
e de G àdroite de Γ. On suppose que si l (resp. d) et s sont adja
entes alors l'arête 
ommune n'est pasd'ordre 2. On suppose aussi qu'au
une des fa
es l et d ne fait partie de Γ.Alors l'appli
ation φ : P ∈ XG 7→ (P g
Γ , R(l,s,d)) ∈ XGg

Γ
× R est une �bration dont les �bres

φ−1(Q, r) s'identi�ent à EQ,r = {R ∈ XGd
Γ
|RΓ(R) = RΓ(Q)} = X

RΓ(Q)

Gd
Γ

.Remarque 1.3.59. � On rappelle que l'on peut dé�nir la quantité R(l,s,d) pour n'importequ'elle triplet de fa
es ordonnées (notations 3). Il est essentiel de remarquer que les fa
es l, s, dne forment pas un 3-
ir
uit.Remarque 1.3.60. � Pour mesurer le paramètre de re
ollement on a besoin de trois fa
es
l, s, d. Pour que la quantité R(l,s,d) soit non nul, on impose la 
ondition si l (resp. d) et ssont adja
entes alors l'arête 
ommune n'est pas d'ordre 2. Et, pour mesurer e�e
tivement le
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ollement, on impose qu'au
une des fa
es l et d ne fait partie de Γ. Comme m(Γ) = 0 et que
Γ n'est pas un prisme ex
eptionnel, on peut toujours trouver un tel triplet.Remarque 1.3.61. � L'ensemble EQ,r est di�éomorphe à κ(Gd

Γ,Γ) 
opies de Rd(Gd
Γ)−1, d'aprèsle 
orollaire 1.3.56. On verra qu'il ne dépend pas de r.Démonstration. � On remarque pour 
ommen
er que Gd ne peut être un prisme ex
eptionnel
ar Γ est essentiel. Soit F le sous-�bré du �bré XGg × R ×XGd de base XGg × R dont la �breau-dessus du point (P g, r) est l'espa
e {P d ∈ XGd |RΓ(P g) = RΓ(P d)} (le 
orollaire 1.3.56montre que les �bres sont di�éomorphes deux à deux). Le lemme 1.3.40 fournit une appli
ationnaturelle ψ : P ∈ XG 7→ (P g, R(l,s,d), P

d) ∈ F ⊂ XGg ×R×XGd et on a bien RΓ(P g) = RΓ(P d),don
 ψ est bien dé�nie. On note π la proje
tion π : F → XGg × R donnée par l'oubli de latroisième 
oordonnée, on a φ = π ◦ ψ. Nous allons montrer que ψ est un di�éomorphisme, 
equi montrera la proposition.On peut 
onstruire l'appli
ation ré
iproque de ψ 
omme suit.Soit (Q, r, R) ∈ F , nous allons 
onstruire un polyèdre P tel que ψ(P ) = (Q, r, R). On
ommen
e par 
hoisir une normalisation pour les fa
es de Q et R. On peut numéroter les fa
estraversées par Γ de 1 à 3. Si on note (ei)i=1...4 une base de R4, alors on peut supposer que lesfa
es traversées par Γ sont dé�nies par les formes linéaires −e∗i pour i = 1...3, que la fa
e s estaussi la fa
e 1, et que le plan ΠΓ est dé�ni par la forme linéaire −e∗4. Les mêmes arguments que
eux de la démonstration de la proposition 1.3.24 montre qu'on peut aussi supposer que la fa
e
l est dé�nie par −e∗1 − e∗2 − e∗3 − e∗4, que la fa
e d est dé�nie par −λ1e

∗
1 − λ2e

∗
2 − λ3e

∗
3 + λ4e

∗
4,ave
 λi > 0 pour i = 1, ..., 4.Les ré�exions par rapport aux fa
es 1 (resp. 2 resp. 3) des polyèdres miroirs Q et R sont lesmêmes, 
ar RΓ(Q) = RΓ(R). On appellera fa
e 4 de Q et R, la fa
e dé�nit par le plan ΠΓ.On peut alors 
onstruire le polyèdre miroir P dont les fa
es et les ré�exions sont les fa
es etles ré�exions de Q ou R moins la fa
e de Q entourée par Γ et la fa
e de R entourée par Γ. Maison peut en 
onstruire d'autres. En e�et, pour tout λ > 0, 
onsidérons l'élément gλ de SL4(R)dont la matri
e dans la base (e1, e2, e3, e4) est :

gλ =




λ

λ

λ

λ−3


 .L'hyperplan propre de σi est le noyau de αi = −e∗i , pour i = 1, ..., 3. Et, le ve
teur propre

vi de σi appartient au noyau de la forme linéaire −e∗4, pour i = 1, ..., 3. L'élément gλ 
ommutedon
 ave
 les ré�exions σ1, σ2, σ3. De plus, toute élément g ∈ SL4(R) qui 
ommute ave
 σ1, σ2,
σ3 et qui �xe la fa
e 4 de Q et R est un gλ ave
 λ > 0.On peut 
onstruire un polyèdre miroir P λ ∈ XG dont les ré�exions à gau
he de Γ sont lesré�exions de Q et les ré�exions à droite de Γ sont les 
onjuguées des ré�exions de R par gλ.Comme gλ 
ommute ave
 σ1, σ2, σ3, 
ette dé�nition n'est pas ambiguë. Et il est 
lair que lespolyèdres P λ sont 
onvexes. De plus, si on a un polyèdre P ′ qui véri�e P ′g

Γ = Q et P ′d
Γ = R, alorsil existe un unique λ > 0 tel que P ′ et P λ soient équivalents. Nous allons relier les quantités ret λ.Résumons les 
oordonnées des di�érentes quantités, on met le symbole λ en exposant poursignaler que 
es quantités sont atta
hées au polyèdre P λ (p.ex : vλ

i et αλ
i ). Pour fa
iliter les
al
uls on note ul (resp. wl) la proje
tion de vl sur l'hyperplan engendré par e1, e2, e3 (resp. ladroite engendré par e4). Et, on note ud (resp. wd) la proje
tion de vd sur l'hyperplan engendrépar e1, e2, e3 (resp. la droite engendré par e4).
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



αλ
l = (α1 + α2 + α3) + α4

αλ
s = αs

αλ
d = λ−1(λ1α1 + λ2α2 + λ3α3) − λ3λ4α4





vλ
l = ul + wl

vλ
s = vs

vλ
d = λud + λ−3wdIl ne reste plus qu'à montrer qu'il existe un unique réel λ > 0 tel que R(l,s,d)(Pλ) = r, et 
elarésulte du 
al
ul suivant :

exp

(
Rl,s,d(Pλ)

2

)
=
αλ

l (v
λ
s )αλ

s (v
λ
d )αλ

d(v
λ
l )

αλ
l (v

λ
d )αλ

d(v
λ
s )αλ

s (v
λ
l )

= K
a + λ4b

c+ λ−4d
,Pour 
ela on fait le 
al
ul suivant :




αλ
l (v

λ
s ) = αl(vs) < 0

αλ
s (v

λ
d ) = λαs(vd) < 0

αλ
d(v

λ
l ) = λ−1(λ1α1 + λ2α2 + λ3α3)(ul) − λ3λ4α4(wl)

αλ
l (v

λ
d ) = λ(α1 + α2 + α3)(ud) + λ−3α4(wd)

αλ
d(v

λ
s ) = λ−1αd(vs) < 0

αλ
s (v

λ
l ) = αs(vl) < 0Avant de dé�nir K, a, b, c, d, justi�ons 
es 
al
uls. Pour les égalités, il s'agit simplement de
al
uler, en 
e rappelant que α4(vs) = 0 
ar la fa
e 4 est la fa
e dé�nissant le plan ΠΓ. On aaussi par dé�nition α4(ul) = α4(ud) = 0 et αi(wl) = αi(wd) = 0, pour i = 1, ..., 3. Pour lesinégalités, elles résultent simplement du lemme 1.3.22. À présent, on pose :




K = αl(vs)αs(vd)
αd(vs)αs(vl)

> 0

a = −(λ1α1 + λ2α2 + λ3α3)(ul) > 0

b = λ4α4(wl) > 0

c = −(α1 + α2 + α3)(ud) > 0

d = −α4(wd) > 0.Il faut véri�er que les quantités K, a, b, c, d sont stri
tement positives. Pour K, 
'est une
onséquen
e des inégalité pré
édentes. Ensuite, il faut remarquer que α4 dé�ni la fa
e 4 dupolyèdre P d, alors que 
'est −α4 qui dé�ni la fa
e 4 du polyèdre P g. Par 
onséquent, α4(wd) =

α4(vd) < 0 et α4(wl) = α4(vl) > 0. Il nous reste à montrer que a et c sont stri
tement positifs.Mais, le lemme 1.3.22 montre que αi(ul) = αi(vl) < 0 et αi(ud) = αi(vd) < 0 pour i = 1, ..., 3.Par 
onséquent, 
omme la fon
tion λ > 0 7→ K a+λ4b
c+λ−4d

est 
ontinue, stri
tement 
roissante ettend vers 0 en 0, et vers +∞ en +∞. Il existe un unique réel λ > 0 tel que R(l,s,d)(Pλ) = r. Deplus, il est 
lair λ dépend 
ontinument de r.On dé�nit ainsi ζ : (Q, r, R) ∈ F 7→ Pλ ∈ XG, où Pλ est l'unique polyèdre proje
tif miroirtel que P d
λ = Q, P g

λ = R et Rl,s,d(Pλ) = r. La fon
tion ζ est 
ontinue et il est 
lair que lesappli
ations ζ et ψ sont inverses l'une de l'autre. Ce qui termine la démonstration.Remarque 1.3.62. � Ce lemme montre que XG est une variété et qu'elle est de dimension
d(G). Il s'agit d'une ré
urren
e sur le nombre de 3-
ir
uits prismatiques essentiels de G. Le 
asinitial est trivial, et sinon on 
hoisit un 3-
ir
uit orienté prismatique essentiel Γ tel que Gd

Γ estun blo
 fondamental. Le lemme 1.3.58 et l'hypothèse de ré
urren
e montrent que XG est unevariété de dimension d(Gg
Γ) + (d(Gd

Γ) − 1) + 1 = d(G).1.3.12. Expli
itation du di�éomorphisme. � On peut 
onstruire expli
itement le di�éo-morphisme entre XG et les 
opies de Rd(G). Pour 
ela, introduisons les notations suivantes :1. On 
ommen
e par se donner un système puits-sour
e S de 3-
ir
uits de G.



40 CHAPITRE 1. ESPACES DES MODULES DE CERTAINS POLYÈDRES PROJECTIFS MIROIRS2. On note V l'ensemble des sommets de valen
e 4 de la forêt FG. Si s ∈ V , alors on note
(Γs

i )i=1...4 une suite des quatre 3-
ir
uits de S qui 
orrespondent aux arêtes in
identes de
s.3. On note C3 la partie de S formée des 3-
ir
uits sans angle droit de G, et on pose

E =





∀Γ ∈ C3, xΓ ∈ IGΓ
x ∈ RC3 et

∀ s ∈ V,
∑

i=1...4 xΓs
i

= 0



 .Cet espa
e E est une réunion d'ouverts 
onvexes disjoints indexée naturellement par lesorientations partielles de FG. On note E la partie de E qui 
orrespond aux orientationspartielles admissibles de FG.4. On note C ′

3 la partie de S formée des 3-
ir
uits prismatiques essentiels de G. Pour toutélément Γ de C ′
3, on 
hoisit une fa
e sΓ de Γ, une fa
e sd

Γ à droite de Γ, et en�n une fa
e sg
Γà gau
he de Γ. On suppose que si sg

Γ (resp. sd
Γ) et sΓ sont adja
entes alors l'arête 
ommunen'est pas d'ordre 2, et qu'au
une des fa
es sg
Γ et sd

Γ ne fait partie de Γ.5. On note C4 l'ensemble des sommets de AG dont le blo
 fondamental 
orrespondant vientd'un tétraèdre T qui possède exa
tement 2 arêtes d'ordre 2 qui ne sont pas sur la mêmefa
e de T . A tout élément s ∈ C4 est asso
ié un unique 4-
ir
uit orienté (à orientationprès) noté ∆s.6. On note MG l'espa
e E × RC4 × RC′
3 .Remarque 1.3.63. � Soit G est un é
imaèdre étiqueté. Si s est un sommet de AG, et si onnote Bs le blo
 fondamental asso
ié à s alors on a une proje
tion naturelle ps : MG → MBs

. Ilest 
lair que 
ette appli
ation est surje
tive.On a un énon
é plus pré
is que le théorème 1.3.15.Théorème 1.3.64. � Soit G un é
imaèdre étiqueté qui n'est pas un prisme ex
eptionnel et telque m(G) = 0 et d(G) > 0, ave
 les notations introduites 
i-dessus. L'appli
ation
φG : XG −→ E × RC4 × RC′

3

P 7−→
(

(RΓ)Γ∈C3 , (R∆s
)s∈C4 , (R(sg

Γ,sΓ,sd
Γ))Γ∈C′

3

)est un di�éomorphisme sur MG. En parti
ulier, les 
omposantes 
onnexes de XG sont en bije
-tion ave
 les orientations partielles admissibles de FG, et, XG s'identi�e à une réunion d'ouverts
onvexes d'un espa
e ve
toriel de dimension d(G).Démonstration. � Ce théorème a déjà été démontré lorsque G est un blo
 fondamental ou untétraèdre : il s'agit des propositions 1.3.53 et 1.3.54. Nous allons pro
éder par étapes.Commençons par montrer que φG est inje
tive. Pour 
ela, il su�t de pro
éder par ré
urren
esur le nombre de 3-
ir
uits prismatiques essentiels de G. Si G ne possède pas de tel 3-
ir
uit,alors G est un blo
 fondamental ou un tétraèdre et le théorème est démontré dans 
e 
as. Si
G possède un 3-
ir
uit prismatique essentiel alors G possède un 3-
ir
uit orienté prismatiqueessentiel Γ tel que Gd

Γ soit un blo
 fondamental. Le lemme de 
ollage (lemme 1.3.58), l'hypothèsede ré
urren
e et la proposition 1.3.54 montrent que tout polyèdre P ∈ XG est entièrementdéterminé par φG(P ). Don
 φG est inje
tive.Montrons à présent que l'image de φG 
ontient MG. Soit m ∈ MG. Pour tout sommet s de
AG, on note Bs le blo
 fondamental étiqueté de G 
orrespondant au sommet s. Le lemme 1.3.58montre qu'il existe un P ∈ XG tel que φG(P ) = m si et seulement si pour tout sommet s de
AG il existe un blo
 fondamental Bs ∈ XBs

tel que φBs
(Bs) = ps(y), où ps désigne la proje
tion



1.4. EXEMPLES 41naturelle ps : MG → MBs
. La proposition 1.3.54 et le fait que tout orientation partielleadmissible de FG induit une orientation partielle admissible de FBs

montrent l'existen
e de telblo
s fondamentaux. La surje
tivité de ps permet de 
on
lure que MG est in
lus dans l'imagede φG.Il faut montrer à présent que l'image de φG est in
luse dans MG. Soit P ∈ XG, montronsque P dé�nit naturellement une orientation partielle admissible. Si pour tout 3-
ir
uit sansangle droit de Γ, on a RΓ(P ) 6= 0, alors on a vu au paragraphe 1.3.9, qu'un tel polyèdre dé�nitune orientation globale admissible de FG et don
 une unique orientation partielle admissiblede FG. Si l'un des 3-
ir
uits sans angle droit de Γ véri�e RΓ(P ) = 0 alors nous allons modi�erlégèrement la stru
ture de notre polyèdre P . Le lemme 1.3.58 montre que XG est une variété eton a vu que φG est inje
tive don
 l'image de φG est ouverte par le théorème de l'image ouverte.On peut don
 supposer que pour tout 3-
ir
uit sans angle droit de Γ, on a RΓ(P ) 6= 0.Il faut à présent montrer la 
ontinuité de l'appli
ation ré
iproque. On a déjà vu que ave
la proposition 1.3.53 et la proposition 1.3.54 que les ré�exions par rapport aux fa
es des blo
sfondamentaux dépendaient 
ontinuement des quantités RΓ pour Γ ∈ C3. Il ne reste plus qu'àvéri�er que les ré�exions dépendent 
ontinuement du paramètre de re
ollement. On a vu durantla démonstration du lemme 1.3.58 que les ré�exions dépendait 
ontinuement de 
e paramètre.Ce qui 
on
lut la démonstration.Remarque 1.3.65. � Il est à présent 
lair que κ(G) est un entier pair ou égal à 1, qui véri�e
1 6 κ(G) 6 2n(G). En e�et, si on possède une orientation partielle admissible alors l'orientationobtenue en renversant toutes les �è
hes est aussi admissible.1.4. ExemplesOn donne i
i quelques exemples de 
al
ul du nombre de 
omposantes 
onnexes de XG. Les�gures sont dé
omposées en trois parties : le graphe 
ombinatoire asso
ié à G et l'arbre asso
ié,que l'on a représenté deux fois.Pour rendre les �gures lisibles, nos exemples véri�ent tous les hypothèses suivantes : les arêtesextrémales sont sphériques ave
 angle droit et les arêtes non extrémales sont sans angle droit.En�n, on a ins
rit sur les arêtes la nature géométrique de l'arête, en utilisant les abréviationssuivantes : a = a�ne et h = hyperbolique.On désignera par κ1 (resp. κ2) le nombre de 
omposantes 
onnexes de l'espa
e des modulesasso
ié à n'importe quel graphe étiqueté qui vient du graphe étiqueté dessiné et dont les 3-
ir
uits véri�ent les hypothèses données par les étiquettes des arêtes de l'arbre dessiné à gau
he(resp. droite).Rappelons qu'ave
 les notations que l'on vient de mettre en pla
e, se donner une orientationpartielle 
'est orienté les arêtes marqués a. Se donner une orientation partielle admissible 
'estse donner une orientation partielle, tel qu'il existe une orientation des arêtes marqués h tel quel'arbre ainsi orienté ne possède au
un puits et au
une sour
e.1) L'arbre A1 ne possède au
une arête marqué h par 
onséquent, il n'y au
une arête à orienterd'où κ1 = 1.2) L'arbre A2 possède 4 arêtes marqués a par 
onséquent, il y a 24 = 16 orientations partielles.Si on oriente toutes 
es arêtes vers l'intérieur (resp. l'extérieur) alors on obtient un puits (resp.une sour
e). Il est fa
ile de voir que 
e sont les seules orientations partielles non admissibles.On a don
 κ2 = 16 − 2 = 14.
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Figure 10. κ1 = 1 et κ2 = 14
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Figure 11. κ1 = 25 = 32 et κ2 = 14 · 22 = 56



1.4. EXEMPLES 431) L'arbre A1 possède 5 arêtes marqués a par 
onséquent, il y a 25 = 32 orientations partielles.Il est fa
ile de voir que toutes 
es orientations partielles sont admissibles. On a don
 κ1 = 25 =

32.2) L'arbre A2 possède 6 arêtes marqués a par 
onséquent, il y a 26 = 64 orientations partielles.Mais, elles ne sont pas toutes admissibles. Se donner une orientation partielle admissible de A2,
'est se donner une orientation partielle admissible du sous-arbre formé des 4 arêtes marqués aqui ont une sommet en 
ommun, puis se donner n'importe quelle orientation pour les 2 arêtesrestantes. On a don
 κ2 = 14 · 22 = 56.



44 CHAPITRE 1. ESPACES DES MODULES DE CERTAINS POLYÈDRES PROJECTIFS MIROIRS

a
a

a

a
a

a

a
a a

a
a

a

a

a

a
a

a
a

a

a
a

a

a
a a

a

a
a

h

h

h

h

Figure 12. κ1 = 14 · 74 = 33614 et κ2 = 212 − 2 = 40941) L'arbre A1 possède 16 arêtes marqués a par 
onséquent, il y a 216 = 65 536 orientationspartielles. Mais, elles ne sont pas toutes admissibles. Se donner une orientation partielle ad-missible de A1, 
'est se donner une orientation partielle admissible du sous-arbre formé des 4arêtes marqués a qui ont une sommet en 
ommun, au 
entre de A1, puis se donner l'une des 7orientations partielles admissibles pour 
ha
un des 4 groupes de 3 arêtes restantes. On a don

κ1 = 14 · 74 = 33 614.2) L'arbre A2 possède 12 arêtes marqués a par 
onséquent, il y a 212 = 4 096 orientationspartielles. Mais, elles ne sont pas toutes admissibles. En e�et, si l'on oriente toutes les arêtesmarqués a vers l'intérieur (resp. l'extérieur), alors on doit orienté toutes les arêtes marqués hvers l'extérieur (resp. l'intérieur). Il est fa
ile de voir que 
e sont les deux seules orientationspartielles non admissibles.



CHAPITRE 2SURFACE PROJECTIVE CONVEXE DE VOLUMEFINI
2.1. Introdu
tion2.1.1. Exemples de 
onvexes divisibles. � Soit C une partie de l'espa
e proje
tif réel
Pn, on dira que C est 
onvexe lorsque l'interse
tion de C ave
 toute droite de Pn est 
onnexe.Une partie 
onvexe C est dite proprement 
onvexe lorsqu'il existe un ouvert a�ne 
ontenantl'adhéren
e C de C. Elle est dite stri
tement 
onvexe lorsque tout segment in
lus dans le bord
∂C de C est trivial.Le but de 
e texte est d'étudier les ouverts proprement 
onvexes Ω de Pn qui possèdent"beau
oup de symétries". Un 
as qui a été beau
oup étudié est 
elui où "beau
oup de symé-trie" signi�e qu'il existe un sous-groupe dis
ret Γ de SLn+1(R) qui préserve Ω et tel que lequotient Ω/Γ est 
ompa
t. De tels ouverts s'appellent des 
onvexes divisibles et on dit alors que
Γ divise Ω. Nous allons dans 
e texte rempla
er l'hypothèse de 
ompa
ité du quotient Ω/Γ parune hypothèse de "�nitude de volume", et nous restreindre à la dimension 2. Mais 
ommençonspar donner des exemples du 
as 
ompa
t.L'exemple le plus simple de 
onvexe divisible est le simplexe. Toute base B de Rn+1 dé�nitun pavage de Pn en 2n simplexes. La 
omposante neutre du stabilisateur de 
haque simplexeouvert est le groupe D des matri
es diagonales dans la base B à 
oe�
ients positifs. D est ungroupe de Lie abélien isomorphe à Rn qui agit simplement transitivement sur 
haque simplexeouvert S. Tout réseau de D divise don
 S. On vient don
 de 
onstruire un 
onvexe divisiblenon stri
tement 
onvexe. On remarque que dans 
et exemple tout groupe qui divise S agit defaçon rédu
tible sur Rn+1, et S est rédu
tible au sens suivant.Un ouvert proprement 
onvexe Ω est rédu
tible si l'une des deux 
omposantes 
onnexes C de
π−1(Ω) (π est la proje
tion naturelle π : Rn+1 − {0} → Pn) est rédu
tible. Ce qui signi�e qu'ilexiste une dé
omposition Rn+1 = E1 ⊕ E2 non triviale et des 
�nes 
onvexes C1 de E1 et C2de E2 tel que C = C1 + C2. Sinon, on dit qu'ils sont irrédu
tibles. Vey a montré dans [Vey℄que tout 
onvexe divisible se dé
ompose en un produit de 
onvexes divisibles irrédu
tibles. Ons'interesse don
 avant tout aux 
onvexes divisibles irrédu
tibles.Parmi les 
onvexes divisibles il y a une famille qui se distingue des autres, 
elles des 
onvexesdivisibles homogènes 
'est-à-dire 
eux pour lesquels le groupe Aut(Ω) des transformations de
SLn+1(R) qui préserve Ω agit transitivement. Les travaux de Koe
her, Vinberg et Borel ontpermis de 
lassi�er les 
onvexes divisibles homogènes. Voi
i la liste des 
onvexes divisibles ir-rédu
tibles homogènes :
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es hyperboliques Hn = π({x ∈ Rn+1 | x2
1 + x2

2 + ... + x2
n − x2

n+1 > 0 et xn+1 > 0})forment la liste 
omplète (ave
 n > 1) des 
onvexes divisibles stri
tement 
onvexes et homo-gènes. Le groupe d'automorphisme de Hn est bien entendu SOn,1(R). On remarquera qu'entoute dimension n > 1, il existe un unique 
onvexe divisible stri
tement 
onvexe et homogène.Il existe quatre familles de 
onvexes divisibles irrédu
tibles non stri
tement 
onvexes et ho-mogènes. En voi
i la liste ave
 n > 2 :� Πn(R) = π( { Les matri
es réelles (n+1)× (n+1) symétriques dé�nies positives) }, il estde dimension m = (n−1)(n+2)
2

et son groupe d'automorphisme est SLn+1(R).� Πn(C) = π( { Les matri
es 
omplexes (n + 1) × (n + 1) symétriques dé�nies positives }),il est de dimension m = n2 − 1 et son groupe d'automorphisme est SLn+1(C).� Πn(H) = π( { Les matri
es quarternioniques (n+1)×(n+1) symétriques dé�nies positives}), il est de dimension m = (2n+ 1)(n− 1) et son groupe d'automorphisme est SLn+1(H).� Π3(O) un 
onvexe "ex
eptionnel" de dimension 26 et tel que Lie(Aut(Π3(O))) = e6(−26).Par 
onséquent, 
ontrairement au 
as stri
tement 
onvexe, il n'existe pas de 
onvexe divisibleirrédu
tible non stri
tement 
onvexe et homogène en toute dimension.Expliquons su

in
tement l'histoire de 
ette 
lassi�
ation. À la �n des années 50, Koe
her etVinberg ont 
lassi�é les ouverts proprement 
onvexes symétriques de Pm ([Vin℄). Dans les an-nées 60, Borel a montré dans [Bor℄ que tout groupe rédu
tif 
ontient un réseau 
o
ompa
t. Onpeut déduire de 
ela que tout ouvert Ω proprement 
onvexe et symétrique est divisible, puisquesi Ω est symétrique alors le groupe Aut(Ω) est un groupe rédu
tif qui agit transitivement etproprement sur Ω. Le dernier pas vers la 
lassi�
ation des 
onvexes divisibles homogènes a étéfait par Vinberg ([Vin2℄) qui a 
lassi�é les ouverts proprement 
onvexes homogènes. Il résultede 
ette 
lassi�
ation que tout ouvert proprement 
onvexe homogène est symétrique si et seule-ment si le groupe Aut(Ω) est unimodulaire. Par 
onséquent, tout ouvert proprement 
onvexehomogène est divisible si et seulement si il est symétrique.Ka
 et Vinberg ont 
onstruit les premiers exemples de 
onvexe divisible stri
tement 
onvexeet non homogène dans [KaV℄ à l'aide de groupe de Coxeter. Johnson et Millson ont 
onstruiten toute dimension n > 2 des 
onvexes divisibles irrédu
tibles, stri
tement 
onvexes et nonhomogènes ([JoMil℄) en déformant des réseaux 
o
ompa
ts de SOn,1(R). Kapovi
h et Benoistont 
onstruit (Benoist pour n = 4 dans [Beno1℄ et Kapovi
h pour n > 4 dans [Kapo℄) des
onvexes divisibles stri
tement 
onvexes, non homogènes et non quasi-isométriques à l'espa
ehyperbolique Hn en toute dimension n > 4.2.1.2. Des
ription des prin
ipaux résultats. � Revenons au but de 
e texte. Tout ouvertproprement 
onvexe est naturellement muni d'une métrique Finslérienne (distan
e de Hilbert)et de la mesure asso
iée (mesure de Buseman). Le but de 
e texte est d'étudier les ouverts pro-prement 
onvexe de P2 pour lesquels il existe un sous-groupe dis
ret Γ de SL3(R) qui préserve
Ω et tel que le quotient Ω/Γ muni de la mesure µ héritée de la mesure de Buseman soit devolume �ni.Nous allons démontrer les théorèmes suivants :Théorème 2.1.1. � (Corollaire 2.4.5) Soit Γ un sous-groupe dis
ret de SL3(R) qui préserveun ouvert proprement 
onvexe Ω de P2. Si µ(Ω/Γ) <∞ et Ω n'est pas un triangle alors l'adhé-ren
e de Zariski de Γ est :
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onjugué de SO2,1(R).Théorème 2.1.2. � (Théorème 2.6.18) Toute surfa
e admettant une stru
ture proje
tive pro-prement 
onvexe de volume �ni est de type �ni.Théorème 2.1.3. � (Corollaire 2.6.28) Soit S une surfa
e sans bord et de type �ni, unestru
ture proje
tive proprement 
onvexe sur S est de volume �ni si et seulement si l'holonomiedes la
ets élémentaires (Dé�nition 3.3.1) de S est parabolique.On obtiendra ensuite les résultats suivants :Théorème 2.1.4. � (Théorème 2.7.7) Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe et Γ un sous-groupe dis
ret qui préserve Ω, l'a
tion de Γ sur Ω est de 
ovolume �ni si et seulement si l'a
tionde tΓ sur l'ouvert dual Ω∗ est de 
ovolume �ni.Théorème 2.1.5. � (Corollaire 2.7.4 et théorème 2.7.8) Soient Ω un ouvert proprement 
onvexeet Γ un sous-groupe dis
ret qui préserve Ω, on suppose que l'a
tion de Γ sur Ω est de 
ovolume�ni et que Ω n'est pas un triangle. Alors, Ω est stri
tement 
onvexe et le bord ∂Ω de Ω est C1.Théorème 2.1.6. � (Théorème 2.7.10) Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe et Γ un sous-groupe dis
ret de SL3(R) qui préserve Ω, on suppose que Γ n'est pas virtuellement abélien. Alors,l'a
tion de Γ sur Ω est de 
ovolume �ni si et seulement si Γ est de type �ni et l'ensemble limite
ΛΓ de Γ véri�e ΛΓ = ∂Ω.Cette étude permet d'obtenir sur l'espa
e des stru
tures proje
tives marquées proprement
onvexes de volume �ni sur la surfa
e de genre g ave
 p pointes un système de 
oordonnéesà la Fen
hel-Nielsen qui montre que 
et espa
e est homéomorphe à R16g−16+6p. Ce système de
oordonnées généralise 
elui employé par Goldman dans le 
as 
ompa
t ([Gold1℄). Cette étudesera soumise très pro
hainement.Voi
i le plan de 
e texte. La première partie est une introdu
tion à la géométrie de Hilbert.Les démonstration de 
ertains théorèmes peuvent être trouvés dans [CVV1, CVV2, Beno3℄.On donne quand même les démonstrations de 
ertains théorèmes pour fa
iliter la le
ture de 
etexte. Cette partie a pour but de dé�nir la mesure de Buseman et de donner des exemples departies de volume �ni et in�ni pour 
elle-
i.Dans la se
onde partie, on étudie la dynamique d'un élément de SL3(R) qui préserve unouvert proprement 
onvexe. Cette partie 
onstitue une étude élémentaire mais essentiel pournos résultats.Dans la troisième partie on montre le théorème 2.1.1. Le point 
lé étant de montrer l'irré-du
tibilité du groupe Γ.Le but de la quatrième partie est de donner une 
ourte démonstration d'un théorème de Lee([JL℄). Ce théorème assure l'existen
e d'un domaine fondamental 
onvexe et lo
alement �nipour l'a
tion d'un groupe dis
ret sur un ouvert proprement 
onvexe. Ce résultat est le pointde départ de l'étude des surfa
es proje
tives proprement 
onvexes de volume �ni. On introduitaussi la notion de se
teur qui permettra d'étudier les surfa
es proje
tives proprement 
onvexesà l'in�ni.



48 CHAPITRE 2. SURFACE PROJECTIVE CONVEXE DE VOLUME FINIL'objet de la 
inquième partie est de montrer les théorèmes 2.1.2 et 2.1.3. Pour 
ela, on utiliseabondamment les parties 2 et 4. On 
ommen
era par dé�nir pré
isement les notions de surfa
eproje
tive, surfa
e proje
tive proprement 
onvexe et surfa
e proje
tive proprement 
onvexe devolume �ni. Ensuite, on montrera le théorème 2.1.2, en utilisant une minoration uniforme del'aire de tout triangle idéal. En�n, on montre le théorème 2.1.3, les outils essentiels sont lethéorème de Lee, la notion de se
teur et les estimations de volume de la partie 2.2.La sixième partie a pour but de montrer les théorèmes 2.1.4, 2.1.5, 2.1.6. Pour montrer lastri
te 
onvexité on utilise la même idée que dans le 
as 
ompa
t mais on a besoin de ra�-nement. Ensuite, on dé�nit la notion de surfa
e duale, le théorème 2.1.5 suit. Cette dualitépermettra de montrer que Ω est à bord C1. En�n, on montrera le théorème 2.1.6.Je remer
ie Yves Benoist pour ses nombreux 
onseils et nos nombreuses dis
ussions sur
e sujet. Je remer
ie aussi Constantin Verni
os pour 
es réponses toujours très rapides à mesquestions. En�n, je remer
ie aussi Benjamin Favetto et Mathieu Cossutta, l'un pour 
es 
onseilsde réda
tion et l'autre pour quelques dis
ussions autour de 
e sujet.2.2. Géométrie de HilbertCette partie 
onstitue une introdu
tion à la géométrie de Hilbert. Un exposé plus 
ompletpeut être trouvé dans les arti
les [CVV1, CVV2, Beno3℄.2.2.1. La métrique d'un ouvert proprement 
onvexe. � Soit Ω un ouvert proprement
onvexe de Pn, Hilbert a introduit sur de tels ouverts une distan
e, la distan
e de Hilbert,dé�nie de la façon suivante :Soient x 6= y ∈ Ω, on note p, q les points d'interse
tion de la droite (xy) et du bord ∂Ω de Ωtels que x est entre p et y, et y est entre x et q (voir �gure 1). On pose :
�

�

�

�

Figure 1. La distan
e de Hilbert
dΩ(x, y) = ln([p : x : y : q]) = ln

(
‖p−y‖·‖q−x‖
‖p−x‖·‖q−y‖

) et dΩ(x, x) = 0� [p : x : y : q] désigne le birapport des points p, x, y, q.� ‖ · ‖ est une norme eu
lidienne quel
onque sur un ouvert a�ne A qui 
ontient l'adhéren
e
Ω de Ω.Remarque 1. � Il est 
lair que dΩ ne dépend ni du 
hoix de A, ni du 
hoix de la normeeu
lidienne sur A.Fait 1. � Soit Ω un ouvert proprement 
onvexe de Pn,
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e sur Ω.� (Ω, dΩ) est un espa
e métrique 
omplet.� La topologie induite par dΩ 
oïn
ide ave
 
elle induite par Pn.� Le groupe Aut(Ω) des transformations proje
tives de SLn+1(R) qui préservent Ω est unsous-groupe fermé de SLn+1(R) qui agit par isométrie sur (Ω, dΩ). Il agit don
 proprementsur Ω.On peut trouver une démonstration de 
et énon
é dans [Beno3℄.2.2.2. La stru
ture �nslérienne d'un ouvert proprement 
onvexe. � Soit Ω un ouvertproprement 
onvexe de Pn, la métrique de Hilbert dΩ est induite par une stru
ture �nslériennesur l'ouvert Ω. On identi�e le �bré tangent TΩ de Ω à Ω × A.Soient x ∈ Ω et v ∈ A, on note p+ (resp. p−) le point d'interse
tion de la demi-droite dé�niepar x et v (resp −v) ave
 ∂Ω.On pose : ‖v‖x =
(

1
‖x−p−‖ + 1

‖x−p+‖

)
‖v‖.

�

�

�
�

�

�

Figure 2. La métrique de HilbertFait 2. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe de Pn et A un ouvert a�ne qui 
ontient Ω,� la distan
e induite par la métrique �nslérienne ‖ · ‖· est la distan
e dΩ.� Autrement dit on a les formules suivantes :
• ‖v‖x = d

dt
|t=0dΩ(x, x+ tv), où v ∈ A, t ∈ R assez petit.

• dΩ(x, y) = inf
∫ 1

0
‖σ′(t)‖σ(t)dt, où l′ inf est pris sur les 
hemins σ de 
lasse C1 tel que

σ(0) = x et σ(1) = y.Remarque 2. � La quantité ‖v‖x est don
 indépendante du 
hoix de A et de ‖ · ‖A.2.2.3. Mesure sur un ouvert proprement 
onvexe (dite mesure de Busemann). �Nous allons 
onstruire une mesure borélienne µΩ sur Ω, de la même façon que l'on 
onstruitune mesure borélienne sur une variété riemanienne.Soit Ω un ouvert proprement 
onvexe de Pn, on note :� Bx(1) = {v ∈ TxΩ | ‖v‖x < 1}� Vol est la mesure de Lebesgue sur A normalisée pour avoir Vol({v ∈ A | ‖v‖ < 1}) = 1.On peut à présent dé�nir la mesure µΩ. Pour tout borélien A ⊂ Ω ⊂ A, on pose :
µΩ(A) =

∫

A

dV ol(x)Vol(Bx(1))La mesure µΩ est indépendante du 
hoix de A et de ‖ · ‖, 
ar 
'est la mesure de Haussdor� de
(Ω, dΩ) (Exemple 5.5.13 [BBI℄). (Pour une introdu
tion aux mesures de Haussdor�, on pourraregarder [BBI℄). La mesure µΩ est don
 Aut(Ω)-invariante.
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omparaison. � Dans la proposition suivante, il y a deux ouverts enjeu, on ajoute don
 aux notations introduites pré
édemment le symbole de l'ouvert auxquelleselles 
orrespondent (ex : ‖v‖Ω
x , p−Ω, BΩ

x (1), et
...).Proposition 2.2.1. � Soient Ω1 et Ω2 deux ouverts proprement 
onvexes de Pn tels que Ω1 ⊂
Ω2, alors :� Les métriques �nslériennes de Ω1 et Ω2 véri�ent : ‖v‖Ω2

x 6 ‖v‖Ω1
x pour tout x ∈ Ω1 et tout

v ∈ TxΩ1 = TxΩ2, l'égalité ayant lieu si et seulement si p+
Ω1

= p+
Ω2

et p−Ω1
= p−Ω2

.� ∀x, y ∈ Ω1, on a dΩ2(x, y) 6 dΩ1(x, y).� ∀x ∈ Ω1, on a BΩ1
x (1) ⊂ BΩ2

x (1) ave
 égalité si et seulement si Ω1 = Ω2.� Pour tout borélien A de Ω1, on a µΩ2(A) 6 µΩ1(A).2.2.5. Quelques résultats en géométrie de Hilbert plane. �2.2.5.1. Un résultat sur les ouverts proprement 
onvexes de P2. � On souhaite montrer laproposition suivante :Proposition 2.2.2. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2 et s un point du bord
∂Ω de Ω, alors, pour tout voisinage V de s dans Ω, on a µΩ(V ∩ Ω) = ∞.Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2 et un point x ∈ Ω, on notera DΩ

x (ε) le disquede 
entre x ∈ Ω et rayon ε > 0 : DΩ
x (ε) = {y ∈ Ω | dΩ(x, y) < ε}. L'idée est de 
onstruire unein�nité de disques disjoints de rayon 
onstant in
lus dans V ∩Ω. La démonstration se passe endeux étapes. On 
ommen
e par montrer (lemme 2.2.4) que le volume des disques de rayon ε estuniformément minoré. Ensuite, on 
onstruit une suite de disques disjoints in
lus dans V ∩ Ω.Nous allons avoir besoin du théorème suivant dû à Benzé
ri ([Ben℄). On munit l'ensemble E =

{(Ω, x) |Ω est un ouvert proprement 
onvexe de : P2 et x ∈ Ω} de la topologie de Haussdor�.Théorème 2.2.3 (Benzé
ri). � L'a
tion de SL3(R) sur l'ensemble E = {(Ω, x) |Ω est unouvert proprement 
onvexe de P2 et x ∈ Ω} est propre et 
o
ompa
te.On obtient la proposition suivante :Lemme 2.2.4. � Le volume minimum d'un disque de rayon ε d'un ouvert proprement 
onvexede P2 est stri
tement positif. Autrement dit :
inf

(Ω,x)∈E
µΩ(DΩ

x (ε)) > 0Démonstration. � La fon
tion qui a (Ω, x) ∈ E asso
ie µΩ(DΩ
x (ε)) est 
ontinue et SL3(R)-invariante. Par 
onséquent, le théorème 2.2.3 montre que l'in�mum de 
ette fon
tion est atteintsur E . C'est 
e qu'il fallait montrer.À présent, nous allons 
her
her à évaluer la taille eu
lidienne des disques de Ω.Lemme 2.2.5. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2 et un point s ∈ ∂Ω, on
hoisit une 
arte a�ne A 
ontenant Ω. On se donne D0 une droite de P2 passant par s tel que

Ω ∩D = ∅. On 
onsidère un point x ∈ Ω. On note D1 la droite parallèle à D0 (dans la 
arte
A) passant par x. On note D∞ une droite parallèle (dans la 
arte A) à D0 qui ne ren
ontrepas Ω. En�n, on note De la droite parallèle (dans la 
arte A) à D0 et tel que le birapport duquadruplet de droites (D0, D1, De, D∞) est égale à e = exp(1). Pour terminer, on note B la
omposante 
onnexe de Ω −De qui 
ontient x. Alors, DΩ

x (1) est in
lus dans B.
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�Figure 3. Démonstration du lemme 2.2.5Démonstration. � La �gure 3 peut aider à suivre 
ette démonstration.Pour montrer 
e lemme, il faut utiliser la proposition 2.2.1. On 
hoisit pour Ω2 n'importequel re
tangle 
ontenant Ω, délimité par les droites D0 et D∞ et tel que les 
�tés donnés par
D0 et D∞ sont des 
�tés opposés de Ω2. La proposition 2.2.1 montre que DΩ

x (1) ⊂ DΩ2
x (1). Par
onséquent, il su�t de montrer que DΩ2

x (1) est in
lus entre les droites De et D0. Mais Ω2 estun re
tangle, par 
onséquent, 
omme la distan
e de Hilbert est dé�ni en terme de birapport, ilest 
lair que DΩ2
x (1) est in
lus dans un re
tangle dont les 
�tés sont parallèles à 
eux de Ω2 etin
lus entre les droites De et D0.On peut à présent montrer la proposition 2.2.2 lorsque s possède un voisinage V dans P2 telque V ∩ ∂Ω ne 
ontient au
un segment non trivial.Lemme 2.2.6. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2 et un point s du bord ∂Ω quipossède un voisinage V dans P2 tel que V ∩ ∂Ω ne 
ontient au
un segment non trivial ; alors,pour tout voisinage V de s dans Ω, on a µΩ(V ∩ Ω) = ∞.Démonstration. � Nous allons 
onstruire une in�nité de disque de rayon 1 dans V ∩Ω. On sedonne un point x de V ∩Ω et on 
onsidère le segment [x, s[ in
lus dans Ω. Ce segment fournitune géodésique λ de longueur in�ni que l'on paramètre par la longeur d'ar
 pour la métriquede Hilbert. Par 
onséquent, si on note xn = λ(3n) alors les disques Dn = DΩ

xn
(1) sont disjoints.Il reste à 
omprendre pourquoi ils sont in
lus dans V ∩ Ω pour n assez grand.On se donne Ds une droite de P2 passant par s tel que Ω ∩ D = ∅. On note Dn la droiteparallèle à Ds passant par λ(3n − 1) et on note Bn la 
omposante 
onnexe de Ω − Dn qui
ontient xn. Si V est un voisinage de s dans P2 tel que V ∩ ∂Ω ne 
ontient au
un segment nontrivial alors Bn est in
lus dans V pour n assez grand.De plus, le lemme 2.2.5 montre que les disques de 
entre xn et de rayon 1 sont in
lus dans

Bn pour n assez grand. L'ensemble V ∩Ω 
ontient don
 une in�nité de disques disjoints et leurvolume est uniformément minoré par le lemme 2.2.4. L'ensemble V ∩ Ω est don
 de volumein�ni.Il faut à présent traiter le 
as 
ontraire : s'il existe un voisinage de s dans P2 qui 
ontient unsegment du bord de Ω alors il existe un point s′ ∈ V ∩ ∂Ω tel que s′ appartient à l'intérieurd'un segment de Ω. Il reste don
 à montrer le lemme suivant pour terminer la démonstrationde la proposition 2.2.2.Lemme 2.2.7. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2 et un point s du bord ∂Ω, onsuppose que s est sur l'intérieur d'un segment S du bord de Ω ; alors, pour tout voisinage V de
s dans Ω, on a µΩ(V ∩ Ω) = ∞.



52 CHAPITRE 2. SURFACE PROJECTIVE CONVEXE DE VOLUME FINIDémonstration. � La �gure 4 peut aider à suivre la démonstration.
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Figure 4. Démonstration du lemme 2.2.7Dans 
e 
as, on ne peut pas (en général) trouver une in�nité de disques de rayon 1, mais nousallons 
onstruire une in�nité de disque disjoints de rayon ε dans V ∩Ω, ave
 ε assez petit. On sedonne un point x de V ∩Ω et on 
onsidère le segment [x, s[ in
lus dans Ω. Ce segment fournitune géodésique λ de longueur in�ni que l'on paramètre par la longeur d'ar
 pour la métriquede Hilbert. On dé�ni la suite xn = λ(3n). Si ε < 1 alors les disques Dn = DΩ
xn

(ε) sont disjoints.Il reste à 
omprendre pourquoi ils sont in
lus dans V ∩ Ω pour n assez grand, si ε est assezpetit. Le lemme 2.2.5 montre que 
es disques tendent, lorsque n tend vers l'in�ni, vers un sous-segment S ′ de S. Comme S ′ peut ne pas être trivial il faut prendre ε assez petit pour que lesdisques Dn soient dans V ∩ Ω pour n assez grand. On va utiliser la même idée que pour lelemme 2.2.5 mais 
ette fois-
i, au lieu de pousser les Dn vers le bord de Ω. Nous allons 
ontrolerleur taille dans le sens "parallèle" au segment S du bord de Ω.Pour 
ela, on note D la droite passant par x et s. On se donne une 
arte a�ne A 
ontenant
Ω. On 
onsidère Dg, Dε, D−ε et Dr quatre droites parallèles (dans la 
arte a�ne A) à D et telque :� Les droites Dr et Dg ne se ren
ontrent pas Ω.� Le birapport de (Dg, D,Dε, Dr) est égale à eε� Le birapport de (Dg, D−ε, D,Dr) est égale à e−ε.Il faut aussi une droite B passant pas s et n'interse
tant pas Ω, ainsi qu'une droiteH parallèleà B et n'interse
tant pas Ω. L'ouvert Ω est don
 in
lus dans le quadrilatère Ω2 délimité par lesdroites H,Dr, B,Dg. Comme la distan
e de Hilbert est dé�ni en terme de birraport, il vientque tout disque DΩ2

y (ε) de Ω2 de 
entre y ∈]x, s[ et de rayon ε est in
lus dans le quadrilatèredélimité par les droites H,Dε, B,D−ε.Il est essentiel de remarquer que lorsque ε tend vers 0, les droites Dε et D−ε 
onverge vers
D.Pour 
on
lure, notons Hn une droite parallèle à H et passant par λ(3n− 1). La proposition2.2.1 et le lemme 2.2.5 montre que les disques Dn de Ω de 
entre xn et de rayon ε sont in
lusdans le quadrilatère délimité par les droites Hn, Dε, B,D−ε. Par 
onséquent, si l'on 
hoisit εassez petit alors les disques Dn sont in
lus dans V ∩ Ω, pour n assez grand.Leur volume est uniformément minoré par le lemme 2.2.4. L'ensemble V ∩ Ω est don
 devolume in�ni.



2.2. GÉOMÉTRIE DE HILBERT 532.2.5.2. Un résultat sur les pi
s. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2 et un point
p ∈ ∂Ω, l'ensemble des droites de P2 
on
ourantes en p et tel que D ∩ Ω = ∅ est un segmentfermé Ep de (P2)∗. On a la di
hotomie suivante :� L'ensemble Ep est un singleton dans 
e 
as ∂Ω est C1 en p, et l'unique droite de Ep est latangente au bord ∂Ω de Ω en p.� Sinon, ∂Ω n'est pas C1 en p, et les points extrémaux du segment Ep sont les demi-tangentesà ∂Ω en p.Dé�nition 2.2.8. � Soient 0 < α < 1, Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2 et p un point
C1 du bord ∂Ω de Ω, on dit que p est C1,α lorsqu'il existe K > 0 et V un voisinage de p dans
∂Ω tel que ∀y ∈ V , dE(y, TxΩ) 6 KdE(x, y)α, où dE est une distan
e eu
lidienne sur un ouverta�ne 
ontenant Ω.Dé�nition 2.2.9. � Soit Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2, un pi
 P est un triangleouvert de Ω qui possède un et un seul sommet sur le bord ∂Ω de Ω, on appelle 
e sommet lesommet à l'in�ni de P .Théorème 2.2.10 (CVV). � Soit Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2.� Tout pi
 de Ω dont le sommet à l'in�ni est un point non C1 du bord ∂Ω de Ω est de volumein�ni.� Tout pi
 de Ω dont le sommet à l'in�ni est un point C1,α ave
 α > 0 du bord ∂Ω de Ω estde volume �ni.Remarque 3. � Nous n'utiliserons pas le se
ond point. Mais il illustre bien l'importan
e dela régularité dans l'estimation du volume des pi
s, qui sera essentielle dans 
e texte. On pourratrouver une démonstration dans [CVV1℄ du premier et du se
ond point. Nous donnons unedémonstration du premier point pour la 
ommodité du le
teur.Nous allons utiliser la proposition 2.2.1 et le lemme suivant.Lemme 2.2.11. � Soit Ω0 l'ouvert proprement 
onvexe de R2 dé�ni par Ω0 = {(x, y) | x, y >
0}, tout pi
 dont le sommet à l'in�ni est l'origine (0, 0) est de volume in�ni pour µΩ0.Démonstration. � L'homothétie γ de rapport 1

2
et de 
entre l'origine préserve Ω0. Soit P unpi
 de Ω0 dont le sommet à l'in�ni est l'origine. On note D la droite engendré par le 
�té opposéà l'origine de P , et A le quadrilatère fermé délimité par les 
�tés de P 
ontenant l'origine, ladroite D et la droite γD. Ainsi, P =

⋃
n∈N

γA. Par 
onséquent, 
omme γ préserve la mesure µΩ0et que µΩ0(A) > 0. Il vient que µΩ0(P ) = ∞.Démonstration du premier point du théorème 2.2.10. � Il reste simplement à remarquer quesi p est un point non C1 de ∂Ω alors Ω est in
lus dans un triangle dont l'un des sommets est
p. Comme l'ouvert {(x, y) | x, y > 0} est un triangle, la proposition 2.2.1 et le lemme pré
édentmontre que tout pi
 de Ω dont le sommet à l'in�ni est le point P est de volume in�ni.2.2.5.3. Minoration de l'aire des triangles idéaux. �Dé�nition 2.2.12. � Soit Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2, un triangle idéal de Ω estun triangle ouvert dont les sommets appartiennent au bord de Ω.Théorème 2.2.13 (CVV). � Il existe une 
onstante stri
tement positive CP2 tel que pourtout ouvert Ω proprement 
onvexe de P2 et tout triangle idéal ∆ de Ω on ait µΩ(∆) > CP2 > 0.



54 CHAPITRE 2. SURFACE PROJECTIVE CONVEXE DE VOLUME FINIDémonstration. � On note (pi)i=1...3 les sommets de ∆. On 
onsidère (Di)i=1...3 trois droitesde P2 tel que Di ∩ Ω = ∅ et pi ∈ Di. Les droites (Di)i=1...3 dé�nissent quatre triangles ouvertsde P2. Un seul d'entre eux 
ontient l'ouvert Ω, on le note T. La proposition 2.2.1 montre que
µΩ(∆) > µT(∆). Le lemme 2.2.14 qui suit 
on
lut la démonstration.Lemme 2.2.14. � Soit T un triangle de P2, il existe une 
onstante stri
tement positive CP2telle que pour tout triangle idéal ∆ de T on ait µT(∆) > CP2.Démonstration. � La �gure 5 peut aider à suivre la démonstration.

� �

����

� �

� � �Figure 5. Démonstration du lemme 2.2.14On peut supposer que T= {[x : y : z] ∈ P2 | x, y, z sont de même signe}. Le groupe D desmatri
es diagonales à diagonale stri
tement positive préserve T. Commençons par remarquerque la proposition 2.2.2 montre que tout triangle idéal qui possède deux sommets sur le même
oté de T est de volume in�ni. De même, tout triangle idéal qui possède un sommet en 
ommunave
 les sommets de T est aussi de volume in�ni d'après le théorème 2.2.10. On peut don
supposer que les sommets de ∆ sont sur 
ha
un des trois 
�tés ouverts de T.Le groupe D agit transitivement sur 
haque 
�té ouvert de T. Mieux, le stabilisateur d'unpoint de l'intérieur d'un 
�té ouvert de T agit en
ore transitivement sur 
ha
un des deux autres
�tés ouverts. On peut don
 supposer que les sommets s1, s2 et s3 du triangle idéal ∆ ont pour
oordonnées s1 = [1 : 1 : 0], s2 = [0 : 1 : 1] et en�n s3 = [x : 0 : 1], où x > 0. On note ∆x 
etriangle.Comme µT (∆x) dépend de façon 
ontinue de x, il su�t de montrer que le volume de ∆xadmet une limite in�nie lorsque x tend vers 0, pour 
on
lure notre démonstration. Le point s3tend vers le point s = [0 : 0 : 1] lorsque x tend vers 0. On note ∆′ le triangle in
lus dans ∆et de sommet s, s1, s2, et ∆′
x le triangle interse
tion ∆′

x = ∆x ∩∆′. La famille des triangles ∆′
x
roit lorsque x dé
roit vers 0 et elle 
onverge vers le triangle ∆′. Le théorème 2.2.2 montre quele volume de ∆′ est in�ni et le lemme de Fatou montre que le volume de ∆′

x tend vers l'in�nilorsque x tend vers 0. Mais les ∆′
x sont in
lus dans ∆x. La 
on
lusion est don
 
laire.Remarque 4. � On peut montrer que l'aire minimale pour un triangle idéal du triangle Test atteinte pour le triangle ∆x ave
 x = 1, et son aire est (ave
 les normalisations que l'on a
hoisi) π3

24
, voir [CVV1℄.2.3. DynamiqueDans 
ette partie nous allons étudier les di�érentes dynamiques possibles pour un élément γde SL3(R) qui préserve un ouvert proprement 
onvexe.



2.3. DYNAMIQUE 55Remarque 5. � On munit l'ensemble des fermés de P2 de la topologie de Haussdor� héritéede la topologie de P2. Ainsi, toutes les 
onvergen
es de suites de fermés utilisées dans le restedu texte sont au sens de la topologie de Haussdor�.2.3.1. Le 
as de P1 et PSL2(R). � On rappelle sans démonstration la proposition suivante :Proposition 2.3.1. � Soit γ ∈ PSL2(R), l'élément γ fait partie de l'une des quatre famillessuivantes :� La famille des éléments dits hyperboliques qui sont 
onjugués à une matri
e de la formesuivante :
(
λ 0

0 µ

) où λµ = 1 et λ > µ > 0� La famille des éléments dits paraboliques qui sont 
onjugués à la matri
e :
(

1 1

0 1

)� La famille des éléments dits elliptiques qui sont 
onjugués à une matri
e de la formesuivante :
(

cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

) où, 0 < θ < 2π� La famille 
omposée uniquement de l'identité.Dé�nition 2.3.2. � Soient γ ∈ SL3(R) etD une droite de P2 stable par γ, on dira que l'a
tionde γ sur D est de type hyperbolique (resp. parabolique, resp. elliptique) lorsque γ restreint à
ette droite est un élément hyperbolique (resp. parabolique, resp. elliptique).2.3.2. Classi�
ation. � La proposition suivante est démontrée dans [Choi℄. On reproduiti
i une démonstration pour la 
ommodité du le
teur.Proposition 2.3.3. � Soit Ω un ouvert proprement 
onvexe et un élément γ ∈ Aut(Ω), γ faitpartie de l'une des six familles suivantes :� La famille des éléments dits hyperboliques qui sont 
onjugués à une matri
e de la formesuivante :



λ+ 0 0

0 λ0 0

0 0 λ−


 où, λ+ > λ0 > λ− > 0et λ+λ0λ− = 1.� La famille des éléments dits planaires qui sont 
onjugués à une matri
e de la formesuivante :




α 0 0

0 α 0

0 0 β


 où, α, β > 0, α2β = 1et α, β 6= 1.� La famille des éléments dits quasi− hyperboliques qui sont 
onjugués à une matri
e dela forme suivante :




α 1 0

0 α 0

0 0 β


 où, α, β > 0, α2β = 1et α, β 6= 1.



56 CHAPITRE 2. SURFACE PROJECTIVE CONVEXE DE VOLUME FINI� La famille des eléments dits paraboliques qui sont 
onjugués à la matri
e suivante :



1 1 0

0 1 1

0 0 1


� La famille des eléments dits elliptiques qui sont 
onjugués à une matri
e de la formesuivante :




1 0 0

0 cos(θ) − sin(θ)

0 sin(θ) cos(θ)


 Où, 0 < θ < 2π.� La famille 
omposée uniquemenent de L'identité :Démonstration. � Soit γ ∈ SL3(R) on notera Sp(γ) le spe
tre de γ, pour montrer 
e lemme ilsu�t de montrer 3 points :� Si Sp(γ) ⊂ R et Sp(γ) 6⊂ {1, −1} alors on a Sp(γ) ⊂ R∗

+.� Si Sp(γ) ⊂ {1, −1} alors γ est diagonalisable ou parabolique.� Si Sp(γ) 6⊂ R alors l'unique valeur propre réelle de γ est 1.Commençons par montrer le premier point. On 
onsidère une valeur propre λ de γ de valeurabsolue maximale, 
omme Sp(γ) 6⊂ {1, −1} on a |λ| > 1. On note E la réunion des points etdroites stables de γ. L'ensemble P2 − E est un ouvert dense, par 
onséquent il existe un point
x ∈ (P2 −E)∩Ω. Si λ < 0, le segment [γ2n(x), γ2n+1(x)] 
onverge vers une droite de P2, 
e quiest absurde 
ar Ω est proprement 
onvexe, don
 λ > 0. En appliquant 
e raisonnement à γ−1on obtient que les valeurs propres de valeur absolu maximale et minimale sont positives et par
onséquent, 
omme γ ∈ SL3(R), on a Sp(γ) ⊂ R∗

+.Montrons à présent le deuxième point. Il s'agit de montrer que γ ne peut pas être 
onjuguéà l'une des 2 matri
es suivantes : 


u 1 0

0 u 0

0 0 1


où, u = 1 ou u = −1. Supposons qu'il existe un tel γ ∈ Aut(Ω). Quitte à travailler ave
 γ2 onpeut supposer que u = 1. Alors, il existe une unique droite D 
omposée de points �xes pour γ.Et, γ possède un unique point �xe v ∈ D tel que l'a
tion de γ sur toute droite D′ passant par

v est parabolique si D′ 6= D. L'élément γ ne préserve don
 au
un 
onvexe proprement 
onvexede P2.En�n, montrons le dernier point. Si le spe
tre de γ n'est pas réel alors γ est 
onjugué à unematri
e de la forme suivante :



r−2 0 0

0 r cos(θ) −r sin(θ)

0 r sin(θ) r cos(θ)


 où, 0 < θ < 2π et θ 6= π.L'élément γ possède un unique point �xe v et P2 − {v} est une réunion d'ellipses disjointespermutées par γ. Par 
onséquent γ préserve un 
onvexe proprement 
onvexe si et seulementsi les ellipses sont globalement préservées par γ, 
'est à dire si et seulement si l'unique valeurpropre réelle de γ est 1.2.3.3. Résultat élémentaire sur la dynamique. � Les résultats suivants ont déjà étéprésenté dans [Gold1℄ ou [Choi℄.



2.3. DYNAMIQUE 572.3.3.1. Dynamique hyperbolique. � Soit γ un élément hyperbolique de SL3(R), l'élément γest 
onjugué à la matri
e



λ+ 0 0

0 λ0 0

0 0 λ−


 Où, λ+ > λ0 > λ− > 0et λ+λ0λ− = 1.On note :� p+

γ le point propre de P2 asso
ié à la valeur propre λ+.� p0
γ le point propre de P2 asso
ié à la valeur propre λ0.� p−γ le point propre de P2 asso
ié à la valeur propre λ−.� D+,−
γ la droite stable de P2 asso
iée aux valeurs propres λ+, λ−.� D+,0
γ la droite stable de P2 asso
iée aux valeurs propres λ+, λ0.� D−,0
γ la droite stable de P2 asso
iée aux valeurs propres λ−, λ0.Remarque 6. � Tout au long de 
e texte, l'indi
e γ pour désigner un espa
e stable de γ seraomis si le 
ontexte est 
lair.Proposition 2.3.4. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe et un élément hyperbolique

γ ∈ Aut(Ω), alors, on a p+, p− ∈ ∂Ω et p0 /∈ Ω.Démonstration. � Tout d'abord il est 
lair que p+, p0, p− /∈ Ω puisque Aut(Ω) agit proprementsur Ω. Ensuite pour tout x ∈ Ω, lim
n→+∞

γnx = p+ et lim
n→−∞

γnx = p− don
 p+, p− ∈ ∂Ω.On peut à présent dé�nir l'axe d'un élément hyperbolique qui agit sur un ouvert proprement
onvexe.Dé�nition 2.3.5. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe et un élément hyperbolique
γ ∈ Aut(Ω), l'axe de γ que l'on notera Axe(γ) est le segment ouvert de la droite (p−p+) qui estin
lus dans Ω et dont les extrémités sont p− et p+.Dé�nition 2.3.6. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2 et un élément hyperbo-lique γ de Aut(Ω). On suppose que p0 ∈ ∂Ω. Alors, on note [p+, p0] (resp. [p−, p0]) le segmentouvert de la droite (p+p0) (resp.(p−p0)) in
lus dans Ω. On les appelle les axes se
ondaires de γ.Dé�nition 2.3.7. � Soit c : S1 → P2 une 
ourbe simple 
ontinue, on dit que c est une 
ourbe
onvexe lorsque la 
omposante 
onnexe orientable de P2 − c(S1) est un ouvert proprement
onvexe.La �gure 6 illustre la dynamique d'un élément hyperbolique.Proposition 2.3.8. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe et un élément hyperbolique
γ ∈ Aut(Ω).� Si p0 /∈ Ω et Axe(γ) ⊂ Ω alors

• ∂Ω est C1 en p+ et en p−.
• p0 = Tp+∂Ω ∩ Tp−∂Ω.� Si p0 /∈ Ω et Axe(γ) ⊂ ∂Ω alors
• ∂Ω n'est pas C1 en p+ et en p−.
• Les demi-tangentes à ∂Ω en p+ sont (p+p−) et (p+p0).
• Les demi-tangentes à ∂Ω en p− sont (p+p−) et (p−p0).� Si p0 ∈ Ω et Axe(γ) ⊂ Ω alors
• [p+, p0] et [p−, p0] ⊂ ∂Ω.
• ∂Ω est C1 en p+, p− et p0 = Tp+∂Ω ∩ Tp−∂Ω.



58 CHAPITRE 2. SURFACE PROJECTIVE CONVEXE DE VOLUME FINI
�

�

�

�

�

�

Figure 6. Dynamique d'un élément hyperbolique� Si p0 ∈ Ω et Axe(γ) ⊂ ∂Ω alors
• [p+, p0] et [p−, p0] ⊂ ∂Ω.
• Ω est un triangle dont les sommets sont p+, p0, p−.Démonstration. � Les points p+, p0 et p− dé�nissent un pavage de P2 en quatre trianglesfermés. Soient T1 et T2 les deux triangles de 
ette partition tels que T1∩T2 = Axe(γ), et x1 ∈ T̊1et x2 ∈ T̊2, la 
ourbe obtenue en 
on
aténant la 
ourbe (γtx1)t∈R et la 
ourbe (γ−sx2)s∈R eten ajoutant les points limites p+ et p− dé�nit une 
ourbe C 
onvexe analytique en dehors despoints p+ et p−. C est C1,α+ en p+ et C1,α− en p−, où α+ = ln(λ+)−ln(λ0)

ln(λ0)−ln(λ−)
> 0 et α− = (α+)−1.On tire fa
ilement de tout 
e
i les 
on
lusions de la proposition.2.3.3.2. Dynamique planaire. � Soit γ un élément planaire de SL3(R), l'élément γ est 
onjuguéà la matri
e




α 0 0

0 α 0

0 0 β


 où, α, β > 0, α2β = 1et α, β 6= 1.On note :� pγ le point propre de P2 asso
ié à la valeur propre β.� Dγ la droite stable de P2 asso
iée à la valeur propre α.La dynamique des éléments planaires étant extrément simple, on obtient fa
ilement la pro-postion suivante.Proposition 2.3.9. � Soit Ω un ouvert proprement 
onvexe et un élément planaire γ ∈Aut(Ω), alors, Ω est un triangle dont l'un des sommets est pγ et le 
�té de Ω opposé à pγest in
lus dans la droite Dγ.2.3.3.3. Dynamique quasi-hyperbolique. � Soit γ un élément quasi-hyperbolique de SL3(R),l'élément γ est 
onjugué à la matri
e




α 1 0

0 α 0

0 0 β


 Où, α, β > 0, α2β = 1et α, β 6= 1.On note :



2.3. DYNAMIQUE 59� p1
γ le point propre de P2 asso
ié à la valeur propre β.� p2
γ le point propre de P2 asso
ié à la valeur propre α.� Dγ la droite stable de P2 asso
iée à la valeur propre α.On peut dé�nir l'axe d'un élément quasi-hyperbolique qui agit sur un ouvert proprement
onvexe de la même façon que pour un élément hyperbolique. La même démonstration quedans le 
as hyperbolique donne la proposition suivante :Proposition 2.3.10. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe et un élément quasi-hyperbolique

γ ∈ Aut(Ω), alors, on a p1, p2 ∈ ∂Ω.Dé�nition 2.3.11. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe et un élément quasi-hyperbolique
γ ∈ Aut(Ω), l'axe de γ que l'on notera Axe(γ) est le segment ouvert de la droite (p1p2) qui estin
lus dans Ω et dont les extrémités sont p1 et p2.La �gure 7 illustre la dynamique d'un élément quasi-hyperbolique

�
�

�
�

Figure 7. Dynamique d'un élément quasi-hyperboliqueProposition 2.3.12. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe et un élément quasi-hyperbolique
γ ∈ Aut(Ω). Alors,� Axe(γ) ⊂ ∂Ω.� ∂Ω n'est pas C1 en p2 et les demi-tangentes à ∂Ω en p2 sont (p1p2) et D.� ∂Ω est C1 en p1 et Tp1∂Ω = (p1p2).Démonstration. � On pro
ède 
omme pour l'étude de la dynamique d'un élément hyperbo-lique. La droite (p1p2) et la droite D dé�nissent un pavage en deux parties de P2. L'a
tionde γ sur D est parabolique et l'a
tion de γ sur (p1p2) est hyperbolique. Les points p1 et p2dé�nissent deux segments S1 et S2 de la droite (p1p2) dont les extrémités sont p1 et p2. Soit
x ∈ P2 − (D ∪ (p1p2)), la 
ourbe (γtx)t∈R a pour limite les points p1 et p2 lorsque t tend vers
±∞. Si on ajoute le segment S1 ou bien S2 à 
ette 
ourbe on obtient une 
ourbe C 
onvexe etanalytique en dehors des points p1 et p2. La 
ourbe C n'est pas C1 en p2 et admet 
omme demi-tangentes en p2, les droites D et (p1p2). La 
ourbe C est C1 en p1 et sa tangente est la droite
(p1p2). Il faut aussi remarquer que si y ∈ P2− (D∪ (p1p2)) est dans l'autre 
omposante 
onnexede P2 − (D ∪ (p1p2)), alors la 
ourbe obtenue par le même pro
édé, mais en ajoutant l'autresegment est une 
ourbe 
onvexe analytique en dehors des points p1 et p2. On tire fa
ilement de
e
i les 
on
lusions de la proposition.



60 CHAPITRE 2. SURFACE PROJECTIVE CONVEXE DE VOLUME FINI2.3.3.4. Dynamique parabolique. � Soit γ un élément parabolique de SL3(R), l'élément γ est
onjugué à la matri
e



1 1 0

0 1 1

0 0 1


On note :� pγ l'unique point �xe de γ sur P2.� Dγ l'unique droite �xe de γ sur P2.La �gure 8 illustre la dynamique d'un élément parabolique.

�

Figure 8. Dynamique d'un élément paraboliqueProposition 2.3.13. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe et un élément parabolique
γ ∈ Aut(Ω) alors� p ∈ ∂Ω.� ∂Ω est C1 en p.� Tp∂Ω = D.� p n'appartient pas à un segment non trivial du bord de Ω.Démonstration. � On pro
ède 
omme pour l'étude des éléments hyperbolique et quasi-hyperbolique.Soit x /∈ D, la 
ourbe C obtenue en ajoutant le point p à la 
ourbe (γtx)t∈R dé�nit une 
ourbe
onvexe analytique (la 
ourbe C est en fait une ellipse).2.3.3.5. Dynamique elliptique. � On ne se sou
ie pas des éléments elliptiques 
ar le lemme deSelberg permet de s'en débarrasser à peu de frais. On rappelle i
i un énon
é de 
elui-
i.Lemme 2.3.14 (Selberg). � Tout sous-groupe de type �ni de GLn(C) est virtuellement sanstorsion, 
'est à dire possède un sous-groupe d'indi
e �ni sans torsion.2.3.4. Cal
ul du 
entralisateur d'un élément de Γ dans Aut(Ω). �Lemme 2.3.15. � Soient γ, δ des éléments de SL3(R) qui véri�ent que :� les éléments γ, δ sont hyperboliques tels que {p+

γ , p
−
γ , p

0
γ} = {p+

δ , p
−
δ , p

0
δ}.� Ou bien, les éléments γ, δ sont paraboliques tels que pγ = pδ et Dγ = Dδ.� Ou bien, les éléments γ et δ sont quasi-hyperboliques tels que p1

γ = p1
δ et p2

γ = p2
δ.



2.3. DYNAMIQUE 61Si le groupe < γ, δ > est dis
ret et préserve un ouvert proprement 
onvexe qui n'est pas untriangle alors le groupe < γ, δ > est 
y
lique in�ni.Démonstration. � Dans les trois 
as, un 
al
ul simple montre que le 
ommutateur γδγ−1δ−1de γ et δ est la matri
e identité ou une matri
e 
onjuguée à la matri
e suivante :



1 1 0

0 1 0

0 0 1


La proposition 2.3.3 montre que le dernier 
as est impossible don
 γ et δ 
ommutent. Pour
on
lure, on peut 
onsidérer la 
omposante 
onnexe de l'adhéren
e de Zariski A du groupe

< γ, δ > qui est un groupe de Lie abélien. On a don
 deux possibilités :� A est isomorphe à R2.
• Si les éléments γ, δ sont hyperboliques alors A est 
onjugué au groupe suivant :








α 0 0

0 β 0

0 0 γ


 |α, β, γ > 0 et αβγ = 1





• Si les éléments γ, δ sont quasi-hyperboliques alors A est 
onjugué au groupe suivant :







α β 0

0 α 0

0 0 γ


 |α, γ > 0 , β ∈ R et α2γ = 1





• Si les éléments γ, δ sont paraboliques alors A est 
onjugué au groupe suivant :







1 α β

0 1 α

0 0 1


 |α, β ∈ R



� A est isomorphe à RDans le se
ond 
as, 
omme le groupe < γ, δ > est un sous-groupe dis
ret de A, don
 le groupe

< γ, δ > est 
y
lique. Pour 
on
lure, il su�t don
 de montrer que le premier 
as est absurde.Pour 
ela, il su�t de remarquer que A agit simplement transitivement sur :� Cha
une des quatre 
omposantes 
onnexes de P2 − (D+,−
γ ∪D+,0

γ ∪D0,−
γ ) si γ est hyper-bolique.� Cha
une des deux 
omposantes 
onnexes de P2−(Dγ ∪(p1

γp
2
γ)) si γ est quasi-hyperbolique.� P2 −Dγ si γ est parabolique.On note X l'une de 
es 
omposantes 
onnexes. Comme le groupe Γ =< γ, δ > est Zariski-dense dans A, 
'est un réseau 
o
ompa
t de A, 
ar A est un groupe de Lie abélien. L'enveloppe
onvexe de toute orbite d'un point de X est alors égale à X. Par 
onséquent, si γ et δ sonthyperboliques alors tout ouvert proprement 
onvexe préservé par Γ est un triangle, 
e qui estabsurde. Et sinon Γ ne peut pas préserver d'ouvert proprement 
onvexe, 
e qui est absurde.Dé�nition 2.3.16. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2 et γ, δ ∈ Aut(Ω), ondira que γ et δ ont les mêmes 
ara
téristiques géométriques s'ils font partie d'un même groupeà un paramètre de SL3(R). Ce
i entraine qu'ils ont les mêmes points �xes et droites �xes.Proposition 2.3.17. � Soit Ω un ouvert proprement 
onvexe qui n'est pas un triangle, le
entralisateur d'un élément hyperbolique (resp. quasi-hyperbolique, resp. parabolique, resp. el-liptique d'ordre di�érent de 2) γ dans Aut(Ω) est le sous-groupe des éléments hyperboliques(resp. quasi-hyperboliques, resp. paraboliques, resp. elliptiques) de Aut(Ω) qui ont les mêmes
ara
téristiques géométriques que γ.
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omme Ω n'est pas un triangle, Aut(Ω)ne 
ontient pas d'élément planaire. Raisonnons au 
as par 
as.� Si γ est hyperbolique alors le 
entralisateur de γ dans SL3(R) est l'ensemble des matri
esdiagonalisables dans la même base que γ, et le lemme 2.3.15 permet de 
on
lure.� Si γ est elliptique alors 
omme γ n'est pas d'ordre 2, le 
entralisateur de γ dans Γ estl'ensemble des éléments elliptiques de Γ qui ont les mêmes espa
es stables. Or, l'ensembledes éléments elliptiques de SL3(R) qui préserve un plan P et une droite D ave
 D 6⊂ Pest un groupe de Lie de dimension 1. C'est 
e qu'il fallait démontrer.� Si γ est quasi-hyperbolique alors un simple 
al
ul montre que le 
entralisateur de γ dansAut(Ω) est l'ensemble des éléments quasi-hyperboliques δ qui véri�ent p1
γ = p1

δ et p2
γ = p2

δ.Le lemme 2.3.15 
on
lut la démonstration.� Si γ est parabolique alors un simple 
al
ul montre que le 
entralisateur de γ dans Aut(Ω)est l'ensemble des éléments paraboliques qui véri�ent pγ = pδ et Dγ = Dδ. Par 
onséquentle lemme 2.3.15 
on
lut la démonstration une nouvelle fois.
2.4. Irrédu
tibilité et adhéren
e de Zariski2.4.1. Irrédu
tibilité. � On reproduit pour la 
ommodité du le
teur la démonstration dela proposition suivante dû à Goldman dans [Gold1℄.Proposition 2.4.1 (Goldman). � Soit Γ un sous-groupe dis
ret de SL3(R) qui préserve unouvert proprement 
onvexe Ω de P2, si Γ n'est pas virtuellement abélien alors Γ est irrédu
tible.Démonstration. � Supposons que Γ n'est pas irrédu
tible, nous allons montrer que Γ est vir-tuellement abélien. Alors le groupe Γ �xe un point ou une droite de P2. Par dualité, on peutsupposer que Γ �xe un point p ∈ P2. Il faut distinguer 2 
as.� Si p ∈ Ω alors, 
omme Γ agit proprement sur Ω, Γ est �ni.� Si p /∈ Ω alors Γ ne 
ontient au
un élément elliptique, par 
onséquent Γ est sans torsion.À présent, le fais
eau F des droites 
on
ourantes en p est préservé par Γ. La proje
tionde F sur la surfa
e S = Ω/Γ est un feuilletage de dimension 1 sans point singulier. Lasurfa
e S est don
 un 
ylindre ou un tore. Le groupe Γ est don
 abélien.Lemme 2.4.2. � Soit Γ un sous-groupe dis
ret de SL3(R) qui préserve un ouvert proprement
onvexe Ω de P2. Si Γ est virtuellement abélien et µ(Ω/Γ) < ∞ alors Ω est un triangle, Γ
ontient une 
opie de Z2 d'indi
e �ni et Ω/Γ est 
ompa
t.Démonstration. � On peut supposer que Γ est abélien. L'espa
e Ω/Γ est de volume �ni par
onséquent Γ 
ontient un élément d'ordre in�ni. Pour fa
iliter la dis
ussion, il est 
ommode dedistinguer le 
as où Ω est un triangle, du 
as où Ω n'est pas un triangle.Dans le premier 
as, le groupe Aut(Ω) est un groupe de Lie abélien isomorphe à R2 qui agitsimplement transitivement sur Ω. Par 
onséquent, µ(Ω/Γ) < ∞ si et seulement si Γ est unréseau de Aut(Ω). Il est 
lair que 
e
i entraine que Ω/Γ est 
ompa
t et que Γ 
ontient une 
opiede Z2 d'indi
e �ni.
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ond 
as est absurde. On peut utiliser la proposition 2.3.17.Celle-
i montre que le 
entralisateur dans Aut(Ω) d'un élément hyperbolique (resp. parabo-lique, resp. quasi-hyperbolique) est un élément hyperbolique (resp. parabolique, resp. quasi-hyperbolique) qui possède les mêmes 
ara
téristiques géométriques. Il est don
 
lair que Γ estisomorphe à Z.À présent, nous allons 
onstruire un domaine fondamental 
onvexe F pour l'a
tion de Γ sur
Ω. Pour 
ela, on 
onsidère un générateur γ de Γ et on note un point �xe de γ : p ∈ ∂Ω. On
onsidère une droite D passant par p et tel que Ω ∩D 6= ∅. On dé�nit F 
omme l'adhéren
ed'une 
omposante 
onnexe de Ω −

⋃
n∈Z

γnD. L'ensemble F est un domaine fondamental pourl'a
tion de Γ sur Ω et il 
ontient un voisinage d'un point du bord de Ω. Il est don
 
lair que Fest de volume in�ni par le théorème 2.2.2.Corollaire 2.4.3. � Soit Γ un sous-groupe dis
ret de SL3(R) qui préserve un ouvert propre-ment 
onvexe Ω de P2. Si µ(Ω/Γ) <∞ et Ω n'est pas un triangle alors Γ est irrédu
tible.2.4.2. Adhéren
e de Zariski. �Proposition 2.4.4. � Soit Γ un sous-groupe dis
ret de SL3(R), si Γ est in�ni et irrédu
tiblealors l'adhéren
e de Zariski de Γ est :� SL3(R) ou� Un 
onjugué de SO2,1(R).Démonstration. � Tout sous-groupe Zariski-fermé et irrédu
tible de SL3(R) est :� SL3(R) ou� un 
onjugué de SO3(R) ou� un 
onjugué de SO2,1(R).Par 
onséquent, 
omme l'adhéren
e de Zariski de Γ est un sous-groupe de SL3(R) Zariski-fermé,irrédu
tible et non borné. On obtient le résultat voulu.Corollaire 2.4.5. � Soit Γ un sous-groupe dis
ret de SL3(R) qui préserve un ouvert propre-ment 
onvexe Ω de P2, si µ(Ω/Γ) < ∞ et Ω n'est pas un triangle alors l'adhéren
e de Zariskide Γ est :� SL3(R) ou� un 
onjugué de SO2,1(R).2.5. Existen
e d'un domaine fondamental 
onvexeL'existen
e d'un domaine fondamental 
onvexe et lo
alement �ni pour l'a
tion d'un sous-groupe dis
ret de SLn+1(R) sur un ouvert proprement 
onvexe de Pn est dû à Jaejeong Lee([JL℄). Nous donnons i
i une 
ourte démonstration de 
e résultat.2.5.1. Fon
tion 
ara
téristique d'un 
�ne 
onvexe. � Pour montrer 
e résultat, nousaurons besoin de nous pla
er dans un 
adre ve
toriel. Rappelons don
 quelques dé�nitions.Dé�nition 2.5.1. � Un 
�ne de Rn+1 est une partie invariante par les homothéties linéairesde rapport positifs. Un 
�ne 
onvexe est dit proprement 
onvexe s'il ne 
ontient pas de droitea�ne.Soit C un 
�ne ouvert proprement 
onvexe, on note C∗ = {f ∈ (Rn+1)∗ | ∀ v ∈ C−{0}, f(v) >

0} le 
�ne dual de C. C'est un 
�ne ouvert proprement 
onvexe de (Rn+1)∗. Les points 1 à 5 dulemme suivant sont tirés d'un arti
le de Vinberg [Vin℄.



64 CHAPITRE 2. SURFACE PROJECTIVE CONVEXE DE VOLUME FINILemme 2.5.2. � Soit C un 
�ne proprement 
onvexe de Rn, on 
onsidère l'appli
ation sui-vante appelée fon
tion 
ara
téristique de C.
ϕC : C → R

M 7→
∫
C∗ e

−f(M)df1. La fon
tion ϕC est bien dé�nie.2. La fon
tion ϕC est analytique.3. La fon
tion ϕC est une submersion.4. Le hessien de ϕC est dé�ni positif.5. lim
M→M∞∈∂C

ϕC(M) = +∞.6. ∀M ∈ C, ∀v ∈ C, lim
λ→+∞

ϕC(M + λv) = 0.Démonstration. �1. Soit M ∈ C �xé, on note ΩM = {f ∈ C∗ | f(M) = 1}, E l'espa
e ve
toriel engendré par
ΩM et VolE la mesure de Lebesgue 
anonique du sous-espa
e E de (Rn+1)∗. La propre
onvexité de C entraine que ΩM est une partie 
ompa
te de E, le 
al
ul suivant 
on
lut.

∫

C∗

e−f(M)df =

∫

ΩM

(∫

R∗
+

e−λdλ
)
dVolE = VolE(ΩM ) < +∞.2. C'est 
lair.3. Le 
al
ul de dϕC est immédiat et donne :

dϕC : C → (Rn+1)∗

M 7→
∫
C∗ fe

−f(M)dfDon
 ϕC est une submersion.4. Le 
al
ul de d2ϕC est lui aussi immédiat et donne :
d2ϕC : C → Sym(Rn+1 × Rn+1,R)

M 7→ (u, v) 7→
∫
C∗ f(u)f(v)e−f(M)dfoù Sym(Rn+1×Rn+1,R) désigne l'espa
e des formes bilinéaires symétriques sur Rn+1. Don
le hessien de ϕC est dé�ni positif.5. SoitM∞ ∈ ∂C, il existe f ∈ ∂C∗ tel que f(M∞) = 0. On 
onsidère un 
ompa
t d'intérieurnon vide K in
lus dans C∗ et on dé�nit le sous-ensemble L = K + {λf}λ>0 ⊂ C∗. En�n,on note c = sup

f∈K

{f(M∞)}. Le 
al
ul suivant permet de 
on
lure.
lim

M→M∞∈∂C
ϕC(M) > ϕC(M∞) >

∫

L

e−f(M∞)df >

∫

L

e−cdf = +∞La première inégalité est une 
onséquen
e du lemme de Fatou, les autres sont triviales.6. Soient M ∈ C et v ∈ C, ϕC(M + λv) =
∫
C∗ e

−λf(v)e−f(M)df , l'intégrant est dominé par
M 7→ e−f(M) qui est intégrable et il tend vers 0 lorsque λ → +∞. Le théorème de
onvergen
e dominée entraine que lim

λ→+∞
ϕC(M + λv) = 0.Dé�nition 2.5.3. � Soit Σ une hypersurfa
e de Rn+1, on dit que Σ est lo
alement 
onvexe(resp. lo
alement stri
tement 
onvexe) lorsque tout point de Σ possède un voisinage dans Σ quiest une partie du bord d'un 
onvexe (resp. d'un 
onvexe stri
tement 
onvexe) de Rn+1.Remarque 7. � Soit Σ une hypersurfa
e de Rn+1−{0} lo
alement stri
tement 
onvexe, pourtout point p de Σ, et tout ouvert V de Rn+1 su�sament petit 
ontenant p, V − Σ possèdedeux 
omposantes 
onnexes. La stri
te 
onvexité permet de dé�nir la 
omposante intérieure et
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omposante extérieure. En parti
ulier, pour tout point p de Σ, on peut donner un sens à laphrase "le ve
teur −→0p pointe vers l'extérieur (resp. l'intérieur) de Σ".Dé�nition 2.5.4. � Soit Σ une hypersurfa
e lo
alement stri
tement 
onvexe de Rn+1 −{0},on dit que Σ est radiale si pour point p de Σ le ve
teur −→0p pointe vers l'intérieur de Σ.Remarque 8. � Toute hypersurfa
e de Rn+1 − {0} lo
alement stri
tement 
onvexe, radialeet propre est le bord d'un ouvert stri
tement 
onvexe de Rn+1 − {0}.Dé�nition 2.5.5. � Soient Σ une hypersurfa
e lo
alement stri
tement 
onvexe, radiale etpropre de Rn+1 − {0} et C un 
�ne ouvert 
onvexe de Rn+1, on dit que Σ est asymptote au
�ne C lorsque :� Le 
�ne C 
ontient Σ.� Toute demi-droite a�ne ouverte issue d'un point du bord ∂C de C et in
luse dans Cinterse
te Σ.Remarque 9. � On peut remarquer que la dernière 
ondition est équivalente au fait quel'hyperplan a�ne tangent à Σ en un point x 
onverge vers un hyperplan ve
toriel tangent à ∂Cle bord de C, lorsque la droite engendrée par x 
onverge dans Pn vers une droite in
luse dans
∂C.Soit π : Rn+1 − {0} → Pn la proje
tion naturelle, le lemme 2.5.2 donne le 
orollaire suivant.Corollaire 2.5.6. � Soit C un 
�ne ouvert proprement 
onvexe de Rn+1, pour tout m > 0,l'hypersurfa
e ϕ−1

C (m) est une hypersurfa
e fermée de Rn+1, stri
tement 
onvexe, radiale, propreet asymptote au 
�ne C. De plus, toute appli
ation linéaire de déterminant 1 qui préserve C,préserve ϕC et don
 aussi les hypersurfa
es (ϕ−1
C (m))m∈R∗

+
.2.5.2. Existen
e d'un domaine fondamental 
onvexe. �Dé�nition 2.5.7. � Soient X un espa
e topologique et Γ un groupe qui agit sur X parhoméomorphisme, on dit qu'une partie ferméeD ⊂ X est un domaine fondamental pour l'a
tionde Γ sur X lorsque :� ⋃

γ∈Γ

γD = X.� ∀γ 6= 1, γD̊ ∩ D̊ = ∅.De plus, un domaine fondamental D pour l'a
tion de Γ sur X est dit lo
alement �ni lorsque :� ∀K 
ompa
t de X, {γ ∈ Γ | γD ∩K 6= ∅} est �ni.Nous allons 
onstruire un domaine fondamental 
onvexe et lo
alement �ni pour l'a
tion de
Γ sur Ω. Pour 
ela on introduit les objets suivants. On note C l'une des deux 
omposantes
onnexes de π−1(Ω). On pose ϕ = ϕC la fon
tion 
ara
téristique de C. Le groupe Γ agit sur Cen préservant les lignes de niveau de ϕ. On note Σ = ϕ−1(1), 
'est une hypersurfa
e préservéepar Γ.En�n, on dé�nit ψX pourX ∈ Σ la forme linéaire sur Rn+1 qui donne l'équation de l'hyperplanve
toriel tangent à Σ en X et qui véri�e ψX(X) = 1. Autrement dit, on a ψX = dϕX

dϕX(X)
.Dé�nition 2.5.8. � On reprend les notations introduites. Soit X0 ∈ Σ dont le stabilisa-teur dans Γ est trivial, le domaine de Diri
hlet-Lee pour l'a
tion de Γ sur Σ basé en X0 est,l'ensemble :

DX0 = {X ∈ Σ | ∀γ 6= 1, ψX0(X) 6 ψX0(γX)}



66 CHAPITRE 2. SURFACE PROJECTIVE CONVEXE DE VOLUME FINISi on note x0 = π(X0), on a une dé�nition naturelle du domaine de Diri
hlet-Lee pour l'a
tionde Γ sur Ω basé en x0, il s'agit de l'ensemble ∆x0 = π(DX0).Théorème 2.5.9 (Lee). � Soient Γ un sous-groupe dis
ret de SLn+1(R) qui préserve un ou-vert proprement 
onvexe Ω de Pn et un point x0 dont le stabilisateur dans Γ est trivial. Ledomaine de Diri
hlet-Lee pour l'a
tion de Γ sur Ω basé en x0 est un domaine fondamental
onvexe et lo
alement �ni pour l'a
tion de Γ sur Ω.Pour montrer le théorème de Lee, nous aurons besoin de deux lemmes.Lemme 2.5.10. � Pour tout X0, X ∈ Σ, lim
γ→∞

ψX0(γX) = +∞.Démonstration. � Le lemme 2.5.2 montre que l'hypersurfa
e lo
alement stri
tement 
onvexe,radiale et propre Σ est asymptote au 
�ne proprement 
onvexe C. Par 
onséquent, l'interse
tiondu 
�ne C ave
 tout demi-espa
e de la forme {ψX0 6 c}, où c ∈ R est une partie bornée de
Rn+1. Mais, il est 
lair que le point γX tend vers l'in�ni lorsque γ tend vers l'in�ni. Ce
i 
on
lutla démonstration du lemme.Pour le se
ond lemme, il faut introduire plusieurs objets. Soit X ∈ Σ, on note TX l'hyperplana�ne tangent à Σ en X, il est donné par l'équation ψX = 1. Si X ∈ Σ et γ ∈ Γ, alors on note
µγ

X la forme linéaire ψX −ψX ◦ γ. Et on note Hγ
X l'hyperplan ve
toriel µγ

X = 0, et si x = π(X),on note Mγ
x son image dans P2.Nous aurons aussi besoin d'une dé�nition.Dé�nition 2.5.11. � Soient C un ouvert 
onvexe de Rn+1 et X ∈ ∂C, un hyperplan d'appuià C en X est un hyperplan a�ne de Rn+1 
ontenant le point X mais ne ren
ontrant pas C.Soient Ω un ouvert 
onvexe de Pn et x ∈ ∂Ω, un hyperplan d'appui à Ω en x est un hyperplanproje
tif de Pn 
ontenant le point x mais ne ren
ontrant pas Ω.Lemme 2.5.12. � Soient (γp)p∈N ∈ ΓN tel que lim

p→∞
γp = ∞ et x0 ∈ Ω, on suppose que lasuite γpx0 
onverge vers un point x∞ ∈ ∂Ω. Alors, la suite des hyperplans Mγp

x0 
onverge versun hyperplan d'appui M∞ à Ω en x∞.Démonstration. � La �gure 9 peut aider à suivre la démonstration.
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Figure 9. Démonstration du lemme 2.5.12On note X0 le point de Σ tel que π(X0) = x0. Tout d'abord, l'hypersurfa
e Σ est asymptoteau 
�ne 
onvexe C par 
onséquent les hyperplans a�nes TγpX0 
onvergent vers un hyperplanve
toriel T de Rn+1 qui est un hyperplan d'appui à C 
ontenant la droite x∞. On veut montrerque la suite d'hyperplan ve
toriel π−1(M
γp
x0 ) = H

γp

X0

onverge aussi vers T .
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γp
x0 ) = H

γp

X0
=Ve
t(TX0∩TγpX0). En e�et, l'interse
tion

TX0 ∩ TγpX0 est in
luse dans Hγp

X0
et les hyperplans a�nes TX0 et TγpX0 ne sont pas parallèlesdon
 dim(TX0 ∩ TγpX0) = n− 1.Ainsi, la suite (H

γp

X0
)p∈N a don
 la même limite que la suite (TγpX0)p∈N et puisque l'hyperplana�ne (TγpX0)p∈N 
onverge vers l'hyperplan ve
toriel T , on a don
 démontré que la suite (H

γp

X0
)p∈N
onverge vers un hyperplan d'appui au 
�ne 
onvexe C. Ce qui 
on
lut la démonstration.On obtient le 
orollaire suivant :Corollaire 2.5.13. � Pour tout x0 ∈ Ω, la famille des hyperplans {Mγ

x0
}γ∈Γ est lo
alement�nie dans Ω.Démonstration du théorème 2.5.9. � L'ensemble ∆x0 est 
lairement une partie 
onvexe de Ωpuisqu'elle est obtenue 
omme interse
tion de demi-espa
es de Ω. Pour montrer que 
'est undomaine fondamental il su�t de montrer que l'inf

γ∈Γ
{ψX0(γX)} est atteint pour tout X ∈ Σ. Ce
iest une 
onséquen
e dire
te du lemme 2.5.10. La partie ∆x0 est don
 un domaine fondamental
onvexe, il est lo
alement �ni 
ar la famille des hyperplans Mγ

x0
est lo
alement �nie dans Ω(
orollaire 2.5.13).Proposition 2.5.14. � Soient un espa
e lo
alement 
ompa
t X et un groupe dis
ret Γ quiagit par homéomorphisme sur X. Supposons qu'il existe un domaine fondamental D lo
alement�ni pour l'a
tion de Γ sur X. L'appli
ation naturelle p : D → X/Γ est propre.Démonstration. � On va montrer que l'image ré
iproque de tout suite 
onvergente est unesuite in
luse dans un 
ompa
t de X. Soient une suite de points (sn)n∈N ∈ (X/Γ)N telle que

lim
n→∞

sn = s ∈ X/Γ et une suite tn ∈ D telle que p(tn) = sn, il existe des éléments γn ∈ Γ telsque la suite (γntn)n∈N 
onverge vers un point t ∈ D qui véri�e p(t) = s. Par 
onséquent si on
onsidère K un voisinage 
ompa
t de t alors pour n assez grand on a γnD∩K 6= ∅. L'ensemble
D est un domaine fondamental lo
alement �ni, il n'y a don
 qu'un nombre �ni de γ ∈ Γ quivéri�ent γD ∩K 6= ∅. Par 
onséquent, la suite (γn)n∈N est �nie et la suite (tn)n∈N est in
lusedans un 
ompa
t de X.2.5.3. Lo
ale �nitude à l'in�ni en dimension 2. �Remarque 10. � Dans 
ette partie on se pla
e en dimension 2. De plus, à partir de mainte-nant si A est une partie de Ω on désignera par A son adhéren
e dans P2 et A∩Ω son adhéren
edans Ω. De 
ette façon, on évitera toute ambiguïté.Dé�nition 2.5.15. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2 et un élément γ deAut(Ω), un se
teur de γ est l'adhéren
e dans Ω de l'enveloppe 
onvexe dans Ω de l'orbite d'unepartie 
ompa
te non vide de Ω sous l'a
tion de γ.La forme des se
teurs est très variable suivant la dynamique de l'élément γ. On étudie dansla proposition suivante de façon exhaustive la forme de 
es derniers. La démonstration de 
etteproposition est une simple 
onséquen
e de l'étude de la dynamique des éléments de Aut(Ω)faite dans la partie 2.3.La �gure 10 illustre la proposition suivante.Proposition 2.5.16. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2 et Γ un sous-groupedis
ret de SL3(R) qui préserve Ω et un élément γ de Γ.� Si γ est hyperbolique et Axe(γ) ⊂ Ω alors tout se
teur de γ est un fermé F de Ω, γ-stable,
onvexe et tel que F ⊃ Axe(γ).
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��	������������ �Figure 10. Forme des se
teurs� Si γ est hyperbolique, Axe(γ) ⊂ ∂Ω et p0 /∈ ∂Ω alors tout se
teur de γ est un fermé F de
Ω, γ-stable, 
onvexe tel que F ∩ ∂Ω = Axe(γ).� Si γ est quasi-hyperbolique alors tout se
teur de γ est un fermé F de Ω, γ-stable, 
onvexeet tel que F ∩ ∂Ω = Axe(γ).� Si γ est parabolique alors tout se
teur de γ est un fermé F de Ω, γ-stable, 
onvexe et telque F ∩ ∂Ω = {pγ}.� Si γ est elliptique alors tout se
teur de γ est un fermé de Ω, γ-stable et 
onvexe.La proposition suivante dé
rit la propriété essentielle des se
teurs.Proposition 2.5.17. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2 et un élément γ deAut(Ω), si F ⊂ F ′ sont deux se
teurs de γ alors < γ > agit 
o
ompa
tement sur F − F ′ ∩ Ω.Démonstration. � Une étude exhaustive en distinguant les 
as :� l'élément γ est hyperbolique ave
 Axe(γ) ⊂ Ω,� l'élément γ est quasi-hyperbolique ou hyperbolique ave
 Axe(γ) ⊂ ∂Ω,� l'élément γ est parabolique,� l'élément γ est elliptique,rend 
ette proposition 
laire.Proposition 2.5.18. � Soit Γ un sous-groupe dis
ret de SL3(R) qui préserve un ouvert pro-prement 
onvexe Ω de P2, on se donne un domaine Diri
hlet-Lee D pour l'a
tion de Γ sur Ω.Soient γ ∈ Γ et F un se
teur de γ, alors le domaine D ne ren
ontre qu'un nombre �ni d'images

(δF)δ∈Γ.Nous allons avoir besoin d'un lemme préliminaire.Lemme 2.5.19. � Soit Γ un sous-groupe dis
ret de SL3(R) qui préserve un ouvert proprement
onvexe Ω de P2, on se donne un domaine de Diri
hlet-Lee D pour l'a
tion de Γ sur Ω. Onsuppose que D n'est pas une partie 
ompa
te de Ω. Soit γ ∈ Γ, il existe un se
teur F0 de γ telqu'au
une image (δD)δ∈Γ n'est in
luse dans F0.Démonstration. � Commençons par remarquer que 
e lemme est évident si l'interse
tion D ∩
∂Ω possède au moins deux 
omposantes 
onnexes. Dans 
e 
as, il est 
lair qu'au
un se
teur de
γ 
ontient un domaine fondamental 
onvexe.Ensuite, si un se
teur F 
ontient un domaine fondamental non 
ompa
t alors γ n'est nielliptique, ni hyperbolique ave
 Axe(γ) ⊂ Ω.On suppose à présent que D ∩ ∂Ω possède une seule 
omposante 
onnexe. Supposons aussiqu'il existe un se
teur F de γ qui 
ontient le domaine fondamental D. Nous allons montrerqu'il existe un se
teur F0 de γ in
lus dans F qui ne 
ontient au
une image de D. Il faut traiter
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as γ parabolique, γ quasi-hyperbolique, ou γ hyperbolique ave
 Axe(γ) ⊂ ∂Ω. On ne faitque le 
as γ parabolique. Les autres 
as sont analogues.Si un domaine fondamental 
onvexe D est in
lus dans la di�éren
e F −F0 de deux se
teursd'un élément γ alors la 
onvexité de D entraîne que D est 
ompa
t. Don
 si un se
teur F de
γ 
ontient un domaine fondamental D alors tout se
teur F0 de γ in
lus dans F ren
ontre ledomaine fondamental D. Comme l'interse
tion de l'adhéren
e des se
teurs de γ est le point �xe
pγ de l'élément parabolique γ, on a D ∩ ∂Ω = {pγ}.Raisonnons par l'absurde. S'il n'existe pas de se
teur F0 qui ne 
ontient au
une image de D,alors il existe une suite (Fn)n∈N de se
teur de γ dé
roissante tel que l'interse
tion ⋂

n∈N

Fn = ∅et une suite de domaine fondamental (Dn)n∈N ave
 Dn ⊂ Fn et Dn 6⊂ Fn+1. Les domaines Dn(qui sont tous di�érents) véri�ent tous que Dn ∩ ∂Ω est le point �xe de γ. On peut supposerquitte à appliquer une puissan
e de γ que le domaine Dn+1 est "entre" le domaine Dn et ledomaine γDn. Par 
onséquent, la famille des droites donnés par les 
�tés des domaines (Dn)n∈Nn'est pas lo
alement �ni, 
e qui 
ontredit le lemme 2.5.13.Démonstration de la proposition 2.5.18. � La proposition 2.5.14 montre que si le quotient Ω/Γest 
ompa
t alors tout domaine fondamental lo
alement �ni est 
ompa
t. Par 
onséquent, la
on
lusion de la proposition 2.5.18 est une simple 
onséquen
e du fait que D est un domainelo
alement �ni lorsque Ω/Γ est 
ompa
t. On suppose don
 que le quotient Ω/Γ n'est pas 
om-pa
t.Il existe alors d'après le lemme 2.5.19 un se
teur F0 ⊂ F qui ne 
ontient au
un domainefondamental. Le groupe < γ > agit 
o
ompa
tement sur V = (F − F0) ∩ Ω. On note E undomaine fondamental 
ompa
t pour 
ette a
tion.Si un élément δ ∈ Γ est tel que δ−1D ∩ F 6= ∅ alors il véri�e δ−1D ∩ V 6= ∅, 
ar sinon onaurait δ−1D ⊂ F0 et 
e
i 
ontredit notre hypothèse sur F0.Il existe n ∈ Z tel que γnδ−1D ∩ E 6= ∅. Or, D est un domaine fondamental lo
alement �nidon
 l'ensemble {δ ∈ Γ | δ−1D ∩ E 6= ∅} est �ni. Notons {δ1, ..., δr} 
es éléments.On vient don
 de montrer que si un élément δ ∈ Γ est tel que D ∩ δF 6= ∅ alors il existe
i = 1...r et n ∈ Z tel que δ = δiγ

n. Or, le se
teur F est γ-invariant par 
onséquent D ren
ontreun nombre �ni d'image (δF)δ∈Γ.On rappelle la dé�nition d'élément primitif.Dé�nition 2.5.20. � Soient Γ un groupe et γ ∈ Γ, on dit que γ est primitif lorsque l'exis-ten
e d'un élément δ ∈ Γ et d'un entier n ∈ N tel que γ = δn entraine δ = γ et n = 1 ou
δ = γ−1 et n = −1.Les lemmes suivants seront 
ru
iaux dans la partie suivante pour montrer le lemme 2.6.11.Lemme 2.5.21. � Soit Γ un sous-groupe dis
ret de SL3(R) qui préserve un ouvert proprement
onvexe Ω de P2, pour tout élément primitif γ de Γ et pour tout se
teur F de γ, il existe unnombre �ni d'éléments h1, ..., hN de Γ tel que {δ ∈ Γ | δF ∩ F 6= ∅} ⊂ {δ ∈ Γ | ∃n, p ∈ Z, ∃i =

1, ..., N, δ = γnhiγ
p}.Démonstration. � On se donne un domaine de Diri
hlet-Lee D pour l'a
tion de Γ sur Ω (théo-rème 2.5.9) qui ren
ontre F . La proposition 2.5.18 montre que D ren
ontre un nombre �nid'image de F . On peut les é
rire g1F , ..., grF , où gi ∈ Γ pour i = 1...r et g1 = Id.Comme γ est primitif, on a F ⊂ ⋃

n∈Z, i=1..r

γng−1
i D. Par 
onséquent, si δF ∩ F 6= ∅ alorsil existe n0 ∈ Z et un i0 = 1...r tel que gi0γ

n0δF ∩ D 6= ∅, par 
onséquent il existe n1 ∈ Z
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n0δ = gi1γ

n1 . Autrement dit, δ = γ−n0g−1
i0
gi1γ

n1 , 
'est 
e qu'il fallaitmontrer.Lemme 2.5.22. � Soient Γ un sous-groupe dis
ret de SL3(R) qui préserve un ouvert propre-ment 
onvexe Ω de P2, un élément γ ∈ Γ et F un se
teur de γ, pour tout élément δ de Γ on al'alternative suivante :� δF ∩ F est 
ompa
t ou bien� δF = F .Démonstration. � Une étude exhaustive en distinguant les di�érentes dynamiques de l'élément
γ rend 
e lemme 
lair.2.6. Surfa
e proje
tive 
onvexe d'aire �nieTout au long de 
e texte, une surfa
e est une variété 
onnexe orientable de dimension 2,ave
 éventuellement des bords. Si S est une surfa
e on notera son bord ∂S. On note E undemi-espa
e a�ne fermé de P2.2.6.1. Stru
ture proje
tive. �Dé�nition 2.6.1. � Soit S une surfa
e, une stru
ture proje
tive réelle à bord géodésique estla donnée d'un atlas maximal ϕU : U → E sur S tel que les fon
tions de transitions ϕU ◦ ϕ−1

Vsont des éléments de SL3(R), pour tous ouverts U et V de l'atlas de S tel que U ∩ V 6= ∅.Remarque 11. � Par dé�nition d'un stru
ture proje
tive réelle à bord géodésique sur unesurfa
e S, on a pour tout ouvert U de l'atlas tel que U ∩ ∂S 6= ∅ et pour toute 
omposante
onnexe B de U ∩ ∂S, ϕU(B) est in
lus dans une droite de P2.Dé�nition 2.6.2. � Un isomorphisme entre deux surfa
es munies de stru
tures proje
tivesà bords géodésiques est un di�éomorphisme qui, lu dans les 
artes, est donné par des élémentsde SL3(R).Dé�nition 2.6.3. � Soit S une surfa
e, une stru
ture proje
tive à bord géodésique marquéesur S est la donnée d'un di�éomorphisme ϕ : S → S ′ où S ′ est une surfa
e proje
tive à bordgéodésique.Deux stru
tures proje
tives à bord géodésiques marquées sur S, ϕ1 : S → S1 et ϕ2 : S → S2sont dites isotopiques lorsqu'il existe un isomorphisme h : S1 → S2 tel que ϕ−1
2 ◦h ◦ϕ1 : S → Sest un di�éomorphisme isotope à l'identité. On note P(S) l'ensemble des stru
tures proje
tivesà bord géodésique marquées sur S modulo isotopie.A tout élément de P(S), on peut asso
ier deux objets :� Un di�éomorphisme lo
al dev : S̃ → P2 appelée développante, où S̃ est le revêtementuniversel de S.� Une représentation hol : π1(S) → SL3(R) appelée holonomie.De plus, la développante est π1(S)-équivariante, 
'est à dire que ∀x ∈ S̃, ∀γ ∈ π1(S) on a

dev(γ x) = hol(γ)dev(x). En�n, le 
ouple (dev, hol) est unique au sens où si (dev′, hol′) est uneautre telle paire alors il existe un g ∈ SL3(R) tel que dev′ = g ◦ dev et hol′ = g ◦ hol ◦ g−1.On pourra 
onsulter l'arti
le [Gold1℄ pour avoir plus de détails sur le 
ouple développanteet holonomie.Remarque 12. � À partir de maintenant toutes les stru
tures proje
tives seront impli
ite-ment supposées marquées et à bord géodésiques.
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ture proje
tive proprement 
onvexe. �Dé�nition 2.6.4. � Soit S une surfa
e, une stru
ture proje
tive est dite 
onvexe (resp. pro-prement 
onvexe) sur S lorsque la développante est un di�éomorphisme sur une partie 
onvexe(resp. proprement 
onvexe) de P2. On note β(S) l'ensemble des stru
tures proje
tives propre-ment 
onvexes sur S modulo isotopie.2.6.3. Stru
ture proje
tive proprement 
onvexe d'aire �nie. � Soit S une surfa
eproje
tive proprement 
onvexe, l'appli
ation développante permet d'identi�er le revêtementuniversel S̃ de S à une partie C proprement 
onvexe de P2. On notera π : C → S le revêtementuniversel de S. On a 
onstruit au paragraphe 3.3 sur l'intérieur Ω = C̊ de C une distan
e dΩet une mesure µΩ qui sont invariantes sous l'a
tion du groupe fondamental π1(S) de S sur Ω .Par 
onséquent, il existe une unique distan
e dS et une unique mesure µS sur S̊ l'intérieur de
S telles que :� Pour tout x, y ∈ S̊, dS(x, y) = inf

(x̃,ỹ)∈E
dΩ(x̃, ỹ), où E = {(x̃, ỹ) ∈ Ω2 | π(x̃) = x et π(ỹ) = y}� ∀A borélien de Ω, si π : Ω → S̊ restreinte à A est inje
tive alors µS(π(A)) = µΩ(A).Dé�nition 2.6.5. � Soit S une surfa
e, on dit qu'une stru
ture proje
tive proprement 
onvexesur S est de volume �ni lorsque pour tout fermé F de l'intérieur S̊ de S, on a µS(F ) <∞. Onnote βf(S) l'ensemble des stru
tures proje
tives marquées proprement 
onvexes de volume �nisur S modulo isotopie.2.6.4. La théorie des bouts d'un espa
e topologique. � On rappelle quelques dé�ni-tions de la théorie des bouts d'un espa
e topologique.Dé�nition 2.6.6. � Soit X un espa
e topologique lo
alement 
ompa
t, une base de voisi-nages d'un bout de X est une suite dé
roissante d'ouverts 
onnexes de X qui sort de tout
ompa
t. Deux bases de voisinages d'un bout de X, (Ui)i∈N et (Vi)i∈N sont dites équivalentes sipour tout n,m ∈ N, il existe N,M ∈ N tel que UN ⊂ Vn et VM ⊂ Um. Les 
lasses d'équivalen
ede base de voisinages de bout de X forment un ensemble appelé l'espa
e des bouts de X et dontles éléments sont les bouts de X.Remarque 13. � Cet ensemble possède une topologie naturelle. On la 
onstruit de la façonsuivante. Pour tout 
ompa
t K de X on dé�nit UK l'ensemble des bouts de X qui sont ultime-ment in
lus dans X −K. Les 
omposantes 
onnexes des UK forment une base de la topologiede l'espa
e des bouts de X.2.6.5. Les la
ets d'holonomie parabolique ou quasi-hyperbolique sont élémentaires.� Le lemme suivant est immédiat.Lemme 2.6.7. � Soit S une surfa
e proje
tive proprement 
onvexe dont le groupe fonda-mental n'est pas virtuellement abélien alors au
un la
et tra
é sur S ne possède une holonomieplanaire.Démonstration. � La dynamique des éléments planaires montre que si l'holonomie d'un élé-ment de π1(S) est planaire alors Ω est un triangle (proposition 2.3.9). Par 
onséquent, le groupeAut(Ω) est isomorphe à R2 et don
 abélien. Il vient que π1(S) est virtuellement abélien, 
e qui
ontredit l'hypothèse sur la topologie de S.
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e, on dit qu'un la
et tra
é sur S, c : S1 → S est simples'il est inje
tif. On dit qu'un la
et simple c tra
é sur S est élémentaire si S − c possède deux
omposantes 
onnexes et l'une d'elles est un 
ylindre. Lorsque S n'est pas un 
ylindre, onappellera l'adhéren
e de la 
omposante homéomorphe à un 
ylindre la 
omposante élémentaireasso
iée à c.Remarque 14. � Soient S une surfa
e et c un la
et élémentaire tra
é sur S alors on a l'al-ternative suivante :� La 
omposante élémentaire asso
iée à c est un 
ylindre ave
 un bord. On dira alors que cfait le tour d'un bout.� La 
omposante élémentaire asso
iée à c est un 
ylindre ave
 deux bords. Dans 
e 
as c estlibrement homotope à une 
omposante 
onnexe du bord de S.Les propositions suivantes sont très 
lassiques en géométrie hyperbolique. On ne montre quela première.Proposition 2.6.9. � Soit S une surfa
e, on munit S d'une stru
ure proje
tive proprement
onvexe. On note π : C → S le revêtement universel de S donné par la développante de S, où Cest une partie proprement 
onvexe de P2. L'intérieur de C sera noté Ω. Alors, tout la
et simpletra
é sur S dont l'holonomie est hyperbolique ave
 Axe(γ) ⊂ Ω est librement homotope à unegéodésique simple.Démonstration. � On note Γ l'image du groupe fondamental de S dans SL3(R). On 
hoisit
γ ∈ Γ qui représente Hol(c) et on note c̃ le relevé 
orrespondant de c. Il est 
lair que l'on a les
onvergen
es suivantes lim

t→+∞
c̃(t) = p+

γ et lim
t→−∞

c̃(t) = p−γ . Le 
hemin c̃ est don
 homotope viaune homotopie γ-équivariante à une et une seule géodésique de Ω : Axe(γ). La proje
tion de
ette homotopie sur la surfa
e S donne le résultat souhaité.La même démonstration que dans le 
as hyperbolique donne la proposition suivante :Proposition 2.6.10. � Soit S une surfa
e, on munit S d'une stru
ture proje
tive proprement
onvexe. On note π : C → S le revêtement universel de S donné par la développante de S, où
C est une partie proprement 
onvexe de P2. L'intérieur de C sera noté Ω. Soient c1 et c2 sontdeux la
ets simples tra
és sur S dont l'holonomie est hyperbolique ave
 Axe(γ) ⊂ Ω, on note λ1(resp. λ2) l'unique géodésique homotope à c1 (resp. c2). Si c1 est simple alors λ1 est simple. Siles la
ets c1 et c2 ne s'interse
tent pas alors les géodésiques λ1 et λ2 ne s'interse
tent pas.Lemme 2.6.11. � Soit S une surfa
e, on munit S d'une stru
ture proje
tive proprement
onvexe. Soit c un la
et simple tra
é sur S, il existe un se
teur F de Hol(c) tel que l'appli-
ation naturelle de F/<Hol(c)> → S est une inje
tion.Démonstration. � On pose γ = Hol(c). Le lemme 2.5.21 montre qu'il existe des éléments gjpour j = 1...N tel que si δF ∩ F 6= ∅ alors il existe n ∈ Z et j0 = 1...N tel que δF = γngj0F .De plus, le lemme 2.5.22 montre que si gjF ∩ F 6= ∅ (j = 1...N) alors 
ette interse
tion estou bien F ou une partie 
ompa
te de Ω. Il faut à présent distinguer les deux 
as suivants :� Si γ est hyperbolique ave
 Axe(γ) ⊂ ∂Ω ou quasi-hyperbolique ou parabolique alors
omme les gj sont en nombre �ni, on peut trouver un se
teur F0 in
lus dans F tel que

gjF0 ∩ F0 6= ∅ si et seulement si gjF0 = F0.� Si γ est hyperbolique ave
 Axe(γ) ⊂ Ω alors on peut supposer d'après le lemme 2.6.9 que
c est la géodésique simple donné par l'axe de γ. Le se
teur F est un voisinage de l'axe de
γ. De plus, 
omme c est une géodésique simple le lemme 2.6.10 montre que les relevés de
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c ne s'interse
tent pas. Par 
onséquent, 
omme les gj sont en nombre �ni, on peut trouverun se
teur F0 in
lus dans F tel que gjF0 ∩ F0 6= ∅ si et seulement si gjF0 = F0.Dans tous les 
as, on obtient que pour tout δ ∈ Γ, δF0∩F0 6= ∅ si et seulement si δ ∈< γ >.Proposition 2.6.12. � Soit S une surfa
e, on munit S d'une stru
ture proje
tive proprement
onvexe. Soit c un la
et simple tra
é sur S, on note π : C → S le revêtement universel de Sdonné par la développante de S. On note S̊ l'intérieur de S.� Si l'holonomie de c est parabolique alors c fait le tour d'un bout B et l'image de tout se
teurde Hol(c) dans S 
ontient un voisinage du bout B.� Si l'holonomie de c est quasi-hyperbolique alors c est élémentaire et l'image de tout se
teurde Hol(c) dans S 
ontient un voisinage du bout 
orrespondant dans la surfa
e S̊.� Si l'holonomie de c est hyperbolique et Axe(Hol(c)) ⊂ ∂C alors c est élémentaire et l'imagede tout se
teur de Hol(c) dans S 
ontient un voisinage du bout 
orrespondant dans lasurfa
e S̊.� Si l'holonomie de c est hyperbolique, Axe(Hol(c)) ⊂ C̊ et p0

Hol(c) ∈ ∂C alors c est élémen-taire et l'image dans S de la réunion de n'importe quel se
teur de Hol(c) et de l'uniquetriangle in
lus dans C dé�ni par les points �xes de Hol(c) 
ontient un voisinage du bout
orrespondant dans la surfa
e S̊.En parti
ulier, si c n'est pas élémentaire alors l'holonomie de c est hyperbolique, Axe(Hol(c)) ⊂
C̊ et p0

Hol(c) /∈ ∂C.Démonstration. � On note Ω l'intérieur de C. On 
onsidère γ = Hol(c) et on note F un se
teurde γ tel que l'appli
ation naturelle de F/<γ> → S est une inje
tion. L'existen
e d'un tel se
teurest assuré par le lemme 2.6.11.Commençons par le 
as γ est parabolique. Construisons un domaine fondamental pour l'a
-tion de γ sur F . On 
onsidère une droite L passant par pγ. L'adhéren
e D′ dans Ω de n'importequelle 
omposante 
onnexe de F − ⋃
n∈Z

γnL est un domaine fondamental pour l'a
tion de γ sur
F . Le domaine fondamental D′ est l'interse
tion d'un triangle fermé de P2 et de F . De plusson adhéren
e dans P2 
ontient le point pγ. L'image de F/<γ> dans S est don
 un 
ylindre qui
ontient un voisinage d'un bout B de la surfa
e S et le la
et c fait le tour du bout B.Ensuite, on peut traiter en même temps les 
as, ou γ est quasi-hyperbolique, ou hyperboliqueave
 Axe(γ) ⊂ ∂C. On pro
ède de la même façon. Construisons un domaine fondamental pourl'a
tion de γ sur F . On note p+ le point attra
tif de γ et p− le point répulsif de γ. L'axe de γest le segment d'extrémité p+ et p− in
lus dans ∂Ω. On 
onsidère une droite L qui interse
teAxe(γ) sur son intérieur. L'a
tion de γ sur ∂Ω véri�e que pour tout x ∈ ∂Ω di�érent de p+, p−,le point γx appartient à la 
omposante 
onnexe V de ∂Ω−{p+, p−} qui 
ontient x. Et, le point
γx appartient à la 
omposante 
onnexe de V − {x} qui 
ontient p+ dans son adhéren
e. Par
onséquent, les droites L et γL ne s'interse
tent pas dans Ω. Il vient don
 que l'adhéren
e D′dans Ω de n'importe quelle 
omposante 
onnexe de F − ⋃

n∈Z

γnL est un domaine fondamentalpour l'a
tion de γ sur F . Le domaine fondamental D′ 
ontient un sous-segment non trivial deAxe(γ). L'image de F/<γ> dans S est don
 un 
ylindre qui 
ontient un voisinage d'un bout Bde la surfa
e S̊ et le la
et c est fait le tour de 
e bout.En�n, il faut traiter le 
as où γ est hyperbolique ave
 Axe(γ) ⊂ C̊ et p0
γ ∈ ∂C. La di�
ultéde 
e 
as vient du fait que 
ette fois-
i les se
teurs de γ "ne vont pas jusqu'à l'in�ni". On
onsidère la partie F̃ de Ω obtenue en ajoutant à F le triangle ouvert in
lus dans Ω dé�ni parles points p+

γ , p
−
γ , p

0
γ. Pour appliquer le même raisonnement que pré
édemment il faut montrerque l'appli
ation naturelle de F̃/<γ> vers S est inje
tive. Comme F est un voisinage de Axe(γ)



74 CHAPITRE 2. SURFACE PROJECTIVE CONVEXE DE VOLUME FINIet que pour tout élément δ ∈ Γ si δF ∩ F 6= ∅ alors δ ∈< γ >. Il est 
lair que F̃ véri�e aussique pour tout élément δ ∈ Γ si δF̃ ∩ F̃ 6= ∅ alors δ ∈< γ >. Il reste à 
onstruire un domainefondamental pour l'a
tion de γ sur F̃ . Pour 
ela on 
onsidère une droite L passant par p0
γ.L'adhéren
e D′ dans Ω de n'importe quelle 
omposante 
onnexe de F̃ −

⋃
n∈Z

γnL est un domainefondamental pour l'a
tion de γ sur F . Le point p0
γ est adhérent au domaine fondamental D′.L'image de F/<γ> dans S est don
 un 
ylindre qui 
ontient un voisinage d'un bout B de lasurfa
e S̊ et le la
et c fait le tour de 
e bout.2.6.6. Le groupe fondamental d'une surfa
e de volume �ni est de type �ni. �2.6.6.1. Un peu de topologie des surfa
es. � On note P la surfa
e à bord obtenue en retirant3 disques ouverts disjoints à la sphère eu
lidienne S2.Dé�nition 2.6.13. � Soit S une surfa
e, un pantalon de S est une sous-surfa
e à bord de Shoméomorphe à P . Un pantalon non élémentaire de S est un pantalon de S dont le bord dé�ni3 la
ets non élémentaires.Ri
hards a 
lassi�é les surfa
es en 
onstruisant des invariants à l'aide de l'espa
e des boutsde 
elles-
i ([Ri
h℄). Il résulte de 
ette 
lassi�
ation la proposition suivante.Proposition 2.6.14. � Soit S une surfa
e, on a l'alternative suivante :� L'espa
e des bouts de S est in�ni.� L'espa
e des bouts de S est �ni mais S 
ontient une in�nité de pantalons non élémentairesdeux à deux disjoints.� La surfa
e S est de type �ni.Dé�nition 2.6.15. � Soit S une surfa
e proje
tive proprement 
onvexe, un pantalon de S àbord géodésique est un pantalon P de S tel que le bord de P est dé�ni par trois géodésiquesnon élémentaires de S.Les propositions 2.6.9, 2.6.10 et la proposition 2.6.12 donne la proposition suivante :Proposition 2.6.16. � Soit S une surfa
e proje
tive proprement 
onvexe, tout pantalon nonélémentaire de S est homotope à un unique pantalon à bord géodésique. Si P1 et P2 sont deuxpantalons non élémentaires de S disjoints alors les uniques pantalons homotopes à P1 et P2sont aussi disjoints.2.6.6.2. Minoration de l'aire d'un pantalon proje
tif proprement 
onvexe. � Pour montrer quel'aire de tout pantalon à bord géodésique est minorée par une 
onstante universelle, nous allons
her
her des triangles idéaux, pour 
ela on utilise des "
hemins en spirales".Proposition 2.6.17. � Il existe une 
onstante universelle KP2 > 0 telle que pour toute sur-fa
e S proje
tive proprement 
onvexe et tout pantalon non élémentaire P à bord géodésiquein
lus dans S, on ait : µS(P ) > KP2 > 0.Démonstration. � Nous allons montrer que tout pantalon est la réunion de deux trianglesidéaux. Pour 
ela on utilise une 
onstru
tion de Goldman ([Gold1℄). On part de la �gure 11.Commençons par donner une dé�nition pré
ise de la �gure 11 d'un point de vue topologiquevia la géométrie hyperbolique. On munit la surfa
e S d'une stru
ture hyperbolique. On note

λH

1 , λH

2 et λH

3 les géodésiques données par le bord de P , et orienté 
omme sur la �gure 11. Le
hemins li est l'unique géodésique qui s'a

umule sur les géodésiques λH

i+1 et λH

i+2 (Les indi
essont 
al
ulés modulo 3).



2.6. SURFACE PROJECTIVE CONVEXE D'AIRE FINIE 75
�

�

�

�

�

�

�
�

� �

�
�

Figure 11. Démonstration de la proposition 2.6.17
Nous allons montrer que dans le 
as proje
tif la situation est analogue. On note C la partieproprement 
onvexe donné par la développante de S et π : C → S le revêtement universelasso
ié. On note λ1, λ2 et λ3 les géodésiques données par le bord de P , et orienté 
omme surla �gure 11.Les 
hemins l1, l2 et l3 se relèvent en des 
hemins simples l̃1, l̃2 et l̃3 tra
é sur le revêtementuniversel P̃ de P . Cha
un des 
hemins l̃i véri�ent que P̃−l̃i possède deux 
omposantes 
onnexes.Ces 
hemins et leurs images par le groupe fondamental Γ de P dé�nissent une triangulation de

P̃ (triangulation de Faray). Deux triangles fermés adja
ents de 
ette triangulation dé�nissentun domaine fondamental pour l'a
tion de Γ sur P̃ .Nous allons montrer que 
ha
un de 
es 
hemins peuvent être supposés géodésiques. On note
γ1 (resp. γ2 resp. γ3) les représentants de l'holonomie des la
ets λ1 (resp. λ2 resp. λ3) donnéspar le 
hoix du point base x0 sur P . Ils véri�ent la relation γ3γ2γ1 = 1.On note λ̃1 (resp. λ̃2, resp. λ̃3) un relevé de λ1, (resp. λ2 resp. λ3). On peut supposer que
λ̃1, λ̃2 et λ̃3 bordent la même 
omposante 
onnexe U de π−1(P ). La partie U de C est 
onvexepuisque 
'est l'interse
tion de l'intérieur Ω de C et d'une in�nité de demi-espa
es dé�nis parles relevés de λ1, λ2 et λ3 qui bordent U . Ainsi, le 
onvexe U est le revêtement universel dupantalon P .Comme P est un pantalon non élémentaire, la proposition 2.6.12 montre que γ1, γ2 et γ3 sonthyperboliques et leurs axes prin
ipaux sont in
lus dans Ω. Notre 
hoix d'orientation fait que lespoints p−γ1

, p+
γ1
, p−γ2

, p+
γ2
, p−γ3

, p+
γ3

∈ ∂Ω sont sur ∂Ω dans 
et ordre. Les axes de γ1, γ2 et γ3 sontin
lus dans le bord de U . Tout relevé du 
hemin l3 
onverge en +∞ vers le point p−γ1
et en −∞vers le point p−γ2

. On peut don
 supposer que le 
hemin l̃3 est le segment ouvert d'extrémité p−γ1et p−γ2
qui est in
lus dans U . De la même façon, on peut supposer que l̃1 est le segment ouvertd'extrémité p−γ2

et p−γ3
in
lus dans U et l̃2 le segment ouvert d'extrémité p−γ3

et p−γ1
in
lus dans

U . La triangulation topologique de P̃ peut don
 être réalisée dans U par des géodésiques.On note T le triangle idéal fermé dans Ω de sommets p−γ1
, p−γ2

, p−γ3
et T ′ = γ1T . Ces deuxtriangles sont in
lus dans U 
ar U est 
onvexe. Le groupe fondamental de P est le groupe Γ′
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onséquent, T ∪ T ′ est un domaine fondamental pour l'a
tion de
Γ′ sur l'intérieur de U . La proposition 2.2.13 
on
lut notre démonstration.On obtient don
 la proposition suivante :Théorème 2.6.18. � Tout surfa
e S proje
tive proprement 
onvexe de volume �ni est de type�ni (i.e le groupe fondamental π1(S) de S est de type �ni).Démonstration. � L'appli
ation développante permet d'identi�er S au quotient d'une partieproprement 
onvexe C par un sous-groupe dis
ret Γ de SL3(R). Commençons par faire le 
asoù S est une surfa
e sans bord. Le théorème 2.5.9 montre que l'a
tion de Γ sur l'ouvert Ω = Cadmet un domaine fondamental D 
onvexe et lo
alement �ni. Si D∩∂Ω admet un nombre in�nide 
omposante 
onnexe, D 
ontient une in�nité de triangles idéaux disjoints. La proposition2.2.13 montre que l'aire de 
ha
un de 
es triangles est minorée par une 
onstante stri
tementpositive. La surfa
e S est don
 de volume in�ni. Par 
onséquent, D∩ ∂Ω admet un nombre �nide 
omposantes 
onnexes et la surfa
e S possède don
 un nombre �ni de bouts. La proposition2.6.14 montre qu'il su�t don
 de montrer que la surfa
e S ne peut 
ontenir une in�nité depantalons non élémentaires disjoints. Les propositions 2.6.16 et 2.6.17 montre que S 
ontientun nombre �ni de pantalons non élémentaires.Supposons à présent que S est une surfa
e à bord. Le théorème 2.5.9 montre que l'a
tion de Γsur l'intérieur Ω de C admet un domaine fondamental 
onvexe et lo
alement �ni. Commençonspar montrer que D ∩ ∂Ω possède un nombre �ni de 
omposante 
onnexe. Sinon, 
omme dansle 
as sans bord, le domaine D 
ontient une in�nité de triangles idéaux disjoints. Le problèmedans le 
as ave
 bord est que la proje
tion de 
es triangles n'est pas un fermé in
lus dansl'intérieur de S. Mais, on peut retirer un petit voisinage de 
haque sommet et ainsi on peut
onstruire une in�nité d'hexagones disjoints in
lus dans D et de volume supérieure à CP2/2 et
es hexagones se projettent sur un fermé de S̊. Par 
onséquent, D ∩ ∂Ω admet un nombre �nide 
omposantes 
onnexes et la surfa
e S̊ possède don
 un nombre �ni de bouts. Son genre est�ni pour les mêmes raisons que dans le 
as sans bord.2.6.6.3. Le domaine fondamental est un polyèdre �ni. �Dé�nition 2.6.19. � Soit Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2, un polyèdre (resp. polyèdre�ni)de Ω est un fermé d'intérieur non vide dé�ni 
omme l'interse
tion d'une famille (resp. famille�ni) de demi-espa
es de Ω.Proposition 2.6.20. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2 et Γ un sous-groupedis
ret sans torsion de SL3(R) qui préserve Ω, on suppose que l'a
tion de Γ sur Ω est de
ovolume �ni. Alors, tout domaine fondamental de Diri
hlet-Lee est un polyèdre �ni.Démonstration. � Le théorème 2.6.18 montre que la surfa
e Ω/Γ est une surfa
e de type �ni,en parti
ulier elle possède un nombre �ni de bout. Soit D un domaine fondamental de Diri
hlet-Lee, on sait que D est un polyèdre. La démonstration se fait en trois étapes.Tout d'abord le nombre de 
omposantes 
onnexes de D ∩ ∂Ω est �ni. Sinon on pourrait
onstruire une in�nité de triangles idéaux disjoints deux à deux in
lus dans D. Et, la proposition2.2.13 montre qu'alors D est de volume in�ni.De plus, la proposition 2.2.2 montre si l'une des 
omposantes 
onnexes de D ∩ ∂Ω n'est pasréduite à un point. Alors D est de volume in�ni.Comme D est un domaine fondamental lo
alement �ni. Il ne reste plus qu'à montrer quepour tout point x∞ ∈ D ∩ ∂Ω, il existe un voisinage V de x∞ tel que V ne ren
ontre qu'unnombre �ni de fa
es de D.



2.6. SURFACE PROJECTIVE CONVEXE D'AIRE FINIE 77Soit x∞ ∈ D ∩ ∂Ω, et x0 un point de D, la proje
tion du segment ]x0, x∞[ sur la surfa
e
Ω/Γ est une demi-géodésique λ non bornée et simple. On note λ̃ le segment ]x0, x∞[ paramétrépar la longueur d'ar
 pour la distan
e de Hilbert. La proposition 2.5.14 montre qu'il existe unesuite tn tendant vers l'in�ni et un bout B de S tel que la suite (λ(tn))n∈N est ultimement in
lusedans le bout B. Nous allons montrer qu'en fait λ est ultimement in
lus dans le bout B. Aubout B de Ω/Γ est asso
ié un la
et élémentaire c, bien dé�ni à homotopie près et à orientationprès. On 
hoisit un élément γ qui représente l'holonomie de c.On note F un se
teur de γ tel que l'appli
ation naturelle de F/<γ> vers S est inje
tive(lemme 2.6.11). La proposition 2.6.12 montre que F/<γ> 
ontient un voisinage du bout B, saufsi γ est hyperbolique et p0

γ ∈ Ω. Dans 
e 
as, on note F̃ l'union de F et de l'unique trianglein
lus dans Ω dé�ni par les points p+
γ , p

−
γ , p

0
γ. On peut don
 toujours supposer qu'il existe unfermé 
onvexe F̃ tel que l'appli
ation naturelle de F̃/<γ> vers S est inje
tive (lemme 2.6.11)et que son image 
ontient un voisinage du bout B de S.Il existe don
 un entier N0 ∈ N tel que pour tout n > N0, il existe un élément δn ∈ Γ tel que

δnλ̃(tn) ∈ F̃ . Le domaine D ne ren
ontre qu'un nombre �ni d'images de F̃ , quitte à extraire età 
onjuguer γ, on peut don
 supposer que la suite λ̃(tn) est ultimement in
luse dans F̃ . Or, λ̃est une demi-géodésique in
luse dans D et F̃ est 
onvexe don
 F̃ 
ontient ultimement λ̃.Le domaine D ren
ontre un nombre �ni d'image du fermé F̃ . Il existe don
 un voisinage de
x∞ qui ne ren
ontre qu'un nombre �ni de 
�tés de D. C'est 
e qu'il fallait montrer.2.6.7. Holonomie des la
ets élémentaires et volume des 
omposantes élémentairesasso
iées. �2.6.7.1. Estimation du volume des pi
s. �Proposition 2.6.21. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2 et P un pi
 de Ω, onsuppose que le sommet à l'in�ni de P est �xé par un élément γ non trivial de Aut(Ω). Alors,� Si γ est parabolique alors µΩ(P ) <∞.� Si γ est quasi-hyperbolique alors µΩ(P ) = ∞� Si γ est hyperbolique et Axe(γ) ⊂ ∂Ω alors µΩ(P ) = ∞.Nous allons montrer 
ette proposition à l'aide de plusieurs lemmes.Lemme 2.6.22. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2 et P un pi
 de Ω, on supposeque le sommet p de P qui appartient au bord ∂Ω de Ω est sur une ellipse E dont l'intérieur (i.ela 
omposante 
onnexe orientable de P2 − E) est dans Ω. Alors, µΩ(P ) <∞.Démonstration. � On note E l'intérieur de E . Il est 
lair que l'on peut supposer que P ⊂ E.La proposition 2.2.1 montre que µΩ(P ) 6 µE(P ). Comme toute ellipse est proje
tivementéquivalente au disque hyperbolique, on est don
 ramené à montrer que tout pi
 du disquehyperbolique est de volume �ni, mais 
e
i est 
lair.Lemme 2.6.23. � Soit γ ∈ SL3(R) un élément parabolique, l'élément γ préserve un fais
eaud'ellipses tangentes à la droite Dγ au point pγ.Démonstration. � On peut supposer que l'élément γ est donné par la matri
e :




1 1 0

0 1 1

0 0 1


Si on utilise les 
oordonnées x, y, z alors l'élément γ préserve les polyn�mes z et y2 − z(y+2x).Par 
onséquent, l'élément γ préserve le fais
eaux d'ellipses d'équation {λz+µ(y2−z(y+2x)) =
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0}λ,µ∈R. Ces ellipses ont pour point 
ommun le point pγ = [1 : 0 : 0] et leurs tangentes en pγest la droite Dγ d'équation z = 0.Démonstration. � de la proposition 2.6.21 dans le 
as parabolique. La première 
hose à remar-quer est que la proposition 2.3.13 montre que ∂Ω est C1 en p. On note D la tangente à ∂Ω en
p. Le lemme 2.6.23 montre que l'élément γ préserve un fais
eau d'ellipses (Ei)i∈I tangentes à ladroite D au point p. L'unique point 
ommun des ellipses (Ei)i∈I est le point p, leurs tangentesen 
e point est la droite D. Nous allons montrer que l'intérieur de l'une de 
es ellipses est in
lusdans Ω, 
e qui 
on
lura la démonstration grâ
e au lemme 2.6.22.On se pla
e dans une 
arte a�ne A qui 
ontient Ω, on munit 
ette 
arte d'un produits
alaire qui fait du fais
eau d'ellipses tangentes (Ei)i∈I un fais
eau de 
er
les tangents. On note
A la droite perpendi
ulaire à la droite D pour le produit s
alaire 
hoisi. La droite A est don
perpendi
ulaire à 
ha
un des 
er
les (Ei)i∈I . On notera l'image de A par γ, A′ = γA.Soit x ∈ A∩Ω, on note Tx la tangente en x à l'unique 
er
le Ei passant par x. À présent, lesdroites A, A′ et Tx dé�nissent 4 triangles fermés de P2, on note Tx 
elui qui est borné dans la
arte a�ne A. Il est 
lair que le triangle Tx est in
lus dans Ω si x est su�sament pro
he de pet dans Ω. On se donne don
 un tel point x, on va montrer que l'intérieur de l'unique 
er
le Eipassant par x est in
lus dans Ω.Pour 
ela, il su�t de remarquer que la famille des (γtx)06t61 est in
luse dans Tx et don
 dans
Ω. L'ouvert Ω est γ-invariant par 
onséquent l'orbite (γtx)t∈R est in
luse dans Ω, et 
ette orbiteest l'unique 
er
le Ei passant par x privé du point p.Démonstration. � de la proposition 2.6.21 dans le 
as hyperbolique et le 
as quasi-hyperboliqueave
 p = p2

γ. Ce 
as là est beau
oup plus fa
ile. En e�et, si γ est hyperbolique et Axe(γ) ⊂ ∂Ωla proposition 2.3.8 montre que les points p+
γ et p−γ ne sont pas des points C1 de ∂Ω. Et, si

γ est quasi-hyperbolique alors la proposition 2.3.12 montre que ∂Ω n'est pas C1 en p2
γ. Par
onséquent µΩ(P ) = ∞ par le théorème 2.2.10.Il reste le 
as où γ est quasi-hyperbolique et p = p1

γ . Pour 
ela, on a besoin de 
onnaîtrel'allure de l'orbite d'un point x ∈ P2 sous l'a
tion d'un élément quasi-hyperbolique. Soit unélément γ quasi-hyperbolique, on peut supposer que γ est donné par la matri
e suivante :



α α 0

0 α 0

0 0 β


Où, α, β > 0 et α2β = 1. Nous allons donner les équations des orbites d'un point de P2 sousl'a
tion du groupe à un paramètre engendré par γ. Pour 
ela, on se pla
e dans la 
arte a�ne :

A = {[x : y : z] ∈ P2 | z 6= 0}. L'a
tion de γ dans 
ette 
arte est donné par :
(X, Y ) 7→ (

α

β
X +

α

β
Y,
α

β
Y )Si Y0 6= 0, un 
al
ul simple montre que l'équation de l'orbite du point (X0, Y0) ∈ A est :

X

X0
=
Y

Y0
+

Y

X0

ln( Y
Y0

)

ln(α
β
)Si Y0 = 0, l'équation de l'orbite du point (X0, Y0) ∈ A est la droite :

Y = 0Nous allons avoir besoin du lemme 
i-dessous pour estimer l'aire d'un pi
 dont le sommet àl'in�ni est le p1
γ d'un élément quasi-hyperbolique.
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onsidère l'ouvert Ω0 de R2 dé�nit par Ω0 = {(x, y) ∈ R2 | x > 0 , y >

x ln(x)}. Tout pi
 de Ω0 dont le sommet à l'in�ni est le point (0, 0) est de volume in�ni pourla mesure de Busemann asso
iée à l'ouvert Ω0.Démonstration. � L'ouvert Ω0 est un ouvert 
onvexe qui ne 
ontient pas de droite a�ne, 
'estdon
 un ouvert proprement 
onvexe de P2. Soit (x, y) ∈ Ω0, 
ommençons par évaluer le volumede la boule BΩ0

(x,y)(1). On identi�e l'espa
e tangent à Ω0 en (x, y) à l'espa
e ve
toriel R2.La première 
hose à remarquer est que Ω0 est in
lus dans l'ouvert proprement 
onvexe Ω′
0 =

{(x, y) ∈ R2 | x > 0}. Par 
onséquent, BΩ0

(x,y)(1) est in
luse dans la bande {(u, v) ∈ R2 | − x <

u < x}.De plus, un 
al
ul simple montre que le ve
teur u = (0, y − f(x)) appartient au bord de laboule BΩ0

(x,y)(1).En�n, la boule BΩ0

(x,y)(1) est symétrique par rapport à l'origine. Par 
onséquent, les tangentesà ∂BΩ0

(x,y)(1) en u et −u sont parallèles. Il vient que le volume de BΩ0

(x,y)(1) véri�e :Vol(BΩ0

(x,y)(1)) 6 4x(y − f(x))Le volume d'un pi
 P = {(x, y) ∈ R2 | 0 < x < ǫ , ax < y < bx} ave
 0 < a < b et ǫ > 0 estdonné par :
µΩ0(P ) =

∫ ǫ

0

∫ bx

ax
1Vol(BΩ0

(x,y)
(1))

dydx >
∫ ǫ

0

∫ bx

ax
1

4x(y−f(x))
dydx

>
∫ ǫ

0
1
4x

ln
(

b−ln(x)
a−ln(x)

)
dx = ∞La quantité b−ln(x)

a−ln(x)
tend vers 1 lorsque x tend vers 0. Les fon
tions x 7→ 1

4x
ln
(

b−ln(x)
a−ln(x)

)et x 7→ − b−a
4x ln(x)

sont équivalentes et positives au voisinage de 0. Par 
onséquent, l'intégrale
∫ ǫ

0
1
4x

ln
(

b−ln(x)
a−ln(x)

) est in�ni 
ar l'intégrale ∫ ǫ

0
− b−a

4x ln(x)
est in�ni.À présent, nous allons utiliser la proposition 2.2.1 et le lemme 2.6.24 pour montrer la propo-sition 2.6.21 dans le 
as quasi-hyperbolique.Démonstration. � de la proposition 2.6.21 dans le 
as quasi-hyperbolique ave
 p = p1

γ. Onrappelle que l'élément γ possède deux droites stables. Ces deux droites dé�nissent une partitionde P2 en deux demi-espa
es fermés. On a vu au lemme 2.3.12 que Ω était in
lus dans l'un de
es deux demi-espa
es ouverts, on note A 
elui qui le 
ontient. Nous allons montrer qu'il existeun point x ∈ A tel que l'orbite de x sous l'a
tion du groupe à un paramètre H engendré par γn'interse
te pas Ω.Commençons par voir pourquoi l'existen
e d'un tel point permet de 
on
lure. Soit x ∈ A telque l'orbite O de x sous l'a
tionH n'interse
te pas Ω. L'union de l'orbite O et de l'adhéren
e del'axe de γ forment une 
ourbe 
onvexe qui dé�nit un ouvert proprement 
onvexe proje
tivementéquivalent à l'ouvert proprement 
onvexe Ω0 du lemme 2.6.24. La proposition 2.2.1 et le lemme2.6.24 montrent que tout pi
 de γ dont le sommet à l'in�ni est stabilisé par un élément quasi-hyperbolique est de volume in�ni.Montrons à présent qu'un tel point x existe. Il su�t de trouver un point x ∈ A tel quel'ensemble (γtx)06t61 est in
lus dans A − Ω. Pour 
ela on 
onsidère une droite quel
onque Dpassant par p1
γ et son image D′ par γ. On se donne un point x ∈ D ∩ A, et on 
onsidère lesegment S in
lus dans A et dé�nit par les points x et p1

γ. La région R = {y ∈ A | ∃t, 0 6 t 6

1, ∃z ∈ S, tel que y = γt(z)} est une partie 
onvexe dont le bord est formé de trois 
ourbes.Une in
luse dans D, une autre dans D′ et la dernière est la 
ourbe (γtx)06t61. On note Tx letriangle fermé de A dé�ni par les points p1
γ , x, γx. Il est 
lair que l'on peut trouver un x ∈ A
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�té de Tx opposé à p1
γ est in
lus dans A− Ω. Par 
onséquent, si on se donne un tel

x alors la 
ourbe (γtx)06t61 est in
luse dans A− Ω.2.6.7.2. L'holonomie des bouts des surfa
es proje
tives proprement 
onvexes de volume �ni estparabolique. �Dé�nition 2.6.25. � Soient C une partie proprement 
onvexe et Ω = C̊, on appelle bord réelde C la partie C ∩ ∂Ω, on le note ∂rΩ.Proposition 2.6.26. � Soit S une surfa
e, on munit S d'une stru
ture proje
tive proprement
onvexe. Soit c un la
et élémentaire tra
é sur S, on note π : C → S le revêtement universel de
S donné par la développante de S.� Si c fait le tour d'un bout et l'holonomie de c est hyperbolique ou quasi-hyperbolique alorsle volume de la 
omposante élémentaire asso
iée à c est in�ni.� Si c fait le tour d'un bout et l'holonomie de c est parabolique alors le volume de la 
ompo-sante élémentaire asso
iée à c est �ni.� Si c est librement homotope à une 
omposante 
onnexe du bord de S alors l'holonomie de

c est :
• ou quasi-hyperbolique ave
 Axe(Hol(c)) ⊂ ∂rC
• ou hyperbolique ave
 Axe(Hol(c)) ⊂ ∂rC
• ou hyperbolique ave
 p0

γ ∈ ∂C et l'un des axes se
ondaires de γ est in
lus dans ∂rC.Démonstration. � On note γ = Hol(c). On sait par le théorème 2.5.9 qu'il existe un domainefondamental D 
onvexe et lo
alement �ni pour l'a
tion du groupe fondamental Γ de S surl'intérieur Ω de C. La proposition 2.6.12 montre qu'il existe un fermé γ-invariant et 
onvexe F̃de Ω tel l'appli
ation naturelle de F̃/<γ> vers S est inje
tive et son image est une 
omposanteélémentaire asso
iée à un la
et homotope à c. Le lemme 2.5.18 montre que D ren
ontre unnombre �ni d'image de F̃ . On les note δiF̃ ave
 δi ∈ Γ et δ1 = Id. Le volume de F̃/<γ> estégale au volume de (
⋃

i=1...r

δ−1
i D) ∩ F̃ .Il reste don
 à estimer le volume des δ−1

i D∩F̃ pour i = 1...r. Il est 
lair qu'il su�t de 
al
ulerle volume de D ∩ F̃ . Traitons les 3 
as séparement :� Si c fait le tour d'un bout et l'holonomie de c est hyperbolique ou quasi-hyperbolique alorson a deux 
as à distinguer.
• Les deux fa
es du polygone D in
luse dans F̃ ont une extrémité 
ommune p appar-tenant à Ω. Dans 
e 
as, le point p est �xé par γ et la proposition 2.6.21 montre quela 
omposante élémentaire asso
iée à c est de volume in�ni.
• Les deux fa
es du polygone D in
luse dans F̃ n'ont pas d'extrémité 
ommune ap-partenant à Ω. Dans 
e 
as, 
'est le théorème 2.2.2 qui montre que la 
omposanteélémentaire asso
iée à c est de volume in�ni.� Si c fait le tour d'un bout et l'holonomie de c est parabolique alors les deux fa
es dupolygoneD in
luse dans F̃ s'interse
tent en pγ le point �xe de γ. Dans 
e 
as la proposition2.6.21 montre que la 
omposante élémentaire asso
iée à c est de volume �ni.� Si c est librement homotope à une 
omposante 
onnexe L du bord de S alors on a vuque l'holonomie de c ne peut-être parabolique (proposition 2.6.12). La surfa
e S est unesurfa
e proje
tive à bord géodésique par 
onséquent tout relevé de L est un segment Tin
lus dans le bord de C et préservé par γ. Si γ est quasi-hyperbolique alors il n'y a rien àmontrer 
ar Axe(γ) est l'unique segment préservé par γ in
lus dans ∂C. On suppose don
que γ est hyperbolique. Il vient que si p0

γ n'appartient pas à ∂Ω alors T est né
essairementl'axe prin
ipal de γ, 
ar dans 
e 
as Axe(γ) est l'unique segment préservé par γ in
lus
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γ appartient à ∂Ω alors les axes se
ondaires de γ sont les seuls segmentspréservés par γ et in
lus dans ∂C. Ils ne peuvent pas être tous les deux in
lus dans ∂C
as sinon le quotient ne sera pas une surfa
e. Par 
onséquent, T est l'un des deux axesse
ondaires de γ.On peut à présent montrer le résultat prin
ipal de 
et arti
le.Théorème 2.6.27. � Soit S une surfa
e, on munit S d'une stru
ture proje
tive proprement
onvexe. Alors, 
ette stru
ture est de volume �ni si et seulement si la surfa
e S est de type �niet l'holonomie de tous les la
ets qui font le tour d'un bout est parabolique.Démonstration. � Supposons que que l'on s'est donné une stru
ture proje
tive proprement
onvexe sur S de volume �ni. Alors, la surfa
e S est de type �ni d'après le théorème 2.6.18, etl'holonomie de 
haque bout est parabolique d'après la proposition 2.6.26.Supposons à présent que S est de type �ni et que l'holonomie de tous les bouts de S estparaboliques. La proposition 2.6.26 montre que la surfa
e S est de volume �ni.Le 
orollaire suivant est immédiat.Corollaire 2.6.28. � Soit S une surfa
e sans bord, on munit S d'une stru
ture proje
tiveproprement 
onvexe. Alors, 
ette stru
ture est de volume �ni si et seulement si la surfa
e S estde type �ni et l'holonomie de tous les la
ets élémentaires est parabolique.Proposition 2.6.29. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2 et Γ un sous-groupedis
ret sans torsion de SL3(R) qui préserve Ω, si Γ 
ontient un élément quasi-hyperboliquealors l'a
tion de Γ sur Ω est de 
ovolume in�ni.Démonstration. � Supposons que le groupe Γ 
ontienne un élément γ quasi-hyperbolique. Laproposition 2.6.12 montre que le la
et 
orrespondant à γ sur la surfa
e Ω/Γ est élémentaire.Par 
onséquent, la proposition 2.6.26 montre que Ω/Γ est de volume in�ni.2.7. Appli
ations2.7.1. Stri
te 
onvexité. � Le but de 
ette partie est d'étudier la stri
te-
onvexité del'ouvert Ω. Nous allons avoir besoin du lemme suivant.Lemme 2.7.1. � Soient C une partie proprement 
onvexe et un sous-groupe sans torsion dis-
ret Γ de SL3(R) qui préserve C et tel que le quotient S = C/Γ est une surfa
e à bord géodésique.Soient x0 un point de l'intérieur Ω de C et un point x∞ de ∂Ω. On note λ̃ le segment [x0, x∞[paramétré par la longueur d'ar
 (pour la distan
e de Hilbert) et λ la demi-géodésique obtenueen projetant λ̃ sur S. Si la demi-géodésique λ est ultimement in
luse dans un bout B de S̊ alorsil existe γ ∈ Γ représentant l'holonomie du bout B tel que :� si γ n'est pas hyperbolique ave
 p0

γ ∈ ∂Ω alors λ̃ est ultimement in
lus dans tout se
teurde γ.� si γ est hyperbolique ave
 p0
γ ∈ ∂Ω alors λ̃ est ultimement in
lus dans la réunion de toutse
teur de γ et de l'unique triangle Tγ in
lus dans C dé�nit par les points p+

γ , p
−
γ , p

0
γ.Démonstration. � On 
onsidère un la
et simple c qui fait le tour du bout B de S et l'élément

γ = Hol(c). On note F un se
teur de γ. La propositions 2.6.12 montre que si γ n'est pashyperbolique ave
 p0
γ ∈ ∂Ω alors F/<γ> est un voisinage du bout B. Elle montre aussi que si γest hyperbolique ave
 p0

γ ∈ ∂Ω alors pour obtenir un voisinage du bout B. On peut prendre laproje
tion de la réunion de F et du triangle Tγ dé�nit par les points p+
γ , p

−
γ , p

0
γ.
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onvexe et que la demi-géodésique λ 
onverge vers le bout B de S.Quitte à 
onjuguer γ on peut supposer que λ est in
lus dans F .On obtient le 
orollaire suivant :Corollaire 2.7.2. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe et un sous-groupe dis
ret Γ quipréserve Ω. On suppose que l'a
tion de Γ sur Ω est de 
ovolume �ni. On se donne un domainefondamental D 
onvexe et lo
alement �ni. Soient x0 un point de Ω et x∞ un point de ∂Ω. Onnote S la surfa
e Ω/Γ, λ̃ le segment [x0, x∞[ paramétré par la longueur d'ar
 et λ la demi-géodésique obtenue en projetant λ̃ sur S. Si la demi-géodésique λ est ultimement in
luse dansun bout B de S alors il existe δ ∈ Γ et un T > 0 tel que pour tout t > T , λ(t) ∈ δD. Enparti
ulier, x∞ est le point �xe d'un élément parabolique de Γ qui représente l'holonomie dubout B.Démonstration. � Le 
orollaire 2.6.28 montre que l'holonomie de tous les la
ets élémentaires de
S est parabolique. L'interse
tion de l'adhéren
e de tous les se
teurs d'un élément paraboliquene 
ontient qu'un seul point du bord de Ω : le point �xe de 
et élément parabolique. Par
onséquent, le point x∞ est le point �xe d'un élément parabolique de Γ. Il vient que le segment
[x0, x∞[ est ultimement in
lus dans un domaine fondamental.On peut à présent montrer le théorème suivant :Théorème 2.7.3. � Soient C une partie proprement 
onvexe et Γ un sous-groupe dis
ret sanstorsion de SL3(R) qui préserve C. On suppose que le quotient C/Γ est un surfa
e proje
tive àbord géodésique et que C n'est pas un triangle. Alors, tout segment maximal non trivial de ∂Cest préservé par un élément non parabolique de Γ qui 
orrespond à un la
et élémentaire de C/Γ.L'ingrédient 
ru
ial de 
ette preuve est le théorème 2.2.3 dû à Benzé
ri que l'on a déjà utilisédans la partie 2.2.Démonstration du théorème 2.7.3. � Le théorème 2.6.18 montre que Γ est de type �ni. Onnote Ω l'intérieur de C. On obtient ainsi S̊ = Ω/Γ une surfa
e proje
tive 
onvexe sans bord etde type �ni. Supposons qu'il existe un segment s non trivial et maximal in
lus dans le bord ∂Cde C. Soit (ei)i=1...3 une base de R3. On peut supposer que les extrémités de s sont les points
[e2] et [e3] et que [e1] /∈ Ω. On 
onsidère les éléments :

gt =




2t 0 0

0 2−t 0

0 0 2−t


 .Ainsi, lim

t→+∞
gtΩ est un triangle T dont les sommets sont e1, e2 et e3.Soit x0 ∈ Ω ∩ T , on 
onsidère la famille λ̃t = (g−1

t x0)t>0 qui est dans Ω ∩ T si t est assezgrand. Il est essentiel de remarquer que la famille (λ̃t)t>0 est un segment ouvert dont l'une desextrémités est x0 et l'autre est dans s. Soit D un domaine fondamental 
onvexe et lo
alement�ni pour l'a
tion de Γ sur Ω 
ontenant le point x0. On note λt la proje
tion de λ̃t sur S̊.La surfa
e S̊ est homéomorphe à la surfa
e 
ompa
te Σg de genre g à laquelle on a retiré ppoints xi, i = 1...p. On 
onsidère des disques ouverts Bi de 
entre xi et su�sament petit pourêtre disjoints deux à deux. On note K ′ le 
omplémentaire de 
es disques et K le 
ompa
t
orrespondant dans S̊. On a l'alternative :1. Ou la demi-géodésique λ est ultimement in
luse dans un bout B de S.2. Ou alors, il existe une suite de réels (tn)n∈N tendant vers l'in�ni et tel que λ(tn) ∈ K.



2.7. APPLICATIONS 831. Commençons par traiter le se
ond 
as. Dans 
e 
as, il existe une famille γtn ∈ Γ tel que
γtng

−1
tn x0 appartienne à une partie 
ompa
te de D. Quitte à extraire on peut supposerque la suite (γtng

−1
tn x0)n>0 
onverge vers un point x∞ ∈ D. On a don
 les 
onvergen
essuivantes :

lim
n→∞

(Ω, γtng
−1
tn
x) = (Ω, x∞) et lim

n→∞
gtnγ

−1
tn

(Ω, γtng
−1
tn
x) = (T, x)Le théorème 2.2.3 montre que la suite (gtnγ

−1
tn )tn>0 est bornée, 
e qui montre que Ω estun triangle, 
e qui est absurde.2. Il reste don
 à traiter le premier 
as. Il peut être utile de remarquer que si on fait l'hypo-thèse plus forte que l'a
tion de Γ sur Ω est de 
ovolume �ni alors le 
orollaire 2.7.2 montreque la limite de λ̃t en +∞ qui est un point du segment s devrait être �xée par un élémentparabolique, 
e qui est absurde. Mais revenons, au 
as général, on note γ un représentantde l'holonomie du bout B. La proposition 2.6.26 montre qu'il faut distinguer quatre 
as :� L'élément γ est parabolique.� L'élément γ est quasi-hyperbolique.� L'élément γ est hyperbolique ave
 p0

γ /∈ ∂Ω et Axe(γ) ⊂ ∂Ω.� L'élément γ est hyperbolique ave
 p0
γ ∈ ∂Ω et l'un des axes se
ondaires de γ estin
lus dans ∂Ω.Dans les trois premier 
as, le lemme 2.7.1 montre qu'il existe un se
teur F de γ tel quela géodésique λ̃ est ultimement in
lus dans F . Le deuxième et troisième 
as se traite dela même façon. On 
ommen
e par le 
as ou γ est parabolique.� Si γ est parabolique alors tout se
teur de γ ne possède qu'un point adhéren
e surle bord de Ω, à savoir le point �xe de γ. Par 
onséquent, x∞ est �xée par γ. Or, lelemme 2.3.13 montre que le point �xe d'un élément parabolique ne peut-être sur unsegment non trivial du bord de Ω. Ce 
as ne peut don
 pas se produire.� Si γ est quasi-hyperbolique ou hyperbolique ave
 p0

γ /∈ ∂Ω alors l'adhéren
e de toutse
teur de γ 
ontient l'axe de γ. Par 
onséquent, le segment s est l'axe de γ. C'est
e que l'on voulait montrer.� Si γ est hyperbolique ave
 p0
γ ∈ ∂Ω alors d'après le lemme 2.7.1, la géodésique λ̃est ultimement in
lus dans la réunion F̃ de F et de l'unique triangle in
lus dans Cdé�nit par les points p+

γ , p
−
γ , p

0
γ. Par 
onséquent, Le segment s est l'un des deux axesse
ondaires de γ.Corollaire 2.7.4. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe et un sous-groupe dis
ret sanstorsion Γ qui préserve Ω. On suppose que l'a
tion de Γ sur Ω est de 
ovolume �ni et que Ωn'est pas un triangle. Alors, Ω est stri
tement 
onvexe.Démonstration. � Tout segment maximal et non trivial du bord de Ω est stabilisé par unélément non parabolique γ ∈ Γ (théorème 2.7.3) qui 
orrespond à un la
et élémentaire tra
ésur Ω/Γ. Mais le théorème 2.6.28 montre que l'holonomie de tout la
et élémentaire de Ω/Γ estparabolique. L'ouvert Ω est don
 stri
tement 
onvexe.2.7.2. Dualité. � Soit S une surfa
e sans bord. Nous allons dé�nir une opération de dualitésur l'espa
e β(S) et nous allons voir que 
ette opération préserve le sous-espa
e βf (S).Dé�nition 2.7.5. � Soit Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2. On note Ω∗ l'ouvert 
onvexede (P2)∗ : Ω∗ = {Rf ∈ (P2)∗ | ∀Rv ∈ Ω, f(v) 6= 0}. C'est un ouvert proprement 
onvexe. Onl'appelle le dual de Ω.
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ette notion de dualité au niveau des surfa
es nous allons avoir besoin d'uneappli
ation Aut(Ω)-équivariante θΩ : Ω → Ω∗. On rappelle i
i une 
onstru
tion dû à Vinbergd'une telle appli
ation.Soit C un des deux 
�nes ouverts proprement 
onvexe de R3 dont l'image dans P2 est Ω.On va de nouveau utiliser la fon
tion 
ara
téristique de C. On note C∗ = {f ∈ R3∗ | ∀ v ∈
C−{0}, f(v) > 0} le 
�ne dual de C. Son image dans (P2)∗ est Ω∗. Pour tout v ∈ C, on dé�nit
v∗ ∈ C∗ par la formule suivante :

v∗ =

∫
C∗ fe

−f(v)df∫
C∗ e−f(v)dfLe point v∗ est le 
entre de gravité du 
onvexe {f ∈ C∗ | f(v) = 3}. On dé�nit don
 x∗ = θΩ(x)
omme la droite engendré par l'image v∗ de n'importe quel générateur v ∈ C de la droite x ∈ Ω.Remarque 15. � Il est vrai que Ω∗∗ = Ω via l'identi�
ation naturel entre un espa
e ve
torielet son bidual. Par 
ontre, l'appli
ation θΩ∗ ◦ θΩ 6= Id en général. On pourra 
onsulter [Beno4℄pour un 
ontre-exemple.On obtient ainsi la dé�nition suivante :Dé�nition 2.7.6. � Soient S une surfa
e sans bord et un point base x0 ∈ S. Notons π1le groupe fondamental de S basé en x0. On munit S d'une stru
ture proje
tive proprement
onvexe via une développante d : S̃ → P2 et une holonomie ρ : π1 → SL3(R). La surfa
eduale de S, noté S∗ est la surfa
e proje
tive proprement 
onvexe dé�nit par la développante

d∗ = θΩ ◦ d : S̃ → (P2)∗ et l'holonomie ρ∗ est la représentation duale de la représentation ρ.En parti
ulier, la surfa
e proje
tive proprement 
onvexe S∗ s'identi�e au quotient Ω∗/Γt . Onnotera θS l'homéomorphisme induit par θΩ entre S et S∗.Théorème 2.7.7. � Soit S une surfa
e sans bord. On munit S d'une stru
ture proje
tive
onvexe. Alors, S est de volume �ni si et seulement si S∗ est de volume �ni.Démonstration. � Le théorème 2.6.28 montre qu'une surfa
e proje
tive proprement 
onvexeest de volume �ni si et seulement si l'holonomie de 
haque bout est parabolique. Soit γ un la
etqui fait le tour d'un bout de S. Le la
et θS(γ) fait le tour d'un bout de S∗. L'holonomie ρ(γ)de γ est parabolique si et seulement si l'holonomie ρ∗(γ) =t γ−1 de θS(γ) est parabolique. Lefait d'être de volume �ni est don
 stable par dualité.Le fait suivant est très 
lassique.Fait 3. � Soit Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2 alors le bord ∂Ω de Ω est C1 si etseulement si Ω∗ est stri
tement 
onvexe.Théorème 2.7.8. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2 et un sous-groupe dis
retsans torsion Γ non virtuellement abélien de SL3(R) qui préserve Ω. On suppose que l'a
tion de
Γ sur Ω est de 
ovolume �ni. Alors, Ω est à bord C1.Démonstration. � L'a
tion de Γ sur Ω est de 
ovolume �ni. La proposition 2.7.7 montre quel'a
tion dual du groupe Γ sur l'ouvert dual Ω∗ de Ω est de 
ovolume �ni. Par 
onséquent, le
orollaire 2.7.4 a�rme que l'ouvert Ω∗ est stri
tement 
onvexe. Le fait 3 permet de 
on
lureque le bord ∂Ω de Ω est C1.
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térisation de la �nitude du volume en termes d'ensemble limite. �Dé�nition 2.7.9. � Lorsque Γ est sous-groupe dis
ret irrédu
tible de SL3(R), on peut dé�nir
ΛΓ l'ensemble limite de Γ, 
'est le plus petit fermé invariant non vide de P2.Remarque 16. � Le 
orollaire 2.4.3 montre que l'ensemble limite ΛΓ est bien dé�ni dès que
Γ n'est pas virtuellement abélien. De plus, l'ensemble limite est l'adhéren
e de l'ensemble despoints �xes attra
tifs des éléments hyperboliques de Γ ([Beno5℄). Il est 
lair que ΛΓ ⊂ ∂Ω.Théorème 2.7.10. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe et Γ un sous-groupe dis
ret nonvirtuellement abélien de SL3(R) qui préserve Ω. Alors, l'a
tion de Γ sur Ω est de 
ovolume �nisi et seulement si Γ est de type �ni et ΛΓ = ∂Ω.Démonstration. � Remarquons que Ω n'est pas un triangle puisque Γ n'est pas virtuellementabélien. Commençons par supposer que ΛΓ 6= ∂Ω et montrons que µ(Ω/Γ) = ∞. L'intérieur
K de l'enveloppe 
onvexe de ΛΓ est invariante par Γ et Ω − K est non vide puisque Ω eststri
tement 
onvexe (
orollaire 2.7.4). Par 
onséquent, les 
omposantes 
onnexes de Ω−K sontpermutées par Γ et leur stabilisateur est soit trivial, soit engendré par un élément hyperbolique.Dans tous les 
as, la proposition 2.2.2 montre que µ(Ω/Γ) = ∞.Supposons à présent que µ(Ω/Γ) = ∞ et Γ est de type �ni. On peut supposer que Γ estsans torsion puisque Γ est de type �ni. Le 
orollaire 2.6.28 montre que l'holonomie de l'undes bouts de la surfa
e sans bord et de type �ni Ω/Γ est hyperbolique ou quasi-hyperbolique.Par 
onséquent, si on 
onsidère c un la
et autour de l'un de 
es bouts. La réunion E desrelevés de la 
omposante élémentaire asso
iée à c est un fermé de Ω préservé par Γ. La partie
(∂Ω − EP2)P2 est un fermé Γ-invariant. Il est di�érent de ∂Ω 
ar Hol(c) n'est pas parabolique.Don
 ΛΓ 6= ∂Ω.Remarque 17. � L'hypothèse Γ type �ni est essentielle 
omme le montre la 
onstru
tion
lassique suivante. Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe et Γ un sous-groupe dis
ret nonvirtuellement abélien et sans torsion de SL3(R) qui préserve Ω tel que l'a
tion de Γ sur Ω est de
ovolume �ni. La proposition 2.6.18 montre que Γ est ou un groupe libre non abélien de type�ni ou isomorphe au groupe fondamental d'une surfa
e 
ompa
te de genre supérieur ou égaleà 2. Par 
onséquent, le groupe dérivé [Γ,Γ] de Γ est un sous-groupe d'indi
e in�ni de Γ. Sona
tion sur Ω n'est don
 pas de 
ovolume �ni. Mais, l'ensemble limite Λ[Γ,Γ] est Γ-invariant 
ar
[Γ,Γ] est distingué dans Γ, par 
onséquent Λ[Γ,Γ] = ΛΓ. Ce
i ne 
ontredit pas notre théorèmepuisqu'il est bien 
onnu que [Γ,Γ] n'est pas de type �ni.Proposition 2.7.11. � Soit Γ un sous-groupe dis
ret non virtuellement abélien, sans torsionet de type �ni de SL3(R) qui préserve un ouvert proprement 
onvexe de Ω. On 
onsidère l'en-veloppe 
onvexe C dans Ω − ΛΓ de ΛΓ l'ensemble limite de Γ. La surfa
e C/Γ est de volume�ni.Démonstration. � Par dé�nition, l'intérieur U de C est le plus petit ouvert 
onvexe de P2préservé par Γ. La partie C est le 
onvexe obtenu en ajoutant à U les axes des éléments hyper-bolique et quasi-hyperbolique de Γ qui représente un la
et qui fait le tour d'un bout de Ω/Γd'holonomie hyperbolique ou quasi-hyperbolique. Par 
onséquent, tous les bouts de la surfa
e
C/Γ ont une holonomie parabolique et l'holonomie des 
omposantes 
onnexes du bord de C/Γest hyperbolique ou quasi-hyperbolique. La proposition 2.6.26 montre que la surfa
e C/Γ est devolume �ni.



86 CHAPITRE 2. SURFACE PROJECTIVE CONVEXE DE VOLUME FINI2.7.4. Uni
ité de l'ouvert Ω lorsque le volume est �ni. �Proposition 2.7.12. � Soit Γ un sous-groupe dis
ret de SL3(R), on suppose qu'il existe unouvert proprement 
onvexe Ω tel que µ(Ω/Γ) < ∞ et que Ω n'est pas un triangle. Alors, Ω estl'unique ouvert 
onvexe de P2 sur lequel Γ agit proprement.Démonstration. � Soit F = {x ∈ P2 | ∃γ ∈ Γ tel que γx = x}, 
ommençons par montrer que
F = P2−Ω. On sait d'après [Beno5℄ que pour tout 
ouple de points (x+, x−) ∈ ΛΓ×ΛΓ, il existeune suite d'éléments hyperboliques γn ∈ Γ tel que lim

n→∞
p+

γn
= x+ et lim

n→∞
p−γn

= x−. La proposition2.3.8 montre que le point p0
γn

est l'interse
tion des tangentes à ∂Ω en p+
γn

et p−γn
. Le théorème2.7.10 montre que ΛΓ = ∂Ω. Par 
onséquent, 
omme le bord ∂Ω de Ω est C1 (proposition 2.7.8),l'ensemble {p0

γ | γ ∈ Γ hyperbolique} est dense dans P2 −Ω. Par 
onséquent, si Ω′ est un ouvertsur lequel Γ agit proprement alors Ω′ ⊂ Ω. Il reste à remarquer que l'enveloppe 
onvexe de touteorbite d'un point de Ω est Ω lui-même. L'adhéren
e de toute orbite d'un point quel
onque de
Ω 
ontient l'ensemble limite ΛΓ, or ΛΓ = ∂Ω. Ainsi, le seul ouvert 
onvexe Γ-invariant de P2est Ω.Cette proposition montre que l'holonomie d'une stru
ture proje
tive proprement 
onvexede volume �ni sur une surfa
e sans bord 
ara
térise 
ette stru
ture. On obtient fa
ilement le
orollaire suivant :Corollaire 2.7.13. � Soient S une surfa
e de type �ni sans bord, et ρ une représentationdu groupe fondamental de S, il existe au plus une stru
ture proje
tive proprement 
onvexe devolume �ni sur la surfa
e S dont l'holonomie est ρ.Remarque 18. � Ce théorème est faux pour les surfa
es à bord. En e�et, 
onsidérons unesurfa
e à bord S de type �ni et donnons nous une stru
ture proje
tive proprement 
onvexe devolume �ni sur S. On note C la partie proprement 
onvexe de P2 donné par la développantede 
ette stru
ture et Ω l'intérieur de C. Considérons un la
et c homotope à une 
omposante
onnexe L du bord, on a trois 
as à distinguer (proposition 2.6.12) :� L'élément Hol(c) est quasi-hyperbolique,� L'élément Hol(c) est hyperbolique et Axe(Hol(c)) ⊂ ∂C,� L'élément Hol(c) est hyperbolique et Axe(Hol(c)) ⊂ Ω.Tout relevé du bord L est un segment in
lus dans ∂C préservé par un 
onjugué de Hol(c).Par 
onséquent, dans les deux premiers 
as, le bord L de S est la proje
tion de l'axe prin
ipalde Hol(c) sur la surfa
e S. Et, dans le troisième 
as, le bord L est la proje
tion de l'un des deuxaxes se
ondaires de Hol(c).Par 
onséquent, étant donné une stru
ture proje
tive proprement 
onvexes de volume �nisur une surfa
e à bord S. Notons nh le nombre de 
omposantes 
onnexes du bord de S dontl'holonomie est hyperbolique, le paragraphe pré
édent montre que l'on peut 
onstruire au moins
3nh stru
tures proje
tives proprement 
onvexes de volume �ni sur la surfa
e S qui ont la mêmeholonomie que S. Et, le théorème 2.6.26 montre qu'il n'y en a pas d'autres.Pour résoudre 
e problème dans le but d'étudier l'espa
e des modules des stru
tures pro-je
tives proprement 
onvexe de volume �ni sur les surfa
es à bord, on introduit la notion desurfa
e à bord géodésique prin
ipal.Dé�nition 2.7.14. � Une stru
ture proje
tive proprement 
onvexe sur une surfa
e à bord
S est dite à bord géodésique prin
ipal lorsqu'elle est à bord géodésique et toute 
omposante
onnexe L du bord de S qui a une holonomie hyperbolique est la proje
tion de l'axe prin
ipalde 
ette holonomie.



2.7. APPLICATIONS 87La proposition suivante est à présent évidente.Proposition 2.7.15. � Soient S une surfa
e de type �ni, et ρ une représentation du groupefondamental de S, il existe au plus une stru
ture proje
tive proprement 
onvexe de volume �nià bord géodésique prin
ipal sur la surfa
e S dont l'holonomie est ρ.2.7.5. Dis
rétude du groupe Aut(Ω). �Théorème 2.7.16. � Soient Γ un sous-groupe dis
ret de SL3(R) et Ω un ouvert proprement
onvexe tel que µ(Ω/Γ) < ∞, on suppose que Ω n'est pas un triangle. Alors, on a l'alternativeex
lusive suivante :� L'adhéren
e de Zariski ΓZ de Γ est 
onjuguée au groupe SO2,1(R) et Ω est un ellipsoïde etAut(Ω) = ΓZ.� Le groupe Γ est Zariski dense dans SL3(R) et Aut(Ω) est un sous-groupe dis
ret de Ω. Enparti
ulier, Γ est d'indi
e �ni dans Aut(Ω).Démonstration. � Supposons que l'adhéren
e de Zariski de Γ est 
onjuguée au groupe SO2,1(R)par 
onséquent, le groupe Γ préserve une ellipse. La proposition 2.7.12 montre que Ω est 
etellipsoïde.Si l'adhéren
e de Zariski de Γ n'est 
onjuguée pas au groupe SO2,1(R) alors le 
orollaire 2.4.5montre que Γ est Zariski dense. Le lemme 2.7.17 montre que Aut(Ω) est un sous-groupe dis
retou dense de SL3(R). Or, il préserve Ω il ne peut don
 pas être dense.Lemme 2.7.17. � Soit H un sous-groupe Zariski dense de SL3(R), on a l'alternative sui-vante :� Le groupe H est dis
ret, ou bien� Le groupe H est dense.Démonstration. � Ce lemme est vrai plus généralement pour les sous-groupes Zariski densed'un groupe algébrique quasi-simple. La 
omposante neutre de G de l'adhéren
e (pour la topo-logie usuelle) de H est un sous-groupe fermé, 
onnexe de SL3(R) qui est normalisé par H , etdon
 par SL3(R) puisque H est Zariski dense. Par 
onséquent, 
omme SL3(R) est simple. Onobtient que :� G = {1}, ou bien� G = SL3(R).Ce théorème entraîne le 
orollaire suivant.Corollaire 2.7.18. � Soit Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2, on suppose qu'il existe Γ1et Γ2 tel que µ(Ω/Γ1) < ∞ et µ(Ω/Γ2) < ∞. On suppose de plus que Ω/Γ1 est 
ompa
t et que
Ω/Γ2 n'est pas 
ompa
t. Alors, Ω est un ellipsoïde.Démonstration. � Tout d'abord, il est 
lair que Ω n'est pas un triangle puisque Ω/Γ2 n'estpas 
ompa
t. Ensuite, si Ω n'est pas un ellipsoïde alors le théorème 2.7.16 montre que Γ1 et
Γ2 sont des sous-groupes d'indi
e �ni de Aut(Ω) par 
onséquent Γ1 ∩ Γ2 est un sous-grouped'indi
e �ni de Γ1 et Γ2. Il est vient que Ω/Γ1∩Γ2 devrait être 
ompa
t et non 
ompa
t, 
e quiest absurde.





CHAPITRE 3ESPACES DES MODULES DES SURFACESCONVEXES DE VOLUME FINI
3.1. Introdu
tion3.1.1. Présentation des résultats. � Soit C une partie de l'espa
e proje
tif réel Pn, ondira que C est 
onvexe lorsque l'interse
tion de C ave
 toute droite de Pn est 
onnexe. Une partie
onvexe C est dite proprement 
onvexe lorsqu'il existe un ouvert a�ne 
ontenant l'adhéren
e
C de C. Elle est dite stri
tement 
onvexe lorsque tout segment in
lus dans le bord ∂C de C esttrivial.Une stru
ture proje
tive proprement 
onvexe sur une variété sans bordM est un homéomor-phisme entre M et le quotient d'un ouvert proprement 
onvexe Ω de Pn par un sous-groupedis
ret de SLn+1(R) qui préserve Ω. De tels stru
tures sur les variétés 
ompa
tes ont été étu-diées 
es dernières années par Benoist, Choi, Goldman, Labourie et Loftin [Beno1, Beno2,Beno5, Beno6, Gold1, ChGo, Lab, Loft1℄.L'ensemble des stru
tures proje
tives proprement 
onvexes de volume �ni à isotopie près surune surfa
e à bord S possède une topologie naturelle (on fera une hypothèse te
hnique sur lagéométrie du bord pour simplifer notre étude). Nous allons étudier l'espa
e des modules desstru
tures proje
tives proprement 
onvexes à bord géodésique prin
ipal et de volume �ni sur
S, on notera 
et espa
e βf (S). Goldman a montré que si S est une surfa
e sans bord, 
ompa
tet de genre g > 2 alors l'espa
e βf(S) est homéomorphe à une boule de dimension 16g − 16.On notera Σg,p la surfa
e de genre g et à p pointes. Nous allons montrer le théorème suivant :Théorème (3.3.4). � Supposons que la surfa
e Σg,p soit de 
ara
téristique d'Euler stri
te-ment négative alors l'espa
e des modules des stru
tures proje
tives proprement 
onvexes devolume �ni sur la surfa
e Σg,p est homéomorphe à une boule de dimension 16g − 16 + 6p.Si S est une surfa
e à bord ave
 un bord non trivial alors l'espa
e βf (S) n'est pas une variétémais une variété à bord topologique dont nous dé
omposerons le bord en strates. Le systèmede 
oordonnées introduit sur l'espa
e βf (S) est une généralisation du système de 
oordonnéesutilisé par Goldman pour étudier 
et espa
e dans le 
as 
ompa
t. Le système de 
oordonnéesde Goldman étant lui-même une généralisation du système de 
oordonnées utilisé par Fen
helet Nielsen pour étudier l'espa
e des modules des stru
tures hyperboliques sur une surfa
e.Dans le 
hapitre 2, on a donné des 
ara
térisations du fait qu'une stru
ture proje
tive pro-prement 
onvexe est de volume �ni. On a notamment montré qu'une stru
ture proje
tive pro-prement 
onvexe à bord géodésique sur une surfa
e à bord de type �ni S est de volume �ni siet seulement si l'holonomie des la
ets élémentaires non homotopes à une 
omposante 
onnexe



90 CHAPITRE 3. ESPACES DES MODULES DES SURFACES CONVEXES DE VOLUME FINIdu bord de S est parabolique.Ainsi, le 
hapitre 2 permet de faire le lien entre l'espa
e βf(Σg,p) et un espa
e de représenta-tions du groupe fondamental de Σg,p étudié par Fo
k et Gon
harov. En e�et, l'holonomie fournitune appli
ation de l'espa
e βf (Σg,p) vers l'espa
e des représentations du groupe fondamentalde Σg,p suivant :
β ′

Para(π1(Σg,p)) =





ρ est �dèle,Im(ρ) est dis
rète,
ρ ∈ Hom(π1(Σg,p), SL3(R)) Im(ρ) préserve un ouvert propre-ment 
onvexe Ωρ,le quotient Ωρ/Γ est homéo-morphe à Σg,p,l'holonomie des la
ets élémen-taires de π1(Σg,p) est parabolique.



On verra que le groupe SL3(R) agit librement et proprement sur β ′

Para(π1(Σg,p)), on note
βPara(π1(Σg,p)) l'espa
e quotient. On a montré dans le 
hapitre 2, que l'appli
ation naturelledonnée par l'holonomie de l'espa
e βf (Σg,p) vers l'espa
e βPara(π1(Σg,p)) est inje
tive, 
'est don
un homéomorphisme. Fo
h et Gon
harov ont montré dans [FoGo℄ que l'espa
e βPara(π1(Σg,p))est homéomorphe à R16g−16+6p. Le fait que βf(Σg,p) est homéomorphe à R16g−16+6p n'est don
pas nouveau. Mais nous donnons i
i un nouveau système de 
oordonnées "à la Fen
hel-Nielsen"et nous gérons aussi le 
as d'une surfa
e à bord.Nous allons aussi montrer que les stru
tures proje
tives proprement 
onvexes de volume �nisont des objets naturels. Pour 
ela, nous montrerons le théorème suivant :Théorème (3.4.7). � On se donne une surfa
e sans bord S de 
ara
téristique d'Euler stri
te-ment négative. L'espa
e des modules des stru
tures proje
tives proprement 
onvexe de volume�ni sur la surfa
e S s'identi�e à l'une des 
omposantes 
onnexes de l'espa
e des représentationsirrédu
tibles du groupe fondamental de S dans SL3(R) dont l'holonomie des la
ets élémentairesest parabolique, à 
onjugaison près.Terminons 
ette introdu
tion en donnant le plan de 
e texte. La partie 3.2 est un rappel desdé�nitions de surfa
es proje
tives, proje
tives proprement 
onvexes, marquées, à bord géodé-sique, à bord géodésique prin
ipal. On dé�nit ensuite la topologie de l'espa
e βf (S). On termine
ette partie en donnant des 
onséquen
es fa
iles de la 
lassi�
ation des automorphismes desouverts proprement 
onvexes (paragraphe 3.2.2).Dans la se
onde partie, on démontre les théorèmes 3.3.4 et 3.3.5. La démonstration se dé-roule en deux parties. On 
ommen
e dans la partie 3.3.1 par étudier le re
ollement d'une surfa
eproje
tive proprement 
onvexe le long d'un la
et. Ce résultat a été montré par Goldman, maisnous reproduisons une preuve pour la 
ommodité du le
teur. En�n, nous 
al
ulons l'espa
es desmodules des pantalons dont les 
lasses de 
onjugaison de l'holonomie des bords est �xée. L'idéede départ est dû à Goldman, il s'agit de dé
ouper un pantalon à l'aide de deux triangles "enspirales". Cette idée permet de 
onstruire une bije
tion entre les pantalons proje
tifs propre-ment 
onvexes et un objet 
ombinatoire. La démonstration de Goldman de 
e point né
essite denouveau argument pour passer au 
as non 
ompa
t. En�n, on termine 
ette partie en 
al
ulant,l'espa
e des modules de l'objet 
ombinatoire. Cette partie est une généralisation fa
ile de la



3.2. PRÉLIMINAIRES 91preuve de Goldman.Dans la troisième partie, on démontre le théorème 3.4.7. La démonstration de 
e théorèmese fait en deux parties. Il faut montrer la fermeture et l'ouverture de l'espa
e βf(S) dans l'es-pa
e des représentations du groupe fondamental de S qui sont irrédu
tibles et dont l'holonomied'un la
et élémentaire est parabolique. La démonstration de la fermeture est très pro
he dutravail de Choi et Goldman qui montre dans [ChGo℄, la fermeture de βf(S) dans l'espa
e desreprésentations du groupe fondamental de S, lorsque S est une surfa
e 
ompa
te de genre supé-rieure ou égale à 2. Pour 
on
lure 
omme le théorème 3.3.4 montre que βf(S) est homéomorpheà une boule, nous utiliserons le théorème d'invarian
e du domaine de Brouwer pour montrerl'ouverture.3.2. Préliminaires3.2.1. Dé�nition des surfa
es proje
tives proprement 
onvexes. � Tout au long de
e texte une surfa
e sera une variété 
onnexe orientable de dimension 2 à bord. On note E undemi-espa
e a�ne fermé de P2.Une stru
ture proje
tive réelle sur une surfa
e S est la donnée d'un atlas maximal ϕU : U → Esur S tel que les fon
tions de transitions ϕU ◦ϕ−1
V sont des éléments de SL3(R), pour tous ouverts

U et V de l'atlas de S tel que U ∩ V 6= ∅.Un isomorphisme entre deux surfa
es munies de stru
tures proje
tives est un homéomor-phisme qui, lu dans les 
artes, est donné par des éléments de SL3(R).La donnée d'une stru
ture proje
tive sur une surfa
e S est équivalente à la donnée :1. d'un homéomorphisme lo
al dev : S̃ → P2 appelée développante, où S̃ est le revêtementuniversel de S,2. d'une représentation hol : π1(S) → SL3(R) appelée holonomie tel que la développanteest π1(S)-équivariante ( i.e pour tout x ∈ S̃, et pour tout γ ∈ π1(S) on a dev(γ x) =

hol(γ)dev(x)).De plus, deux stru
tures proje
tives données par les 
ouples (dev, hol) et (dev′, hol′) sontisomorphes si et seulement si il existe un élément g ∈ SL3(R) tel que dev′ = g ◦ dev et
hol′ = g ◦ hol ◦ g−1.Lorsqu'on s'intéresse à l'ensemble des stru
tures sur une surfa
e à équivalen
e près, il fautfaire attention à introduire la bonne relation d'équivalen
e sur l'ensemble des stru
tures enquestion. A première vue, on pourrait penser que la bonne relation d'équivalen
e est toutsimplement l'existen
e d'un isomorphisme. Mais, si on introduit 
ette relation, alors l'espa
equotient n'est en général pas une variété. C'est pourquoi on introduit la notion de surfa
emarquée et la notion d'isotopie.Dé�nition 3.2.1. � Soit S une surfa
e, une stru
ture proje
tive marquée sur S est la donnéed'un homéomorphisme ϕ : S → S ′ où S ′ est une surfa
e proje
tive. On note P′(S) l'ensembledes stru
tures proje
tives marquées sur S.Deux stru
tures proje
tives marquées sur S, ϕ1 : S → S1 et ϕ2 : S → S2 sont dites isotopiqueslorsqu'il existe un isomorphisme h : S1 → S2 tel que ϕ−1

2 ◦h◦ϕ1 : S → S est un homéomorphismeisotope à l'identité. On note P(S) l'ensemble des stru
tures proje
tives marquées sur S moduloisotopie.



92 CHAPITRE 3. ESPACES DES MODULES DES SURFACES CONVEXES DE VOLUME FINIOn peut à présent dé�nir une topologie sur l'ensemble des stru
tures proje
tives marquéessur la surfa
e S. On introduit l'espa
e :
D′(S) =





dev : S̃ → P2 est un homéomorphisme lo
al
(dev, hol) hol : π1(S) → SL3(R)

dev est π1(S) − équivariante 

Les espa
es S̃, P2, π1(S) et SL3(R) sont des espa
es topologiques lo
alement 
ompa
ts. Onmunit l'ensemble des appli
ations 
ontinues entre deux espa
es lo
alement 
ompa
ts de la to-pologie 
ompa
t-ouvert. Ainsi, l'espa
e D′(S) est munie d'une topologie. Le groupe Homeo0(S)des homéomorphismes isotopes à l'identité agit naturellement sur D′(S). Le groupe SL3(R) agitaussi naturellement sur D′(S). Ces deux a
tions 
ommutent. L'espa
e quotient est l'espa
e P(S)des stru
tures proje
tives marquées sur S à isotopie près. On le munit de la topologie quotient.On ne s'intéresse qu'à un 
ertain type de stru
ture proje
tive : les stru
tures proje
tivesproprement 
onvexes.Dé�nition 3.2.2. � Soit S une surfa
e, une stru
ture proje
tive est dite proprement 
onvexesur S lorsque la développante est un homéomorphisme sur une partie C proprement 
onvexede P2. On note β(S) l'ensemble des stru
tures proje
tives proprement 
onvexes sur S moduloisotopie.Comme on souhaite 
omprendre le 
as des surfa
es à bord, il faut faire une hypothèse sur lagéométrie du bord. Une stru
ture proje
tive sur S est dite à bord géodésique lorsque pour toutouvert U de l'atlas tel que U ∩ ∂S 6= ∅ et pour toute 
omposante 
onnexe B de U ∩ ∂S, ϕU(B)est in
lus dans une droite de P2. Ainsi, tout relevé d'une 
omposante 
onnexe B du bord de Sest un segment s ouvert de P2 préservé par un élément γ ∈ SL3(R), qui est l'holonomie d'unla
et librement homotope à la 
omposante 
onnexe B du bord de S. On dira que le bord Best à bord géodésique prin
ipal lorsque γ est un élément hyperbolique ou quasi-hyperbolique de

SL3(R) et l'une des extrémités de s est un point attra
tif de γ et l'autre un point répulsif.Soit S une surfa
e proje
tive proprement 
onvexe, l'appli
ation développante permet d'iden-ti�er le revêtement universel S̃ de S à une partie C proprement 
onvexe de P2. On notera
π : C → S le revêtement universel de S. L'intérieur Ω de C est naturellement muni d'une me-sure µΩ invariante sous l'a
tion du groupe fondamental π1(S) de S. Par 
onséquent, il existeune unique mesure µS sur l'intérieur ◦

S de S telle que pour tout borélien A de Ω, si π : Ω →
◦
Srestreinte à A est inje
tive alors µS(π(A)) = µΩ(A).Dé�nition 3.2.3. � Soit S une surfa
e, on dit qu'une stru
ture proje
tive proprement 
onvexesur S est de volume �ni lorsque pour tout fermé F de l'intérieur ◦

S de S, on a µS(F ) < ∞.On note βf (S) l'espa
e des modules des stru
tures proje
tives marquées proprement 
onvexesà bord géodésique prin
ipal de volume �ni sur S.3.2.2. Conséquen
e fa
ile de la 
lassi�
ation des automorphismes des ouverts pro-prement 
onvexe. � Les propositions suivantes sont des 
onséquen
es évidentes des propo-sitions de la deuxième partie du 
hapitre 2.Proposition 3.2.4. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe et γ ∈ Aut(Ω) d'ordre in�ni,alors, la tra
e de γ est supérieure ou égale à 3 ave
 égalité si et seulement si γ est paraboliqueou l'élément identité.



3.3. PARAMÉTRISATION DE L'ESPACE DES MODULES 93On introduit les sous-ensembles de R2 suivants :
R = {(λ, τ) ∈ R2 | 0 < λ < 1, 2√

λ
< τ < λ+ λ−2}

RQH non C1 = {(λ, τ) ∈ R2 | 0 < λ < 1, τ = λ+ λ−2}
RQH C1 = {(λ, τ) ∈ R2 | 0 < λ < 1, τ = 2√

λ
}

RP = {(1, 2)}
R̂ = R ∪ RQH non C1 ∪ RQH C1On pourra remarquer que R est un ouvert de R2 homéomorphe à R2 dont le bord est laréunion des 2 sous-variétés RQH non C1 et RQH C1 homéomorphes à R et du point RP .En�n, l'espa
e R̂ est une variété à bord homéomorphe à [0, 1] × R.Dé�nition 3.2.5. � Soit γ ∈ SL3(R) dont le spe
tre est réel et stri
tement positif, on note

λ1 6 λ2 6 λ3 les valeurs propres de γ. On notera λ(γ) = λ1 la plus petite valeur propre de γ et
τ(γ) = λ2 + λ3 la somme des deux autres.La proposition suivante est alors une simple 
onséquen
e de la 
lassi�
ation des automor-phismes des ouverts proprement 
onvexes.Proposition 3.2.6. � Soient Ω un ouvert proprement 
onvexe de P2 et γ ∈ Aut(Ω), on sup-pose que γ possède un point �xe p ∈ ∂Ω. On suppose de plus que si γ est quasi-hyperbolique ouhyperbolique alors p est un point �xe répulsif. Alors le spe
tre de γ est réel, stri
tement positifet on a :� L'élément γ est hyperbolique si et seulement si (λ(γ), τ(γ)) ∈ R� L'élément γ est quasi-hyperbolique et p n'est pas un point C1 de ∂Ω si et seulement si

(λ(γ), τ(γ)) ∈ RQH non C1� L'élément γ est quasi-hyperbolique et p est un point C1 de ∂Ω si et seulement si (λ(γ), τ(γ)) ∈
RQH C1� L'élément γ est parabolique si et seulement si (λ(γ), τ(γ)) ∈ RP3.3. Paramétrisation de l'espa
e des modulesDans 
ette partie, nous allons expliquer la méthode que nous allons suivre pour montrer lethéorème 3.1.1, ainsi que sa version dans le 
adre des surfa
es à bord. On termine en donnantles théorèmes de paramétrisation de l'espa
e des modules des stru
tures proje
tives proprement
onvexes de volume �ni sur une surfa
e sans bord et à bord. Nous allons à présent rappelerquelques dé�nitions élémentaires de topologie des surfa
es.Dé�nition 3.3.1. � Soit S une surfa
e, on dit qu'un la
et tra
é sur S, c : S1 → S est simples'il est inje
tif. On dit qu'un la
et simple c tra
é sur S est élémentaire si S − c possède deux
omposantes 
onnexes et l'une d'elles est un 
ylindre. Lorsque S n'est pas un 
ylindre, onappellera l'adhéren
e de la 
omposante homéomorphe à un 
ylindre la 
omposante élémentaireasso
iée à c.Remarque 19. � Soient S une surfa
e et c un la
et élémentaire tra
é sur S, alors on a l'al-ternative suivante :� La 
omposante élémentaire asso
iée à c est un 
ylindre sans bord. On dira alors que c faitle tour d'un bout.� La 
omposante élémentaire asso
iée à c est un 
ylindre ave
 un bord. Dans 
e 
as c estlibrement homotope à une 
omposante 
onnexe du bord de S.
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e texte, on notera Σg,b,p la surfa
e obtenue en retirant b disques ouvertsdisjoints et p points distin
ts à la surfa
e de genre g (on suppose bien sûr aussi que les pointsn'appartiennent pas à l'adhéren
e des disques que l'on retirent).Le théorème suivant est le point de départ de notre étude. Il 
ara
térise le fait qu'une stru
tureproje
tive est de volume �ni en terme d'holonomie.Théorème (2.6.27). � Une stru
ture proje
tive proprement 
onvexe à bord géodésique prin-
ipal sur la surfa
e Σg,b,p est de volume �ni si et seulement si l'holonomie des la
ets qui font letour d'un bout est parabolique et l'holonomie des la
ets élémentaires homotopes à une 
ompo-sante 
onnexe du bord est hyperbolique ou quasi-hyperbolique.On rappelle la proposition suivante qui a été démontré dans le se
ond 
hapitre.Théorème (Proposition 2.6.12). � Soit S une surfa
e, on munit S d'une stru
ture proje
-tive 
onvexe et on note Ω l'intérieur de la partie proprement 
onvexe donné par la développantede la stru
ture proje
tive de S. L'holonomie de tout la
et non élémentaire est un élément hy-perbolique qui véri�e que p0
γ /∈ ∂Ω.On rappelle brièvement la dé�nition d'une dé
omposition en pantalon.Dé�nition 3.3.2. � Soit S une surfa
e, une famille de la
ets (ci)i∈I de S est une dé
ompo-sition en pantalon de S lorsque les (ci)i∈I sont des la
ets simples, deux à deux disjoints et les
omposantes 
onnexes de S privée de la réunion des (ci)i∈I sont des pantalons ouverts.Pour paramétrer l'espa
e des modules des stru
tures proje
tives de volume �ni sur une sur-fa
e S, nous allons utiliser une dé
omposition en pantalon de la surfa
e à l'aide d'un ensemble�ni de la
ets (ci)i∈I . Dans le 
as d'une surfa
e de Riemann, on voit apparaître deux types deparamètres : la 
lasse de 
onjugaison de l'holonomie des la
ets (ci)i∈I et un paramètre de twistle long de 
ha
un des (ci)i∈I . Dans le 
as proje
tive 
onvexe, les 
hoses se 
ompliquent un peu.Tout d'abord la 
lasse de 
onjugaison de l'holonomie des la
ets (ci)i∈I et le paramètre de twistle long de 
ha
un des (ci)i∈I ne sont plus mesurés à l'aide d'un nombre réel mais à l'aide d'unélément de R2. Et aussi, alors qu'il existe un et un seul pantalon hyperbolique dont les bordssont de longueur �xée, l'espa
e des modules des pantalons proje
tifs proprement 
onvexes dontles 
lasses de 
onjugaison de l'holonomie des bords est �xée est homéomorphe à R2.Lorsque qu'on dé
oupe une surfa
e à bord S en pantalon, on obtient trois types d'holonomiepour les la
ets élémentaires des pantalons :� Les la
ets qui viennent d'un la
et non élémentaire dans S, l'holonomie de 
es la
ets esthyperbolique.� Les la
ets qui font le tour d'un bout de S, l'holonomie de 
es la
ets est parabolique.� Les la
ets homotopes à une 
omposante 
onnexe du bord de S, l'holonomie de 
es la
etsest hyperbolique ou quasi-hyperbolique.Dé�nition 3.3.3. � Un pantalon ave
 mémoire est une surfa
e Σ0,b,p, ave
 b + p = 3, ainsique la donnée pour 
ha
un des bords d'une orientation et de l'un des mots suivants : {
oupure,bord}. On note P ∗

i,j,k le pantalon ave
 mémoire qui possède i bords marqués "
oupure", j bordsmarqués "bord" et k pointes. On a une dé�nition naturelle de βf(P
∗
i,j,k) : il s'agit de l'espa
edes modules des stru
tures proje
tives 
onvexes marquées de volume �ni sur la surfa
e Σ0,i+j,ktelle que l'holonomie des bords marqués "
oupure" est hyperbolique.Soient Σg,b,p une surfa
e de 
ara
téristique d'Euler stri
tement négative et une famille dela
ets (ci)i∈I de S qui dé�nit une dé
omposition en pantalon de S, on note (Pj)j∈J l'ensemble



3.3. PARAMÉTRISATION DE L'ESPACE DES MODULES 95des pantalons obtenus. On se donne une famille (bk)k=1,...,b de la
ets élémentaires homotopes àune 
omposante 
onnexe du bord de S telle que toutes les 
omposantes 
onnexes du bord sontreprésentées une et une seule fois. On notera P ∗
j le pantalon ave
 mémoire asso
ié à Pj de lafaçon suivante :� Les bords de Pj qui viennent d'un la
et non élémentaire de S sont marqués "
oupures".� Les bords de Pj qui viennent d'un la
et élémentaire de S sont marqués "bords".L'orientation des bords de Pj est l'orientation donnée par les la
ets (ci)i∈I et (bk)k=1,...,b.On peut à présent énon
er notre paramétrisation de l'espa
e des modules. Commençons parénon
er le théorème dans le 
as sans bord.Théorème 3.3.4. � Soient Σg,0,p une surfa
e sans bord de 
ara
téristique d'Euler stri
tementnégative et une famille de la
ets (ci)i∈I de S qui dé�nit une dé
omposition en pantalon de S,on note (Pj)j∈J l'ensemble des pantalons ave
 mémoire obtenus. Alors,1. Les la
ets (ci)i∈I ne sont pas élémentaires.2. |I| = 3g − 3 + p et |J | = −χ(Σg,b,p) = 2g − 2 + p.3. L'holonomie des ci pour i ∈ I est hyperbolique.4. L'appli
ation naturelle βf (Σg,0,p) →

∏
j∈J

βf (P
∗
j ) est une �bration qui admet une a
tionsimplement transitive préservant les �bres du groupe (R2)I .5. On note (crj)r=1...lj la sous-famille de (ci)i∈I des lj la
ets élémentaires du pantalon Pjhomotopes à une 
omposante 
onnexe du bord du pantalon Pj. L'appli
ation :

βf(P
∗
j ) → R

lj

P 7→ (λ(Hol(crj)), τ(Hol(c
r
j)))r=1...ljest une �bration dont les �bres sont homéomorphes à R2.6. En parti
ulier, βf(Σg,0,p) est homéomorphe à R16g−16+6p.On donne à présent l'énon
é dans le 
as à bord.Théorème 3.3.5. � Soient Σg,b,p une surfa
e à bord de 
ara
téristique d'Euler stri
tementnégative et une famille de la
ets (ci)i∈I de S qui dé�nit une dé
omposition en pantalon de S,on note (bk)k=1,...,b une famille de la
ets élémentaires homotopes à une 
omposante 
onnexe dubord de S telle que toutes les 
omposantes 
onnexes du bord sont représentées une et une seulefois. On note (P ∗

j )j∈J l'ensemble des pantalons ave
 mémoire obtenus. Alors,1. Les la
ets (ci)i∈I ne sont pas élémentaires.2. |I| = 3g − 3 + p+ b et |J | = −χ(Σg,b,p) = 2g − 2 + p+ b.3. L'holonomie des ci pour i ∈ I est hyperbolique.4. L'appli
ation naturelle βf (Σg,b,p) →
∏
j∈J

βf (P
∗
j ) est une �bration qui admet une a
tionsimplement transitive préservant les �bres du groupe (R2)I .5. On note (crj)r=1...lj la sous-famille de (ci)i∈I des lj la
ets élémentaires du pantalon Pj quisont homotopes à une 
omposante 
onnexe du bord du pantalon Pj marqué "
oupure". Onnote (bsj)s=1...mj

la sous-famille de (bk)k=1,...,b des mj la
ets élémentaires du pantalon Pjqui sont homotopes à une 
omposante 
onnexe du bord du pantalon Pj marqué "bord".L'appli
ation :
βf(P

∗
j ) → R

lj × R̂
mj

P 7→ (λ(Hol(crj)), τ(Hol(c
r
j)))r=1...lj × (λ(Hol(bsj)), τ(Hol(b

s
j)))s=1...mjest une �bration dont les �bres sont homéomorphes à R2.
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ulier, βf(Σg,b,p) est une variété topologique à bord de dimension 16g−16+6p+8bhoméomorphe à R16g−16+6p+7b × [0, 1]b.La démonstration de 
e théorème va né
essiter plusieurs lemmes. Mais 
ommençons plut�tpar donner les étapes de la démonstration. Les deux premiers points sont des résultats 
lassiquesde topologie des surfa
es. Le troisième point est une 
onséquen
e du premier point et de laproposition 3.3. Le quatrième point est un résultat de Goldman ([Gold1℄) dont nous donnonsune démonstration au paragraphe 3.3.1 pour la 
ommodité du le
teur. Le 
inquième point estle point le plus te
hnique, l'idée vient de Goldman ([Gold1℄) mais 
ette fois-
i, nous auronsbesoin d'un réel travail pour pouvoir utiliser 
es idées, on verra 
ela au paragraphe 3.3.2. Lesixième et dernier point est une simple 
onséquen
e des points 4. et 5. et du 
al
ul suivant.� L'holonomie des (ci)i∈I donne |I| éléments de R, soit 2(3g − 3 + p) paramètres.� Dans le 
as ave
 bord, les bords fournissent b éléments de R̂.� Les pantalons (Pj)j∈J donnent deux paramètres 
ha
un, soit 2(2g − 2 + p) paramètres.� Le re
ollement de deux pantalons le long d'un ci fournit deux paramètres, soit 2(3g−3+p)paramètres.� Bilan : l'espa
e des modules est homéomorphe à R
I × R̂

b × (R2)J × (R2)I qui est unevariété topologique à bord de dimension 2(3g−3+p)+2b+2(2g−2+p)+2(3g−3+p) =

16g − 16 + 8b+ 6p.Remarque 20. � Dé
rivons un peu la stru
ture de βf(Σg,b,p). L'intérieur de βf (Σg,b,p) esthoméomorphe à R16g−16+8b+6p. Il s'agit des stru
tures pour lesquels l'holonomie des la
ets ho-motopes à une 
omposante 
onnexe du bord est hyperbolique.Plus généralement, on peut dé
omposer βf (Σg,b,p) en une réunion de variétés lisses (strates)toutes homéomorphes à des boules. Et, si d 6 b l'espa
e βf(Σg,b,p) possède 2d×Cd
b strates de 
o-dimension d. En e�et, la réunion des strates de 
odimension d est l'ensemble des stru
tures dontl'holonomie de d la
ets homotopes à une 
omposante 
onnexe du bord est quasi-hyperbolique.Choisir une strate de dimension d, 
'est don
 
hoisir d la
ets parmi les la
ets (bk)k=1,...,b etensuite pour 
ha
un d'eux 
hoisir si le point �xe répulsif de l'holonomie est C1 ou non. Il n'y apas de strate de 
odimension d, si d > b. En�n, on peut remarquer que l'adhéren
e des stratesde 
odimension d est l'ensemble des strates de 
odimension d′ > d.3.3.1. Démonstration du quatrième point du théorème 3.3.5. � Le but de 
e para-graphe est de montrer le quatrième point du théorème 3.3.5. Commençons par rappeler quelquespropositions 
lassiques de géométrie hyperbolique qui sont en
ore vrai dans pour les surfa
esproje
tives proprement 
onvexes.Proposition 3.3.6. � Soit S une surfa
e, on munit S d'une stru
ture proje
tive proprement
onvexe. Alors, tout la
et simple non élémentaire tra
é sur S est librement homotope à unegéodésique simple.Proposition 3.3.7. � Soit S une surfa
e, on munit S d'une stru
ture proje
tive proprement
onvexe. Soient c1 et c2 deux la
ets simples et non élémentaires tra
és sur S, on note λ1 (resp.

λ2) l'unique géodésique librement homotope à c1 (resp. c2). Si c1 est simple alors λ1 est simple.Si les la
ets c1 et c2 ne s'interse
tent pas, alors les géodésiques λ1 et λ2 ne s'interse
tent pas.Les démonstrations sont identiques à 
elle du monde hyperbolique. On peut les trouver dans[Gold1℄ ou dans le 
hapitre 2.On 
onsidère une surfa
e S et c un la
et simple et non élémentaire tra
é sur S. On note S|cla surfa
e topologique obtenue en retirant c à S et en ajoutant deux bords 
orrespondants à
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c. Cela est possible 
ar S est orientable. On note βf(S|c∗) l'espa
e des modules des stru
turesproje
tives de volume �ni sur la surfa
e S|c tel que les holonomies des deux bords 
orrespon-dants à c sont hyperboliques et 
onjuguées.Il y a une appli
ation naturelle de ϕ|c : βf(S) → βf(S|c∗). Expliquons sa 
onstru
tion defaçon su

inte. On 
onsidère une surfa
e proje
tive proprement 
onvexe S ∈ βf (S), elle estdonnée par un homéomorphisme de S vers le quotient d'une partie proprement 
onvexe C de
P2 par un sous-groupe dis
ret Γ de SL3(R) qui préserve C. Le la
et c est librement homotope àune géodésique de S, on peut don
 supposer que tout relevé de c à C est un segment ouvert de
C dont les extrémités sont sur le bord de C. On 
hoisit un relevé λ de c, 
omme le la
et c estsimple, les images de λ par Γ ne s'interse
tent pas.Pour 
onstruire ϕ|c, il faut distinguer deux 
as : la surfa
e S|c est 
onnexe ou bien la sur-fa
e S|c possède deux 
omposantes 
onnexes. Dans le premier 
as, on note C′

|c une 
omposante
onnexe de C− ⋃
γ∈Γ

γλ. On note Γ|c le stabilisateur dans Γ de C′
|c. On note C|c le 
onvexe obtenu enajoutant à C′

|c les relevés de c qui bordent C′
|c. Le 
ouple (C|c,Γ|c) fournit la stru
ture voulue sur

S|c, 
elle-
i est 
lairement proprement 
onvexe et elle est de volume �ni d'après le théorème 3.3.Dans le se
ond 
as, on note C′1
|c et C′2

|c les 
omposantes 
onnexes de C −
⋃

γ∈Γ

γλ qui bordent
λ. On note Γ1

|c (resp. Γ2
|c) le stabilisateur dans Γ de C′1

|c (resp. C′2
|c ). On note C1

|c (resp. C2
|c) le
onvexe obtenu en ajoutant à C′1

|c (resp. C′2
|c ) les relevés de c qui bordent C′1

|c (resp. C′2
|c ). Les
ouples (C1

|c,Γ
1
|c) et (C2

|c,Γ
2
|c) fournissent la stru
ture voulue sur S|c, 
elle-
i est 
lairement pro-prement 
onvexe et elle est de volume �ni d'après le théorème 3.3.On peut à présent énon
er la proposition 3.3.8 dont le point 4. est une 
onséquen
e évidente.Proposition 3.3.8. � Soient S une surfa
e et c un la
et simple et non élémentaire de S, l'ap-pli
ation naturelle de ϕ|c : βf(S) → βf (S|c∗) est une �bration qui admet une a
tion simplementtransitive du groupe R2 sur 
es �bres.Dans le paragraphe 3.3.1.1 nous allons 
onstruire 
ette a
tion et dans le paragraphe 3.3.1.2nous montrerons que 
ette a
tion est simplement transitive.3.3.1.1. Constru
tion de l'a
tion de R2. � On reprend les notations du paragraphe pré
édent.On sait que l'holonomie γ de c est hyperbolique ave
 p0

γ /∈ C. On peut supposer que l'élément
γ est donné par une matri
e diagonale à diagonale stri
tement positive et que les entrées de ladiagonale de γ sont ordonnées par ordre 
roissant.Soient (u, v) ∈ R2, on dé�nit les deux matri
es suivantes :

T u =




e−u 0 0

0 1 0

0 0 eu


 Uv =




e−v 0 0

0 e2v 0

0 0 e−v


La 
omposante neutre du 
entralisateur de γ dans SL3(R) est le groupe D isomomorphe à

R2 donné par D = {T uUv | (u, v) ∈ R2}. Nous allons dé�nir une a
tion de D sur βf(S) quipréserve la �bration ϕ|c : βf(S) → βf(S|c∗).On se donne deux réels u et v et on va 
onstruire une nouvelle stru
ture proje
tive propre-ment 
onvexe sur S. On note dev0 la développante de S et ρ0 son holonomie. Il faut distinguer
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as : la surfa
e S|c est 
onnexe ou bien la surfa
e S|c possède deux 
omposantes 
onnexes.On 
ommen
e par le se
ond 
as 
ar il est plus fa
ile à visualiser. On note C′
1 et C′

2 les deux
omposantes 
onnexes de C − ⋃
γ∈Γ

γλ qui bordent λ. On note Γ1 (resp. Γ2) le stabilisateur dans
Γ de C′

1 (resp. C′
2). Le groupe Γ est le produit amalgamé du groupe Γ1 et Γ2 le long du groupeengendré par γ. La nouvelle holonomie ρu,v est dé�nie de la façon suivante :� Si δ ∈ Γ1 alors on pose ρu,v(δ) = ρ0(δ).� Si δ ∈ Γ2 alors on pose ρu,v(δ) = T uUvρ0(δ)U

−vT−u.� Cette dé�nition n'est pas ambiguë 
ar T uUv 
ommute ave
 γ.La nouvelle développante est l'unique homéomorphisme ρu,v-équivariant qui prolonge l'appli-
ation devu,v : C′
1 ∪ C′

2 → P2 suivante :� Si x ∈ C′
1 alors on pose devu,v(x) = dev0(x).� Si x ∈ C′
2 alors on pose devu,v(x) = T uUvdev0(x).� L'existen
e et l'uni
ité du prolongement de devu,v à C = S̃ est évidente.Dans le premier 
as, on note C′ une 
omposante 
onnexe de C − ⋃

γ∈Γ

γλ. On note Γ′ le stabili-sateur dans Γ de C′. En�n, on note α un élément de Γ qui 
orrespond à un 
hemin simple tra
ésur S|c reliant les deux bords de S|c 
orrespondant à c. Nous allons modi�er la développante
dev0 de S ainsi que son holonomie ρ0. Le groupe Γ est l'HNN-extension de Γ′ relativement à α.La nouvelle holonomie ρu,v est dé�nie de la façon suivante :� Si δ ∈ Γ′ alors on pose ρu,v(δ) = ρ0(δ).� On pose ρu,v(α) = T uUvρ0(α).� Cette dé�nition ne dépend pas du 
hoix de l'élément α 
ar T uUv 
ommute ave
 le groupeengendré par γ.La nouvelle développante est l'unique homéomorphisme ρu,v-équivariant qui prolonge l'appli-
ation devu,v|C′ = dev0|C′.On a ainsi dé�ni pour tout la
et simple non élémentaire c tra
é sur la surfa
e proje
tiveproprement 
onvexe S ∈ βf(S) une a
tion du 
entralisateur D de Hol(c) sur S.Comme D est isomorphe à R2, nous venons de 
onstruire pour tout la
et simple non élémen-taire c tra
é sur la surfa
e topologique S une a
tion de R2 sur βf (S) qui préserve la �bration
ϕ|c : βf(S) → βf(S|c∗). Ainsi, pour tout 
ouple (u, v) ∈ R2, tout la
et simple tra
é sur S etpour tout surfa
e proje
tive proprement 
onvexe S ∈ βf(S), on notera S(u,v) la surfa
e pro-je
tive proprement 
onvexe de volume �ni obtenue par l'a
tion de (u, v) sur S que l'on vientde dé�nir. Cette a
tion de R2 sur βf(S) est libre. En e�et, il est 
lair que ρu,v 6= ρ0 pour tout
ouple (u, v) ∈ R2 (Il su�t de distinguer les 
as S|c 
onnexe et S|c non 
onnexe).3.3.1.2. L'a
tion de R2 est simplement transitive. � Nous allons montrer le lemme suivantqui 
on
lut la démonstration de la proposition 3.3.8.Lemme 3.3.9. � Soient S une surfa
e, c un la
et simple non élémentaire de S et S et T deuxsurfa
es proje
tives proprement 
onvexes de βf (S) telles que ϕ|c(S) = ϕ|c(T ), alors il existe ununique 
ouple (u, v) ∈ R2 tel que T = S(u,v).Démonstration. � Comme l'a
tion de R2 sur βf(S) est libre, il n'y a que l'existen
e à montrer.On ne fait que le 
as où S|c possède deux 
omposantes 
onnexes, l'autre 
as est analogue. Onnote C1

S et C2
S (resp. C1

T et C2
T ) les parties proprement 
onvexes asso
iées aux deux 
omposantes
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onnexes de S (resp. T ) données par la développante de sa stru
ture proje
tive. On supposebien sûr que C1
S et C1

T (resp. C2
S et C2

T ) 
orrespondent à la même 
omposante 
onnexe de S|c.L'hypothèse ϕ|c(S) = ϕ|c(T ) entraine que les parties proprement 
onvexes C1
S et C1

T (resp. C2
Set C2

T ) sont proje
tivement équivalentes.On peut supposer que l'holonomie γ de c pour 
es 4 stru
tures proje
tives est donnée par unematri
e diagonale à diagonale stri
tement positive, et que les entrées de la diagonale de γ sontrangées par ordre 
roissant. Les points p+
γ , p

−
γ , p

0
γ sont don
 les mêmes pour 
es 4 stru
tures, ilsdé�nissent un pavage de P2 par 4 triangles fermés. Deux de 
es triangles bordent l'axe de γ, onles note ∆1 et ∆2. La dynamique des éléments hyperboliques montre que, quitte à renuméroter,on peut supposer que C1

S et C1
T (resp. C2

S et C2
T ) sont in
lus dans ∆1 (resp. ∆2).Les parties proprement 
onvexes C1

S et C1
T sont proje
tivement équivalentes. On peut don
supposer que C1

S = C1
T . De même, les parties proprement 
onvexes C2

S et C2
T sont proje
tivementéquivalentes. Par 
onséquent, il existe une transformation proje
tive f qui identi�e C2

S sur C2
T .On peut supposer que 
elle-
i préserve l'axe de γ. Par 
onséquent, elle doit aussi préserver lepoint p0

γ puisque 
'est l'interse
tion des demi-tangentes (di�érentes de l'axe de γ) à C2
S et C2

Taux points p+
γ et p−γ . Par 
onséquent, la transformation proje
tive f �xe les points p+

γ , p−γ et
p0

γ , 
'est don
 un élément du 
entralisateur de γ. De fait, l'élément f appartient au groupe D,et la stru
ture T sur la surfa
e topologique S est obtenue par l'a
tion de f sur S. C'est 
e qu'ilfallait montrer.3.3.2. Démonstration du 
inquième point du théorème 3.3.5. �3.3.2.1. Les pantalons et l'objet 
ombinatoire. � Pour éviter les 
onfusions sur l'objet désignépar le mot triangle, on utilisera la 
onvention suivante : un triangle fermé est un fermé d'une
arte a�ne qui est l'interse
tion de trois demi-plans fermés en position générique. Un triangleouvert est l'intérieur (qui est toujours non vide) d'un triangle fermé. Un triangle épointé est untriangle fermé sans ses sommets. Un triangle topologique est l'image d'un triangle épointé parun homéomorphisme.L'idée de Goldman est la suivante : nous allons asso
ier à tout pantalon proje
tif proprement
onvexe P un objet 
ombinatoire, à savoir quatre triangles dont la réunion est un hexagone,muni de trois appli
ations proje
tives qui identi�ent 
ertains triangles entre eux (Voir �gure 1).Le groupe Γ engendré par 
es trois appli
ations est isomorphe au groupe libre à 2 générateurs. Laréunion des quatre triangles épointés et de leurs images sous Γ forment un ouvert Ω proprement
onvexe. Le quotient Ω/Γ est le pantalon P.
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Figure 1. L′hexagone



100 CHAPITRE 3. ESPACES DES MODULES DES SURFACES CONVEXES DE VOLUME FINILa démonstration se fait en trois parties. On 
ommen
e par 
onstruire à partir d'un panta-lon proje
tif proprement 
onvexe l'objet 
ombinatoire (paragraphe 3.3.2.2). Ensuite, on montreque, si l'on part de l'objet 
ombinatoire, alors on obtient bien un pantalon proje
tif proprement
onvexe (paragraphe 3.3.2.3). En�n, on 
al
ule l'espa
e des modules de 
et objet 
ombinatoire(paragraphe 3.3.2.5).On souhaite 
omprendre l'espa
e des modules des pantalons proje
tifs proprement 
onvexesdont les 
lasses de 
onjugaison des holonomies des la
ets élémentaires sont �xées. On introduitdon
 l'espa
e suivant, on se donne δ1, δ2, δ3 ∈ SL3(R) et on pose :
Q′

δ1,δ2,δ3
=





(T0, T1, T2, T3, γ1, γ2, γ3) tel que :
1. T0, T1, T2, T3 sont des triangles épointés et le triangle T0interse
te T1, T2, T3 le long de ses 3 arêtes
2.

⋃
i=0,...,3

Ti est un hexagone
onvexe qui possède exa
tement 6 
�tés
3. γ3γ2γ1 = 1

4. γ1(T2) = T3, γ2(T3) = T1, γ3(T1) = T2

5.L'élément γi est 
onjugué à δi dans SL3(R), pour i = 1, ..., 3.



L'a
tion naturelle de SL3(R) sur Q′

δ1,δ2,δ3
est libre et propre : on s'intéresse à l'espa
e quotient

Qδ1,δ2,δ3 = Q′
δ1,δ2,δ3

/SL3(R).Soient δ1, δ2, δ3 des éléments de SL3(R) qui sont hyperboliques, quasi-hyperboliques ou pa-raboliques. Soit P la surfa
e Σ0,3,0, on numérote les 
omposantes 
onnexes du bord de P de1 à 3. On 
hoisit aussi une orientation de 
ha
un des bords. On note Pδ1,δ2,δ3 le pantalon àbord obtenue à partir de P en retirant le bord i lorsque l'élément δi est parabolique. On notera
βf (Pδ1,δ2,δ3) l'espa
e des modules des stru
tures proje
tives proprement 
onvexes sur le pantalon
Pδ1,δ2,δ3 tel que l'holonomie du la
et élémentaire orienté numéroté i est 
onjuguée à δi, pour
i = 1, ..., 3.Les deux pro
hains paragraphes sont 
onsa
rés à la démonstration de 
ette proposition.Proposition 3.3.10. � Soient δ1, δ2, δ3 trois éléments hyperboliques, quasi-hyperboliques ouparaboliques de SL3(R), l'espa
e βf (Pδ1,δ2,δ3) est homéomorphe à Qδ1,δ2,δ3.3.3.2.2. Constru
tion de l'objet 
ombinatoire. � Soit P ∈ βf(Pδ1,δ2,δ3), nous allons dé
ouperl'intérieur de P à l'aide de deux triangles idéaux épointés. Pour 
ela on utilise les dessins de la�gure 2. La �gure 3 résume la 
onstru
tion de l'objet 
ombinatoire.La forme des 
hemins l1, l2, l3 dépend de l'holonomie du bout. Nous allons montrer que l'onpeut supposer que 
es 
hemins sont des géodésiques simples et qu'elles ne s'interse
tent pas.Commençons par analyser 
es dessins d'un point de vue topologique, on note S l'intérieurde Pδ1,δ2,δ3. Les 
hemins l1, l2 et l3 se relèvent en des 
hemins simples l̃1, l̃2 et l̃3 tra
és sur lerevêtement universel S̃ de S. Cha
un des 
hemins l̃i véri�e que S̃ − l̃i possède deux 
ompo-santes 
onnexes. Ces 
hemins et leurs images par le groupe fondamental Γ de S dé�nissent une
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Figure 2. Pantalons ave
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102 CHAPITRE 3. ESPACES DES MODULES DES SURFACES CONVEXES DE VOLUME FINItriangulation de S̃. Deux triangles topologiques adja
ents dé�nissent un domaine fondamentalpour l'a
tion de Γ sur S̃.Nous allons montrer que 
ha
un de 
es 
hemins peut être supposé géodésique. Pour simpli�erla dis
ussion, on ne fait que le 
as où δ1 est parabolique et δ2, δ3 hyperbolique. Les autres 
as setraitent de façon analogue. On note C le revêtement universel de P donné par la développantede P. L'ensemble C est un 
onvexe proprement 
onvexe de P2. On note γ1 (resp. γ2 resp. γ3)les représentants de l'holonomie des la
ets λ1 (resp. λ2 resp. λ3) donnés par le 
hoix du pointbase x0 sur P 
omme sur le dessin 4. Ils véri�ent la relation γ3γ2γ1 = 1.
�

�

�� �
�

�
�

Figure 4Les axes de γ2 et γ3 sont in
lus dans le bord de C. L'un des relevés l̃3 du 
hemin l3 
onvergeen −∞ vers le point pγ1 et en +∞ vers le point p−γ2
. On peut don
 supposer que le 
hemin l̃3est le segment ouvert d'extrémité pγ1 et p−γ2

qui est in
lus dans C. De la même façon, on peutsupposer que l̃1 est le segment ouvert d'extrémités p−γ2
et p−γ3

in
lus dans C et l̃2 le segmentouvert d'extrémités p−γ3
et pγ1 in
lus dans C. La triangulation topologique de S̃ peut don
 êtreréalisée dans Ω l'intérieur de C par des géodésiques qui ne s'interse
tent pas. On note T0 l'uniquetriangle épointé in
lus dans C dé�ni par les points pγ1 , p

−
γ2
, p−γ3

. Les 
omposantes 
onnexes de
Ω privé des images des segments l̃1, l̃2, l̃3 sous l'a
tion du groupe fondamental Γ de P sont destriangles ouverts. On note Ti le triangle épointé qui borde l̃i, pour i = 1, ..., 3.L'a
tion de Γ sur Ω admet pour domaine fondamental la réunion de T0 et de n'importe quel
Ti pour i = 1, ..., 3. Les identi�
ations sont données par les éléments γ1, γ2 et γ3.La réunion des triangles épointés T0, T1, T2, T3 est un hexagone 
onvexe 
ar les triangles
T0, T1, T2, T3 ont leurs sommets sur le bord de l'ouvert proprement 
onvexe Ω. Cet hexagonepossède six 
�tés 
ar, s'il possédait deux 
�tés 
onsé
utifs sur la même droite, alors la réunionde 
es deux 
otés serait in
luse dans le bord de C ; or elle est in
luse dans son intérieur puisqu'ils'agit de relevés des 
hemins l1, l2, l3.On vient don
 de 
onstruire une appli
ation de βf(Pδ1,δ2,δ3) vers Qδ1,δ2,δ3 . Le paragraphe sui-vant a pour but de 
onstruire l'appli
ation ré
iproque.La seule di�
ulté est de montrer que si l'on se donne un point de Qδ1,δ2,δ3, alors l'ensembleobtenu en prenant la réunion des images des triangles épointés T0, T1, T2, T3 sous l'a
tion dugroupe engendré par les éléments γ1, γ2, γ3 est un ouvert proprement 
onvexe Ω.3.3.2.3. Un lemme de 
onvexité. � L'objet de 
e paragraphe est de montrer la propositionsuivante :



3.3. PARAMÉTRISATION DE L'ESPACE DES MODULES 103Proposition 3.3.11. � Soient δ1, δ2, δ3 ∈ SL3(R) des éléments hyperboliques, quasi-hyper-boliques ou paraboliques, et (T0, T1, T2, T3, γ1, γ2, γ3) ∈ Qδ1,δ2,δ3, on note Γ le groupe engendrépar γ1, γ2, γ3 et Ω la réunion des triangles γT0, γT1, γT2, γT3 pour γ ∈ Γ. L'ensemble Ω estun ouvert proprement 
onvexe, le groupe Γ est isomorphe au groupe libre à deux générateurset le quotient Ω/Γ est un pantalon proje
tif proprement 
onvexe dont l'holonomie des la
etsélémentaires est 
onjuguée à δ±1 , δ±2 , δ±3 .Remarque 21. � C'est 
ette partie de la démonstration du théorème 3.3.5 qui di�ère radi-
alement de la démonstration de Goldman pour le 
as 
ompa
t. Nous allons montrer 
etteproposition "à la main", alors que dans le 
as 
ompa
t, Goldman réussit à utiliser un résultatde Kozsul pour montrer 
ette proposition.Pour montrer 
ette proposition nous allons introduire un espa
e abstrait X obtenu de lafaçon suivante : on 
onsidère X̃ la réunion disjointe des triangles γT0, γT1, γT2, γT3 pour γ ∈ Γ.On introduit une relation d'équivalen
e ∼ sur X̃. Commençons par la dé�nir sur les réunionsdisjointes Ti+2 ∐ γiTi+1, pour i = 1, ..., 3 (les indi
es étant 
al
ulés modulo 3). Soient x, y ∈
Ti+2 ∐ γiTi+1, on a x ∼ y lorsque :(x ∈ Ti+2 et y ∈ γiTi+1 et y = x)Soient x, y ∈ X̃ on a x ∼ y lorsqu'il existe un γ ∈ Γ tel que γx ∼ γy. On note p l'appli
ationnaturelle p : X → P2, elle permet de dé�nir la notion de segment dans X.Dé�nition 3.3.12. � Un segment dans X est une appli
ation 
ontinue s : [0, 1] → X telleque p ◦ s : [0, 1] → P2 est une appli
ation inje
tive dont l'image est un segment de longueurstri
tement inférieure à π, pour la métrique eu
lidienne 
anonique de P2.Les sous-ensembles de X de la forme γT0, γT1, γT2, γT3 pour γ ∈ Γ seront appelés les 
ellulesde X. Leurs intérieurs seront appelés les 
ellules ouvertes de X.Dé�nition 3.3.13. � Une partie C de X est dite 
onvexe lorsque pour tout x, y ∈ C, il existeun segment d'extrémités x et y in
lus dans C.Nous allons montrer le lemme suivant :Lemme 3.3.14. � L'ensemble X est 
onvexe.La démonstration de 
e lemme est le 
oeur de la démonstration de la proposition 3.3.11. Onlui 
onsa
rera don
 le paragraphe suivant. Mais 
ommençons par montrer pourquoi 
e lemmepermet de 
on
lure. Le lemme suivant est évident.Lemme 3.3.15. � La restri
tion de p à la réunion de deux 
ellules adja
entes est un homéo-morphisme sur son image.Lemme 3.3.16. � La restri
tion de p à toute partie 
onvexe C de X est inje
tive et l'image
p(C) est un 
onvexe de P2.Démonstration. � Soient x, y ∈ C, il existe un segment dans X d'extrémités x et y ; par
onséquent l'image p(C) est un 
onvexe de P2. Si les points x et y véri�ent p(x) = p(y), alors
x = y puisque par dé�nition un segment est une appli
ation inje
tive.Démonstration de la proposition 3.3.11. � Les lemmes 3.3.14 et 3.3.16 montrent que l'appli-
ation p est inje
tive. De plus, 
'est un homéomorphisme lo
al d'après le lemme 3.3.15. Par
onséquent, 
'est un homéomorphisme sur son image Ω. L'ensemble Ω est don
 un ouvert
onvexe.



104 CHAPITRE 3. ESPACES DES MODULES DES SURFACES CONVEXES DE VOLUME FINILe groupe Γ préserve l'ouvert Ω. Un domaine fondamental pour 
ette a
tion est la réunionde deux 
ellules adja
entes. Et les identi�
ations faites par Γ montrent que le quotient est unpantalon. Par 
onséquent, le groupe Γ est un groupe libre à 2 générateurs. Et l'holonomie desla
ets élémentaires est 
onjuguées à δ±1 , δ±2 , δ±3 .Il reste à montrer que l'ouvert Ω est proprement 
onvexe. Si l'ouvert Ω n'était pas proprement
onvexe alors le groupe Γ préserverait un point ou une droite de P2. Nous allons montrer que lesdroites et les points �xes de γ1 ne sont pas préservés par γ2 et γ3. Pour simpli�er la dis
ussionon ne fait que le 
as où les γi sont hyperboliques. Les autres 
as sont des "dégénéres
en
es" de
e 
as. Les droites des 
�tés de T0 dé�nissent un pavage en 4 triangles fermés de P2. Le point
p+

γi
pour i = 1, ..., 3 ne peut pas appartenir au triangle fermé dont l'interse
tion ave
 le trianglefermé T0 est le point p−γi

et le 
�té opposé au point p−γi
, 
ar sinon p−γi

∈ Ω. Par 
onséquent, lespoints (p+
γi

)i=1,...,3 sont dans les intérieurs des triangles de 
e pavage. De plus, il est fa
ile devoir que si i 6= j, alors p+
γi

et p+
γj

ne sont pas dans le même triangle. On note Tγi
le triangleouvert ave
 p+

γi
∈ Tγi

, pour i = 1, ..., 3. Le point p0
γi
est sur la droite tangente au bord ∂Ω de Ωau point p−γi

, par 
onséquent le point p0
γi
appartient aussi au triangle Tγi

. Ainsi, il n'y a au
unpoint et au
une droite de P2 qui sont �xés par les trois éléments γ1, γ2, γ3.3.3.2.4. Démonstration du lemme 3.3.14. � Les 
omposantes 
onnexes du bord des 
ellules de
X seront appelées les murs de X. Soient C1, C2 deux 
ellules de X, on note CC1,C2 = {(x, y) ∈
C1 ×C2 | il existe un segment dans X d'extrémités x et y}. Nous allons montrer que CC1,C2 estouvert et fermé dans C1 × C2. Le point di�
ile étant la fermeture.Lemme 3.3.17. � CC1,C2 est ouvert dans C1 × C2.Démonstration. � Soit (x, y) ∈ CC1,C2 , il existe un segment s reliant x à y. Comme l'image d'unsegment est 
ompa
t elle est in
luse dans un nombre �ni de 
ellules de X. On note (xi)i=1...N lespoints d'interse
tions du segment [x, y] ave
 les murs de X numérotés via la paramétrisation de
[x, y]. On pose x0 = x et xN+1 = y. Comme 
haque 
ellule est 
onvexe, il existe des voisinages
Vxi de xi (pour i = 1, ..., N + 1) dans X tels que l'enveloppe 
onvexe dans 
haque 
ellule des
ouples (Vxi, Vxi+1) 
ontienne un voisinage 
onvexe du segment [xi, xi+1] in
lus dans la 
ellule
ontenant [xi, xi+1]. Comme la réunion de deux 
ellules adja
entes est 
onvexe, la réunion de
es voisinages 
ontient un voisinage 
onvexe de [x, y].On souhaite à présent montrer le lemme suivant.Lemme 3.3.18. � CC1,C2 est fermé dans C1 × C2.Les lemmes 3.3.16 et 3.3.15 montrent que p est un homéomorphisme lo
al. On peut don
munir X de la métrique riemanienne induite par la métrique riemanienne 
anonique de P2. Le
omplété de X pour 
ette distan
e sera noté X.Lemme 3.3.19. � Soit (sn)n∈N une suite de segments d'extrémités xn ∈ C1 et yn ∈ C2, lesegment sn traverse Nn murs Mn

1 , ...,M
n
Nn

de X ( ordonnés par la paramétrisation de sn). Onnote (xi
n)i=1...Nn

les points d'interse
tion de sn ave
 les murs de X ( ordonnés via la paramé-trisation de sn). Si la suite (xn)n∈N 
onverge dans X et la suite (x1
n)n∈N diverge dans X et
onverge dans X vers x1

∞, alors, si n est assez grand, la suite Nn est 
onstante égale à N , lessuites Mn
1 , ...,M

n
N sont 
onstantes et il existe un γ ∈ Γ et une 
ellule C ′ adja
ente à C1 tels que

sn ⊂ ⋃
n∈N

γn(C1 ∪ C ′) et yn tend vers x1
∞.Démonstration. � Quitte à extraire on peut supposer que les suitesMn

1 etMn
2 sont 
onstantes
ar les 
ellules de X ont un nombre �ni de 
�tés. On note C ′ la 
ellule adja
ente à C1 et telle



3.3. PARAMÉTRISATION DE L'ESPACE DES MODULES 105que C1 ∩ C ′ = Mn
1 et C” la 
ellule adja
ente à C ′ et telle que C ′ ∩ C” = Mn

2 . Il existe unélément γ ∈ Γ tel que γC1 = C”.Comme γ est hyperbolique ou quasi-hyperbolique ou parabolique, l'ensembleK =
⋃

n∈N

γn(C1∪
C ′) est un 
onvexe de X (voir la �gure 5).
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Figure 5. Le 
as parabolique et le 
as hyperbolique ou quasi-hyperboliqueOn note M2i−1 = γi−1M1 et M2i = γi−1M2, pour i > 1. Il est 
lair que si n est assez grandalors xi
n ∈ M i, pour i > 1 et xi

n ∈ M i 
onverge vers x1
∞. Don
 la 
ellule C2 est de la forme

γnC1 ou γnC ′ pour un n ∈ N. La suite Nn est don
 
onstante égale à un 
ertain N et les suites
Mn

1 , ...,M
n
N sont 
onstantes et yn tend vers x1

∞.On peut à présent montrer le lemme 3.3.18.Démonstration du lemme 3.3.18. � Soit (xn, yn) ∈ CC1,C2 une suite qui 
onverge dans C1 ×C2vers le 
ouple (x, y). Il existe un segment sn dans X reliant xn à yn. On note (xi
n)i=1...Nn

lespoints d'interse
tion de sn ave
 les murs de X ( numérotés via la paramétrisation de sn ). Nousallons montrer par l'absurde que les suites (xi
n)n∈N 
onvergent dans X.On a deux 
as à distinguer :� Toutes les suites (xi

n)n∈N divergent. En parti
ulier, la suite (x1
n)n∈N diverge dans X, quitteà extraire, on peut supposer qu'elle 
onverge dans X ; et la suite (xn)n∈N 
onverge dans

X.� Il existe un i0 = 2, ..., N tel que la suite (xi0
n )n∈N diverge dans X mais sous-
onverge dans

X et la suite (xi0−1
n )n∈N 
onverge dans X.Dans le premier 
as, le lemme 3.3.19 montre que la suite (yn)n∈N diverge, 
e qui est absurde.Dans le se
ond 
as, le lemme 3.3.19 appliqué aux segments [xi0−1

n , yn] montre que la suite (yn)n∈Ndiverge. Ce qui est absurde. Don
, les suites (xi
n)n∈N 
onvergent. Par 
onséquent, les points x et

y sont reliés par une réunion �nie de segments qui véri�e de plus que sa restri
tion à la réunionde deux 
ellules adja
entes est un segment. Ce 
hemin est don
 un segment.On peut à présent montrer le lemme 3.3.14Démonstration du lemme 3.3.14. � Les lemmes 3.3.17 et 3.3.18 montrent que si CC1,C2 6= ∅alors CC1,C2 = C1 × C2. On peut dé�nir le graphe A dont les sommets sont les 
ellules de Xet deux sommets de A sont reliés si les 
ellules 
orrespondantes bordent un même mur. Unesimple ré
urren
e sur la distan
e dans le graphe A à une 
ellule de départ C0 montre que, pour
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ellules à distan
e inférieure ou égale à n de C0 est une partie 
onvexe.On pourra remarquer que le graphe A est l'arbre in�ni de valen
e 3.3.3.2.5. L'espa
e Qδ1,δ2,δ3 est homéomorphe à R2. �Proposition 3.3.20. � Soient δ1, δ2, δ3 trois éléments hyperboliques, quasi-hyperboliques ouparaboliques de SL3(R), l'espa
e Qδ1,δ2,δ3 est homéomorphe à R2.La démonstration de 
ette proposition est l'objet des deux pro
hains paragraphes. Cettedémonstration est une légère généralisation de 
elle de Goldman ([Gold1℄) qui ne traite pas les
as où les δi sont paraboliques ou quasi-hyperboliques.3.3.2.5.1. Paramétrisation de l'hexagone. � On 
ommen
e par introduire l'espa
e suivant :
H′ =





(T0, T1, T2, T3) tel que :
1. T0, T1, T2, T3 sont des triangles épointés et le triangle T0interse
te T1, T2, T3 le long de 
es 3 arêtes
2.

⋃
i=0,...,3

Ti est un hexagone
onvexe a exa
tement 6 
�tés


Le groupe SL3(R) agit proprement et librement sur H′, on note H le quotient H′/SL3(R). Nousallons montrer le lemme suivant.Lemme 3.3.21. � L'espa
e H est homéomorphe à R4.Démonstration. � Les notations sont les mêmes que 
elles de la �gure 1. Commençons parnommer les sommets du triangle T0. On notera p1 l'interse
tion de T0, T2 et T3, p2 l'interse
tionde T0, T3 et T1 et p3 l'interse
tion de T0, T1 et T2. On peut supposer que leurs 
oordonnées sontdonnées par :





p1 = [1 : 0 : 0]

p2 = [0 : 1 : 0]

p3 = [0 : 0 : 1]On notera q1 le sommet de T1 qui n'interse
te pas T0, q2 le sommet de T2 qui n'interse
te pas
T0 et q3 le sommet de T3 qui n'interse
te pas T0.





q1 = [−1 : b1 : c1]

q2 = [a2 : −1 : c2]

q3 = [a3 : b3 : −1]Où, les quantités b1, c1, a2, c2, a3, b3 sont stri
tement positives. Le stabilisateur de p1, p2, p3dans SL3(R) est le groupe D des matri
es diagonales à diagonale stri
tement positive. On
onsidère l'élément g donné par la matri
e suivante :
g =




λ 0 0

0 µ 0

0 0 ν


Où, les quantités λ, µ, ν sont stri
tement positives. L'a
tion de g sur H′ �xe les points

(pi)i=1,...,3. Son a
tion sur les points (qi)i=1,...,3 s'é
rit de la façon suivante :
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Figure 6




b1 7→ µ

λ
b1

c1 7→ ν
λ
c1

a2 7→ λ
µ
a2

c2 7→ ν
µ
c2

a3 7→ λ
ν
a3

b3 7→ µ

ν
b3On notera ρi le birapport des 4 droites 
on
ourantes en pi dé�nies par les triangles T0, T1, T2, T3.On a :





ρ1 = b3c2
ρ2 = c1a3

ρ3 = a2b1L'hexagone ⋃
i=0,...,3

Ti est 
onvexe qui possède exa
tement six 
�tés si et seulement si pour tout
i = 1, ..., 3, ρi > 1. On dé�nit en plus les quantités suivantes qui sont D-invariantes :

{
σ1 = a2b3c1
σ2 = a3b1c2Elles véri�ent : σ1σ2 = ρ1ρ2ρ3. C'est 
e qu'il fallait montrer. On a même le lemme plus pré
issuivant.Lemme 3.3.22. � Il existe des appli
ations 
ontinues ρ1, ρ2, ρ3, σ1, σ2 de l'espa
e H vers Rtelles que l'appli
ation (ρ1, ρ2, ρ3, σ1, σ2) : H → I est un homéomorphisme, où I = {(ρ1, ρ2, ρ3, σ1,

σ2) ∈ R5 | ρ1, ρ2, ρ3 > 1, σ1, σ2 > 0, σ1σ2 = ρ1ρ2ρ3}3.3.2.5.2. Paramétrisation des éléments γi. � Nous allons avoir besoin du lemme suivant.Lemme 3.3.23. � Soient T et T ′ deux triangles ouverts disjoints de P2 qui ont un sommet pen 
ommun et un élément γ de SL3(R) qui �xe p, tel que γT = T ′. Si le spe
tre de γ est réelpositif alors γ est hyperbolique ou quasi-hyperbolique ou parabolique.Démonstration. � Il su�t de montrer que γ ne peut pas être 
onjugué à l'une des deux matri
essuivantes :
A =




α 0 0

0 α 0

0 0 α−2


 B =




1 1 0

0 1 0

0 0 1



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�Figure 7. Toutes les situations possibles si γ est 
onjugué à A ou Boù α > 1.Il est fa
ile de voir que l'image de tout triangle ouvert T par un élément 
onjugué à l'une de
es deux matri
es qui �xe un sommet de T est un triangle T ′ tel que l'interse
tion T ∩ T ′ estnon vide.On peut à présent montrer la proposition suivante :Proposition 3.3.24. � Il existe des appli
ations 
ontinues ρ1, ρ2, ρ3, σ1, σ2, κ1, µ1, ν1, κ2, µ2, ν2,

κ3, µ3, ν3 de l'espa
e Qδ1,δ2,δ3 vers R telles que l'appli
ation (ρ1, ρ2, ρ3, σ1, σ2, κ1, µ1, ν1, κ2, µ2, ν2,

κ3, µ3, ν3) : Qδ1,δ2,δ3 → E est un homéomorphisme, où
E =





(ρ1, ρ2, ρ3, σ1, σ2, κ1, µ1, ν1, κ2, µ2, ν2, κ3, µ3, ν3) ∈ R14 tel que :
ρ1, ρ2, ρ3 > 1, σ1, σ2 > 0

κ1, µ1, ν1, κ2, µ2, ν2, κ3, µ3, ν3 > 0

1. σ1σ2 = ρ1ρ2ρ3

2. κ1µ1ν1 = κ2µ2ν2 = κ3µ3ν3 = 1

3. κ1ν2µ3 = κ2ν3µ1 = κ3ν1µ2 = 1

4. κi = λ(δi), pour i = 1, ..., 3.

5. − µi + νi(ρi − 1) = τ(δi), pour i = 1, ..., 3.





.

Démonstration. � On se donne (T0, T1, T2, T3) ∈ H et on 
her
he γ1 (resp. γ2 resp. γ3) 
onju-guée à δ1 (resp. δ2 resp. δ3) telle que γ1(T2) = T3, γ2(T3) = T1, γ3(T1) = T2 et tel que γ3γ2γ1 = 1.Nous allons avoir besoin de travailler dans R3 plut�t que dans P2. On notera ei un relevé de piet fi un relevé de qi, pour i = 1, ..., 3. On peut supposer que l'on a :




e1 = (1, 0, 0)

e2 = (0, 1, 0)

e3 = (0, 0, 1)





f1 = (−1, b1, c1)

f2 = (a2,−1, c2)

f3 = (a3, b3,−1)
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 des réels κ1, µ1, ν1, κ2, µ2, ν2, κ3, µ3, ν3 > 0 tels que :




γ1(e1) = κ1e1
γ1(f2) = µ1e2
γ1(e3) = ν1f3





γ2(e2) = κ2e2
γ2(f3) = µ2e3
γ2(e1) = ν2f1





γ3(e3) = κ3e3
γ3(f1) = µ3e1
γ3(e2) = ν3f2On peut don
 é
rire les matri
es de γ1, γ2, γ3 dans la base (e1, e2, e3) :

γ1 =




κ1 ν1c2a3 + κ1a2 ν1a3

0 ν1c2b3 − µ1 ν1b3
0 −ν1c2 −ν1


 γ2 =




−ν2 0 −ν2a3

ν2b1 κ2 ν2a3b1 + κ2b3
ν2c1 0 ν2a3c1 − µ2




γ3 =




ν3b1a2 − µ3 ν3a2 0

−ν3b1 −ν3 0

ν3b1c2 + κ3c1 ν3c2 κ3


On peut 
al
uler le déterminant de γ1, γ2, γ3, on trouve :

det(γ1) = κ1µ1ν1, det(γ2) = κ2µ2ν2, det(γ3) = κ3µ3ν3De plus, il est 
lair que le produit γ3γ2γ1 véri�e :
γ3γ2γ1(e1) = (κ1ν2µ3) e1, γ3γ2γ1(f2) = (κ2ν3µ1) f2, γ3γ2γ1(e3) = (κ3ν1µ2) e3Il vient que le produit γ3γ2γ1 véri�e γ3γ2γ1 = 1 si et seulement si κ1ν2µ3 = κ2ν3µ1 = κ3ν1µ2 =

1. Il reste à 
omprendre la 
ondition "γi est 
onjuguée à δi" pour i = 1, ..., 3. Nous allonsmontrer que l'élément γi est 
onjugué à δi pour i = 1, ..., 3 si et seulement si κi = λ(δi) et
−µi + νi(ρi − 1) = τ(δi) pour i = 1, ..., 3.Supposons que κi = λ(δi) et −µi + νi(ρi − 1) = τ(δi) pour i = 1, ..., 3. Alors un 
al
ul fa
ilemontre que le spe
tre de γi est réel positif. Par 
onséquent, le lemme 3.3.23 montre que γiest hyperbolique ou quasi-hyperbolique ou parabolique. La proposition 3.3.11 montre que leséléments γ1, γ2 et γ3 préservent un ouvert proprement 
onvexe. La proposition 3.2.6 montreque l'élément γi est 
onjugué à l'élément δi pour i = 1, ..., 3 puisque λ(γi) = κi = λ(δi) et
τ(γi) = −µi + νi(ρi − 1) = τ(δi).Supposons à présent que γi est 
onjuguée à δi pour i = 1, ..., 3 alors 
lairement λ(γi) = κi =

λ(δi) et τ(γi) = −µi + νi(ρi − 1) = τ(δi) pour i = 1, ..., 3.Démonstration de la proposition 3.3.20. � La proposition 3.3.24 montre qu'il ne reste plusqu'à montrer que E est homéomorphe à R2. On pose λi = λ(δi) et τi = τ(δi), pour i=1,...,3. On
ommen
e par résoudre les équations (2.), (3.), (4.), elles forment un système de 6 équationsqui se ramène fa
ilement à un système d'équations linéaire de rang 5, on obtient :
κ1 = λ1 µ1 =

√
λ3

λ1λ2
s ν1 =

√
λ2

λ1λ3
s−1

ν2 =
√

λ3

λ2λ1
s−1 κ2 = λ2 µ2 =

√
λ1

λ2λ3
s

µ3 =
√

λ2

λ3λ1
s ν3 =

√
λ1

λ3λ2
s−1 κ3 = λ3Ave
 un paramètre s qui véri�e s > 0. On peut à présent résoudre les équations (5.), onobtient pour i = 1...3 :

ρi = 1 +
τi + γi

βi

= 1 +
τi +

√
λi+2

λiλi+1
s

√
λi+1

λiλi+2
s−1

= 1 +

√
λiλi+2

λi+1
τis +

λi+2

λi+1
s2
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σ1 = tρ2 et σ2 =

ρ1ρ3

tAve
 un paramètre t qui véri�e t > 0.La proposition 3.3.10 montre que βf(Pδ1,δ2,δ3) est homéomorphe à Qδ1,δ2,δ3, on a don
 le
orollaire suivant :Corollaire 3.3.25. � Soient δ1, δ2, δ3 ∈ SL3(R) des éléments hyperboliques, quasi-hyperboliquesou paraboliques alors l'espa
e βf(Pδ1,δ2,δ3) est homéomorphe à R2.Ce
i 
on
lut la démonstration du 
inquième point du théorème 3.3.5 et par 
onséquent sadémonstration aussi.3.4. Composantes 
onnexes d'espa
e de représentations3.4.1. Préliminaires. �3.4.1.1. Le 
as 
ompa
t. � Le but de 
ette partie est de montrer que les stru
tures proje
tivesproprement 
onvexes sont en fait des objets très naturels. Pré
isons notre pensée en donnant lethéorème suivant qui montre que les stru
tures proje
tives proprement 
onvexes sur les surfa
es
ompa
ts sont des objets naturels.Théorème 3.4.1 (Koszul-Choi-Goldman). � L'espa
e des modules des stru
tures proje
-tives proprement 
onvexes sur une surfa
e 
ompa
te S est une 
omposante 
onnexe de l'espa
edes représentations, à 
onjugaison près, du groupe fondamental de S dans SL3(R).L'ouverture de l'espa
e des modules des stru
tures proje
tives proprement 
onvexes sur unesurfa
e 
ompa
te a été démontrée par Koszul dans [Kos℄. Choi et Goldman ont montré dans[ChGo℄ que 
et espa
e est fermé. Goldman a montré dans [Gold1℄ que 
et espa
e est 
onnexe.3.4.1.2. Espa
es de représentations. � Nous allons montrer un résultat analogue dans le 
asnon 
ompa
t. Comme le groupe fondamental d'une surfa
e de type �ni non 
ompa
te est ungroupe libre, on ne peut pas espérer avoir 
e genre de résultat en prenant l'ensemble desreprésentations en entier.
�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Figure 8Pour avoir une présentation du groupe fondamental de la surfa
e Σg,p, on se donne un pointbase x0 de Σg,p et on peut 
hoisir 2g + p la
ets (ai)i=1...g, (bi)i=1...g et (cj)j=1...p 
omme sur la�gure 8, de 
et façon les la
ets (ai)i=1...g et (bi)i=1...g font le tour des anses de Σg,p, alors que les
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ets (cj)j=1..p font le tour des pointes de Σg,p, ainsi, le groupe fondamental π1(Σg,p) de Σg,padmet alors la présentation :
π1(Σg,p) =< a1, ..., ag, b1, ..., bg, c1, ..., cp | [a1, b1] · · · [ag, bg]c1 · · · cp = 1 >Dans la suite du texte on suppose que p est un entier supérieur ou égal à 1. Le groupe fon-damental π1(Σg,p) de Σg,p est alors un groupe libre à 2g + p − 1 générateurs. Les la
ets élé-mentaires (à orientation près) de Σg,p sont donnés par les éléments (cj)j=1,...,p de π1(Σg,p), ongardera 
ette notation tout au long du texte.Le lemme suivant qui est très 
lassique sera utile.Lemme 3.4.2. � Soit P = {γ ∈ SL3(R) | γ est parabolique}, l'ensemble P des éléments para-boliques de SL3(R) est une sous-variété de SL3(R) de dimension 6.Démonstration. � Commençons par remarquer que P = {γ ∈ SL3(R) | (γ − 1)3 = 0 et (γ −

1)2 6= 0}. L'ensemble P est don
 un ouvert de Zariski du fermé de Zariski {γ ∈ SL3(R) | (γ −
1)3 = 0}. Par 
onséquent P est une variété algébrique. Le groupe SL3(R) agit par 
onjugaisonsur P et 
ette a
tion est transitive. Il vient que P est une variété algébrique lisse. Le stabilisateur
Stab de la matri
e :

g =




1 1 0

0 1 1

0 0 1


 ∈ Pest le groupe :

Stab =








1 a b

0 1 a

0 0 1


 a, b ∈ R



 .L'ensemble P est don
 une sous-variété de SL3(R) de dimension 8-2=6.On 
onsidère les quatre espa
es suivants :

H = SL3(R)2g+p

HP = SL3(R)2g × P p

H irr =





(A1, ..., Ag, B1, ..., Bg, C1, ..., Cp) ∈ H Le groupe engendré par
(A1, ..., Ag, B1, ..., Bg, C1, ..., Cp)est irrédu
tible 




H irr
P =





(A1, ..., Ag, B1, ..., Bg, C1, ..., Cp) ∈ HP Le groupe engendré par
(A1, ..., Ag, B1, ..., Bg, C1, ..., Cp)est irrédu
tible 


Ces espa
es sont des sous-variétés. Pour le premier, 
e fait est évident. Pour le se
ond, lelemme 3.4.2 rend 
e fait évident. L'espa
e H irr (resp. H irr

P ) est un ouvert de H (resp. HP ) par
onséquent 
'est une variété.On dé�ni sur H l'appli
ation di�érentiable R : H → SL3(R) donné par :
R : (a1, ..., ag, b1, ..., bg, c1, ..., cp) 7→ [a1, b1] · · · [ag, bg]c1 · · · cp. L'image ré
iproque de {1} par R dans H s'identi�e naturellement ave
 l'espa
e des représen-tations du groupe fondamental de Σg,p dans SL3(R). L'identi�
ation est obtenue par l'évaluationd'une représentation ρ : π1(Σg,p) → SL3(R) sur les éléments a1, ..., ag, b1, ..., bg, c1, ..., cp.
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onserve les paraboliques lorsque l'imagedes la
ets (cj)j=1..p est parabolique.Bien entendu, l'image ré
iproque de {1} par R dans HP (resp. H irr resp. H irr
P ) s'identi�enaturellement ave
 l'espa
e des représentations qui 
onservent les paraboliques (resp. irrédu
-tibles resp. irrédu
tibles et qui 
onservent les paraboliques) du groupe fondamental de Σg,p.On notera Homirr

P = R−1
|Hirr

P

{1} l'ensemble des représentations irrédu
tibles du groupe fonda-mental de Σg,p dans SL3(R) qui 
onservent les paraboliques.Goldman a montré le lemme suivant grâ
e au 
al
ul de Fox dans [Gold3℄.Lemme 3.4.3. � L'appli
ation R : HP → SL3(R) donné par :
R : (a1, ..., ag, b1, ..., bg, c1, ..., cp) 7→ [a1, b1] · · · [ag, bg]c1 · · · cpest une appli
ation di�érentiable dont le rang au point (a1, ..., ag, b1, ..., bg, c1, ..., cp) est égaleà la 
odimension du 
entralisateur du groupe engendré par a1, ..., ag, b1, ..., bg, c1, ..., cp dans

SL3(R).Corollaire 3.4.4. � L'espa
e Homirr
P est une variété de dimension 16g + 6p− 8.Démonstration. � Le lemme 3.4.2 montre l'espa
eHP est une variété de dimension 8×2g+6×p.Le sous-ensemble H irr

P de HP est un ouvert et don
 une sous-variété de HP de même dimension.Le lemme 3.4.3 montre que le sous-ensemble Homirr
P = R−1

|Hirr
P

{1} est une sous-variété de H irr
Pde dimension 8 × 2g + 6 × p− 8 = 16g + 6p− 8.On peut trouver une démonstration de Goldman de la proposition suivante dans [Gold1℄.Proposition 3.4.5. � Le groupe SL3(R) agit proprement et librement sur l'espa
e H irr.Le 
orollaire suivant est à présent 
lair.Corollaire 3.4.6. � Le quotient Rirr

P = Homirr
P /SL3(R) est une variété de dimension 16g −

16 + 6p.On s'intéresse à l'espa
e suivant :
β ′

g,p =





ρ est �dèle et dis
rète,
ρ : π1(Σg,p) → SL3(R) ρ préserve un ouvert proprement 
onvexe Ωρ,

∀j = 1, ..., p, ρ(cj) est parabolique,
Ωρ/ρ(π1(Σg,p)) est homéomorphe à la surfa
e Σg,p.



L'holonomie d'une stru
ture proje
tive proprement 
onvexe fournit une appli
ation de

βf (Σg,p) → βg,p = β ′
g,p/SL3(R). Cette appli
ation est un homéomorphisme. En e�et, il est 
lairqu'elle est 
ontinue et le 
orollaire 2.7.13 montre qu'elle est inje
tive. La surje
tivité n'estpas 
omplétement évidente. En e�et, l'identi�
ation ϕ : Σg,p → Ωρ/ρ(π1(Σg,p)) fournit unereprésentation ρ′ de π1(Σg,p) vers SL3(R) qui préserve l'ouvert Ωρ. Mais, l'automorphisme

ρ−1 ◦ ρ′ : π1(Σg,p) → π1(Σg,p) n'a au
une raison d'être intérieur. Le théorème de Nielsenmontre que quitte à 
omposer ϕ à la sour
e par un homéomorphisme on peut supposer que
ρ−1 ◦ ρ : π1(Σg,p) → π1(Σg,p) est intérieur.
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hapitre deux montre que βg,p ⊂ Rirr
P . Le théorème sui-vant montre que les stru
tures proje
tives proprement 
onvexe de volume �ni sont des objetsnaturels.Théorème 3.4.7. � L'ensemble βg,p est une 
omposante 
onnexe de Rirr

P .La démonstration de 
e théorème se déroule en deux parties. On 
ommen
e par montrer que
βg,p est un fermé de Rirr

P . Ensuite, 
omme la topologie de βg,p est 
onnue nous utiliserons lethéorème d'invarian
e du domaine pour montrer que βg,p est un ouvert de Rirr
P .3.4.2. Fermeture de β ′

g,p. � Nous 
onsa
rons 
ette partie à la démonstration de la ferme-ture. Cet exposé est inspiré de l'arti
le [ChGo℄ qui traite le 
as 
ompa
t. Leur démonstration
ontient beau
oup d'idées mais ne gère pas le 
as non 
ompa
t.Proposition 3.4.8. � L'espa
e β ′
g,p est un fermé de Hom(π1(Σg,p), SL3(R)).3.4.2.1. Lemmes préliminaires. � On aura besoin du lemme suivant dû à Goldman et Millson[GoMi℄ :Lemme 3.4.9 (Goldman-Millson). � Soient Γ un groupe de type �ni n'admettant pas desous-groupe distingué nilpotent in�ni et G un groupe de Lie, alors l'ensemble des morphismes�dèles et dis
rets de Γ vers G est fermé dans l'ensemble des morphismes de Γ vers G.On rappelle le lemme suivant que l'on a énon
é au début de 
e texte.Lemme 3.4.10. � Soit Ω un ouvert proprement 
onvexe et γ ∈ Aut(Ω) d'ordre in�ni alorsTr(γ) > 3.Lemme 3.4.11. � Soit ρ une représentation �dèle et dis
rète d'un groupe libre non abélien Γdans SL3(R), si ρ n'est pas irrédu
tible alors il existe un γ ∈ Γ tel que Tr(γ) < 1.Démonstration. � Supposons que la représentation ρ n'est pas irrédu
tible alors il existe unedroite D ou un plan Π préservé par ρ. On note G le stabilisateur dans SL3(R) de 
ette droiteou de 
e plan. Le groupe G est de l'une des deux formes suivantes :




∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗


 ou 


∗ 0 0

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗


Dans les deux 
as, on a un morphisme ϕ : G → SL2(R) tel que pour tout γ ∈ [G,G]on a Tr(γ) = 1 + Tr(ϕ(γ)). Le sous-groupe ρ([Γ,Γ]) de SL3(R) est un sous-groupe libre etdis
ret d'un 
onjugué du groupe spé
ial a�ne de R2 ou (R2)∗. Par 
onséquent, la représentation

ϕ ◦ ρ : Γ → SL2(R) restreinte à [Γ,Γ] est �dèle et dis
rète. Le groupe ϕ ◦ ρ([Γ,Γ]) est don
un sous-groupe libre non abélien et dis
ret de SL2(R). Le lemme 3.4.12 qui suit 
on
lut ladémonstration.Ce lemme est démontré dans [ChGo℄.Lemme 3.4.12. � Tout groupe libre non abélien et dis
ret de SL2(R) possède des élémentsdont la tra
e est stri
tement négative.Le lemme suivant est aussi démontré dans [ChGo℄.
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e métrique 
ompa
t et une suite (γn)n∈N d'homéo-morphismes uniformément lips
hitziens de X, on suppose que pour tout n ∈ N, l'élément γnpréserve un fermé Fn. On suppose que les fermés Fn 
onvergent vers un fermé F de X pour latopologie de Hausdor�. En�n, on suppose que la suite (γn)n∈N 
onverge uniformément vers unhoméomorphisme γ de X. Alors, γ préserve F .Démonstration. � Soit y ∈ F , il faut montrer que γy ∈ F . On se donne un réel ε > 0.La suite (γn)n∈N 
onverge uniformément vers γ, par 
onséquent il existe N1 ∈ N tel que :
∀n > N1, ∀x ∈ X, d(γnx, γx) <

ε

2Les homéomorphismes (γn)n∈N sont uniformément lips
hitziens, par 
onséquent, il existe un
C > 0 tel que :

∀n ∈ N, ∀x, y ∈ X, d(γnx, γny) < Cd(x, y)La suite Fn 
onverge pour la topologie de Hausdor� vers le fermé F par 
onséquent, il existeune suite yn ∈ Fn telle que yn 
onverge vers y. Il existe don
 N2 ∈ N tel que :
∀n > N2, d(yn, y) <

ε

2COn a don
 :
d(γy, γnyn) 6 d(γy, γny) + d(γny, γnyn)

6
ε
2

+ C ε
2C

= εDès que n est supérieur à N1 et N2. La suite (γnyn)n∈N de points de Fn 
onverge don
 vers γy.Le point γy est don
 dans F .3.4.2.2. Preuve de la fermeture. �Lemme 3.4.14. � L'ensemble des représentations dis
rètes, �dèles, irrédu
tibles et qui pré-servent un ouvert proprement 
onvexe d'un groupe libre Γ non abélien dans SL3(R) est fermédans l'espa
e des représentations de Γ dans SL3(R).Démonstration. � Soit une suite ρn de représentations de Γ qui 
onverge vers une représenta-tion ρ∞ de Γ. Le lemme 3.4.9 montre que ρ∞ est �dèle et dis
rète.Commençons par montrer que la représentation ρ∞ est irrédu
tible. Le lemme 3.4.10 montreque pour tout γ ∈ Γ et tout n ∈ N on a Tr(ρn(γ)) > 3. Par 
onséquent, 
omme la tra
e estune fon
tion 
ontinue, on a pour tout γ ∈ Γ, Tr(ρ∞(γ)) > 3. Le lemme 3.4.11 montre que lareprésentation ρ∞ est irrédu
tible.Montrons à présent que ρ∞ préserve un ouvert proprement 
onvexe Ω∞. Pour tout n, lareprésentation ρn préserve un ouvert Ωρn
proprement 
onvexe de P2. On 
onsidère la 2-sphèreeu
lidienne S2 et on note π : S2 → P2 le revêtement universel 
anonique de P2. L'ouvert

π−1(Ωρn
) possède deux 
omposantes 
onnexes. On note Ω′

ρn
l'une d'elles.On munit S2 de la topologie de Hausdor� via sa métrique eu
lidienne 
anonique, l'ensembledes 
ompa
ts de S2 forment un espa
e 
ompa
t. Et, l'ensemble des fermés 
onvexes de S2 est unfermé de 
et espa
e. On peut don
 supposer, quitte à extraire, que la suite des fermés 
onvexes

Ω′
ρn


onverge vers un fermé 
onvexe C∞ de S2.Pour tout élément γ ∈ Γ, la suite des ρn(γ) est uniformémént lips
hitzienne puisque 
ettesuite est 
onvergente dans SL3(R). Le lemme 3.4.13 montre que C∞ est ρ∞-invariant. On aquatre possibilités pour le 
onvexe fermé C∞ :� Le 
onvexe C∞ est proprement 
onvexe et d'intérieur non vide,
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onvexe C∞ est un segment,� Le 
onvexe C∞ est un point,� Le 
onvexe C∞ n'est pas proprement 
onvexe.On va montrer que seul le premier 
as est possible. Pour 
ela remarquons que dans lestrois autres 
as il existe une droite D de R3 ou un plan Π de R3 qui est invariant sous ρ∞. Par
onséquent dans 
es trois 
as, la représentation ρ∞ n'est pas irrédu
tible. Ce qui est absurde.Pour montrer la proposition 3.4.8. Il ne nous reste plus qu'à montrer que le quotient S∞ =

Ω∞/ρ∞(π1(Σg,p)) est homéomorphe à Σg,p. C'est le point où la démonstration di�ère du 
as
ompa
t, en e�et dans le 
as 
ompa
t le groupe fondamental 
ara
térise la topologie de lasurfa
e.Démonstration de la proposition 3.4.8. � Soit une suite ρn ∈ β ′
g,p de représentations qui 
onvergevers une représentation ρ∞. Le lemme 3.4.14 montre que ρ∞ est �dèle, dis
rète, irrédu
tible etpréserve un ouvert proprement 
onvexe Ω∞.Pour 
ela, on se donne une triangulation idéale T de la surfa
e topologique S = Σg,p. Lerelèvement de T fournit une triangulation T̃ de la surfa
e topologique S̃. On note devn : S̃ → Ωnla développante asso
iée à ρn.Comme la développante devn est un homéomorphisme sur un ouvert proprement 
onvexe etl'holonomie de tous les bouts de la surfa
e Sn = Ωn/ρn(π1(Σg,p)) est parabolique, l'image par

devn de tout relevé du bord d'un triangle topologique de T̃ 
onverge en +∞ (resp.−∞) versun point de ∂Ωn qui est �xé par un élément parabolique de Γn. Ainsi, si λ est un 
�té d'undes triangles de la triangulation T̃ , on notera λn =]devn(λ)(−∞), devn(λ)(+∞)[. De plus, lesimages par devn de deux relevés quel
onques λ1, λ2 qui bordent le même triangle de T̃ ontla même limite en +∞ ou bien −∞. On a don
 
onstruit, pour tout n ∈ N, grâ
e à T̃ unetriangulation idéale et géodésique T̃n de l'ouvert Ωn préservé par ρn(Γ). Si T̃ désigne un trianglede T̃ alors on notera T̃n le triangle 
orrespondant dans la triangulation T̃n de l'ouvert Ωn. Nousallons montrer que la suite de triangulation (T̃n)n∈N sous-
onverge vers une triangulation idéaleet géodésique de Ω∞ préservée par ρ∞(Γ).La suite des ouverts proprement 
onvexes Ωn 
onverge vers l'ouvert proprement 
onvexe Ω∞.Pour tout triangle topologique Ti de T , on �xe un relevé de T̃i. Soit i0 = 1, ..., N , on se donne λun des 3 
�tés du triangle T̃i0 ⊂ S̃. Nous allons montrer que, quitte à extraire, la suite (λn)n∈N
onverge vers un segment non trivial de Ω∞. Il est évident, que quitte à extraire, la suite dessegments fermés (λn)n∈N 
onverge vers un segment de C∞. Mais il n'est pas 
lair que 
e segmentn'est pas réduit à un point. Nous allons montrer que 
ette possibilité est absurde.Supposons qu'il existe un segment λ̃ tel que la suite de segment λn 
onverge vers un point
p∞ de ∂Ω∞. Quitte à extraire, on peut alors supposer que l'une des deux 
omposantes 
onnexes
S̃moit de la surfa
e S̃ − λ véri�e que, pour tout triangle T̃ de la triangulation T̃ , si T̃ est in
lusdans S̃moit alors T̃n 
onverge vers le point p∞.Pour tout i = 1, ..., N , l'orbite sous Γ du triangle topologique T̃i ⊂ S̃ interse
te l'ouvert
S̃moit. Par 
onséquent, pour tout triangle topologique T̃ de T̃ la suite (T̃n)n∈N 
onverge vers unpoint de ∂Ω∞. On 
onsidère le triangle topologique T̃ ′ qui bordent λ et qui n'est pas 
ontenudans S̃moit. La suite (T̃ ′

n)n∈N 
onverge vers un point, et 
e point est p∞ puisque le segment λn
onverge vers le point p∞.Pour montrer que 
e raisonnement entraine que, pour tout triangle topologique T̃ de notretriangulation T̃ , la suite (T̃n)n∈N 
onverge vers le point p∞, on peut introduire le graphe dual Gde la triangulation T̃ sur S̃. En faisant une ré
urren
e sur la distan
e de graphe d'un triangletopologique T̃ de la triangulation T̃ à T̃ ′, on obtient fa
ilement le résultat.
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onséquent, 
omme la représentation ρ∞ est la limite des représentations ρn, on a que ρ∞�xe le point p∞, 
e qui est absurde puisque 
ette représentation est irrédu
tible. On vient don
de montrer que pour tout i = 1, ..., N , et pour tout 
�té λ du triangle T̃i ⊂ S̃, la géodésique λn de
Ωn 
onverge vers une géodésique de Ω∞. Par 
onséquent, la triangulation (T̃n)n∈N sous-
onvergevers une triangulation de Ω∞ préservée par ρ∞(Γ). La surfa
e S∞ est don
 homéomorphe à lasurfa
e Σg,p.3.4.3. Con
lusion. � On est à présent en mesure de montrer le théorème 3.4.7. Pour 
ela,on rappelle le théorème de l'invarian
e du domaine du à Brouwer.Théorème 3.4.15 (Brouwer, invarian
e du domaine). � Soient M,N deux variétés demême dimension et i : M → N une inje
tion 
ontinue. Si M est 
onnexe et l'image de i estfermée alors i est un homéomorphisme de M vers une 
omposante 
onnexe de N .Démonstration du théorème 3.4.7. � L'appli
ation naturelle de βg,p vers Rirr

P est une inje
tion
ontinue. La proposition 3.4.8 montre que son image est fermée par 
onséquent le théorème3.4.15 
on
lut la démonstration.
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