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In mathematics you don’t understand things. You just gel used to them.
En mathématiques, on ne comprend pas les choses. On s’y habitue.
— Johann von Neumann

Mathematics is not a deductive science, that’s a cliche. When you try to prove a
theorem, you don’t just list the hypotheses, and then start to reason. What you do is
trial and error, experimentation, quesswork.

Les mathématiques ne sont pas une science déductive, c’est un cliché. Quand on essaye
de démontrer un théoréeme, on ne se contente pas de lister les hypothéses, et ensuite
commencer & raisonner. Ce que l'on fait, c’est essayer et se tromper, expérimenter et
hasarder.

— Paul Richard Halmos

Die Mathematiker sind eine Art Franzosen : Redet man zu thnen, so tibersetzen sie es
in thre Sprache, und dann ist es alsobald ganz etwas anders.

Les mathématiciens sont comme les francais : quoi que vous leur disiez ils le traduisent
dans leur propre langue et le transforment en quelque chose de totalement différent.
Johann Wolfgang von Goethe
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Introduction

Ma thése porte sur I'étude des structures projectives proprement convexe. Ce sujet flirte

avec 'étude des sous-groupes discrets et Zariski-denses des groupes de Lie et la géométrie "a
la Klein". Détaillons un peu ces points.
Sous-groupes discrets et Zariski-denses des groupes de Lie. — Un des thémes de cette

these est la construction de sous-groupes discrets et Zariski-denses dans les groupes de Lie. Il
existe essentiellement deux techniques pour construire des groupes discrets dans un groupe de
Lie : arithmétique et la géomeétrie. Les groupes arithmétiques, comme leur nom le laisse penser,
sont essentiellement les groupes obtenus en prenant les points entiers d’un groupe algébrique.
Borel a réussi a montrer le théoréme suivant grace a des constructions arithmétiques et a ce
jour, méme si la preuve de ce théoréme a été simplifiée, elle repose toujours sur les groupes
arithmétiques.

Théoréme (Borel). — Tout groupe de Lie réductif admet au moins un réseau uniforme et un
réseau non-uniforme.

Les réseaux des groupes de Lie semi-simple sont les plus gros sous-groupes discrets dans le
sens ou la dimension virtuelle cohomologique d'un sous-groupe discret I' d’un groupe de Lie
réductif G est majorée par la dimension virtuelle cohomologique de tout réseau uniforme de G,
avec égalité si et seulement si I" est un réseau uniforme de G. Les constructions arithmétiques ne
nous intéresseront pas dans cette thése mais il est essentiel de savoir qu’elles sont indispensables
pour construire des sous-groupes discrets.

Les méthodes géométriques pour construire un sous-groupe discret et Zariski-dense d’un
groupe de Lie sont trés variées, la plus simple est peut-étre la construction des groupes de
Schottky. Nous ne donnerons pas de définition précise des groupes de Schottky, on peut simple-
ment retenir que ce sont des groupes libres, discrets et souvent Zariski-dense qui sont obtenus
en jouant au ping-pong. Et, ce sont les plus petits sous-groupes discrets Zariski-denses au sens
ol tout sous-groupe Zariski-dense d'un groupe de Lie semi-simple contient un sous-groupe de
Schottky Zariski-dense.

Nous allons nous intéresser a des sous-groupes discrets et Zariski-denses de SL,(R) et plus
particuliérement dans cette thése nous nous concentrerons sur SL3(R) et SLy(R).

Le groupe SL,, 1 (R) agit transitivement sur I’espace projectif réel P". Tout ouvert proprement
convexe €2 de I'espace projectif réel P" posséde une distance naturelle : la distance de Hilbert.
Cette distance est préservée par le groupe Aut(€2) des transformations projectives qui préservent
Pouvert €. On obtient ainsi une famille d’espaces métriques trés intéressante. L’exemple le plus
important de tels ouverts est I'espace hyperbolique réel. Le sous-groupe SO,, 1 (R) préserve 'in-
térieur H" de 'hypersurface d’équation {23 + ... + 22 — x7_; = 0}. L’ouvert H" est le modeéle
projectif de 'espace hyperbolique réel de dimension n.

Les groupes sont au centre de notre intéret. Nous allons donc nous concentrer sur les ouverts
proprement convexes qui possédent "beaucoup de symétries". L’expression "beaucoup de sy-
métries" n’a bien entendu aucun sens mathématique intrinséque, nous lui donnerons deux sens
différents. Tout d’abord, le cas "cocompact" : on dira qu’un ouvert proprement convexe ) est
divisible lorsqu’il existe un groupe discret I' de transformations projectives qui préservent (2
et tel que le quotient 2/ est compact. Enfin, le cas "covolume fini" : tout ouvert proprement



convexe posséde une mesure naturelle préservée par le groupe Aut(£2). On se restreindra a la
dimension 2 pour s’intéresser aux surfaces obtenues comme quotient d’un ouvert proprement
convexe ) par un sous-groupe discret I' de Aut(2) et qui sont de volume fini pour la mesure
héritée de ).

Le cas "cocompact" a déja été beaucoup étudié, alors qu’a ma connaissance le cas "covolume
fini" n’avait jamais été étudié avant.

Une premiére motivation pour I’étude des convexes divisibles peut étre le théoréme suivant
d’Yves Benoist |Beno8] :

Théoréme (Benoist). — Soit {2 un convexe divisible irréductible divisé par le groupe T', si Q
n’est pas homogéne alors I' est Zariski-dense dans SL, 11 (R) et le groupe Aut(2) est discret.

Ainsi, les convexes divisibles permettent de construire des exemples de sous-groupes dis-
crets Zariski-denses dans SL,1(R) qui ne sont ni des réseaux de SL,;1(R), ni des groupes de
Schottky.

On pourra trouver une définition des convexes divisibles irréductibles dans I'introduction du
chapitre 2. Il faut simplement retenir que tout convexe divisible est un produit de convexes
divisibles irréductibles et qu’un convexe divisé par un groupe I' est irréductible si et seulement
si le groupe I est irréductible. On trouvera aussi une définition de convexe homogeéne.

Les convexes divisibles sont des objets naturels. — Une seconde motivation réside dans
leur aspect naturel que l'on peut formuler de la facon suivante. Soit I' un groupe discret, on
définit :
p est fidéle
8, = p € Hom(I',SL,,11(R)) | Im(p) est discréte
" Im(p) divise un ouvert €,

proprement convexe

Kozsul a montré que (,(I") est ouvert dans Hom(I', SL,;;(R)) ([Kos|). Benoist a montré
(|Beno6]) que [, (I') est fermé dans Hom(I', SLy,11(R)) si le centre virtuel de I' est trivial, (
la dimension 2 a été faite par Choi et Goldman dans [ChGo] et le cas ou I' est un réseau
cocompact de SO31(R) a été fait par Kim Inkang dans [Kiml]).

Théoréme (Benoist). — Soit I' un groupe discret dont le centre virtuel est trivial, alors
I'espace (,(I") est une réunion de composantes connexes de Hom(I', SL, 11 (R)).

Les convexes divisibles en tant qu’objet géométrique. — La construction d’action de
groupe discret sur des espaces métriques est au cceur de la géométrie depuis le programme
d’Erlangen de Félix Klein. Les exemples classiques de telles actions sont donnés par 1’action
d’un sous-groupe fini du groupe orthogonal SO, sur la sphére euclidienne S™, ou par ’action
d’un sous-groupe discret du groupe des déplacements de ’espace euclidien E", ou enfin par
I'action d’un réseau du groupe SO,, ; sur 'espace hyperbolique H".

Les groupes discrets qui agissent fidélement et proprement sur 1’espace euclidien ou la sphére
euclidienne sont virtuellement abéliens. Par conséquent, ce sont donc des groupes élémentaires
du point de vue de la théorie géométrique des groupes. Les groupes proches d’un réseau de
SO,,1 sont donc beaucoup plus intéressants.



Une troisiéme motivation est le théoréme suivant d"Yves Benoist (|[Beno9|) qui montre que les
convexes divisibles strictement convexes sont des objets géométriques treés proches des espaces
hyperboliques.

Théoréme (Benoist). — Soit 2 un ouvert proprement convexe divisé par un groupe I', I'ou-
vert () est strictement convexe si et seulement si I' est Gromov-hyperbolique.

Terminons par une quatriéme motivation. Le théoréme suivant di a Yves Benoist en dimen-
sion 4 (|[Benol]) et Misha Kapovich en dimension n > 4 ([Kapo|) montre que les convexes
divisibles permettent d’étudier une famille de groupes qui contient strictement les réseaux co-
compacts de SO,, ;.

Théoréeme (Kapovich). — Pour tout n > 4, il existe un convexe divisible strictement convexe
de dimension n qui n’est pas quasi-isométrique a ’espace hyperbolique réel de dimension n.

Signalons que tout convexe divisible strictement convexe de dimension 2 (resp. 3) est quasi-
isométrique a 'espace hyperbolique réel de dimension 2 (resp. 3). En dimension 2, ce fait est
évident alors qu’en dimension 3, il I'est beaucoup moins. C’est une conséquence des travaux de
Perelman et d’Yves Benoist (|Beno2|).

Les convexes divisibles : résumé des épisodes précédents. — Un des points difficiles
de la théorie des convexes divisibles est la construction de convexe divisible non homogeéne.

Les convexes divisibles se divisent en quatre familles obtenues en distinguant le fait d’étre
homogéne ou non, et le fait d’étre strictement convexe ou non.

Les convezxes divisibles strictement convexe et homogéne. — Vinberg a montré que tout convexe
divisible strictement convexe et homogéne est projectivement équivalent a ’espace hyperbolique
réel. Par conséquent, il existe un et un seul convexe divisible strictement convexe et homogéne
en toute dimension n > 2.

Les convezes divisibles strictement conveze et non homogene. — L’union des travaux de Kozsul
(|Kos|) et de Johnson et Millson (|[JoMIil|) permet de montrer qu'il existe des convexes divisibles
strictement convexes et non homogénes en toute dimension n > 2.

Les convezes divisibles irréductibles non strictement convexe et non homogene. — 1l est clas-
sique que tout convexe divisible irréductible de dimension 2 est strictement convexe. Par contre
la généralisation de ce résultat en dimension supérieur est fausse (|Beno2|). En effet, Yves
Benoist a construit des exemples de convexes divisibles irréductibles non strictement convexes
et non homogeénes en dimension 3, 4, 5 et 6 (|Benol|). Cette famille de convexe divisible reste
la plus difficile & construire en effet on ne sait pas s’il existe des convexes divisibles irréductibles
non strictement convexes et non homogénes en dimension supérieure ou égale a 7.

Les convezes divisibles irréductibles non strictement convexe et homogéne. — Vinberg a com-
plétement classifié cette famille. On pourra trouver dans l'introduction du chapitre deux une
liste décrivant cette famille. Retenons simplement que ces objets n’existent pas en toute dimen-
sion et que ce sont les espaces symétriques associés aux groupes SL, (R), SL,(C), SL,(H) (pour
n > 3) et au groupe de Lie exceptionnel Eg(—26)-

Problématique de ma thése : espace des modules de structures projectives propre-
ment convexes. — La problématique principale de ma thése est la construction de structures
projectives proprement convexes et plus précisement 1’étude des espaces des modules associées
a celles-ci. Elle comporte deux directions différentes. La premiére en dimension 3, ou j’ai étudié



les constructions de convexes divisibles a l'aide des groupes de Coxeter. La seconde en dimen-
sion 2 est une premiére étude du cas ou 'on remplace I’hypothése de compacité du quotient
Q/r par une hypothése de finitude du volume. Détaillons un peu ces deux sujets.

Les convezes divisibles et les groupes de Cozeter. — Vinberg a trouvé une méthode géomé-
trique pour construire des convexes divisibles a 'aide des groupes de Coxeter. Cette méthode
est elle-méme inspirée par les travaux de Poincaré pour construire des réseaux du groupe des
isométries de ’espace hyperbolique réel. Un cas particulier de la méthode de Poincaré consiste
a se donner un polyédre P de H" dont les angles entre deux (n — 1)-faces adjacentes est un
sous-multiple de 7. Le groupe engendré par les réflexions qui fixent les faces de P est alors un
groupe de Coxeter, il agit proprement sur H" et P est un domaine fondamental.

Vinberg a généralisé cette méthode au cadre projectif de la facon suivante. On se donne un
polyédre proprement convexe P de P" et des réflexions qui fixent les faces de P. Cette fois-ci,
on a des degrés de liberté pour choisir ces réflexions. Dans ce cas I’hypothése "les angles diédres
de P sont des sous-multiples de 7" devient "le produit de deux réflexions par rapport a des
faces adjacentes est conjugué a une rotation d’ordre fini". Dans ce cas, le groupe I' engendré
par ces réflexions est un groupe de Coxeter, qui agit proprement sur un ouvert convexe €2 de
P" qui contient 'intérieur de P et PN () est un domaine fondamental pour I'action de I' sur §2.

Cette construction motive I'introduction de la notion de polyédre projectif miroir. Il s’agit
de la donnée d’un polyédre projectif P et de réflexions par rapport aux faces de P. On a alors
une notion naturelle d’angle diédre (on donnera les définitions précises a la section 1.2). Dans
le premier chapitre de cette thése, on s’intéresse au probléme suivant : étant donné le graphe
d’un polyédre G dont les arétes sont étiquetées par des réels 6 €]0, 7]. On cherche a comprendre
I’espace des modules Xg des polyédres projectifs miroirs qui ont la combinatoire fixée par G, et
dont les angles diédres sont les angles fixés par les étiquettes de G.

Pour pouvoir décrire la topologie de Xg, nous aurons besoin de faire une hypothése sur
la combinatoire du graphe de polyédre G. Nous allons définir une sous-classe de graphes de
polyédres : les écimaédres. De fagon imagée, il s’agit des polyédres obtenus a partir du tétraedre
et par une suite finie de coupes "prés d’un sommet" (voir définition 1.3.1). On montrera le
théoréme suivant :

Théoréme (1.3.15). — Soit G un écimaédre étiqueté, 'espace Xg est vide ou difféomorphe
a la réunion de n copies d’un certain R? ou les entiers n et d s’expriment a l'aide de la
combinatoire de G et de ses étiquettes.

On donnera une critére précis et simple pour savoir si Xg est vide ou non. On donnera aussi
un systéme de coordonnées explicite de I'espace Xg.

Rappellons que notre objectif est de construire des convexes divisibles. Il est donc essentiel
de savoir qu’il existe une infinité d’écimaeédres étiquetés permettant grace a la méthode de
Vinberg de construire des convexes divisibles. On montrera aussi le théoréme suivant qui sera
un corollaire évident du théoréme précédent.

Théoréme (Corollaire 1.3.18). — Soient P un écimaédre hyperbolique de H? compact dont
tous les angles diédres sont aigus ou droits, et G le graphe de P étiqueté par les angles diédres



du polyédre P, alors, ’espace des modules des polyédres projectifs miroirs qui réalisent G est
difféomorphe a R* =3, ot e, est le nombre d’arétes de P dont I’angle diédres est différent de 5

Les surfaces projectives proprement convexes de volume fini. — Tout ouvert proprement convexe
) de P" est naturellement muni d’une distance, la distance de Hilbert, qui vient d’une métrique
Finslérienne. Par conséquent, 'ouvert €2 porte une mesure naturelle qui est absolument conti-
nue par rapport a la mesure de Lebesgue. Tous ces objets sont préservés par le groupe Aut(€2).
Il est donc naturel de s’intéresser a I’étude des ouverts proprement convexes {2 pour lesquels il
existe un sous-groupe discret I de Aut(£2) tel que le quotient €2/ est de volume fini. Ces objets
n’ont jamais été étudié, nous les étudierons en dimension 2.

Les surfaces projectives proprement convexes compactes ont été beaucoup étudiées notam-
ment par Goldman et Choi. Mon travail a consisté a généraliser un certain nombre de résultats
connus dans le cas compact au cas de volume fini. Ce travail est fortement inspiré par la géo-
métrie hyperbolique et les travaux de Goldman.

Un premier résultat est le théoréme suivant qui fait apparaitre la dichotomie entre le cas
homogéne et le cas non homogéne.

Théoréme (2.7.16). — Soient I' un sous-groupe discret de SL3(R) et un ouvert proprement
convexe (2 tel que u(2/r) < oo, on suppose que ) n’est pas un triangle. Alors, on a l'alternative
exclusive suivante :

— L’adhérence de Zariski T'Z de T est conjuguée au groupe SO21(R) et  est un ellispsoide
et Aut(Q) =T'Z.

— Le groupe I' est Zariski dense dans SL3(R) et Aut(£2) est un sous-groupe discret de Q. En
particulier, I" est d’indice fini dans Aut(€2).

Le théoréme suivant est une généralisation d’un résultat bien connu en géométrie hyperbo-
lique, les démonstrations sont toujours tres proche. L’idée de la démonstration de ce théoréme
dans le cadre hyperbolique est que l'aire de tout triangle idéal est égale 7. Ceci est faux, pour
les triangles idéaux des ouverts proprement convexes de P2, mais leurs aires restent minorées
par une constante.

Théoréme (2.6.18). — Toute surface sans bord admettant une structure projective propre-
ment convexe de volume fini est de type fini.

Le théoréme suivant est aussi une généralisation d’un théoréme classique de géométrie hy-
perbolique. Ce théoréme est le coeur du chapitre 2 de cette thése. Il montre en particulier que
le fait d’étre de volume fini ne dépend que de ’holonomie des lacets élémentaires.

Théoréme (2.6.27). — Soit S une surface sans bord et de type fini, une structure projective
proprement, convexe sur S est de volume fini si et seulement si 'holonomie des lacets élémen-
taires (Définition 3.3.1) de S est parabolique.

Comme nous travaillons a I'intérieur de la géométrie projective, nous disposons d’une notion
de dualité. Il est important de noter que cette notion se comporte bien avec la notion de surface
projective proprement convexe de volume fini.

Théoréme (2.7.7). — Soient 2 un ouvert proprement convexe et I' un sous-groupe discret
qui préserve Q, l'action de I' sur Q est de covolume fini si et seulement si I'action de ‘I" sur
Pouvert dual Q* est de covolume fini.



On sait que tout convexe divisible de dimension 2 qui n’est pas un triangle est strictement
convexe et son bord est C'. Ceci est encore vrai dans le cadre "covolume fini".

Théoréme (Théorémes 2.7.4 et 2.7.8). — Soient {2 un ouvert proprement convexe et I' un
sous-groupe discret qui préserve €2, on suppose que ’action de I" sur € est de covolume fini et
que Q n’est pas un triangle. Alors,  est strictement convexe et le bord 9Q de € est C!.

La notion d’ensemble limite est essentielle pour comprendre les sous-groupes discrets linéaires.
Cette notion apparait ici naturellement pour caractériser les actions de covolume fini.

Théoréme (2.7.10). — Soient €2 un ouvert proprement convexe et I' un sous-groupe discret
de SL3(R) qui préserve €2, on suppose que I' n’est pas virtuellement abélien. Alors, 'action de
I' sur Q est de covolume fini si et seulement si I" est de type fini et 'ensemble limite Ar de I’
verifie Ar = 0.

On peut aussi s’intéresser a ’espace des modules des structures projectives de volume fini
sur les surfaces. On verra que 'on peut aussi définir une notion de volume fini sur les surfaces
a bords. On peut alors montrer le résultat suivant qui a été démontré par Goldman dans le cas
des surfaces compactes sans bord. On notera X, ), la surface de genre g et a p pointes.

Théoréme (3.3.4). — Supposons que la surface ¥, soit de caractéristique d’Euler stricte-
ment négative alors l'espace des modules des structures projectives proprement convexe de
volume fini sur la surface 3, , est homéomorphe & une boule de dimension 16g — 16 + 6p.

On obtiendra un systéme de coordonnées a la "Fenchel-Nielsen" sur l’espace des modules.
On traitera aussi le cas d'une surface a bord, mais dans ce cas ’espace des modules n’est pas
une variété mais un espace topologique stratifiée. On donnera une définition précise de cette
notion au chapitre 3, pour le moment, on peut se contenter de retenir qu’il s’agit d'une réunion
de variétés qui se recollent agréablement.

Pour finir, nous montrerons que les structures projectives proprement convexes de volume
fini sont des objets trés naturelles.

Théoréme (3.4.7). — On se donne une surface sans bord S de caractéristique d’Euler stricte-
ment négative. L’espace des modules des structures projectives proprement convexe de volume
fini sur la surface S s’identifie & 'une des composantes connexes de I’espace des représentations
irréductibles du groupe fondamental de S dans SL3(R) dont I’holonomie des lacets élémentaires
est parabolique, a conjugaison preés.



CHAPITRE 1

ESPACES DES MODULES DE CERTAINS
POLYEDRES PROJECTIFS MIROIRS

1.1. Introduction

Un ouvert convexe ) de 'espace projectif réel P"(R) est dit divisible lorsqu’il existe un
sous-groupe discret I' du groupe des transformations projectives PGL,,1(R) qui préserve ) et
agit proprement et cocompactement sur €2. On dit aussi que I' divise ). Vinberg a trouvé une
méthode géométrique pour construire des convexes divisibles a ’aide des groupes de Coxeter.
Cette méthode a été initiée par Poincaré pour construire des réseaux du groupe des isométries
de I’espace hyperbolique réel.

Dans la méthode de Poincaré, on commence par se donner un polyédre P de I'espace hy-
perbolique réel H" et une famille d’isométries qui identifie 2 & 2 les (n — 1)-faces de P. Si
ces isométries vérifient des relations de compatibilité, qui disent que ’on pave bien autour de
chaque (n—2)-face, alors le groupe engendré par ces isométries agit proprement sur H" et P est
un domaine fondamental pour cette action. En particulier, si P est un polyédre de H™ dont les
angles entre les (n — 1)-faces adjacentes sont des sous-multiples de 7, alors le groupe engendré
par les réflexions qui fixent les faces de P est un groupe de Coxeter; il agit proprement sur H"
et P est un domaine fondamental.

Vinberg a généralisé cette méthode au cadre projectif de la facon suivante. On se donne un
polyédre compact P de P"(R) et des réflexions qui fixent les faces de P. Cette fois-ci, on a
des degrés de liberté pour choisir ces réflexions. L’hypothése "les angles diédres de P sont des
sous-multiples de 7" devient "le produit de deux réflexions par rapport a des faces adjacentes
est conjugué a une rotation d’ordre fini". Alors, le groupe I' engendré par ces réflexions est un
groupe de Coxeter, qui agit proprement sur un certain ouvert convexe {2 de P"(R) qui contient
P et PNQ est un domaine fondamental pour 'action de I' sur €.

Cette construction motive l'introduction de la notion de polyédre projectif miroir. Il s’agit
de la donnée d’un polyédre projectif P et de réflexions par rapport aux faces de P. On a alors
une notion naturelle d’angle diédre (on donnera les définitions précises a la partie 1.2). Dans
ce texte, on s’intéresse au probléme suivant : étant donné le graphe d’un polyédre G dont les
arétes sont étiquetées par des réels ¢ €]0, 7], on cherche & comprendre 'espace des modules Xg
des polyédres projectifs miroirs qui ont la combinatoire de G, et dont les angles diédres sont les
angles fixés par les étiquettes de G.

Choi s’est intéressé a ce probléme dans [Choi2|, sous un angle un peu différent : il fixe un
polyédre projectif P dont il étiquette les arétes par des réels 6 €]0, 7], et il cherche a comprendre
I’espace des réflexions par rapport aux faces de P qui font de P un polyédre projectif miroir



dont les angles diédres sont les étiquettes des arétes de P. Choi montre sous une hypothése
dite "d’ordonnabilité" que cet espace des modules est une variété lisse dont il sait calculer la
dimension. Il faut noter que ’hypothése d’ordonnabilité de Choi porte non seulement sur la
combinatoire du polyeédre P mais aussi sur les étiquettes des arétes de P.

Pour pouvoir décrire la topologie de Xg, nous aurons besoin de faire une hypothése sur
la combinatoire du graphe de polyédre G. Nous allons définir une sous-classe de graphes de
polyédres : les écimaedres. De fagon imagée, il s’agit des polyédres obtenus a partir du tétraédre
et par une suite finie de coupes "prés d’un sommet" (voir définition 1.3.1). On montrera le
théoréme suivant :

Théoréme (1.3.15). — Soit G un écimaédre étiqueté, 'espace Xg est vide ou difféomorphe
a la réunion de n copies d’un certain R? ou les entiers n et d s’expriment a l'aide de la
combinatoire de G et de ses étiquettes.

On donnera une critére précis et simple pour savoir si Xg est vide ou non. On donnera aussi
un systéme de coordonnées explicite sur l'espace X¢g (Théoréme 1.3.64).

Rappellons que notre objectif est de construire des convexes divisibles. Il est donc essentiel
de savoir qu’il existe une infinité d’écimaédres étiquetés permettant grace a la méthode de
Vinberg de construire des convexes divisibles. On montrera aussi le théoréme suivant qui sera
un corollaire évident du théoréeme 1.3.15.

Théoréme (Corollaire 1.3.18). — Soient P un écimaédre hyperbolique de H? compact dont
tous les angles diédres sont aigus ou droits, et G le graphe de P étiqueté par les angles diédres
du polyédre P, alors, 'espace des modules X¢g des polyédres projectifs miroirs qui réalisent G

est diffecomorphe a R =3, oul e, est le nombre d’arétes de P dont 'angle diédre est différent de
™

5

Terminons cette introduction en donnant le plan de cet article. La premiére partie est consti-
tuée de rappel et de définition. On rappelle les définitions de polyédre projectif et de groupe de
Coxeter. Ensuite, on définit la notion de polyédre projectif miroir qui est ’objet central de cet
article. Pour motiver cette définition, nous rappelons le théoréme de Vinberg. Pour calculer les
entiers n et d du théoréme 1.3.15, nous introduirons la notion de 3-circuits de G, il s’agit des tri-
plets (r, s,t) de faces fermées de G mutuellement adjacentes. Le théoréme d’Andreev, qui est un
analogue hyperbolique de notre théoréme et dont nous rappellerons un énoncé, nous poussent
a définir les notions de 3-circuits prismatiques(i.e r s Nt = &), non prismatiques , mais aussi
les 3-circuits sphériques, affines et hyperboliques selon la somme des angles diédres 0,4, 05~ €t
Oi 5 et enfin de 3-circuit avec angle droit ou sans angle droit selon que 'un des angles 6,n;,
05t ou b4, est droit ou non. Toutes ces notions sont cruciales dans I'étude de la topologie de Xg.

Dans la seconde partie, on commence par présenter la notion d’écimaédre qui sera la seule
hypothése du théoréme 1.3.15. On montre que les écimaeédres peuvent étre obtenus en recollant
des blocs fondamentaur le long de faces triangulaires. Un bloc fondamental étant un tétraédre
tronqué en un ou plusieurs sommets distincts. Ensuite, on consacre un paragraphe a la présen-
tation du théoréme 1.3.15.

Les paragraphes a partir du paragraphe 1.3.3 jusqu’au paragraphe 1.3.11 constitue la dé-
monstration du théoréme 1.3.15. On commencera par montrer les points les plus simples du



théoréme. Au paragraphe 1.3.5, on montre que l’espace des modules du triangle est homéo-
morphe & R (ou & un point §'il y a un angle droit), pour cela on introduit l'invariant R d’un
triangle miroir. Cet invariant sera la clé de voite de la paramétrisation de ’espace Xg.

Dans le paragraphe 1.3.6, on construit pour tout 3-circuit prismatique (r, s, ¢) un plan cano-
nique coupant P a l'intérieur des arétes communes a r, s,t. Ce plan nous permet de découper
géométriquement le polyédre P, en blocs fondamentaux que nous comprendrons par la suite.

Lorsque le 3-circuit est prismatique, sans angle droit et, affine ou sphérique, I'invariant R ne
peut pas a appartenir & un intervalle compact. C’est cette obstruction qui est la cause de la
non connexité de ’espace Xg. Dans les paragraphes 1.3.7, 1.3.8 et 1.3.9, on cherche a ramener
I’étude des composantes connexes de Xg a un probléme de combinatoire sur des foréts.

Enfin, dans la partie 1.3.10, nous calculons I’espace des modules pour le tétraeédre et pour les
blocs fondamentaux. Et, dans la partie 1.3.11 nous décrivons la maniére de recoller deux blocs
fondamentaux.

On termine la deuxiéme partie en explicitant au paragraphe 1.3.12 un systéme de coordon-
nées sur l'espace des modules des polyédres projectifs miroirs.

Enfin, la troisiéme partie décrit des exemples concrets d’espace des modules de polyédres
projectifs miroirs.

Je tiens a remercier Yves Benoist pour m’avoir guidé pendant ce travail, mais aussi pour
m’avoir fait découvrir les convexes divisibles. Je remercie aussi Mickaél Crampon pour ses
conseils de rédaction.

1.2. Notion de polyédre projectif miroir

Commencons par donner des définitions précises et par rappeler le théoréme de Vinberg. Nous
en profiterons pour rappeler le théoréme d’Andreev dont le théoréme 1.3.15 est un analogue
naturel.

1.2.1. Les convexes de P" (V). — Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie n+1 >
3. Notons P*(V) = {demi-droites vectorielles de V'} = (V —{0})/g+ la sphére projective; c’est
une variété projective difféomorphe a la n-sphére euclidienne usuelle. Le groupe des transfor-
mations projectives de P* (V) est SL=(V) = {u € GL(V) tel que det(u) = +1} ~ GL(V) /g -

Définition 1.2.1. — Une partie Q de P (V) est dite conveze (resp. proprement convere)
s'il existe une carte affine dans laquelle € est un convexe (resp. convexe borné). Elle est dite
strictement conveze si le bord 92 = Q\Q ne contient pas de segments non triviaux. On dit
qu'un ouvert convexe est divisible s’il existe un sous-groupe discret I' de SLi(V) qui préserve
(), agit proprement sur et tel que le quotient €2/ soit compact. On dit aussi que I' divise €.

Pour en savoir plus sur la théorie des convexes divisibles, on pourra consulter la série d’articles
de Benoist : [Beno9, Beno8, Beno6, Beno2|, pour une étude compléte de la dimension 2 on
pourra consulter l'article de Goldman : [Gold1|.

Donnons tout de suite des exemples de convexes divisibles :



— La sphére projective est un convexe divisible.

— N’importe quel espace affine de dimension n inclus dans P*(R"™!) est divisé par le groupe
Z"; R™ est donc un exemple de convexe divisible non proprement convexe.

— On peut construire un autre convexe divisé par Z" de la facon suivante. La base canonique
de R™*! définit naturellement un pavage de PT(R"*1) en n—simplexes au nombre de 2",
Si on note €2 lintérieur de I'un deux, alors la composante neutre du stabilisateur de €2
dans SL,1(R) est le groupe D des matrices diagonales a diagonale strictement positive
de déterminant 1. Le groupe D agit proprement et simplement transitivement sur €2, et
I'image I' de toute représentation fidéle et discréte de Z™ dans D est un réseau cocompact
de D. Ainsi, I' divise 2 qui est donc un convexe divisible proprement convexe mais non
strictement convexe.

— Terminons cette liste d’exemples par la construction d’un convexe divisible strictement
convexe. Soient ¢ une forme quadratique sur V' de signature (n,1), et © I'une des 2 com-
posantes connexes de 'ouvert {[v] € PT(V)|q(v) < 0}. Il s’agit du modeéle projectif de
I’espace hyperbolique réel H™ : il est donc divisé par tous les réseaux cocompacts de
Isom(H"), le groupe des isométries de H".

Nous allons construire dans ce texte des convexes divisibles €2, divisés par des groupes de
Coxeter W, selon une méthode initiée par Vinberg.

1.2.2. Les polyédres projectifs. — On notera p : V'\ {0} — P*(V) la projection naturelle.

Définition 1.2.2. — Un polyedre projectif est un fermé proprement convexe P d’intérieur
non vide de PT(V) tel qu’il existe un nombre fini de formes linéaires ay, ..., ay sur V tel que

P =p({z € VA {0} | ai(2) <0, i = 1...f}).

Pour tout polyédre projectif P de PT(V), on définit une relation d’équivalence ~p sur P de
la fagon suivante :

x ~py < lesegment [x,y] se prolonge strictement des deux cotés dans P

Les adhérences des classes d’équivalences de ~p s’appellent les faces de P. Il est clair que toute
face est incluse dans un unique sous-espace projectif maximal. On appelle dimension (resp.
codimension) d’une face la dimension (resp. codimension) de 'unique sous-espace maximal la
contenant.

1.2.3. Groupes de Coxeter. — Les groupes de Coxeter seront au coeur de nos motivations;
nous allons donc rappeler quelques définitions.

Définition 1.2.3. — Un systéeme de Cozeter est la donnée d’un ensemble fini S et d’une
matrice symétrique M = (Mg )stes telle que les coefficients diagonaux vérifient M, = 1 et les
coefficients non diagonaux vérifient My € {2,3,...,00}. Le cardinal de S s’appelle le rang du
systéme de Coxeter (S, M). A un systéme de Coxeter, on associe un groupe de Cozeter W. 11
s’agit d'un groupe défini par générateurs et relations. Les générateurs sont les éléments de S et
on impose les relations (st)Mst =1 pour s,t € S tels que M # .

Avec toute partie S’ de S, on peut former le groupe de Coxeter Wy associé au systéme de
Coxeter (S, M'), ou M’ est la restriction de M a S’. Un corollaire du théoréme de Vinberg
montre que le morphisme naturel Wy — Wy est injectif. Ainsi, W peut étre identifié avec le



sous-groupe de Wy engendré par la partie S’. On utilisera donc la notation Ws pour désigner
ces deux groupes.

1.2.4. Polyédre projectif miroir. — Dans le cadre projectif, si on se donne un polyédre
projectif, on peut choisir pour chaque face une réflexion qui la préserve. Nous allons nous
servir de cette liberté pour construire de nombreux convexes divisibles associés a un groupe de
Coxeter.

1.2.4.1. Le théoreme de Vinberg. — Le but de ce paragraphe est de rappeller ’énoncé du
théoréme de Vinberg dont on peut trouver une démonstration dans [Vin3| et dans [Beno7|.

Soit P un polyédre projectif; on note S ’ensemble des faces de codimension 1 de P, et on
suppose que P =p({x € V \ {0} ] as(z) <0, s € S}). En particulier, pour toute face s € S et
pour tout élément z € s, on a ag(x) = 0. On se donne pour chaque face s de codimension 1,
une réflexion projective o, = Id — a; ® vs avec vg € Vet ag(vs) = 2 qui fixe la face s, et on
note I' le groupe engendré par les réflexions og pour s € S, et agy = —as(vy).

Une étude locale autour des faces de codimension 2 montre que des conditions nécessaires
pour que les v(P) pavent une partie de P (V) (c’est a dire que les (P) soient d’intérieur
disjoints) sont les suivantes :

Vs, t € S, tels que codim(sNt) =2, on a :
1) ag =0 et (asg =0 < aps = 0)
2)a) agans =4 ou b) aga, =4cos® ()

avec mg = 2 entier

Le théoréme de Vinberg affirme que ces conditions sont en fait suffisantes.
Nous allons relacher légérement la condition (2) en la condition (2’) qui autorise les angles a
prendre toutes les valeurs dans 0, 7].

2)a) aga, =4 ou b)) agan = 4cos?(0y)
avec 0y €0, 7]

Définition 1.2.4. — Un polyédre projectif miroir est la donnée d’un polyédre projectif P et,
pour chaque face s de codimension 1 de P, d’une réflexion o, = I'd — oy ® v, qui fixe s, avec les
conventions suivantes : P = p({x € V\{0} | as(x) <0, s € S}), as(vs) = 2 et les conditions (1)
et (2’b) sont vérifiees. On dit que l’angle diédre entre deux faces s et ¢ telles que codim(sNt) = 2
est Oy €0, 5] si agay = 4 cos?(0y).

Remarque 1.2.5. — Il est important de noter que 'on exclut le cas 2’)a) de la définition de
polyédre projectif miroir. En effet, la seule définition d’angle diédre acceptable pour le cas 2')a)
serait un angle nul, et ce cas ne nous intéresse pas.

Notations 1. — Soit P un polyédre miroir, on désignera par la lettre S ’ensemble de ses faces
de codimension 1. On s’est donné pour chaque s € S une réflexion o, = Id — a; ® v, telle que
as(vs) =2 et P=p{z € V\{0}]| as(z) <0, s € S}). Cette convention de signe détermine
un unique couple (o], [vs]) € PT(V*) x PT(V'). On appellera le point [v] la polaire de la face
s. On fera bien attention au fait que le couple (ag,vs) n’est pas unique. En effet, si (as,vs)
convient alors pour tout A € R* le couple (A~ ' ey, Av,) convient aussi. Enfin, si s, ¢ € S alors on
notera fig la quantité ag(v;)ay(vs) qui est bien définie. Par définition, si s et ¢ sont deux faces
de P telles que codim(s Nt) = 2 alors 1y = 4cos*(0s); dans ce cas on notera mg = 7. Ces
notations et conventions seront utilisées tout au long de ce texte.



Définition 1.2.6. — Soit P un polyédre projectif miroir dont les angles diédres sont des sous-
multiples de 7. Le systéme de Cozeter associé a P est le systéme de Coxeter (S, M), o S est
I’ensemble des faces de codimension 1 de P et pour tout s,t € S, on a My = my si les faces s
et ¢ vérifient codim(s Nt) = 2 et Mg = oo sinon. On note Wy le groupe de Coxeter associé au
systéme (S, M).

Théoréme 1.2.7 (Vinberg). — Soit P un polyédre projectif miroir dont les angles diédres
sont des sous-multiples de w. Soient (S, M) le systéme de Cozeter associé a P, Ws le groupe
de Cozeter associé et I' le groupe engendré par les (0g)ses. Alors,

a) Les polyeédres vy(P)yer pavent un conveze 2 de P*(V).

b) Le morphisme o : Wg — I' défini par o(s) = os est un isomorphisme.

¢) Le groupe T' est un sous-groupe discret de SL*(V/).

d) Le groupe I agit proprement sur Q, Uintérieur de €.

e) L’ensemble Q0 est ouvert si et seulement si pour toute face v de P, Ws, est fini, ot

Sy ={s e S|vCs}.

Remarque 1.2.8. — Lorsque le graphe de Coxeter de Wy est connexe, que Wy est infini et
que les vs engendrent V', alors € est proprement convexe (Cela est démontré dans [Beno7]).

Remarque 1.2.9. — Le point e) du théoréme de Vinberg et la classification des groupes de
Coxeter finis (|Bou|) montrent que si © est ouvert et le polyédre P de dimension 3, alors
pour tout sommet v de P le groupe Wy, est de type (2,2,n) avec n > 2, ou (2,3,3), (2,3,4)
ou encore (2,3,5). En particulier, tout sommet de P doit étre de valence 3 pour obtenir un
convexe divisible (2.

1.2.4.2. Combinatoire d’un polyédre de PT(R*). — On se restreint désormais a la dimension 3
et on appellera une face de codimension 1 (resp. 2, resp. 3) une face (resp. une aréte, resp. un
sommet). Certaines propriétés combinatoires des polyédres seront essentielles, nous allons donc
donner quelques définitions.

A tout polyédre P, on associe un graphe Gp planaire et 3-connexe (i.e Gp a plus de quatre
sommets et Gp privé de 2 sommets quelconques non adjacents est encore connexe) dont les
sommets sont les sommets de P et les arétes les arétes de P.

Définition 1.2.10. — Soient P un polyédre et G un graphe, on dira que P réalise G lorsque
G et Gp sont des graphes planaires isomorphes.

Remarque 1.2.11. — En fait, on peut montrer qu’un graphe est réalisé par un polyédre si et
seulement s'il est planaire et 3-connexe (Théoréme de Steinitz, voir le livre [JG]).

Ce qui nous intéresse, c’est de réaliser des polyédres avec des angles diédres prescrits; on en
vient donc a la définition suivante :

Définition 1.2.12. — Un graphe étiqueté est la donnée d’un graphe de valence 3, planaire et
3-connexe G et pour chaque aréte e de G d'un réel 0, €]0, 5.

Remarque 1.2.13. — Un graphe étiqueté G est en particulier un graphe planaire et 3-connexe,
la notion de face de G est donc bien définie.

Notations 2. — Soit G un graphe étiqueté, si e est une aréte de G, on désignera par 6, I’angle
associé. De plus, on désignera par y. le réel 4 cos®(6,), et si 0, = Z-, ol m est un entier supérieur
ou égale a 2; on dira que l'aréte est d’ordre m. De plus, si s et ¢ désignent deux faces de G qui
partagent une aréte alors cette aréte sera notée st, et 6, désigne alors I’angle qu’elle porte.



Lorsque 'on étudie ’espace des modules d’un objet mathématique, il est souvent utile d’in-
troduire un marquage.

Définition 1.2.14. — Un graphe étiqueté (resp polyédre miroir) est dit marqué lorsqu’une
numérotation de ses faces a été choisie.

Définition 1.2.15. — Soient G un graphe étiqueté marqué, et P un polyédre miroir marqué ;
on dit que P réalise G lorsque le polyédre sous-jacent a P réalise le graphe sous-jacent a G via
une identification qui respecte leur marquage et que les angles diédres du polyédre projectif
miroir P correspondent aux étiquettes de G.

Remarque 1.2.16. — Pour alléger la rédaction, on supposera implicitement tout au long de
ce texte que tous les graphes étiquetés et tous les polyédres projectifs miroirs sont marqués.

La notion suivante va permettre de décrire des propriétés combinatoires des polyéedres qui
seront essentielles pour la suite.

Définition 1.2.17. — Soit G un graphe planaire et 3-connexe, un k-circuit orienté (resp k-
circuit) I de G est une suite (fi, e1, fo, €2, ..., fx, €x) définie & permutation circulaire prés (resp
a permutation circulaire prés et a sens de parcours prés) tel que :

les f; sont des faces distinctes de G,
les e; sont des arétes de G,
Vi=1.k, i 0 fix1 = e, ou frp1 = f1.
De plus, si toutes les extrémités des arétes de I' sont distinctes, alors on dit que I' est
prismatique.

Remarque 1.2.18. — On remarquera que les 3 arétes d’un 3-circuit non prismatique ont un
sommet en commun puisque G est de valence 3.

Définition 1.2.19. — Soient G un graphe étiqueté et I' un k-circuit de G, on note (6;);=1.
les angles des arétes de I'; posons X = Z 0;.
i=1..k
sans angle droit  si les 0; sont tous différents de § pour i = 1...k,
avec angle droit  si I'un au moins des 6; est égal & 7 pour ¢ = 1.k,

On dira que I" est sphérique lorsque ¥ > (k — 2)m,
affine lorsque ¥ = (k — 2)m,
hyperbolique lorsque ¥ < (k — 2)7.

1.2.4.3. Le théoreme d’Andreev. — L’étude des polyédres hyperboliques et des polyédres pro-
jectifs miroirs fait apparaitre une famille de graphes étiquetés qui nécessite un traitement a part.
Il s’agit des graphes étiquetés de la figure 1 que nous appellerons les prismes exceptionnels et
nous les noterons G, 3.

Théoréme 1.2.20 (Andreev). — Soit G un graphe étiqueté qui n’est pas le graphe d’un té-
traedre. Alors, il existe un polyédre compact hyperbolique P qui réalise G si et seulement si les
quatre conditions suivantes sont vérifiées :

— Tout 3-circuit non prismatique de G est sphérique.

— Tout 3-circuit prismatique de G est hyperbolique.

— Tout 4-circuit prismatique de G est hyperbolique.

— G n’est pas un prisme exceptionnel.

De plus, ce polyédre est unique @ isométrie pres.



FIGURE 1. Prisme exceptionnel, avec «, 3,7 €]0, 5]

On peut trouver une démonstration du théoréme d’Andreev dans [And] ou [RHD]. On va
s’intéresser a présent a un analogue projectif de ce résultat.

1.2.4.4. FEspaces des modules d’un polyédre projectif miroir. — Soit G un graphe étiqueté mar-
qué; on introduit l’espace suivant :

Yg = {P polyédre projectif miroir marqué tel que P réalise G}.

Le groupe SLjf (R) agit naturellement sur Yg. On souhaite comprendre ’espace quotient Xg =
Yg/SLff(]R) que l'on appelle espace des modules des polyédres projectifs miroirs marqués qui
réalisent G.

1.3. Résultat

Dans ce texte, nous nous intéressons exclusivement a une classe trés particuliére de polyédres,
que nous allons définir et étudier dans toute la partie 1.3.1; nous appellerons ces polyédres les
écimaedres.

1.3.1. Les écimaédres combinatoires. — Soient un graphe planaire 3-connexe G de va-
lence 3 et un sommet v de G ; on définit un nouveau graphe G’ planaire 3-connexe de valence 3
oll le sommet v a été remplacé par un triangle dont les sommets appartiennent aux arétes issues
de v, comme sur la figure 2. Cette opération sera appelée I’écimage du graphe G au sommet v.

PR PR
W <= N <<
\ — \ —

N -~ AN ~

N - AN -

— -

N — N —
— —
FiGURE 2. Ecimage

Définition 1.3.1. — Un graphe G est un écimaédre combinatoire lorsqu’on peut l'obtenir a

partir du graphe du tétraédre combinatoire (i.e le graphe complet a 4 sommets) et d’un nombre
fini d’écimages. Un polyédre P est un écimaedre si son graphe Gp est un écimaédre combinatoire.



FiGURE 3. Graphes de 7 et 7;

v

F1GURE 4. Graphes de 75 et 73

F1GURE 5. Graphe de 74

Définition 1.3.2. — Soient Gy (resp. G2) un polyédre combinatoire qui posséde une face tri-
angulaire 77 (resp. 73) et une identification ¢ de 7; et 75. Le polyédre combinatoire G obtenu
en recollant les polyédres combinatoires Gy et Go le long des faces triangulaires T, et Ty via
Uidentification ¢ est le polyédre obtenu en retirant les arétes et les sommets de 77 (resp. 73) a
Gy (resp. Go) et en identifiant les 3 arétes qui n’ont plus qu'un sommet de G, avec les 3 arétes
qui n’ont plus qu'un sommet de Gy via ¢.

Nous allons décomposons les écimaéedres combinatoires en blocs fondamentaux. 11 s’agit des
écimaédres (7;);—o, 4. L’écimaédre 7; est obtenu en écimant le tétraédre combinatoire 7 en 4
sommets distincts. Leurs graphes sont représentés par les figures 3, 4 et 5.



Proposition 1.3.3. — Tout écimaédre combinatoire est obtenu en recollant un nombre fini de
blocs fondamentauz le long de faces triangulaires. Et, inversement tout polyédre combinatoire
qui est obtenu comme recollement de blocs fondamentaux le long de faces triangulaires est un
écimaedre combinatoire.

Démonstration. — La démonstration se fait en deux parties et a chaque fois par récurrence.

Commencons par montrer que tout écimaédre combinatoire G est obtenu en recollant un
nombre fini de blocs fondamentaux le long de faces triangulaires, par récurrence sur le nombre
d’écimage subit par G.

L’initialisation de notre récurrence est évidente. A présent, si G a subi n écimages alors il est
obtenu en écimant un sommet v d’un écimaédre H qui est par hypothése de récurrence obtenu
en recollant des blocs fondamentaux (B;);c; en nombre fini. Le sommet v appartient donc a
un bloc fondamental B;,. Distinguons deux cas, ou bien le sommet v de B;, est un sommet du
tétraédre sous-jacent a B;, ou bien il est sur face provenant de I’écimage.

Si le sommet v est un sommet du tétraédre sous-jacent a B;, alors ’écimaédre obtenu en
écimant B;, au sommet v est encore un bloc fondamental, par conséquent G est obtenue en
recollant un nombre fini de blocs fondamentaux le long de faces triangulaires.

Si le sommet v est sur une face de B;, venant de ’écimage alors v est sur une face tri-
angulaire s de B;,. Dans ce cas, G est obtenu en recollant 'une des deux faces triangulaires
du bloc fondamental 75 avec la face s de H. Ainsi, G est obtenu en recollant un nombre fini
de blocs fondamentaux le long de faces triangulaires. Ce qui conclut la premiére partie de la
démonstration.

Montrons a présent que tout polyédre combinatoire qui est obtenu comme recollement de
blocs fondamentaux le long de faces triangulaires est un écimaedre, par récurrence sur le nombre
de blocs fondamentaux du recollement.

L’initialisation de notre récurrence est encore évidente. A présent, si le polyédre combina-
toire G est obtenu en recollant n blocs fondamentaux le long de faces triangulaires, alors par
hypothése de récurrence G est obtenu en recollant un écimaédre H et un bloc fondamental le
long d’une face triangulaire s. Par conséquent, le polyédre G est obtenu en écimant la face s en
1,2 ou 3 sommets. C’est donc un écimaeédre. O

Nous avons d’abord besoin de quelques définitions purement combinatoire.

Définition 1.3.4. — Soient G un graphe planaire et 3-connexe et [ un 3-circuit orienté de G.
La coupe droite (resp. gauche) de G le long de T est le graphe G (resp. G¥) obtenu en retirant
tous les sommets et les arétes de G a gauche (resp. droite) de I' et en ajoutant un triangle dont
les sommets sont les extrémités des arétes de I' qui sont a gauche (resp. droite) de I'. (Voir
figure 6.)

Définition 1.3.5. — Soit G un écimaédre, on dit qu'un 3-circuit prismatique est combinatoi-
rement essentiel lorsqu’il ne fait pas le tour d’'une face triangulaire.

Remarque 1.3.6. — Maintenant, que I’on sait que tout écimaeédre est obtenu en recollant des
blocs fondamentaux le long de faces triangulaires. Il est facile de voir que tout 3-circuit non
prismatique de G est inclus dans un et un seul des blocs fondamentaux qui décomposent G.
Tout 3-circuit prismatique non combinatoirement essentiel de G est inclus dans un ou deux
blocs fondamentaux qui décomposent G, et s’il est inclus dans 2 alors I'un d’eux est un prisme
triangulaire. Enfin, tout 3-circuit prismatique combinatoirement essentiel de G est inclus dans
exactement deux blocs fondamentaux. Pour conséquent, I’ensemble des 3-circuits de G peut étre
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FiGURE 6. Coupe d’un graphe étiqueté

réalisé comme un ensemble de courbe simple, continue, tranverse aux arétes de G et disjointes.
Nous allons découper G le long de ces courbes.

On a des définitions analogues pour les graphes étiquetés.

Définition 1.3.7. — Soient G un graphe étiqueté et I' un 3-circuit orienté de G ; on définit la
coupe droite (resp. gauche) de G le long de I', comme le graphe étiqueté G¢ (resp. G2) dont le
graphe sous-jacent est la coupe droite (resp. gauche) du graphe sous-jacent a G, et on étiquette
les nouvelles arétes de G2 (resp. Gf) par des 2 et les anciennes gardent leurs étiquettes. (Voir
figure 6.)

Remarque 1.3.8. — Lorsqu'il n’y a pas d’ambiguité sur le 3-circuit I, on allégera les notations
G& et G en notant G¢ = G4 et G = GY.

Définition 1.3.9. — Soit G un écimaeédre étiqueté, on dit qu’un 3-circuit prismatique est
essentiel lorsqu’il ne fait pas le tour d’une face triangulaire dont toutes les arétes sont d’ordre
2.

Définition 1.3.10. — Un bloc fondamental étiqueté est un graphe étiqueté et dont le graphe
sous-jacent est un bloc fondamental combinatoire, et les faces triangulaires issues de I’écimage
ne possédent que des arétes d’ordre 2.

Remarque 1.3.11. — 1l faut bien faire attention aux blocs fondamentaux qui sont des prismes
triangulaires. En effet, ces derniers possédent deux faces triangulaires mais une seule de ces
deux faces provient de ’écimage. Par conséquent, les blocs fondamentaux qui sont des prismes
triangulaires ne possédent a priori qu’'une seule face triangulaire qui porte uniquement des
arétes d’ordre 2.

Tout cela va nous permettre d’associer a tout écimaédre G, un arbre Ag qui "mémorise" les
écimages effectués. Cet arbre permet de coder une partie de la combinatoire de G.

Nous allons découper G le long de ces 3-circuits prismatiques. Pour cela, on se donne une
famille (I';);e; de 3-circuits orientés de G o chaque 3-circuit est représenté exactement une et



FIGURE 7. L’arbre Az, et I'arbre Ag

s ——

FIGURE 8. L’arbre A7, et I'arbre A,

une seule fois. La remarque 1.3.6 montre que si I’on découpe G le long d’un 3-circuit prismatique
I';, de G alors les 3-circuits (I'; )z, sont des 3-circuits de g{f ou bien de G{. On découpe G le long
de tous les 3-circuits (I';);es qui sont prismatiques. Les écimaédres obtenus par ce découpage ne
posséde aucun 3-circuit prismatique essentiel. Par conséquent, la proposition 1.3.3 nous montre
que ce sont des blocs fondamentaux étiquetés.

Définition 1.3.12. — Soit G un écimaédre combinatoire, on se donne une famille (I';) ;e de
3-circuits orientés de G ou chaque 3-circuit est représenté exactement une et une seule fois.
L’arbre associé a G sera noté Ag et il est défini de la fagon suivante : les sommets de Ag
sont les blocs fondamentaux (B;);=1. 11 résultant du découpage de G le long des 3-circuits
prismatiques de la famille (I';) jc; et les sommets de G. Deux sommets de Ag qui sont des blocs
fondamentaux B; et B; de Ag sont reliés par une aréte lorsque B; et B, partagent un 3-circuit
de (I'j)jes. Et, un sommet v de G est relié & un bloc fondamental lorsque v appartient a ce
bloc.

On représentera les arétes extrémales de Ag en pointillés, car elles sont en bijection avec
les sommets de G, alors que les arétes non extrémales sont en bijection avec les 3-circuits
prismatiques de G. De plus, les arétes extrémales du sous-arbre en trait plein sont en bijection
avec les 3-circuits prismatiques non combinatoirement essentiels.

On a représenté les arbres Az, pour ¢ = 1,...,4 a l'aide des figures 7, 8 et 9.



FIGURE 9. L’arbre A7,

Remarque 1.3.13. — 1l faut bien prendre garde au fait que 'application G — Ag n’est pas
injective. En revanche, on vérifie facilement que 'image de cette application est ’ensemble des
arbres dont les sommets non extrémaux sont de valence 4.

Nous allons montrer que 'on peut construire tous les écimaédres miroirs dont le graphe
sous-jacent n’est pas celui d’un tétraédre en recollant "des blocs fondamentaux miroirs".

1.3.2. Enoncé du résultat. — Pour énoncer notre résultat, nous avons besoin d’introduire
plusieurs quantités associées a G. Nous allons calculer la dimension attendue de Xg de facon
heuristique.
Rappelons que lorsque deux faces adjacentes s et ¢ partagent une aréte s Nt qui porte
I'étiquette g alors (définition 1.2.4 et notations 1) :
— On a —ag(v) = 0.
— Si 'aréte s Nt est d’ordre 2 alors les deux équations suivantes doivent étre vérifiés :
as(vy) = ay(vg) = 0.
— Silaréte sNt n’est pas d’ordre 2 alors une seule équation doit étre vérifice : ag(ve)ou(vs) =
Mst-
On peut voir Xg de la fagon suivante : soient S ’ensemble des faces de G et f le cardinal de

S.

1. Nombres d’inconnues : ([, [vs])ses € (PT((R*)*) x P+ (R*))® est une variété de dimension
6f.

2. Nombres d’équations : on a e + ey équations, ol e est le nombre d’arétes de G et ey le
nombre d’arétes d’ordre 2.

3. Modulo SL(R) qui agit librement et proprement sur Y et dim(SLi(R)) = 15.

Donc la dimension attendue de Xg est d(G) = 6f — e — ey — 15. Or, G est de valence 3,
il possede donc %e sommets. La relation d’Euler montre que f = %, il vient donc d(G) =
(e —ey) —3 =€, —3,0u ey =e— ey est le nombre d’arétes de G d’ordre différent de 2.

Définition 1.3.14. — Soit G un écimaeédre étiqueté, on définit les quantités suivantes :

— d(g) = €4 — 3.
— n(G) est le nombre de 3-circuits affines ou sphériques, prismatiques, sans angle droit G.
— m(G) est le nombre de 3-circuits affines ou sphériques, prismatiques, avec angle droit G.



Théoréme 1.3.15. — Soit G un écimaeédre étiqueté marqué. Alors,

1) Sim(G)=0etd(G) =0 alors Xg est difféomorphe a k(G) copies de RU9) | o1 k(G) est
et G n’est pas un prisme un entier pair ou égal a 1, qui vérifie 1 < k(G) < 29,
exceptionnel

2) Sim(G) =0 etd(G) <0 alors on a deux cas :
a) Le graphe sous-jacent a G est un tétraedre combinatoire
et Xg est un singleton.
b) G = Ga,p,z pour un certain couple (o, 3)
avec a + 3 < § et Xg = 2.

3) Sim(G) >0 et Xg #2 alors m(G) =1 et G =Gy x_on et Xg est un singleton.

4) SiG = Gapn~ est un prisme alors a) si o+ G +v <m alors Xg = .

exceptionnel avec b) si o+ B+~ =m alors Xg est un singleton.
0<a,B,7<3 c) siao+ B+~ >m alors Card(Xg) = 2.
Remarque 1.3.16. — 1l faut bien remarquer que les points 1, 2, 3, et 4 sont disjoints. La

seule difficulté est de voir que le cas 4) est disjoint des trois autres. Mais dans le cas 4, on a
m(G) =0, d(G) =0 et G est un prisme exceptionnel.

Corollaire 1.3.17. — Soit G un écimaedre étiqueté marqué alors Xg est une variété qui pos-
sede un nombre fini de composante conneze, toutes les composantes conneres de Xg sont ho-
méomorphes a des boules et elles ont toutes la méme dimension.

Enfin, l'espace Xg est vide si et seulement si on est dans l'un des cas suivants :

1. Xg est un prisme exceptionnel dont ['unique 3-circuit prismatique est hyperbolique.
2. m(G) = 1 et G n'est pas un prisme exceptionnel dont 'unique 3-circuil prismatique est
affine avec angle droit.

Démonstration. — En effet, si m(G) = 0 alors les cas 1), 2) et 4) du théoréme 1.3.15 montre
que X¢g = @ si et seulement si G un prisme exceptionnel dont I'unique 3-circuit prismatique est
hyperbolique. Et, si m(G) > 1 alors c’est le cas 3) du théoréme 1.3.15 qui conclut. O

Corollaire 1.3.18. — Si G est un écimaédre étiqueté qui vérifie les conditions du théoréme
d’Andreev alors Xg est difféomorphe o RU9).

Démonstration. — 1l est clair que m(G) = n(G) = 0 et que G n’est pas un prisme exceptionnel,
il reste donc a vérifier que d(G) > 0, pour appliquer le point 1). Il faut noter que G n’est
pas un tétraédre puisqu’il vérifie les hypothéses du théoréme d’Andreev. Le plus simple est de
distinguer deux cas : G est un prisme ou bien G n’est ni un tétraédre, ni un prisme.

Dans le premier cas, il est facile de voir que tout prisme non exceptionnel qui vérifie que
m(G) = 0 posséde au moins 3 arétes qui ne sont pas d’ordre 2. Par suite, d(G) > 0.

Si G est un écimaédre qui n’est ni un tétraédre, ni un prisme alors G posséde au moins deux
3-circuits prismatiques. Comme G vérifie les hypothéses du théoréme d’Andreev, tout 3-circuit
prismatique de G est hyperbolique et posséde donc au plus une seule aréte d’ordre 2. L’écimaédre
étiqueté G posséde donc au moins 4 arétes d’ordre différent de 2. Par suite, d(G) > 0. O

Remarque 1.3.19. — L’hypothése d’ordonnabilité de Choi est plus faible dans le cas ou le
graphe G est trivalent que notre hypothése selon laquelle G est un écimaédre. Nous avons



supposé que les graphes étiquetés étaient des graphes de valence 3, et dans ce cas, on peut
montrer que, si G est un graphe étiqueté ordonnable, alors le graphe sous-jacent a G est un
écimaédre combinatoire. Mais il existe des graphes planaires et 3-connexes de valence supérieure
a 3 qui sont ordonnables (s’ils sont étiquetés correctement). Il faut noter que pour construire un
convexe divisible via la méthode de Vinberg, une condition nécessaire (voir la remarque 1.2.9)
est que le polyedre de départ soit de valence 3.

Remarque 1.3.20. — Pour calculer k(G) nous allons retirer certaines arétes de 'arbre Ag et
nous obtiendrons une forét que ’on notera Fg. Puis on introduira la notion d’orientation par-
tielle et d’orientation partielle admissible de la forét Fg (voir partie 1.3.7). Enfin on démontrera
que x(G) est le nombre d’orientations partielles admissibles de la forét Fg (voir le théoréme
1.3.64).

Remarque 1.3.21. — Nous énoncerons a la fin de ce texte le théoréme 1.3.64 qui précise la
partie 1) du théoréme 1.3.15 en donnant une paramétrisation explicite de Xg.

Nous allons commencer par les points 2) et 3) qui sont beaucoup plus faciles & montrer. Puis
nous attaquerons a la démonstration des points 1) et 4).

1.3.3. Démonstration des points 2 et 3. —

Lemme 1.3.22. — Soit P un polyédre miroir, sotent s et t deux faces distinctes quelconques
de P ; alors —as(v) = 0 et —ag(vy) = 0 si et seulement si s et t partagent une aréte d’ordre 2.

Démonstration. — Si s et t sont adjacentes alors les conditions 1)-2’b) (définition 1.2.4 et
notations 1) montre que dans ce cas le lemme est clair. A présent, soient s et t deux faces non
adjacentes de P, et rq, ..., 7y les faces de P adjacentes & t. Comme P est un polyédre proprement
convexe, son dual dans PT(R*) est aussi un polyédre proprement convexe dont les sommets sont
les faces de P. Par conséquent, le segment qui relie [—a;] a [—ay] traverse 'enveloppe convexe
des ([—ay,])i=1.. x dans PT(R?). Par conséquent, —ay peut s’écrire comme une combinaison
linéaire & coefficients strictement positifs des (—av.,)i=1._x et de ay. Les inégalités —a,, (v:) = 0
pour ¢ = 1...k et I’égalité ay(v;) = 2 entrainent U'inégalité —a(ve) > 0. O

Remarque 1.3.23. — Rappelons que pour tout polyédre projectif miroir P, pour toute face
s de P, la polaire [vs] de s n’appartient pas a P puisque —ag(vs) < 0. Le lemme 1.3.22 montre
que tout segment projectif issue de [v4] et rencontrant P, rencontre la face s.

Le lemme suivant démontre le point 3) et un résultat sur les 3-circuits affines ou sphériques,
prismatiques qui sera utile & plusieurs reprises.

Lemme 1.3.24. — Soit G un graphe étiqueté tel que Xg # @, alors tout 3-circuit I' affine ou
sphérique, prismatique de G posséde au plus un angle droit. Et s’il en posséde un alors G est le
[ et Xg est un singleton.

prisme exceptionnel ga,%_a% pour un certain « €0, 5
Démonstration. — Soient P un polyédre miroir qui réalise G et I' un 3-circuit orienté prisma-
tique avec angle droit, affine ou sphérique.

Commencons par numéroter de 1 a 3 les faces qui forment I" de telle sorte que ’aréte adjacente
aux faces 1 et 2 soit d’ordre 2. Le 3-circuit I' est prismatique donc il existe une face a gauche de I"
et une a droite de [' qu’on numérote 4 et 5. On peut supposer que l'on a la configuration suivante
dans une base (e;);-1. 4 de R* : a; = —e} pour i = 1...4. On souhaite avoir une forme simple
pour la forme linéaire a5, nous allons montrer que ’on peut supposer que a; = —ej —e5 —ej+ej.
Le stabilisateur des ([o;])i=1..4 est le groupe des matrices diagonales & diagonales strictement
positives dans la base (e;);=1..4 de R*. La forme linéaire a5 se décompose dans la base duale



de la base (e;)j=1..4. Il suffit de vérifier que les signes des coefficients de cette décomposition
sont les bons. Le polyédre dual de P est un polyédre convexe dont les sommets sont les faces
de P, par conséquent le segment dans PT(R*) reliant [—ay] & [—as] traverse le triangle dont les
sommets sont les points [—a1], [—az] et [—ag]. Par conséquent, ay est une combinaison linéaire
a coefficient positif de —ay, —an, —as et ay. On peut donc supposer que as = —ej —el —ej +ej.
Soient v;; les coordonnées de (v;);=1..5. On a :

U1 —2 0 V13 U4
() = 0 —2 V23 U2g
U3 U31 V32 —2 V34

On rappelle que si les faces i et j sont adjacentes alors v;;v;; = p;; = 4 cos?(6;;) (Définition
1.2.4 et notations 1). Le lemme 1.3.22 affirme que v;; > 0 pour i # j et que les inégalités
suivantes doivent étre vérifiées :

—Oé5(’01) 2 0 c’est-a-dire V13 2 2+ V14,
—Oé5(’02) 2 0 c’est-a-dire V23 2 2+ Va4,

—Oé5(’03) = 0 c’est-a-dire Zle + 572: = 2+ V34.

Donc vz > 2 et vo3 > 2 et ainsi, ju13 4 93 > 4 et donc 013 + 03 < 5. Or, 0134053 > 5 (car I’
est affine ou sphérique) donc 013-+03 = 7, et pg+p93 = 4. Il vient finalement que vi3 = va3
et donc v = 52 et vgy = 22, puis vy = vy = v34 = 0, et enfin as(v1) = as(v2) = as(vs) =
Les faces 4 et 5 sont donc adjacentes aux faces 1, 2 et 3, d’aprés le lemme 1.3.22.

Ainsi, le polyedre miroir ) obtenu a l'aide des faces 1,2,3,4,5 de P réalise un G, z o,z pour
a = arccos(\/%ﬁ) €]0, 5[ et le polyedre @ est clairement unique puisque les coordonnées des
vecteurs (v;);—1.5 ont été calculées explicitement.

Cela montre aussi que si Xg est non vide alors tout 3-circuit prismatique affine ou sphérique
avec angle droit est affine. Par conséquent, le polyédre ) est le polyédre P lui-méme. En effet,
si P possédait d’autres faces, alors comme P est un écimaédre, P posséderait un 3-circuit

prismatique sphérique avec angle droit. O
Maintenant que le point 3) est acquis, on peut montrer le point 2).

Démonstration du point 2. — On a par hypothése m(G) = 0 (i.e. tout 3-circuit prismatique
avec angle droit de G est hyperbolique). Par conséquent, aucun 3-circuit prismatique de G ne
posseéde deux angles droits. Mais on a aussi supposé que d(G) < 0, par conséquent e; < 3.
Donc, I’écimaédre étiqueté G contient au plus un 3-circuit prismatique.

Les seuls écimaédres qui possédent au plus un 3-circuit prismatique sont le tétraedre combi-
natoire et le prisme triangulaire combinatoire.

Commencons par le cas ou le graphe sous-jacent & G est un prisme triangulaire combinatoire.
On a supposé que d(G) < 0 donc G posséde au moins 7 arétes d’ordre 2, et comme G n’a pas de
3-circuit affine ou sphérique, prismatique, avec angle droit (m(G) = 0), G posséde exactement
7 arétes d’ordre 2, et G = G, 5= pour un certain couple (o, 3) €]0, Z[? tels que o+ 3 < 5. On
reprend le calcul de la démonstration du lemme 1.3.24.

On rappelle que dans la démonstration du lemme 1.3.24, on a en particulier calculé I'espace
des modules d’un prisme exceptionnel dont I'unique 3-circuit prismatique est a angle droit et
affine ou sphérique. A présent, on doit calculer I’espace des modules d’un prisme exceptionnel
dont I'unique 3-circuit prismatique est a angle droit et hyperbolique.

On reprend les mémes notations pour les faces et on suppose toujours que c’est 'aréte parta-
gée par les faces 1 et 2 qui est d’ordre 2. On obtient les coordonnées suivantes pour les formes



linéaires (o )i—1.. 5 et les vecteurs (v;)i=1. 5.

— L
o =—e,1=1,..,4
_ * * * *
U1 —2 0 V13 0
(%) = 0 —2 V23 0
U3 v3 vz —2 0

Le lemme 1.3.22 affirme que v;; > 0 pour 7 # j et que les inégalités suivantes doivent étre
vérifiées :

—as(v1) 20 clest-a-dire vy3 > 2,
—as(v2) 20 clest-a-dire w93 > 2,

_ Yoat_A_di M1z | p2s
as(vs) = 0 cest-a-dire vl e > 2

Donc v13 > 2 et v93 > 2 et donc ’;Tls + ’;TZ;’ < 2, puisque fi13, ftog < 4, ce qui contredit la
troisiemé inégalité. Il vient que Xg = .

Il reste le cas ou le graphe sous-jacent & G est un tétraédre combinatoire. La démonstration
de ce point sera faite au paragraphe 1.3.10.1, proposition 1.3.53, ou I'on calcule I'espace des
modules d’un tétraédre étiqueté marqué quelconque. O

Remarque 1.3.25. — On remarquera que le lemme 1.3.24 et le second point du théoréme
montre le quatriéme point du théoréme dans le cas, o I'un des angles «, 5 ou v est droit.

1.3.4. Plan de la démonstration des points 1) et 4). — A partir de maintenant tous
les graphes étiquetés que I'on considére n’ont aucun 3-circuit affine ou sphérique, prismatique,
avec angle droit, autrement dit ils vérifient m(G) = 0.

La démonstration se déroule en 6 étapes :

1. Comme les 3-circuits vont jouer un role essentiel dans la compréhension des polyédres mi-
roirs, nous allons commencer par nous intéresser aux triangles miroirs. Dans la partie 1.3.5
on introduit l'invariant R qui parameétre 1’espace des modules d’un triangle combinatoire
étiqueteé.

2. L’idée pour comprendre l'espace Xg est de découper les polyédres miroirs qui réalisent G
le long de leurs 3-circuits prismatiques essentiels. On obtient ainsi des polyédres miroirs
qui réalisent des blocs fondamentaux. Les démonstrations des lemmes nécessaires a la
construction des blocs fondamentaux et des plans pour découper P font ’objet de la
partie 1.3.6.

3. Une bonne méthode pour comprendre les composantes connexes de Xg est de parler
d’orientation partielle admissible de la forét Fg qui est une sous-forét de l’arbre Ag. Nous
donnerons les définitions de tout cela dans la partie 1.3.7.

4. Pour que la bijection entre les composantes connexes de Xg et les orientations partielles
admissibles de Fg soit la plus simple possible, il faut introduire un outil technique : les
systémes puits-source de 3-circuits de G. Cela sera fait dans la partie 1.3.8.

5. 1l faut ensuite comprendre Xg pour les blocs fondamentaux et les prismes exceptionnels
sans angle droit, ce qui est fait dans la partie 1.3.10.

6. Enfin, une fois que 'on a découpé P en blocs fondamentaux, il faut comprendre comment
on peut les recoller, c’est la partie 1.3.11.



1.3.5. Les triangles miroirs. —

Définition 1.3.26. — On appellera triangle combinatoire le graphe complet a 3 sommets. Un
triangle étiqueté est la donnée d’un triangle combinatoire 7 et pour chaque sommet s de 7 d’un
réel § €]0, 7]. Un triangle combinatoire est dit marqué lorsque I'on a numéroté ses arétes de 1 a
3. On a une définition analogue a celle des paragraphes précédents de triangle avec angle droit,
sans angle droit, affine, sphérique, hyperbolique, projectif, miroir, marqué et aussi d’espace des
modules de triangles miroirs marqués.

Remarque 1.3.27. — Le marquage de 7 fournit une orientation naturelle de 7.
Proposition 1.3.28. — Soient T un triangle étiqueté marqué, et X ['espace des modules
associé.

— St T ne posséde aucun sommet d’ordre 2 alors X1 est diffécomorphe a R. De plus, si [’on
numérote les arétes du triangle projectif miroir T via le marquage de T , alors ’application :

T (et

est un difféomorphisme de X7 sur R.
— 81 T posséde un sommet d’ordre 2 alors X1 est un singleton.

Démonstration. — On ne démontre que le cas ou tous les sommets sont d’ordre différent de 2,
lautre cas se démontre par un calcul analogue. Numérotons les faces du triangle étiqueté 7 de 1
a 3, et notons (e;);—1..3 la base canonique de R?. On peut supposer que a; = —e;. Le stabilisateur
de aq, as, a3 dans SL?(R) est ’ensemble des matrices diagonales, on peut donc supposer que
dans la base (e;)i—1..3, le vecteur vy = (=2, \/Ji12, \/f113). Le stabilisateur de oy, as, a3 et vy est
réduit a l'identité.

On note encore pour tout 7,7 = 1, ..., 3, v;; = —;(v;), on rappelle que les équations suivantes
doivent étre vérifiées pour tout 7, j =1, ..., 3 : v;;v;; = p;; (Définition 1.2.4 et notations 1)

On obtient donc pour un certain r € R7 :

(w)z Vi —2  \/fisx
s Vi R 22

Cela montre que I'application T+ log <Zigg§gg§gzzggzgxg> = —2log(z) est un difféeomorphisme

de X7 sur R. O

Soit 7 un triangle étiqueté marqué, les quantités suivantes vont se révéler cruciales dans la

suite. On note o = 12 + fog + H31, P = /fizftasfizr. Lorsque 7 est sphérique (et sans angle
4—o+((4-0)?—p?)?

droit, i.e p > 0) on définit aussi la quantité rr = 2log < ) > (. Il n’est pas clair

que la quantité r7 est bien définie mais nous le montrerons dans la démonstration du lemme
1.3.29.

Lemme 1.3.29. — Soient un triangle étiqueté marqué T avec au plus un angle droit et un
triangle miroir marqué T qui réalise T. On note B une base de R® dont ’orientation est opposée
a celle de la base antedual du triplet (aq, as, as).



1)Si T est  hyperbolique alors detg(vy,ve,v3) > 0
affine sans angle droit et Ry # 0
sphérique sans angle droit et |Rp| > rr

2) Si T est affine avec angle droit alors detp(vy, va,v3) = 0.
affine sans angle droit et Rp =0
sphérique sans angle droit et |Ry| = rr

3) Si T est sphérique sans angle droit et |Ry| < rz alors detg(vy,va,v3) < 0.
sphérique avec angle droit

Remarque 1.3.30. — On rappelle que les couples (o, v;);=1..._3 sont bien définis & une constante
multiplicative strictement positive prés (notations 1). Par conséquent, la valeur de la quantité
detg(v1,v2,v3) n'a pas de sens, mais son signe et sa nullité ont un sens.

*

Démonstration. — Notons (e;);—1.. 3 la base canonique de R?. On peut supposer que o; = —e}.
La base canonique de R? posséde bien une orientation opposée a celle de la base antedual du
triplet (o, as, ag). Commengons par le cas ou I' est avec angle droit. On suppose que c’est
I'angle entre I'aréte 1 et 'aréte 2 qui est égale a 7. On obtient facilement que :

v -2 0 o
Vg = 0 =2 \/u23
U3 Vsl ez —2
Par conséquent, D = det(vy, vz, v3) = 2(i23 + p113 — 4) = 8(cos?(ba3) + cos*(f31) — 1). Par
conséquent, D > 0 si fg + 031 < 7, nul si Oz + 031 = 5 et D < 0 si Oy + 031 > 7.
On suppose a présent 7 sans angle droit et on pose D = det(vy, vq,v3). Le lemme 1.3.28

montre que
v —2 V2 Vs
_Lir
U2 = \ H12 —2 H23€ 2
R
U3 Vi \Jlizse -2

Rp Ry

Rr —Rp
OnaD =pe2 +pe 2 +2(c—4). On pose P(x) = pr?—2(4—0c)x+p;ainsiD = e~ 2 Ple3 ).
Si A est le discriminant de P, on a A = 4(0 — 4 — p)(0 — 4 + p). Commengons par remarquer
que comme p > 0, si les racines de P sont réelles alors elles sont toutes les deux du signe de
4 — 0. Ensuite, un peu de trigonométrie montre que

4—g— p= —16 cos <912+923+931> coS <912—923+931> coS <912+923—931> cos <—912+923+931>
2 2 2 2 :

On remarque que comme les angles 0;; sont aigus le produit des 3 derniers membres est
strictement positif.
On distingue donc 3 cas :

1. Si 7 est sphérique, alors 4 — o — p > 0, par suite A > 0 et 4 — o > 0. Les racines ur, u}l
de P sont donc réelles, strictement positives et inverses 'une de "autre. On peut supposer
que ur > 1 et en remarquant que r7 = 2log(uz), on obtient donc que la quantité r7 est
bien définie, strictement positive. La quantité D est strictement positive si et seulement
si |Ry| > r7 et elle est nulle si et seulement si Ry = rr.

2. Si T est affine, alors 4 — o — p = 0; par suite A = 0 et 4 — o > 0, et ainsi 1 est racine
double. La quantité D est strictement positive si et seulement si Ry # 0, et nulle sinon.



3. Si 7T est hyperbolique, alors 4 —o —p < 0. Alors soit 4 — o +p < 0 et les racines de P sont
strictement négatives ou 4 — o + p > 0 et les racines de P sont complexes. La quantité D
est toujours strictement positive.

0

Notations 3. — Soient G un écimaédre étiqueté marqué, P un polyédre miroir qui réalise Xg
et I' un 3-circuit orienté de G. Alors I' définit un triangle étiqueté marqué 7 dont les sommets
sont les arétes traversées par I', les arétes de 7 sont les faces traversées par I', les étiquettes
portées par les sommets sont les étiquettes portées par les arétes de I', et on marque les arétes
a 'aide de l'orientation de I'.

Lorsque I est sans angle droit, on notera Rp(P) le réel Ry introduit dans I’énoncé du lemme
1.3.28; si 7 est sphérique, on notera 7 le réel r7 introduit avant le lemme 1.3.29 et si 7 est
affine, on pose rr = 0. Cette convention nous permettra de ne pas distinguer le cas affine du
cas sphérique.

On utilisera une autre convention, si un 3-circuit I" est avec angle droit alors on pose Rp(P) =
0. Cette convention nous permettra de distinguer le cas sans angle droit du cas avec angle droit
uniquement lorsque c’est nécessaire.

Enfin, plus généralement, si (f1, ..., fx) est une suite de faces de P, on peut définir la quantité

suivante :
ap (g, )og, (V) -+ - ap (v
R(f1,...,fk)(P) _ 10g< f1( fz) fz( f3) fk( f1) )
af (Ufk)af2 (Uf1> Ay, (,Ufk71>
Ainsi, lorsque I' est un 3-circuit orienté, il définit naturellement une suite de faces et 1'on

retrouve la définition précédente.
Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on allégera les notations en notant Ry, . r)(P) = R, 1)
et RF(P) = RF.

1.3.6. Les lemmes de coupe. — On cherche tout d’abord a construire les blocs fondamen-
taux miroirs en coupant un tétraédre miroir le long de ses 3-circuits. C’est 'objet des lemmes
1.3.34, 1.3.35 et 1.3.39, des deux prochains paragraphes. Ensuite, on se donne un polyédre mi-
roir P et on souhaite découper P le long de ses 3-circuits prismatiques essentielles pour obtenir
des blocs fondamentaux. Nous allons avoir besoin des définitions suivantes :

Définition 1.3.31. — Soient P un polyédre miroir et I' un 3-circuit de P qui traverse les
faces r,s,t de P. On désignera par Il le sous-espace projectif engendré par les points polaires
[0], [vs], [ve]. On dira que Il coupe P le long de I" lorsque Il est un plan et Uintersection de
[T avec les arétes de P est incluse dans les arétes ouvertes le long desquelles se rencontrent les
faces r, s, t.

Remarque 1.3.32. — Soient un polyédre miroir P de Xg et I' un 3-circuit non essentiel de
P. On numérote de 1 a 3 les faces traversées par [', et on numérote 4 la face triangulaire dont
I' fait le tour. Nous allons montrer que si IIr est un plan alors la réflexion o4 est entiérement
déterminée par les réflexions oy, 09, 3.

En effet, comme I" n’est pas essentiel, les arétes de la face 4 sont toutes d’ordre 2 (en particulier
04 commute avec 0y, 0y et 03), par conséquent les points vy, ve et vs vérifient ay(v1) = ay(vs) =
ay(vsz) = 0 (définition 1.2.4 et notations 1). Ainsi, le plan projectif définissant la face 4 est le
plan projectif IIr qui est engendré par les points polaires [v1], [vg] et [vs]. Et, la polaire [vy] de
la face 4 vérifient les équations oy (vy) = as(vy) = as(vs)