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Introduction

A I'échelle microscopique, un systéme physique est décrit par un trés grand nombre de degrés
de liberté. A ’échelle macroscopique, un petit nombre de variables suffit en revanche a caractéri-
ser I'état du systéme. Le passage de la description microscopique & la description macroscopique
est 'objet de la physique statistique. Pour les systémes a 1’équilibre thermodynamique, le lien
entre ces deux échelles est fourni par la mesure de Boltzmann-Gibbs, qui spécifie la probabilité
d’observer un micro-état donné du systéme a une certaine température. Pour les systémes loin
de I'équilibre, par contre, aucune théorie générale ne permet pour l'instant d’exprimer la proba-
bilité d’observer les micro-états. Méme dans un état stationnaire, pour lequel ces probabilités
ne dépendent pas du temps, la mesure stationnaire n’est dans la plupart des cas pas connue.

[’analyse de modéles simples a souvent été utile pour appréhender la physique des systémes
a l'équilibre thermodynamique. Par exemple, le modeéle d'Ising a joué un role majeur dans la
compréhension des phénomeénes collectifs. En particulier, la solution du modéle bidimension-
nel par Onsager a définitivement établi que les transitions de phase d’un systéme physique
pouvaient étre expliquées par la variation continue d’un parameétre du modéle microscopique
sous-jacent. Plus tard, le groupe de renormalisation a formalisé le concept d’universalité et a
permis de comprendre que la résolution d’un modéle particulier donnait accés, dans la limite
thermodynamique, & un comportement partagé par toute une classe de modéles ayant les mémes
symétries.

Dans le but de mieux connaitre la physique des systémes hors d’équilibre, il est ainsi naturel
de considérer des modéles simples pouvant jouer le méme role que le modéle d’'Ising pour les
systémes & l’équilibre. Les gaz sur réseau font partie des modeéles les plus étudiés & cet effet.
Ils font intervenir des particules classiques se déplacant de maniére aléatoire sur les sites d’un
réseau. Ces modeéles sont en général définis par leur dynamique, c’est & dire par 'ensemble des
taux avec lesquels les particules se déplacent sur le réseau. Dans le cas particulier des processus
d’exclusion, les particules sont des particules a coeur dur qui sont soumises a la contrainte qu’un
site ne peut étre occupé que par au plus une particule a la fois.

La présente thése traite essentiellement du modéle d’exclusion asymétrique unidimensionnel,
qui possede la propriété trés intéressante d’étre exactement soluble. Nous verrons en effet qu’il
est relié & des chaines de spin intégrables ainsi qu’a des modéles de vertex, et qu’il peut ainsi
étre analysé par I’Ansatz de Bethe introduit par Hans Bethe en 1931 pour la chaine de spin
de Heisenberg. Ceci nous permettra d’obtenir des expressions exactes pour diverses quantités
importantes relatives a ce modéle.

Cette thése est découpée en quatre parties. La premiére partie rappelle quelques résultats
généraux concernant le modeéle d’exclusion asymétrique. La deuxiéme partie est consacrée au
calcul des fluctuations du courant dans le modéle partiellement asymétrique sur un anneau. La
troisiéme partie traite certains aspects du modeéle d’exclusion & plusieurs classes de particules.
Enfin, la quatriéme partie regroupe les cinq articles présentant les résultats obtenus durant cette
these.

La premiére partie est composée de trois chapitres. Dans le chapitre [[l nous définirons
le modéle d’exclusion asymétrique et nous montrerons qu’il est relié & un certain nombre de
modéles importants de la physique statistique. Nous verrons en particulier qu’il peut étre inter-
prété comme un modéle de croissance, et appartient ainsi & la classe d’universalité de ’équation
Kardar-Parisi-Zhang. Dans le chapitre Bl nous rappellerons que 1’évolution dans le temps de
la probabilité d’observer un micro-état donné du systéme s’écrit sous la forme d’une équation
maitresse. Nous verrons aussi que le calcul des fluctuations du courant se raméne au calcul de la
valeur propre maximale d'une déformation de la matrice de Markov du systéme. Enfin, dans le
chapitre Bl nous montrerons que I’Ansatz de Bethe peut étre utilisé pour diagonaliser la matrice
de Markov du modéle d’exclusion. Nous rappellerons alors le calcul des fluctuations du courant
dans le cas particulier pour lequel les particules se déplacent dans une seule direction.



La deuxiéme partie est consacrée au calcul des fluctuations du courant pour le modéle d’ex-
clusion partiellement asymétrique sur un anneau. Dans ce modéle, les particules se déplacent
a la fois vers ’avant et vers I'arriére, mais avec un biais de telle sorte qu’il s’établisse un cou-
rant global dans le systéme. Cette partie se divise en trois chapitres. Le chapitre Bl résume les
résultats qui seront obtenus dans la suite de cette partie pour les fluctuations du courant du
modéle d’exclusion partiellement asymétrique. Le chapitre Bl de cette partie explique ensuite les
résultats exacts obtenus dans les articles [II, 2, B] pour les cumulants du courant en utilisant une
formulation fonctionnelle des équations de Bethe. Enfin, le chapitre Bl présente une expression
exacte conjecturée pour tous les cumulants du courant du modéle partiellement asymétrique
. Cette conjecture fait intervenir des objets combinatoires (arbres et foréts).

La troisiéme partie de cette thése est consacrée principalement au modéle d’exclusion &
plusieurs classes de particules. Elle est aussi composée de trois chapitres. Dans le chapitre [1
nous présenterons le modéle d’exclusion a plusieurs classes de particules, et les raisons pour
lesquelles ce modeéle a été étudié. Dans le chapitre Bl nous décrirons I’Ansatz matriciel utilisé
pour exprimer les probabilités stationnaires du modele d’exclusion asymétrique. Aprés avoir
rappelé le cas du modeéle ouvert avec une seule classe de particules, nous donnerons la solution
dans le cas du modéle a plusieurs classes de particules sur un anneau qui a été obtenue dans
[B]. Enfin, dans le chapitre [ nous présenterons la formulation algébrique de I’Ansatz de Bethe.
Nous commencerons par décrire le cas du modéle & une classe de particules, puis nous donnerons
la généralisation au modeéle avec un nombre arbitraire de classes de particules.



Premiére partie

Résultats généraux sur le modéle
d’exclusion asymétrique






Chapitre 1

Le modeéle d’exclusion asymétrique

Dans ce premier chapitre, nous présentons le modéle d’exclusion asymétrique, que nous allons
étudier dans cette thése. Aprés avoir défini le modeéle ainsi que quelques unes de ses variantes,
nous verrons qu’il est relié a plusieurs autres modeéles trés étudiés de la physique statistique.
Nous écrirons ensuite 1’équation maitresse gouvernant 1’évolution de la probabilité de chacun
des micro-états du systéme, et nous nous intéresserons en particulier a I’état stationnaire du
systéme et aux fluctuations du courant.

1.1 Définition du modéle d’exclusion asymétrique

Le modele d’exclusion asymétrique (ASEP, pour Asymmetric Simple Ezclusion Process)
est 'un des modéles les plus simples de particules en interaction présentant un état station-
naire hors d’équilibre. Il s’agit d'un processus stochastique décrivant 1’évolution de particules
classiques se déplacant localement sur les sites d’un réseau unidimensionnel, avec la contrainte
d’exclusion qui impose que chaque site ne peut étre occupé que par au plus une particule. Il
fait ainsi partie des modeles de gaz sur réseau définis par Katz, Lebowitz et Spohn dans [6l [7].
I a été beaucoup étudié par le passé, a la fois par des mathématiciens [8, G, 0], des physiciens
[T, T2, 3], [14), 51 06l 7, M8, M9] et des biophysiciens [20, 21}, 22|, en particulier parce qu’il
s’agit de I'un des rares modéles de la physique statistique hors d’équilibre qui soit exactement
soluble, ce qui signifie que certaines de ses propriétés peuvent étre calculées exactement. Il a
aussi été utilisé comme point de départ pour modéliser certains phénomeénes physiques, comme
par exemple la conductivité par saut dans des milieux unidimensionnels [23], pour décrire des
systémes & l'interface entre la physique et la biologie, comme les moteurs moléculaires cellulaires
[24], ou encore pour étudier des problémes de trafic routier [25].

Dans cette section, nous allons tout d’abord définir le modéle de gaz sur réseau de Katz-
Lebowitz-Spohn, puis le modeéle d’exclusion asymétrique sur un anneau qui en est un cas par-
ticulier. Nous introduirons ensuite le modéle d’exclusion avec d’autres types de conditions aux
bords. Enfin, nous mentionnerons briévement quelques variantes du modéle.

1.1.1 Modéle de Katz-Lebowitz-Spohn

Le modeéle d’Ising, introduit a l'origine pour étudier les propriétés de certains matériaux
ferromagnétiques, a joué un role important dans la compréhension de la physique des systémes
a l'équilibre thermodynamique. On considérera ici le modéle d’Ising sur un réseau cubique de
dimension d avec des conditions aux bords périodiques. A chaque nceud i du réseau est associé
un spin classique S; pouvant prendre les valeur +1 et —1. A chaque configuration C des spin
spécifiée par les valeurs des S;, on associe une énergie

J
(i,4)

5



6 LE MODELE D’EXCLUSION ASYMETRIQUE

la somme étant effectuée sur les liens (i, j) du réseau. Si J > 0, le modéle est ferromagnétique,
tandis que pour J < 0 il s’agit du modéle antiferromagnétique. On considere le modeéle d’Ising
a I’équilibre thermodynamique, en contact avec un thermostat & température 7. La probabilité
d’observer une configuration C des spins est alors donnée par le facteur de Boltzmann

o—H(C)/KT
Puy€) = ——. (1.2)

Le modele d’'Ising peut étre vu comme un modéle décrivant un gaz de particules & coeur dur
sur réseau. On peut en effet poser S; = 27; — 1, et interpréter la variable 7; comme le nombre
d’occupation du site ¢ : 7; = 0 correspondra & un site vide et 7, = 1 & un site occupé par une
particule. En fonction des variables 7;, I’énergie d'une configuration C s’écrit

H(C)—H(0)=—J) 77, (1.3)
(i.3)

ou la constante H est indépendante de C si I'on ne considére que des configurations avec un
nombre n = ). 7; fixé de particules. On constate que pour le modeéle avec J > 0, les particules
s’attirent, tandis qu’elles se repoussent si J < 0.

Le modéle de gaz sur réseau que nous venons de présenter décrit exclusivement le systéme
physique & 1’équilibre thermodynamique. La dynamique sous-jacente qui permet au systéme
d’atteindre cet état d’équilibre n’est pas spécifiée. Nous allons maintenant définir une dyna-
mique pour ce modeéle. Nous modifierons ensuite cette dynamique de telle sorte que 1'état
stationnaire atteint aux temps longs ne soit pas un état d’équilibre. Nous obtiendrons alors le
modele de gaz sur réseau de Katz-Lebowitz-Spohn.

On introduit une dynamique en temps continu sur l'espace des configurations du systéme,
avec des taux de transition wer.¢ entre les configurations. Dans un intervalle de temps infini-
tésimal dt, la probabilité de passer de la configuration C a la configuration C’ est alors égale a
dt werc. Cette dynamique doit étre telle que le systéme atteigne aux temps longs 1’état sta-
tionnaire défini par les poids de Boltzmann ([C2). Une maniére simple d’assurer cela consiste a
choisir des taux de transition qui vérifient le bilan détaillé (voir la section du chapitre B) :

we—e _ Peg(C) _ _(m(e)—m(cy) kT
_ _ _ 1.4
we'—¢ Peq (C/) ‘ ( )

Comme on cherche & décrire les déplacements de particules, il est naturel d’imposer la contrainte
supplémentaire qu’une particule au site ¢ ne puisse se déplacer dans un intervalle de temps in-
finitésimal que sur I'un des 2d sites voisins du site ¢ (voir figure [LT]). On considérera alors que
les seuls taux de transition non nuls sont ceux qui échangent les nombres d’occupation 7; et 7;
de deux sites voisins 7 et j si 7; # 7.

Nous venons de définir la dynamique d'un systéme atteignant aux temps longs un état
d’équilibre. Nous allons maintenant la modifier de telle sorte que le systéme atteigne aux temps
longs un état stationnaire hors d’équilibre, caractérisé par la présence de courants macrosco-
piques. Ceci peut étre effectué en ajoutant un champ externe E au modele, qui va tendre a
déplacer les particules selon une certaine direction privilégiée. Pour des particules chargées élec-
triquement, on peut par exemple voir le champ E comme un champ électrique externe appliqué
au systéme. Une maniére naturelle d’incorporer un tel champ externe au modéle est d’ajouter
dans I'équation (CF]) du bilan détaillé le travail de la force électrique, en plus de la variation
d’énergie AH(C) = H(C) — H(C') entre deux configurations. On est alors conduit & choisir des
taux de transition qui vérifient

We ! _ gA
cec _ (AH+EAD/KT (1.5)
wer—c

ot Al est le vecteur déplacement de la particule qui a changé de site entre la configuration C et
la configuration C’. Il s’agit du modéle introduit par Katz, Lebowitz et Spohn dans [l [7] pour
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Fi1c. 1.1 — Déplacements possibles des particules dans le modéle de Katz-Lebowitz-Spohn a
deux dimensions. Les lignes grises représentent le réseau dual du réseau sur lequel se déplacent
les particules.

décrire certains types de conducteurs ioniques.

Le champ externe E implique la présence d’un courant de particules dans le systéme, méme
dans I’état stationnaire. Ce modéle ne décrit donc plus aux temps longs un systéme & 1’équilibre
thermodynamique. De plus, les probabilités stationnaires ne s’expriment plus simplement en
fonction des taux de transition.

Le cas particulier J = 0 du modéle Katz-Lebowitz-Spohn est le modéle d’exclusion asymé-
trique. Il est défini entierement en se donnant les 2d taux de transition correspondant aux 2d
sites qu’une particule peut atteindre en se déplacant. On note qu’il s’agit toujours d’un modéle
de particules en interaction, les interactions des particules s’effectuant a travers la contrainte
d’exclusion qui empéche deux particules de se trouver sur le méme site. Dans cette thése, nous
nous intéresserons au modeéle unidimensionnel, qui est exactement soluble.

1.1.2 Modéle d’exclusion asymétrique sur un anneau

On considére un réseau unidimensionnel de L sites, numérotés de 1 & L, avec des conditions
aux bords périodiques. Le réseau a ainsi la forme d’un anneau orienté, sur lequel on place n
particules classiques. La contrainte d’exclusion impose qu’un site ne peut pas étre occupé par
plus d’une particule a la fois. Un site ¢ donné du réseau posséde donc deux états possibles : il
peut soit étre vide, et on lui associera dans ce cas le nombre d’occupation 7; = 0, soit étre occupé
par une unique particule, et on lui associera alors le nombre d’occupation 7; = 1. L’ensemble 2
des configurations du systéme correspond au nombre de fagons possibles de choisir les n sites
occupés par des particules. Le nombre de configurations est donc donné par || = (ﬁ)

On définit maintenant sur cet ensemble de configurations la dynamique stochastique en
temps continu du modeéle d’exclusion asymétrique (voir figure [[Z). Pendant un intervalle de
temps infinitésimal df, une particule entourée de deux sites vides se déplace d’un site vers
I'avant avec une probabilité pdt, d'un site vers ’arriére avec une probabilité g dt, et ne bouge
pas avec une probabilité 1—(p+¢)dt. Quand une particule se trouve sur un site voisin d’un autre
site occupé, la dynamique est modifiée pour respecter la contrainte d’exclusion. Une particule
précédée d’un site occupé et suivie d’un site vide se déplace seulement d’un site vers 'avant
avec une probabilité pdt, et ne bouge pas avec une probabilité 1 — pdt. Réciproquement, une
particule précédée par un site vide et suivie par un site occupé se déplace seulement d’un site
vers 'arriére avec une probabilité g dt, et ne bouge pas avec une probabilité 1 — g dt. Enfin, une
particule entourée de deux sites occupés ne peut pas se déplacer.

On dira alors que les particules se déplacent « vers I’avant » avec un taux p et « vers I'arriére »
avec un taux ¢ si le site de destination est vide. Comme les probabilités de déplacement sont
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FiG. 1.2 — Taux de transition du modéle d’exclusion asymétrique sur un anneau. Les particules
se déplacent dans le sens horaire avec un taux p et dans le sens anti-horaire avec un taux g si
le site de destination est vide.

infinitésimales dans tout intervalle de temps infinitésimal, deux particules ne peuvent pas bouger
en méme temps, ce qui évite d’avoir a considérer les situations pour lesquelles deux particules
pourraient se déplacer en méme temps sur le site vide qui les sépare. On note que si l'on avait
défini la dynamique du modéle d’exclusion asymétrique comme un processus en temps discret,
il aurait fallu traiter ce cas, en rajoutant une regle spécifique.

La différence entre les taux p et g joue le role d’'un champ externe qui impose un sens de
parcours privilégié aux particules. On appelle modéle d’exclusion totalement asymétrique, ou
TASEP (pour Totally Asymmetric Simple Ezclusion Process) le cas particulier o les particules
se déplacent uniquement dans une direction. Par convention, on prendra alors ¢ = 0. Le cas
ou les deux taux p et ¢ sont égaux est appelé le modéle d’exclusion symétrique, ou SSEP
(Symmetric Simple Exclusion Process). Enfin, le cas général ou les taux p et ¢ sont non nuls
et différents est parfois appelé le modeéle d’exclusion partiellement asymétrique, ou PASEP
(Partially Asymmetric Simple Exclusion Process). On introduira le parameétre d’asymétrie z
défini par

(1.6)

T IR

Nous verrons plus en détail dans la suite de ce chapitre que le modeéle symétrique x = 1 vérifie le
bilan détaillé, et atteint aux temps longs un état stationnaire d’équilibre, tandis que le modéle
asymétrique x # 1 atteint un état stationnaire hors d’équilibre, caractérisé par la présence d’un
courant macroscopique. Une partie des résultats de cette thése ont eu pour objet de généraliser
des résultats connus pour le modeéle totalement asymétrique x = 0 au modele partiellement
asymétrique avec une asymétrie arbitraire x, permettant ainsi de sonder la transition entre le
systéme loin de I’équilibre et le systéme & 1’équilibre.

1.1.3 Conditions aux bords

Les conditions aux bords jouent un réle crucial dans la physique du modéle d’exclusion
asymétrique. Deux systémes différant uniquement par leurs conditions aux bords peuvent avoir
des comportements complétement différents, avec en particulier la présence de transitions de
phase lorsque 'on fait varier continiiment les paramétres associés a la dynamique du modéle
sur les bords du systéme. Le cas des conditions aux bords périodiques pour lequel les particules
se déplacent sur un anneau a déja été présenté. Nous allons maintenant décrire brievement le
modeéle avec des bords ouverts ainsi que le modéle sur une ligne infinie.
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F1a. 1.3 — Taux de transition du modéle d’exclusion asymétrique ouvert. Au premier site, une
particule rentre dans le systéme avec un taux « et en sort avec un taux 7. Au dernier site,
une particule rentre dans le systéme avec un taux d et en sort avec un taux 3. A lintérieur du
systéme, les particules se déplacent vers la droite avec un taux p et vers la gauche avec un taux

q.

Modéle ouvert

Dans le cas du modeéle avec des bords ouverts, on rajoute aux deux taux de transition p
et ¢ a l'intérieur du systéme un taux d’entrée et un taux de sortie pour chacun des bords du
systéme, soit quatre taux supplémentaires, notés habituellement «, 3, v et § (voir figure [[3).
La contrainte d’exclusion impose qu’une particule ne peut entrer dans le systéme au premier
ou au dernier site que si celui-ci est vide. Il n'y a pas de contrainte empéchant les particules
de sortir du systéme. Dans le cas du systéme avec des bords ouverts, le nombre de particules
dans le systéme ne reste pas constant lors de I’évolution stochastique : le systéme échange des
particules avec des réservoirs contenant un nombre infini de particules situés aux deux bords
du systéme.

Si les taux p et ¢ sont égaux, les particules se déplacent de maniére symétrique dans l'intérieur
du systéme, et le modéle d’exclusion peut étre interprété comme un modéle de conduction de
la chaleur [T9]. Les particules représentent alors des quanta d’énergie diffusant dans le systéme,
tandis que les deux réservoirs de particules s’interprétent comme des thermostats. Les taux de
transitions sur les bords du systéme induisent un courant de chaleur entre les deux thermostats.

Modéle infini

On peut aussi définir le modéle d’exclusion sur une ligne infinie. Dans ce cas, les particules
ne peuvent plus quitter le systéme et le nombre de particules est une quantité conservée par
la dynamique. Ce nombre de particules peut étre fini, ou infini avec une densité moyenne p de
particules dans le systéme.

Le modele d’exclusion sur une ligne infinie peut étre vu comme la limite L — oo du modéle
sur un anneau de taille L. Par contre, les propriétés de I’état stationnaire du modeéle sur une
ligne infinie ne s’obtiennent pas en général en prenant la limite L — oo des propriétés de 1'état
stationnaire du modéle sur un anneau de taille L. En effet, I'étude de I’état stationnaire nécessite
de considérer le systéme aux temps ¢ longs, alors que les limites ¢ — co et . — 0o ne commutent
pas en général. En particulier, ’état stationnaire est indépendant de la condition initiale pour
le modéle sur un anneau, ce qui n’est pas le cas pour le modéle sur une ligne infinie.

Les méthodes utilisées dans I’étude du modeéle d’exclusion sur une ligne infinie et sur un
anneau sont assez différentes. En particulier, I’étude du modéle infini est reliée & des problémes
de matrices aléatoires [26, 27, 28, 29], dont nous ne parlerons pas dans cette theése. Dans toute
la suite, nous nous intéresserons exclusivement & des modéles de taille finie, principalement avec
des conditions aux bords périodiques.
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1.1.4 Variantes du modéle

Plusieurs variantes du modéle d’exclusion asymétrique ont été étudiées par le passé, avec
pour objectifs de tester la robustesse du comportement du modeéle, d’en enrichir la physique,
ou encore de décrire plus fidélement un systéme physique particulier.

Il est par exemple possible de réduire les taux de déplacement des particules entre deux
sites particuliers ig et ig + 1 [B0] et d’en étudier les conséquences sur le courant qui traverse
le systéme. On peut aussi considérer des modéles ou toutes les particules se déplacent a des
taux différents [B1], ou encore des modeéles faisant intervenir des particules étendues couvrant
plusieurs sites [32], ou une hiérarchie de particules de différentes classes [B3] (voir la troisiéme
partie de cette theése). On peut aussi introduire des phénomeénes d’évaporation et de déposition
de particules faisant varier le nombre de particules dans l'intérieur du systéme [34].

Il faut cependant noter que la plupart de ces modeéles ne sont plus solubles exactement. On
doit alors recourir & des approximations de type champ moyen ou & des simulations numériques
pour en étudier le comportement.

1.2 Modéles reliés au modéle d’exclusion

Nous présentons dans cette section divers modéles de la physique statistique reliés au mo-
dele d’exclusion asymeétrique, en particulier un modéle de croissance d’interface, un modéle
de polymére dirigé en milieu aléatoire, un modele de vertex, et un processus de zero range.
Nous expliquons aussi le lien entre la limite continue du modéle d’exclusion et les équations
d’Edwards-Wilkinson et de Kardar-Parisi-Zhang.

1.2.1 Modéles de croissance

Les modeéles de croissance font partie des modéles trés étudiés de la physique statistique hors
d’équilibre [35), B6l T2, M4, B7|. Ils décrivent de maniére simplifiee des phénomeénes physiques
étudiés expérimentalement comme la croissance de cristaux, de colonies de bactéries, ou encore
la propagation du feu sur une feuille de papier. Ces phénomeénes ont en commun la présence
d’une interface (surface du cristal, de la colonie de bactéries, de la région non brilée du pa-
pier,...) séparant deux milieux, et se déplacant de maniére irréguliére a cause des inhomogénéités
présentes dans le systéme physique.

On considére ici un modeéle de croissance d’interface unidimensionnelle par déposition de
particules. A chaque site 4 (1 < i < L) d’un réseau unidimensionnel de taille L paire avec des
conditions aux bords périodiques, on associe une hauteur h; de méme parité que i (h; est paire
si 7 est pair, et impaire si i est impair). On impose de plus la contrainte |h; 41 — h;| = 1 sur
I’ensemble des hauteurs. Celle-ci implique que les hauteurs varient lentement d’'un site a 'autre.
L’ensemble des hauteurs h; définit la position d’une interface unidimensionnelle entre la partie
haute et la partie basse du plan. On considérera que la région du plan située sous l'interface est
constituée d’'un empilement de particules de forme carrée (voir figure [[C).

La région sous l'interface évolue alors par déposition et évaporation des particules & sa sur-
face (voir figure [[d]). Une particule peut se déposer au site ¢ avec un taux p si le site ¢ correspond
a une vallée de Uinterface (h;—1 = hj11 = h; +1). Au site ¢, la hauteur de 'interface passe alors
de h; a h; + 2. Une particule peut aussi s’évaporer avec un taux ¢ si le site ¢ correspond a un
sommet de linterface (h;—1 = h;4+1 = h; — 1). Au site 7, la hauteur de l'interface passe alors de
h; & h; — 2.

Ce modele de croissance peut étre relié au modeéle d’exclusion asymétrique [I2] avec n = L /2
particules. A chaque lien (i,i-+1) du modéle de croissance, on associe un site i du modéle d’exclu-
sion. Le réseau périodique de L sites du modeéle de croissance donne alors un réseau périodique
de L sites pour le modeéle d’exclusion. A une configuration du modéle de croissance spécifiée par
les hauteurs h;, on associe la configuration du modeéle d’exclusion telle que le site ¢ du modéle
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F1G. 1.4 — Dynamique d'un modeéle de croissance relié¢ au modeéle d’exclusion asymétrique. Une
particule (de forme carrée) peut se déposer dans une vallée avec un taux p, et un sommet peut
s’évaporer avec un taux q.

d’exclusion est vide si h;+1 — h; = 1, et est occupé par une particule si h;11 — h;. On constate
alors que la dynamique du modéle de croissance induit sur les sites du modeéle d’exclusion la
dynamique suivante : une particule peut avancer avec un taux p et reculer avec un taux ¢ si le
site de destination est vide. Il s’agit bien de la dynamique du modéle d’exclusion asymétrique
définie précédemment A la section

Il est possible de généraliser le modéle de croissance de telle sorte qu’il soit alors relié au mo-
dele d’exclusion avec un remplissage p = n/L quelconque. Pour cela, on peut par exemple choisir
des conditions aux bords non périodiques hyr1 = hi+ (1 —2p). Dans ce cas, l'interface n’est pas
plane en moyenne mais présente une dérive. On peut aussi choisir de garder les conditions aux
bords périodiques et changer les contraintes |hj+1 — h;| = 1 en |hi11 — h;i + (1 —2p)| = 1. Entre
le site i et le site i+ 1, 'interface peut alors soit monter de 2p, soit descendre de 2(1—p). Sil'on
impose encore a la hauteur hy d’étre un entier impair, alors h; est de la forme 2k+142(i —1)p
avec k entier. Les particules qui composent le milieu sous l'interface ont alors la forme de pa-
rallélogrammes.

On note cependant une différence entre le modeéle de croissance qui vient d’étre défini et
le modéle d’exclusion asymétrique. Partant d’une configuration C du modéle d’exclusion avec
des particules aux positions 1 < z1 < 22 < ... < z, < L, on déplace chaque particule vers
lavant jusqu’a ce qu’elle se trouve a la position initiale de la particule qui la précede (i.e. la
particule en xq fait xo9 — x1 pas vers 'avant jusqu’a ce qu’elle se trouve en xo, et les autres
particules se déplacent de maniére similaire). On se retrouve alors dans la méme configuration
C du modeéle d’exclusion. Par contre, sur le modéle de croissance, cette évolution correspond
a augmenter toutes les hauteurs d’une quantité 2, ce qui ne préserve pas la configuration du
modéle de hauteur : une couche de particules a été rajoutée au niveau de l'interface. On peut
remédier & ce probléme en définissant pour le modéle d’exclusion une configuration comme la
donnée des positions des particules et de leur déplacement total depuis I'instant initial.

Nous avons défini ici une correspondance entre le modeéle d’exclusion sur un anneau de L
sites et un modeéle de croissance d’une interface discréte constituée de L points. On peut aussi
relier le modeéle d’exclusion avec n particules sur un anneau & un modeéle de croissance avec une
interface constituée de n points [B8]. On associe pour cela les n hauteurs hj = z; — jL/n & une
configuration du modeéle d’exclusion spécifiée par les positions 1 < 1 < 29 < ... < xp < L
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Fia. 1.5 — Dynamique d’'un modéle de croissance relié¢ au modeéle d’exclusion asymétrique, avec
L/n = 2. Une particule (de forme carrée) peut se déposer avec un taux p et s’évaporer avec
un taux ¢ si la contrainte h; — hjy1 < L/n — 1 sur les hauteurs des points de l'interface est
préservée.

des n particules (voir figure [LO)). Ces hauteurs vérifient la contrainte h; — hjy1 < L/n—1, qui
signifie que les hauteurs ne peuvent pas décroitre trop vite quand on passe de la position i a la
position 7 + 1. La dynamique du modeéle d’exclusion avec des taux p et ¢ se traduit alors sur
les hauteurs h; par la dynamique suivante : la hauteur h; peut augmenter d’une unité avec un
taux p, si la contrainte 1 — L /n < hj;1 — h; est vérifiée ; elle peut diminuer d'une unité avec un
taux ¢ si la contrainte 1 — L/n < hj — hj_ est vérifiée. Les conditions aux bords périodiques
Tjyn = xj + L pour le modele d’exclusion se traduisent sur les hauteurs par h;i, = h;. Le
modéle de hauteur que l'on vient de définir est donc périodique : le choix du premier site est
arbitraire.

1.2.2 Equations d’Edwards-Wilkinson et de Kardar-Parisi-Zhang

L’équation d’Edwards-Wilkinson (EW) a été introduite dans [89] pour décrire a la limite
continue les fluctuations dans le temps de la hauteur h(z,t) d’une interface autour d’une surface
moyenne. En une dimension, cette équation s’écrit

Oh 9?h

o Vo +n(z,t)

(1.7)

ou le bruit n est en général choisi comme étant le bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de
second moment

(n(x, t)n(2’,t")) =2D6(x — 2")o(t —t') . (1.8)

Le premier terme de I’équation d’'Edwards-Wilkinson ([7), positif autour des minima locaux de
la hauteur h et négatif autour de ses maxima locaux, gouverne la relaxation de l'interface vers
une surface plane. Il modélise ainsi I'action de forces de tension de surface. Le terme de bruit,
quant a lui, modélise les fluctuations aléatoires de l'interface, résultant par exemple de phéno-
meénes de déposition et d’évaporation qui se compensent en moyenne. L’équation d’Edwards-
Wilkinson est ainsi une description & grande échelle du modele défini a la section [[2ZT] dans le
cas particulier p = ¢ ou l'interface ne croit pas en moyenne.

L’équation d’Edwards-Wilkinson doit étre modifiée si ’on veut décrire la croissance de
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Iinterface. La modification la plus simple consiste & effectuer le changement de référentiel
h — h — ct, et aboutit & I’équation suivante :
oh 0’h

E:c—}—uw%—n(x,t). (1.9)

Le terme c est la vitesse moyenne a laquelle se déplace 'interface. Cette équation ne décrit
cependant pas une interface en croissance : elle décrit seulement une interface en mouvement.
En particulier, si 'on éteint le terme de diffusion proportionnel & v et le terme de bruit 7 (qui
ne décrivent pas la croissance de 'interface), on constate que I'interface se translate juste sans
que sa forme ne change, ce qui ne convient pas pour décrire un phénomeéne de croissance :
localement, la croissance doit en effet s’effectuer de maniére perpendiculaire a l'interface.

Une maniére plus correcte d’ajouter un terme de croissance dans 1’équation d’Edwards-
Wilkinson conduit a I’équation de Kardar-Parisi-Zhang (KPZ), introduite dans [A0]. En une
dimension, la version avec bruit de cette équation s’écrit

E:V3x2+§

oh  8%h )\ [Oh\?
<%> +n(z,t) | (1.10)

En A = 0, on retrouve I'équation d’Edwards-Wilkinson. Le terme non linéaire proportionnel a
A que l'on a rajouté décrit une croissance de la surface qui s’effectue de maniére « latérale ». En
effet, les minima et maxima locaux de la h n’évoluent pas dans le temps par ce terme, tandis
que les zones de pente maximale sont celles qui croissent le plus vite.

Si 'on suppose que la croissance de la hauteur h de linterface s’effectue en tout point
de maniére normale & la surface, avec un déplacement Adt perpendiculairement a l'interface
au point d’abscisse x pendant un intervalle de temps infinitésimal ¢, alors la hauteur h(x,t)
augmente pendant la durée 6t de Aot/ cos§. On a défini 'angle 6 comme 1'angle entre 'interface
au point = et I'horizontale (voir figure [LH). Sa tangente est égale a Oh/dz. Pour un angle 6
petit, on trouve alors que la croissance normale & la surface contribue A+ A(0h/0z)? a la dérivée
temporelle de h au point z. Le premier terme de cette expression, indépendant de h, peut alors
étre absorbé dans la transformation h(z,t) — h(z,t) + At, qui correspond a se placer dans un
référentiel se déplacant a vitesse A en hauteur.

L’équation KPZ peut étre vue comme une description a grande échelle du modéle de
croissance défini & la section [CLZJ] pour p # ¢, mais aussi de nombreux autres modeéles de
croissance, par exemple le modeéle de croissance polynucléaire [A1]. Ce modéle décrit la croissance
de la surface d'un cristal par la combinaison d’'un phénomeéne de déposition aléatoire d’atomes
sur la surface du cristal, et d’une croissance latérale & vitesse constante de chacune des couches
atomiques.

Par le lien que nous avons expliqué 4 la section [LZT] entre le modéle d’exclusion asymétrique
et un modeéle de croissance, on obtient alors que le déplacement total des particules dans le
modeéle d’exclusion asymétrique est décrit & grande échelle par I'équation KPZ. Le modéle
d’exclusion symétrique (p = q), par contre, appartient & la classe d’universalité de 1’équation
EW : en effet, le déplacement total des particules ne croit pas en moyenne, mais fluctue seulement
autour de zéro.

Une quantité importante pour les modeéles de croissance de type KPZ ou EW est la largeur
de l'interface w(L,t) pour un systéme de taille L a l'instant ¢ [T2, B5]. Elle est définie par

I -
w(L,t) = \/E/ dz [h(z,t) — F(1)]° (1.11)
0
oil h est la hauteur moyenne de I'interface

L
h(t) = f/o h(z,t) . (1.12)
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h(z,t)

Aot
oh

Fi1c. 1.6 — Origine du terme non linéaire dans I’équation Kardar-Parisi-Zhang, a partir de
I’hypothése d’'une croissance de 'interface normale a la surface : pendant la durée infinitésimale
0t, un point de l'interface se déplace de Adt de maniére normale a I'interface, ce qui correspond
a un déplacement 0h de hauteur, égal a \dt/ cos 6.

Diverses observations numériques ont conduit Family et Vicsek a proposer [A2] la forme d’échelle
suivante pour la fonction w(L,t) :

t
w(L,t) ~ LXf <E> , (1.13)
ou la fonction f a le comportement asymptotique suivant :
f(u) ~uX/? siu<1 (1.14)
f(u) — constante quand u — oo . (1.15)

Cette forme d’échelle dépend de deux exposants y et z. L’exposant x est appelé exposant de
rugosité. Il controle la croissance de la largeur de l'interface avec la taille du systéme. Un ex-
posant de rugosité faible correspond & une interface qui reste approximativement plane lors de
sa croissance, tandis qu’un exposant de rugosité élevé correspond a une interface qui fluctue
beaucoup autour de sa valeur moyenne. L’exposant z est appelé exposant dynamique. Il indique
ou se trouve la séparation entre le comportement du systéme aux temps courts (t < L?) et le
comportement aux temps longs (¢t > L?). Pour t < L?, la largeur de I'interface croit comme
tX/%, Pour t > L7, elle sature a une valeur d’ordre LX.

Les exposants x et z sont connus exactement pour ’équation EW en dimension quelconque.
En particulier, en dimension 1, on a x = 1/2 et z = 2. Par contre, pour I'équation KPZ, les
exposants ne sont connus exactement qu'en d = 1. On a x = 1/2 et z = 3/2. Une méthode per-
mettant de déterminer si un modéle unidimensionnel donné appartient a la classe d’universalité
de I'équation KPZ ou EW passe donc par la détermination de ’exposant dynamique z.

On note que I'équation EW est invariante par la transformation h — —h, ce qui signifie que
les deux régions de part et d’autre de l'interface se comportent de la méme maniére. Ce n’est
plus le cas pour I'équation KPZ, oul les deux régions séparées par l'interface sont distinguées.

1.2.3 Polymére dirigé en milieu aléatoire

Les modéles de polymeére dirigé en milieu aléatoire sont des modeéles de physique statistique
a ’équilibre avec présence de désordre. Ces modéles ont été beaucoup étudiés, en particulier
car ils forment une classe de modéles désordonnés plus simple & étudier analytiquement que les
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Fiag. 1.7 — Modé¢le de polymére dirigé en milieu aléatoire. On a représenté en trait plein un
chemin entre les points A = (0,0) et B = (4, ).

modeéles de verre de spin.

Dans ces modeéles de polymeére dirigé, on considére un réseau dont les sites portent des
énergies aléatoires. On s’intéresse aux chemins dirigés sur ce réseau partant du site A et arrivant
au site B de telle sorte que toutes les portions du chemin se rapprochent strictement du point B
(pour une certaine distance définie entre les sites du réseau). Un tel chemin, qui ne se recoupe
jamais, est appelé un « polymeére dirigé » (voir figure [C7). On lui associe une énergie égale
a la somme des énergies des sites sur lequel il passe. Si 'on considére que le polymeére dirigé
est un systéme & l’équilibre & la température 7', la probabilité d’observer une configuration
du polymeére est alors donnée par le facteur de Boltzmann e_E/kT/Z. A température nulle, la
configuration d’énergie minimale est observée avec une probabilité 1.

Les modéles de polymeére dirigé sont reliés a des problémes étudiés expérimentalement [T2].
Un premier exemple provient du modele d’'Ising bidimensionnel avec des couplages désordonnés,
avec des bords libres dans une direction, et des bords fixes dans l'autre (spin 4+ d’un coté et
spin — de 'autre, voir figure [[H). A température nulle et en I’absence de désordre, 'interface
entre la phase comportant uniquement des spin + et la phase comportant uniquement des
spins — est une ligne droite. Quand le désordre est non nul, mais reste suffisamment faible, le
systéme est encore constitué de deux phases séparées par un chemin sur le réseau carré. Ce
chemin posséde des propriétés statistiques analogues a la forme d’un polymeére dirigé. Un autre
exemple est celui de la forme de la déchirure d’un morceau de papier. Le désordre provient alors
de I'inhomogénéité du papier, en particulier de sa densité. Dans ce cas, méme si la déchirure
provient d’un phénomeéne dynamique (i.e. elle se propage & mesure que 1'on tire sur le papier),
elle posséde aussi des propriétés similaires a celles d'un polymeére dirigé.

Nous allons maintenant montrer que le modeéle d’exclusion totalement asymeétrique est relié
a un modele de polymeére dirigé en milieu aléatoire & température nulle [@3]. On considére
pour cela le réseau carré de la figure [ A chaque site de coordonnées (i,j) du réseau, on
associe une énergie locale ¢; ; < 0, choisie aléatoirement avec une distribution p exponentielle
et indépendante du site : la probabilité pour que ¢; ; soit comprise entre € et € + de est donc
égale a

p(€e)de = pePde . (1.16)

Les différents ¢; ; étant donnés, on s’intéresse aux différents chemins dirigés vers le haut qui
relient le point de coordonnées (0,0) du réseau au point de coordonnées (7,7). Si un site de
coordonnées (a, b) appartient a I'un de ces chemins (mais n’est pas 'une des deux extrémités du
chemin), alors le chemin relie le site (a,b) a deux sites de coordonnées (a’,b — 1) et (a”,b+ 1)
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FiG. 1.8 — Polymére dirigé et modeéle d’'Ising bidimensionnel. L'interface entre le domaine avec
des spins + et le domaine avec des spins — peut étre modélisé par un polymeére dirigé.

FiG. 1.9 — Lien entre un modeéle de croissance et un modéle de polymére dirigé. Le temps né-
cessaire T; ; pour que l'interface atteigne la hauteur j a I’abscisse 4 est nécessairement supérieur
aux temps T;_1 j—1 et T;4q j—1. Il vérifie la méme relation de récurrence que 'opposé de I'énergie
du polymeére.

avec la —d'| = |a—d"| = 1.

A un chemin, on associe une énergie égale a la somme des énergies locales des sites composant
le chemin. On appelle alors F; ; le minimum de ces énergies pour tous les différents chemins
reliant (0,0) & (4, 7). Cette énergie correspond & un ou plusieurs chemins reliant (0,0) a (4, j). Par
construction, un chemin arrivant au site (7, j) passe nécessairement soit par le site (i —1,j — 1),
soit par le site (i + 1,5 — 1). On a donc la relation de récurrence suivante sur les Ej ; :

Eij=e¢j+min(E;1j 1, Biy15-1) - (1.17)

Cette relation de récurrence va nous permettre de relier ce modéle de polymére dirigé & un
modele de croissance. Nous allons pour cela devoir interpréter les énergies €; ; et E; ; (qui sont
négatives) comme 'opposé d’intervalles de temps (positifs).

On revient a présent au modele de croissance présenté a la section [CZT], en prenant le taux
d’évaporation ¢ égal a zéro de telle sorte que la hauteur de l'interface ne décroisse jamais. On
s’intéresse alors au temps 7; ; nécessaire pour que la hauteur h; au point d’abscisse i atteigne
la valeur j. La dynamique du modéle de croissance impose alors que, juste avant que h; ne soit
égal a j, on ait h; = j — 2 et hjy1 = hip1 = j — 1 (voir figure [CT)). Le temps nécessaire pour



1.2. MODELES RELIES AU MODELE D’EXCLUSION 17

que h; atteigne la valeur j est donc égal au temps nécessaire pour que h;41 et h;—1 atteignent
la valeur j — 1, plus le temps nécessaire pour déposer un carré a l'abscisse ¢, faisant passer h;
de j — 2 & j. On peut donc écrire

Ti; = 7i; +max(Ti—1 -1, Tit1,-1) , (1.18)

)

ou 7;; est le temps pour qu'un carré se dépose a l'abscisse i, sachant que h; = j — 2 et
hitx1 = hijy1 = 7 — 1. Comme la probabilité que h; passe de j — 2 & j pendant un intervalle de
temps infinitésimal dr (aprés l'instant max (71 ;—1,Ti+1,;—1)) est égale a pdr, la probabilité
que h; passe de j — 2 & j entre les instants ¢ et ¢ + d7 est donnée par
dlimo(l — pd7) X pdr = pePTdr = p(—71)dr . (1.19)
—
Les temps —7; ; sont donc distribués suivant la méme loi exponentielle p (ICIH) que les ¢; ;.
On constate finalement que la relation de récurrence pour 7T; ; et celle pour Ej; ; se déduisent
I'une de I'autre si l'on écrit T; ; = —F; ; et 7; ; = —¢; j, ce qui nous donne un lien entre le modele
de polymeére dirigé et le modéle de croissance. Cela fournit donc aussi un lien entre le modéle
de polymeére dirigé et le modele d’exclusion totalement asymétrique.

1.2.4 Modéle a six vertex

Le modeéle a six vertex a été introduit & origine comme un modéle simplifié permettant
de décrire la physique de certains cristaux a l’équilibre thermodynamique, en particulier les
cristaux de glace [, @3, 46].

Sous une pression atmosphérique normale, chaque molécule d’eau d’un cristal de glace se
trouve au centre d’un tétra¢dre de quatre autres molécules d’eau avec lesquelles elle forme des
liaisons hydrogene [A7]. Schématiquement, dans une liaison hydrogéne entre deux molécules
d’eau H50O, un atome d’hydrogéne de I'une des molécule d’eau s’oriente dans la direction de
I’atome d’oxygéne de 'autre molécule d’eau. Comme la charge électrique n’est pas répartie
uniformément dans une molécule d’eau (la molécule d’eau est dite polaire; un exces de charge
positive est situé sur les noyaux d’hydrogeéne, et un exceés de charge négative sur le noyau d’oxy-
géne), ceci implique la présence d'un dipole électrique entre les deux molécules d’eau. Chaque
molécule d’eau d'un cristal de glace est donc entourée de quatre dipoles électriques, dont deux
pointent vers la molécule en question et les deux autres vers d’autres molécules d’eau & proxi-
mité.

Le réseau formé par les molécules d’eau dans la glace posséde une structure tridimension-
nelle relativement compliquée, les tétraédres de molécules d’eau qui interagissent par liaison
hydrogéne étant eux mémes assemblés selon une structure hexagonale. Une simplification de
cette structure qui, tout en permettant d’obtenir un modéle exactement soluble préserve cer-
taines propriétés du systéme réel, consiste a remplacer le réseau cristallin par un réseau carré
bidimensionnel dont les nceuds représentent les molécules d’eau. Les arétes de ce réseau seront
orientées pour refléter la présence des dipdles électriques entre les molécules d’eau. L’orientation
des arétes doit alors obéir a la contrainte (ice rule) qu’exactement deux arétes doivent pointer
vers chaque nceud. Il y a ainsi six possibilités d’orientation des arétes autour d’un nceud :

(1.20)
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On associe a chacun de ces six vertex une énergie €1, ..., €g et un facteur de Boltzmann w; =
e~ /KT we = e /FT Pour la glace, ces six énergies sont égales car les six configurations
des atomes d’hydrogéne autour d'un atome d’oxygéne sont équivalentes d’un point de vue
cristallographique. Ce n’est pas le cas pour d’autres cristaux du méme type, par exemple pour
les cristaux de K HoPO, [E4].

On définit alors I’énergie interne E d’une configuration des vertex (i.e. 'énergie interne de la
glace dans une certaine configuration des molécules d’eau, pour ce modéle trés simplifié) comme
la somme des énergies des différents vertex. Le facteur de Boltzmann associé est simplement
égal au produit des facteurs de Boltzmann des différents vertex.

Il est utile de modifier un peu la représentation des vertex en transformant les arétes orientées
par des arétes en trait plein ou en pointillés selon la correspondance suivante :

NN S S

! ! ! Lo (1.21)

(1.22)

ot I'on a donné au dessous de chaque vertex un poids de Boltzmann associé au vertex. Avec les
poids précédents pour les vertex, nous allons voir qu’il existe un lien entre le modeéle a six vertex
et le modéle d’exclusion asymétrique. Nous donnerons ici une premiére correspondance avec un
modele d’exclusion asymétrique en temps discret [A8]. Nous verrons ensuite aux chapitres Bl et
une autre correspondance entre le modeéle & six vertex, la chaine de spin XX7Z et le modéle
d’exclusion asymeétrique en temps continu, reliée & I'intégrabilité de ces trois modéles.

On définit maintenant un modéle d’exclusion asymétrique en temps discret. A chaque temps
t entier pair, toute particule située sur un site pair peut reculer avec une probabilité ¢ (et ne pas
bouger avec une probabilité 1 — ¢), tandis que chaque particule située sur un site impair peut
avancer avec une probabilité p (et ne pas bouger avec une probabilité 1—p). De méme, & chaque
temps ¢ entier impair, toute particule située sur un site pair peut avancer avec une probabilité
p (et ne pas bouger avec une probabilité 1 — p), tandis que chaque particule située sur un site
impair peut reculer avec une probabilité ¢ (et ne pas bouger avec une probabilité 1 — ). L'en-
semble des sites est donc partitionné en paires de sites consécutifs, les deux partitions possibles
correspondant respectivement aux temps pairs et impairs. Les particules peuvent uniquement
se déplacer entre deux sites faisant partie de la méme paire (voir figure [LT0).

On peut alors interpréter une configuration du modéle a six vertex comme une histoire des
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FiGc. 1.10 — Configuration du modele a six vertex, reliée & l'histoire des configurations d’un
modéle d’exclusion asymétrique en temps discret pour un systéme comportant 3 particules sur
12 sites.

configurations successives du modéle d’exclusion en temps discret. A chaque ensemble de lignes
situées a la méme hauteur sur la configuration du modeéle a six vertex représentée figure [LT0,
on associe un temps entier (qui augmente en allant vers le haut) et une configuration du mo-
deéle d’exclusion, en interprétant les lignes en trait plein comme des particules, et les lignes en
pointillés comme des sites vides. On constate alors que la probabilité d’une histoire donnée du
modeéle d’exclusion est précisément égale au poids de la configuration des vertex.

1.2.5 Processus zero range

Le processus « zero range » (ZRP, pour Zero Range Process) fait partie, tout comme le
modéle d’exclusion asymétrique, des modéles de physique statistique dont ’étude a pour but de
mieux comprendre la physique des phénomeénes hors d’équilibre [#9, 50l 511, 52]. Le processus zero
range décrit le mouvement de particules sur les sites d’un réseau, en général unidimensionnel, le
nombre de particules m; au site ¢ pouvant étre arbitrairement grand. La contrainte d’exclusion
est donc absente dans le cas du modéle zero range. Il s’agit d’une différence essentielle avec le
modeéle d’exclusion.

On considére que les particules en un site du modeéle zero range sont empilées les unes sur
les autres comme dans la figure [LTTl La dynamique est alors la suivante : la particule au sommet
de la pile au site i peut se déplacer au site ¢ + 1 avec un taux qu(m;), ou au site i — 1 avec un
taux pu(m;). Les parameétres u(m) sont de réels positifs arbitraires. De maniére équivalente, on
peut aussi définir la dynamique de telle sorte que la particule située au sommet de la pile ne
soit pas distinguée des autres particules au méme site : il suffit pour cela de prendre des taux
qu(m;)/m; et pu(m;)/m; pour les déplacements des particules se trouvant au site i.

On note que contrairement au cas du modeéle d’exclusion, les déplacements d’une particule
ne dépendent que de I'état du site de départ et pas de celui du site de destination. Cette
propriété rend en général I’étude exacte du processus zero range plus simple que celle du modéle
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F1a. 1.11 — Processus zero range et modeéle d’exclusion asymétrique. Un site du processus zero
range occupé par m particules correspond & m—+1 sites du modéle d’exclusion, le premier d’entre
eux étant occupé et les m autres vides.

d’exclusion.

Le modéle zero range posséde une mesure stationnaire factorisée. On peut en effet montrer
que la probabilité que le systéme se trouve dans une configuration C spécifiée par les nombres
d’occupation m; est donnée par

1 L
P(C) = E Hf(mi) ) (1-23)
i=1

ou la normalisation Z assure que la somme des probabilités est égale a 1, la fonction f étant
définie par

1

fm)=1] ok (1.24)

j=1
Cette factorisation de la mesure stationnaire n’est pas une propriété générale des systémes hors
d’équilibre. Nous verrons en particulier qu’elle n’est pas vérifice pour plusieurs variantes du
modéle d’exclusion asymétrique. Dans le cas de modeéles de transport de masse sur un réseau
périodique, une condition nécessaire et suffisante sur les taux de transition pour que l'état
stationnaire soit factorisé a été dérivee dans [B3].

Suivant la valeur des taux u(m), il est possible que la mesure stationnaire du processus
zero range favorise les configurations pour lesquelles une fraction macroscopique des particules
se trouve dans un seul site. Il s’agit du phénoméne de « condensation en espace réel », la
condensation ayant lieu au niveau de la position des particules. Ce phénoméne présente certaines
similitudes avec la condensation de Bose-Einstein pour des bosons a trés basse température, qui
est une condensation dans ’espace des impulsions : une fraction macroscopique des particules
se trouve dans l'état fondamental du systéme, avec une impulsion nulle.

Le modéle d’exclusion asymétrique sur un anneau de L sites avec n particules est relié au
processus zero range sur un anneau de n sites avec L —n particules si les taux u(m) sont égaux.
On prendra u(m) = 1. La correspondance entre les deux modéles s’effectue en remplacant
chaque site du processus zero range contenant m particules par un site du modele d’exclusion
occupé par une particule, suivi de m sites vides (voir figure [CTI). On constate alors que la
dynamique que nous avons définie pour le processus zero range induit sur les L sites du modele
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d’exclusion la dynamique habituelle, pour laquelle un particule avance avec un taux p et recule
avec un taux ¢ si le site de destination est vide.
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Chapitre 2

Quelques résultats connus pour le
modéle d’exclusion asymétrique

Dans ce chapitre, nous allons récapituler un certain nombre de résultats connus pour le
modele d’exclusion asymétrique |15 I8, 9.

2.1 Dynamique du modéle d’exclusion

La dynamique que nous avons présentée pour le modéle d’exclusion asymétrique est mar-
kovienne : les déplacements des particules au temps ¢ ne dépendent que de 1’état du systéme
a cet instant, qui est entiérement spécifié par la probabilité qu’a le systéme de se trouver dans
chacune des configurations. Ainsi, les déplacements des particules au temps ¢ ne dépendent pas
de toute I’histoire du systéme aux instants antérieurs. L’évolution dans le temps des probabilités
de chaque configuration est donc donnée par une équation maitresse.

2.1.1 Equation maitresse

On considére une configuration C du modéle d’exclusion pour un systéme fini, avec des
conditions aux bords quelconques (systéme périodique ou avec des bords ouverts). Au temps ¢,
le systéme a une probabilité P,(C) de se trouver dans la configuration C. A un instant ultérieur
t+dt, pour un intervalle de temps infinitésimal dt, la probabilité que le systéme se trouve encore
dans cette configuration a varié¢ d'une quantité infinitésimale dP;(C). Cette variation peut étre
décomposée en une somme de deux termes, 'un positif correspondant aux transitions qui ont
conduit le systéme dans la configuration C, 'autre négatif correspondant aux transitions qui
ont fait passer le systéme de la configuration C vers d’autres configurations.

Si 'on appelle wer¢ le taux de transition de la configuration C vers une configuration
C', alors la variation infinitésimale dP;(C) est égale a la somme sur toutes les configurations
C' différentes de C des probabilités dtwe. e P;(C') de quitter la configuration C’ pour passer
dans la configuration C, moins la somme sur toutes les configurations C’ différentes de C des
probabilités dt wercPi(C') de quitter la configuration C pour passer dans la configuration C’.
L’évolution dans le temps de la probabilité P,(C) est donc donnée par ’équation maitresse

dr(C)
dt

= Z [we—c P(C") — wer—e P(C)] |- (2.1)
crAC

Il s’agit d'un systéme d’équations différentielles linéaires, le nombre d’équations étant égal au
nombre |Q| de configurations du systéme. Il est pratique de réécrire 1’équation maitresse (1)

23
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sous la forme d’'une équation différentielle matricielle. On définit pour cela le vecteur probabilité

1P =Y R(C)[C) (2.2)
C

appartenant a un espace vectoriel de dimension || engendré par l’ensemble des « vecteurs
configuration » |C) correspondant aux configurations C du systéme. On définit aussi la matrice
de Markov M, agissant sur le méme espace vectoriel, par

We—c! si C 75 c
Meer = (C|MC") = S w we—o (2.3)
- C'"—C =
C//;éc

En fonction du vecteur probabilité et de la matrice de Markov, I'équation maitresse ([EZTI) se
réécrit alors sous la forme

d
[Py =M|[P) . (24)

Le vecteur probabilité P; est alors obtenu en intégrant sur la variable ¢ I’équation précédente.
On obtient
|P) =Mt Ry | (2.5)

ou |Fy) est le vecteur probabilité a I'instant initial ¢ = 0. On constate que pour obtenir une
expression explicite des probabilités au temps ¢, il est nécessaire de diagonaliser la matrice de
Markov. Nous verrons au chapitre B que dans le cas du modéle sur un anneau, la matrice de
Markov peut étre diagonalisée en utilisant 1’Ansatz de Bethe.

On note que la matrice de Markov M que 'on a définie est telle que la somme sur une
colonne de ses éléments de matrice M; ; est nulle. Ceci implique en particulier que le vecteur
ligne (1] dont toutes les composantes sont égales a 1 est vecteur propre a gauche de la matrice
de Markov avec la valeur propre 0 : (1|M = 0. Une conséquence de cette relation est que pour
|1;) vecteur propre & droite de la matrice de Markov de valeur propre E;, on a

0= (1|M|p;) = Ei(1|1i) , (2.6)

ce qui signifie que soit la valeur propre E; est nulle, soit la somme des composantes du vecteur
propre [¢;) est nulle. On constate donc que les seuls états propres de M pouvant représenter
des probabilités sont les états propres de valeur propre nulle.

Dans le cas d’un systéme de taille finie, toutes les configurations peuvent étre atteintes
a partir de la configuration initiale aprés un nombre suffisant de pas (en se restreignant aux
configurations ayant le méme nombre de particules que la configuration initiale pour le systéme
sur un anneau, dont la dynamique conserve le nombre de particules) et le théoréme de Perron-
Frobenius [54] implique alors que le systéme posséde un unique état stationnaire, état propre
de la matrice de Markov avec une valeur propre nulle. Tous les autres états propres ont une
valeur propre de partie réelle strictement négative, ce qui implique que I’état stationnaire va
étre atteint exponentiellement vite par le systéme.

2.1.2 Graphe de la dynamique

La dynamique du modéle d’exclusion asymétrique peut étre représentée par un graphe
orienté dont les sommets sont les configurations du systéme, et dont les arétes pointent d’une
configuration C & une configuration C’ si la dynamique permet de passer de C a C’ en déplacant
une seule particule d’un site vers la droite ou vers la gauche.

On considére tout d’abord le systéme sur un anneau de taille L. On numérote les sites de 1
a L en prenant pour origine un site arbitraire de 'anneau. On note alors que chaque pas de la
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Fi1a. 2.1 — Graphe de la dynamique du modéle partiellement asymétrique avec des conditions
aux bords périodiques, et 2 particules sur L = 6 sites. Les fléches indiquent les transitions
possibles entre les configurations pour un pas de la dynamique.

4

dynamique qui fait avancer une particule augmente de 1 la somme des positions des particules,
excepté quand une particule passe du site L au site 1, auquel cas la somme des positions de
particules augmente de 1 — L. De méme, chaque pas de la dynamique qui fait reculer une parti-
cule diminue de 1 la somme des positions des particules, excepté quand une particule passe du
site 1 au site L, auquel cas la somme des positions des particules diminue de 1 — L. On constate
donc que modulo L, la somme des positions des particules augmente de 1 chaque fois qu'une
particule avance, et diminue de 1 chaque fois qu'une particule recule. On peut donc classer les
(i) configurations du modéle d’exclusion sur un anneau en L groupes de configurations corres-
pondant aux L valeurs possibles de la somme des positions des particules modulo L. Le graphe
de la dynamique a alors la forme d’un anneau de longueur L, comme on peut le voir figure EZT]
sur 'exemple d'un systéme a 2 particules sur L = 6 sites.

On passe maintenant au systéme a bords ouverts de taille L, pour lequel le nombre de
particules n’est pas conservé. On numérote encore les sites de 1 a L en partant du bord gauche.
Quand une particule se trouvant au site L avance, elle sort du systéme, et la somme des positions
des particules augmente de 1 — (L 4+ 1). De méme, quand une particule du réservoir de droite
rentre dans le systéme au site L, la somme des positions des particules diminue de 1 — (L + 1).
On trouve donc cette fois-ci que la somme des positions des particules modulo L 4 1 augmente
de 1 chaque fois qu'une particule avance, et diminue de 1 chaque fois qu’'une particule recule.
On peut alors classer les 2” configurations du modeéle ouvert en L + 1 groupes. Le graphe de
la dynamique a alors la forme d’un anneau de taille L + 1. On a représenté figure le cas du
systéme de taille L = 4.
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F1G. 2.2 — Graphe de la dynamique du modéle partiellement asymétrique avec des bords ouverts
et L = 4 sites. Les fleches indiquent les transitions possibles entre les configurations pour un
pas de la dynamique.
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Cette forme en anneau du graphe de la dynamique provient plus généralement de l’exis-
tence d'une quantité Y qui évolue de telle sorte que dans une configuration C donnée, Y (C)
ait toujours la méme valeur modulo un nombre K (égal & L pour le modeéle sur un anneau de
L sites, et & L + 1 pour le modele ouvert sur L sites.). Plus précisément, pour chaque paire
de configurations C et C’, on définit (modulo K) la variation AYy. ¢ de la quantité Y pour
passer de la configuration C a la configuration C’. On suppose alors que pour toute trajectoire
fermée C — C; — Co — ... — Cp, — C dans 'espace des configurations du systéme, la variation
AYe, ¢+ AYeyec, + ...+ AYe¢,, de la quantité Y est nulle. Cette propriété implique que
le graphe de la dynamique a une forme d’anneau de longueur K. Pour le modéle d’exclusion,
la quantité Y est la somme des positions des particules comptées & partir d’une origine fixée.
Il s’agit aussi du déplacement total des particules & partir d’un instant initial, en comptant +1
quand une particule se déplace d’'un site vers ’avant, et —1 quand elle se déplace vers I’arriére.

2.1.3 Relaxation vers 1’état stationnaire

Le temps caractéristique pour que le systéme atteigne 1’état stationnaire est donné par
1/ Re(Fy), ou la valeur propre Ey, appelée gap du spectre, est la valeur propre de partie réelle
la plus grande aprés la valeur propre nulle correspondant & 1'état stationnaire.

Pour le modéle totalement asymétrique sur un anneau, Fq a été calculé par Ansatz de Bethe
par Gwa et Spohn [B3] dans la limite d’un systéme de grande taille (avec une densité p =n/L
finie). Ce calcul a ensuite été considérablement simplifié par Golinelli et Mallick dans |56, B].
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Dans le cas partiellement asymétrique sur un anneau, le gap a aussi été calculé en utilisant
I’Ansatz de Bethe par Kim [58]. Dans tous ces cas, la partie réelle du gap tend vers zéro dans
la limite d’un systéme de grande taille comme 1/L3/2. Le temps typique pour que le systéeme
atteigne son état stationnaire croit donc comme L3/2, ce qui donne un exposant dynamique z
égal a 3/2. Cette valeur de 'exposant dynamique était attendue pour un modeéle dans la classe
d’universalité de I'équation de Kardar-Parisi-Zhang. Dans le cas du modeéle symétrique (p = q)
sur un anneau, le gap a aussi été calculé [09, 60]. 11 tend vers zéro quand L tend vers l'infini
comme 1/L?, donnant pour exposant dynamique z = 2, qui correspond bien 4 un systéme dans
la classe d'universalité de I'équation d’Edwards-Wilkinson.

Plus récemment le gap pour le modéle ouvert a été calculé par de Gier et Essler, toujours
en utilisant I’Ansatz de Bethe, dans le cas totalement asymeétrique [61], 62] comme dans le cas
partiellement asymétrique [G3]. Suivant les valeurs des taux d’entrée et de sortie des particules,
le gap peut rester fini dans la limite I — 0o, ou bien tendre vers zéro comme L2 ou L~3/2,
Un gap qui tend vers 0 comme L2 ou L=3/2 correspond, comme pour le systéme sur un an-
neau, aux classes d'universalité des équations d’Edwards-Wilkinson et de Kardar-Parisi-Zhang.
Contrairement au cas du systéme sur un anneau, le systéme ouvert avec des taux p et ¢ diffé-
rents peut donc avoir un exposant dynamique égal a 2 suivant la valeur des taux «, 3, v et §
sur les bords du systéme.

2.2 Mesure stationnaire

Aux temps longs, le systéme (fini) atteint un état stationnaire indépendant de la condition
initiale. Cet état stationnaire est caractérisé par les probabilités stationnaires Py, (C) qui vérifient

0= [weeePo(C) —wercPo(C)] |- (2.7)
Crc

Les probabilités stationnaires définissent une mesure stationnaire, qui permet de construire une
valeur moyenne dans 1’état stationnaire. Pour une quantité A ayant une valeur bien définie pour
chaque configuration C, la valeur moyenne de A dans ’état stationnaire est ainsi donnée par

(A) = Px(C)A(C) - (2.8)
c

Contrairement au cas des systémes & ’équilibre pour lesquels la mesure stationnaire est sim-
plement la mesure de Boltzmann-Gibbs, la mesure stationnaire du modeéle d’exclusion n’est pas
déterminée a priori par une théorie générale. Elle a cependant été calculée exactement dans
plusieurs cas comme nous allons le voir dans la suite de cette section. Nous montrerons aussi
que la connaissance de la mesure stationnaire permet de calculer les fluctuations de la densité
locale des particules, ainsi que la valeur moyenne du courant.

Nous allons maintenant récapituler quelques résultats connus pour les probabilités station-
naires du modéle d’exclusion [64]. Nous verrons en particulier que dans le cas du modéle sur un
anneau la mesure stationnaire est uniforme, toutes les configurations ayant la méme probabilité.
Par contre, dans le cas du modeéle ouvert comme dans celui du modeéle a plusieurs espéces de
particules, la mesure stationnaire est plus compliquée.

2.2.1 Bilan détaillé

Un cas particuliérement simple pour le calcul des probabilités stationnaires d’'un processus de
Markov général est celui pour lequel la propriété du bilan détaillé est vérifiée. Celle-ci correspond
a des taux de transition w qui vérifient la relation suivante :

weree  f(C)

We—c’ B m ’ (2.9)
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ou les f(C) sont |2 quantités positives fixées. Si le systéme posséde un unique état stationnaire,
la solution de I’équation (1) est alors P (C) = f(C)/Z, la normalisation Z = ), f(C) assurant
que la somme des probabilités est égale & un.

Une conséquence du bilan détaillé est que le spectre de la matrice de Markov est réel. On
consideére en effet 'opérateur U, défini par

ulc) =y VF©le) . (2.10)
C

Pour deux configurations C et C’ différentes, on a alors

/()
f(c

et la matrice U MU est donc symétrique.

Une autre conséquence du bilan détaillé est la réversibilité temporelle de la dynamique du
systéeme. La probabilité d’observer la trajectoire C; — ... — C, dans 'espace des configurations
du systeme est en effet égale a la probabilité d’observer la trajectoire renversée dans le temps
Cr—...—Cy:

(C,|U_1MU|C> = Wer—¢ = \J/We!—cWe—¢! (2.11)

P(Cr)weycywese—cy - - - Wepec,y
WEy  CuWeyCy - - - We,_y e, P(Cr)

=1. (2.12)

Pour un systéme a l'équilibre thermodynamique a température 7' avec une énergie E(C) pour
la configuration C, une modélisation simple de la dynamique du systéme par un processus de
Markov correspond & choisir des taux de transition vérifiant le bilan détaillé, avec f(C)
e~ E/KT La probabilité stationnaire est alors bien donnée par la mesure de Boltzmann-Gibbs.

Le modéle d’exclusion asymétrique, dont la matrice de Markov posséde en général un spectre
complexe (voir figure EZF)), ne vérifie pas le bilan détaillé. Par exemple, pour le modéle sur un
anneau comportant une seule particule, on a

L
Wy € WCsCy - - - WC1=Cy, _ P (2.13)

bl
We,y —CyWeyCy - - - Wep ey G-

ot 'on a noté C; la configuration pour laquelle la particule se trouve au site 7. Pour un systéme
vérifiant le bilan détaillé, cette quantité serait égale a 1, les facteurs au numérateur et au
dénominateur se simplifiant deux & deux.

Par contre, le cas du modéle d’exclusion symétrique p = ¢ avec des conditions aux bords
périodiques satisfait a la propriété du bilan détaillé. Il s’agit en fait du seul cas pour le modéle
d’exclusion sur un anneau pour lequel cette propriété est vérifice. Pour le modeéle ouvert, il est
encore possible de satisfaire le bilan détaillé. Pour cela, il faut que les taux d’entrée et de sortie
des particules aux bords vérifient a/y = 6/, en plus d’avoir p = ¢ a lintérieur du systéme.
Dans les deux cas, aucun courant de particules ne parcourt le systéme. L’état stationnaire de ces
deux modéles symétriques est un état d’équilibre thermodynamique, et on peut donc interpréter
les probabilités stationnaires comme des poids de Boltzmann e Z(©)/kT Pour le modele sur un
anneau, les probabilités stationnaires sont données par P (C) = 1/(§) et les énergies associées
aux configurations sont donc toutes nulles. Pour le modéle ouvert, on peut montrer que la
probabilité stationnaire d’une configuration a n particules est donnée par Py (C) = ¢"/(1+9g)*,
avec g = «a/y = §/0, et Iénergie associée & une configuration est donc proportionnelle au
nombre de particules présentes dans le systéme.

Entre deux configurations C et C’, on peut définir un courant de probabilité

Jere¢ = we—cPoo(C') —wer¢Poo(C) = —Jecr (2.14)

Le bilan détaillé correspond au cas trés particulier pour lequel tous les courants de probabilité
sont nuls. Dans le cas général on le bilan détaillée n’est pas veérifie, I'équation (7)) pour la
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pl [ |efef[e] [efe] | [e] [e] ]

¢ | [e]e]e] [e]e] [o] [o | |

p[ [ |efef[e] [of [o] [e[e] | |
[ [ [efefe] [efe] | [e]e] | |

¢ | [e]e]e[e] [ | [efe] | |

Pl [ |efe] [efefe] | [e[e] | |

¢ |of [e]e] [e]e] | [efe] | |

Fic. 2.3 - Evolution d’une configuration comprenant trois amas de particules par la dynamique
du modele d’exclusion asymétrique sur un anneau. On a représenté & gauche une configuration C
avec 14 sites, 7 particules et N, = 3 amas. On a listé a droite les six configurations atteignables
a partir de C en déplagant une seule particule, avec le taux de transition correspondant p ou q.
Ces six configurations sont aussi les six configurations a partir desquelles la configuration C est
atteignable en déplacant une seule particule.

probabilité stationnaire indique seulement que la somme des courants de probabilité entre une
configuration C et toutes les autres configurations C’ est nulle. Le courant de probabilité total
est donc conservé dans I'état stationnaire. La dynamique qui fait évoluer le systéme vers I'état
stationnaire tend ainsi a équilibrer les courants de probabilité pour assurer cette conservation.

2.2.2 Modéle sur un anneau

Quand le bilan détaillé n’est pas satisfait, les probabilités stationnaires sont en général
beaucoup plus difficiles & calculer. Le modéle d’exclusion sur un anneau fait exception a cela :
nous allons montrer que dans ce cas, les probabilités stationnaires sont en fait les mémes que
pour le modéle symétrique vérifiant le bilan détaillé. En particulier, elles sont indépendantes de
la configuration.

Cette propriété peut étre prouvée de la maniére suivante : soit C une configuration du modéle
d’exclusion sur un anneau possédant N, (C) amas de particules (i.e. N, (C) groupes de particules
séparés par des sites vides). Le taux total pour quitter la configuration C est (p+ q)N4(C) (voir
figure E3) : la premiére particule de chaque amas peut avancer avec un taux p tandis que la
derniére particule de chaque amas peut reculer avec un taux ¢. On note que le taux total pour
arriver dans la configuration C est aussi égal & (p + ¢)N4(C) : le systéme peut arriver dans la
configuration C soit en avangant une particule, qui devient alors la derniére particule d'un des
amas de C, soit en reculant une particule, qui devient la premiére particule d’'un des amas de
C. Le fait que l'on ait, pour chaque configuration C du systéme, le méme taux pour quitter la
configuration C que pour la rejoindre implique alors que le systéme a la méme probabilité de
se trouver dans chaque configuration dans I’état stationnaire. En effet, ’équation (1) pour la
probabilité stationnaire avec Py (C) = 1/ card €2 devient

1

- o —were] 2.1
0=—75 > lweeer —werc] (2.15)
e

qui est bien vérifiée de par ’égalité entre les taux d’entrée et de sortie pour chaque configuration.
L’unicité de I’état stationnaire, garantie par le théoréme de Perron-Frobenius, nous permet alors
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P(C) = carldQ _ 1/@) . (2.16)

Les probabilités stationnaires dépendent donc pas des taux p et ¢. En particulier, leur valeur
est identique dans le cas symétrique qui vérifie le bilan détaillé et dans le cas asymétrique,
pour lequel le bilan détaillé n’est pas satisfait. La différence entre le modéle symétrique et le
modéle asymétrique est cependant visible au niveau des courants de probabilité circulant dans le
systéme : ceux-ci sont nuls pour le modeéle symétrique, et non nuls pour le modéle asymétrique.

de conclure que

2.2.3 Modéle ouvert

Pour le modéle ouvert, les probabilités stationnaires peuvent 1a encore étre calculées exac-
tement. Elle s’expriment cependant sous une forme plus complexe que pour le modéle sur un
anneau. Nous verrons au chapitre Bl qu’elles s’expriment par I’Ansatz matriciel introduit par
Derrida, Evans, Hakim et Pasquier dans [65], qui résume de maniére compacte les relations de
récurrence obtenues par Derrida, Domany et Mukamel dans [66] pour les poids stationnaires.
Pour une configuration C = (71,...,7r), la formulation de la probabilité stationnaire par I’An-
satz matriciel s’écrit comme

Pa(€) = WXy Xy V) (2.17)

ou les matrices Xy et X, et les vecteurs (W| et |V) vérifient une certaine algebre, qui sera
détaillé au chapitre

L’Ansatz matriciel a aussi été appliqué & de nombreux autres modeéles unidimensionnels
de particules en interaction (voir la revue récente de Blythe et Evans [64] sur le sujet). En
particulier, Krebs et Sandow ont prouvé [[67] qu’un tel Ansatz matriciel existe pour tout modéle
ouvert a une dimension avec des interactions entre sites plus proches voisins ne dépendant pas
du site.

2.3  Fluctuations de la densité locale

La connaissance de la mesure stationnaire du modéle d’exclusion permet d’étudier la densité
locale de particules en un point du systéme. S’agissant d’une variable aléatoire, il est possible
d’en définir la valeur moyenne ainsi que les fluctuations. Nous allons commencer par expliquer
pourquoi les fluctuations de la densité locale représentent une quantité importante en général.
Nous passerons ensuite a la description de ces fluctuations de densité pour le modéle d’exclusion
asymeétrique.

2.3.1 Lien avec I’énergie libre pour un systéme a I’équilibre

Nous allons expliquer ici que pour un systéme a I’équilibre thermodynamique (avec des
interactions a courte portée), les fluctuations de densité locale sont reliées a ’énergie libre du
systéme [[9]. Comme pour un systéme a l’équilibre, 1’énergie libre est I'une des quantités les
plus importantes, cela tendra & indiquer qu’il en est de méme pour les fluctuations de la densité
pour des systémes hors d’équilibre.

On considére un systéme de N particules en interaction, & I'équilibre thermodynamique
dans un volume V en contact avec un thermostat a température T' (sans échange de particules
avec le thermostat). On considére aussi un sous-systéme de V' de volume v macroscopique, mais
petit devant V' (voir figure EZZ4l). Le nombre n de particules dans le volume v varie au cours du
temps & cause de transferts de particules entre le volume v et son complémentaire dans V, de
volume V — v. On appelle p = n/v la densité locale de particules dans v et p = N/V la densité
globale de particules dans V. On veut calculer la probabilité P,(p) que p soit égal a une valeur
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FiG. 2.4 — Systéme de volume V contenant un nombre N = pV fixé de particules. A I'intérieur
de ce systeme est dessiné le contour d'un sous-systéme de volume v. Ce sous-systéme contient
un nombre n = pv de particules, qui varie dans le temps.

différente de sa valeur moyenne p. Dans la limite v — 0o, on s’attend & ce que cette probabilité
tende vers zéro exponentiellement rapidement avec le volume v :

Py(p) ~ e "0 (2.18)

ou H(p) est la fonction de grandes déviations de la densité. Il s’agit d’'une quantité positive,
qui s’annule seulement quand la densité p est égale a sa valeur moyenne p, de telle sorte que la
probabilité que la densité locale soit différente de la densité moyenne tende vers zéro exponen-
tiellement dans la limite thermodynamique.

Pour un systéme a 'équilibre thermodynamique, la probabilité P,(p) peut étre calculée a
partir de la mesure de Boltzmann-Gibbs :

; 1 . (g0 gV plnt)
Py(p) = Zv(p) ;L;(P)llv_v(l —ple kT( k k & ) ’ (2.19)

ou la fonction 1,(p) (respectivement 1y _,(1 — p)) est égale a 1 si la densité de particules dans
v (resp. V —wv) est égale & p (resp. 1 —p), et & 0 sinon. On a décomposé I’énergie d’un micro-état
k du systéme en la somme d’une énergie interne au sous-systéme v, d'une énergie interne & V'
privé de son sous-systéme v, et d’une énergie d’interaction entre v et le reste du systéme V. Pour
un systéme avec des interactions a courte portée (en particulier, loin de tout point critique),
I’énergie d’interaction est un terme de surface, négligeable devant E,(CU). On peut alors effectuer
la somme sur les micro-états en sommant de maniére indépendante sur les variables internes &
v et sur celles internes & V' — v, et on obtient

Zo(P)Zv —v (%)
Zv(p)

Le développement au premier ordre en v/V du logarithme de l’expression précédente, diviseé
par le volume v, donne alors ’expression de la fonction de grandes déviations de la densité en
fonction de I'énergie libre par unité de volume

Py(p) = (2.20)

F(5) = - log Zu(5) (2.21)

On trouve finalement la relation suivante entre ’énergie libre et la fonction de grandes déviations
de la densité :

H(p) = f(p) — fp) k—T(ﬁ —nf'p) (2.22)
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Fia. 2.5 — Fonction de grandes déviations de la densité locale H(p) dans le modeéle d’exclusion
asymétrique sur un anneau, pour une densité moyenne p = 1/3.

2.3.2 Modéle sur un anneau

A partir de la mesure stationnaire uniforme pour le systéme sur un anneau, on peut calculer
exactement les fluctuations de la densité locale de particules dans I’état stationnaire. On consi-
dére un segment de taille [ > 1 dans le systéme, mais petit par rapport a la longueur totale
L. On appelle p la densité de particules contenues dans le segment [, ¢’est-a-dire le nombre de
particules contenues dans ce segment divisé par [. La densité locale p est une variable aléatoire
fluctuant dans le temps autour de sa valeur moyenne p = n/L. On s’intéresse a la distribution
de p (la probabilité que p prenne une certaine valeur) notée P(p). La fonction P(p) peut étre
calculée exactement. Il suffit de compter le nombre de fagons de placer pl particules sur [ sites
et pL — pl sur les L — [ sites restants :

() (oL 1)
(1)

Dans la limite d'un grand systéme (L et [ tendant vers l'infini, en gardant [ < L), P(p) se
comporte comme

P(p) = (2.23)

P(p) ~ e 0N, (2.24)

ot H est la fonction de grandes déviations de la densité. Comme dans le cas d’'un modéle a
I’équilibre thermodynamique, il s’agit d’une fonction positive s’annulant uniquement en p = p
de telle sorte que P(p) tende vers zéro dans la limite thermodynamique si p # p. Utilisant la
formule de Stirling sur I'expression exacte (Z223]), on obtient

() = plog (2) + (1 pyrog (1=2) (2.25)

On trouve une fonction H(p) convexe, positive, qui s’annule bien, ainsi que sa dérivée, en p = p.
On a représenté la fonction H figure pour une densité moyenne p = 1/3.

I est possible de généraliser la notion de fonction de grandes déviations de la densité pour
s’intéresser a la probabilité d’un profil de densité {p(u)} dans 'état stationnaire, tel que pour
chaque valeur de u comprise entre 0 et 1, p(u) est la densité locale autour du site i = |Lu].
On découpe pour cela le systéme en k boites de longueur | = L/k. La probabilité d’avoir une
densité de particules p; dans la premiére boite, po dans la deuxiéme boite, ..., g dans la k-iéme
boite s’écrit alors

(DG ()

(1)

P(ﬁla v 7ﬁk) = ]lf)l+...+ﬁk=kp X (226)
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Les coefficients du binéme au numérateur comptent le nombre de facons de placer n; = p;l
particules dans la j-iéme boite, tandis que le coefficient du binéme au dénominateur est sim-
plement le nombre total de configurations possibles avec n = pL particules. La conservation du
nombre de particules impose la contrainte suivante sur les p; :

k
> pi=tkp. (2.27)
j=1

Dans la limite ou L et [ tendent vers l'infini avec k = L/l fixé, 'utilisation de la formule de
Stirling et de la relation de conservation du nombre de particules donne

& 3 [orton () w00 o (22)]

P(prs...,px) ~e (2.28)

Dans la limite & — oo, les p; définissent un profil de densité {p(u)}, et la somme de Riemann
sur j devient une intégrale. Pour un profil de densité de valeur moyenne

1
/0 dup(u) = p, (2.29)

on obtient alors

P({p(u)}) ~ e~ AN (2.30)
ou la fonctionnelle de grandes déviations de la densité H({p(u)}) s’écrit
1 5(u ~ 5lu 1
(o)) = [ du [mu) log (%) + (1 - p(u))log (%’;))] — [ dutioy . @a)

La fonction H étant positive et s’annulant uniquement en p = p, le profil de densité le plus
probable est le profil constant p(u) = p. Tous les autres profils ont une probabilité tendant vers
zéro dans la limite d'un grand systéme.

On note que expression que nous venons de trouver pour H({p(u)}) est locale, en le sens
que si I'on décompose le systéme en deux sous-systémes disjoints A et B avec des profils de
densité pa(u) pour u € A et pp(u) pour u € B, alors les fonctionnelles de grandes déviations
de la densité définies sur A et B par

Ha({pa(u)}) = /eAduHmA(u)) et Hp({pn(u)}) = /EBduHmB(u» (2.32)

vérifient la relation H({p(u)}) = Ha({pa(v)}) + He({pp(w)}). En particulier, la probabilité
d’observer le profil de densité {p(u)} est égale au produit des probabilités d’observer les profils
{pa(u)} et {pp(u)}, comme dans le cas des systémes a I'équilibre thermodynamique [I9]. Nous
allons voir que ce n’est plus le cas pour le modéle d’exclusion ouvert.

2.3.3 Modéle ouvert

Dans le cas du modéle d’exclusion ouvert, les fluctuations de la densité peuvent encore étre
calculées, en utilisant 1’expression des probabilités stationnaires par I’Ansatz matriciel. Dans
[68], 69], Derrida, Lebowitz et Speer ont calculé la fonctionnelle de grandes déviations du profil
de densité pour le modéle symétrique. Le résultat a ensuite été généralisé au modéle asymétrique
70, (71, (72,

On considérera ici le modéle symétrique avec des taux p =
et des taux «, 3, v est d sur les bords. La densité moyenne p(u

pour ce modele par [[Z3], [19]

q = 1 dans l'intérieur du systéme,
) prés du site ¢ = [ Lu] est donnée

p(u) = (1 = u)pa + ups , (2.33)
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ol po = af(a+7) et p, =0/(8 + ) peuvent étre interprété comme les densités des réservoirs.
Quand aff = vd, le modéle vérifie le bilan détaillé et les densités p, et p, sont égales. Dans ce
cas, I’état stationnaire du systéme est un état d’équilibre thermodynamique. Par contre, quand
Pa €t pp sont différents, ’état stationnaire est un état hors d’équilibre.

Comme pour le modeéle sur un anneau, la probabilité d’un profil de densité {p(u)} peut
s’écrire sous la forme

P({p(u)}) ~ e~ HID (2.34)
ou H({p(u)}) est la fonctionnelle de grandes déviations de la densité. Elle est égale a [68], 69, [T9]

(o)) = [ an [ptntog (22) + 1~ gl tog (12 ) +10g (L]
(2.35

ou F' est la solution monotone de I’équation différentielle

plu = Pl + TOLZFONE, (2.36)

avec les conditions aux bords F'(0) = p, et F((1) = pp. La fonction H({p(u)}) est positive quelle
que soit le profil {(u)}, et s’annule seulement pour le profil moyen {p(u)}. La probabilité d’un
profil {p(u)} # {p(u)} devient donc nulle quand la taille du systéme tend vers Uinfini.
L’expression précédente pour H({p(u)}) est non locale : en effet, F'(u) dépend des tous les
[)( ) pour v € [0,1]. La fonction F' peut étre développée perturbativement autour de p, = pp.
A Tordre 2 en p, — pp, on obtient alors pour la fonctionnelle de grandes déviations de la densité

H({p(u)}) = /0 i [ (wytog (20 + 1 = ptuy g (12 (2.3)

(w) 1= plu)

# L8P [ [ o utt ) (50) = ) 50) — oD+ O (0 = ) -

Sur cette expression, la non localité de H({p(u)}) est encore plus apparente.

2.4 Valeur moyenne du courant

Pour un systéme dans un état stationnaire hors d’équilibre, une quantité intéressante est le
courant macroscopique qui s'écoule dans le systéme. A chaque mouvement d'une particule, on
associe un courant instantané de +1 si la particule avance et de —1 si elle recule. Le courant
total intégré au temps ¢, noté Y;, est alors défini comme la somme des courants instantanés
pour tous les mouvements de particules entre les instants 0 et ¢. Si le systéme se trouve dans
I'état stationnaire, le courant intégré croit proportionnellement & ¢, en moyenne sur toutes les
réalisations du processus de Markov. On a donc

) =Jxt, (2.38)

ot la constante J est appelée valeur moyenne du courant total. Comme le courant est conservé
dans l’état stationnaire, J est aussi égal a L fois la valeur moyenne J;_;y1 du courant de
particules entre deux sites arbitraires 7 et 7 + 1.

Nous allons maintenant voir que la connaissance de la mesure stationnaire permet de calculer
la valeur moyenne du courant. Si l’on note 7; le nombre d’occupation du site i (7; = 0 si le site
i est vide et 7; = 1 si le site 7 est occupé), alors la variation dY; de Y; pendant un intervalle de
temps infinitésimal dt est donnée en moyenne par

1
Z<dY}> = %dt = Jl_,th =1x pdtP(Tl = 1,7’2 = 0) + (—1) X thP(Tl = O,TQ = 1) (2.39)

=p(n(l = 7)) —¢((1 —m1)m2) .
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La valeur moyenne du courant s’exprime donc & partir de fonctions de corrélation des variables 7;
a temps égaux, et peut ainsi étre calculé si ’on connait les probabilités stationnaires. Par contre,
les fluctuations du courant autour de la valeur moyenne J, qui s’expriment en fonction des
valeurs moyennes des puissances de Y, ne peuvent pas étre obtenues en considérant uniquement
la mesure stationnaire du modéle d’exclusion. Elles font en effet intervenir des fonctions de
corrélation & des temps inégaux. Par exemple, la valeur moyenne de la variation de Y;? est

donnée par

1 1
Z(d(Yt)2> = 7 (2VdYt) = 2p(ri (1 = 2)¥3) - 2¢((1 — m)mYy) (2.40)
et Y; fait intervenir les 7; a tous les temps antérieurs & ¢t. Nous verrons plus loin qu’il est
cependant possible de calculer ces fluctuations du courant en considérant une déformation de

I’'équation maitresse.

2.4.1 Modéle sur un anneau

Dans le cas du modéle sur un anneau, toutes les configurations du systéme ont la méme
probabilité. La probabilité d’avoir une particule au site 1 et pas de particule au site 2, égale a la
probabilité d’avoir une particule au site 2 et pas de particule au site 1, est donnée par le nombre
de facons de placer n — 1 particules sur les L — 2 autres sites, multiplié par la probabilité d’une
configuration. On trouve donc

(o
Ji—2=(p—q) ?L)l ; (2.41)
et donc pour le courant total
n(L—n
J=LxJi_o=(p— Q)% (2.42)

Dans la limite d’un systéme de grande taille L. — oo, avec une densité de particules p = n/L
fixée, ’expression de la valeur moyenne du courant prend la forme

% ~(p—qp(l—p)L. (2.43)

Cette expression est proportionnelle a l'asymétrie p — g, et dépend de la densité uniquement par
le facteur p(1 — p). Si p est proche de zéro, la valeur moyenne du courant est faible a cause du
faible nombre de particules qui parcourt le systéme. Si p est proche de un, la valeur moyenne
du courant est encore faible, cette fois-ci a cause de la contrainte d’exclusion qui empéche les
particules qui ne se trouvent pas sur les bords d’'un amas de particules de se déplacer.

2.4.2 Modéle ouvert

Pour le modéle ouvert, la valeur moyenne du courant est plus compliquée & calculer car la
mesure stationnaire n’est pas uniforme. Dans le cas particulier du modéle ouvert totalement
asymétrique avec des taux d’entrée de de sortie «a et [ égaux a un, la valeur moyenne du
courant a été calculée dans [66] a partir de relations de récurrence vérifiées par les probabilités
stationnaires. Le cas du modéle totalement asymétrique avec des taux « et 3 quelconques
a ensuite été résolu, avec les relations de récurrence des probabilités stationnaires [74], et en
utilisant I’Ansatz matriciel [65]. Le cas plus général du modeéle ouvert partiellement asymétrique
a ensuite été traité dans |75, [76), [77].

Au chapitre Bl nous expliquerons le calcul de la valeur moyenne du courant dans le cas du
modeéle totalement asymétrique. Nous montrerons que dans la limite d’'un systéme de grande
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Fi1Ga. 2.6 — Diagramme de phase du modéle d’exclusion totalement asymétrique ouvert dans
I’espace des paramétres a et (3. Les deux lignes en trait fin correspondent & des transitions
de phase du second ordre séparant la phase de courant maximal des phases de haute et basse
densité. La ligne en trait épais correspond & la transition de phase du premier ordre séparant
la phase de haute densité et la phase de basse densité.

taille, le courant moyen entre deux sites voisins prend la valeur suivante
1/4 sil/2<aetl/2<pf
Jimo~|all—a) sia<l/2eta<f . (2.44)

B(1—pB) sif<1/2et f<a

On constate que le modéle totalement asymétrique, qui dépend de deux paramétres « et 3,
présente trois phases correspondant a trois expressions différentes pour la valeur moyenne du
courant. On a représenté le diagramme de phase en figure X6l La phase pour laquelle a et
(3 sont supérieurs a 1/2 est la phase pour laquelle le courant est maximal. Elle correspond a
une densité moyenne égale & p = 1/2 loin des bords du systéme. La phase pour laquelle « est
inférieur & 1/2 et & [ est la phase de basse densité, dans laquelle le courant est limité par le
taux d’entrée a des particules dans le systéme. Dans cette phase, la densité moyenne est égale
a a < 1/2 dans l'intérieur du systéme. Enfin, la phase pour laquelle 3 est inférieur & 1/2 et & «
est la phase de haute densité, dans laquelle le courant est limité par le taux de sortie 5. Dans
cette phase, la densité moyenne est égale & 1 — 3 > 1/2 dans l'intérieur du systéme.

On note qu’a la transition entre la phase de courant maximal et les phases de haute et
basse densité, la valeur moyenne du courant ainsi que la densité moyenne loin des bords sont
continues : il s’agit d'un transition de phase du deuxiéme ordre. Par contre, a la transition entre
la phase de haute densité et la phase de basse densité, la valeur moyenne du courant ainsi que
celle de la densité sont discontinues : il s’agit alors d’une transition de phase du premier ordre.

Le modeéle d’exclusion asymétrique ouvert est un exemple de modeéle exhibant des transitions
de phase induites par les conditions au bord : la valeur des taux « et 3 a une influence sur le
comportement de tout le systéme, y compris loin de ses bords. Il s’agit aussi d’'un exemple
de modéle unidimensionnel avec des interactions a courte portée présentant tout de méme des
transitions de phase. Ceci n’est possible que parce que le systéme ne se trouve pas a 1’équilibre
thermodynamique mais dans un état stationnaire hors d’équilibre pour lequel le systéme est
parcouru par un courant macroscopique.
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2.5 Fluctuations du courant

Nous passons dans cette section a I’étude des fluctuations du courant dans le modele d’ex-
clusion asymétrique. Nous allons écrire 1’équation maitresse pour la probabilité jointe que le
systéme se trouve dans une certaine configuration avec une certaine valeur du courant intégré.
Cette équation maitresse couplera les probabilités pour différentes valeurs du courant. On intro-
duira alors une fonction génératrice sur le courant, qui permettra de découpler les équations et
de se ramener & une équation matricielle sur l'espace des configurations. Cette équation matri-
cielle fera intervenir une déformation de la matrice de Markov, dont la valeur propre maximale
contient toute I'information sur les fluctuations du courant dans I’état stationnaire.

2.5.1 Equation maitresse déformée

On peut écrire une équation maitresse conditionnée a la fois sur la configuration et sur la
valeur Y du courant total Y; défini & la section précédente. L’évolution dans le temps de la
probabilité P;(C,Y’) pour le systéme de se trouver au temps ¢ dans la configuration C avec une
valeur du courant intégré égale a Y est donné par

P(C.Y _
% -3 [wéﬂC,Pt(c’,Y — 1) 4w o PCY + 1) — wer e P(C, Y)] . (2.45)

Cr4C
Le taux wéi)c, (respectivement wéﬁc,) correspond aux transitions entre configurations pour
lesquelles une particule avance (resp. recule). Contrairement a 1’équation maitresse pour P;(C),
qui s’écrivait simplement comme une équation matricielle sur ’espace des configurations du
systéme, on constate ici que I’équation maitresse couple les P;(C,Y") pour différentes valeurs de
Y. On va devoir considérer une fonction génératrice de P;(C,Y’) sur Y pour pouvoir se ramener
a une équation matricielle sur ’espace des configurations. On définit

F(C,y) = f: Y P(C,Y) . (2.46)

Y=-—00

L’équation maitresse ([ZZ0) pour P;(C,Y) se réécrit alors

dF(C, -
tiit ’7) — Z [QVMéJQC/Ft(C/,’Y) +e PYME’«—)C’Ft(C/,’}/) — ’wcu_th(C, ’}/)] . (247)
C'#£C

On remarque que cette dans équation maitresse, les F}(C,~) pour différentes valeurs de v se
découplent, au prix de l'introduction d’une dépendance en v dans les taux de transition entre
F;(C,~) et F(C',7). Comme pour P;(C), définissant le vecteur des F;(C,~) par

() =Y RCyIC)=) > € REY)C), (2.48)
C C Y=—00

et la matrice M () par

evwéi)c, si C # C', en avancant une particule
M(y)cer = e*Vwéjc, si C # C’, en reculant une particule ’ (2.49)

- Z wer ¢ siC=C
C"#C
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I’équation maitresse se réécrit

d
o [Ft(0) = MO) [E(v)) - (2.50)
Partant au temps 0 d’un vecteur Fy(7), on a
(7)) = MO |Fo(y)) (2.51)

Par abus de langage, on appellera dans la suite M () la matrice de Markov déformée du systéme.
Excepté pour v = 0, il ne s’agit en fait pas d’'une matrice de Markov (la somme sur une colonne
de ses coefficients n’est pas nulle).

2.5.2 Cumulants du courant

Par définition de la fonction Fy(vy) définie précédemment, on a pour n’importe quelle confi-
guration C

(CIF: (7)) = (7). (2.52)

La valeur moyenne dans I’équation précédente correspond a la moyenne sur toutes les évolutions
stochastiques jusqu’au temps ¢, si 'on commence au temps 0 en se donnant le vecteur |Fy(7))
(ou, de maniére équivalente, tous les FPy(C,Y’)). On peut par exemple prendre |Fy(v)) = |Co),
ce qui correspond & commencer au temps 0 en partant de la configuration Cy et en fixant par
convention le courant total nul a I'instant initial. Aux temps longs, on a aussi

(CIF (7)) ~ PO (CI o () (2.53)

ou E(v) est la valeur propre de partie réelle maximale de la matrice déformée M (). Aux temps
longs, on obtient finalement que

(M) ~ B (2.54)

ou plus précisément
log (7Yt
lim 02

t—o00

= E(v). (2.55)

L’équation précédente indique que la fonction E(7) est en fait la fonction génératrice exponen-
tielle [78, [[9] des cumulants du courant Ej, dans ’état stationnaire :

B, Ej N
E(y) = Eyy + §w2 + gvi” + 174 .. (2.56)

Les dérivées successives de E(7) en v = 0 donnent donc les cumulants du courant stationnaire :

J=Ey=E'(0) = lim %9 (2.57)

D= By = £(0) = jim - O2) _ iy (v _tm2> 2.58)

By = BO(0) = tim (Y2) - 3<n>in2> +2(¥) tim (0 = (1)) (2.59)

B, = EO(0) = lim (V) — 4(vi) (V) — 3<Yt2t>2 +12(Vy)* (V) — 6(Y)* (2.60)
i (v, = (i) = (v = (Vi))»)°

Aux temps longs Y;/t tend, en moyenne sur toutes les trajectoires possibles des particules,
vers une limite finie. Cette limite, que I'on notera .J, est la valeur moyenne du courant dans
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F1a. 2.7 — Partie réelle du spectre de la matrice de Markov déformée pour le modéle totalement
asymetrique avec 2 particules sur 6 sites. On a représenté M (y = —1 + 2imu/L) en fonction de
u compris entre 0 et L.

I’état stationnaire. Il s’agit aussi du premier cumulant du courant Ej. Les autres cumulants du
courant caractérisent les fluctuations de la variable aléatoire Y; autour de sa valeur moyenne
Jt dans la limite des temps longs. La variance de Y; croit asymptotiquement comme D X ¢, oul
le coefficient D, appelé constante de diffusion, est égal au deuxiéme cumulant du courant et
évalue 'amplitude de la diffusion des particules autour de leur position moyenne. Les cumulants
d’ordre plus élevé mesurent la non gaussianité des fluctuations du courant. En particulier, le
troisiéme cumulant donne des informations sur 'asymétrie de la distribution de Y%, tandis que
E4 renseigne sur 'aplatissement de cette distribution.

Nous verrons aux chapitres Bl et Bl qu’il est possible d’obtenir une expression exacte pour
les cumulants du courant du modéle d’exclusion asymétrique, en particulier la constante de
diffusion. Le calcul des cumulants du courant reposera sur 'utilisation de I’Ansatz de Bethe,
qui est reliée & 'intégrabilité du modeéle d’exclusion, et n’est donc pas applicable de maniére
générale pour un modéle donné de physique statistique. Dans la plupart des modéles, il n’est
en effet pas possible d’obtenir une expression exacte pour la constante de diffusion. Cependant,
on peut parfois avoir recours a des développements perturbatifs pour la calculer [R0].

Pour v réel, le théoréme de Perron-Frobenius assure que la valeur propre de partie réelle
maximale de M () ne croise aucune autre valeur propre quand ~y varie. Ceci assure que la valeur
propre de partie réelle maximale de M (7) est analytique en ~ au voisinage de I’axe réel. On a
représenté figure 27 1a partie réelle du spectre de M () en fonction de la partie imaginaire de
v, pour un systéme de taille 6 avec 2 particules. On note que pour v complexe, la valeur propre
de partie réelle maximale croise une autre valeur propre, ce qui n’arrive jamais pour =y réel.
Numériquement, on constate sur de petits systémes que le premier croisement a lieu quand la
partie imaginaire de v est égale & +7/L. Ceci implique que la fonction E(vy), définie comme la
valeur propre de M () de partie réelle maximale, n’est pas analytique dans tout le plan complexe
mais seulement dans la bande —w/L < Im~ < 7/L. En particulier, le prolongement analytique
de E(v) hors de ce domaine n’est pas égal a la valeur propre de partie réelle maximale de M (7).
La fonction génératrice des cumulants du courant, définie loin de v = 0 par prolongement
analytique, n’est donc égale a la valeur propre de partie réelle maximale de M () que pour 7y
suffisamment proche de ’axe réel. On continuera cependant & noter ces deux fonction E(v), car
on s’intéressera surtout a leur valeur pour vy réel.
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2.5.3 Fonction de grandes déviations du courant

La fonction génératrice des cumulants du courant E(7) est reliée a la fonction de grandes
déviations du courant G(j), définie par le comportement aux temps longs de la probabilité que
le courant Y;/t ait une valeur j différente de la valeur moyenne du courant J :

Y; .
P <C, % = j> ~ e ) pour t — 0o . (2.61)

La fonction G(j) est indépendante de la configuration initiale pour un systéme de taille finie.
D’apres la définition de F;(C,~), on a en effet

. Y, )
Fy(Cy) =) &P, <c, f = j) , (2.62)

J

la somme étant sur toutes les valeurs discrétes de j correspondant a un Y; entier. Dans la limite
t — 00, les valeurs possibles pour j deviennent continues, la somme de Riemann sur j devient
une intégrale, et on peut utiliser I'expression aux temps longs de la probabilité faisant intervenir
G(j). On obtient

F,(C,7y) ~ / dj t=G0) | (2.63)
L’intégrale est dominée par la valeur de j qui maximise jy — G(j). Rappelant que pour ¢ grand,

Fy(C,) croit comme eZM on en déduit que la fonction de grandes déviations du courant G(5)
est la transformée de Legendre de la fonction génératrice des cumulants du courant E(7) :

E(y) = m]aX(j’y -G(j)) |- (2.64)

La fonction E(7y) est donc convexe comme il s’agit d'une transformée de Legendre. On peut
montrer que la fonction G(j) est aussi convexe [RI]. On peut en effet écrire la probabilité
P(Y,Cy| Yy, Co) d’étre dans la configuration C; avec un courant Y; a l'instant ¢ en étant parti de
la configuration Cy a l'instant initial avec un courant Yy sous la forme

P(Y;,GilY0,Co) = > > P(Yy,CilY; — ,Cr) Py, Cr[Yo,Co) (2.65)
Yy=—00 C‘I’

ot I'on somme sur toutes les configurations C; au temps intermédiaire 7 compris entre 0 et ¢.
Les probabilités étant positives, on a alors la majoration

P(Y;faCtD/OaCO) 2 P(YZ,CHYZ - y?CT)P(y?CT|Yb7CO) . (266)

On prend maintenant la limite des grands temps t — oo en gardant 7/t = A, y/7 = j; et
(Yi—vy)/(t—7) = jo fixés. On peut alors écrire, en introduisant la fonction de grandes déviations
du courant :

eTtGANH(I=N12) > (—tOAG(1)+A-N)G(2)) (2.67)

d’ou il découle que G(j) est une fonction convexe : G(Aj1 + (1 — A)j2) < AG(j1) + (1 = NG (j2).
Sa transformée de Legendre E() est donc aussi convexe :

EQAv+ (1 =XN)y2) = m]f.ix[j()\’h + (1 =XN7) -GG S AE() + (1 =NE(y). (2.68)
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2.5.4 Calcul des fluctuations du courant

Dans le cas du systéme sur un anneau comportant une seule particule, nous verrons a la
section B2l du chapitre Bl qu’il est possible de calculer exactement la probabilité que le courant
intégré ait une valeur Y au temps ¢. Le résultat, qui s’exprime comme une fonction de Bessel,
permet alors d’obtenir une expression exacte pour la fonction de grandes déviations du courant
G(j) en considérant la limite t — oco. On note que méme dans ce cas, I’expression de la fonction
G(j) n’est pas complétement élémentaire.

Dans le cas général du modeéle d’exclusion comportant plusieurs particules en interaction, le
calcul de la fonction de grandes déviations du courant n’est pas possible de maniére aussi directe.
Une méthode plus simple en général consiste a chercher a calculer sa transformée de Legendre, la
fonction génératrice des cumulants du courant E(v). Celle-ci a en effet une expression plus simple
que la fonction de grandes déviations du courant dans le cas du systéme & une particule. La
fonction compléte E(7) est cependant difficile & calculer en général. On peut alors se contenter de
calculer le début de son développement autour de v = 0, qui donne accés aux premiers cumulants
du courant. Les résultats exacts obtenus par le passé pour les fluctuations du courant dans le
modéle d’exclusion asymétrique ont été dérivés en utilisant principalement deux méthodes dans
le cas d'un systéme fini : I’Ansatz matriciel et I’Ansatz de Bethe.

Une extension de 1’Ansatz matriciel utilisé pour exprimer la probabilité des configurations
dans I’état stationnaire a permis de calculer la constante de diffusion du modéle totalement
asymétrique. Pour le modéle sur un anneau, elle a été obtenue par Derrida, Evans et Mukamel
[R2], pour un systéme ouvert par Derrida, Evans et Mallick [83], et pour le pour le modele avec
une particule de seconde espéce sur un anneau par Boutillier, Frangois, Mallick et Mallick [84].
Dans le cas du modéle partiellement asymétrique sur un anneau, la constante de diffusion a
aussi été calculée [R5, par Derrida et Mallick. Elle s’exprime en fonction de 'asymétrie = sous
la forme

D="—" kal_mk o (2.69)

pour un systéme de taille L finie.

Une autre méthode pour calculer les premiers cumulants du courant repose sur I'utilisation
de I’Ansatz de Bethe, comme nous le verrons aux chapitres Bl Bl et Bl L’Ansatz de Bethe permet
en effet de diagonaliser la matrice de Markov déformée M (). Pour le modéle totalement asy-
métrique, une expression exacte en taille finie pour tous les cumulants du courant a été obtenue
par Derrida et Lebowitz dans [86] en utilisant une propriété de découplage des équations de
Bethe. Ce calcul a ensuite été généralisé pour le modeéle partiellement asymétrique par Lee et
Kim [87] dans la limite d’un systéme de grande taille, avec une asymétrie ne s’annulant pas
quand L — oo. L’utilisation de ’Ansatz de Bethe a aussi permis le calcul de la constante de
diffusion pour le modeéle sur un anneau avec une particule de seconde classe [88] par Derrida
et Evans. Ce calcul a ensuite été généralisé par Cantini dans [89] & un nombre arbitraire de
particules de seconde classe.

Une partie de cette thése est consacrée au calcul des cumulants du courant pour le modéle
partiellement asymétrique sur un anneau, généralisant I’expression exacte (3] obtenue pour
la constante de diffusion dans [R5], ainsi que les expressions exactes pour tous les cumulants du
courant dans le modeéle totalement asymétrique [86]. Utilisant 1’Ansatz de Bethe, nous montre-
rons comment calculer les premiers cumulants du courant [Il, P]. Notre méthode repose sur la
réécriture des équations de Bethe sous la forme d’'une équation fonctionnelle. Dans la limite ou
lasymétrie est d’ordre 'inverse de la taille du systéme (modele faiblement asymétrique), nous
obtiendrons tous les cumulants du courant [3]. Enfin, nous détaillerons une conjecture pour tous
les cumulants du courant [H], généralisant au modele partiellement asymétrique les expressions
exactes en taille finie obtenues dans [86].
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Fia. 2.8 — Spectre de la matrice de Markov du modéle totalement asymétrique avec n = 5
particules sur L = 10 sites.

2.5.5 Symétries naturelles du modéle d’exclusion

On note Sp M () le spectre de la matrice M () (i.e. 'ensemble de ses valeurs propres). La
matrice M () étant non symétrique, ses valeurs propres ne sont en général pas toutes reéelles.
Néanmoins, si le parameétre v est réel, la matrice M () l'est aussi, et son spectre est donc
invariant par conjugaison complexe. Les valeurs propres non réelles de M(y) viennent ainsi
par paires de mémes parties réelles mais de parties imaginaires opposées. A titre d’exemple,
on a représenté figure le spectre de la matrice de Markov (non déformée) pour le systéme
totalement asymeétrique sur un anneau de 10 sites comportant 5 particules.

Dans le reste de cette section, nous allons nous restreindre au cas du modéle sur un anneau.
Dans ce cas, la matrice de Markov déformée M () dépend du paramétre ~, mais aussi des taux
p et g et du nombre de particules n contenues dans le systéme. Nous écrirons ici explicitement
la dépendance de la matrice déformée en ces quatre parameétre, sous la forme M (v, p,q,n).
On peut alors considérer le spectre de cette matrice, Sp M (v,p,q,n) comme une fonction de
quatre variables prenant pour valeurs des ensembles de (ﬁ) nombres complexes. Nous allons
nous intéresser aux symeétries de cette fonction, c¢’est a dire aux transformations v — ~/, p — p/,
q— ¢, n — n quila laissent invariante : Sp M (vy,p,q,n) = SpM(v,p’,¢',n’). Ces symétries
seront aussi des symétries de la valeur propre de plus grande partie réelle E(v,p, q,n).

Symétrie entre les déplacements vers I’avant et vers ’arriére

On consideére la transformation p — ¢, ¢ — p, v — —y, qui correspond & changer le sens dans
lequel les particules se déplacent. Aprés cette transformation, les particules se déplacent vers
I'arriére avec un taux p et vers I’avant avec un taux ¢, tandis que le courant est compté positif
pour les déplacements vers l'arriére et négatif pour les déplacements vers 'avant. Cette transfor-
mation des parameétres du systéme revient donc a transformer une configuration C = (y,...,7r)
en la configuration renversée Cr = (77,...,71). Si 'on appelle R l'opérateur transformant le
vecteur |C) en le vecteur |Cr), qui vérifie R? = 1, on a donc

On note en particulier que les matrices M (v, p, q,n) et M(—~,q,p,n) sont similaires, et qu’elles
ont donc le méme spectre. Cette invariance du spectre se traduit alors sur la fonction génératrice
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des cumulants du courant par

|E(v.p.a:n) = E(—7,4,p.n) |- (2.71)

L’équation précédente relie la fonction E(+y) pour un systéme avec des taux p et ¢ a la fonction
E(v) pour un systéme avec des taux g et p. Pour un systéme symétrique (p = ¢), 1’équation
1) devient une relation de symétrie de la fonction E(v), qui indique que cette fonction est
paire.

La relation (1) implique que les cumulants pairs du courant (D, Ejy, ...) sont invariants
par I’échange de p et ¢, tandis que les cumulants impairs changent de signe par ’échange de p
et g. Pour le systéme symétrique, elle indique que seuls les cumulants pairs du courant sont non
nuls.

Par une transformée de Legendre par rapport a v, la relation (Z71)) donne I’équation suivante
pour la fonction de grandes déviations du courant :

G(j,p,q,n) = G(—j,q,p,n) . (2.72)

Pour un systéme symeétrique, celle-ci indique que la fonction G(7) est paire, et que la probabilité
d’observer une certaine valeur j du courant est égale a la probabilité d’observer la valeur —j.

Symétrie de Gallavotti-Cohen

On considére la transformation v — log(q/p) — v des paramétres du systéme. Cette trans-
formation a la méme action sur la matrice M(vy,p,q,n) que la transformation p — ¢, ¢ — p,
v — —7 qui a été présentée précédemment, car cette matrice ne dépend de p, g et €7 qu’a travers
p + q (éléments de matrice diagonaux), et pe? et ge™ 7 (éléments de matrice non diagonaux).
On peut donc écrire

M(log(q/p) — v,p,q,n) = RM(7,p,q,n)R = M(~~,q,p,n) . (2.73)

Comme précédemment, le spectre de M (log(q/p) —~,p, q,n) est égal au spectre de M (v, p,q,n),
et la fonction génératrice des cumulants du courant obéit a la symétrie

| E(v.p,.n) = E(log(q/p) — 7.p.0:1) |. (2.74)

La fonction E(vy) est donc symétrique par rapport a la droite v = log y/q/p. Par une transformée
de Legendre par rapport & -, la relation précédente implique aussi une symétrie pour la fonction
de grandes déviations du courant. On trouve

G(j,p,q,n) = jlog(q/p) + G(—j,p,q,n) , (2.75)

qui indique que la fonction G'(j) — log \/% est impaire.

La symeétrie [Z70) de la fonction de grandes déviations du courant est un cas particulier
de la relation de Gallavotti-Cohen, qui est valide pour tous les processus de Markov avec un
nombre fini de configurations [90).

Symétrie v — v + 2in/L

On consideére la transformation v — v + 2i7/L. On va montrer que cette transformation
préserve le spectre de la matrice de Markov déformée. On définit pour cela 'opérateur U par

Ulcy=¢ © &0y, (2.76)
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ou les x; sont les positions des particules dans la configuration C, comptées & partir d’une origine
arbitraire sur I’anneau. L’opérateur U est diagonal sur la base des configurations. On peut alors
écrire

5 Z(ﬂ%—m)(

(C'NUM(v,p,q,n)U|C) = e " &= C'|M(v,p,q,n)|C) , (2.77)

ot les x; (respectivement x}) sont les positions des particules dans la configuration C (resp.
C’). Si l'on passe de la configuration C a la configuration C’ en avancant une particule, alors
(C"\M(v,p,q,n)|C) = peY et Y " | (2 —x;) = 1 modulo L. Si 'on passe de la configuration C a la
configuration C’ en reculant une particule, alors (C'|M (v, p,q,n)|[C) = qe™7 et Y 1" | (zf —x;) =
—1 modulo L. Enfin, si C = (', alors (C'|M (v, p,q,n)|C) est indépendant de . On constate donc
que la transformation de similitude de M (v, p, g, n) par 'opérateur U revient a transformer ~y
en v+ 2in/L :

M(y + 2ix/L,p,q,n) = U "M(v,p,q,n)U . (2.78)
Le spectre de la matrice M (v + 2ir/L,p,q,n) est donc identique au spectre de la matrice

M(~,p,q,n), ce qui implique la symétrie suivante sur la valeur propre de partie réelle maximale
du spectre :

|E(y,p,q,n) = E(y +2im/L,p,q,n)|. (2.79)

Cette invariance du spectre est reliée a la structure en anneau de taille L du graphe de la
dynamique, présentée section Plus généralement, pour un processus de Markov pour
lequel il existe une quantité Y comme celle définie a la fin de la section EZT.Z, on construit
une matrice déformée M () en remplacant les éléments de matrice non diagonaux wer¢ de la
matrice de Markov par wer¢ x e¥2Yer—c. Alors, Popérateur U défini par

2im

Ulc) =e"®YO|c) (2.80)

ajoute 2im /K a vy :
M(y+2ir/K) =U"*M((H)U . (2.81)

En particulier, dans le cas du systéme ouvert a L sites, on a K = L + 1. La transformation
v — v+ 2iw /(L + 1) préserve donc le spectre de la matrice M () du modeéle ouvert.

Comme transformer ~y en «y + 2iw/L ne change pas le spectre de la matrice M () du modéle
d’exclusion sur un anneau, il est naturel de chercher de quelle maniére les valeurs propres de
la matrice de Markov (non déformée) M = M(y = 0) se transforment en d’autres valeurs
propres de M quand on fait varier 4 continiment de 0 & 2iw/L. Nous avons étudié ceci par
diagonalisation directe de la matrice M () pour de petits systémes, pour 7 imaginaire pur
compris entre 0 et 2iw/L. On obtient alors des courbes reliant les valeurs propres de la matrice
de Markov. On a représenté figure le cas d'un systéme comportant 3 particules sur 6 sites.
Sur cet exemple, on constate que E(v) (défini comme la continuation analytique de la valeur
propre de partie réelle maximale & partir de v = 0) est périodique de période 27 pour le modéle
totalement asymeétrique, mais n’a plus nécessairement pour période 2w dans le cas partiellement
asymétrique.

Symétrie particule-trou

On consideére la transformation n — L —n, qui échange le nombre de particules et le nombre
de sites vides. On définit 'opérateur C, transformant une configuration C = (1q,...,77) en la
configuration Co = (1 — 11,...,1 — 71,), obtenue a partir de C en remplagant les sites vides par
des sites occupés, et les sites occupés par des sites vides. L'opérateur C vérifie C? = 1. Comme
par la dynamique, une particule qui avance est équivalente & un site vide qui recule, on a la
relation
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Fi1a. 2.9 — Spectre de la matrice de Markov déformée M () pour un systéme de 3 particules
sur un anneau de L = 6 sites. Le paramétre « est imaginaire pur et varie entre 0 (points
verts) et 2im/L (points rouges). Le graphe en haut a gauche correspond au modéle totalement
asymétrique p = 1, ¢ = 0. Les trois autres graphes correspondent a des modeéles partiellement
asymétriques avec p = 1 et ¢ = 0.35 (en haut a droite), ¢ = 0.38 (en bas & gauche) et ¢ = 0.39
(en bas a droite).

L’utilisation de I'opérateur R, qui commute avec 'opérateur C, donne alors
M(v,p,q; L —n) = RCM(v,p,q,n)RC . (2.83)

Les matrices M (v,p,q, L —n) et M(~,p,q,n) possédent donc le méme spectre, ce qui implique
que la fonction génératrice des cumulants du courant est invariante par I’échange du nombre de
particules et de sites vides :

‘E(’%pvqan) = E('Yapa QaL _n) ) (284)
de méme que la fonction de grandes déviation du courant

En particulier, les cumulants du courant sont invariants par la transformation n — L — n.

Invariance par translation

On note que le modeéle d’exclusion sur un anneau est invariant par translation. En effet, la
matrice M () commute avec I'opérateur de translation T' qui décale toutes les particules d'un
site vers l'avant. Les matrices T" et M () sont donc codiagonalisables, et il est ainsi possible
de choisir les vecteurs propres de M () de telle sorte qu’ils soient aussi vecteurs propres de
T. Comme Dopérateur T vérifie TE = 1, ses valeurs propres sont de la forme e2#7/L ayec
ke o,L —1].

Cependant, le fait que le systéme soit invariant par translation n’impose aucune symétrie
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sur le spectre Sp M (v, p,q,n) ou sur la fonction E(v,p,q,n). Comme T et M(vy) commutent,
on peut seulement écrire

M(v,p,q,n) =T *M(v,p,q,n)T, (2.86)

ce qui ne relie pas le modéle avec des paramétre v, p, ¢ et n & un autre modéle avec des
parameétres différents.



Chapitre 3

Ansatz de Bethe pour le modéle
d’exclusion asymétrique

Ce chapitre est consacré a la résolution par Ansatz de Bethe du modéle d’exclusion asymé-
trique sur un anneau. Nous verrons comment 1’Ansatz de Bethe, que nous introduirons ici dans
sa formulation en coordonnées, permet de diagonaliser la matrice de Markov du modéle d’ex-
clusion. Nous montrerons en particulier que I’Ansatz de Bethe permet de calculer exactement
les fluctuations du courant du modéle totalement asymétrique.

3.1 Ansatz de Bethe en coordonnées

L’un des intéréts majeurs du modeéle d’exclusion asymétrique réside dans le fait qu’il s’agit
d’un modeéle exactement soluble, ce qui signifie qu’une grande partie des quantités qui lui sont
associées peuvent étre calculées exactement. Le modéle d’exclusion partage cette propriété avec
un petit nombre d’autres modeéles de la physique statistique. On peut en particulier citer des
modéles quantiques unidimensionnels, comme le gaz de Bose avec interaction J ou certaines
chaines de spin, ainsi que des modéles classiques bidimensionnels, en particulier le modéle d’Ising
ou certains modeéles de vertex [H6l GT), @2 O3, 4, ©5]. Tous ces modéles ont la particularité
d’étre intégrables, au sens de 'intégrabilité quantique. Nous appellerons modéles intégrables
les modeéles solubles en utilisant 1’Ansatz de Bethe, dont nous allons présenter la forme en
coordonnées dans cette section. Nous verrons une autre définition de l'intégrabilité au chapitre
[ relice a l'existence d’une famille infinie & un paramétre de matrices commutantes et a la
formulation algébrique de I’Ansatz de Bethe.

3.1.1 Intégrabilité du modéle d’exclusion asymétrique

L’Ansatz de Bethe a été introduit par H. Bethe en 1931 [96] pour diagonaliser le hamiltonien
de la chaine de spin de Heisenberg périodique

H=-7Y (si(x)si(ﬁ +SWsW 4 S.(Z)Sﬁ)l) . (3.1)

(2

Il a ensuite été généralisé avec succes & diverses autres chaines de spin quantiques unidimen-
sionnelles, notamment & la chaine de spin XXZ [07, O8 99, [00], XY7Z [I0T, 002, 103, T04],
ainsi qu’a des chaines de spin plus élevé [I05], [[06], [[07] ou avec des conditions aux bords non
périodiques [T08, 109, [T0, MTTL [T2), IT3]. L’Ansatz de Bethe a aussi permis de calculer les états
propres de systémes unidimensionnels continus, en particulier le gaz de Bose avec interaction ¢

T4, [TT5], [T6l, M7, 018, 19, T20], dont le hamiltonien est donné par

1 d?
H:—izd—x?—{—CZé(xi—xj). (3.2)

1<j

47
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Dans le cas des modéles classique bidimensionnels et intégrables comme le modéle & six vertex
121, 122, 23], 1241 @5 et le modeéle & huit vertex [125], [[26], @6, 'utilisation de I’Ansatz de Bethe
a conduit & la détermination de I'énergie libre dans la limite thermodynamique, en permettant
de diagonaliser la matrice de transfert associée au systeéme.

Dans le cas du modéle d’exclusion asymétrique, I’Ansatz de Bethe a été introduit en 1987
par Dhar [I27], qui a remarqué la similarité entre la matrice de Markov du modele d’exclusion
et le hamiltonien de la chaine de spin XXZ (voir la section du chapitre [@). L’Ansatz de
Bethe permet ainsi d’exprimer les valeurs propres de la matrice de Markov M, mais aussi sa
déformation M () introduite au chapitre précédent pour exprimer les fluctuations du courant.

Le calcul par Ansatz de Bethe des valeurs propres d’une matrice (hamiltonien, matrice de
transfert ou encore matrice de Markov) s’effectue en deux étapes bien distinctes. La premiére
étape consiste a exprimer les vecteurs propres et valeurs propres de la matrice en question en
fonction de n racines de Bethe, notées habituellement z;. Dans le cas d'un modele avec des
conditions aux bords périodiques, le nombre n correspond & un nombre de particules conservé
par le systéme. Pour une chaine de spin 1/2, il s’agit par exemple du nombre de spin pointant
vers le haut suivant une certaine direction. Pour le gaz de Bose avec interaction ¢, le nombre n
est simplement le nombre de particules présentes dans le systéme. Pour le modéle d’exclusion,
il s’agit soit du nombre de particules présentes dans le systéme, soit du nombre de sites vides.
Il existe plusieurs maniéres d’exprimer les vecteurs propres en fonction des racines de Bethe.
La forme la plus simple, que nous utiliserons dans ce chapitre, consiste & exprimer les vecteurs
propres comme des combinaisons linéaires d’ondes planes de vecteurs d’onde k; = —ilog z;. Il
s’agit de la forme utilisée initialement par Bethe pour diagonaliser le hamiltonien de la chaine de
spin de Heisenberg. Elle porte le nom d’Ansatz de Bethe en coordonnées. Une autre possibilité
consiste a construire les vecteurs propres en faisant agir sur un état fondamental n opérateurs de
création, chacun dépendant d'une racine de Bethe z;. Cette formulation de I’Ansatz de Bethe,
appelée Ansatz de Bethe algébrique, souligne mieux le lien avec l'intégrabilité quantique. Nous
la présenterons au chapitre fll Cette deuxiéme forme de I’Ansatz de Bethe est particuliérement
utile pour traiter le cas du modéle & plusieurs classes de particules.

Pour que les vecteurs construits par 1’Ansatz de Bethe soient des vecteurs propres de la
matrice que l'on cherche a diagonaliser, on trouve que les racines de Bethe z; doivent étre
solution d’équations polynomiales couplées appelées les équations de Bethe du systéme. Ces
équations possédent plusieurs solutions, correspondant & différents états propres de la matrice.
Nous montrerons dans la suite que les équations de Bethe pour la matrice de Markov déformée
M () du modele d’exclusion sont les n équations suivantes (pour ¢ entre 1 et n) :

Ly TT 2t e i 4 gezz 3.3
== H — 27, . | (3.3)
o1 P~ P+ a)ez +gem P2z

La deuxiéme étape du calcul des valeurs propres de la matrice consiste a résoudre les équations
de Bethe, éventuellement dans la limite thermodynamique pour laquelle le nombre n de ra-
cines de Bethe tend vers l'infini. Ceci conduit alors a des expressions explicites pour les valeurs
propres du systéme. Cette deuxiéme étape est général la plus difficile. Souvent, il n’est possible
de résoudre analytiquement les équations de Bethe que pour certains parameétres particuliers du
systéme. Par exemple, pour beaucoup de modéles bidimensionnels exactement solubles comme
le modeéle d’Ising ou le modéle & six vertex, I’énergie libre n’a été calculée analytiquement qu’en
champ externe nul, alors que les équations de Bethe sont connues pour toute valeur du champ
externe.

Dans le cas du modéle d’exclusion totalement asymétrique, nous verrons que les équations de
Bethe se découplent en partie. Leur résolution se raméne alors & la résolution d’'une équation a
une seule inconnue. Cette propriété spécifique du modéle totalement asymétrique a permis d’ob-
tenir des expressions explicites pour le gap du spectre de la matrice de Markov [55], B6l, 57] ainsi
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que pour la fonction génératrice des cumulants du courant [86]. Pour le modeéle partiellement
asymétrique, la résolution des équations de Bethe est beaucoup plus difficile. Nous montrerons
au chapitre Bl qu'une reformulation des équations de Bethe comme une équation fonctionnelle
sur des polynémes permet d’obtenir des expressions exactes pour les cumulants du courant dans
le modéle partiellement asymétrique.

3.1.2 Ansatz de Bethe en coordonnées pour diagonaliser la matrice M (v)

On considére maintenant le modéle d’exclusion asymétrique sur un anneau de taille L. Nous
allons montrer que I’Ansatz de Bethe permet de diagonaliser la matrice de Markov déformée
M (), définie a la section 28 du chapitre 1

N

Systéme a une particule

On commence par étudier le systéme comportant une seule particule, pour lequel les L
configurations possibles peuvent étre indexées par la position = de la particule. La position x
sur 'anneau sera identifiée avec la position L + x. Soit un vecteur propre de valeur propre E
de la matrice de Markov déformée, dont les composantes seront notées ¢ (x). La définition de
M () donne alors la relation

Ey(z) = pep(z — 1) + ge"d(z + 1) — (p+ @)¥o(2) - (3.4)

Comme la particule se déplace librement sans interaction, il est naturel de chercher les vecteurs

propres sous la forme d’ondes planes. On pose donc 1’Ansatz suivant pour les composantes du
vecteur propre :

P(x) =2". (3.5)

Le paramétre z est relié au nombre d’onde k de I’onde plane par z = e’*. Combinant les deux

équations précédentes, on aboutit alors a ’expression suivante pour la valeur propre en fonction
du parameétre z :

&Y
E = 197 +qe 72— (p+7q) . (3.6)

Il reste encore & imposer le fait que les positions x et x + L sur 'anneau sont équivalentes.
Ceci implique en particulier que la composante ¥ (x) du vecteur propre doit étre égale a la
composante ¥ (z + L). On trouve finalement la contrainte suivante pour le parameétre z :

=1 (3.7)

Nous verrons dans la suite que les équations de Bethe se réduisent & 1’équation précédente quand
le systéme contient une seule particule. Aux L solutions de I'équation z¥ = 1 correspondent les
L vecteurs propres de la matrice M (). On a donc diagonalisé complétement la matrice M (7)
dans le sous-espace contenant une particule. Il reste maintenant & généraliser cela aux systémes
avec plus d’une particule.

Systéme a n particules

On considére maintenant le cas d'un systéme & n particules. Les configurations sont alors
indexées par les positions x1, ..., z, des particules. Dans toute la suite, on choisira des x; qui
vérifient les contraintes z1 < 9 < ... < x, < x1 + L. On identifiera encore une fois la position
x et la position z + L. Soit un vecteur propre de valeur propre F de la matrice de Markov

déformeée, dont les composantes seront notées ¢ (1, ..., 2, ). La définition de M (+) donne alors
la relation
n
EY(zq,...,2) = Z([pevw(aﬂl, e — 1o xy) — p(a, ... ,xn)](*) (3.8)
i=1

+[ge"(xy, .+ 1 x,) — qz/)(xl,...,xn)](*)) ,
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ou | ](*) signifie que 1'on élimine le terme entre les crochets s’il contient un (2, ..., 2},) pour
lequel deux des 2 sont égaux.

Comme les particules n’interagissent pas lorsqu’elles ne sont pas en contact, il est encore
naturel de chercher les vecteurs propres sous la forme d’ondes planes. Cependant, a cause des
interactions entre particules, il ne va pas étre possible d’associer & chaque particule un vecteur
d’onde bien défini : les interactions vont en effet échanger les vecteurs d’onde entre les particules.
On est ainsi conduit & rechercher les vecteurs propres de la matrice M () sous la forme suivante,
appelée Ansatz de Bethe en coordonnées :

(@1, xn) = Y Azl o2 |- (3.9)

gESy

Cette formulation de I’Ansatz de Bethe fait intervenir une somme sur toutes les permutations o
du groupe de permutations a n éléments S,,. Les quantités z; sont encore reliées a des nombres
d’onde k; par la relation z; = e'*i . Par rapport au cas n = 1, les composantes du vecteur propre
dépendent de n! quantités inconnues additionnelles A,.

Pour que les ¢(x1,...,x,) donnés par I’Ansatz de Bethe ([B3) soient les composantes d’un
vecteur propre de la matrice M () de valeur propre FE, il reste maintenant & imposer que
I'équation ([BF) doit étre vérifiée, et que les positions = et z + L sur 'anneau sont identiques.
Nous allons voir que I’équation (B8] contraint complétement la valeur propre E et les coefficients
A, en fonction des z;. La périodicité donne ensuite les équations de Bethe qui contraignent les
Zj-

Valeur propre de la matrice M(y)

On suppose que le vecteur 1 est donné par I’Ansatz de Bethe (B)). Nous allons dans un
premier temps imposer que 1'équation (B8 soit satisfaite pour les configurations pour lesquelles
toutes les particules sont loin les unes des autres, c’est & dire pour les configurations qui vérifient
i+ 1 < xjp1 sidiestentre l et n—1et z,+1 < x;+ L. On note que pour que de telles
configurations existent, il est nécessaire que le nombre de particules soit inférieur ou égal a L/2.
Si ce n’est pas le cas, on peut alors caractériser les configurations par la position des sites vides
et pas par la position des particules.

Pour des configurations pour lesquelles les particules sont loin les unes des autres, aucun des
termes [ ]® de l'équation (BF) ne fait intervenir de configurations avec plusieurs particules
au méme point. On peut donc écrire

n
Ey(xy,... 2, Z el Y(x1,...,x5 =1, . xn) +ge” TY(zr, . x5+ 1,000 x,)  (3.10)
7j=1

Utilisant le fait que ¢ est donné par I’Ansatz de Bethe (B, on obtient alors
pe’ %o (j) 1 Tn
Ey(xy,...,z, Z Ay Z < " - (p—i—q)) Zo(1) " Zoln) - (3.11)
gESy = %o J

La somme sur j ne dépend en fait pas de la permutation ¢. On peut donc la sortir de la somme
sur o. Cette relation nous donne finalement 1'expression de la valeur propre en fonction des z; :

E= f: (ﬂ +aqe 7z — (p+ q)) : (3.12)

z
j=1 %"
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On note que 'on peut maintenant reprendre ce calcul & I’envers en partant d’une configuration
quelconque : on constate alors que 'équation ([BIM) doit en fait étre vérifice quelle que soit la
configuration, méme lorsque des particules se trouvent sur des sites voisins. Cette remarque sera
utile dans la suite, quand nous allons considérer de telles configurations.

Coefficients A,

Nous allons maintenant imposer que I'équation ([BF]) soit satisfaite pour toutes les configu-
rations telles que z;11 = z; + 1 pour un certain ¢, toutes les autres particules étant loin les unes
des autres (i.e. les autres particules sont séparées les unes des autres par au moins un site vide).
L’équation (BF]) s’écrit maintenant

EY(zy,...,2) = (3.13)
n
Z (pe”zp(wl,...,xj —1,...,zp) g "YP(xr, ..z + 1, ) — (p—i—q)zp(xl,...,xn))
=1

j;z@',iﬂ

+pel(xy, ... xs— Lo+ 1, xn) +ge” T(xy, . mp xipr + 1,o x)
- (p+q)1,l)(m1,...,xn) .

On retranche alors de I’équation précédente 1'équation (BI0), valable pour toute configuration
des particules, et on exprime les composantes du vecteur ¢ a I'aide de I’Ansatz de Bethe (BH).
On obtient

Z Ziél) e (Za(i)za(i-‘rl))wi e Z;Fn) X (pey - (p + Q)Za(z‘—f—l) + qe_vza(i)za(iﬂ)) X AU . (314)
oESy

Il g’agit d’une équation linéaire imposant une contrainte sur les A,. On rassemble maintenant
les équations correspondant aux différentes configurations telles que ;11 = x; 4+ 1, les autres x;
étant loin les uns des autres. Ceci nous donne un systéme linéaire imposant des contraintes sur
les A,. Ce systéme linéaire peut étre mis sous la forme d’une équation matricielle en définissant
la matrice rectangulaire Z par

Z?,o = Zizl) ... (ZJ(Z-)ZJ(Z-JFI))% R Z;Zln) , (315)
et le vecteur B par
By, = (pe" — (P + @)z5(i41) T € 2o(i) Zo(i+1)) Ao - (3.16)
On a
Z.B=0. (3.17)

Si le noyau de la matrice Z se réduisait au vecteur nul, alors le vecteur B serait nul, de méme
que les A, et le vecteur 1) donné par ’Ansatz de Bethe. Ce n’est pas le cas, a cause de la
symeétrie suivante de la matrice Z :

(3.18)

Z—> = —
T 0 X ,00T; i4+1

ol 7;;41 est la transposition d’indices ¢ et i + 1 (i.e. la permutation échangeant i et ¢ + 1
et laissant les autres éléments de [1,n] inchangés). La symétrie entre o et o o 7541 dans Z
peut étre éliminée. On définit pour cela S, /7; ;41 I'ensemble des permutations de S, telles que
(par exemple) o(i) < o(i + 1). L’ensemble S,, est alors la réunion disjointe de S, /7; ;41 et de
(Sn/Tiji+1) © Tiitv1. On peut alors écrire le systéme linéaire en les B, sous la forme

Z Z?,U(BU + BUOTi,i-H) =0. (3.19)

oeSy /Ti,¢+1
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Ce systéme linéaire peut encore s’écrire comme une équation matricielle :
ZB=0. (3.20)

Contrairement a I'équation matricielle précédente qui faisait intervenir Z et B, la matrice Z a
un noyau nul pour des valeurs générigues des z;. On obtient finalement que les B, sont nuls.
En fonction des coefficients A, qui interviennent dans 1’Ansatz de Bethe pour ¢, on trouve

Avori,ita _ _pe’ — (P + @ zo(iv1) T a€7 " Z0(i) Za(it1)
Ag pe’ — (P + Q) 2o) + 4€7 V25 (i) 20 (it 1)

=s(o(i),o(i+1))|. (3.21)

Cette équation détermine entiérement les A, en fonction des z; et de Ay associé a la permutation
identité.

Remarque : on sait que les z; ne sont en fait pas des parametres génériques. Ils sont en effet
contraint d’étre solution des équations de Bethe, que nous allons bientdt dériver. L’argument
que l'on a utilisé pour montrer que B = 0 n’est donc pas entiérement rigoureux. Cependant,
on peut vérifier a posteriori que les solutions des équations de Bethe pour de petits systémes
sont telles que la matrice Z a bien un noyau réduit au vecteur nul, au moins pour des valeurs
génériques des parameétres p, g et 7.

Nous venons d’exploiter I'équation ([BR]) pour des configurations pour lesquelles les particules
sont éloignées les unes des autres, sauf éventuellement deux d’entre elles qui se trouvent sur des
sites voisins. Il reste encore a déterminer quelles sont les contraintes supplémentaires ajoutées
par les autres configurations, en particulier celles faisant intervenir trois particules sur des sites
voisins : 12 = x;+1 + 1 = 21+ 2. Pour un modéle non intégrable, c’est en général a ce moment
14 que 'on constate que la résolution par Ansatz de Bethe est impossible. Les interactions a trois
corps donnent en effet de nouvelles contraintes sur les A,, incompatibles avec celles provenant
des interactions & deux corps. Pour un modéle intégrable, par contre, les interactions a trois
corps se décomposent en une somme d’interactions a deux corps, et ’on n’obtient alors aucune
nouvelle contrainte sur les A, ou les z;. On peut montrer que c’est ce qui se passe dans le cas
du modeéle d’exclusion.

Equations de Bethe

Il reste maintenant & imposer le fait que les sites z et = + L sont identiques. Ceci implique
en particulier que les configurations (z1,...,z,) et (z2,..., Ty, 21 + L) sont identiques. On a
donc l'égalité suivante :

Y(x1, .. xn) =U(x2,. .., T, w1 + L) . (3.22)

Utilisant le fait que ¢ est donné par I’Ansatz de Bethe ([B), la relation précédente devient

n _ n +L
Z Aozizl) . z(f(n) = Z Agz(f?l) . z;”(n_l)z(fzn) . (3.23)
€Sy €Sy
On introduit la permutation cyclique C telle que C(1) =2, C(2) =3, ..., C(n—1) = n, et
C(n) = 1. L’équation précédente se réécrit alors sous la forme
D (Ao = Avoczlny)zotyy - 2y = 0 - (3.24)
oESy

De la méme maniére que précédemment, on obtient génériquement que

Ao’OC _ —L
AJ = 20(1) .

(3.25)
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Or, la permutation cyclique C' se décompose en produit de transpositions d’indices voisins. On
aeneffet C =7120m30...07,_1,. On peut donc utiliser la relation ([BZII) pour éliminer tous
les A, dans I'équation précédente. On trouve

AooC o AUOT1,20...OTn—2,n—1OTn—l,n AUOT1,20---0Tn—3,n—207'n—2,n—1 Aoorl,2

(3.26)

Ay AUOTl,QO---OTn—S,n—QOTn—Q,n—l AUOTI,QO---OTn—4,n—307'n—3,n—2 Ay

= s(0(1),0(n))s(a(1),0(n = 1))...5(0(1),0(2)) = [[ s(e(1),0()) , (3.27)
j=2
ott les s(a,b) sont définis en [EZI). Ceci implique que les z; vérifient I'équation suivante :
2oty = L] slo, o) (3.28)
]:

Si I'on appelle i I'entier (1), on obtient finalement les équations de Bethe du modeéle d’exclusion

g —27, 5.
e Vz; +qe”zz;

L V. A?
b=y [[ R n e a | (3.29)
el Sl ')

Les équations de Bethe forment un systéme de n équations polynomiales couplées qui contrai-
gnent les z;. Elles sont difficiles & résoudre en général. Elles admettent un ensemble discret
de solutions correspondant a différents états propres de la matrice M (). Cependant, le fait
qu’elles admettent exactement (5) solutions correspondant aux (ﬁ) états propres de la matrice
de Markov n’a pas été démontré. Il s’agit du probléme de la complétude de I’Ansatz de Bethe
17, 128, 129, [130), M3T), 132, [[33]. On constate cependant par une résolution numérique des
équations de Bethe pour de petits systémes que pour des paramétres p, g et v génériques,
I’Ansatz de Bethe permet bien de construire tous les vecteurs propres de la matrice M (7).

Impulsion totale

On rappelle que la matrice M () commute avec l'opérateur de translation 7', qui décale
toutes les particules d’un site vers 'avant. Les vecteurs propres de M () donnés par I’Ansatz
de Bethe sont en fait des vecteurs propres communs & 7" et & M (). En effet, si ¢ est donné
par I’Ansatz de Bethe ([B), alors on a la relation

n

i+ 1 e+ 1) = [ ]2 | ¢, m), (3.30)
j=1

qui indique que le produit des z; est la valeur propre de T" associée au vecteur propre 1. Les
valeurs propres de T étant des racines L-iémes de l'unité, on en déduit donc qu’il existe un
entier m tel que

H zj = e2mr/L (3.31)
j=1

Cette propriété est en fait une simple conséquence des équations de Bethe. Si I'on effectue le
produit sur ¢ compris entre 1 et n des équations de Bethe ([B2Z)), on trouve en effet

n L
(H zz> =1. (3.32)
=1

La quantité 2mm /L associée a un état propre du systéme caractérisé par les racines de Bethe
zj correspond a l'impulsion totale de I’état propre en question. Il s’agit de la somme des n
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« impulsions élémentaires » k; = —ilog z; associées aux n ondes planes dont les combinaisons
linéaires donnent le vecteur propre. Les états propres construits par I’Ansatz de Bethe peuvent
donc étre interprétés comme étant composés de n excitations élémentaires d’impulsion k; et
d’« énergie »

¢j =pele ™ +geT e — (p+q), (3.33)

les impulsions possibles étant contraintes par les équations de Bethe.

Etat stationnaire

Dans la suite, nous nous intéresserons plus particuliérement a la valeur propre de partie réelle
maximale de la matrice M (), qui est reliée aux fluctuations du courant dans I’état stationnaire.
Cette valeur propre, notée E(7), est caractérisée par la propriété suivante :

lim E(y) =0, (3.34)
7—0
qui est une conséquence du fait que la valeur propre de partie réelle maximale de la matrice de
Markov M = M (v = 0) est égale a zéro. Les racines de Bethe z; correspondantes sont telles
que

%IL% zj=1/. (3.35)

L’équation ([BI2) implique alors bien que E(y = 0) = 0. Le vecteur propre correspondant a la
valeur propre E(7) posséde une impulsion totale nulle :

ﬁzi =1. (3.36)
=1

3.1.3 Modéle totalement asymétrique

Pour le modéle totalement asymétrique ¢ = 0, les valeurs propres de la matrice de Markov
déformée M (7y) s’expriment en fonction des racines de Bethe z; sous la forme

E - (e7 >
— = ——1). (3.37)
y 25
Les z; sont maintenant solution des équations de Bethe suivantes :
n
(zi— )z b = ()" ]z - €) (3.38)
j=1

On note que dans ce cas particulier, le second membre des équations de Bethe ne dépend pas
de l'indice ¢ de la racine de Bethe z; : il s’agit en effet d'une fonction symétrique de tous les
zj. Cette propriété rend la résolution des équations de Bethe beaucoup plus aisée que pour le
modéle partiellement asymétrique. En effet, si 'on appelle A le second membre de 1’équation
B3]) et que 'on introduit le polynome P défini par

P(2) = (z — )" — AL, (3.39)

les équations de Bethe peuvent alors étre résolues de la maniére suivante : on choisit tout d’abord
n solutions distinctes z1(A), ..., z,(A) de I’équation polynomiale de degré L

P(z(A) =0. (3.40)
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F1a. 3.1 — Trois exemples d’ovales de Cassini déformés pour p = 2/5, v = 0 et différentes valeurs
du parametre |A|'/% (qui ne sont pas solution de I’équation d’auto-cohérence). On a représenté
les 15 solutions correspondantes de I'équation ([B42) pour A réel positif quand L = 15 et n = 6.

Ces solutions dépendent d’un parameétre arbitraire A. On fixe ensuite le parameétre A de maniére
auto-cohérente en utilisant 1’équation

A= (—1)n—1H(zj(A) — ). (3.41)

Par cette méthode, la résolution des équations de Bethe se raméne a la résolution d’une seule
équation en la variable A. Pour de petits systémes il a été constaté numériquement par Golinelli
et Mallick dans [I34, [[35] que cette équation a une unique solution pour chacun des (ﬁ) choix
de n zéros distincts z;(A) du polynome P. Chacun de ces choix des zéros de P correspond alors
a l'un des (ﬁ) états propres du systéme.

Par le changement de variables z; = 2e7/(1+Z;), les équations de Bethe deviennent [56), 57|

(1—Z)"(1 4zt = 2lell=m74 | (3.42)
En prenant le module de cette équation, on obtient
11— Zi|P|1 4 Z;) =P = 2eU=P)7| 4|V E (3.43)

Au demi-remplissage, et pour une valeur fixée du paramétre A, le lieu des points Z; du plan
complexe vérifiant I’équation précédente est appelé un ovale de Cassini. Quand p est différent
de 1/2, on obtient une déformation de I'ovale de Cassini. On a représenté trois de ces courbes
pour p = 2/5 en figure Bl

On note que pour le modele totalement asymétrique, les équations de Bethe se découplent
presque : 'équation (BZAM) fait en effet intervenir uniquement z;(A), et pas les autres z;(A).
C’est uniquement dans un deuxieme temps que I'on doit prendre en compte le fait que les z;
sont en fait solution d’équations couplées, lors de la résolution de ’équation pour le paramétre
A ([BAT). Cette simplification des équations de Bethe n’intervient pas dans le cas partiellement
asymétrique, pour lequel il faut alors utiliser des méthodes plus élaborées pour résoudre les
équations de Bethe, comme nous le verrons au chapitre [l



56 ANSATZ DE BETHE POUR LE MODELE D’EXCLUSION

3.1.4 Invariances des équations de Bethe

Les transformations des paramétres du systéme laissant invariant le spectre de la matrice
de Markov déformée ont été présentées a la section du chapitre ] Nous allons maintenant
montrer que l'invariance du spectre sous ces transformations peut se lire simplement sur les
équations de Bethe. Dans toute cette section, nous écrirons de maniére explicite les paramétres
du systéme considéré comme argument de toutes les quantités qui en dépendent. Nous écrirons
par exemple M (v,p,q,n) au lieu de M (7).

On considére une solution {z} = {z1,...,2,} des équations de Bethe correspondant a la
matrice M(v,p,q,n). On appelle E({z},v,p, ¢, n) la valeur propre associée. Pour chaque trans-
formation v — v/, p — 9/, ¢ — ¢’ et n — n/ des parameétres du systéme laissant le spectre de
M(v,p,q,n) invariant, nous allons construire des Z; solution des équations de Bethe correspon-
dant a la matrice M (v/,p’,¢',n’) tels que la valeur propre E({z'},~,p’,¢’,n’) associée soit égale
a la valeur propre F({z},v,p,q,n) de la matrice M (~,p,q,n).

Symétrie entre les déplacements vers I’avant et vers ’arriére

On définit z; = zj_l. En fonction des Z;, les équations de Bethe 2 peuvent se mettre
sous la forme
b= (—1)n! T4~ (Pt 9)VE + pePzi
Z q— (p+ ez +pe*zz;

(3.44)

j=1
On reconnait les équations de Bethe du systéme pour lequel on a échangé p et ¢ et trans-
formé v en —v. Les Z; sont donc solution des équations de Bethe correspondant & la matrice

M(—~,q,p,n). La valeur propre correspondante est alors donnée, en utilisant ([BI2) pour des
racines de Bethe z; et avec des paramétres —v, ¢, p et n, par

n

E({z}, =7, q,pm) = Y (— +pe’z — (p+ q)> : (3.45)

ez
j=1 J

Remplacant alors les Z; par leur expression en fonction des z;, on constate finalement que la
valeur propre E({Z}, —v,q,p,n) est égale a la valeur propre E({z},7,p,q,n).

Symétrie de Gallavotti-Cohen

On définit comme dans le cas précédent z; = 2 1. En fonction des Zj, les équations de Bethe

j
BZ9) peuvent aussi se mettre sous la forme

SRS Vi pe”/t]) +q(pe’ /q)*z%;
H (pe7/q)z; + q(pe? /q)?2:%; (3.46)

On reconnait maintenant les équations de Bethe du systéme pour lequel on a transformé e”
en ge~7/p. Les Z; sont donc aussi solution des équations de Bethe correspondant a la matrice
M(log(q/p) — 7v,p,q,n). La valeur propre correspondante est donnée, en utilisant ([BI2) pour
des racines de Bethe Z; et avec des parametres log(q/p) — 7, p, ¢ et n, par

B2} os(a/n) — opaom) = 3 (2 9%~ (0+0)) (3.47)

e
=1 N

Il s’agit de la méme expression que dans le cas précédent. Remplagant les Z; par leur expression
en fonction des z;, on constate donc cette fois-ci que la valeur propre E({Z},log(q/p) —~,p,q,n)
est égale a la valeur propre E({z},~,p,q,n).
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Symétrie v — v + 2in/L

On définit z; = e%“/sz. En fonction des Z;, les équations de Bethe (B2Zd) se réécrivent sous
la forme
n 1 1_[ p— p+q)e y— 227T/LZ +qe—2'y 4z7r/LZ 1%
s 1p p+q e 2”/[’2]'—}—(]6 2y— 4Z7r/LZiZ]. :

(3.48)

t}u
||

On reconnait les équations de Bethe du systéme pour lequel on a transformé v en y+2iw/L. Les
Z; sont donc solution des équations de Bethe correspondant a la matrice M (y + 2in/L, p, q,n).
La valeur propre correspondante est donnée, en utilisant (EI2) pour des racines de Bethe Z; et
avec des paramétres v + 2in/L, p, q et n, par

12/ L

. . S %
E({z},y +2im/L,p,q,n) = Z (p + e'Yf2ij7T/L -+ Q)> : (3.49)
j=1

<j

Remplagant les Z; par leur expression en fonction des z;, on constate que la valeur propre
E({z},v+ 2im/L,p,q,n) est égale a la valeur propre E({z},v,p,q,n).

Symétrie particule-trou

La preuve par Ansatz de Bethe de linvariance du spectre de la matrice M (v, p,q,n) par
I’échange du nombre de particules n et du nombre de sites vides L —n est plus compliquée, car
cette transformation ne préserve pas le nombre de racines de Bethe z;. Nous considérerons ici
uniquement le cas du modéle totalement asymétrique. Le cas du modéle partiellement asymé-
trique, qui nécessite d’'utiliser la formulation fonctionnelle des équations de Bethe, sera traité a
la section du chapitre

Pour le modéle totalement asymétrique (¢ = 0), les racines de Bethe correspondant a un

état propre de la matrice M (v, p,0,n) sont n zéros distincts 21, ..., 2z, du polynome P défini en
BZ0d), ou A vérifie 'équation auto-cohérente ([BAI)). On appelle 2,41, ..., 2z, les L — n autres
zéros du polynéme P, qui est de degré L. On peut alors écrire P sous la forme
Pl)=(z—e)"—Azt = —A(z—21) ... (2 — 20) X (2 — Znq1) ... (2 — 21) . (3.50)
Pour j entre n+ 1 et L, on pose
: 'z (3.51)
Ziip = . .
]n zj — €7

Nous allons voir que les L — n quantités Z; sont solution des équations de Bethe du systeme
comportant L — n particules. Les z; étant des zéros du polynome P, les z; vérifient en effet la
relation

(Z—eNE = gLzl (3.52)
tandis que la relation P(e?) = —Ae™ implique que
n L—n
A= ()" ]G - =Dt B2 [ (5 - ). (3.53)
j=1 j=1

On peut alors éliminer A entre les deux équations précédentes, et on trouve finalement que les
Z;j vérifient les équations de Bethe correspondant a la matrice M (v,p,0,L —n) :

(2 — )bzl = (—1)Fn-l H =€), (3.54)
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De plus, la relation P’(0)/P(0) = —ne~" implique que
L—n n

e’ e’

So)=>(5-1). (3.55)
> (5-)-2(5

La valeur propre de la matrice M (v,p,0, L —n) associée aux L —n racines de Bethe Z; est donc
égale a la valeur propre de la matrice M (v, p,0,n) associée aux n racines de Bethe z;.

3.2 Fluctuations du courant pour un systéme a une particule

Pour un systéme comportant une seule particule, la fonction de grandes déviations du cou-
rant peut étre calculée directement en « suivant » les déplacements de la particule, comme nous
allons le voir dans cette section. Le résultat peut aussi étre obtenu en résolvant les équations
de Bethe. Nous allons détailler le calcul dans les deux cas.

3.2.1 Calcul direct

La probabilité P(Y; = Y|Yy = 0) pour que le déplacement total soit égal & Y au temps ¢
sachant qu’il était nul au temps initial est donnée par

0o Y+k k
3 (YJIZ%) (ﬁ) ( q ) P(Y + 2k sauts entre 0 et t) siY >0

= ptq
PY;=Y|Yp=0) =
0 k [Y|+k
S (\Y\]:rzk) <z%q> <$) P(]Y|+ 2k sauts entre O et t) siY <0
k=0

(3.56)
Le facteur p/(p+q) (respectivement q/(p+q)) correspond a la probabilité qu'un déplacement de
la particule se fasse vers 'avant (resp. vers l'arriére) tandis que le coefficient du bindme compte
le nombre de fagons de choisir, parmi |Y'| + 2k déplacements de la particule, ceux pour lesquels
la particule se déplace vers ’arriére. Pour Y > 0, il existe un entier k positif tel que la particule
se déplace Y + k fois vers 'avant et k fois vers 'arriére. De méme, pour Y < 0, il existe un
entier k positif tel que la particule se déplace |Y'|+ k fois vers 'arriére et k fois vers ’avant. Les
deux expressions pour Y > 0 et Y < 0 peuvent se rassembler en un seule sous la forme

> 1yl 4 9k Y/2 |Y|+2k
PY,=Y|Yy=0) = Z <| |+ ) <£> <@> P(|Y| + 2k sauts entre 0 et t) .
Pt k q p+q

(3.57)
La probabilité que la particule se déplace dans un intervalle de temps infinitésimal dt est (p+q)dt.
La probabilité pour que la particule ne se déplace pas dans un intervalle de temps [¢1, t2] s’obtient
alors en découpant cet intervalle en sous intervalles infinitésimaux de taille € :

P(aucun saut entre t1 et ty) = lin%(l — (p+ q)e)t2t/e = =(PFa)(ta—ts) (3.58)
€—

La probabilité que la particule saute j fois exactement entre les temps 0 et ¢ est alors donnée
par une loi de Poisson :

P(j sauts entre 0 et t) (3.59)

=(p+q) / dtydts . . . dt; e~ (P (t1-0) = (p+a)(ta—t1)  —(pF+a)(t—t;)
0<t <t2<..<t;<t

(p+ )t e~ (Pra)t
J!
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Fia. 3.2 — Fonction de grandes déviations du courant G(j) dans le modeéle d’exclusion asymé-
trique sur un anneau, pour un systéme comportant une seule particule, avec des taux p =1 et
g = 1/2. Le graphe de gauche montre I’annulation de G(j) en j = 1/2, qui est la valeur moyenne
du courant. Le graphe de droite montre la croissance en |j|log|j| de G(j) quand |j| — oo.

On trouve alors pour la distribution de Y; :
Y/2 00 2)k+Y1/2 Y/2
_ —_n_ (P ot § - (P2E) _ (P —(p+q)t 3
PY,=Y|Yy,=0)= |- p+a) - e PV (2 t?) ,
w=vi=0=(2)" > B - () v1(2v/paf?)

(3.60)
ou I est la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce (c.f. [I36], équation 9.7.7). On a :

% (a2 /4)k+0/2 1 <a+ /a2+b2>_ae\/m

I“(b):g% R0~ ordo i b

quand a,b — oo avec a/b fixé. Dans la limite ¢ — oo, on s’attend a ce que P(Y; = jt|Yy = 0) se

: (3.61)

mette sous la forme '
P(Y; = jt|Yy = 0) ~ e ¢0) (3.62)

ot G est la fonction de grandes déviations du courant. Aux temps longs, on obtient

jt/2 , . ~jlt
P(Y; = jt[Yp = 0) ~ (E) o~ (ta)t 1 <|J| +VIiP + 4PQ> V=
’ V2t /I + apg 2V
(3.63)

ce qui nous donne la valeur exacte de la fonction de grandes déviations du courant. On trouve

. . . |+ /5% +4 -
ﬂﬁzﬂ%¢%+@wﬂHM%<m N m)—¢?¥@m (3.64)

Considérant séparément les deux cas j > 0 et j < 0, on constate que ’expression précédente
peut se réécrire sous la forme plus simple suivante :

aﬁ=@+m+ﬂ%<iﬁ%}f@>—¢ﬂ+@q. (3.65)

3.2.2 Calcul par Ansatz de Bethe

Nous allons maintenant retrouver 1’expression de la fonction de grandes déviations du cou-
rant en utilisant I’Ansatz de Bethe. Pour n = 1, I’Ansatz de Bethe s’exprime en fonction d’une
seule racine de Bethe z, solution de I’équation de Bethe ([B29) :

=1, (3.66)
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Les L solutions de cette équation sont les racines L-iémes de l'unité. La solution correspondant
a I’état stationnaire est simplement

z=1. (3.67)

La valeur propre de partie réelle maximale de la matrice de Markov déformée est alors donnée
par
E(y)=pe’+qe " = (p+aq). (3.68)

Les cumulants du courant ont donc pour expression
Ex=p+(-1)*q. (3.69)

La fonction de grandes déviations du courant est la transformée de Legendre de E(v), donnée
par
G(7) = max(jy — E(v)) = j7() — E(V()) (3.70)

ol ¥(j) est défini par I’équation implicite j = E’(y(j)). On obtient finalement

7(j) = log (H— w) , (3.71)

et on retrouve le résultat obtenu précédemment pour la fonction de grandes déviations du
courant :

G(j) = jlog (”H— W) +(p+aq)—Vi*+4pq. (3.72)

Pour un nombre de particules strictement supérieur & un, l'approche naive consistant & écrire
la distribution de probabilité de Y; comme une somme sur le nombre de déplacements des
particules vers I’avant et vers I’arriére ne fonctionne plus. A cause de la contrainte d’exclusion
qui fait interagir les particules, I'ordre dans lequel les déplacements des particules vers I'avant
et vers l'arriére s’effectuent devient important, ce qui empéche d’écrire la probabilité comme
une somme sur le nombre de sauts de chaque particule. Par contre, ’approche par Ansatz de
Bethe fonctionne toujours. La résolution des équations de Bethe sera cependant plus difficile.
Elle fera I'objet de la deuxiéme partie de cette thése (chapitres B et Bl).

3.2.3 Propriétés de la fonction de grandes déviations du courant

On remarque que pour le systéme comportant une seule particule, toutes les quantités dé-
crivant les fluctuations du courant (par exemple la probabilite P(Y; = Y|Yp = 0), la fonction de
grandes déviations du courant G(j), ou encore la fonction génératrice des cumulants du courant
E(v)) sont indépendantes de la taille du systéme. En effet, une particule ne ressent le fait que
le systéme est fini qu’a travers ses interactions avec les autres particules dues & la contrainte
d’exclusion.

On note que la fonction de grandes déviations du courant ainsi que sa dérivée

G'(j) =log (H— W) (3.73)

s’annulent en 7 = p — q. De plus, sa dérivée seconde

1
s T4
) Pq

est strictement positive. La fonction G(j) est donc une fonction strictement convexe, qui s’annule
seulement pour j égal a la valeur moyenne du courant J = p — ¢, et est strictement positive

G"(j) = (3.74)
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pour j # J. Ainsi, la probabilité d’observer une valeur du courant j = Y;/t tends vers 0
exponentiellement vite aux temps longs si j # J. Le graphe de la fonction G(j) est représenté
figure BA avec p=1et ¢ =1/2.

Prés de j = J, la fonction G(j) est quadratique a 'ordre dominant. Les corrections sont
données par le développement

0 =3 oy p;q;@gZ(' ) p oy (575)

1=

Dans la limite |j| — oo, la fonction de grandes déviations croit comme |j]log |j|, et les corrections
sont données par

)z‘+1

5] = (%) (=prg
1 1 ‘ . .
617) = liltog (2= ) + j1os\ [£ + o+ 3 i o (3.76)

1=

La probabilité que |j| = |Y;/t| soit trés grand décroit donc comme ||7* quand ¢ tend vers l'infini.
On constate en particulier qu’a 'ordre dominant en 1/j, la vitesse a laquelle cette probabilité
tend vers zéro est indépendante du signe de j quand |j| est grand. On verra que ce n’est plus
nécessairement le cas pour un systéme avec une densité finie de particules.

On note que la relation de symétrie de Gallavotti-Cohen Z0) G(j) — G(—j) = jlog(q/p)
est bien vérifice dans le cas n = 1. En particulier, le développement de G(j) autour de j = 0,
donné par

22) (_l)ij2i+2

GU) = (V= va)? + oz [1+ Z e e )

ne fait intervenir que des puissances paires en j, excepté pour le terme linéaire dont I’expression
est complétement contrainte par la relation de Gallavotti-Cohen.

Pour le modéle totalement asymétrique, I'expression de la fonction de grandes déviations du
courant se simplifie. On trouve

+00 sij <0

Gla=0) = p—j+jlog(%) sij >0 (3.78)

Le fait que G(j) est infini pour j négatif est simplement une conséquence de I'impossibilité que
le courant soit négatif si la particule se déplace exclusivement vers I’avant.

3.3 Fluctuations du courant du modéle totalement asymétrique

Nous allons présenter ici le calcul de la fonction de grandes déviations du courant dans I’état
stationnaire effectué dans |86, [[37] par Derrida, Lebowitz et Appert pour le modéle totalement
asymétrique. Nous utiliserons le fait que dans ce cas, les équations de Bethe se « découplent »,
ce qui permet de les résoudre exactement.

On veut calculer la fonction génératrice des cumulants du courant E(7), donnée en fonction

des racines de Bethe par
E(y) < <e'7 >
— = —=1). 3.79
=3 ( (379

j=1

ou les z; forment la solution des équations de Bethe ([B29) correspondant a I’état stationnaire.
Ils sont tels que z; — 0 quand v — 0. Nous avons vu a la section que pour le modéle
totalement asymeétrique, les racines de Bethe sont solutions d’une équation polynomiale de
degré L (BA0) dépendant d’un paramétre A, ce dernier étant fixé & posteriori par une équation
d’auto-cohérence ([BAI]). Cette équation d’auto-cohérence peut en fait étre remplacée par toute
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équation vérifiée par les z; qui fixe de maniére unique le paramétre A. On utilisera ici I’équation
B34 qui indique que P'état stationnaire posséde une impulsion nulle :

n
> logz=0. (3.80)
j=1

Nous allons transformer la somme sur les z; dans les équations (B79) et (BE0) en un intégrale de
contour dans le plan complexe en utilisant la propriété suivante : soit h une fonction holomorphe
dans un domaine du plan complexe et P un polynéme dont les racines sont simples, alors

B 1 h(z) 1 h(z)P'(2)
;h(wj) _ ZJ: . j{dziz T S (3.81)

les w; étant les zéros du polynome P a l'intérieur du contour d’intégration. On applique main-
tenant la relation précédente au polynome P(z) = (z — €)™ — Az", dont les racines de Bethe
sont les zéros qui tendent vers 1 quand 7 tend vers 0. On prendra comme contour d’intégra-
tion un petit cercle de centre ¢? qui entoure uniquement les n racines de Bethe quand ~ est
suffisamment petit. On peut alors écrire

Z Wz 1 j{ dz h(z)(nz(z — et — ALZL) . (3.82)

~2rn ) 2 (z —eY)n — Azl

Le contour d’intégration ne contenant pas 0, on peut rajouter —Lh(z)/z sous l'intégrale dans
le second membre sans en changer la valeur. On obtient

Zh L deblele =)= e ). (3.9

T 2ir [ 2 (z —en)n — AZL

En prenant h(z) = €7/z — 1 dans ([BX3)), on peut calculer E(y) [BX) en fonction du paramétre
A:
E(y) 1 j{dz L(z—¢€")—nz . (3.84)
p 2w 21— AZl(z—er)

L’équation d’auto-cohérence pour A (BA]) indique que A est le produit des z; —e?. Le paramétre
A tend donc vers zéro quand vy tend vers zéro. On peut donc développer I'équation précédente
autour de A = 0. On obtient

kL—2

) A z

kL=2 aqutour de z = ¢7. Pour k > 0, on a

kL — 2 . .
kL—2 __ (kL—2—j)v Y\J
z = g _ e z—eV) 3.86

j=0

On développe alors z

Si k est strictement positif, la somme sur j est non nulle seulement pour j < kL —2. On obtient
alors

E(y) & A ZOO kL —2 _ ekL=2-3)7 (5 _ gryi+1—kn
; —ggmy{d Z%( T (@ metng - oy (387
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Le terme k£ = 0 a un résidu nul en z = ¢7. Le calcul des résidus pour k& > 0 donne finalement
I'expression suivante de E(vy) en fonction du paramétre A :

Z Ak: < (ZL 2> 6(kakn)'y _ n<’]zL - f) 6(kLkn)'y>
n — n —

n(L —n) o= (kL ekt Ak
L kn kL —1

(3.88)
k=1

Il reste encore a relier v au paramétre A. On prend pour cela h(z) = In z dans I’équation ([BE3),
de maniére & pouvoir utiliser I’équation ([EXE). On obtient alors :
1 dz  (nz—L(z—¢"))lnz

0= 2im 2(z—eV) 1—AzL(z —er)™ (3.89)

On développe encore cette équation autour de A = 0. On trouve

=, Ak 2Pl n »
k=0
Notant que pour k > 0, on a
Zk:Lfl 1d Zk:L

on peut effectuer une intégration par parties pour éliminer le logarithme, sauf pour le terme
k = 0. On trouve

1 —L(z— €)1 dz  ZFE1
0= L (nz (z—€")) nz_ j{ z oz B (3.92)
2im z(z —e7) 217r (z —e7)kn
Développant zFL—1 autour de z = €7, on peut calculer le résidu du terme restant avec le

logarithme. On obtient alors

kL—1

— 21%}4 Z (kL_1> (RL=1=0)7 (5 — V)i —kn (3.93)

Le calcul des derniers résidus en z = ¢” donne finalement

kL — 1\ b= gk SN (KL eFEm)7r gk
I Z <k:n - 1> kL kzl <k:n) ko (3:94)

On a obtenu une relation entre v et le paramétre A. On introduit finalement la variable
B=¢lmmv4 (3.95)

a la place de la variable A, et on arrive au résultat de Derrida et Lebowitz [86] pour la fonction
génératrice des cumulants du courant du modéle totalement asymeétrique :

E(v) n(L —n) <= (kL\ B*
» L Z (m) kL —1 (3.96)

y=—= Z <]Zi> - (3.97)
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Dans la limite d'un systéme de grande taille avec une densité p = n/L fixée, la formule de
Stirling permet d’écrire les deux équations précédentes sous la forme

1—p) & ((=O)F  (-O)F
EW—MNV%M?;<%2—%¥> (3.98)

0k
vV 2mp(l — p)L3 ~ — Z (k:SQ) . (3.99)
k=1

On a introduit la valeur moyenne du courant

p(1 —p)L?

T==7

~p(1=p) L+ p(l=p) 4O <%> , (3.100)

et posé
' C = —/2mp(1 - p)LB/(p"(1 - p)' ")*. (3.101)

Quand v est d’ordre L~3/2 la fonction E() prend alors la forme d’échelle suivante :

E(y) = Jy ~ (3.102)

P (;ﬂzgp)f (v 2mp(1 — p)L3>

ou la fonction F est définie de maniére implicite par les relations

o _Ck _Ck S _Ck
f(z):Z;((kB/Q) _(k5/2)> et Z:_Z(ks/z) . (3.103)

k=1

Par une transformée de Legendre par rapport a v, on trouve que la fonction de grandes déviations
du courant prend la forme d’échelle

: p(1—p) j=J
G(j) ~ . 3.104
o)~ S (= (3.104)
On peut montrer [86] que la fonction H a le comportement suivant en +oo :
H(z) ~ |2]3/? quand z — —o0 (3.105)
H(z) ~ |22 quand z — 400 . (3.106)

On constate que la fonction G(5) croit plus vite quand j—.J — oo que quand j—J — —oo. Ceci
signifie que la distribution de probabilité de Y; décroit plus rapidement quand Y;/t > J que
quand Y;/t < J. Cette asymétrie de la distribution de Y; peut se comprendre par un argument
simple [86] : pour augmenter la valeur du courant j = Y;/t, il est nécessaire d’augmenter le
vitesse de toutes les particules. Par contre pour diminuer sa valeur, il suffit de ralentir une seule
particule & cause de la contrainte d’exclusion qui empéche les particules de se dépasser.

La forme d’échelle donnée en (BII) pour la fonction génératrice des cumulants du courant
ne fait intervenir les parametres du systéme (densité p et nombre de sites L) que par les facteurs
p(1 —p)/L3 et p(1 — p)L3. La partie non triviale de l'expression de E(7) est uniquement due
a la fonction F, qui est indépendante des parameétres du modeéle. Cela tend & indiquer que
I'expression (BIZ) est en fait universelle, et donne en particulier accés a la fonction génératrice
des cumulants de la hauteur de l'interface pour tous les modéles de hauteur appartenant a
la classe d’universalité de I'équation Kardar-Parisi-Zhang (voir les sections [L21] et du
chapitre [l). D’apres (BI02), le k-iéme cumulant du courant dépend de p et de L dans la limite
d’échelle comme

By o (p(1 — p))EH1/2 30172 (3.107)
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La dépendance en p et en L se simplifie donc dans

E? (16v/3 — 27)?
ExEy  81(15 + 9v2 — 16V/3)

~0.41517... . (3.108)

Si 'expression [BI02) de E(7) est universelle, cette combinaison des cumulants doit 1’étre aussi.
Dans [I37], elle a été calculée par Derrida et Appert en effectuant des simulations Monte Carlo
sur divers modéles de croissance. Les résultats obtenus étaient en bon accord avec ’hypothése
d’universalité.
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Deuxiéme partie

Fluctuations du courant dans le
modéle partiellement asymétrique
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Chapitre 4

Résumé des résultats sur les cumulants
du courant du modéle d’exclusion

Nous résumons dans ce chapitre les résultats qui seront obtenus dans la suite de la deuxiéme
partie de cette thése pour les fluctuations du courant total dans le modeéle d’exclusion partiel-
lement asymétrique sur un anneau.

4.1 Reégime de faible asymétrie et régime de forte asymétrie

On considére le modéle d’exclusion partiellement asymétrique sur un anneau de taille L,
dans lequel les particules se déplacent vers ’avant et vers 'arriére avec des taux respectifs p et
q = xp. Le comportement du systéme dépend fortement de la valeur du paramétre d’asymétrie
z. Quand x est égal & 1, on a affaire & un systéme symétrique, qui atteint aux temps longs un
état d’équilibre thermodynamique a courant nul, tandis que si z = 0, le systéme est totalement
asymeétrique et est décrit aux temps longs par un état stationnaire hors d’équilibre. Le systéme
symétrique appartient & la classe d'universalité de ’équation d’'Edwards-Wilkinson (EW), alors
que le systeme totalement asymeétrique appartient a la classe d’universalité de I’équation de
Kardar-Parisi-Zhang (KPZ, voir la section du chapitre [II).

Pour une valeur du paramétre x donnée, il est alors naturel de se demander a quelle classe
d’universalité appartient le systéme. Une premiére indication consiste a calculer la valeur de
I'exposant dynamique z, qui doit étre égal a 3/2 dans le régime KPZ et & 2 dans le régime EW.
Utilisant 1’Ansatz de Bethe, Kim a montré dans [58] que 'exposant dynamique reste égal a 3/2
tant que 1 —z > 1/v/L, et qu'il passe a 2 pour 1 — z < 1/v/L.

La valeur de I'exposant dynamique n’est cependant pas suffisante pour caractériser la classe
d’universalité. Une autre approche consiste & étudier les fluctuations du courant, qui doivent
étre gaussiennes dans le régime EW. Or, une transition de phase a été découverte par Bodineau
et Derrida [I38] dans le modéle d’exclusion faiblement asymétrique, pour lequel 1—x est d’ordre
1/L. Cette transition de phase sépare une phase de faible asymétrie pour laquelle les fluctuations
du courant sont gaussiennes, et une phase de plus forte asymétrie pour laquelle les fluctuations
du courant deviennent non gaussiennes. Nous reviendrons sur cette transition de phase dans la
section consacrée au modeéle faiblement asymeétrique.

Nous venons donc de voir que le modéle d’exclusion asymétrique présente deux changements
de comportement, en 1 —x ~ 1/L et en 1 — 2 ~ 1/v/L. Il est alors naturel d’identifier le régime
1 — 2 <« 1/L au régime EW, car il présente des fluctuations du courant gaussiennes et un
exposant dynamique z = 2. De méme, on identifie le régime 1 — z > 1/\/f au régime KPZ,
pour lequel I'exposant dynamique est z = 3/2. Le régime intermédiaire 1/L < 1 — z < 1/\/5,
pour lequel I'exposant dynamique est z = 2, correspond a l'apparition d’une non gaussianité
dans les fluctuations du courant. On le notera I dans la suite. Nous confirmerons dans les sections
suivantes 'identification des trois régimes EW, I et KPZ par un calcul complet des fluctuations

69
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du courant du modele d’exclusion partiellement asymétrique.

Un argument simple permet de voir que les deux lois d’échelle pour 'asymétrie 1 —x ~ 1/L
et 1—z ~ 1/v/L sont des séparations naturelles entre un régime de faible asymétrie et un régime
de forte asymétrie. On considére une particule marquée dans le systéme. Pendant l'intervalle
de temps At ~ L* (ou z est 'exposant dynamique) nécessaire pour que le systéme atteigne son
état stationnaire, la particule effectue un nombre de tour & travers le systéme proportionnel &
(1—x)At/L ~ (1 —x)L*~L. Une séparation naturelle entre un systéme faiblement asymétrique
et un systéme fortement asymeétrique correspond alors & un nombre de tour d’ordre 1, ce qui
implique 1 — 2 ~ L', Comme deux exposants dynamiques sont possibles pour le modéle
d’exclusion (z = 2 pour 1 —z < 1/V/L, et z = 3/2 pour 1 —x > 1/v/L), on retrouve finalement
l'existence des deux échelles naturelles 1 — z ~ 1/L et 1 — z ~ 1/v/L entre un régime de forte
asymeétrie et un régime de faible asymeétrie.

Au chapitre Bl nous avons rappelé le résultat de Derrida et Lebowitz [86] pour la fonction
génératrice des cumulants du courant E(v) du modéle totalement asymétrique (voir section
du chapitre BJ). Elle prend la loi d’échelle suivante :

(2

L’?E (fy = m) —p(l=p)oL = f(o)+ O (%) (4.1)

la fonction f étant reli¢e par f(o) = \/p(1 — p)/27F(0+/27p(1 — p)) & la fonction F donnée
en (BI03). Dans les chapitres B et Bl nous allons obtenir le comportement de la fonction E(7)
dans les deux régions 1 —z ~ 1/Let 1 —x ~ 1/\/Z correspondant a une asymeétrie partielle.

On trouvera (EZTT)

L’E (’y = % l—xz= %) —p(1 = p)(* + )L = g(p,v) + O (%) : (4.2)

et (EIZ)

2B <’y RN %) — p(1 = p)obL = h(,0) + O <%> . (4.3)

On donnera en particulier une expression exacte pour les fonctions g (1) et h (EI124).

4.2 Cumulants du courant

Nous obtiendrons dans le chapitre Bl des expressions exactes pour la constante de diffusion
et le troisiéme cumulant du courant total. Ces expressions seront ensuite généralisées dans le
chapitre@la tous les cumulants d’ordre plus élevé. Nous verrons que ces expressions se simplifient
dans la limite thermodynamique, ot la taille du systéme L et le nombre de particules n tendent
vers l'infini avec une densité p = n/L fixée.

4.2.1 Constante de diffusion

On démontrera dans la suite par Ansatz de Bethe I'expression exacte suivante pour la
constante de diffusion D du modeéle d’exclusion sur un anneau de L sites avec n particules

ET3) -

D 20 -2 L 142 (5 (F
E: (L_1) kzlkzltxk(ﬂ(ci)g k) (4.4)

Cette expression avait déja été obtenue dans [85] par une modification de I’Ansatz matriciel pour
I’état stationnaire. On rappelle que x est le rapport des taux de déplacement des particules vers
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Fia. 4.1 — Comportement de la constante de diffusion D (graphe de gauche) et du troisiéme
cumulant du courant E3 (graphe de droite) en fonction de I'asymétrie. Pour une asymétrie 1 —x
d’ordre 1/L" dans la limite ou le systéme est grand, on a représenté I'exposant de L dans D
et F5 en fonction de r. En r = 0, le systéme est totalement asymétrique, tandis que r — oo
correspond au systéme symétrique.

I'arriére et vers I'avant, et que la constante de diffusion du courant total Y; est définie par

D = lim ) - () . (4.5)

t—o00 t

Dans la limite d'un systéme de grande taille, I'expression exacte (4] pour la constante de
diffusion devient

% ~ 4(1 —x)p32(1 = p)3/2L3/? si ﬁ < 1 —z (régime KPZ, contient TASEP)

D 2e—u’ : 20
;N4¢p(1_p)Lf000dut/’aJ‘1’1ﬁW Sll—,INm

% ~2p(1 —p)L sil—z < ﬁ (régimes EW et I, contient SSEP)

(4.6)
On distingue donc deux grands régimes dans la limite thermodynamique, séparés par la région
1—x ~ 1/\/Z Le régime pour lequel I’asymétrie 1 —x est grande devant 1/\/Z est le régime KPZ
pour lequel I'évolution est décrite par I'équation de Kardar-Parisi-Zhang. Ce régime contient
en particulier le modéle totalement asymétrique pour lequel 1 — x reste fini pour L — oo. Le
régime pour lequel 1 — z est petit devant 1/\/f correspond quant a lui a la réunion des deux
régimes EW et I, et contient le cas du modéle symétrique. Les régimes EW et I ne se distinguent
donc pas au niveau de la constante de diffusion.

On note que la constante de diffusion n’a pas le méme ordre de grandeur selon que 1 — x
est trés grand ou tres petit devant 1/\/f (voir figure E)) : les particules diffusent plus dans le
systéme totalement asymétrique que dans le systéme symétrique. Il est intéressant de considérer
la constante de diffusion moyenne par particule, obtenue en divisant D par n? = p?L? [Z5X).
Elle est égale au carré de la distance typique entre la particule et la position Jpgrticute X t 011
celle-ci se trouverait si le courant ne fluctuait pas ([ZI8)). On trouve que dans le cas symétrique,
cette distance typique est d’ordre \/f/\/f, alors que dans le cas totalement asymétrique, elle
est plus grande, d’ordre \/Z/Ll/‘l.

4.2.2 Troisiéme cumulant

On obtiendra aussi dans la suite 'expression exacte (ZIZ3]) pour le troisiéme cumulant du
courant Ej3. Dans la limite d’un systéme de grande taille, le troisiéme cumulant du courant
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prend la forme suivante :

(
% ~—(1—x) (38—\7/% — %’T) (1 —p)2L3 si % < 1 —x (régime KPZ)
By 3/2(1 _ \3/275/2 1 e 2P
. Dhs(D)p*/2(1 — p)*/“L sil—ux N/
% ~ _%(1 —z)3p%(1 — p)3L* si % <l-zx % (régime I) . (4.7)
QNVpQ(l—pF(l—”—Qp(l—p))L sil—zn~ g
p 60 L
| &~ (1—2)p(1 - p)2L? sil—2 < + (régime EW)

La fonction hs sera déterminée au chapitre Bl On trouvera

2 2

h ((I)) _ T + 3/00 " /00 do (u2 + 1)2)6_u2_v2 _ (u2 4+ + ,UZ)e—u —uv—v (4 8)
3 - 3v3 0 0 tanh(®u) tanh(Pv) . .

On a cette fois-ci trois grands régimes pour le troisiéme cumulant du courant, séparés par les
régions 1 —x ~ 1/L et 1 —x ~ 1/v/L. Quand 1 — z est grand devant 1/v/L, on retrouve
encore le régime KPZ. Il est séparé du régime intermédiaire I par la région 1 — 2 ~ 1/v/L.
Le régime I est quant & lui séparé du régime EW par la région 1 — z ~ 1/L correspond au
modeéle faiblement asymétrique sur lequel nous reviendrons plus tard. On note que le troisiéme
cumulant du courant n’a pas la méme expression dans les régimes EW et I, contrairement au
cas de la constante de diffusion.

L’expression pour 1 — x ~ 1/\/f donne, en prenant la limite ® — 0 ou & — oo, les
expressions correctes dans les régimes I et KPZ, tandis que Pexpression pour 1 —z ~ 1/L
donne, en prenant la limite v — 0 ou ¥ — oo, les expressions correctes dans les régimes EW et
I.

Le troisieme cumulant s’annule, comme tous les cumulants impairs, dans le cas du modéle
symétrique x = 1. Ceci est simplement une conséquence de la symétrie entre les deux sens de
parcours de 'anneau, qui est brisée dés que = devient différent de 1. Comme pour la constante
de diffusion, le comportement du troisiéme cumulant en fonction de la taille du systéme dépend
de 'asymétrie (voir figure ETI).

4.2.3 Cumulants d’ordre plus élevé

L’existence d'un comportement particulier pour les cumulants du courant quand 1 — x est
d’ordre 1/L ou 1/\/Z n’est pas surprenant : on a vu que chacun de ces deux cas correspond
A une séparation naturelle entre des systémes avec une faible asymeétrie et des systémes avec
une forte asymétrie. [’étude du modeéle d’exclusion faiblement asymétrique au chapitre H et de
I'expression exacte des cumulants d’ordre plus élevé au chapitre Bl confirme I’existence des trois
régimes EW, I et KPZ pour les cumulants du courant, suivant la maniére dont 1 — x se compare
avec 1/L et 1/v/L. Pour k > 3, le k-iéme cumulant du courant Ej prend la forme suivante dans



4.3. MODELE FAIBLEMENT ASYMETRIQUE 73

la limite d'un grand systéme :

(L (1 - 2)leled p0rtD/2(1 — p)(EHD/2 [3-1)/2 si = < 1-2 (KPZ)
E k/2 k/271 (3k—4)/2 : 29
7kN¢hk(¢)P/(1_P)/L( )/ 511—x~7m

By _ .
B AR — a)fph (1 = p)F L2 sip<l-z< (D)
k
T~ 2 L) G e (L= p) LA sil—z~7p
J=[k/2]
k!By, _ .
ey (L= )22 (k pair)
%N . sil—x<<%(EW)
EEVKI By, _ . .
\ %(1 —2)(p(1 — p))FHD2LE=1 (k impair)

(4.9)
Les fonctions hj seront obtenues au chapitre Bl Dans le régime EW, on a deux expressions
suivant la parité de k. Ceci est relié au fait que les cumulants impairs du courant s’annulent
pour le modéle symétrique, contrairement aux cumulants pairs.

4.3 Modeéle faiblement asymétrique

Dans le modele faiblement asymétrique (ou WASEP, pour Weakly Asymmetric Exclusion
Process), 'asymétrie 1 — x est d’ordre l'inverse de la taille du systéme. On pose

l—z= (4.10)

z .
Dans la limite L — oo a densité p = n/L fixée, on trouve que la fonction génératrice des
cumulants du courant prend la forme

E~(,u,y):E<*y:%,x:1—%) (4.11)
_ 2 U _ 2,
_r(d P)(LM + pv) % (_p(l 2p)u +olp(1 —p)(u2+w/)]> Lo (%) ‘

La fonction ¢ est définie en fonction des nombres de Bernoulli B; par

p(z) =) %zk . (4.12)

Plus preécisément, l'expression (EEIT]) donne les deux premiers ordres en 1/L du développement
de Taylor en 4y = 0 et v = 0 de E’(,u,u). Nous reviendrons dans la suite sur ce point, qui est
important.

Par dérivation par rapport & u en p = 0, Uexpression ([ZIT) donne l'ordre dominant et
I’ordre sous dominant en L de la valeur moyenne du courant et de la constante de diffusion,
ainsi que l'ordre dominant de tous les cumulants du courant d’ordre plus élevé. Pour k£ > 3, on
trouve ainsi que le k-iéme cumulant Ej, est un polynéme de degré k en 'asymétrie v :

k ; 1B.. o .
Bi= Y < ’ ‘>—‘]TlQJ‘Q,VQJ‘W(l—p)JLk—?- (4.13)
o k=) 3G =)
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F1G. 4.2 — Graphe des cumulants du courant Ej, du modéle d’exclusion faiblement asymétrique

k
pour k = 10, 20, 30, 40 et 50. On a représenté les quantités % (7‘(’6/ <kL\/p(1 - p)>> Ex(v)
en fonction de 'asymeétrie v pour une densité p = 1/2.

Les cumulants Fqg, Eag, F30, E49 et Esg sont représentés en figure £ en fonction de 'asymétrie
v. On note qu'ils présentent des oscillations en fonction du parameétre v. Ce phénomeéne d’oscil-
lations des cumulants du courant a aussi été observé dans le contexte de transport d’électrons
a travers un point critique quantique [I39).

On constate que la fonction génératrice des cumulants du courant (EEII) est une défor-
mation assez simple de la fonction génératrice obtenue par Appert, Derrida, Lecomte et van
Wijland [T40] pour le modéle symétrique qui correspond a v = 0 : les p? sont remplacés par
u? + v, et —p(1 — p)uv/2 est apparu dans le terme sous dominant. Cette déformation est
en fait nécessaire pour assurer que la fonction génératrice des cumulants du courant reste in-
variante par la symétrie de Gallavotti-Cohen (voir section du chapitre B), qui s’écrit pour
l—x=v/L

E(M,y):E<_M_y—§+o<é>,y> . (4.14)
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FiG. 4.3 — Fonction génératrice des cumulants du courant LE(,u,u) au demi-remplissage, en
fonction de w = pu/(Llog ), pour w compris entre w = —1.25 et son symétrique par la symétrie
de Gallavotti-Cohen w = 0.25. Les cinq graphes correspondent aux cinq valeurs de ’asymétrie
v=2m v =4dr, v =06n,v=8r v = 107 La courbe pleine représente I'ordre dominant de
Iexpression (ZIT]) obtenue par Ansatz de Bethe. Les points gris correspondent a une résolution
numérique de 1’équation de Bethe fonctionnelle pour n = 25 et L = 50. Les points noirs
correspondent & une résolution numérique de I’équation de Bethe fonctionnelle pour n = 50 et
L = 100.

On rappelle que ’'on a vu dans la section précédente que I’étude des formules exactes pour les
quatre premiers cumulants permet de penser que la formule (BZTT]) pour la fonction génératrice
des cumulants du courant est valide dans tout le régime ott 1 — x < 1/V/L.

4.3.1 Transition de phase

Le modéle d’exclusion faiblement asymétrique présente une transition de phase pour une
valeur v, de ’asymétrie, séparant une phase de faible asymétrie v < v. dans laquelle les fluc-
tuations du courant sont gaussiennes (a la limite thermodynamique), et une phase de forte

asymeétrie v > v, dans laquelle les fluctuations du courant deviennent non gaussiennes. Cette
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FIG. 4.4 — Fonction de grandes déviations du courant 2D x G(j,v)/J? au demi-remplissage,
en fonction de w = j/J, pour w compris entre w = —1.25 et w = 2.25. Les cinq graphes
correspondent aux cinq valeurs de 'asymétrie v = 27, v = 4w, v = 67, v = 8w, v = 107. La
courbe pleine représente I'expression (220 quadratique en j de G(7, v) dans la phase gaussienne.
Les points gris proviennent d’une résolution numérique de ’équation de Bethe fonctionnelle pour
n = 25 et L = 50. Les points noirs proviennent d’une résolution numeérique de I’équation de
Bethe fonctionnelle pour n = 50 et L = 100.

transition de phase a été découverte par Bodineau et Derrida [I38] par une approche basée
sur la « théorie des fluctuations macroscopiques » développée par Bertini, De Sole, Gabrielli,
Jona-Lasinio et Landim [I41], 42, [T43].

Pour un systéme de particules diffusives soumises & un champ externe, la théorie des fluc-
tuations macroscopiques donne au premier ordre en le champ externe la probabilité d’observer
un profil de densité {5(u,7)} et un courant local {j(u, )} reliés par la relation de conservation

dp(u,7)  dj(u,T)
= — . 4.15
dr du ( )
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La variable u € [0, 1] représente la position dans le systéme, et la variable 7 € [0,¢] le temps.
Pour le modele d’exclusion faiblement asymétrique avec L sites observé pendant un intervalle
de temps t d’ordre L?, la théorie des fluctuations macroscopiques donne [T38, 8T]

dp(u.)

t 1 i(u, T LT pup(u, 7)(1 = pu, 7))]?
P({ )}, (P, ~ oxp [—% [ar [} aP e DO P ]
(4:16)

Pour le modeéle ouvert, les densités p(0,7) et p(1,7) doivent étre prises égales aux densités des
réservoirs de particules. Pour le modéle sur un anneau, les fonctions j(u,7) et p(u,7) doivent
étre ch0181es périodiques de période 1 par rapport a la variable u, avec une densité moyenne
p= fo u, 7)du fixée.

Pour le modéle symétrique v = 0, la relation ([ZI0) permet en particulier de retrouver [T44]
la fonctionnelle de grandes déviations de la densité du modeéle d’exclusion ouvert, que 'on a
écrite en (ZZ30) au chapitre

La relation (EEI6) permet aussi de calculer la fonction de grandes déviations du courant. On
définit pour cela la moyenne temporelle j des j(u,T) par

t

1
j=lm - [ j(u,7)dr . (4.17)
0

t—oo t

On rappelle que la fonction de grandes déviations du courant G(j) est donnée par le comporte-
ment aux temps longs de la probabilité d’observer une certaine valeur j du courant :

P(j) ~ e G0 (4.18)

D’apres (BTIM), la fonction de grandes déviations du courant est donc donnée pour le modéle
faiblement asymétrique par

. . (u,7) + L (u,7) — prp(u,7)(1 — p(u, 7))
=1 — min T i *du . .
GU) = Jim, [Lt (Ahin / d / a 4p p(us 7) (1 — p(u, 7)) (4.19)

La calcul de G(j) se rameéne donc & la détermination du profil de densité optimal dans I’équation
précédente. Pour le modeéle symétrique v = 0, le profil de densité optimal est le profil plat
p(u) = p [I38], qui donne pour la fonction de grandes déviations du courant

i —prp(l—p)? (G —J)?
App(l = p)L 2D

G(j,v) = (4.20)
ot la valeur moyenne du courant J et la constante de diffusion D sont données dans la limite
L — oo par

J=pvp(l—p) et D =2pp(l—p)L. (4.21)

Par transformée de Legendre par rapport & j, on trouve a l'ordre dominant en L l’expression
suivante pour la fonction génératrice des cumulants du courant E(u,v) :

pp(l —p)(uv +p?) _ Jp , De? Dy?

E = :

(4.22)

L’expression [EZ20) pour G(j, ) est quadratique en j, tandis que I’expression [EZ2) pour E(u, v)
est quadratique en p. Les fluctuations du courant sont donc gaussiennes si le profil de densité
optimal est le profil plat. On note que I'expression ([22)) pour E(u, v) est bien égale a l'ordre
dominant en L & l'expression ([EZIT]) obtenue par Ansatz de Bethe.

Pour une valeur non nulle de I'asymétrie v, le profil de densité qui minimise G(j) dans
[EETA) n’est plus nécessairement le profil plat. La stabilité du profil plat a été étudiée dans [T38)]
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par Bodineau et Derrida en lui ajoutant une perturbation dépendant de w et de 7. Il existe
une valeur critique v, de asymétrie au dessus de laquelle ’ajout de cette perturbation permet
d’obtenir une valeur de G(j) plus faible que 'expression quadratique ([E20) si |j| est inférieur
a une valeur j.(v). Pour v > v, les fluctuations du courant deviennent non gaussiennes.

La transition entre la phase gaussienne et la phase non gaussienne peut donc s’interpréter
physiquement en considérant le profil de densité qu’adopte le systéme quand le courant circulant
a l'intérieur est conditionné & une valeur j différente de la valeur moyenne J du courant. Dans
la phase gaussienne, le profil de densité reste plat, comme quand la valeur du courant n’est pas
fixée & une valeur j. Dans la phase non gaussienne, le profil de densité dépend de la valeur du
courant j. Si |j| est supérieur a une valeur j.(v), le profil de densité reste plat, comme dans
la phase gaussienne. Si |j| est inférieur a j.(v), par contre, le profil de densité devient non
stationnaire : il se déplace avec le temps a une certaine vitesse.

Dans la phase non gaussienne v > v, ni la fonction génératrice des cumulants du courant ni
la fonction de grandes déviations du courant ne sont gaussiennes, méme a l’ordre dominant en
la taille du systéme. Ceci n’est pas en contradiction avec le fait que, a 'ordre dominant en L,
I'expression ([EIT) de E(p,v) obtenue par Ansatz de Bethe est quadratique en . Comme cela
a été dit précédemment, cette expression donne seulement le comportement pour L grand du
développement de Taylor en u = 0 de E’(,u, v). Le développement en puissances de p est effectué
avant de prendre la limite I — oo, ce qui donne en particulier la limite thermodynamique de
tous les cumulants du courant, mais pas la limite thermodynamique de E’(u, v) pour p loin de
zéro. Ceci peut par exemple indiquer que la fonction E(,u, v) posséde une singularité essentielle
en =0 sl v > 1, : elle serait alors égale a son développement de Taylor en p = 0 (BT plus
une fonction (non nulle) qui s’annule en p = 0 ainsi que toutes ses dérivées successives.

4.3.2 Position de la transition de phase

La transition entre le profil plat et le profil non stationnaire est visible sur la fonction de
grandes déviations du courant par une non analyticité en j = +j.(v). Celle-ci correspond a
une non analyticité de la fonction génératrice des cumulants du courant E(y,v) en g = ie1(v)
et = pe2(v), reliés par la symétrie de Gallavotti-Cohen pi¢1(v) + pie2(v) ~ —v. Cette non
analyticité est visible sur I'expression (EIT]) de E’(u, v). D’aprés la formule asymptotique des
nombres de Bernoulli

Bog ~ (—1)"~14v/kr <£>2k : (4.23)

on observe que la fonction ¢(z) est singuliére en z = —72. La fonction E(u,v) présente donc
une non analyticité en u tel que p(1 — p)(u? + pv) = —72. Cette équation a une solution réelle
pour p si p(1 — p)v? > 4r. Des non analyticités apparaissent donc dans E(u,v) dés que v > v,

donné par

2
A (4.24)

p(1—=p)

Dans ce cas, E’(u, v) est non analytique en

_ /2 _ _4n%
v i v p(l—p) (4 25)

Mc,l\Z(V) = 9

Comme nous avons utilisé Pexpression ([EIT), qui donne la valeur de la fonction E(yu,v) pour p
fini uniquement dans la phase gaussienne, les expressions précédentes pour i 1(v) et fi.2(v) sont
correctes uniquement prés de v = v.. Comme E(u, v) et G(j,v) sont reliées par une transformée
de Legendre, on peut écrire

GG =2~ B(u().v) (4.26)
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la fonction u(j) étant définie par

j= L%Emu), V). (4.27)

Par la transformée de Legendre, les valeurs pi. 1(v) et e 2(v) pour lesquelles E(u,v) est singuliére
correspondent aux valeurs +j.(v) ot G(j, ) présente des non analyticités. D’aprés I’expression
EZD) de pea(v) et pea(v), on trouve, au voisinage de v = v :

Je(v) B 2 472
B 1 o - 1T (1.28)

Dans la transformée de Legendre, la fonction p(j) envoie intervalle |j| < j.(v), pour lequel le
profil de densité n’est pas stationnaire, vers I'intervalle pi.1(v) < p < pe2(v), qui correspond a
la région du plan (u,v) telle que p(1 — p)(u® + pv) < —m2. Ceci conduit, & I'ordre dominant de

Iexpression [EIT) de E(u,v), a

< ——. (4.29)

Cela correspond bien au critére trouvé dans [I38] par Bodineau et Derrida.

La fonction génératrice des cumulants du courant E(,u, v) est tracée en fonction de u figure
pour quelques valeurs de v. Ces courbes ont été obtenues en résolvant numériquement
I'équation de Bethe fonctionnelle pour un systéme de taille 100 contenant 50 particules (voir
section [0)). Par transformée de Legendre, on obtient aussi le graphe de la fonction de grandes
déviations du courant G(j,v), qui est représenté en figure L4 pour différentes valeurs de v. Les
courbes pour E’(,u, v) sont bien symétriques par rapport a 'axe 2u = log z, comme I'impose la
symétrie de Gallavotti-Cohen. On constate que pour v < v, = 4, les deux fonctions E(yu,v) et
G(j,v) sont bien gaussiennes, tandis que pour v > 47, les fonctions différent fortement d’une
parabole. A mesure que v croit, on constate qu'un plateau se forme dans la partie basse de la
courbe de E(u,v), ce qui correspond, pour G(j,v), a un changement de plus en plus rapide de
la pente de G(j,v) autour de j = 0.

4.4 Expression combinatoire pour les cumulants du courant

Les expressions explicites (£0) et (B8] pour la constante de diffusion et le troisiéme cumulant
du courant total ont une forme similaire. Ces deux expressions font intervenir des sommes
(sommes simples pour la constante de diffusion, sommes doubles pour le troisiéme cumulant du
courant) de produits de coefficients du binome et de facteurs

14k
1—ak”

(4.30)

La similarité entre ces deux expressions indique que des expressions exactes du méme type
doivent exister pour les cumulants d’ordre plus élevé. Partant du calcul explicite par Ansatz
de Bethe des premiers cumulants pour de petits systémes, nous conjecturons au chapitre [l une
expression combinatoire explicite pour tous les cumulants du courant (EIT1). Cette expression
redonne en particulier celle obtenue par Derrida et Lebowitz dans [R6] pour le modéle totalement
asymétrique. Elle permet aussi d’obtenir la valeur des fonctions hy (BEH) pour les cumulants du
courant dans la limite d’échelle 1 — z ~ 1/\/f

Les expression (IT7) pour les cumulants du courant font intervenir des structures en arbre,
méme dans la limite d’échelle 1 — z ~ 1/\/f quand la taille du systéme tend vers l'infini : les
cumulants du courant du modéle d’exclusion asymétrique ont donc un caractére combinatoire
inhérent, méme pour des systémes de grande taille. Nous détaillerons cela au chapitre
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Chapitre 5

Ansatz de Bethe fonctionnel pour le
modéle d’exclusion asymétrique

Nous avons montré dans le chapitre précédent que I’Ansatz de Bethe permet de diagonaliser
la matrice de Markov du modele d’exclusion asymétrique sur un anneau, ainsi que sa défor-
mation reliée aux fluctuations du courant. Les valeurs propres de ces matrices s’expriment en
fonction des solutions d’un systéme d’équations polynomiales couplées, les équations de Bethe.
Ces équations sont en général difficiles a résoudre. Elles se simplifient cependant dans le cas
particulier du systéme totalement asymétrique, pour lequel toutes les particules se déplacent
dans la méme direction. Cette simplification des équations de Bethe permet alors de calculer le
gap du systéme ainsi que la fonction de grandes déviations du courant.

Dans ce chapitre, nous allons montrer qu’une reformulation des équations de Bethe sous
la forme d’une équation fonctionnelle permet de traiter le cas plus général du modéle partiel-
lement asymétrique. Par un développement perturbatif de cette équation fonctionnelle, nous
obtiendrons des expressions exactes pour les premiers cumulants du courant, a la fois pour des
systémes de taille finie et dans la limite thermodynamique. Dans le cas du systéme faiblement
asymétrique, pour lequel I'asymétrie entre les taux de saut vers I’avant et vers ’arriére est de
I'ordre de l'inverse de la taille du systéme, nous obtiendrons aussi une expression asymptotique
pour tous les cumulants du courant.

5.1 Formulation fonctionnelle des équations de Bethe

Dans cette section, nous réécrivons sous la forme d’une équation fonctionnelle les équations
de Bethe obtenues au chapitre Bl Cette équation fonctionnelle fait intervenir deux polynomes
Q et R. Nous montrons ensuite comment certains des résultats du chapitre Bl s’expriment en
fonction de ces polynomes. Nous donnons tout d’abord la valeur des polynomes @ et R cor-
respondant & I’état stationnaire du systéme comportant une seule particule. Nous montrons
ensuite que le calcul de la fonction génératrice des cumulants du courant dans le cas totalement
asymétrique devient un peu plus simple si I’on utilise I’équation de Bethe fonctionnelle.

5.1.1 Passage a I’équation fonctionnelle

On rappelle les équations de Bethe du modeéle d’exclusion asymétrique, ainsi que l'expres-
sion de la valeur propre E(v) de la matrice déformée M () correspondant & une solution des

81
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équations de Bethe :

n —
R I Yzizj — (p+ @)z + pe?

. 5.1
' iy 4eziz = (p+ q)zj + pe? (5-1)
E(v) eV w2
i)Y o T () (5.2)
J=1
On effectue le changement de variables suivant sur les racines de Bethe z; :
1—e 7z 11—y
= & =l ——. 5.3
- re Vz; S TY; (5:3)

On note que ce changement de variables n’est bien défini que si x # 1. Il faudra prendre quelques
précautions dans la limite x — 1 comme on le verra plus tard. En fonction des y;, les équations
de Bethe et la valeur propre se réécrivent sous la forme

1 Yi — XYy
Ly AR 5.4
€ <1 —xyz> H ( )

'Iyz -

E(y) . - 11
5 ¢ >Z<1—yi 1—xy,~>' o9

En fonction des y;, 'équation ([B3Z), qui s’obtient en effectuant le produit des équations de
Bethe, est donnée par

nly R 5.6
(=) o

On constate que les termes quadratiques z;z; qui apparaissaient dans les équations de Bethe en
les variables z; ont disparu dans les variables y;. Cependant, méme écrites sous la forme (&4),
les équations de Bethe sont toujours fortement couplées, ce qui rend leur résolution difficile.
On va maintenant transformer les équations de Bethe (B]) en une équation fonctionnelle. On
introduit le polynéme ) dont les zéros sont les racines de Bethe y; :

(t —wj) - (5.7)
1

n
j=
Définissant aussi le polynome P par
P(t) = (1 =) Q(at) + 2" (1 — 2t)*Q(t/x) , (5.8)
les équations de Bethe se réécrivent alors sous la forme
Pt)=0 sit=y;. (5.9)

Ainsi, le polynéme en ¢ (de degré n+ L) P(t) s’annule quand ¢ prend pour valeur 'un quelconque
des zéros du polynéme @, qui sont génériquement distincts. Cette remarque, cruciale, implique
que le polynome @ divise nécessairement le polynéome P. Si I'on appelle R le quotient des
polynémes P et (), on peut alors écrire

QR(t) = (1 — )l Q(xt) + 2" (1 — xt)*Q(t/x) |. (5.10)

Cette équation fonctionnelle est connue sous le nom d’équation 7'Q (scalaire) de Baxter [A6] (le
polynéme R est parfois noté T' car il correspond & la valeur propre d’une matrice de transfert,
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comme on le verra au chapitre [). Elle dépend de deux polynomes inconnus : @ de degré n,
et R de degré L. L’équation fonctionnelle (I0) est équivalente aux équations de Bethe (&2 :
si I’on remplace ¢ par I'un des y; dans (BI0), Q(y;) s’annule ce qui est précisément 1’équation
(E7). En particulier, ’équation fonctionnelle a plusieurs solutions correspondant & différents
états propres de la matrice M (7).

On note que l'on peut multiplier Q(t) par une constante dans I’équation fonctionnelle (E2I0) :
on choisira toujours dans la suite la normalisation de Q(¢) comme dans (1)), de telle sorte que
son terme de plus haut degré soit égal a 1. Ceci implique pour R(t), en identifiant les termes
de degré L + n dans 'équation (BI0) :

e M R(t) — (aPe™™ 4 2"V (=1) 4" est un polynome en ¢ de degré L—1.  (5.11)

L’équation (BH]) s’écrit en fonction du polynéome @ comme

(%)L =1. (5.12)

En utilisant la valeur de I'équation (BI0) en ¢ = 1, on obtient alors, en fonction du polynome

R : L
(“a ) - o

En fonction de @, 'expression (BH) de la valeur propre devient

BG) (@) _1Q0/)
- )<Q(1) x@(l/x>>' (5-14)

La valeur de I’équation de Bethe fonctionnelle et de sa dérivée par rapport & t au point ¢t = 1
donne alors la relation suivante pour la valeur propre en fonction du polynéme R :

BO)_ g RO
PR T

On va s’intéresser particuliérement dans la suite a la solution de I’équation de Bethe fonctionnelle
correspondant a I’état stationnaire. En fonction des z;, celle-ci est la seule telle tous les z; tendent
vers 1 quand v tend vers 0 (B33). En fonction des y;, la solution stationnaire des équations de
Bethe est donc caractérisée par ([E3)

(5.15)

limy; =0. (5.16)
¥—0
Pour le polynéme @ cela correspond a
lim Q(t) = t" |, (5.17)
7—0
et pour le polynéme R a
lim R(t) = (1 —at)l (1 -0l (5.18)
’y—)

La nature méme de la caractérisation de I’état stationnaire au niveau des solutions des équations
de Bethe améne a effectuer un développement perturbatif autour de v = 0 des équations de
Bethe. Un des intéréts majeurs des polynéomes ) et R par rapport aux racines de Bethe z; ou
y; tient au fait que les polynéomes @ et R ont un développement autour de v = 0 en puissances
entiéres de v, contrairement aux z; et y; qui ont un développement en puissances fractionnaires
de ~. La solution stationnaire des équations de Bethe a aussi comme propriété d’avoir une
impulsion totale nulle, ce qui correspond & prendre

1—y _
[[—Z=em (5.19)
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dans I’équation (BHl). Pour les polynomes Q(t) et R(t), cela implique que
"Q(1/x) =€e"Q(1) (5.20)

et
R(1) =e™ (1 —2z)~. (5.21)

5.1.2 Invariances de I’équation de Bethe fonctionnelle

A la section du chapitre B, nous avons présenté les transformations v — +/, p — p/,
g — ¢ et n — n/ des paramétres du systéme laissant invariant le spectre de la matrice de
Markov déformée. A la section B4l du chapitre Bl nous avons ensuite construit, partant de
racines de Bethe z; solution des équations de Bethe correspondant a une valeur propre de la
matrice M(%p,q,n), des racines de Bethe Z; correspondant & la méme valeur propre pour la
matrice M (7', p’,¢',n’). Nous allons maintenant réexprimer les transformations z; — Z; des
racines de Bethe comme des transformations Q — Q et R — R sur les polynomes que nous
venons d’introduire.

Symétrie entre les déplacements vers ’avant et vers 1’arriére

On définit
Q(t) = 2"Q(t/x) et R(t) =z e 1"R(t/z) . (5.22)

La présence du facteur z" dans Q(t) implique que le coefficient du terme de plus haut degré de
Q(t) est égal a 1. En fonction des polynomes @ et R, I’équation de Bethe fonctionnelle (BIT)
devient

QMR() =e 17 —t)2Q(t/z) + 27 ™(1 — t/2) L Q(xt) . (5.23)

Il s’agit de I'équation de Bethe fonctionnelle correspondant & la matrice M(—’y,qN,p,n). La
valeur propre correspondante est alors donnée, en utilisant (BEI4]) pour un polynome Q(t) et des
parametres —v, g, p et n, par

Q) @/@))_ (5.24)
QM) Q)

E(Q,~v.q,p.,n) = (q— p)( . 1

Remplacant @ par son expression en fonction de Q(t), on constate finalement que la valeur
propre E(Q,—,q,p,n) est égale a la valeur propre E(Q,~,p,q,n).
Symétrie de Gallavotti-Cohen

On définit les polyndémes

Ot) = % et R(t) = (—1)rabe ML R(1) (1) - (5.25)

La présence du facteur Q(0) dans Q( t) implique encore que le coefficient du terme de plus haut
degré de Q(t) est égal a 1. En fonction des polynomes Q et R, Péquation de Bethe fonctionnelle
(ET0) se réécrit alors sous la forme

OMR(t) = zle (1 — )EQ(at) + 2™(1 — 2t)“Q(t /) . (5.26)
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I s’agit de I’équation de Bethe fonctionnelle correspondant & la matrice M (logx — Y P, q,n).
La valeur propre correspondante est alors donnée, en utilisant (BEI4]) pour un polynéme Q(t) et
des paramétres logx — v, p, ¢ et n, par

S logz—vpan) = (p—q) [ LR _190/2)
E(Q,logz —v,p,q,n) = (p q)<Q(1) xQ(l/a;))' (5.27)

Remplacant @ par son expression en fonction de Q(t), on constate finalement que la valeur
propre E(Q,logx — ~,p,q,n) est égale a la valeur propre E(Q,~,p,q,n).

Symétrie v — v + 2in/L

L’équation de Bethe fonctionnelle (E2IM) ne dépend du parameétre v que par U'intermédiaire
de eX7. Ceci implique que Q(t) et R(t) sont a la fois solution de I'’équation de Bethe fonctionnelle
associée a la matrice M(v,p,q,n) et de celle associée a la matrice M(y + 2iw/L,p,q,n). De
plus, 'expression de la valeur propre (14 en fonction du polynome @ ne dépend de v que
par l'intermédiaire de . Les valeurs propres associées E(Q,~v,p,q,n) et E(Q,v+2ir/L,p,q,n)
sont donc égales.

Symétrie particule-trou

L’invariance du spectre par 1’échange du nombre de particules n avec le nombre de sites
vides L — n est un peu plus compliquée & montrer, en partie a cause du fait que le polynome
Q correspondant a la matrice M(v,p,q, L —n) est de degré L —n alors que le polynome initial
Q@ est de degré n. La construction du polynome Q que nous allons présenter ici est basée sur
'article [I45] de Pronko et Stroganov, Bethe equations ‘on the wrong side of the equator’.

Pour un systéme avec n < L/2, on divise I’équation de Bethe fonctionnelle (BI) par

Q(t/x)Q(t)Q(xt). On obtient

R(t) el -t . z"(1 — xt)F (5.28)
Q(t/z)Qxt)  Q(t/z)Q(t)  QH)Q(xt) '
Si tous les zéros des polynomes en ¢t Q(t/x) et Q(xt) sont distincts, ce qui est génériquement le
cas, la fraction rationnelle (1 —¢)*/(Q(t/x)Q(t)) peut étre écrite sous la forme
1-n* ui) V)
= + LW, 5.29
atman ~ oum Fan MY 520
le polynome W étant de degré L —2n (avec un terme de plus haut degré égal a (—1)Lzmtl=2n),
et les polynémes U et V' de degré inférieur ou égal & n — 1. En fonction des polyndémes U, V et
W, I'équation de Bethe fonctionnelle (B28)) devient alors

R(t) _ eV (t) + 2"U (xt) n eU(t) n "V (xt)
Q(t/x)Q(xt) Q(t) Q(t/x) — Qat)

Si tous les zéros de Q(t) sont distincts des zéros de Q(t/z)Q(xt), le membre de gauche de
I'équation précédente n’a pas de poles en les zéros de Q(t), tandis que le membre de droite
en posséde. L'équation précédente impose alors que les coefficients de ces poéles s’annulent.
Comme les polynomes U et V sont de degré strictement inférieur & celui de @, on doit donc
nécessairement avoir

+ W (t) + "W (xt) . (5.30)

V(t) = —a"e U (at) . (5.31)

La relation précédente entre les polyndémes U et V implique alors que I'on peut éliminer V' dans

(EZ3). On obtient
(1—t)F Ui o™ Ulat)

W) . (5.32)

Qt/z)Q(t)  Qt/x) e Q(t)
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On veut maintenant écrire le polynome W sous la forme
n

GTWX(H) ) (5.33)

avec un polynome X de degré L — 2n. Si I'on note wy, le coefficient de t* dans W (t), alors le
polynéme X est donné par la relation

wktk
k=0

On note que son terme de plus haut degré est (—1)Fx"tE=27 /(1 — z¥~"e~L7). En fonction du
polynéme X, la relation (E32) devient alors

(1- t)L U(t) a® (U(xt)
Qt/2)Q() <Q(t/x) +X(t)> 5 ( 0 +X(wt)> . (5.35)

Il est maintenant naturel d’introduire le polynéme P, de degré L — n, défini par

Pt) = (—DE@ Tt — e ) (U(zt) + Q1) X (at)) . (5.36)

Le facteur (—1)%(z" % — e717) assure que son terme de plus haut degré est égal a tF—™.
Nous allons voir que ce polynéme P est I’analogue du polynéme @ correspondant a la matrice
M(log x — v,p,q, L —n). En fonction du polynome P, la relation (B30 est finalement égale a

xn

(D"t — e - )F = P(t/2)Q(t) - L POe/z)). (5.37)

On peut maintenant oublier toute la construction précédente du polyndéme P & partir des
polynoémes U, V et W, et retenir seulement (E37) comme définition de P. Remplagant le
(1 —t)* et le (1 — xt)" dans I’équation de Bethe fonctionnelle (EI0) par leur expression (E37)
en fonction des polynémes P et (), on obtient alors la forme suivante de 1’équation de Bethe
fonctionnelle :

(=)@ F — e IR(t) = P P(t/2)Q(xt) — ZT:P(wt)Q(t/x) . (5.38)

Combinant finalement les relations (BE37) et (E38]), on retrouve I'équation de Bethe fonctionnelle
originale (EEI0), ainsi qu’une autre faisant intervenir P(¢) a la place de Q(¢) :

P)(z e IR(t)) = 2471 — 2t)EP(t]2) + 2be MV (1 — t)EP(at) . (5.39)

On constate que cette équation est 1’équation de Bethe fonctionnelle associée a la matrice
M(logz — ~,p,q, L —n). En fonction du polynéme P, la valeur propre associée est donnée par

PO 1P(1)
P ) (540)

E(Plogx —v,p,q¢,L —n) = (p—q) <

L’expression (B37) ainsi que sa dérivée par rapport & t au point ¢ = 1 permettent alors de
montrer que cette valeur propre est égale a la valeur propre E(Q,~,p, q,n). Il suffit maintenant
d’appliquer la transformation e? — xze™” pour construire les polyndmes Q et R image des
polynémes @ et R par la transformation n — L — n. On a alors prouvé que le spectre de
M(v,p,q,L —n) et égal au spectre de M (v, p,q,n).

On constate que la maniére la plus naturelle de passer d’une solution des équations de Bethe
pour un systéme & n particules a une solution des équations de Bethe pour un systéme a L —n
particules correspond & effectuer a la fois la transformation v — logx — v et la transformation
n — L —n sur le systéme. Nous verrons au chapitre [l que c’est encore le cas quand on considére
la construction des vecteurs propres de la matrice M en utilisant I’Ansatz de Bethe algébrique.
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5.1.3 Solutions de 1’équation de Bethe fonctionnelle pour n =1

Dans le cas d’un systéme comportant une seule particule, on a vu a la section du
chapitre Bl que la racine de Bethe z était égale a z = e** /L on k est un entier compris
entre 0 et L — 1 qui caractérise complétement 1’état propre du systéme : la quantité 2km/L est
I'impulsion associée a la particule. En particulier, on a kK = 0 pour I’état propre correspondant
a l'état stationnaire. D’aprés (B3)), la racine de Bethe y correspondant & z a pour valeur

1_65%

Yy = T — 6’3% ) (541)

avec oil
Fe=v- " (0<k<L-1). (5.42)

Le polynome Q(t) correspondant est donc

1— e
Q) =t— o (5.43)
L’équation de Bethe fonctionnelle donne pour R(t)
— et — (1 — ek — eVt — (1 = eT*

Rty = ebrq — @z et = =et) g pplem et e =e)

(x — et — (1 — er) (x — M)t — (1 — ek)

Le numeérateur de l'expression pour R(t) s’annule en ¢ = y, ce qui signifie que R est bien un
polynome. La valeur propre de la matrice M () associée a Q(t) et R(t) est
Er(y) = 4 aze™ ™ — (1 41). (5.45)

En v =0, on trouve les L valeurs propres de la matrice de Markov M :

E(0) = (1+2) (cos <%T”> - 1) +i(1— 2)sin (2’%”) O<k<L-1). (546)

Pour ’état stationnaire k = 0, la valeur propre Ey(0) correspondant a I’état stationnaire s’an-
nule. Les états propres correspondant au gap de la matrice de Markov correspondent a k =1 et
k = L — 1. Leurs valeurs propres ont méme partie réelle mais des parties imaginaires opposées.

5.1.4 Application au modéle totalement asymétrique

On va maintenant calculer la fonction génératrice des cumulants du courant dans le cas
totalement asymétrique en utilisant les équations de Bethe écrites sous la forme de ’équation
fonctionnelle (EZIM). On retrouvera le résultat de Derrida et Lebowitz [86], que nous avions
dérivé a la section du chapitre Bl en utilisant la forme ([B24)) des équations de Bethe faisant
intervenir les racines de Bethe z;.

Dans la limite z — 0, utilisant

n (n—1) n—1
2"Q(t/x) = 2" [(é) + % <£> +...+ %Q'(O) +Q(0)| —t" quand z — 0,
(5.47)
I'équation de Bethe fonctionnelle (EIM) devient
Q)R(t) = M (1 — t)FQ(0) + 1™ . (5.48)

On note que le polynéme R(t) est maintenant de degré L —n et non plus de degré L. On divise
I’équation précédente par t" et on prend son logarithme. On obtient

log (%) +log R(t) = log (1 + eLWQ(o)(lzint)L> . (5.49)
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La solution de cette équation correspondant & ’état stationnaire est caractérisée par le fait que
Q(t) tend vers " ([ID) et R(t) vers 1 (I8)) dans la limite v — 0. On va donc développer
I'équation précédente perturbativement autour v = 0. On note que comme Q(0) tend vers 0
quand 7 — 0, on peut effectuer un développement en puissances de Q(0) au lieu de . On

obtient alors
O (_q)k—1gkL k _ p\kL
log (%) +log R(t) = (=1) QO =D (5.50)

k tkn

A chaque ordre en Q(0), le membre de droite de I’équation précédente est une fraction rationnelle
en t. Si on développe le (1 — ¢)*X en puissances de t, cette fraction rationnelle peut étre mise
sous la forme d'une somme de puissances positives et négatives de t. On va maintenant montrer
que toutes les puissances positives en ¢ de (2l proviennent du terme en R(t) tandis que toutes
les puissances négatives en ¢ proviennent du terme en Q(t).

On commence avec R(t). Comme R(t) tend vers 1 en Q(0) = 0, on peut écrire

R(t)=1+ i Ri(H)Q(0)F (5.51)
k=1

ou les Ry(t) sont des polynomes en ¢ de degré (au plus) L — n. On prend ensuite le logarithme
de R(t). On obtient

Ry(t)?

log R(t) = R1 (t)Q(O) + (RQ (t) — B

> QU0 +... . (5.52)

On constate qu’a l'ordre k en Q(0), log R(t) est un polynome de degré (au plus) kL. En parti-
culier, il ne contient que des puissances positives ou nulles en t.

Un raisonnement similaire peut étre effectué concernant le terme en Q(¢) de (EX{). Comme
Q(t) est égal & t" en Q(0) = 0, on peut écrire le développement de Q(t) autour de Q(0) = 0
sous la forme

Q) =t"+)_ Qut)Q(0) (5.53)
k=1

ou les Q(t) sont des polynomes de degré au plus n — 1 en ¢ & cause de la normalisation a 1 du
terme de degré n de Q(t). Le développement en puissances de Q(0) du logarithme de Q(t)/t"

s’écrit alors
2

A T'ordre k en Q(0), log(Q(t)/t") est donc un polynéme en 1/t (de degré inférieur ou égal a kn)
sans terme constant, ce qui signifie que son développement en puissances de ¢t ne contient que
des puissances strictement négatives.

On a ainsi montré que, a chaque ordre en Q(0), le terme de (EA0) en Q(t) contribue unique-
ment des puissances strictement négatives en ¢ tandis que le terme en R(¢) contribue seulement
des puissances positives ou nulles en ¢t. On en déduit donc les valeurs des polynomes @ et R :

O (_1)k—1gkLy k kn—1 , .
log <Q(t)>:2( ) ; Q(0) Z(_l)]<k~L> j—kn (5.55)

=1 7=0 J

k
O (L 1)k—1kL E kL , ,
logR(t):Z( D" e10(0) Z(—w(kL) J=hn (5.56)

k=1 k j=kn J
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On peut aussi, a chaque ordre en Q(0), effectuer un développement autour de ¢t = 1 des expres-
sions précédentes pour Q(t) et R(t). On utilise pour cela les identités

kn—1

;} (-1 (kjL> (j _mkm) = (—1)’“"+m‘1<kLk;T_n; 1> (5.57)
;i;“‘”j<ﬁf><?_;fn>::(‘1ym+m<%12;f7{_1)“mSMLm, (5.58)

qui peuvent étre prouvées en considérant le produit des deux fonctions génératrices suivantes :

kL
>17 (M) s = o (5.59

j=0 J
g <7;> P ﬁ . (5.60)

En fonction du parameétre B, défini par
B = (-1)"1ehQ(0) , (5.61)

on obtient alors

log (%@) = i %k i (kL]m_l 1__1 m) (1—t)m (5.62)

k=1 m=0
Bk kL —1-—m .
logR(t):—Z? < 1 >(1—t) . (5.63)
k=1 m=0

Pour le modéle totalement asymétrique, la valeur propre de M () correspondant a Q(t) et R(t)
s’écrit (BI0)
d

E(y) = =2 log R(t) s (5.64)

tandis que la valeur de R en 1 est reliée a v par (BZI))

1
= log R(1) . (5.65)
on trouve finalement
n(L —n)~~ BF (kL
E(y) = — .
™) L KL — 1 (m) (5.66)
k=1
1 = B* (kL
= —— — . 5.67
TTTL ; k <k:n> (5.67)

Cette formule paramétrique pour E(v) est identique a celle obtenue par Derrida et Lebowitz
dans [R6] a partir des équations de Bethe faisant intervenir les racines de Bethe z;, et reproduite
a la section du chapitre Bl On remarque que la présente dérivation nécessite un peu moins
de calculs que celle du chapitre Bl
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5.2 Deéveloppement perturbatif de ’équation de Bethe fonction-
nelle

Nous allons passer dans cette section a I’étude de I’équation de Bethe fonctionnelle dans le
cas du modele d’exclusion avec une asymétrie quelconque entre les taux de saut vers l'avant et
vers l'arriére. Nous montrerons qu’il est possible d’effectuer un développement perturbatif de
cette équation fonctionnelle pour obtenir I'expression de la valeur moyenne du courant et de
la constante de diffusion. Pour certains détails techniques du calcul, on renverra le lecteur a
I'article [T] en annexe.

On rappelle que la solution de I’équation de Bethe fonctionnelle (E2I0)

QR(t) = M (1 =)' Q(xt) + 2"(1 — 2t)*Q(t/x) , (5.68)
caractérisée par (E217)
lim Q(¢) = " (5.69)
et vérifiant (B20)
2"Q(1/x) = M Q(1) (5.70)

permet d’exprimer la fonction génératrice des cumulants du courant E(v) (B2 sous la forme

BO)_ (@) 1Q/)
-a-0 (G0 s aam) o

Le développement perturbatif en v des polynomes Q(t) (de degré n) et R(t) (de degré L)
intervenant dans ’équation de Bethe fonctionnelle (B68]) s’écrit sous la forme

Q) =t"+ ) Qut)y" =1"+ Q1(t)y + Q2(t)y* + ... (5.72)
k=1
R(t)=(1—at)l +2"(1 - t)F + iRk(t)vk = Ro(t) + Ri(t)y + Ro(t)y* +... . (5.73)
k=1

A cause de la normalisation a 1 du terme de degré n de Q(t), les polynomes Qx(t) sont de degré
n — 1. Les polynomes Ry(t), quant a eux, sont de degré L. On note que le développement de
I'équation (EG8) autour de v = 0 donne, a tout ordre k en 7, une équation linéaire en Q ()
et Ry (t) faisant intervenir uniquement les Q;(t) et R;(t) pour j < k. Cette équation détermine
entierement Q(t) et Ri(t) & une constante pres, qui peut étre fixée en utilisant ([EZ0). II va
étre pratique d’introduire le polynéme B défini par

B(t) = Q(t) — 2"Q(t/x) = > Bi(t)W* = Bi(t)y + Ba(t)y* + ... . (5.74)
k=1

Le polynome B est de degré n — 1. On peut exprimer Q(¢) en fonction de B(t) de la maniére
suivante :

(5.75)

ol [B]) est le coefficient de t/ dans B(t). On exprime les Q(xt) et Q(t/x) dans le membre
de droite de 'équation de Bethe fonctionnelle (B68)) en fonction de Q(t), B(xt) et B(t). On
obtient

QU)(R(t) — 2" (1 — )F — (1 — at)E) = 271 — )EB(at) — (1 — 2t)PB(t) . (5.76)
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Le polynome R(t) — 2"/ (1 —t)L — (1 —xt)* s’annule en v = 0. A I'ordre k en , on peut donc
écrire

Lk
(1 —t)EBy(at) — (1 — xt)EBy(t) = t" <Rk( ) -t (1) > (5.77)

k—j

k—1 ) Lk;—] .
+; <Qj(t) (Rk_j(t) e t)L> Hot t)LBj(:mt)> .

Modulo ¢, le terme en Ry(t) disparait. On obtient alors

Lk n
(1 —t)IBy(at) — (1 — 2t)LBy(t) = Z:: < (t)Ry—;(t) — W(l - t)LQj(xt)> modulo ¢" .
(5.78)
On note aussi que la valeur de By(t) en ¢t = 1 est donnée, d’apres () et (BZ4), par
k—1 nk_J
By(1) = - —@Q;(1) . (5.79)
= (k=)

L’¢quation (7)) exprime (1 —¢)B(xt) — (1 — xt)L'B(t) a I'ordre k en « en fonction des R;(t),
Q;(t) et Bj(t) pour j < k. Elle permet donc de déterminer récursivement ordre par ordre en vy
les polynomes B(t), Q(t) et R(t) a la condition que l’on sache, étant donné le second membre
de (B8, résoudre I'équation pour Bj. Cette équation pour By est un systéme d’équations
linéaires en les coefficients du polynéme By. Elle peut étre résolue pour de petits systémes,
éventuellement a ’aide d'un logiciel de calcul formel. Nous allons montrer dans la suite que ’on
peut en fait obtenir une solution exacte pour un systéme de taille n arbitraire jusqu’a & 'ordre
2 en 7.

Toute solution de 'équation linéaire (I8 pour By peut s’écrire comme la somme de la
solution générale de I’équation homogéne (sans second membre) et d'une solution particuliére
de I’équation inhomogeéne (avec second membre). La solution générale de I’équation homogéne

1 —t)LC(at) — (1 — at)LO@) = 0 [t7] (5.80)

associée a (LTR) est donnée, a une constante multiplicative arbitraire pres, par

M

o) =[(1— )" y () 147 . (5.81)

On a introduit la notation ,
b= gt (5.82)
j=a

pour une fonction f ayant comme développement en série entiére
[oe)
t)=> fit!. (5.83)
=0

Si on appelle Ek(t) une solution particuliére de ’équation inhomogeéne (B78), la solution générale

de (BT8)) s’écrit alors N

By (t) = BkC(t) + B(t) - (5.84)
La constante [ peut alors étre déterminée en utilisant la valeur de By(1) (EZ9). Connaissant
B(t) a lordre k, on peut ensuite écrire Qg (t) et Ry(t) en utilisant respectivement (70 et
(D), et déterminer finalement E(y) a l'ordre k& (EZ1). On va maintenant passer a la résolution
explicite des deux premiers ordres en ~.
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5.2.1 Premier ordre

Au premier ordre en v, I'équation linéaire (78] se réduit simplement a 1’équation homogeéne
(1 -ty + 271 = )H)Q1(t) = (1 — )EQ (xt) + (1 — 2t)L2™Q1(t/x) modulo t" . (5.85)

On a donc By (t) = £1C(t), on By est fixé en utilisant (Z) Bi(1) = —n. On trouve

—-1)"L
by = (L)) : (5.86)
On en déduit (B 1
L — (1) (L
:T 1_90”] <> (5.87)

Utilisant (&), R1(t) s’écrit alors

—D"L (-t —at) 5T - (- at) [ - )

Ri(t) = La"(1— 1)F + ¢ R — (5.88)
e+ <—(1£>;L o (U G S U/ (R

Les deux expressions données en (88]) pour R;(t) se déduisent I'une de l'autre en utilisant le
fait que (1—t)" et (1—at)" peuvent s’écrire comme la somme de leurs puissances de ¢ comprises
entre 0 et n — 1, et de leurs puissances de ¢ comprises entre n et L. La premiére expression de
(EX]) indique que Ry(t) n’a pas de puissances de ¢ supérieures a L, tandis que 'autre souligne
que R;(t) est un polynome en t. Prises ensemble, ces deux expressions montrent que ’on a bien
trouvé pour Rj(t) un polynome de degré L.

5.2.2 Deuxiéme ordre

A l'ordre 2 en v, 'équation ([EZ8) devient I’équation linéaire inhomogeéne suivante :
(1 —t)EBy(at) — (1 — 2t)EBo(t) = Qi(t)Ry(t) — L(1 — t)* Q1 (xt) modulo ¢ . (5.89)

Une solution particuliere By(t) de cette équation est (c.f. Iarticle [T] en annexe pour une dé-
monstration)

~ "‘1_n+'+12'"1L Ll

2
Jj=0 (n) =1

La solution générale Bs(t) est alors
By(t) = Ba(t) + AC(1) (5.91)

ou C(t) est donné en (X)) et ou la constante [y est choisie telle que I'équation ([EZ) soit

vérifiée pour k = 2 :

n2

By(1) = Yy nQ@1(1) . (5.92)
On trouve (c.f. [II)

By = ﬁﬁ( ()+Q() Z) (5.93)
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5.2.3 Valeur moyenne du courant et constante de diffusion

Connaissant ((t) aux ordres 1 et 2 en -, on peut maintenant calculer le développement de
la fonction génératrice des cumulants E(vy) a lordre 2 en utilisant (EZI). On obtient alors la
valeur moyenne du courant ainsi que la constante de diffusion. Le calcul est un peu long mais
sans réelle difficulté. Nous renvoyons le lecteur a Uarticle [I] en annexe pour les détails. On
trouve pour la valeur moyenne du courant

J n(L —n)
Z_(1=- .94
-t (5.94)
et pour la constante de diffusion
L
B_Ql_x Z 21+33 n+k)(n ) (5.95)
= T I . :
P ™M

La somme sur k est en fait finie : le produit de binémes au numérateur s’annule deés que
k> min(n, L —n).

On retrouve pour la valeur moyenne du courant J l'expression obtenue a la section B4
du chapitre Pl comme une conséquence de la mesure stationnaire uniforme. La formule pour la
constante de diffusion D est la méme que celle obtenue par Derrida et Mallick [85] en utilisant
une extension de I’Ansatz matriciel pour I’état stationnaire. Le facteur L? de différence par
rapport a l'expression de [85] est di au fait que l'on calcule ici la constante de diffusion du
courant total (i.e. on compte tous les déplacements des particules ou qu’elles soient), alors que
dans [85] le courant est compté a travers un seul lien.

Nous avons montré dans cette section que I'équation de Bethe fonctionnelle (BIM) pouvait
étre résolue perturbativement en le paramétre ~, donnant accés aux premiers cumulants du
courant. Une fois le développement en v effectué, ’équation (BZIT) se rameéne, a chaque ordre
en v, a une équation linéaire inhomogéne donnant par une récurrence la valeur du polynéme
Q(t) & cet ordre en +, connaissant la solution aux ordres précédents. L’équation homogene
associée est indépendante de l'ordre en 7, et sa solution générale est explicitement connue.
Par contre, le second membre de I’équation inhomogéne devient de plus en plus complexe
a mesure que l’on augmente l'ordre en ~. Nous avons montré que l'on pouvait obtenir une
solution particuliére de I’équation inhomogéne aux deux premiers ordres en 7. Aller a l'ordre
suivant de cette maniére semble plus compliqué : méme a ’ordre 3 en ~, on s’attend a ce que
les solutions particuliéres de I’équation inhomogéne soient trop lourdes & manipuler, rendant
difficile I'obtention par cette méthode des cumulants d’ordre plus élevé, sauf pour de petits
systémes pour lesquels les équations linéaires peuvent étre résolues, en utilisant par exemple un
logiciel de calcul formel.

5.3 Résolution systématique ordre par ordre

Dans la section précédente, nous avons introduit une méthode permettant de résoudre I’équa-
tion de Bethe fonctionnelle perturbativement en le parameétre . Cette méthode implique, a
chaque ordre en ~, de trouver une solution particuliéere d’'un systéme linéaire de taille n dépen-
dant des trois parameétres t, x et L. Nous avons pu réaliser cela jusqu’a l'ordre deux en -, ce
qui nous a donné des expressions exactes pour la valeur moyenne du courant et la constante de
diffusion.

Dans la présente section, nous allons présenter une autre méthode pour résoudre 1’équation
de Bethe fonctionnelle perturbativement en ~. Celle-ci, contrairement a la méthode de la section
précédente, est complétement explicite méme pour un systéme comportant un nombre arbitraire
n de particules. En particulier, elle ne nécessite pas de deviner la solution d’un systéme linéaire
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dont la taille dépend de n. Elle est aussi plus efficace, et permet en particulier d’obtenir la
valeur moyenne du courant et la constante de diffusion avec beaucoup moins de calculs que par
la méthode précédente. Les calculs peuvent alors étre poussés jusqu’a l'ordre 3, ce qui donnera
une expression explicite pour le troisiéme cumulant du courant.

5.3.1 Reformulation de I’équation de Bethe fonctionnelle

La méthode que nous présentons dans cette section passe par une reformulation de I’équation
de Bethe fonctionnelle (EE68). On définit la fonction A par

A(t) ::x"5%§§§2 . (5.96)

L’équation de Bethe fonctionnelle (B8] se réécrit alors

R(t) __AQ®) 1 zel
-0l —a)F  (0—0F (=20 AQxl) (5.97)

D’aprés la définition de A(t), et en utilisant 'expression ([BZ0) reliant Q(1) et Q(1/x) et le fait
que @ est de degré n, les valeurs de A(t) en t =0, t = 1 et dans la limite ¢ — oo sont connues.
On a

A(0) = 2", A(l) =e™ et tlirgo Alt)y=1. (5.98)

La caractérisation (B8] de la solution de I’équation fonctionnelle (E201) correspondant a 'état
stationnaire, s’exprime en fonction de A(t) sous la forme

At =1+0(y) . (5.99)

Utilisant la valeur (O8] de A(1), la fonction génératrice des cumulants du courant (EZ1)) s’écrit
en fonction de A comme

B - aemaq). (5100

5.3.2 Développement perturbatif en v et élimination de R(t)

Nous allons maintenant montrer que ’on peut, par un développement perturbatif en ~,
¢liminer R(t) de I'équation fonctionnelle (BEIZ). Cela donnera alors une équation fermée pour
A(t), qui pourra étre résolue perturbativement en . D’apreés (£39), le développement de A(t)
autour de v = 0 s’écrit

Alt) = 1+iAk(t)7k. (5.101)
k=1

On utilise maintenant la définition (E30) de A(t) en fonction de Q(t), le développement per-
turbatif de Q(¢) autour de v = 0 (), et le fait que Q(¢) soit normalisé de telle sorte que
Q(t) — t™ soit un polynéme de degré n — 1 qui s’annule quand v = 0. On obtient alors

A = 1 + gyl o gry2Qale) (5.102)
T L0 2@ '
Y +y n + ...

C14q <an1(Z/$) _ Q1(t)> 2 <Q1(t)2 +an2§i/w) B Qz(t)> L

t tn t2" tn

On voit que les Ag(t) sont en fait des polynoémes en 1/t de degré kn, sans terme constant
(Ag(t) — 0 quand t — o0).
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On effectue alors un développement en v = 0, puis en £ = 0, de ’équation fonctionnelle
(ET7). On consideére cette équation comme une équation sur des séries formelles en v et en t.
Comme R(t) est un polynome en ¢, le membre de gauche de I’équation (BU7) est régulier en
t = 0, et il fait uniquement intervenir des puissances positives ou nulles en t. Le membre de
droite, par contre, fait intervenir & la fois des puissances positives et négatives en t, & chaque
ordre en ~. Ceci implique donc que les puissances strictement négatives en ¢t du second membre
de (B97) s’annulent. On peut donc écrire

A(t) 1 zel
T—0f T —20f 4@t

=0 (1) . (5.103)

Cette équation a la signification précise suivante : on effectue le développement en v = 0 du
membre de gauche de ([EI03)), ce qui nous donne, a chaque ordre en ~, des fonctions de ¢. On
fait ensuite le développement en ¢t = 0 de ces fonctions de ¢. L’équation (BI03]) impose alors la
contrainte que les développements en ¢ n’ont que des puissances positives ou nulles en ¢.

On voit qu’on effectue des développements perturbatifs en les deux variables ¢ et . Il faut
faire attention d’effectuer ces développement dans le bon ordre : d’abord le développement
en v = 0, et ensuite le développement en ¢ = 0. Faire les développements dans l'ordre inverse
donnerait en effet un autre résultat : d’aprés la définition (098] de A(t), on a en effet A(0) = z",
ce qui implique que le développement autour de ¢ = 0 de A(t) n’a que des puissances positives
en t. Iéquation (BI03) ne contiendrait alors aucune information.

5.3.3 Résolution itérative de ’équation pour A(t)

A partir de maintenant, tout développement en puissances de ¢ doit étre compris comme un
développement en puissances de « suivi, & chaque ordre en -, d’'un développement en puissances
de t. Dans la suite, nous allons utiliser la notation [f(t)]x) = [f]x) pour le coefficient du terme
t# dans le développement de la série formelle f(t) (aprés le développement en puissances de 7).
On introduit aussi les notations [f(t)]—) pour la somme des puissances strictement négatives
en t de f(t) et [f(t)]4) pour la somme des puissances positives ou nulles en ¢ de f(t).

On réécrit 1'équation (ZIO3) sous la forme légérement plus compliquée

A Al " et
(1 _(tt))L M . xtt))L OO <A(“) ! M) HOE o

Le développement perturbatif en v du second membre de I’équation précédente

(&

Ly - 1+ (el —1)
A(xt) + =1+ Ap(zt)yF +
() + iy = 1+ 20 Aelet)

1+ Y Ag(xt)y*
k=1

, (5.105)

implique qu’a l'ordre k en v, le membre de droite de I’équation (BI04) ne dépend que des A;(t)
pour j < k : en effet, on constate que les Ay (t) se simplifient. Cette propriété de ’équation
(ETM) va permettre la détermination de A(t) ordre par ordre en . Introduisant l'opérateur

A, qui agit sur une fonction arbitraire u(t) = ) [u](k)tk comme
keZ

(Agu)(t) = ult) — "u(zt) = Y (1 - x"+k> (] oyt (5.106)
kEZ

Iéquation (BI04 devient

A, <%> - —ﬁ <A(xt) + ;&;) +0 (1), (5.107)
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On veut inverser 'opérateur A, situé dans I’équation précédente. Comme A, donne 0 appliqué
sur t~", les solutions de I’équation

(Apu)(t) = v(t) (5.108)
sont données par .
u(t) = (A7)0 = % - t% , (5.109)
k#—n

pour toute série formelle v sans terme ¢t~". La constante b est un coefficient arbitraire qui n’est
pas contraint par I'équation (EZI0R)). On utilise cela pour inverser 'opérateur A, dans (BT04).
Comme A(t) — 1 quand t — oo, et comme A(t) — 1 a seulement des puissances strictement
négatives en ¢, on obtient

Alt)=1- [(1 D RAYE (ﬁ (A(xt) + ;(Lg;)»](_) —-b [(1;7”’5)1 L (5.110)

Ecrite sous cette forme, 1’équation (EII0) donne une solution récursive pour A(t) ordre par
ordre en . Le terme contenant b, qui n’est pas contraint par l'équation (BI04, peut étre fixé
a partir de la valeur (298] de A(1).

5.3.4 Reformulation de la solution itérative

Les équations (BII0), (I0I) et (EEO8) des sections précédentes permettent d’effectuer le
calcul explicite des premiers cumulants du courant. Il est cependant avantageux de réécrire ces
équations sous une autre forme, qui rend le calcul des cumulants du courant moins fastidieux.
On introduit deux nouvelles fonctions g(¢) et g(t) définies par

3(t) = [Azl <ﬁ (A(xt) + %))L_) : (5.111)

o) =56)+ ' o | S - () ey ) e

La fonction g, construite a partir de g, n’en différe que par un terme en ¢t~". Comme g(¢) et g(t)
sont nuls en v = 0 (car A(t) = 1 pour v = 0), le développement de §(t) et g(¢) en puissances
de v peut étre écrit sous la forme

=D 9" et glt) =D g (1" (5.113)
r=1 r=1

On peut alors montrer que les g, sont déterminés récursivement par la relation

r—1(r—k)n

ny—l k
Z Z 1 _i_n 1 [%grk(xt)} (5114)
S | o
L 1 - xt)Lgrfk(xt)gk (t)] (=1) [gk(t)[(l o xt)Lgr—k(xt)](—)] (=)
~ Z: ( (1 —zn=0)il - (1 — an=D)fl
#n

[gr—k(2t)[(1 = xt) g (1)) ()] (l))

(1 —zn—Het
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et que la fonction génératrice des cumulants du courant E(7) est donnée par

L . .
? - 1emx Z (I‘/>(_1)]M[§](_j) r 2 S -1y (5.115)
7j=1
On renvoie le lecteur a l'article [2] en annexe pour une démonstration des relations précédentes.
On note que la non-linéarité de l'équation de récurrence (BITHl) consiste simplement en la
présence de termes quadratiques en g contrairement a I’équation de récurrence (BII0) pour A(¢),
qui exprime A(t) en fonction de A(xt) et de Uinverse de A(xt). La non linéarité de ’équation
(ETTH)) est donc moins forte que celle de 'équation (BIIM) en le sens que développer un produit
de deux séries formelles génére moins de termes que développer l'inverse d’une série formelle.
En effet, & U'ordre k en v le produit de deux séries formelles en v génére un nombre de termes
linéaire en k tandis que l'inverse d’une série formelle en v génére un nombre de termes égal au
nombre de partitions de l'entier k (c’est & dire le nombre de fagons d’écrire k comme une somme
d’entiers positifs sans tenir compte de 'ordre des termes), qui croit avec k comme I’exponentielle
de la racine carrée de k [9].

5.3.5 Expression exacte pour les trois premiers cumulants du courant

L’équation (BIT4]) permet d’effectuer le calcul explicite des premiers cumulants du courant.
On retrouve les expressions de la valeur moyenne du courant et de la constante de diffusion
obtenues dans la section précédente, ainsi qu’une expression explicite pour le troisiéme cumulant
du courant.

Valeur moyenne du courant

Au premier ordre en v, I’équation de récurrence (EII4]) pour g implique que

) =0. (5.116)
L’équation (ZITZ) donne alors
-1)"L
g(t) = ((L))t" (5.117)

On retrouve la valeur moyenne du courant (594 de la section précédente :

J n(L —n)

—=(1-2)

- — (5.118)

Constante de diffusion

La récurrence (EZ1T4]) implique que

5 n=1( L \y/_p—k 2n L \(_ -k 9
s (SLLICHE $ LI oy

k=1 k=n+1

L’équation (BXITZ) donne ensuite

L2 L2+L

~ N n /L L
92(t) _ g2(t) ((_)1t)n (1 (n—l—k) (n—k) 1 +xk> . (5.120)
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On retrouve alors I'expression (B2U4) de la constante de diffusion :

L L
D 2l 2* () ()
= Z - -k (5.121)
p — 1 11—z (L)

n
On note que les calculs sont ici beaucoup plus simples que lors de la dérivation de cette expression
dans la section précédente.

Troisiéme cumulant du courant

A cause de la symétrie particule-trou du systéme, on peut considérer seulement le cas L < 2n.
Ceci implique alors que 'on n’a en fait pas besoin des puissances en t de g(t) strictement
inférieures & —2n pour obtenir la valeur propre E(v) a partir de (EEI15)). Aprés quelques calculs
détaillés dans I'article [2] en annexe, la récurrence (2114 donne

n—1 L' 1 n—j xzj L 1 n+j xj
[?]3(75)]:%11 — Ll/2 Z; (n-l—])tflj) (1 - ) + Lv 2 Z; (n ])tiur]) (1 - x]’)2 (5122)
21/4 n I I 1+ .%'j n—1 (nL @) (_1)n+i wi n (n[;@) (_1)1172‘ 1
L Zl<n+y>< j>1—xj (2 +t"*i 1—xi+ZZl I

n n

j
. le L \3 (-1t 1427 ot
= =\ +i)\n+j) triti 1—gxi1— gits

i

L \V3(-1)1+27 =
+Zz<n+z—|—]><n—]> tn=t 1—ail—2at

Jj=11i=1
+Z":Z": L L \A(=1)1+27 1
(s la\n—i—j5)\n+j) "t 1—ail—at
n L\ 142 1

7=11i=1

Apres d’autres calculs détaillés dans larticle [2], on trouve enfin une expression pour le troisiéme
cumulant du courant

(L—l E3 _ ZZ n—l—z) (an)(n—I—]) (n j)( ‘2)1+—xi1+xj: (5.123)

—i—] :
p( >0 j>0 (n) T—atl—a

_3 Z Z (n+i (n+j) (nflilfj) + () (TLE]) (n+Li+j) 24 ij+ ) 1+281+ a7

i+ T T

j>o &’

3y nﬂ ) .)<1+x%>2+3n<L—n> () E

2
o~ 1— 2 22L — 1) (E) 3L —1)

n) (51)
N3
n

)

5.3.6 Expression des cumulants du courant a la limite thermodynamique

Les expressions exactes (ELIZ10) et (12Z3) de la constante de diffusion et du troisiéme cumu-
lant du courant se présentent sous la forme de sommes de termes dont le nombre croit avec la
taille du systéme. Nous allons maintenant voir que ces expressions se simplifient dans la limite
thermodynamique.
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Constante de diffusion

D’aprés la formule de Stirling, dans la limite L — oo avec une densité de particules p =n/L
fixé, les coefficients du binome intervenant dans I’expression (BUAl) de la constante de diffusion

se mettent sous la forme
k 2 1
(L)/O-C5) o
n+k n p

p— Joszyp(l=p)L (5.125)

2 )

Posant

I'expression (204) de la constante de diffusion devient alors

2

k
s k2" 0(-0L

D 2(1 —xz) E .
p k=1 tanh <%>
pl=p

Le termes de 'expression précédente avec k tels que n — k ou L — n — k restent finis dans la
limite L — oo, pour lesquels (EZI124]) ne peut pas étre utilisé, sont exponentiellement petits en
L et ne contribuent donc pas a la constante de diffusion dans la limite L. — oo. De méme pour
les termes de (I20]) avec k& > max(n, L —n), qui étaient nuls dans l’expression initiale (B90)
de la constante de diffusion.

On veut transformer la somme sur k de l'expression précédente en intégrale. On introduit
pour cela les ux, = k/+/p(1 — p)L, en fonction desquels la constante de diffusion devient

(5.126)

—u

D uze
— ~2(1-— p)LYy —hF 12
P ( z) Z tanh(Puy) (5.127)

L’expression sous la somme reste bornée pour wu; décrivant I'axe réel positif. La distance entre
les uy, tendant vers zéro quand L tend vers 'infini, I’expression précédente devient une intégrale
si @ a une limite quand L — oo. On obtient alors

D oo u26—u2
P 201 — z)p*%(1 — p)3/2L3/2/0 du

tanh(®u) (5.128)

On note que, si 1 — z dépend de L comme 1/L" pour une certaine valeur r fixée, I’expression
précédente est valide, dans la limite thermodynamique, quelle que soit la valeur du parameétre
r. On constate qu'il y a trois cas a distinguer : 7 < 1/2, r =1/2 et r > 1/2. Si r est strictement
plus petit que 1/2, le parameétre ® tend vers l'infini quand L tend vers U'infini. On peut alors
remplacer tanh(®u) par 1 dans (BIZ8)) et calculer l'intégrale. La constante de diffusion a dans
ce cas une forme semblable & celle que I'on obtient dans le cas totalement asymétrique. Si r
est strictement plus grand que 1/2 (situation qui contient en particulier le cas o 1 — z a une
limite finie non nulle quand L — o00), le paramétre ® tend vers zéro dans la limite L — oo,
et on peut remplacer tanh(®u) par ®u dans (IZ2F). L’intégrale peut encore étre calculée, et
on trouve alors la méme expression que dans le cas du modeéle symétrique. Enfin, dans le cas
intermédiaire ou r est égal a 1/2, ® a une limite finie et 'intégrale ne peut pas étre simplifiée
dans (ET28). Ce cas correspond & la frontiére entre les systémes dont la constante de diffusion
se comporte comme le modéle totalement asymétrique, et ceux pour lesquels elle se comporte
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comme le modeéle symétrique. On trouve les expressions suivantes :

D E(1—2)p*2(1 - p)¥2 L3/ sl <1-u (r<?
D —u? : 20 1
E ~ 4@[) 1 — LfO dut:nflm S1 1-— X ~~ m (7“ = 5) . (5129)
%wQ,o(l—p)L sil—x«% (r>1)

Troisiéme cumulant

Effectuant les mémes transformations que pour la constante de diffusion, et utilisant en plus

kL -
Ej’z;z ~ \/(27rp(1 —k,o)L)k ' quand L — oo, (5.130)

Iexpression exacte (I23]) du troisiéme cumulant se met sous la forme

E
f ~2(1 = 2)p*(1 = p)*L3hs(®) , (5.131)
avec
2 2 2 2
u —|—U —uc—ve _ (u2+uv+vz)e’“ —Uv—0v
h3(®) = ———= d 132
3(®) +3/ u/ tanh(®Pu) tanh(dv) o (5:132)

dans la limite ou L tend vers l'infini. Contrairement au cas de la constante de diffusion, pour
lequel on obtenait une expression ne s’annulant pour aucune valeur de ®, on peut montrer que
la fonction h3(®) s’annule dans la limite ou ® tend vers zéro. On doit donc aussi considérer
des corrections provenant de la différence entre les sommes de Riemann et les intégrales corres-
pondantes (voir 'article [2] en annexe pour les détails). Selon la maniére dont 1 — x évolue en
fonction de la taille du systéme, on obtient trois régimes distincts, séparés par les deux régions
l—z~1/Letl—2~1/VL:

(%N—(l—x)(;\—’}—T)p(l—p)Lg Si%«l—x
% ~ Bh3(®)p?2(1 — p)3/2L5/? sil—axn~ ﬁ
B &0 -2 31— p)PL? i <l-r< (5.133)
% ~vp*(1l —p)’L — %p?’(l —p)3L sil—xz~ 7
% ~ (1 —2)p?(1 — p)2L? sil—z< 1

5.4 Fluctuations du courant dans la limite faiblement asymé-
trique

On considére dans cette section le cas d’un systéme faiblement asymétrique pour lequel
l'asymétrie est donnée par

l—z= (5.134)

IS
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On va calculer pour ce systéme la limite thermodynamique de tous les cumulants du courant.
Contrairement aux sections précédentes oul tous les calculs étaient effectués pour des systéemes de
taille finie, on va devoir ici passer & la limite thermodynamique directement dans les équations
fonctionnelles.

5.4.1 Reégularisation de I’équation fonctionnelle en © =1

On part de la formulation de I’équation de Bethe fonctionnelle en terme de la fonction
A(t) définie section (3I). On observe que les relations de récurrence (BII0) et (EXIT4) sont
singuliéres dans la limite  — 1. On va donc devoir régulariser la fonction A(¢) dans la limite
x — 1. Les équations (UX) et (EI) indiquent que A(1) est régulier en x = 1, et que A’(1) a
un pole d’ordre 1 en z = 1. On peut aussi montrer (voir 'article [3] en annexe) qu’a l'ordre k
en 7, la fonction A(t) a un pole d’ordre k — 1 en x = 1. Cela suggére qu'un développement en
t = 1 devrait permettre de régulariser I’équation fonctionnelle (97) dans la limite z — 1. On
définit

Aly) =e ™AL - (1 —2)y)|. (5.135)

Dans le chapitre @ on verra que I'on peut définir une matrice de transfert 7(\) commutant avec
la matrice M () pour toute valeur du « parametre spectral » . La valeur propre €(\) de cette
matrice de transfert correspondant a la valeur propre E(vy) de M () est donnée par

e MR(t) . x"e T
N=8 Y Ay e 5.136
)= (gt = A+ M (5:130
avec P,
—e

Pour la méme raison que pour E(7), la valeur propre €(\) doit étre réguliere en x = 1. Ceci
implique au moins que L — 1 premiéres dérivées successives de fl(y) en y = 0 sont réguliéres en
y=0.

On peut confirmer cela en considérant ’exemple explicite du systéme a une seule particule.
On peut en effet calculer A(t) et A(y) a partir de la connaissance de Q(t) ([EZ3). On trouve
pour A(t)

1—¢eY

CterBS (@)
A== = o e e (5.138)

Cette fonction posséde un pole et un zéro qui tendent tous deux vers zéro quand ~ tend vers
zéro. Son développement autour de v = 0 est singulier dans la limite z — 1 :

ol 1 14z 72 1 14z  1+4x+ 22 73
Aty =14+ =5 —
®) +t+<t2 2t >1—x ( * (1—-2x)

t3 12 6t

S+0 (1) . (5.139)

A Tordre k en v, A(t) possede bien un pole d’ordre k — 1 en z = 1. On obtient aussi pour la
fonction A(y)
iy L— (A —a)y—ay(l—e™)

Aly) = —— A= 2y — v =1 (5.140)
Le développement de A(y) en puissances de v et de 1 — x est donné par
Ay =1+ (1-2)y+ Q-2+ (1 -2 +0 (1 —2)*))~
2 3
+ <y+ (1—-2x) <2y2 - %) + (1 —x)? <3y3 - %) +(1—2x) <4y4 — %) +0((1- w)4)> 2
2 3
+ <y2 +(1-2) 3+ 5) + (1 -2 <6y4 + ‘%) +(1—a)? <10y5 + ‘%) +o(01- x)4)> 53

+0 (v . (5.141)
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Contrairement a A(t), on note sur cet exemple que le développement autour de v = 0 de A(y)
est régulier dans la limite z — 1.
5.4.2 Equation fonctionnelle pour A(y)
En fonction de A(y), 'équation fonctionnelle (D) se réécrit
e™R(1—(1—x)y) L5 paell=2n)y
=1+zy)"Aly) +y" ———, 5.142
1)t (1 +ay)"Aly) +y A0 o0) (5.142)

tandis que les équations (B09), (0]) et (BEI00) deviennent respectivement

A(y) =1+ 0 () (5.143)
A(0 ): (5.144)
E0h2) _ 200 (5.145)

3

Nous allons résoudre ’équation fonctionnelle (BI22) perturbativement autour de y = 0 et z = 1.
Utilisant (E21Z3)) et la régularité en z = 1 du développement en v = 0 de A(y), on peut écrire

= i i F1—a). (5.146)

k=11=0

On a vu dans la section précédente qu’a l'ordre k en ~y, A(t) est un polynome de degré kn en
1/t avec un pole d’ordre k — 1 en x = 1. Ceci implique que les Ahl(y) sont des polyndémes en y
de degré k + [ — 1. Nous allons maintenant éliminer le polynéme R de I’équation fonctionnelle
(EETZ2) de maniére similaire a ce que nous avons fait dans une section précédente pour I’équation
fonctionnelle en A(t) (EH7). On divise 1'équation fonctionnelle (1) par y*(1 + 2y)* et on
effectue le développement pour y — oo. Utilisant (BITl), on obtient

(y) N 1 xne(L72n)'y B (efn'y _i_xnfLe(Lfn)fy) B O< 1 > (5 147)
v (Lt eyt A(1 + ay) y" BNV '

qui doit étre comprise de la maniére suivante : chaque terme du développement en puissances
de v et 1 —z du second membre de I'équation est d’ordre 1/y~*! pour y — oo. Une fois encore,
on observe que le polynéme R a disparu, donnant une équation faisant uniquement intervenir
A(y). Remplacant y par y/x et divisant tout par ", Péquation [GI4Z) peut étre réécrite de la
maniére suivante

Aly+1)  A(y) _ 2t " Ay/x) — Ay)
-+ oy y*

L
1 e(L—2n)y 1
+——— A+ 1)+ —— —al e — L +(9< )
<y+1>L< WD Sy T e

(5.148)

On définit 'opérateur de différence finie A agissant sur une fonction quelconque u de la maniére
suivante

(Au)(y) = u(y +1) = uly) . (5.149)
L’équation fonctionnelle (ZT48]) devient finalement

Ay _Uly)  Vig+1) 1
A( " )- AR +(9<yL+1> : (5.150)
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Uly) =" "A(y/z) — A(y) (5.151)
et
V(y) = Ay) + i glnemm — e(b=n)y (5.152)
R TP | |

De maniére similaire a ce qui se passait dans l’équation de récurrence ([II0) pour A(t), on
observe qu’a l'ordre k en v et [ en 1 —x, le second membre de (120 dépend seulement de flm
avec soit i = ket 7 <l (U(y)) oui < ket j<l(V(y)). Ainsi, 'équation (EI00) fournit une
solution ordre par ordre en v et 1 —x pour fl(y), a condition que I’on sache inverser I'opérateur

A.

5.4.3 Inversion de 'opérateur A

Nous voyons que contrairement a ce qui se passait dans (EII) pour A(t), I'opérateur A
agissant sur A dans le second membre de (BEI50) ne s’annule pas pour z — 1. Cela est relié au
fait que A(y) n’est pas singulier dans la limite z — 1. L’opérateur A agit formellement comme

A=ePv—1 avec D,=d/dy. (5.153)

Utilisant le développement de Taylor

B; .
e (5.154)
4!

Py o0
ez—lzgo

J

ott les B; sont les nombres de Bernoulli, on voit que 'on peut inverser 'opérateur A dans (EIa0)
en multipliant les deux cotés par D, /(eP¥ — 1). On obtient

0 (1) - () s s () o) o

Les opérateurs différentiels D, /(ePv —1) et —D,/(e~P» —1) doivent étre interprétés comme des
séries formelles en D, en utilisant (BI54)). On définit maintenant quelques notations qui seront
utiles pour la suite. Pour toute fonction f, on écrit le développement en série formelle de f(y)
quand y — oo comme

o0

HOESIIS

r=a

1

T )

(5.156)

<

—~

oll a est un entier qui peut étre négatif. On notera [f(y)]_) la partie singuliere de f(y) quand
y — oo et [f(y)]4) la partie non singuliére de f(y) quand y — oo :

-1

ol = S e yi , (5.157)

et N
FOle =S o yi | (5.158)

r=0

Si la fonction f dépend aussi de v ou de =z, [f(y)]—) et [f(y)]) sont définis de telle sorte
que tous les développements en puissances de 1/y pour y — oo doivent étre effectués apres
les développement en puissances de v et 1 — z. Utilisant (BI40l), U(y) et V(y) peuvent étre
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développés autour de v = 0 et x = 1. Comme les flk,l(y) sont des polyndmes en y, on voit qu’a
chaque ordre en v et 1 —z, U(y) et V(y) sont aussi des polynémes en y. On peut alors écrire

Uy)=> [Ulmy" et V) => [Vigy - (5.159)
r=0 r=0

Avec ces notations, on intégre l'équation (EIDD) comme une série formelle en y et on garde
seulement les puissances de y divergentes quand y — oo (& savoir, les puissances strictement
positives en y). Utilisant (E2144)), on obtient

Al = A =123 ot f o (1010204 Vo) |

(5.160)
Nous n’avons pas ajouté de terme constant quand nous avons effectué l'intégration. Cela peut
étre justifié en effectuant une continuation analytique pour L complexe dans nos équations :
comme les Ay ;(y) sont des polynomes en y, ils ont seulement des puissances positives en y.
Ajouter un terme constant lors de I'intégration de (EI54) donnerait un terme y” & A(y). Cen’est
pas possible vu que nous avons vu précédemment que nous pouvions prendre L complexe. On
utilise alors la fonction génératrice (154 pour développer les opérateurs différentiels D, /(e —
1) et —D,/(e7Pv — 1), et on calcule ensuite les intégrales. On obtient alors

(L+jfr—1)

Aly) =1==3 > By 7 (D W + Vi) - (5.161)
r=0 j=0

On observe que le dénominateur L + 7 —r — 1 rend cette équation divergente si L est un entier.
L’équation (BIGT) doit donc étre comprise par une continuation analytique en L. Le coefficient
binomial dans (B2I61) est un polynome de degré j en L. Pour j # 0, on voit que le dénominateur
L+ j—r—1 se simplifie avec un facteur du coefficient du binéme, ce qui donne des termes non
singuliers dans la limite ot L devient entier. Pour j = 0 cependant, le dénominateur L+j—r—1
ne se simplifie pas avec un facteur du coefficient du binéme, ce qui semble rendre la limite L
entier de ’équation (E2I61) divergente. Mais, comme nous savons que A(y) est analytique en L
entier si L > n, cela veut simplement dire que le numérateur contient des facteurs simplifiant
les non analyticités du dénominateur quand L est un entier plus grand que n. Cela peut étre
prouvé en utilisant le fait que les flkl(y) sont des polynomes en y de degré k + [ — 1. D’apres
les définitions (BIRI) et (152, ceci implique que U(y) et V(y) sont des polynomes de degré
k+1—2aVlordre k en v et [ en 1 —x. Ainsi, seuls les termes tels que » < k+ 1 — 2 contribuent
) flk,l(y) dans I'équation (BIGT)). Si k et [ sont choisis de telle sorte que k + 1 < L, seuls les
termes de la somme sur r tels que r < L — 2 vont intervenir. On observe que pour ces termes,
le dénominateur L + j — r — 1 est toujours non nul, méme pour L entier. Utilisant la notation

L1
Oy, 1-2)""' =300 ((1 -2k, (5.162)
s=0
Iéquation (BIGT) se réécrit
i L2 r (-1 ' A
Aly)-1==>%" Bjﬁyrﬂ_] (1Y [U)) + [V]) +O (3,1 —2)" . (5.163)
r=0 j=0

Dans cette derniére équation, L peut étre pris entier : il n’y a plus de divergences.
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5.4.4 Solution des équations fonctionnelles

Jusqu’a présent, nous avons considéré des développements perturbatifs en y =0et z = 1
de /Nl(y) pour des systémes de taille finie. Nous allons maintenant prendre la limite faiblement
asymétrique (z = 1 — v/L, L — oo) de la relation de récurrence (EIB3) pour A(y). D’aprés
I'expression (BEI22) pour V(y), on voit que I'on va devoir prendre  d’ordre 1/L pour obtenir
une limite non triviale pour une densité finie p = n/L. Il est utile de considérer la fonction h(y)
définie par

Y
—

b.
<
2

I
=

14
h(y) = h(y; p,v) = i) -1 . (5.164)
A partir de maintenant, nous n’allons plus utiliser les variables v et 2. Tous les développements
en puissances de v et 1 — x vont étre remplacés par des développements en puissances des
nouvelles variables u et v. Comme les Ahl(y) sont des polynémes en y de degré k +1— 1, on
obtient a partir de (ZIZ0) que h(y) est d’ordre 1/L quand la taille du systéme tend vers l'infini.
On écrit alors

_ ho(y) n hi(y) | ha(y)

e 1
h(y) = =7 75+ 3t (5.165)
Les équations (BE143)) et (2144 deviennent
h(y) = O () (5.166)
h(0) =0, (5.167)

tandis que d’apreés (I44), la fonction génératrice des cumulants du courant E(u, v) est donnée
en fonction de h par

L('M’ v) = lim 1E (7 = %@ =1- Z) = h/(O) . (5.168)

p L—oo D

On peut montrer (c.f. article [B] en annexe) que I'équation fonctionnelle ([EIB3) pour A(y)
donne, a l'ordre dominant en L, I’équation fonctionnelle suivante pour hg(y) :

yeii 6(1_2/))”
1+ ho(y)

1

= —(1-pw
yer e 7P (14 ho(y)) + i

=y <e*pu67(1fp)u + e(lfp)ﬂ) +0 < > . (5.169)

La solution de cette équation est alors

(A—2p)ut+(1—p)v ry)=1

ho(y) =—-1+e 2 e v (5.170)

avec

r(y) = V1 —2(1 = 2p)yp —2(1 — p)yv + y2(n+ (1 — p)v)? . (5.171)

Aux ordres sous dominants en L, I'équation (BIG3]) pour A(y) donne alors I’équation fonction-
nelle suivante pour les h;(y) (7 > 0) :

(1= a@)h@)]— = Biwl-) - (5.172)
Pour j =1, 1 — a(y) est donné par

B

— — ¢ (1-0)
1-—a(y) =e =

: (5.173)
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tandis que (;(y) a pour expression
(1 — p)yze_pue_(l_p)y

4sinh (%)

Bily) = —

(A=2p)u=QA=p)yv rHy)
p)

_ <V(1 —(A=py) A =y)(=(=2p)yp—(1- p)w)) e e
4y 4y2r(y) sinh (%)

+0 < ! ) : (5.174)

yO

Pour résoudre (EIZ2) et obtenir hj(y), on va devoir factoriser 1 — a(y) comme le produit d’une
fonction u(y) comportant uniquement des puissances positives ou nulles en y y et une fonction
v(y) comportant seulement des puissances négatives ou nulles en y, aprés le développement en
puissances de p et v. Une factorisation possible est

1-r(y)

u(y) = e P (y)e 2 (5.175)
et
sinh (%Z))
v(y) = ———————. (5.176)
r(y) sinh (%)
On écrit alors Iéquation (EIZ2) pour l'ordre sous dominant de h(y) de la maniére suivante :
1
(1= alhy(s) = 5,00 +0 (5 ) - (5.177)
Utilisant la factorisation de 1 — a(y), on divise ’équation précédente par v(y). On obtient
Bi(y) ( 1 >
u(y)h;(y) = +0(—= | . 5.178
( ) J( ) ’U(y) yo ( )
Notant que u(y)h;(y) posséde seulement des puissances strictement positives en y, on peut
écrire 5,()
i\Y
ws (o) = sl = |22 (5.179)
! ! =) v(y) (-)
Divisant par u(y), on trouve finalement une expression pour h;(y)
1 [B(y)
hi(y) = — [ L : (5.180)
! uy) | v(y) (-)

Le fait que, dans 'équation pour h;(y), a(y) ne dépend pas de j a pour conséquence que la
méthode présentée ici permet d’obtenir b, a un ordre en y quelconque donné. En pratique, les
calculs devenant de plus en plus lourds, nous nous sommes arrétés a l'ordre 2 en 1/L, qui est
suffisant pour obtenir le terme dominant en L de tous les cumulants comme nous allons le voir.

5.4.5 Fonction génératrice des cumulants du courant

Connaissant h(y) aux premiers ordres en la taille du systéme, la fonction génératrice des
cumulants du courant

E(:U”V) El(lu’ay) EQ(:U’aV) E3(M’V)
= 5.181
» L T2 T T (5.181)
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peut étre calculée. On trouve (voir I'article [I] pour les détails du calcul)

Ei(u,v) = p(1 = p)(i® + pv) (5.182)

a l'ordre dominant en la taille du systéme et

~ p(1—p)py =~ By
Ey(p,v) = el Py +> %Pk(l — ) (1? + ) (5.183)

a 'ordre sous dominant.

Obtenir 'ordre suivant en L de la fonction génératrice des cumulants du courant serait assez
fastidieux en utilisant la méthode que 'on vient de présenter. On peut cependant obtenir des
expressions exactes pour le début du développement en et v de E(,u, v) en utilisant un logiciel
de calcul formel pour itérer I'équation (E2I63) donnant zzl(y) ordre par ordre en y et 1 —z. A
I'ordre 6 en p et v, on trouve par exemple

E3(p,v) = p(1 = p)vp
pl=p), pA=p)A=20+20") » p(A=p)? 5 p*(1=p) 4> 2

1— ) — _
p(L=p) 2 7 12 o1 7 360

<p2(1 —p) P =p!(L=6p+6p7) 5 pP(L—p) 4 1PN P)4V5> 3

3 360 360 30240

pP=p)?® pA=pp  pPA=pB-1p+130%) » p(1=pf 4
6 24 360 240

_LPA=p)PA=Tp+ Tt A=)t s T =0 6 s
30240 1032 1814400 a
1—2p)2p%(1 — p)? 1103(1 — p)3(4 — 19p + 19,2 41— p)*
+( prp(L—p)”  1p°(1—p)( p+ p)yg+p( P 4
120 30240 1512
4 1— 4 1— 2 5 1— 5
L1909 A=) (A —8p+8%) 5 p°(1=p) V6> 5

1814400 43200
((1 — 2021 =p)*  PPL=p) PP p)*2 = 5p)3=5p) »

401 _ )4

360 720 30240 v E (2016p) v’

1991 (1= p)*(5 = 26p + 26p°)v*  p’(L—p) 5 79p°(1 = p)°(9° —9p + 1)V6> 6
1814400 11520 15966720

+0O(u")+0 (V) (5.184)

+

pour lordre 3 en 1/L. On note que pour le systéme symétrique v = 0 au demi-remplissage
p = 1/2, le troisiéme ordre en 1/L de E(u,v) semble seulement contribuer a la constante de
diffusion et au quatriéme cumulant mais pas aux autres cumulants. On peut confirmer cela en
itérant I’équation (I63]) jusqu’a l'ordre 12 en 7 tout en restant a l'ordre 0 en 1 —z. On trouve

2 2 2 2 2 2.3 3
- p(L—p)° 4 (1=2p)p°(1—p)" ¢ 11(1—2p)"p°(1—p)° 4
E =0) =p(1 —p)p? -
3, v =0) =p(l = p)p” + ————p" + 360 I 30240
79(1 —2p)p* (L —p)* 1o T9(L—2p)P°(1L—p)° 1 14
_ o 5.185
1814400 K 15966720 pEFO @) (5:185)

pour lordre 3 en 1/L du systéme symétrique. On conjecture donc qu’au demi-remplissage
(p=1/2), ona
i

Es(p,v=0) = T + 9 (5.186)

(@)



108 ANSATZ DE BETHE FONCTIONNEL POUR LE MODELE D’EXCLUSION

5.5 Reésolution numérique des équations de Bethe

Cette section est consacrée a une méthode numérique pour résoudre I’équation de Bethe
fonctionnelle (E2IM), consistant a déformer la solution en v = 0 en utilisant la méthode de
Newton. Cette méthode de résolution numérique donne accés au comportement non perturbatif
de la fonction de grandes déviations du courant. Nous obtiendrons aussi des informations sur
I’évolution des racines de Bethe en fonction du paramétre ~.

5.5.1 Résolution numérique de I’équation de Bethe fonctionnelle

Les solutions exactes que nous avons présentées pour le calcul de la transformée de Legendre
E(7) de la fonction de grandes déviations du courant G(j) reposent sur une résolution pertur-
bative en « de ’équation de Bethe fonctionnelle (IM). Elles permettent en particulier d’obtenir
les cumulants du courant, mais ne renseignent pas nécessairement sur la valeur de la fonction
E(v) pour ~ loin de zéro, ni sur la valeur de G(j) pour j loin de la valeur moyenne du courant
J.

Il est possible d’obtenir des informations non perturbatives en v sur E(y) par une approche
numérique du probléme pour des systémes de taille finie. Une premiére méthode consiste a
diagonaliser numériquement la matrice de Markov déformée M () pour des valeurs fixées de
I'asymétrie x et de . Cette méthode ne permet cependant pas d’aller beaucoup plus loin que
des systémes de taille 12 sans utiliser de trop gros moyens de calculs, la taille des matrices aug-
mentant exponentiellement avec la taille du systéme. Une autre méthode consiste & résoudre
numériquement les équations de Bethe. Pour cela on peut, pour des valeurs fixées de x et de ~,
essayer de trouver toutes les solutions des équations de Bethe, puis calculer les valeurs propres
correspondantes de M () et identifier celle de partie réelle maximale & E(v). Mais 1a encore,
le nombre d’états propres de M () est tel qu’il est uniquement possible de traiter des systémes
de taille trés petite.

Une méthode plus efficace consiste a « suivre » la solution des équations de Bethe, depuis
~v = 0 ou elle est connue exactement (E(y = 0) = 0), jusqu’a une valeur de y éloignée de zéro.
On peut utiliser la méthode de Newton sur les équations de Bethe (B2T), ou sur ’équation fonc-
tionnelle (BI0). Une difficulté est que le comportement des racines de Bethe z; (ou de maniére
équivalente, le comportement du polynéme Q(¢)) en fonction de 7 présente des variations tres
rapides, ainsi que des divergences pour certaines valeurs particuliéres de v, rendant ’application
de cette méthode peu aisée. Il existe cependant une facon de contourner cette difficulté : elle
repose sur une reformulation de I’équation de Bethe fonctionnelle faisant intervenir uniquement
le polynéme R(t), qui semble varier beaucoup plus lentement que Q(¢) en fonction de ~y. Cette
équation s’obtient de la maniére suivante (voir par exemple le cours [T46] de Babelon) : on divise
tout d’abord I'équation de Bethe fonctionnelle par Q(¢). On obtient

R(t) = (1 — t)L%(ZL;) + (1 - zt)lan QC% f) . (5.187)
On remplace ensuite ¢ par ¢t/z dans I’équation précédente. On a
22
R(t/z) = (1 —t/x)t Q?t(;i) +(1— t)%”% . (5.188)

On multiplie enfin (I87) et (EI8F). Parmi les quatre termes que 'on obtient dans le second
membre, seul un n’est pas proportionnel & (1 —¢)”. De plus, tous les facteurs Q(t) et Q(t/z) se
simplifient dans ce terme. On peut donc écrire

RR(t/z) = 2" (1 —at)l (1 —t/)b + O (1 —t)F) . (5.189)
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F1G. 5.1 — Comportement des racines de Bethe y; entre v = 0 (points verts) et v = 400 (points
rouges) pour un systéme de 25 particules sur L = 50 sites, avec une asymétrie 1 — x = 2x/L.
Les 25 points d’'une méme couleur représentent les 25 y; pour une méme valeur de .

Cette équation donne L contraintes sur le polyndéme R, obtenues en identifiant les termes en
(1 —1t)* des deux cotés du signe égal pour k compris entre 0 et L — 1. On peut y ajouter I'équa-
tion (EZI) donnant la valeur de R(1). On a alors suffisamment d’équations pour contraindre
complétement le polynome R(t), qui est de degré L.

En choisissant un pas en v suffisamment petit, on peut alors appliquer la méthode de Newton

a l'équation (ZIRY), partant de (I8 pour v =0 :
R(t,y=0)=(1—at)* +2"(1 -t)L . (5.190)

Il est alors possible, en un temps raisonnable, d’obtenir E() pour quelques milliers de valeurs
de v pour un systéme de taille L = 100. Des graphes de E(7) pour cinq valeurs de I"asymétrie
ont été présentés en figure au chapitre @l On a superposé des données obtenues pour des
systémes de taille 50 et 100 au demi-remplissage. Les calculs ont été effectués en gardant 400
chiffres significatifs pour les coefficients du polynome R(t).

5.5.2 Evolution des racines de Bethe en fonction de v

La méthode numérique que nous venons de présenter permet d’obtenir le polynome R(t)
pour des valeurs arbitraires du parameétre . L’équation de Bethe fonctionnelle (BZI0) donne
alors un systéme linéaire en les coefficients du polynome Q(t) qu’il est possible de résoudre. On
obtient alors I’évolution des racines de Bethe y; (qui sont les zéros du polynéme @) en fonction
de ~.

Nous allons présenter cette évolution des y; dans le cas d’un systéme avec une asymétrie x
comprise entre 0 et 1 (le cas « > 1 s’obtient alors par la transformation z — 1/z, v — —~; voir
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-1.0 -0.8 -0.6 -0.4

FiG. 5.2 - Comportement des racines de Bethe y; entre v = 0 (points verts) et v = v =
(log x)/L (points rouges) pour un systéme de 25 particules sur L = 50 sites, avec une asymeétrie
1 —x =2n/L. Les 25 points d’une méme couleur représentent les 25 y; pour une méme valeur
de 7.

la section B4l du chapitre Bl). On commence par considérer un systéme au demi-remplissage,
pour lequel L = 2n. En v = 0, tous les y; sont nuls. A mesure que v s’éloigne de zéro, les Yj
s’en ¢loignent aussi, de maniére symétrique. Si I'on augmente 7 & partir de zéro, les y; tendent
vers 1 de maniére réguliére (voir la figure B.Jl). Par contre, si 'on diminue ~ & partir de zéro, le
comportement des y; est plus complexe.

Pour gamma proche de zéro et négatif, les y; commencent encore par s’éloigner de zéro
de maniére symétrique, avec en particulier I'un des y; (que I'on appellera y;) qui s’éloigne sur
'axe réel négatif. Cependant, & partir d’une certaine valeur (négative) de =, les y; cessent de
s’éloigner de zéro, et commencent a s’en rapprocher, excepté y; qui continue a parcourir ’axe
réel négatif vers la gauche. Pour une valeur 71 < 0 de 7, numériquement égale a (logz)/L, on
constate que tous les y; s’annulent, excepté y; qui est réel et strictement négatif. On a représenté
ce comportement des y; dans la figure pour un systéme de 25 particules sur 50 sites.

Si 'on continue de diminuer la valeur de v & partir de +1, on constate que y; continuer de
s’éloigner vers les réels négatifs, tandis que les autres y; s’éloignent encore une fois de maniere
symétrique de zéro. En particulier, yo s’éloigne sur ’axe réel négatif. Le méme phénoméne
que précédemment se reproduit alors : a partir d’une certaine valeur de +, les y; pour j > 3
commencent & reconverger vers zéro, tandis que y; et yo continuent de s’éloigner sur l'axe réel
négatif. Pour une valeur ~,, numériquement égale a 2y; = (2/L)log x, on observe alors que tous
les y; s’annulent, exceptés y; et yo qui sont situés sur I'axe réel négatif.

Le méme phénomene se reproduit encore jusqu’a ce que tous les y; se trouvent sur ’axe réel
négatif. Si 'on pose v, = ky1 < 0, on constate que k racines de Bethe yq, ..., yi sont réelles
et négatives pour ~ compris entre ;1 et vx. En v = v, les n — k autres racines de Bethe
Yn+1s - - Yo Sannulent, et yriq1 passe sur 'axe réel négatif pour v < 7. Finalement, & partir
de 7,1, tous les y; sont passés sur I’axe réel négatif.

Si 'on continue a diminuer -, rien de particulier ne semble se passer en v = v, = ny; :
tous les y; restent sur l’axe réel négatif. Par contre, en v = 7,41 = (n + 1)1, on constate que
yp diverge. Pour v < 7,41, y1 a alors quitté l’axe réel négatif. Puis, en v = 7,42 = (n + 2)71,
c’est 1 et yo qui deviennent infinis, et ainsi de suite jusqu’en v = 72, = 2n7y;, ou tous les y;
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Fi1G. 5.3 — Graphe de log [z™/2Q(0)| en fonction de w = ~/|log x| pour un systéme de taille
L = 20 avec n = 10 particules, et une asymétrie 1 — 2z = 27/L. On observe que Q(0) s’annule
en w = k/L pour k compris entre 0 et n — 1, et qu’il diverge en w = k/L pour k compris entre
n+1et L.

sont infinis. Entre ~; et vx11 (pour k supérieur ou égal & n+ 1), on a ainsi 2n — k racines de
Bethe toujours sur l'axe réel négatif, tandis que les k — n autres sont redevenus des nombres
complexes. Enfin, pour v < 72, on constate que tous les y; tendent depuis 'infini de maniére
réguliere vers 1/x.

Pour un systéme qui ne se trouve pas au demi-remplissage, quelques modifications doivent
étre apportées. Il va falloir distinguer les deux cas n < L/2 et n < L/2. Dans le cas n < L/2,
toutes les racines de Bethe sont passées sur l'axe réel négatif dés que v < 7,_1, comme au
demi-remplissage. Par contre, y; diverge seulement en v = 541y, et pas en v = y,4+1. Tous
les y; divergent donc en v = 7. Dans le cas n > L/2, on a maintenant v,—1 < yr41—n. On
constate alors que y; diverge avant que tous les y; soient passés sur l'axe réel négatif. Pour k£
compris entre L + 1 —n et n — 1, on observe donc qu’en v = 7%, certaines des racines de Bethe
tendent vers zéro, d’autres divergent, et d’autres encore restent sur I’axe réel négatifs.

On note que v, = log z est le symétrique de v = 0 par la symétrie de Gallavotti-Cohen. Le
fait que tous les y; divergent en ~yy, est donc une simple conséquence du fait qu’ils s’annulent
tous en v = 0, par la symétrie de Gallavotti-Cohen des équations de Bethe présentée a la section
B4 du chapitre Bl

5.5.3 Argument pour ’annulation des racines de Bethe

Nous allons maintenant montrer que les racines de Bethe y; ne peuvent s’annuler que pour y
égal a l'un des v, = (k/L) log x introduits précédemment, avec k entier compris entre 0 et n— 1.
On prend pour cela t = 0 dans I’équation de Bethe fonctionnelle (B2IT). Si Q(0) est différent de
zéro (ce qui correspond a avoir tous les y; différents de zéro), on en déduit la valeur de R(0) :

R(0) = 2™ + 7. (5.191)
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Si Q(0) est égal a zéro, on peut aussi obtenir la valeur de R(0) en divisant I’équation fonctionnelle
(EI0) par t"F, oi k est le nombre (entier compris entre 0 et n—1) de zéros non nuls du polynome
Q : Q(t) = t"*kQp(t) avec Qi(t) polynome de degré k en t tel que Q1(0) # 0. On trouve alors

Or(t)R(t) = 2 e (1 — 1)F Oy (t) + 2*(1 — at) “Op(t /) (5.192)
En prenant encore une fois ¢ = 0, on obtient pour R(0)
R(0) = 2 4 2" Fel (5.193)

Si on admet que @Q(0) n’est nul que pour des valeurs isolées du parametre ~, et que R(0) est
continu par rapport a 7, les deux expressions trouvées pour R(0) doivent nécessairement étre
égales quand n — k racines de Bethe sont nulles. Ceci implique alors que

el =k (5.194)

Pour ~ réel, on retrouve alors les v, pour k compris entre 0 et n — 1. On a représenté log |Q(0)]
en fonction de v en figure B3]

La relation précédente est une condition nécessaire pour que certains des y; s’annulent. Il ne
s’agit cependant pas d’une condition suffisante. En particulier, seuls les y; solution des équations
de Bethe correspondant a la valeur propre maximale E(v) de la matrice de Markov déformée
M () s’annulent en v = 0. Les autres solutions des équations de Bethe ne peuvent pas s’annuler
en ce point car la valeur propre E(y = 0) = 0 est non dégénérée.

La démonstration précédente permet de retrouver que les valeurs 5 correspondent a l’an-
nulation de n — k des y;. Par contre, elle ne dit rien sur la valeur des y; qui ne s’annulent pas :
elle ne permet pas de montrer que ceux-ci sont réels et négatifs, ce que I'on observe seulement
numériquement.



Chapitre 6

Formule combinatoire pour les
cumulants du courant

Dans les chapitres précédents, nous avons montré comment calculer les cumulants du courant
dans I'état stationnaire du modéle d’exclusion asymétrique sur un anneau. Nous avons expliqué
comment l'utilisation de ’Ansatz de Bethe avait permis d’obtenir tous les cumulants du cou-
rant dans le cas du modéle totalement asymétrique, puis nous avons montré que la formulation
fonctionnelle des équations de Bethe permettait de traiter le cas partiellement asymétrique.
Nous avons en particulier obtenu des expressions exactes pour les trois premiers cumulants du
courant, ainsi que l'ordre dominant en la taille du systéme de tous les cumulants du modéle
faiblement asymeétrique, pour lequel 'asymeétrie est d’ordre 'inverse de la taille du systéme.

Dans ce chapitre, nous généralisons les expressions exactes des trois premiers cumulants du
courant du modele partiellement asymétrique pour obtenir tous les cumulants d’ordre plus élevé.
Pour cela, nous analysons en détail la structure des expressions de la constante de diffusion et
du troisieme cumulant, ce qui nous conduit & une conjecture pour tous les autres cumulants
du courant. Cette conjecture, que nous vérifions pour de petits systémes, redonne les expres-
sions connues dans la limite du systéme totalement asymétrique. Nous constaterons que le fait
d’ajouter une asymeétrie partielle fait apparaitre des structures en arbre dans les expressions des
cumulants.

Pour le modeéle d’exclusion totalement asymétrique, la fonction génératrice des cumulants
du courant E(v) peut étre écrite sous la forme paramétrique suivante :

~ n(L-n)~ BY (kL
EO) === klkL—l(lm) (6.1)

1 <« B* (kL
__iNb ' 6.2
e <kn> (6.2)

La premiére équation exprime E(y) en fonction d’un paramétre B, tandis que la seconde relie
B et . L’élimination du paramétre B entre les deux équations donne une expression explicite
pour la fonction E(7). Deux démonstrations de expression (B1I), utilisant I’Ansatz de Bethe,
ont été données dans les chapitres précédents. La premiére, & la section du chapitre Bl est la
dérivation originale de Derrida et Lebowitz [86]. Elle fait intervenir la forme standard des équa-
tions de Bethe en fonction des racines de Bethe z;. La seconde, & la section T4 du chapitre B,
est un peu plus rapide. Elle fait intervenir la formulation fonctionnelle des équations de Bethe.

Dans ce chapitre, nous allons généraliser ’expression ([l de E(v) au cas du modeéle par-
tiellement asymétrique. Ce modéle interpole entre le modeéle symétrique, qui atteint aux temps
longs un état d’équilibre thermodynamique avec un courant moyen nul, et le modéle totalement
asymétrique, qui posséde un état stationnaire hors d’équilibre avec un courant macroscopique
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qui circule dans le systéme. Nous allons trouver des quantités fx(z) et gx(z), dépendant de I'asy-
métrie x, telles que la fonction génératrice des cumulants du courant du modéle partiellement
asymétrique E(7) s’écrive sous la forme paramétrique

= gi(x)B* (6.3)
k=1

v=>_ felx)B*. (6.4)
k=1

Les quantités fy et g redonnent les coefficients du binéme présents dans I’expression (1) dans
la limite * — 0. Nous verrons dans la suite de ce chapitre qu’elles s’expriment comme des
sommes sur tous les éléments d'un ensemble d’arbres Gj.

6.1 Structure de ’expression des premiers cumulants

Dans cette section, nous analysons la structure des expressions de la constante de diffusion
et du troisiéme cumulant du courant obtenues au chapitre B, & la fois en taille finie et dans
la limite thermodynamique avec une asymétrie 1 — x d’ordre 1/\/f A partir de cette analyse,
nous serons en mesure d’écrire une expression pour le quatriéme cumulant du courant.

6.1.1 Formules de taille finie

La structure des expressions (I21)) et (E123]) obtenues pour la constante de diffusion D et le
troisiéme cumulant du courant F5 présentent un certain nombre de similitudes. Ces similitudes
sont encore plus apparentes si I'on réécrit la constante de diffusion sous la forme

L\(L ;
L-1D 1 , , ) (si) 1+ ol
( ) _ Z (12 + (_1)2) (n+z) (n z) (65)

p(1—2)L 2 (L)2 1 — glil

iE€EZ

et le troisiéme cumulant (en utilisant quelques unes des formules de sommes de coefficients du
bindéme présentées dans 'appendice A de I'article [2] en annexe) sous la forme

L L L
% _1222 +] + ])2) (n+z) (n-l—L)s(n i— j) (6.6)
€L JEL n)
3 -2 -2 . N2 (nﬁ—z)(ni)(n i— j)1+$||1+$|]‘
— i° 4 j° + (=i —j)
4%%( J J )

(L)3 1—(L-||1—(L-|J‘
n
+

PSS @ 4 4 () (1) () Gg) GE5) 1+ a1 bl

N4 1—x‘2‘1—x‘1|
zGZ JEZ (n)

Ces cumulants s’expriment comme des sommes sur des indices appartenant & I’ensemble Z des
entiers positifs et négatifs (un seul indice pour D, deux pour F3) d’un facteur quadratique en
les indices de sommation, multiplié par des produits de coefficients du binéme de la forme

(1) /)

et éventuellement multiplié par des facteurs

1+ 2l

1=l

(6.8)
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avec la convention £(0) = 1 pour rendre fini £(z) en z = 0. On constate que les arguments
des fonctions 7 intervenant dans (B3) et (G0 sont des combinaisons linéaires des indices de
sommation avec des coefficients +1 et —1. Le facteur quadratique en les indices multipliant un
produit de fonctions 7 est simplement égal & 1a somme des carrés des arguments de ces fonctions
7.

On note que chaque indice de sommation apparait exactement deux fois dans les arguments
des produits de fonctions 7, une fois avec un coefficient +1 et une fois avec un coefficient —1.
On peut associer un graphe a chaque produit de fonctions 7 ayant la propriété précédente : les
différents arguments des fonctions 7 sont représentés par des nceuds d’un graphe et les nceuds
correspondant a des arguments de fonctions 7 faisant intervenir le méme indice de sommation
sont reliés par des arétes. On a, pour les produits de fonctions n intervenant dans les expressions

([E3D) et (EH), les graphes suivants :

Facteur quadratique Produit de fonctions 7 Graphe
2+ (—i)? n(i)yn(—i) (+i)——(—0)
242+ (=i — )2 n(in(i)n(—i — j) (+1) (=i — )= (+5)
2+ (=) + 2 + (—))? n(@n(—in()n(—3) (+)~—(=)  (+)—(~4)

Chaque aréte a été étiquetée par I'indice de sommation intervenant dans les deux nceuds qu’elle
relie. Les arétes ont été orientées depuis le nceud qui fait intervenir 'indice de sommation avec
un coefficient —1 vers le nceud qui le fait intervenir avec un coefficient +1. On constate que les
trois graphes obtenus ne comportent pas de cycles. Les deux premiers graphes sont connexes,
tandis que le dernier est constitué des deux composantes connexes.

On passe maintenant aux facteurs £(z) des expressions (G3) et (G6]), qui contiennent toute
la dépendance en I'asymétrie x de la constante de diffusion et du troisiéme cumulant (mis & part
le facteur 1 —z global). Les arguments des fonctions & sont les indices de sommation (et non pas
des combinaisons linéaires d’indices de sommation comme pour les fonctions 7). Chaque indice
de sommation apparait au plus une fois dans un produit de fonctions &.

Pour la constante de diffusion on a un seul terme, contenant un facteur £(¢) (et donc aucun
terme sans ce facteur £(i)). Pour le troisiéme cumulant, on a un terme ne contenant aucun fac-
teur £ et deux termes contenant a la fois £() et £(j). Par contre, il n’y a pas de terme contenant
seulement £(i) ou £(j). Ceci peut en fait étre vu comme une conséquence de la symétrie entre
les deux sens de parcours du systéme par les particules. Celle-ci implique que les cumulants
pairs du courant (D, Ey, ...) doivent étre invariant par le remplacement de p par ¢ (et donc
de x par 1/z), tandis que les cumulants impairs du courant (J, Es, ...) doivent changer de
signe. Or, £(z) est changé en —¢(z) si I'on remplace x par 1/x. Le k-iéme cumulant doit donc
comporter uniquement des produits d’'un nombre de facteurs & de méme parité que k£ — 1 si la
dépendance en x est uniquement due & un facteur global 1 — x et & des produits de fonctions &.

On note l'absence de terme en n(i)n(—i)n(j)n(—j) sans facteur £ dans expression du troi-
sieme cumulant, alors que ce terme n’est pas interdit par la symétrie entre les deux sens de
parcours du systéeme. Cela tend & indiquer que le nombre total de facteurs ¢ dans un terme du
k-iéme cumulant obéit & la contrainte plus forte suivante, que I'on notera (*) : dans un produit
de fonctions &, le nombre de fonctions £ dont I'argument étiquette une aréte d'une composante
connexe donnée du graphe doit étre de méme parité que le nombre d’arétes de cette compo-
sante connexe. Ainsi pour le graphe correspondant a n(i)n(—i)n(j)n(—j), qui est constitué de
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deux composantes connexes comportant chacune une seule aréte, chaque composante connexe
contribue obligatoirement un facteur & et il ne peut donc pas y avoir de terme avec zéro facteur

On peut maintenant faire une premiére conjecture sur la forme des cumulants Fj d’ordre
plus élevé :

p—<(1L __xﬁﬁk—l > > > ane x p(h) x n(h) x £(c) |

i1,..,0k—1€Z h graphe sans cycle ¢ choix des étiquettes des arétes
a k — 1 arétes  de chaque composante connexe de h
vérifiant la contrainte (*)

(6.9)
otl a, . est un coefficient numérique appartenant a Q, et ot ¢(h), n(h) et {(c) sont respectivement
le terme quadratique correspondant au graphe h, le produit de fonctions 7 correspondant a
h, et le produit de fonctions & correspondant au choix des étiquettes des arétes dans chaque
composante connexe de h. Les arétes des graphes sont étiquetées par les indices de sommation
i1, ..., t—1. Les coefficients aj . ne sont pas encore déterminés. On verra dans la suite de cette
section que certains sont en fait nuls, et on en déduira une contrainte encore plus forte sur les
indices de sommation qui peuvent étre pris pour arguments des fonctions £. Dans les sections
suivantes, on trouvera finalement une expression compléte pour tous ces coefficients.

6.1.2 Limite thermodynamique

On va maintenant considérer les expressions de la constante de diffusion et du troisieme
cumulant dans la limite thermodynamique L — oo avec 1 — x ~ 1/\/f On a vu a la section
du chapitre Bl que dans cette limite, les sommes sur le indices deviennent des d’intégrales,
tandis que les coefficients du binéme se transforment en exponentielles. Plus précisément, pour

2P
l—or~ —, (6.10)
Lp(1 = p)

la constante de diffusion (X)) devient dans la limite L — oo
B u2 +(7u)2

1 D 1 [ ) o € 5
p3/2(1 — p)3/2L3/2 X p(1—2) ~5 /_OO du (u® 4 (—u) )tanh(cb\u]) ) (6.11)

tandis que le troisiéme cumulant (B8] s’écrit

1 Es
21— " pli—a)

// dudy | (1 02+ (—u—v)?) e (L0 :
wdv u v U—v 12 4 tanh(®|u|) tanh(P|v|)

i w0 (—0)? [3 1
+ (u2 + (—u)? + 0 + (—v)Q) e 2 <Z tanh(@]u\)tanh(@!ﬂ)ﬂ '
(6.12)

On constate que ces expressions ont la méme structure que celle observée sur les formules de taille
finie (B3 et (B8 : les indices de sommation 41, ..., ix_1 sont devenus des variables d’intégration
u1, ..., Ug_1, les sommes sont devenues des intégrales, et on a effectué les remplacements

n(z) ~ e #/? et &(z) ~ m . (6.13)

Les expressions ont été multipliées par une puissance de y/p(1 — p)L provenant de la transforma-
tion des sommes de Riemann en intégrales. On note que, méme dans la limite thermodynamique,
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la structure en graphe introduite section précédente est préservée : les cumulants du courant
ont un caractére combinatoire inhérent méme pour des systémes de grande taille.
La conjecture formulée pour les cumulants du courant d’ordre plus élevé en taille finie devient
ainsi dans la limite thermodynamique :

Ey,

k+1 _ 3(k—1)
2

p(L—z)(p(l —p)) = L

= /OO duy . .. /OO dup—y Y > ane X p(h) x n(h) x &(c) .

e o h graphe sans cycle ¢ choix des étiquettes des arétes
a k— 1 arétes  de chaque composante connexe de h
vérifiant la contrainte (*)

(6.14)

Les arétes de graphes sont maintenant étiquetées par les variables d’intégration wy, ..., ug_1.
Comme pour l'expression en taille finie, seuls les nombres rationnels aj . ne sont pas encore
déterminés : toutes les autres quantités sont connues explicitement.

6.1.3 Quatriéme cumulant du courant

On va maintenant appliquer ’analyse précédente des expressions de la constante de diffusion
et du troisiéme cumulant du courant au quatriéme cumulant du courant E4. On est amené a
postuler ’expression suivante :

(L—1)Ey
p(l —a)L3
=D 3D (@ + (=i =)+ G+ R+ (=R)?) n(in(—i — (G + k)n(—k)ax (i, , k)
€7 jET kET,
Y > D (@R (=i == B2 n(@n(in(k)n(—i = j = k)ba(i, . k)
1€Z JEL kEZ
+O 3N (E+ P+ (i =)+ E 4 (k) n@n (=i — §)n(k)n(—k)ea (i, 5, k)
i€Z jET ke
MG 25 ()2 R (R)P) (@ n(=dn()n(=5)n(k)n(—k)d. (i, 5, k) |
i€Z jET kEZ
' (6.15)
az (i, j, k) = ao&(9)§(5)E (k) + ar€(i) + a26(j) + asé(k)
b (i, J, k) = bo&(9)§(5)E (k) + b1€(2) + b2&(4) + b3&(k)
cx(i, J, k) = 60£(Z)£(J)£(k) + e1€(@) + c2€(4) + e3&(k)
ou les seize coefficients ag, ..., d3 sont encore indéterminés. Les quatre termes de 1’équation

([ET3) correspondent aux quatre graphes sans cycles comportant trois arétes. On a les corres-



118 FORMULE COMBINATOIRE POUR LES CUMULANTS DU COURANT

pondances suivantes entre les termes quadratiques, les produits de fonctions 7, et les graphes :

Facteur quadratique Produit de fonctions 7 Graphe

ap | [ (=i = )24 + k)24 (=k)?] n(@in(—i — i +km(-k) | [eielerel

bz [+ k4 (=i = = k)] n(@)n(i)n(k)n(—i — j — k) [ i jk}
co| (P4 = R R] | nmGIn(=i = Hn(kn(—k)
ole
.‘Z_'?

dy | [P+ (=0)2] 4[24 (=5)2]+ [+ (=k)?] | n(@)n(=i)n(i)n(—5)n(k)n(—k) ole

Ce tableau généralise le tableau précédent pour les graphes associés aux deuxiéme et troisiéme
cumulants.

On a représenté les nceuds des graphes par des points @; la combinaison linéaire d’indices de
sommation associée a un noeud d’'un graphe est donnée par la somme des étiquettes des arétes
pointant vers le nceud moins la somme des étiquettes des arétes quittant le nceud.

La contrainte sur le choix des arguments des fonctions £ dans un produit de fonctions &, a
savoir que le nombre de fonctions ¢ dont 'argument étiquette une aréte d’une certaine compo-
sante connexe du graphe doit étre congru modulo 2 au nombre total d’arétes de la composante
connexe, implique que ¢; = ¢ = d; = dy = d3 = 0 dans ([EI3). De plus, certains termes s’ob-
tiennent & partir d’autres par des changements de variables des indices i, j et k : le changement
de variable (i — —k,j — —j,k — —i) dans le terme avec le coefficient a; donne le terme en
as, les termes en by et bs s’obtiennent & partir du terme en by par permutation de i, j et k, et
enfin le changement de variables (j — —i — j,k — —k) dans le terme a; redonne exactement le
terme b;. On peut donc aussi prendre az = by = by = b3 = 0. Il reste alors sept coefficients non
nuls & déterminer : ag, ay, as, by, ¢, c3 et dy.

Nous allons maintenant montrer que les sept coefficients encore indéterminés peuvent étre
fixés en considérant le cas d'un systéme a n = 1 particule. On sait (voir section BEZ2 du chapitre
B) que dans ce cas la, FE4 ne doit pas dépendre de L. Ceci implique les relations suivantes entre
les coefficients : ag = 3¢z, a1 = —c3, ao = 0, by = c3, ¢cg = —9¢3 et dyg = 5ez. On trouve qu’un
nouveau coefficient est nul : ay, qui correspond a avoir les deux facteurs £(i) et £(k) absents,
alors que i et k étiquettent des arétes du graphe correspondant a n(i)n(—i — j)n(j + k)n(—k),
qui ne sont pas reliées au méme neceud. Cela tend a indiquer que les facteurs £ qui peuvent
apparaitre dans les expressions des cumulants doivent obéir a la contrainte supplémentaire sui-
vante : les facteurs {(z) manquants, qui viennent nécessairement par paire £(i1){(i2) (A cause
de la contrainte sur la parité du nombre de facteurs £), doivent étre de telle sorte que iy et
1o étiquettent deux arétes connectées au méme nceud du graphe. On verra dans la suite que
I'on n’a pas d’autre contrainte a ajouter sur le choix des produits de facteurs £, méme pour les
cumulants d’ordre plus élevé.

Prenant en compte toutes les contraintes qui viennent d’étre déterminées sur les coefficients
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ag, ..., ds, on trouve alors Ey(n = 1) = 2(1 4+ x)c3. Comme Ey(n = 1) = 1+ 2z (BEJ), on en
conclut finalement que ¢z = 1/2. On obtient finalement

arlisg,K) = SEGEGIER) ~ 566)  balinf, ) = SEGEG)ER)
9

(i R) = ~SEGEGIER) + 260 daligih) = SEDEGIER) . (617)

L’expression (GI0) avec les ay, by, ¢, et d, définis en (EI7), dont la structure est compatible
avec celle des expressions de la constante de diffusion et du troisiéme cumulant, donne donc
l’expression compléte du quatriéme cumulant du courant :

‘1E4 SO (@ (i G B (—R))

1€Z jEL kEZ

Y DI P+ A+ (—i— G- k))

i€Z jEZ ke

I NN (@ (i )RR+ (—R)?)

1€Z JEL KEZ

3NN (@@ ()P 2+ (D) R ()

i€7 jET kET

<@k (FE0EER) - (619

Le raisonnement qui nous a conduit & cette expression n’en constitue bien entendu pas une
démonstration. Il est donc nécessaire de procéder & des vérifications de cette expression pour
E4. Une maniére simple de faire cela est de considérer de petits systémes, pour lesquels (GI8])
donne une expression explicite pour Ey, sous la forme d’une fraction rationnelle en le paramétre
x. Ces expressions explicites peuvent ensuite étre comparées aux expressions explicites obtenues
par la solution ordre par ordre de I’équation de Bethe fonctionnelle décrite a la section du
chapitre Bl Nous avons effectué cette vérification pour tous les systémes de taille L < 12 avec
L <2n (le cas L > 2n est alors une conséquence de la symétrie particules-trous, qui est vérifiée
par l'expression (EIX) de Ey). Cette vérification est une tres forte indication de 'exactitude de
notre expression pour le quatriéme cumulant.

Une autre vérification consiste & considérer la limite totalement asymétrique = = 0, pour
laquelle tous les cumulants du courant sont connus [86]. Si 'on fait z = 0 dans (EI), tous les
&(z) deviennent égaux a 1. On a alors

. . 1 o . 5
CL()(Z,],]C) =1 bO(Za.]vk) = 5 CO(Z’]ak) =—4 dO(l,]’k) = 5 . (619)

Les sommes sur i, j et k intervenant dans (EIX) peuvent alors étre effectuées en utilisant les
formules de sommes de coefficients du binome données en appendice A de U'article [2] en annexe.
On trouve

Bie=0) _al-mr (18 () (u s VGIGED, v G
4L—1(ﬂ4_<3L—1+2L—1> (55 ;

P L—-1
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ce qui coincide avec ce que donne l'expression obtenue par Derrida et Lebowitz dans [86].

Comme dans le cas de la constante de diffusion et du troisiéme cumulant, les sommes sur i,
j et k intervenant dans l'expression (I8 pour le quatriéme cumulant deviennent des intégrales
dans la limite thermodynamique avec 1 — x ~ 1/\/f Avec les mémes notations que dans la
section précédente, on trouve

p(1—2)p 5/2(1_ )5/219/2 ///dudvdw (6.21)

u +( u— v) +(v+w) +(— w)2

(0 + (—u—0)* + (v + w)* + (-w)?) e

< 3/2 —1/2 )
tanh(®|u|) tanh(®|v|) tanh(P®|w|) * fanh (®ul)

_u +'u +w +(7u7v7w)2
2

+ (u? + v +w? + (—u—v—w)?)e
. 1/2
tanh(®|u|) tanh(®|v|) tanh(P|w

u2+v2+(7u7v) +w +(7w)2
2

i)
+ (u? +0* + (—u—0)? + w? + (—w)?) e~
( —9/2 1/2 >

tanh(®|u|) tanh(®|v|) tanh(®|w|) tanh (®|w|)

w4+ (w2404 (o) 2w+ (—w)?
2

+ (u2 + (—u)? + 02+ (=) +w® + (—w)2) e

<tanh(<1>\uy) tan}?(/;v\) tanh@ywy)ﬂ

On constate que comme précédemment, les coefficients des différents termes sont tels que l'inté-
grale est bien convergente en 0, malgré le fait que les tangentes hyperboliques au dénominateur
tendent a créer des divergences en u = 0, v = 0 ou w = 0. On peut montrer que dans la
limite & — 0, cette expression se raccorde bien & celle pour le modéle faiblement asymétrique
1 —x ~1/L ce qui justifie (), au moins pour le quatriéme cumulant du courant.

On a formulé dans cette section une conjecture incompléte (E3) pour tous les cumulants
du courant, dépendant de coefficients non déterminés que nous avons pu fixer dans le cas du
quatriéme cumulant en considérant le cas d’un systéme a une particule. Dans les sections sui-
vantes, nous allons reformuler la conjecture ([0) de maniére plus précise. Nous obtiendrons a
la fin des expressions totalement explicites (EII7) pour tous les cumulants du courant.

6.2 Expression paramétrique des fluctuations du courant

Dans cette section, nous présentons une premiére expression pour la fonction génératrice des
cumulants du courant dans le modéle d’exclusion partiellement asymétrique. Cette expression
s’exprime en terme de certains arbres, que nous allons d’abord définir. Nous exprimerons ensuite
le polyndéme @ solution de I’équation de Bethe fonctionnelle correspondant & I’état stationnaire
comme une somme sur des arbres. Nous en déduirons une expression de la fonction génératrice
des cumulants du courant, sous une forme paramétrique similaire a celle obtenue par Derrida
et Lebowitz pour le modéle totalement asymétrique.

6.2.1 Définition des arbres

On appelle « nceud élémentaire » un objet que l'on représentera par un point (e@). Le
nceud élémentaire est la brique de base avec laquelle vont étre construites les structures en
arbre dont nous allons avoir besoin pour exprimer les fluctuations du courant dans le modéle
d’exclusion asymétrique. On appelle génériquement « nceud composite » un objet contenant
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un nombre impair (strictement positif) de nceuds élémentaires, éventuellement organisés selon
une certaine structure interne au nceud composite. La taille d’un nceud composite ¢, notée |c|,
est le nombre de nceuds élémentaires contenus dans le nceud composite ¢. Dans la suite, on va
considérer deux ensembles de noeuds composites.

On définit tout d’abord I’ensemble C des nceuds composites sans structure interne. Un
neeud composite ¢ € C sera représenté par un ensemble de points correspondant aux noeuds
élémentaires qu’il contient, entourés par une ligne fermée. On a donc

C= @@‘ , (6.22)

ou 'on a dessiné les quatre nceuds composites de C jusqu’a la taille 7.

On définit aussi 'ensemble C des nceuds composites avec une structure interne en arbre non
enraciné (i.e. une structure de graphe connexe sans cycle) reliant tous les nceuds élémentaires
contenus dans le nceud composite. On représente un nceud composite ¢ € C par un ensemble de
points correspondant aux noeuds élémentaires qu’il contient, reliés par des arétes représentant
la structure en arbre sur les nceuds élémentaires, et entourés par une ligne fermée. On a donc

C={(0), (—e—e), (s—o—e99, - @ (6.23)

ot I'on a dessiné les cing neeuds composites de 5jusqu’a la taille 5.

On construit maintenant des arbres ayant pour nceuds des nceuds composites. La taille
d’un arbre g, qui sera notée |g|, est définie comme la somme des tailles des noeuds composites
de g, ou, de maniére équivalente, comme le nombre total de noeuds élémentaires contenus dans
les noeuds composites de g. On va considérer deux ensembles d’arbres dans la suite.

On commence par définir I'ensemble G des arbres non enracinés avec des noeuds éléments

de C. On a

G - {@7 CRONOROSONCHEORORORO! , @ } - (620

ou l'on a représenté tous les arbres de G de taille au plus 4.

On définit aussi I’ensemble § des arbres enracinés avec des noeuds éléments de 5, des arétes
orientées étiquetées par i1, is, ..., les liens entre nceuds composites étant identifiés & des liens
entre nceuds élémentaires appartenant a des nceuds composites différents. Les étiquettes des
arétes de g € G sont choisies toutes différentes. Pour g e Q un nceud est appelé la racine de g
et est représenté par un petit cercle (0). On a

5: @ il’ig ’ilig il 22 ’Ll 19 @ @ @ @
JORCRCRORCRONCRORCROR ° ° ° ° ° ° o

ONORORORO

%1 Ut %1 11 %2 12 %2 12
b ) ) b . U . ) . U . U . ) . U . U . )
12 12 12 12 11 11 11 11

ou l'on a représenté tous les arbres de § de taille au plus 3.
Dans la suite, on va alléger un peu les notations pour les nceuds composites. On notera tous

—~

6.25)
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les nceuds composites de taille 1 de la méme maniére que les nceuds élémentaires, c’est a dire
par un point @. Il faudra cependant bien garder & I'esprit que dans un arbre, un ® non entouré
par une ligne fermée représente un nceud composite contenant un seul nceud élémentaire (i.e.
(® sera simplifié en @, tandis que (O) sera simplifié en O). De plus, on représentera maintenant
un neeud composite sans structure interne par le nombre de noeuds élémentaires qu’il contient
entouré par un cercle. Par exemple, (3) représentera le nceud composite de C contenant trois
neceuds élémentaires.

On introduit 'ensemble G, (respectivement Q}) constitué des arbres de G (resp. 5) de taille
égale a r. Avec les nouvelles notations pour les nceuds composites, on a pour les six premiers
ensembles G, :

s = {0—0—0—0—0, 0—0—<, , (3e—o, (3o, @} (6.26)

R o)

Les premiers ensembles G, peuvent étre construits explicitement par ordinateur. Pour r compris
entre 1 et 16, on trouve que le nombre d’arbres contenus dans ces ensembles est donné par

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
6 12 25 55 126 304 745 1893 4893 12916 34562 93844
(6.27)

r

card G,

Les quatre premiers ensembles G, sont (G20 :

. ~ . ~ . . (51 11
gl:{o} g2: %1"" g3: Zf\\z% ) ) A
12 19
SR .
~ 1 1 7 . .
6 _lie o ;\ s, (6.28)
13 i 19 13
13

Les ... représentent les arbres des G, s’obtenant & partir de ceux dessinés par permutation des
étiquettes des arétes ou par renversement des directions des arétes.

6.2.2 Fonctions agissant sur des arbres

On va maintenant définir des fonctions agissant sur les ensembles G ou 5, a partir desquelles
les cumulants du courant vont ensuite étre exprimés. Pour un arbre g élément de G ou G, on
appelle e(g) 'ensemble des nceuds élémentaires de g et ¢(g) 'ensemble des nceuds composites de
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g. Pour un nceud composite ¢ € ¢(g), on définit le nombre v, de nceuds composites de g voisins
de c. Ainsi, les trois premiers éléments de G5 représentés en (E26]) ont cing noeuds composites
(tous de taille 1), les deux suivants en ont trois (deux de taille 1 et un de taille 3), et le dernier
un seul (de taille 5). Le premier arbre de G5 a deux nceuds composites avec un seul voisin (les
nceuds aux extrémités) et trois nceuds composites avec deux voisins. Le deuxiéme arbre de G5 a
trois noeuds composites avec un seul voisin, un nceud composite avec deux voisins et un noeud
composite avec trois voisins, tandis que le troisiéme arbre de G5 a quatre noeuds composites avec
un seul voisin et un nceud composite avec quatre voisins. Les deux arbres suivant ont tous deux
deux neoeuds composites avec un seul voisin et un nceud composite avec deux voisins. Enfin,
I'unique nceud composite du dernier arbre n’a aucun voisin.

On va distinguer dans la suite deux types d’arétes dans les arbres : les « arétes internes », qui
relient des nceuds élémentaires appartenant au méme noeud composite, et les « arétes externes »
qui relient des nceuds élémentaires appartenant a des noeuds composites distincts. Les arbres de
G ne comportent que des arétes externes, tandis que les arbres de G comportent en général a la
fois des arétes internes et des arétes externes.NPour g dans G ou §, on définit alors "ensemble
o(g) des arétes externes de g. Les éléments de G, possédent tous exactement r—1 arétes (internes
et externes). Par contre, le nombre d’arétes des éléments de G, dépend de I'arbre. Par exemple,
les quatre premiers arbres de G4 représentés en (L28]) possédent trois arétes externes et aucune
aréte interne, tandis que les sept suivants, une seule aréte externe et deux arétes internes. De
méme, les deux premiers arbres de Gy représentés en (20 possédent trois arétes (externes), et
le dernier, une seule aréte (externe).

Pour un arbre g € G, on appellera « étiquettes internes » les étiquettes des arétes internes
et « étiquettes externes » les étiquettes des arétes externes. Pour une aréte externe o € o(g), le
sous arbre de ¢ commencant en o désigne I'arbre constitué de ’aréte o et de toutes les arétes qui
peuvent étre atteintes a partir de o en se déplacant sur les arétes de g (indépendamment de leur
sens) de telle sorte que I’on s’éloigne de la racine de g. On note alors m(o) la combinaison linéaire
(avec des coefficients +1 et —1) des indices ¢; qui étiquettent les arétes (internes et externes)
du sous arbre de g commencant en o, avec des coefficients choisis de la maniére suivante : les
étiquettes des arétes pointant vers la racine ont un coefficient —1 tandis que les étiquettes des
arétes s’éloignant de la racine ont un coefficient +1. On considére par exemple l’arbre suivant :

(6.29)

L’arbre g posséde quatre arétes externes os, 04, 07 et og, étiquetées par is, i4, 77 et ig, et telles
que m(o3) =iz, m(og) = ig — i5 + ig + i7 — ig, m(o7) = iy et m(og) = —is.

On veut aussi associer une combinaison linéaire d’indices i; a chaque nceud élémentaire.
Pour un nceud élémentaire e € e(g) d’un arbre g € G (e peut étre la racine de g), on note
/(e) la somme des étiquettes des arétes (internes ou externes) pointant vers e moins la somme
des étiquettes des arétes quittant e. Pour les neuf nceuds élémentaires e € e(g) de 'arbre g
représenté en ([@29), les ¢(e) sont i3, i1 — i3, —i1 — i2, io — &4, G4 + i5 — g, —i5 — i7, i7, Ig + I8
et —ig.

Pour g € 5, on définit I'arbre g* € G obtenu en attachant toutes les arétes (internes et
externes) de g & la racine. Les arétes conservent leurs étiquettes, leur direction par rapport a
la racine (une aréte qui pointait vers la racine dans g pointera aussi vers la racine dans g*,
et inversement), et leur caractére interne ou externe. Tous les nceuds composites sont donc de
taille 1 sauf éventuellement celui contenant la racine. Par exemple, si on prend pour arbre g
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larbre représenté en (2Z9), on a

(6.30)

Pour cet arbre g*, si on appelle o3, 04, 07 et og les arétes externes étiquetées par is, i4, i7 et
ig, on a m(o3) = iz, m(o4) = iq, m(o7) = iy et m(og) = —ig. On a aussi pour les neuf noeuds
élémentaires e € e(g*) les valeurs suivantes des £(e) : i1, i9, i3, 14, —i5, ig, i7, —ig (€ nceud
élémentaire différent de la racine de g*) et —i; —is — i3 — ig + 15 — ig — i7 + ig (e racine de g*).

Nous allons maintenant définir des fonctions agissant sur G et § Pour g € 5, et ¢ et n deux
fonctions arbitraires (pour l'instant; on définira plus loin ces fonctions de la méme maniére
qu’au début du chapitre), on définit

Upn(9) = | Y wle(e) | | TI ntee) | |- (6.31)

e€e(g) e€e(g)

Pour les arbres g et g* représentés respectivement en (E29) et (E3M), on a par exemple

Upn(9) = [p(is) + @(i1 — i3) + ¢(—i1 —i2) + p(iz — 1) + ¢(ia +i5 — i6)
+ p(—is —i7) + ¢(i7) + p(ie +is) + ©(—is)]
x n(iz)n(iy — ig)n(—i1 — i2)n(io — ig)n(is + is — ig)n(—is — i7)n(iz)n(ic + ig)n(—is)
(6.32)
Upn(g%) = [p(i1) + @(ia) + @(is) + ¢(ia) + o(—i5) + ¢(i6) + ¢ (i7)
+ @(—ig) + p(—i1 — 2 — i3 — i4 + 15 — i — i7 + ig)]
x n(i1)n(i2)n(iz)n(ia)n(—is)n(ie)n(ir)n(—is)n(—i1 — iz — i3 — ia + 15 — i — i7 +(6i83)35

Par définition, Uy, (g) ne dépend que de la structure en arbre (avec des arétes orientées) des
neceuds élémentaires de g, et est indépendant de la position de la racine et des nceuds composites
dans g. Pour une fonction arbitraire &, on définit aussi

Ve(g) = [] &0m(o))|. (6.34)

oco(g)

Pour les arbres g et ¢g* représentés en (E29) et (E30), on a

Ve(g) = &(i3)€(ia — i5 + i6 + i7 — i8)E (7)€ (—is) (6.35)
Ve(g™) = &(i3)&(ia)8 (i7)E(—1s) - (6.36)

Contrairement a Uy, ,(g), Ve(g) dépend de la position de la racine, des nceuds composites de
g, et de la direction des arétes mais pas de la structure en arbre des nceuds élémentaires a
l'intérieur de chaque nceud composite (mis a part pour la direction des arétes).

On choisit maintenant une application 6 de G dans G préservant la structure en arbre des
neeuds composites ; 'application 6 appliquée a g € G enracine g, ajoute une structure interne en
arbre sur les noeuds élémentaires de chaque noeud composite, transforme les liens entre noeuds
composites en liens entre nceuds élémentaires, et ajoute une direction et une étiquette a toutes
les arétes. L’application 6 « transforme » donc un arbre de G en un arbre de G.

Par exemple, le premier élément de G4 représenté en (E20) peut étre envoyé par l'application
6 vers le premier ou le deuxiéme élément de G4 représenté en (E28]), ainsi que vers tous les arbres
qui s’en déduisent par changement des direction des arétes et permutation de leurs étiquettes.
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De méme, le deuxiéme élément de G4 peut étre envoyé par 0 vers le troisiéme ou le quatriéme
¢lément de Gy. Enfin, le troisieme élément de G4 peut étre envoyé par 6 vers les éléments en
position 5 a 11 de Gy.

On définit alors, pour g € G,.,

WIEg) =D o Y Upn(0(9)Ve(8(9)") |, (6.37)

11€EZ ir—1€ZL

avec la convention W2 (@) = ¢(0)7(0). Cette définition de W (g) est équivalente (c.f. appen-
dice BEA)) a la définition

W2Eg) =D o Y Upn(0(9))Ve(6(9)) |, (6.38)

11€EZ ir—1€EZL

On peut montrer (c.f. appendice [EB]) que la fonction Wg’g ne dépend en fait pas du choix de la
fonction 6 si la fonction £ est paire, ce qui sera le cas dans les situations que nous considérerons.
On note que si la fonction 7 a un support fini, les sommes sur les indices iy, ..., 4,1 sont des
sommes finies. La fonction Wg’g nous permettra dans la suite d’exprimer la fonction génératrice
des cumulants du courant.

6.2.3 Sommation sur les arbres
Nous allons maintenant définir un facteur de symétrie associé aux arbres, ainsi qu’une fonc-
tion génératrice pour les ensembles d’arbres G,.

Facteurs de symétrie

On rappelle que pour un arbre g € G, I'ensemble des nceuds composites de g est noté ¢(g).
On rappelle aussi que pour un nceud composite ¢ € ¢(g), la taille de ¢ est notée ||, et le nombre
de neeuds composites de g voisins de ¢ est noté v.. On définit alors un facteur de symétrie S;
associé a l'arbre g € G par

-1 |c[3le|!
si0) = Ril) [T (-0 A

cec(g)

(6.39)

ou P(g) est égal au nombre de permutations des nceuds composites de g laissant g invariant.
On donne les facteurs de symétrie des arbres jusqu’a la taille six dans le tableau suivant :

geG| ol oo 009 (3| o—o—oe o—< (3o | e—o—0o—o0—o 0—0—(:
Sig) | 1] 2 2 —18 2 6 —6 2 2
Plg) | 1] 2 2 1 2 6 1 2 2
geg »—E—o Beo (30 (5 | o009 0—0—0—(: :)—(:
Si(g) | 24 —6 —4  200/3 2 2 8
Plg) | 24 1 2 1 2 2 8
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gegw{%}@@wk@ﬂ@{k@i

Si(g) 2 6 120 -6 —2 ~12 —4

P,(g) 2 6 120 1 1 2 6

geg| G BB

Si(g) || 40/3 72

Pi(g) 1 2

(6.40)
Dans la suite, on considérera des sommes sur les éléments de G, munis du facteur de symétrie
St. Pour une fonction f agissant sur G et & valeur numérique, on va s’intéresser & des expressions

de la forme o)
9) 6.41
2 50 o

Fonction génératrice des arbres

Un premier exemple de somme sur les arbres de G, munis du facteur de symétrie S; est
la « fonction génératrice de G, », qui sera notée Z,(z). Elle sera particulierement utile dans la
suite. Elle est définie par

ycard c(g)
Zp(z) =Y o |, (6.42)
ses. 9)

ou card ¢(g) est le nombre de nceuds composites de g. Par une construction de 149388 éléments
de G et un calcul de tous les facteurs de symétrie associés, on a vérifié explicitement I’expression
suivante de Z,(z) pour r compris entre 1 et 16 :

z

Zp(2) =

r—1

— H [r(z+1) —2j] . (6.43)
7j=1

Le fait que l'on trouve une fonction génératrice aussi simple pour G, avec le facteur de symétrie
S; est une premiére justification de la définition de ces arbres et du facteur de symétrie associé.
On verra dans la suite que cette fonction génératrice permet de retrouver les résultats connus
pour les fluctuations du courant dans la limite totalement asymétrique & partir de la conjecture
que nous allons formuler dans le cas partiellement asymétrique.

Sommation sur G,

L’expression générale ([E41]) peut étre réécrite en faisant intervenir un facteur de symétrie
plus simple que S;. En contrepartie, on devra alors effectuer une sommation sur un ensemble
plus grand que G,. Nous allons illustrer cela en montrant que I’on peut remplacer la somme sur
G, dans I'expression (ATl par une somme sur G,

Pour g € Get ¢ € §, on dira que ¢’ a pour structure g si 'arbre g est obtenu a partir
de ¢’ en lui enlevant la racine, les directions et les étiquettes des arétes, et la structure interne
sur les noeuds composites. Dans ce cas, on notera g = ©(g’). On a en particulier g = 0(6(g))
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pour la fonction 6§ définie section précédente (mais 6(©(g’)) n’est pas nécessairement égal a
g : cela dépend du choix de la fonction ). On prolonge la fonction f sur ¢’ € G en posant

f(d) = f(©(g")). On peut alors écrire

fo) _ 1 f(g)
Z Si(g) Z card ®~1(6(q")) . S,(0(q)) (6.44)

gegr g/ egT

Nous allons montrer dans la suite que I’expression précédente est égale a

1 : lel1 ([e]11)?2
) gt(é)) =57 2. F@) 11 ((_1) - ‘(c“‘AL) . (6.45)

9€Gr g’Ggr cec(g’)

On note que le facteur de symétrie intervenant dans la somme sur ,C’jr est plus simple que S; :
contrairement a ce dernier, il ne fait intervenir que les nceuds composites pris isolément et pas
toute la structure de 'arbre. La question naturelle qui se pose est alors de savoir s’il est possible
de définir un nouvel ensemble d’arbres telle que la somme précédente se réécrive sans facteur de
symétrie (ou avec un facteur de symétrie dépendant uniquement de la taille » de I’arbre). Nous
ne sommes pas arrivés a répondre a cette question de maniére réellement satisfaisante. Il nous
manque en particulier une interprétation combinatoire du facteur (|c[!!)? qui soit compatible
avec les structures en arbres sur lesquelles nous travaillons.

Nous allons maintenant prouver la relation (E43)). Cela nécessite de déterminer, étant donné
un arbre g de G,, le nombre d’arbres ¢’ € G, tels que g = O(¢’). On va pour cela construire
tous les arbres ¢’ correspondant a un arbre g quelconque donné. Cette construction, en quatre
étapes successives, sera illustrée sur les arbres g et ¢’ suivants :

(6.46)

Premiére étape

On étiquette les nceuds élémentaires de g (pas ses arétes) par iy, ..., i, en considérant pour
le moment comme identiques deux arbres obtenus I'un & partir de ’autre par permutation des
étiquettes intérieures & un nceud composite. On appelle G;(g) I'ensemble des arbres ainsi créés.
Pour 'arbre g donné en (B0, I’arbre g; suivant appartient a G;(g) :

g = | . (6.47)

i7 Z‘8
o— —@

Le groupe des permutations a r éléments S, agit naturellement sur I'ensemble G;(g) : pour une
permutation o € S, et un arbre g; € Gi(g), on définit o % g; comme 'arbre de G;(g) obtenu a
partir de g7 en appliquant la permutation o aux étiquettes de ses noeuds élémentaires. L’orbite
de g1 € Gi(g) sous l'action du groupe S, définie comme I'ensemble des arbres o * g; distincts
pour o parcourant ’ensemble S, est égale a I'ensemble G1(g). On définit aussi le stabilisateur
de g1 sous cette action de groupe comme ’ensemble des permutations o telles que o % g1 = g;.
Il a pour cardinal

card Stab(g1) = Pi(g) X H le|!. (6.48)

cec(g)
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Le facteur P;(g), qui intervient dans la définition ([E39) du facteur de symétrie Sy, est égal au
nombre de permutations des étiquettes des nceuds composites qui laissent g invariant, tandis
que le produit des |c|! correspond aux permutations des étiquettes a l'intérieur des nceuds
composites. On peut utiliser la formule des classes pour calculer le cardinal de Gy(g). Celle-ci
implique que le cardinal du groupe S, (soit 7!) est égal au produit du cardinal du stabilisateur
de g1 et du cardinal de l'orbite de g1 sous 'action de S,.. On obtient donc

card S, r!

cardStab(g1)  Pi(g) x I Je!
cec(g)

card Gi(g) = card Orb(g;1) = (6.49)

Deuxiéme étape

On identifie le nceud élémentaire étiqueté par 7, & la racine O de I'arbre et on supprime [’éti-
quette 7. On déplace ensuite une étiquette de chaque nceud composite (excepté celui contenant
la racine) vers l'aréte voisine la plus proche de la racine. On obtient alors un ensemble d’arbres
G2(g). Pour g donné en (E40]), un exemple d’arbre go € Go(g) est

1
3

g ia] . (6.50)

1 1
78

Pour un noeud composite de taille ||, il y a |¢| fagons de choisir I’étiquette déplacée. Le cardinal
de Ga(g) est donc égal a

7!
card Ga(g) = OERIRE X H le| . (6.51)
cec(g) C%Cg(i)’

Troisiéme étape

On ajoute une structure interne en arbre aux nceuds composites, de telle sorte que pour tout
neceud composite ¢, les |¢|—1 indices ; contenus dans c étiquettent les |c[— 1 nceuds élémentaires
de c les plus loin de la racine de I’arbre. Le nceud élémentaire de ¢ qui est le plus proche de
la racine est donc non étiqueté. On définit ainsi un ensemble d’arbres G3(g). Pour g donné en
([EZ4l), 'ensemble G3(g) contient l’arbre g3 suivant :

(6.52)

La formule de Cayley pour les arbres étiquetés mais non enracinés [79] indique qu’il y a |e[l¢l=2

fagons de choisir la structure interne du nceud composite c¢. Par exemple, pour un nceud com-
posite de taille trois dont deux nceuds élémentaires sont étiquetés par i5 et ig et le dernier est
non étiqueté, les 3372 = 3 structures internes possibles sont les suivantes :

15

. 6.53
i 6 (6.54)
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Pour un nceud composite donné ¢, il faut ensuite compter le nombre facons possibles de relier
les neeuds élémentaires de ¢ aux noeuds composites voisins de ¢. Si ¢ ne contient pas la racine
de l'arbre, le nceud voisin de ¢ le plus proche de la racine est nécessairement relié au seul
neeud élémentaire de ¢ qui n’est pas étiqueté. Chacun des autres nceuds composites voisins de
c peut étre alors relié & I'un des |¢| nceuds élémentaires de ¢, ce qui donne un facteur |¢|v1
supplémentaire pour chaque nceud composite c¢. Par contre, si ¢ contient la racine, chaque nceud
composite voisin de ¢ peut étre relié a chacun des |¢| nceuds élémentaires de ¢, ce qui donne
cette fois ci un facteur |c|’ supplémentaire. Le nombre d’arbres contenus dans Gs(g) est donc
égal a

ve | ||l
card G3(g) = card Ga(g) x H % H Ekas 1 H c|e = t(g) % H (l‘j’ x’c’—’c’2> .
cec(g)

cEc(g) cec(g)v cec(g)v
Odc Oec

(6.55)

Quatriéme étape

On déplace les derniers indices étiquetant des nceuds élémentaires sur l'aréte voisine la
plus proche de la racine, et on ajoute une orientation a chaque aréte. Cela définit finalement
I'ensemble ©~1(g). Pour g donné en (48], I'un des arbres ¢’ appartenant a ©~1(g) est

(6.56)

L’ajout des directions aux arétes contribue un facteur global 2"~* 4 ©®~!(g). On a donc

2r L C‘UC c“c\
—1
card @ 1(g) = X H <cy'><ycy2 . (6.57)

CEC

La somme sur g € G, définie précédemment donne donc bien (E2H).

6.2.4 Conjecture pour le polynéme ()

Nous allons maintenant formuler une conjecture pour le polynéme @ solution de I’équation
de Bethe fonctionnelle correspondant a 1’état stationnaire du modéle d’exclusion partiellement
asymétrique. On définit les fonctions ¢y, n et &\ par

oi(2) = EZJ:”?? <L N 7 N Z) /<I;> (6.58)
n(z) = <n_LH /<i) (6.59)

A siz=0
En(2) =9 142 S0 (6.60)

11—zl

Alors, le polynome @ solution de ’équation de Bethe fonctionnelle (BEI0) correspondant a I'état
stationnaire (E2I7) vérifie

QW 1o (B Ly WA )
ol 2L (3) 00 X St (00
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le paramétre B) étant donné par

By = (—1)"_1<L>e% (e% . e—%) Q(0)]. (6.62)

Utilisant la méthode présentée & la section du chapitre B pour résoudre perturbativement
I’équation de Bethe fonctionnelle jusqu’a l'ordre 5 en vy et 1 — ¢ pour tous les systémes de taille
inférieure & 12, nous avons vérifié que Pexpression (LG) était correcte pour tous ces cas. Nous
avons en particulier constaté que le paramétre arbitraire A se simplifie dans le membre de droite
de (EET]) pour tous ces systémes.

Pour les termes tels que L <[ dans (G61), des divergences apparaissent a cause du dénomi-
nateur de ¢;(z). Un prolongement analytique pour L complexe nous montre que ces divergences
se simplifient en fait dans la limite ou L devient entier dés que ¢;(z) est multiplié par n(z), ce
qui arrive systématiquement dans ng,f,\ (9). Les termes tels que L <[ dans 'expression (EG1)
doivent donc étre compris en prenant la continuation analytique pour L complexe et en faisant
tendre L vers sa valeur entiére.

On note que la fonction & que 'on utilise est paire. Ceci garantit que les expressions précé-
dentes ne dépendent pas du choix de la fonction € qui intervient dans ng’fA (9)-

6.2.5 Forme paramétrique pour la fonction E(v)

En prenant ¢t = 1 dans 'expression (E61]), on trouve, en utilisant (E220), une expression pour
~ en fonction de B :

- I/V;ZO§A
w——52< ) > e (6.63)
k=1 g€Gg
La fonction ¢q est affine :
n oz
-4 = .64
po(e) = 7+ (6.64)

Dans la définition de U, ,(g) pour un arbre g € G, on effectue la somme sur tous les noeuds
élémentaires e de g des p(£(e)). Or, par définition de £(e), la somme sur e des £(e) est nulle. En
effet, pour chaque aréte de g, il existe un nceud vers lequel ’aréte pointe et un nceud que 'aréte
quitte, ce qui implique que chaque indice i; apparait dans I'un des ¢(e) avec un coefficient +1
et dans un autre avec un coefficient —1. Le terme linéaire de ¢ donne donc une contribution

nulle & U, ,, de méme qu’a Wg’f. On obtient alors

7:_%50:( >Z :'—53 . (6.65)

k=1 9€Gk

En indice de Wznfj on a écrit z — 1 pour désigner la fonction égale a 1 partout. Prenant
maintenant la dérivée en ¢t = 1 de (GEI), I'expression (Id]) pour la fonction génératrice des
cumulants du courant implique

E(y) _ = W"fA
B0 _ s -0) Z( ) > Re (6.66)

k=1 g€y

La fonction ¢; est un polynome de degré 2 :

p1(z) = + - : (6.67)
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Comme précédemment pour g, le terme linéaire de  ne contribue pas a Wg;£A (g), tandis que
le terme constant redonne (E60). On trouve donc que

E(y) = Jv 20 -12) (B = Wh(9)
— — )Z <7> Z —E (6.68)

Ici, l'indice z +— 2% dans WZEAZQ désigne la fonction carré (qui a z associe z2), et la valeur
moyenne J du courant est donnée par

(6.69)

Les équations (G630 et (E08) donnent une expression paramétrique de la fonction génératrice
des cumulants du courant : le paramétre B) peut étre éliminé entre les deux équations pour
donner un développement de E(7) en puissances de v qui ne fait pas intervenir B)y. On verra
plus tard que I’élimination du paramétre By peut en fait étre effectuée de maniére systématique
a tous les ordres.

Par exemple, & l'ordre 4 en B), on trouve pour 'expression de 7 en fonction de B)

2
Bx\* /1 1
(3) (728 0-ee - gm25 @)
By\*/1 1
() (5725 oeee) G725 (0-a0) — 251 @)
@)

et pour P'expression de E(v) en fonction de B)

ML POy (50 (wssa o) + (2) (w25 o9)
() (3w eee - 125 @)

B\ (1 1 1
#(5) (G eeey i st (o-al) - WIS (@-9)

+0((By)) . (6.71)
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Les formes explicites des W™ (g) sont données, en utilisant la forme ([E31) de Wg’f, par

z—1
W5 (8) =1
W2 (e—) = > n(i)n(—i)é(i)
1€Z
WIS (e—e—e) = > n(i)n(j)n(—i — H)EME()
©,JEL
WIS (@) = > n(in()n(—i —j)
©,JEL
W2 (e—e—e—) = > n(i)n(—i — j)n(j + k)n(—k)EG)E)E k)
1,5,kEZL
RN . i . i ; i
w2 (o) = 32 b= -3 - D)
WIS (B-e) = > n@)n@)nk)n(—i — j — k)EG)
1,5,kEZL
= > n(=imi — nG — kn(k)E) . (6.72)
1,5,kEZL

Ces expressions découlent d'un choix particulier de la fonction 6 intervenant dans la définition de
Wg’g. D’autres choix pour 6 reviendraient a effectuer des changements de variables dans les ex-

: Ao N E ; UB3)
pressions précédentes. En particulier, les deux formes données pour W%} ((3)—e) correspondent
aux deux choix possibles

6(@—0): et 0(3—e) = , (6.73)

avec 1 = i1, j = iy et k = i3. De méme, pour les W (9), on a

WS, (@) =0
WS, (o) =2 i2y(i)n(—i)€ (i)
€L
W, (0—e—) =2 ) (i + 52 +ij)n(i)n(j)n(—i — 5)&(1)E()
i,JEL
W, (@) =2 > (@ +ij + 72n@)n(i)n(—i — j)
i,JEL
W, (e—e—e—0) =2 > (2 + 72+ k% +ij + jk)n(i)n(—i — j)n(j + k)n(—k)E@)EG)E(E)
i,J,kEL
Wi, =2 (1% + 52 + K +ij + ik + jl)n@)n(G)n(k)n(—i — j — k)EE)EG)ER)
(‘F—'<:> L;%;z J J JR)N )N )N R)T J J
W, (o) =2 > (2 + 3% + K +ij + ik + jk)n(i)n(j)n(k)n(—i — j — k)&(i)
i,J,kEL
=2 > (P42 + K —ij — jk)n(=i)nG — jn(i — kn(k)E(—i) . (6.74)
i,J,kEL

avec les mémes choix pour la fonction 6.
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6.2.6 Limite totalement asymétrique

On remarque que l'expression paramétrique (E60), [EER) de la fonction génératrice des
cumulants du courant FE(7) ressemble beaucoup a celle obtenue par Derrida et Lebowitz [86]
pour le modéle totalement asymétrique. On va montrer que 'on peut retrouver le résultat de
[R6] en utilisant la fonction génératrice des arbres. Dans la limite  — 0, la fonction &) devient

A siz=0

()0 (2) = | | Sz 40 (6.75)

On choisit le parameétre arbitraire A égal & 1 pour avoir £\(z) = 1 pour toute valeur de z.
D’apres ([B38), ni W (g) ni W% (g) ne dépendent alors plus de Parbre g. En effet, pour

z—1 222

g € G, le facteur U, ,(6(g9)*) ne dépend que de k et pas de g, si I'on choisit I'application § de
telle sorte que toutes les arétes de 0(g) s’éloignent de la racine (on rappelle que I'application 6
transforme un arbre de G en un arbre de G) :

Up(0(9)*) = nlin) ... nig—1) x n(—i1 — ... —ix_1) (6.76)

- <nf11> <n+Lz'k_1> ) <n—z'1—.L..—z'k_1)/<i>k ’

tandis que V¢(6(g)) est un produit de £(2) pour différentes valeurs de z et vaut donc 1si {(z) = 1.
On peut alors calculer W7 (g) et W31 (g). On trouve

z—1 222
- . . , , kL L\"*
W) =83 o S i) o nin) X n(—it — . — i 1) = (,m) / (n) (6.77)
11EZ ip_1E€EZ

W g) =D o Y @4 i (i = = ipe1)?) (6.78)
1EZ ik_1€Z

xnir) - nig—1) x n(=ir — ... = ix—1)

st i) f(o)f

L’expression paramétrique (60), (X)) de E(y) pour le modeéle totalement asymétrique s’écrit

alors
R e R I
E(v)p— Jv :L(L2_ . ki; <§>’“ LG —k1L)n_(§ —n) (Zi) /(i)k y g;gk Sig)

(6.80)

La fonction génératrice des arbres (E42) Zx(z) en z = 1 donne la valeur de la somme sur les
arbres :

k—1
3 L) — Z(1) = 27 . (6.81)

9€Gk St(g

Réexprimant le terme J+ de E(7) en utilisant I’expression de v en fonction de B, on obtient

R /)

E(v)p— o n(LL— n) o . LBf ; <Z§> / (i)k _ (6.83)

k=1

finalement
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On retrouve le résultat de [86] (en absorbant dans B le coefficient du bindéme qui est élevé a la
puissance k).

6.2.7 Limite thermodynamique (1 — = fini)

Pour un systéme avec une densité p = n/L fixée, il est possible de prendre la limite thermo-
dynamique des équations (G60) et (EER) donnant E(+) sous forme paramétrique si 'asymeétrie
1 — z reste finie quand L — oo. Utilisant

1— 2 224(1-2p)z
n(z) ~ (_p) e 2 =p)L , (6.84)
p

et 'expression ([B3F) de Wg’g(g), les équations (EE0) et (EER) deviennent pour L grand

(6(9)7) x Ve, (6(9))

oo k U a2
v~ —% Z (%) Z Z Z e 20(1—/’);(.9) ) (6.85)
k=1

9@ 11E€EZL i_1€Z

et

(6(9)7) x Ve, (6(g))

U 2
E(y) —Jy 2(1 —x) S By g ZHZQ,Zb—»e_m
T a() R 5w

k=2 g€G 11 €L ig_1€Z

(6.86)
On a utilisé le fait que, de méme que le terme linéaire de ¢ se simplifie dans Wg’g(g), les
termes en e* de 7(z) donnent une contribution nulle a Wg’g(g). A cause des —2%/L dans les
exponentielles, les indices i; qui donne la contribution dominante des sommes sont d’ordre VL.
On pose donc i; = u;j\/Lp(1 —p). Si A =1et 0 <1—2x <1, on peut remplacer £x(z) par 1
dans les deux équations précédentes quand L tend vers l'infini. Les sommes de Riemann sur les
indices 4; deviennent des intégrales et on obtient

= (ByF(o(1 - o)) LT
N~ — Z (Bx) (p(12k/01)) L (6.87)
k=1
z—1l,z—e 2
Xgezgk/_oodul.../_oodukl St(g)
p k=2
o0 o0 U ., -2(009)7) xVaa(0(g))
8 Zg: /oo dU1/oo du}gil — St(g)
g€k

Si on choisit la fonction @ de telle sorte qu’aucune aréte de 6(g) ne pointe vers la racine, on note
que Uy ,(6(9)*) ne dépend plus de I'arbre g. On a

a2 (B(g)7) = kox e e P e at) (6.89)
2(0(9)") =2(ud + .. Fui | Furug Fugus + .. up_up_p) (6.90)

222, 2k5e” 2

« ef(u%+...+u%_1+u1u2+u1u3+...+uk,2uk,1)



6.3. EXPRESSION EXACTE DES CUMULANTS DU COURANT 135

De plus, comme dans le cas totalement asymeétrique, on a V,,,1(6(g)) = 1. On peut donc utiliser
la fonction génératrice des arbres (42)) pour effectuer la somme sur g € Gi. On trouve

00 k-1 k-3
B)\ k 1-—- 2 [ 2
k=1
y /oo du1 N /OO d’LLk,16_(u%+"'+ui71+U1UQ+U1US+.“+Uk_QUk_l)
00 k+1 k-3
E(vy) —Jy B))*(p(1 —p)) 2z L2
k=2

[o.¢] o
X / duy ... / duk,12(u% + .+ ui,l + ujug + urug + ...+ up_1up_1)

— 00 — 00

—(u%+...+u%71+u1uz+u1ug+...+uk_2uk_1) )

X e
Il reste a effectuer l'intégration sur les u;. On a
00 ) k—1
/ duy ... / duk,1ef(“%Jr"'Jr“i—1+“1“2+“1“3+~~~+“k72“k*1) = (2m) (6.93)
o oo k

(o.0] [o.¢]
/ duy ... / duk_12(u% +...+ ui_l + ujug + ugug + ... + Ug_oUg_1)

—00 —00

7(u%Jr...+ui_1+u1u2+u1U3+...+uk,2uk,1)

_ \/(’C - 1)1(2”)“ , (6.94)
ce qui donne finalement
N~ — Z (277)2(10(23_/2/)))2112 (B)\)k (6.95)
k=1
E(’Y)p_ J7 -~ (1 N .%') Z (k — 1)(27()2]5:?/(21 — p))TLT (B)\)k ) (6.96)
k=2

Posant C' = —B)\/27p(1 — p)L, on trouve alors le résultat de Lee et Kim [87] & 'ordre dominant

en L :
L s (OF
T _m; 137 (6.97)
E() —Jv p(1—p) = [ (=C) (=C)F
P—q - \/;kzl< 3/2 |52 ) . (6.98)

Dans cette limite, la dépendance en I'asymétrie se réduit au facteur global p — ¢ de E().

6.3 Expression exacte des cumulants du courant

Nous avons écrit dans la section précédente une expression paramétrique pour la fonction
génératrice des cumulants du courant E(v) du modeéle d’exclusion partiellement asymétrique.
Cette expression faisait intervenir des sommes sur des ensembles d’arbres. Dans cette section,
nous allons donner une autre expression pour F(7), équivalente, mais plus explicite. Elle s’expri-
mera en fonction de sommes sur des ensembles de foréts, que nous allons définir. Cette nouvelle
expression pour FE(7y) donnera directement des expressions explicites pour les cumulants du
courant. En particulier, nous retrouverons les résultats connus pour les trois premiers cumu-
lants, ainsi que la conjecture que nous avons énoncée au début de ce chapitre pour le quatrieme
cumulant.
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6.3.1 Définition des foréts

On appelle « forét » un graphe sans cycle dont les composantes connexes sont des arbres.
Pour une forét h, on notera h le nombre d’arbres contenus dans h et |h| la taille de h, définie
comme la somme des tailles de tous les arbres qu’elle contient. La taille d’une forét est donc
égale a la somme des tailles de tous ses noeuds composites. Elle est aussi égale au nombre total
de nceuds élémentaires qu’elle contient. Une forét sera représentée comme une liste d’arbres
entourée par des crochets [ |. On considérera dans la suite deux ensembles de foréts.

On définit tout d’abord ’ensemble H des foréts composées d’arbres éléments de G de taille
supérieure ou égale a 2. On appelle H,. le sous-ensemble de H constitué des foréts h telles que
|h| — h = r. Les quatre premiers ensembles 7, sont donc

1 = {[o—e]} (6.99)

- |ow?] (@el. s-s.00el. 0., [o-s.0-0.0-0)]

|, [o—o,o—(j, 0—0,(3 0|, 00900090 00903,
[(3),(3)], [—o,0—0,0—0—0], [0—0,0—0,(3), [H,H,H,H]} )

Les premiers ensembles H, peuvent étre engendrés par ordinateur. Le nombre de foréts contenues
dans les treize premiers ensembles H, est donné dans le tableau suivant :

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
15 33 80 186 454 1109 2772 7012 18053 47066

r

1 2 3
cardH, 1 3 6 (6.100)
On définit aussi lensemble H des foréts composées d’arbres éléments de G de taille supérieure ou
égale & 2, avec des arétes réétiquetées par iy, 4o, ... de telle sorte que toutes les étiquettes soient
différentes. On appelle H, le sous-ensemble de H constitué des foréts h telles que |h| —h =17,
On note que pour h € 7'77»; le nombre d’arétes de h est précisément égal & r vu que chaque
arbre de G contient une aréte de moins que de nceuds élémentaires. Par contre, pour h € ‘H,., le
nombre r n’est pas égal au nombre d’arétes de h car il n’y a pas d’arétes a l'intérieur des nceuds

composites. Les deux premiers ensembles H, sont

wefl ) o w60 [E]

les ... représentant les foréts obtenues a partir de celles dessinées en permutant les indices i,
et en retournant les directions des arétes.

La plupart des fonctions que 'on a définies sur les arbres de G et de G a la section
s’étendent naturellement aux foréts : pour h élément de H ou H, c(h) désigne I'ensemble des
nceuds composites de h, e(h) 'ensemble des nceuds élémentaires de h, et o(h) 'ensemble des
arétes externes de h (i.e. Pensemble des arétes reliant des nceuds composites, et pas les arétes
reliant les nceuds élémentaires a U'intérieur des nceuds composites).

Comme pour les arbres, on choisit une application 6 de H dans H qui préserve la structure en
forét des nceuds composites. L’application 6 transforme une forét h € H,. en une forét b’ € H,.
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Elle enracine chaque arbre de h, ajoute une structure interne en arbre sur les nceuds composites,
transforme les liens entre noeuds composites en liens entre nceuds élémentaires et ajoute une
direction et une étiquette & toutes les arétes.

L’opérateur * appliqué a une forét h € H est défini comme la forét composée des arbres
de h auxquels 'opérateur * a été appliqué : la forét h* est donc constituée d’arbres ayant tous
leurs noeuds élémentaires reliés a la racine. Les fonctions U, , et V; se définissent naturellement

sur des foréts de H

Upn(h) = [ D wlt(@) | | TT nte(e) (6.102)
ece(h

ece(h) )

IT ¢Omlo)) . (6.103)

oco(h)

La fonction Wg’g se prolonge elle aussi sur les foréts de H. Pour la méme raison que dans le cas
des arbres, on a toujours deux expressions équivalentes pour Wg’g appliqué a une forét :

WIEh) =0 > Upy(0(h)Ve(0(R)") (6.104)

i1EZL ir_1€EZL

= o D Upn(0())Ve(6(h)) . (6.105)

11EZL ir—1€EZL

On peut 1a encore montrer que Wg’g(h) ne dépend pas du choix de la fonction 6 si la fonction
& est paire.

6.3.2 Sommation sur les foréts

Nous allons maintenant définir un facteur de symétrie associé aux foréts, ainsi qu’une fonc-
tion génératrice pour les ensembles de foréts H,..

Facteurs de symétrie

On rappelle que I'on a défini un facteur de symétrie Si(g) pour tout arbre g € G. On définit
alors un facteur de symeétrie associé a la forét h € H par

S¢(h) = Py(h |h|_1'1_[ |g| . (6.106)

Le facteur Pr(h) est égal au cardinal du groupe de permutation des arbres identiques de h. Si
la forét h est composée de my fois un premier arbre, mgy fois un second arbre, ..., alors Py(h)
est simplement égal au produit des factorielles des m;.

Comme dans le cas des arbres, on va étre amené a effectuer des sommes sur les éléments de
H, munis du facteur de symétrie Sy. Pour une fonction f agissant sur ‘H et a valeur numérique,
on considérera des expressions de la forme

hz;{ gf(—(h}z . (6.107)
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Sommation sur des k-uplets d’arbres

On va réécrire l'expression générale (EI07) comme une somme sur des arbres de G. Pour
cela, on commence par découper la somme sur H, en introduisant le nombre k (= h) d’arbres
dans la forét h. Comme pour h € H, on a |h| =7+ h, on peut écrire

Z Z 3 1 ka r 4k — 1) HS|9| (6.108)

heH, k=1 heH,

On remplace maintenant la somme sur les foréts par une somme sur des k-uplets d’arbres. Il
faut pour cela compter le nombre de k-uplets correspondant & une méme forét h. Celui-ci est
simplement égal au cardinal de 'orbite de h sous l'action du groupe Sy des permutations des k
arbres. On note aussi que Py(h) est égal au cardinal du stabilisateur de h sous cette action de
groupe. La formule des classes implique alors que le nombre de k-uplets d’arbres correspondant
a la forét h est égal a k!/Ps(h). On obtient donc

r+k—
ZSh) Z Z Z ﬂ\91\+-..+|gk\:r+kf(91,...,gk)( ) + ! HSLng]

heH, k=1g1€G\{@} g, €G\{®}
(6.109)

ou f(g1,...,9k) est 'image par la fonction f de la forét constituée des arbres gi, ..., g.
On a tenu compte du fait que les foréts de H sont constituées uniquement d’arbres de taille
strictement supérieure a un. Introduisant les nombres (entiers supérieurs ou égaux a 2) a; = |g;|
de nceuds élémentaires des arbres g;, on trouve

—1)F(r — D& a
Z Z > Yoo > fla --,gk)( Dt Tk 1)'H L.
k! j:1st(gj)

heH, =1 a1,..,a5>2 g1€Ga, 9k€Ga,,
a1+ Aap=r+k

(6.110)
Si la fonction f que I'on considére se factorise comme un produit sur les arbres de la forét :
flrs-ygk) = fl91) - fgk) (6.111)

alors la somme sur les foréts de H, s’écrit finalement

D+ k- 1) 12 a;f(g;
E Sh) § E ( )(k' )|| E é((é)) . (6.112)
hEHr k=1 a1,.,a>2 . ’ J=1 \9€Ga; t\9i

al+...fap=r+

La somme sur les foréts de H avec le facteur de symétrie Sy s’exprime ainsi en fonction de
sommes sur des arbres de G avec le facteur de symétrie S;.

Fonction génératrice des foréts

On peut appliquer le résultat précédent au calcul de la fonction génératrice des foréts de H,

définie par
ycard c(h)

= y , (6.113)

heH

ou card c(h) est le nombre de nceuds composites de h, et exprimer Z,.(y, z) en fonction de la
fonction génératrice des arbres Z,(z). On obtient

, _ 1k, kK
Z yoo ek 2!( DT (0520, (2)) - (6.114)

at,.. ,(lk>2 ]:1
a1+ Aap=r+k
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Insérant 1'expression (EZ2) de Z,(z), on trouve

a;—1
! r—}—k—l!—lkykzk k 1 7 )
Zi(g.2) = 3! L,( ) >, I I mGE+n-21) . (6115
k=1 ’ ar,..,ax>2  j=1 I =1

a1+...+ap=r+k

Calculant cette expression pour r compris entre 1 et 12, on observe qu’en y = 1/z on a

1 —2z=2Bjz pourr=1
Zy < ) = - ) (6.116)
="

pour r > 1

ot les B, sont les nombres de Bernoulli. On note en particulier que toute la dépendance en z de
Z,(1/z, z) se simplifie (sauf pour » = 1) pour ne donner qu’'un terme constant (qui est lui méme
nul pour r impair supérieur ou égal & 3). Seules les foréts comportant uniquement des arbres
constituées d'un seul nceud composite (qui sont celles telles que h = card ¢(h)) contribuent donc
a Zy(1/z,z) sir est different de 1 : les contributions de toutes les autres foréts s’annulent.

6.3.3 Forme explicite des cumulants du courant

L’équations (EEX) donne la fonction génératrice des cumulants du courant E(7) en fonction
d’un paramétre By, qui peut étre déterminé a partir de I’équation (G63]) qui donne v en fonction
de B,. Cette représentation paramétrique de E(y) ne permet donc pas d’accéder directement
aux cumulants du courant. Pour les obtenir, on doit éliminer B) entre les deux équations (G.68])
et (E60). Cela peut étre fait perturbativement en ~ aux premiers ordres, ce qui permet d’obtenir
des expressions explicites pour les premiers cumulants du courant. L’utilisation de la formule
d’inversion de Lagrange (voir par exemple Wilf [Z8] ou Flajolet et Sedgewick [9]) permet d’aller
plus loin, en donnant une expression a tous les ordres en v de B) et de ses puissances, et donc
aussi une expression de FE(7y) comme une série formelle explicite en 7. Tout ceci est expliqué
dans l'appendice On obtient le résultat suivant :

E(y)—Jy _ 2(1—=)
P L(L-1)

i (=)L WS (h)

27!

(6.117)
r—2 heH, 1 Sy(h)

Les sommes sur des arbres dans les équations paramétriques (LG68) et (EGD) pour E(7) sont
devenues des sommes sur des foréts. Nous avons vérifié cette expression de E(7) en résolvant
I'équation de Bethe fonctionnelle (ZIM) perturbativement en «y jusqu’a 'ordre 7 par la méthode
présentée au chapitre B pour tous les systémes de taille inférieure ou égale a 12 avec n < L/2
(la symétrie particule-trou, vérifiée par ([EI17), implique alors que la formule (EIT7) est aussi
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valide pour les systémes tels que n > L/2). Jusqu’a l'ordre 5 en +, on a

DD oty + Eowie—e - L1 (01 lo—e—e] ~ W(E) - W fo—s.0-9)
+ L;f <W [F-(j 3 e—e—e—e] — W[E—8 - O [e—s—e,0 o + V(3 e
1 5We—e 0, H]>
- 2%2)50 <9OOW[0—H—0—0] + 9000 [o—o—(j +T5W [»—E—¢ — 300/ [(3—e—e]
_ A50W [@—(3—8] + 2TIW[(3)] — 36001 [e—e—e—e, @—8] — 12001¥ [0—< H}
+ 12000 [(3—o, 0—8] — 20251V [e—e—9, 0—0—8] -+ 4501V [e—e—e,(3)] — 25W[(3),(3)
+ 81001V [o—e—e, 0—e,0—8] — 9001V [(3),0—e, 0—8] — 31501/ [0—e,0—0, 08, H])
+0 (%) (6.118)

avec W = Wz"ff; On constate que cette expression de E(+) redonne bien les formules connues

[ED) et ([ET) de la constante de diffusion et du troisiéme cumulant, ainsi que la formule (EI8),
([ETD) que nous avons conjecturée au début de ce chapitre pour le quatriéme cumulant.

6.3.4 Limite thermodynamique (1 — z ~ 1/v/L)

Pour un systéme avec une densité p = n/L fixée, il est possible de prendre la limite de
I'équation (BIT7) donnant E(7) si 'asymétrie 1 — z est d’ordre 1/v/L, de maniére similaire a
ce que nous avons fait dans le chapitre Bl pour la constante de diffusion et le troisiéme cumulant

du courant. On pose
log x\/Lp(1 —
o— 287 2”( P (6.119)

Dans la limite o 1 — = tend vers zéro quand L tend vers l'infini, on a

2P
l—g~ —— . (6.120)
vV Lp(1—=p)
Utilisant
1 — p F1 22+(172p)z A siz=0
n(z) ~ <—> e (-0l &(2) = | —7t—y siz#0 (6.121)
P tanh(\/ﬁ)

et I'expression B38) de W2(g), 'équation [EITT) devient

E(y) —Jvy 2(1 — x) ° (—1) L7~
D L? TZ; 2yl (6.122)
O(h)*
UzHZQ,zHefﬁ( (h)7) x Vthanh( i )(e(h))

« Y YT ) s

heH,_1 11 EZ ir_1€EZL
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On pose u; = ij/\/Lp(1 — p). Comme précédemment, les sommes de Riemann sur les indices
ij deviennent des intégrales. On obtient

LY EO) =7 o X1 /e -p)F\
T 7 2(1 );H< 5 ) (6.123)

U 22 (e(h)*) X V;b—»tanh(|z|<1>)(9(h))

o oo 222 2e” 2
X / dul/ dur,1 Z ’ : Sf(h)

heH 1

De méme que pour la constante de diffusion et le troisiéme cumulant, on peut montrer que
I’expression précédente est en fait valable aussi si 1 — z > 1/\/Z Sur la base des calculs
mentionnés en début de chapitre pour le quatriéme cumulant, nous conjecturons que cette
expression est valable & tous les ordres en vy dés que 1 — 2 > 1/L.

Quand 1—z est exactement d’ordre 1/\/f, le facteur 1—x de I’équation précédente s’exprime
en fonction de ® par (EI20), et I'on obtient pour la fonction E(v)

LQE(V)p— Jy _4@722% (_7 (p(lz— p))L3> (6.124)

/oo /oo UZHZQ I (0(h)*) X V. tanh(|z10) (0(R))
X . .

dury 3 Sy(h)

— — heH -1
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6.A Preuve de I’équivalence des deux définitions de Wg’é(g)

On va montrer dans cette section que les deux définitions (E37) et (E3X) de Wﬁ’g(g) sont
équivalentes. On illustrera cela sur plusieurs exemples d’arbres g € G. Si g est un arbre de G,.,
Wﬁ’f(g) s’exprime comme une somme sur des indices i1, ..., i,_1 appartenant a Z du produit
des fonctions U, , et V¢ appliquées aux arbres 6(g) et 6(g)* éléments de G,. Prendre 0(g) pour
argument de U, et §(g)* pour argument de V¢ correspond a la définition (E37) de Wg’g(g),
tandis que le choix contraire correspond a la définition (E38]) de Wg’g(g). Partant de (G35,
des changements de variables peuvent étre effectués sur les indices iy, ..., ¢,—1. En général, ces
changements de variables sont tels que Uy ,,(6(g)*) est transformé en une expression qui ne peut
pas étre exprimée sous la forme U, ,(g'), pour un arbre ¢’ € §T. La méme chose est vraie pour
Ve(6(g)). Cependant, il existe tout de méme des changements de variables qui correspondent a
transformer I’arbre 6(g)* en un arbre ¢y et Uarbre 6(g) en un arbre gj comme on le montrera dans
la suite. On verra qu’il est en fait possible de trouver une suite de changements de variables des
indices 7; qui corresponde a une suite de couples d’arbres (g;, g;-), commencant par (6(¢g)*,0(g))
et se terminant par (6(g),0(g)*) :

W2E(g) =D Y Upn(0(9)")Vel(g)) (définition ([B3ZR) de W24(g))  (6.125)

11€EZ ir—1€EZL

- Y Upn(91)Ve(dh) =D Upn(gm)Veldln) (6.126)

11E€7Z ir—1€EZL 11E€EZL ir—1€EZL

=Y ) Un(0(9)Ve(6(9)) (définition (BT de W(g)) . (6.127)

11€EZ ir—1€ZL

Ceci prouvera finalement 1’équivalence entre les deux définitions ([E31) et (E38) de Wg’g(g).

6.A.a Changements de variables correspondant & des changements d’arbres

On considére 1’expression

Do D UpnlonVeldh) (6.128)

11€Z ir—1€ZL

ol g1 et ¢} sont des arbres de G,. Les changement de variables 7; — —i; correspondent sim-
plement a transformer les arbres g; et g} en go et g, obtenus a partir de g1 et ¢} par le
retournement de l'aréte étiquetée par i;. D’autres changements de variables des i;, par contre,
correspondent seulement a transformer Uy, (g1) en U, ,(g2) dans I'expression précédente, mais
ne correspondent pas nécessairement a transformer Ve(g]) en une expression qui peut étre mise
sous la forme V¢(g5). D’autres encore peuvent correspondre & modifier Ve(g]) en Ve(g5) mais
transforment par contre U, ,(g1) en une expression qui n’est pas de la forme Uy ,(g2). On va
étudier séparément dans cette section quels sont les changements de variables qui correspondent
a transformer g1 en g (tout en transformant le terme en Vg (g]) de maniére arbitraire), et quels
sont ceux qui correspondent a transformer g} en g5 (tout en transformant le terme en U, ,(g1)
de maniére arbitraire).

On commence par les changements de variables modifiant I’arbre g;. Si un noeud élémentaire
e de g1 est entouré de k arétes pointant vers e étiquetées par aq, ..., ai et de [ arétes quittant e
étiquetées par by, ..., by, alors la contribution de e & U, ,,(g1) s’exprime en fonction de £(e), qui
est égal a la somme des a; moins la somme des b;. Transformer I'un des a; en a; moins la somme
de certains des a; (différents de a;) plus la somme de certains des b; revient alors a enlever ces
aj et ces b; de £(e) et a les ajouter a £(€'), ou €' est le nceud élémentaire de 'arbre relié a e
par l'aréte étiquetée a;. Cela revient donc a détacher de e les arétes étiquetées par les a; et b;
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en question, et & les rattacher a e/. Ce changement de variables correspond donc a un transfert
dans l'arbre g; d’un certain nombre d’arétes de e vers €’. Ce transfert est local dans le sens o
les neeuds e et € sont voisins. De méme, le changement de variable consistant & transformer
I'un des b; en b; moins la somme de certains des b; (différents de b;) plus la somme de certains
des a; revient a effectuer un transfert d’arétes depuis e vers le nceud €” tel que le lien entre e
et €’ est étiqueté par b;.

On passe maintenant aux changements de variables modifiant ’arbre g{. On appelle aq, .. .,
ay, les indices étiquetant les arétes qui ne pointent pas vers la racine de g} et by, ..., by les autres
indices, qui pointent vers la racine. Soit une aréte (interne ou externe) p de g étiquetée par I'un
des a;. La contribution de a; a V¢(g) provient de tous les m(o) pour o aréte externe de g située
entre la racine de ¢| et l'aréte p (comprise). Considérons le changement de variables transfor-
mant a; en a; moins la somme des a; (différents de a;) étiquetant les arétes du sous arbre de
¢y commencant au niveau de l’aréte p plus la somme des b; étiquetant les arétes du méme sous
arbre. Ce changement de variables consiste a détacher de g} tous les sous arbres commencant
en les arétes voisines de p (excepté celle raccordant p a la racine) et a le raccorder a la racine de
g1- Contrairement aux changements de variables considérés pour gq, ce changement de variables
n’est pas local sur 'arbre : on rattache a la racine de g des sous arbres situés initialement
arbitrairement loin de la racine. On aurait aussi pu considérer une aréte p de ¢} étiquetée par
I'un des b;. Le changement de variables correspondant consiste & transformer b; en b; moins la
somme des b; (différents de b;) étiquetant les arétes du sous arbre de g} commengant au niveau
de l'aréte p plus la somme des a; étiquetant les arétes du méme sous arbre. La signification
de ce changement de variables sur I'arbre g est la méme que pour le changement de variables
précédent.

Selon la structure respective des arbres g1 et ¢}, il est possible que les deux ensembles de
changements de variables que nous avons présentés dans les deux paragraphes précédents aient
des éléments communs. Ces changements de variables préservent alors la structure de ’expres-
sion (EIZ8), en modifiant a la fois g1 et de g}. Ce sont ces changements de variables que I'on
va utiliser dans la suite pour prouver que les deux définitions de Wg’g sont équivalentes.

6.A.b Exemple 1 : arbre linéaire avec des nceuds composites de taille 1

On commence par prendre pour g l'arbre linéaire ¢ = e—e—e—e—e—e, et on choisit 6(g) tel
que

(6.129)
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La définition [B38) de W2 (g) donne

15
14
WIe(g) = is (6.130)
1EZ iQ
11
=YY pnlin,ia, s, iay is, —is — ia — ig — iy — i1)
1EZ i5€Z

X &(i, 01 + d, 01 + G2 + 13,11 + 92 + i3 + 94,91 + io + i3 + g +15) ,

oll on a utilisé les notations

enlar,...oa) = (plar) + .. + @(a)) x nlar) x ... x na) (6.131)
pour alléger les expressions. On va effectuer dans I’expression de Wg’g(g) la suite de changements
de variables suivante :
5 — —i1 —i2 — i3 —i4 + 15, iy — —11 — iy — i3 +ig,
(6.133)
13 — —11 — 2 + i3 , et 1o — —11 + 19 .
Le premier changement de variables i5 — —i; — io — i3 — 74 + i5 donne
Wis(g) = Z Z (i1, iz, i3, 44,15 — G4 — i3 — iz — i1, —15)
11EZ i5€7Z
x &(i1,11 + d2,11 + 42 + 3,71 + i2 + 13 + 4, i5)

15 i4
13
=> D) Uy Ve ol (6.134)
(€L isEL '2
1

Le deuxiéme changement de variables ¢4 — —i; — 79 — i3 + 44 conduit ensuite & I'expression

ng(g) = § E @n(ilai2yi3)i4_i3_i2_ilyif)_i4a_i5)£(ilail+i2,i1+i2+i3ai4,i5)
1EZ i5€Z

=YY Uy

i1€Z 15€7Z

(6.135)

Par le troisiéme changement de variables i3 — —i1; — i + i3, on obtient alors

Wit(g) = Z . Z (i1, iz, i3 — dg — i1,94 — 43,15 — i1, —i5) X &(i1,71 + 42,13, 4, 5)

i1EZ i5€EZ
i5
14
=> .. Uy . Ve (6.136)
€L isEZ '3

SN
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Enfin, le quatriéme changement de variables i — —i; + i3 donne

Wit(g) = Z Z n(in, 2 — 1,43 — l2, 44 — 13,15 — ia, —i5) X &(11, 02,73, %4, 15)

11EZ 15€7Z
15
14
=YD Uy | s | Ve : (6.137)
11E€Z 15€7Z io
11

qui est I'expression correspondant a la définition ([E31) de Wg’g(g).

On constate qu’a chaque étape, on retrouve la partie « haute » de I’arbre g (partant de
i5) dans 'arbre de gauche, et la partie « basse » de I’arbre g (partant de i) dans l'arbre de
droite. A chaque étape, on détruit le haut de 'arbre de droite et on le reconstruit dans l'arbre
de gauche : la structure compléte de g est donc préservée entre les deux arbres.

On peut facilement étendre la preuve précédente pour l'arbre g & tous les arbres linéaires
de taille quelconque. L’introduction de noeuds composites de taille strictement supérieure a 1
ne pose pas de probléme si l'on choisit 6(g) de telle sorte que la structure en arbre des nceuds
composites soit linéaire.

6.A.c Exemple 2 : arbre ramifié avec des nceuds composites de taille > 1

On considére maintenant ’exemple des arbres g, 0(g) et 0(g)* suivants :

g= (6.138)
Partant de
75 —
W2 (g) = (6.139)

= on (i1, 2,13, 14, —is, @6, i7, —ig, =41 — 42 — i3 — 4 + 5 — i — i7 + ig)

E(is,i7, —is, 14 — i5 + ig + i7 — i3) ,

on va progressivement détruire le haut de ’arbre de droite tout en le reconstruisant dans I’arbre
de gauche, de maniére complétement analogue a ce que nous avons fait dans la section précédente
pour le cas de l'arbre linéaire. On commence avec le changement de variables iy — i1 — i3,
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19 — 19 — 44 + 15 — ig — 17 + ig. On obtient
Wﬁ’g(g) = pn(in —i3,42 — @4 + i5 — ig — i7 + 18, i3, 14, —i5, i6, i7, —is, —i1 — i2)

x &(i3, 7, —ig, 14 — i5 + i + i7 — ig)

(6.140)

Le changement de variables ¢4 — ¢4 + i5 — ig — 77 4+ i3 méne ensuite a

W2 (g) = @n(iy — i3, ig — ia,ds,is + i5 — i6 — i7 + is, —i5, 6, i1, —is, —i1 — i2)& (i, i7, —is, i)

=> ) Uy

11€EZ 18€EZ

(6.141)

On effectue enfin le changement de variables i5 — i5 + iv, ig — ig + ig, et on obtient

W;Z’g(g) = (i3, i1 — 13, —i1 — f2,12 — 94,14 + i5 — g, —i5 — i7,76 + 18, i7, —ig)§(i3, 94, i7, —ig)

(6.142)

On voit que quel que soit 'arbre, la procédure que nous avons présenté pour passer de 'ex-
pression (E38) a expression ([G31) de Wg’g(g) fonctionne, ce qui prouve I'équivalence entre ces
deux expressions. On note que I’'on n’a pas besoin & ce stade de prendre la fonction & paire.
Ceci est uniquement nécessaire si I’'on veut que Wg’g(g) ne dépende pas de la fonction 6 choisie

(c.f. appendice GH)).

6.B Indépendance de Wg”f (9) par rapport au choix de la fonction
0

On prouve dans cet appendice que la fonction Wg’g définie en (E317) et (E3T) est indépen-
dante du choix de la fonction 6 qui transforme les arbres de G en arbres de G dés lors que la
fonction & est paire. On doit pour cela montrer que pour g € G, Wg’g(g) est indépendant du
choix de 'étiquetage et de la direction des arétes de 0(g), de la position de la racine dans 6(g),
et enfin de la structure interne en arbre des nceuds composites de 6(g). On va voir que chacune
de ces propriétés est facilement visible sur 'une ou l'autre des deux définitions (E37) et (G35
de Wg’g(g), dont I'équivalence est prouvée dans 'appendice

On commence avec I'indépendance de Wg’g(g) par rapport au choix de I'étiquetage des arétes
de 6(g). Permuter les indices qui étiquettent les arétes de 6(g) dans (E31) ou (E3R) revient a
effectuer une permutation des indices i; dans U, ,(8(9))Ve(0(g9)*) ou U, »(0(9)*)Ve(6(g))- La
sommation sur les 7; implique alors que Wg’g(g) reste inchangé par la permutation des éti-
quettes des arétes.

On continue avec l'indépendance par rapport au choix des direction des arétes. Retourner
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la direction de I'aréte étiquetée par i; revient a remplacer i; par —i; dans Uy, (0(g))Ve(0(g)*)
et Uy n(0(9)*)Ve(0(g)). La encore, la somme sur les i; qui figure dans la définition de Wg’g(g)
assure I'indépendance par rapport au choix de la direction des arétes dans 6(g).

On passe maintenant a I'indépendance par rapport a la position de la racine de 6(g). Il est
alors utile de considérer plutot la définition (E3D) de Wg’g(g). Par définition, Uy, ,(0(g)) ne
dépend pas de la position de la racine dans 6(g). Par contre, V¢(6(g)*) en dépend : suivant la
position de la racine de 6(g), l'orientation de certaines des arétes de 6(g)* peut en effet étre
modifiée. Cela correspond a changer certains des 4; qui interviennent dans Vg(6(g)*) en —i;.
Mais, cette transformation de certains i; en —i; a seulement lieu dans V¢(6(g)*) et pas dans
Usn(0(9)). On ne peut donc pas utiliser la somme sur les indices i; pour conclure. On est obligé
d’utiliser la remarque suivante : le facteur V¢(6(g)*) ne dépend des indices i; qu’a travers £(i;
(il n'y a pas de combinaisons linéaires d’indices i; quand V¢ est appliqué a I'arbre 6(g)*). Les
transformations de V¢(6(g)*) résultant de la modification de la position de la racine de 6(g)
reviennent donc a modifier des facteurs £(i; en £(—i;. Il est donc crucial que la fonction & soit
paire pour que 'indépendance de Wg’g(g) par rapport a la position de la racine de 6(g) soit
vérifiée.

Il reste enfin & montrer 'indépendance de Wg’g(g) par rapport a la maniére dont € choisit
la structure interne en arbre des nceuds composites. Pour cela, on va utiliser ([E38]). Par défini-
tion, Ve(0(g)) ne dépend pas de la structure interne des nceuds composites de g (mais dépend
cependant de l'orientation des arétes dans cette structure interne). L’arbre 6(g)* ne dépend pas
non plus de la structure interne des noeuds composites de g. On en conclut donc que Wg’g est
indépendant du choix de la structure interne en arbre des noeuds composites de 6(g).

On a finalement prouvé que Wg’g(g) est indépendant du choix de la fonction 6. Le fait que
I’on doive pour cela avoir une fonction £ paire est uniquement une conséquence de 1'indépen-
dance par rapport au choix de la racine de 6(g).

6.C Dérivation de I’expression explicite de F(v)

On démontre dans cet appendice que I'expression explicite (EI11) de la fonction génératrice
des cumulants du courant E(7), qui s’exprime comme une somme sur des foréts, est une consé-
quence de I'expression paramétrique (B63) et ([EGR) de E(v) faisant intervenir des sommes sur
des arbres.

6.C.a Elimination de B, dans I’expression paramétrique de F(7)

Les équations (63 et (GE6R]) expriment respectivement « et E(7) comme des séries formelles
en un paramétre By, que l'on notera B dans cet appendice pour alléger les notations. Ces
équations sont de la forme

vy=f(B)=>_ fB", (6.143)
k=1
et -
p k=2

On veut inverser la relation (EI43]) pour obtenir une expression de B en fonction de 7, et insérer
ensuite cette expression dans (EIZ4]) pour obtenir une expression explicite en v de E(7). L'in-
version de la relation (EIZ3]) entre B et v peut étre effectuée en utilisant la formule d’inversion
de Lagrange [78, [79]. Celle-ci implique que, pour toute série formelle g (et en particulier celle

définie en (EIZ4)), on a
1 [g’(B)

; (6.145)
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ot [+ J(ym) et [+ ](p—1) désignent respectlvement le coefficient du terme en 4" et celui du
terme en B! de l'expression désignée par - --. Utilisant le développement ([EI124) de g(B) en
puissances de B, on obtient

Ookxgk[Bk_l] Ook‘ng|: 1 :|
By = = 6.146
9Bl =2 = | FBr | oy "2 7 LT (6.146)
D’aprés (EI44), on trouve donc pour E(v)
E(y) = Jv —g(B) =S (B Zz’“gk [ )r} AT (6.147)
p r=2 2 k= (B=F)

On a donc besoin de développer f(B)~" en puissances de B pour 7 entier strictement positif.
Par le théoréme du multindme (pour un exposant négatif), on a
1 1
= 6.148)
B)" T (
FB) (s <1+%B+%B2+...>

_ —r r=14b+bt. 7y [ fim B\
- Z€N< r—1,b1,b,... >H<_JT) .

bi,ba,...

Le terme en B~* de f(B)™" est alors

1 _ —r (T—1+b1+b2—}—)'ooi _@ b
|:f(B)r:| (B—F) B (fl) Z (74 _ 1)! H bj! ( fl ) s (6.149)

b1,b2,...€N J=1
b1+2b2+3b3+...=r—k

et on trouve pour E(v) (en décalant k de 1)

0 rr—1 o) ) bj
El) =Jv _ Z ( > ; G+ Dges > (r—1+b1+bz+...)!Hl$ (-%) .
_ =

p = b1,b2,...€N
b1 +2bo+...=r—k—1
(6.150)
On doit maintenant remplacer dans I’équation précédente les coefficients f; et gpiq par leurs
valeurs respectives données par ([EB0) et [ELR). On a en particulier f{ = —1/L. On trouve

alors, en rassemblant les puissances de 2 :

E('y)—JVZQ(l—_ﬂU) i(_ﬂ)”i’“rl 3 WiSa(9) (6.151)

[
P L(L-1) o 2 ) &= o oo St(9)
(r—1+b;+by+...) W (g)
x ) ES I > 0
b1,b2,...€N H (—1)bj bj' j=1 \g€Gj+1
b1+2b2+...=r—k—1 =1
6.C.b Expression de F(y) comme une somme sur des foréts
L’équation (EIR]]) fait intervenir une somme sur by arbres de taille 2, ..., by_1 arbres de

taille k, 1 + by arbres de taille k + 1, bgy1 arbres de taille k + 2, ... On note f le m-uplet
(ensemble ordonné de m arbres) formé par ces arbres, ordonnés par taille croissante. On a
m =372, (bj + d;x). Dans I'équation (EIRI), on somme donc sur tous les m-uplets d’arbres f
tels que les by premiers arbres de f soient de taille 2, les by suivants de taille 3, ... On peut
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remplacer la somme sur les m-uplets f par une somme sur des foréts h contenant b; arbres de
taille 2, ..., by_; arbres de taille k, 1 + by arbres de taille k + 1, by arbres de taille K+ 2, ...
Il faut pour cela tenir compte du fait que plusieurs m-uplets d’arbres vont correspondre a la
méme forét : deux m-uplets correspondent & une méme forét si et seulement si ils sont constitués
des mémes arbres mais arrangés dans un ordre différent. On considére 'action sur 1’ensemble
des m-uplets d’arbres f du sous-groupe du groupe des permutations & m éléments gardant les
tailles des arbres ordonnées de maniére croissante dans les m-uplets. LLe nombre de m-uplets
d’arbres correspondant & la méme forét qu’un m-uplet f donné est égal au cardinal de I'orbite
de f sous cette action de groupe. La formule des classes appliquée au m-uplet f correspondant
a la forét h donne alors

|:18

(b +5]k)

card OI’b(f) W 5

(6.152)

ot le produit des factorielles des b; + d; est le cardinal du groupe des permutations laissant
les tailles des arbres ordonnées dans le m-uplet f, tandis que P(h), défini juste apres (G108,
est égal au cardinal du stabilisateur de f sous ’action de groupe. Notant gg l'un des arbres de
taille k£ + 1, on obtient :

1

[e’e] rr— fA
E(y) —Jv Z( L*y) k+1 5 W (g)
=1 - Daz2 9) (6.153)
p L 7":2 2 E=1 9€Gr11 Si(9)
1 -1 o))
» Z (br + )(7"00+b1+bg+ )
b1,ba,...N —1)bi
oS LD
Wn5 n&x n&x
ner, r(h) t(go) wn Slg ) won Sle )
VJ bj + 9;, arbres lgl=k+1 lgl#k+1
de taille j + 1 et g # go

On veut maintenant rassembler W:f); (go) avec le produit pour g de taille K+ 1 (g # go) des
w £A( ). On utilise le fait que, par la définition (EI03]) de Wg’g sur les foréts, on a

ZI—)l

3 WS alg0) WS (91) WS, ()
{0, JEH Si(g0)  Si(gr) St(gn,)
|lg0]=...=lgp, |=k+1
_ (k+ 1) ()2 ()2 (0) O
= Z Z bt 1 (21) +...+(zk) +<—zl ...—zk> + ...
i, Ve W iR ey,
2 2 2
+ (i) o (1) (=0 =) )
0) 0) (br) (b Ve(0(g0))  Ve(O(gp,))
() (@) () ()« Y
S S
g0 JEH +(90) +(9n,.)
|g0[=--=Igs,,|
) W (g0, 9m)) (6.154)
bi+1 Si(g0) X . % Silgn,) |
avec la notation {go, ..., gy, } pour la forét composée des arbres go, ..., gy, . Le facteur (k+ 1)bk

est le produit des facteurs k + 1 de tous les W) EA( ), tandis que le facteur 1/(br + 1) provient

z—1
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2

de la symeétrisation de z — 2 sur tous les arbres de la forét {go,..., g, }. On obtient donc :

E()—Jy 201-2) X1 = (k4 1)+ x (r = 1+4by +by+...)!
;L@ 1) 2 ( )Z 2 —

=2 k 1 b 7b ) _1 b]'
' T jl;ll( )
W, ({g € hylgl = k+1}) x l;[h W (g)
g

lgl#k+1

X

h;f Pr(h) TT Si(9)
/ ’ h
Vj bj + &,k arbres g

de taille 7 +1
(6.155)

On va maintenant transformer by, +1 en by, de sorte que pour tout j, on ait exactement b; arbres
de taille j + 1 (méme pour j = k). On peut alors faire rentrer la somme sur k & Uintérieur de
la somme sur les foréts. On obtient

E(’y)—J’y_Q(l—x)i1< L’y)rx (r—=240b1+by+...)!
o M\ o )
D L(L—1) = ! 2 b (=1) x T[(~1)"
bi1+2bo+..=r—1 j=1
r—1
> ps0 X (k+ 1% x WL ({g € hylgl =k+1}) x [ WIi(g)
k=1 geh
lgl#k+1
X
2 B T i)
Vi b ari)res geh
de taille j 4+ 1
(6.156)

Le nombre d’arbres dans la forét {g € h, |g| = k+1} étant égal a by, W, ({g € h,|g| = k+1})

Z—22
est nul si b, = 0. La contrainte 1, ~o peut donc étre oubliée. Par définition de Wg’g pour des
arbres et des foréts, on a alors

r—1 00
Sk + 1) x W ({g € hilgl =k +1}) [ Wi%(9) = [ [JG+DY | WIa({g € h}) .
k=1 ch =1

Iglgék+1 ’

(6.157)

Pour j # k, le facteur (j + 1)% provient des W;’,_gfl( ) pour g I'un des b; arbres de taille j + 1.
On a donc

E(y)—Jy _ (6.158)
p
nasvi-y) »0% W5£;2<h>
L T' Pf ’
7":2 b1,ba,...EN heH, S
b1+21b22+...€=r71 Vi bjearbres (r— 2+b1+b2+ )! H H t(g)

j+1) ’ geh
de taille j + 1

On note que r — 1 = by + 2by + ... est égal a |h] — h et que by + by + ... est égal au nombre h
d’arbres de h. Ceci implique que (r —2+4by + by +...)! est égal & (|| — 1)!. On note aussi que
les j 4+ 1 sont les tailles des arbres g € h. On peut écrire

Py () h><— >h Silg) _

i s ldl
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On a retrouvé le facteur de symétrie de la forét h défini en (EI06]). On peut enlever la somme sur
les b; et sommer directement sur toutes les foréts h € H,_1. On obtient finalement I'expression

explicite (EI17) de E(v) :

E(y)—Jy _ 2(01—-x)
p L(L—1)

$EDLY g~ W)
27! Sf(h)

r=2 heH 1

(6.160)
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Chapitre 7

Le modeéle d’exclusion asymétrique a
plusieurs classes de particules

Dans ce chapitre, nous présentons le modeéle d’exclusion asymétrique a plusieurs classes de
particules, qui généralise le modéle d’exclusion que nous avons étudié dans les deux premiéres
parties de cette thése. Nous montrons ensuite que le modéle a plusieurs classes de particules
intervient naturellement dans la méthode de couplage de plusieurs modeéles d’exclusion, et qu'il
est utile pour I’étude des discontinuités du profil de densité. Enfin, nous verrons que la mesure
stationnaire du modéle & plusieurs classes de particules différe considérablement de la mesure
uniforme du modeéle a une classe de particules.

7.1 Deéfinition du modéle

Une extension particuliérement importante du modeéle d’exclusion asymétrique défini au cha-
pitre [ consiste & introduire plusieurs classes de particules dans le systéme, avec une dynamique
hiérarchique entre les particules de différentes classes. Dans la suite, on utilisera de maniére in-
terchangeable les termes de classe, espéce, ou type de particule. On considérera essentiellement
le cas du modele & N espéces de particules avec des conditions aux bords périodiques.

On considére un anneau de L sites, sur lesquels on place nq particules de premiére espéce,
ngy particules de seconde espéce, ..., et ny particules de N-iéme espéce, avec au plus une par-
ticule par site. On appellera ng = L — ny — ... — ny le nombre de sites vides. Un site ¢ du
systéme posséde maintenant N + 1 états possibles : il peut étre occupé par une particule de
type k compris entre 1 et IV, ce que I'on notera par la valeur 7, = k de la variable d’occupation
T; associée au site 7, ou bien il peut étre vide, ce que 'on notera par 7, = 0. L’ensemble {2
des configurations du systéme correspond au nombre de fagons possibles de placer toutes les
particules sur I'anneau. Son cardinal est égal au coefficient du multinome

L L!
€ = < > = — — (7.1)
no,N1y...,MN-1, N nogmi:... NN-1MN:

On définit sur 'ensemble des configurations €2 la dynamique stochastique suivante : une particule
de n’importe quelle classe entourée de deux sites vides se déplace d’'un site vers ’avant avec
un taux p, et d’un site vers ’arriére avec un taux ¢. Une particule de classe J suivie par une
particule de classe différente K s’échangent avec un taux p si J < K et avec un taux ¢ si K < J.

On note que par cette dynamique, les sites vides se comportent comme des particules de
classe N + 1. On pourra donc identifier un site vide & un site occupé par une particule de classe
N + 1 et noter 7, = N + 1 au lieu de 7; = 0 pour la variable d’occupation d’un site vide. La
dynamique du modeéle d’exclusion & N espéces de particules peut finalement étre écrite sous la
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forme

avec un taux p si J < K

avec un taux g si J > K |’ (7.2)

JK — KJ {

ouJ € [0, N+1] et K € [0, N + 1] représentent les variables d’occupation respectives d'un site
i et du site suivant ¢ + 1.

Pour N =1, on retrouve le modeéle d’exclusion défini au chapitre [[, qui comporte une seule
classe de particules.

L’un des intéréts du modeéle a N classes de particules est qu’il reste exactement soluble,
comme nous le verrons au chapitre @ Dans la suite de ce chapitre, nous allons voir d’autres
justifications de l'intérét de ce modéle, reliées & la méthode de couplage entre deux modéles
d’exclusion et a I’étude des chocs dans le modeéle & une classe de particules.

7.2 Couplage entre deux modéles d’exclusion

La méthode du couplage entre deux modeéles d’exclusion a une classe de particules (voir par
exemple le livre [9] de Liggett) a été introduite pour étudier la propagation d’un exces local
de particules en un point du systéme. Comme nous allons le voir, elle conduit naturellement a
I'introduction des modéles & plusieurs classes de particules.

On considére deux systémes S et S’ de L sites avec respectivement n et n’ > n particules. A
I'instant initial, on part de configurations de S et 8’ telles que pour chaque site ¢ de S contenant
une particule, le site ¢ correspondant de 8’ contient aussi une particule. Une configuration initiale
possible des deux systémes est par exemple

) ° ) [ 3 ) S
e 0o o0 ) ) e 00 0 o0 5/. (7.3)

Le systéme S évolue ensuite par la dynamique habituelle du modeéle d’exclusion asymétrique :
les particules se déplacent d'un site vers la droite avec un taux p, et d’un site vers la gauche
avec un taux ¢. On impose alors au systéeme S’ de « suivre » la dynamique du systéme S : pour
chaque mouvement d’une particule entre les sites 7 et i + 1 dans le systéme S, on échange aussi
le contenu des sites 7 et i + 1 du systéme S’. On a ainsi couplé les deux systémes. Pour deux
sites voisins 7 et 7 + 1 dans S et dans &', on a alors les neuf configurations suivantes (les sites 4
et i +1 de S sont sur la ligne du haut; les sites 7 et i + 1 de 8" sont sur la ligne du bas) :

P

° 7 o A

° - > oo X . (7.4)
q

° p ° o0

ee| ", |eoe o0 A

On note que la dynamique préserve le fait que les sites ¢ occupés du systéme S correspondent
a des sites occupés pour le systéeme S’.

La dynamique du systéme S’, qui a pour le moment été définie a partir de celle du systéme
S, est en fait la dynamique du modeéle d’exclusion asymétrique pour un systéme de n/ particules
sur L sites. On a donc deux systémes qui évoluent, de maniére couplée, selon la dynamique
du modele d’exclusion. Cette propriété permet alors d’étudier certaines propriétés du modéle
d’exclusion, en particulier la maniére dont se déplace une particule marquée dans le systéme
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(voir par exemple De Masi et Ferrari [I47]).

Nous allons maintenant montrer que cette méthode de couplage permet d’introduire na-
turellement les modéles d’exclusion a plusieurs classes de particules. On appelle 7; le nombre
d’occupation du site ¢ pour le systéme S et 7/ le nombre d’occupation du site i pour le systéme
§’. La paire (7;,7/) peut prendre les trois valeurs (0,0), (0,1) et (1,1). On peut voir ces trois
valeurs possibles de (7;,7/) comme la variable d’occupation au site ¢ du systéme S obtenu en

identifiant les sites des systémes S et S’. D’aprés la dynamique (C4), on constate que ce nouveau
systéme est en fait un systéme avec deux classes de particules :

T3 T’i Ti
0 0 0 | site vide de S
Y - (7.5)
0 1 1 el particule de premiére classe de S
°
1 1 2 I particule de seconde classe de S
[ J

On peut généraliser la construction précédente pour coupler N systémes. La dynamique qui en
résulte sur le systéme obtenu en identifiant les sites des différents systémes est celle d’un modéle
a N classes de particules.

7.3 Chocs

On considére le modéle d’exclusion totalement asymétrique sur une ligne infinie avec une
classe de particules. On identifiera '’ensemble des sites a I’ensemble Z des entiers relatifs. A
I'instant initial, chaque site ¢ < 0 est occupé indépendamment des autres avec une densité p_,
tandis que chaque site ¢ > 0 est occupé indépendamment des autres avec une densité py > p_.
Le profil de densité du systéme présente donc une discontinuité, ou « choc », & I'instant initial.
Ce choc va ensuite se déplacer dans le systéme a la vitesse moyenne de [T5]

v=1—p_—py. (7.6)

Pour étudier les propriétés du choc (diffusion, profil du choc), il est nécessaire de se donner
une définition précise de sa position. Une maniére pratique de faire cela passe par 'introduction
d’une particule de seconde espéce dans le systéme a la place de I'un des sites vides. L’introduction
de cette particule n’a aucun effet sur la dynamique des particules de premiére espéce, qui la
voient comme un site vide. On peut alors montrer que la particule de seconde espéce va tendre
a se placer précisément a la position du choc. On peut comprendre cela en se rappelant que par
définition, pour le modéle totalement asymétrique, une particule de seconde espéce se déplace
vers I'avant lorsqu’elle se trouve entourée de sites vides, et vers 'arriére lorsqu’elle se trouve
entourée de particules de premiére classe. La particule de seconde espéce ne se déplace donc pas
a la méme vitesse en présence d’une densité p, de particules qu’en présence d’une densité p_

de particules [T48] [T49].
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7.4 Matrice de Markov

L’évolution dans le temps de la probabilité d’observer le systéme a N classes de particules
dans une configuration C donnée s’obtient par ’équation maitresse

dP(C)
dt

= Z [wO_C’Pt(C/) - wC’HCPt(C)] 9 (77)
C'#C

ou les w sont les taux de transition entre les configurations. Formellement, cette équation est la
méme que 1'équation maitresse ([Z1I) du chapitre Bl pour le modéle d’exclusion a une seule classe
de particules. La différence est que les configurations C et C’ sont maintenant des configurations
avec N classes de particules, et que les taux de transition w sont donnés par la dynamique (IZ2)
du modele a N classes de particules.

Comme pour le modeéele a une classe de particules, il est utile d’écrire I’équation maitresse
sous forme matricielle. On introduit pour cela le vecteur probabilité

1P =Y R(C)[C) (7.8)
C

ainsi que la matrice de Markov M, définie par

Wecr siC#C
Meer = (CIM|C") = : (7.9)

- Z wer ¢ siC=C
C"#C

En fonction du vecteur probabilité et de la matrice de Markov, I'équation maitresse ([C1) se
réécrit sous la forme matricielle

d
S1P) = MIP)|. (7.10)

Pour le modéle sur un anneau, si 'on se restreint aux configurations comportant un nombre
donné de particules de chaque classe, alors le modéle posséde un unique état stationnaire, qui
est le seul état propre de la matrice M de valeur propre nulle. Toutes les autres valeurs propres
ont une partie réelle strictement négative.

Partant d'un état initial arbitraire, le systéme de taille finie relaxe exponentiellement vite
vers l’état stationnaire. Comme pour le modéle & une classe de particules, le temps typique
7 de relaxation est égal & 1/Re(E7), ou Fj est la valeur propre non nulle de M de partie
réelle maximale. Utilisant le fait que pour tout k& compris entre 1 et N, le spectre du modeéle
comportant n; + ... + ng particules de premiére classe et ngi1 + ny41 sites vides est inclus
dans le spectre du modéle avec n; particules de premiére classe, ..., ny particules de N-iéme
classe et nyy; sites vides, Arita, Kuniba, Sakai et Sawabe ont obtenu dans [I50] ’expression
asymptotique en la taille du systéme du temps de relaxation 7. Pour le modéle symétrique, ce
temps de relaxation est d’ordre 7 ~ L?, tandis que pour le modéle asymétrique, il croit avec
L comme 7 ~ L32. On retrouve les exposants dynamiques z = 2 et z = 3/2 correspondant
respectivement aux équations d’Edwards-Wilkinson et de Kardar-Parisi-Zhang.

7.5 Mesure stationnaire

Le systéme & N classes de particules sur un anneau atteint aux temps longs un état station-
naire, pour lequel chaque configuration C a une probabilité P, (C) indépendante de la configu-
ration initiale. Comme pour le modéle & une classe de particules, les probabilités stationnaires
peuvent encore étre calculées exactement.

Le modéle & deux classes de particules a été résolu par Derrida, Janowski, Lebowitz et Speer
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[I51] en utilisant un Ansatz matriciel similaire a celui du modéle ouvert & une classe de parti-
cules (voir chapitre B). Pour une configuration C = (7,...,7z), cet Ansatz matriciel donne les
probabilités stationnaires sous la forme

Po(C) = = Tr[X,, ... X1, ]|, (7.11)

ot les matrices Xy, X et Xy vérifient une algeébre qui sera présentée au chapitre B Par rapport
au modele ouvert, on note que les vecteurs (W[ et |V) utilisés pour projeter le produit de
matrices ont été remplacés ici par une trace, de maniére & obtenir une expression invariante par
translation sur ’anneau.

Le modele totalement asymétrique & 3 classes de particules a ensuite été résolu par Mallick,
Mallick et Rajewsky [I52] en utilisant encore une fois un Ansatz matriciel de la forme ([ZIIJ).
Dans ce cas, les quatre matrices Xy, X1, Xo et X3 sont en fait des matrices de matrices : les
composantes de Xy, X1, X9 et X3 sont elles-mémes des matrices, prises parmi les matrices X,
X1 et Xo du modeéle a deux classes de particules.

Pour le modeéle général & N classes de particules sur un anneau, la mesure stationnaire a tout
d’abord été obtenue par Ferrari et Martin [I53] dans le cas totalement asymétrique. La solution
de Ferrari et Martin consiste & construire la mesure stationnaire du modeéle d’exclusion & N
classes de particules a partir de la mesure uniforme sur un ensemble de N modéles d’exclusion
a une seule classe de particules (voir la section du chapitre [). Les poids stationnaires
pour une configuration C sont alors donnés par le nombre d’états possibles d'un processus de
file d’attente avec des temps d’arrivée spécifiés par la configuration C.

La solution de Ferrari et Martin a été réécrite par Evans, Ferrari et Mallick comme un
Ansatz matriciel [I54], qui se met aussi sous la forme ([ZI]), mais avec des matrices Xg, X1,
..., Xy vérifiant une algébre plus compliquée que dans le cas & deux classes de particules.
Avec Martin Evans et Kirone Mallick, nous avons généralisé cet Ansatz matriciel au modéle
a N classes de particules avec une asymétrie = arbitraire [B]. Une partie du chapitre § est
consacrée & cette solution. Il ne semble pas étre possible de modifier simplement 1’algorithme de
Ferrari et Martin pour exprimer la mesure stationnaire du modéle partiellement asymétrique,
contrairement a 1’Ansatz matriciel, pour lequel le passage du modéle totalement asymétrique
au modele partiellement asymeétrique s’obtient par une déformation assez simple de I'algébre
des matrices X ;.

7.6 Fluctuations du courant

Nous allons maintenant montrer que ’étude des fluctuations du courant dans le modéle a
N classes de particules se rameéne encore une fois au calcul de la valeur propre maximale d’une
déformation de la matrice de Markov.

Pour deux classes de particules J et K distinctes (1 < J < K < N + 1), on appelle Yjx
le déplacement total (ou courant intégré) associé a I’échange de particules de classe J et K :
chaque fois qu’une particule de classe J située en un site ¢ échange sa position avec une particule
de classe K située au site 7 + 1, le déplacement total Y;x augmente d’une unité. Inversement,
chaque fois qu'une particule de classe K située en un site ¢ échange sa position avec une particule
de classe J située au site ¢ 4+ 1, le déplacement total Y i diminue d’une unité.

On note {Y'} ensemble des Yk pour 1 < J < K < N + 1. L’évolution dans le temps de la
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probabilité jointe P;(C,{Y}) est alors donnée par I’équation maitresse

dP, C Y
! { < =2 > [wéﬁ(c)/Pt(C’,{---,YJK —1,...})
C'#C 1<J<K<N+1
+w((zl<iJC)/Pt(Cla { . ’YJK + 1, .. }) ( (JK) + ((ZQ—C)Pt(C {Y})]
(7.12)

ol wé‘{%é est le taux de transition pour passer de la configuration C a la configuration C’ en

échangeant les positions de deux particules de classe J et K située respectivement en des sites
i et i+ 1. L’équation ([LIZ) couple les probabilités pour différentes valeurs de {Y'}. On définit
alors la fonction génératrice de Pi(C,{Y}) sur les Yy :

o0

EC.{}) = Z H VIKYIK P(C{Y}) = < H e'YJKYJK> . (7.13)

{Yl=—co \ISJ<K<N+1 1<J<K<N+1

ou (...) est la valeur moyenne sur toutes les évolutions conduisant le systéme dans la configura-
tion C a l'instant ¢t. La fonction génératrice Fy(C,{7}) dépend de 'ensemble {v} des v x pour
1 <J < K <N + 1. L'équation maitresse (LIZ) pour P;(C,{Y}) se réécrit alors sous la forme

dF,
WO s 5 [l SRE. (o)) + el ERC )
C'#C 1<J<K<N+1
— (@l + WV F(C, {v))
(7.14)

On note que les Fy(C,{~v}) pour différentes valeurs de {} se découplent dans ’équation pré-
cédente. On peut donc la réécrire sous la forme d'une équation matricielle sur 'espace des
configurations du systéme. En fonction du vecteur

IF.({7})) ZEt c.{mic) , (7.15)

et de la déformation M ({7}) de la matrice de Markov (L)), définie par

eWKwéiKc)/ si C # C', en avancant une particule de classe J
et en reculant une particule de classe K
ek ED g , .
My} )eer = we e siC#C', en avangant une particule de classe K (7.16)
et en reculant une particule de classe J

— Z Werr —¢ siC=C
C"#C

I'équation (CId) se réécrit sous la forme

CIR()) = M) IR (717)

Aux temps longs, on obtient finalement

< H 6’YJKYJK> ~ 6E({7})t , (7.18)

1<J<K<N+1
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ou E({v}) est la valeur propre maximale de la matrice déformée M ({~}). Les dérivées successives
de l'expression précédente par rapport aux 7 i donnent alors les cumulants du courant du
modéle & N classes de particules dans 'état stationnaire. Par abus de langage, on appellera
dans la suite M ({~}) la matrice de Markov déformée du systéme. Il ne s’agit en fait pas d’une
matrice de Markov dés que l'un des v i est non nul, car la somme sur C des M ({y})ccr est
alors différente de zéro pour certaines configurations C’.

7.7 Intégrabilité

Le modéle d’exclusion asymétrique a plusieurs classes de particules, tout comme le modéle
a une seule classe de particules, posséde la propriété d’étre exactement soluble.

Comme nous ’avons vu dans la premiére partie de cette thése, la matrice de Markov déformée
M (7) du modele a une classe de particules peut étre diagonalisée en utilisant 1’Ansatz de Bethe,
dont nous avons présenté la forme en coordonnées au chapitre Bl Nous montrerons au chapitre
que la matrice M(7y) commute avec une famille infinie de matrices de transfert [I8], elles
aussi diagonalisables par Ansatz de Bethe, ce qui met en évidence l'intégrabilité du modéle
d’exclusion. Nous présenterons ensuite la formulation algébrique de I’Ansatz de Bethe, qui est
bien adaptée pour la diagonalisation de ces matrices de transfert, et qui consiste & construire
les vecteurs propres en appliquant des opérateurs de création sur un vecteur de base.

Dans la deuxiéme moitié du chapitre Bl nous généraliserons les résultats précédents au
modeéle & N classes de particules. Nous verrons en particulier que la matrice de Markov déformée
M ({~}) commute elle aussi avec une famille infinie de matrices de transfert [I55] [T56 8Y], et nous
présenterons I’Ansatz de Bethe algébrique permettant de déterminer ses états propres. Il s’agira
d’un « Ansatz de Bethe emboité », qui construit en N étapes successives les vecteurs propres de
M ({~}) en ajoutant une & une les différentes classes de particules a un état fondamental pour
lequel tous les sites sont vides.
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Chapitre 8

Mesure stationnaire du modéle
d’exclusion asymétrique

Ce chapitre est consacré au calcul des probabilités stationnaires dans le modéle d’exclusion
asymeétrique, et plus précisément a I'utilisation de ’Ansatz matriciel pour exprimer ces proba-
bilités stationnaires. Nous introduirons tout d’abord 1I’Ansatz matriciel pour le modéle ouvert,
et nous montrerons en particulier qu’il permet de déterminer le diagramme de phase de ce mo-
déle. Puis nous passerons au modéle & plusieurs classes de particules sur un anneau, pour lequel
I’Ansatz matriciel posséde une structure plus élaborée.

8.1 Modéle ouvert

Dans cette section, nous allons présenter 1’Ansatz matriciel introduit par Derrida, Evans,
Hakim et Pasquier dans [65] pour exprimer les probabilités stationnaires du modeéle d’exclusion
asymétrique ouvert. Nous montrerons comment le diagramme de phase de ce modéle, qui a été
présenté au chapitre B, peut étre établi & partir de cet Ansatz matriciel.

8.1.1 Ansatz matriciel

On considére une configuration C = (71,...,7) du modeéle d’exclusion ouvert (avec les
taux de transition définis dans la figure BI), avec 7; = 1 si le site ¢ est occupé, et 7; = 0 §'il
est vide. Nous allons montrer que la probabilité stationnaire que le systéme se trouve dans la
configuration C est donnée par I’Ansatz matriciel [65)

1
Poo(C) = = (WIXr, .. Xp, [V, (8.1)
L
a q P B
TN TN TN TN
L 1 [ [ Je ]
A A4
y )

F1a. 8.1 — Taux de transition du modéle d’exclusion asymétrique ouvert. Au premier site, une
particule rentre dans le systéme avec un taux « et en sort avec un taux 7. Au dernier site,
une particule rentre dans le systéme avec un taux § et en sort avec un taux (. A l'intérieur du
systéme, les particules se déplacent vers la droite avec un taux p et vers la gauche avec un taux

q.
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les matrices X1 = D et Xg = E, et les vecteurs (W] et |V) veérifiant 1’algebre

pDE —qED = (p—q)(D + E) (8.2)
(W|(aE —~D) = (p — ¢)(W|
(BD =0E)|V)=(—q)|V) .

La normalisation Z}, est telle que la somme des probabilités est égale a un :

Z, =Y (WX ... Xp [V) = (W|(D+ E)V)|. (8.5)
C

Il s’agit d'une quantité importante. Nous verrons en particulier que la valeur moyenne du cou-
rant s’exprime en fonction de cette normalisation.

Comme d’habitude, les choses se simplifient un peu dans le cas particulier du modéle tota-
lement asymeétrique p =1, ¢ = = ¢ = 0. L’algeébre (B2 devient en effet

DE=D+E (8.6)
(W|E = (W (8.7)
DIV = %|V> . (8.8)

Nous verrons dans la suite que cette simplification de 1’algébre rend certains calculs beaucoup
plus aisés dans le cas du modele totalement asymétrique.

8.1.2 Preuve de I’Ansatz matriciel : « matrices chapeau »

Nous allons maintenant prouver que I'expression ([&II) pour les probabilités stationnaires du
modele ouvert est correcte si les matrices D et E et les vecteurs (W] et |V) vérifient 'algebre
EAES).

La matrice de Markov M, dont le noyau est le vecteur propre stationnaire de composantes
P (C), peut s’écrire comme une somme de L — 1 matrices locales M; ;1 agissant uniquement
sur les sites ¢ et ¢ + 1, plus deux opérateurs de bord M; et M agissant respectivement sur le
site 1 et le site L. Dans la base des configurations (1,...,1,1,1), (1,...,1,1,0), (1,...,1,0,1),
(1,...,1,0,0), ..., (0,...,0,0,0), les matrices de bord M; et M, et la matrice locale M; ;1
s’écrivent

My = Mg @ 19571 My ;0 = 1971 @ Mige @ 195771 et My, = 19171 @ Mp | (8.9)

ou la matrice 1 est la matrice identité deux par deux, et les matrices M, M. et Mp sont
données par

0 0 0 0
([ 7 « B 0 -p ¢qgq O (=B 9
MG—< y —a)’ Mioe = 0 p —q 0 , et MD—< g s ) (8.10)
0 0 0 0

Le fait que le vecteur stationnaire, dont les composantes sont données par 1’Ansatz matriciel
(BT, est vecteur propre de valeur propre nulle de la matrice de Markov implique alors la relation

suivante :
1

Y My (WX, ... Xo, [V) =0, (8.11)

01,...,01,=0
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ou, en utilisant la décomposition de la matrice de Markov comme une somme de matrices locales,

1
=Y (Mg)ry 0 (W|Xg, Xr, . X [V)

o1=0

+ Z Z MlOC Tsz+170i0i+1 <W|XT1 . Xﬂ 1X X0'1+1XTZ+2 R XTL |V>

i=1 04,0,41=0
1

+ Z (MD)TL,UL <W‘Xﬁ' Xy lXUL‘V> : (8.12)

or,=0

On constate alors que s'il existe des « matrices chapeau » [I57] X, (X, = D et Xy = E) vérifiant
les relations

1

> (Mg)ro(W|X, = (W[X, (8.13)
o=0
1

Z (MIOC)TT/7O'O',XO'XO'/ = XTXT’ - XTXT’ (814)
o,0'=0

1
Z(MD)’T,UXU‘V> =-X|V), (8.15)
=0

I'équation (BIZ) est automatiquement vérifiée : tous les termes se simplifient deux a deux. Sous
forme matricielle, les conditions précédentes s’écrivent

~

(7 5)(2)-m(2)

0 0 0 0 DD DD DD

0 —p ¢ O DE | _ D@? B 1?E (8.17)
0 p —q O ED ED ED '

0 0 0 0 EE EE EE

(F ) Em=-(Bwe e

On obtient finalement les six relations suivantes entre les matrices D et E et les matrices
auxiliaires D et E :

pDE — qED = ED — ED pDE — ¢ED = DE — DE (8.19)
(W|(a«E —~yD) = (W|D (W|(aE —yD) = —(W|E (8.20)
(3D — 6E)|V) = D|V) (BD = 6E)|V) = —E|V) . (8.21)

Si l'on choisit pour les matrices D et E les matrices proportionnelles a I'identité suivantes :

~ A

D={p-q¢l et E=-(p-ql, (8.22)

alors on retrouve bien l'algébre (BE2HE) des matrices D et E et des vecteurs (W] et V). L
coefficient p — ¢ en facteur de D et E est arbitraire : on aurait pu choisir n’importe quelle
constante. Cela donnerait une autre forme pour 'algébre ([RBZ) entre D et E, correspondant a
multiplier D et E par une constante.

On note que demander 'existence de matrices chapeau vérifiant les relations (EIGHETR)
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semble étre une contrainte plus forte que demander seulement que 1’Ansatz matriciel (Bl
donne bien les probabilités stationnaires. Cependant, Krebs et Sandow ont montré [67] que des
matrices chapeau analogues & celles que nous avons utilisées ici existent pour tous les modéles
ouverts & une dimension avec des interactions entre sites plus proches voisins ne dépendant pas
du site, et des matrices de bords localisées sur les sites 1 et L.

Pour que I’Ansatz matriciel ([B]) soit réellement utile, il reste encore & montrer que ’algébre
(B2 suffit a calculer les probabilités stationnaires, et leur donne bien une valeur non nulle.
Une maniére de faire cela est de trouver une représentation explicite de I’algébre par des matrices
D et E et des vecteurs (W| et |V). Il sera nécessaire de considérer des matrices et des vecteurs
de dimension infinie comme on va le voir dans la suite.

8.1.3 Représentation explicite de ’algébre des matrices D et E

Nous allons maintenant écrire des représentations explicites de l'algébre des matrices D et E
et des vecteurs (W] et |V'). Nous verrons que pour des paramétres génériques du systémes, ces
matrices et ces vecteurs sont nécessairement de dimension infinie. Nous discuterons tout d’abord
le cas du modéle totalement asymétrique, avant de passer au modéle partiellement asymétrique.

Modéle totalement asymétrique

Pour le modéle totalement asymétrique p = 1, ¢ = v = § = 0, la relation ([B2) peut étre
réécrite sous la forme

(1-D)(1-E)=1. (8.23)

Pour des matrices finies, ceci implique que les matrices 1 — D et 1 — F commutent, car l'inverse
a droite et 'inverse a gauche sont identiques dans ce cas. Les matrices D et £/ commutent donc
aussi. On peut alors écrire

(W|(DE — ED)|V) =0. (8.24)

Utilisant les relations (BBHEH), on trouve finalement la contrainte suivante sur les taux de bord :
a+pB=1. (8.25)

Il n’est ainsi possible d’'utiliser des matrices finies pour le modéle totalement asymétrique que si
les taux « et (8 vérifient cette contrainte. Dans ce cas, comme les matrices D et E commutent, on
peut les prendre de dimension 1 (scalaires). Les relations (B7) et (BH]) imposent alors de prendre
D =1/B et E = 1/a, et les probabilités stationnaires sont données par Ps,(C) = a5~ pour
une configuration & n particules.

Quand la relation .+ 3 = 1 n’est pas vérifiée, les matrices D et E sont donc nécessairement
infinies, de méme que les vecteurs (W] et |V). Il existe plusieurs représentations différentes de
l'algebre (BBHER]) par des matrices et vecteurs infinis. Par exemple, les matrices

1 +8-1 1

3 /e - 00 = 0 0 0
a+06—1

0 1 10 Ve 1 0 0

0 0 0 1 0 0o 1 1

| (8.26)
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et les vecteurs

Wl=(1000 ...) et |V)= (8.27)

o O O

forment une représentation de 'algebre [BGHEH]). Une autre représentation de cette algebre est
donnée par les matrices

1 1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 1 0 0
D=10 0 1 1 et E=1]10 1 1 0 , (8.28)
0O 0 0 1 0o 0 1 1
et les vecteurs
1
()
E 2
1-p
wi=(1 ) 5 et ) w o m=| () | e
(')
JE]

Modéle partiellement asymétrique

Dans le cas partiellement asymétrique, les choses sont une fois encore plus compliquées.
Plusieurs représentations de dimension finie de l'algebre (B2HEA) existent, mais pour certaines
d’entre elles ’Ansatz matriciel donne des poids nuls pour toutes les configurations. De telles
représentations ne peuvent donc pas servir & exprimer les probabilités stationnaires. Cependant,
Mallick et Sandow ont montré [I58] qu'il existe, pour chaque entier m strictement positif, une
et une seule représentation irréductible de I'algebre (B2HRA) par des matrices et des vecteurs de
dimension m conduisant a des poids non nuls par I’Ansatz matriciel. Ces représentations sont
valables uniquement quand les paramétres du systéme vérifient certaines relations. Par exemple,
le cas de la représentation de dimension m = 1 correspond & des parameétres vérifiant la relation
p—q)(a+0)(B+7)=(a+B+7+)(aB —~d), et on aalors D = (a+ B+v+38)/(8+7) et
E = (a+p+~+9)/(a+0). Par contre, pour des paramétres génériques, seules des représentations
infinies de 'algebre (B2HBA)) donnent des poids non nuls par I’Ansatz matriciel.

Nous allons maintenant écrire deux représentations infinies des matrices D et E et des
vecteurs (W] et |V) vérifiant 1'algebre (B2HEA) dans le cas particulier pour lequel v = § = 0,
pour lequel ils sont plus simples. L’asymétrie x est encore définie par

r=-|. (8.30)
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Les matrices

1+b /oo 0 0
0 1l+bx o 0

D= 0 0 14+b2?2 o .|, (8.32)
0 0 0 1+ ba?

et

1+a 0 0 0
Veo 1+azx 0 0

E = 0 ver o 14 ax? 0 I (8.33)
0 0 Ve o 1+az?

et les vecteurs

Wl=(100 0 ...) et V)= (8.34)

o O O =

forment alors une représentation de l'algebre ([B2HZA). Dans la limite x — 0, on retrouve la
représentation (BZBHE2T) donnée pour le modeéle totalement asymétrique. Une autre représen-
tation de l'algébre partiellement asymétrique est donnée par les matrices

1 V1—=x 0 0
0 1 V1—22 0
D=10 0 1 V1i—g3 . , (8.35)
0 0 0 1 '
et
1 0 0 0
V1—=x 1 0 0
E = 0 V1—22 1 0 , (8.36)
0 0 VvVi—-z3 1
et les vecteurs
1
b
Vdi
1 a a2 CLS i
(W) = ( v ) et V)= v (8.37)
V3

Dans la limite z — 0, on retrouve cette fois-ci la représentation ([BZ8HE2M]) de 'algebre pour le
modele totalement asymétrique.
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Enfin, dans le cas le plus général, pour lequel v et § sont non nuls, il existe encore des
représentations de dimension infinies de l'algebre B2 [77]. En particulier, il existe une
représentation telle que les matrices D et E sont toujours données par (B34l), mais pour laquelle
les vecteurs (W] et |V') ont une expression plus compliquée que ([E3).

8.1.4 Calcul explicite des probabilités stationnaires

Le calcul explicite des probabilités stationnaires pour un systéme de taille L donnée peut
étre effectué de plusieurs manieéres différentes a partir de I’Ansatz matriciel (8Jl). L'une d’entre
elles repose sur une des représentation des matrices D et E et des vecteurs (W| et |V) donnée
précédemment. Une autre méthode consiste a utiliser uniquement 1'algebre (EZ2HEA).

Calcul par une représentation matricielle

On considére la représentation ([E32HE3) des matrices D et E et des vecteurs (W] et |V)
(dans le cas o1 v = § = 0). Dans cette représentation, (W] et |V) ont chacun une seule compo-
sante non nulle. De plus, la matrice D (respectivement E) n’a de composantes non nulles que
sur sa diagonale et sur sa sur-diagonale (resp. sous-diagonale). Ces deux propriétés permettent
de tronquer les matrices pour calculer les probabilités stationnaires. En effet, pour une confi-
guration C = (7,...,71), la probabilité stationnaire s’écrit par I’Ansatz matriciel (Il sous la
forme

Py(C) = ZLL Z Z s Z (Xﬁ)lﬂi (XT2)i17i2 T (XTL)'iL—lyl . (8.38)

i1=112=1 ir,—1=1

Les matrices X, étant égales & D ou E, les éléments de matrice (X, ), sont non nuls seulement
si |l — k| < 1. L’ensemble des i; donnant une contribution non nulle au poids stationnaire est
donc borné par L pour un systéme de taille L fixée. Il est donc possible de tronquer les matrices
D et E en ne gardant que les L premiéres lignes et les L premiéres colonnes pour calculer les
poids stationnaires.

Calcul par 'algébre

Le calcul explicite des probabilités stationnaires a partir de I’Ansatz matriciel peut aussi étre
effectué en utilisant seulement Palgebre [B2HRA). On va détailler cela dans le cas totalement
asymétrique, puis dans le cas partiellement asymétrique.

Pour le modele totalement asymétrique ¢ = v = § = 0, la relation (B8] permet d’écrire tout
produit de matrices D et ' comme une combinaison linéaire de termes de la forme (W |E?D7|V/).
Les relations ([B7) et (X)) permettent ensuite d’éliminer les matrices D et E de I’expression des
poids stationnaires. On se retrouve alors avec une somme de termes de la forme a3~ (W|V).
La constante arbitraire (WW|V) se simplifie finalement entre le numérateur (W|...|V) et le
dénominateur Z; quand on normalise les probabilités.

Pour le modeéle partiellement asymeétrique, les choses se compliquent un peu : la relation
B2 permet toujours de se ramener & des combinaisons linéaires d’expressions de la forme
(W|E'DI|V) pour les poids stationnaires. Par contre, les relations (83 et (&) ne permettent
plus d’éliminer les matrices D et E restantes de maniére aussi directe que dans le cas totalement
asymétrique. On peut cependant éliminer toutes les matrices D en itérant les relations ([B2) et
([B3)). 1 reste alors & obtenir des expressions pour les quantités (W|E!|V).

Ceci peut étre fait en appliquant une fois la relation ([§3)) pour remplacer la matrice F la
plus & gauche par une matrice D, puis en appliquant de maniére répétée la relation ([B2) pour
faire commuter cette matrice D vers la droite. On élimine enfin cette matrice D en utilisant la
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relation (B]). On se retrouve finalement avec une égalité de la forme

i—1
(WIE'|V) = a;(WIE|V) + Y a;(W|EI|V) (8.39)
j=1

le coefficient a; étant génériquement différent de 1. Cette équation permet donc d’exprimer
(W|E'V) en fonction des (W|E’|V) pour j strictement inférieur a . Par induction, on peut
ainsi calculer tous les (W|E*|V) en fonction de (W|V) et des coefficients p, ¢, o, 3, v et 6. On
trouve en particulier (W|E|V) = (B8+)(p — q)(WI|V)/(af — ~9).

8.1.5 Calcul de la normalisation 7,

La normalisation Zj intervenant dans I’Ansatz matriciel joue le role d’une fonction de
partition pour le modele d’exclusion (voir Blythe et Evans [I59, [[60]). Nous allons maintenant
montrer comment la calculer pour le modéle totalement asymétrique. On définit la fonction
génératrice de Z, par rapport a la taille du systéme L par

f(z) = i L7 = i WD+ E)Hv) . (8.40)
L=0 L=0

Formellement, on peut écrire

1

f(z) = (‘Wmﬂ/) : (8.41)

On note que la relation (B8 permet de factoriser 1 — z(D + E) en le produit d'un facteur
dépendant de D et d'un facteur dépendant de E sous la forme

1-2(D+E)=(1-yD)(1—-yE), (8.42)

avec y tel que z = y(1 — y). La relation précédente s’inverse alors en

1 1 1
- . (8.43)
1—-2(D+E) 1—-yE1—yD
Les relations (B7) et (BX) donnent alors pour la fonction génératrice de Zp, :
o p
f(z) = wivy, (8.44)

a—y(z) f-y(z)
ou y(z) est solution de I'équation z = y(z)(1 — y(z)). La valeur de f en z = 0 conduit alors a

choisir la solution
1—+v1—-14z

ye) = ———5— (8.45)

Le développement en puissances de z de 'expression ([Z4]) de la fonction génératrice f(z) de

la normalisation donne finalement 1'expression suivante pour Zj, [64] :

L
ko (2L —k\a F1t— gkl
ZL_kZOQL_k< . > TG (8.46)
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8.1.6 Valeur moyenne du courant et diagramme de phase

La valeur moyenne du courant stationnaire au niveau du lien entre les sites ¢ et ¢ + 1 est
donnée par

J’i—)i+1 - Z POO(C)(p]lTiil]lTi+1:0 - q]lTiZO]lTi+1:1) . (847)
C

Utilisant I’Ansatz matriciel pour les probabilités stationnaires (BII), 1'expression du courant
moyen s’écrit sous la forme

Jisit1 = ZLL > (WI(D + E)"'(pDE — ¢ED)(D + E)* " 1|V) . (8.48)
C

La relation (BZ) permet alors de conclure que J;_; 41 s’exprime simplement en fonction de la

normalisation Z :
Zr—1

Zr
Comme on pouvait s’y attendre, cette expression ne dépend pas du site ¢ vu que le courant est
conservé dans l'état stationnaire.

L’étude de ’expression de J dans la limite d’un systéme de grande taille permet de montrer
que le systéme présente plusieurs phases suivant la valeurs des paramétres du systéme. Nous
présenterons ici uniquement le cas du modeéle totalement asymétrique, pour lequel la fonction
génératrice f des Zp est donnée par (BZ4).

Le comportement asymptotique de Z;, quand L tend vers 'infini s’obtient & partir du rayon
de convergence de sa fonction génératrice, qui est aussi le module de la position z de la singularité
de f(z) la plus proche de l'origine. Si ce rayon de convergence est égal a r, Z, se comporte a
I'ordre dominant comme 1/7. Tl est donc nécessaire de déterminer les singularités de la fonction
f ®&Z4). Quelle que soit la valeur de « et 3, celle-ci posséde une singularité en z = 1/4 due a la
racine carrée. De plus, s'il existe z, tel que y(z,) = «, alors f(z) a un pole en z = z,. De méme,
s'il existe zg tel que y(zg) = B3, alors f(z) a une singularité en z = zg. Mais, comme y(z) < 1/2
pour toute valeur réelle de z inférieure ou égale a 1/4 (qui sont les seules valeurs de z telles que
y(z) soit réel et puisse donc étre égal & o ou [3), alors z, (respectivement zg) n’existe que si
a < 1/2 (resp. f < 1/2). Dans ce cas, on a z, = a1l —a) < 1/4 (resp. zg = B(1 — ) < 1/4).
On note que quand z, et zg existent tous les deux, on a z, < z3 si et seulement si o < f3.

On constate finalement qu’il existe trois situations différentes (sans compter les situations
marginales). La premiére correspond & 1/2 < o et 1/2 < (3. Dans ce cas, z = 1/4 est la seule
singularité de f(z). La deuxiéme situation correspond & o < 1/2 et o < . Dans ce cas, f(z)
posséde deux singularités : une en z = 1/4, et l'autre, plus proche de l'origine, en z = a(1 — ).
Enfin, la derniére situation correspond & 5 < 1/2 et 5 < «. Dans ce cas, f(z) posséde encore
deux singularités : une en z = 1/4, et I'autre, toujours plus proche de l'origine, en z = (1 — ().
On obtient donc les asymptotiques suivantes pour Zy, :

J=Jisit1={p—q) (8.49)

4t sil/2<aetl/2<(
Zr, ~ m sia<1/2 et a <G . (850)

m sif<l/2et f<a

Pour le modéle ouvert totalement asymétrique, la valeur moyenne du courant prend donc les
valeurs suivantes dans les trois situations précédentes, dans la limite d'un systeme grand :

1/4  sil/2<aetl/2<p
J~lal—a) sia<l/2eta<fg . (8.51)
B(1—p) sif<l/2et f<a

On trouve donc le diagramme de phase ([82)) annoncé au chapitre
On note que contrairement aux chapitres précédents, on a défini ici le courant entre deux
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B

COURANT

HAUTE MAXIMAL
DENSITE . .
J=3 r=3

J=p(1-7)
0.5+
=1—
Pty BASSE
DENSITE

J=a(l—-a) p=a

0.5 @

Fia. 8.2 — Diagramme de phase du modéle d’exclusion totalement asymétrique ouvert dans
I’espace des paramétres a et (3. Les deux lignes en trait fin correspondent & des transitions
de phase du second ordre séparant la phase de courant maximal des phases de haute et basse
densité. La ligne en trait épais correspond & la transition de phase du premier ordre séparant
la phase de haute densité et la phase de basse densité.

sites, et pas le courant total : il y a un facteur L entre les deux, ce qui explique que 'on trouve
ici une valeur moyenne du courant avec une limite finie quand L — oo, alors que pour le modéle
sur un anneau, l’expression de la valeur moyenne du courant croissait comme L dans la limite
d’un systéme de grande taille avec une densité finie.

8.2 Modéle a deux classes de particules

Dans le cas du modéle a plusieurs classes de particules, les probabilités stationnaires s’ex-
priment encore sous la forme d’un Ansatz matriciel. Nous présentons dans cette section le cas
du modeéle a deux classes de particules puis, dans la section suivante, nous passerons au modéle
avec un nombre arbitraire de classes de particules, pour lequel les matrices ont une structure
plus compliquée.

8.2.1 Ansatz matriciel

Dans le modéle & deux classes de particules, un site peut étre soit vide, soit occupé par une
particule de premiére ou de seconde espéce. On associe & chaque site ¢ une variable d’occupation
T; pouvant prendre trois valeurs : 7, = 0 correspond a un site vide, 7, = 1 & un site occupé
par une particule de premiére espéce, et 7; = 2 & un site occupé par une particule de deuxiéme
espéce. L’Ansatz matriciel donnant les probabilités stationnaires du modeéle a deux espeéces
s’exprime donc en fonction de trois matrices D, A et E. La matrice D = X7 est associée a un
site occupé par une particule de premiére espéce, la matrice A = X5 & un site occupé par une
particule de deuxiéme espéce, et la matrice £ = Xy & un site vide. L’Ansatz matriciel s’écrit

alors [[I51]

Po(C) = = Te[Xy, ... X0 ]|, (8.52)
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les matrices D, A et F, vérifiant 1'algébre

pDE — qED = (p — q)(D + E) (8.53)
pDA —qAD = (p—q)A (8.54)
pAE —qEA = (p—q)A. (8.55)

L’Ansatz matriciel fait maintenant intervenir une trace sur l'espace sur lequel agissent les ma-
trices D, A et E, ce qui implique automatiquement l'invariance par translation de ’état sta-
tionnaire. Pour le modéle ouvert, I’état stationnaire n’était pas invariant par translation. Le
produit de matrices était alors transformé en scalaire par projection sur des vecteurs (W] et
|V). La relation entre les matrices D et E est la méme que pour le modeéle ouvert a une seule
classe de particules. Les deux relations entre les vecteurs (W| et |V') ont été remplacées par les
deux relations entre la matrice A et les matrices D et E. Pour le modeéle totalement asymétrique

p=1, ¢ =0, les relations (RG3HZDD) deviennent

DE=D+E (8.56)
DA=A (8.57)
AE=A. (8.58)

On note que les matrices D, E et A = |V)(W| du modéle ouvert totalement asymétrique & une
classe de particules vérifient la méme algébre quand @ = 1 et § = 1. De plus, on peut écrire
I’Ansatz matriciel du modeéle ouvert sous la forme

1 1
Poo(C) = Z(W|Xp, ... X, [V) = — Tr[AX, . X, ) (8.59)

Le calcul des poids stationnaires du modéle ouvert & une classe de particules et du modéle sur
un anneau avec une particule de seconde classe est donc assez similaire. La normalisation Z est
cependant différente entre les deux cas, car pour le modéle ouvert il n’y a pas conservation du
nombre de particules.

8.2.2 Preuve de I’Ansatz matriciel

L’Ansatz matriciel ([B22) peut étre prouvé de la méme maniére que pour le modéle ouvert.
En effet, la matrice de Markov peut encore étre écrite comme une somme de matrices locales
M; ; 41, mais sans matrices de bords cette fois-ci :

L
M = ZMi,iJrl . (8.60)
i=1
Dans la base des configurations
(1,...,1,1,1), (1,...,1,1,2), (1,...,1,1,0), (1,...,1,2,1), (1,...,1,2,2), (8.61)
(1,...,1,2,0), (1,...,1,0,1), (1,...,1,0,2), (1,...,1,0,0), ..., (0,...,0,0,0) ,

les matrices locales M; ;41 s’écrivent sous la forme

Mi,i+1 = 1®i71 ® Mloc ® ]1®L7i71 5 (862)
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ou la matrice locale Mj,. est donnée par

M= | - - . o . . (8.63)

dans la base locale (11, 12, 10, 21, 22, 20, 01, 02, 00). On a remplacé par des points les éléments
de matrice nuls. Comme dans le cas du modéle ouvert traité précédemment, on note que s'il
existe des matrices X1 = D, Xy = A et Xg = E telles que

2
Z (MIOC)TT’,JO’XUXJ’ = XTXT’ - XTXT’ ) (864)
o,0'=0

alors I’Ansatz matriciel donne bien le vecteur propre de la matrice de Markov de valeur propre
nulle (qui est unique par le théoréme de Perron-Frobenius). L’équation précédente donne des
relations qui doivent étre vérifiées par les matrices chapeau :

pDE —qED = DE — DE = ED — ED (8.65)
pDA —gAD = DA — DA = AD — AD (8.66)
pAE —qEA=AE — AE = EA—EA . (8.67)
On peut 1a encore prendre des matrices chapeau scalaires : D =p — ¢, F = —(p—q) et A=0

redonnent les relations algébriques (BA3HRESH) entre les matrices D, A et E.

8.2.3 Représentation explicite des matrices D, A et E

Nous allons maintenant donner des représentations explicites de D, A et E comme des
matrices infinies.

Modéle totalement asymétrique

Pour le modéle totalement asymétrique, on peut construire une représentation des matrices
D, A et E a partir d’une représentation explicite des matrices D et E et des vecteurs (W]

et |[V) du modele ouvert avec o = 3 = 1. Les deux représentations ([E2Z6HEZ2T) et (BZSHZZY)

conduisent & la méme représentation pour le modéle & deux espéces :

, (8.68)

s

I
o o o =
o O O O
o O O O
o O O O

I
o o o =
o O =
[a) — — an]
_ = O O
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et

(8.69)

S = = O
= = O O
— o o O

Modéle partiellement asymétrique

Pour le modéle partiellement asymétrique, il n’est plus possible de construire la matrice A
du modele & deux espéces de particules a partir des vecteurs (W] et |[V) du modele ouvert.
On peut cependant encore trouver une représentation explicite de D, A et E par des matrices
infinies. On peut par exemple prendre

1 0 0 0 1 Vi—=x 0 0 .
0z 0 0 0 1 V1—22 0 '
A=10 0 22 0 , D=1]0 0 1 V1i—z3 ,
0o 0 0 2 0 0 0 1 '
(8.70)
et
1 0 0 0
1—z 1 0 0
E = 0 V1—2a? 1 0 (8.71)
0 0 Vi—a23 1

Les matrices D et E sont les mémes que dans la représentation (830) pour le modéle ouvert.

8.2.4 Calcul explicite des probabilités stationnaires

L’utilisation de l'algebre ([RO3HEDD) permet de calculer explicitement les probabilités sta-
tionnaires. Les poids stationnaires peuvent étre écrits sous la forme Tr[Aw; Aws A . .. Aw,,], ou
Wi, Wa, ..., Wy, sont des produits d’'un nombre éventuellement nul de matrices D et E.

Modéle totalement asymétrique

Pour le modéle totalement asymétrique, 'utilisation de la relation (B56]) permet de réécrire
les poids stationnaires comme une combinaison linéaire de termes de la forme

Tr[AE" D AE2 D2 A ... AE"™2 Dinz2] . (8.72)
Les relations ([BQ7) et (BDR) permettent alors d’éliminer les matrices D et E. Les poids sta-

tionnaires sont alors donnés par un nombre entier de fois Tr A™2. Cette constante se simplifie
quand on divise les poids par la normalisation Z.
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Modéle partiellement asymétrique

Pour le modéle partiellement asymeétrique, il est utile d’introduire les matrices § = D — 1 et
e = FE — 1 qui vérifient les relations suivantes :

de —zed = (1 —x)1 (8.73)
§A = 2 Ab (8.74)
Ae = zeA | (8.75)

avec x = ¢/p. Les poids stationnaires s’écrivent alors comme une combinaison linéaire de termes
de la forme Tr[Aw; Aws A . .. Awy,] ou les w; sont des produits d’un nombre éventuellement nul
de matrices 0 et e. Les relations ([BZ74]) et (RZZH) permettent de rassembler les matrices A. Les
poids stationnaires sont donc des combinaisons linéaires de termes de la forme Tr[A™2w] on w
est un produit de matrices § et €. La relation ([BZ3) permet alors d’ordonner les matrices de w
en mettant les J a gauche et les € a droite. On se trouve finalement avec une somme de termes de
la forme Tr[A™2§%]. Ces termes sont non nuls seulement si i = j. En effet, déplacer la matrice
A la plus a droite de i 4+ j pas vers la droite a Paide des relations (7)) et ([B70) conduit &
I’'équation

Tr[A™26%/] = 2771 Tr[A™26%] (8.76)

qui impose que seul ¢ = j donne une contribution non nulle pour le modéle asymétrique. Il reste
donc & calculer
fl8) = Tr[A%6m€) . (8.77)

On considérera uniquement la situation s > 0. En effet, pour s = 0, cette trace n’est pas
bien définie. Ce n’est cependant pas un probléme car si s = 0, le systéme ne comporte pas de
particule de deuxiéme classe et les probabilités stationnaires sont toutes égales. Seul le cas s > 0
nécessite 'utilisation de I’Ansatz matriciel.

Le calcul des fr(s) peut étre effectué par récurrence sur . On utilise tout d’abord la relation

une fois sur f(s) , ce qui donne
(m) r—41
7(751)1 =(1-2) fr(s) + x Tr[A%0"ede"] . (8.78)

On utilise encore r fois la relation ([BZ3)) pour pousser le § le plus a droite complétement &
droite. On trouve

fﬁi)l = =1=—2) A+ x4 ...+ 2" + T[4 R 5emH]
= =1 =" 4TI Tr[A%6T e (8.79)
Enfin, on utilise la relation (BZ4]) pour faire passer la matrice J a travers les matrices A. On

obtient
fﬁi)l _ (1 o xr+1)f7§s) + xr+s+1f7€i)1 ) (8.80)

On a donc la relation de récurrence

s 1— xr—f—l 5
f7g+)1 = 1 — xr-l—s-‘,—lf’g ) ) (881)
qui donne finalement la valeur de fﬁs) :
Tr A®
PO (8.82)
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On a défini le coefficient du binéme déformé [Z ] par

xT

al _ al[a — 1], ... [1]s v (a
[bL_ Ol =1 (1) (@ = bala— b= 1o [1) ( ) , (8.83)

ou les nombres déformés [a], sont définis par

1—x“ a—1 z—1
[a]le =l+z+...+27 —a. (8.84)
-z

8.3 Modéle a N classes de particules

Dans cette section, nous allons écrire les probabilités stationnaires du modéle d’exclusion
asymétrique avec un nombre arbitraire de classes de particules. Nous présenterons tout d’abord
la construction de Ferrari et Martin qui permet de calculer les poids stationnaires du modéle
totalement asymétrique. Nous montrerons ensuite qu’'un Ansatz matriciel permet de traiter le
cas du modeéle partiellement asymétrique. Nous verrons en particulier que les matrices associées
aux différentes classes de particules du modéle a N classes s’expriment par une récurrence sur
N. De cette structure récursive, nous construirons une matrice de transfert permettant de passer
de I'état stationnaire du modéle & N — 1 classes de particules a I’état stationnaire du modéle a
N classes de particules.

8.3.1 Modéle totalement asymétrique : construction de Ferrari et Martin

Pour le modéle totalement asymétrique a N classes de particules, Ferrari et Martin ont
construit la mesure stationnaire a partir de la mesure uniforme d’un ensemble de N modéles a
une classe de particules [I53]. Nous allons expliquer ici leur construction.

On considére N modéles d’exclusion & une classe de particules définis sur des systémes de
taille L périodiques 51, Sa, ..., Sy, et comportant respectivement ny, ny+nso, ..., n1+...+ny
particules (voir figure B3). On notera Q I'ensemble des configurations possibles de cet ensemble
de N systemes. Leur nombre est égal a

|Q|:(i)(nlim)...(nﬁernN). (8.85)

On munit 'ensemble € d’une mesure uniforme, de telle sorte que chaque configuration de Q ait
une probabilité 1/]€].

On considére aussi I'ensemble 2 des configurations du modéle & N classes de particules
dans un systéme périodique de taille L, avec ni particules de premiére classe, no particules de

seconde classe, ..., ny particules de N-iéme classe et L —nq —...—ny sites vides. On rappelle
que le nombre de configurations de €2 est égal au coefficient du multinome
L
Q| = < > . (8.86)
ny,no,..., NN

La construction de Ferrari et Martin consiste alors a associer a chaque configuration C de Q
une configuration C = 0(@) de €, de telle sorte que la mesure de probabilité uniforme sur
induise sur I'ensemble 2 la mesure stationnaire du modeéle d’exclusion totalement asymeétrique
a N classes de particules. Ainsi, la probabilité d'une configuration C € 2 est donnée par

‘(9 1(6)‘
PC) =" 8.87
©) ) (8.87)
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L Je] | | [ele| | [e] | |&
| le]| | [e] [eo] | |efe| | [e]S%5
(o] [e|e| [efe]| | | [e]|e]| |e]s

FiG. 8.3 — Trois modeéles d’exclusion a une classe de particules S1, S et S3, avec respectivement
n1 =4, n1 +ng = 6 et nq + no + ng = 8 particules.

L1 | e | o leo| | [eo]| [ |

ol
L

Fia. 8.4 — Algorithme de Ferrari-Martin pour le calcul des poids stationnaires du modéle d’ex-
clusion a 3 classes de particules. Les particules de premiére classe sont représentées en noir, les
particules de seconde classe en rouge, et les particules de troisiéme classe en vert.

ot |#~1(C)| est le nombre de configurations de € dont 1'image par I'application 6 est C.

L’image d’une configuration C de Q par application 6 correspondant a la construction
(53] de Ferrari-Martin est définie en N étapes successives. A la k-iéme étape, on transforme
le systéme Si en un systéme & k classes de particules comportant n; particules de premiére
classe, noy particules de seconde classe, ..., et nj particules de k-iéme classe. On procéde de la
maniére suivante (voir figure B4 : dans le systéme Sk, on identifie une particule a une particule
de premiére classe si celle-ci se trouve a la méme position qu’'une particule de premiére classe
dans Si_1, ou si elle peut atteindre la position d’une particule de premiére classe dans S
en se déplacant vers la droite sans croiser d’autres particules dans Si. On a alors identifié n;
particules de premiére classe dans Si. On identifie ensuite une particule de Sy (prise parmi
les particules qui n’ont pas été identifiées a des particules de premiére classe) a une particule
de seconde classe si celle-ci se trouve a la méme position qu’une particule de seconde classe
dans Si_1, ou si elle peut atteindre la position d'une particule de seconde classe dans S;_1 en
se déplagant vers la droite sans croiser d’autres particules dans Sy (excepté celles de premiére
classe qui ont été définies juste avant). On itére alors la procédure jusqu’a avoir identifié les
particules de classes 1 & k — 1 dans Sj,. On identifie alors les n; particules restantes de Sy, a des
particules de classe k. A l'issue des N étapes, on a transformé la configuration de Sy en une
configuration du modéle a N classes de particules : il s’agit de la configuration 6(C).

Ferrari et Martin ont prouvé que cette application 6 envoie bien la mesure uniforme sur
Q vers la mesure stationnaire du modele d’exclusion totalement asymétrique a N classes de
particules.
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8.3.2 Modéle partiellement asymétrique : Ansatz matriciel

On considére maintenant le modéle partiellement asymétrique sur un anneau avec N classes
de particules. Chaque site ¢ peut étre vide, auquel cas on associe au site ¢ la variable d’occupation
7; = 0, ou occupé par une particule de classe J comprise entre 1 et N, ce qui correspond a une
variable d’occupation 7; = J. Les probabilités stationnaires sont alors données par 1’Ansatz
matriciel suivant [T54} B :

1
P(C) = - T XM . XN (8.88)
qui a la méme forme que pour le modeéle & deux classes de particules, excepté pour le fait qu’il
y a maintenant N + 1 matrices différentes X(gN), XfN), ..., et X](VN). On a indiqué en exposant
des matrices le nombre de classes de particules du modéle considéré. Les matrices XgN) sont
construites de maniére récursive par rapport a N [I54}, B :
N—-1
XM =3 eoxy™"  powro<J<N. (8.89)
M=0

La récurrence est initialisée par
xP=xW=1, (8.90)
ce qui donne bien des probabilités stationnaires égales pour toutes les configurations dans le cas
du modéle a une classe de particules. Les matrices QS]X} intervenant dans le définition (BXY) des

matrices XL(]N) sont données par
af,fjv‘}:() pour 0 < M < J<N (8.91)
aY) = 420D 050 18M T D g @ 1®V MU pour 0< J <M< N—-1  (8.92)
all) =18MD g @ 1®N-M-D phour 0 < M <N -1 (8.93)
alY) = A%U-D g 18NN pour 0 < J <N —1 (8.94)
a((]faf) — 1®W-1) (8.95)
aly) = 45D g5 @ 1®WV-7"D pour0< J< N —1 (8.96)
a(V) = A1) (8.97)

(N)

Toutes les matrices a,; s’écrivent donc comme des produits tensoriels de N —1 matrices. Enfin,
les matrices §, € et A vérifient 1'algébre

de —xed = (1 —z)1 (8.98)
5A = zAS (8.99)
Ae = zeA . (8.100)

On note qu’il s’agit de la méme algébre que celle que vérifient les matrices D — 1, E — 1 et A
du modéle & deux classes de particules.

Itérant la relation (BRY), on constate que les matrices XgN) que nous venons de définir
sont des combinaisons linéaires de produit tensoriel de (];) matrices prises parmi 9, €, A et
1. Dans la suite, on appellera « matrices élémentaires » ces quatre matrices. Génériquement,

les matrices élémentaires doivent étre infinies pour que l'algebre [BO8HETON) soit vérifice. Une
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représentation matricielle de I'algébre des matrices élémentaires est par exemple

0 vi—-=z 0 0 1 0 0 O

0 0 V1—2a2 0 0 1 0
s=10 0 0 Vi—z3 .|, 1= 0 0 1 0 ,
0 0 0 0 ' 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0
Vi—=x 0 0 0 0 0 0
€= 0 V1—a2 0 0 , A= 0 0 22 0 (8.101)
0 00 0 a3

0 0 V1—a?

On note que la dépendance de I’Ansatz matriciel en 'asymétrie x est toute entiére contenue

dans ’algébre des matrices 6, € et A : I'expression ([EXJ) des matrices XL(]N) en fonction de
matrices al(]]\]\f/} et des matrices X](\flv_l) ne dépend pas de maniére explicite de 'asymétrie.

8.3.3 Preuve de I’Ansatz matriciel

Comme pour le modeéle & deux classes de particules, la matrice de Markov MW) du modele &
N classes de particules se décompose comme une somme de matrices locales agissant uniquement
sur les sites ¢ et 7 4+ 1. On peut écrire
L
N i—1 N L—i—1
MM =518 @ V) @ gl (8.102)
i=1

La matrice locale Ml(ojg) est maintenant une matrice N2 x N2. Comme précédemment, I’Ansatz

matriciel peut étre prouvé en introduisant des « matrices chapeau » vérifiant la relation

N
ST M) e XV XD = X XD - X Y (8.103)
o,0'=0
Connaissant la forme de la matrice locale Ml(ojg), ces relations peuvent étre réécrites sous la
forme

XX =0 S0<J<N (8.104)

XM XM _px (M x N = XM x WX G 0<J<K<Nou0=K<J<N
(8.105)
XM XM x (M x N = x (W MMM G0<J<K<Nou0=K<J<N.
(8.106)

On peut alors montrer que les matrices définies par Xél) =1et Xfl) = z et par les relations
de récurrence

N—-1
XV =1 -0)xM+ 3 afy) 0 XY (8.107)
M=0
N-1
X‘(]N) = Z a%@ ®X](\£[V*1) pour 1 < J <N, (8.108)
M=0
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vérifient bien toutes les relations [ETIHETON). Ceci peut étre prouvé par récurrence sur N, en
utilisant des relations algébriques vérifiées par les matrices a%}. La preuve est cependant assez
longue, et nous renvoyons le lecteur a article [B] pour les détails.

On note que contrairement aux cas du modeéle ouvert et du modeéle & deux classes de par-
ticules sur un anneau, pour lesquels les matrices chapeau pouvaient étre choisies scalaires, il
n’est plus possible ici de définir des matrices chapeau proportionnelles a la matrice identité.
Ceci est relié au fait que les matrices XgN)
de relations algébriques simples. Ce sont en effet les matrices élémentaires qui composent les

X‘(]N) qui veérifient des relations algébriques simples (ROSHETON).

intervenant dans I’Ansatz matriciel ne vérifient pas

8.3.4 Calcul explicite des probabilités stationnaires

Les probabilités stationnaires peuvent étre calculées comme dans le cas du modéle & deux
classes de particules, en utilisant 1’algebre des matrices 6, € et A (EUSHEIOM). 11 faut pour cela
. : (N)
écrire les matrices X
linéaires de produits tensoriels de matrices élémentaires, en utilisant de maniére répétée la

relation de récurrence (B8J). Pour le modeéle a deux classes de particules, on a par exemple

qui interviennent dans I’Ansatz matriciel comme des combinaisons

X(2) (2) + aél) =1+e¢=F (8.109)
X§2) _ a%) + agl) —14+6=0D (8.110)
XZ(Q) _ a%) — A (8.111)

On retrouve bien les matrices D et E définies dans ce cas. De méme, pour le modéle a trois
classes de particules, les matrices s’expriment comme des combinaisons linéaires de produits
tensoriels de trois matrices :

X =P o xP +al 0 xP 40 0 xP =1010E+c@10D+10e0 A (8.112)
X0 2o x? +d 9 xP 4+ exP =010 E+1010D+60c@A (8.113)
XP =l o xP +a) 0 XP =400 E+A010A (8.114)
XP =l oxP =A0ARE. (8.115)

Utilisant le fait que pour des matrices T, U, V et W quelconques on a (T @ U) - (V@ W) =

(T-V)®(U-W) les produits de matrices XL(]N) donnant les poids stationnaires s’expriment alors
comme des combinaisons linéaires de produits tensoriels de produits de matrices élémentaires.
On constate sur 'exemple des matrices X( ) et X(g) que pour tout produit de matrices XSN)
faisant intervenir au moins une fois chaque valeur de J comprise entre 0 et N, les produits de
matrices élémentaires contiennent toujours au moins une fois la matrice A. Ceci peut en fait

(N)

étre prouvé de maniére générale en utilisant 'expression ([EUIHEIT) des matrices a; ' ainsi que

la relation de récurrence (BXJ) définissant les XgN).

Le calcul des probabilités stationnaires passe donc par le calcul de traces de produits de
matrices élémentaires contenant au moins une matrice A, qui a été expliqué a la section (B24)).
L’utilisation de la linéarité de la trace et de la propriété Tr[T' ® U] = (TrT)(Tr U) pour des
matrices T et U quelconques permet finalement d’obtenir une expression complétement explicite
des probabilités stationnaires du modeéle & N classes de particules, au moins pour de petits
systémes.

8.3.5 Matrice de transfert

Nous allons maintenant montrer que 1’état stationnaire du modéle & N classes de particules
peut étre exprimé de maniére compacte en faisant agir une matrice de transfert sur 1’état
stationnaire du modéle & N — 1 classes de particules.
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Création de I’état stationnaire par ’action d’une matrice de transfert

On appellera dans la suite |N) le vecteur propre stationnaire de la matrice de Markov du
modeéle & N classes de particules, dont la composante sur une configuration caractérisée par les
variables d’occupation (ji,...,7r) = J est donnée par I’Ansatz matriciel sous la forme

T I Tr[X(N) .X}f)] 7. (8.116)

N)

- , C . (
Utilisant 'expression récursive (B89) des matrices X
|N) s’écrivent sous la forme

, on note que les composantes du vecteur

> [(aff) @ x{) (o)), @ XY

Tr [X(N) . X](iv)}

J1

11,..,8,=0
_ (N) (N-1) (N-1)
—ZTI‘ |:( Ay -+ TLZL) ® (Xh "'XiL )]
(N) (N-1) (N-1)
- ZTr [l el | e [x XY (8.117)
On a utilisé la notation i = (i1,...,4r) pour les variables d’occupation des sites d’'un systéme

a N — 1 classes de particules. On constate que la relation précédente relie les poids du modele
a N classes de particules aux poids du modéle & N — 1 classes de particules. Si I'on définit la
(N)

matrice de transfert T; "’ par

21 (N) [
GV =

on peut finalement écrire la relation suivante entre le vecteur stationnaire pour N classes de
particules et le vecteur stationnaire pour N — 1 classes de particules :

Tr[ (N) ...a(N)] , (8.118)

J1i1 JL'L

IN)y =T N —1)]. (8.119)

En itérant cette relation de récurrence, on obtient finalement une expression du vecteur |N)
comme un produit de matrices de transfert agissant sur un état de base :

Ny =T TPy, (8.120)

avec des poids stationnaires tous égaux pour le vecteur |1) correspondant au modéle & une seule
espéce de particules.
La matrice de transfert TéN) est une matrice rectangulaire & (N +1)” lignes et N* colonnes.
Elle agit sur I’espace vectoriel engendré par toutes les configurations (quel que soit le nombre de
particules de chaque espéce) du modele & N — 1 classes de particules, et son image appartient
a Pespace vectoriel engendré par toutes les configurations du modeéle & N classes de particules.
La matrice de transfert s’exprime comme la trace d’un produit de matrices a%v), agissant sur
un espace auxiliaire (i.e. un espace qui n’est pas l’espace vectoriel engendré par les configurations

(N)

du systéme) de dimension infinie. On peut voir ces matrices aj; ' comme des éléments de matrice

d’une matrice rectangulaire a¥) & N + 1 lignes et N colonnes, représentant respectivement les
N +1 et N configurations d’un site du modéle & N et N — 1 classes de particules. Les matrices
a) agissent donc a la fois sur I'espace vectoriel associé & un site du modeéle d’exclusion et sur
I’espace auxiliaire. On a par exemple

11 1 1®ec
1T 11 i®e
AR 0 A1
A® A 0 0

1 €
=145 1 et a® = (8.121)
A0
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2)

1

<
N =)
—_

b

-—--- O

—_

Fi1G. 8.5 — Transitions permises en un site par la matrice de transfert TI(?) du modéle & deux
classes de particules. Un site vide est représenté par une ligne en pointillés, un site occupé
par une particule de premiére classe par un trait plein, et un site occupé par une particule de
deuxiéme classe par une ligne double.

La matrice de transfert T]EN) peut donc étre écrite sous la forme

TéN):%Tr a(N)®...®a(N)] , (8.122)

ot les produits tensoriels agissent sur I’espace des sites du modeéle d’exclusion. La trace est effec-
tuée sur l'espace auxiliaire. Dans le chapitre @l on verra que la matrice de transfert commutant
avec la matrice de Markov du modeéle d’exclusion posséde une forme similaire, avec la différence
notable que 'espace auxiliaire sera alors de dimension finie.

Interprétation de la matrice de transfert

On considére une configuration i du modele & N —1 classes de particules et une configuration
j dumodele a N classes de particules. Alors on montre a partir de (EIIHEIT) que pour le modéle
partiellement asymeétrique (z # 0 et x # 1), ’élément de matrice <j|T£N)|;> est non nul si et
seulement si les trois conditions suivantes sont vérifiées :
e un site vide de la configuration i correspond dans la configuration 7 & un site vide ou a
un site occupé par une particule de classe comprise entre 1 et N.
e un site de la configuration i occupé par une particule de classe K € [1, N — 1] correspond
dans j & un site vide ou & un site occupé par une particule de classe comprise entre 1 et
K (TéN) n’augmente pas la classe des particules).
e le nombre total de particules de classes comprises entre 1 et N — 1 dans les configurations
iet ; est identique (mais pas le nombre de sites vides ni le nombre de particules de classe
N).
Les deux premiéres conditions donnent des contraintes locales en chaque site. La derniére im-
pose une contrainte globale sur I’ensemble des sites. Pour N = 2 et N = 3, on a représenté en
figure et les transitions permises localement par la matrice de transfert. Nous renvoyons
le lecteur a 'article [5] en annexe pour une démonstration de cette caractérisation des éléments
de matrice non nuls de TéN).
Pour le modeéle totalement asymétrique, la caractérisation précédente des éléments de ma-

trice non nuls de Té ) nest plus suffisante, certains éléments de matrice supplémentaires s’an-

nulant en z = 0. On peut alors montrer que les seuls éléments de matrice non nuls de TéN) sont
égaux a 1. Partant d’une configuration fdu systeme & N classes de particules, les configurations
i telles que (j\T]gN)];> est non nul peuvent étre construites en déplacant les particules de j vers
l'avant de la maniére suivante (voir la figure de la section B3] :
e on déplace vers I'avant les particules de classe 1 en leur interdisant de dépasser les parti-
cules de classe supérieure.
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j 9 1 2 3
a\? 511@11 s 1 ‘|A®5 HA@A

O

9 1 (.) 1 2

ie®]1 1®1 1®e ‘(5@)6 Ax1

1 1 2 2 2

FiG. 8.6 — Transitions permises en un site par la matrice de transfert Tg’) du modeéle a trois
classes de particules. Un site vide est représenté par une ligne en pointillés, un site occupé par
une particule de premiére classe par un trait plein, un site occupé par une particule de deuxiéme
classe par une ligne double, et un site occupé par une particule de troisiéme classe par une ligne
triple.

e on déplace vers 'avant les particules de classe 2 en leur interdisant de dépasser les par-
ticules de classe supérieure (mais en leur permettant de dépasser les particules de classe
1).

e on déplace vers l'avant les particules de classe 3 en leur interdisant de dépasser les parti-
cules de classe supérieure (mais en leur permettant de dépasser les particules de classes 1
et 2).

e on déplace vers 'avant les particules de classe N — 2 en leur interdisant de dépasser
les particules de classe N (mais en leur permettant de dépasser les particules de classes
<N —-2).

e on déplace vers "avant les particules de classe N — 1, en leur permettant de dépasser les
particules de classes < N — 1.

e on remplace les sites occupés par des particules de classe N par des sites vides.

Au terme de cette procédure, on obtient un ensemble de configurations i du modele a N — 1
classes de particules. Il s’agit des configurations qui sont telles que (;|T£N)|;> = 1. On note que
cet algorithme est en fait équivalent & celui introduit par Ferrari et Martin [I53] pour exprimer
la mesure stationnaire du modéle totalement asymétrique & N classes de particules (voir section

EXT).



Chapitre 9

Ansatz de Bethe algébrique pour le
modéle d’exclusion asymétrique

Ce chapitre est consacrée a la formulation algébrique de I’Ansatz de Bethe [161], 162, 163
[T64, [T65]. Nous allons y montrer que la matrice de Markov du modele d’exclusion asymétrique
(ainsi que sa déformation permettant d’étudier les fluctuations du courant) est similaire a un
hamiltonien de chaine de spin XXZ, et qu’elle appartient & une famille de matrices de transfert a
un paramétre commutant entre elles [I8]. Comme la matrice de Markov du modéle d’exclusion,
ces matrices de transfert peuvent étre diagonalisées en utilisant ’Ansatz de Bethe, qui sera
formulé ici en terme de produits d’opérateurs appliqués sur un état fondamental. Nous présen-
terons cet Ansatz de Bethe algébrique tout d’abord pour le modele a une classe de particules,
et nous généraliserons ensuite cela au cas du modeéle avec un nombre arbitraire de classes de

particules [I53l 56l K9]

9.1 Lien entre la matrice de Markov et le hamiltonien de la
chaine de spin XXZ

Nous établissons dans cette section que la matrice de Markov du modeéle d’exclusion asymeé-
trique avec des conditions aux bords périodiques et le hamiltonien de la chaine de spin XXZ avec
des conditions aux bords « twistées » (ou quasi périodiques) sont reliés par une transformation
de similitude, et possédent donc le méme spectre.

9.1.1 Matrice de Markov locale

On définit l'espace vectoriel de dimension deux V; engendré par les deux configurations
permises d’un site ¢ du modeéle d’exclusion, et on associe au nombre d’occupation 7 du site
(7 = 0 pour un site vide, et 7 = 1 pour un site occupé par une unique particule) le vecteur
|7); appartenant a V;. A une configuration C = (71,...,77) du modéle d’exclusion sur un
anneau constitué de L sites, on associe alors le wvecteur configuration |C) = |r,...,71) =
|T1)1 ® ... ® |72) appartenant & l’espace vectoriel V(L) = V; ® ... ® Vi, de dimension 2%,
construit comme le produit tensoriel des espaces vectoriels V; associés aux L sites. L’ensemble
des 2% vecteurs configuration forment une base de V/(L).

La matrice de Markov M, ainsi que sa déformation M () (qui vérifie M (y = 0) = M), ont
été définies respectivement section LTI et du chapitre Bl Ces matrices peuvent étres vues
comme les matrices d’opérateurs agissant sur I’espace vectoriel V(L) si I'on considére 1'espace
des configurations sans restriction sur le nombre de particules, bien qu’il s’agisse d’une quantité
conservée pour les matrices M et M().

La matrice M () agit localement sur les sites : pour un vecteur configuration |C), le vecteur
M ()|C) s’écrit comme une combinaison linéaire de |C) et des vecteurs configuration |C;) tels que

185
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la configuration C; ne différe de la configuration C que par I’échange des nombres d’occupation
des sites i et i + 1 (on a identifié le site L + 1 au site 1, comme l'impose la périodicité du
systéme). La matrice déformée M(7) peut donc s’écrire comme une somme sur ¢ entre 1 et L
d’opérateurs M; ;y1(y) agissant uniquement sur les sites ¢ et i+ 1 :

L
M(v) :ZMz‘,z‘H(’Y)- (9.1)
=1
Dans la base
(‘7-17"'7Ti—171717Ti+27"'7TL>7 ‘Tla"'7Ti—1717077-’i+27"'77—L>7 (92)
‘Tl,...,Ti_l,O,l,Ti+2,...,TL>, ‘7-17---7Ti—1707077-i+27---7TL>)

du sous espace vectoriel de V(L) de dimension quatre engendré par les quatre configurations
dont seuls les nombres d’occupation des sites ¢ et 7 + 1 sont libres, les autres étant fixés a 7,
..., Tr, la matrice de I'opérateur M; ;1(7y) est donnée par

0 0 0 0 0 0 0 0
0 —p qe 7 0 0 -1 ze™™ O

Mioc(v) = 0 pe? —q 0| Plo e -z 0 (9:3)
0 0 0 0 0 0 0 0

Pour v = 0, les taux de transition de ’équation maitresse (ZI]) entre deux configurations ne
différant que par I’échange des nombres d’occupation des sites voisins ¢ et 7 + 1 se lisent sur les
éléments non diagonaux de la matrice locale M), : la configuration locale 10 peut étre quittée
avec un taux p si la particule au site ¢ avance vers le site ¢ 4+ 1, et elle peut étre atteinte a partir
de la configuration 01 avec un taux ¢ si la particule recule. Le taux pour quitter la configuration
10 en faisant reculer la particule placée en ¢ se trouve dans I'opérateur M;_;;, tandis que le
taux pour quitter la configuration 10 en faisant reculer une particule placée en i + 2 se trouve
dans l'opérateur M; 1 2.

On note que la matrice locale Mo ne dépend pas de 7, ..., 71, Tit2, ..., 77 car les taux
de transition pour 1’échange des particules situées en i et i + 1 ne dépendent que des nombres
d’occupation des sites ¢ et ¢ + 1. La matrice Mj,. ne dépend pas non plus de i & cause de
I'invariance par translation des taux p et gq.

9.1.2 Chaine de spin XXZ

Nous allons maintenant réécrire la matrice M () comme un hamiltonien de chaine de spin
XXZ avec des conditions aux bords « twistées ». Définissons 'opérateur (inversible) U par

U=U,0U,®...0 U, (9.4)

ou les opérateurs U; agissent uniquement sur le site ¢, et ont pour matrice

10
wmz<o<§y>, (9.5)

dans la base locale (|1);, |0);) au site i. On effectue une transformation de similitude des
M; i11(7) par lopérateur U : on définit les hamiltoniens locaux H; ;i agissant sur les sites
1 et i+ 1 par

1

U M;, U-1L
p\/i ,+1(7)

Hiiv1=— ; (9.6)

\/E—i-\/x—l]l
4
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et le hamiltonien total H par
L
H=> Hi. (9.7)
i=1

Comme l'opérateur U est diagonal dans la base des configurations de l'espace V(L), la trans-
formation de similitude par U revient a transformer le vecteur local |0); au site i en le vecteur
(€7/4/7)!|0);, tout en laissant inchangé le vecteur |1);.

On va maintenant montrer que le hamiltonien H (@7) est le hamiltonien de la chaine de
spin XXZ avec des conditions aux bords twistées. Dans la base locale (|11), |10}, |01), |00)) aux
sites 7 et 4 + 1, le hamiltonien local H; ;11 a pour matrice

Votvae ! 0 0 0
st
0 VErveTl  JEeel 1 0
Hioe = 4 2 VI+va—l | Ja—Vz—1 ) (9-8)
0 -1 1 + 5 \FO 1
T
0 0 0 _%
si ¢ est compris entre 1 et L — 1, et
_\/5% Vol 0 0 0
0 VErval iVt vz \* 0
Hypora = L _\ (9.9)
o 0 SAY VEHVTTT | Vel 0 ’
“\Vz 4 + 2
ViVt
0 0 0 _%

pour ¢ = L. En fonction des opérateurs de spin au site ¢ : Si(z), Si(y), Si(z), S(+), et Si(f), dont

(2
les matrices locales respectives au site ¢ sont les matrices de Pauli définies par

@_ (01 w_ (Y — @_ (L 0

o <10> o (2 O> o (O—l (9.10)
@ _ (01 ) _ (00

7 (0 0) 7 <1 0)"

le hamiltonien local s’écrit

) - \f%\/ﬁ (s9-52) .

1 X X z z
Hiip1=—5 <Sz( )Sz'(+)1 + Si(y)si(i)l + AS'( )S‘( ) i+1

9 i i+1

si ¢ est compris entre 1 et L — 1, et

VI ) o) N e Ao VE-VILo) o)
HLJ:_(eT Sp 51— ﬁ St 751 _Esz Si+1_f<si _SiJrl)’

pour i = L. On a posé

_ Vrt Vet
]

A (9.13)

Le paramétres x étant positif dans le modeéle d’exclusion asymeétrique, on en déduit que A est
supérieur ou égal a un. Pour le modele symétrique (x = 1), on trouve A = 1.
On note que quand on effectue la somme sur ¢ dans le hamiltonien total H, les termes en
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Si(z) — Si(i)l se simplifient. Le hamiltonien total est finalement égal a

7 i+1

L v\ L A
(L) 550+ (4F) Sg)s§+)+55(;)s§z>>.

NG

I s’agit du hamiltonien (non hermitien) de la chaine de spin XXZ ferromagnétique avec des
conditions aux bords twistées. Notant que

SPs + 505 =2 (5P +s7sH) (9.15)

on peut en effet écrire formellement les conditions aux bords sur les opérateurs S(H), §(=) et
S comme

+1 7 \Vz
() _ (va\r o) . (9.16)
SL+1: e S

On note que le twist disparait quand /z = €7, ce qui correspond au point de symétrie de
Gallavotti-Cohen (voir section du chapitre ). On a donc en ce point un véritable hamil-
tonien de chaine de spin XXZ avec des conditions aux bords périodiques. On note aussi que
I'expression de H(7) ne dépend du paramétre v qu’a travers el?. Cela signifie en particulier
que le spectre de la matrice M (7) est invariant par changement de v en ~y + 2i7/L.

Les chaines de spin quantiques font partie des exemples les plus étudiés de systémes inté-
grables (quantiques), en particulier la chaine de spin XXZ. Le fait que la matrice de Markov du
modéle d’exclusion et le hamiltonien de la chaine de spin XXZ sont des matrices similaires im-
plique alors qu’'une partie des techniques développées pour I'étude des chaines de spin peuvent
étre utilisées dans le cas du modéle d’exclusion. Dans le reste de ce chapitre, nous allons ainsi
appliquer au modeéle d’exclusion le formalisme de I’Ansatz de Bethe algébrique.

9.2 Famille de matrices de transfert pour le modéle & une classe
de particules

Nous construisons dans cette section une famille de matrices de transfert & un paramétre
commutant avec la matrice de Markov déformée M () introduite au chapitre Bl pour le modeéle
d’exclusion asymétrique avec une classe de particules.

9.2.1 Opérateurs locaux : opérateur de Lax et matrice R

Dans la section précédente, nous avons défini les espaces vectoriels V; de dimension deux
engendrés par les deux configurations possibles d’un site i du modéle d’exclusion (site occupé par
une particule ou vide). Nous avons aussi introduit précédemment Pespace V(L) de dimension
2L produit tensoriel des L espaces V;, engendré par les 2F configurations possibles d’un nombre
arbitraire de particules disposées sur L sites en tenant compte de la contrainte d’exclusion. Nous
aurons aussi besoin dans la suite de deux espaces vectoriels auxiliaires A et A’ de dimension
deux, engendrés par les deux configurations de deux sites auxiliaires appelés a et a’.

On notera [1); le vecteur de V(i) associé au site i occupé, et |0); le vecteur associé au site
i vide. De méme, on notera |1), et |0), (respectivement |1}, et |0)4) les deux vecteurs de A
(resp. A’) associés aux deux configurations du site a (resp. a'). Enfin, pour un produit tensoriel
de plusieurs espaces vectoriels associés a des sites 71, ..., 7, (sites du modele d’exclusion, ou
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sites auxiliaires), on utilisera de maniére interchangeable les notations |71),, ® ... ® |Ty)y,, €t
|71, Tm)ry,...rm DOUr les vecteurs associés aux configurations des sites 71, ..., 7, avec des
nombres d’occupation 7 pour le site . On notera cependant |71, ..., 77) les vecteurs de V (L),

sans indice indiquant les sites sur lesquels le vecteur est défini pour alléger les expressions.

Pour un site r, la base (|1),,|0),) de I'espace vectoriel associé au site r sera appelée dans la
suite la « base des configurations » de cet espace vectoriel. Pour un produit tensoriel de plusieurs
espaces vectoriels associés a des sites r1, ..., ry,, (comme par exemple V(L)), on appellera aussi
base des configurations de cet espace vectoriel la base formée par les vecteurs |71 ), ®. .. & |7 )y,
ordonnés dans l'ordre lexicographique inverse des m-uplets (71, ..., 7y ), c'est  dire dans l'ordre
(1,0, L, 5,0 s (Lo 11,00 s 11, 1,0, )0 1 1,0,0) 0 s ).

Nous allons maintenant définir des opérateurs locaux agissant sur deux sites r et s distincts,
pris parmi les L sites du modeéle d’exclusion (que 'on notera généralement par 'entier i compris
entre 1 et L), et les deux sites auxiliaires a et a’. Ces opérateurs locaux seront plongés dans un
sous espace de A ® A’ ® V(L) par des produits tensoriels avec Popérateur identité lorsque cela
sera nécessaire. On notera en indice de l'opérateur les deux sites sur lesquels il agit, et dont
I'ordre sera en général important. Les matrices locales des opérateurs seront données dans la
base locale (|1), ® |1)s, |1)r ® |0)s, |0), @ |1)s, [0), ® |0)s) des sites r et s.

On commence par définir 'opérateur de permutation P, qui échange les sites r et s, et
dont la matrice locale est

1 0 0 0
0010
0 0 01
Il agit sur un vecteur |p), ® |o)s comme
Prslp)r ® |o)s = |o)r @ |p)s - (9.18)

On définit aussi 'opérateur M, , dont la matrice locale est la matrice de Markov déformée locale

@3 :

0 O 0 0
0 —p qe7 0

M = 0 pe? —q 0 , (9.19)
0 O 0 0

dont l'action sur le vecteur |p), ® |o)s est
MT,S|P>T®|0>S = (—po, ,160,0_q5p,050,1)|p>r®|J>s+(pewép,léo,o+q6775p,050,1)|0>r®|p>s - (9.20)

On peut alors définir Popérateur R, o/(v) par

Ra,a/(y) =1+ I/Ma,a/ . (9.21)

Les notations utilisées pour les indices indiquent qu’il agit de maniére non triviale uniquement
sur A ® A’. Sa matrice locale est donnée par

1 0 0
0 1—pv gqge v
0 pe'v 1—qu
0 0 0

R(v) = (9.22)

o O O

On définit enfin 'opérateur de Lax £, ;(\) par

Lai(N) = Pag(1+ AM,,)]. (9.23)

)
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Il agit de maniére non triviale sur A ® V. On le définira aussi sur A’ ® V en remplacant
simplement le site a par le site a’. La matrice locale de £, ;(\) (ainsi que celle de L ;())) est
donnée par

1 0 0 0
- 0 pe’A 1—qgX O

£ = 0 1—pX g 7X O (9:24)
0 0 0 1

On va adopter une représentation graphique des six éléments de matrice non nuls des opérateurs
de Lax dans la base des configurations de A’ ® V', sous la forme de vertex constitués de deux
lignes entrantes et de deux lignes sortantes. L’élément de matrice (o(3]| ® {p|)La,i(N)(|0)q @|0);)
(on a, B, o et p sont égaux a 0 ou 1) sera représenté par une ligne horizontale entrante venant
de la droite et associée a «a, une ligne horizontale sortante partant vers la gauche et associée
a 3, une ligne verticale entrante venant du bas et associée a o, et une ligne verticale sortante
pointant vers le haut et associée a p. Les lignes associées au vecteur |1) seront dessinées en trait
plein, tandis que les lignes associées au vecteur |0) seront dessinées en pointillés. L’argument de
L,; sera rappelé prés du centre du vertex. On a donc les six diagrammes suivants, avec leurs
poids (éléments de matrice associés) respectifs :

1 1 peY A qe A 1—pA 1—qgA
P P: P: P P P:
i A J i (9.25)
D DY A D
B"‘J.""OZ ﬁ—<—:—<ﬁ /8—<— ——<—OZ /B—<— | Yol ﬁ ——<—OZ
i A i
o ol ox o ol o

Dans la suite, on omettra les fléches sur les lignes verticales et horizontales pour alléger les
diagrammes. On note que les seuls éléments de matrice non nuls sont tels que I’ensemble {a, o}
est égal a I'ensemble {f3, p}. L'opérateur de Lax L, ;()\) appliqué au vecteur |o), ® |o); est en
effet une combinaison linéaire de |a), ® |0); et de |0)q ® |);. L'opérateur L, ;(\) préserve en
particulier le nombre de particules total des sites a et 1.

On représentera aussi graphiquement les éléments de matrice de produits d’opérateurs de
Lax. On va illustrer cela sur ’exemple de I'élément de matrice suivant :

w = a,a’,i,j(la 0, 0, 1|['a’,j (M?)Ea’,i(,ul)La,j(A2)Ea,i()\1)|1, 0, 0, 1>a,a’,i7j . (926)

Cet élément de matrice peut s’exprimer comme une somme de huit produits d’éléments de
matrice d’opérateurs de Lax :

1

w=3"3"3"N (0] @ 1) L (2) (1B)ar © 10)7)] % [(lBl © {01) Lar i (1) (100 ® 7))
a=0 =0

=0 p=0

X [(a1 @ #p)La,j(A2)(la)a @ [1)5)] X [(ol] © {o]) Lai(M)([1)a @ 10):)] -

Le fait que les opérateurs de Lax préservent le nombre total de particules implique que les deux
seuls termes non nuls correspondent & (« = 1,4 = 0,0 = 0,p=1) et a (¢ = 0,08 = 1,0 =
1,p =0). On représente alors I’élément de matrice w comme une somme de deux diagrammes,
chaque diagramme étant construit en mettant bout a bout les représentations graphiques des
éléments de matrice des opérateurs de Lax correspondant (on raccorde les lignes en trait plein



9.2. FAMILLE DE MATRICES DE TRANSFERT 191

a des lignes en trait plein, et les lignes en pointillés & des lignes en pointillés). On a

LT o Jm_m
B | | B
w = p o + P o
| | (9.27)
)\2 :)\1 :)\2 )‘1
o T ————— S
j i j i

Un élément de matrice donné d’un produit d’opérateurs de Lax correspond & un choix des lignes
externes des termes de la représentation graphique. Les différents termes de la représentation
graphique correspondent alors aux différentes fagons de choisir les vertex internes. L’élément
de matrice du produit d’opérateurs se lit alors simplement sur la représentation graphique en
effectuant, pour chaque terme, le produit des poids des différents vertex.

9.2.2 Matrice de monodromie et matrice de transfert

Nous allons maintenant définir des opérateurs agissant sur plus de deux sites. Contrairement
A ce que nous avons fait dans le cas des opérateurs locaux, nous indiquerons seulement en indice
des opérateurs les sites auxiliaires sur lesquels ils agissent de maniére non triviale, pour alléger
les notations.

On définit tout d’abord la matrice de monodromie T,(\) par

Ta(N) = Laz(N) - LazNLar(N)]. (9.28)

Cet opérateur agit non trivialement sur A ® V(L). On définira de la méme maniére T/ ()
agissant sur A’ ® V(L). On peut représenter graphiquement les éléments de matrice de T, (\)
comme on 'a expliqué précédemment. Chaque élément de matrice de T, (\) est représenté par
un seul diagramme, et non pas une somme de diagrammes : il existe une seule facon de disposer
les vertex. Par exemple, pour I’élément de matrice

w = a,1,2,3,4,5,6,7<05 1, Oa 1, Oa 1, Oa 1| Ta()‘) |1a 0) 15 1, Oa 0) Oa 1>a,1,2,3,4,5,6,7 ) (929)

d’un systéme avec L = 7, on a la représentation graphique suivante :
_ A A ‘)\ A ‘)\ A A
W= _ |- ________ R : e e oo = a

(9.30)
On définit aussi la matrice de transfert ¢(\) comme la trace sur 'espace auxiliaire de la matrice
de monodromie :

(1) = Tra T.(V) |, (9.31)

ou Tr, est la trace sur I'espace auxiliaire A. L’opérateur ¢(\) agit donc sur V(L). Le paramétre
A sera appelé dans la suite le paramétre spectral. Les éléments de matrice diagonaux de ¢(\)
(dans la base des configurations de V(L)) sont tous non nuls et peuvent étre représentés graphi-
quement par une somme de deux diagrammes correspondant aux deux états possibles du site
auxiliaire. Les autres éléments de matrice non nuls de ¢(\) sont représentés graphiquement par
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un seul diagramme, 1'un des choix de I'état du site auxiliaire ne permettant pas de construire
un diagramme compte tenu des six vertex permis. Par exemple, pour I’élément de matrice

w' =123456,71,0,1,0,1,0,1] £(X) [0,1,1,0,0,0,1)1,2,3456,7 » (9.32)

d’un systéme avec L = 7, aucun diagramme ne peut étre dessiné en utilisant seulement les six
vertex autorisés, et 1’élément de matrice w’ est donc nul. Par contre I’élément de matrice

w” = 1,2,3,4,5,6,7<1a 0’ 15 0’ 15 O’ O| t()‘) |Oa 1, 17 0, 07 0, 1>1,2,3,475,6,7 (933)

peut étre représenté graphiquement par

EN| I
:
I
I
I
I
I
I
-_—— - ==L
[ |
I
I
I
I
I
I
|
C;‘____
)J;_________
w |
o
)__‘____

(9.34)
Enfin, pour I'élément de matrice diagonal
’U)m == 172,3<1,0, 1| t()\) |1,0, 1>1,273 s (935)
on a la représentation graphique
w” = N A Ay ‘A A ‘A
3 2 1 ‘3 2 ‘
(9.36)

D’apres la représentation graphique de t(\), on note en particulier que la matrice de transfert
conserve le nombre total de particules des L sites. Nous verrons dans la suite que la matrice de
transfert ¢(\) est la matrice de transfert du modeéle a six vertex sur un anneau. Nous établirons
aussi le lien précis entre la matrice de Markov du modeéle d’exclusion et la matrice de transfert.
Enfin, nous montrerons que les opérateurs t(\) et ¢(u) pour deux paramétres spectraux A et p
commutent.

9.2.3 Lien avec le modéle a six vertex

Nous allons maintenant montrer que la matrice de transfert ¢(A\) que l'on vient de définir
est en fait la matrice de transfert du modéle & six vertex sur un cylindre.

On considére un réseau rectangulaire de L sites dans la direction horizontale par M sites dans
la direction verticale. Chaque aréte peut étre représentée soit en trait plein, soit en pointillés.
On impose que chacun des M x L vertex de ce réseau soit égal a I'un des six vertex suivants,
auxquels on a associé des poids wi & wg :

w1 w2 w3 W4 Wws We

}
:
|
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A une configuration des vertex sur le réseau, on associe un poids égal au produit des poids
des différents vertex qui la composent. La fonction de partition Z, 5; du modele a six vertex
est alors donnée par la somme des poids de toutes les configurations possibles des vertex. Plus
précisément, on appellera Zy (71,...,77) la fonction de partition avec des conditions aux
bords périodiques dans la direction horizontale, et avec une configuration (71, ...,7) des arétes
sur la M-iéme ligne (7; = 0 correspondant & une aréte en pointillés et 7, = 1 & une aréte en
trait plein). On ne spécifiera pas les conditions aux bords sur la premiére ligne. On peut alors
écrire
1
ZL,M—i—l(Tl;---;TL): Z tGV(Th---7TL’0'1,---,UL)ZL,M(0'17---,O'L)7 (938)

01,...,0,.=0

ou tgy est la matrice de transfert du modeéle a six vertex qui impose que seules les configura-
tions possibles des vertex contribuent a I’équation de récurrence précédente pour la fonction de
partition. On constate alors que la matrice de transfert définie précédemment comme trace sur
I'espace auxiliaire de produits d’opérateurs de Lax est précisément la matrice de transfert du
modele a six vertex avec les poids donnés en [@20)) : w1 = 1, wo = 1, w3 = peI\, wy = qe T\,
ws =1—pletwg=1-—qA\.

9.2.4 Lien avec la matrice de Markov

Nous allons maintenant établir le lien entre la matrice de Markov déformée et la matrice de
transfert t(\) qui a été construite précédemment. On va montrer que la matrice de transfert avec
un parameétre spectral nul ¢(0) est 'opérateur qui décale d’un site vers I'avant les particules, et
que la matrice de Markov déformée s’exprime en fonction de la matrice de transfert par

M(vy) =t0)t"0)]. (9.39)

Pour A = 0, les poids des vertex de £, ;(\) deviennent

1 1 0 0 1

1
% J %
9—4—— —4—:0—4— - - - —0—4—— ——<—|0
+ + |

et 'opérateur de Lax L,;(0) est simplement égal a 'opérateur de permutation P, ; entre les
sites a et 7. Pour une configuration (7,...,7) des L sites du modeéle d’exclusion a laquelle on
associe le vecteur |1y,...,71) de V(L), on peut alors écrire

1

1

A

1
Lo

t(O)‘Tl, - 7TL> = a(o’PmL .. -Pa,l(’0>a (024 ‘Tl, - ,TL>) +a<1‘Pa,L .. -Pa,l(‘1>a (024 ’Tl, - ,TL>)

(9.41)
1
= Za(a||TL>a X o, Ty Too1) = T, T T
a=0
On trouve donc bien que l'opérateur ¢(0) décale d’un site vers I’avant les particules.

On passe maintenant a opérateur ¢'(0), qui s’écrit en fonction des opérateurs de Lax sous
la forme

#(0)=>"> dolPar .. Pais1Ly;(0)Pas 1 ... Pasla) . (9.42)
a=0 i1=1
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On a tenu compte du fait que les opérateurs de Lax pour un parameétre spectral nul sont des
opérateurs de permutation. On peut faire passer tous les opérateurs de permutation a droite de
L'g /(0) dans I'équation précédente en utilisant la relation P, ;Uq 1

ybyeey

LPai =Uia, . i-1ai+1,..L

valable pour tout opérateur U agissant sur les sites a, 1, ..., L. On obtient alors
1L
=> ) olLiy (0 Par - Paig1Pair-. Pagle) . (9.43)
a=0 i=1
Pour le vecteur configuration |7,...,77) de V(L), on a alors
1L
t’(O)‘Tl, . 7TL> = Z Z 57’1,Oé£;+1,i(0)‘a7 TlyewoyTim2y Tiy Tie1y Tidt1y - - ,TL_1> , (9.44)
a=01i=1
ot on a utilisé I'action des permutations sur |a) ® |71,...,71) et le fait que £, ;(0) n’agit pas

sur le site auxiliaire. Intercalant ¢~1(0), on obtient donc

tl(O)til(O)’Tl,..., ZﬁlJrll ’Tl,TQ,...,Ti_l,Ti+1,Ti,Ti+2,...,TL> . (9.45)

Les poids des vertex associés a £, ;(0) sont donnés par

0 0 pe’ qge™ " —p —q
: L L : : Loy o (9.46)
L0 T =1 N =100 N =20 NN =100 N 110}
i i i

et I'on peut écrire

141, (0)(ITix1)i @ [Ti)iv1) =(pe¥ 07 105,410 + g€ 05,0070 1) |Tiv1)i @ |Ti)ita (9.47)
+ (_p67i7157i+170 - q67i7057i+171)|7—i>i & |Ti+1>i+1 .

On trouve donc finalement

t'(0)t~1(0) |1, ..., L) (9.48)
= Z (P67, 16710 + Q€ 707,007, 1)1, T2s - ooy Tim 1 Tide 15 Tis Tt 25 -+ - » TL)
i=1
_(p(STi,léTi+1,0 + q6T¢,05Ti+1,1)|T1, 7—2, L) aT’L'*17 Ti? Ti+la Ti+25 L aTL>:| .

On constate que 'opérateur ¢'(0)t~1(0) est identique & la matrice de Markov déformée M (7).

La construction précédente de la matrice M(y) a partir de la matrice de transfert peut
étre généralisée pour obtenir d’autres opérateurs agissant de maniére locale sur 'espace des
configurations [I66], [T67] : on peut en effet montrer que l'opérateur défini comme la dérivée
k-iéme en A = 0 du logarithme de t(\) peut s’écrire comme une somme d’opérateurs n’agissant
que sur k + 1 sites consécutifs.

9.2.5 Relation de Yang-Baxter et commutation des matrices de transfert

Nous allons maintenant montrer que les opérateurs ¢(A) pour différentes valeurs du para-
métre spectral A commutent entre eux, et commutent donc aussi avec la matrice de Markov
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déformée. Pour cela, on va utiliser le fait que les opérateurs £ et R vérifient 1’équation de
Yang-Bazter (locale)

Ra@/(@()\, M))‘Ca,i()‘)[’a/,i (M) = ['a,i(lu’)‘ca’,i(A)Ra,a/ (90()" :U’)) ) (949)

ot la fonction ¢ est définie par

-y
z,y) = : 9.50
#ley) == (p+ q)y + pary (9:50)

Une maniére simple de vérifier cette propriété consiste a écrire les matrices huit par huit des
opérateurs R, o/, L4 et Ly ; plongés dans A ® A’ ® V, et a les multiplier. On trouve alors que
les matrices correspondant au membre de gauche et au membre de droite de ([IZ9) sont égales
si la fonction ¢ est définie par ([IO). L’équation de Yang-Baxter peut aussi étre vue comme
une conséquence du fait que les matrices de Markov locales vérifient ’algébre

9.51
9.52
9.53
9.54

Mz%i—i—l =—(p+ )M it

M; i1 M1 iy oM i1 = pqM; ;11

M; i1 M1 iM; i1 = pgM; ;41

M1 M1 = MjjaMiipn sili—jl>2,

appelée algébre de Temperley-Lieb [I68] 169 [I8].
L’équation de Yang-Baxter ([IZ9)) est une propriété trés importante : elle est la clef de I'in-

tégrabilité du modéle. Le fait que les matrices de transfert constituent une famille commutante
a un paramétre continu est en effet une conséquence directe de (ZZ9). On va tout d’abord
montrer que 1’'on peut remplacer les opérateurs de Lax dans I’équation de Yang-Baxter par des
matrices de monodromie. On peut tout d’abord écrire

R (@(A, 1)) Ta(AN) T (1) (9.55)
= Roa (p(A, 1)) (Lar - - Ea,Q()‘)Ea,l()‘)) (Ea’,L(M) e Ea’z(ﬂ)ﬁa’,l(ﬂ)) .

Les opérateurs L, ;(\) et Ly ;(p) commutent pour i # j vu qu’ils n’agissent pas sur les mémes
sites. On a donc

Ra,a/ (90()" :U’))Ta()‘)Ta/ (:U’) (956)
= Row (A 1) (LapN)Lar (1)) - - (La2(N)Lar 2(1)) (Laa(N)Lar1 (1)) -

On peut maintenant utiliser I’équation de Yang-Baxter L fois de suite pour faire commuter les
Lqi(N) et Ly (). On obtient
R (9(A, 1) Ta (M) T (1) (9.57)
= (La,t(W)La,L(N)) - (La2(1)Lar2(N)) (Lagt (1) Lar,1(N) Raar (9(X, 1)) -

On regroupe tous les £, (1) & gauche et tous les Ly ;(A) & droite. On obtient alors la relation
de Yang-Baxter (globale) pour la matrice de monodromie :

Ra@/(@()\, M))Ta(A)Ta’ (M) =T (M)Ta’ ()‘)Ra,a’ (90()" :U’)) : (958)

Comme R, (V) est génériquement inversible, on peut alors multiplier I’équation précédente
par Ry q(¢(\, )™t et prendre la trace sur les espaces auxiliaires A et A'. La cyclicité de la
trace permet finalement de conclure que

[t () = t)t(V) | (9.59)

Comme la matrice M () s’exprime en fonction de la matrice de transfert par (Z39), on note
que la relation (@5J) implique que la matrice M (y) commute avec la matrice de transfert ¢(\)
quelle que soit la valeur du parameétre spectral A.

(9.51)
(9.52)
(9.53)
(9.54)
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9.2.6 Opérateurs de la matrice de monodromie

Nous allons maintenant définir, & partir de la matrice de monodromie, des opérateurs agis-
sant sur V(L). Ces opérateurs seront utilisés dans la suite pour diagonaliser la matrice de
transfert.

Dans la base (|1)4, |0)q) de I'espace auxiliaire A, la matrice de monodromie peut s’écrire
sous la forme d’une matrice deux par deux d’opérateurs agissant sur V(L). On écrira

AN B
Ta()‘) - < C(}\) D(}\) ) s (960)

ou, de maniére équivalente

AN = HTAN))a B(A) = «1[T(A)[0)a
(9.61)
CA) = 01T (M) 1)a D(A) = {0[T(N)|0)q
La matrice de transfert s’exprime alors simplement en fonction des opérateurs A et D :
t(\) = AN+ D(A) . (9.62)

La relation de Yang-Baxter ([IZOR) impose alors seize relations algébriques quadratiques entre
les opérateurs A(A), B(A), C'(X\) et D()). Ces seize relations sont données en appendice
Trois d’entre elles seront particulierement utiles dans la suite :

1 1- q(p()‘az)

ANC(E) = s CAW) - 82T o)A (9.63)
DONC(2) = mcw)p(x) - %C(A)D@) (9.64)
C(z)C(¢)=C()C(2) . (9.65)

Elles permettront en effet de montrer que I’Ansatz de Bethe algébrique que nous présenterons
plus tard donne les états propres de la matrice de transfert.

9.2.7 Matrice de transfert inhomogéne

Avant de passer a la diagonalisation de la matrice de transfert qui a été définie précédemment,
nous allons montrer qu'il est possible de généraliser la construction précédente pour obtenir une
matrice de transfert inhomogéne. Nous verrons dans la suite qu’il est nécessaire de considérer
des matrices de transfert inhomogeénes dans le cas du modéle d’exclusion & plusieurs classes de
particules. Nous présentons cependant la construction de la matrice de transfert inhomogéne
dés maintenant, pour le modele & une classe de particules, qui est un peu plus simple.

On note que la fonction ¢ vérifie la propriété suivante :

[e(p(x,0), 0y, 0)) = ¢(@,y)]. (9.66)

Cette propriété permet de définir une famille commutante de matrices de transfert inhomogénes.
On définit 'opérateur de Lax L, ; avec une inhomogénéité o au site 7 par

£a,i()‘7 Oé) - ‘Ca,i((p()‘a a)) - Pa,i(]l + (p()‘a Q)Ma,i) ’ (967)
ainsi que la matrice de monodromie inhomogéne

Ta()\, {a}) = La,L()\, aL) e La’Q()\, 042)[,(171()\, 011) s (968)
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avec L inhomogénéités a; aux L sites ¢, et la matrice de transfert inhomogéne
t(\ {a}) =Tr, TN\ {a}) . (9.69)

Ces opérateurs inhomogeénes se raménent aux opérateurs homogenes si toutes les homogénéités
a; sont nulles. D’apres la propriété (LG0) de la fonction ¢, 'équation de Yang-Baxter locale
s’écrit alors

Ra,a/(@()wﬂ))ﬁa,i()‘aO‘)Ea’,i(/%a) = ﬁan‘(/iaO‘)Ea’,i()HQ)Ra,a’(ﬁﬁ()Hli)) . (9.70)

On constate que la matrice R ne dépend pas de l'inhomogénéité «. On a donc, de la méme
maniére que dans le cas homogeéne, une équation de Yang-Baxter globale pour la matrice de
monodromie :

Ra,a’(@()H :U'))Ta()H {a})Ta’ (:ua {a}) = Ta(M7 {a})Ta’ ()‘7 {a})Ra,a’ ((P()H :U')) : (9-71)

Ceci implique alors, par le méme raisonnement que dans le cas de la matrice de transfert
homogéne, que les matrices de transfert inhomogénes forment une famille commutante pour les
différentes valeurs du paramétre spectral (mais les mémes inhomogénéités) :

tA{e)t(p, {a}) =t {aPt(A {a}) - (9.72)

On peut encore une fois écrire la matrice de monodromie T}, (A, {a}) comme une matrice deux
par deux d’opérateurs A, B, C et D agissant sur V(L) :

(A {a) BO{a))
T““’{“})‘<C<A,{a}> DO {a]) ) (9.73)

Comme la matrice R ne dépend pas des inhomogénéités, 1’algebre des opérateurs A, B, C' et D
est la méme que dans le cas homogene (voir section [LAZ3).

9.3 Ansatz de Bethe algébrique

Nous présentons dans cette section la formulation algébrique de I’Ansatz de Bethe |70, T04],
qui permet de diagonaliser la matrice de transfert qui a été construite dans la section précédente.
9.3.1 Ansatz de Bethe algébrique pour la matrice de transfert homogeéne

La formulation algébrique de I’Ansatz de Bethe consiste & construire les vecteurs propres de
la matrice de transfert ¢(\) en appliquant des « opérateurs de création » sur un état fondamental.
On choisit pour état fondamental le vecteur

1) =10)1 ®|0)2®...®0) . (9.74)

Il s’agit du vecteur de V(L) engendré par la seule configuration pour laquelle tous les sites sont
vides. Le vecteur |2) est donc vecteur propre de l'opérateur nombre de particules avec valeur
propre 0. Il est aussi vecteur propre des opérateurs A(A) et D()\) :

AN)Q) = pleNE|Q) (9.75)
DN)Q) = |Q) . (9.76)

Le vecteur [Q2) est donc vecteur propre de la matrice de transfert ¢(\) :

tN)|Q) = (A(\) + D(V)[Q) = (1 + ple™AE) ) . (9.77)
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Les autres états propres de la matrice de transfert vont étre construits en appliquant sur 'état
fondamental |Q2) des opérateur C'(Z;). On note en effet que C'(\) appliqué a un vecteur propre
de I'opérateur nombre de particules de valeur propre n donne un vecteur propre de I'opérateur
nombre de particules de valeur propre n+1. Au contraire, B(\) diminue le nombre de particules
d’une unité, tandis que A(A) et D()\) le laissent inchangé. Etant donnés n paramétres Z1, ...,
Zn, on définit le vecteur

[10({2})) = C(21)C (%) ... C(2)[9) |, (9.78)

qui est vecteur propre de l'opérateur nombre de particules avec la valeur propre n. D’aprés
la relation de commutation (LGH), le vecteur [¢({Z})) ne dépend pas de I'ordre des Z;. Nous
allons montrer dans la suite qu'il est possible de choisir les Z; de telle sorte que [1)({Z})) soit
un vecteur propre de la matrice de transfert ¢(\).

9.3.2 Application de t()\) sur le vecteur [({Z}))

On applique au vecteur [p({Z})) les opérateurs A(\) et D()), dont la somme est égale a
la matrice de transfert ¢(\). Les relations quadratiques ([LG3) et (@6d) permettent de faire
commuter respectivement le A(\) et le D(\) vers la droite. Une fois arrivés a la gauche de |w),
A()N) et D(X) peuvent alors étre éliminés en utilisant ([@770) et (Z6).

On note que les relations quadratiques ([Z63)) et (LG4 comportent chacune deux termes dans
le membre de droite. Avec le premier terme, A(\) et C(2) (ou D(\) et C(2)) sont commutés,
chacun gardant son argument. Avec le second terme, A(\) et C'(2) (ou D(A) et C(Z)) sont
commutés mais échangent leurs arguments. L'utilisation n fois de suite de la relation (@LG3])
ou (@IE) va donc engendrer & la fois des termes proportionnels au vecteur |¢({Z})), appelés
« termes voulus », et des termes non proportionnels au vecteur |[1)({Z})), appelés « termes non
voulus », dans lesquels 1'un des Z; est remplacé par A.

D’apres (@63), [@64), [@7H) et ([@ZA), les termes voulus engendrés par la commutation de
A()N) et D(X) sur le vecteur |1({Z})) sont donnés par

AN ({E}) = pheTA" H pew [¥({z})) + NV (9.79)
D) -11 pew}%A) B({E}) + NV . (9.80)

On a noté NV les termes non voulus. Comme les opérateurs C'(z) commutent, les termes non
voulus peuvent s’écrire comme des combinaisons linéaires des vecteurs |1;({Z})) définis par

1Y ({Z}) = C(21) ... C(z-1)C(N)C(Zj11) - .. C(20)[) - (9.81)

On s’intéresse au terme non voulu proportionnel a v ({Z}). Celui-ci est obtenu en échangeant
largument de C(z1) et A(A) (ou D()N)) dans la premiére commutation, et en préservant pour
toutes les commutations ultérieures les arguments des opérateurs. On a donc

peY (A, Z1) (21,%)

A@W}»:(_M) o | G m@Em + 08

DO{E)) = (—M) M|tz +.. (9.83)

(21, A) )\ pere(z), 21)

ou les ... représentent les termes engendrés ne contenant pas |11 ({Z})). Comme les C'(Z) com-
mutent (ELE0)), les termes restant peuvent étres déterminés simplement en permutant les z;. On
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trouve donc

n

ANRAED) = | ] =5

J=1

ew (p"e™A") [e({2}) (9.84)

(Lo [ L n g
+zzl< peYp(A, Z;) ) 31—11 peo(Zi, %) ( ) [0i({2}))
(7#1)
et

lW({Z})) (9.85)

9.3.3 Equations de Bethe

Connaissant 'action de t(\) = A(X\) + D(\) sur le vecteur [¢({Z})), on peut maintenant
déterminer des conditions sur les Z; pour que ce vecteur soit vecteur propre de la matrice de
transfert. Si ’on suppose que les vecteurs |¢);({Z})) sont linéairement indépendants, I’annulation
des termes non voulus donne

1 —qp(A, 5z‘)> - 1 L LysL < 1 — pp(Zi, )\)> - 1
—_ — p e 'z +| — = ~ ~ =0.
< peY (A, %) JI;II peYp(Z, Zj) ( ) peTp(Zi, A) ]1;[1 pevp(Z), Zi)
(5 #1) (3#1)
(9.86)

On note que la dépendance en \ factorise. En effet, d’aprés 1'expression (A1) de ¢, on a

l-ap(Mz) _ (A-gNA-pz) 1-pp(EA) (A -V~ pZ)
o(NE) N3 t G - . (9.87)

On peut donc écrire les équations de Bethe suivantes

L L’\/~L SO Z“Z] 9 .88
H oG5 (9.88)
(J#l)
On pose
.7
P= 9.89
“j pe (9.89)

Utilisant 'expression (ZZ0) de la fonction ¢ et exprimant les Z par en fonction des zj, les
équations de Bethe se réécrivent

n — —
ZZ-L _ (_1)n71 H p—(p+ Q)eiyzi + qeizyzizj ) (9.90)
+q)e Vzj + qem 2z

Il s’agit des mémes équations de Bethe (B2 que nous avions obtenues par I’Ansatz de Bethe
en coordonnées a la section Edldu chapitre Bl Si les z; vérifient les équations de Bethe, le vecteur
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|t({Z})) est alors vecteur propre de ¢(A). Comme les équations de Bethe ne dépendent pas du
parametre spectral A, le vecteur propre [¢({Z})) n’en dépend pas non plus : il s’agit donc d'un
vecteur propre commun a tous les ¢(A), ainsi qu’a la matrice de Markov déformée M (7).

On trouve finalement que le vecteur |¢p({Z})) est vecteur propre de t(\) avec la valeur propre

n

E\{2)) = LHLHpe'np 5 H G (9.91)

Utilisant I'expression (LA0) de la fonction ¢ et exprimant encore une fois les Z; en fonction des
zj, on obtient

vy ) n _ V.
E(\ =) = eLuLHP p*‘-’e tpae T AR OAT AT (g gn)

(peYX — zj) i zj — peTA

La valeur propre E(\,{z}) semble posséder des poles en A = z;. Cependant, le fait que les z;
sont solution des équations de Bethe (ZO) implique que E(A, {z}) est réguliére en A = z;. On
peut en fait obtenir les équations de Bethe en demandant ’annulation de ces poles en A, sans
avoir a considérer ’annulation des termes non voulus.

D’apres ([39), la valeur propre de la matrice de Markov déformée correspondant au vecteur
propre |¢)({Z})) s’obtient en prenant la dérivée logarithmique en A = 0 de la valeur propre (L32)
de la matrice de transfert E(A,{z}). On a donc

E(n) =Y (p Ty q)) . (9.93)

Z;
i=1 v

On retrouve bien la méme expression que celle qui avait été obtenue par 1’Ansatz de Bethe en
coordonnées ([BI2)). Le lien précis entre I’Ansatz de Bethe en coordonnées et I’Ansatz de Bethe
algébrique a été présenté par Golinelli et Mallick [I7T] pour le modeéle d’exclusion totalement
asymétrique.

On note que 'on aurait pu prendre pour état de base |Q2) le vecteur |1); ®...|1) au lieu du
vecteur |0); @ ...|0)r. Dans ce cas, les états propres a n particules doivent étre construits en
appliquant L —n opérateurs B(Z;) sur I’état de base. La valeur propre de la matrice de transfert
est alors donnée, en fonction des L — n racines de Bethe Z;, par

E(\{2}) = ¢Fe AL H , (9.94)

qewkzg quwzg,)

tandis que les équations de Bethe deviennent

~LvsL H pl& %) (9.95)
(J#Z)

On appelle |pc(Z,€7,n)) le vecteur construit avec n opérateurs C'(2) et [p(2,e7,n)) le vecteur
construit avec L —n opérateurs B(2). Comme ces deux vecteurs correspondent & deux maniéres
de diagonaliser le méme opérateur t(\), il doit exister des Z; solution des équations de Bethe
[@XY]) et des Z solution des équations de Bethe (UH) tels que les vecteurs |c(Z,e7,n)) et
|p(2,e7,n)) soient colinéaires. En particulier, les valeurs propres de t(\) associées, notées
respectivement Ec(Z,e7,n) [@3) et Ep(Z,e7,n) [@34), doivent étre égales.

Mais, on constate que les transformations n — L —n, pe?” — ge™7, et Z; — Z; appliquées
a la valeur propre Ec(Z,e7,n) ([T et aux équations de Bethe correspondantes pour les Z;
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([@ER) donnent la valeur propre Ep(Z,e7,n) et les équations de Bethe correspondantes. Donc,
on peut aussi écrire E¢(2,qe™7/p, L —n) = E(z,e?,n). Ceci implique finalement qu’il existe,
pour chaque ensemble de n racines de Bethe z;, un ensemble de L — n racines de Bethe 2;
tels que Ec(2,qe77/p,L —n) = Ec(Z,e7,n). Le spectre de la matrice de transfert est donc
invariant par la composition des deux transformations n — L — n et pe” — ge™”. Par contre,
contrairement & la matrice de Markov, une seule des deux transformations prise isolément ne
laisse pas le spectre de la matrice de transfert invariant.

9.3.4 Ansatz de Bethe algébrique pour la matrice de transfert inhomogéne

On passe maintenant a la diagonalisation par Ansatz de Bethe algébrique de la matrice de
transfert inhomogéne décrite a la section On considére le méme vecteur de base que dans
la section précédente :

Q) =10)1 ®|0)e®...®10)L . (9.96)

On va lui appliquer des opérateurs C(Z;,{a}) définis a partir de la matrice de monodromie
inhomogéne pour construire les autres vecteurs propres de la matrice de transfert inhomogéne
t(A, {a}). On pose

({2} {a})) = C(21,{a})C (22, {a}) ... C(Zn, {a})|2) . (9.97)

Comme dans le cas de la matrice de transfert homogene, on veut appliquer A(\, {«a}) et
D(\ {a}) sur le vecteur [p({Z}, {a})) et les faire commuter vers la droite. Comme D’algebre
des opérateurs A, B, C et D de la matrice de monodromie est la méme que dans le cas homo-
géne, on va générer les mémes termes voulus et non voulus avec les mémes coefficients. La seule
différence va provenir du fait que l'action de A(X, {a}) et D(\, {a}) sur le vecteur de base 2
dépend maintenant des «;. D’aprés la définition de la matrice de monodromie et de 'opérateur
de Lax inhomogeéne, on a en effet

A A} [v({z} {a})) ( L”Hso (A ai ) [P ({z}, {a})) (9.98)
D {a)lv({z},{a})) = rw<{z},{a}>> : (9.99)

De la méme maniére que dans le cas homogene, on trouve alors que le vecteur [p({Z}, {a})) est
vecteur propre de t(A, {a}) si les équations de Bethe suivantes sont vérifiées :

L n
Lelr T v cu) = H (9.100)
i=1 =
(J#Z)

On constate que la seule modification par rapport au cas homogeéne est le remplacement de 2{4
par H@'L:1 ©(Z;, ;). Si tous les «; sont nuls, les équations de Bethe inhomogeénes se raménent
aux équations de Bethe homogénes.

La valeur propre de t(\, {a}) de vecteur propre |¢)({Z},{a})) est alors donnée par

::]:

B\ {2}, {a}) = L’*Hso A ay) H

(9.101)

L peT o >\ Z;) pew Zjy A

]:

Comme dans le cas homogéne, on constate que les équations de Bethe assurent que la valeur
propre E(), {Z},{a}) n’a pas de poles pour A égal a I'un des Z;.
9.3.5 Valeur propre de ¢(\) et équation de Bethe fonctionnelle

Nous allons maintenant étudier le lien entre la formulation fonctionnelle des équations de
Bethe et la valeur propre de la matrice de transfert.
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Modéle homogéne

On peut effectuer les changement de variables

1—-t ; 1—y,
-1 ot F=-L—p it YU (9.102)
1—xt pe” 11—y

A=p

dans l'expression de la valeur propre E(A,{z}) de la matrice de transfert, et introduire le
polynoéme

(t—v) . (9.103)
1

On obtient alors (avec z = ¢/p)
Q) [ (1 —at)y "B\ {2})] = (1 — ) Q(at) + 2™ (1 — 2t)*Q(t/z) . (9.104)

Par comparaison de cette équation avec ’équation de Bethe fonctionnelle (EZI0), on constate
que le polynome R(t) s’exprime en fonction de la valeur propre de la matrice de transfert

R(t) =" (1 —at)" B\, {2}) |, (9.105)

avec la relation (ELI02) entre ¢ et A, les z; étant la solution des équations de Bethe correspondant
au polynéme R(t).
Modéle inhomogéne

On peut effectuer sur la valeur propre E(\,{z},{a}) le changement de variable suivant
[T sur A, les zj, et les o

1= - 1 1=y 1 1-p;
1 1 j 1 J
_ - t oy = . 1
A=p T G=P oy, et « =2, (9.106)
Notant R(t) le polynéme (si les Z; sont solution des équations de Bethe) en ¢
L
R(t) = e E\, {2}, {a}) [](8) — =t) (9.107)
1=1
on trouve l’équation de Bethe fonctionnelle inhomogéne
L L
QMR(t) = e"Qat) [ (83 — ) + 2"Q(t/x) [ [ (8; — 1) (9.108)
i=1 i=1

Dans la limite 3; — 1 (a; — 0), I’'équation de Bethe fonctionnelle inhomogeéne ((ZI0X]) se rameéne
a I’équation de Bethe fonctionnelle homogéne.

9.4 Matrice de transfert pour le modéle & N classes de particules

Nous construisons dans cette section une famille de matrices de transfert & un paramétre
commutant avec la matrice de Markov du modeéle d’exclusion asymétrique & plusieurs classes de
particules. Nous devrons pour cela considérer des espaces vectoriels V; et A de taille supérieure
a deux.
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9.4.1 Opérateur de Lax et matrice R

Pour un systéme & N classes de particules, 1’espace vectoriel V; engendré par les N + 1
configurations du site ¢ (site vide ou occupé par une particule appartenant a une des N classes)
est de dimension N + 1, de méme que les espaces auxiliaires A et A’ correspondant aux sites a
et a’. Le produit tensoriel V(L) des L espaces V; est maintenant de dimension (N + 1)%.

Pour un site r (site du modéle d’exclusion ou site auxiliaire), on note 1), le vecteur de
I'espace associé au site, correspondant a une particule de premiére classe, |2), le vecteur corres-
pondant & une particule de deuxiéme classe, ..., |N), le vecteur correspondant a une particule
de N-iéme classe, et [N + 1), le vecteur correspondant & un site vide, que 1'on identifie & un site
occupé par une particule de classe N 4+ 1. Dans le cas N = 1 qui a été considéré précédemment,
on utilisait la notation |0), au lieu de |2), pour le vecteur associé a un site vide. Il est cependant
plus pratique de traiter les sites vides comme des sites occupés par des particules de type N +1
dans le modéle & plusieurs classes de particules, a cause de la structure hiérarchique des taux
de transition.

[’Ansatz de Bethe emboité que nous allons présenter pour le modeéle & N classes de par-
ticules correspond a N utilisations successives de ’Ansatz de Bethe présenté précédemment,
la premiére fois sur un systéme & N classes de particules, la suivante sur un systéme & N — 1
classes de particules, ..., et la derniére sur un systéme a deux classes de particules.

La matrice de Markov M pour N classes de particules agit sur l'espace V' (L). Pour tout
site 4, elle peut échanger les particules de classes (différentes) 7; et 7,41 placées respectivement
sur les sites ¢ et ¢ + 1. Cet échange s’effectue avec un taux p si 7; < 7,41 et avec un taux ¢ si
T; > Ti+1. Pour étudier les fluctuations du courant, on a défini au chapitre [ une déformation
M ({~}) de la matrice de Markov, dépendant de parameétres +, , comptant le déplacement total
di aux échanges entre les particules de classes o et p. Dans la suite, on ne notera pas explicite-
ment la dépendance en {v} de la matrice de Markov déformée, qui sera simplement notée M.

Comme pour le cas N = 1 considéré précédemment, on va définir des opérateurs locaux
agissant sur deux sites. On définit tout d’abord l'opérateur permutation P, g, qui échange les
sites r et s :

Prslp)r @ |o)s = |o)r @ [p)s - (9.109)

On définit aussi 'opérateur M, s, dont la matrice locale est la matrice de Markov déformée
locale du systéme a plusieurs classes de particules, par

Mr,8|p>r ®|o)s = (_p1p<o - q]10<p)|/0>r ® |o)s + (pe™r 1,co + qe_%’p]10<p)|0>r ® |p)s
= (pllp<o + q]10<p)(_]1 + Pr,sGr,s)|p>r ® |J>s s (9110)

ou l'opérateur G, s est défini par

N+1N+1
Grs = Z Z e (p)r (pl) ® (lo)s o) (9.111)
p=1 o=1
la matrice des v, étant antisymétrique : v, , = —7o,p €t 7,, = 0. L'opérateur R, est alors
donné en fonction de M, o par
RoowN) =1+vM, . (9.112)

On définit enfin I'opérateur de Lax homogéne par

Lai(A) = Poi(1+ AM,) , (9.113)
et 'opérateur de Lax inhomogéne par

Lai(N @) = Lai(p(A, @) . (9.114)

La fonction ¢ est toujours définie par (A0), ce qui implique en particulier que l'opérateur de
Lax homogeéne est égal a 'opérateur de Lax inhomogéne avec une inhomogénéité nulle.
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9.4.2 Matrice de monodromie et matrice de transfert

A partir de 'opérateur de Lax homogeéne, on définit comme dans le cas N = 1 la matrice
de monodromie homogene T, (A (qui agit sur A® V(L)) par

To(N) = Lar(N) ... Lag(N)Laa(N) , (9.115)
et la matrice de transfert homogene () agissant sur V(L) par
t(A\) = Try T, (N) . (9.116)

Cependant, contrairement au cas N = 1 pour lequel il était possible de considérer seulement
la matrice de transfert inhomogéne, nous serons obligés, lors de la diagonalisation de t()\), de
considérer des matrices de transfert plus générales que ¢(\). On est alors amené & définir la
matrice de monodromie inhomogéne

To(\ {a}) = Laz(\ar) ... Laz(h a2)Lar(N a1) (9.117)

et la matrice de transfert inhomogene par [89)
tO\, {a}) = Tr, [UgMTa(A, {ab] | (9.118)

ott 'on a introduit un nouvel opérateur UéN), diagonal dans la base des configurations de A :

N+1

UM = Zu )|B)adlB] - (9.119)

(N)

L’ajout de cet opérateur U, '’ dans la définition de la matrice de transfert inhomogéne sera
nécessaire lors de la diagonalisation de la matrice de transfert homogéne, de méme que 'ajout
des inhomogénéités. On note que la matrice de transfert homogene ¢(\) est donnée en fonction de
la matrice de transfert inhomogéne en prenant toutes les inhomogénéités a; nulles, et 'opérateur
UéN) égal a l'identité.

Comme pour le cas N = 1, on peut montrer que la matrice de transfert homogéne est
toujours telle que ¢(0) est I'opérateur qui décale d'un site vers 'avant toutes les particules, et
que la matrice de Markov déformée est égale a

M =t(0)t"0) . (9.120)

9.4.3 Equation de Yang-Baxter

Les opérateurs R, o/, La; et Lo ; que nous venons de définir vérifient encore I’équation de
Yang-Baxter locale (29

Roar (0N ) Lai( A @) Lar i, @) = Lai(py @) Lo i( A, @) R (9(A, 1) - (9.121)
Celle-ci est une conséquence du fait que les matrices de Markov locales obéissent a 1’algebre

My =—=(p+ Q) Miin (9.122)
M i1 MigrivoMiiv1 — pgMiip = M i1 M1 iMi i1 — pgMi i (9.123)
M i1 M1 = Mj M sili—jl>2, (9.124)
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appelée algebre de Hecke [I6Y], et qui est une généralisation de l'algébre de Temperley-Lieb
([EDIHTRA) veérifiee par les matrices locales du modeéle & une seule classe de particules.
Les opérateurs R, ., T, et T,/ obéissent alors a I’équation de Yang-Baxter globale (IAF])

Rao (0N ) Ta(As {a}) Tw (n, {a}) = Talp, {a}) T (A {a}) Ra,ar (9(A; 1)) - (9.125)
On note de plus que 'opérateur R, o (v) est tel que, pour un opérateur U(SN) agissant de maniére
diagonale sur la base des configurations de A, on a

UNUS Ry (9(A 1)) = Raar (00 ) UM USY (9.126)

a

L’équation de Yang-Baxter globale donne donc

Raa (o0 m) [UN T {a))| [0 T (1. (0] (9.127)

= [Ty, fo)] U T (0 {0 h)]| Rawr (o)

ce qui implique encore que les matrices de transfert forment une famille commutante d’opéra-
teurs (pour des inhomogénéités a; et un opérateur UN) donneés) :

tA{eb)t(p, {a}) = t(u {a})t(A {a}) - (9.128)

9.4.4 Opérateurs de la matrice de monodromie

Nous allons maintenant construire, a partir de la matrice de monodromie, des opérateurs
vérifiant une algébre quadratique issue de ’équation de Yang-Baxter. Certains de ces opérateurs
seront utilisés ultérieurement pour construire les vecteurs propres de la matrice de transfert,
tandis que d’autres permettrons d’exprimer la matrice de transfert comme une somme de deux
termes.

Nous allons décomposer l'espace vectoriel associé a chaque site r en deux sous espaces
supplémentaires. On considére le sous espace engendré par les configurations du site r pour
lesquelles celui-ci est occupé par une particule de classe inférieure ou égale & N (en comptant
un site vide comme occupé par une particule de classe N + 1). On notera ce sous espace de
la méme maniére que l'espace total, mais avec V=1 en exposant. Par exemple, pour les sites
i € [1,L], a et @, ces sous espaces seront notés respectivement Vi(Nfl), AN=D) o g/(N-1),
Pour le site r, ce sous espace est orthogonal au vecteur |N + 1),. On note @, le projecteur sur
ce sous espace, et @, le projecteur sur la droite engendrée par |N + 1),. La somme de ces deux
projecteurs est l'opérateur identité, tandis que leur produit est 'opérateur nul.

Utilisant les projecteurs Q, et @,., on découpe alors la matrice de monodromie T, (), {a}),
agissant sur A ® V(L), en une somme de quatre opérateurs

Ta(M{a}) = Au(X {a}) + Ba(A, {a}) + Ca(A {a}) + Da(A, {a}) (9.129)
définis par

Aa()\, {Oé}) = QaTa()‘a {Oé})Qa

A {a}) = QaTu(N\ {a})@Q, (9.130)
éa()‘a {Oé}) - @aTa()V {a})Qa Q

B,
Da(A{a}) = QTu(N {a})Q, -

On note que contrairement aux opérateurs A, B, C et D définis pour le systéme & une classe
de particules & partir de la matrice de monodromie, les opérateurs A,, B,, C, et D, agissent
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sur A® V(L) et pas simplement sur V(L).
La matrice de transfert s’exprime alors en fonction des opérateurs A et D sous la forme

t(\ {a}) = Tr, [ N A(), {a})} +Tr, [UUV DO, {a})] (9.131)
= Tr, [UMAQ, {a})] + N+ HUNM DO, {a}IN + 1)

On représentera la décomposition ([ZI29) de la matrice de monodromie T, (\) dans une matrice
deux par deux d’opérateurs sous la forme

[ A0fe]) Bu(h{a])
Tal o) = < Culh{a}) Dalh {a}) ) | (9.152)

On représentera aussi le produit de T, (A, {a}) avec Ty (A, {a}) comme le produit tensoriel de
leurs matrices deux par deux respectives.
Pour écrire I’équation de Yang-Baxter globale ([IIZH) en fonction des huit opérateurs

{1@()\, {a}), ?a()v {a}), (?a()‘? {a}), ADa()H {a}), (9.133)
Aa'()‘v {a}) ) Ba'()‘v {a}) ) Ca'()‘v {a}) ) Da'()‘v {a}) )

nous devons maintenant décomposer I'opérateur R, ,(v) comme une somme d’opérateurs en
utilisant les projecteurs Qg, Q,, Qu et Qy :

N—-1 = =
Row(v) =RO D (0) + (1= pr)QuQu + (1 - ) Q,Qu (9.134)
+ pVPa,a’Ga,a’ Qaaa’ + qVPa,a/ Ga,a/aaQa/ + Qaaa/ )
ot P, . est Uopérateur qui échange les espaces auxiliaires A et A’, G, o est I'opérateur défini
en ([IITT), et R(g]\;,_l)(y) est la projection de R, o (v) sur AN g A(N-1
N
ROV (1) = QuQur Raw (1) QuQur - (9.135)

On représentera la décomposition (II34) de I'opérateur R, ,/(v) comme une matrice quatre par
quatre d’opérateurs agissant sur A ® A’ sous la forme

RNV (w) 0 0 0

R, a/(y) = 0 (1 - py)]l qVPa,a/Ga,a/ 0 (9136)
’ 0 pvPy o Goo (1 —qu)l 0
0 0 0 1

Utilisant 'expression ([IZI29) de T,(X, {a}) et celle (@I34) de R, o (v,{c}) (ou bien leur écri-
ture (L132) et [ELI3E) sous forme de matrices d’opérateurs), I'équation de Yang-Baxter globale
([@TZ3) s’écrit alors en fonction des opérateurs Ay, Ay, By, By, Cy, Cor, D, et Dyr. On obtient
seize relations quadratiques, dont certaines font intervenir I'opérateur R( D Comme les opé-
rateurs dépendent du site auxiliaire a ou @', I'algébre fait maintenant 1nterven1r huit opérateurs
et non plus quatre comme dans le cas du modele a une classe de particules. Nous utiliserons les
trois relations suivantes dans la suite (on n’a pas écrit les inhomogénéités {a} en argument des
opérateurs pour alléger les expressions) :

i Yy L -1 A (N-1) =g\ 2) 2
ANCur(2) = 5 Gl (ALl V(0 2) = IS 6L G0 A )(ga:m
Do(N)Ca(2) = W(; 5 wa Car (2) Da(N G, — ! ; (f(ifi’))\)owéa/()\)ﬁa(z)G;,}a (9.138)

Ca(2)Cu () = Ca(2)Cur () RLy P (0(2,21) - (9.139)
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On a défini la projection de I'opérateur de Lax L, o sur AWN-1) @ A/(N-1) .
LYV w) = P BNV 0) . (9.140)

Les autres relations quadratiques sont données en appendice [0, A.D

9.5 Ansatz de Bethe emboité

Les matrices de transfert définies dans la section précédente peuvent étre diagonalisées
en utilisant une procédure appelée Ansatz de Bethe emboité [I72, 162 [[46], qui construit les
vecteurs propres de maniére itérative en ajoutant une & une les classes de particules a un état de
base. Chaque étape de I’Ansatz de Bethe emboité impose 1'utilisation d'une variante de I’Ansatz
de Bethe algébrique présenté a la section précédente pour diagonaliser une matrice de transfert
inhomogeéne.

9.5.1 Construction du vecteur propre : premiére étape

Nous présentons ici la premiére étape de I’Ansatz de Bethe emboité, qui consiste a chercher
les vecteurs propres de la matrice de transfert sous la forme d’un produit d’opérateurs agissant
sur un état de base.

Vecteur de base et opérateurs de création

On part encore une fois du vecteur de base
D =IN+1,.... N+ 1) =|N+1)1®|N+1)2®...®|N + 1), (9.141)

vecteur propre de la matrice de transfert ¢(A, {a}). On a en effet les relations

N
Aa(X {a})I2) = (Hpso A, o) ) >N ), o8l ] 19) (9.142)
B=1

Da0{aDI2) = (IN + 1)q o N + 1)) . (9.143)

Les opérateurs |3), o0 et [N + 1)4 o N + 1] n’agissent pas sur le vecteur |2) qui appartient a
V(L). On a donc pour la matrice de transfert

tAaDI) = (Tra [T Au (A, {ah)] + Tra [TV Da(A fa})] ) 1) (9.144)

L N
(Hp(p()\,ai)> Zemﬁ’”“u(ﬁm —i—u(N) 1) .
i=1 B=1

Comme dans le cas N = 1, nous allons appliquer n opérateurs de création sur le vecteur de
base |2) pour construire les vecteurs propres de la matrice de transfert. Une différence avec
la construction de la section précédente est cependant que les opérateurs C que nous avons
construits a partir de la matrice de monodromie agissent sur le produit tensoriel d’un espace
auxiliaire avec V' (L), et pas seulement sur V(L). La bonne fagon de procéder consiste a se donner
n nouveaux espaces auxiliaires By, ..., B, associés & n nouveaux sites auxiliaires by, ..., by,
et & considérer le produit de n opérateurs Cy, (21, {a}) ... Cy, (zn, {a}). Il s’agit d’un opérateur
agissant sur B; ® ... ® B, ® V(L). Il reste encore a le transformer en un opérateur agissant
sur V(L). On a besoin pour cela de deux vecteurs de By @ ... ® B,,. D’apres la définition de
C’, on note que seul un vecteur ayant une composante non nulle selon , 5 (N +1,..., N + 1|

peut multiplier & gauche le produit des opérateurs C’bj sans donner un opérateur nul. On note



208 ANSATZ DE BETHE ALGEBRIQUE POUR LE MODELE D’EXCLUSION

aussi que les composantes d'un vecteur de By ® ... ® By, selon |B1, ..., )b, ... b, donnent une
contribution nulle quand on les multiplie par le produit des opérateurs Cj;. En toute généralite,

on peut donc transformer le produit des C’bj en un opérateur agissant sur V(L) en le multipliant

a gauche par le vecteur N + 1| = 4, 4 (N +1,...,N +1| et a droite par un vecteur |X)
(

appartenant a BlN_l) ®...® B,SN_U. On cherche donc les vecteurs propres de la matrice de
transfert ¢(\, {a}) sous la forme

[0z}, {a})) = UV + 1|, (21, {a})Chy (22, {a}) - .. O, (20, {2} X) @ Q) ]. (9.145)

Le vecteur |X) est pour le moment choisi quelconque. Nous verrons ultérieurement qu'il doit
étre vecteur propre d'une matrice de transfert comportant une classe de particules en moins. Il
sera ensuite déterminé par une nouvelle itération de I’Ansatz de Bethe.

Par définition des opérateurs C’, on a

{N +1/Ch, (21, {a}) - o, (2, {a})|X) = (N + 1Ty, (21, {a}) ... Th, (20, {@})| X) . (9.146)

Comme la matrice de monodromie T}, (25, {c}) conserve le nombre total de particules de chaque
espéce sur les sites bj, 1, ..., L, on note que si le vecteur |X) correspond & des configurations
des sites by a b, comportant ny particules de premiére classe, no particules de deuxiéme classe,
.., et ny particules de N-iéme classe (ce que I'on supposera a partir de maintenant), alors
I'expression précédente est un opérateur agissant sur V(L) qui diminue le nombre de particules
de N + 1-éme classe de n, et augmente respectivement le nombre de particules de classe 1 a
N de ny, ..., ny. Le vecteur [({z},{a})) appartient donc au sous espace de V(L) engendré
par les configurations des sites 1 & L comportant n; particules de premiére classe, ny particules
de seconde classe, ny particules de N-iéme classe, et ny1 = L — n particules de N + 1-iéme
classe. Le nombre n d’opérateurs C' utilisés pour construire le vecteur |¢)({z},{a})) est donc
égal a
n=ny+no+...+ny=L—nyi1. (9.147)

On va maintenant appliquer les opérateurs Tr, CgN)fla()\, {a})] et Tr, [ éN)ﬁa(A, {a})| au
vecteur [1)({z},{a})) défini en (LIZH) pour déterminer quelles conditions doivent vérifier les z;
et le vecteur | X) pour que |[¢({z},{a})) soit vecteur propre de la matrice de transfert.
Utilisant les relations (I31) et (II3H), on constate encore une fois que la commutation de
Aa(\ {a}) et Dy(X {a}) avec les opérateurs C' du vecteur |({z},{a})) engendre des termes
voulus pour lesquels A, et D, gardent leur argument A jusqu’au bout, et des termes non voulus
pour lesquels A est échangé avec I'un des z;. Nous allons maintenant calculer les termes voulus
et non voulus issus de la commutation de A, (\, {a}) et Dy(\, {a}) sur le vecteur |1h({z}, {a})).

Commutation de A, : termes voulus

On fait commuter A, avec le produit des opérateurs Cp, qui interviennent dans le vecteur

lw({z},{a})). Pour alléger un peu les notations, on omettra I’argument {a} des opérateurs A,
et Cp,. Le terme voulu est donné par

Aa()\)ébl (Zl) N C’bn (Zn) = (9.148)
SR T P 1A A : (N-1) (N=1)
jHlWQ,Zj) G- Gy Gy (21) - G (20) Aa(N Ly, (Nzn) - Ly (N 21)

+ N.V.

(N—
a,b;

1)

est alors une matrice de monodromie inhomogéne

sur le site auxiliaire a et les n sites by, ..., by, restreinte au sous espace AN @ B§N71) ®

On note que le produit des opérateurs £
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. BY Y. Onlanote 7V Y (A, {z}). On multiplie alors ’équation précédente par le vecteur |Q2)

appartenant a V(L). La matrice de monodromie TCEN_U()\, {z}) n’agit pas dessus. L’équation
([@ITZ2) permet alors d’éliminer I'opérateur A. On obtient

n

A (NG, (21) - G, (20)|) = Hp@ %) (HP@ A o) ) (9.149)

=1
X Gy Gop Gy (21) . G, (20) (Z eleN+1|B), <ﬁ) TON-D(x, {z})]Q) + N. V.

On applique maintenant le vecteur (N + 1| & gauche et le vecteur | X) a droite dans ’expression
précédente. Comme les opérateurs G;,ljj sont diagonaux dans la base des configurations du site

bj, on a, d’apres (LI1T)

N+1
KN + 111G, = ZggNH!ﬁaam WN + 1] = Ze N4 B ol B | N+ 1. (9.150)

On obtient alors
AuW)[e({z} {a}) (H ) <Hpcp A, o ) (9.151)

X N + 1|0, (21) - .. Cy, (2n) (Z el gy, M) TNV {=Z)IX)Q) + N V.
B=1

N)

On multiplie enfin I’équation précédente a gauche par Ué et on effectue la trace sur I’espace

auxiliaire a. On obtient

Te [UM 4] 1642}, {a}) (9.152)
. (H Pl 25) ) (HW ’ a’) N+ 1Co (1) - Co, )t DO {DIX)Y + N V-
=1

ol on a défini la matrice de transfert
NIz = Tr [UNDTDO D) (9.153)

donnée en fonction de 'opérateur
U — U3 sy, 4 - Zu“v (Emmnanaila . (9.154)
=1

On note que si |X) est vecteur propre de la matrice de transfert t&N="2 (X {z}) (avec la valeur
propre E(N=1(X)), alors le terme voulu est proportionnel au vecteur |[¢({z}, {a})) :

Te [U A )] [0 ({2}, {ah) (9.155)
n L
- (H 3) (ku,an) EV-D(\)p({z}, {a})) + N. V.
j=1 ’ =
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Commutation de A, : termes non voulus

On s’intéresse maintenant aux termes non voulus issus de la commutation de fla avec le
produit des opérateurs C’bj intervenant dans le vecteur [¢)({z},{a})). On omettra encore 'ar-
gument {a} des opérateurs A, et C’bj pour alléger un peu les notations.

La commutation des Aa()\) va engendrer n types de termes non voulus : les termes pour
lesquels 'argument de A, est 2 aprés la commutation avec tous les les Cb , ceux pour lesquels
Iargument de Ay, est zo, ..., et enfin ceux pour lesquels I’argument de A, est z,. On notera
NV, la somme des termes non voulus de type r. On va commencer par le terme non voulu du
premier type, qui peut étre obtenu uniquement en prenant le deuxiéme terme de ([II37) pour
la commutation de A, ()\) avec Cy(21), et ensuite uniquement le premier terme de (I31) pour
toutes les autres commutations. On a donc

n
QSD >\ z1 1 -1
NV; =— | | G~ .G 9.156

! po(A, 21) i p(z1,2;) | b7 T abn ( )

% Coy (N Coa(22) - C, (z) A=) L5,V (ple1, 20)) - L0,

a, a,ba

@(217 ZQ))P(Lbl .

Comme ¢(z1,21) = 0 et Eg]\gl_l)(O) = P,4,, on peut encore une fois introduire la matrice de

monodromie TéN_l)(zl, {z}). On applique le vecteur |Q2) (sur lequel TéN_l)(zl, {z}) n’agit pas)

a droite pour éliminer A,(z1) en utilisant (I42). On obtient alors

1—qp(\ 1) [ T 1
NV =— ——— 12 I | | | i .G 9.157
( 1)| > p(P()\, Zl) p(P 2’1,2’] L lpsp Zl’a ab1 a,bn, ( )

x iy (\)Ciy(22) .. G, (20) Zemﬁ N11B)e @ ol Bl | TV D (21, {21)1Q)

On multiplie maintenant 1'expression précédente par i N + 1| & gauche et par | X) a droite. Par
le méme raisonnement que dans le cas du terme voulu, on trouve alors

N -+ 1|Vl = - 220 HW e (HW a> (9.158)
’ ’ i=1

N
X UN +1|Cp (N Ciy(22) - Co, (z0) | D P08 5118), @ o B] | TNV (21, {2})1 X)) -

On multiplie enfin 1’équation précédente par U(gN) et on effectue la trace sur l'espace auxiliaire
A. On obtient

(A 21) n
N + 1| Tr, UM (NV,)X) Q) = —ap(M2) 9.159
W N + 1| Tr, USY (NV) [ X) Q) WAZI ];[ ) (9.159)

(HW (21, i ) (N +1|Cy (N Ciy (22) - - - G, (z)t NV (21, {2} X)10)
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la matrice de transfert t(N=1 (), {z}) ayant été définie en (LIA). Si le vecteur |X) est vecteur
propre de tN="1(z;,{z}) (avec la valeur propre E(N=1(21)), on obtient alors

Ay — (N) _1—gqp(\21) & 1
NVA(W) = (N + 1] Tra UN (NV1)| X)) o) Hzr(zmﬁ (9.160)

X (HPQO(ZLO%)) EWND (1) x fN + 1|Chy (\)Ciy (22) - .. G, (20)| X))

Nous verrons plus tard que ’annulation de ce terme non voulu avec le terme non voulu cor-
respondant provenant de la commutation de D, est possible pourvu que certaines conditions
soient vérifiées par les z;.

On passe maintenant aux autres termes non voulus issus de la commutation de A, sur le
vecteur [1({z},{a})). De maniére analogue a ce que nous avons fait dans le cas N = 1, nous
allons utiliser la relation (LI39) pour permuter les C’bj. On a en effet

C’bl (Zl)ébQ (2’2) e ébn (Zn—l)ébn (Zn) = C’bl (ZQ)C’{,Q (2’3) . ébn_l (Zn)ébn (Zl)W s (9.161)
l'opérateur W étant défini par
W =Ry ) (0l z) - Riy V(o 2) Ry (21, 2)) (9.162)

On peut alors répéter la dérivation du terme non voulu NVf(zp) pour obtenir les autres

termes non voulus NV;fi(zp). On trouve finalement que si le vecteur |X) est vecteur propre
de tN=1 (X, {2}) avec la valeur propre EN=D()) pour toute valeur de ), alors

NV () = Jloaelz) | p ( Zrs Qi ) ) | BNV ({2} {ad)
pe(X, zr) H pcp(zr,z] ZHlW

(J#T)
(9.163)

le vecteur |¢,({z},{a})) étant défini par

¥ ({2}, {03)) = §N +1Ch, (M Chs (241) - - Co i1 (20)Cr, 5 (21) -+ Gy (2 ) WHX)Q)
(9.164)

Commutation de D, : termes voulus

On fait maintenant commuter D, avec le produit des opérateurs C’bj intervenant dans le

vecteur |¢({z}, {a})). Comme précédemment, on omettra I'argument {a} des opérateurs D, et
Cp,; pour alléger les notations. Le terme voulu est donné par

Da()‘)ébl (21) . ébn (zn) (9.165)
n 1 A X A
- —— | P, ... P - D —1 N.
E pcp(zj, )\) a,by a,anb1 (Zl) Cbn (Zn) a()\)Gbn,a Gb1 Wt V.

On multiplie ’équation précédente par le vecteur |2). Les opérateurs G , N'agissent pas dessus.

L’équation (IAR) permet alors d’éliminer opérateur D. On obtient

Da(N)Ch, (21) ... Ch, (2)|Q) = (9.166)
n 1 R R .
1;[1 pEEY Papy - Pap,Coy(21) . Cp, (z)IN + Da ol N + 111G, Gy )

+ N. V.
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On multiplie maintenant I’expression précédente a gauche par le vecteur ,(N + 1] et I’ opérateur
IN + 1)y N +1|, et a droite par le vecteur | X). Comme |N + 1)q o N + 1|/Da(X) = Dy(N) et
N +1p (N +1|Pyp, = N + 1|p{N + 1], on obtient

Da(Nlw({z}, {a}) (9.167)

n

1 ) > — —
=11 2oz N UN +11Cy, (21) .. Ch, (z0)IN + 1)a o N + 1|Gy . Gy LI X)|Q) + NV
Jj=1 ’

D’apreés (@I, action de N + 1| sur G,jjla donne

N+1 N
AN Gy Y = | D2 3l B, 0,081 | N +11= | 34180, 1,8 | ol N +1]
p=1 p=1
(9.168)
donc
AN +1GL L GLIX) = (9.169)

N
Z---Z TL% | 18200 @ - 18 00511 - @ 0 (Ba D) | N 411

f1=1  Bn=1 \Jj=1

Mais, comme le vecteur |X) est vecteur propre des opérateurs nombre total de particules de

classes 1 & N (avec les valeurs propres ni, ..., ny), les seuls n-uplets (51,...,5,) tels que
biobnlB1s - -+ Bn]|X) soit non nul sont tels que n; des B doivent étre égaux a 1, ny doivent étre
égaux a 2, ..., et ny doivent étre égaux & N. On peut donc écrire
N
AN+ G GLIX) = [ T e | X)) o N+ 1] (9.170)
B=1

On obtient donc finalement que les termes voulus engendrés par la commutation de l'opérateur
Tr,| (N)Aa()\)] sur le vecteur |¢({z},{a})) sont donnés par

n

Tr, [V D] () f01) = ( ] -

N
I J\ I Jtnteneov

(9.171)
On constate que les termes voulus redonnent un vecteur proportionnel a |¢({z}, {a})).

Commutation de D, : termes non voulus

On s’intéresse enfin aux termes non voulus issus de la commutation de D, avec le produit des
opérateurs C’bj intervenant dans le vecteur |¢({z}, {a})). On omettra encore une fois I’argument
{a} des opérateurs D, et C’b pour alléger les notations.

La commutation des Aa()\) va engendrer n types de termes non voulus : les termes pour
lesquels 'argument de Dg est z apres la commutation avec tous les les C’b ceux pour lesquels
l'argument de D, est z, ..., et enfin ceux pour lesquels I’argument de D, est z,. On notera
NV, la somme des termes non voulus de type r. On va commencer par le terme non voulu du
premier type, qui peut étre obtenu uniquement en prenant le deuxiéme terme de ([LI3R)) pour
la commutation de Dy()\) avec C,(z1), et ensuite uniquement le premier terme de (CIZ8) pour
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toutes les autres commutations. On a donc

1—po(z,\) [ 1= 1
AP s ASZREAVNY [ | S 9.172
e YA ¥ O e ey )

~

S Pa,b1 e Pa,bnéln ()\)CbQ (22) s ébn (Zn)ﬁa(zl)Gb:},a ce Gbil%a :

On multiplie Pexpression précédente par le vecteur (N + 1| et 'opérateur UéN) a gauche, et
par le vecteur | X) et le vecteur |Q2) & droite. On effectue ensuite la trace sur 'espace auxiliaire
A. Par le méme raisonnement que pour le terme voulu, on obtient alors

) 1—])80(21,)\) “ 1
NyD N + 1| Tr, UNNV, | X)|Q W) 2T PPELA) - - 9.173
D) =N +1 1X)19) = —uy )y — 27 HQij,zl) (9.173)
N ~ ~ ~
x| TT ™™+ | N +1/Coy (\)Cy (22) - - G, (20)| X)) -
B=1

Enfin, par le méme raisonnement que pour le calcul des termes non voulus issus de la commu-
tation de A,()\), on obtient

n N
NV[) _ (N) 1 —pp(zr, \) 1 NBYN+1,8 \ , (9.174
P = U s le(zm BH or({z} {a}) . (9.174)
(G#r)

avec le méme vecteur [, ({z},{a})) [@I6d) que pour les termes non voulus NV;fi(zp).

Annulation des termes non voulus

Le calcul des termes voulus et non voulus générés par la commutation des opérateurs
AN\ {a}) et Dy(A {a}) sur le vecteur |¢({z},{a})) nous donne finalement l'action de la
matrice de transfert ¢(\, {«}) sur ce vecteur. Rassemblant tous les termes, on trouve que

t(A {abh)[v({z}{a})) (9.175)

n

N
1
A ~ (HW (A a; ) V) BN+ uld) T ——= | | T e
j i=1 . B=1

Jaie pe(24,A)
x ({2}, {a}))

|
||::]:

n

_ 1- qw()\vzr) H (Hpgp P ) (N—l)(zr)
pSD ZT?Z_]

r=1 pgp(A’ZT‘) il
(J#r)
) L=po(z, A) | 1 1 N
N - T
+u YN —_— e""BIN+1,8 ({2}, {a ’
N pe(zr, ) ]131 (2, 2r) 61_[=1 [¥r ({2}, {a}))
(j#r)

pour un vecteur |X) vecteur propre de la matrice de transfert t&N"1 (X, {z}) avec la valeur
propre EN=D(X). Si les vecteurs |¢,.({z},{a}) sont linéairement indépendants (ce que 1’on
admettra), une condition nécessaire et suffisante pour que le vecteur |({z},{a})) soit alors
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vecteur propre de la matrice de transfert t(A,{a}) est que le coefficient de chaque vecteur
[r({z}, {a})) s’annule. Comme

1-— q(p()\azT) 1 —pQO(Zr,)\)
po(A, zr) pe(zr, A)

=0, (9.176)

on obtient la condition

L N n
[[retera) | B D) =l [ Temee | | T 222 | 0 0am)
i=1 B=1 J=1 ©(zj, 2r)
(G#r)
La valeur propre de la matrice de transfert t(\, {a}) est alors donnée par

n

L
E(\{z},{a}) = EVD()) (HW()\, m)) 11 e (9.178)
=1

j=1 pSD()" Zj)
™) N n 1
N n

+u e""BIN+1,8 -
v ey

On constate que la condition sur les z;, ainsi que I’expression de la valeur propre E(\, {2z}, {a}),
dépendent d’une valeur propre de la matrice de transfert tN=D (X, {z}), qui agit sur 'espace
B ®...® B, comme la matrice de transfert d'un systéme avec N — 1 classes de particules (les
sites occupés par des particules de classe N étant considérés comme des sites vides). On va donc
devoir itérer la procédure de diagonalisation par Ansatz de Bethe algébrique qui vient d’étre
présentée pour la matrice de transfert ¢(\, {a}), pour diagonaliser la matrice t&N="1 (X, {z}). On

note que méme pour une matrice de transfert homogéne ¢(\), on a a diagonaliser une matrice

t(N=1(X, {z}) inhomogene, construite avec un opérateur UCSN_U différent de 'identité, tel que

ugN_l) = ug\[)e"“’+1 VB.N+1 (9.179)
Ceci explique en particulier pourquoi il est nécessaire de considérer des matrices de transfert
inhomogeénes pour diagonaliser une matrice de transfert homogéne quand N > 1.

9.5.2 [Itération de la procédure : Ansatz de Bethe emboité

Nous allons maintenant itérer N fois la procédure précédente pour diagonaliser compléte-
ment la matrice de transfert correspondant au modéle & N classes de particules.

Notations

11 est utile de modifier légérement les notations que nous avons utilisées précédemment, pour
mieux souligner le fait que les vecteurs propres de la matrice de transfert du modéle & N classes
de particules sont construits par une procédure itérative consistant & diminuer d’une unité le
nombre de classes de particules & chaque étape pour arriver a un modéle & une seule classe de
particules.

On va construire un vecteur propre de la matrice de transfert correspondant a des confi-
gurations du modeéle d’exclusion comportant ny particules de premiére classe, ng particules de
deuxieme classe, ..., ny particules de N-iéme classe, et nyy1 particules de N 4 1-éme classe
(ou, de maniére équivalente, ny 1 sites vides). On introduit les quantités

mEg=mni+...+ng. (9.180)
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En particulier mg = 0, et my4+1 = L est le nombre de sites du modéle d’exclusion considéré.

Pour k entre 0 et N, on va devoir considérer my1 sites v§ ), vé ), . v£n2+1= chacun ayant

k + 1 états possible (le site peut étre occupé par des particules de classe comprise entre 1 et
k 4+ 1, un site occupé par une particule de classe k + 1 étant équivalent & un site vide). On
associe a ces sites des espaces vectoriels Vl(k), Vg(k) V,%’?H
V1(N)

de dimension k + 1. Les espaces

cey VL(N), de dimension N 4+ 1, étaient auparavant simplement notés Vi, ... Vi, et les

(N) (N)

sites correspondant v, 7, ..., v, ’ étaient notés 1, ..., L. Les espaces Vl(Nfl), Vn(fjv\,fl), de

. . ., . N-1 N-1) , . . , N—-1
dimension N, et associés aux sites v% ), RV 1)7(”]\, ), étalent quant a eux notés Bg ), RV

Br(LN_l) précédemment. On note que les espaces B%N_l), e B%N_l) étaient alors engendrés par
les configurations de sites by, ..., b, ne comportant pas de particules de classe N + 1.
On consideére aussi des espaces auxiliaires A%, de dimension k + 1, associés a des sites

auxiliaires ay, et des matrices de monodromie Té,’:) agissant sur A®) ® Vl(k) ® .. V,gi)ﬂ

A partir de ces matrices de monodromie, et des opérateurs U(y,f) (diagonaux sur la base des
configurations de A®)), on construit enfin les matrices de transfert t*)(\) (pour 1 <k < N) :

k+1
) (X) = Try, [U55>TC§§>] = Trg, Zu 1B)a (Bl | TP | . (9.181)
La matrice de transfert +(*)(\) agit sur 'espace Vl(k) ® . V,%’?H de dimension (k + 1)1,
Elle correspond a des modéles a k classes de particules. Elle dépend de my41 inhomogénéités

z§k+1), ce S,’fjﬁ On notera o = z( T Jes inhomogénéités de la matrice de transfert pour le
modéle & N classes de particules que 1 on cherche & diagonaliser. Ces inhomogénéités a; sont des

(k)

données du probléme, contrairement aux autres z; qui sont solution des équations de Bethe.

De méme, l'opérateur U(SN) est une donnée du probléme (les u(BN) sont des parameétres de la

matrice de transfert t(V)())), tandis que les autres U(y,f)
6,0

Nous allons devoir itérer I’Ansatz de Bethe algébrique présenté précédemment N fois, pour
les matrices de transfert tN)(X), tV=D(N), ..., t@(N), et (D (X). Pour diagonaliser la matrice

de transfert t(!)(\), on introduit un vecteur [1)¥)(2(*))) dépendant de my, racines de Bethe z%k),

(k)

ka

sont donnés en fonction de UCSJA\,[) et des

Valeur propre de la matrice de transfert

La relation de récurrence (IIT) entre les quantités u(ﬁk_l) et u(ﬁk) intervenant dans les

matrices de transfert t*=1D (X, {z+1}) et t*) (X, {z*+1)}) donne la valeur des ugk) en fonction
(N)

des ug = ug qui font partie des paramétres de la matrice de transfert inhomogene ¢(A, {a})
que l'on cherche & diagonaliser. On a

N+1
ul) =g ] emoe. (9.182)
l=k+2
On note alors
N+1
gk = uk+1 H ML = g H eMYkALL (9.183)

=1 =1
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La relation de récurrence ([ZIT8) entre la valeur propre de la matrice de transfert t() (), {z(#t1)})
et la valeur propre de la matrice de transfert t*=D () {2(F)}) s’ecrit alors

MEg+1 k 1
. meo 11 peln 2" .
k _ k—1
E®(\) = g, H AR + . EF=D())]. (9.184)
J=1 J 7 l;lpoD(A’Zj )
On note que pour le systéme & zéro classes de particules, la matrice de transfert, qui agit sur
I'espace de dimension 1 engendré par le vecteur |1""’1>v§°),...,vﬁf’1)’ est égale a ugo)ll, ce qui
implique que E(O)()\) = ugo) = go. La récurrence précédente pour E(k)()\) donne donc
MEg41 k1
k ax 11 pe(r, z§ )
EPN =315 =1 . (9.185)
= 1) 0)
= i

On trouve donc pour la valeur propre de la matrice de transfert inhomogene t(\, {a})

N Ik X ﬁ]ﬂp(}‘vai)
EQ{e}) =) | s (*H) . . (9.186)
=0T pe(N 2 ) H p(z; 5 A)

Pour la matrice de transfert homogeéne, il suffit alors de prendre toutes les inhomogénéités «; a
zéro, et tous les uy (qui sont cachés dans les gx) a 1. On trouve alors

my LyL
1 kP A
=gv ][] R + E e e - . (9.187)
=1PeE A s H pe(A, ) H po(=,2)

La dérivée logarithmique en A = 0 de E(\) donne alors la valeur propre correspondante de la
matrice de Markov déformée :

E({m:}j( o +par) <p+q>) : (9.188)

J=1 J

(N)

On note qu’elle s’exprime seulement en fonction des z;

(k).

et pas des autres z;

Equations de Bethe

Avec les nouvelles notations, la contrainte sur les Z@(’“) @I s’écrit (pour k entre 1 et N)

—_— me (k) (k)
29, (k+1) (k—1)/(k)\ _ plzs2)
j= ) T
Ger)

Connaissant les E*)()), on peut maintenant calculer E*~1(z (k)) On trouve

mp—1 1

k—1 k) I | R
E( )(ZT(’ )) - gk:—l ] (k*l) (k) .
7j=1 pSD(Zj y A )

(9.190)



9.5. ANSATZ DE BETHE EMBOITE 217

Les équations de Bethe deviennent alors

Mi+1
k k+1
IT pe(=, =) IR CIRD
Jk—1 | =1 e(2r 2 )
ol =l Rl I | e o (9.191)
[T pez; 7. z) =1z )
j=1 (G#r)
Dans le cas N = 1 homogeéne, on obtient une seule équation :
L (e, 1)
plelmn (zp)> = 11 @ j(l) (9.192)
j=1 (P(Zj y2r )
(7#7)
On retrouve I'équation de Bethe (L8H]), en posant z](.l) =Zj et 712 ="1.

Dans le cas N = 2, on a deux ensembles de racines de Bethe : nj racines de Bethe zj(-l), et

n1 + ny racines de Bethe z](?). On a donc 2n7 + no équations de Bethe pour ces quantités. Dans

le cas homogeéne, ces équations s’écrivent

L.\ ntns o (2) (2)
efnl(71,2771,3)+(n2+n3)’72,3 P <Zr ) _ 11_12 M (9 193)
ni 2 2 ’
[1 pﬂP(zj(»l),zf?)) (Jﬁ;l) 4,0(2'](. %)
Jj=1 7T
ni+no ni (27(‘1)’ Z(l))
e(n1+n2)71,2+n3(71,3—72,3) H p@(zﬁl),z§2)): D ](1) (9.194)
i=1 j=1 Sp(zj var)
(3#r)

9.5.3 Equation de Bethe fonctionnelle

On va maintenant écrire les équations de Bethe du modeéle a N classe de particules sous la
forme d’équations fonctionnelles. On effectue dans les équations de Bethe les changements de
variables

al=t k) _ 41‘7%@) e 1 126 (9.195)
1—at0 9 P 1—xy(/f)’ 4T -P 1—af .

A=p

Comme dans le cas du modeéle & une classe de particules, on introduit alors les polynémes

my
Qr(t) = [t - o). (9.196)
j=1
Pour k£ = 0, on pose
Qo) =1, (9.197)
tandis que pour k=N + 1, on a
L
Qnt) =[-8 (9.198)
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Dans le cas homogéne, cela donne simplement Qn41(t) = (t — 1)”. En fonction des polynomes
Qk, les équations de Bethe s’écrivent sous la forme de N équations fonctionnelles couplées (voir
section BTl du chapitre H)

Q)R (t) = grx™ Q1) Qr(t/2)Qpr1 (xt) + gr—12™ 7 Q-1 (¢/2) Qi (2t) Qr41(t) , (9.199)

ou les Ry(t) sont des polynomes de degré my_q +my41 en t. Chaque équation fonctionnelle fait
intervenir quatre polyndomes inconnus : Ry (t), Qr—1(t), Qx(t) et Qr+1(t), sauf celles pour k =1
et k= N, pour lesquelles les polynomes Qo(t) et Q41 (t) sont connus.

En fonction des polynémes @, la relation entre la valeur propre de la matrice de transfert
t+=1(X) et la valeur propre de la matrice de transfert t(*)(\) s’écrit

E(k)()\) Qi1 (at) _ E(kfl)()\) Qi (xt) = gpa™ Qi (t/2) Qi1 (at) ) (9.200)

Qr+1(t) Qr(?) Qr(t)Qry1(t)

Donc, on trouve la relation suivante entre les E*)(\) et les Ry (t) :

E0) () Qri(at) B2y %k((x:)) _ leil)cgiﬂ(t) . (9.201)

Qr1(t)
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9.A Algébre des opérateurs de la matrice de monodromie

On donne dans cette appendice 1'algébre des opérateurs A, B, C et D construits a partir de
la matrice de monodromie, issue de I'équation de Yang-Baxter.

9.A.a Une classe de particules

Pour le modeéle & une classe de particules, I’équation de Yang-Baxter globale ([Z8) donne
les seize relations algébriques suivantes pour les opérateurs A(X), B(A), C(A) et D(X) définis
en (@B a partir de la matrice de monodromie T5(\) :

[A(A), A(n)] =0 (9.202)

[B(A), B(w)] =0 (9.203)

[C(A), C(w] =0 (9.204)

[D(A), D(w)] =0 (9.205)
_ 1 _ 1- qu()‘v M)

AG)BO) =~ BOVAG) — 22 B A0 (9.206)
_ 1 _ 1- q(P(A7 :u')

ANC() =~ Clu AR ~ =2 e 3) A (9.207)
_ 1 _ 1-— p@(A7 :u')

DVB() = s BD() ~ L2 BOYDG) (9.208)
_ 1 _ 1- p(p()‘v M)

D(OW) = s CND() ~ —LEE Dy (9.209)

_ L=\ 1) _1oap(hp)
[A). D] = =EES ) B () — =22 B c ) (9.210)
_ L=pe(A 1) _1-ap(hp)

AW, D) = —LEEE 0 B(3) - IR o3 B (9.211)

AND( - AGDY) = FZEEEL Bc) - S ER By w212)

DA — DA = EZEEEL By - S22 ey 0219
_ 1 _ 1- pSD()" :U’)

BODAO) = ~——s ANB() = L2 A B (9.214)
o 1 _ 1 —pgp()\,,u)

COIA) =~ ACO) - EE A C) (9.215)
o 1 _ 1-— QSD(Aa lu’)

BOVD() = DB - =122 D) B (9.216)
_ 1 _ 1- C]SD()\, :U’)

CIDY) = —=— 2= DNC() — =22 D). (9.217)

Ces relations restent inchangées si I'on remplace les opérateurs A(\), B(\), C(A) et D()) par les
opérateurs A\, {a}), B(A, {a}), C(A\,{a}) et D(X, {a}) construits ([IZ3) a partir de la matrice
de monodromie inhomogene T, (A, {a}).

9.A.b Plusieurs classes de particules

Pour le modéle a plusieurs classes de particules, I’équation de Yang-Baxter globale (125
donne 16 relations algébriques pour les opérateurs A(\, {a}), B(A\, {a}), C(\, {a}) et D(A, {a})
définis en (I3M) & partir de la matrice de monodromie inhomogeéne T, (A, {a}). On omettra les
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inhomogénéités {a} dans les opérateurs, pour alléger les notations. On a alors

RSV (00 1) Aa(N) Awr (1) = Aa(p) A (VR (0(A, 1)) (9.218)
ROV (0(A 1)) Ba (N Bur (1) = Bu(1) Bar (V) (9.219)
CaN)Co (1) = Cali)Car MRV (0N, 1) (9.220)
ﬁa()‘)ﬁat/ (:U') - ba(M)Da/()‘) (9-221)
5 o1 (N-1) 5 Ay LT apAp) 5 g
Aa) B (V) Pat Gt = s Bt (o0 1) BaM) Aw () = =88 Ba(p) A, <(A9>222)
PG Aa(N)Cor () = ———Co1) A RS (00, ) — 2228 6 0 4, ()
a,a’ “Fa,a’ “1a a PQO()\,M) a a a,a’ ) PQO()\,M) a a ( )
9.223
P Go DalN) B (1) = ——— Ba() Doy () — 222X 3y 10 (9.224)
T S W s qp(A, ) “
D10 G N P Gt = ~—5s CalW D) = = LI ) D (1) (9.225)
Aq(1) Dot (N Po Gaar — Paw Gaw Doy (V) Aa (1) = (9.226)
L—po\ i) oy L—apm) v
qp(X, 1) BalW)Cur (k) = qe(X, 1) Bal)Cr (Y
Pa,a’Ga,a’Aa(A)ﬁa’(:u) - A ( )A (A) aa’Ga a — (9 227)
L—pp\p) & v 1— g\ 1) A\ 5
o Calm By (3) = — BN Ca () B ()
Aa()‘)ﬁa’ (M) - Aa(u)ﬁa/()‘) - (9-228)
PN g e _ 2ol p oo & B,
1_ pSD()\, Iu) Ba(,u)ca’()‘)Pa,a’Ga,a’ 1_ pSD()\, Iu) Pa,a Ga,a Ca()‘)Ba (,U,)
Da(i)Au (V) = DN A () = (9.229)
pe(A, 1) R A ap(\, ) 3, .G,
1_ q@(}\7 ,U) Pa,a Ga,a Ba()\)ca (M) 1 _ q(P()\ ,U) CG(M)BG, ()\)Pa,a Ga,a
A 3 1 (N-1) N 5 L—pp(Ap) 4 >
Ba(M)Aa’()‘)Pa,a’Ga,a - p‘P()\vﬂ) Ra,a’ ((P()V/j'))Aa()‘)Ba ( ) ptp()\ :U') A ( )Ba (()‘) )
9.230
PaatGoar Cal WA 1) = — s Al COVRT (o0 10) = ) 3,00 )
(9.231)
PaaGoar BuN Dot (1) = DBy () = 2 2201 o, ) ) (9.232)
Culb) DN Pacs Gar = — s DaCal) = 228, ) (9.233)

Les relations algébriques précédentes font intervenir la restriction REL]\(ZTI) (¢p(A, 1)) de Vopérateur

Rqa(¢(A, 1)) au sous espace de AN=D @ A/WN-1 de A ® A’ engendré par les configurations
des sites auxiliaires ne comportant pas de particules de classe N + 1.



Conclusion

Nous avons étudié dans cette thése le modéle d’exclusion asymétrique, un modéle exacte-
ment soluble de physique statistique hors d’équilibre.

Dans la premiére partie, nous avons présenté quelques généralités concernant le modele d’ex-
clusion asymétrique. Apres avoir défini le modele d’exclusion au chapitre [[l nous avons vu au
chapitre Bl que sa dynamique, qui s’exprime sous la forme d’une équation maitresse, peut étre
codée dans une matrice de Markov. Une déformation de cette matrice de Markov permet alors
d’étudier les fluctuations du courant. Cette matrice déformée peut étre diagonalisée par Ansatz
de Bethe, comme nous 'avons vu au chapitre Bl

Dans toute la deuxiéme partie de la thése, nous avons utilisé I’Ansatz de Bethe pour calcu-
ler les fluctuations du courant total du modéle d’exclusion sur un anneau avec une asymétrie
arbitraire. Au chapitre Bl nous avons en particulier calculé les trois premiers cumulants du cou-
rant [T} ], en utilisant une formulation fonctionnelle des équations de Bethe, et obtenu tous les
cumulants pour le modéle faiblement asymétrique [3]. A partir des expressions exactes obtenues
pour les trois premiers cumulants du courant et de calculs effectués pour de petits systémes,
nous avons ensuite été amenés au chapitre [fl & conjecturer une expression combinatoire explicite
pour tous les cumulants du courant quelle que soit la valeur de asymeétrie [H].

Tous ces résultats exacts pour les cumulants du courant conduisent & identifier trois régimes
différents pour les fluctuations du courant du modeéle d’exclusion sur un anneau dans la limite
d’un systéme de grande taille, comme nous ’avons vu au chapitre @l Le régime pour lequel ’asy-
métrie est la plus faible correspond & la classe d’universalité de ’équation d’Edwards-Wilkinson.
Dans ce régime, les fluctuations du courant sont gaussiennes. Le régime pour lequel ’asymétrie
est la plus forte correspond a la classe d’universalité de I’équation de Kardar-Parisi-Zhang. Ces
deux régimes sont séparés par un régime intermédiaire, dans lequel 'exposant dynamique est
le méme que pour I'équation d’Edwards-Wilkinson, mais avec des fluctuations du courant non
gaussiennes.

La troisiéme partie est consacrée au modeéle d’exclusion asymétrique a plusieurs classes de
particules, qui est défini au chapitre [ Nous exprimons en particulier la mesure stationnaire de
ce modele sous la forme d’un Ansatz matriciel au chapitre Bl Nous expliquons aussi la formula-
tion algébrique de I’Ansatz de Bethe pour ce modéle au chapitre B

Nous concluons par une liste de quelques points qu’il serait intéressant d’éclaircir :

e Nous avons vu au chapitre Bl que la valeur propre maximale E(v) de la matrice de Mar-
kov déformée M(7y) est périodique de période 2im/L. Quelle est la conséquence de cette
périodicité pour la fonction de grandes déviations du courant G(j)?

e Au chapitre B, nous avons écrit la forme asymptotique des cumulants du courant pour
les différentes lois d’échelle de I'asymétrie. Dans quelle mesure ces expressions sont-elles
universelles en une dimension pour le passage d’'un modéle régi par I’équation d’Edwards-
Wilkinson & un modéle régi par ’équation de Kardar-Parisi-Zhang ?

e Nous avons montré au chapitre @l que pour le modeéle faiblement asymétrique sur un
anneau, les cumulants présentent des oscillations en fonction du paramétre d’asymétrie.
Quelle est la signification physique de ces oscillations ?

e Nous avons calculé au chapitre Bl tous les cumulants du courant du modeéle faiblement
asymétrique. Cependant, ceci ne donne pas accés a leur fonction génératrice E(y) pour vy
loin de zéro. Comment obtenir le comportement non perturbatif de F(y) par Ansatz de
Bethe ?

e Comment prouver l'expression combinatoire des cumulants du courant du chapitre 67
Quelle est la signification physique de cette expression ?

e Au chapitre B nous avons montré que la mesure stationnaire du modele d’exclusion a
plusieurs classes de particules s’exprime sous la forme d'un Ansatz matriciel. L’algébre
de ces matrices est cependant assez compliquée. Est-il cependant possible d’en extraire la
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valeur moyenne du courant et le profil de densité?

e Pour le modeéle & plusieurs classes de particules, quel est le lien entre la matrice de transfert
définie & partir de I’Ansatz matriciel au chapitre Bl et celle définie & partir de la matrice
de monodromie au chapitre @7

e Au chapitre @, nous avons donné les équations de Bethe fonctionnelles pour le modele
d’exclusion a plusieurs classes de particules. Est-il possible d’en extraire la valeur des
premiers cumulants du courant ?
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Résumé

Cette thése est consacrée a 1’étude de quelques propriétés du modéle d’exclusion asymétrique
unidimensionnel, un modéle exactement soluble de particules en interaction présentant un état
stationnaire hors d’équilibre.

Dans une premiére partie, nous expliquons les liens que le modele d’exclusion asymétrique
entretient avec d’autres modéles de la physique statistique, en particulier des modéles de crois-
sance, de polymeére dirigé en milieu aléatoire, ou encore des modéles de vertex. Aprés avoir
récapitulé quelques résultats connus, nous expliquons comment le modéle d’exclusion peut étre
étudié en utilisant 1’Ansatz de Bethe.

La deuxiéme partie est consacrée au calcul par Ansatz de Bethe des fluctuations du courant
dans le modéle d’exclusion partiellement asymétrique avec des conditions aux bords périodiques.
Utilisant une formulation fonctionnelle des équations de Bethe, nous obtenons des expressions
exactes pour les trois premiers cumulants du courant. A partir de ces expressions exactes et de
calculs effectués pour de petits systémes, nous conjecturons ensuite une expression combinatoire
explicite pour tous les cumulants du courant.

Dans la troisiéme partie, nous présentons le modéle d’exclusion & plusieurs classes de parti-
cules, qui généralise le modéle étudié dans les deux premiéres parties. Nous montrons que ses
probabilités stationnaire peuvent s’écrire sous la forme de traces de produits de matrices. Nous
expliquons ensuite la formulation algébrique de I’Ansatz de Bethe pour ce modéle.

Summary

In this thesis, we study some properties of the one-dimensional Asymmetric Simple Exclu-
sion Process, an exactly solvable model of interacting particles featuring an out of equilibrium
stationary state.

In a first part, we explain the relations between the asymmetric exclusion process and other
models of statistical physics, in particular growth models, models of a directed polymer in a
random medium, and vertex models. After recalling a few known results, we explain how the
exclusion process can be studied through the use of the Bethe Ansatz.

The second part deals with Bethe Ansatz calculations of the fluctuations of the total cur-
rent in the partially asymmetric exclusion process with periodic boundary conditions. Using a
functional formulation of the Bethe equations, we obtain exact expressions for the three first
cumulants of the current. Then, starting from these exact expressions and also from calcula-
tions performed for small systems, we conjecture an explicit combinatorial expression for all the
cumulants of the current.

In the third part, we present the exclusion process with several species of particles, which
generalizes the model studied in the two first parts. We show that its stationary probabilities
can be written as traces of products of matrices. Then, we explain the algebraic formulation of
the Bethe Ansatz for this model.
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Current Fluctuations in the exclusion process and Bethe Ansatz
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We use the Bethe Ansatz to derive analytical expressions for the current statistics in the asym-
metric exclusion process with both forward and backward jumps. The Bethe equations are highly
coupled and this fact has impeded their use to derive exact results for finite systems. We overcome
this technical difficulty by a reformulation of the Bethe equations into a one variable polynomial
problem, akin to the functional Bethe Ansatz. The perturbative solution of this equation leads to
the cumulants of the current. We calculate here the first two orders and derive exact formulae for
the mean value of the current and its fluctuations.

PACS numbers: 05-40.-a;05-60.-k
Keywords: ASEP, Functional Bethe Ansatz, large deviations

I. INTRODUCTION

The asymmetric exclusion process (ASEP) plays a seminal role in non-equilibrium physics of low dimensional
systems [1]. In its simplest version, the ASEP describes a system of particles, randomly hopping on a lattice with
hard-core exclusion interaction so that a lattice site can be occupied by only one particle at a given time. Due to
its minimal character, this model appears as a building block in many seemingly unrelated fields [2]. By virtue of
different mappings, the ASEP can be interpreted as a model for RNA transcription [3], hopping conductivity, polymers
in random media, surface growth [4], traffic flow, molecular motors [5] etc... In the one-dimensional case, many exact
results have been derived for the ASEP (for a review, see e.g., [6, 7]). As a result, the relations between the intrinsic
stochasticity of the dynamics, the external drive and the particles interactions are better understood. The fact that
ASEP in one-dimension is an exactly solvable model should not be considered as just an elegant mathematical anomaly
at odds with physical relevance. Indeed, many of the exact results obtained for ASEP have shed light on the behaviour
of general driven diffusive systems by providing us with effective phenomenological descriptions that can be applied
to more realistic models [8]. Examples of such descriptions that stem from mathematical results are: shock fronts to
model boundary induced phase transitions, the interpretation of shocks as real space condensation (related to zero
range processes) [9, 10], and the additivity principle [11]. Besides, the ASEP is a good toy-model to test the validity
of general claims about non-equilibrium systems: for example, the Gallavotti-Cohen fluctuation theorem is satisfied
by the ASEP (and by more general Markovian systems) as can be shown by elementary methods [12] whereas the
proof for deterministic dynamical systems requires some restrictive hypothesis and is far more technical.

Exact solutions for the exclusion process have been obtained by using several different approaches, and in particular
the Matrix Product representation and the Bethe Ansatz. The Matrix Product representation was first introduced in
[13] to study the stationary state and the phase diagram of the ASEP with open boundaries. The main idea consists
in representing the stationary state as a trace over a suitable, usually quadratic, algebra; this technique has been
generalized to many different models, including systems with shock profiles and with different classes of particles
[14-16, 18]. An exhaustive and pedagogical review on the Matrix method can be found in [19]. The Bethe Ansatz
was first used to calculate the spectral gap of the ASEP and the associated dynamical exponent [20-24]. Indeed,
the Markov matrix of the ASEP that encodes its stochastic evolution can be mapped exactly onto a non-hermitian
spin chain hamiltonian which is integrable. The Bethe Ansatz also allows to study spectral degeneracies [25], and to
investigate variants of the ASEP and more general particle hopping processes [26-29] (for a review see e.g., [30]).

A particularly important physical quantity in the ASEP is the statistics of the current in the stationary regime.
This current becomes a local height variable when the ASEP is translated into a Random Solid On Solid model that
describes the growth of a random interface. Indeed, in this mapping, a forward random jump of a particle through
a bond corresponds to a random deposition event of a unit ’brick’ on the interface; a backward jump corresponds to
the evaporation of a brick. The time integrated current through a bond of the ASEP is therefore equivalent to the
total height of the interface at a given point. In the continuous limit, the motion of this interface is described by
the Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) equation (see e.g., [4]). The exclusion process in one dimension is thus a discretized
version of the KPZ equation and exact results about the ASEP have therefore interesting interpretations in terms of
surface growth.

For the exclusion process on a periodic ring, the mean value of the stationary current through a bond can be easily
derived from elementary combinatorics; in the limit of a large system the mean current is given by the density of
vacancies multiplied by the asymmetry rate. However, the higher moments of the current in the stationary state are
much more difficult to calculate. In fact, the full statistics of the current was determined only for the particular case



of the totally asymmetric exclusion process (TASEP), where the particles are allowed to jump only in one direction.
For any system size, an analytical expression for the cumulant generating function was obtained, leading to an exact
formula for the large deviation function [31, 32]. This result was derived using the Bethe equations which, for the
TASEP, can be solved explicitely thanks to a decoupling property that reduces them to a one variable polynomial
equation plus a self-consistency condition [21, 27, 30].

In the general case, when jumps on both directions are allowed, the Bethe equations do not decouple and it has
not been possible to use them to derive exact results for finite systems. An exact formula for the fluctuation of the
current (i.e., the second moment of the current) in the long time limit could however be derived using an extension
of the matrix method [33, 34]. But higher moments appeared to be out of reach.

The aim of the present work is to derive analytical results for the current statistics in ASEP with forward and
backward jumps (sometimes called the partially asymmetric exclusion process) from the Bethe Ansatz. We overcome
the technical difficulty that hindered the solution of the Bethe equations in the general case by reducing them to an
effective one variable problem thanks to a suitable reformulation, akin to the so-called functional Bethe Ansatz. This
one variable equation can be interpreted as a purely algebraic question involving a divisibility condition between two
polynomials. In this work, we use this formalism to derive the expressions of the mean value of the current and its
variance. Our technique can be used to calculate the current cumulant to any desired order.

The outline of this work is as follows. In section II, we explain that the cumulant generating function can be
expressed as the maximal eigenvalue of a suitable deformation of the Markov matrix where the deformation parameter
represents the fugacity of the jumps. In section III, we give the Bethe equations that allow to diagonalize this matrix.
The reformulation of the Bethe equations as a problem in polynomial divisibility is done in section I'V. In section V,
we solve perturbatively this purely algebraic problem to the second order with respect to the jump fugacity. This
allows us to derive the exact formulae for the mean value and the variance of the current in section VI. The last
section is devoted to concluding remarks. Some technical derivations are given in the appendices.

II. CURRENT STATISTICS AS AN EIGENVALUE PROBLEM
A. The asymmetric exclusion process

The exclusion process on a periodic one dimensional lattice with L sites (sites ¢ and L+i are identical) is a stochastic
interacting particle model in which each lattice site is occupied by at most one particle at a given time (exclusion
rule). The system evolves with time according to a stochastic dynamics: a particle on a site 7 at time ¢ jumps, in
the interval between ¢ and t + dt, with probability p dt to the neighbouring site ¢ + 1 if this site is empty and with
probability ¢ dt to the site ¢ — 1 if this site is empty. The jump rates p and g are normalized such that p +¢g = 1.
The special case where the jumps are totally biased in one direction (p = 1 or ¢ = 1) is called the totally asymmetric
exclusion process (TASEP). For p = ¢ = 1/2, the exclusion process is symmetric (SEP). If the number of particles in
L
N

We call P,(C) the probability that the system is in the configuration C at time ¢. As the exclusion process is a
continuous-time Markov process, the time evolution of P;(C) is determined by the master equation

a
dt

the ring is IV, the total number of configurations is given by the binomial coefficient

P(C) =Y M(EC.CHP(C) = (MO(C,C’) +M(C,C) + M,l(c,c’))Pt(c') . (1)
c’ c’

The Markov matrix M encodes the dynamics of the exclusion process: the non-diagonal element M;(C,C’) represents

the transition rate from configuration C’ to C where a particle hops in the forward (i.e., anti-clockwise) direction, the

non-diagonal element M_;(C,C’) represents the transition rate from configuration C’ to C where a particle hops in

the backward (i.e., clockwise) direction. The diagonal term Mo(C,C) = — > ¢re (M1(C',C) + M_1(C’,C)) represents

the exit rate from the configuration C.

B. Generalized master equation for current statistics

We call Y; the total distance covered by all the particles between time 0 and time ¢ and P;(C,Y") the joint probability
of being in the configuration C at time ¢ with ¥; = Y. An evolution equation, analogous to equation (1), can be
written for P,(C,Y") as follows :

d

ZP(C.Y) = ; (MO(C, CYP,(C',Y) + Mi(C,CYP(C,Y — 1) + M_1(C,C")P,(C',Y + 1)) . 2)



We now recall how the full statistics of Y; can be determined [12, 31]. In terms of the generating function F;(C)
defined as

+oo
Ft(C) = Z GWYPt<C,Y), (3)
Y=—o0
equation (2) takes the simpler form :
d _
ZF(C) :Z(Mo(c,c')+ew1(c,c’)+e TM_(C,C) ) ZM )(C,C)F(C). (4)

c’

This equation is similar to the original Markov equation (1) for the probability distribution P,(C) but where the
original Markov matrix M is deformed into M () which is given by

M(’y) == MO + e'yMl + e_’yM,1 . (5)

We emphasize that M(y), that governs the evolution of F3(C), is not a Markov matrix for v # 0 (the sum of the
elements in a given column does not vanish).

C. Long time limit and maximal eigenvalue

In the long time limit, ¢ — oo, the behaviour of F;(C) is dominated by the largest eigenvalue A(v) of the matrix
M(y) :

Fy(C) — e Enax(7) ), (6)

where the ket | Eax (7)) is the eigenvector corresponding to the largest eigenvalue. Therefore, when ¢ — 0o, we obtain

) = D FUC) e, (7)
More precisely, we have
1
tlim 7 log(e™) = Enax(7) . (8)

The function Ey,.x(7y) contains the complete information about the cumulants of the total current Y; in the long time
limit. For example, the total current J and the diffusion constant A are given by

Y) _ dEmax(v)

J = Jim - ‘ , 9
t—oo ¢ d’y v=0 ( )
. <Y; ) — <Y;f> dzEmaX(’Y)
A=1 - ] . 1
Jim S e (10)

Thus, the cumulants of Y; can be determined by carrying out a perturbative expansion of Ep,.x(y) with respect to
(a similar method has been used, in a different context, in [35]). The importance of the maximal eigenvalue Ey,ax ()
of the matrix M (v) also stems from the fact that it is closely related to the large deviation function G for the total
current. We recall that the large deviation function G is defined as

; L1 Y, .
G(j) = tlirglo n log [Prob (t = j) } . (11)
From equations (7) and (11), we find
<e'73/t > ~ eErxan('Y)t ~ /et(G(J)J’"Y])d] , (12)

and deduce by the saddle-point approximation that the maximal eigenvalue Fy,ax(y) is the Legendre transform of the
large deviation function G(j)

Bunax(7) = max (G(3) + 77 ) (13)



D. Restatement of the problem

We want to study the statistical properties of the total current in the partially asymmetric exclusion process. We
have seen that in the long time limit, the maximal eigenvalue Ey,.x(7y) of the deformed matrix M () is the generating
function of the cumulants of the current, i.e., the power-series expansion of Ep.x(7) in the vicinity of v = 0 allows
us to determine the statistical properties of the current. In the following sections, we shall first explain how to
diagonalize the Matrix M () using the Bethe Ansatz; this method will allow us to write any eigenvalue of M () as a
symmetric function of the roots of a system of coupled polynomial equations (the Bethe equations). Then, we shall
develop a perturbative scheme to expand the maximal eigenvalue Fy,.x(7) in powers of v, when v — 0. The first
order expansion will give us the the current J and the second order term will lead to the diffusion constant A.

ITII. THE BETHE EQUATIONS
The deformed matrix M (v) can be diagonalized by Bethe Ansatz. A vector P over the configuration space is an
eigenvector of M (v) if it satisfies
M(y)P = EM)P. (14)

By representing a configuration by the positions of the N particles on the ring, (r1,r2,...,ry) with 1 < rj < rg <
-+ < ry < L, the eigenvalue equation (14) becomes

EP(ry,...,rn) =
Zp[eyp(ﬁw--,ﬁfh ri =1, Tig1,...,rN) = P(re,.o )] F

Zq e "P(ry,...,rj—1, 75+ 1, rjp1,...,rN) — P(r1,...,rn)] (15)
J

where the sum runs over the indices i such that r;_; < r; — 1 and over the indices j such that r; +1 < 741 ; these
conditions ensure that the corresponding jumps are allowed. Following the coordinate Bethe Ansatz, we assume that
the eigenvector P can be written in the form

P(ry,..om) = 3 A2ty 202y 20 (16)
oEX,

where 3, is the group of the n! permutations of n indices. The coefficients { A, } are rational functions of the fugacities
{#z1,...,2n}. The expression (16) represents an eigenvector of M () if {z1,..., z,} satisfy the Bethe equations [21, 30]:

N _
LoV Vzizj — (p+ @)z + pe”

zy = — for i=1...N, (17)
oy 40T E - (p+ q)z; + pe¥

K2

and the corresponding eigenvalue of M () is given by

N N
1 _
E(v;zhzz...zN):pe”’E ;—qu 75 zi —Np+q). (18)
i=1 " i=1

For v = 0, we know that the maximal eigenvalue of the Markov matrix M is equal to 0 and corresponds to the
degenerate solution z; = 1 for all 4.

Remark: The Gallavotti-Cohen Invariance. The Bethe equations (17) and equation (18) are invariant under the
transformation z — % , ¥ — log 4 — ~. This symmetry implies that the spectrum of M () and that of M(log 1 — ~)
P P

are identical. This functional identity is satisfied in particular by the largest eigenvalue of M and we have Ep.x(y) =
Emax(log% — ). This identity implies, using equation (13), that the large deviation function satifies the symmetry

6) = G(-4) - (1022 . (19)

This relation is a special case of the general Fluctuation Theorem valid for a large class of systems far from equilibrium.
It was derived for more general Markovian systems in [12].



A. A useful change of variables

We introduce N auxiliary variables (y1,...,yn) defined as
1—e 7z )
yl:m fOI" Z—l...N, (20)

where we have introduced the asymmetry parameter x:

r=-. (21)

We remark that the change of variables (20) is ill-defined for = 1 which corresponds to the symmetric exclusion
process. In the following, our calculations will always be performed for x < 1. Our results will extend to the symmetric
case by taking the limit  — 1 in the final expressions. The Bethe equations (17) now become

L—yi Yi — yj .

1YY —

These equations are simpler than the original ones because they involve only linear polynomials in the y;’s. By taking
the product of the Bethe equations (22) over all the values of i, we obtain

N L
1- Yi yz 2
SIIEL) =Y [T A = v - e
1= LY i,j= 1

This relation stems from the translation invariance of the model (momentum conservation).
In terms of the y;’s, the eigenvalue (18) reads

N
B =p-0) Y (- o) (21)

When v — 0, all the roots y;(y) that correspond to the maximal eigenvalue Epax(y) of M () converge to the
degenerate solution lim,_oy; = 0 and the maximal eigenvalue of M (v) also converges to 0. Using equation (23), we
therefore find that, for small enough values of 7, the roots y; () satisfy the relation

e H 1—zy; = (25)

This relation, which is a simple consequence of the Bethe equations, will be useful in the following to select the Bethe
roots that correspond to Epax(7).

B. The TASEP case

The Bethe equations (22) are a coupled non-linear system of polynomial equations in the variables yq,...,yn.
Deriving exact results from these equations is a daunting task. However, for the special case of the totally asymmetric
exclusion process (TASEP), which corresponds to p = 1 and ¢ = = = 0, the Bethe equations can be reduced to an
effective one variable problem. Indeed, for = 0, the equations (22) read

(=gt = (C)N (26)
Y,y

Thus, all the Bethe roots y; are solutions of the one-variable polynomial equation

Ira-mE+cTh =0, (27)



where the constant C' must be determined self-consistently by the relation

c=-)"]]— (28)

This crucial ‘decoupling’ property of the the Bethe equations for x = 0, has lead to an exact calculation of the TASEP
spectral gap [20, 21, 24] and has allowed Derrida and Lebowitz to calculate the complete large deviation function of
the current for any finite values of L and N [31]. This effective decoupling also explains the spectral degeneracies
of the TASEP Markov matrix [25]. Hence, the use of the Bethe Ansatz has been restricted mostly to TASEP (for a
review see e.g. [30]).

For the partially asymmetric exclusion process, the Bethe equations are highly coupled to one another and can not
be simply reduced to an effective one variable equation. Because of this technical difficulty for 0 < x < 1, it has not
been possible to extract from the Bethe Ansatz any exact solution for finite systems. However, when L — oo, the
Bethe equations reduce to an integro-differential equation for the density of roots, which was analyzed by Kim et
al. [22, 23] to derive the spectral gap and the current large deviation function.

IV. REFORMULATION OF THE BETHE EQUATIONS

We note that in the N Bethe equations (22) all the variables y; play a similar role. This remark suggests that we
should introduce an auxiliary variable T' that plays a symmetric role with respect to all the y;’s. We suppose that T
satisfies the following equation

L N
1-T T —xy; .
i =—|| =" f =1...N 29
(1—33T) jlllle—yj ot ’ (29)

where the y;’s are now interpreted as parameters of the problem. This expression can be rewritten as a one variable
polynomial equation for the unknown 7'

2

P(T)=0 with P(T)=e""(1—T)* [[(T —y;) +

j=1

(30)

H
|
8
'ﬂ
u:jz
|
8
iﬁ

The N Bethe equations (22) imply that y; is a root of P(T) for ¢ = 1,..., N. Thanks to the auxiliary variable T, the
Bethe equations have been reduced to an effective one variable problem with N parameters. We can now proceed as
follows: (i) Find the roots of the polynomial P(T") with the unknown T" and with N parameters y1,...,yn. (ii) Select
N roots, amongst the L + N solutions of P(T') = 0, and identify these selected roots to the y;’s. This identification
leads to N self-consistent equations (recall that for TASEP we had only one self-consistency condition).

It is possible to perform these steps using contour integration in the complex plane as in the TASEP case [24, 27,
31, 32]. However, the calculations will be greatly simplified if the problem is formulated in a purely algebraic manner,
as follows. Let us define the polynomial Q(T') as

Q) = | |(T'—y;). (31)

k,:Z

1

J

The roots of @ are exactly the Bethe roots y1,...,yn (equivalently, @ is the generating function of the symmetric
polynomials in y1,...,yn). The polynomial P(T), defined in equation (30), can then be written as follows

P(T)=e"(1-T)*Q(2T) + (1 — 2T) 2™ Q <§> : (32)

The fact that the Bethe roots y1,...,yn are roots of the polynomial P(T') implies that Q(T") divides P(T'). Therefore
there exists a polynomial R(T") of degree L such that P(T) = Q(T)R(T), i.e., such that

QMR(T) =1 = T)EQ(2T) + (1 — 2T) 2N Q (Z) ) (33)



Substituting 7' = y; in this equation and taking into account that y; is a root of Q(T") we obtain
—_u \ F Ui
eL’y(l yl> :_xNQ(z). (34)

Using the expression (31) for Q(T'), we find that this relation is identical to the Bethe equation (22). We remark that
this reformulation of the Bethe equations as a problem of polynomial divisibility has been used in various contexts
[36-38] and is closely related to the functional Bethe Ansatz [36, 38, 39].

A. Expression of the eigenvalue

The eigenvalue E(7v), defined in equation (24), can be expressed in terms of the polynomial Q(T'):
Q) 1 Q’(l/x))
Q)  xQ(1/x)

This formula can be simplified with the help of the ‘Q-R equation’ (33) as follows. Substituting 7" = 1 in the
equation (33) we find

E(y) = p(1 - o) ( (35)

1
QR = (1-%~Q (7). (36)
If we differentiate equation (33) with respect to 7" and then substitute 7' = 1 we obtain
1 1
QR + QR =L 1 -2 1Q (1) + ¥ M- @ (). (37)

Taking the ratio of the last two equations, we find that E() can be rewritten as

E(y) _ Lx _R’(l)
pl—z) 1—-z R(1)° (38)

This is the expression of E(y) that will be used in the sequel.
Equation (25), that allows to select the roots y; corresponding to the maximal eigenvalue, is similarly rewritten in
terms of @ and R as follows

RO NN (39)

#NQ (3)
Using equation (36), an alternative form is obtained
R(1)=eN7(1 —2)F. (40)

This relation will be very useful in the sequel to simplify some calculations.

V. PERTURBATIVE SOLUTION OF THE FUNCTIONAL BETHE ANSATZ EQUATIONS

In this section, we explain how to solve equation (33) order by order in ~ for the roots y; that correspond to the
maximal eigenvalue of the matrix M (7).
We first develop the polynomials @ and R in powers of v

N %)

Q) =[[(T-y) = D 7"Qu(T) = Qu(T) +1Qu(T) + 7’ Q2(T) + ... (41)
j=1 n=0

R(T) = Y 4"Rn(T) = Ro(T) + vRy(T) + ¥’ Ra(T) + ... . (42)

n=0



We note that the degree of the polynomials @, (T) for n > 1 is at most N — 1. For v = 0, we know that Ey = 0 and
that this maximal eigenvalue is obtained for y; = 0. Therefore, we have

Qo(T)=TN  and Ro(T) = (1 —2T)l + 2N (1 -T)". (43)

By substituting the power series (41) and (42) in the QR-equation (33), we obtain a hierarchical system of linear
equations for the polynomials R, (T") and Q,,(T). This system can be solved order by order by using the known ‘initial
conditions’ Qo(T") and Ry (T).

We now solve the QR-equation to the first and second orders.

A. First order calculation

At first order, the QR-equation (33) becomes

(D) [1—2D) +2VN1 -] +TVR(T) = (1 = T)"Q1(2T) + (1 — 2T) 2N Q4 <Z) + LaN (1 = T)ETN | (44)

and the auxiliary equation (39) becomes

@ -0 (5) = -x. (45)
It is simpler to define the polynomial
B(T) = Qi) ¥ () (16)
and to rewrite equations (44) and (45) as follows
(1—2T)'By(T) — (1 - T)*By(2T) = TV (L™ (1 -T)" — Ry(T)) . (47)
Bi(1) = —=N. (48)

Because B1(T) and Q1(T) are of degree < N — 1 and noting that the term on the r.h.s. of equation (47) is divisible
by TV, we can reduce this equation modulo TV and write

1 —2D)*B(T) — (1 = T)*By(2T) =0 [TV]. (49)

This equation allows to determine the polynomial B;(T") up to a multiplicative constant [,

N-1
. L

BUT) = A= D) (1Y), tiew Bi(D) =0 Y- (-1 () T¥. (50)

k=0

The constant [y is fixed using equation (48). Using the binomial identity (B3), we find
N-1
L _ L—-1 ) -)NL
N = 3 (1) (5)=mo™ (K1) e - (( ) 3 (51)
- N

From this relation it follows that

N—1 ( L )
— 1 N+kL k
(1) = q;(f)i " with ql(cl) e

— L 1—aN-F"
e

Using this formula and equation (47) the following exact expression for Ry (T) is obtained:

N-1 L
Ri(T) = LaN(1-T)" + (—1)NL SN (e ( ﬁ ) ( L ) (a7 — 2"yt =N (53)

L\ &= & r
()%*

All negative powers of T in the above expression cancel out for the following reason: the coefficient of a term of the
type T~ with d > 0 is obtained by imposing the condition p+7 = N —d to the double sum in equation (53). Because
of this condition, the indices p and r can vary only from 0 to N —d and they both have the same effective range. The
sum in equation (53) is antisymmetric with respect to p and r and therefore it vanishes. This proves that Ry (7T) is
indeed a polynomial.




B. Second order calculation

At second order, the polynomial Bs(T') defined as

By(T) = @a(T) — 2V Qs (T) , (54)

T

satisfies the following equation
(1= eT)EBy(T) — (1 = TV By(aT) = L(1 — TY2Qu(aT) — Ry (T)Qu(T) + TV (a:NL;u T RaD)) L (55)

If we write this relation modulo TV we obtain the simpler equation
(1 —2T)Bo(T) — (1 = T)!By(2T) = L(1 — T)* Q1 (2T) — Ry(T)Q:(T) [TV], (56)

where the expressions for Q1 (T") and R;(T) are given in equations (52) and (53) respectively. At order 2, the auxiliary
equation (39) becomes

N2

5 (57)

Bal) = Qa(1) - Qs 3 ) = ~NQu(1) -

The polynomial By(T) is the sum of a special solution By(T') of equation (56) and of a term that is proportional to
B (T), the solution of the homogeneous equation (49), i.e.,

By(T) = By(T) + CBy(T). (58)
The proportionality constant C' is fixed by using the auxiliary equation (57), which leads to

Bx(1)

C:N

N
+ Qi) + 5, (59)
where we have used B;(1) = —N from equation (48).
A special solution to the polynomial equation (56) is given by

N-1
By(T) = Y (1—a )T, (60)
k=0
w () 87 e () G
—1 —1
) 2)  (—1)NFTRFIL2 1 N +r k—r N +r k—r
N

The main steps to derive equation (61) are given in Appendix A. Finally, the polynomial Q2(T) is given by the linear
combination

=

N—-1
QD) =Y ¢PT + 0N ¢VT*, (62)
0 k=0

>
Il

where the constant C' is given in equation (59).

VI. EXACT FORMULAE FOR THE MEAN CURRENT AND ITS FLUCTUATIONS

Solving the Q-R equation allows us to calculate the expansion of the largest eigenvalue Epax(7), order by order,
and to calculate the cumulants of the total current. The largest eigenvalue Ep,.x(7), can be expanded with respect
to the parameter v as follows

Emax(’Y) = p(l - l‘) Z IVnEn . (63)
n=0
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Using equations (38), (40) and (42), the expansion of Fa.x(7) is given by

Eumax(y) _ Lw Ry(1) NRy(1) — Ri(1) N2Ry(1)  NRi(1)  Ry(1)
pl-z) 1-z (1E$)L i ((1 —Ox)L o —x)L> 2 (2(1 —Ox)L Taor —x)L) o 04
From the expression (43) for Ry(T'), we find that
Ry(1) L ’ (65)

(1—a)r 1—z

and we verify that the zeroth-order term Fy in Ep,ax(7y) vanishes.

A. Calculation of the Current
The current J, defined in equation (9), corresponds to the coefficient of 7 in the expansion of Ey.x (7). To determine
R} (1), we start with equation (37) and expand it to the first order in ~:

where in the last equality we have used the definition of By (T') as given by equation (46). We know that By(1) = —N
from equation (48); the value of Bj(1) is readily obtained from the expression of By(T) given in equations (50)
and (51):

N -1

!
1) =— _—.
Bi(1) LNLi1 (67)
Thus, we have
Ri(1) Lx L—-N
(1—x)L__N — -1 (68)

Substituting this expression in the coefficient of v in equation (64), we find that the total current is given by

N(L—-N)

J=p(1—-12) 71

(69)
This value agrees, of course, with the known formula, which is obtained very simply by using the fact that all the
stationary configurations of ASEP on a ring are equiprobable. We recall that J represents the total current in the
system; the current through a bond is given by J/L. Using the Bethe Ansatz to find J is certainly a very complicated
and distorted way to retrive a back-of-an-envelope calculation. However, J is one of the simplest quantity associated
with ASEP and the fact that nobody could extract such an elementary formula from the Bethe equations has been a
standing puzzle for a long time.

B. Calculation of the Diffusion constant

The second order term in the perturbative expansion (64) allows us to calculate the diffusion constant. Indeed,
thanks to equation (10), we find that A = 2p(1 — z)E>. Therefore, we have

N2Ry(1) | NRy(1)  Ry(1) ) (70)

B =it =) (g S+ Tt~ P

Hence, in order to calculate A, we also need R, (1), which is determined in Appendix B. After gathering all relevant
terms, we are finally lead to the exact formula for the diffusion constant of the total current for the partially asymmetric

exclusion process on a ring:
N
_ 2p(1—=x)L ol4+2" L L
A= QETI_QJT Nar ) UNZy ) (71)

v (h)
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This formula agrees, of course, with the one obtained using the Matrix Representation method [34] (in that work,
the fluctuations of the current through a bond were calculated exactly i.e., A/L?). From this exact expression, it is
possible to deduce by finite size scaling that a tagged particle in an infinite system exhibits an anomalous diffusive
behaviour with exponent 1/3 (instead of one 1/2). By taking the continuous limit L — oo of equation (71) in the
weakly asymmetric regime z — 1, with scaling variable ¢ = (1 — m)ﬁ, it is possible to derive a scaling function
for the KPZ equation that describes the cross-over from the linear Edwards-Wilkinson regime to the non-linear KPZ
regime. We refer for more details to [34].

We emphasize that the calculation of A with the Bethe Ansatz is of the same order of complexity as with the Matrix
method [34] but it is much simpler mathematically. The Bethe Ansatz requires only elementary mathematical objects
such as polynomials and involves systematic calculations, whereas for the Matrix Ansatz one has to find (guess) a
suitable algebra, prove that this algebra solves the problem and then evaluate traces of various operators requiring
the use of remarkable identities on g-binomials [34].

Furthermore, to calculate the higher cumulants of the current, one has to solve the QR-equation (33) to the suitable
order in 7. By contrast, there is absolutely no clue on how to extend the Matrix method to calculate, for example,
the third cumulant of the current: the form of the algebra involved (if such an algebra does exist) is totally unknown.

VII. CONCLUSION

Most of the analytical studies of the ASEP are based on two different techniques, the Matrix Product method and
the Bethe Ansatz. The Matrix representation is suitable to calculate stationary state observables, such as correlations,
phase diagrams etc... A major drawback of this method is that there is no constructive method to generate matrices
that are suitable for a given stochastic model: one has to rely on educated guesses, after some trials and errors.
Nevertheless, the Matrix method, when applicable, is efficient and allows to derive elegant combinatorial results for
finite systems. On the contrary, the Bethe Ansatz is a systematic procedure with such a wide range of applicability
that it has grown into a subfield of theoretical physics: the theory of integrable systems. There exists a priori
conditions, such as the Yang-Baxter relation, that insure that a system is integrable (i.e., it can be analyzed by Bethe
Ansatz). Many methods have been developed to cope with the Bethe equations [36, 39]. However, it is very difficult
to extract information for finite systems from the Bethe equations and usually one has to analyze these equations in
the thermodynamic limit.

For the TASEP, the Bethe equations have a fundamental decoupling property that has lead to many exact results
[21, 24, 25] and in particular to the calculation of an exact formula for the large deviation function [31, 32]. For the
partially asymmetric case, the Bethe equations are strongly coupled and therefore they have been rarely used. The
only exact results derived from them were obtained by Kim et al. in the limit of an infinite size [22, 23]. In this paper,
we have been able to overcome this technical difficulty thanks to a reformulation of the Bethe equations as a mere
problem of polynomial divisibility that can be solved perturbatively in the fugacity parameter. We have calculated
the mean value J of the current and its fluctuations A. Obviously, the calculation of J from Bethe Ansatz is much
more difficult than the elementary derivation. However, the calculation of A with the Bethe Ansatz is less difficult
than that with the Matrix method [34]. Furthermore, the perturbative analysis of the Bethe Ansatz can be extended
a priori to any order to derive higher cumulants of the current. It is not known if the Matrix method can be applied
to such calculations.

The reformulation of the Bethe equations that we used here, is akin to the functional Bethe Ansatz [36, 38, 39]. This
method can be generalized to many other problems: higher moments of the ASEP current (S. Prolhac, in preparation),
subleading correction to the large deviation function of the symmetric exclusion process, systems with different classes
of particles. We also believe that the method followed here could be applied to the ASEP with open boundaries for
which the Bethe equations have been derived recently [40, 41]. For the open TASEP with all rates equal to one, it
is known from the Matrix method that the mean stationary current is given by the ratio of two consecutive Catalan
numbers [13]: can this rather simple result be derived from Bethe Ansatz?
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APPENDIX A: DERIVATION OF EQUATION (61)

We want to derive the formula (61) for By(T) which is a particular solution of equation (56). We substitute the
formal expression (60) of By(T) in equation (56) and use the known explicit formulae for Q1 (T) and Ry (T) (given
in equations (52) and (53), respectively). After identifying the terms of the same degree in T, the following linear
system of equations is obtained:

s (et v () 2 ()(E)Aw

k+p=m k+p+r=m+N k+p=m
0<k<N-1 0<k,p<N-—1 0<k<N-—1
0<p<L 0<r<L 0<p<L

where we have introduced

L

_ (71)N+k+1 ( N ) (1— fok) ql(f) ) (A2)

72
The system (A1) is a triangular system of N equations, parametrized by the integer m, with 0 < m < N — 1. In
equation (A1), we have written explicitely the ranges for all the dummy variables. However, some pieces of information
are redundant: for example, we know that 0 < m < N —1; therefore, if £+ p = m then both k£ and p must lie between
0 and N —1 (recall that a binomial coefficient with a negative entry is equal to 0). In the following, we shall not write
such superfluous information.

We now start by transforming the r.h.s. of equation (Al): we notice that the first sum on the r.h.s. is formally
antisymmetric with respect to the indices » and p. However, this sum does not vanish identically because the range
of these two variables is not the same. If the range of r were from 0 to IV — 1, the total sum would be equal to zero.
In other words, the terms in the range 0 < r < N — 1 do not contribute to the sum, only the terms with N <r < L
contribute. This sum is thus given by

= L\ (L\(L\ 2#—2 ‘N7 L LY [ L\ a?—aV+
> 2 )W) e v ) 2 ) k) T
r=N 0<k,p<N-1 r=0 k+p+r=m

k+p+r=m+N 0<k,p<N-1

) E () )

k+p=m

Ck

where, we have first replaced the dummy variable r by r — N and then, to derive the last equality, we use the identity
(2P — 2Nt /(1 — 2N k) = gkt 4 (2P — 2F7) /(1 — 2V ~F) and replace k by k — r. Thus, we rewrite the r.h.s. of
equation (Al) as follows:

£ (4 2 () (5 (i) -(8) . (5 (1)

k+p=m k+p=m
L—N L—N
_ L L L b L L L aP — P
_Z(N—Fr) Z (p)(k—r>$+Z<N+r> Z (p)(k—r)l—xN-H—k' (Ad)
r=1 k+p=m r=0 k+p=m
The first term in the last equality is now rewritten using the following identity
L L k L L xP —zk
> ()05 -2 ()G ) = =
k+p=m k+p=m

k+r

[This identity is readily proved after multiplying both sides by (1 —z"), cancelling the common term and noticing

that the remaining terms are identical up to a notation change.]
Finally, the initial system (A1) becomes:

Y ()@= (A6)
Li]:V(Nﬁ—T) Z (]LD)(kEr)HxT+§V<Nﬁ-r> Z (ﬁ)(kfr)%

k+p=m r=0 k+p=m
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Clearly, the solution of this equation is given by

Ckzlvz_:lmT‘(Nir)(k£r>+NX_:1(NI—;-r>(k£r>. A7)

1—2a"
r=1 r=0

This ends the proof of the formula (61).

APPENDIX B: SOME USEFUL STEPS IN THE CALCULATION OF A
1. Binomial formulae

In the sequel, we shall use repeatedly the following elementary binomial formulae:

() =) =)

(L—p)(i) :L<L;1), )
g(—l)p(i) = Ii(—l)P{<L;1)+(§:ll>}:( 1)B(L§1>+( 1)14(51_1)(133)

(05 () - G () (B ()
G ()M () -

2. An expression for the diffusion constant

We start with equation (37) and expand the polynomials @ and R to the second order in . This allows us to derive
the following expression for R5(1). We obtain

Qo(1)R5(1) + Q1(1)R1(1) + Q2(1) Ry (1) + Qu(1)R2(1) + Q1(1)Ri (1) + Q3(1)Ro(1)
= LoVt —2)f Q. <i) + 2N 711 - 2)FQ) (1) : (B5)

T

We know from equation (43) that Qo(1) = 1, Q4(1) = N, Ro(1) = (1 — z)L'. From equation (40), we deduce
Ri(1) = N(1 — 2)% and Ry(1) = N2(1 — z)% /2. Finally, equations (65) and (68) give the values of R{(1) and R} (1).
We also use equation (57) to express Q2(1/x) in terms of Q1(1) and Q2(1). Substituting this information into the
previous expression leads to (remark that terms proportional to Q2(1) cancel out):

RL(1) N3 N2Lx L—-N , , Ne1~ (1
ke At Ak N 1)— N 1) — 1 — . B6
(1—2)L D) 2(1—x)+ L—lQl() Q1(1) — Q5(1) + 27 Qs :c (B6)
Inserting this expression into the formula (70) for A gives
A N3 L-N L—-N
— = _N? -N 1)+ NQ'(1) + By(1 B7
2p(1 — x) 2 L-1 L—1Q1()+ Q1(1) + By(1), (B7)

where we have used the definition (54) of the polynomial B2(T"). With the help of equations (58) (59), and (67) we
get

N — N -1

B o0+ Z) =B, (1) - LT1132(1) LN (1) - LN22N =

N

L1 z-n B

By(1) = B, (1) + B} (1) (
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Substituting this expression in equation (B9), we conclude that

A , L—N
2p(1 — ) =N 2(L —1)

- NQu) 4 NQU() + B (1)~ LT Bo(1). (59)

The values of all the terms that appear in this equation are known. We now evaluate each of these terms separately.

3. Calculation of some exact expressions

The value of Q1(1) is easily obtained from the expression (52) of Q1(T'):

o (45
Q1) = (1) 5 T (J%)i : 1(_N ) (B10)

<
[y

Similarly, we have

Q&) = <§> S — , (B11)

To calculate By(1), we start from the formula for By(T) given in equations (60) and (61):

By(1) = ((1);;52 ]:Z:(—l)k Ni " ( NLT> ( - ) - NZI (Nirz)NgrkkL T> : (B12)
N - = =

Exchanging the double sum and using equations (B1) and (B3), we rewrite the first term on the r.h.s of this expression
as follows:

S MN_1<—1)’“ (")) - (_ULN_lN__l — (]1V1T> (%) NGIE

In the second term on the r.h.s. of (B12), we remark that the effective range of the variable r is from 0 to k and
we replace r by ' = k — r. We then transform this term in a manner similar to that described in equation (B13).
Finally, the expression (B12) simplifies to:

(1) = 2§N:$T Ii;N+T(NiT)<N€r>_(LN i(—l)rl(_]\;f_r>. (B14)

(47

Using similar steps, we find that Bgl(l) is given by

. <L1>L<sz)2iﬂNT)(LerL)}(Nm(LNHL) (%) (%)

(—1)"(LN — Lr + 7 — L) ( Vo >

N
) (L—1)<N); L=

(B15)
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To conclude our calculation, we must substitute equations (B10) (B11), (B14), and (B15) into the formula (B9) for
the diffusion constant. We find that all the terms that contain only one binomial factor i.e., terms proportional to

(=" ( NI; , )/ (1 — 2") cancel out amongst themselves. After some elementary simplications, we are left with

i (Lle(]LV>2,ZJV1’"Qi+§: (x%r) (NLT>+(L1M<VJLV)2§N;T(NLM) (" )5
(B16)

The last two terms cancel with each other according to the identity (B4). This ends the proof of equation (71).

APPENDIX C: FUNCTIONAL BETHE ANSATZ FOR TASEP

We consider here the special case of the TASEP (which corresponds to p = 1 and ¢ = = 0). We explain how
to retrieve from the Q-R equation (33) the parametric representation of Fpax(y) that was obtained in [31] by using
contour integrals. For x = 0, the functional equation (33) reduces to

QTR(T) =TN + (-1)N'B(1 - T)' with B = (-1)""1e7Q(0). (C1)
From equation (43), we find that the zeroth order polynomials for the TASEP are simply given by
Qo(T)=T" and Ro(T) =1. (C2)
The perturbative expansions (41) and (42) can be rewritten as
Q(T) =T +4Q(T) and R(T)=1+~R(T), (C3)

where Q(T) is a polynomial of degree N — 1 and R(T) is of degree L — N (the coeflicients of these two polynomials
are functions of v). We note, in particular, that Q(0) is of order v and thus B defined in equation (C1) is also of
order v and is a small parameter. Dividing both sides of equation (C1) by T and taking the logarithm, we obtain

log <QIENT)) +log R(T') = log (1 + (—1)N*13T7N

-y , (C4)

(1 _ T)L el (71)Nklek; (1 _ T)kL
> k TkN

k=1

where we have developped the logarithm in powers of B. We remark that the r.h.s. of this equation is a series that
contains both positive and negative powers of 7. But, equation (C3) implies that Q(T)/TN = 1+ ~Q(T)/TV, i.e.,
Q(T)/T" is a polynomial in the variable 1/T of degree N. Therefore, the expansion of log (Q(T)/T") w.r.t. v (or
B) can only generate negative powers of T'. Similarly, from equation (C3) we have log R(T') = log(1 + vR(T)) and
the expansion of this term can generate only positive powers of T'. Therefore, the identification between the L.h.s. and
the r.h.s. of equation (C4) is unique and we have

QT > (_1\Nk-1pgk EN—1 kL -

log (f]EN)) - Z()T Z (—1) ; Ti—kN (C5)

k=1 §=0

S (-)NEIBE & i (kL kN

log R(T) = ZT > (1)J( ; )Tﬂ (C6)

k=1 j=kN

For the TASEP, equations (38) and (40) reduce to
R'(1 d 1

Bua(1) = ~ ) =~ OER(D)| | and = log R(1). (c7)

From equation (C6), we obtain (with the help of equations (B1) and (B3) to calculate the sums over j):

- kL — 2)!
Emax(7) = *N;Bk (k;N)!((kL — k?\f -’ (C8)

2
Il

= (kL —1)!
B ; B* (EN)(EL — EN)!” (C9)
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These two equations are precisely those derived in [31]. They provide a parametric formula for Ep,.x(7y) that allows
to calculate the large deviation function of the current and its cumulants to any required order.
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We use functional Bethe Ansatz equations to calculate the cumulants of the total current in the
partially asymmetric exclusion process. We recover known formulas for the first two cumulants
(mean value of the current and diffusion constant) and obtain an explicit finite size formula for
the third cumulant. The expression for the third cumulant takes a simple integral form in the
limit where the asymmetry scales as the inverse of the square root of the size of the system, which
corresponds to a natural separation between weak and strong asymmetry.

PACS numbers: 05-40.-a; 05-60.-k
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I. INTRODUCTION

The asymmetric simple exclusion process (ASEP) is one of the most simple examples of a stochastic interacting
particles model with an out of equilibrium stationary state. It features classical particles hoping on a lattice and
interacting through hard core exclusion. It can be seen as a growth model with deposition and evaporation of
particles and is thus a discrete version of a system evolving by the Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) equation. The one
dimensional model has been much studied in the past [I} 2, B, [ [5]. It is known to be exactly solvable through various
methods including the Bethe Ansatz [0 [7], which uses the underlying integrability of the Markov matrix of the model
(similar to the Hamiltonian of an XXZ spin chain with twisted boundary conditions), and the matrix product Ansatz
method [8] [9], which consists in writing the stationary state eigenvector as a trace of product of matrices.

The fluctuations of the current have received much attention [I0} 11} [12]. In the long time limit, the system reaches
a stationary state, independent of the initial configuration for finite size systems. A manifestation of the fact the
system is not at equilibrium in the stationary state is the existence of a current of particles flowing through the
system. In this stationary state, the mean value J of the current is simply proportional to the asymmetry of the rates
at which the particles hop to the right and to the left, which can be thought as a driving field. The fluctuations of
the current describe how the current differs from its mean value, that is the probability of finding a current j different
from J. But finding the whole probability density function can be difficult. Instead, one can study its first cumulants.
The second cumulant, related to the diffusion constant, describes the width of the probability density whereas the
third cumulant represents the asymmetry and the non-gaussianity of the probability density. The fourth cumulant
describes how much the peak of the distribution is sharp.

The fluctuations of the current have been studied for different variants of the ASEP: finite size open lattice [12],
systems with second class particles [I1} [13], infinite lattice [I4] [15],... For the totally asymmetric exclusion process, in
which the particles only hop in one direction (TASEP), on a finite size lattice with periodic boundary conditions, all the
cumulants of the probability distribution of the current have been calculated by Bethe Ansatz, using a simplification
of the Bethe Ansatz equations that occur only in this case. For the partially asymmetric exclusion process on a ring,
a particular scaling limit of the probability distribution function of the current was calculated using a thermodynamic
limit of the Bethe Ansatz equations [16]. However, only the first two cumulants were known for finite size systems
[I7, [18]. In the present paper we introduce a method that allows us to calculate exact expressions for the first
cumulants. We use it to get the diffusion constant with very few calculations, and obtain an explicit formula for
the third cumulant. We also derive a rather simple integral formula for the third cumulant in the scaling limit
where the asymmetry goes to zero as the inverse of the square root of the size of the system. This formula is similar
to the one obtained in [I7] for the diffusion constant in the same scaling limit.

The structure of the paper is as follows: In section [[I] we recall the functional Bethe Ansatz equations used in
[18] to calculate the two first cumulants of the total current. In section we show how to solve perturbatively
these equations, giving a way to calculate explicitly the cumulants one after the other. We obtain easily the two
first cumulants (mean value of the current and diffusion constant). For the diffusion constant, our derivation is much
simpler than in [I7] and [18]. In section [V] after a more involved calculation, we obtain an explicit expression for
the third cumulant. We show that for the cases of either the symmetric exclusion process (SSEP, the particle hop on
both sides with the same rate) or TASEP it reduces to known formulas. We finally write the third cumulant formula
in an integral form in the scaling limit where the asymmetry goes to zero as the inverse of the square root of the size
of the system.



II. BETHE ANSATZ FOR THE FLUCTUATIONS OF THE CURRENT

We consider in this paper the partially asymmetric simple exclusion process (PASEP) on a one dimensional lattice
with periodic boundary conditions. Each of the L sites can be empty or occupied by at most one of the n particles. The

configuration space of the model has then dimension 2 = i . On this configuration space, we define the following

Markov process: each particle can hop to the right with rate p (that is, with probability pdt for an infinitesimal time
interval dt) and to the left with rate ¢ provided that the target site is empty. Otherwise, the particle cannot move.
This dynamics can be encoded in the Markov matrix M = My + pM; + gM_1, whose diagonal part M, contains the
exit rates from each configuration, and M; (resp. M_;) the incoming rates obtained by moving one particle to the
right (resp. to the left).

Let Y; be the total distance covered by all the particles between time 0 and ¢. Y; is thus the integrated current
between time 0 and ¢. It has been shown [I0, I8 [I9] that the generating function of the cumulants of Y; in the
long time limit can be obtained from the diagonalization of a deformation of the Markov matrix of the system:
M(vy) = My + pe” My + ge~YM_1, introducing the parameter v which can be seen as a fugacity associated with the
leaps of the particles. More precisely, the eigenvalue E(~y) of M (v) corresponding to the stationary state of the system,
that is its eigenvalue with maximal real part, is given by

Es

log(e?Y" A
By) = tim 280 g B Baa (1)

t—00 t 2 6

J is the total current and A is the diffusion constant.

J:hm@

t—o0 t
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= i 2030 2007 X

The diagonalization of M (v) can be performed using the Bethe Ansatz, because of the underlying integrability of the
model. We are now going to recall the functional equations derived in [I8] for the calculation of E(vy). Defining the
asymmetry parameter x by

r=1 ()

the Bethe equations of the system are

oL <11_my:;l> H Yi — —0. (6)

The Bethe roots y; 1 <4 < n depend on both x and +. They can be used to write the corresponding eigenvector as a
sum over the n! permutations of the particles. Introducing the polynomial

n

Q) =TJ¢-w (@)

i=1

whose zeros are the Bethe roots, it can be shown [I8] that the Bethe equations () can be rewritten as functional
equations

QR(t) =" (1 = )" Q(at) + (1 - at)"2"Q(t/w), (®)

where @ is a polynomial of degree n (with a coefficient of highest degree equal to 1) and R is a polynomial of degree L.
Both @ and R must be determined by solving equation . This equation is known as Baxter’s scalar T'() equation
[20, 21), 22| 23]. Equation (8]) sets the value of R(0)

R(0) = 2" + &7 (9)
and the behavior of R(t) when ¢t — oo

R(t) ~ (2% + 2™eX7)(—1) 4L when t — oo. (10)



When v = 0, the solution of the Bethe equations @ corresponding to the stationary state is y; = 0 for all i.
Equivalently, the corresponding solution of (8) is Q(¢) = t" and R(t) = "(1 — )L + (1 — zt). Expanding Q(¢) and
R(t) near v = 0, we get

Q) =t"+0() (11)
and
Rt)=z"1-t)"+(1—at)" +O(v). (12)
The stationary state has another interesting property: it is a state with zero momentum, which leads to [18]
2"Q(1/x) = e"Q(1) (13)
or, in terms of the polynomial R
R(1) =™ (1 —z)t. (14)

The latter equation does not provide additional information beside , but it is useful to make some calculations
easier.
Finally, with @ and R solution of , the eigenvalue of M (v) corresponding to the stationary state is given by [18]

B Q1) 1Q(1/2)
5 o) <Q(1) RV

p
Equation could be solved perturbatively near v = 0 right now. Inserting the solution into , it would give us
the first cumulants of the current. This was done in [I8] up to order 2. Here, we will rewrite the previous equations
in a different way before making the perturbative expansion near v = 0. It will make the calculations much simpler
than in [18], and allow us to calculate the third cumulant. We divide both sides of the functional equation by

1=t —2t)Q(t)

R'(1)
R()

) = Lo —(1-z) (15)

R(t) O A(t) 1 el
=L —aF ~ (1 —0F T (T=at)F AfzD)’ (16)

where we defined

A(t) = 2" Qgé‘f). (17)

From this definition of A(t), and using and the fact that @ is of degree n, we know the value of A(t) in ¢t = 0,
t =1 and in the limit ¢ — oo

A(0) = 2™, A(l) =™ and lim A(t) =1 (18)

t—o0
From , we also know that
A =1+ 0(7). (19)
In terms of A(t), the expression for the eigenvalue rewrites, using the value of A(1) (18]

E()

’ =—(1- x)e_"'yA/(l). (20)

III. PERTURBATIVE SOLUTION OF THE FUNCTIONAL EQUATION

In this section, we will first show how to eliminate R(t) from equation , leaving us with a closed equation for
A(t). We will see how we can solve this equation perturbatively near v = 0. Then, we will reformulate this solution
to make the explicit calculation of the cumulants easier.



A. Perturbative solution for A(t)

From (19), we can write the expansion of A(t) near v =0 as
[e9)
A(t) =1+ A(t)y". (21)
k=1

But Q(t) is normalized such that Q(t) —t™ is a polynomial of degree n— 1. Thus, from (17)), the Ay (t) are polynomials
in 1/t of degree kn without constant term (Ax(t) — 0 when t — 00).

From now on, we will look at a perturbative solution of for small v. R(t), which is a polynomial in ¢, can be
seen as a formal series in ¢ and y with only nonnegative powers in ¢. The Lh.s. of equation is then also a formal
series in ¢t and « with only nonnegative powers in ¢. But we also know that, at each (nonzero) order in ~, A(¢) has
only negative powers in ¢ so that the r.h.s. of equation has both negative and nonnegative powers in ¢. Thus,
equation simply means that the negative powers in ¢ in equation cancel. We will write this as

A(t) 1 el
A—0F "0 =20F A(xt)

—o (1), (22)

which will mean: at each order in v, the Lh.s. of is finite when ¢t — 0. We have eliminated R(¢) from equation
. We will see that equation still determines A(t) uniquely.

From now on, every expansion in powers of ¢ will have to be understood as an expansion of a formal series in
powers of v followed, at each order in ~, by an expansion in powers of ¢. In the following, we will use the notation
[f ()] k) = [f]x) to refer to the coefficient of the term ¢* in the expansion of the formal series f(t). We also introduce

the notation [f ()] which will represent the negative powers of f in t (that is terms ¢* with k& < 0). On the contrary,
[f(£)](4+) will represent the nonnegative powers of f in ¢ (terms ¢* with k > 0).
To solve equation , we will write it in the slightly more complicated form

A, ((114—(?%) - _ﬁ (A(xt) + /fé;)) L0, (23)

A, being the operator which acts on an arbitrary function u(t) = Y- [u])t* as
kEZ

(Agu)(t) = u(t) — z"u(xt) = Z (1—a"th) [u}(k)tk. (24)

keZ

As A, gives 0 when applied to t~", the equation

can be formally solved as
_ [lwt* b
u(t) = (A7 1o)(t) = Z T nik (26)
k#—n
for any formal series v which has no term ¢~"™. b is an arbitrary coefficient which is not constrained by equation .

We can use this to invert A, in (23). Recalling that A(t) — 1 when ¢ — oo and that A(t) — 1 has only negative
powers in t, we obtain

a0 =1- 10 - 0tg0io - [ C5E] @)

with

The term containing b is not constrained by equation . The condition necessary to invert A, in equation ,
which is that the r.h.s. of must not contain a term ¢~ ", implies that §(¢) does not contain a term ¢~ ™.
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Written like that, equation contains A on both sides (through g on the r.h.s.). However, equation (27) gives a
recursive solution for A(t) order by order in powers of 7. Indeed, if we take the term of order v* in this equation, the
Lh.s. depends only on Ag(t) whereas the r.h.s. depends only on the A;(¢) with j < k: the Aj(¢) cancels out at order
k in the expansion in powers of 7 of

1+ (el —1)

14+ > Ag(xt)y*
k=1

el >
w1t ,; Ag(at)y* + (29)

Thus, equation allows to recursively compute all the orders in v starting from . The parameter b in can
be set from the value (18] of A(1).

Using equations 7 (119) and , we can do the calculation for the first cumulants. But we will first turn these
equations into another form which will make the calculations a little simpler.

We must emphasize that our method involves only algebraic manipulations of formal series in two parameters,
namely v and ¢. The Bethe roots y;(y) (which are the zeros of the polynomial Q(t) and the poles of the rational
function A(t)) have completely disappeared since we did the  expansion first: the Ay(t) have only a pole of order kn
in ¢ = 0. We do not have to follow the y;(v) as a function of v: we only use some algebraic properties of A(¢).

B. A simpler formulation for the perturbative solution

We will now eliminate A(t) from our recursive equations, and work on the auxiliary quantity §(¢). Noticing that
A~Y(zt) —1 has also only negative powers in t, we find from equations and that z"ef7 A=1(xt) can be written
in terms of g(t) as

n Ly g—1 n L L~ (1—at)"
e VAT (wt) = 2" 4 [(1 — wt) " g(t)](—) + b BT . (30)
)
We can absorb the b terms of A(t) and 2"e%Y A~1(xt) into g, defining
_ b
o(t) = 3(0) + - (31)

b is thus the coefficient of t~" in g(¢) as g(¢) has no term ¢t~". In the following, we will both need using g(t) and g(t).
The expressions for A(t) and x"e*Y A~ (xt) become

Alt) =1-[(1 -1 ()]~ (32)
g AT (wt) = 2" + [(1 — zt) g ()] (). (33)

From , at order k in 7y ¢(¢) is a polynomial in 1/¢ of degree kn without constant term, as are the A (t). We also
see that g(t) is equal to 0 when v =0 (as A(t) = 1 when v = 0), giving the expansion

g(t) =>_ gr(t)y". (34)
k=1

To find a closed equation for g(t), we eliminate A(t) between and , using (A(t))(z"el"A7L(t)) = amel:

(1= 8)Fg(t/2))—) — a1 = "9 ) — [(1 = 1) g [(1 =B g(t/2)] () =0, (35)
which can be rewritten as
L 1@ =Pl =) g(t/2)] (-
As ¢g(t) is of order 7, this allows us to solve order by order in powers of 7. We can simplify the r.h.s. of the previous
equation, writing

+0(t°). (36)

(1 —8)Fg®)] (o) [(1 —t)"g(t/2)] ()
(1-t)F
_(A=t)Fg(®) — [T =D gB))4)) (1 — )" g(t/x) — [(A = 1) "g(t/7))(+))
(1-t)F
= (1=t g(t)g(t/) — g(t/2)[(1 = ) g(t)] (1) — 9(@®)[(1 = 1) g(t/2)](4) + O (°)
= —(1 =) g(t)g(t/x) + g(t/2)[(1 = t)*g()] () + g1 — ) g(t/2)](—) + O (°)

(37)




and we obtain

g(t/z) — a"eMg(t) = (1 = ) g(t)g(t/x) + g()[(1 = )" g(t/2)] () + g(t/2)[(1 = 1) *g(B)] ) + O (t°) (38)

or, at order r in v, multiplying ¢ by =

( acgr _x Z Ll gr k l't (39)
3 (= 21y (0) — g1 — a8 gy — gr iDL — D) (D] ) + O ().
k=1

where we used once again the operator A, . Using the formal inversion formula for A,, we see that the
previous equation for g(t) can be solved if

r—1
> [ T 0r—k(@t) = (1= 2t gr(@t)gn(t) + ge(D[(1 = 2t) g p(2t)] o) + grr(@)[(1 = 2t) "0 (D] )| =0,

k=1 (=n)
(40)
which is a consequence of the fact that equation holds: it must be true if has a solution verifying and
(112). We obtain

r—1(r—=k)n

"t k
Y Y s [Hesen] (41)

k=1 =1 (=0
(I#n)

= (A= at) g n(@t)ge(t) — gr (D1 — zt) grop (@)l () = gr—r(@)[(L — 2t)gr(D)] ()] )

Z (1 —zr-htt
=

and

9u(t) = 7=+ 3) (12)

The coefficient b, is the term of order 4" in b. Again, the value of A(1) sets b,. We note that this formula does
not require to divide by a formal series in -y, unlike where we had to divide by A(zt). The nonlinearity of the
recurrence formula is then simpler here; it consists only in a product of two series in 7.

IV. EXPLICIT CALCULATIONS FOR THE TWO FIRST CUMULANTS OF THE CURRENT

In this section, after expressing the generating function of the cumulants of the current in terms of the perturbative
solution described in the previous section, we will calculate explicitly the two first cumulants.

A. Expression of the stationary state eigenvalue

We will now express the stationary state eigenvalue using the function g(t). As g(t) has only negative powers in ¢,
expression for A(t) in terms of g(t) can be written as

A =13 Yl (5 ) o (13)

By _ 1;73: > ( f ) <—1)jm[g]<j>- (44)



This expression for E() is of order v, as is g(t), which means E(y = 0) = 0, as expected for the stationary state.
The last equation allows us to calculate the eigenvalue at any order in « if we know g(¢) at the corresponding order.
g(t) is obtained by the recurrence equation in which b, is set using the known value of A(1). Thus, in the
calculation of the eigenvalue b, can be eliminated from 1) where it appears through ¢(t) = g(¢t) + ti If we want
to calculate the eigenvalue at order 3, we will not need b3 (but we will still need by and by as the recurrence equation

involves ¢(t) and not only §(¢)). Using the value (18]) of A(1),

L .
1 (5)crduey=e -1 (45)

Jj=

which gives for b= "2 by"

with

(47)

We finally get for the eigenvalue, putting and together

B() _l-z (5~ (LY ppdle=d) o L-n .,
202 () cvdae, e - ). (48)

Jj=1

We will now use , and to calculate E(v) up to order 2 in v, recovering known results for the mean value
of the current and for the diffusion constant.

B. Calculation of the mean value of the current

From ({]), the mean value J of the current is given by

% B (diy)> =0 o

We only need E(7) at the first order in «. In this case, the two complicated terms with the sums in do not
contribute and g (¢) = 0. Using 7 the eigenvalue reads

J n(L —n)
—=1-2)——=.
S = -t (50)
We did not need b; to calculate J, but we will need it for the next orders. Using we find b; = v and
v
g (t) = g (51)

C. Calculation of the diffusion constant

From , the diffusion constant A is given by

% B (W) =0 o



The recurrence (41) gives

The eigenvalue is, using and (A4))

L L
i2(1x)LleZka(nHC()L()Zk)Ti: (54)

The derivation of this expression is much simpler than the previous derivation using the Bethe Ansatz [I8]. It uses
a little more formalism, but nearly no calculation is needed, contrary to the previous derivation in which many
unexpected simplifications occurred in the end of the calculation.

The condition necessary for the consistency of equation is easily checked

La™[g1(t)](—n) — [(1 = ) g1(H)g1(t/x)](—ny = 0. (55)

As for the first order, we did not need by to calculate the diffusion constant, but we will need it for the third order.
We set by using equation and the binomial formula (A4))

by L 12 L L 1+ a2k
V2+L;<n+k)<nk>1—xk %)

and obtain for g (t)

zh—n 1—gh—n otn | Ltn n+k n—k
k=n-+1 k=1

gz(t)zP:ZI(inLk)(t)kﬂ i <2nL_k)(_t)k+LV+ v n( L )( L >1+xk (57)

V. THIRD CUMULANT OF THE CURRENT

This section is devoted to the third cumulant of the current in the stationary state of PASEP. First, we will explain
the steps needed to derive expression for the third cumulant, leaving the complete proof to appendix Bl We will
then show that we recover known formulas in the case of TASEP and SSEP. Finally, we will write the expression for
the third cumulant as a double integral in the scaling limit where the asymmetry goes to zero as the inverse of the
square root of the size of the system.

A. Exact formula

We will now calculate the third cumulant of the current. Without loss of generality, we can suppose that L < 2n
because of the particle-hole symmetry. It will be easier because all the sums will have their bounds between 0 and
2n. The steps are the same as for the two first orders: first, calculate gs(t) using the recurrence relation . Then,
insert it into to get the eigenvalue. This time, as we do not want the next order, we will not need b3. The only
big difference will be that these two steps use now longer expressions involving double sums (instead of simple sums
for the second order and no sum at all for the first order). In the end of the calculation, which is detailed in appendix



[B] we find that the third cumulant Fj5 is given by

(L-1)Bs _ ZZ(niz)(nL—z)(niy)(nfy)(z .2)1+7x?31+xj (58)

(1*:UL2 ( ) vt 1—a2t1— 29
>0 57>0
(L>(L)< )+( ><L>(L )
n—+1 n+j n—i—j n—1 n—j n+i+j o 1+2'1+29
—35 g
. ; <L> (Z +Z]+] )]- xz]_fxﬂ
>0 j>0
n

=32 ("il) <nL_i>(i2)<1+xi)2+3n(L_") <§i> n(L —n) <§)£L;)

>0 (J;;)Q 1—a 2(2L_1)<£>2—(3L_1)<£>3.

We checked this formula numerically for systems with 2 < L < 12,1 <n < L/2 and x = 0,0.1,...,0.9. For all these

cases, we computed the sequence
1 d3 1(1 4 eM (y))*|1
L (Mo ) 59)
{ ) lv=0

€dy? \ (1|(1 +eM(7))k~1]1

f0r1§k§200and6:(1_‘_m)1w,
(fitting our sequences with a sum of 2 exponentials using Shanks transformation), we found that, for all the systems
considered, the relative error on the third cumulant was at most 1.4 10~%, which validates formula (58] for the third
cumulant.

v being kept a formal parameter. Using convergence acceleration techniques

B. Some special cases
1. Totally asymmetric exclusion process

In the case of the totally asymmetric exclusion process (x = 0, the particles only hop to the right), using the
binomial formulas (A3)), (A5) (twice), (A8) and (A9)), all the sums in the expression for the third cumulant can
be calculated, giving the result

2L
Eg(xp 0) _ (L3L—2;L)((L2Lil)1) ((ZLH)Z B (L4L2 )((3L 111 E )3, (60)

n

which is the same as formula (13) in [10].

2. Symmetric exclusion process

In the case of the symmetric exclusion process (x = 1, the particles hop to the right and to the left with the same
rate), we see that 3 of the terms of formula are singular. But it turns out that all these singularities cancel, as
well as all the constants terms, giving E3 = 0. Indeed, we have the expansion near x = 1

1+2'1+27 4 1 4 1
: e = O(1). 61
1—atl—2ad ij(az:—l)2+ijnc—1+ (1) (61)

The coefficients of (x — 1)~! and of (z — 1)~2 are the same, so we only have one calculation to do to cancel both the
divergent and the constant term of E3 when x — 1. Using the binomial formulas (A4]) and (A11)), we find that both

terms vanish, leaving us with

Es(z =1) =0. (62)
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This result was expected: all the odd cumulants vanish for the symmetric exclusion process as the system is invariant
if we exchange the right and the left. The probability density function of the current is even.

C. Scaling limit when z — 1 as L™1/2

The behavior of the system strongly depends on whether x = 1 or not. If x = 1, the rates at which the particles
hop to the left and to the right are equal and the system belongs to the universality class of the Edwards-Wilkinson
equation. If z # 1, the rates are not symmetric anymore and the system belongs to the universality class of the
Kardar-Parisi-Zhang equation. The separation between these two regimes is given by the scaling 1 — z ~ L~1/2 with
fixed ratio p = m/L. This scaling is a rather natural separation between weak and strong asymmetry. Indeed, a
particle makes R o (1 — z)At/L revolutions through the periodic lattice during a time interval At, from the value
of the current. The natural time interval to be considered corresponds to the time necessary for the system to reach
its stationary state. This time scales as L* where the dynamical exponent z equals 3/2 for the ASEP [7]. Thus,
1 —x ~ L~'/2 is the scaling corresponding to a number of rotations R ~ 1 during the time necessary for the system to
reach its stationary state. If 1 — 2 < L~/2, the number of rotations during this time is < 1 and the system behaves
like the symmetric exclusion process. On the contrary, if 1 — x > L~/2_ the number of rotations is > 1 and the
system behaves like the totally asymmetric exclusion process.

In [I7], the scaling limit 1 —  ~ 1/v/L of the diffusion constant was calculated from the exact expression . It
was found (up to a factor L? due to the fact that they calculated the current through a bond) that

% ~ Dha(B)p(1 — p)L  with hay(®) = 4/000 dutang;@we—“ (63)

and
e (64)
o Lp2(1 - p)’ (65)

® being held constant in this scaling limit. We will do the same here for the third cumulant in the same scaling limit.
From the definition of f, we have

142 | 1
rro_ — : (66)

L=2" fanh (%) tanh | —2
Lp(1-p)

When L goes to infinity with fixed ®, f — 0, so that f ~ 1 —z and (1 —z)v/L is also kept constant, which is precisely
the wanted scaling limit. Letting L go to infinity with fixed p and ®, the expression of the third cumulant
becomes, using Stirling’s approximation for the binomial coefficients

9 9 2442 9 9 i24ijty2
By [p( 2 4 j2)e  To0om 2 4 ij + j2)e Tel-py
2; GZZ (" +J%)e —622 (i +1ij + j°)e

P >0 j>0 tanh [ —2— ) tanh [ ——L& i>0 j>0 tanh [ ——2— )} tanh | ——L&—

Lp(1—p) Lp(1—p) v/ Lp(1—p) Lp(1—p)
2
i2€_ Lp(llfp) 3./
VT a1 )2 -

-3 Z , 4
i>0 tanh? [ ——2®
v/ Lp(1—p)

We only wrote the dominant behavior of each term. The sums can now be written as Riemann integrals over the

variables u = i/+/Lp(1 — p) and v = j/+/Lp(1 — p)

Es 3 u? + 02— (U Fuv+v2)e ™ o o
= ~129 /2L”/2/ / dud v
D (p(1 = uaw tanh(®u) tanh(Pv) ¢ (68)

%pm — )L, (67)

3T 4
—6Dp(1—p LQ/ duie_“z VEPp(1 — p)L2 — ——D(p(1 — p))3/2L5/2.
p( . 5 p(1—p) 33 (p(1 = p))
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ha( D)
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1 2 3 4 5

FIG. 1: Plot of the function hs(®) defined in , the asymmetry coefficient ® ~ (1 — z)v/L being defined in (65). In the limit
where the size of the system L goes to infinity and the rates asymmetry 1 — x goes to 0 with fixed @, h3(®) is proportional to
the third cumulant of the current F3 divided by ®. The dashed line indicates the limit of hs(®) when ® goes to infinity, whose
approximate value is 0.2488186.

When L — oo, we get
Es

B ahy(@)(pt1 - )2, (69)
with
47 oo e (u? +02) — (u? +uv +v2)e ™ 2 e
h3(®) = —= — 12 v
3(®) 3v3 /0 /0 dudv tanh(®u) tanh(dv) ‘ (70)

A numerical evaluation of hs(®) tells us that it is a monotonic function (see fig. [I). It grows from 0 for ® = 0 to

;L\/% — 37 ~2 0.2488186... when ® — oo. More precisely, the behavior of hz(®) in these limits is

2

h3(®) ~ ﬁqﬂ when ® — 0 (71)
16

ha(®) — —= _ 37 when ® — oo, (72)

3V3

as can be seen using

1
tanh ®u tanh ®v -1 when & — o0 (73)
1 1 n 1 (U n U) + U3 + uv US (PQ + O ((1)4) When @ O (74)
= — | — — —_— _— = —
tanh dutanh ®v  wvd? 3 \v  u 45v 9 45u

and performing the integrals in polar coordinates.

1. Range of validity of the integral formula for the third cumulant

So far, we proved the integral formula for the third cumulant in the scaling limit 1 — z ~ 1/+/L. We will now
see that it holds in fact for more general values of the asymmetry once we extract from it the factor 1 — x which is in
front of the finite size expression . More precisely, we will show that

E hs(®
Es(w) ~—(1- x)#pQ(l —p)?L® for 1—x~1/L" with0<r <1, (75)
p

® being understood as the function of x, p and L defined in equations and . The case 1 — 2 > 1/v/L, which
corresponds to taking the limit ¢ — o0, is the easiest. In this limit, all the expressions remain bounded and nonzero,
and h3(®) simply converges to its & — oo limit giving
Es(1—x>1/VIL)
p

~—(1—x) <38\7/T§ - 3;) p*(1 —p)2 L3 when L — ooc. (76)
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"o /B
I

FIG. 2: Plot of the skewness as of the probability distribution of the current as a function of the asymmetry in the partially
asymmetric exclusion process. The rates for hoping to_the right and to the left are p and zp in the scaling limit for which
the asymmetry coefficient ® ~ (1 — x)\/f defined in is held constant when the size of the system goes to infinity. We
represented here az./p/L, given in equation , as a function of ®. The dashed curves are the asymptotics of the skewness

when ® — 0 (a3 ~ ®®) and ® — oo (az ~ 1/V®).

This is precisely equation (37) of [16] for the third cumulant when = # 1. If we take z = 0, we obtain the TASEP
result [I0].

The limit 1 — 2 <« 1/ V'L, which corresponds to ® — 0, is more difficult to obtain. From equation , we see
that in this limit our integral expression for the third cumulant is of order ®3L%/2. We also know that the
third cumulant is equal to 0 when z = 1 (® = 0), so that E3 is at least proportional to ®. However, it is not
required to be of order ®3. Thus, if ® is small enough, subdominant terms in L proportional to ® may become
larger than the ®3L%/2 term in equation . In appendix , we show that the correction to equation @, at order
L? vanish. We also compute the correction of order L3/2 1D and show that it is equal, in the limit & — 0, to
20p%/2(1— p)?/2L3/% = (1 —2)p?(1 — p)2L2. This is to be compared with the limit ® — 0 of the leading order integral
formula

E3(1 -2 < 1/VL) o a- z)3p3(1 — p)3L4 (77)
D 60 ’
If 1 —x ~ 1/L, these two expressions are of the same order. Thus, when 1 —z ~ ¢/L with fixed o, the third cumulant
is given by

-~ 3
B2 200 op1 - gL - T g0 - o)7L (78)
p 60
which agrees with [24]. No other subleading correction can become larger when ® — 0 as each correction must be at
least of order ®.

We finally see that there are two interesting scaling limits for the third cumulant of the current: 1 — 2 ~ 1/ VL
and 1 —x ~ 1/L. Both are in fact natural separations between weak and strong asymmetry. Indeed, if one takes
the dynamical exponent to be equal to 2 (symmetric exclusion process) and not 3/2 in the discussion we made before
equation , we find that the natural scaling becomes 1 — z ~ 1/L and not 1 — x ~ 1/\/E In the scaling limit
l—z~1/ VL, the third cumulant is given by equation while in the scaling limit 1 — x ~ 1/L it is given by
equation . The first expression is valid as long as 1 — 2 ~ 1/L" with 0 < r < 1. The second expression is valid for
1—x~1/L" with r > 1/2. In the region 1/2 < r < 1, both expressions agree.

2. Normalized third cumulant: skewness

The skewness of the probability distribution of the current ag = E3/A3/? is given, in the scaling limit 1—z ~ 1/v/L,
by (see fig.

Olg\/]; . hg(q)) (79)
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In the limits ® — 0 and ® — oo, it behaves as

3
Osz\/f? ~ = 15\/5 when ® — 0 (80)
1/4
asv/P ~z 10 _ 3 when & — oo, (81)
L Vo \3V3

In particular, az./p/L goes to 0 when ® — 0, which corresponds to the totally asymmetric case. Indeed for TASEP

the diffusion constant A scales as L3/2 while the third cumulant scales as L3, so that ag ~ L34 < L.

We see that, at least in the scaling limit for which the asymmetry goes to 0 as L~/2, the skewness of the total
current is negative. This indicates that the left tail of the probability distribution of the total current is larger than
its right tail, which means that the current of the system is lower than its mean value with higher probability. This
can be understood by a simple argument [I0]: in order to reduce the current of the system, one has to reduce the
speed of only one of the particles, as particles can not overtake each other. On the contrary, in order to increase the
current of the system, one has to speed up all the particles as the current is limited by the slowest one. It is therefore
natural to find a negative skewness for the current.

VI. CONCLUSION

We have presented here an explicit method allowing the calculation of the first cumulants of the total current for
PASEP with a finite number of particles in a finite periodic one dimensional lattice. This method, based on the
underlying integrability of the model, relies on a perturbative resolution of the functional Bethe Ansatz equation
introduced in [I8] to calculate the first two cumulants. We obtained exact formulas for the three first cumulants: in
particular, we recovered the known formulas for the first two, but with significantly less calculations, and gave an
explicit formula for the third cumulant. This formula is much more complicated than the one for the diffusion
constant, involving five terms, two of which are double sums. However, in the limit where the asymmetry x goes to
1 as the inverse of the square root of the size of the system, it takes a simple integral form as does the diffusion
constant in the same limit.

The perturbative solution formulated here can be used to get all the cumulants of the current for the weakly
asymmetric exclusion process, for which the asymmetry scales as the inverse of the size of the system. It gives both
the leading and sub-leading terms (work in preparation). It would be interesting to be able to do the same when the
asymmetry scales as the inverse of the square root of the size of the system, where nice integral formulas exist for the
diffusion constant and the third cumulant. We also think that these methods of functional Bethe Ansatz could be
used for other systems for which the Bethe Ansatz equations look quite similar to the ones of PASEP. In particular
for open exclusion process, for which the Bethe equations have been found recently [25] 26]. Or for exclusion process
with different classes of particles, for which there has already been work on the fluctuations of the current [I1].

As the asymmetric exclusion process belongs to the universality class of the Kardar-Parisi-Zhang equation, the
cumulants of the current for this discrete model in some scaling limit should be characteristic of the KPZ equation.
The ratio of the square of the third cumulant with the product of the second and the fourth cumulants was studied
numerically by Monte Carlo simulations for TASEP and for two others one dimensional growth models which also
belong to the KPZ universality class [27]. The numerical values obtained there were then compared to the large size
limit of the exact result for TASEP derived by Bethe Ansatz [I0]. Something similar could be done for the third
cumulant of PASEP we derived here.

For a random variable with gaussian probability distribution, only the first and second cumulants are nonzero. The
skewness of a probability distribution, defined as the third cumulant, divided by the second to the power 3/2, is then
the first sign of non gaussianity visible on the cumulants. It indicates the asymmetry of the probability distribution.
It was recently measured for the distribution of the current in mesoscopic one dimensional systems subject to an
electric driving field [28]. It would be interesting to find some real physical system for which the third cumulant of
the current is given by our integral formula.
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APPENDIX A: BINOMIAL COEFFICIENTS FORMULAS

In the course of this paper, we used the following binomial coefficient formulas

3 (1) (3) - (1)

eo(af) () Gt (B0 () ()
e ()2 (1)

Z%;(igﬂg)[(”ii) (n-L%J> (n—]i—j>+(n€¢> (nf]) (nﬁﬂ-ﬂ (A9)
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) is defined for an integer a as
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)
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In particular, if b is a positive integer

a

(b)o ifa>b. (A14)

Formulas 1) and 1) can be easily proved using Pascal’s triangle formula < Z:i ) + ( b; 1 > = ( 2 ) (once

for the first equation, twice for the second).

We will go on with formulas , and , which are the easiest. Indeed, if we call F' the function of the
summation index that we want to sum (the summand), one can find a “discrete primitive” G of F with respect to
the summation variable, that is, if we call k the summation variable, F'(k) can be written as

F(k) = G(k+1) — G(k). (A15)

Knowing this expression for F(k), it is then easy to do the summation for any range of summation. The F' functions
are respectively
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and the G functions are
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which can be checked easily, and gives us the wanted formulas. These discrete primitives can be found if F' is hy-
pergeometric in the summation variable using Gosper’s algorithm [29]. We used here an implementation of Gosper’s
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algorithm written by Peter Paule and Markus Schorn [30]. If an hypergeometric “discrete primitive” exists, then
Gosper’s algorithm will find it. For the other single variable summations, the algorithm fails: there is no hypergeo-
metric discrete primitive.

We now move on to the last 2 simple sums and . Here, the boundaries of the sums are important: with
other boundaries, there might not be a simple formula for the sum. We will calculate them using a suitable generating
function. Starting from the term in 2" in the expansion in powers of ¢ of (1 + 2t)*(1 + yt)”, and keeping out of the
sums the terms in t”, we get

o] (Yep(d)(E)(E)

>0

Inz =y =1, it gives (A3]). If we take the derivative with respect to z and to y and then set z and y to 1, we get

(A5). We can now sum (A11]) and over j and use (A3)) and (A4) to prove (A7) and (A10). Multiplying
by j and summing over j gives us a linear combination of 1) and 1 , namely 1) + i )

At this point, only and either or are left. We will calculate them using a generating function, as
for and . Starting from the term in #*" in the expansion in powers of ¢ of (1 + xt)X(1 + yt)L(1 + 2t)X, and
keeping out of the sums the terms in t", we get
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Inxz=y=2z=1, it gives (A6). If we take the derivative with respect to = and to z and then set z, y and z to 1, we
get another linear combination of (A8]) and (A9), —(A8]) — (A9), proving the last two binomial formulas.

APPENDIX B: CALCULATION OF THE THIRD CUMULANT

In this appendix, we calculate the third cumulant for systems for which L < 2n. It will be easier because all the
sums will have their bounds between 0 and 2n. In the end, using the particle-hole symmetry, we will notice that our
result holds in fact for all value of L.

1. Calculation of gs(t)

Noticing that for any function f, [f(xt)]@a) = 2[f(f)](a), the recurrence equation for g(t) can be written in
the more compact form
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Introducing the notation

a8 = (1= 1ol nlondiom = (-1)° (& ) o (B3)
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FIG. 3: Range of summation over ¢ and j given in equation . The + indicate that Licjin(l — Lic; — Licy) = +1, the —
that 1;<j4n(l —Lic; — Licn) = —1, and the 0 that 1;<j4n(1 — Lic; — Li<n) = 0 due to a cancellation of a +1 with a —1. The
hatched parts of the graph indicate terms that do not appear in the sums, because of 1;x;, Ii<;4+n, or because of the sums
boundaries. The boundaries of the 4+, — and 0 parts of the graph belong to these parts. The boundaries of the hatched parts
do not belong to them.

we get at order r = 3

2n

- Lt—J P B L
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which will give us the solution of equation corresponding to the stationary state provided is satisfied, that is

2n ) 2
I Licj = Licn)(1+ 271 [i, ) = Ligal () + 5 [91] - (B5)
=0 j=1

which is easily proved. From now on, we will consider that I < 2n. Then, thanks to formula , we will only need
the powers of ¢ ranging from t=2" to t~! in g(t) to be able to calculate the third order of the eigenvalue in the case
L < 2n. We will note this [g;;(t)]:%n. In the double sum of equation , Licjin(l—1,c; — 1;cp) is either equal to
—1, 0 or 1. The only indices (3, 5) for which 1,<;4n(1 — 1;<; — 1;<y) is nonzero are (see fig.
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We now split the sums over j according to the expression of g»(t)
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We switch the sums over i and j in the double sums and then respectively make the following changes of variables in

the sums
Sum 1: j—on—j Sum 2:  j—on+j
Sum 3: i—n-+i Sum4: i—n-—1i (BY)
Sumb: j—n—j5 and i—n-+i Sum6: j—n+j then i —n+i+j
Sum7: j—n—j then 1 —>n—i—j Sum8 j—n+j and i—n-—1
We obtain
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2. Calculation of F3

Using and , we express the third cumulant as
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We insert the expression (B11]) of g3(¢) in the latter equation, move
t and finally set [ to either n—j, n+ 7,

k

n—i,n+1i,n—i—jor n+i+j according the sum using the |

the sum over [ inside all the other sums containing
]=i. Rewriting
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for all k =14, j or i + j in (B11]) and using

1+ 2t (1+xi 1+xj) 71+1+xi1+xj
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and the binomial formulas (A4) (two times), (A8g]), (A9) and (A10]), which allow us to calculate the sums not involving
r, we get
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The last two sums identically vanish thanks to the binomial formulas (A11)) and (A12]). This ends the proof of formula
for the third cumulant.

APPENDIX C: SUBLEADING CORRECTIONS TO THE THIRD CUMULANT IN THE SCALING LIMIT

In this appendix, we compute the two first subleading corrections to the integral formula for the third cumulant
starting from the finite size expression . We will need subleading corrections to the binomial coefficient formulas
that we used to derive the integral expression (69). In particular, we will use

(t)
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\/< p( kp)) L p+/1)2)( )\/( ) (p(k3 p)L) vo (1) e



20

; ) L L
( n+i 1—p\' _i2+0-20 1 [/ (1—=2p)i%  (1—2p+2p?)i?
= (I—p)L 1 — 2
( ) © ( " (6p2(1—p)2 Pa-pp (©2)

72
1 1—3p+3p?)it 1 1 —2p)%i® 1
PR O Gk 0 A +7( P)4+ Lo
L? 12p3(1 = p)? 72p*(1 - p) I
The --- terms contain lower powers in ¢ that come from subdominant corrections to the Stirling formula. They will
not contribute to the corrections of E3 we will calculate. In the following, we will also need an expansion of the
difference between a Riemann sum and the corresponding limit integral. Let f be a function of 2 variables with a

finite limit when any of the two variables goes to 0 and decaying exponentially at infinity. We want to calculate the
difference between the sum
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and taking care of the fact that the sums begin with ¢ and j equal to 1, we find
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Using the finite size equation , we now can calculate subleading corrections to Es/(1 — ). The term of order L3
we get is the one we found previously . At the next order, we find that the L5/2 term cancels out. Finally, the
term of order L? is given by
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This expression can be easily checked numerically: subtracting this expression plus the L? leading term to the finite
size expression for various values of ®, n and L, we find that the remaining term is of order I <« L?. Taking now
the limit ® — 0 in expression (C7)), we find that the divergent term vanishes as expected, leaving us with

E
3 — p*(1 —p)?L? when & — 0 (C8)
=2
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We study the fluctuations of the total current for the partially asymmetric exclusion process in
the scaling of a weak asymmetry (asymmetry of order the inverse of the size of the system) using
Bethe Ansatz. Starting from the functional formulation of the Bethe equations, we obtain for all
the cumulants of the current both the leading and next-to-leading contribution in the size of the
system.
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I. INTRODUCTION

The one dimensional asymmetric simple exclusion process (ASEP) is one of the most simple examples of a classical
interacting particles system exhibiting a non equilibrium steady state. This stochastic system has been studied much
in the past, both in the mathematical ﬂ, E, B] and physical literature ﬂz, E, E, ﬁ, , E, |fd, |ﬁ|] It consists of particles
hopping locally on a one dimensional lattice, with an asymmetry between the forward and backward hopping rates.
The exclusion constraint prevents the particles from moving to a site already occupied by another particle. The
asymmetry between the hopping rates models the action of an external driving field in the bulk of the system, which
maintains a permanent macroscopic current in the system. This current breaks the detailed balance and keeps the
system out of equilibrium even in the stationary state. The special case for which the particles hop forward and
backward with equal rates is called the symmetric simple exclusion process (SSEP). It corresponds to a situation
for which the detailed balance holds in the bulk which means (in the absence of boundary conditions breaking the
forward-backward symmetry) that the system reaches equilibrium in the long time limit. In this case, the system
belongs to the universality class of the Edwards—Wilkinson (EW) equation E, ﬁ] On the contrary, if the two hopping
rates are different, detailed balance is broken and the system reaches in the long time limit a non equilibrium steady
state characterized by the presence of a current of particles flowing through the system. In that case, the system
belongs to the universality class of the KardarParisi-Zhang (KPZ) equation [d, [13].

Because of its simplicity, the ASEP is an interesting tool to investigate the general properties of systems out of
equilibrium. Moreover, the ASEP is related through various mappings to many other models, in particular: the zero
range process ﬂﬂ], directed polymers in a random medium ﬂﬁ], interface growth models E, A, E], the six vertex
model ﬂm, ﬂ], XXZ spin chains ﬂm, E, |E] It is also used as a starting point to model physical phenomena such as
cellular molecular motors ﬂE], hopping conductivity m}, traffic flow [21], usually by enriching the dynamics of the
ASEP by new rules that makes it closer to the studied phenomenon.

The ASEP, along with a very small number of other statistical mechanics models is known to be “exactly solvable”
in the sense that several quantities can be calculated exactly, which is a rather uncommon property. The totally
asymmetric case, for which all the particles hop in only one direction (TASEP), is usually the easiest to solve. On
the contrary, the model with partial asymmetry often exhibits a more intricate mathematical structure and is thus
more difficult to solve. A few different approaches have been used in the past to obtain exact results for the ASEP:
the matrix product representation m, m] allows to calculate explicitly the probabilities of all the configurations in
the stationary state for both open systems connected to reservoirs of particles and systems on a ring with periodic
boundary conditions; techniques from random matrix theory m, pA, m] have been used for the study of infinite
systems defined on Z; Bethe Ansatz has provided many exact results, principally on a ring m, m], but also recently
for open systems [4].

The fact that Bethe Ansatz can be used to study the ASEP is strongly related to the “quantum integrability”
of the model. Indeed, the Markov matrix governing the time evolution of the probabilities for the configurations of
the ASEP is similar to the hamiltonian of the XXZ spin chain and closely related to the transfer matrix of the six
vertex model. While its formulation for the ASEP is well understood, the use of the Bethe Ansatz is usually quite
technical. The difficulty lies in the determination of the so called “Bethe roots” in terms of which all the quantities
we want to calculate are expressed. These Bethe roots are solutions of a set of highly coupled polynomial equations
called the Bethe equations of the system. Their solutions are usually not known for general values of the parameters
of the model studied. In the case of the ASEP, Bethe Ansatz has been used successfully to calculate the gap of the
system m7 b], bd, [3d, m], related to the dynamical exponent which governs the speed at which the system reaches its



stationary state. It has also allowed to calculate some properties of the fluctuations of the current in the stationary
state [32, B4, 34, B3, Bd, 37, Bd).

In the present work, we study the fluctuations of the steady state current for the ASEP on a ring in the scaling
of a weak asymmetry between the hopping rates (asymmetry scaling as the inverse of the size of the system). The
main result of the article is the Bethe Ansatz derivation of all the cumulants of the current in this scaling limit. We
obtain an explicit expression (@) for the leading and next-to-leading contributions in the size of the system. We use a
rewriting of the Bethe equations for the ASEP in terms of a polynomial functional equation. Our approach is based
on the functional Bethe Ansatz and does not rely on the behavior of the Bethe roots in the large system size limit.
We check our results numerically by solving the functional Bethe equation for systems up to size 100.

In section [ we discuss our formula @) for the cumulants of the current in the scaling of a weak asymmetry.
In section [Tl we write the Bethe equations for the ASEP as a polynomial functional equation and recall how this
equation can be solved perturbatively to calculate the first cumulants of the current. In section [M], we define a new
version of the functional equation that remains regular in the symmetric limit. Then, in section [Vl we take the weakly
asymmetric limit of this equation, and we solve it in section [VII A few technical calculations are relegated to the
appendix.

II. CUMULANTS OF THE CURRENT IN THE WEAKLY ASYMMETRIC EXCLUSION PROCESS

We consider the partially asymmetric simple exclusion process (PASEP) on a ring. It is a stochastic process
involving classical hard core particles hopping on a one dimensional lattice with periodic boundary conditions. Each
one of the L sites can be occupied by at most one of the n particles. The system evolves with the following local
dynamics: in an infinitesimal time interval dt, each particle hops forward with probability pdt and backward with
probability p x dt if the destination site is empty (exclusion rule).

A. Fluctuations of the total current

We define the total integrated current Y; between time 0 and time ¢ as the total distance covered by all the particles
in this duration. This is a random variable which depends on the trajectories of the particles starting in some
configuration C at time 0 and evolving by the markovian dynamics up to time ¢t. We are interested in the fluctuations
of Y} in the long time limit, when the (finite size) system reaches its unique stationary state which is independent of
the initial configuration C. We emphasize that we consider here the long time limit for finite systems. We will take
the large system size limit only in the end. This is a completely different regime from taking the infinite system size
limit L — oo first and studying then the stationary state t — oo E] We want to calculate the first cumulants of the
current with respect to the stationary state probability distribution of Yz, that is its mean value J(z), the diffusion
constant D(z) and the higher cumulants:

) = Jim G2 .
2 _(y2

D(x) = tliglo M N

(o) = Jim 200 SO0O) 120 )

The characteristic function, defined as the mean value of ¢7¥* behaves in the long time limit as m]
<67Yt> ~ B2t (4)

where v is the “fugacity” corresponding to the variable Y;. Taking the derivatives of the previous expression with
respect to v, we see that E(v, x) is the exponential generating function of the cumulants of the current in the stationary
state, i.e.

D(x) Es(x)
2! 3!
The generating function of the cumulants E(~, z) can be related to the large deviation function of the current G(j, x).

The function G(j,z) is defined from the asymptotic behavior of the probability distribution of Y; as

Y ,
P(j)=P (f = j) ~ e G0 when t — oo . (6)

E(y,z) = J(x)y + v+ v+ (5)



The large deviation function of the current G(j, x) is equal to 0 for j = J(x) and is strictly positive otherwise, leading
to an exponentially vanishing probability in the long time limit except when j is equal to the mean value of the
current. Writing

(%) = / dj e Py(j) ~ / djeln=GUE | tmax;(17-GGiw) (7)

we observe that F(v,z) is the Legendre transform of the large deviations function G(j, z), that is

E(y, x) = max(jy - G(5,2)) - (8)

B. Cumulants of the current in the scaling of a weak asymmetry

The principal result of this article is the calculation of all the cumulants of the stationary state current in the
weakly asymmetric scaling limit 1 — z ~ 1/L, or equivalently, the Taylor expansion in the vicinity of v = 0 of the
generating function E(y,z). Using Bethe Ansatz, we find

B = B (1= b =1 7) (9)
A=) | L (et L ) +o ()

In this expression, p is the particle density p = n/L and the function ¢ is given by

o0

p(z) = %zk , (10)
k=1

where the B; are the Bernoulli numbers. The expression () gives the leading and next-to-leading order in L of all
the cumulants of the current by taking the derivative with respect to p. Only the subleading term of (@) contributes
to the k-th cumulant Ej for £ > 3. In this case, Ej is a polynomial of degree k in the rescaled asymmetry v. The
coefficients of this polynomial are expressed in terms of the Bernoulli numbers multiplied by factorials. The first
cumulants Fj are plotted with respect to the rescaled asymmetry v in fig. [l We note that they show oscillations
in the parameter v. This oscillation phenomenon of the cumulants of the current has been observed recently in the
context of electron transport through a quantum dot in EI] The special case v = 0 which corresponds to the SSEP
has already been calculated by Bethe Ansatz in M] For arbitrary v, equation ([@) leads to an expression for the
large deviation function G up to the order 2 in L, which matches the result obtained in @] using the macroscopic
fluctuation theory developed in [39, 4d].

We now justify the weakly asymmetric scaling chosen in equation (). The crossover between the Edwards—
Wilkinson and the Kardar—Parisi-Zhang behavior lies at a scaling where the asymmetry 1 — x is nonzero but goes to
zero when the size L of the system goes to infinity. Consider a tagged particle in the system with asymmetry scaling
as 1 —x ~ 1/L". During a time interval At, this particle makes a number of rotations R ~ (1 — z)At/L through
the system. A typical time interval At to consider is the time necessary for the system to reach its stationary state:
At ~ L?, z being the dynamic exponent of the system. Then, a criterion for separation between weak and strong
asymmetry is when R ~ 1: when R > 1, the system is asymmetric, while R < 1 corresponds to a symmetric system.
This leads to 1 —x ~ 1/L*~!. The value of z depends on whether the system is in the Edwards-Wilkinson (EW,
z = 2) or in the Kardar—Parisi-Zhang (KPZ, z = 3/2) universality class. This leads to two natural scalings for the
asymmetry, 1 —x ~ 1/L and 1 — 2 ~ 1/v/L. Tt turns out that both of these scalings are meaningful for the ASEP.
The scaling 1 — x ~ 1/L corresponds to the weakly asymmetric exclusion process, whereas the scaling 1 —x ~ 1/ VL
corresponds to the crossover between the EW and the KPZ regimes @] In particular, the weakly asymmetric scaling
1 —x ~ 1/L belongs to the EW class like the symmetric exclusion process.

From the formula [), we observe that E(u,v) for v # 0 is a rather minimal deformation of the case v = 0. This
modification is in fact needed to ensure that E (i, v) stays invariant under the Gallavotti-Cohen symmetry given by

f1d, 2]

E(va) = E(logx - va) ) (11)
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FIG. 1: Graphs of the first cumulants of the current £}, in the weakly asymmetric scahng limit, obtained by takmg the successive
derivatives in u of the generating function (@) at 4 = 0. The rescaled cumulants £ —2— (me/(kL+/p(1 —p Ek are plotted
with respect to the rescaled asymmetry v at particle density p = 1/2 for k from 3 to 11.

which in the weakly asymmetric scaling leads to

E(u,y)_E(_H_V_§+o<1>,y> (12)

for the leading and next-to-leading order. The study of the exact values for the diffusion constant m, @] and the

third cumulant @] shows that these two cumulants are still given by equation [ ) as long as 1 — z < 1/v/L. This
suggests that this minimal deformation is valid in all the Edwards—Wilkinson universality class.

C. Phase transition

In m], using the macroscopic fluctuation theory for driven diffusive systems developed in m, m], the existence of
a nontrivial dynamical phase transition was found in the weakly asymmetric exclusion process, with in particular a
phase of weaker asymmetry for which the fluctuations of the current are gaussian (at dominant order in 1/L), and a
phase of stronger asymmetry in which the fluctuations of the current become non gaussian. Let v. be the value of the
rescaled asymmetry corresponding to the separation between the gaussian and non gaussian phases. For v < v,, the
large deviation function of the current G(j,v) (respectively the generating function of the cumulants of the current
E(u,v)) is quadratic in j (resp. p) at the leading order in the size of the system. Performing the Legendre transform
of the leading order of the expression (@) for E(u,v), we find that in the gaussian phase v < v, the large deviation
function G(j,v) is given by the quadratic function of j:

(13)



with
=p(1—pv (14)

— 2p(1— p)L (15)

SAEESHEW

at the leading order in L. On the contrary, in the non gaussian phase v > v, neither G(j, ) nor E(u, v) are expected
to be quadratic, even at the leading order in L. We emphasize that it does not contradict the fact that the Taylor
expansion of E(u,v) given in equation (@) is quadratic in p at the leading order. It merely means that the large L
limit of the asymptotic formula for E (u,v) breaks down and does not represent the full function E(u, v) anymore.
We will come back to this issue at the end of this subsection.

According to m], the density profile adopted by the system is dependent on the value of the current flowing through
the system. In the gaussian phase, the density profile remains flat for all values of the current. In the non gaussian
phase however, the density profile depends on the value of the current: there is a critical value j.(v) for the current
such that if |j| > j.(v), the density profile remains flat, while if |j| < j.(v), the profile becomes time dependent. The
signature of this transition between the flat profile and the time dependent profile is visible through the appearance
of non analyticities in the large deviation function of the current or, equivalently, in its Legendre transform, the
(rescaled) generating function of the cumulants F(u,v). A non analyticity in the large deviation function G(j,v) at
j = £jc(v) corresponds to a non analyticity in E(u, v) at pe1(v) and pe2(v) related through the Gallavotti-Cohen
symmetry as fic1(v) + pie2(v) = Llog(l —v/L) ~ —v.

We now look at the non analyticities of the expression (@) for E (i, v). From the asymptotic behavior of the Bernoulli
numbers

Boj, ~ (=1 147k (%)% , (16)

we observe that ¢(z) has a singularity at z = —x2. It corresponds for the function E(u,v) to singularities at the

points p(1 — p)(u? + pv) = —m2. This equation has real solutions for y if p(1 — p)v? > 4x2. Thus, non analyticities
appears in F(u,v) as soon as v > v, for
2
7 (1)
p(1=p)

and in this case, the non analyticities of E(u,v) are at the points

—v+ Jr2— A
p(1—p) ' (18)

2

Nc,1|2(V) =

These expressions for p. 1(v) and e 2(v) should hold only in the vicinity of v = v, since we used the expression (@)
for E(u,v) which is valid for u far from 0 only in the gaussian phase. For the Legendre transform of the gaussian
leading order of (@), we define the function p(j) such that

J= Lo B()y) and B(()) + Gl =i 2 (19)

By the inverse function of u(j), the values ¢ 1(v) and g 2(v) correspond for the large deviation function G(j,v) to
+j.(v) with

o) _ e
p = pll=phyv” p(1—p)

(20)

near v = .. By Legendre transform, the function p(j) sends the region |j| < j.(v) (where the density profile is time
dependent) of the plane (j,) to the region . 1(v) < p < pe2(v), or equivalently p(1 — p)(u® + pv) < —72, of the
plane (u,v). It gives at the leading order of (@)

L/ < g2 (21)
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FIG. 2: Rescaled generating function of the cumulants of the current LE(;J,, v) at half filling, plotted with respect to w =
u/(Llogx) between w = —1.25 and its symmetric through the Gallavotti-Cohen symmetry w = 0.25 for v = 27, v = 4,
v = 6m, v = 87 and v = 107. The solid line represents the leading order of the result (@) of the Bethe Ansatz calculation.
The gray dots correspond to the numerical resolution of the functional Bethe equation for n = 25, L = 50. The black dots
correspond to the numerical resolution of the functional Bethe equation for n = 50, L = 100.

which agrees with equation (25) of [44] (where p is taken to be equal to 1/2).

Our resolution of the functional Bethe equation of the ASEP ([22)) in the weakly asymmetric scaling limit, leading
to the expression (@) for the cumulants of the current, relies on a perturbative expansion near 1 = 0 of the functional
Bethe equation. This approach does not always give an information on the value of E (s, v) for p far from 0.

From the discussion in the beginning of this subsection of the gaussian/non-gaussian phase transition, it is expected
that the function E~’(,u,1/) will be equal to its Taylor expansion for v < v.. In particular, the function should be
quadratic in p in the large L limit. On the contrary, for v > v,, E (u,v) is expected to be different from its Taylor
expansion (@), even at the leading order in L.

In order to check whether the function E(y,v) was equal to its Taylor expansion in g = 0 given by (), we studied
numerically the Bethe equations of the ASEP for systems up to size L = 100 (see appendix [A]). In fig. B we show
the results we obtained at half filling (v. = 47) for different values of the asymmetry v and of the size of the system
L. These results are in excellent agreement with the emergence of non gaussianity for v > 4m: for 0 < v < 47, the



numerical evaluation of E(v,x) fits well with the quadratic expression given by the leading order of equation ([@). For
v > 4w, however, there is a region between v = 0 and its symmetric by the Gallavotti-Cohen symmetry v = logz
where E(v,x) differs significantly from the quadratic leading order of (@l). Outside of this region, the numerical
evaluation of F(v,z) still agrees with ().

We emphasize that the fact E (i, v) is defined for a finite system in (@) and @) as a generating function in y, that is,
as a Taylor series for p at p = 0, does not contradict the fact that £ (1, v) can be different from its Taylor expansion at

1 =0 in the large L limit. An example of such a behavior is exhibited by the function Zfzo(—lﬁ/(l + L2u?))7 /4! =

e 40 (1/L). This function of p and L is, for finite L, a rational fraction in p which is entirely defined for p € C
by its Taylor expansion in g = 0 through an analytic continuation, but develops an essential singularity in p = 0
when L — oc.

III. REMINDER OF THE FUNCTIONAL FORMULATION OF THE BETHE EQUATIONS

In this section, we recall the functional formulation of the Bethe Ansatz for the ASEP. We show how the generating
function of the cumulants ([E) can be expressed in terms of a solution to a functional polynomial equation and how
this functional equation can be solved perturbatively to obtain the first cumulants.

It can be shown [34, 1] that the generating function E(v, z) of the cumulants of ¥; over the variable v is equal to
the eigenvalue with largest real part of a deformation M () of the Markov matrix M of the system. Because of the
underlying integrability of the ASEP, the diagonalization of M () can be performed using the Bethe Ansatz. The
Bethe equations of the system can be rewritten m] in the functional equation

QR(t) = (1 =) Q(at) + (1 — at) 2" Q(t/x) . (22)

The polynomial @) is of degree n and the polynomial R is of degree L. We choose the normalization of ) such that
the coefficient of highest degree of Q(t) is equal to one:

n

Q) =TI¢t—w)- (23)

j=1
If we set t = y; in the functional Bethe equation ([22), we obtain

L n
1—y Yi — TY;
Ly - _ v I 24
e (1_%) || e (24)

j=1 TYi — 7

which is the usual form of the Bethe equations in terms of the Bethe roots y;. Equations [22) and {4]) are completely
equivalent forms of the Bethe equations. In particular, they both have a large discrete set of solutions corresponding
to the different eigenstates of the deformed matrix M (). We are only interested in the solution corresponding to the
largest eigenvalue of M (+), which is characterized by

Q) =t"+0(y) . (25)

Equivalently, the Bethe roots y; all tend to 0 when v — 0 for this solution of the Bethe equations. In the following, we
will also use a relation coming from the fact that the stationary state is a zero momentum state ﬂﬂ] This condition
implies

e"Q(l) = 2"Q(1/x) . (26)

The generating function E(v, ) of the cumulants of the current is then given by [31)]

B(y,2) _ Q) 1QUwY_ (11
=09 (G 3 G ‘“‘””);(1—%‘1—95%) | 20

In the rest of this section, we explain how the functional Bethe equation can be solved perturbatively near v = 0.
Introducing the function
z"Q(t/x)

At) = Q) (28)



the functional Bethe equation [ZZ) becomes

n ,(L—2n)~y
L a"el

e MR(t) = (1 —at)"A(t) + (1 — 1) e

(29)

Note that we have added an extra factor €™ in the definition compared to [38]. In terms of A(t), equations 3, [E0)
and ([Z7) become respectively

Aty =1+0() (30)
A1) =1 (31)
E0:®) _ G _pyaq). (32)

In the following, we will also need a few other properties of A(t). Because @ is a polynomial of degree n, we infer
from the definition ] of A(t) that

lim A(t) =e "7 . (33)

t—oo

This equation fixes the term of highest degree of the polynomial R, using the relation () between R(t) and A(t):
e R(t) — (xFe™™ 4 e FTY) (1)t E is a polynomial in ¢ of degree L — 1. (34)

Since the value of A(t) is known when + is equal to zero [BI), it is natural to attempt solving the functional Bethe
equation ([Z3) perturbatively near v = 0. Moreover, a perturbative solution of ) in powers of v gives access to the
first cumulants of the current. Using [B0), we write the expansion of A(t) in powers of vy as

Alt) =1+ i ARtV (35)
k=1

From (2H) and the definition E8) of A(¢), we deduce that the Ag(¢) are polynomials in 1/t of degree kn. This
observation will be crucial for the following. We will now see that equation ) can be reformulated as a recurrence
formula which can be used to calculate explicitly the first Ax(t) and, as a consequence, the first cumulants. In
particular, the three first cumulants were calculated in ﬂﬁ] for finite size systems by this method that we now recall
(see [BF] for more details). Reminding that R(t) is a polynomial in ¢, that is R(¢) has only nonnegative powers in ¢,
we can eliminate it from equation ([23) by doing the expansion for ¢ — 0. We have

At 1 xeL—2n)y
5l —(t))L taomr amy =@ (36)

This equation must be understood in the following way: first, we expand the Lh.s. around y = 0 in terms of the A(¢).
Then, at each order in +, the Lh.s. has a finite limit when ¢ — 0, that is all the negative powers in ¢ from the A (t)
cancel out. It is crucial to respect the order between the two expansions in vy and ¢. Expanding first around v = 0
makes the poles of A(t) (that is, the Bethe roots y;) disappear from the problem, leaving us only with the algebraic
properties of the polynomials Ay (t). On the contrary, if we did the expansion in ¢ = 0 first, equation (Bf) would not
contain any information since A(t) is regular when ¢ — 0. Introducing the operator A, which acts on an arbitrary
function u as

(Azu) (t) = u(t) — z"u(xt) , (37)

we rewrite the previous equation in the slightly more complicated form

A " e(L—2n)y
A, <(1 _(tt))L) = A=t (A(a:t) + W) +0(t°) . (38)

At order k in v, the r.h.s. depends only on the A;(¢) for j < k. We emphasize that Ay (t) cancels out. This observation
is the key that allows us to solve A(t) order by order in v. Noting that A, acts separately on each power of ¢ and
that A, O (t°) = O (t°), we can invert A, in [B5). We have

A " e(L—Qn)’y 1
o = (e (0 Sy ) ) -0 ) »



The additional term b/t™ comes from the fact that the operator A, gives 0 when applied on 1/t". Recalling B3) and
the fact that the Ay (t) have only negative (or zero) powers in ¢, we finally obtain

e A (e Tt ) [t L P

—1
We used the notation [u(t)]g,oz) for the negative powers in ¢ of a function u(t) in its expansion near ¢ = 0, after the

perturbative expansion near v = 0 as before. The constant b can be set, order by order in v, by the value (&) of
A(1). We note that in equation ), L, which was initially the size of the system and the degree of the polynomial
R, no longer needs being an integer. It can assume any complex value such that there is a constant b which solves
A(1) =1, that is for which the coefficient of b in equation (@) is nonzero when ¢ = 1. Thus, L must be such that

5 (h) v = (L)) #o. ()

Jj=0

We find that @) can not be ensured if L is an integer between 1 and n — 1, which never happens for the ASEP
because of the exclusion rule.

We note that the recurrence [{0) is singular when & — 1 since A, goes to 0 in this limit. More precisely, starting
from (B0), the recurrence equation @) gives for A;(¢) an expression which is regular when 2 — 1, as A1 is applied
on an a constant independent of ¢ at this order. Using again (#) to calculate Ax(t), we see that the A1 contributes
a pole of order 1 in = 1. Iterating #0), we thus see that the Aj(¢) have a pole of order k — 1 in z = 1. As we
are interested here in a scaling limit for which x goes to 1 as the size of the system goes to infinity, this form of
the perturbative solution will not be usable. We have to transform it to make it suitable for the weakly asymmetric
scaling limit.

IV. REGULARIZATION OF THE FUNCTIONAL EQUATION

In this section, we regularize the function A(¢) in the limit # — 1 and show that the regularized function can be
calculated perturbatively, in a similar way to what we did for A(¢) in a previous section.

Equations BI) and ([B2) indicate that A(1) is regular in = 1 and that A’(1) has only a pole of order 1 in x = 1.
But we also know that at order k in 7 the function A(t) has a pole of order k — 1 in = 1. This suggests that an
expansion in ¢ = 1 should allow us to regularize the functional equation ) in the limit + — 1. We define

Aly) = A1 = (1 —2)y) . (42)
In appendix [Bl we argue that fl(y) is regular when x — 1 and work out explicitly how the cancellation of divergent
terms in x = 1 works in the case of a system with only one particle. In the rest of this section, we will write a

recurrence equation for A(y) similar to @) for A(t) but regular in the limit # — 1. This will allow us to study the
weakly asymmetric scaling limit. A difference will be that we will now have to do expansion both in v and 1 — .

A. Recurrence equation for A(y)

In terms of A(y), the functional Bethe equation () rewrites

e _ — N xne(L—2n)v
R((ll_ x()lL ) _ (1+2y)" Aly) + yLm ; (43)
while equations ([BI), (BIl) and [B2) become respectively
Aly) =1+0(v) (44)
A(0) =1 (45)
Etva) _ A(0). (46)

i
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We will now solve the functional equation 3) perturbatively near v = 0 and x = 1. We first write the expansion of
A(y) near y =0 and = = 1 as

Ay) =143 Ay (1 — =)' (47)

k=11=0

The range for the summation over k comes from () while the range for the summation over [ is a consequence of
the regularity in « = 1 of A(y). Since the Ay(t) are polynomials (of degree kn) in 1/t, we see that A(y) has only
positive integer powers in y after the expansion near v = 0 and 2 = 1. A crucial point in the following will be that
the Ay (y) are in fact polynomials in y of degree k + 1 — 1, as can be seen writing Ax(1 — (1 —z)y) at order [ in 1 —z
in the following way:

0o j k+1—1 o j
i) = (A0 - =2 = [ D0y TR = [ddjﬁk(l)}( L
J=0 j=0 l—z)t=i

(1-2)!

We used the fact that the Ax(t) have a pole of order kK — 1 in z = 1. We will now eliminate the polynomial R from
the functional equation (3] in a similar way to what we did in the previous section for the functional equation (Z9).
We divide the functional equation (@) by y*(1 + xy)* and make the expansion y — oo. Taking (B4) into account,
we obtain

+ _
ybo (L+ay)® A1+ ay) y*

A 1 n (L—2n)~y —ny n—L _(L—n)y 1
) re e o e )_o(yw) : (49)

which must be understood as: each term of the expansion in power series in v and 1 —z of the Lh.s. is of order 1/y+!
when y — oo. Once again, we see that the polynomial R has disappeared, leaving us with an equation involving
only A(y). Replacing y by y/x and dividing everything by z", equation [#J) can be rewritten in the slightly more
complicated form

Ay+1) Ay 2t Ay/e) - Ay) 1 (~ B e(Ln)V> o < 1 )

yL—i-l
(50)

A 1 _
GrDF 2 TernE AT DT

Aly+1)
Defining the finite difference operator A acting on an arbitrary function v as

(Au)(y) = uly +1) = u(y) , (51)
the functional equation (B) finally becomes

A ([l(y)) At) + Viy+1) +0 (yL1+1> ’ (52)

y- yb o D
with
Uly) = a" " A(y/x) - Aly) (53)
and
V(y) = A(y) + M —glrem — L)Y (54)
A(y)

Similarly to what happened in the recurrence equation (B8) for A(t), at order k in v and [ in 1 — =, the r.h.s. of B2)
depends only on the A, ; with either i = k and j <! (U(y)) or ¢ < k and j < (V(y)). Thus, equation (&) provides
a solution order by order in 7 and 1 — = of A(y).

B. Inversion of the operator A

We see that contrary to what happened in (B3), the operator A acting on A in the Lh.s. of () does not vanish
when @ — 1. This is related to the fact that that A(y) is not singular in the limit # — 1. The operator A acts
formally as

A=ePv -1 with D, =d/dy. (55)
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Using the Taylor expansion

z — B,
_ 56
LT (56)

where the B; are the Bernoulli numbers, we see that we can invert the operator A in (B2) by multiplying both sides
by D,/(ePs —1). We obtain

o (20) - i () + B (42 o) 2

The differential operators D, /(ePs — 1) and —D,/(e"P» — 1) must be understood as the formal series ([EH) in D,.
We now define some notations that will be useful in the following. For any function f, we write the series expansion
of f(y) when y — oo as

OES yi , (58)

where a is a (possibly negative) integer. We will note [f(y)](—) the singular part of f(y) when y — co and [f(y)]+)
the non-singular part of f(y) when y — oo, that is

P =2 o o (59)
and
Wl = S o yi | (60)
r=0

When the function f depends also on y or x, we define [f(y)]—) and [f(y)](+) such that all the expansions in powers
of 1/y when y goes to infinity must be done after the expansion in powers of v and 1 — x. Using (), we can expand
Ul(y) and V (y) near v = 0 and = 1. Since the Ay (y) are polynomials in y, we see that at each order in v and 1 — z,
U(y) and V(y) are also polynomials in y. We can write

oo oo

Uly) =Y [Ulpyy" and V(y)=> [Vlmy" - (61)

r=0 r=0

With these notations, we integrate equation (&) as a formal series in y and only keep the divergent powers when
y — oo (that is, the strictly positive powers in y). Taking (@) into account, we obtain

Ao = A0)~1= 3 [v* [y (0700 + Mo g ™) | (62)

r=0

We did not add a constant term when doing the integration. This can be understood using the analytic continuation
for complex L in our formulas: since the Ay ;(y) are polynomials in y, they have only positive integer powers in y.

But adding a constant term when integrating (&) would contribute a y* to fl(y) This is not possible as we have
seen previously that we could take for L any complex value. Using (BH), we rewrite (G2) as

-1= 38 (") ot [ar @i+ comimro] ()

=0 r=0 (=)
. . . —a fa+5—1
After calculating the integral and using i )= (—1)7 j , we find
(L+j—r—1>
N S j 1 _
Ay —1==>>"B; A —— Uy + V) - (64)

r=0 j=0
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We observe that the denominator L + 7 — r — 1 in this equation makes the previous equation divergent if L is taken
to be an integer. Thus, equation (G) must be understood by an analytic continuation in L. The binomial coefficient
in ([@4) is thus a polynomial of degree j in L. For j # 0, we see that the denominator L + j — r — 1 cancels with
the binomial coefficient, giving non singular terms in the limit where L becomes an integer. For j = 0 though, the
denominator L + j — r — 1 does not cancel with the binomial coefficient. It seems to make it impossible to have a
finite limit for the r.h.s. of equation (Bd) when L tends to an integer. But, as we know that A(y) is analytic in L
provided that L > n, it simply means that the numerator contains factors canceling the non-analyticities in L integer
larger than n. This is indeed shown by using the fact that the Ay ;(y) are polynomials in y of degree k +1 — 1. From
the definitions (B3) and (&), this implies that U(y) and V(y) are polynomials of degree k + 1 — 2 at order & in v and
lin 1 — 2. Thus, only the terms with 7 < k + [ — 2 contribute to A ;(y) in equation @). If we choose k and [ such
that k + 1 < L, we will only need the terms of the sum over r such that » < L — 2. We observe that for these terms,
the denominator L 4+ j — r — 1 is always nonzero, even for L integer. Thus, using the notation

L+1
O(y1-2)""=>" 00 (1-2)" ), (65)
s=0
we can rewrite (@) as
L (L—i—jfr—l)
Ay —1==>"> "B, 57 j_ — v (1 U + Vi) + O (1,1 = o) (66)

r=0 j=0

In this last equation, we can take L to be an integer: there are no divergences anymore.

V. RECURRENCE RELATIONS IN THE WEAKLY ASYMMETRIC SCALING LIMIT

In this section, we take the weakly asymmetric limit (x = 1 — v/L, L — o0) of the recurrence relation (G8) for
/I(y) We write closed equations verified by the leading and next-to-leading expressions in the size of the system of a
rescaled version of A(y).

From the expression (&) for V(y), we see that we will have to take v of order 1/L in order to obtain a non trivial
expression at finite density p = n/L. It is useful to consider the function h(y)

A(Ly;”y: Bao=1-%)-1
T .

From now on, we will no longer use the variables v and x. All the expansions in powers of v and 1 —x will be replaced

with expansions in powers of the rescaled variables p and v. Recalling the fact that the Ay ;(y) are polynomials in y

of degree k + 1 — 1, we obtain from ) that h(y) is of order 1/L when the size of the system goes to infinity. We
write

h(y) = h(y; p,v) =

(67)

h(y) = hoéy) + hlL(f) +0 (%) . (68)

Equations [#dl) and {H) become
h(y) = O (n) (69)
h(0) =0, (70)

while from (@), the rescaled generating function of the cumulants of the current E(u,v) is given in terms of the
function h by

E(p,v) o1 H v /
———=lim -E(y==2=1——=)=h . 1
P ngop (7 L’:Zj L) 0) (1)

The binomial coefficient appearing in ([B8) has the L — oo expansion

<L+jfr—1> ‘
et P (e L (B o) +o () (72)

= L+j—r—1 5! L L2
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where 1,<7_ is equal to 1 if r < L — 2 and 0 otherwise. Inserting () in (@), the recurrence becomes

h(y) = —% i(Ly)rg% (1 +% (%Zj—; +(r+ 1)yd%) +0 (%)) ((_1)j[U;§.T)1+ [V](T)) . (73)

Using (B0) to perform the summation over j, we find
o0

> ((Ly)T +% ((Ly)ry—;% + dd (y(Ly)T)yd%> +0 (%)) (e[ﬂf’j 1 61[2](:)1)1 - (1)

r=0 (=)

1
L

h(y) =

We can finally perform the summation over r and we obtain

1| UL V(L
h(y) -7 { —15uy_)1 el/g; 3)1} | (75)

(=
1 2 1 d
5 |5 () v () o)

1 [y2(d> 1 d 1 d 1
A [7 (d_erl/y—1> Vily)+y (dyel/y—1> dy(yV(Ly))L >+O(L3> '

We recall that, from &3), &) and D), U(Ly) and V(Ly) are well defined functions depending on y only through
h(y). Equation () is thus a closed equation verified by h(y). It will allow us to obtain both the leading (ho(y)) and
next-to-leading (h1(y)) terms of h(y) in the size of the system. We now have to expand both U(Ly) and V(Ly) to
order two in 1/L to obtain an equation for hy and an equation for hy. The definition of U [B3)) gives

U(Ly) = 0O ) + VO T (i> : (76)

L L2
with

U (y) = (e==P" —1)(1 + ho(y))
U(ll)(y) _ (e—(l—p)l/ _ 1) (77)

U05) = 4 () - S ) |

where p = n/L is the particle density. Similarly, using the definition of V' (&4l), we find

(11) (10)
V(Ly) = X[Lh(y)] — 2> e — e@mn = v ) 4 ¥ (y)hl(i) VW Lo (%) , (78)
where we have defined
x e(1=2p)p -
=1+f+—r
=14+ 50 (79)
and
VOy) = Xlho(y)] = e e 10 — 1
VD (y) = X'[ho(y)] (80)
V30 (y) = 1—p? e—Phe—(1=p)v

2

From (Z7) and &), equation ([ZA) gives at the leading order in + the following closed equation for ho(y):

U (y) + VO (y)

hO(y) = - el/v — 1 o) . (81)
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In the next section, we will solve this equation to find hg(y) and thus the leading order of the rescaled generating
function of the cumulants of the current. At the next-to-leading order 1/L?, equation ([[3) leads to

(1 = a)h ()] = BW)]-) (82)
with
(11) (11)
(y) = e({l/y (jl)l - Zl/y _(yl) (83)
and
(10) (10) 2 2
80) = iy~ w5 () VO (= ) 2000w 6

+ 4
2 /22
oyt d 1 Ny (4 1\ d g
2 (dyzel/y_1>V () -y dy oi/v — 1 dy(yV (v)) -

We used the fact that hy(y) = [hi(y)](—) since h(0) = 0 ([@). Once we know ho(y) by solving equation (&), equation
[B2) becomes a closed equation for hy(y).

VI. SOLUTION OF THE WEAKLY ASYMMETRIC FUNCTIONAL RELATIONS

In this section, we explicitly solve the functional relations [§Il) and ®2) to all order in u and v. We obtain the
leading and the next-to-leading order in L of the rescaled generating function F(u,v).

A. Leading order

Inserting the expressions (), [ and @) for U and V', and using [ho(y)]_, = ho(y), the equation (EI]) for the
leading order becomes

(1-2p)p 1 e~ Pre—(1=p)v o o(1=p)p 1
Vye—O=p)v(1 1 p, c = ol— ). 85
(e 14 halw) + ) o (4 (55)
Multiplying both sides of the previous equation by y (e% — 6_%) =14+ 0O(1/y), we obtain
1
e v (1201 1
ye%e_(l_”)”(l + hO(y)) + yH—T(y) =Y (e_”“e_(l_p)” + e(l—p)u) + O (E) . (86)
Let us write the unknown function ho(y) as
holy) = —14 e e 0 (87)
We can state (B0 as an equation for r(y). We obtain
1—
{y cosh %Z)} = ycosh (M) . (88)
(-)

Because of ([[), we also want hg(y) to have only strictly positive powers in y order by order in p and v. This can be
expressed in the form

[ho(¥)](+) =0 (89)

In terms of 7(y), it becomes

_(-2p)u+1—p)v
2

(90)

r(y)—1
e 2y = e

}(Jr)
We prove in appendix [ that
r(y) = V1 =21 = 2p)yp — 2(1 = p)yv + y*(u + (1 = p)v)? (91)

is the unique formal power series in p and v that solves [8)) and [@). Thus, equation &) for ho(y) with r(y) defined
by (@) is the unique solution of (&Il).
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B. Next-to-leading order

With the expression &) for h(y), we can simplify the expressions ([B3]) and &) for a(y) and 3(y). We begin with
a(y). Inserting in &) the expressions () and &) of U (y) and V1) (y), we obtain

e 7P — 1 X'[ho(y)]

Oé(y) = e—1/y — 1 - el/y —1 ° (92)

The expressions of the operator X ([[d) and of ho(y) &) give
ol — e~ W)y

1—e 1y

1—afy) = e 0

We simplify 5(y) in appendix [Dl We find
(1 — p)Perre=(I=p)v
4 sinh (ﬂ)
(A—2p)p—(1—p)v ry)

_ <’/(1 = (iy— pyr) (L —yr)(1 - (Z;i@z)m - (1= p)yl/)) esmzh(L)e " jo (%) .

Bly) =

To be able to solve [B2), we will need to factorize 1 — a(y) as a product of a function u(y) with only positive (or zero)
powers in y and a function v(y) with only negative (or zero) powers in y, after the expansion in powers of x and v.
A possible factorization is

1-r(y)

uly) = eV r(y)e Tz (95)
and
sinh (LZ))
v(y) = m . (96)

After the expansion in powers of p and v, r(y) is equal to 1 plus strictly positive powers in y (@), which shows that
u(y) has indeed only nonnegative powers in y. On the contrary, the fact that the hyperbolic sinus has only odd powers
gives

sinh (#) oo I (=29 (A=-pv  (u+(1- p)v)? ’
v)/2y ;2J+1 ( 2w w14 ) | "

Together with 2y sinh(1/2y) = 1+ O (1/y), this proves that v(y) has only negative (or zero) powers in y. Writing the
equation (B2) for the next-to-leading order of h(y) as

1
(1= al)in) = 56) + 0 ) (98)
and using the factorization of 1 — a(y), we divide the previous equation by v(y). We obtain
By) ( 1 )
wy)hi(y) =—="=<+0(— ) . 99
( ) 1( ) U(y) yo ( )
Noting that u(y)hi(y) has only strictly positive powers in y, we can write
Bly
wa () =l = |28 (100)
v(y) (=)

Dividing by u(y), we finally find an expression for hi(y)

1 [Bl)
hi(y) = o) [v ]() : (101)
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C. Calculation of the generating function of the cumulants of the current

We write the rescaled generating function of the cumulants of the current as

E(p,v) _ Ei(pv) | Ea(uv) +(9< 1 > _ (102)

p L T2 L3

Since equation () expresses E(j,v) in terms of the derivative of h(y) in y = 0, we need the expansion of h(y) at
first order near y = 0. We also note that the expression () for h4(y) involves the singular part (positive powers in
y) of the expansion in 1/y when y — oo of a function of y. However, this is not a problem: as h(y) is a polynomial in
y at each order in p and v, its expansion when y — oo has a finite number of terms, which are all positive powers in
y. Using the value [{T) of hy(y), the generating function ([Il) at the leading order in the size of the system becomes

Er(p,v) = p(1 = p) (i + pv) . (103)
For the next-to-leading order, we need the expression ([[) of 1 (y). Using (@), we have

(A—2p)p—(A—p)v
2

u(y) =e +0(y) . (104)
The next-to-leading order of the eigenvalue is then

Ea(u,v) = [67“2%*“”” 5) ] ,
v /g0

(105)

with the notation [f(y)](1/,)o for the constant term in the expansion in 1/y, after the expansion in powers of y and
v as usual. The calculation of this expression is done in appendix [El We find for the next-to-leading order of the
eigenvalue

3 p(L—p)Pv |~ Baz 4, k(2 k
E =— 1-— 106
which concludes the proof of equation ({).

VII. CONCLUSION

Exact results for the cumulants of the steady state current in the exclusion process on a ring have already been
obtained in the past using Bethe Ansatz: in @], all the cumulants have been calculated in the thermodynamic
limit for the symmetric exclusion process, while in m, @], finite size expressions were obtained for the three first
cumulants in the system with partial asymmetry. In this paper, we calculated all the cumulants of the current when
the asymmetry scales as the inverse of the size of the system (weakly asymmetric exclusion process). We obtain for
all the cumulants both the leading and next-to-leading contributions in the size of the system ().

In the scaling of a weak asymmetry, it has been pointed out recently m] that the system exhibited a non trivial
phase diagram, with in particular a phase of weaker asymmetry in which the fluctuations of the current are gaussian,
and a phase of stronger asymmetry for which the fluctuations become non gaussian. On our exact formula @) for
the cumulants of the current, we observe that the next-to-leading order develops singularities when the rescaled
asymmetry v is larger than some critical value v, in perfect agreement with what was predicted in m] on the basis
of the macroscopic fluctuation theory m, ] which provides a hydrodynamic description for a large class of driven
diffusive systems. Moreover, from a numerical solution of the functional Bethe equations for systems up to size 100,
we confirm that the fluctuations of the current become non gaussian if the asymmetry parameter is larger than v,.
This fact can unfortunately not be seen on the exact formula (@) for the generating function of the cumulants as the
non gaussianity of the fluctuations of the current at the leading order is not encoded directly in the large system size
limit of the cumulants of the current but is hidden in the non perturbative behavior of their generating function. It
would be interesting to calculate by Bethe Ansatz the full form of the generating function of the cumulants, including
its non perturbative behavior.

We observe on the generating function of the cumulants (@) that the weakly asymmetric case is given by a small
deformation of the generating function of the symmetric case, even if the asymmetry parameter becomes larger
than the critical value v.. This deformation can be understood as a minimal way to preserve the Gallavotti-Cohen
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symmetry. If we go further away from the symmetric case, it is known that the cumulants of the current have more
complicated expressions. When the asymmetry scales as the inverse of the square root of the size of the system
(crossover between the Edwards-Wilkinson and Kardar-Parisi-Zhang universality classes), the three first cumulants
are indeed given by multiple integrals m, @] It is still an open question to calculate all the cumulants of the current
in this crossover scaling.

Our method for solving the Bethe equations of the system is different from the one used in HE] for the symmetric
case. In that article, the authors used directly the expression of the Bethe equations in terms of the Bethe roots.
Their method relies on the fact that the Bethe roots accumulate on a curve in the complex plane as the size of the
system goes to infinity. For general Bethe equations, it is in general difficult to know what this curve is: it usually
requires a numerical resolution of the Bethe equations, which is not always possible since the Bethe equations are
highly coupled. The method we use for solving the Bethe equations, in contrast to the one used in m], does not
rely on the behavior of the Bethe roots in the large system size limit. Instead, we use the formulation of the Bethe
equations as a functional polynomial equation known as Baxter’s TQ equation. This equation can be solved, in the
case we are studying, by purely algebraic manipulations. It would be interesting to know if such an approach could be
used to study the Bethe equations for some other problems. In particular to calculate the fluctuations of the current
for the case of the open ASEP [28] and the multispecies ASEP 7] for which the Bethe equations are already known.
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APPENDIX A: NUMERICAL SOLUTION OF THE FUNCTIONAL BETHE EQUATION

We used Newton’s method to solve the functional Bethe equation starting from the known solution at pu = 0.
However, because the coefficients of the polynomial Q(¢) do not vary slowly with respect to v, we were not able to
perform our numerical study on the original functional Bethe equation [22). Instead, we used an equivalent equation
which does not involve Q(t) but only R(t) [46]. This equation can be obtained from (Z2) in the following way: first,
we divide [22) by Q(t) and obtain

_ eL'y L Q(‘Tt) —r an Q(t/(b)
R(t) = (1—-1¢) 10 +(1 t) Qo) (A1)
Then, we replace ¢ in the previous equation by t/x. We have
_ eL'y —t/x L Q(t) _ an Q(t/xQ)
R(t/z) = (1—t/x) ) +(1-1¢) 7Q(t/:v) . (A2)

Multiplying (A1) and [A2), we see that among the four terms coming in the r.h.s., only one is not proportional to
(1 —t)L. Moreover, all the Q(t) and Q(t/z) cancel in this term. This leaves us with the equation

ROR(t/z) = z"e (1 —at)l (1 —t/2)" + O ((1 - 1)) . (A3)
This equation provides L constraints on the polynomial R. Adding the additional equation
R(0) = a" + &7, (A4)
which is a consequence of ([22), or
R(1) =e"(1 — )t , (A5)

which is a consequence of (28] and [£2), we have enough equations to constrain completely the polynomial R(t),
which is of degree L. It turns out that the coefficients of R(t) vary much more slowly than the coefficients of Q(t),
allowing us to perform a numerical calculation of E(vy, x) for systems with up to 50 particles on 100 sites. We did these
calculations keeping 400 significant digits for the coefficients of R(t). In the end, we obtained a numerical evaluation
of E(v,x) which was symmetric through the Gallavotti-Cohen symmetry, which validated our numerical calculation.
A plot of the result for E(v,x) is shown in fig. Bl The results are discussed in section [
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APPENDIX B: REGULARITY OF A(y) IN z =1

In this appendix, we explain why fl(y), defined in {Z), is regular in 2 = 1. In the algebraic formulation of the
Bethe Ansatz (see [10]), one defines a transfer matrix 7(\) which commutes with the Markov matrix for all complex
value of the spectral parameter X. This transfer matrix can be seen as the generating function over the variable A
of non local (and non hermitian) generalized quantum hamiltonians M] The Markov matrix is given in terms of
the transfer matrix by the relation M = pe?¥7/(0)771(0). The largest eigenvalue of the transfer matrix ¢(\) can be
expressed in terms of the Bethe roots y;. An expression for €()\) is given e.g. in [10], equation (68), for v = 0 and in
terms of the Bethe roots z; = €7(1 —y;)/(1 —xy;) (the authors use the convention p4+¢ = 1 and p and ¢ are exchanged
in comparison to our notations; the generalization to v # 0 is straightforward). Defining the variable ¢ in terms of
the spectral parameter \ as

1—e A
b= 1-— wee_"Y)\ (B1)
we find that e(\) can be expressed in terms of Q(t) and R(t) as
L _
_ ey (LT QW) a0, Q7)) e "TR(D)
W= (1) G e G )

In the same way that the largest eigenvalue of the deformed Markov matrix is well defined for = = 1, €()\) is not
singular for x = 1. In particular, its successive derivatives in A = 0 correspond to the largest eigenvalue of a well
defined generalized hamiltonian and must be regular at = 1. In terms of A(y), the eigenvalue () rewrites

s L xn672n'y
eN) =A(y) + A 7/1(1 o) (B3)

while the spectral parameter A can be expressed in terms of y as

_
o l4axy

Ay) (B4)

Taking the successive derivatives of €(\(y)) with respect to y, we have

d* k=1 (K (—x)iein @i
—€(A = . — ——¢€(A B5
) =3 (5) F e, (B5)
which can be checked by recursion on k. Inserting the expression ([B3) for ¢(A(y)) in the previous equation, we observe
that the term with A%/ A(1 + zy) does not contribute for y = 0 if k < L. We obtain for the k-th derivative of A(y) at
y=0(k<1L)

() - $20 ()corer (fyw)

J=1

This shows that fl(y) is regular in the vicinity of x = 1 like €(\), at least up to order L — 1 in y. To confirm this, we
calculated A(t) and A(y) using equation (@) for all systems of size L < 15 and n < L/2 up to order 8 in . In all
these cases, we verified that fl(y) is regular near x = 1 at all order in y. In the rest of this subsection, we write the
complete expressions of Q(t), A(t) and fl(y) for systems with one particle on a lattice of size L. Again, we observe

that the expansion of A(t) in powers of v is singular in = 1 while the expansion of fl(y) is regular. For n =1, Q(t)
is a polynomial of degree 1. It can be written as Q(t) = ¢ + Q(0), the constant Q(0) being set using 0. We find

1—¢e”

x —eY

Q) =t - ; (B7)

which does not depend on the size of the system: a particle only feels the finiteness of the lattice through its interactions
with the other particles. The generating function of the cumulants of the current is given 1) by

E(v,z)=(1—e7)(e" —2). (BY)
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Using ([E8), we find for A(t)

z(L-12) (o)t -2l - (-
(i) T A== i-ne =1

r—e

A(t) = (B9)

The function A(t) has one pole and one zero, which both tend to zero when 4 — 0. The beginning of its expansion
near v =0 is

A=t (_1 - %) o (% * 2(? - i)t T —lx)tQ) 4 1)
1 7—2z+2? 2 1
* <_6 TRl o2 (1 —x)2t3) T+OGY -

This expansion in singular when x — 1. Taking ¢ = 1 — (1 — z)y in the expression for A(t), a factor 1 — = cancels
between the numerator an the denominator, and we obtain for A(y)

oy 1-(Q-2y—zyd—e")
S A e g e (BL1)

Making the expansion in powers of v and 1 — x, we find

fl(y):1—|—((1—:v)y+(1—x)2y2+(1—x)3 34 (1—:54) (B12)
+(y+(1—x)(—%+2y2)+(1— z)? ( +3y3>+ 1—x3<—y;+4y4>+(’)((1—x)4))72
+(y2+(1—:v)(%+3y3)+(1— ( +6y)+ (1—x)3 (63+10y)+(9((1—x)4)>73+(9(74).

This expression is indeed regular when z — 1.

APPENDIX C: PROOF OF THE EXPRESSION (Il FOR. ry)

In this appendix, we prove that the expression (@) for r(y) is the unique formal series in p and v which solves
equations (BY) and @), and such that (E3) holds. We first check that r(y) given by (@) solves equation BX) by
direct substitution. We have

o o (L+Q=pw)? (A-20p+0-pp 1Y
yCOSh _yz (27)! <2y> _yz (25)! < 4 - 2y +4—y2> - @D

Jj= Jj=

The cosh has eliminated the square root of r(y). Taking now only the strictly positive powers in y, we obtain

[y cosh @] N _ yi (22)! ((u + (14— p)u)2)j e (w) | )

y =

which is equation ([B8). For equation (@), we must as usual do the expansion of r(y) in powers of p and v before the
expansion in powers of 1/y. Thus, we must write

riy) =1 (A =2pu+1-py

2 B +H(OW)+O0 ) +0 WO W) D> yPualy)u*v', (C3)

where the Py ;(y) are polynomials in y. Taking the exponential of the last equation and expanding again in powers of
1 and v the term with the double sum over £ and [, we obtain

TS <1 + (O ) +0 V) +0(u)o(v)) Z ZyPkﬁl(y)ukyl> . (C4)
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Taking the nonpositive powers in y only eliminates the term with the double sum, leaving us with equation ([@0).
The unicity is obtained from the following argument: let us assume that there exists another solution s(y) of the
equations ([BY) and @) such that ho(y) = O (). Because of &), the condition ho(y) = O (i) gives

s(y) =1+0(p) +0(v) , (C5)
while equation ([BY) gives
{y cosh @} = [y cosh ?} (C6)
¥y1le ¥y1le
and equation (@) gives
ry—1 s(y)—1
T2y = 2y . C7
= L ©n

Expanding the last two equations at power & in p and [ in v, we find by recurrence on & and I that [r(y)]—) = [s(y)] ()
and [r(y)/yl(+) = [s(y)/yl(+) at all order in y and v. Thus, 7(y) and s(y) are equal at each order in p and v which
proves unicity.

APPENDIX D: CALCULATION OF j3(y)

In this appendix, we simplify the expression &) for 3(y), taking into account the value &) of ho(y). Using the
identity

2 42 1 d 1 d d? d 1 ,
% (d—y2m> fy)+y (d—ym) d—y(yf(y)) = % (d_ygﬁ) f)+vy? (d—ym) f'(y) (D1)

valid for an arbitrary function f, and the expressions (@) and &) of U (y), U1 (y), VO (y) and V1O (y), we
rewrite B4 as

2
0 (i () = (U ho(y)) = - .
B(y)_ e~y _ 1 - el/y—l ( )

2
-y _ VY (L vy —t-pw )2 (4L N\
+ (e )2 (i) 1+ ho) + (e ) (= ) )

_Y d_QL _ e Pre—(=pv _ J(I=p)pu) _ 2 i; i
! (4o ) (Xl = e o0) =y (£l ) 2 Xho(o)]

We use the definition ([[@) of the operator X to express the equation (&Il) for ho(y) as

1
XTh)] = (P 4 e ) oy (1 e (1t ho) + O () (D3)

and its derivative

yQ%X[ho(y)] _ yzdi; {(1 _ 67(17p)v61/y) (1+ ho(y))} +0 <y_10) . (D4)

These last two equations allow us to eliminate all the X operators in the expression (D) of 3(y). We obtain

1—yv

1—p? _ 1—-(1-— S
ﬁ(y)— ( p) e Phe (1=p)v _ ( p)y e (1 p)uel/y(1+h0(y))+el/y_1

T 2(el/v—1) 2y2(el/v — 1)

1
e =Pl lVpl (y) + O (E) .
(D5)
From the explicit expressions &) and @) for ho(y) and r(y), the function h{(y) can be written in terms of 1+ ho(y)
as

B () = 1+21;g(y) (1 -0 2/)?(/;)— (1- p)yV) . (D6)
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We insert this in equation (D). It leads to
(1— p)y2efpuef(1*p)v
2(et/v —1)
<V(1 —(A=pyv)  (—y)(1 -1 —2p)yp— (1~ p)yV)> e”Uplvelly

Bly) = — (D7)

2y i 2y%r(y) el/v —1

The first term of B(y) in the last equation is equal to —y(1 — p)r?e Pre~ (177 /2 4 O (1/y°). However, it is better
at this point to write all the terms of G(y) with 1/sinh(1/2y) in factor. Noting that

(14 ho(y)+0O <$) .

1
1 e 2y 1 1
el/lv — 1 = . 1 = ; 1 +0 <_0) ) (DS)
2sinh ( 5= 2sinh ( = Y
Y 2y

and using the expression [§7) for 1 + ho(y) in terms of r(y), we finally obtain the following expression for 3(y)

ﬁ(y) _ (1 - P)I/.Qe_””e_(l_”)” (Dg)
4 sinh (%)

) <v<1 ~ (=) (=)= (= 20y = (1 p)yu)) T (i> |

sinh (%) Y

4y 4y2r(y)

APPENDIX E: CALCULATION OF F(y,v)

In this appendix, we calculate the next-to-leading order of the generating function of the cumulants in the weakly
asymmetric scaling, starting from ([IH). Using @) and ([@d), we have

. (1= p%e 5 r(y) vl = (1= py)rly)  (1—yw)(1 = (1= 2p)yu— (1 pyv)
Eo(u,v) = |— e =
2] 4y sinh (%;j)) - 22 (ef Tl 1) 2y3 (37 Tl 1)

(1/9)°

(E1)
The previous expression for Ea(u,r) has three terms, that we will call respectively A, B and C. We begin with A.
Using the expansion

2 =20 -2Y"HBy;
STED D (E2)
and the fact that
r)\* B 1
(f9) v vo (1)) o
we find
A _A=prPut1=pp) (B4)

2 (e#+(17P)V — 1)

We now calculate B. Using the expansion (Bfl) and recalling that all the odd B; are equal to 0 except By = —1/2, we
see that

_A=p? (pt+A-pv  p+A-pv v(1— (1= p)yv)r(y)
B = 9 (eyﬁ»(lp)v —1 2 ) - |: 4y2 (/)0 . (E5)

We used here ([E3)) once again. We need the expansion of r(y) when y — oo (again, after the expansion near p = 0
and v = 0). At each order in p and v, r(y) is a polynomial in y. We have

r(y) =1—((1=2p)p+ (1= p)v)y + 2p(1 — p)(1* + p)y* + O (y°) , (E6)
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which is to be understood after the expansion in powers of 1 and v as usual. It finally gives

(L=p?(u+ 1 =pw) p(—pp’v
5= 2€eu+</f—p>u—1§ = 2pM ' (E7)

Thus, A and B only contribute —p(1—p)u?v/2 to the eigenvalue. We will now see that C has a non-trivial contribution.
Defining

fly) = Tl ) (E8)
the term C of equation (EIl) can be written
o= M2 =Pl ) - CE2E VA2 1y b L) - (E9)

Expanding f(y) in powers of r(y) with (&), and expanding the powers of r(y) in powers of y, we obtain

oo oo 0

= Z Z Z L <k B _) <l> (—UkH*lQl[(l —2p)u+ (1 — p)V]l[,u +(1- p)y]2j721y2j+1—k71 ' (E10)

=07=01=0

We take the term y" in the previous equation, setting [ to 25 +1 — k — r provided that it is nonnegative, and we move
out of the sum over k the term k& = 1 which is the only odd k such that By # 0. We have

[FW)yr) = Sro +Zzﬂ

sz k—3 J
'( j 2j+122k—r (E11)
k=0 j=0

x <—1>T22J‘+1-%—T[<1 = 2p)put (1= p]P TR (1 b2 22

=L implies j > k (j integer). Thus

kL (=1)7Fk(2K)1(25 — 2k)!
< j 2) T 2% —]k)! ' (E12)
Replacing j by 7 + k, we obtain
—~  ~—  DBop (-1)7*" 2j k—j k
Wl ==F+ 3 ; T a0 (519)

X [(1 _ 20)#4— (1 _ p)y]2j+1fr[’u + (1 _ p)y]2k+2rf2j72 7

where [(r —1)/2] is the smallest integer larger than (r — 1)/2. For r = 1, the previous formula gives, resumming the
sum over j

Boy,
N = Z P (=) e ) (E14)
For r = 2, we obtain
B% k

Z o (= ) (W + ) (1= 2p)p+ (1= p)] (E15)

and for r = 3, we have

Bax F( 2 ~_ Bor plas kg, 2 k1

Niws) = Zk,k,p p)* (P + ) [(1=2p)p+ (1= p)v +2Zk, P (1= p)"  (p? 4+ pr)k . (E16)

Inserting the last three equations into the expression (EJ) for C, we see that everything cancels except the second
term with » = 3. Thus, we have

o0

c- Z,ﬁ%ﬁl),pku — o)+ ) (E17)
k=1 ’
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Gathering everything, we finally obtain

— 2, & _
Buljr) = =PI Y (1 ) ) (B18)
> a1y

2

This concludes the proof of the next-to-leading order of equation ().
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A combinatorial solution for the current fluctuations in the exclusion process
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We conjecture an exact expression for the large deviation function of the stationary state current
in the partially asymmetric exclusion process with periodic boundary conditions. This expression is
checked for small systems using functional Bethe Ansatz. It generalizes a previous result by Derrida
and Lebowitz for the totally asymmetric exclusion process, and gives the known values for the three
first cumulants of the current in the partially asymmetric model. Our result is written in terms of
tree structures and provides a new example of a link between integrable models and combinatorics.

PACS numbers: 05-40.-a; 05-60.-k
Keywords: ASEP, functional Bethe Ansatz, large deviations, trees

I. INTRODUCTION

The asymmetric simple exclusion process (ASEP) is one of the simplest interacting particles systems featuring an
out of equilibrium stationary state. It has been studied much in the past ﬂ, E, E], in particular because it belongs to the
class of exactly solvable models. A quantity of interest is the macroscopic stationary state current and its fluctuations,
since the presence of this current is the signature that the system is out of equilibrium. Various boundary conditions
have been used in the study of the one-dimensional ASEP: open boundaries connecting the system to reservoirs of
particles M, E, E], infinite line Z ﬂj, , ], and periodic boundary conditions ﬂm, |ﬁ|, |ﬂ], which is the case studied here.

Using the Bethe Ansatz, all the cumulants of the current were calculated ﬂﬁ] in the special case of the totally
asymmetric simple exclusion process (TASEP), for which the particles hop in only one direction. For an arbitrary
asymmetry between the hopping rates, finite size expressions for the three first cumulants were derived m, E], and
all the cumulants were obtained m] in the large system size limit with non vanishing asymmetry.

In the present work, we conjecture an expression (1) generalizing these results: it provides an exact expression
for all the cumulants of the stationary state current in the ASEP with partial asymmetry for finite systems. This
expression gives the TASEP result m] and the limit obtained in HE] It also allows the study of a vanishing asymmetry
probing the transition between the equilibrium system with symmetric rates and the totally asymmetric system for
which detailed balance is maximally broken. The exact formulas obtained previously for the three first cumulants
in the partially asymmetric model are also recovered. Our conjecture is checked for small systems using functional
Bethe Ansatz.

We consider the asymmetric simple exclusion process on a ring of size L with n particles hopping locally both one
site forward (with rate p) and backward (with rate ¢ = xp). By the exclusion rule, the particles are only allowed
to hop if the destination site is empty. The integrated current Y; is defined as the total distance covered by all the
particles between time 0 and time ¢. When ¢ becomes large, the fluctuations of Y; are given by ﬂﬁ, m]

(e ~ Bt (1)

The formal series E(7) is the exponential generating function of the cumulants of the current:
E(v):J7+§’yQ+%73+..., (2)
where J is the mean value of the current, D the diffusion constant and E3 the third cumulant of the current. The
generating function E(v), which is related to the large deviation function of the current by a Legendre transform, is

also the eigenvalue with largest real part of a deformation M (v) of the Markov matrix of the system E, M] The
matrix M (7) is similar to the hamiltonian of a XXZ spin chain with twisted boundary conditions m}, and can thus
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be diagonalized using the Bethe Ansatz. The generating function of the cumulants of the current is given by

EO)_ Q0
P 1 )dtl : <an(t/x))|t=1 ’ )

where the polynomial @) of degree n, along with a polynomial R of degree L, is a solution of the functional Bethe
equation [17]

Q)R(t) = (1 =)' Q(at) + (1 — at)*2"Q(t/x) . (4)

This equation has several solutions, corresponding to different eigenstates of the matrix M(v). The solution of
equation (@) corresponding to the largest eigenvalue of M (v) verifies ﬂﬂ]

Q) =t"+0(), (5)

and
Q1) =2"Q(1/x) . (6)
Using (@) and (@), the functional Bethe equation @) can be solved perturbatively near v =0 m]

II. TREE STRUCTURES

We now introduce a few combinatorial structures in terms of which the generating function of the cumulants of the
current E(v) will be expressed. We call “composite node” a (finite) set containing a strictly positive odd number of
“elementary nodes”. The size |c| of a composite node ¢ is defined to be the number of elementary nodes it contains. In
the following, two different sets of composite nodes will be considered: the set C of composite nodes without internal
structure and the set C of composite nodes with an internal unrooted tree structure [1§] (or acyclic graph structure)
linking all the elementary nodes it contains. The elementary nodes and the composite nodes of size 1 will both be
represented by a dot (@), the composite nodes elements of C\ {@} by their size surrounded by a circle (e.g. (3), (), ...),
and the composite nodes elements of C \{®} by the tree structure on the elementary nodes they contain surrounded
by a closed line (e.g. (6—0—®)).

We can now build trees whose nodes will be composite nodes. We call G the set of unrooted trees with nodes
elements of C and G the set of rooted trees with nodes elements of C and oriented edges labeled by i1, iz, ...One
arbitrary elementary node of g € G, chosen as the root of g, will be represented by a small circle (O). The edges
between composite nodes are identified to edges between elementary nodes belonging to different composite nodes.
These edges will be called “outer edges”, by opposition to the “inner edges” linking elementary nodes contained in

the same composite node. For g € G or g € G, we define the size |g| of g as the sum of the sizes of the composite
nodes of g. We call G, (respectively G,.) the subset of G (resp. G) consisting of trees of size r. The first sets G, and

G, are drawn in fig[ll and fig1
For g € G, we call ¢(g) the set of the composite nodes of g. For a composite node ¢ € ¢(g), we define v, as the

Gi={® G.—{e—e G= {o—o—o @} Gy = {o—o—o—o o—(: @—0}

Gs = {0—0—0—0—0 0—0—< ’—E—O Ge—e (3o, @}

FIG. 1: The five first G, sets.

number of composite nodes in g which are neighbors of ¢. For g € G , e(g) will be the set of the elementary nodes of
g and o(g) the set of the outer edges of g. For an outer edge o € o(g), we call £(0) the label of 0 and m(0) the sum of
the labels of g which label both the inner and outer edges of the subtree of ¢ beginning at o, that is, the sum of all the
labels that can be attained from o by moving on the edges of g away from the root of g. Finally, for an elementary
node e of g € G, we will also use the notation £(e) for the sum of the labels of the edges pointing to e minus the sum
of the labels of the edges leaving e.



. ) ] ) @) O,
G = {0} g}:{fn, %1} g}:{z’&% } Gy = Zf&z ZXS Z,

FIG. 2: The four first G, sets. The ... represent trees obtained from the trees drawn by changing the root, the direction of the
arrows on the edges and doing any permutation of the labels of the edges.

For g € Gv, we define a tree g* € G as follows: we attach all the elementary nodes of g to the root such that all the
edges point away from the root and keep their labels. Then, we set the composite nodes such that all the composite
nodes are of size 1 except the one containing the root, and such that the labels of the outer edges of g* are the same
as the labels of the outer edges of g. For example, we have

= g = (7)
For these trees, the values ¢(e) for the elements e of e(g) and e(g*) are respectively
g: 7;37 Z.1 - 7;37 77;1 - i27 i2 - i47 Z.4 + 7;5 - 7;67 71‘5 - 7;77 i7; iG + iS; 77:8 . (8)
9" i, G2, U3, U4, U5, i, U7, i, —i1 —i2 — i3 — a4 — 5 — lg — i7 — ig , 9)
while the values m(o) for the elements o of o(g) and o(g*) are given by
g 13, U7, 18, 4 + 15 + g + 17 + 15 . (10)
g" i s, da, d7, ds - (11)

We will now define some functions acting on G and G. For g e G and two arbitrary functions ¢ and 7, we define

Upn(9) = | D wlte)) | | T ntete))] - (12)

ece(g) ece(g)

It can be shown that U, ,(g) does not depend on the position of the root or on the composite nodes of g, but only
on the tree structure of the elementary nodes of g. For an arbitrary even function &, we also define

Velg) = [T €tmeo)). (13)

oco(g)

Unlike U, ,(g), Ve(g) does depend on the position of the root and of the composite nodes in g, but not on the direction
of the edges and on the internal tree structure of the composite nodes. We choose an arbitrary application 6 from G

to G preserving the tree structure on the composite nodes, which roots the trees, adds an internal tree structure on
the composite nodes, labels the edges, and adds arrows to them. Then, we define for g € G,

W2sg) = Y Upnl(8(9))Ve(6l9)") - (14)

1€L  ir_1€L

For r =1, we take W1 (®) = ¢(0)7(0). It can be proved that W* does not depend on the choice of the function 6.
Performing some changes of variables on the summation indices i1, ..., i,—1 in equation ([[d), an equivalent expression
for Wg75(g) can be written:

W29 =D Y Upn(8(9))Ve(8(9)) - (15)

1WEL  ir—1€Z



For a tree g € G, we define a symmetry factor S;(g) associated to g by

Sig) = Pilg) T (-1t ALl (16)

Ve 112
—t ERIED

where P;(g) is equal to the number of permutations of the composite nodes of g which leave it invariant. Table [l gives
a few examples of symmetry factors. These symmetry factors can be used to define a suitable generating function
for the trees of G. From a direct calculation up to r = 16, we observed that the following generating function can be
expressed in a simple closed form:

c(9)| r—1

2: =;§g11%@+1%—%], (17)

9€G,

where |c¢(g)| is the number of composite nodes in g.

gcGo oo 000 (3 (O :)l—l(: :)D—()

Si(g) 1 -18 200/3 8
P(g) 1 2 2 11 8 2

TABLE I: Examples of symmetry factors of trees g € G

III. PARAMETRIC EXPRESSION FOR THE CURRENT FLUCTUATIONS

We now state our conjecture about the current fluctuations for the ASEP in terms of the trees and forests that we
introduced before. We define the function ¢; by

w23 (1) /().
w05 /().

the function n by

and the (even) function &, by

1—zl=1

1 if 2z=0
SI(Z) - 1+4z!?] 1f27é0 : (20)

The value £,(0) was set to 1, but we emphasize that an arbitrary value could have been taken by modifying the
following accordingly. With these definitions, the polynomial @ solution of #HH) is then given by

w0 oy BLT

b)
k=1 1=0 9€G t(9)

Wi (g)

(21)

with

B = (—1)"! (i) (X7 — 2™) Q(0) . (22)

Using the method developed in m] to solve the functional Bethe equation () perturbatively up to order 5 in v
and 1 — ¢, we checked equations [II) and [E2)) at this order for all the systems up to size 12. Making the analytic
continuation for complex L in equation [II), the apparent divergences from ¢; when L takes an integer value such



that L <[ vanish since ¢;(z) is always multiplied by n(z). Taking ¢t = 1 in (Z]I), the linear term of po(2) = (n+2)/L
does not contribute to W;’f, and we obtain from (@)

- 12(3) = @

Taking the derivative at ¢t = 1 of equation ([EII), we obtain from (&)

Ey)—Jy  2(1—1) & W”fw
NN () SR @

9E€GK

where the mean value of the current .J is given by J/p = (1 — x)n(L —n)/(L — 1). We used again the fact that the
linear term of ¢y cancels in W ¢ while the constant term gives ().

Equations Z3) and &4 glve a parametric expression for E(v) similar to the one obtained for TASEP in [1d]. In
the TASEP limit # = 0, £,(z) = 1 for all z. Thus, from (), neither W' (g) nor WZ’7 (g9) depend on g € G, anymore.

They are equal to
kL L\"
1
W7 @)amo = b () / (%) (25)

- B 1) )

From the generating function of the trees Z;(z) ) at z = 1, we recover the known parametric expression m] for
E(v) in the TASEP limit. We also recover the large L limit with non vanishing asymmetry considered in m]

IV. EXPLICIT EXPRESSION FOR THE CUMULANTS OF THE CURRENT

The parametric expression ([Z3H) for the generating function E(v) does not give directly access to the cumulants
of the current. To obtain the k-th cumulant, one has to eliminate the parameter B between equations ([Z3) and (2.
This can in fact be done systematically at all orders in . For this purpose, we have to introduce other combinatorial
objects: forests, that is sets of trees.

We call H the set of forests with trees elements of G of size strictly larger than 1. We call H the set of forests with
trees elements of G of size strictly larger than 1 and with edges relabeled by i1, i, ... such that all the labels are
different. The size |h| of a forest h is defined to be the sum of the sizes of the trees it contains. The number of trees

in a forest h will be denoted by h. We call H,. (respectively 7—7,) the subset of H (resp. ﬁ) with forests h such that
\h| =k = r. For h € H,, the number of edges in h is equal to .

The various functions defined on G and G (e.g. the sets of composite nodes ¢, elementary nodes e, outer edges o,
the application 6, ...) extend naturally to H and H. The operator * is defined for a forest h € H as h* = {9*,9 € h}.
The functions U, ,, Ve and W;”g are simply extended to forests h by replacing the e(g) and o(g) by the corresponding
e(h) and o(h). Both expressions ([@) and () for W* are still equivalent in the case of forests. We will also need a
symmetry factor for forests. For h € H, we define

S(h) = Ps(h |h| ,H |g|, (26)

gEh

where Py (h) is the number of permutations of the identical trees in the forest h.
The equation (23)) for v in terms of B can be inverted by using the Lagrange inversion formula (see e.g. m The
sum over trees in equation (2l becomes then a sum over forests, and we finally obtain

E(y) - Jy 2(1—x>i<—w W (h)
p LL—-1) 4 2l 4= Sp(h)

(27)

This equation for E(y) was checked by solving the functional equation (@) perturbatively (by the method described
in [13]) up to order 7 in ~y for all the systems with 2 < L < 12 and n < L/2. The cases n > L/2 then follow from the



particle-hole symmetry of the system, which is verified by equation ([1). Equation 27 immediately gives the known
results m] for the three first cumulants, and also expressions for the higher cumulants. Up to order 4 in 7y, we have

% =n(L —n)y + LTVQW[H] + L;f (W[B)] — 9W|[e—e—e] + 9V [e—e,0—0])
3.4
+ L4g (W {H } + 3W [0—o—0—0] — W [(3)—e]
+ W [e—,(3)] — 9V [e—e,0—0—0] + 511 [06—0,0—0, o—o])
+0 ('ys) , (28)

] — n7€w
with W = sz .
In the large system size limit with finite density p = n/L, the expression 1) for E(v) simplifies. In the scaling

1—a~2®/\/Lp(1 — p), Stirling’s formula gives the leading order in the size L of the system for all the cumulants
of the current:

By = Jy _ 7@5.3 (,,y (1 *P)L3) Z er; /27ta11h(\z\<1>)(h) )
D L? ~ 27y S¢(h) '

heEH 1

Here, W is defined in the same way as W except for the fact that the discrete sums over the indices i; are replaced
by integrals between —oo and +o0.

V. CONCLUSION

With our conjecture ([23H24) for the generating function of the cumulants of the current, we recover the exact result
by Derrida and Lebowitz for the totally asymmetric model ﬂﬁ], as well as the expression obtained by Lee and Kim for
the partially asymmetric model with non vanishing asymmetry ﬂm] The expression (1) for E(v) then gives explicit
expressions for the cumulants of the current, and we recover the known results for the three first cumulants ﬂIé)] It
would be interesting to calculate from (1) the cumulants of the current for the weakly asymmetric model, where the
asymmetry 1 — x scales as 1/L. It should be possible to recover the expression obtained in m] in terms of Bernoulli
numbers. So far, we only checked this for the four first cumulants.

A distinctive feature between the known result for TASEP [13] and the expression with partial asymmetry (E7)
is the appearance of tree structures. This emphasizes the importance of combinatorics in theoretical physics, in
particular in relation with integrable models. It would be interesting to know whether tree structures also appear in
other situations, in particular for the open ASEP, the multispecies ASEP and the ASEP on the infinite line.
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Abstract We find the exact solution for the stationary state measure of the partially
asymmetric exclusion process on a ring with multiple species of particles. The solution
is in the form of a matrix product representation where the matrices for a system of N
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1. Introduction

Particles hopping on a one-dimensional lattice with hard-core exclusion interactions
provide a simple framework for the study of interacting many-body systems [1, 2]. In
particular, when the particle hopping is asymmetric, a macroscopic particle current
results and the system attains a nonequilibrium steady state (NESS) in which detailed
balance is not satisfied (see [3] for a recent review).

A fundamental example of such a system is the Asymmetric Simple Exclusion
Process (ASEP) [, [B]. Here particles attempt hops to the right neighbour site with
unit rate and to the left neighbour site with rate ¢. The hop is carried out when the
destination site is empty. The special case ¢ = 0 is known as the Totally Asymmetric
Simple Exclusion Process (TASEP). With periodic boundary conditions the NESS of
the ASEP has a very simple form (all allowed configurations of particles are equally
likely) yet dynamical properties such as diffusion of a tagged particle [0, [7, 8 [9],
and large deviations of the current [I0] have proved to be non-trivial. When open
boundary conditions, where particles attempt to enter and exit at the left and the right
boundary, are used instead of periodic, the NESS takes on a non-trivial form. It may be
represented by a matrix product state [I1] in which the steady state probabilities for each
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configuration are obtained from products of two matrices D and E according to whether
each site is occupied or empty in the configuration. These matrices obey a quadratic
algebra which provides a motif from which all the steady state probabilities may be
generated. This quadratic algebra is related to the g-deformed harmonic oscillator
[7, 12, [13] 14, [15], [16].

A generalization of the ASEP is to the case of two species of particles. A well
studied model is that of usual (first-class) and second class particles. In this case both
first and second-class particles hop to the right with unit rate and to the left with rate
q. However if the site to the right of a first-class particle is occupied by a second-class
particle the first and second-class particle exchange places with rate 1. Conversely, if
the site to the left of a first-class particle is occupied by a second-class particle they
can exchange with rate q. Thus a second-class particle behaves as a hole from the
point of view of a first-class particle but behaves as a particle from the point of view
of a hole. When ¢ is lower than 1 the second class particles will move forwards in an
environment of a low density of first class particles but backwards in a high density
environment, therefore the introduction of a second class particle is a useful tool in the
study of the microscopic structure of shocks [17, [18], 19 20, 21]. The stationary state of
a periodic system containing second and first-class particles has been obtained using the
matrix product formulation by Derrida et al. [20]. Here the three matrices D, E and A
(corresponding to first-class particles, second-class particles and holes respectively) obey
a quadratic algebra closely related to that of [I1]. Quadratic algebras for two species
exclusion process have been further explored [22], 23, 24] and a general classification
of quadratic algebras has been made in [25]. The range of matrix product states and
quadratic algebras relevant to exclusion process and other stochastic systems have been
summarized in [3].

A natural generalization of the two species case of first and second class particles
is to the multispecies process where there is a hierarchy amongst the different species.
That is, for a system with N species, the Nth class particles are treated by all other
classes of particle as holes, (N—1)th class particles treat Nth class particles as holes but
are themselves treated as holes by first class, second class,.... (N—2)th class particles,
and so on, up to the first class particles which treat all other species as holes. We refer
to this model as the N-ASEP. In the physics literature, the N = 3 totally asymmetric
case was considered by Mallick, Mallick and Rajewsky [26] and a matrix product steady
state was determined. It was shown that the matrices obeyed more complicated relations
than the quadratic algebra of the two species case.

In the probabilistic literature Ferrari and Martin [27] provided a construction for
the N-TASEP whereby the dynamics is related to the dynamics of an N line process
i.,e. N coupled TASEPs. The steady state for the N line process has each of its
configurations equally likely. Therefore, to sample the configurations of the N-TASEP
according to their steady state probabilities one picks from a uniform distribution an
N line configuration and projects this onto the corresponding N-TASEP configuration.
Ferrari and Martin also showed that the N-line construction could be interpreted as a
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system of NV queues in tandem with priority customers.

In a recent work [28] it was shown how the construction of Ferrari and Martin can
be inverted and the steady state probabilities written down as matrix products. A proof
was given for the case N = 3 and the matrices for general N were written down in a
hierarchical fashion.

In the present work we generalize the solution to the partially asymmetric case and
provide the full proof of the matrix product state for arbitrary N. Let us summarize
the key points of our solution. The matrices XgN), appearing in the matrix product
expression for the steady state , depend on J, the species present at the site to
which the matrix corresponds, and N the number of species represented in the system.
The matrices are defined in eq. in a hierarchical way: the matrices for an N
species system are expressed in terms of those for an N—1 species system. This in
turn means that the weights of the N species system may be expressed in terms of the
weights of an N—1 species system via a transfer matrix which is defined in eq. .
For the two species case (N = 2) the matrices obey a quadratic algebra
and this allows reduction relations which relate the weights of a system of L sites to
those of a system of L — 1 sites. However, for N > 3 the quadratic algebra is replaced

by a more complicated set of relations (6970)71)) involving additional ‘hat’ matrices,
again defined hierarchically in equations 1|D Both the matrices X§N) and the hat

matrices XEN) are expressed recursively in terms of auxiliary matrices a%} defined in
equations . These auxiliary matrices are themselves tensor products of the four
fundamental matrices 1, §, €, A which appear in the N = 2 solution. The algebraic
properties of the auxiliary matrices, in particular the symmetry relation and the
commutation relations , are the key to the proof of the quadratic relations obeyed
by the matrices X§N) and X JN)

representation of the stationary state.

which, in turn, furnish the proof of the matrix product

The transfer matrix mentioned above allows us to investigate how the construction
of Ferrari and Martin generalizes to the partially asymmetric case. For TASEP, the
transfer matrix implements the Ferrari-Martin construction explicitly. However, in
the system with partial asymmetry, the queueing process interpretation does not hold
anymore and is replaced by a more general recurrence between systems with N and
N — 1 species.

The paper is structured as follows: in section [2 we define the multispecies
asymmetric exclusion process. In section 3] we write the matrix product representation
of the stationary state of this model. In section [d] we give an interpretation of this matrix
product representation in terms of a transfer matrix. Then, after writing the algebraic
relations obeyed by the auxiliary matrices related to the matrix product representation
in section we give a complete proof of the matrix product expression in section
6} is devoted to the calculation of some traces of product of matrices,
proves a classification of nonzero elements of the transfer matrix, while
contains the proof of a special case of the identities required to ensure the

matrix product expression is valid.
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2. Multispecies ASEP

We consider the multispecies asymmetric simple exclusion process with both forward
and backward jumps on a one dimensional lattice with periodic boundary conditions.
This stochastic model is defined on a configuration space such that each of the L sites of
the lattice can be occupied by at most one particle (exclusion rule). Each particle has a
label which is an integer between 1 to N, the ‘class’ of the particle. (We use the terms
‘class’ and ‘species’ interchangeably.) The unoccupied sites (holes) will be considered
as particles of class 0. The stochastic dynamics can be expressed in terms of exchanges
of particles at neighbouring sites. The transitions which can occur depending on the
classes of both particles are

JK — KJ withratel ifl1<J<K<N (1)
KJ— JK withrateq #f1<J<K<N (2)
JO — 0J withratel if1<J<N (3)
0J — JO withrateq if1<J<N. (4)

All classes of particles jump to the right with rate 1 and to the left with rate ¢ if the
destination site is empty. When two particles of different class are on neighbouring sites,
they can exchange with rate 1 if the particle with the smallest class is on the left, and
with rate ¢ if it is on the right. Thus, for a particle of class r, all the particles of class
larger than r behave as holes. At this point, it might seem natural to consider holes as
particles of class N + 1 rather than 0. However, we do not adopt this convention as it
would make the expression of the stationary state more complicated in the following.

We use the site variable 7, = 0,1,..., N. If ; = 0 the site is empty; if , =r > 0
site [ contains a rth-class particle. Let us denote by 7 = (71,...,71), a configuration of
the system. The dynamics of the system can be encoded in a Markov matrix M. The
time evolution of the probability P;(7) to be in a configuration 7 at time ¢ is given by
the master equatlon

—Pt Z M(7 (7). (5)

The matrix M is a (N + 1)L by (N + 1)* matrix which acts on the configuration space.
As the numbers of particles of each class are conserved by the dynamics, we will restrict
ourselves to a configuration space with fixed number of particles and holes. We call P.
the number of particles of class r. The restricted configuration space Q(Py, P, ..., Px)
has dimension
L!
= ppr Py

and the restricted Markov matrix which acts on it is || by |€].

(6)
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3. Matrix product formulation of the stationary state of the N-species
ASEP

The matrix product formulation was first used to solve the TASEP on a lattice of
length L with open boundary conditions [I1]. It was then extended to the 2-ASEP on
the ring Z;, [20], which is our starting point. In this case the site variable is ; = 0, 1,2
which implies that site [ is empty, contains a first-class particle or contains a second-
class particle, respectively. For the 2-ASEP the matrix product formulation consists
of writing the weight of a given configuration as a trace of a product of L matrices
corresponding to the classes of particles on the different sites. In the matrix product
formulation [20] it has been proved that the stationary measure may be written as
1
Z(Py, P, P,)

where the weight of the configuration is given by

11 Xﬂ] (8)

and Tr means the trace of the product of matrices X,,. The normalization Z(Fy, Py, P»)
is chosen so that the sum of all the probabilities is equal to 1 i.e. Z(Py, P, P,) is the
sum of weights for configurations with the correct numbers Py, P, P> of holes and each

P(7) = W(7), (7)

W(T)="Tr

species of particles. The matrices X, are given by
XOZEa X1:D7 X2:A7 (9)
that is: if the site is empty we write a matrix FE; if the site contains a first-class particle

we write a matrix D; if the site contains a second-class particle we write a matrix A.
The matrices D, E, A obey the algebraic rules

DE —qED = (1—q)(D + E) (10)
DA—qAD =(1—¢)A (11)
AE —gqEA =(1—q)A. (12)

The only remaining condition to satisfy is that representations of this algebra may
be found which give well-defined values for the traces appearing in . This may be
achieved for ¢ < 1 as follows. Let A be the diagonal, semi-infinite matrix

1 0 0 0
0 ¢ 0 0

A=|0 0 ¢ o (13)
00 0 ¢
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Then D,E may be chosen to be bidiagonal semi-infinite matrices

1y 0 0
1 Ja o
1

0
D=1|o ve | (14)
. .

o O

1 0 0 0
Vo 1 0 0
E=|0 ya 1 0 : (15)
0 0 e 1
where
cn=1—q¢""". (16)

We note that, as A has a geometric series for diagonal, the trace of A times a finite
product of D and E matrices is not divergent. See [3] for further representations of
@,

In principle, explicit formulae for the weights of each configuration may be obtained,
either by using the algebraic rules or taking an advantage of an explicit representation
of the matrices such as (see [20] or the review [3] for details of how these
calculations are performed).

In what follows, it will be useful to consider the matrices 9, € defined by

)=D—-1 (17)

e=F—1 (18)
which verify the algebraic relations

de —qed = (1 —q)1 (19)

§A = qAS (20)

Ae = qeA . (21)

The first equation is the g-deformed harmonic oscillator algebra (see [15] for an
introduction). Writing d,e out explicitly we have

0 Vi 0 0

0 0 & o0

s=o o o yu |, (22)
0 0 0 0 °
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0 0
0 0

Va0

0

Vo
0
0 0 V&

0
0
0
0

In [28] the matrix product formulation of the stationary state of the N-TASEP was
presented, here we present the generalization to the N-ASEP and give complete proofs
that the solution indeed satisfies the stationarity condition.

We first fix our notation. We denote the configuration of the system {7,...,7.}
by 7. We use X%N) to denote the matrix associated to the state 7; of site [ in a system
containing N species of particle. Thus, the subscript 7, = 0,1, ... N indicates to which
species of particle the matrix is associated, and the superscript (N) indicates that
there are N species of particles in the system. This is required because the matrix
corresponding to a species will vary according to the total number of species in the
system. The stationary probabilities become in the matrix product formulation

1

P(7) = 2P ) Tr (XXM XN (24)
The matrices X%N ) are given by
N—-1
aSM®X -l for0<J<N (25)
M=0
with
xM=x"=1. (26)
Note that we use a slightly different notation to [2§] for the TASEP; with our notation,
some of the CLSJX} will be equal to zero.
The matrices a(JJX} are given by
alM) =0 for 0 < M < J (27)
alN) = A% D @5 @ 1*M T D g e 1®N-MD for0< J<M<N—1 (28)
agx} = 1M1 @ ¢ @ 1¥N-M-1) for 0 <M< N—1 (29)
= A%V g 19(N=J) for0 < J<N-—1 (30)
agp — 1®0-D for0<J<M<N—1 (31)
= A% D g 5@ 1®W-7-b for0<J<N-—1 (32)
N) _ A®(N-1) (33)

Thus the matrices X%N) at level N are composed of tensor products of dimy = (N )
fundamental matrices 9, ¢, A, or 1. For N = 1, dimy = 0 which implies the use of
scalars for the single species case (i.e. all configurations are equally likely). For
N = 2, dimy = 1, which implies the use of matrices as given by . Let us now
check that the 2-ASEP matrices are recovered. We find from equations , ,
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and , that aé%) =1, aggl) = €, a%) =0, a(lgl) = 1, and a(Q%) = A. Then, from the
recursion relation (25)) we deduce that

X = éo)+afn)_11+e_E XP=dY +a) =1+0=D, (34)
and X\ =al}) = A, (35)

as expected.

Let us now write out the case N = 3. Since dims = 3, the X I(?) matrices are built

with tensor products of three fundamental matrices From the definitions , we
haveaoo) —]l®]1 a(()l) =e® 1, a(()Q) =1Q®e, a ) —so1, agl) =1®1, —5®e
a20 =A®0, a22 =A®1 and a30 =A® A Usmg the recursion relatlon and the
results Xé2) =F, X1(2) =D, X2(2) = A, we obtain

X =ag) @ X +af) @ XP + o)) @ X3P

—101RE+e®1®D+10ex A (36)
X9 Z® @ XP 10 o X 4 0® g xP

—QIRE+1@19D+6®c® A (37)
XP =P oxP+a) 9 XP A0 E+ A1 A (38)
XP =) 9 XP =AAQE. (39)

We notice in this example that the matrices Xé{N) have the same expression in terms of

d, € and A as for TASEP [28]; the only difference lies in the deformation by ¢ of the
algebra (19H21]) between §, € and A.

In later sections we shall establish the algebraic rules, satisfied by the matrices
Xn , which generalize the quadratlc algebra (| ) of the N = 2 case. First we
discuss how the recursive structure allows the statlonary weights for an N-species
system to be written in terms of those for an (N—1)-species system.

4. Transfer matrix interpretation of the matrix product representation

In this section, we show that the matrix product representation (24)) can be conveniently
rewritten in terms of a transfer matrix acting on the configuration space.

4.1. Definition of the Transfer Matrix

We begin by noting that and define the stationary weights for a system with
N species of particle recursively in terms of the stationary weights for a system with
N — 1 species:

T [X](fV)XﬁV)] - NZ_I Tr[( oM @ x (N ) < af) @ XV 1)}

Sl =

N N— N—
- zTr (0ol o (X7 x)]
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-3 Tr [a(N) ) } Tr [X.(N‘”...X(N‘”] . (40)

Jii1t T YjLiL i1 ir

We use the notation j = (ji, ..., j) and i = (41, ...,ir), where j is a configuration of a
system with N species of particle and iisa configuration of a system with N — 1 species
of particle. Each j; can take values from 0 to N and each ¢; can take values from 0 to
N — 1. The sum in 1) is over all configurations i with N — 1 species.

Let us now introduce a notation for the configuration space which will be of use in
the sequel. We call V(™) the N +1 dimensional vector space corresponding to the N + 1
possible states of a site for a system with N species. If we do not specify the number of
particles of each species, the total configuration space of the system is VL(N) = (V(N ))®L.
We denote a vector in this space corresponding to configuration j = (J15---,J1) by |j>
The set of all (N +1)% possible configuration vectors |;) form a basis of VL(N). We denote
the steady state eigenvector for a system containing N species of particle by |N) where

NESNGIHE (4)

-,

The stationary state weights W () are then given by

W () = (IN) - (42)
Using this notation we can write relation in the form

=2 =2 N) | /7

GIN) =D GITE I EN - 1) (43)
where TL(N) is the transfer matrixz for a system with N species. The matrix element

G TéN)|Z> can be thought of as representing a transition from configuration 7 in VL(N_I)

to configuration j in VL(N). (This transition is, of course, not the same as a dynamical
transition given by the Markov matrix.) The transfer matrix is used to express the
stationary weights for a system with N species linearly in terms of the weights for a
system with N — 1 species. We identify from the elements of the transfer matrix

TL(N) as

mﬁ%azﬁpmnﬂm]. (44)

J1i1 JrLir
We can write the relation (43|) more simply as
N) =TIV 1), (45)
and iterating we obtain
Ny =T TP (46)

where the eigenvector of the system with only one species |1) is such that each

configuration has the same weight.

). The transfer matrix TéN)

1)

Let us now formalise the mathematical structure of TéN
is a (N + 1)F x N¥ rectangular matrix which takes a vector in V"~
to in VL(N). It is expressed as a trace of a product of the local tensors a

and sends it
(N)

i - From
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1 , we observe that these ag.iv) are themselves tensorial products of elements of
the set F = {0,¢, A, 1}. Thus, the building blocks of the transfer matrix and indeed
the matrices X§N) are the four infinite matrices of the set F. We will call A the
infinite dimensional space on which the elements of F act. The matrices a%} act on the
auxiliary space AWN) = gBN-1) They can be seen as the element JM (0 < J < N and

0 < M < N —1) of arectangular (N + 1) x N matrix /™). For example,

I®1 el 1Qe
01 1®1 Qe
A®o 0 A®1
AR A 0 0

1 €
ad=1 461 and a® = (47)
A 0

.2. Interpretation of the T matrices
4 p L

In this subsection, we give an interpretation of the transfer matrices TéN) in terms
of forbidden and allowed transitions between configurations of particles. Forbidden
transitions correspond to matrix elements of (7|7 ,EN) |7) that are equal to zero. We prove
in that the only nonzero matrix elements (;\T,-EN)];> between an initial
configuration 7 of particles of species between 0 and N — 1 and a final configuration j
of particles of species between 0 and N are characterized by the following rules:

e at each site, a hole in the initial configuration i can remain a hole or become a
particle of any class between 1 and N in the final configuration ;.

e at each site, a particle of class i between 1 and N — 1 can become either a hole or
a particle of class j between 1 and i (the class can only decrease).

e there is global conservation of the number of particles of each class between 1 and
N —1.
These rules are proven in [Appendix B| In particular, we note that the number of holes
decreases (or stays the same) whereas the number of particles of class N can only
increase from none. Thus, the only way to create a particle of class N is to remove a

hole and create a class IV particle instead. The allowed local transitions for N = 2 and
N = 3 along with the corresponding local tensors ag-iv) appearing in the transfer matrix
element are illustrated in figures [1] and [2]

To illustrate the utility of the transfer matrix, we work out some simple examples.
First we consider the configuration (2, 1,0) for L = 3 and N = 2. According to the rules
for nonzero elements of the transfer matrix in the beginning of this subsection: the 2 at
site 1 must have come from a 0; the 1 at site 2 could have come from a 1 or 0, the 0 at
site 3 could have come from a 1 or 0. Then the global constraint of a conserved number
of 1 implies that the only 1-species configurations which have transitions to (2, 1,0) are
(0,1,0) and (0,0, 1). Using Figure |l to construct the transfer matrix elements from the

local tensors a%v , we find
W(2,1,0) = W(0,1,0) Tr [affalPaff | +W(0,0,1) T [affalfall]  (48)
= Tr[A] + Tr[Ade] , (49)
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<
R
e —————
G

----- O

—

Figure 1. Allowed local transitions in the transfer matrix Tf) between a particle of
class i (lower row, i = 0 or i« = 1) and a particle of class j (upper row, j =0, j =1
or j = 2) at the same site. A particle of class 0 is represented by a vertical dashed
line, a particle of class 1 by a full line, and a particle of class 2 by a double line. The
corresponding local tensor aﬁ) appearing in the transfer matrix element is also shown.

J 0 1 2 3
al? 1ol |dol A®s |A®A
i 0 0 0 0

Figure 2. Allowed local transitions in the transfer matrix Tf’) between a particle of
class i (lower row, ¢ = 0, ¢ = 1 or ¢ = 2) and a particle of class j (upper row, j = 0,
j=1,4j=2orj=3) at the same site. A particle of class 0 is represented by a vertical
dashed line, a particle of class 1 by a full line, a particle of class 2 by a double line,
and a particle of class 3 by a triple line. The corresponding local tensor aﬁ) appearing
in the transfer matrix element is also shown.

where we have set W (0,1,0) = W(0,0,1) = 1 (uniform measure for N = 1). This is to
be compared with the known expression given by the matrices @

W(2,1,0) = Tr [ADE] = Tr [A(1 + 6)(1 + ¢)] = Tr [A + Ade] (50)

where we have used the property that ¢ and € must appear in equal numbers to have a
non zero trace.
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As another example we consider the configuration (3,2,1,0) for L =4 and N = 3.
According to the rules for nonzero elements of the transfer matrix: the 3 at site 1 must
have come from a 0; the 2 at site 2 could have come from a 2 or 0, the 1 at site 3 could
have come from a 2,1 or 0 and the 0 at site 4 could have come from a 2,1 or 0. Then
the global constraints of conserved numbers of 1 and 2 implies that the only 2-species
configurations which have transitions to (3,2, 1,0) are (0,2, 1,0), (0,2,0,1), (0,0,2,1),
(0,0,1,2). Using Figure [2 to construct the transfer matrix elements yields

W(3,2,1,0) = (51)
W(0,2,1,0) Tr [affa el | +W(0,2,0,1) Tr [afafalyaf ]
+ W(0,0,2,1) Tr [ago)ag%)ag) 01} + W(0,0,1,2) Tr [aé%)ag)agl)ag)]

— W(0,2,1,0) Tr [A%] Tr [A] + W(0,2,0,1) Tr [A%5¢] Tr [A]
+ W(0,0,2,1) Tr [A%de] Tr [Ade] + W (0,0,1,2) Tr [A?] Tr [Ade] .

We used the fact that the trace of a tensorial product is equal to the product of the
traces.

4.8. Finiteness of the Trace Operation

We have so far avoided the important question of the finiteness of the matrix product
representation . Using previous results of this section and the appendices, we now
prove that if there is at least one particle of each species, the expression for the
stationary measure of the N species ASEP is finite. (In the case where there are zero
particles of some species, this species can be removed from the problem by studying
the corresponding system with N — 1 species instead of N.) We will focus on the case
N = 3. For any conﬁguration k with 3 species, the stationary weight is given by

W (k) = (k|3) = ZZ T2 ) G2 1a) ) | (52)

where 7 is a configuration with 1 species and j a configuration with 2 species. Let us

assume that there is at least one particle of each class in k. Then, as Tf’)

conserves the
number of particles of class 2, the configurations ] that give a nonzero contribution to
(E |3) are such that 7 has also at least one particle of class 2. From the characterization
of the nonzero elements of the transfer matrix, we must have that both iy = 0, 5, = 2,
and jy = 0, ky = 3 at some sites [ and I’ between 1 and L so that i and j give a nonzero
contribution to (k |3). We see, using the expression of the transfer matrix elements
of ag\%) for N = 2 and N = 3, that there will be at least one A in each
i) and (k\T ] 7) contributing to (k|3). But one can calculate explicitly
traces of products of elements of F when there is at least one A in the product, and
these traces are finite (see . This proves that (k|3) is finite. The extension
to arbitrary N of this proof of the finiteness of the matrix product representation (24))
is straightforward.

and the form
trace of (;\Tf |i
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4.4. Relation with Ferrari-Martin’s construction for TASEP

For the totally asymmetric case (¢ = 0), the transfer matrices TL(N)

encode Ferrari-
Martin’s multiline construction of the stationary weights [27]. We will focus on the
2-species statlonary elgenstate constructed by T . We will see that the set of pairs of
configurations 7 and j for which (j FlTN ) \ i) # 0 is smaller than in the case ¢ # 0. In order

to know for which pairs of configurations 7 and j the matrix element (ﬂTL(N)\;} is equal

to zero, we refer to representation (B.4)) of [Appendix B|which expresses an element of

the transfer matrix as a product of N — 1 traces of products of L fundamental matrices
{d,¢€, A, 1}. Therefore, we need to know which products of elements of {d, ¢, A, 1} have
a trace equal to zero. For the case of the TASEP, i.e. ¢ = 0, the algebra , ,
between 9, € and A reduces to

e =1 (53)
SA=0 (54)
Ae=0. (55)

One can see that for any product of [ elements from {0, €}, w = wy..w;, AwA # 0 if
and only if both of the following conditions are true:

e there are as many ¢ and € in w.

e for all m between 1 and [, there is at least as many € as d in w,,...w;.

In that case, AwA = AA = A. For example, Addecde A = A but AdeeddeA = 0 because
of an excess of 0 to the right. Then, each of the traces of products of elements from
{d,¢, A, 1} appearing in the transfer matrix element will either be 0 or 1 and
consequently each transfer matrix element is either 0 or 1. Then the transfer matrix
relation becomes an expression for the weight of a configuration in a system of N
species as a sum of weights for ‘ancestor’ configurations of a system of N — 1 species.
The rules for selecting these ancestor configurations are precisely those given by Ferrari
and Martin.

We illustrate the equivalence for ¢ = 0 of the transfer matrix relation (43|) with the
Ferrari and Martin algorithm in the case N = 2, studied by Angel [29]. In this case
(see Figure [I) an € in the transfer matrix element corresponds to a particle of class 1
changing into a hole, a § corresponds to a hole changing into a particle of class 1 and
an A to a hole changing into a partlcle of class 2. Therefore, for ¢ = 0 <]|T(N)| ) # 0 if
and only if the configurations i and j are such that one can go from 7 to ] by creating
particles of class 2 at some of the unoccupied sites and by moving particles of class 1
only to the left, forbidding them to cross class 2 particles: this is precisely the pushing
procedure of Angel for 2 classes of particles which is a particular (2-line) case of the
Ferrari-Martin N-line algorithm (see [28]).

As a simple example of the distinction between the ¢ = 0 and ¢ # 0 cases let us
consider the configuration (0,1,2) for L = 3 and N = 2. Constructing the transfer
matrix elements as before, we find

wW(0,1,2) =W(0,1,0) Tr [aé%)agl)azo] + W (1,0,0) Tr [agl)a%)ago)}
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= Tr[A] + Tr[ed4] , (56)

where we have set W (0,1,0) = W (1,0,0). In the case ¢ = 0, Tr [ed A] = 0 and there is
only one contribution to W (0,1,2). This concurs with the pushing procedure for this
example which results in just one ancestor configuration (0, 1,0). However, for ¢ # 0,

the second term in does contribute and using the result of |Appendix A|one finds

Tr[e6 A] = 1—iq Tr[A] .

A further important observation for the 2-TASEP is that the matrix elements
(5|T,§2)];> “decouple on the particles of class two”, that is, each element of the transfer
matrix Téz) factorizes as a product over all the pairs of two consecutive particles of class
2 in j of terms depending only on the holes and first class particles in 7 and j between
the particles of class 2. This is because for ¢ = 0 the matrix A is a projector .
However, this factorization property does not hold anymore for the general case ¢ # 0
as is no longer a projector. This fact makes it more difficult to find a combinatorial
interpretation of the transfer matrix such as Ferrari-Martin multiline construction since
the hops of the particles are less restricted than for TASEP.

5. Quadratic algebra for the af]JX}

From the algebra for 9, € and A | ) and the explicit form of the a%} 1 , many

quadratic relations for the a(JJX/} can be deduced. In the proof of the matrix product

representation, to be presented in section [6 we will need two kinds of these relations:

symmetries of a quadratic function of the aS]X/} under the exchange of the second indices

of the aE,]X/} and relations allowing us to commute two a%}.

5.1. Symmetry relations

We have the following relation between commutators

[ aldi] = [aS),ally]  for J£0and K 20, (57)
which indicates that [a%}, a%},} is symmetric under the exchange of M and M’ for all
M and M'. For some values of J, K, M and M’, we have the stronger properties
alNal = o) oM for all J, K, and M, M’ € {0} U [max(J + 1, K + 1), N — 1] (58)

aVa) = al) o) for all J, M and M’ (59)

which are also symmetries under the exchange between M and M’.

5.2. Commutation relations

In the following, we will also need to exchange a?,]}\]/} and a%\f]&,. If J = K, the symmetry

relation can also be seen as a commutation relation for all value of J, M and M’.
For J # K, the exact form of the commutation relation will depend on M and M’. In
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the case 0 < J < K we partition the ensemble of couples (M, M’) for which a%} and
a%vj\)m are defined and non-zero (that is M € {0} U[J, N —1] and M' € {0} U[K, N —1])
into 12 sectors as

M=20 J<M<K M=K K<M<N-1
M =0 1 4 7 10
M =K 2 ) 8 11
K<M <N-1 3 6 9 12

Then, we have the following commutation relations between ayj\(} and a(IJ(VAZ, for0 < J <

K:

aVai™, = qal™alY) 