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Introduction

La simulation numérique des modeles physiques, favorisée par I'essor de la puissance des calcu-
lateurs, prend aujourd'hui une place trés importante dans des prises de décision qui peuvent avoir
des conséguences majeures en termes économigues ou humains. La prise en compte des incertitudes
inhérentes au modéle apparait incontournable si I'on cherche & obtenir des prédictions numériques

ables , exploitables dans un processus de conception ou une prise de décision. Deux types d'incerti-
tudes sont généralement distinguées : les incertitudes intrinséquement aléatoires, liées a la variabilité
naturelle des phénoménes physiques considérés, et les incertitudes épistémiques, liées a une mécon-
naissance des modéles. Ces derniéres sont par nature réductibles. Cependant, de part la complexité
des phénomeénes physiques, le manque d'observations ou encore la nécessité d'obtenir des modéles ma-
thématiques simpli és, leur prise en compte s'avére également essentielle a n d'augmenter le domaine
de prédictibilité du modéle et ainsi de garantir une meilleure abilité des prédictions.

L'obtention de prédictions ables demande tout d'abord une parfaite maitrise du modéle concep-
tuel. En amont, ce modéle doit étre construit de telle maniére a reproduire délement les observations
ou plus précisément certaines quantités d'intérét observées. Les modéles physiques, généralement bien
malitrisés dans le cadre déterministe, doivent alors étre complétés par une modélisation pertinente des
aléas. La modélisation probabiliste des incertitudes est incontestablement la voie la plus répandue et
la plus aboutie d'un point de vue théorique et pratique. Dans de nombreux problémes physiques, le
modele conceptuel peut alors étre traduit par un ensemble d'équations aux dérivées partielles stochas-
tigues (EDPS). En aval, un modéle numérique et des outils de résolution ad-hoc doivent étre proposés
a n de propager les incertitudes et d'estimer leur impact sur la réponse du modele conceptuel. De nom-
breuses méthodes numériques ont été proposées pour la résolution des EDPS. L'application d'une de
ces méthodes dépend des quantités d'intérét a prédire et du degré de précision souhaité. Notamment,
si on s'intéresse aux premiers moments statistiques de la réponse, des approches de perturbation ou
des méthodes d'intégration directe (Monte-Carlo, quadratures, ...) peuvent étre utilisées. Pour l'esti-
mation de probabilité d'événement particulier, des techniques d'intégration directe peuvent encore étre
utilisées tant que les probabilités a estimer restent grandes. Pour I'estimation de la probabilité d'évé-
nement rares, des méthodes dédiées, appelées méthodes abilistes, sont plus adaptées. Cette derniere
décennie, un intérét croissant a été porté a des méthodes fournissant une caractérisation compléte de
la solution sous la forme d'un développement de la réponse sur des bases de fonctions appropriées. Ces
méthodes, couramment baptisées méthodes spectrales stochastiques , ont été initiées par les travaux
de Ghanem et Spanos{3]. Issues d'un mariage fructueux de I'analyse fonctionnelle et de la théorie
des probabilités, ces méthodes reposent sur des bases mathématiques fortes. Elles conduisent a des
solutions d'une grande précision et surtout a une meilleure maitrise des calculs : construction possible
d'estimateurs d'erreur a posteriori, approximation adaptative. Le chapitre | donnera un apercu des
méthodes de calcul stochastique classiques. On insistera plus particulierement sur les méthodes spec-
trales et les outils de résolution associés, ce qui permettra de poser le cadre des contributions décrites
dans les chapitres suivants.

Les méthodes spectrales stochastiques de type Galerkin, de part leur robustesse et leur précision,
semblent aujourd'hui constituer une voie prometteuse pour la simulation numérique dans un contexte
probabiliste. Plusieurs inconvénients freinent cependant l'utilisation de ces techniques et leur transfert
vers des applications de grande taille : le temps de calcul, les capacités de stockage mémoire requises et
le caractere intrusif , nécessitant une bonne connaissance des équations régissant le modele et I'éla-
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Introduction

boration de solveurs spéci ques a une classe de problémes donnée. Un premier volet de mes travaux
de recherche a consisté a proposer une stratégie alternative pour la résolution des EDPS permettant
de lever ces inconvénients. L'approche développée, baptisée méthode de décomposition spectrale gé-
néralisée (GSD), consiste a rechercher une décomposition spectrale optimale de la solution sur une
base réduite de fonctions, sans connaitre la solutioa priori. Elle peut étre vue comme une méthode
de réduction de modéle automatique. Cette nouvelle approche, en atteignant des gains signi catifs en
terme de temps de calcul et de stockage mémoire (facteur 100, 1000...), pourrait & terme permettre
une application des approches de Galerkin a des problemes de trés grande taille. En découplant la
résolution de problémes déterministes et stochastiques, elle permet également de retrouver une part
de non-intrusivité, autorisant dans certains cas l'utilisation de solveurs déterministes classiques bien
maitrisés. Les développements de cette méthode seront exposés dans le chapitre

Un deuxieme volet de mes activités, exposé dans le chapittd, a porté sur le développement d'une
méthode de résolution d'EDPS pour le cas ou l'aléa porte sur la géométrie. Dans le cadre des approches
spectrales de type Galerkin, le traitement d'aléa sur l'opérateur et le second membre est en e et un
aspect aujourd'hui bien maitrisé. Par contre, le traitement de géométrie aléatoire reste un point en-
core trés peu abordé mais qui peut susciter un intérét majeur dans de nombreuses applications. Mes
travaux ont consisté a proposer une extension de la méthode éléments nis étendus (X-FEM) au cadre
stochastique. L'avantage principal de cette approche est gu'elle permet de traiter le cas de géométries
aléatoires complexes, tout en évitant les problémes liés au maillage et a la construction d'espaces d'ap-
proximation conformes. De plus, elle conduit a une représentation explicite de la solution en fonction
des variables de bases caractérisant l'aléa sur la géométrie.

Ces deux premiers volets ne concernent que I'étape de prédiction numérique, ou de propagation
des incertitudes. Mes activités de recherche apportent également quelques contributions a I'étape
amont de quanti cation des incertitudes a partir de mesures ou d'observations. Elles s'insérent dans
le cadre de récentes techniques de représentation fonctionnelle des incertitudes. Mes contributions ont
notamment porté sur le développement d'algorithmes e caces pour le calcul de ces représentations.
En particulier, ces travaux ont permis la mise au point d'une méthode d'identi cation de géométrie
aléatoire a partir d'images, fournissant une description des aléas géométriques adaptée au calcul par
la méthode proposée au chapitrdll. Une autre contribution porte sur l'identi cation de lois multi-
modales par une technique de représentation fonctionnelle adaptée. Ces di érentes contributions feront
I'objet du chapitre 1V.



Chapitre |

Methodes de calcul stochastique

Ce chapitre présente un rapide apercu des principales méthodes de calcul
dans un cadre probabiliste, en insistant sur les méthodes stochastiques
spectrales, cadre de travail de mes activités de recherche.
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I. Méthodes de calcul stochastique

1 Cadre d'étude

De nombreux modéles physiques sont régis par des équations di érentielles ou équations aux déri-
vées partielles. La prédiction de la réponse d'un modeéle se raméne alors généralement a la recherche
d'une fonction u, appartenant a un certain espace fonctionnel, et véri ant un ensemble d'équations
notées formellement :

A(u=b

ou A est un opérateur di érentiel et b un second membre re étant les termes sources.

1.1 Modélisation probabiliste des incertitudes

Nous adoptons dans ce mémoire une vision probabiliste des incertitudes. La modélisation des
incertitudes consiste alors a dé nir un espace de probabilité ad-ho¢ ;B;P), ou désigne l'espace des
événements élémentaires® une -algébre dé nie sur et P une mesure de probabilité. L'incertitude
(ou aléa) sur le modéle pourra étre formalisée comme une dépendance de l'opérateur et du second
membre du probleme vis-a-vis de I'événement élémentaire 2 . La réponseu du modéle aléatoire
sera donc une variable aléatoire, a valeur dans un certain espace fonctionnel, devant véri er presque
sGrement un ensemble d'équations notées formellement :

A(u(); )=b() (1.1)

Le choix de l'espace de probabilité de travail est un point crucial dans I'étape de modélisation. La
guestion de l'identi cation des incertitudes a partir d'expériences sera abordée dans le chapitré/.

1.2 Cadre mathématique

Le cadre mathématique pour I'étude du probléme [.1) (cadre fonctionnel, existence et unicité de
solution) dépend notamment de la nature des incertitudes, qui conditionne le type de représentation
de la solution aléatoire (espaces de variables aléatoires ad-hoc) et également les méthodes de résolution
a mettre en oeuvre.

Une classe particuliere de problémes, couramment rencontrée dans les applications physiques,
concerne le cas ou les paramétres aléatoires et la solution du probléme possedent une variance nie
[40, 16, 13, 15, 50, 108 154]. Cette classe de problemes, considérée dans ce mémoire, intervient lorsque
les paramétres aléatoires du modéle sont modélisés par des variables aléatoires ou des processus (ou
champs) stochastiques possédant des propriétés de régularité classiques. Ce cadre d'étude conduit
a introduire comme espace de travail I'espacd.?( ;dP) des variables aléatoires du second ordre.
On trouvera dans [19, 73, 23] un cadre de travail plus général, introduisant des espaces de variables
aléatoires généralisées.

Une autre classe de problémes concerne le cas des équations di érentielles stochastiques 127]
ou des équations aux dérivées partielles stochastiquesds, 86, 138 forcées par un bruit blanc. Ce type
de problémes, qui ne fait pas I'objet de ce mémoire, concerne néanmoins de nombreuses applications
en physique (théorie de la di usion, ...), traitement du signal ( ltrage, ...), contr6le optimal, économie,
nance, ...

1.3 Discrétisation des incertitudes

La description mathématique des incertitudes demande priori de dé nir un espace de probabilité
de dimension in nie. Cependant, dans de nombreuses applications physiques, les incertitudes peuvent
étre correctement modélisées par un ensemble ni de variables aléatoires. Cela est le cas lorsque les
incertitudes sur le modéle sont modélisées par un nombre ni de variables aléatoires scalaires ou de
processus (ou champs) stochastiques, ces derniers étant réduits (ou discrétisés) par des techniques
adaptées de décomposition spectrale (voir annex@). On se raménera donc en pratique a dé nir un
contenu probabiliste & partir d'un nombre ni de variables aléatoires : 2 71 () 2 R™,
dé nissant un nouvel espace de probabilité de dimension nie( ;B ;P ),ou = () ,ouB est

!Les notions élémentaires en probabilité [98, 99, 105] ne seront pas rappelées dans ce mémoire.



2. Méthodes de calcul stochastique

une -algébre sur etouP estla mesure de probabilité associée a(mesure image deP par ). Une
variable aléatoire pourra alors étre considérée comme une fonction mesurable dé nie s(r;B ;P ).
La réponse du modélau sera donc naturellement cherchée comme une fonction deet devra satisfaire
presque slrement le systéeme d'équations :

A(u(); )= 1) (1.2)

2 Méthodes de calcul stochastique

De nombreuses méthodes de calcul stochastique ont été proposées pour la résolution du probléme
stochastique (.2) ou plus particulierement pour la recherche d'une description probabiliste d'une
guantité d'intérét J(u). L'application de telle ou telle méthode dépend alors de la qualité souhaitée
sur la prédiction et de la nature de l'information probabiliste recherchée : premiers moments dd
(espéranceE(J), variance, ...), probabilité d'événements particuliers P(fJ > 0g), ...) ou encore
description compléte de la loi de probabilitéP; de J.

On donne dans ce paragraphe une vue d'ensemble des méthodes stochastiques classiques, en insis-
tant sur leur cadre d'application, leurs avantages et leurs inconvénients.

2.1 Techniques d'intégration directe

Dans une analyse probabiliste, les quantités d'intérét a prédire peuvent souvent s'écrire comme
I'espérance d'une certaine fonctionnelle de la solution du modéle :

E(f(u( ) ))
L'évaluation d'une telle quantité demande donc le calcul d'une intégrale par rapport a la mesure de
probabilité P : z z

E(f)= flulyxy)dP (y)=  f(u(y)y)p (y)dy

ou p désigne la fonction de densité de probabilité de. Di érentes méthodes d'intégration numeériques
peuvent étre envisagées. En pratique, toutes ces méthodes d'intégration se raménent a une formule du

type

X
E(f) Q)= fulyk):yu)!«
k=1

oules!'y 2 Retlesyy 2 désignent respectivement les poids et points d'intégration. Une telle
démarche d'intégration directe demande donc I'évaluation de la réponse du modéle po#r réalisations

= yx des variables aléatoires de base. Le calcul de ces réponsagy)dl.,; nécessitent la résolution
de K problémes déterministes indépendants :

A(u(yx): Yk) = blyk)

L'intérét de ces approches est de pouvoir utiliser des méthodes numériques déterministes bien mai-
trisées. De plus, les problémes étant indépendants, une parallélisation massive d€srésolutions est
possible. Cependant, pour obtenir une bonne précision de l'estimatioQ (f ), le nombre de pointsK
peut étre trés grand et dépend des propriétés de la fonction a intégrer.

2.1.1 Monte-carlo

La méthode de Monte-Carlo P8, 146 consiste a choisir pour les points d'intégrationK réalisations
aléatoires (ou en pratique pseudo-aléatoires) indépendantes des variablegvoir exemple gure 1.1).
Les poids sont choisis égaux &y = .

L'estimation Qg (f ) est alors une variable aléatoire et I'erreur d'intégration tend asymptotiquement

vers une variable aléatoire gaussient?é :
E(f) Qk(f) K 2 (N(0;1)

2Simple application de la loi des grands nombres
3N (0; 1) désigne une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle et d'écart-type unitaire
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(a) K =100 (b) K =1000 (c) K =10000

Fig. 1.1 Monte-Carlo : points d'intégration sur = [0; 1]? pour la mesure uniforme

ou ; estl'écart-type def. L'estimation étant aléatoire, une prédiction ne pourra étre fournie qu'avec

un certain niveau de con ance. L'écart-type de I'estimation vaut K 172 ;. Le taux de convergence en
O(K ') de cette estimation est indépendant de la dimension stochastiquen, ce qui rend I'utilisa-

tion de cette approche possible dans le cas d'une trés grande dimension stochastique. La convergence
s'avere cependant tres lente.

De nombreuses améliorations de la méthode de Monte-Carlo ont été proposées. Elles reposent sur
une modi cation des échantillons générés (Antithetic variables, Strati ed Sampling, Matching Moment
methods, ...) ou une modi cation de la fonction a intégrer (Importance sampling, Control Variates,

...) an de réduire sa variance et ainsi d'augmenter la précision.

2.1.2 Quasi Monte-Carlo

Les méthodes Quasi-Monte-Carlo8, 117] consistent a choisir les pointsfy gk, a partir de séries
a faibles discrépance et a prendre comme poidd ¢ = % On suppose que le domaine d'intégration
est = [0;1]" et que la mesureP est uniforme. Cela est toujours possible a un changement de

variables aléatoires prés. D'aprés le théoreme de Koksma-Hlawkad], on a la propriété
IE(f) Qk(f)i6 V(f)Dk

ol V (f ) est la variation totale de f et ol Dk est la discrépancé de la sérief yg. Une sériefy,gl., est
dite quasi-aléatoire siDx 6 clog(K)"K 1, ol cet n sont des constantes dépendant éventuellement de
la dimension m. Généralement,n = m, ce qui conduit a l'estimation d'erreur classique des méthodes
Quasi-Monte-Carlo :

JE(f)  Qu(f)i O(log(K)™K 1)
gui donne un meilleur taux de convergence asymptotique que Monte-Carlo. On notera cependant qu'a
K xé, la précision est détériorée en grande dimensionm. Quelques séquences quasi-aléatoires sont
disponibles [L17]. La gure I.2 illustre les points obtenus a partir de la séquence de Sobol. On peut
observer une répartition trés uniforme de la séquence.

2.1.3 Tensorisation de quadratures classiques

Tensorisation pleine
Les techniques de quadrature classiques (Gauss, Clenshaw-Curtis, ...) peuvent également étre

utilisées [L31]. On suppose ici les variables aléatoires indépendantes, si bien que = T, ; et
P = M, P .. Supposons que sur chaque dimension stochastique, on dispose d'une quadrature clas-
sique, notéeQ(), et dé nie par
Xi z
Q)= f(yiw) ik T y)p.(y)dy

k=1

4La discrépance d'une série peut s'interpréter comme l'erreur maximale pour l'approximation du volume d'hyper-
rectangles de[0; 1]™ a partir des échantillons de cette série [28].
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(a) K =100 (b) K =1000 (c) K = 10000

Fig. 1.2 Quasi-Monte Carlo : points d'intégration obtenus a partir de la séquence de Sobol sur
=[0;1]? (mesure uniforme)

Une quadrature en dimensionm peut alors étre obtenue par tensorisation compléte de ces quadratures
uni-dimensionnelles :

Qc = QW ::: QM

avec

Kl Km
Qk (f) = e f(Yike 700 Ymikm D! ke 20 mikim
ki=l  km=1
Pour des quadratures aKj = n points sur chaque dimension, on obtient un nombre de points total
K = n™ qui croit de maniére exponentielle avec la dimension stochastique. L'erreur sur l'intégration
véri e alors, pour une fonction de classeC' :

JE(f) Qk(f)j O Kk @ b
On observe donc une nette détérioration de taux de convergence d&h lorsque m augmente.

Tensorisation de Smolyak

A n de diminuer le nombre de points d'intégration en grande dimensionm, on peut recourir a une
formule de tensorisation de Smolyak 153 108§. Cela nécessite la dé nition d'une série de quadratures
fQ(k')g}(:1 suivant chaque dimension, ou dansQ(k'), k désigne le niveau de la quadrature. L'idée est
de combiner des quadratures 1D en n'utilisant des quadratures de niveau élevé que suivant certaines
dimensions. Une quadrature de niveau en dimensionm s'obtient alors par la formule de tensorisation

suivante : |

X - | 1
| = l+m 1j kj 1 ...am
W e Y ko1 Qe Q%
16 jkj61+m 1

Si les Q(ki) désignent des quadratures & points, on obtient un nombre de points d'intégration total
K O(%m') et une erreur qui pour une fonction de class&€ se comporte en

JE(f) Qk(f)j O K log(k)m (D)

On observe donc un meilleur taux de convergence de cette quadrature. On observe notamment que la
dimension stochastique ne détériore la convergence que par l'intermédiaire d'un terme dog(K ). Les
gures 1.3 et I.4 illustrent les points d'intégration obtenus par une formule de Smolyak associée a une
guadrature de Gauss-Hermite et Gauss-Legendre. Ces quadratures de Gauss ont la propriété d'intégrer
exactement des polyndmes multi-dimensionnels de degré total inférieur ou égal(al 1) tandis qu'une
tensorisation pleine intégre exactement les polyndmes multi-dimensionnels de degré marginal inférieur
a2l 1.

Ces formules de tensorisation de Smolyak s'avérent particulierement intéressantes lorsque des qua-
dratures imbriquées sont utilisées suivant chaque dimension (points d'intégration d'une quadrature
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(@ 1=4,K =30 () 1=6,K =91 (©) =10, K =385

Fig. 1.3 Tensorisation de Smolyak de quadratures de Gauss-Hermite. Quadrature de nivedwou les
Q(k') sont des quadratures &k points.

(@ 1=4,K =30 (b) 1=6,K =91 (c) 1 =10, K =385

Fig. 1.4 Tensorisation de Smolyak de quadratures de Gauss-Legendre. Quadrature de niveawu
les Qf(') sont des quadratures ak points.

Q(k') inclus dans ceux deQﬁ'zl )- Cela conduit & une réduction signi cative du nombre de points d'inté-
gration. Dans ce cas, les grilles d'intégration obtenues sont appelées grilles creusessiparse grids ).
Un autre grand intérét de ces formules imbriquées est de réduire le colt d'une démarche d'intégration
adaptative. En e et, lorsqu'on augmente le niveau de quadrature, les calculs e ectuées sur des grilles
de niveaux inférieurs peuvent étre réutilisés. Plusieurs constructions de quadratures imbriquées sont

disponibles : Newton-Cotes, Clenshaw-Curtis, Gauss-Patterson...

2.2 Méthodes de perturbation, Décomposition de Neumann

Lorsqu'on s'intéresse aux premiers moments statistiques de la solution, des approches alternatives
a l'intégration directe peuvent étre envisagées. Les méthodes de perturbation ou de décomposition de
Neumann sont basées sur une représentation en série de la solution du probléme),

2.2.1 Meéthode de perturbation

La méthode de perturbation [84] consiste a rechercher un développement de Taylor de la solution

autour de la moyenne = E( ) des variables aléatoires :
_ x @ o1 | @u
uO=uC ) G g ot g
xn X1
=uo+ (i DU+ S(i (0 Duip + (1.3)
i=1 i =1 2

En opérant un développement similaire pour l'opérateurA( ; ) etle second membrdy ) et en injectant
ces développements dans I'équatioA(u( ); )= b( ), on obtient que les termes du développement de
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u sont solutions de la série de problémes suivants :

Ao(uo) = by (1.4)
Ao(u;i) = bi  Ai(ug); i=1:m (1.5)
Ao(uii) = by Ai(ug)  Aj(ui)  Ajj(uo); B =1:mm (1.6)

(1.7)

Tous ces problémes sont des probléemes déterministes avec un méme opérateur déterminidig =
A(; ). Le calcul des seconds membres nécessite de connaitre les dérivées par rapport aux variables
i de l'opérateur et du second membre. Ces calculs, relativement classiques en analyse de sensibilité,
sont prévus dans certains codes de calcul commerciaux. lls font généralement appel a des formules
de dérivation numérique et sont souvent limités aux dérivées premiéres voire secondes. La méthode
de perturbation, bien que permettant a priori une représentation compléte de la solution, est donc
souvent limitée a un faible ordre de décomposition (ordre 2) ce qui restreint son application au cas de
faibles coe cients de variation des variables aléatoires d'entrée. Cette méthode est souvent utilisée pour
estimer les deux premiers moments de la réponse (espérance, covariance), qui s'expriment simplement
en fonction des termes du développement :

1 X0
E(U)=up+ = C. . uj + (1.8)
2.
ihj =1
E(u u)= C. (Ui uy)+ (1.9)
ij =1
ouC, J. désigne la covariance des variables et ;.
2.2.2 Décompaosition de Neumann
La méthode de décomposition de Neumanngp, 10] consiste a opérer la décomposition suivante
A(; )= Ao+ B(; )= Ao(l + A E(; )
ou Ag est un opérateur déterministe,AO1 son inverse, et oul désigne l'opérateur identité. L'inverse
de l'opérateur aléatoire A, sous certaines réservedl()], peut alors s'écrire sous la forme :
1 X [ 1 in 1
A= (D'(ACAG N'Ag (1.10)
i=0
si bien que la solution du probléme [.2) pourra s'écrire sous la forme d'une série :

* .
u( )= ( D'u() (1.11)
i=0
ou les termes de la série sont solutions des problémes suivants :
Ao(uo( )) = b ); (1.12)
Ao(ui( )= A(ui 1( ); ); pouri>1 (1.13)

Le calcul des termes de la série nécessite donc la résolution de problémes déterministes a second
membre aléatoire, tous ces problémes étant associés a un méme opérateur déterminiage Ce calcul
s'avere cependant trés colteuxJ0]. Une telle approche sera de préférence utilisée pour une estimation
des premiers moments de la solution. Par exemple, cette méthode a été utilisée dai®§ pour obtenir

une estimation de I'opérateur de covariance de la solution, dans le but de construire une approximation
de la base de décomposition spectrale de la solution.

Remarque 1.1 (Relation avec l'approche de perturbation )

On peut aisément montrer que pour un second membré déterministe et une dépendance linéaire
de A(; ) en les variables i, la méthode de décomposition de Neumann correspond exactement a
une méthode de perturbation.
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2.3 Méthodes abilistes

Dans une analyse abiliste, I'objectif est de calculer la probabilité P (D) d'un événementD parti-
culier, conduisant a la défaillance d'un systéme. L'événement peut en général étre caractérisé a partir
d'une quantité d'intérét J(u( ); ), I'événement le systeme est défaillant correspondant a des réali-

sations négatives de cette quantité. L'événemenD , appelé domaine de défaillance , est dé ni
parD=f 2 ;J(u( ); )< Og (voir gure L.5). La probabilité de cet événement est dé ni par :
Z

P(D)= _dP(y)

De nombreuses méthodes ont été proposées pour l'estimation de cette probabilité (void3, 109, 94
pour une présentation détaillée) et sont déja implémentées dans des codes industriels. On présente ici
guelques méthodes de base.

Fig. 1.5 Domaine de défaillanceD dans R2.

First or Second Order Reliability Method (FORM/SORM)

Dans le cas ou la probabilité deD est faible ( événement rare ), les méthodes FORM ou SORM
consistent a approcher le domaine de défaillancB® par un domaine C plus simple, dont la probabi-
lité P (C) peut étre déterminée analytiquement (ou du moins simplement). Expliquons briévement le
principe de ces méthodes. On suppose queest un vecteur de variables aléatoires gaussiennes centrées
réduites indépendantes (hypothése toujours possible & un changement de variables aléatoires pres).
On recherche alors le point défaillanty 2 D = R™ le plus probable, appelé point de concep-
tion. Etant donné la forme de la distribution de probabilité gaussienne p , ce point s'avere étre le
point du domaine de défaillance le plus proche de l'origine. Il est recherché en résolvant le probleme
d'optimisation suivant :

y = argmin kyk? = argmin kyk? (1.14)
y2D y2R™
J(u(y)y)<o

Des algorithmes d'optimisation dédiés ont été proposés pour la résolution de ce probléme. Pour des
formes relativement simples du domaineD, ces algorithmes convergent généralement assez vite. lls
demandent alors I'évaluation de la fonctionnelled (u(y); y) en relativement peu de pointsy, associés
a des réalisations particuliéres de .

Ayant obtenu ce point de conception, la méthode FORM dé nit I'hyper-plan passant par le point
y et orthogonal au vecteury . Cet hyper-plan dé nit un demi-espace C approchant le domaine
D (voir gure 1.6(a)). On montre alors que la probabilité P (C) = ( ), ou est la fonction de
distribution de probabilité gaussienne standard et ou est l'indice de abilité, dénipar = ky k
(distance signée du point de conception a l'origine). Dans la méthode SORM standard, une meilleure
estimation est obtenue en construisant un demi-espac€ dé ni a partir de la paraboloide tangente
abD eny (gure 1.6(b)). La probabilité peut alors étre estimée par une formule approchée® (C) =
( ) S, @ i) Y2 oules i désignent les courbures principales de la paraboloide.

Les approches FORM ou SORM permettent d'obtenir des colts de calcul raisonnables (nombre
réduit d'appels a des codes déterministes) mais présentent cependant quelques limitations. Notamment,
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(a) FORM (b) SORM

Fig. 1.6 Méthodes FORM (a) et SORM (b) : approximation C du domaine de défaillanceD et indice
de abilité

elles ne permettent pas de quanti er l'erreur sur I'estimation de la probabilité. De plus, elles s'avérent
inadaptées aux cas de domaines de défaillance complexes (probleme d'optimisationld) possédant
plusieurs minima locaux) et peuvent conduire a une mauvaise estimation de la probabilité.

Monte-Carlo, Importance Sampling
On peut également imaginer l'utilisation d'une méthode d'intégration directe (voir section 2.1) en
interprétant le calcul de P (D) comme le calcul d'une espérance :
z

P({D)= 1p(y)dP (y)= E(1o())

ou 1p est la fonction indicatrice du domaineD . Ces techniques ont I'avantage de fournir une estimation
maitrisée de la probabilité.

L'utilisation d'une approche de Monte-Carlo standard s'avere ici prohibitive. On peut le com-
prendre intuitivement en observant la gure [.7(a), qui illustre bien que de nombreux tirages de
Monte-Carlo seront nécessaires an d'obtenir assez de tirages dan®. Le coe cient de variation
de l'estimation de Monte-Carlo Qk (1p) est de l'ordre de(KP (D)) 72 pour de faibles probabilités
P (D). Pour obtenir un coe cient de variation souhaité  de l'estimateur, on devra donc choisir un
nombre de tirages trés grandk ’p (D) L

Une amélioration possible consiste a utiliser la méthode d'Importance Sampling. Cette méthode
consiste a réécrire l'espérancé& (1p ( )) sous la forme suivante :

4
_ p (y) _ PC)y._
E(1o( ) lo(y)ID P (y)dy = E(1p( )p( ) E(a( )

ou p est une densité de probabilité bien choisie a n d'obtenir une variance dey( ) inférieure a celle
de 1p( ). La méthode de Monte-Carlo classique est alors utilisée pour estimeg (g( )) a partir de
tirages pseudo-aléatoires de la variable , de densité de probabilitép . Dans le cas d'un probleme
de abilité, une possibilité consiste a déterminer tout d'abord le point de conceptiony dé ni par
(1.14) et a dénir la densité p (y) = p(y Yy ). En d'autres termes, cela s'interpréete comme une
approche de Monte-Carlo ou les tirages sont réalisés autour du point de conception ( guré7(b)).
De nombreuses améliorations de cette technique d'Importance Sampling ont été proposées : Axis-
Orthogonal Importance Sampling, Adaptive Importance Sampling, Radial Importance Sampling, ...

2.4 Représentation fonctionnelle des quantités d'intérét - Méthodes spectrales stochas-
tiques

Les méthodes présentées précédemment sont classiquement utilisées pour I'évaluation de prédic-
tions telles que les moments d'une quantité d'intérét, ou la probabilité d'événements particuliers.
L'application de ces méthodes se trouve limitée par des hypothéses plus ou moins restrictives (impor-
tance des variabilités d'entrée, linéarité du probleme, ...) mais surtout par le co(t de calcul souvent
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(a) Monte-Carlo (b) Importance Sampling

Fig. 1.7 Méthodes de simulation : Monte-Carlo standard (a), Important Sampling autour du point
de conceptiony

prohibitif engendré par I'évaluation de la réponse du modéle pour des réalisations particulieres des
variables d'entrée.

Une approche alternative consiste a rechercher une représentation fonctionnelle de la solutian
ou plus spéci quement d'une quantité d'intérét J(u( ); ), sous la forme d'un développement

X
J(u( ) ) JH () (1.15)
2lp

oufH ( )g 21, désigne une certaine base connue de fonctions et ou I&s sont les coe cients a dé-
terminer. Cette approche peut étre interprétée comme une méthode de construction d'une surface de
réponse du modele. Connaissant une représentation fonctionnellé. 15) su samment précise, on peut
alors opérer un post-traitement rapide de la solution (évaluation de réalisations, gradients, ...) et en
déduire par des approches classiques et génériques des informations telles que les moments statistiques,
voire une description compléte et relativement précise de la loi de probabilité dd.

Depuis les travaux de Ghanem et Spanos$[], un intérét croissant a été porté a ce type d'approches,
couramment baptisées approches spectrales stochastiques. Ces approches ne di érent que par le choix
des bases de fonctions et par la dé nition (et donc le calcul) des coe cients de la décomposition. Ces
approches feront l'objet de la suite de ce chapitre. Les choix possibles pour les bases de fonctions
seront présentés dans le paragraph®. Pour la dé nition de l'approximation, on distingue deux types
d'approches : les approches directes (projectioh? ou régression) et les approches de type Galerkin
au niveau stochastique.

2.4.1 Méthodes de Galerkin au niveau stochastique

Les approches de type Galerkin au niveau stochastiquesg, 11, 108 reposent sur les mémes fon-
dements mathématiques que les approches de type Galerkin au niveau déterministe. Reposant sur
des bases mathématiques fortes, elles permettent généralement une bonne maitrise de I'approximation
(estimation d'erreur a priori [40, 50], estimation d'erreur a posteriori et adaptativité [88, 10€]) et
s'averent souvent plus robustes et nettement plus e caces que les approches directes. Cependant, elles
nécessitent souvent une bonne connaissance des équations régissant le modéle physique et I'élaboration
de solveurs spéci ques pour une classe de problemes donnée.

De nombreux travaux récents concernent |'élaboration de solveurs e caces et de démarches de
résolution alternatives (objet du chapitre 1l). lls permettent d'obtenir des réductions drastiques des
co(ts de calcul et font de ces méthodes de Galerkin des outils prédictifs extrémement performants. Ces
méthodes ont été appliqguées a des domaines trés variés de la physique (mécanique, chimie, électro-
magnétisme, ...). Leur transfert dans les codes industriels, actuellement en cours pour certains types
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d'applications, nécessitera encore de nouvelles avancées méthodologiques pour pouvoir traiter e ca-
cement une large gamme de problémes d'intérét.

Le principe de ces méthodes de Galerkin et les techniques de résolution classiques seront détaillés
dans le paragraphe4.

2.4.2 Méthodes directes : projection, régression, interpolation

Les approches de projectiorL?, de régression ou d'interpolation utilisent une dé nition di érente
des coe cients de la décomposition. Leur calcul ne nécessite alors que la résolution de problemes
déterministes découplés. Elles ne nécessitent dore priori aucun développement logiciel spéci que,
dans la mesure ou les codes déterministes sont disponibles. Ces approches peuvent étre vues comme
des alternatives aux méthodes directes de calcul telles que les approches de Monte-Carlo. Tout comme
les approches de Monte-Carlo, elles peuvent cependant nécessiter la résolution d'un grand nombre de
calculs et ainsi engendrer des colts de calcul prohibitifs. On explique ici les principes, avantages et
inconvénients de ces approches.

Projection L2

La méthode de projectionL? [64, 92, 93, 134, 25] consiste & dé nir I'approximation ( 1.15) comme
la projection de J sur le sous-espace de?( ;dP ) engendré par les fonctionsH g ., la projection
étant dé nie au sens du produit scalaire naturel deL ?( ;dZP ) :

<SViW> 2 gp )= E(V()W( )= v(y)w(y)dP (y)
En notant kvk z2( .gp y = E(v( )?)*™ la norme associée, les coe cients sont dé nis par

X
fJ g 2, = argmin kJ JH K2 ) (1.16)
fJ 9 21p 21p

L'utilisation de fonctions de basefH g orthonormées conduit a la dé nition suivante des coe cients :
J =<JH >z gpy= EQU( ) )H () (1.17)

Le calcul des coe cients se raméne donc au calcul d'une intégrale sur muni de la mesuredP .
On peut alors utiliser une des techniques d'intégration standards introduites dans le paragraph@&.1,
conduisant a I'estimation suivante des coe cients :

X
J Fed (u(yw); ydH (yx)

k=1
Tout comme les approches d'intégration directe, cette approche nécessite la résolution #e problémes
déterministes pour estimer les quantitésl (u(yx); Yk), associées a des réalisations particulieres= yy.
On parle alors de méthode de projection non-intrusive dans le sens ou cette méthode permet d'uti-
liser des solveurs classiques pour la résolution des problémes déterministes.
Cette approche, certes trés générique, nécessite un soin particulier dans le choix de la méthode d'intée-
gration. L'utilisation d'une technique d'intégration précise est souvent nécessaire, ce qui peut conduire
a la résolution d'un trés grand nombre de problémes déterministes. On peut bien sOr imaginer I'uti-
lisation d'une intégration de Monte-Carlo. Cependant, pour un calcul précis des coe cients, cette
intégration peut nécessiter un grand nombre d'évaluations en raison de la grande variance de la fonc-
tion (J(u( ); )H ( )). On optera donc généralement pour des techniques de quadrature d'ordre élevé
(creuse en grande dimension stochastique(, 10g) a n de limiter le nombre de points d'intégration.
La régularité de la fonction (JH ) n'étant pas connuea priori, il sera souvent nécessaire d'utiliser
des méthodes de quadrature adaptative Le développement de stratégies d'intégration adaptative
robustes reste encore un challenge dans le cadre des méthodes directes de projection, de méme que
la dé nition d'estimateurs d'erreur rigoureux sur la représentation fonctionnelle obtenue. L'absence
d'estimateurs d'erreur rigoureux est d'ailleurs plus généralement une lacune des méthodes de calcul
non-intrusives (projection, regression).

50n utilisera de préférence des quadratures imbriquées a n de pouvoir ré-exploiter les résolutions déja e ectuées
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Régression

Les méthodes de régressior3f, 33, 21, 22, 159 reposent sur les mémes principes que les méthodes
de construction de surface de réponseép]. Elles consistent a dé nir les coe cients de la décompaosition
par le probléme d'optimisation suivant :

0 1,

X X
fJ g 21, = argmin e @3 (u(yk); k) J H (yA (1.18)
fJ 921p k=1 21p

ol les! ety sont respectivement les poids et points de la régression. En notagdt= (:::J :::) 2 RP
I'ensemble des coe cients a déterminer, le probléme d'optimisation se raméne a la résolution d'un
systéme linéaire

X X
HI=2, (H) = FeH (YH (yk): (D) = eH (Y (u(yk): Yi) (1.19)
k=1 k=1

Les méthodes de régression, tout comme l'approche de projectidr?, ne nécessitent donc que la ré-
solution de problémes déterministes découplés (associés aux di érentes réalisations= yy) an de
construire le second membre de ce systéme. Le choix des points et poids de régression est cependant un
point délicat, d'autant plus que la régularité de la fonction J n'est pas connuea priori. De hombreux
choix ont été proposés : tirages de Monte-Carlo ou Quasi-Monte-Carlo pouyy et ! ¢ = Ki points et
poids d'une quadratures de Gauss pouyy et ! ¢ (ou sous-ensemble de ces points), ... On pourra trou-
ver une étude détaillée de ces di érents choix (précision de la solution, impact sur le conditionnement
du systéme, ...) dans 21]. Des démarches de construction adaptive des bases fonctionnelles ont été
proposees dans ce contexte’{l].

Remarque 1.2 (Connexion avec l'approche de projection )

Il faut noter que la plupart des choix utilisent pour les yi et ! ¢ les points et poids de méthodes
d'intégration standards. En introduisant le produit scalaire numérique

X
<SVIW > k= Fev(y)w(yk)
k=1

et la norme associé&kvky =<v;v > fz, on peut donc interpréter le probléme de régressioifl.18)
comme la projection deJ sur le sous-espace de?( ;dP ) engendré par les fonctiondH g 2, ,

au sens du produit scalaire numérique< ; > . En fait, les composantegH) de la matrice sont
alors les produits scalaires approchés des fonctions de bag¢l) =<H ;H >g. Silaquadrature
utilisée intégre exactement ces composantes, on a donc compléte équivalence avec l'approche de
projection L? classique.

Interpolation/Collocation

Les méthodes d'interpolation [14] consistent a choisir pourfH g »;, une base de fonctions d'in-
terpolation associées a un ensemble de poinfy g ,|,. Le coecient u de la déecomposition deu est
alors obtenu en résolvant un probléme déterministe associé a la réalisation=y . The méthodologie
résultante est aussi appelée méthode de collocation stochastique. Dans le cas d'une grande dimen-
sion stochastique, des tensorisations de Smolyak de bases d'interpolation uni-dimensionnelles ont été
proposées48]. La propriété d'interpolation de la base polyndmiale multi-dimensionnelle ainsi obtenue
est préservée si des grilles d'interpolation imbriquées sont utilisées dans la formule de tensorisation de
Smolyak. Notons que lorsgu'on utilise comme base d'interpolation les polyndmes de Lagrange associés
aux points d'une quadrature de Gauss classique, la decomposition obtenue coincide avec celle obtenue
par une méthode de projectionL? utilisant cette quadrature.
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3 Représentation fonctionnelle des variables aléatoires

Pour un probléme physique donné, lorsque les incertitudes sont modélisées par un nombre ni de
variables aléatoires = ( 1;::; m), on est amené a travailler dans un espace de probabilité de dimen-
sion nie ( ;B ;P), ou R™. Une quantité d'intérét aléatoire sera alors interprétée comme une
variable aléatoire dé nie sur ( ;B ;P ) ou en d'autres termes comme une fonction mesurable dé -
nie sur cet espace. Dans de nombreux probléemes physiques, les quantités d'intérét sont des variables
aléatoires du second ordre, ce qui conduit naturellement a introduire I'espace de fonctions de carré inté-
grable L2( ;dP ). Cette vision fonctionnelle permet alors de proposer des méthodes de représentation
fonctionnelle de quantités d'intérét en s'inspirant de constructions classiques en analyse fonctionnelle
et en théorie de l'approximation. En supposant quefH g ,, désigne une base d'approximation de
L2( ;dP ), on pourra représenter une quantité d'intérétv( ) sous la forme

X
v( )= VH() (1.20)
21p

De nombreux choix ont été proposés pour la construction des bases de fonctions Hé( :dP ). Les
choix classiques s'appuient sur des constructions classiques de bases polynémiales (chaos polyndmial
[169, 29, 63], chaos polynémial généralisé][71], interpolants de Lagrange [L4]) ou polyndmiales par
morceaux (€léments nis {40, 167], ondelettes PO, 91]). Une vision générique de cette problématique

et I'extension des constructions précédentes au cas de mesures de probabilité arbitraires est introduite
dans [L59. Le choix d'une représentation particuliére dépend des propriétés de régularité des fonctions

a représenter. Certains de ces choix (éléments nis, ondelettes) permettent d'envisager des démarches
d'approximation adaptative.

3.1 Principes généraux
3.1.1 Espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable

L'espace des fonctions de carré intégrable dé nies sur I'espace de probabilif¢ ;B ;P ) est dé ni
par : z
L?( ;dP)=fv: 2 T7'v()2RE(V?:=  v(y)%dP (y) < 1g
Muni du produit scalaire naturel suivant, c'est un espace de Hilbert :
VA
<ViW> 20 gp )= E(vw) = v(y)w(y)dP (y)

On appelle base hilbertiennefH g ,, deL?( ;dP ) une famille compléte de fonctions orthonormées,
véri ant les propriétés suivantes :

<H H >2( 4p)= (1.21)
8v2 L% ;dP); <H ;v>=08 21) v=0 (1.22)
Sur une telle base, toute fonctionv 2 L?( ;dP ) admet une décomposition unique
v = X v H; (1.23)
21 7
V. =<viH >z gp)= E(V()H ()= V(y)H (y)dP (y) (1.24)

3.1.2 Cas de variables aléatoires de base indépendantes : tensorisation de bases

Dans le cas ou les variables aléatoires sont indépendantes, la construction des bases d'approxima-
tion peut se ramener a une construction uni-dimensionnelle. En e et, si on notg ;B ;P ) l'espace
de probabilité uni-dimensionnel associe a la variable; (ou P, désigne la mesure de probabilité mar-
ginale associée a;), on a

= 1 g P= WP L% ;dP)= L3 ;dP)) (1.25)
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Des bases de.?( ;dP ) peuvent alors s'obtenir par tensorisation de bases des espacke$( i;dP ).
En notant fhﬁ')gnzm) une base deL?( ;dP ), on posera

H (y) = h®(y2) :::h( (ym)

avec =( 1,0 m)21=1@ = 1M Sjles baseshi’g,,, ) sont orthonormées pour le produit
scalaire naturel deL?( i;dP ), la basefH g ,, est orthonormée :

yn () y
<H ;H >L2( -dP )Z <h(|i);h i >L2( i;dpi)z o=
i=1 i=1

3.1.3 Cas de variables aléatoires de base dépendantes

Dans le cas ou les variables aléatoires sont dépendantes, la construction précédente par tensorisa-
tion de bases uni-dimensionnelles n'est plus possible puisque I'espacé( ;dP ) n'a plus la structure
d'un produit tensoriel d'espaces. Dans [59, la construction suivante est proposée. On commence par

dé nir comme précédemment des basef;hﬂ)gnm(i) deL?( i;dP,). Une basefH g »; deL?( ;dP)
peut alors étre dé nie de la maniére suivante :

S
H (y)= h® (y) :::h(D (ym)

P.(YD):ip, (Ym)

ou p est la fonction de densité de probabilité jointe de et ot p, désigne la fonction de densité de
probabilit¢ marginale de ;.

Si les based hﬁ'>gn2|(i) sont orthonormées, on conserve bien l'orthonormalité de la baséH g 5.
Cependant, si les bases uni-dimensionnelles sont polynémiales, les fonctiditd g ne seront en général
pas polyndémiales. On notera que dans le cas de variables indépendantes, la construction proposée
coincide avec la construction classique par tensorisation.

3.2 Approximation polynémiale
3.2.1 Espaces de fonctions polyndmiales

L'espace des polyndbmes multi-dimensionnels de degpedé nis sur R™ est dé ni par :

¥
Qp( )= spanf y; "tk ki = max ;6 pg; dim(Qp N=(p+1)™

i=1 i2f 1::mg
L'espace des polyndmes multi-dimensionnels de degré total au plys dé nis sur R™ est dé ni
par :
X . m + p)!
Po( )= spanf y'ij ji= 16 pg dm(Py( )= (o P
i=1 i=1 p

Dans le casm =1, on aPp()= Qp() . Dans le casm > 1, on aPpy() Qp()

Si = 1 i1 m,Qp( )estunetensorisation pleine d'espaces de polynémes uni-dimensionnels
de degrép :

Qp( )=0Qp( 1) it Qp( m)
L'espace Pp( ) peut étre interprété comme une tensorisation partielle (ou creuse) des espaces de
polynémesQp( i) :

X
Po( )= Q.(1) =i Qu( m)

2N j=p
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3. Représentation fonctionnelle des variables aléatoires

3.2.2 Chaos polynémial

La représentation sur le chaos polynémial consiste a construire des bases polyndmiales orthonor-
mées classiques de?( ;dP ). Dans le cas ol les variables sont indépendantes, les bases sont obtenues
par tensorisation de bases polynémiales de?( i;dP ) (voir section 3.1.2). Le chaos polyndmial de
degrép en dimensionm n'est autre que I'espacePy( ). On appelle chaos homogéene de degpeen di-
mensionm l'espaceH, dé ni comme étant le complément orthogonal deP, 1( ) dansPy( ). L'espace
L2( ;dP ) admet alors la décomposition orthogonale suivante :

L2( ;dP ) = p2N Hp

Voyons comment sont construites les bases de fonctions. Sur chague dimension aléatoire, associée a une
variable j, on introduit une base polynémiale orthonorméef h,q)gnZN deL?( i;dP.), ol hﬂ) 2 Qn( i)
désigne un polynéme de degré. Ces polyndmes, pour une mesure de probabilit€® , donnée, sont
dé nis de maniére unique et véri ent :

z

<hh0 >0 g )= DO MAP () = w

On recense dans le tableau suivant quelques exemples de lois de probabilité classiques et des polyndmes
orthogonaux associés :

Loi p (y) Polynémes
Uniforme [ 1;1] 3 Legendre
Gausienne R p—exp( %) Hermite
Gamma [0;+1 ] ﬁyaexp( y) Laguerre

Beta [ 1;1] % Jacobi

On notera que d'autres polynébmes orthogonaux, tels que les polyndmes de Chebychev ou de Ge-
genbauer, sont des cas particuliers des polynémes de Jacobi. Une base orthonormeeHgeest alors
obtenue par tensorisation de polynédmes unidimensionnels :

o
Hp=spanfH (y)=  h@(y); 2 N™;j j=pg
i=1

La gure 1.8 illustre trois fonctions de base du chaos polynémial d'Hermite en dimensiorm = 2
(polynébmes orthogonaux associés a la mesuf@ gaussienne standard).

(@ =(@1:3 (b)) =22 =44

Fig. 1.8 Polynébmes d'Hermite H ( ) en dimensionm =2

Remarque 1.3

| Dans le cas de variables dépendantes, on pourra utiliser cette construction avec la technique pré-
sentée dans la sectior8.1.3 a n de construire des bases (non polyndmiales) d&?( ;dP ).
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3.2.3 Interpolants de Lagrange

Une autre approche, utilisée notamment dans14], consiste a introduire une base d&p( ) consti-
tuée de polyndmes d'interpolation. On suppose ici les variables indépendantes. Sur chaque dimension,
on introduit un ensemble de points ; = fy;n gﬁzo de ; eton dé nit la base d'interpolation fhﬂ)gﬁzo
associée : ' _

2 Qp( )i h{(vi)=
Les points d'interpolation sont alors classiquement choisis comme les racines du polynéme orthogonal
classique de degré¢p + 1) . Ces points sont donc le{p+1) points de Gauss associes a la mesud® .
Ce choix permet notamment d'obtenir la propriété d'orthogonalité de la base :
VA

<h >0 e )= EOP (DO = h) P mdP ()= wla

ou lesf! kgE:O désignent les poids de la quadrature de Gauss. En e et, on a

z

i) ronr) X0 (M) X
hy’ (Y)h " (y)dP , (y) = Fehy (i )y (Vi) = "'wonk 1k = 'l (1.26)
i k=0 k=0

Les bases d&,( ) sont ensuite obtenues par tensorisation pleine des bases d'interpolation d€( i).
Elles forment donc des bases d'interpolation sur une grille de points obtenue par tensorisation des grilles
de points . Les gures .9 et I.10 illustrent les bases d'interpolation obtenues respectivement dans le
cas de mesures gaussiennes et uniformes en dimension 2.

@ =@:1 (b) =@:3) () =@:5

Fig. 1.9 Polynémes d'interpolation H ( ) 2 Q4( ) sur = R?: grille d'interpolation constituée des
5 5 points d'intégration de Gauss-Hermite

(@ =(@:1) (b)) =@:3 () =@:5

Fig. 1.10 Polynémes d'interpolation H ( ) 2 Q4( )sur =[ 1;1J]?: grille d'interpolation constituée
des5 5 points d'intégration de Gauss-Legendre

Remarque 1.4
Etant donné que la quadrature de Gauss &p + 1) points intéegre exactement les polynémes de
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3. Représentation fonctionnelle des variables aléatoires

degré(2p+ 1), on a également la propriété d'orthogonalité suivante :

(i (1) ®
ECiha’ (b (i) = PiYik nk 1k = PnYin nl (1.27)
k=0

Cette propriété peut étre avantageusement utilisée dans le cadre des méthodes spectrales de type
Galerkin. Pour certains types de problemes linéaires, on montre que le calcul de la décomposition

sur la base d'interpolation se raméne a une méthode de collocation stochastique, nécessitant la
résolution de problémes déterministes découplés (voir remarquiel2 de la section4.3).

3.3 Approximations polynémiales par morceaux

Les approches introduites dans40, 167, 90, 91] consistent a choisir une base d'approximation poly-
ndmiale par morceaux, dé nies sur une partition de . Ce type de représentation permet de décrire des
fonctions peu réguliéres et permet éventuellement de construire des bases d'approximation de maniere
adaptative [168, 106 (par ra nement de la partition ou augmentation du degré d'approximation).

On se place ici dans le cas d'un domaine borné dansR™. Il est toujours possible, a un changement
de variables aléatoires prés, de se ramener a ce cas. On dé nit alors une partition sans recouvrement
f kgl , de ,i.e. telle que® :

[ k= 5 K K= sik6k°

L'espace d'approximationSe  L2( ;dP ) est dé ni comme l'espace des fonctions dont la restriction
a X est polyndmiale de degréy :

S=fv: | RV «2Py( g ou S="fv: ! Rv «2Qp( g

. . N P . :
La dimension de cet espace d'approximation esP = Ezl Pk, avecPy = dim(Pp,) ou dim(Qp,).
Voyons a présent comment construire une base orthogonale (voire orthonormée) & .

3.3.1 Base éléments nis classique

Une premiére maniére de procéder consiste a écri®@ comme la somme orthogonale d'espaces
S‘;k, ou S‘;k est un espace de fonctions polynémiales a supportX :

S = KaiSh; S5, =1fv2 Seisupport(v) = g (1.28)

Pour construire une base orthonormée deSq, il sut donc de construire une base orthonormée de
chaque espacéS‘E,k. Notons f HKg 21p, Une telle base. La propriété d'orthonormalité s'écrit :

Z
<HXHK>= " HYy)H"(y)dP (y) =

Une base orthogonale deS‘E,k L2( k;dP ) peut alors étre construite de maniére classique. Dans

le cas de variables aléatoires indépendantes, un élément de la partition® sera classiquement dé ni

comme un hyper-rectangle ¥ = K ::: X _On obtiendra alors une base polynémiale orthonormée

de S‘,ék par tensorisation creuse ou pleine de bases orthonormées @, ( k). Cependant, dans le cas

général, la restriction & X de la mesuredP ne sera pas une mesure de probabilité classique, si bien

gu'il n'existera pas de bases classiques de polynbmes orthogonaux associés. Bien qu'il soit toujours

possible de construire ces bases numériquement, il sera préférable en pratique de se ramener au cas
=[0;1]™ avec une mesure® uniforme. En e et, dans ce cas, la restriction de la mesure & ¥ est

toujours une mesure uniforme et ledH ¥ seront simplement construits par tensorisation des polynémes

orthogonaux de Legendre.

kO

5En termes probabilistes, ¥\ = ; équivaut & des événements X

k

0 . .
et incompatibles
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Construction des partitions

Une maniére simple de construire une partition consiste a tensoriser des partitions 1D. En no-

tant f }‘gfzil les partitions des , on obtient une pargtion reguliere f "glle de ,avec Kk =

‘{1 Dl km Cependant, le nombre d'élémentsk = =™, K; croit rapidement avec la dimension
stochastique, ce qui peut conduire a la dé nition d'espaces d'approximationSe de trés grande dimen-
sionP (pour px = p, P = K dim(Qp) ouP = K dim(Pp)). Dans une démarche d'approximation
adaptative, cette vision par tensorisation de partitions 1D ne permet pas d'opérer des ra nements
locaux et conduit a une rapide augmentation du nombre d'élément« .
Une alternative consiste a utiliser des algorithmes de type octree pour construire une partition perti-
nente de . Cette approche nécessite clairement un critére d'estimation de l'erreur d'approximation
et prend son sens dans une démarche d'approximation adaptative. L'utilisation de partitions octree
anisotropes peut permettre de réduire considérablement le nombre d'éléments a utiliser en grande
dimension stochastique.

3.3.2 Base de multi-ondelettes

Une autre maniére de construire une base orthonormée d&-, proposée dansd0, 91], consiste a
utiliser une représentation en multi-ondelettes. Cette construction s'applique au cas ou = [0;1]™
et ou la mesureP est uniforme. La partition utilisée est une partition binaire de [0; 1]™. Expliquons
brievement le principe de cette construction dans le cas uni-dimensionnel = [0; 1], I'obtention de
bases deL?([0; 1]™) s'obtenant par simple tensorisation des bases uni-dimensionnelles. On notq)k
I'espace des fonctions polyndmiales de degig par morceaux dé ni sur une partition binaire de [0; 1]
en 2¥ intervalles :

n o]
Vo= vi[01]! RV kg kgery 2 Q2 K2 ¥(1+1)]);812f0;:::;2¢ g

On note W l'orthogonal de V¢ dans Vy*t :
kel _ y/k k
Vo=V W

On a alors la décomposition suivante :L2([0; 1]) = VpO k>0 WF')‘. L'espaceWF',‘ est appelé espace des
multi-ondelettes de niveauk. Cette vision en multi-ondelettes permet de construire une représentation
multi-échelle des fonctions del2([0; 1]), les espaceSNF')‘ étant associés a une représentation de détails
de plus en plus locaux quand le niveau de résolutiok augmente.

Pour introduire une base orthonormée associée a cette décomposition, on commence par dé nir une
base orthonorméef ngb_, de VIO0 (constituée des polynémes de Legendre) et une base orthonormée
f nOh=o de WJ. Une base orthonormée deNF‘f est alors constituée des multi-ondelettes r‘j” dé nies
par :

Kiy)=2%2 ;@2 1); 1=0::2 L,n=0::p

4 Méthodes spectrales stochastiques de type Galerkin

Les méthodes spectrales stochastiques de type Galerkin, brievement discutées dans le paragraphe
2.4.1, fournissent une démarche générale pour la prédiction de la réponse d'une grande classe de mo-
deles régis par des équations aux dérivées partielles stochastiques (EDPS). Ces approches suivent le
méme principe que les approches de Galerkin au niveau déterministe. Elle dé nissent une approxima-
tion de la solution, représentée sur une certaine base d'approximation (voir paragraph8), en s'ap-
puyant sur une formulation faible du probléme stochastique (.2). Aprés un bref rappel de quelques
éléments d'analyse des EDPS, on expose les principes de base de ces approches et les techniques de
résolution associées.

24
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4.1 Equations aux dérivées partielles stochastiques
4.1.1 Formulation forte du probleme

Les équations aux dérivées partielles stochastiques peuvent généralement se ramener a la recherche
d'une variable aléatoire u, dé nie sur un espace de probabilité( ;B ;P ), et véri ant presque slre-
ment un ensemble d'équations, notées formellement :

A(u( ); )=b() (1.29)

ou A est un opérateur di érentiel, éventuellement non-linéaire, et oub désigne les termes sources de
I'équation.
4.1.2 Formulation faible au niveau déterministe

L'analyse mathématique du probleme (.29) et le développement de méthodes d'approximation
déterministes (éléments nis, méthodes spectrales, ...) passent généralement par une formulation faible
au niveau déterministe du probleme (.29) : trouver une variable aléatoire u & valeurs dans un espace
fonctionnel V véri ant presque slrement :

a(u( );v; )=Dblv; ) 82V (1.30)

ou a(; ; ) est une forme bilinéaire, voire semilinéaire, suvV V et ou b( ; ) est une forme linéaire
sur V. La solution aléatoire u( ) du probleme (.30) est une solution forte au niveau stochastique. Une
analyse mathématique classiqueZ6, 135 (étude des propriétés dea et b) permet alors de juger de
I'existence et de l'unicité d'une telle solution.

4.1.3 Formulation faible au niveau stochastique

Pour de nombreux modéles, la solution est une variable aléatoire du second ordre. On recherche
alors classiquement une solution du problémel (30) dans I'espacel?( ;dP ;V) des variables aléatoires
du second ordre a valeurs dans I'espace fonctionn®f :

L2( ;dP;V)=fv: | V;E(kvk?) < 1g

On supposera dans ce chapitre qu&/ est indépendant de I'événement élémentaire On peut alors
assimiler I'espace fonctionnel & un produit tensoriel d'espaces :

L?( ;dP;V)' V L% ;dP):=V S

La formulation faible du probléme (1.30) s'écrit : trouver u2 V  Stel que

A(u;v)= B(v) 82V S (1.31)
avec
Z
A(u;v) = E(a(u( );v( ) )= a(u(y);v(y);y)dP (y); (1.32)
Z
B(v):= E(b(v( ); )= b(v(y);y)dP (y) (1.33)

L'étude de l'existence et de l'unicité de solution au probléeme [31) fait encore appel a une analyse
mathématique des propriétés des formesé et B [23, 11, 50, 108 154].

"Cette hypothése n'est pas véri ée pour une formulation classique d'EDPs dé nies sur des domaines aléatoires (voir
chapitre III)
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4.1.4 Exemple modéle : équation de di usion stationnaire

A n d'illustrer les questions évoquées précédemment, on considere un probléme classique de dif-
fusion stationnaire admettant une formulation variationnelle (1.30) avecV = H3() et
Z
a(u;v; )= (x; )ru(x; ) rv(x; )dx (1.34)
A
b(v; )= v(x; )b(x; ) dx (1.35)

ou (; ) est un champ stochastique discrétisé (voir annexé\). La condition suivante fournit une
condition nécessaire pour que le probleme soit bien posé au sens de Hadamard (existence, unicité
et dépendance continue aux données) : s'il existe des constanteg et ; telles que I'on ait presque
sirement (et presque partout sur )

0< o< (X} )< 1<1; (1.36)

on montre classiquement quea est presque srement continue et coerciva,e. il existe des constantes
C, €t 4 strictement positives telles que8u;v 2 V,

ja(u;v; )j 6 cakukykvky; (1.37)
a(v;v; )> akvk: (1.38)
En supposant que le second membre dd.R9) véri e des propriétés de régularité classiques assurant

presque slrement la continuité de la forme linéairda( ; ), on assure ainsi I'existence et l'unicité d'une
solution forte au niveau stochastique 15].

L'existence et I'unicité de solution faible au probleme (.31) est assurée si les propriétés suivantes
de coercivité et de continuité sont satisfaites :8u;v2 V S

JA(U;Vv)j 6 cakuky skvky s; (1.39)
A(V;V) > akvk (1.40)
iB(v)j 6 cgkvky s: (1.41)

Notamment, si le champ stochastique satisfait la propriété (1.36), et s'il existe des constantes g et 1
indépendantes de I'événement élémentaire, on montre que les propriétés de coercivité et de continuité
de A sont assurées avec les mémes constantes que paurca = C; et Ao = 4. La condition (1.36),
avec ¢ et ; indépendantes de I'événement, s'avere nécessaire et su sante pour obtenir un probléme
bien posé au sens de Hadamard.

Remarque 1.5 (Violation typique des conditions d'existence de solution )

Lorsque les paramétres des EDPS sont des champs stochastiques, on est classiquement amené a
les discrétiser (voir annexeA) a n de se ramener a un espace de probabilité de travail de dimen-
sion nie. Un soin particulier doit étre apporté a cette étape de discrétisation a n de préserver le
caractere bien posé du problémél.30). Reprenons I'exemple du probléme de di usion stationnaire
et notons ex(x; ) le champ stochastique initial, dé ni sur l'espace de probabilité( ;B;P). Une
bonne étape de modélisation probabiliste consiste a choisir un champey Véri ant les conditions
(1.36), garantissant ainsi l'existence presque sdre d'une solution aléatoire dé nie suf ;B;P).
L'étape de discrétisation consiste a approcher ¢ (x; ) par un champ (x; ( )), en utilisant des
techniques classiques de décompaosition spectrale.§. Karhunen-Loéeve) ou de décomposition sur le
chaos polyndmial. Cependant, pour des champs stochastiques couramment utilisés, ces décompo-
sitions convergent dansL ?( ) et généralement pas uniformément. Aprés troncature, le champ

(x; ()) peut donc ne plus véri er les conditions (1.36) [10].

Une maniére de pallier ce probléme consiste a utiliser, si possible, un champ stochastiqug(x; ) =
f( ex(X; );X) s'exprimant comme une fonction non-linéairef d'un champ gaussien ¢4 [70, 57,
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132 79, 78, 109, avecf permettant d'assurer la propriété (1.36). Aprés discrétisation et renor-
malisation du champ gaussien, ex(X; ) (x; ()), on aboutit & un champ approché = f( )
satisfaisant les conditions(l.36).

Remarque 1.6 (Autres résultats d'existence )

Dans [154], on peut trouver une construction de champs stochastiques (dans le cadre de I'élasticité
linéaire) véri ant une condition d'ellipticité plus faible que (x; ) > o presque sdrement et
assurant toujours I'ellipticité de A. Cependant, cette condition n'est pas su sante pour obtenir

un probléme bien posé au sens de Hadamard (nécessitant qie k1 (¢ )< 1 pour garantir

la dépendance continue aux données).

On pourra consulter [23] pour des résultats plus généraux d'existence, nécessitant l'introduction

de nouveaux espaces de variables aléatoires a n de prendre en compte une plus large classe de
champs stochastiques.

4.2 Approximation au niveau déterministe
4.2.1 Formulation forte du probléeme semi-discrétisé

Les techniques d'approximation classiques au niveau déterministe (di érences nies, volumes nis,
éléments nis ...) aboutissent classiqguement a la résolution du probléme semi-discrétisé suivant : trouver
une variable aléatoireu( ) a valeurs dansR" (ou vecteur aléatoire) véri ant presque sdrement :

A(u(); )=b() (1.42)

ou A(; ) est un opérateur aléatoire deR" dansR" et ou b( ) est un vecteur aléatoire a valeurs dans
R".

Exemple 1.7 (Approches de Galerkin au niveau déterministe)

Les méthodes de Galerkin classiques (éléments nisl$7, 36], méthodes spectralesd(], ...) s'ap-
puient sur une formulation faible au niveau déterministe (équation (.30)) et introduisent un espace
d'approximation V,, V de dimensionn. L'approximation de Galerkin du probléme (1.30), variable
aléatoire u,( ) a valeurs dansV,, doit satisfaire presque srement

a(un( );va; )= b(vn; ) 8vh 2 Vp (1.43)

En notant f' ;gL; une base de fonctions d&/, et en notant u = (u;)L; le vecteur des composantes
de u, sur cette base, on dé nit naturellement |'opérateur et le second membre discrétisé dd.42)
par :

(A(u; ))i=alun; i )y (b())i=b(i; )

Dans le cas d'un probléme linéaireA est une matrice aléatoire dont les composantes s'expriment :

(ACYi=al ;" i)

4.2.2 Formulation faible du probléme semi-discrétisé

Une formulation faible au niveau stochastique s'écrit de la maniére suivante : trouveu 2 R" S
tel que

A(u;v)=B(v) 8 2R" S (1.44)
avec

A(u;v):= E(v()TAU( ) ) B(v)= E(v()Tb()) (1.45)
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4.3 Approximation de Galerkin
4.3.1 Dé nition de l'approximation

Les méthodes spectrales stochastiques de type Galerkin partent de la formulation faibld.44) du
probléme. Elles introduisent un espace d'approximationSe S (voir section 3) et dé nissent une
approximation u 2 R" S de la maniére suivante :

A(u;v)=B(v) 8 2R" S (1.46)
ou encore, en revenant aux dé nitions (.45) de A et B :

E vIR(u) =0 8 2R" % (1.47)
avecR(u( ); )=b() Au(); )

L'équation (1.47) assure donc l'annulation de la projection orthogonale du résiduR (u) sur R" Sp.
C'est bien une Vvéri cation faible et approchée de I'équation (.42). Des analyses mathématiques clas-
siques permettent de préciser le sens et les propriétés de l'approximation de Galerkin, solution du
probleme (.46) [19, 40, 11, 50] : convergence, stabilité, erreura priori. Notamment, l'approxima-
tion de Galerkin s'avere trés stable vis-a-vis des perturbations et erreurs d'intégration, propriété tres
intéressante d'un point de vue numérique.

Propriété 1.8 (Probléme linéaire symétrique elliptique coercif)

Dans le cas d'un probléme linéaire symétrique elliptique coercif, la forme bilinéairé dé nit un

produit scalaire < ; > sur R" S L'approximation de Galerkin est alors la projection dans
R" S de la solution de (.44) au sens du produit scalaire< ; > . L'approximation minimise
donc la distance a la solution de (44) au sens de la norme induite parA.

4.3.2 Systéme d'équations a résoudre

En notant fH g 2, une base deSp, la solution u 2 R" S sera donc recherchée sous la forme
d'une décomposition : X
u( )= uH(() u?2R"

21p
Le probléme (.46) se ramene alors au systéme d'équations suivant :
0 1

E@H ()A § uH () A=EMmCH(); 8 21p (1.48)
2lp

C'est un systéme den P équations, éventuellement non-linéaires. En notanu 2 R" le vecteur par
bloc réunissant les composantesi := (u) , on peut remettre le systéme (.48) sous la forme d'un
systeme d'équations par bloc :

A(u) = b; (1.49)
avec
0 1
X
(A(u) =E@H A uH A; (b) =E(bH) (1.50)
2lp
Remarque 1.9 (Utilisation d'approximations polynémiales par morceaux )

Si on utilise une approximation polyndmiale par morceaux de type éléments nis (voir sectior.3),
'espaceSp peut s'écrire Sp = K ) S‘E,k, ou S‘,ék désigne un sous-espace de fonctions polyndmiales
ayant pour support un élément ¥ de la partition de . La solution u peut alors s'écrireu =
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P . , . . p .
k=1 Uk, ol lesuk 2 ¢ sont dé nis par K problémes découplés :

A(kv = B(vK) 8vk2R" & 8k2flKg (1.51)

On se ramene donc &K systemes d'équations découplés du typ€l.48), chaque systéme faisant
intervenir les fonctions de basef H g 215, de s, -

4.3.3 Le cas de probléemes linéaires

Dans le cas de problémes linéaires, le systeme4g8) s'écrit :

E(AH H)u =E(MH ) 8 21Ip (1.52)
21p

Le systeme (.49) devient alors un systétme den P équations linéaires
Au = b; (1.53)
ou A est une matrice dont les composantes par bloc s'expriment
(A) =E(AH H)

En pratique, la matrice aléatoire A sera décomposée sur la base de fonctiohkl g ,; :

X
A()= AH() (1.54)
21p,
oulp, | désigne un ensemble ni d'indices. Les blocs de la matric& peuvent donc s'écrire
X
(A) = A E(HHH) (1.55)
21p,

Les bases de fonctions stochastiques étant classiques, les ternieH H H ) sont souvent connus
analytiguement. lls peuvent aussi étre pré-calculés numériqguement.

Remarque 1.10 (Choix de la troncature pour la décomposition de l'opérateur )

A priori, la matrice aléatoire exacte A admet une décomposition sur la base complétéH g 5,
deL2( ;dP ). En tronquant cette décomposition au sous-ensemblép, , on e ectue donc a priori
une approximation de l'opérateur (crime variationnel), ce qui pourrait conduire a des solutions
di érentes de celle du probleme initial (1.46). En fait, on montre aisément que si on utilise pour
fH g » une base de polyndmes (éventuellement par morceaux) orthogonaux et S correspond
aux polynémes de degré, alors il sut d'e ectuer une décomposition polynémiale de A jusqu'au
degré2p pour une prise en compte exacte de l'opérateur. En e et, par orthogonalité des fonctions
de base, on a alors

X X
E(AHH )= AEMHHH)= A EMHHH)
21 21p,

Propriété 1.11 (Prise en compte exacte de champs stochastiques)

Lorsque le modéle probabiliste de départ fait intervenir un champ stochastique dans l'opérateur
du probléme, on est classiguement amené a opérer une discrétisation du processus a n de travailler
dans un espace de probabilité de dimension nie. En réalité, on montre que l'approche de Galer-
kin peut permettre une prise en compte exacte du champ stochastique. lllustrons cette propriété
dans le cas de I'exemple de la sectioA.1.4 Considérons tout d'abord le probléme avec le champ
stochastique initial ¢x(x; ) (éventuellement discrétisé en espace) dé ni sur I'espace de probabilité
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( :B;P). La solution uex 2 R™ L?( ;dP) du probléme semi-discrétisé est alors dé nie par

Aex(Uex;V) = E(vTb) 8v2R" L2 ;dP) (1.56)
avec Aex(U;V)= E(vTAgl) (1.57)

Considérons a présent une représentation deeyx sous la forme d'une décomposition sur le chaos
polyndmial (voir annexe A) et considérons que le processus discrétiséest obtenu par troncature
de cette représentation a un chaos de degrép en dimensionm :

X X
ex(X; ) = (X)H (f igi2n) H ()= (X))

21 ex 21p,

oufH g ,, désignelabase de?( ;dP) constituée des polyndmes d'Hermite multi-dimensionnels
en des variables gaussiennes indépendantésgion [169 29 (lex est I'ensemble des multi-indices
de NN de longueur nie). On considére alors pourSe un chaos polyndémial de degré en dimension
m. Par orthogonalité des polyndmes d'Hermite, on montre que la restriction de la forme bilinéaire
Aex(; ) aR" Sp estégale alaforme bilinéairéA( ; ), construite a partir de . En d'autres termes,
la solution de Galerkinu 2 R" Sp, dé nie par (1.46) est la projection deuex surR"  Sp au sens
du produit scalaire induit par la forme bilinéaire Aqx. En procédant ainsi, I'approche de Galerkin
permet en fait de tenir compte implicitement du champ stochastique non discrétisé. La méthode
de Galerkin évite donc le probléme de violation classique des conditions d'existence de solution par
discrétisation des champs stochastiques (voir remarqukb). On notera que cette bonne propriété
reste vraie pour certains types de problémes non-linéaires.

Remarque 1.12 (Cas particulier des bases d'interpolation - collocation stochastique )
Dans le cas particulier d'un probléme linéaire avec dépendance linéaire d& en |, i.e.

X
A()= A = A 2RM M

2NM =1

jje1
l'utilisation de I'approximation par interpolants de Lagrange présentée dans le paragraphe3.2.3
permet d'obtenir la solution u par une simple approche de collocation stochastique , équivalente a
la résolution de P problémes déterministes découplés. Cela est dii aux deux relations d'orthogona-
lité¢ (1.26) et (1.27) veri ées par les fonctions de bases. En notanty g 2, les points d'interpolation
associés a une quadrature de Gauss (obtenus par tensorisation de grilles d'interpolation 1D), et
fl g 2/, les poids de Gauss, on a

E( HH)=y! ;8 2NMtelquej j6 1

Dans ce cas, le systemél.48) se raméne auxP systemes découplés :

X

y A u! =E(H); 21p
2Nm
jj61

Dans I‘exemple4.1,4, ce cas (trés) particulier intervient notamment si le champ stochastique s'écrit

6 )= o)+ I () i(x).

4.4 Techniques de résolution classiques
4.4.1 Problémes linéaires

Dans le cadre linéaire, la résolution du systemel (53) fait généralement appel a des solveurs itératifs
de type Krylov (Gradient Conjugué Préconditionné, Conjugate Gradient Square, ...) qui ne demandent
jamais l'assemblage de la matricé\. Un préconditionnement du systéme est nécessaire. Les algorithmes
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de Krylov sont donc appliqués au systéme préconditionné
PAu = Pb

Dans le cas ou une base orthonorméeH g est utilisée, un choix classique de préconditionneursp, 81]
consiste a prendreP bloc-diagonal tel que :

(P) = EMA)*

Ce préconditionneur s'avére relativement e cace dans le cas ou la variance d& est faible. En e et,
si on décompose la matriceA en partie moyenneE (A) et partie centrée, la matrice A du systéme
s'écrit :

(A) = E(A)+ EHH (A E(A))

et tend bien versP ! lorsque la variance deA tend vers zéro. Pour de grandes variances, la convergence
des algorithmes de Krylov est nettement détériorée. On pourra trouver dans130 une construction
similaire de préconditonneur dans le cadre de formulations mixtes.

4.4.2 Probléemes non-linéaires

Dans le cadre non-linéaire, des solveurs non-linéaires classiques sont utilisés pour résoudre le sys-
teme (1.48). Evoquons ici le principe des solveurs de Newton ou Quasi-Newtontf]. Connaissant un
iteré uk) 2 R" S, unincrémentw 2 R"  Sp sera recherché en résolvant le probléme linéaire :

AW (w:v)y=B(v) Au®;v) 8v2R" S (1.58)

ou AK)(: ) est une approximation de la forme bilinéaire tangente deA en uk (dérivée de Gateaux),
pouvant s'écrire sous forme discréte

AW (w;v)= E(vTA®Y)

avec AX une matrice (éventuellement aléatoire) approchant la matrice tangente deA en u®. D'un
point de vue algébrique, cela revient a résoudre le systemé.49) de maniére itérative en résolvant a
chague itération un systéme linéaire de taillen P de la forme

AWy = (K (1.59)

our® := b Au®X) est le résidu a l'itéré k. Les systémes I(59) peuvent alors étre résolus par les
algorithmes itératifs de type Krylov mentionnés précédemment.

Exemple 1.13

Dans [10§, on trouvera l'application d'un solveur de type BFGS au cas d'un probléme elliptique
avec non-linéarité cubique. L'intérét est de construireAX) par de simples modi cations de faible
rang d'une matrice initiale A© (par exemple basée sur la partie linéaire de I'opérateud). Des
solveurs itératifs de type Krylov préconditionnés sont alors utilisés pour résoudre les systémekH9).
Dans [L20, un solveur de type Newton classique est utilisé pour ce méme probléme. Toujours pour
ce méme probléme, il est proposé dand 25 d'utiliser pour A une approximation de la dérivée
de Gateaux deA en u® consistant & remplacer les paramétres aléatoires de l'opérateuk par
leur espérance et & remplaceu(k) par son espérance. Cette démarche, e cace pour des variabilités
modérées, a l'avantage de conduire & une matric& (¥} déterministe et donc & un systéme K59
diagonal par bloc (résolution de problémes déterministes découplés).

D'une maniére générale, I'utilisation d'un solveur non-linéaire pour un type d'application donné
s'inspire généralement des solveurs utilisés dans le cadre déterministe. On notera qu'un coit de calcul
non négligeable provient de I'évaluation des résidus et donc du second membre des systemies9j.
Cette évaluation peut étre aisée pour certains types de non-linéarités (forme simple de l'opérateur
non-linéaire) [92, 93]. Dans un cadre plus général, on pourra faire appel a des techniques de projection
utilisant des quadratures stochastiques adaptées3p, 10§].
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4.4.3 Structure creuse (ou non creuse) des systémes linéaires

Les solveurs itératifs de type Krylov pour la résolution du systeme [.53) (ou (1.59)) ne demandent
que d'e ectuer des produits matrices-vecteurs de typeAu, qui tirent avantageusement partie de la
structure possiblement creuse du systéme. Le systeme possede souvent une structure creuse a 2 ni-
veaux, provenant du caractéere éventuellement creux de la matrice aléatoird (classique en éléments
nis, di érences nis, ...) mais également des propriétés de la base de fonctionEH g. En e et, le terme
E(H H H ) posséde généralement une structure creuse poug des bases d'approximation classiques.
Sur la gure 1.11, on observe la structure matricielle du terme 205, E(HH H ), reétant le ca-
ractére creux par bloc du systéme I(53), avec I'utilisation d'une base de chaos polynémial d'Hermite.

On remarque que le caractére creux dépend fortement de la dépendance de la matrikevis-a-vis de
. Si un haut degré d'approximation est nécessaire dans le développement de sur la basefH g, on
perd clairement le caractére creux par bloc.

@ m=3,p=4,pa =1 (b)y m=3,p=4,pa =2 (c)m=3,p=4,pa =3 (d m=3,p=4,pa =8

(e) m=5,p=6,pa =1 () m=5,p=6,pa=3 (9 mM=5,p=6,pa =5 () m=5,p=6, pa =12

: . P o
Fig. 1.11 Structure creuse de la matrice 215, E(HHH), ; 2 Ilp : utlisation d'un chaos
polyndmial d'Hermite en dimension m, avec un degrép pour Ip et pa pour Ip,
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Chapitre |

Methode de decomposition spectrale
genéralisée pour la résolution d'éguations
stochastigues

Ce chapitre présente une méthode alternative pour la résolution d'équa-
tions stochastiques qui tente de pallier les inconvénients des méthodes
stochastiques de type Galerkin : temps de calcul, ressources mémoires
requises et caractéere intrusif (partiellement). Apres un bref rappel du
contexte scienti que, le principe de la méthode et les algorithmes asso-
ciés sont détaillés dans un cadre relativement général. Une série d'ap-
plications tentera d'illustrer ses performances et de détailler des points
techniques de mise en oeuvre.
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1. Problématique et contexte scienti que

1 Problématique et contexte scienti que

Les méthodes stochastiques de type Galerkin permettent d'obtenir des prédictions numériques
d'une grande précision. Comme nous l'avons vu dans le chapitré (section 4), elles demandent la
résolution d'un probléme pouvant s'écrire formellement : trouver une solution approchées véri ant

u2V, Sp; A(uv)=B(v) 82V, S (1.1)

ou V, (resp. Sp) est un espace d'approximation déterministe (resp. stochastique) de dimension
(resp. P). Pour des applications complexes, si on cherche des prédictions précises, ces approches
peuvent nécessiter une discrétisation ne au niveau déterminister{ grand) ou stochastique @ grand).

Cela conduit alors a la résolution de problémes de trés grande tailla P qui nécessitent des temps

de calcul et des capacités de stockage mémoire hors de portée des moyens de calcul actuels. De
plus, elles nécessitent une bonne maitrise de la structure mathématique du probléme an d'étendre
les solveurs déterministes usuels au cadre stochastique (algorithmes non-linéaires, construction de
préconditionneurs dédiés, ...). Elles nécessitent donc souvent des développements logiciels spéci ques
pour une classe particuliére de problémes.

A n de limiter les colts de calcul, une premiére approche consiste a opérer un choix judicieux de
I'espace d'approximation stochastiqueSp, conduisant & un développement précis de la solution tout
en minimisant le nombre de termesP dans le développement. Notamment, un choix judicieux des
variables aléatoires dé nissant I'espace probabilisé de base peut permettre de construire des familles
de polynémes orthogonaux conduisant a de bonnes propriétés de convergend€]]. Les propriétés
de convergence de ces approches sont néanmoins détériorées lorsque la solution est peu réguliere.
Une possibilité consiste alors a utiliser des bases de représentation adaptées telles que les éléments
nis, multi-éléments ou multi-ondelettes [40, 167, 90, 91, 15. Un bon espace d'approximation ne peut
généralement pas étre choisi sans des critéres d'estimation d'erreur. Ce type d'approche ne peut donc
étre viable que dans un cadre d'approximation adaptative 167, 91, 168 106|.

Une autre approche consiste a conserver une formulation du probléme sur un espace d'approxi-
mation trés riche, non nécessairement adapté a la solution recherchée, et a opérer une réduction de
ce modele en construisant des bases réduites de maniére intelligente. Cela consiste a rechercher un
ensemble deM fonctions déterministesU; 2 V,, (ou stochastiques | 2 Sp), avecM n (ou M P)
et de calculer ensuite les fonctions stochastiques; (ou déterministes U;) associées en résolvant un
probléme de taille réduiteM P (oun M). Une approximation u™) du probléme (lI.1) est alors
recherchée sous la forme d'une décomposition

M) X
u = iU, U 2 Vn; i 2 Spl (||.2)
i=1

La question est la suivante : comment dé nir des bases réduites conduisant & une décomposition opti-
male de la solution pour un ordre de décompositiorM donné? Une réponse possible, exploitée dans
di érents travaux [ 108 62, 46], est basée sur la propriété suivante : la décompaosition optimale de
type (I1.2) au sens de la norme de.?( ;dP;V,) est la décomposition spectrale classique (ou décom-
position de Karhunen-Loéve) de la solution. Dans le cas ou la norme su¥,, est une norme autre
que la normeL 2, on parlera de décomposition de Hilbert Karhunen-Loéveds, 46]. Donc, si seulement
on pouvait calculer la décomposition spectrale de la solution, on pourrait considérer les fonctions
stochastiques (resp. les fonctions déterministes) comme de bonnes candidates pour la construction
de bases réduites stochastiques (resp. déterministes). Le probléeme est que la solution et a fortiori sa
structure de corrélation, n'est pas connue a priori. Plusieurs techniques ont donc été proposées an
d'obtenir une approximation de cette décomposition spectrale. Dans10§, les auteurs proposent de
calculer une approximation de la matrice de corrélation de la solution, en utilisant une expansion de
Neumann de l'inverse de l'opérateur du probléme, et de calculer séd vecteurs propres dominants
Ui. Ces vecteurs sont des approximations des vecteurs apparaissant dans la décomposition spectrale
idéale. lls sont alors utilisés pour résoudre le probleme initial dans I'espace d'approximation réduit
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spanf U gi'\’z'l S V, So. Dans sa forme actuelle, cette démarche est limitée au cadre linéaire.
Dans [62, 46], les auteurs proposent de résoudre tout d'abord le probléme sur un espace d'approxi-
mation déterministe grossierV,o, avecn® n (par exemple en utilisant une approximation éléments

nis sur un maillage grossier). Une décomposition spectrale de la solution grossiére dango Sp
peut alors étre opérée. Apres troncature a l'ordreM , les variables aléatoires ; 2 Sp obtenues peuvent
étre considérées comme une approximation des variables aléatoires de la décomposition spectrale de la
solution dansV, Sp. Elles sont alors utilisées comme nouvelles fonctions de base stochastiques pour
la résolution du probléme initial dans I'espace d'approximation réduitV, spanf g4, V., Sp.

Une autre possibilité, développée dans mes travaux de recherche, consiste a dé nir un autre critére
d'optimalité de la décomposition et a développer des algorithmes capables de construire cette décom-
position sans connaitre la solution ni une approximation de celle-ci. Cette méthode, applicable a une
large classe de problémes, notamment non-linéaires, est détaillée dans la suite de chapitre.

Avant de poursuivre, on peut mentionner une technique alternative de réduction de modéle, bap-
tisée Stochastic Reduced Basis Method1[l6 141]. L'idée de cette méthode consiste a calculer une
base de fonctionsU; de I'espace de Krylov de dimensiorM , obtenue par applications successives de
I'opérateur au second membre du probleme. La philosophie de cette approche est di érente de celles
mentionnées plus haut puisque les fonctionk); ne sont pas déterministes mais appartiennent &, Sp.
Cela ne résout donc pas le probleme des besoins mémoires. De plus, la construction et la résolution
du probleme dé nissant les fonctions ; sont relativement di ciles et colteuses, ce qui conduit & res-
treindre le nombre de fonctionsU; calculées. Cette méthode est pour l'instant limitée a une certaine
classe de problémes linéaires.

Remarque 1l.1 (Approches stochastiques non-intrusives et réduction de modéle )

Les travaux présentés dans ce chapitre concernent le développement d'une méthode de réduction de
modéle dans le cadre des approches stochastiques spectrales de type Galerkin. On notera que dans
le cadre d'approches stochastiques non-intrusives (Monte-Carlo, approches spectrales par projec-
tion L?, ...), nécessitant la résolution d'un grand nombre de calculs déterministes, des techniques
de réduction de modeéle utilisées en analyse paramétrique ou analyse multi-résolution pourraient
également s'appliquer e cacement : méthodes basées sur la Proper Orthogonal Decomposition
[17Q, ré-utilisation des espaces de Krylov dans le cadre de solveurs itératif69], méthode Re-
duced Basis [100, 101, 17]... Cette derniére méthode a d'ailleurs récemment été appliquée a la
résolution de problémes stochastiques par la méthode de Monte-Carld39.

2 Méthode de décomposition spectrale généralisée (GSD)

L'idée de la méthode de décomposition spectrale généralisée (GSD) est de construire une décom-
position optimale de la solution du probléme (1.1) sous la forme (l.2) sans xer a priori les fonctions
stochastiques ; ni les fonctions déterministesU;. La notion d'optimalité est bien sir liée a la ma-
niere d'évaluer la précision de cette décomposition. Une décomposition peut étre considérée comme
optimale si l'ordre de la décomposition est minimum pour une certaine mesure de la précision. Dans
sa forme actuelle, le principe de la méthode GSD est de dé nir les bases de fonctions en se basant
sur un double critére d'orthogonalité de Galerkin. On montre alors que le probléeme de la recherche
des bases de fonctions se raméne a la recherche d'un sous-espace invariant d'un certain opérateur. Ce
probléme peut étre assimilé a un probléme aux valeurs propres dont I'espace propre dominant conduit
aux fonctions optimales recherchées. La méthode GSD peut étre vue comme une généralisation des
méthodes classiques de décomposition spectrale (Karhunen-Loeve).

La méthode a initialement été introduite pour la résolution d'une classe d'équations aux dérivées
partielles stochastiques elliptiques 119. Dans [L20, la méthode a été appliqguée a la résolution d'un

1S on utilise une représentation fonctionnelle classique (projection de I'espace de Krylov sur Sp ), la méthode Stochastic
Reduced Basis [L16], dans sa version initiale, correspond exactement a un algorithme de Krylov classique (type Arnoldi)
pour la résolution du systeme d'équations de Galerkin (I1.1). Elle ne peut donc pas étre véritablement assimilée a une
méthode de réduction de modéle.
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probléme non-linéaire pour lequel l'utilisation d'un solveur non-linéaire global conduisait a la résolution
de problémes linéaires successifs. Chaque probléme stochastique linéaire était alors résolu en suivant
les principes de la méthode GSD linéaire. Plus tard, la méthode a été étendue a une plus large classe de
problémes linéaires et de nouveaux algorithmes de construction de la décomposition ont été proposés
[121]. Plus récemment, une véritable extension de la méthode au cadre non-linéaire a été proposée
[125.

Ici, nous donnons une synthese de ces di érents développements dans un cadre relativement général
et en omettant des détails mathématiques et techniques qui pourront étre trouvés dans les articles
mentionnés plus haut.

2.1 Notations préliminaires

Pour simpli er la présentation, nous travaillerons par la suite en notations matricielles en assimilant
un élémentu 2 V,, Sp a un vecteur aléatoireu 2 R"  Sp. On notera cependant que la stratégie et
les résultats obtenus peuvent étre aisément transposés au cadre initial ( continu ). Le problemel(.1)
sera donc réécrit sous la forme équivalente suivante :

U2R" Sp; A(u;v)=B(v) 8v2R" S (1.3)
ou B est une forme linéaire surR" Sy et ou A est une forme bilinéaire surR" S (voire semi-linéaire

dans le cas de problémes non-linéaires). Nous introduisons égalemdn®2 R" Sp et un opérateur A
(éventuellement non-linéaire) deR" Sp dansR" Sp, dé nis par

A(u;v):= E(vTA(u)); B(v):= E(v'b): (11.4)

La décomposition spectrale recherchée est alors notée

" bd
uM)=" U Ui 2R" 2 Sp; (11.5)
i=1

Ou encore
uM) = w (11.6)

avecW = (U1:::Uy) 2 R" M Ja matrice dont les colonnes sont les vecteurs déterministes et
=( 1::: m)T2RM S le vecteur aléatoire dont les composantes sont les variables aléatoires.

2.2 Deécomposition minimale

Il apparait naturel d'imposer aux M vecteurs U; d'étre linéairement indépendants. Dans le cas
contraire, on pourrait en e et trouver une décomposition équivalente avec un ordre inférieur avi . On
impose donc aW d'appartenir a la variété de Stiefel non-compacte (voir par exemple47]) :

S(n;M)=fw 2 R" M:rank(W)= Mg (11.7)

Pour la méme raison, on impose aux ; d'étre linéairement indépendants, c'est-a-dire d'engendrer un
sous-espace d& de dimensionM . On impose donc a d'appartenir a

S(P;M)=f =( 1::: m)T2RM  Soidim(span(f igf;))= Mg: (11.8)

RM S étant isomorphe aRP M| S (P;M) est isomorphe a la variété de Stiefel non-compacte
S(P; M). Finalement, on recherchera une décomposition dite minimale sous la forme

uMl=w ; (W; )2Sn;M) S (P;M) (11.9)
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2.3 Dé nition de la décomposition
SiW était xé, il serait naturel de dé nir par le critére d'orthogonalité de Galerkin suivant :
AW ;W )=BW ) 8 2R"M < (1.10)

Notons = f(W) la solution de ce probléme, aved le mapping dé ni sur S(n;M) et a valeurs
dans RM . De la méme maniére, si  était xé, il serait naturel de dénir W par le critére
d'orthogonalité de Galerkin suivant :

AW W )=B(W ) 8W 2R" M: (1.11)

Notons W = F( ) la solution de ce probléeme, aved= le mapping dé ni sur S (P;M) et a valeurs
dans R" M. Lorsque niW ni  ne sont xés a priori, il parait alors naturel de dé nir le couple
W; )29n;M) S (P;M) de telle maniére a véri er simultanément

W=F() et =fW): (11.12)

2.4 Interprétation comme un probleme aux valeurs propres
Le probleme (1.12) peut étre formulé comme un probléme eV : trouver W 2 S(n; M) tel que
W=F f(W):=T((W); (1.13)

qui apparait comme un probléme de point xe de l'opérateurT : S(n;M) ! R" M Par la suite, on
notera GL(M ) I'ensemble des matrices inversibles d& M.

Propriété 11.2 (Propriété d'homogénéité)

Les mappingsf et F possedent les propriétés d'homogénéité suivantes8P 2 GL(M ),

f(WP)= P f(W);
F(P )=F( )p &

Il en découle la propriété d’homogénéité suivante pour le mapping :

T(WP)= T(W)P; 8P 2 GL(M):

D'apres la propriété 1.2, siW 2 S(n; M) véri e I'équation ( 11.13), alors, 8P 2 GL(M ), WP 2 S(n; M)
véri e également cette équation, les deux solutions conduisant a la méme décompaosition

uM) = Wf (W)= WPf (WP ): (11.14)
Cela signi e que les matricesW sont reliées par la relation d'équivalence suivante
Wi W2,9 P2 GL(M) tel QUEW]_: WP

L'espace quotient(S(n; M )= ) est la variété de Grassmann des sous-espaces linéairesRlede dimen-
sion M [47, 1], notée Gr(n; M ). Des matricesW 2 S(n; M) sont donc équivalentes si leurs colonnes
engendrent le méme sous-espace linéaire & de dimensionM . Le probléemell.2 se raméene donc a la
recherche d'un sous-espace de" stable par I'opérateur T . Ce probléeme peut en fait étre interprété
comme un probléeme aux valeurs propres. Un espace invariant sera appelé espace propre généralisé
de T. Cette interprétation est cruciale puisqu'elle permet de caractériser le meilleur espace propre
vis-a-vis de la décomposition [1.14), qui s'avere étre |'espace propre dominant del . Dans des cas
particuliers, le probleme (1.13) coincide exactement avec un probléme aux valeurs propres classique,
associé avec une décomposition spectrale classique de la solution. Dans le cas général, cette interpré-
tation est motivée par I'observation des propriétés de ce probléme. Cela conduit alors naturellement

a l'introduction d'algorithmes dédiés, inspirés des algorithmes de résolution de probléemes aux valeurs
propres classiques. Ces algorithmes seront introduits dans la sectidh
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Remarque 11.3 (Formulation d'un probléme équivalent en )

Le probléeme(I1.12) peut également étre formulé comme un probléme en : trouver 2 S (P;M)
tel que

=f F()=T(); (11.15)
ol le mappingT :S(P;M)! RM S posséde la propriété d'homogénéité suivante :
T (P )=PT (), 8P2GL(M):

Le probléme (11.15) peut encore étre interprété comme un probléme aux valeurs propres, conduisant
a une décompositionu) = F( ) . Les problémes(I1.13) et (I1.15) s'avérent en fait équivalents.
En e et, si W est solution de (11.13), alors = f(W) est solution de (1.15) et la décompaosition
spectrale généralisée associée peut s'écrivéf (W) = F( ) . Réciproquement, si est solution
de (11.15), alorsW = F( ) est solution de (11.13) et la décomposition spectrale généralisée associée
peut s'écrireF( ) = Wf (W).

2.5 Cas particuliers

Quelques cas particuliers sont détaillés an de mieux saisir l'interprétation du probleme (1.13)
comme un probléme aux valeurs propres et l'interprétation de la décomposition obtenue comme une
décomposition spectrale généralisée.

2.5.1 Cas ou A est bilinéaire symétrique continue coercive

Dans le cas oUA est une forme bilinéaire symétrique continue coercive suR" L?( :dP), elle

dé nit un produit scalaire
<u;v>a= A(u;v) E(vTAu)
P—= S . .

On note kvka = = A(v;v) la norme associée, équivalente au produit scalaire naturel suR"
L2( ;dP). On montre alors les résultats suivants (voir [L19, 121]).
Propriété 1.4
Dans le cas olA est une forme bilinéaire symétrique continue coercive suR" Sp, la décomposition

optimale Wf (W) vis-a-vis de la norme induite par A est telle que W est solution du probléme
d'optimisation suivant :

W = argmax R(W) (1.16)
W 25(n;M )

ol R(W) est la fonctionnelle dé nie par

R(W) = Trace(R(W)) (11.17)
avec R(W)= E(f(W)b"W) (11.18)

La distance en normeA par rapport a la solution exacteu 2 R" S vérie :

ku WFf (W)ka = kuki R(W) (11.19)

Propriété 1.5

Les fonctionnellesR (W) et R(W ), dé nies par les équations (1.18) et (11.17), véri ent les pro-
priétés suivantes :
() Homogénéité: 8P 2 GL(M),

R(WP)=P 'R(W)P et R(WP)= R(W):
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(i) Stationarité : W véri e le probleme aux valeurs propres (1.13) si et seulement si il rend
stationnaire R(W).

Les propriétés précédentes permettent d'interpréter le problemel{.13) comme un probléme aux
valeurs propres. La fonctionnelleR(W ) (resp. R (W )) apparait comme une généralisation d'un quotient
de Rayleigh scalaire (resp. matriciel) associé au probleme aux valeurs propreH.{3). L'élément W
maximisant ce quotient de Rayleigh est associé a l'espace propre dominant de et conduit a la
meilleure décomposition spectrale au sens de I'opérateu.

Remarque 11.6

On notera que la propriété de continuité est triviale dans le cas de la dimension nie. Cependant,
les propriétés énoncées peuvent étre généralisées au cadre de la dimension in nie pour lequel cette
condition est nécessaire.

2.5.2 Cas d'un opérateur linéaire déterministe

Dans le cas d'un probléme a opérateur linéaire déterministe et a second membre aléatoire, la forme
bilinéaire A satisfait : pour U;V 2 R",

AU;V)= UTAY
ou A est une matrice déterministe. Dans ce cas particulier, la fonctionnellér (W) s'écrit
RW)=(WTAW ) 'WTEMDBbTW; (11.20)
et le mapping T s'écrit
T(W)=A EMBHWR (W) (11.22)
Le probléme (1.13) correspond donc au probléme aux valeurs propres généralisé suivant :
AWR (W)= E(bbT)W (11.22)

De plus, si A est symétrique dé nie positive, R apparait comme le quotient de Rayleigh matriciel
classique associé au probléme aux valeurs propreH.22) [143. La décomposition optimale Wf (W)
obtenue est alors la décomposition spectrale classique de la solutian = A b dans la métrique
induite par A.

3 Algorithmes pour la construction de la GSD

Nous avons vu dans la section précédente que la construction de la décomposition spectrale géné-
ralisée (GSD) demande la résolution d'un probléme

T(W)= W; (11.23)

interprété comme un probléme aux valeurs propres. La GSD optimale d'ordré/ est associée au sous-
espace propre dominant de dimensio de T . Cette interprétation conduit naturellement a s'inspirer
d'algorithmes classiques permettant la capture des espaces propres dominants d'opérateurs linéaires.

3.1 Subspace lIteration algorithm (SI-GSD)

Pour les problémes aux valeurs propres classiques, un algorithme standard pour la recherche d'un
espace propre dominant est l'algorithme des sous-espaces itérés (Subspace lteration). Il consiste a
construire la sériew &™) = T (W (K)), qui converge vers une matrice dont les colonnes engendrent
I'espace propre dominant deT . L'extension a la résolution du probléme (1.23) est immédiate et conduit
a l'algorithme 1.
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Algorithm 1 Subspace Iteration (SI-GSD)

1: Initialize W© 2 S(n;M)

2: for k=1 to kmax do

3. Compute W K) = T(w (k 1)

4:  Orthonormalize W ) (e.g. by QR factorization)
5. end for

6: SetW = W ) and compute = f(W)

A chaque itération k, le calcul de T (W & 1) (étape 3) peut étre décomposé en 2 étapes :
kK D=fwk Dy et whk=p k2 (11.24)

La premiére étape consiste a résoudre un probleme stochastique sur une base réduite déterministe
donnée, ce qui correspond a un probleme de taill® P. La seconde étape consiste a résoudre un
probléme déterministe sur une base stochastique réduite donnée, ce qui correspond a un probléme de
taille M n. Les itérations de (SI-GSD) demandent donc au plus la résolution dé&mnax problémes de
taille M P et kmax problémes de tailleM n.

On observe en pratique que I'étapel d'initialisation a peu d'in uence sur la convefgence de l'algo-
rithme. Un choix simple et e cace consiste a choisir un vecteur aléatoire @ ( )= Oy ()2
R" S, avec des coe cients © tirés aléatoirement, et a calculerw © = F( @),

Remarque 1.7

L'algorithme 1 avec M = 1 correspond a une méthode des puissances (power algorithm) qui
converge (en général) vers le vecteur propre dominant d& . L'orthogonalisation a chaque itération
(étape 4) s'avére nécessaire d'un point de vue numérique. Elle évite la dégénérescenceVilevers
une matrice de rangl dont les colonnes tendent ce vecteur propre dominant.

Remarque 11.8

L'algorithme 1 peut étre également interprété comme un algorithme pour trouver le = f(W)
associé a l'espace propre dominant du probléeme aux valeurs propres = T ( ), équivalent au
probléemeW = T (W) (voir remarque 11.3).

3.2 Arnoldi type algorithm (A-GSD)

L'algorithme 1 (Subspace lteration) peut étre considéré comme un algorithme de référence condui-
sant a la décomposition spectrale généralisée idéale, associée au sous-espace propre dominaiit.de
Ici, nous introduisons un algorithme qui donne une approximation de cette décomposition idéale et
gui conduit & des gains signi catifs en temps de calcul. Cet algorithme est inspiré de la technique
d'Arnoldi pour la résolution des problémes aux valeurs propres classique$40, 68]. L'idée est de trou-
ver une matrice W dont les colonnes engendrent un sous-espace de Krylov généralisé de I'opérateur
T et de construire ensuite le vecteur aléatoire associé = f(W). Le sous-espace obtenu peut étre
interprété comme une approximation de Ritz de I'espace propre dominant del . Le sous-espace de
Krylov Ky (T;U), de dimensionM , asscocié a l'opérateurT et a un vecteur initial U1 2 R" peut
étre dé ni comme suit :

Km(T;U1) = span(fUigl; g avecUj= ¢ (T(Uj 1);i=2:::M (11.25)

ou - désigne le projecteur sur le complément orthogonal d&; 1(T;U;). Cette stratégie conduit
a l'algorithme suivant.
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Algorithm 2 Arnoldi type algorithm (A-GSD)

1: Initialize U; 2 R" and setU; = kﬂik

2. fori=1toM do

3. Compute U = T(Uj) 5

4. Compute U1 = U }:1(UJTU)UJ- (Orthogonalization step)
5. if kUjs1 k< kUK then

6: break

7. endif

8 Ui = iy

9: end for

10: SetW =(U;:::U;) and compute = f(W)

La construction du sous-espace de Krylov de dimensioiM (étapes?2 a 9) nécessite d'appliquer
(M 1) fois le mapping T a un vecteur. Cela nécessite donc la résolution déM 1) problemes
de taille P et de (M 1) problemes déterministes de taillen. Le calcul de (étape 10) nécessite
de résoudre un probléme de tailleM P. Cet algorithme conduit a des gains signi catifs comparé
a I'algoriﬁhme 1 (Subspace lIteration). En pratique, pour [linitialisation, on introduit une fonction

o( )= oo H () 2 Sp avec des coe cients . tirés aléatoirement, puis on calcule le vecteur
initial Uy, = F( o) en résolvant un premier probléme déterministe.

En pratique, on observe les mémes propriétés que pour les problémes aux valeurs propres clas-
sigues. Notamment, quandM augmente, I'angle entreKy, et le sous espace propre dominant d&
de dimension donnéeVl °< M tend vers zéro (a condition queK ) ne stagne pas sur un sous-espace
de dimension inférieure an). En d'autres termes, les premiers modes de la décomposition optimale
tendent a étre contenus dans l'espac&y, lorsque M augmente. Dans le cadre des problemes aux VP

classiques, cette propriété est associée a la convergence des vecteurs de Ritz dominant vers les vecteurs

propres dominants de l'opérateur.

Remarque 11.9
Un algorithme d'Arnoldi peut également étre écrit pour la résolution du probléeme aux valeurs

by

propres = T ( ). ll consiste a générer une base orthogonale du sous-espace de Krylov de
l'opérateur T , dé ni par

Km(T ; 1) = span(f igM;0) Sp; avec ;= ?Ki AT (i) i=200M; (11.26)

et a actualiser les vecteurs déterministes en résolvaltV. = F( ). - . désigne le projecteur sur
I

le complément orthogonal deK; 1(T ; 1). Le choix d'un point de vue (résolution du probléme
aux VP sur T ou sur T ) dépend donc uniqguement du probléme d'actualisation. En pratique, on
se posera donc la question de savoir si le probléeme d'actualisation 8 (résolution d'un probleme
stochastique sur base déterministe réduite) est moins colteux que le probléme d'actualisation de

(résolution d'un probléme déterministe sur base stochastique réduite). Le choix peut également
étre dicté par la disponibilité des solveurs associés a ces problémes.

Remarque 11.10

Pour un probléme aux valeurs propres classiques (cas particulier d'un probléme stochastique a
opérateur déterministe), I'espaceK y (T ;U1) dé ni par (I1.25) coincide avec la dé nition suivante
(classique) du sous-espace de Krylov, ne faisant pas intervenir le projecteur orthogonal :

Km(T;U1)= span(fUig;g; avecU;= T(U; 1);i=2:::M: (1.27)

Dans le cas général de notre pseudo-probléme aux valeurs propres, les espaces dé nis(pla25) et
(11.27) ne coincident pas nécessairement. Cela est d0 aux propriétés de non-linéarité de l'opérateur
T. En particulier, I'espace engendré par l'algorithme d'Arnoldi peut dépendre de la métrique
utilisée pour l'orthogonalisation. Bien que les premieres expériences numériques semblent montrer
gue les espaces engendrés di erent trés peu (angle faible entre les deux espaces), cette question
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mérite d'étre approfondie. Notamment, il serait intéressant d'étudier plus présicément I'impact de
la métrique d'orthogonalisation sur la qualité du sous-espace de Krylov généralisé engendré. Bien
sdr, dans le cas de problémes aux valeurs propres classiques, cette question ne se pose pas.

3.3 Restart des algorithmes par dé ation de l'opérateur

Bien sdr, quand on utilise les algorithmes1 ou 2 pour obtenir une approximation du probleme
stochastique initial 11.1, on ne connait pasa priori I'ordre M de décomposition requis pour une précision
donnée. En supposant gu'une premiére decomposition d'un certain ordri¥l ait été construite, on peut
bien sOr estimer I'erreur associée, en calculant par exemple la norme du résidu. Si la décomposition
n'atteint pas la précision souhaitée, on peut alors réutiliser les algorithmesl ou 2 avec un ordre M
plus éleve.

Une autre possibilité consiste a construire les termes suivants de la décomposition en utilisant une
dé ation de l'opérateur T. Supposons qu'une premiere décomposition d'ordre, notéeu, = W, .,
ait été constuite par un des algorithmes précédents. On peut alors dé nir un couple complémentaire
(W; )2 9(n;s) S(P;s)devant vérier :

Alur+W ;W )=BW ) 8W 2 Yn;s) (11.28)
A(lur+W ;W )=BW ) 8 2S(P;9) (11.29)

On introduit le mapping f(;u;) quiaW 2 S(n;s) associe = f(W;u,;) 2 R® Sp solution de I'équa-
tion (11.28). On introduit également le mapping F(;u;) quia 2 S(P;s) associeW = F( ;u;) 2
R" S solution de I'équation (11.29). La recherche du nouveau couple peut alors se ramener a un pro-
bléme enW : trouver W 2 S(n;s) tel que

W =F{f(W;uy);u) = T(W;ur) (1.30)

Les mappingsF( ;ur), f(;u;) et T(;u,) véri ant toujours les propriétés d'homogénéité 1.2, le pro-
bleme peut encore étre interprété comme la recherche d'un espace propre dominant de l'opérateur
déaté T(;u;). Ce probleme peut donc étre résolu par un des algorithmes précédents. Cette stra-
tégie conduit a l'algorithme global 3.

Algorithm 3 Restarted algorithm by operator deflation

1. Setug=0,Wo=,;, o0=;
2: for r =1 to rpax do
3:  Compute the M, -dimensional dominant eigenspacdV , of the de ated operator T (;u, 1)
4. SetW,=(W, 1W,)
5. (complete update) Compute = f(W;0)
(partial update) Compute P, = f(%,;u, )andset =( T ,b)T
6: Setur =W,
7. Check convergence
8: end for

L'algorithme 3 introduit deux variantes qui di érent & I'étape 5. Dans le cas de l'actualisation
compléte, les variables aléatoires de la décompaosition sont actualisées par rapport a I'ensemble de la
base réduite déterministe calculée. Les variables aléatoires calculées au cours des dé ations précédentes
sont donc remplacées par ces nouvelles variables. Dans le cas de l'actualisation partielle, on opére uni-
guement un calcul des variables aléatoires complémentaires, en conservant les variables précédemment
calculées. En pratique, l'actualisation compléte conduit & une meilleure précision de la décompaosition
pour un ordre donné.

Remarque 11.11

Dans le cas d'un opérateur linéaire déterministe (symétrique ou non), on peut prouver (voir]21])
que ces deux variantes sont équivalentes et qu'elles correspondent exactement a une procédure
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de dé ation classique pour résoudre le probleme aux valeurs proprefl.22). La preuve de cette
propriété consiste a montrer que la somme des sous-espaces propres dominants de dimensiprles
opérateurs dé atésT (;u, 1) successifs est le sous-espace propre dominant de dimens{on, M)

de l'opérateur initial T ( ;0). Dans le cas général, cette propriété des problémes aux valeurs propres
classiques n'est plus véri ée (observé numériquement).

Remarque 11.12

En fait, l'actualisation compléte peut étre interprétée comme une itération de sous-espace sur
le probleme aux valeurs propres initial. Bien sdr, la précision de la GSD pourrait étre améliorée
en opérant des itérations de sous-espace supplémentaires. Cependant, en pratique, on observe que
ces itérations supplémentaires n'améliorent pas signi cativement la qualité de la décomposition.
Comme ces itérations sont relativement colteuses, mieux vaut les éviter en pratique.

Question ouverte 11.13

Une question importante concerne I'étude de la relation entre les espaces propres généralisés des
opérateurs dé atésT ( ;u,) et les espaces propres de l'opérateur initial ( ; 0). Notamment, on peut

se poser la question suivante : existe-t-il dans certains cas une quelconque relation d'orthogonalité
entre ces sous-espaces? La réponse est bien sr connue dans le cas des problémes aux valeurs
propres classiques. Dans le cas général, la réponse a cette question pourrait permettre de modi er
les algorithmes et peut-étre d'obtenir directement la GSD optimale, sans e ectuer une actualisation
compléte des variables aléatoires. Cette question est liée a la remarqliel.

Remarque 11.14

La procédure de dé ation proposée peut également étre intéressante dans le cas de la résolution
de problemes de grande taille, demandant de travailler avec de grandes dimensions des espaces
d'approximation (grand n ou grand P), ou dans le cas ou une décomposition d'ordré/ élevée est
nécessaire pour atteindre une bonne précision. Dans ces cas, les algorithniest 2 nécessitent en

e et la résolution de problémes de tailleM P ouM n, qui peut quand méme s'avérer colteuse.
L'algorithme 3 avec actualisation partielle ne nécessite que la résolution de problémes de taille
M; nouM;, P, ouunordre M, maximum peut étre xé en fonction des capacités de calcul
disponibles.

Si on utilise My = 1 dans l'algorithme 3, l'utilisation d'une méthode des puissances permet la

construction du vecteur propre dominant de l'opérateur dé até. Cela conduit a une méthode des puis-
sances avec dé ation, initialement introduite dans [L19. Cela conduit a I'algorithme 4 pour construire
une décomposition d'ordreM , comprenant deux variantes (avec ou sans update complet des variables
aléatoires).

Algorithm 4 Power-type algorithm (P-GSD)

1. Setup=0,Wo=;, o0=;

2. forr=1toM do

3:  Initialize 2 S

4:  for k=1::knax do

5: Compute U, = F( (;ur 1)

6: Normalize U,

7: Compute [ = f(Ur;ur 1)

8: Check convergence

9: end for

10:  SetW,=(W;, 1Uy))

11:  (complete update) Compute = f(W;0)
(no update) Set ,=( |, )7

12:  Setu, =W, ,

13: end for
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3.4 Capacité a capturer une solution avec une faible dimensionalité

Dé nition 11.15

On peut dé nir la dimensionalité M, d'un vecteur aléatoireu 2 R" S comme l'ordre M
minimum qui conduit a une décomposition exacte deu sous la forme(ll.5), i.e.

pd
My = minfM 2 N;u = iUi; i2S;U;2R"g
i=1

Un algorithme GSD idéal devrait étre capable de capturer la solution exacte en construisant de
maniére automatique une base réduite optimale de dimensioM . La dimensionalité correspond en
fait au nombre de termes dans la décomposition spectrale classique d'un vecteur aléatoire. Dans le cas
discret, R" Sp étant isomorphe aR" RP, la dimensionalité véri e clairement M, 6 min (n; P). Bien
sUr, en général, la dimensionalité de la solution vérieraM, = min (n;P). Cependant, pour certains
problémes, la solution peut avoir une faible dimensionalité. Par exemple, pour le cas d'un opérateur
déterministe linéaire, la dimensionalité de la solution est exactement égale a la dimensionalité du
second membreb. Dans ce cas, on peut prouver que tous les algorithmes proposés (P-GSD, PU-GSD,
A-GSD, SI-GSD) permettent de capturer la solution exacte avec un nombre de moddgl = My. Cette
propriété est encore vraie pour certains cas particuliers (par exemple dans le cas ou l'opérateur est le
produit d'une variable aléatoire et d'un opérateur déterministe [119). Dans le cas général, l'algorithme
SI-GSD semble conserver cette propriété, a condition bien sir de connaitre la dimensionaliggpriori .
Par contre, les autres algorithmes (P-GSD, PU-GSD, A-GSD) ne Vvéri ent pas cette propriété dans le
cas général. Cependant, on observe en pratique qu'ils conduisent a une tres bonne estimation de la
solution avec M, modes.

Remarque 11.16

En réalité, l'opérateur T = F f n'est dé ni que sur un sous-ensembleS(n;M )  S(n; M) corres-
pondant aux matrices W telles quef(W) 2 S (P;M), domaine de dé nition du mapping F. En
particulier, si M > M ,, S(n;M) = ;, c'est-a-dire qu'il n'existe pas de matricesW telle que les
variables aléatoires associées soient linéairement indépendantes. Cette propriété, démontrée pour
le cas d'opérateurs déterministes et véri ée en pratique pour le cas général, peut s'interpréter
par le fait qu'une partie du sous-espacdm (W) de R" est associé a des valeurs propres nulles et
n'‘a donc aucune contribution dans la décomposition spectrale de la solution. En pratique, si les
algorithmes comprennent des étapes d'orthogonalisation des variables aléatoires et des vecteurs
déterministes, les dépendances linéaires peuvent étre détectées et I'ordvke réduit en conséquence.
Le fait que SI-GSD conduise a la décomposition exacte ek, modes peut étre expliqué par le
fait que tous les points xes W de T sur S(n; M) sont associés au méme sous-espace R de
dimensionM , et conduisent a la méme décomposition exacte de la solution. L'algorithme converge
alors nécessairement vers ce sous-espace. De pi8&); M) semble étre dense dan§(n; M) (dé-
montrable dans des cas patrticuliers). Cela a pour conséquence qu'une initialisation aléatoire &
sera presque slrement dans le domaine de dé nition d& et que l'algorithme SI-GSD convergera
presque srement vers la décomposition exacte avec cette initialisation.

4 Application a un probleme d'élasticité

On considére ici un exemple d'élasticité linéaire a n d'illustrer les propriétés de la méthode pour
le cas d'une équation aux dérivées partielles stochastique symétrique linéaire elliptique coercive. D'un
point de vue discret, cela correspond au cas particulier évoqué dans le paragrapBes.1

4.1 Formulation du probleme et approximation

On reprend ici I'exemple du probléeme d'élasticité introduit dans [121]. Les détails concernant la
mise en donnée du probléme pourront étre trouvés dans cet article.
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Fig. 1.1 Probléme d'élasticité

On considére le probléme d'élasticité linéaire en petites perturbations dé ni sur un domaine  R?
(Figure 11.1). On travaille dans I'hypothese des déformations planes. On noteu(x; ) le champ de
déplacement,g(x; ) I'e ort surfacique aléatoire appliqué a une partie » de la frontiére. Des conditions
de Dirichlet homogenes sont appliquées sur une autre partie; de la frontiére. On impose des e orts
nuls sur la partie de la frontiere complémentaire de 1[ 2. On note C(x; ) le tenseur d'élasticité
de Hooke aléatoire. La formulation variationnelle de ce probléme stochastique peut s'écrire : trouver
u2V Stelque

A(u;v)=B(v) 82V S (1.32)

ou
Z
A(u;v)=E "(v):C:"(u)dx ;
z
B(v)= E g vds

"(u) est la partie symétrique du gradient deu (tenseur des déformations) etC est le tenseur de Hooke.
Sous des hypothéses de régularité classiques des données (Vi L54]), propriétés matériau et e orts
appliqués, un choix classique des espaces fonctionnels est le suivamt = fv(x) 2 (H1()) 2 vi, =0g

et S= L?( ;dP). On introduit au niveau spatial un espace d'approximation éléments nis V, =
fv(x)= " L vi' {(X);'i2Vg V.Unefonctionv 2V, Sseraalorsassociée a un vecteur aléatoire
v()=(vi( );::s;va( )T 2 R S On utilise pour le calcul de référence le maillage représenté sur

la gure Il.2. La dimension deV, estn = 1624.

Fig. 1.2 Maillage éléments nis : triangles a 3 noeuds

Le matériau est considéré élastique isotrope avec un coe cient de Poisson déterministe. Pour
le module d'Young , on opére une discrétisation d'un champ aléatoire lognormal (voir 121]) pour
aboutir a une représentation du tenseur d'élasticitéC (x; ) sous la forme :

Rc
Cx; )= Ck(x)A()
k=1

oumc =9 etou les variables aléatoired\( ) dépendent ded variables aléatoires gaussiennes standards
indépendantesf ( )g’, et sont exprimées sur un chaos polynomial gaussien de degdén dimension

46



4. Application a un probléme d'élasticité

9. L'e ort appliqué g(x; ) = Bi( )g;, ou g; est un e ort déterministe uniformément réparti et ou
B1( ) est une variable aléatoire gaussienne, exprimée en fonction d'une variable aléatoire gaussienne
standard 10( ), indépendante desf ( )g’;. On introduit alors comme espace d'approximation Sp
un chaos polynomial gaussien de degrp =3 en cesm = 10 variables aléatoires. La dimension deSp
estP = 286.

La recherche de I'approximation de Galerkin du probléeme (1.31) se raméne alors a la résolution
du probléme suivant : trouveru 2 R" S tel que

E(vTAu)= E(v'b);

ou la matrice A peut s'écrire

Rc Z
A()= Ac(O)A avec(AWij = "( (X)) Cr(x) " (" i(x)) dx
k=1

et le second membreb peut s'écrire
Z
b( )= B1( )by; avec(by)i = g, 'ds

2
4.2 Solution de référence et mesures d'erreurs

La solution de référence, notéeu 2 R" S est calculée par un algorithme de gradient conju-
gué préconditionné (PCG) [61, 81] (voir section 4 du chapitre 1). On note (GSD) la décomposition
spectrale généralisée et (SD) la décomposition spectrale classique de la solutionOn note u™) une
décomposition spectrale d'ordreM . A n d'évaluer la qualité d'une approximation, on utilise les deux
mesures d'erreur suivantes :

w(M) — ku U(M)kLz Low(M) _ ku U(M)kA
L2 Kuk, 2 A kuka

La premiére mesure est basée sur la norme naturelle s®&" L?( ;dP) tandis que la seconde mesure
est basée sur la norme induite par I'opérateurA . On notera que dans cet exemple, la normé& ks est
équivalente a la norme en énergie :
Z Z
kvki = E(vTAv) = "(v): C 1" (v)dxdP()

Les aspects techniques de la résolution par les algorithmes GSD sont détaillés dans I'anneXe

4.3 Comparaison entre décompositions spectrales classiques et généralisée

On compare ici la décomposition (GSD), obtenue par I'algorithmel (SI-GSD), et la décompaosition
(SD) de la solution de référence. La gurell.3 montre la convergence des décompositions spectrales
par rapport a l'ordre de décomposition. On observe clairement que la (SD) conduit a une meilleure
décomposition au sens dé.? tandis que la (GSD) conduit & une meilleure décomposition au sens de
I'opérateur. Ceci était prévisible étant donnée la dé nition de ces deux décompositions :

(SD) L2: ( ;W)= arg_r\?linku W k?, (11.32)

(GSD): ( ;W)= argminku W k3 (11.33)
‘W

On remarque cependant que les deux décompositions conduisent & des précisions relativement sem-
blables pour un ordreM de décomposition.

La gure 1.4 montre les 9 premiers modes déterministes de la GSD et de la (S)2. On remarque
que les modes obtenus sont trés semblables. Les vecteurs a chés pour (SDJ sont lesM vecteurs
propres dominants de la matrice de corrélationE (uu "), triés par ordre décroissant des valeurs propres
associées. Ceci correspond & un tri des vecteurs par rapport a leur contribution en norme® dans la
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(@) L2-norm (b) A-norm

Fig. 1.3 Comparaison GSD et SD classique dans la métrique naturelle de?( ;dP;R") : convergence
en normel? (a) et en normeA (b)

(a) (b)

Fig. 1.4 Premiers modesfU;g’, de la GSD (a) et de la (SD)L.? (b)

décomposition spectrale. Pour GSD, une explication est nécessaire pour comprendre comment ont été
obtenus les vecteurs a chés. En réalité, la décomposition obtenuas™) = Wf (W) n'est pas unique.
Ce qui compte est l'espace engendré par les vecteurs déterministes (colonnes\We. L'algorithme
SI-GSD converge toujours vers le méme sous-espace de dimensiMn conduisant a une méme dé-
composition Wf (W), mais les vecteurs obtenus dépendent de l'initialisation choisie et de litération
d'arrét de l'algorithme. A n de pouvoir comparer les modes des deux décompaositions, on a opéré une
décomposition spectrale au sens de? de la décomposition GSDWf (W ). Cela permet de sélection-
ner dans l'espace propre engendré paw une base de vecteurs triés par ordre décroissant de leur
contribution en norme L? dans la décomposition GSD.

On peut également s'intéresser a une comparaison avec une (SD) au sens d'une autre métrique :

(SD) E(A): ( ;W)= arg_Tvinku W KkE(ay: kvkgeay= E(VTE(A)V) (11.34)

Ceci correspond a une décomposition de Hilbert-Karhunen-Loéve de la solution au sens de la métrique
induite par E(A). On observe sur la gure que cette décomposition a des propriétés de convergence
trés proche de la GSD.

4.4 Convergence de l'algorithme Subspace Iteration

A n d'évaluer la convergence de l'algorithme 1 (SI-GSD), il nous faut comparer les sous-espaces
linéaires engendrés par les itérésV ) i.e. les espacedm (W (K)). Cette comparaison est rendue
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(@) L2-norm (b) A-norm

Fig. 1.5 Comparaison entre GSD et SD dans la métrique induite pafE (A) : convergence en norme
L2 (a) et en norme A (b)

possible par le calcul du plus grand angle principal entre des sous-espaces. Deux matritd's et Y
étant données, le plus grand angle principal entrdm (W) et Im (W) est dé ni par

\V(W; W)= max min \(U;8)
U2Im(W)32|m(fN)

ou \ (U;8) est l'angle classique entre deux vecteurs6p]. La gure 1.6 montre le sinus de l'angle

\ (W K, w k*1)) entre deux sous-espaces successifs de l'algorithme SI-GSD, pour di érents ordres
de décomposition. On observe une rapide convergence (4 a 5 itérations), quel que soit l'ordre de
décomposition.

Fig. 11.6 Convergence de (SI-GSD) pour di érents ordreM de décomposition : sinus du plus grand
angle principal entre deux itérés! , = \ (W (K); w (k+1))

Une autre mesure pertinente de la convergence consiste a observer la convergence de la décom-
position W (Wf (W (X)) obtenue & chaque itération, cette décomposition étant la méme sur la classe
d'équivalence des matrices engendrant le méme sous-espace linéaireRfe La gure 1.7 montre I'esti-
mation de la distance (en normeA) entre la décompositionW (K (W () et une décompositionu™)
de référence, obtenue avec un grand nombre d'itérations de SI-GSD.

4.5 Etude de l'algorithme d'Arnoldi (A-GSD)

La gure 1.8 montre la convergence (en normeA) des décompositions GSD obtenues par l'al-
gorithme 1 (SI-GSD) et par l'algorithme 2 (A-GSD). On véri e bien que la décomposition SI-GSD
est meilleure que la décomposition A-GSD. A-GSD ne fournit en e et qu'une approximation de la
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Fig. 1.7 Convergence de (SI-GSD) pour di érents ordreM de décomposition : erreukW (K f (W (K))
uM)k, en fonction dek

GSD optimale, obtenue par SI-GSD. SI-GSD construit le sous-espace propre dominant de I'opérateur
T tandis que A-GSD construit un espace de Krylov (généralisé) qui n'est qu'une approximation du
sous-espace propre dominant ( approximation de Ritz).

Fig. 11.8 SI-GSD versus A-GSD : convergence de la décomposition en normie

Dans les problémes aux valeurs propres classiques, on montre que les vecteurs de Ritz dominants
convergent vers les vecteurs propres dominants. On peut interpréter cette propriété de la maniére
suivante : pour M xé, l'angle entre le sous-espace propre dominant de dimensioM et un sous-
espace de Krylov de dimensiorM > M tend vers zéro quandM © augmente. Cela veut dire que le
sous-espace de Krylov tend a contenir les vecteurs propres dominants. A n de véri er cette propriété
pour notre pseudo-probléme aux valeurs propres, on utilise I'algorithme d'Arnoldi pour la construction
d'un sous-espace de Krylov de dimensioM + k puis on sélectionne leM principaux modes de la
décomposition uM *K) opbtenue grace a une décomposition spectrale tronquée a l'ordfd . On note
AM*K_GSD cette procédure. La gure I1.9 illustre la convergence de A'*X-GSD en fonction deM
pour di érentes valeurs de k. On observe bien que la décomposition d'ordréM se rapproche de la
décomposition obtenue par SI-GSD lorsquék augmente.

Remarque 11.17

La sélection desM modes utilise une métriquel % ou une métrique induite par E (A). Pour obtenir
une convergence vers la décomposition GSD optimale d'ordrél , la sélection devrait étre e ectuée
dans la métrique induite par l'opérateur A . Cette sélection ne correspond plus a une décomposition
spectrale mais a une décomposition spectrale généralisée. Pour e ectuer cette sélection, on pourrait
appliquer une méthode SI-GSD pour construire I'espace propre dominant de dimensioll de la
restriction de l'opérateur T au sous-espace de Krylov de dimensioM + k. On devrait alors
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(a) Métrique L2 (b) Métrique E(A)

Fig. 1.9 SI-GSD versus AM*K.GSD : sélection desM modes les plus signi catifs par rapport a la
métrique naturelle de L2( ;dP;R") (a) ou par rapport a la métrique induite par E(A) (b)

observer une vraie convergence avek de la décomposition d'ordreM obtenue par AM *K-GSD
vers la décomposition optimale.

4.6 Comparaisons entre les algorithmes GSD et I'algorithme de référence PCG

La gure 11.10 compare les temps de calcul obtenus par di érents algorithmes GSD et I'algorithme
de référence PCG. P-GSD (resp. P'-GSD) désigne I'algorithmel avec update complet (resp. partiel)
des variables aléatoires. A-GSD désigne l'algorithme d'Arnoldi. On observe une nette supériorité de
l'algorithme d'Arnoldi. Ceci est di au fait que pour un ordre M de décomposition, il ne nécessite que
la résolution de M problemes déterministes de taillen, M problémes stochastiques de taille® et un
probléme stochastique de tailleM P (étape d'actualisation des variables aléatoires).

Fig. 1.10 Comparaison entre méthodes de résolution : erreut? en fonction du temps de calcul
(discrétisation de référence)

On veut a présent tester I'in uence de la taille des problemes (dimension des espaces d'approxima-
tion) sur les temps de résolution. Au niveau spatial, on considére 4 maillages éléments nis di érents,
numérotés de 1 a 4, et correspondant respectivement a = 1150, 1624 3590 et 6166 Au niveau
stochastique, on considere di érents degrés de chaop & 2, 3 et 4), correspondant & di érentes di-
mensions de l'espace d'approximatiorSe (P = 66, 286 et 1001). Sur la gure 1l.11(a), on montre les
convergence de A-GSD et PCG pour le maillage 4 donné et pour di érents degrés de chaos. On observe
gue A-GSD est relativement insensible a la dimensiof® tandis que le taux de convergence de PCG est
fortement dégradé lorsqueP augmente. Sur la gure I1.11(b), on montre les convergence de A-GSD et
PCG pour p=4 xé et pour di érents maillages. On observe que A-GSD est relativement insensible a
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la dimensionn tandis que le taux de convergence de PCG est fortement dégradé lorsqueaugmente.
Ces bonnes propriétés de A-GSD sont expliquées par le découplage des problemes déterministes et
stochastiques.

(@) Inuence de P an xé (maillage 4) (b) Inuencede naP xé (p=4)

Fig. 1.11 In uence de la dimension déterministe (di érents maillages) et de la dimension stochastique
P (di érents ordre de chaos) : erreur L? en fonction du temps de calcul

5 Applications a un probleme de thermique instationnaire

On applique la méthode a un probleme de thermique instationnaire linéaire. Cette application
permet d'illustrer les propriétés de la méthode et sa mise en oeuvre pour le cas d'une équation aux
dérivées partielles stochastique parabolique linéaire.

5.1 Formulation du probléme et approximation

Le domaine spatial d'étude est représenté sur la gurell.12. Le probléme s'écrit : trouver un

champ de températureu : 0;T) I Rtel que
c@u r (ru=f sur 0;T)
run=g sur ; (0;T);i=1;2
u=0 sur o (0;T)
Ujt=g = Up Sur (1.35)

ou (0;T) le domaine temporel, avecT =1, cet des parameétres matériaux,f une source volumique
de chaleur etg; (resp. g2) un ux normal de chaleur sur une partie 1 (resp. »2) de la frontiére. Des
conditions de Dirichlet homogénes sont appliquées sur une partieg de la frontiére, qui est la partie
complémentaire de 1[ . Pour les exemples numérigues, on choisiip = 0. Cependant, nous gardons
cette condition initiale non nulle pour une présentation plus générale de la méthode.

On introduit au niveau spatial une approximation éléments nis. Le probléme se raméne alors au

systeme d'équations di érentielles stochastiques : trouvew : (0;T) I R"™ tel que
u(0; )= uo( ) (11.36)
COu(t )+ K()u(t; )= f(t ) (11.37)
ou C et K sont des matrices aléatoires et otf (t; ) est un vecteur aléatoire. Au niveau temporel,
on introduit un schéma d'Euler implicite. On note (0 = to;ty;:::;th, = T) la grille temporelle et

t; = (t; ti 1) les pas de temps. On noteu( ) = (u(ty; )75 :u(tn; )T)T 2 R™", En posant
n = nyng, le probleme stochastique discrétisé au niveau spatial et temporel peut alors se ramener au
probléeme générique suivant : trouveru : ! R" tel que

a(u;v; )=Db(v; ) 8 2R" (11.38)
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Fig. 11.12 Probléme de thermique instationnaire : domaine = (0;1) (0;2) [ (1;2) (1;2) et
maillage éléments nis associé

oua(;; )eth(; ) sontrespectivement des formes bilinéaire et linéaire surR"*"t dé nies par

Xt Xt
a(u;v; )= v(t)TC()u(t)+  v(t)TCO)(u(t) u(t 1))+  tiv(t)TK()ut)  (11.39)
i=2 i=1
bv; )= v(t)TCOuo( )+ tv(t)THE; ) (11.40)
i=1

Remarque 11.18

On notera que le schéma d'Euler implicite est équivalent a une approche de Galerkin discontinue
temporelle de degré0. La formulation (11.38) est la forme variationnelle dé nissant I'approximation
de Galerkin discontinue au niveau temporel.

5.2 Modélisation probabiliste et approximation

Les paramétres matériau sont considérés comme de simples variables aléatoires, indépendantes du
temps et de I'espace. On prencc( ) = 1( )+ 2()et = 3( )+ a( ), 00 1;:::; 42 U(0:7;1:3)
sont 4 variables aléatoires uniformes indépendantes et identiquement distribué&sOn prend pour la
source volumique une variable aléatoire indépendante du temps et de I'espacé = 5( ) 2 N(1;0:2)3.
On choisit pour les ux aux frontiéres : gi(t; ) = &( )% et go(t; )= 7( )%, ou g 72 N(1;0:2)
sont deux variables gaussiennes. Le contenu probabiliste est donc représenté par = 7 variables
aléatoiresf g’ , qui sont considérées mutuellement indépendantes. Pour I'approximation au niveau
stochastique, on introduit un chaos polynomial généralisé de degng[171] en ces 7 variables aléatoires.
Les fonctions de base de&ss sont donc des polynédmes multi-dimensionnels, qui sont le produit de
polyndmes de Legendre en1, 2, 3 et 4 et de polyndmes d'Hermite en 5, g et 7. Pour le probléme
de référence, on choisip = 4, ce qui correspond a une dimension d& égale aP = (pr;!rg!)! = 330.

Le probléme stochastique se ramene alors a la forme génériquie. ), avec

A(u;v)= E(@u( );v(); ) B)=EMmv(); )

5.3 Solution de référence et indicateur d'erreur

La solution du probleme de référencel(.3) est notéeu 2 R" Sp. Elle est calculée de maniéere
classique en résolvant a chaque pas de temps un probléme stochastique linéaire classique. A chaque

2 2 U(a;b) désigne une variable aléatoire uniforme sur (a; b)
8 2 N(; ) désigne une variable gaussienne de moyenne et d'écart-type
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pas de tempst;, on chercheu(tj; ) 2 R™ Sp qui vérie
E vI(C()+K()tu(t; ) =E vI(COu(ti 1; )+ f(t; )ti) (11.41)

Le probléme (1.41), qui est un systéme deny P équations (classique des méthodes spectrales de
type Galerkin), est résolu en utilisant un gradient conjugué préconditionné (PCG) avec une tolérance
de 10 °. Le préconditionneur est choisi classiquement en se basant sur l'espéranE€C + K t;) de
I'opérateur (voir section 4 du chapitre 1). Dans la suite, on notera (PCG) cette méthode de résolution
incrémentale classique.

On note uM) une décomposition spectrale d'ordreM . A n de comparer les solutions approchées,
on introduit la mesure d'erreur suivante :

() _ ku uMk

11.42
kuk ( )
ot k k est une normeL? sur I'espace d'approximation :
Xt
kuk? = tiEu(ti; )Tu(t; ) (11.43)

i=1
Remarque 11.19

La norme L? dé nie dans (I1.43) coincide avec la norme naturelle de_?( ;dP;L2((0;T); R")) si
on considéere que l'approximation temporelle est constante sur chaque intervalle temporel et est
semi-continue inférieurement :
zZ Z+
kuk? . u(t; )Tu(t; )dtdP( )

5.4 Aspects calcul pour la construction de la GSD

Dans cet exemple, on ne considéere que l'algorithme d'Arnoldi (A-GSD) pour la construction de la
GSD. La génération d'un sous-espace de KryloKy, (T ;U) de dimensionM nécessite la résolution de
M +1 problemes déterministesU = F( ) (en comptant l'initialisation) et M problémes stochastiques

= F(U). Enn, il nécessite une étape d'actualisation = f(W ). Détaillons ces trois problémes.

Probléme déterministe : U = F( )
Connaissant 2 Sp, ce probleme déterministe peut s'écrire : trouverd 2 R" tel que

A(U; V)= B( V), 8V 2R"
On peut montrer que ce probléme est équivalent au systeme d'équations suivants :
E(C HU(t)+ tiE(K ?)U(t) = E(C uo( )+ t1E( f(ts;)) (11.44)
E(C (U(t) Ut 1)+ HEK AU(t)= tE( f(ti;)): i=2:m (11.45)

Ce probléme est en fait équivalent a la résolution du probléme d'évolution déterministe suivant par
un schéma d'Euler implicite :

E(C ?)U(0)= E(C ug) (11.46)
E(C 2)U(t)+ E(K 2U(t)= E( f(t;)) (11.47)

On notera que dans le cas d'une condition initiale non nulle, cela revient & prendre en compte cette
condition initiale de maniére faible. Etant donné le probleme étudié, on peut ici écrireC( ) = c¢( )Co,
K()= ()Ko, avecCy et Ky des matrices déterministes ef (t; )= s( )f1+ &( )f2(t)+ 7( )fs(t),
avecfy(t), fo(t) et f3(t) des vecteurs déterministes. La résolution du probléme déterministe peut donc
faire appel & un code standard en utilisantE (c 2) et E( %) comme valeurs des paramétres matériaux
etE(; ),i=5::7, comme facteurs devant les fonctions temporelle§.
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Probléme stochastique : = f(U)
ConnaissantU 2 R", ce probléme peut s'écrire : trouver 2 Sp tel que

E( A)=E( B) 8 25
ou A( ) et B( ) sont des variables aléatoires dé nies par

A(

)= a(U;U; )=c( )ar(U;U)+ ()ax(U;U) (1.48)
B()

b(U; )= sti(U)+ ebp(U)+ 703(U) (11.49)
ou lesa; et by sont des formes bilinéaires et linéaires déterministes siR". On notera que d'un point de

vue continu, le quantités a;(U;U) et b (U) s'interpréte comme des intégrales spatiales et temporelles.
Ces quantités sont des quantités classiguement calculées par les codes de calcul usuels.

Probléme d'actualisation des variables aléatoires : = F(W)
ConnaissantW = (U1:::Uy), ce probléme peut s'écrire : trouverf g™, 2 (S)M tel que
b

E(; Aj j)=E(;Bi); 8;2%;8 =1:::M
j=1

ou lesAjj () et Bi( ) sont des variables aléatoires dé nies par

A ()= a(Uj;Ui; )= o Jar(Uj; Ui+ ()az(Uj;U)) (11.50)
Bi( )= bUi; )= sbi(Ui)+ ebp(Ui)+ 7ba(Ui) (11.51)

C'est un probleme de tailleM P dont la résolution est trés classique dans le cadre des méthodes
stochastiques de type Galerkin.

5.5 Comparaison entre décomposition spectrale généralisée (GSD) et classique (SD)

On compare tout d'abord la décomposition spectrale généralisée (GSD) avec la décomposition
spectrale classique de la solution de référence (SD), optimale vis-a-vis de la norrh& dé nie dans
(11.43). On chaisit ici une grille temporelle uniforme, si bien que cette décomposition peut étre ob-
tenue par une décomposition de Karhunen-Loéve classique du vecteur aléatoire 2 R" Sp. La
GSD est obtenue par l'algorithme 2 (A-GSD). La gure 11.13 montre que les convergences des deux
décompositions sont sensiblement les mémes vis-a-vis de la norrné.

Fig. 11.13 Convergence de GSD, obtenue par (A-GSD), versus convergence de SD classique (dans la
métrique L?)

An de tester la capacité de A-GSD a capturer les vecteurs propres dominants, on utilise la

procédure AV *K-GSD décrite dans le paragraphet.5 qui consiste a construire par la méthode A-GSD
un sous-espace de Krylov de dimensioM + k et de sélectionner ensuite led1 modes principaux de la
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décompositionu™ *k) en opérant une décomposition spectrale tronquée a I'ordrd . On utilise ici une
sélection optimale au sens de la normdI(43). La gure Il.14 montre la convergence de la décomposition
GSD d'ordre M, obtenue par AV *K-GSD pour di érents k, et la compare & la convergence de la SD
classigue. On remarque qu'en augmentant la taille du sous-espace de Krylov généré, la décomposition
GSD d'ordre M se rapproche d'une décomposition optimale au sens de?.

Fig. 1.14 (SD) versus (AM*k-GSD) : sélection desM modes prépondérants par rapport & la métrique
L2

5.6 Qualité de la décomposition spectrale généralisée

Sur la gure I11.15 (resp. I1.16), on peut voir les quantiles (6% et 95%) de I'approximation GSD en
un point donné de l'espace (resp. en un temps donné et sur une ligne verticale donnée). On observe
gue l'approximation de ces quantiles converge trés vite avec l'ordre de la décomposition. Poi =4,
correspondant & une erreurL? de 10 2, 'approximation de ces quantiles est déja trés bonne.

Fig. I1.15 Quantiles 0:05 et 0:95 des solutions  Fig. 11.16 Quantiles 0:05 et 0:95 des solutions
approchées au point(0:5; 1:5) approchées sur la ligne verticalex = 0:5 et au
tempst = 0:65s

5.7 Colts de calcul

On illustre a présent l'e cacité de I'algorithme GSD en le comparant a la méthode de résolution
classique PCG. La gure Il.17 montre |'évolution de I'erreur en fonction du temps de calcul. On peut
observer que le taux de convergence de A-GSD est nettement supérieur a celui de PCG.

Pour aller plus loin dans la comparaison, on analyse a présent I'in uence des dimensior2 et
n des espaces d'approximation stochastique et déterministe. La gurdl.18 montre les courbes de
convergence pour di érentes degrés de chags= 3, 4 and 5, correspondant respectivement &P = 120,
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Fig. 11.17 Erreur versus temps de calcul pour Fig. 11.18 Inuence sur PCG et A-GSD de la
PCG et A-GSD (discrétisation de référence) dimension de l'espace d'approximation stochas-
tique (pour p=3, 4 or 5)

330 et 792 On observe qu'une augmentation deP détériore le taux de convergence de PCG tandis
gu'elle n'a qu'une faible in uence sur le taux de convergence de A-GSD (et donc sur son codt de
calcul).

Dans la gure 11.19, on montre, pour l'algorithme PCG, le temps de calcul nécessaire pour atteindre
une erreur relative de10 2 en fonction de la dimensiomn P de I'espace d'approximation. Les di érents
points sont obtenus en faisant varier le degré du chaos, la nesse du maillage éléments nis et le nombre
de pas de temps. On observe que le temps de calcul de PCG croit de maniére quasi-linéaire en fonction
den P (pente unitaire dans le tracé log-log). La gure (11.20) illustre le gain en temps de calcul
obtenu par l'approche A-GSD en fonction de la dimensiomm P. Ce gain est obtenu en comparant les
temps de calcul de A-GSD et PCG pour atteindre une erreur relative del0 2. On observe que le gain
en temps de calcul croit quasi linéairement en fonction den P et peut atteindre, pour les calculs
menés, un facteur 100.

Fig. 1.19 time(PCG) en fonction den P Fig. .20 Gain en temps de calcul : facteur
_ _time (PCG) .
Ty = fme(a cspy en fonctionden P
Pour nir, un autre point trés important de I'approche GSD doit étre mentionné. Il s'agit du gain
en terme de capacités mémoires requises pour mener le calcul. Ce gain en capacité mémoire pour
stocker la solution s'exprime simplement

_ memory(PCG) _ nP
9" memory(A GSD) M(n+ P)

et peut atteindre une valeur de 200 pour les plus nes discrétisations traitées dans cet exemple. Cet
aspect capacité mémoire est capital. Notamment, dans cet exemple, les discrétisations testées ont été
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limitées par les capacités mémoires requises par l'algorithme de référence PCG. Sur la méme machine,
des calculs bien plus ns ont pu étre menés par I'approche GSD.

6 Application aux problemes non-linéaires

6.1 Application directe de la méthode

La méthode présentée dans ce chapitre ainsi que les algorithmes s'appliquent directement a la
résolution d'un probléme non-linéaire

u2R" S; A(u;v)=B(v) 83 2R" S (11.52)

ou A est une forme semi-linéaire. Les algorithmes GSD conduisent alors directement a une décompo-
sition spectrale de la solution. Les algorithmes de type méthode des puissances ont été appliqués dans
[125 a la résolution d'une équation de Burgers stochastique (non-linéarité quadratique) et a une équa-
tion de di usion elliptique (non-linéarité cubique). Des travaux en cours portent sur la mise en oeuvre
de l'algorithme A-GSD pour la résolution d'une équation de Navier-Stokes stationnaire incompressible
(non-linéarité quadratique) [103.

Les algorithmes GSD nécessitent la résolution de problémes déterministes non-linéaires et de pro-
blémes stochastiques non-linéaires, qui peuvent généralement étre résolus par des solveurs classiques.
Les algorithmes GSD s'avérent particulierement e caces et pertinents lorsque les formes semi-linéaire

et linéaire du probléme peuvent s'écrire de la maniére suivante :
|

A '
A(u;v) = E Ak()ak(u;v)
k=1 |
Xe '
B(v)=E Bi( )hx(v)
k=1

ou lesh( ) sont des formes linéaires déterministes suR" et ol lesay( ; ) sont des formes bilinéaires
déterministes surR" voire semi-linéaires avec non-linéarités polyndmiales, ce qui est le cas des appli-
cations traitées dans 125 103. En e et, dans ce cas, les algorithmes GSD permettent de découpler la
résolution de problémes stochastiques et de problémes déterministes, ces derniers ayant une structure
mathématique classique. Les détails de calcul sont introduits dans I'annexB pour le cas particulier
d'une non-linéarité quadratique (notamment le cas des équations de Burgers ou de Navier-Stokes).

6.2 Variante

Une variante, introduite dans [12(, consiste a résoudre le problemell(52) par un solveur non-
linéaire itératif et a appliquer les algorithmes GSD pour la résolution des problémes stochastiques
linéaires a chaque itération.

Les algorithmes non-linéaires classiques raménent la résolution du problemd.62) a la résolution
de problémes linéaires successifs (voir sectigh4.2du chapitre 1) : connaissantu(®) 2 R"  Sp, trouver
uk*d) 2 R" S tel que

AW KD )= BE(y) 82 R" S

ot A% est une forme bilinéaire et ouB®) est une forme linéaire. Par exemple, dans le cas d'un
algorithme de Newton, la forme AK) est dé nie comme la dérivée de GateauxA®de A, évaluée en
u®, soit

1
AR (w:v) = AQw;v;u®) = Illmo—(A(u(k) + w;v) AUu®;v)):;
et la forme linéaire B () est dé nie par
BM(w)=B(v) Au®;v)+ AKWK:;y):

La méthode GSD peut donc étre appliquée a chacun des problémes linéaires successifs, conduisant
& une décomposition spectrale généraliséat*1) = W (k1) (k*1) de Jijtéré k + 1. Un avantage de
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la méthode GSD est qu'elle permet alors d'exploiter au | des itérations l'information calculée dans
les itérations précédentes. En e et, I'algorithme non-linéaire convergeant, on imagine naturellement
gue les décompositions spectrales des itérés successifs seront trés semblables. Dt il a donc été
proposé un algorithme ré-exploitant les bases spectrales générées au cours des itérations a n d'initia-
liser la résolution des problemes linéaires successifs. Si on conserve les bases déterministes, cette étape
d'initialisation consiste a actualiser les variables aléatoires associées vis-a-vis du probléeme courant.
Aprés cette étape d'initialisation, de nouvelles fonctions déterministes et stochastiques peuvent étre
construites (par un algorithme GSD linéaire) a n d'atteindre une précision souhaitée. Cette stratégie
est synthétisée dans l'algorithme5. On pourra voir dans I'exemple traité dans [L2( qu'au | des itéra-
tions non-linéaires, de moins en moins de nouvelles fonctions sont générées, ce qui se traduit par une
diminution du colt de résolution des problémes linéaires successifs.

Algorithm 5

1: Initialize u®=0
2: for k =0:::kmax do
3. (Reuse) Find )2 RMk g solving

AW ® . y=glw® ) g 2RM g

4:  With a GSD solver, nd (W; ) such that uk*d)  w & &) + w  approximates the
problem A (uk+D) -v) = BK)(v)

5. Setu®*D) = Wk (D pith Wk = (WO W) and *D =( T TyT

6: Perform a KL decomposition ofu®*1) = w (k+1)  (k+1) and truncate with respect to the cur-
rent residual error (remove less contributing modes)  obtain new couple (W (k+1;  (k¥1))

7.  Check convergence
8: end for
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7 Conclusions et perspectives

Ce chapitre a présenté les développements d'une nouvelle méthode de résolution d'équations aux
dérivées partielles stochastiques. Cette méthode, baptisée GSD, s'inscrit dans le cadre des approches
spectrales stochastiques de type Galerkin. Elle exploite la structure de produit tensoriel des espaces
d'approximation en conduisant a une décomposition de la solution aléatoire sur une base réduite de
fonctions déterministes et de fonctions stochastiques. Les espaces engendrés par ces bases réduites ap-
paraissent comme les espaces propres dominants d'un pseudo probléme aux valeurs propres. La GSD
généralise ainsi le concept de décomposition spectrale. Des algorithmes dédiés ont été proposés pour
la construction de bases réduites (quasi) optimales. Ces algorithmes, en découplant la résolution de
problémes déterministes et de problémes stochastiques sur bases réduites, permettent d'obtenir des
gains en temps de calcul considérables par rapport aux techniques de résolution classiques. De part le
type de représentation de la solution, ils permettent également une réduction drastique des ressources
mémoire nécessaires. Plusieurs variantes des algorithmes GSD ont été proposées, qui nécessitent la
résolution de sous-problémes di érents (simple probléeme déterministe, probléeme déterministe sur base
réduite stochastique, probléme stochastique sur base réduite déterministe, ...). En pratique, le choix
d'une variante pourra étre guidé par les questions suivantes : quels types de sous-problémes sont les
plus faciles a implémenter ? existe-t-il un solveur robuste adapté a un type de sous-probleme, éven-
tuellement déja implémenté dans des codes classiques ?

Pour certaines classes d'équations aux dérivées partielles, certains des algorithmes GSD demandent
la résolution d'un petit nombre de problemes déterministes ayant une structure mathématique clas-
sique, ce qui autorise I'utilisation de codes de calcul déterministes bien maitrisés. En ce sens, la méthode
GSD permet de retrouver une forte dose de non-intrusivité et pallie ainsi un autre inconvénient majeur
des approches spectrales de type Galerkin, qui nécessitent la conception de techniques de résolution
ad-hoc (solveurs non-linéaires adaptés, préconditionneurs, ...). En particulier, dans le cas de problémes
ou l'approximation de Galerkin classique ne s'avére pas stabld.€. problemes & convection dominan-
te ), la question de la stabilisation des méthodes de Galerkin stochastique est un point délicatlp2].

La méthode GSD permet quant a elle l'utilisation de techniques de stabilisation bien maitrisés dans

le cadre déterministe. Des travaux en cours concernent l'application de la méthode GSD aux équa-
tions de Navier-Stokes et devraient permettre de justi er l'intérét de la GSD. Une autre perspective
concerne l'application de la méthode aux problémes de dynamique en calcul de structures. En séparant
les problémes déterministes des problémes stochastiques, la méthode GSD devrait permettre ['utili-
sation de solveurs dynamiques classiques, et notamment de solveurs explicites ou le pas de temps est
conditionné par le probléme déterministe courant. Dans le cadre des méthodes de Galerkin standards,
l'utilisation d'un schéma temporel explicite nécessite le choix d'un pas de temps trés conservatif, qui
peut étre intuitivement évalué a partir de la réalisation la plus défavorable des parametres matériaux.

L'introduction d'indicateurs d'erreur pertinents, basés sur des techniques d'estimation d'erreura
posteriori, apparait comme une perspective incontournable. L'évaluation de l'erreur de réduction,
i.e. la distance entre I'approximation sur base réduite et I'approximation de Galerkin dansV, Sp,
est un point relativement bien maitrisé qui est mené classiquement a n de dé nir des critéres d'arrét
des algorithmes. Une maniere standard mais souvent colteuse d'évaluer cette erreur consiste a cal-
culer le résidu du probléme discrétisé. D'autres critéres moins colteux sont proposés darislf]. Une
question plus primordiale concerne I'estimationa posteriori de la distance entre la solution approchée
et la solution du modéle mathématique non discrétisé (dans/ S). Il est en e et inutile d'évaluer
avec précision €.g. la précision machine) I'approximation de Galerkin lorsque I'erreur par rapport a
la solution exacte est non négligeabled.g. 10 2, 10 3...). Une telle estimation permettrait de fournir
des criteres d'arrét plus pertinents pour la construction des bases réduites. On pourrait également
imaginer une construction adaptative des bases réduites, optimisant les discrétisations déterministes
et stochastiques a n d'atteindre une erreur souhaitée sur une quantité d'intérét.

La méthode GSD exploite la structure de l'espace de travaiV S, qui s'écrit comme un produit
tensoriel d'un espace de fonctions déterministe¥ et d'un espace de fonctions stochastiqueS. En fait,
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les principes de la GSD et les algorithmes proposés s'appliquent assez naturellement a d'autres types
de problémes présentant cette structure produit tensoriel de I'espace de travail. Les problémes les plus
immédiats sont les problémes d'évolution, oV désigne un espace de fonctions spatiales 8tun espace
de fonctions temporelles a valeurs scalaires. Dans ce contexte, elle o re une technique de construction
automatique de bases réduites, alternative aux techniques de réduction de modéle classiques telle que
la POD [152, 7, 133 5, 170, 96]. On notera d'ailleurs que la méthode GSD est inspirée de la méthode
d'approximation radiale développée dans ce contexteg[7, 89, 124. On peut également mentionner
comme autre type d'application directe des algorithmes GSD les analyses dynamiques dans l'espace
des fréquences oW désigne un espace de fonctions spatiales a valeurs da@set ou S désigne des
fonctions de la fréquence a valeurs dan€. Ces di érentes applications (non stochastiques) pourraient
tirer partie de I'e cacité des algorithmes GSD présentés dans ce mémoire.

Une autre perspective concerne l'extension de la méthodologie a des espaces de travail s'écrivant
comme le produit tensoriel de plusieurs espaces fonctionnels. Pour les problémes d'évolution stochas-
tiques, pour lesquels I'espace de travail s'écrivX V' S, I'extension de la GSD permettrait de
découpler les dimensions spatiale\(*), temporelle (V!) et stochastique (S). Elle pourrait permettre
une réduction supplémentaire des colts de calcul de la méthode présentée dans ce chapitre (dimi-
nution des besoins mémoires pour le stockage des fonctions spatio-temporelles, diminution du temps
de calcul des intégrations temporelles et spatiales). Dans le cadre des problémes stochastiques, on
peut également penser a ré-écrire lI'espacé Ssous la formeV S i@ Sy, oulesS sont les
espaces de fonctions d'une seule variable aléatoire de base. L'extension de la méthode a ce type de
probléme pourrait permettre de découpler les dimensions stochastiques et ainsi d'envisager le trai-
tement de problémes a grande dimension stochastique. Notons en n que ce type de problématique
apparait plus généralement dans le cas d'équations aux dérivées partielles multi-dimensionnelles dé -
nies sur des domaines hyper-rectangulaires. Dans ce contexte, une méthodologie de calcul basée sur
la séparation des variables a été proposé&, 3, 4]. Cette méthode repose sur les mémes principes de
base que la GSD, bien que fournissant des algorithmes di érents, non basés sur une interprétation de
la construction comme un probléme aux valeurs propres. Une extension de la GSD a ces problémes
multi-dimensionnels nécessitera une nouvelle interprétation du probléme de construction des bases
réduites et le développement d'algorithmes ad-hoc.
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Chapitre

Methodes élements nis stochastiques
pour la prise en compte d'incertitudes
geometrigues

Dans le cadre de la résolution des équations aux dérivées partielles sto-
chastiques, la prise en compte d'incertitudes sur la géométrie (domaine
de dé nition des équations), est un point encore mal maitrisé. Ce cha-
pitre résume mes travaux de recherche concernant |'élaboration d'une
nouvelle méthode de calcul pour répondre a cette problématique. Cette
méthode est une extension au cadre stochastique de la méthode X-FEM
(eXtended Finite Element Method).
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1. Problématique et contexte scienti que

1 Problématique et contexte scienti que

Dans le cadre de méthodes éléments nis stochastiques de type Galerkin pour la résolution d'équa-
tions aux dérivées partielles stochastiques, la prise en compte d'incertitudes portant sur lI'opérateur ou
les termes sources est aujourd’hui relativement bien maitrisée. Cependant, la prise en compte d'incer-
titudes sur la géométrie reste un point encore trés peu abordé mais qui peut susciter un intérét majeur
dans de nombreuses applications. Notamment, dans le calcul de structures, diverses applications né-
cessitent la modélisation d'aléas géométriques : modélisation des incertitudes liées a un procédé de
fabrication, homogénéisation de matériaux multi-phasés aléatoires, impact d'une ssure aléatoire sur
la tenue d'une structure...

Une maniére simple de résoudre des équations aux dérivées partielles dé nies sur des domaines
aléatoires consiste a utiliser une approche stochastique dite non-intrusive (Monte-Carlo, surface de
réponse...) couplée a une méthode éléments nis classique déterministe. Cependant, ces approches
demandent généralement de nombreuses résolutions déterministes, chaque résolution nécessitant la
construction d'un nouveau maillage conforme a la géométrie. De plus, elles ne conduisent pas a une
description explicite de la solution en fonction des variables décrivant I'aléa sur la géométrie. A n de
pallier les problemes de remaillage et de fournir une description explicite de la solution, une alternative
possible consiste a construire une approximation éléments nis classique sur un domaine déterministe
de référence et a introduire un mapping aléatoire entre ce domaine et le domaine physique aléatoire.
Une telle démarche a été utilisée dansl[/2, 162, 166 et également dans %8 pour le cas d'inter-
faces aléatoires au sein de milieux strati €s. La di culté principale de cette approche repose sur la
construction du mapping dans le cas de géométries complexessfd.

Une partie de mes travaux de recherche a consisté a développer une nouvelle méthode éléments
nis stochastiques permettant de pallier les principaux inconvénients des approches classiques. La
méthode proposée, baptisée X-SFEM pour eXtended Stochastic Finite Element Method, est basée
sur une extension au cadre stochastique de la méthode éléments nis étendus (X-FEM)]5 18]. Les
objectifs principaux qui ont guidé le développement de cette stratégie sont les suivants : dé nir une
méthode d'approximation robuste, contrdler la précision de I'approximation, éviter les problémes de
remaillage et obtenir une description explicite de la solution autorisant un post-traitement aisé de la
solution. Pour le cas d'équations dé nies sur des domaines aléatoires, la méthode X-SFEM présente
de fortes similitudes avec une approche récemment introduite3[l], notamment dans la reformulation
du probléme continu et la construction des espaces d'approximation. Cette méthode est une extension
au cadre stochastiqgue de la Fictitious Domain Method §7]. Dans le cas particulier des domaines
aléatoires, la di érence essentielle avec X-SFEM se situe dans la description de la géométrie aléatoire
et dans la mise en oeuvre numérique de la méthode. On notera d'ailleurs que dans ce cas particulier, X-
SFEM correspond a une extension d'un cas dégénéré de l'approche X-FENY, 161] ou des méthodes
d'approximation standards peuvent étre utilisées au niveau spatial.

Dans une premiére partie de ce chapitre, nous nous intéresserons au cas d'équations aux dérivées
partielles dé nies sur un domaine aléatoire, ce qui permettra de dresser un état de l'art de stratégies
existantes pour ce cas particulier (sectior3) et d'introduire progressivement les premiers points de la
méthode X-SFEM : reformulation du probléme et construction classique d'espaces d'approximation
(section 4), utilisation de la technique des level-sets 148 pour la description de géométries aléatoires
(section 5), mise en oeuvre numérique (sectiorb). Aprés avoir introduit les di érents ingrédients
de la méthode pour ce premier cas d'étude, nous exposerons les développements nécessaires pour le
traitement de problemes a interfaces matérielles aléatoires (sectioid), ce qui permettra d'introduire
un autre point clé de la méthode : I'enrichissement des espaces d'approximation par la méthode la
partition de l'unité [ 110Q.

2 Formulation d'un probléeme dé ni sur un domaine aléatoire
Tout en essayant de conserver une vision générale de ce type probléme, on illustrera les di érentes
méthodologies sur un probléme modéle : I'étude des déformations d'une structure élastique linéaire sous

I'nypothése des petites déformations. Ce probléme modéle illustre plus généralement le cas d'équations
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aux dérivées partielles elliptiques linéaires dé nies sur un domaine aléatoire.

2.1 Formulation du probleme déterministe

On considére une structure occupant un domaine  RY. Elle est soumise & des e orts volumiques
f (x) sur et des e orts surfaciquesF (x) sur une partie » de la frontiére. La structure est xée sur
une partie ; de la frontiere @ telle que 1\ 5 = ;. Sur la partie complémentaire de ;[ » dans
@ , notée g, on impose des e orts surfaciques nuls. On notei(x) le champ de déplacement et (u)
la partie symétrique du gradient deu (tenseur des déformations). On considére un matériau élastique
linéaire et on note C le tenseur de Hooke. La formulation variationnelle de ce probleme peut s'écrire :
trouver u 2 V=fv2 (HY()) %v=0sur igtel que
Z Z Z
"(v):C :"(u)dx= v fdx+ v Fdx 8v2V (11.2)

2

2.2 Formulation du probléme stochastique

On considére a présent le domaine aléatoire. On introduit un espace de probabilité ;B;P)
permettant de représenter le contenu probabiliste du probleme. La domaine aléatoire est caractérisé
par une variable aléatoire : 2 7! () RY ( ) représente une réalisation du domaine associée
a I'événement élémentaire 2

Pour 2 donné, on introduit naturellement un espace fonctionnel associ&( ) pour le champ
de déplacement :

V()=fv2(H 1(( )))d;v =0sur 1()g (1n.2)

Le probléme stochastique peut alors étre formulé de la maniére suivante : trouver: 2 7! u(; )2
V() tel que I'on ait P-presque slrement

a(u(; )ivi )= b(v; ) 8v2V(), (1.3)

ou a(; ; ) est une forme bilinéaire continue symétrique coercive suv( ) V() et b(; ) est une
forme linéaire continue surV( ), dé nies par
Z
a(u;v; )= "(v): C :"(u)dx; (111.4)
z ) z
b(v; )= f vdx+ F vds: (111.5)
() 2()

La formulation (111.3) est une formulation forte au niveau stochastique.

2.3 Formulation faible du probléme et caractére bien posé

A présent, on introduit une formulation faible du probléme au niveau stochastique. On considére
gue le probleme peut étre formulé dans I'espace fonctionnel suivant :
4
W=fv: 2 70v(;)2V() kuki ,dP()<1g := L% ;dP;V): (111.6)

La formulation faible du probléme s'écrit alors : trouver u 2 W tel que

A(u;v)= B(v) 8v2W, (N.7)
ou
z
A(u;v) = a(u;v; )dP( )= E(a(u;v; )); (111.8)
Z
B(v)= blv; )dP():= E(Kv; )): (11.9)
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On considérera que la forme bilinéaireA est continue et coercive suW W et queB est continue surW.

Ces propriétés garantissent le caractere bien posé du probléme. Dans le cas de domaines déterministes,
on peut se reporter a L5, 50, 154 pour une étude détaillée des hypothéses su santes de régularité sur
les données conduisant a ces propriétés (voir également sectidndu chapitre |). Peu de travaux ont

été consacrés a I'étude mathématique approfondie des problémes a géométrie incertaine et notamment
a l'étude des propriétés de régularité de la géométrie nécessaires pour garantir le caractére bien posé.
Quelques résultats mathématiques concernant l'impact d'incertitudes sur le domaine peuvent étre
trouvés dans [L1, 12].

Remarque II.1

Les propriétés de coercivité et de continuité deA et B peuvent étre naturellement héritées de celles
de a et b. Considérons que8u;v 2 V( ),

ja(u;v; )j 6 cakuky( ykvky( y;
a(viv; ) > akvkg y;
jo(v; )j 6 cokvky(

olcycp< 1l et 5> 0.Ces constantes dépendent a priori des propriétés matériaux, des charge-
ments et de la géométrie. Cependant, s'il existe de telles constantes indépendantes de I'événement
et telles que les propriétés ci-dessus soient presque sdrement véri ées, on peut aisément montrer
que A et B possédent les propriétés de coercivité et de continuité avec ces mémes constantes. Ces
conditions sont su santes mais trés certainement non nécessaires. Elles sont cependant véri ées
dans les exemples traités dans ce chapitre.

2.4 Discrétisation probabiliste

On adopte une vision paramétrique des incertitudes en considérant que le contenu probabiliste
du probléme peut étre représenté par un nombre ni de variables aléatoires : ! R™ de
loi de probabilité connue P . Notamment, on considére que le domaine aléatoire peut s'exprimer en
fonction de ces variables aléatoires,( ) ( (). Les guantités intervenant dans la formulation
(111.7) peuvent donc étre écrites en fonction de ces variables aléatoires :

V) VOO, a(s: ) a(s: () bt ) by ():

D'apres le lemme de Doob-Dynkin 127, on peut donc se ramener a un probléme dé ni sur I'espace
de probabilité ( ;B ;P ) et dé nir un nouvel espace fonctionnel de travail :

W=fu: 2 7'u(; )2V()E(ku(; )k\z,( )) < 1g = L2( ;dP ;V): (1n.10)

R
ou l'espérance mathématique est dé nie pale(f ( )) =  f (y)dP (y).

3 Méthodes éléments nis stochastiques : approches classiques

L'espace fonctionnel de travail W, dé ni dans (I11.6) ou de maniére équivalente dansl(l.10), n‘a
pas la structure d'un produit tensoriel d'un espace fonctionnel déterministe par un espace fonctionnel
stochastique. L'application des méthodes éléments nis stochastiques décrites dans le chapitten'est
donc clairement pas immédiate. Dans cette partie, nous rappelons des approches classiques permettant
d'étendre ces méthodes a notre probléme d'intérét et présentons également une technique alternative
plus récente, basée sur l'introduction de mappings aléatoires.

3.1 Approches non-intrusives et éléments nis classiques avec remaillages

Une maniére naturelle de résoudre un probléeme stochastique dé ni sur un domaine aléatoire
consiste a utiliser une méthode stochastique non-intrusive, telle qu'une méthode d'intégration directe
ou une méthode de projection ou de régression sur une base fonctionnelle (voir sectidru chapitre
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I). Ces techniques nécessitent alors la résolution du problémell.3) pour des événements élémentaires
donnés ¢ 2 . Ces techniques ont I'avantage de ne nécessiter qu'un simple code de calcul déterministe.
Pour un événement donné ¢ 2 , on peut introduire un maillage éléments nis T,( k) du domaine
(k) et l'espace d'approximation éléments nis associ&/n( k) V( k).

Le premier inconvénient de ces technigues est qu'elles peuvent nécessiter de nombreux calculs
déterministes, chacun de ces calculs comprenant les étapes suivantes : maillage du domaine, assemblage
et résolution du probléme éléments nis associé. Un autre inconvénient est que les solutions,( ; ) 2
Vh( k) sont dé nies sur des maillages di érents et que les problemes éléments nis associés ont une
structure algébrique di érente. L'information sur les réalisations non calculées est donc en général
inaccessible. Notamment, on ne pourra pas obtenir une représentation explicite de la solution en
fonction des variables aléatoires de base. De plus, e ectuer une analyse probabilisteposteriori de la
solution compléte nécessiterait de stocker les maillages et solutions éléments nis de tous les événements
élémentaires calculés.

Ce type d'approche, bien que conduisant & un grand codt de calcul, peut cependant étre viable
si on s'intéresse a une quantité d'intérét particuliere indépendante de la géométrié (un(; ); ). Des
calculs déterministes avec remaillages sont alors e ectués pour obtenir les réalisatiodgun(; «)) de
cette quantité d'intérét (voir section 2 du chapitre | pour la description des approches non-intrusives).

3.2 Introduction d'un mapping aléatoire

A n d'éviter les problémes de remaillage et d'obtenir une description explicite de la solution, une
technique alternative consiste a caractériser le domaine aléatoiré ) a l'aide d'un mapping aléatoire
dé ni sur un domaine de référence déterministe °. Le probléme peut alors étre écrit sur 9, ce
qui permet d'introduire une approche éléments nis stochastiques standard. Une telle stratégie a été
introduite dans [172, 162. Nous la détaillons brievement a n d'en retirer ses avantages et inconvénients.

3.2.1 Description de la géométrie aléatoire a I'aide d'un mapping aléatoire

On introduit un domaine de référence déterministe © RY et on suppose qu'il existe un mapping
(; )entre ©etuneréalisation ( )dudomaine aléatoire: (; ):x°2 97tx= (x% )2 ( ).
On note  (; ) le mapping inverse. La donnée de ® et  permet de caractériser complétement
la géométrie aléatoire. On suppose que les partiesi( ) de la frontiére sont les images par (; ) de
parties complémentaires déterministes  of @ °. On note ; la restriction de  sur .

Une maniére de construire un mapping ayant de bonnes propriétés de régularité (continuité, di é-
rentiabilité) consiste a se donner un domaine de référence et a dé nir le mapping comme la solution

de I'équation aux dérivées partielles suivante : trouver : © I RY tel que
o x% )=0 sur © (111.11)
(x% )=x() sur@® (111.12)

ol o désigne l'opérateur Laplacien par rapport a la variablex®. C'est un probléme stochastique a
opérateur déterministe et second membre aléatoire qui peut étre résolu par une approche éléments
nis stochastiques classique. Ce probleme conduit & un mapping qui respecte la frontiére aléatoire
du domaine et qui posséde de bonnes propriétés de régularité. Cette méthodologie est généralement
limitée a des domaines simples, aisément paramétrable$ 7.

3.2.2 Construction de l'espace d'approximation

On introduit un Epaillage éléments nis xe Tﬁ du domaine © et I'espace d'approximation associé :
VO = fvO(x0 = " L 9x%vi; vi 2 Rg; ot les' 92 VO = fv 2 (HY( %)%v =0 sur Yg
sont les fonctions de base éléments nis associées au maillagg. L'espace d'approximation VO étant
indépendant de I'événement, un espace d'approximation ayant une structure de produit tensoriel peut
étre introduit : W9, = Vi Sp. Un espace d'approximation deW,p W peut alors étre simplement
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dé ni par un mapping adapté des fonctions dewﬂ;P :

Whp = fv(x; )= vo( x; ) ) vP2Wieg (111.13)

X
=fv(x; )= "0 )i )vi() 2 Seg;

i=1

a'(x; )="9 x; ). Limage de T{ par le mapping (; ) est un maillageTy( ) de ( ) qui
peut étre considéré comme un maillage aléatoire.

3.2.3 Dé nition et construction de I'approximation

L'approximation de Galerkin u,p peut alors étre dé nie classiquement en injectant dans la formu-
lation (111.7) I'espace d' approtg,lmatlon Wpp. Ennotant u = (uz:::up)T 2 R"  Sp le vecteur aléatoire
associé a un élément,p = L' jUi 2 Wpp, cela conduit a Ia résolution du systeme d'équations :

E(vAu)= E(v'b) 8 2R" S (111.14)

ou A est une matrice aléatoire etb un vecteur aléatoire dont les coe cients peuvent s'obtenir par
intégration sur le domaine de référence. Pour toute fonctiorf (x; ), avecx 2 ( ), notonsf(x%; )=

f( (x% ); ) la fonction correspondante dé nie sur ©° . Les coe cients de A et b peuvent alors
s'écrire :
4
(A =aC 3" )= "( H:clime D) 3%ax; (111.15)
4 4
((Pi=bi)= 7 0%+ P FOJds’; (I11.16)

2

ot JO et Jj% sont les jacobiens de et j, respectivement. Dans I'équation (l1.15), le tenseur de
déformation peut s'exprimer de la maniére suivante :

1ef e e e e *

"(lio)zf - : ); @& _@O @0

e’ @ (11.17)

L'aléa sur la géométrie est contenu uniquement dans les mappings et j, et leurs jacobiens. On
notera que ce probléme pourrait étre écrit comme un probléme d'élasticité classique suf en modi ant
la dé nition du tenseur d'élasticité et des e orts. L'intégration du premier membre et du second
membre du systéme (|1.14) n'est pas triviale et nécessite un soin particulier. Une représentation
stochastique explicite des mappings peut faciliter cette étape d'intégration.

Une autre dé nition de l'approximation, basée sur une approche de projection, peut également
étre utilisée. Cela consiste a dé nir le vecteur aléatoireu 2 R" Sp par !

Z
u( )= X U H () u =<A BH > gp= A() B()H ()dP() (I11.18)

Cependant, dans ce cas, I'approximationu,.p obtenue apparait comme la projection de la solution
semi-discrétiséeuy, par rapport au produit scalaire suivant :

Z Z Z Z

u;voo= u v(@Jd% ldxdP( )= 0u0 vOdxdP( ): (11.19)
()

qui ne correspond pas & une projection.? classique de la solution dé nie sur le domaine physique.

1'expression (I11.18) suppose que les fonctionsH sont orthonormées dansL?( ;dP).
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3.2.4 Commentaires

Comparée aux approches classiques éléments nis avec remaillages, cette méthode a l'avantage de
ne pas nécessiter de remaillage. Elle conduit aussi & une description explicite de la solution. Cependant,
elle présente di érents inconvénients. Tout d'abord, la construction du mapping n'est pas triviale et
nécessite le développement de méthodes numériques ad-h@63 177. Les restrictions sur la régularité
du mapping ne permettent pas de traiter le cas de géométries complexes, notamment des géométries
pour lesquelles des événements di érents peuvent étre associés a des topologies di érentes du domaine.
De plus, comme l'approximation n'a pas une structure de produit tensoriel, un post-traitement du
vecteur aléatoire u ne donne pas d'information pertinente sur la solution physique. Par exemple,
l'espéranceE (u) fournit I'espérance deu®(x?; ) mais pas I'espérance du déplacement physique(x; )
en un point donnéx.

4 Reformulation et approximation du probleme sur un domaine ctif dé-
terministe

A n de retrouver une structure produit tensoriel de I'espace de travail et ainsi de pouvoir mettre
en oeuvre les méthodes d'approximation classiques, une possibilité consiste a reformuler le probléme
sur un domaine ctif déterministe englobant le domaine physique, en considérant un prolongement
de la solution sur ce domaine. Dans un cadre déterministe, cette reformulation sur un domaine ctif
indépendant de la géométrie est introduit dans di érentes méthodes : méthode X-FEM 39, 161],
Fictitious Domain Method [ 67].

La méthode présentée dans la suite de ce chapitré6, 123 est une extension au cadre stochastique
de la méthode X-FEM. La reformulation utilisée est semblable a celle utilisée dans le contexte de la
Fictitious Domain Method, dont I'extension au cadre stochastique a été proposée en paralléle de mes
activités de recherche 31].

4.1 Prolongement de la solution sur un domaine ctif déterministe

On dé nit un domaine ctif D qui contient toutes les réalisations du domaine aléatoire (voir gure
l.1) :

[ 2 () D:

L'objectif est d'introduire une reformulation équivalente du probléme en considérant un prolongement
de la solution u sur D . Bien sir, on ne s'intéressera en pratique qu'a la partie physique de la
solution.
Dé nition  111.2

La partie physique d'une solution u dé nie sur D est la restriction u;p de u sur le domaine

physiqueP D , dé ni par

P=f(x; )2D ; x2 ( )g (111.20)

Pour l'instant, on considére le cas ou la partie 1 du domaine ou on impose les condi-
tions de Dirichlet est déterministe et est contenue dans une partie de la frontiére @D
(gure 1l1.2). On soulévera cette hypothése un peu plus loin.

4.2 Reformulation et analyse mathématique du probleme

On peut a présent introduire I'espace fonctionnel de fonctions spatiales

V=fv2 HYD)%v=0sur ig; (111.21)
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Fig. 1.1  Domaine déterministe D incluant Fig. lll.2 Casou ;estdéterministeet ; @D
toutes les réalisations du domaine physique( )

qui est indépendant de I'événement élémentaire. La solution aléatoire peut alors étre recherchée dans
I'espace fonctionnel
Z
W=fv: 2 1 v(;)2V; kvkidP()<1g := L% ;dP;V); (111.22)

Le probléme stochastique [(II.7) peut étre reformulé comme suit :
u2W; A(u;v)= B(v) 8v2W (11.23)

ou les formesA et B sont toujours dé nies comme dans la formulation initiale (111.7). La forme
bilinéaire A n'est que semi-coercive sukV. Il existe donc une in nité de solutions au probléme (I11.23).
On montre cependant la propriété suivante [24.

Propriété 111.3

La partie physique de la solution est unique et coincide avec la solution du probléme initiall{l.7).

En d'autres termes, toutes les solutions du problémel{l.23) ne di érent que par des fonctions dont
le support est inclus dans la partie complémentaire dd®, appelée domaine non physique. Si on
introduit la relation d'équivalence suivante sur W,

U1 uo ) Uup=us sur P;

le probléme (I1.23) admet une solution unique sur I'espace quotientW=

Par la suite, on note I p(x; ) la fonction indicatrice de P, dé nies sur D , Qui s'écrit
L 1 si(x;)2P _ )
Ip(x; )= 0 sinon =1 y(x); (111.24)

ou I ¢ y(x) est la fonction indicatrice classique du domaine spatial( ). Les formes bilineéaireA et
linéaire B peuvent alors étre réécrites de la maniere suivante :
Z Z
A(u;v) = "(v):C :"(u)lpdxdP( ); (111.25)
zz P zz
B(v) = v flpdxdP( )+ v F dsdP(): (111.26)
D )

2

4.3 Dé nition classique des espaces d'approximation

Dans le cas oU ; est déterministe, I'espace fonctionnellV dé ni dans (111.22) retrouve une structure
de produit tensoriel d'espaces :

W= L% ;dP;V)=V L? ;dP): (111.27)

De plus, le fait que 1 soit incluse dans un partie de la frontiere@ Ddu domaine ctif rend plus aisée
la construction d'un espace d'approximation conforme pourV.
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On introduit un maillage T, du domaineD et on notef' ;gL; une base d'approximation éléments
nis associée dansV. L'espace d'approximation spatial peut donc s'écrire :

_ X
Vh = fv(x) = iX)vi = (x)v; v 2R (11.28)
i=1
Un espace d'approximationW,, W peut alors étre dé ni de la maniére suivante :
Wh=V, S=fv(x;)="XV(); vV2R" Sg (11.29)

Au niveau stochastique, on introduit un espace d'approximation classiqué&s S, avecSp = spanfH g 2,
et on obtient ainsi un espace d'approximationWp.p W dé ni par

Whp =Vh S=fvx; )="X)V();v2R" Seq (111.30)

4.4 Approximation de Galerkin

L'approximation de Galerkin upp 2 Whp est dé nie par :
A(Unp;Vhp)= B(Vhp) 8Vhp 2 Whp; (1.31)

4.4.1 Propriété d'optimalité de la solution

La forme A étant symétrique, continue et semi-coercive sulW, elle dé nit sur W un semi-produit
scalaire

u;v. a= A(u;v): (11.32)

et une semi-norme associée, notde k. Si on note u une solution particuliere du probleme (11.23),
I'approximation de Galerkin satisfait

kKupp uka= min  kvpp UKa: (111.33)
Vhp 2Whp

k ka n'étant qu'une semi-norme surW, l'approximation de Galerkin n'est pas forcément dé nie de
maniére unique. Cependant, le noyau de cette norme étant I'ensemble des fonctions dont le support
est inclus dans le complémentaire dé>, sa restriction a W est une norme. On peut donc interpréter
(111.33) comme suit : la partie physique de I'approximationup.p jp est la projection unique de la solution
physique exacteu;p par rapport au produit scalaire induit par la restriction de ;A aW.

4.4.2 Systéme d'équations a résoudre

Le probléme (11.31) se raméne au probléme classique suivant :
U2R" S E(VTAu)= E(v'b) 8 2R" S (111.34)

ou A et b sont respectivement une matrice aléatoire et un vecteur aléatoire, dont les composantes
sont dé nies par
z

AC); = "(p):Ce"( )l ydx (111.35)
z P z
(b( )i = D'i flgydx+ ()'i F ds (111.36)

Les aspects calculs pour la résolution du problémell{.34) seront détaillés dans la sectiorb.
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4.4.3 Question d'unicité de l'approximation

On a vu qu'il existait une in nité de solutions du probléme initial dans W. L'approximation de
Galerkin peut également ne pas étre dé nie de maniére unique, ce qui se traduit par un systéme
d'équations (111.34) seulement semi-dé ni. C'est le cas si la base de fonctions;(x)H ( ) est dans le
noyau a gauche de la forme bilinéaireA, qui on le rappelle est seulement semi-coercive siW. Cela
intervient si la mesure de l'intersection entre le support de la fonction de base et le domaine physique
P est nulle, soit

(supp(" {(x)H ( )\ P)=0; (11.37)
ou = P est la mesure produit surD , avec la mesure de Lebesgue sub. Le support des
fonctions de base est dé ni par

supp(' j(X)H ()= closure(f(x; )2D ; '{(x)H ()8600): (111.38)

Les degrés de libertéu;; associés sont alors indéterminés. Cependant, comme ils ne contribuent
gu'a la partie non-physique de la solution, ils peuvent étre arbitrairement choisis sans perturber la
solution physique obtenue. En pratique, ces degrés de liberté indéterminés seront facilement détectés
dans la procédure de résolution car ils correspondent a des termes diagonaux nuls dans le systéeme
(111.34), i.e. E((A)iH H ) = 0. Dans le cas particulier ousupp(H ) = , ce qui est le cas avec
des bases d'approximation spectrales au niveau stochastique, la conditiorl(37) est équivalente a
P(f (supp(' {)\ )=0 g)=1.Celaapparait si le sous-ensemble d'éléments dg composantsupp(' ;)
est presque slrement hors du domaine aléatoire. Les éléments presque slrement hors du domaine
étant automatiquement détectés durant la procédure de résolution décrite dans la sectio®, le repérage
des degrés de liberté indéterminés est donc immédiat. On notera nalement que supp(H )= etsi
tous les éléments dangd}, ont une probabilité non nulle d'intersecter le domaine , le systeme (11.34)
est dé ni et I'approximation de Galerkin est unique.

4.5 Autres méthodes de projection
4.5.1 Méthode de projection L2 au niveau stochastique

Une autre maniére de dé nir une approximation upp 2 Wpp est d'utiliser une méthode de pro-
jection L? au niveau stochastique, a n de pouvoir utiliser un code déterministe classique. Notons p,
la solution du probléme semi-discrétisé :

Unh 2 Wh;  A(un;vp) = L(vy) 8vp 2 Wyt (111.39)

En notant up = ' (x)u( ), le vecteur aléatoireu( ) est une solution faible du systéme d'équations

A()u()=Db(); (111.40)
ou la matrice A et le vecteurb sont dé nis respectivement par les équations (1.35) et (111.36). Pour un
événement élémentaire donné 2 , I'équation (111.40) correspond a un calcul déterministe classique

dans le cadre de la méthode X-FEM (voire de la Fictitious Domain Method).A ( ) peut n'étre que semi-
dé nie positive. Une maniére naturelle de dé nir une pseudo-inverseA ( )™ de A ( ) consiste a mettre a
zéro les degrés de liberté indéterminés. Ces degrés de liberté sont associés aux fonctions de 'basent

le support est tel que (supp(' ;)\ ( )) =0, c'est-a-dire les fonctions telles qu'aucun des éléments
nis composant leur support n'intersecte le domaine (). Une méthode de projectionL? classique
consiste alors a projeteru sur R" S parFyapport au produit scalaire naturel de L?( ;dP;R").
Les coe cients de la décompositionu( ) = 21, U H () sont alors obtenus par une intégration
stochastique adaptée’ :

X
u =<H yu >|_2( ;dP): E(H U) !kH ( k)A+( k)b( k): (|||.41)
k

2|'expression (l11.41) suppose que les fonctionsH sont orthonormées dansL?( ;dP).
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Au niveau continu, cela revient a dé nir un,.,p comme la projection deup 2 Wy sur Wh.p au sens
suivant :

kUh;p uhkLZ(D d) = mlﬂ th;p UhkLZ(D d )s (|||42)
Vhp 2Whp
ou = P est la mesure produit surD , et
Z Z
kvkZ2p gy = Dv(x; ) v(x; )dxdP( ): (11.43)

Les exemples numériques montrent qu'une telle dé nition de I'approximation conduit a des résul-
tats d'une qualité nettement inférieure a I'approche de Galerkin. En fait, des erreurs importantes sont
faites sur les éléments nisK 2 T, qui ont une probabilité non nulle et strictement inférieure a 1
d'intersecter le domaine physique,j.e. 0O<P (f (K\ ( ))=09g) < L

4.5.2 Comment dé nir une bonne méthode de projection L2 ?

L'inconvénient de la projection L? présentée ci-dessus est qu'elle donne un poids & la partie non
physique de la solution, qui en pratique est obtenue par un prolongement a zéro arti ciel de la solution
physique. Une approche de projection_? classique sou re alors du manque de régularité au niveau
stochastique de la solution ainsi prolongée. L'utilisation de bases d'approximation stochastiques clas-
siques (polyndmiales) conduira alors a de mauvaises propriétés de convergence de l'approximation.
De plus, l'obtention des projections nécessitera une intégration stochastique précise et adaptée aux
irregularités de la solution semi-discreteuy,.

En fait, une bonne méthode de projection L? devrait étre basée sur I'utilisation d'une norme
physique, comme pour I'approche de Galerkin. Par exemple, on pourrait dé nir la solution approchée
de la maniére suivante :

kUh;P uhkLZ(P;d y = mlﬂ th;p uhkLz(P;d ) (|||44)
Vhp 2Whp
ol up(x; ) =" (x)u( ) est la solution du probleme semi-discret (|1.39) et ou la norme k K 2(pq )

est la norme L? classique sur la restriction des fonctions au domaine physiquB. Cela conduit a la
résolution du probléme suivant :

Z Z Z Z
Vhp Upp dxdP( )= Vhp UpdxdP(): (111.45)
() ()
Le probléme (11.45) est équivalent au systéme d'équations suivant :
E(HMH u =E(H Mu) 8 2Ilp; (111.46)
21p
ouM : I R"™ " estune matrice de masse géométrique aléatoire, dont les coe cients sont dé nis
par
Z Z
(M) = , )' i(x) " j(x)dx = D' i(x) ") Ie(x; )dx: (11.47)

Une bonne méthode de projection, basée sur une norme physique, conduit donc a la résolution d'un
probléme similaire au probléme (11.34) dé nissant I'approximation de Galerkin. Cette bonne méthode
de projection L2 conduit donc aux mémes di cultés techniques que l'approche de Galerkin. La non-
intrusivité d'une approche de projection classique est donc clairement perdue.

4.6 Traitement des conditions de Dirichlet

Jusqu'ici, nous avons considéré le cas ou la frontiere; de type Dirichlet était une partie détermi-
niste de la frontiere du domaine ctif. Dans le cas ol 1( ) est aléatoire, W n'a plus une structure de
produit tensoriel. L'application des méthodes éléments nis stochastiques standards nécessitent donc
une nouvelle reformulation du probléme. On présente des démarches possibles permettant de prendre
en compte de telles conditions.
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4.6.1 Multiplicateur de Lagrange sur la frontiére

On peut introduire un multiplicateur de Lagrange p dé ni sur la frontiere an d'imposer les
conditions de Dirichlet au sens faible §]. On introduit les espaces fonctionnels suivants :

V=102 ;dP;(HY(D))% = (HY(D))¢ ;( ;dP) (111.48)

Q=1p: 2 71p(;)2H 2(1())  Kp(; kY 1o 4y dP() < 19 (111.49)

Le probléme peut alors étre réécrit sous la forme d'un probléme mixte : trouveu;p) 2 W  Qtel
ques(via) 2w Q

A(u;v)+ C(p;v) = B(v); (111.50)
C(q;u)=0; (11.51)
ou
Z Z
C(q;u) = ( )q udsdP( ) (11.52)

Construction des espaces d'approximation

La construction de l'espace d‘approximationf/vh;p pour u devient classique puisqudV = (H(D))¢
S. Par contre, un soin particulier doit étre apporté au choix d'un espace d'approximationQuep  Q,
an de vérier les conditions inf-sup discrétes, ou conditions LBB [27]. Cette condition demande
l'existence d'une constante > 0 indépendante deh, het P et telle que

. C(g;v
inf sup —@EV) (I11.53)
42Qhop v2\®,p quQka\ﬁ
Une idée, utilisée dans 31], consiste a introduire un mapping aléatoire ( ) qui a une frontiere
déterministe ¢ associe la frontiere 1( ). Pour v 2 (H¥?( 1))9, notonsv® = v 12 (H¥2( 9y
On introduit la forme bilinéaire
Z Z
Co(q%;v®) = Oqo vPdsdP
1

On associe 3 2 H 72( 1) un élémentp® de (H 72( 9))9 dé ni par
Co(p% v = C(p;v) 8v°02 (H¥( )¢

On peut alors introduire une approximation éléments nis sur { en utilisant un maillage xe de la
frontiere. Cela conduit & la dé nition d'un espace d'approximation classiqueQop  (H 72( )¢ S.
L'espace d'approximation Qyop peut alors étre dé ni par

Qe =fp2Q p°2 Qopg

Remarque I .4

Dans [31], une formulation di érente est utilisée. Les auteurs considérentle casou1( )= @ ).
La forme bhilinéaire A est remplacée par la forme suivante
Z Z
A(u;v) = D"(v):C:"(u)dx

ou l'intégrale spatiale est prolongée au domain® tout entier et 'espace de travail W = ( H&(D))OI
S. L'intérét est que la forme bilinéaire A(u;v) = E(a(u;Vv)), ou a est une forme bilinéaire déter-
ministe sur (H3(D))q.
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Remarque III.5

Dans le cas oU ; est déterministe et immergée dans le domain®, Q= H ¥( ;) Sa une
structure produit tensoriel. La construction d'espaces d'approximation peut donc étre menée in-
dépendamment au niveau spatial et stochastique. On peut alors tirer partie des travaux réalisés
dans le cadre déterministe pour la construction d'approximations éléments nis de(H (D)) et
(H 172( 1))9 véri ant la condition LBB [ 65, 113 54]. Notamment, dans le cadre déterministe 2D,
avec une approximation éléments nisP! de H1() sur un maillage de triangle et une approxima-
tion éléments nis P9 deH 72( ,), la condition LBB est vériée si 36 h%h 6 L ou L est une
constante, h et hO étant les tailles caractéristiques des maillages du domaine et de l'interface.

Dé nition de I'approximation de Galerkin

L'approximation de Galerkin est obtenue en injectant les espaces d'approximation dans la formu-
lation mixte ( 111.50)-(111.51). En identiant Wn.p = R"  Sp et Quop = R"™ S, o0n peut alors dé nir
I'approximation de Galerkin du probleme mixte par la résolution du systéme d'équations suivant :
trouver u 2 R" Sp etp 2 R S tel que

E(vTAu)+ E(v'Cp)= E(vTb) 8 2R" & (111.54)
E('CTu)=0 8q2R™ S (111.55)
Remarque 111.6

Dans [31], l'approximation Sp correspond a une interpolation de Lagrange sur des points de qua-
drature de Gauss stochastiques (voir sectior3.2.3 du chapitre I). En notant f ;! g les points et
poids de quadrature, les auteurs utilisent alors I'expression approchée de la forme bilinéaire :

X
C(p;u) = E(v'Cp) Lev( )T C P «) (111.56)
k

Etant donnée la forme choisie pourA (voir remarque 111.4), la matrice A est déterministe. On
montre alors aisément que grace a l'approximation(l11.56), le systeme(l11.54)-(111.55) se raméne a
un ensemble de problémes déterministes découplés (voir remarqiid?2) :

Au (k) + CCiIIP( k)= b( k) (11.57)
C()u( =0 (111.58)
qui sont des problémes classiques obtenus dans le cadre de la Fictitious Domain Method détermi-

niste. On notera que l'impact de I'approximation (111.56) sur la prise en compte des conditions aux
limites n'est pas clairement étudié.

4.6.2 Alternatives a explorer

Le probléme des approches précédentes réside dans la construction des espaces de multiplicateurs
dé nis sur la frontiére, qui nécessite la dé nition d'un mapping aléatoire. Une autre idée consiste a
reformuler le probléme a l'aide d'un multiplicateur distribué sur le domaine, avecQ L?(D) S,
tout en gardant la méme formulation (111.50)-(111.51) (méme expression des formes bilinéaires). On
obtient ainsi des espaces de travail ayant une structure de produit tensoriel a la fois pour le champ
de déplacement et le multiplicateur. On pourra par exemple envisager une approximation éléments
nis P! pour le déplacement etP® pour le multiplicateur, ces approximations étant dé nies sur des
maillages di érents (éventuellement imbriqués). Une étude mathématique plus précise de ce probléme
et des choix des espaces d'approximation éléments nis devra étre menée (conditions sur les maillages
pour garantir la condition LBB, ...). On notera que dans le cadre déterministe, d'autres types de
reformulation ont été introduites avec des multiplicateurs distribués sur le domaine ¢6].
Finalement, a n d'éviter I'utilisation de multiplicateur de Lagrange, d'autres alternatives pour prendre
en compte les conditions de Dirichlet peuvent étre envisagées : méthode de pénalit§,[méthode de
Nitsche [11§. Ces di érentes approches restent a explorer.
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5 Représentation de la géométrie a l'aide de fonctions de level-sets

Aprés la reformulation du probléme dé nie dans le paragraphe précédent, on présente ici un des
ingrédients principaux de la méthode X-SFEM : la représentation de la géométrie aléatoire a l'aide de
fonctions level-sets 128 148§. Les avantages de ce type de représentation sont nombreux : représenta-
tion numérique simple d'une géométrie, représentation de formes complexes (changement possible de
topologie), obtention aisée de grandeurs géométriques (mesures de volumes et surfaces, courbure, ...).

5.1 Level-sets aléatoires

La géométrie peut étre représentée de maniére implicite en utilisant la technique des level-sets
[149. Cette technique consiste & représenter une hyper-surface contenue dans un domaiDe2 RY
(surface pourd = 3, courbe pourd = 2) par l'iso-zéro d'une fonction , appelée fonction level-set. Une
hyper-surface aléatoire () pourra donc naturellement étre représentée a l'aide d'un fonction level-set
aléatoire (x; ) telle que

()=fx2D; (x; )=0g (111.59)

(@ Courbe () D (b) Fonction (; )
Fig. lll.3 Level-set aléatoire (x; ) dont I'iso-zéro représente une courbe( ) incluse dansD

La level-set est généralement (mais pas nécessairement) prise comme la fonction distance signée
a I'hyper-surface : (x; ) = dist(x; ( )). Cette fonction distance a des propriétés intéressantes :
bonne régularité, obtention aisée de grandeurs géométriques caractéristiques. Par exemple, surle
gradient de par rapport a x est le vecteur normal unitaire. La mesure de dirac (  sur () peut
étre caractérisée a l'aide de : ( y(x)= ( (x; )), ou estla fonction Dirac usuelle.

5.2 Description de domaines et interfaces aléatoires

Dans les cas ou est fermée dandD, i.e. @= ; (gure lll.4(a)) ousi @ 2 @D( gure lll.4(b)), la
fonction level-set permet de caractériser un domaine aléatoire. En e et, dans ces deux cas, la fonction
permet de partitioner D en deux domaines aléatoires complémentaires, correspondant aux domaines
de D ou la fonction est négative ou positive. Dans le cas ou on cherche a décrire un domaine aléatoire
(), on pourra choisir par convention :

( )=fx2D; (x; )<0g (111.60)
On notera que la fonction indicatrice d'un tel domaine s'exprime simplement :
L yX)=H(C (X;)) (l.e1)
ouH :R!f 0;1g est la fonction heaviside dé nie par

1 ify> 0

HW= 5 ity 6 0 (111.62)
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(@ @= ; (b)y @ @D

Fig. lll.4 Cas d'hyper-surfaces représentables par une fonction level-set.

On peut également s'intéresser a la représentation d'une partie aléatoire de la frontiere d@ ( gure
I11.5(a)), notamment pour I'application de conditions aux limites particuliéres. Dans ce cas, cette partie
de la frontiére peut étre caractérisée par la restriction d'une level-set a la frontiére d® :

()=fx2@D (x; )<0g

(@) @D (b) D,@ 6;
Fig. IllL5 Autres cas dhyper-surfaces.

Enn, on pourra également s'intéresser a la description d'une hyper-surface ouverte dans D
(gure l11.5(b)). Elle peut représenter une partie de la frontiere d'un domaine aléatoire inclus dan®
ou encore une ssure aléatoire dans un calcul de structure. Dans ce cas, une fonction level-set auxiliaire
sera introduite. La premiére fonction permettra de caractériser le support de et la seconde fonction
€ permettra de dé nir  sur ce support :

( )=fx2D; (x; )=0; &x; )< 0g

5.3 Construction des level-sets

Pour certaines formes particulieres (cercles, hyper-sphéres, hyper-plans, ellipsoides, polygones, ...),
une expression explicite des fonctions level-sets peut étre utilisé&dl]. En considérant les parameétres
décrivant ces formes comme des variables aléatoires, on dé nit alors simplement les level-sets aléatoires
associées.

Dans le cadre de la technique des level-sets, une maniére simple de construire des formes complexes
consiste a utiliser des opérations booléennes classiques sur des domaines de*h&epposons que
et o soient deux domaines, caractérisés respectivement par deux level-sets aléatoireset 5, sur
lesquels on e ectue des opérations booléennes de base pour obtenir un domaineLa level-set
caractérisant peut alors étre obtenue par de simples opérations algébriques sur les level-sets :

union: = [ o,

(x; )=minf 1(x; ); 2(x; )g (111.63)

2Opérations classiques sur les domaines en CAO (Conception Assistée par Ordinateur) pour la dé nition d'une
géométrie
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intersection :

1
i
—
N

(x; )= maxf 1(x; ); 2(x; )g (111.64)
complément : = §,
x; )= 1(x;) (111.65)

Dans ce chapitre, nous considérons que les level-sets sont obtenues par ce type de technique. La
guestion de l'identi cation de ces level-sets aléatoires a partir d'expériences sera abordée dans le
chapitre IV.

5.4 Discrétisation des level-sets

En pratique, les fonctions level-sets sont discrétisées au niveau spatial en introduisant un maillage
éléments nis du domaineD. En notant f' ;(x)gi2, I'ensemble des fonctions d'interpolation associées
aux noeudsf x;gi>; du maillage, on introduit I'approximation suivante de la level-set :

X
x; )= "i(x) i();
i21
ou les i( ) sont des variables aléatoires correspondant aux valeurs nodales de la level-set aléatoire.

L'utilisation d'une interpolation linéaire pour la level-set entraine donc une approximation linéaire par
morceaux de la géométrie.

Remarque II1.7

Le maillage utilisé pour la représentation de la level-set (donc de la géométrie) peut étre di érent de
celui utilisé pour I'approximation de la solution d'un probleme physique. Cependant, dans le cadre
de la méthode X-SFEM proposée, I'utilisation d'un méme maillage simpli e les aspects calculs.

L'incertitude sur la géométrie est donc complétement caractérisée par les valeurs nodales de la
level-set. Aprés une étape de modélisation probabiliste (voir sectior2.4 et chapitre 1V), la level-set
sera exprimée en fonction d'un vecteur de variables aléatoires. Ces variables aléatoires peuvent étre
simplement les paramétres d'une level-set analytique ou encore les variables aléatoires de base (ou
germe) d'une décomposition de la level-set sur une base de fonctions stochastiqués( ( )) :

X X
(x; ()= COH () i (111.66)
i21

Dans ce dernier cas, la géométrie aléatoire sera complétement déterminée par la donnée des coe cients
i de la décomposition. Cette représentation explicite de la level-set permet donc une évaluation
rapide des réalisations de la level-set et donc des réalisations associées de la géométrie.

5.5 Intégration

Les intégrales sur des domaines ou interfaces représentées par des level-sets aléatoires peuvent
s'exprimer de la maniere suivante :

z z
( )=fx2D; (x; )< Og; f(x)dx= f(x)H( (x; ))dx
z) °z
( )=fx2D; (x; )=0g; f(x(s)ds=f(x) ( (x; ))ds
z() z°
()=fx2@D (x; )<O0g; f(x(s))ds= f(xX(s)HH(  (x(s); )ds
2() ;@D
()=1x2D; (x; )=0;%x; )< 0g, , )f(X(S))dS= f(x) (x5 NDH(C &(x; )adx
D

En pratique, lorsque les level-sets sont interpolées sur un maillage éléments nis, ces intégrales sont
calculées de maniére classique par des méthodes de quadrature adaptées sur les éléments du maillage.
Des quadratures exactes peuvent méme étre dé nies en opérant des subdivisions des éléments nis.
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6 Résolution numérique de problémes dé nis sur des domaines aléatoires

On s'intéresse dans ce paragraphe a la mise en oeuvre de la méthode X-SFEM pour la résolution
de problémes dé nis sur un domaine aléatoire. On se concentre ici sur les aspects numeériques pour
la construction de I'approximation de Galerkin, dé nie par le probléme (111.31). On considére que le
contenu probabiliste du probléme peut étre représenté par un ensemble de variables aléatoire®t on
notera ( ;B ;P ) l'espace de probabilité associé. Toutes les quantités aléatoires seront exprimées en
fonction de (voir section 2.4).

6.1 Vision globale de la procédure de résolution

La recherche de I'approximation de Galerkinupp 2 Whp, dé nie par le probleme (I11.31), se
rameéne a la recherche d'un vecteur aléatoiras 2 R" Sp, solution du systeme (11.34), et dont le
développement sur la base stochastique s'écrit

X
u( )= uH()

2lp

L'ensemble des coe cients de cette décomposition est donc solution du systéme d'équations :

E(AH H)u =E(H ) 8 2lp: (111.67)
2lp

ou A et b sont dé nis par les équations (11.35) et (111.36). Une premiére étape consiste a décomposer
ces quantités sur la base de fonctions orthonormalesH g »; de S= L2( ;dP).

X

A = AH; A =E(AH); (111.68)
214
X

b= bH; b =E(MH): (111.69)
21

D'aprés les propriétés d'orthonormalité des fonctions de base, les coe cients de la décomposition de
b conduisent directement aux termes du second membre du systemdl(67). Les coe cients doivent
donc étre calculés pour les indices, = |p. Les matrices intervenant dans le premier membre du
systeme (I1.67) peuvent étre écrites

E(AH H )= * A E(HH H): (111.70)
PAUN

Quand on utilise des fonctions de basél polynémiales (éventuellement polynémiales par morceaux),
silp correspond a des polyndmes de degré au plpsles coe cients A peuvent n'étre calculés que pour
I'ensemble d'indicesl o correspondant aux polynémes de degré au plugp. Eneet, E(H H H )=0
pour 2 (Inla). Le calcul dese(H H H ) est classique dans le cadre des méthodes de Galerkin
stochastique (voir chapitre I). De méme, le systemel(l.67) peut étre résolu par les techniques décrites
dans le chapitrel (section 4.4), voire par la nouvelle approche proposée dans le chapitrb.

6.2 Calcul des décompositions des matrices et vecteurs aléatoires

Dans la procédure générale décrite précédemment, la seule étape qu'il reste a détailler concerne le
calcul des décompositions I(1.68) et (111.69) de la matrice et du vecteur aléatoire. An de simpli er
I'exposé, on se restreint ici au cas ou les propriétés matérielles (le tense@) et les termes sources
(eorts f et F) sont déterministes. On supposera également que le domaine et la partie, de la
frontiére peuvent étre caractérisés par la seule donnée d'une fonction level-set aléatoire:

( )=1fx2D; (x; )< 0g (11.71)
20)=Ffx2D; (x; )=0g[f x2@D; (x; )< O0g (n.72)

ou @D est une partie déterministe de la frontiere@D
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6.2.1 Décomposition de matrices et vecteurs élémentaires

La matrice et le vecteur éléments nis sont obtenus a partir de contributions élémentaires :

X X
A()= Ak () b()= bk (); (11.73)
K2Th K2Th

ou les composantes des matrices et vecteurs élémentaires sont dé nies par

Z
(Ak)ij = "(Cp:sCm(DHC )adx (111.74)
pa z z
(bk)i= ' fH( )dx+ ' FH( )ds+ ', F ()dx (111.75)
K @K @D K

Les décompositions stochastiquesli|.68) et (111.69) peuvent donc étre opérées élément par élément.
On doit donc calculer les coe cients fAx. g 21, etfbk, g 2;,, dénis par

z

Ak, =EAk(OH ()= Ax()H (y)dP (y); (111.76)
z

bk, = E(bk()H ()= bk(y)H (y)dP (y): (n.77)

Ces coe cients peuvent étre obtenus par une intégration numérique adaptée sur par rapport a la
mesuredP . Notons Qk = f( ;! )gune régle de quadrature, ou les etles! désignent respectivement
les points et poids d'intégration (voir section 2.1 du chapitre 1). Cette régle de quadrature permet
d'estimer une intégrale sur
z X
EFC)= f(y)dP(y) 't () (111.78)
(:1)2Q«k

Le calcul des coe cients de la décomposition nécessite donc le calcul de quantités élémentairkes ( )

et bk ( ) pour des réalisations , correspondant a des réalisations données( ; ) de la level-set aléa-
toire. Ces calculs élémentaires sont classiques dans le cadre de la méthode X-FEM déterministe
[115 161]. Si I'élément est coupé par l'iso-zéro de la level-set(; ), une subdivision de I'élément
et de ses cobtés, illustrée sur la gurelll.6, permet de dé nir une quadrature spatiale surK \ ( ),
@K\ () etK\ (), conduisant & un calcul exact deAk ( ) et bk ().

Fig. 111.6 Pour une réalisation donnée (; ) de la level-set, subdivision d'un élément ni triangulaire
K et de ses cbtés pour une intégration numérique suk \ (), @K\ () etK\ ().

Remarque 111.8

En pratique, on observe cependant que l'utilisation d'une quadrature précise, indépendante de,
peut étre su sante pour intégrer correctement les quantités éléementairesAx ( ) et bk ( ). L'in-
térét est de pouvoir évaluer une fois pour toutes des grandeurs éléments nis classiques (jacobien,
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matrices gradients des fonctions de base, ...) et ainsi d'alléger les colts de calcul. Cette démarche
s'avere raisonnable car l'erreur d'intégration introduite s'avére généralement inférieure aux erreurs
d'intégration commises par les procédures d'intégration stochastique décrites plus loin (voir3[7]).

6.2.2 Régularité stochastique des matrices et vecteurs élémentaires et intégration stochastique

Il nous reste donc a dé nir une régle de quadratureQg adaptée au niveau stochastique. Le choix
de cette régle dépend clairement de la régularité dé k ( ) et bx ( ) par rapport a la variable . Par
exemple, si les composantes d& ¢ ( ) étaient des polyndmes en de degré au plug, et si on utilisait
des fonctions de basd¢d de degré au plusp, l'intégration de (AxH ) sur nécessiterait l'intégration
de fonctions polynémiales de degré au plup+ j en . On pourrait alors construire une quadrature de
Gauss classique par rapport a la mesurdP an d'intégrer exactement les coe cients A:

Prenons un exemple simple a n d'analyser la régularité des matrices et vecteurs élémentaires par
rapport a . On considére un maillage spatialT, composé de triangles a 3 noeuds. On considéere
également que le tenseur de Hooke est constant. Les fonctions éléments rli§ étant linéaires sur
K 2 Tp, la matrice élémentaire A () s'écrit

Z
Ak()= AR HC (G )dx= AR (K\ ()); (111.79)

ou (AQ)j ="(C ):C:"( j) est une matrice constante. La régularité stochastique dé\ x dépend
donc uniguement de la régularité de la fonction (K \ ( )), qui est la mesure de l'intersection entre
I'élément K et le domaine physique. Considérons que la level-set dé nisse un hyper-plan avec une
normale unitaire a xée et une position qui dépend d'une unique variable aléatoire . La level-set
peut donc s'écrire (x; )= X a . La gure 1.7 illustre alors la dépendance par rapport & de

la fonction (K \ ( )).Le domaine stochastique, ici inclus dandk, peut étre scindé en 4 intervalles.
Sur] 1 ; q[et]s+1 [, (K\ ( )) estconstant et respectivement égale & et (K). Sur les deux
autres intervalles] 1; o[ et] 2; 3, (K\ ( )) est polyndbmiale de degré2 en . Ces deux derniers
intervalles correspondent au cas ou la level-set coupe deux cotés de I'élément, chaque intervalle étant
associé a di érentes paires de cOtés.

(a) Level-set (x; )= x a () 7 (K\ ()
Fig. lll.7 Régularité de la fonction (K \ ( )) par rapport a

De la méme maniére, si les e ortskF et f sont des fonctions polynémiales erx, on peut aisé-
ment montrer que leurs contributions dansby sont des fonctions de polyndmiales par morceaux.
Il apparait donc clairement que de telles fonctions de ne peuvent pas étre intégrées proprement
par une méthode de quadrature dé nie sur tout entier. L'idée est donc de construire une partition
adaptée de ou sur chaque domaine de la partition, les quantités a intégrer sont (quasi) réguliéres.
Une quadrature plus précise peut alors étre dé nie sur cette partition. En fait, cette partition peut
complétement étre caractérisée par les valeurs de la level-set. La partition idéale de correspond a
des sous-domaines associés a un état constant de I'élémé€it dé ni par le signe de la level-set sur
les noeuds de I'élément. Pour I'exemple ci-dessus, les 4 états de I'élément, correspondant chacun a
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un sous-domaine stochastique, sont illustrés sur la gurdll.8. Dans [123, un algorithme automatique
basé sur une procédure octree a été proposé an de construire une partition stochastigue adaptée
pour l'intégration. Les exemples numériques traités dans]23 37] étudient de maniére détaillée cette
procédure d'intégration et lI'impact de sa précision sur I'approximation de Galerkin obtenue.

Fig. 1l1.8 Signe de la level-set (; ) aux noeuds de I'élémentK pour chaque sous-domaine stochas-
tique.

6.3 lllustration : Homogénéisation d'un matériau a micro-structure aléatoire

On trouvera dans [126, 123 37] des détails sur la mise en oeuvre numérique de la méthode ainsi
gu'un ensemble d'applications sur des problémes modeles. Ces applications illustrent les propriétés de
la méthode : convergence de l'approximation, stabilité vis-a-vis des erreurs d'intégration, e cacité.

On présente ici I'application de la méthode a un calcul d'opérateur homogénéisé sur un volume
élémentaire représentatif (VER). Le VER est inclus dansD = [0; 1]* et comprend un trou elliptique,
centré en(0:5; 0:5) et de demi-axes aléatoires( );b( ) 2 U(0:1;0:3), qui sont des variables aléatoires
uniformes indépendantes. On montre sur la gurelll.9 4 réalisations du contour elliptique, correspon-
dant a des valeurs extrémes des variablea et b, ainsi que le domaine de variabilité du contour. La
level-set, dans le cas d'une ellipse, peut s'écrire :(x;y; ) =1 (%2)2 (%)2. Les 4 réalisations
extrémes de la level-set sont illustrées sur la gure 111.10. On considere un matériau homogéne élas-
tique isotrope de module d'Youngl et de coe cient de Poisson 0:3. On se place en hypothese des
contraintes planes.

(a) Variabilité (b) a=0:1,b=0:1 (c) a=0:3,b=0:1 (d a=0:1,b=0:3 (e) a=0:3,b=0:3

Fig. 1.9 Domaine avec trou elliptique : domaine de variabilité du contour elliptique (a) et 4 réali-
sations extrémes du contour

On utilise le maillage représenté sur la gurelll.11(a). Le maillage peut étre divisé en trois groupes
d'éléments : les éléments presque sGrement dans le domaine (in), les éléments presque srement hors du
domaine (out) et les éléments ayant une probabilité non nulle d'étre coupés. A n de mieux conditionner
le probléme discrétisé, un élément ayant une probabilité supérieure &:10 2 d'étre dans le domaine
(resp. hors du domaine) sera considéré in (resp. out). La gurdll.11(b) illustre les di érents types
d'éléments obtenus.
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(@) a=0:1,b=0:1 (b) a=0:3,b=0:1 (c)a=0:1,b=0:3 (d a=0:3,b=0:3

Fig. 111.10 Domaine avec trou elliptique : 4 réalisations extrémes de la level-set

(a) maillage (b) Etat des éléments

Fig. 1ll.11 Domaine avec trou elliptique : maillage éléments nis (a), état des éléments (b)

On choisit comme procédure d’homogénéisation une approche avec conditions aux limites en
contraintes homogénes. On note \y la contrainte macroscopique. On choisit comme conditions aux

limtes: 1=;,F= m nsur 2= @DetF =0 sur o= @ n@D La solution en contraintes
Véri e ainsi :
! ‘ dx =
mes(D) ( ) oM

On dé nit alors la la déformation macroscopique "y en fonction du déplacement solutionu par la
formule suivante :
z
= L u °n dsdx
"~ mes(D) @p

ou S désigne le produit tensoriel symétrisé. Cette dé nition garantit la véri cation de

Z
mes(D) v :"m = 2" (u) dx
()

Le tenseur de rigidité homogénéisé aléatoir€ y; relie la contrainte macroscopique a la déformation
macroscopique par la relation : yy = Cy : "wm. En pratique, on calcule les composantes du tenseur
de souplesse homogénéisé en e ectuant trois cas de chargements, correspondant aux trois états de
contraintes macroscopiques suivants (représentés sur la gurdl.12) :
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(@) F = nyex (b) F = nyey (©) F = nxey + nyey

Fig. 111.L12 Domaine avec trou elliptique : 3 cas de conditions aux limites (contraintes homogénes)
sur @D

On note u(1)(x; ) les 3 champs de déplacement aléatoires correspondants. Ces trois calculs per-
mettent de déduire les di érentes composantes du tenseur de souplesse homogéndsg' :

z

(k) s Y.
mes(D) @D(u n)j ds

Cu'( i =
et par inversion, le tenseur de rigidité homogénéisé. Pour le calcul des solutions(!) par la mé-
thode X-SFEM, on utilise un chaos polyndmial de Legendre de degr8 en dimension 2 comme base
d'approximation au niveau stochastique. On calcule ensuite en post-traitement une décomposition du
tenseur Cy sur le méme chaos polynémial de Legendre de degB(par une méthode de projection
L2). Ce post-traitement est trés rapide. On illustre sur la gure 111.14 les surfaces de réponse obtenues
pour les di érentes composantes(C v )i en fonction dea et b. La surface de réponse obtenue par
la méthode X-SFEM est comparée avec une surface de réponse obtenue par une approche X-FEM
déterministe classique. On observe une trés bonne représentation du tenseur homogénéisé sur toute la
plage de variation des variables aléatoires. Les surfaces de réponse obtenues pour les ter(ag )1112
et (Cwy)2212 sont un peu moins bonnes. Cependant, ces termes sont négligeables par rapports aux
autres termes du tenseur.

(@ (Cwm)un (b) (Cwm )2222 (©) (Cwm)1122

(d) (Cwm)1212 () (Cwm)1112 (f) (Cwm)2212

Fig. 111.13 Domaine avec trou elliptique : surface de réponse des composantes de |'opérateur de
rigidité homogénéiséC ), obtenue par X-SFEM et par une approche X-FEM déterministe (contours
noirs)
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Sur la gure 111.14, on peut observer les PDF des composantes du tenseur homogénéisé. Les PDF
provenant de la solution X-SFEM sont obtenues en e ectuant10® réalisations du tenseur homogénéisé
(réalisations calculées trés rapidement a partir de la représentation sur le chaos polyndmial dey ).
Ces PDF sont comparées avec celles obtenues par une approche de Monte-Carlo a28060 tirages.

Le calcul déterministe associé a chaque tirage est résolu par une méthode X-FEM déterministe. Les
PDF obtenues par la méthode X-SFEM, bien que complexes, sont trés proches des PDF obtenues
par l'approche Monte-Carlo. Une plus grande erreur est faite sur les terme§C y )1112 €t (Cm )2212.
Cependant, la forme générale de la PDF est tout de méme respectée pour ces termes.

On notera qu'avec ce nombre de tirages, la méthode de Monte-Carlo est encore loin d'avoir
convergé. Pour donner un ordre d'idée sur les temps de calcul, I'obtention des PDF par I'approche
X-SFEM (calcul des champs de déplacements et post-traitement du tenseur homogénéisé) demande
ici & peu pres 35 fois (resp. 140 fois) fois moins de temps que par l'approche Monte-Carlo av2s00
tirages (resp.10000tirages).

(@ (Cwm)un (b) (Cwm )2222 (©) (Cwm)1122

(d) (Cwm 1212 (e) (Cwm )12 (f) (Cwm)2212

Fig. 1l.14 Domaine avec trou elliptique : pdf des composantes de l'opérateur de rigidité homogénéisé
Cwum obtenues par X-SFEM et par une approche de Monte-Carlo (MC)

7 Problemes a interfaces matérielles aléatoires

On s'intéresse ici au cas de milieux multi-phasés séparés par une interface aléatoire. Dans un
contexte plus général, il s'agit de problémes ou I'opérateur di érentiel comprend des paramétres dif-
férents selon la phase considérée. On montre comment la méthode X-SFEM peut étre étendue au
traitement de ce type de problémes.

7.1 Formulation d'un probleme a interface matérielle aléatoire

On choisit toujours comme probléeme modeéle un probleme d'élasticité linéaire. Le domaine d'étude
est a présent considéré déterministe mais composé de la réunion de deux domaines aléatoire6 )
et (), séparés par une interface( )= @ 1( )\ @ 2( ) (voir gure III.15). Sur le domaine i, les
propriétés matérielles sont caractérisées par un tenseur d'élasticit€ ;. On peut travailler dans ce cas
dans I'espace fonctionnel

W=V S V=fv2 HY) %v=0sur g0 S=L? ;dP)
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Fig. 11.15 Probléme a interface matérielle aléatoire

La formulation variationnelle du probléme peut alors s'écrire :

u2WwW,; A(u;v)=B(v) 8v2W (111.80)
ou
v Z Z
A(u;v) = "(v):Ci:"(u)dxdP() (111.81)
z z ' O 2z
B(v)= v f dxdP( )+ v F dsdP() (111.82)

2

On considére que l'interface( ) est représentée par l'iso-zéro d'une fonction level-set aléatoire( ; ).
Les deux domaines aléatoires peuvent alors étre caractérisés de la maniére suivante :

1()="fx2; (x;)<0g 2()=1fx2; (x;)>0g (11.83)
La forme bilinéaire du probléme peut alors s'écrire simplement :
zZ Z
A(u;v) = "(V)(CH(C (x5 )+ CoH( (x5 )t "(u)dxdP() (11.84)

7.2 Approximation éléments nis stochastiques standard

L'espace de travail W = V S ayant une structure de produit tensoriel d'espaces, on peut alors
introduire au niveau spatial et stochastique des espaces d'approximation classiques et dé nir ainsi

Whp =Vh S, Vh VS S

- L . P
On choisira pour Vy, un espace dapproximation éléments nis :V, = fv(x) = LX)y =
" (x)v; v 2 R"g. L'approximation de Galerkin unp 2 Wh.p du probléme (111.80) se rameéne alors a la
résolution du probléme : trouveru 2 R" S tel que

E(vAu)= E(v'b) 8 2R" S (111.85)
ou les coe cients de la matrice aléatoire A et du vecteur b sont dé nis par
Z
(ACDi = "C):(CH(C (6 )+ CaH( (x; )= "( ) dx (111.86)
Z Z
(b()i= ; fdx+ " Fds (1n.87)

2

La matrice A et le second membreb possédent exactement la méme structure que pour le cas des
problémes dé nis sur des domaines aléatoires. La méthodologie de résolution présentée dans le para-
graphe 6 s'applique donc directement a la résolution du probléme I(1.85).

Bien gu'une approximation éléments nis classique soit naturelle pour la résolution de ce pro-
bleme, il est bien connu dans le cadre déterministe que la précision et les propriétés de convergence

des approximations éléments nis sont nettement détériorées lorsque le maillage n'est pas conforme a
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la géométrie de l'interface matérielle. Dans le cas d'une interface matérielle, on sait notamment que
la solution posséde une discontinuité dans ses dérivées (discontinuité du gradient de déplacement).
Cette discontinuité est naturellement prise en compte lorsqu'on utilise une approximation éléments
nis C° sur un maillage conforme a l'interface. Elle n'est cependant plus représentée lorsque linter-
face traverse les éléments. En réalité, ce manque de régularité de la solution s'observe également au
niveau stochastique, ce qui se traduit par une dépendance de( ) en fonction des variables aléatoires
di cile & représenter dans des espaces d'approximation stochastique standards.

Dans le cadre déterministe, la méthode X-FEM permet de résoudre cette di culté en enrichissant I'es-
pace d'approximation par des fonctions judicieusement choisied p1, 114. Le procédé d'enrichissement
est basé sur la méthode de la partition de I'unité 110.

7.3 Méthode de partition de l'unité

La méthode de la partition de 'unité [11( est une méthode relativement générale pour la construc-
tion d'espaces d'approximation. Apres un rappel des principes introduits dans 10, on étendra la
méthode au cadre stochastique.

7.3.1 Cas de l'approximation de H2()

On s'intéresse ici au cas de la construction d'un espace d'approximation dd *() . Le premier point
consiste a opérer un recouvrement de par un ensemble d'ouvertsf ;gi2;. On introduit ensuite un
ensemble de fonctiong' ;gj», dé nies sur et véri ant les propriétés suivantes (partition de l'unité) :

supp(' i) i X "i=1 sur (111.88)
i21

Un espace d'approximationV de H() peut alors étre dé ni par

X
v=" 0y
i21

oulesV; H?( ;\ ) sontdes espaces de fonctions a dé nir. Les fonctions d'interpolatioh; associées
a un maillage éléments nisT, de forment une partition de I'unité associée au recouvremenf ;g,
constitué des supports des fonctions ;. ; est composé de la réunion des élémenks 2 Ty, contenant
le noeudx; du maillage.

Si on choisit pour V; I'ensemble des constantes, I'espacé coincide avec l'espace engendré par les
fonctions d'interpolation ' ;. C'est lI'espace éléments nis de base. Si on choisit pouy; les fonctions
polyndmiales de degréqg, I'espaceV est un espace éléments nis de degr§+ 1. Par cette approche
générale, les approximations éléments nis classiques peuvent étre enrichies par l'introduction de
fonctions additionnelles dans les espaceg. Ces fonctions additionnelles peuvent étre basées sur une
connaissancea priori de la solution ou sur des résolutions numériques ou analytigues de problémes
auxiliaires. Cette méthode de la partition de l'unité est a la base de nombreuses extensions de la
méthode éléments nis : X-FEM [115, 44], GFEM [159, ...

7.3.2 Extension au cadre probabiliste

On s'intéresse a présent a la construction d'un espace d'approximation dél () L2( ;dP).
En suivant le principe précédent, on commence par dé nir une partition de l'unité sur L?( ;dP ).
On dé nit un recouvrement d'ouverts f jngJ de . Les fonctions indicatricesf jgj>; de ces ouverts
forment une partition de l'unité :

. X
supp( ) I j =1 sur (11.89)
j23
Notons M = f(i;j);i 2 I;j 2 Jg. On peut alors dé nir le recouvrement f ngmaw de , avec
(i) = i I'. Les fonctionsf mgmam, dénies par ()(x; ) = "i(x) j( ) forment alors une

88



7. Probléemes a interfaces matérielles aléatoires

partition de l'unité sur le recouvrement f Omaom :

X
supp( m)  m; m =1 sur (111.90)
m2M

Un espace d'approximationW de H() L2( ;dP ) peut alors étre dé ni par

X X
W = mWm = i JW(”) (|||91)
m2M i21;j 23

ou lesW;y H i\ ) L2 \ J:dP) sontdes espaces a choisir. Si on choisit pour les espaces
Wy, les espaces de fonctions polynémiales de deggépar rapport a x et polyndmiales de degrép
par rapport a , on montre aisément queW correspond a un espace d'approximation éléments nis
de degrég+ 1 au niveau spatial et éléments nis de degrép au niveau stochastique. C'est le type
d'approximation introduit dans [ 40] (éléments nis au niveau spatial et stochastique). Le casq =0,
que I'on considére par la suite, correspond & une approximation éléments ni®* classique au niveau
spatial.
Par la suite, on se contentera d'une partition triviale f g au niveau stochastique et on identi e
donc M a |. L'espace d'approximation W correspond alors & une approximationP?! spatiale et a
une approximation par chaos polyndémial généralisé de degng au niveau stochastique. On dé nit les
fWidi2) par

W; = spanfH (); 2Ipg

Dans ce cas, une fonction dei 2 H1() L2( ;dP ) s'écrira bien sous une forme classique

u(x; )= X i)uUi(x; ) Ui 2 W (111.92)
g x

,oou(x; )= i)H (ui; 5 u; 2R (111.93)
i21 2lp

L'espace d'approximation W est alors I'espace éléments nis stochastiques spectraux classique. En
utilisant une telle approximation pour chaque composante du vecteuru 2 W, cela conduit a la dé -
nition de I'espaceW.p introduit précédemment.

On peut a présent enrichir les espace$V; par des fonctions additionnelles. Pour cela, on peut
s'aider d'une connaissance a priori des propriétés de la solution.

7.4 Enrichissement de l'approximation dans le cas d'une interface matérielle
7.4.1 Principe de I'enrichissement

Pour notre probléme d'interface matérielle aléatoire, il serait intéressant d'introduire dans certains
espacesd/; des fonctions additionnelles permettant de capturer l'irrégularité de la solution au niveau
spatial et stochastique. En s'inspirant des travaux dans le cadre déterministel61, 114], on propose
de choisir W; de la maniére suivante :

W; = spanfH (); 2lpg, i2In* (111.94)
Wi = spanfH ( ); 21Ipg[ spanfH () (x; ); 2lpg i21* (111.95)

ou I * désigne un sous-ensemble de supports; enrichis et ol est une fonction pour laquelle on
discutera de di érents choix plus loin. Une approximation u 2 W pourra alors s'écrire

u= L iOOU(X; ) U 2 W, (111.96)
i21

ou sous la forme équivalente suivante :

i= " ) ) & )al (); aial 2spanfH g2, (1.97)
iXI X i21+ X X
= CIOOH (a; + L) (G OH () a sa) 2R (111.98)
i21 21p 21+ 2lp ' '
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On notera que pour une réalisation donnée, la forme (11.97) correspond a la forme proposée dans
le cadre de la méthode X-FEM déterministe 61, 114]. En utilisant une telle expression pour chaque
composante du vecteuru 2 W, cela conduit a la dé nition d'un espace d'approximation enrichi, noté
W{.p par la suite.

7.4.2 Calcul de I'approximation de Galerkin

On peut exprimer une fonctionu 2 W;., de la maniére suivante :

X1 X2
u )= ia) ) 06T (); aa 2% (111.99)
i=1 i=1
X1 X Xz X
= LOOH (Da + o) (x;)H ()&l ;& ;&) 2R (111.100)
i=1 2lp i=1 2Ip

ou :fliinpg!f 1:i:nig et oules' ; sont les fonctions dinterpolation vectorielles. On notea 2
R S eta* 2R™ S les vecteurs aléatoires regroupant les degrés de liberf@;g et fa’ g dé nis
dans I'équation (111.99). On note alorsu = (a' a*T)T 2 R" Sp, avecn = ny+ ny. L'approximation de
Galerkin up.p 2 W;;P du probléme (I11.80) conduit alors a la recherche deu, solution d'un probléme
classique de type [11.85) ou la matrice A peut s'écrire sous la forme suivante :

|

_ Aa A
AS a T AT (111.101)
avec
4
(Aaa)ij =  "( i) (CH( )+ CoH( ) :"(j)dx (111.102)
4
(Aaa )i =(Agraii = "( ):(CH(C )+ CoH( ) :"( ) )dx (111.103)
Y4
Aaa )i = "C @ ):i(CiH(C )+ CoH( ):"( ) )dx (111.104)

La résolution du systéme (I1.85) nécessite alors les mémes ingrédients que ceux décrits dans la section
6 : intégration stochastique adaptée pour décomposer les matrices éléments nis élémentaires sur une
base stochastique et assemblage des quantités élémentaires.

Remarque [11.9

Bien que W ait dans le cas traité une structure de produit tensoriel d'espaces, on notera que
I'espace d'approximation W;;P perd cette structure. Les degrés de libertéu doivent donc étre
manipulés avec précaution. Par exemple, I'espérance du champ de déplacemanfx; ) ne peut
pas étre obtenue par d'une simple espérance des degrés de libeut¢ ).

7.4.3 Choix de l'enrichissement

A présent, la question est de savoir comment choisir la fonction et I'ensemble des supports enri-
chis. Nous illustrerons ce choix sur un exemple simple d'un domaine=[0 ;1] [O; 1] et une interface
matérielle verticale dé nie par l'iso-zéro de la level-set (x; ) = X ,ou 2 U(0:3,0:7) est une
variable aléatoire uniforme (voir gure I11.16). On illustrera pour chaque cas l'ensemble des éléments
enrichis T, Tp, ayant une contribution dans I'assemblage des termes associés aux nouveaux degrés
de liberté a*. Ce sont les éléments contenus dans les supports enrichis et intersectant possiblement le
support spatial de la fonction

To =K 2TwiK [ 20 & P (K\ supp( (; )6 ;) > Og
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Fig. 1l1.L16 [lllustration : maillage de = [0 ;1] [0;1], interface matérielle verticale d'équation
= X =0 avec 2 U(0:3;0:7)

Choix 1
Un premier choix consiste a prendre pour la fonction la valeur absolue de la level-set, soit
= j j. Cette fonction posséde en e et les irrégularités souhaitées au niveau spatial (discontinuité
des gradients a la traversée de ) et également au niveau stochastique. Cette fonction peut s'écrire :
CP 00 s x2 a0
, . i i(X) i si X 1
X; )=j (x;)j= p 2l ' :
(i )=1 0 20100 1) s x2 o)
ou les' j sont les fonctions d'interpolation éléments nis scalaires. L'ensemble des supports enrichis
sera choisi de la maniére suivante :

I"=fi21;P ( i\ ( )6;)>0g (111.105)

ce qui équivaut a I'ensemble des noeuds du maillage dont le support a une probabilité non nulle d'étre
coupé par l'interface (gure 111.17). La gure 1l11.18illustre quelques réalisations de la fonction . Dans
le cadre déterministe, il a été montré numériquement 114 que cette fonction d'enrichissement ne
permet pas d'obtenir une convergence optimale de I'approximation éléments nis (convergenc®(h?)
en normelL?).

Fig. 111.17 lllustration du choix 1 : ensemble des noeuds enrichis* () et éléments nis enrichis
K2T,

Fig. 111.18 lllustration du choix 1 : 4 réalisations de la fonction
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Choix 2
Un autre choix possible, inspiré de 114, consiste a prendre

P . . .

()= 00l OF ] i P OO ) s 2 )

i21 i21 |(X)(J |( )J |( )) si x2 2( )

L'ensemble des supports enrichid * est encore dé ni par (I11.105. On notera une particularité de
cet enrichissement : pour donné, la fonction (x; ) est non nulle uniguement sur les éléments nis
coupés par l'interface (voir 'ensemble des éléments nis enrichid} sur la gure 111.19). Dans le cadre
déterministe [114], il a été montré que cette fonction permet de retrouver la convergence optimale
d'une approximation éléments nis conforme a l'interface (convergence erD(h?) en normeL?). Ce-
pendant, dans le cadre stochastique, cet enrichissement présente des inconvénients. Pour calculer la
décomposition de la matriceA sur une base stochastique, on procéde a un assemblage de matrices élé-
mentairesA g , K 2 Ty. Le calcul des coe cients de la décomposition deA  sur une base stochastique
nécessite alors l'intégration stochastique déA g ( )H ( ). Pour K 2 T;, il apparait dans l'intégrande
la restriction de (x; ) al'‘élémentK, soit k : K I R. Or cette fonction g s'avére avoir pour
support un petit ensemble deK , correspondant aux réalisations 2 telles queK \ ( )6 ;.
Dans le cas ou la plage de variabilité de est grande ( balayage de plusieurs bandes d'éléments ), on
doit donc intégrer une fonction qui au niveau stochastique a une faible probabilité d'étre non nulle.
Les procédures d'intégration proposées dans 3 s'appliquent encore mais nécessitent alors un haut
degré de précision, ce qui engendre des co(ts de calcul prohibitifs. Un autre inconvénient est que la dé-
pendance en des degrés de liberté@a( ) et a* ( ) s'avere peu réguliére. Les approximations spectrales
stochastiques classiques possédent alors de mauvaises propriétés de convergence.

Fig. 111.19 lllustration du choix 2 : ensemble des noeuds enrichis* () et éléments nis enrichis
K2T,.

Fig. 111.20 Illlustration du choix 2 : 4 réalisations de la fonction

Choix 3
Un dernier choix envisagé consiste a prendre
(P ‘ _
(x: )= P2 i)+ () sio x2 1()

20 i) i( ) st x2 ()
ol est une constante. L'ensemble des supports enrichis est choisi commé = 17 [ 1, avec

1F=fi21;P( i\ ( )6;)>0g (111.106)
I =fi2Inf;9 217 :xi2@9g (111.107)
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I{ est donc I'ensemble des noeuds dont le support est possiblement coupé par l'interface (comme
précédemment) etl; est un ensemble de noeuds complémentaires, connectés aux suppdrs (voir
gure lI1.21). La fonction proposée est en réalité une modi cation de la fonctio( j j) qui consiste,
dans le développement sur la base d'interpolatiori’ ;g, & ne considérer que les noeuds . Cela permet
d'obtenir, pour  xé, un support spatial con né a I'ensemble des supportsl; possiblement coupés
par l'interface (voir la gure [I1.22). Le paramétre est choisi en pratique de la maniére suivante :

sup j ()i

i21+; 2
On s'apercoit que ce choix permet d'améliorer le conditionnement du probléme discrétisé (notamment
par rapport & = 0). Des études plus poussées sur l'in uence de ce paramétre restent cependant a
mener. D'aprés les expériences numériques menées, ce choix deonserve les bonnes propriétés de
convergence du choix 2 dans un cadre déterministe. Dans le cadre stochastique, ce choix permet de
remédier aux inconvénients du choix 2. L'intégration stochastique se trouve facilitée par le fait que le
support de g, pour K 2 T}, est tout entier. De plus, les degrés de libertéa et a* retrouvent une
bonne régularité au niveau stochastique, ce qui rend possible leur développement par des approches
spectrales classiques (choix classique de fonctions polynémiales pour Hs).

Fig. 11.21 lllustration du choix 3 : ensembles de noeuds enrichis; ( ) et 1; (=) et éléments nis
enrichisK 2 T,

Fig. 111.22 lllustration du choix 3 : 4 réalisations de la fonction

7.5 lllustrations

On trouvera un ensemble d'applications dans 37, 122. Ces applications illustrent I'in uence du
choix de I'enrichissement sur la qualité de I'approximation.
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8 Conclusions et perspectives

Ce chapitre a présenté une méthode de résolution d'équations aux dérivées partielles dé nies sur
des domaines aléatoires. Un point clé de la méthode réside dans l'utilisation de la technique des level-
sets dans un contexte probabiliste, permettant de représenter simplement des géométries aléatoires
complexes et de reformuler le probléme sur un domaine ctif déterministe qui ne tient pas compte de
la géométrie. La reformulation du probléme autorise une construction classique d'espaces d'approxi-
mation, conduisant & une bonne précision de la solution approchée. Cette solution est explicite en
fonction des variables aléatoires de base, ce qui autorise des post-traitements probabilistes rapides.
Des techniques numériques ad-hoc ont été proposés pour la résolution des problemes discrétisés.

Cette méthode permet déja un gain signi catif en temps de calcul par rapport & des techniques
d'intégration stochastique directe avec remaillages. Cependant, un enjeu a court terme concerne I'op-
timisation de I'étape de résolution numérique a n de diminuer encore les codts de résolution. Les algo-
rithmes d'intégration spatiale et stochastique proposés pour la construction des problémes discrétisés
permettent d'atteindre relativement précisément I'approximation de Galerkin idéale (en approchant de
maniére précise les formes bilinéaire et linéaire du probléme). Cependant, ces algorithmes engendrent
un codt de calcul important qui freine l'utilisation de la méthode pour des problémes de plus grande
taille. Les résultats obtenus montrent cependant une grande robustesse de l'approche de Galerkin
stochastique, qui s'avere trés stable vis-a-vis des erreurs d'intégration (des crimes variationnels). Cela
permet d'imaginer l'utilisation de procédures d'intégration grossiére réduisant considérablement les
co(ts de calcul. Des critéres devront étre proposés a n de bien maitriser cette étape d'intégration des
problémes discrétisés. Ces développements, couplés avec l'utilisation d'un solveur GSD (voir chapitre
Il) devrait permettre de résoudre des problémes de trés grande taille en des temps de calcul raison-
nables.

Dans sa forme actuelle, la méthode permet d'envisager le traitement de nombreux problémes d'in-
térét en calcul de structures. Des applications pratiques restent a mettre en oeuvre an de mieux
valider la méthode. Si on oublie un moment l'aspect aléatoire, la méthode peut étre vue comme une
méthode de construction de surface de réponse. En phase de conception, cette méthode pourrait étre
avantageusement utilisée dans une problématique d'optimisation de forme.

L'extension des principes de partition de l'unité au cadre stochastique permettra a court terme
d'aborder le calcul de structures en présence de ssures aléatoires, pour lequel I'enrichissement des es-
paces d'approximation s'avére nécessaire. Le principe d'enrichissement de I'approximation stochastique
pourrait également étre appliqué a d'autres problématiques ou les bases d'approximation stochastique
classiques ne permettent pas une bonne représentation de la solution. On peut noter qu'une procé-
dure d'enrichissement similaire a été introduite dans §0] pour la résolution de problémes aux valeurs
propres aléatoires.

Une derniére perspective concerne les problemes d'évolution de géométrie aléatoire, ce qui deman-
dera d'étendre au cadre stochastique les outils propres a la méthode des level-sets. En dehors du calcul
de structures (e.g. évolution aléatoire de ssures, ...), ce point devrait permettre d'aborder d'autres
applications d'intérét nécessitant le suivi de fronts aléatoires.
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Chapitre IV

Quanti cation des incertitudes

Dans ce chapitre, on introduit quelques points-clés de I'étape de modéli-
sation probabiliste. Di érents outils sont présentés pour la quanti cation
des incertitudes a partir d'expériences (ou observations), permettant la
construction d'un espace de probabilité de travail. On insistera plus par-
ticulierement sur les approches de représentation fonctionnelle des in-
certitudes. Dans le cadre de ces approches, plusieurs contributions sont
apportées : méthodes de calcul des représentations fonctionnelles, re-
présentation adaptée pour le cas de variables aléatoires multi-modales,
identi cation de géométrie aléatoire.
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IV. Quanti cation des incertitudes

1 Problématique et contexte scienti que

Au cours d'une analyse probabiliste d'un modéle physique, les méthodes présentées dans les cha-
pitres précédents ne constituent que I'étape dite de propagation des incertitudes a travers ce modele.
Un autre aspect essentiel de cette analyse concerne la modélisation des incertitudes sur les parameétres
d'entrée du modele (étape de quanti cation des incertitudes). La construction d'un modéle probabi-
liste s'appuie généralement sur un ensemble de données, provenant d'observations ou d'expériences.
Di érentes démarches classiques de modélisation probabiliste peuvent alors étre envisagées. Le choix
d'une démarche particuliére dépend généralement du type et du nombre de données a disposition. Les
mathématiques statistiques, qui peuvent étre vues comme le pendant expérimental de la théorie des
probabilités, fournissent un certain nombre d'outils pour la quanti cation des incertitudes a partir de
données. Ces outils reposent classiquement sur une vision paramétrique des incertitudes. Cette vision
consiste a présupposer une famille de lois de probabilité paramétrées pouvant re éter les données
observées. L'identi cation d'une loi particuliere passe alors par l'estimation des paramétres de la loi,
I'obtention d'une telle estimation pouvant découler de I'application de di érents principes : maximum
de vraisemblance, approche bayésienne...

Les approches paramétriques s'appuient généralement sur des choix classiques pour les familles de
lois de variables aléatoires. Cependant, ces lois classiques ne permettent pas toujours de représenter
delement les observations. Une alternative, qui fait I'objet de quelques travaux récents, consiste a
représenter les variables aléatoires a l'aide de développements sur des bases de fonctions telles que
les bases de chaos polynémial introduites dans le chapitre[169, 63, 155. Cette approche permet
de représenter une large gamme de lois de probabilité et surtout ne suppose pas une forme dedoi
priori . Elle peut étre encore vue comme une vision paramétrique en statistique inférentielle, ou les
parameétres de la famille de lois sont maintenant les coe cients apparaissant dans le développement
des variables aléatoires. Elle permet en particulier de représenter des variables aléatoires ayant une
structure de dépendance complexe. Cette approche a notamment été appliquée a la modélisation
probabiliste de processus stochastiques non gaussierisip, 132, 42, 59. Un autre grand intérét de
cette approche est de fournir un cadre d'identi cation général, conduisant a une représentation des
incertitudes sous une forme adaptée a I'utilisation des méthodes de calcul stochastique présentées dans
les chapitres précédents. Cependant, une premiére limitation de cette approche est qu'elle conduit a
I'identi cation d'un grand nombre de parameétres. Notamment, |'utilisation d'un principe de maximum
de vraisemblance 42] conduit a un probleme d'optimisation de trés grande taille, dont la résolution
est rendue di cile par la nature de la fonctionnelle a optimiser. Ces approches par développement sur
chaos polynémial s'averent relativement bien adaptées a la représentation d'une large classe de lois de
probabilité. Cependant, les bases de représentation classiques s'avérent inadaptées a certains types de
lois, telles que les lois multi-modales.

Mes travaux de recherche apportent quelques contributions au développement et a I'application
de ces méthodes de représentation sur bases fonctionnelles. Un premier point a consisté a améliorer
les algorithmes d'identi cation des développements sur chaos polyndmial utilisant un principe de
maximum de vraisemblance. Le probléme d'optimisation associé, formulé sur une variété de Stiefel
[42], est transformé en un probléme d'optimisation sans contrainte en introduisant une paramétrisation
minimale de la variété. Un autre point concerne le développement d'une méthode e cace pour un
calcul rapide des développements sur chaos généralisé. Cette approche est basée sur une méthode de
projection utilisant la fonction de distribution empirique des échantillons. Elle s'applique en pratique
au cas de l'identi cation d'une variable aléatoire, voire de plusieurs variables aléatoires si le nombre
d'échantillons est su samment grand. Ces di érentes contributions seront présentées dans la section
3, aprés avoir rappelé les principes des approches de représentation fonctionnelle des incertitudes.
Une autre contribution porte sur l'identi cation de lois multi-modales, pour laquelle il est proposé
une représentation fonctionnelle adaptée et des algorithmes associés. La méthode proposée, détaillée
dans la section4, peut étre interprétée comme une méthode de projection conditionnelle sur chaos
polyndmial. En n, la méthodologie de représentation fonctionnelle des incertitudes a été appliquée
a l'identi cation de géométries aléatoires. L'objectif de ce travail, présenté dans la sectiorb, est de
fournir une modélisation probabiliste adaptée au calcul par la méthode proposée dans le chapittd.

96



2. Modélisation probabiliste

2 Modélisation probabiliste

On rappelle ici brievement deux grandes méthodes pour la construction de lois de probabilité
de paramétres incertains : le principe du maximum d'entropie et les statistiques mathématiques.
Une présentation plus détaillée des méthodes de statistique inférentielle pourra étre trouvée dans de
nombreux ouvrages (voir par exemple 144, 136, 53)).

2.1 Maximum d'entropie

Quand on cherche a modéliser la loi de probabilité d'une variable aléatoireX a valeurs dansX,
connaissant un certain nombre d'informations sur cette loi, on peut recourir au principe du maximum
d'entropie. Ce principe repose sur une vision non-paramétrique en modélisation probabiliste, par op-
position aux modélisations paramétriques qui reposent généralement sur le choipriori d'une famille
paramétrée de lois de probabilité.

Si on désigne parpx : X ! R* la fonction de densité de probabilité deX, on dé nit I'entropie
E(px ) associée gx par : 7

E(px) = . X (x) log(px (x))dx

Cette notion d'entropie, introduite dans [149, donne une mesure de l'incertitude associée a la loi de
probabilité px . En général, des informations sur cette loi sont disponibles (observations, jugements
d'experts) et fournissent des contraintes a imposer sur la loi recherchée. Le principe du maximum
d'entropie [74, 76] consiste alors a choisir comme modélpx la loi de probabilité maximisant cette
mesure d'incertitude sur I'ensemble des lois satisfaisant les contraintes souhaitées. En d'autres termes,
cela revient a choisir comme modeéle celui qui prend uniquement en compte l'information disponible.
Par exemple, si aucune information n'est disponible, la loi maximisant I'entropie est la loi uniforme
sur X.

Une situation classique correspond au cas ou l'information disponible peut se traduire par les
contraintes suivantes sur la mesure de probabilité :
4

. g (X)px (X)dx := E(gi(X))= di i=0:Nc (IV.1)

avecg : X! R. En prenant go(x) =1 et dp =1, on impose que la loi de probabilité soit bien une

mesure de masse unitaire. Le choix de fonctiongi(x) = x' permet plus généralement d'imposer les
moments de la variablesX , obtenus a partir d'observations ou de jugements d'experts. Le principe

du maximum d'entropie consiste alors a rechercher une Igdx maximisant E(px ) sous les contraintes

(IV.1). En introduisant des multiplicateurs de Lagrange f ig:\':%, le probléeme se rameéne a la recherche
du point selle du Lagrangien

Ne Z
H(px; 055 ne) = E(px) o 00k (dxd
i=0
On montre alors que la loi de probabilité prend la forme

Nc
px (X) = exp(. 19 (X))

i=0

ou les paramétres ; peuvent étre déterminés par les contraintes IV.1).

2.2 Statistique inférentielle

Les méthodes de statistique inférentielle tentent de modéliser la loi de probabilité d'une variable
aléatoire X en se basant sur des échantillonf;x(k)gsz1 de cette variable. Les approches classiques se
placent dans le contexte de modéles paramétriques, pour lesquels une famille de lois de probabilité
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paramétrées est choisia priori . L'objectif de la statistique inférentielle est alors de fournir une estima-
tion de ces parametres a partir des échantillons. On rappelle ici deux méthodes permettant I'obtention
d'une estimation des paramétres de la loi : le principe du maximum de vraisemblance et l'approche
bayésienne.

2.2.1 Maximum de vraisemblance

Notons px (ja) une famille de lois paramétrées par un ensemble de paramétres2 A. Une hypo-

de méme loi de probabilitépx ( ja). La vraisemblancel (a; x) d'un ensemble de parameétres, connais-
sant la réalisation x de X, est alors dé nie par :

L(a;x) = px(xja) (IV.2)

Etant donnée I'hypothese d'indépendance des variableXy, on obtient I'expression classique de la
vraisemblance :

\ .
L@x) = px(xMja) (IV.3)
k=1
Le principe du maximum de vraisemblance consiste alors a choisir comme estimate@irdu parameétre
a celui maximisant la vraisemblance :
&= argmax L(a;x)
azA
La résolution de probléme peut étre analytique pour certains types de lois. De maniére générale,
on pourra tenter de résoudre ce probléeme numériquement en utilisant un algorithme d'optimisation
standard.

2.2.2 Inférence bayésienne

En inférence bayésiennel[36, 53], les paramétres de la loi eux-mémes sont considérés aléatoites
Notons A une variable aléatoire a valeurs dan®\ représentant les parametres aléatoires de la loi dX .
Le premier point consiste a postuler une loia priori pa(a) pour ces parameétres. Le choix de cette loa
priori est un des points délicats de l'inférence bayésienne et nécessite le plus souvent une information
préalable sur le modéle a identi er. Un jugement d'expert peut généralement aider a faire ce choix ou
sinon, on optera généralement pour un choix de loi non informative. La connaissance des données,
i.e. X = x, permet ensuite d'améliorer le modéle probabiliste des parameétres. On introduit alors la loi
a posteriori des paramétres, dé nie comme la loi conditionnelle du paramétre sachant les données :

Pajx (8j%)

Connaissant cette loi a posteriori, on peut alors dé nir un estimateur ponctuel & des parametres
(classiquement la moyenne, mode ou médiane de la lai posteriori) et méme obtenir directement les
incertitudes liées a cette estimation : variance, intervalles de con ance...

D'aprés la formule de Bayes, la loia posteriori s'exprime de la maniére suivante :

Pxja (Xja)pa (a)
Px (X)

ol pxja (Xja) n'est autre que la vraisemblance. (a; x) du parametre a, dé nie en (IV.2). La loi marginale

px(X) des données est classiquement réécrite sous la forme
Z

px(X) = A Pxja (Xia)pa(a)da

Pajx (ajX) = (IV.4)

Yla dé nition de paramétres aléatoires peut étre vue comme une maniére de quanti er une erreur de modélisation
probabiliste (i.e. du choix du type de loi).
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L'estimation de la loi a posteriori nécessite donc le calcul deRA Pxja (Xia)pa(a)da, qui s'avere en
pratique délicat d'un point de vue analytique ou numérique. Deux approches sont classiquement
utilisées pour l'estimation numérique de la loia posteriori : des techniques d'intégration numérique
ou des techniques de simulation de Monte-Carlo. Parmi ces derniéres, on peut citer les méthodes
Markov-Chain Monte-Carlo (MCMC) dont le principe consiste & simuler une chaine de Markov dont

la loi stationnaire est la loi a posteriori [156]. L'algorithme classique de Metropolis-Hastings 111, 72
permet notamment de simuler cette chaine.

3 Représentation fonctionnelle des incertitudes et méthodes d'identi ca-
tion

On présente ici les méthodes de représentation fonctionnelle des incertitudes dans le cas ou I'on
cherche a identi er la loi d'un vecteur aléatoire X, a valeur dansR", en connaissant un ensemble
d'échantillons fx)g2 . de ce vecteur.

3.1 Deécomposition de type chaos polyndémial

On considere queX est un vecteur aléatoire du second ordre et qu'il existe un mapping : R™ ! R"

tel que X = g( ), ou = ( 1;:::; m) est un vecteur aléatoire deR™ de loi de probabilité connue
P , de support R™. On note ( ;B ;P ) l'espace de probabilité de dimensiorm dé ni par . Le
vecteur X admet alors un développement sur le chaos (au sens généraliséb¥| qui s'écrit :
X
X()= X H () (IV.5)
21m

oufH g o m estune base Hilbertienne de&-?( ;dP ), muni du produit scalaire usuel< ; > L2( :dP )-
Les coe cients X de la décomposition peuvent alors étre simplement dé nis comme la projectioih 2
de g sur les fonctions de based :8 2 1™,

Z

X =<g;H >2 gpy= E(@()H ()= g(y)H (y)dP (y) (IV.6)

Sans perte de généralité, on supposera que les variables aléatoiresont indépendantes et identique-
ment distribuées, de loi de probabilité P ayant pour support R. Dans le cas d'une représenta-
tion sur chaos polynémial, les fonctions de base sont des polynémes multi-dimensionnels. En notant
I™ = N™ |'ensemble des multi-indices de dimensiom, les fonctionsH peuvent s'écrire :

H()=h,(1):::h ,(m) (IV.7)

ou lesfhjgjon forment une base de polynémes orthonormés de?( ;dP ). Une représentation ap-
prochée du vecteur aléatoire sera alors recherchée sous la forme d'une décomposition tronquée sur un
chaos polynémial de degré :

X
X() X H (() (IV.8)
21
oIy =f 21™=N";j j6 pg. On notera par la suite I]' = f ¢;:::; pg, avecP +1= (';‘]Tg,)'
Par convention, le premier multi-indice ¢ = (0;:::;0) est associé au polyndme constant unitaire

H,=1.
Remarque V.1

On notera que la dimensionm du germe peut a priori étre prise di érente de n. Dans le cas
de variables X indépendantes, le choixm = n apparait clairement judicieux. PAr contre, dans le
cas de variables dépendantes, une dimensian < n peut étre su sante. Le choix de m doit étre
optimisé en fonction des données4p).
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Remarque V.2

Il peut arriver en pratiqgue que la représentation des variables aléatoireX; nécessite des dévelop-
pements sur des bases polyndmiales di érentes. On se reportera au chapitr@our une description
détaillée des bases fonctionnelles classiques.

3.2 Identi cation par les techniques d'inférence classiques

Le probléeme d'identi cation de la loi du vecteur aléatoire X est donc ramené a l'identi cation
des coe cients fX ¢ 21 de la décomposition (V.8). Ces coe cients constituent I'ensemble des pa-
rametres a identi er a partir des données. Les techniques de statistique inférentielle présentées dans le
paragraphe 2 peuvent alors étre utilisées. Dans g9, les auteurs appliquent une approche bayésienne
pour l'identi cation des coe cients (dans le cas particulier d'une seule variable aléatoire a identi er).
Cette approche permet I'obtention d'informations complémentaires sur I'estimation des coe cients :
variances, intervalles de con ance... On présente ici une stratégie basée sur le principe du maximum
de vraisemblance, introduite dans {12]. On discutera notamment de la résolution du probléme d'opti-
misation associé, pour laguelle on propose une stratégie de résolution adaptée.

3.2.1 Conservation des premiers moments des échantillons - contraintes sur les coe cients

En pratique, les deux premiers moments des échantillons sont des quantités statistiques relative-
ment bien estimées que I'on peut chercher a conserver dans le processus d'identi cation. Connaissant
la matrice de covariance et la moyenne des échantillons, on est alors capable, par une transforma-
tion linéaire classique, de se ramener a l'identi cation d'un vecteur aléatoire de variables centrées,
normalisées et décorrélées. Par la suiteX désignera ce nouveau vecteur etx(X g2, les réalisations
associées. La conservation de l'espérance des échantillons impose alors la contrainte suivante sur le
premier coe cient de la décomposition : E(X)= X , =0.Ennotant A = (X ,:::X )T 2RP "
la matrice dont les lignes sont les coe cients restant a déterminer, la conservation de la matrice de
corrélation implique la contrainte suivante sur la matrice A :

»x
E(XXT)y= X XT =ATA =1, (1V.9)
i=1
L'identi cation des coe cients, sous la contrainte de préservation des deux premiers moments des
échantillons, se rameéne donc a l'identi cation d'une matrice orthogonaleA 2 R” ". L'ensemble des
matrices orthogonales dansR” " est la variété de Stiefel compacte, noté&(P; n).

3.2.2 Principe du maximum de vraisemblance

La fonction de vraisemblance des paramétres 2 S(P;n) est dé nie par

Y
L(A)=  px(xMjA); (IV.10)

k=1
ol lesx (k) sont les échantillons etpx (jA) est la loi de probabilité jointe du vecteur X, représenté par
sa décomposition sur le chaos. L'estimation de la densité de probabilité jointe de vecteurs aléatoires
[147) est un probleme délicat, en particulier dans le cas ou on dispose de peu d'échantillons. Par
conséquent, il a été proposé dansip] d'utiliser une fonction de vraisemblance approchée (ou pseudo-
vraisemblance) :

Yoy )
L(A) = px, (X JA);
k=1 i=1
dont l'estimation ne nécessite que I'évaluation de densités marginales. En pratique, pour des raisons
numeériques, on peut utiliser I'opposé du logarithme de la vraisemblance :

X oy
f(A)= log(L(A)) = log(px; (X; 'JA)):
k=1 i=1
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3. Représentation fonctionnelle des incertitudes et méthodes d'identi cation

Finalement, un estimateur de la matrice des coe cients A est dé ni par le probléme d'optimisation
sur une variété de Stiefel compacte :

A = argmin f (A) (IV.11)
A 25(P;n)

Remarque 1V.3

Les densités de probabilité marginales peuvent étre estimées numériquement par une méthode a
noyau ( kernel density estimation ) [ 55]. Notonsfxi(s‘)gg=1 un ensemble deQ réalisations indépen-
dantes de X;, générées a partir d'une décomposition sur le chaos ayant pour coe cient?\. On
peut alors évaluer |
(k) (s)”
pxi(Xi(k)jA) iﬁ }K XN R
Q s=1

ol K est une fonction noyau et une largeur de bande.

3.3 Reésolution du probleme de maximum de vraisemblance

Le probléme (V.11) est un probléme d'optimisation dont la dimension peut étre trés grande. De
plus, sa résolution est rendue di cile par la nature de la fonction f a optimiser. En particulier, f peut
présenter des minima locaux et on peut observer en pratique que certains de ces minima conduisent
a de mauvaises représentations probabilistes dX . Une procédure d'optimisation globale est donc
nécessaire. Dans4Z, un algorithme simple de random search est proposé a n d'explorer globalement
la variété de Stiefel.

Ici, on propose d'utiliser un algorithme de random search global a n de trouver plusieurs initia-
lisations potentielles d'un algorithme de descente classique. Les tirages aléatoires de l'algorithme de
random search peuvent étre obtenus a partir d'une mesure uniforme sur la variété de Stiefeflq].
En pratique, on commence par générer un échantillon® 2 R® " d'une matrice aléatoire dont les
composantes sont indépendantes et identiquement distribuées selon la loi normahe(0; 1). On calcule
ensuite I'échantillon souhaité A = &(&AT&) 2.

A n de pouvoir utiliser une plus large classe d'algorithmes de descente et également an de ré-
duire la taille du probléme d'optimisation, le probleme d'optimisation peut étre reformulé comme
un probléme d'optimisation sans contrainte. Cela est rendu possible par une paramétrisation de la
variété de Stiefel compacteS(P;n). Notons ' 2 RY les paramétres de cette paramétrisation, ou
d=Pn n(n+1)=2estla dimension de la variété, etT le mapping

T:' 2RI7VT( )2 S(P;n);
Le probléme d'optimisation sans contrainte peut alors étre formulé de la maniére suivante :

"= argmin f(T( )) (IV.12)
' 2Rd

Une paramétrisation possible, présentée en annexg, utilise une exponentielle de matrice. En pratique,
on peut parfois observer une bonne convergence des algorithmes sans contrainte la ou les algorithmes
avec contraintes présentent des problémes de convergence.

Remarque V.4

La fonction f peut étre trés irréguliere dans certaines régions d&(P;n) et peut ainsi causer une
non-convergence des algorithmes d'optimisation. En fait, ces régions correspondent a des grandes
valeurs def, les irrégularités provenant d'une mauvaise estimation numérique des faibles valeurs
de vraisemblance. Cette évaluation peut étre améliorée en augmentant le nombre d'échantillor®
dans l'estimation de la vraisemblance par les méthodes a noyau (voir remarqu¥.3). En pratique,
comme ces zones ne sont pas des zones d'intérét, on préférera opérer plus d'itérations de l'algo-
rithme de random search a n de fournir des initialisations des algorithmes de descente en dehors
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| de ces zones.

Remarque V.5

On peut aisément montrer que la fonctionf (A) admet certaines symétries par rapport aux coef-
cients A. Cela provient des propriétés de symétrie des décompositions sur polyndmes du chaos,
pour lesquelles di érents jeux de coe cients peuvent conduire a une méme loi de probabilité du
vecteur aléatoire. Il en résulte que le probléme d'optimisation(lV.11) peut admettre plusieurs
solutions.

Remarque V.6

Des algorithmes d'optimisation sur les variétés de Stiefel existent dans la littérature47]. Notam-
ment, il existe des algorithmes a gradients tenant compte de la géométrie spéci que (Riemannienne)
de la variété. L'utilisation de tels algorithmes pourrait étre envisagée dans notre cas.

3.4 Meéthode de projection basée sur la fonction de distribution empirique des échan-
tillons

Les techniques d'inférence classique (maximum de vraisemblance, approche bayésienne) s'averent
relativement colteuses et conduisent a des di cultés numérigues. On présente ici une alternative
e cace pour le calcul des décompositions sur le chaos généralisé. Cette méthode est trés e cace dans
le cas ou on cherche a identi er une seule variable a valeur danR et peut étre étendue au cas de
plusieurs variables.

3.4.1 Cas d'une seule variable a identi er

On s'intéresse au cas de l'identi cation d'une seule variable aléatoireX a valeur dansX. Notons
Fx sa fonction de distribution cumulée (CDF) et px sa densité de probabilité (PDF). On introduit une
variable aléatoire de loi de probabilité P , de PDF p et de CDF F . La variable aléatoire Fy ' F ()
admet la méme loi de probabilité queX . L'inverse de la CDF Fy ! est dé nie de maniére unique par

Fyl(y)=inffx2 X R;Fx(x)>yg; (IV.13)

ou par convention on a posénff,g =supfx 2 Xg. On admettra alors que la variable aléatoireX peut
étre exprimée de la maniere suivante :

X=Ft F()=g() (1V.14)

olug2 L?( ;dP) estle mapping qui avait été introduit dans le paragraphe3.1 (avecm =1 etn = 1).
Une décomposition deX pourra donc étre recherchée sous la forme

X
X =" Xih() (IV.15)
i=0

ou fhigl, forme une base de polyndémes orthonormés de?( ;dP ) et ol lesX; sont les composantes

de la fonction g sur cette base, dé nies par
z

Xi=<gihi > ap)= E(@ON( )= Fy{(F ()hiy)p (v) dy (IV.16)

Bien sdr, la fonction Fx n'est pas connue puisqu'on cherche justement a l'identi er. Par contre, cette
fonction peut étre estimée a partir des échantillons. Par exemple, on peut utiliser une CDF empirique
de Kaplan-Meier By ~ Fx . Cette estimation est connue en un ensemble de points ordonnésgy_, ,
tels que0 = By (x1) <:: < By (x,)=1. L'inverse de Fx peut alors étre estimée par

Fo 1y) By l(y)=inf fx 2 f xkgio; i Bx (X) >y g (IV.17)
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Les coe cients de la décomposition deX peuvent alors étre estimés numériguement en utilisant une
méthode d'intégration numérique :

z X
Xi=<gihi>12 gp)=  Fx'(F (x)hi(x)p (x) dx LBy MR (vi)) hi (v) (1V.18)
k=1
ou les! ¢ sont les poids d'intégration et lesyy sont les points d'intégration. En pratique, on utilise une
méthode de quadrature de Gauss associée a la mesyre(voir section 2.1 du chapitre |).

lllustration

On considére une variable aléatoireX lognormale de moyennel et d'écart type 0:3. On génere
Q échantillons de cette variable et on cherche a identi er une décomposition sur le chaos polynoémial
d'Hermite de degrép. On compare une approche par projection empirique (P) (avec une quadrature a
10 points de Gauss) avec une approche par maximum de vraisemblance (ML). L'approche ML nécessite
de résoudre un probleme d'optimisation sur I'hypersphéreS(p; 1). Avec une vision paramétrée de cette
variété, on se raméne a un probléme d'optimisation sup 1 variables (voir annexe C). Le tableau
IV.1 compare les deux approches en estimant la vraisemblance apres identi cation. L'approche ML
devrait en principe fournir une vraisemblance plus élevée, si le probléme d'optimisation est résolu avec
une bonne précision. Cependant, on observe ici que l'approchHe donne des valeurs de vraisemblance
relativement comparables et mémes légérement meilleures. On note que l'approche par projection se
comporte relativement bien pour un plus faible nombre d'échantillons.

Q=100 Q=1000
ML P ML P
p=1 | -20.8 -20.4| -160.5 -151.8
p=2 | -21.0 -20.4| -103.2 -102.3
p=4 | -20.7 -20.5| -98.2 -97.7
p=6 | -20.5 -20.5| -97.8 -96.5

Tab. IV.1 Comparaison entre approche par Maximum de vraisemblance (ML) et méthode de pro-
jection empirique (P) : comparaison des valeurs déog(L) obtenues pour di érents degrés de chaos et
pour deux tailles d'échantillons (Q = 100 ou Q = 1000)

Sur la gure V.1, on montre les PDF des décompositions identi ées par les deux méthodes, pour
di érents degrés de chaos. On observe que lidenti cation est trés raisonnable avec l'une ou l'autre
des méthodes. On notera également que pour un faible nombre d'échantillons, un degré élevé de chaos
semble inutile (pas d'amélioration signi cative de la vraisemblance).

En pratique, avec l'approche ML, la résolution du probléme d'optimisation est trés colteuse. La
recherche d'un optimum global peut nécessiter plusieurs appels a un algorithme de descente avec des
initialisations di érentes. Pour l'approche P, I'évaluation des décompositions est quasi instantanée
(temps de calcul négligeable).

3.4.2 Extension au cas de plusieurs variables aléatoires

Une extension de la méthode ci-dessus est possible dans le cas de plusieurs variables aléatoires.
Cette extension est basée sur une construction du mapping (dé ni dans le paragraphe 3.1) utilisant la
transformation de Rosenblatt [L37]. Par exemple, dans le cas de deux variables aléatoires, le mapping
souhaité X = g( ) s'obtient par la formule suivante :

X1= Fy(F L (0):= gi( 1) (1V.19)
Xz = szljxl(F 2(2jon( 1) = (15 2) (1v.20)

qui fait intervenir la fonction de distribution marginale Fx, ainsi que la fonction de distribution

conditionnelle Fy,ix,. En pratique, ces fonctions de distribution sont approchées par les fonctions
de distribution empiriques obtenues a partir d'échantillons. Le calcul des coe cients de la décompo-
sition de X nécessite alors d'e ectuer une intégration numérique classique sur un domaine 2D. La
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(@) Q=100, P (b) Q=1000, P

(c) Q=100, P versus ML (d) Q=1000, P versus ML

Fig. IV.1 PDF des décompositions identi ées par projection empirique (a,b) et comparaison avec
celles identi ées par maximum de vraisemblance (c,d)

di culté se situe dans I'évaluation de la CDF conditionnelle empirique, qui nécessite en pratique un
nombre important d'échantillons. Dans le cas ou peu d'échantillons sont disponibles, I'application de
la méthodologie au cas ND semble donc irréaliste.

Illustration

Cette stratégie a été appliquée au cas de deux variables aléatoires pour la modélisation probabi-
liste d'un état de mer, caractérisé par un couple de variables aléatoires hauteur-périodeH(-T). Les
échantillons, en grand nombre Q = 2183), proviennent de données satellite. On applique ici la mé-
thode de projection empirique sur un chaos polyndmial d'Hermite de degré en dimension2 (avec
une quadrature de Gauss 2D &0 20 points de Gauss). Le nombre de termes a identi er dans le
développement sur le chaos edh, 21, 45 ou 91 respectivement pourp=2, 5, 8 ou 12
La gure IV.2 illustre les lois marginales deH et T obtenues pour di érents degrés de chaos. La -
gure V.3 illustre la loi jointe obtenue pour di érents degrés de chaos. On observe ici une trés bonne
adéquation entre les PDF des échantillons et les PDF identi ées, avec une trés bonne représentation
de la structure de dépendance entréH et T. Cela nécessite cependant un haut degré de chaos (8 a
12). Avec la méthode de projection utilisée, l'identi cation du développement sur le chaos est tres
rapide. L'identi cation du développement a p = 12 avec une méthode de maximum de vraisemblance
nécessiterait la résolution d'un probleme d'optimisation sur une variété de Stiefel de dimensiod77.

Il apparait que ce probléme d'optimisation est trés colteux et trés di cile a résoudre.

(@) p (b) pr

Fig. IV.2 PDF marginales de la hauteur de houleH et de la période de houleT. Méthode de
projection empirique sur un chaos polynémial d'Hermite de degrép =2, 5, 8 ou 12 en dimension 2.
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(a) Samples (b) p=2 (c) p=5 (d p=8 (e) p=12

Fig. IV.3 PDF jointe de la hauteur H et de la périodeT de houle. Méthode de projection empirique
sur un chaos polyndomial d'Hermite de degrép =2, 5, 8 ou 12 en dimension 2.

4 ldenti cation de lois multi-modales par développement conditionnel
sur la chaos polynomial

Fig. IV.4 Densité de probabilité multi-modale

4.1 Limite du chaos polynomial classique

Une variable aléatoire X du second ordre peuta priori étre développée sur un chaos polynomial
classique. En supposant qu'il existe une fonctiomy telle X = g( ), avec une variable aléatoire donnée
etg2 L?( ;dP), ce développement tronqué au degr s'écrit :

X
X = Xihi( ); Xi:<g;hi>|_2( «dP )
i=0

ou f higion forme une base de polyndémes orthonormés de?( ;dP ). On observe classiquement qu'un
manque de régularité de la fonctiong entraine une mauvaise convergence ep de la décomposition.
C'est notamment le cas lorsqu'on cherche a décomposer une variable aléatoXeuniforme sur un chaos
gaussien ( gaussienne). Une premiére solution consiste a choisir comme germe du chaase variable
aléatoire plus adaptée 171], ce qui conduit a choisir une autre base de polynémes orthonormés.

Ce probleme de convergence apparait également pour le cas ou l'on cherche a représenter une
variable X multi-modale. Dans ce cas, les choix classiques de germes s'avérent inappropriés. Illustrons
cela sur un exemple. Prenons le cas d'une variable aléatoid¢ s'écrivant de la maniére suivante :

( a( ) si b()<

XO)= a)+ s b()> (Iv.21)
ou a;b 2 N(0;1) sont deux variables aléatoires gaussiennes indépendantes et ouet sont des
constantes. La gure IV.5 illustre la convergence par rapport ap des densités de probabilité pour
di érentes valeurs de (parameétre de séparation des modes) et pour = 0:3 (contrblant la probabilité
de chaque mode ). On observe que plus les modes sont séparés et plus le taux de convergence de la
décomposition se détériore. Pour le dernier cas, une bonne modélisation de la variable aléatoiXe
nécessitera un ordre de chaos trés grand (100).

105



IV. Quanti cation des incertitudes

@ =1 (b) =1:5 © =2

Fig. IV.5 lllustration de la convergence des décompositions sur le chaos pour di érentes lois multi-
modales. In uence du parameétre de séparation des modes

Si on utilise de telles représentations pour modéliser les variables aléatoires multi-modales en entrée
d'un modeéle physique, la recherche d'une représentation de la solution sur ces mémes bases de fonction
nécessitera un développement de degré équivalent. Les colts de calcul de ces représentations seront
alors prohibitifs avec une approche par projection non-intrusive (nécessité d'une quadrature précise et
donc de nombreuses résolutions déterministes) ou une approche de Galerkin (dimension trés grande
des espaces d'approximation).

Dans la suite, on propose une méthode permettant une représentation précise des variables multi-
modales sur un chaos généralisé de faible degré.

4.2 Mélange de lois de probabilité

Notons m le nombre de modes d'une variable aléatoireX (qui peut étre dé ni par le nombre de
maxima de la densité de probabilitépy ). On suppose qu'il existe un ensemble complet d'‘événements
f igl, sur ,ie.

i= i\ j=, pour i6|] (1vV.22)
i21

tel que la loi de probabilité de la variable aléatoire X sachant ;, notée Xj ;, estune loi uni-modale.
La loi de probabilité de X peut alors étre dé nie par : 8B 2 Bg,

xXn xXn
Px(B)= P(X '(B)= P(X B)j )P( )= Pxj (B)P( i); (IV.23)
i=1 i=1

et sa fonction de densité de probabilité par :

xn
px (X)= pxj (X)P( i) (1vV.24)
i=1

La loi de probabilité de X apparait comme un mélange des lois de probabilité des variables aléatoires
Yi = Xj i (somme pondérée de lois de probabilité) (voir illustration gure IV.4 pour une variable
aléatoire a 2 modes). L'identi cation de X est alors remplacée par l'identi cation des variablesY;, qui

sont supposées admettre de bonnes représentations sur chaos polyndmial de faible degré. Les questions
sont alors : comment dé nir la partition d'événements f g, , quel type de représentation sur chaos
utiliser et comment identi er ces représentations a partir d'échantillons ?

4.3 Dénition des ; par séparation des échantillons

On introduit une séparation arti cielle des échantillons en m ensembles d'échantillons uni-modaux,
ce gui permet de construire la partition abstraite désirée de . Notons les échantillonsfx(k)gle. On
suppose que la PDF empiriqgue permet a l'utilisateur de déterminer de maniére approximative un
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Fig. IV.6 Meélange de fonctions de densité de probabilité

ensemble de pointsfxig{ﬁl1 séparant les échantillons enm ensembles d'échantillons uni-modaux,

dé nis par
Xi=fx®:k2f1:::Qg:xM 2 [x; 1;x)g; i2fl:::mg
ou par conventionxg = 1 etxy =+ 1 .La gure IV.7 illustre cette séparation. ; est alors dé ni
de maniére abstraite comme étant I'événement conduisant aux échantillonX;. La probabilité de cet
événement peut étre estimée par
P( i)= Card(X{)=Q

Fig. IV.7 Séparation des échantillons er2 ensembles d'échantillons uni-modaux

4.4 Représentation sur chaos généralisé
Pour dé nir  ;, on introduit une partition de [0;1) dé nie par les intervalles
Bi=[z 1;z); i=1::m; (IV.25)

ou0=12zp3<z1<:::<zy=1.0n introduit alors une variable aléatoire uniforme 12 U(0;1) et on
dé nit

i= 1 XBi):=f 12Bijg i=1::m; (IV.26)

tel que pouri=1:::m,
P()=P.,B)=2z 1z 1 (IV.27)
Notons maintenant , une autre variable aléatoire, indépendante de ;. En posant = ( 1; 2), on
dé nit un espace de probabilité de dimension 2 associ¢ ;B ;P ),avec = 1 ,etP =P, P,.

La variable aléatoire X est alors vue comme une fonction de, dé nie par

xn
X()= Yi( 2)Iei( 1)
i=1

ou I g, estla fonction indicatrice de I'événementB;. En supposantqueX 2 L2( ;dP )= L?( 1;dP )
L2( »;dP ), une représentation deX peut étre cherchée sur un chaos généralisé qui s'écrit :

xn R
X = Xijhi( 2)Ie;( 1) (1v.28)
i=1 j =0
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N R . , . P
ou lesh; forment une base de polynébmes orthonormeés de?( 2;dP,). Pour i donné, J-1=0 Xijhj( 2)
apparait comme la décomposition sur chaos polyndmial de la variable aléatoire conditionnellg =
Xj i. Les coe cients de la décomposition deX sont dé nis par

1 1

Xij = WE(XI Bihj) = P( 1) Z i) (Iv.29)
= E,(l 3 X (y1;¥2)I8; (Y1) hj (Y2)p ,(y2)dy1dy> (1V.30)
= Yi(y2)hj (y2)p ,(y2)dy2 (IV.31)

4.5 Identi cation de la décomposition a partir des échantillons

On propose ici de développer une méthode de projection utilisant les fonctions de distribution de
probabilité empiriques. La variable aléatoire conditionnelleXj ; = Y; peut étre exprimée en fonction
de , de la maniére suivante :

Yi( 2)= Fyj', F.(2)

La fonction de distribution de probabilité Fy; , (ou CDF) peut étre simplement obtenue a partir de

échantillons X;. Notons Py , la CDF empirique obtenue a partir de X; et I 11 ~ son inverse. Les
coe cients de la décomposition de X peuvent alors étre estimés a partir d'une quadrature numerique
classique :

Z
Xij = Yi(y2)h; (y2)p ,(y2)dy2
Z 2
Byl (FL(y2)hj (y2)p ,(y2)dy2

kP, (F o (y2)) hj (y2) (1vV.32)
k=1

ou les! ¢ sont les poids d'intégration et lesy, sont les points d'intégration. En pratique, on pourra
utiliser une quadrature de Gauss associee a la mesupe,.

Remarque IV.7 (Autres méthodes d'estimation )

Pour l'identi cation des coecients a = fXjj;i =1:::m;j =0:::pg 2 R™P*D) de la décom-
position, l'utilisation d'une autre méthode est également possible : maximum de vraisemblance,
méthode d'inférence bayésienne. Ces méthodes, comparées a l'approche par projection condition-
nelle proposée, conduisent cependant a un trés grand codt de calcul.

4.6 lllustrations

Exemple 1

On reprend lI'exemple de la sectior.1 correspondant a une variable aléatoire bi-modale. On teste 3
cas, correspondant a = 0:3 et respectivement = 1:5, 2 et 3. Pour chaque cas, on génér® = 1,000
échantillons. Les PDF empiriques sont illustrées sur la gurelV.8. Sur la gure 1V.9, on présente les
PDF obtenues par identi cation sur un chaos polynémial gaussien classique. On observe la mauvaise
convergence du chaos quel que soit le cas étudié. Cette mauvaise convergence est d'autant plus marquée
gue les modes sont séparés. On teste alors la décomposition conditionnelle avec di érents degrés de
chaos. Une séparation arti cielle des échantillons est opérée en repérant visuellement le minimum local
de la PDF empirique ( gure 1V.8). Pour les trois cas, on choisit respectivementk; = 0, 0:2 et O pour
valeur de séparation. On observe sur la gurelV.10 que la représentation proposée est trés bonne,
méme pour des faibles degrés de développement.
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(@ =15 by =2 (c) =3

Fig. IV.8 Exemple 1 : PDF empiriques obtenues a partir del; 000 échantillons.

(@ =15 by =2 (c) =3

Fig. IV.9 Exemple 1 : projection empirique sur un chaos polynomial gaussien classique

(@ =15 by =2 (c) =3

Fig. IV.10 Exemple 1 : projection conditionnelle empirique sur un chaos polynomial gaussien clas-
sique

Exemple 2

Dans le cadre d'une étude menée avec un partenaire industriel, il était question d'étudier la abilité
d'une structure o -shore. L'étude devait prendre en compte les conditions de mer, pour lesquelles des
données statistiques étaient disponibles. Aprés une modélisation probabiliste de ces données d'entrée,
la méthodologie consistait a utiliser une approche non-intrusive par projection sur bases de chaos
généralisé a n d'obtenir une représentation explicite de la réponse de la structure en fonction des
variables d'entrée (voir section2.4.2 du chapitre 1). Les aléas sur les conditions de mer portaient sur
les hauteurs et périodes de houle et également sur la vitesse du courant. La hauteur et la période
de houle ont pu étre bien modélisées par un développement sur un chaos polyndmial classique (voir
paragraphe 3.4.2). Par contre, la vitesse de courant présentait une distribution de probabilité a 3
modes. La distribution empirique, obtenue a partir de Q = 993 échantillons est montrée sur la gure
IV.11(a). Sur la gure 1V.11(b), on illustre la mauvaise convergence d'une représentation sur un chaos
gaussien classique, obtenue par une méthode de projection empirique. Sur la gubé.11(c), on observe
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les projections conditionnelles pour di érents degrés de chaos. La séparation des 3 modes a été e ectuée
visuellement a partir de la gure 1V.11(a). On a choisix; = 33 et x, = 50. On observe avec la technique
proposée une trés bonne représentation de la loi a 3 modes avec un chaos de faible degré.

Dans l'application visée, cette modélisation a permis de mettre en oeuvre une méthode par projec-
tion non-intrusive pour calculer le développement de la réponse du systeme sur un chaos généralisé. La
modélisation proposée permettait en e et de se limiter a un faible degré de chaos et ainsi de réduire
le nombre de points de quadrature stochastique a utiliser pour calculer la projection (équivalent au
nombre de résolutions déterministes).

(a) Echantillons (b) Chaos gaussien classique (c) Chaos généralisé conditionnel

Fig. IV.11 Exemple 2 : Distribution de probabilité de la vitesse du courant. PDF des échantillons
(a), projection sur chaos gaussien classique (b), projection conditionnelle (c).

5 Application a l'identi cation de formes aléatoires

On propose ici une méthodologie d'identi cation de formes aléatoires a partir d'observations. L'ob-
jectif est de fournir une modélisation probabiliste des incertitudes géométriques pouvant ensuite étre
exploitée dans une simulation numérique par la méthode X-SFEM, présentée dans le chapitid. On
considére que les observations prennent la forme d'une collection d'images, chaque image étant associée
a une réalisation de la géométrie.

5.1 Reconnaissance de forme par la méthode des level-sets

Le probléme de reconnaissance de forme a partir d'une image est un probléme connu et bien
malitrisé dans le cadre des techniques level-set§4g. On rappelle ici les bases de cette technique. On
suppose que I'on dispose d'une image contrastée, dé nie par un mapping: x 2 D ! R, dont les
valeurs | (x) représentent par exemple une intensité de gris a la positiox 2 D (o0 D  R? voire
D R®). Le but est alors de détecter les frontiéres d'une forme sous-jacente. Cette frontiére s'avére
étre située dans la région ou l'intensitél posséde de forts gradients. Le principe de la reconnaissance
de forme est alors de construire une fonction level-set : D ! R dont l'iso-zéro est situé dans cette
zone a forts gradients. L'idée de base consiste a propager un front, représenté par l'iso-zéro d'une
level-set (x;t) dépendant d'un temps ctif, et de faire converger ce front vers la frontiére a identi er.
L'équation du mouvement de la level-set (x;t) s'écrit :

@ (x;t)+ F(x;t)kr (x;t)k=0 (IV.33)
(x;0) = o(x)

ou F est la vitesse du front dans la direction normale sortante (dirigée des valeurs négatives devers

les valeurs positives). A n de faire propager le front vers la frontiere désirée, on souhaite une vitesse
non nulle dans les zones a faibles gradients et une vitesse tendant vers zéro dans les zones a forts
gradients. Un choix possible pourF [14§ consiste & prendre :

1

F=0 T aw G 1k

(IV.34)

110
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ou est la courbure du front ( = r (h))' > 0 est un parameétre petit et G est un ltre

gaussien avec une longueur caractéristique. r (G 1) représente le gradient de l'image Itrée. Le

terme de courbure est un terme classique, conduisant a une régularisation du front. Le paramétie

permet d'imposer une valeur arbitrairement petite de la vitesse dans les zones a forts gradients.

Un choix classique pour la level-set initiale ¢ consiste a prendre un petit contour circulaire situé a

l'intérieur de la frontiere a identi er. De nombreux algorithmes ont été proposés pour la résolution de

I'équation (1V.33) (voir [ 148). Aprés discrétisation et résolution, cela conduit a une level-set discrétisée
2 RN,

Remarque V.8

Il est également possible de choisir comme front initial l'union de petits fronts circulaires centrés
en des points arbitrairement choisis. La représentation par level-set autorisant des changements de
topologie du front, les fronts initiaux pourront naturellement coalescer pour former un front plus
simple, éventuellement connexe. Cela permet en général d'accéder plus rapidement a une solution
stationnaire de (IV.33).

lllustration

On considere le cas de la gurdV.12, qui représente une image ltrée et son gradient. On utilise ici
la Matlab Toolbox for Level-set Methods [ 117 pour la résolution de I'équation (1V.33). L'équation
de mouvement est résolue par un schéma de type di érences nies sur une grille spatiale uniforme de
taille 60 60.

@G | (b) kr (G 1)k

Fig. IV.12 Imagel en niveau de gris convoluée par un ltre gaussierG (a) et gradient de l'image
ltrée (b)

La gure 1V.13 montre l'iso-zéro de la level-set (x;t) a diérents instants de résolution, et on
observe bien que le front associé se ge sur la zone a forts gradients.

5.2 Reéduction d'information par décomposition de Karhunen-Loéve empirique

Pour notre problématique, la forme aléatoire peut étre caractérisée par une level-set aléatoire
discrétisée, représentée par un vecteur aléatoire : ! RN. Sil'on dispose deQ imagesf | <k)g3:1
représentant Q réalisations de la forme, on appliquera la procédure ci-dessu3 fois a n d'obtenir les
réalisations correspondantes de la level-set discrétisde g2, , avec ) 2 RN,

L'identi cation probabiliste du vecteur aléatoire a partir des échantillons f g est cependant
irréalisable en pratique en raison du grand nombre de variables aléatoires et donc de la dimension
du probleme d'identi cation associé. Une réduction d'information est donc nécessaire. Cette réduc-
tion consiste a représenter la level-set aléatoire en fonction d'un petit nombre de variables aléatoires

ti cation du petit vecteur aléatoire X ( ) a partir d'une collection d'échantillons fx(k)ngzl. On pourra
alors utiliser I'une des techniques introduites dans le paragraph@.

On propose ici d'e ectuer une décomposition de Karhunen-Loéve empiriquedp] des échantillons
(version discrete de la décomposition de Karhunen-Loéve introduite dans I'annexd). Ce type de
décomposition est aussi connu sous le nom de Principal Component Analysigq ou décomposition
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(& t=0: (b) t=0:14 (c) t=0:28

(d) t=0:42 (e) t=0:71 M t=1

Fig. IV.13 Iso-zéro de la level-set (x;t) a di érents instants t

en valeurs singuliéres et a été utilisé dans de nombreux domaines d'application tels que l'analyse de
données $1, 151, l'analyse d'image P5], la réduction de modéle dynamique §3, 20], etc. Par cette
décomposition, on tente d'extraire des échantillons quelques modes spatiaux représentatifs sur lesquels
les échantillons de level-sets peuvent étre décomposés. Les composantes des échantillons sur cette base
réduite de modes sont alors les échantillons des variableé a identi er.

Remarque 1V.9

Dans le cas ou on présuppose une forme de level-se{X) paramétrée par un petit nombre de
variables aléatoiresX (cercle a position aléatoire, ellipse a demi-axes aléatoires, ...), aucune ré-
duction d'information ne sera généralement nécessaire. Les échantillon€X) de X pourront étre
identi ées en résolvant Q problémes inverses classiques du type :

x®) = argmin k (x) K2
X

5.2.1 Décomposition de Karhunen-Loeve empirique

Notons  la moyenne empirique des échantillons ®) et € = () les échantillons centrés.
La matrice de covariance empirique (non biaisée) des échantillons s'écrit

o) (T

C =(Q 1*

k=1

On note (si;U;), i = 1::N, les couples (valeurs propres, vecteurs propres) dé€ . Les vecteursU;
formant une base orthonormée deRN, on peut alors décomposer les échantillons de level-set sous la
forme suivante :
X 1
— k k
W=+ 7 Peux®; x= pouf ® (IV.35)
i=1 !

N . k _
ou Iesfxi(k)gi’\‘=1 apparaissent comme les composantes 0%( ) sur la base des modesp SU).

112



5. Application a l'identi cation de formes aléatoires

5.2.2 Réduction d'information par troncature

On suppose que les modes sont triés de la maniére suivants;:> ::: > sy. On peut alors tronquer
la décomposition (V.35) en ne retenant que lesm premiers modes :
xn
k _
0 A0 T Py (IV.36)
i=1
On montre classiqguement que l'erreur d'approximation vérie :
1 R k X!
57 Kk A2 - s (IV.37)
Q k=1 i=m+1
ou k k désigne la norme 2 vectorielle classique. Le nombre de modesa garder peut alors étre choisi
comme le plus petit entierm tel que
X ; X
i=m+1 i=1
ou gL estune tolérance xéea priori qui permet de controller I'erreur de troncature. Finalement, les
échantillons de la level-set peuvent étre approchés par la formule suivante :

NG
(k) + 0 ex®; e =Psu; (IV.39)
i=1

(k)

Les fx; 98:1 apparaissent comme les échantillons d'une variable aléatoireX( ) représentant la
composante de la level-set aléatoire sur le mod®;. On doit alors identi er le vecteur aléatoire
X = (X1( ) :: Xn( )T, connaissantQ échantillons x® = (x{ ::: x4 T. Avec la dé nition choisie

pour lesx ) la moyenne empirique et la matrice de covariance empirique (non biaisée) des échantillons
satisfont :

x X
T
et xMW=0; @ pt xWxO =1,
k=1 k=1
Les X; a identi er sont donc considérées comme des variables aléatoires centrées, normalisées et
décorrélées.

5.3 Méthodologie d'identi cation probabiliste

On est donc ramener a l'identi cation d'un vecteur aléatoire X de taille m, connaissantQ échan-
tillons x(). On peut alors utiliser les méthodes de représentation fonctionnelle introduites dans le
paragraphe 3.

Selon la nature des formes aléatoires, on peut étre amené a garder un grand nombre de modes
L'identi cation d'un grand vecteur aléatoire X peut alors s'avérer di cile sans hypothése supplémen-
taire. Les variables aléatoiresX; sont par dé nition décorrélées. En pratique, comme peu d'échantillons
sont généralement disponibles, une hypothése raisonnable consiste a considérer les variables aléatoires
Xi comme indépendantes. Le bien-fondé de cette hypothése a été véri é en pratique sur des exemples
numeériques.

Les méthodes d'identi cation basées sur des représentations fonctionnelles peuvent alors étre ap-
pliquées séparément pour chaque variable aléatoire. Les variables aléatoires seront décomposées sous
la forme

X
Xi = Xi;jhj(i); i=1:::m
j=0
ou les ; sont des variables aléatoires indépendantes. Pour une variabk; donnée, on pourra mettre en
oeuvre une méthode d'inférence classique pour l'identi cation des paramétreéXio:::Xip) 2 RP™L.
On pourra également utiliser une technique plus e cace de projection empirique, présentée dans le
paragraphe 3.4.
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5.4 lllustration

On consideére ici un domaine circulaire inclus dans un domain® = (0;1) (0;1). Le centre du
cercle est situé en(a; b) et son rayon estr. On choisit pour a, b et r trois variables aléatoires indépen-
dantes uniformes :a 2 U(0:45;0:55), b2 U(0:45;0:55), r 2 U(0:15;0:25). La level-set dont l'iso-zéro
correspond a ce frontest (x; )=r() k x (a( );b( ))k. An de valider la procédure d'identi ca-
tion (décomposition de Karhunen-Loéve tronquée et développement sur le chaos), on génépe= 100
échantillons () de cette level-set aléatoire. Les guredV.14 et V.15 montrent trois réalisations du
contour circulaire aléatoire et les réalisations de la level-set associée.

@) (b) ()

Fig. IV.14 Cercle a position et rayon aléatoire : 3 réalisations de la frontiére

@) (b) (©

Fig. IV.15 Cercle a position et rayon aléatoire : 3 échantillons de la level-set aléatoire

La décomposition de Karhunen-Loéve tronquée, pour une précisiong. = 5:10 2 nécessite ici
m =4 modes. Ces modes sont illustrés sur la gurdV.16. Les variables aléatoiresX; sont considérées
indépendantes. On utilise la méthode de projection empirique sur un chaos polynémial de Legendre
de degrép = 3 (voir section 3.4). La gure 1V.18 montre les PDF des échantillonsfxi(k)gf;*’=1 et les
PDF des variablesX; identi ées.

(@) (b) Us (c) Uz (d) Us (€) Uy

Fig. IV.16 Moyenne de la level-set (a) et premiers modes de la décomposition de Karhunen-Loéve
(b-e)

En n, a nde véri er la qualité de la procédure d'identi cation et pour véri er que la forme aléatoire
est bien représentée, on calcule la fonctiom 7! Pj, (x) ou la valeur Pj, (x) désigne la probabilité que
le point x soit dans le domaine. Cette fonction s'exprime en fonction de la level-set paPj, (x) =
P( (x; ) < 0). On calcule une fonction Pi, de référence a partir des échantillons ) et on la
compare avec la fonction obtenue a partir de la level-set identi ée sur le chaos. En pratique, on génere
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(a) X1 (b) X2 (C) X3 (d) X4

Fig. IV.17 PDF des échantillonsfxi(k)ng:1 et des variables aléatoiresX; identi ées (projection sur
un chaos polyndémial de Legendre de degr8)

1,000 réalisations de la level-set identi ée et on estimé;, a partir de ces réalisations. La gurelV.18
compare les distributions de la fonctionPj, de référence et de la fonctiorP;, obtenue pour di érents
ordres de troncaturem de la décompositionKL . On observe qu'un nombre de modes peu elévé =4
permet une trés bonne représentation de la forme aléatoire. On remarque au passage que I'hypothése
d'indépendance sur les variables aléatoires est justi ée sur cet exemple. Une identi cation des variables
supposées dépendantes est possible par une méthode de maximum de vraisemblance. Sur cet exemple,
on peut montrer que cela n‘améliore pas de maniére signi cative la qualité de l'identi cation.

(a) Référence (b) m=1 (c) m=2 (d m=3 (e)m=4

Fig. 1IV.18 Fonction Pj, obtenue a partir des échantillons initiaux (a) et a partir des level-sets identi-
ées sur le chaos (b-e) pour di érents ordres de troncaturem. Contours d'iso-valeurs(0:1; 0:3; 0:6; 0:9)
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IV. Quanti cation des incertitudes

6 Conclusions et perspectives

Les développements exposés dans ce chapitre constituent une partie essentielle d'une analyse pro-
babiliste, qui consiste a construire une modélisation pertinente des incertitudes en entrée d'un modéle
physique. L'essentiel des contributions portent sur les méthodes de quanti cation des incertitudes par
des approches spectrales, qui sont aujourd'’hui développées et exploitées dans de nombreux travaux.
Ces approches trés génériques permettent une représentation aisée de lois de probabilité non usuelles.
Elles fournissent de plus une représentation adaptée a l'utilisation des méthodes spectrales stochas-
tiques. L'utilisation de ces techniques permet donc de réunir sous un méme formalisme les aspects
guanti cation et propagation des incertitudes a travers les modéles physiques.

Dans le cas de l'identi cation des représentations par un principe de maximum de vraisemblance,
les algorithmes d'optimisation proposés apportent une amélioration de la robustesse et de la préci-
sion de l'estimation. Cependant, pour des représentations fonctionnelles de haut degré et pour de
nombreuses variables aléatoires a identi er, la dimension des problemes d'optimisation et la nature
méme de la fonctionnelle rendent di cile I'application de ce type d'approches. Les outils de projection
empirique (ou projection empirique conditionnelle) proposés dans ce chapitre apportent une premiére
réponse a cette problématique. Ces outils, relativement robustes, permettent une obtention rapide
de représentations spectrales trés précises a partir de simples échantillons de parameétres aléatoires.
Une premiére perspective concerne l'extension de ces méthodologies au cas de plusieurs variables
aléatoires (notamment pour les techniques de projection conditionnelle). Un autre point concerne le
développement d'outils de quanti cation de la qualité de la représentation ainsi obtenue (variance des
coe cients, intervalles de con ance, ...).

La technique d'identi cation de formes aléatoires a partir d'images exploite des techniques de ré-
duction d'information classiques ainsi que les méthodes de représentation spectrales mentionnées plus
haut. Elle conduit a une représentation des incertitudes sous une forme directement exploitable dans
la méthode proposée dans le chapitréll. Néanmoins, d'autres domaines d'application de cette mé-
thodologie pourraient étre envisagés : analyse de structures cohérentes dans des écoulements, analyse
statistique d'images médicales, analyse morphologique de micro-structures de matériaux hétérogenes...
Ces di érentes applications pourraient susciter des collaborations inter-disciplinaires.
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Conclusion

La quanti cation des incertitudes apparait aujourd'hui comme un point crucial dans de nombreuses
branches de la science et de l'ingénierie. En améliorant la prédictibilité des modeéles ou la robustesse
des designs, elle répond & des enjeux aussi bien technologiques, économigues que sociétaux.

Ces deux derniéres décennies ont vu naitre une nouvelle famille de méthodes, baptisées approches
spectrales stochastiques, qui reposent sur un mariage fructueux de la théorie des probabilités et de
I'analyse fonctionnelle. Ce mariage a permis de transposer au cadre stochastique un ensemble d'outils
mathématiques et numériques bien maitrisés dans le cadre de la simulation des modéles déterministes.
Comme on a pu le voir tout au long de ce mémoire, ces méthodes o rent une vision uni ée de la
quanti cation et de la propagation des incertitudes dans un contexte probabiliste. En d'autres termes,
elles permettent de traiter dans un méme formalisme toute la chaine de validation-véri cation des
modeles physiques, depuis l'identi cation des modéles a partir d'observations jusqu'a la prédiction
numérique de la réponse de ces modéles.

Bien que ces méthodes soient aujourd'hui relativement matures pour certaines classes de problémes,
de nombreuses di cultés théoriques, méthodologiques et techniques restent encore a surmonter pour
assurer leur transfert pérenne vers un vaste champ d'applications. Tout d'abord, ces méthodes né-
cessitent de revisiter en profondeur des champs d'applications aujourd'hui bien maitrisés dans un
contexte déterministe. Par exemple, dans le domaine de la dynamique des structures, les méthodes dé-
terministes actuelles permettent d'aborder des simulations de grande échelle en prenant en compte des
comportements non-linéaires complexes (visco-plasticité, contact, endommagement, ...). Le traitement
de ces probléemes dans un contexte incertain reste encore un enjeu a moyen ou long terme. Un dé
consiste a proposer des méthodes génériques, applicables a une large classe de problemes et exploitant
au mieux les savoir-faire et les logiciels existants. Le transfert de ces méthodes vers des applications
industrielles complexes sera rendu possible si des e orts conséquents sont menés sur le développement
de méthodes de résolution robustes, permettant I'obtention de prédictions en des temps raisonnables.

Une autre question clé concerne la maitrise et la réduction des erreurs introduites aux di érentes
étapes de la chaine de validation et de véri cation des modéles : erreur de mesure (ou d'observation),
erreur de modele, erreur d'approximation, erreur de résolution. Maitriser ces di érentes erreurs per-
mettrait en e et d'obtenir des prédictions plus ables de la réponse des modéles. Dans un contexte
incertain, la réduction des erreurs de mesure nécessite généralement d'augmenter le nombre des obser-
vations (si possible) ainsi que la qualité de leur traitement statistique. Les erreurs de modele peuvent
guant a elles étre réduites par une meilleur compréhension des phénomenes physiques et des sources
d'incertitudes, et le développement de procédures de recalage robustes dans un contexte probabiliste.
Le contréle de l'erreur d'approximation nécessite le développement d'outils d'estimation d'erreura
posteriori et la mise en place de démarches d'approximation adaptative, visant a améliorer la qualité
du modéle numérique. En n, la réduction des erreurs de résolution passe par une meilleure maitrise
des solveurs, de leur précision et de leur robustesse. Cette question de la maitrise des erreurs est
certainement un axe de développement important pour les approches spectrales. Ces approches, qui
o rent une vision uni ée de la chaine validation-veri cation, ont I'avantage de pouvoir hériter d'un
savoir-faire existant dans le domaine de la simulation déterministe ou dans d'autres branches de I'ana-
lyse probabiliste.
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Conclusion

Une autre di culté, qui n'est pas propre aux approches spectrales mais aux méthodes de quan-
ti cation des incertitudes en général, concerne la modélisation pertinente des incertitudes. Dans les
modeles physiques, les sources d'incertitudes apparaissent a di érentes échelles, mettant en jeu des
phénoménes physiques distincts. Les incertitudes sont souvent bien comprises et modélisées a certaines
échelles qui ne correspondent pas aux échelles étudiées. Des méthodologies de simulation pleinement
multi-échelles, permettant de transférer les incertitudes a travers les échelles, pourraient conduire a la
construction de modeles plus pertinents, a des prédictions plus ables, ainsi qu'a une meilleure com-
préhension des phénoménes physiques. Au dela de ces enjeux, ces stratégies multi-échelles permettront
d'augmenter I'e cacité des approches spectrales et ainsi de résoudre des probléemes inabordables avec
les moyens de calcul actuels. Dans ce contexte, les stratégies de réduction de modéle, déja trés en vo-
gue dans le domaine déterministe, semblent constituer une voie incontournable lorsqu'une dimension
probabiliste est rajoutée au probléme.

Toutes ces questions constituent autant de dé s scienti ques et techniques restant a relever pour
conduire a une meilleure maitrise des modeles et des calculs dans un contexte incertain. Il reste donc a
espérer que des développements futurs, rendus possible par l'intérét croissant porté par les nanceurs
privés et publics, permettront d'atteindre une pleine maturité de ces méthodes et leur utilisation
massive pour la résolution de problemes d'intérét.
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Annexe A

Représentation et discrétisation des
processus ou champs stochastiques

Dans cette partie, on introduit brievement des techniques de représentation classiques des
processus (ou champs) stochastiques. Pour une introduction aux processus (ou champs) sto-
chastiques, on pourra consulter 45, 86, 2, 98, 99] pour un point de vue mathématique ou
encore [L29, 70, 71, 164, 35] pour des aspects plus techniques.

Sommaire
1 Dé nition et caractérisation des processus stochastiques . . . . . .. ... ... ... 119
2 Décomposition de Karhunen-Loéve . . . . . .. . ... .. . . ... 120
3 Décomposition de Hilbert-Karhunen-Loéve . .. ... ... ... .. ... ....... 121
4 Décomposition sur le chaos polynémial . . . ... .. ... ... ... ......... 122

1 Dé nition et caractérisation des processus stochastiques

Un processus stochastique a valeurs dank est dé ni formellement comme étant un ensemble
indexé de variables aléatoire$ wy( ))gx2 , ou leswy( ) sont des variables aléatoires, a valeurs dark,
dé nies sur un espace de probabilit¢( ;B;P). peut étre un ensemble discret ni ou dénombrable,
auquel cas on parlera de processus stochastique discret, ou un ensemble non dénombrable tel qu'un
intervalle R ou encore un domaine RY. Dans le cas o est un domaine spatial, on parlera
de champ stochastique plutét que de processus stochastique. Un processus stochastique peut étre vu
de maniére équivalente comme une fonction mesurable

w:(x; )2 7 w(x; )2E;

Oou encore comme une variable aléatoire a valeurs dans un espace de fonctions ddans E. L'équiva-
lence entre ces di érentes interprétations est sujette a des considérations techniquesg] 98, 80]. Par
la suite, on considérera des processus stochastiques scalailies, E = R.

La caractérisation probabiliste d'un processus stochastique se raméene doracpriori a la carac-
térisation probabiliste d'un ensemble, éventuellement non dénombrable, de variables aléatoires. Un
processus est en fait totalement caractérisé par la donnée de ses lois de probabilité de dimension nie
[2, 86], qui sont les lois de probabilité jointes de tout ensemble ni de variables aléatoire$wy, ; :::; Wy, 0,
n2N,Xx;2

On s'intéresse par la suite a la représentation et la discrétisation des processus du second ordre.
On pourra consulter [62, 86, 35, 73] pour une introduction aux processus stochastiques généralisés. De
nombreuses techniques de discrétisation des processus stochastiques sont disponibles dans la littérature
(cf. [145 150 107, 160, 79]). On présente par la suite deux techniques classiquement utilisées dans le
cadre des approches spectrales stochastiques : la décomposition de Karhunen-Loéve et la décomposition
sur le chaos polynémial.
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A. Représentation et discrétisation des processus ou champs stochastiques

2 Décomposition de Karhunen-Loeve

La décomposition de Karhunen-Loéve §7, 77] s'applique a des processus du second ordre 2
L2() L?( ;dP). Elle consiste & décomposer le processussous la forme

X p_
w(x; )= w(x)+ ivi(x) i() (A1)
i=1
ol  estla moyenne dew, ol les fonctionsv; (x) forment une base hilbertienne particuliére delL?() ,
ol les | 2 L?( ;dP) sont des variables aléatoires centrées décorrélées de variance unitaire et ou les
i sont des constantes positives. Les couplds;; i) 2 L?() R* sont les solutions du probléme aux

valeurs propres intégraf
zZ

Cw(Xy)Vi(y) dy = jvi(x) (A.2)

ou Cy, est la fonction de covariance dew, dé nie par :

Cw(xy)= E (W(x; ) wOOW(y; ) w(y) (A.3)
Les couples(vij; i) sont donc les couples propres de l'opérateur
Z

Tw:V2L3() 7' Tw(V)=  Cu(Gy)V(Y)dy =< Cu;V > 2

Sous réserve de régularité d€,,, on montre que Ty, est un opérateur autoadjoint continu compact de
L2() dansL?() , sibien que la théorie spectrale classique s'appliqué€§]. L'ensemble de ses fonctions
propres forme bien une base hilbertienne de?() . Son spectre est borné et posséde comme seul point
d'accumulation 0. Le processusw peut alors étre décomposé sous la formeA(l), ou les variables
aléatoires ; sont dé nies par

z

i()=p1—i<w WiV S0 = P (WG ) w(O)i(X) dx

|

La série (A.1) est convergente dand.?()  L?( :dP):

xn p_ ) ’ xXn

i=1 i=1
Dans le cas d'un processus gaussien, les variables aléatoiresont des variables gaussiennes décorrélées
et donc indépendantes. La décomposition de Karhunen-Loéve est donc dans ce cas trés intéressante
puisqu'elle permet de représenter le processus en fonction d'un ensemble de variables aléatoires dont
la loi de probabilité est totalement déterminée. Dans le cas d'un processus non gaussien, cette dé-

composition est bien sdr encore valable. Cependant, la caractérisation probabiliste de I'ensemble des
variables aléatoires devient plus délicate.

Remarque A.1

Dans des cas tres particuliers, le probléeme aux valeurs propres intégrélA.2) admet des solutions
analytiques. Dans le cas général, on aura recours a une résolution numériqua. [

Discrétisation du processus
Une discrétisation stochastique du processus consiste alors a tronquer la décomposition de Karhunen-
Loéve a un ordrem, en prenant soin de ne conserver que les plus grandes valeurs propres :

X p
wix; ) w™ )= w(x)+ Vi(x) () (A.5)
i=1

On montre la propriété d'optimalité suivante :

!Le probléme aux valeurs propres intégral (A.2) est une équation de Fredholm de seconde espéce homogénad, 135).
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3. Décomposition de Hilbert-Karhunen-Loéve

Propriété A.2

La décomposition de Karhunen-Loéve tronquéeA.5) est la décompaosition optim@le du processus
au sens deL?()  L2( ;dP) sur l'ensemble des décompositions du typew(x)+ M, vi(x) i( ),
avecv; 2 L2() et ;2 L3 ;dP):

kw  w(Mk2, =  min kw X vi ik?
L2 L2 ey T M wo o ViiKGzg e e
21L2( dP) =1

3 Décomposition de Hilbert-Karhunen-Loéve

Une extension de la décomposition de Karhunen-Loéve, appelée décomposition de Hilbert-Karhunen-
Loéve P5, 46], consiste a chercher une décomposition optimale d'un processus2 H L?( ;dP), ou
H est un espace de Hilbert de fonctions dé nies sur . On munit H L?( :dP) du produit scalaire

<5 >n oLz 9p)= E(< 5 >H)
ou < ; >y est un produit scalaire surH. On introduit alors l'opérateur linéaire T,, de H dans H
dé ni par
Tw(V)=<Cwiv>p= E((Ww  w)< (W w)v>y) (A.6)

ouCy 2 H H estlafonction de covariance du processus, dé nie par I'équation ( A.3). Sous réserve
de régularité de C,,, Ty est un opérateur autoadjoint compact deH dans H et la théorie spectrale
classique s'applique. Les fonctions propres; de Ty, forment une base hilbertienne deH. En notant
(vi; i) les couples propres ddy,, on obtient alors la décompaosition suivante du processus

* o
w(x; )= w(x)+ iVi(x) i() (A.7)
i=1

ol les ; 2 L?( ;dP) sont encore des variables aléatoires centrées décorrélées de variance unitaire.
Cette décomposition est convergente dansl L?( ;dP) :

X'p_ 5 ) xn
i=1 i=1

On peut alors obtenir une discrétisation du processus en tronquant la décomposition :
(m) e
wix; ) Wi )= w(X)+ ivi(x) i() (A.9)
i=1

Cette décomposition posséde la propriété d'optimalité suivante :
Propriété A.3

La décomposition de Hilbert-Karhunen-Loéve tronquée A.9) est la décomposition |gptimale du pro-
cessus au sensdd L?( ;dP) sur 'ensemble des décompositions du typey, (x)+ ™, vi(x) i( ),
avecv; 2 H et {2 L%( ;dP):

kw  w(mMk2 =  min kw X vj k2
H L2( ;dP) vi2H wo i iRH L2 dpP)
2L2( :dP) 1=1
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A. Représentation et discrétisation des processus ou champs stochastiques

4 Décomposition sur le chaos polynémial

Un autre type de représentation des processus stochastiques du second ordre consiste a utiliser un
développement sur le chaos polyndmial de Wienerlp9 29). Toute variable aléatoire v 2 L2( ;dP)
peut étre décomposée sur une base de polynémes orthogonaux de variables gaussiennes centrées ré-
duites indépendantes.

Chaos polynémial

Notons = f jg2n un ensemble dénombrable de variables aléatoires gaussiennes centrées réduites
indépendantes. Les polyn6mes orthogonaux de sont les polynémes d'Hermite multidimensionnels.
En introduisant I'ensemble des multi-indices de longueur nie

X
l=f =( i)ian 2NV3j j= i <1g;
i2N

les polyndbmes d'Hermite multidimensionnels peuvent étre exprimés sous la forme

¢

ou leshp(x) sont les polynédmes d'Hermite unidimensionnels, polynémes orthonormés pour la mesure
1 —_ 1 X2 hY 21 z H .
gaussienn€g (x)dx = p?exp( %-)dx. On appelle chaos homogéne de degpél'espaceH , dé ni par :

Hp=spanfH ; 21;j j= pg
On appelle chaos polyndmial de degre I'espace

M
Hg
k=0

On a alors la décomposition orthogonale suivante de I'espace des variables aléatoires du second ordre :

L2( ;dP)=  Hy
k=1

En d'autres termes, I'ensemble de polynéme$H g ,, forme une base hilbertienne dd.?( ;dP).

Décomposition d'un processus
Un processus stochastiquev(x; ) pourra alors étre décomposé sous la forme suivante

X
wix; )= w (H (());

21

cette décomposition étant convergente dang ?( ;dP). Cette représentation peut étre utilisée en com-
plément d'une décomposition de Karhunen-LoéveA.1) ou (A.7). Elle permet en e (?_.} d'obtenir une re-
présentation des variables aléatoires apparaissant dans ces décompositiong(: ) = o i H (()).
Une approximation du processus sera obtenue en tronquant la décompaosition sur un chaos polynémial
de degré ni, avec un nombre ni de variables aléatoires.
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Annexe B

Aspects techniques de la méthode GSD

On présente ici les aspects techniques liés a la résolution d'un probléme stochastique par la
méthode GSD. Le probléme initial & résoudre est le suivant : trouveu 2 V, $p tel que

A(u;v)=B(v) 82V, S (B.1)
ou A est une forme bilinéaire (ou semi-linéaire) surV, Sp et ou B est une forme linéaire
surVp, Sp.

Sommaire
1 Notations préliminaires . . . . . . . . . . 123
1.1 Développement des formes linéaires et semi-linéaires. . . . . . . ... ... ... 123
1.2 Notations matricielles équivalentes. . . . . . . . . . . . ... . ... . ... ..., 124
1.3 Algorithmes GSD : di érents types de problemes a résoudre . . . . . . ... ... 124
1.4 Dans quels cas rencontre-t-on chaque type de probléeme? . . . . ... ... ... 125
2 Problemes linaires . . . . . . . . . . e 125
3 Problemes non-lin€aires . . . . . . . . . L 127

1 Notations préliminaires

1.1 Développement des formes linéaires et semi-linéaires

On considére que les formeé et B peuvent s'écrire sous la forme :

z
A(u;v) = a(u( );v( ), )dP() == E a(u();v(); ) ; (B.2)
z
B(v)=  blv(); )dP():=E b(v();) : (B.3)

ou a( ; ; ) est une forme bilinéaire (voire semi-linéaire) suV, et ou b( ; ) est une forme linéaire sur
V. On considere que les formea et b peuvent étre décomposées de la maniére suivante

Ra s
a(u;v; )= Ak( )ak(u;v); b(v; )= Bi( )b(v) (B.4)
k=1 k=1

ou lesAy et By sont des variables aléatoires et ou legy (resp. b) sont des formes semi-linéaires (resp.
linéaires) déterministes surV,.

123



B. Aspects techniques de la méthode GSD

1.2 Notations matricielles équivalentes

En assimilantu 2 V, Sp a un vecteur aléatoireu 2 R" Sp, on utilisera de maniére équivalente
une notation matricielle :

A(u;v)  A(u;v)= E(VTA(u)): B(v) B(v)= E(v'b) (B.5)

oub 2 R" S est un vecteur aléatoire et oUA est un opérateur (éventuellement non-linéaire) de
R" S dansR" Sp. Dans le cas linéaire, A est assimilé a une matrice aléatoire. Les expressions
(B.4), en notations matricielles, pourront s'écrire :

A X8
A= A )Ak; b= Bk( )bk (B.6)
k=1 k=1

ou les Ay sont des opérateurs deR" dans R" (assimilés a des matrices dans le cas linéaire) et les
by 2 R".

1.3 Algorithmes GSD : di érents types de problemes a résoudre

P ..
On note uM) = i'v__'l Ui i, avecU; 2 V, et | 2 S, une décomposition spectrale d'ordreM . On

noteraW = (Ug;:::;Un) 2 (VM et =( 1;::5; m) 2 (S9)M et on notera de maniére condensée
u(M) =W P

En notations matricielles, on note uM) = i"’z'l Ui i, avecU; 2 R". On note égalementW =
(Ui Um) 2R Met =( ;i m)T2RM S,

Probléme de type |
ConnaissantU 2 V, et uM) | calcul de = f (U;uM)) :

2%, AWM+ U U)=B( U 8 2%

Probléme de type Il
Connaissant 2 S et uM) calcul deU = F( ;uM)):

U2Vn, AUM+ U; Vv )=B(V) 8V2V,

Probléme de type Il
ConnaissantW 2 (Vy)M, calcul de = (W) :

2(S)M; AC W, wW)=B( W) 8 2(sp)M (B.7)

Probléme de type IV
Connaissant 2 (Sp)V, calcul deW = F()

W2 MNVIM: A W, W)=B( W) 8w 2 (vy)M (B.8)

Probléme de type V
ConnaissantW 2 (V,)M° et uM), calcul de = f(W;uM)):

2 ()M AU+ w, o w)=B( W) 8 2 ()M (B.9)

Probléme de type VI
Connaissant 2 (Sp)M° et u™), calcul deW = F(; uM)):

W2 V)M AuM+ W, W )=B( W) 8w 2 V)M’ (B.10)
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2. Problémes linéaires

1.4 Dans guels cas rencontre-t-on chaque type de probleme ?

Dans le tableau ci-dessous sont listés les di érents types d'algorithmes GSD et la nature des pro-
blémes a résoudre pour chacun de ces algorithmes. Les questions suivantes conditionnent le choix d'un
algorithme GSD : quels types de problémes sont les plus faciles a implémenter ? pour un type de pro-
bléme donné, existe-t-il un solveur robuste, éventuellement déja implémenté dans des codes classiques ?
pour un type de probléme donné, les capacités mémoire ne risquent-elles pas d'étre dépassees ?

Type of problems

Algorithmes | I [ 11 [1II [IV [V [ VI
P-GSD
P-GSD
A-GSD
A-GSD
SI-GSD
SI-GSD
P-GSD
A-GSD
A-GSD
SI-GSD

Les sigles d'algorithmes avec indiquent qu'on prend le point de vue du probléme aux valeurs propres
en . Les autres algorithmes correspondent au point de vue du probléme aux valeurs propres &v.
Tous les algorithmes sont indiqués dans leur version avec dé ation. Les sigles av@indiquent qu'on
réalise seulement une actualisation partielle des variables aléatoires ou fonctions déterministes aprés
résolution d'un probléme aux VP sur l'opérateur dé até. Dans le cas san$, on réalise une actualisation
compléte. On notera que les algorithmes P'-GSD et SI'-GSD sont les mémes quel que soit le point de
vue, i.e. probléme aux VP en ou W. Leur analogue en n'ont donc pas été indiqués.

2 Problemes linéaires

On précise ici les di érents problemes énoncés plus haut dans le cas linéaire. Pour chaque probléme,
on indique les versions continues et discrétes.

Probléme de type |
Trouver 2 Sp tel que

E( A)=E( B) 8 2% (B.11)
avec
_ P& XA
A()=  Ac()a(U;V) Ak( JUTAU) (B.12)
k=1 k=1
_ Xe M Ra
B()=  Bk()(V) i( )AK( )ak(Ui; V) (B.13)
k=1 i=1 k=1
Xs XM Ra
Bk( )(UTby) i( )AK( )(UTAU)) (B.14)
k=1 i=1 k=1
(B.15)
Probléme de type Il
Trouver U 2 V, tel que
A(U;V )=B(V) AuM):;v) 8v2v, (B.16)
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ce qui s'écrit encore sous la forme d'un simple probléme déterministe :

a(U;V)= V) 8V 2V, (B.17)
avec
XA We %A
aU;V)=  E(Ax da(U;V); BV)=  E(Bk (V) a(8; V) (B.18)
k=1 k=1 k=1

P . - . L N
avec§y = i'\’:'l E(Ax i)Ui. En notations matricielles, ce probleme est équivalent a trouvetd 2 R"
tel que

AU =B (B.19)
KA pE KA

avec &= E(A¢ DAx; B=  E(By )bk A8y (B.20)
k=1 k=1 k=1

Probléme de type Il
Trouver f g™, 2 (Sp)M tel que 8i 2f1:::Mg, 8 ; 2 Sp,

M
AC Y iU)=B( W) (B.21)
j=1
ce qui s'écrit encore
Mo _
ECi Ay j)=E(Bi) 8;2% (B.22)
j=1
avec
_ XA XA
Aj ()= A U) Ak( )(UiAKUj) (B.23)
k=1 k=1
_ Xe s
Bi()= Bik()b(U) Bk( )(U bk) (B.24)
k=1 k=1

Probléme de type IV
Trouver fUigM; 2 (Vo)™ tel que 8i 2f 1:::M g, 8V 2 Vj,

b
AC Y iVi)= B( V) (B.25)
j=1
ce gui s'écrit encore
g (Uj; Vi) = B (M) (B.26)
j=1
avec
XA Xe
g (U;Vi) = E(Ac i pDa(Y; Vi) B(M) = E(Bk i)b(M) (B.27)
k=1 k=1

En notations matricielles, ce probleme est équivalent a résoudre le systéeme couplé d'équations déter-
ministes suivant : trouver fU;gM; 2 (RMM tel que 8i 2 f L::M g,

Rij Uj = Bi (B.28)
j=1
avec
XA Ke
Kij = E(Aci j)Ax; Bi=  E(Bk )bk (B.29)
k=1 k=1
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3. Problemes non-linéaires

Problémes de type V et VI
Ces problemes s'écrivent comme les problemes de type Il et IV, en prenant en compte une modi-
cation du second membre due au termeu™).

3 Problémes non-linéaires

Pour illustrer I'application aux problemes non-linéaires, on choisit le cas particulier suivant :
a(u;v; )= Ai1( )ar(u;v) + Az( )az(u;v)

avec a;(u;v) une forme bilinéaire déterministe etay(u;v) une forme déterministe linéaire env et
guadratique enu. On notera
az(u;v) = na(u;u;v)

avecn, une forme trilinéaire. Ce type d'équation correspond aux problemes traités danslp5 104 :
résolution d'une équation de Burgers (avec approximation spectrale au niveau spatial) et résolution
d'un probleme de Navier-Stokes incompressible stationnaire (discrétisation di érences nies au niveau
spatial).

On ne détaille ici que la résolution des probléemes de type I, Il et Ill, qui correspondent aux
problémes intervenant dans les algorithmes P-GSD et A-GSD. Les autres types de problémes s'écrivent
également simplement.

Probléme de type |
Trouver 2 Sp tel que

E (AL +A2 % =E( B) 8 2% (B.30)

avec
A1( )= A1 )a(U; L) (B.31)
Az( )= Az( )nz(U; U L) (B.32)

_ X hd b 4
B()= Bk( )b (U) i( )AL )aw(Ui; U) i() jO)A2()n2(Ui;Y;;U)  (B.33)
k=1 i=1 i=1j=1

C'est une équation stochastique non-linéaire algébrique. Sa résolution peut étre menée par des algo-
rithmes non-linéaires classiques. La non-linéarité étant quadratique, on peut par exemple utiliser sans
di culté une méthode de Newton classique.

Probléme de type Il
Trouver U 2 V, tel que :

E(A1 ?ar(U;V)+ E(A2 )ny(U;U; V) = (V) 8V 2V, (B.34)
avec
e hd
B(V)=  E(Bx (V) ai(8;V) n2(Ui; B;; V) (B.35)
k=1 i=1
hd hd
8= E( A)U; B = E( i Ay, (B.36)
i=1 j=1

On observe que le problémeH.34) est un probléme déterministe ayant une structure mathématique
classique d'un probléme déterministe avec non-linéarité quadratique. La résolution de ce probleme
peut donc étre menée avec des solveurs déterministes classiques. En ce sens, la méthode GSD peut
étre vue comme une méthode non-intrusive, permettant l'utilisation de codes déterministes classiques

et robustes.
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Probléme de type Il
Trouver f g™, 2 (Sp)M tel que 8i 2f1:::Mg, 8 ; 2 Sp,

Mo Mo _
E i( Aj j+ Nik j k) =E(Bi) 8;2% (B.37)
j=1 j=1 k=1
avec
Kij ()= A1()au(y;; Uy) (B.38)
Nk ()= Az( )n2(Y;; Uk Uy) (B.39)
_ Xe
Bi( )= Bk( )b (Ui) (B.40)
k=1

C'est un systeme d'équations stochastiques non-linéaires algébriques. Sa résolution peut étre menée
par des algorithmes non-linéaires classiques. La non-linéarité étant quadratique, on peut par exemple
utiliser sans di culté une méthode de Newton classique.
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Annexe C

Paramétrisation de la variété de Stiefel
compacte

On présente ici une paramétrisation possible de la variété de Stiefel compac®n; m), avec
m 6 n, qui est I'ensemble des matrices orthogonalas m.

Sommaire
1 Lecasgénéralm 6 n . . . . . . . . 129
2 Le cas particulier m=n . . . . . . . .. e 130
3 Le cas particulier m =1 . . . . . . . 130

1 Le cas généralm 6 n

La dimension de la variété de Stiefel compacteS(n; m), avecm 6 n, estd= nm m(m +1)=2.
Notons O(n) le groupe des matrices orthogonales dB™ ". Une paramétrisation classique deS(n; m)
autour d'une matrice B 2 S(n;m) s'écrit comme suit :

A=(BB)exp(s) T (C.1)

ou B, 2 S(n;n m) est le complément orthogonal deB, i.e. tel que (B B,) 2 O(n), et ou S 2
MSKeW(m) est une matricem m anti-symétrique s'écrivant :

!
Su Sh

S s, 0

S112 MSK®W(m): Syp 2 R(M ™ M. (C.2)

On véri e aisément que les matrices anti-symétriques de la forme.2) dépendent bien ded paramétres
indépendants. On introduit alors le mapping Z dé ni sur RY et tel que S= Z(' ) est une matrice de
la forme (C.2). On notera par convention

0 I Y 1

Z(')= : : 0 s -

PV o &
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C. Paramétrisation de la variété de Stiefel compacte

ou l'ordre des paramétres est choisi de maniére arbitraire. La paramétrisation souhaitée de la variété
S(n; m) autour de B peut alors s'écrire :

A=T()=(BBo)expz( ) o (€3

Pour m < n, §(n; m) est une variété connexe et peut étre balayée par la paramétrisation proposée.
On montre dans des cas particuliers otn < m qu'en choisissant un domaine borndg ; ]9 pour les
paramétres, on est capable de balayer complétement la variétéje. T(( ; ]9 = S(n;m). Ce
résultat, qui a un intérét pratigue quand on formule un probleme d'optimisation sur S(n; m), reste a
véri er dans le cas général.

2 Le cas particulier m = n

Pour m = n, §(n;m) = O(n) est le groupe orthogonal des matricesR" ", qui n'est pas un
ensemble connexe. Cependant)(n) est l'union de deux sous-ensembles connexé&" (n) et O (n),
correspondant aux ensembles de matrices orthogonales ayant respectivement pour déterminahtet

1. La paramétrisation proposée autour d'une matriceB permet donc uniquement de balayer le sous-
ensemble auqueB appartient, i.e. O* (n) ou O (n). Théoriquement, un probléme d'optimisation sur
O(n) doit étre séparé en deux problémes d'optimisation, utilisant une paramétrisation autour d'une
matrice B dansO" (n) et O (n) respectivement.

Remarque C.1

Lorsque cette paramétrisation est utilisée pour la reformulation du probléme de maximum de
vraisemblance décrit dans la sectior8 du chapitre IV, le casm = n apparait pour un développement
sur chaos polynémial de degrél en dimensionm. Dans le cas ou une décompaosition sur chaos
polynémial d'Hermite est utilisé, on montre aisément que la fonction de vraisemblancé (A) est
invariante par toute transformation orthogonale de l'argument, i.e. L(A) = L(OA), 80 2 O(n).
Cela provient de la propriété d'invariance de la densité de probabilité du germe . Dans ce cas, la
fonction L est donc constante surO(n), c'est-a-dire que toute décomposition de ce type conduit a
la méme vraisemblance.

Dans le cas ou on utilise un chaos de Legendrg, n'a plus cette propriété d'invariance. Cependant,
on montre que les probléemes d'optimisation surO* (n) et O (n) sont complétement équivalents.
En e et, pour une matrice de coecients A 2 O"(n) (resp. O (n)), il existe O 2 O (n) tel
que OA 2 O (n) (resp. 0" (n)) et L(A) = L(OA). Cela vient de propriétés d'invariance de la
densité de probabilité du germe , dont les composantes sont des variables aléatoires uniformes
indépendantes. Un seul probléme d'optimisation doit donc étre résolu sur I'un des sous-ensembles
connexes deO(n). Pour d'autres bases de chaos, ces invariances doivent étre analysées an de
déterminer si un ou deux problémes d'optimisation doivent étre résolus.

3 Le cas particulier m=1

Dans le casm = 1, §(n; 1) est la sphéere unité deR". Pour la paramétrisation (C.2), cela correspond

cos(e1)

T()=(BB,)R SN(e) 17 (C.4)

sin('el) ' n 1='e1
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3. Le cas particulierm =1

ol'e;=("2+:::+'2 )2 En introduisant le changement de variable suivant :

'e; cos(ey)

'e;sin('ep) :::sin(’en, 2)cos(en 1)
‘e1 sin('ez) :::sin('en 2)sin(‘en 1);

=]
.
1

la paramétrisation (C.4) est donc équivalente a

1
cos(er)

T(e)=(BB - )% sm(el)c-osCez) %
sin('ey) :::sin('en 1)

qui correspond a la paramétrisation classique de I'hyper-sphére unité dB" avecn 1 parametres
angulaires'e 2 R" 1. On peut noter que pour les paramétrese, le choix du domaine borng[0; " 2

[ ;] R"!permet de représenter complétement I'hyper-sphére. Cela correspond & un domaine
borné[ ; 1" ! pour les paramétres' .
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