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Introduction

PROBLEMATIQUE ET MOTIVATIONS

L’objet de ce mémoire est I’étude de processus stochastiques a valeurs dans
des variétés lorentziennes. En particulier, on s’intéresse au comportement
asymptotique en temps long de ces processus et on souhaite voir en quoi
celui-ci refléte la géométrie des variétés sous-jacentes. Nous limitons notre
étude a celle de diffusions, c’est-a-dire de processus markoviens continus,
a valeurs dans le fibré tangent unitaire de variétés lorentziennes fortement
symétriques. L’introduction et I’étude de tels processus ont des motivations
purement mathématiques mais aussi physiques, que nous décrivons dans les
deux prochains paragraphes.

Des motivations physiques

Les théories physiques du mouvement brownien et de la relativité remontent
toutes deux au début du vingtiéme siécle. Elles remontent précisément a l’an-
née 1905, Annus mirabilis' ou Einstein publiait les quatre articles [Ein05a,
Ein05b, Ein05c, Ein05d| dans Annalen der Physik. Ces deux théories ont
eu chacune un retentissement extraordinaire. Les travaux d’Einstein sur le
mouvement brownien ont en particulier permis de mettre en place un pro-
tocole expérimental pour mesurer avec précision la constante d’Avogadro, et
ainsi justifier la nature discréte de la matiére qui n’était jusqu’alors qu’hypo-
thétique. Il n’est pas utile d’insister sur la véritable révolution scientifique et
philosophique consécutive a I'introduction du principe de relativité. Pourtant,
ces deux théories sont incompatibles comme il ressort clairement du fait que le
flux de la chaleur se propage instantanément a l'infini. Face a cette incompati-
bilité, on aurait pu s’attendre a voir fleurir dés le début du vingtiéme siécle les
travaux cherchant a concilier mouvement brownien et principe de relativité.
Il a fallu pourtant attendre une soixantaine d’années avant de voir émerger
des travaux concernant 1’étude de processus stochastiques dans le cadre de la

1. Cette thése a débuté en 2005 ou 'on fétait & 'IHP le centenaire des travaux d’Ein-
stein. Le lecteur curieux pourra consulter les excellents articles [Dup05] et [Dar05] du
séminaire Poincaré organisé pour l'occasion, téléchargeables (vorsicht Hadopi) & Padresse
http ://www.bourbaphy.fr
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relativité restreinte. C’est en effet au milieu des années 1960 qu’apparaissent
les premiers travaux concernant des processus de Markov a valeurs dans l’es-
pace de Minkowski. Dans [Dud66], Dudley a ainsi introduit une diffusion a
valeurs dans I’espace tangent unitaire de I’espace de Minkowski, diffusion qui
posséde I'invariance lorentzienne. A la méme époque, motivés par la modélisa-
tion de plasmas relativistes dans 'optique d’une fusion nucléaire, les travaux
concernant la mécanique statistique relativiste non quantique se multiplient
dans la littérature physique. On peut citer par exemple les travaux pionniers
de Hakim [Hak65, Hak67a, Hak67b, Hak68a, Hak68b| et les références de ces
articles.

Cependant, de facon assez surprenante, il faut a nouveau attendre une tren-
taine d’années pour trouver de réelles avancées par rapport aux travaux de
Dudley et Hakim. Dans [DMRI7|, Debbasch, Mallick et Rivet ont ainsi in-
troduit le processus d’Ornstein-Uhlenbeck relativiste (ROUP) pour décrire le
mouvement aléatoire d’'une particule ponctuelle baignant dans un fluide rela-
tiviste. Ce processus a été étudié dans [DR98, BDR0O1la, BDRO1b, BDRO1¢|
puis généralisé au cas courbe par Debbasch dans |[Deb04]. Poursuivant le
méme objectif, dans [DH05a, DHO5b| Dunkel et Hénggi ont a leur tour in-
troduit une diffusion dans I’espace de Minkowski et étudié son comportement
via des simulations numériques. D’autres diffusions relativistes sont apparues
récemment dans la littérature physique, citons par exemple [Pav0l, VBO6,
Hab09, Her(09]. Bien que certains de ces processus aient été largement étudiés,
des questions concernant leur comportement asymptotique restaient sans ré-
ponse. Par ailleurs, certaines affirmations couramment admises les concernant
n’avaient pas de justification mathématique rigoureuse.

Des motivations mathématiques

L’introduction de processus et de méthodes stochastiques dans le cadre rie-
mannien remonte aux années 1960 et aux travaux de Kiyosi [t sur le trans-
port paralléle stochastique [It663]. Depuis ces travaux pionniers, les inter-
actions entre théorie des probabilités et géométrie différentielle sont deve-
nues un champ de recherche fructueux et en constante expansion. Parmi
les nombreux résultats marquants obtenus via ces méthodes, on peut ci-
ter par exemple la preuve probabiliste du théoréme de I'indice d’Atiyah-
Singer par Bismut dans [Bis84|, la détermination d’applications harmoniques
entre variétés riemanniennes via 1’étude de semi-martingales [Ken98|, ou en-
core I’étude de la frontiére de Poisson sur les variétés de Cartan-Hadamard
[HK92, ATU(9]. Tous ces travaux font apparaitre des liens trés profonds entre
le comportement local et asymptotique du mouvement brownien et plus géné-
ralement des semi-martingales sur une variété riemannienne et la géométrie
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de cette variéte. Une question trés naturelle consiste alors a se demander si
de tel liens perdurent lorsque la variété sous-jacente n’est plus riemanienne
mais pseudo-riemanienne, en particulier lorsqu’elle est lorentzienne. Autre-
ment dit, '’étude du mouvement brownien et plus généralement de processus
stochastiques sur une variété lorentzienne nous apprend-elle quelque chose
sur la géométrie de cette variété ? Pour répondre a cette question, il faut
bien entendu d’abord s’entendre ce qu’est un mouvement brownien sur une
variété lorentzienne.

Comme nous ’avons déja briévement indiqué au paragraphe précédent, les
premiers travaux concernant I’étude de processus stochastiques dans le cadre
lorentzien sont ceux de Dudley dans les années 1960. Dans 'article [Dud66],
Dudley a établi une classification des processus markoviens & valeurs dans
le fibré tangent unitaire de 1’espace de Minkowski qui possédent I'invariance
lorentzienne, c’est-a-dire dont la loi est invariante sur ’action du groupe de
Lorentz, le groupe des isométries de I’espace de Minkowski. Il a ainsi montré
que parmi ces processus, il en existe un et un seul dont les trajectoires sont
continues, et donc qu’il existe un unique candidat naturel pour étre qualifié
de mouvement brownien dans l'espace de Minkowski. Dans un second ar-
ticle [Dud73], Dudley a ensuite étudié les propriétés asymptotiques de cette
diffusion montrant en particulier que le processus est transitoire : il diverge
vers l'infini dans une direction privilégiée, a 'image du mouvement brow-
nien hyperbolique. Récemment, dans [Bai06, Bai08a|, Bailleul a complété la
description de Dudley en montrant que non seulement les trajectoires du
mouvement brownien dans l’espace de Minkowski s’en vont a l’'infini dans
une direction privilégiée aléatoire, mais qu’elles convergent également vers
un hyperplan asymptotique aléatoire.

De fagon assez surprenante, hormis les récents travaux de Bailleul, les ré-
sultats de Dudley ont eu relativement peu d’écho. En particulier, la notion
de mouvement brownien sur une variété lorentzienne générale est longtemps
restée floue. Récemment, dans [FLJ07|, Franchi et Le Jan ont étendu la
construction de Dudley au cadre géométrique de la relativité générale. Ils
ont en effet construit une diffusion a valeurs dans le fibré tangent unitaire
d’une variété lorentzienne générale, diffusion dont la loi posséde I'invariance
lorentzienne. Leur construction est une adaptation au cadre lorentzien de
la méthode du relévement horizontal qui permet de construire une semi-
martingale sur une variété riemannienne en passant par le fibré des repéres.
Cette diffusion apparait in fine comme le développement stochastique de la
diffusion de Dudley. Son générateur infinitésimal est une perturbation du flot
géodésique par le laplacien vertical sur le fibré tangent unitaire.
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La diffusion de Franchi et Le Jan a déja été étudiée dans quelques exemples :
essentiellement 1’espace de Minkowski ou elle coincide avec la diffusion de
Dudley, I’espace de Schwarzschild qui est un des principaux modeéles utilisés
par les physiciens pour décrire le complémentaire d’'un trou noir dans la
théorie de la relativité générale, et enfin 'univers de Godel, qui possede la
propriété intéressante d’étre a la fois une solution des équations d’Einstein et
de contenir des courbes de genre temps fermées. Les espaces de Minkowski,
Schwarzschild et Gddel sont tous les trois de courbure nulle. De I'étude de
ces exemples, il ressort le fait que les trajectoires de la diffusion de Franchi et
Le Jan semblent converger presque stirement vers des géodésiques de lumiére
aléatoires de la variété sous-jacente. Dans |[FLJ07|, les auteurs conjecturent
méme la nature de la frontiére de Poisson associée a la diffusion : celle-ci
serait en bijection avec un ensemble de classes d’équivalence de géodésiques
de lumiére.

Le nombre d’exemples ou la diffusion de Franchi et Le Jan a déja été étu-
diée étant assez restreint, il est raisonnable, avant de chercher & confirmer
ou & infirmer leurs prédictions, de décrire son comportement asymptotique
sur d’autres exemples de variétés lorentziennes, en particulier des variétés de
courbure non nulle. Par ailleurs, parmi les trois exemples ci-dessus, il en est
un seul ou I’on soit parvenu a décrire la frontiére de Poisson de la diffusion.
Seul Bailleul dans |Bai08a| a en effet déterminé explicitement la frontiére de
Poisson de la diffusion de Dudley dans ’espace de Minkowski. La détermi-
nation de la frontiére de Poisson de la diffusion de Franchi et Le Jan sur
un premier exemple de variété lorentzienne courbe est donc une question
naturelle et motivante.

Ce mémoire est composé de deux parties largement indépendantes, de lon-
gueur et de nature inégales. La premiére partie du manuscrit est consacrée a
la preuve d’'un unique résultat, a savoir un théoréme limite central pour une
classe de diffusions & valeurs dans l’espace de Minkowski. Elle est motivée
par les questions ouvertes de la littérature physique évoquées plus haut. Ce
travail a fait 'objet de la publication [AF07|. La seconde partie du manus-
crit, bien plus importante en volume, est consacrée a I’étude détaillée de la
diffusion de Franchi et Le Jan sur une large classe d’exemples de variétés lo-
rentziennes courbes : les espaces de Robertson-Walker. La rédaction de cette
seconde partie est linéaire au sens ol ’on progresse au fur et a mesure vers la
détermination du comportement asymptotique de la diffusion. En particulier,
pour une certaine classe d’espaces de Robertson-Walker, nous parvenons a
déterminer explicitement la frontiére de Poisson de la diffusion relativiste.
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PRESENTATION DE LA PREMIERE PARTIE

Dans la premiére partie du manuscrit, nous montrons un théoréme limite
central pour une classe de diffusions minkowskiennes, plus précisément pour
une classe de diffusions & valeurs dans le fibré tangent unitaire de I'espace
de Minkowski R% x He. A l'origine de ce travail se trouvent deux questions
issues des articles [DR98] et [DHO05a, DHO5b| respectivement, concernant le
comportement asymptotique des processus introduits dans ces mémes articles
par leur auteurs. Les deux processus en question sont de la forme

(x(t)7 p(t))tZO - (ta Xt, pga pt)tZO S RLd X Hd7

en particulier, ils sont caractérisés par la seule donnée du couple (x;, pt)i>o
qui se trouve étre dans les deux cas une diffusion dans R? x R%. Les questions
soulevées dans [DR98| et [DHO05a| portent respectivement sur la limite hydro-
dynamique et la variance asymptotique des processus (X;);>o. Sans rentrer
dans les détails techniques et physiques, considérer la limite hydrodynamique
du processus (x;):>o revient en fait a déterminer la loi du processus (%Xat)azo
indexé par a lorsque le paramétre ¢ tend vers l'infini. En se basant sur un
développement de Chapman-Enskog, les auteurs de [DR98| affirment que la
limite hydrodynamique du processus (x;);>0 se comporte de maniére brow-
nienne. Plus précisément, ils donnent une démonstration heuristique du fait
la densité n(7,x) du processus limite satisfait une ’équation du type

o,n = An,

qui est bien str I’équation de la chaleur vérifiée par la densité d’un mouvement
brownien. Ces mémes auteurs insistent sur le fait que leur démonstration n’est
qu’heuristique et appellent les bonnes volontés a justifier rigoureusement leur
conclusion. Les auteurs de [DH05a, DHO5b| cherchent quant & eux a montrer
une relation de fluctuation-dissipation pour le processus (x;):>0, ce qui re-
vient & dire que lorsque ¢ tend vers l'infini, la variance normalisée E[|x;|?]/t
converge vers une constante %2 > 0 & préciser. A partir de simulations nu-
mériques, ils affirment qu’une telle convergence a bien lieu et prédisent une
valeur pour la variance limite, sans pour autant parvenir a justifier leurs affir-
mations. Le théoréme limite central que nous établissons permet de répondre
rigoureusement a ces deux questions. Il répond en fait & une question de por-
tée bien plus générale puisque nous établissons la convergence en loi vers un
mouvement brownien du processus (% Xat)azo, et ce pour toute une classe C

de diffusions (¢, %, pY, Pt)i>0, classe qui englobe la plupart des exemples de
diffusions minkowskiennes de la littérature physique.
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Notre résultat principal s’énonce sous la forme suivante :

Théoréme (théoréme 1.1) — Soient (t,%;,p), Pt)i>o une diffusion de la
classe C et (X¢, Pt)i>o la diffusion euclidienne associée. Alors, le processus p;
a valeurs dans RY admet une probabilité invariante 7 et la loi du processus

1 1
(Xz)azo = (% Xat) o == % (xit ge e ey xfllt)azo
az

converge, lorsque t tend vers Uinfini, vers la loi de (X X By) >, 0t le pro-
cessus B est un mouvement brownien standard de dimension d et ¥ est une
constante strictement positive explicite. La convergence en loi a lieu dans
Uespace C(RT,RY) muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
compacts de R, pour w-presque tout pg, ou st la loi initiale est la loi inva-
riante.

Du théoréme limite central, on déduit aisément que, pour toutes les diffusions
minkowskiennes de la classe C, la variance normalisée E [|x;|?] /¢ converge
effectivement lorsque ¢ tend vers 'infini.

Corollaire (corollaire I1.2) — Soient (t,xy, py, Pt)>0 une diffusion de la
classe C et (X, Pt)i>o0 la diffusion euclidienne associée. Alors pour tout point
initial, la variance normalisée vérifie la convergence suivante, lorsque t tend
vers linfini :

Elxl] g

ot Y est la constante strictement positive du théoréeme ci-dessus.

L’introduction de la classe C de diffusions minkowskiennes pour lesquelles
nos résultats sont valables fait 1’objet du premier chapitre ot nous fixons
également les notations, faisons quelques rappels historiques, et rappelons les
principaux exemples de diffusions minkowskiennes de la littérature physique.
Le chapitre II est consacré a la preuve du théoréme limite principal. Elle est
basée sur la méthode des martingales qui consiste a décomposer le proces-
sus x; est la somme d’une martingale et d'un terme de reste qu’on montre
étre asymptotiquement négligeable. La décomposition repose sur la résolu-
tion délicate d’'une équation différentielle ordinaire d’ordre deux avec des
poles d’ordre eux. Enfin, dans le chapitre III, nous appliquons nos résultats
aux diffusions introduites dans [DR98| et [DH05a, DHO05b|. Nous justifions
ainsi la conjecture de [DR98|, la convergence annoncée par les auteurs de
[DHO5a, DHO5b] et nous infirmons et corrigeons leur prédiction concernant
la variance limite 32,
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PRESENTATION DE LA DEUXIEME PARTIE

Nous décrivons a présent le contenu de la seconde partie du manuscrit consa-
crée a l'étude de la diffusion de Franchi et Le Jan dans les espaces de
Robertson-Walker. Ces variétés lorentziennes sont fréquemment utilisées en
cosmologie pour modéliser un univers en expansion dans les théories du Big-
Bang ou du Big-Crunch. Les deux premiers chapitres de cette seconde partie
contiennent essentiellement des rappels. Dans le premier chapitre, on évoque
tout d’abord la construction d’un mouvement brownien sur une variété lo-
rentzienne. On rappelle ainsi les résultats de Dudley dans 1’espace de Min-
kowski, puis la construction par Franchi et Le Jan d’une diffusion relativiste
sur le fibré tangent unitaire d’une variété lorentzienne générale. Nous reve-
nons alors briévement sur les exemples de variétés ou la diffusion a déja été
étudiée.

Dans le chapitre II, nous introduisons les espaces de Robertson-Walker comme
des exemples de produit tordu de deux variétés pseudo-riemanniennes. Ce
sont des variétés du type I x M ou I =]0, T est un intervalle de R et M est
une variété riemannienne de courbure constante, typiquement M = R3 H3,
ou S3. On munit ces variétés d’'une métrique de la forme ds®> = —dt>+a?(t)g™
ol t est une paramétrisation de I, a une fonction strictement positive sur [
que I'on appelle le facteur d’expansion, et g™ est la métrique riemannienne
usuelle sur M. On note M := I x, M les espaces ainsi définis. Dans les sec-
tions 2 et 3 du chapitre II, nous rappelons certaines propriétés physique et
géométrique de ces espaces et nous en déduisons des hypothéses raisonnables
concernant leur facteur d’expansion «. En particulier, on suppose que la dé-
rivée logarithmique H := o'/a, que les physiciens connaissent sous le nom
de fonction de Hubble, est une fonction décroissante sur I. Pour alléger les
énoncés, on introduit le vocabulaire suivant, qui prend tout son sens si ['on
on pense aux espaces de Robertson-Walker comme des modéles d’univers en
expansion dans la théorie du Big-Bang ou Big-Crunch. Lorsque T < 400,
nous dirons que Iespace (ou univers) M est mortel. Lorsque T' = 400, nous
dirons que l'univers est éternel. Dans un univers éternel, nous dirons que
I’expansion est

T dt . [T dt
rapide si —— < 400, et lentesi —— = 400.
- aft) o)

De la méme facon, dans un univers mortel, nous dirons que ’effondrement

est
[ t'/T di < 4+ d '/T di -+
ent S1 —_— 0 rapiae Si — = 0.
) P 0
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Le chapitre IIT est consacré a I’étude des géodésiques dans les espaces de
Robertson-Walker. Aprés avoir rappelé des conditions nécessaires et suffi-
santes pour que ces espaces soient géodésiquement connexes et complets,
nous y résolvons explicitement les équations des géodésiques de genre temps
et des géodésiques de lumiére. Nous simplifions notoirement le traitement qui
en est fait usuellement dans la littérature physique. Nous déterminons en par-
ticulier le comportement asymptotique des géodésiques de lumiére, qui si I’'on
a foi en la conjecture de Franchi et Le Jan, s’avérera étre le modéle pour le
comportement asymptotique des trajectoires de la diffusion. Nous montrons
également que sous des hypothéses adhoc les géodésiques de lumiére d'un
espace M :=|0,T[x,M ou T est fini, qui sont a priori incomplétes, peuvent
étre prolongées en des trajectoires bien définies sur tout R* & valeurs dans
une extension naturelle M de I'espace M.

Dans le chapitre IV, nous explicitons le systéme d’équations différentielles
stochastiques satisfait par la diffusion (&, 68) = (t,, x4, 15, @,) de Franchi et Le
Jan & valeurs dans le fibré tangent unitaire 7'M d’un espace de Robertson-
Walker M. Dans le fibré tangent d'un espace-temps de dimension quatre,
ce systéme d’équations est de dimension sept. Nous exhibons alors plusieurs
sous-diffusions naturelles de la diffusion initiale, en particulier nous mon-
trons que le processus (ts,fs) est une sous-diffusion de dimension deux de la
diffusion (&, fs) Nous la désignons dans la suite par diffusion “temporelle” :

Proposition IV.1 — Soit M =1 X, M un espace de Robertson-Walker. Si
(&, &) = (ts, x4, 1, 0) est la diffusion de Franchi et Le Jan  valeurs dans

T'M, alors le couple (t,,t,) est une diffusion de dimension deuzx a valeurs
dans 10, T[x[1, +ool.

L’étude de ces sous-diffusions permet de mieux appréhender le comporte-
ment asymptotique de la diffusion globale. Nous établissons également dans
le chapitre IV D'existence, ['unicité, et le temps d’explosion des solutions du
systéme évoqué plus haut.

Proposition IV.4 — Soient M =]0,T[x,M un espace de Roberton- Walker
et (o, éo) € T* M une condition initiale raisonnable. Alors, le systéme d’équa-
tions différentielles stochastiques qui définit la diffusion de Franchi et Le Jan
admet une solution forte (fs,és) = (ts, 15, 1s,2,) issue de (50,50) et définie
jusqu’au temps d’explosion T := inf{s > 0, t, = T}.

Dans le chapitre V, nous étudions le comportement asymptotique de la dif-
fusion temporelle (t,,%,). On montre en particulier que lorsque T = +oo0,
la vitesse de divergence du facteur d’expansion donne lieu & une dichotomie
récurrence / transience pour le processus t, :
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Théoréme VI.2 (Propositions V.1, V.2 et V.5) — Soit M =|0,T[x,M
un espace de Robertson-Walker. On considere des conditions initiales raison-
nables (&, 50) et (&, 55) = (ts, Ty, ts, @5) la diffusion de Franchi et Le Jan issue
de (50,50). Alors presque sirement, lorsque s tend vers le temps d’atteinte
T =inf{s > 0, t; =T}, on a les comportements asymptotiques suivants :

i) siT = +oo et I'expansion est exponentielle, t, est récurrent dans]1, +oo| ;
si T = +o00 et lexpansion est polynomiale, t, est transitoire ;

i)
iii) si T < +o00, t, est transitoire.

Le chapitre VI est celui ott nous explicitons le comportement asymptotique
des composantes (x4, ) & valeurs dans TM de la diffusion de Franchi et Le
Jan, et par suite le comportement asymptotique de la diffusion globale (5, fs)
a valeurs dans T' M. Dans tous les cas d’espaces de Robertson-Walker envi-
sageables, qu’ils soient mortels ou éternels, que ’expansion ou I'effondrement
soit rapide ou lent(e) et que la fibre soit euclidienne, hyperbolique ou sphé-
rique, on montre ainsi que le comportement asymptotique des trajectoires
du processus &, de la diffusion (fs,és) est semblable a celui des géodésiques
de lumiére décrit au chapitre III. Notre étude vient donc comforter, sur une
large classe d’exemples de variétés lorentziennes, de courbure non nulle en
général, la prédiction de Franchi et Le Jan, a savoir que sur une variété lo-
rentzienne générale, la diffusion décrit asymptotiquement une géodésique de
lumiére aléatoire. Les différents résultats obtenus au cours du chapitre VI
sont résumés dans sa derniére section, ou nous faisons également une re-
marque d’ordre général qui permet a notre sens de mieux appréhender la
convergence des trajectoires de la diffusion vers des géodésiques de lumiére.

Le comportement asymptotique du processus &, apparait intimement lié a
la notion de frontiére causale introduite par Geroch, Kronheimer, et Pen-
rose dans [GKP72|. Cette notion trés robuste a été largement étudiée dans
la littérature physique ainsi que mathématique. La frontiére causale OM
d’une variété lorentzienne M est définie comme une classe d’équivalence de
courbes causales (i.e. de genre temps ou de lumiére) orientées vers le futur
sur M. Dans le cas des espaces de Robertson-Walker, cette frontiére a été
complétement décrite dans [AnF07|. Les résultats obtenus tout au long du
chapitre VI peuvent alors s’exprimer de facon concise sous la forme suivante :

Théoréme VI.1 — Soit M =|0,T[x,M un espace de Robertson-Walker.
Soient (&),SO) € T'M des conditions initiales raisonnables et (fs,fs) =
(ts, T, ts, Ts) la diffusion de Franchi et Le Jan issue de (&, 50). Alors presque
sarement, lorsque s tend vers T = inf{s > 0, ty = T'}, le processus & converge
vers un point aléatoire de la frontiére causale OMT de M.
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Par ailleurs, on peut décrire explicitement le comportement asymptotique
du vecteur dérivé normalisé i, /|4| & valeurs dans 7' M. En particulier, dans
le cas d'un espace de Robertson-Walker éternel, on montre que le processus
ts/|2s| converge presque sirement lorsque 1’expansion est polynomiale et di-
verge lorsque ’expansion est exponentielle. Dans le cas divergent, on montre
que &s/|is| décrit en fait asymptotiquement un mouvement brownien sphé-
rique changé de temps dans I'espace tangent limite :

Théoréme VI.3 — Soit M =]0,T[x,M un espace de Robertson-Walker
ot lexpansion est rapide ou l'effondrement est lent. Soient (§0,§0) cT'M
des conditions initiales raisonnables et (53,53) = (ts, x4, ts, 1) la diffusion de
Franchi et Le Jan issue de (50,50). Alors presque sidrement, lorsque s tend
vers T = inf{s > 0, ty = T}, le processs x5 converge vers un point aléatoire
Too de la fibre M et le processus is/|%s| vérifie les assertions suivantes :

i) si T < o0 ousiT =400 et l'expansion est polynomiale, alors /||
converge vers un point O, de TxlooM;

it) si T = +oo et lexpansion est exponentielle, alors ig/|xs| décrit asymp-
totiguement un mouvement brownien sphérique changé de temps dans
T, M=~§%.

On parvient aussi a décrire le comportement asymptotique du vecteur dérivé
normalisé &, /|%s| dans des espaces ol 'expansion est lente ou I'effondrement
est rapide.

Théoréme VI.4 — Soit M =]0,T[x,M un espace de Robertson-Walker
ou ’expansion (polynomiale) est lente ou ’effondrement est rapide. Soient
(&o, fo) € T* M des conditions initiales raisonnables et (&,, fs) = (ts, s, Ly, T4)
la diffusion de Franchi et Le Jan issue de (50,50). Alors presque sidrement,
lorsque s tend vers T = inf{s > 0, ty = T}, le processus x4 est divergent et
le processus &s/|is| vérifie les assertions suivantes :

i) si M =R3, alors i,/|is| converge vers un point O, de S*;
it) st M =H?* C RY, alors |2°| 7! X &4/ |i4| converge vers un point (1,04,) ;

iii) si M =S* C R, le processus i,/|i,| décrit asymptotiquement un grand
cercle aléatoire dans S3.

Dans "avant dernier chapitre VII, nous montrons que comme les géodésiques
de lumiére, dans un espace de Robertson-Walker mortel M ou I'effondrement
est lent, les trajectoires de la diffusion (§S,fs), a priori seulement définies
jusqu’au temps 7 = inf{s > 0, t; = T'} qui est fini presque sirement, peuvent
en fait étre prolongées en des trajectoires bien définies sur tout R* et a
valeurs dans une extension naturelle M de l’espace M. Nous explicitons
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alors le comportement asymptotique des trajectoires prolongées dans M et
montrons qu’il est tout a fait semblable & celui de la diffusion de Franchi et
Le Jan dans un univers éternel ou ’expansion est lente.

Nous concluons la seconde partie du manuscrit en explicitant, pour certains
espaces de Robertson-Walker, la frontiére de Poisson de la diffusion de Fran-
chi et Le Jan. Par une méthode de couplage, nous commengons par montrer
un théoréme de Liouville pour la diffusion temporelle dans un espace de
Robertson-Walker éternel :

Proposition VIII.1 — Les seules fonctions harmoniques bornées pour le
générateur infinitésimal L de la diffusion temporelle (ts,ts) sont les fonctions
constantes.

Nous nous concentrons alors sur le cas d'un espace de Robertson-Walker
éternel M de fibre euclidienne, ou I'expansion est exponentielle. Parmi les
espaces de Robertson-Walker fréquemment utilisés en cosmologie, 1'espace
de de Sitter vérifie ces conditions. Dans ce type d’espaces, on montre que
le processus z, de la diffusion globale (&, 53) = (ts, s, t5, ) & valeurs dans
T! M converge presque sirement lorsque s tend vers 7 = +o00 vers un point
Zoo de R3. On montre alors le résultat suivant :

Théoréme VIIL.1 — Soit M =]0, +00[X,R? un espace de Robertson- Walker
éternel ot ’expansion est exponentielle. Soient (o, 50) € T'M des conditions
initiales raisonnables et (fs,fs) = (ts, s, ts, ) la diffusion de Franchi et Le
Jan issue de (60,50). Alors presque sirement, la tribu asymptotique pour le
processus (s, fs) coincide avec la tribu o(x) engendrée par la variable .
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Dans ce premier chapitre, nous introduisons une classe de diffusions a va-
leurs le fibré tangent unitaire de ’espace de Minkowski. Le théoréme limite
central qui fait 'objet de cette partie sera valable pour toutes les diffusions
de cette classe. Aprés avoir introduit les notations utilisées dans la suite,
nous rappelons les deux principaux exemples de diffusions minkowskiennes
de la littérature physique, ainsi que les questions les concernant qui ont mo-
tivé ce travail. Les deux diffusions en question sont d’une part le processus
d’Ornstein-Uhlenbeck relativiste (ROUP) introduit par Debbasch, Mallik et
Rivet dans [DMR97], et d’autre part le “mouvement brownien relativiste”,
que nous désignerons ici par diffusion de Dunkel et Hanggi, introduit par
ces deux auteurs dans [DHO5a, DHO5b|. Nous explicitons ensuite la classe de
diffusions minkowskienne évoquée ci-dessus, classe a laquelle appartiennent
naturellement le ROUP et la diffusion de Dunkel et Hénggi. Nous énongons
enfin les principaux résultats de cette partie, ainsi que la méthode et le plan
de la preuve du théoréme limite central.
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1 NOTATIONS, RAPPELS ET HISTORIQUE

1.1 Quelques notations et rappels

Fixons un entier d supérieur ou égal & 1. Dans toute la suite, R4 désignera
I’espace de Minkowski de la relativité restreinte, c’est-a-dire, I’espace vectoriel
R muni de la pseudo-métrique minkowskienne :

d
ds® = —|dz° > + Z |dx'|?.
i=1

Dans la base canonique de RY?, nous noterons x = (z#) = (2°, 2*) = (2°, x)
les coordonnées d’un point générique, les indices grecs parcourant 0,..,d, et
les indices latins parcourant 1,..,d. Rappelons que sur une variété lorent-
zienne (M, g), les vecteurs tangents sont répartis en trois classes, selon le
signe de leur pseudo-norme. Ainsi, on dit qu’un vecteur v = v* € T M est :

— de genre temps si g, v"v” < 0;
— de lumiére si g, v"v” = 0;

— de genre espace si g, v"v" > 0.

Dans l'espace de Minkowski, les vecteurs de lumiére forment un cone, le
cone de lumiére. Les vecteurs de genre temps sont ceux qui se trouvent a
I'intérieur du cone de lumiére, et les vecteurs de genre espace ceux qui se
trouvent a l'extérieur du cone. La distinction entre vecteur de genre temps,
espace ou de lumiére s’étend naturellement aux courbes paramétrées tracées
sur M (voir figure 1 ci-aprés). Ainsi, on dira qu’une courbe (z,),>0 dans M
est de genre temps si pour toute valeur du parameétre u, le vecteur dérivé
&y = dz,/du est de genre temps ; on dira que la courbe est une courbe de
lumiére si pour toute valeur de u, z, est un vecteur de lumiére etc. Dans la
théorie de la relativité restreinte, la ligne d’univers d’une particule de masse
nulle, c’est-a-dire la trajectoire d’'un photon dans l’espace de Minkowski,
est une courbe de lumiére. La ligne d’univers d’une particule de masse m
strictement positive est une courbe de genre temps. Une telle trajectoire peut
toujours étre paramétrée par la longueur d’arc ou temps propre s. Aussi, la
ligne d’univers d’une particule de masse strictement positive est une courbe
s — x# dans R™ dont le moment p, = (p*) = (p%, p) = (p%, ps), que 'on
défini comme pt := m x dz"/ds satisfait I’équation

d
PP =) ' =m”.
=1
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genre temps ¢ < 0

vecteur nul ou
de lumiére ¢ = 0

genre espace ¢ > ()

FIGURE 1: Vecteurs et courbes de genre temps dans 1’espace de Minkowski.

Afin de simplifier les expressions, nous supposerons dans toute la suite que
m = 1 et nous choisirons p° > 0, de sorte que la trajectoire s — (z/, p/) est
a valeurs dans R x H¢, ou H? désigne la partie positive de la pseudo-sphére
de 'espace de Minkowski :

d
H' = {(po,pl, o) ERTL >0, PP =D P = 1} :
=1

La notation H n’est bien entendue pas innocente. L’espace H? muni de la
pseudo-métrique minkowskienne est une variété riemannienne de courbure
constante égale & —1, ce qui fait de H? un modéle pour I'espace hyperbo-
lique de dimension d. Dans le cas particulier de lignes d’univers du type
(2*(t))=0 = (t, x(t))¢>0, en fonction de la vitesse v = (vl ..., v?) et du
rayon r définis par :

, J 1/2
(e = O o ) = \p<t>r:(21pi<t>12> ,

les composantes du moment p(t) s’expriment comme

1 v(t)
p(t) = (V1 +72(t), /1T +r2(t)v(t) ) = ( : )
( ) VI=IVOPR V1I-[v()P
Ainsi, dans Iespace des phases R%¢ x HY, une trajectoire du type

(I(t)v p(t))tZO - (tv X(t)7 po(t)7 p(t))tZO (Il)

est caractérisée par ses seules composantes spatiales (x(t), p(t)).
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Définition I.1 — Etant donnée une trajectoire (x(t), p(t))¢>o de type (I.1)
dans I'espace des phases, on appelera trajectoire euclidienne associée la pro-
jection :

t— (x(t), p(t)) = (x;, pr) € R? x R%.

1.2 Mouvement brownien et relativité restreinte

Avant de décrire précisément la classe de diffusions minkowskiennes que nous
considérerons dans la suite, rappelons briévement les différentes étapes qui
ont menées a l'introduction de processus stochastiques dans 1’espace de Min-
kowski afin de rendre compatible les théorie du mouvement brownien et de
la relativité restreinte.

1.2.1 Le mouvement brownien des physiciens

Le mouvement brownien doit son nom au botaniste Robert Brown qui fut
I’un des premiers en 1827 & observer a ’aide d’un microscope, le mouvement
irrégulier de grains de pollen dans ’eau. Il y fait référence dans un article
paru en 1828 au Edinburgh Journal of Science, au titre un peu long A Brief
Account of Microscopical Observations Made in the Months of June, July and
August, 1827, on the Particles Contained in the Pollen of Plants; and on
the General Ezistence of Active Molecules in Organic and Inorganic Bodies.
Comme l'indique le titre de 'article de Brown, les scientifiques ont longtemps
cru que le mouvement observé au microscope était celui de particules animées,
une idée proche de la théorie de la génération spontanée a la mode au début
du dix-neuviéme siécle. Grace a de nombreuses expériences, modifiant tour
a tour la nature des particules en suspension, et la nature du fluide, Brown
a eu le mérite de s’affranchir de cette hypothése. Cependant, lui comme ses
contemporains n’ont pu expliquer le mouvement qui porte son nom.

Le pas décisif dans la compréhension du mouvement brownien physique est
di a Einstein, en 1905 puis en 1906, dans les deux articles [Ein05b, Ein06|
parus dans Annalen der Physik, le premier intitulé Mouvement des particules
en suspension dans un fluide au repos, comme conséquence de la théorie ci-
nétique moléculaire de la chaleur et le second Sur la théorie du mouvement
brownien. Einstein y explicite en particulier le déplacement moyen d’une
particule brownienne en fonction de la nature du fluide. Précisément, si x;
désigne la position au temps ¢ d’une particule sphérique de rayon a, issue
de o = 0, baignant dans un fluide de viscosité 7, il établit la relation de
fluctuation-dissipation :

RT 1

E|z?> = 2Dt = ———t
24 N 3mna’

(1.2)
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ou R est la constante des gaz parfaits, T la température du fluide, et N
est le nombre d’Avogadro. Pour comprendre 'importance de cette formule a
cette époque, il faut garder a ’esprit le fait qu’au début du vingtiéme siécle,
la nature atomique de la matiére était encore hypothétique. En particulier,
le nombre d’Avogadro était inconnu. Comme les données ¢, E|z;|?, a et n
sont mesurables, la relation (I.2) a permis de mettre en place un protocole
expérimental pour mesurer avec précision cette constante. Jean Perrin a mené
a bien cette expérience en 1908. Celle-ci a montré un accord parfait entre
théorie et données expérimentales, et a ainsi permis de justifier la nature
discréte de la matiére.

FIGURE 2: Interpolation linéaire de la trajectoire de trois particules de rayon
0.53pm, observées toutes les 30 secondes. Image (libre de droits) issue du livre
Les Atomes [Per27] de Perrin.

L’année 1905 est souvent qualifiée d’Annus mirabilis pour la physique mo-
derne : outre article [Ein05c| déja mentionné, Einstein publie en effet trois
autres articles dans Annalen der Physik |Ein05a, Ein05¢, Ein05d], qui ont eu
chacun une postérité extraordinaire. Parmi ces articles, le plus célébre est sans
doute celui intitulé Sur [’électrodynamique des corps en mouvement |Ein05d|,
ou Einstein introduit la théorie de la relativité restreinte. Cette théorie sera
complétée en 1915 pour aboutir a la théorie de la relativité générale. Il serait
trop long ici d’expliquer comment Einstein a été amené a formuler le principe
de relativité. Le lecteur curieux trouvera cependant dans I’article [Dar05] au
séminaire Poincaré un éclairage historique sur la génése de cette théorie.

1.2.2 Vers un mouvement brownien relativiste

Au cours du vingtiéme siécle, la théorie des probabilités et en particulier le
calcul stochastique ont connu des développements considérables. De la méme
fagon, la théorie de la relativité et la géométrie lorentzienne ont été, et conti-
nuent d’étre, des domaines de recherche trés actifs. Par ailleurs, comme nous
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I’avons déja indiqué dans l'introduction, la théorie classique du mouvement
brownien est incompatible avec la théorie de la relativité comme il ressort
clairement du fait que le flux de la chaleur se propage instantanément a 'in-
fini. Face a cette incompatibilité, on aurait pu s’attendre a voir fleurir deés
le début du vingtiéme siecle les travaux cherchant a concilier mouvement
brownien et principe de relativité.

Il a fallu pourtant attendre une soixantaine d’années avant de voir émerger
des travaux concernant 1’étude de processus stochastiques dans le cadre de la
relativité restreinte. C’est en effet au milieu des années 1960 qu’apparaissent
les premiers travaux concernant des processus de Markov a valeurs dans l’es-
pace de Minkowski. Dans [Dud66|, Dudley a ainsi montré qu’il n’existe pas
de diffusion a valeurs dans RV qui posséde l'invariance lorentzienne. En re-
vanche, Dudley a montré qu’il existe, et a exhibé, une diffusion a valeurs dans
I’espace tangent unitaire de I'espace de Minkowski RV x H¢, qui elle posséde
I’invariance lorentzienne, ce qui en fait un candidat raisonnable pour étre qua-
lifié de mouvement brownien relativiste. En outre, Dudley a montré qu’il n’y
a pas d’autre définition possible que la sienne. A la méme époque, motivés par
la modélisation de plasmas relativistes dans I'optique d’une fusion nucléaire,
les travaux concernant la mécanique statistique relativiste non quantique se
multiplient dans la littérature physique. On peut citer par exemple les tra-
vaux pionniers de Hakim [Hak65, Hak67a, Hak67b, Hak68a, Hak68b| et les
références de ces articles.

Cependant, de facon assez surprenante, il faut a nouveau attendre une tren-
taine d’années pour voir émerger des travaux vraiment innovants sur le sujet.
Dans [DMR97|, Debbasch, Mallick et Rivet ont ainsi introduit le processus
d’Ornstein-Uhlenbeck relativiste (ROUP) pour décrire le mouvement d’une
particule baignant dans un fluide relativiste. Ce processus a été étudié¢ dans
[DR98, BDR0O1a, BDRO1b, BDRO1c¢| puis généralisé au cas courbe par Deb-
basch dans [Deb04|. Poursuivant le méme objectif, dans [DHO05a, DHO5b|
Dunkel et Hanggi ont a leur tour introduit une diffusion dans ’espace de Min-
kowski et étudié son comportement via des simulations numériques. D’autres
diffusions relativistes sont apparues récemment dans la littérature physique,
citons par exemple [Pav0l, VB06, Hab09, Her09]. La plupart de ces proces-
sus sont des réécritures, ou des variations minimes autour du ROUP et de la
diffusion de Dunkel et Hénggi.
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2 LES DIFFUSIONS MINKOWSKIENNES DANS LA
LITTERATURE PHYSIQUE

A laide des notations introduites au paragraphe précédent, nous rappelons
maintenant les définitions du processus d’Ornstein-Uhlenbeck relativiste et
de la diffusion de Dunkel et Hanggi. Ces processus et leur variantes consti-
tuent les principaux exemples de diffusions minkowskiennes présents a notre
connaissance dans la littérature physique.

2.1 Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck relativiste

Commencons par rappeler la définition du processus d’Ornstein-Uhlenbeck
relativiste introduit par Debbasch, Mallik et Rivet dans [DMRI7| et dont
I'étude fait 1'objet des articles [DR98, BDR0O1la, BDRO1b, BDRO1c|. Pour
simplifier les expressions, nous supposons ici que le coefficient de friction v
de Plarticle [DMRO7] est égal a 1. Cela revient simplement a effectuer un
changement d’unité physique, et on ne perd donc pas en généralité. Nous
introduisons aussi le paramétre 5 qui est égal a I'inverse du coefficient de
diffusion D dans [DMR97], et qui physiquement, joue donc le role de I'inverse
d’une température.

A Dorigine, le processus d’Ornstein-Uhlenbeck relativiste a été introduit par
ses auteurs comme un modéle trés simple d’hydrodynamique relativiste. Il
s’agit d'une tentative de généralisation du processus d’Ornstein-Uhlenbeck
euclidien (dit aussi classique), version idéale du mouvement brownien phy-
sique, qui décrit I’évolution d’une particule massive dans un fluide visqueux.
Dans le modéle classique (d = 3), si le couple (x,v¢) = (%, v})1<i<q & va-
leurs dans R? x R? désigne la position est la vitesse de la particule qui baigne
dans le fluide, alors (x;, v¢) est solution du systéme d’équations différentielles
stochastiques

dr; = vi dt,

(1.3)
dvl = —vl dt + /28~ dW},

ot W = (W' ...,W% un mouvement brownien standard de dimension d.
Dans la seconde équation, le coefficient de dérive modélise une force de fric-
tion linéaire en la vitesse et le mouvement brownien modélise 'agitation ther-
mique du fluide. Si (x, v¢) désigne la solution de ’équation (I.3) issue d’un
point quelconque de R?, on vérifie facilement que lorsque ¢ tend vers Dinfini,
le déplacement moyen E[|x;|?] vérifie la relation de fluctuation-dissipation
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asymptotique : )

Bl 24 _ o) p. (1.4)

¢ s

Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck classique n’est bien entendu pas compa-
tible avec la théorie de la relativité restreinte, puisque la vitesse v; n’est
pas bornée. Dans [DMRI7]|, les auteurs choisissent de modéliser 1’évolution
d’une particule baignant dans un fluide relativiste de la fagon suivante. Ils
supposent que dans le référentiel dans lequel le fluide est au repos, la ligne
d’univers de la particule est une trajectoire du type (I.1). Par ailleurs, ils
supposent que la trajectoire euclidienne associée (x;,py) = (2, p})1<i<q st
une diffusion, solution du systéme d’équations différentielles stochastiques :

( i

doi = —Lt gt
1+ |pt|2
9 (I.5)
dpl = —————dt + /231 dW},
L V1 ‘Pt
ot W = (W ..., W9 est & nouveau un mouvement brownien standard de

dimension d. Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck relativiste différe donc treés
peu de son analogue classique : seul le terme de dérive est modifié de sorte
que le moment p; est bien de pseudo-norme égale a —1.

2.2 La diffusion de Dunkel et Hinggi

Rappelons a présent la définition de la diffusion de Dunkel et Hinggi, indro-
duite tout d’abord dans [DHO05a| dans le cas de la dimension 1+ 1, puis dans
[DHO5b| dans le cas de la dimension 1 + 3. Les objectifs et la méthode em-
ployés par Dunkel et Hianggi sont trés voisins de ceux de [DMR97]. Ici aussi,
il s’agit de modéliser la trajectoire d’une particule baignant dans un fluide
relativiste. Les auteurs considérent aussi le référentiel privilégié dans lequel
le fluide est au repos. A nouveau, ils font I’hypothése que dans ce réferentiel,
la trajectoire de la particule est du type (I.1) introduit dans la section pré-
cédente, et il supposent que les composantes spatiales (x;, p¢) sont solutions
d’un systéme d’équations différentielles stochastiques.

Dans le cas du processus d’Ornstein-Uhlenbeck relativiste, on a vu que la
seule différence avec le cas euclidien se trouve dans le terme de dérive dans
I'équation qui régit ’évolution du moment p,. Au contraire dans [DHO05a,
DHO5b], les auteurs choisissent de modifier le coefficient de diffusion en fac-
teur du mouvement brownien dans le systéme d’équation (I.3). Le coefficient
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de diffusion n’étant plus constant égal a 2/, il importe de préciser la mé-
thode d’intégration stochastique choisie : l'intégrale d’Ito i.e. la méthode
d’intégration rectangle a gauche, I'intégrale de Stratonovich i.e. la méthode
d’intégration du point milieu, ou l'intégrale stochastique backward qui cor-
respond a la méthode d’intégration rectangle a droite. Nous exprimons ici les
trois systémes d’équations différentielles stochastiques satisfaits par la tra-
jectoire euclidienne (x;, p;) sous la forme d’intégrales d’It6. Le choix d’une
méthode d’intégration dans [DHO05a, DHO5b| revient donc ici & modifier la
dérive des processus envisagés. Ainsi, les diffusions eucliennes associées a la
diffusion de Dunkel et Hanggi, lorsque les intégrales stochastiques sont prises
au sens d’Ito, de Stratonovitch, et au sens backward, sont alors respective-
ment solutions des systémes, pour 1 < <d :

(2

( .
doi = —Lt g,

V1 |pe? (L6)
\ dp; = — p} dt + /2371 dN},

)

Py

dpt = ———Z8 dt,
! \/ 1+ |pt\2
(L.7)
) d )
dp, = —p; [ 1 — ————— | dt + /2071 dN},
\ ! ! ( 2ﬂ\/ 1+‘pt’2> '
" i
i 2
dr! = ————dt
EERVAET
(1.8)

dt + /281 dN'.

. ) d
dpy=—p; |1 - —F——=
[ ( By/1+ w)

Ici, N := (N' ..., N%) est une martingale dont la matrice de variation qua-
dratique est donnée par :

t T =

X
dt v1+\Pt’2

0;; désignant le symbole de Kronecker : ¢;; = 1 si ¢ = j, 6;; = 0 sinon.

(5z'j +Pipg> ; (1.9)
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2.3 Deux questions naturelles concernant ces diffusions

Nous rappelons maintenant les questions concernant le processus d’Ornstein-
Uhlenbeck relativiste et la diffusion de Hénggi qui ont motivé la démonstra-
tion d’un théoréme limite central. Elles concernent d’une part la limite hy-
drodynamique des processus ainsi que les relations de fluctuation-dissipation
asymptotiques du type (I.4) qui leur sont associées.

2.3.1 Limite hydrodynamique

Sans rentrer dans les détails concernant sa signification physique, la limite
hydrodynamique du processus x; qui décrit la position de la particule dans
R? dans les modéles évoqués au paragraphe précédent, est la limite (lorsque
que celle-ci existe) du processus (Xq/v/t)a>0 indéxé par a, lorsque le pama-
rétre ¢ tend vers l'infini. Dans [DR98|, en se basant sur un développement
de Chapman-Enskog, Debbasch et Rivet affirment que la limite hydrodyna-
mique du processus d’Ornstein-Uhlenbeck relativiste se comporte de maniére
brownienne. Plus précisément, ils donnent une démonstration heuristique du
fait la densité n(7,x) du processus limite satisfait I’équation

on = [ 1An,

qui est bien sir I’équation de la chaleur vérifiée par la densité d’un mouve-
ment brownien. Les auteurs insistent naturellement sur le fait que leur dé-
monstration n’est qu’heuristique et appellent les bonnes volontés a justifier
rigoureusement leur conclusion.

2.3.2 Relation de fluctuation-dissipation asymptotique

Dans [DHO05a| et [DHO5b], les auteurs affirment sans justification que leur dif-
fusion vérifie une relation fluctuation-dissipation asymptotique du type (I.4).
A partir de simulations numeériques, ils évaluent le coefficient de diffusion en
fonction de [ et conjecturent la convergence suivante, lorsque t tend vers
Iinfini :

201\ . 2 o 2d
22 (¢) ._E[\xt\ /t} — =g
Lorsque [ est grand, i.e. dans un régime non relativiste, la limite est en
accord avec le cas classique (I.4). En revanche, lorsque 3 tend vers zéro, le
coefficient de diffusion limite tend vers 1, ce qui est contre-intuitif. A la fin de
[DHO5a|, Dunkel et Hanggi laissent comme un probléme ouvert la justification
analytique de leur formule empirique.
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3 INTRODUCTION D’UNE CLASSE DE
DIFFUSIONS MINKOWSKIENNES

L’objet de la premiére partie de ce manuscript est de répondre aux deux
questions mentionnées dans le paragraphe précédent, et en fait de répondre
a une question plus générale. Nous établissons en effet un théoréme limite
central pour une large classe de diffusions minkowskiennes, classe a laquelle
appartiennent le processus d’Ornstein-Uhlenbeck relativiste et la diffusion de
Dunkel et Hanggi. Dans les sections 1 et 2 du chapitre III, nous verrons en
quoi le théoréme limite central permet de justifier affirmation de [DR98| et
de justifier/corriger les résultats de [DH05a, DHO5b).

3.1 Une classe de diffusions minkowskiennes

Nous décrivons ici la classe C des diffusions minkowskiennes pour lesquelles
les résultats du prochain chapitre seront valables. Ces diffusions seront du
type (I.1) introduit dans la section 1.1 :

(ﬂft, Pt)tzo = (t> Xt, p?> pt)t207

en particuliers elles seront a valeurs dans le fibré tangent unitaire de 1’espace
de Minkowski RY¢ x H?. Nous ferons I’hypothése que les trajectoires eucli-
diennes associées t — (x;, py) = (%, p})1<i<q sont des diffusions euclidiennes,
solutions de systémes d’équations différentielles stochastiques du type, pour
1<i<d:

day = f(re) pj dt,

(x) | | R ,
dpf = = b(ro) gt + (o) (14 () [V + () 6 dus),

ol
— W= (W' ..., W9 est un mouvement brownien de dimension d;
— w est un mouvement brownien standard réel, indépendant de W ;
— le paramétre [ est strictement positif;

les fonctions réelles f, b, o, n sont continues sur R, ;

(r¢,©;) est la décomposition polaire du processus p; :

P _
’]"t::’pt‘eR+7 @t:(eg,,ef):r—tESd 1.
t

Nous précisons maintenant les hypothéses que vérifierons les fonctions f, b,
o, n qui interviennent dans le systéme (%). Nous dirons que ces fonctions



14 Chapitre I  Une classe de diffusions minkowskiennes

satisfont les hypothéses (H) si, pour un € > 0 fixé :

(0 >esur Ry,

27 b(r)
(H) g(r) = 2] > ¢ pour r assez grand,
lim e " f(r) =0 pour un & < —628.
\ 7r—00

Pour résumer, la définition de la classe C des diffusions minkowskiennes pour
lesquelles les résultats du prochain chapitre seront valables est la suivante :

Définition 1.2 — Nous désignerons par C l'’ensemble des diffusions min-
kowskiennes de type (I.1) dans 'espace des phases :

(z(t), p(t))e=0 = (t, x(t), p°(t), P())io0,

associées a des diffusions euclidiennes ¢ +— (x;, p;) solutions de systémes
d’équations différentielles stochastiques du type (*), ou les fonctions conti-
nues f, b et o vérifient les hypothéses (H).

Remarque 1.1 — Dans le cas particulier ou les fonctions f, b, c et n = 0
sont constantes, le processus x; n’est autre que l'intégrale d’un processus
d’Ornstein-Uhlenbeck euclidien solution du systéme (I.3). La classe C englobe
donc le cas classique. D’autre part, la diffusion euclidienne (x;, p;) solution
du systéme (%) est isotrope précisément lorsque n =0 (pour d > 2; lorsque
d = 1, n n’a aucune incidence). Comme nous le verrons dans la remarque
I1.1, en dimension d > 2, le facteur d’anisotropie 7 affecte la dérive radiale
du moment p;.

Remarque 1.2 — Bien entendu, le processus d’Ornstein-Uhlenbeck relativiste
de Debbasch, Mallick et Rivet, ainsi que la diffusion de Dunkel et Hénggi, sont
deux cas particuliers de diffusions minkowskiennes appartenant a la classe C.
Les choix de fonctions f, b, o0 et n correspondant sont résumés sous forme
synthétique dans le tableau de la page suivante.



f(r) b(r) a(r) n(r) g(r)
1 1 r
ROUP 2 0
V1472 V1472 V2 V1472
1 T
DH I1t6 1 V2V 1+ r?
V1472 " " V1472
DH Strato 1 1— d V21 +7r2 r " — dxr
' 1472 261 + 12 VItrz  28(1+7r?)
DH backward ! d Vovi+ 2 ! dxr
aCKkwar _ T T —
V1412 BV1+r? V1+r2  28(141r?)

SOUUBIYSMOMUIL SUOISNJIP dP 3SSE[D dU() °§
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3.2 Enoncé des résultats principaux

Nous résumons ici nos résultats principaux concernant les diffusions minkows-
kienne de la classe C. Commengons par énoncer le théoréme limite central
dont la preuve fait I’'objet du prochain chapitre :

Théoréme 1.1 — Soient (x4, p;)i>0 une diffusion de la classe C et (X¢, Pt)i>o

la diffusion euclidienne associée. Alors, le processus p; & valeurs dans RY

admet une probabilité invariante w et la loi du processus
(xt = (tfl/Z Xat) = t71/? (xl e x4

a)azo T a>0 at at)azo

converge, lorsque t tend vers l'infini, vers la loi de (33 B,),~,, 0t le proces-
sus B est un mouvement brownien standard de dimension d et Yg est une
constante positive explicitée dans la proposition I1.4. La convergence en loi a
lieu dans Uespace C(RT,R?) muni de la topologie de la convergence uniforme
sur les compacts de R, pour w-presque tout py, ou si la loi initiale est la loi
muariante.

Du théoréme limite central, on déduit aisément que, pour toutes les diffu-
sions de la classe C, le déplacement moyen E [|x;|?] vérifie d’une relation de
fluctuation-dissipation asymptotique semblable a celle du cas classique (1.4).
Précisément, on a le corollaire :

Corollaire principal (corollaire I1.2) — Soient (z;, pi)i>0 une diffusion
de la classe C et (X¢, Pt)i>o0 la diffusion euclidienne associée. Alors pour tout
point initial, la variance normalisée (ou le déplacement moyen renormalisé)
t7YE [|x¢|?] converge lorsque t tend vers linfini :

Bl gy

ot Xg est la constante positive explicitée dans la proposition II.4

Dans les sections 1 et 2 du chapitre III, le théoréme limite central et le corol-
laire ci-dessus nous permettront de justifier a la fois la nature brownienne de
limite hydrodynamique du processus d’Ornstein-Uhlenbeck relativiste, et de
justifier/corriger la relation de fluctuation-dissipation asymptotique conjec-
turée dans [DHO5a, DHO5b|. En effet, nous verrons que lorsque d = 1, la
constante g est toujours explicite. En étudiant son comportement asymp-
totique lorsque 3 tend vers zéro et vers I'infini, nous infirmerons et corrigerons
la conjecture de Dunkel et Hanggi sur I’expression du coefficient de diffusion
limite.
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3.3 Plan de la preuve du théoréme limite central

Pour clore ce chapitre, nous esquissons la méthode et le plan de la preuve du
théoréme I.1. Ce théoréme affirme deux choses : d’une part, que le processus
p: admet une probabilité invariante et qu’il est donc ergodique, et d’autre
part que la fonctionnelle

o= (5= | atﬂps)ds)azo, ot 7(p) = p x f(lp)).

converge en loi, lorsque ¢ tend vers l'infini, vers le produit d’'un mouvement
brownien de dimension d par un scalaire. Le théoréme 1.1 est donc un théo-
réme limite central fonctionnel associé a un processus de Markov ergodique.
Il existe de nombreuses méthodes pour étudier les fonctionnelles additives
de processus ergodiques. Parmi celles-ci, une méthode particuliérement élé-
gante et efficace est la méthode dite des martingales dont nous rappelons le
principe dans le prochain paragraphe.

3.3.1 Meéthode des martingales

L’application de la méthode des martingales a I’étude des fonctionnelles addi-
tives de processus récurrents remonte aux années 1970, on pourra par exemple
consulter les articles [Mai78, Reb79, Tou83|. Cette méthode consiste a décom-
poser, lorsque cela est possible, la fonctionnelle additive en la somme d’une
martingale et d’'un terme de reste que ’on montre étre asymptotiquement né-
gligeable. A titre d’exemple, nous esquissons la preuve du résultat principal
de |Tou83|. Oublions momentanément les diffusions relativistes et considé-
rons un processus de Markov X a valeurs dans un espace mesuré localement
compact a base dénombrable (E, ). On suppose que X est ergodique, de
probabilité invariante 7 et on note L son générateur infinitésimal.

Théoréme 1.2 (théoréme 1 de [Tou83|) — Soit f € L*(E,x) telle que
7(f) = 0. On suppose qu’il existe g € L*(E,7) telle que Lg = f, alors
lorsque t tend vers l’infini, on a la convergence en loi

(V)azo = (% / atf(&)ds)m 5 X (Ba),so

ot la constante Y? est donnée par :

»? = —2/ fgdm
E

et B est un mouvement brownien standard. La convergence a lieu pour -
presque tout Xo ou si la loi initiale est la loi invariante.
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Démonstration. (les grandes lignes) Supposons pour simplifier que la fonction
f est de classe C? et soit g tel que Lg = f. On sait que

MY = g(X) — g0%0) = [ F(X)ds

est une martingale pour toute loi d’entrée. Comme g € L2, on vérifie facile-
ment que, lorsque ¢ tend vers Pinfini, |g(X4)| = o(v/) uniformément en a
dans tout compact de R, . Le comportement du processus (Y}),>o, lorsque ¢
tend vers l'infini, est donc celui de la martingale M? := t~'/2M?Y,. Le crochet
de MY est donné par

W?M%ZAF@QMM&

ou I' est opérateur carré du champ : I'(gh) := L(gh)—gLf—hLg. D’aprés le
théoréme ergodique, lorsque t tend vers 'infini, on a la convergence presque

sire : .
1 .s.
—/r@w&mﬁ{ﬁwmm

0

t
avec

/F(g,g)dﬂ = / (L(gQ) — Qng) dm = —2/ngd7r = —Q/fg dm = Y2
Lorsque t tend vers l'infini, on a donc pour tout a > 0 :
(M, MYy, 25 a x 32,

On peut alors conclure en utilisant les résultats classiques de la théorie des
martingales (voir par ex. [Reb79]). O

D’apreés le théoréme de Touati, ’existence d’un théoréme limite central fonc-
tionnel pour le processus (V) est assurée dés lors que la fonction f € L2
appartient a 'image I'm(L) du générateur infinitésimal L. Dans le cas gé-
néral, Im(L) est incluse dans L3(w) := {f € L*(x), [ fdm = 0}. Touati
montre que Im(L) est dense dans IL3() et suivant [Mai78|, qu'une condition
suffisante pour que I'm(L) = L3(7) est que la résolvante R; du processus
X, est un opérateur quasi-compact ou de maniére équivalente qu’elle véri-
fie la condition de Doeblin. Dans le cadre qui nous intéresse ici, a savoir
’étude du processus (x5, a > 0) lorsque (xy, p;)i>o est une solution du sys-
téme d’équations différentielles (%), et ou les fonctions (f, b, o,n) vérifient les
hypothéses (H), la quasi-compacité de la résolvante du processus p; s’avére
étre au moins aussi difficile a établir que la résolution directe de 1’équation
différentielle d’ordre deux Lg = f. Nous nous affranchissons ici de I’hypothése
de quasi-compacité en construisant un antécédant explicite & la fonction f.
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3.3.2 Plan de la preuve du théoréme limite central

i)

i)

i)

iv)

La premiére étape de la preuve consiste a montrer que sous les hypo-
théses (H), le processus p; est ergodique dans R?. Cette question fait
I’objet de la section 1 du prochain chapitre. On écrit la décomposition
polaire de p; et on montre que le rayon 7, = |p;| est ergodique dans
R* puis que la partie angulaire ©, = p;/r, est un mouvement brownien
sphérique changé de temps.

Dans la section 2 du prochain chapitre , on construit ensuite une fonction
F = (F!,...,F%) de R? dans lui méme, de classe C?, telle que pour
1 <i<d, on ait :

dF'(p;) + dzi — dM} =0, (1.10)

ot My = (M}, ..., M{) est une martingale. Pour toutes conditions intiales
(X0, Po), en intégrant et en renormalisant, on obtient alors :

xt =t 2%, =tV My — 72 F(pa) + Ot V?).

Dans le cas unidimensionnel, la fonction F' := F! est explicite; en di-
mension supérieure, les fonctions F* n’admettent pas en général d’ex-
pression explicite, elles sont obtenues comme solution d’une équation
différentielle. La résolution de cette équation, qui fait 'objet du para-
graphe 2.2, est le point le plus délicat de la preuve du théoréme.

On montre alors que le processus t~'/2 F(py,) tend vers zéro dans L?(IP)

(donc en probabilité), uniformément pour a variant dans tout compact
de R*.

Enfin, grace au théoréme de Knight asymptotique et au théoréeme de
couplage de Skorokhod, on montre que (t_1/2 Mg, a > 0) converge en
loi vers le produit d’'un mouvement brownien standard de dimension d
et d’un scalaire dépendant explicitement des fonctions f, b, o et n.
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L’objet de ce deuxiéme chapitre est de donner la preuve du théoréme limite
central I.1 en suivant le plan énoncé au chapitre précédent. L’ergodicité du
processus p; est établie en étudiant sa décomposition polaire. On exhibe en-
suite une fonction F' vérifiant la relation de décomposition (I.10), comme
solution d’une équation différentielle d’ordre 2. La preuve délicate de 'exis-
tence de cette solution est détaillée dans la section 2.2. Nos déduisons en-
duite la négligeabilité du terme de reste; enfin grace au théoréme de Knight
asymptotique et au théoréeme de Skorokod, nous déterminons comportement,
asymptotique de la martingale M.
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1 ERGODICITE DE LA DIFFUSION EUCLIDIENNE

Nous montrons dans cette section que sous les hypothéses du théoréme 1.1,
le moment p; est un processus ergodique et nous explicitons sa probabilité
invariante.

1.1 Décomposition polaire de la diffusion euclidienne

Soit (x4, pt)i>o une diffusion de la classe C et (xq, p:)i>o la diffusion eucli-
dienne associée. Un calcul direct montre que le processus radial r, = |py|
vérifie alors I’équation différntielle stochastique :

- — (d—1)0%(r) o b(r o) 312
dry (2ﬂ[1+77(rt)2] p + b( t)) dt 4+ o(ry) B~/*dBy, (IL.1)

d
avec  dBy:= (1+n(r,)?)~1/? {Z 0; AW} + n(ry) dwt} :
i=1
Par ailleurs, le processus angulaire ©; = (6}, ...,60%) a valeurs dans la sphére
euclidienne de dimension d — 1, défini par 0! := pi/r; pour 1 < i < d, est
solution du systéme d’équations différentielles stochastiques :

i (LAY g 00 o o(r) N s g iy
2 b B} t+\/3rtxz(ij_“) Wi

Jj=1

1.2 Ergodicité du processus radial

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au processus radial ;. On montre que ce
processus est ergodique et on exhibe sa mesure invariante.

Lemme I1.1 — Le processus r; est ergodique dans R .

Démonstration. Comme (B, B); = t, B est un mouvement brownien stan-
dard. Le processus r; admet donc pour générateur infinitésimal 'opérateur :

L= %(g) (af + {uﬁnﬁ _3 g(r)] ar). (11.2)

Pour r € R, posons

ulr) = exp [ / [di] eRe ot 6= [ olo)dp. (13

1+ n(s)?]
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Le processus 7, admet pour mesure invariante la mesure v(r)dr, de densité
par rapport a la mesure de Lebesgue sur R, :

v(r) == o 2(r) p(r)dt e PE0) (IL.4)

On vérifie aisément que min{r,1} < p(r) < max{r,1}; les hypothéses (H)
assurent alors que v est finie, de sorte que le processus radial r; est bien
ergodique. O

D’aprés la formule d’It6 appliquée a la fonction r — log(r), on a :

log(ry /10) = — /0 b ds (d; 1) /O t 1 fézzs)dcs+ <%> Cy+ Be,,

oil 'horloge C, et son inverse C; ! sont donnés par :
t 2
a*(rs)
2
0 ﬂ Ts

Le processus r; étant ergodique, on montre que I’horloge C; tend vers l'infini
lorsque ¢ tend vers l'infini. Bien que cela ne soit pas nécessaire pour la preuve
du théoréme 1.1, dans le prochain paragraphe 1.4, nous déterminons précisé-
ment la vitesse de divergence de C; en fonction de ¢. Celle est de I'ordre de
t? en dimension deux, et de l'ordre de ¢ en dimension supérieure ou égale a
trois.

Cy = et C;t =inf{s >0,C, > t}. (IL5)

1.3 Ergodicité du processus angulaire

On s’intéresse a présent au processus angulaire ©,. Ce dernier est un mouve-
ment brownien sphérique changé de temps. En effet, si 'on définit le processus
O, =(6},..., 0% € S¥! par

O :=0Og-1, i€, Ppr=r1X 0O,

alors O est solution du systéme d’équations différentielles stochastiques :
_ 1—d\ - d SN —
4t — (?) Ouds+ Y (0~ 0:00) AW,
j=1

pour un mouvement brownien standard W = (W1,... Wd) € R% On re-
connait en © un mouvement brownien sphérique sur la sphére euclidienne de
dimension d — 1. On en déduit alors directement l'ergodicité du processus p;
dans R¢, ou de maniére équivalente celle du processus (r;, ©;) dans I’espace
produit R, x S9!,
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Lemme I1.2 — Le processus (r,, ;) = (r,O¢,) est ergodique dans Ry x
Se-1.

Démonstration. D’aprés le lemme IL.1 et le calcul ci-dessus, le générateur
infinitésimal de la diffusion (r, ©;) = (14, O¢,) est

_ o*(r)
A — ET + W Asdfl, (116)

ou L, est le générateur du processus radial donné en (I1.2) et Aga-1 est le
laplacien sphérique. Notons dO la probabilité uniforme sur la sphére S et
U= (fooo 1/). Alors, on vérifie facilement que mesure de probabilité

m(dr,d®) ;== v~ x v(r)drdO, (I1.7)

est invariante pour le processus (r;, ©;), d’ou le résultat.
O

Remarque II.1 — D’apreés ’expression du générateur infinitésimal A, lors-
qu’il est non nul, le facteur d’anisotropie n n’influe que sur la dérive radiale
du processus (p;).

1.4 Comportement asymptotique de I’horloge C;

Comme annoncé a la fin du paragraphe 1.2, nous précisons ici la vitesse de
divergence de I'horloge C} lorsque ¢ tend vers I'infini. On rappelle que I'on a

posé
= | [ ] e | [ )

A la fonction continue 7, associons l'intégrale
1 2
n*(s)ds ) ,
Ky i= ex ————— | =limsup u(r)/r € Ry U{+o0}.
n p (A S(l +/’7(s)2) rﬂop/’b( )/ + { }
Pour r > 0, considérons enfin la fonction
d—1 o*(r)n(r)?
28 r*(1+n(r)?)

A T'aide de u, le logarithme de r; s’exprime comme :

u(r) = ug(r) :=b(r) +

1%mﬁ@=i[mmw+<%¥)a+&h (IL.8)
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1.4.1 Intégrabilité de la fonction u

Sur l'intervalle |0, +o00], un calcul direct montre que :

u(rjv(r) = T;—; <6g(r)e‘ﬂG(T) (@)dl 4 [(@)dll/e—m(rv
_ _%; <€—ﬂG<r> (@)“)/'

Nous travaillons ici sous les hypothéses (H); en dimension d > 3, la fonction
u est donc intégrable contre v sur ]0,4o00| et une intégration par parties
donne

v(u) :/]R u(r)v(r)dr = dQ—_ﬁQ Owr_2ud_1(r)e_ﬁG(r)dr.

Lorsque d = 2, la fonction u est intégrable contre v sur |0, +o00] ssi &, < 400,
auquel cas :

= 25

Lorsque v(u) < 400, nous posons £, := 20~ 'v(u).

v(u) = / el = iy

1.4.2 Comportement asymptotique de C}

Nous pouvons maintenant expliciter le comportement asymptotique de 1’hor-
loge C}, lorsque t tend vers l'infini. Nous montrons en effet la proposition
suivante

Proposition II.1 — Lorsque d = 2, si k, < —+oo, le processus t~2Cy
converge en loi :

14
t72C, 4, inf{s >0, By = 5”},

ot (3 est un mouvement brownien standard. En dimension d > 3, le processus
t~1C, converge presque sirement et dans L' :

Cy
d—2

_ p.s., L1
t o, s

Démonstration. D’aprés le paragraphe 1.1, en toute dimension d > 1, le
processus radial r; est ergodique . D’autre part, les fonctions = — log(x) et
x + logo(z) étant intégrables contre la mesure invariante v, on montre que
lorsque t tend vers I'infini :

log(r/ro) = Or2(1) et log(o(ry)/o(rg)) = Orz(1),
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d’ou
log(r?/r3) = o(t) et log(a®(rs)/o*(r0)) = o(t). (I1.9)

Lorsque d > 3, des équations (I1.8), (I1.9) et du théoréme ergodique, on
déduit alors que presque sirement :

10, = (%) t1 /Otu(rs)ds +o(1) +o(t'Cy)

1 o0
= df_u 5 +o(1) = E/o 2 (r)e P dr + o(1).

On retrouve bien sir le résultat obtenu en appliquant directement la théoréme

ergodique, la fonction r +— o?(r)/r? étant intégrable contre v lorsque d > 3 :

t
tc, = ¢t

2 s 1 o] -
i Uﬁ(:g)ds — @/o r20%(r)v(r)dr
1

= — OOT’Z =1 (1) e BE) gy, I1.10
e R (110

Etudions maintenant le cas de la dimension d = 2 lorsque ky < +00. L’équa-
tion (I1.8) s’écrit alors :

log(r/10) = — /Otu(rs)ds + Bg,. (IL.11)

D’apres le théoréme ergodique, presque stirement, lorsque ¢ tend vers 'infini :

t
/ u(r)ds = %H—o(t). (I112)
0

D’apreés (I1.9), (IL.11) et (I1.12), on a donc :

log(o?(ry)/r?) — log(a®(ro) /18) = Lyt — 2B¢, + o(t) = o(t).

On écrit alors

1 (eéut 1) /t efu Sds /t efu S« Tg dC /te (2B 0(8)) dC
J— J— — = —_— == X — .
3 0 0 ) Jo TP 5

En majorant, il vient

1 t Cy
7 (eg“t — 1) = ¢ / exp (2B¢,) dCy = e / e?Bs ds.
u 0 0
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Comme l'intégrande est positive, on obtient

v 1
C, = inf {u >0, / e*Peds > o) x Y’
0

u

-1},

donc

v 1
t72 Cy = inf {u > 0, / e?Bizads > 172 x °® x 7 (eeut — 1)} ,
0 u

en utilisant I'invariance d’échelle Bz, 4 tB,, puis en passant au log

1 u
t2 C, 2 inf {u >0, —log (/ e%BSds) > b + 0(1)} .
2t 0 2

En utilisant & nouveau 'invariance d’échelle, on montre que

1 u
— log (/ thBSds) 4, S; ou S;= sup B,
2t 0 s€[0,t]

on en déduit finalement

by
tZCti>iIlf{8>0, BS:E}

On a donc montré que, lorsque ¢ tend vers I'infini :

— lorsque d = 2, le processus t~2C; converge en loi :

l,
t=2 C, Linf{s>o, B, = 5}.

— lorsque d > 3, le processus t~'C; converge presque siirement :

by
d—2

1o S

Remarque 1.2 — Dans le cas isotrope i.e., lorsque n = 0, on a p = Id et
u = b, la constante ¢, est alors donnée par :

l,=1/pv lorsqued=2 et {,= (l/ﬁu)/ rd=3e P dr i d > 3.
R+
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1.5 Convergence L' dans le théoréme ergodique

Dans la suite de la preuve du théoréme limite central, nous utiliserons a
plusieurs reprises le fait que la convergence dans le théoréme ergodique est
valable en espérance mais aussi en norme L'. Oublions momentanément les
diffusions relativistes et considérons une diffusion ergodique X = (Xj)s>0
définie sur un espace de probabilité (2, F,P), a valeurs dans un intervalle [
de R et de probabilité invariante . Le théoréme ergodique est le plus souvent
énoncé en terme de convergence presque sire :

Théoréme II.1 (Théoréme ergodique) — Soit f une fonction positive, inté-
grable contre 7, alors lorsque t tend vers l’infini, on a la convergence presque

stre .
% /O F(X)ds — /I fdn.

Démonstration. Pour une preuve de ce résultat, on pourra consulter [RY99]
théoréme (3.12) p. 427 ou encore [Kal01| théoréme 23.14 p. 464. O

Nous rappelons ici que la convergence a en fait lieu dans L. Introduisons tout
d’abord quelques notations. A tout réel a > 0, nous associons I'opérateur de
décalage 0, :

X;00,(w) = Xsia(w), on a alors bien sir X 00 = X 00,,.

Si Xy a pour loi x, nous noterons P, la loi du processus (X;)s>0, Py o 0;"
la loi du processus X au temps ¢ et ||u|| la variation totale de la mesure
1. Rappelons enfin que lorsque une suite de variables aléatoires converge en
probabilité, la convergence en norme IL” est équivalente a la convergence des
normes L? :

Proposition II.2 (convergence IL?) — Soient p > 0 et &,&1,...,&n, ... €
P tels que la suite (£,) converge en probabilité vers . Alors les assertions
sutvantes sont équivalentes :

- &, — & dans ILP

~l&ally — 1€l 5

— Les variables |£,|P, n € N* sont uniformément intégrables.
Démonstration. Voir par exemple |Kal01] proposition 4.12 p. 68. 0

Soit f une fonction positive, intégrable contre 7, et x € I. D’aprés la propo-
sition II.2, on a

E. H% / (s - [ 1ax

] 0= E, E /Otf(Xs)ds] —>/Ifd7r.
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Dans l'exercice (3.18) p. 429 de [RY99], les auteurs proposent une démons-
tration de la derniére convergence basée sur le théoréeme de Chacon-Ornstein.

Théoréme II1.2 (Chacon-Ornstein, cas ergodique) — Soit (E,E,m) un es-
pace mesuré, ou la mesure m est o-finie. Soit T une contration positive
de L'(m), conservative et ergodique. Si g est un élement de L (m) tel que
m(g) > 0, alors pour toute fonction f € L'(m), on a

lim ZO kf = m(f)’ m-presque partout.
n—+too 3 " Tkg  m(g)

Démonstration. Voir par exemple [RY99. O

Posons pour alléger les expressions

Co= CulX) = [ 10X ot Cola) = Ba[C) =B, | [ (s

Comme 7 est invariante pour le processus (Xj), la mesure P, sur (§2, F) est
invariante par 6,, de sorte que Z +— Z o 0, est une contraction positive de
LY(P,) et 'opérateur

T, : L (7) — L*(w) défini par T,(g)(x) = E, [g(Xo 0 6,)]

est une contraction positive de L' (7). Comme la diffusion (X) est ergodique,
pour tout y € I et pour toute fonction non nulle g € L}i_(’ﬂ), on a

S THG W) = Bylg(Xna)] "5 e,

ce qui montre que T, est conservatif et ergodique. D’autre part, en appliquant
la propriété de Markov au temps na, on obtient

E, [Ca © bu) = B, [Ex,, [Co]) = . |Ca(Xo0)| = T2 (C) (@)

On en déduit que pour tout entier N > 0

Ex[ONa]ziE (Ca 0 6,0 = ZT”(N)
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En choisissant g = 1, d’aprés le théoréme de Chacon-Ornstein, on peut alors
affirmer que pour m-presque tout z € I :

Na
lim E, {Nl f(Xs)ds} = lim E,[N7' COn
0

N—+00 N—+o0
N
= lim N! E. [Cy 0 0,4]
N—+o0
0
N ~
— lim N7 SO1m (Ca)
N—+4o00

0

- / C,(z)m(dx)

I

[ | [ s nas)
[ ([etrces) o

0 I
:ax/fdw.
I

On a donc, pour tout a > 0 :

N—+4o00

lim E, [(Na)—l - f(XS)ds} = /I fdn,

0

d’ou le résultat.
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2 UTILISATION DE LA METHODE DES
MARTINGALES

Nous cherchons maintenant a appliquer la méthode des martingales au pro-
cessus X, autrement dit, on cherche a le décomposer en la somme d’un mar-
tingale M et d’une terme de reste que 'on espére asympotiquement négli-
geable. Nous montrons ici que, de par la symétrie du systéme d’équation (x),
la décomposition (I.10) se raméne & un probléme unidimensionnel : la résolu-
tion d’une équation différentielle ordinaire de dimenson un, mais qui posséde
un pole d’ordre deux en zéro et un pole simple en l'infini, de sorte que les
méthodes de résolution usuelles ne s’appliquent pas. Dans la proposition I1.3,
nous parvenons cependant a construire une solution de cette équation par une
méthode de point fixe, solution dont on parvient a controler le comportement
au voisinage des poles.

2.1 Existence de la décomposition

On rappelle que I'on cherche ici & exhiber une fonction F' = (F1,..., F'%) de
R? dans lui-méme, de classe C?, et vérifiant la relation (I.10), c’est-a-dire :

dF'(p;) +dri —dM} =0 pour 1<i<d,

pour une martingale M; = (M}, ..., M?). D’aprés la formule d’'Ito, si F est
une telle fonction, on a alors

(Tt)
2ﬂ +n(re)?]
—0;F* (py) pl b(ry)dt + dM;,

dF'(p,) = (5“‘ + 7](7})%9{ Qf> 8]2»kFi(pt)dt

ou la martingale M* est donnée par :

dM} = <5 1+ U(Tt)Z])_I/QU(Tt)ajFi(Pt) (AW} +1(re) 6] du].

De maniére équivalente, le générateur infinitésimal de la diffusion p, s’écrit :

a(r) i O B
26[1+n()](A+n 2 v 0pﬂ8’“) pr

1<j,k<d

ot A désigne le laplacien usuel dans R, Ainsi, une fonction F satisfaisant
(I.10) doit vérifier ’équation :
o?(r) &k +n(r)? 070"
X 2
23 [1+n(r)?

X 2 Fi(p) — b(r)p! 9,F'(p) = —p' x f(r). (IL13)



32 Chapitre IT  Preuve du théoréme limite central principal

L’équation (I1.13) invite & chercher les fonctions F* de la forme :

F'(p) = 0" x g(r) = p' x s(r)/r, ie. F(p)=0 xz(r)=p x Ys(r)/r.
Rappelons que pour r € R, :

_ 2rbr) r)= ' et posons h(r ':27“]”(7“)
o) =i G = [alondp et posons n(r) = 200

Un calcul direct montre alors que ’équation (I1.13) est équivalente &

d—1 d—1
14 /

— - - = —Fh(r).

o) = (990 = T e ) #0) = g a0 = =900

(I1.14)
D’autre part, les coordonnées de la martingale M sont alors données par :
o d
dM}! = —— {1// AW} + 01«9’ dW” + n0idw, .
SRV T | R [ } ; 8

Lorsque d = 1, I'équation (I1.14) est une équation différentielle linéaire du
premier ordre en 1 dont une solution est donnée par la fonction ¢ :

Up(0) =0 et py(r) = Be) /oo h(p)e=P50 dp,

Sous les hypothéses (H), il existe alors &’ < % tel que, lorsque r tend vers
Iinfini :

[Us(r)] = O(e77) et |wj(r)| = O(e).

Remarque I1.3 — En toute dimension, lorsque b = f, c’est a dire lorsque
g = h, 'équation (I1.14) admet pour solution triviale la fonction ¢g(r) =r.
C’est le cas par exemple pour le processus d’Ornstein-Uhlenbeck relativiste
de Debbasch, Mallick et Rivet.

Lorsque d > 2, I’équation (II.14) posséde un pole d’ordre 2 en zéro et un
pole simple a l'infini. En dehors du cas exceptionnel de la remarque II.3,
elle n’admet pas a priori de solution explicite et les techniques usuelles ne
suffisent pas a décrire le comportement des solutions éventuelles prés des
poles. Sous les hypothéses (H), il est toutefois possible de montrer Iexistence
d’une solution 13 a I'équation (II.14) et d’obtenir un controle équivalent a
celui énoncé plus haut.
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Proposition I1.3 — Sous les hypothéses (H), l'équation (11.14) admet une
solution g € C*(Ry,R) vérifiant 15(0) = 0 et telle que, lorsque r tend vers
l'infing :

[ha(r)| = O(eF™) et [Ws(r)| = O(e¥™) pour un & < %

De plus, si 0 < f <b, on a l’encadrement 0 < g < Id.

Nous remercions vivement Reinhard Schéfke de nous avoir indiqué la méthode
a suivre pour montrer a la fois I'existence et le controle de la solution 3.
La preuve délicate et technique de cette proposition est détaillée dans le
prochain paragraphe.

2.2 Preuve de la proposition 11.3

Donnons tout d’abord le plan de la démonstration. Nous nous intéressons
dans un premier temps a I’équation homogéne associée a (I1.14) :

" d—1 / d—1
)+ (g~ 90 ) = e ) =0, (L)
Cette derniére équation a un pole d’ordre deux en zéro et un poéle a I'infini.
A Taide de la méthode du point fixe, nous construisons dans un premier
temps deux solutions ¢; (resp. (2) de I’équation (II.15) dont on controle le
comportement en l'infini (resp. en zéro). A partir de ces deux solutions, on
construit une solution ¢g de (II.14) sur R*. Enfin, on étudie le comportement

asymptotique de la solution et de sa dérivée. Rappellons que nous avons posé :

de sorte que p est croissante et que 'on a :

(s

r

=

Sl w

min{r, 1} < p(r) <max{r,1} et 0<r<s=1< <

=

2.2.1 Construction d’une solution (; de (II.15) bornée en +oco

D’aprés les hypothéses (H), il existe € > 0 et ry > 0 tel que g > ¢ sur
[79, +00). Pour r > 1y, considérons alors la fonction

A“*:/m“@ydémw[/meﬂmg“ﬁd1?@&%@?)d“
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Un calcul direct montre la majoration :

Ar) < /TOo [/pw e=Be(s=p) E]dl 52 ds] dp
= /TOO [/OOO e e (14 5/p)*3 ds] p2dp

< %/OO e %% max{1, (14 s/ro)**Yds = O(1/r).

Lorsque r tend vers 'infini, A(r) décroit vers zéro, on peut par conséquent
(quitte & augmenter ry) supposer que \(rg) < 1/2d. Sur U'intervalle [rq, +00),
on définit alors les fonctions ¢, par récurrence sur n € N :

Yo = 1,
o8] o) —BG(s) d—1
g1 (r) = 1+(d—1)/ u(p)t=d e ) [/ MOk M s dp.
p

r s(1+n(s)?)
Pour tout r > rg, on a ’encadrement :

1< §0n+1(r) <1+(d- 1)HWHHL°°[TO,+OO[ X /\(7“) < +00

et donc
1 < ¢n < lenllzoepro,co] < 2, pour tout n € N.

On montre de méme que

lon+1 = Pnllzoopro.cof < o0 = @n-illLopro,oof X (d = 1)A(r0) -
La méthode du point fixe s’applique donc : (; := nll_{go p, veérifie ¢; > 1 et

L [rg,00]
e—ﬂ G(s) ,u(s)d_l
s2(1+n(s)?)

G(r) = 1+(d—1)/oou(p)1_de’gG(p) [/wcl(s) ds|dp. (I1.16)

En particulier, lorsque r tend vers I'infini
G(r) <14 (d—=1) |Gl poepro,oof Ar) — 1.

On a donc lim, 1, (1(r) = 1 et

! _ 1— r > — s —1 ds
Gir) = (1= ) )20 [0 (51 1 (8) s <0,
puis
) d=1 o Ny d-] o
1(T) + (T[l +77(T)2] 69( )) Cl( ) 7“2[]_ +7](T)2] Cl( ) 0.

Cette solution se prolonge sur tout R*™ en une fonction que I’on note encore
¢y et qui vérifie toujours (II.15), (I1.16) et li(r)n (1 = +o00.
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2.2.2 Construction d’une solution (; de (II.15) bornée en 0

Pour r € [0, 1], on définit la fonction A :

P
ﬂ/ -2 ,BG(p) {/ e BG(s) ,u(s)dH lg(s)| sds|dp.

0

D’aprés les hypothéses (H),
1
0< AN(r) < eG(’")/ s?|g(rs)|ds — 0, lorsque r — 0.
0

On peut donc fixer r; €]0,1] tel que A(ry) < 1/2. Sur l'intervalle |0, r;], on
définit par récurrence sur n € N les fonctions ¢, :

do =1
BG(p p
bnas) = 145 [ [ 0064 ) () 5]
0

Les fonctions ¢, sont de classe C* sur |0, 7], elles sont minorées par 1 et

|Dns1llz=io,m) < 14 A(r1) | fnll Locjom),

de sorte que

[@nllzeor) <2 et [[ona = dnllL=iom) < llon — Gntllzeor) X Alry).
Par la méthode du point fixe, la fonction 5 = lim ¢, satisfait :
L°°]0,r1]
~ P ~
) =10 [t 2o | [T sy g(5) ) s dp
0
=1+ O[A()]

et lorsque r tend vers zéro :

Fr) = Bu(r) 28O0 /OreﬂG<S>u<s>d+1g<s>$<s>sds
= O[AN(r)] — 0.

On a donc ¢(0) = 1, ¢/(0) = 0 et en dérivant & nouveau, pour tout r dans
Vintervalle €10, 7] :

d+1
r[1+n(r)?

+2 =590 ) - 5" 3y =0 qauan

r

5//(7“) +
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La fonction QNS peut étre prolongée sur R, en une fonction QNS satisfaisant
toujours les équations (2.2.2) et (II.17). Le prolongement vérifie ¢’ > 0 et
¢ > 1 sur R, . Posons alors (3(r) := 7 ¢(r) ; on vérifie facilement que

¢(0) =0, ¢(0)=1
et que (2 est solution de I’équation (II.15) sur R, .

2.2.3 Le wronskien des solutions (; et (,

Considérons le wronskien : wg := (1¢; — ({¢2 sur R%. Un calcul immeédiat
donne

/ " " d—1
wg:QCz -GG = <59—m) X Wg

de sorte qu’il existe une constante ag € R telle que pour tout r > 0 :

wy(r) = ag p(r)' e 40,

Comme (3 >1, ¢4 >0, ¢({ <0, ;>0 au voisinage de 0, on a nécessaire-
ment ag > 0.

2.2.4 Construction d’une solution 3 de I’équation (2.9) sur R"

Pour toute fonction continue k£ sur R, , telle qu’il existe un réel &’ strictement
inférieur a Ge/2 tel que lim e “"k(r) = 0 pour tout 0 < r < oo, posons :
T—00

W(k)(r) = G, (r) / " Galo) walo) ™ k(o) dp+ Calr) / " Gp)walp) k(p) dp.

La fonction W(k) est bien définie; en effet, comme g > ¢ sur [rg, 00 :

/ Ci(p) ws(p) ' k(p) dp = (9(1)/ p(p)t=dePEW0) eBer/2 4 < 0.

T0

De plus, pour 0 < 7 < 00, on a :
V) = G0 [ Glo o) ko) do + 60 [ Glo)wsle) ko) d,
W) = k() + ) [ o) wale) k) dp

+40) [ o walo) (o) do

de sorte que ¥ (k) vérifie sur R™" 'équation (I1.14) avec k au lieu de Bh. Au
voisinage de zéro, on a

Co(r) ~ .
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D’autre part, comme ((;/() = —wg/¢3, on a pour 7 >0 :

G, G
z "¢

Au voisinage de zéro, on a alors

1wﬁ Cl . Cl r 1%
=(1), e, ((r)= C()Cz()‘i‘@() e

1
G(r) ~ rag / u(s)=s~2ds < ag p(r)',

dont on déduit le controle W(k)(r) = O( ) et en particulier, ¥(k)(0) = 0.
Par ailleurs, comme (;(s) = O(u(s)™%), on a aussi [(](r)] = O(u(r)'=/r).
On en déduit que

G0 [ Galo)wsto) ko) do = O(utr)1r) [ty odp = O,
puis
G0 [ Gulo wal) k(o) dp = OQ).

Finalement, la dérivée de W (k)" en zéro est finie

(kY
V0 = [ ) unle) k(o) dp € R

et d’aprés 'équation (I1.14), on a alors aussi ¢3(0) € R. Posons ¢ := 3 W(h),
on a montré que :

- ¢p(0) =0
— 15 est solution de I’équation (II.14) sur R, .
2.2.5 Controle asymptotique de 5 et

Rappelons que d’apreés la section 2.2.4

(r) = B (r) / " a(p) wilp) " (o) dp + Ba(r) / " (o) wslp)hip) dp
Wy(r) = () /0 o) ws(p) (o) dp + B () / " a(p) ws o) () do.

Au voisinage de I'infini, on a (; ~ 1 et

KKHIZCKMﬂFﬂ/WKW“”MQW*gﬁm

o0 r

:owﬂ/eﬂwu+yw4@:owﬂ

0
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D’autre part, d’aprés les hypothéses (H), on a aussi :

2 (1 2. 2(d—1)
wﬁ(r) __wﬁ(/r> - <1 69( )+ 56[1+77(T)2]7”

)wﬁ(T) <0,

de sorte que

[ s = 2 (walt) = walr)) = Ofws(r),

En remarquant que ((2/¢1)" = wg/¢3, pour tout r > 0, (» s’écrit comme :

"w
a0 = 2mam +al) [ 2.
G 1 G
On a donc (a(r) = O(wg(r)) au voisinage de l'infini. et d’aprés (H) il existe
g’ <ef/2 tel que :

/

/Or Ca(p) ws(p) " hip) dp = /0 O(e?) dp = O(e") .

Pour controéler le second terme dans le membre de droite des expressions de
Y et 1y, on note que, par définition de wg :

de sorte que () ~ wg au voisinage de I'infini. D’autre part, on a

wg(r) /00 G(p)wg(p) th(p)dp = p(r)t— /OO e PlEE)=CM] 1y p)d=1 O(F'?) dp

T

o0
= O (! [ R )

T
!

o0
_ O(e”)/ eEBO2 (1 4 pirytldp = O(eFT) .
0

Finalement, on obtient que pour un & < ¢(3/2, lorsque r tend vers l'infini :
[Ws(r)] = O(T) et [W(r)] = O().

Pour conclure, il reste maintenant simplement & montrer que 3 W(g) = Id et
que lorsque la fonction f vérifie I’encadrement 0 < f < b, alors la fonction
g vérifie elle 'encadrement 0 < 93 < Id.
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2.2.6 Encadrement des solutions lorsque 0 < f <b

Posons 1/~)g := 3V(g) et remarquons que I'identité est solution de ’équation
(I1.14) si g = h. Par conséquent, la fonction ¢ — Id est solution de I’équation
homogeéne (I1.15), de sorte que, pour deux constantes ¢ et ¢’ et pour tout
r>0:

Vp(r) = = Glr) + ¢ G(r)

Comme Jg(O) = 0, on a nécessairement ¢ = 0. D’autre part, d’aprés le
paragraphe précédent :

Ca(r) N/ wg > e?EM/2 - orsque r tend vers l'infini.
1
Ceci implique que ¢ > 0. Si ¢ > 0, on obtient alors

O(r) = r 4 cCor) > cePF0/2,

D’autre part, une intégration par parties montre qu’au voisinage de l'infini :

3 / p(p)* e PP g(p)dp ~ ()it e P,

de sorte que

3 / Glp) u(p)™ e PP g(p)dp ~ 3 / 1(p)*= e P g(p) dp

~ /L(T)dil 676 G(r)'

Lorsque r tend vers 'infini, on a donc

y(r) —ﬁ[cl /<2 ;d Gl /C1 ;dp]

o) / 9(p) dp + O(wp(r)) ()= 40

= O(G(r) + 1) = o(?90/2),

Ceci contredit 9 (1) > ce?S)/2 on a donc ¢ = 0 et ¢35 = Id sur R, . Enfin,
si 0< f<bie, 0<h<g,lapositivité de ¥ assure que ¥(h) > 0 et
U(g —h) > 0. On en déduit I'encadrement 0 < 15 < Id par linéarité.
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2.3 Négligeabilité du terme de reste

Grace au controle de la fonction 13, nous sommes maintenant en mesure de
montrer que le terme de reste ¢~/ F(p,,)| est asymptotiquement négligeable,
lorsque ¢ tend vers I'infini, uniformément en a dans tout compact de R, :

Lemme I1.3 — Pour tout point initial pg = 10O¢ , uniformément par rap-
port & a dans tout compact de Ry, on a :

d
t 1 Epy [|[F(pat)’] =t ZEPO [|F*(pat)[’] — 0, lorsque ¢t — oco.
i=1

Démonstration. Par définition, des fonctions 93 et I, on a

d
=Y |F(p)* = [ihs(r) XZW\Q [¥s(r)[,
=1

donc
t7 Epg [|[F(Par)?] = t7 By [|15(rar) ).

D’autre part, d’aprés la proposition 1.3, la fonction 15 est de classe C?. La
formule d’It6 donne alors :

dlihs(r) > = 205(re) G (re)dre + [0a(re) () + |5 7] d(r)e,
soit,
ds(r:) [ = Og(ry)dt + 20 (r)s(re)s(r)dBy,
ou 'on a posé

d—1

T~ 90 + s + sl

Balr) i=a20) [0l (

Sous les hypothéses (H), d’aprés la proposition I1.3, la fonction ¥z est inté-
grable contre la mesure v, invariante pour le processus radial (7). En inté-
grant

/RJQ(T)wg(r)w/ﬁ(T)u(r)dr

par parties, on obtient facilement

/R+ U (r)(r)dr = 0.
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Fixons py = 700y € R%, K un compact de R, et a € K ; d’aprés ci-dessus,
on a pour tout £ > 0 :

7 By [[F(Pat)”] =7 Ery[[905(rat)|]

= t_l 77/),3(’/“0) + t_l Ero |:/Oa ‘Ilﬁ(’l“s)d8:| .

D’aprés le théoréme ergodique dans sa version IL!, lorsque ¢ tend vers I'infini :

'K, [ /0 : \pﬁ(rs)ds] L /R sl =0,

la convergence étant uniforme en a € K, d’ou le résultat. O

3 ASYMPTOTIQUE DE LA MARTINGALE M

D’apreés la formule de décomposition (I1.10) et le lemme I1.3, le comportement
asymptotique du processus (x%)q>o est celui de la martingale (t71/2My;)>0.
On rappelle que les coordonnées M?* de la martingale M sont données par :

d

. o .
i = —2 | ypawi + S (655 — G1AWF + nultiduw
' ﬁ[1+n2]{ﬁ ' [ } e

J=1

3.1 Indépendance asymptotique des composantes

Grace au théoréme de Knight asymptotique, nous montrons que les martin-
gales M* sont asymptotiquement indépendantes.

Lemme 11.4 — Pour 1 <1,l <d, lorsque t tend vers l’infini, on a presque

strement : o
M, M

iy SO0 M

= 6il z%’a

1 1y
avec 35 = 74 [/|¢b|202d7r+ (d — 1)/¢%(1 +n?) M Id o dr|.
En particulier, pour i #1, on a

M. M
lim< ’ )e

T . — 0.
t—oo <Z\47’7 Mz>t
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Démonstration. Le calcul des crochets donne :

B(ME, MY, = 6, St —(1—064) T, on

S = IMCARCE +/ —;((TS)%(TS)) (1—16:%) d

/ 21 +n(rs)?
1= [ [0 1 - vt s,
Posons
F(r,0) 1= o2) 4 012 + 1+ ()] 2 0%(r) w3(r) (1 ),
1(r,©) i= 07(r) [3(r) 1+ ()]~ =y (r)?] 670

et remarquons que d’apreés la proposition I1.3, ces fonctions sont intégrables
contre la mesure probabilité 7, mesure invariante du processus p;. D’apreés
le théoréme ergodique, on a alors les convergences presque stres :

lim S!/t = / Kdr et lim TP/t = / 0 dr .
t—o0 Ry xSd—1 R4 xSd-1

t—o0
Or, la symétrie sphérique par rapport a © implique que, pour 1 <i#1[<d:
/ki dr = dl/ngy%%wr (1 —dl)/ %dw S
/ 0 dr = 0.
Ainsi, on a montré que :
7<MZ M) 22 S X Eﬁ

ou

2 il 2,1,/ |2 UZ@Z)Z
Y5 = gd[ﬂ<a |5] ) + (d — 1)7T<mﬂ

Lorsque ¢ # [, en prenant le quotient, on obtient naturellement
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Considérons a présent la martingale M! définie par :
M= (MyF, L MEY) =t My
et les mouvements browniens de Dambis-Dubins-Schwarz B%! tels que
Mé,t — Bi’t(<Mi’t,Mi’t>a) — Bi,t(tflu\/[i’ Mi>at)-

En appliquant le théoréme de Knight asymptotique !, on déduit du lemme I1.4
I'indépendance asymptotique des martingales M et M, pour 1 <i #1<d,
au sens suivant :

Corollaire I1.1 — Le processus (BYt, ..., B converge en loi, lorsque t
tend vers l'infini, vers un mouvement brownien standard B de dimension d.

Grace au corollaire I1.1, nous allons voir dans le prochain paragraphe que

le processus M converge au sens des marginales de dimension finie. Pour

conclure, il restera a vérifier un critére de tension. Avons cela, nous énoncons

le lemme suivant qui fournit un expression simplifiée de la variance limite
2 . ..

33. On rappelle que 9 est la solution de la proposition I1.3 et que

6= [atordp. =25 ) = e {/m}

Lemme I1.5 — Lorsque d = 1, [’expression de la constante Z% du lemme
I1.4 se simplifie en :

1 o0 —1 o0
55 = 3 / 5|* o?dm = [/ e PE0) 5(r)72 dr} x/ ¢’5(T)2675G(’")dr,
0 0

ou encore, en utilisant [’expression explicite de zﬁ/ﬁ du paragraphe 2 :

o) 1 0o [e's) 2
¥5=0 [/ e PG 5(r)~2 dr] X / (/ h(p)eﬁG(p)dp) eS¢y,
0 0 r

En toute dimension, la constante E% s’écrit sous la forme plus compacte :

00 -1 o0
Z% = {d/o e BGM) pw(r) o (r) 72 dr] X /0 Ya(r) e BG) w(r)4 L h(r) dr .

1. Voir [RY99], Théoréme (2.3), Corollaire (2.4) p. 524-525.
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Démonstration. les fonctions g, w’ﬁ, o et n sont des fonctions du rayon 7,
aussi

5= ﬁ [/WH%%JF (d— 1)/¢§(1 +n*) M 1d o dﬂ]

s’écrit encore

55 = 7a fo {/\%\2 o’dv + (d —1/¢ﬂ1+n) Y1d? o du}.

Par définition, on a

U= / v(r)dr = / e AEW p(ry Lo (r) "2 dr,
0 0

d’ou ’expression de E% dans la remarque I1.5. Pour la remarque I1.5, il suffit
montrer que

2,02
ﬁ/ ¢ﬂ —BG(r) (T)d_l h(']") dr = / |¢’ﬁ|202dy+(d—1)/(1jT%dV

Or, d’apres la proposition 11.3, on a
lim [wﬁ(r) wf’@(r) e’ﬁG(’n)u(T)d*} =0,

en intégrant I := [~ 4(r)?v(r)dr par partie et en utilisant 'équation (I1.14),
il vient

I = [0a0) e 290 )] = [Tty 2L i) PO oyt
—— [T wa[uin (ﬁ() ﬁ)%( )] e ()
= [} vato)one <1+n<>>¢ﬂ<”]e’ﬁ “Oulr)*dr
=5 [ atr) e 5wy i) dr

o) r 2
~@-y r%i/) i(n)w‘)?) Pty

d’ou le résultat. O
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3.2 Convergence des marginales de dimension finie

Comme annoncé, avant de vérifier un critére de tension, nous montrons que
les marginales de dimension finie du processus M convergent, lorsque ¢
tend vers 'infini, vers celles d’un mouvement brownien.

Proposition I1.4 — Les marginales de dimension finie de la martingale M!
convergent, lorsque t tend vers l’infini, vers celles d’un mouvement brownien
Y3 X B, ou Xg est donnée par :

Z% = [d/o e BG) p(r)4 L o(r)~2 dr] o X /0 Pa(r) e BG) ()4 h(r) dr.

Démonstration. Soient N > 1 un entier, 0 < a; < ... < ay des réels positifs
et les processus

Xt — <<J\4i,t7 Mi7t>ak ’Bg,t)

1<q,
1<k<N
s>0

D’aprés le lemme I1.4 et le corollaire I1.1, X! converge en loi, lorsque ¢ tend
vers l'infini, vers X°°. De maniére équivalente, pour toute suite croissante
(t,) tendant vers 'infini lorsque n tend vers l'infini, la suite X' converge en
loi vers X*. Si (¢,) est une telle suite, d’aprés le théoréme de couplage de
Skorokhod 2, on peut construire des vecteurs aléatoires ()?t"), n € Net ()?Oo)
vérifiant les égalités en loi :

(Xt) £ X, XL X

et tels que la suite ()N( In) converge presque siirement vers X°°. En composant
les convergences presque stres, puis en utilisant les égalités en loi, on obtient
(B (M M),,)) = (B'(Sar))

1<i<d, 1<k<N 1<i<d, 1<k<N

ou de maniére équivalente :

(Mi,tn

ag )1§i§d, 1<k<N

d i
Xg X (Bak)1gi§d,1gk§N ’
ce qui prouve la convergence des marginales de dimension finie. L’expression

plus compacte de X3 est bien entendu celle obtenue dans de la remarque
IL.5. O

2. Voir [Kal01], Théoréme (4.30) p. 78.
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3.3 Vérification d’un critére de tension

Pour pouvoir conclure a la convergence en loi du processus (MY),>o lorsque
t tend vers l'infini, il reste & montrer un critére de tension pour la famille
(M), c’est 1'objet de la proposition suivante :

Proposition I1.5 — La famille des martingales M' est tendue, dans [’es-
pace C' (R+,Rd), muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
compacts de R .

Pour établir la proposition, il suffit de montrer que pour tout réel 7" > 0, la
famille de processus (¢71/*M,, a € [0,T]) est relativement compacte dans
Pespace C ([O, T], Rd). A cette fin, nous utilisons le critére d’Arzela-Ascoli 3
qui s’énonce comme suit :

Proposition I1.6 — La famille de processus (t7/*Mg, a € [O,T])t>0 @ va-

leurs dans C ([0, T], R) est relativement compacte si et seulement si

lim limsup E |[t7Y2 sup  |Mg — My|| = 0.
h—=0 ¢t 0<a<b<T
b—a<h

Démonstration. (de la proposition I1.5) Fixons i € {1,...,d}, T >0, h >0
et posons n := |T/h]. Il existe un mouvement brownien standard W* tel que

1 : : 1 o
— Sup Mé — MY = — sup Wi (St — S; '
vV ht 0§a§b§T| t ol it 0§a§b§T| ( bt t) |

b—a<h b—a<h

Si T;Vvl*(u) = sup \/Wv/s’\, on a d’autre part :

0<s<u

1 ) i_i‘_N'* R i ad
o 70| = (St ) < ().
b—a<h

ou l'on a posé :
i .3
ht — Sup Aht>
0<j<n
1 ,
%] __ _ 3 _ 3
Aht T Wt (S(j+2)ht jht) :

3. Voir [Kal01], Théoréme (16.5) p. 311.
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D’apres le théoreme ergodique, A;i converge presque sirement et dans L1,
lorsque ¢ tend vers 'infini, vers 2 x ¥2 . La convergence ayant lieu dans L',
la famille {AZ? , ht > 1} est uniformément intégrable. D’autre part, d’aprés
I'inégalité de Doob, appliquée a la martingale

/ ]'u<Ai dWZlM

0 —*"ht

B (W (45)] <10 (44) llo < 20/EL4],

E|t7V% sup |M, — M|| <24/h x E[AL,].
0<a<b<T

b—a<h

on a

Pour h fixé et A > 2¥%, comme
Bl = [RGB > s
0 A

n [e'e
< )\+Z/ P(Ay] > s)ds,
j=0 /X
on a donc, en utilisant I'uniforme intégrabilité :

n
E[4] < A+ ZE [Aﬂ X 1{A§;f 2)\}] — A, lorsque ¢ tend vers 'infini.
=0

On en déduit que limsup E[A},] < 2 Z% et on conclut que pour 1 <¢ <d

t—o0

lim limsup ¢ Y?E| sup |M, —M]|| =0,
h—0 o 0<a<bsT
b—a<h

d’ou le résultat. O

Le théoréme limite central I.1 découle alors de la relation de décomposition
(I.10), du lemme II.3, et des propositions II.4 et II.5. Dans la prochaine
section, nous énoncons des résultats qui sont des conséquences directes du
théoréme 1.1, en particulier le corollaire II.2 évoqué dans l'introduction qui
assure que les diffusions de la classe C vérifient une relation de fluctuation-
disspation semblable a celle du cas classique (I.4).
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4 DEUX COROLLAIRES DU THEOREME LIMITE
CENTRAL

Avant de donner la preuve du corollaire II.2 concernant le comportement
asymptotique de la variance renormalisée, nous complétons dans une certaine
mesure le théoréme 1.1 lorsque la dimension d est égale a un.

4.1 Complément en dimension d =1

Dans le cas de la dimension 1, on a vu au paragraphe 2 que la solution ¢}
de I’équation (II.14) est explicite. Nous avons déduit une expression explicite
pour la variance limite ¥3 dans le lemme IL5 :

0o _1 0o 0o 2
¥ = [/ e G0 5(r)72 dr] X / (/ h(p)e_’gG(p)dp) P g,
0 0 T

Lorsque d = 1, le théoréme 1.1 est en fait valable pour des diffusions (z, pt)>0
solutions de systémes d’équations différentielles plus généraux que le systéme
(x). Soit en effet (x4, pt)i>o une diffusion a valeurs dans R x R solution d’un
systéme du type

dx; = f(pt)dt
(%)
dpy = — b(p)dt + o (py)dWr,

ou les fonctions (b, f, o) sont continues. On suppose que le processus p; est
ergodique sur R de probabilité invariante v admettant une densité v(x) par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R. Par les mémes méthodes que celles
utilisées dans la preuve du théoréme 1.1, on montre alors le résultat suivant.

Théoréme I1.3 — Soit (z4,pt)i>0 une solution du systéme (x*). On sup-
pose que la fonction [ est intégrable contre v avec

/Rfdz/ =0 et Y:=4 /a(a;)—2y(a;)—1 (/:O fdy)de < +00.

Alors, la loi du processus (2%),~0 = (Tat/Vt)aso converge, lorsque t tend

vers l'infini, vers la loi de (3 Baj@o; ot B est un mouvement brownien réel
standard. La convergence en loi a lieu dans 'espace C(RT,R) muni de la
topologie de la convergence uniforme sur les compacts de R, . Elle a lieu

pour tout point initial (xg, po), ou si la loi initiale est la loi invariante v.
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Démonstration. Considérons la fonction
—+oc0
F'(z) := 20(:5)21/(95)1/ fdv

et F une primitive de F’. La fonction F est de classe C?, d’aprés la formule
d’Itd, on a alors

1 .
dF (p;) = F'(py)dt + §F”(pt)d<p>t, i.e.,
dF (py) = f(pe)dt + o(p;) F'(p;)dB;, ou encore

F(py) = F(po) + 5 — 20 + /0 o (ps) F'(p,)dB,.

On fixe pg € R. Comme dans la preuve du lemme I1.3, en appliquant la
formule d’Tt6 a la fonction p — F?(p), on montre que lorsque ¢ tend vers
I'infini, uniformément en a dans tout compact de R, :

Ep, [FZ(pat)] = O(til)

et donc qu’uniformément en a dans tout compact de R, :

at
V2 g =2 / o(ps)F'(ps)dBs + o(1).
0

D’autre part, il existe un mouvement brownien B tel que

e [Cotarwas =5 (0 ["o0)res).

D’apres le théoréme ergodique, on a la convergence presque stire

at
41 / o2(ps) F' (pa)2ds 255 a x / o2(2)F'(2)20(dz) = a x 52
0 R

En utilisant le théoréme de couplage de Skorokhod comme dans la preuve de
la proposition 1.4, puis un critére de tension, on conclut que

(t71/2 xat)azo LN 3% (Ba)az0 s

la convergence en loi ayant lieu dans C'(R,,R) munie de la topologie de la
convergence uniforme sur les compacts. O
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4.2 Comportement asymptotique de la variance

Nous concluons ce chapitre par la preuve du corollaire I1.2 énoncé dans 'intro-
duction. Ce résultat est une conséquence directe du théoréme limite central
et de la version L' du théoréme ergodique que 1'on a déja utilisée a plusieurs
reprise dans la preuve du théoréme I.1.

Corollaire I1.2 — Soit (t,x;,pY, p:) une diffusion minkowskienne de la
classe C, alors, lorsque t tend vers l'infini :

FUE [[x,[?] — dx 52

L’espérance est ici prise pour tout point initial (po,Xo) ou sous la loi inva-
riante.

Démonstration. D’aprés le théoréme 1.1, la variable ¢~!|x;|* converge en loi,
lorsque t tend vers Uinfini, vers Y3 x [By|?, i.e., vers le produit de X3 et d'une
variable suivant une loi du chi-deux a d degrés de liberté. D’aprés la formule
de décomposition (I.10) et le lemme I1.3, il suffit alors de montrer que pour
1<i<d:

tE[|M{P] = (Bt)TE[S]] — 3.

Dans la preuve du lemme I1.4, on a déja vu que d’aprés le théoréme ergo-
dique :
s /k%hrzﬁzg.

Le corollaire découle alors directement de la version ! du théoréme ergo-
dique. O
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Dans ce dernier chapitre, nous appliquons les résultats du chapitre II aux
deux principaux exemples de diffusions minkowskiennes évoqués dans 'intro-
duction : le processus d’Ornstein-Uhlenbeck relativiste de Debbasch, Mallick,
Rivet et la diffusion de Dunkel et Hanggi. Grace au théoréme 1.1 nous jus-
tifions I'affirmation de [DR98| concernant la limite hydrodynamique du pro-
cessus d’Ornstein-Uhlenbeck relativiste. Nous notons par ailleurs que pour
cette diffusion, 'arsenal développé au chapitre précédent est quelque peu
disproportionné, les résultats asymptotiques pouvant étre obtenus par des
méthodes élémentaires. Grace au corollaire I1.2, nous confirmons la conjec-
ture de Dunkel et Hianggi en ce qui concerne la convergence de la variance
normalisée de leur diffusion. En revanche, nous infirmons la validité de 1'ex-
pression proposée pour la variance limite dans le cas de la dimension d = 1.
Nos illustrons également nos résultats concernant la diffusion de Dunkel et
Hénggi par des simulations numériques.
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1 ASYMPTOTIQUE DU PROCESSUS
D’ORNSTEIN-UHLENBECK RELATIVISTE

Le théoréme I.1 permet de justifier rigoureusement le passage a la limite hy-
drodynamique pour le processus d’Orstein-Uhlenbeck relativiste. Cependant,
pour le processus de Debbasch, Mallik et Rivet, ’arsenal développé dans le
chapitre IT apparait démesuré. En effet, nous montrons dans la section 1.2,
que les résultats asymptotiques concernant le ROUP peuvent étre obtenus
par des méthodes élémentaires.

1.1 Limite hydrodynamique du processus

Comme nous 'avons indiqué dans le premier chapitre, dans I’article [DR98|,
en se basant sur un développement de Chapman-Enskog, Debbasch et Rivet
affirment que la limite hydrodynamique du ROUP se comporte de maniére
brownienne. Rappelons que le processus d’Ornstein-Uhlenbeck relativiste est
un cas particulier de diffusion de la classe C, la diffusion euclidienne associée
(x4, p¢) étant solution du systéme d’équations différentielles stochastiques
(I.5), a savoir, pour 1 <i < d:

( )

R ST}
V 1+ [P
i P, - i
dp; = —————=dt + /261 dW},
\ V1t pef?
on W = (W1 ... W% est un mouvement brownien standard de dimension

d. Plus précisément, I'affirmation de Debbasch et Rivet porte sur la densité
I1(t,x, p) du processus d’Ornstein-Uhlenbeck relativiste, solution de 1’équa-
tion de Kolmogorov forward associée au générateur infinitésimal du ROUP :

P 1Y -1
O+ V[ ———T11| -V, [ ————T11| =3 'A, 1L
t <\/1+|p|2 ) p<\/1+|p|2 ) ’

Les auteurs supposent que la densité II(¢,x,p) est homogéne (ne dépend
pas de x pour tout (t,p)) et qu’elle est proche de la mesure invariante pour
tout (¢,x). Dans le cas unidimensionnel et sous certaines hypothéses!, en
calculant un développement de Chapman-Enskog (dont ils ne prouvent pas

1. principalement que II(¢,x, p) ainsi que ses dérivées par rapport & p admettent des
moments de tout ordre, & décroissance rapide.
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la convergence), Debbasch et Rivet arrivent a la conclusion qu’a la limite
hydrodynamique, la densité n(¢,x), densité marginale de TI(¢, x, p), satisfait
I’équation
o = [ An.

On reconnait bien siir I’équation de la chaleur vérifiée par la densité d’un
mouvement brownien. Le théoréme .1 permet de justifier rigoureusement
I’affirmation de Debbasch et Rivet puisqu’il établit la converge en loi du
processus (x) <o, lorsque ¢ tend vers I'infini, vers le produit d’'un mouvement
brownien de dimension d et de la constante positive >.3. Pour conclure, il suffit
de montrer que X3 = 2/(. On a déja noté dans la remarque I1.3 que dans le
cas du ROUP, les fonctions b et f sont égales :

b(r) = f(r) = 7/%

La fonction ¢ = Id est donc solution de l'équation (I1.14) et d’aprés le
lemme II.5, on a

2 e -1 o T
E% = B [d/o e’ﬁmrdfldr] X /0 7"”l7*1 —
Le corollaire II.2 assure en outre que lorsque ¢ tend vers l'infini :
2d
E.
Le comportement asymptotique du processus d’Ornstein-Uhlenbeck dans le

cadre relativiste est donc identique a celui du processus d’Ornstein-Uhlenbeck
dans le cadre euclidien étudié dans I'introduction.

2
e BVIFT gy —

til E Uxt’2i| —

1.2 Une preuve directe des résultats asympotiques

Voyons a présent comment les résultats asymptotiques du paragraphe précé-
dent concernant le processus d’Ornstein-Uhlenbeck relativiste peuvent étre
direcetement obtenus par des méthodes élémentaires. Sous forme forme vec-
torielle, ’équation différentielle stochastique qui régit ’évolution du moment
p: dans (I.5) s’écrit :

p

2
dp; = Pt dt+ \/jdwt.
V1 |pe? g

Comme p;/+/1+ |p¢|? est la dérivée de x;, on intégrant cette équation, il

vient :
2
xt—i-pt—\/%wt—i—(?(l):(),
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ou encore, pour tout a et t strictement positifs :

2
t71/2 Xop = \/% % t*1/2 Wat o t71/2pat + 0(1)

Or, le processus p; est ergodique dans I’espace euclidien R?. Sa mesure inva-
riante est la distribution de Jiittner 7 de densité par rapport a la mesure de
Lebesque dans RY :

m(p',...,p%) = C(d, 3) x exp [—6 (x/l + \pPﬂ ,

ou C(d, ) est la constante de normalisation. Elle généralise la distribution
gaussienne de Maxwell au cadre relativiste. On montre alors facilement que,
lorsque t tend vers l'infini, uniformément en a variant dans un compact, le
terme ¢~ /?p,, tend vers zéro en probabilité, de sorte que

2
t71/2 Xat = \/% X t71/2 Wat + 0]}»(1).

Grace a l'invariance d’échelle t=1/2 x W, 2 W,, on obtient alors que, lorsque
t tend vers l'infini, le processus (x%, a > 0) := (t7/2 x4, a > 0) converge

en loi vers le produit de la constante /2/3 et d’'un mouvement brownien
standard de dimension d.
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2 ASYMPTOTIQUE DE LA DIFFUSION DE
DUNKEL ET HANGGI

Montrons a présent comment les résultats chapitre II permettent de confirmer
la conjecture de Dunkel et Hianggi en ce qui concerne la convergence de la
variance normalisée de leur diffusion et d’infirmer la validité de ’expression
proposée pour la variance limite dans le cas de la dimension d = 1.

2.1 Convergence de la variance normalisée

Dans le premier chapitre, on a vu que le processus d’Ornstein-Uhlenbeck
euclidien, qui constitue un modeéle classique pour le mouvement brownien
physique, vérifie la relation de fluctation-dissipation asymptotique (I1.4) :

Blxf 24
t B8

Dans [DHO05a, DHO5b|, Dunkel et Hénggi affirme sans le prouver que leur
version relativiste du processus d’Ornstein-Uhlenbeck vérifie elle aussi une
telle relation. Précisément, a partir de simulations numériques de leur pro-
cessus dans le cas d’une intégration stochastique a la Ito, ils conjecturent la
convergence, lorsque ¢ tend vers l'infini :

2d x D.

YA(t) = E[@] — 2. 2d

a7t (I11.1)

D’apres le corollaire I1.2, comme la diffusion de Dunkel et Hinggi appartient
a la classe C, la variance renormalisée, ou déplacement moyen renormalisé
t~ME[|x¢|* converge effectivement, lorsque ¢ tend vers I'infini, vers la constante
% de la proposition IT.4 :

o0
/ Ys(r) e AVt (1+ 7“2)_(‘“'1)/2 r®dr
dx Y2 =2x 29
B

- , (IT1.2)
/ g BVItr? (1+ T2)_d/2 rtdr
0

ou 13 est la solution de I’équation différentielle (II.14) fournie par la propo-
sition II.3. Cependant, on montre ici qu’il n’a pas égalité entre la constante
E% et ’expression conjecturée par Dunkel et Hinggi :

2d

Y2 .
ﬂ7é2d+ﬂ
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En effet, dans le cas ou d = 1, on a vu que la fonction vz est explicite.
On peut alors déterminer le comportement asymptotique de la constante Y
dans le régime classique .e. lorsque (3 tend vers l’infini, ou dans le régime
relativiste 7.e. lorsque 3 tend vers zéro, et le comparer avec la valeur prédite
par les auteurs de [DHO05a, DHO5b|.

Proposition II1.1 — Soit (x4, p;) la diffusion de Dunkel et Hinggi lorsque
d = 1, c’est-a-dire la diffusion introduite dans article [DH05a/. Pour les
trois méthodes d’intégration (It6, Stratonovich, backward), lorsque le para-
metre (3 tend vers linfini, on a :

35~ 2/B.

Lorsque 3 tend vers zéro, il existe des constantes explicites A et C stricte-
ment positives telles que, selon la méthode d’intégration choisie, on ait les
équivalents asymptotiques :

Ito Stratonovich backward
2 NL Y2 — C | X% ~2log(1/8)
7 log(1/B) 7 7

Remarque III.1 — Dans le cas général, et en particulier dans le cas de la
diffusion de Dunkel et Hanngi, le fait que la fonction 15 ne soit pas explicite
lorsque la dimension d est supérieure ou égale a deux, rend trés difficile ’es-
timation du comportement asymptotique de la variance limite (I11.2) lorsque
[ tend vers zéro ou l'infini. Cependant, au vu de diverses simulations numé-
riques réalisées pour différentes valeurs de d > 2, il semble que la conjecture
de Dunkel et Hénngi sur I'expression de X3 soit également mise en défaut.

Démonstration. Les preuves des équivalents ci-dessus sont essentiellement
techniques, elles sont données dans le prochain paragraphe. O

2.2 Preuve des résultats asymptotiques

Dans le cas de la dimension d = 1, la solution de I'équation (II.14) vérifiant
13(0) = 0 est donnée par :

Ya(r) =p /01“ (/+oo h(v)eﬁG(v)dv) eﬁG(p)dp'

p
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En vertu du lemme II.5, la variance limite est alors donnée par :

[e¢) [e'e) 2
/ ( / h(p)eﬁG(p)dp) HG) g
z% — ﬂ 0 r

0 ,—BG(r) ’
/ ¢ dr
0 U(T)Q

[ee] T o
/ </ {/ e_ﬁGh} B Ge) dp) e BEOR(r) dr
0 0 P
oo —BG(r) ’
/ ¢ dr
o of(r)?
Ainsi, selon que les intégrales stochastiques sont prises au sens d’Ito, de

Stratonovich ou au sens backward, les variances limite sont respectivement
données par

ou encore

53 =0

B(VI+a? -1) g..

(&

/R+ [/:O ¢%—y2 EICRVEE) dyr

X3 = 208X (I11.3)
</ (1 +2?)" 12 1+x2)da:)
Ry
+o0 +o0 xe—,@(\/l—i—x?—l) 2 6,8(\/1—1—7’2—1)
d
w2 /0 / (11 22)3/ (12 -
B = 3 + :
ﬁ / 00(1 +x2)—1/4€—,3(\/1+7—1)d1,
0
(e e}
5 / e~ PVIFT? (1 —|—7“2)_1/2 dr
2 = ZxZ0 (IT1.5)
B 3
p / e BVI+Z gy
0

Dans les prochains paragraphes, nous détaillons les preuves de résultats asym-
potiques de la proposition III.1, en distinguant les cas selon que les intégrales
stochastiques sont prises au sens d’It6, de Stratonovich ou au sens des in-
tégrales backward. On rappelle que les expressions des fonctions f, b, o et
n dans ces différents cas sont données dans le tableau récapitulatif au para-
graphe 3.1 du chapitre I
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2.2.1 Intégration a la Itd

Nous montrons ici les équivalents asymptotiques

2 A
E% ~ B, lorsque 8 — 400 et Z% ~ ———— lorsque  — 0,

log(1/8)’

ot la constante A est donnée par

& % o=ty \ 2
A:=2 e® dx ~ 3.2048.
0 x Uu

Lorsque l'intégrale stochastique est prise au sens d’Ito, la fonction g et sa
primitive G sont simplement données par

)
=——— et Gr)=v1+r2-1.
9= e o Gl =vier

La variance limite s’exprime alors comme :

[ [ [et e dy] S g,

1+ 92
6ﬁ(1—\/1+a:2) ;
—dx

R, V1+a?

ou encore sous forme plus compacte E% = J/glKg ou l'on a posé :

¥3=2p0

L) /oo yeﬁ(l—\/uy?) ] ; S(1-ViTe2) ]
x) = —dy, = ——dz,
’ x 1+ y2 Y ’ Ry V 1422
KI@ = 26 II@([L‘)QGB( 1+x271)d‘7;
Ry
Déterminons tout d’abord le comportement de Z% lorsque (3 tend vers 'infini.
Comportement lorsque [ — oo :

En primitivant la fonction y/4/1 + 32, une intégration par parties donne :

e BVITT 1)y o oAV 1) ]
BVI+a® B Mgz

En majorant (1 + 2?) par (1 + y?) lorsque y > x, on a

Ig(x) =
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—1 _ ./ 2
P1-Vita?) /°° y 12V dy < / p(vVTRRE—vTEE) ydy
1+ 22 . (1+y?)32 ~Ja V1+2

_ €ﬁ\/ / fﬁ\/ler _yay dy 1 '
V1+9y? 5

On en déduit alors que

oB(1—V1ta?)

TV =

x[1+0(1/8)], ie.,

B(1—v1+a?)
Kg=2p Ig(x)Qeﬂ(vl+$2_1)dx _ 2 <

- B R+wdﬂfxu+0(l/ﬁ)]

Posons u©w = (\/1 + 2?2 — 1), par le théoréme de convergence dominée,
lorsque 3 — oo, on a :

2 eﬁ(l_v I+a?) e “du 2 T
— T a2 dr =2 / ~ — X -—,
BJr, 1tz R, (u+ B)\/ulu+268) O 20

et de méme :

7 / B(1-vi+ e “du K
’ Ry V1+22 Rt \/u(u+2ﬁ) 26°

d’ou
Z% = J/glKﬁ ~ 2/0.
Comportement lorsque 3 — 0 :

En décomposant I'intégrale Js, on a

& e Tdx _s % =B gy,
Vo (r+20) 0o Vu2+2

[ L e=pe? gy, UVB =1/ gy

Jg =

c_ B 1116
0 \/u2+2 0 t\/1—|—2ﬁt2 ( )
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ol l'on a fait le changement de variables fu? = 1/t*. Ainsi, lorsque (3 tend
vers zéro, on a :

7 /1 e P du Lo WPy
o o VIEt2  Jo t/11 2582
VB at UVB (e=1/P — 1) dt
w| [T [T

1 t\/1+ 25t2 1 t\/1+ 205t2

1/VB dt

_ 2/ M o), (TIL.7)
1 t\/1+ 2062

pour une constante C. Une intégration par parties donne alors :

1/v/B
/1/\/3 dt B log /1/\/B t log t dt
Lt/ F 2382 V142582 1 (1+282)%%

En posant u = +/Bt, on obtient :

/1/x/3 dt 1 o (L) N /1 u log(u/+/B) du
L n/irose VB P\UB VB (1+2u2)%?

= Llog(i)%—mog(i) /1 7Udu %—2/1 7U1Ogucw
V3 T\VB VB) Jus (1+2u2)*?  Jus (14 2u2)*

Lorsque [ tend vers zéro, on a alors

R S S C AR Y
B +2u2)¥? [2vi+22] 5 2\VI+28 V3] 2 Vv3)’

et
1 1
2/ u logu du NS ::2/ (ulogudu cR
0

VB (1+ 2u2)3/2 1+ 2u2)3/2
Alinsi,
UWEB - dt
—— =log (1 X |[14+o0(1)]+Cy et Jg ~ log(l .
| s = e (UVB) <o) ey~ tog(1/9)

Déterminons maintenant le comportement asymptotique de Kg. On a

2
(/00 eﬁ(lfu) @) E'B(V 1422 _l)dx

1+a2 u

Ks _ I (1‘)26’6(v Lra? 1) gy =
28~ Je, '’ R
+ +



2. Asymptotique de la diffusion de Dunkel-Hanggi 61
_ /OO (/Ooeﬁ(lu) d_“>2 y Pl dy = eﬁ/oo </°°6ﬁu d_“>2 y e’ dy
1 y u/) yr-1 1 y u /) \y?—-1
D’autre part, on a la majoration suivante
> dul? u/B du ’ 1 eV e
{/ e Pu —} — / e Pr—| | < 2log (—) X — + —5.
y u y u p y

En remplagant 'intégrale entre y et 'infini par celle entre y et /3, on obtient
alors

2
e du2yeﬁydy & viB L du| yetydy 1
ePv —| I —L = e P —| Z—= 4+0(log= |,
1 Ly ul 21 1 |y u | \yr-1 g

puis

1\ 1\
(logB) Kﬁ:eﬁ (IOgB) A +0O(8),

2
o g2 [ /We—ud“ vy
ﬂ.: — B ——
VAR

Finalement, en posant x = /y? — (3%, d’aprés le théoréme de convergence
dominée :

2

0o 14+22/682 —u

e [ ([T
0 z2+32 u

00 0o —u 2
A:=2 / (/ ¢ du) e’ dx,
0 T u

¥ = J7' Ky ~ A/ log(1/3).

Le logiciel matlab permet une évaluation numérique de A, on trouve ainsi
A =~ 3.2048

ou

d’ou

2.2.2 Intégration a la Stratonovich

Nous traitons a présent le cas ou l'intégrale stochastique est prise au sens de
Stratonovich. Nous montrons les comportements asymptotiques suivants :

2
E% ~ B’ lorsque (3 — +o0, E% — C, lorsque (# — 0,



62 Chapitre III  Conséquences du théoréme limite central

ot la constante C' est donnée par

2

400 +oo
C = 167?‘1/2/ (/ e dx) edey ~ 2.7719.
0 Y

La variance limite s’exprime ici comme
o0 +00 Le—BVIFZ-1)  \? BVIF-1)
/ ﬂ/ —————dr | ————=dr
0 po ()i (1721
+oo —f(V1+a?-1) '

2
Zﬁ—x

o

dx

En faisant le changement de variable v = G(v/1 + 22 —1) au numérateur et au
dénominateur, puis & nouveau le changement de variable v = S(v/1 + 12 —1)
au numérateur, on obtient

+o0 +o0 e U 2 v+ 3 -1/2 )
. ZQX/O L wgt) (ovam) o /)

B +oo (u—i-ﬁ)l/Q . : Dﬁ.
/o (2802 ¢

Comportement lorsque 3 — oo :

D’aprés le théoréme de convergence dominée, lorsque 3 tend vers l'infini, on
a

1 +oo +o0
Ng ~ 3 ></0 (2u)2e™"du et Dpg N/o (2u) "2~ du.

On en déduit bien sir que X3 ~ %
Comportement lorsque 3 — 0 :

Toujours d’aprés le théoréme de convergence dominée, cette fois lorsque (3
tend zéro, on a

2

+00 +00 2 +00 +00 ) )
Ng — / </ u e du) v 2y = 8/ </ e ” da:) e’ dy
0 v 0 Y
“+o0o “+o0o 9
Dg — / uwV2e M dy = 2/ e dx = /.
0 0

On en déduit alors que

2

+oo +o0
55 — 1672 / ( / e dx) eV’ dy ~ 2.7719
0 Y
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2.2.3 Meéthode d’intégration backward

Nous traitons enfin le cas ou 'intégrale stochastique est prise au sens back-
ward. Nous montrons les équivalents asymptotiques :

2
22 ~ 5 lorsque 3 — +o0, X3 ~ 2 log(1/3) lorsque  — 0

On vérifie facilement qu'une solution ¢} de I'équation (I1.14) est donnée par

o 1
o= [Teer] son -1
5(0) i —

La variance limite s’écrit alors

o0
5 / 6fﬁ\/1+1“2 (1 + ,’,,2)71/2 dr
— =« J0 — -

6 / 6—,@\/ 1+7r2 dr 6
0

ou

0 2 o0 2 dr
L ::/ e B(VIF 1) dr, J ::/ e BVIF-1) 4T
’ 0 ’ 0 V1412

Comportement lorsque ( — oo :

En posant x = 3 (\/ 1472 — 1), d’aprés le théoréeme de convergence dominée,
on a :

On a vu dans le cas d'une intégration “a la It6” que Jg ~ | /%. On en déduit
>3~ 2/8.
Comportement lorsque 3 — 0 :

D’apreés le théoréme de convergence dominée, on a d’'une part :

P <, T o e Tdx _ 51
Lz=p /0 e 1/7x+25d$+/0 —\/m B [1+o(1)]+ Js.

D’autre part, d’aprés la section 2.2.1, on a Jg ~ log(1//), on en déduit alors
que lorsque 3 tend vers zéro :

%3 ~ 2 log(1/0).
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3 SIMULATIONS NUMERIQUES

Afin de mettre en évidence la non validité de ’expression conjecturée dans
[DHO5a| pour la variance limite et la validité des expressions trouvées ici,
nous avons réalisé a notre tour des simulations numériques de la diffusion de
Dunkel et Hanggi a I'aide du logiciel matlab. Pour les différentes méthodes
d’intégration et pour différentes valeurs de 3, nous avons ainsi simulé N
réalisations de la diffusion sur un intervalle de temps [0, 7] avec un pas dt.
Dans la suite, sauf mention contraire, les valeurs choisies pour (N, T, dt) sont
N = 5000, T'= 100, dt = 0.0001.

3.1 Convergence de la variance normalisée

Si (X¢, pt)t>o0 sont les composantes euclidiennes de la diffusion de Dunkel
et Hanggi, d’apres le corollaire I1.2, lorsque ¢ tend vers U'infini, ¢ 'E [|x;|?]
converge vers la limite d X E%. A partir des N simulations de la diffusion sur
Vintervalle [0, 7] : (x;(t), pi(t)), i =1...N,t € [0 : dt : T], nous avons ici
calculé la variance normalisée empirique :

N
1 x2(t) = % Z 1 x3(t).
k=1
On s’attend naturellement & ce que cette variance empirique converge vers
la méme limite d X Z%. Les graphiques ci-aprés mettent en évidence la
convergence de la variance normalisée, pour les trois méthodes d’intégra-
tion stochastique et pour différentes valeurs du paramétre 3. Sur chaque
graphique, la variance ¢~! x2(t) est représentée en ordonnée en fonction du

temps t € [0: dt : T1.

0.8

0.15

0.1 6=10
- — —B=100
B=1000
0.05
e
0 0
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

FIGURE 3: Convergence de la variance normalisée empirique (intégration a la It6).
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FIGURE 5: Convergence de la variance normalisée empirique (backward).

Remarque III.2 — Pour obtenir ces tracés, il est nécessaire de stocker toutes
les valeurs (x;(t), p;(t)) pouri=1...N et t =0, dt, 2dt, ..., T. Les capaci-
tés de stockage du logiciel matlab utilisé ici pour générer les graphiques étant
limitées, nous avons augmenté la valeur du pas a dt = 0.001. Ceci explique
que les valeurs limites que 1’on peut lire sur les courbes ci-dessus sont lége-
rement différentes de celles représentées sur les graphes de la page suivante
obtenus avec un pas plus fin dt = 0.0001.

3.2 Evolution de la variance limite en fonction de 3

Pour mettre en évidence la dépendance de la variance limite E% par rapport
au parameétre 3, nous avons tracé ci-dessous, en coordonnées logarithmiques,
I’évolution de la limite de la variance normalisée empirique en fonction de
(B pour les trois méthodes d’intégration. Les points * représentent ainsi les
valeurs simulées log(x2(7)/T) en fonction de I'abscisse log(1/3). Sur chaque
graphique, nous avons également fait figurer la courbe pleine correspondant
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a la conjecture (II1.1) de [DHO5a], i.e. & la fonction 5 — 2/(5+ 2), la droite
correspondant au cas euclidien et une portion de courbe en pointillé corres-
pondant a nos estimés asymptotiques lorsque (3 trend vers zéro.

log(x*(T)/T)
T T —
10 - _ — - -
*  valeurs empiriques -
. — — - cas classique
decroissance en Allog(1/B) P
conjecture de [DHO5a] - -
oF T x * T
A * *
¥
-5 - m
=10 R
*J | | | |
-10 -5 0 10
log(1/B)

FIGURE 6: Evolution de la variance limite en fonction de 3 (méthode It6).

log(x*(T)/T)
T T T =
101 - - ,
*  valeurs empiriques -7
— - — - cas classique
° croissance en 2 log(1/B) _ . *’
conjecture de [DHO5a] ~ T %
0 B _ -~ 9? -
¥
~
-5 _— i
K
-10F_ - |
* 1 1 1 1
-10 -5 0 10
log(1/B)

FIGURE 7: Evolution de la variance limite en fonction de 3 (méthode Stratonovich).

Les simulations confirment le comportement euclidien de la diffusion de Dun-
kel et Hanggi lorsque 5 > 1. Pour 3 plus petit, dans le cas d’une intégration
a la Ito, 'expression conjecturée dans [DHO0b5a| est une bonne approximation
de la limite tant que 3 > 10! ; cependant pour 3 plus petit encore, les limites
empiriques et conjecturées sont clairement distinctes; la décroissance obser-
vée pour 3 < 1072 tend & confirmer un comportement en A/log(1/3) de la



3. Simulations numériques 67

log(x*(T)/T)
T T —
10f - -7
*  valeurs empiriques 7
— - — - cas classique 7
51 - ]
valeur limite C -
o conjecture de [DHO5a] - * * * * *
L % i
¥
T
_57 ) -
¥
~10 [ | | | | | |
-10 -5 0 5 10
log(1/B)

FIGURE 8: Evolution de la variance limite en fonction de 8 (méthode backward).

limite. Pour les deux autres méthodes d’intégration, lorsque 3 tend vers zéro,
la conjecture de Dunkel et Hanngi est clairement infirmée, nos estimations
étant au contraire confirmées.

3.3 Les codes utilisés pour les simulations

On donne ici le code matlab utilisé pour générer (x;(t), pi(t)) pour lorsque i
parcourt {1,..., N} et ¢t parcourt [0 : dt : T]. On précise tout d’abord a quoi
se référe les variables :

— N est le nombre de simulations;

dt le pas de la discrétisation ;

— beta le parameétre de bruit ;

— T la borne supérieure de l'intervalle de simulation ;

— Le paramétre M vaut 0, 1 ou 2 selon la méthode d’intégration. Le choix
M = 0 correspond a une intégration “4 la It6”, M = 1 a une intégration
au sens de Stratonovich, enfin M = 2 correspond a un intégration au
sens “backward”.
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function diffusionDH1(N,dt,beta,T,M)

A la fin de la boucle, les tableaux p et x contiennent les valeurs p;(t) et x;(t)
du processus pour ¢ dans {1,..., N} et t dans [0 : dt : T :

n=T*floor(1./dt);
p=zeros(N,n) ;
x=zeros(N,n) ;

Simulation du mouvement brownien :
dW=sqrt (dt) .*randn(N,n) ;
Simulation des processus p;(t) puis x;(t) par intégration :

for j=1 :1 :n-1
gam=sqrt (1+p( :,j).*p( :,3)) ;
sigma=sqrt ((2./beta) .*gam) ;
p( :,i+1=p( :,)-p( :,3).*x(1-M./(2.*beta.*gam)) . *dt
+sigma.*dW( :,j) ;
x( :,j+1)=x( :,1)+(p( :,j)./gam) .*dt ;
end

Les tableaux var (resp. varnorm) contiennent les valeurs de la variance
|x;|?(t) (resp.de la variance normalisée |x;|*(t)/t), pouri=1...N,t € [0,7T]:

var=mean(x.*x) ;
t=dt.*(1 :1 :n);
varnorm=var./t ;
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Les premiers travaux mathématiques concernant 1’étude de processus sto-
chastiques a valeurs dans des variétés lorentziennes remontent aux années
1960 et aux travaux pionniers de Dudley [Dud66, Dud67, Dud73| concernant
I’étude et la classification des processus markoviens a valeurs dans 'espace
de Minkowski qui possédent I'invariance lorentzienne. De fagon assez surpre-
nante, ces travaux ont eu relativement peu d’écho et ce n’est que récemment
que Franchi et Le Jan dans [FLJO7] les ont étendus au cas d’une variété
lorentzienne générale. Franchi et Le Jan ont en effet construit une diffusion
a valeurs dans le fibré tangent unitaire d’une variété lorentzienne générale,
diffusion dont la loi posséde I'invariance lorentzienne et en fait un candidat
naturel pour étre qualifiée de mouvement brownien relativiste. Dans ce pre-
mier chapitre, aprés avoir briévement rappelé les travaux de Dudley, nous
détaillons la construction de la diffusion de [FLJ07]|, que nous désignerons
par la suite par “diffusion (relativiste) de Franchi et Le Jan”. Nous rappelons
ensuite rapidement les exemples de variétés lorentziennes dans lesquels cette
diffusion a déja été étudiée.
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1 LA DIFFUSION DE DUDLEY DANS L’ESPACE
DE MINKOWSKI

Bien que les théories du mouvement brownien et de la relativité (restreinte)
aient été introduites / légitimées dés le début du 20éme siécle dans les tra-
vaux d’Albert Einstein [Ein05c, Ein05al, il a fallu attendre une soixantaine
d’années pour voir émerger les premiers travaux concernant l’étude de phé-
nomeénes dynamiques aléatoires dans le cadre de la relativité, c’est a dire
I’étude de processus stochastiques a valeurs dans des variétés lorentziennes.

Parmi les motivations mathématiques pour l'introduction de tels processus,
il en est une tres naturelle, celle de construire un analogue du mouvement
brownien eulidien dans ’espace de Minkowski R"? de la relativité restreinte,
puis dans le cadre de la relativité générale. Précisons ce que 'on entend
par “analogue”. Une caractérisation possible du mouvement brownien dans
'espace euclidien R? est la suivante : il s’agit de I'unique processus markovien
continu dont la loi est invariante sous ’action des isométries affines de I'espace
euclidien. Par “mouvement brownien” dans I’espace de Minkowski, on entend
alors un processus markovien continu dont la loi est invariante sous 'action
du groupe des isométries affines de ’espace de Minkowski, c’est-a-dire le
groupe de Lorentz. Par ailleurs, on cherche & construire un processus qui
est en quelque sorte compatible avec la théorie de la relativité restreinte, au
sens I’oll on requiert que les trajectoires du processus soient de classe C* et
de genre temps (voir la section 1.1 du chapitre I de la premiére partie du
manuscrit). Pour cette raison, on considére des trajectoires (paramétrées par
le temps propre) non pas seulement & valeurs dans R“¢ mais dans I’espace
des phases Rb x HY, oul comme précédemment, H? désigne la partie positive
de la pseudo-sphére de I’espace de Minkowski.

Dans 'article [Dud66]|, Dudley a établi une classification des processus marko-
viens & valeurs dans I’espace des phases R xH¢ et qui possédent I'invariance
lorentzienne. Dudley a ainsi montré que parmi ces processus, il en existe un
et un seul dont les trajectoires sont continues, et donc qu'’il existe un unique
candidat naturel pour étre qualifié de mouvement brownien dans I’espace de
Minkowski. Dans la suite, nous ferons référence a ce processus sous le nom
de “diffusion (relativiste) de Dudley”. Nous explicitons ce processus dans le
prochain paragraphe, puis nous énoncons le théoréme de classification de
Dudley. Enfin, suivant [FLJ07|, nous montrons que la diffusion de Dudley
peut-étre vue comme la projection d’un mouvement brownien avec dérive a
valeurs dans le groupe de Poincaré.
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1.1 Primitive du mouvement brownien hyperbolique

Nous explicitons ici la diffusion introduite par Dudley, qui & la lumiére du
théoréme I.1 du prochain paragraphe peut étre considérée comme la définition
du mouvement brownien relativiste dans 1’espace de Minkowski. Rappelons
que l'espace H? muni de la pseudo-métrique minkowskienne est une variété
riemannienne de courbure constante égale & —1, ce qui fait de H? un modéle
de 'espace hyperbolique de dimension d. Désignons par Ay« 'opérateur de
Laplace-Beltrami sur H¢ et par O le d’Alembertien :

d
O:= 0% — Z@iz
i=1

Les fonctions sur H? peuvent, étre étendues en des fonctions sur R de fagon
radiale en posant f(rz) := f(z) pour tout r > 0, auquel cas

Agaf(z) = Of (z).

Comme le d’Alembertien est invariant sous I’action des isométries de R,
c’est aussi le cas du laplacien Aga. Autrement dit, la loi du processus stochas-
tique dont %AHd est le générateur ininitésimal, c’est a dire a loi du mouvement
brownien hyperbolique, est invariante sous l'action du groupe des isométries
de RY. Fixons un réel strictement positif o et considérons alors sur R»% x H?
Popérateur différentiel d’ordre deux suivant :

2

. o
L7 = (€, Ve) + 5 Aga.

C’est un opérateur hypoelliptique. Pour tout (£,&) € R x HY, il existe
un unique (en loi) processus de diffusion (&, 53)320, solution du probléme de
martingale relatif a £, c’est-a-dire tel que, pour toute fonction a support
compact f € C*(RY x H?),

F(Enfs) — FlE0o) — / L7 (€ ) du

est une martingale. Le processus (fs)szo est alors un mouvement brownien
hyperbolique, et

€s=€o+/oséudw

Le couple (&, 58)820 est bien une diffusion & valeurs dans le produit RY? x H<,
en particulier (§s)s>0 est une trajectoire de genre temps. De plus, sa loi est
naturellement invariante sous l’action du groupe des isométries affines de
R j.e. le groupe de Lorentz.
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Définition I.1 — Nous désignerons dans la suite par diffusion de Dudley,
la diffusion (&, &)s>0 & valeurs dans l'espace des phases RY x H?, dont le
générateur infinitésimal est 'opérateur L.

1.2 Un théoréme de classification

Le théoréme suivant, qui est le théoreme 8.2 et le résultat principal de
|[Dud66], détermine tous les processus de Markov & valeurs dans R4 x H¢
dont la loi est invariante sous 'action du groupe du Lorentz. Nous 1’énon-
cons ici de maniére informelle et renvoyons le lecteur & [Dud66, Dud67] ou le
chapitre 4 de [Bai06] pour un énoncé plus précis.

Théoréme L.1 (Dudley) — Les processus markoviens (&, &)so o valeurs
dans RY xH? et dont la loi est invariante sous l’action des isométries affines
sont tels que :
- (és)szo est un processus de Markov dans H? dont la loi est invariante
sous l'action des isométries de H ;

— (&)s>0 est une primitive de (és)szo =& +/ éudu.
0

Le processus fs peut étre :
— continu : & est alors nécessairement un mouvement brownien dans He ;
— un processus de saut : 55 processus de Poisson dans HY ;
— une superposition de trajectoires continues et de sauts.

Ce théoréme est en fait une conséquence d’un résultat de Karpelevich, Schur
et Tutubalin [KTS59| qui ont donné une caractérisation de I'ensemble des
probabilités radiales et infiniment divisbles sur H¢, analogue au théoréme de
Lévy-Khinchin pour les lois des processes de Lévy réels. Via la formule de
Lévy-Khinchin, un processus de Lévy réel peut étre vu comme la superposi-
tion d’une trajectoire continue et d’un procesus de sauts, c’est dans un sens
tout a fait analogue que les trajectoires du processus &, dans H? peuvent étre
vues comme “une superposition de trajectoires continues et de sauts”.

Remarque 1.1 — Le théoréme ci-dessus affirme en particulier qu’il existe un
unique processus de Markov continu & valeurs dans ’espace des phases RV x
< et dont la loi est invariante sous I’action du groupe de Lorentz. Il s’agit
du couple (fs,és)szo ol (53)320 est un mouvement brownien hyperbolique
dans H? et (&)s>0 est une primitive de (53)320. Autrement dit, il s’agit de la
diffusion de Dudley, objet de la définition 1.1, et qui apparait de fait comme
un candidat naturel et canonique pour étre qualifiée de mouvement brownien
dans 'espace de Minkowski.
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1.3 La diffusion de Dudley vue comme une projection

Avant de voir comment Franchi et Le Jan ont étendu les travaux de Dudley
au cadre de la relativité générale, nous montrons en suivant [FLJ07] com-
ment la diffusion de Dudley peut étre interprétée comme la projection d’un
mouvement, brownien avec dérive dans le groupe de Poincaré. Désignons par
G la composante connexe de I'identité dans O(1,d). Le groupe G agit isomé-
triquement sur R ainsi que sur la pseudo-sphére unité H?. Si I'on désigne
par (eg,eq,...,eq) la base canonique de RV et par (ej,e],...,€}) sa base
duale, les matrices Ej := eq®e; +e;®@ej ou 1 < j < d, appartiennent a l’al-
gebre de Lie de GG, et engendrent les rotations hyperboliques, appelées encore
boost lorentziens. Etant donnés d mouvements browniens réels standards in-
dépendants w, le vecteur dérivé & = (€2,&7) de la diffusion de Dudley, qui
est mouvement brownien hyperbolique, peut alors étre vu comme la projec-
tion 55 = LLgeg, ou la matrice L, € G est solution de I’équation différentielle
stochastique :

d s
LSZLO—G—UZ/ L, E; o duw.
j=1"0

Le couple (&, fs) est alors lui aussi la projection d’un processus a accroisse-
ments indépendants, précisément un mouvement brownien avec dérive, a va-
leurs dans le groupe de Poincaré. Dans le formalisme minkowskien, le groupe
de Poincaré est ’analogue de celui des mouvements du solide et peut étre vu
comme le groupe des matrices réelles de taille (d 4 2,d + 2) de la forme

(v 1)

avec L € G, £ € RY (en colonne), et 0 € R (en ligne). Son algébre de
Lie est l’ensemble des matrices

g x

0 0 )’

avec 3 € so(1,d) et z € RV Le mouvement brownien avec dérive a valeurs
dans le groupe de Poincaré envisagé plus haut est solution de I’équation
différentielle stochastique :

IL‘S fs _ IL‘S fs ﬁs €oS
d(o 1)_(0 1)Od(o 0 )
oupfs =0 Z;l:l F; w’ est un mouvement brownien sur so(1, d). Cette derniére

équation est équivalente aux deux équations suivantes :

dé& =Leegds =E&,ds et dL, =1L, odf,.
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Le processus L; est un donc mouvement brownien sur G. Son générateur
infinitésimal s’écrit 02/2 X Z;l:l (EE].)Z, ot Lg; est la dérivée de Lie dans
la direction E;. Sur les fonctions de la seule variable £ = Ley, il induit
le laplacien hyperbolique sur H¢; le processus & = Lgey est donc bien un
mouvement brownien hyperbolique. Autrement dit, la diffusion de Dudley a
valeurs dans le fibré tangent unitaire de I’espace de Minkowski, peut étre in-
terprétée comme la projection d’une diffusion dans le groupe des mouvements
du solide, ou encore dans le fibré de repéres au-dessus R,

2 LA CONSTRUCTION DE FRANCHI ET LE JAN

Nous décrivons a présent la construction par Franchi et Le Jan d’une diffu-
sion, & valeurs dans le fibré tangent unitaire d’une variété lorentzienne géné-
rale, et qui comme la diffusion de Dudley dans le cas minkowskien, posséde
I’invariance lorentzienne. Leur construction s’inspire de la remarque du der-
nier paragraphe concernant la diffusion de Dudley, ainsi que de la méthode du
relévement horizontal qui permet de construire une semi-martingale sur une
variété riemannienne en passant par le fibré des repéres. Dans le prochain pa-
ragraphe 2.1, nous expliquons tout d’abord la construction de Franchi et Le
Jan de maniére assez informelle, puis nous la précisons au paragraphe 2.2 en
explicitant les générateurs infinitésimaux des différents processus considérés.

2.1 Développement stochastique lorentzien

L’objectif ici est de construire un processus stochastique sur une variété lo-
rentzienne générale M, dont les trajectoires sont des courbes de genre temps
et dont la loi est invariante sous l'action des isométries. Sans perdre en gé-
néralité, on supposera dans la suite que les trajectoires sont paramétrées par
le temps propre s. Comme dans le cas de la diffusion de Dudley, le fait d’exi-
ger que les trajectoires soient de genre temps nous indique que le processus
envisagé doit étre a valeurs non pas seulement dans la variété M mais dans
son fibré tangent unitaire, que 'on note 7' M. Une premiére remarque est la
suivante : étant donné un point £ dans M, 'espace tangent unitaire 7, Eloj\/l
au point & est une copie de H¢. La diffusion de Dudley étant I'unique pro-
cessus markovien continu dans RY? x H? possédant la propriété d’invariance
lorentzienne, on s’attend a ce “localement”, le processus recherché “ressemble”
a celui de la définition I.1. Il reste alors & comprendre comment passer de la
structure linéaire locale de chaque espace tangent unitaire Tgo./\/l, a celle du
fibré tangent unitaire 7' M.
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Etant donnée une variété riemannienne M munie d’une connexion, les no-
tions de développement stochastique et de relévement horizontal permettent
de construire de facon efficace des semi-martingales a valeurs dans M a par-
tir de semi-martingales euclidiennes. Pour une introduction a ces méthodes
on pourra consulter par exemple ou [Eme90| ou [Hsu00|. Ainsi, au lieu de
chercher a construire directement une semi-martingale a valeurs dans M, il
s’avére souvent fructueux de construire dans un premier temps une semi-
martingale & valeurs dans le fibré des repéres orthonormeés G(M) au-dessus
de M, et ensuite de la projeter sur M via la méthode dite de “rouler sans
glisser” illustrée ci-dessous.

G(M)

FIGURE 9: Le principe du relévement horizontal dans le cas riemannien

La méthode developpée par Franchi et Le Jan est une variante de la mé-
thode du relévement horizontal. Pour ’expliquer, commencons par préciser
le cadre géométrique de la construction. On se donne ainsi une variété (M, g)
de dimension (d 4 1), ou ¢ est une métrique pseudo-riemanienne de signa-
ture (—,+,...,+). On suppose que M est munie d’une orientation, d’une
direction temporelle, et de sa connection de Levi-Cevita. Comme dans le cas
minkowskien ot I'on a privilégié une des deux nappes de I'hyperboloide de
I’espace tangent unitaire, on choisit de travailler ici dans la partie positive
du fibré tangent unitaire 7'M, que 1’on note abusivement encore par T M.
Autrement dit, on ne considére que les vecteurs tangents orientés vers le fu-
tur. On note G(M) le fibré des repéres pseudo-orthonormés directs au dessus
de M, dont le premier élément vit dans 7'M, et dont les fibres sont homéo-
morphes au groupe de Lorentz G. On désigne par m; la projection de G(M)
sur 7'M qui a un repére ¥ = (€, ...) associe son premier élément €.
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G(M) U=(..) € GM)
TIM EET;M

ceM
M

FIGURE 10: Le cadre géométrique de la construction de Franchi et Le Jan

Comme dans le cas riemannien, la construction de Franchi et Le Jan d’une
diffusion sur 7'M passe par la définition préalable d’une semi-martingale &
valeurs dans le fibré des repéres G(M). Il existe cependant deux différences
notables avec la méthode classique du relévement horizontal : d’une part,
dans leur construction la semi-martingale définie sur G(M) est projetée sur
le fibré T* M et non pas sur la variété M elle-méme ; d’autre part, le terme
de bruit dans la définition de la semi-martingale dans le fibré des repéres est
dirigé selon les champs de vecteurs verticaux et non pas horizontaux comme
dans le cas riemannien. Autrement dit, on pertube ici les accélérations des
trajectoires et non pas les vitesses comme le cas d’'un relévement horizontal.

Néanmoins, le principe de la contruction reste trés proche de celui du déve-
loppement stochastique dans le cas riemannien puisque in fine, la diffusion
de Franchi et Le Jan apparait comme un développement stochastique de la
diffusion de Dudley dans I’espace de Minkowski. En effet, nous verrons dans
le théoréme 1.2 ci-aprés que si (fs,és) est la diffusion de Franchi et Le Jan
a valeurs dans T'M et si //;! @ T, M — Tg, M désigne le transport pa-
rallele inverse le long des courbes C! (£ 10 < s < s), alors le processus
¢ = //7'€, est un mouvement brownien hyperbolique dans I'espace tan-
gent T, M au point initial {,. Autrement dit, le processus &, a valeurs dans
M, primitive du processus fs, peut étre interprété comme le développement
d’une diffusion relativiste & valeurs dans 'espace Tz, M ~ H?. Géométrique-
ment, la diffusion de Franchi et Le Jan est donc obtenue en faisant “rouler
sans glisser” la diffusion de Dudley définie dans I’espace tangent au point
initial comme l'illustre la figure suivante.
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---- Diffusion de Dudley dans T M ~ H*

— Diffusion de Franchi et Le Jan

FIGURE 11: Anti-développement de la diffusion de Franchi et Le Jan

2.2 Le générateur infinitésimal de la diffusion

Nous précisons ici le générateur infinitésimal de la diffusion définie par Fran-
chi et Le Jan sur le fibré des repéres G(M), ainsi que celui de sa projection sur
le fibré tangent unitaire 7' M. Le théoréme 1.2 ci-apreés fait le lien entre ces
générateurs et la notion de développement stochastique évoquée plus haut.

2.2.1 Description du générateur infinitésimal sur G(M)

Dans la construction de la diffusion de Dudley a valeurs R x H?, nous avons
introduit les matrices £; = eq®@ €} +e; ® e ou 1 < j < d, qui appartiennent
a ’algebre de Lie so(1, d). Introduisons a présent les rotations infinitésimales
Epi =e Q¢ —e ®e; € so(l,d), pour 1 < k <[ < d. Remarquons
que les matrices {E;, Ey; ; 1 < j <d,1 <k <[ < d} forment alors une
base pseudo-orthonormée de so(1,d) muni de sa forme de Killing. Rappelons
que la variété lorentzienne M est munie de sa connexion de Levi-Cevita. On
désigne alors par V; et Vj; les champs de vecteurs verticaux canoniquement
associés aux matrices I; et Ej;, et par Hy le premier champ de vecteur
horizontal canonique. Les champs de vecteurs verticaux Vj; engendrent une
action de SO, sur G(M), qui laisse le fibré tangent unitaire 7' M invariant,
et permettent donc de l'identifier au quotient G(M)/SO,. En fonction de
ces différents champs de vecteurs, le générateur infinitésimal de la diffusion
introduite par Franchi et Le Jan sur le fibré des repéres pseudo-orthonormés
est donné par

9 d
(e o N
G° = Hy+ ?VQ, o V? = ZVJ-Q, (L.1)
=1
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et ol o est paramétre réel strictement positif.

Remarque 1.2 — Dans la construction classique d’un mouvement brownien
sur une variété riemannienne a l'aide du relévement horizontal, le généra-
teur infinitésimal du processus a valeurs dans le fibré des repéres orthonor-
més s’exprime aussi comme une somme de carrés : la somme des carrés des
champs de vecteurs horizontaux canoniques ;. La différence principale entre
la construction classique et la construction de Franchi et Le Jan consiste donc
en I’emploi des champs de vecteurs verticaux au lieu des champs horizontaux.

Le lemme suivant précise ’action de 'opérateur différentiel G° sur le fibré
TM, c’est a dire sur des fonctions qui ne dépendent que de la premiére
coordonnée :

Lemme 1.1 (Lemme 3.1 de [FLJ07|) — Les opérateurs différentiels Hy ,V?
et G7 agissent sur les éléments de C*(T' M) et induisent respectivement : le
champ de vecteur Ly qui engendre le flot géodésique sur T M, le laplacien
vertical Ay, et enfin ['opérateur

2

L7 = Lo+ % Ay. (1.2)

Plus précisément, pour toute fonction test F sur T*M, on a sur G(M) :
(,C(]F)O’/'Fl = Ho(FO’/Tl), (AVF)O’/Tl = VQ(FO’/H).

De plus, dans un systéme de coordonnées locales (&', ef), avec

0 0 0
k k k
—ek Y= i
€j €; afk’ J €; aelg +€0 86?’
le laplacien vertical s’exprime comme
- 2 k1 kl 0 kO
(AyF)om = JZIVJ (Fom)= ((eoeo—l—g ) Jekael +d X e 8—615) F o,

ou g"” désigne linverse de g,, sur M dans cette méme carte.

Remarque 1.3 — Sur le fibré G(M), opérateur de Casimir C est défini

comme .
C:= ZV]Z — Z V,fl.
j=1

1<k<i<d

L’action de sa restriction au fibré tangent 7'M coincide avec celle de V2.
Ainsi, 'opérateur £ peut aussi étre interprété comme ’opérateur induit sur
le fibré tangent par Hy + 02/2 x C.
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2.2.2 Description du générateur infinitésimal sur 7'M

L’opérateur £7 défini par I'équation (I.2), restriction de G7 au fibré tangent
unitaire, est précisément le générateur infinitésimal de la diffusion introduite
par Franchi et Le Jan sur 7' M. Il apparait ici comme une pertubation, par
le laplacien vertical, du flot géodésique sur le fibré tangent unitaire de M.

Remarque 1.4 — Bien entendu, lorsque la variété M est ’espace de Min-
kowski et le fibré tangent unitaire 7'M s’identifie au produit RY x HY,
Popérateur £7 du lemme [.1 n’est autre que le générateur infinitésimal de la
diffusion de Dudley de la définition I.1. La construction de Franchi et Le Jan
est donc bien une généralisation au cas courbe de la construction de Dudley.

Pour compléter la construction de Franchi et Le Jan, il reste & montrer d’une
part que l'opérateur G° définit bien une diffusion sur le fibré des repéres
G(M), d’autre part que la projection de ce processus sur T* M est elle aussi
une diffusion, dont le générateur infinitésimal est 'opérateur £7. Enfin, il faut
faire le lien entre ces opérateurs différentiels et la notion de développement
stochastique évoquée dans la section 2.1. Pour cela, fixons un élément ¥
de G(M), un mouvement brownien standard w = (w?) de dimension d et
considérons I’équation différentielle stochastique au sens de Stratonovich :

s s d
0 0 j=1

D’aprés le lemme .1, le flot stochastique défini par (I.3) commute avec I'ac-
tion de SOy sur G(M). De fait, la projection (&, &s) := (&, eo(s)) = m1(Vs)
deéfinit une diffusion sur 7'M et 'on peut énoncer le théoréme suivant :

Théoréme I.2 (Théoréme 3.2 de [FLJ07|) — L’équation différentielle sto-
chastique (1.3) définit une diffusion (&,&s) = m (W) sur le fibré tangent
TIM, dont le générateur infinitésimal est l'opérateur £° du lemme I.1 :

2
E":£0+%AV.

Si /)7t Tee M — Ty M désigne le transport paralléle inverse le long des
courbes C* (€40 < s' < s), alors (= //7 €, est un mouvement brownien
hyperbolique sur Tey M . Ainst & peut étre vu comme le développement d’une
diffusion relativiste sur l’espace de Minkowski Tey M.

Démonstration. Nous renvoyons le lecteur & [FLJ07] pour des preuves dé-
taillées du lemme [.1 et du théoréme I.2. O
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Avec les mémes notations que dans le lemme 1.1, si (&, e;‘?) est un systéme
de coordonnées locales sur M et si 'Y, désignent les symboles de Christoffel
usuels, I’équation (I1.3) satisfaite par ¥y = (&, eo(s), .., eq(s)) € G(M) s’écrit,
pour0<i<d, j>1,0<k<d:

(deg = eg(s)ds,

d
{ delg(s) = —Fﬁ(fs)eg(s)eé(s)ds +0o Z ef(s) o dw’, (L.4)

de’?(s) = —Fﬁ(ﬁs)eg(s)eé(s)ds + 0o elg(s) o dw?,

\ J

ou de maniére équivalente sous la forme d’Ito6 :

(d¢k = ef(s) ds,

d 2
def(s) = —Th(&,) el (s) eh(s)ds + o Z eF(s) dw' +d x % et(s) ds,
i=1

2

\ delb(s) = —T5(&) €i(s) e (s)ds + o ef(s) dw] + %e?(s) ds.

(L.5)

Remarque .5 — Dans les équations régissant évolution de ey(s) = &, la
matrice de covariation quadratique K, des martingales

s)

d
dM?¥ :zaZef(s)dwi 0<k<d,
=1
est donnée par
kl <dMsk7dMsl> 2 k l 2 k l kl
KF = sl = 02 " el (s)el(s) = o7 (ef(s)eh(s) + gM(&0)).

En accord avec le lemme 1.1, on a donc K, = 0” (eo(s) ‘eo(s) + g (&), on
feo désigne la transposée du vecteur colonne ey, et ¢! désigne la matrice
inverse de la pseudo-métrique. La matrice K est de rang d : on a en effet
Kgeg= (egeo+9g 1) geg = 0, puisque ‘eg geg = —1. D’autre part, la matrice
K ne dépend pas des vecteurs e; (j > 1) : la projection (&, fs) est bien une
diffusion sur le fibré tangent 7'M comme 'affirme le théoréme I1.2.
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Définition 1.2 — Etant donnée une variété lorentzienne M satisfaisant
aux hypothéses du paragraphe 2.1, nous désignerons dans toute la suite par
diffusion de Franchi et Le Jan, ou plus simplement diffusion relativiste, la
diffusion (&, 55)520 a valeurs dans T' M, dont le générateur infinitésimal est
lopérateur £7 du lemme I.1.

Remarque 1.6 — En faisant ¢ = 0 dans les équations ci-dessus, on retombe
naturellement sur les équations des géodésiques. Dans la suite, lorsque nous
serons amenés a étudier des équations différentielles stochastiques obtenues
a partir des systémes (I.4) ou (I.5), on pourra ainsi discriminer les termes
provenant des équations géodésiques ou de la perturbation stochastique ver-
ticale, en fonction de la présence ou non du paramétre o en facteur de ces
termes.

3 LES EXEMPLES PRECEDEMMENT ETUDIES

Dans cette derniére section, nous décrivons briévement les cadres géomé-
triques dans lesquels la diffusion de Franchi et Le Jan a déja été étudiée et
ce que l'on peut en dire dans ces différents cadres. Il s’agit essentiellement
de I'espace de Minkowski ou la diffusion de Franchi et Le Jan coincide avec
celle de Dudley, 'espace de Schwarzschild qui est un des principaux modéles
utilisés par les physiciens pour décrire le complémentaire d’'un trou noir dans
la théorie de la relativité générale, et enfin 'univers de Godel, qui posséde la
propriété intéressante d’étre a la fois une solution des équations d’Einstein
et de contenir des courbes de genre temps fermées.

3.1 La diffusion de Dudley

Le cadre géométrique le plus simple que ’on puisse imaginer pour I’étude de
la diffusion de Franchi et Le Jan est bien sir ’espace de Minkowski ou celle-ci
coincide avec la diffusion de Dudley. L’étude des propriétés asymptotiques
de cette diffusion remonte aux travaux de Dudley, en particulier a I'article
[Dud73], on auteur montre que le processus est transitoire, divergeant vers
I'infini dans une direction privilégiée, a 'image du mouvement brownien hy-
perbolique. Pour autant, méme dans ce cadre trés simple, la détermination
compléte du comportement asymptotique de la diffusion n’est pas triviale.
En particulier la description de la tribu asymptotique et de la frontiére de
Poisson du processus est récente. Elle est due a Bailleul dans [Bai06, Bai08al.
Dans les deux prochains paragraphes, nous résumons les travaux de Dudley,
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ainsi que ceux de Bailleul concernant le comportement asymptotique de la
diffusion.

3.1.1 Les résultats de Dudley

Décrivons tout d’abord les résultats obtenus par Dudley dans Particle [Dud73|
concernant le comportement asymptotique de la diffusion qui porte son nom.
Considérons un point (&, 50) du produit RY* x H? et désignons par Py la loi
de la diffusion de Dudley (&, fs) issue de (&, éo). On note § = (¢, z) les co-
ordonnées dans I'espace de Minkowski. D’aprés la définition 1.1, le processus
és = (ts,45) est alors un mouvement brownien dans ’espace hyperbolique H¢.
En particulier, le temps de vie de la diffusion est Py—presque stiirement infini.
Dans |[Dud73], Dudley montre que le processus fs et donc le processus & sont
presque surement transitoires. Plus précisément, il montre que Py—presque
sirement, le processus fs tend vers l'infini avec s dans une direction privilé-
giée au sens suivant :

Proposition I.1 ([Dud73|) — Pour toute donnée initiale (&, &) dans Rb4x
H, s Py désigne la loi de la diffusion de Dudley (&s,&s) = (s, s, ty, i) issue
de (&0, &0), alors lorsque s tend vers Uinfini :

i) |Zs| tend Po—presque sirement vers linfini;

it) i4/|s| converge Po—presque sirement vers un point de la sphére S41,

Pour se convaincre de ces deux points, on peut observer tout d’abord 1’équa-
tion différentielle stochastique vérifiée par le processus t,. D’aprés le systéme
d’équations (I.5), cette derniére s’écrit ici :

2 , . ,
df, = d x % x iyds +dM!, avec d(M'), = o2(i2 —1)ds.

On vérifie alors facilement que, presque stirement, lorsque s tend vers I'infini,
le processus ts vérifie {, = exp (d;Ql X 02 X 5+ o(s)). En particulier, lorsque
s tend vers l'infini, les processus t, et sa primitive ¢, tendent presque siire-
ment vers l'infini. Comme s est le temps propre, on a par ailleurs la relation
de pseudo-norme #2 — |i,]?> = 1. On en déduit naturellement que |i,| tend
presque strement vers 'infini lorsque s tend vers 'infini. Pour le point i), on
peut remarquer que le processus i /|@,| & valeurs dans la sphére S¢~1 n’est
autre qu’un mouvement brownien sphérique changé de temps. Pour simpli-
fier, supposons que £, # 1. Dans ce cas, il existe en effet un mouvement
brownien sphérique O, a valeurs dans S?, issue de ©g = z¢/|Zo| tel que :

Ts 2/5 du
- = o - .
|2] o t2—1
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L’estimé asymptotique pour le processus ¢, montre que 'intégrale ci-dessus
converge Py—presque strement lorsque s tend vers l'infini et 'angle & /||
converge donc effectivement vers un point O, de la sphére S,

En suivant [FLJO7|, on peut compléter la description de Dudley en précisant
le comportement asymptotique de la primitive x, du processus x,. D’apreés
la relation de pseudo-norme, on a £, > 1 pour tout s > 0 puisqu’on considére
des trajectoires orientées vers le futur. En particulier, le processus t, est
strictement croissant. Désignons par s(t) son inverse et posons Z(t) := z4y).
Un calcul direct montre que :

dZ(t)
dt
Comme s(t) tend presque sirement vers l'infini avec ¢, on en déduit que

lorsque ¢ tend vers l'infini, dZ(t)/dt tend presque stirement vers O, et ainsi
que Z(t)/t.

= O4) X tanh (acosh (is(t))) )

3.1.2 Tribu asymptotique et frontiére de Poisson

Récemment, dans |Bai06, Bai08al, Bailleul a complété la description de Dud-
ley (lorsque 0 =1 et d = 3) en montrant que non seulement les trajectoires
de la diffusion s’en vont a l'infini dans une direction privilégiée aléatoire
O, mais qu’elles convergent vers un hyperplan asymptotique aléatoire. Avec
les mémes notations que dans le paragraphe précédent, si (.,.) désigne le
produit scalaire euclidien dans R?, ¢ la forme bilinéaire minkowskienne, et
(o, €1, .., eq) la base canonique dans RY?, Bailleul a en effet montré que le
processus
63 = Q(gw € + 600) =ts — <$37 @oo>

converge presque stirement vers une variable aléatoire d,, € R. Autrement dit,
lorsque s tend vers I'infini, la diffusion de Dudley converge presque stirement,
vers I’hyperplan I1(O,, 05, ) paralléle a 'hyperplan I1(O,, 0) tangent au cone
de lumiére en O :

[[(0,0) := {£ € RM, (&, €0+ On) =0},

(O, 000) 1= {£ € RM, (&, €0 4+ On0) = b }-

La figure de la page suivante illustre la convergence de & vers I1(On, doo)-
Pour se convaincre de la convergence du processus d, lorsque s tend vers
I'infini, on peut décomposer z, en

S S i,
T :x0+/x'udu:x0+/_—ux|iu|du
0 o |T

ul
- @OO) X || du.

Ty

:x0+@oo></ |x'u|du+/ (
0 0

|
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R3

FiGuRrE 12: Comportement asymptotique de la diffusion de Dudley.

En faisant le produit scalaire avec ’angle limite ©., il vient alors :

(s, Ono) = (X0, Ox) +/ ]:i:u]du+/ <(’iu’ — @oo) , G)OO> X || du.
0 0 u
(L6)

D’aprés la relation de pseudo-norme ¢2 — |i,|> = 1, on a par ailleurs

S S . S du
|:'cu|du:/ iz —1du =t —to—/ S —
/0 0 ’ o V22 —1+1,

Comme {, = exp (% x 02 x 3+0(s)) lorsque s tend vers l'infini, I'inté-
grale dans le membre de droite de la derniére équation est presque stirement,
convergente. De méme, cet estimé pour la vitesse de divergence de £, permet
de montrer que le dernier terme de ’équation (I.6) converge aussi presque
stirement lorsque s tend vers ’infini, en effet on a :

. s —+o00
x.s —@w:@(02/.du)—@(02/ .du)'
‘I’S| Oti_]- 0 t%—l
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En admettant cette derniére convergence presque stire, on déduit alors celle
du processus 0, qui s’écrit :

53 - ts - <$37 @oo> - tO - <$07 ®oo>
Tt ((Rres) o) <
+ | ——+ — — O |, Ox ) X |Ty| du.
o VE2—1+1, Jo \\|&d]
Dans [Bai08a], Bailleul montre en fait bien plus que la convergence du pro-
cessus &, vers I'hyperplan H(@Oo,éoo). En effet, il y démontre que la tribu
invariante de la diffusion (&, &), composée des événements de la tribu asymp-
totique
ﬂ 0-(68’) gs’a 8/ > S)a

s>0

invariants par décalage, est engendrée par les seules variables O, et d4.

Théoréme 1.3 (Théoréme 1 de [Bai08a]) — Soit (&, &) un point R x H
et Py la loi de la diffusion de Dudley (&, &) issue de (£o,&p). Alors,

i) les limites suivantes existent Po—presque sirement :

Oy = lim &,
§——+00 |xs|

Joo := lim q(&, €0+ Ouo)-
§—+00
i1) La tribu invariante de la diffusion (s, fs) coincide Py—presque sirement
avec la tribu 0(Ou, doo) engendrée par les deus variables Oy et do.

Par la méme, Bailleul obtient une description compléte de la frontiére de
Poisson de la diffusion de Dudley, ou de maniére équivalente de ’ensemble
des fonctions harmoniques bornées pour l'opérateur £! dans R4 x H?. La
preuve de Bailleul est relativement complexe et il n’est pas possible ici d’en
donner tous les détails. On peut cependant en donner les grandes lignes.
Celle-ci contient deux ingrédients essentiels : le premier est que dans le cadre
géométrique simple qu’est 'espace de Minkowski, les lois des variables limites
O et s sont explicites. Précisément, la loi du couple (O, do) admet une
densité par rapport a la mesure produit u x v sur S* x R, ot ;1 désigne la
mesure uniforme sur S%! et v est mesure de Lebesgue sur R :

Théoréme 1.4 (Théoréme 18 de [Bai08a]) — Sous la probabilité Py, la loi
du couple (O, doo) admet une densité par rapport a la mesure produit pu X v
sur S? x R de la forme

h® (&0, &0)h (&0, o)

pour des fonctions explicites h (&0, &0), hS (€0, &) dépendant régulicrement
des arguments O, § et (&o,&o)-
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Les densités des variables limites étant connues, Bailleul utilise alors la no-
tion de transformée de Doob pour préscrire les points de sortie O, et
de la diffusion. Le second ingrédient de la preuve consiste alors en la réa-
lisation de deux (quasi)-couplages successifs des trajectoires conditionnées.
Bailleul montre ainsi que les fonctions harmoniques bornées correspondant
au générateur de la diffusion conditionnée sont uniformément continues en
leurs arguments, puis qu’elles sont constantes. En établissant une inégalité
de Harnack et en utilisant un théoréme de représention de Choquet, Bailleul
aboutit finalement au théoréme de représentation des fonctions harmoniques
bornées suivant :

Théoréme 1.5 (Théoréme 23 de [Bai08a|) — Toute fonction harmonique
bornée pour lopérateur L' sur RY x H? est de la forme

/S  FODICI(du(©)dr(E) = B [F(O.5.).

ot F' est une fonction borélienne bornée sur S* x R. Inversement, une telle
formule détermine une fonction harmonique bornée.

Grace aux résultats de [Bai08al, le comportement asymptotique de la diffu-
sion de Dudley est maintenant assez bien compris. Cependant, nombre des
méthodes utilisées par Bailleul sont spécifiques a 1’espace de Minkowski et
semblent difficilement applicables, comme nous allons le voir plus loin, au cas
ou la variétés M est plus générale et I'opérateur L7 est celui de la diffusion
de Franchi et Le Jan.

3.2 Le cas de ’espace de Schwarzschild

Dans [FLJ07], Franchi et Le Jan ont réalisé une étude détaillée du comporte-
ment asymptotique de leur diffusion dans le cas ou la variété M est ’espace-
temps de Schwarzschild. Cet espace est une solution a symétrie sphérique des
équations d’Einstein, il est fréequemment utilisé en cosmologie pour modéli-
ser le complémentaire d’une étoile massive ou d’'un trou noir. Il s’agit de la
variété lorentzienne Mg := {£ = (¢,7,0) € R x [R, +00[xS?}, ot R est un
parameétre réel strictement positif, munie de la pseudo-métrique :

—1
r

r

ol |df|? représente la métrique riemannienne usuelle sur la sphére S2. Le cas
limite R = 0 correspond a l’espace de Minkowski de la relativité restreinte.
D’un point de vue ensembliste, on peut penser a l'espace M, comme le
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produit R x R* amputé du “trou” H := {£ = (¢,r,0) € R x [0, R] x S*}. Le
tenseur de Ricci est nul sur M ; physiquement, cet espace-temps ne contient
donc pas de matiére. La résolution des équations des géodésiques dans M
est assez fastidueuse, de nombreux cas étant envisageables; elle est détaillée
en appendice dans [FLJO07]. Le comportement asymptotique de la diffusion de
Franchi et Le Jan dans M est en un sens plus simple. En effet, la diffusion
ne peut présenter que les deux comportements asymptotiques illustrés ci-
dessous, a savoir : étre bien définie pour tous les temps s > 0 et s’en aller
a l'infini avec s dans une direction privilégiée, ou atteintre le trou H en un
temps fini presque siirement.

o &

FI1GURE 13: Les deux comportements asymptotiques de la diffusion dans My.

Précisément, Franchi et Le Jan montrent le théoréme suivant :

Théoréme 1.6 (Théoréme 4.4 de [FLJO7]) — Soient (£&,&) un point de
T* My et (&, 55) = (ts, 75, O, s, T, 93) la diffusion relativiste issue de (&, 50).
Alors, le processus ry vérifie Ualternative suivante, chacun des deux événe-
ments ayant lieu avec une probabilité strictement positive :

(1) soit ry tend presque sirement vers l'infini lorsque s tend vers linfini ;
(71) soit ry atteint la valeur R en un temps Tg fini presque sdrement.

Conditionnellement a ’événement {Tp = +oo}, la diffusion (fs,fs) diverge
vers 'infini dans une direction privilégiée, avec une vitesse qui tend vers celle
de la lumieére.

Dans le cas ou 7 est fini, il est naturel de vouloir prolonger la diffusion
aprés qu’elle ait atteint le trou H. Ceci est effectivement possible. En effet, la
singularité de la métrique (I1.7) en 7 = R est effagable et en introduisant un
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nouveau systéme de coordonnées, I'espace de Schwarzschild peut étre com-
plété en un espace dit de Kruskal-Szekeres ot les trajectoires sont autorisées
a entrer (resp. sortir) dans le (resp. du) trou H. Concernant ce prolongement,
le lecteur curieux pourra consulter par exemple [TMW?73]. Dans ce nouvel
espace-temps, que 'on note M, il existe une unique singularité, non effa-
cable, qui correspond au centre du trou r = 0. Dans la section 5 de [FLJ07],
Franchi et Le Jan montrent que leur diffusion est bien définie dans ce nouvel
espace complété et précisent son comportement asymptotique.

Théoréme 1.7 (Théoréme 5.1 et corollaire 5.5 de [FLJ07]) — Soient (£, &)
un point de T*M et (&, 55) la diffusion de Franchi et Le Jan issue de (&, fo).
Alors on a l'alternative suivante, chacun des deux événements ayant lieu avec
une probabilité strictement positive :

(4) la diffusion (&, &) diverge vers Uinfini lorsque s tend vers Uinfini dans
une direction privilégiée ;

(i) la diffusion entre dans H en un temps Tr fini presque sdrement puis
atteint la sigularité r = 0 en un temps 71y, lui aussi fini presque sire-
ment. Auquel cas, la trajectoire admet une demi-tangente au centre du
trou.

Le résultat de Franchi et Le Jan est en fait un peu plus précis puisque qu'ils
montrent qu’aprés le temps 7r, c’est-a-dire aprés étre entré dans le trou
‘H, le processus r, est décroissant, atteignant zéro en un temps fini presque
sirement, avec une vitesse explicite. Par ailleurs, le vecteur dérivé normalisé
0, / \9s\converge aussi presque stirement vers un point de la sphére S2.

I

d ,

, e fTR
\

FIGURE 14: Les deux comportements asymptotiques de la diffusion dans M.
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A nouveau, dans le cas ot la diffusion atteint le centre du trou le long d’une
demi-tangente, il est tentant de la prolonger apres le temps d’atteinte 7. Pour
cela, Franchi et Le Jan adjoignent une frontiére M a l'espace de Kruskal-
Szerekes M et montrent que I'on peut définir une diffusion sur le fibré tangent
T'*M, ot M := MUOM. La nouvelle diffusion, dont le temps de vie est infini
presque stirement, est obtenue en concaténant des excursions de la diffusion
du théoréme 1.7 sur le fibré tangent 7'M, en faisant en sorte que le processus
rsf, reste régulier au différents temps d’atteinte de la singularité, c’est a dire
le centre du trou. Franchi et Le Jan montrent alors qu’a nouveau la diffusion
peut exhiber deux comportements asymptotiques : s’en aller a I'infini dans
une direction privilégiée, ou rester confiner dans un voisinage du trou, en
décrivant une trajectoire asymptotiquement plane.

Théoréme 1.8 (Théoréme 6.4 [FLIO7]) — Soient (€0, &) un point de "M
et (fs,és) la diffusion ralativiste issue de (60,50). Alors presque sdrement,
on a alternative suivante, chacun des deux événements ayant lieu avec une
probabilité strictement positive :

(7) le processus radial s tend vers Uinfini avec s et l’angle 05 converge ;

(i) le processus radial rs vérifie :

0 =liminfry, < p:=limsuprs € [R,3R/2],

s—+o0 s—+00

et le moment angulaire 0, A 6,/|0,] converge.

La figure suivante illustre les deux comportements asymptotiques possibles
pour la diffusion dans M.

D’un point de vue géométrique, les différents résultats de [FLJO7| donnent
une image assez précise du comportement asymptotique de la diffusion de
Franchi et Le Jan dans l'espace-temps de Schwarzschild et ses extensions.
Bien que ne faisant intervenir que les outils et méthodes usuels du calcul
stochastique, les preuves des ces différents résultats sont assez délicates et
techniques. En particulier, dans ce cadre géométrique plus riche que celui de
I’espace de Minkowski, Franchi et Le Jan ne sont pas parvenus a pousser leur
étude aussi loin que celle de Bailleul dans [Bai08al, en déterminant la tribu
asymptotique et la frontiére de Poisson de la diffusion. En effet, certaines
méthodes utilisées par Bailleul sont spécifiques a 1’espace de Minkowski et
leur généralisation au cadre d’une variété lorentzienne plus générale n’est pas
évidente. Pour autant, ’é¢tude de Franchi et Le Jan dans [FLJ07| est assez
détaillée pour permettre aux auteurs de formuler une conjecture raisonnable
sur le comportement asymptotique des trajectoires de la diffusion sur une
variété lorentzienne générale et sur la frontiére de Poisson de la diffusion.
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FIGURE 15: Les deux comportements asymptotiques de la diffusion dans M.

Conjecture ([FLJO7|) — Sur une variété lorentzienne générale M, la dif-
fusion relativiste décrit asymptotiquement une géodésique de lumiere aléa-
toire. L’ensemble des fonctions harmoniques bornées pour 'opérateur L sur
le fibré tangent unitaire T*M est en bijection avec un ensemble de classes
d’équivalence de géodésiques de lumaiere.

En effet, dans ’espace de Minkowski comme dans ’espace de Schwarzschild,
le comportement asymptotique des trajectoires de la diffusion est “sembla-
ble” a celui de géodésiques de lumiére. Par exemple, dans le cas I'espace de
Minkowski, comme on I’a vu dans le théoréme 1.3, la diffusion décrit asymp-
totiquement une droite sur un coéone dans R“?. Dans le cas minkowskien, les
géodésiques de lumiére sont précisément des droites sur le cone de lumiére
{q = 0}. Dans 'espace de Schwarzschild My, une droite d’équation 0 = cste
parcourue a une vitesse ad hoc est un exemple de géodésique de lumiére qui
apparait naturellement comme trajectoire limite pour la diffusion de Franchi
et Le Jan (premier cas de la figure 13).

3.3 Le cas de ''univers de Godel

Pour conclure ce chapitre introductif, nous mentionnons briévement les ré-
sultats de [Fra07| concernant le comportement asymptotique de la diffusion
de Franchi et Le Jan dans I'espace-temps ou univers de Goédel. Comme son
nom l'indique, cet espace-temps a été introduit par K. Godel en 1949. 11 fait
partie des rares solutions connues des équations d’Einstein qui ne possédent
pas de singularité, et il jouit de plus la propriété intéressante de contenir des
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courbes de genre temps fermées. Pour cette raison, et méme si son interpré-
tation physique est peu claire, il a été largement étudié par les physiciens.
On pourra par exemple consulter [Kun56, HE73|. L'univers de Godel est dé-
fini comme la variété M = R* munie du systéme de coordonnées global
et canonique (¢,7,y,z) € R* et d'une pseudo-métrique qui dans cette carte
s’écrit : .

ds* = —dt* + da* — 562‘/5“”%@2 — Qeﬂwxdtdy + d2?, (1.8)

ol w est une constante strictement positive. Comme dans 1’espace de Min-
kowski et I'espace de Schwarzschild, le tenseur de Ricci est nul sur I'espace
de Godel.

La diffusion de Franchi et Le Jan étant une perturbation du flot géodésique, le
début de P'article [Fra07] est naturellement consacré a I’étude des géodésiques
(de genre temps et de lumiére) dans M. En particulier, Franchi montre qu’a
toute géodésique de lumiére dans l'espace de Godel peut étre associé un
parametre d’tmpact tridimensionnel. Il définit ensuite une notion de rayon
de lumiere, comme classe d’équivalence de géodésiques de lumiére possédant
le méme paramétre d’impact. Franchi adjoint ainsi une frontiére naturelle
OM de dimension trois a l'espace de Godel M. Il introduit enfin la notion
de convergence d’une trajectoire dans M vers un rayon de lumiére, celle-
ci s’exprimant naturellement en terme de la notion de paramétre d’impact
évoquée précédemment. Les résultats de [Fra07] concernant le comportement
asymptotique de la diffusion de Franchi et Le Jan dans l'espace de Gddel
peuvent alors étre résumés de la facon suivante :

Théoréme 1.9 ([Fra07]) — Soient (50,50). un point de T*M et Py la loi de
la diffusion relativiste (&5, &5) issue de (&o,&0). Alors,

(7) le processus (fs,fs) est irréductible dans ’espace des phases T M ;

(i1) Py—presque sirement, la diffusion posséde une variable aléatoire limite
de dimension trois et converge vers un rayon de lumiere ;

(iii) U’ensemble des rayons de lumiére vers lesquels la diffusion peut conver-
ger est [’ensemble des rayons de lumiere tout entier.

Remarque [.7 — Au regard de ce théoréme, I’étude de la diffusion relativiste
dans ’espace de Gddel vient renforcer la conjecture formulée au paragraphe
précédent. Le comportement asymptotique de la diffusion semble intimement
lié & celui des géodésiques de lumiére.

Nous renvoyons le lecteur a [Fra07] pour les définitions précises des notions
de parameétre d’impact, rayons de lumiére etc. ainsi que les énoncés précis
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des résultats résumés dans le théoréme ci-dessus. Comme dans le cas de 'es-
pace de Schwarzschild, la description géométrique du comportement asymp-
totique des trajectoires de la diffusion relativiste dans ’espace de Godel est
assez compléte. Malheureusement, comme dans [FLJOT7], il semble ici difficile
d’obtenir une description totale de la tribu asymptotique et de la frontiére
de Poisson de la diffusion.

Les exemples de I’espace de Schwarzschild et de ’espace de Godel montrent
que, dés que 'on sort du cas minkowskien, méme en considérant des varié-
tés relativement simples et de courbure nulle, la détermination compléte du
comportement asymptotique de la diffusion de Franchi et Le Jan est large-
ment non triviale. La suite de la seconde partie de ce manuscrit est consacrée
a l'etude de la diffusion relativiste dans le cas ou M appartient & une fa-
mille de variétés lorentziennes bien connue des physiciens cosmologistes : les
espaces de Robertson-Walker. Les deux prochains chapitres sont consacrés
a des rappels concernant la géométrie de ces variétés lorentziennes, en par-
ticulier nous y résolvons les équations géodésiques. Les chapitres suivants
sont eux consacrés a l’étude détaillée du comportement asymptotique de la
diffusion relativiste dans ces espaces. En particulier, au chapitre VIII, nous
parvenons a déterminer la frontiére de Poisson de la diffusion pour une classe
d’espaces de Robertson-Walker.
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Dans ce deuxiéme chapitre, nous introduisons le cadre géométrique dans
lequel nous allons étudier la diffusion de Franchi et Le Jan : les espaces de
Robertson-Walker. Notre objectif ici est double : d’une part, il s’agit de se fa-
miliariser avec le cadre géométrique que constituent les espaces de Robertson-
Walker ; d’autre part, on souhaite dégager clairement des hypothéses raison-
nables les concernant, hypothéses sous lesquelles nous nous placerons dans
toute la suite de ce manuscrit. Aprés avoir défini dans une premiére section
les espaces de Roberston-Walker comme produits tordus de deux variétés
pseudo-riemanniennes, nous rappelons dans les sections 2 et 3 certaines de
leurs propriétés physique et géométrique. Nous déduisons alors des hypo-
théses raisonnables concernant le facteur d’expansion de ces espaces dans la
section 4.
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1 LES ESPACES DE ROBERTSON-WALKER

Dans cette section, nous rappelons tout d’abord la notion de produit tordu
de deux variétés pseudo-riemanniennes ainsi que quelques propriétés géomé-
triques qui lui sont liées. Nous introduisons ensuite les espaces de Robertson-
Walker, et y explicitons différents systémes de coordonnées avec lesquels nous
serons amenés a travailler par la suite.

1.1 Produit tordu de variétés pseudo-riemanniennes

1.1.1 Définition du produit tordu

Le produit tordu de deux variétés pseudo-riemanniennes est une notion qui
généralise la notion de produit direct de deux variétés, il est défini de la
maniére suivante :

Définition IL.1 (voir par ex. [Zeg99]) — Considérons (L, g*) et (M, g")
deux variétés pseudo-riemanniennes et o une fonction réguliére de L dans
R% . On appelle produit tordu de L par M selon «, et on note L x, M, le
produit topologique L x M muni de la métrique g := g* ® a?gM, c’est-a-dire

9:9L07TL+04207TL><9M07TM>

ou 7y, et my; désignent les projections canoniques sur L et M respectivement.
La fonction « est appelée fonction de torsion, ou encore facteur d’expansion.

Un produit tordu L x, M peut étre vu comme un fibré sur L (la base) de fibre
M. Ainsi, ce type de variétés posséde deux feuilletages orthogonaux naturels,
un feuilletage par les bases L, := L x {z}, pour x dans M, et un feuilletage
par les fibres M, := {t} x M pour t dans L.

Exemple II.1 (Les coordonnées polaires) — Un premier exemple familier
de produit tordu est l'espace euclidien usuel privé de lorigine, R™ — {0},
muni des coordonnées polaires. En effet, en coordonnées polaires, la métrique
euclidienne s’écrit g = dr? + r2ggn—1, ol ggn—1 désigne la métrique sphérique
usuelle. L’espace R™ — {0} peut ainsi étre vu comme le produit tordu R x4
Sn-t.

Remarque I1.1 (Singularité effacable) — Dans ce premier exemple, la mé-
trique g = dr® 4+ r?gsn—1 semble avoir une singularité au point r = 0. Cette
singularité est artificielle, elle est due a I'utilisation des coordonnées polaires
dans I'espace euclidien. La métrique g s’étend naturellement au point » = 0
comme la métrique euclidienne. De maniére générale, dans un systéme de
coordonnées sur un produit tordu, la métrique peut apparaitre irréguliére,
sans pour autant que la variété produit ne posséde de singularité.
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Exemple II.2 (L’espace hyperbolique) — Soient L = (R, dt), M = (R, dx)
et la fonction de torsion «a(t) = e'. Le produit tordu L x, M est iso-
métrique au plan hyperbolique H?. En effet, dans le demi plan de Poin-
caré, la métrique hyperbolique s’écrit gge = (dz* + dy?)/y*. Si 'on pose
t = —log(y) i.e. dt* = dy*/y?, on a gy = dt* + e**dx?. De la méme fagon, en
toute dimension, ’espace hyperbolique H" est isométrique au produit tordu
(R, dt) X et (Rn_l, dlL’)

Exemple II.3 (Conformité et produit tordu) — Considérons ’espace eu-
clidien R™ muni de la métrique g = f2(z') (|[dz'|? + ...|dz"|?) ou f est une
fonction réguliére strictement positive. Si 'on pose dt? := f2?(x!)|dz!|?, et si
a(t) ;== f(F~1(t)) ou F~! désigne I'inverse d’une primitive de f, alors la mé-
trique g s’écrit : g = dt* + ?(t) (|dz?)* + ... |dz"|?) i.e. (R, g) ~ R x, R L.

Comme le montre les exemples ci-dessus, la notion de produit tordu de deux
variétés pseudo-riemanniennes est sous-jacente dans de nombreuses situa-
tions géométriques usuelles. Par ailleurs, d’un point de vu pratique, elle per-
met, de contruire des variétés pseudo-riemanniennes “sophistiquées” a partir
de variétés particuliérement simples. Enfin, la notion de produit tordu est
intimement liée & des structures géométriques possédant un “gros” groupe
de symétrie. Ainsi, au paragraphe 1.2.1, nous verrons que les espaces de
Robertson-Walker, dont la structure est celle d’'un produit tordu de deux va-
riétés pseudo-riemanniennes, apparaissent naturellement comme des espace-
temps solutions des équations d’Einstein, lorsque ’on impose a ces solutions
d’étre invariantes sous ’action des isométries de ’espace.

1.1.2 Deux notions conservées par produit tordu

Etant données (L, g*), (M, g™) deux variétés pseudo-riemanniennes et o une
fonction de torsion, il est naturel de se demander si d’éventuelles propriétés
géométriques de la fibre M sont conservées par le produit tordu. Autrement
dit, la variété L x, M hérite-t-elle de certaines propriétés géométriques de
M ? Les deux résultats suivants vont dans ce sens.

Lemme I1.1 — Soit f un difféomorphisme de M, et fson extension triviale
0 LxogMie f:(t,x) € LxM — (t,f(x)) € L x M. Alors f est une
wsométrie de L X, M si et seulement si f est une isométrie de M.

Démonstration. Avec les notations de la définition I1.1, en posant f*h = hof,
Iaction de f sur g s’écrit simplement

f*g:f* (gL@OCQQM) :gL@OKZf*gM,

d’ou le résultat. O
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Avant d’énoncer la proposition suivante et son corollaire qui sera important
dans la suite, nous rappelons les notions de sous-variété géodésique et tota-
lement géodésique.

Définition I1.2 (voir par ex. [Ber03] p. 260) — Soient M une variété pseudo-
riemanienne, S une sous-variété de M et xy dans S. On dit que S est géo-
désique dans M en z si toute courbe géodésique de M tangente a S en x
posséde un contact d’ordre supérieur & deux avec S. Si cette condition est
satisfaite pour tout zy dans S, on dit que S est géodésique dans M.

En particulier, cette condition est remplie si toutes les géodésiques de S sont

des géodésiques dans M, auquel cas on dit que S est totalement géodésique
dans M.

Proposition I1.1 (Fait 2.2 de [Zeg99]) — Soient (L, g"*) et (M, gM) deuz
variétés pseudo-riemanniennes, o : L — RY une fonction de torsion et S une
sous-variété de M. Alors S est géodésique dans M si et seulement st L X, .S
est géodésique dans L X, M.

Démonstration. Pour une preuve détaillée de ce résultat, on pourra consulter
article [Zeg99|, qui contient une section consacrée a la géométrie des produits
tordus. O

En appliquant la proposition II.1 & une sous-variété géodésique S de M de
dimension 1, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire II.1 — Soient deuz variétés pseudo-riemanniennes (L, g") et
(M, g™M), et a: L — R* une fonction de torsion. Si (ts,x,) est une courbe
géodésique dans L X, M, alors x4 décrit une courbe géodésique dans M.

Démonstration. Soient (&)ser = (ts, Ts)ser une géodésique de L X, M ou [
est un intervalle de R, et S une sous-variété géodésique de dimension 1 de
M, telle que £ est tangente a L x S en un point sq de I. La proposition 1.1
implique que le produit L x, .S est géodésique dans L x, M, et donc contient
toute la courbe (&;)ser. La projection (x)ser = mar ((€5)ser) est done incluse
dans un ouvert de S, d’ou le corollaire. O

Autrement dit, si 'on sait décrire explicitement les géodésiques de la fibre
(M, gM), on sait décrire les géodésiques (&,) := (5, x,) du produit L x, M dés
lors que 1’on sait intégrer la composante de base t; dans L et que I’on parvient
a déterminer un paramétrage de la courbe (x;)sc; dans M. Aux paragraphes

2 et 3, nous verrons que cela est possible lorsque L est un intervalle ouvert
de R.
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1.2 Les espaces de Robertson-Walker

Les espaces de Robertson-Walker sont des variétés lorentziennes dont la struc-
ture est celle d’un produit tordu de deux variétés pseudo-riemanniennes.
Avant de donner la définition précise de ces espaces au paragraphe 1.2.2,
nous rappelons comment ils sont naturellement apparus dans les littératures
mathématique et physique dans la recherche de solutions des équations d’Ein-
stein, sous 'hypothése appelée “principe cosmologique”.

1.2.1 Principe cosmologique et recherche de symétrie

Dans la théorie de la gravitation d’Einstein, notre univers ou espace-temps
est modélisé par une variété lorentzienne (M, g) de dimension 4 = 1 + 3 et
les interactions gravitationnelles de l'univers sont entiérement codées par une
équation tensorielle (on parle d’équations d’Einstein) vérifiée par la métrique
g. Depuis la publication des travaux d’Einstein, mathématiciens et physiciens
ont cherché a exhiber des couples (M, g) telle que la métrique g est solution
(exacte ou approchée) de ces équations.

Les espaces de Robertson-Walker doivent leur nom & H. P. Robertson [Rob35|
et A. G. Walker [Wal37| aprés leur travaux dans les années 1930 sur les
solutions des équations d’Einstein, sous I’hypothése que 'univers vérifie le
“principe cosmologique”. Grossiérement, ce principe exprime le fait que tous
les points dans 'univers sont “équivalents”. Plus précisément, il affirme que
I'univers est spatialement homogeéne et isotrope' en tout point. Le terme
“spatialement” a une importance non négligeable : si I’on admet le principe
cosmologique, implicitement, on fait I’hypothése de I'existence d’une coor-
donnée privilégiée unidimensionnelle ¢ dans I’espace-temps (M, g), telle que
les hypersurfaces correspondant & t = constante sont des variétés homogénes
et isotropes.

Les notions d’homogénéité et d’isotropie sur une variété pseudo-riemannienne
(M, g™) sont des propriétés géométriques qui peuvent étre interprétées en
termes de vecteurs de Killing associés a la métrique g*. Faire I’hypothése
que la variété et homogeéne et isotrope en tout point revient a dire que (M, g™)
est a symétrie maximale, c’est-a-dire que 1’espace vectoriel des vecteurs de
Killing de g™ est de dimension maximale (n(n+ 1)/2 si M est de dimension
n). Le résultat suivant est classique.

Proposition I1.2 (|[Wei72| p. 381) — Si (M, g™) est une variété pseudo-
riemannienne a symétrie mazsimale, alors M est a courbure constante.

1. Voir [Wei72] p. 378-379 pour des définitions précises de ’homogénéité et de ’isotro-
pie.
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La proposition 1.2 permet d’établir une classification des variétés pseudo-
riemanniennes a symétrie maximale : celles-ci sont classées selon leur cour-
bure et la signature de leur métrique. De la méme facon, il est possible de
classifier les variétés pseudo-riemanniennes admettant des sous-variétés a sy-
métrie maximale. On montre ainsi le résultat suivant :

Proposition II.3 ([Wei72| p. 395-404) — Soit (M, g) est une variété lo-
rentzienne de dimension n+ 1. S"il existe une coordonnée t a valeurs dans un
intervalle I de R, telle que les hypersurfaces t = constante sont des variétés
riemanniennes de dimensiton n & symétrie mazimale de courbure k;, alors M
est nécessairement de la forme M =1 x, M"™ ou

— Uintervalle I est muni de la métrique —dt? ;

— (M™, gM") est variété riemannienne de courbure constante k ;

— la fonction a(t) est donnée par ky = k/a*(t).

Autrement dit, si I’on se place sous I’hypothése du “principe cosmologique”,
I’espace-temps a nécessairement une structure de produit tordu dont la base
est une variété unidimensionelle (un intervalle ouvert) et la fibre est une
variété riemannienne de dimension trois & courbure constante.

1.2.2 Définition des espaces de Robertson-Walker

Les résultats obtenus par H. P. Robertson et A. G. Walker rappelés dans le
paragraphe précédent, qui ont eu un retentissement important au moment
de I'avénement de la théorie du Big-Bang, ont motivé la définition suivante :

Définition II.3 (voir par ex. [Zeg99]) — On appelle espace de Robertson-
Walker une variété lorentzienne M du type M = I x, M ou (I, —dt?) est
un intervalle ouvert de R, (M, g™) est une variété riemanienne de courbure
constante, et la fonction a est une fonction réguliére de I dans R7 .

Remarque I1.2 — Les hypothéses précises de régularité et d’intégrabilité de la
fonction de torsion « seront explicitées dans la section 4 de ce chapitre. D’ici
1a, nous supposerons que toutes les expressions faisant intervenir la fonction
« sont bien définies sur /. Dans toute la suite, sauf mention du contraire,
nous supposerons que les espaces de Robertson-Walker sont de dimension
4 =1+ 3, i.e., que la variété riemannienne (M, g*) est de dimension trois.

Remarque 11.3 — Une variété riemannienne (M, g*) compléte, simplement
connexe, de dimension trois et de courbure constante £ est isométrique a

— D’espace euclidien R3 si k = 0;

— la sphére S? si k > 0;

— D’espace hyperbolique H? si k < 0.
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Sans perdre en généralité (cf. remarque I1.5 ci-aprés), nous nous limiterons
dans toute la suite aux espaces de Robertson-Walker du type M = I x, R3,
M=Tx,S% et M=1x,H? selonque k=0, k=1o0uk=—1.

Remarque 11.4 — Dans la littérature, le terme “espace de Robertson-Walker
généralisé” désigne le plus souvent une variété lorentzienne M du type M =
I x, M ou (I,—dt?) est toujours un intervalle de R, mais ot 1’'on ne supppose
pas forcément que la variété riemannienne (M, g*) est de courbure constante.

1.2.3 Différents systémes de coordonnées

De part leur structure de produit tordu, les espaces de Robertson-Walker
peuvent étre munis de systémes de coordonnées naturels en précisant un
choix de coordonnées sur la base I et un choix de coordonnées sur la fibre
riemanienne M.

Coordonnée sur la base

Sans perdre en généralité, on peut supposer que l'intervalle I est du type
I =]0,T[ avec T < +o00. Dans toute la suite, nous désignerons par ¢ €]0, 7|
la paramétrisation canonique de la base.

Coordonnées sur une fibre euclienne

Lorsque M = R3, i.e. lorsque & = 0, nous considérerons selon les cas les

coordonnées cartésiennes (z) = (z!, 2%, 2%) € R?, ou encore les coordonnées

polaires usuelles (r,0) € RT x $?, on

0 = (sin(¢) cos(v), sin(¢) sin(v), cos(¢)), ¢ € [0, 7|, ¥ € R/2xZ.  (II.1)

Coordonnées sur une fibre hyperbolique

Il existe deux nombreux modéles pour ’espace hyperbolique H?. Nous adop-
terons dans la suite le modeéle de la partie positive de la pseudo-sphére unité
de I'espace de Minkowski R!3 :

H3 — {(x0,$1’$27x3) c R1’3, ZL‘O > 0, |ZE0‘2 . ‘$1|2 o |$2‘2 o |ZE3‘2 — 1}.

Ainsi, lorsque la fibre M sera égale a ’espace hyperbolique de dimension
trois, nous la munirons des coordonnées “cartésiennes” (z°, 2!, 2, %) héritées
de R™3, ou encore des coordonnnées polaires (y,6) € RT x S? telles que

(2% 2 2%, 23) = (cosh(x),sinh(x)0) = (V1 +r2r x 0).

avec 0 € S* donné par (IL.1).
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Coordonnées sur une fibre sphérique

Lorsque la fibre est M sera égale a S*, c’est-a-dire lorsque k = 1, nous la
munirons soit des coordonnées cartésiennes héritées de 1’espace euclidien de
dimension quatre :

§* = {(2° 2,2, 27) € RY, 2" + |2 + 27 + |27 = 1},
soit des coordonnées sphériques usuelles :
(2°, 2%, 2%, 2%) = (cos(x),sin(x)0), avec y € [0, 7] et § € S* donné par (IL.1).

Afin de rassembler les trois modéles de fibres envisagés (euclidienne, sphé-
rique, hyperbolique) dans un méme formalisme, il est commode d’introduire
la fonction f = Id, sin, sinh selon que £ = 0,1 ou —1. Auquel cas, si ’on pose
r = x dans le cas euclidien, dans le systéme de coordonnées £ = (¢, x, ¢, ¥)
sur M = [ x, M, la pseudo-métrique g = —dt> ® o?(t)g" sécrit :

g = —dt* + o*(t) (dx* + f2(x)(d¢* + sin’(¢)dy?)) . (IL2)

Déterminons a présent les symboles de Cristoffel I'}) associés a la pseudo-
métrique g dans le systéme de coordonnées £# = (t, x, ¢, ) sur M = I x M :

1 8901/ 890 891}
T = = g o )
v = 59 (asp T e asa)

Par définition, le lagrangien associé a la métrique (I1.2) est donné par :
: 1 . . i
L(&,€) = 5 [+ a2() (¥ + 200 (8 +sin2(0)9?) )]

Si & = (ts, s, ¢s, Vs) est une géodésique dans M = I x,, M, alors & est
solution du systéme d’équations différentielles :
d2 o v P
&g e
ds? P ds ds

Ce systéme est équivalent aux équations d’Euler-Lagrange? :

9 (L) ) _ OLE )
as< 5 ()) % (11.3)

2. Voir par exemple [FN], p. 60.
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Par identification, on en déduit que les symboles de Christoffel non nuls dans
le systéme de coordonnées £ = (¢, x, ¢, 1) sont :

M=ad, Th=ad 200, Th=ad ) i)
! d d
M=%, Th= =300 % f00, T =~ 00 x S0 x sn(0),

e

! d
13,= % 1= 0% f007 T = sin(o) cos(o).

e

/ df B
F83 = o le')3 = a(X) x f(x) 1> F§3 = cot(¢),

ol o/ désigne la dérivée de « par rapport a la variable .

Remarque II.5 — Concernant la courbure constante k de la fibre d'un espace
de Robertson-Walker, la raison pour laquelle on peut se limiter sans perdre
en généralité aux valeurs £ = 0,1, —1, est que si k #£ 0, la pseudo-métrique
(I1.2) est invariante par le changement de coordonnées

kﬁw, FO) = Ik F (0, O[—)\/T.

Remarque I1.6 — Les espaces de Robertson-Walker sont conformément plats.
En effet, si 'on pose f(x) = o/(1+ 3ko?), dans la carte " = (¢, o, ¢, ¥), la
pseudo-métrique (I1.2) devient :

2
t
ds® = dt* — %d%, (I1.4)
(1+ 1ke?)

ol dz* est la métrique euclidienne dz? := (do® + ¢*(d¢* + sin®(¢)di)?)). Si
I’on introduit la nouvelle coordonnée 7 :

1 2
dr = <1 + ZkQQ) a(t) 2 dt,

la pseudo-métrique (I1.2) est alors conforme a la pseudo-métrique de Min-
kowski, puisque de la forme

ds* = B*(1) x (dr* — |dz|?), (IL5)

pour une fonction réguliére 3.
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2 ELEMENTS DE PHYSIQUE RELATIVISTE

Comme nous l’avons mentionné dans le paragraphe 1.2.1, les espaces de
Robertson-Walker trouvent leur origine dans la recherche de solutions des
équations d’Einstein, sous 1’hypothése du principe cosmologique. Depuis la
découverte quelque peu fortuite du fond diffus cosmologique par Penzias et
Wilson en 1965 et I'avénement de la théorie du Big-Bang (esquissée par
Friedmann et Lemaitre au milieu des années 1920), ces espaces ont été uti-
lisés par les physiciens pour modéliser un univers en expansion. Aujourd’hui
encore, les espaces de Robertson-Walker constituent les principaux modéles
pour décrire ’évolution de notre univers a grande échelle.

Cette section a essentiellement deux objectifs. Le premier est de fournir
quelques exemples “concrets” d’espaces de Robertson-Walker. Au paragraphe
2.3, nous donnons ainsi une liste des principaux espaces fréquemment utili-
sés en cosmologie, en précisant quel type d’univers ces espaces cherchent a
modéliser. Le second objectif de cette section est de se faire une premiére
idée de l'influence du facteur d’expansion « sur la géométrie et la physique
des espaces de Robertson-Walker. Cette question fait 'objet des paragraphes
2.1 et 2.2. Aprés quelques rappels concernant les équations d’Einstein, nous
expliquons briévement en quoi, d’un point de vue physique, la modélisation
de notre univers par un espace de Robertson-Walker confére & la matiére qui
nous entoure une structure de fluide parfait, dont les densités d’énergie et
de pression sont directement reliées au choix de la fonction de torsion a. A
travers ce lien, certaines hypothéses naturelles pour le physicien se traduisent
par des hypothéses géométriques sur le facteur d’expansion. Aussi, le point
vue du physicien apporte un éclairage sur I'influence de la fonction de tor-
sion sur la géomeétrie des espaces de Robertson-Walker. Cet éclairage, associé
aux résultats des paragraphes 3.1 et 3.2, va nous permettre de formuler des
hypothéses raisonnables sur la fonction de torsion dans la section 4.

2.1 Le tenseur et les équations d’Einstein

L’idée qui se trouve a la base de la théorie de la relativité générale consiste
a remplacer un espace-temps plat muni d’'un champ gravitationnel par un
espace-temps courbe sans champ gravitationnel. Autrement dit, dans la théo-
rie de la relativité générale, une distribution de matiére ne crée plus de
champ gravitationnel comme de la théorie newtonienne de la gravitation,
mais elle “courbe” D’espace-temps. Le cadre mathématique qui permet de
rendre compte de cet idée est celui de la géométrie différentielle. Ainsi, dans
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la théorie de la gravitation d’Einstein, I’espace-temps est modélisé par une
variété lorentzienne de dimension quatre (M, g). La distribution de matiére
et d’énergie dans I'univers est décrite par un champ de forme bilinéaires sy-
métriques de divergence nulle, noté 7, et appelé tenseur énergie-impulsion.
La géométrie de 'espace-temps est quant a elle codée par un second tenseur,
appelé tenseur d’Einstein, noté G, :

1
G;w = R;w - ingI, (116)
lui méme défini a partir du tenseur de Ricci R, :

ors, org, o
w = e = e T Ul = Tl (1L.7)

et de la courbure scalaire R := ¢g"'R,,. La fagon dont la matiére “courbe”
I’espace-temps est décrite par les équations d’Einstein qui relient le tenseur
énergie-impulsion au tenseur d’Einstein :

G,uzx - 87TT,uV - Ag,uzu (118)
ou plus simplement, lorsque A =0 :

G = 87T, (IL.9)

Remarque I1.7 — Dans I’équation (IL.8), le terme A est un scalaire arbitraire :
c’est la fameuse constante cosmologique. Cette constante a une histoire re-
marquable : Einstein I’a ajouté en février 1917 a I’équation (II.9) établie
en 1915, dans le but de rendre sa théorie compatible avec 'idée qu’il avait
alors d’un univers statique. Aprés la découverte en 1929 du décalage vers le
rouge par Edwin Hubble impliquant un univers en expansion, Einstein est
revenu sur 'introduction cette constante, la qualifiant de “plus grande bétise
de sa vie”. Néanmoins des découvertes et observations récentes ont provoqué
un regain d’intérét pour ce parameétre, qui est par ailleurs compatible avec
I’ensemble de la théorie de la relativité générale.

Si T désigne la contraction du tenseur 7),,, I'équation (II.8) s’écrit encore :

1
R/“’ — Ag/“’ = 87 (TNV — 5 Tgl“/) .

Les physiciens affirment que, dans les modéles classiques, le tenseur 7, vérifie
la condition de suivante® : pour tout vecteur X de genre temps,

1
(TW - 5Tg,w) XtXY > 0.

3. voir [HE73] p.?



108 Chapitre I  Géométrie des espaces de Robertson-Walker

Pour cette raison, il est généralement admis que les espaces-temps physiques
satisfont I’hypothése suivante, baptisée condition forte sur I’énergie* (“strong
energy condition”) :

R, X"X" >0, pour tout vecteur X de genre temps.

Cette condition joue un role déterminant dans la preuve de certains théorémes
d’existence de singularités®, citons par exemple le théoréme de Penrose :

Théoréme II.1 ([Pen65]) — Soit (M, g) une variété lorentzienne telle que :
- M satisfait la condition forte sur l’énergie ;
— il existe un surface piégée dans M ;
- M admet une hypersurface de Cauchy non compacte.

Alors, M posséde une géodésique de lumiere incompléte.

Remarque I1.8 — La condition forte sur ’énergie peut étre vue comme une
traduction du fait que la gravitation est “attractive”. En effet, si X est un
vecteur tangent a une géodésique & de genre temps dans M, la positivité du
tenseur de Ricci R, X* X" > 0 implique que les géodésiques au voisinage de
¢ ont tendance, en moyenne, a se rapprocher de &.

Explicitons les composantes non nulles du tenseur de Ricci dans un espace
de Robertson-Walker, ce sont les composantes diagonales :

3a”
Ry = ——, Ry = (ad” + 20/ + 2k),
o

Ryy = (aa” + 20 + 2k) f2(x), Rss = (ad” + 22’2 + 2k) f2(x) sin?(9).
Un calcul direct montre que la courbure scalaire R est alors donnée par :

o’ (t) N a’(t) k ) ‘

alt)  a?(t)  o2(t)

R:=g¢"R,, = —6 (

On voit ici que la courbure scalaire d’un espace de Robertson-Walker s’ex-
prime simplement comme une fonction du facteur d’expansion et de la cour-
bure k de sa fibre. En particulier, les propriétés géométriques de la fonction «
se traduisent directement sur la courbure de I'espace-temps. Par exemple, un
espace de Robertson Walker de fibre euclidienne, associé a un facteur d’ex-
pansion strictement convexe est nécessairement de courbure scalaire négative.
Autre exemple : & un facteur d’expansion polynomial sur Rt est associé un
espace-temps dont la courbure tend vers zéro lorsque t tend vers I'infini.

4. 1l y a toujours des exceptions : I’espace de de Sitter ne vérifie pas cette condition.
5. Le terme singularité est ici & prendre au sens d’incomplétude géodésique.
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Par ailleurs, les hypothéses physiques naturelles portant sur le tenseur de
Ricci comme la condition forte sur I’énergie introduite ci-dessus, induisent des
contraintes sur le facteur d’expansion. Par exemple, en regardant simplement
la composante Ry du tenseur de Ricci, on voit que si un espace de Robertson-
Walker satisfait cette condition, nécessairement, le facteur d’expansion qui
lui est associé est une fonction concave : o” < 0.

2.2 Espaces de Robertson-Walker et fluides parfaits

Dans I'interprétation physique des espaces de Robertson-Walker, la coordon-
née t € I joue le role d’'un temps absolu, appelé temps cosmique, qui mesure
I’age de l'univers. L'origine des temps ¢ = 0 correspond au Big-Bang dans la
théorie du méme nom. La fibre M décrit quant a elle la géométrie spatiale de
notre univers. Celui-ci peut étre infini : lorsque 7' = +o00, M = R? ou H? par
exemple, ou clos lorsque T' < +oo et M = S3. La fonction de torsion permet
de modéliser I’expansion/contraction de I'univers lorsque celui “vieillit”. Par
exemple, une fonction de torsion a(t) définie sur tout R*, qui croit avec ¢
modélise un univers éternel en expansion. Une fonction de type sinusoidal sur
une demi période, issue de zéro, qui croit vers un maximum puis décroit vers
zéro décrit un univers qui croit puis s’effondre sur lui-méme (Big-Crunch).

Remarque I1.9 — Si € = (t,2) € M = I X, M est un point d’un espace de
Robertson-Walker, selon qu’on adopte un point de vu plutét géométrique ou
physique, la coordonnée t = m;(&) est appelée plus volontier composante de
base ou composante temporelle de £. De méme, la coordonnée z = my/(§) est
désignée par composante de la fibre ou composante spatiale. Dans la suite,
nous adopterons I’'un ou ’autre des points de vue selon le contexte.

Nous rappelons ici que dans un espace de Robertson-Walker, le tenseur
énergie-impulsion défini de facto par les équations d’Einstein, est naturel-
lement associé a un fluide parfait dont les densités de pression et d’énergie
s’expriment simplement comme des fonctions du facteur d’expansion c.

Définition II.4 — Soit M une variété lorentzienne et soit 7),, le tenseur
énergie-impulsion défini par les équations d’Einstein (IL.8) sur M. On dit
que T}, est associé a un fluide parfait s’il existe un triplet (U, p, q) tel que

T,uzz = (p + q)UuUu + p Guv,

ou
— U est un champ de vecteurs unitaires orientés vers le futur sur M ;
— les fonctions p et g sont des fonctions scalaires sur M.
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Physiquement, le champ de vecteurs U* représente la quadri-vitesse du fluide.
Les fonctions g et p représentent quant a elles les densités d’énergie et de
pression du fluide respectivement. Dans le référentiel ot le fluide est au repos,
le champ U* s’écrit U* = (1,0,0,0) et le tenseur énergie-impulsion :

0 0 0

P gij

[eoileviNeniN =1

Proposition II.4 (J[O’'N83|) — Soit M = I x, M un espace de Robertson-
Walker et U = 0, le champ de vecteur associé au temps cosmique t. Consi-
dérons les fonctions de densité d’énergie et de pression définies par

_ ("0, (20 P,k
87TC|/3 T (042(15) + Oz2(t)> ’ _87Tp o ( a(t) * 062(t) " Oz2(t)) ’

(I1.10)
alors le tenseur Ty, défini par les équations d’Einstein (I1.9) s’écrit
T;w = (p + q)UuUV +P G-
Démonstration. Dans la carte " = (t,x, ¢,%) introduite au paragraphe

1.2.3, les seules composantes non nulles du tenseur d’Einstein sont les com-
posantes diagonales :

a’(t) k
= -7 - — 2 " 12
GOO 3 (OgQ(t) + OéQ(t))’ G11 ( oo’ + o +l€),

G = —(200" + 0 + k) f2(x), Ga3 = —(2aa” +a” + k) f*(x) sin*(¢).
Un calcul direct permet de conclure. O

En fonction des densités de pression et d’énergie p et g, dans un espace de
Robertson-Walker, le tenseur de Ricci s’écrit, :

Roo = Too — %Tgoo = %(q + 3p),

Ry =T — %Tgn = %( —p),

Roy = Tyy — %Tgm = %(q —p) (%),

R33 =T33 — %Tg33 = %(q —p)f2(x) sin*(¢).

Lorsque les physiciens modélisent 'univers, ils cherchent bien entendu a
rendre compte des propriétés de la matiére, et émettent naturellement des
hypothéses sur sa densité d’énergie et de pression. Ces densités s’exprimant
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en fonction du facteur d’expansion «, implicitement, ils font donc des hypo-
theéses sur celui-ci. Par exemple, si I’on suppose que la géométrie spatiale de
I'univers est hyperbolique (k = —1) et que la densité d’énergie est positive
q > 0, implicitement on suppose que le facteur d’expansion vérifie o/ > 1,
i.e. o est surlinéaire.

Une hypothése couramment admise est la positivité des densités d’énergie et
de pression : ¢ > 0 et p > 0. Quelque soit la nature de la fibre M, si 'on
suppose que les densités d’énergie et de pression sont toutes deux positives,
alors on a Rypo = 1/2(q + 3p) > 0. D’aprés Pexpression de Ry, on a donc
nécessairement o’ < 0, i.e. la facteur d’expansion est une fonction concave.
On retrouve ainsi la méme condition de convexité que celle liée a la condition
forte sur ’énergie.

2.3 Quelques modéles cosmologiques usuels

Dans ce paragraphe, en précisant les équations d’état couplant les densités
d’énergie et de pression dans le fluide dans différents régimes, nous exhibons
les solutions exactes des équations d’Einstein (I1.8) et (I1.9) les plus fréquem-
ment utilisées en cosmologie. La premiére équation de (II.10) et I’équation
Roo = 1/2(q+ 3p) sont connues sous le nom d’équations de Friedmann. Pour
obtenir des solutions explicites aux équations d’Einstein, il faut préciser une
équation d’état couplant les densités d’énergie et de pression. La plupart des
modeéles utilisés en cosmologie sont gouvernés par des équations d’état du
type p = w X ¢, ol w est une constante indépendante du temps ¢.

2.3.1 Modéles sans constante cosmologique

Lorsque w = 0, c’est-a-dire lorsque p = 0, le modéle cosmologique décrit
un espace que l'on dit dominé par la matiére. On vérifie facilement que
dans ce cas, la densité d’énergie q est proportionnelle & a(t)73. Si 'on pose
C = (87/3) x qa® = cste, lorsque la fibre M est euclidienne, le facteur d’ex-
pansion solution des équations d’Einstein est a(t) = (9C/4)Y3t?/3, Dans les
cas hyperbolique et sphérique, les graphes (¢, «(t)) sont des cycloides qui
s’expriment facilement comme des courbes paramétrées par un scalaire \ :

a =% (coshA—1)

;= % (sinh A — ) lorsque k = —1,
a =% (1—cos))

¢ = % (A — sin \) lorsque k£ = 1.
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facteur d’expansion a(t)

| |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2
temps cosmique t

O 1 | | |

FIGURE 16: Expansion dans les modéles dominés par la matiére.

Parmi ces trois premiers exemples, les fonctions de torsion correspondant aux
fibres euclidiennes et hyperboliques décrivent un univers éternel en expansion,
la fonction de torsion associée a une fibre sphérique décrit quant a elle un
phénoméne de Big-Crunch, ¢.e. un univers qui s’effondre sur lui-méme en
un temps fini. On vérifie facilement que dans ces trois exemples, le facteur
d’expansion est une fonction concave.

Dans le cas ou la constante w vaut 1/3, c’est-a-dire lorsque p = q/3, le
modeéle cosmologique décrit un univers dit dominé par les radiations. Cette
fois, la densité d’énergie q est proportionnelle & a(¢)~*. On pose maintenant
C := (87/3) x qa* = cste. Dans le cas d’un fibre euclidienne, le facteur d’ex-
pansion solution des équations d’Einstein est donné par :

a(t) = (4C)* /2.

Dans le cas hyperbolique, on montre que « s’écrit, :

a(t) = VO ((1 +t/\/5>2 - 1)1/2.

Enfin, dans le cas sphérique, on trouve

a(t) =VC (1 - <1 - t/\/5)2>1/2.
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Dans ces trois nouveaux exemples, le facteur d’expansion est toujours une
fonction concave.

facteur d’expansion a(t)

O | | | | | |

0 1 2 3 4
temps cosmique t

4]
o
~

FIGURE 17: Expansion dans les modéles dominés par les radiations.

2.3.2 Modéles avec constante cosmologique

Nous nous intéressons maintenant aux modeles cosmologiques les plus cé-
lébres, solutions des équations d’Einstein avec constante cosmologique. Le
fait d’ajouter une constante cosmologique aux équations d’Einstein est équi-
valent & attribuer de I'énergie au vide. En effet, si ’on pose

A

T‘Ez;) = _ggum

les équations (I1.8) se réécrivent :
G =81 (T, = T) .

Les deux modéles envisagés ici ne contiennent pas de matiére en dehors de
celle “cachée” dans la constante cosmologique, ils sont dits dominés par le
vide; le tenseur 7, ;Eﬁ) est alors naturellement associé a un fluide parfait ou les

densités d’énergie et de pression vérifient
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L’équation d’état couplant énergie et pression est donc a nouveau de la forme
p =w X q avec w = —1. La encore, on peut déterminer les facteurs d’expan-
sion solutions des équations de Friedmann. Si A < 0, la seule valeur possible
pour la courbure est £k = —1 et le facteur d’expansion est donné par

_ 3 Al
at) = \/%sm ( 3 t) . (IT.11)

Lorsque A > 0, les solutions sont

(
A
a(t) = cste x exp (j:\/ 3 t> lorsque k£ =0,
A
at) = \/E sinh | 4/ =t lorsque k£ = —1, (I1.12)
A 3
/ /A
\ at) = % cosh ( 3 t) lorsque k = 1.

L’espace-temps obtenu lorsque le facteur d’expansion est donné par 1’équa-
tion (II.11) est connu sous le nom d’espace anti de Sitter. Les différents
choix de facteurs d’expansion du systéme (I1.12) conduisent tous au méme
espace-temps, appelé I'espace de de Sitter, vu dans différents systémes de
coordonnées. A titre d’exemple, nous donnons plus bas les changements de
coordonnées permettant de passer du facteur d’expansion obtenu lorsque
k = 0 a celui obtenu avec k = 1.

Remarque [I.10 — Parmi les espaces de Robertson-Walker que nous présen-
tons ici & titre d’exemples et qui sont les espaces les plus fréequemment utilisés
en cosmologie, ’espace de de Sitter est le seul dont le facteur d’expansion
n’est pas une fonction concave. En revanche, c’est une fonction log—concave
au sens large puisque log(a)” = 0 lorsque «(t) = €.

L’espace-temps de de Sitter de dimension d, noté dSy, est défini comme une
hypersurface de 'espace de Minkowski R'¢ de dimension d+ 1. Son équation
est la suivante :

dSq = {r € R™ |22 — [2')> — |2*)* — ... — |2%)* = —1}.
On munit cette surface de la pseudo-métrique induite par celle de R,

as? = [|da* = |do' [~ da?? — ... = 4P |us,
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Dans le systéme de coordonnées global 2° = sinh(¢), 2" = cosh(t)w’ pour
i=1,2,..,d, avec [w!]?> + |w?® + ... + |w?|?> = 1, les hypersurfaces de temps
constant, i.e., les intersections de la variété avec les plans d’équation z° =
sinh(t) sont des sphéres homéomorphes a S ! et la pseudo-métrique est
donnée par la formule ds? = dt* — cosh(t)*dw?. Lemaitre a introduit un autre
systéme de coordonnées, dites horocycliques, sur dSy : y° = sinh(t) + % el x2,
y' = e'a’, yy = cosh(t)—3e'x? avec x* = |z'|*+.. . +[z?|%. Dans cette carte,
les hypersurfaces de temps constant sont les intersections de la variété avec les
plans d’équation y° + y¢ = €, la carte n’est donc valable que sur le domaine
y? +y? > 0. D’autre part, on vérifie facilement que ’élément de longueur est
donné par ds? = dt* —e**dx?. Les facteurs d’expansion a(t) = cosh(t) lorsque
k=1 et a(t) = exp(t) lorsque k& = 0 sont donc bien tous les deux associés a
I’espace de de Sitter.

10 R
— — — Espace temps anti de Sitter
Espace temps de de Sitter
8 L -
5
c
o
2]
8
g 61 I
x
(0]
o
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0 | | | | | - \\
0 0.5 1 15 2 25

temps cosmique t

FIGURE 18: Expansion dans les modéles dominés par le vide.
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2.3.3 Une remarque concernant ’espace anti de Sitter

On souhaite ici mettre en évidence le fait que ’espace anti de Sitter ne posséde
que localement une structure d’espace de Robertson-Walker. Considérons

Pespace R*>™ 1 = {(xg, 2", ... 2" 1 2") € R™1} muni de la métrique
05 ) ) )

ds®* = —|d2®|* — |daz™ > + |dz' * + ...+ |da" A

On rappelle que 'espace anti de Sitter AdS,, de dimension n est défini comme
I'hypersurface dans R?"~! d’équation

_|x0’2_|xn‘2+’xl‘2+”‘_‘_‘xn71‘2:_1’

et munie de la métrique induite. On peut munir AdS,, d’un systéme de co-
ordonnées globales, en posant :

2% = cosh(r) cos(t), 2" = cosh(r)sin(t), ' = sinh(r) x 0,

pour 1 <i<m-—1,0our >0,t€ R/27Z et § décrit la sphére S" 2. Dans
ce systéme de coordonnées, la métrique de l'espace AdS,, est donnée par :
ds* = — cosh?(r)dt? 4+ dr? + sinh?®(r)ggn—2. La figure suivante permet de se
faire une idée géomeétrique de I'espace anti de Sitter, ainsi que de ’allure des
géodésiques radiales, c’est-a-dire telles que 6 = cste, qui sont données par

cosh(r) — 1 cosh(rg) — 1
t=ty+2|arctan|{ ————— ) —arctan | ————— .
cosh(r) + 1

cosh(rg) + 1

o

FIGURE 19: Géodésiques radiales dans I'espace anti de Sitter.
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Dans une carte privilégiée, non globale, la métrique de I'espace anti de Sitter
AdS,, est celle d’un espace de Robertson-Walker. En effet, si ’on restreint x

a Pintervalle [—1, 1] et si 'on pose

2 = cos(T),
™ =sin(T) X",
2 =sin(T) x X!, pour 1<i<n-—1,

o | X2 — S| X? = 1, la métrique de espace anti de Sitter est bien
celle d’un espace de Robertson-Walker puisqu’elle s’écrit alors :

ds® = —dT? + sin®(T) ggs.

En revanche la structure globale de I'espace anti de Sitter n’est pas celle d’un

produit tordu.

xo

FiGURE 20: Un domaine de AdS,, vu comme un espace de Robertson-Walker
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3 ELEMENTS DE GEOMETRIE DES ESPACES DE
ROBERTSON-WALKER

Nous donnons ici quelques éléments de géométrie des espaces de Robertson-
Walker. Du fait de leur structure de produit tordu, de 'homogénéité et de
I’isotropie de leurs fibres, ces espaces possédent de nombreuses symétries et
leur géométrie est en un sens relativement simple. Par exemple, on peut y
intégrer explicitement les équations géodésiques, ce qui fait 'objet du pro-
chain chapitre. Cependant la liberté laissée dans le choix de la fonction de
torsion « permet d’envisager une tres grande variété de situations, de sorte
que la géométrie des espaces de Robertson-Walker est tout a fait non triviale
en toute généralité.

Nous mentionnons dans les deux prochains paragraphes quelques résultats
concernant les espaces de courbure constante, puis les hypersurfaces remar-
quables des espaces de Robertson-Walker. Outre 'intérét propre de ces ré-
sultats, ils ont le mérite de mettre en évidence le role joué par la fonction
de torsion « dans la géométrie de I'espace produit. Les résultats des para-
graphes 3.1 et 3.2 , ainsi que les considérations physiques de la section 2,
nous permettront dans la section 4 de formuler des hypothéses raisonnables
sur le facteur d’expansion «, hypothéses que nous adopterons aux chapitres
III et suivants.

3.1 Espaces de Robertson-Walker et variétés d’Einstein

Parmi les espaces de Robertson-Walker (M, g) = (I x M, —dt* ® a?gM) se
distinguent ceux qui sont des variétés d’Einstein, c’est-a-dire ceux dont le
tenseur de Ricci est proportionnel a la métrique. Nous avons déja vu que
dans le systéme de coordonnées &* = (t,x, ¢,1) introduit au paragraphe
1.2.3, les seules composantes non nulles du tenseur de Ricci sont

Rgo = —3a" /., Ry = (ad” + 202 + 2k),

Ry = (ad” + 20 + 2k) f2(x), Rsz = (aa” + 22’ + 2k) f2(x) sin*(¢).

La proposition suivante donne une condition nécessaire et suffisante sur le
facteur d’expansion d’un espace de Robertson-Walker pour qu’il soit une
variété d’Einstein.



3. Géomeétrie des espaces de Robertson-Walker 119

Proposition I1.5 ([San99]|) — Un espace de Robertson-Walker I X, M dont
la fibre M est de courbre constante k € {0, —1,1} est une variété d’Einstein
st et seulement si la fonction de torsion o vérifie :

JceR, o’(t) =c et a(t)a’(t)—o*(t) = k. (I1.13)

at
Démonstration. Par définition, une variété pseudo-riemannienne est une va-
riété d’Einstein s’il existe ¢ € R tel que R,, = ¢ X g,. Dans le cas d'un
espace de Robertson Walker M = I x, M, la métrique et le tenseur de Ricci
sont diagonaux. La condition de proportionnalité se traduit alors simplement
en la conjonction des équations :

3— =¢, et aad”+2d?+2k=—cxa’

La seconde équation du systéme, en remplagant o par ¢ x « /3, s’écrit encore
—200" 4 202 4 2k = 0, i.e. at)a”(t) — o/*(t) = k, d’ott énoncé. O

Suivant les valeurs de la constante ¢ et de la courbure k, les deux équations
(IL.13 ) se résolvent par les méthodes élémentaires d’intégration des équa-
tions différentielles ordinaires. Dans le tableau suivant, on donne la liste les
différentes solutions possibles de I’équation (I1.13) selon le signe de c. Le
parameétre b qui apparait dans le tableau est une constante arbitraire.

c=ad*>>0 |k=1 a(t):a x cosh(at + b)
c=a*>>0 |k=0 |at)=-exp(at+Db)
c=a>>0 |k=-1]|a(t)=a"! xsinh(at +b)
c=0 k=0 | aft)=ex ()

c=0 k=-1 a(t):
c=-a><0|k=-1]al)=a"! xcos(at +b)

FIGURE 21: Les différentes solutions de 1’équation (I1.13) selon le signe de ¢
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3.2 Hypersurfaces remarquables

Une métrique pseudo-riemannienne g sur une variété M n’induit pas, en
général, une métrique pseudo-riemannienne sur une sous-variété de M, mais
posséde des singularités. La métrique induite peut parfois étre totalement
dégénérée, c’est le cas par exemple de la métrique induite par la métrique
usuelle sur le cone de lumiére dans ’espace de Minkowski. Comprendre la
structure des sous-variétés d’une variété lorentzienne, en particulier celles de
genre espace, permet de mieux appréhender sa géométrie, d’autre part ces
d’hypersurfaces jouent un role primordial en relativité (voir [Pen65, HP70]).

3.2.1 Sous-variétés lorentziennes

Commencons par donner le résultat suivant, trés proche de la proposition
IT.1, qui dit en particulier que les sous-variétés lorentziennes totalement géo-
désiques d’un espace de Robertson-Walker ont elles aussi une structure de
produit tordu.

Théoréme II.2 (théoréme 5.2 de [CAV07|) — Soit M = L x,, M un espace
de Robertson-Walker qui ne contient aucun ouvert de courbure constante. Si
N est une sous-variété lorentzienne totalement géodésique de M, alors on
est dans un des cas suivants :
— St N est de dimension deux, alors N est un ouvert d’un produit L X, C
ou C est une courbe géodésique dans M ;
— 81 N est de dimension trois, alors N est un ouvert d’un produit L X, S
ot S est une surface totalement geodésique dans M.

3.2.2 Sous-variétés de genre espace

La théoréme suivant relie ’existence d’hypersurfaces totalement géodésiques
de genre espace dans un espace de Robertson-Walker & I’existence de point
critique de la fonction de torsion.

Théoréme I1.3 (théoréme 5.1 de [CAVOT]) — Soit M = L x, M est espace
de Robertson-Walker qui ne contient aucun ouvert de courbure constante.
Alors M admet une sous-variété de genre espace totalement géodésique de
dimension supérieure ou €gale a deur si et seulement si o posséde un point
critique, i.e.

3 to € I, O/(to) = 0.
De plus, les seules sous-variétés de genre espace totalement géodésiques de

dimension supérieure ou égale 4 deuzx sont les fibres My, = {to} x M telles
que o (tg) = 0 et les surfaces totalement géodésiques de ces fibres.



3. Géomeétrie des espaces de Robertson-Walker 121

Le prochain résultat concerne les hypersurfaces de genre espace de courbure
moyenne constante dans les espace de Robertson-Walker (généralisés). Soit
>) une hypersurface de dimension n d’une variété pseudo-riemannienne de
dimension n + 1. L’endomorphisme de Weingarten en un point p € X, A :
T, — T,%, i.e. la différentielle de I'application de Gauss au point p, est un
opérateur auto-adjoint dont les valeurs propres sont les courbures principales

(k1(p), ..., Kn(p)). La courbure moyenne de ¥ au point p est alors définie par
1 1 <
K(p) = Ki(p) := —~ x trace(A) = —— 3 ki(p).
(p) = Ki(p) — X trace(4) = —— ;1 Ki(p)

A Taide des fonctions symétriques élémentaires

or(x1, ..., x,) = Z Tip - Ty

11<...<i

on définit K, la courbure moyenne d’ordre ¢ comme

C’f; X Ki(p) = oo(—K1(p), ..., —kn(p))-

Considérons (M, g) = I X, M un espace de Robertson-Walker (généralisé)
dont la fibre M est compacte. On montre alors (cf. [AC07]) que les fibres
spatiales M; = {t} x M forment un feuilletage de M dont les feuilles ont
une courbure moyenne d’ordre ¢ constante, donnée par K, = (o/(t)/a(t))".
Il est naturel de se demander si, sous certaines conditions, ce résultat admet
une réciproque. Autrement dit sous quelles conditions une hypersurface spa-
tiale compacte de genre espace de M et de courbure moyenne (de plus haut
rang) constante est-elle du type M; = {t} x M 7 La proposition suivante,
dont on trouvera un énoncé plus général dans [ACO7|, apporte une réponse
particuliérement élégante a cette question en terme de convexité du facteur
d’expansion.

Proposition I1.6 (corollaire 5.2 de [ACOT7|) — Soit M = L x, M™ espace
de Robertson-Walker (géréralisé) tel que

2
ad —a” <0

i.e. la fonction « est log—concave. Les seules hypersurfaces compactes de
genre espace incluses dans M telles que Ky > 0 et telles que le rapport
Ky /Ky est constant sont les fibres My, = {to} x M™ ou o/(to) # 0.

D’autres résultats de [ACO7|, “suffisament” géométriques ou techniques pour
ne pas avoir leur place ici, montrent que la condition de log —concavité de
la fonction de torsion est une hypothése naturelle pour assurer que les fibres
My, = {to} x M" sont les seules hypersurfaces spatiales dans les espaces de
Robertson-Walker (Texas-Ranger).
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4 HYPOTHESES SUR LE FACTEUR D’EXPANSION

Dans cette section, nous mettons en évidence les hypothéses concernant la
fonction de torsion a que nous adopterons dans toute la suite. Ces hypo-
theses sont assez peu restrictives et sont de plusieurs natures : régularité,
intégrabilté, convexité, etc. En particulier, elles sont satisfaites dans tous les
exemples d’espaces de Robertson-Walker évoqués dans ce chapitre.

4.1 Formulation des hypothéses
4.1.1 Régularité

En explicitant les tenseurs usuels dans les espaces de Robertson-Walker, on a
vu apparaitre naturellement les dérivées premiére et seconde du facteur d’ex-
pansion. Pour éviter que ces tenseurs ne présentent d’éventuelles singularités,
on impose la régularité C? au facteur d’expansion :

Hypothése 1 — Le facteur d’expansion « appartient a C*(]0,T[, R%).

La fonction « étant de classe C?, on peut introduire sa dérivée logarithmique,
dont on verra plus loin qu’elle joue important dans le comportement asymp-
totique de la diffusion de Franchi et Le Jan dans les espaces de Robertson-
Walker.

Définition II.5 — On appelle fonction de Hubble la dérivée logarithmique
du facteur d’expansion « :

T dlogogta(t)) _ Z((f))

Remarque I1.11 — Physiquement, la fonction de Hubble décrit le taux d’ex-
pansion d’un univers modélisé par un espace de Robertson-Walker. On ap-
pelle généralement constante de Hubble la valeur de cette fonction au temps
cosmique £y qui est ’age actuel présumé de notre univers.

4.1.2 Convexité

Dans la section 2, on a vu que la plupart des espaces de Robertson-Walker
utilisés en cosmologie pour décrire un univers en expansion sont associés a
des fonctions de torsion concaves. On a vu d’autre part que la concavité
du facteur d’expansion est une condition nécessaire si 'on suppose que les
espaces en question vérifient la condition forte sur ’énergie, ou encore la
positivité des densités d’énergie et de pression. Seul un seul exemple donné
dans ce chapitre échappe a cette condition : l'espace de de Sitter, ou le
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facteur d’expansion est une fonction simplement log —concave. Par ailleurs,
nous avons vu dans le paragraphe 3.2 que la condition de log —concavité de
la fonction de torsion est une condition géométrique naturelle : elle permet
d’assurer que les fibres M, = {t} x M sont les seules hypersurfaces de courbure
moyenne constante. Nous formulons donc I'hypothése suivante :

Hypothése 2 — La fonction « est log —concave sur |0, T, ou de maniére
équivalente, la fonction de Hubble H est décroissante sur |0, T7[.

La fonction H étant décroissante, elle converge dans RU{—oo} lorsque ¢ tend
vers T'. Afin de garder une intuition “physique” des espaces de Robertson-
Walker, nous allons nous limiter aux deux larges classes d’espace-temps utili-
sés en cosmologie, & savoir ceux qui décrivent un univers éternel en expansion,
et ceux qui décrivent un univers dans lequel un Big-Crunch succede au Big-
Bang.

Hypothése 3 — Les espaces de Robertson-Walker considérés dans la suite
appartiennent a I’'un des deux types suivants

— T = 400 et H est positive ou nulle sur |0, +oo[ (expansion éternelle) ;

— T < 400, lir% at) = thr;} a(t)=0et thr;} H(t) = —oo (Big-Crunch).

expansion éternelle
R Big-Crunch

0 T < 40 T =+oc0

FIGURE 22: Les deux types de facteur d’expansion envisagés.

Comme les espaces de Robertson-Walker sont fréquemment utilisés en cosmo-
logie, nous les désignerons souvent par le terme univers, bien que la pertinence
physique de la suite du manuscrit soit tout a fait discutable. Par ailleurs, afin
d’éviter certaines lourdeurs dans les énoncés de nos résultats, et afin de les
rendre un peu plus fleuris, nous introduisons les deux notions suivantes.

Définition I1.6 — Lorsque T' < +o00, nous dirons que 'univers est mortel.
Lorsque T' = 400, nous dirons que 'univers est éternel.
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4.1.3 Intégrabilité

Dans I'étude des géodésiques des espaces de Robertson-Walker au prochain
chapitre, nous verrons que les composantes spatiales des géodésiques sont des
courbes géodésiques de la fibre M, paramétrées par une primitive de I'inverse
de la fonction de torsion a. La diffusion de Franchi et Le Jan étant une per-
turbation du flot géodésique, une hypothése minimale pour pouvoir travailler
sereinement dans la suite est d’imposer 'intégrabilité locale de I'inverse du
facteur d’expansion.

Hypothése 4 — L’inverse du facteur d’expansion est localement intégrable
sur U'intervalle |0, 77 :

b

d

/ U < oo, Ya,b €0, T].
o a(v)

4.1.4 Comportement asymptotique

Nous verrons dans la suite que les comportements asymptotiques au voisinage
de T du facteur d’expansion et de la fonction de Hubble jouent un role
déterminant dans ’asymptotique de la diffusion de Franchi et Le Jan. En
particulier, la vitesse de divergence du facteur d’expansion dans un univers
éternel ou sa vitesse de convergence vers zéro dans un univers mortel sont
déterminantes. Pour quantifier cette vitesse de divergence / convergence,
nous introduisons le vocubulaire suivant.

Définition II.7 — Dans un univers éternel, i.e. lorsque T' = +o00, nous
dirons que I’expansion est

oo dt oo dt
rapide si / % < 400, et lente si / % = 4-00.

De la méme facon, dans un univers mortel, i.e. lorsque 1" < +o00, nous dirons
que l'effondrement est

lent si /Ti<+oo rapide si /Ti——i-oo
~alb) T Cat)

Définition II.8 — Dans un univers éternel i.e. lorsque 7' = +00, nous
dirons que l'expansion est exponentielle ou que le facteur d’expansion est a
croissance exponentielle si la fonction de Hubble admet une limite strictement
positive au voisage de l'infini :

lim H(t) > 0.

t—-4o00
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Nous dirons que 'expansion est polynomiale ou que le facteur d’expansion
est a croissance polynomiale s’il existe une constante 0 < ¢ < 400, telle que
lorsque t tend vers l'infini :

H(t) xt —c.

De maniére analogue, dans un univers mortel 7.e. lorsque T < +o00, nous
dirons que l'effondrement est polynomial ou que le facteur d’expansion est
a décroissance polynomiale s’il existe une constante 0 < ¢ < +o00, telle que
lorsque t tend vers T :

—H(t) x (T —t) — c.

Si —H(t) x (T' —t) croit vers l'infini lorsque ¢ tend vers T, nous dirons que
I’effondrement est exponentiel ou que « est & décroissance exponentielle.

Remarque II.12 — Naturellement, si « est un polyndéme de degré c, alors
H(t) x t tend vers ¢ lorsque ¢ tend vers l'infini. Cependant, un facteur d’ex-
pansion de type polynomial n’est bien entendu pas forcément un polynome,
par exemple la fonction a(t) = t?log(t) est polynomiale avec ¢ = 2. De la
méme fagon, la fonction a(t) = exp(t) est bien str & croissance exponentielle,
tout comme la fonction «o(t) = texp(t).

Hypothése 5 — Les facteurs d’expansion considérés sont soit a croissance
ou décroissance polynomiale, soit croissance ou décroissance exponentielle.



4.2 Résumé des hypothéses concernant le facteur d’expansion «

loc

Facteur d’expansion Fonction de Hubble univers expansion / effondrement
) o +oo
aeC?(]0,T[,R}) H=— éternel, 7T =400 rapide : / 1/a < 400
o s Tapicae
+oo
1/a € L,.(]0,T]) décroissante Hy :=lim o H >0 lente : / l/a = 400

croissance/décroissance
polynomiale ou exp.

mortel, T < +o0,

limra =0, limp H = —00

T
rapide : / 1/a =400

T
le_nt:/ 1/a < 400

9¢CI
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4.3 Retour sur les exemples

Modele facteur d’expansion type d’exp./eff. | fonction de Hubble | lim H(¢) x ¢t ?
w=0,k=0 at) = t2/3 exp. lente H(t) =2/3t H(t) xt—2/3
w=0k=1 ?:,\1—_;?18(%) eff. lent H= H(t) x (21 —t) — —2/3
w=0,k=-1 ?:S(_;EZIEE\))\)__; exp. lente H= %j H(t)xt—1

w=1/3, k=0 | a(t)=tY? exp. lente H(t)=1/2t H(t) xt—1/2
w=1/3 k=1 |a(t)=y1—(10—10)2 |eff lent H(t) =y Ht) x (2—1) — —1/2
w=1/3, k=—-1]a() =(1+t)%—1)/2 | exp. lente H(t) = 52 Ht) xt—1
w=-1,k=-1 | a(t) =sin(t) eff. rapide H(t) = cot(t) H(t)x 2r—t) — -1
w=-1,k=1 a(t) = cosh(t) exp. rapide H(t) = coth (t) H(t) x t — 400

uoisuedxs p 4na1oe) 9| 4Ns sasaYl0dAH ¢
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L’étude des géodésiques dans les espaces de Robertson-Walker aurait tout
a fait sa place dans le chapitre précédent consacré a leur géométrie. Pour
plusieurs raisons, nous choisissons ici de mettre en évidence cette étude en
lui consacrant un chapitre particulier. Parmi ces raisons, la premiére est que,
comme on I'a vu au chapitre I, le générateur de la diffusion relativiste est une
perturbation du flot géodésique. Une bonne compréhension du comportement,
asymptotique de la diffusion passe naturellement par une bonne compréhen-
sion préalable du comportement asymptotique des géodésiques. Par ailleurs,
au regard de la conjecture de Franchi et Le Jan énoncée précédemment, on
s’attend a voir apparaitre un lien entre le comportement asymptotique de la
diffusion et celui des géodésiques de lumiére, d’ou 'importance de mettre ce
dernier en évidence.
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1 CONNEXITE, COMPLETUDE DES GEODESIQUES
DANS LES ESPACES DE ROBERTSON-WALKER

Dans cette premiére section, nous rappelons les conditions nécessaires et suffi-
santes portant sur le facteur d’expansion « d’un espace de Robertson-Walker
afin que celui-ci soit géodésiquement connexe ou complet.

1.1 Connexité de géodésiques

Rappelons que 'on dit qu'une variété pseudo-riemannienne est géodésique-
ment connere si deux points quelconques de la variété peuvent étre joints par
un chemin géodésique.

Théoréme IIL.1 (théoréme 3.2 de [San98|) — Un espace de Robertson-
Walker (généralisé) M = 1 x, M ou I =]0,T[ est géodésiquement conneze

si et seulement
[.=]
—_ = _:+OO,
0o @ . @

Démonstration. On trouvera une preuve détaillée de ce résultat dans ’article
[San98|, consacré a I'étude des géodésiques dans les espaces de Robertson-
Walker généralisés. Afin de comprendre en quoi la condition d’intégrabilité
de l'inverse du facteur d’expansion intervient ici, mentionnons simplement
le résultat suivant, qui sera démontré dans les sections 2 et 3 : lorsque les
intégrales dans le théoréme ci-dessus sont finies, la projection z sur la fibre
M d’une géodésique & = (ts,x5) € I X, M issue d’un point (¢, zo), converge
vers un point z., de la fibre M. De plus la distance entre xq et x,, est bornée
par la constante d,,q, = fOT 1/c. De fait, tout point (tf,z() de I x, M tel
que zj, est situé a une distance strictement supérieure a d,,q, du point zg ne

peut étre relié a (to, zp) par une géodésique. O
Remarque II1.1 — Pour la premiére fois intervient ici la condition d’inté-

grabilité de I'inverse du facteur d’expansion. Nous verrons dans la suite que
cette condition joue un role primordial dans la géométrie des espaces de
Roberson-Walker, ainsi que dans le comportement asymptotique de la diffu-
sion de Franchi et Le Jan sur ces espaces. Comme la courbure des espaces de
Roberson-Walker est directement liée a la fonction de torsion via I’équation

a’(t)  a(t) k
alt) " arn) a?(t)) |

le théoréme II1.1 met en évidence 'influence de la courbure sur la nature des
géodésiques des espaces de Robertson-Walker.

R:=g¢"R,, = —6 (
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1.2 Complétude des géodésiques

Nous nous intéressons a présent a la complétude des géodésiques dans les
espaces de Robertson-Walker. Rappelons tout d’abord ce que signifie cette
notion :

Définition III.1 — Une variété pseudo-riemannienne M est dite géodési-
quement compléte si les géodésiques de M sont définies sur R tout entier.

Le résultat suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes sur la com-
plétude de la fibre et la fonction de torsion afin qu'un espace de Robertson-
Walker soit géodésiquement complet.

Proposition III.1 (proposition 4.1 de [San98|) — Soit M = I X, M un
espace de Robertson-Walker (généralisé) ou I =]0,T|. Si la fibre (M, g™) de
M est géodésiquement incomplete, alors 'espace M est lui-méme géodési-
quement incomplet. Si la fibre (M, g™) est géodésiquement compléte, alors

— les géodésiques de genre temps de M sont complétes si et seulement si

. T
o o

= - L -4 I11.1

/o V14 a2 / V14 a2 ( )

— les géodésiques de lumiére de M sont complétes si et seulement si

/O'az/Ta=+oo; (LIL.2)

— les géodésiques de genre espace de M sont complétes si et seulement si
la fonction o vérifie (111.2) ou est non bornée.

Démonstration. On trouvera une preuve de ce résultat dans l'article [RS94|
ot les auteurs font une étude systématique de la complétude des géodésiques
dans les variétés pseudo-riemanniennes qui possédent une structure de pro-
duit tordu. O

Remarque I11.2 — D’aprés la proposition III.1, lorsque 'intervalle I est borné
est que la fonction « est continue bornée sur I, les géodésiques de genre
temps ainsi que les géodésiques de lumiére d’un espace de Robertson-Walker
M = I x, M sont incomplétes. Lorsque le facteur d’expansion « s’annule
au bord de l'intervalle, on peut cependant le prolonger en une fonction &
périodique de période |I| = T sur R. Auquel cas, on pourra considérer le
produit M = I X, M comme un sous-espace d’un espace M dans lequel les
géodésiques sont complétes. La construction de M et ’étude des géodésiques
dans cet espace fait I’objet de la section 4.
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2 INTEGRATION DES EQUATIONS GEODESIQUES
DE GENRE TEMPS

Nous explicitons ici les solutions des équations géodésiques pour des trajec-
toires de genre temps & = (ts, x5) € I X, M paramétrées par le temps propre.
D’aprés le corollaire I1.1, on sait que si { = (ts, zs) est une géodésique dans
M =1 x, M, alors z, décrit une courbe géodésique dans M. Lorsque le
paramétre s varie, x, décrit donc une droite lorsque M = R3, une “droite hy-
perbolique” lorsque M = H?, ou un “grand cercle” lorsque M = S3. Dans le
prochain paragraphe, nous exhibons des intégrales premiéres des géodésiques
de genre temps paramétrées par le temps propre, ce qui nous permettra de
donner un paramétrage des courbes x, € M au paragraphe 2.2.

2.1 Intégrales premiéres des géodésiques de genre temps

Par définition, si & = (ts,x5) € I X, M est une géodésique de genre temps
paramétrée par le temps propre, alors &, est solution du systéme :

2¢0 v P
P A

— = I11.3
ds? YPds ds ’ ( )

et vérifie de plus la relation de pseudo-norme :
’iS‘Q - QQ(ts)gM(imis) =1. (III4)

En particulier, on a toujours |{,/*> > 1. Dans la suite, nous concentrerons
notre attention sur les trajectoires orientées vers le futur.

Définition III.2 — Nous dirons qu’'un point (fo,éo) dans T'M est une
condition initiale raisonnable s'il vérifie la relation (II1.4) et si ¢, > 1.

Remarque II[.3 — Sur ’ensemble de définition d’une géodésique de genre
temps paramétrée par le temps propre, on aura donc toujours ¢, > 1. En
particulier, la composante t; de la base I =]0,T'[ sera une toujours une fonc-
tion stritement croissante du temps propre s.

Proposition II1.2 — Les fonctions suivantes sont des intégrales premieres
des géodésiques de genre temps paramétrées par le temps propre, i.e., sont
constantes le long de celles-ci :

a=a(t)\/12 -1,
b= o?(ty)xs A g lorsque M = R3,
bl = o2(t)a! A il lorsque M = SP ou HB,

ot I = (iy,i9,13) avec les i; € {0,1,2,3} distincts et x! := (2™, 22, 23).
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Démonstration. Soit (&,&) € T'M une condition initiale raisonnable et
(., &) une solution des systémes d’équations (II1.3) et (II1.4) issue de (£, &),
définie sur un intervalle /[, C R*. En fonction de la métrique g™ sur la fibre
M, T'équation du systéme (II1.3) correspondant a p = 0 s’écrit :

i's = _a(ts) O/(ts)gM(fts, fts)a
ou encore en utilisant la relation de pseudo-norme (II1.4) :

/
.. ts) ;- . [
fo= = (12 ) e, dlog o) - ] = 0.

a = aft,)\/12 — 1 = constante.

Par ailleurs, en fonction de la courbure k € {0,1,—1} et en coordonnées
cartésiennes, les équations du systéme (II1.3) correspondant a p = 1,2,3
s’écrivent sous forme vectorielle :

o(ts)

dont on déduit :

d[ts = —2mi5¢5d8 — k’gM(xs,xs) I'Sds,
ou encore

do(ty)is = —k x a*(ts) g™ (i, ) 24ds, (I11.5)
dont on déduit naturellement que b’ = a?(ts)xl A il = constante. U

Remarque I11.4 — Dans les cas ot M = S* ou H? et lorsque I = (1,2,3), on
notera simplement b’ = b par analogie avec le cas euclidien. Dans le systéme
de coordonnées (x, ¢,v) = (x, ), on a alors

b= a2(ty) f2(xs) 05 A .

Le fait que le moment angulaire b soit constant assure en particulier que,
la composante angulaire 6, d’une géodésique de genre temps, vue comme
trajectoire sur la sphére S?, est incluse dans un plan passant par I'origine.

2.2 Intégration des équations géodésiques
2.2.1 Intégration des composantes temporelles

Le fait que la fonction a est une intégrale premiére des géodésiques de genre
temps paramétrées par le temps propre permet d’exprimer simplement la
composante temporelle £, comme fonction du temps propre s.
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Corollaire III.1 — Soit (60,50) € T' M une condition initiale raisonnable
et (£, &) une solution des systemes d’équations (111.8) et (I11.4) issue de

(&0, &0). Alors

/t5 a(u)du . . /“ a(u)du
—— =35, .. ty=1Inf{ u>t, > S-
o a(u) + a2 to v/ a%(u) + a?

En particulier, tg est défini pour tout s > 0 si et seulement si

T afu)du

=t
to Va?(u) + a?

Remarque I11.5 — On retrouve ici naturellement la condition nécessaire et
suffisante de complétude (II1.1). Seul importe ici I'intégrabilité au voisinage
de T puisque l'on s’intéresse & des trajectoires orientées vers le futur.

Définition ITI.3 — Dans la suite, étant donnée une trajectoire {5 = (s, z5)
orientée vers le futur dans un espace de Robertson-Walker M = [ x, M,
on désignera par 7 le temps d’atteinte de T" par la composante temporelle
ts = ’/Tf(gs) :

7 :=inf{s >0, t, =T}.

2.2.2 Intégration des composantes spatiales

Nous explicitons & présent un paramétrage, en fonction de ¢4, des compo-
santes spatiales des géodésiques de genre temps paramétrées par le temps
propre. Remarquons tout d’abord que si (fs,fs) est une telle trajectoire,
et que l'intégrale premiére a est nulle, d’apres la relation de pseudo-norme
(ITL.4), on a nécessairement g (i,,#,) = 0 pour tout s dans [0,7[. Dans
ce cas, les composantes temporelles et spatiales de (&, 53) sont simplement
données par
ts =ty + s, 15851, Ty =x9, Ts=0.
Dans la suite, nous supposerons donc que a > 0. Auquel cas, pour tout s
dans [0, 7], on a
252 = gM (25, 45) = a®/a*(t) > 0,

et la donnée de (ts, s, 5, 4,) est équivalente & la donnée de (t,, 2, t,, 25 /|2|).
La proposition suivante montre que les composantes spatiales xs et &,/|d]
sont naturellement parameétrées par la fonctionnelle de t, :

/S adu /ts 1 a
: — X du.
o a(tu) o a(u) a? + o(u)
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Proposition III.3 — Soit (60,50) € T*M une condition initiale raison-
nable et (£,,€,) une solution des systémes d’équations (II1.3) et (II1.4) issue
de (&,&0). Alors, pour s dans [0,7[, selon la courbure de la fibre M, les
composantes spatiales (xg, Ts/|Zs|) sont données par les équations suivantes :

— dans le cas euclidien, i.e. lorsque k=10 :

T *oa T Zo
Ty = X9+ — X ———du — = —;
T il /0 o®(tu) & [do|

— dans le cas sphérique v.e. lorsque k =1 :

oa . a T

Ty = COS du | zg + sin / du) —

(/ o?(t,) ) ’ ( a*(t,) ) ol

T . *oa *oa T
—— = —sin ———du | xo + cos / du) —
|| (/0 a?(ty) ) ’ (0 o?(ty) |Zol

— dans le cas hyperbolique i.e. lorsque k = —1 :

s a . s a To
xs = cosh ———du | xo + sinh (/ du) —,

(/0 a?(ty) ) ’ o a?(tu) |

j;s . 5 a s a Lt'()
— = ginh / 7du) xo + cosh (/ du) —.
2] < o a?(t) ’ o o?(t) |20

Démonstration. En coordonnées cartésiennes, les équations géodésiques du
systéme (II1.3) concernant les composantes spatiales x; et @4 s’écrivent :

/
ts) .
dey = 25ds, dig = —QMtS:tsds —k x x4 X |is]ds.

alts)
Ce systéme d’équations est équivalent au systéme suivant :

Ts

‘$8‘ QQ(tS)

T a
dx, * =k Xz, X ——ds.

@ B a? (tS)

En effectuant le changement de temps ds’ = a/a?(t,) X ds et en posant
xs := Yy, on obtient alors que (yy, ¥y ) est solution du systéme

ds, d

dyy = 1ds’, dyy = —k X ygds',

dont on déduit aisément les expressions de la proposition. O



136 Chapitre III  Etude des géodésiques dans les espaces RW

3 INTEGRATION DES EQUATIONS DES
GEODESIQUES DE LUMIERE

Contrairement au cas des géodésiques de genre temps, le temps propre s
ne peut pas paramétrer les géodésiques de lumiére. Aussi considére-t-on un
paramétrage affine u. Les trajectoires qui nous intéressent ici sont alors les
solutions du systéme :

d2fa dfb dxzc
—_— P =— =0 II1.6
du? b du du ’ ( )

et qui vérifient de plus la relation de pseudo-norme :

2 — o (ty) g™ (i, 7,) = 0. (I11.7)

—
Comme précédemment, nous concentrons ici notre attention sur les géodé-
siques orientées vers le futur, c’est-a-dire telles que ¢, > 0 et on pose

7 :=inf{u >0, t, =T}.

Dans le prochain paragraphe, nous intégrons les équations (I11.6) et (II1.7),
puis au paragraphe 4.1, nous déterminons le comportement asymptotique
de leurs solutions . Celui-ci différe radicalement selon que l'inverse de la
fonction de torsion « est intégrable au voisinage de 7', c’est-a-dire selon que
’expansion / effondrement est rapide / lent.

3.1 Intégrales premiéres des géodésiques

Comme pour les géodésiques de genre temps paramétrées par le temps propre,
on exhibe tout d’abord des intégrales premieéres des géodésiques de lumiere.

Proposition II1.4 — Les fonctions suivantes sont des intégrales premieres
des géodésiques de lumiére, i.e., sont constantes le long de celles-ci :

a = aty)ty,

b= 2 (ty) Ty A Ty lorsque M = R3,

bl = a®(t)zl A&l lorsque M = S3 ou HB,
oty I = (iy,i,13) avec les i; € {0,1,2,3} distincts et x! = (', 2% 2%).

Démonstration. Soit (&, ) € T'M une condition initiale raisonnable et
(€4, &) une solution des systémes d’équations (II1.6) et (II1.7) issue de (o, &o),
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définie sur un intervalle [, C R*. Comme dans le cas des géodésiques de genre
temps, 1'équation du systéme (II1.6) correspondant a p = 0 s’écrit :

fu = —Oé(tu) O/(tu)gM(ftua ju)a
ou encore en utilisant cette fois la relation de pseudo-norme (II1.7) :

O/(tu)
a(ty)

u:

2. id.e, dlogla®(t,)f2] =0,

dont on déduit :
a = a(t,)t, = constante.

Par ailleurs, comme précédemment, en fonction de la courbure k£ € {0, 1, —1},
les équations du systéme (II1.6) correspondant a u = 1,2,3 s’écrivent sous
forme vectorielle :

da® ()i, = —k x &®(ty) g™ (&g, ©u) Tudu,
dont on déduit naturellement que b = a2(t,)z! A il = constante. O

Remarque ITI.6 — Les constantes a et I;I, dépendent du paramétrage af-
fine. En revanche les paramétres d’'impact p’ := b'/a sont invariants par
changement de parameétre affine.

3.2 Intégration des équations géodésiques

Du fait que les fonctions a et b sont des intégrales premiéres des trajectoires
de lumiéres, on déduit I’expression de la composante temporelle ¢, comme
fonction du paramétre affine u, puis de z, en fonction de t,.

Corollaire II1.2 — Soit (&,&) € T'M, tel que ty > 0 et .(é*u,éu) une
solution des systemes d’équations (II1.6) et (II11.7) issue de (&y,&p). Alors

tu v
/ a(v)dv=a X u, i.e. t,=inf {U > 1, / a(r)dr > a x u} :

to to

En particulier, lorsque a > 0, t,, est défini pour tout u > 0 si et seulement si

T
/ a(v)dv = +o0.
to

Remarque I11.7 — Comme dans la remarque II1.5, on retrouve ici naturelle-
ment la condition nécessaire et suffisante de complétude (II1.2). La encore,
seule importe 'intégrabilité au voisinage de T" puisque l'on s’intéresse a des
trajectoires orientées vers le futur.
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Lorsque 'intégrale premiére a est nulle, on a naturellement t, = tg, , = 0,
T, = xg et £, = 0. Dans la suite, on supposera que a est strictement positive,
auquel cas, pour tout u dans [0, 7[, on a |z, |> = g™ (1w, 2.) = a®/a’(t,) > 0.

Proposition III.5 — Soit (fo,fo) € T'M tel que ty > 0 ie. a > 0,
et (£,,€,) une solution des systémes d’équations (IIL6) et (IIL7) issue de
(&0, &0). Alors, pour u dans [0, 7|, selon la courbure de la fibre M, les compo-
santes spatiales (xy, T, /|T.|) sont données par les équations suivantes :

— dans le cas euclidien, i.e. lorsque k=10 :

Zo /tu dv T Zo
Ty =Tg+ — X —_—, — = —
2o Jiy (V) AR

— dans le cas sphérique 1.e. lorsque k =1 :

(/t“ dv) . (/t“ dv) Zo
X, = COS — | g + sin — |

o (V) o (V) /) |0l
Ty . b o by To
— = —sin —— | &g + coSs — | 7
|l o (v) o @(v)) ||

— dans le cas hyperbolique i.e. lorsque k = —1 :

tu tu .
,, = cosh (/ d—v) o + sinh (/ ﬂ) o
o ) w a(v)/ |&ol
. tu tu .
x.u :sinh(/ d—v)x0+cosh(/ ay )ﬂ
|2 V) w a(v)/ |l

Démonstration. La preuve est la méme que dans le cas des géodésiques de
genre temps & la différence prés que dans le cas des géodésiques de lumiére,
le changement de temps est donné par :
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4 ASYMPTOTIQUE ET PROLONGEMENT DES
GEODESIQUES DE LUMIERE

Des expressions des composantes spatiales des géodésiques de lumiére obte-
nues dans la proposition I11.5, on déduit aisément leur comportement asymp-
totique lorsque le paramétre affine u tend vers 7, c’est-a-dire lorsque %, tend
vers T'. Dans le paragraphe 4.1, nous explicitons ainsi ces comportements en
fonction de la nature de la fibre et de la nature du facteur d’expansion de
I’espace considéré. Nous montrons ensuite au paragraphe 4.2 que les géodé-
siques de lumiére d’un espace de Robertson-Walker M convergent en fait vers
des points d’un bord M a l’espace M, que nous précisons. Au paragraphe
4.3, nous montrons que dans un univers mortel ou I'effondrement est lent,
il est possible de prolonger les géodésiques de lumiére a priori incomplétes,
en des trajectoires bien définies sur tout R* a valeurs dans une extension
raisonnable M de ’espace M. Enfin, dans le paragraphe 4.4, nous montrons
que ceci n’est pas possible dans le cas d’un univers mortel ou ’effondrement
est rapide.

4.1 Asymptotique des géodésiques de lumiére

Commencons par décrire le comportement asymptotique des géodésiques de
lumiére. Nous distinguons les cas selon que 'inverse du facteur d’expansion
est intégrable au voisinage de T" ou non.

Proposition I11.6 — Soit M = [ x, M un espace de Robertson-Walker
éternel ot ['expansion est rapide, ou un espace mortel ot [’effondrement est
lent. Soient (£&y,&) € T'M tel que to > 0 et (€,,&,) une solution des systémes
d’équations (II1.6) et (II1.7) issue de (&, &). On suppose que a = a(ty)ty > 0.
Alors, lorsque u tend vers T, la composante spatiale x,, = mp(&,) converge
vers un point To € M et i, /|t,| converge vers un point de T} M.

Remarque I11.8 — Ces convergences peuvent sembler paradoxales a priori.
En effet, quelle interprétation physique peut-on donner au fait qu’un photon
converge vers un point de M 7 Pour lever toute ambiguité, il faut ici garder
a l'esprit qu’a tout instant ¢, les distances mesurées dans la fibre M d’un
espace de Robertson-Walker, sont multipliées par le facteur «(t). Aussi, la
convergence dans M n’implique pas la convergence dans le produit M =
I x, M. A titre d’exemple, on peut penser & deux photons “au repos”, ¢’est-
a-dire statiques dans M, mais qui du point de vue d’un observateur lui méme
statique dans M, s’éloignent I'un de ’autre dans le produit M = I x, M,
du fait de 'expansion de 'univers.
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Nous décrivons maintenant le comportement asymptotique des géodésiques
de lumiére lorsque l'inverse du facteur d’expansion n’est pas intégrable au
voisinage de T'. Nous distinguons les cas euclidien, hyperbolique et sphérique.
Dans les cas ot la fibre M de ’espace M = I x, M est de courbure négative
ou nulle, les composantes spatiales des géodésiques de lumiére “s’en vont a
I'infini” dans une direction privilégiée :

Corollaire III.3 — Soit M = I x, R® un espace de Robertson-Walker
éternel ou [’expansion est lente, ou un espace mortel ot [’effondrement est
rapide. Soient (50,50) e T'M tel que to > 0 et (fu,fu) une solution des
systemes d’équations (II1.6) et (IIL.7) issue de (&y, ). On suppose que a =
alte)to > 0. Alors, lorsque u tend vers T :

i) ry = |x.| tend vers Uinfini;

i1) é—”| est constant égal a © = é—gv 0., = é—”| converge vers © ;
110) Oy = — tzu Oféz) + (x,,0) est constant égal a (xq, O).

Dans le cas hyperbolique, on a le résultat analogue :

Corollaire II1.4 — Soit M = I x, H? un espace de Robertson-Walker
éternel ou [’expansion est lente, ou un espace mortel ot [’effondrement est
rapide. Soient (50,50) e T'M tel que to > 0 et (fu,fu) une solution des
systemes d’équations (II1.6) et (IIL.7) issue de (&y, ). On suppose que a =
alto)to > 0. Alors, lorsque u tend vers T, :

i) 29 = cosh(x,) tend vers linfini;

1,2 .3
.. _ (xuaxu7xu) N 2.
i) 0, = =2 converge vers un point O, € S*;

Vg =1

converge vers (1,0,,).

t .

v dv x

iv) —sinh (/ —) +4q (xu, —0) est nul, ou de maniére équivalente
to a(/U) ‘xo‘

t’LL .
—/ ﬂ + argsh (q (xu, ﬂ)) =0.
o (v) ||

Enfin dans le cas sphérique ou la fibre M est compacte, les composaates
spatiales des géodésiques de lumiére sont aussi divergentes, ’explosion étant
cette fois de nature oscillatoire :
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Corollaire IT1.5 — Soit M = I x,S* un espace de Robertson- Walker éter-
nel ot ['expansion est lente, ou un espace mortel ou [’effondrement est rapide.
Soient (£9,&) € T'M tel que iy > 0 et (&,,&,) une solution des systémes
d’équations (II1.6) et (I1I1.7) issue de (&, &). On suppose que a = a(ty)ty > 0.
Alors, lorsque u tend vers T, les composantes spatiales x,, € S* et &, /|1,| € S
divergent, au sens ot elles décrivent un grand cercle dans un plan 1T déter-

miné par (&9, &), et paramétré par la phase divergente ftt“ dv

0o a)’

4.2 La notion de frontiére causale

Nous montrons ici que les comportements asymptotiques décrits au para-
graphe précédent peuvent étre reformulés de fagon concise, si 'on adjoint
a l'espace de Robertson-Walker M une frontiére naturelle M bien choi-
sie. Le fait d’adjoindre une frontiére a une variété lorentzienne causale de
sorte que toutes les courbes causales, en particulier les géodésiques de lu-
miére, convergent vers des points de cette frontiére est justement l'objet de
la compactification causale introduite par Geroch, Kronheimer, et Penrose
dans |[GKPT72|. Cette méthode trés robuste a été largement étudiée dans la
littérature physique ainsi que mathématique. On pourra par exemple consul-
ter la synthése [Har04|. Sur une variété lorentzienne générale M, la frontiére
causale OM. est composée de deux ensembles OM_ et OMT, chacun de ses
ensembles étant lui-méme composé de classes d’équivalence de trajectoires
causales dans M, c’est-a-dire des courbes de genre temps ou de lumiére.
L’ensemble OM_ correspond a des courbes causales orientées vers le passé,
’ensemble OM a des courbes causales orientées vers le futur. La robustesse
de la notion de frontiére causale réside en partie dans le fait que cette no-
tion ne dépend que de la structure conforme de la variété que 1’on cherche a
compactifier.

Par exemple, dans le cas le plus simple ou cette variété est ’espace de Min-
kowski M = R'3, la frontiére causale OM.. s’identifie avec un sous-ensemble
C de l'espace statique d’Einstein Es := S! x4 S®. On montre que la fron-
tiére causale coincide en fait dans ce cas avec la frontiére conforme obtenue
en plongeant l'espace R dans E3 (voir [Bai06|). L’ensemble frontiére C est
composé de deux cones C~ et C de base S?, un pour le passé, un pour le fu-
tur, chacun pouvant étre paramétré par un couple (6, ©) € RxS?. Une courbe
(ty,r,) € RY3 orientée vers le futur converge vers un point (J., Oy ) de CT
si et seulement si t, — +00, |r,| — 400, T, /|Ty| = O €t —ty + |T4| = doo-
Par exemple, la courbe (t,,z,) d’équation t, = O z, dans R"?, qui est la
géodésique de lumiére issue de (o, zo) = (0,0) avec &o/|Zo| := Ou, converge
lorsque u — 400 vers le point (0,0,) de C.
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Dans le cas des espaces de Robertson-Walker qui sont des variétés confor-
mément plates (cf. remarque I1.6), la frontiére causale a été complétement
décrite dans Darticle récent [AnF07] d’Alana et Flores. La proposition sui-
vante explicite cette frontiére selon que 'inverse du facteur d’expansion « est
intégrable ou non en zéro et en T, et selon que la fibre M est euclidienne,
hyperbolique ou sphérique.

Proposition IIL.7 ([AnF07]) — Soit M =1 x, M ou I =]0,T] un espace
de Robertson-Walker. Selon la nature de la fibre M et la nature du facteur
d’expansion, la frontiere causale OM. = OM; U OMT de l'espace M est
d’ecrite de la facon suivante :

i) lorsque linverse du facteur d’ezpansion est intégrable en zéro et en T,
les frontieres OM et OMYT s’identifient respectivement a {0} x M~ et
{T} x M*, ot M~ et M sont deuz copies de la fibre M que 'on peut
identifier a M ;

i1) lorsque l'inverse du facteur d’expansion est intégrable en zéro mais pas
en T, la frontiére entrante OM s’identifie & {0} x M~ ot M~ est une
copie de la fibre M que [’on peut identifier a M. Lorsque M = R3 ou
H?, la frontiere de sortie OMT s’identifie a {T} x C* ou C* =R x §?.
Lorsque M = S3, la frontiére de sortie OMT est triviale, réduite a un

point OMF ={T} x {0} ;

iii) lorsque l'inverse du facteur d’expansion est intégrable en T mais pas
en zéro, dans les cas ou M = R3 ou H?, la frontiere entrante OM_
s’identifie a un come OM_ = {0} x C~ avec C~ = R x S%. Dans le cas
ot M = S?, la frontiere entrante est triviale : OM,; = {0} x {9}. La
frontiére sortante OM} s’identifie o {T'} x M™, oo M™ une copie de la
fibre M que l’on peut identifier a M.

iv) enfin, lorsque linverse du facteur d’expansion n’est ni intégrable en T
ni en zéro, dans les cas o M = R?® ou H?, les frontiéres entrantes et
sortantes s’identifient o deux cones : M, = {0} xC~ et M} = {T} xC*
ot C~ et CT sont deuz copies de R x S?. Dans le cas o M = S3, les
frontiéres d’entrée et de sortie sont triviales : OM,; = {0} x {0} et
OMF ={T} x {0}.

Dans le cas ou I'inverse du facteur d’expansion est intégrable en T | quelque
soit la nature de la fibre M, une courbe causale orientée vers le futur (¢, z,)
dans M =]0, T[x,M converge vers le point (T, zs) de OMF = {T} x M si
ty — T et x, — x5 € M. Delaméme facon, dans le cas ot fo a‘fz) < 400, une
courbe causale orientée vers le passé (t,,,) dans M =]0,T[x,M converge
vers le point (0,24) de IM_ = {0} x M sit, — 0, , — To € M.
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Dans le cas l'inverse du facteur d’expansion n’est pas est intégrable en T'
et la fibre est euclidienne, i.e. M = R?, une courbe causale orientée vers
le futur (t,,z,) dans M =]0,T[x,M converge vers le point (7,9,0) de
OMY ={T} xCtsit, — T, x,/|x,] — O et

—— géodésique d’équation

f?u,‘ 5607 ftu dv _|xu|:0

EM to a(v)

convergeant vers le point (7,0, 00)

RB oy h Y

,,,,,,,, géodésique d’équation

F— tu dv _
L v e = 900 Jig" aey — lzel = do

convergeant vers le point (7', do, ©o)

0

FiGURrE 23: Convergence des géodésiques de lumiére de M =]0, T[x,R? vers des
points du bord M lorsque l'inverse du facteur d’expansion n’est pas intégrable
en T

De la méme facon, lorsque l'inverse du facteur d’expansion n’est pas inté-
grable en zéro et la fibre est euclidienne, i.e. M = R3, une courbe causale
orientée vers le passé (t,,z,) dans M =]0,T[x,M converge vers le point
(0,6,0) de OM_ = {0} xC* sit, — 0, x,/|x,| — O et
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Remarque I11.9 — La convergence d’une courbe causale orientée vers le futur
vers un point (7, dy, Op) de la frontiere OMT = {T} x CT se traduit géomé-
triquement par la convergence de la trajectoire (t,,z,) vers une hypersurface
asymptotique, I’hypersurface d’équation

(60, ©0) = {(t,x) e M, /t:u % + (20, O) = 50} .

Dans le cas ou l'inverse du facteur d’expansion n’est pas est intégrable en
T et la fibre M est hyperbolique, une courbe causale orientée vers le futur
(tu, ), o0 x, = (29,21 22 23) € H3, converge vers le point (7,6,0) de

OMF ={T} x C*sity, — T, (al,22,23) /25 — © et

t
v du
- —— +argsh (|z,|) — 0.
[, a + e
Dans la méme facon, lorsque 'inverse du facteur d’expansion n’est pas in-
tégrable en zéro et la fibre M est hyperbolique, une courbe causale orientée
vers le passé (t,,z,) dans M =]0, T[x,M converge vers le point (0, d, ©) de
OM; ={0} xCTsit, =T, (z, 22, 23) /20 — O et

tu
/ A rash (j]) — 6
to a(u)
Enfin, dans le cas sphérique, lorsque l'inverse du facteur d’expansion n’est pas
intégrable au voisinage de T', une courbe causale orientée vers le futur (¢, =)
dans M =]0,T[x,M converge vers le point (T,9) de OIM} = {T} x {9} si
t. — T et si x, diverge dans la fibre compacte S3. La notion de convergence
vers {0, } x {0} pour des trajectoires orientées vers le passé est symétrique.

On peut alors résumer les résultats obtenus dans la proposition II1.6 et les
corollaires I11.3, I11.4 et II1.5 dans I’énoncé suivant :

Proposition III.8 — Soit M = I x, M un espace de Robertson-Walker.
Soient (£9,&) € T' M tel que iy > 0 et (&,,&,) une solution des systémes
d’équations (I11.6) et (111.7) issue de (o, &). On suppose que a = a(te)te > 0.
Alors, lorsque u tend vers T, la trajectoire &, a valeurs dans M converge vers
un point de la frontiére causale OMT .
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4.3 Prolongement lorsque ’effondrement est lent

Nous avons déja noté dans la remarque I11.2 que lorsque I =|0, T est borné
et que la fonction « est continue bornée sur I, les géodésiques de genre
temps ainsi que les géodésiques de lumiére d’un espace de Robertson-Walker
M = I x,M sont incomplétes. Comme le montre la figure 24 ci-aprés, lorsque
le facteur d’expansion « s’annule au bord de I'intervalle, on peut cependant le
prolonger de facon naturelle en une fonction continue & périodique de période
|I| = T sur R, en posant pour tout ¢ dans R :

& = «a(t[T]), ou t [T] désigne t modulo T.

FIGURE 24: Prolongement de « en une fonction périodique & sur R.

Le facteur d’expansion étant prolongé en une fonction périodique sur R, nous
montrons dans ce paragraphe comment, lorsque I'effondrement est lent, les
géodésiques de lumiére peuvent étre elles aussi prolongées en des trajectoires
définies sur la droite réelle’, & valeurs dans une extension naturelle M de
I’espace de M. Pour toute la suite de ce paragraphe, on se donne ainsi un
espace de Robertson-Walker M = I x, M ou I =]0,T[ avec T" borné. On
suppose que le facteur d’expansion « s’annule au bord de I et que son inverse
est intégrable en zéro et en T :

72 qu T
/ —<+ooet/ — < +00.
0 a(v) T/2 a(v)
Le prolongement des trajectoires se fait en deux temps, on prolonge tout
d’abord les composantes temporelles des géodésiques, puis leur composantes
spatiales. L’extension M de l'espace M est décrite dans le prochain para-
graphe. La construction du prolongement des composantes temporelles (¢, a)

fait I’objet du paragraphe 4.3.2 et celle des composantes spatiales celui du
paragraphe 4.3.3.

1. En fait sur RT puisque que l'on se restreint ici aux géodésiques orientées vers le
futur.
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4.3.1 Un chapelet d’espaces de Robertson-Walker

On cherche ici & définir un espace M contenant M, dans lequel les géodé-
siques de lumiére prolongent celles de M et sont complétes. Notons les deux
points suivants :

i) nous allons voir dans le prochain paragraphe que la composante tempo-
relle ¢, d’une géodésique de lumiére &, = (t,, x,) se prolonge naturelle-
ment en une trajectoire bien définie sur tout R* a valeurs dans R ;

i1) par ailleurs, d’aprés la proposition II1.6, lorsque u tend vers le temps
d’atteinte 7 = inf{u, t, = T}, la projection x, converge vers un point
Too de M. Autrement dit, au cours de son évolution, la trajectoire x,
“reste” dans M.

Au regard de ces deux points, il semble naturel de chercher a prolonger
les géodésiques de lumiére de I’espace M en des trajectoires a valeurs dans
le produit [0,4o00[xM. La fonction & prolongeant naturellement le facteur
d’expansion a la demi-droite R™, une premiére idée naive consisterait a choisir
pour Iespace complété M le produit tordu [0, +o0o[x sM. Malheureusement,
la fonction périodique & n’est pas une fonction de torsion licite : elle s’annule
et n’est pas réguliére en les points nT', n € N. Cependant, le prolongement
& est bien une fonction de torsion licite sur chaque période |nT, (n + 1)T7,
ol n parcourt les entiers naturels. On construit alors ’espace M de la facon
suivante. Pour tout n dans N, on considére I'espace de Robertson-Walker
M, =|nT, (n + 1)T[x5M,, ou la variété M, est une copie de la fibre M
de l'espace initial M que I'on identifie ici & M. On adjoint alors a chaque
espace M, sa frontiére causale M, composée d’un ensemble d’entrée et
d’un ensemble de sortie :

oM, = {nT} x M,,

OM,, :==9OM, U OM/ avec
oM ={(n+1)T} x M,.

On pose enfin :

M, =M, UIM,.

L’espace complété M est finalement obtenu en considérant la réunion des
espaces M, en identifiant d’une part pour chaque entier n la frontiére sor-
tante OM;} avec la frontiére entrante IM, , ,, et en identifiant d’autre part
toutes les fibres M,, entre elles :

_ e OMFT = oM
M = (U ./\/ln>/ Vn € N, " it

neN M, = M,
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L’espace M apparait donc comme un chapelet d’espaces de Robertson-Walker,
ou la frontiére sortante du n—iéme espace est identifiée a la frontiére entrante
du (n + 1)—iéme comme l'illustre la figure ci-dessous.

0 T t 2T

FIGURE 25: L’espace M vu comme un “chapelet” d’espace de Robertson-Walker.

Ayant introduit ’espace complété M , nous pouvons a présent décrire le pro-
longement d’une géodésique de lumiére &, = (t,, z,) de M au dela du temps
d’atteinte 7.

4.3.2 Prolongement des composantes temporelles

Considérons une géodésique de lumiére (fu,éu) = (tu, Ty, tu, &) issue d’un
point (£,&) de T*'M. La donnée du couple (t,,%,) sur Uintervalle [0, 7|
est naturellement équivalente a celle du couple (t,,a,) oi a, = aft,)t,.
D’apres la proposition I11.4, la fonction a, est constante égale a a le long de
la trajectoire et d’apres le corollaire ITI.2, ¢, est alors donné par ’expression

tu
/ a(v)dv = a X u. (IIL.8)
to

Remarquons tout d’abord que cette formule permet de définir sans ambiguité
la fonction ¢, lorsque ty €]0, T'[, mais aussi lorsque ¢, = 0. Dans ce dernier
cas, le fait de supposer que a est strictement positif et fini revient & supposer
qu'a lorigine f; = +oo. Par ailleurs, 'expression (II1.8) fait sens au dela
du temps d’atteinte 7 si 'on remplace o par son prolongement périodique
&. Aussi, la trajectoire (t,,a,) admet un prolongement naturel (f,, a,) bien
défini pour tout u > 0 par a, = a et

fu v
/ &(v)dv :=a x u, i.e. t,:=inf {v > 1, / a(r)dr > a x u} . (II1.9)

to to
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La fonction u — t, ainsi définie sur Rt est naturellement continue, stricte-
ment croissante et tend vers l'infini lorsque le paramétre affine u tend vers
I’infini. Posons 7y := 0, 7y := 7 et pour tout entier n > 2, définissons le temps
7, comme le temps d’atteinte du point nT par la fonction ¢, :

Tp i=inf{u >0, {, = nT}.

Le couple (t,, a,) défini ci-dessus est bien un prolongement de la trajectoire
initiale (¢,,a,), au sens ou c’est une fonction réguliére de u, bien définie
sur tout R*, qui coincide avec (¢, a,) sur [0, 7 et qui sur chaque intervalle
170, Tu1], n € N, est solution de/s\équations géodésiques dans l'espace de

Robertson-Walker M,, C M\n C M.

Remarque I11.10 — Etant donnée une condition initiale (g, ag), le systéme
d’équations qui régit I’évolution des composantes temporelles des géodésiques
de lumiére admet une unique solution issue (%o, ag). Aussi, on peut préciser
que la trajectoire (fu,&u) est 'unique trajectoire continue sur Rt dont la
restriction aux intervalles |7, 7,11[, n € N, est solution des équations géodé-
siques dans ’espace de Robertson-Walker M,,.

4.3.3 Prolongement des composantes spatiales

Nous explicitons a présent le prolongement des composantes spatiales des géo-
désiques de lumiére. On rappelle que la donnée des composantes (,, T, t,, i)
d’une géodésique de lumiére (&,, &,) définie sur lintervalle [0, 7[ est équiva-
lente & la donnée des composantes (ty, Ty, Gy, Ty /|Tu|)-

Proposition II1.9 — Soit M =|0, T[x,M un espace de Robertson- Walker
satisfaisant auz hypothéses du préambule de la section 4.3. Soient (o, éo) dans
T*M et (&, fu) la géodésique de lumiére i.e. la solution des systemes d’équa-
tions (IIL.6) et (IIL.7), issue de (&, &). Alors la trajectoire (., 4y /|2y|) ad-
met un unique prolongement continu (g, T, /|2,|) bien défini sur tout R*, et
dont la restriction auzx intervalles |1, To41], n € N, est solution des systémes

—

équations (I11.6) et (II1.7) dans M, C M.

Les trajectoires prolongées (i, ,/|%.|) s’expriment de la facon suivante :

— dans le cas euclidien, i.e. lorsque k£ =0 :

ST ael T Sy alv) EX
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— dans le cas sphérique 7.e. lorsque k£ =1 :

i /5“ dv . /5“ dv T
T, = COS —— | g +sIn 7
i, (v) i (v) ] |aol
a%u . /5“ dv /Eu dv To
— = —sin —— | xp + cos I
|2 i, (v) i a(v) | |

— dans le cas hyperbolique i.e. lorsque &k = —1 :

tu fu .
Ty, = cosh / ﬂ xo + sinh / ﬂ £7
iy a(v) iy a(v) ) |iol
S tw f .
:fu := sinh / v 2o 4 cosh / v &.
|| i o(v) i av) ) ol

Démonstration. Le prolongement des composantes temporelles étant déter-
miné de facon unique (cf remarque I11.10), les expressions des composantes
spatiales sont obtenues comme dans les preuves des propositions III.3 et
II1.5 en intégrant directement les équations géodésiques (IIL.6) et (II1.7) sur
chaque intervalle |7,,, 7,,41]. O

Remarque I11.11 — Géométriquement, comme l'illustre la figure suivante, les
trajectoires prolongées dans la fibre sont simplement obtenues en concaténant
les excursions géodésiques entre les temps d’atteinte successifs des temps
T, 2T, 3T etc. par la fonction i,.

FIGURE 26: Prolongement des géodésiques par concatétation dans R3 et S3.
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Remarque III.12 — Par construction, le comportement asymptotique lorsque
u tend vers l'infini, des trajectoires prolongées (i, /|dy|) est similaire &
celui des trajectoires (x,,, &, /|%,|) décrit dans les corollaires I11.3, II1.4 et II1.5
lorsque u tend vers 7, c’est-a-dire lorsque l'inverse du facteur d’expansion
n’est pas intégrable au voisinage de T'. En effet, lorsque u tend vers I'infini,
on a naturellement :

' iy dv /+oo dv
lim — = —— = +o00.
u—too Ji a(v)  Ji o a(v)

4.4 Et lorsque ’effondrement est rapide ?

Nous expliquons a présent pourquoi il n’existe pas de prolongement naturel
et canonique des géodésiques de lumiére dans un espace de Robertson-Walker
mortel M ol 'effondrement est rapide. En dehors du cas sphérique, ce point
n’est pas évident a priori puisque, bien que les composantes spatiales des
géodésiques de lumiére soient divergentes au voisinage du temps d’atteinte
7, il se pourrait que I'on puisse les prolonger en adaptant la construction pré-
cédente d’un “chapelet” d’espace de Robertson-Walker a la nouvelle situation
géométrique.

4.4.1 Explosion oscillatoire dans le cas sphérique

Commencons par écarter le cas d’un espace de Robertson-Walker mortel a
fibre sphérique ou l'effondrement est rapide, c¢’est-a-dire un espace du type
M =]0,T[x,S? ou T et fini et ou l'inverse de o n’est pas intégrable au
voisinage de T'. Dans ce cas, on sait d’aprés le corollaire II1.5 que les com-
posantes spatiales d’une géodésique de lumiére (fu,éu) sont divergentes au
voisinage du temps d’atteinte 7. En effet, x, et &,/|t,| décrivent un grand
cercle paramétré par ftzu dv/a(v). L'explosion étant de nature oscillatoire, il
n’y a pas d’espoir de définir une limite a la trajectoire &, = (., z,), et donc
d’autant moins de pouvoir la prolonger au dela du temps 7.

4.4.2 Le cas ou la fibre est de courbure négative ou nulle

Passons maintenant au cas a priori plus favorable d’un espace de Robertson-
Walker mortel M =|0,T[x,M ot M est de courbure négative ou nulle, i.e.
M = R? ou H3. Pour simplifier, on suppose ici que la fibre M est euclidienne,
le cas hyperbolique se traitant de facon similaire. On suppose de plus que

T/2 T
/ M / e (II1.10)
0

a(u)  Jry a(u)
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D’apres le corollaire I11.3, les composantes spatiales x, des géodésiques de
lumiére dans M s’en vont a l'infini dans une direction privilégiée lorsque
u tend vers 7. Elles convergent précisément vers des points de la frontiére
causale OMF. Comme dans le cas d'un espace de Robertson-Walker ou 1'ef-
fondrement est lent, on est donc ici en mesure de munir ’espace M d’une
frontiére naturelle et intrinséque OM.. En considérant la suite d’espaces de
Robertson-Walker M™ :=|nT, (n+ 1)T[xsM,, chaque espace étant complété
par sa frontiére causale en un espace M\Z, la construction d’un “chapelet”
d’espaces de Robertson-Walker analogue a celui du paragraphe 4.3.1 est a
portée de main. Malheureusement, étant donné un point du bord OM_ de
M/:C, il est ici impossible de définir de fagon univoque une trajectoire dans
M. issue de ce point et dont la restriction & M soit solution des équations
géodésiques. La seule donnée d’un point (7, §p, ©p) du cone IM_ ne permet
en effet pas de caractériser une géodésique dans M, en particulier une droite
dans M = R3 et une paramétrisation de cette droite. Précisément, la donnée
d’un point (dg, Op) du cone détermine seulement une hypersurface dans M
du méme type que celle illustrée dans la figure 23.

A moins de faire un choix arbitraire parmi les géodésiques incluses dans cette
hypersurface et les paramétrisations de ces courbes, il est donc impossible de
“faire partir” une géodésique de lumiére du bord causal OM, de I'espace M.
La situation est bien str analogue pour chaque espace de Robertson-Walker
M™ et par suite, il est impossible de concaténer des excursions géodésiques
successives dans les différents espaces M™. Dans le cadre lorentzien, la notion
de frontiére causale étant la “bonne” notion de frontiére lorsque I’on souhaite
faire converger les géodésiques de lumiére, et plus généralement les courbes
causales, on conclut qu’il est impossible de prolonger ces géodésiques dans
un espace de Robertson-Walker mortel M ou 'effondrement est rapide, au
dela du temps 7 ou celles-ci atteignent la frontiére causale OM.

Remarque I11.13 — Comme on vient de le voir, un point (dy, ©g) du cone
frontiere OM_ ne détermine pas de fagon unique une géodésique dans M.
Cependant, c’est le cas si 'on prescrit un point de passage dans l’espace
temps a cette géodésique. Par exemple, la trajectoire issue de (g, Op) au
temp ¢y = 0 et passant par le point (7'/2,x) (ou (x,©g) = dy) est donnée par

T/2 d .
.TuI:X+@0></ —/U, Tu E@O.
o o(v)

Le choix du point de passage étant totalement arbitraire, nous nous pousse-
rons pas plus loin I’étude du prolongement des géodésiques de lumiére dans
un univers mortel ou I'effondrement est rapide.



152 Chapitre III  Etude des géodésiques dans les espaces RW

4.4.3 Lorsque le facteur d’expansion est asymétrique

Avant de passer a I’étude de la diffusion de Franchi et Le Jan dans les espaces
de Robertson-Walker, nous montrons enfin que le prolongement des géodé-
siques de lumiére est impossible dans les cas ou le facteur d’expansion « est
asymétrique, c’est-a-dire les cas ou

T2 qu T du
/ —— = +o00, et / — < +0o9,
o ) T/2 a(v)

ou encore

T2y T du
/ —— < +o00, et / — = +00.
0 a(v) T/2 a(v)

La difficulté est ici la méme que dans le paragraphe précédent. Plagons nous
par exemple dans le premier cas ou I'inverse de « est intégrable en 7' mais pas
en zéro. Dans ce cas, la frontiére de sortie OM™ de 'espace M =|0, T[x M
'identifie & {T'} x M. La frontiére d’entrée M~ est un cone de base S?
comme dans le paragraphe précédent. Comme précédemment, la seule donnée
d’un point dans la frontiére d’entrée ne permet pas définir de facon unique
une géodésique de lumiére dans M. Ici aussi il n’est donc pas possible de
prolonger les trajectoires géodésiques dans M au dela du temps d’atteinte
de T"méme si dans le cas considéré, les composantes spatiales des trajectoires
convergent dans la fibre M lorsque ¢, tend vers T'.
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Dans ce chapitre, nous explicitons les systémes d’équations différentielles
stochatiques satisfaits par la diffusion de Franchi et Le Jan dans les diffé-
rents systémes de coordonnées introduits au chapitre II sur les espaces de
Robertson-Walker. Dans le fibré tangent d'un espace-temps de dimension
quatre, ces systéemes d’équations sont de dimension sept. Nous exhibons en-
suite plusieurs sous-diffusions naturelles de la diffusion initiale. L’étude de ces
derniéres, en particulier ’étude de la sous-diffusion temporelle au prochain
chapitre, permettra de mieux appréhender le comportement asymptotique de
la diffusion globale. Nous établissons I’existence et ['unicité des solutions des
systémes évoqués plus haut et montrons que ces solutions sont bien définies
jusqu’a un temps d’explosion que nous précisons.
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1 LES SYSTEMES D’EQUATIONS SATISFAITS PAR
LA DIFFUSION DE FRANCHI ET LE JAN

Afin de pouvoir y faire référence dans la suite, nous explicitons dans cette sec-
tion les systéemes d’équations différentielles satisfait par la diffusion relativiste
dans les cartes introduites au paragraphe 1.2.3 du chapitre II. Rappelons que
si &M est un systéme de coordonnées sur une variété lorentzienne générale M
de dimension m + 1, et si [}, désignent les symboles de Christoffel usuels,
alors la diffusion relativiste est un processus (&,&,) a valeurs dans le fibré
tangent unitaire 7'M de M, solution du systéme d’équations différentielles
stochastiques :

gt = ¢ ds,
(IV.1)

m o?

2

dgl = =17, (8) €0 &Jds + §gds + o dMy,

ou la matrice de covariation quadratique des martingales M est donnée par
d(M", M7, = (g’gé;f n g’“’(fs)) ds. (IV.2)

De plus, la diffusion est paramétrée par le temps propre s, i.e. la longueur
d’arc. Elle vérifie donc la relation de pseudo-norme :

guu(fs)égésu =-—1 (IVB)

1.1 Lorsque la fibre est euclidienne

Nous nous intéressons tout d’abord au cas ou la fibre M de 'espace de
Robertson-Walker M = I x, M est euclidienne. On explicite le systéme
(IV.1) en coordonnées cartésiennes, puis en coordonnées polaires.

1.1.1 En coordonnées cartésiennes

Lorsque 1’on munit la fibre M = R3 des coordonnées cartésiennes x = z° =

(z*, 22, 2%) la métrique g, du produit M = I x, R? est donnée par :

GudEdg” = —dt* + o?(t) (|dz'|* + |do®|* + |d2®]?) .
Les seuls symboles de Christoffel non nuls sont alors :

F?Z- =a(t)d(t), et ng = H(t)=d'(t)/a(t), pouri=1,2,3.



1. Systémes d'équations satisfaits par la diffusion 155

Lemme IV.1 — Dans un espace de Roberton-Walker M = I x, R3, muni

du systeme de coordonnées £ = (t,z) ou x = x° = (2', 2%, 23) désignent les

coordonnées cartésiennes sur R, la diffusion relativiste (&, &) est solution
du systeme d’équations différentielles stochastiques :

( . . .
dty = tgds, dx’, = 2lds,

. 302 . :
di, = —alt,) o (t,)]i|%ds + %tsds M,

S

avec (IV.4)
(A, MYy, = 6 (2 — 1) ds,

i . 302 i i
dzt = —2H(t5)t5 + 7 xzs ds + dM;B s

(M, M*Y, = ot ds,

T 7 2 cq - iJ
d<M s M >5 =0 <xsxg + m) dS.

\
De plus, la trajectoire (s, fs) vérifie la relation de pseudo-norme :
2 —1=a*(t,) x |is*. (IV.5)

Remarque IV.1 — Dans la relation de pseudo-norme (IV.5), |i4| désigne la
norme euclidienne usuelle :
s * = | * + |23 + 3]

Cette norme ne dépend que des composantes (t,,,) du processus (&,&,).
Autrement dit, ’équation sur la dérivée de ts dans le systéeme (IV.4) ne fait
intervenir que ts et ¢5 et le couple (ts,ts) est une sous diffusion de dimension
deux du processus (&, ;). Nous verrons dans la prochaine section que ce fait
est général, au sens ou il a lieu que la fibre soit euclidienne, hyperbolique ou

sphérique.

Remarque IV.2 — Par ailleurs, le fait que |%;| ne dépend que des compo-
santes (t,,t,) implique que la donnée du processus (ts, s, s, 4,) est équiva-
lente & celle du processus (t, x, t,, @5/ |@|). Le corollaire suivant explicite le
systéme d’équations vérifié par ce dernier.
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Corollaire IV.1 — Dans un espace de Roberton-Walker M = I x R?, muni
du systeme de coordonnées &* = (t,x) on x = 2° = (xt,2% 23) sont les
coordonnées cartésiennes sur R3, si (53,53) = (ts, x4, 1, 35) désigne la diffu-
sion relativiste, alors le processus (ts, T, ts, 75/|2s|) est solution du systéeme

d’équations différentielles stochastiques :

( . . .
dty =teds, dxi = zlds,

. 302. :
l di, = —a(t,) o/(t,)|i,*ds + %tsds +dM,

i
W

avec (IV.6)
(a(Mt, My, = o? (2 — 1) ds,

ds + dMF 1,

< d<Miu Mﬂbi/m>s = 07

2 -0 "l
d(ME ey = T (@j B ) ds.
\ t2—1 || 2]

S

Remarque I'V.3 — Si I’on considére le processus ©, = (0!, 62 ©3) défini par
le changement de temps :

: it ° du
.=, ou C;:= 02/ = du,
‘ || o ty—1

u

alors O, vérifie le systéme d’équations différentielles stochastiques :
A6 = —0'ds +dM®', avec d(M® M), = (6, —©167)ds.

Le processus O, est donc un mouvement brownien sphérique sur la sphére S2.
Autrement dit, @,/|%s| est mouvement brownien sphérique changé de temps.
Ce résultat, bien connu pour la diffusion de Dudley qui correspond au cas
ou a = 1 (voir par ex. [Bai08al), est donc vérifié de fagon générale dans un
espace de Robertson-Walker dés lors que sa fibre est euclidienne.
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1.1.2 En coordonnées polaires

Nous explicitons a présent le systéme d’équations différentielles stochastiques
(IV.1) lorsque la fibre euclidienne d’un espace de Robertson-Walker est munie
des coordonnées polaires (r,0) = (r, ¢, ).

Lemme IV.2 — Dans un espace de Roberton-Walker M = I x, R3, muni
du systéme de coordonnées " = (t,r,0) ou (r,0) = (r, ¢, V) sont les coordon-

nées polaires sur R3, la diffusion relativiste (&,&,) est solution du systéme
d’équations différentielles stochastiques :

( . . .
dts = tsds, drs =1sds, dos= ¢sds, dis = 1)sds,

2 .
di, = + 31155] ds + dM!,

[—a(ts) Oé,(ts) (Tg + T§|6}S‘2) 2

. . 302 .
diy = [—QH(ts)tsfs F 6] + %4 ds + dM?,

. i [ . -] . . 2 . i
ddy = | -2 H(ts)tSJr:—s cbs+sin(¢s)cos(q§s)1/152+3%¢)s] ds + dM?,
L L S
. r [ . Fs] - - 302 . b
iy = | =2 | H(t )T+ 22| by — 2cot(6,)dats + Zo—vhs | ds + dMY.
\ L s

(IV.7)

La matrice de covariation quadratique des martingales M, M, Mf et Msw
est donnée par :

2 -1
t'SfS

ist.s

isl/;s

tS?:,S

7‘15 ¢)S
7:‘31/)3

is (b‘s

Fss
-2 1
s +

Pst)s

a?(ts)r?

P2
Ys +

is%b.s

P

bsbs
1

a?(ts)rd sin®(¢s)

D’autre part, (fs,fs) vérifie la relation de pseudo-norme :

2 —a?

(1) (#2472 (92 +sin(9)9?) )
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1.2 Lorsque la fibre est hyperbolique

Nous explicitons maintenant le systéme (IV.1) qui définit la diffusion de
Franchi et Le Jan dans les espaces de Robertson-Walker dont la fibre est
hyperbolique.

1.2.1 En coordonnées cartésiennes

On considére ici un espace de Robertson-Walker M = I x, H? et on réa-
lise la fibre H? comme la partie positive de la pseudo-sphére de ’espace de
Minkowski R>3. On munit I'espace produit des coordonnées & = (¢, ) ou
r = a" = (2° 2!, 22 2%) sont les coordonnées cartésiennes héritées de R'3.
La relation de pseudo-norme (IV.3) s’écrit alors :

te — 1= a(ts) (=|a]* + | " + 25 + |43)7) -
Lemme IV.3 — Dans un espace de Roberton-Walker M = I x H?, muni du
systeme de coordonnées & = (t,z) on x = 2" = (2°, 2, 2%, 2®) sont les coor-

données cartésiennes dans RY3, la diffusion relativiste (&,, fs) = (ts, s, Ly, T4)
est solution du systeme d’équations différentielles stochastiques :

( .
dts =tsds, dxt =1t ds,

! / D) 30'2 . i

{ dts = |—alts) o/ (ts)]3s]" + Tts ds + dM;,
2 . 302 2 . -9 a2k
da(ts)it = -« (ts)itds+ ot x (2 — 1) ds + dMZ,

avec

([ d(M My, = o2 (2 — 1) ds,

9 d<Mia Ma%u)s = O‘Q(tS)j:lsLi&

\ A(MO" MY = o2 (al(t,)itdY + a?(t,) (04 — 20560 + ata)) ds.
(IV.8)
Comme dans les cas euclidien et sphérique, la donnée du systeme d’équa-

tions vérifié par la diffusion relativiste (&, &) est équivalente a la donnée du
systéme d’équation vérifié par (ts, xs, ts, Ts/|Zs|)-
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Corollaire IV.2 — Dans un espace de Roberton-Walker M = I x T3,

muni du systeme de coordonnées " = (t,x) ot x = x# = (2°, 2, 2% 23) sont

les coordonnées cartésiennes dans RY3, si (53,55) = (ts, s, ts, T5) désigne

la diffusion relativiste, alors le processus (ts,xs,ts,Ts/|Ts|) est solution du
systeme d’équations différentielles stochastiques :

(

dty = t.ds, dat = i ds,

; / .2 30 . i
dty = |—a(ts) o' (ts)|2s|* + 7ts ds + dM;,

7 7 2 g
s ::1:’;><7ols—.(7 xx,s
afts) 2 -1 |z

: ds 4 dME /e
\ ‘xS‘

avec

([ a(Mt, MYy, = o* (2 — 1) ds,

d<Mt, M@//\JS\)S — 07

2 S Y
o T
O — 2(52(52 + abal — ——-1| ds.

EAEN]
(IV.9)

d(ME N TRl =
| b=

S

Remarque IV.4 — La situation est ici plus complexe que dans le cas euclidien.
En effet, dans le cas hyperbolique, le processus (t, ts,@s/|4,|) n’est pas une
diffusion contrairement au cas euclidien. D’autre part, le processus /||
n’est pas ici un mouvement brownien changé de temps.

1.2.2 En coordonnées polaires

On considére a présent un espace de Robertson-Walker M = I x,H? que ’on
munit des coordonnées £# = (¢, z) ot x = (x, ¢, 1) désignent les coordonnées
polaires sur I’espace hyperbolique H?, c’est-a-dire :

x = (cosh(x), sinh(x) sin(¢) cos(¢)), sinh () sin(¢) sin(v)), sinh(x) cos(¢)).

Le lemme suivant explicite le systéme d’équations différentielles stochastiques
satisfait par la diffusion de Franchi et Le Jan dans cette carte.
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Lemme IV.4 — Dans un espace de Roberton-Walker M = I x, H3, muni
du systéme de coordonnées " = (t,x) ot x = (x, ¢,v) sont les coordon-

nées polaires sur 1>, la diffusion relativiste (&5,&,) est solution du systéme
d’équations différentielles stochastiques :

;

dts = tsds, dxs = Xsds, dos = dsds, dibs = 1hsds

A / -2 ) 12 ) 12 3;‘2' i
dts = |—a(ts) o (ts) | x5 + sinh*(xs)|0s]” ) + 5 ts| ds + dMg,

- ;. . N 12 30'2 . .
dxs = | —2H (ts)tsxs + sinh(xs) cosh(xs)|0s|” + TXS ds + dMY,

dds = [—2 [H(ts)ts + coth (xs)Xs) bs + sin(¢s) cos(¢s )12 + %(bs] ds + de),

2 .
d% = |:_2 [H(ts)is + coth (XS)XS + COt(¢s)¢gs] Q/;s + 3%1/)sj| ds + dM;D-
(IV.10)

La matrice de covariation quadratique des martingales Mﬁ, MY, Mj’ et M;"
est donnée par :

tz -1 tsXs t's(b‘s t'sl/;s
tsXs Xi + 2 Xs(bs Xsl/}s
: i 2(t,)
o - . -2 a” “(t -

ts@s Xs®Ps ¢s + fs Gss
sinh”(xs) ,

L. o .o : 2 o (ts)

ts S S¥s S¥s S —"_

v X Oy Yot GanZ ) sinZ(9y)

De plus, la trajectoire (&, 55) vérifie la relation de pseudo-norme

2= 1=a’(t,) (X2 + sinb®(x) (2 + sin(9.)42) ).
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1.3 Lorsque la fibre est sphérique

Nous traitons enfin le cas des espaces de Robertson-Walker dont la fibre
est sphérique. Nous explicitons le systéme d’équation (IV.1) en coordonnées
cartésiennes.

1.3.1 En coordonnées cartésiennes

On considére ici un espace de Robertson-Walker M = I x, S* dont la fibre
est sphérique. On munit cet espace des coordonnées £ = (¢, x) o x = z# =
(2%, 2!, 2%, 23) sont les coordonnées cartésiennes héritées de espace euclidien
ambiant R*. La relation de pseudo-norme (IV.3) s’écrit alors

t; —1=a’(t;) x &, on |o,f* = |2 + |&"* + |2°]* + [2%]*.

Lemme IV.5 — Dans un espace de Roberton-Walker M = I x S3, muni du
systeme de coordonnées & = (t,x) ou v = 2t = (2°, 2", 2%, 2%) sont les coor-
données cartésiennes dans R, la diffusion relativiste (&,,&5) = (ts, s, s, T5)

est solution du systeme d’équations différentielles stochastiques :

( .
dty =tsds, dxti =2t ds,

302 .
_ts

diy = |—a(ty) o (t,)|@]* + ot ds + dM,
2 . 30—2 2 . 12 a2$'u
da(ts)at = -« (to)ahds —at x (£2 = 1) ds + dM>™",
\
avec

(Mt My, = 62 (2 = 1) ds,

d(ME, MY = o?(t,) i,

| A M) = 07 (ot (t)ihi 4 X(t) (B — 2at)) ds.
(IV.11)

Comme dans la remarque V.2, la norme |i;| étant déterminée par le couple
(ts,ts), la donnée du systéme d’équations vérifié par la diffusion de Franchi
et Le Jan (53,53) = (ts, Ts,ts,05) est équivalente & la donnée du systéme
d’équation vérifié par (t, zs, ts, 74 /|2s|).
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Corollaire IV.3 — Dans un espace de Roberton-Walker M = I x S?, muni
du systeme de coordonnées E* = (t,z) o x = a* = (2%, 21, 2%, 23) sont les
coordonnées cartésiennes dans R*, si (fs,és) = (ts, Ty, ts, 05) désigne la diffu-
sion relativiste, alors le processus (ts, T, ts, 75/|2s|) est solution du systeme

d’équations différentielles stochastiques :

( ,
dty =tsds, dati =2t ds,

. ) 302 . .
dts = —Oé(ts) O/(ts)‘msP + 71‘55 dS -+ dMSt,
. - > g »
T A B PRV P Y L
\ |2 a(ts) t2—-1 ||

avec

([ a(Mt, MYy, = o* (2 — 1) ds,

d<Mt, M$V/|;B|>S — 07

2 T
d(ME" /e M¢"/|¢|>S S 0, — xHa? — Lo To ds.
\ ’ 21\ T ][]
(IV.12)

S

Remarque IV.5 — Comme dans le cas hyperbolique, la situation est ici plus
complexe que dans le cas euclidien au sens ou le processus (i, t,, /|7
n’est pas une diffusion et le vecteur dérivé renormalisé i,/|i,| n’est pas un
mouvement brownien changé de temps.
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2 MISE EN EVIDENCE DE SOUS-DIFFUSIONS
NATURELLES DE LA DIFUSION GLOBALE

Dans un espace de Robertson-Walker M = I x, M de dimension quatre, la
diffusion de Franchi et Le Jan est de dimension sept. Quelque soit la nature de
la fibre M, les différents systémes d’équations différentielles stochastiques vé-
rifiées par le processus sont suffisament complexes pour que le comportement
local ou asympotique de la diffusion soit difficile & appréhender directement.
Par ailleurs, les résultats classiques qui permettent d’analyser les trajectoires
des processus stochastiques, par ex. les théorémes de comparaisons, sont es-
sentiellement unidimensionnels. Aussi, il semble irraisonnable de s’attaquer
directement a ’étude de la diffusion de dimension sept et préférable, dans un
premier temps, de chercher a en exhiber des sous-diffusions. La symétrie des
espaces de Robertson-Walker et leur structure de produit tordu vont nous
aider dans cette tache. En effet, nous avons déja noté dans la remarque IV.1
que le couple (t,,1,) est une sous-diffusion de dimension deux de la diffusion
globale. En utilisant la symétrie de la fibre des espace-temps ainsi que les inté-
grales premiére obtenues au chapitre précédent dans I’étude des géodésiques,
nous allons exhiber d’autres sous-diffusions de dimension quatre.

2.1 La sous-diffusion temporelle

Etant donnés un espace de Robertson-Walker M = I x, M et la diffusion
relativiste a valeurs dans 7'M, nous montrons dans ce paragraphe que les
composantes de la diffusion & valeurs dans I’espace tangent a la base I consti-
tuent une sous-diffusion de dimension deux de la diffusion globale.

2.1.1 La sous-diffusion temporelle (t,,%,)

Par définition, la diffusion relativiste (fs,és) € T'M est paramétrée par le
temps propre s. Elle vérifie donc la relation de pseudo-norme g#y(gs)égég =
—1. Dans un espace de Robertson-Walker M = I x, M, cette équation s’écrit
simplement

2 —1=a*(ts)g™ (i, o),

ott g™ désigne la métrique riemannienne sur la fibre M. Par ailleurs, ’équa-
tion vérifiée par la différentielle de ¢, est

. 302 . -
i, = —a(t)a/(t,)g" (&, i) ds + Z—f.ds + dM],
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ot le crochet de M* ne dépend que de £, : d(M?'), = 0*(i2—1)ds. En utilisant
la relation de pseudo-norme, cette équation se réécrit :

: . 302 . :
di, = —H(t,)(i2 — 1)ds + %tsds + M,

Quelque soit la fibre d’un espace de Robertson-Walker, on a donc le résultat
suivant :

Proposition IV.1 — Soient M =1 x, M un espace de Robertson- Walker
et &" = (t,x) un systéme de coordonnées sur M. Si (&, 6,) = (ts, Ts, s, )
est la diffusion relativiste a valeurs dans T*M, alors le couple (t,,1,) est une
diffusion de dimension deuzx qui vérifie le systeme d’équations différentielles
stochastiques :

2 .
dt, = tods, di, = |—H(t,) (£2—1) + 3%155 ds + dM.,
(IV.13)

ot d(M?), = o?(i> — 1) ds.

Remarque IV.6 — Le role de la fonction de Hubble H apparait clairement
dans I'équation (IV.13). Si ’on pense & un univers éternel en expansion on H
est décroissante et positive, cette fonction joue le role d’une force de rappel
pour le processus t;. Nous verrons en particulier dans le prochain chapitre
que si lim;_ o H(t) > 0 alors ce processus est récurrent au sens de Harris.
Au contraire, nous verrons que si H tend “assez” vite vers zéro, alors £, est
transitoire.

2.1.2 Reéécriture de la sous-diffusion temporelle

Dans I’étude des géodésiques de genre temps paramétrées par le temps propre
menée au paragraphe 2.2 du chapitre précédent, nous avons vu que le fait que
a = a(ts)\/t2 — 1 est une intégrale premiére des géodésiques permet d’inté-
grer les composantes temporelles de celles-ci. Le générateur infinitésimal de
la diffusion de Franchi et Le Jan étant une perturbation du générateur du
flot géodésique sur TH M, on s’attend & ce que le processus

as = ats)\/t2 —1

joue un role important dans 'étude de la diffusion temporelle (¢, ). La pro-
position suivante précise le systéme d’équations différentielles stochastiques
vérifié par le couple (¢, as).
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Corollaire IV.4 — Soient M = I x, M un espace de Robertson-Walker et
&4 = (t,z) un systéme de coordonnées sur M. Si (£, €) = (Ls, s, Ly, &5) est
la diffusion relativiste o valeurs dans T'M, alors le couple (t,,as) est une
diffusion dégénérée qui vérifie le systeme d’équations différentielles stochas-

tiques :
(

2
dty = |1+ —2_ds,
+ PETEN) S
(IV.14)
3 2 2 ts
da, = %asds 1o e ane,
( as

avec
d(M®), = 0’ (a2 + a?(t,)) ds.

Remarque IV.7 — Dans la suite, nous ferons référence aux diffusions (¢, is)
ou (ts,as) sous le méme nom de diffusion temporelle. Dans la section 3.1 de
ce chapitre, nous montrons que pour toute condition initiale raisonnable, les
systémes (IV.13) et (IV.14) admettent une unique solution définie jusqu’a un
temps d’explosion que nous précisons. L’étude du comportement asympto-
tique de la diffusion temporelle est I'objet du prochain chapitre.

2.2 Les sous-diffusions de dimension quatre

Nous exhibons & présent des sous-diffusions de dimension quatre de la dif-
fusion relativiste (&, &,). Tout comme dans le cas de la sous-diffusion tem-
porelle, 'existence de ces sous-diffusions est due a la structure de produit
tordu des espaces de Robertson-Walker M = I x, M, mais aussi symétrie
maximale de leur fibre. Nous distinguons ici les cas ou la fibre M est munie
d’un systéme de coordonnées cartésiennes ou polaires/sphériques.

2.2.1 Sous-diffusions en coordonnées cartésiennes

On considére ici un espace de Roberton-Walker M = I x, M, muni du sys-
teme de coordonnées £# = (t,x) ou x = z# = (z!, 2%, 2%) sont les coordonnées
cartésiennes lorsque la fibre M est euclidenne et z = 2 = (2°, 2!, 2%, 2°) sont
les coordonnées cartésiennes héritées de R* ou RY3 lorsque M = S? ou HB3.
En observant les trois systémes d’équations (IV.6), (IV.12) et (IV.9), on re-
marque que, quelque soit la nature de la fibre M, I’équation satisfaite par les
processus i* /|| ne fait intervenir que les composantes ty, &5, 2% et @ /|i]

de la diffusion globale (&, &) = (ts, s, ts, @'s). Aussi, on a I’énoncé suivant :
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Corollaire IV.5 — Soit M = I x, M un espace de Roberton-Walker ou M
est munie de coordonnées cartésiennes. Si (fs,és) = (ts, s, ts, ) désigne la
diffusion relativiste o valeurs dans T'M, et si p € {1,2,3} lorsque M = R?
ou pu € {0,1,2,3} lorsque M = S* ou H3, alors le processus (t,, 2, L, 7 /|24
est une sous-diffusion de dimension quatre de la diffusion globale (fs,fs), et
vérifie le systeme d’équations différentielles stochastiques :

( .
dts =tsds, dxlt! = 2t ds,
dts = —H(ts) (ts - ]_) + Tts ds + dMs,
” 71 2 g »
A2 = kxatx Yo 2gs o T s ge gl
EN a(ts) t2—1 " |
avec

d(M? M), = o2 (2= 1)ds, d(M! M/, =0,

a1/l it /|d o’ — 4]
d(MEE ppat ety = ot 1— 26050 — ka2 — P ds.
(IV.15)

2.2.2 La sous-diffusion radiale en coordonnées polaires

Dans un espace de Robertson-Walker dont la fibre euclidienne est munie des
coordonnées polaires (r = x,#), on s’attend naturellement pour des raisons
de symétrie & ce que les composantes “radiales” (,,,, Xs, Xs) de la diffusion
de Franchi et Le Jan (53,53) = (ts,xs,ﬁs,is,xs,és) constituent une sous-
diffusion de dimension 4. Le corollaire suivant, qui est une conséquence directe
des lemmes IV.2, IV.4 et de la relation de pseudo-norme, montre que c’est
effectivement le cas lorsque la fibre est euclidienne, mais aussi lorsque celle-ci
est hyperbolique et sphérique. Rappelons que selon la nature de la fibre M,
les systémes de coordonnées polaires et sphériques sont donnés par :
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Par ailleurs, on rappelle que la fonction f désigne la fonction I’identité lorsque
M = H3, la fonction sinus hyperbolique lorsque M = H3, et la fonction sinus
lorsque M = S3.

Corollaire IV.6 — Soit (&, 53) = (ts, Xs, Os, ts, X, 6’3) la diffusion relativiste
sur un espace de Roberton- Walker dont la fibre M est munie des coordonnées
polaires ou sphériques. Alors le processus (L, Xs, ts, Xs) st une sous-diffusion
de dimension 4 de la diffusion globale et vérifie le systeme d’équations :

( .
dts = tsds, dxs = Xsds,

. - 302 . i
dts = —H(ts)(ts — 1) + Tts ds + dMS,

(IV.16)
Y (vs) 42 2
. . dx \Xs) [ t5 — 1 .9 30° . .
dxs = |—2H(ts)t — — ds + dM}.
Xs [ (ts)tsxs + Fxs) |:052(ts) Xs:| + 9 Xs| ds + s
La matrice de covariation quadratique de Mﬁ, MX est donnée par :
, i2—1 tsXs
7 tsxs X2+ !
SXS Xs OCZ(tS)
Remarque IV.8 — Dans la suite, en référence au cas euclidien, nous dési-

gnerons le processus (ts, Xs, ts, Xs) par diffusion radiale. La détermination de
son comportement asymptotique au chapitre IV, en particulier dans les cas
d’une expansion lente ou d’un effondrement rapide lorsque M = R3 ou H?,
sera décisive pour la compréhension du comportement asymptotique de la
diffusion globale.

2.2.3 Réécriture de la sous-diffusion radiale

Comme pour le cas de la sous-diffusion temporelle, il est utile traduire le
systéme (IV.16) satisfait par la diffusion radiale en terme des intégrales pre-
miéres des géodésiques de genre temps. Introduisons donc les processus

—

= Q2 (E) ()0 A bss = 0Pt
by = 5] = a2(t) fO)liuls o = b

En fonction de (xs, as, bs, ¢5), la relation de pseudo-norme (IV.3) s’écrit :

2 b 2

a, = + c5.

f2(xs)

(=

(IV.17)
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ou encore

o (1-5) =2 av.18)

Proposition IV.2 — Soit (53,53) = (ts,xs,é’s,is,xs,és) la diffusion relati-
viste sur un espace de Roberton-Walker dont la fibre M est munie des coor-
données polaires ou sphériques. Alors, le processus (ts, Xs, as, bs, ¢5) est une

diffusion dégénérée vérifiant le systéme d’équations différentielles stochas-
tiques :

(

2 3 2 2 ts
it = 14— gs day = 2T s o2 g dMe,
a?(ts) 2

c 30 E(xs) x 02 (IV.19)
dys = —=—ds, dey = “Zcyds + 277~ 2 gs 4 dME, :
I R T T O VIOV R
3 2 2.2 ts 2 s
db, = “o-byds + 7 (22f SO
\ S

La matrice de variation quadratique des martingales M®, M®, M€ est :

@radt) (@ 4ad(t) D (a2 el(t) 2

as s Qs
bs
o | (ol +a’(t)) = B+ (1) 2 (xs) bac,
(a + &*(t,)) % bscCs 2+ a(ts)

Remarque IV.9 — En vertu de la relation de pseudo-norme (IV.17), le pro-
cessus (ts, Xs, Gs, bs, Cs, 7s) est une diffusion de dimension quatre. Elle ne fait
intervenir que les composantes t,, ts, xs et xs de la diffusion initiale. Dans

la suite, nous ferons aussi référence a cette diffusion sous le nom de diffusion
radiale.
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3 EXISTENCE, UNICITE, TEMPS DE VIE DES
SOLUTIONS

Dans cette section, nous montrons que dans un espace de Robertson-Walker
M =1 x, M, le systéme d’équations différentielles stochastiques (IV.1) qui
définit la diffusion de Franchi et Le Jan admet une solution forte (&,,&,) =
(ts, T, s, Ts), solution bien définie jusqu’au temps d’atteinte de la borne su-
périeure T de l'intervalle I par le processus croissant ¢;. Dans un premier
paragraphe, nous établissons I'existence et 'unicité des solutions pour le sys-
téme (IV.13) satisfait par la sous-diffusion temporelle (¢, ;). Nous montrons
ensuite dans le paragraphe 3.2 I'existence et 1'unicité des composantes spa-

tiales (zs,45) de la diffusion.

3.1 Existence et unicité de la diffusion temporelle

Nous montrons ici que le systéme d’équations différentielles stochastiques
(IV.13) qui régit I’évolution de la sous-diffusion temporelle (¢, ,) admet une
solution forte, bien définie jusqu’au temps d’atteinte de T' par le processus
croissant ¢.

Proposition IV.3 — Soient M =1 x, M un espace de Robertson-Walker
et (fo,fo) une condition initiale raisonnable dans T*M. Si l'espace M est
éternel, alors le systeme (IV.13) admet une unique solution forte (t,,t,) issue
de (to,to), définie sur tout RY. Presque sirement, pour tout temps propre
0 < s < 400, cette solution vérifie de plus ty > 1. Si M est un univers mortel,
le systeme (IV.13) admet une unique solution forte (ts,ts) issue de (to,to),
définie jusqu’au temps d’explosion T = sup{s, ts < T}, qui est fini presque
stirement. L encore, presque sirement, on a ty > 1 pour tout 0 < s < T.

Démonstration. On fixe (£, &) une condition initiale raisonnable dans 7' M.
Les coefficients du systéme (IV.13) étant des fonctions continues des va-
riables (t,1), d’aprés les théorémes d’existence usuels (par ex. théoréme (2.3)
p. 173 de [IW89)]), il admet une solution définie jusqu’a un temps d’explo-
sion éventuel. D’aprés la relation de pseudo-norme (IV.3), si (,1,) est une
telle solution, tant que celle-ci est bien définie, on a f; > 1 et le processus
ts est donc strictement croissant. Le coefficient de diffusion dans I’équation
du systéme (IV.13) vérifiée par £, étant seulement une fonction holderienne
au voisinage de £ = 1 (d’exposant 1/2), on ne peut pas affirmer directement
par les théorémes d’unicité usuels (sous régularité lipschitzienne) que la so-
lution est unique. On peut passer outre cette difficulté par un changement
de coordonnées adapté. Rappelons en effet que la donnée du couple (t, ;)
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est équivalente a celle du couple (¢,,a,) ot a, = a(ty)y/t2 — 1. Par la for-
mule d’It6, on montre que le systéme d’équations différentielles stochastiques
vérifé par le couple (¢, a?) est

(
2
S

dty =4[ 1
* O‘Q(tS)

ds,
(IV.20)

| da? = d0”alds + 30%aP(t,)ds + dM",

ou d(M®), = 40%a? (a® + *(t,)) ds. Naturellement, établir la proposition
revient & montrer que ce dernier systéme admet une solution forte, bien dé-
finie jusqu’au temps d’atteinte de T par le processus croissant ts;. Or les
coefficients du systéme (IV.20) sont maintenant des fonctions continues et
localement lipschitziennes du couple (¢,a?) sur Pensemble ]0, T[x[0, +oo].
D’apres les théorémes d’existence et d’unicité usuels sous régularité lipschit-
zienne (par ex. théoréme 1.1.9 de [Hsu00]), ce systéme admet une solution
forte bien définie jusqu’au temps 7 A 7/, ol

7:=inf{s >0,t, =T}, et 7 :=inf{s>0, a,=+o0}.

En fait, le processus a, n’explose pas avant le temps 7 : 7 < 7' presque
strement. En effet, fixons un entier ng tel que to < T — 1/ng et introduisons
les temps 7, := inf{s > 0, t;, > n A (T'— 1/n)} pour tout entier n > ngy. Les
coefficients de 1’équation différentielle stochastique vérifiée par a? sont des
fonctions & croissance au plus linéaire de la variable a? sur chaque intervalle
[0, 7,,]. Cette condition de croissance est suffisante pour assurer que, presque
siirement, le processus a? n’explose pas avant le temps 7, (proposition 1.1.11
de |Hsu00]). Autrement dit on a 7,, < 7’ p.s. pour tout entier n > ng. En
faisant tendre n vers 'infini, on obtient bien 7 < 7/. Bien entendu, dans le
cas d'un univers mortel ou 7' < 400, comme t; >ty + s, le temps d’atteinte
7 est fini presque strement. Dans le cas d’un univers éternel ou T = +o0,
on a 7 = 400 presque siurement. En effet, d’aprés le systéme (IV.13), il
existe un mouvement brownien réel standard B tel que le processus ¢, vérifie
I’équation :

. 302, . .
df, = %tsds — H(t,) (2 = 1) ds + 0\/i2 — 1dB,. (IV.21)
On rappelle que dans un univers éternel, la fonction de Hubble H est positive
ou nulle. Par ailleurs, on a toujours £, > 1. On montre alors (cas particulier
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du lemme V.4 du prochain chapitre) que le processus £, est presque sirement
majoré par la solution de I'équation différentielle stochastique suivante :

3 2
dug = %usds + oy/u? — 1dB;.

Les coefficients de cette derniére équation étant a croissance au plus linéaire,
d’aprés la proposition 1.1.11 de [Hsu00], sa solution u, est bien définie pour
tous les temps s > 0. Comme 1 < t, < ugs, on obtient bien que dans le cas
d’un univers éternel, le temps d’explosion de la diffusion temporelle (t,,,)
est infini presque sirement.

Il reste & montrer que presque strement £, > 1 sur l'intervalle ]0,7[ ou de
maniére équivalente a, > 0. Distinguons les cas ty = 1 et £, > 1. Supposons
tout d’abord que fy = 1 et introduisons le temps 7/ = inf{s > 0, £, > 1}.
Presque stirement, on a alors 7”7 = 0. Raisonnons par ’absurde et supposons
que 7" est strictement positif avec une probabilité non nulle. Comme ¢, est
strictement croissant, en intégrant 1’équation (IV.21) entre 0 et 7”/2, on
aurait alors la contradiction

302

0=ip-tt [ {H(tu) (2~ 1) du—o zg_mgu] =2 (1~ 1) >0
2 0 2 2

On peut donc toujours se ramener au cas oil £y > 0 i.e. ap > 0. Dans ce cas, on
a naturellement 7 := inf{s > 0, {, = 1} = inf{s > 0, a, = 0} > 0 presque
sirement. D’aprés le corollaire IV.4, le crochet du processus a4 est donné par
d{a)s = o%(a? + o*(t,))ds. 1l existe donc deux mouvements brownien réels
standard indépendants B et B’ tel que

302 a?(ts)

das = TQSdS + 0?——"ds + oa,dB, + ca(ts)dB..
Qs

En appliquant la formule d’It6 & la fonction logarithme, on obtient alors que

pour un nouveau mouvement brownien standard B” et pour tout 0 < s < 7" :

2 s 2 tu s 2 tu
as = Qg €XP (0’23 + UBS> exp <%/ a (2 )du + B <0_2/ &2)(1“)) .
o @ 0

u u

D’aprés le début de la preuve, le processus a, est bien défini pour tous les
temps s < 7. D’autre part, pour tout s < 7, 'exponentielle exp(c?s+0 Bj) est
finie presque stirement et strictement positive. L’intégrale [; o?(t,)du/a2du
est donc finie presque sirement, pour tout s < 7. On en déduit que, presque
siirement, pour tout s < 7, le processus a, est strictement positif, c’est-a-dire
™ = +00 p.s.

O
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3.2 Existence et unicité des composantes spatiales

Nous établissons a présent I'existence et I'unicité des composantes spatiales
de la diffusion relativiste dans les espaces de Robertson-Walker. On montre
ainsi la proposition suivante.

Proposition IV.4 — Soient M = I X, M un espace de Roberton- Walker et
(&o0,&0) € T'"M une condition initiale raisonnable. Alors, le systéme (IV.1)
qui définit la diffusion relativiste admet une unique solution forte (fs,és) =
(ts, Ts, s, 0s) issue de (fo,fo) et qui est définie jusqu’au temps d’explosion de
la diffusion temporelle T := inf{s > 0, t, =T}.

Démonstration. L’existence et I'unicité des solutions des composantes tempo-
relles (t,,%,) de la diffusion (&, ,) est assurée par la proposition IV.3. Il reste
a montrer ’existence et I'unicité des composantes spatiales de la diffusion.
Nous choisissons ici de travailler en coordonnées cartésiennes. Pour établir le
théoréme, il suffit de montrer que les systémes d’équations (IV.6), (IV.8) et
(IV.11) qui décrivent I’évolution du processus (t,, xs, ts, a2(ts)i) selon la na-
ture de la fibre M, admettent une unique solution issue de (¢, zg, to, @ (t)ig).
En fonction de la courbure k € {0, 1, —1} de la fibre, les trois systémes d’équa-
tions (IV.6), (IV.8) et (IV.11) s’écrivent sous la forme compacte :

1
dat = a2(t,)i" x 20 ds,
(IV.22)
2 302 5.\ 2 aZgk
da(ts)at = -« (to)itds — k x ot ({2 — 1) ds + dM*",

ou
d(M MY = 0? (Jo? (t) a2 + a2(t,) (1 — 2000, — Kk [2#]?)) ds.

Les coefficients du systéme (IV.22) sont continus, il admet donc une solution
(ms,a?(ts)i,) issue de (wg,a?(tg)do), définie jusqu'a un temps d’explosion
éventuel. Par ailleurs, d’apreés la proposition IV.3 et la relation de pseudo-
norme (IV.3), on sait que 0 < a, = a?(t,)|4s] < 400 pour 0 < s < 7. On
en déduit alors que le couple (w4, a?(ts)Zs) est bien défini jusqu’au temps
d’explosion 7 car o?(ts) est strictement positif sur ]0, 7| et donc |z,] < +oo
en tout point de cet intervalle. Par ailleurs la solution du sytéme (IV.22) est
unique car ses coefficients sont des fonctions localement lipschitziennes de
(t,z,1) et a’i pour (¢,z,t) €0, T[x M x [1,+oo[ et a?|i| # 0. O
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4 LoOI D’PENTREE DE LA DIFFUSION EN
L’ORIGINE DES TEMPS

Dans le cas d’'un espace de Robertson-Walker mortel M =]0,T[x,M ou
I’effondrement est lent, nous avons vu dans la section 4 du chapitre ITI que les
géodésiques de lumiére peuvent étre prolongées au dela du temps d’atteinte
de T par t,, en des trajectoires bien définies sur tout R* et a valeurs dans
une extension M de M. Nous verrons aux chapitres V et VII qu'il en est
de méme pour les trajectoires de la diffusion relativiste a valeurs dans T M.
Afin de pouvoir “concaténer” différentes excursions de la diffusion comme
on 'a fait dans le cas des géodésiques de lumiére, nous montrons ici que la
diffusion relativiste admet une unique solution issue d’un point de la frontiére
causale entrante OM_ de I'espace M.

On se place ici dans espace de Robertson-Walker M =|0,T[x,M, celui-ci
peut-étre mortel ou éternel, on suppose simplement que 'inverse du facteur
d’expansion est intégrable en zéro. On rappelle que dans ce cas, la frontiére
causale entrante OM_ de ’espace de Robertson-Walker M est de la forme :

M- = {0} x My,

ou la variété M, est une copie de la fibre M que I'on identifie précisément a M.
Dans le prochain paragraphe, on montre que la diffusion temporelle (¢, ay)
peut bien étre définie a partir d’un point (%o, ag) tel que ¢ty = 0, puis dans le
paragraphe 4.2, on traite le cas du prolongement des composantes spatiales
de la diffusion lorsque I'inverse du facteur d’expansion est intégrable en zéro.

4.1 Loi d’entrée de la diffusion temporelle

Commencons par montrer que la diffusion temporelle (s, a;) dont les condi-
tions initiales autorisées sont a priori les points (o, ag) avec 0 < ty < T et
ap > 0 peut étre lancée a partir d’un point (tg, ag) avec to = 0 et ag > 0.

Proposition IV.5 — Presque sirement, le systeme (IV.1]) qui régit I’évo-
lution du processus (ts,as) admet une unique solution issue de tout point
(to, ap) tel que to € [0,T[ et ap > 0. Cette solution est bien définie jusqu’au
temps T = inf{s > 0, t; = T} qui est fini presque sirement. Pour tout s dans
10, 7[, on a de plus as > 0.

Démonstration. En vertu de la proposition V.3, le seul cas a traiter pour
établir la proposition IV.5 est celui ot I'on a ty = 0 et ag > 0. La primitive
At) == fot a(u)du de « réalise un homéomorphisme de l'intervalle [0, 7' dans
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un nouvel intervalle [0, 7"]. On désigne par A~! la réciproque de la fonction A
et on pose Ag := A(t,). Le systéme (IV.14) qui régit I'évolution du processus
(ts, as) est alors équivalent au systéme suivant :

dA, = /a2 + (a0 A=1)2(A,)ds,

da® = 40%ads + 302 (a0 A"V (A, )ds + dM?,

avec d(M®), = 402a2 (a> + (v 0 A1)2(A,)) ds. Les coefficients de ce dernier
systéme sont des fonctions continues de (A, a?) sur 'ensemble [0, 7] x [0, +o0].
D’aprés les théorémes d’existence usuels (par ex. théoréme (2.3) p. 173 de
[IW89]), ce systéme admet donc une solution a priori bien définie jusqu’au
temps 7 A 7' ol comme précédemment on a posé

7:=inf{s >0, A, =T"} =inf{s >0, t; =T},

7= inf{s > 0, a® = +o0}.

La donnée du couple (A, a?) étant équivalente a celle du couple (i, ay), le
systéme d’équations (IV.14) admet bien une solution issue de (¢y = 0, a¢ > 0).
Les mémes raisonnements que dans la preuve de la proposition IV.3 (ici « est
borné) montrent en fait que 7 < 7’ presque stirement et que as > 0 pour tout
0 < s < 7. Par ailleurs, on a t, > 0 p.s. pour 0 < s < 7. On montre & présent
I’unicité de la solution. Remarquons tout d’abord que I’argument de la preuve
de la proposition 1V.3, & savoir la régularité lipschitzienne des coefficients
du systéme, ne s’applique pas ici car a priori, on a aucune condition de
régularité concernant la fonction « au voisinage de zéro. L’hypothése 2 de
décroissance de la fonction de Hubble H permet d’outrepasser cette difficulté.
Rappelons que d’apreés I’hypothése 3, dans un univers mortel, la fonction « est
croissante jusqu’au temps t* := inf{¢t > 0, H(¢) < 0} > 0. Sous I'hypothése
de décroissance de H, on montre alors le résultat de comparaison suivant :
Lemme IV.6 — Soient (t1,al) et (12, a?) deux solutions du systeme (IV.14)
issues de points (ty,ab) € [0,T[x]0,4o00[, i = 1,2 et tels que t§ > t2 et
ay > at. Pour i = 1,2, on désigne par ; les temps de vie de ces solutions et
par 7;* < 7; les temps d’atteinte de t* par les processus croissants t.. Alors
presque sdrement, pour tout 0 < s < 11" A 1%, on a l'inégalité suivante :

1 2

(tl —¢2) < C(Ltsl) — C(L;)) >0 ouencore (t)—t2)(t) —i2) > 0.
a a

S

S
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Remarque V.10 — Le lemme est aussi valable dans un espace éternel. Dans
ce cas, on a t* := inf{t > 0, H(t) < 0} = +oo et I'inégalité du lemme est
valable pour les temps s > 0.

Admettons momentanément le lemme IV.6 et revenons a la preuve de 'unicité
de la solution du systéme (IV.14) lorsque ¢y = 0 et ay > 0. Comme d’aprés
la proposition IV.3, on sait que le systéme d’équations (IV.14) admet une
unique solution issue de tout point de |0, T[x[0, +oo[ et que d’autre part le
processus t, est strictement croissant, pour établir I'unicité de la solution sur
Vintervalle [0, 7[ lorsque ¢, = 0, il suffit de I’établir sur l'intervalle [0, 7*[ ou
7 :=inf{s > 0, t, = t*}. Considérons alors (t,al) et (2, a?) deux solutions
du systéme (IV.14) issues de (0,ap > 0), de temps d’explosion respectifs
71 et T, oil pour i = 1,2, les martingales M sont représentées par deux
mouvements browniens indépendants B et B’ : dM® = a'dB, + a(ti)dB..
Fixons un entier ng tel que ap = aj = a? soit compris entre 1/ng et ng et
pour tout entier n > ny définissons les temps d’arrét

rhi=if{0 <s <7l al &[1/n,n]} AT,
2 :=inf{0 < s <72 a® ¢ [1/n,n|} A7,

ot comme dans I’énoncé du lemme IV.6 : 77 := inf{0 < s < 7!, ¢\ = ¢*} pour
i =1,2. Le crochet de la différence entre a! et a? est alors donné par :

d{a' — a®)s = 0” [(a) — a2)* + (a(t)) — a(t2))?] ds.

S S

Par ailleurs, la différence a! —a? peut se décomposer de la maniére suivante :

1
9 a a

1 2
1 s 1 2 2 as s
—a?= Y — at t - .
o = = S alt) — ] + )| s - ]
D’apreés le lemme IV.6, comme la fonction a est croissante sur I'intervalle
0,¢*], pour tout s dans |0, 7} A 72[, on a :

2t a(ty) 1 2\t * 1 2\t
(a(t)) —a(t?)" < 1 X (ay—al)" <a*xnx(al—al)",
S

ol on a posé a* 1= SUP[q 4+ a(t). Par symétrie, on déduit la majoration

ot 2
(@) , a(@)
aS aS

1
s

a(t}) - a()] < x |at — a2 < 2n0"lal — a2

Pour tout s dans |0, 7,1 A 72, on a donc

M 2 1_ .2 20,.%2)1,1 2 2 3 %12
lal — 2| < o?[|ay — a2 + 4n*|a*[|a; — aZ]] ds < o® [2n + 8n®|a*|?] ds.
S S
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En intégrant ce rapport entre zéro et 7. A 72, on obtient

Tp/\T, d 2
/ w <o’ [2n+8n’|a*?] x 74 AT < 4o0.
0 ‘as _as‘

Si L(a' — a®) désigne le temps local du processus a! — a2, d’aprés la formule
du temps d’occupation, on a donc

d
/L%Afg(al —a’) ~ < oo,
R

2]

et on en déduit que le temps local en zéro du processus a’ —a? est nul presque
sirement. D’apreés la formule d’Tt6-Tanaka, on a alors

d(ay — )" = G(tL, 12, al, ad)ds + 1n >a2}dM

57781 W81 s
avec

3 2
G(t!,t2,al,a?) = i(al

sy VsyWgy 92

a?)tds + o? -
+ a2t (alt)) + () (a

S

20 ()
a D) (CLS )1{a >a2}d8
( ) 1{a >a2}d8

Pour s dans |0, 71 A 72[, le terme de dérive G(t!,#2,al, a?) est majoré par

302

G(t;tg?asua ) < Kn(al - CL2)+, ol Ry = 7 —+ 2n2|a*|2.

En intégrant la formule d’Ito-Tanaka et en prenant I’espérance, on obtient
S
Blla} - a2)'] < x| Bl(a} ~ a)'Jdu
0

dont on déduit que par le lemme de Gronwall que a! < a? presque siirement,
pour tout s dans ]0, 7.} /\ 72|. Par symétrie on obtient que presque sirement
al = a? pour s dans ]O 7t =72 En utlhsant une nouvelle fois le lemme IV.6,
on obtient également que t! = 2 sur |0,7}! = 7 [ Enfin, en faisant tendre n
vers l'infini, on conclut que, presque siirement, a! = a? et t! = 2 pour tout
s inférieur a 77 = 75, d’ou le résultat. O

Avant de montrer que les composantes spatiales de la diffusion de Franchi
et Le Jan peuvent elles-aussi étre lancées d’un point de la frontiére OM_ de
M nous donnons la preuve du lemme IV.6.
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Démonstration. (du lemme IV.6) La méthode de la preuve est la méme que
celle de la fin de la preuve de la proposition précédente. Il s’agit d’utiliser
la notion de temps local et la formule d’It6-Tanaka comme dans [LG83| ou
les preuves des théorémes (3.5) et (3.8) p. 390-395 de [RY99]. On se donne
(L, al) et (2, a?) deux solutions du systéme (IV 14) issues de points (¢}, ap) €
0, T[x]0, +o00[, i = 1,2 et tels que t§ > 3 et aj > af. Comme dans la preuve
de la proposition précédente, on représente les martingales M% par deux
mouvements browniens indépendants B et B’ : dM? = aldB, + «o(ti)dB..
Pour alléger les expressions, on définit le processus

Y, = 1 - E)(ad/aled) - /o) = ¢ - &) (e - 1= it -1).

La formule d’It6 montre que le processus Y; est solution de I’équation

dY, = 3;’ Yids + Uyds + V,ds + dMY

o d(Y), = 0*Y2ds et oll on a posé :

1 2
U, =—0° aft, 32( )Yds+(ii—i§)< 9 __ % ),

a.a

Ve = —(tl =) {H(t;)f;\/wi - H(t?)iix/\%?i—l} )

Comme d(Y), < 0?Y2ds, de la formule du temps d’occupation, on déduit
que le temps local en zéro de Y est nul presque strement sur l'intervalle
10, 7 A 75 [. Ensuite, si Y, désigne la partie négative de Y5, en appliquant la
formule d’Ito-Tanaka , on obtient alors que pour tout s dans |0, 7 A 75 :

S

3 2
Ay, < %Ys_ds + 1py.<opdMY (IV.23)

I'inégalité découlant des trois points suivants :

i) d’une part, on a toujours

=) (5~ at) = @ - (Vi1 i —1) 2o

S

ii) d’autre part, sur I'événement {Y; < 0}, on a

_ salty)a(ty)

1,2
asag

Y, >0;
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i7i) enfin, toujours sur I’événement {Y; < 0}, comme la fonction H est
décroissante et positive sur U'intervalle [0, ¢*], on a aussi

0<V,= —HE)E —12) (t';\/\sz Tyl - 1)
1B - 1 - ) (H) - H(2)).

En intégrant 1’équation (IV.23) puis en prenant l’espérance, on conclut par
le lemme de Gronwall que, presque stirement, Y est positif ou nul pour tout
s dans Uintervalle |0, 77 A 75 [, d’ou le résultat. O

4.2 Loi d’entrée de la diffusion globale

On montre enfin que la diffusion (&, fs) a valeurs dans I’espace tangent uni-
taire T' M et solution du systéme d’équation (IV.1) peut étre définie a partir
d’un point de la frontieére d’entrée OM_ d'un espace de Robertson-Walker
M dont l'inverse du facteur d’expansion est intégrable en zéro. Pour la suite
de ce paragraphe, on se donne donc un espace M =|0, T'[x M, celui pouvant
étre mortel ou éternel, et on suppose que :

1AT/2 dv
/ — < +00.
0 O‘(“)

On rappelle que la donnée de la trajectoire (fs,és) = (tg, T, ts, ) dans
T' M est équivalente a celle de la trajectoire (¢, as, s, Zs/|%4|). Un point de
la frontiére OM ™ est simplement un couple (tg,zo) avec to = 0 et zq € M.
Auquel cas, la donnée de (ag, Zo/|%o|) peut étre vue comme celle d’'une demi
tangente au point (to, o).

Proposition IV.6 — Soient to = 0, ag > 0 et (xo,@0/|0]) € T M.
Alors, le systéme d’équations différentielles stochastiques qui régit [’évolu-
tion du processus (ts, as, s, Ts/|Zs|) et qui est équivalent au systéme (IV.1)
admet une solution forte issue de (ty, ag, To, To/|Zo|) et définie jusqu’au temps
7:=1inf{s >0, t, =T}.

Démonstration. On sait déja d’aprés la proposition IV.5 que la diffusion tem-
porelle (ts, as) admet une unique solution issue de (to, ag) et bien définie jus-
qu'au temps 7 et qui vérifie ayz > 0 pour 0 < s < 7. Par ailleurs, d’aprés
les corollaires IV.1, IV.2 et IV.3, selon la courbure k € {—1,0, 1} de la fibre
M, les systémes d’equations différentielles stochastiques dérivés du systéme
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(IV.1) qui régissent ’évolution du couple (z, %/ |i4|) dans T* M sont donnés
en coordonnées cartésiennes par :

Tt Qg

dr" = —- X ——— ds,
’ 25| a?(ts)
(IV.24)
i 2(t i s
p I SRV S R L (5 B Sy )
|| a?(ts) a; ||
avec
2 T
agae i,y ey 22 ) [5 — 26900 — katzy — L Lo } ds
) s 2 1224 nov s¥s . - .
ag |Zs] | 2s]

Rappelons que le processus ¢4 est strictement croissant et désignons par ¢
son inverse : t(t;') = s. On introduit le changement de temps suivant sur

[0,7[
s ts 1
S(s) ::/ Qau du:/ ! X an du.
o a(tu) o a(u) a?(u) +a?,

Le processus S est bien défini car 'inverse du facteur d’expansion « est
ici supposé intégrable au voisinage de zéro. Par ailleurs, S est strictement
croissant ; on désigne par S;! son inverse i.e. S(S;') = s et on introduit
les processus changés de temps ys := xg-1, ts = tg-1 et as :== ag-1. Par ce
changement de temps, le systéeme (IV.24) se transforme en : \

dyt =yt ds,
(IV.25)

s
n .
di = —kytds — aQO‘N(;) x g ds + dMY",
as
ou

b o (ty)
d(MY , MY")s = 0o” =

[, — 20000 — kyty? — gh9L].

Les coefficients du nouveau systéme (IV.25) sont maintenant des fonctions
continues et localement bornées des variables (;fv, a,y,y). D’aprés les théo-
remes d’existence usuels, il admet donc une solution issue de (tNO, a0, Yo, Vo) =
(to, ao, xo, To/|Z0|) et définie jusqu’a un temps d’explosion éventuel. Autre-
ment dit, via changement de temps inverse, le processus (s, as, s, Ts/|2s|)
admet bien une solution issue de (tg, ag, o, Zo/|Zo|). Comme dans la preuve de
la proposition I'V.4, la relation de pseudo-norme (IV.3) assure en fait que cette
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solution est bien définie jusqu'au temps d’atteinte 7 = inf{s > 0, t, = T'}.
Montrons maintenant que cette solution est unique. L’argument de la preuve
de la proposition IV.4 (régularité lipschitzienne) ne s’applique pas ici car «
n’est pas réguliére a priori au voisinage de zéro. Dans le cas euclidien ot k = 0,
comme on ’a noté dans la remarque IV.3, I’équation qui régit 1’évolution de
9s est en fait celle d’'un mouvement brownien sphérique dans S? changé de
temps. Cette équation admet bien une unique solution issue de &g /|Zo|. Pour
montrer 1'unicité trajectorielle dans les cas sphériques et hyperboliques, on
peut choisir une “bonne” représentation des martingales MY". Par exemple,
dans le cas sphérique, il existe un mouvement brownien W de dimension 4
tel que

) 2 %’S 3 3
avy = o) (dW“ Sy -y y;’dW:) .
Qs

v=0 v=0

Considérons alors (ys, ¥s) et (zs, 25) deux solutions du systéme (IV.25) issues

d’un méme point (yo,%0) = (20, 20), les martingales MY et M*" étant re-

présentée par un méme mouvement brownien W comme ci-dessus. On pose
3 . . 3 . . A

[Ys — 25" = Dm0 1 — 21 et |gs — 2% = 30, |94 — 2. Avec les mémes

notations que dans la preuve de la proposition IV.5, le calcul montre alors

que

o]

a3
U

d (‘ys - 23‘2 + |ys - Z.s|2> S 202

(|ys - Zs|2 + ‘ys - 25‘2) ds + st;

ou Ny est une martingale. On fixe un entier ny de sorte que ay > 1/ng. Pour
tout entier n > ng, en intégrant la derniére inégalité sur l'intervalle [0, 7,,] ou
Tp :=inf{s > 0,a5; < 1/n}, puis en prenant 'espérance, on déduit du lemme
de Gronwall que ys— z5 et s = 25 pour tout s dans [0, 7,,]. En faisant tendre n
vers 'infini, on conclut que y; — 2z, et g5 = Z5 sur tout 'intervalle [0, 7[. Dans
le cas d’un espace de Robertson-Walker a fibre sphérique, on a donc bien
I'unicité trajectorielle des composantes spatiales de la diffusion issue dun
point du bord OM ™. Le cas hyperbolique se traite de maniére analogue, on
montre en effet dans ce cas que

o]

a3
ag

d (Jys — 2> + |95 — 2?) < 607 (Jys — 2> + |95 — 25|%) ds + dNy/,
ou N! est une nouvelle martingale. On conclut & nouveau en utilisant le

lemme de Gronwall.
O
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Dans ce chapitre, nous étudions le comportement asymptotique de la dif-
fusion temporelle (t,,%,), solution du systéme d’équations différentielles sto-
chastiques (IV.13). Nous distinguons les cas selon que 'univers est éternel
ou mortel. Dans la section 1, nous traitons tout d’abord le cas d’un univers
éternel. D’aprés la proposition IV.3, on sait que dans ce cas le processus £, est
bien défini sur RT et vérifie £, > 1 pour tout s > 0. Le processus t, tend donc
presque sirement vers 'infini avec s, mais a quelle vitesse ? Le processus £,
est-il récurrent, transitoire 7 Nous montrons que le comportement asympto-
tique du facteur d’expansion au voisinage de I'infini donne lieu & une dicho-
tomie : si I'expansion est exponentielle, ¢’est-a-dire si H () converge vers une
limite H,, strictement positive lorsque ¢ tend vers l'infini, alors le processus
t, est récurrent au sens de Harris. En revanche, si I’expansion est polyno-
miale, on montre que le processus £, est transitoire en précisant sa vitesse de
divergence. Dans la section 2, nous décrivons le comportement asymptotique
de £, dans le cas d’un univers mortel. On montre que le processus ¢, est alors
toujours transitoire et que le processus ag converge presque stirement. Nous
montrons ensuite comment, a 'image des composantes temporelles des géo-
désiques de lumiére, la diffusion (¢, as) peut-étre prolongée au dela du temps
d’explosion 7.
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1 ETUDE ASYMPTOTIQUE DE LA DIFFUSION
TEMPORELLE DANS UN UNIVERS ETERNEL

Nous déterminons dans cette premiére section le comportement asymptotique
de la diffusion temporelle (,, 1), solution du systéme (IV.13), lorsque 1’uni-
vers est éternel, c’est-a-dire lorsque ’espace de Robertson-Walker sur lequel
est défini la diffusion relativiste est du type M = I x, M avec I =0, +o0.
Rappellons que dans un tel univers, d’aprés 'hypothése 3, la fonction de
Hubble H = o'/« est bien définie sur tout R, y est positive et décroissante.
En particulier, la fonction H(t) converge lorsque ¢ tend vers l'infini, on note
H_, sa limite :
H. := lim H(t).

t——+o0

1.1 Reécurrence et transience sur deux exemples

Commencons par étudier le comportement asymptotique du processus ¢, dans
les cas les plus simples ou ce dernier est une diffusion, c’est-a-dire lorsque
I’équation différentielle stochastique vérifiée par £, dans le systéme (IV.13)
ne dépend pas de t,. Cette situation se produit si et seulement si la fonction
de Hubble est constante. Dans le paragraphe 1.1.1, on traite le cas d’'un espace
statique ou H = 0, puis dans le paragraphe 1.1.2 le cas ou H = Hy > 0.

1.1.1 Le cas d’un espace de Robertson-Walker statique

Considérons tout d’abord un univers éternel ou le facteur d’expansion « est
constant ou encore H = 0. Dans ce cas, ’espace de Robertson-Walker n’est
autre (& un changement d’échelle prés) que I'espace de Minkowski R et la
diffusion relativiste envisagée est la diffusion de Dudley. [’équation vérifiée
par t, s’écrit :
; 30% i i 2 (2
dty = Tts ds + dM!, avec d(M"), = o (i?—1)ds. (V.1)

Lemme V.1 — Pour toute condition initiale ty > 1, Uéquation différentielle
stochastique (V.1) admet une solution forte t,, définie sur tout R, et telle
que ty > 1 presque strement, pour tout s > 0. De plus, il existe un mouvement
brownien By et un processus us presque sirement convergent lorsque s tend
vers l’infini, tels que pour tout s >0 :

ty =ty exp (U28 + 0B, + us) i

En particulier, le processus tg est transitoire.
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Démonstration. L’existence, 'unicité et la minoration de la solution du sys-
téme (V.1) découle de la proposition IV.3. Comme les coefficients de ce sys-
téme sont a croissance au plus linéaire, la solution #, est bien définie sur
tout R (proposition 1.1.11 de [Hsu00]). Par ailleurs, il existe un mouvement
brownien standard B tel que

. 302 . )
dts = Tts ds +o tg - 1dBS (VQ)

En appliquant la formule d’Ito a la fonction logarithme, il vient
dlog(ts) = | 1+ o) ds+o4/1 —t;2dB;.
Il existe alors un mouvement brownien B’ tel que :

ot 4du

(1+vii2) |

o 2 s d s
log(ts/to) = 0%s + 0By + 7 / ¢ p /
2 Jo 13 0

.

~~
Us

Lorsque s tend vers l'infini, on en déduit que
log(ts/to) > o%s +o(s) > 0%s/2.

Les deux intégrales qui définissent le procesus us convergent donc presque
sirement, lorsque s tend vers 'infini; d’ou le résultat. O

1.1.2 Le cas ou le facteur d’expansion est exponentiel

Nous nous intéressons a présent au cas ou le facteur d’expansion est de la
forme a(t) = exp(H x t), avec H > 0 constante, auquel cas la fonction
de Hubble est bien entendu constante égale a H. L’équation différentielle
stochastique vérifiée par £, s’écrit alors :

. . 302. .
di, = —H x (2= 1) ds + %tsds +0y/2 — 1dB,, (V.3)
pour un mouvement brownien réel standard B.

Lemme V.2 — Pour toute condition initiale ty > 1, I'équation (V.3) admet
une solution forte t,, définie sur tout R™. Presque sirement, pour tout s > 0,
on ats > 1, et le processus est ergodique dans |1, +00].



184 Chapitre V' Etude de la diffusion temporelle

Démonstration. L’existence, ['unicité et la minoration de la solution du sys-
téme (V.3) découle de la proposition IV.3. Il reste & montrer 1’ergodicité.
Le calcul montre que la mesure vy, de densité par rapport a la mesure de
Lebesgue sur [1, +oo] :

2H
Vi o(x) i= (:1:2 — 1)1/2 X exp (——23:),
o

est invariante pour le processus t,. Comme cette mesure est finie sur [1, +o0l,
le processus t est bien ergodique. O

Définition V.1 — Dans toute la suite, nous noterons vy, la mesure de
probabilité égale a la mesure vy, normalisée, et Uy ,(x) la densité corres-
pondante :

+00 +o0
DH,O’ = VH,U// dI/HJ, Iij([B) = VH’O-(.CE)// dVH,o"
1 1

La figure suivante donne 1’allure des densités renormalisées vy, en fonction
des paramétres o et H.

1
f
0.8 | \ B
b — 2HIg%=1
o6k 2H/0?=1/2 ]
' P ~ - 2Hic%=2
P —
{ \
0.4 RN -
| / N .
| \ N
“I \ A N
o2f — ]
H NS
} \ N ~ -
0 ) | o~ - B MR E | I |
0 2 4 6 8 10 12 14

FI1GURE 27: Allure des densités renormalisées v o

Remarque V.1 — Dans les cas particuliers ou la fonction de Hubble est
constante égale a H, on a donc la dichotomie suivante : si H = 0, alors le
processus 1, est transitoire; si H > 0 alors f, est ergodique. Nous allons
voir dans la suite de cette section que cette dichotomie perdure dans le cas
général ou la fonction de Hubble est autorisée a dépendre de t. En effet, nous
montrons que si la limite H., est strictement positive, ¢, est récurrent; en
revanche lorsque I’expansion est polynomiale (en particulier H., = 0), £, est
transitoire.
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Le lemme technique suivant nous sera utile dans la suite.

Lemme V.3 — Pour tous 0 > 0, H > 0, la fonction identité et la fonction
[ qui a x associe (2> — 1)7! sur [1,+oo[ sont intégrables contre la mesure

Vn . et de plus
2H
— X DH,O’([d) —2= IjH,a(f)'
o

Démonstration. L’intégrabilité des fonctions identité et f(z) = (z*2—1)"! ne
pose pas de probléme. Afin d’alléger les expressions, posons € = 2H/a? et

C=0C(e) =vuo(f), D=D(e):=exvpg,(Id) —2.

On veut montrer que pour tout € > 0, D(g) = C(g). Par définition, on a

+oo
/ (l‘Q o 1)71/2 P
Cle) =+ , D(e) =

“+oo
/ (l‘2 o 1)1/26—5$ dr
1

+oo
/ (ex — 2) (2% — 1)/2 e7%dx
1

+oo
/ (12 B 1)1/26—5$ dr
1

En faisant le changement de variable  — ¢(z — 1), on a alors

x + 2¢)]

e ([(7 r2- (o4 9)) e+ 29 e s
/0 Oo[w(x +2e)]?e " da

Cette derniére expression montre par convergence dominée que la fonction
e +— C(e) — D(g), bien définie sur R*, a une limite nulle en zéro. Pour
conclure, il suffit de montrer que la dérivée du numérateur de C'(e) — D(e)
est nulle sur R% . Posons donc

+o0 400
N(@) = / (ZL‘2 . 1)71/2 e Zdyr — / (&’E . 2)(:[‘2 o 1)1/2 e~ dr.
1 1

En dérivant par rapport a €, on obtient tout d’abord que, pour tout € > 0 :

400 T

1 \/:E2—1

En intégrant le premier terme par parties, il vient ensuite

+o00
0:N(g) == — e “Tdr — / (3x — ex?)(2* — 1)1/2 e dx.
1
+oo +o00
35]\7(5) = —/ 31'(;52 — 1)1/2 e “Tdr + 8/ (.CL"2 o 1)3/2 €_€$dx,
1 1

et 'on conclut que 0.N(g) = 0 en intégrant une nouvelle fois par parties.
O
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1.2 Reécurrence lorsque H,, >0

On montre dans ce paragraphe que, dans le cas d’un espace de Robertson-
Walker éternel ou la fonction de Hubble admet une limite H., strictement
positive en l'infini, si (#,,%,) est une solution du systéme (IV.13), alors le
processus f, est récurrent au sens de Harris dans lintervalle |1, +-o00[. Com-
mencons par établir le lemme de comparaison suivant, qui est valable que
limite H., soit strictement positive ou non.

Lemme V.4 — Soient M =|0,+00[X,M un espace de Robertson-Walker
éternel et Hy, la limite de la fonction de Hubble assoicée. Soient (to,to) des
conditions initiales raisonnables et (ts,ts) la solution du systéme (IV.13), ot

la martingale Mt est représentée par un mouvement brownien réel standard
B : dM! = o(t? — 1)/2dB,. Soient enfin us et v, les solutions fortes, bien
définies sur tout R" et issues de ug = vg = to, des équations :

2
dus = —H (to) (u — 1) 3%usols + oy/u? — 1dBs,

2
dvy = —H (v? — 1) 3%vsals + o/v? — 1dB;.

Alors presque sirement, pour tout 0 < s < +00, on a uy < ty < v,.

Démonstration. La preuve du lemme suit de prés les preuves de théorémes
de comparaison unidimensionnels utilisant le temps local (voir |[LG83| ou
théoréme (3.5) et (3.8) p. 390-395 de [RY99]). Soient (t,,%,), us et v, les
processus introduits dans I’énoncé du lemme. Considérons un entier ng tel
que ny >ty = uo, et pour tout entier n > ny, les temps d’arrét

To(u) = inf{s > 0, u, > n}, 7,(t) =inf{s >0, {, > n},
(V) =inf{s > 0, v, > n} et 7, = 7,(t) A 7o (u) A 7, (V).

Pour établir le lemme, il suffit de montrer que pour tout n > ng, on a
I'encadrement 7,,(u) < 7,(t) < 7,(v) et que les processus (usnr, — tspr, )t €t
(tsar, — Vsam, )T sont nuls presque sirement. Pour tout s < 7, on a

2
d({t —u), = o? (\/ |ts]2 — 1 — \/|ug|? — 1) ds < 20% x n X |t, — u,|ds.

En particulier, si L(f —u) désigne le temps local du processus f, — g, on a :

. d SN\Tn, d t‘_ ,
/Li,\fn(t—u)—x:/ w§202xnx(s/\7'n)<+oo.
R “I| 0 ’ts/ _us/’
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Nécessairement, le temps local en zéro L2,
n

(f—wu) est donc nul presque siire-
ment. De la méme fagon, on montre que LY, (v —t) = 0 presque siirement.

En appliquant la formule d’Ito6—Tanaka et en prenant I’espérance, on obtient
alors les deux équations suivantes

E [(tanr, — fun)*] = U+ 22 [ Bl — ne) ] 05,
B (o, — tne)] = Vot 2 [ B [lnes = vnn)*] 5,
ou 'on a posé 0
U= [ [ @ - 1) - )0~ D]

SATn
V. =B U [Ha (v3 — 1) — H(ty) (2 —1)] 11, ,}ds/} .
O v,

Comme la fonction H est décroissante, positive, et que le temps ¢, est crois-
sant, les processus U; et V, sont négatifs et 'on a

. + 30'2 s ; + /
E [(usATn - tS/\Tn) ] S 7 E [(us’ATn - ts’/\m) } ds )
0
' + 307 [* ' +1 g
E [(ts/\Tn — US/\Tn) ] S 7 E [(ts//\Tn — ’US//\Tn) :| dS .
0
D’aprés le lemme de Gronwall, on en déduit que E [(us/\Tn — is/\Tn)+] =0et
E [(tsATn —vsATn)Jr] =0, i.e., Ushr, < topr, < Usnp, Presque strement. En
faisant tendre n vers 'infini, on conclut que, pour tout s < 7/, uy < t, < v,
presque stirement. U

Armé du lemme V.4, on peut & présent établir la récurrence du processus i,
dans un univers éternel ou H,, > 0. Les mesures de probabilités vy, qui
interviennent dans 1’énoncé ci-dessous sont celles qui ont été introduites dans
la section 1.1 de ce chapitre.

Proposition V.1 — Soient (t, 1) des conditions initiales raisonnables et
(ts,ts) la solution du systéme (IV.18) correspondante. Si Hu, > 0, alors le
processus non markovien ty est récurrent au sens de Harris dans Uintervalle
|1, 400[. Précisément, si f est une fonction monotone et vy ,—intégrable,
ou encore si elle est continue et bornée, alors lorsque s tend vers l'infini, on
a la convergence presque sire, :

1 s : p.s. _
g /(; f(tu)du — VHocnU(f)'
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Remarque V.2 — La convergence ci-dessus fait bien entendu penser au théo-
réme ergodique, et 'on aurait envie de dire que le processus ¢, est ergodique
dans |1, +o00], de probabilité invariante vy ,. Cela n'est pas possible car le
seul processus t, n’est pas un processus markovien, contrairement au couple

(ts,ts).

Démonstration. Il existe un mouvement brownien B tel que £, est solution
de I’équation différentielle stochastique

. . 302 . .
diy = —H(ts) x (2 —1)ds + 7tsozS + oy/12 — 1dB,.
Soient z; et 2, n € N, les processus définis de la facon suivante. Le pro-
cessus z, est la solution forte, vérifiant zqg = %y, de I'équation différentielle
stochastique

3 2
dzs = —Hoo x (|2s|° — 1) ds + %zsds + o/ |zs]? — 1dBs.

Pour n € N, les processus 2" coincident avec £, sur [0, n] et sont les solutions
respectives sur [n, +oo[ des équations différentielles stochastiques

3 2
dzl = —H(to+n) x ([22]* —1)ds + %z;‘ds + o+/|27|? — 1dB.

Presque stirement, pour tout n > 0 et pour tout s > 0, on a alors

2 <ty < z,. (V.4)

En effet, la majoration #; < z, a déja été vue dans le lemme V.4 et la
minoration 2" < f, est aussi conséquence du lemme V.4, en prenant pour
conditions initiales t{; = t, > to + n et {fj = i,. Les processus 2 et z,
étant tous deux ergodiques dans |1, 400 (lemme V.2), il sont récurrents au
sens de Harris, et ¢, 1'est lui aussi. Considérons une fonction f croissante et
intégrable contre la probabilité vy ,, et fixons un réel € > 0. La fonction f
est alors intégrable contre les mesures Vg (¢ 4n),0, pour tout n € N et d’apres
le théoréme de convergence dominée, lorsque n tend vers l'infini, on a

DH(t()+n),O'(f) — DHOQ,U(f)'

Choisissons n assez grand pour que

‘EH(toJrn),a(f) - DHOQ,a(f)| <e.
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D’aprés I'encadrement (V.4), pour tout s > 0, on a presque sirement :

/Osf(zﬁ)du < /Osf(iu)du < /Osf(zu)du

L’entier n étant fixé, d’aprés le théoréme ergodique, on peut affirmer que,
presque strement, lorsque s tend vers l'infini :

UH(to+n),0 (f) < liminf — / f(t,)du < limsup ~ / fE)du < v o (f),

s—+o00 8§ s——+oo S

donc

DHOO,C,(f)—6<11m1nf— / f(t, du<11msup— / flt)du < g o (f).

s—+o0 § s—+oo S

L’encadrement étant valable pour tout € > 0, on en déduit que, presque
sirement, lorsque s tend vers 'infini :

é /0 CF (i) du — v o (f). (V.5)

Toute fonction réguliére pouvant s’écrire comme différence de deux fonc-
tions monotones, la convergence (V.5) est aussi valable pour les fonctions
f appartenant a ’ensemble C} = {f, f’ est bornée sur |1, +oo[}, puis par
régularisation, a I'ensemble CP(]1, +o00[, R). O

Corollaire V.1 — Soient (t,1y) des conditions initiales raisonnables et
(ts,ts) la solution du systeme (IV.13) correspondante. Si la limite H,, de la
fonction de Hubble est strictement positive, alors lorsque s tend wvers ['in-
fini, les processus tg/s et (as)'/* convergent presque sirement vers les limites
déterministes vy, ,(Id) et Hoo X Vg »(1d) respectivement.

Démonstration. La convergence de s~! X t, est une conséquence immeédiate
de la proposition V.1 et du fait que la fonction identité est intégrable contre
DHOO,O'
S
sTixty =51 xtg+s ! x / tydu 22 Un, o (1d).

S0

Rappelons que si (ts, £5) la solution du systéme (IV.13), alors as > 0 pour tout
0 < s < 400. Comme dans la preuve de la proposition IV.3, en appliquant
la formule d’It6 & la fonction logarithme, on montre alors qu’il existe deux
mouvements browniens réels standard B et B” tels que, pour 0 < sg < s :

2 s du 5 du
as = g, €Xp <J2(s—80)+0(BS—BSO)+U—/ > + B (UQ/ ) >>
2 Jo 12 -1 so tg — 1
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La fonction monotone z — f(z) := (2? — 1)~! est intégrable contre vy ,.

D’apres la proposition V.1, on a donc la convergence presque stire :

5 du

1 p.s. _

S 0 — VHoo,U(f)'
/so tQQL -1

On a donc d’une part

*od s.
s By — By,) +s'B" <02/ o ) 220,

et d’autre part

2 s d s. 1
s <02(s—so)+%/so t%ﬁl) 22 o <1+§ XVHoo,a(f))'

On en déduit la convergence (a,)'/* vers la limite 02 (14 % x vy ,(f)).
L’égalité entre la limite cette et la constante Ho, X U, ,(Id) découle du

lemme V.3. O
6 |
55 4
|
5T t/s }
| S
450 ~ _ _1lslog(a) R

Il
0 5 10 15 20 25 30
abscisse = s

FIGURE 28: Le corollaire V.1 a partir de simulations numériques de 5 et as.

Remarque V.3 — Dans le cas d’un univers éternel avec H, > 0, le processus
t, étant récurrent, il est naturel de penser que la diffusion temporelle (¢, ;)
n’admet pas de variables asymptotiques non triviales. Dans le chapitre VIII,
nous verrons que c’est effectivement le cas : les seules fonctions harmoniques
bornées pour le générateur infinitésimal du processus (¢, t,) sont les fonctions
constantes.
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1.3 Transience dans le cas polynomial
1.3.1 Divergence exponentielle du processus f,

Nous déterminons a présent le comportement asymptotique de ¢, lorsque la
fonction de Hubble tend vers zéro au voisinage de l'infini et sous 'hypothése
supplémentaire que le facteur d’expansion est & croissance polynomiale i.e.
lorsqu’il existe ¢ > 0 tel que H(t) x t tend vers ¢ lorsque ¢ tend vers 'infini.
Cette hypothése supplémentaire est vérifiée par tous les exemples d’espaces
de Robertson-Walker de la littérature physique tels que H,, = 0. Nous mon-
trons que dans ce cas, le processus f, diverge exponentiellement vite vers
I'infini, la vitesse de divergence étant reliée de maniére explicite a ’exposant
c. Précisément, nous avons la proposition suivante :

Proposition V.2 — Soient (ty,1y) des conditions initiales raisonnables et
(ts,ts) la solution du systeme (IV.13) correspondante. Si Hy, = 0 et si le
facteur d’expansion est a croissance polynomiale d’exposant ¢, alors presque
strement, lorsque s tend vers 'infini, on a :

2

o 1
-1 t )
1 —f-C’ S Og(Oé( s)) B 1 +C

1 o s 9 (1—c
- _s ) '
s 08 a®(ts) 7 \I+c

Avant de donner la preuve de la proposition V.2, nous montrons deux lemmes,
valables sous la seule hypothése que H,, = 0.

o’ c

1 .
- log(ts) -
S

En particulier,

Lemme V.5 — Soient (to,1) des conditions initiales raisonnables et soit
(ts,ts) la solution du systéme (IV.13) correspondante. Si Ho = 0, alors
presque sdrement, lorsque s tend vers l'infini :

* H(t, 5d
/ ) gy [ _ o).
0o tlu o t2

Démonstration. Soit € > 0; comme Hy, = 0 et £, > 1 pour tout s > 0, pour
s assez grand, on a

SH(t SH(t
/ ( U)du <exs, ie., / ( u)du = o(s).
0 U 0 u

t t

D’autre part, il existe un mouvement brownien B tel que £, est solution de
I’équation différentielle stochastique

. . 302 . .
di, = —H(t,) x (2= 1) ds + %tsds +oy/i2 — 1dB,.
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On a toujours t; > s. Fixons n > 0 et considérons le temps d’atteinte (dé-
terministe) 7, := inf{s > 0, H(s) < n}. Soit alors z; la diffusion coincidant
avec i, sur lintervalle [0, 7,] et solution de 1'équation différentielle stochas-
tique suivante sur [7,, +o0] :

2
dzg = —n x (22— 1) ds + S%zsds +0y/22 — 1dB,.

D’aprés le lemme V.4 (avec t; = t,, et th = ifn), presque stirement, on a
zs < ts, pour tout s > 0.

D’aprés le lemme V.2, la diffusion z, est ergodique dans |1, +00[, de probabi-
lité invariante 7, ,. La fonction x — 1/2? étant intégrable contre 7, ,, d’aprés
le théoréme ergodique, presque siirement, lorsque s tend vers l'infini :

+oo
- / @ — C(n,o ) : / x’ZDn,U(x)dx.
0 1

S z2

En posant € = 2n/0? et en effectuant le changement de variable y = e(z — 1),
on a pour n assez petit :

+o0o 62 u +o0 62 w
< .

o) — +oo
Vu(u+2¢e)e “du / ue “du
0

C(n,0?%) =
0

A o fixé, d’aprés le théoréme de convergence dominée, C(n, 0%) tend vers zéro
lorsque 7 tend vers zéro. Soit € > 0 et 7 assez petit pour que C(n,0?) < €/2.
Presque stirement, pour s assez grand, on a alors

1
- < /—<207], )_e,
S Jo 0

d’ou le résultat. O

Remarque V.4 — Sous I’hypothése que H,, = 0 et de la méme maniére que
dans la preuve ci-dessus, la fonction x +— (22 — 1)~! étant intégrable contre
les mesures 7, ,, on montre que presque sirement, s tend vers I'infini :

1/S du
— - — 0.
S 0 t%—]_
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Lemme V.6 — Soient (to,io) des conditions initiales raisonnables et soit
(ts,ts) la solution du systéme (IV.13) correspondante. Si Ho = 0, alors
presque sdrement, lorsque s tend vers linfini, on a :

log (a(t,)i.) = log < / ; a(u)du) — 02 x 5+ ofs).

Démonstration. Il existe un mouvement brownien réel B tel que

. . 302, .
_ 2 2
dts = —H(ts) x (ts — 1) ds + 5 tsds + o /12 — 1dD;.

D’apres la formule d’It6, appliquée a la fonction logarithme, on a alors :

, H(t, 2 . / 1
dlog(t,) = o*ds + %ds + %ds — H(ts)tsds + 0|1 — = dB;.

La derniére équation s’écrit encore :

. H(t) o [ 1
_ 2 S
dlog(a(ts)ts) = o°ds + i ds + o7 ds+oy |1 — 7 dBs.

En intégrant entre 0 et s, on obtient alors :
log (a(ts)ts) = 0® s + 0By + vs, (V.6)

avec

H

) S H(ty,) /S o? /s {2
vs = log(a(to)t +/ —du+ —du—o — dB,. (V.7
( 0) 0) 0 tu 0 27% 0 1 + F ( )
i

1
(2
u

D’aprés le lemme V.5, presque sirement, lorsque s tend vers ’infini :

/OS H(tu)du—l— S d_u = o(s).

ty 0o t2

D’autre part, lorsque s tend vers I'infini, on a aussi

s t'—2
|B,| + / e qB,| = os).
0 14

N

Finalement, presque strement, lorsque s tend vers l'infini, on a bien :

log (a(ts)is) = 0% x s+ o(s).
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En intégrant a(t,)t,, on obtient de méme
ts
log (/ a(u)du) =0 x s+ 0(s).

Démonstration. (de la proposition V.2) Supposons que la fonction H(t) x ¢
tend vers 0 < ¢ < 400, lorsque t tend vers 'infini. Soient 0 < € < 1, et tg
assez grand pour que pour tout t >ty : ¢ —e < H(t) x t < ¢+ . 1l existe
alors deux constantes ¢y et ¢ telles que, pour tout ¢t > 7T :

O

(c—e+1)log(t) + ¢y < log (/t a(u)du) <(c+e+1)log(t) + .

D’apreés le lemme V.6, presque sirement, lorsque s tend vers ’infini :

1 te
lim - log (/ a(u)du) =02
s—+o0 S to

On en déduit que, presque siirement, lorsque s tend vers 'infini

o? 1 1 o?

—— < liminf = log(t,) < i “log(ts) < ———,
T oz = liminf ~log(t,) < limsup Zlog(ts) < ==

i.e., lim,_, o s tog(ts) = 0%(1+ ¢)~1. 1l en découle que

2

1 o°c
lim -1 ts)) = ,
S—1>I-i¥loo s og(a(ts)) 1+c¢c
et toujours d’aprés le lemme V.6
1 . o?
lim —log(ts) = :
g loslhe) = 1

En particulier,
1 a 1 ¢ 1—c
lim -1 —> ) = lim -1 - =g’ )
oo s 8 (oﬂ(ts)) oo s 8 (a(ts)) 7 (1 + c)

Remarque V.5 — Nous ne sommes pas parvenus a montrer que le processus
{, est transitoire sous la seule hypothése que la fonction de Hubble tend vers
zéro au voisinage de l'infini, 7.e. lorsque H,, = 0. C’est la raison pour laquelle
nous nous limitons ici a des facteurs d’expansion a croissance polynomiale.

O
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1.3.2 Etude du rapport £/,

D’aprés la preuve ci-dessus, dans un univers éternel ou ’expansion est po-
lynomiale, presque strement, les processus t, et ¢, divergent tout deux ex-
ponentiellement vite vers I'infini lorsque s tend vers I'infini, et s~!log(t,/t;)
tend presque stirement vers zéro. Nous précisons ici le comportement asymp-
totique du rapport t,/t,. Pour cela, on introduit le rapport :

alts)ts
fti o(u)du

Nous allons voir que Z, converge en loi, mais pas presque stirement, lorsque
s tend vers l'infini :

Ly =

Proposition V.3 — On se place sous les hypotheses de la proposition V.2.
Le processus Z, converge en loi, mais pas presque sirement lorsque s tend
vers l'infini, vers une variable aléatoire Z, de loi explicite :

4 0°

2
Démonstration. Rappelons les identités (V.6) et (V.7) obtenues dans la preuve
du lemme V.6 :

Z. 27 1(2).

log (@(ts)is) =o0’s+0B;+v,, avec
H(t.)

. S S 0_2 S t'72
vs := log(a(to)ty) + / —>du + / —.Qdu — a/ — _—dB,.
0oty 0 2t 0 1+4,/1—%

En intégrant entre 0 et s I'expression de «f(t,)f, obtenue & partir équation
(V.6) puis en prenant le quotient, le processus Z, s’écrit

alt)ts  exp (0°s + 0B, + )

ts S :
fto a(u)du / exp (02u + 0B, + vu) du
0

s =

Sous les hypothéses de 1’énoncé, d’aprés la proposition V.2, le processus vy
converge presque sirement lorsque s tend vers l'infini. Pour tout ¢ > 0, il
existe alors un temps sy aléatoire et fini presque siirement tel que, pour tout
S > Sp: N _
(1—-e)Z; < Z; < (1+¢)Z,, (V.8)
ou l'on a posé
2 ~1
~ exp (c°s+oB 5
Zg = — P :) = {/ exp (0% (u— ) + o (B, — By)) du
/ exp (0*u+ 0B,) du 0
0
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Par ailleurs, lorsque s tend vers I'infini, le processus Z; ! converge en loi vers
une variable strictement positive, de loi gamma. En effet, a s fixé, d’aprés
I’égalité en loi
d
(Bs - Bu)OSuSs - (B:v)0§$§37

la variable Z-! a méme loi que la variable

/ exp (—0295 - an) dx,
0

qui converge presque stirement, lorsque s tend vers l'infini, vers I'intégrale de

Dufresne! : - 5 .
2 d
/o exp(—ax—an)dx—gxm.

Désignons par ¥ la transformée de Laplace de la loi 02/2 x I'(2). D’aprés
'encadrement (V.8), pour tout u > 0, on a

U((1+e)u) < liminfE [e %] <limsupE [e %] < ¥((1 —e)u).

s—+oo s—+00

Comme V¥ est continue, en faisant tendre e vers zéro, on conclut que Z;
converge bien en loi vers une variable Z,, de loi 0%/2 x I'(2). La convergence
de Z, n’a pas lieu presque sirement. En effet, si ¢’était le cas, par le lemme
de Césaro, on aurait :

1 t L [* alt,)t I
—log </ a(v)dv) = —/ Mdu = —/ Zydu — Zy, p.s.
§ to s Jo ftou a(v)dv 5 Jo

Par ailleurs, on aurait aussi

1 S b 1
—log(a(ts)ts) — — log (/ @(v)dv) = —log(Zs) — 0 p.s.
s s to s

Sous I'hypothése que Z, converge presque stirement, on aurait donc néces-
sairement

1 , 1 b
lim —log (a(ts)is) = lim —log (/ a(v)dv) = Zoo P-S.
to

s——+oo 8 s—4o00 §
Or, d’apres le lemme V.6, presque sirement, lorsque s tend vers 'infini
log (L)1) = 0% x 5 + o(s),

ce qui impose Zo, = 02 p.s., d’olt une contradiction. O

1. Nous renvoyons & [Yor01] ou encore & [Bai08b] pour l'identification de la loi limite.
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Dans le cas d’un univers éternel ou H,, = 0, le lemme élémentaire suivant
établit un lien entre les vitesses (déterministes) de convergence vers zéro de
la fonction de Hubble H(t) et du quotient Oz(t)/ftoz(v)dv. Fixons ¢, dans
10, +o00], et considérons sur [tg, +00) la fonction u définie par

u(t) == at)™ /t a(u)du x H(t).

Lemme V.7 — Soit « une fonction log—concave sur RY dont la dérivée
logarithmique H tend vers zéro en linfini. Si t x H(t) converge vers ¢ > 0
lorsque t tend vers infini, alors u(t) tend vers ¢/(1+ ¢). Sit x H(t) croit
vers linfini avec t, alors u(t) tend 1.

Démonstration. Une premiére intégration par parties donne :

' a(t)  aft) b H(v)
a(v)dv = —= — —|—/ a(v) dv. (V.9)
/to H({t)  H(to) )y, — H*v)
En particulier, comme H est décroissante, pour tout ¢ > ¢y, on a

t
t
/ a(v)dv < ﬂ, c’est a dire u(t) < 1.
to

(t)

L’équation (V.9) s’écrit encore

/t:a(v) [1—5;7((1;))] dv:%_ ?[((2))‘

Comme H(t)/a(t) — 0 lorsque ¢ tend vers l'infini, on a :

Hba(t)! /toz(v) {1 _ ZIQ((’;))] dv =1+ o1).

to

En intégrant a nouveau par parties, l'intégrale dans le membre de gauche
94t
s’écrit :

a(t) [(t—to) + ﬁ — H(to)] - /to a(v) {H(v)(v —to)+1— [5]((;;)) dv,

et l'on a donc

t

H(t)(t —to) +o(1) = H(t)a(t)* /t a(v) [Hw)(v—to) + 1+ o0(1)] dv.
’ (V.10)
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Supposons tout d’abord que H(t) x t tend vers ¢ > 0, lorsque ¢ tend vers
'infini. D’aprés ’équation (V.10), on a alors

4 o(1) = (1+¢) x H(t)a(t)"! /ta(v)dv +o <H(t)a(t)1 /ta(v)dv) |

to to
c’est a dire ¢+ o(1) = (1 + ¢) x u(t) + o (u(t)) et 'on a bien
c

lim w(t) = :
t——+00 1 +c

Traitons maintenant le cas on H(t) x ¢ croit vers l'infini avec ¢. Dans ce cas,
le membre de droite de I’équation (V.10) est majoré par
[H(t)(t —to) + 1] x u(t) x (14 o(1)),
et I’on a donc
H(t)(t — o)

1+ H(t)(t — to)
Comme u(t) < 1 pour tout ¢ > ¢y, on en déduit que u(t) tend vers 1 lorsque
t tend vers l'infini. O

+o(1) <u(t) x (1+0(1)).

Remarque V.6 — Une nouvelle intégration par parties donne

/t:u(v)dv =t—ty— ﬁ /tota(u)du,
! /tu(v)dv =1- u(t)

t—to J, H(t) x (t —t)
Lorsque H(t) x t tend vers zéro, on retrouve que u(t) tend nécessairement
vers zéro, et 1’on peut préciser que u(t) ~ H(t) X (t —to).

ou encore

Remarque V.7 — Dans le cas d’un univers mortel, nous verrons dans le
paragraphe 2.3 de la prochaine section que I'on peut de la méme facon relier
la vitesse divergence de la fonction de Hubble au voisinage de 7" et celle de
la fonction «(t)/ ftT a(v)dv. Nous considérerons alors la fonction

u(t) = a(t)l/t a(u)du x H(t).

Grace a la proposition V.3, au lemme V.7 et a la remarque V.6 lorsque ¢ = 0,
on déduit la convergence en loi du rapport t,/ts.

Corollaire V.2 — On se place sous les mémes hypothéses que dans la pro-
position V.2. Lorsque s tend vers l'infini, le rapport ts/ts converge en loi,
mais pas presque surement, vers une variable aléatoire de loi explicite :

155 4 02 1

ts 2 1+c

x I'(2).
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1.4 Un critére de convergence important pour la suite

En corollaire immédiat des propositions V.1 et V.2, nous énongons ici une
proposition concernant la convergence d’une fonctionnelle du processus ¢, en
fonction de la vitesse de divergence du facteur d’expansion au voisinage de
I'infini. Cette convergence jouera un role déterminant lors de I’étude asymp-
totique des composantes spatiales de la diffusion relativiste au prochain cha-
pitre. Fixons sy > 0, la quantité qui nous intéresse est 'intégrale suivante :

s 2 s
C, ::/ &fu)du:/ ﬂ
S0 a S0 t%_l

Proposition V.4 — On considére un espace de Robertson-Walker éternel.
Soient (to,to) des conditions initiales raisonnables et (ts,ts) la solution du
systeme (IV.13) correspondante. Selon la nature de l’expansion, lorsque s
tend vers linfini, l'intégrale Cy présente les comportements asymptotiques
sutvants :

- s1 ’expansion est exponentielle, C tend presque sirement vers l’infini ;

- si l’ezpansion est polynomiale, Cy converge presque sirement dans R,

Démonstration. Dans le cas ol 'expansion est exponentielle, i.e H,, > 0, le
processus ts est récurrent au sens de Harris. Plus précisément, dans la preuve
du lemme V.1, on a vu qu’en vertu de la proposition V.1, si f est la fonction
qui & z associe 1/(x? — 1) sur U'intervalle |1, 4+o00], alors lorsque s tend vers
Iinfini :

sTto, =5t / ft)du 25 oy ,(f) > 0.

En particulier, lorsque H,, > 0, 'intégrale C; tend bien vers l'infini avec s.
Passons au cas o1 ’expansion est polynomiale d’exposant c. D’aprés la propo-
sition V.2, presque stirement, le processus ¢, diverge alors exponentiellement
vite vers I'infini. On en déduit naturellement que 'intégrale C'; converge alors
presque strement lorsque s tend vers I'infini. O

Remarque V.8 — Si l'intégrale Cs converge presque stirement lorsque s tend
vers 'infini, alors le processus f, est nécessairement transitoire. En effet, si
Pintégrale [T du/(f2 — 1) est finie presque sirement, il en est de méme
pour les intégrales [ du/t2, [T du/t3 et [T du/fi. Or, en appliquant
la formule d’Tt6 & la fonction 1/x?, on montre qu’il existe un mouvement
brownien B tel que :

1 1 *2H(t, ([ 2H(t, d 2 1
= — == / 7( )du — / 7( )du + 302—.udu + —.U 1—-—dB,|.
2 2 ), i o \ B i 2 2
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Sous I’hypothése que C converge presque siirement, la derniére intégrale est
convergente. Comme 1/¢? < 1, lintégrale croissante | %ﬁt“)du est nécessai-
rement convergente et finalement le processus 1/ ig converge lui méme presque
sirement. Comme l'intégrale f+°° du/t? est finie presque siirement, la limite
de 1/f% est nécessairement nulle, d’ott le résultat.
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2 ETUDE ASYMPTOTIQUE DE LA DIFFUSION
TEMPORELLE DANS UN UNIVERS MORTEL

Nous passons a présent a I’étude du comportement asymptotique de la dif-
fusion temporelle (t,,%,) solution du systéme d’équations différentielles sto-
chastiques (IV.13), dans le cas d’un univers mortel, ¢’est-a-dire un espace de
Robertson-Walker M = I x, M ou I =]0,T[ avec T' < +o0.

2.1 Une image de la situation

Dans un univers mortel, on a vu que le temps d’explosion de la diffusion
temporelle est fini presque strement, égal & 7 = inf{s > 0,¢, > T'}. Dans le
prochain paragraphe, nous montrons que lorsque s tend vers 7, le processus
as = a(ts)\/12 — 1 admet presque stirement une limite a., finie et strictement
positive. Autrement dit, le processus f, est transitoire au voisinage de 7. A
titre d’exemple, 'image suivante est une simulation de la trajectoire (t,,f,)
correspondant au facteur d’expansion «(t) = sin(¢) sur I'intervalle |0, 7[.

logarithme de la derivee de t

t

- s

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
abscisse = s

FiGURE 29: Exemple de trajectoire de la diffusion temporelle.

Dans le paragraphe 2.3, nous précisons la vitesse de divergence de ¢, puis
nous montrons que, comme dans le cas des géodésiques de lumiére, le couple
(ts, as) peut-étre prolongé en une diffusion bien définie sur tout R.
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2.2 Convergence du processus a;

On montre ici que as converge presque stirement vers une variable stricte-
ment positive. Comme a, = a(t,)y/12 — 1 et que par hypothése, la fonction
a(t) tend vers zéro lorsque t tend T', la convergence de ag a pour corollaire
immédiat le fait que le processus £, est transitoire au voisinage de 7.

Proposition V.5 — On se place dans le cas d’un univers mortel. Soient
une condition initiale (to, ag) € |0, T[x[0,+oo] U [0, T[x]0, +oo[ et (ts,as)
la solution du systéme (IV.14) correspondante définie jusqu’au temps d’ex-
plosion 7 = inf{s > 0,t; > T'}. Alors, lorsque s tend vers T, le processus
as = ats)\/t2 — 1 converge presque sirement vers une variable as, stricte-
ment positive et finie.

1.8 1
le processus a

16 B
14r b

12F b

0.8 B

0.6 b

Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 16 1.8
abscisse = s

FI1GURE 30: Une simulation de la trajectoire ag lorsque T' < +00

Démonstration. Soit (ts, as) la diffusion de I’énoncé issue de (ty, ag). D’aprés
les propositions IV.3 et IV.5, pour tout 0 < s < 7, les processus a, et fg
vérifient alors a; > 0 et £, > 1 presque sirement. Par ailleurs, d’aprés le
systéme (IV.13), il existe un mouvement brownien réel standard B tel que

. 302, . .
diy = =-ids — H(t,) (2~ 1) ds + 0\/#2 — 1dB..
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En appliquant la formule d’Ito, on obtient alors que pour 0 < s < s < 7 :

2 -1 a?(ty,) 212 — 1
1 = =1 —0 ) + / d +2 /

V 11)

La derniére équation s’écrit encore :

a? 2t2—1
1 =) = d 2 V.12
og (ago) o /SO 2 u+ a/ \/7 ( )
~—,_/

As ]\4S

Nous allons montrer que le membre de droite de (V.12) converge presque
sirement, lorsque s tend vers 7. Fixons 0 < € < 1 et décomposons le crochet
de My en (M), = (M) + (M) avec

s

s t'2 B s t'2
on: = [ Gt tgsade 00 = [ G g du
S0

Posons de méme A, = A + A avec

22 — 1 _ 212 —1
AT :/ 21 — Lz du,  Aj :/ ﬁl{ﬁ 1<c} du.
S0 S0

Les processus (M) et AT convergent presque sirement, lorsque s tend vers
le temps d’explosion 7. En effet, ils sont croissants et bornés puisque

(M)F < e (147 <+ p.s.
A < e 14287 < 400 p.s.

S —

D’autre part, comme on a les encadrements

1 Lz e
S0 S0

t2 —1 —1
(V.13)

/ 71;2 1<15} du< A7 <(1 +2s)/ Ligoice) ‘1<15} du

S0 S0

les processus croissants (M)~ et A, sont de méme nature. Raisonnons par
I’absurde et supposons que ces processus divergent, lorsque s tend vers 7.
Nécessairement, le processus f, visiterait alors infiniment souvent (ou res-
terait dans) la boule B(1,¢) centrée en 1 de rayon €. D’autre part, comme
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(M)s = O(As) d’aprés (V.13), le processus Ag + M tendrait presque stre-
ment vers plus l'infini, ainsi que le processus log(a?(ts,)/a*(ts)). Le membre
droite de I’équation (V.11), et donc le processus f,, tendraient donc vers plus
Pinfini lorsque s tend vers 7. Ceci contredit le fait que ¢, reste dans la boule
B(1,¢), ou la visite infiniment souvent. Les processus M et A sont donc

presque sirement convergents lorsque s tend vers 7, d’ou le résultat. O

2.3 Vitesse de divergence de {,

Suivant une démarche tout a fait analogue a celle que nous avons suivie dans
le cas d’un univers éternel, nous faisons maintenant le lien entre la vitesse
divergence de la fonction de Hubble et celle de la fonction «(t)/ ftToz(v)dv,
ce dans le but d’expliciter la vitesse de divergence de ¢,. Fixons ¢, dans |0, |
et considérons sur [ty, 7| la fonction u définie par

u(t) == oz(t)_l/t a(u)du x H(t).

Lemme V.8 — On se place dans le cas d’un univers mortel. S’il existe une
constante ¢ > 0 telle que la fonction H(t) x (T —t) converge vers —c, lorsque
t tend vers T, alors la fonction u(t) tend vers —c/(1+c¢). Si H(t) x (T —t)
décroit vers moins l'infini lorsque t tend vers T, alors u(t) tend —1.

Démonstration. Une premiére intégration par parties donne :

T B _w Ta . H/(U) .
/t a(v)dv = H(t)+/t ) gy (V.14)

Comme H est décroissante et tend vers moins I'infini lorsque ¢ tend vers T,
pour tout t assez proche de T' de sorte que H(t) <0, on a

/t a(v)dv < —%, et donc u(t) > —1.

L’équation (V.14) s’écrit encore

T !
H (v)] a(t)
a(v) |1 — dv = ——-+.
JRCIS ol
En intégrant a nouveau par parties, l'intégrale dans le membre de gauche
s’écrit :

olt) [T =0 55|+ [ e HE)T -0 -1,
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et Pon a donc
1—H@)(T —1)]+ H(t)a(t)l/t a() [l = HW)(T —v)ldv=1. (V.15)

Supposons qu'il existe ¢ > 0 tel que H(t) x (T' —t) tend vers —c, lorsque ¢
tend vers 7. D’aprés (V.15), on a alors

Cc

[(1+c)+o1)]+ (L+c)u(t)+o(u(t))] =1, et donc u(t) — “Trs

Dans le cas ou H(t) x (T —t) décroit vers moins l'infini, d’aprés I’équation
(V.15), on a 'inégalité

[1— HE)(T —t)] x (u(t) +1) < 1.

dont on déduit que limsup, ,u(t) +1 < 0. Comme u(t) > —1 pour ¢ assez
grand, on a bien u(t) — —1 lorsque ¢ tend vers T O

Remarque V.9 — Une nouvelle intégration par parties donne

1 r u(t)

1), "= Hox T

—1.
T—t),

Lorsque H(t) x (T —t) tend vers zéro, on retrouve que u(t) tend nécessaire-
ment vers zéro, et I'on peut préciser que u(t) ~ H(t) x (T —t).

Corollaire V.3 — On se place dans le cas d’un univers mortel. Soient une
condition initiale (ty,a) € |0, T[x[0,+o00] U [0,T[x]0, 4+o0[ et (ts,as) la so-
lution du systéeme (IV.14) correspondante définie jusqu’au temps d’explosion
T =inf{s > 0,t, > T}. Si la décroissance du facteur d’expansion est polyno-
miale d’exposant c, alors lorsque s tend vers T :

fy = oo X (1 — 5) T o),

T—ty=a0 X (1+¢)x (17— S)ﬁﬂ)(l).

Démonstration. D’aprés la proposition V.5, lorsque s tend vers 7, la process-
sus a, = a(ts)y/t2 — 1 converge presque siirement vers une variable stricte-
ment positive a.. Comme «a(ts) tend vers zéro, on a en fait la convergence
presque siire : a(ty)fs — aoo. Au voisinage de 7, on en déduit que

/: a(u)du = /ST afty)tedu = as(T — 5) + o(T — 5).
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alts)ts 1 1
T =——tol—|;
fts a(u)du T—S8 T—S8

et d’apres le lemme V.8, si H(t) x (T —t) tend vers —c < 0 :

. 1 1 1
—H (ts)ts X <1+—) = —|—0( )
C T—S T—S

En intégrant ce développement au voisinage de 7, on obtient

On a alors

alts) = (7 — s)T .

Comme «a(ts)t, = as+o0(1), on a finalement £, = aq, X (7 — s)_l_ﬂc“C’Lo(l)

en intégrant

, puis,

T_ts:aoo X (1+C> X (7'_3)1-}-@4'0(1)'
]

Avant de passer au prolongement des trajectoires de la diffusion temporelle
au dela du temps d’explosion 7, nous énoncons le résultat suivant, auquel
nous ferons souvent référence dans la suite, et qui comme la proposition V.4
concerne le comportement asymptotique de I'intégrale

S Ztu S d
Cs::/a(2)du:/. u, 0 < sg < s.
S0 a Sot2_1

u

Lemme V.9 — On se place dans le cas d’un univers mortel. Soit une condi-
tion initiale (to,ap) € ]0,T[x[0,+o00] U [0,T[x]0,+o0] et (ts,as) la solu-
tion du systeme (IV.14) correspondante définie jusqu’au temps d’explosion
T =1nf{s > 0,ts > T'}. Alors, lorsque s tend vers le temps d’explosion T, le
processus Cy converge presque sdrement vers une limite strictement positive.

Démonstration. D’aprés la proposition IV.3, pour tout 0 < s < 7,onat, > 1
et lorsque s tend vers 7, £, tend presque siirement vers 'infini. L’intégrande
dans l'expression de C est donc bornée presque siirement, et comme 7 est
fini presque stirement, on a bien lim,_., Cy < 400. O

2.4 Prolongement de la diffusion temporelle

Comme annoncé dans la section 4 du chapitre IV, nous montrons maintenant
que dans le cas d’un univers mortel, le processus (,, a;) a priori défini sur
'intervalle [0, 7 peut étre prolongé en une diffusion bien définie sur tout R,
a 'image des composantes temporelles des géodésiques de lumiére. Le plus
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gros du travail a été fait dans proposition IV.5, oll nous avons montré que
le couple (tg, as) peut étre lancé de points du type (to = 0,a9 > 0). Comme
au voisinage de 7 le processus (i, a,) converge vers (T, a), la concaténation
des trajectoires est a portée de main. Nous ’explicitons dans le prochain
paragraphe, puis détaillons le comportement asymptotique de la trajectoire
prolongée dans le paragraphe 2.4.2.

2.4.1 Prolongement des trajectoires

On rappelle que par hypothése, dans le cas d’'un espace de Robertson-Walker
mortel M =]0,T[x,M, le facteur d’expansion est une fonction continue,
strictement positive sur |0,7] et de limite nulle en zéro et en 7. Comme
précédemment, on note & le prolongement périodique de « a la droite réelle.
On fixe une condition initiale (¢, ag) € |0, T[]0, +oo[ U [0, T[x]0, +o0l. Soit
(ts, as) la solution du systéme (IV.14) issue de (o, as), définie jusqu’au temps
d’explosion 7 = inf{s > 0,t, > T'}.

D’aprés la proposition V.5, lorsque s tend vers 7, le couple (s, as) converge
presque strement vers (7, a.,) ou la limite a., est strictement positive et
finie presque siirement. La fonction « étant prolongée en une fonction pério-
dique, la proposition IV.5 assure que pour s > 7, le systéme (IV.14) admet
une unique solution (¢!, al) issue de (T, as), définie jusqu'a 7(27), le temps
d’atteinte de 27 par le processus t!. D’aprés la proposition V.5 & nouveau,
lorsque s tend vers 7(2T'), le processus a! converge vers une variable a!_ stric-
tement positive et finie presque stirement. A nouveau, d’aprés la proposition
IV.5, le systéme (IV.14) admet une unique solution (¢2,a?) issue de (27, al.)
et définie jusqu'au temps d’atteinte de 37 par le processus t2 etc. On peut
itérer la construction, en concaténant les trajectoires (ti,a’), pour i € N*,
entre les temps d’atteinte successifs des multiples entiers de la période T

Définition V.2 — On appelera diffusion (temporelle) régénérée et on notera
(s, as) la diffusion définie pour tout s € RT, obtenue a partir de la diffusion
(ts,as), en la prolongeant par continuité aux temps d’atteinte successifs 7,
des points nT par ts, n € N*, i.e. 7, := inf{s > 0, ts = nT'}.

Remarque V.10 — Tl est en fait possible de contruire directement sur R* le
prolongement (£, G,) de la diffusion initiale (Z,,a,), sans invoquer la conca-
ténation d’excursions entre les temps 7,,. Rappelons les notations introduites
dans la preuve de la proposition IV.5. La fonction A(t) := fot a(u)du est une
primitive de o, A~! désigne sa réciproque et on pose A, := A(t,). Le systéme

d’équations différentielles stochastiques vérifié par le couple (as,a?) s’écrit
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alors :

dA, = \/a2 + (a0 A=1)2(A,)ds,

da? = 40%a%ds + 30 (a 0 A7) (A)ds + dM?,

avec d(M®), = 402a? (a? + (a 0 A"1)?(A,)) ds. Remplacons la fonction a par
son prolongement périodique ¢, partout ou elle intervient. On définit ainsi
la primitive A(t) := fg’ &(u)du strictement croissante de & et on désigne par

A~1 son inverse. On considére alors le nouveau systéme

dA, = \Ja2 + (60 A-1)2(4,)ds,
(V.16)
da? = 40%a3ds + 302 (G o A™1)2(A,)ds + dM?,

avec d(M®), = 40%a2(a® + (& o A™1)2(A,))ds. Les coefficients de ce dernier
systéme sont des fonctions continues de (A, a®) sur [0, +oo[x[0, +oo], de plus
ils sont & croissance au plus linéaire (& est bornée). On en déduit que le
systéme (V.16) admet une solution (A, |al?) bien définie sur tout R*. Le
processus (58, as) correspondant est celui de la définition V.2.

Remarque V.11 — Au regard de la derniére remarque, la diffusion (fs,&s)
apparait directement et naturellement comme une diffusion bien définie sur
tout R*. A contrario, la convergence de a, au voisinage de 7 vers la limite
(s Napparait pas comme une “vraie” convergence asymptotique, ce que la
simulation de la figure 30 illustre assez bien. Affirmer que a, converge presque
sirement lorsque s tend vers 7 est du méme ordre que dire qu’un mouvement
brownien réel standard (Bs)s>o converge presque sirement au temps s = 1.

2.4.2 Asymptotique des trajectoires prolongées

Nous décrivons a présent le comportement asymptotique de la diffusion régeé-
nérée introduite au paragraphe précédent. Par définition, le processus £, est
croissant et tend vers l'infini avec s. Nous montrons ici que le processus ag
est lui aussi transitoire et précisons sa vitesse de divergence.

Proposition V.6 — Soient (t,a9) € ]0,T[x[0,4o00[ U [0,T[x]0,4o0[ et
(ts, as) la diffusion régénérée issue de (to, ag). Fizons un réel sq > 0. Il existe
un mouvement brownien B et un processus us presque sdrement convergent
lorsque s tend vers l'infini, tels que, presque strement, pour tout s > sg :

(s = exp (023 + 0B + us) )

En particulier, le processus a, est transitoire.
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Démonstration. D’apreés les propositions IV.3 et V.5, le processus as dont
as est le prolongement vérifie a; > 0 pour tout 0 < s < 7 et converge
presque strement, lorsque s vers 7, vers une variable strictement positive. En
appliquant la proposition IV.3 entre les temps d’atteinte 7, et 7,41, n € N*,
on obtient que le processus régénéré a, est strictement positif pour tout s > 0.
On a déja vu a plusieurs reprise qu’il existe deux mouvements browniens
standard B et B’ tels que dM? = o(asdBs + a(ts)dB.). Auquel cas, pour
O<sp<s<rTona:

S 2 s 2 tu ® tu
log (a_) = 0(s — s0) + (B, —BSO)+U—/ 2 (2 )du+a/ altu)
S0 a S0

s, 2 2 Ay

En conservant la méme représentation de la martingale M* sur chaque ex-
cursion, on obtient que pour 0 < sy < s :

Os 2 s 22 i’u s o i’u
log (a—) 202(3—30)+J(BS—BSO)+U—/ ao(2 )du+a/ O‘E )dB;.
S0 a S0

s, 2 2 Ay,

Les deux derniers termes de cette équation convergent ou divergent simulta-
nément. Dans le dernier cas, le terme a variation borné, qui est positif, domine
la martingale. Pour s assez grand, on a donc log(as) > 02/2x s+0(s). Comme
la fonction & est bornée, on en déduit que les deux termes évoqués plus haut
sont tous deux connvergents, d’ou le résultat. O
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Dans ce chapitre, nous explicitions le comportement asymptotique des com-
posantes spatiales de la diffusion de Franchi et Le Jan dans les espaces de
Robertson-Walker. Nous montrons que comme attendu, le comportement
asymptotique des trajectoires de la diffusion est semblable & celui des géodé-
siques de lumiére. Les différents résultats obtenus au cours du chapitre sont
résumés sous forme concise dans la derniére section.
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1 ASYMPTOTIQUE DE LA DIFFUSION RADIALE
EN COURBURE NEGATIVE OU NULLE

Dans cette premiére section, nous déterminons le comportement asympto-
tique de la diffusion radiale (¢, xs, as, bs, ¢5) introduite dans la section 2
du chapitre IV, dans le cas ou la fibre M de I’espace de Robertson-Walker
M =1 x, M est de courbure négative ou nulle, i.e. lorsque £ = 0 ou —1,
ou encore lorsque M = R? ou H?. On s’intéresse en particulier au compor-
tement asymptotique des processus xs, ¢s/as et ps = bs/as. Afin d’alléger
les expressions, on préférera ici la notation r; & f(xs) = sinh(y,) dans le
cas hyperbolique. On rappelle que par définition, si (¢, 7y, s, L, 7, 6’3) est la
diffusion relativiste & valeurs dans 7'M exprimée en coordonnées polaires,
les processus as, bs, ¢s et ps sont définis comme :

: 2(tg)r
as = ats)\ /12 — 1, c¢g:= a’(ts -5270[(8 5
NG ()=
I;S = oz2(ts)7“§9$ A 95, by = |gs| = 042(155)7“?\95\, ps = bs/as,

Par ailleurs la relation de pseudo-norme (IV.3) s’écrit

b2 . 2 &3
al==+c, ie 1=+
/r.S /r.S &5

Si (xs,25) désignent les composantes spatiales de la diffusion de Franchi et
Le Jan en coordonnées cartésiennes, le lien entre les processus 7, ps, ¢s/as et
T, Ty est le suivant :

4
Ty = (a:l x> xi’) =71y X 0,

S S
. .1 .2 .3 . A
I'S:(Z'S,IS,[ES):TSXQS+TSXes, SiM:RB,
T c 0
,S:—Sxes—i—&x =
WA Ts |0

(

Ty = (xg,xi,xi,a:i) = (/1472 rs x0s),

TsT .
0 :1 :2 -3 sT's .
Ty, 45, 0%) = <7, Te X Oy + 14 X «95>,

* V31472
i Cs Cs . 0,
: :<—xrs,—x\/1+r§x65—|—p—x ),

Ty = (2 si M = H3.

[\ as as A

En particulier, si I = (1,2, 3), avec les notations du paragraphe 2.1 du cha-
pitre II, le produit vectoriel entre les vecteurs x! et #!/|i!| s’exprime de la
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fagon suivante :

-7 A
T 0
oI AN = pox 0, A==, donc p, =

A 10|

T
xi/\&
2]

Nous allons voir que selon la nature du facteur d’expansion, les comporte-
ments asymptotiques des processus 7, ps et ¢;/a; différent notablement. Dans
le paragraphe 1.2, nous décrivons ces comportements dans le cas d’univers
qui présentent une expansion rapide ou un effondrement lent. Le paragraphe
1.3 traite lui les cas d’une expansion lente ou d’un effondrement rapide. Dans
le prochain paragraphe, nous énongons quelques résultats préliminaires.

1.1 Quelques résultats préliminaires

Nous commencons par donner deux représentations des martingale M®, M?,
et M de la proposition IV.2 en terme de mouvements browniens indépen-
dants. Ces représentations seront fréquemment utilisées dans toute la suite.

Lemme VI.1 — I existe des mouvements browniens standard indépendants
B, B’ et B” tels que

((dMP = ob,dB, +oa(t)rdB. + 0

dM® = ocdB, + 0 +oa(t,)dB”

dM{ = ocasdB; —}-Uoz(ts)&dB; ‘f‘UOé(ts)Eng‘

\ s Qs

Une autre représentation possible pour la martingale (M®, M° M¢) est la
sutvante, pour trois nouveaur mouvements browniens standard indépendants

ﬂ’ ﬂ/ et ﬂ// .

S
S

(
AM? = ob,dp, +aa(ts)ﬁdﬁ’ +oalty)re—ds"
a

S bs
dMS = oedf,s +aa(ts)2—d6; —oa(t.)—-dg.

\ dM? = ocasdfs +oal(ts)dp, + 0.

S
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Démonstration. Un calcul direct montre que les expressions des crochets des
martingales ci-dessus coincident avec celles des crochets des martingales M“,
M?, et M€ données dans la proposition IV.2. 0O

Montrons a présent que comme a,, le processus b, est strictement positif
presque sirement, pour tout s dans Uintervalle |0, 7].

Lemme VI.2 — Presque sirement, pour tout 0 < s < 7, le processus b, et
donc les processus rs et |0g| sont strictement positifs.

Démonstration. Par définition, on a b, := a?(t,)r?|d|,. Montrer que b, ne
s’annule pas revient donc a montrer que les processus b%/r? ou b?/r? ne
s’annulent pas. D’aprés la proposition IV.2 et le lemme VI.1, il existe deux
mouvements browniens indépendants B et B’ tels que

302 o2a?(t,)r

2
db, = 7bsds + 5 2ds + obydBs + oa(ts)rsdBL.

D’aprés la formule d’It6, pour tout 0 < s < 7, le rapport b?/r2 = a(t,)r?||?
vérifie I’équation :

b§—42bgd bg“d 2020’ (ts)d 2b§dB 2 tbSdB’ VI.1
r—g—ar—gs— T_ET_SS+UQ(S)S+UE S+0a(u)r_s . (VL.1)

Supposons que by = 0; alors 7y := inf{s > 0,bs > 0} = 0 presque strement.
En effet, si 7y était strictement positif avec une probabilité non nulle, en
intégrant I’équation (VI.1), on aurait la contradiction

T0/2
0= 202/ o?(t,)du > 0.
0

On peut donc toujours se ramener au cas ou by est strictement positif. Par
continuité, on a alors 7y := inf{s > 79,bs; = 0} > 0 presque strement.
Notons que sur l'intervalle |0, 1], le processus r est alors strictement positif.
En appliquant la formule d’It6 a la fonction logarithme, on obtient que sur
10, 71[, le processus b, s’écrit :

by = by exp (023 + 0B, + MS) , (VI1.2)
ou le crochet de la martingale M est donné par :
d(M), = o *(t,)r2b, *ds. (VIL.3)
En particulier, pour tout 0 < s < 74, on a

M d(M), = o?by%a?(ts)r? exp(—202s — 20 B,)ds.
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En intégrant la derniére équation, si 5 désigne le mouvement brownien de
Dambis-Dubins-Schwarz associé a la martingale M, on obtient alors :

(M)s s
/ e du = o?by? / a?(t,)r2 exp(—20°u — 20 B,)du.
0 0

Comme «(t,) et rg sont finis presque strement sur I'intervalle [0, 7[, presque
sirement, le membre de droite de la derniére équation est fini, et stricte-
ment positif pour tout s < 7. On en déduit que le crochet (M), et donc
la martingale M, sont finis presque sirement pour tout s < 7. Finalement,
d’aprés I’équation (VI.2), on conclut que 73 > 7. Presque sirement, b, est
bien strictement positif pour tout 0 < s < 7. ]

1.2 Cas d’une expansion rapide — effondrement lent

Nous décrivons ici le comportement asymptotique des processus 7 et ps dans
un espace de Robertson-Walker éternel ou I’expansion est rapide ou dans
un univers mortel ou l'expansion est lente Rappelons que dans un univers
éternel (resp. mortel), on dit que I'expansion est rapide (resp. 'effondrement
est lent) lorsque I'inverse du facteur d’expansion est intégrable au voisinage
de T' < +o0.

1.2.1 Comportement asymptotique de r,

On s’intéresse tout d’abord a la convergence du processus radial r. Rappelons
qu’étant données des conditions initiales raisonnables (50,50) dans M = R3
ou H?, on peut toujours choisir 'origine du systéme de coordonnées polaires
sur M de sorte que ry est aussi grand que 1’on veut.

Proposition VI.1 — Soit M = [ x, M un espace de Robertson-Walker
dont la fibre et de courbure négative ou nulle. Soient (50,50) des conditions
initiales raisonnables et (tg,rs, as, bs, ¢s) la solution du systéme (IV.19) cor-
respondante. Si l’expansion est rapide ou ’effondrement est lent, le processus
radial vy converge presque sirement, lorsque s tend vers l'infini, vers une va-
riable aléatoire finie roo. Quitte a choisir ro assez grand, on a ro > 0 presque
strement.

Démonstration. La convergence de ry découle directement de la relation de
pseudo-norme. En effet, la majoration |cs/as| < 1 donne aprés intégration :

[ i [ g [
—du < ——du = —.
o /1 —kr2 o a(ty) ()
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Si I’expansion est rapide, la derniére intégrale converge p.s., lorsque s tend
vers l'infini, et il en est donc de méme pour la variation totale du processus
radial r5. Dans le cas euclidien et hyperbolique, on a alors respectivement,
pour tout s > 0 :

T du T du
re —To| < ——, largsh (ry) — argsh (rg)| < —.
o=l < [ Jangsh () = angsh )] <

o au)

En particulier, en choisissant r suffisamment grand, la limite ., du processus
rs est strictement positive presque stirement. O

exemples de trajectoires de r_lorsque I'expansion est rapide et k=0 ou -1
T T T T T T T T

2.8f P i

271 / N

2.6 s i

25F ! .
___ r,avec m(t):t2 et k=0

24 1 ! 5 R
{ ! _ _ _r avec a(t)=t® et k=-1

2.3F \ 7 7

2.2 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

abscisse = s

FiGURE 31: Exemples de trajectoires radiales avec £k = 0 ou —1

1.2.2 Comportement asymptotique de p;

Décrivons a présent le comportement asymptotique du rapport ps; = bs/as. La
proposition suivante montre que p, converge presque stirement si et seulement
si I'intégrale C, objet de la proposition V.4 et du lemme V.9, est elle-méme
convergente.

Proposition V1.2 — Soit M = [ x,M un espace de Robertson- Walker dont
la fibre et de courbure négative ou nulle. On suppose que l’expansion est ra-
pide ou que ’effondrement est lent. Soient (o, éo) des conditions initiales rai-
sonnables et (ts, 15, as, bs, cs) la solution du systéme (IV.19) correspondante.
Selon la nature de l'intégrale Cs, le processus ps vérifie la dichotomie sui-
vante :
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— si lintégrale Cy converge presque sirement lorsque s tend vers T, alors
ps := bs/as converge presque sirement vers une limite py, presque si-
rement positive ;

— s1 [intégrale Cy tend presque sirement vers 'infini lorsque s tend vers
7, alors ps 1= bs/as vérifie :

liminf p, =0, limsupps; = re.
ST §—T
Démonstration. Commencons par traiter le cas ou Cy converge presque si-
rement lorsque s tend vers 7. D’apres la proposition IV.2 et le lemme VI.1,
il existe des mouvements browniens réels indépendants B, B’ et B”, tels que
les processus a et b vérifient les équations différentielles stochastiques :

( 3 a?(ts)r?
— 52 = —\"s)'s b
db, =0 (Qbs + %, ds + dM,,

2ts
da, = o (gaer o )) ds + dM?,
\

a/S
ol les martingales M® et M" sont données par

dM? = o (bydB, + a(ty)rdB.) ,

c
dM? = o (asst + a(ts)&ng + a(ty) = ng’) :
TS a/S
Par ailleurs, on sait que a, et by sont presque strement strictement positifs
pour tout 0 < s < 7. D’aprés la formule d’'It6, pour tout 0 < sg < s < 7, on
a alors la décomposition

s tu u
08 () ~10g (pr) = M, = Ro, avee M=o [ 20 (via)
S0 u
2 3 2 tu * tu u 3 tu u
et RS::U—/ a(2 )du+a/ al )p—de’ﬂ—a/ al )C—dB;’.
2 Js, a so Qu Ty so Qu Gy

Sous ’hypothése que Cy converge presque stiirement, le processus Rs converge
lui-méme presque strement. D’autre part, si ’expansion est rapide ou I’effon-
drement est lent, on a vu dans la proposition VI.1 que r; converge presque
sirement, lorsque s tend vers l'infini; en particulier, ry est borné. Comme
on a toujours 0 < p; < 74, le processus log(ps) est majoré. D’aprés I’équa-
tion (VI.4), on en déduit que la martingale M, est elle aussi majorée, donc
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qu’elle converge presque sirement, lorsque s tend vers 7. Le processus log(ps)
est alors lui méme convergent, d’out le premier point de la proposition. Pas-
sons au cas ou l'intégrale Cy tend presque strement vers l'infini lorsque s
tend vers 7. Quitte a changer 'origine du systéme de coordonnées sur M,
on peut supposer que la limite r,, du processus radial est strictement posi-
tive presque strement. Avec les notations précédentes, le processus R, tend
alors presque sirement vers plus l'infini. Précisément, lorsque s tend vers
7, on a R,/Cy = 0*/2 + o(1). Supposons qu'il existe ¢ = e(w) > 0 tel que
liminf, ., ps(w) > e. D’aprés ’équation (VI.4), pour s assez grand, on
aurait alors d’une part

log(e/2) < log(ps) = log(ps,) + Ms — R, (VL5)

et d’autre part,

s 2 2 s 2
(M), = 02/ @ (;fu) X T—g du < 40272 rgo/ @ (;fu)du = O(Cy).

S0 a’u pu S0 a’lL
En particulier, lorsque s tend vers 7, M/C; tendrait presque strement vers
zéro. En divisant chaque terme de ’équation (VI.5) par Cj, puis en faisant
tendre s vers 7, on aurait alors a la limite 0 < —02/2, d’ou une contradiction.
On a donc bien

liminf p, = 0 presque stirement.

S—T
Montrons a présent que limsup, ,, ps = T«. Raisonnons par ’absurde et
supposons qu’il existe ¢ = e(w) > 0 tel que, pour tout so(w) < s < T assez
grand, on ait p2/r? < 1—e? ou de maniére équivalente ¢?/a? > £2. Quitte a
augmenter s, on peut supposer que pour tout s > sp, on a aussi rs > /2.
D’aprés la proposition IV.2 et le lemme VI.1, les équations différentielles
stochastiques vérifiées par les processus ¢, et ag sont :

( 3 2 b2's
de, = (ics LT ) ds + dM¢,

2 cers

3 2(t,
das = o (ias—l—g( )>d8+dM§,
\

Qs

ou les martingales M€ et M® sont données par

dMg = o (¢sdBs + a(t,)dBY)

dM® = o (asst + a(ts)&dB; + oz(ts)E dB;’) :

Ts Qs
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Fixons un tel 0 < sy < 7; d’aprés la formule d’Ito, pour tout s > sg, le
processus ¢s/as se décompose alors en :

Cs Cs

___:IS_JS+M§/a,
ag Ag

(VL6)

ou l'on a posé

s 2 1 u s 2t
Is::/ Pu s i = = b x —du, JS::02/ o) g,
s Tw \T a?(ty) 50

e [ (At gy o) (G ),
o \ @y Ty

Qy, a?

L’expansion étant rapide ou l'effondrement étant lent, I'intégrale croissante

I converge presque sirement, lorsque s tend vers l'infini. En effet, pour tout
s > Sg, ON a

4 ° a, 4 e g
I, < T—kx/ T _gu < T—kx/ < oo,
Too S0 « (tu) Too to Oé(u)

D’autre part, le crochet de la martingale MS/® vérifie

c/a ° CQZL OéQ(tu)
(M</ >S:g2/so <1—a—3> X du =0 (Cy).

u

Enfin, comme |cg/as| > €, on a

s 2
t
‘Js‘25xg2/ a(u)
S0

5 du=¢ x 0% C,.
au

En divisant chaque terme de I’équation (VI.6) par Cs et en faisant tendre s
vers 7, on obtient la contradiction :

Cs Cs

c/a
s IS0 s_Mg/
as Qs

0 = lim

s—T

/Cs =1lim | J,|/Cy > & x 0 > 0.

Presque stirement, on a donc bien

lim sup ps = reo-

S—T
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Remarque VI.1 — D’aprés 'équation (VI.4), log(ps) se décompose en :
log (ps) — log (ps,) = Ms — Rs.

Le processus R, converge si et seulement si (s converge c’est-a-dire si et
seulement si p, converge. Dés lors, on peut aussi affirmer que pg converge si
et seulement si la martingale M, converge. En effet, si p; et Ry convergent
presque sirement, M converge également d’aprés 1'équation (VI.4). D’autre
part, si ps et Ry divergent presque stGrement, alors la martingale M est
divergente. Si ce n’était pas le cas, ’équation (VI.4) impliquerait que log(ps)
tend vers moins l'infini, i.e. ps tend vers zéro d’oll une contradiction.

convergence de Ty et R lorsque I'expansion est rapide

ZI T T T T T T
19 W T T T T T T T T T T T T T T T T

1.8 2 ]
T lorsque a(t)=t" et k=0

1.7F 5 B
R lorsque a(t)=t" et k=0

1.6 b

15F b

1.4F b

1.3F b

1.2 b

11F b

1 ! ! ! ! ! ! !
0 5 10 15 20 25 30 35 40

abscisse = s

FIGURE 32: Exemple de trajectoire de r5 et ps lorsque 'expansion est rapide et
polynomiale.

Corollaire VI.1 — Soit M = I x, M un espace de Robertson-Walker
éternel dont la fibre et de courbure négative ou nulle et ot [’expansion est
rapide. Soient (&, éo) des conditions initiales raisonnables et (tg, 75, as, by, ¢s)
la solution du systéme (IV.19) correspondante.

— 51 Dexpansion est polynomiale, alors lorsque s tend wvers l'infini, le
processus ps = bs/as converge presque sidrement vers une limite peo
presque sdrement positive ;

— si l’expansion est exponentielle, alors le processus ps := bs/as est récur-
rent ; il vérifie :

liminf p, =0, limsup ps; = re.
s—+00 s——+00
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Démonstration. Le corollaire est une conséquence directe des propositions
V.4 et VI.2. O

Trajectoires de T, etpg lorsque a(t)=exp(t) et k=0
T T

0.2 T T T T

!

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
abscisse = s

Fi1GURE 33: Oscillations du processus ps entre zéro et ro lorsque 'expansion est
exponentielle.

Corollaire VI.2 — Soit M = [ X, M wun espace de Robertson-Walker
mortel dont la fibre est de courbure négative ou nulle, et ou [’effondrement
est lent. Soient (&, fo) des conditions initiales raisonnables et (ts, 75, as, bs, c5)
la solution du systéme (IV.19) correspondante. Alors, lorsque s tend vers T,
le processus ps := bs/as converge presque sirement vers une limite ps, presque
stirement positive.

Démonstration. Le corollaire est une conséquence directe des propositions
du lemme V.9 et de la proposition VI.2. O

La proposition suivante précise le comportement asymptotique du processus
bs lorsque ps = by /a, est récurrent dans [0, 7|, ¢’est-a-dire lorsque I'intégrale
C; est divergente.

Proposition VI.3 — Soit M = [ x, M un espace de Robertson-Walker
éternel dont la fibre et de courbure négative ou nulle et ot [’expansion est
rapide. Soient (&, fo) des conditions initiales raisonnables et (ts,7s, as, bs, ¢s)
la solution du systéeme (IV.19) correspondante. On suppose que l'intégrale
C, tend presque strement vers l'infini avec s. Alors, le processus by tend en
probabilité vers 'infini, lorsque s tend vers l’infins.
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Démonstration. En adoptant les mémes notations que dans la proposition
VI.2, pour 0 < sg < son a:

(s = g, €XP (—0230 — O’BSO) exp (023 + 0B, + Rs) ,

bs = by, exp (—0250 — O'BSO) exp (028 +oBg + MS) )

Nous allons voir que lorsque s tend vers 'infini, le processus M, /C; converge
en probabilité vers la constante 02 /2, ot comme précédemment :

S Ztu s d
Osz/o‘(2)du:/ .
S0 a Sotz%_1

Dans la preuve de la proposition V.4, on a vu que lorsque H,, > 0, C,/s tend
presque surement vers vy ,(f) €]0,+o00[. Par ailleurs, lorsque H,, = 0,
d’aprés la remarque V.4, (/s tend presque stirement vers zéro, lorsque s
tend vers 'infini. Dans les deux cas, lorsque s tend vers I'infini, on aura donc

bs = exp {3 X <02+% X %+0(1)>} — +00.
B s

Montrons donc que M,/C, converge en probabilité vers la constante o2/2,
lorsque s tend vers l'infini, ou de maniére équivalente que M -1 /s tend vers
o?/2, on C; ! désigne l'inverse généralisé de C,. D’aprés ’équation (VI.3) du
lemme V1.2, le crochet de M, est donné par :

d(M), = o* o®(t,)r2b; *ds
On a dong, pour 0 < sg < s :

M d(M), = 0 b 20 (ts)r? exp (—20%(s — so) — 20(Bs — By,)) ds,

S

ou encore
M d(M), = 0” p,2r? exp(2R;)dCs.

Sous I’hypothése que ro, > 0, on a alors, pour s > s; assez grand :
M d(M), = exp (2R, + O(1)) dC..

Par ailleurs, il existe un mouvement brownien standard B tel que :

2

R, = %cs +oB(Cy).
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Désignons par 3 le mouvement brownien de Dambis-Dubins-Schwarz associé
a M. Pour s > sy, en intégrant I'expression de exp(2M;)d(M);, on obtient
alors

(M) s -

/ e dy = / exp (UZ’U +20B(v) + O(l)) dv = exp (0”s + o(s)) .
(M)(C5)) s1

Si I'on pose s} := (M)(C;.'), on en déduit que, pour s,¢ > 0 avec t X s > sy :

/
1

(M)(C;;') = inf {v > 8, /S

e*”dv > exp (o°ts + O(ts))} :
Considérons le processus
Xpo= (8, (0P) = (57 B s MNCLY).

<o . , d
D’aprés l'invariance d’échelle (Bs2;)i>0 = s(5¢)i>0, pour s,t > 0 avec t X s >
St ¢

/ u
S s /52
1

ou encore

1/2s
/ u 2t
X, < B, inf { u > 8—;, [/ eQSﬁ“dv] > exp [%(1 + 0(1))]
S S

(/52

S

u 1/2s =y
/ e du > exp [7(1 + 0(1))]

1/8?

En composant, on obtient que s™'M(C,') = BS\;)(S) a méme loi que
t

S/
Yt(s) =0 |inf S u > —;, [
S
Or, lorsque s tend vers l'infini, pour presque toute trajectoire brownienne,
on a :

h/8? y€[0,u] y€[0,u]

Presque stirement, lorsque s tend vers l'infini, la deuxiéme composante du
vecteur X, converge donc vers inf{u > 0, 3, = %Qt}, et Yt(s) converge presque
stirement vers 0t/2. Finalement, le processus s*M(C') converge donc en
loi vers 0?t/2, en particulier, pour ¢t = 1, s7'M(C;') converge en loi (donc
en probabilité) vers la constante o%/2, d’ou le résultat. O

u 1/2s
[ / eQSﬁvdv] — sup exp(f,) =exp sup F,.
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1.3 Cas d’une expansion lente — effondrement rapide

Nous décrivons a présent le comportement asymptotique de la diffusion ra-
diale lorsque l'inverse du facteur d’expansion n’est pas intégrable au voisi-
nage de T'. Comme dans le paragraphe précédent, on commence par décrire
le comportement asymptotique du processus r;

1.3.1 Comportement asymptotique de r,

On montre ici que dans un univers éternel ot I’expansion est lente ou dans
un univers mortel ou l'effondrement est rapide, le processus radial r, est
transitoire et on précise sa vitesse de divergence.

Proposition VI.4 — Soit M = [ X, M un espace de Robertson- Walker dont
la fibre et de courbure négative ou nulle. On suppose que M est éternel et que
I’expansion est lente ou que M est mortel et ’effondrement est rapide. Soient
(fo,fo) des conditions initiales raisonnables et (ts, 75, as, bs, ¢s) la solution du
systeme (1V.19) correspondante. Alors, le processus cs/as converge presque
strement vers 1, lorsque s tend vers 7. En particulier, pour s assez grand, le
processus radial s est croissant. Presque siirement, lorsque s tend vers T, r
tend vers linfini et 'on a les équivalents suivants :

s ay, ) s by, .
’I“SN/ mdu si M =TR3 log(rs) N/ mdu si M = TH3.

Remarque VI.2 — Avant de donner la preuve de la proposition, rappelons
tout d’abord que d’aprés ’hypothése 5, dans le cas d’'un univers éternel, le
facteur d’expansion est a croissance polynomiale ou exponentielle. Si I’expan-
sion est lente, on a alors nécessairement H(t) xt — ¢ < 1, lorsque ¢ tend vers
infini. En effet, si H(t) xt tendait vers ¢ = 14-¢ > 1, on aurait a(t) > t'+°/2
pour t assez grand, et 1/« serait intégrable au voisinage de 'infini.

Démonstration. On reprend la décomposition (VI.6) obtenue dans la preuve

de la proposition VI.2 :
%_ﬁ:[S_JS_‘_MSC/a’
As Qg

avec

s 2 1 S 2t "
Is = / & X —_— — k X &d/u’ ']S = 0’2/ @ ( u) C_du7
S0 S0

a a a?(ty)

rimg [ (g0 (1Y ),
s \ Qu Ty Gy y, a
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divergence de Ty lorsque I'expansion est lente

0.5 T T T T
0.45 —
__lsloglog s lorsque or(t):t‘“5 etk=-1
0.4 s log r_ lorsque a()=t*>etk=0 B

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1 L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40

abscisse = s

FIiGURE 34: Divergence de 75 lorsque kK = 0 ou —1.

Comme nous venons de le rappeler dans la remarque VI.2, dans un univers
éternel ou l'expansion est lente, H(t) x ¢ tend vers ¢ < 1, lorsque ¢ tend vers
Iinfini. D’aprés la proposition V.4, 'intégrale

S 2tu S d
osz/“(ﬂdu:/ _du
S0 ay Sotz%_l

converge donc presque sirement, lorsque s tend 7 = +o00. D’apreés le lemme
V.9, l'intégrale C; converge également, lorsque s tend vers 7, dans un uni-
vers mortel. Par ailleurs, d’aprés la relation de pseudo-norme (IV.17), on a

toujours p,/rs < 1 et |cs/as| < 1. On en déduit que la martingale ME™, dont

le crochet s’écrit
s 2 2
/ — 52 _ G |\ & (tu)
<Mc a>S =0 /S (1 &—%) e du,

0 u

converge presque sirement, lorsque s tend vers 7, ainsi que le processus J;.
De ’équation (VI.6), on déduit alors que 'intégrale croissante I est presque
strement convergente, lorsque s tend vers 7, et donc que les processus c¢g/a
ainsi que p;/rs = y/1 — ¢2/a? sont eux-mémes convergents. Notons enfin que
lorsque 'expansion est lente, ou I'effondrement est rapide, I'intégrale

/ O;Zu)du - / %du - /tt % +o /tts % (VL7)

S0
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diverge presque siirement, lorsque s tend vers 7. Nous pouvons maintenant
préciser le comportement asymptotique du processus r, en fonction de la
courbure spatiale k. Lorsque la courbure k est égale & —1, le processus ¢?/a?
tend presque sirement vers 1. En effet, si tel n’était pas le cas, d’aprés la
relation de pseudo-norme, le processus p?/r? admettrait une limite stricte-
ment positive, et en vertu de (VI.7), I'intégrale croissante I serait divergente.
Lorsque s tend vers 7, on a donc ¢;/as — —1, ou ¢s/as — 1. Le premier cas
est impossible; en effet, si ¢;/a; — —1, pour s > s; assez grand, on aurait
cs/as < —1/2, c’est a dire

VA 2 1 1 (% a
fs_—%g——xﬁ, donc rs—rslg——/aiﬁ—oo.
2 x a?(ts) 2 a(ts) 2 /s, a?(ty)

Presque strement, on a donc nécessairement c¢;/as — 1. En particulier, r
est croissant pour s assez grand, et comme la convergence c¢;/a; — 1 s'écrit
encore 75/\/1 + 12 ~ a,/a?(t,), en intégrant, on en déduit que r, tend vers
I’infini lorsque s tend vers 7 avec

log(rs)w/ %du.

Passons au cas ou la courbure de I’espace est nulle, i.e., £ = 0. Dans ce cas,
la limite de ¢, /as est non nulle presque stirement. En effet, si avec probabilité
positive, on avait la convergence cg/as — 0, c’est a dire

: s d it < / Ty
Te = O s our S assez gran s Oon aurail Ts > u .
To\awy ) P & =\J @)

Deés lors, lorsque s tend vers 7, 'intégrale convergente [ serait minorée par
I'intégrale divergente :

(] i) e (] )

Presque stirement, on a donc limg_ | o, ci/a? > 0 et en fait lim,_, o ¢s/as > 0.
En effet, si on avait ¢s/as — —e < 0, pour s > s; assez grand, on aurait
cs/as < —g/2, clest a dire 7y < —¢/2 X as/a’(ts). En intégrant, on aurait la
contradiction :

e % a,

Ts —Ts < —= —7—~ — —00, lorsque s — 7.
2 S1 o (tu)

On a donc limg_,, ¢s;/as = € > 0 presque strement. Comme précédemment,

pour s assez grand, le processus r, est donc croissant et il vérifie la minora-

tion :

S € *oay ticalier lim inf N
— n Itl 1er 11m 1n = .
Ts = 2 ' a2 (tu) , €n pa culie 11 Ts 0
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La divergence de rs permet de préciser que cgs/as converge vers 1 comme
dans le cas hyperbolique. En effet, si ¢,/as convergeait vers 1 — e avec € > 0,
on aurait ps/rs > £/2 pour s assez grand et le processus p, serait donc
aussi divergent. Avec les notations de la preuve de la proposition VI.2, la
martingale M, dans (VI.4) tendrait vers plus 'infini, d’ott une contradiction.
La convergence de ¢;/as vers 1 induit 1’équivalent asymptotique suivant pour
le processus 7, lorsque s tend vers 7 :

5 a
5 ™ — _du.
' / a2(tu) !

1.3.2 Comportement asymptotique de p;

Dans ce paragraphe, nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour
la convergence du rapport p; = bs/a, lorsque U'inverse du facteur d’expan-
sion n’est pas intégrable au voisinage de T' < +o00. Rappelons que dans la
preuve de la proposition VI.2, nous avons obtenu la décomposition (VI.4) du
processus log(ps), pour tout 0 < s < § :

T o(ty)ry
log (ps) —log (ps,) = Ms — Ry, avec M, :za/ a(bi)rdBL,
S0 u
2 s 2 tu S tu u s tu »
RS::U—/ alt )du—l—a/ o )p—dB;-f-O'/ of )C—dB;’.
2 ), a2 s Qu Ty 5o Qu Gy

Dans le cas d’un univers éternel ot ’expansion est lente, d’apreés la remarque
V1.2, le produit H(t) x t tend, lorsque ¢ tend vers 'infini, vers une constante ¢
nécessairement inférieure ou égale a 1. D’aprés la proposition V.4, le processus
Cs converge alors presque stirement lorsque s tend vers 'infini, et le processus
R, converge lui aussi presque sirement. Dans un univers mortel, d’aprés le
lemme V.9, lorsque s tend vers le temps d’explosion 7, les processus C et
R, sont également convergents. Le comportement asymptotique du processus
log(ps) est donc entiérement déterminé par celui de la martingale M. On a
la dichotomie suivante :

— si la martingale M, converge presque stirement lorsque s tend vers 7, le
rapport ps converge lui aussi presque stirement vers une variable limite
Poo Strictement positive presque stirement ;

— si la martingale M, diverge presque strement lorsque s tend vers T,
alors on a
liminf ps =0, limsup ps =400 p.s.

ST s—T
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Le lemme suivant fournit une condition nécessaire et suffisante pour la conver-
gence de la martingale M.

Lemme VI.3 — Soit M = I x, M un espace de Robertson-Walker dont
la fibre et de courbure négative ou nulle. On suppose que M est éternel et
que [’expansion est lente ou que M est mortel et ’effondrement est rapide.
Considérons des conditions initiales raisonnables (50,50) et la diffusion ra-
diale (ts,rs, as, bs, ¢s) correspondante, solution du systéme (IV.19). Alors, la
martingale M dans l’équation (VI.4) converge presque sirement, lorsque s
tend vers T, si et seulement si

/ r2t;2ds < +o0.

Démonstration. On reprend le début de la preuve de la proposition VI.3;
pour tout 0 < sg < s < 7, les processus a, et by s’écrivent :

(s = Qg, €XP (—0’280 — O'BSO) exp (023 + oB, + RS) ,

bs = bs, exp (—0230 — O’BSO) exp (023 + 0B, + MS) )

Considérons tout d’abord le cas d’un univers éternel. Par hypotheése, I’expan-
sion est polynomiale. D’aprés la proposition V.2, ¢, tend vers 'infini avec s,
lorsque s tend vers I'infini et on a :

as = a(t )\ /12 — 1 = alt)ts x \/1 —172 = a(ty)t, x (1+o0(1)).

De la premiére équation, comme d’aprés la proposition V.4 R, converge
presque strement, on déduit alors que, lorsque s tend vers ’infini :

a(t)is = (14 0(1)) x exp (0%s + 0B + O(1)). (VL8)

Dans la preuve du lemme V1.2, nous avons vu que, si 3 désigne le mouvement
brownien de Dambis-Dubins-Schwarz associé a M, alors :

(M)s 8
/ e du = o®b,” / a®(t,)r2 exp(—20°u — 20 B, )du. (VL.9)
0

S0

La martingale M, converge presque sirement, lorsque s tend vers l'infini, si
et seulement si son crochet (M), converge, donc si et seulement si le terme
de droite dans I’équation (VI.9) est lui méme convergent. D’aprés (VIL.8),
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le membre de droite dans I’équation (VI.9) converge presque sirement si et
seulement, si

400 .
/ r’2ds < 400,

d’otu le résultat. Dans le cas d'un univers mortel, d’aprés la proposition V.5,
au voisinage de 7, on a a, ~ a(ts)t; = as + 0(1) avec ay strictement po-
sitif presque strement. Par ailleurs, exp(—202s — 20 B,) converge presque
sirement vers une variable strictement positive. Comme dans le cas éternel,
d’aprés 'équation (VI.9) le crochet de la martingale M converge alors si et
seulement, si

/ r2t;2ds < 400,

d’ou le résultat. O

1.3.3 Comportement asymptotique de p, dans un univers éternel

Nous traduisons maintenant la convergence de l'intégrale stochastique dans
le lemme VI.3 en fonction de la limite de H(¢) x ¢ au voisinage de l'infini.
Nous montrons ainsi le résultat suivant :

Proposition VI.5 — On considére un espace de Robertson-Walker éter-
nel M =1 x, M ou la fibre M est euclidienne ou hyperbolique et ou [’ez-
pansion est lente. Soient (£,&) des conditions initiales raisonnables et soit
(s, 75, a5, bs, Cs) la solution du systéme (IV.19) correspondante. On a alors
les comportements asymptotiques suivants :

— lorsque la fibre est euclidienne et 0 < lim;_ ., H(t)xt < 1, le processus
ps converge presque stirement vers une variable po, > 0 p.s. ;
— lorsque la fibre est hyperbolique et lim;_ o H(t) Xt <1, on a

liminf p, =0, limsupp,; = liminfry, = 4o00.
5—+00 s—+00 s§—+40o0

Démonstration. D’aprés le paragraphe précédent et lemme VI.3, le proces-
sus log(ps) converge lorsque s tend vers l'infini si et seulement si I'intégrale
f+°° 72t 2ds est finie. Supposons tout d’abord que la fibre M est euclidienne.
Dans ce cas, d’aprés la proposition VI.4, lorsque s tend vers 7 on a

r§~</8%du>2.

La condition nécessaire et suffisante de convergence de log(ps) du lemme VI.3

s’écrit donc encore
400 s a4 2
g u
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Le premier point de la proposition découle alors directement des estimés
asymptotiques de la proposition V.2. Si 0 < ¢ := limy_ 1 H(t) x t < 1,
presque sirement, lorsque s tend vers 'infini, on a en effet :

1 . o? 1 a 1—c
—log(ty) — -1 — ) — 2 i
s og(ts) 1+c 50 <o¢2(ts)> T

Passons maintenant au cas ou la fibre M est hyperbolique. D’aprés la pro-
position V1.4, le processus c¢;/a; tend presque siirement vers 1 lorsque s tend
vers l'infini. Précisons sa vitesse de convergence. L’intégrale I, convergeant
presque strement, lorsque s tend vers l'infini, il en est de méme pour 'inté-

grale
s 2 s 2
b i | (1_0_;) « Dy,
S0 ru « (tu) S0 &u Q (tu)

Pour s > sy assez grand, on a par ailleurs :

cs P> 1 i
(2+om) %

c’est-a-dire

7.15 Qg 1 P2 ag
= —(=+o(1) | = x :
T wt - G w) Bt

En intégrant, on peut préciser I’équivalent de la proposition VI.4 :

r, — sinh (/ %du + 0(1)) — exp </ %du + 0(1)> (VL)

Dans le cas hyperbolique, le critére du lemme VI.3 est donc équivalent a la
convergence de l'intégrale :

tee 5 oay
/ t, 7 exp <2/ mdu) ds.

Lorsque ¢ := lim;_, 1, H(t) xt < 1, les estimés de la proposition V.2 rappelés
ci-dessus permettent d’affirmer que cette intégrale est divergente, d’ou le
résultat. O

Remarque VI.3 — Lorsque la fibre est hyperbolique et lim;_, o, H(t) xt =1,
la convergence de p, est intimement liée a la croissance de ft du/a(u) par

rapport a log(t). Par exemple, si «(t) = tlog(t) i.e ft du/a(u) = loglog(t),
le processus log(ps) converge presque siirement puisque

+oo . S a +oo .
/ ;% exp (2/ Wbdu) ds ~ / t;2log(t,)*ds < +o0.



1. La diffusion radiale en courbure négative 231

A Topposé, si a(t) = t/log(t) i.e H(t) x t = 1 — 1/log(t) auquel cas
2 ["du/o(u) = log(t)?, le processus p, oscille entre zéro et I'infini puisque

+oo . s Ay, +o0 .
/ t,? exp (2/ mdu) ds ~ / t,7 exp (log(t,)?) ds = +oo.

p peut converger lorsque I'expansion et lente et k=—1
2.6

241

2.2

1.8

1.6

P lorsque a(t)=t log(t) et k=—1

0.8

1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
abscisse = s

F1GURE 35: Convergence de ps lorsque a(t) = tlog(t) et k = —1.

1.3.4 Comportement de p, dans un univers mortel

On donne a présent des conditions nécessaires et suffisantes pour la conver-
gence du processus p; dans espace de Robertson-Walker mortel, dont la fibre
est euclidienne ou hyperbolique, lorsque I'effondrement est rapide.

Proposition VI.6 — On considére un espace de Robertson-Walker mortel
M =1x,M ou la fibre M est euclidienne ou hyperbolique et ou [’effondre-
ment est rapide. Soient (60,50) des conditions initiales raisonnables et soit
(ts,Ts, a5, bs, Cs) la solution du systéme (IV.19) correspondante. On a alors
les comportements asymptotiques suivants :

— lorsque la fibre M est euclidienne, le processus ps = bs/as converge
presque strement vers une variable ps, presque strement positive ;

— lorsque la fibre M est hyperbolique, le processus ps = bs/as converge
presque strement si et seulement si

/T o (u) exp (2 / %) du < +c.
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Démonstration. D’aprés le paragraphe 1.3.2 et lemme VI.3, le processus
log(ps) converge lorsque s tend vers 7 si et seulement si I'intégrale |7 r2{2ds
est finie. Traitons tout d’abord le cas ou la fibre M est euclidienne. D’aprés
la proposition VI.4, lorsque s tend vers 7, on a :

. /ts du
’ a(u)

Le processus log(ps) converge donc presque stirement, lorsque s tend vers 7,

si et seulement si
T . ts du 2
/ t82</ —) ds < +o0.
a(u)

D’aprés la proposition V.5, lorsque s tend vers 7, a, ~ «(ts)t, converge
presque stirement vers a., strictement positif. L’intégrale précédente est donc
finie si et seulement si

/T od(t,) (/t %)Qisds < too ie. /T o () </ Oféz)fdu < foo.

Or, lorsque t tend vers T', le produit «(t) ft 1/a tend vers zéro et la derniére
intégrale est finie. Passons au cas ou la fibre M est hyperbolique. Comme
dans la preuve de la proposition VI.5, lorsque s tend vers 7, on a alors

rs = sinh (/s%duﬁ)(l)) = exp </t % +O(1)> :

Lintégrale |7 72 2ds est donc finie si et seulement si

/T o?(t,) exp (2 /ts %) ds = /T a®(t,) exp <2 /ts %) tsds < 400,

ou encore
/Ta?’(u)e 2/u dv du < 400
X —_

d’ou le résultat.
O

Remarque VI.4 — Dans un univers mortel, et dans le cas ou la fibre est
euclidienne, le processus p, est donc toujours convergent. Ce n’est pas le cas
lorsque la fibre M est hyperbolique. Par exemple, p, converge lorsque «(t) =
sin(T'—t) ~ T—t au voisinage de T, mais diverge lorsque a(t) ~ (T'—t)%. Plus
généralement, lorsque —H (t) x (T' — t) converge vers 1 < ¢ < +oo lorsque ¢
tend vers 7', le processus ps est divergent.
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2 ASYMPTOTIQUE LORSQUE LA FIBRE EST
EUCLIDIENNE

Nous explicitons maintenant le comportement asymptotique des composantes
spatiales (x4, %) de la diffusion de Franchi et Le Jan (53,53) = (ts, T, ts, T5)
dans un espace de Robertson-Walker dont la fibre est euclidienne. Comme
dans la section précédente, nous distinguons les cas selon que l'inverse du
facteur d’expansion est intégrable ou non au voisinage de 7' < 4-00.

2.1 Cas d’une expansion rapide — effondrement lent

On traite tout d’abord les cas ou l'inverse du facteur d’expansion est inté-
grable au voisinage de T', c’est-a-dire le cas d'un univers éternel o ’expansion
est rapide, ou d’un univers mortel ou I'effondrement est lent. Nous montrons
que comme dans le cas des géodésiques de lumiere, les trajectoires =, de la
diffusion convergent alors dans la fibre M = R?. On note cependant que dans
le cas d’un univers éternel, lorsque ’expansion est exponentielle, le compor-
tement asymptotique du vecteur dérivé normalisé i,/|%,| est différent du cas
géodésique. Nous montrons en effet que dans le cas exponentiel, le processus
t,/|#s| est récurrent dans S?.

2.1.1 Convergence des trajectoires dans la fibre

De la méme facon que dans le cas des géodésiques lumiére étudiées au chapitre
I, on montre que lorsque l'inverse du facteur d’expansion est intégrable, les
trajectoires de la diffusion relativiste convergent dans R3.

Proposition VI.7 — Soit M = I x,R? un espace de Robertson- Walker. On
suppose que M est éternel et que [’expansion est rapide ou que M est mortel
et 'effondrement est lent. Soient (fo,fo) € T'M des conditions initiales
raisonnables et (&, 53) = (ts, Ts, ts, 75) la diffusion relativiste issue de (&, 50).
Alors presque sdrement, lorsque s tend vers T, le vecteur x, converge un
vecteur aléatoire o, appartenant a R3.

Démonstration. D’aprés la relation de pseudo-norme (IV.17), pour s < 7, on
a Dégalité |i,]? = gM (i, 75) = a?/a’(ts). On en déduit que

s s " ts d
|zs — 0| < / |0 |du :/ ;Ldu < / ey
0 o a?(ty) w a(u)

Sous les hypothéses de 1’énoncé, la derniére intégrale est convergente, ainsi
que la variation totale de z,, d’ou le résultat. O
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Corollaire V1.3 — On se place sous les hypothéses de la proposition VI.7.
Soient ¢ un point de R® et € > 0. On a alors P(|ze — | < €) = 1, pourvu
que o soit suffisament proche de ¢ et ty dans un voisinage assez petit de T

Démonstration. Fixons un point ¢ de R3 et un réel ¢ strictement positif. Si
on choisit ¢, de sorte que frf du/a(u) < e/2 et |xg—| < €/2, alors d’apreés la
preuve de la proposition VI.7, presque stirement, pour tout s < 7, on a alors
|zs — x| <€, d’ou le résultat. O

Lorsque I'inverse du facteur d’expansion est intégrable au voisinage de 7', on
retrouve bien entendu la convergence de ry = |x,| obtenue dans la proposition
VI.1 de la section précédente. On peut préciser la loi de la limite z,, du
processus x,, du moins la loi de sa compostante angulaire. En effet, d’aprés
I’invariance de la loi de la diffusion sous I’action des isométries, on a le résultat
suivant.

Corollaire V1.4 — On se place sous les hypothéses de la proposition VI.7.
On choisit le systéeme de coordonnées sur R3 de sorte que g = 0. Alors
presque strement, lorsque s tend vers T, le processus angulaire 05 = x4/|xs|
converge vers une variable aléatoire O de loi uniforme sur S?.

Démonstration. Le générateur infinitésimal de la diffusion relativiste est in-
variant sous I'action des isométries de M = I x, R3. En particulier, il est
invariant sous 1’action des isométries qui agissent trivialement sur la base [ et
qui fixent 'origine dans R3, c’est-a-dire les rotations de R3. Lorsque zg = 0,
la loi de la limite 0, dans S? est donc invariante sous ’action des rotations :
c’est la loi uniforme sur la sphére. O

Remarque VI.5 — Bien entendu, si on choisit 2o # 0 dans R3, la loi limite
de la variable angulaire est la loi uniforme sur la sphére unité centrée en
9. Nous ne sommes pas parvenus a expliciter la loi asymptotique du rayon
limite ro, = |2

2.1.2 Asymptotique du vecteur dérivé normalisé

Dans la remarque IV.3 de la section 1.1 du chapitre IV, on a vu que dans un
espace de Robertson-Walker dont la fibre est euclidienne, le vecteur dérivé
normalisé #/|%s| est un mouvement brownien sphérique changé de temps.
Précisément, si & # (1,0,0,0), il existe un mouvement brownien sphérique
0, = (6l,02% 032) sur la sphére S?, indépendant de la diffusion temporelle
(ts,ts), tel que pour tout s < 7 :

3 s s 2
Ts _ B¢, ou (f:= 02/ . du du = 02/ a (tu)du.
0 0

|| t2 -1 az
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Le vecteur dérivé normalisé converge donc presque sirement lorsque s tend
vers 7 si et seulement si 'intégrale C; est elle-méme convergente. En vertu
de la proposition V.4 et du lemme V.9 on peut donc énoncer la propositon
suivante :

Proposition VI.8 — On se place sous les hypotheses de la proposition VI.7.
Alors le comportement asymptotique du processus &/|is| est le suivant :
— si Uunivers est mortel, alors &4/|i4| converge presque sirement, lorsque
s tend vers T, vers un point © de la sphére S? ;
— si l'univers est éternel et l'expansion est polynomiale, alors ig/|s|
converge presque strement, lorsque s tend vers l’infini, vers un point
Oy de la sphere S? ;
— st l'univers est éternel et [’expansion est exponentielle, alors le processus
i, /|| est récurrent dans S*.

T

droite Do

\xoo

2= converge dans Ty R?* ~ S?
EN Xoo

R3

0

FIGURE 36: Comportement asymptotique de la diffusion (&, fs) dans M =
10, T[x oR3 lorsque T' < 400 ou lorsque T' = +00 et 'expansion est polynomiale.

Lorsque le processus i/|%s| est convergent, en utilisant 'invariance de la loi
de la diffusion sous I'action du groupe des isométries, on peut préciser la loi
de la variable limite © .
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T

droite Do

R3

737 récurrent dans Ti R = §?
s

FiGURE 37: Comportement asymptotique de la diffusion (53,55) dans un univers
éternel M =]0, +00[x,R3 ot1 'expansion est exponentielle.

Corollaire VI.5 — On se place sous les hypothéses de la proposition VI.8
et dans les cas ot s/|is| converge presque sirement vers un point O de la
spheére S?. La loi de O est caractérisée par :
— st 50 = (1,0,0,0), alors la loi de O est la loi uniforme sur S* ;
~ si &y # (1,0,0,0), alors la loi O est image de la loi uniforme sur S?
par toute isométrie qui envoie le point (1,0,0,0) sur &.

Démonstration. Notons tout d’abord que 1’on peut toujours choisir 1’origine
du systéme de coordonnées sur R3 de sorte que zo = 0. Comme on 'a déja
vu dans la preuve de la proposition VI.11, le générateur infinitésimal de la
diffusion de Franchi et Le Jan est invariant sous ’action des isométries, en
particulier sous l'action des isométries qui agissent trivialement sur la base
I et qui fixent lorigine dans R3, c¢’est-a-dire les rotations de R3. Lorsque
& = (1,0,0,0), la loi de la limite ©, est donc invariante par les rotations de
R3, i.e. ¢’est la loi uniforme sur la sphére S2. Lorsque & # (1,0,0,0), on se
rameéne au cas précédent en considérant une isométrie ® qui envoie le point
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&o sur (1,0,0,0). La loi de la variable ©, est alors I'image de la loi uniforme
par ®~! D'inverse de I'application ®. O

2.1.3 Asymptotique du moment angulaire

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la convergence du moment angulaire
xsA\ig/|Ts| lorsque inverse du facteur d’expansion est intégrable au voisinage
de T. On rappelle que dans un espace de Robertson-Walker dont la fibre est
euclidienne, on a pour tout 0 < s < 7 :

. 9' .
%S:Exes—i—&x—s, doncxs/\&:psx@/\.—s.
‘xs‘ Qs Ts ‘95‘ |xs| ‘95‘

On a vu que dans un univers éternel ou I’expansion est rapide ou dans un
univers mortel ou 'effondrement est lent, le processus x4 converge presque st-
rement. Dans un univers mortel, le processus /|| est toujours convergent.
Dans un univers éternel, il converge si et seulement si I'intégrale C converge
presque sirement lorsque s tend vers 'infini. On peut donc énoncer le corol-
laire :

Corollaire V1.6 — On se place sous les hypothéses de la proposition VI.8.
Alors, lorsque s tend vers T, le comportement asymptotique du moment an-
gulaire x4 N\ T4/ |%s| est le suivant :
— si l'univers est mortel, alors xsAN&s/|Ts| converge presque stirement vers
un vecteur non nul dans R3 ;
— si l'univers est éternel et 'expansion est polynomiale, alors xs Nig/|Ts|
converge presque stirement vers un vecteur non nul dans R3 ;
— si l'univers est éternel et 'expansion est exponentielle, alors x4 A& /|i|
est divergent.

Dans le cas ou le moment angulaire est divergent, il se pourrait que 6, / \98\
converge presque strement bien que le processus p, oscille entre zéro et r...
Nous montrons que ce n'est pas le cas : le vecteur dérivé 6, /|6,| converge si et
seulement si le processus p, converge, c’est-a-dire si et seulement si I'intégrale
C est convergente d’aprés la proposition VI.2.

Lemme V1.4 — Soit M =1 x, M un espace de Robertson-Walker dont la
fibre et de courbure négative ou nulle. Soient (50,50) € T'M des conditions
initiales raisonnables et (fs,fs) = (ts, 74,15, 05) la diffusion relativiste issue
de (&, éo). Alors presque stirement, lorsque s tend vers T, les processus ps et
0,/10,| convergent ou divergent simultanément.



238 Chapitre VI  Etude des composantes spatiales de la diffusion

Démonstration. Un calcul direct montre que si (&, §S) = (Igs,xs,is,jcs) est la
diffusion relativiste issue de (&g, &), alors le processus 6,/]0;| est solution du
systéme d’équations différentielles stochastiques, pour i = 1,2,3 :

e - —|6,l00ds — = x b B dME e, (VI.12)
0] 2 05| a?(ts)r?|6s[?

otl la matrice de covariation quadratique des martingales M/l est donnée
par :

FTCRY T (PN N S
10s]105] ) a(ts)r2]0s]?

Par ailleurs, les martingales sont MZT gont orthogonales aux martingales
: 2,219
Mi et MP = M2V

d(MPN0 wty, = a0ty = o,

Dans un espace de Robertson-Walker dont la fibre et de courbure négative ou
nulle, quelque soit la nature de ’expansion ou de I’effondrement, le processus
05 converge presque sirement vers un point 0, de la sphére (voir les propo-
sitions VI.3, VI.7 et VI.13, VI.16 dans le cas hyperbolique). Par conséquent,
lorsque s tend vers 7, 6,/|0,| converge si et seulement si le produit vectoriel
0,/|0s| A 05 converge. D’aprés la formule d’Ito, on a

On en déduit que le processus /|0 Afs converge presque siirement lorsque s
tend vers T si et seulement si 'intégrale croissante ci-dessous est convergente

s d s 2 tu 2
[ e,
a?(t,)r210,|? a Pu

Or cette intégrale n’est autre que le crochet de la martingale M introduite
dans la preuve de la proposition VI.2. D’aprés la remarque VI.1 et le para-
graphe 1.3.2 de ce chapitre, M, converge si et seulement si le processus p;
est lui-méme convergent, d’ou le résultat. O

Dans les corollaires VI.1 et VI.2, nous avons établi la convergence / divergence
de ps selon la nature de l’expansion. Par conséquent, on peut énoncer la
proposition suivante :
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Proposition VI.9 — On se place sous les hypothéses de la proposition VI.8.
Alors, lorsque s tend vers T, le comportement asymptotique du vecteur dérivé
normalisé 0,/|0,| est le suivant :
— si Dunivers est mortel, alors 0,/|0| converge presque sirement vers un
point de la sphére S? ;
— st l'univers est éternel et [’expansion est polynomiale, 98/]95] converge
presque stirement vers un point de S?;
— si Dunivers est éternel et expansion est exponentielle, alors 0,/|0,| est
divergent : asymptotiquement, il décrit un mouvement brownien sphé-
rique changé de temps dans T, S* ~S'.

Démonstration. La proposition est une conséquence directe du lemme VI.4 et
des corollaires VI.1 et VI.2. L’assertion concernant le comportement asymp-
totique brownien de 6,/|6,| dans le cas divergent fait ’objet de la proposition
VI.10 ci-aprés. O

Proposition VI.10 — Soit M =1 x, M un espace de Robertson-Walker
éternel dont la fibre est de courbure négative ou nulle. Soient (&, 50) € T*M
des conditions initiales raisonnables, et (s, 55) = (t, 75, O, s, T, 93) la diffu-
sion relativiste issue de (&, éo). On suppose que le processus ps est récurrent.
Alors, presque sidrement

i) le processus 05 converge presque sirement un point 0y, dans S* ;

i1) pour tout € > 0, il existe un temps propre s. fini presque sirement et un
mouvement brownien sphérique changé de temps (0%, s > s.) a valeurs
dans Ty _S? tels que, presque sirement :

Démonstration. La convergence presque stre de l'angle 6, dans le cas eucli-
dien a déja été obtenue dans la proposition VI.7. Dans le cas hyperbolique,
elle découle de la proposition VI.13 ci-aprés. Montrons I’assertion concernant
le caractére asymptotiquement brownien de ,/|6,|. Commencons par donner
une heuristique de la démonstration. Dans la preuve du lemme VI.4, nous
avons explicité I'équation différentielle stochastique (VI.12) vérifiee par le
processus 0, /|0,|. Le crochet du processus est donné par équation (VI.13). Si
’on néglige tous les termes faisant intervenir I'angle 6, les équations (VI.12)
et (VI.13) se simplifient en :

_ o6 ds
‘93‘ 2 ‘93‘ a2(t8)r§‘és‘2

+dMON
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_ g6 Y __ds

105 10| a?(ts)r3]0s)?
On reconnait 1a le systéme d’équations vérifié par un mouvement brownien
dans S' au changement de temps ds' := o(a?(t,)r2|0,]?) " ds prés. Or, on a
déja remarqué dans la preuve du lemme V1.4 que ds’ = d{M), ou M; est la
martingale introduite dans la preuve de la proposition V1.2, dont on sait (Cf.
remarque VI.1 et paragraphe 1.3.2) qu’elle diverge sous les hypothéses de
I’énoncé. Nous montrons maintenant rigoureusement en quel sens les termes
faisant intervenir 0, peuvent étre négligés. Considérons (e, e2) une base or-
thonormée du plan tangent 7, S*. On voit les vecteurs e, i = 1,2, comme
des vecteurs de l'espace ambiant R3?. La courbe 8, est une courbe de classe
C! sur la sphére S?, de variation totale finie. En effet, de I'inégalité p, < r,,
on déduit la majoration :

+oo +oo 1 s
/ 10s|ds g/ . ds,
rs ®(ts)

la derniére intégrale étant finie presque sirement sous les hypothéses de

1 .2

’énoncé. Pour tous les temps 0 < s < +o00, on désigne par (e, e?) le repére

orthonormé de T, S* obtenu a partir de (eg, ef) par le transport paralléle
(déterministe) le long de (I'un des deux) arcs de grand cercle joignant 6, a
0,. Le processus (e!, €?) ainsi défini est aussi de classe C, il converge presque

sirement lorsque s tend vers 7 vers un repére du plan tangent 7, S?, et si
'on pose €% := de’/ds pour i = 1,2, on a presque stirement

+oo
| e+ e <+,
0

ol |el] et |¢2| désignent ici les norme L' de ¢! et ¢2 dans R3. On désigne par
u’ les coordonnées du processus 0,/|0s| (vu dans R3) dans la base (e!, e?) :

i 2 i ;
U, = —, e, ), =12
105
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Le processus u; = (ul, u?) est alors solution du systéme d’équations différen-
tielles stochastiques :

o? ds

dut = — L i x — 5
2 oz2(ts)7“3|03|2

0, ;
+(—, € )ds+dM}, (VI.14)
16|
ds
042(755)7”3“9.5‘2.
On représente les martingales M ' 3 Iaide d’un mouvement brownien unidi-
mensionnel W de la facon suivante :

2 1
uzdW. —u.dW,
dM;‘lzaxsis., de:UXsi.s.

oz(ts)rs|03| O‘(tS)TS‘HS‘
Fixons € > 0 et considérons un temps propre s. assez grand pour que, pour
tout s > s, :

ol d(M“i,M“j>s = (5”- — uiuj)

s7S

+oo
/ (eb] + |e2)du < 2/64, et |el — el |+ €2 — | <e/2.  (VLLD)

Considérons alors le processus v, = (v}, v?) issu de u,, = (ul_u2_) et solution

CRERS]
de I’équation suivante pour s > s, :

2 d 2dW,
dol ==L ol x —— 4y gx —

2 a?(ts)ry|6s|? a(ts)rs|0s|

2 1
d?— 7 o2 x ds v dWs

042(755)7”3“95‘2 O‘(tS)TS“98|

Les processus v, i = 1,2, sont les coordonnées d’'un mouvement brownien
sphérique dans S', paramétré par le temps ds’ := o2(a?(t,)r2|6,|*)'ds. Par
ailleurs un calcul direct montre que |u, —v4|? := |ul — v}|? + |u? — v?2|? vérifie
I’équation suivante, pour s > s, :

s 2

0 6
dlus — vs]* = 2(ul —v}) { ==, &l Vds +2(u? —v?) { ==, ¢ Yds. (VIL.16)
10s| 10s|
En intégrant cette équation, d’aprés (VI.15), on obtient que presque sire-
ment, pour tout s > s. :

<t [ (e viahy<a [ (el +1Edy < <.

Se Se
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Naturellement, on a alors |u!l —v!|+|u?—v?| < £/2. Introduisons le processus
©¢ défini pour s > s, par ©% := vlel +v2el . C’est un mouvement brownien
sphérique dans le plan tangent unitaire 7, S* ~ S', paramétré par 'horloge
[o du/(a?(t,)r2]0,]%) qui tend presque sirement vers Iinfini avec s. D’aprés
I'équation (VI.15), presque sirement, pour tout s > s., on a alors :

0, .
LA

= |(uze; +uzes) — (vee +vie)|

= |(ug — vy)eqe + (U — vi)ed, +usles — eq) +uilel — €3]

—vi}%—‘ui—v?}%—‘ei—e;}—i—}ei—ego‘ <e,

d’ou le résultat.

2.2 Cas d’une expansion lente — effondrement rapide

Passons maintenant & I’étude des composantes spatiales de la diffusion re-
lativiste dans un espace de Robertson-Walker dont la fibre est euclidienne,
lorsque l'inverse du facteur d’expansion n’est pas intégrable au voisinage de
T. Dans le cas éternel, un exemple typique d’une telle situation est ’espace
de Minkowski ou le facteur d’expansion est constant égal & 1. Nous mon-
trons que dans un univers éternel ou ’expansion est lente, le comportement
asymptotique de la diffusion présente de nombreuses similarités avec le cas
minkowskien étudié dans [Dud67| et [Bai08a|. Nous explicitons également
le comportement asymptotique de la diffusion dans un univers mortel ou
I’effondrement est rapide.

2.2.1 Divergence dans une direction privilégiée

D’apres I’étude de la diffusion radiale, on sait déja que lorsque l'inverse du
facteur d’expansion n’est pas intégrable au voisinage de 7', le processus x;
est transitoire au sens ou r; = |z4| tend vers l'infini lorsque s tend vers
7. Comme dans le cas de I'espace de Minkowski, nous montrons ici que z,
tend vers l'infini dans une direction privilégée, autrement dit les processus
0s = xs/|xs| et @4/|Zs| convergent presque strement, lorsque s tend vers 7
vers un méme point O, de la sphére S?, dont on peut préciser la loi.

Proposition VI.11 — Soit M = I x, R3 un espace de Robertson- Walker.
On suppose que M est éternel et que [’expansion est lente ou que M est
mortel et l'effondrement est rapide. Soient (fo,fo) € T'M des conditions
initiales raisonnables et (53,55) = (ts, Ty, ts, 05) la diffusion relativiste issue
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de (&,&). Alors lorsque s tend vers T, le processus &s/|s| converge presque
stirement, vers un point O, de la sphére S2.

Démonstration. Comme dans la remarque VI.2, notons tout d’abord que,
d’aprés I’hypothése 5, 'expansion est ici polynomiale avec H(t) xt — ¢ < 1.
On rappelle par ailleurs que dans le cas d’un espace de Robertson-Walker
dont la fibre est euclidienne, le processus /|| s'écrit ©(Cs) o © est un
mouvement brownien sphérique, indépendant de I’horloge C's. La proposition
découle directement de la proposition V.4 et du lemme V.9 qui affirment que
sous les hypothéses de I’énoncé, le changement de temps C; converge presque
sirement lorsque s tend vers 7. O

De la convergence de &,/|%s|, on déduit bien sir la convergence x,/|xs| :

Corollaire VI.7 — On se place sous les hypothéses de la proposition VI.11.
Alors, lorsque s tend vers T, le processus 05 = xs/|xs| converge presque sire-
ment vers O, la limite du vecteur dérivé normalisé ts/|xs|.

Démonstration. On rappelle que dans le cas euclidien, lorsque ’expansion

est lente, on a
S S
— au —_— ~
re = |z / 7a2(tu)du_/ |2 |du.

Ty = Xg +/ Tu |Ty|du = On X (14 0(1)) X rg + o(rs),
0

|

On a alors

d’otu le résultat. O
Comme précédemment, on peut préciser la loi de la limite ©, :

Corollaire VI.8 — On se place sous les hypothéses de la proposition VI.11.
La loi de Oy est caractérisée par :
— si &y = (1,0,0,0), alors la loi de Oy est la loi uniforme sur S? ;
~ si &y # (1,0,0,0), alors la loi O est image de la loi uniforme sur S?
par toute isométrie qui envoie le point (1,0,0,0) sur &o.

2.2.2 Une hypersurface asymptotique

Dans le chapitre I, nous avons rappelé que, dans le cas de la diffusion de
Dudley i.e. lorsque l’espace de Robertson-Walker envisagé est l'espace de
Minkowski, Bailleul a montré dans [Bai08a| que non seulement les trajectoires
de la diffusion s’en vont a I'infini dans une direction privilégiée aléatoire O,
mais qu’elles convergent vers un hyperplan asymptotique aléatoire. Les deux
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informations (angle limite, hyperplan limite) peuvent en fait étre résumées
en une seule en disant que lorsque s tend l'infini, la trajectoire £ = (ts, z5)
de la diffusion de Dudley converge presque stirement vers un point de la
frontiére causale de 'espace de Minkowski (voir [Bai08a]) évoquée dans le
paragraphe 4.2 du chapitre III. Nous montrons que la situation est tout a
fait analogue dans le cas plus général d’un espace de Robertson-Walker dont
la fibre est euclidienne, lorsque I’expansion est lente ou l'effondrement est
rapide. Pour préciser nos résultats, rappelons que d’apreés la proposition I11.7,
dans le cas d'un espace de Robertson-Walker M dont la fibre est euclidienne,
lorsque l'inverse du facteur d’expansion n’est pas intégrable au voisinage de
T < +00, la frontiére causale OM correspondant aux trajectoires orientées
vers le futur est un cone de base S%, qui peut étre paramétré par un couple de
coordonnées (4,0) € R x S2. Une courbe & = (¢4, x,) orientée vers le futur
dans M converge vers un point (0o, ©o) de IM lorsque s tend vers 7 si
et seulement si |z4| tend vers 'infini, 05 = x5/|z4| converge vers O, et

b du
Sl 0. — e
/to afa) T (7 O)

En particulier, les géodésiques de lumiére orientées vers le futur convergent
vers des points de la frontiére causale. Le dernier point concernant la conver-
gence de la fonctionnelle de ¢, et x; vers o, revient a dire la trajectoire (¢, z5)
converge vers 'hypersurface asymptotique :

2(Oc0, 0c0) = {§=(t,x) eEM=1x,R’ /t%

Si (&, 53) = (ts, Ts, s, 75) désigne la diffusion relativiste dans M et si O, dé-
signe la limite lorsque s tend vers 7 du processus 0 = x;/|z4|, nous montrons

ici que le processus
t
*d
5, ::/ (2,04
to Q(U)

—(2,0.) = 500} .

converge presque sirement vers une variable aléatoire 0., et donc que la
diffusion converge vers un point aléatoire de la frontiére causale M.

Proposition VI.12 — On se place sous les hypothéses de la proposition
VI.11. Alors, lorsque s tend wvers T, le processus (ds,0s) converge presque
strement vers un point aléatoire (0, Ono) de la frontiére M.

Démonstration. Sans perdre en généralité, on peut supposer que xy = 0.
Pour tout s strictement inférieur a 7, on a alors

S S :"v a
rs = | Zudu :/ “ox — _du.
/0 o |Eu] — a?(t,)
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oo

A

FIGURE 38: Comportement asymptotique de la diffusion (55,58) dans M =
10, T[xoR3 lorsque T < +oo et l'effondrement est rapide ou lorsque T = oo
et ’expansion est lente.

Sous les hypothéses de I’énoncé, lorsque s tend vers 7, le processus /||
converge presque sirement vers .. On décompose alors x en :

*a Sz a
955:@00/ 7udu+/ (u —@w)xiudu,
o a2(tu) 0 \|7ul a?(ty)

en effectuant le produit scalaire avec O, il vient

(22, O.0) :/j%d%/os«éz’ —@oo), @oo> « %du. (VL.17)

Le premier terme du membre de droite de la derniére équation s’écrit

/S (U, g /ts du /s du
———du = —_— = )
o a?(t,) to a(u) 0 ay+ /a2 + a?(t,)
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D’aprés I’étude de la diffusion temporelle, dans un univers éternel ou I’expan-
sion est lente, ou dans une univers mortel ot I’expansion est rapide, I'intégrale
Jy du/(a, + /a2 + a?(t,)) converge presque siirement lorsque s tend vers 7.
Pour conclure, il suffit de montrer que le second terme du membre de droite
dans (VI.17), converge presque stirement lorsque tend vers 7. Le processus
&s/|Ts| est un mouvement brownien sphérique changé de temps. Il existe un
mouvement brownien standard W de dimension trois tel que

. 2 .
LR L V)

|| az |l

AMIH = o x alts) | (dWs — 2 <£,dWs>) :

Qs

avec

En intégrant cette équation entre s et 7, il vient

.S i Qtu 'u
o, L _ _02/ () Tu (VL18)

|| az |y

—0/ oftu) (qu LTI <&,dwu>),
s Oy || ||

puis en faisant le produit scalaire avec O :

. 72 ,
O — &, Ox ) = —02/ a”(b) T , O ) du (VI.19)
|ZE5| S a% ‘$u|
—o / altu) <@w ~ “”—‘ @oo> (Ono, dW,)

au S
—a/ a(tu) <@oo, s >< 5 o, qu>.
s Oy [Zs| / \ |2

D’apres la loi du logarithme itéré, pour tout € > 0, presque stiirement lorsque
s tend vers 7 :

Lo ()

De I’équation (VI.18), on déduit alors que, presque sirement, lorsque s tend

vers 7 o
T 92 t, 1/2—¢
=0 ({/ a (2 )du] )
S au

Ts

- —
‘ |xs|
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En injectant cet estimé asymptotique dans ’équation (VI.19) et en appli-
quant & nouveau la loi du logarithme itéré, on obtient alors que presque
sirement, pour tout € strictement positif, lorsque s tend vers 7 :

(o oo ([ ([ )

Comme dans la remarque VI.2, rappelons dans un univers éternel, d’aprés
I’hypothése 5, lorsque ’expansion est lente, elle est nécessairement polyno-
miale avec H(t) x t — ¢ < 1. Dés lors, en utilisant les estimés asymptotiques
de la proposition V.2 et du corollaire V.3 selon que 'on se trouve dans un
univers éternel ou mortel, on conclut alors que, presque stirement, lorsque s

tend vers 7 : ) .
T a
O — —=, @oo> — —du < +o0,
/0 < |2 a?(ty)

d’ou le résultat. O

1/2—¢

2.2.3 Asymptotique du moment angulaire

On explicite maintenant le comportement asymptotique du moment angu-
laire x4 A @/ |%s| lorsque l'inverse du facteur d’expansion n’est pas intégrable
au voisinage de T < co. On a vu que dans ce cas, z5/|z4| et &s/|%s| convergent
vers la méme limite ©, lorsque s tend vers 7. Le produit vectoriel de ces
deux vecteurs converge donc naturellement vers zéro. En revanche, comme
|zs| tend vers l'infini au voisinage de 7, le comportement asymptotique de
xs N\ &s/|Ts| n’est pas trivial. On rappelle que dans un espace de Robertson-
Walker dont la fibre est euclidienne, le moment angulaire est donné par :
a:s/\ﬁzpsxﬁs/\ﬁ.
2] A

Lorsque ’expansion est lente ou I’effondrement rapide, on a vu que le proces-
sus f, converge presque siirement vers un point ©., de S?. La convergence du
moment angulaire est donc déterminée par la convergence des processus ps
et 6,/]6,] dont on sait qu’ils convergent ou divergent simultanément (lemme
VI.4). Dans les cas qui nous intéressent ici, la question de la convergence de
ps a fait I'objet des propositions VI.5 et V1.6, d’ou le résultat. On a donc le
résultat suivant.

Corollaire VI.9 — On se place sous les hypothéses de la proposition VI.11.
Alors, lorsque s tend vers T, on a les comportements asymptotiques suivants :
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— si l'univers est mortel, alors x4 A is/|is| et 0,/|0,| convergent presque
starement ;

— s1 ["'univers est éternel et si le facteur d’expansion vérifie [’encadrement
0 < limy_yoo H(t) x t < 1, alors x4 A @y/|2s| et 0,/|0,| convergent
également presque sirement.

Remarque VI.6 — Dans les cas ol p; est récurrent, les mémes arguments que
ceux de preuve de la proposition VI.10 permettent d’affirmer que 95/\98\ de-
crit asymptotiquement un mouvement brownien sphérique changé de temps
dans Tg_S? ~ S'.



Récapitulatif du comportement asymptotique dans le cas euclidien
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3 ASYMPTOTIQUE LORSQUE LA FIBRE EST
HYPERBOLIQUE

Nous explicitons maintenant le comportement asymptotique des composantes
spatiales (x4, &) de la diffusion de Franchi et Le Jan (fs,fs) = (ts, s, Ly, T4)
dans un espace de Robertson-Walker dont la fibre est hyperbolique. Comme
dans le cas euclidien, on distingue les cas selon que I'inverse du facteur d’ex-
pansion est intégrable ou non au voisinage de 1" < +o00. Suivant les situations
envisagées, nous munirons la fibre H?® des coordonnées euclidiennes héritées
de RY3 ou encore des coordonnées polaires :

= (2° 2", 2% 2%) = (cosh(x),sinh(x) x ) = (V1+12,r x 0).

Comme la premiére composante z° = cosh(y) = v/ 1+ r2 de x est entiére-
ment déterminée par les composantes z¢ = r x #° pour ¢ = 1,2, 3, nous nous
concentrerons essentiellement sur la description du comportement asympto-
tique de composantes a valeurs dans R? :

vy = (y, a8, 2)), et dp = (a2, 42).

S RIS R

3.1 Cas d’une expansion rapide — effondrement lent

Commencons par étudier les composantes spatiales de la diffusion dans le
cas d’un univers éternel ou I'expansion est rapide ou dans le cas d’'un univers
mortel ou l'expansion est lente.

3.1.1 Convergence des trajectoires dans la fibre

On montre tout d’abord que lorsque l'inverse du facteur d’expansion est
intégrable, les trajectoires de la diffusion convergent dans H3.

Proposition VI.13 — Soit M = I x, H? un espace de Robertson- Walker.
On suppose que M est éternel et que [’expansion est rapide ou que M est
mortel et [’effondrement est lent. Soient (50,50) € T'M des conditions ini-
tiales raisonnables et (53,53) = (ts, Ty, ts, @) la diffusion relativiste issue de
(&o, 50). Alors presque stirement, lorsque s tend vers T, le vecteur x converge
un vecteur aléatoire xoo appartenant o H3.

Démonstration. On a déja vu dans la proposition VI.1 que sous les hypo-
théses de I'énoncé, lorsque s tend vers 7, le processus r, = |2!| converge
presque strement vers une variable aléatoire r,. Quitte a choisir ry assez
grand, on peut supposer que 75, > 0 p.s. D’aprés la relation de pseudo-norme
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(IV.17), pour s < 7, on a la majoration r,|0,| < a,/a?(t,). Pour s > s, assez
grand, on en déduit que

s 2 S " 2 ts d
8, — 6., g/ yeuydug—/ O gy < 2 [T
S0 Too Jsg

a2(tu) T'oo to a(u)
Sous les hypothéses de 1’énoncé, la derniére intégrale est convergente, ainsi
que la variation totale de 6, d’ou le résultat. O

Corollaire VI.10 — On se place sous les hypothéses de la proposition VI.13.
Soit ¢ un point de H? et e un réel strictement positif arbitrairement petit, on
a alors P(|ze — t| < &) =1, pourvu que xq soit suffisament proche de ¢ et to
dans un voisinage assez petit de T

Comme dans le cas euclidien, en choisissant convenablement l’origine du
systéme de coordonnées sur H?, on peut préciser la loi de la variable angulaire
limite.

Corollaire VI.11 — On se place sous les hypothéses de la proposition VI.13.
On choisit le systéeme de coordonnées sur H3 de sorte que xo = (1,0,0,0).
Alors presque sdrement, lorsque s tend wvers T, le processus angulaire 0,
converge vers une variable aléatoire O de loi uniforme sur S?.

Démonstration. Le générateur infinitésimal de la diffusion relativiste est in-
variant sous l'action des isométries de M = I x, H?. En particulier, il est
invariant sous I’action des isométries qui agissent trivialement sur la base [ et
qui fixent le premier vecteur de base dans H? C R™ x R?, i.e. les rotations de
R3. Lorsque xo = (1,0,0,0), la loi de la limite 6, dans S* est donc invariante
sous l'action des rotations : c’est la loi uniforme sur la sphére. O

3.1.2 Asymptotique du vecteur dérivé normalisé

Nous donnons maintenant des conditions assurant la convergence / diver-
gence du vecteur dérivé normalisé &, /|¢,| lorsque s tend vers 7, dans un
espace de Robertson-Walker de fibre hyperbolique lorsque l'inverse du fac-
teur d’expansion est intégrable au voisinage de 7. On rappelle que dans le
cas hyperbolique, &;/|is| s’exprime en coordonnées polaires comme

'S S S S és
‘7'5 :(C_xrs,c—x\/ers—i—p—x )
r

|| as as s |04

On sait déja que lorsque I’expansion est rapide ou l'effondrement est lent,
les processus r, et 85 convergent presque siirement. Lorsque s tend vers 7, le
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vecteur i, /|i,| converge donc si et seulement si les processus p, et 6, /|6, sont
eux-mémes convergents. D’aprés le lemme V1.4, ces processus sont de méme
nature et d’aprés la proposition VI.2 ils convergent presque stirement lorsque
s tend vers 7 si et seulement si I'intégrale C, est convergente. Autrement
dit, comme dans le cas euclidien, le vecteur dérivé normalisé & /|%s| converge
presque stirement vers un point de 7'H? lorsque s tend vers 7 si et seulement
si 'intégrale C; est elle-méme presque sirement convergente. D’aprés les
corollaires VI.2 et VI.1, on sait que p, converge dans un univers mortel, et
dans un univers éternel, ps converge lorsque ’expansion est polynomiale et
diverge lorsque I’expansion est exponentielle. On a donc la proposition :

Rt

converge

]Rii

FIGURE 39: Trajectoire typique de la projection x5 dans H? dans un univers mortel
ou 'effondrement en lent ou dans un univers éternel ot ’expansion est polynomiale.

Proposition VI.14 — On se place sous les hypothéses de la proposition
VI.13. Alors, le comportement asymptotique du vecteur dérivé normalisé
Is/|Ts| est le suivant :
— si Uunivers est mortel, alors &4/|Zs| converge presque sirement, lorsque
s tend vers T, vers un point de T:QOO]HI3 ;
— si l'univers est éternel et l'expansion est polynomiale, alors ig/|ts|
converge presque strement, lorsque s tend vers l'infini, vers un point
de T) H?;
— si l'univers est éternel et l’expansion est exponentielle, alors &4/|i4| est
divergent : asymptotiquement, il décrit un mouvement brownien sphé-
rique changé de temps dans T;OOH:S.
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La preuve du dernier point concernant le comportement asymptotiquement
brownien de i, /|%s| découle de la proposition suivante dont la preuve présente
de nombreuses similitudes avec celle de la proposition VI.10. :

Proposition VI.15 — Soit M =]0, +oo[x,H> un espace de Robertson-
Walker ou ’expansion est rapide. Soient (fo,éo) € T'M des conditions ini-
tiales raisonnables, et (fs,fs) = (ts, s, L, ) la diffusion relativiste issue de
(&0, &0). On suppose que Cs = [*a?(t,)du/a? tend presque sirement vers
Uinfini avec s. Alors, presque sirement

i) le processus Ty converge presque sirement un point To, dans H3 ;

i1) pour tout € > 0, il existe un temps propre s. fini presque sirement et un
mouvement brownien sphérique changé de temps (0%, s > s.) a valeurs
dans T, H? ~ S? tels que, presque siirement :

sup x.s -0 <e.
s>sc ‘a:s‘
]R+

=7 récurrent
s

]R3

FIGURE 40: Trajectoire typique de la projection z, € H? dans un univers éternel
ou l'expansion est exponentielle.

Démonstration. La convergence de =, a déja été obtenue dans la proposition
VI.13. Le systéme d’équations différentielles stochastiques vérifié par /||
est le systéme (IV.9) du corollaire IV.2. Fixons un repére ey = (e, €2, ep)

(orthonormé pour ¢) de Pespace tangent unitaire 7)) H®, et désignons par
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es = (el e2,e?) le repére de T) H* C R'® obtenu par transport paralléle
(déterministe) le long de la droite hyperbolique reliant x5 a x,. Lorsque s
tend vers l'infini, e; converge presque stirement vers un repére orthonormé
de T, H?®. Comme la trajectoire x, est de classe C'!, de variation totale finie,
le processus e, est aussi de classe C'. On note ¢’ := de’/ds. Si |¢!| désigne la

norme LL! de ¢, on a alors presque siirement :
+oo
/ (Jex] + |€2] + |€2])ds < +oo.
0

On note v’ les coordonnées de ,/|%s| dans la base e, : v’ := (&,/|14], €),
pour i = 1,2, 3. Le processus us = (ul,u? u?) est alors solution du systéme

d’équations différentielles stochastiques :

. . 2 ts és . i
as S
. ui g rud 2 i gy (L)
ou A(M™, M"Y, = 0” (85 — ulul) —5>ds.
a

On représente les martingales M " 3 l'aide d’un mouvement brownien eucli-
dien de dimension trois W = (W', W2 W3) de la fagon suivante :

1 [
AM™ = o x alts) (u3dW? + u2dW?) |

aS
Ly

A = o x ) (uBdW! — uldW?)
Qg

M = o x alts) | (—u2dW,) —uldW?) .
Qs

Fixons € > 0 et considérons un temps propre s. assez grand pour que, pour
tout s > s, :

+o0 3
/ (len|+le2]+]ed)du < e2/(4x36) et sup > el — el | <e/2. (VL.21)

$28c =1

14 — (] a2 3 — (] 2 .3
Considérons alors le processus vs = (v,,v5,v;) issu de us, = (u, us_,u; ) et

solution de I’équation suivante pour s > s. :

. ; a2 t i
dv! = —0* x v’ x (QS)CZS + dM;
aS
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ou
a(t
A = o x U a2 4 2aws) |
a/S
a(t
AMY =0 x () (v3aW} — vldw?)
Qs
ot
dM? = o x ((18) X (=vZdW} —vldW?).
S
Les processus v’, i = 1,2,3, sont les coordonnées d’'un mouvement brownien
sphérique dans S?, paramétré horloge s’ = o2 [*(a?(t,)/a2)du qui, sous
les hypothéses de 1’énoncé, tend presque sirement vers l'infini avec s. Par
ailleurs, un calcul direct montre que |u,—vs|? := |ul—v! |2+ |u2—v? >+ |ud—v3|?

vérifie ’équation suivante, pour s > s, :

3 .
dlug — 0> =23 (ul —l) < o eg> ds, (V1.22)

]
i=1 s
D’aprés (VI.21), pour s > s., on a alors presque strement

lus — vs|* < €?/36, en particulier |u’ —v!| <e/6 pour i=1,2,3.

: € AA : [ 3 %, )
Introduisons le processus ©F défini pour s > s, par ©F := > "7 v'el . Cest un
mouvement brownien sphérique dans l'espace tangent unitaire 7, H® ~ S?,

, 4, 9 2 S a2(t ) . N
paramfatre par I’horloge o fsE #du, horloge qui tend presque siirement
vers l'infini avec s. D’aprés les estimés précédents, pour tout s > s., on a

alors :
@ 5000 3L
‘xs‘ - 62 - ZU;G; - szezoo
s i§1 i=1 A
=) (ul—vhel, + > ul(el —el)
i=1 i=1
3 3
<D= v+ el — ek
i=1 i=1
<e/24¢/2<¢,
d’ou le résultat. O

Par les mémes arguments que dans le cas euclidien, on déduit les comporte-
ments asymptotiques suivants pour le moment angulaire z! A @1/|7,|.

Corollaire VI.12 — On se place sous les hypotheses de la proposition VI.13.
Alors, lorsque s tend vers T, le comportement asymptotique du moment an-
gulaire L N 31 /|| est le suivant :
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— si l'univers est mortel, alors x! A @!/|i,| converge presque sirement
vers un vecteur non nul dans R? ;

— si l'univers est éternel et I’expansion est polynomiale, alors I A&l /|i |
converge presque sirement vers un vecteur non nul dans R? ;

— si l'univers est éternel et ’expansion est exponentielle, alors xE Azl /|i,|
est divergent.

3.2 Cas d’une expansion lente — effondrement rapide

Passons maintenant a 1’étude des composantes spatiales de la diffusion de
Franchi et Le Jan dans un espace de Robertson-Walker dont la fibre est hy-
perbolique, lorsque l'inverse du facteur d’expansion n’est pas intégrable au
voisinage de 7T'. Nous montrons que comportement asymptotique des com-
posantes x! et 4 est tout a fait semblable & celui des composantes spatiales
dans le cas euclidien.

3.2.1 Divergence dans une direction privilégiée

D’apreés ’étude de la diffusion radiale, on sait déja que lorsque l'inverse du
facteur d’expansion n’est pas intégrable au voisinage de T', le processus z et

x! sont transitoires au sens ot 7, = |z!| tend vers I'infini lorsque s tend vers 7.

S
Comme dans le cas euclidien, nous montrons ici que z! tend vers l'infini dans
une direction privilégiée, autrement dit le processus 0, = z!/|zl| converge

presque stirement, lorsque s tend vers 7 vers un point 6, de la sphére S?.

Proposition VI.16 — Soit M = I x, H? un espace de Robertson- Walker.
On suppose que M est éternel et que l’expansion est lente ou que M est
mortel et l'effondrement est rapide. Soient (fo,fo) € T'M des conditions
initiales raisonnables et (53,55) = (ts, Ty, ts, 05) la diffusion relativiste issue
de (&,&). Alors lorsque s tend vers T, le processus 0, = x!/|x!| converge
presque sirement, vers un point 0 de la sphére S?.

Démonstration. On rappelle que par définition p, = o2(t,)r2|6,|/as. Pour
tout s strictement inférieur & 7, on a

S A Spu &u
0, — 0| < 0,ldu < — X ——d
| or_/or du /Oruxammu

D’aprés la proposition V1.4 et I’équation (VI.11) de la preuve de la proposi-
tion VLI.5 dans I’é¢tude de la diffusion radiale en courbure négative, sous les
hypothéses de 1’énoncé, lorsque s tend vers 7, on a presque stirement, :

E—>1, donc &—>0, et TszeXp(/ &du—i-O(l)).

ag T a?(ty,)
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RS

FIGURE 41: Trajectoire typique de la projection x4 dans H? dans un univers éternel
ou I'expansion est lente ou dans un univers mortel ot ’effondrement est rapide.

On en déduit la majoration suivante, lorsque s tend vers 7 :

/OS 6u]du < O(1) % (1 + exp (— /ts %)) |

Presque stirement, la variation totale de 6, est finie et lorsque s tend vers T,
0, converge donc vers un point 0, de la sphére S?. O

De ’expression de &/|is| en coordonnées polaires rappelée au début du pa-
ragraphe 3.1.2, on déduit alors le corollaire :

Corollaire VI.13 — On se place sous les hypothéses de la proposition VI.16.
Alors, lorsque s tend vers T, le produit 1/rs X &s/|@4| converge presque sire-
ment vers (1,0.).

On montre en fait que sous les hypothéses de la proposition VI.16 la com-
posante spatiale z, a valeurs dans H? de la diffusion (fs,fs) = (ts, Ty, s, T5)
approche, lorsque s tend vers 7, une géodésique de lumiéere de 1’espace hy-
perbolique entiérement déterminée par la limite 6., du processus angulaire
0. Comme précédemment, ¢ désigne ici la forme bilinéaire minkowskienne et
(€0,€1,€2,€3) la base canonique dans R'3.
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Proposition VI.17 — On se place sous les hypothéses de la proposition
VI.16. Alors, lorsque s tend vers T, xy converge vers le plan asymptotique

(0w, 0) := {z € H?, q(x,&0+ ) = 0}.

Démonstration. On exprime :Uﬁ est coordonnées polaires : xﬁ =rd, =rib+
rs(0s—0 ). En faisant le produit scalaire avec 0, il vient alors r, = (xg ,Oo)+
7s((0s — 0), 0). Or lorsque s tend vers 7, on a

=1+r2=ri+ (/1 +r24+7)" =r,+0(1).

Par ailleurs, comme dans le début de la preuve de la proposition VI.16, on
montre que lorsque s tend vers 7, on a aussi

)]

Comme d’aprés I’équation (VI.11) de la preuve de la proposition VL5 :

"L — exp (/S%dqwou)) — exp (/t3%+0(1)),

on en déduit que, presque siurement, lorsque s tend vers 7 :

Q(x3750+000) = —Z +<

£‘9 >:_Ts+0(1)+<x£7000>
= 15{(0s — 0), 0

) T 0(1) = o(1).

3.2.2 Une hypersurface asymptotique

Nous montrons ici que, comme dans le cas euclidien, dans un espace de
Robertson-Walker M = I x, H? ot I’expansion est lente ou ’effondrement
rapide, si (53,53) est la diffusion relativiste dans 7'M, alors la trajectoire
& € M converge presque stirement lorsque s tend vers 7 vers un point de
la frontiére causale M de M. Comme lorsque la fibre est euclidienne, on
rappelle que la frontiére OM s’identifie & un cone de base S?, que 1’on peut
paramétrer par un couple (§,0) € R x S% Une courbe orientée vers le futur
& = (ts,xs) = (ts,7s,0s) dans M converge vers un point (0o, Ono) de OMF
si et seulement si ry, — 400, 0y — O, et

ts
0s = —/ du + argsh (15) — Joo-
to a(u)
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Proposition VI.18 — On se place sous les hypothéses de la proposition
VI.16. Alors presque sirement, le processus & = (ts,xs) a valeurs dans M
converge vers un point (0, On) de la frontiére causale OMY .

Démonstration. Le seul point a vérifier est la convergence du processus ds.
Dans la preuve de la proposition VI.5, nous avons montré que sous les hypo-

Ay

N Y2 2 9 2 S i . A~
theses de I’énoncé, I'intégrale fo 5 X 5 (tu)du est finie presque sirement. Par

ailleurs, par définition du processus c,/as et d’aprés la relation de pseudo-
norme, on a :

Ts _as 1 o Ps o Os
V12 o a?(ts) 1—p2/r2+1 713 a?(ts)

En intégrant, on obtient alors que, pour s > 0 :

argsh(r)—/tSd—u— argsh(r)—/s du
’ o o(u) ’ 0y + \/a?jO;— oz2(t2)

— X 2% :
/0 L—p2/r2+1 15 a(ta)

Les deux derniéres intégrales convergent presque stirement lorsque s tend
vers 7, d’ou le résultat. O

Autrement dit, le comportement asymptotique de la diffusion relativiste
dans le cas hyperbolique est tout a fait semblable & celui du cas eucli-
dien, du moins si on observe la fibre H? & une échelle logarithmique. Ainsi,
comme le processus (ts,zs) dans le cas euclidien, le processus (ts, X;) ou
X = (argsh (y/72 + 1), argsh (r5)0;) converge dans le cas hyperbolique vers
une hypersurface aléatoire.

3.2.3 Asymptotique du moment angulaire

Pour conclure cette section, nous déterminons le comportement asymptotique
du moment angulaire 2! A i!/|#,| lorsque l'inverse du facteur d’expansion
n’est pas intégrable au voisinage de T < oo. On a vu que dans ce cas,
0, = 2t /|xl| et 1/ryx @l /|i,| convergent vers la méme limite 6., lorsque s tend
vers 7. Le produit vectoriel de ces deux vecteurs converge donc naturellement
vers zéro. En revanche, comme r, = |z!| tend vers I'infini au voisinage de 7,
le comportement asymptotique de zf A #/|i,] n’est pas trivial. On rappelle
que xf A&l /|i,| = ps x 05 A 0y/]6,|. D’apres le lemme VI.4 et la proposition
V1.2, lorsque s tend vers 7, les processus ps et 0,/|6| et donc x! A &l /|i|
sont de méme nature. Les propositions V1.5 et VI.6 établies dans I’é¢tude de
la diffusion radiale en courbure négative ou nulle permettent ainsi de montrer
le résultat suivant :
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.
.

o ‘\\\\\i\\\\

.

(argsh (/1 + 72), argsh (r4)0s)
I1(0, 0)

FIGURE 42: Paralléle avec le cas euclidien.

Corollaire VI.14 — On se place sous les hypothéses de la proposition VI.16.
Alors, lorsque s tend vers T, les processus o1 N\ 1 /|i4| et 0,/|0, présentent
les comportements asymptotiques suivants :
— si lunivers est mortel, alors xt A &1 /|x,| et 0,/|05| convergent presque
strement si et seulement si

J(a) = /T o (1) exp (2 / %) du < +o0 ;

— si lunivers est éternel et limyg H(t) Xt < 1, alors tL N&L/|i,| et 6,/|6;]
divergent presque stdrement.

Remarque VI.7 — Les mémes arguments que ceux de la preuve de la pro-
postion VI.10 montrent que, lorsque 6;/|0;| est divergent, il décrit asympto-
tiquement un mouvement brownien sphérique changé de temps dans T(}OOSQ.
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4 ASYMPTOTIQUE LORSQUE LA FIBRE EST
SPHERIQUE

Dans cette section, nous explicitons le comportement asymptotique des com-
posantes spatiales (zg, ) de la diffusion relativiste (53,53) = (ts, T, ts, T5)
dans un espace de Robertson-Walker dont la fibre est sphérique. Encore une
fois, on distingue les cas selon que 'inverse du facteur d’expansion est inté-
grable ou non au voisinage de 7" < 4-00.

4.1 Cas d’une expansion rapide — effondrement lent

Commencons par traiter le cas d’un univers éternel ot I’expansion est rapide
ou d’un univers mortel ou I'effondrement est lent. Nous montrons que dans ces
deux cas, la composante x4 de (&, fs) converge vers un point de la sphére S3.
Comme dans les cas euclidien et hyperbolique, lorsque I'univers est éternel,
le comportement asymptotique du vecteur tangent &, /|44 est déterminé par
la vitesse de divergence du facteur d’expansion.

4.1.1 Convergence des trajectoires dans la fibre

De la méme fagon que dans le cas des géodésiques lumiére étudiées au chapitre
I, on montre que lorsque l'inverse du facteur d’expansion est intégrable, les
trajectoires de la diffusion relativiste convergent dans S®.

Proposition VI.19 — Soit M = I x, S® un espace de Robertson- Walker.
On suppose que M est éternel et que [’expansion est rapide ou que M est
mortel et [’effondrement est lent. Soient (fo,fo) € T'M des conditions ini-
tiales raisonnables et (53,53) = (tg, xg, ts, Ts) la diffusion relativiste issue de
(&o, fo). Alors presque sirement, lorsque s tend vers T, le vecteur x4 converge
un point T de la sphére S3.

Démonstration. La preuve est la méme que dans le cas euclidien. D’aprés
la relation de pseudo-norme (IV.17), pour s < 7, on a légalité |,]* =
gM (&g, 25) = a?/a’(ts). On en déduit que

S s ts
|x$ - xo‘ < / |xU|du = / ?‘aiudu < / d—u
0 o a(tu) t a(u)

Sous les hypothéses de 1’énoncé, la derniére intégrale est convergente, ainsi
que la variation totale de z,, d’ou le résultat. O

Corollaire VI.15 — On se place sous les hypotheses de la proposition VI.19.
Soient t un point de S® et € > 0. On a alors P(|re — | <€) = 1, pourvu que
o soit suffisamment proche de ¢ et ty dans un voisinage assez petit de T.
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4.1.2 Asymptotique du vecteur dérivé normalisé

On précise maintenant le comportement du vecteur dérivé normalisé i/ ||
lorsque x5 converge vers .. Il est tout a fait semblable a celui observé dans
les cas euclidien et hyperbolique : &, /|Z4| converge presque sirement lorsque
s tend vers T si et seulement si 'intégrale C; est elle-méme convergente.
Grace aux corollaires VI.1 etVI.1, on en déduit la proposition suivante :

Proposition VI.20 — Soit M = I x, S? un espace de Robertson-Walker.
On suppose que M est éternel et que [’expansion est rapide ou que M est
mortel et l’effondrement est lent. Soient (60,50) € T'M des conditions ini-
tiales raisonnables et (fs,fs) = (ts, ws, s, 05) la diffusion relativiste issue de
(fo,fo). Alors le processus i/|is| présente les comportements asymptotiques
sutvants :
— si Uunivers est mortel, alors &4/|i4| converge presque sirement, lorsque
s tend vers T, vers un point O, de la sphére Tg}mS3 ~S?;
— si univers est éternel et l'expansion est polynomiale, alors /|t
converge presque strement, lorsque s tend vers l’infini, vers un point
Ou de la sphere T, S* ~ §*;
— st 'univers est éternel et [’expansion est exponentielle, alors le proces-
sus T5/|Ts| est divergent : asymptotiquement il décrit un mouvement
brownien sphérique changé de temps dans T S® ~ S

Ls pécurrent dans\7)_ S®
ZTs v oo

FIGURE 43: A gauche : trajectoire typique de la projection z; dans S? dans un
univers mortel ou ’effondrement est lent ou dans un univers éternel ou 1’expansion
est rapide et polynomiale. A droite, trajectoire typique dans un univers éternel oil
I’expansion est exponentielle.
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En adaptant les arguments de la preuve de la proposition VI.15 au cadre
sphérique (on transporte parallélement le repére e, le long d’un arc de grand
cercle, les autres arguments se transposent tels quels), on montre en effet :

Proposition VI.21 — Soit M z]O,+oo[><_aS3 un espace de Robertson-
Walker o I'expansion est rapide. Soient (&o,&0) € TIM des conditions ini-
tiales raisonnables, et (§s,&) = (ts, 75, ts, ) la diffusion relativiste issue
de (&0, &0). On suppose que Uintégrale Cs tend presque sdrement vers l'infini
avec s. Alors, presque sirement pour tout € > 0, il existe un temps propre s.
fini presque sirement et un mouvement brownien sphérique changé de temps
(0%, s > s.) a valeurs dans T, S® ~ S? tels que, presque sirement :

T .

R

sup <e.

S>Se

4.2 Cas d’une expansion lente — effondrement rapide

Nous passons maintenant a la description du comportement asymptotique
des composantes spatiales de la diffusion de Franchi et Le Jan dans le seul
cas qu’il nous reste a envisager, celui d’un espace de Robertson-Walker dont
la fibre est sphérique lorsque I'inverse du facteur d’expansion n’est pas inté-
grable. Dans ce dernier cas, le comportement asymptotique de la diffusion est
a nouveau semblable a celui des géodésiques de lumiére. On montre en effet
qu’asymptotiquement les processus zy et @/|is| décrivent un grand cercle
aléatoire sur la sphére S3.

Proposition VI.22 — Soit M = I x, S? un espace de Robertson-Walker.
On suppose que M est éternel et que l’expansion est lente ou que M est
mortel et Ueffondrement est rapide. Soient (fo,éo) € T*M des conditions
initiales raisonnables et (&, £,) = (ts, Ty, s, &) la diffusion relativiste issue de
(&o, fo). Alors presque sirement, il existe deux vecteurs orthogonauz aléatoires
Uy et Voo sur la sphere S tels que, lorsque s tend vers T, les vecteurs x4 et
&s/|Ts| vérifient :

*oay , *oay
Ts = COS (/O mdﬂ) Uoo —+ sin (/O mdﬂ) VOO + O(].),

& * a Ta
_—S:—sin — du Uoo—|-cos</ #du)voo%—ol.
) (/ () ) ) @2(t) M

Démonstration. Le systéme d’équations différentielles stochastiques (IV.12)
qui régit I'évolution du couple (x4, &s/|Zs|) peut étre interprété comme une
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FIGURE 44: Trajectoire typique de la projection x, dans S® dans le cas d’un univers
éternel lorsque ’expansion est lente ou dans le cas d’un univers mortel lorsque
I'effondrement est rapide.

perturbation aléatoire de I'oscillateur harmonique classique. En effet, ce sys-
téme peut se mettre sous la forme :

T g

T g
ds d = —x, X
’ a? (tS)

N @ 042(755)

dl‘s ds + d7757

avec

ou pour p,v dans {0,1,2,3} :

as
Sous cette forme, le systéme (IV.12) apparait comme un oscillateur harmo-
nique, perturbé par le terme dng, et changé de temps via le changement de
temps ds’ = a,ds/a*(t,). Pour alléger les notations, posons y, = @/|%,
Zs = Ty + 1y, et Ay = fos %du. Le processus z, est alors solution de
I’équation
dzs = —i zsdAg + idns.

On en déduit que pour tout 0 < s < 7 :

S
zs = zoe A fie I, on I, = / e dn,. (VI.23)
0
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L’intégrale I se décompose en la somme I, = J; + K, ou

s 2(¢ s o
Jo = —0o” / gl yudu, K= / e e d M,
0

2
ay, 0

Sous les hypothéses de I’énoncé (rappelons que lorsque 'expansion est lente,
elle est implicitement polynomiale d’aprés I’hypothése 5), d’aprés la propo-
sition V.4 et le lemme V.9, I'horloge C = fos %é“)du converge presque sire-
ment lorsque s tend vers 7. On en déduit que la variation totale du processus
Js et le crochet de la martingale K, convergent presque sirement lorsque s
tend vers 7. Par suite, les processus Jg, K, et I; convergent presque sure-
ment lorsque s tend vers 7. On note I, la limite presque stre de 'intégrale
I,. D’aprés I'équation (VI.23), lorsque s tend vers 7, on a alors :

2o = (20 +il0) e —ie s (I — L) = (20 + ils) e ™ + 0(1).

Autrement dit, en posant Uy, := 29— (1) €t Voo := yo+R(1), ¢’est-a-dire

—+o0 s a
U=z —/ sin (/ 7udu) dns,
’ 0 0 042(tu)
—+o0 s Ay, d d
Voo = — a3
y”/o (/ a*(t,) “) 1

on obtient que presque strement, lorsque s tend vers 7 :

' ay . ay
Ts = COS (/0 mdu) Uy + sin (/0 QZ(tu)du) Voo +0(1),
T *oa °a
= — —sin — _du Uoo—i—cos(/ 7udu)VOO+ol.
R ) o a2(t) W

Nécessairement, on a alors |Us| = V| = 1 et (Us, Vo) = 0, d’ott le résultat.
U

Remarque VI.8 — Ici encore, on vérifie donc que le comportement asympto-
tique de la diffusion relativiste est celui d’une géodésique de lumiére puisque
la conclusion de la proposition VI.22 est la méme que celle du corollaire I11.5
dans le cas déterministe. Par ailleurs, au regard de la proposition III.7, la
proposition VI.22 va dans le méme sens que les propositions VI.12 et VI.18
dans les cas euclidien et hyperbolique, qui affirment que la diffusion converge
presque stiirement lorsque s tend vers 7, vers un point de la frontiére causale

OM .
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5 RECAPITULATIF DE NOS RESULTATS

5.1 Convergence vers la frontiére causale

Dans tous les cas d’espaces de Robertson-Walker envisageables, qu’ils soient
mortels ou éternels, que ’expansion ou I’effondrement soit rapide ou lent(e)
et que la fibre soit euclidienne, hyperbolique ou sphérique, nous avons mon-
tré dans ce chapitre que le comportement asymptotique des trajectoires du
processus &, de la diffusion (53,53) relativiste est semblable a celui des géo-
désiques de lumiére décrit au chapitre III. Notre étude vient donc conforter,
sur une large classe d’exemples de variétés lorentziennes, le premier point de
la conjecture de Franchi et Le Jan énoncée au chapitre I, a savoir que sur
une variété lorentzienne générale, la diffusion approche asymptotiquement
une géodésique de lumiére aléatoire.

Par ailleurs, dans les propositions VI.12, VI.18 et VI.22, nous avons vu que
dans un espace de Robertson-Walker M = I x, M ot I'expansion est lente
ou ’effondrement est rapide, le processus & converge vers un point aléatoire
de la frontiére causale OMF de M. D’apres les propositions VI.7, VI.13 et
VI.19, c’est aussi le cas lorsque I'expansion est rapide ou I'effondrement est
lent puisque d’aprés la proposition IIL.7, la frontiére causale M est alors
simplement composée d’une copie de la fibre M. On peut donc résumer nos
résultats concernant le comportement asymptotique de & dans le théoréme
suivant, analogue parfait de la proposition I11.8 dans le cas géodésique :

Théoréme VI.1 — Soit M =]0,T[x,M un espace de Robertson-Walker.
Soient (&),SO) € T'M des conditions initiales raisonnables et (fs,fs) =
(ts, xs, by, @5) la diffusion de Franchi et Le Jan issue de (&y,&). Alors presque
sarement, lorsque s tend vers T = inf{s > 0, t, = T'}, le processus & converge
vers un point aléatoire de la frontiére causale OMT de M.

La frontiére causale OM est définie comme une classe d’équivalence de
trajectoires causales sur la variété M. Dans ’éventualité ou ’on parviendrait
a montrer que toute 'information asymptotique de la diffusion est portée par
le point limite dans OM, le théoréme ci-dessus viendrait aussi renforcer la
conjecture de Franchi et Le Jan qui affirme que la frontiére de Poisson de
la diffusion est en bijection avec des classes d’équivalence de géodésiques
de lumiére. Nous verrons au chapitre VIII, au moins sur certains exemples
d’espace de Robertson-Walker, que la tribu invariante pour la diffusion est
effectivement engendrée par le point limite dans OM7, donc que la frontiére
de Poisson de la diffusion s’identifie a la frontiére causale.
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5.2 Comportement asymptotique du vecteur dérivé

Nous résumons a présent nos résultats concernant le processus dérivé fs.
On rappelle que H(t) := o/(t)/a(t) et que dans le cas d’un univers éternel
Hy =limy_ o H(t) > 0.

Théoréme VI.2 (Propositions V.1, V.2 et V.5) — Soit M =|0,T[x,M un
espace de Robertson-Walker. Soient (fo,éo) € T*M des conditions initiales
raisonnables et (&s, &) = (ts, Ts, s, @s) la diffusion relativiste issue de (£, éo).
Alors presque sirement, lorsque s tend 7 = inf{s > 0,t;, = T}, on a les
comportements asymptotiques suivants :

i) si T = 400 et l'expansion est exponentielle, t, est récurrent dans]1, +ool ;
ii) si T = 400 et I'expansion est polynomiale, t, est transitoire ;

iii) si T < 400, t, est transitoire.

Le théoreme suivant précise le comportement asymptotique du vecteur dérivé
normalisé & valeurs dans 7'M dans un univers éternel ol ’expansion est
rapide ou dans un univers mortel ou l'effondrement est lent, c’est-a-dire un
espace M =0, T[x,M avec T < 400 et tel que

/T du

— < +00.

a(u)

Théoréme VI.3 — Soit M =]0,T[x,M un espace de Robertson-Walker
ot l'ezpansion est rapide ou l'effondrement est lent. Soient (£, &) € T'M
des conditions initiales raisonnables et (&,&s) = (ts, 75,15, 35) la diffusion
relativiste issue de (§o,&o). Alors presque sidrement, lorsque s tend vers le

temps T = inf{s > 0, t; = T'}, le processus x5 converge vers un point aléatoire
Too de la fibre M et le processus is/|%s| vérifie les assertions suivantes :

i) siT < o0 ou siT = 400 et lexpansion est polynomiale, alors is/|Ts|
converge vers un point O, de TxlooM;

it) si T = 400 et l'expansion est exponentielle, le processus &s/|is| décrit
asymptotiquement un mouvement brownien sphérique changé de temps

dans T, M ~ §°.

Remarque VI.9 — Dans le dernier cas, que la fibre de I’espace soit eucli-
dienne, hyperbolique ou sphérique, le processus dérivé i/|is| décrit un mou-
vement brownien sphérique dans ’espace tangent unitaire limite. Le proces-
sus ne “voit” donc pas la courbure de la fibre M. Son comportement asymp-
totique ne dépend que du facteur d’expansion a.
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On résume enfin le comportement asymptotique du processus @4/|%s| dans
un espace M =|0, T[x,M tel que T' < 400 et

Théoréme VI.4 — Soit M =]0,T[x M un espace de Robertson-Walker
ot 'expansion est lente ou l'effondrement est rapide. Soient (fo,fo) cT'M
des conditions initiales raisonnables et (53,55) = (tg, w4, s, &) la diffusion
relativiste issue de (50,50). Alors presque sirement, lorsque s tend vers le
temps 7 = inf{s > 0, t, = T}, le processus x5 est divergent et le processus
Is/|Ts| vérifie les assertions suivantes :

i) si M =R3, alors i4/|s| converge vers un point O, de S?;
ii) st M =TH? C RY3, alors |2°| 7! x @,/ |@4| converge vers un point (1,0) ;

iii) si M =S* C R, le processus i /|| décrit asymptotiquement un grand
cercle aléatoire dans S3.

Remarque VI.10 (Sur l'influence de la courbure) — Rapppelons qu’en fonc-
tion du facteur d’expansion « et de la courbure k € {—1,0,1} de la fibre
M, la courbure scalaire d’un espace de Robertson-Walker M = I x, M est
donnée par la formule :

re= s (i + ooty ) =0 (10 280+ )

La courbure R influe naturellement sur le comportement asymptotique des
géodésiques des espaces de Robertson-Walker et par suite sur le comporte-
ment asymptotique de la diffusion relativiste. Cependant, le fait que cette
courbure soit constante ou non, en particulier qu’elle soit nulle ou non, n’a
pas réellement d’influence sur le comportement asymptotique des géodésiques
ou de la diffusion. Par exemple, lorsque I =|0,+oo[ et k = 0, le comporte-
ment qualitatif des trajectoires est le méme que le facteur d’expansion soit
nul ou que «a(t) = t. Dans le premier cas, la courbure R est nulle, pas dans
le second. Comme on ’a vu, le paramétre saillant est en fait 'intégrabilité
de l'inverse du facteur d’expansion au voisinage de 7. On peut cependant
noter que comme le montre le théoréme VI.3 ci-dessus, via le comportement
asymptotique de la fonction de Hubble H, la courbure R a une influence
sur le comportement asymptotique du vecteur dérivé i,/|is| de la diffusion,
influence qui n’apparait pas dans le cas géodésique.




270 Chapitre VI  Etude des composantes spatiales de la diffusion

5.3 Sur la convergence vers des géodésiques de lumiére

Pour conclure ce chapitre, nous souhaitons ici faire une remarque concernant
la convergence des trajectoires de la diffusion relativiste vers des géodésiques
de lumiére, convergence conjecturée par Franchi et Le Jan dans [FLJ07| sur
une variété lorentzienne générale et démontrée dans ce chapitre dans le cas
particulier des espaces de Robertson-Walker. Au regard de la construction
méme du générateur de la diffusion comme perturbation du flot géodésique,
le lien entre les trajectoires de la diffusion et celles des géodésiques n’est pas
vraiment étonnant.

Par ailleurs, la convergence vers des rayons lumineux se concoit bien d'un
point de vue physique et heuristique si 'on pense aux trajectoires de la dif-
fusion comme décrivant le mouvement perturbé d’une particule qui initiale-
ment suit une géodésique. En effet, perturber les accélérations de la particule
a tout instant revient a lui donner de 1’énergie, et si ’on pense a cette derniére
comme une énergie cinétique, la vitesse de la particule tend naturellement
vers celle de la lumiére.

Nous souhaitons ici donner un argument, également de nature heuristique,
mais plus mathématique que le précédent, qui permet a notre avis de mieux
appréhender le pourquoi de la convergence des trajectoires de la diffusion vers
des géodésiques, et pourquoi des géodésiques de lumiére. Pour cela, considé-
rons une variété M de dimension (m + 1) munie d’une métrique lorentzienne
g = g, de signature (—,+,...,+). Pour simplifier, supposons que la mé-
trique g est diagonale. Rappelons que si £* est un systéme de coordonnées
sur M, et si ') désignent les symboles de Christoffel usuels, alors la dif-

fusion de Franchi et Le Jan (53,53) est définie comme solution du systéme
d’équations différentielles stochastiques :

gl = ¢! ds,
(VI.24)

mo?

2

ou la matrice de covariation quadratique des martingales M est donnée par

dél = —T% (&) €2 EVds + ——— Elds + o MY,

A, M), = (€0 + g(8,)) ds.

De plus, la diffusion est paramétrée par le temps propre s, i.e. la longueur
d’arc. Elle vérifie donc la relation de pseudo-norme :

G (&)ENEL = —1.
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La métrique g, étant diagonale, une représentation possible pour les mar-
tingales M} est la suivante : il existe un mouvement brownien réel standard
B et un mouvement brownien W = (W' ... W4%) de dimension d tels que,
pouri=1,...,d:

d

MO — (62 n 902(063)) B, — go(;(ofs) % Z /gii(fs)éidW;
s s =1

AN = EdB, + JEIIV:

Considérons alors le changement de temps suivant :

s -1
S, = / exp <02 % % X U+ aBu) du, d’inverse Ss_l,
0

et notons X := {y-1 la diffusion relativiste changée de temps. Le processus
X, est maintenant solution du systéme d’équations différentielles stochas-
tiques :

dXF = XFds,
(VI.25)
dX! = TV (X,) X0 XVds + o dMY",
otl les martingales MX" sont données par les formules suivantes :

st d
v = [ R Py, sy V@),
0 & & O

. ss! - ,
MX = / R, X \/¢"(&,)dW,, pour i=1,...,d,
0

ou 'on a posé

-1
R, = exp (— [02m2 S+ O'BSU1:|) .

Lorsque les coefficients ¢ de la métrique sont minorés, ces martingales
convergent presque sirement. C’est le cas par exemple pour les espaces de
Robertson-Walker éternels de fibre euclidienne vus en coordonnées carté-
siennes, en particulier c’est le cas pour 'espace de Minkowski. Autrement
dit, sous des hypothéses raisonnables, le systéme d’équations (VI.25) vérifié
par la diffusion changée de temps est le systéme des équations géodésiques,
perturbé par des martingales convergentes. Par ailleurs, d’aprés la relation
de pseudo-norme, on a

— g (X)X XY = R? = o(1).
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i.e. la trajectoire X, est asymptotiquement une trajectoire de lumiére. Ainsi,
en changeant leur vitesse de parcours, les trajectoires de la diffusion rela-
tiviste apparaissent asymptotiquement comme des trajectoires de lumiére,
solution des équations géodésiques perturbées par des martingales asympto-
tiquement négligeables. A notre sens, ceci éclaircit la convergence des tra-
jectoires de la diffusion vers des géodésiques de lumiére. Par ailleurs, dans
I’éventualité ot ’on serait capable de montrer un résultat de stabilité du flot
géodésique, cette remarque peut fournir un angle d’approche pour établir
rigoureusement la convergence des trajectoires de la diffusion vers celles des
géodésiques.

Remarque VI.11 — Dans le cas de I'espace de Minkowski RY2, le proces-
sus (X,, X,) n’est autre que la diffusion de Dudley changée de temps. Les
coefficients de Christoffel étant nuls, le systéme (VI.25) peut se résoudre ex-
plicitement. On montre ainsi que le processus X, converge presque sirement
lorsque s tend vers linfini vers une variable X.,, dont la loi est explicite :

. . . . . . +OO
(XL X2 X3) = (X3, X3 X3+ / e~ =B gy,
0

X0 = yJIXL[2 4 (X2 + (X2

En particulier, on retrouve sans difficulté la loi de I’angle limite de la diffusion
de Dudley évoquée dans le paragraphe 3.1.2 du chapitre I et qui fait 'objet
du théoréme 18 de [Bai08a] :

(X2, X2, X3)
(X%, X2, X3)]

OO:
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Dans la section 4 du chapitre III, nous avons montré que dans un espace de
Robertson-Walker mortel M ou l'effondrement est lent, les géodésiques de
lumiére incomplétes peuvent étre prolongées en des trajectoires bien définies
sur tout RT, & valeurs dans le chapelet d’espace de Robertson-Walker M
introduit dans le paragraphe 4.3.1 de ce méme chapitre :

o~ — oM} =0M,,
M= (UMH>/ VneN, " e

neN M, = M,

ou l'espace M\n = M, UM, est le compactifié causal de l'espace de
Robertson-Walker M,, =|nT, (n + 1)T[x4M,. Nous montrons ici qu'il en
est de méme pour la diffusion relativiste. Le plus gros du travail a été effec-
tué en amont. En effet, dans le paragraphe 2.4 du chapitre V, nous avons
montré que les composantes temporelles de la diffusion admettent un prolon-
gement naturel (f,,a,) a valeurs dans [0, +00[x]0, +-00[. Par ailleurs, d’aprés
la section 4 du chapitre IV, on sait “faire partir” la diffusion d’un point de la
frontiére d’entrée M de 'espace M.
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1 PROLONGEMENT DE LA DIFFUSION

Pour toute la suite de cette section, on se donne un espace de Robertson-
Walker M =1 x, M ou I =|0,T[ avec T borné. On suppose que le facteur
d’expansion « s’annule au bord de I et que son inverse est intégrable en zéro

eten T :
T2y T dv
/ < 400 et / < 4o0.
o av) 772 (V)

On rappelle que & désigne le prolongement périodique de o & R™.

1.1 Description du prolongement

On rappelle que sur l'intervalle |0, 7] ou elle est définie, la donnée des com-
posantes (t,,ts, os, o) de la diffusion relativiste (fs,fs) € T'M est équiva-
lente a celle des composantes (s, as, Ts, ©s/|%s|). Fixons une condition initiale
(to, Qg, Lo, .CL"()/‘[B(]’) avec

(to, ag) €10, T[x[0, +oo[ U [0, T[x]0, +o0],
(zo, T0/|Z0|) € T*M.

On désigne ici par (x) le systéme d’équations différentielles stochastiques qui
régit I’évolution du processus (ts, as, s, Ts/|@s|) et qui est équivalent au sys-
téme (IV.1). Le processus (t, @) est le prolongement de la diffusion tempo-
relle construit au chapitre V et objet de la définition V.2. D’aprés la proposi-
tion IV.6, le systéme (x) admet une solution forte issue de (¢q, ag, o, To/|Z0|)
et définie jusqu’au temps 7 := inf{s > 0, ¢, = T'}. D’aprés la proposition
V.5, lorsque s tend vers 7, le couple (ts,as) converge alors presque sire-
ment vers (7, a.) ou la limite ay, est strictement positive et finie presque
sirement. Par ailleurs, d’aprés les propositions VI.7, VI.13 et VI.19 d’une
part, et les propositions VI.8, VI.14, et VI.20 d’autre part, les composantes
spatiales (x,,&s/|s|) convergent presque siirement vers un point aléatoire
(Too, Ono) € T M.

La fonction « étant prolongée en la fonction périodique &, la proposition
IV.6 assure que pour s > 7, le systéme (%) admet une unique solution
(ts: a5, 75, 0;) = (ts, 5,7, 0;) issue de (T, oo, Too; Oo), bien définie jus-
qu'a 79, le temps d’atteinte de 27" par le processus t;,. D’aprés les pro-
positions citées ci-dessus a nouveau, lorsque s tend vers 7, le processus
(t1,az,xl,©L) converge vers une variable (27, al , 2 ,0L). Pour s > 7,
a nouveau d’aprés la proposition IV.6, le systéme (x) admet une solution
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forte (t2,a2,22,0%) = (t,, s, 22,02%) issue (2T,al,,zL ,0L) et définie jus-
quau temps d’atteinte de 37 par le processus i, etc. On peut itérer la
construction, en concaténant les trajectoires (t7,aZ,z”,©%), pour n € N*
entre les temps d’atteinte 7,, des multiples entiers de la période 1" par le

processus ts.

Définition VII.1 — On notera (55, g, T, @S) et on appellera diffusion ré-
générée et la diffusion définie pour tout s € R* et a valeurs dans TM\,
obtenue & partir de la diffusion (s, as, x5, O5), en la prolongeant par conti-
nuité aux temps d’atteinte successifs 7,, des points nT" par ts, n € N*, i.e.
Tn i=inf{s > 0, t, = nT}.

Remarque VII.1 — La notation TM est quelque peu abusive puisque la dé-
rivée de ¢, est non bornée aux voisinages des temps 7,,. Cependant, pour tout
entier n, la restriction de la trajectoire (fs, g, T, @S) a lintervalle |7,,, 7,41
est bien une trajectoire dans I'espace tangent unitaire 7' M,,, dont la loi est
celle de la diffusion relativiste.

1.2 Frontiére de ’espace complété

Dans la prochaine section, nous explicitons le comportement asymptotique
de la diffusion régénérée. Nous allons voir que celui-ci est tout a fait sem-
blable & celui de la diffusion de Franchi et Le Jan dans un univers éternel
ou l'expansion est lente. Afin de simplifier les énoncés dans la suite, nous
introduisons ici une notion de frontiére sur ’espace M, analogue a la notion
de frontiére causale dans le cas d’un espace éternel ou I'expansion est lente.
Observons tout d’abord que d’un point de vue ensembliste, 'espace M se
plonge naturellement dans le produit [0, co[x M puisque toutes les fibres M,
sont indentifiées entre elles. Par ailleurs, I'inverse de la fonction &, bien que
localement intégrable sur [0, +oo[ & la différence de «, n’est pas intégrable

sur Rt :
/+oo du
<>, N — 0
0 O‘(“)

Comme nous 'avons déja noté dans la remarque IT1.12 ceci implique que les
géodésiques de lumiére prolongées dans M se comportent asymptotiquement
comme les géodésiques usuelles dans un espace de Robertson-Walker éternel
ou l'expansion est lente. Lorsque la fibre est euclidienne ou hyperbolique,
elles s’en vont a l'infini dans une direction privilégiée; lorsque la fibre est
sphérique, elles divergent au sens ou elles décrivent des grands cercles sur la
sphére S3.
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Précisément, si (fu, Z,) est le prolongement a M d’une géodésique de lumiere
(tu, x,) dans M, alors lorsque u tend vers l'infini, selon la courbure de la fibre
M :

i) lorsque M = R3 il existe un couple (§,0) € RT x S? tels que

: i g
oo boo, o0 = [ i 5
ey o &)

ii) lorsque M = H?, il existe un couple (J,0) € RT x S? tels que

t
. v
£, oo, (8132, 3%)/40 - O, _/ D arash ([i]) — 5
io

a(v)

it17) lorsque M = S?, t, — 400 et &, diverge dans S* en décrivant un grand

cercle paramétré par la phase fti“ &CEZ).

Définition VIL.2 — On définit une frontiére M sur I’espace M de la
fagon suivante :

— lorsque M = R3 ou H3, on pose M := {400} x RT x §%;

— lorsque M = S3, on pose OM = {+00} x {0}, ot O est un point idéal.

Lorsque M = R3 ou H?, étant donnée une courbe orientée vers le futur (¢, z,,)
dans M\, ¢'il existe un couple (§,0) € RT x S? tel que les convergences des
point i) ou i7) ci-dessus sont vérifiées, on dira que (¢,,x,) converge vers le
point (400, 4, ©) de la frontiére OM.

Lorsque M = S? ou H?, si une courbe orientée vers le futur (¢,,,) dans M
vérifie les convergences du point #ii) ci-dessus, on dira qu’elle converge vers
le point {+o00} x {0}.

Ayant introduit la frontiére OM de M\, nous pouvons maintenant décrire
le comportement asymptotique, lorsque s tend vers l'infini, des trajectoires
de la diffusion régénérée. Comme annoncé, celui-ci est trés proche, pour ne
pas dire identique, de / & celui des trajectoires de la diffusion de Franchi et
Le Jan dans un espace éternel ot I’expansion est lente. Vues les nombreuses
similarités entre les deux cas, nous passons rapidement sur les preuves lorsque
celles-ci se transposent sans difficulté d’un cas a ’autre.
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2 ASYMPTOTIQUE DE LA DIFFUSION
REGENEREE

Pour décrire le comportement asymptotique, lorsque s tend vers l'infini, des
trajectoires de la diffusion régénérée, nous distinguons les cas selon que la
fibre M de I'espace de Robertson-Walker initial est euclidienne, hyperbolique
ou sphérique.

2.1 Lorsque la fibre est euclidienne

Commencons par le cas euclidien. Si (fs, (g, T, @S) est la diffusion régénérée
issue d’un point (&, éo)de TIM, d’aprés la proposition V.6, le processus d,
tend exponentiellement vite vers I'infini avec s. Par ailleurs, le prolongement
& de fonction de torsion est une fonction bornée. Lorsque s tend vers l'infini,

I’horloge
. s &2(
Cy = 02/ a (")du
0

|aul?

converge donc presque stirement vers une limite finie. Or le processus O,
qui prolonge au deld du temps 7 le processus &;/|is| est précisément un
mouvement brownien sphérique & valeurs dans S?, paramétré par I’horloge
CO’S. On en déduit le résultat suivant :

Proposition VII.1 — Soient M = I x,R? un espace de Robertson-Walker
mortel ot leffondrement est lent, (o, éo) des conditions initiales raisonnables
et (ts, s, T, @s) la diffusion régénérée issue de (60,50). Alors lorsque s tend
vers l'infini, le processus és converge vers un point Ci)oo de la sphere S2.

On a alors bien str le corollaire :

Corollaire VII.1 — On se place sous les hypothéses de la proposition VII. 1.
Alors, lorsque s tend vers T, le processus 05 = Ts/|xs| converge presque sire-
ment vers ©4.

Démonstration. Le processus z, se décompose en
a

S o S o S o
Ty =1 +/@x—i:a%0+@ ></ s +o(/ &)
R AR ETER) * 7 ) a2y o &2(%y)

Le résultat découle de I’équivalent

/s s /fs dv
0 0052(55) too Ooé(v)
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3T

2T

(th xp)l -7 g /.'

0

FIGURE 45: Trajectoire typique de la diffusion régénérée dans le cas ot la fibre est
euclidienne.

En suivant a l'identique la preuve de la proposition VI.12, on montre que
comme dans le cas de ’étude de la diffusion relativiste dans un espace éternel
ou ’expansion est lente, le processus

o b du
Og := —/ + |z
i () |

converge presque sirement lorsque s tend vers l'infini. Autrement dit, lorsque
s tend vers l'infini, le processus (58, Ts) converge presque sirement vers une
hypersurface asymptotique dans ’espace complété M. D’aprés la définition
VII.2, la convergence vers cette hypersurface est équivalente a la convergence
vers un point de la frontiére M. Aussi, on peut énoncer la proposition :

Proposition VII.2 — On se place sous les hypothéses de la proposition
VIL.1. Alors, lorsque s tend vers l'infini, le processus 05 converge presque
sirement vers une variable aléatoire réelle 6 Autrement dit, il existe une
variable aléatoire (400, 500, ) ) Sur la frontiére OM de I’ espace complété ./\/l
telle que le processus (ts,xs) converge presque sirement vers (400, (500, ) )
lorsque s tend vers linfina.
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2.2 Lorsque la fibre est hyperbolique

Passons maintenant au cas ou la fibre M de 'espace de Robertson-Walker
initiale est hyperbolique. Comme dans la preuve de la proposition VI.4, en
utilisant le fait que pour la diffusion régénérée, I’horloge C, = o2 OS oiit‘é)du
converge presque strement lorsque s tend vers I'infini, on montre tout d’abord
que le processus x5 est transitoire. Ainsi, si 'on définit r; de sorte que zs =

(/1 [75]2, 740,), on a résultat suivant :

Proposition VII.3 — Soit M = I x, H? un espace de Robertson-Walker
mortel ou | eﬁondrement est lent, (&, 50) des conditions initiales raisonnables
et (ts,as,xs,@ ) la diffusion régénérée issue de (50,50) Alors presque stre-
ment, le processus 75 tend vers l'infini avec s.

Comme dans la preuve de la proposition VI.4, on peut en fait préciser la
vitesse de divergence du processus 7, (I’analogue du processus c¢s/as pour la
diffusion régénéré tend vers 1). Dés lors, par les mémes arguments que dans
la preuve de la proposition VI.16, on obtient que le processus x, tend vers
I’infini dans une direction privilégiée :

Proposition VII.4 — On se place sous les hypothéses de la proposition
VIL.5. Alors lorsque s tend vers Uinfini, le processus 05 converge presque
strement, vers un point O de la sphére S?.

Enfin, les mémes estimés pour la vitesse de divergence de r, et les mémes
arguments de que ceux de la proposition VI.18 montrent que le processus

o b du
0s = —/ —— + argsh (7)
i (u)

converge presque sirement, lorsque s tend vers l'infini vers une variable aléa-
toire réelle do.. On a donc finalement le résultat suivant

Proposition VII.5 — On se place sous les hypotheses de la proposition
VIL.3. Alors presque stiirement, le processus (ts, xs) i valeurs dans M converge

vers un point (+00, 500, @oo) de la frontiére OM.

2.3 Lorsque la fibre est sphérique

Traitons enfin le cas ou la fibre M est sphérique. L’argument essentiel de
la preuve de la proposition VI.22 qui décrit le comportement asymptotique
de la diffusion relativiste dans un espace éternel ot I’expansion est lente, est
que lorsque s tend vers 7, I'horloge Cy = [ o?(t,)du/aZ converge presque
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sirement. On a déja vu dans la description du comportement asymptotique
de la diffusion régénérée dans les cas euclidien et hyperbolique que I'horloge

. s 22 Eu
Cy = 02/ ozo( 2)du
0

‘au‘

converge également lorsque s tend vers I'infini. Aussi, les mémes arguments
que ceux de la preuve de la proposition VI.22 s’appliquent ici et 'on a le
résultat suivant :

Proposition VII.6 — Soient M = I x,S? un espace de Robertson-Walker
mortel ot Ueffondrement est lent, (&, 50) des conditions initiales raisonnables
et (fs,&s,i’s,és) la diffusion régénérée issue de (60,50). Alors presque stre-
ment, il existe deux vecteurs orthogonaux aléatoires Uy, et Vo sur la sphere
S? tels que, lorsque s tend vers T, les vecteurs x5 et és vérifient :

. 5 Qy . 5 Ay

Ty = COS </0 &Q(I?u)du) Uy + sin </0 &Q(I?u)du) Voo +0(1),
([ *a,

O, = —sin (/0 &2(£u)du) Uso + cos </o &2(fu)du> Voo + 0(1).
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Dans ce dernier chapitre, nous explicitons la frontiére de Poisson de la diffu-
sion relativiste (&, &,) lorsqu’elle est a valeurs dans le fibré tangent unitaire
d’un espace de Robertson-Walker éternel de fibre euclidienne ou ’expansion
est rapide. Précisément, nous parvenons a expliciter la frontiére dans le cas
ou '’expansion est exponentielle. Parmi les exemples d’espaces de Robertson-
Walker évoqués au chapitre II, I'espace de de Sitter vérifie ces conditions.
Dans la section 1, nous établissons tout d’abord un théoréme de Liouville
pour la sous-diffusion temporelle (%, ,) dans le cas d’un espace éternel, ainsi

que pour la diffusion régénérée (f,,t,) dans le cas d’un univers mortel. Dans
le paragraphe 2.1 de la section 2, nous montrons ensuite que dans un espace
de Robertson-Walker du type évoqué plus-haut, la tribu asymptotique de la
sous-diffusion sphérique (ts, s, @5 /|4s|) est triviale. Enfin, dans le paragraphe
2.2, nous explicitons la frontiére de la diffusion globale (&, 53) Nous concluons
dans la section 3 par quelques remarques concernant la détermination de la
frontiére de Poisson dans les autres cas d’espaces de Robertson-Walker.



282 Chapitre VIII  Frontiére de Poisson de la diffusion

1 UN THEOREME DE LIOUVILLE POUR LA
DIFFUSION TEMPORELLE

Dans cette section, nous déterminons I’ensemble des fonctions harmoniques
bornées associées au générateur infinitésimal L° de la sous-diffusion tempo-
relle (t,,%,) de la diffusion de Franchi et Le Jan, dans le cas d’un univers
éternel. Nous traitons aussi le cas de la diffusion régénérée introduite dans
la section 2.4 du chapitre V. On rappelle que la sous diffusion (t,,7) est
solution du systéme (IV.13) :

2

. . ) 302 . .
dty =t.ds, dis= {—H(ts) (£2-1) + %t] ds + dM,

o d(M?), = o?(i> — 1) ds,

autrement dit, le génerateur L? est donné par :

2

- . o 30° . 2
L7 :=i0+ |—Ht) (= 1)+ —1t]| 9; +

o

(1) 32,

2

1.1 La diffusion temporelle dans un univers éternel

Dans le cas d’un univers éternel, on a vu au chapitre V que la diffusion
(ts, 1) présente deux comportements asymptotiques bien distincts selon que
I’expansion est exponentielle ou polynomiale. Dans le premier cas, le pro-
cessus t, est récurrent; dans le second cas, il est transitoire. On pourrait
s’attendre a ce que la tribu asymptotique de la sous-diffusion temporelle re-
flete cette dichotomie. Nous montrons ici qu’il n’en est rien : dans les deux
cas, la tribu asymptotique de la diffusion temporelle est triviale, autrement
dit les seules fonctions harmoniques bornées pour le générateur L7 sont les
fonctions constantes.

Proposition VIII.1 — Soit H une fonction continue, positive et décrois-
sante sur |0, +oo[. Les seules fonctions harmoniques bornées pour le généra-
teur L7 de la sous-diffusions temporelle (ts,ts) de la diffusion relativiste sont
les fonctions constantes.

Remarque VIII.1 — Nous donnons ici une preuve de la proposition VIII.1
qui permet de traiter simultanément le cas ou la limite H,, est strictement
positive et le cas ot elle est nulle. Dans le cas ot Hy > 0, comme £, est
récurrent, une preuve un peu plus directe est possible.
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Démonstration. La preuve de la proposition repose sur le constat suivant :
deux solutions indépendantes du systéme (IV.13) se couplent automatique-
ment. Considérons B! et B? deux mouvements browniens réels indépendants
définis sur des espaces (21, F1) et (Qg, F2) ainsi les processus (1, 1) et (2, £2),

issus de (t3,15) # (t2,12) (déterministes) et solutions des systémes, pour
1=1,2:

dei = itds, dii = |~H(t}) (yt;12—1)+%t;] ds+ o/ |12 — 1dB.

Afin d’alléger les notations, on pose 7y := t} V t2. On désigne par P; la loi
de (£/,1) et par P :=P; ® P, la loi du couple. D’aprés la proposition IV.3,
PP;-presque siirement, on a £ > 1 pour tout s > 0. Les processus ¢! sont donc
strictement croissants, on note (¢);! leur inverse, et on définit les processus
ul, pour i = 1,2, par u! := ¢![(t!);1]. . Sans perdre en généralité, on peut
supposer que 1 < uio < ufo. D’aprés la formule d’Ito, pour s > 7y, on a alors

1 (P —1) 1 ul -1
Sog (sl T2 2 (0l T2 «+ Ro+ M, VIIL1
s () = 3 o) POt (VIL1)

ou l'on a posé

Qs =0 [(t); = ()] = o® [t — ()]

02
-

et ou M, est une martingale locale dont le crochet est donné par :

S a2 (1212 — 1) — ul (lull2 — 1
[l oD,

o U (Jup]? = 1) xu? (Ju2]? = 1)

(st £L[2 (%) 2|
(M), :/ #dw/ ——du > (') = (t")," (VIIL2)
( (

mat L2 =1 )t 122 =1

Montrons que les processus u! et u? se couplent automatiquement en un
temps fini P—presque stirement, i.e. que le temps 7. := inf{s > 79, u! = u?}

1=
est fini P—presque strement. Considérons I’ensemble
A:={w e N x Dy, 7(w) =+00}.

Par définition, si w € A on a ul(w) < u?(w) pour tout s > 75. On en déduit
que R(w) est positif pour tout s > 7y ainsi que Q(w). En effet, pour tout
s > Ty, on a alors :

Sdr /Sdr /sdr /s dv .1 1
— > —, et — = —— = ("), — (')
/7'0 up S w U S PIE) ] E
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Sur l'ensemble A, on a donc d’aprés 'équation (VIIL1) :

1 ul|*—1 1 lull* —1
M+ -1 —0 ) <=1 —— ] <0.
"2 Og(uzm—l) <5 (i) <
Or d’apres (VIIL2), comme (¢');' tend presque sirement vers l'infini avec
s, on a (M), = +oo, P—presque sirement. On a donc P(A) = 0, c’est-a-
dire 7, < 400 P — p.s.. Autrement dit, les graphes des courbes (t!,1!),5¢ et

s77s

(t2,1%),>0 s'intersectent presque sirement. Désignons par (¢, )g+ I'ensemble

CRI-]

des points de la trajectoire (¢, 1),50, et posons

Ty = inf{s > 0, (¢!, i}) € (£*, )+ },
Ty = inf{s > 0, (t2,2) € (¢!, ")+ }.

ERANC

Bien que les variables T3 et T5 ne soient pas des temps d’arrét pour la filtra-
tion o ((t2,¢%), i = 1,2, s < t);>0, elle sont finies P—presque strement. Par

conséquent, les ensembles
Al = {w1 c Ql, Ty < 400 ]Pg—p.S.} et Ag = {u)g S QQ, T < 400 Py —pS}

vérifient P;(A;) = Py(Az) = 1. D’autre part, comme les processus ¢’ sont
strictement croissants, on a

(th,,ty,) = (t3,,i7,) P — presque sirement. (VIIL.3)
En effet, par définition de T7 et Ts, il existe u,v € R* (aléatoires) tels que
11 2 ;2 2 12 141
(tTlvtTl) - (tuv tu)v (tT27 tTg) - (tvv tv)'
Si lon avait t7, = t2 < t7,, comme t2 est strictement croissant, on aurait

u < Ty et (12,12) € (t1,£Y)p+ ce qui contredirait la définition de Ty comme

infimum. On en déduit que ¢}, > ¢7, puis ¢, = t7, par symétrie. Finalement,
en utilisant a nouveau la croissance des t., on conclut que u =T et v =17,
d’ou (VIIL.3). Considérons alors une fonction A harmonique bornée pour
lopérateur L7. Pour wy € Q5 fixé, I'application w; € Q; — Tj(wq,wsy) est un
temps d’arrét fini P, —presque stirement pour la filtration o (1, 1), s < #)ss0.
D’apres le théoréme d’arrét, on a alors

htd, ) = Bu [h(th 84,)] = [ hith, 85, )Py

en intégrant par rapport a Py, on obtient :

Bt 1) — / Btk . £5.)dP, @ dP, = / Btk . 5. )dP.
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De la méme facon, on a
h(tg,13) = / h(th,, 5, )dP @ dPy = / h(t3,, 5, )dP.

D’aprés (VIIL3) on conclut que h(th,8) = h(t2,2), i.e., la fonction h est
constante. U

1.2 Le cas de la diffusion régénérée

En modifiant légérement la preuve précédente, on montre de la méme facon
que les seules fonctions harmoniques bornées associées au générateur infi-
nitésimal de la diffusion régénérée (fs, as) introduite dans la section 2.4 du
chapitre V, sont les fonctions constantes.

Proposition VIII.2 — Les seules fonctions harmoniques bornées associées
au générateur L de la diffusion (ts,as) sont les fonctions constantes.

Démonstration. la preuve est trés semblable a celle de la proposition VIII.1,
le processus as jouant ici le role de {,. Comme précédemment, nous al-
lons voir que deux trajectoires indépendantes se couplent automatiquement.
Soient (£, a!) et (£2,42) deux diffusions régénérées indépendantes issues de
points distincts (£}, a}) et (12,a2). On désigne par P; la loi de (f%, ) et par
P :=P; ® Py la loi du couple. D’apres la proposition IV.3, P;,—presque stre-
ment, les processus t; sont strictement croissants; on note (fi);l leur inverse
et on définit les processus v’ sur [t}, +oo| par v := a'[({");']. Afin d’alléger les
notations, on pose 7y := 1% V Eg. Sans perdre en généralité, on peut supposer
qu’au temps 75 on a 1 < v} < vZ, on note alors 7. = inf{s > 7, vy > vZ}.
D’apreés la proposition V.6, il existe deux mouvements browniens indépen-
dants B! et B? ainsi que deux processus presque siirement convergents u' et

u? tels que, pour tout s > 7y :

s

o fot = exp (Qu+ o (Bl — Bl ) + (a2 1)
ou comme dans la preuve précédente, on a posé :
Q. = o2 [(t1);1 _ (t2);1] _ g2 [(t1);01 _ (tQ);Ol] '
Sur lintervalle [rg, 7.[, on a Q5 > 0 presque sirement. En effet, on a I’équi-

valence (5) (5)
9 afs afs
< > ,
° [vi[? +a2(s) ~ [vZ[2 + a?(s)

1
vy <
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et d’autre part

/S Oé(?”) dr = (tz)s—l o (ti>;01'

032 + a(r)

On en déduit la minoration suivante, pour s € 7, 7| :
vl /v? > exp (0 <B(1£1);1 - B(2£2)S—1) + 0(1)) :

Comme le crochet (B'o(#!)~'—Byo(#?) 1), tend vers I'infini avec s, on conclut
que le temps 7, est fini P—presque siirement. Autrement dit, les trajectoires
(t!,al) s'intersectent en un temps fini P—presque sirement ; on conclut alors
comme dans la proposition VIIIL.1, le role de % étant joué ici par le processus

3 2 s .2 Oq
régénéreé ay. ]

2 FRONTIERE DE POISSON LORSQUE LA FIBRE
EST EUCLIDIENNE

Nous décrivons ici la frontiére de Poisson de la diffusion relativiste pour
une famille d’espaces de Robertson-Walker dont la fibre est euclidienne. Il
s’agit des espaces éternels M =|0, +0o[x,R? ou I'expansion est rapide i.e.
ou l'inverse du facteur d’expansion est intégrable au voisinage de l'infini, et
ot la fonction de Hubble n’est pas de cube intégrable.

2.1 Frontiére de Poisson de la sous-diffusion sphérique

Commencons par décrire la tribu asymptotique de la sous-diffusion “sphéri-
que” (s, ts, 5/|7s|) & valeurs dans ]0, +o00[x]1, +00[x S

Lemme VIIL.1 — Soit M =)0, +00[x,R?® un espace de Robertson-Walker
ou l'expansion est exponentielle. Soient (o, fo) des conditions initiales raison-
nables et (s, 55) = (ts, Ty, ts, 05) la diffusion relativiste issue de (&, 50). Alors
presque siirement, la tribu asymptotique de la sous-diffusion (t,,t,,7,/|2|)
est triviale.

Démonstration. Pour alléger les expressions, on pose O, := &/|%4| dans la
suite de la preuve. On désigne par (x) le systéme d’équations différentielles
stochastiques vérifié par le processus (t,, %, ©,). Via la bijection entre la
tribu asymptotique et ’ensemble des fonctions harmoniques bornées, établir
la proposition revient a montrer que les seules fonctions harmoniques bor-
nées associées au générateur de la sous-diffusion (s, ts, ©;) sont les fonctions
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constantes. Rappelons que sous les hypothéses de Pénoncé, si (¢}, 3) et (12, £2)
sont deux conditions initiales raisonnables, et si (t!,!) est une solution du
systéme (IV.13) issue de (t},£}), il est toujours possible de construire une
solution du méme systéme (IV.13) issue de (#2,12) et telle qu’il existe deux

temps T} et Ty finis presque stirement tels que
(tq,,i1,) = (t3,,17,) presque sirement.

Par ailleurs, si (ts,is,@s) est solution de (x), le processus Oy est un mou-
vement brownien sphérique changé de temps dans S?. Précisément, il existe
un mouvement brownien sphérique ©, indépendant de la diffusion temporelle

(ts,1s) tel que
- s d
0,=6 </ 7“> .
0 ‘tu‘Q - 1

Comme I’expansion est exponentielle, d’apreés la proposition V.4, I'intégrale
fo i |2 - tend presque sirement vers I'infini avec s. Fixons des conditions ini-

tiales (t3,15,0%) et (t2,12,©2) dans |0, +-00|x]1, +00[xS?. Considérons alors
deux solutions (t!,1) et (¢2,42) issues de (t3,1}) et (t2,12) respectivement,
qui se couplent en des temps 77 et T, comme ci-dessus. On choisit de faire
coincider les deux diffusions apreés les temps de couplages, autrement dit
(th s th ) = (Bhys, %), pour s > 0. Fixons maintenant deux mouve-
ments browniens sphériques o indépendants issus de O} et indépendants
des deux diffusions temporelles et posons pour s > 0 et pour 1=1,2:

o |th[*—1

Les processus (t',%,©%) ainsi définis sont bien solution du systéme (x). A
partir de cette situation, on construit aisément un couplage des trajectoires
(t,#,01). On définit en effet un nouveal processus (02)20, tel O coin-
cide avec ©2 sur Dintervalle [0, 73] et (©'2),>7, est la réflexion du processus
(©})s>7, par rapport au plan médian entre les points ©1, et ©2,. Le nouveau
processus (t2,12,0'?) est encore solution du systéme () et au premier temps
T*, qui est fini presque siirement, ol le processus (0!),>7, intersecte le grand

cercle médian entre @1T1 et @TQ, on a naturellement :

/ _ 1 (1 1
(tT2+T* tT2+T* @ T2+T*) - (tT1+T* I tT1+T*7 ®T1+T*)‘

Si h est une fonction harmonique bornée, d’aprés les couplages ci-dessus,
presque siirement, on a alors h(t2,13,©32) — h(t}, 1}, ©}) = 0 puisque

E (A sz Byirs Oi0) = hlthy sy e Ohy 1) ) | = 0.
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FIGURE 46: Couplage par réflexion sur le plan médian séparant les points @;1 et
02,.
T2

Ceci étant valable pour des points (t),%}) quelconques, i = 1,2, on conclut
que la fonction h est constante, d’ou le résultat. O

2.2 Frontiére de Poisson de la diffusion globale

On peut maintenant décrire la frontiére de Poisson de la diffusion globale
(&,&5) a valeurs dans l'espace tangent unitaire d’un espace de Robertson-
Walker éternel, de fibre euclidienne, ot ’expansion est exponentielle.

Théoréme VIII.1 — Considérons un espace de Robertson-Walker M =
10, +00[xoR? 01 lexpansion est exponentielle. Soient (&, &) des conditions
initiales raisonnables et (55,53) = (ts, x4, ts,a5) la diffusion relativiste is-
sue de (50,50). Alors presque strement, la tribu asymptotique de la diffu-
sion (&,,&,) coincide avec la tribu o(z.) engendrée par la seule variable
T = lim x, € R3.
s—+T

Démonstration. Sous les hypothéses de I’énoncé, d’apres la proposition VI.7,
le processus z; converge presque sirement vers des variables 2., € R3. On
rappelle que d’aprés la relation de pseudo-norme, || = as/a?(t,), autrement
dit |&,| ne dépend que de la sous-diffusion temporelle (¢,,t,). Par ailleurs,
pour tout s > 0, on a :

+oo +oo t% _

Too — Ts = 0, x I W @uxildu.
s a?(ty) s a(ty)

On en déduit que tout s’ > 0, les tribus suivantes coincident :

o ((ts,xs,is,x's),s > s') =0(rs) Vo ((ts,is, Os),s > s') )
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D’aprés [RY99] p. 67, en prenant l'intersection sur les tous les temps s’ > 0,
on obtient alors alors

ﬂ o ((ts,xs,is,x's),s > s/) = 0(Zoo) V ﬂ o ((ts,is,is),s > s’) ,

s'>0 s'>0

ou encore
ﬂ o ((ts,xs,is,j:s), 5 > s') =0(2s) V m o ((ts,zfs, Oy),s > s') )
s'>0 s'>0

D’aprés le lemme VIIL.1, la tribu asymptotique de la diffusion sphérique
(ts,ts, Og) est triviale. On conclut donc que

ﬂ o ((tsy s, s, 05), 8 > §') = 0(T0).

s'>0

3 (QUELQUES REMARQUES

Pour conclure, nous formulons quelques remarques concernant la détermina-
tion de la frontiére de Poisson de la diffusion relativiste dans les espaces de
Robertson-Walker qui ne sont pas du type précédent.

Remarque VIII.2 — Commencons par évoquer le cas des espaces éternels
ol I’expansion est exponentielle et ot la fibre est hyperbolique ou sphérique.
Dans ces cas, on a vu que le processus dérivé & /|| décrit asymptotiquement
un mouvement brownien changé de temps dans T;OOM . Nous pensons que
comme dans le cas euclidien, la tribu asymptotique de la diffusion globale a
valeurs dans 7'M coincide alors presque siirement avec la tribu engendrée
par la seule variable z,,. Nous ne sommes pas parvenus a établir ce résultat.
La difficulté par rapport au cas euclidien est que dans les cas hyperbolique
et sphérique, le processus (tg,fs,@s/|7s|) n’est plus une sous-diffusion de la
diffusion globale puisque #;/|@5| dépend de zg. Il est ainsi plus difficile de
montrer que la tribu asymptotique (¢, t,, 2,/|2,|) est triviale.

Remarque VIIL.3 — Evoquons a présent le cas d’un espace de Robertson-
Walker éternel de fibre euclidienne et ou I'expansion est rapide et polyno-
miale. Dans ce cas, les processus zs et @4/|%s| convergent presque sirement
vers des variables z,, et ©, respectivement. Nous pensons sans parvenir a le
démontrer que la tribu asymptotique de la diffusion sphérique (t,, t,, 4,/ |is|)
est engendrée par la variable ©.. Le couplage du lemme VIII.1 ne peut
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pas étre invoqué puisque I’horloge du mouvement brownien changé de temps
ts/|Ts| converge ici presque sirement. Néanmoins, si ce résultat est vrai,
comme dans la preuve du théoréme VIII.1, on montrerait alors que la tribu
asymptotique de la diffusion globale & valeurs dans 7'M coincide presque
sirement avec la tribu engendrée par les deux variables z,, et ©,. La ques-
tion suivante serait alors de chercher & savoir si la tribu o(z., ©+) coincide
ou non avec la tribu o(z). Si ce n’est pas le cas, cela montrerait que la fron-
tiére de Poisson contient plus d’informations que la seule donnée du point
limite z, sur la frontiére causale.

Remarque VIII.4 — Mentionnons enfin le cas d’espaces de Robertson-Walker
éternels ou I’expansion est lente. Lorsque la fibre de ’espace est euclidienne
ou hyperbolique, la situation ressemble beaucoup a celle de la diffusion de
Dudley dans I’espace de Minkowski. Les résultats de Bailleul rappelés dans
le premier chapitre de cette partie montrent que la frontiére de Poisson de
la diffusion de Dudley s’identifie avec la frontiére causale de ’espace de Min-
kowski. Nous pensons qu’il en est de méme pour la diffusion relativiste dans
le cas plus général des espaces de Robertson-Walker o I'expansion est lente,
1.e. que la tribu asymptotique pour la diffusion globale coincide avec la tribu
0 (000, O ). Malheureusement, nous n’avons pas réussi a adapter les méthodes
de Bailleul au cas d'un espace courbe.



Bibliographie

[ACO7]

[AF07]

[AnF07]

[ARS95a)

[ARS95b]

[ARS97]

[ATU09)

[Bai06]

Luis J. Alias and A. Gervasio Colares. Uniqueness of spacelike
hypersurfaces with constant higher order mean curvature in ge-
neralized robertson-walker spacetimes. Mathematical Proceedings
of the Cambridge Philosophical Society, 143 :703-729, 2007.

Jiirgen Angst and Jacques Franchi. Central limit theorem for a
class of relativistic diffusions. J. Math. Phys., 48(8) :083101, 20,
2007.

V. Alana and J.L. Flores. The causal boundary of product spa-
cetimes. Gen. Relativ. Gravitation, 39(10) :1697-1718, 2007.

Luis Alias, Alfonso Romero, and Miguel Sanchez. Compact
spacelike hypersurfaces of constant mean curvature in generali-
zed Robertson-Walker spacetimes. In Geometry and topology of
submanifolds, VII (Leuven, 1994/Brussels, 1994), pages 67-70.
World Sci. Publ., River Edge, NJ, 1995.

Luis J. Alias, Alfonso Romero, and Miguel Sanchez. Spacelike
hypersurfaces of constant mean curvature in spatially closed Lo-
rentzian manifolds. In Differential geometry and its applications
(Granada, 199/), volume 2 of An. Fis. Monogr., pages 177-187.
CIEMAT, Madrid, 1995.

Luis J. Alias, Alfonso Romero, and Miguel Sanchez. Spacelike hy-
persurfaces of constant mean curvature in certain spacetimes. In
Proceedings of the Second World Congress of Nonlinear Analysts,
Part 1 (Athens, 1996), volume 30, pages 655-661, 1997.

M. Arnaudon, A. Thalmaier, and S. Ulsamer. Existence of non-
trivial harmonic functions on Cartan-Hadamard manifolds of un-
bounded curvature. Mathematische Zeitschrifft, 263 :369-409,
20009.

[smagl Bailleul. Poisson boundary of the relativistic diffusion in
Minkowski spacetime. These de ['université Paris-Sud XI, 2006.



292

Bibliographie

[Bai08a]

[Bai08b)|

[BDRO1a]

[BDRO1b)

[BDRO1(]

[Bers9)]
[Ber03]

[Bis84|

[BW94a)

[BW94b]

IBYS1]

[CdV07]

[Dar05]

[Deb04]

Ismagl Bailleul. Poisson boundary of a relativistic diffusion. Pro-
bab. Theory Related Fields, 141(1-2) :283-329, 2008.

Ismaél Bailleul. Une preuve simple d’un résultat de Dufresne.
Seéminaire de probabilités XLI. Berlin : Springer. Lecture Notes
in Mathematics 1934, 203-213 (2008)., 2008.

C. Barbachoux, F. Debbasch, and J.P. Rivet. Covariant Kolmogo-
rov Equation and Entropy Current for the Relativistic Ornstein-
Uhlenbeck Process. Eur. Phys. J., 19 :37, 2001.

C. Barbachoux, F. Debbasch, and J.P. Rivet. Hydrodynamic
behavior of Brownian particles in a position-dependent constant
force-field. J. Math. Phys., 40 :2891, 2001.

C. Barbachoux, F. Debbasch, and J.P. Rivet. The spatially one-
dimensional relativistic Ornstein-Uhlenbeck process in an arbi-
trary inertial frame. Fur. Phys. J., 23 :487, 2001.

M.V. Berry. Principles of Cosmology and Gravitation. 10P pu-
blishing, 1989.

Marcel Berger. A panoramic view of Riemannian geometry.
Springer-Verlag, Berlin, 2003.

J.M. Bismut. The Atiyah-Singer theorems : A probabilistic ap-
proach. ii : The Lefschetz fixed point formulas. J. Funct. Anal.,
57 :329-348, 1984.

J. Bertoin and W. Werner. Asymptotic windings of planar brow-
nian motion revisited via the Ornstein-Uhlenbeck process. Sémi-
naire de Probabilité de Strasbourg, 28 :138—-152, 1994.

J. Bertoin and W. Werner. Comportement asymptotique du
nombre de tours effectués par la trajectoire brownienne plane.
Séminaire de Probabilité de Strasbourg, 28 :164—-171, 1994.

N. Bouleau and M. Yor. Sur la variation quadratique de certains
temps locaux de certaines semi-martingales. C.R Acad. Sc. Paris,
292 :491, 03 1981.

Bang-Yen Chen and Joeri Van der Veken. Spatial and Lorentzian
surfaces in Robertson-Walker space times. Journal of Mathema-
tical Physics, 48(7) :073509, 2007.

O. Darrigol. The genesis of the theory of relativity. FEinstein,
1905-2005. Poincaré Seminar 1, pages 1-22, 2005.

F. Debbasch. A diffusion process in curved space-time. J. Math.
Phys., 45(7) :2744-2760, 2004.



Bibliographie 293

[AFC90]
[DHO5a]
[DHO5b]
[DMR97]

[DR9S]

[Dud66|
[Dud67]
[Dud73]

[Dup05]

[Ein05al

[Ein05b)

[Ein05¢|

[Ein05d]
[Ein06]

[ELO06]

F. de Felice and C.J.S Clarke. Relativity on curved manifolds.
Cambridge university press, 1990.

J. Dunkel and P. Hanggi. Theory of relativistic Brownian Motion :
The (14 1)-dimensional case. Physical Review, E 71 016124, 2005.

J. Dunkel and P. Hanggi. Theory of relativistic Brownian Motion :
The (1 + 3)-dimensional case. aryiv 0505532, 2005.

F. Debbasch, K. Mallick, and J.P. Rivet. Relativistic Ornstein-
Uhlenbeck Process. J. Stat. Phys., 88 :945, 1997.

F. Debbasch and J.P. Rivet. A diffusion equation from the Re-
lativistic Ornstein-Uhlenbeck Process. J. Stat. Phys., 90 :1179,
1998.

R. M. Dudley. Lorentz-invariant Markov processes in relativistic
phase space. Ark. Mat., 6 :241-268, 1966.

R. M. Dudley. A note on Lorentz-invariant Markov processes.
Ark. Mat., 6 :575-581 (1967), 1967.

R. M. Dudley. Asymptotics of some relativistic Markov processes.
Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A., 70 :3551-3555, 1973.

B. Duplantier. Le mouvement brownien, “divers et ondoyant”.
FEinstein, 1905-2005. Poincaré Seminar 1, arXiv :0705.195, pages
201-293, 2005.

Albert Einstein. Ist die Trigheit eines Korpers von seinem
Energieinhalt abhingig? Annalen der Physik (1900) (series 4),
18 :639-641, 1905.

Albert Einstein. Uber die von der molekularkinetischen Theo-
rie der wirme gefordert Bewegung von in ruhenden Fliissigkeiten
suspendierten Teilchen. Annalen der Physik (1900) (series 4),
17 :549-560, 1905.

Albert Einstein. Uber einen die Erzeugung und Verwandlung
des Lichtes betreffenden heuristischen Gesichtpunkt. Annalen der
Physik (1900) (series 4), 17 :132-148, 1905.

Albert Einstein. Zur Elektrodynamik bewegter Korper. Annalen
der Physik (1900) (series 4), 17 :891-921, 1905.

Albert Einstein. Zur Theorie der Brownschen Bewegung. Annalen
der Physik (1900) (series 4), 19 :371-381, 1906.

D. Elworthy and X.M. Li. Geometric stochastic analysis on path
spaces. In Geometric stochastic analysis on path spaces. Procee-
dings of ICM, Madrid, Spain, 2006.



294

Bibliographie

[FLJO7]

[FNOG6|
[Fra07]
[Fri69)]

[FS00]

[FS07]

[GKP72]

[Hab09]
[Hak65]
[Hak67al
[Hak67b]
[Hak68a]
[Hak68b|

|[Har04|

[HET73]

Jacques Franchi and Yves Le Jan. Relativistic diffusions and
Schwarzschild geometry. Comm. Pure Appl. Math., 60(2) :187—
251, 2007.

J. Foster and J.D Nightingale. A short course in General Relati-
vity. Springer, third edition, 2006.

Jacques Franchi. Relativistic diffusion in Godel’s universe.
http ://arziv.org/abs/math.PR/0612020v2, 2007.

A. Friedman. Partial differential equations. Krieger Publishing,
1969.

José Luis Flores and Miguel Sanchez. Geodesic connectedness
and conjugate points in GRW space-times. J. Geom. Phys., 36(3-
4) :285-314, 2000.

Jose Luis Flores and Miguel Sanchez. The causal boundary of
wave-type spacetimes, 2007.

R. Geroch, E. H. Kronheimer, and R. Penrose. Ideal points
in space-time. Royal Society of London Proceedings Series A,
327 :545-567, 1972.

7. Haba. Relativistic diffusion. Physical Review, E79, 021128,
20009.

R. Hakim. A covariant theory of relativistic brownian motion i.
local equilibrium. J. Math. Phys., 6(10), 1965.

R. Hakim. Relativistic perfect gas in an external force field. Phys.
Rev., 162(1) :128-133, 1967.

R. Hakim. Sur la mécanique statistique relativiste. Ann. Inst.
Henri Poincaré, Phys. Théor., pages 225244, 1967.

R. Hakim. Relativistic scalar plasma. Phys. Rev., 166(1) :75-81,
1968.

R. Hakim. Relativistic stochastic processes. J. Math. Phys., 9(11),
1968.

Steven G. Harris. Boundaries on space-times : An outline. Ad-
vances in differential geometry and general relativity. American
Mathematical Society (AMS). Contemporary Mathematics 359,
65-85 (2004)., 2004.

Stephen W. Hawking and G.F.R. Ellis. The large scale structure
of space-time. Cambridge Monographs of Mathematical Physics.
Vol. I. London : Cambridge University Press., 1973.



Bibliographie 295

[Her09]

[HK92|

[HP70]

[Hsu00]

[16663]

W89
[KalO1]

[Kens0|

[Ken88)

[Ken98)|

[KK79]

[KTS59]

[Kun56|

[LG83]

J Herrmann. Diffusion in the special theory of relativity.
arziv :0905.0751, 2009.

Pei Hsu and Wilfrid S. Kendall. Limiting angle of brownian mo-
tion in certain two-dimensional Cartan- Hadamard manifolds. An-
nales de la Faculté des Sciences de Toulouse Mathématiques (Série
6), pages 169-186, 1992.

S.W. Hawking and R. Penrose. The singularities of gravita-
tional collapse and cosmology. Proc. R. Soc. Lond., Ser. A,
314(1519) :529-548, 1970.

E.P. Hsu. Stochastic Analysis on Manifolds. American mathema-
tical society, 2000.

K. Ito. The brownian motion and tensor fields on Riemannian

manifolds. In Proceedings of the Internat. Congr. Mathematicians
(Stockholm, 1962), pages 536539, 1963.

N. Ikeda and S. Watanabe. Stochastic differential equations and
diffusions processes. North Holland, second edition, 1989.

O. Kallenberg. Foundation of Modern Probability. Springer-
Verlag, second edition, 2001.

W. Kendall. Brownian motion, negative curvature, and harmonic
maps. In Stochastic Integrals, Proceedings, LMS Durham Sympo-
stum, pages 479-491, 1980.

W. Kendall. The Geometry of Random Motion, Martingales on
manifolds and harmonic maps, volume 73. 1988.

Wilfrid S. Kendall. From stochastic parallel transport to harmo-
nic maps. Jost, Jiirgen et al., New directions in Dirichlet forms.
Providence, RI : American Mathematical Society. AMS/IP Stud.
Adv. Math. 8, 49-115 (1998)., 1998.

Y. Kasahara and S. Kotani. On limit processes for a class of
additive functionals of recurrent diffusion processes. Zeitschrift
fiir Wahrscheinlichkeitstheorie und verwandte Gebiete., 49 :133—
153, 1979.

F.I. Karpelevich, V.N. Tutubalin, and M.G. Shur. Limit theorems
for the compositions of distributions in the Lobachevsky plane and
space. Theory Prob. Appl., 4 :399-402, 1959.

W. Kundt. Trégheitsbahnen in einem von Godel angegebenen
kosmologischen Modell. Zeitschrift fiir Physik, 145 :611-620, 1956.
J.F. Le Gall. Applications du temps local aux équations différen-

tielles stochastiques unidimensionnelles. Semin. de probabilites
XVII, Proc. 1981/82, Lect. Notes Math. 986, 15-31 (1983)., 1983.



296

Bibliographie

[Mai78]

[Mey78]|
[O'Ng3]
[Pav01]
[Pen65|
[Per27]

[Per82]

[Pic91]

[Reb79]

[Rin01]
[RN69]
[Rob33|

[RS94]

[RS95]

[RY99)]

Nelly Maigret. Théoreme de limite central fonctionnel pour une
chaine de markov récurrente au sens de harris et positive. Ann.
Inst. Henri Poincaré, Nouv. Sér., Sect. B, 14 :425-440, 1978.

P.A. Meyer. Martingales locales fonctionnelles additives. I. Semin.
Probab. XII, Univ. Strasbourg 1976/77, Lect. Notes Math., 1978.

B. O’Neill. Semi Riemannian Geometry, with applications to Re-
lativity. Academic Press, 1983.

M. Pavon. On the stochastic mechanics of the free relativistic
particle. Journal of Mathematical Physics, pages 4846-4856, 2001.

Roger Penrose. Gravitational collapse and space-time singulari-
ties. Phys. Rev. Lett., 14 :57-59, 1965.

J. Perrin. Les atomes. 2. éd. 335 p. avec fig. Paris, F. Alcan
(Nouvelle collection scientifique), 1927.

Edwin Perkins. Local time and pathwise uniqueness for stochastic
differential equations. Seminaire de probabilites XVI, Univ. Stras-
bourg 1980/81, Lect. Notes Math. 920, 201-208 (1982)., 1982.

J. Picard. Martingales on Riemannian manifolds with prescribed
limit. J. Funct. Anal., 99 :223-261, 1991.

Rolando Rebolledo. La méthode des martingales appliquée a
I’étude de la convergence en loi de processus. Bull. Soc. Math.
Fr., Suppl., Mém. 62, 125 p., 1979.

W. Rindler. Relativity, Special, General and Cosmological. Oxford
university press, 2001.

H.P. Robertson and T.W. Noonan. Relativity and Cosmology.
Saunders Physics books, 1969.

H.P. Robertson. Kinematics and world-structure. Astrophys. J.,
82 :284-301, 1935.

Alfonso Romero and Miguel Sanchez. On completeness of cer-
tain families of semi-Riemannian manifolds. Geom. Dedicata,
53(1) :103-117, 1994.

Alfonso Romero and Miguel Sanchez. Geodesic completeness and
conformal Lorentzian moduli space on the torus. In Differential
geometry and its applications (Granada, 1994), volume 2 of An.
Fis. Monogr., pages 189-197. CIEMAT, Madrid, 1995.

D. Revuz and M. Yor. Continuous Martingales and Brownian
Motion. Springer-Verlag, third edition, 1999.



Bibliographie 297

[San9g|

[San99|

[Ste90]

[TMW73]

[Tou83|

[Vars0]
[VBO6)
[Wal37]
[Wei72]
[Yam71]|
[Yor01]

[Zeg99]

Miguel Sanchez. On the geometry of generalized Robertson-
Walker spacetimes : geodesics. Gen. Relativity Gravitation,
30(6) :915-932, 1998.

Miguel Sanchez. On the geometry of generalized Robertson-
Walker spacetimes : curvature and Killing fields. J. Geom. Phys.,
31(1) :1-15, 1999.

H. Stephany. General relativity, an introduction to the theory of

the gravitational field. Cambridge university press, second edition,
1990.

Kip S. Thorne, Charles W. Misner, and John A. Wheeler. Gravi-
tation (Physics Series). W. H. Freeman, 1973.

A. Touati. Théorémes de limite centrale fonctionnels pour les
processus de Markov. Ann. Inst. Henri Poincaré, Nouv. Sér.,
Sect. B, 19 :43-55, 1983.

S.R.S. Varadhan. Diffusion problems and partial differential equa-
tions. Springer Verlag, 1980.

A. Z. Gazizov V. Berezinsky. Diffusion of cosmic rays in expanding
universe. Astrophys.J. 643, pages 8-13, 2006.

A. G. Walker. On Milne’s Theory of World-Structure. Proc.
London Math. Soc., s2-42(1) :90-127, 1937.

S. Weinberg. Gravitation and Cosmology. John Wiley and sons,
1972.

T. Yamada. On the uniqueness of solutions of stochastic differen-
tial equations. J. Math. Kyoto Univ., ii :155-167, 1971.

M. Yor. Ezponential Functionals of Brownian Motion ans Related
Processes. Springer-Finance, 2001.

A. Zeghib. Isometry groups and geodesic foliations of Lorentz
manifolds. II. Geometry of analytic Lorentz manifolds with large
isometry groups. Geom. Funct. Anal., 9(4) :823-854, 1999.



